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❋✐rst❧②✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❡①♣r❡ss ♠② s✐♥❝❡r❡ ❣r❛t✐t✉❞❡ t♦ ♠② ❛❞✈✐s♦r Pr♦❢✳ ❘❛♣❤❛ë❧
●✐❧❧❛r❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s✉♣♣♦rt ♦❢ ♠② P❤✳❉ st✉❞② ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ r❡s❡❛r❝❤✱ ❢♦r ❤✐s ♣❛t✐❡♥❝❡✱
♠♦t✐✈❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♠♠❡♥s❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❍✐s ❣✉✐❞❛♥❝❡ ❤❡❧♣❡❞ ♠❡ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤
❛♥❞ ✇r✐t✐♥❣ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ■ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ✐♠❛❣✐♥❡❞ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❜❡tt❡r ❛❞✈✐s♦r ❛♥❞ ♠❡♥t♦r
❢♦r ♠② P❤✳❉ st✉❞②✳

❇❡s✐❞❡s ♠② ❛❞✈✐s♦r✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ♠② t❤❡s✐s ❝♦✲s✉♣❡r✈✐s♦rs ✿ ❉r✳ ❙té♣❤❛♥❡
▼ér✐❝ ❛♥❞ ❉r✳ ❉✐✈✐t❤❛ ❙❡❡t❤❛r❛♠❞♦♦ ❢♦r t❤❡✐r ✐♥s✐❣❤t❢✉❧ ❝♦♠♠❡♥ts ❛♥❞ ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥t
❞✉r✐♥❣ t❤✐s t✐♠❡✳

■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❡①♣r❡ss ♠② ❣r❛t✐t✉❞❡ t♦ Pr♦❢✳ ❊r✐❝ ▲❤❡✉r❡tt❡✱ Pr♦❢✳ ❘é❣✐s ●✉✐♥✈❛r❝✬❤
❛♥❞ Pr♦❢✳ ❏❡❛♥ ❨✈❡s ❉❛✉✈✐❣♥❛❝ ❢♦r ❛❝❝❡♣t✐♥❣ ❜❡✐♥❣ ♠❡♠❜❡rs ✐♥ t❤❡ ❥✉r② ♦❢ ♠② ♣❤❞
❞❡❢❡♥s❡✳ ■ t❤❛♥❦ ②♦✉ ❢♦r ②♦✉r ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❝♦♠♠❡♥ts ❛♥❞ q✉❡st✐♦♥s✳

▼② s✐♥❝❡r❡ t❤❛♥❦s ❛❧s♦ ❣♦❡s t♦ Pr♦❢✳ ❈❤❛r❧❡s ❚❛t❦❡✉ ✇❤♦ ♣r♦✈✐❞❡❞ ♠❡ ❛♥ ♦♣♣♦rt✉♥✐t②
t♦ ❥♦✐♥ ❤✐s t❡❛♠ ❛s ✐♥t❡r♥✱ ❛♥❞ ✇❤♦ ❣❛✈❡ ♠❡ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❛♥❞ r❡s❡❛r❝❤ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s✳

■ t❤❛♥❦ ♠② ❢❡❧❧♦✇ ❧❛❜♠❛t❡s ❢♦r t❤❡ st✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❢✉♥ ✇❡ ❤❛✈❡
❤❛❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st t❤r❡❡ ②❡❛rs✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ■ ❛♠ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ❉r✳ ▼❤❛♠❛❞ ❍❛ss❛♥❡✐♥ ❘❛❜❛❤
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▲❛st ❜✉t ♥♦t t❤❡ ❧❡❛st✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ♠② ❢❛♠✐❧② ✿ ♠② ♣❛r❡♥ts ❛♥❞ ♠② s✐st❡rs
❢♦r s✉♣♣♦rt✐♥❣ ♠❡ s♣✐r✐t✉❛❧❧② t❤r♦✉❣❤♦✉t ✇r✐t✐♥❣ t❤✐s t❤❡s✐s ❛♥❞ ♠② ♠② ❧✐❢❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳
❚❤❡ ♠♦st s♣❡❝✐❛❧ t❤❛♥❦s ❣♦ t♦ ♠② ❜❡❧♦✈❡❞ ✇✐❢❡ ✇❤♦ ✇❛s ❛❧✇❛②s t❤❡r❡ ❢♦r ♠❡ ❛♥❞ ❣❛✈❡ ♠❡
t❤❡ ✈✐t❛❧ s✉♣♣♦rt s♦ t❤❛t ■ ❝♦✉❧❞ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤ ♠② ✇♦r❦✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❏✉❧✐❛✱ ♠② ❧✐tt❧❡ ❞❛✉❣❤t❡r✱
②♦✉ ❤❛✈❡ ❧✐❣❤t❡♥ ✉♣ ♠② ❧✐❢❡✳ ❨♦✉r ♣r❡s❡♥❝❡ ❤❛s ❣✐✈❡♥ ♠❡ t❤❡ ❡①tr❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠♦st
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✹✳✻✳✼ ❙✉♠♠❛r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺

✹✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻

✺ ❊♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❇❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ ❢✐♥✐t❡ ❧♦ss② ♠✉❧t✐✲

❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡ ✶✸✼

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼
✺✳✷ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❘❛❞❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❜② ❛ ✜♥✐t❡

❝②❧✐♥❞❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽
✺✳✷✳✶ Pr♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽
✺✳✷✳✷ ✸❉ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❑♥♦tt ✷❉

❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽
✺✳✷✳✷✳✶ ❘❈❙ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❝②❧✐♥❞❡rs ♦❢ ✜♥✐t❡ ❧❡♥❣t❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽



❚❛❜❧❡ ♦❢ ❈♦♥t❡♥ts ✶

✺✳✷✳✷✳✷ ●❡♦♠❡tr② ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾
✺✳✷✳✷✳✸ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✉s✐♥❣

r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾
✺✳✷✳✷✳✹ ❈♦rr❡❝t❡❞ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶

✺✳✸ ❋✉❧❧ ✇❛✈❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✿ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦❢
♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ♠❡❞✐✉♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸

✺✳✹ ❋✉❧❧ ✇❛✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ❜② ❛ ❝♦❛t❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r
✉s✐♥❣ ♠❡t❛♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦❛t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸
✺✳✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸
✺✳✹✳✷ ●❡♦♠❡tr② ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹
✺✳✹✳✸ ❇❛❝❦s❝❛tt❡r ❘❈❙ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ✿ ❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r ❝♦❛t❡❞ ❜② ❛

♠❡t❛❧❧✐❝ ❝♦❛t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺
✺✳✹✳✹ ❇❛❝❦s❝❛tt❡r ❘❈❙ r❡s✉❧ts ❢♦r s✐♥❣❧❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡rs ♦❢ ǫr = 3✱

ǫr = 3 + 0.1i ❛♥❞ ǫr = 3 + i ♦❢ ❝②❧✐♥❞❡r s✐③❡ 0.5λ0 ❛t ✺ ●❍③ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺
✺✳✹✳✺ ❇❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❝♦❛t❡❞ ❝②❧✐♥❞❡rs ♦❢ ❛ ❝♦❛t ♣❡r♠✐tt✐✲

✈✐t② ǫrc = −15 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻
✺✳✹✳✺✳✶ ❉✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ ❝♦r❡ ♦❢ ǫr = 3 ❛♥❞ ❝♦❛t ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②

ǫrc = −15 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻
✺✳✹✳✺✳✷ ❇❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ❝♦❛t❡❞ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡rs

♦❢ ❝♦r❡ ♦❢ ǫr = 3 + 0.1i ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼
✺✳✹✳✺✳✸ ❇❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ❝♦❛t❡❞ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡rs

♦❢ ❝♦r❡ ♦❢ ǫr = 3 + i ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾
✺✳✺ ❇❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ♦❢ ❛ ❝♦❛t❡❞ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❤✉♠❛♥

❝♦r❡ ❛t ✽✼✵ ▼❍③ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵
✺✳✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵
✺✳✺✳✷ ❇❛❝❦s❝❛tt❡r ❣❛✐♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜♥✐t❡♥❡ss ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵
✺✳✺✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶
✺✳✺✳✹ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ❧♦♥❣ ✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡

✭L/R = 10✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶
✺✳✻ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ r❡❛❧ ❧✐❢❡ s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ s✐③❡❞ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡

✭L = 40cm,L/R ≈ 2.4✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✸
✺✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✹

▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✶✻✶

▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s ✶✼✶

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✶✼✶



✷ ❚❛❜❧❡ ♦❢ ❈♦♥t❡♥ts







❘és✉♠é ❞❡ ❧❛ ❚❤ès❡ ✺

❋✐❣✉r❡ ✺ ✕ ❉✐è❞r❡ ❛♣❧❛t✐ ❢♦r♠é ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s

TM: 6 dB gain

TE: 1.3 dB gain

❋✐❣✉r❡ ✻ ✕ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❙❊❘ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♠é❧✐♦ré ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡

■❧ ❡st ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ✐♥❝✐❞❡♥t ♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t✭β❂✷✷✳✺➦✮ à ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ♣❛♥♥❡❛✉
❣❛✉❝❤❡ ❛tt❡✐♥t ❧✬❛✉tr❡ ♣❛♥♥❡❛✉ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ très ♦❜❧✐q✉❡✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧❡s
ré♣♦♥s❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✱ ❝♦♥ç✉❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡
♥♦r♠❛❧❡✱ s❡ ❞étér✐♦r❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❡❧❧❡s ♥❡ r❡s♣❡❝t❡♥t ♣❧✉s ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♣❤❛s❡ r❡q✉✐s❡✳

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ♣r♦♣♦✲
sé❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ✭❋✐❣✳ ✹✮ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐té ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❡t ❞♦♥❝ ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t rétr♦❞✐r❡❝t✐❢ ❞✉ ❞✐è❞r❡ à
✷✹ ●❍③✳ ❉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❆♥s♦❢t ❍❋❙❙ ♦♥t été ❡✛❡❝t✉é❡s ♣♦✉r ✈❛❧✐❞❡r
❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ❋✐❣✳ ✺ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❞✐è❞r❡ ❛♣❧❛t✐ s✐♠✉❧é ❡t s❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s
❧❡ ❚❛❜✳ ✶✳ ❋✐❣✳ ✻ ♠♦♥tr❡ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣✲
♣♦rt à ❝❡❧❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s TEx ❡t TMx r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s
♠❡s✉r❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s s✉r ❧❛ ❋✐❣✳ ✼✳ ▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t ❜✐❡♥ ✈❛❧✐❞é❡s ♣❛r ❧❡s ♠❡s✉r❡s
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳

❉❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ♠ét❛♠❛tér✐❛✉①
❡st ét✉❞✐é❡✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① s♦♥t ❝♦♥s❛❝rés à ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rétr♦❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝②❧✐♥❞r❡
❞✐é❧❡❝tr✐q✉❡ ♠✉❧t✐✲❝♦✉❝❤❡ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❡ ❝♦r♣s ❤✉♠❛✐♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❞❡ ♠é✲
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❋✐❣✉r❡ ✼ ✕ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❙❊❘ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❝❡✉① ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❚❛❜❧❡ ✶ ✕ ❉✐♠❡♥s✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡s ❞✐è❞r❡s ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ❛♣❧❛t✐

❙tr✉❝t✉r❡ ❜✱ ♠♠ ❤✱ ♠♠ ✇✱ ♠♠
❉✐è❞r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✸✹✳✻✺ ✶✻✷✳✺ ✻✾✳✷✾
❘❡✢❡❝t❛rr❛② ✶✹✳✸✺ ✶✻✷✳✺ ✻✾✳✷✾

t❛♠❛tér✐❛✉① ✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❝❡tt❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❡st ❡♥✈✐s❛❣é❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s ♣r♦✲

♣r✐étés ❞❡ rétr♦❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝②❧✐♥❞r❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✐♥✜♥✐❡✳ ▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ✐♥✜♥✐ ❞✉ ❝②❧✐♥❞r❡
♣❡r♠❡t ❞✬❛❜♦r❞❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡
▼✐❡✳ ❈❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ét❡♥❞✉❡ ❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝②❧✐♥❞r❡ ❜✐✲❝♦✉❝❤❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✬✉♥ ❝♦r♣s ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ✉♥ ❡♥r♦❜❛❣❡ ❞❡st✐♥é à
❛♠é❧✐♦r❡r s❛ ré✢❡❝t✐✈✐té✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ tr❛✐té ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ à
♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ s♣❤èr❡ ❡st r❡❢♦r♠✉❧é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣rés❡♥t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
❝②❧✐♥❞r✐q✉❡s✳ ▲❡ ❝♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡
▼✐❡ ❡st ✈❛❧✐❞é ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❡t ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢✉❧❧✲✇❛✈❡ ré❛❧✐sé❡s
à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❍❋❙❙✳

▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❜✐✲❝♦✉❝❤❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♥♦②❛✉ ♣rés❡♥✲
t❛♥t ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐té ❡t ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣❡rt❡ ❞✐é❧❡❝tr✐q✉❡ ♣♦✉r é✈♦❧✉❡r ✈❡rs ❞❡s
♣❡r♠✐tt✐✈✐tés ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s t❛♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ré❡❧❧❡s q✉✬✐♠❛❣✐♥❛✐r❡s✳ P♦✉r ❝❡
q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡✱ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐tés ♣♦s✐t✐✈❡s ❡t ♥é❣❛t✐✈❡s s♦♥t ❝♦♥s✐✲
❞éré❡s✳ ▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❡♥r♦❜❛❣❡ s♦♥t q✉❛♥t✐✜é❡s ♣❛r ✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡ rétr♦❞✐✛✉s✐♦♥ q✉✐
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ q✉♦t✐❡♥t ❡♥tr❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ rétr♦❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✉ ❝②❧✐♥❞r❡ ❡♥r♦❜é ❡t ❝❡❧❧❡ ❞✉
❝②❧✐♥❞r❡ ♥✉✳ ▲❡ r❡❝♦✉rs à ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐té ♥é❣❛t✐✈❡ ❛♣♣❛r❛ît ✐♥❞✐q✉é ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ♦ù ❧❡s ♣❛rt✐❡s ré❡❧❧❡ ❡t ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐té ❞✉ ♥♦②❛✉ s♦♥t ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✳

❉❛♥s ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡✱ ❧✬ét✉❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❝②❧✐♥❞r❡ ❤étér♦❣è♥❡ ✐♥❝❧✉❛♥t
q✉❛tr❡ ❝♦✉❝❤❡s✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐té s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s t✐ss✉s ❤✉♠❛✐♥s
à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ré❢ér❡♥❝é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣❛r ❈✳ ●❛❜r✐❡❧❬✾✽❪✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ❡st ✐♥✲
tér❡ss❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❡❧❧❡ ✐♥tè❣r❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐tés ❡t ❞✬é♣❛✐ss❡✉rs
r❡❧❛t✐✈❡s ❞❡ ❝♦✉❝❤❡s à ♠ê♠❡ ❞❡ r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❞✐s♣❛r✐tés r❡♥❝♦♥tré❡s ❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉
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L

❋✐❣✉r❡ ✽ ✕ ▲❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✬✉♥ ❝②❧✐♥❞r❡ ✜♥✐ ♠✉❧t✐✲❝♦✉❝❤❡ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ✉♥ ❝♦r♣s ❤✉♠❛✐♥

❋✐❣✉r❡ ✾ ✕ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❣❛✐♥ rétr♦❞✐✛✉s✐♦♥ ✭❡♥ ❞❇✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡
❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡

à ❧✬❛✉tr❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐té r❡st❡
❢❛✐❜❧❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ❞❡s é♣❛✐ss❡✉rs ❡st ♣❧✉s ❞ét❡r♠✐♥❛♥t❡✳
◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❞❛♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❧❛ ♣❧✉s ❞é❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ♣❛r❛♠é✲
tr✐q✉❡✱ ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ rétr♦❞✐✛✉s✐♦♥ r❡st❡ ♣♦s✐t✐❢✳ ❯♥❡ ét❛♣❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡
✈❡rs ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rétr♦❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✉ ❝♦r♣s ❤✉♠❛✐♥ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❧♦♥✲
❣✉❡✉r ✜♥✐❡ ❞✉ ❝②❧✐♥❞r❡ ♠✉❧t✐✲❝♦✉❝❤❡✭❋✐❣✳ ✽✮✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
❡①❛❝t❡ ❡t ♦♥ s✬❛♣♣✉✐❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s s✉r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ✐ss✉❡ ❞❡
❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✭♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❑♥♦tt✮✳ ▲❡s ♣r❡♠✐❡rs ❝❛❧❝✉❧s ❡✛❡❝t✉és à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡
❞♦♥♥❡♥t ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛♥t
❧❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡✳

❈❡ ♣♦✐♥t ❛✉r❛✐t ♠ér✐té ✉♥ ❝♦♠♠❡♥t❛✐r❡✳ P♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❝②❧✐♥❞r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡
❡♥r♦❜é ♣❛r ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡st✐♥é❡ à ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ rétr♦❞✐✛✉s✐♦♥✱ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝②❧✐♥❞r❡
r❡❝♦✉✈❡rt ♣❛r ✉♥❡ ✜♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r ♣❛r❢❛✐t ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❛✈❡❝
✉♥ ❣❛✐♥ ❡♥ rétr♦❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ ✹ ❞❇✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❡♥r♦❜é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐té
r❡❧❛t✐✈❡ é❣❛❧❡ à ✲✶✺ ❡st s✐♠✉❧é❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐té ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✉ ♥♦②❛✉
❝❡♥tr❛❧ ✭♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ é❣❛❧❡ à ✸✱ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡ ✵ ❡t ✶✮✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡
♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ à ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❣❛✐♥ ❡♥ rétr♦❞✐✛✉s✐♦♥ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs



✽ ❘és✉♠é ❞❡ ❧❛ ❚❤ès❡

❞❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐té ❝♦♥s✐❞éré❡s✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ s♦✉❧✐❣♥❡r q✉❡ ❝❡ ❣❛✐♥ ♠❛❥♦r❡ ❝❡❧✉✐
❞✬✉♥ ❝②❧✐♥❞r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐ ❡t q✉❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st s✉♣ér✐❡✉r à ❝❡❧✉✐
q✉❡ ❞♦♥♥❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✳ ❈❡ ♣♦✐♥t ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr♦♥❝❛t✉r❡
❞✉ ❝②❧✐♥❞r❡ ♣♦✉r ❧❛ rétr♦❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♣❛r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥✳ ▲❡s
❣❛✐♥s ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✶✵ ❞❇✱ ❝❡ q✉✐ ❡st très s✉♣ér✐❡✉r ❛✉ ❣❛✐♥ ❞✉ ❝②❧✐♥❞r❡
❡♥r♦❜é ♣❛r ✉♥❡ ✜♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ♠ét❛❧ ♣❛r❢❛✐t✱ ✐♥tr♦❞✉✐t ❝♦♠♠❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳

❊♥✜♥✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦②❛✉ ❝❡♥tr❛❧✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❝②❧✐♥❞r❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ q✉❛tr❡ ❝♦✉❝❤❡s
t❡❧ q✉❡ ❞é✜♥✐ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐té ré♣❡rt♦r✐é❡s ♣❛r ❈✳ ●❛❜r✐❡❧❬✾✽❪✳ ▲❡s
♣r♦✜❧s ❞❡ ❣❛✐♥ ❡♥ rétr♦❞✐✛✉s✐♦♥ s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♠♦♥♦t♦♥❡s ❡t té♠♦✐❣♥❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡
❞✬✉♥ s❡✉✐❧ ❞✬é♣❛✐ss❡✉r ❞✬❡♥r♦❜❛❣❡✳ ❈❡ s❡✉✐❧ ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❧❛ ♣❡r♠✐tt✐✈✐té
♥é❣❛t✐✈❡ ❞❡ ❧✬❡♥r♦❜❛❣❡ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐té ❡♥✈✐s❛❣é❡s✱ ❝♦♠♣r✐s❡s
❡♥tr❡ ✲✷✵ ❡t ✲ ✹✵ ❧❛✐ss❡♥t ❡♥tr❡✈♦✐r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞✬❡♥r♦❜❛❣❡
♣❛r ♠ét❛♠❛tér✐❛✉① ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡♥tr❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐té ❡t é♣❛✐ss❡✉r ♣♦✉r
✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞♦♥♥é❡ ✭❋✐❣✳ ✾✮✳



●❡♥❡r❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈♦♥t❡①t

■♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❡♥❡r❣② tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❧♦✇ ❡♥❡r❣②✲❝♦♥s✉♠✐♥❣
tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ❝♦♥❝❡r♥✳ ❙❤✐❢t✐♥❣ t♦ s✉st❛✐♥❛❜❧❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥
♠♦❞❡s ❤❛s ❧❡❞ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❯t✐❧✐t② ❈②❝❧✐♥❣✳ ❯r❜❛♥ ♣♦❧✐❝✐❡s ❛r❡ ❜❡✐♥❣ ❞❡♣❧♦②❡❞ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✉r❜❛♥ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s
❢❛✈♦r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡s ♦❢ tr❛♥s♣♦rt✳ ❚❤❡ s❤❛r✐♥❣ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ s♣❛❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ♣✉❜❧✐❝ tr❛♥s♣♦rt ❛♥❞ ❜✐❝②❝❧❡s ❛❧❧♦✇s ❣r❡❛t❡r ❢r❡❡❞♦♠ ❢♦r ❝②❝❧✐sts ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥❞✉❝❡s
r✐s❦s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ❜✉s ❧❛♥❡s✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❯t✐❧✐t② ❈②❝❧✐♥❣ s❤♦✉❧❞ t❤✉s ❜❡
t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ ✐♥t❡♥s✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♦♥ s❛❢❡t② ✐ss✉❡s ❛♥❞ t❤❡ ❢❡❡❧✐♥❣ ♦❢ ✐♥s❡❝✉r✐t②
♦❢ ❝②❝❧✐sts ♦r ❡✈❡♥ t❤❡ ♦t❤❡r r♦❛❞ ✉s❡rs✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ st❛t✐st✐❝s ❞♦ ♥♦t ❧✐❡✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡
♣♦✐♥t✐♥❣ t♦ ♦♥❡ ❢❛❝t t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐❣♥♦r❡❞ ❛♥②♠♦r❡ ✿ r♦❛❞ s❛❢❡t② ♥♦✇❛❞❛②s ✐s ❛ ♠❛❥♦r
❝♦♥❝❡r♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛❝❝✐❞❡♥t st❛t✐st✐❝s s❤♦✇ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ✶✷ ✪ ♦❢ ❞❡❛t❤s ♦❢ ❝②❝❧✐sts s✐♥❝❡
✷✵✶✵ ✭❖◆■❙❘✱ ✷✵✶✷✮✳ ■❢ t❤✐s ♠❡❛♥s ❛♥②t❤✐♥❣✱ ✐t ✐s t❤❛t ♠♦r❡ ♠❡❛s✉r❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡✈❡♥t s✉❝❤ ❢❛t❛❧✐t✐❡s ♦♥ t❤❡ r♦❛❞✳

■♥ t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ♥❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t ❈❨❈▲❖ Pr♦té❝t✐♦♥ ➱❧é❝tr♦♥✐q✉❡ ✭❈❨❈▲❖P❊✮✱ t❤❡
❛✐♠ ✐s t♦ st✉❞② t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡✐r r❡❧❡✈❛♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡
❛♥❞ ✐♠♣❛❝t t♦ ❡♥❛❜❧❡ ❛ s❛❢❡r ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❜✐❝②❝❧❡s ❛♥❞ ❜✉s❡s ♦♥ t❤❡ r♦❛❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❝②❝❧✐sts
❤❡s✐t❛t❡ ✐♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜✉s ❧❛♥❡s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ❛❢r❛✐❞ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ s✐❧❡♥t ✈❡❤✐❝❧❡s ✇❤♦s❡
♣r❡s❡♥❝❡ ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡t❡❝t✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❜✉s ❞r✐✈❡rs s❡❡ t❤❡ ❜✐❝②❝❧❡s ❛s ✈✉❧♥❡r❛❜❧❡ ❛♥❞
❤❛r❞ t♦ ❞❡t❡❝t ♦❜st❛❝❧❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ str♦♥❣ ❞❡♠❛♥❞ ❢r♦♠ ❜✉s ❞r✐✈❡rs t♦ ❤❛✈❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡✐r ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐♥♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡✐r str❡ss ❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧②
❛❝❝✐❞❡♥t r❛t❡s ✐♥ ✉r❜❛♥ ❛r❡❛s✳

❍❡♥❝❡✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t ✐s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ❧♦✇✲❝♦st t❡❝❤♥♦✲
❧♦❣✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝②❝❧✐♥❣ ✐♥ ✉r❜❛♥ tr❛✣❝ ❜② ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ❜♦t❤
t❤❡✐r s❛❢❡t② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠❢♦rt ♦❢ ❜✉s ❞r✐✈❡rs✳

■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ ✇♦r❦ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡
❞❡t❡❝t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝②❝❧✐st ❜② ✈❡❤✐❝❧❡s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✲❛✈♦✐❞❛♥❝❡ r❛❞❛r✳ ❚❤❡
♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡❝t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❜✐❝②❝❧❡✲❝②❝❧✐st s②st❡♠ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡
❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧ ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝❛✉s❡ ❛❧❛r♠ ♦♥ t❤❡ r❛❞❛r✲❡q✉✐♣♣❡❞ ✈❡❤✐❝❧❡ ✭❡✳❣✳
❜✉s✮✳

✶



✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❖✉r s✉❜❥❡❝t ♦❢ st✉❞②

❚♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡❝t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❜✐❝②❝❧❡✲❝②❝❧✐st s②st❡♠✱
✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❘❛❞❛r ❈r♦ss✲❙❡❝t✐♦♥ ✭❘❈❙✮ ♦❢ t❤✐s s②st❡♠✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t✇♦
❞✐st✐♥❝t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡
❞❡✈✐❝❡ ❢♦r t❤❡ ❜✐❝②❝❧❡ ✐♥s♣✐r❡❞ ♦♥ r❡✢❡❝t❛rr❛② ❛♥t❡♥♥❛s ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❞❡❛❧s ✇✐t❤
❛ ♣r♦s♣❡❝t✐✈❡ ♣r♦♣♦s❛❧ ♦❢ ❛ ❝♦❛t t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❘❈❙ ♦❢ t❤❡ ❝②❝❧✐st ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢
♠❡t❛♠❛t❡r✐❛❧s✳

❘❡✢❡❝t❛rr❛②s

■♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✱ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ r❡✢❡❝t♦r ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠
r❡✢❡❝t❛rr❛② ❛♥t❡♥♥❛s ✐s st✉❞✐❡❞✳ ❆ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ r❡✢❡❝t♦r r❡✢❡❝ts t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠ ✐♥ t❤❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✇✐t❤♦✉t ❛ ♣r✐♦r✐ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤✐s ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❇② ❛tt❛❝❤✐♥❣
t✇♦ ♠❡t❛❧❧✐❝ ♣❛♥❡❧s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❧②✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ st❡❡r t❤❡ ❜❡❛♠ ✐♥ ❛ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡
♠❛♥♥❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ ❣❡♦♠❡tr② ❞♦❡s ♥♦t ✜t ✐♥t♦ ❝♦♠♣❛❝t s♣❛❝❡s✳ ❆ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥
✐s t♦ ✢❛tt❡♥ t❤♦s❡ ♣❛♥❡❧s ✇❤✐❧❡ ❡q✉✐♣♣✐♥❣ t❤❡♠ ✇✐t❤ ❛ ♣❤❛s✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ s♦ t❤❛t t♦
r❡st♦r❡ t❤❡ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✳

❋✐rst✱ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st✉❞② ♦♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛♥❞ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ✉t✐❧✐③✐♥❣ ❛ r❡✢❡❝t❛rr❛② ❛s
t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♣❤❛s✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s st✉❞②✱ ❛ ♣r♦t♦t②♣❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣
❛t t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✭✷✹ ●❍③ ❢♦r ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ ❘❆❉❆❘s✮ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞✱ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞
❛♥❞ t❡st❡❞✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❜② ❛tt❛❝❤✐♥❣ t❤✐s r❡✢❡❝t♦r t♦ t❤❡ ❜✐❝②❝❧❡ ❢r❛♠❡✱ t❤❡
♦✈❡r❛❧❧ ❘❈❙ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t♦r✲❜✐❝②❝❧❡ str✉❝t✉r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞✳

▼❡t❛♠❛t❡r✐❛❧s

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✱ t❤❡ ❢♦❝✉s s✇✐t❝❤❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❜✐❝②❝❧❡ t♦ t❤❡ ❝②❝❧✐st
❤✐♠s❡❧❢✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t❤✉s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❘❈❙ ♦❢ t❤❡ ❝②❝❧✐st✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥
t❤❛t t❤❡ ❤✉♠❛♥ t♦rs♦ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r✱ ♦✉r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
♣r♦❜❧❡♠ r❡❞✉❝❡s t♦ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ♠❛❞❡ ♦❢ ❧♦ss②
❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❝②❧✐♥❞❡r ✐s t❤❡♥ ❝♦❛t❡❞ ❜② ❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝
❧❛②❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ❛♥❞ t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐s❡❞
s✉❝❤ t❤❛t ❞❡s✐❣♥ r✉❧❡s ❢♦r ❜❡st ❝♦❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ❛♥❞ t❤✐❝❦♥❡ss
❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ ♠✉❧t✐❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ❤❛s ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❛s❡❞
♦♥ ❇❡ss❡❧ ❛♥❞ ❍❛♥❦❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ ✐t ✐s t❤❡♥ ✈❛❧✐✲
❞❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝✉rr❡♥t st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❤❡r❡ ❝♦♥s✐sts
✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② ❧❛r❣❡ ❧♦ss② ❜♦❞✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❤❛s ♥♦t
❜❡❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜❡❢♦r❡✳

■t ✐s t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ st✉❞② t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r ❝②❧✐♥❞❡rs ✇✐t❤ ❝♦❛ts
♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ❛♥❞ t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❉❡s✐❣♥ r✉❧❡s ❢♦r ♠❛①✐♠✐s✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣
❛r❡ t❤❡♥ ❞❡r✐✈❡❞✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❝❛♥❞✐✲
❞❛t❡s✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❝♦♥✜r♠ t❤❡s❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ P❤✳ ❉✳ ❛r❡ ✭✐✮ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✸

❛♥❛❧②s✐s ❜② ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧②✲❧❛r❣❡ ❧♦ss② ❜♦❞✐❡s ✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡s s✐♠♣❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❞❡q✉❛t❡
❝♦❛ts t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ ❜❛❝❦✲s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❞ ✭✐✐✮ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡
♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ♠❡t❛♠❛t❡r✐❛❧ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ ❜❛❝❦✲s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ ❧♦ss② ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❜♦✲
❞✐❡s✳

P❧❛♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s

❚❤❡ t❤❡s✐s ❜♦❞② ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✜✈❡ ❝❤❛♣t❡rs✳ ❈❤❛♣t❡r ♦♥❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇
❛❜♦✉t t❤❡ t♦♣✐❝✳ ❈❤❛♣t❡rs t✇♦ ❛♥❞ t❤r❡❡ ❛r❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛
r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ r❡✢❡❝t♦r✳ ❈❤❛♣t❡rs ❢♦✉r ❛♥❞ ✜✈❡ ❛r❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡
✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ ❤✉♠❛♥ t♦rs♦ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r
♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ✜rst ❝❤❛♣t❡r st❛rts ✇✐t❤ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇ ❛❜♦✉t t❤❡ r❡❝❡♥t ❛❞✈❛♥❝❡s
✐♥ s②st❡♠s ❞❡♣❧♦②❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s❛❢❡t② ♦❢ ✈✉❧♥❡r❛❜❧❡ r♦❛❞ ✉s❡rs ✭❱❘❯✬s✮ s✉❝❤ ❛s ♣❡✲
❞❡str✐❛♥s ❛♥❞ ❝②❝❧✐sts✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ❈❨❈▲❖P❊ ♣r♦❥❡❝t ✐♥✈❡st✐❣❛t❡s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t②
♦❢ t❤❡ ❘❛❞❛r s②st❡♠s t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ❱❘❯✬s ❛♥❞ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❝②❝❧✐sts✱ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❛❞❛r ❈r♦ss✲❙❡❝t✐♦♥✳ ❋r♦♠ t❤❡r❡✱
t❤❡ r❡✈✐❡✇ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❞❡t❡❝t❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❤ t❛r❣❡ts✳
❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ r❡✢❡❝t❛rr❛②s ❛♥❞ ♠❡t❛♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛♥❞ ♣✉t ✐♥t♦
❝r✐t✐❝❛❧ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❛s t♦ ✇❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❧r❡❛❞② ❞♦♥❡ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣t❡r✱ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ st✉❞② ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ ❞✐ss❡❝t t❤❡ r❡✢❡❝t❛rr❛②
♣❤❛s✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛♥❡❧s ♦❢ t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧✳ ❚❤❡ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ♣❤❛s❡
❧❛✇ ✐s ✜rst ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t r❡q✉✐r❡❞ t♦ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡❧② st❡❡r t❤❡
✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧
♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❆ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st✉❞② ✇♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s
❛♥❞ ❧✐♠✐ts ♦♥ t❤❡ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤♦s❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✇❛✈❡✱ t❤✉s ♦✛❡r✐♥❣ ❞❡s✐❣♥ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s t♦ ❢♦❧❧♦✇✳

❚❤❡ t❤✐r❞ ❝❤❛♣t❡r ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ r❡✢❡❝t❛rr❛②✲✐♥s♣✐r❡❞ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ✢❛tt❡✲
♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t ✷✹ ●❍③✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ♣❛rts ✿ ✉♥✐t
❝❡❧❧ st✉❞②✱ r❡✢❡❝t❛rr❛② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧✳ ❚❤❡ ✉♥✐t
❝❡❧❧ st✉❞② ✐s ✜rst ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❆ r❡✢❡❝t❛rr❛② ✐s
❤❡♥❝❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ ❛ ♠❛♥♥❡r t❤❛t ✐ts ❛rr❛② ❝❡❧❧s ♦❜❡② t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ r❡t♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ♣❤❛s❡
❧❛✇ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ♣r♦t♦t②♣❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣
❛t ✷✹ ●❍③ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ✐s ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ t❡st❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛♥❡❝❤♦✐❝ ❝❤❛♠❜❡r
✉s✐♥❣ t✇♦ ❤♦r♥ ❛♥t❡♥♥❛s ❛♥❞ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❛❧②③❡r✳

■♥ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥
t♦rs♦ ✐s st✉❞✐❡❞✳ ❆ ❤✉♠❛♥ t♦rs♦ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ ❧♦ss② ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠✉❧t✐✲
❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ t✐ss✉❡s✳ ❆♥ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛
♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❧♦ss② ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❧♦♥❣ ❝②❧✐♥❞❡r ❡①✐sts✳

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ ✐♥ ❛ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ♠❛♥♥❡r✳ ❋✐rst✱ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
♠♦❞❡❧ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ ❞♦✉❜❧❡✲❧❛②❡r❡❞ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❧♦♥❣ ❝②❧✐♥✲
❞❡r ❛♥❞ t❤❡♥ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞



✹ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❇② ❛ss✐❣♥✐♥❣
❡❛❝❤ ❧❛②❡r t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ t✐ss✉❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥ t♦rs♦✳ ❚♦ ❛❧t❡r t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣
✐♥t❡♥s✐t②✱ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ✐s ❝♦❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧❛②❡r ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ♠❡✲
❞✐✉♠✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❝♦❛t ♣r♦✜❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s t❤❛t ♦♣t✐♠❛❧❧②
❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ ❤✉♠❛♥ t♦rs♦✳

❈❤❛♣t❡r ✜✈❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛♣t❡r ❢♦✉r✳ ❚❤❡ ❝❤❛♣t❡r ❞❡❛❧s ✇✐t❤
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ ✜♥✐t❡ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❚♦ t❛❦❡ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✜♥✐t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r✱ ❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡
♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✳ ◆♦✇✱ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ str✉❝t✉r❡✱ ❢✉❧❧✲✇❛✈❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ t❡st t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧
❢♦r t❤❡ s✐♠♣❧❡r ❝❛s❡ ♦❢ ❞♦✉❜❧❡✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❋♦r t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ❡♠✉❧❛t✐♥❣
❛ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡✱ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s t♦
❢♦❧❧♦✇ s♦ t❤❛t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❋✉❧❧✲✇❛✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❤❡♥❝❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ♣✉t t❤♦s❡ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s ✐♥t♦ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ❝♦❛ts ✐s ❛ss❡ss❡❞ ❢♦r ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡✳

❚❤❡ t❤❡s✐s ❝♦♥t❡①t✱ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❛s♣❡❝ts ❛♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ s✉♠♠❡❞ ❛♥❞ ✇r❛♣♣❡❞ ✉♣
✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ❧✐st ♦❢ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳



❈❤❛♣t❡r ✶

❙t❛t❡ ♦❢ ❆rt

✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇ r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞✳
❚❤✐s r❡✈✐❡✇ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ✇♦r❦ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡
❣❡♥❡r❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❛♣♣❧✐❡❞ s❝✐❡♥t✐✜❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦
t✇♦ ♠❛❥♦r ♣❛rts✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt✱ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❱✉❧♥❡r❛❜❧❡ ❘♦❛❞ ❯s❡rs
✭❱❘❯✮ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦♥ r♦❛❞s✳ ❆ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦♣♦s❡❞
❛♥❞ t❤❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ s②st❡♠s ❞❡♣❧♦②❡❞ ♥♦✇❛❞❛②s✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✱ ❛ r❡✈✐❡✇ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ♦♥ ❤♦✇ t❤❡ ❘❛❞❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✭❘❈❙✮ t❛✐❧♦r✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ t❛❝❦❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❱❘❯s ♣r❡s❡♥t ❧♦✇ r❡✢❡❝t✐✈❡ ♣r♦✜❧❡s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡
❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡t❡❝t ✉s✐♥❣ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ ❘❛❞❛rs✳ ❚✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts
♦❢ r❡tr♦✲r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡
❘❈❙ ♦❢ ❱❘❯s✳ ❲❡ ❣♦ t❤r♦✉❣❤ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ✈✐s✐t t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s
r❡❧❡✈❛♥t t♦ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

✶✳✷ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❱✉❧♥❡r❛❜❧❡
❘♦❛❞ ❯s❡rs ✭❱❘❯✮ ❞❡t❡❝t✐♦♥

✶✳✷✳✶ ❉❛♥❣❡r♦✉s r❡❛❧ ❧✐❢❡ ❙❝❡♥❛r✐♦s ✿ ❜❧✐♥❞✲s♣♦t✱ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t

❘♦❛❞ ✐s ❛ ❞❛♥❣❡r♦✉s ♣❧❛❝❡ ❢✉❧❧ ♦❢ ♠♦✈✐♥❣ ❤❡❛✈② ✈❡❤✐❝❧❡s ❞r✐✈❡♥ ❜② ❛♥①✐♦✉s ❛♥❞ ❡rr♦r✲
♣r♦♥❡ ❤✉♠❛♥ ❜❡✐♥❣s❬✷❪✱❬✸❪✳ ❚❤✐s ❛❣✐t❛t❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s ✐♥ ♥❡❡❞ ❢♦r t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐♥t❡r✈❡♥✲
t✐♦♥ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✐ts ❞❛♥❣❡rs ❛♥❞ ❡❛s❡ t❤❡ ❛♥①✐❡t② ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈❡rs✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
✈❡❤✐❝❧❡s ♠♦✈❡ ✇✐t❤ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ♥❡❛r❧② ❛♥② s✐t✉❛t✐♦♥ t✉r♥ ✐♥t♦ ❛ ❞❛♥❣❡r♦✉s ♦♥❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡r❡ ❛r❡ s♣❡❝✐✜❝ s❝❡♥❛r✐♦s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❛♥❣❡r ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛❝❝✐❞❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❡✲
♠❡❧② ❤✐❣❤✳ ❆♠♦♥❣ t❤♦s❡ ❛r❡ t❤❡ ❜❧✐♥❞✲s♣♦t ❛♥❞ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t s❝❡♥❛r✐♦s✭❋✐❣s✳ ✶✳✶ ❛♥❞
✳ ✶✳✷ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳❬✹❪✱❬✺❪

❇❧✐♥❞✲s♣♦t s✐t✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ✇❤❡♥ t❤❡ ❞r✐✈❡r ✐s ✈✐s✉❛❧❧② ♦r ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣
♦❢ t❤❡ ♠✐rr♦rs ✐s ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t ♦r tr❛❝❦ t❤❡ ❝②❝❧✐st✳ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ✇❤❡♥
t❤❡ ❞r✐✈❡r ❞✐r❡❝t ✈✐s✐♦♥ t♦✇❛r❞s ❛ ❝②❝❧✐st ✐s ♦❜str✉❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✈❡❤✐❝❧❡ ♦♥ t❤❡

✺





❖✈❡r✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❱✉❧♥❡r❛❜❧❡ ❘♦❛❞ ❯s❡rs ✭❱❘❯✮ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✼

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ✕ s❦❡t❝❤ ♦❢ ❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❝❛♠❡r❛ s②st❡♠❬✶✵❪

tr❛✣❝ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ✈✐s✐♦♥ s❤♦rt❝♦♠✐♥❣s✱ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❜❛s❡❞
s②st❡♠s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❛❧❡rt t❤❡ ❞r✐✈❡r ❛♥❞ ♣r❡✈❡♥t ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✳

✶✳✷✳✷ ❙❡♥s♦r✲❜❛s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s

✶✳✷✳✷✳✶ ❱✐s✐♦♥ ❜❛s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s✐♥❣ ❝❛♠❡r❛s

❱✐s✐♦♥ ❜❛s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s✐♥❣ ❝❛♠❡r❛s❬✻❪ ❤❛✈❡ ❛❧✇❛②s ❜❡❡♥ s❡❡♥ ❛s s♦❧✉t✐♦♥s ✭❋✐❣✳ ✶✳✸✮
t♦ ❛✐❞ ❞r✐✈❡rs ♦♥ r♦❛❞s✳ ❆ ❝❛♠❡r❛ s②st❡♠ s❝❛♥s ✐ts s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡❝t ❛ ♣♦t❡♥✲
t✐❛❧ ♦❜st❛❝❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥♦t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♠❛❣❡ s❝❛♥♥✐♥❣✱ ❜✉t r❛t❤❡r t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
♦❢ t❤❡ ✈✐s✉❛❧ ❞❛t❛ t❤❛t ♠❛❦❡s ✐t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✉♥✐ts
t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❙✉❝❤ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❡✈❡♥ ♠❛❣♥✐❢② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧
❢❛❝t♦rs ❛s ❧✐❣❤t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝❧✉tt❡r ♦♥ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠
❬✶❪✳

❲♦r❦ ✐s ❜❡✐♥❣ ❞♦♥❡ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s②st❡♠ ❞❡t❡❝t❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❱❘❯✬s ❛s ♣❡❞❡str✐❛♥s ❬✼❪
❛♥❞ ❝②❝❧✐sts ❬✽❪✱❬✾❪ ❜✉t s✉r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳

✶✳✷✳✷✳✷ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ▲✐❞❛r t❡❝❤♥✐q✉❡s

▲✐❞❛r ✐s ❛ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡ t❤❛t ♦♣❡r❛t❡s s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❛ ❘❛❞❛r ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t❤❛t
❜❡❛♠ ❡♠✐tt❡❞ ✐s ❛ ❧❛s❡r ✭❋✐❣✳ ✶✳✹✮✳ ❆ ▲✐❞❛r s❡♥❞s ❛ ❜❡❛♠ t❤❛t t❤❛t ❣❡ts ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❛t ❛
r♦t❛t✐♥❣ ♠✐rr♦r ✇❤✐❝❤ s❝❛tt❡rs ♦✈❡r t❤❡ s❡♥s♦r✬s ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❱✐❛ ❛ ♣❤♦t♦ ❞✐♦❞❡ r❡❝❡✐✈❡r✱
t❤❡ t✐♠❡ ✐t t❛❦❡s t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠ t♦ r❡t✉r♥ t♦ t❤❡ ▲✐❞❛r ✐s ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
tr✐♣ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐rr♦r ❛♥❣❧❡✱ ✐t ✐s t❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r❡❝✐s❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜st❛❝❧❡✳
❯t✐❧✐③✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❧❛②❡rs ♦❢ r♦t❛t✐♥❣ s❝❛♥♥❡rs ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✸❉ ❝❧♦✉❞ r❡❣❛r❞✐♥❣
t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛ s♣❛t✐❛❧ s❤❛♣❡
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t✳ ❆❧s♦✱ ▲✐❞❛r s②st❡♠s ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② r♦❜✉st ❛❣❛✐♥st r❛✐♥
❛♥❞ s♥♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❆❧❧ t❤♦s❡ ❢❡❛t✉r❡s ❤♦✇❡✈❡r ❝♦♠❡ ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦st
✇❤✐❝❤ ✐s ❤✐♥❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥❝❡s ♦❢ ♠❛ss ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ s✉❝❤ s②st❡♠s ✐♥ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡s ❬✶❪✳

❙♣❡❝✐✜❝ ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ♦♥ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ▲✐❞❛r ❞❡t❡❝t❛❜✐❧✐t② ♦❢
❱❘❯✬s ❛s ♣❡❞❡str✐❛♥s ❛♥❞ ❝②❝❧✐sts ✉s✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts ❛♥❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t♦rs ❬✶✶❪
✱❬✶✷❪✳



✽

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ ✕ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ▲✐❞❛r s②st❡♠❬✶✸❪

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺ ✕ ❆ ♣❤♦t♦ ♦❢ ❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❋▼❈❲ s❤♦rt r❛♥❣❡ ❘❛❞❛r ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t ✷✹ ●❍③❬✶✼❪

✶✳✷✳✷✳✸ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❘❛❞❛r t❡❝❤♥✐q✉❡s

❆ s❤♦rt r❛♥❣❡ ❘❛❞❛r s❡♥s♦r ✭❋✐❣✳ ✶✳✺✮ ♦♣❡r❛t❡s ❜② tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡✲
t✐❝ ✇❛✈❡ t♦ s❝❛♥ ✐ts s✉rr♦✉♥❞✐♥❣✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✇❛✈❡
✭❋▼❈❲✮ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①tr❛❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♦❜st❛❝❧❡ r❛❞✐❛❧
r❛♥❣❡ ❛♥❞ ✐ts r❡❧❛t✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐t②❬✶✹❪✱ ❬✶✺❪✳ ▼♦st ♣♦♣✉❧❛r ❘❛❞❛rs ♦♣❡r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ✷✹ ●❍③ ♦r
✼✼ ●❍③❬✶✻❪ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞s✳

❘❛❞❛rs ❛r❡ r♦❜✉st ❛❣❛✐♥st ✇❡❛t❤❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤♦✇❡✈❡r ❤❛✈❡ ❧✐♠✐t❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡✲
❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❱❘❯s ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ❧♦✇ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r ✈❡❤✐❝❧❡s
♦♥ t❤❡ r♦❛❞ ❬✶❪✳ ❚❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ r❡✢❡❝✲
t✐✈✐t② ♦❢ ❱❘❯s✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡✐r ❘❛❞❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✭❘❈❙✮✳

✶✳✷✳✸ ❈❨❈▲❖P❊ ♣r♦❥❡❝t

❈❨❈▲❖ Pr♦t❡❝t✐♦♥ ❊❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ✭❈❨❈▲❖P❊✮ ✐s ❛ ♥❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t t❤❛t t❛r❣❡ts t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦❤❛❜✐t❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ tr❛♥s♣♦rt ♠♦❞❡s ❛s ❝②❝❧✐♥❣ ❛♥❞ ❜✉s❡s✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡
♦❢ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t ✐s t♦ ♣r♦♣♦s❡ ♥♦✈❡❧ s❡❝✉r✐♥❣ ❡q✉✐♣♠❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❝②❝❧✐sts t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤
❛❧❡rt✐♥❣ s②st❡♠s t♦ ❜✉s ❞r✐✈❡rs✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ t✇♦ ♣❛rts✱ ♥❛♠❡❧② ✏❘❛❞✐♦
t❡❝❤♥♦❧♦❣②✑ ❛♥❞ ✏❍✉♠❛♥ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ s❝✐❡♥❝❡s✑✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t r❡s✐❞❡s ✐♥ t❤❡
str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣❛rts t♦ ❢♦r❡s❡❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s
❝❤♦s❡♥ ♦♥ t❤❡ ✉s❡rs ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ t♦ t❡st ❢♦r t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛❜✐❧✐t② ♦❢
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ❜❡❢♦r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡st✐♥❣✳

❆s ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s s♦❧✉t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❘❛❞❛r



❘❛❞❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✭❘❈❙✮ ✐♥ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✾

t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❆♥ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ ❘❛❞❛r ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t ✷✹ ●❍③ ✭♦r ✼✼ ●❍③✮ ✐s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦♥
t❤❡ ❜✉s ✐♥ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ s❝❛♥♥✐♥❣ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡t❡❝t✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ ❱❘❯✬s ❛s
t❤❡ ❝②❝❧✐sts✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ ❛ ❘❛❞❛r ✐s ✐ts ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦♥ t❤❡ t❛r❣❡t ❘❈❙✳ ❚❤❡
♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s ❤❡♥❝❡ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❞❡t❡❝t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝②❝❧✐st ❜② t❤❡ ❘❛❞❛r✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱
t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❘❈❙ ♦❢ t❤❡ ❜✐❝②❝❧❡✲❝②❝❧✐st s②st❡♠✳

✶✳✸ ❘❛❞❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✭❘❈❙✮ ✐♥ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

✶✳✸✳✶ ❘❈❙ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

❘❛❞❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✭❘❈❙✮ ✐s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ t❛r❣❡t t♦ r❡✢❡❝t
t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r s✐❣♥❛❧ ❜❛❝❦ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳ ❚❤✉s✱ ❘❈❙ ✐s ❞✐r❡❝t❧②
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② t❤❡ t❛r❣❡t ❬✶✽❪✳

❚❤❡ ❢❛❝t♦rs t❤❛t ✐♠♣❛❝t t❤❡ ❘❈❙ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❜♦t❤ t❤❡ t❛r❣❡t ✐ts❡❧❢ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝✲
tr✐❝ ✜❡❧❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❛r❣❡t✬s ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s✐③❡✱ s❤❛♣❡✱ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞
❝♦♥st✐t✉t✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛❧❧ ✐♠♣❛❝t ✐ts ❘❈❙✳

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ r❡✢❡❝t♦rs ❛s t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❝♦r♥❡r ♣♦ss❡ss ❤✐❣❤
❘❈❙ ✈❛❧✉❡s ❬✶✾❪✳ ❯s✉❛❧❧②✱ ❧❛r❣❡ str✉❝t✉r❡s ❛s ❛✐r♣❧❛♥❡s ❛♥❞ s❤✐♣s ❛❧s♦ ❛r❡ ❣♦♦❞ ❜❛❝❦✲
s❝❛tt❡r❡rs✳ ❖t❤❡r ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❤❛✈❡ ❛❜s♦r♣t✐✈❡ ♥❛t✉r❡ ♦r ❛r❡ s✐♠♣❧② ♣❤②s✐❝❛❧❧② s♠❛❧❧ ❞♦♥✬t
♣♦ss❡ss s✉❝❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✳

❘❈❙ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❣✐✈❡♥ ❛ ❧♦t ♦❢ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠♣❛❝t
t❤❡ ❘❆❉❆❘ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❤❛❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ♠✐❧✐t❛r② ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ ♣♦✇❡r✳ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✲
✈❡❧②✱ ❘❈❙ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇ ✿

RCS = lim
r→∞

4πr2
|Es|2
|Ei|2

✭✶✳✶✮

✇❤❡r❡ r ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❘❛❞❛r ❛♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t ✭✐♥ ♠❡t❡rs✮✱ Es ❛♥❞ Ei ❛r❡ t❤❡
✐♥t❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❢❛r ✜❡❧❞ s❝❛tt❡r❡❞ ❛♥❞ ✐♥❝✐❞❡♥t ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s✳

✶✳✸✳✷ ❘❈❙ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ t❛r❣❡ts ❛t ✷✷✲✷✾ ●❍③ ❛♥❞ ✼✻✲✽✶
●❍③ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞s

❋♦r t❤❡ ❘❛❞❛r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✉♥✐t✱ ✐t ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❤❛✈❡ ♣r✐♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t
t❤❡ ❘❈❙ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ t❛r❣❡ts✳ ■♥ t❤✐s ♣❛rt✱ ❛r❝❤✐✈❡❞ ❘❈❙ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧ts
❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❢♦r ♣❡❞❡str✐❛♥✱ ❜✐❝②❝❧❡✲❝②❝❧✐st ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❝❛rs ✐♥ t❤❡ ✷✷✲✷✾ ●❍③
❛♥❞ ✼✻✲✽✶ ●❍③ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞s✳

❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♠♣❛✐❣♥ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ●❡❛r② ❡t ❛❧✳❬✷✵❪ ✉s✐♥❣ ❛ ❆♥r✐ts✉
▼❊✼✽✷✽❆ ❱❡❝t♦r❙t❛r ❱◆❆ ✇✐t❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ✉♣ t♦ ✶✶✵ ●❍③✳ ❇r♦❛❞❜❛♥❞
❑ ❛♥❞ ❲✲❜❛♥❞ ❤♦r♥ ❛♥t❡♥♥❛s ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ ♣❧❛❝❡❞ ✶✼ ♠ ❢r♦♠ ❛ r♦t❛t✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠ t❤❛t
❤♦❧❞s t❤❡ t❛r❣❡ts✳

❋✐❣✳ ✶✳✻ s❤♦✇s t❤❡ ❘❈❙ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ♠♦❞❡❧s ❈❛❞✐❧❧❛❝ ❙❚❙
s❡❞❛♥✱ ❈❤❡✈r♦❧❡t ❆✈❛❧❛♥❝❤❡ tr✉❝❦ ❛♥❞ ❈❤❡✈r♦❧❡t ❊①♣r❡ss ✈❛♥ ✐♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛✲
t✐♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ ❤✐❣❤❡st ❘❈❙ ❧❡✈❡❧s ❢♦r



✶✵

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻ ✕ ❆✈❡r❛❣❡ ❘❈❙ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛③✐♠✉t❤ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❈❛❞✐❧❧❛❝ ❙❚❙
s❡❞❛♥✱ ❈❤❡✈r♦❧❡t ❆✈❛❧❛♥❝❤❡ tr✉❝❦ ❛♥❞ ❈❤❡✈r♦❧❡t ❊①♣r❡ss ✈❛♥ ❢♦r ❑✲❜❛♥❞ ❛♥❞ ❲✲❜❛♥❞ ✐♥
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❬✷✵❪

t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❘❛❞❛r ❢❛❝❡s t❤❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✭❛③✐♠✉t❤ ❛♥❣❧❡ ♦❢ 90◦✮✳ ❋♦r
t❤❡ ✷✷✲✷✾ ●❍③ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞✱ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡s ❛✈❡r❛❣❡ ♣❡❛❦ ❘❈❙ ❧❡✈❡❧s ✈❛r② ❢r♦♠ ✷✵ t♦
✷✸ ❞❇s♠✳ ❋♦r t❤❡ ✼✻✲✽✶ ●❍③ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞✱ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡s ❛✈❡r❛❣❡ ♣❡❛❦ ❘❈❙ ❧❡✈❡❧s ✈❛r②
❢r♦♠ ✷✹ t♦ ✸✵ ❞❇s♠✳

❚❤❡ ♣❡❞❡str✐❛♥ ♣❡❛❦ ❘❈❙ ❧❡✈❡❧s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✼ ❞♦ ♥♦t ❡①❝❡❡❞ ✲✷ ❞❇s♠ ❢♦r ❜♦t❤
❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞s✳ ❙✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❘❈❙ ❧❡✈❡❧ ♦❝❝✉rs ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❝②❝❧✐st✲
❜✐❝②❝❧❡ s②st❡♠✳ ❋✐❣✳ ✶✳✽ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣❡❛❦ ❘❈❙ ✐♥ t❤❡ ✷✷✲✷✾ ●❍③ ❜❛♥❞ ❣♦❡s ✉♣ t♦
♥❡❛r❧② ✻ ❞❇s♠ ❛♥❞ ✶✺ ❞❇s♠ ❢♦r t❤❡ ✼✻✲✽✶ ●❍③ ❜❛♥❞✳

❚❤♦s❡ r❡s✉❧t ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❘❈❙ s✐❣♥❛t✉r❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛ ✈❡❤✐❝❧❡ ✐s ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r
t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ❛ ♣❡❞❡str✐❛♥ ♦r ❛ ❝②❝❧✐st✲❜✐❝②❝❧❡ s②st❡♠✳

❯s✐♥❣ ❛ ✷✹ ●❍③ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ ❘❛❞❛r✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❘❈❙ ❧❡✈❡❧s
♦❢ t❤❡ ♣❡❞❡str✐❛♥ ❛♥❞ t❤❡ ❜✐❝②❝❧❡✲❝②❝❧✐st ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡✐r ❞❡t❡❝t❛❜✐❧✐t② ❜② ❛
s❤♦rt r❛♥❣❡ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ ❘❛❞❛r✳

✶✳✹ ❆♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❘❈❙

✶✳✹✳✶ ❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇

❙❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❛❧t❡r✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦s✲
❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ t❛r❣❡t✳ ❉✉❡ t♦ ✐ts ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ ♠✐❧✐t❛r② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❘❈❙ r❡❞✉❝t✐♦♥ t♦♣✐❝
❤❛s ❜❡❡♥ t❤❡ ♠♦st st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛st ❞❡❝❛❞❡s ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❘❈❙ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥❬✶✽❪✳
❚❤❡ str✉❝t✉r❡s t❤❛t r❡q✉✐r❡ ✐ts ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ t♦ ❜❡ ♠❛①✐♠✐③❡❞ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❧❛r❣❡ ❛♥❞
❤❡♥❝❡ s✉❝❤ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♠❡ ❛s ❛ r❡❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✳ ❙✐♠♣❧❡ ♠❡t❛❧❧✐❝ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ♦r
❞✐❤❡❞r❛❧ ❝♦r♥❡r r❡✢❡❝t♦rs ♣♦ss❡ss ❤✐❣❤ ❘❈❙ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♠♦✉♥t❡❞ ♦♥ str✉❝✲
t✉r❡s ❛s s❤✐♣s ♦r ❛✐r♣❧❛♥❡s❬✷✶❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❘❈❙✳ ▲♦t
♦❢ ❡✛♦rts ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ st❡❛❧t❤ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ■♥ t❤✐s t❡r♠✱ s❡✈❡r❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ✉t✐❧✐③❡❞ ❛s ♣✉r♣♦s❡✲s❤❛♣✐♥❣✱ ❢r❡q✉❡♥❝② s❡❧❡❝t✐✈❡ s✉r❢❛❝❡ ✭❋❙❙✮ s❝❛tt❡r❡rs ❛♥❞ ❘❛❞❛r
❛❜s♦r❜❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧s✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ r✐s❡s t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❘❈❙ ♦❢ str✉❝t✉r❡s ♦❢ s♠❛❧❧
♣❤②s✐❝❛❧ s✐③❡✳ ■t ✐s t❤❡♥ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♣r♦♣♦s❡ ♥❡✇ s✐♠♣❧❡✱ ❝♦♠♣❛❝t✱ ❧♦✇ ❝♦st ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡



❆♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❘❈❙ ✶✶

❋✐❣✉r❡ ✶✳✼ ✕ ❆✈❡r❛❣❡ ❘❈❙ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛③✐♠✉t❤ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛♥ ❛❞✉❧t ♣❡❞❡str✐❛♥ ❢♦r
❑✲❜❛♥❞ ❛♥❞ ❲✲❜❛♥❞ ✐♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❬✷✵❪

❋✐❣✉r❡ ✶✳✽ ✕ ❆✈❡r❛❣❡ ❘❈❙ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛③✐♠✉t❤ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❜✐❝②❝❧❡✲❝②❝❧✐st ❢♦r
❑✲❜❛♥❞ ❛♥❞ ❲✲❜❛♥❞ ✐♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❬✷✵❪



✶✷

❋✐❣✉r❡ ✶✳✾ ✕ ❆ s❦❡t❝❤ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ s❝❡♥❛r✐♦s ♦♥ ❛ ♣❡❞❡str✐❛♥ ❘❈❙
❡♥❤❛♥❝✐♥❣ ♣❛t❝❤❬✷✷❪

s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❢♦r ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ t❛r❣❡ts✳ ❙✉❝❤ s♦❧✉t✐♦♥s ✇❡r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛✲
t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡tt❡r ❡♥t✐t❧❡❞ ❛s ✧❘❛❞❛r ❈r♦ss ❙❡❝t✐♦♥ ❊♥❤❛♥❝✐♥❣ ❙tr✉❝t✉r❡s ❢♦r ❆✉t♦♠♦t✐✈❡

❘❛❞❛rs✧❬✷✷❪✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ ❛ r❡✢❡❝t♦r t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ❛ ♣❡❞❡str✐❛♥ ♦r ❛
❜✐❝②❝❧❡ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ ✐ts ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✾✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐✲
❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡✐r ✇♦r❦ ✐s t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ ❧♦✇✲♣r♦✜❧❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❝♦r♥❡r ♠❡t❛❧❧✐❝ ✇❡❜ r✐❞❣❡ ✇✐t❤
❛ ❣♦♦❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ✐s ❧❡ss s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡
❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ✢❛t ♣❛t❝❤ ❛♥❞ ❝❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t❧② ♦♣❡r❛t❡ ❢♦r ❛♥② ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❆ ❢❛❜r✐❝❛✲
t❡❞ ♣r♦t♦t②♣❡ ♦❢ s✐③❡ ✷✵ ❝♠ ❜② ✷✵ ❝♠ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✵✳ ❚❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r✐❞❣❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❛ ♠❡t❛❧❧✐❝ ♣❛t❝❤ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥
❋✐❣✳ ✶✳✶✶✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❜♦t❤ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s s❤♦✇ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦✈❡r t❤❡ s✐♠♣❧❡ ♣❛t❝❤
r❡✢❡❝t♦r✳

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞❡s✐❣♥s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s ❛s ❘❈❙ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ❢♦r ❛♥
❛✉t♦♠♦t✐✈❡ ❘❛❞❛r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ✇❡❜ r✐❞❣❡ ❞❡s✐❣♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ❛ ♣❡❞❡str✐❛♥ ♦r ❛ ❝②❝❧✐st ❞✉❡ t♦ ✐ts ❜✉❧❦② s✐③❡✳ ❆❧s♦✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❛♥❣❧❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞❡s✐❣♥ t♦ t❤❛t ♦❢ ❛ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❞✐s❦ ✐s ♥♦t ✈❡r② ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❛t ❛ ✢❛t
♣❛t❝❤ ✐s t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ s❝❡♥❛r✐♦ r❡✢❡❝t♦r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ s❡♥s✐t✐✈✐t②✳

■♥ ♦✉r t❤❡s✐s✱ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛s ❘❈❙ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s ✿ r❡tr♦✲
r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ❛♥❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❋♦r t❤❡ ✜rst
❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐ts ❘❈❙
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❝♦r♥❡r✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r r❡❢❡r❡♥❝❡ t❤❛♥
❛ ✢❛t ♣❛t❝❤ ❀ ✐♥ ❢❛❝t t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❝♦r♥❡r ✐s t❤❡ r❡tr♦✲❞✐r❡❝t✐✈❡ r❡✢❡❝t♦r ❜❡st✲❝❛s❡ s❝❡♥❛r✐♦
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s✐♠♣❧✐❝✐t②✳ ■♥ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ✇❡❛r❛❜❧❡ r❡✢❡❝t✐✈❡ ❥❛❝❦❡ts ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧
♠❛t❡r✐❛❧s ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳



❆♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❘❈❙ ✶✸

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵ ✕ ❆ ♣r♦t♦t②♣❡ ♦❢ ❛ ❧♦✇ ♣r♦✜❧❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❝♦r♥❡r ✇❡❜ r✐❞❣❡ ♦❢ ♣❛t❝❤ s✐③❡ ✷✵
❝♠ ❜② ✷✵ ❝♠❬✷✷❪

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✶ ✕ ❘❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈❡rs✉s t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡❜ r✐❞❣❡ ♣❛t❝❤ ❛s
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ✢❛t ♣❛t❝❤ ❢♦r ❜♦t❤ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s❬✷✷❪



✶✹

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✷ ✕ ❆ ❞❡♣✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐❛♠♦♥❞ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ✜①❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛st ♦❢ ❛ ②❛❝❤t❬✷✸❪

✶✳✹✳✷ ❯t✐❧✐③✐♥❣ t❤❡ r❡tr♦✲r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt②

❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② st❛t❡❞✱ ❘❈❙ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ♣♦✇❡r ♣❡r st❡r❛❞✐❛♥
✭✉♥✐t s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡✮ t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② t❤❛t ✐s ✐♥t❡r❝❡♣t❡❞ ❜② t❤❡ t❛r❣❡t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
♥♦t ♦♥❧② ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② ❧❛r❣❡ ♦❜❥❡❝t ❝❛♥ ♣♦ss❡ss ❛ ❤✐❣❤ ❘❈❙✱ ❜✉t ♠♦r❡ ❞❡✜♥✐t❡❧② t❤✐s ✐s
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣♦ss❡ss❡❞ ❜② ❛ t❛r❣❡t t❤❛t ❝❛♥ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② r❡❞✐r❡❝t t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❡♥❡r❣② ❜❛❝❦
✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❛❞❛r✳ ❙✉❝❤ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ r❡✢❡❝t♦rs✳ ❆
r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❝♦r♥❡r ♣♦ss❡ss❡s ❤✐❣❤ ❘❈❙ ❞✉❡ t♦ ✐ts ❛❜✐❧✐t②
t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② r❡❞✐r❡❝t t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠ ❜❛❝❦ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❬✶✾❪✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ s✉❝❤ t②♣❡ ♦❢ r❡✢❡❝t♦rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡ s❡r✈❛♥ts ✐♥ ♠❛r✐t✐♠❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥
s②st❡♠s ♦♥ s❤✐♣s ❛♥❞ ❧✐❢❡❜♦❛ts t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡✐r ❞❡t❡❝t❛❜✐❧✐t② ❜② ♠❛r✐♥❡ ❘❛❞❛rs ♦♣❡r❛t✐♥❣
✐♥ t❤❡ ❳✲❜❛♥❞✳ ❆ ❞❡♣✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐❛♠♦♥❞ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ✜①❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛st ♦❢ ❛ ②❛❝❤t ✐s ❣✐✈❡♥
✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✷✳

❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✸✱ t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r② s✐♠♣❧❡✳ ❚❤❡
❜❡❛♠ ❤✐ts t❤❡ ✜rst ♣❛♥❡❧ ❛♥❞ ✐s r❡✢❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛♥❡❧ ✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢
r❡✢❡❝t✐♦♥✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ ❜❡❛♠ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ✐s r❡✢❡❝t❡❞
✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ 180◦ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ❜❛❝❦ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳ ❚❤❡ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ❝♦r♥❡r ♦♣❡r❛t❡s ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ❢❛s❤✐♦♥✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛❝t ❞❡s✐❣♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ r❡tr♦✲r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐s ✐♥✲
✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ r❡✢❡❝t♦r ✐s ❛ ✢❛tt❡♥❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❝♦r♥❡r✳ ❚❤❡ st✉❞②
✐s ❤❡♥❝❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ♣❤❛s✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛t r❡✲❡♥s✉r❡s t❤❡ ✢❛tt❡♥❡❞
❞✐❤❡❞r❛❧ ❜❡❤❛✈❡s r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡❧② ❛❣❛✐♥✳



❘❡tr♦✲❞✐r❡❝t✐✈❡ r❡✢❡❝t♦rs ✶✺

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✸ ✕ ❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❝♦r♥❡r r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥

✶✳✹✳✸ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧s

❆rt✐✜❝✐❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❧♦♥❣ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ t❤❡ s❝❛tt❡✲
r✐♥❣ ❜② ❘❛❞❛r t❛r❣❡ts✳ ❘❛❞❛r ❛❜s♦r❜❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❤❡❛✈✐❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛s ❛
♣♦ss✐❜❧❡ st❡❛❧t❤ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❚❤♦s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ❡✐t❤❡r ✐♠♣❡❞❛♥❝❡
♠❛t❝❤ s✉r❢❛❝❡s ♦r r❡s♦♥❛♥t ❛❜s♦r❜❡rs✳❬✷✹❪✱❬✷✺❪ ❆s t❤❡ ✇❡✐❣❤t r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❛r❡ t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡s✱ ♥❡✇ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝❛r❜♦♥❛✲
❝❡♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② ♣r♦♣♦s❡❞✳❬✷✻❪ ❙✉❝❤ ♠❛t❡r✐❛❧s ♦✛❡r ❛ ❧❛r❣❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t②
❢♦r ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝♦♥tr♦❧✳

▼❡t❛♠❛t❡r✐❛❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❧s♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❘❛❞❛r ❛❜s♦r❜❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧s✳
❯s✐♥❣ t❤❡✐r ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r② ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ❛❜s♦r❜❡♥ts ♦❢ ✉❧tr❛t❤✐♥ t❤✐❝❦♥❡ss❬✷✼❪ ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♥❣
♦♥ ❛ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❬✷✽❪✱ ❬✷✾❪ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞✳

■♥ ♦✉r t❤❡s✐s✱ t❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ✉s❡ ♠❡t❛♠❛t❡r✐❛❧s ✐♥ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛①✐♠✐③❛✲
t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛ r❡✢❡❝t✐✈❡ ❥❛❝❦❡t
t❤❛t ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② t❤❡ ❝②❝❧✐st ♦r ♣❡❞❡str✐❛♥✳ ❙✉❝❤ ♠❡t❛♠❛t❡r✐❛❧ ❥❛❝❦❡t
❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧② ✢❡①✐❜❧❡ t❡①t✐❧❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❛ s✐♠♣❧❡r s♦❧✉t✐♦♥ ❛s
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✇❡❛r❛❜❧❡ ❛♥❞ ♦♥✲❜♦❞② ❛♥t❡♥♥❛s t❤❛t r❡q✉✐r❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ s②st❡♠s
❬✸✵❪✱❬✸✵❪✱❬✸✶❪✱❬✸✷❪✱❬✸✸❪✳

✶✳✺ ❘❡tr♦✲❞✐r❡❝t✐✈❡ r❡✢❡❝t♦rs

✶✳✺✳✶ P❤❛s❡ ❝♦♥❥✉❣❛t✐♦♥ s②st❡♠s

❆ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ r❡✢❡❝t♦r r❡✢❡❝ts t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t s✐❣♥❛❧ ❜❛❝❦ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡
❬✸✹❪✱ ❬✸✺❪✱❬✸✻❪ ❜② ❝♦♥❥✉❣❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛①✐s✳

❙❡✈❡r❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ r❡❛❧✐③❡ ❛♥❛❧♦❣ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❞✐❣✐t❛❧ ♣❤❛s❡ ❝♦♥❥✉✲
❣❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳ ❋♦r ❛♥❛❧♦❣ s②st❡♠s✱ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡✐t❤❡r



✶✻

♣❛ss✐✈❡ ❱❛♥ ❆tt❛ ❛rr❛② ❬✸✼❪ ♦r ♦♥ ❛❝t✐✈❡ ❤❡t❡r♦❞②♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉s✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡
♠✐①❡r ✭P♦♥ ❛rr❛②✮ ❬✸✽❪✱ ♣❤❛s❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ P❤❛s❡✲▲♦❝❦❡❞ ▲♦♦♣ ✭P▲▲✮ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❬✸✾❪✳
❱❛♥ ❆tt❛ ❛rr❛② ✉s❡s ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡s t♦ ♣❛✐r ❛rr❛②s ♦❢ ❞✐st✐♥❝t ❛♥t❡♥♥❛s
✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✭❋✐❣✳ ✶✳✶✹✮✳ ❚❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ✐s ✜rst r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛s
❛t ♦♥❡ ❡♥❞✳ ■t t❤❡♥ ♣r♦♣❛❣❛t❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡s ✇❤❡r❡ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ ♣❤❛s❡ ✐s
❝♦♥❥✉❣❛t❡❞✱ ❛♥❞ ✐s ✜♥❛❧❧② r❡✲r❛❞✐❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛s ❛t t❤❡ ♦t❤❡r ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r✳ ❚❤❡
r❡s✉❧t❛♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ r❡✲r❛❞✐❛t❡❞ ✇❛✈❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❛rr❛② ✐s ❛
r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇❛✈❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ ❜❛❝❦ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡✳ ❉❡s♣✐t❡ ❜❡✐♥❣ s✐♠♣❧❡
❛♥❞ r❡❧✐❛❜❧❡ ♦✈❡r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡s✱ t❤✐s t♦♣♦❧♦❣② s✉✛❡rs ❢r♦♠ ❧♦ss❡s ✐♥
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡s✳ ▼♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❱❛♥ ❆tt❛ ❛rr❛② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦s✲
s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❜✐✲❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❬✹✵❪✱ ❛❧❜❡✐t✱ ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ❤✐❣❤ ❝♦st ❛♥❞ ❛❞❞❡❞
❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ■♥ ❬✹✶❪✱ ❛ ♣❛ss✐✈❡ ❝✐r❝✉❧❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❱❛♥ ❆tt❛ ❛rr❛② ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛t
✷✺ ●❍③ ❢♦r t❤❡ ✉s❡ ✐♥ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ ❘❛❞❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❍❡t❡r♦❞②♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥❥✉❣❛t✐♦♥ ♠✐①❡rs t♦ r❡✈❡rs❡ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✇❛✈❡✳
❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② t✇♦ ♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ❡✐t❤❡r ❤❡t❡r♦❞②♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉s✐♥❣ ❛ ❧♦❝❛❧ ♦s✲
❝✐❧❧❛t♦r ✭▲❖✮ ✭❋✐❣✳✶✳✶✺✮ ❛t t✇✐❝❡ t❤❡ r❛❞✐♦ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭❘❋✮ ❬✹✷❪✱ ♦r ❤❡t❡r♦❞②♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡
✉s✐♥❣ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭■❋✮ ❬✹✸❪✳ P❤❛s❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ P▲▲ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s❡ ♠♦r❡
❡①♣❡♥s✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ s②st❡♠s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❬✸✾❪✳ ■♥ ❞✐❣✐t❛❧ s②st❡♠s✱
t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ✜rst ❞♦✇♥✲❝♦♥✈❡rt❡❞ ✉s✐♥❣ ❆✴❉ ❝♦♥✈❡rt❡r✱ ❛♥❞ ✐s t❤❡♥ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② ❛ ❞✐❣✐t❛❧
s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ s②st❡♠✳ ❆t t❤❛t st❛❣❡✱ t❤❡ ❝❛rr✐❡r ❣❡ts r❡❝♦✈❡r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ s✐❣♥❛❧
❣❡ts ❞❡♠♦❞✉❧❛t❡❞✱ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ✉♣ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ❬✹✹❪✳

❘❡tr♦r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ✐s ❜❡✐♥❣ r❡❝❡♥t❧② r❡s❡❛r❝❤❡❞ ❛s ❢♦r ♣♦ss✐❜❧❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥
♠♦❞❡r♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❬✹✺❪✱ ❛ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❛rr❛② ✭❘❉❆✮ ❢♦r ✇✐r❡❧❡ss ♣♦✇❡r
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✭❲P❚✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s s②st❡♠ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥
❋✐❣✳ ✶✳✶✻✳ ❆ ❘❉❆ ❜❛s❡❞ ♦♥ P♦♥ ❛rr❛② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦✛❡rs ❢❛r✲✜❡❧❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦✲
♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② t♦ s❡r✈❡ ❛s ❛ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣❛❞ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡✈✐❝❡s ✐♥ ✐ts ♥❡❛r❜②✳ ■♥ ❬✹✻❪✱
❛ ❧♦✇✲❝♦♠♣❧❡①✐t② ❲P❚ s❝❤❡♠❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥❡✇ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ❜❡❛♠✲
❢♦r♠✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✲✉s❡r ♠❛ss✐✈❡ ▼■▼❖ ❲P❚ s②st❡♠✳ ❆♥♦t❤❡r ❧♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
❲P❚ s②st❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✹✼❪ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❧❛r❣❡ ❛♥t❡♥♥❛ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈✐t② ❛t
t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ♣❛rt ✇✐t❤ s✐❣♥❛❧ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r s✐❞❡✳

■♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss✱ ❛ ♥♦✈❡❧ ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣❛❝t r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ❛♥✲
t❡♥♥❛ ❛rr❛②s ✇✐t❤ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ ❛✉t♦✲♣♦✐♥t✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✹✽❪✳

✶✳✺✳✷ ❇❡❛♠ st❡❡r✐♥❣ ✉s✐♥❣ ♥♦♥ ❧♦✇✲♣r♦✜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✿ ❉✐❤❡❞r❛❧ ❝♦r✲
♥❡r

❚❤♦s❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❝t✐✈❡ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ r❡✢❡❝t♦rs s✉✛❡r ❢r♦♠ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
❛♥❞ ❝♦st✳ ❍❡♥❝❡✱ s✉❝❤ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢♦r ♠❛ss✲♠❛r❦❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡
❝♦st ❛♥❞ s✐♠♣❧✐❝✐t② ❛r❡ ♠❛❥♦r ❝♦♥❝❡r♥s s✉❝❤ ❛s ❢♦r t❤❡ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ ❘❆❉❆❘ ✐♥❞✉str②
✇❤❡r❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐s ❛❧s♦ ❛ ✈❡r② ❞❡s✐r❛❜❧❡ ❢❡❛t✉r❡✳

❋♦r ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ ❘❆❉❆❘s✱ ❛ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❛ss✐✈❡❧② r❡❞✐r❡❝t✐♥❣ ✇❛✈❡s ✉s✐♥❣
s✐♠♣❧❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❝♦r♥❡r ❞✐❤❡❞r❛❧ ❬✶✾❪ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t♦ ❜❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❞✉❡ t♦ ✐ts



❘❡tr♦✲❞✐r❡❝t✐✈❡ r❡✢❡❝t♦rs ✶✼

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✹ ✕ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ ❛ ❱❛♥ ❛tt❛② tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡s ♥❡t✇♦r❦ ❛rr❛②

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✺ ✕ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ ❛ P♦♥ ❛rr❛② ✉t✐❧✐③✐♥❣ ❛ ❧♦❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❛♥❞ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♠✐①❡rs



✶✽

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✻ ✕ ❆♥ ❘❉❆ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❢❛r✜❡❧❞ ❡♥❡r❣② tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ❬✹✺❪

♣❛ss✐✈❡ ♥❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ♣r♦✜❧❡ ✐t ♣r♦♣♦s❡s ❢♦r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢
✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts ❜✉❧❦② str✉❝t✉r❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❣r♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r❡st ✐♥
✜♥❞✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❧♦✇❡r ✐ts ♣r♦✜❧❡ ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛rt✱
s♦❧✉t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❝♦r♥❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧
❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞✳

✶✳✻ ❘❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s

✶✳✻✳✶ ❈♦♠♣❛❝t ❞✐❤❡❞r❛❧ ❝♦r♥❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♣t✐❝s

❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❖♣t✐❝s ✭❚❖✮ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ r❡❛❝❤ ❧♦✇ ♣r♦✜❧❡ ♠❡t❛❧❧✐❝
❝♦r♥❡r ❞✐❤❡❞r❛❧✳ ❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛ ❚❖ ❞♦♠❛✐♥
❝❛♥ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❧❛②❡rs❬✹✾❪✱ ❬✺✵❪✱ ❬✺✶❪✳

■♥ ❬✺✷❪✱ ❛ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✢❛tt❡♥ t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❝♦r♥❡r✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
♠❡t❤♦❞ ❡♥❛❜❧❡s ❝♦♠♣❛❝t r❡✢❡❝t♦rs ✈✐❛ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❖♣t✐❝s ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❙✉r❢❛❝❡
■♠♣❡❞❛♥❝❡ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭❙■▼✮✳ ❚❤✐s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣❡r♠✐ts t♦ r❡❧❛① t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥
t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❚❖✳ P❤❛s❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞
t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐❛ ❛♥❞ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❙■▼✳ ❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐s
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✼✳ ❚❤❡ ❘❈❙ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✽✳ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✶ r❡♣r❡s❡♥ts
t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✹ ✐s t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❢❛❝t♦r ✐s ♥♦t
r❡❧❛①❡❞ ❛t ❛❧❧✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ❛ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❙■▼ ❝❛♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❧❛① t❤❡
❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❢❛❝t♦r ✇✐t❤♦✉t ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t♦♦ ♠✉❝❤✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ s❦✐♣♣✐♥❣
❢r♦♠ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✹ t♦ ✸✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✶✳✺ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ✐♥ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✐s ✐♥❞✉❝❡❞✳



❘❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✶✾

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✼ ✕ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ ❧♦✇ ♣r♦✜❧❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❝♦r♥❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❖♣t✐❝s
❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❙✉r❢❛❝❡ ■♠♣❡❞❛♥❝❡ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❬✺✷❪

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✽ ✕ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦♥♦st❛t✐❝ ❘❈❙ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❝♦r✲
♥❡r✱ ♠❡t❛❧❧✐❝ s❤❡❡t ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❧♦✇ ♣r♦✜❧❡ r❡✢❡❝t♦r ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥✐s♦tr♦♣②✲❙■▼
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❬✺✷❪



✷✵

✶✳✻✳✷ P❛♥❡❧s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝② s❡❧❡❝t✐✈❡ s✉r❢❛❝❡s

■♥ t❤✐s ♣❛rt✱ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② s❡❧❡❝t✐✈❡ s✉r❢❛❝❡s ✭❋❙❙✮
♦♥ t❤❡ ♣❛♥❡❧s ♦❢ t❤❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ♣❛♥❡❧s ❛r❡ ❡①❛♠✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ❋❙❙✬s ♦♣❡r❛t❡ ❛s ❛
♣❤❛s✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛t ❞✐r❡❝ts t❤❡ ❜❡❛♠ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♣❛♥❡❧ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❛♥❞ ❜❛❝❦ ✐♥ t❤❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳

✶✳✻✳✷✳✶ ▼❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② s❤❛♣❡❞ ♠❡t❛s✉r❢❛❝❡s

❚❤❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧❛✇s ♦❢ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❧❛✐❞ t❤❡ ❢♦✉♥✲
❞❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r✐s❡ ♦❢ ♣❤❛s❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❛s✉r❢❛❝❡s ❬✺✸❪✱❬✺✹❪✳ ▼❡t❛s✉r❢❛❝❡s ❛r❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧❧②
❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ❞✐s❝r❡t❡ ❛rr❛② ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ s✉❜✲✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ s♣❛❝✐♥❣✳ ❙✉❝❤ ❞✐s❝r❡t✐③❛✲
t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❡rr♦rs t♦ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♣❤❛s❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❞❡❣r❛❞❡s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳

■♥ ❬✺✺❪✱ ●✉♦ ❨✐♥❣❤✉✐ ❡t ❛❧ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❛ s❝❛tt❡r✐♥❣✲❤❛r♥❡ss ♠❡✲
❝❤❛♥✐s♠ ❜② ✉t✐❧✐③✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❣r❛❞✐❡♥t ♣❤❛s❡ st❡♠♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s♣✐♥✲♦r❜✐t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
✈✐❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ♠❡t❛❧❧✐❝ str✐♣s✳ ❇② ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ s✐♥✉s♦✐❞❛❧
♠❡t❛❧❧✐❝ str✐♣ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♠❡✲
t❛s✉r❢❛❝❡✳

■♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ❛ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❤❛s ❜❡❡♥
♣r♦♣♦s❡❞✳ ❖♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣❛♥❡❧s ✐s ❛tt❛❝❤❡❞ ❛ ♣❤❛s✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ s✐♥✉✲
s♦✐❞❛❧ ♠❡t❛❧❧✐❝ str✐♣s s♦ t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✈✐rt✉❛❧❧② ❜❡❤❛✈❡s ❛s ❛ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❝♦r♥❡r✳
❋✐❣✳ ✶✳✶✾ s❤♦✇s t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣r♦t♦t②♣❡ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❘❈❙ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t
♣r♦✜❧❡s ✇✐t❤ t♦ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❜❛r❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❢♦r ❜♦t❤ ❚❊ ❛♥❞ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✭✭❡✮ ❛♥❞ ✭❢✮✮ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❘❈❙
❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡ ✽ t♦ ✶✷ ●❍③✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞✐❞
♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ r❡s✉❧ts r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ r❡✢❡❝t♦r s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡✳

✶✳✻✳✷✳✷ ▼❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢r❛❝t❛❧✲❜❛s❡❞ ♣❛t❝❤❡s

❙✐♥❝❡ t❤❡✐r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❜② ❇❡♥♦ît ▼❛♥❞❡❧❜r♦t ❬✺✻❪✱ ❢r❛❝t❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ♣❛t✲
t❡r♥s ❤❛✈❡ ❣❛✐♥❡❞ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ✜❡❧❞s ♦❢ s❝✐❡♥❝❡✳

❚❤❡ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✉s✐♥❣ ❢r❛❝t❛❧✲❜❛s❡❞ ♣❛t❝❤ ❣❡♦♠❡tr②
❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬✺✼❪✳ ❋✐❣✳ ✶✳✷✵ s❤♦✇s ❛ s❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t♦r ❞❡s✐❣♥❡❞ ✉s✐♥❣ sq✉❛r❡
♠❡t❛❧❧✐❝ ♣❛t❝❤❡s✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠♦♥♦st❛t✐❝ ❘❈❙ ❢♦r ❛ ❞❡s✐❣♥ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t ✾✳✺✺ ●❍③ ✐s
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✷✶✳ ❚❤❡ ❘❈❙ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❚❊ ❛♥❞ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s s❤♦✇ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ❜❛r❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡s✉❧t s❤♦✇ t❤❛t
t❤❡ r❡✢❡❝t♦r ✐s ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡✳

✶✳✻✳✷✳✸ ▼❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐s❝r❡t❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛rr❛②

P❡r✐♦❞✐❝ ❛rr❛②s ♦✛❡r t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ st❡❡r✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❜❡❛♠ t♦ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞
❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❲❤❡♥❡✈❡r ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ✐♠♣✐♥❣❡s ♦♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❛rr❛② ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❡❧❡♠❡♥ts✱
❝✉rr❡♥ts ♦❢ s❛♠❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛r❡ ✐♥❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❤❛s❡ ♦♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts
s❤♦✉❧❞ ♠❛t❝❤ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t s✐❣♥❛❧ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❛rr❛② ✐s



❘❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✷✶

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✾ ✕ ✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ ❞❡♣✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ♠❡t❛s✉r❢❛❝❡s✱ ✭❜✮ ❣✐✈❡s t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ r❡✢❡❝t♦r ♣r♦t♦t②♣❡✱ ✭❝✱❞✮
❛♥❞ ✭❡✱❢✮ s❤♦✇ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❘❈❙ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ✈❡rs✉s
❢r❡q✉❡♥❝② ❢♦r ❚❊ ❛♥❞ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❬✺✺❪

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✵ ✕ ❆ ❞❡♣✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✉s✐♥❣ ❢r❛❝t❛❧✲❜❛s❡❞
♣❛t❝❤ ❣❡♦♠❡tr② ❬✺✼❪



✷✷

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✶ ✕ ❘❈❙ ✈❡rs✉s ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❢r❛❝t❛❧✲❜❛s❡❞ r❡✢❡❝t♦r
❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❜❛r❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❬✺✼❪

♣❧❛❝❡❞✳ ●❛st♦♥ ❋❧♦q✉❡t ❛❞❞r❡ss❡❞ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ❤✐s ✇♦r❦✱
❤❡ s♦❧✈❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❇② ❡①♣r❡ss✐♥❣
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛rr❛② ✐♥ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r♠✱ ❋❧♦q✉❡t t❤❡♦r② ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞
t♦ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❝✉rr❡♥t ♣❤❛s❡s❬✺✽❪✳

❇② ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❛rr❛② ❡❧❡♠❡♥t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡
t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❤❛s❡ ♣r♦✜❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❜❡❛♠ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❯t✐❧✐③✐♥❣ t❤✐s ♣r♦♣❡rt②✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ ♦♥ t❤❡ ♣❛♥❡❧s ♦❢ ❞✐❤❡❞r❛❧
✐♥ ❛ ♠❛♥♥❡r t❤❛t t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠ ✐s ❞✐r❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ♣❛♥❡❧ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡
❛♥❞ ❜❛❝❦ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥
r❡✢❡❝t❛rr❛②s ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳

✶✳✼ ❋❧❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② r❡✢❡❝t❛rr❛②s

❚❤❡♦r② ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥

❚❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ r❡✢❡❝t❛rr❛②s ❬✺✾❪ st❡♠s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❡② ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s✲
t✐❝s ♦❢ ❛ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ r❡✢❡❝t♦r ❬✻✵❪✱ ❬✻✶❪ ❛♥❞ ❛♥ ❛♥t❡♥♥❛ ❛rr❛② ❬✻✷❪ ✇❤✐❧❡ ❣❡tt✐♥❣ r✐❞ ♦❢ t❤❡✐r
❜✉❧❦② ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✷✷✱ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ r❡✢❡❝t♦r
r❡q✉✐r❡s ♦♥❧② ❛ ❢❡❡❞ ❤♦r♥ ❛♥t❡♥♥❛ t♦ ❡①❝✐t❡ ✐ts s✉r❢❛❝❡✳ ❇② ✉t✐❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❛rr❛② ♣r♦♣❡rt✐❡s✱
❛ ❧♦✇ ♣r♦✜❧❡ ❧♦✇ ❝♦st r❡✢❡❝t❛rr❛② ✐s ❜♦r♥✳ ❙❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✷✸ ✐s t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
r❡✢❡❝t❛rr❛② ✇✐t❤ ❛ ❢❡❡❞ ❛♥t❡♥♥❛ ✐♥ ✐ts ♣r♦①✐♠✐t②✳

■♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t✱ ❛ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✉t✐❧✐③✐♥❣ r❡✢❡❝t❛rr❛②s
✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❤❡r❡✱ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞✐st❛♥t ❢r♦♠ t❤❡



❋❧❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② r❡✢❡❝t❛rr❛②s ✷✸

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✷ ✕ ❆ ❞❡♣✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ r❡✢❡❝t♦r ❢❡❞ ❜② ❛ ❤♦r♥ ❛♥t❡♥♥❛

L

d

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✸ ✕ ❆ ❞❡♣✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡✢❡❝t❛rr❛② ♦❢ s✐③❡ L ❛♥❞ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② d ❢❡❞ ❜② ❛ ❤♦r♥
❛♥t❡♥♥❛
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°   0° 

Panel 1 Panel 2

π-2α d

Reflecting cell

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✹ ✕ ❚❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✉s✐♥❣ r❡✢❡❝trr❛② ❀ t❤❡ ♣❤❛s✐♥❣
❝❡❧❧s ♦❜❡② ❛ ❣❧♦❜❛❧ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ ✭γ✮ t♦ st❡❡r t❤❡ ❜❡❛♠ ❢r♦♠ ♣❛♥❡❧ ✶ t♦ ✷ ❛♥❞
❜❛❝❦ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡

r❡✢❡❝t♦r ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡✳ ❖✉r str✉❝t✉r❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ♣❛t❝❤ ❛rr❛②s
❛ss❡♠❜❧❡❞ ♦♥ ❛ ❞✐❤❡❞r❛❧ r❡✢❡❝t♦r ✇✐t❤ ❛♥ ♦♣❡♥✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ❡q✉❛❧ t♦ π− 2α > π/2 ❛s s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✷✹✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ t✇♦ ♣❛t❝❤❡s ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ❞✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝
❜❡❛♠ ✐s st❡❡r❡❞ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♣❛♥❡❧ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❛♥❞ t❤❡♥ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❛❝❦ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢
❛rr✐✈❛❧✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t✉♥✐♥❣ t❤❡ ❝❡❧❧s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❧✐♥❡❛r ♣❤❛s❡
✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦r t❤❡ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ ❝❛♥ ❜❡ s❡❝✉r❡❞ ❛♥❞
❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ✭γ✮ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❝❡❧❧s ❛s
✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✷✹✳

❉❡s✐❣♥ ❛t ✾ ●❍③

■♥ ❬✻✸❪✱ ❛ ♣r♦t♦t②♣❡ ✉s✐♥❣ ❛♥♥✉❧❛r ♣❛t❝❤❡s ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t ✾ ●❍③ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞✱
❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ t❡st❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✳ ❋✐❣✳ ✶✳✷✺ s❤♦✇s ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
♣r♦t♦t②♣❡✳ ❚❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ❞❡❣r❡❡ ✐s s❡t t♦ α = π/8✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r✲❡❧❡♠❡♥t s♣❛❝✐♥❣
✐s s❡t t♦ d = λ0/3 ✇❤❡r❡ λ0 ✐s t❤❡ ❢r❡❡ s♣❛❝❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ▼❡❛s✉r❡❞ ❘❈❙ ♣r♦✜❧❡s ✈❡rs✉s
✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✭❚❊✮ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳✶✳✷✻✳ ❚❤❡
r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❘❈❙ ♣r♦✜❧❡ ✐s ✢❛t ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ✢❛t ♣❧❛t❡ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ❘❈❙ ❧❡✈❡❧ ✐s t✐❧❧ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❛t ♦❢ ❛ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❝♦r♥❡r ♦✈❡r t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡
❛♥❣❧❡s✳ ❆❧s♦✱ ❘❈❙ r❡s✉❧ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s❤♦✇ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❚❊ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✶✳✷✼✮✳ ❚❛❜✳ ✶✳✷✽ s❤♦✇s t❤❛t t❤✐s ♣r♦♠✐s✐♥❣
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❤✐❧❡ st✐❧❧ ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ s❤r✐♥❦ t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❝♦r♥❡r t❤✐❝❦♥❡ss
❜② ❤❛❧❢✳

❚❤♦s❡ r❡s✉❧ts ♣❡rs✉❛❞❡❞ ✉s t♦ ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❧✐♠✐ts ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ♦❢ t❤✐s
❞❡s✐❣♥✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✱ t✇♦ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛
♣r♦t♦t②♣❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t ✷✹ ●❍③ ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ ❘❛❞❛rs✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s t♦
♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ st✉❞② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♦♠❡tr② ❢❛❝t♦rs
♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧✳



❋❧❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② r❡✢❡❝t❛rr❛②s ✷✺

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✺ ✕ ❆ ♣r♦t♦t②♣❡ ♦❢ ❛ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② r❡✢❡❝t❛rr❛②s ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t
✾ ●❍③ ❬✻✸❪

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✻ ✕ ▼❡❛s✉r❡❞ ❘❈❙ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ✢❛t ♣❧❛t❡✱ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ✢❛tt❡♥❡❞
❞✐❤❡❞r❛❧ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐❝ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❝♦r♥❡r ✐♥ ❚❊ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭❊✲✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ ②✲❛①✐s✮ ❬✻✸❪

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✼ ✕ ▼❡❛s✉r❡❞ ❘❈❙ ♦❢ t❤❡ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✐♥ ❜♦t❤ ❚❊ ❛♥❞
❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✭❊✲✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ ②✲❛①✐s ❛♥❞ ①✲❛①✐s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ ❬✻✸❪



✷✻

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✽ ✕ ❉✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝❧❛s✲
s✐❝❛❧ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❝♦r♥❡r ❬✻✸❪

✶✳✽ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧s ✿ ▼❡✲
t❛♠❛t❡r✐❛❧s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛ r❡✈✐❡✇ ✐s ❣✐✈❡♥ ♦♥ t❤❡ ✇♦r❦s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
✉s✐♥❣ ♠❡t❛♠❛t❡r✐❛❧s✳

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✐❢ ❛ s✉❜st❛♥❝❡ ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❜✉❧❦
❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐s t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡✳ ❚❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠s
❛♥❞ t❤❡✐r ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝
♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤✐s ✐s ❤♦✇ t❤✐♥❣s ❛r❡ ✐♥ ♥❛t✉r❡❬✻✹❪✳

■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡♥ t♦ s②♥t❤❡s✐③❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧s ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ❛♥❞ ♣❡r✲
♠❡❛❜✐❧✐t② ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❝❡♣t✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ❝❡❧❧ s❡♥s✐❜❧❡ t♦ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ❛♥❞ ❛rr❛♥❣✐♥❣ ✐t ✐♥ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛rr❛② ♦❢ s✉❜✲✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t②✱ ✐t ✐s ♣♦s✲
s✐❜❧❡ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ♠❡❞✐✉♠ ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② ❡❧❡❝tr✐❝ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t②❬✻✺❪✳
❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤✐s r✐❝❤ r❡s♣♦♥s❡✳ ❈❧❛ss✐❝❛❧❧②✱ ❛ ❝❡❧❧ ❝♦♥s✐st✐♥❣
♦❢ ❛ ✇✐r❡ ❞✐♣♦❧❡ ❛♥❞ ❛ s♣❧✐t r✐♥❣ r❡s♦♥❛t♦r s②♥t❤❡s✐③❡ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞♦✉❜❧❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❡❞✐✉♠
✭✐✳❡✳✱ ❜♦t❤ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ❛♥❞ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✮ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✷✾✳

❲❤❡♥ t❤❡ s②♥t❤❡s✐③❡❞ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ❛♥❞✴♦r ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ❤❛✈❡ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡♥
t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♠❡t❛♠❛t❡r✐❛❧✳ ❙✉❝❤ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❡①tr❛♦r✲
❞✐♥❛r② ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♥❛t✉r❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✐s ✐♥ t❤❡ ♠✐❧❧✐♠❡t❡r
r❛♥❣❡✳

◆♦✇✱ t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t ♠❛t❡r✐❛❧s ♦❢ s✉❝❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✱ t❤✐s ❤❛❞ ❛ ❞r❛✲
♠❛t✐❝ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ✜❡❧❞s ♦❢ ♦♣t✐❝s✱ ♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s✱
❛♥❞ ❧❡❞ t♦ t❤❡ r✐s❡ ♦❢ ♥✉♠❡r♦✉s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t ✇❡r❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ♣❛st✳

▼❡t❛♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ ✉s❡❞ ♥♦✇❛❞❛②s t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② s♠❛❧❧ ❛♥t❡♥♥❛s✳ ❩❡r♦✲✐♥❞❡① ♠❡t❛♠❛t❡r✐❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡
❞✐r❡❝t✐✈✐t② ♦❢ ❛♥ ❛♥t❡♥♥❛ ❬✻✼❪✳ ▼❡t❛♠❛t❡r✐❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ♣❡r❢❡❝t ❛❜s♦r❜❡rs❬✻✽❪✱ s✉♣❡r✲
❧❡♥s❡s ❬✻✾❪ ❛♥❞ ❛r❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ s❡♥s♦rs ✐♥ ❜✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ♦r
❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❬✼✵❪✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♦♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①✐st✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❢❛♥t❛s② ✐s ❝❧♦❛❦✐♥❣✳ ■t ✐s t❤❡ ❛❜✐❧✐t②
t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ t❤❡ ✇❛✈❡✲❢r♦♥t ♦❢ ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠ ❛♥❞ ❜❡♥❞ ✐t ❛r♦✉♥❞ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❛s t♦
t♦t❛❧❧② ❝♦♥❝❡❛❧ ✐t✳ ❈❧♦❛❦✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✜t ✐♥t♦ t✇♦ ♠❛✐♥ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ✿ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞
♠❡t❛♠❛t❡r✐❛❧ ❝❧♦❛❦✐♥❣ ❬✼✶❪ ❛♥❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❝❧♦❛❦✐♥❣ ❬✼✷❪✱❬✼✸❪✳

■♥ ♦✉r ✇♦r❦✱ ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts✳ ❙❡✈❡r❛❧ ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ♦♥ t❤❡



❙❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧s ✿ ▼❡t❛♠❛t❡r✐❛❧s ✷✼

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✾ ✕ s❦❡t❝❤ ♦❢ ❛ ♠❡t❛♠❛t❡r✐❛❧ s②♥t❤❡s✐③❡ ✉s✐♥❣ ✇✐r❡s ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡ r✐♥❣
r❡s♦♥❛t♦rs❬✻✻❪

t♦♣✐❝ ♦❢ ❝❧♦❛❦✐♥❣ ♦r s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts ❬✼✹❪ ❬✼✺❪ ❬✼✻❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛tt❡♥t✐♦♥
❤❛s ❜❡❡♥ r❛r❡❧② ❣✐✈❡♥ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦r ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜②
❝②❧✐♥❞❡r✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢❡✇ ✇♦r❦s ♦♥ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜②
❛ ✜♥✐t❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❝②❧✐♥❞❡r ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✼✼❪✱ ❬✾✷❪✳ ❚❤❡ ♣❛♣❡r ♣r♦♣♦s❡s ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡
❜❛s❡❞ ♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❛s✉r❢❛❝❡s t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛♥❞ r❡❞✐r❡❝t ✐t ❜❛❝❦ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳ ❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✸✵✳ ❆♥♦t❤❡r s✉❣❣❡st✐♦♥ ✇❛s t❤❡
✉s❡ ♦❢ ❛ ❝♦❛t ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ♦r ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ♦r ❜♦t❤ t♦ t❛✐❧♦r t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r❬✾✸❪✱ ❬✾✹❪✳

❘❡♠❛r❦❛❜❧②✱ t♦ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛✉t❤♦rs✱ ❢❡✇ ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❞❡❛❧t ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
r❡❧❛t✐♥❣ t♦ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦r ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✇♦r❦s ❛r❡
❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦r r❡♠♦t❡ s❡♥s✐♥❣ ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ r❛♥❣❡ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ❛ tr❡❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ t♦ ❛♥
✐♥✜♥✐t❡ ❧♦ss② ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r❬✾✶❪✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ s♦♠❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛t✲
t❡r✐♥❣ ✇✐❞t❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞✳

❚❤❡ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ♦✉r ✇♦r❦ ✐s ✐♥ ✉s✐♥❣ s✐♥❣❧❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ♠❛t❡r✐❛❧s t♦ ❛ss❡ss
t❤❡✐r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡rs✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢
♣❧❛s♠♦♥✐❝ ❝❧♦❛❦✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❧r❡❛❞② ✉t✐❧✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛✐♠ t♦ r❡❞✉❝❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛
❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r❬✾✼❪✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❛✐r✐♥❣ ❞♦✉❜❧❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤ ❛
s✐♥❣❧❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦❛t t♦ ❝❛♥❝❡❧ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② s♠❛❧❧ ❝②❧✐♥❞❡r✳

❖✉r ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐s s♦♠❡❤♦✇ s✐♠✐❧❛r✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥
t❤❡ ♠❛♥♥❡r ✐t ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✇♦r❦ ✐♥ ❬✾✼❪✳ ❖✉r ✜♥❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦
❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ✭♥♦t ❛ s✐♥❣❧❡ ❝②❧✐♥❞❡r✮ ❛s ②♦✉✬❧❧
s❡❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s✐③❡ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ✐s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡r❛t❡ ▼✐❡ r❡❣✐♦♥
✭❝②❧✐♥❞❡r r❛❞✐✉s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t❤❛♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② s♠❛❧❧ ❝②❧✐♥❞❡r✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡ ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t♦r ✐♥
t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❆❞❞ t♦ t❤❛t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥ t✐ss✉❡
❧❛②❡rs ♣♦ss❡ss ❤✐❣❤ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❧♦ss❡s ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝
❡①❛♠♣❧❡s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✽✾❪✳



✷✽

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✵ ✕ ✭❛✮ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❝②❧✐♥❞❡r ❝♦❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ s✉❜str❛t❡✲
♠❡t❛s✉r❢❛❝❡ r❡♣❡❛t❡❞ ✻ t✐♠❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❛♥❞ ✭❜✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ③♦♦♠
✐♥ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ♠❡t❛s✉r❢❛❝❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ✼✷ str✐♣s ❬✼✼❪

❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✐♥ ❬✽✾❪✱ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② s♠❛❧❧ ❝♦❛t❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ✭♦✉t❡r r❛❞✐✉s ✐s
s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✮ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✇❛s ♥♦r♠❛❧❧② ✐❧❧✉♠✐✲
♥❛t❡❞ ❜② ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ✇❤♦s❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✭❚▼
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✮✳ ■♥ t❤✐s s♠❛❧❧ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ r❡❣✐♠❡✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡
s✐♠♣❧② ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐✉s ❛♥❞ t❤❡
♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥♥❡r ❛♥❞ ♦✉t❡r ❝②❧✐♥❞❡rs✳ ❯s✐♥❣ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ♦❜t❛✐♥
t❤❡ ❝♦❛t s✐③❡ ❛♥❞ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❲✐t❤ t❤❡
❝♦r❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ❜❡✐♥❣ ✜①❡❞ t♦ ǫ = 3✱ ✐t ✇❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ t❤❛t t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❞✉❝✐♥❣ s❤❡❧❧
s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ǫrc ≈ −8.5✳ ■♥ ♦✉r ✇♦r❦✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
■t ✐s ❞❡s✐r❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❝♦❛t ♣r♦✜❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s t❤❛t ❝❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣
❜② t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r✳



❈❤❛♣t❡r ✷

❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ❙t✉❞② ♦♥ t❤❡

r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢

❛ ❢❧❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✉s✐♥❣

♣❡r✐♦❞✐❝ ❛rr❛②s

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❘❡❣❛r❞❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧✱ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❝♦r♥❡r ❝♦♥✜✲
❣✉r❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❛❧✇❛②s ❝❛♣t✉r❡❞ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ♥❛t✉r❛❧❧② ♣♦ss❡ss✐♥❣ ❤✐❣❤ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✳
❉❡s♣✐t❡ ❜❡✐♥❣ ✉s❡❞ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✐♥ ❝✐✈✐❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ ✉s✉❛❧❧② t❤❡r❡✬s ❛ ♥❡❡❞ t♦ ❡♥✲
❤❛♥❝❡ t❤❡ t❛r❣❡t ❘❈❙✱ ❢❡✇ ❛♥❛❧②s✐s ❤❛❞ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ✲♦❢ s✉❝❤
r❡✢❡❝t♦rs✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❜② t❤❡ tr✐✈✐❛❧ r❡tr♦✲❞✐r❡❝t✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ s✉❝❤ r❡✢❡❝t♦rs
♣♦ss❡ss✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✉♥✇❛♥t❡❞ ✐♥❛❞✈❡rt❡♥t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❝♦r♥❡r ❜② t❤❡ ♠✐❧✐t❛r②
s❤✐♣s ♦r ✈❡❤✐❝❧❡s ♣✉s❤❡❞ t♦✇❛r❞s ♣✉tt✐♥❣ ♠♦r❡ ❡✛♦rts ♦♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ❜❡✲
❤✐♥❞ ✐ts r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳

■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ✇❛s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛t t❤❛t t✐♠❡ t♦ st✉❞② t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♥♦♥✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ♦♥
t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ r❡✢❡❝t♦r ❢♦r t✇♦ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s t♦
❛ss❡ss t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ✐♥❛❝❝✉r❛❝✐❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧
♦♥ ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✇❤❡t❤❡r s❧✐❣❤t ❛❧t❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
❝♦r♥❡r s❤❛♣❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ✇❛♥t❡❞ ❞r❛♠❛t✐❝ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ✐ts ❘❈❙✳
■t ✇❛s ❢♦✉♥❞ t❤❛t ♥♦♥✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ♠❛② ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❞❡❡♣ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♥✉❧❧s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s✐③❡ ♦❢ ❞✐❤❡❞r❛❧ ♣❛♥❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ❛♥❣❧❡✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ✢❛tt❡♥✐♥❣
❞❡❣r❡❡✳ ❚❤♦s❡ ♥✉❧❧s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛①✐s ♦❢ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❞❡t❡r✐♦r❛t✐♦♥ ✐♥ ✐ts r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳

■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ❤❡r❡✱ t❤❡ ♥❡❡❞ ❛r✐s❡s t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ ❝♦♠♣❛❝t r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡
✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❝❡ ❛ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❝♦r♥❡r ✐s ✢❛tt❡♥❡❞✱ ✐t ❧♦s❡s ✐ts ❝♦♥❣❡♥✐t❛❧
r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❛rt✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥
t❤❛t ❜② t✉♥✐♥❣ t❤❡ ❛rr❛② ❝❡❧❧s t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ♣❤❛s❡ ❧❛✇✱ ❛ ♣❤❛s✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝❛♥

✷✾
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❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ♣❛♥❡❧s t♦ r❡❞✐r❡❝t t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✇❛✈❡ ❜❛❝❦ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳ ❆ r❡✢❡❝t♦r ♣r♦t♦t②♣❡ ❛t ✾ ●❍③ ❤❛❞ ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞✱ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❛♥❞
t❡st❡❞ ❛s ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❝♦♥❝❡♣t✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❤❛❞ s❤♦✇♥ ✢❛t ❘❈❙ r❡s♣♦♥s❡ ❢♦r ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢
✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ✢❛t ♣❧❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦ ❡①♣❧✐❝✐t st✉❞② ❤❛❞ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞
♦♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛♥❞ ❧✐♠✐ts ♦❢ t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ st✉❞② ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ ❞✐ss❡❝t t❤❡ r❡✢❡❝t❛rr❛②
♣❤❛s✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛♥❡❧s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s st✉❞②✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ♣♦s✲
s✐❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛♥❞ ❧✐♠✐ts ♦♥ t❤❡ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜②
t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣
✇❛✈❡✳ ❋✐rst✱ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ ✐s ♦✛❡r❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛✲
t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ t♦ st✉❞② t❤❡ t✇♦ ❝r✐t✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ t❤❡ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✿ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ❞❡❣r❡❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡
❛♥❣❧❡✳ ❋r♦♠ t❤♦s❡ st✉❞✐❡s✱ ✜♥❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛r❡ ❞r❛✇♥ ✐♥ ❢♦r♠ ♦❢ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s ♣r❡❞✐❝t✐♥❣
t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t♦r✳

✷✳✷ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❧❛✇

✷✳✷✳✶ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞

❆rr❛♥❣✐♥❣ r❛❞✐❛t✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣❛tt❡r♥ t♦ st❡❡r ❜❡❛♠s ✐s ♥♦t❤✐♥❣ ♥❡✇✳
❚❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❞ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ str✉❝t✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧②
st✉❞✐❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♣❛st ❝❡♥t✉r②✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❝✉rr❡♥ts ♦❢ s❛♠❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✳ ✷✳✶✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❤❛s❡ ♦♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts s❤♦✉❧❞ ❡♥❛❜❧❡ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♦❢ ❛❧❧ r❛❞✐❛t❡❞ ✇❛✈❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t❤❡ ❝✉rr❡♥t t♦ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥
t❤❡ ❢♦r♠ ✿

Im = Ie−jk0dmcos(θ) ✭✷✳✶✮

✇❤❡r❡ k0 ✐s t❤❡ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r✱ ❞ ✐s t❤❡ ✐♥t❡r✲❡❧❡♠❡♥t s♣❛❝✐♥❣✱ ♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❞ θ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❢♦r♠ ✐s
❡❛s② t♦ ❛❝❝❡♣t ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✇❡❧❧ ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ❡❧❡❝✲
tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ●❛st♦♥ ❋❧♦q✉❡t ❛❞❞r❡ss❡❞ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣❛r❛❧❧❡❧
♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ❤✐s ✇♦r❦✱ ❤❡ s♦❧✈❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞✐❝
❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❇② ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛rr❛② ✐♥ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r♠✱ ❋❧♦✲
q✉❡t t❤❡♦r② ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡✳ ❍✐❣❤❡r ♦r❞❡r ♠♦❞❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ d ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ λ0/2✳

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥ts ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❤②♣♦t❤❡s✐③❡❞ t❤❛t
❜② t✉♥✐♥❣ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ ❡q✉❛❧❧② ❞✐st❛♥t ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❝❡❧❧s✱ t❤❡ ✐♠♣✐♥❣✐♥❣ ❜❡❛♠ ❝❛♥ ❜❡
st❡❡r❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ❞❡s✐r❡❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷✳ ❚❤❡ ❛rr❛② ❡❧❡♠❡♥ts
✇✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ✭γ✮ ✿

γ = k0d cos(θ) ✭✷✳✷✮

❆s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡



❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ ✸✶
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Floquet’s 
theorem:

θ

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝✉rr❡♥t ♣❤❛s❡s ♦♥ ♠✲♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ❛s ❡①♣r❡ss❡❞
❜② ❋❧♦q✉❡t✬s t❤❡♦r❡♠



✸✷

θ

 0°          -γ          -2γ ...

Direction of maximum radiation

d

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ ❆ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ✭γ✮ ❢♦r t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛rr❛② ♦❢ ✐♥t❡r✲
❡❧❡♠❡♥t s♣❛❝✐♥❣ d

θ

ψ

    0°        -γ         -2γ   ...

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✕ P❡r✐♦❞✐❝ ❛rr❛② ❡①❝✐t❡❞ ❜② ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ♦❢ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✐♥ r❡t❛r❞ t♦
t❤❡ ♥♦r♠❛❧

t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✐s ♥♦♥✲♥♦r♠❛❧✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❜❡❛♠ ❤✐ts t❤❡ ❛rr❛② ❛①✐s ✐♥ r❡t❛r❞ ✭❛s
✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✸✮ ♦r ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ ✭❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✹✮ t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✳ ❚❤✐s
❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥❣❧❡ ψ✱ ✇❤✐❝❤ ♣♦ss❡ss❡s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ r❡t❛r❞ ❝❛s❡
❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ ❛❞✈❛♥❝❡ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t ♣❤❛s❡ ❧❛✇ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✿

k0d cos(θ) = γ + k0d sin(ψ) ✭✷✳✸✮

γ = k0d cos(θ)− k0d sin(ψ) ✭✷✳✹✮

✷✳✷✳✷ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥

■♥ t❤❡ ✇♦r❦ ❤❡r❡✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①
❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t✇♦ ❛tt❛❝❤❡❞ ♠❡t❛❧❧✐❝ ♣❛♥❡❧s✳ ❊❛❝❤ ♣❛♥❡❧ ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ✜♥✐t❡



❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ ✸✸

θ

 0°          -γ        -2γ   ...

ψ

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✕ P❡r✐♦❞✐❝ ❛rr❛② ❡①❝✐t❡❞ ❜② ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ♦❢ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ t♦
t❤❡ ♥♦r♠❛❧

α

0°  -γ°  -2γ° ... … -2γ°  -γ°   0° 

Panel 1 Panel 2

π-2α d

Reflecting cell

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ✕ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧
♣❤❛s❡ s❤✐❢t ✭γ✮ ♦♥ ❜♦t❤ ♣❛♥❡❧s

❛rr❛② ♦❢ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❜❡st ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s ❜❡✐♥❣ t✇♦
s❡♠✐✲✐♥✜♥✐t❡ ❛rr❛②s ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ♦❜❧✐q✉❡❧② ♦♥❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t✇♦ r❡✢❡❝t❛rr❛② st❡❡r✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦♥ ♣r♦①✐♠✐t② ♦❢
❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❊❛❝❤ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✭ψ✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❛♥❣❧❡ ♦❢ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✭θ✮✳

❚❤❡ ❞❡s✐r❡ ✐♥ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t ✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ t✇♦ st❡❡r✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ♣❛♥❡❧s ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✺✳
❋♦r t❤✐s s❛❦❡✱ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② r❡❧❛t✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ♣❤❛s❡ ❧❛✇s ✉s✐♥❣ t❤❡
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❋✐❣✳ ✷✳✻ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣❛♥❡❧s ♦❢ t❤❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡✲
❞r❛❧ ✭✢❛tt❡♥❡❞ t✐❧❧ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞❡❣r❡❡ α✮✳ ❚❤❡ ❜❡❛♠ ✐♥t❡r❝❡♣ts t❤❡ ♣❛♥❡❧ ✶ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♥❣❧❡ β✱
✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♥❣ ❛♣❡r✲
t✉r❡✳ ■t ❣❡ts r❡✢❡❝t❡❞ t♦ ♣❛♥❡❧ ✷ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♥❣❧❡ θ ❛♥❞ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❧❡❛✈❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ✇✐t❤
❛♥ ❛♥❣❧❡ β

′

❡q✉❛❧ t♦ β✳ ❯♣♦♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣❤❛s❡ ❧❛✇✱ t❤r❡❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛✲
t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞✳ ❚❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝❛s❡ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✼ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡
❜❡❛♠ ✐s ♥♦r♠❛❧❧② ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ r❛❞✐❛t✐♥❣ ❛♣❡rt✉r❡ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t♦r ✭β = 0◦✮✳
❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐♥t❡r❝❡♣ts ♣❛♥❡❧ ✶ ✜rst ✇✐t❤ ❛♥② ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡
✭β 6= 0◦✮ ❛♥❞ ❧❡❛✈❡s t❤❡ r❡✢❡❝t♦r ❢r♦♠ ♣❛♥❡❧ ✷✳ ❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✻✳ ❚❤❡
t❤✐r❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ r❡✈❡rs❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✳ ❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥
✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✽✳



✸✹

α

α

θ

β’β

ψ

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻ ✕ ❚❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❛♥② ❜❡❛♠ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ β ❢r♦♠ ♣❛♥❡❧ ✶
t♦ ♣❛♥❡❧ ✷ ✐♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❝❛s❡

▲❡t✬s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝❛s❡✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ❤❛✈❡ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ r❡✢❡❝t✐♦♥
✐s s✐♠♣❧② ✿

θ = α ✭✷✳✺✮

❍❡♥❝❡✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❛♣♣❧② t❤❡
r❡t❛r❞ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ ♦♥ ♣❛♥❡❧ ✶✳ ❚❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ❤❡r❡ ✐s ψ = α ❛♥❞ ✇✐t❤ s✉❜st✐t✉t✐♥❣
❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✺ ✐♥ ✷✳✹✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ ❜❡❝♦♠❡s ✿

γ0 = k0d(cos(α)− sin(α)) ✭✷✳✻✮

❚❤✐s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ✐♥ ❬✻✸❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ ❤❛❞ ❜❡❡♥ ❞❡r✐✈❡❞
♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ❞❡❣r❡❡✳

❍❡r❡✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥
❋✐❣✳ ✷✳✻✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ❧❛✇✱ ♠❛t❡r✐❛❧✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t✱ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✇❛✈❡ β✱ t❤❡ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ❞❡❣r❡❡ α✱ ✐♥t❡r✲❡❧❡♠❡♥t s♣❛❝✐♥❣
d✱ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r k0✳ γβ ✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❝❡❧❧s✱ ❝❛♥
❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ s✐♠♣❧❡ tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠
♦♥❡ ♣❛♥❡❧ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳

❚❤❡ ❜❡❛♠ ✐♥t❡r❝❡♣ts ♣❛♥❡❧ ✶ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♥❣❧❡ β ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❧❡❛✈❡s
✇✐t❤ ❛♥❣❧❡ θ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❛♥❡❧✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t✱ γβ ✱ ✐♥
❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞❡❧❛② r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜❧✐q✉❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ α−β ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✿

γβ = k0d cos(θ)− k0d sin(α− β) ✭✷✳✼✮

❚❤❡♥✱ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐♥t❡r❝❡♣ts ♣❛♥❡❧ ✷ ❛♥❞ ❧❡❛✈❡s ❜② ❛♥❣❧❡ β
′

✿

−γβ + k0d cos(2α− θ) = k0d cos(π/2− α− β
′

) ✭✷✳✽✮



❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ ✸✺

α

α

θ

Horizontal radiating 
aperture 

d

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼ ✕ ❚❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢r♦♠ ♣❛♥❡❧ ✶ t♦ ♣❛♥❡❧ ✷ ✐♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝❛s❡
✭β = 0✮

❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s♦ t❤❛t t❤❡ ❜❡❛♠ ✐s r❡❞✐r❡❝t❡❞ ❜❛❝❦ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✐s ✿

β
′

= β ✭✷✳✾✮

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ✿

γβ = k0d cos(2α− θ)− k0d sin(α+ β) ✭✷✳✶✵✮

❇② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✵ ✐♥ ✷✳✾✱ ❛ s②st❡♠ ♦❢ t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ t✇♦ ✉♥❦♥♦✇♥s ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ s✐♠♣❧❡ tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s ❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✿

k0d cos(θ)− k0d sin(α− β) = k0d cos(2α− θ)− k0d sin(α+ β) ✭✷✳✶✶✮

k0d cos[(θ − α) + α]− k0d cos[(θ − α)− α] = k0d sin(α− β)− k0d sin(α+ β) ✭✷✳✶✷✮

❯s✐♥❣ t❤❡ tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s ✿

cos(a− b)− cos(a+ b) = 2 sin(a) sin(b) ✭✷✳✶✸✮

❛♥❞
sin(a+ b)− sin(a− b) = 2 cos(a) sin(b) ✭✷✳✶✹✮

t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ✿
sin(θ − α) sin(α) = cos(α) sin(β) ✭✷✳✶✺✮

❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ✿

θ = α+ arcsin[
sin(β)

tan(α)
] ✭✷✳✶✻✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ❜② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✻ ✐♥ ✷✳✼ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ ✐s ♠❛t❡r✐❛❧✐③❡❞ ✐♥ ❛ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t
♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠ ✿

γβ = k0d(cos(α+ arcsin[
sin(β)

tan(α)
])− sin(α− β)) ✭✷✳✶✼✮
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α

α

θ

β

ψ

θ’

β’

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽ ✕ ❚❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢r♦♠ ♣❛♥❡❧ ✷ t♦ ♣❛♥❡❧ ✶ ✐♥ t❤❡ r❡✈❡rs❡ ❝❛s❡

❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❡♥❢♦r❝✐♥❣ β = 0 ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡
❡q✉❛t✐♦♥✳

❚❤❡ r❡✈❡rs❡ ❝❛s❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✽✳
❙✐♠✐❧❛r st❡♣s t♦ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❝❛s❡ ❛r❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣❤❛s❡ ❧❛✇

✐♥ t❤❡ r❡✈❡rs❡ ❝❛s❡✳
❚❤❡ ❜❡❛♠ ❤❡r❡ ✐♥t❡r❝❡♣ts ♣❛♥❡❧ ✷ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♥❣❧❡ β ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞

❧❡❛✈❡s ✇✐t❤ ❛♥❣❧❡ θ✳ P❤❛s❡s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣❛♥❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ✷✳✹ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

γβ = k0d cos(θ)− k0d sin(α+ β) ✭✷✳✶✽✮

❖♥ ♣❛♥❡❧ ✶✱ ❛❣❛✐♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥✷✳✹ ✿

−γβ + k0d cos(2α+ θ) = k0d cos(−π/2 + (α− β
′

)) ✭✷✳✶✾✮

❈♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐s ✿

β
′

= β ✭✷✳✷✵✮

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ✿

γβ = k0d cos(2α+ θ)− k0d sin(α− β) ✭✷✳✷✶✮

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ ✷✳✷✶ ✐♥ ✷✳✶✽ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✷✳✶✸ ❛♥❞
✷✳✶✹✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ ❢♦r t❤❡ r❡✈❡rs❡ ❝❛s❡ ✐s ✿

γβ = k0d(cos(α− arcsin[
sin(β)

tan(α)
])− sin(α+ β)) ✭✷✳✷✷✮

■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤✐s ✐s ❛♥ ❡✈❡♥ ❡q✉❛t✐♦♥ β✲✇✐s❡✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s ✿ γβ = γ−β ✳ ❚❤✐s
♠❡❛♥s t❤❛t ❛ ✉♥✐q✉❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ ✐s s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ❜♦t❤ ❝♦♥✜❣✉✲
r❛t✐♦♥s✳ ◆♦✇✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡
β ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤r♦✉❣❤ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ s❡♣❛r❛t❡
st✉❞✐❡s ♦♥ t❤♦s❡ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡✐r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ r❡✢❡❝t♦r✳



■❞❡❛❧ ❛♥❞ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s ✸✼

✷✳✸ ■❞❡❛❧ ❛♥❞ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s

❇❡❢♦r❡ ❣♦✐♥❣ ❞❡❡♣❡r ✐♥ t❤✐s st✉❞②✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❡❝❡ss✐t② t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ✇❤❛t
❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐❞❡❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥s✳

✷✳✸✳✶ ■❞❡❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥

❚❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐s ❛ss✉♠❡❞ ✐❞❡❛❧ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❡❧❧s ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦♥✜❣✉r❡❞ t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ♣❤❛s❡
s❤✐❢t ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✼✮ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❛♥② ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ r❡✢❡❝t♦r
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ s❡♥s❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐s ❝♦♠✐♥❣ ❛♥❞ r❡❝♦♥✜❣✉r❡ ✐ts
❝❡❧❧s t♦ ❛❞❥✉st t♦ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ ❢♦r t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ❛♥❣❧❡✳ ❚❤✐s ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ♥♦t ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥
t❤✐s ❝❛s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐❞❡❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ♦❢ ♥♦t❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❝❛♥ ❤❡❧♣ ✐♥
t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ st✉❞② ✇❤✐❧❡ t♦t❛❧❧② ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♣❤❛s❡ ❧❛✇
✐♥❛❝❝✉r❛❝✐❡s✳

✷✳✸✳✷ ❆tt❛✐♥❛❜❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥

❚❤❡ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❝❛s❡ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ✇❤❡r❡ ❝❡❧❧s ❛r❡ t✉♥❡❞ t♦ r❡❛❧✐③❡ t❤❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ♣❤❛s❡
s❤✐❢t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❝❡❧❧s ❛r❡
❛ss✐❣♥❡❞ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❜❡❛♠ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡✳ ❚❤✐s
❛❝t✉❛❧❧② ❡♠✉❧❛t❡s t❤❡ r❡❛❧ ❝❛s❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ s✐♠♣❧❡ r❡✢❡❝t♦r
✉s✐♥❣ s✐♠♣❧❡ ♣❛t❝❤❡s✳ ❆♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ st✉❞② ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❢♦r t❤✐s ❝❛s❡ s❤♦✉❧❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②
♣r♦✈✐❞❡ ❛❧❧ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s t♦ ❦♥♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ♣r♦t♦t②♣❡ ♠✐❣❤t ♣❡r❢♦r♠✳

✷✳✹ ❙t✉❞② ♦♥ t❤❡ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ❞❡❣r❡❡

✷✳✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ❞❡❣r❡❡✱ t❤❡ ♠♦st ❝r✐t✐❝❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❢❛❝t♦r✱
♦♥ t❤❡ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✐s st✉❞✐❡❞✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ❛ ♥❡✇
♣❛r❛♠❡t❡r βl ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ❞❡❣r❡❡ α ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❛♥❞
❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ❛♥❣❧❡ βl ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ r❛♥❣❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠
❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ♣❛♥❡❧ ✐s ✐♥t❡r❝❡♣t❡❞ ❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛♥❡❧✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ βl(0) ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
t❤❡ ❧♦✇❡r ❧✐♠✐t ✇❤❡r❡ θ = 0◦ ❛♥❞ βl(2α) ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ✇❤❡r❡ θ = 2α✳
❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✾✳ ❆s s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ ❛❧❧ ✇❛✈❡s ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡s
❧❡ss t❤❛♥ βl(0) ✇✐❧❧ ❜❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ r❡✢❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❛♥❣❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
❛❧❧ ❜❡❛♠s ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ βl(2α) ✇✐❧❧ ♥♦t ✐♥t❡r❝❡♣t t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛♥❡❧ ❛t ❛❧❧
❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✇✐❧❧ ❜❡ ❧♦st✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡
t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈✐s✐❜❧❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t♦r ✉♣♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ♦♣❡r❛t❡s✳



✸✽

α

θ=2α

β
l
(0)

β
l
(2α)

❋✐❣✉r❡ ✷✳✾ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ r❛♥❣❡ ✉s✐♥❣ βl ❛♥❞ θ ❛♥❣❧❡s

✷✳✹✳✷ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥

■♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣❤❛s❡ ❧❛✇✱ t❤❡ ❛♥❣❧❡ θ ❢♦r t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡ ❤❛s
❜❡❡♥ ❞❡❞✉❝❡❞ ✐♥ ✭✷✳✶✻✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✿

θ = α+ arcsin[
sin(β)

tan(α)
] ✭✷✳✷✸✮

❚❤❡ ❛♥❣❧❡ β ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❣❧❡ θ ❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✿

β(θ) = − arcsin[sin(θ − α) tan(α)] ✭✷✳✷✹✮

❇② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❛♥❣❧❡s 2α ❛♥❞ 0◦ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t βl(2α) ❂ ✲βl(0) ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛tt❡r ❜❡✐♥❣
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❢♦r❝✐♥❣ θ t♦ 0◦ ❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✿

βl(0) = − arcsin[sin(α) tan(α)] ✭✷✳✷✺✮

❋♦r t❤❡ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❝❛s❡✱ θ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✼✮ ❜② ❧♦❝❦✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t
t♦ ❛ ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ β0✳ θ ❝❛♥ ❜❡ ❤❡♥❝❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤✐s ❢♦r♠ ✿

θ = arccos[
γβ0

k0d
+ sin(α− β)] ✭✷✳✷✻✮

❍❡r❡✱ βl(0) ❛♥❞ βl(2α) ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ θ ❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✿

βl(0) = α− arcsin(1− γβ0

k0d
) ✭✷✳✷✼✮

βl(2α) = α− arcsin[cos(2α)− γβ0

k0d
] ✭✷✳✷✽✮

❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ ✐♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜②
t❤❡ r❡❝♦♥✜❣✉r❛❜❧❡ ❝❡❧❧s s♦ t❤❛t r❡❞✐r❡❝t t❤❡ ❜❡❛♠ ♦❢ ❛♥② ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ✐♥ ❛ r❡tr♦❞✐r❡❝✲
t✐✈❡ ♠❛♥♥❡r✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢♦r t❤❡ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡



❙t✉❞② ♦♥ t❤❡ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ❞❡❣r❡❡ ✸✾

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵ ✕ ✲βl ✈❡rs✉s α ❢♦r t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❛♥❞ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❝❛s❡s

♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ♣❤❛s❡
s❤✐❢t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝❛s❡ ✭β = 0◦✮ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r✲❡❧❡♠❡♥t s♣❛❝✐♥❣ ♦✈❡r ✇❛✈❡✲
❧❡♥❣t❤ r❛t✐♦ d/λ ✐s ✜①❡❞ t♦ 1/3✳ ❯s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✻✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ❜❡❝♦♠❡s ✿γβ0

≈ 65◦✳
■♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✵✱ βl(0) ❛♥❞ βl(2α) ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ α ❢♦r t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡
❝❛s❡s✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ βl(0) = −βl(90) = −45◦ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r α = 45◦ ✭❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞✐❤❡❞r❛❧✮✳
❇♦t❤ βl(0) ❛♥❞ βl(2α) ❞❡❝r❡❛s❡ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✐s ✢❛tt❡♥❡❞✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛s
α ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ✜♥❞ ♦✉t t❤❛t ❡✈❡♥ ❢♦r t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡ t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ r❛♥❣❡
❞❡❝r❡❛s❡s q✉✐t❡ r❛♣✐❞❧② ✇✐t❤ α✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ βl(0) ❢♦r
t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❣♦❡s ✉♣ t♦ ❛s
♠✉❝❤ ❛s 20◦ ❞❡❣r❡❡s ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ❞❡❣r❡❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t βl(2α)✱ ✐s
❣r❡❛t❡r ❢♦r t❤❡ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❝❛s❡✳ ❆❧s♦✱ βl(2α) ♦❢ t❤❡ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❝❛s❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥
t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❧✐♠✐t βl(0) ♦❢ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡✳

❋♦r t❤❡ r❡✈❡rs❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡✈❡rs❡ βl ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❝♦♥✜❣✉✲
r❛t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✿ βrl (0) = −βl(2α) ❛♥❞ βrl (2α) = −βl(0) ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❛♥❞
✐❞❡❛❧ ❝❛s❡s✳

✷✳✹✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ r❛♥❣❡

✷✳✹✳✸✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ r❛♥❣❡ ♣❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ✈✐s✐❜❧❡

r❛♥❣❡

❇❡❢♦r❡ ❣❡tt✐♥❣ ✐♥t♦ t❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ r❛♥❣❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✳ ❚✇♦
♥♦t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❤❡r❡ ✿t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ r❛♥❣❡ ♣❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭❱❘❈✮ ❛♥❞ t❤❡
t♦t❛❧ ✈✐s✐❜❧❡ r❛♥❣❡ ✭❚❱❘✮✳ ❚❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ r❛♥❣❡ ♣❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✿

| βl(0)− βl(2α) | ❢♦r t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❝❛s❡



✹✵

❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ✕ ▲✐st ♦❢ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐❞❡❛❧ ❞✐❤❡❞r❛❧s ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ❞❡❣r❡❡ ❛♥❞ t❤❡✐r
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈✐s✐❜❧❡ r❛♥❣❡ ❧✐♠✐ts ❢♦r t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

α✭◦✮ ❆tt❛✐♥❛❜❧❡βl(0) ✭◦✮ ❆tt❛✐♥❛❜❧❡ βl✭✷α✮ ✭◦✮ ■❞❡❛❧ βl(0)✭◦✮ ■❞❡❛❧ βl✭✷α✮ ✭◦✮
✶✵ ✲✵✳✾ ✷✳✻ ✲✶✳✽ ✶✳✽
✷✷✳✺ ✲✺ ✶✸ ✲✾ ✾
✸✺ ✲✶✹ ✷✾ ✲✷✹ ✷✹

❚❛❜❧❡ ✷✳✷ ✕ ▲✐st ♦❢ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❞✐❤❡❞r❛❧s ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ❞❡❣r❡❡ ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞✐♥❣ ✈✐s✐❜❧❡ r❛♥❣❡ ❧✐♠✐ts ❢♦r t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ r❡✈❡rs❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s

α✭◦✮ βl(0) ✭◦✮ βrl (2α) ✭
◦✮ βl(2α)✭◦✮ βrl ✭✵✮ ✭

◦✮
✶✵ ✲✵✳✾ ✵✳✾ ✷✳✻ ✲✷✳✻
✷✷✳✺ ✲✺ ✺ ✶✸ ✲✶✸
✸✺ ✲✶✹ ✶✹ ✷✾ ✲✷✾

❛♥❞ | βrl (0)− βrl (2α) | ❢♦r t❤❡ r❡✈❡rs❡ ❝❛s❡✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ t♦t❛❧ ✈✐s✐❜❧❡ r❛♥❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛①✐✲
♠✉♠ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s❡t ✭βl(0), βl(2α)✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
♣❛✐r ✭βrl (0), β

r
l (2α)✮✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤✐s ❢♦r♠ ✿

max(| βl(0) |; | βl(2α) |) + max(| βrl (0) |; | βrl (2α) |)

❚❤✐s ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❛t t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✐s st✐❧❧ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✐♥ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡✈❡rs❡ ♦r
❢♦r✇❛r❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ❢❛❧❧s ✐♥ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡
✈✐s✐❜❧❡ r❛♥❣❡ ♣❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳

✷✳✹✳✸✳✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦♥ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ r❛♥❣❡ ♣❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭❱❘❈✮

❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ βl ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛rt t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❛♥❞ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❝❛s❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ❞❡❣r❡❡✱ ✐♥ ♦t❤❡r
✇♦r❞s✱ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❛♥❞ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❱❘❈s✳ ❚❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s ♦❢ ✢❛tt❡♥✐♥❣
❞❡❣r❡❡s ❛r❡ ♣✉t ✉♥❞❡r st✉❞② ✿ α = 10◦✱ 22.5◦ ❛♥❞ 35◦✳

❋♦r ❜❡tt❡r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ♦♥❧② t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❛❜✳ ✺✳✶ ❣✐✈❡s
❛ s✉♠♠❛r② s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ βl ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤♦s❡ t❤r❡❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❝❛s❡s✳ ❯s✐♥❣ t❤❡
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛rt ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❱❘❈s✳ ❋♦r
α = 10◦✱ t❤❡ ❱❘❈ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐s 3.5◦ ❛♥❞ 3.6◦ ❢♦r t❤❡ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❋♦r α = 22.5◦✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r ❛t 18◦✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s s❤♦✇ s♦♠❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r
α = 35◦✳ ❚❤❡ r❛♥❣❡ r✐s❡s t♦ 48◦ ❢♦r t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ♦♥❡ ♠❛♥❛❣❡s
43◦✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ❛s t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❣❡ts ❧❡ss ✢❛tt❡♥❡❞ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ✈✐s✐❜❧❡ r❛♥❣❡ ♣❡r
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇✐❞❡r ❢♦r t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡ ♦✈❡r t❤❡ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ♦♥❡✳

■t ✐s ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t ♣❡r ♦♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡ s❤♦✇s ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✈✐s✐❜✐❧✐t② r❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❡ts ♠♦r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛s t❤❡
❞✐❤❡❞r❛❧ ❣❡ts ✢❛tt❡♥❡❞✳



❙t✉❞② ♦♥ t❤❡ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ❞❡❣r❡❡ ✹✶

✷✳✹✳✸✳✸ ❚♦t❛❧ ✈✐s✐❜❧❡ r❛♥❣❡ ✭❚❱❘✮ ❢♦r t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ r❡✈❡rs❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s

■♥ t❤❡ ♣❛rt✱ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ r❡✈❡rs❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❜♦t❤ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ◆♦✇✱ ✐t ✐s
♥♦t✐❝❡❞ ❢r♦♠ ❚❛❜✳ ✺✳✶ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡ βl(0) = −βl(2α)✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡
r❛♥❣❡s ♣❡r ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ r❡✈❡rs❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡ ✐❞❡❛❧
❚❱❘ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ❱❘❈ ❢♦r ❛♥② ✢❛tt❡♥✐♥❣ ❞❡❣r❡❡✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❝❛s❡✳ ❚❛❜✳ ✸✳✷ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ βl
✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❝❛s❡ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ r❡✈❡rs❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❚❱❘
❢♦r α = 10◦ r❡❝♦r❞s 5.2◦ ✇❤✐❝❤ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡ ✭3.6◦✮✳ ❚❤❡ s❛♠❡
r✉♥s ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ✢❛tt❡♥✐♥❣ ❞❡❣r❡❡s✳ ❋♦r α = 22.5◦✱ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❚❱❘ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐s 26◦ ❛s
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ 18◦ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡✳ ❆❧s♦✱ ❢♦r α = 35◦✱ t❤❡ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❚❱❘ s❝♦r❡s 58◦

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ 48◦ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥✳
❚❤✉s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞✱ t❤❛t ✇❤❛ts♦❡✈❡r t❤❡ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ❞❡❣r❡❡ ✐s✱ t❤❡ ❚❱❘ ♦❢ t❤❡

❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❝❛s❡ ✐s ❛❧✇❛②s ✇✐❞❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡✳

✷✳✹✳✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✿ ♠♦❞❡s ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥

❚❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❤✐❞❡ s♦♠❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡s
✉♣♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ♦♣❡r❛t❡s ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s ✇✐❞❡r ❢♦r t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ♠❡❝❤❛✲
♥✐s♠ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ♦♥❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡
✐❞❡❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇♦✉❧❞ ♣❡r❢❡❝t❧② st❡❡r t❤❡ ❜❡❛♠ ✐♥s✐❞❡ ✐ts ✈✐s✐❜❧❡ r❛♥❣❡✱ t❤❡ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇♦✉❧❞ ❡♥❣❛❣❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠s ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❛t t❤❡ ✐❞❡❛❧ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞♦✱ ❞❡s♣✐t❡
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ♠✐❣❤t ♥♦t ♦✛❡r t❤❛t ♣❡r❢❡❝t st❡❡r✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡
❛♥❣❧❡s✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ✐t ✐s t❤♦s❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ♣❤❛s✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♣r♦❞✉✲
❝❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❛❝❝✉r❛❝✐❡s ✐♥ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ t❤❛t s❡r✈❡❞ ✐♥ ✇✐❞❡♥✐♥❣ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡
❛♥❣❧❡s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦ss❡s ✐♥ ❛ ❞✐s♣❡rs✐✈❡
♠❡❞✐✉♠ ❡♥❤❛♥❝❡ ✐ts ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳

❆ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✭α = 45◦✮ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ♣♦ss❡ss❡s ❛ ❚❱❘ ❡q✉❛❧ t♦ 90◦✳ ■♥ ❝♦♠♣❛✲
r✐s♦♥✱ ❛ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✢❛tt❡♥❡❞ t♦ t❤❡ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ❞❡❣r❡❡ ✭α = 22.5◦✮ st✐❧❧ ♣♦ss❡ss❡s
❛ ❚❱❘ ❡q✉❛❧ t♦ 26◦✳ ❆❧s♦✱ ❛ ❞✐❤❡❞r❛❧ ♦❢ α = 35◦ ♦♣❡r❛t❡s ♦✈❡r ❛ ❚❱❘ ♦❢ 58◦✳ ❚❤♦s❡ ❛r❡
♥❡❛r❧② 29% ❛♥❞ 65% ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ✈✐s✐❜✐❧✐t② r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞✐❤❡❞r❛❧✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ♠❛ss✐✈❡ ❞❡t❡r✐♦r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧
❞✐❤❡❞r❛❧ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❧✐❣❤t❡st ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ✢❛tt❡♥✐♥❣✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r s✉❝❤ r❡st♦r❡❞ ❚❱❘
✈❛❧✉❡s ✈❡r② ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ✉♥✐q✉❡ ♠♦❞❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤❡♥ ❜♦t❤
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦♣❡r❛t❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❝❛s❡✱ t❤r❡❡ ♠♦❞❡s ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞✳ ❚❤♦s❡
♠♦❞❡s ❝♦✈❡r t❤❡ t♦t❛❧ r❛♥❣❡ ♦❢ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ r❡✢❡❝t♦r✳
✶✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ✈✐s✐❜❧❡ r❛♥❣❡ ✐s ✇❤❡♥ ❜♦t❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦♣❡r❛t❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳
▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✿
min(| βl(0) |; | βl(2α) |) + min(| βrl (0) |; | βrl (2α) |)✳
✷✳ ❚❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ r❛♥❣❡ ♣❡r ❢♦r✇❛r❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s ✇❤❡♥ t❤❡ r❡✢❡❝t♦r ♦♥❧② ♦♣❡r❛t❡s
✐♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✿ βl(2α)−
βrl (2α)✳



✹✷

✸✳ ❚❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ r❛♥❣❡ ♣❡r r❡✈❡rs❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s ✇❤❡♥ t❤❡ r❡✢❡❝t♦r ♦♥❧② ♦♣❡r❛t❡s
✐♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✿ βl(0)−
βrl (0)✳

✷✳✺ ❙t✉❞② ♦♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡

✷✳✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦❞❡s ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ r❡✢❡❝t♦r ❢♦r t❤❡ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❝❛s❡
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ ✐♥❛❝❝✉r❛❝✐❡s ♦✈❡r t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡
r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡s ✐s ❛ss❡ss❡❞✳ ❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷✱ t❤❡ ♠❡tr✐❝ β

′

✐s ❞❡✜♥❡❞
❛s t❤❡ ❛♥❣❧❡ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ♦❢ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♣❡rt✉r❡✳

■♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡✱ β
′

✐s s✐♠♣❧② ❡q✉❛❧ t♦ β✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❝❛s❡✱ β
′

❝❛♥ ❜❡
❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✽ ✉♣♦♥ ✜①✐♥❣ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ♥♦♠✐♥❛❧ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t✳

✷✳✺✳✷ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✐♥ ❋✐❣s✳ ✷✳✻ ❛♥❞ ✷✳✽✱ ❛♥❣❧❡ β
′

❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❢♦r t❤❡
❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ r❡✈❡rs❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛s ✿

β
′

= −90◦ − α − arccos[
γβ0

k0d
+ cos(α − arccos(

γβ0

k0d
+ sin(α − β)))] ✭✷✳✷✾✮

❛♥❞

β
′

= −90◦ + α + arccos[− γβ0

k0d
+ cos(α − arccos(

γβ0

k0d
+ sin(α + β)))]. ✭✷✳✸✵✮

✷✳✺✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

■♥ t❤✐s st✉❞②✱ t❤❡ ✐♥t❡r✲❡❧❡♠❡♥t s♣❛❝✐♥❣ ✐s ✜①❡❞ t♦ d/λ = 1/3✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ ✐s
❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝❛s❡ ✭β = 0◦✮❚❤❡ s❛♠❡ t❤r❡❡ ❝❛s❡s ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥
❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡✳

■♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✶✱ t❤❡ ✐❞❡❛❧ β
′

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❛♥❞ t❤❡
❛tt❛✐♥❛❜❧❡ β

′

❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t α = 10◦ ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ r❡✢❡❝t♦r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②
❜❡❤❛✈❡s ♣❡r❢❡❝t❧② ❢♦r ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ β = 0◦✳ ❚❤❡ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ β

′

st✐❧❧ ♠❛♥❛❣❡s ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥
❧❡ss t❤❛♥ 1◦ ❢♦r t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡s ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦♣❡r❛t❡ s✐♠✉❧✲
t❛♥❡♦✉s❧② −0.9◦ < β < 0.9◦✳ ❋♦r t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛♥❣❧❡s ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s
♦♣❡r❛t✐♥❣✱ t❤❡ ❡rr♦r ❞♦❡s ♥♦t ❡①❝❡❡❞ 2◦✳ ❋✐❣✳ ✷✳✶✷ ❣✐✈❡s t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts ❢♦r α = 22.5◦✳
■♥ t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ✈✐s✐❜❧❡ r❛♥❣❡ −5◦ < β < 5◦✱ t❤❡ ❡rr♦r st❛②s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ 5◦✳ ❚❤❡
❡rr♦r ♦♥❧② ✐♥❝r❡❛s❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛t t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ r❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❝♦♥✜❣✉✲
r❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s✳ ❘❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ❋✐❣✳ ✷✳✶✸✱ s✐♠✐❧❛r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠
t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r α = 35◦✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤♦s❡ r❡s✉❧ts✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❛✐❞ t❤❛t t❤❡ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ ✐♥❛❝❝✉r❛❝✐❡s ❞♦ ♥♦t r❡s✉❧t
✐♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧✳ ❚❤❡ ❞❡t❡r✐♦r❛t✐♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶ ✕ β
′

✈❡rs✉s β ♦❢ ❞✐❤❡❞r❛❧ α = 10◦ ❢♦r t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ r❡✈❡rs❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷ ✕ β
′

✈❡rs✉s β ♦❢ ❞✐❤❡❞r❛❧ α = 22.5◦ ❢♦r t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ r❡✈❡rs❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸ ✕ β
′

✈❡rs✉s β ♦❢ ❞✐❤❡❞r❛❧ α = 35◦ ❢♦r t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ r❡✈❡rs❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s

✐♥ t❤❡ ♣❤❛s✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ r❛♥❣❡ ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱
s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❢♦r ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ α✳

✷✳✻ ■❧❧✉str❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ▼❛t❧❛❜

❆s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ ❛ s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t♦
❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ t❤❛t ✐♥t❡r❝❡♣ts t❤❡ r❡✢❡❝t♦r ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡
β ❛♥❞ ❧❡❛✈❡s ✐t ✇✐t❤ ❛♥ ❛♥❣❧❡ β

′

❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✹✳ ❆ ▼❛t❧❛❜ ❝♦❞❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡
t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠ ❜② ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ s♣❡❝✐✜❝ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ✐♥t❡r✲
❡❧❡♠❡♥t s♣❛❝✐♥❣✳ ❚❤❡ ❛rr❛② ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧
♣❤❛s❡ s❤✐❢t✳ ❚✇♦ st❛❣❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❤❡r❡ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♦♥ ❛♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠
t❤❡ ♦♥❡ ♣❛♥❡❧ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❀ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ r❡✈❡rs❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ❛♥②✇❛②✳

❚❤❡ ❛✐♠ ❤❡r❡ ✐s t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❜❡❛♠ ♣❛t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❝❛s❡ ❢♦r
s❡✈❡r❛❧ ❛♥❣❧❡s ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡✱ ❤❡♥❝❡✱ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s♦ t❤❛t t♦
❤❛✈❡ ❛ ✈❡r② ❞✐r❡❝t✐✈❡ ♠❛✐♥ ❧♦❜❡✳ ❚❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✐s ♠❛❞❡ ✢❛tt❡♥❡❞ t✐❧❧ ❞❡❣r❡❡ α = 22.5◦

❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r✲❡❧❡♠❡♥t s♣❛❝✐♥❣ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛t d = λ/3 s♦ t❤❛t t♦ ❛✈♦✐❞ ❣r❛t✐♥❣ ❧♦❜❡s✳ ■♥
t❤❡ ✜rst s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝❛s❡ ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞
❢♦r ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ β = 0◦✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❛rr❛② ❜❡✐♥❣ ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ♣❤❛s❡ ❧❛✇✱ ❞✐✛❡r❡♥t
❛♥❣❧❡s ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ β = 5◦ ❛♥❞ 13◦ ❛r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞✳

❚❤❡ ✜rst ❜❡❛♠ ❤✐ts t❤❡ ❛rr❛② ✇✐t❤ ❛♥❣❧❡ ψ1 = α = 22.5◦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ β = 0◦✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✻✱ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t t♦ ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ♣❤❛s❡
❧❛✇ ✐s γ0 ≈ 65◦✳ ❋✐❣✳ ✷✳✶✺ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✇❛✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠ ♦♥ ♣❛♥❡❧ ✶✳ ■t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❜❡❛♠ ❧❡❛✈❡s ♣❛♥❡❧ ✶ ✇✐t❤ ❛♥
❛♥❣❧❡ θ1 = 22.5◦✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❜❡❛♠ t❤❡♥
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α

α

θ
1

β’β

ψ
1

ψ
2 θ

2

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹ ✕ ❙❦❡t❝❤ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ✉s❡❞ ❛♥❣❧❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ▼❛t❧❛❜ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺ ✕ ❉✐r❡❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠ ❢r♦♠ ♣❛♥❡❧ ✶ ❢♦r ❜❡❛♠ ♦❢ ✐♥❝✐✲
❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ β = 0◦ ✐♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝❛s❡
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻ ✕ ❉✐r❡❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠ ❢r♦♠ ♣❛♥❡❧ ✷ ❢♦r ❜❡❛♠ ♦❢ ✐♥❝✐✲
❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ β = 0◦ ✐♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝❛s❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✼ ✕ ❉✐r❡❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠ ❢r♦♠ ♣❛♥❡❧ ✶ ❢♦r ❜❡❛♠ ♦❢ ✐♥❝✐✲
❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ β = 5◦ ✐♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝❛s❡
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✽ ✕ ❉✐r❡❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠ ❢r♦♠ ♣❛♥❡❧ ✷ ❢♦r ❜❡❛♠ ♦❢ ✐♥❝✐✲
❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ β = 5◦ ✐♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝❛s❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✾ ✕ ❉✐r❡❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠ ❢r♦♠ ♣❛♥❡❧ ✶ ❢♦r ❜❡❛♠ ♦❢ ✐♥❝✐✲
❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ β = 13◦ ✐♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝❛s❡
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❤✐ts t❤❡ ♥❡①t ♣❛♥❡❧ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ψ2 = π/2 − (2α − θ) = 67.5◦✳ ❋✐❣✳ ✷✳✶✻
s❤♦✇s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✇❛✈❡ ❢r♦♠ ♣❛♥❡❧ ✷✳ ■t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡
❜❡❛♠ ❧❡❛✈❡s ♣❛♥❡❧ ✷ ❛♥❞ t❤❡ r❡✢❡❝t♦r ✇✐t❤ ❛♥ ❛♥❣❧❡ θ = 67.5◦✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s ✇✐t❤ ❛♥❣❧❡
β′ = β = 0◦✳ ❚❤✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❜❡❛♠ ✐s ✐❞❡❛❧❧② r❡✢❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♣❛♥❡❧ t♦ t❤❡
♦t❤❡r ❛♥❞ ❜❛❝❦ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst s❝❡♥❛r✐♦ t♦ ♦❜s❡r✈❡ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s
✇❤❡♥ ❛ ❜❡❛♠ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ β2 = 5◦ ❤✐ts t❤❡ s❛♠❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✇❤♦s❡
❝❡❧❧s ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ β = 0◦✳
❋r♦♠ ❋✐❣✳ ✷✳✶✼ t❤❛t s❤♦✇s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✇❛✈❡✱ t❤❡ ❜❡❛♠ ❧❡❛✈❡s
♣❛♥❡❧ ✶ ✇✐t❤ ❛♥❣❧❡ θ1 ≈ 32◦✳ ❚❤✐s ✇❛✈❡ ❤✐ts ♣❛♥❡❧ ✇✐t❤ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ψ2 ≈ 77◦✳
❋r♦♠ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✽✱ ✐t ✐s s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❜❡❛♠ ❧❡❛✈❡s t❤❡ ♣❛♥❡❧ ✇✐t❤
❛♥❣❧❡ θ2 ≈ 64◦ ❛♥❞ t❤❡ r❡✢❡❝t♦r ✇✐t❤ ❛♥❣❧❡ β′ ≈ 3◦✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐s ♥♦t ✐❞❡❛❧❧②
r❡tr♦❞✐r❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ r❡✢❡❝t♦r✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❡rr♦r ✐s ♦♥❧② 2◦✳ ❚❤✐s ❝♦♥✜r♠s t❤❡
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ♣❤❛s❡ ❧❛✇
✐♥❛❝❝✉r❛❝✐❡s ❞♦ ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ✐♥ ❛ s❡✈❡r❡ ♠❛♥♥❡r✳

❚❤❡ t❤✐r❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ✇❤❡♥ ❛ ❜❡❛♠ ♦❢ β = 13◦ ❤✐ts t❤❡ r❡✢❡❝t♦r✳
❋✐❣✳ ✷✳✶✾ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✇❛✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t
❜❡❛♠ ♦♥ ♣❛♥❡❧ ✶✳ ❚❤❡ ❜❡❛♠ ❛❝t✉❛❧❧② ❧❡❛✈❡s t❤❡ ♣❛♥❡❧ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♥❣❧❡ θ1 = 45◦ ✇❤✐❝❤ ✐s
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ 2α✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤✐s ❜❡❛♠ ❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❛♥❣❡ ❛♥❞ ✇♦♥✬t
✐♥t❡r❝❡♣t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛♥❡❧✳ ❚❤✐s ✐s ✇✐t❤ ❛❜s♦❧✉t❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✇♦r❦✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡ ❛rr❛② ❡❧❡♠❡♥ts ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ✐♥❝✐❞❡♥❝❡
❛♥❣❧❡ β = 5◦✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐s γ0 ≈ 63◦✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡
♣❛t❤s ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡s β = 0◦ ❛♥❞ 5◦ ❛r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s
s❝❡♥❛r✐♦✳ ❋♦r β = 5◦✱ ❋✐❣✳ ✷✳✷✵ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❜❡❛♠ ❧❡❛✈❡s ♣❛♥❡❧ ✶ ✇✐t❤ ❛♥❣❧❡ θ1 = 35◦✳
❚❤❡ ❜❡❛♠ ✐♥t❡r❝❡♣ts ♣❛♥❡❧ ✷ ✇✐t❤ ❛♥❣❧❡ ψ2 ≈ 80◦✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠ ❋✐❣✳ ✷✳✷✶
t❤❛t t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠ ✐s ♣❡r❢❡❝t❧② r❡tr♦❞✐r❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥❣❧❡ θ2 = 62.5◦✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱
β′ = β = 5◦✳

❋♦r t❤❡ s❛♠❡ s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡ ❜❡❛♠ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ β = 0◦ ❧❡❛✈❡s t❤❡ ✜rst ♣❛♥❡❧ ✇✐t❤
❛♥❣❧❡ θ1 = 25◦ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷✷✳ ❚❤❡ ❜❡❛♠ ❤✐ts ♣❛♥❡❧ ✷ ✇✐t❤ ❛♥❣❧❡ ψ2 ≈ 70◦ ❛♥❞
❧❡❛✈❡s ✐t ✇✐t❤ ❛♥❣❧❡ θ2 = 65◦✳ ❚❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ s❛② t❤❛t β′ ≈ 2.5◦✳ ❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐s
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷✸✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ❡rr♦r ♠❛r❣✐♥ ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧✳

■♥ t❤❡ t❤✐r❞ s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡ ❛rr❛② ❡❧❡♠❡♥ts ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ✐♥❝✐❞❡♥❝❡
❛♥❣❧❡ β = 15◦✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ β = 15◦

✐s s✐♠✉❧❛t❡❞✳ ❋✐❣✳ ✷✳✷✹ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❜❡❛♠ ❧❡❛✈❡s ♣❛♥❡❧ ✶ ✇✐t❤ ❛♥❣❧❡ θ1 = 61◦ ✇❤✐❝❤
✐s ✇❛② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ 2α✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❜❡❛♠ ✇♦✉❧❞ ♥❡✈❡r ✐♥t❡r❝❡♣t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛♥❡❧✳ ❆♥❞
t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✇♦♥✬t ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❚❤✐s ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t
❡✈❡♥ t✉♥✐♥❣ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s t♦ ♦♣❡r❛t❡ ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ✇♦♥✬t ❜❡
s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ♣r♦♣❡r❧② ♣❡r❢♦r♠✳ ❚❤❡ t❛r❣❡t❡❞ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ s❤♦✉❧❞
❜❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝❤♦s❡♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞
✢❛tt❡♥✐♥❣ ❞❡❣r❡❡ α✳



■❧❧✉str❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ▼❛t❧❛❜ ✹✾

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✵ ✕ ❉✐r❡❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠ ❢r♦♠ ♣❛♥❡❧ ✶ ❢♦r ❜❡❛♠ ♦❢ ✐♥❝✐✲
❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ β = 5◦ ♦♥ ❛♥ ❛rr❛② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ ❛t β = 5◦

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✶ ✕ ❉✐r❡❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠ ❢r♦♠ ♣❛♥❡❧ ✷ ❢♦r ❜❡❛♠ ♦❢ ✐♥❝✐✲
❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ β = 0◦ ♦♥ ❛♥ ❛rr❛② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ ❛t β = 5◦



✺✵

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✷ ✕ ❉✐r❡❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠ ❢r♦♠ ♣❛♥❡❧ ✶ ❢♦r ❜❡❛♠ ♦❢ ✐♥❝✐✲
❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ β = 0◦ ♦♥ ❛♥ ❛rr❛② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ ❛t β = 5◦

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✸ ✕ ❉✐r❡❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠ ❢r♦♠ ♣❛♥❡❧ ✷ ❢♦r ❜❡❛♠ ♦❢ ✐♥❝✐✲
❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ β = 0◦ ♦♥ ❛♥ ❛rr❛② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ ❛t β = 5◦



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✺✶

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✹ ✕ ❉✐r❡❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠ ❢r♦♠ ♣❛♥❡❧ ✶ ❢♦r ❜❡❛♠ ♦❢ ✐♥❝✐✲
❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ β = 15◦ ♦♥ ❛♥ ❛rr❛② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ ❛t β = 15◦

✷✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ✢❛tt❡♥❡❞
❞✐❤❡❞r❛❧ ✉s✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛rr❛②s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣❤❛s❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣
❤❛s ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❯s✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❢❛❝t♦rs
❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡
r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ss❡ss❡❞✳ ■♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ r❡✢❡❝t✐♦♥
❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ♦♥❡ ❛s t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❡❧❧s ♣❤❛s❡ r❡s♣♦♥s❡s
❝❛♥ ❜❡ r❡✲t✉♥❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛♥② ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢
t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✇❛✈❡✳

■t ✐s ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t②
♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛♥❡❧✳ ❆s t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❣❡ts ✢❛tt❡♥❡❞✱ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡
❛♥❣❧❡s ✉♣♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐♥t❡r❝❡♣ts t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛♥❡❧ ♦❢ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ♥❛rr♦✇❡r✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❝❡❧❧s ❛r❡ t✉♥❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ ❢♦r
❛ ✉♥✐q✉❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡✳ ❚❤✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡s ✐♥❛❝❝✉r❛❝✐❡s ✐♥ t❤❡ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦✈❡r t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡s✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✐❞❡❛❧
r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ❛①✐s ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❞✐st❛♥t ❢r♦♠ t❤❡
t❛r❣❡t❡❞ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❡rr♦r r❡♠❛✐♥s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦♥✲✐♥✢✉❡♥t✐❛❧
♦♥ t❤❡ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧✳

❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ r❡✈❡rs❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ t❤r❡❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ♦♣❡r❛✲
t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s ✇❤❡♥ ❜♦t❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛r❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②
❛r♦✉♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t❡❞ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛✲
t✐♦♥s ✐s ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❣✐♦♥✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ♠♦st ❝r✐t✐❝❛❧ ❛s ❤❛✈✐♥❣



✺✷

t❤❡ ❜❡❛♠ ♥♦t ✐♥t❡r❝❡♣t✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛♥❡❧ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧ ❡♥❡r❣② ✐s ❧♦st✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ❧❛✇
✐♥❛❝❝✉r❛❝✐❡s ♣r♦❞✉❝❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❡rr♦rs t❤❛t ❛r❡ t♦❧❡r❛❜❧❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛r♦✉♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t❡❞
❛♥❣❧❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳ ❚❤♦s❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❣✐✈❡ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥s✐❣❤t t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞
t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛♥❞ s❡r✈❡ ❛s ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s t♦ ❢♦❧❧♦✇ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ s✉❝❤ t②♣❡ ♦❢
r❡✢❡❝t♦rs✳



❈❤❛♣t❡r ✸

❘❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡

❢❧❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✉s✐♥❣

♠❡t❛❧❧✐❝ ♣❛t❝❤❡s

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❤❛❞
❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❝r✐t✐❝❛❧ ❢❛❝t♦rs ♦♥ t❤❡ r❡✢❡❝t♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❤❛s
❜❡❡♥ ❛ss❡ss❡❞✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② t❤❛t t❤❡ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ ✐♥❛❝❝✉r❛❝✐❡s ❞♦ ♥♦t
❤❛✈❡ ❛ ♠❛❥♦r ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ♣❤❛s✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❤❛s✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝❛♥ ❣❡t ❡❛s✐❧② ❞❡t❡r✐♦r❛t❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✢❛tt❡♥✐♥❣✳ ■t ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡s ✉♣♦♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ♦♣❡r❛t❡s ❞❡❝r❡❛s❡s ❞r❛st✐❝❛❧❧② ✇❤❡♥❡✈❡r ✢❛tt❡♥✐♥❣ t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧✳ ❲✐t❤ t❤❡
❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ r❡✈❡rs❡ ❝❛s❡s✱ ❛ ♠♦♥♦✲st❛t✐❝ ❘❈❙ ♣r♦✜❧❡ ❝❛♥
❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❢♦r ❛ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦♥
✐ts ♣❛♥❡❧s✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ st✉❞②✱ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡
t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❋♦r t❤✐s s❛❦❡✱ ❛ ♣r♦t♦t②♣❡ ♦❢ ❛ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧
♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t ✷✹ ●❍③ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞✱ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ t❡st❡❞✳ ❚❤❡ ❘❈❙ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞
❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❛t t❤❡② ❝♦♠♣❧② ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ♣❛rts ✿ ✉♥✐t ❝❡❧❧ st✉❞②✱ r❡✢❡❝t❛rr❛② ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s r❡✢❡❝t❛rr❛② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②✳ ■♥
t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♣❛rt✱ ❛❢t❡r ❥✉st✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ t②♣❡✱ ❛ st✉❞② ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ t♦
♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❜② t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❚❤✐s
✐s ❞♦♥❡ ❜② ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ❜❡❧♦♥❣s
t♦✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ✉♥✐t ❝❡❧❧ st✉❞②✱ ❛ r❡✢❡❝t❛rr❛② ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ♥❡✲
❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❛rr❛② ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝❡❧❧s ❛r❡ ♥♦t

✺✸



✺✹ ❈♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦s

✐❞❡♥t✐❝❛❧✳
■♥ t❤❡ ❧❛st ♣❛rt✱ ❛ ♣r♦t♦t②♣❡ ♦❢ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡

❞✐❤❡❞r❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ r❡✢❡❝t❛rr❛②s s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧② ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ❡❛❝❤
♦t❤❡r✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✱ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜❡t✲
✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣❛♥❡❧s ✐s ❞✐ss❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❛ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧✳

❈♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② st✉❞✐❡s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛rt t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ s❡✈❡r❛❧ r❡❧❛t❡❞ s✉❜❥❡❝ts
♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ st✉❞② ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt✱ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦✈❡r
t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✉s✐♥❣ ❝❡❧❧s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡r✐♦❞✐❝✐t✐❡s✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐✈❡
♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ st✉❞② ❞♦♥❡ ♦♥ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐✈❡
♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✉s❡❞ ✉♥✐t ❝❡❧❧✳ ❆♥♦t❤❡r ❛s♣❡❝t t♦ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐s t❤❡ ✐♠♣❛❝t t❤❡
✢❛tt❡♥✐♥❣ ❞❡❣r❡❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧✳ ❋♦r t❤✐s s❛❦❡✱ ❞✐❤❡❞r❛❧s
✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✢❛tt❡♥✐♥❣ ❞❡❣r❡❡s ❛r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡✐r r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❚❤♦s❡ ❛s♣❡❝ts ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

❚♦ ❜❛❝❦ t❤✐s ✇❤♦❧❡ st✉❞②✱ ❛ ♣r♦t♦t②♣❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t ✷✹ ●❍③ ✐s ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ t❡st❡❞✳
❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❤❡❧❞ ✐♥ ❛♥ ❛♥❡❝❤♦✐❝ ❝❤❛♠❜❡r ✉s✐♥❣ t✇♦ ❤♦r♥ ❛♥t❡♥♥❛s ♦♣❡r❛t✐♥❣
❛s ❛ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ ❛ r❡❝❡✐✈❡r ❛♥❞ ❛ ❱✐rt✉❛❧ ◆❡t✇♦r❦ ❆♥❛❧②③❡r ✭❱◆❆✮ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
t❤❡ ♠♦♥♦st❛t✐❝ ❘❈❙ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t♦r✳ ❆❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✱ ❛♥
♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞r❛✇♥ ♦♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛♥❞ ❧✐♠✐ts ♦❢ t❤❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② r❡✢❡❝t❛rr❛②✳

✸✳✷ ❯♥✐t ❝❡❧❧ ❛♥❛❧②s✐s

✸✳✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ r❡✢❡❝t❛rr❛② t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s ✇❡❧❧ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ r❡s♣♦♥s❡
♦❢ t❤❡ ❛rr❛② ❝❡❧❧s ❢♦r♠✐♥❣ ✐t✳ ◆♦r♠❛❧❧②✱ r❡✢❡❝t❛rr❛②s ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t ♠❛❦❡s ✐t ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❛♥❞ t❡❞✐♦✉s t♦ ❛♥❛❧②③❡✳ ❚♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ st✉❞② t✐♠❡✱ ❛♥
❡✛❡❝t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡ r❡✢❡❝t❛rr❛② ❛s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❛rr❛②❬✼✽❪✳ ❇② ❞♦✐♥❣
s♦✱ ❛ r❡✢❡❝t❛rr❛② ❡❧❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ❛s ❛ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ✐♥ t❤✐s ✐♥✜♥✐t❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤✐s
♣❡r♠✐ts t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ✐ts r❡s♣♦♥s❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❋❧♦q✉❡t t❤❡♦r② ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡
♠✉t✉❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ str✉❝t✉r❡ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞
❛♥❞ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❞❡s✐❣♥ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ▲❛t❡r✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ✐s
st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣❧❛♥❡
✇❛✈❡✳

✸✳✷✳✷ ❯♥✐t ❝❡❧❧ str✉❝t✉r❡

❋✐❣✳ ✸✳✶ s❤♦✇s t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞②✳ ❚❤❡ ✉♥✐t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞
♦❢ t❤r❡❡ ❧❛②❡rs✳ ❚❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ♠❡t❛❧❧✐❝ ♣❛t❝❤ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ s❤❛♣❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞
❧❛②❡r ✐s ❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ s✉❜str❛t❡ t❤❛t s✉♣♣♦rts t❤❡ ♣❛t❝❤✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ✐s t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡ t❤❛t
❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s t♦t❛❧❧② r❡✢❡❝t❡❞ ❜❛❝❦✳ ■♥ t❤✐s st✉❞②✱ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ✐s ♣❛rt ♦❢ ❛♥
✐♥✜♥✐t❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✉♣♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❡❧❧s ✐♥t❡r❛❝t ❛♥❞ ❝♦✉♣❧❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ r❡s♣♦♥s❡
t❤❛t s❝❛tt❡rs ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s



❯♥✐t ❝❡❧❧ ❛♥❛❧②s✐s ✺✺
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ❚❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡rs ❝♦♠♣♦s✐♥❣ ❛ ✉♥✐t ❝❡❧❧
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θ
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ❚❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦♥ ❛ r❡✢❡❝t❛rr❛② ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ❧❡♥❣t❤ d ❛♥❞ ♣❡r✐♦✲
❞✐❝✐t② p



✺✻ ❈♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦s

Floquet port

Slave-y

Slave-x

Master-x

Master-y

x-axis

y-axis

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ ❆ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❋❧♦q✉❡t s❡t✉♣ ✉♣♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②
♠♦❞❡❧❡❞

❛ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠ ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❆s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱
❛ ❧❛r❣❡ ✜♥✐t❡ ❛rr❛② ✲❦♥♦✇♥ ❛s r❡✢❡❝t❛rr❛②✲ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❛rr❛② ❛♥❞ ✐s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✳

✸✳✷✳✸ ■♥✜♥✐t❡ ❛rr❛② s♦❧✈❡r

◆✉♠❡r✐❝❛❧❧② ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❛rr❛② ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✉s✐♥❣ ❍❋❙❙ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ s♦❢t✇❛r❡✳
❆ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❋❧♦q✉❡t ♣♦rt ❛♥❞ t❤❡ ♠❛st❡r✴s❧❛✈❡
❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✸✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛rr❛② ❝❛♥ s✉♣♣♦rt ♦♥❡
♦r ♠♦r❡ ❋❧♦q✉❡t ♠♦❞❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢
t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✳ ❊❛❝❤ ❋❧♦q✉❡t ♠♦❞❡ ✐s ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ♦❢ ❡✐t❤❡r ❚r❛♥s✈❡rs❡ ❊❧❡❝tr✐❝ ✭❚❊✮ ♦r
❚r❛♥s✈❡rs❡ ▼❛❣♥❡t✐❝ ✭❚▼✮ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ♠♦❞❡s ❞❡♥♦t❡❞ ❚❊✵✵ ❛♥❞ ❚▼✵✵
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ ❧♦❜❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛rr❛② ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♠♦❞❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s
t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❣r❛t✐♥❣ ❧♦❜❡s✳ ❚❤❡ ♠❛st❡r✴s❧❛✈❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ t❤❡r❡ t♦
♠❛t❝❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛rr❛② ❝❡❧❧s ✇❤✐❧❡ ❢♦r❝✐♥❣ ❛ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ✐♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ❛♥❣❧❡✳

✸✳✷✳✹ ❘❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ r❡s♣♦♥s❡

❚❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ✐s ♦❢ ❣r❡❛t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ ♦✉r st✉❞② ❞✉❡
t♦ ❜❡✐♥❣ ❢♦❝❛❧❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❛rr❛② ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✉♥✐t ❝❡❧❧✱
t❤✐s r❡s♣♦♥s❡ ✈❛r✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋❧♦q✉❡t ♠♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❧❛② ♦❢ t❤❡
✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✳ ❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✹✳ ❇② ❞❡✲
❡♠❜❡❞❞✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❋❧♦q✉❡t ♣♦rt ❛♥❞ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡



❯♥✐t ❝❡❧❧ ❛♥❛❧②s✐s ✺✼

Floquet port

θ delay

φ delay

x-axis

y-axis

TE mode

TM mode

De-embedding
distance

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✕ ❆ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋❧♦q✉❡t ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ❛♥❣❧❡
✐♥ ♣♦❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✲❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ t❤❛t ❤❡❧♣s ✐♥
t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ r❡s♣♦♥s❡

t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❙✲♣❛r❛♠❡t❡r r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡ ✐s ❤❡♥❝❡
❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ t❤✐s r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡
✉♥✐t ❝❡❧❧✳

✸✳✷✳✺ ❈❡❧❧ t②♣❡ ❝❤♦✐❝❡

❚❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝❡❧❧ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛❝t s✐♥❝❡ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♠✉st ❜❡ s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ t♦
❛✈♦✐❞ ❣r❛t✐♥❣ ❧♦❜❡s✳ ❇✉t ❛❧s♦✱ ❡♥♦✉❣❤ s♣❛❝❡ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ✐❢ ❛ ✇✐❞❡ ♣❤❛s❡ r❛♥❣❡ ✐s t♦ ❜❡
❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ✐s ✐♥ ❝❡❧❧s t❤❛t ❝❛♥ ❛❝t ❛s ❢♦❧❞❡❞ r❡s♦♥❛t♦rs✳ ❙❡✈❡r❛❧ t②♣❡s ♦❢
♣❛t❝❤❡s ❡①✐st ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛t ❝❛♥ ♦✛❡r t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❞❡s✐r❡❞ ✐♥ ♦✉r ✇♦r❦ ❬✼✾❪✱❬✽✵❪✳

❆♥♥✉❧❛r ❝❡❧❧ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✇✐❞❡ ♣❤❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❛♥❞ ❞✉❡ t♦ ✐ts ❢♦❧❞❡❞ ❣❡♦♠❡tr② ✐s ❛♣✲

w r
2

r
1

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ✕ ❆ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❛♥♥✉❧❛r ❝❡❧❧



✺✽ ❈♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦s

♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r t❤❡ ✉s❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✐♥ ❞✉❛❧
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❆♥♥✉❧❛r ❝❡❧❧ ✐♥ ✐ts ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✐s ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❝❡❧❧ ♦❢ ❛
❝❡rt❛✐♥ ✇✐❞t❤ w ❛♥❞ ♠❛❥♦r ❛♥❞ ♠✐♥♦r r❛❞✐✐ ❞❡♥♦t❡❞ r1 ❛♥❞ r2 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥
✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✺✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ✇✐❞t❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✜①❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ♠❛❥♦r ❛♥❞ ♠✐♥♦r r❛❞✐✐
❛r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ✐♥ t❤❡ ❚❊ ❛♥❞ ❚▼ ❝❛s❡s
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❇② t✉♥✐♥❣ t❤♦s❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛
♣❤❛s❡❞ ❛rr❛② t❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ❝❡rt❛✐♥ ❧❛✇ ❢♦r ❜♦t❤ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s✳ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t
t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❤❡✐❣❤t ✐s ✜①❡❞ t♦ ♥❡❛r❧② λ0/16 ❛♥❞ ✐ts r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② t♦
ǫr = 2.2✳

✸✳✷✳✻ P❡r✐♦❞✐❝✐t② ❝❤♦✐❝❡

❚❤❡ ♠♦st ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛♥ ❛rr❛② ✐s ✐ts ♣❡r✐♦❞✐❝✐t②✳ ❘❡❢❡rr✐♥❣ t♦
❛rr❛② t❤❡♦r② ❬✽✶❪✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❝❡rt❛✐♥ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s❝❛♥ ❛♥❣❧❡
✇♦✉❧❞ ♠❡❛♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❣r❛t✐♥❣ ❧♦❜❡s ♦r ♥♦t✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❤❡r❡✱ ✐t ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ❛rr❛② t♦ st✐♠✉❧❛t❡ s♦❧❡❧② t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❋❧♦q✉❡t ♠♦❞❡ ✭❚❊✵✵ ♦r
❚▼✵✵✮ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ ❧♦❜❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛rr❛② t❤❡♦r②✱ t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ s♦ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ♠❛✐♥ ❧♦❜❡ ❛♣♣❡❛rs ✐s ❤❛✈✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② p < λ0/2 r❡❣❛r❞❧❡ss
♦❢ t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ❛♥❣❧❡✳ ❱❡r② s♠❛❧❧ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ✇♦✉❧❞ ♠❡❛♥ r✐❝❤❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❛rr❛② ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② t✉♥❡❞ ♣❤❛s❡❞ ❛rr❛②s t❤✐s ✇♦✉❧❞
❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❧❡ss r♦♦♠ t♦ ♠❛♥❡✉✈❡r ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♥❛rr♦✇❡r r❛♥❣❡ ♦❢ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡✳

❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ♣r♦✜❧❡✱ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ✉♥✐t ❝❡❧❧ ✭r = r1 = r2✮ ❤❛s ❜❡❡♥
s✐♠✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❋❧♦q✉❡t s❡t✉♣ ✐♥ ❚❊ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥
✐s ❝❤♦s❡♥ ❛t ✷✹ ●❍③✳ ❚❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✇❛✈❡ ✐s φ = 0◦, θ = 50◦✳ ❚❤❡
s✉❜str❛t❡ ❤❡✐❣❤t ✐s ✜①❡❞ t♦ 0.787mm✳ ❋✐❣✳ ✸✳✻ s❤♦✇s t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ ✉♥✐t
❝❡❧❧s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡r✐♦❞✐❝✐t✐❡s ❢♦r t✇♦ ❣✐✈❡♥ ❝❡❧❧ ✇✐❞t❤s 0.5mm ❛♥❞ 0.8mm ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦
t❤❡ ♦✉t❡r r❛❞✐✉s r✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦✉t❡r r❛❞✐✉s ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 1.55✱ 2.05 ❛♥❞ 3.1mm ❢♦r
t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t✐❡s ❡q✉❛❧ t♦ λ0/4✱ λ0/3 ❛♥❞ λ0/2 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ❝✉r✈❡s
❢♦r p = λ0/2 s❤♦✇ ✇✐❞❡ ♣❤❛s❡ r❛♥❣❡ ❢♦r ❜♦t❤ ✇✐❞t❤s ✇✐t❤ ❛ st❡❡♣❡r r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡
❝❛s❡ ✇❤❡r❡ w = 0.5mm✳ ❘❡❣❛r❞❧❡ss✱ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❣r❛t✐♥❣ ❧♦❜❡s ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ s❝❛♥♥✐♥❣
❛♥❣❧❡s ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐s ♥♦t ❛ ❞❡s✐r❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❋♦r ✇✐❞t❤ w = 0.8mm✱ t❤❡
♣❤❛s❡ r❛♥❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ p = λ0/3 ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇✐❞❡r t❤❛♥ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
p = λ0/4✳ ❊✈❡♥ ❢♦r p = λ0/4 ❛♥❞ t❤✐♥♥❡r ✇✐❞t❤ ♦❢ 0.5mm✱ st✐❧❧ t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♥❣❡ ✐s q✉✐t❡
✇✐❞❡r ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ p = λ0/4 ❛♥❞ 0.8mm✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② p = λ0/3✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥
❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ✭❛❜♦✉t 340◦✮ ✇✐t❤ ♥♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❣r❛t✐♥❣ ❧♦❜❡s✳
❚❤✉s✱ ✐t ✐s t❤❡ ♠♦st ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝❤♦✐❝❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ✇♦r❦ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳

✸✳✷✳✼ ❲✐❞t❤ ❝❤♦✐❝❡

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ❛ st✉❞② ❛❜♦✉t t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝✲
t❡❞✳ ❚❤❡ st✉❞② ♦♥ t❤❡ ❝❡❧❧ ✇✐❞t❤ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t②✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t t♦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ p = λ0/3 ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✷✹ ●❍③✱ t❤r❡❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧



❯♥✐t ❝❡❧❧ ❛♥❛❧②s✐s ✺✾

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ ✕ ❚❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ ✈❡rs✉s ♦✉t❡r r❛❞✐✉s ❢♦r ✉♥✐t ❝❡❧❧s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
♣❡r✐♦❞✐❝✐t✐❡s✭p = λ0/4✱ λ0/3 ❛♥❞ λ0/2✮ ❛♥❞ ✇✐❞t❤s✭0.5 ❛♥❞ 0.8mm✮ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t ✷✹
●❍③ ❛♥❞ ❡①❝✐t❡❞ ❜② ❛ ❋❧♦q✉❡t ♣♦rt ❛t ❛♥ ♦❜❧✐q✉❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♦❢ θ = 50◦ ✐♥ ❚❊ ♠♦❞❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ✕ ❚❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ ✈❡rs✉s ♦✉t❡r r❛❞✐✉s ❢♦r ❛ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♦❢ w =
0.5mm ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t ✷✹ ●❍③ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡s ✐♥ ❚❊ ♠♦❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥



✻✵ ❈♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ ✕ ❚❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ ✈❡rs✉s ♦✉t❡r r❛❞✐✉s ❢♦r ❛ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♦❢ w =
0.8mm ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t ✷✹ ●❍③ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡s ✐♥ ❚❊ ♠♦❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ ✕ ❚❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ ✈❡rs✉s ♦✉t❡r r❛❞✐✉s ❢♦r ❛ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♦❢ w =
1.2mm ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t ✷✹ ●❍③ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡s ✐♥ ❚❊ ♠♦❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

✇✐❞t❤s ❛r❡ st✉❞✐❡❞ ❤❡r❡ ✿ 0.5✱ 0.8 ❛♥❞ 1.2mm✳ ❋♦r t❤✐s s❛❦❡✱ ❛ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣
❛ ❋❧♦q✉❡t s❡t✉♣ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥❝❡s✱ ✭φ; θ✮ ✿ ✭0◦; 0◦✮✱ ✭0◦; 30◦✮✱ ✭0◦; 50◦✮ ❛♥❞ ✭0◦; 70◦✮
❢♦r ❜♦t❤ ❚❊ ❛♥❞ ❚▼ ♠♦❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❚❊ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✼✱ ✸✳✽ ❛♥❞ ✸✳✾ ❢♦r ✇✐❞t❤s ♦❢ 0.5✱ 0.8 ❛♥❞ 1.2mm r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋r♦♠ t❤♦s❡ r❡s✉❧ts✱
s♦♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✿
1✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✇✐❞t❤✱ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❣❡ts ❧❡ss st❡❡♣❡r ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❣❡ts ♠♦r❡
♦❜❧✐q✉❡✳
2✳ ❲❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ✇✐❞t❤ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♥❣❡ s❤r✐♥❦s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❡❧❛② ❣❡t
♠♦r❡ ♦❜❧✐q✉❡✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ s✐♠✐❧❛r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡ ❢r♦♠ ❋✐❣✳ ✸✳✶✵✱ ✸✳✶✶
❛♥❞ ✸✳✶✷✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❝❡❧❧ ♦❢ w = 0.8mm ✐s t❤❡ ♠♦st ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
❢♦r t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❛rr❛②✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♦❢ w = 0.5mm ♣♦ss❡ss❡s t❤❡
✇✐❞❡st ♣❤❛s❡ r❛♥❣❡✱ ❤♦✇❡✈❡r ✐ts st❡❡♣ r❡s♦♥❛♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ♠❛❦❡s ✐t ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ t♦❧❡r❛♥❝❡s ❛♥❞ t❤✉s ♣r♦❞✉❝❡s ❡rr♦rs t❤❛t ❞❡❣r❛❞❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡



❯♥✐t ❝❡❧❧ ❛♥❛❧②s✐s ✻✶

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵ ✕ ❚❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ ✈❡rs✉s ♦✉t❡r r❛❞✐✉s ❢♦r ❛ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♦❢ w =
0.5mm ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t ✷✹ ●❍③ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡s ✐♥ ❚▼ ♠♦❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶ ✕ ❚❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ ✈❡rs✉s ♦✉t❡r r❛❞✐✉s ❢♦r ❛ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♦❢ w =
0.8mm ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t ✷✹ ●❍③ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡s ✐♥ ❚▼ ♠♦❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷ ✕ ❚❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ ✈❡rs✉s ♦✉t❡r r❛❞✐✉s ❢♦r ❛ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♦❢ w =
1.2mm ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t ✷✹ ●❍③ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡s ✐♥ ❚▼ ♠♦❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥



✻✷ ❈♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸ ✕ ❚❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ ✈❡rs✉s ❢r❡q✉❡♥❝② ❢♦r ❛ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♦❢ w =
0.8mm ❤❛✈✐♥❣ ✐ts ♦✉t❡r r❛❞✐✉s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦ss✐❜❧❡
✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❡①❝✐t❡❞ ❛t ♥♦r♠❛❧ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹ ✕ ❚❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ ✈❡rs✉s ❢r❡q✉❡♥❝② ❢♦r ❛ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♦❢ w =
0.8mm ❤❛✈✐♥❣ ✐ts ♦✉t❡r r❛❞✐✉s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦ss✐❜❧❡
✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❡①❝✐t❡❞ ❛t ♦❜❧✐q✉❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ θ = 50◦ ✐♥ ❚❊ ♠♦❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

r❡✢❡❝t❛rr❛②✳

✸✳✷✳✽ ❙t✉❞② ♦♥ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s✐♥❣ ❝❡❧❧ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥
✐♥t❡r❡st✐♥❣ st✉❞② ❢♦r t❤❡ ❧❛t❡r ♣❛rts ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❛rr❛② ✐s ✉♥❞❡r st✉❞②✳

❆ ❝❧✉st❡r ♦❢ ❝✐r❝✉❧❛r ❝❡❧❧s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♦✉t❡r r❛❞✐✐ ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s r❛♥❣✐♥❣
❢r♦♠ ✷✸●❍③ t♦ ✷✻●❍③✳ ❚❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ✐s p = λ0/3 ❛t ❛ ❝❡♥tr❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②
♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❡q✉❛❧ t♦ ✷✹ ●❍③ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✇✐❞t❤ ✐s ✜①❡❞ t♦ w = 0.8mm✳

❋✐❣✳ ✸✳✶✸ s❤♦✇s t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ❝✉r✈❡s ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✐s s❡t t♦
θ = 0◦✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ s❛♠❡ r❡s♣♦♥s❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❚❊ ❛♥❞ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞✉❡





✻✹ ❈♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦s

     0°             -γ             -2γ            -3γ           -4γ        -5γ        -6γ        -7γ         -8γ

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼ ✕ ❈❛♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❝❡❧❧s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❛rr❛②

Panel 1 Panel 2

ψ
1

ψ
2

Far-field
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k
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k
2

k
12

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽ ✕ ❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛♥❡❧s ✶ ❛♥❞ ✷
❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✿ ❆♥❣❧❡s ψ1 ❛♥❞ ψ2 r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡
♦♥ ♣❛♥❡❧ ✶ ❛♥❞ ✷ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❱❡❝t♦r ~k1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t
❜❡❛♠✱ ~k12 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ❜② ♣❛♥❡❧ ✶ ❛♥❞ ~k2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠ ❜② ♣❛♥❡❧ ✷✳





✻✻ ❈♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦s

✸✳✸ ❘❡✢❡❝t❛rr❛② ❞❡s✐❣♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥♥✉❧❛r ❈❡❧❧s

✸✳✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❛ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ✢❛tt❡♥❡❞
❞✐❤❡❞r❛❧ ✉s✐♥❣ ❛♥♥✉❧❛r ❝❡❧❧s ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❚❤❡ s❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ ♣❛rts✳
❚❤❡ ✜rst ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡s✐❣♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞✱ ❛
r❡✢❡❝t❛rr❛② ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ st✉❞② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
s❡❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ ❡♥❢♦r❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝❡❧❧s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞
t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❝❡❧❧s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞✳ ❚✇♦ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ r❡✢❡❝t❛rr❛②s ❛r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ t♦
❡♠✉❧❛t❡ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣❛♥❡❧s ♦❢ t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✐♥ ❜♦t❤ ❚❊
❛♥❞ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥s✐❣❤t
t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♦❝❝✉rr✐♥❣ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳

✸✳✸✳✷ ●❡♥❡r❛❧ ❞❡s✐❣♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s

❋♦r t❤❡ r❡✢❡❝t♦r✲❘❆❉❆❘ s②st❡♠✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ r❡q✉✐r❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜②
t❤❡ r❡✢❡❝t♦r s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❡t t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✈❛❧✉❡ ❞❇s♠✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧✱ t❤✐s
✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛r❡❛ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✻✳
❚❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ ❞✐❤❡❞r❛❧ ♣♦ss❡ss✐♥❣ t❤✐s ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛r❡❛ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❛t ♦❢ ❛
♠❡t❛❧❧✐❝ ✢❛t ♣❧❛t❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❡❛✳

❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❜♦✉♥❞ t♦ t❤❡ ❘❆❉❆❘ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐ts❡❧❢✳ ■♥ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t✱
❛ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ❘❆❉❆❘ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t ✷✹ ●❍③ ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❤❡♥❝❡ s❤♦✉❧❞ ♦♣❡r❛t❡
❛t t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ❢r❡q✉❡♥❝②✳

❇❡✐♥❣ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✜t ✐♥t♦ ❝♦♠♣❛❝t ✈♦❧✉♠❡✱ t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ❞❡❣r❡❡ ✐s s❡t t♦
α = 22.5◦✳

✸✳✸✳✸ P❤❛s❡ ❧❛✇

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠♦st✲❧✐❦❡❧② s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♦♣❡r❛t❡ ❢♦r t❤❡
♥♦♠✐♥❛❧ ❝❛s❡ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ♣❤❛s❡
s❤✐❢t γ0 ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣
λ0 = 12.5♠♠✱ k0 = 2π/λ0✱ d = λ0/3 ❛♥❞ α = 22.5◦✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ❜❡❝♦♠❡s ✿

γ0 = k0d[cos(α)− sin(α)] ≈ 65◦

✳ ❍❡♥❝❡✱ ❡♥❢♦r❝✐♥❣ t❤✐s ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ♦♥ t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ♣❛♥❡❧s s❤♦✉❧❞ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t
t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝❛s❡✳

✸✳✸✳✹ ❆rr❛② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❝❡❧❧ st✉❞②✱ s✐♠♣❧❡ ❛♥♥✉❧❛r ♣❛t❝❤❡s ❝❛♥ ♣♦ss❡ss ♣❤❛s❡ r❡✢❡❝✲
t✐♦♥ r❡s♣♦♥s❡ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ♣❤❛s❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ s✉✣❝✐❡♥t❧② ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞
♣❤❛s❡ ❧❛✇✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t✉♥✐♥❣ t❤❡
♣❛t❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ r❛❞✐✉s ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ✐ts ✇✐❞t❤ ✜①❡❞✳



❘❡✢❡❝t❛rr❛② ❞❡s✐❣♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥♥✉❧❛r ❈❡❧❧s ✻✼

❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✕ ▲✐st ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ r❡q✉✐r❡❞ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ✉s✐♥❣
t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❡❧❧ s❡t✉♣

P❤❛s❡✲s❤✐❢t✭❞❡❣✳✮ ❈❧❛ss✐❝❛❧ s❡t✉♣✭mm✮
✶✸✵ ✶✳✺
✻✺ ✶✳✻✻
✵ ✶✳✼✺
✲✻✺ ✶✳✽✹
✲✶✸✵ ✷✳✵✺
✶✻✺ ✶✳✵✶
✶✵✵ ✶✳✺✾
✸✺ ✶✳✼
✲✸✵ ✶✳✼✽

■♥ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥✱ t❤❡ ❝❡❧❧s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡
❛t ♥♦r♠❛❧ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ♣❛♥❡❧✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧
st✉❞② ✐s s❡t t♦ 0◦✳

❇❛s❡❞ ✉♣♦♥ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❡❧❧s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❢♦r ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ ✾ ❡❧❡♠❡♥ts ❡♥s✉r✐♥❣
❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t γ0 ≈ 65◦ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♣r♦✜❧❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✶✳

❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✼✳
❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❚❛❜✳ ✺✳✶✳

✸✳✸✳✺ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ s❡t✉♣ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❜② ❛ ✢❛tt❡♥❡❞
❞✐❤❡❞r❛❧ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❊❛❝❤ ♣❛♥❡❧ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛rr❛② r❡♣❡❛t❡❞ ✾ t✐♠❡s ✐♥ t❤❡
①✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛♥❡❧ ❜❡❝♦♠❡s 3λ0 ❜② 3λ0✳ ■♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱
t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ♣❛♥❡❧s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥ t❤❡ ❢❛r✲✜❡❧❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❋✐❣✳ ✸✳✶✽ ✐❧❧✉str❛t❡s
t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❛t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❜❡❛♠ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♣❛♥❡❧ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r
✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐♥t❡r❝❡♣ts ♣❛♥❡❧ ✶ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ψ1 ❛♥❞ ♣❛♥❡❧ ✷ ✇✐t❤ ❛♥❣❧❡
ψ2✳ ❆♥❣❧❡ ψ2 ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛t❤❡r❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡ ❛♥❣❧❡ ✉♣♦♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ❜❡❛♠ ❧❡❛✈❡s ♣❛♥❡❧ ✶✳

❚❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ❝❛♥ ❜❡ ❡♠✉❧❛t❡❞ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣❛♥❡❧s ❛❧♦♥❡✳ ■♥ t❤✐s s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣❛♥❡❧s ✐s ❞❡❡♣❧② ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥ ❛ r❛❞✐❛t✐♥❣ ❜♦① ✇✐t❤ ✐ts ❡❞❣❡s
❞✐st❛♥t ❜② ❛t ❧❡❛st λ0/4 ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦① ❢❛❝❡ts ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✾✳ ❚❤❡ r❛❞✐❛t✐♥❣ ❜♦①
❢❛❝❡ts ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s s♦ t❤❛t ❛❜s♦r❜ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❢❛r✲✜❡❧❞
s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❚❤✐s s❡t✉♣ ✇✐❧❧ ♣❡r♠✐t ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❛r✲✜❡❧❞ ♠❡tr✐❝s ❛s ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥
❛♥❞ ❞✐r❡❝t✐✈✐t②✳

✸✳✸✳✻ ❉✐r❡❝t✐✈✐t② ❘❡s✉❧ts ❢♦r ❚❊ ❛♥❞ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦♥ t❤❡ ♣❛♥❡❧s ♦❢
t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ ❚❊ ❛♥❞ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❢❛r✲✜❡❧❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐s



✻✽ ❈♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✵ ✕ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ β = −5◦ ❜② ♣❛♥❡❧
✶ ✐♥ ❚❊ ❛♥❞ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s

q✉❛♥t✐③❡❞ ❤❡r❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞✐r❡❝t✐✈✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ❜② t❤❡
r❡✢❡❝t♦r ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❲✐t❤
✐ts ✉♥✐t ❜❡✐♥❣ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss✱ t❤✐s q✉❛♥t✐t② s❡r✈❡s ❛s ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♠❛✐♥ ❧♦❜❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛rr❛②✳ ❙❝❡♥❛r✐♦s ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡s ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡
❛r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❤❡r❡ ✿ β = −5◦, 0◦, 11◦, 22.5◦ ❛♥❞ 38◦✳ ❚❤❡ ❛♥❣❧❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛rt
❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♦♥❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✳ P❧❡❛s❡✱ r❡✈✐s✐t ❋✐❣✳ ✷✳✻✳

✸✳✸✳✻✳✶ ❘❡✢❡❝t✐♦♥ ♦♥ ♣❛♥❡❧ ✶

❙t❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢ β = −5◦✱ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞
❜❡❛♠ ❢r♦♠ ♣❛♥❡❧ ✶ ❣r❛③❡s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛② ✭θmax = 0◦✮✳ ❋✐❣✳ ✸✳✷✵ s❤♦✇s t❤❡
❞✐r❡❝t✐✈✐t② r❡s✉❧ts ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❢♦r ❜♦t❤ ❚❊ ❛♥❞ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❝✉r✈❡s✱
✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥ ❧♦❜❡ ✐s ✇✐❞❡ ✇✐t❤ ❛ ♣❡❛❦ ❛r♦✉♥❞ ❛♥❣❧❡ θmax = 21◦ ✐♥
❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❡❛❦ ❜❡✐♥❣ s❧✐❣❤t❧② s❤✐❢t❡❞ ✉♣✇❛r❞s ✐♥ ❚❊ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳
❚✇♦ ♠❛❥♦r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s t❤❡ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ θmax✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s t❤❛t t❤❡ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ✐♥ t❤❡ ❚▼
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣♦ss❡ss❡s ❤✐❣❤❡r ✐♥t❡♥s✐t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❛t ♦❢ ❚❊✱ t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❜❡✐♥❣
❝♦♠♠♦♥ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❝❡♥❛r✐♦s✳

❚❤❡ β = 0◦ s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝❛s❡
❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛rr❛② ❡❧❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ✇♦r❦ ✉♣♦♥✳ ❋✐❣✳ ✸✳✷✶
s❤♦✇s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② r❡s✉❧ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✳ ❋r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝✉r✈❡s
❛♥❞ ❡①♣❡❝t❡❞ θmax✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♠❛✐♥ ❧♦❜❡ ♣❡❛❦s ✐♥ ❚▼ ❛♥❞
❚❊ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✭θmax = 30◦ ❛♥❞ 32◦ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ ❛r❡ s❤✐❢t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
♦♥❡ ✭θmax = 22.5◦✮ ❜② ♥♦t ♠♦r❡ t❤❛♥ 10◦✳ ◆❡①t ✐s t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢ β = 11◦✳ ❋r♦♠ t❤❡
r❡s✉❧t❛♥t ❝✉r✈❡s ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✷✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❧♦❜❡ ♣❡❛❦s ❛t ❛♥❣❧❡ θmax = 45◦ ✐♥ ❜♦t❤ ❚❊ ❛♥❞
❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❛♥❣❧❡ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ 2α✱ ❤❡♥❝❡✱ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞



❘❡✢❡❝t❛rr❛② ❞❡s✐❣♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥♥✉❧❛r ❈❡❧❧s ✻✾

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✶ ✕ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ β = 0◦ ❜② ♣❛♥❡❧
✶ ✐♥ ❚❊ ❛♥❞ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✷ ✕ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ β = 11◦ ❜② ♣❛♥❡❧
✶ ✐♥ ❚❊ ❛♥❞ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s



✼✵ ❈♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✸ ✕ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ β = 22.5◦ ❜②
♣❛♥❡❧ ✶ ✐♥ ❚❊ ❛♥❞ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s

❚❛❜❧❡ ✸✳✷ ✕ ❆ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♥❣❧❡s ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡
❛♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦♥ ♣❛♥❡❧ ✶

❙❝❡♥❛r✐♦ β✭◦✮ ψ1✭◦✮ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ θmax✭◦✮ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❚▼ θmax✭◦✮ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❚❊ θmax✭◦✮
✶ ✲✺ ✷✼✳✺ ✵ ✷✶ ✷✻
✷ ✵ ✷✷✳✺ ✷✷✳✺ ✸✵ ✸✷
✸ ✶✶ ✶✶✳✺ ✹✷ ✹✺ ✹✺
✹ ✷✷✳✺ ✵ ✺✼ ✺✽ ✺✽
✺ ✸✽ ✲✶✺✳✺ ✼✹ ✼✺ ✼✺

❜❡❛♠ ✇♦✉❧❞ ♥❡✈❡r ✐♥t❡r❝❡♣t ♣❛♥❡❧ ✷✳ ❚❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ β = 22.5◦ s❝❡♥❛r✐♦ ❧✐❡s ✐♥
t❤❡ ❢❛❝t t❤❡ ❝❡❧❧s ❤❡r❡ ❛r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❣❧❡ ✉♣♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ❞❡s✐❣♥
❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❜❡❛♠ ❜❡✐♥❣ ♥♦r♠❛❧❧② ✐♥❝✐❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❝❡❧❧s✳
❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✸ s❤♦✇ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✭θmax = 57◦✮✳ ■♥ t❤❡ ❧❛st s❝❡♥❛r✐♦✱ ❛ ❜❡❛♠ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ β = 38◦ ✐s
s✐♠✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t❛♥t s✐♠✉❧❛t❡❞ θmax ✐s ✐♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❜♦t❤ ❚❊ ❛♥❞ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✹✳ ❚❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡
♦❢ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ θmax = 75◦ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠ ❢r♦♠ ♣❛♥❡❧ ✶ ✐s r❡❞✐r❡❝t❡❞
❜❛❝❦ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♠❛✐♥ ❧♦❜❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡
♠♦st ❞✐r❡❝t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝❛s❡s ♦❢ ♦t❤❡r ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡s✳

❚❛❜✳ ✸✳✷ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤♦s❡ s❝❡♥❛r✐♦s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛✲
t❡❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥❣❧❡ θmax✱ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳



❘❡✢❡❝t❛rr❛② ❞❡s✐❣♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥♥✉❧❛r ❈❡❧❧s ✼✶

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✹ ✕ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ β = 38◦ ❜② ♣❛♥❡❧
✶ ✐♥ ❚❊ ❛♥❞ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s

✸✳✸✳✻✳✷ ❘❡✢❡❝t✐♦♥ ♦♥ ♣❛♥❡❧ ✷

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦s ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠s ❢r♦♠ ♣❛♥❡❧ ✶ ✐♥t❡r❝❡♣t ♣❛♥❡❧
✷ ✇✐❧❧ ❜❡ s✐♠✉❧❛t❡❞✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤♦s❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠s ✇❤♦s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ θmax ❢❛❧❧
✐♥ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ r❛♥❣❡ ✭0◦ < θmax < 45◦✮✳ ❚❤✐s r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦s ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠s
β = −5◦ ❛♥❞ 0◦✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ψ2 ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ψ1 ✿

ψ2 = arcsin[
γ0
k0d

− sin(ψ1 − 2α)] ✭✸✳✶✮

❚❛❜✳ ✸✳✸ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ψ2 ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❢♦r❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❡♦✲
r❡t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ♣❛♥❡❧ ✶✳ ■♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡✱ β′ = β
❢♦r ❡✈❡r② ❛♥❣❧❡ β✳

■♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✺✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥❣❧❡ β′ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢
β = −5◦ ❢♦r ❜♦t❤ ❚❊ ❛♥❞ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❧♦❜❡ ✐♥ ❜♦t❤ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣❡❛❦ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❣❧❡ β′ = 0◦ ✇❤✐❝❤ ✐s 5◦ s❤✐❢t❡❞ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♦♥❡✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✻✱ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❊✲✜❡❧❞ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜②
♣❛♥❡❧ ✷ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ t❤❡ ②♦③ ♣❧❛♥❡ ❝✉tt✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ♣❛♥❡❧ ✷ ❢♦r t❤❡ ❚❊ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
♣❧♦t s❤♦✇s ❛ ♠❛✐♥ tr❛✈❡❧✐♥❣ ✇❛✈❡ ✐♥ t❤❡ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❊✲✜❡❧❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❛rr❛② ♣❛t❝❤❡s ✐♥❞✐❝❛t❡s t♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧♦ss❡s ❛♥❞ t❤✐s ❥✉st✐✜❡s t❤❡
❞r♦♣ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❚▼ ❝❛s❡✳

❋✐❣✳ ✸✳✷✼ ♣❧♦ts t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❊✲✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❚❊ ❝❛s❡✱
t❤❡ ♠❛✐♥ tr❛✈❡❧✐♥❣ ✇❛✈❡ ✐s s❝❛tt❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡❢r♦♥t ✐s
❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ ❛ ❜❡tt❡r ♠❛♥♥❡r ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❚❊ ❝❛s❡✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ β = 0◦ s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✽ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s❧✐❣❤t
❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ β′ ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 0◦ ❜② 2◦ ❢♦r ❚❊ ❝❛s❡ ❛♥❞ 5◦ ❢♦r ❚▼ ❝❛s❡✳



✼✷ ❈♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✺ ✕ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ β = −5◦ ❜② ♣❛♥❡❧
✷ ✐♥ ❚❊ ❛♥❞ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✻ ✕ ❚❤❡ ♣❧♦t ♦❢ ❊✲✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ✭❨♦❩✮ ♣❧❛♥❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❜② ♣❛♥❡❧ ✷ ❢♦r t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦
♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ β = −5◦ ✐♥ ❚❊ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✼ ✕ ❚❤❡ ♣❧♦t ♦❢ ❊✲✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ✭❨♦❩✮ ♣❧❛♥❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❜② ♣❛♥❡❧ ✷ ❢♦r t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦
♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ β = −5◦ ✐♥ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥



❘❡✢❡❝t❛rr❛② ❞❡s✐❣♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥♥✉❧❛r ❈❡❧❧s ✼✸

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✽ ✕ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ β = 0◦ ❜② ♣❛♥❡❧
✷ ✐♥ ❚❊ ❛♥❞ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✾ ✕ ❚❤❡ ♣❧♦t ♦❢ ❊✲✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ✭❨♦❩✮ ♣❧❛♥❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❜② ♣❛♥❡❧ ✷ ❢♦r t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦
♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ β = 0◦ ✐♥ ❚❊ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✵ ✕ ❚❤❡ ♣❧♦t ♦❢ ❊✲✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ✭❨♦❩✮ ♣❧❛♥❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❜② ♣❛♥❡❧ ✷ ❢♦r t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦
♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ β = 0◦ ✐♥ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥



✼✹ ❈♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦s

❚❛❜❧❡ ✸✳✸ ✕ ❆ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♥❣❧❡s ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡
♦♥ ♣❛♥❡❧s ✶ ❛♥❞ ✷

❙❝❡♥❛r✐♦ β✭◦✮ ψ1✭◦✮ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ψ2✭◦✮ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❚▼ ψ2✭◦✮ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❚❊ ψ2✭◦✮
✶ ✲✺ ✷✼✳✺ ✹✺ ✻✻ ✼✶
✷ ✵ ✷✷✳✺ ✻✼✳✺ ✼✺ ✼✼

❚❛❜❧❡ ✸✳✹ ✕ ❆ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♥❣❧❡s ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡
♦♥ ♣❛♥❡❧ ✶ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❛t ♦❢ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦♥ ♣❛♥❡❧ ✷

❙❝❡♥❛r✐♦ β✭◦✮ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ β′✭◦✮ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❚▼ β′✭◦✮ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❚❊ β′✭◦✮
✶ ✲✺ ✲✺ ✵ ✵
✷ ✵ ✵ ✺ ✷

❋✐❣s✳ ✸✳✷✾ ❛♥❞ ✳ ✸✳✸✵✱ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❊✲✜❡❧❞ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ❢♦r ❚❊ ❛♥❞ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ r❡s✲
♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙✐♠✐❧❛r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ β = −5◦ s❝❡♥❛r✐♦ ❝❛♥
❜❡ ❣✐✈❡♥✳

✸✳✸✳✻✳✸ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ♣❛♥❡❧✲t♦✲♣❛♥❡❧ r❡✢❡❝t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦s ♦❢ ❜❡❛♠s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡s
✇❡r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♣❛♥❡❧ ✶ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜✳ ✸✳✷✳
❯s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❜♦✉t θmax✱ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ ♦♥ ♣❛♥❡❧ ✷ ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞
❛s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜✳ ✸✳✸✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❚❛❜✳ ✸✳✹ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ β ❛♥❞
β′ ❛♥❣❧❡s✳ ❚❤♦s❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣❤❛s✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦♣❡r❛t❡s ♣r♦♣❡r❧② ✇✐t❤ s❧✐❣❤t
❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐♦♥✳

✸✳✹ ❉❡s✐❣♥ ❛♥❞ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐✲
❤❡❞r❛❧ ♣r♦t♦t②♣❡

✸✳✹✳✶ ❉❡s✐❣♥ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✉s✐♥❣ ❛♥♥✉❧❛r ❝❡❧❧s ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❖♣❡r❛✲
t✐♥❣ ❛t ✷✹ ●❍③✱ t❤✐s ❞✉❛❧✲♣♦❧❛r✐③❡❞ r❡✢❡❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st ❢♦r ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡
s②st❡♠s✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✸✶✱ t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❛rr❛② ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ✾ ❛♥♥✉❧❛r
❝❡❧❧s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❤❡r❡✱ t❤♦s❡ ✾ ❝❡❧❧s ❛r❡ r❡♣❡❛t❡❞ ✸✾ t✐♠❡s
✐♥ t❤❡ ①✲❛①✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛♣❡rt✉r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛r❡❛ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ t❤❛t ♦❢ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞✐❤❡❞r❛❧ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ♣♦ss❡ss✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❘❈❙ ♦❢ 10dBsm✳

❆s ❛ s✉♠♠❛r②✱ ❚❛❜✳ ✸✳✺ s❤♦✇s t❤❡ ❢✉❧❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧
❛♥❞ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❝♦r♥❡r✳



❉❡s✐❣♥ ❛♥❞ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ♣r♦t♦t②♣❡ ✼✺

✸❉ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✶ ✕ ✸❉ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧

❚❛❜❧❡ ✸✳✺ ✕ ●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦r♥❡r ❞✐❤❡❞r❛❧ ❛♥❞ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧

❙tr✉❝t✉r❡ ❜✱ ♠♠ ❤✱ ♠♠ ✇✱ ♠♠
❈❧❛ss✐❝❛❧ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✸✹✳✻✺ ✶✻✷✳✺ ✻✾✳✷✾
❋❧❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✶✹✳✸✺ ✶✻✷✳✺ ✻✾✳✷✾



✼✻ ❈♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦s
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Bare flattened dihedral

Retrodirective flattened dihedral

Dihedral corner

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✷ ✕ ❘❈❙ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ❜❛r❡✱ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❝♦r♥❡r ❛♥❞ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ✢❛tt❡♥❡❞
❞✐❤❡❞r❛❧ ✐♥ ❚❊ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✸ ✕ ❘❈❙ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ❜❛r❡✱ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❝♦r♥❡r ❛♥❞ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ✢❛tt❡♥❡❞
❞✐❤❡❞r❛❧ ✐♥ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥



❉❡s✐❣♥ ❛♥❞ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ♣r♦t♦t②♣❡ ✼✼

✸✳✹✳✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥

❋♦r ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡r❞❛❧
✉s✐♥❣ r❡✢❡❝t❛rr❛②✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ❜❛r❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✭✇✐t❤♦✉t ♣❤❛s✐♥❣ ❝❡❧❧s✮ ❛♥❞
❞✐❤❡❞r❛❧ ❝♦r♥❡r ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛❧s♦✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ t❛r❣❡ts ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♠❡rs❡❞
✐♥ ❛ r❛❞✐❛t✐♥❣ ❜♦① ❛♥❞ ❡①❝✐t❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ −20◦ t✐❧❧ 20◦ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ③✲❛①✐s ✐♥ t❤❡ ✭❨❖❩✮ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ r❛❞✐❛t✐♥❣ ❜♦① ✐s s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ♣❡r❢❡❝t❧②
♠❛t❝❤❡❞ ❧❛②❡rs t♦ ❛❜s♦r❜ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ✇❛✈❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣ ♦❢ ♦♥❡ ♣❛♥❡❧
✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✾✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❢❛r✜❡❧❞ q✉❛♥t✐t② ✉s❡❞ ✐s t❤❡ ♠♦♥♦st❛t✐❝ ❘❆❉❆❘ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥
✭❘❈❙✮ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r st❛t❡ ♦❢ ❛rt✳

❋✐❣✳ ✸✳✸✷ s❤♦✇s t❤❡ ♠♦♥♦st❛t✐❝ ❘❈❙ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ str✉❝t✉r❡s ❢♦r t❤❡
❚❊ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭❊ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ ①✲❛①✐s✮✳ ❋✐rst t♦ ♥♦t✐❝❡ ✐s t❤❡ ♠❛ss✐✈❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t t❤❡
♣❤❛s✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t♦ ❛ ❜❛r❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❛t ♥♦r♠❛❧ ✐♥❝✐✲
❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵ ❞❇✳ ❚❤❡ ❘❈❙ ♣r♦✜❧❡ s✉st❛✐♥s ❛ ♥❡❛r❧② ❝♦♥st❛♥t
✈❛❧✉❡ ❛r♦✉♥❞ 5dBsm ❢♦r ❛ r❡s♣❡❝t❡❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❘❈❙ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r β = 0◦ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❝♦r♥❡r s✐❣♥❛❧✐♥❣
❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ t❤✐s t✐♠❡ ✐♥ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
✭❊ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ ②✲❛①✐s✮✳ ❋✐❣✳ ✸✳✸✸ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠♦♥♦st❛t✐❝ ❘❈❙ r❡s✉❧ts✳ ❋♦r
❛♥❣❧❡ β = 0◦✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❘❈❙ ❧❡✈❡❧ ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❆r♦✉♥❞
t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❛♥❣❧❡✱ t❤❡ ❘❈❙ ❧❡✈❡❧ r❡♠❛✐♥s ❤✐❣❤✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❧❡✈❡❧ ❞❡❝r❡❛s❡s s❤❛r♣❧②
❛❢t❡r✇❛r❞s✳

✸✳✹✳✸ ❉❡s✐❣♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❋❧♦q✉❡t s❡t✉♣

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❘❈❙ ♣r♦✜❧❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❛♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥
❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♠♠✐tt❡❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ r❡❛s♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❘❈❙ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ❛t β = 0◦ ✭❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ❚❊ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✮✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤
t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❤❛s ❜❡❡♥ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ❋♦r t❤✐s s❛❦❡✱ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ st✉❞②
❛♥❞ t❤❡ r❡✢❡❝t❛rr❛② ♣❛♥❡❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛r❡❢✉❧❧② r❡❛❞✳ ❚❤❡ ✜rst t❤✐♥❣ t♦ ♦❜s❡r✈❡

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✹ ✕ ❈❛♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛♥❞ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❝❡❧❧s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡
r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧



✼✽ ❈♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✺ ✕ ✸❉ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ♦❢ ❝✐r❝✉❧❛r ❝❡❧❧s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❋❧♦q✉❡t s❡t✉♣ ✐♥ ❚❊ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✻ ✕ ✸❉ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ♦❢ ❝✐r❝✉❧❛r ❝❡❧❧s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❋❧♦q✉❡t s❡t✉♣ ✐♥ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥



❉❡s✐❣♥ ❛♥❞ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ♣r♦t♦t②♣❡ ✼✾

✐s t❤❛t t❤❡ r❡✢❡❝t♦r ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡① str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t✇♦ ❛tt❛❝❤❡❞ ♣❛♥❡❧s✳ ■♥ s✉❝❤ ❛
t♦♣♦❧♦❣②✱ t❤❡ ❜❡❛♠ ❤✐ts t❤❡ t✇♦ ♣❛♥❡❧s ✇✐t❤ t✇♦ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡s ψ1 ❛♥❞
ψ2 ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜✳ ✸✳✸✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❣❡ts ❡✈❡♥ ♠♦r❡ s❡✈❡r❡ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ψ1 ✇✐t❤
t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ψ2✳

❲✐t❤ t❤✐s ✜rst ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✐♥ ❤❛♥❞✱ ❛ ❝❛✉t✐♦✉s r❡✈✐s✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❡❧❧ st✉❞② ✐s ❡✛❡❝t✉❛t❡❞✱
❡s♣❡❝✐❛❧❧② t♦ t❤❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✸✳✶✶✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉r✈❡s t❤❛t t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ r❛❞✐✉s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ ♦♥ t❤❡ ♣❛♥❡❧s ✐s ❤✐❣❤❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡✳ ❚❤✐s ✇❛s ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ❬✻✸❪✳ ■♥ ❢❛❝t✱
t❤❡ ❝❡❧❧s ♦♥ ❜♦t❤ ♣❛♥❡❧s ✇❡r❡ t✉♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s❡t✉♣ ❛ss✉♠✐♥❣ ♥♦r♠❛❧
✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♦♥ ❜♦t❤ ♣❛♥❡❧s✳

❚♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡✲❛♥❣❧❡ s❡t✉♣ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❡♥❤❛♥❝❡
t❤❡ ❝❡❧❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣❛♥❡❧s s♦ t❤❛t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❜❡tt❡r r❡✢❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ❚❤❡ ♥❡✇ s❡t✉♣ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♥❣❧❡ ❛s ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ♦♥ ♣❛♥❡❧ ✶✱ ψ1 = α = 22.5◦ ✭♥♦♠✐♥❛❧ ❝❛s❡✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ♦♥ ♣❛♥❡❧ ✷✱ ψ2✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ψ2

✐s ❡q✉❛❧ t♦ 67.5◦✳

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ✐s s❡t t♦ ✭67.5◦+22.5◦)/2 = 45◦✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡
✐s ♥♦♥✲♥♦r♠❛❧✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r ❚❊ ✭❊ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ ①✲
❛①✐s✮ ❛♥❞ ❚▼ ✭❍ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ ①✲❛①✐s✮ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ♥♦♥✲✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❝❡❧❧s ❛❧♦♥❣
❜♦t❤ ❛①❡s✳ ❍❡r❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧② ❞❡s✐❣♥ t✇♦ s❡♣❛r❛t❡ r❡✢❡❝t♦rs ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❛rr❛②s ♦❢
❝✐r❝✉❧❛r ❝❡❧❧s✳ ❖t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✇❤✐❝❤ s❡❡♠s ♠♦r❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐s t♦ ✉s❡ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❝❡❧❧s ✉♣♦♥
✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ♦❢ ✐ts ❛①❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ r❛❞✐✐
❢♦r ❚❊ ❛♥❞ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜✳ ✸✳✻✳ ❚❤❡ ❝❡❧❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
♣❤❛s❡ s❤✐❢t 165.15◦ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣❤❛s❡ r❛♥❣❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐s s❡t t♦
t❤❡ ❝❧♦s❡st ✈❛❧✉❡ ✇❤✐❝❤ ✐s 0.81♠♠✳❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✸✹✳

❚♦ ✜♥❛❧❧② ❛ss❡ss t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❋❧♦q✉❡t s❡t✉♣ ❛❞❞s t♦ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧
r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t str✉❝t✉r❡s ❤❛s ❜❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s t❤❡
✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❝✐r❝✉❧❛r ❝❡❧❧s s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❢♦r ❚❊ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡♣✐❝t❡❞
✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✸✺✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s t❤❛t ♦❢ ❝✐r❝✉❧❛r ❝❡❧❧s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡♣✐❝✲
t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✸✻✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡ ✐s t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ✉s✐♥❣ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❝❡❧❧s t❤❛t s❤♦✉❧❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②
♣r♦✈✐❞❡ ❦✐♥❞ ♦❢ tr❛❞❡✲♦✛ ❢♦r ❜♦t❤ ❚❊ ❛♥❞ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✇❤✐❝❤ ✐s
❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✸✶✳

❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✸✼✳ ❋✐rst✱ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❘❈❙ ♣r♦✜❧❡s ♦❢
t❤♦s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❋❧♦q✉❡t s❡t✉♣s ✐♥ ❚❊ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❛♥
♦❜✈✐♦✉s ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ✐s s❡❡♥ ❛t t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❛♥❣❧❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❘❈❙ ❧❡✈❡❧ ❛t β = 0◦ ❤❛❞
❜❡❡♥ ❛❧r❡❛❞② ❤✐❣❤ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s❡t✉♣ ✐♥ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
♦✈❡r❛❧❧ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❘❈❙ ♣r♦✜❧❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦✈❡r ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡s
✉s✐♥❣ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ s❡t✉♣✳

❙❡❝♦♥❞✱ ❢♦r ✇❤❛t r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ s❡t✉♣✱ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐❣♥s ✉s✐♥❣
❝✐r❝✉❧❛r ❛♥❞ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❝❡❧❧s t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r ♣r♦✜❧❡s ❢♦r t❤♦s❡ ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧
❝❡❧❧s ✐♥ ❜♦t❤ ❚❊ ❛♥❞ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② ❣♦♦❞ ♥❡✇s ❛s t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥♦ ♥❡❡❞
t♦ ✉t✐❧✐③❡ t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞❡s✐❣♥s✳



✽✵ ❈♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦s

❚❛❜❧❡ ✸✳✻ ✕ ▲✐st ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ r❡q✉✐r❡❞ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ✉s✐♥❣
t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❝❡❧❧ s❡t✉♣ ✐♥ ❚❊ ❛♥❞ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s

P❤❛s❡✲s❤✐❢t✭❞❡❣✳✮ 45◦ ❚❊ ✭mm✮ 45◦ ❚▼ ✭mm✮
✶✸✵ ✶✳✻ ✶✳✸✾
✻✺ ✶✳✼ ✶✳✼
✵ ✶✳✼✻ ✶✳✼✽
✲✻✺ ✶✳✽ ✶✳✽✻
✲✶✸✵ ✶✳✾✶ ✷✳✵
✶✻✺ ✶✳✷✷ ✵✳✽✶
✶✵✵ ✶✳✻✻ ✶✳✻
✸✺ ✶✳✼✸ ✶✳✼✹
✲✸✵ ✶✳✼✽ ✶✳✽✶

✸✳✹✳✹ ❘❡s✉❧ts ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

❯s✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ✐♥
♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❘❈❙ ♣r♦✜❧❡s ✲✐♥ t❡r♠s ♦❢
t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❧❡✈❡❧✲ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

❋✐rst✱ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤② t❤❡ ✢❛t ❘❈❙ ♣r♦✜❧❡ s✉❞❞❡♥❧② ❞❡t❡r✐♦r❛t❡s ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥
❛♥❣❧❡✱ t❤❡ ❛♥s✇❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❞♦♥❡ ♦♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ r❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✼ ✕ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❘❈❙ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧s ✉s✐♥❣
❝✐r❝✉❧❛r ❛♥❞ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❝❡❧❧s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❋❧♦q✉❡t s❡t✉♣ ✐♥ ❚❊ ❛♥❞ ❚▼
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s



❙t✉❞② ♦♥ t❤❡ ❋r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t♦r ✽✶

r❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❝❛s❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❧r❡❛❞② ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✳ ❋♦r t❤✐s ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ α = 22.5◦✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t βl(0) ≈ −5◦ ❛♥❞
βl(45) ≈ 13◦✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❢♦r t❤❡ r❡✈❡rs❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ t❤❛t βl(0) ≈ −13◦

❛♥❞ βl(45) ≈ 5◦✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ r❡✈❡rs❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐s ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❢♦r −13◦ < β < 13◦✳ ❋r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ ♣❛♥❡❧
✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✉♣♣❡r ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ r❛♥❣❡ βl(45) ≈ 11◦✱
✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤❡ ❧♦✇❡r ❡♥❞ ♦❢ t❤❡
❧✐♠✐t✐♥❣ r❛♥❣❡✱ t❤✐♥❣s ❜❡❝♦♠❡ ❛ ❜✐t ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ♥♦t ❛ ❞❡✜♥✐t❡ ❧♦✇❡r ❡♥❞ ❝♦✉❧❞
❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠ ✐♥t❡♥s✐t② t❡♥❞s t♦
❞✐♠✐♥✐s❤ ❛s ❛♥❣❧❡ β ❞❡❝r❡❛s❡s ❜❡②♦♥❞ ❛ ✈❛❧✉❡ −5◦✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛♥❣❧❡
β = −5◦ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❝✉s❛❜❧② ❛ss✉♠❡❞ ❛s t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ βl(0)✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❛❧❧ ✇❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥
❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❧✐♠✐t✐♥❣ r❛♥❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ t♦ ❜❡ −11◦ < β < 11◦

✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦st❛t✐❝ ❘❈❙ ♣r♦✜❧❡
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ✐♥ ❚❊ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ t❤r❡❡ r❡❣✐♦♥s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❡❛r❧②
✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❘❈❙ ♣r♦✜❧❡ ✐♥ ❚❊ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s
❢♦r t❤❡ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❝❛s❡ ♣r❡❞✐❝t ♠❛①✐♠✉♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥t❡♥s✐t②✲✇✐s❡ ❢♦r ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡s
−5◦ < β < 5◦ ❢♦r t❤❡ ✜rst r❡❣✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ r❡✈❡rs❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s
❜❡✐♥❣ ❛❝t✐✈❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❋♦r r❡❣✐♦♥s t✇♦ ✭−11◦ < β < −5◦✮ ❛♥❞ t❤r❡❡ ✭5◦ < β < 11◦✮✱
❡✐t❤❡r ❢♦r✇❛r❞ ♦r r❡✈❡rs❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛❝t✐✈❡✱ ❛♥❞ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❘❈❙ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳
■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❘❈❙ ✐♥t❡♥s✐t② ♣❡❛❦s ❛❣❛✐♥ ❛t β ≈ 9and − 9◦✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠ ❜② ♣❛♥❡❧ ✶ ♣♦ss❡ss❡s ❛ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② t❤❛t ✐♥t❡♥✲
s✐✜❡s ❛s ❜❡t❛ ✐♥❝r❡❛s❡s ♦r ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ r❡✈❡rs❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❇❡②♦♥❞ t❤♦s❡ ❛♥❣❧❡s✱ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠s st❛rt t♦ ❢❛❧❧ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❛♥❣❧❡s ✇❤✐❝❤
❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ s✉❞❞❡♥ ❞r♦♣ ✐♥ t❤❡ ❘❈❙ ✈❛❧✉❡s ❛❢t❡r✇❛r❞s✳

❉❡s♣✐t❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛r❡ ♥♦t s♦ ❡✈✐❞❡♥t ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢
❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❘❈❙ ♣r♦✜❧❡ s✉st❛✐♥s ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡
♥♦♠✐♥❛❧ ❛♥❣❧❡ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❝♦r♥❡r✳

❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤♦s❡ ✜♥❞✐♥❣s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s ❞❡s✐❣♥❡rs ❝❛♥ ❢♦❧❧♦✇ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❡♥❣✐♥❡❡r t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❘❈❙ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ r❡✢❡❝t♦r✳

✸✳✺ ❙t✉❞② ♦♥ t❤❡ ❋r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝✲
t♦r

❚❤❡ s❛♠❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❝❡❧❧s t♦ ♦♣❡r❛t❡ ❛t ✷✹ ●❍③
✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s r❛♥❣✐♥❣ ❜❡t❡❡♥ ✷✸ t♦ ✷✻ ●❍③ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❞❡t❡r✐♦r❛t✐♦♥ t❤❛t ♠✐❣❤t r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ ✐♥❛❝❝✉r❛❝✐❡s ✐♥ ❜♦t❤ ❚❊
❛♥❞ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳

❋✐❣✳ ✸✳✸✽ s❤♦✇s t❤❡ ♠♦♥♦st❛t✐❝ ❘❈❙ ❢♦r t❤❡ ❚❊ ❝❛s❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❢♦r
t❤❡ ❧♦✇❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ❛ ❞r♦♣ ✐♥ t❤❡ ❘❈❙ ♦❝❝✉rs ❛t β = 0◦✳ ❋✐❣✳ ✸✳✸✾ ♣❧♦ts t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❘❈❙ ✈❛❧✉❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤♦s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦



✽✷ ❈♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦s

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

, degs

-20

-15

-10

-5

0

5

10

M
o
n
o
st

at
ic

 R
C

S
, 
d
B

sm

23 GHz

23.5 GHz

 24 GHz

24.5 GHz

25 GHz

25.5 GHz

26 GHz

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✽ ✕ ❘❈❙ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❛ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❢♦r r❛♥❣❡ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡
♦♣❡r❛t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ ❚❊ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

23 23.5 24 24.5 25 25.5 26

Frequency, GHz

0

5

10

M
ax

im
u
m

 M
o
n
o
st

at
ic

 R
C

S
, 
d
B

sm

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✾ ✕ ❘❈❙ ✈❛❧✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ β = 0◦ ♦✈❡r t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥✲
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23 23.5 24 24.5 25 25.5 26

Frequency, GHz

0

5

10

-1
 d

B
sm

 B
ea

m
w

id
th

, 
d
eg

s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✵ ✕ ❚❤❡ ✲✶ ❞❇s♠ ❜❡❛♠✇✐❞t❤ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡ ❘❈❙ ✈❛❧✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✶ ✕ ❘❈❙ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❛ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❢♦r r❛♥❣❡ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡
♦♣❡r❛t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥



✽✹ ❈♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦s

❚❛❜❧❡ ✸✳✼ ✕ ▲✐st ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♣❤❛s❡ s❤✐❢ts ✐♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ α = 10◦ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❝❡❧❧ s❡t✉♣ ✐♥ ❚❊ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

P❤❛s❡✲s❤✐❢t✭❞❡❣✳✮ ❊♥❤❛♥❝❡❞ s❡t✉♣ ✭mm✮
✲✸✾ ✶✳✼✾
✲✶✸✻ ✷✳✵✷
✶✷✼ ✶✳✺✾
✷✾ ✶✳✼✸
✲✻✽ ✶✳✽✷
✶✾✺ ✵✳✽✶
✾✼ ✶✳✻✺
✵ ✶✳✼✺
✲✾✼ ✶✳✽✼

❜❡❛♠ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ β = 0◦✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡ ♣❧♦t s❤♦✇s t❤❛t ❢♦r ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ t❤❡
❘❈❙ s✉st❛✐♥s ❡✈❡♥ ❤✐❣❤❡r ❘❈❙ ✈❛❧✉❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❛t ❛t t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②✳
❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ❞r♦♣s ❞♦✇♥ ✇❤❡♥ r❡❛❝❤✐♥❣ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❧♦✇❡r ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡✳ ❚❤❡
r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ♣r♦✜❧❡ ✈❡rs✉s ❢r❡q✉❡♥❝② ❢♦r ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ r❛❞✐✐ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❧r❡❛❞② ✐♥❝❧✉❞❡❞
✐♥ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ st✉❞②✳ ❋✐①✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛t ✷✸ ●❍③✱ ✐t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣❤❛s❡
✈❛❧✉❡s ❝❛♥ s❤✐❢t ✉♣ t♦ 50◦ ❢r♦♠ t❤♦s❡ ❛t ✷✹ ●❍③✳ ❚❤♦s❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡rr♦rs ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥
t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡t❡r✐♦r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛❝❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❞❡s♣✐t❡
t❤✐s ❞r♦♣ ❛t β = 0◦✱ t❤❡ ❘❈❙ ❢♦r ❧♦✇❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s s✉st❛✐♥s ❛ s✐♠✐❧❛r ♣r♦✜❧❡ t♦ t❤❛t ❛t
t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤✐s ✢❛t♥❡ss ✐♥ t❤❡ ❘❈❙ ♣r♦✜❧❡ ❣❡ts s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞❡t❡r✐♦r❛t❡❞
❣♦✐♥❣ t♦✇❛r❞s t❤❡ ✉♣♣❡r ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡✱ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡❛♠✇✐❞t❤
✉♣♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❘❈❙ ❞r♦♣s ❜② ✲✶ ❞❇s♠ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥
❋✐❣✳ ✸✳✹✵ ❚❤❡ ♣❧♦t ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇s t❤❡ ❜❡❛♠✇✐❞t❤ s❤r✐♥❦s ❛s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥❝r❡❛s❡s✳

❋✐❣✳ ✸✳✹✶ s❤♦✇s t❤❡ ❘❈❙ ♣r♦✜❧❡s ❢♦r t❤❡ ❚▼ ❝❛s❡ ❢♦r ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✷✸
t✐❧❧ ✷✺ ●❍③✳ ❍❡r❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❞r♦♣ ❛t β = 0◦✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣r♦✜❧❡ ✐s
♠♦r❡ ❞❡t❡r✐♦r❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ r❛♥❣❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐♥t❡r❡st
✐♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡r❡✬s ♥♦ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❘❈❙ ✈❛❧✉❡ ❞❡s♣✐t❡ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ✢❛tt❡r ♣r♦✜❧❡ ❛t ✷✺ ●❍③✳

✸✳✻ ❙t✉❞② ♦♥ t❤❡ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ❞❡❣r❡❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ❞❡❣r❡❡ ♦♥ t❤❡ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s
st✉❞✐❡❞✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❤②♣♦t❤❡s✐③❡❞ t❤❛t t❤❡ ❘❈❙ ♣r♦✜❧❡ ❧♦s❡s ✐ts
✢❛t♥❡ss ❛s t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❣❡ts ♠♦r❡ ✢❛tt❡♥❡❞✳ ❚♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ♥❡✇ ✢❛tt❡♥❡❞
❞✐❤❡❞r❛❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❋❧♦q✉❡t s❡t✉♣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❚❊
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❢♦r α = 10◦ ❛♥❞ 35◦ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❧r❡❛❞② ♦❜t❛✐♥❡❞
r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝♦r♥❡r ❞✐❤❡❞r❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ♦❢ α = 22.5◦ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t ✷✹
●❍③✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✳ ❚❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ♣❤❛s❡
s❤✐❢t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ α = 10◦ ✐s γ0 ≈ 97◦ ❛♥❞ 29◦ ❢♦r α = 35◦✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢



❙t✉❞② ♦♥ t❤❡ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ❞❡❣r❡❡ ✽✺

❚❛❜❧❡ ✸✳✽ ✕ ▲✐st ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♣❤❛s❡ s❤✐❢ts ✐♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ α = 35◦ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❝❡❧❧ s❡t✉♣ ✐♥ ❚❊ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

P❤❛s❡✲s❤✐❢t✭❞❡❣✳✮ ❊♥❤❛♥❝❡❞ s❡t✉♣ ✭mm✮
✶✼✼ ✵✳✽✶
✶✹✼ ✶✳✹✾
✶✶✽ ✶✳✻✶
✽✽ ✶✳✻✼
✺✾ ✶✳✼
✷✾ ✶✳✼✸
✵ ✶✳✼✺
✲✷✾ ✶✳✼✽
✲✺✾ ✶✳✽✶

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✷ ✕ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ♦❢ α = 10◦ ❜❡✐♥❣ ❝✉t ✐♥ t❤❡
♠✐❞❞❧❡ ❜② ❛♥ ❊✲s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ t♦ r❡❞✉❝❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡



✽✻ ❈♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✸ ✕ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ♦❢ α = 35◦ ❜❡✐♥❣ ❝✉t ✐♥ t❤❡
♠✐❞❞❧❡ ❜② ❛♥ ❊✲s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ t♦ r❡❞✉❝❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡

❝❡❧❧s ✐♥ ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ α = 22.5◦ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r✲
❡❧❡♠❡♥t s♣❛❝✐♥❣ ❜❡✐♥❣ ✜①❡❞ t♦ d = λ0/3✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝✐r❝✉❧❛r ❝❡❧❧s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ❧✐st❡❞
✐♥ ❚❛❜✳ ✸✳✼ ❛♥❞ ✸✳✽ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡s α = 10◦ ❛♥❞ 35◦ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✢❛tt❡♥❡❞
❞✐❤❡❞r❛❧ ❞❡s✐❣♥s ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✹✷❛♥❞ ✳ ✸✳✹✸✳

❇❡❢♦r❡ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ♥♦t✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛r❡❛s ♦❢ t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡s
♦❢ t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t α ❛r❡ ♥♦t ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ❖♥❧② t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣❛♥❡❧s ✐s
✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛r❡❛ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ α = 10◦ ✐s ❧❛r❣❡r
t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ α = 35◦✳ ❚♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♠♦r❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡✱ t✇♦ ♥❡✇
❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❝♦r♥❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✇❤♦s❡ ❛♣❡rt✉r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛r❡❛s ♠❛t❝❤ t❤♦s❡
r❡✢❡❝t♦rs ♦❢ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ❞❡❣r❡❡s α = 10◦ ❛♥❞ 35◦✳

❋✐❣✳ ✸✳✹✹ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❘❈❙ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ r❡tr♦❞✐✲
r❡❝t✐✈❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ r❡✢❡❝t♦rs ❢♦r α = 10◦, 22.5◦ ❛♥❞ 35◦✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❝✉r✈❡s✱ ✐t ✐s
♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❛s α ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ❧❡ss ✢❛tt❡♥❡❞ t❤❡ ❘❈❙ ♣r♦✜❧❡ ❜❡❝♦♠❡s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱
t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡s ✉♣♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡✢❡❝t♦r ♦♣❡r❛t❡s r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡❧② s❤r✐♥❦s
❛s t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✢❛tt❡♥s✳ ❚❤♦s❡ r❡s✉❧ts ❛♣♣r♦✈❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s r❡❧❛t✐♥❣ t❤❡
❧✐♠✐t✐♥❣ r❛♥❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ βl t♦ t❤❡ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ❞❡❣r❡❡ α✳

❋♦r α = 10◦✱ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ r❛♥❣❡ ❡①t❡♥❞s ❢r♦♠ ♥❡❛r❧② −2.5◦ t♦ 2.5◦✳ ❋r♦♠
t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❘❈❙ ♣r♦✜❧❡✱ t❤❡ ❞r♦♣ ✐♥ t❤❡ ❘❈❙ ✈❛❧✉❡ st❛rts ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧② ❛r♦✉♥❞ ❛♥❣❧❡
β = 0◦✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✇♦r❦✳

❲❤✐❧❡ ❢♦r α = 35◦✱ ✐t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t t❤❡ r❡✢❡❝t♦r ✇♦✉❧❞ ♣♦ss❡ss ❛ ❝♦♥st❛♥t ❘❈❙
♣r♦✜❧❡✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ r❛♥❣❡ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❢r♦♠ ♥❡❛r❧②−30◦ t♦ 30◦✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
r❡s✉❧ts✱ t❤❡ ❘❈❙ ♣r♦✜❧❡ s❡❡♠s t♦ ♣♦ss❡ss ♥♦ st❡❡♣ ❞r♦♣ ♦✈❡r t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ r❛♥❣❡ ♦❢
✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡s✳ ❚❤✐s ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ s❛② t❤❛t t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❧✐♠✐t✐♥❣ r❛♥❣❡ ✇❡❧❧ ❛❣r❡❡s



❙t✉❞② ♦♥ t❤❡ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ❞❡❣r❡❡ ✽✼
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✹ ✕ ❘❈❙ ♣r♦✜❧❡s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢♦r ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧s ♦❢ α = 10◦, 22.5◦and35◦

✐♥ ❚❊ ♠♦❞❡

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✺ ✕ ❘❈❙ ♣r♦✜❧❡s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ♦❢ α = 10◦ ❛♥❞
✐ts ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❞✐❤❡❞r❛❧ ❝♦r♥❡r ✐♥ ❚❊ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥



✽✽ ❈♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✻ ✕ ❘❈❙ ♣r♦✜❧❡s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ♦❢ α = 35◦ ❛♥❞
✐ts ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❞✐❤❡❞r❛❧ ❝♦r♥❡r ✐♥ ❚❊ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♦♥❡✳
❋✐❣✳ ✸✳✹✺ ❛♥❞ ✸✳✹✻ s❤♦✇ t❤❡ ❘❈❙ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦

t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❞✐❤❡❞r❛❧ ❝♦r♥❡rs ❢♦r α = 10◦ ❛♥❞ 35◦ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts
❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t② r❡♠❛✐♥s q✉✐t❡ s❛t✐s❢②✐♥❣ ❛t t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧
✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ β = 0◦ ❢♦r ✇❤❛ts♦❡✈❡r ✢❛tt❡♥✐♥❣ ❞❡❣r❡❡ ❝❤♦s❡♥✳

✸✳✼ ❙t✉❞② ♦♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ❝❤♦✐❝❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛ st✉❞② ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✉s✐♥❣ ✉♥✐t
❝❡❧❧s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡r✐♦❞✐❝✐t✐❡s✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ r❡♠❛✐♥ t❤❡
s❛♠❡ ❛s ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s ✿ s❛♠❡ s✉❜str❛t❡ ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ❝❡❧❧ ✇✐❞t❤✳
❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐❤❡❞r❛❧ r❡✢❡❝t♦rs ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ❞❡❣r❡❡ α = 22.5◦

❛♥❞ ❛r❡ s❡t t♦ ♦♣❡r❛t❡ ✐♥ ❚❊ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳
❍❡r❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r t❤r❡❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t✐❡s p = λ0/2✱ λ0/3 ❛♥❞ λ0/4✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤♦s❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧s✱ t❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ❞❡s✐❣♥ t❤r❡❡ ❞✐st✐♥❝t ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧s t❤❛t
♦♣❡r❛t❡ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝❛s❡✭β = 0◦✮✳ ❚❤❡ ♣❛♥❡❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ s❡t t♦
✷λ0 ❜② λ0 ❢♦r t✇♦ r❡❛s♦♥s ✿ t❤❡ ✜rst ✐s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s
t♦ ♦❜t❛✐♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣❛♥❡❧ ❛r❡❛ ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ❝❛s❡s✳

❚❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t t♦ ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s γ0 ≈ 97◦

❢♦r p = λ0/2 ❛♥❞ γ0 ≈ 49◦ ❢♦r ❢♦r p = λ0/4✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ♣r♦✜❧❡s ❢r♦♠ t❤❡
❝❡❧❧ st✉❞②✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❝✐r❝✉❧❛r ❝❡❧❧s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ❧✐st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣



❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✽✾

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✼ ✕ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✉s✐♥❣ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♦❢ p = λ0/2

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✽ ✕ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✉s✐♥❣ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♦❢ p = λ0/3

❚❛❜✳ ✸✳✾✱ ❚❛❜✳ ✸✳✶✵ ❛♥❞ ❚❛❜✳ ✸✳✶✶ ❢♦r p = λ0/2, λ0/3andλ0/4 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❋✐❣✳ ✸✳✹✼✱ ✸✳✹✽ ❛♥❞ ✸✳✹✾ ❞❡♣✐❝t t❤❡ r❡s✉❧t❛♥t ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❞❡s✐❣♥s✳ ❯s✐♥❣ s✐♠✐❧❛r

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠♦♥♦st❛t✐❝ ❘❈❙ ♣r♦✜❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳
❋✐❣✳ ✸✳✺✵ s❤♦✇s t❤♦s❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❝❛s❡ st✉❞✐❡s✳ ❚❤❡ ✜rst s✉r♣r✐s❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ❜❛r❡
✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ♣♦ss❡ss❡s ❛ ❜❡tt❡r ❘❈❙ ❛t β = 0◦ t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ✢❛tt❡♥❡❞
❞✐❤❡❞r❛❧ ♦❢ p = λ0/2✳ ❚❤✐s s❤♦✇s ❤♦✇ s❡✈❡r❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❣r❛t✐♥❣ ❧♦❜❡s ✐s
♦♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t♦r✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❘❈❙ ♣r♦✜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
p = λ0/3 ♣♦ss❡ss❡s t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡s ❛s ✇❡❧❧
❛s t❤❡ ❘❈❙ ❧❡✈❡❧ ✐♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝❛s❡✳ ❋♦r p = λ0/4✱ t❤❡ ❞r♦♣ ✐♥ t❤❡ ❘❈❙ ❧❡✈❡❧ ❛t β = 0◦

❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t✇♦ ♦❢ t❤❡ ✉s❡❞ ❝❡❧❧s
❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥❛rr♦✇ ♣❤❛s❡ r❛♥❣❡ ♦✛❡r❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ st✉❞②✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤♦s❡ ✜♥❞✐♥❣s
❝❡♠❡♥t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❢❛❜r✐❝❛t❡ ❛ r❡✢❡❝t♦r ✉s✐♥❣ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♦❢ p = λ0/3✳

✸✳✽ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✱ ❛ ♣r♦t♦t②♣❡ ♦❢ ❛ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✉s✐♥❣
❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❝❡❧❧s ❤❛s ❜❡❡♥ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❧❛s❡r t❡❝❤♥♦❧♦❣② t♦ ❡♥❣r❛✈❡ t❤❡ ❝❡❧❧s ♦♥ t❤❡



✾✵ ❈♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✾ ✕ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✉s✐♥❣ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♦❢ p = λ0/4

❚❛❜❧❡ ✸✳✾ ✕ ▲✐st ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♣❤❛s❡ s❤✐❢ts ✐♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ p = λ0/2 ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❝❡❧❧ s❡t✉♣ ✐♥ ❚❊ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

P❤❛s❡✲s❤✐❢t✭❞❡❣✳✮ ❊♥❤❛♥❝❡❞ s❡t✉♣ ✭mm✮
✶✾✺ ✷✳✽✶
✾✼ ✶✳✽
✵ ✶✳✽✼
✲✾✼ ✶✳✾✹

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✵ ✕ ▲✐st ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♣❤❛s❡ s❤✐❢ts ✐♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ p = λ0/3 ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❝❡❧❧ s❡t✉♣ ✐♥ ❚❊ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s

P❤❛s❡✲s❤✐❢t✭❞❡❣✳✮ ❊♥❤❛♥❝❡❞ s❡t✉♣ ✭mm✮
✶✸✵ ✶✳✻
✻✺ ✶✳✼
✵ ✶✳✼✻
✲✻✺ ✶✳✽
✲✶✸✵ ✶✳✾✶
✶✻✺ ✶✳✷✷

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✶ ✕ ▲✐st ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♣❤❛s❡ s❤✐❢ts ✐♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ p = λ0/4 ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❝❡❧❧ s❡t✉♣ ✐♥ ❚❊ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

P❤❛s❡✲s❤✐❢t✭❞❡❣✳✮ ❊♥❤❛♥❝❡❞ s❡t✉♣ ✭mm✮
✲✻✽ ✶✳✺✺
✲✶✶✻ ✶✳✻
✶✾✺ ✳✽✶
✶✹✻ ✶✳✸
✾✼ ✶✳✹✸
✹✾ ✶✳✹✽
✵ ✶✳✺✷
✹✾ ✶✳✺✹
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✵ ✕ ❘❈❙ ♣r♦✜❧❡s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢♦r ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧s ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t✐❡s p =
λ0/4, λ0/3andλ0/2 ✐♥ ❚❊ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

s✉❜str❛t❡✳ ❚❤❡ r❡✢❡❝t♦r ❝❡❧❧s ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❋❧♦q✉❡t s❡t✉♣ ❛♥❞
♦♣❡r❛t❡ ❛t ✷✹ ●❍③✳ ❋✐❣✳ ✸✳✸✶ s❤♦✇s ❛ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r♦t♦t②♣❡✳

❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ■❊❚❘ ❢❛❝✐❧✐t② ❈❆❈❊◆❉❘❆ ✭❈❤❆r❛❝t❡✲
r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❈❊◆t✐♠❡t❡r ❜❛♥❞ ♦❢ ❘❆❞✐❛t✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡s✮ ❝❤❛♠❜❡r s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✺✶✳ ❚❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡t✉♣ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t✇♦ ❤♦r♥ ❛♥t❡♥♥❛s ❛♥❞ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❛❧②③❡r ❛s ✐❧❧✉str❛✲
t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✺✷✳ ❚❤♦s❡ ❛♥t❡♥♥❛s ❛r❡ ✜①❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢❛r✜❡❧❞ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡
t❛r❣❡t ✐s ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ❛ r♦t❛t✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠✳ ❚❤✐s ♣❡r♠✐ts t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♠♦♥♦st❛t✐❝ ❘❈❙ ❢♦r
t❤❡ ✇❤♦❧❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡✳ ❚✐♠❡ ❣❛t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❋✐rst✱ ✐t tr❛♥s❢♦r♠s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❛ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥
♦♥❡✳ ❚❤❡♥✱ ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ ❛ t✐♠❡ ❣❛t❡✱ t❤❡ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ s✉♣♣r❡ss❡❞✳ ❚❤❡
r❡s✉❧t❛♥t t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ s✐❣♥❛❧ ✐s r❡✲tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss❡❞✳

❚♦ ♠♦✉♥t t❤❡ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ♦♥ t❤❡ r♦t❛t✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠✱ ❛ ❜❛r❡ ♠❡✲
t❛❧❧✐❝ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✐s ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✺✸✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡
❞✐❤❡❞r❛❧ r❡✢❡❝t❛rr❛② ♣❛♥❡❧s ❛r❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❣❧✉❡❞ t♦ t❤❡ ❜❛r❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✺✹✳

❋✐❣✳ ✸✳✺✺ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧ts ❢♦r
t❤❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✉s✐♥❣ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❝❡❧❧s ❢♦r ❚❊ ❛♥❞ ❚▼ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧ts
❛r❡ ✐♥ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
r❡s✉❧ts ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❜❡❤✐♥❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♣❤❛s✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❤❛s✐♥❣ ❝❡❧❧s✳
❆♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡② s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s✐♠♣❧❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡✲❛♥❣❧❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧
s❡t✉♣ ❤❛s ✐♠♣r♦✈❡❞ ✐ts r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳
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✸✳✾ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✉s✐♥❣ r❡✢❡❝t❛rr❛② ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞✱
❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ t❡st❡❞✳ ❉✉r✐♥❣ t❤✐s ❥♦✉r♥❡②✱ t❤❡ ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ♠❛✐♥
♣❛rts ✿ ✉♥✐t ❝❡❧❧ st✉❞②✱ r❡✢❡❝t❛rr❛② ❛rr❛② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧
❞❡s✐❣♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡✢❡❝t❛rr❛② ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❚❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ st✉❞② ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❝♦r♥❡r st♦♥❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡
r❡✢❡❝t❛rr❛② ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ r❡❧✐❡s s♦❧❡❧② ♦♥ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ♣r♦✜❧❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥
t❤✐s ♣❛rt✳ ■♥ t❤✐s ♣❛rt✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♣r♦✜❧❡s ✈❡rs✉s r❛❞✐✉s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✶ ✕ ❚❤❡ ❛♥❡❝❤♦✐❝ ❝❤❛♠❜❡r ✐♥ ❈❆❈❊◆❉❘❆ ❢❛❝✐❧✐t②

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✷ ✕ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❤♦r♥ ❛♥t❡♥♥❛s ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦
❛♥❛❧②③❡r s②st❡♠



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✾✸

✇✐❞t❤s ❛♥❞ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t✐❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♣r♦✜❧❡ ✈s ❢r❡q✉❡♥❝② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦✈✐❞❡❞
❢♦r ✈❛r✐♦✉s r❛❞✐✐✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤♦s❡ ♣r♦✜❧❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ✉s❡❞ ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡s
✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♣r♦✜❧❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ st✉❞②✱ ❛ r❡✢❡❝t❛rr❛② ❛♥❞ ✐ts
❙✐❛♠❡s❡ t✇✐♥ ✇❡r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♦❜❡② ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ❣❧♦❜❛❧ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ t❤❛t ❡♥s✉r❡s r❡tr♦✲
❞✐r❡❝t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ s②st❡♠ ❛t ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡
✭♥♦♠✐♥❛❧ ❝❛s❡ ❤❡r❡✮✳ ❚❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛♥❡❧s ♦❢ t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✇❛s
❞✐ss❡❝t❡❞ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢ t✇♦ st❛❣❡s✳ ❚❤❡ ✜rst st❛❣❡ ✐s ✇❤❡♥ t❤❡ ❜❡❛♠ ❤✐ts
t❤❡ ✜rst ♣❛♥❡❧ ❛♥❞ ❧❡❛✈❡s ✐t ✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❛♥❣❧❡✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ t❤❡ ❜❡❛♠ r❡✢❡❝t❡❞ ❜②
t❤❡ ✜rst ♣❛♥❡❧ ✐♥t❡r❝❡♣ts t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛♥❡❧ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❜❡❛♠ r❡✢❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❤♦❧❡
❞✐❤❡❞r❛❧ ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❛t ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛♥❡❧✳ ❇② s✐♠✉❧❛t✐♥❣ s❝❡♥❛r✐♦s ♦❢
✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡s ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡✱ ❛ ♣r✐♠❛r② ✈✐s✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❜✉✐❧t ❛❜♦✉t t❤❡ ✇❛② t❤❡
r❡✢❡❝t♦r ♦♣❡r❛t❡s ♦✈❡r ❛ ❝❡rt❛✐♥ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥s✐❣❤t ❜r♦✉❣❤t

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✸ ✕ ❚❤❡ ❜❛r❡ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✜①❡❞ t♦ t❤❡ r♦t❛t✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✹ ✕ ❚❤❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❝❡❧❧s ♣❛♥❡❧s ♦♥ t❤❡ ❜❛r❡ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❞✐❤❡❞r❛❧
✇❤✐❝❤ ✐s ✜①❡❞ t♦ t❤❡ r♦t❛t✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠
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❜② t❤✐s st✉❞② ✇✐❧❧ ❜❡ ❤❡❧♣❢✉❧ ✐♥ ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ ❛♥❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ ✇♦r❦✳

❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst t✇♦ ♣❛rts ✇❛s t♦ ♣❛✈❡ t❤❡ ✇❛② ❢♦r t❤❡ t❤✐r❞ ♣❛rt ✇❤✐❝❤
✐s t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❆❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❝♦r♥❡r✱ ❛ ✢❛tt❡♥❡❞
❞✐❤❡❞r❛❧ ✉s✐♥❣ r❡✢❡❝t❛rr❛② ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞✳ ❚♦ ❛ss❡ss t❤❡
r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t♦r✱t❤❡ ♠♦♥♦st❛t✐❝ ❘❈❙ ♣r♦✜❧❡ ✐♥ ❜♦t❤ ❚❊ ❛♥❞
❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❋♦r ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ ❛ ❤✐❣❤
r❡t✉r♥ ✐♥ ❡♥❡r❣② ❢♦r t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳ ❋♦r ❚❊ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❘❈❙ ♣r♦✜❧❡
s✉st❛✐♥s ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡s✳ ❚♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡
❢♦r t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞r♦♣ ✐♥ ❘❈❙ ❧❡✈❡❧ ❛t t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❘❈❙ ❧❡✈❡❧✱ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✲❛♥❣❧❡ ❋❧♦q✉❡t ❝❡❧❧
s❡t✉♣ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❞✐❞ s❤♦✇ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r
t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝❛s❡ ✐♥ ❚❊ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✇♦r❦ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ✇❛s ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥s✐❣❤t ♦♥ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦
❢♦r♠ ❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♠♦♥♦st❛t✐❝ ❘❈❙ ♣r♦✜❧❡✳ ❚❤♦s❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s
s❡r✈❡❞ ❛s ❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✳

❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ♥❡❝❡ss❛r② st✉❞✐❡s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤✐s st✉❞②✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❞✐s✲
♣❡rs✐✈❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✇❛s ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ r❡✢❡❝✲
t♦r ❝❛♥ st✐❧❧ ♦♣❡r❛t❡ ♣r♦♣❡r❧② ❢♦r r❡s♣❡❝t❛❜❧❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②
♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✭❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♥♦t ❧❡ss t❤❛♥ 10%✮ ✳ ❚❤❡♥✱ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢
✢❛tt❡♥✐♥❣ ✇❛s t❛r❣❡t❡❞✳ ❇② ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❞✐❤❡❞r❛❧s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ❞❡✲
❣r❡❡s✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ss❡ss❡❞✳
❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✇♦r❦ t❤❛t ♣r❡❞✐❝t❡❞
t❤❛t ❛s t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❣❡ts ✢❛tt❡♥❡❞ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡s ✉♣♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡✢❡❝t♦r
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✺ ✕ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❘❈❙ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
♦❢ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✉s✐♥❣ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❝❡❧❧s ✐♥ ❚❊ ❛♥❞ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✾✺

♦♣❡r❛t❡s s❤r✐♥❦s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳ ▲❛t❡r✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ✇❛s ♣✉t ✉♥❞❡r t❤❡ ♠✐❝r♦✲
s❝♦♣❡✳ ❙✐♠♣❧✐✜❡❞ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧s ✉s✐♥❣ ✉♥✐t ❝❡❧❧s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡r✐♦❞✐❝✐t✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❞❡s✐❣♥❡❞ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ ❛ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t②
❡q✉❛❧ t♦ λ0/3 ♦✛❡rs t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

❚♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤✐s st✉❞②✱ ❛ ♣r♦t♦t②♣❡ ✉s✐♥❣ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❝❡❧❧s ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♥❣
❛t ✷✹ ●❍③ ✐♥ ❚❊ ❛♥❞ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✐s ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ t❡st❡❞✳ ❚❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛♥❡❝❤♦✐❝ ❝❤❛♠❜❡r ✉s✐♥❣ t✇♦ ❤♦r♥ ❛♥t❡♥♥❛s ♦♣❡r❛t✐♥❣
❛s ❛ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ ❛ r❡❝❡✐✈❡r ❛♥❞ ❛ ❱✐rt✉❛❧ ◆❡t✇♦r❦ ❆♥❛❧②③❡r ✭❱◆❆✮ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡
♠♦♥♦st❛t✐❝ ❘❈❙ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ✐♥ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡✲
♠❡♥t ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❇② t❤❛t✱ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st✉❞② ❜❛❝❦❡❞ ❜② t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ s❛t✐s❢❛❝t♦r✐❧② ✈❛❧✐❞❛t❡❞✳



✾✻ ❈♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦s



❈❤❛♣t❡r ✹

❇❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢

❛ ❧♦♥❣ ▼✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r

❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡ ✉s✐♥❣

❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦❛t

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ ✐♥t❡♥s✐❢② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❡s♣♦♥s❡
♦❢ t❤❡ ❜✐❝②❝❧❡✲❝②❝❧✐st s②st❡♠✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✱ ❛ r❡✢❡❝t♦r ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡✢❡❝✲
t❛rr❛② ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❜✐❝②❝❧❡ ❛♥❞ s②st❡♠ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❡♥❤❛♥✲
❝✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ ❤✉♠❛♥ ❜❡✐♥❣ ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❆s ❛ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡
❤✉♠❛♥ ❜♦❞② ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❧♦ss② ❞✐❡❧❡❝tr✐❝
♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✿ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞
✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ ❦♥♦✇♥ s✐③❡✱ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ s✐③❡
❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ♦❢ ❛ ❝♦❛t t❤❛t ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ❝②❧✐♥❞❡r✳

❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦❛rs❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t t✇♦ ❝❤❛♣t❡rs✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣✲
t❡r✱ ✇❡ ♦♥❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡❧②
❧♦♥❣ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❧♦ss② ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r ❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❤✉♠❛♥ ❜♦❞② ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦❛t ♦❢ ❞✐❡✲
❧❡❝tr✐❝ ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r t❛❝❦❧❡s ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✿ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢
❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ ✜♥✐t❡ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❧♦ss② ❝②❧✐♥❞❡r ❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❤✉♠❛♥
❜♦❞②✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ♣❛rts✳ ■♥ t❤❡ ✜rst✱ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
✐s ❜✉✐❧t ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ ❧♦♥❣ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s
❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♣❛st ❝❡♥t✉r②✳ ❆♥ ❡①❛❝t r✐❣♦r♦✉s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ▼✐❡✳ ❚❤❡ ▼✐❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❤❡♥❝❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② r❡❧❛t❡❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ ❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣

✾✼
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❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r❡❞ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ♥♦r♠❛❧❧② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛①✐s ♦❢
t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❆♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❢♦r t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛❢t❡r✇❛r❞s ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢
s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❞♦✉❜❧❡✲❧❛②❡r❡❞ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞
✉s✐♥❣ ❢❛r✲✜❡❧❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ q✉❛♥t✐③❡ t❤❡ ❢❛r✲✜❡❧❞ s❝❛tt❡r✐♥❣
✉t✐❧✐③✐♥❣ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ♠❡tr✐❝s ❛s t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❣❛✐♥✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② s✐♥❣❧❡
❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡rs ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❋✐rst✱ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦❞❡ ✐s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❢♦r ❜♦t❤
s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡rs ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✐ts ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ♦♥❡s ❢♦✉♥❞
✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ❝♦❞❡✱ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r
t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r❡❞ ❝❛s❡✳ ■♥ t❤♦s❡ ♣r♦✜❧❡s✱ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❛♥❞ s✐③❡✳ ❯s✐♥❣ t❤❡s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❢♦r♠ ❛ ❝♦♥❝r❡t❡ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐♦♥
❛❜♦✉t t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛
❞♦✉❜❧❡✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤♦s❡ r❡s✉❧ts ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② ❝❧❛ss✐✜❡❞
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❛♥❞ t❤❡♥ ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡
❝②❧✐♥❞❡r ❝♦❛t✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✉t✐❧✐③✐♥❣ ❝♦❛ts ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ♦♥ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣
♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✐s ❤❡♥❝❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳

❚❤❡ t❤✐r❞ ♣❛rt ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❜② ❛ ❧♦♥❣ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❝②✲
❧✐♥❞❡r ♠♦❞❡❧ ❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥ t✐ss✉❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❉✐st✐♥❝t❧② ❛❢t❡r✇❛r❞s✱
❛ ♣❛rt ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✉t✐❧✐③❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ✐♥✜♥✐t❡ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ✉♥❞❡r ♥♦r♠❛❧ ✐♥❝✐✲
❞❡♥❝❡✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❛ ❝♦❛t❡❞ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r
❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❛t s✐③❡ ❛♥❞ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②✳ ❚❤✐s
♣r♦✜❧❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❢r❡q✉❡♥❝② ✉♣♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥
❝♦r❡ ✐s ✐♥ ♦r❞❡r ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤♦s❡ r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ s❡r✈❡ ❛s
❣✉✐❞❡❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡ ♣✉rs✉✐t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦❛t t❤❛t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣
❜② ❛ r❡❛❧ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ ✜♥✐t❡ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❧♦ss② ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r✳

✹✳✷ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡❧②
❧♦♥❣ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❜♦❞②

✹✳✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ❜♦❞② ♦❢ ❦♥♦✇♥ s✐③❡✱
s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s ❤❡♥❝❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞ ✐♥ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ s♣❛❝❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦❞② ❜❡✐♥❣ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛
♣♦❧❛r✐③❡❞ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s✉❛❧❧② st✉❞✐❡❞ ❛t t❤❡
♦♣t✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ✜❡❧❞s ❧✐❦❡ ❝❤❡♠✐str②✱ ❜✐♦❧♦❣②✱ ♣❤②s✐❝s ❬✽✷❪✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ✐❞❡❛ ❛❜♦✉t ❤♦✇ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤
❛ ❜♦❞② ♦❢ ❣✐✈❡♥ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐s ✜rst ❣✐✈❡♥✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ r✐❣♦r♦✉s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ▼✐❡
s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ❤②❜r✐❞ ♣❤②s✐❝❛❧✲♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❤❡r❡ ✐s



❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❧♦♥❣ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❜♦❞② ✾✾

+
-

+
-

+
-

+
-

+
-

+
-
+
-

+
-

+
-
+
-

+
-

+
-+

-
+
-

+
-

+
-

+
-
+
-
+
-

+
-+-

+
-

+
-

+
-

+
-

+
-

+
-

+
-

+
-

+
-

+
-

+
-
+
-+

-+
- +
- +

-+
-

+
-

+
-

P

k
0
 

Observer

direction

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② t❤❡ ❞✐♣♦❧❡s ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧❧② ❢♦r♠✐♥❣ t❤❡
s❝❛tt❡r❡r ❛♥❞ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡❧❡ts ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ P ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡

t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ♣r✐♠❛r② t❛st❡ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❢❛❝t✱ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❜②
❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❡❞✐✉♠ ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ t❤❛t ♥❡❡❞s ❧♦t ♦❢ ❡✛♦rt ❛♥❞ ❡♥❣❛❣❡♠❡♥t t♦
❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡❧② ✉♥❞❡rst❛♥❞✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞ ❜② ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❡r♦✉s ❛tt❡♠♣ts
t❤❛t ❤❛❞ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② s❝✐❡♥t✐sts t♦ ❛❞❞r❡ss ❛♥❞ r❡✈✐s✐t t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❬✽✸✱ ✽✹✱ ✽✺✱ ✽✻❪✳

✹✳✷✳✷ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞
♠❡❞✐✉♠

✹✳✷✳✷✳✶ ❋❛❝t♦rs ✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t❛♥t ♦✈❡r❛❧❧ s❝❛tt❡r✐♥❣

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛ ❜r✐❡❢ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡✲❜♦❞② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ♦❢✲
❢❡r❡❞✳ ❲❤❡♥ ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡s ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞✐❡❧❡❝tr✐❝
♠❡❞✐✉♠✱ t❤✐s ✐♥❞✉❝❡s ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥s t❤❛t ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧❧②
❢♦r♠ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤♦s❡ ❞✐♣♦❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t❡ ❛♥❞ r❡✲r❛❞✐❛t❡ ❧♦❝❛❧ ✇❛✈❡❧❡ts ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠ ❬✽✹❪✳ ❲✐t❤ t❤♦s❡ ✇❛✈❡❧❡ts ❜❡✐♥❣ ❝♦❤❡r❡♥t✱ ♦♥❧② t❤❡ ♣❤❛s❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡✐r s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣♦✐♥t✳ ❚❤✐s s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥
t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ✐♥ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ s♣❛❝❡✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✜❡❧❞s ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣♦✐♥t P ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ r❡s✉❧t ♦❢
t❤❡ t♦t❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② t❤❡ ❜♦❞② ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r✳ ❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐s ♦✛❡r❡❞
✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ✐s ✜①❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳

❙♦✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ s❝❛tt❡r❡❞ ✇❛✈❡❧❡ts ❛❝t✉❛❧❧② ❞❡✲
♣❡♥❞s ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ❢❛❝t♦rs ✿
✶✳ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ s✐③❡✱



✶✵✵

✷✳ ❇♦❞② s❤❛♣❡✱
✸✳ ◆❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ✇❤✐❝❤ s♦❧❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛t✲
t❡r❡❞ ✇❛✈❡❧❡t✱
✹✳ ❉✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ✇❛✈❡❧❡t ❜② t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✳

❊❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❢❛❝t♦rs ❝❛♥ ♣❧❛② ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r♦❧❡ ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡
s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥✳ ❆♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② ❧❛r❣❡ s❝❛tt❡r❡r ✇♦✉❧❞ ♠❡❛♥ ♠♦r❡ ✇❛✈❡❧❡ts ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞
❞❡str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❛t r❡❣✐♦♥ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t t♦t❛❧ s❝❛tt❡r❡❞
❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t✳ ■♥ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② s♠❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡✱ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts
✇✐❧❧ ❜❡ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ❛♥❞ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐❧❧ ♥♦t ❞✐✛❡r
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳

❚❤❡ ♣❤❛s❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❢❛❝t♦rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣❤❛s❡
❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡t t❤❡♠s❡❧✈❡s ❛r❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❜✉❧❦ ♠❛t❡r✐❛❧
♥❛t✉r❡✳ ❚❤♦s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ✇❤✐❝❤ ♠❡❛s✉r❡s
t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✇❤❡♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱
❛♥❞ t❤❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ✇❤✐❝❤ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧
r❡❛❝❤❡s ✇❤❡♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✐t✳

❆❝❝❡♣t✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ✈❡r② ❝♦♠♣❧❡①✱ ✐t ✐s s❛❢❡ t♦ s❛② t❤❛t
t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ♥❡✈❡r ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❢✉❧❧② ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡
s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛♥ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ❜♦❞② ♦❢ s♣❡❝✐✜❝ s❤❛♣❡✱ s✐③❡ ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧✳
❍❡♥❝❡✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❧✇❛②s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❦❡❡♣ t❤♦s❡ ❢❛❝t♦rs ✐♥ ♠✐♥❞ ✇❤✐❧❡ ♣r♦❣r❡ss✐♥❣ ✐♥ t❤❡
❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t❛♥t s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s ❛♥
❡❛s✐❡r t❛s❦✳

✹✳✷✳✷✳✷ ❙❝❛tt❡r✐♥❣✱ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❛❜s♦r♣t✐♦♥

●✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷ ❛ ❜♦❞② ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❜❡✐♥❣ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛✲
❣♥❡t✐❝ ❜❡❛♠ ♦❢ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r k0✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ✐♥
❛❧❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡✬s ♦♥❡ s✉❜✲♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ t❤❛t ❝❛♥
❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ♦✈❡r❛❧❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✿ t❤❡ ❜❛❝❦✲s❝❛tt❡r✐♥❣✳

■t✬s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t♦rs ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r t❤❛t ❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❜♦❞② t❡♥❞s t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧②
❜❛❝❦✲s❝❛tt❡r ♦r ♥♦t✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ✉s✉❛❧❧②✱ s♣❤❡r❡s ❛♥❞ ❝②❧✐♥❞❡rs ♦❢ ♠❡❞✐❛ ❢♦✉♥❞
✐♥ ♥❛t✉r❡ t❡♥❞ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r r❛t❤❡r t❤❛♥ ❜❛❝❦✲s❝❛tt❡r ❬✽✹❪✳ ❍❡♥❝❡✱ ❜② ♠♦✲
❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡ ❛s ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r✱ t❤✐s ♠❛❦❡s ✐t q✉✐t❡ ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡
t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ ✐ts ❜❛❝❦✲s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐✈❡ ♥❛t✉r❡
♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❝♦♥st✐t✉t✐♥❣ ❤✉♠❛♥ ♦r❣❛♥s ❛♥❞ t✐ss✉❡s✳

✹✳✷✳✸ ❇r✐❡❢ ♦✈❡r✈✐❡✇ ❛❜♦✉t ▼✐❡ t❤❡♦r②

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛rts✱ t❤❡ t❡r♠s ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳
❈♦♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤✐s ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛ r✐❣♦r♦✉s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t♦♦❧ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤✐s
♣❛rt t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r ❞❡❝❛❞❡s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛✈❡✲
♠❡❞✐✉♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳

▼✐❡ ♦r ▲♦r❡♥t③✲▼✐❡ t❤❡♦r② ❣✐✈❡s ❛♥ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝
❜♦❞②✳ ■t ✐s ❛ r✐❣♦r♦✉s s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ ♣❧❛♥❡





✶✵✷

✹✳✸ ❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❧♦♥❣ ❝②❧✐♥❞❡r

✹✳✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s ♣❛rt✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭an ❛♥❞ bn✮ r❡s✉❧✲
t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ ♥♦r♠❛❧❧② ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❧♦♥❣ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r ✐s
r❡♠✐♥❞❡❞✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❣✐✈❡♥ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❚❤❡
✐♥❝✐❞❡♥t✱ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ s❝❛tt❡r❡❞ ✜❡❧❞s ✭❊inc,❊int ❛♥❞ ❊s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥✲
❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ♠❡❞✐✉♠ ❢r♦♠
t❤❡ ♦✉t❡r ♠❡❞✐✉♠ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤♦s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳

❆ ❜r✐❡❢ ♣❛rt ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❛❢t❡r✇❛r❞s t♦ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ t♦
❛ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
❝♦❞❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡s ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡
❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡rs ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② s✐③❡ ❛♥❞ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t
t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ✭e−iωt✮ ✐s ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ t♦ st✐❝❦ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠
✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡❛s❡ ♦❢ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇❤❡♥ ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦❞❡✳

✹✳✸✳✷ ❙♦❧✈✐♥❣ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ❝②❧✐♥❞❡r

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❧♦♥❣ ❝②❧✐♥❞❡r
✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❣❡♦♠❡tr②
✉♣♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛❜❧❡✳ ❚❤✉s✱ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ▼❛①✇❡❧❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❛♥ ❡①❛❝t ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ▲♦r❡♥t③✲▼✐❡ t❤❡♦r② ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳

✹✳✸✳✷✳✶ ❱❡❝t♦r ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥

❈♦♥s✐❞❡r ❛ ♥♦♥✲❞✐s♣❡rs✐✈❡✱ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✱ ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐✉♠✱ t❤❡ ❊ ❛♥❞ ❍ ✜❡❧❞s
t❤❛t ♣r♦♣❛❣❛t❡ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ♠❡❞✐✉♠ s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✿

∇2❊+ k2❊ = 0 ∇2❍+ k2❍ = 0 ✭✹✳✶✮

✇❤❡r❡ k2 = ω2ǫµ ✐s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✜❡❧❞✱ ǫ ❛♥❞ µ ❛r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②
❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❲✐t❤ ♥♦ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t②✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ❛r❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❢r❡❡ ✿

∇.❊ = 0, ∇.❍ = 0, ✭✹✳✷✮

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ e−iωt t✐♠❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ✜❡❧❞s✱ ❋❛r❛❞❛②✬s ❛♥❞ ❆♠♣èr❡✬s ❧❛✇s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✿

∇×❊ = iωµ❍, ∇×❍ = −iωǫ❊ ✭✹✳✸✮

✇❤❡r❡ ω ✐s t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ◆♦✇✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡❝t♦r ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ st❛t❡❞
❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❣♦✈❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✜❡❧❞s ❜❡✐♥❣ ❣✐✈❡♥✱ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s st✐❧❧
♥♦t ♦❜✈✐♦✉s✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❛❣❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ s♦ t❤❛t t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡



❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❧♦♥❣ ❝②❧✐♥❞❡r ✶✵✸

k
0
 

φ

z

x

y

E
i

O

R,εr

rH
i

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ✕ ❆ s❝❤❡♠❡ s❤♦✇✐♥❣ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s✐♥❣❧❡✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ✭R, ǫr✮ ✇❤♦s❡ ❛①✐s
✐s ♣❧❛❝❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ③✲❛①✐s ♥♦r♠❛❧❧② ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ✇❤♦s❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s
❛❧✐❣♥❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r

♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐❜❧❡ ❢♦r♠ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡
s②st❡♠s✳ ❋♦r t❤✐s s❛❦❡✱ ❧❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡ ✜rst ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✿

▼ = ∇× (❝ψ), ✭✹✳✹✮

✇❤❡r❡ ❝ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈❡❝t♦r ❛♥❞ ψ ✐s ❛ s❝❛❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡▼ ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ❛ ❝✉r❧✱ ❤❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❢r❡❡ ✿

∇.▼ = 0. ✭✹✳✺✮

❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r∇2 + k2 ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✹✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✿

∇2▼+ k2▼ = ∇× [❝(∇2ψ + k2ψ)]. ✭✹✳✻✮

❋r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ✹✳✶ ❛♥❞ ✹✳✻✱ ▼ ✈❡r✐✜❡s ❜❡✐♥❣ ❛ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ψ ✐s t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ✿

∇2ψ + k2ψ = 0. ✭✹✳✼✮

◆♦✇✱▼ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ♦r ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❆♥♦t❤❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡
❢r❡❡ ✈❡❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ❛ ♠❛♥♥❡r t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ✈❡❝t♦r ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✿

◆ =
∇×▼
k

✭✹✳✽✮



✶✵✹

♦r ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱

∇×▼ = k◆ ✭✹✳✾✮

✳ ❇❛s❡❞ ✉♣♦♥ t❤✐s✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t ♥♦✇ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ s❝❛❧❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✼ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✇❛✈❡
✈❡❝t♦r ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❝❛❧❛r ψ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ●❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝ t❤❡ ♣✐❧♦t

✈❡❝t♦r✳

✹✳✸✳✷✳✷ ❙❝❛❧❛r ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛rt✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❞✉❝❡❞ ✐♥t♦ ❛ s❝❛❧❛r ✇❛✈❡
❡q✉❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ♣❛rt✱ t❤❡ s❝❛❧❛r ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
❛♥❞ s♦❧✉t✐♦♥s ❡①♣❛♥❞❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ✈❡❝t♦r ❤❛r♠♦♥✐❝s ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳
❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ✭r, φ✱ ❛♥❞ z✮ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✸✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡
✇❤❡r❡ t❤❡ ❤♦st✐♥❣ ♠❡❞✐✉♠ ✐s ❢r❡❡ s♣❛❝❡✱ t❤❡ s❝❛❧❛r ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ✹✳✼ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥
✐♥ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠ ✿

1

r

∂

∂r
(r
∂ψ

∂r
) +

1

r2
∂2ψ

∂φ2
+
∂2ψ

∂z2
+ k20ψ = 0 ✭✹✳✶✵✮

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠❬✽✹❪ ✿

ψn = Zn(ρ)e
inφeihz ✭✹✳✶✶✮

✇❤❡r❡ ρ = r
√

k20 − h2✱ Zn(ρ) ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❇❡ss❡❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ h ✐s ❛ ❢❛❝t♦r t♦ ❜❡
❞❡❞✉❝❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❧❛t❡r ♦♥✳

❆s st❛t❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ s❝❛❧❛r ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✶✵ ❛r❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t
❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r ❤❛r♠♦♥✐❝s t❤❛t ✐♥ t✉r♥ ❛r❡ ❛ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r ✇❛✈❡
❡q✉❛t✐♦♥✳ ❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣✐❧♦t ✈❡❝t♦r t♦ ❜❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ③✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦❞❛❧ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧
❤❛r♠♦♥✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ✹✳✹ ❛♥❞ ✹✳✽ ❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✿

▼n = ∇× (❡̂zψn), ◆n =
∇×▼n

k0
✭✹✳✶✷✮

❇② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ s❝❛❧❛r ❡q✉❛t✐♦♥ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r ❤❛r♠♦♥✐❝s
❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠ ✿

▼n =
√

k20 − h2
(

in
Zn(ρ)

ρ
❡̂r − Z ′

n(ρ)❡̂φ

)

ei(nφ+hz), ✭✹✳✶✸✮

◆n =

√

k20 − h2

k0

(

ihZ ′
n(ρ)❡̂r − hn

Zn(ρ)

ρ
❡̂φ +

√

k20 − h2Zn(ρ)❡̂z

)

ei(nφ+hz). ✭✹✳✶✹✮



❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❧♦♥❣ ❝②❧✐♥❞❡r ✶✵✺

✹✳✸✳✷✳✸ ❊①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥t ✜❡❧❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝s

❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❧♦♥❣ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r ✇❤♦s❡ ❛①✐s ✐s ♣❧❛❝❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ③✲❛①✐s
❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✸✳ ❚❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♥♦♥✲♠❛❣♥❡t✐❝ ✿ µ = µ0✳ ❚❤❡
❝②❧✐♥❞❡r ✐s ♥♦r♠❛❧❧② ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❛①✐s ✭tr❛♥s✲
✈❡rs❡ ♠❛❣♥❡t✐❝✱ ❚▼ ❝❛s❡✮✳ ❚❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ♥♦✇ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞
❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝s✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭ψn✮ ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢
Jn(k0r)e

inφ✳ ❚❤❡ ❢❛❝t♦r h ✐s s❡t ❤❡r❡ t♦ ③❡r♦ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ③✲
✐♥✈❛r✐❛♥t ✇❤❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ♥♦r♠❛❧❧② ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ t❤❡ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
t❤❡ ❊ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ✿

❊inc =
∞
∑

n=−∞
[An▼

(1)
n +Bn◆

(1)
n ] ✭✹✳✶✺✮

✇❤❡r❡ t❤❡ (1) s✉♣❡rs❝r✐♣t s②♠❜♦❧✐③❡s t❤❡ ✈❡❝t♦rs ❜❡✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s
♦❢ ✜rst ❦✐♥❞✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s ♥♦✇ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts An ❛♥❞ Bn✳ ❚❤✐s ❝❛♥
❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ▼ ❛♥❞ ◆ ❬✽✹❪✳ ❇②
s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t❛♥t ✐♥t❡❣r❛❧s ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛r❡ ✜♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s❬✽✹❪ ✿

An = 0, Bn =
E0(−i)n

k0
; ✭✹✳✶✻✮

❊inc =
∞
∑

n=−∞
En◆

(1)
n , ❍inc =

−ik0
ωµ0

∞
∑

n=−∞
En▼

(1)
n , ✭✹✳✶✼✮

✇❤❡r❡ En = E0(−i)n

k0
✳

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ③✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✿

❊z
inc(k0r) = E0

∞
∑

n=−∞
[inJn(k0r)e

inφ] ✭✹✳✶✽✮

✹✳✸✳✷✳✹ ❖❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ❢❛s❤✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ s❝❛tt❡r❡❞ ✜❡❧❞s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ✈❡❝t♦r ❤❛r♠♦♥✐❝s✳ ❋♦r t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞s✱ t❤♦s❡ ❤❛r♠♦♥✐❝s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜②
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Jn(

√
ǫrkr)einφ ✇❤❡r❡ ǫr ✐s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ♠❡❞✐✉♠✳

❚❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s ✿

❊z
int(

√
ǫrk0r) = −E0

∞
∑

n=−∞
[indnJn(

√
ǫrk0r)e

inφ] ✭✹✳✶✾✮

✇❤❡r❡ dn ✐s t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❋♦r t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ✜❡❧❞s✱ t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝s
❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❍❛♥❦❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✜rst ❦✐♥❞ ✿ H(1)

n (
√
ǫrk0r)e

inφ✳ ❚❤❡ s❝❛tt❡r❡❞



✶✵✻

❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ✿

❊z
s(k0r) = −E0

∞
∑

n=−∞
[inbnH

(1)
n (k0r)e

inφ] ✭✹✳✷✵✮

✇❤❡r❡ bn ✐s t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t t♦ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛t t❤❡
✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t❡r ♠❡❞✐✉♠ ✭r = R✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✽✻❪ ✿

[❊inc(R) +❊s(R)−❊int(R)]× ❡̂r = 0 ✭✹✳✷✶✮

❛♥❞
[❊inc(R) +❍s(R)−❍int(R)]× ❡̂r = 0 ✭✹✳✷✷✮

✇❤❡r❡ R ✐s r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞
❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✿

bn =
Jn(k0R

√
ǫr)J ′

n(k0R)−
√
ǫrJ ′

n(k0R
√
ǫr)Jn(k0R)

Jn(k0R
√
ǫr)H

(1)′
n (k0R)−

√
ǫrJ ′

n(k0R
√
ǫr)H

(1)
n (k0R)

✭✹✳✷✸✮

✇❤❡r❡ J ′
n ❛♥❞ Y ′

n ❛r❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♣❢ t❤❡ ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡✐r ❛r❣✉✲
♠❡♥ts✳ ❙✐♠✐❧❛r ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❊✲✜❡❧❞ ✐s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ❛①✐s ✭tr❛♥s✈❡rs❡ ❡❧❡❝tr✐❝✱ ❚❊ ❝❛s❡✮
♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✿

an =

√
ǫrJ ′

n(k0R)Jn(k0R
√
ǫr)− Jn(k0R)J

′
n(k0R)

√
ǫr

√
ǫrJn(k0R

√
ǫr)H

(1)′
n (k0R)− J ′

n(k0R
√
ǫr)H

(1)
n (k0R)

. ✭✹✳✷✹✮

❇② ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤♦s❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥✲
s✐✈❡ st✉❞② ♦♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝②❧✐♥❞❡rs ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ s✐③❡ ❛♥❞ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②✳ ❆s
✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s❡❡♥ ❧❛t❡r ♦♥✱ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ❛❧❧ ♠❡tr✐❝s
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳

✹✳✸✳✸ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ ❧♦♥❣ ❞♦✉❜❧❡✲❧❛②❡r❡❞ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❧♦♥❣ ❞♦✉❜❧❡✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r
✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ s♦❧✈❡❞✳

❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❧♦♥❣ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ r❛❞✐✉s ❘✱ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫ ❛①✐❛❧❧② ♣❧❛❝❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡
③✲❛①✐s✳ ❚❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✐s ❝♦❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ s❤❡❧❧ ♦❢ ❛♥ ♦✉t❡r r❛❞✐✉s ❘c ❛♥❞ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②
ǫc✳ ❚❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♣r♦♣❛❣❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ❛①✐s ♦❢ t❤❡
❝②❧✐♥❞❡r ❛♥❞ ❤❛s ❛ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r k0 ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r ♠❡❞✐✉♠✱ k ✐♥ t❤❡ ❝♦r❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❛♥❞ kc ✐♥
t❤❡ s❤❡❧❧ ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✹✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ t❛r❣❡t❡❞
❜② ❑❡r❦❡r ✐♥ ❤✐s ✇♦r❦ ❬✽✻❪✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠ ✐s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡
❝②❧✐♥❞❡r ❛①✐s✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝♦♠❡s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ ❛ s♣❤❡r❡✳ ❍❡♥❝❡✱ s♦❧✉t✐♦♥s t♦
t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ▼✐❡ t❤❡♦r② ✐♥ t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✕ ❆ s❝❤❡♠❡ s❤♦✇✐♥❣ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❞♦✉❜❧❡✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ ❝♦❛t ♣r♦✜❧❡✭Rc, ǫ
r
c✮

✇❤♦s❡ ❛①✐s ✐s ♣❧❛❝❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ③✲❛①✐s ♥♦r♠❛❧❧② ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ✇❤♦s❡ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ ✐s ❛❧✐❣♥❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r

❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❛t r = R ❛♥❞ r = Rc✱ s❡t ♦❢
❢♦✉r ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥❞ s♦❧✈❡❞✳ ■♥ ❬✽✾✱ ✾✵❪✱ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
r❡❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❛ ♠❛♥♥❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✇✐t❤ ♠♦r❡ r♦♦♠ ❢♦r ♣❤②s✐❝❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥t❡r♣r❡✲
t❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♥♦♥✲♠❛❣♥❡t✐❝✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ µrc = µr = 1✳ ❚❤❡
r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦❛t ✭ǫrc✮ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛♥② ✈❛❧✉❡✳

❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❛①✐s ✭❚▼ ❝❛s❡✮✱ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠❬✽✾❪ ✿

bn =
−Un

Un + iVn
✭✹✳✷✺✮

Un ❛♥❞ Vn ❛r❡ ✹×✹ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✿
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✇❤❡r❡ η0 ✐s t❤❡ ❢r❡❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡✳ ❚❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡
✇❤❡r❡ ❊ ✐s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❛①✐s ✭❚❊ ❝❛s❡✮ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❡❧❡❝tr♦♠❛✲
❣♥❡t✐❝ ❞✉❛❧✐t②✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ s✇❛♣♣✐♥❣ ǫi ❜② µi✳

✹✳✸✳✹ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❡tr✐❝s

❚❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛rts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ r❛✇ ❛♥❞
♥❡❡❞ ♠♦r❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t♦ ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ s❛t✐s❢②✐♥❣ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡
st✉❞②✳ ■♥ t❤✐s ♣❛rt✱ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ✇✐❞t❤ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❆ ❝❛r❡❢✉❧ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❢♦r
t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❣❛✐♥✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r②
✉s❡❢✉❧ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❡♥❡r❣② ❛ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❘❆❉❆❘ ♠✐❣❤t ✐♥t❡r❝❡♣t ❛t
✐ts r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❡♥❞✳

✹✳✸✳✹✳✶ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ✇✐❞t❤

❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡ ❧❡♥❣t❤✱ ❛ 3D ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✇✐❞t❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡
♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② s❝❛tt❡r❡❞ ♣❡r ✉♥✐t ❧❡♥❣t❤ t♦ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✜❡❧❞ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ s❝❛tt❡r❡❞
♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞♦♠❛✐♥
♦❢ ❛③✐♠✉t❤ ❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✇✐❞t❤ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ♠❡t❡rs ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣❬✽✺❪ ✿

Wsca =
4

k0

[

|b0|2 + 2

∞
∑

n=1

|bn|2
]

. ✭✹✳✷✽✮

❙❛♠❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞♦✉❜❧❡✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r✳

✹✳✸✳✹✳✷ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❣❛✐♥

❲❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❝②❧✐♥❞❡rs ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s✱ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❛ ♥❡❝❡ss✐t② t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ✉♥✐✈❡r✲
s❛❧ ♠❡tr✐❝ t❤❛t ✐s ✐rr❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s✐③❡✳ ❋♦r t❤✐s s❛❦❡✱ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝②
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✇✐❞t❤ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s✐③❡✭k0R✮ ♦❢
t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣❬✽✹❪ ✿

Qsca =
2

k0R

[

|b0|2 + 2

∞
∑

n=1

|bn|2
]
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❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❧♦♥❣ ❝②❧✐♥❞❡r ✶✵✾

❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❞♦✉❜❧❡✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s✐♠♣❧②
❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ R ❜② Rc t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r❡r✳

❙❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ❜② ❛ ❝♦❛t❡❞
❝②❧✐♥❞❡r ♦✈❡r t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❆ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥
❜❡ ❣✐✈❡♥ ❛s❬✽✾❪ ✿

Gsca =
Qsca

Q0
sca

✭✹✳✸✵✮

✇❤❡r❡ t❤❡ 0 s✉♣❡rs❝r✐♣t s②♠❜♦❧✐③❡s t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r❡❞ ❝❛s❡✳ ❚❤♦s❡ ♠❡tr✐❝s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢
✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦❞❡✳

✹✳✸✳✹✳✸ ❇❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣

■♥ ❘❆❉❆❘ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❢❛r✲✜❡❧❞ s❝❛tt❡r❡❞ q✉❛♥t✐t② ✐s t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ❛ r❡❝❡✐✈❡r
❛❝t✉❛❧❧② s❡♥s❡s✳ ■♥ t❤✐s ♣❛rt✱ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❢❛r✲✜❡❧❞ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛r❡ ❣✐✈❡♥✳

■♥ t❤❡ ❢❛r✲✜❡❧❞ r❡❣✐♦♥✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❤❡♥ kr ✐s ✈❡r② ❧❛r❣❡✱ t❤❡ ❍❛♥❦❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢
✜rst ❦✐♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡✐r ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❢♦r♠ ✿

H(1)
n (k0r) ∼ (

2

πk0r
)1/2eik0r−i(2n+1)π/4 ✭✹✳✸✶✮

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❛♥❞ ✐♥❝✐❞❡♥t ✜❡❧❞s ✐♥
t❤❡ t✇♦ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝❛s❡s ✭❚❊ ❛♥❞ ❚▼✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ❙❝❛tt❡r✐♥❣
▼❛tr✐① ❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣❬✽✹❪ ✿

(

E
‖s
z

E⊥s
z

)

= ei3π/4
√

2

πk0r
eik0r

(

T1 0
0 T2

)(

E‖0

E⊥0

)

✭✹✳✸✷✮

✇❤❡r❡

T1(Θ) =
∞
∑

n=−∞
bne

−inΘ = b0 + 2
∞
∑

n=1

bncos(nΘ) ✭✹✳✸✸✮

❛♥❞

T2(Θ) =

∞
∑

n=−∞
ane

−inΘ = a0 + 2

∞
∑

n=1

ancos(nΘ). ✭✹✳✸✹✮

❚❤❡ ❛♥❣❧❡ Θ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ π − φ ✇❤❡r❡ φ ✐s t❤❡ ❛③✐♠✉t❤ ❛♥❣❧❡ ❛s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✹✳
❆♥❞ t❤❡ ♥✉❧❧s ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ❛♣♣❡❛r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❜❡❛♠ ❤✐ts t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r
♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r❧②✱ t❤✉s✱ ♥♦ ❝r♦ss ♣♦❧❛r✐③❡❞ t❡r♠s r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤✐s s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❯s✐♥❣ t❤❡
s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ T1✱ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r
❢❛s❤✐♦♥ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r❡ ❝❛s❡ ❬✽✹❪✳ ❚❤❡r❡✬s ♥♦ ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②
❝❛♥ ❜❡ s✐♠✐❧❛r ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ s♣❤❡r❡ ❛♥❞ ❝②❧✐♥❞❡r ❝❛s❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛tt❡r ❜❡✐♥❣ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡
str✉❝t✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ✐s s✐♠✐❧❛r ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✐s ♥♦r♠❛❧ t♦
❝②❧✐♥❞❡r ❛①✐s✳ ❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✿

Qbacksca = (
2

k0R
|T (180◦)|)2. ✭✹✳✸✺✮



✶✶✵

❚❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇❤✐❝❤ ✇❡✐❣❤ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣
s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠♦❞❡s ✐♥ ❛❧❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❍❡r❡✱ ❜② r❡❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② t♦ t❤❡
s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐s♦❧❛t❡ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ❛
s✐♥❣❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✳ ❙✐♠✐❧❛r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
❣✐✈❡♥ ❢♦r t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲❧❛②❡r❡❞ ❝❛s❡ ✇✐t❤ s✉❜st✐t✉t✐♥❣ R ❜② Rc✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲❧❛②❡r❡❞ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦✈❡r t❤❛t ♦❢ t❤❡
s✐♥❣❧❡ ♦♥❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✿

Gbacksca =
Qbacksca

Q0
backsca

✭✹✳✸✻✮

✇❤❡r❡ t❤❡ 0 s✉♣❡rs❝r✐♣t s②♠❜♦❧✐③❡s t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r❡❞ ❝❛s❡✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ✇✐❞t❤
❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ✿

Wbacksca =
4

k0
(|T (180◦)|)2. ✭✹✳✸✼✮

❚❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❡tr✐❝s ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❢♦r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s ❛♥❞
❛❧s♦ t♦ r❡❧❛t❡ t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❡①t❡♥s✐✈❡❧②
✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠ ❜✉t r❛t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛r✲✜❡❧❞ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦♥❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ♦♥❡s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛♥❛❧②③❡❞✳ ■t ✐s t❤r♦✉❣❤
t❤❡s❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s t❤❛t ✇❡ ❛✐♠ t♦ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ♣r❡❞✐❝t ❛♥❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣
❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❜② ❛ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ♠♦❞❡❧ ❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❤✉♠❛♥ ❜❡✐♥❣✳

✹✳✹ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦❞❡

❇❡❢♦r❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛♥② r❡s✉❧ts✱ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦❞❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❡st❡❞ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡❞
✉s✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

✹✳✹✳✶ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r

■♥ t❤✐s ♣❛rt✱ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✐s ❡①❛♠✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦❞❡ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ s❛♠❡
r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❇♦❤r❡♥ ✐♥ ❤✐s ❜♦♦❦❬✽✹❪✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢
❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫr = 2.4 ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛♥ ✐♥❞❡① ♦❢ r❡❢r❛❝t✐♦♥ m = 1.55 ❛s
❣✐✈❡♥ ❜② ❇♦❤r❡♥✮ ✐s ♥♦r♠❛❧❧② ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ = 0.6328µm
✐♥ t❤❡ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♥♦♥✲❛❜s♦r❜✐♥❣ ❝②❧✐♥❞❡r ✐s s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ♠❡❞✐✉♠ ♦❢ ❢r❡❡
s♣❛❝❡✳

❇♦❤r❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇❤❛t ❤❡ ❤❛s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♣❡r ✉♥✐t ♣❛rt✐❝❧❡
✈♦❧✉♠❡✳ ■♥ ♦✉r ✇♦r❦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❜✉t r❛t❤❡r t❤❡
s❝❛tt❡r✐♥❣ ✇✐❞t❤✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ✉s❡❞ ❜② ❇♦❤r❡♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✇✐❞t❤
✭Wscat✮ ♣❡r ✉♥✐t ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❚❤✐s r❛t✐♦✱ ✐♥ cm−1✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✿

Wsca

S
=

4

k0(πR2)

[

|b0|2 + 2

∞
∑

n=1

|bn|2
]

✭✹✳✸✽✮



❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦❞❡ ✶✶✶

✇❤❡r❡ S ✐s t❤❡ tr❛✈❡rs❛❧ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❋✐❣✳ ✹✳✺ s❤♦✇s ❛ s❝❛♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♣❧♦t ❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✽✹❪✳ ❚❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❡tr✐❝ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r②✐♥❣ ❞✐❛♠❡t❡r
✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ♣❧♦t r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❧✐♠✐t✳

❯s✐♥❣ ♦✉r ❝♦❞❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣❧♦tt❡❞ t❤❡ r❛t✐♦ Wsca/S s✐♠✐❧❛r❧② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❋✐❣✳ ✹✳✻ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♦✉r ❝♦❞❡ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧
t♦ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❇♦❤r❡♥✳ ❆ ❝❧♦s❡ ❧♦♦❦ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❝✉r✈❡ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡
s❛♠❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❡❛❦s ♦❝❝✉r ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❞✐❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❡q✉❛❧ t♦ 0.5µm✳
❯s✐♥❣ t❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ✐t ✐s s❛❢❡ t♦ s❛② t❤❛t ♦✉r ❝♦❞❡ ❣❡♥❡r❛t❡s r❡s✉❧ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝②❧✐♥❞❡r✳

❚♦ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ♠♦r❡ ♦♥ t❤❡ ♣❧♦tt❡❞ ❝✉r✈❡✱ ❛ ❜r✐❡❢ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♦✛❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ♦❢
t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝✉r✈❡✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✿
✶✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② s♠❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧②
✈❡rs✉s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r✳
✷✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ r❡❣✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ❛s ❛ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ♠❛①✐♠❛✬s ❛♥❞ ♠✐♥✐♠❛✬s
♦✈❡r t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r✳ ❚❤♦s❡ ♠❛①✐♠❛✬s ❛♥❞ ♠✐♥✐♠❛✬s ❝❛♥ ❜❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ✐♥t❡r✲
♣r❡t❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❞❡str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠
❛♥❞ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ✇❛✈❡s ❜② t❤❡ s❝❛tt❡r❡r✳ ❚❤♦s❡ s♣❡❝✐✜❝ ♣♦s✐t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳
✸✳ ❚❤❡ r✐♣♣❧❡s t❤❛t ♦❝❝✉r ♦♥ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❧❡✈❡❧✱ t❤❛t r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♣❤❡♥♦✲
♠❡♥❛ t❤❛t ♦❝❝✉r ♦✈❡r t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❚❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦
t❤❡ ✧✈✐rt✉❛❧ ♠♦❞❡s✧ ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
❝♦❡✣❝✐❡♥t bn ❤✐ts ✐ts ♠✐♥✐♠❛✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐ss✉❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❬✽✹❪✳

✹✳✹✳✷ ❈❛s❡ ♦❢ ❛ ❞♦✉❜❧❡✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r

■♥ t❤✐s ♣❛rt✱ ❛ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦❞❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
❛ ❞♦✉❜❧❡✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t t♦
t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦✳ ❋♦r t❤✐s s❛❦❡✱ t❤❡ ✇♦r❦ ♦♥ ❝②❧✐♥❞❡r ❝❧♦❛❦s ✐♥ ❬✽✾❪ ✐s r❡✈✐s✐t❡❞ ❛♥❞
❡①❛♠✐♥❡❞✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✇❛s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝
❝②❧✐♥❞❡r ✉t✐❧✐③✐♥❣ ❛ ❝♦❛t ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ♠❡❞✐✉♠✳

■♥ t❤✐s ♣❛rt✱ s♦♠❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❆❧✉ ✇♦r❦ ❛r❡ r❡♣❧✐❝❛t❡❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❝♦❞❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦
❛♣♣❧② ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❞♦✉❜❧❡✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❚✇♦ st❛❣❡s ❛r❡ ❛tt❡♠♣t❡❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦❞❡✳ ■♥ t❤❡ ✜rst✱ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥❧② t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞✱ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞
❝♦❛t ✐s st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ✇✐t❤ ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

✹✳✹✳✷✳✶ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

❋♦r t❤❡ ✜rst st❛❣❡✱ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② s♠❛❧❧ ❝♦❛t❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ✭♦✉t❡r r❛❞✐✉s ✐s
s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✮ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✐s ♥♦r♠❛❧❧② ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ❜②
❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ✇❤♦s❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✭❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✮✳
❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✐s k0Rc = 0.1 ✇❤❡r❡ Rc = 1.1R✳ ■♥ t❤✐s ❡❧❡❝tr✐❝❛❧
r❡❣✐♠❡✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧② ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❝❧♦s❡❞
❧♦♦♣ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐✉s ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥♥❡r ❛♥❞ ♦✉t❡r





❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦❞❡ ✶✶✸

❝②❧✐♥❞❡rs ❬✽✾❪✳ ❯s✐♥❣ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦❛t s✐③❡ ❛♥❞ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②
t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❝♦r❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ❜❡✐♥❣ ✜①❡❞ t♦
ǫ = 3✱ ✐t ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ t❤❛t t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❞✉❝✐♥❣ s❤❡❧❧ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ǫrc ≈ −8.5✳

❋✐❣✳ ✹✳✼ s❤♦✇s t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❛t ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②
❢♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡s ❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆❧✉ ♣❛♣❡r✳ ❚❤✐s ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ❝♦♥❝❡r♥❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t✐❧t ♦❢ 90◦ ❢r♦♠ t❤❡ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r✳
❖❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ r❡❢❡rr❡❞ ❝✉r✈❡✱ ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞✱ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❞r♦♣s ❞r❛st✐❝❛❧❧② ❛t t❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞
♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ✭−8.5✮✳ ❯s✐♥❣ ♦✉r ❝♦❞❡✱ t❤❡ s❛♠❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✽
❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❆❧✉ ✇✐t❤ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❝❝✉r✐♥❣ ❛t
t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ǫrc ≈ −8.5✳

✹✳✹✳✷✳✷ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❚❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❛♣♣r♦✈❡ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧
❝♦❞❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❣♦✐♥❣ t♦ st♦♣ ❤❡r❡✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❧♦♥❣ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ ✜♥✐t❡ ❧❡♥❣t❤ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❧♦❣✐❝❛❧ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❦♥♦✇✐♥❣
t❤❛t ♦✉r ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✇♦r❦ ♦♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡rs ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❧❛t❡r ♦♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡
❝②❧✐♥❞❡r✳

❚❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r t❤❛t
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉t✐❧✐③✐♥❣ ❆♥s②s ❍❋❙❙ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ s♦❢t✇❛r❡✳ ■♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣✱
t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✐s ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥ ❛ r❛❞✐❛t✐♥❣ ❜♦① s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ♣❡r❢❡❝t❧② ♠❛t❝❤✐♥❣ ❧❛②❡rs t❤❛t
❛❜s♦r❜ t❤❡ ❢❛r✲✜❡❧❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❢♦✉r st❛❣❡s ✿
✶✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❝♦❛t❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐t ✐s
❝❤♦s❡♥ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② s♠❛❧❧ r❡❣✐♠❡ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② ❢❡✇ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ ♠♦❞❡s✱ t❤✉s✱
♠❛❦✐♥❣ ✐t ❡❛s✐❡r t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ ❝♦❛t t❤❛t ✐s ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥ ❝❛♥❝❡❧✐♥❣ ✐ts ♦✈❡r❛❧❧ s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❯s✐♥❣
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ✐t ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ t❤❛t ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ r❛❞✐✉s R = λ/8
❛♥❞ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫr = 3 ❝❛♥ ❤❛✈❡ ✐ts s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❞✉❝❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦❛t❡❞ ❜② ❛ s❤❡❧❧ ✇❤♦s❡
♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ✐s ǫrc = −13.55 ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦✉t❡r r❛❞✐✉s ✐s Rc = 1.1R❬✽✾❪✳
✷✳ ❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✐s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤♦s❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡
♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ st❛❣❡s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst✱ ❛ ✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ r❛❞✐✉s R = λ/8✱
❧❡♥❣t❤ L = λ = 10cm = 8R ❛♥❞ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫr = 3 ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②
f0 = 3 ●❍③✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞✱ t❤❡ s❛♠❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❣❡ts ❝♦❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s❤❡❧❧ t♦
r❡❞✉❝❡ ✐ts s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❚❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❝♦❛t ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❜❡❡♥ ♠♦❞❡❧❡❞
❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❉r✉❞❡ ♠♦❞❡❧ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ✐s ǫ = −13.55 ❛t f0✳
✸✳ ◆♦✇✱ t❤❡ ❢❛r✲✜❡❧❞ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ❝♦❛t❡❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞✳
■t ✐s t✐♠❡ t♦ ♣r♦❝❡ss t❤♦s❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ♠❛❦❡ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧
❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♦✈❡r❛❧❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✈❡rs✉s ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❞❡✜♥❡❞
❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❘❈❙ r❛t✐♦ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦❛t❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r t♦ t❤❛t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r
t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❘❈❙ ❛t ❛ s✐♥❣❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡
♦❜t❛✐♥❡❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜✐✲st❛t✐❝ ❘❈❙ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❛③✐♠✉t❤ r❛♥❣❡ ✭2π✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❣❛✐♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❉r✉❞❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧
✐♥✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r ♠♦❞❡❧ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❛t✳ ❋✐❣✳ ✹✳✾ ♣❧♦ts
t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♦✈❡r❛❧❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♦♥❡ ♦♥ ❛ ❧✐♥❡❛r s❝❛❧❡
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s✐♠✐❧❛r t♦ ✇❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✽✾❪✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞
❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥s ❝♦♠♣❧② ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❣❛✐♥ ❝✉r✈❡ s❤♦✇s ❛
s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❞❡s✐❣♥ ✸ ●❍③✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❝✉r✈❡ ♣r♦✜❧❡ ✐s s✐♠✐❧❛r
t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✐♥✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r✳
✹✳ ■♥ t❤❡ ✜♥❛❧ st❛❣❡✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❘❈❙ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✈❡rs✉s ❢r❡q✉❡♥❝② ❢♦r t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ❝♦❛t❡❞
❝②❧✐♥❞❡rs✳ ❚❤❡ ❘❈❙ ✈❛❧✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✈❛❧✉❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡
❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡✳ ❋✐❣✳ ✹✳✶✵ s❤♦✇s t❤❡ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘❈❙ ✈❡rs✉s
❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛❣❛✐♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❝♦❛t✐♥❣ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✇✐t❤ ❛ s❤❡❧❧
♦❢ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ✐♥❞❡❡❞ r❡❞✉❝❡❞ ✐ts
♦✈❡r❛❧❧ s❝❛tt❡r✐♥❣✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ ✕ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✶✵ ❝♠
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ ✕ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦t❛❧ ❘❈❙ ❢♦r t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ❝♦❛✲
t❡❞ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡rs ✭L = 10 ❝♠✮ ✈❡rs✉s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡ ❞❡s✐❣♥
❢r❡q✉❡♥❝② ✸ ●❍③

❋✐♥❛❧❧②✱ ❜② r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts t♦ t❤♦s❡
❢♦✉♥❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✐t ✐s s❛❢❡ t♦ s❛② t❤❛t ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦❞❡ ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡s ♦❢ s✐♥❣❧❡
❛♥❞ ❝♦❛t❡❞ ❝②❧✐♥❞❡rs✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡❧✐❡❞ ♦♥ ❢♦r ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❢✉rt❤❡r r❡s✉❧ts t❤❛t s❡r✈❡
t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s t♦ ❢♦❧❧♦✇ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳



◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ ❞♦✉❜❧❡✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ✶✶✼

✹✳✺ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ ❞♦✉❜❧❡✲
❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r

✹✳✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❢❡✇ ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❞❡❛❧t ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s r❡❧❛t✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣
❜② ❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✇♦r❦s ❛❝t✉❛❧❧② ❛r❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ♠♦❞❡✲
❧✐♥❣ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦r r❡♠♦t❡ s❡♥s✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ r❛♥❣❡ ♦❢
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ❛ tr❡❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ t♦ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❧♦ss② ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r❬✾✶❪✳ ■♥ t❤✐s
✇♦r❦✱ s♦♠❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ✇✐❞t❤ ✭Wsca✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ■♥
♦✉r ✇♦r❦✱ t❤❡ ❛✐♠ ✐s ♥♦t t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② s✐♥❣❧❡ ❝②❧✐♥❞❡rs ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✱
❤❡♥❝❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ✇✐❞t❤ ✐s ♥♦t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡✳ ❇✉t r❛t❤❡r✱ t❤❡
❛✐♠ ✐s t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❤♦✇ ❛ ❝♦❛t ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ♠✐❣❤t t❛✐❧♦r t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣
♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝②❧✐♥❞❡r✱ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t✲✇✐s❡✳ ❋♦r t❤✐s s❛❦❡✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts
✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❣❛✐♥ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✹✳

❘❡♠❛r❦❛❜❧②✱ ♥♦ ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ❜❡❢♦r❡ ♦♥ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛
❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❇✉t r❛t❤❡r✱ t❤❡ ✇♦r❦s t❛r❣❡t❡❞ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ ♦r r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛t✲
t❡r✐♥❣ ❜② ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❝②❧✐♥❞❡rs ❬✾✷❪✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ s✉❣❣❡st❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛s ❜❡❡♥ t❤❡ ✉s❡
♦❢ ❛ ❝♦❛t ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ♦r ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ♦r ❜♦t❤ t♦ t❛✐❧♦r t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❝②❧✐♥❞❡r❬✾✸❪✱ ❬✾✹❪✳ ❆❧s♦✱ t❤❡r❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
❜② ♠❡t❛♠❛t❡r✐❛❧ ❝②❧✐♥❞❡rs t♦ ❛ss❡ss ✐ts s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❬✾✺❪✱ ❬✾✻❪✳

❖♥ t❤❡ s❛♠❡ tr❛❝❦✱ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ♦✉r ✇♦r❦ ✐s ✐♥ ✉s✐♥❣ s✐♥❣❧❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②
♠❛t❡r✐❛❧s t♦ ❛ss❡ss t❤❡✐r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥✲
❞❡rs✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♣❧❛s♠♦♥✐❝ ❝❧♦❛❦✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❧r❡❛❞② ✉t✐❧✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛✐♠ t♦ r❡❞✉❝❡
♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r❬✾✼❪✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❛✐r✐♥❣ ❞♦✉❜❧❡
♣♦s✐t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦❛t t♦ ❝❛♥❝❡❧ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧②
s♠❛❧❧ ❝②❧✐♥❞❡r✳

❖✉r ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐s s♦♠❡❤♦✇ s✐♠✐❧❛r✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥
t❤❡ ♠❛♥♥❡r ✐t ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✇♦r❦ ✐♥ ❬✾✼❪✳ ❖✉r ✜♥❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦
❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ✭♥♦t ❛ s✐♥❣❧❡ ❝②❧✐♥❞❡r✮ ❛s ②♦✉✬❧❧
s❡❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s✐③❡ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ✐s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡r❛t❡ ▼✐❡ r❡❣✐♦♥
✭❝②❧✐♥❞❡r r❛❞✐✉s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t❤❛♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② s♠❛❧❧ ❝②❧✐♥❞❡r✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡ ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t♦r ✐♥
t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❆❞❞ t♦ t❤❛t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥ t✐ss✉❡
❧❛②❡rs ♣♦ss❡ss ❤✐❣❤ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❧♦ss❡s ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝
❡①❛♠♣❧❡s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✽✾❪✳

❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ st✉❞② ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s R = 0.5λ0✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❣❛✐♥ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❞❇✳ ❆
❣❛✐♥ ♦❢ ♥✉❧❧ ❞❇ ♠❡❛♥s t❤❡ ❝♦❛t ❤❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♥❡✐t❤❡r ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♥♦r r❡❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡
❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r✳ P♦s✐t✐✈❡ ❣❛✐♥ s✐❣♥✐✜❡s ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ✇❤✐❧❡
♥❡❣❛t✐✈❡ ❣❛✐♥ s✐❣♥✐✜❡s ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❞✉❝t✐♦♥✳

❚❤❡ st✉❞② ✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥ ❛ ♠❛♥♥❡r t❤❛t t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡ ❝②❧✐♥✲



✶✶✽

❞❡r ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡s✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②✱ ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡
st✉❞②✱ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ ♥♦ ❧♦ss❡s ❀ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ st✉❞②✱ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ ❤✐❣❤
♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❧♦ss❡s t♦♦✳ ❚❤✐s ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ✇✐❧❧ ❤❡❧♣ t❛❝❦❧❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
✐♥ ❛♥ ❡❛s✐❡r ♠❛♥♥❡r ❜❡❢♦r❡ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛
❤✉♠❛♥ ❝♦r❡✱ ✇❤❡r❡ ❛t t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② t❤❡ t✐ss✉❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ♦❢ ❤✐❣❤
♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ❛♥❞ ❧♦ss❡s✳ ❋✐❣✳ ✹✳✶✶ ❣✐✈❡s t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ♣❧❛♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ st✉❞②✳

❋r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞r❛✇ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥❝❧✉✲
s✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ ❝②❧✐♥❞❡r ✉s✐♥❣ s✐♥❣❧❡ ♥❡❣❛t✐✈❡
❝♦❛ts ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❞♦✉❜❧❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦❛ts✳ ❆♥❞ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡ ❧❛②❡rs ❛r❡
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♠❡❞✐❛ ♦❢ ❤✐❣❤ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ❛♥❞ ❧♦ss❡s✱ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡
s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢ s✐♥❣❧❡✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ s✉❝❤ ❝♦♠♣❧❡① ♠❡❞✐✉♠ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛ ❣❧✐♠♣s❡ ❛❜♦✉t t❤❡
♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦❛t ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ❀s✐③❡ ♣r♦✜❧❡ t❤❛t ♠✐❣❤t ♦♣t✐♠❛❧❧② ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣
❜② ❛ ❝②❧✐♥❞❡r ♠♦❞❡❧ ❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡✳

✹✳✺✳✷ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛ ❝♦r❡ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ ❧♦ss❧❡ss ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ ❧♦✇
♣❡r♠✐tt✐✈✐t②

✹✳✺✳✷✳✶ ❇❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❝②❧✐♥❞❡r

❆s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ♣❛rt ✹✳✸✳✹✱ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✿

Qbacksca = (
2

k0R
|T (180◦)|)2. ✭✹✳✸✾✮

❋✐❣✳ ✹✳✶✷ ♣❧♦ts t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ❢♦r ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ✈❛❧✉❡s ǫr = 3, 5 ❛♥❞ 10
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✭a = R/λ0✮✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s s❤♦✇ t❤❛t
t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ♣❡❛❦s ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② s♠❛❧❧ r❡❣✐♠❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②✳ ❚❤❡ ♣r♦✜❧❡ ✐s ♦❢ r✐♣♣❧❡ ♥❛t✉r❡✳ ❚❤✐s r✐♣♣❧✐♥❣
❜❡❤❛✈✐♦r ❣❡ts ♠♦r❡ ✐♥t❡♥s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡
❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r s✐③❡ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② ❧❛r❣❡
r❡❣✐♦♥✳

✹✳✺✳✷✳✷ ❇❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ❝♦❛t❡❞ ❝②❧✐♥❞❡rs

❈♦❛t ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ✿ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❡rs✉s ♥❡❣❛t✐✈❡ ǫrc ■♥ t❤✐s ♣❛rt✱ t❤❡ ❝♦r❡ ❝②❧✐♥❞❡r
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐s ♦❢ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫr = 3 ❛♥❞ s✐③❡ a = 0.5✳ ❚❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡
❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ❝②❧✐♥❞❡r ✉s✐♥❣ ❝♦❛ts ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ǫrc ✐s st✉❞✐❡❞✳ ❇❡❢♦r❡✱
❛s ❛ r❡♠✐♥❞❡r✱ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ♣❛rt ✹✳✸✳✹ ❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✿

Gbacksca =
Qbacksca

Q0
backsca

✭✹✳✹✵✮

✇❤❡r❡ Qbacksca ✐s t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❝♦❛t❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ❛♥❞ Q0
backsca ✐s

t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❋✐❣✳ ✹✳✶✸ ♣❧♦ts t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣
❣❛✐♥ ✈❡rs✉s ac ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡
❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✉s✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s ♦❢ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ❛s ❧♦✇ ❛s ǫrc = 2✳ ❍♦✇❡✈❡r✱





✶✷✵

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷ ✕ ❇❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ✭✐♥ ❞❇✮ ❢♦r ❝②❧✐♥❞❡rs ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②
✈❛❧✉❡s ǫr = 3, 5 ❛♥❞ 10 ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐✉s s✐③❡ a

✇❤❛t✬s ✐♥t❡♥❞❡❞ ✐s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s ❢❡❛t ✉s✐♥❣ t❤✐♥ ❝♦❛ts✱ ❛♥❞ t❤✐s ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞
✉s✐♥❣ ❝♦❛ts ♦❢ ❤✐❣❤❡r ǫrc✳ ❯❙✐♥❣ ❛ ❝♦❛t ♦❢ ǫrc = 20✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ✻✳✼ ❞❇ ❣❛✐♥ ❢♦r
❛ ❝♦❛t ♦❢ t❤✐❝❦♥❡ss (0.505 − 0.5)λ0 = 0.005λ0✳ ❙✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ♥❡❣❛t✐✈❡
❝♦❛ts✳ ❋✐❣✳ ✹✳✶✹ ♣❧♦ts t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ✈❡rs✉s ❝♦❛t r❛❞✐✉s ac ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢
♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t ❛ ❣❛✐♥ ♦❢ ✻✳✻ ❞❇ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦❛t ♦❢
ǫrc = −20 ❛♥❞ t❤✐❝❦♥❡ss (0.51 − 0.5)λ0 = 0.01λ0✳ ❚❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦❛ts ✐s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦❛ts ♣r♦✜❧❡s ❛r❡
s♠♦♦t❤❡r ❛♥❞ st❡❛❞✐❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r✳

❚❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ♣r♦✜❧❡s ❛❝t✉❛❧❧② s❤♦✇ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s t♦ t❤❡ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ❜❛❝❦s❝❛t✲
t❡r✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❝②❧✐♥❞❡rs ❤❛✈✐♥❣ s❛♠❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ✈❛❧✉❡s ✭ǫr✮ ❛s t❤♦s❡
♦❢ t❤❡ ❝♦❛t✳ ❋✐❣✳ ✹✳✶✺ ♣❧♦ts t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝✉r✈❡s ✈❡rs✉s t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r s✐③❡ a✳

❯s✐♥❣ ❋✐❣✳ ✹✳✶✺ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✹✳✶✹✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ♣r♦✜❧❡s ❢♦r
♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ❝❛s❡ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✱ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♣❡❛❦ ❛♥❞ t❤❡♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s♠♦♦t❤❧②
❛s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ♦r ❝♦❛t ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ✈❛❧✉❡✳ ❆s t❤❡ ❝♦❛t ♥❡❣❛t✐✈✐t② ❞❡❝r❡❛s❡s✱ ✐t s❡❡♠s t♦ ❣❡t r❡❧❛①❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ❝♦❛t t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❆❧s♦✱ ✐t ✐s ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ t❤❛t ❢♦r ❝♦❛ts ♦❢ ǫrc = −5,−10 ❛♥❞ −20✱ ♥❡❛r❧②
✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣❡❛❦ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳

❈♦♥t♦✉r ♣❧♦t ❆s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛rt✱ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛t✲
t❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦❛t ♣r♦✜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s✐③❡s ❛♥❞ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ✈❛❧✉❡s
r❛♥❣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ 0.5 > ac > 0.7 ❛♥❞ −20 > ǫrc > 20 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♣❧♦t s❤♦✇s t❤❡
r❡❣✐♦♥s ✉♣♦♥ ✇❤✐❝❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ r❡❞❞✐s❤ ❝♦❧♦r✳

❆ ❣❛✐♥ ♦❢ ✸ ❞❇ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s❤❡❧❧ ❛s t❤✐♥ ❛s (0.505− 0.5)λ0 = 0.005λ0 ❢♦r
❛ ❝♦❛t ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫrc = −20✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❡♥❞✱ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦❛t ♦❢ t❤✐❝❦♥❡ss
0.002λ0 ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✸ ❞❇ ❣❛✐♥ ❛t ǫrc = 20✳



◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ ❞♦✉❜❧❡✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ✶✷✶
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸ ✕ ❇❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ✭✐♥ ❞❇✮ ♦❢ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫr = 3 ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧
s✐③❡ a = 0.5 ✈❡rs✉s ❝♦❛t r❛❞✐✉s ac ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ǫrc = 0.5, 2, 5, 10 ❛♥❞ 20

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹ ✕ ❇❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ✭✐♥ ❞❇✮ ♦❢ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫr = 3 ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧
s✐③❡ a = 0.5 ✈❡rs✉s ❝♦❛t r❛❞✐✉s ac ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ǫrc = −0.5,−2,−5,−10 ❛♥❞ −20



✶✷✷

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺ ✕ ❇❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ✭✐♥ ❞❇✮ ❢♦r ❝②❧✐♥❞❡rs ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②
✈❛❧✉❡s ǫr = −0.5,−2,−5,−10 ❛♥❞ −20 ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐✉s s✐③❡ a

❲❤❛t✬s ❜❡tt❡r ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛rt ✐s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s✉❝❤ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ s✐③❡ ❀ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ❝♦❛t ♣r♦✜❧❡s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s r❡s♣❡❝t❛❜❧❡
t♦❧❡r❛♥❝❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ s②♥t❤❡s✐s ❛♥❞ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❜♦t❤ s✐③❡ ❛♥❞ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②
s❡♥s❡s✳

✹✳✺✳✸ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛ ❝♦r❡ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ ❧♦ss② ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ ❧♦✇
♣❡r♠✐tt✐✈✐t②

✹✳✺✳✸✳✶ ❇❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❝②❧✐♥❞❡r

■♥ t❤✐s ♣❛rt✱ ❧♦ss❡s ❛r❡ ❜r♦✉❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡✳ ❋✐❣✳ ✹✳✶✼ s❤♦✇s t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣
❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❛ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ✈❛❧✉❡s ✿ ǫr = 3✱ ǫr = 3 + 0.1i ❛♥❞ ǫr = 3 + i✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♣❡❛❦ ♦❝❝✉r ❛t t❤❡ s❛♠❡ a ≈ 0.1✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤✐s
♣❡❛❦ ❞❡❝r❡❛s❡s ✉♣♦♥ ❛❞❞✐♥❣ ❧♦ss❡s ✇✐t❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② −2 ❞❇ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
ǫr = 3 + i✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝✉r✈❡ ♣r♦✜❧❡✱ t❤❡ r✐♣♣❧❡s ♠❛①✐♠✉♠s ❢♦r ❛❧❧ t❤r❡❡ ❝❛s❡s ♦❝❝✉r
❛t s✐♠✐❧❛r ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ r✐♣♣❧❡s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ❛t 0.15λ0 ✇✐t❤ ±0.01λ0
s❤✐❢t ♦✈❡r t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s✐③❡✳ ❚❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❧✐♠✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❛t ♦❢
❛ ❧♦ss❧❡ss ♠❛t❡r✐❛❧ ❛❝t✉❛❧❧② s❡❡♠s t♦ ❞✐✈❡r❣❡ ❢r♦♠ t❤♦s❡ ♦❢ ❧♦ss② ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ǫr = 3 + i✱ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝✉r✈❡ ❣❡ts ❣r❛❞✉❛❧❧② ❞❛♠♣❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❧♦s❡s ✐ts
r✐♣♣❧✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛t a ≈ 1✳

✹✳✺✳✸✳✷ ❇❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ❢♦r ❛ ❝♦❛t❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r

■♥ t❤✐s ♣❛rt✱ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s✐③❡ ✐s ✜①❡❞ t♦ a = 0.5✳ ❋✐❣✳ ✹✳✶✽ s❤♦✇s t❤❡
❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ❝♦♥t♦✉r ♣❧♦t ✈❡rs✉s t❤❡ ❝♦❛t ♣r♦✜❧❡✱ ac; ǫrc✱ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡
❝♦r❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ✐s ǫr = 3 + 0.1i✳ ❚❤❡ ♣❧♦t s❤♦✇s s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ❢♦r t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r



◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ ❞♦✉❜❧❡✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ✶✷✸

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻ ✕ ❈♦♥t♦✉r ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ✭✐♥ ❞❇✮ ♦❢ ❛ ❞♦✉❜❧❡✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥✲
❞❡r ♦❢ ❛ ❝♦r❡ ♣r♦✜❧❡✭ǫr = 3, a = 0.5✮ ✈❡rs✉s t❤❡ ♦✉t❡r ❝♦❛t r❛❞✐✉s ac ❛♥❞ ❝♦❛t ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②
ǫrc

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼ ✕ ❇❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ✭✐♥ ❞❇✮ ❢♦r ❧♦ss② ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡rs ♦❢ ♣❡r♠✐t✲
t✐✈✐t② ✈❛❧✉❡s ǫr = 3 + 0.1i ❛♥❞ ǫr = 3 + i ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐✉s s✐③❡ a



✶✷✹

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽ ✕ ❈♦♥t♦✉r ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ✭✐♥ ❞❇✮ ♦❢ ❛ ❞♦✉❜❧❡✲❧❛②❡r❡❞ ❝②✲
❧✐♥❞❡r ♦❢ ❛ ❝♦r❡ ♣r♦✜❧❡✭ǫr = 3 + 0.1i, a = 0.5✮ ✈❡rs✉s t❤❡ ♦✉t❡r ❝♦❛t r❛❞✐✉s ac ❛♥❞ ❝♦❛t
♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫrc

t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ǫr = 3✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t♦ s❡❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ❣❛✐♥ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r ✇✐❞❡r
r❡❣✐♦♥s ♦❢ ǫrc < 0✳

◆♦✇✱ t❤❡ ❝♦r❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❧♦ss❡s ❛r❡ ✐♥t❡♥s✐✜❡❞ s✉❝❤ t❤❛t ǫr = 3+ i✳ ❋✐❣✳ ✹✳✶✾ s❤♦✇s t❤❡
❝♦♥t♦✉r ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥✳ ❚✇♦ ♠❛✐♥ t❤✐♥❣s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s t❤❛t
t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❣❛✐♥ ❧❡✈❡❧ ✐s ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ǫr = 3✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤❡
♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐s t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ♥❡❛r❧②
✉s✐♥❣ ❛♥② ❝♦❛t ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②✳

✹✳✺✳✹ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛ ❝♦r❡ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ ❤✐❣❤❧② ❧♦ss② ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞
❤✐❣❤ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②

✹✳✺✳✹✳✶ ❇❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❝②❧✐♥❞❡r

■♥ t❤❡ ♣❛rt✱ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢ ❛ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫr = 15 + 5i ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞✳ ❚❤✐s
♠❡❞✐✉♠ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♦✉t❡r ❤✉♠❛♥ s❦✐♥✲❢❛t ❧❛②❡r ❛t ✽✼✵
▼❤③✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❤❡r❡ ♠✐❣❤t ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t ❤♦✇ t❤✐♥❣s
✇✐❧❧ ❣♦ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❛❧ ❤✉♠❛♥ ♠♦❞❡❧✳

❇✉t ❜❡❢♦r❡ r✉s❤✐♥❣ ✐♥t♦ t❤✐s ❝♦♠♣❧❡① ♣❡r♠tt✐✈✐t②✱ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧♦ss❧❡ss ♠❡❞✐❛ ǫr = 15
✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❋✐❣✳ ✹✳✷✵ s❤♦✇s t❤❡ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝②✳
❙✐♠✐❧❛r ♣r♦✜❧❡ t♦ t❤♦s❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✷ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ♣❡❛❦ ❣❛✐♥ t✉r♥s t♦ ❜❡ ✶✼✳✺ ❞❇ ❛t
a = 0.04✳

❋✐❣✳ ✹✳✷✶ s❤♦✇s t❤❡ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ǫr = 15 + 5i✳
❋r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛rts✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❡❛s✐❧② ♣r❡❞✐❝t❡❞ t❤✐s ❝✉r✈❡ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤ ♣❡❛❦
✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② s♠❛❧❧ r❡❣✐♠❡ ❛♥❞ ❛ ❞r❛st✐❝ ❞❛♠♣❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ❞✉❡ t♦ ❤✐❣❤ ❧♦ss❡s✳



◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ ❞♦✉❜❧❡✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ✶✷✺

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾ ✕ ❈♦♥t♦✉r ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ✭✐♥ ❞❇✮ ♦❢ ❛ ❞♦✉❜❧❡✲❧❛②❡r❡❞ ❝②✲
❧✐♥❞❡r ♦❢ ❛ ❝♦r❡ ♣r♦✜❧❡✭ǫr = 3 + i, a = 0.5✮ ✈❡rs✉s t❤❡ ♦✉t❡r ❝♦❛t r❛❞✐✉s ac ❛♥❞ ❝♦❛t
♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫrc

❚❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ 14.6 ❞❇ ♦❝❝✉rs ❛t r❛❞✐✉s a = 0.035✳ ❋♦r t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r s✐③❡ a = 0.5✱ t❤❡
❡✣❝✐❡♥❝② ❞r♦♣s t♦ −4.35 ❞❇✳

✹✳✺✳✹✳✷ ❇❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❛t❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r

■♥ t❤✐s ♣❛rt✱ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❝♦♥t♦✉r ❣r❛♣❤ ❢♦r t❤❡
❝❛s❡s ♦❢ ǫr = 15 ❛♥❞ ǫr = 15 + 5i✳

❋✐❣✳ ✹✳✷✷ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ǫr = 15✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤✐s ♣❧♦t ✇✐t❤ t❤❛t
♦❢ ǫr = 3 s❤♦✇s ♠❛❥♦r ♣r♦✜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②✱ ✐t ❜❡✲
❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r
♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦❛ts✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❧♦✇
♣♦s✐t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ✈❛❧✉❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ❛♥❞ t❤✐❝❦♥❡ss s✐③❡
r❛♥❣❡s ❛r❡ ✈❡r② t❤✐♥✳ ❆❧s♦✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ✉s✐♥❣
♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦❛ts ❢♦r ǫrc ≈> −11.5✳ ◆❡❣❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❢♦r t❤✐♥ ❝♦❛ts✳

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❧♦ss② ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫr = 15+5i ✐s ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦s✲
❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦❛t❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✸ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦❛t ♣r♦✜❧❡ ✭ac, ǫrc✮✳ ❙❡✈❡r❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t❡❞ ✿
✶✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ♣❧♦ts ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡s ♦❢ ❧♦ss② ♠❡❞✐❛ ǫr = 3+0.1i ❛♥❞ ǫr = 3+i✱
t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ♣❧♦t s❤♦✇s ❤❡r❡ t❤❛t ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ❝♦❛ts ✇❤❛ts♦❡✈❡r t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ✐s✳
✷✳ ❯s✐♥❣ ❝♦❛ts ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②✱ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✱
✇✐t❤ ❧❡ss ✐♥t❡♥s✐t② t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ǫr = 3 + i✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❛t ❧❡❛st ✸ ❞❇ ❣❛✐♥✱ t❤❡r❡✬s
❛ ♥❡❡❞ t♦ ✉s❡ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ♦❢ ǫrc < −7✳ ■♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ♣❧♦tt❡❞✱ t❤❡ t❤✐♥♥❡st



✶✷✻

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✵ ✕ ❇❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ✭✐♥ ❞❇✮ ❢♦r ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②
✈❛❧✉❡ ǫr = 15 ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐✉s s✐③❡ a

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶ ✕ ❇❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ✭✐♥ ❞❇✮ ❢♦r ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②
✈❛❧✉❡ ǫr = 15 + 5i ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐✉s s✐③❡ a



◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ ❞♦✉❜❧❡✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ✶✷✼

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✷ ✕ ❈♦♥t♦✉r ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ✭✐♥ ❞❇✮ ♦❢ ❛ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ ♣r♦✜❧❡
✭ǫr = 15, a = 0.5✮ ✈❡rs✉s t❤❡ ❝♦❛t ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫc ❛♥❞ ♦✉t❡r r❛❞✐✉s ac

❝♦❛t t❤❛t r❡s✉❧ts ✐♥ ✸ ❞❇ ❣❛✐♥ ✐s (0.534− 0.5)λ0 = 0.034λ0 ✉s✐♥❣ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫrc = −20✳

❋♦r ♠♦r❡ ✐♥s✐❣❤t✱ ❋✐❣✳ ✹✳✷✹ ♣❧♦ts t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ❢♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②
✈❛❧✉❡s r❛♥❣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ −40 ❛♥❞ −20✳ ❚❤❡ ❝♦♥t♦✉r ♣❧♦t s❤♦✇s t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
♦❜t❛✐♥ ✸ ❞❇ ❣❛✐♥ ✉s✐♥❣ t❤✐♥♥❡r ❝♦❛ts✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♥♦t ♠✉❝❤ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥
t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ❧❡✈❡❧ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ✉s✐♥❣ ❝♦❛ts ♦❢ r❡❛❧❧② ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤
✈❛❧✉❡s✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ✇❤❡♥ ac × ǫrc ♣r♦❞✉❝t ✐s ❧❛r❣❡✳

✹✳✺✳✺ ❙✉♠♠❛r②

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ st✉❞② ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡♥✲
❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ ❝②❧✐♥❞❡rs ♦❢ ❧♦ss❧❡ss ❛♥❞ ❧♦ss② ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❡❞✐❛ ✉s✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡
❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦❛ts✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✇❛s t♦ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r❡❛❧
♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❧♦ss❡s s♦ t❤❛t ♠❛❦❡ ✐♥s✐❣❤t❢✉❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♠❛♥♥❡r t❤❡ ❝♦❛ts
✐♠♣❛❝t t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❍❡r❡ ❛r❡ t❤❡ t✇♦ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✿
✶✳ ❚❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❣❡♦♠❡tr② ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❛t ♦❢ ❛ s❧❛❜✳ ❆ s❧❛❜ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②
✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♠✐s♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❧❛❜ ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞
❢r❡❡ s♣❛❝❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❝②❧✐♥❞❡r✱ t❤✐♥❣s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❆ ❝♦❛t ♦❢ ❧♦✇ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ❝❛♥
❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ❤✐❣❤ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ❝♦❛t t❤✐❝❦✲
♥❡ss✳ ❙✐♠✐❧❛r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞r❛✇♥ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦❛ts✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t r❡q✉✐r❡s
❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❝♦❛t ♣r♦✜❧❡ ✭ac, ǫrc✮ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ ❝②❧✐♥❞❡r✳
✷✳ ❋♦r ❧♦ss❧❡ss ♠❡❞✐❛ ♦❢ ❤✐❣❤ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ✈❛❧✉❡s✱ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ♦❢ ❛ ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦ t♦
♦❜t❛✐♥ ❛ t❤✐♥ ❝♦❛t ♣r♦✜❧❡ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❚❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣r♦✜❧❡s t♦
❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ✐s ✈❡r② ♥❛rr♦✇ ❢♦r ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦❛ts✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❜❛❝❦s❝❛t✲



✶✷✽

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✸ ✕ ❈♦♥t♦✉r ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ✭✐♥ ❞❇✮ ♦❢ ❛ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ ♣r♦✜❧❡
✭ǫr = 15 + 5i, a = 0.5✮ ✈❡rs✉s t❤❡ ❝♦❛t ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫc ❛♥❞ ♦✉t❡r r❛❞✐✉s ac

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✹ ✕ ❊①t❡♥❞❡❞ ❝♦♥t♦✉r ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ✭✐♥ ❞❇✮ ♦❢ ❛ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢
♣r♦✜❧❡ ✭ǫr = 15 + 5i, a = 0.5✮ ❢♦r ❝♦❛t ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② −40 < ǫc < −20 ❛♥❞ ♦✉t❡r r❛❞✐✉s ac



❇❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❧♦ss② ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r ❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡ ✶✷✾

t❡r✐♥❣ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ♦♥❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡ t❤✐♥ ❝♦❛t ♣r♦✜❧❡s t❤❛t r❡q✉✐r❡
❤✐❣❤❧② ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✳
✸✳ ❚❤❡ t❛❦❡❛✇❛② ♠❡ss❛❣❡ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❛ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ ❤✐❣❤❧② ❧♦ss② ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞
❤✐❣❤ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ✈❛❧✉❡ r❡q✉✐r❡s ❛ ❝♦❛t ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ ✐ts ❜❛❝❦s❝❛tt❡✲
r✐♥❣✳ ❚❤✐s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❝♦❛ts ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡
❝♦❛ts s❡❡♠ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝②❧✐♥❞❡r✬s ❧♦ss② ♠❡❞✐❛ ✳

✹✳✻ ❇❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❧♦ss② ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥✲
❞❡r ❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡

✹✳✻✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✷✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞
❢♦r ❧♦ss❧❡ss ❛♥❞ ❧♦ss② ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❡❞✐❛✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✺ ✇❛s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡
t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ ❛ ❧♦ss② ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r ❜② ❛ ❝♦❛t ♦❢ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❡❞✐✉♠✳
P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ♣❛rt ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞
❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦r❡ ❝②❧✐♥❞❡r ♣♦ss❡ss❡s r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ♣❛rts ♦❢
❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ❛❝t✉❛❧❧② s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜✉✐❧❞✲✉♣ ♦❢ ♦✉r ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦❜❧❡♠
❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❜② ❛ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❧♦ss② ❞✐❡❧❡❝tr✐❝
❝②❧✐♥❞❡r ❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡ ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞
t♦ ❜❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② ♠♦❞❡r❛t❡✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ♦❢ ♦r❞❡r ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ t✐ss✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✽✼✵ ▼❍③ ❜❛s❡❞
♦♥ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♠♦❞❡❧s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡❬✾✽❪✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ t✐ss✉❡s ❛r❡ ♦❢ ❞✐s✲
♣❡rs✐✈❡ ♥❛t✉r❡ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t ✷✹ ●❍③ ✭❢r❡q✉❡♥❝② ✉♣♦♥
✇❤✐❝❤ ❛♥ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ r❛❞❛r ♦♣❡r❛t❡s✮✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❜❡❤✐♥❞ ♥♦t ♣✉s❤✐♥❣ t♦✇❛r❞s ❤✐❣❤❡r ❢r❡✲
q✉❡♥❝✐❡s ✐s ❞✉❡ t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❡♥❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②
❛s ✐ts ❛r❣✉♠❡♥t ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❘❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r✱
t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡✱ ✐❢ ✐t ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ t❤❡♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ✐t s❤♦✉❧❞
❛❧s♦ ❜❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳

✹✳✻✳✷ ❍✉♠❛♥ ❝♦r❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥

❚❤❡r❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❡✈❡r❛❧ ❞✐st✐♥❝t ❛tt❡♠♣ts t♦ ♠♦❞❡❧ ❛ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ✜❡❧❞s
❛s t❤❡ st✉❞② ♦♥ t❤❡ ❤✉♠❛♥ t❤❡r♠❛❧ r❡s♣♦♥s❡❬✾✾❪✱ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣❬✶✵✵❪ ❛♥❞ ❜♦❞② ❛r❡❛
♥❡t✇♦r❦ ✭❇❆◆✮❬✶✵✶❪✱ ❬✶✵✷❪✳

❚❤❡ ❤✉♠❛♥ ❜♦❞② ✐s ✉s✉❛❧❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥ s✐♠♣❧❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠s ❛s s♣❤❡r❡s ❛♥❞ ❝②❧✐♥❞❡rs
t♦ ❡♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ♣❛rts ❛s ❤❡❛❞✱ t♦rs♦✱ ❛r♠s ❛♥❞ ❧❡❣s✳ ■♥ ♦♥❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ st✉❞② ♦♥ t❤❡
t❤❡r♠❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❜♦❞② ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ t❤❡ ❤✉♠❛♥ t♦rs♦ ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞
❛s ❛ ♠✉❧t✐❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t✐ss✉❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
t❤❡r♠❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s❬✾✾❪✳

❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✐♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝s ✜❡❧❞✱ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ st✉❞✐❡s ❛r❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❜♦❞② ♣❛rts ✿
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✺ ✕ ●❡♦♠❡tr② ♦❢ ❛ ❢♦✉r✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡ ♥♦r♠❛❧❧②
✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ❜② ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ✇❤♦s❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❛❧✐❣♥❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛①✐s ❝②❧✐♥❞❡r

✶✳ ❍✉♠❛♥ ❤❡❛❞ ❡①♣♦s✉r❡ t♦ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❜② ❝❡❧❧✲♣❤♦♥❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②
t❤❡ ❙♣❡❝✐✜❝ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❘❛t❡ ✭❙❆❘✮✳
✷✳ ❲❡❛r❛❜❧❡ ❛♥t❡♥♥❛s ✿ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♠✐s♠❛t❝❤ ✭♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❤✉♠❛♥
❜♦❞②✮ ♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛✳
✸✳ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❤✉♠❛♥ ❜♦❞② ✿ t✉♠♦rs ❞✐❛❣♥♦s✐s ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
t❤❡ t✐ss✉❡s✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❤✉♠❛♥ ❤❡❛❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ s♣❤❡r❡ ❝♦♠♣r✐s✐♥❣ t❤❡
t✐ss✉❡s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❤❡❛❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ❞❛②s✱ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧s ❛s ❬✽✵❪ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s♣❡❝✐✲
✜❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ s♦❢t✇❛r❡s t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❜② t❤❡ ❝♦st✉♠❡rs✱ ♠❛❦✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣
❢✉❧❧ ✇❛✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❡♠♣t✐♥❣ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❧❡ss ❛tt❡♥t✐♦♥
✐s ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ st✉❞② ♦♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❜♦❞②✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦ ❤❡r❡✱ ❢❡✇ ✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥
♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡ ♦r t♦rs♦✳ ❙✉❝❤ ✐♥t❡r❡st ❝❛♥ ❜❡ ♠❛✐♥❧② ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢
✇❡❛r❛❜❧❡ ❛♥t❡♥♥❛s❬✶✵✸❪✳ ■♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦s❬✶✵✶❪✱ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛
♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❝②❧✐♥❞❡r ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ♦r❣❛♥s✱ ❜♦♥❡✱ ♠✉s❝❧❡✱ ❛♥❞ s❦✐♥✲❢❛t
❧❛②❡rs✳ ❚❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ t✐ss✉❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t✐ss✉❡ ❧✐❜r❛r② ❝r❡❛t❡❞
❜② ❈✳ ●❛❜r✐❡❧ ❡t ❛❧✳ ❋✉❧❧ ✇❛✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ st✉❞② t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✭♠❛t❝❤✐♥❣✱ r❛❞✐❛t✐♦♥✮ ✇❤❡♥ ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ t❤❡ s❦✐♥ ❧❛②❡r ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦①✐♠✐t②
♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠❡❞✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❜♦❞②✳



❇❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❧♦ss② ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r ❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡ ✶✸✶

■♥ ♦✉r ✇♦r❦✱ ✇❡ t❛❦❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ♣❛t❤✳ ❚❤❡ ❤✉♠❛♥ t♦rs♦ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❤❡r❡ ❛s ❛ ❝✐r❝✉❧❛r
♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r r❛t❤❡r t❤❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ st✉❞②✳ ❆ s❝❤❡♠❡
❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✺✳ ❆t t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✭870MHz)✱
t❤❡ ❧❛②❡rs s✐③❡s ❛♥❞ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✿
✶✳ R1 = 13.6cm ≈ 0.39λ0, ǫ

r
1 = 52.1 + 18.8i

✷✳ R2 = 14.2cm ≈ 0.41λ0, ǫ
r
2 = 20.8 + 6.82i

✸✳ R3 = 15.5cm ≈ 0.45λ0, ǫ
r
3 = 55.1 + 19.2i

✹✳ R4 = 16.75cm ≈ 0.49λ0, ǫ
r
4 = 14.5 + 5.16i✳

✹✳✻✳✸ ❆ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❧♦ss② ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r ♠♦❞❡❧

■♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✱ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ s✐♥❣❧❡
❛♥❞ ❝♦❛t❡❞ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❝♦❛t❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ❝❛♥ ❜❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧② ❡①t❡♥✲
❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ str❛t✐✜❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❜② ❑❡r❦❡r ✐♥ ❤✐s
❜♦♦❦❬✶✵✹❪✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❤✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦❞❡ t♦ ♦❜t❛✐♥
t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r ❛ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛②❡rs ❛♥❞
❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ s✐♠✐❧❛r❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❡①♣❛♥❞✐♥❣ t❤❡
✜❡❧❞s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥
t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s s❡♣❛r❛t✐♥❣ ❡❛❝❤ t✇♦ ❧❛②❡rs✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s t❤❡♥ s♦❧✈❡❞
t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛s t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳
❚❤❡ ♠❡tr✐❝s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ❛r❡ ❛❧❧ t❤❡ s❛♠❡ ❤❡r❡ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞
❝②❧✐♥❞❡r✳

✹✳✻✳✹ ❙t✉❞② ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ❝♦❛t ♣r♦✜❧❡ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣

✹✳✻✳✹✳✶ ❈♦❛t ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ✿ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ǫrc

❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② st❛t❡❞✱ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ❤❛s ❛♥ ♦✉t❡r r❛❞✐✉s ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
0.49λ0✳ ❚❤❡ ❧❛②❡rs ♠❛t❡r✐❛❧s ❝♦♠♣❧❡① ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❢♦r ❢r❡q✉❡♥❝②
870 ▼❍③✳ ❍❡♥❝❡✱ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✱ a = R

λ0
❛♥❞ ac = Rc

λ0
✇❤❡r❡ λ0 ✐s t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❛t

❢r❡q✉❡♥❝② 870 ▼❍③✳
❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ♦❢ ❛ ❝♦❛t❡❞ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ❡♠✉✲

❧❛t✐♥❣ ❛ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❋✐❣✳ ✹✳✷✻ ♣❧♦ts t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ✈❡rs✉s ac ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ✐t r❡q✉✐r❡s ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤
♣♦s✐t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t✳ ❆ ❣❛✐♥ ♦❢
✷✳✹✼ ❞❇ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦❛t ♦❢ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫrc = 50 ❛♥❞ t❤✐❝❦♥❡ss 0.02λ0 ≈ 0.7cm✳

❋✐❣✳ ✹✳✷✼ ♣❧♦ts t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ✈❡rs✉s ❝♦❛t r❛❞✐✉s ac ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢
♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t ❛ ❣❛✐♥ ♦❢ ✷✳✼ ❞❇ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦❛t
♦❢ ǫrc = −25 ❛♥❞ t❤✐❝❦♥❡ss 0.02λ0 ≈ 0.7cm✳ ❚❤❡ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦❛ts ♣r♦✜❧❡s ✐s ✐♥ t❤❡ t❤✐♥ ❝♦❛t r❡❣✐♦♥ ✭ac < 0.54✮✳ Pr♦✜❧❡s ♦❢
♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦❛t t❡♥❞ t♦ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡ ❛s t❤❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ❣❡ts ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤❡r✳
❚❤✐s ✐s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ♥❡❛r❧② ✸ ❞❇ ❣❛✐♥ ❢♦r t❤✐♥♥❡r s❤❡❧❧s
❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦❛t✳ ❚❤✐s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦❛t✳



✶✸✷

❆❝t✉❛❧❧②✱ ✐♥ t❤❡ t❤✐♥ ❝♦❛t r❡❣✐♦♥✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦❛t t❡♥❞s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣
r❛t❤❡r t❤❛♥ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ ✐t✳

✹✳✻✳✹✳✷ ❈♦♥t♦✉r ♣❧♦t

❚❤❡ ❝♦♥t♦✉r ♣❧♦t ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✽ s❤♦✇s t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ✈❡rs✉s t❤❡ ❝♦❛t ♣r♦✜❧❡
✭ac, ǫrc✮✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣❧♦t ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ ❋✐❣✳ ✹✳✷✸ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♣❛rt ✹✳✺✳✹✳✷ ✇❤❡r❡
t❤❡ ❝♦r❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❤❛s ❛ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ♦❢ ǫr = 15 + 5i ❛♥❞ s✐③❡ a = 0.5✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞✉❡
t♦ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♦✉t❡r ❢❛t✲s❦✐♥ ❧❛②❡r ❤❛s ❛ s✐♠✐❧❛r ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤❡ ♣❧♦t s❤♦✇ t❤❛t
♣♦s✐t✐✈❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❝♦❛ts ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②✳
❋♦r t❤✐♥♥❡r s❤❡❧❧s✱ t❤❡ ❣❛✐♥ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦❛t ✐♥❝r❡❛s❡s✳

✹✳✻✳✺ ❙t✉❞② ♦♥ t❤❡ t✐ss✉❡s ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❡rr♦r ♠❛r❣✐♥

■♥ t❤✐s ♣❛rt✱ ❛ st✉❞② ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡
❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ♣r♦✜❧❡ ✐s ❞♦♥❡✳ ❚❤❡ ❝♦❛t ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ✐s ✜①❡❞ ❤❡r❡ t♦ ǫrc = −20✳

❚♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ st✉❞②✱ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ♦❢
❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡rs ❛r❡ s❡t t♦ ✢✉❝t✉❛t❡ ❜② ±5% ❛r♦✉♥❞ t❤❡✐r ❝❡♥tr❛❧ ✈❛❧✉❡s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ♣❛rt
✹✳✻✳✷✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ✐s t❤❡♥ ♣❧♦tt❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡rs
❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♠♣❧❡① ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❜❡❛♠ ♦❢ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥
♣r♦✜❧❡s✳ ❋✐❣✳ ✹✳✷✾ ♣❧♦ts t❤✐s ❜❡❛♠ ✈❡rs✉s t❤❡ ❝♦❛t r❛❞✐✉s ac✳ ❚❤❡ ♣❧♦t s❤♦✇s t❤❛t ❢♦r ❛
❝♦❛t ♦r ac = 0.53 ≈ 1.1a✱ t❤❡ ❧❡❛st ✈❛❧✉❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♥② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐s ✷✳✺ ❞❇ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐s ✷✳✾ ❞❇✳ ❍❡♥❝❡✱ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❜② ±5% ✐♥ t❤❡ ❧❛②❡rs ♠❡❞✐❛
❞✐❡❧❡❝tr✐❝ r❡s✉❧ts ✐♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♥♦t ♠♦r❡ t❤❛♥ ✵✳✹ ❞❇✳ ❚❤✐s
✐s ❛ ✈❡r② ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ♠❛r❣✐♥✳

✹✳✻✳✻ ❙t✉❞② ♦♥ t❤❡ ❧❛②❡rs r❛❞✐✐ ❡rr♦r ♠❛r❣✐♥

■♥ t❤✐s ♣❛rt✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r s✐③❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦✜❧❡
✐s st✉❞✐❡❞✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛rt✱ ǫrc ✐s s❡t t♦ ✲✷✵✳ ❚❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ t✐ss✉❡s
❛r❡ ✜①❡❞ t♦ t❤❡✐r ❝❡♥tr❛❧ ✈❛❧✉❡s✳

❚❤❡ r❛❞✐✉s s✐③❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡rs ✐s s❡t ❛t ±2%✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣
❣❛✐♥ ♣r♦✜❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛r❡ ❤❡♥❝❡ ♣❧♦tt❡❞ ✈❡rs✉s t❤❡
❝♦❛t r❛❞✐✉s ac✳ ❋✐❣✳ ✹✳✸✵ ♣❧♦ts t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦
t❤❡ ♦✉t❡r r❛❞✐✉s a4(1−2%) ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ r❡❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤♦s❡ ♦❢ r❛❞✐✉s a4(1+2%) ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞
✐♥ ❜❧✉❡✳ ❋♦r a4(1− 2%) r❛❞✐✉s✱ t❤❡ ❧♦✇❡st ❣❛✐♥ ✈❛❧✉❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♥② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐s st✐❧❧
♣♦s✐t✐✈❡ ✭1 ❞❇✮ ❛t ac = 1.1a4(1−2%)✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❣❛✐♥ ✈❛❧✉❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐s ♥❡❛r❧② 2.8
❞❇✳ ❋♦r a4(1+2%) r❛❞✐✉s✱ t❤❡ ❧♦✇❡st ❣❛✐♥ ✈❛❧✉❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♥② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❝❧♦s❡ t♦
2.7 ❞❇ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✈❛❧✉❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ✻ ❞❇✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✐♠♣❛❝t
♦❢ t❤❡ r❛❞✐✐ s✐③❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢r♦♠ t❤❡
r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ✐s ❣❧♦❜❛❧❧② ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❊✈❡♥ ❢♦r t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡
❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ r❡♠❛✐♥s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛t t❤❡ ❝♦❛t s✐③❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳



❇❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❧♦ss② ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r ❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡ ✶✸✸

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✻ ✕ ❇❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ✭✐♥ ❞❇✮ ♦❢ ❛ ❢♦✉r✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❤✉♠❛♥
❝♦r❡ ✈❡rs✉s ❝♦❛t r❛❞✐✉s ac ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ǫrc = 0.5, 2, 5, 10, 20, 30, 40 ❛♥❞ 50

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✼ ✕ ❇❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ✭✐♥ ❞❇✮ ♦❢ ❛ ❢♦✉r✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❤✉♠❛♥
❝♦r❡ ✈❡rs✉s ❝♦❛t r❛❞✐✉s ac ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ǫrc = −0.5,−2,−5,−10,−20 ❛♥❞ −25



✶✸✹

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✽ ✕ ❈♦♥t♦✉r ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ✭✐♥ ❞❇✮ ♦❢ ❛ ❢♦✉r✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r
❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡ ✈❡rs✉s t❤❡ ❝♦❛t ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫc ❛♥❞ ♦✉t❡r r❛❞✐✉s ac

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✾ ✕ P❧♦t ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ✭✐♥ ❞❇✮ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡rs ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♠♣❧❡① ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ✈❛❧✉❡s ✈❡rs✉s t❤❡ ♦✉t❡r r❛❞✐✉s
ac



❇❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❧♦ss② ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r ❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡ ✶✸✺

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✵ ✕ P❧♦t ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ✭✐♥ ❞❇✮ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡rs r❛❞✐✐ s✐③❡s ✈❡rs✉s t❤❡ ♦✉t❡r r❛❞✐✉s ac

✹✳✻✳✼ ❙✉♠♠❛r②

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞
❝②❧✐♥❞❡r ❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥
s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛s ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ ❢♦✉r t✐ss✉❡ ❧❛②❡rs✳ ❚❤❡ t✐ss✉❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

❋r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ st✉❞② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ✉s✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞
♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦❛ts✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ ✿
✶✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ ❝②❧✐♥❞❡r ❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❜② ✉♣ t♦
✸ ❞❇ ✉s✐♥❣ t❤✐♥ ❝♦❛ts ✭ac < 1.1a4✮ ♦❢ ❤✐❣❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ✭ǫrc < −20✮✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ❤❡r❡ ❛s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r✱ ✐t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t ❛
t❤✐♥❧② ❝♦❛t❡❞ ✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✇♦✉❧❞ ♣r♦❞✉❝❡ ❤✐❣❤❡r ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
❜② t❤❡ ❡❞❣❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉s✐♥❣
t❤✐♥ ❝♦❛ts ♦❢ s✐♠♣❧❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❡❞✐❛✱ ❜✉t r❛t❤❡r t❤✐♥ ❝♦❛ts ♦❢ ✈❡r② ❤✐❣❤ ♣♦s✐t✐✈❡
♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ✈❛❧✉❡s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤ t❤❡ ❢❡❛t✳
✷✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ♠❛❥♦r
✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ✉s✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦❛t
♣r♦✜❧❡ ✐s ♥♦t s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ t✐ss✉❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♦♥❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳
✸✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡rs r❛❞✐✐ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❚❤❡ ♠❛r❣✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❧♦✇❡st ❣❛✐♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♦♥❡ ✐s ❛❜♦✉t 5 ❞❇✳ ■♥
t❤❡ ❜❡st ❝❛s❡ s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡ ❣❛✐♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② 3 ❞❇ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❣❛✐♥ ✈❛❧✉❡✳ ■♥
t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡ ❣❛✐♥ ❤❛s ❞r♦♣♣❡❞ ❜② ♥❡❛r❧② 1.5 ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝❛s❡ ✈❛❧✉❡✳
❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤✱ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ✐♥ ❛♥② ❝❛s❡ r❡♠❛✐♥s ♣♦s✐t✐✈❡✳



✶✸✻

✹✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❧♦♥❣ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝
❝②❧✐♥❞❡r ❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡ ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦❛t ✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞
s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ r❡❛❞❡r ✇✐t❤ ❛♥ ❛❧❡rt✐♥❣ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ t❛st❡ ❛❜♦✉t t❤❡
s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ t❤❡ t❤✐r❞ s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼✐❡ s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❜② s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ❝♦❛t❡❞ ❝②❧✐♥❞❡rs ✇❛s r✐❣♦r♦✉s❧② ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❇❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ✇✐❞t❤s✱ ❡✣❝✐❡♥❝✐❡s
❛♥❞ ❣❛✐♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞✳ ❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤♦s❡ ♠❡tr✐❝s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡ ❝②❧✐♥❞❡r
❛♥❞ ❝♦❛t ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ✭ǫr ❛♥❞ ǫrc r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ ❛♥❞ s✐③❡ ✭a ❛♥❞ ac r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✱ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦❞❡❞✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✇❡r❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞
❜② ❡①❛♠♣❧❡s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r✳

■♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✱ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ st✉❞② ✇❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡♥❤❛♥❝❡✲
♠❡♥t ♦❢ ❝②❧✐♥❞❡rs ♦❢ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❡❞✐❛ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❧♦ss❧❡ss t♦ ❤✐❣❤❧② ❧♦ss②✳ ❚❤✐s
st✉❞② ❛✐♠❡❞ t♦ ❤❡❧♣ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ ❝♦❛ts ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ♠❛t❡✲
r✐❛❧s ❛✛❡❝t t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ ♠❡❞✐✉♠ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■t
✇❛s ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ ❤✐❣❤❧② ❧♦ss② ❝②❧✐♥❞❡r ❛s t❤❛t ♦❢ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②
ǫr = 15 + 5i ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✉s✐♥❣ t❤✐♥ ❝♦❛ts ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❙✉❝❤ ❝♦♠♣❧❡①
♠❡❞✐✉♠ ❛❝t✉❛❧❧② r❡s❡♠❜❧❡s t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❡❞✐✉♠ ♦❢ ❛ ❤✉♠❛♥ s❦✐♥✲❢❛t ❧❛②❡r ❛t ✽✼✵ ▼❍③✳

■♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✱ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡ ✇❛s ❝♦♥s✐✲
❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ❤✉♠❛♥ ♠♦❞❡❧ ✇❛s s✐♠♣❧✐st✐❝❛❧❧② ❛ss✉♠❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❧♦♥❣ ❝✐r❝✉❧❛r ❢♦✉r✲
❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ✭♦✉t❡r r❛❞✐✉s R4 = 16.75cm ≈ 0.49λ0✮✳ ❚❤❡ ❧❛②❡rs t✐ss✉❡s ✭✐♥t❡r♥❛❧
♦r❣❛♥s✱ ❜♦♥❡✱ ♠✉s❝❧❡ ❛♥❞ ❢❛t✲s❦✐♥✮ ✇❡r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛t ✽✼✵ ▼❍③ ✉s✐♥❣ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦✲
♣❡rt✐❡s ❧✐❜r❛r✐❡s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❇② ❡①t❡♥❞✐♥❣ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ✐t ❜❡❝❛♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤♦s❡
❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ♦❢ ❛ ❝♦❛t❡❞ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ✇❛s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥
❛ s✐♠✐❧❛r ❢❛s❤✐♦♥ t♦ t❤❛t ♦❢ ❛ ❞♦✉❜❧❡✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦❛t ♦❢ t❤✐❝❦♥❡ss ✵✳✼ ❝♠ ❛♥❞ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫr = −25
✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ♥❡❛r❧② ✸ ❞❇ ♦❢ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥✳ ❆❧s♦✱ ✉s✐♥❣ ❝♦❛t ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②
✈❛❧✉❡s ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♥❡❣❛t✐✈✐t②✱ t❤❡ s❛♠❡ ❣❛✐♥ ❧❡✈❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉s✐♥❣ ♠✉❝❤ t❤✐♥♥❡r
❝♦❛ts✳ ❯s✐♥❣ ❝♦❛ts ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧✱ s✉❝❤ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❝❛♥ ♦♥❧② ❛❝❤✐❡✈❡❞
✉s✐♥❣ t❤✐❝❦❡r ❝♦❛ts ❛♥❞ ❤✐❣❤ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ✈❛❧✉❡s✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇✐❧❧ s❡r✈❡ ❛s ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ ❝♦❛t t❤❛t
❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ ✜♥✐t❡ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❧♦ss② ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r ❡♠✉❧❛t✐♥❣
❛ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❢♦r ✐♥✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✇✐❧❧
❜❡ t❤✉s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r ✉s✐♥❣ ❢✉❧❧✲✇❛✈❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✜♥✐t❡
❝②❧✐♥❞❡r✳



❈❤❛♣t❡r ✺

❊♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡

❇❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ ❢✐♥✐t❡ ❧♦ss②

♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r

❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ✇♦r❦ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t❤❡ ✜rst st❡♣ t♦✇❛r❞s ❡♥❛❜❧✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❡t❛♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦❛t ♦♥ ❛ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ s❡✈❡r❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ♥❡❡❞
t♦ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ♥❛♠❡❧②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ ✸✲❉ ❢✉❧❧✲✇❛✈❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡
t❤❛t t❤❡ ♠❡t❛♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② s✐♠✉❧❛t❡❞ ❧❛t❡r ♦♥ ♣r✐♦r t♦ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥②
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆ ♠❡r❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥
❝❤❛♣t❡r ✹ ❢♦r ❝❧♦❛❦✐♥❣ ❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r✮ t♦ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦♥❡ r❡q✉✐r❡s ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ✜♥✐t❡
❝②❧✐♥❞❡rs✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ♦♥ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r
✐s ❤❡♥❝❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❤❡r❡ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢
t❤❡ ✜♥✐t❡ ❧♦ss② ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡ ✐s t❤✉s st✉❞✐❡❞✳

●✉✐❞❡❧✐♥❡s ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ ❝♦❛t t❤❛t ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ ✜♥✐t❡ ♠✉❧t✐✲
❧❛②❡r❡❞ ❧♦ss② ❝②❧✐♥❞❡r ❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥✜r♠❡❞✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦❧✲
❧♦✇❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❥✉st ❛s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✐♥
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛
♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r ♠♦❞❡❧ ❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❤✉♠❛♥ t♦rs♦✳

■♥ t❤❡ ✜rst s❡❝t✐♦♥✱ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✷❉ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r
t♦ ❛ ✸❉ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❜② ❢✉❧❧✲✇❛✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❆ s✐♠♣❧❡ s✐♥❣❧❡✲❧❛②❡r❡❞ ✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✐s
✜rst ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞
❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❘❈❙ ♦❢ t❤❡ ❝♦❛t❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦❛t❡❞ ❝②❧✐♥❞❡rs ♦❢
✜♥✐t❡ ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ t❡r♠❡❞ t❤❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥✳

✶✸✼



✶✸✽

■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s✐♥❣❧❡✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❋✉❧❧ ✇❛✈❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ❝♦❛t❡❞ ❝②❧✐♥❞❡rs✳
❚❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥
t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ ❝♦❛t ♣r♦✜❧❡ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞✳

■♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ❝❛s❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ❧❛②❡rs ♦❢ t❤❡
❝②❧✐♥❞❡r ❛r❡ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ t✐ss✉❡s t❤❡ ❤✉♠❛♥ t♦rs♦ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ✿ ✐♥t❡r♥❛❧ ♦r❣❛♥s✱ ❜♦♥❡✱
♠✉s❝❧❡s✱ s❦✐♥✳ ❚❤❡ t✐ss✉❡s ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t ✽✼✵ ▼❍③ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧✐❜r❛r②
♦❢ ●❛❜r✐❡❧ ✭❬✾✽❪✮✳ ❚❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✐s ❝♦❛t❡❞ ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ✉♣♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ✐s ❣✐✈❡♥✳ ❋✉❧❧ ✇❛✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡♥
♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❜♦t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❣❛✐♥ ♣r♦✲
✜❧❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❢♦r♠ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ ❝♦❛t t❤❛t ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣
❜② ❛ ❝②❧✐♥❞❡r ❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡✳

✺✳✷ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❘❛❞❛r ❝r♦ss
s❡❝t✐♦♥ ❜② ❛ ✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r

✺✳✷✳✶ Pr♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s

❆♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✱ ♥♦ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ✜♥✐t❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r ❡①✐sts✳
❚❤✉s✱ ♦♥❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❡①✐st ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❡♣t ❜❡❤✐♥❞ t❤♦s❡ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✜♥✐t❡
❝②❧✐♥❞❡r ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r
❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✳ ◆♦✇✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ ✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✜❡❧❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡❬✶✵✺❪✳
❚❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✐s ✜rst tr✉♥❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t❡❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥s✐❞❡ t❤✐s tr✉♥❝❛t✐♦♥ ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❡✐t❤❡r ✈♦❧✉♠❡ ♦r
s✉r❢❛❝❡ ❝✉rr❡♥t ❬✶✵✻❪✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❝✉rr❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡
s✐♠♣❧❡r ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ r♦✉❣❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡✱ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ✇❤❡♥ t❤❡
❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐✉s ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❝✉rr❡♥t ♦✛❡rs ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♣✉❜❧✐✲
s❤❡❞ ✐♥ ❬✶✵✼❪✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✐s ♦❜❧✐q✉❡ ♦♥ t❤❡
❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r✱ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❡r❡ ♥♦t ❛❝❝✉r❛t❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞
❛♥❞ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r✐♥❣✳

✺✳✷✳✷ ✸❉ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❑♥♦tt ✷❉
❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

✺✳✷✳✷✳✶ ❘❈❙ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❝②❧✐♥❞❡rs ♦❢ ✜♥✐t❡ ❧❡♥❣t❤

■♥ t❤✐s ♣❛rt✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✷❉ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✇✐❞t❤ ✐♥t♦
✸❉ ❘❈❙ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ❑♥♦tt
✭❬✶✽❪✮✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❝②❧✐♥❞❡r ♥♦r♠❛❧❧② ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡✱ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r



❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❘❛❞❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❜② ❛ ✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✶✸✾

❘❈❙ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✿

σ3D =
4L2

π

+∞
∑

n=−∞
|bn|2 ✭✺✳✶✮

✇❤❡r❡ ▲ ✐s t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ bn ✐s t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❚▼
❝❛s❡✳

❚❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✐t ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ✐t ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❤❛♥❞❢✉❧ ♠❡tr✐❝ t♦ ✉s❡✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ ❧♦ss②
❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❚❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s
❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ st❛❣❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❧♦ss ✐s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ✐♥t❡♥s✐✲
✜❡❞✳ ❚❤✐s s❤♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ❛ ♣r✐♠❛r② ✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
❛ ✜♥✐t❡ ❧♦ss② ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r✳

✺✳✷✳✷✳✷ ●❡♦♠❡tr② ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❘❈❙ ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡
❧♦ss② ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❘❈❙ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞
♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❢✉❧❧✲✇❛✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞② ♦♥ t❤❡
✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts✳

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ str✉❝t✉r❡ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r♠✐t✲
t✐✈✐t② ǫr✱ r❛❞✐✉s ❘ ❛♥❞ ❧❡♥❣t❤ ▲✳ ❚❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✐s ♣❧❛❝❡ ✐♥ ❛ ✈❛❝✉✉♠ ❜♦①✳ ❚❤❡ ❜♦① ✐ts❡❧❢
❤❛s ✐ts s✐❞❡s ❛ss✐❣♥❡❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s♦❧✈❡r ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡✲
♠❡♥ts ♠❡t❤♦❞ ✭❋❊▼✮ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭■❊✮ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❡✣❝✐❡♥t s♦❧✈✐♥❣ ♦❢ t❤❡
s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ♥❡✇ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❋❊❇■ ❤②❜r✐❞ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡s t❤❡ ■❊ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❋❊▼ ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ✐ts s♦❧✈✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝② ❜❛s❡❞
♦♥ ✈♦❧✉♠❡✲❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✳

❋♦r ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r s✐③❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ ✐ts ❤❛❧❢ s✐③❡
✭▲✴✷✮ ❛♥❞ s②♠♠❡tr② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ♣❧❛♥❡ ❛t t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r✳

❚❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✐s ♥♦r♠❛❧❧② ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ✇❤♦s❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❛❧✐❣♥❡❞
❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❛①✐s✳ ❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✳

✺✳✷✳✷✳✸ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✉s✐♥❣ r❡s✉❧ts

♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

■♥ t❤✐s ♣❛rt✱ t❤❡ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❘❈❙ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
❛♥❞ ♣❧♦tt❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ t♦ r❛❞✐✉s r❛t✐♦ ✭▲✴❘✮✳ ❚❤♦s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ t❤❡✐r ❝♦✉♥t❡r♣❛rts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✳

❋♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧
♣❛r❛♠❡t❡rs ✿ R = 0.2λ0 ✭a = R/λ0 = 0.2✮ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✺ ●❍③ ❀ ▲❂✶✵❘✳
❋✐❣✳ ✺✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ♣❧♦t ♦❢ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❘❈❙ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❞✐❡❧❡❝tr✐❝
♠❡❞✐✉♠ ✐s ❧♦ss❧❡ss ✿ ǫr = 3✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ ❛ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥





❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❘❛❞❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❜② ❛ ✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✶✹✶

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✕ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❘❈❙ ✭✐♥ ❞❇s♠✮ ❢♦r ❛
s✐♥❣❧❡ ✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ r❛❞✐✉s a = 0.2 ❛♥❞ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫr = 3 ✈❡rs✉s t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❧❡♥❣t❤
t♦ r❛❞✐✉s r❛t✐♦ ❛t t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ✺ ●❍③

r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❛❧❧ ▲✴❘ ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❘❈❙ ❞♦❡s ♥♦t ❡①❝❡❡❞ 1.3%✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❝✉r✈❡s ♣r♦✜❧❡s s❤♦✇
r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛t s✉❝❤ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❡♥❡r❣②✳

◆♦✇✱ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❧♦ss② ✇✐t❤ ❛ ❧♦ss t❛♥❣❡♥t ❞❡❧t❛ δ = 1/30✱ ✐♥ ♦t❤❡r
✇♦r❞s✱ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ǫr = 3 + 0.1i✳ ❋✐❣✳ ✺✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ♣❧♦t ♦❢
t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❘❈❙ ❢♦r ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ▲✴❘ ✈❛❧✉❡s✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❧♦ss❧❡ss ❝❛s❡✱ t❤❡ r❡s✉❧ts
s❤♦✇ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦✜❧❡s✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡st r❡❧❛t✐✈❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝✉r✈❡s ❞♦❡s ♥♦t ❡①❝❡❡❞ ✸% ❢♦r ❛♥② ▲✴❘ ✈❛❧✉❡✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ❝✉r✈❡
♣r♦✜❧❡s s❡❡♠ ❝♦♥s✐st❡♥t ♦✈❡r t❤❡ ▲✴❘ r❛♥❣❡✳

❚❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❧♦ss❡s ❛r❡ ♥♦✇ ✐♥t❡♥s✐✜❡❞ t♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t❤❛t ❞❡❧t❛ t❛♥❣❡♥t δ = 1/3✳ ❋r♦♠
❋✐❣✳ ✺✳✹✱ ✐t ✐s ❞❡❞✉❝❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ r❡❧❛t✐✈❡ ❘❈❙ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ✹%✳ ❚❤✐s
♠❡❛♥s t❤❛t ❡✈❡♥ ❢♦r ❛ ❤✐❣❤❧② ❧♦ss② ♠❡❞✐✉♠✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r
❘❈❙ ❝✉r✈❡s r❡♠❛✐♥ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳

❋r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛rt✱ t❤❡ r❡s✉❧ts s❡❡♠ ✈❡r② ♣r♦♠✐s✐♥❣✳ ■t ✐s
✉s✐♥❣ ♦♥❧② ❛ s✐♠♣❧❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t t❤❛t ✇❡ ✇❡r❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢
♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❘❈❙ ♦❢ ❛ ♥♦r♠❛❧❧② ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ✜♥✐t❡ ❧♦ss② ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r✳

✺✳✷✳✷✳✹ ❈♦rr❡❝t❡❞ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥

❋♦r s✐♥❣❧❡ ❝②❧✐♥❞❡rs✱ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❘❈❙ ♠❡tr✐❝ ❝❛♥ ❜❡ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛ss❡ss ✐ts ❜❛❝❦s❝❛t✲
t❡r✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♦✉r ✇♦r❦✱ t❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❤♦✇ ❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦❛t ❛✛❡❝ts
t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ ❝♦❛t❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ❘❈❙ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦r
r❡❞✉❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦❛t✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✇❡❧❧✲❞❡s❝r✐❜❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❣❛✐♥ ♠❡tr✐❝✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❣❛✐♥ ♦❢ ❛♥



✶✹✷

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✕ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❘❈❙ ✭✐♥ ❞❇s♠✮ ❢♦r ❛
s✐♥❣❧❡ ✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ r❛❞✐✉s a = 0.2 ❛♥❞ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫr = 3 + 0.1i ✈❡rs✉s t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r
❧❡♥❣t❤ t♦ r❛❞✐✉s r❛t✐♦ ❛t t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ✺ ●❍③

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ✕ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❘❈❙ ✭✐♥ ❞❇s♠✮ ❢♦r ❛
s✐♥❣❧❡ ✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ r❛❞✐✉s a = 0.2 ❛♥❞ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫr = 3 + i ✈❡rs✉s t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r
❧❡♥❣t❤ t♦ r❛❞✐✉s r❛t✐♦ ❛t t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ✺ ●❍③



❋✉❧❧ ✇❛✈❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✿ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ♠❡❞✐✉♠✶✹✸

✐♥✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❝♦❛t❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ❛s ❝♦♠✲
♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦❛t❡❞✳ ❆ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r
t❤❡ ✜♥✐t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❣❛✐♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
✐♥ ❞❇ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❘❈❙ ♦❢ t❤❡ ❝♦❛t❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦❛t❡❞ ❛s
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✿

Gain = σcoated3D − σnon−coated
3D ✭✺✳✷✮

✳ ❊①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❢♦r♠✉❧❛✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ❜❡❝♦♠❡s ac2a2✳
❍❡♥❝❡✱ ❢♦r ❛ ✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r✱ t❤❡ ❣❛✐♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ❜② ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ log ac2a2 ✭✐♥ ❞❇✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡✳ ❚❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❜② t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛t t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❣❛✐♥
st✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✇✐❞t❤ ♦❢ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r✱ s✉❝❤ ❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s r♦✉❣❤ ❛s s✐♠♣❧❡✳

✺✳✸ ❋✉❧❧ ✇❛✈❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✿
t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ♠❡❞✐✉♠

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛rt✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧②
❧❛r❣❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②✳ ❆♥s②s ❍❋❙❙ s♦❧✈❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ ✜♥✐t❡ ❡❧❡✲
♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡ s✉❝❤ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛rts✱ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✇✐❧❧ ❜❡
❝♦❛t❡❞ ❜② ❛ ❧❛②❡r ♦❢ ❛ ♠❡❞✐✉♠ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝♦♠❡s ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡ ✐♥s✐❞❡ s✉❝❤ ❛ ♠❡❞✐✉♠ ❤❛s ❛♥ ✐♠❛❣✐♥❛r② ✇❛✈❡
♥✉♠❜❡r✳ ❆❧s♦✱ ♦✉r str✉❝t✉r❡ t❤❛t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤✐♥ ❛r❝❤❡❞ ❧❛②❡r ♠❛❦❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❡✈❡♥
♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ✐s ❣♦✐♥❣ t♦ ❜❡ ✈❡r② ❝r✐t✐❝❛❧✳ ❈❤♦♦s✐♥❣ ❛
❝♦❛t ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ✭−2 ♦r −5✮ ♠❛❦❡s ✐t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ s♦❧✈❡r t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡
❜❛s❡❞ ❡✈❡♥ ♦♥ ❛ r❡❧❛①❡❞ ❡♥❡r❣② ❞❡❧t❛ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ■t ✇✐❧❧ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②
❝❤♦s❡♥ ✐s ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ✭ −15✮ ❛♥❞ t❤❛t ✐s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡
t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ ❜② s♦ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳

✺✳✹ ❋✉❧❧ ✇❛✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥
❜② ❛ ❝♦❛t❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ✉s✐♥❣ ♠❡t❛♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦❛t

✺✳✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❘❈❙ ♦❢ ❛ ❝♦❛t❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ✐s ✐♥✈❡s✲
t✐❣❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ t❤❡♠❡ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ st✉❞② ❤♦✇ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝♦♠♣❛r❡ t♦ t❤❡ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛
❜❛s✐❝ ✐♥s✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❝♦❛t ♣r♦✜❧❡ ♣r♦✈♦❦✐♥❣ t❤❡
❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡ st✉❞② ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛
tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ st❡♣ t♦✇❛r❞s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❜② ❛ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞
❝②❧✐♥❞❡r ❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ r❡❛❧✲s❝❡♥❛r✐♦ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡✳







✶✹✻

❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ✕ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❘❈❙ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦ss❡s ✐♥t❡♥s✐t✐❡s

s❝❡♥❛r✐♦ σ3D✭❞❇s♠✮
ǫr = 3 ✲✾✳✸

ǫr = 3 + 0.1i ✲✶✷✳✼
ǫr = 3 + i ✲✷✶✳✼

✺✳✹✳✺ ❇❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❝♦❛t❡❞ ❝②❧✐♥❞❡rs ♦❢ ❛ ❝♦❛t ♣❡r♠✐t✲
t✐✈✐t② ǫrc = −15

✺✳✹✳✺✳✶ ❉✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ ❝♦r❡ ♦❢ ǫr = 3 ❛♥❞ ❝♦❛t ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫrc = −15

❚❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✐s ♥♦✇ ❝♦❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦❛t ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ ❝❡rt❛✐♥
t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣♦✐♥t ❤❡r❡ ✐s t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡♥✲
❤❛♥❝❡♠❡♥t ✉s✐♥❣ ✈❡r② t❤✐♥ ♠❡t❛♠❛t❡r✐❛❧ s❤❡❧❧s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ s✉❝❤ ✉❧tr❛ t❤✐♥ s❤❡❧❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
✉s❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❝②❧✐♥❞❡rs ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤✐s
✐s ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ t❤❛t ♦❝❝✉rs ♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t✇♦
♠❡❞✐✉♠s ♦❢ ♦♣♣♦s✐t❡ ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t✐❡s❬✼✸❪✳

■♥ ♦✉r ✇♦r❦✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ❢♦r♠ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡✲♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠❡❞✐✉♠ t❤❛t
✉♣♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ r❡s♦♥❛♥❝❡s ♦r r❡s✉❧t ✐♥ ❛♥
❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣✳

❚❤❡ ❝♦❛t ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ✐s ✜①❡❞ t♦ ǫrc = −15 ❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥s ❛s ❞❡❝❧❛r❡❞
♣r❡✈✐♦✉s❧②✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r t❤❛t ❡✈❡♥
❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ✐♠♣❛❝t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ♣❡❛❦ ✐♥
❞❇✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✉s✐♥❣ ❤✐❣❤❡r ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝s✱ ❝♦❛ts ♦❢ t❤✐♥♥❡r t❤✐❝❦♥❡ss ❛r❡
s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ♣❡❛❦✳

❚❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❘❈❙ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♥♦♥✲❝♦❛t❡❞ ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜✳ ✺✳✶✳ ◆♦✇✱ t❤❡
s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❘❈❙ ♦❢ t❤❡ ❝♦❛t❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ s✐♠✐❧❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥
s❡t✉♣ ❢♦r ❛ ❞❡✜♥❡❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ♦✉t❡r r❛❞✐✉s ac = [0.5, 0.6]✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss
✈❛r✐❡s ❢r♦♠ ♥✉❧❧ t♦ ✵✳✶ λ0✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❣❛✐♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❤❡♥❝❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❣❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❛♥❞ ✐♥✜♥✐t❡ ♠♦❞❡❧s✳

❋✐❣✳ ✺✳✼ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❧♦ts✳ ❆s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ♣r❡❞✐❝t❡❞✱ t❤❡ ❣❛✐♥ r❡♠❛✐♥s
r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ❢♦r ❝♦❛ts ♦❢ ✈❡r② t❤✐♥ t❤✐❝❦♥❡ss ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✭❧❡ss t❤❛♥
✵✳✵✵✺ λ0✮✳ ❘❡♠❛r❦❛❜❧②✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣❛✐♥ ♣r♦✜❧❡s ✭❜❛s❡❞ ♦♥ ❜♦t❤ ✜♥✐t❡
❛♥❞ ✐♥✜♥✐t❡ ♠♦❞❡❧s✮ s❤♦✇ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❛❣r❡❡♠❡♥t r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦❛t t❤✐❝❦♥❡ss ♣r♦❞✉❝✐♥❣
t❤❡ ♣❡❛❦ ❣❛✐♥✳ ❚❤✐s ♣r♦✈❡s t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❣❛✐♥ ❝♦❛t ♣r♦✜❧❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✉s✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞✳

■♥ ♦t❤❡r t❡r♠s✱ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❣❛✐♥ ♣r♦✜❧❡s ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡s ♦❢ L/R = 10
❛♥❞ 15✱ ✐t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣❡❛❦ ❣❛✐♥ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ L/R = 15 ✐s ❝❧♦s❡r t♦
t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣❛✐♥ t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ L/R = 10✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡
t❤❡♦r② ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r ♠♦❞❡❧✳

❆❞❞✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ✜♥✐t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡
❝②❧✐♥❞❡r r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❣❛✐♥ ♣r♦✜❧❡ ❜❡tt❡r ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ✈✐♦❧❡t ❛♥❞
r❡❞ ❝✉r✈❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ L/R = 15 s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r ♣r♦✜❧❡s ♦✈❡r



❋✉❧❧ ✇❛✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ❜② ❛ ❝♦❛t❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ✉s✐♥❣ ♠❡t❛♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦❛t✶✹✼

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ✕ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ✭✐♥
❞❇✮ ❢♦r ❛ ❝♦❛t❡❞ ✜♥✐t❡ s✐♥❣❧❡✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ s✐③❡ a = 0.5 ❛♥❞ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫr = 3 ❛♥❞
❛ ❝♦❛t ♦❢ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫrc = −15 ✈❡rs✉s t❤❡ ♦✉t❡r r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ❝♦❛t ❛t ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✺
●❍③

t❤❡ ac r❛♥❣❡✳ ■t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❣❛✐♥ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ❤✐❣❤❡r L/R r❛t✐♦s ✇♦✉❧❞
❜❡ ❡✈❡♥ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣❛✐♥✳

■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❡❞✐✉♠ ❤❛s ❜❡❡♥
❞❡✜♥❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❧♦ss t❛♥❣❡♥t ♦❢ ✵✳✵✵✶✳ ❆❞❞✐♥❣ t❤♦s❡ ❧✐❣❤t ❧♦ss❡s t♦ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ✐s ❢♦r t❤❡
❛✐♠ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ st❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❜❡tt❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥t r❡s✉❧ts✳
❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✱ ❛❞❞✐♥❣ t❤♦s❡ ✈❡r② ❧✐❣❤t ❧♦ss❡s ✇♦♥✬t ❛✛❡❝t t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣❛✐♥ ♣r♦✜❧❡ ❛t
❛❧❧✳ ❋✐❣✉r❡s ✳ ✺✳✽ ❛♥❞ ✳ ✺✳✾ s❤♦✇s t❤❡ ❛③✐♠✉t❤ ❊ ✜❡❧❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❧♦ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❝❛s❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦ss❧❡ss ❛♥❞ ❧♦ss② ❝♦❛ts✳ ❚❤❡ ❊✲✜❡❧❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❛r❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❢♦r
❜♦t❤ ❝❛s❡s✳ ◆♦ ✐♥t❡♥s❡ ✜❡❧❞ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣②
❧♦ss❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝♦❛t✳

✺✳✹✳✺✳✷ ❇❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ❝♦❛t❡❞ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡rs ♦❢ ❝♦r❡ ♦❢

ǫr = 3 + 0.1i

■♥ t❤✐s ♣❛rt✱ t❤❡ ❝♦r❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ❡q✉❛❧ t♦
ǫr = 3+0.1i✳ ❋✐❣✳ ✺✳✶✵ ♣❧♦ts t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣❛✐♥ ♣r♦✜❧❡s ❢♦r t❤✐s ❝❛s❡✳ ❚❤❡
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣❛✐♥ ♣r♦✜❧❡ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❧♦ss❧❡ss ❝❛s❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❤❛✈✐♥❣ ❛ s♠♦♦t❤❡r ♣❡❛❦✳ ❙❡❝♦♥❞ ♦❢ ❛❧❧✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❣❛✐♥ ♣r♦✜❧❡ ✐s ❛❝t✉❛❧❧②
✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♦♥❡✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧s ❝❛♥ ❜❡
❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜♥✐t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r✳



✶✹✽

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽ ✕ P❧♦t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛③✐♠✉t❤ ♣❧❛♥❡ tr❛✈❡rs✐♥❣ t❤❡
❝②❧✐♥❞❡r ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❛t ♠❡❞✐✉♠ ✐s ❧♦ss❧❡ss

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ ✕ P❧♦t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛③✐♠✉t❤ ♣❧❛♥❡ tr❛✈❡rs✐♥❣ t❤❡
❝②❧✐♥❞❡r ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❛t ♠❡❞✐✉♠ ✐s ❧♦ss② ✿ ❧♦ss t❛♥❣❡♥t δ = 0.001



❋✉❧❧ ✇❛✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ❜② ❛ ❝♦❛t❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ✉s✐♥❣ ♠❡t❛♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦❛t✶✹✾

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ ✕ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ✭✐♥
❞❇✮ ❢♦r ❛ ❝♦❛t❡❞ ✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ s✐③❡ a = 0.5✱ L/R = 10 ❛♥❞ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫr = 3 + 0.1i
❛♥❞ ❛ ❝♦❛t ♦❢ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫrc = −15 ✈❡rs✉s t❤❡ ♦✉t❡r r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ❝♦❛t ❛t ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢
✺ ●❍③

✺✳✹✳✺✳✸ ❇❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ❝♦❛t❡❞ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡rs ♦❢ ❝♦r❡ ♦❢

ǫr = 3 + i

◆♦✇✱ t❤❡ ❧♦ss t❛♥❣❡♥t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✶✴✸✳ ❆s str❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤✐s ✐s
❛ ❝❛s❡ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❤✉♠❛♥ t✐ss✉❡ ❧❛②❡rs ✉s✉❛❧❧② ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r ❧♦ss
t❛♥❣❡♥t ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ✐♥tr♦❞✉❝t♦r② t♦ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ♠♦❞❡❧✳

❋✐❣✳ ✺✳✶✶ ♣❧♦ts t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣❛✐♥ ♣r♦✜❧❡s ✇❤✐❝❤ s❤♦✇ ♠❛❥♦r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❢r♦♠
t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦ss❧❡ss ❛♥❞ s❧✐❣❤t❧② ❧♦ss② ❝❛s❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❢♦r t❤❡ ❤❡❛✈✐❧② ❧♦ss② ❝❛s❡✱ t❤❡r❡✬s ♥♦
❣❛✐♥ ♣❡❛❦ ❛t ❛❧❧✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣❛✐♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ❛♥❞ t❤❡♥ st❛rts ❛ q✉❛s✐✲
❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛t r❛❞✐✉s ac = 0.53✳ ❆s ❢♦r ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡s✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts
❛❣r❡❡ ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♦♥❡✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❣❛✐♥ ♣r♦✜❧❡ s❤♦✇ s✐♠✐❧❛r ♠♦♥♦t♦♥✐❝
❜❡❤❛✈✐♦r✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❤❡r❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣❡❛❦ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ❛❢t❡r r❛❞✐✉s ac = 0.53 t❤❡ ❣❛✐♥
✈❛❧✉❡ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❛t ♠✉❝❤✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ❝♦❛t ♣r♦✜❧❡ ✐s t❤❡ ♦♥❡
✇❤♦s❡ r❛❞✐✉s ✐s st✐❧❧ t❤✐♥ ❡♥♦✉❣❤ ✇❤✐❧❡ st✐❧❧ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❣❛✐♥✳

❯♥❞❡rst❛♥❞❛❜❧②✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❣❛✐♥ ✐s ❛❧✇❛②s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡
♣r❡❞✐❝t❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♦♥❡✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡❞❣❡s s❝❛tt❡r
✐♥ ❛❧❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤♦s❡ ✜♥❞✐♥❣s
❛r❡ ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣ ❡♥♦✉❣❤ t♦ s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❣✉✐❞❡ t♦ t❤❡
❞❡s✐r❡❞ ❝♦❛t ♣r♦✜❧❡✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐s ❤❡♥❝❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞
❝②❧✐♥❞❡r ✐♥ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡✳ ✳



✶✺✵

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶ ✕ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥
✭✐♥ ❞❇✮ ❢♦r ❛ ❝♦❛t❡❞ ✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ s✐③❡ a = 0.5✱ L/R = 10 ❛♥❞ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫr = 3+ i
❛♥❞ ❛ ❝♦❛t ♦❢ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫrc = −15 ✈❡rs✉s t❤❡ ♦✉t❡r r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ❝♦❛t ❛t ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢
✺ ●❍③

✺✳✺ ❇❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ♦❢ ❛ ❝♦❛t❡❞ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r
❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡ ❛t ✽✼✵ ▼❍③

✺✳✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡♥ t❤❛t ♦✉r ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❣❛✐♥ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ❝♦❛t
♣r♦✜❧❡ t❤❛t ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞
❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦♥❣ ❝②❧✐♥❞❡r ✈❛❧✐❞❛t❡❞ t❤♦s❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥✱ s✐♠✐❧❛r ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦❛t ♣r♦✜❧❡
t❤❛t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛
❤✉♠❛♥ ❝♦r❡✳ ❚❤❡ st✉❞② st❛rts ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❧♦♥❣ ❝②❧✐♥❞❡r ✭L/R = 10✮✱
❛♥❞ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❡❛❧ ❝❛s❡ s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢ ❛ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡ ✇❤❡r❡
L/R ≈ 2.4✳ ❚❤❡ st✉❞② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ✜rst ♥❡❡❞❡❞ st❡♣
t♦✇❛r❞s t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✇❡❛r❛❜❧❡ ♠❡t❛♠❛t❡r✐❛❧ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢
❝②❝❧✐sts ❜② t❤❡ ❘❛❞❛r✳

✺✳✺✳✷ ❇❛❝❦s❝❛tt❡r ❣❛✐♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜♥✐t❡♥❡ss ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r

❋✐❣✳ ✺✳✶✷ ♣❧♦ts t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❣❛✐♥ ♦❢ ❛ ❝♦❛t❡❞ ❤✉♠❛♥ ♠✉❧t✐✲
❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ♠♦❞❡❧✳ ❋♦r ❜❡tt❡r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ❋✐❣✳ ✺✳✶✸ ♣❧♦ts t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❝♦rr❡❝t❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦rr❡❝t❡❞ ❣❛✐♥s ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 10 log(ac

2a4
2) ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞

✐♥ ♣❛rt ✺✳✷✳✷✳✹✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ✐s ❧✐♥❡❛r❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥



❇❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ♦❢ ❛ ❝♦❛t❡❞ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡ ❛t ✽✼✵ ▼❍③✶✺✶

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷ ✕ ❈♦♥t♦✉r ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❣❛✐♥ ✐♥ ❞❇ ✈❡rs✉s t❤❡ ❝♦❛t r❛❞✐✉s ❛♥❞
♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❝♦rr❡❝t❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✜♥✐t❡♥❡ss

t❤❡ ❝♦❛t r❛❞✐✉s✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ❝♦❛t r❛❞✐✉s ✐s t❤❡ ♠♦r❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ✐♠♣❛❝t ✐s
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦♥ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦❛t❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r✳

✺✳✺✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s ♣❛rt ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛rts✳ ❆s st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡
❤✉♠❛♥ ❝♦r❡ ✭r❛❞✐✉s ♦❢ t♦rs♦✮ ✐s ♥❡❛r❧② ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❛t ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥
✽✼✵ ▼❍③✳ ❚❤❡ ❝♦❛t ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ❝❤♦s❡♥ ✐s −20 ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ♣❛rt✳ ❚❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ0 ≈ 34.48cm✳

✺✳✺✳✹ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ❧♦♥❣ ✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❤✉♠❛♥
❝♦r❡ ✭L/R = 10✮

■♥ t❤✐s ♣❛rt✱ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❧♦♥❣ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ✭L/R = 10✮ ❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❤✉♠❛♥
❝♦r❡ t✐ss✉❡s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭❋✐❣✳ ✺✳✶✹✮✳ ❋✐❣✳ ✺✳✶✺ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐✲
♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣❛✐♥s ✈❡rs✉s t❤❡ ❝♦❛t t❤✐❝❦♥❡ss✭Rc − R✮ ✇❤❡r❡ Rc ✐s t❤❡ ❝♦❛t
r❛❞✐✉s ❛♥❞ R ✐s t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ♦✉t❡r ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ t❛❧❦✐♥❣
♣♦✐♥ts t♦ r❡✈❡❛❧✳ ❋✐rst✱ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣❛✐♥ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❛♥❞ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡✳
❚❤❡② r❡s❡♠❜❧❡ t❤❡ ❣❛✐♥ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫr = 3+ i✳
❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✱ ❡✈❡♥ ✉s✐♥❣ ✈❡r② t❤✐♥ ❝♦❛ts✱ st✐❧❧ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❣❛✐♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡
♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤✐s t❛❦❡s ✉s t♦ t❤❡ ♥❡①t ♣♦✐♥t✱ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❣❛✐♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r
t❤❡ ✈❡r② t❤✐♥ ❝♦❛ts✳ ■♥ t❤✐s r❛♥❣❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐s❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❣❛✐♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ❝♦❛t ♦❢ t❤✐❝❦♥❡ss ✵✳✶ ❝♠ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❣❛✐♥



✶✺✷

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸ ✕ ❈♦♥t♦✉r ♣❧♦t s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❞❇ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❛♥❞
♥♦♥✲❝♦rr❡❝t❡❞ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❣❛✐♥s
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹ ✕ ❆ s❦❡t❝❤ ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ ❧❡♥❣t❤ L ❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❤✉♠❛♥
t♦rs♦ r❛❞✐❛❧ s✐③❡ ❛♥❞ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s



❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ r❡❛❧ ❧✐❢❡ s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ s✐③❡❞ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡ ✭L = 40cm,L/R ≈ 2.4✮✶✺✸

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺ ✕ P❧♦t ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ✭✐♥ ❞❇✮ ♦❜t❛✐♥❡❞
❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ t♦ r❛t✐♦ L/R = 10
❛♥❞ ❛ ❝♦❛t ♦❢ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫrc = −20 ✈❡rs✉s t❤❡ ❝♦❛t t❤✐❝❦♥❡ss ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ✽✼✵ ▼❍③

♦❢ ✲✷ ❞❇ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣❛✐♥ ❜② ❛❜♦✉t ✷✳✺ ❞❇✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❡rr♦r ✐s r❛✲
♣✐❞❧② ❝♦rr❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤✐s ❞✐♣ ✐s ❧❛r❣❡❧② ♦✈❡r❝❛♠❡ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❝♦❛t ❣❡ts s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤✐❝❦❡r✳
❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❣❛✐♥ ❝✉r✈❡ ❝❛t❝❤❡s t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦r ❛ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢
♥❡❛r❧② ✵✳✺ ❝♠✳ ❇❡②♦♥❞ t❤✐s t❤✐❝❦♥❡ss✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❣❛✐♥ ❧❡✈❡❧ r✐s❡s ❛❜♦✈❡ t❤❛t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
st❡❛❞✐❧② ✉♥t✐❧ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ st❛❜✐❧✐③❡s ❛t ❛❜♦✉t ✸✳✺ ❞❇✳

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r ✈❡r② t❤✐♥
❝♦❛ts ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✜♥✐t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❛♥❞ ❛❧s♦ t♦ ✐ts ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛s ✐t
❝♦♥st✐t✉t❡s ♦❢ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛②❡rs ♦❢ ❧♦ss② ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❡❞✐❛✳

◆♦✇✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞
❝♦❛t✳ ❲❡ ♣❛ss t♦ t❤❡ r❡❛❧ ❝❛s❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✇✐t❤ t✇♦ ♠❛✐♥ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s t♦ ❢♦❧❧♦✇✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s
t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❛ ❝♦❛t ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜②
❛ ❤✉♠❛♥ t♦rs♦✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞✱ ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ✐s t❤❛t t❤❡ t❤✐♥♥❡ss ♦❢
t❤❡ ❝♦❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦❛t✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈✐t② ✐s t❤❡ t❤✐♥♥❡r
t❤❡ ❝♦❛t t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳

✺✳✻ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ r❡❛❧ ❧✐❢❡ s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡
s✐③❡❞ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡ ✭L = 40cm,L/R ≈ 2.4✮

◆♦✇✱ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❤❡✐❣❤t ✐s s❡t t♦ ▲❂✹✵ ❝♠ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛ ❤✉♠❛♥
♠❛❧❡ t♦rs♦✳ ❚❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✐s ❤❡♥❝❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s❤♦rt ❤❛✈✐♥❣ L/R ≈ 2.4✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
❜❡❝♦♠❡s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳

❋✐❣✳ ✺✳✶✻ s❤♦✇s t❤❡ ❣❛✐♥ ♣r♦✜❧❡s ❢♦r ❝♦❛ts ♦❢ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫrc = −20✱ −30 ❛♥❞ −40
✈❡rs✉s t❤❡ ❝♦❛t t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❋✐rst t♦ ♥♦t✐❝❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❣❛✐♥ ♣r♦✜❧❡ ❢♦r



✶✺✹

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻ ✕ ❙t✉❞② ♦♥ t❤❡ ❝♦❛t ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ✿ P❧♦t ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣
❣❛✐♥ ✭✐♥ ❞❇✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡
♦❢ ❧❡♥❣t❤ L = 40 ❝♠ ❛♥❞ ❝♦❛ts ♦❢ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫrc = −20✱ −30 ❛♥❞ −40 ✈❡rs✉s t❤❡ ❝♦❛t
t❤✐❝❦♥❡ss ❛t ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✽✼✵ ▼❍③

ǫrc = −20 ✐s q✉✐t❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❛t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ L/R = 10✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
✉s✐♥❣ ❛ ❝♦❛t ♦❢ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫrc = −20 ❛♥❞ t❤✐❝❦♥❡ss ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✻ ❝♠✱ ❛ ❣❛✐♥ ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥
✸ ❞❇ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳

❚♦ ♦❜t❛✐♥ s✉❝❤ ❛ ❣❛✐♥ ✉t✐❧✐③✐♥❣ t❤✐♥♥❡r ❝♦❛ts✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡♥ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡❧②
✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦❛t✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣r♦✈❡ t❤❡ ♣♦✐♥t✳ ❆s t❤❡ ❝♦❛t
♥❡❣❛t✐✈✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❞✐♣ ✐♥ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❣❛✐♥ ♣r♦✜❧❡ t❡♥❞s t♦ s❤❛r♣❡♥ ❛♥❞ r❡❝♦✈❡r
❢❛st❡r✳ ■t ❜❡❝♦♠❡s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ ❝♦❛t ♦❢ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ ✸ ♠♠ ❛♥❞ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②
ǫrc = −40 t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ♠❛r❦ ♦❢ ✸ ❞❇ ❣❛✐♥✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❣❛✐♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦❛ts ❞♦❡s ♥♦t r❡❛❝❤ t❤❡ ❜❡♥❝❤✲
♠❛r❦ s❡t ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡①tr❡♠❡❧② t❤✐♥ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❝♦❛t✳ ❇② ✇r❛♣♣✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❤✉♠❛♥ ❝②❧✐♥❞❡r
♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ ♣❡r❢❡❝t❧② ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ ✽
❞❇ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❣❛✐♥ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❡✈❡♥ ✉s✐♥❣ r❡❧❛t✐✈❡❧② t❤✐❝❦ ❝♦❛ts✳

✺✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ ❛ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡ ❝②✲
❧✐♥❞❡r ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦❛t ✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ✐♥✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r✱ ❛ s✐♠♣❧❡ ❢♦r♠✉❧❛ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❘❈❙ ✇❛s
♣r♦♣♦s❡❞ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✜♥✐t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❚❤✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
✇❛s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✉s✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ s✐♠♣❧❡ ❝♦❛t❡❞ s✐♥❣❧❡✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡rs✳ ❇② ❝♦♠♣❛r✐♥❣
t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❣❛✐♥ ♣r♦✜❧❡s✱ ✐t ✇❛s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ t❤❛t ❛ ❝♦❛t ♦❢
♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ▼♦r❡♦✲
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✈❡r✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛✐♥ ♣r♦✜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡s ♦❢ ❧♦ss❧❡ss ❛♥❞ s❧✐❣❤t❧② ❧♦ss②
♠❡❞✐❛✱ ♦✉r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ❝♦❛t ♣r♦✜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❣❛✐♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦r ♣❡❛❦ ❣❛✐♥✳

❈❛♣✐t❛❧✐③✐♥❣ ♦♥ t❤♦s❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ♣❛ss❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r
❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡✳ ❇② ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❣❛✐♥ ♣r♦✜❧❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s✐♥❣❧❡
❤✐❣❤❧② ❧♦ss② ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r✱ ✐t ✇❛s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ❣❛✐♥ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞
❝②❧✐♥❞❡r ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡s ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❧♦ss❧❡ss ❛♥❞ s❧✐❣❤t❧② ❧♦ss② ❝②❧✐♥❞❡rs✳
■♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥♦ ♣❡❛❦ ❣❛✐♥✱ ❜✉t r❛t❤❡r ❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ♣r♦✜❧❡
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦❛t t❤✐❝❦♥❡ss✳ ■t ✇❛s s❤♦✇♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts t❤❛t
❛ tr❛❞❡✲♦✛ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❣❛✐♥ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❛t t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❋♦r
❛ s♣❡❝✐✜❝ ❣❛✐♥ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ❝♦❛t t❤✐❝❦♥❡ss ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤❡r
❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦❛ts✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤✐s ✇♦r❦ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣
❜② ❛ ❤✉♠❛♥ t♦rs♦✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t ❛ ❝♦❛t ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ❝❛♥
❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❝②❧✐♥❞❡r ❡♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡✳ ❚❤❡ t❤✐♥♥❡ss ♦❢ t❤❡
❝♦❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②✳ ❚❤❡ ♠♦r❡ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ t❤❡ ❝♦❛t
♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ✐s t❤❡ t❤✐♥♥❡r t❤❡ ❝♦❛t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤♦s❡ ✜♥❞✐♥❣s ❛r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♥❞
❝❛♥ ❤❡❧♣ ✐♥ t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❥❛❝❦❡t t❤❛t ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❞❡t❡❝t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝②❝❧✐sts ❜② ❘❛❞❛rs✳



✶✺✻



●❡♥❡r❛❧ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s t❤❡s✐s t❛❝❦❧❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❘❈❙ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ ✇❡❛❦❧② r❡✢❡❝t✐✈❡ ♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤
❛ ❢♦r❡s❡❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❜✐❝②❝❧❡✲❝②❝❧✐st s②st❡♠ ♦♥ t❤❡ r♦❛❞✳ ❚✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥s♣✐r❡❞
❢r♦♠ r❡✢❡❝t❛rr❛②s ❛♥❞ ♠❡t❛♠❛t❡r✐❛❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❤♦r♦✉❣❤❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t♦ ❛ss❡ss t❤❡✐r
❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❛ r❡❛❧ ❧✐❢❡ s❝❡♥❛r✐♦✳

❘❡✢❡❝t❛rr❛②s

■♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ ♥♦✈❡❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ r❡tr♦❞✐r❡❝✲
t✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❛ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② r❡✢❡❝t❛rr❛②s✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡
♣❤❛s❡ ❧❛✇ ❤❛✈❡ ✜rst ❜❡❡♥ ❞❡r✐✈❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤✐s ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❤❛s ♦♣❡♥❡❞ t❤❡ ❞♦♦r ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤✐s ❞❡s✐❣♥✱ ♠❛✐♥❧② s♣❡❛❦✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡
✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡
♣♦ss✐❜❧❡ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s t♦ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❛ss❡ss t❤♦s❡ ❛s♣❡❝ts✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❢♦r❡ ❤❡❛❞✐♥❣ ❢✉rt❤❡r✱ t❤❡r❡ ✇❛s ❛ ♥❡❡❞ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧
❛♥❞ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❤❛s✐♥❣ ❝❡❧❧s ❝❛♥ ♦❜❡②
t❤❡ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛♥② ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡✱ ✐✳❡✳✱ s❡♥s❡❧❡ss t♦ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡
❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❝❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✇❤❡♥
t❤❡ ♣❤❛s✐♥❣ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♦❜❡② t❤❡ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ ❢♦r ❛ ✉♥✐q✉❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡
st✉❞② ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ❞❡❣r❡❡ ❤❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤✐s ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r
❞✐r❡❝t❧② ❛✛❡❝ts t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧✳ ❋♦r ❛ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② p = λ/3✱
✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛ ❞✐❤❡❞r❛❧ ♦❢ α = 10◦ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② r❛♥❣❡s
❢r♦♠ −2.6◦ t♦ +2.6◦✳ ❋♦r ❛ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ❞❡❣r❡❡ α = 22.5◦✱ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ r❛♥❣❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②
♠❡❛s✉r❡s ❢r♦♠ −13◦ t♦ +13◦✳ ❙✉❝❤ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ❛s t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❣❡ts ✢❛tt❡r✱ ✐ts
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ r❛♥❣❡ ❢✉rt❤❡r ❞❡t❡r✐♦r❛t❡s✳ ❋♦r t❤❡ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❝❛s❡✱
t❤r❡❡ ♠♦❞❡s ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s ✇❤❡♥ ❜♦t❤ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞
r❡✈❡rs❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦♣❡r❛t❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ ❞❡s❝r✐❜❡ ✇❤❡♥
♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐s ♦♣❡r❛t✐♥❣✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ st✉❞② ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ ✐♥❛❝❝✉r❛❝✐❡s ♦♥ t❤❡
r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t ♦♥❧② ❛ t♦❧❡r❛❜❧❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡
r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ s✉❝❤ ✐♥❛❝❝✉r❛❝✐❡s✳ ❚❤♦s❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s s❡r✈❡

✶✺✼
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❛s ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧✳

❚♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤✐s st✉❞②✱ ❛ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ❞❡❣r❡❡ α = 22.5◦ ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t ✷✹
●❍③ ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞✳ ❚❤❡ ❢✉❧❧✲✇❛✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛ s✐♠♣❧❡ tr✐❝❦ ✐♥ t❤❡ ❋❧♦q✉❡t s❡t✉♣✲❜❛s❡❞ ✉♥✐t ❝❡❧❧
st✉❞② ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛t t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❛♥❣❧❡
♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳

❚❤✐s ♣r♦t♦t②♣❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ t❡st❡❞✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ s❤♦✇♥
❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦♥❡s ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ ❜② t❤❛t ♦✉r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st✉❞② ❛♥❞
t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞✳

▼❡t❛♠❛t❡r✐❛❧s

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✱ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛✐♠ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡
❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡✳ ❚♦ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢
t❤❡ ❛✉t❤♦rs✱ ♥♦ ♦♥❡ ❜❡❢♦r❡ ❤❛❞ ❛tt❡♠♣t❡❞ t♦ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② t❤❡
❤✉♠❛♥ t♦rs♦✳ ❲❤❛t ♠❛❦❡s t❤✐s ✇♦r❦ ♥♦✈❡❧ ✐s t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦❧❧♦✇❡❞ ✐♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡
❝❧❛ss✐❝❛❧ t❤❡♦r② ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✐t ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡r♥ ❛❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ♠❡t❛♠❛t❡r✐❛❧s
❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡✳

❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❡①❛❝t ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣
❜② ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ t♦
s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞♦✉❜❧❡✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡rs ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✐t ✉s✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s ❢♦✉♥❞
✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❧♦ss② ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❇② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤♦s❡ ❧❛②❡rs ✇✐t❤
t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❤✉♠❛♥ t✐ss✉❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣
❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❛ ❧♦♥❣ ❤✉♠❛♥ t♦rs♦✳ ❚♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤✐s ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦❛t❡❞ t❤❡
❤✉♠❛♥ t♦rs♦ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❧❛②❡r✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ✐t ✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ ❛ ❤✉♠❛♥ t♦rs♦ ✉s✐♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦❛ts ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡❧②
t❤✐♥ t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❚❤♦s❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ s❡❡♥ ❛s ✉s❡❢✉❧ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s t♦ ❢♦❧❧♦✇ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡
♦♣t✐♠✉♠ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣✲❡♥❤❛♥❝✐♥❣ ❝♦❛t✳

❚❤❡ ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❢t❡r✇❛r❞s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❲❡ ❤❛✈❡
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✜rst ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✸❉ ❘❈❙ ❢♦r♠✉❧❛ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛
✉s✐♥❣ ❢✉❧❧✲✇❛✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ s✐♥❣❧❡✲❧❛②❡r❡❞ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱
✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
✸❉ ❘❈❙✬s ♦❢ t❤❡ ❝♦❛t❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦❛t❡❞ ❝②❧✐♥❞❡rs✳ ❇② ✜①✐♥❣ t❤❡ ❝♦❛t ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ❛♥❞
✈❛r②✐♥❣ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss✱ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❛♥❞ ♣r♦✈❡ t❤❛t
✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ❝♦❛t ♣r♦✜❧❡ ✉s✐♥❣ ♦✉r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳

❇② ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ❝❛s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✲
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❞✉❝❡❞ ✉s❡❢✉❧ ❞❡s✐❣♥ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❢♦r ❡♥❤❛❝✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ t❤❡ ❤✉♠❛♥ t♦rs♦✳
❯s✐♥❣ ❢✉❧❧✲✇❛✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡✲
r✐♥❣ ♦❢ ❛ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡ ✉s✐♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦❛ts✳ ❚❤❡ ❝♦❛t t❤✐❝❦♥❡ss ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜②
✉s✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♥❡❣❛t✐✈✐t② ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②✳ ❚❤♦s❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ s✉❜❥❡❝t
❢♦r ❢✉rt❤❡r t✉♥✐♥❣ s♦ t❤❛t t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ t♦ t❤❡ r❡❛❧✲❝❛s❡ s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥
❝♦r❡✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❝②❧✐♥❞❡r s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✉s ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ ❝♦❛t
❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ ❤✉♠❛♥ t♦rs♦✳

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❇♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡✢❡❝t❛rr❛② ❛♥❞ ♠❡t❛♠❛t❡r✐❛❧ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t♦ ♦✛❡r ♣r♦♠✐✲
s✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❘❈❙ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ st✐❧❧✱ ❢✉rt❤❡r ♣r♦s♣❡❝t✐✈❡
st✉❞✐❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ❛❧r❡❛❞② ❞♦♥❡✳

❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ r❡✢❡❝t❛rr❛②✲✐♥s♣✐r❡❞ r❡✢❡❝t♦r✱ s❡✈❡r❛❧ ♣♦✐♥ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✿

❘❡✢❡❝t♦r✲❜✐❝②❝❧❡ t❡st

❆ r❡✢❡❝t♦r ♠♦✉♥t❛❜❧❡ ♦♥ ❛ ❜✐❝②❝❧❡ ✐s ♥♦✇ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ t❡st❡❞✳ ◆❡①t st❡♣ ✇♦✉❧❞ ❜❡
t♦ t❡st t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t♦r✲❜✐❝②❝❧❡ s②st❡♠ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❛❧ ❧✐❢❡
r♦❛❞ s❝❡♥❛r✐♦s t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❜t❛✐♥❡❞✳

✼✼✲✼✾ ●❍③ ♣r♦t♦t②♣❡

▼♦r❡ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ ❘❛❞❛r s②st❡♠s ❛r❡ ❜❡✐♥❣ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♦♣❡r❛t❡ ❛t ✼✼✲✼✾ ●❍③ ❢r❡q✉❡♥❝②
❜❛♥❞ t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ✇♦r❦ ♦♥ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ t♦ ♦♣❡r❛t❡ ✐♥ t❤✐s ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡✳

❉✉❛❧✲❜❛♥❞ r❡✢❡❝t♦r

❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ r❡✢❡❝t♦r ✇❤♦s❡ ❝❡❧❧s ❝❛♥ ♦♣❡r❛t❡
♦♥ ❞✉❛❧ ❜❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✷✹ ●❍③ ❛♥❞ ✼✼✲✼✾ ●❍③✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❛♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥s♣✐r❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ♥❡①t ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s
✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣r♦s♣❡❝t✐✈❡ st✉❞✐❡s ✿

◆❡❣❛t✐✈❡ ❝♦❛t s②♥t❤❡s✐s ✉s✐♥❣ ♠❡t❛♠❛t❡r✐❛❧s

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❛
♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ❝♦❛t✳ ●♦✐♥❣ ❢✉rt❤❡r✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ s②♥t❤❡s✐③❡ t❤❡
❝♦❛t ✐♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ♠❡t❛♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤✐s s②♥t❤❡s✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ♠❡t❛❧❧♦✲❞✐❡❧❡❝tr✐❝
♣❡r✐♦❞✐❝ ❛rr❛②s✳ ❇② ❝❛r❡❢✉❧❧② t✉♥✐♥❣ t❤❡ ❛rr❛② ❝❡❧❧ ❣❡♦♠❡tr② ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞
♠❡❞✐✉♠ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ❝♦✉❧❞ ❜❡ s②♥t❤❡s✐③❡❞✳

❚❡①t✐❧❡s

❆t ❛ ✈❡r② ❛♣♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❧❡✈❡❧✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②
♦❢ ✉s✐♥❣ ✢❡①✐❜❧❡ ✇❡❛r❛❜❧❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ t❡①t✐❧❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❧❧✐❝ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛✲
♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ♦❢ s✉❝❤ ❛ ✇❡❛r❛❜❧❡ t❡①t✐❧❡ ❝❛♥ ✜♥❛❧❧②
✐♥❞✐❝❛t❡ ❤♦✇ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐s t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡
❘❈❙ ♦❢ ❛ ❝②❝❧✐st ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ❤✐s s❛❢❡t② ♦♥ t❤❡ r♦❛❞✳



✶✻✵

❈②❝❧✐st✲r❡✢❡❝t♦r✲❜✐❝②❝❧❡ t❡st

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛❢t❡r ❢❛❜r✐❝❛t✐♥❣ t❤♦s❡ ❞❡✈✐❝❡s✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❡st t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❝②❝❧✐st✲r❡✢❡❝t♦r✲❜✐❝②❝❧❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❘❈❙ ❧❡✈❡❧s t♦
t❤♦s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ✈❡❤✐❝❧❡s ♦♥ r♦❛❞s ❢♦r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥
t❤✐s ❘❈❙ s✐❣♥❛t✉r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✈❡r② ❤❡❧♣❢✉❧ ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ r❛❞❛r s②st❡♠s✳



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✶ ▲❡s ❛♥❣❧❡s ♠♦rts ♦ù ❧❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r ❞✉ ❜✉s ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❞ét❡❝t❡r ✈✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t
❧❡s ♦❜st❛❝❧❡s ❞❡ ❧❛ r♦✉t❡ ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❧❡s ❝②❝❧✐st❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸

✷ ▲❡ s❝é♥❛r✐♦ ♦ù ❧❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r ❞✉ ❜✉s ❡st ✐♥❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❡ ❝②❝❧✐st❡ à
✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹

✸ ▲❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ❡♥tr❡ ♣❛♥♥❡❛✉ ✶ ❡t ✷ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✧✈❡rs ❧✬❛✈❛♥t✧ ✹

✶✳✶ ❆ s❦❡t❝❤ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❜❧✐♥❞ s♣♦ts ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜✉s ❞r✐✈❡r ❝❛♥♥♦t ✈✐s✉❛❧❧②
❞❡t❡❝t r♦❛❞ ♦❜st❛❝❧❡s ❛s ❱❘❯s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻

✶✳✷ ❆ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜✉s ❞r✐✈❡r ✐s ✈✐s✉❛❧❧② ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t
t❤❡ ❝②❝❧✐st ❛t ❛♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻

✶✳✸ s❦❡t❝❤ ♦❢ ❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❝❛♠❡r❛ s②st❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼
✶✳✹ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ▲✐❞❛r s②st❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽
✶✳✺ ❆ ♣❤♦t♦ ♦❢ ❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❋▼❈❲ s❤♦rt r❛♥❣❡ ❘❛❞❛r ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t ✷✹ ●❍③ ✽
✶✳✻ ❆✈❡r❛❣❡ ❘❈❙ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛③✐♠✉t❤ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❈❛❞✐❧❧❛❝ ❙❚❙ s❡❞❛♥✱

❈❤❡✈r♦❧❡t ❆✈❛❧❛♥❝❤❡ tr✉❝❦ ❛♥❞ ❈❤❡✈r♦❧❡t ❊①♣r❡ss ✈❛♥ ❢♦r ❑✲❜❛♥❞ ❛♥❞ ❲✲
❜❛♥❞ ✐♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵

✶✳✼ ❆✈❡r❛❣❡ ❘❈❙ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛③✐♠✉t❤ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛♥ ❛❞✉❧t ♣❡❞❡str✐❛♥ ❢♦r
❑✲❜❛♥❞ ❛♥❞ ❲✲❜❛♥❞ ✐♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

✶✳✽ ❆✈❡r❛❣❡ ❘❈❙ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛③✐♠✉t❤ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❜✐❝②❝❧❡✲❝②❝❧✐st ❢♦r ❑✲
❜❛♥❞ ❛♥❞ ❲✲❜❛♥❞ ✐♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

✶✳✾ ❆ s❦❡t❝❤ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ s❝❡♥❛r✐♦s ♦♥ ❛ ♣❡❞❡str✐❛♥ ❘❈❙
❡♥❤❛♥❝✐♥❣ ♣❛t❝❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✶✳✶✵ ❆ ♣r♦t♦t②♣❡ ♦❢ ❛ ❧♦✇ ♣r♦✜❧❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❝♦r♥❡r ✇❡❜ r✐❞❣❡ ♦❢ ♣❛t❝❤ s✐③❡ ✷✵ ❝♠
❜② ✷✵ ❝♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✶✳✶✶ ❘❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈❡rs✉s t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡❜ r✐❞❣❡ ♣❛t❝❤ ❛s
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ✢❛t ♣❛t❝❤ ❢♦r ❜♦t❤ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✶✳✶✷ ❆ ❞❡♣✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐❛♠♦♥❞ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ✜①❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛st ♦❢ ❛ ②❛❝❤t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹
✶✳✶✸ ❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❝♦r♥❡r r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✶✺
✶✳✶✹ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ ❛ ❱❛♥ ❛tt❛② tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡s ♥❡t✇♦r❦ ❛rr❛② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼
✶✳✶✺ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ ❛ P♦♥ ❛rr❛② ✉t✐❧✐③✐♥❣ ❛ ❧♦❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❛♥❞ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♠✐①❡rs ✶✼
✶✳✶✻ ❆♥ ❘❉❆ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❢❛r✜❡❧❞ ❡♥❡r❣② tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽
✶✳✶✼ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ ❧♦✇ ♣r♦✜❧❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❝♦r♥❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❖♣t✐❝s

❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❙✉r❢❛❝❡ ■♠♣❡❞❛♥❝❡ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✶✻✶



✶✻✷ ▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✶✳✶✽ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦♥♦st❛t✐❝ ❘❈❙ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❝♦r✲
♥❡r✱ ♠❡t❛❧❧✐❝ s❤❡❡t ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❧♦✇ ♣r♦✜❧❡ r❡✢❡❝t♦r ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
❛♥✐s♦tr♦♣②✲❙■▼ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✶✳✶✾ ❉❡♣✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s✐♥✉✲
s♦✐❞❛❧ ♠❡t❛s✉r❢❛❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✶✳✷✵ ❆ ❞❡♣✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✉s✐♥❣ ❢r❛❝t❛❧✲❜❛s❡❞
♣❛t❝❤ ❣❡♦♠❡tr② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✶✳✷✶ ❘❈❙ ✈❡rs✉s ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❢r❛❝t❛❧✲❜❛s❡❞ r❡✢❡❝t♦r
❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❜❛r❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✶✳✷✷ ❆ ❞❡♣✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ r❡✢❡❝t♦r ❢❡❞ ❜② ❛ ❤♦r♥ ❛♥t❡♥♥❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸
✶✳✷✸ ❆ ❞❡♣✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡✢❡❝t❛rr❛② ♦❢ s✐③❡ L ❛♥❞ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② d ❢❡❞ ❜② ❛ ❤♦r♥ ❛♥t❡♥♥❛ ✷✸
✶✳✷✹ ❚❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✉s✐♥❣ r❡✢❡❝trr❛② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹
✶✳✷✺ ❆ ♣r♦t♦t②♣❡ ♦❢ ❛ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② r❡✢❡❝t❛rr❛②s ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t

✾ ●❍③ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺
✶✳✷✻ ▼❡❛s✉r❡❞ ❘❈❙ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ✢❛t ♣❧❛t❡✱ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ✢❛tt❡♥❡❞

❞✐❤❡❞r❛❧ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐❝ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❝♦r♥❡r ✐♥ ❚❊ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭❊✲✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ ②✲❛①✐s✮ ✷✺
✶✳✷✼ ▼❡❛s✉r❡❞ ❘❈❙ ♦❢ t❤❡ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✐♥ ❜♦t❤ ❚❊ ❛♥❞ ❚▼

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✭❊✲✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ ②✲❛①✐s ❛♥❞ ①✲❛①✐s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺
✶✳✷✽ ❉✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝❧❛s✲

s✐❝❛❧ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❝♦r♥❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻
✶✳✷✾ s❦❡t❝❤ ♦❢ ❛ ♠❡t❛♠❛t❡r✐❛❧ s②♥t❤❡s✐③❡ ✉s✐♥❣ ✇✐r❡s ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡ r✐♥❣ r❡s♦♥❛t♦rs ✷✼
✶✳✸✵ ❆ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❝②❧✐♥❞❡r ❝♦❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ s✉❜str❛t❡✲♠❡t❛s✉r❢❛❝❡ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✷✳✶ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝✉rr❡♥t ♣❤❛s❡s ♦♥ ♠✲♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ❛s ❡①♣r❡ss❡❞
❜② ❋❧♦q✉❡t✬s t❤❡♦r❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✷✳✷ ❆ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ✭γ✮ ❢♦r t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛rr❛② ♦❢ ✐♥t❡r✲
❡❧❡♠❡♥t s♣❛❝✐♥❣ d ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✷✳✸ P❡r✐♦❞✐❝ ❛rr❛② ❡①❝✐t❡❞ ❜② ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ♦❢ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✐♥ r❡t❛r❞ t♦
t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✷✳✹ P❡r✐♦❞✐❝ ❛rr❛② ❡①❝✐t❡❞ ❜② ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ♦❢ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ t♦
t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✷✳✺ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧
♣❤❛s❡ s❤✐❢t ✭γ✮ ♦♥ ❜♦t❤ ♣❛♥❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✷✳✻ ❚❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❛♥② ❜❡❛♠ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ β ❢r♦♠ ♣❛♥❡❧ ✶
t♦ ♣❛♥❡❧ ✷ ✐♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❝❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✷✳✼ ❚❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢r♦♠ ♣❛♥❡❧ ✶ t♦ ♣❛♥❡❧ ✷ ✐♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝❛s❡
✭β = 0✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

✷✳✽ ❚❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢r♦♠ ♣❛♥❡❧ ✷ t♦ ♣❛♥❡❧ ✶ ✐♥ t❤❡ r❡✈❡rs❡ ❝❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✸✻
✷✳✾ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ r❛♥❣❡ ✉s✐♥❣ βl ❛♥❞ θ ❛♥❣❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽
✷✳✶✵ ✲βl ✈❡rs✉s α ❢♦r t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❛♥❞ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❝❛s❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾
✷✳✶✶ β

′

✈❡rs✉s β ♦❢ ❞✐❤❡❞r❛❧ α = 10◦ ❢♦r t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ r❡✈❡rs❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✹✸
✷✳✶✷ β

′

✈❡rs✉s β ♦❢ ❞✐❤❡❞r❛❧ α = 22.5◦ ❢♦r t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ r❡✈❡rs❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✹✸
✷✳✶✸ β

′

✈❡rs✉s β ♦❢ ❞✐❤❡❞r❛❧ α = 35◦ ❢♦r t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ r❡✈❡rs❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✹✹



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✶✻✸

✷✳✶✹ ❙❦❡t❝❤ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ✉s❡❞ ❛♥❣❧❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ▼❛t❧❛❜ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✷✳✶✺ ❉✐r❡❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠ ❢r♦♠ ♣❛♥❡❧ ✶ ❢♦r ❜❡❛♠ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡
❛♥❣❧❡ β = 0◦ ✐♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✷✳✶✻ ❉✐r❡❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠ ❢r♦♠ ♣❛♥❡❧ ✷ ❢♦r ❜❡❛♠ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡
❛♥❣❧❡ β = 0◦ ✐♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✷✳✶✼ ❉✐r❡❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠ ❢r♦♠ ♣❛♥❡❧ ✶ ❢♦r ❜❡❛♠ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡
❛♥❣❧❡ β = 5◦ ✐♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✷✳✶✽ ❉✐r❡❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠ ❢r♦♠ ♣❛♥❡❧ ✷ ❢♦r ❜❡❛♠ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡
❛♥❣❧❡ β = 5◦ ✐♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✷✳✶✾ ❉✐r❡❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠ ❢r♦♠ ♣❛♥❡❧ ✶ ❢♦r ❜❡❛♠ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡
❛♥❣❧❡ β = 13◦ ✐♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✷✳✷✵ ❉✐r❡❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠ ❢r♦♠ ♣❛♥❡❧ ✶ ❢♦r ❜❡❛♠ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡
❛♥❣❧❡ β = 5◦ ♦♥ ❛♥ ❛rr❛② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ ❛t β = 5◦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✷✳✷✶ ❉✐r❡❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠ ❢r♦♠ ♣❛♥❡❧ ✷ ❢♦r ❜❡❛♠ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡
❛♥❣❧❡ β = 0◦ ♦♥ ❛♥ ❛rr❛② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ ❛t β = 5◦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✷✳✷✷ ❉✐r❡❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠ ❢r♦♠ ♣❛♥❡❧ ✶ ❢♦r ❜❡❛♠ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡
❛♥❣❧❡ β = 0◦ ♦♥ ❛♥ ❛rr❛② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ ❛t β = 5◦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✷✳✷✸ ❉✐r❡❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠ ❢r♦♠ ♣❛♥❡❧ ✷ ❢♦r ❜❡❛♠ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡
❛♥❣❧❡ β = 0◦ ♦♥ ❛♥ ❛rr❛② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ ❛t β = 5◦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✷✳✷✹ ❉✐r❡❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠ ❢r♦♠ ♣❛♥❡❧ ✶ ❢♦r ❜❡❛♠ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡
❛♥❣❧❡ β = 15◦ ♦♥ ❛♥ ❛rr❛② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❧❛✇ ❛t β = 15◦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✸✳✶ ❚❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡rs ❝♦♠♣♦s✐♥❣ ❛ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✸✳✷ ❚❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦♥ ❛ r❡✢❡❝t❛rr❛② ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ❧❡♥❣t❤ d ❛♥❞ ♣❡r✐♦✲
❞✐❝✐t② p ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✸✳✸ ❆ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❋❧♦q✉❡t s❡t✉♣ ✉♣♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②
♠♦❞❡❧❡❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✸✳✹ ❆ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋❧♦q✉❡t ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ❛♥❣❧❡
✐♥ ♣♦❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✲❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡
t❤❛t ❤❡❧♣s ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✸✳✺ ❆ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❛♥♥✉❧❛r ❝❡❧❧ ✺✼

✸✳✻ ❚❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ ✈❡rs✉s ♦✉t❡r r❛❞✐✉s ❢♦r ✉♥✐t ❝❡❧❧s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
♣❡r✐♦❞✐❝✐t✐❡s✭p = λ0/4✱ λ0/3 ❛♥❞ λ0/2✮ ❛♥❞ ✇✐❞t❤s✭0.5 ❛♥❞ 0.8mm✮ ♦♣❡✲
r❛t✐♥❣ ❛t ✷✹ ●❍③ ❛♥❞ ❡①❝✐t❡❞ ❜② ❛ ❋❧♦q✉❡t ♣♦rt ❛t ❛♥ ♦❜❧✐q✉❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♦❢
θ = 50◦ ✐♥ ❚❊ ♠♦❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✸✳✼ ❚❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ ✈❡rs✉s ♦✉t❡r r❛❞✐✉s ❢♦r ❛ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♦❢ w =
0.5mm ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t ✷✹ ●❍③ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡s ✐♥ ❚❊ ♠♦❞❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✸✳✽ ❚❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ ✈❡rs✉s ♦✉t❡r r❛❞✐✉s ❢♦r ❛ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♦❢ w =
0.8mm ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t ✷✹ ●❍③ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡s ✐♥ ❚❊ ♠♦❞❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵



✶✻✹ ▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✸✳✾ ❚❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ ✈❡rs✉s ♦✉t❡r r❛❞✐✉s ❢♦r ❛ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♦❢ w =
1.2mm ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t ✷✹ ●❍③ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡s ✐♥ ❚❊ ♠♦❞❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✸✳✶✵ ❚❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ ✈❡rs✉s ♦✉t❡r r❛❞✐✉s ❢♦r ❛ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♦❢ w =
0.5mm ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t ✷✹ ●❍③ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡s ✐♥ ❚▼ ♠♦❞❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✸✳✶✶ ❚❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ ✈❡rs✉s ♦✉t❡r r❛❞✐✉s ❢♦r ❛ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♦❢ w =
0.8mm ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t ✷✹ ●❍③ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡s ✐♥ ❚▼ ♠♦❞❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✸✳✶✷ ❚❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ ✈❡rs✉s ♦✉t❡r r❛❞✐✉s ❢♦r ❛ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♦❢ w =
1.2mm ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t ✷✹ ●❍③ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡s ✐♥ ❚▼ ♠♦❞❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✸✳✶✸ ❚❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ ✈❡rs✉s ❢r❡q✉❡♥❝② ❢♦r ❛ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♦❢ w =
0.8mm ❤❛✈✐♥❣ ✐ts ♦✉t❡r r❛❞✐✉s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❡①❝✐t❡❞ ❛t ♥♦r♠❛❧ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✸✳✶✹ ❚❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ ✈❡rs✉s ❢r❡q✉❡♥❝② ❢♦r ❛ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♦❢ w = 0.8mm
❤❛✈✐♥❣ ✐ts ♦✉t❡r r❛❞✐✉s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦s✲
s✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❡①❝✐t❡❞ ❛t ♦❜❧✐q✉❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ θ = 50◦ ✐♥ ❚❊ ♠♦❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✻✷

✸✳✶✺ ❚❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ ✈❡rs✉s ❢r❡q✉❡♥❝② ❢♦r ❛ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♦❢ w =
0.8mm ❤❛✈✐♥❣ ✐ts ♦✉t❡r r❛❞✐✉s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❡①❝✐t❡❞ ❛t ♦❜❧✐q✉❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ θ = 50◦ ✐♥ ❚▼ ♠♦❞❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✸✳✶✻ ❆ s❦❡t❝❤ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛r❡❛ ✭h ∗ w✮ ♦❢ ❛ ✢❛tt❡♥❡❞
❞✐❤❡❞r❛❧ ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ❞❡❣r❡❡ ✭α✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✸✳✶✼ ❈❛♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❝❡❧❧s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❛rr❛② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹
✸✳✶✽ ❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛♥❡❧s ✶ ❛♥❞ ✷

❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✿ ❆♥❣❧❡s ψ1 ❛♥❞ ψ2 r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛♥❣❧❡
♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♦♥ ♣❛♥❡❧ ✶ ❛♥❞ ✷ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❱❡❝t♦r ~k1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠✱ ~k12 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✇❛✈❡
✈❡❝t♦r ❜② ♣❛♥❡❧ ✶ ❛♥❞ ~k2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞
❜❡❛♠ ❜② ♣❛♥❡❧ ✷ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✸✳✶✾ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❛rr❛② ♣❛♥❡❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠✲
♠❡rs❡❞ ✐♥ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♥❣ ❜♦① ✇✐t❤ d1, d2, d3, d4 ❛♥❞ d5 ❛❧❧ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❣r❡❛t❡r
t❤❛♥ λ0/4 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✸✳✷✵ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ β = −5◦ ❜② ♣❛♥❡❧
✶ ✐♥ ❚❊ ❛♥❞ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✸✳✷✶ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ β = 0◦ ❜② ♣❛♥❡❧ ✶
✐♥ ❚❊ ❛♥❞ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✸✳✷✷ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ β = 11◦ ❜② ♣❛♥❡❧
✶ ✐♥ ❚❊ ❛♥❞ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✸✳✷✸ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ β = 22.5◦ ❜② ♣❛♥❡❧
✶ ✐♥ ❚❊ ❛♥❞ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✶✻✺

✸✳✷✹ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ β = 38◦ ❜② ♣❛♥❡❧
✶ ✐♥ ❚❊ ❛♥❞ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✸✳✷✺ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ β = −5◦ ❜② ♣❛♥❡❧
✷ ✐♥ ❚❊ ❛♥❞ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✸✳✷✻ ❚❤❡ ♣❧♦t ♦❢ ❊✲✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ✭❨♦❩✮ ♣❧❛♥❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❜② ♣❛♥❡❧ ✷ ❢♦r t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦
♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ β = −5◦ ✐♥ ❚❊ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✸✳✷✼ ❚❤❡ ♣❧♦t ♦❢ ❊✲✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ✭❨♦❩✮ ♣❧❛♥❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❜② ♣❛♥❡❧ ✷ ❢♦r t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦
♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ β = −5◦ ✐♥ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✸✳✷✽ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ β = 0◦ ❜② ♣❛♥❡❧ ✷
✐♥ ❚❊ ❛♥❞ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✸✳✷✾ ❚❤❡ ♣❧♦t ♦❢ ❊✲✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ✭❨♦❩✮ ♣❧❛♥❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❜② ♣❛♥❡❧ ✷ ❢♦r t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦
♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ β = 0◦ ✐♥ ❚❊ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✸✳✸✵ ❚❤❡ ♣❧♦t ♦❢ ❊✲✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ✭❨♦❩✮ ♣❧❛♥❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❜② ♣❛♥❡❧ ✷ ❢♦r t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦
♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ β = 0◦ ✐♥ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✸✳✸✶ ✸❉ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺
✸✳✸✷ ❘❈❙ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ❜❛r❡✱ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❝♦r♥❡r ❛♥❞ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ✢❛tt❡♥❡❞

❞✐❤❡❞r❛❧ ✐♥ ❚❊ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻
✸✳✸✸ ❘❈❙ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ❜❛r❡✱ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❝♦r♥❡r ❛♥❞ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ✢❛tt❡♥❡❞

❞✐❤❡❞r❛❧ ✐♥ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻
✸✳✸✹ ❈❛♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛♥❞ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❝❡❧❧s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ r❡tr♦✲

❞✐r❡❝t✐✈❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼
✸✳✸✺ ✸❉ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ♦❢ ❝✐r❝✉❧❛r ❝❡❧❧s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜❛s❡❞

♦♥ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❋❧♦q✉❡t s❡t✉♣ ✐♥ ❚❊ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽
✸✳✸✻ ✸❉ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ♦❢ ❝✐r❝✉❧❛r ❝❡❧❧s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜❛s❡❞

♦♥ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❋❧♦q✉❡t s❡t✉♣ ✐♥ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽
✸✳✸✼ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❘❈❙ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧s ✉s✐♥❣ ❝✐r✲

❝✉❧❛r ❛♥❞ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❝❡❧❧s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❋❧♦q✉❡t s❡t✉♣ ✐♥
❚❊ ❛♥❞ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✸✳✸✽ ❘❈❙ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❛ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❢♦r r❛♥❣❡ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡
♦♣❡r❛t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ ❚❊ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✸✳✸✾ ❘❈❙ ✈❛❧✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ β = 0◦ ♦✈❡r t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✽✷
✸✳✹✵ ❚❤❡ ✲✶ ❞❇s♠ ❜❡❛♠✇✐❞t❤ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡ ❘❈❙ ✈❛❧✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ β =

0◦ ♦✈❡r t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸
✸✳✹✶ ❘❈❙ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❛ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❢♦r r❛♥❣❡ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡

♦♣❡r❛t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸
✸✳✹✷ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ♦❢ α = 10◦ ❜❡✐♥❣ ❝✉t ✐♥ t❤❡

♠✐❞❞❧❡ ❜② ❛♥ ❊✲s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ t♦ r❡❞✉❝❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺
✸✳✹✸ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ♦❢ α = 35◦ ❜❡✐♥❣ ❝✉t ✐♥ t❤❡

♠✐❞❞❧❡ ❜② ❛♥ ❊✲s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ t♦ r❡❞✉❝❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻
✸✳✹✹ ❘❈❙ ♣r♦✜❧❡s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢♦r ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧s ♦❢ α = 10◦, 22.5◦and35◦

✐♥ ❚❊ ♠♦❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼
✸✳✹✺ ❘❈❙ ♣r♦✜❧❡s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ♦❢ α = 10◦ ❛♥❞

✐ts ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❞✐❤❡❞r❛❧ ❝♦r♥❡r ✐♥ ❚❊ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼



✶✻✻ ▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✸✳✹✻ ❘❈❙ ♣r♦✜❧❡s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ♦❢ α = 35◦ ❛♥❞
✐ts ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❞✐❤❡❞r❛❧ ❝♦r♥❡r ✐♥ ❚❊ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✸✳✹✼ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✉s✐♥❣ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♦❢ p = λ0/2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾
✸✳✹✽ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✉s✐♥❣ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♦❢ p = λ0/3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾
✸✳✹✾ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✉s✐♥❣ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♦❢ p = λ0/4 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵
✸✳✺✵ ❘❈❙ ♣r♦✜❧❡s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢♦r ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧s ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t✐❡s p = λ0/4, λ0/3andλ0/2

✐♥ ❚❊ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶
✸✳✺✶ ❚❤❡ ❛♥❡❝❤♦✐❝ ❝❤❛♠❜❡r ✐♥ ❈❆❈❊◆❉❘❆ ❢❛❝✐❧✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷
✸✳✺✷ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❤♦r♥ ❛♥t❡♥♥❛s ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦

❛♥❛❧②③❡r s②st❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷
✸✳✺✸ ❚❤❡ ❜❛r❡ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✜①❡❞ t♦ t❤❡ r♦t❛t✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸
✸✳✺✹ ❚❤❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❝❡❧❧s ♣❛♥❡❧s ♦♥ t❤❡ ❜❛r❡ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❞✐❤❡❞r❛❧

✇❤✐❝❤ ✐s ✜①❡❞ t♦ t❤❡ r♦t❛t✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸
✸✳✺✺ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❘❈❙ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

♦❢ r❡tr♦❞✐r❡❝t✐✈❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✉s✐♥❣ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❝❡❧❧s ✐♥ ❚❊ ❛♥❞ ❚▼
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✹✳✶ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② t❤❡ ❞✐♣♦❧❡s ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧❧② ❢♦r♠✐♥❣ t❤❡
s❝❛tt❡r❡r ❛♥❞ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡❧❡ts ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥
P ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✹✳✷ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥t
❜❡❛♠ ♦❢ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r k0 ✇✐t❤ ❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❜♦❞② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✹✳✸ ❆ s❝❤❡♠❡ s❤♦✇✐♥❣ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s✐♥❣❧❡✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ✭R, ǫr✮ ✇❤♦s❡ ❛①✐s
✐s ♣❧❛❝❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ③✲❛①✐s ♥♦r♠❛❧❧② ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ✇❤♦s❡
❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❛❧✐❣♥❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✹✳✹ ❆ s❝❤❡♠❡ s❤♦✇✐♥❣ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❞♦✉❜❧❡✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ ❝♦❛t ♣r♦✜❧❡✭Rc, ǫ
r
c✮

✇❤♦s❡ ❛①✐s ✐s ♣❧❛❝❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ③✲❛①✐s ♥♦r♠❛❧❧② ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡
✇❤♦s❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❛❧✐❣♥❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✹✳✺ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♣❡r ✉♥✐t ✈♦❧✉♠❡ ✈❡rs✉s t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❇♦❤r❡♥ ❜♦♦❦❬✽✹❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✹✳✻ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ✇✐❞t❤ ♣❡r ❛③✐♠✉t❤❛❧ ❛r❡❛ ♦❢ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②
ǫ = 2.4 ✈❡rs✉s ✐ts r❛❞✐✉s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✹✳✼ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❝♦❛t❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫr = 3 ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧
s✐③❡ k0Rc = 0.1 ✇❤❡r❡ Rc = 1.1R ❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆❧✉ ✇♦r❦ ❬✽✾❪ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s❤❡❧❧ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✹✳✽ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❛ ❝♦❛t❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫr = 3 ❛♥❞ ❡❧❡❝✲
tr✐❝❛❧ s✐③❡ k0Rc = 0.1 ❛♥❞ Rc = 1.1R ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❡❧❧ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ✶✶✺

✹✳✾ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✶✵ ❝♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✹✳✶✵ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦t❛❧ ❘❈❙ ❢♦r t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ❝♦❛t❡❞
❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡rs ✭L = 10 ❝♠✮ ✈❡rs✉s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t
t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ✸ ●❍③ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✹✳✶✶ P❧❛♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ st✉❞② ♦♥ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✶✻✼

✹✳✶✷ ❇❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ✭✐♥ ❞❇✮ ❢♦r ❝②❧✐♥❞❡rs ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ✈❛✲
❧✉❡s ǫr = 3, 5 ❛♥❞ 10 ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐✉s s✐③❡ a ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

✹✳✶✸ ❇❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ✭✐♥ ❞❇✮ ♦❢ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫr = 3 ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧
s✐③❡ a = 0.5 ✈❡rs✉s ❝♦❛t r❛❞✐✉s ac ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ǫrc = 0.5, 2, 5, 10
❛♥❞ 20 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶

✹✳✶✹ ❇❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ✭✐♥ ❞❇✮ ♦❢ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫr = 3 ❛♥❞ ❡❧❡❝✲
tr✐❝❛❧ s✐③❡ a = 0.5 ✈❡rs✉s ❝♦❛t r❛❞✐✉s ac ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ǫrc =
−0.5,−2,−5,−10 ❛♥❞ −20 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶

✹✳✶✺ ❇❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ✭✐♥ ❞❇✮ ❢♦r ❝②❧✐♥❞❡rs ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ✈❛✲
❧✉❡s ǫr = −0.5,−2,−5,−10 ❛♥❞ −20 ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐✉s s✐③❡ a ✳ ✳ ✶✷✷

✹✳✶✻ ❈♦♥t♦✉r ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ✭✐♥ ❞❇✮ ♦❢ ❛ ❞♦✉❜❧❡✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r
♦❢ ❛ ❝♦r❡ ♣r♦✜❧❡✭ǫr = 3, a = 0.5✮ ✈❡rs✉s t❤❡ ♦✉t❡r ❝♦❛t r❛❞✐✉s ac ❛♥❞ ❝♦❛t
♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫrc ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸

✹✳✶✼ ❇❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ✭✐♥ ❞❇✮ ❢♦r ❧♦ss② ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡rs ♦❢ ♣❡r♠✐tt✐✲
✈✐t② ✈❛❧✉❡s ǫr = 3 + 0.1i ❛♥❞ ǫr = 3 + i ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐✉s s✐③❡
a ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸

✹✳✶✽ ❈♦♥t♦✉r ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ✭✐♥ ❞❇✮ ♦❢ ❛ ❞♦✉❜❧❡✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r
♦❢ ❛ ❝♦r❡ ♣r♦✜❧❡✭ǫr = 3+0.1i, a = 0.5✮ ✈❡rs✉s t❤❡ ♦✉t❡r ❝♦❛t r❛❞✐✉s ac ❛♥❞
❝♦❛t ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫrc ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

✹✳✶✾ ❈♦♥t♦✉r ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ✭✐♥ ❞❇✮ ♦❢ ❛ ❞♦✉❜❧❡✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r
♦❢ ❛ ❝♦r❡ ♣r♦✜❧❡✭ǫr = 3 + i, a = 0.5✮ ✈❡rs✉s t❤❡ ♦✉t❡r ❝♦❛t r❛❞✐✉s ac ❛♥❞
❝♦❛t ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫrc ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺

✹✳✷✵ ❇❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ✭✐♥ ❞❇✮ ❢♦r ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ✈❛✲
❧✉❡ ǫr = 15 ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐✉s s✐③❡ a ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

✹✳✷✶ ❇❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ✭✐♥ ❞❇✮ ❢♦r ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ✈❛✲
❧✉❡ ǫr = 15 + 5i ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐✉s s✐③❡ a ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

✹✳✷✷ ❈♦♥t♦✉r ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ✭✐♥ ❞❇✮ ♦❢ ❛ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ ♣r♦✜❧❡
✭ǫr = 15, a = 0.5✮ ✈❡rs✉s t❤❡ ❝♦❛t ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫc ❛♥❞ ♦✉t❡r r❛❞✐✉s ac ✳ ✳ ✳ ✶✷✼

✹✳✷✸ ❈♦♥t♦✉r ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ✭✐♥ ❞❇✮ ♦❢ ❛ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ ♣r♦✜❧❡
✭ǫr = 15 + 5i, a = 0.5✮ ✈❡rs✉s t❤❡ ❝♦❛t ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫc ❛♥❞ ♦✉t❡r r❛❞✐✉s ac ✳ ✶✷✽

✹✳✷✹ ❊①t❡♥❞❡❞ ❝♦♥t♦✉r ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ✭✐♥ ❞❇✮ ♦❢ ❛ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢
♣r♦✜❧❡ ✭ǫr = 15 + 5i, a = 0.5✮ ❢♦r ❝♦❛t ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② −40 < ǫc < −20 ❛♥❞
♦✉t❡r r❛❞✐✉s ac ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽

✹✳✷✺ ●❡♦♠❡tr② ♦❢ ❛ ❢♦✉r✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡ ♥♦r♠❛❧❧②
✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ❜② ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ✇❤♦s❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❛❧✐❣♥❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛①✐s
❝②❧✐♥❞❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵

✹✳✷✻ ❇❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ✭✐♥ ❞❇✮ ♦❢ ❛ ❢♦✉r✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❤✉♠❛♥
❝♦r❡ ✈❡rs✉s ❝♦❛t r❛❞✐✉s ac ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ǫrc = 0.5, 2, 5, 10, 20, 30, 40
❛♥❞ 50 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸

✹✳✷✼ ❇❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ✭✐♥ ❞❇✮ ♦❢ ❛ ❢♦✉r✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❤✉♠❛♥
❝♦r❡ ✈❡rs✉s ❝♦❛t r❛❞✐✉s ac ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ǫrc = −0.5,−2,−5,−10,−20
❛♥❞ −25 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸



✶✻✽ ▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✹✳✷✽ ❈♦♥t♦✉r ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ✭✐♥ ❞❇✮ ♦❢ ❛ ❢♦✉r✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r
❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡ ✈❡rs✉s t❤❡ ❝♦❛t ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫc ❛♥❞ ♦✉t❡r r❛❞✐✉s ac ✶✸✹

✹✳✷✾ P❧♦t ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ✭✐♥ ❞❇✮ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ❝♦♠✲
❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡rs ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♠♣❧❡① ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ✈❛❧✉❡s ✈❡rs✉s t❤❡
♦✉t❡r r❛❞✐✉s ac ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹

✹✳✸✵ P❧♦t ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ✭✐♥ ❞❇✮ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ❝♦♠✲
❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡rs r❛❞✐✐ s✐③❡s ✈❡rs✉s t❤❡ ♦✉t❡r r❛❞✐✉s ac ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺

✺✳✶ ❆ s❦❡t❝❤ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s✲
❝❛tt❡r ❘❈❙ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✿ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❡♥❡r❣② ✐s s❡♥s❡❞ ✐♥ t❤❡
♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✭✲ ①✲❛①✐s✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵

✺✳✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❘❈❙ ✭✐♥ ❞❇s♠✮ ❢♦r ❛
s✐♥❣❧❡ ✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ r❛❞✐✉s a = 0.2 ❛♥❞ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫr = 3 ✈❡rs✉s t❤❡
❝②❧✐♥❞❡r ❧❡♥❣t❤ t♦ r❛❞✐✉s r❛t✐♦ ❛t t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ✺ ●❍③ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶

✺✳✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❘❈❙ ✭✐♥ ❞❇s♠✮ ❢♦r ❛
s✐♥❣❧❡ ✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ r❛❞✐✉s a = 0.2 ❛♥❞ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫr = 3+0.1i ✈❡rs✉s
t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❧❡♥❣t❤ t♦ r❛❞✐✉s r❛t✐♦ ❛t t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ✺ ●❍③ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷

✺✳✹ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❘❈❙ ✭✐♥ ❞❇s♠✮ ❢♦r ❛
s✐♥❣❧❡ ✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ r❛❞✐✉s a = 0.2 ❛♥❞ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫr = 3 + i ✈❡rs✉s
t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❧❡♥❣t❤ t♦ r❛❞✐✉s r❛t✐♦ ❛t t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ✺ ●❍③ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷

✺✳✺ ❆ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣ ♦❢ ❛ ❝♦❛t❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ✿ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r
❡♥❡r❣② ✐s s❡♥s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✭✲ ①✲❛①✐s✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹

✺✳✻ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ ❛ ❝②❧✐♥❞❡r ❝♦❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣❡r❢❡❝t❧② ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❧❛②❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺

✺✳✼ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥
✭✐♥ ❞❇✮ ❢♦r ❛ ❝♦❛t❡❞ ✜♥✐t❡ s✐♥❣❧❡✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ s✐③❡ a = 0.5 ❛♥❞
♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫr = 3 ❛♥❞ ❛ ❝♦❛t ♦❢ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫrc = −15 ✈❡rs✉s t❤❡ ♦✉t❡r
r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ❝♦❛t ❛t ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✺ ●❍③ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼

✺✳✽ P❧♦t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛③✐♠✉t❤ ♣❧❛♥❡ tr❛✈❡rs✐♥❣ t❤❡
❝②❧✐♥❞❡r ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❛t ♠❡❞✐✉♠ ✐s ❧♦ss❧❡ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽

✺✳✾ P❧♦t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛③✐♠✉t❤ ♣❧❛♥❡ tr❛✈❡rs✐♥❣ t❤❡
❝②❧✐♥❞❡r ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❛t ♠❡❞✐✉♠ ✐s ❧♦ss② ✿ ❧♦ss t❛♥❣❡♥t δ = 0.001✶✹✽

✺✳✶✵ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ✭✐♥
❞❇✮ ❢♦r ❛ ❝♦❛t❡❞ ✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ s✐③❡ a = 0.5✱ L/R = 10 ❛♥❞ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②
ǫr = 3 + 0.1i ❛♥❞ ❛ ❝♦❛t ♦❢ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫrc = −15 ✈❡rs✉s t❤❡ ♦✉t❡r r❛❞✐✉s
♦❢ t❤❡ ❝♦❛t ❛t ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✺ ●❍③ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾

✺✳✶✶ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ✭✐♥
❞❇✮ ❢♦r ❛ ❝♦❛t❡❞ ✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ s✐③❡ a = 0.5✱ L/R = 10 ❛♥❞ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②
ǫr = 3 + i ❛♥❞ ❛ ❝♦❛t ♦❢ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫrc = −15 ✈❡rs✉s t❤❡ ♦✉t❡r r❛❞✐✉s ♦❢
t❤❡ ❝♦❛t ❛t ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✺ ●❍③ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵

✺✳✶✷ ❈♦♥t♦✉r ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❣❛✐♥ ✐♥ ❞❇ ✈❡rs✉s t❤❡ ❝♦❛t r❛❞✐✉s ❛♥❞
♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✜♥✐t❡♥❡ss✶✺✶



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✶✻✾

✺✳✶✸ ❈♦♥t♦✉r ♣❧♦t s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❞❇ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲
❝♦rr❡❝t❡❞ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❣❛✐♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✷

✺✳✶✹ ❆ s❦❡t❝❤ ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ ❧❡♥❣t❤ L ❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❤✉♠❛♥
t♦rs♦ r❛❞✐❛❧ s✐③❡ ❛♥❞ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✷

✺✳✶✺ P❧♦t ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥ ✭✐♥ ❞❇✮ ♦❜t❛✐♥❡❞
❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❤✉♠❛♥ ❝♦r❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤
t♦ r❛t✐♦ L/R = 10 ❛♥❞ ❛ ❝♦❛t ♦❢ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫrc = −20 ✈❡rs✉s t❤❡ ❝♦❛t
t❤✐❝❦♥❡ss ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ✽✼✵ ▼❍③ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✸

✺✳✶✻ ❙t✉❞② ♦♥ t❤❡ ❝♦❛t ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ✿ P❧♦t ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❛✐♥
✭✐♥ ❞❇✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❤✉♠❛♥
❝♦r❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ L = 40 ❝♠ ❛♥❞ ❝♦❛ts ♦❢ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫrc = −20✱ −30 ❛♥❞
−40 ✈❡rs✉s t❤❡ ❝♦❛t t❤✐❝❦♥❡ss ❛t ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✽✼✵ ▼❍③ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✹



✶✼✵ ▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s



▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s

✷✳✶ ▲✐st ♦❢ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐❞❡❛❧ ❞✐❤❡❞r❛❧s ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ❞❡❣r❡❡ ❛♥❞ t❤❡✐r
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈✐s✐❜❧❡ r❛♥❣❡ ❧✐♠✐ts ❢♦r t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✷✳✷ ▲✐st ♦❢ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❞✐❤❡❞r❛❧s ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ❞❡❣r❡❡ ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞✐♥❣ ✈✐s✐❜❧❡ r❛♥❣❡ ❧✐♠✐ts ❢♦r t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ r❡✈❡rs❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✹✵

✸✳✶ ▲✐st ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ r❡q✉✐r❡❞ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t
✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❡❧❧ s❡t✉♣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✸✳✷ ❆ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♥❣❧❡s ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡
❛♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦♥ ♣❛♥❡❧ ✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✸✳✸ ❆ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♥❣❧❡s ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡
♦♥ ♣❛♥❡❧s ✶ ❛♥❞ ✷ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✸✳✹ ❆ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♥❣❧❡s ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡
♦♥ ♣❛♥❡❧ ✶ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❛t ♦❢ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦♥ ♣❛♥❡❧ ✷ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✸✳✺ ●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦r♥❡r ❞✐❤❡❞r❛❧ ❛♥❞ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ✼✺
✸✳✻ ▲✐st ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ r❡q✉✐r❡❞ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t

✉s✐♥❣ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❝❡❧❧ s❡t✉♣ ✐♥ ❚❊ ❛♥❞ ❚▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵
✸✳✼ ▲✐st ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♣❤❛s❡ s❤✐❢ts ✐♥

t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ α = 10◦ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❝❡❧❧ s❡t✉♣ ✐♥ ❚❊ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✽✹
✸✳✽ ▲✐st ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♣❤❛s❡ s❤✐❢ts ✐♥

t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ α = 35◦ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❝❡❧❧ s❡t✉♣ ✐♥ ❚❊ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✽✺
✸✳✾ ▲✐st ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♣❤❛s❡ s❤✐❢ts ✐♥

t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ p = λ0/2 ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❝❡❧❧ s❡t✉♣ ✐♥ ❚❊ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✾✵
✸✳✶✵ ▲✐st ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♣❤❛s❡ s❤✐❢ts ✐♥

t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ p = λ0/3 ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❝❡❧❧ s❡t✉♣ ✐♥ ❚❊ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✳ ✾✵
✸✳✶✶ ▲✐st ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♣❤❛s❡ s❤✐❢ts ✐♥

t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ p = λ0/4 ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❝❡❧❧ s❡t✉♣ ✐♥ ❚❊ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✾✵

✺✳✶ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❘❈❙ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦ss❡s ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ✳ ✳ ✶✹✻

✶✼✶



✶✼✷ ▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬✶❪ ▼❛r✐✉s③ Pt❛❦ ❛♥❞ ❑r②st✐❛♥ ❑♦♥❛r③❡✇s❦✐✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❢♦r ❱✉❧♥❡r❛❜❧❡
❘♦❛❞ ❯s❡r ❙❛❢❡t② ❊♥❤❛♥❝❡♠❡♥t✳ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❙②st❡♠s ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱
♣❛❣❡s ✸✺✺✕✸✻✹✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ❈❤❛♠✱ ✷✵✶✺✳

❬✷❪ ❏ ❘✳ ❚r❡❛t✱ ◆ ❙✳ ❚✉♠❜❛s✱ ❙ ❚✳ ▼❝❉♦♥❛❧❞✱ ❉❛✈✐❞ ❙❤✐♥❛r✱ ❘ ❉✳ ❍✉♠❡✱ ❘ ❊✳ ▼❛②❡r✱
❘ ▲✳ ❙t❛♥s✐❢❡r✱ ❛♥❞ ◆ ❏✳ ❈❛st❡❧❧❛♥✳ ❚r✐✲❧❡✈❡❧ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❝❛✉s❡s ♦❢ tr❛✣❝ ❛❝❝✐❞❡♥ts ✿
✜♥❛❧ r❡♣♦rt✳ ❊①❡❝✉t✐✈❡ s✉♠♠❛r②✳ ❆♣r✐❧ ✷✵✶✽✳

❬✸❪ ❆❧❡① ▲❆❋❖◆❚✱ ❏♦❝❡❧✐♥❡ ❘❖●❊✱ ❛♥❞ ❏❡❛♥✲▼✐❝❤❡❧ ❇♦✉❝❤❡✐①✳ ❉r✐✈❡r✬s ❡♠♦t✐♦♥❛❧
st❛t❡ ❛♥❞ ✈✉❧♥❡r❛❜❧❡ r♦❛❞ ✉s❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ♣❛❣❡ ✷ ♣✱ P❆❘■❙✱ ❋r❛♥❝❡✱ ▼❛r❝❤ ✷✵✶✼✳

❬✹❪ ●❡♦r❣❡ P❧❛t③❡r✳ ❚❤❡ ●❡♦♠❡tr② ♦❢ ❆✉t♦♠♦t✐✈❡ ❘❡❛r✈✐❡✇ ▼✐rr♦rs ✲ ❲❤② ❇❧✐♥❞ ❩♦♥❡s
❊①✐st ❛♥❞ ❙tr❛t❡❣✐❡s t♦ ❖✈❡r❝♦♠❡ ❚❤❡♠✳ ❙❆❊ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ P❛♣❡r✱ ❙❆❊ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧
P❛♣❡r✱ ❲❛rr❡♥❞❛❧❡✱ P❆✱ ❋❡❜r✉❛r② ✶✾✾✺✳

❬✺❪ ❉r ❊✉♥✲❍❛ ❈❤♦✐ ❛♥❞ ❯✳ ❙✳ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❍✐❣❤✇❛② ❚r❛❢✲
✜❝ ❙❛❢❡t② ❆❞♠✐♥✐str❛t✐♦♥✳ ❈r❛s❤ ❋❛❝t♦rs ✐♥ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥✲❘❡❧❛t❡❞ ❈r❛s❤❡s ✿ ❆♥ ❖♥✲

❙❝❡♥❡ P❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ❈r❡❛t❡❙♣❛❝❡ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t P✉❜❧✐s❤✐♥❣ P❧❛t❢♦r♠✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✶✵✳

❬✻❪ ❉❛✈✐❞ ●❡ró♥✐♠♦✱ ❉❛✈✐❞ ❱á③q✉❡③✱ ❆rt✉r♦ ❞❡ ❧❛ ❊s❝❛❧❡r❛✱ ❆♥t♦♥✐♦ ▼✳ ▲ó♣❡③✱ ❆t✲
s✉s❤✐ ■♠✐②❛✱ ❚♦♠❛s P❛❥❞❧❛✱ ❛♥❞ ❏♦s❡ ▼✳ ➪❧✈❛r❡③✳ ❱✐s✐♦♥✲❇❛s❡❞ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❉r✐✈❡r
❆ss✐st❛♥❝❡ ❙②st❡♠s✳ ■♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ✐♥ ❱❡❤✐❝❧❡ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ♣❛❣❡s ✶✵✵✕✶✷✶✳
❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ✫ ❙♦♥s✱ ▲t❞✱ ✷✵✶✼✳

❬✼❪ ❉❛✈✐❞ ●❡r♦♥✐♠♦ ❛♥❞ ❆♥t♦♥✐♦ ▼✳ ▲♦♣❡③✳ ❱✐s✐♦♥✲❜❛s❡❞ P❡❞❡str✐❛♥ Pr♦t❡❝t✐♦♥ ❙②s✲

t❡♠s ❢♦r ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❱❡❤✐❝❧❡s✳ ❙♣r✐♥❣❡r❇r✐❡❢s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱
◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✷✵✶✹✳

❬✽❪ ❳✐❛♦❢❡✐ ▲✐✱ ❋✳ ❋❧♦❤r✱ ❨✉❡ ❨❛♥❣✱ ❍✉✐ ❳✐♦♥❣✱ ▼✳ ❇r❛✉♥✱ ❙✳ P❛♥✱ ❑❡q✐❛♥❣ ▲✐✱ ❛♥❞
❉✳ ▼✳ ●❛✈r✐❧❛✳ ❆ ♥❡✇ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❢♦r ✈✐s✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❝②❝❧✐st ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ✷✵✶✻ ■❊❊❊

■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❱❡❤✐❝❧❡s ❙②♠♣♦s✐✉♠ ✭■❱✮✱ ♣❛❣❡s ✶✵✷✽✕✶✵✸✸✱ ❏✉♥❡ ✷✵✶✻✳

❬✾❪ ❚♦♥❣ ▲✐✱ ❳✳ ❈❛♦✱ ❛♥❞ ❨❛♥✇✉ ❳✉✳ ❆♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝r♦ss✐♥❣ ❝②❝❧✐st ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦♥ ❛ ♠♦✈✐♥❣
✈❡❤✐❝❧❡✳ ■♥ ✷✵✶✵ ✽t❤ ❲♦r❧❞ ❈♦♥❣r❡ss ♦♥ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❆✉t♦♠❛t✐♦♥✱ ♣❛❣❡s
✸✻✽✕✸✼✷✱ ❏✉❧② ✷✵✶✵✳

❬✶✵❪ ❚◆✳ ❉❊◆❙❖ ❞❡✈❡❧♦♣s ✇♦r❧❞✬s s♠❛❧❧❡st ✈✐s✐♦♥ s❡♥s♦r ❢♦r ❆❉❆❙✱ ❏✉❧② ✷✵✶✷✳

❬✶✶❪ ❑✳ ❙❛❧❡❤✱ ▼✳ ❍♦ss♥②✱ ❆✳ ❍♦ss♥②✱ ❛♥❞ ❙✳ ◆❛❤❛✈❛♥❞✐✳ ❈②❝❧✐st ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ▲■❉❆❘
s❝❛♥s ✉s✐♥❣ ❢❛st❡r ❘✲❈◆◆ ❛♥❞ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❡♣t❤ ✐♠❛❣❡s✳ ■♥ ✷✵✶✼ ■❊❊❊ ✷✵t❤ ■♥✲
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