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RESUME

Dans cette these, nous avons étudié le probleme de I'instant de premier passage dans
la tarification des options qui sont des produits financiers permettant le transfert des
risques liés a la dynamique stochastique des marchés financiers. Dans ce cadre, nous
avons développé un nouveau produit dérivé appelé option géométrique d’Istanbul.
Cette option est une extension des options asiatiques puisque son prix dépend du prix
moyen de 'actif sous-jacent sur une période de temps aléatoire. De plus, comme dans le
cas des options a barriere, le gain d'une option géométrique d’Istanbul dépend de I'instant
de premier passage d'un mouvement Brownien géométrique puisque nous supposons que
le modele économique choisi pour I’étude est celui de Black-Scholes (1973). Une formule
d’approximation est donnée sous forme fermée pour une option géométrique d’Istanbul
dans le cas d'une option d’achat (Call) et également pour une option de vente (Put). Dans
nos approches numériques, nous adoptons la technique de Monte-Carlo avec réduction
de la variance de l'estimateur obtenu par la méthode des variables de contréle. Cette
approche numérique nous a permis de valider I'efficacité de nos formules d’approximation
analytiques puisque le prix de I'option obtenu numériquement est tres proche de celui que
nous proposons pour divers parametres d’entrée tels que le taux d’intérét, la volatilité,
le prix initial, le prix d’exercice et la date d’échéance. Par ailleurs, nous avons montré,
numériquement, que le prix de notre option est relativement moins cher que celui d'une
option arithmétique d’Istanbul qui a été proposée pour la premiere fois par Michel Jacques
en 1979.

Mots-clés : Instant de premier passage, premier temps d’atteinte, processus stochastique,
tarification des options, options géométriques d’Istanbul, approximation de forme fermée,
simulation de Monte-Carlo, méthode des variantes de controle.



ABSTRACT

In this thesis, we studied the problem of the first passage time in options pricing which
are financial products allowing the transfer of risks related to the stochastic dynamics of
financial markets. In this framework, we developed a new derivative called Geometric
Istanbul Option. This option is an extension of Asian options since its price depends on
the average price of the underlying asset over a random period of time. Moreover, as in
the case of barrier options, the payoff of a geometric Istanbul option depends on the first
passage time of a geometric Brownian motion since we assume that the economic model
chosen for the study is the Black-Scholes (1973) model. An approximation formula is given
in closed-form for a geometric Istanbul option in both cases of call and put options. In our
numerical approaches, we adopt the Monte-Carlo technique with reduction of the variance
of the estimator obtained by the control variates method. This numerical approach has
allowed us to validate the efficiency of our analytical approximation formulas since the
option price obtained numerically is very close to the one we propose for various input
parameters such as interest rate, volatility, initial price, strike price and maturity date.
Furthermore, we have shown, numerically, that our option price is relatively cheaper than
that of an arithmetic Istanbul option that was first proposed by Michel Jacques in 1979.
Keywords : First passage time, first hitting time, stochastic process, options pricing,
geometric Istanbul options, closed-form approximation, Monte-Carlo simulation, Control
variates method.



Lexique

Abréviations

v.a.  variable(s) aléatoire(s).
i.i.d. indépendantes et identiquement distribuées.

p.s.  presque surement.



Notations

Soient X et Y deux variables aléatoires. Soit A € (2 un éveénement. Nous considérons les
notations suivantes :

14 Fonction indicatrice sur A.

P(X € A) La probabilité que X appartient a ’ensemble A.
E™(X) Espérance de X sous la mesure de probabilité m.
Cov(X,Y) Covariance entre X et Y.

PXY Le coeflicient de corrélation entre X et Y.

Var(X) Variance de X.

ox L’écart-type de X.

Xty Les v.a. X et Y ont la méme distribution de probabilité.
dx Une quantité infinitésimale.

b (x) Fonction de répartition en 2 d’une loi N (0, 1).

o(x) Fonction de densité en 2 d’une loi N (0,1).

L7F) Inverse de la transformé de Laplace de la fonction F'.
|| La valeur absolue de la variable x.

max (z) Le maximum de la variable .

max (x,y) Le maximum entre z et y.

min (x) Le minimum de la variable x.

min (z, y) Le minimum entre z et y.

inf{A} La borne inférieure de I’ensemble A.

U Fin de la démonstration.

zy = max(0, z).
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Introduction Générale

Depuis les travaux de Bachelier [1900] sur la modélisation des cours de la bourse de
Paris, la théorie des processus stochastiques est devenue plus que nécessaire dans le monde
de la finance moderne. En effet, les processus stochastiques sont largement impliqués
dans la modélisation financiere dans les secteurs de I'assurance et des marchés financiers.
Cette modélisation permet d’avoir une idée sur le comportement futur du marché afin
de mieux gérer les risques de perte d’argent ou de contrats a moyen et a cour terme. En
particulier, pour les matieres premieres négociées en bourse comme le pétrole brut et le
gaz, il est naturel de dire que I'évolution du prix de ces produits dépend de plusieurs
facteurs, a savoir I’état du marché (offre et demande), la nature du produit négocié, les
intempéries, les pandémies, les crises politiques, le terrorisme, les guerres, etc. Il est donc
tres difficile, en pratique, de modéliser 1’évolution future d’'une matiere premiere quelle
que soit sa nature. Cependant, les négociants sur les marchés financiers ne s’intéressent
qu’a la maniere dont les prix des actifs financiers sont influencés par les facteurs que nous
venons de mentionner. En pratique, seule la tendance actuelle du marché sera prise en
compte pour toute projection dans I'avenir. D'une maniere générale, les observateurs des
prix des actifs financiers s’intéressent a trois indicateurs, a savoir :

— La direction du prix (dérive), qui peut étre soit a la hausse, a la baisse ou stagnante.
— La volatilité du marché.
— L’intensité des sauts.!

Ces indicateurs dépendent a leur tour de I’état du marché pendant la durée de la négo-
ciation. Pour les contrats a court terme, l'effet du temps n’est généralement pas pris en
compte dans la modélisation et par conséquent les indicateurs énumérés ci-dessus seront
considérés comme des quantités prédéterminées par la dynamique du marché et non pas
par la durée de vie des contrats. Par ailleurs, pour les contrats a moyen et long terme,
Ieffet du temps est important, d’ou 'intérét d’introduire des modeles économiques avec
des indicateurs dépendant du temps.

La théorie des processus stochastiques notamment celle des équations différentielles
stochastiques a connu une évolution considérable apres les travaux de Kiyosi [t6 (1915-
2008) qui s’est inspiré, quand a lui, des travaux d’éminents scientifiques tels que Paul
Pierre Lévy (1886-1974) et Andrei Nikolaevitch Kolmogorov (1903-1987). Le calcul d’It6

1. Les prix des actifs financiers cotés en bourse peuvent chuter (ou augmenter) fortement, par exemple,
cela peut se produire suite a la mise en liquidation d’une société actionnaire, cette possibilité doit étre
prise en compte dans toute modélisation financiere. En littérature, la plupart des modeles économiques
comportant des sauts sont construits avec le processus de poisson (pour plus de détails sur le processus
de poisson, voir [Last et Penrose, 2017]).
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a révolutionné le monde de la finance notamment aprés 'arrivée de nouveaux produits de
couverture capables de transférer le risque de perte en capital en échange d’une commis-
sion généralement payée au début du contrat, ces produits sont connus sur les marchés
financiers sous le nom de options. En 1973, un marché mondial des options a été créé aux
Etats-Unis d’Amérique, il s’agit du Chicago Board Options Exchange (CBOE). Peu apres,
Fischer Sheffey Black (1938-1995) et Myron Samuel Scholes (1941-) ont inventé l'un des
plus importants modeles économiques dans le monde. Nommé a leur nom, le modéle de
Black-Scholes est largement utilisé pour I’évaluation des prix des options. Il permet de
calculer la valeur théorique d’une option en utilisant les parametres du marché, a savoir
le prix actuel de I'action, les dividendes, le prix d’exercice, le taux d’intérét, la période
d’expiration et la volatilité du marché. Si le modele de Black-Scholes donne des formules
analytiques pour le prix des options, c¢’est principalement parce que le prix d’un actif
financier est modélisé par un mouvement Brownien géométrique.

Dans cette these, nous nous concentrons sur un probléeme tres présent dans la finance
notamment dans la tarification (calcul du prix) des produits dérivés. Pour illustrer cette
problématique, supposons qu'un investisseur observe 1’évolution aléatoire du prix d'un
actif financier coté en bourse au cours d’'une période donnée, et supposons également que
le prix de cet actif soit modélisé par un processus stochastique. Pour cet investisseur, il est
important d’avoir une idée sur le premier moment ou le processus stochastique atteint un
certain seuil appelé barriére qui peut ou non étre profitable a un investissement pendant la
période de négociation. Ce moment est connu dans la littérature par instant de premier
passage ou instant de premiére frappe.? Il s’agit d’une v.a. dont la distribution n’est
connue que pour une classe réduite de processus stochastiques tels que le mouvement
Brownien et ces principales transformations. La distribution de probabilité de 'instant
de premier passage permet, si elle est analytiquement connue, d’avoir en moyenne, la
localisation du premier instant ou la barriere est atteinte, cette information est cruciale
pour I'élaboration de bonnes stratégies d’investissement sur les marchés financiers.

Le probleme de l'instant de premier passage a été étudié pour la premiere fois par
Bachelier [1900] dans le contexte d'un mouvement Brownien? standard et par Schrodin-
ger [1915] et Smoluchowski [1915] dans le cas d’'un mouvement Brownien arithmétique.
Plusieurs travaux scientifiques sur le sujet ont été développés pour d’autres classes de pro-
cessus stochastiques, par exemples, nous citions les travaux de Ricciardi et Sato [1988],
Alili et al. [2005] et Linetsky [2004] et Yi [2010] dans le cas d’un processus de Uhlenbeck et
Ornstein [1930]. Pour un processus stochastique impliquant des sauts tel que le processus
de Lévy?, la distribution de I'instant de premier passage est étudié dans Pakes [1996], Kou
et Wang [2003] et Hurd et Kuznetsov [2009]. En général, il existe deux approches pour
déterminer la distribution de I'instant de premier passage. La premiere technique est pro-
babiliste, elle consiste a réécrire le probleme sous la forme d’une équation de Fokker-Planck
(voir [Ding et Rangarajan, 1996]). La solution de cette équation est une transformée de
Laplace dont I'inversion donnera la densité de l'instant de premier passage comme dans

2. En anglais, on dit first passage time ou first hitting time

3. Dans sa theése de doctorat intitulée La théorie de la spéculation, soutenue en 1900, Louis Bachelier
a montré que les accroissements du prix d’'un actif coté en bourse sont de distribution gaussienne. Ce
résultat est principalement du au fait que Bachelier a supposé que la distribution de transition du prix
de cet actif du point x a x + dx et cela de 'instant ¢ a t + dt est une solution d’une équation de la chaleur,
cette idée a été mise en lumiere en 1905 par Albert Einstein.

4. Pour plus de détails sur le modele de Lévy, le lecteur peux consulté le livre de Applebaum [2009].
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I'approche proposée par Ding et Rangarajan [2004] pour le cas d’'un mouvement Brow-
nien standard. La deuxieme technique consiste a utiliser des méthodes numériques telles
que les simulations de Monte-Carlo. La méthode de Monte-Carlo est largement utilisée en
finance puisqu’elle est tres efficace et peut étre envisagée pour plusieurs classes de proces-
sus stochastiques y compris les processus de diffusion comme dans [Boukhetala, 1998a],
[Boukhetala, 1998b], [Giraudo et al., 2001], [Opplestrup et al., 2006], [Ichiba et Karda-
ras, 2011], [Drugowitsch, 2016] et [Herrmann et Zucca, 2019]. En littérature, on considere
parfois le probleme de 'instant de premier passage a une barriere mobile (dépendant du
temps) comme dans Tuckwell et Wan [1984]. D’autre part, le probleme de I'instant de
premier passage n’est pas seulement traité pour une seule barriere. Par exemple, un in-
vestisseur dans un produit financier devra surveiller a la fois les hausses de prix qui sont
préjudiciables a I'investissement mais aussi les fortes baisses qui sont souvent la cause de
la perte du capital investi. Ainsi, il est important d’étudier la distribution de I'instant de
premier passage dans le cas de deux barrieres comme dans Lin [1998], Pelsser [2000], Luo
[2001] et Fernandez et al. [2013].

La théorie de 'instant de premier passage peut étre appliquée en finance a la tarifica-
tion des options a barriere, qui sont parmi les produits dérivés les plus répandus sur les
marchés financiers. Les premieres théories sur les options a barriere sont apparues dans
les travaux de Merton [1973], M. et Reiner [1991] et Rich [1994], il s’agit d'une catégorie
d’options dont la tarification nécessite la connaissance de la distribution de l'instant de
premier passage pour le modele de tarification choisi.

Dans cette thése, nous avons développé une nouvelle classe d’options appelée options
d’Istanbul géométrique. Ces produits financiers sont des contrats hybrides ayant les
caractéristiques des options a barriere, puisque leur prix dépend de l'instant de premier
passage, mais aussi, cette nouvelle classe d’options peut étre considérée comme une exten-
sion des options asiatiques a moyenne géométrique étudiées par Kemna et Vorst [1990].

Les options asiatiques sont des produits dérivés qui dépendent du prix moyen de
I’actif sous-jacent sur une période donnée. L’une des raisons de l'introduction des options
asiatiques sur les marchés financiers est que leur prix est inférieur a celui des options
européennes car la moyenne réduit les fluctuations de la valeur intrinseque a 1’échéance
(voir Ye [2008]). En pratique, pour la tarification d’une option asiatique, deux types de
moyennes peuvent étre considérés, la moyenne arithmétique ou la moyenne géométrique.
D’autre part, la période de calcul de la moyenne est généralement connue a l'avance,
puisqu’elle est calculée a partir de la date d’acquisition du contrat jusqu’a son échéance.

Notre contribution aux options d’Istanbul consiste a considérer une moyenne géomé-
trique du prix de 'actif sous-jacent sur une période aléatoire. La principale raison d’en-
visager une période aléatoire est qu’intuitivement, dans ce type de contrat, il n’est pas
nécessaire de calculer la moyenne des fluctuations si elles sont tres faibles. Ce n’est que si
les fluctuations deviennent importantes pour un éventuel investissement qu’il faut calcu-
ler la moyenne. Par ailleurs, afin que les fluctuations du cours deviennent importantes, le
prix de 'actif sous-jacent doit également devenir grand. Cela dépend évidemment de la
dynamique du marché ainsi que des facteurs externes que nous avons mentionnés dans le
premier paragraphe de cette introduction. Une deuxiéeme motivation pour I'introduction
des options d’Istanbul est que ces produits peuvent étre considérés comme une partie de
remboursement ajoutée au contrat d’'une option a barriere. En effet, il serait utile pour un
investisseur de disposer d’un contrat dans lequel une partie du montant investi pour I’achat
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d’une option a barriere peut étre remboursée si les événements attendus ne se réalisent
pas a I’échéance. Nous proposons donc d’activer le calcul de la moyenne des que le prix
de I'actif sous-jacent atteint pour la premiere fois une barriere préalablement fixée dans
les closes du contrat. Si le prix de 'actif sous-jacent n’atteint pas la barriere avant 1’ex-
piration de 'option, alors I'option a la méme valeur qu’'une option européenne standard.
Par contre, si ce prix atteint la barriere, 'option se transforme en une option asiatique
dont la valeur finale dépendant de la moyenne calculée de I'instant de premier passage a
la barriere jusqu’a la date d’échéance du contrat, cela est le principe fondamentale d’un
contrat d’option d’Istanbul.

Historiquement, les options d’Istanbul ont été introduites pour la premiere fois par
Michel Jacques (1997). Le prix de ces produits financiers dépend de l'instant de premier
passage, tout comme les options Parisiennes développées par Chesney et al. [1997], et
dont le gain dépend du fait que la barriere a été atteinte ou non pendant une période pré-
déterminée. Dans le cas des options Parisiennes, le franchissement de la barriere affecte
I’exercice de 'option et non sa valeur intrinseque, il en va de méme pour les options a
barriere. Or, pour les options d’Istanbul, la valeur intrinseque a 1’échéance est elle-méme
influencée par I'instant de premier passage a la barriere. Par ailleurs, il existe des formules
analytiques de tarification pour les options asiatiques avec une moyenne géométrique dans
le cadre du modele de Black-Scholes (voir [Kemna et Vorst, 1990]). En revanche, aucune
formule de tarification n’est connue pour une option asiatique a moyenne arithmétique,
cela peut s’expliquer par le fait que la distribution d’'une moyenne arithmétique de va-
riables aléatoires corrélées et distribuées selon une loi de probabilité log-normale n’est pas
connue analytiquement. Il existe cependant plusieurs techniques d’approximation numé-
rique pour ces options, comme le proposent Han et Lai [2010], Sun et al. [2013] et Willems
[2019]. De méme pour le cas d’une option d’Istanbul & moyenne arithmétique, il n’y a pas
de formule fermée pour le prix, seules des techniques d’approximation similaires a celles
des options asiatiques sont utilisées (voir [Jacques, 1997]).

Dans cette these, nous abordons le probleme de la tarification des options d’achat et de
vente d’Istanbul & moyenne géométrique continue, nous montrons que le prix d’une telle
option peut étre approché avec une formule analytique obtenue grace a un développement
de Taylor au voisinage de zéro.

Cette these est organisée de la fagon suivante : Dans le Chapitre 1, nous donnons une
définition mathématique de l'instant de premier passage ainsi que ces propriétés théo-
riques. Nous aborderons également le mouvement Brownien avec ces propriétés théoriques
notamment martingale et probabiliste, comme le principe de réflexion qui est essentiel pour
déterminer la distribution de probabilité de I'instant du premier passage. Dans le cas d'un
mouvement Brownien arithmétique (avec dérive), nous montrons comment le théoreme
de Girsanov permet de construire un nouveau mouvement Brownien standard défini sur
une probabilité équivalente a la probabilité historique. Nous calculons la distribution de
I'instant de premier passage d’'un mouvement Brownien arithmétique et montrons ensuite
qu’une simple transformation est suffisante pour obtenir la distribution de probabilité dans
le cas d'un mouvement Brownien géométrique. Afin d’étayer nos résultats théoriques, nous
effectuons des simulations de Monte-Carlo de la distribution de probabilité de 'instant
de premier passage pour un mouvement Brownien standard, arithmétique et géométrique.
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Le Chapitre 2 est consacré aux concepts financiers, en particulier la gestion du risque
financier a travers des instruments tres puissants tels que les options, qui sont des pro-
duits dérivés permettant un transfert du risque par le paiement d’une commission appelée
prime de couverture. Cette gestion du risque est abordée dans un environnement limitant
la possibilité de gain sans investissement initial, cette hypothese appelée absence d’op-
portunité d’arbitrage est discutée de maniere théorique. Nous considérons le modele
standard de Black-Scholes pour la tarification des options européennes. Nous fournissons
quelques formules de tarification pour les options a barriere que nous avons utilisé dans
nos calculs du Chapitre 3. La formule de prix approximative proposée par Jacques [1997]
pour le cas d’une option arithmétique d’Istanbul (AIO) est également donnée dans ce
chapitre. Finalement, nous cloturons le Chapitre 2 par le concept d’options asiatique a
barriere.

Dans le Chapitre 3, nous proposons une formule d’approximation analytique pour une
option d’achat géométrique d’Istanbul (GIC) ainsi que celle d'une option de vente géo-
métrique d’Istanbul (GIP) sous le modele de Black-Scholes. Nos formules de tarification
approximative sont obtenues sous forme fermée en utilisant une expansion de Taylor de
second ordre. Dans le cas d'un Call, nous comparons nos résultats théoriques avec ceux
des simulations de Monte-Carlo en utilisant la méthode des variables de controle. Dans le
méme chapitre, nous réalisons également une étude comparative des prix avec une option
d’achat arithmétique d’Istanbul (AIC). Enfin, nous étudions les effets des variations du
prix de l'actif sous-jacent sur la valeur de I'option GIC.

Les résultats théoriques obtenus dans le Chapitre 3 ont été publiés dans International
Journal of Revenue Management (IJRM). La référence de 'article est la suivante : Kacef
et Boukhetala [2020].
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1.1. PROCESSUS STOCHASTIQUES : DEFINITIONS ET NOTATIONS

1.1 Processus stochastiques : définitions et notations

De nos jours, les données sont collectées de maniere séquentielle dans le temps. Ces
informations sont nécessaires pour un tres grand nombre de domaines, tels que la météo-
rologie, les activités sismiques, la démographie, les indices boursiers, etc. En pratique, les
observations successives dans les domaines que nous venons de mentionner ne sont géné-
ralement pas indépendantes. Nous appelons ces observations par processus stochastique.

Définition 1. Soit (2, F,P) un espace de probabilité et T un ensemble arbitraire (espace
d’indexation). Une famille de variables aléatoires notée X = (Xt € T) ou X =
(Xt)teT, définie sur (£2,F,P) et ayant des valeurs dans un ensemble S (espace d’états)
est appelée processus stochastique.

Ainsi, selon la Définition 1, un processus stochastique X est une fonction de deux
variables qui fait correspondre a (t,w) € T x (2, 'image X;(w) = X(t,w) € R. De plus, a
chaque indice ¢t fixé dans T, la fonction w — X;(w) est une variable aléatoire. La notion
de processus stochastique généralise donc celle de la variable aléatoire.

Remarque 1. Pour I’ensemble T, on peut soit considérer une indexation sur les nombres
naturels, c’est-a-dire, T = {0,1,2,...} ou sur les nombres réels non négatifs a savoir,
T = Ry, alors on dira que le processus stochastique est en temps discret ou en temps
continu, respectivement.

Les processus stochastiques sont aussi appelés processus aléatoires, fonctions aléatoires
ou simplement processus. Le parametre t € T est parfois interprété comme le temps. Par
exemple, X; peut étre le prix d'un actif financier a l'instant ¢. Parfois, l'indice ¢ est
considéré comme un espace. Par exemple, X; peut étre la température de I'air mesurée a
un endroit dont les coordonnées sont ¢ = (x,y) € R?. De la méme maniere que t peut étre
considéré comme un espace-temps. Par exemple, X; peut étre la vitesse du vent a 'instant
s € R, en un lieu de coordonnées (z,y) € R?, de sorte que I'espace d’indexation est
tridimensionnel, t = (x,y, s) € R? x R, il s’agit dans ce cas d’un processus stochastique
dit spatio-temporels.

Définition 2. La fonction t — X,(w) définie sur l’ensemble des indices T et prenant
des valeurs dans R est appelée une trajectoire' du processus stochastique X associé a
I’événement w € (2. On dit qu’un processus X a des trajectoires continues si pour tout
w € §2, on a que, t — Xy (w) est une fonction continue par rapport au temps t.

A titre d’exemple, la Figure 1.1 montre ’évolution aléatoire des prix du pétrole brut
qui est généralement considérée comme un processus stochastique défini sur une période
de temps préalablement connue appelée durée de cotation.

Définition 3. Soit ({2, F,IP) un espace de probabilité. Une famille (F;),., de o-algebres
sur §2 est appelée filtration si pour toutt > s, Fs C F; C F, cela veut dire qu’une filtra-
tion est une suite croissante (au sens de l'inclusion) de sous-tribus de F. Le quadruplet
(02, F, (Ft)y=0, P) est appelé un espace de probabilité filtré.

Définition 4. Un processus (X;),5, est dit adapté a une filtration (F),, si pour tout
t >0 fizé, la v.a. X; est Fy-mesurable. La filtration naturelle d’un processus (X;)
est définie par, F; = o(Xs, s < t), c’est la plus petite tribu qui adapte le processus X .

t=0

1. En anglais, on dit sample path.
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40.63 40.69 39.55 39.98 -2.01% 94 027
B [ o R 0.99 OUR - 1MIMUTE
COURS
__________________________________________ 40.80
I"lﬂl 40.60

0440 0700 09:20 11:40

FIGURE 1.1 — Cours du Pétrole Brent (Brent Crude Oil) du 06/11/2020 de 02 :20 a 13 :58.
Notes : les prix sont donnés en dollars américain (USD) avec des cotations chaque minute.
Source :boursorama.com

1.2 Instant de premier passage pour un processus
stochastique

Définition 5. Soit (X;)i~0 un processus stochastique défini sur (£2,F, (Ft),=o, P) a valeurs
dans R. Soit D une fonction de R, dans R. Le premier instant ou la trajectoire du
processus Xy atteint la courbe de la fonction D est défini par

Xazo _ | Inf{7 >0:X; > D(7)[Xo =20}, si x0 < D(0),
D= inf{r > 0: X, < D(7)|Xo =20}, si x> D(0).
La v.a. Tg "0 est appelée instant de premier passage ou premier temps d’atteinte
de la barriere D par le processus stochastique X;.

Dans la Définition 5, les valeurs de la v.a. rff "0 dépendent tous des trajéctoires conti-
nues du processus X;. Il est donc nécessaire de mettre par convention que rg““’ = 400
p.s., si la courbe de la fonction D n’est pas atteinte durant la période d’observation.? La
distribution de probabilité de la v.a. Tg’“ est définie pour tout ¢ > 0 par

P (Tg’xo < t) = IP’(XT > D(7),pour un certaint € [O,t]) (1.1)
=1-P(X, < D(r),vr € [0,4). (1.2)
La densité de probabilité de Tg‘“ est définie pour tout ¢t > 0 par
[ xao(t) = Q]P’ T < ). (1.3)
D ot

2. Nous considérons des périodes d’observation de la forme [0, 7], ou T < occ.


https://www.boursorama.com/bourse/matieres-premieres/cours/8xBRN/
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— MBS
..... D(t)=exp(2t—1.5)

FIGURE 1.2 — Trajectoire d’'un mouvement Brownien standard B; issu de zéro qui atteint pour
la premiere fois la courbe de la fonction D(t) = exp (2t — 1.5) a l'instant 0.221 sur l'intervalle
de temps [0, 1]. Notes : Le nombre de réalisations du mouvement Brownien par méthode Monte-
Carlo est de n = 1000.

La distribution de probabilité de I'instant de premier passage est connue analytiquement
que pour une classe réduite de processus stochastiques tel que le mouvement Brownien
et ces transformations arithméthique et géométrique. Souvent on réduit la difficulté du
probleme en considérant un obstacle fixe [Bachelier, 1900] ou linéaire [Abundo, 2002] voir
méme exponentielle [Kunitomo et Ikeda, 1992], autrement dit, en prend D(t) = a ou
D(t) = at + b et aussi D(t) = exp (at + b) avec a et b deux nombres réels connus.

Remarque 2. Dans cette these, nous allons nous intéressé uniquement au probleme de
détermination de la distribution de instant de premier passage a un obstacle fize (D(t) =
a € R) par le mouvement Brownien et ces principales transformations.

1.2.1 Distribution des instants de premier de passage via la mé-
thode de Monte-Carlo

Que ca soit dans la finance ou la physique, le probeme de I'instant de premier passage
est souvent résolu par des approches numériques. Dans la plus part des cas, on fait appel
a des techniques de simulation Monte-Carlo simples et rapides a réaliser. Dans ce qui va
suivre nous allons discuter les avantages et les inconvénients de la méthode Monte-Carlo
tout en décrivant le principe de base de cette derniere.

Considérons le probleme de 'estimation de I'espérance d’une fonction d’une certaine
va. X :

5= E(H(X)), (1.4)

ol H est une fonction arbitraire qui vérifie la condition E (|H(X)|) < co.
La méthode de simulation de Monte-Carlo pour estimer u est réalisée en deux étapes :

1. Générer n variables aléatoires i.i.d., X7, X5,..., X, qui ont la méme distribution
que X.
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2. L’estimateur de p est défini comme étant la moyenne empirique de ’échantillon des
Xi,i S {1,2,...,77,} :

fin = D H(X,) (15)

Par la loi forte des grand nombres de Kolmogorov [1933], la moyenne empirique fiy
converge p.s. pour n assez grand vers u, ¢’est-a-dire que nous avons

P LLHEOOM” = ,u} = 1. (1.6)
De plus, fi,, est un estimateur sans biais de p puisque
E (i) = p. (1.7)
Pour ¢ > 0 fixé, nous pouvons avoir une approximation de IP(T[),{ z < t) en utilisant la

méthode Monte-Carlo. En effet, le probleme de la distribution de l'instant de premier
passage est similaire a (1.4) puisque nous pouvons écrire que

P(r) ., <t)=E {1 {n’im@}} : (1.8)

L’algorithme suivant est utilisé pour approximer (1.8), cet algorithme est incorporé
dans le logiciel Sim.DiffProc qui est un package sous langage R développé par Guidoum
et Boukhetala [2020].

Algorithm 1 Approximation de la distribution des instants de premier passage

1: Fixer une constante 7" > 0 puis créer une subdivision de l'intervalle [0, 7] en n points,
0=ty <ty <---<t, =T, avec un pas de discrétisation At =T /n.
2: Simuler une trajectoire du processus X; aux instants ¢; en prenant comme état initiale
Xo =129 € R.
3: Créer 1(t;t;, Xy,), une fonction d’interpolation des points (;, X3,), i € {0,1,...,n}.
4: Sixg < D(0) alors
m <— min{i,i € {1,2,...,n}| Xy, > D(t;)}
Sinon
m <— min{i,i € {1,2,...,n}| Xy, < D(t;)}.
5: Trouver ¢, I'unique solution continue de I'équation D(t) — 1(t) = 0 sur Iintervalle
[tm—1;tm].
6: Répéter N fois les étapes de 2 a 5 pour obtenir /N réalisations de Tff’“.
7: Pour un t fixé dans [0,7], on a que : P(mp ™ < t) ~ ~ 3 1m0 )<y
p )<t}

D’apres I’Algorithme 1, le calcul d'un estimateur de Monte-Carlo pour la distribution
de probabilité de la v.a. rﬁ’% se fait en deux étapes principales. La premiere consiste a
simuler N trajectoires du processus stochastique X;. Une fonction d’interpolation linéaire
7(t) du nuage de points (t;; X;,) obtenu est créer pour toutes les N trajectoires.® Dans
la seconde étape, nous déterminons pour chaque trajectoire de X;, le premier instant

3. Nous complétons la trajectoire entre deux instants successifs ¢; et ¢;11 par un segment de droite.

10
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de discrétisation t,, ou la trajectoire passe au dessus (pour zy < D(0)) ou en dessous
(pour zop > D(0)) de D(t). Par la suite, il suffit de résoudre numériquement 1’équation
D(t) — Nt) = 0 sur intervalle [t,,_1;t,,] pour avoir une solution approchée de 75 ™. *
Il faut noter que cette démarche génere une erreur de discrétisation a ne pas négliger.
En effet, dans la premiere étape nous avons remplacé 'information manquante entre les
instants ¢,,_1 et ¢, par un segment de droite. Comme le montre la Figure 1.3, I'instant de
premier passage n’appartient pas au instants de discrétisation 0 =tqg <t; < --- <t, =T,
il est approché sur la base d’un ensemble de points qui ne sont pas générés par le processus
X;. Afin de résoudre cette problématique, nous disposons de deux techniques. La premiere
consiste a prendre ¢, comme solution tout en augmentant considérablement la taille de
I’échantillon N, cela a pour objectif de réduire 'erreur de discrétisation. D’autre part,
nous pouvons adopter une solution plus probabiliste en simulant une trajectoire dun
pont Brownien [Kacef et Hanifi, 2014, pp. 15-21] entre les instant t¢,,_, et t,, comme
le montre la Figure 1.4. Cette derniere méthode permet d’avoir une solution t),f’”*“o plus
approchée sur lintervalle [t,,_1;t,] de I’équation précédente, le seul inconvénient est le
temps d’exécution qui est considérable contrairement a la premiere technique. Finalement,
une fois que I’échantillon des instants de premier passage est déterminé, nous considérons
la moyenne empirique des indicatrices sur ’événement {t),f’gc0 < t} afin d’approcher la
probabilité P(7y™® < t) & tout instant ¢ € [0; T]. La Figure 1.5 montre qu'’il est important
de considérer une taille d’échantillon N suffisamment grande pour avoir un estimateur
proche de la vraie valeur.

1.0
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(
00
|

-10

FI1GURE 1.3 — Trajectoire d'un mouvement Brownien standard B; issu de zéro qui atteint pour
la premiere fois la courbe de la fonction D(t) = ¢ — 0.5 a I'instant 0.628 sur 'intervalle de temps
[0, 1]. Notes : Le nombre de réalisations de B; est de n = 50. Le graphique montre que, l'instant
de premier passage t’g est compris entre les deux instants de discrétisation 0.62 et 0.64.

4. Afin de résoudre numériquement 1’équation D(t) — 7{(¢) = 0, nous pouvons appliquer les méthodes
connues telles que la dichotomie, Newton, le point fixe et Lagrange.

11
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FIGURE 1.4 — Simulation de l'instant de premier passage avec un pont Brownien. Notes : Dans la Figure (a), une trajectoire d’'un mouvement
Brownien strandard By est simuler avec N = 100. Le premier instant d’intersection avec la courbe de la fonction D(t) = sin(t?> — 0.25)
est localisé entre les deux instants de discrétisation 0.70 et 0.72. La Figure (b) montre une simulation d’un pont Brownien sur 'intervalle
[0.71,0.72]. L’insatant de premier passage & D(t) par le pont Brownien est estimer & 0.718 contrairement a l'interpolation liéaire qui donne
un instant d’intersection proche de 0.7126.

HNOLLSVHOO.LS SNSSHD0Ud NN ¥N0d OVSSVd YHINAYd Hd INVISNI Z'T



1.2. INSTANT DE PREMIER PASSAGE POUR UN PROCESSUS STOCHASTIQUE

1.2.2 Techniques de réduction de la variance

La méthode de Monte-Carlo donne un estimateur sans biais et asymptotiquement
convergent pour une taille d’échantillon N assez grande. Cependant, comme le montre la
Figure 1.5, cet estimateur admet une forte volatilité autour de la vraie valeur. De plus,
nous pouvons voir que, la convergence de cette méthode est lente. °
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F1GURE 1.5 — Convergence de I'estimateur de Monte-Carlo. Notes : Nous simulons un échantillon
des réalisations de la v.a. T g = inf{t € [0,T] : B; > 0.56} ot B; est un mouvement Brownien
standard issu de zéro. Le nombre de points simuler par trajectoire est de n = 1000. Le nombre de
trajectoires N de B; varie de 50 & 3000. La distribution P(T%4 < t) est approximée & I'instant
t = 0.354 pour chaque simulation. La valeur théorique est P(TP4 < 0.354) = 0.3466.

Afin d’augmenter la précision de 'estimateur de Monte-Carlo ainsi que la vitesse de
convergence, il est possible d’agir sur la variance de ce dernier avec des approches appelées
les techniques de réduction de la variance. Dans ce qui va suivre, nous allons présenter
deux techniques pour diminuer la variance d’un estimateur de Monte-Carlo.

Soit (Y1,Y2,...,Yy) un échantillon ii.d. de méme loi que la v.a. Y. Le probleme
principale consiste a trouver un estimateur sans biais pour 1 = E (V') dont la variance est
la plus petite possible.

Dans la méthode de Monte-Carlo standard, on a que

Var(Y)

N
ou fiyc est Pestimateur de Monte-Carlo standard. Dans I’équation (1.9), la variance de X
n’est pas connue théoriquement, elle est remplacée en pratique par la variance empirique °,

VCLT(IELMc) = (19)

. 1 & .
Girc = v o2 Y- fic)” (1.10)
=1

2

5. La vitesse de convergence de la méthode de Monte-Carlo est d’ordre ﬁ
6. L’estimateur 63, est un estimateur sans biais de o = Var(Y).

13
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La technique des variables antithétiques

Nous reprenons le probleme d’estimation de la quantité p = E (Y) ot Y est une v.a.
intégrable. Soit Z une autre v.a. de méme loi que Y avec Cov(Y,Z) < 0. Un nouveau
estimateur sans biais de u est défini par

1 N
(i Y, + Z; 1.11
fiav = g 22 Y+ 20, (1)
ou (Zy, Zy, ..., Zy) est un échantillon i.i.d. de méme loi que la v.a. Z. En effet, nous avons

que E (fiay) = p car Y et Z ont la méme distribution. La variance de iy est calculée
comme suit :

N
Var(fiay) = —Var Z Y+ Z;) ]
4N?2 p

WV@T (Y + Z)

4N Var(Y)+ Var(Z) +2Cov(Y, Z)]

[a + Cov(Y, Z)]

T 2N
1 . Cov(Y,Z
=5 lVa?“(,uMc) + ](V )] . (1.12)
Comme Cov(Y, Z) < 0 dans la formule (1.12), on a
Var(fiav) < Var(iae). (1.13)

Dans le cas d’'une distribution normale centré et réduite, I’estimation de la moyenne avec
la technique des variables antithétiques est effectuée sur la base d'un seul échantillon
seulement. Supposons que p = E(Y) = E(H(X)) ou X ~ N(0,1) et H une fonction
monotone. Un estimateur pour u avec la méthode de Monte-Carlo standard serait

1 N
fivie = NZH(Xi)’ (1.14)

ou (X1, Xa,...,Xn) est un échantillon i.i.d. de loi N(0,1). Les variables aléatoires X et
— X sont négativement corrélées. On a que

1 N

337 3 (X0 + H(-X0),

flay =

est un estimateur de p avec la technique des variables antithétiques. Il est important de
noter que la variance de cette estimateur est réduite uniquement si on a,

Cov(H(X), H(—X)) < 0. (1.15)

Dans notre cas, la condition de réduction (1.15) est vérifiée puisque la fonction H est
monotone.

7. Pour plus de détails, voir [Rubinstein et Kroese, 2017, pp. 134-135].
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1.2. INSTANT DE PREMIER PASSAGE POUR UN PROCESSUS STOCHASTIQUE

La technique de la variable de controdle

Supposons que nous voulons estimer p = E(Y) ou Y est une v.a. intégrable. Soit
Z une variable aléatroire dont l'espérance E (Z) est connue. Si on a (Y7,Ys,...,Yy) et
(Z1,Zs, ..., ZN) deux échantillons i.i.d. de méme loi que Y et Z respectivement. Alors,
pour toute constante a € R, nous avons que

1 X 1 X
v = =Y —a |2z —E(2)] 1.16
jov =32 a[N; <>] (1.16)

est un estimateur sans biais et convergent pour p. La v.a. Z est appelée variable de controle.
L’estimateur (1.16) coincide avec lestimateur de Monte-Carlo standard pour la valeur
a = 0. Pour tout a € R, on a

1
Var(fiov) = N [Var(Y) +a*Var(Z) — 2aCov(Y, Z)} : (1.17)
La réduction de la variance de ficy dépend de la valeur du coefficient «, elle est réduite

uniquement si o*Var(Z) < 2aCov(Y, Z). Le coefficient de controle qui minimise la va-
riance (1.17) est donné par

Cov(Y, Z)
* )
=17 1.18
Var(Z) (1.18)
En remplacant la valeur o dans la formule (1.17), on obtient

Var(ficv) = (1 = pyz)Var(ince). (1.19)

A partir de la formule (1.19), nous pouvons remarquer que :

(i) L’efficacité de la technique de la variable de controle dépend de l'intensité de la
corrélation py, entre la variable d’intérét Y et la variable de controle Z.® Le signe
de la corrélation n’est pas important car il est absorbé par le puissance carré. Afin
d’avoir une forte corrélation entre Y et Z, et donc réduire Var(ficy ), il convient de
choisir la variable de controle Z de méme structure que Y.

(ii) Le coefficient de controle o* n’est généralement pas connu. En pratique, la quantité
a* est approximée & partir de la variance et la covariance empirique des échantillons

(Y1,Ys,...,Yn) et (Z1, Zs, ..., Zx). Un estimateur de o est donc

e Zin (Y- V) (%~ Zv)

= — , (1.20)
iy (Zi - ZN)
ol Yy et Zy des moyennes empiriques. La substitution de &* dans la formule (1.16)
génere un biais, ce dernier est généralement tres petit par rapport a l'erreur standard
d’estimation. Cependant, il existe des techniques statistiques [Glasserman, 2003,

pp. 200-202] pour atténuer I'erreur d’approximation de o* par &*.

8. Dans le cas d’une forte corrélation positive (ou négative), le coefficient py 7z est compris entre +0.5
et +1 (ou entre —1 et —0.5).
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1.2. INSTANT DE PREMIER PASSAGE POUR UN PROCESSUS STOCHASTIQUE

Exemple 1. Soit a, B et k trois constantes strictement positives. Soit X une v.a. de loi
N(0,1). Un simple calcul intégral permet d’avoir :

p=E[(aexp (BX) — k), | = aexp (0.58%)®(3 — d) — kd(—d), (1.21)

ot d = 1log (£).

Nous allons tester la formule (1.21) a l'aide des deux techniques de réduction de la
variance que nous venons de voir. Pour le faire, nous fizons les paramétres a = 1.25,
f =136 et k = 0.78 dans (1.21). La valeur théorique obtenue est y = 2.517461, cette
quantité peut étre approchée par l’estimateur de Monte-Carlo standard suivant :

1 N
five = v > (1.25exp (1.36X;) — 0.78) (1.22)
i=1
ot (X1, Xo, ..., Xn) est un échantillon i.i.d. de loi N(0,1). On peut construire un nouveau

estimateur de ju via la technique des variables antithétiques, cet estimateur est donné par :

fravy = 5o > [(1.25exp (1.36X;) — 0.78), + (125 exp (—1.36X;) — 0.78) ] . (1.23)

i=1

Nous considérons maintenant la v.a. Z = exp (0.25 4+ 0.3X) comme variable de contrdle
dans la seconde technique.® La valeur théorique de E(Z) est connue puisque Z suit une
loi log-normale, cette valeur vaut a 1.343126. L’estimateur de p avec la technique de la
variable de controle est donné par :

1 N
fiov = e — 6% |37 1.343126] , (1.24)
=1

ot ’échantillon (Zy,Zs, ..., Zy) est obtenu a partir des X;,i € {1,2,...,N}. Le coeffi-
cient de contréle &* est calculé par la formule suivante :

*_ Cov((1.25exp (1.36X) —0.78) ., Z)
Var(Z) '

a (1.25)

La valeur (1.25) est approzimée comme dans (1.20). Nous illustrons dans la Figure
1.6 les résultats numériques obtenus avec les estimateurs (1.22), (1.23) et (1.24). Nous
remarquons que [’estimateur de la technique des variables de contréle (CV) est stable et
converge rapidement vers la vraie valeur contrairement aux deux autres estimateurs, a
savoir, lestimateur de Monte-Carlo standard (MC) et Uestimateur de la technique des
variables antithétiques (AV).

9. Les deux variables aléatoires Z et (1.25exp (1.36X) — 0.78)__ sont fortement corrélées puisque elles
ont des structures similaires (forme exponentielle) et dépendent de la méme variable alétoire X qui suit
une distribution N(0,1).
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1.3. DISTRIBUTION DES INSTANTS DE PREMIER PASSAGE POUR UN MOUVEMENT
BROWNIEN STANDARD

= _|
S o
----- - MC
- AV
| B @AV
] ——  Valeur exacte
1

Approximation de |1

T T T T T | T
(@] 500 1000 1500 2000 2500 3000

N

F1GURE 1.6 — Comparaison entre l'estimateur de Monte-Carlo standard et celui obtenu avec les
techniques de réduction de la variance dans Exemple 1.

1.3 Distribution des instants de premier passage pour
un mouvement Brownien standard

1.3.1 Mouvement Brownien

Définition 6. Un mouvement Brownien ou processus de Wiener issu de v € R,
est un processus stochastique (By)i=o indezé dans [0, +0o[ a valeurs dans R et vérifiant les
conditions suivantes :

i) By =2z p.s.
ii) Les v.a. By, — By,,...,B;, — By, _, sont indépendantes pour toute discrétisation du
temps, 0 =ty <t; <ty <---<t, <4o00.
iii) Pourtoutt >0 et h >0, la v.a. Byip— By suit une distribution normale de moyenne
nulle et de variance h.
iv) Pour presque tout w € (2, la fonctiont — Bi(w) est continue sur l'intervalle [0, +o0].

Le processus (By)i=o est dit mouvement Brownien standard quand x = 0.

D’apres la Définition 6, un mouvement Brownien standard est donc un processus sto-
chastique issu de zéro (propriété i)) a trajectoires continues (propriété iv)) et a accroisse-
ments indépendants (propriété ii)) et stationnaires (propriété iii)). De fagon équivalente,
on peut dire que la propriété ii) signifie que pour tout 0 < s < t, la v.a. By — By est
indépendante de la tribu F? = o{B,,u < s}.'° Pour la propriété de la stationnarité iii),
elle signifie que la distribution de la v.a. B, — B, ne dépend que de la durée t — s : pour
tout 0 < s < £, nous avons que, B; — By 4 B, _,.

10. La tribu F2 contient toute I'information générée par le mouvement Brownien B jusqu’a la date s.
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1.3. DISTRIBUTION DES INSTANTS DE PREMIER PASSAGE POUR UN MOUVEMENT
BROWNIEN STANDARD

Proposition 1. Si (By),., est un mouvement Brownien standard, alors on a
Cov(Bs, By) = min{s, t}. (1.26)
Démonstration. Commengons a écrire la covariance comme,
Cov(Bs, B;) = E(BsB;) — E(B,)E(B;) = E(BsBy), (1.27)

car B; suit une loi N(0,t). Pour s < ¢, on a

E(B;B;) = E(B,(B; — B + B;))
= E(B.(B, - B.)) + E(B))
= E(B,)E ( — B,) + E(B)
=0+ Var(B;)
Pour s > t, par symétrie, on obtient
E(BsBy) =t

]

Proposition 2. Soit (B;),., un mouvement Brownien standard. Alors, chacune des trans-
formations suivantes est un mouvement Brownien standard.

1) (Symétrie). (—By),s-
2) (Invariance par changement d’échelle). (a*1/2Bat)t>0, pour tout a > 0.
3) (Translation du temps). (Byyr — Br)i=0, pour tout T > 0.

4) (Inversion du temps). Le processus (X;),, défini par Xo = 0 et X; = tBy; pour
t>0.

Démonstration.
1) Le processus stochastique (—By) B0 est a accroissements indépendants et stationnaires.

Pour tout ¢ > 0, nous avons que —B; = Bt car la loi normale centrée est symétrique. Donc,
le processus (— Bt)t>0 est un mouvement Brownien standard, il s’agit d'un mouvement
Brownien réfléchi par rapport a ’axe du temps.

2) Les propriétés de continuité et d’indépendance des accroissements restent clairement
vérifiées pour le processus gaussien (a~/ 2Bat)@o. Ce processus est issu de zéro car By = 0.
Sa moyenne est

E (\;EBM> _ \}aE (Bu) = 0. (1.28)

La fonction de covariance est

1 1
ﬁBat) = aCOU(Basa Bat)
1
= ~ mi t
- min{as, at}

= min{s, t}.
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De plus, le processus (a~"/ QBat)t>0 admet des trajectoires continues car la fonction ¢ +—
B(t) est continue sur [0, 400 (avec une probabilité égale a 1). Le changement d’échelle
préserve donc les propriétés théoriques du mouvement Brownien.

3) Pour tout 7" > 0 fixé, le processus (B — Br)i>0 est Gaussien centré a accroissements
indépendants et stationnaires. La fonction de covariance de ce processus est donnée par

Cov(Byyr — By, By — Br) = Cov(Byi1, Bsir) — Cov(Byyr, Br) — Cov(Br, Bsi1)
+ Cov(Br, Br)
=min{t+7T,s+ 7T} —min{t + 7,7} — min{T,s + T}
+ min{7, T}
=min{t+7T,s+T}—-T

= min{s, t}.

Les trajectoires de (Byir — Br)i=0 sont continues, il est donc un mouvement Brownien
standard.
4) Soit 0 < t; <ty < --- < t,. Pour les constantes réelles \y,..., \,, on a

)\1th + -+ )\nth - )\ltlBtL + -+ AltnB%,

est une variable normale et donc le processus X; est un processus Gaussien. Il est centré

car nous avons, E(X;) = tE(B1) = 0, pour tout ¢ > 0. Sa fonction de covariance est
t

donnée par

CO’U(XS,Xt) = ]E(XSXt)
= stlE [B;B%}

(11
= stmln{, }
st

= min{¢, s}.

Il reste a monter la continuité des trajectoires de X;. Pour le faire, il suffit de montrer
que les trajectoires sont continues en ¢ = 0 puisque le mouvement Brownien standard B,
garantie une continuité des trajectoires pour ¢t > 0. ! 0

Construction du mouvement Brownien par un processus gaussien

Soit By un mouvement Brownien standard. Comme nous venons de le voir, le processus
B; suit une loi gaussienne de moyenne nulle et de variance t. On peut donc facilement
simuler une trajectoire d’'un mouvement Brownien a partir de la loi gaussienne puisque
les accroissements sont indépendants et gaussiens par construction. ' Afin de simuler une
trajectoire de B;, nous commencons par créer une subdivision de l'intervalle du temps
[0,7] en n + 1 instants, 0 = tx < t; < -+ < t, = T, ou t; = iAt avec un pas de
discrétisation At = T'/n. L’Algorithme 2 géneére une trajectoire d’'un mouvement Brownien
standard construite & partir de n réalisations. '3

11. Le probleéme est équivalent & monter que lim;_, o ¢t~ 1B; = 0 (voir [Morters et Peres, 2010]).
12. Pour un certain nombre At > 0 assez petit, nous avons que B, | A, — By ~ N(0, At) ~ VAN (0, 1).
13. Afin d’obtenir N trajectoires de By, il suffit de dérouler N fois I’Algorithme 2.
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Algorithm 2 Simulation du mouvement Brownien standard

1: Générer un échantillon (Zy,, Zy,, ..., Z;,) de n variables aléatoires i.i.d. de loi N'(0, 1).
2: Poser At :=T/n et B(ty) := 0.

3: Pour i de 1 & n faire B(t;) := B(ti_1) + VAtZ(t;i_1).

4: Retourner les valeurs B, By, ..., By,.

1.0

B(t)
0.0
B(t)
0

-0.5
|

J T T T T T 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Temps

FiGurE 1.8 — Flux de N = 100 trajec-
toires Browniennes sur lintervalle [0,1]
avec n = 100 points simuler par trajec-
toire.

FI1GURE 1.7 — Trajectoire d’'un mouvement
Brownien standard sur U'intervalle [0, 1] si-
muler a partir de n = 100 points.

Temps d’arréts

Définition 7. Soit (2, F, (F),0, P) un espace de probabilité filtré. Une v.a. T' qui est F -
mesurable a valeurs dans Ry U {+oo} est appelée temps d’arrét de la filtration (F;),-,
st pour toutt = 0, on a

(T<t)={we 2,T(w) <t} € F.

Les tribus sont stables par passage au complémentaire, par ce fait on a que {T" >
t} € F; pour tout t > 0. Or en temps continue I’événement {T" = t} est de mesure de
probabilité nulle, donc on étend la définition du temps d’arrét en utilisant les événement
{T' < t}. Un exemple de temps d’arrét est le temps d’atteinte. Remarquons que si (X;),.,
est un processus a trajectoires continues adapté a une filtration (‘Ft)t20 et a valeurs dans
R?, alors pour tout borélien A de R?, la v.a. T4 = inf{t > 0: X; € A} est un F;-temps
d’arrét.

Mouvement Brownien et martingales

Définition 8. Soit ({2, F, (F;),5, P) un espace de probabilité filtré. Un processus stochas-
tique (Xt)t>0 est appelé une martingale par rapport a la filtration F; si

a) (Xy),sq est adapté a la filtration F;.
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b) Pour toutt >0, X; est intégrable.
¢) Pour tout 0 < s < t, E(X{|Fs) = X.
De plus, le processus (Xt)t>0 est une Fi-sous-martingale si
v0 g s < t: ]E(Xt‘fs) 2 Xsa
et une F;-sur-martingale si
Vo< s<t, E(X|Fs) <X,

Proposition 3. Si (B;),., est un mouvement Brownien standard. Alors, les processus
ci-dessous sont des Fi-martingales continues, ot (Fy),, est la filtration naturelle de B;.

Y, = B} —t (1.30)
)\2

Démonstration. Le processus (1.29) est adapté a F;. Il est aussi intégrable puisque pour
tout ¢t > 0, on a

E(B}) =t < oo.
I1 suffit donc de vérifier la condition c). Pour tout 0 < s < ¢, on a
E(X¢|Fs) = E(B; — B, + By|Fy) (1.32)
=[E(B; — By) + Bs (1.34)
= B,. (1.35)

L’églité (1.33) provient de la linéarité de I'espérance conditionnelle, quand a (1.34) elle
vient du fait que la v.a. B, — By est gaussienne indépendante de F; et que By soit JFi-
mesurable.

De méme pour le processus (1.30). Pour tout 0 < s < ¢, on a

E(B} —t|F,) = E(B, — B, + B,)* — t|F,)
= E((Bt - BS)2|fs> + QE(BS(Bt - Bs)|fs) + E(Bg - t|fs)
=E((B; — B,)*) + 2B,E(B, — B,) + B? —t
=t—s+DB—t
= B? —s.

Le processus Y; est donc une F;-martingale.
Pour le processus (1.31), on a

E(Z,|F,) = E (BABt—étHBS—ABS | ]_—8>

)\2
— SR (eA(BthS)+)\BS

F.)

)\2
e~ TtABsR (eA(Bt—BS)

_x22
e~ TR (e’\Bf*5> .

F.)
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On a que B;_; 2 Vt—sY ou Y est une v.a. de loi N(0,1). Ainsi,

2
E(Z:|Fs) = e TR (e“t_sy>
= Bt B A ()
= Zs.

]

Le processus martingale (1.31) est tres important en finance, nous 'utiliserons par la
suite dans le théoreme de Girsanov.

Processus de Markov

Définition 9. Soit (X;),., un processus stochastique a temps continue et adapté a une
filtration (‘Ft>t20' On dit que X est un processus de Markov s’il vérifie la propriété de
Markov, a savoir, pour toute fonction H bornée et pour tout s < t, on a

E[H(X:)|Fs] = E[H(X)|X] . (1.36)

En d’autres termes, un processus de Markov est un processus dont le comportement
dans le futur dépend uniquement de I'état actuel du processus. Le résultat suivant est
fondamental pour la théorie du mouvement Brownien.

Théoreme 1. Le mouvement Brownien standard est un processus de Markov.

Démonstration. Soit ‘H une fonction bornée. Pour tout s < ¢, la v.a. B; — B, est indé-
pendante de Fy, et par conséquent aussi de B;. Cette propriété du mouvement Brownien
permet d’écrire :

E[H(B)|Fs] = E[H(B;s + B — B,)|F] (1.37)
= f(t — s, Bs), (1.38)

avec f(t—s,2) =E[H(x + B: — By)] = E[H(x + Z)], o Z est une v.a. de loi N'(0,¢— s).
De méme, on a E[H(B;)|Bs] = f(t — s, Bs). Apres calcul de I'espérance, on obtient

ft2) = 1m [ Hy) e <_M> dy, 30, (1.39)

V2rt
0

Définition 10 (Diffusion). Un processus stochastique a trajectoires continues et vérifiant
la propriété de Markov (1.36) est appelé processus de diffusion.

A partir de la Définition 10, il est claire que le mouvement Brownien est un processus de
diffusion. En finance, les processus de diffusion sont trés importants pour la modélisation
des actifs financiers. Nous allons voir par la suite un des principaux processus de diffusion
qui est le mouvement Brownien géométrique.

22
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Théoréme d’arrét

Le théreme d’arrét permet dans certain cas d’avoir la distribution de l'instant de
premier passage associé a un mouvement Brownien. Il est fondamentale dans la théorie
des processus stochastiques et notamment celle des martingales. Ce théoreme permet
également d’avoir la distribution des instants de premier passage pour d’autres classes
du processus de Wiener, comme dans [Srivastava et al., 2017]. Nous allons présenter une
version simple du théoreme d’arrét.

Théoreme 2. Si M; est une martingale et T un temps d’arrét. Alors, le processus arrété
M yin(r,p) est aussi une martingale. De plus, si M, est uniformément intégrable. Alors,

E(Mmumin(ry) = E(Mo) (1.40)
Démonstration. Voir [Gall, 2012, pp. 50-51]. O

Exemple 2 (Premier instant de sortie d’un intervalle par un mouvement Brownien).
Soit B; un mouvement Brownien issu de x, a < x < b ot a et b deux nombres réels. Soit
T(ap) le premier instant ot le processus By quitte lintervalle ]a, b[, cette v.a. est un temps
d’arrét définie par

Tap) = inf{t > 0: B, ¢a, b[}. (1.41)

D’apres la définition de (., le processus By est arrété juste avant d’atteindre les barrieres
a et b. Ainsi, on a

| Brain(r(a,t)] < max(lal, [b]). (1.42)
Avec le résultat (1.40), on obtient
E(Bmin(T(a’b),t)) = E<BO> =x. (143)

La limite de (1.43) lorsque t tend vers +o0o donne

E(B, )=z (1.44)

T(a,b)

On note p la probabilité que le mouvement Brownien B; atteint b avant d’atteindre a.
Autrement dit,
p=P(T, <T,),
ouT, =inf{t > 0: By =a} et T, =inf{t > 0: By = b}. Avec ces nouvelles notations, on
écrit que
IE(B%’b)) =bp +a(l —p). (1.45)
Grace au deuz formules (1.43) et (1.45), on obtient

T —a b—=x
t P(T,<Ty) = )
b—a © (To <) b—a

P(T, <T,) = (1.46)
Exemple 3 (Transformée de Laplace des instants de premier passage pour un mouvement
Brownien).

Soit B; un mouvement Brownien standard. Soit T, = inf{t > 0 : B, = a} avec a > 0.
Nous considérons la martingale (1.31) avec A > 0, arrété a T,. Comme By, = a p.s. et
A > 0. Alors,

2 .
O < eABn]in(Ta,t)_%mln(T(l7t) < 6)‘0"
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La formule (1.40) donne
E (eABmmw—*;mi“”av”) =1. (1.47)

Comme le temps d’arrét T, est fini, E(7, < oco) = 1 (voir la formule (1.80)). Alors, la
limite de (1.47) lorsque t tend vers 400 donne

E (W-fTa) — 1. (1.48)

En remplacant A par v/2s, on aura, pour tout s > 0,
E(e™) = eV, (1.49)
I1 suffit donc d’inverser la transformée de Laplace (1.49) pour avoir la densité de probabilité

de la v.a. T,. La fonction de densité de T, est donnée pour tout ¢ > 0 par

fTa(t> = gil [e—a\/ﬂ} = \/%egi (150)

Propriété de Markov forte

Théoreme 3. Soit (Bt)t20 un mouvement Brownien standard par rapport a sa filtration
naturelle (F),s. Alors, pour tout Fi-temps d’arrét T fini p.s., le processus (B]),s, défini
par

B} = (Brs1 — Br),

est un mouvement Brownien standard indépendant de F..

Démonstration. Voir [Morters et Peres, 2010, pp. 43-44]. ]

Principe de réflexion du mouvement Brownien

Le principe de réflexion du mouvement Brownien est une conséquence importante du
Théreme 3. 11 affirme qu’un mouvement Brownien réfléchi a partir d’un temps d’arrét reste
un mouvement Brownien. Grace a ce principe, nous allons pouvoir déterminer la distribu-
tion des instants de premier passage d’'un mouvement Brownien, ainsi que la distribution
de son maximum.

Théoreme 4. [Principe de réflexion]
Soit (Bt)t>0 un mouvement Brownien standard. Soit T un temps d’arrét. Alors, le processus

(Bg)m défini par
B t<
Br={"" T
2B7— — Bt t 2 T,

est aussi un mouvement Brownien standard sur le méme espace de probabilité de By.

Démonstration. Voir [Freedman, 1983, pp. 23-24]. O]
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T \’\\ -

FIGURE 1.9 — Mouvement Brownien standard réfléchi a partir de I'instant de premier passage
au seuil a.

Distribution jointe d’un mouvement Brownien standard et son maximum

Soit le processus maximum (M;),., défini par

M; = max B,

0<s<t

ou B est un mouvement Brownien standard.

Remarque 3. Si T, est [instant de premier passage au seuil x > 0 par le mouvement
Brownien standard By. Alors,

{M; > o} = {T, <t}. (1.51)

Théoréme 5. Pour tout (t,z) € RE et pour tout y < x, on a
PMy 2 2,B <y]=P (B, 222 —y). (1.52)
Démonstration. Soit le processus B/* = Br, 1, — By, ou T, = inf{t > 0: B, = x}. D’aprés

le Théoreme 3, le processus Bi® est un mouvement Brownien standard indépendant de la
filtration Fr,, et donc indépendant aussi de la v.a. T,,. Comme By, = x p.s., on a

PIM, >, B, <yl =P[T, <t,Bi — = <y — 1] (1.53)
=P[T, <t B — BTx <y— 1] (1.54)
=P[T. <t,Bl*;, <y-—1 (1.55)
:P[xét z>x—y} (1.56)
=P[T, <t B > 2z —y] (1.57)
=P (B, > 2x y) (1.58)

L égalité (1.56) vient de la symétrie du processus gaussien B’ sachant T}, quant a 'égalité
(1.58) elle provient du fait que I'événement {B; > 2x — y} soit inclus dans I’événement
{T, <t} car 2z —y > x. O
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1.3. DISTRIBUTION DES INSTANTS DE PREMIER PASSAGE POUR UN MOUVEMENT
BROWNIEN STANDARD

A partir de (1.58), on peut écrire

y—2x
PIM, >2x,B; <y|l=2@ , 1.59
My > x, By <y ( NG ) ( )

pour tout (¢,z) € R3 et pour tout y < z. La densité jointe du couple aléatoire (M, By)
est obtenu par différentiabilité puisque nous avons

F
form(@.y) = 5 5 B (M > 2, B <yl (1.60)
Apres calcul, on trouve
_ 22z —y) (22 —y)*
f(M,B)(any) “\ 7 B2z exp <—2t , (1.61)

pour tout (¢,z) € R et pour tout y < .

Distribution du maximum d’un mouvement Brownien standard
Corollaire 1. Pour tout t >0, on a que M;<|By).

Démonstration. Pour tout x > 0, on a

P(My 2 z)=P(My > x,B, > z) + P(M; > z, B, < x) (1.62)
=P(B; > xz)+P(B; > 2z — x) (1.63)
=P(—B; 2 x)+P(B; > x) (1.64)
(B, > 2) (1.65)
(B> 1) (1.66)

L’égalité (1.63) est da au résultat (1.52) et 1'égalité (1.65) vient de la symétrie du mou-
vement Brownien B;. ]

Distribution des instants de premier passage a une barriere fixe par un mou-
vement Brownien standard
. d 42
Corollaire 2. Pour tout a > 0, nous avons que T, = %.
1
Démonstration. Pour tout a > 0 et £ > 0, on peut écrire

P(T, < t) = P(M, > a)
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Afin de calculer la fonction densité fr, de la v.a. T}, il suffit de remarquer que pour
tout t > 0, on a

P(T, < t) = P(|B)| > a) :2(1-@(%)). (1.67)

En dérivant la formule (1.67) par rapport a ¢, on obtient

fr.(t) = ;P(Ta <t)= \/% exp (—;) (1.68)

Remarque 4. Pour le cas ou a < 0, la symétrie du mouvement Brownien standard B,
donne

=inf{t >0: B, =a}
=inf{t >0: —-B; = —a}
LT,

Ainsi, la densité de la v.a. T, est donnée pour tout a # 0 ett > 0, par

lal a?
t) = —— . 1.69
fru0) = < exp 5 (169
Proposition 4. Pour tout x € R et A un borélien de R, on a
P(Bf € A)=P((B:+z) € A), (1.70)

ot BY est un mouvement Brownien issu de x.

La formule (1.70) permet d’avoir la distribution de 7, pour un mouvement Brownien
qui n’est pas issu de l'origine. Pour avoir cette distribution, nous commencons par intro-
duire la notation P, qui est la mesure de Wiener associée au mouvement Brownien issus
de z € R*. Nous avons que,

_ (y—=2)?
e 2t

P, (BY € [y,y +dy]) = o= dy,

(1.71)

ol dy est une quantité infinitésimale.

Proposition 5. Pour tout a € R, et sous la mesure P, la v.a. T, admet pour densité la
fonction suivante

fr,(t) = |32_7r_f3| exp (—W), r#a, t=0. (1.72)

Démonstration. Soit x € R. Pour tout a # x et t > 0, on a

P.(T, <t) =P, (51135(396) a> (1.73)
=P (gil?x (Bs + ) a) (1.74)
=Py (M, + 1 > a) (1.75)
=Py (My > a— x) (1.76)
= Po(Ty_s (1.77)
—2(1- @(‘“_x‘». (1.78)
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L’égalité (1.74) est du a la propriété (1.70), quant a 1'égalité (1.78), elle découle directe-
ment de la formule (1.69). Il reste a calculer la dérivée (1.78) par rapport a ¢ pour obtenir
le résultat souhaité. O

Remarque 5. La fonction densité (1.72) de la v.a. T, correspond a une loi de Lévy [voir
Annexe A en page 86/ avec un parametre de position nul et un parametre d’échelle égale
a (a — x)%. Ainsi, un simple calcul intégrale permet de voir que

EF*(T,) = +oo, (1.79)

De plus, pour tout a # x, la v.a. T, est p.s. finie. En effet, on a que

P,(T, < +00) = lim 2 (1 By (Ia;;I)) =1, (1.80)

car ©(0) = 0.5.

1.3.2 Simulation Monte-Carlo des instants de premier passage
pour un mouvement Brownien standard

La Figure 1.10 montre une simulation d’'un flux de N = 1000 trajectoires du processus
B; simuler avec I’Algorithme 1, ou le nombre de points simulés dans chaque trajectoire
est égale a n = 1000. Une fois que I'échantillon des T, est obtenu, nous tracons son
histogramme et nous le comparons a la densité théorique (1.68). Il est important de noter
que, ’échantillon des instants de premier passage comporte des valeurs infinies car le seuil
a = 0.127 peut ne pas étre atteint durant la durée de I'observation [0,1]. Ces valeurs
infinies ne sont pas considérées lors de la construction de I’histogramme dans la Figure
1.11. De plus, nous rappelons que, la fonction de densité de T, est celle d'une loi de Lévy

avec un parametre de position nul et un parametre d’échelle égale a a?. '

0.0 0.2 0.4 0.8 0.8 1.0

Temps

FI1GURE 1.10 — Simulation d’un échantillon des instants de premier passage au seuil a = 0.127
par un mouvement Brownien standard.

14. Nos simulations numériques sont tous effectuées sur logiciel R, ce dernier considere les valeurs infinies
comme étant des valeurs manquantes lors de la construction de I’histogramme avec la fonction hist. Dans
Penvironnement R, les valeurs manquantes sont représentées par le symbole NA (Not Available).
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Histograme des T_javec a=0.127

D o . N
o | _— ensité théorique fr,

N
@
= < _| |
= ~
(4v]
=
=)
s v |
@ N
-
=2
Z =
<5}
(=]

w

o

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Temps

FiGURE 1.11 — Comparaison entre la courbe de la densité et I’histogramme des instants de
premier passage pour un mouvement Brownien standard

1.4 Distribution des instants de premier passage pour
un mouvement Brownien arithmétique

1.4.1 Mouvement Brownien arithmétique

Soit (B;),5, un mouvement Brownien standard défini sur I'espace probabilisé filtré
(02, F, (Ft) 205 P)- Soit (Xt),-o un processus stochastique défini par X; = ut + B, ou
1 € R.*° Le processus X; est appelé mouvement Brownien arithmétique ou méme
parfois mouvement Brownien avec dérive.

Soit (M{'),, le processus maximum de X défini par

M} = max X, (1.81)

et (m}');>¢, le processus minimum de X, défini par

o

my = Orgslths. (1.82)
Nous notons aussi par T:X Iinstant de premier passage au seuil a € R* par le mouve-
ment Brownien arithmétique X, :

T* =inf{t >0: X, =a}. (1.83)

Le processus X; est issu de zéro par construction puisque By = 0. Or, ce processus n’est pas
un mouvement Brownien standard sous P. En effet, la présence du coefficient de la dérive
p rend la moyenne dépendante du temps (E(ut + B;) = put). Le théoréme de Girsanov que
nous allons voir permet d’éliminer le coefficient 1 en construisant une nouvelle mesure de
probabilité équivalente sous laquelle X; devient un mouvement Brownien standard.

15. Nous notons parfois dans nos calculs par X}*, un mouvement Brownien arithmétique avec dérive p.
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1.4.2 Théoréeme de Girsanov

Définition 11 (Probabilités équivalentes). Soit (2, F) un espace probabilisable. Deux
mesures de probabilités P et Q sur (£2,F) sont dites équivalentes si elles ont le méme
ensemble d’événements impossibles, c’est-a-dire que

P(A) =0 < Q(A) =0, (1.84)
pour tout ensemble A € F.

Théoréme 6. [Radon-Nikodym/
Soit deux mesures de probabilité équivalentes P et Q sur un espace probabilisable (£2, F).
Alors, il existe une v.a. positive Z telle que E(Z) =1 et

QA) = B [Z14], (1.55)
pour tout ensemble A € F.

La v.a. Z est appelée la dérivée de Radon-Nikodym de Q par rapport a P, elle est
notée par
_ dQ

== (1.86)

f
Démonstration. Une démonstration rigoureuse de ce théoreme est disponible dans le livre
de [Bauer et Burckel, 2001]. O

Théoréme 7. [Girsanov/
Soit <@t)0<t<T7 ou T > 0, un processus stochastique Fi-adapté vérifiant la condition sui-

vante
1 /T
EF [exp (/ 8§d3>
2 Jo

Alors, il existe une mesure de probabilité Q équivalente a la mesure P sur Fr définie par
d T 1 /T
9 _ exp l—/ OsdB; — 5/ 9§ds]. (1.88)
0 0

dP
De plus, le processus stochastique (Xt)ogth défini par

< 00. (1.87)

Fr

t
Xt:/ O,ds + B,, (1.89)
0

est un mouvement Brownien standard sous la mesure Q.

Démonstration. Voir [Revuz et Yor, 2013]. O

La condition (1.87) est appelée condition de Novikov, elle est suffisante mais pas
nécessaire. Il est clair que cette condition est vérifiée pour toute fonction bornée voir méme
constante sur [0, 7.

Corollaire 3. Soit les constantes i € R et T > 0. Soit (By) <, un mouvement Brownien
standard sous la mesure P. Alors, le processus Xy = ut+ By, t € [0, T, est un mouvement
Brownien standard sous la mesure Q définie par

d 2 2
do = exp i/ uBr| = exp Hop_ uXrl|. (1.90)
dP Fr 2 2

Démonstration. Ce résultat est une conséquence directe du Théoreme 7. O
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1.4.3 Distribution jointe du mouvement Brownien arithmétique
et son maximum

Proposition 6. Pourx >0,y <z ett >0, ona

y—pt 2 y—2x —pt
P(M!'<z, X, < = — ettt . 1.91
(O < 2, X, <) (ﬁ) ‘ ( ’ (1.91)

Démonstration. Soit x > 0, y < x et t > 0. Grace au résultat obtenu dans le Corollaire
3, on peut écrire que

P (M >, X, <y) = EF [1pssx,op] (1.92)
dP
=B [d@ - 1{T£‘<t,Xt<y}] (1.93)
12
= ]EQ [eXp (ILLXt — 2t> 1{T§<t,Xt<y}] > (194)

ou X; est un mouvement Brownien standard sous Q.
Soit (Xt)t>0 un processus stochastique défini par

En vertu du principe de réflexion [Théoreme 4], le processus X; est un mouvement Brow-
nien standard sous la mesure Q. Donc,

2 ~ 2
H o—X¢)— b
FQ [exp </LXt — 2t> ]‘{TQEXSt,XtSy}‘| = E@ [e“@ Xe)—t5 tl{ngt,§t22x—y}:| (1.95)

2 ~
_ 2epumprQ | —Et—puX "
= (PR [e i ‘1{Xt>2w_y}] | (1.96)
L égalité (1.96) est justifice par le fait que Pévénement {X, > 22 — y} est inclus dans
I'événement {TX < t} puisque 2z — y > . Soit Q une nouvelle mesure de probabilité
équivalente a Q définie par

dQ

dQ 2

% .
= exp [—t - MXt] : (1.97)
Fi

D’apres le Corollaire 3, le processus )?t = /uf—l—)?t, t > 0, est aussi un mouvement Brownien
standard sous la mesure Q. Ainsi, I'espérance dans (1.96) peut s’écrire comme

ey %, dQ
EQ {6 2 1{)322901/}} - EQ @ 1{)%*#1‘/2296*?4} (198)
Fi
=Q(Xiz 20 —y+pt) (1.99)
Yy —2x — ut
=0|F—F+]. 1.100
(=) (100
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En remplagant (1.100) dans (1.96), on obtient

P (M} >z, X, <y) = X (Hx_’“) (1.101)
Vit
Pour avoir le résultat attendu, il suffit de voir que
P(M{' <2, X; <y)=P(X; <y) -P (M >2,X;, <y). (1.102)
De plus, le processus X; suit une distribution normale sous P, on a donc
P(X, <y) :qﬁ(y \_/z“t) (1.103)

Finalement, la formule (1.91) est obtenue en substituant (1.103) et (1.101) dans (1.102).
[

1.4.4 Distribution du maximum d’un mouvement Brownien arith-
métique
Proposition 7. Pour tout x >0, on a
—ut —x ut —x
P(M! > z)=e2ep M 2 L gL 1.104

Démonstration. Soit x > 0. Nous commencons par décomposer la distribution de M}
comme

PM{ Zzx)=P(M} >z, X; <z)+P(M>2,X; >x). (1.105)
Le premier terme dans (1.105) est obtenu en remplacant y par x dans (1.101), quand a
celui de droite, il suffit de voir que

t—
P(M#>I,Xt>x):P(Xt>x):q5<“\/zx>. (1.106)
La premiere égalité dans (1.106) est du au fait que, pour tout > 0, I'événement {X; > z}
est inclus dans { M} > z}. Pour la derniere, elle vient de la formule (1.103). O

Proposition 8. Pour tout x <0 ety > x, on a

(1.107)

Qr — t
Pt >0, X, > y) = @(““)

Vi
Démonstration. Soit x < 0 et y > . La symétrie du mouvement Brownien standard B
donne

P(my <z,X,2y) =P (ggigt(us + Bs) <, ut + By > y) (1.108)

P (pax(—ps— B) > v —pt— Bi<—y) (1109

:P<5r<1a2<t(—us+Bs) > —x,—ut + By < —y) (1.110)

=P (M" > -2, X" < —y) (1.111)

2z — t
= 271 m ’ (1'112)
Vit
ou la derniere égalité vient de la formule (1.101). O
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Proposition 9. Pour tout x <0, on a

P(m} < x)= @(W) + 62“%(”\233). (1.113)

Démonstration. La formule (1.113) résulte directement de la Proposition 8. ]

La distribution de probabilité de la v.a. TX pour a < 0 est déduite & partir de la
formule (1.113) puisque pour tout t > 0 et a < 0, on a

(T} <t} ={m} <a}. (1.114)

Proposition 10. Soit u € R et a > 0. Soit X; un mouvement Brownien arithmétique issu
de zéro de coefficient de dérive u. Alors, la densité de probabilité de ['instant de premier
passage TX = inf{t > 0: X; = a} est donnée par

a a — ut)?
Démonstration. Soit € R et a >0, on a
P(T,F <t)=P(M{ > a) (1.116)

— e2ﬂa¢<_’“‘%_a> + @(“tf_ta) (1.117)

Pour obtenir la formule (1.115), il suffit de calculer la dérivé de (1.117) par rapport a
t. [l

Remarque 6. Pour > 0 et a > 0, la v.a. TX suit une distribution inverse-gaussienne

[voir Annexe A en page 87] d’espérance a/u et de paramétre de forme a®.

FIGURE 1.12 — Impact du changement du signe de la dérive sur l'instant de premier passage
pour un mouvement Brownien arithmétique.
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A partir de (1.117) nous pouvons voir que, si p < 0, on a P(TX < oo) = 2@ < 1.
Autrement dit, si la dérive du processus X; est strictement négative on aura des trajec-
toires descendantes et donc la probabilité d’atteindre un seuil positive n’est pas égale a
1. Pour p > 0, on obtient P(TX < oo) = 1. En effet, pour une dérive strictement po-
sitive les trajectoires seront ascendantes ce qui rend la v.a. T:X presque strement finie.
La Figure 1.12 illustre comment le signe du coefficient de dérive agit sur 'orientation des
trajectoires du mouvement Brownien arithmétique et par conséquent sur les instants de
premier passage au seuil a. Dans la Figure 1.12, nous simulons avec I’Algorithme 3, un flux
de N = 100 trajectoires d'un mouvement Brownien arithmétique (MBA) avec n = 1000
points de réalisations par trajectoire. Sur le panel de gauche le coefficient de dérive est
égale a p = 1, sur celui de droite il vaut a -1. Nous remarquons que les trajectoires du
MBA ont plus de chance d’atteindre un certain niveau (en particulier a = 42 et a = —2)
si ce dernier a le méme signe que .

Une fagon analogue pour obtenir la distribution de la v.a. T:X consiste & utiliser la
martingale (1.31). Pour tout a € R*, on écrit

S
P(T) <t) =E? | T 'L, (1.118)
= EQ EQ |:6“Xt_u?t1{Ta<t}|.FTa]:| (1119)

- 2
— E° |15, 4EC [eﬂxt—“ﬂfnn (1.120)

- 2
=E9 |17, et X2 T (1.121)
= M REQ 1{Ta<t}e—“zTa} (1.122)
t MQ |a| a2
. ——)]d 1.123
e /Oe (\/ﬁexp< 23)) s ( )
b lal (a — ps)?

- —— 27 )ds. 1.124
0 v27t? P ( 2t ° ( )

L’égalité (1.118) est dit au Corollaire 3, o X; est un mouvement Brownien standard
sous la mesure Q. Pour 1’égalité (1.119), elle vient de la propriété de I’espérance condition-
nelle. '*D’autre part, Pégalité (1.120) est da au fait que 1{7,< est une v.a. Fr,-mesurable,
quand a 'égalité (1.121), elle est vraie sur {7, < t} car le processus (1.31) est une F;-
martingale. Il reste a calculer I'espérance en faisant usage de la densité de v.a. T, définie
par la formule (1.69). Finalement, on obtient la densité de 72X pour tout a # 0 en dérivant
(1.124) par rapport a t. Cette fonction de densité est donnée par

_ 2
frx(t) = \/% exp <—(a2tut)> Litsoy, a7 0. (1.125)

16. Pour X et Y deux variables aléatoires, on peut écrire que E(X) = E(E(X|Y)).

34



1.4. DISTRIBUTION DES INSTANTS DE PREMIER PASSAGE POUR UN MOUVEMENT
BROWNIEN ARITHMETIQUE

1.4.5 Simulation Monte-Carlo des instants de premier passage
pour un mouvement Brownien arithmétique

La simulation d’une trajectoire du processus X; = ut + By sur un intervalle [0, 7] se
fait a l'aide de l'algorithme suivant :

Algorithm 3 Simulation du mouvement Brownien arithmétique
1: Générer un échantillon (Zy,, Zy,, . .., Z,) de n variables aléatoires i.i.d. de loi N'(0, 1).
2: Poser At :=T/n, X(ty) :=0et p €R.
3: Pour i de 1 an faire X(t;) := X(ti—1) + pAt + VAt Z(t;—1).
4: Retourner les valeurs X, , X;,,..., X,.

Nous simulons avec 1’Algorithme 3, un flux de N = 1000 trajectoires d'un mouvement
Brownien arithmétique sur 'intervalle de temps [0, 1] avec n = 1000 points de réalisations
par trajectoire. Nous obtenons par la suite un échantillon de taille N des réalisations de
la v.a. T:X sur I'intervalle de temps [0, 1]. L’histogramme de cet échantillon est tracé dans
la Figure 1.13 ainsi que la courbe de la densité de T:X qui est de loi inverse gaussienne.

Histograme des 7. X avec a=0.305 et (=1
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FIGURE 1.13 — Comparaison entre la courbe de la densité frx et I'histogramme de I’échantillon
des TX
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1.5 Distribution des instants de premier passage pour
un mouvement Brownien géométrique

1.5.1 Intégrale stochastique
Intégrale d’It6

Avant de définir I'intégrale d’Itd nous commencons par rappeler I'intégration classique
dite de Riemann. Soit g une fonction intégrable sur I'intervalle [a,b], a < b, & valeurs
dans R. Alors, on a

b b—
/g(t)dt: lim ¢

n—1

Zg(a—i—ib_a). (1.126)
n—+o0o n, =0 n
Comme nous allons le voir, 'intégrale d’Ito sera définie d’une maniere différente de 1'in-
tégrale de Riemann (1.126). La différence fondamentale est que, I'intégrale d’Ito est prise
par rapport aux incréments infinitésimaux dB; du mouvement Brownien standard B, qui
sont des variables aléatoires normale, tandis que dans Riemann on considere l'intégra-
tion par rapport aux changements déterministes infinitésimaux dt. Nous pouvons donc
déja dire que, dans le cas d'une intégrale d’Ito, le résultat est une v.a. contrairement a
I'intégrale de Riemann qui est une constante réelle. Cependant, nous verrons qu’il existe
plusieurs propriétés communes entre ces deux classes d’intégrales.

On considere un mouvement Brownien standard B, défini sur (§2, F, (F¢),~q, P), ou F
est sa filtration naturelle. Soit X; = f(¢, B;) un processus stochastique de carré intégrable,

b
]EV X2dt

On appelle une intégrale d’It6 du processus X; par rapport au mouvement Brownien
By, la v.a. suivante

< o0. (1.127)

b
/ X,dB.. (1.128)

Afin de donner un sens a (1.128), nous commencgons par construire une subdivisons de
'intervalle de temps [a, b] en n points temporels,

a=tg <t < - <th_1 <t,=0b.

Soit S, la somme partielle définie par

n—1
STL - Z th. (Bt¢+1 - Btz) (1129)

i=0
Il est important de noter que le choix de la partition n’influence pas la valeur de I'intégrale
d’Ito. C’est la raison pour laquelle, en pratique, il suffit de supposer que les intervalles
sont équidistants, c¢’est-a-dire que le pas de subdivision est constant et vaut a

b
At =t — 1 = e

L i=0,1,....n—1.
n
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Comme le processus X; est Fi-adapté, les v.a.s Xy, et B, , — B, sont toujours indé-
pendantes. L’intégrale (1.128) est défini comme étant la limite des somme partielles S,
lorsque n tend vers l'infinie,

b
/a X,dB, = lim 5. (1.130)

La limite (1.130) existe si le processus X; satisfait les conditions suivantes :

(C1) Le processus X, est Fi-adapté pour tout t € [a, b].

(C2) E[J) X2dt] < oo,

(C3) Les trajectoires t — X;(w) sont continues sur [a, b] pour tout ensemble w € 2.

Exemple 4. Soit a € R. On a

b
/ adB, = lim S, (1.131)
a n—+o00
ot
n—1
S, =Y a(B,,, — By (1.132)
=0
= @{(Btl — Biy) + (B, = B,) + -+ + (By,., — Bi,,) + (B, — Btn_l)} (1.133)
— a(B,— B,). (1.135)
Donc,
b
/ adB; = a(By — Ba). (1.136)

En particulier, pour « =1, a =0, b ="T, nous avons
T
/ dB, = By, T < . (1.137)
0

1l est facile de voir que la v.a. f(;f adB; est gaussienne de moyenne nulle et de variance
égale a T.

Exemple 5. Soit [intégrale d’Ito suivante :
T
/ B.dB,. (1.138)
0
Afin de calculer (1.138), nous commengons par construire une subdivision de l'intervalle

[0,T] en n points temporels, 0 =ty < t1 < -+ <tpq1 <t, =T, t; =iAt avec A =T/n.
Les sommes partielles sont données par

n—1
Sn - Z Bti<Bti+1 - Btl) (1139)
i=0
D’une part, on peut écrire que
1
Bt¢<Bt¢+1 - Btz) = i(BtQZ+1 - BZ - (Bti+1 - Btz‘)Q)'
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Au passage a la somme, on aura

1n1 1n1

1 _
=0 =0 1= 0

1 1 n—1
32 Z(BtiJrl - Btz')Z (1.141)

2 2 =0

1 1n 1
7B2 Z(Bti+1 - Bti)z' (1.142)

2 2 =0

Pour calculer le terme de droite dans (1.142), nous procédons comme suit :
Soit X,, une v.a. définie par

n—1

X, => (Bi., — B,) (1.143)

i=0
Comme les accroissement du mouvement Brownien standard By sont indépendants [Pro-
priété i)/, on a

E(X,) = Y E[(B,, - B)’] (1.144)
=0
n—1
=S (tig1 — ;) (1.145)
=0
=t, — to (1.146)
=T, (1.147)
et
n—1
Var(X,) = Y Var [(Bi., — B.,)?] (1.148)
=0
n—1
= 2(tip1 — t;)° (1.149)
=0
= 2nAt? (1.150)
T 2
" (n> (1.151)
277?
=" (1.152)

Puisque on a
lim Var(X,) =0,

n——+oo

et
E(X,) =T.

Donc, T est un estimateur sans biais et convergent de X,,. Autrement dit,

lim X, =1T.

n—-+4o0o
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Ainsi, on a

/OTBtdBt - ;(B%—T), T < oo. (1.153)
De facon générale, le formule d’intégration est donnée par

/abBtdBt - ;(Bf—Bg) —;(b—a). (1.154)

Proposition 11. Soit X, = f(t, By) et Y; = g(t, B;) deuz processus stochastiques vérifiant
les conditions (C1), (C2) et (C3). Alors, on a

1) (Linéarité) [y X+ aY,dBs = [§ X,dB, + a [ YsdB,, o €R.
2) (Additivité) [} X,dBs = [}* X.dB, + [} X.dB,, pour tout 0 < u < t.
3) (Processus centré) E (fg XsdBS> = 0.
1) (Isométrie d’Ité) E [( It Xsst)Q} — E [f; X2ds] .
5) (Covariance) E | f§ X.dB, [; Y.dB,| = E [J§ X.Y.ds|.
Démonstration. Voir [Calin, 2015] O

Proposition 12. Soit X; un processus vérifiant les conditions (C1), (C2) et (C3). Alors,
le processus stochastique

t
It:/ X,dB,, >0, (1.155)
0
est une Fi-martingale.

Démonstration. Le processus I; est Fi-mesurable, il est aussi de carré intégrable puisque,
t 2
E[[?] =E l(/ XSst) ] (1.156)
0
t
—F [/ des} (1.157)
0

< . (1.158)

L’isométrie d’It6 4) permet de justifier I'égalité (1.157), quant a I'inégalité (1.158), elle est
du a la condition (C2). Il reste donc a vérifier la propriété c¢) de 'espérance conditionnelle.
Pour tout s < ¢, on a

E[l|F)) = E / t XudBu|]-"5} (1.159)
—F /0 X,dB, + /: XudBul]-"s} (1.160)
_E /O XudBu|fs] +E [/t XudBu|fs] (1.161)
_ /O " X,dB, +E [ / t XudBu} (1.162)
_ /0 " X,dB, (1.163)
1. (1.164)
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L’égalité (1.160) provient de la propriété d’additivité 2), quant a (1.161), elle est da a la
linéarité de l'intégrale stochastique. Par ailleurs, I’égalité (1.162) est justifiée par le fait
que, d'une part, la v.a. [ X,dB, est F,-mesurable, et d’autre part, la v.a. [’ X,dB, est

indépendante de F.!” Finalement, avec la propriété 3), on a E { IN XudBu} =0. O
Intégrale de Wiener

Nous allons voir maintenant un cas particulier des intégrales stochastiques qui est
I'intégrale de Wiener. Cette classe d’intégrale s’écrit comme

/Otf(s)dBS, £>0, (1.165)

ol f est une fonction déterministe sur L*([0,¢]) et B; est un mouvement Brownien stan-
dard. '® Comme dans le cas des intégrales d’'Ito, I'intégrale de Wiener (1.166) peut étre
représenté comme limite des sommes partielles,

/Ot f(S)st - hm nz_: f(ti)(Btz‘+1 — Btz) (1166)

n—+oo 4
=

Les propriétés des intégrales stochastiques que nous venons de voir sont tous valable pour
'intégrale de Wiener a condition que la fonction f soit dans L?. En particulier, la formule
d’intégration par parties suivante qui est tres pratique,

/Otf(s)st — f()B, - /01t Badf(s). (1.167)
Proposition 13. Soit le processus (I;)i=o défini par
I = /Otf(s)dBS, (1.168)
ou f € L*([0,t]). Alors, on a

L ~N (o, /Otf(s)2ds> (1.169)

Démonstration. Les accroissements du mouvement Brownien B; sont i.i.d. de loi gaus-
sienne. Donc, pour tout ¢ € {0,1,...,n— 1}, on a

F(t)(Buy, = Bi) ~ N (0, f()*(tisa — 1)) - (1.170)

De plus, la somme de variables aléatoires indépendantes et normalement distribuée est
une variable normale. Ainsi,

Sn = nZ_: f(ti)(BtiH - Bti) ~N <07 ni f(tz‘)2(ti+1 - tz)> . (1.171)

Il reste a faire tendre n vers +oo pour obtenir le résultat attendu. n

17. La filtration F, contient toute l'information généré par le mouvement Brownien B; de 0 jusqu’a s,
quand a l'intégrale f : X.dB,, elle dépend uniquement de I'information disponible de s a t et non pas de
celle généré avant la date s.

18. Nous notons par L?([a,b]) I'espace des fonctions f qui sont définie sur [a,b] & valeurs dans R

vérifiant la condition 4/ fab |f(s)]2ds < oo. Cette ensemble est appelé ensemble des fonctions de carré
intégrable.
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Exemple 6 (Aire sous la courbe Brownienne). Soit le processus (A;)i=0 défini par

t
At:/ B,ds. (1.172)
0

Le processus gaussien A; mesure 'aire sous la courbe d’un mouvement Brownien stan-
dard By pendant lintervalle de temps [0,t]. Pour t fixé, la v.a. A; est continue car elle
dépend des trajectoires continues de By. Par ailleurs, si ['intégration se fait uniquement
sur la partie positive du mouvement Brownien, c¢’est-a-dire, sur le processus |By|. Alors,
les trajectoires t — Ay(w), w € 2, seront des fonctions croissantes par rapport au temps.
Le processus (1.172) admet une moyenne nulle, E(A;) = 0 par linéarité de l’espérance.
Pour calculer sa variance, il suffit de voir que Ay est une intégrale de Wiener. En effet,
avec la formule d’intégration (1.167), on obtient

t
A, :tBt—/ sdB, (1.173)
0
t t
:t/ st—/ sdB, (1.174)
0 0
t
:/(t—s)st, (1.175)
0

ou égalité (1.174) est di a la formule (1.136). Il s’agit donc d’une intégrale de Wiener
dont la variance est calculée par la propriété de l'isométrie d’Ité 4),

Var(A?) = E(A?) (1.176)

—E [(/Ot(t - s)dBSﬂ (1.177)

=E [/Ot(t - s)st} (1.178)

_ /Ot(t ~ )2ds (1.179)
_ t;’ (1.180)

En littérature, le processus (1.172) est souvent considéré dans le cas général ou l'intégra-
tion se fait par rapport a un mouvement Brownien arithmétique X, issu d’un point x > 0
avec une dérive j1 > 0, c’est-a-dire, X; = x + ut + By, t = 0. Nous appelons par instant
de premaiére surface pour le processus Xy, la v.a. définie par

1
Agx :/ X,ds, (1.181)
“ 0

ot a € R et TX est l'instant de premier passage au niveau a par le processus Xy. La Figure
1.14 illustre une réalisation de la variable Apx a partir d’une trajectoire du processus X;
avec x =1, p = 0.5 et a = 1.65. La distribution de probabilité de (1.181) est étudiée dans
[Kearney et Majumdar, 2005/, quant a la distribution jointe du couple (Ach,TaX), elle est
calculée par Abundo et Vescovo [2017] dans le cas ot p < 0.
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x Temps
TE

FIGURE 1.14 — Instant de premiere surface d’'un mouvement Brownien arithmétique

Processus d’Ito

Définition 12. Un processus d’Ito est un processus stochastique X; défini sur [’espace
(02, F, (Fi)20:P) @ valeur dans R dont la structure peut étre décomposée ainsi

t t
X =Xy +/ psds +/ o,dB,, t=>=0, (1.182)
0 0

ou sous forme différentielle

dXt = ,LLtdt + O'tdBt, (1183)
ou Xg est Fo-mesurable, p; et o, sont deuzr processus Fi-adaptés vérifiant les conditions
de régularité suivantes

t
P [/ |ts|ds < oo} ~1, (1.184)
0

et
t
P [/ o2ds < oo} ~ 1 (1.185)
0

Le processus p; est appelé la dérive ou le drift, quand a oy, il est connu sous le nom
de coefficient de diffusion ou coefficient de volatilité. Un processus d’It6 est donc
caractérisé par ces deux coefficients y; et ;. Il est important de noter que, les processus
1 et oy sont des fonctions du temps ¢ et de I'état du processus X;. Formellement, pour
(t,z) e Ry xR, on a

E<Xt+h - Xt|Xt = f)

. E((X X)?|1X
o = pu(t,z) = lim (Ko = X071 X0 = x) (1.187)

h—0 h
Dans (1.182), si u; et oy ne dépendent pas du temps ¢, alors le processus X; est dit
homogeéne. De plus, si une solution de I'équation (1.183) existe. Alors, il s’agit d’'un
processus de diffusion, d’ou 'appellation équation de diffusion.

Exemple 7. Le mouvement Brownien arithmétique de dérive p est un processus d’Ito
dont ’équation différentielle stochastique est donnée par

dX, = pdt + dB;, (1.188)

ot le coefficient dérive de ce processus est égale a p et celui de la diffusion vaut a 1.
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Formule d’Ito

Lemme 1.1 (It6 [1944]). Soit (X¢)i=0 un processus d’Ité vérifiant (1.182). Alors, pour
toute fonction f € CY?(R,,R), le processus stochastique f(t, X;) est aussi un processus
d’Ito dont la dynamique est donnée par

_ af(t> Xt) af(ta Xt) 1 Qazf(ta Xt) af(t7 Xt)
df(t, Xt) = ( at + ,ut ax + 20't a$2 dt + O¢ 8;5 dBt (1189)
Démonstration. Voir le livre de Steele [2012]. O

Exemple 8 (Processus de Uhlenbeck et Ornstein [1930]). Soit ["équation différentielle

stochastique sutvante
dXt = —GXtdt + O'dBt, (1190)

ot 0 > 0 et 0 > 0 deux parametres déterministes. Afin de résoudre ’équation (1.190),
nous appliquons la formule d’Ité (1.189) a la fonction f qui est définie par

f(t,x) = xe®, (1.191)
cette fonction admet des dérivées partielles. Pour tout (t,z) € (R, R), on a

((Lf - 61 al _ ot &
o (t,z) = Oze™, 8x(t,yz:) =, 92

Avec la formule d’Ito, la différentielle de f(t, X;) s’écrit comme

(t,x) = 0.

df (t, X,) = oe™dB,. (1.192)

En intégrant (1.192) de 0 a t, on obtient

t
X" — X, + 0 / *dB,, (1.193)
0

et donc,
t
X, = Xoe ™ + o / f=04B,. (1.194)
0
Le processus (1.194) est connu sous le nom de processus de Ornstein- Uhlenbeck, ce
dernier est trés appliqué en finance notamment pour ces propriétés théoriques. Le proces-
sus (1.194) est un processus gaussien avec,

E(X,) = Xoe ¥, (1.195)
et
Var(X;) = o*Var [/Ot eH(St)dBS] (1.196)
— o°E [ /0 t eze(s_t)ds] (1.197)
=02 /0 JEICVER (1.198)
= ‘2’; (1=, (1.199)
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ou ’égalité (1.197) provient de la propriété d’isométrie d’Ito 4).

On peut observer que lorsque t devient grand (long-terme), la moyenne (1.195) converge
vers zéro. Cette caractéristique classe le processus de Ornstein-Uhlenbeck parmi la catégo-
rie de processus avec retour a la moyenne ou mean-reverting process. D’autre part,
la distribution des instants de premier passage pour le processus de Ornstein-Uhlenbeck
n’est pas connue en générale. En particulier, pour le cas de linstant de premier passage
au niveau zéro TPV associé au processus (1.193) avec Xo > 0, > 0 et 0 = 1, il ewiste
une formule sous forme fermée de la densité de TOV (voir, Alili et al. [2005]).

Exemple 9 (Pont de diffusion). Soit X, un processus stochastique solution de I’EDS
sutvante

b— X,

T—1t
ot (a,b) € R%. Afin de trouver une solution de (1.200), nous considérons une fonction f
définie par

dX; = dt + dB; avec Xo=a, 0<t<T, (1.200)

b—x
t,x) = —— 1.201
et dont les dérivées partielles sont données par
of b—ux of —1 >Pf
ab D=y &GtV =r—p "
En appliquant la formule d’Ité (1.189) a la fonction f(t, X;), on obtient
of b— X;\ Of 1P f dB;
X)) ==X —(t, X ——(t, X — 1.202
df (t, Xy) (at(t, t>+<T—t> ax(t, t)+28x2(t’ ¢) | dt i (1.202)
b—Xt b—Xt —1 dBt
= 0|dt— 1.203
((T—t)2+<T—t><T—t)+ ) T—1 (1.203)
dB;
=— . 1.204
T3 (1.204)
Apres intégration, on aura
t dB
t, X)) = Xo) — >
f(7 t) f(oa 0) OT—S7
et donc
b—Xy b—a [t dBs
T—t T 0o T —s’
dou T—1t t dB

Le processus (1.205) est appelé pont Brownien ou pont de diffusion associé a ['équa-
tion différentielle stochastique (1.200). Il s’agit d’un mouvement Brownien qui est condi-
tionné par Xog = a et Xp = b (voir Figure 1.15). La distribution des instants de premier
passage pour cette classe de processus est étudié dans [Kacef et Hanifi, 2014].
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FIGURE 1.15 — Flux de 10 trajectoires d’un pont Brownien X; avec Xy = —1 et X; = 1. Notes :

Le nombre de réalisations par trajectoires est n = 100.

Proposition 14 (Formule d’intégration par parties). Soient X, et Y; deux processus d’Ito
dont les formes intégrales sont données par

t t
Xy = Xo + / 115ds + / o,dB,, (1.206)
0 0
et . .
Y, = Y0+/ ﬂsds+/ 5.dB,. (1.207)
0 0
Alors,
t t
X.Y; = XoYo + / X.dY, + / YadX, + (X,Y),, (1.208)
0 0

ot la variation quadratique entre les processus X et'Y est définie par
(X,Y), = /0 ' .5uds. (1.209)
Démonstration. Nous avons l'identité suivante
XY, = ; (X, + )" - ;(Xf +Y2). (1.210)
La formule d’Ito (1.189) est appliquée aux processus (X; +Y;)*, X2 et Y;2 pour avoir

t t
(X, +Y;)? = (X0+Yo)2+2/0 (XS+Y5)d(XS+Ys)+/O (0 +5,)°ds,  (1.211)
t t
X =Xg+2 [ XdX,+ [ ods, (1.212)
0 0
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et
t t
Y2 =Y7+ 2/ Y. dY, +/ o2ds. (1.213)
0 0

Il reste a substituer les formules (1.211), (1.212) et (1.213) dans (1.210) pour obtenir le
résultat attendu. ]
Théoréme de Représentation des Martingales

Théoreme 8. Soit (Mt>0<t<T une martingale par rapport a la filtration F; du mouvement

Brownien By. Il existe un processus (Xi)oc,p adapté a F; tel que E (fUT des) < +oo et

t
M, =My + [ X.dB,, (1.214)
0

pour tout t € [0,T].
Démonstration. Voir [Karatzas et Shreve, 2014]. O

Nous allons utiliser le Théoreme 8 dans le Chapitre 2 lors de la tarification d’une
option européenne.

1.5.2 Mouvement Brownien géométrique

Définition 13. On appelle mouvement Brownien géométrique, le processus sto-
chastique (Si)i=0 dont l’évolution est d’écrite par I’équation suivante

dSt = St<)\dt + O'dBt), S() = Xy, (1215)
ouA€R, 0>0, xg € ]Ri et B, est un mouvement Brownien standard.

Proposition 15. L’unique solution de (1.215) est un processus d’Ité défini par
Sy = Spexp (ut +0By), t >0, (1.216)
ol = \—0?/2.

Démonstration. Afin de vérifier que le processus (1.216) est bien une solution de I’équation
différentielle stochastique (1.215), nous appliquons la formule d’It6 a la fonction f(t,z) =
log(z). Par ailleurs, pour monter I'unicité de cette solution, nous supposons qu’il existe une
autre solution X; de (1.215) et montrons qu’elle coincide avec la premieére. Tout d’abord,
on va exprimer la différentielle de X;S; " a ’aide de la formule d’It6. On a

S
Zy = =exp ((07/2= Nt — 0By, (1.217)
St
on peut écrire aussi que
t
7, =1 +/ Z,[(0% — \)ds — 0dB,). (1.218)
0

Avec la Proposition 14, nous calculons la différentielle de X, Z;,

d(XtZt) - XtdZt + thXt —|— d<X, Y>t’ (1219)
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ou
t t t
(X,Y), = (/ X,0dB,, —/ Z.0dB,) = —/ X, Z,0%ds. (1.220)
0 0 t 0
En remplagant (1.220) dans (1.219), on obtient
d(XtZt) = XtZt[(O'2 — )\)dt — O'dBt] + ZtXt()\dt + O'dBt) — XtZtO'Zdt (1221)
= 0. (1.222)

Done, X, Z, = SyZy, ce qui donne, X; = SpZ; ' = S,. Par conséquent, I'unique solution
de I’équation (1.215) est le mouvement Brownien géométrique (1.216).
n

Comme nous allons le voir dans le chapitre suivant, le processus S; est tres important
en finance car il est souvent adopté pour la modélisation du prix de différents actifs finan-
cier. Nous pouvons observer aussi qu’il s’agit d’une simple transformation du mouvement
Brownien arithmétique puisque on a

Sy =zgexp(0Xy), t >0, (1.223)

ou Xt = %t + Bt~
Il est important de noter que, le mouvement Brownien géométrique S; admet une distri-
bution Log-normale [voir Annexe A en page 86]. Pour tout ¢ > 0, on a

Sy ~ Log-normale (log(mo) + put, O'Qt) . (1.224)

La moyenne du processus S; illustrée dans la Figure 1.16 est donc une fonction du temps
t définie par i
E(S;) = e 057t > 0. (1.225)

Soit T Iinstant de premier passage au seuil a > 0 par le processus S; et T-X I'instant de
premier passage au seuil o € R* par le processus X;. Nous avons

1
TS =inf{t >0: S, = a} = int {t >0:X, =~ log (“) } (1.226)

o Zo

Donc, les deux instants de passage coincidents pour des seuils différents, c’est-a-dire,
75 =T, (1.227)

avec a = log (a/rg) /o. Pour déterminer la distribution de probabilité de T, il suffit donc
d’appliquer les résultats obtenues dans le cas d’'un mouvement Brownien arithmétique.

1.5.3 Distribution de I’instant de premier passage a un seuil fixe
par d’'un mouvement Brownien géométrique

Proposition 16. Pour a > xg, on a

P(T5 <t) = emqs(_”\/g_o‘) + @(7), (1.228)

et, pour a < Xy,

t —ut
P(TS<t) = 62'/%15(” +O‘> +@<”\;O‘>, (1.229)

ouv=pj/o eta=1log(a/xy) /0.
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1.5. DISTRIBUTION DES INSTANTS DE PREMIER PASSAGE POUR UN MOUVEMENT
BROWNIEN GEOMETRIQUE

Démonstration. Les formules (1.228) et (1.229) résultent des Propositions 7 et 9 avec
I'usage de I'égalité (1.227). O

Il reste a calculer la dérivée par rapport a t pour trouver la fonction de densité de la
v.a. T?, ou directement, I’avoir & partir de la Proposition 10 et I'égalité (1.227). Ainsi,

(63 o — UV 2
Frs(t) = N (—(%t)> 10y (1.230)

1.5.4 Simulation Monte-Carlo des instants de premier passage
pour un mouvement Brownien géométrique

La simulation d’une trajectoire du processus (1.216) sur un intervalle [0, 7] se fait a
I’aide de 'algorithme suivant :

Algorithm 4 Simulation du mouvement Brownien géométrique

Générer un échantillon (Z;,, Zy,, ..., Z,) de n variables aléatoires i.i.d. de loi (0, 1).
Poser At :=T/n, X(to) =0, u € R, 0 >0et v:=p/o.

Pour i de 1 & n faire X (t;) := X (t;_1) + vAt + VAt Z(t;_1).

Soit Sy € R. Pour i de 1 a n faire S(t;) = Spexp (6 X (t;)).

Retourner les valeurs Sy, Sy, ..., S, .

n

Avec I’Algorithme 4, nous simulons un flux de N = 1000 trajectoires d’'un mouvement
Brownien géométrique issu de So = 1 et cela sur I'intervalle de temps [0, 1] avec n = 1000
points de réalisations par trajectoire. Nous obtenons par la suite un échantillon de taille
N des réalisations de la v.a. T2 sur lintervalle de temps [0,1]. L’histogramme de cet
échantillon est tracé dans la Figure 1.17 ainsi que la courbe de la densité de T,

Temps

FIGURE 1.16 — Flux de trajectoires d’'un mouvement Brownien géométrique sur U'intervalle [0, 1]
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1.5. DISTRIBUTION DES INSTANTS DE PREMIER PASSAGE POUR UN MOUVEMENT
BROWNIEN GEOMETRIQUE

Histograme des 75 avec a=1.75
[t=1.37 et 0=02
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FIGURE 1.17 — Comparaison entre la courbe de la densité fTaS et I’histogramme de 1’échantillon
des T
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Chapitre 2

Gestion des risques financiers par
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2.1. LA NOTION DE RISQUE EN FINANCE

2.1

La notion de risque en finance

Définition 14. Un risque financier est un risque de perte d’argent suite a une opération
financiére (par exemple, un placement de capitaur en vue d’un gain monétaire ou un
emprunt bancaire) ou d une opération économique ayant une incidence financiére (par
exemple, une vente a crédit ou en devises étrangéres).

2.1.1 Types de risques financiers

Le risque financier est souvent lié a des évenements aléatoires d’ou l'intérét d’identi-
fier, en premier lieu, la nature du risque que peut comporter une quelconque opération
financiere. Les principaux types ' de risques financiers sont les suivants :

Le risque de contrepartie, c’est le risque que la partie avec laquelle un contrat
financier a été conclu ne tienne pas ses engagements (livraison, paiement, rembour-
sement, etc.). Pour une banque, par exemple, c’est le risque que ses clients soient
dans I'incapacité de rembourser leurs emprunts, on parle dans ce cas, d’état d’insol-
vabilité.

Le risque de taux d’intérét, c’est le risque lié a I’évolution non appréciée des taux
de crédit durant la durée du contrat. Ainsi un emprunteur a taux variable, subit un
risque de taux quand les taux augmentent car il doit payer plus cher a 1’échéance. A
I'inverse, un préteur subit un risque quand les taux baissent car il perd des revenus.

Le risque de change, c’est le risque lié aux fluctuations des taux de change des
monnaies (Euro, Dollars, etc.). En effet, pour de nombreuses activités, le cours de
change d’une monnaie intervient, par exemple, dans le calcul d'un prix de revient
(cott de la matiere premiere), d'un prix de vente (exportation), du remboursement
d’intéréts (emprunt en devise), etc. Ainsi, toute variation défavorable du cours de
change peut avoir une incidence significative sur différents contrats financiers.

Le risque de liquidité : Pour un investisseur, c’est le risque de ne pas pouvoir
vendre ses actifs ou l'obligation pour s’en débarrasser de les vendre a un prix tres
inférieurs a leur valeur intrinseque. Cette baisse des prix afin de conclure une vente
sur un marché peu liquide est appelée décote d’illiquidité. Pour une banque, le risque
de liquidité survient quand un grand nombre d’épargnants souhaite retirer des es-
peces sur leur compte, alors qu’elle a placé leurs dépots a moyen et long terme.

Le risque opérationnel, est le risque de pertes potentielles d’argent a cause de la-
cunes ou de défauts attribuables aux ressources humaines et matérielles : procédures
des systémes internes défaillants (pannes informatiques), événements déclencheurs
externes, fraudes, greve du personnel, risques de catastrophes (pandémies), etc.

Le risque de crédit, est le risque pour un créancier que I'un ou plusieurs de ses
débiteurs soient dans l'incapacité de rembourser tout (ou une partie) de la dette
qu’ils ont contractée.

Le risque climatique, est un risque lié a la vulnérabilité accrue des entreprises par
rapport aux variations des indices climatiques (température, précipitations, vent,
neige, etc.).

1. Une discussion plus approfondie sur les différents risques en finance peut étre trouvé dans le livre
de Allen [2012].
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2.2. LES OPTIONS

2.1.2 Gestion des risques financiers avec des options

La gestion d’un risques financier consiste a identifier ce dernier puis a adopter des
stratégies afin d’atténuer la probabilité de pertes associée a des scénarios défavorables se
produisant sur les marchés financiers. Certains instruments financiers, tels les produits
dérivés, sont des outils de gestion essentiels pour faire face aux multiples risques finan-
ciers auxquels sont confrontés les entreprises et institutions. En particulier, parmi les
principaux produits dérives, on a les options. Ces dernieres permettent de protéger les
entreprises contre plusieurs risques financiers, en particulier, le risque de change. Dans la
mesure ou les options sont des actifs asymétrique, il permettent a ceux qui les utilisent

Y

d’étre protéger contre le risque de change sans les priver pour autant d’une évolution qui
leur serait favorable et qu’il auraient mal anticipée. En générale, il existe plusieurs fagons
d’utiliser les options pour couvrir un risque financier, les trois principales catégories étant
de couvrir d’autres investissements, de couvrir les intéréts commerciaux et de couvrir
d’autres positions sur options. Dans tous les cas, on cherche soit a acheter ou a vendre
une option pour protéger une autre position, ou 'intention de la stratégie de couverture
avec des options est de ne pas prendre plus de risque mais de réduire le risque financier
déja présent. Les options utilisées de cette maniere consistent une police d’assurance, ou
si un résultat inattendu venait a se produire, une perte dans un portefeuille d’actions
par exemple, les pertes encourues seront compensées dans une certaine mesure par les
bénéfices réalisés grace a la négociation (achat ou vente) d’options.

Dans la section suivante, nous allons détailler le concept des options ainsi que les
approches probabiliste utilisées dans la tarification des options négociée sur marchés fi-
nanciers.

2.2 Les options

Définition 15 (Derivative). Un produit dérivé est un instrument financier dont le priz
dépend d’un ou plusieurs actifs sous-jacents.? Il existe différents types de contrats dérivés,
a savoir, les futures, les forwards, les options, les warrants et les swaps.?®

Définition 16 (Option). Une option est un contrat qui donne a son titulaire le droit
et non l'obligation d’acheter ou de vendre un actif sous-jacent a un prix appelé prix
d’exercice” et a une date déterminée a l'avance appelée échéance. Il existe deux types
d’options :

— Le Call ou option d’achat.

— Le Put ou option de vente.

L’octroi d’options Call ou Put n’est pas gratuit. En effet, toute option a un prix

appelé prime. Lorsque 'option est cotée sur le marché, la valeur numérique de sa prime
est donnée par ce dernier. En ’absence de cotation, le probleme du calcul de la prime se

2. Un actif sous-jacent est un actif servant de référence a un produit dérivé. Il peut s’agir d’un instru-
ment financier (action, indice, obligation, devise, option, etc.) ou physique (matiére premiere).

3. Afin de comprendre le fonctionnement des différents types de produits dérivés, voir [Eales et
Choudhry, 2003].

4. Parfois appelé aussi prix de levée ou strike.
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2.3. TARIFICATION DES OPTIONS DANS LE MODELE BLACK-SCHOLES

pose. Et, méme dans le cas d'une option cotée, il peut etre intéressant dans certain cas de
disposer d’une formule (théorique) ou d’'un modele permettant de détecter d’éventuelles
anomalies liés aux fluctuations de cours de I'actif sous-jacent sur lequel est négocié I'option.
D’autre part, si le droit que donne une option peut étre exercée a n’importe quel instant
durant la durée de vie de 'option, on parle alors d’option américaine. Or, si 'option
ne peut étre exercée qu’a 1’échéance du contrat, on parle d’option européenne.

2.3 Tarification des options dans le modele Black-
Scholes

Le modele proposé par Black et Scholes [1973] pour décrire la dynamique des cours
d’un actif sous-jacent est un modele a temps continu avec un actif risqué dont la valeur a
I'instant ¢ est noté S; et un autre actif sans risque noté SP a I'instant ¢. On suppose que
I'évolution de S est régie par I’équation différentielle ordinaire suivante

dsy = rSpdt, (2.1)

ot 7 > 0 est le taux d’intérét sur le marché. Si on suppose que SJ = 1, alors I'unique
solution de I’équation (2.1) est donnée par

SP = e (2.2)

Dans le modele Black-Scholes, les hypotheses sur le marché sont :
— Absence d’opportunité d’arbitrage (A.O.A.).°
— Le taux d’intérét a court terme r est connu et est constant dans le temps.
— L’actif risqué S; est un mouvement brownien géométrique.
— L’action ne verse pas de dividendes.®
— L’option est de type européenne.
— L’achat ou la vente de ’action ou de 'option est sans frais de transaction.

— Il est possible d’emprunter n’importe quelle fraction du prix d’un titre pour I'acheter
ou le détenir, au taux r.

— 11 est possible de vendre a découvert. *

Dans le modele Black-Scholes, I’évolution du cours de 'actif risqué S; est donc décrite
par I’équation différentielle stochastique

dSt = St()\dt + O'dBt>, S(] > O, t e [O,T], (23)

5. Cette hypothese est cruciale dans les marchés financiers, elle affirme qu’il n’existe aucune stratégie
financiere permettant avec zéro investissement, d’acquérir une richesse certaine dans une date future.

6. Les dividendes sont les sommes versées a titre de revenus par une entreprise a ses actionnaires. Or,
sous certaines conditions, il est possible aussi de payer les dividendes en actions.

7. Une vente a découvert est une pratique qui consiste a vendre des titres que ’on ne possede pas encore,
dans 'espoir de les racheter ultérieurement a un prix inférieur. Cette opération reste tres surveillée par
I’Autorité des marchés financiers (AMF).
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2.3. TARIFICATION DES OPTIONS DANS LE MODELE BLACK-SCHOLES

ou A € R, 0 > 0 est la volatilité, Sy est le cours initiale, T" est la date d’échéance de
l'option et B; est un mouvement brownien standard sous la mesure de probabilité P.*
Comme dans le Chapitre 1, Section 1.5.2, 'unique solution de ’équation (2.3) est donnée
par

Sy = Spexp (ut + o By) (2.4)

ot u =\ —0?/2 et Sy est observé directement sur le marché.

Définition 17. Une stratégie de gestion est un processus stochastique 9 = (9,°,9)o<i<t
a valeurs dans R?, ot U est adapté a la filtration naturelle F; du mouvement brownien
standard B;. Les processus 99 et 9, représentent les quantités respectives d’actif sans risque
et d’actif risqué détenues en portefeuille a linstant t. Ainsi, la valeur d’un portefeuille a
[instant t associ€ a une stratégie 9 est donnée par

Vi(9) = 982 4 0,5, (2.5)

2.3.1 Le principe de 'autofinancement en finance

Définition 18. Une stratégie ¥ est dite autofinancée si, une fois adoptée, elle ne change
pas la valeur du portefeuille. Ainsi, un portefeuille autofinancé est un portefeuille auquel
les fonds ne sont ni injectés ni retirés. Théoriquement, une stratégie ¥ est autofinancée
si, pour toutt >0 et € >0, on a

19?5? + ﬁtSt - 19?_'_5379 -+ ﬁtJreSt. (26)

La formule (2.6) est intérprété comme suit : un investisseur possede un portefeuille
dont la valeur a l'instant ¢ est V;(9) = 9252 49,5;. Le marché, quant a lui, permet d’obser-
ver les cours des actifs S et S; a la date ¢. Sur la base de cette information, I'investisseur
réajuste son portefeuille en adoptant une nouvelle stratégie ¥, pour la date future ¢ 4 €
et cela en réinvestissant la valeur totale du portefeuille et rien de plus. Il n’y a donc ni
apports, ni retraits de fonds.

L’évolution des cours des actifs sur les marchés financiers (bourse) se fait dans des laps
de temps relativement cours, voir méme en microseconde. Soit € > 0, une quantité assez
petite. ? 11 est intéressant de voir que la formule (2.6) s’écrit aussi comme

Viee(W) = Vi (V) = 19?+5(5?+e — S)) 4 Vige(Sise — St). (2.7)

Donc, avec une stratégie autofinancée, I’évolution du portefeuille dépend uniquement des
variations des cours des actifs. De plus, puisque € est tres petit, nous pouvons écrire que

Pour que la formule différentielle (2.8) ait un sens sur l'intervalle [0, T, il faut que

T T
/0 [09]dt < 400, p.s. et /0 Y7dt < 400, p.s.

Nous notons par S; = S;/5? = e7"S; et par V,(¢) = V,(1)/S? = e "V,(¥), le cours de
lactif risqué actualisé et la valeur du portefeuille actualisé a 'instant ¢, respectivement.

8. La mesure P est appelée mesure de probabilité historique.
9. Par exemple, on prend que € = 1076,
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2.3. TARIFICATION DES OPTIONS DANS LE MODELE BLACK-SCHOLES

Proposition 17. Soit ¥ = (9,°,9,)o<i<r une stratégie vérifiant [; |99 +92dt < +oop.s..
Alors, 9 est une stratégie autofinancée si, et seulement si,

Vi) = Vo) + [ 0udS.. (2.9)

pour tout t € [0,T].

Démonstration. Soit ¥ une stratégie autofinancée. Nous commengons par calculer la dif-
férentielle de V;(1J)) grace a la formule (2.8)

dV,(9) = d (e "V;(9)) (
= Vi(D)d(e™™) + e dVi(9) + (e, Vi(0)), (
= —re "V (9)dt + e " (9)dS) + 9,dS;) + 0 (2.12
= —re (W) +9,S;)dt + e " 9)d(e) + e, dS, (
= 0y(—re " Sydt + e "' dSy) (
= ,dS;. (

L’intégration de la formule (2.15) sur Uintervalle [0,¢] donne le résultat attendu. Nous
notons que, 'égalité (2.11) est du a la Proposition 14, ou la variation quadratique est
nulle car le processus e~ est déterministe, quand a 1'égalité (2.12), elle provient du fait
que ¥ est autofinancé, et donc, elle vérifie la formule (2.8). La démonstration inverse,
c’est-a-dire, en supposant que la formule (2.9) est vérifiée, repose sur un raisonnement
similaire. O]

Définition 19. Une opportunité d’arbitrage sur une période [0,T], est une stratégie
autofinancée 9 dont la valeur du portefeuille associée vérifie :

1. Vo(9) = 0.
2. Ve(@) =0 et E(Vi(d)) > 0.

Définition 20. Un marché est dit viable s’il n’existe pas de stratégie d’arbitrage.

2.3.2 Mesure de risque-neutre

Théoréme 9 (The Fundamental Theorem of Asset Pricing). Un marché est viable si, et
seulement si, il existe une mesure de probabilité Q équivalente a la mesure de probabilité
historique P sous laquelle les prixz actualisés des actifs sont des martingales.

Démonstration. Voir [Harrison et Pliska, 1981]. O
La dynamique du prix actualisé est donnée par

dS, = d (e7"S,) (2.16)

= Sy (0)d(e™™") + e " dS, + (e, Sy, (2.17)

= —re " Sydt + e "' Sy (\dt + 0dB;) + 0 (2.18)

= S,((A\ = r)dt + 0dB,). (2.19)
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2.3. TARIFICATION DES OPTIONS DANS LE MODELE BLACK-SCHOLES

Soit Q une mesure de probabilité équivalente a P, définie par

dQ

2o
P =P l—QT — /\BT], (2.20)

Fr

oit A = (A —r)/o. D’aprés le théoreme de Girsanov, le processus Wy = At + By, t € 10,77,
est un mouvement brownien standard sous la mesure Q. Ainsi, la différentielle de S; s’écrit
comme

dgt = §t0th. (221)
La solution de I’équation différentielle stochastique (2.21) est donnée par
St = S(] exp (O’Wt — 2t> s (222)

ou 50 = So.

Le processus S, suit une loi log-normale, et donc, on a E( fOT §t2ds) < 400. A partir de
la formule (2.21) et d’apres le théoreme de représentation des martingales, le processus S,
est une martingale sous la mesure de probabilité Q. En finance, la mesure Q est appelée
mesure de risque-neutre ou mesure martingale équivalente.

Définition 21. Une stratégie ¥ est dite admassible si

1. ¥ est autofinancée.

2. Pour tout t, on a V,(9) > 0.

3. La v.a. maxcjo,1] ‘N/t(ﬁ) est de carré intégrable sous Q.
Définition 22. Une option européennes est caractérisée par sa fonction de paiement
a [’échéance appelée payoff ou fonction de paiement notée hp, qui dépend de la

date d’échéance T, du prixz d’exercice K et de la valeur du cours de ['actif sous-jacent
a l’échéance St. La v.a. hr est positive et Fp-mesurable. Formellement, le payoff vaut a

hr = (St — K)4, (2.23)
pour un Call, et
hr = (K — St)+, (2.24)

pour un Put.

Une option définie par les payoffs (2.23) et (2.24) est dite option eurpéenne stan-
dard ou option vanilla.

Définition 23. Une option est dite simulable (ou réplicable) si sa valeur a I’échéance
est égale a la valeur finale d’une stratégie admissible 9. Autrement dit, hy = Vr(1).

Remarque 7. A partir des Définitions 22 et 23, nous pouvons dire que, pour qu’une
option européenne soit simulable, il est nécessaire que hy soit de carré intégrable sous Q.
Dans la cas d’une option de type Call, cette condition est bien vérifiée puisque la formule
(3.33) donne que, E2(S2) = S2e )T < 100.1 De plus, dans le cas d’une option Put,
nous pouvons remarqué que hr est bornée, et donc, de carré intégrable.

10. Sous la mesure de risque-neutre Q, pour une échéance T fixée, la v.a. Sy suit une distribution

log VY (log S0+ (r — o%/2)T; a\/T).
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2.3. TARIFICATION DES OPTIONS DANS LE MODELE BLACK-SCHOLES

Définition 24. On dit que le marché financier est complet si toute option européenne
d’échéance T est simulable.

Théoreme 10. Un marché viable est complet si, et seulement si, il existe une unique
probabilité martingale équivalente.

Démonstration. Voir [Lamberton et Lapeyre, 2012, pp. 24-25]. O]

Il est possible de montrer que le modele de Black-Scholes décrit un marché complet. !!
Dans la section suivante, nous allons voir un résultat fondamentale en théorie de la ta-
rification des options puisque ce dernier permet, en particulier, d’obtenir une formule
théorique de la prime de couverture pour I'option européenne strandard.

2.3.3 Formule de tarification sous la mesure de risque-neutre

Théoréme 11 (Risk-Neutral Pricing Formula). Dans le modéle de Black-Sholes, toute
option dont le payoff hr est une v.a. positive, Fr-mesurable et de carré intégrable sous
la mesure de risque-neutre Q, est simulable et dont la valeur a linstant t du portefeuille
simulant cette option est donnée par

V, = EQ <€_T(T_t)h/T‘«Ft> ‘ (2.25)

Ainsi, le priz a linstant zéro (a établissement du contrat) d’une option dans le modéle
de Black-Sholes est donné par

Prime =V, = E¢ (e”’Thp) : (2.26)

Démonstration. Soit ¥ = (ﬁto,ﬁt)ggth une stratégie admissible simulant 1'option. La
valeur a l'instant ¢ du portefeuille simulant est donnée par

Vi = 998) + 9,5, (2.27)

ou Vr(¥) = hy puisque, par hypothese, I'option est simulable. De plus, comme ¥ est
autofinancée, la Proposition 17 donne

~ ~ t ~
V, = Vh(9) + / 9ud3,. (2.28)
0

Sous la mesure de risque-neutre Q, et grace a la formule (2.21), I’égalité (2.28) s’écrit
encore comme

~ ~ t ~
¥ = Vo(0) +/ 9u5,0dW,, t€[0,T). (2.29)
0

Vu que 9 est admissible, par définition, maxcp 1] ‘715(19) est de carré intégrable sous Q.
Ainsi, avec la formule (2.29) et d’apres le Théoreme de Représentation des Martingales,
le processus V; est une martingale sous Q. En particulier, pour tout t <7, on a

V, =K% (Ve|R) (2.30)

11. Une discussion approfondie sur la complétude du modele Black-Scholes est disponible dans [Harrison
et Pliska, 1981].
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2.3. TARIFICATION DES OPTIONS DANS LE MODELE BLACK-SCHOLES

et donc,
Vi =E2 (e hy|F) . (2.31)

Nous avons donc montré que la formule (2.31) donne la valeur a 'instant ¢ d’un portefeuille
répliquant une option de payoft hy. D’autre part, il reste a vérifier qu’il existe bien une
stratégie admissible qui simule 'option. Autrement dit, on cherche deux processus 9, et
Yy qui soient F-adaptés, et vérifiant

9,050 + 05, = B2 (e 7T iy | ). (2.32)
Soit. M; un processus défini par

M, =E® (e""he|F), te 0,7, (2.33)

est une martingale sous Q.2 D’apres le Théoréme de Représentation des Martingales, il
existe un processus (Xy)o<icr vérifiant que EQ (fOT des) < 400 et

t
M, = Mo + / X dW,, (2.34)
0

pour tout ¢ € [0, T]. Soit ¥ = (9,°,9;) une stratégie définie par
191& = Xt/(U§t> et ’19150 = Mt - ﬁtgt-

Cette stratégie est autofinancée, pour le voir, il suffit de prendre M; = V, dans la formule
(2.29), et donc, on obtient

V="M, = B2 (e hp| ). (2.35)

Puisque M, est une martingale positive (car hr est positive) sous Q, alors, la v.a. V; est
positive, de carré intégrable sous Q et vérifiant que Vi = hy. Donc, ¢ est bien une stratégie
admissible simulant 'option de payoff hr. O]

2.3.4 Prix d’une option d’achat européenne

Comme nous l'avons vu dans la Définition 22, une option européenne de type Call
d’échéance T et de prix d’exercice K, est un contrat entre deux parties (acheteur et ven-
deur) dont les termes sont les suivants : a la date de 1’établissement du contrat, I’acheteur
d’un Call doit verser une somme d’argent (prime) au vendeur pour s’octroyer I’option.
Ce dernier s’engage a vendre un actif sous-jacent au prix fixe K a la date T si le prix du
sous-jacent est au-dessus de K a ’échéance, Sy > K. Sinon, dans le cas ou, Sr < T, le
contrat est perdu et I’acheteur perdra la somme investie au début pour ’achat de 'option.
Toutefois, méme si St > K, le détenteur de 'option peut ne pas exercer le contrat car il
s’agit d'un droit et non d’une obligation. Par ailleurs, pour une option de type Put de prix
d’exercice K et d’échéance T', une fois que la prime est versée par ’acheteur. Le vendeur
s’engage a acheter un actif sous-jacent au prix K a la date T si le prix de I'actif sous-jacent
est en-dessous de K a ’échéance, St < K. Sinon, le contrat est perdu et ’acheteur perdra

12. Le processus M; existe car la v.a. by est de carré intégrable sous Q (Remarque 7).
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2.3. TARIFICATION DES OPTIONS DANS LE MODELE BLACK-SCHOLES

la prime. Ainsi, la valeur d’une option dépend directement de son payoff, en particulier,
pour un Call, il s’agit du maximum entre 0 et S7 — K, cette valeur est appelée la valeur
intrinseque de l'option. La prime d’une option dépend aussi de la valeur temps qui
est définie comme étant la probabilité que I'option aura une valeur intrinseque non nulle
a I’échéance. De facon générale, le prix d’'une option est donné par la formule suivante

Prime = Valeur Intrinséque + Valeur Temps (2.36)

Dans le jargon de la Bourse, pour une option d’achat Call, lorsque S; < K, on dit que
I'option est Out-Of-The-Money (OTM). Clairement, les options d’achats OTM n’ont
pas de valeur intrinseque. Dans le cas ou, S; = K, on dit que 'option est At-The-Money
(ATM). Une option d’achat ATM n’a pas de valeur intrinseque, mais elle peut toujours
avoir une valeur temporelle avant I’expiration du contrat. La derniere situation est quand
S; > K, on dit dans ce cas que l'option est In-The-Money (ITM). Dans cette der-
niere situation 'option aura a la fois une valeur intrinseque et temporelle, c¢’est aussi le
seul scénario ou 'option d’achat peut étre exercée par son détenteur. Comme le montre
la Figure 2.1, la valeur temps est absorbée a mesure que le prix de l'actif sous-jacent
s’éloigne du prix d’exercice, elle est maximale, lorsque I'option est ATM. Nous pouvons
dire que la valeur temps dépend principalement de deux facteurs, a savoir, I’échéance T’
et la volatilité o de l'actif sous-jacent. En effet, si I’échéance de 1'option est éloignée, il y
a une plus forte probabilité que 'option termine en I'TM. Donc, plus la durée de vie du
contrat est grande, plus la valeur temps est grande et par conséquent, plus la prime de
I'option est importante. De méme pour la volatilité, plus le marché est volatile, plus la
probabilité d’un accroissement de la valeur intrinseque est forte, et donc, plus la valeur
temps est grande ce qui augmente la prime.

Option Call avec K=80, r=0.05 et 0=0.3

T=0.25
fffffff T=0.5
—————— T=1
— max(0,S-K)

30
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FIGURE 2.1 — Evolution de la valeur intrinseque et de la valeur temps d’une option d’achat
européenne par rapport au prix de l'actif sous-jacent pour différentes échéances. Notes : Le prix
du Call est calculé avec la formule de tarification (2.37).
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2.3. TARIFICATION DES OPTIONS DANS LE MODELE BLACK-SCHOLES

Le résultat suivant est appliqué dans les marchés financiers, il est connu sous 'appel-
lation de Black-Scholes formula.

Proposition 18. Dans le modéle de Black-Scholes, le priz a linstant zéro d’un Call
européen de prix d’exercice K et d’échéance T est donné par

CB5 = Sy@(dy) — Ke " 'd(dy), (2.37)

o _ log(Su/K) + (r + /2T

VT

Démonstration. A partir de la formule (2.22), le prix de I'actif sous-jacent sous la mesure
de risque-neutre QQ est donné par

d1 et dgzdl—Uﬁ.

Sy = Spexp (ut + cW,), t € [0,T], (2.38)

olt i = r — 02/2. D’apres le Théoréme 11, le prix & Pinstant zéro d’un Call européen de
prix d’exercice K et d’échéance T' est donné par

CP9 =E2 [T (Sr — K),| . (2.39)

Soit X; = £t + W;, t € [0,T]. D’apres le théoreme de Girsanov, le processus X; est un

g

mouvement brownien standard sous la mesure de probabilité Q équivalente a Q qui est
dQ

définie par
IS I
—| = (=) T—[=)Xr]|. 24
dQ|,. exp[Q (0’) (U) T} (2.40)

Afin de simplifier le calcul de la formule de tarification (2.39), nous écrivons

CB5 = g [eirT(ST - K)1{5T>K}] (2.41)
=E% e Srls,5k] — KeTQ(Sr > K) (2.42)
= SOG_TT]EQ [GUXTl{XT>k}] - KG_TTQ (XT > k?) y (243)

ou k = log (K/Sy)/o. Le processus X; n’est pas un mouvement brownien sous Q, il faut
donc écrire la formule (2.43) sous la mesure Q. On a

Q(Xr > k) = E? [Lpx,on] (2.44)
~ d@
=E?|—=| 1 2.45
d@ Fr {XT>]€}] ( )
_ gt [e:‘XT;(ﬁ) Tl{XT>k}] (2.46)
_ o 3(5)TRE | EvT7y , (2.47)
1)

olt Z est une v.a. de loi N(0,1). Avec la formule (3.27), on obtient

EQ

e5VTZ1 }] _3(B)7g <Z\/_— \%) . (2.48)
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2.3. TARIFICATION DES OPTIONS DANS LE MODELE BLACK-SCHOLES

D’ou,
Qx> k)= (EvT— ) (2.49)
o VT
De facon analogue, on a

~ m 1(E\? k
B2 [ 1, opy ] = B2 |75 Xr3(5) Tl{xT>k}} =d'e (Mf_ ) S

o VT

oufi=r+0?/2.
Finalement, il suffit de remplacer les formules (2.49) et (2.50) dans (2.43) pour obtenir
le résultat attendu. O

2.3.5 Formule de parité Call-Put

La tarification d’'une option de vente européenne dans le modele de Black-Scholes est
aussi possible grace a I’hypothese d’absence d’opportunité d’arbitrage sur le marché. Le
prix a l'instant zéro d’'un Put de prix d’exercice K et d’échéance T est donné avec la
formule suivante

PPS =E% (e (K = Sr)4 ] (2.51)

Le calcul de la formule (2.51) est analogue au calcul que nous avons effectué dans la
section précédente pour le cas d’une option de type Call. Cependant, il existe une relation
analytique entre les options Call et Put appelée formule de parité Call-Put. Cette
formule & été introduite pour la premiere fois par Stoll [1969], elle est donnée ainsi

CPS — PP =8, — Ke ™. (2.52)

2.3.6 Exemples de tarification d’autres types d’options : Les Op-
tions Asiatiques

Dans cette section, nous allons voir une autre classe d’options appelée options asia-

tiques. Ces dernieres ont une valeur qui dépend de la moyenne du cours de 'actif sous-

jacent sur la durée de vie du contrat. Cette caractéristique des options asiatiques permet de

capter toutes les fluctuations du cours (basse, hausse ou stabilisation) contrairement aux
options européennes dont la valeur dépend uniquement de 1’état du marché a I’échéance.

Option asiatique a moyenne géométrique

Définition 25. Une option asiatique & moyenne géométrique ** de priz d’exercice K fize '*
et d’échéance T est une option dont le payoff hy s’écrit comme

hy = (exp (;/OT log Sudu> — K> , (2.53)

+

13. Aussi appelée option géométrique asiatique.
14. Tl existe des options asiatiques a prix d’exercice aléatoire. Dans ce type d’options, on considere que
le prix d’exercice est égale au prix de l'actif sous-jacent a I’échéance.
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pour un Call, et

hr = (K — exp <;/OT log Sudu>> , (2.54)

+
pour un Put.

Proposition 19. Dans le modeéle de Black-Scholes, le priz a 'instant zéro d’une option
d’achat asiatique a moyenne géométrique de prix d’exercice K et d’échéance T est donné
par

GAC = Spe "5 Td(dy) — Ke " d(dy), (2.55)
ot
dy = V3 <log (SO) n T+02/6T> et dy=dy — VT
oT K 2 V3
Démonstration. Voir [Angus, 1999]. O

Option asiatique & moyenne arithmétique

Définition 26. Une option asiatique a moyenne arithmétique de priz d’exercice K fixe
et d’échéance T est une option dont le payoff hy s’écrit comme

1 T
hr = (T/O S, du — K>+, (2.56)

pour un Call, et

hy = (K - ;/OTSudu) , (2.57)

+
pour un Put.

Les options asiatique a moyenne arithmétique ou options arithmétiques asiatiques
n’ont pas de formule de tarification sous forme-fermée !> comme dans le cas géométrique
la raison est que la distribution de somme de v.a. de loi log-normale n’est pas connue
analytiquement. '° En pratique, le prix des options asiatiques & moyenne arithmétique est
approximé par des méthodes numériques.

Approximation Log-normale du prix des options arithmétiques asiatiques

Nous rappelons que dans le modele de Black-Scholes et sous la mesure de risque-neutre
Q, le prix S; a l'instant ¢ de 'actif sous-jacent suit une distribution log-normale. On a

Sy ~log N (log Sy + (r — 0*/2)t; V) (2.58)

Soit. A; un processus défini par

1 t
A, = 7/ Sudu, te0,7). (2.59)
tJo

15. Une expression est dite de forme-fermée si elle s’exprime a l’aide d’un nombre fini d’opérations
mathématiques standard.

16. La distribution de somme log-normale est approchée analytiquement par une distribution log-
normale avec les deux premier moment identique, cette technique est connue en littérature sous l'ap-
pellation de Moment-Matching Approximation (pour plus de détails, voir [Lo et al., 2014]).
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La distribution de la v.a. A7 n’est pas connue analytiquement. Cependant, il est possible
de calculer, sous la mesure Q, les deux premiers moments de Ay comme dans [Milevsky
et Posner, 1998]. On a

mi(T) = E2 [A;] = S, G (2.60)
rT
et
252 6(27‘+¢72)T 1 erT
T)=EQ|[42| = 220 - 2.61
ma(T) [ T} T2 l(r+02)(27‘+02) * r(2r +o0?)  r(r+o0?) (2:61)
Gréce aux relations (3.34) et (3.35), on obtient
d
Ar=log N (ur; or), (2.62)
ol
T 2
pr = log (ml()) 7 (2.63)
mg(T)

my(T)
=1 . 2.64
o \l e (ml(T)Q) 264
Proposition 20. Soit X une v.a. de distribution log N (u; o) et K une constante positive.
Alors, on a

2 —log K —log K
T(u,a;K>=E@[<X—K>+]=€“+“2/2¢<0 e )‘Kd’(w

o

) . (2.65)

g

Avec 'approximation (2.62), le prix a I'instant zéro d’une options d’achat arithmétique
asiatique peux etre approximé comme suit

1 /T
AAC = E? [e‘rT (T/ Sydu — K) 1 ~ E° {e‘rT (log N (pr; or) — K)+] . (2.66)
0
_l’_
De plus, avec la fonction 7" de la Proposition 20, on a

AAC ~ e Npr, or; K). (2.67)

Remarque 8. [l existe d’autres approches pour approximer le prix AAC, nous citons a
titre d’exemple la technique de conditionnement par une moyenne géométrique proposée
pour la premiére fois par Curran [199/).

2.4 Options dont le payoff dépend de ’instant de pre-
mier passage

2.4.1 Option a barriere

Une option a barriere est une option dont la gain, a I’échéance, dépend du fait que le
cours de I'actif sous-jacent a atteint ou non un certain seuil prédéterminé appelé barriere.
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Une option a barriere appartient a la catégorie d’options appelées path-dependent op-
tion, il s’agit d’options dont le prix dépend de la trajectoire que va prendre le cours
de l'actif sous-jacent pendant la durée de vie du contrat. D’autres types d’options dé-
pendantes de la trajectoire sont négociés sur les marchés financiers, a savoir, les options
asiatiques, les options Binaires, etc. Il existe deux classes d’options a barrieres, la premiere
est dite knock-in option, cette option s’active si la barriere est atteinte avant 1’échéance.
Le deuxieme type d’option a barriere est appelé knock-out option, cette option, quand
a elle, se désactive si la barriere est atteinte avant 1’échéance. Dans les options a barrieres,
nous distinguons aussi deux positions pour la barriere, soit que la barriere est supérieur
au prix initiale du marché, on dira que c’est une barriere haute (ou Up-barrier) ou que
la barriere est inférieur au prix initiale du marché, on dira que c’est une barriere basse
(ou Down-barrier).

Dans le tableau ci-dessous, nous regroupons les différentes classes d’options a barrieres
selon que l'option est d’achat (Call) ou de vente (Put). Nous considérons un prix d’exercice
K, une échéance T et une barriere B.

Type d’option Classes Payoft Notations
Down-and-Out

+:l{minte[o;T] S¢>B} DOCB
+1{mint€[0;T] Si<B} ‘D]CB
+1{maXt€[O;T] S¢<B} UOCg

)
Call Down-and-In ))
)+ L {max, o, 50> B} UlCg
)
)
)
)

(

(
Up-and-Out | (
Up-and-In (St —

(
(
(
(

Down-and-Out
Down-and-In
Up-and-Out
Up-and-In

+:l{minte[o;T] S¢>B} DOPg
+1{mintE[O;T] Si<B} DIPp
+Ymax, o si<By | UOPp
+]‘{maxte[0;T] S:>B} UlPp

Put

Remarque 9. Le payoff des options a barriéres dépend donc du mazimum du priz de
lactif sous-jacent pendant la dure de vie du contrat, comme nous [’avons vu dans le
Chapitre 1, ce maximum est en relation direct avec ["instant de premier passage a barriere
B par le processus de prix Sy puisque on a

{15 <1} = {txg% S > B}, Sy<B (2.68)
et
{15 <1} = {tg[loi;r%] Sy <B}, So>B (2.69)

ot Ts =inf{t >0:S, = B}.

L’une des raisons d’introduire les options a barrieres dans les marchés financiers est
que leur prix est beaucoup plus attractif que celui des options européennes standard.
Cette différence de prix est principalement due a I'ajout de la condition que la barriere
soit atteinte ou non. De plus, la formule de tarification sous le modele de Black-Scholes est
connue pour les huit options a barrieres [Zhang, 1998, pp. 220-238]. Cependant, il n’existe

64



2.4. OPTIONS DONT LE PAYOFF DEPEND DE L’INSTANT DE PREMIER PASSAGE

pas de formule sous forme-fermée pour le cas d’un modele de Black-Scholes avec volatilité
stochastique [Chiarella et al., 2012]. De méme, pour le modele avec taux d’intérét stochas-
tique étudié par Bernard et al. [2008]. Par ailleurs, pour une option & barriere mobile, il
existe en littérature plusieurs approches, nous citons en exemple, les travaux de Rogers
et Zane [1997]. 11 est possible de considérer des options a double barrieres, autrement dit,
une situation dans laquelle une option a barrieres s’active a partir du moment ou le cours
atteint une autre barriere, cette idée est développée dans [Kunitomo et Tkeda, 1992] et
[Geman et Yor, 1996]. Comme dans [Carr, 1995], un montant de remboursement fixe est
parfois ajouté a une options a barriere, ce montant représente une portion de la prime
verseé.

Formule de tarification d’une option Up-and-Out Call

Proposition 21. Dans le modeéle de Black-Scholes, le priz a 'instant zéro d’une option
d’achat de type Up-and-Out de priz d’exercice K, d’échéance T et de barriere B > K est
donné par

UOCs =Sy | (6 (T. fﬁ)) - (5 (T ?))]
SR [i(f; (r ?)) B ¢2<5‘ ( ‘Z“)ﬂ (2.70)
(3 ble i) o))

ot Sy < B et 0.(1,8) = ;= [logs + (r £ 0%/2)7].
Démonstration. Voir [Shreve, 2008, pp. 300-307]. O

Remarque 10. Les options a barrieres de type Knock-Out sont automatiquement éliminés
lorsque maxcpo;r) S¢ > B oumingjo,r) Sy < B. De méme, pour les options UOCp et DI Pp
qui sont sans valeur dans les cas B < K et B > K, respectivement.

Formule de parité Call-Put pour les options a barrieres

Par construction nous avons les relations suivante entre les options a barrieres et les
options européenne standard :

UICE + UOCy = DIC + DOCy = CBS (2.71)

et
UIPg +UOPp = DIPg + DOPy = PP°. (2.72)

11 suffit d’appliquer les relations (2.71) et (2.72) avec les formules (2.37) et (2.52) pour
déduire les formules de tarification des options de type Knock-In a partir des Knock-Out
options.
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Proposition 22. Dans le modéle de Black-Scholes, le priz a ['instant zéro d’une option
de vente de type Up-and-Out de prixz d’exercice K, d’échéance T et de barriere B est

donné par
UOPs = S, (50)2”02“ <¢+ ( KBSO>) ¢ (w+ <T’ 22)) (2.73)
() o (1) oo ()
pour K < B, et
UOPg = Sy (@Wm (m ( %)) -7 (¢+ <T’ g)) (2.74)
|G e () o ()

pour K > B, ot Y4(7,8) = %ﬁ [logs — (r +02/2)7].

2.4.2 Option Asiatique a barriere

Comme nous ’avons vu dans la Section 2.3.6, les options asiatiques sont des options
dont la valeur dépend de la moyenne du cours de 'actif sous-jacent pendant la durée de
vie du contrat. Une barriere peut étre ajouter a un contrat asiatique afin de réduire son
cotut. L’idée est, si le cours de 'actif sous-jacent n’atteint pas un seuil favorable pour un
investisseur, alors il n’est pas intéressant d’acheter une option asiatique, et donc, la barriere
fixée au début du contrat asiatique servira a activé ou non le calcul de la moyenne. Les
options asiatiques a barrieres sont donc considérés comme étant des produits financiers
hybride entre option a barriere standard et option asiatique. En littérature, il n’existe
pas de formules analytiques pour les options asiatiques a barrieres. Parmi les travaux
scientifiques traitant le probleme de tarification de ces options, nous citons, Kazantzaki
[2009], Hsu et al. [2012], Aimi et al. [2019] et Yang et al. [2019].

Pour le cas d’un prix d’exercice K fixe, il existe seize classes d’options asiatiques a
barrieres selon le type de moyenne (géométrique / arithmétique) :

Type d’option Classes Payoft Notations
Down-and-Out G%‘S"‘m — K)+1{minte[O;T] s,>By | DOGACE

(
Call Down-and-In (G?:wslwn —K), L (min,c o) Si<B} DIGACE
Up-and-Out | (G£"*" K)Jrl{mxtE o si<By | UOGACE
Up-and-In (GApsian K)Jrl{,mxtE 071 Se> B} UIGACg
Down-and-Out | (K — G%‘S’a”)+1{mlnte[0 1 Si>B}) DOGAPg
Put Down-and-In | (K G§SZ“”)+ L (min,c o) Si<B} DIGAPg
Up-and-Out | (K — GTS“"L)Jrl{mxtE 0.1 Si<B} UOGAPg
Up-and-In (K G?SW")Jrl{maxte 0.71 Se> B} UIGAPg
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Avec

et

Type d’option Classes Payoft Notations
Down-and-Out | (AZ59" — K), L {min,c 0.1y Se> B} DOAACSH

Call Down-and-In (A:Sf‘m K) 11, cor Se<By | DI AACE
Up-and-Out | (A5%" — K)Jrl{maxtG 0.7 Se<B} UOAACE

Up-and-In (Agtsian K)Jrl{maxt6 0.1 Si>B} UIAACE

Down-and-Out | (K — A%sm”)Jrl{mmt cior) 5> B} DOAAPg

Put Down-and-In | (K — Af‘”“”)Jr L {min,e iy S:<B) DIAAPg
Up-and-Out | (K ATS’“”)Jrl{,mmtE 0.7 Se<B} UOAAPg

Up-and-In (K — A?S’“”)Jrl{maxte 0.1 Si>B} UIAAPg

. 1 /T
GAsian — exp ( / log Sudu>
T Jo

AAsi(zn ]'/TS d
= — wdu.
T T Jo
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Chapitre 3

Une approximation de forme fermée
du prix d’une option d’Istanbul a
moyenne géométrique
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3.1. OPTIONS D’ISTANBUL

3.1 Options d’Istanbul

Le concept des options d’Istanbul a été introduit pour la premiere fois par Michel
Jacques en 1997. Ces produits dérivés sont considérés comme une extension des options
asiatiques. Une option d’Istanbul est une option exotique ' dont le gain dépend du fait que
le prix de l'actif sous-jacent a atteint ou non une certaine barriere préalablement fixé. Si
cette barriere est atteinte avant 1’échéance, une option asiatique est activée et la moyenne
est calculée a partir du premier moment ou le prix de 'actif sous-jacent atteint la bar-
riere jusqu’a I’échéance. Toutefois, si la barriere n’est pas atteinte, une option européenne
standard est activée a I’échéance. Une option d’Istanbul peut donc étre considérée comme
une option hybride qui présente les caractéristiques d’une option asiatique et d’'une op-
tion européenne standard.? Cette option est similaire au options asiatiques avec barriére
étudiée par Zvan et al. [1999] et Hsu et al. [2012], la principale différence étant que dans
les cas d’option d’Istanbul, le calcul de la moyenne est activé a partir du premier moment
ou la barriere est atteinte et non a partir de la date d’acquisition du contrat.

Si on considere le modele de Black et Scholes [1973], I’évaluation de produits tels que
les options arithmétiques asiatiques devient tres difficile car I’hypothese de prendre le
prix de l'actif sous-jacent comme un mouvement géométrique Brownien ne permet pas
d’obtenir une formule d’évaluation de forme fermée car la distribution de la somme des
variables aléatoires log-normales n’est pas connue en théorie. Cependant, le prix d'une
option arithmétique asiatique peut étre approximé en pratique par des simulations de
Monte-Carlo (MC) avec des techniques de réduction de la variance de I'estimateur obtenu
(voir, [Zhang, 2009], [Mehrdoust, 2015] et [Lu et al., 2019]). Il est également possible
d’approcher le prix de ces options avec une expansion de Taylor comme dans [Ju, 2002]
ou en résolvant numériquement 1’équation différentielle partielle qui caractérise le prix
de l'option comme dans [Vacer, 2001]. Les méthodes basées sur la transformation rapide
de Fourier (FFT) sont également tres efficaces, comme le montrent les résultats obtenus
dans [Kirkby, 2016]. Le probleme de la tarification des options arithmétiques asiatiques
est également largement étudié dans le cadre de modeles économiques plus complexes tels
que le modele Lévy [Fusai et Meucci, 2008] et le modele de volatilité stochastique étudié
dans [Kirkby et Nguyen, 2020].

Pour le cas d'une option géométrique asiatique (GAO)?, la formule de tarification est
connue sous forme fermée [Section 2.3.6, formule (2.55)]. Le prix d’une option de vente
asiatique géométrique est obtenu avec la formule de parité Call-Put comme dans une op-
tion européenne standard. Récemment, les options géométriques asiatiques avec barriere
ont été étudiées par Aimi et Guardasoni [2017] et Aimi et al. [2018], la formule de tarifi-
cation de ce type d’options n’a pas de forme fermée. Les options impliquant une moyenne
géométrique sont également étudiées dans le contexte d’une volatilité stochastique comme
dans [Wong et Cheung, 2004] et [Hubalek et Sgarra, 2011].

Dans [Jacques, 1997], I'option d’achat arithmétique d’Istanbul (AIC) est étudiée en

1. Une option exotique est une option dont le payoff est plus complexe que celui d’une option euro-
péenne standard.

2. L’appellation par options d’Istanbul vient du fait que Istanbul est une importante ville commerciale
en Turquie, & cheval sur I’'Europe et 1’Asie par le détroit du Bosphore.

3. Historiquement, les options GAQOs ont été introduites pour la premiere fois par Kemna et Vorst
[1990] comme variable de contrdle afin de réduire la variance de ’estimateur de Monte-Carlo du prix
d’une option arithmétique asiatique.
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temps continu et discret. Le prix de cette option est obtenu par une approximation log-
normale (plus de détails sur cette approche pouvant étre trouvé dans [Lévy, 1992]).

Dans ce chapitre, nous nous concentrons sur le probleme du prix de 'option géomé-
trique d’Istanbul (GIO) dans les transactions en temps continu. Nous ne considérons que
le cas d'une option d’achat avec une barriere haute et un prix d’exercice fixe. Nous sup-
posons également que les termes du contrat ne garantissent aucun paiement de dividende
ou de rabais a 1’échéance.

Actuellement, les options d’Istanbul ne font pas partie des produits proposés sur les
marchés d’options. Toutefois, il est possible d’intégrer ces produits dérivés comme alter-
native aux options asiatiques et aussi aux options parisiennes [Chesney et al., 1997]. Une
autre idée pour I'application des options d’Istanbul serait de les injecter comme partie
de remboursement dans des produits déja connus et négociés tels que les options A bar-
riere européenne. Le rabais pour les options a barriere est généralement fixé au début du
contrat. Ce montant, qui représente une partie de la prime investie, ne dépend pas des
fluctuations du prix de 'actif sous-jacent pendant la durée de vie de I'option. Le prix d'une
option d’Istanbul peut etre ajouté pour garantir le remboursement d’une somme d’argent
si les scénarios attendus par le détenteur de 1'option ne se réalisent pas a 1’échéance.

3.2 Tarification des options d’Istanbul a moyenne géo-
métrique

Nous considérons le modele standard Black-Scholes [Section 2.3] de marché sans fric-
tion ou il n'y a pas d’opportunité d’arbitrage, le taux d’intérét sans risque » > 0 et la
volatilité o > 0 sont constants. Le cours a l'instant ¢ de 'actif sous-jacente S; suit un
mouvement géométrique Brownien

St = SO exXp (ﬁt + UWt) 5 te [O,T], (31)

ot [0, 7] est la période de négociation, Sy > 0 est le prix initial du marché, @ =r — o*/2
est le taux de dérive et W, un mouvement Brownien standard unidimensionnel sous la
probabilité de risque-neutre notée P.

Dans tout ce qui va suivre, la constante B (> Sy) est une barriere haute préalablement
fixée dans les termes du contrat. Le premier instant de passage de la barriere B par le
processus S; est une v.a. notée 75 et définie comme

75 = inf {t €10,7]:5 > B}. (3.2)

Remarque 11. Si le processus de prixz Sy n’atteint pas la barriere B pendant la période

[0,T], nous prenons par convention que 7§ = +00.

Nous adoptons également les notations suivantes :
e
e b=1log(B/Sy)/o.
Le payoff d’une option d’achat géométrique d’Istanbul (GIC) a I’échéance T et de prix

d’exercice K peut s’écrire comme (Gr — K),, ot K est le prix d’exercice et G est une
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v.a. définie par

T
Gt = exp ( 5[ log Sudu> Lirsery + Srlisery- (3.3)

T—TB TR

A partir des définitions (3.2) et (3.3), on peut voir que le prix des options d’achat géo-
métriques d’Istanbul et des options d’achat géométriques asiatiques coincident lorsque
So = B. Comme nous le verrons dans la Section 3.2.1, notre méthode d’approximation
analytique peut étre appliquée dans le cas d’'une option de type Put.

Avec la formule de tarification sous risque-neutre [Théoreme 11], le prix a l'instant zéro
d’une option géométrique d’Istanbul correspond a la valeur attendue de son gain actualisé
a I’échéance, ce prix sera désigné pour une option d’achat par GICg. Ainsi, nous avons

GICy =E" [ (Gr — K), |, (3.4)

La distribution de probabilité de G'r est essentielle pour obtenir une formule analytique
de GICg. On remarque que cette distribution est connue lorsque B n’est pas atteint avant
T, elle correspond a la distribution conjointe du mouvement Brownien géométrique et de
son instant de premier passage a B. Ainsi, seule la distribution lorsque B est atteinte
avant T est inconnue et doit étre calculée.

Pour x > 0, nous avons

F(Gre<om<T)= [ B(Gr<nri=r)a

T__ 1 T
= /0 P (exp (T — 7_5/71g log Sudu> <, 7h = t) dt. (3.5)

Soit un processus Z;, t > 0, défini par Z; = WTg bt = WTE‘ En vertu de la propriété
forte de Markov [Théoréme 3], et conditionnellement & {75 < T}, le processus Z; est
un P-mouvement Brownien standard issu de zéro. Ce processus est aussi indépendant du
temps d’arrét 75 puisque il est indépendant de la tribu ]-"Tg.

Par ailleurs, pour ¢ € [75, T], nous avons
logS; =logB+7 (t - Tg) +0Z_.s. (3.6)

Avec la formule (3.6), on peut écrire

_ 1 T
P (exp (T TS/S logSudu> < I,Tg = t)
BJS

S
] 1 T=r5 1
ﬁ(Tijg)Jr S/ Zuduglog(;),ﬁgt)
0

(3.7)
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ou

_ b (b— pt)*
h(t) = Wores exp <_2t> , (3.8)

est la densité de probabilité de l'instant de premier passage & B par le processus S; [Section
1.5.3, formule (1.230)]. Notons que ’égalité (3.7) découle du fait que la v.a. font Zydu est gaus-
sienne pour 0 < ¢t < T avec une moyenne nulle et une variance égale a (T —t)3/3 [Section 1.5.1,
Exemple 6].

Dongc, la distribution de G lorsque B est atteint avant T, est donnée par

I

F(Gr<z§<T)= /Oqu (ﬁ (log(e/B) — 5T - t))) h(t)dt. (3.9)

oVT —t
Le dérivé de la formule (3.9) par rapport & = donne

2
V/3b exp 3ulog (z/B)  3p°T by
2mox 20 8

F(GT € (x,x +dz), 75 <T) =

(3.10)

Remarque 12. L’intégrale dans (3.10) n’admet pas une expression de forme fermée; cepen-
dant, il est possible de l’approcher numériquement avec les méthodes de quadrature gaussiennes
(voir Brass et Petras [2011]). Comme Uillustre la Figure 5.1, la quantité u?/8 est trés faible
pour un large éventail de paramétres r et o. Cette observation nous permettra d’obtenir une
approximation analytique de (3.10) en utilisant une expansion de la série de Taylor au voisinage
de zéro.

30‘0540-“4‘

0.0720-06 r

FIGURE 3.1 — Valeurs de p?/8 pour r compris de 1% & 8% et o compris de 10% a 50%.
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Le résultat suivant donne une approximation analytique efficace de la formule (3.10). Il peut
également étre appliqué afin de résoudre d’autres problemes d’intégration.

Lemme 3.1. Pour a >0, v et T > 0. Si B est au voisinage de zéro, alors on a

17 1 o? ¥ - a?—2y+T
;/O TR (-2(T_t) _ Bt — t) dt — (252 —2ﬁ> (1— &(d))

+ (ﬁw? — gy \/?7) 6(d)

+0(8%),
ot d = (a+/27)/VT.
Démonstration. Voir Annexe B en page 89. O

Théoréme 12. Supposons que K > B. Nous avons

V/3b ( 3u2T

GICBQ‘J%GXP 3 +burT>
X {B{ exp(z3){z4(1 —D(22)) + z6P(22) + 27(1 — @(22))} + 25(1 — @(21))}

— K{ eXp(Zg){Zlo(]. — @(Zg)) + (212 + U)/ag) (z)(zs) + 213(1 — @(28))} + 211(1 — @(2’1))}},

(3.11)
ou
3
:L%}I" C:%‘i‘l, d_ 3,LL4
o I
2 Tu*h
_ ol _ (Tt =77+ T
h= 77 k=" T Th ~ 1287
o 1 w— — HV3T zlzalog(%)—i-h,
e=c—1, - 1280 7
_ . _cC 2 h
z=21-—, 23= 503 — o
__2dh _ d(1=Rh%) | 2d |, 2dh | dc | k K\¢ [ dlog?(K/B 2dlog(K/B) 24 k
U= T @ T ETaE T T z5:<§) (— (RIE) 4 2doe —?3—2)7
_dlog(K/B) _2d _dh |, d |, w ho 1
%= e " a? Tt 2= gF T2 T
_ . _ e 2 h
Z8 = 21 a’ 29 = 26112 - ae}
_ _2dh _ d(1=h®) | 2d | 2dh | de | k K\¢ [ dlog?(K/B 2dlog(K/B 20d  k
0= 7% T Ter T Ta Tate le:(?) (— &B 52/)—?3—2)7
__dlog(K/B) 2d dh d h l
2= "0 T a? " ea? T ad A3= G 2t

Démonstration. Nous commengons par réécrire la formule (3.4) comme

GICy =B [T (Gr — K), 1,5.13] + UOCs. (3.12)
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Le premier terme dans (3.12) sécrit comme suit

+oo
EF [e‘rT (Gr —K), 1{T§<T}} = / e (@2 —-K)P(Gr € (v,x+da), 75 <T).
K

En utilisant le Lemme 3.1, on obtient I’approximation suivante

EF [T (Gr — K), s opy| = e 7T (A= KB),
ol
A B (BT
AL (e D) (o )
L () ) ()
et
B= bfexp (—3“82T +b,u>
ALy (o) i) (e (o Jp)) o
+/1:ox)e (('b f' ') 122{ |b|2ﬁ> ¢( ff' I+ ﬁf) dz}'

les formules (3.41) et (3.42) pour obtenir le résultat souhaité

Puisque K > B, alors UOCE a une valeur nulle. Il suffit de calculer les quantités A et B avec

Théoréme 13. Supposons que K < B. Nous avons

3b 3u2T
GICp =~ \Qf—aexp < K

3 er,urT)

x {B{ exp(25){ 24(B(22) = B(21)) = 250(22) + (d1og(B/K)/ (ca) + 25) (21) + exp(~2he/a)

x {26 o —2c/a) — 1) — (25 + 2dh/(ca®))p(zo — 20/a)}} + 27(1 = P(z1 — ¢/a))(K/B) }
- K{ eXP(Zw){Zu(@(Ze)) — P(23)) — 2120(29) + (dlog(B/K)/(ea) + 212) ¢(28) + exp(—2he/a)

x {z13(P(20 — 2¢/a) — 1) — (212 + 2dh/(ea?))¢(z9 — 26/0)}} + 214(1 — P(28 — e/a))(K/B) }}
+UOCB,

(3.14)
ou
a:U\/ET; cz%—i—l, d:%,
=4 T T
e=c—1, w:_uizsiT’
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=z — B
zlzalog<§)+h+§, Z2 = 21 alog(K>,
d(1—h?
23 = Ly + he zg= 2 AU 20 2y dey k
Pt +w+w7hfi
3 a2 a’
2d _dh _ d _ w
#5 = a2 T ca? @3 T a2’
2hd _ 2hd | wh _ 1
26 _2(7_T+ = *)—24,
cea a a
— _dlpe? (K 2d K)_2d_ k
zZ7 = clog <B>+czlog(3) o3 c? 1 B hae
Zszaog(f) o’
B
29228—a10g(?>, ,
e he
20 =902 T 0
le_2dh dU-h?) | 2d _ 2y de
ea € ae
Lk e e =% -2 4 u,
CL3 a’ ae eq a a
— _dpe? (K 2d K)_2_k
Zl3_2<2hd %JF%—@_ZH, 214 = —¢log (B)+e21°g(3) e

Démonstration. La preuve est similaire a celle du Théoreme 12, il faut juste noter que le prix
UOCpB est non nul quand K < B. Sa valeur pour Sy < B est connue sous la forme fermée
[Section 2.4.1, formule (2.70)]. O

Remarque 13. Le prix UOCE coincide, pour un priz d’exercice nul, avec le prix d’une option
a barriére binaire de type Up-and-Out asset-or-nothing [Rubinstein et Reiner, 1991].

3.2.1 Formule de tarification pour le cas d’une option de vente

Dans le modele de Black-Scholes, le prix a 'instant zéro d’une option de vente d’Istanbul &
moyenne géométrique de prix d’exercice K et d’échéance T est donné sous la mesure de risque-
neutre P par

GIPg =EF [T (K — Gr), |, (3.15)

ou G est définie comme dans (3.3). Afin d’avoir une formule d’approximation analytique du
prix GI Pp, nous adoptons la méme technique utilisée dans les Théoremes 12 et 13.

Théoréme 14. Supposons que K > B. Nous avons

V/3b (_ 3u2T

TPy ~ = exp (—2= 4 b — rT)

x lK e (ua(er0) ~ 1) — (o)~ 215 () (1= G +e/a)
~ exp <211 - ?) (214 (B(20) — (210 — 2¢/a)) + z16(z0)

+ (213 + izg> d(z10 — Qe/a)ﬂ - B |:€Z3 (24(P(22) — 1)

— 2s(2)) — 2 (g) (1= ®(z1 + ¢/a)) — exp <23 _ 2;‘0) [

2o(0(e0) ~ B(az = 26/) + 25020 + (3 + 2 ) o2 — 2c/a>JH

+UOPg, (3.16)
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_ 3
c=5,+ 1,
_ (T-pH)pt
k=53
4
_pov3T
w 1280 7

ou
SV
oVT’
— o
h=1L
e=c—1,
zlzalog<%)+h—§,
c? hc
%= 22 T
o= 2 _hd _ d _w
5 T ac2 ca? a3 a2’
27——41

_ 2 hd d w

R13 = 0e2 e T o3 T a2’
d 2 (K 2d

215 = —¢ log (F)—i—e—QI

3ut
u? d = 13857 \
47 _ 2 Tu*h
l=7%+ 9%
Zg—h-l-%,
2dh d(1—h? 2d 2dh
o o= M- AT M
k wce wh l
cTa Tar " a
_ 2dh d(1—h? 2d 2dh
6 = 3 + (ca2 ) c3 ac?
E_w+M_L
c a3 a? a’
dlog(K/B 2d hd d w
= TEGE 2 Mg
Zlozh—i_g;
2dh d(1—h? 2d 2dh
g = M- AT 4 W -
k we wh !
etTa@d T ~a
2dh d(1-h? 2d 2dh
14 = 3 + (ea2 ) e3 ae?
E_w+M_L
e a3 a? a’
dlog(K/B 2d hd d w
g = TEGI -2 M kv

Théoréme 15. Supposons que K < B. Nous avons

GIPg ~ @ exp
20

X

- B {23(1 — &(21)) (g) ) + exp(22) [25(P(21 + ¢/a) — 1) — z4¢(21 + C/a)}”

+UOPg,

ou

_ V3
a_a T’
_ bl
h—ﬁ,
e=c—1,

< 3u’T

3 —|—b,u—rT)

3ut
d = 15552,
2 =2 4 Tu*h
) = Th 128
4
— _pV3T
W= —"1385 »
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3.3. APPROXIMATION LOG-NORMALE POUR LE PRIX D’'UNE OPTION D’ISTANBUL A
MOYENNE ARITHMETIQUE

c3 c

_ 2hd d(1—h?) 2d 2hd de ac
= s T T T E T Tt
k  we | wh _ 1 e2 he
ctwte o 26 = g5zt 4

) 2d _ 2hd de
+e3 a62+a4+

Démonstration. La preuve des Théoremes 14 et 15 est similaire a celle des Théoremes 12 et 13,
il convient juste de noter que le prix UOPg est donné par la Proposition 22. ]

3.3 Approximation Log-normale pour le prix d’une
option d’Istanbul & moyenne arithmétique

Dans le modele de Black-Scholes, le prix a 'instant zéro d’une option d’achat d’Istanbul a
moyenne arithmétique de prix d’exercice K et d’échéance T' est donné par

AICp =BF [ (Ap - K), |, (3.18)
ol A7 est une v.a. définie par
1 T
AT = T _ Tg Z—g Sudu 1{7‘§<T} + ST]‘{T%)T}‘ (319)

Comme dans le cas des options arithmétiques asiatiques [Section 2.3.6, formule (2.67)], nous
pouvons appliquer la technique d’approximation log-normale pour le prix (3.18) :

Proposition 23 (Jacques [1997]). Pour K > B, on a
T
AICH ~ T / Yl + log B, o; K)h(t)dt. (3.20)
0

Pour K < B, on a

T
AICE ~ T / Yy + log B, oy K)h(t)dt + UOCl. (3.21)
0

Avec
— h est la fonction définie par lexpression (3.8).

— T est la fonction définie dans la Proposition 20.

o my(t)?
fht 10g< m(t))-

o= s (287)

r(T—t) _
— mat) = S

o(2r+a?)(T—1) 1 o (T—t)
(r+o02)(2r+o2) r2r+o2) ~ r(r+o?) |-

— ma(t) = (th)z

7



3.4. ANALYSE NUMERIQUE

3.4 Analyse numérique

Dans cette section, nous comparons nos formules d’approximation analytique (3.11) et (3.17)
avec les simulations de Monte-Carlo (MC). Dans notre procédure de simulation, nous utilisons la
technique CV de réduction de la variance de I’estimateur obtenu par la méthode MC standard.
Nous analysons deux types d’erreurs de simulation, a savoir l’erreur standard et 1’erreur relative
notées par S.E. et R.E., respectivement. Notons que R.E. est ’erreur relative entre la valeur de
I’option par notre formule analytique approximative et par MC. Nos algorithmes de calcul sont
implémentés avec le logiciel R version 3.5.1 sur un PC, Dell, Intel(R) core(TM) i3, 1.70GHZ et
fonctionnant sous Windows 8. Pour simuler le prix (3.4), on commence par discrétiser l'intervalle
[0,T] en points n = 2500, 0 =ty < t1 < --- < t, = T, avec I’étape de discrétisation At = T'/n,

t; = iAt, i = 0,1,...,n. La simulation du modele (3.1) est donnée par la formule récursive
suivante
Siiir = Sy, exp (ﬁAt T ax/AtY;H) i€ {0,1,...,n—1}, (3.22)

ou Y1, Yy, ..., Y, est niid. deloi N(0,1). Afin d’obtenir une réalisation de la v.a. G, 'intégrale
dans (3.3) est approximée avec la régle des trapézes comme suit

T 1 n—1
/TS log S,du ~ At 3 log (St% S’tn> + Z log (St,) |, (3.23)
B i=t5,/ At
ou t3 = min {t;,i € {1,...,n}|S;, = B} est une version en temps discret de 'instant de premier

passage Tg. Le nombre de trajectoires utilisées dans nos simulations MC est de 10000. Notre
variable de controle est le payoff d’une option d’achat géométrique asiatique (GAC) puisque ce
dernier dépend de Sy, St,,...,S,, ce qui donne une corrélation élevée avec le payoff de notre
option. Notre estimateur contrélé pour GICp est donné par

GICEY = GICH® — 0% (GACMC - GAC), (3.24)

ot GI C’gf C et GACMC sont des estimateurs MC standards pour GICp et GAC respectivement
et #* est un parametre qui minimise la variance de GI Cgv.

Remarque 14. Nous prenons 0 = Cov(H1,Hz2)/Var(Hz), ot Hi et Ha sont les payoffs des
options GIC et GAC, respectivement. Notez que la valeur exacte de 6% est généralement inconnue
en pratique ; nous l'approximons en utilisant la variance et la covariance empirique.

Dans le TABLEAU 3.1, nous fournissons une comparaison entre le prix approximatif (3.11)
et celui obtenu avec la technique CV pour différents parametres d’entrée. Les résultats obtenus
montrent que notre approximation est efficace et pourrait étre appliquée dans la finance puisque
les erreurs relatives ne dépassent pas 1,33%. Les résultats du TABLEAU 3.1 montrent également
que le prix de 'option augmente & mesure que les K s’approchent des B.
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TABLEAU 3.1 — Comparaison entre le prix d’une option d’achat géométrique d’Istanbul obtenu
avec notre formule d’approximation analytique (3.11) et celui obtenu avec les simulations de
Monte-Carlo.

T=0.5 T=1 T=15

So K B Approx. MCV R.E. Approx. MCV R.E. Approx. MCV R.E.
(S.E.) (%) (S.E.) (%) (S.E.) (%)

57 63 60 1.2886 1.2828  0.4521 2.4889 2.5103  0.8489 3.4720 3.5082  1.0317
(0.0087) (0.0127) (0.0158)

58 63 60 1.4739 1.4864  0.8415 2.7201 2.7566  1.3225 3.7257 3.7531  0.7307
(0.0081) (0.0112) (0.0132)

59 63 60 1.6747 1.6863  0.6860 2.9622 2.9982  1.1991 3.9878 4.0251  0.9256
(0.0194) (0.0088) (0.0100)

60 63 63 2.4187 2.4414  0.9283 3.8050 3.8491  1.1477 4.8783 49095  0.6362
(0.0122) (0.0160) (0.0178)

60 64 63 2.0400 2.0585  0.9015 3.4023 3.4367  1.0024 4.4704 4.4746  0.0945
(0.0113) (0.0149) (0.0162)

60 65 63 1.7079 1.7226  0.8529 3.0328 3.0610  0.9210 4.0893 4.1146  0.6148
(0.0105) (0.0141) (0.0161)

70 75 72 2.0299 2.0501  0.9853 3.5694 3.5975  0.7810 4.7936 4.8402  0.9626
(0.0095) (0.0126) (0.0145)

70 75 73 2.1844 2.1984  0.6390 3.7503 3.7965  1.2176 4.9874 5.0418  1.0803
(0.0116) (0.0158) (0.0187)

70 75 75 2.5116 2.5353  0.9347 4.1237 4.1585  0.8350 5.3831 5.4315  0.8903
(0.0166) (0.0210) (0.0243)

Notes : Les parametres d’entrée sont pris comme suit : r = 0,05 et o = 0,3. On note par Approx. le prix de 'option d’achat
géométrique d’'Istanbul obtenu avec la formule (3.11) et par MCV Destimateur (3.24) de Monte-Carlo du prix de la méme
option en utilisant la méthode des variables de controle. On note également par S.E. l'erreur standard de MCV et par R.E.
Perreur relative qui est donnée en pourcentage avec la formule suivante : R.E. = W x 100%.
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TABLEAU 3.2 — Comparaison entre le prix d’une option d’achat géométrique d’Istanbul obtenu
avec notre formule d’approximation analytique (3.17) et celui obtenu avec les simulations de
Monte-Carlo.

T=0.5 T=1 T=15

So K B Approx. MCV R.E. Approx. MCV R.E. Approx. MCV R.E.
(S.E.) (%) (S.E.) (%) (S.E.) (%)

55 56 58 3.0603 3.0859  0.8327 4.3377 4.3858  1.0980 5.3139 5.3606  0.8696
(0.0136) (0.0167) (0.0184)

56 56 58 3.3988 3.4029  0.1205 4.6770 4.7357  1.2408 5.6544 5.7237  1.2112
(0.0113) (0.0143) (0.0161)

57 56 58 3.7535 3.7905  0.9762 5.0266 5.0444  0.3531 6.0025 6.0535  0.8421
(0.0091) (0.0096) (0.0118)

60 61 64 3.5470 3.5650  0.5039 4.9452 4,9782 0,6634 6.0113 6.0866  1.2374
(0.0165) (0.0201) (0.0233)

60 62 64 3.0547 3.0800 0.8214 4.4610 4.4886  0.6155 5.5376 5.5609  0.4190
(0.0156) (0.0190) (0.0210)

60 63 64 2.6087 2.6245  0.6041 4.0103 4.0650  1.3445 5.0911 51519  1.1792
(0.0146) (0.0188) (0.0211)

79 81 82 3.8378 3.8695  0.8190 5.6662 5.7112  0.7886 7.0688 7.1464  1.0859
(0.0155) (0.0188) (0.0224)

79 81 85 4.4841 4.4995  0.3419 6.3405 6.4147  1.1562 7.7554 7.8190  0.8137
(0.0227) (0.0282) (0.0308)

79 81 87 4.9003 4.9394  0.7914 6.7895 6.8440  0.7962 8.2147 8.2225  0.0944
(0.0275) (0.0327) (0.0358)

Notes : Les parametres d’entrée sont pris comme suit : r = 0,05 et o = 0,3. On note par Approx. le prix de 'option d’achat
géométrique d’'Istanbul obtenu avec la formule (3.17) et par MCV Destimateur (3.24) de Monte-Carlo du prix de la méme
option en utilisant la méthode des variables de controle. On note également par S.E. l'erreur standard de MCV et par R.E.
Perreur relative qui est donnée en pourcentage avec la formule suivante : R.E. = W x 100%.
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3.4. ANALYSE NUMERIQUE

De méme, pour le TABLEAU 3.2, les erreurs relatives obtenues avec la formule (3.17) sont
toutes strictement inférieures a 1,35%. Cela confirme une fois de plus que le prix que nous four-
nissons pour 'option GIC est stable aux changements des parametres d’entrée. Nous observons
également & partir des résultats du TABLEAU 3.2 que le prix de 'option diminue & mesure que
K s’approche de B. Il reste a noter que dans les deux TABLEAUX 3.1 et 3.2, le prix de 'option
augmente lorsque la date d’expiration est plus longue, ce qui est normal car le prix de tout type
d’option dépend directement de sa valeur temps [voir Section 2.3.4].

Dans le TABLEAU 3.3, nous analysons la robustesse des formules d’approximation (3.11) et
(3.17) lorsque la date d’échéance est longue. Notre analyse consiste & adopter la méme stratégie
de simulations de MC en augmentant chaque fois la maturité tout en fixant tous les parameétres
restants. Les résultats ainsi obtenus montrent que les erreurs relatives ne dépassent pas 1.5%,
ce qui signifie que nos approximations analytiques restent a la fois stables et efficaces pour les
contrats a long terme.

Dans le TABLEAU 3.4, nous analysons la stabilité de nos formules de tarification face a
I’évolution de la volatilité. Les résultats numériques obtenus ont montré que nos formules d’ap-
proximation analytique (3.11) et (3.17) restent stables face aux changements de volatilité puisque
les erreurs relatives obtenues ne dépassent pas 1, 54%.

TABLEAU 3.3 — Erreurs relatives lorsque la maturité est plus longue

Maturity T 2 3 4 5 6

R.E. avec la formule (3.11)  0.8260% 1.2073%  1.4955%  0.4393%  1.0083%
R.E. avec la formule (3.17) 0.4017%  0.9485%  1.2925%  0.7768%  1.2080%

Notes : Les échéances sont prises en années (premiere ligne), nous considérons les contrats dont la durée
de vie varie de 2 & 6 ans. Pour la formule (3.11) (deuxieme ligne), les parametres d’entrée sont : = 0, 05,
oc=0,3 5 =75, B=79 et K =80. Pour la formule (3.17) (troisieme ligne), les parameétres d’entrée
sont : r =0,05, 0 = 0,3, Sg =55, B =058 et K = 56.

TABLEAU 3.4 — Erreurs relatives pour différentes volatilités

Volatility o 0.1 0.2 0.4 0.5 0.6

R.E. avec la formule (3.11)  0.6712%  1.1025%  1.2834%  1.5361%  1.3102%
R.E. avec la formule (3.17)  0.8711%  1.4431%  1.1250% 0.6727%  1.1702%

Notes : Nous considérons des contrats sur des actifs sous-jacents avec des volatilités allant de 0,1 & 0,6
(premiere ligne). Pour la formule (3.11) (deuxiéme ligne), les parametres d’entrée sont : » = 0,05, T = 1,
So = 75, B =79 et K = 80. Pour la formule (3.17) (troisiéme ligne), les parametres d’entrée sont :
r=20,05T=1,5) =55 B=>58¢et K=D56.

Dans la FIGURE 3.2, nous comparons le prix de l'option GIC & celui de l'option AIC.
Comme dans Jacques [1997], nous utilisons la méthode d’approximation log-normale pour esti-
mer le prix dans le cas arithmétique (Proposition 23). Pour le cas géométrique, nous utilisons nos
formules d’approximation analytique (3.11) et (3.17). Les résultats numériques montrent qu’une
option GIC est relativement moins cher qu'une option AIC. Nous observons également, sur le
coté gauche de la FIGURE 3.2, que le prix de 'option d’achat d’Istanbul augmente lorsque la
barriere est proche du prix actuel pour les deux types de moyennes. Cette observation s’explique
par le fait que plus la barriere est proche du prix actuel, plus la probabilité qu’elle soit atteinte
est élevée, ce qui augmente la valeur théorique de l'option. En outre, sur le coté droit de la
FIGURE 3.2, on peut voir que le prix de 'option d’achat d’Istanbul diminue a mesure que le
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3.4. ANALYSE NUMERIQUE

prix d’exercice s’éloigne du prix actuel, ceci est di au fait que la probabilité que I'option expire
en ITM devient progressivement plus faible & mesure que le prix d’exercice devient plus élevé
que le prix actuel.

15
15

10
1
10
1

The Istanbul call option value ($)
The Istanbul call option value ($)

T T T T T T T T T T T T T T
70 75 80 85 90 95 100 70 75 80 85 90 95 100

Underlying price ($) Strike price ($)

FI1GURE 3.2 — Comparaison des prix d’options d’achat d’Istanbul pour les deux types de moyennes
(Arithmétique et Géométrique). Notes : Les prix des options d’achat d’Istanbul sont notés GICp
et AICE pour les cas de moyenne géométrique et arithmétique, respectivement. Nous prenons
comme parametres d’entrée pour le graphique de gauche : Sy de 70 a 100, ¢ = 0,3, r = 0,05,
T =1, B =105 et K = 90. Dans le graphique de droite, nous considérons les parametres
d’entrée : K de 70 & 100, c = 0.3, r =0.05, T =1, B =85 et Sy = 79.

Dans la FIGURE 3.3, nous réalisons une étude sur la sensibilité du prix d’une option GIC
face aux variations du prix de I'actif sous-jacent. Pour cela, nous analysons une mesure de risque
importante qui est le Delta (A). Cette quantité théorique est utilisée par les négociants en
options afin de développer de bonnes stratégies d’investissement. Dans notre cas, le A d’une
option d’achat géométrique d’Istanbul correspond a la dérivée partielle de (3.4) par rapport
a Sp. Sur le coté gauche de la FIGURE 3.3, nous calculons les valeurs de A par rapport au
prix de I'actif sous-jacent tout en augmentant la volatilité & chaque parcelle. Sur le co6té droit,
nous fixons 'actif sous-jacent et calculons les valeurs A par rapport au prix d’exercice tout en
augmentant la maturité a chaque parcelle. Comme le montrent les résultats obtenus, la valeur
de A dépend de trois facteurs principaux : la position du cours de ’actif sous-jacent par rapport
au prix d’exercice (OTM, ATM ou ITM), la volatilité et I’échéance. *

4. T convient de noter que A change constamment pendant la période de négociation et ne permet
donc pas de prédire la valeur a ’échéance du prix de I'actif sous-jacent.
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Delta est approximée numériquement par une différence finie de premier ordre.
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Conclusion

Dans cette these, nous avons abordé le probleme du prix des options géométriques d’Istanbul
dans le cadre du modele standard de Black-Scholes. Une formule d’approximation analytique de
forme fermée a été proposée pour le prix des options d’achat et de vente avec un prix d’exercice
fixe. Les résultats numériques obtenus par les simulations de Monte-Carlo en utilisant la méthode
des variables de controle ont montré que notre approximation analytique est tres efficace pour
un large éventail de parametres d’entrée et peut donc étre utilisée en finance.

En outre, nous avons montré par une étude comparative que les options d’achat géométriques
d’Istanbul ont un prix plus attractif que celles avec une moyenne arithmétique traitées par Michel
Jacques en 1997. Enfin, nous avons illustré, graphiquement, la sensibilité du prix d’une option
d’achat géométrique d’Istanbul aux variations du prix de I'actif sous-jacent.
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Perspectives de recherche

Les futures recherches sur les options d’Istanbul pourraient suivre deux directions. La pre-
miere consisterait a apporter des modifications aux parametres d’entrée, par exemple en étudiant
le cas d’un prix d’exercice flottant, 'adoption d’une barriere descendante ou 1’étude du cas d’une
moyenne harmonique. La seconde approche intéressante consisterait a étendre le concept d’op-
tions d’Istanbul & des modeles économiques plus complexes tels que le modele de Lévy, le modele
CEV, le modele Heston, etc.
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Annexe A

Distribution Gaussienne

Soit X une v.a. qui suit une distribution de Gauss ou Normale noté N(u,0?), ot u € R
est son espérance et ¢ > 0 son écart-type. La fonction de densité de X est donnée par

1 _(@=w?

¢(x)=me 222, zxeR (3.25)

La fonction de répatition de X ne possede pas d’expression sous forme fermée, elle reste donc
définie par

B(z) = / D s)dt, zeR. (3.26)

—00

En particulier, la formule suivante est tres pratique
a2
E {eo‘Xl{Xﬂg}} =e2 P(a—fF), (3.27)

ol X est une v.a de loi N(0,1), a et B sont deux constantes réelles.

Distribution de Lévy

Une v.a. X suit une loi de Lévy de parametres p et ¢ si sa fonction de densité s’écrit comme

fla) =, /m exp (—M) Loy (3.28)

ol € R est le parametre de position et ¢ > 0 est le parametre d’échelle. La fonction de
répartition de X s’écrit en fonction de celle d’une loi N'(0,1) comme

Fz) =2 <1 iy (E)) T (3.20)

La distribution de Lévy admet une espérance et variance infinie.

Distribution Log-normale

Soit Z une v.a. de loi N(0,1), et soit u € R et ¢ > 0. Une v.a. X suit une loi Log-normale
de parametres p et o noté log N (u; 0), si elle s’écrit comme

X = ettoZ, (3.30)
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La densité de X est donnée par

fla) =~ 5 250 (331)
Tr) = ——e 20 y €T . .
zV2mo?

La fonction de répartition de X s’écrit en fonction de celle d’une loi N'(0,1) comme

1 —
Flz) = (c’g’:’;“> . (3.32)
Pour n € N*, on a
no 2
E(X") = e+ (3.33)

Grace a la formule (3.33), nous pouvons voir que les parametres p et o dépendent uniquement
des moments d’ordre un et deux, et donc, de 'espérance et de la variance de X puisque on a

_ E(X)* \ _ E(X)?
p=log (mm) = log <¢var<x> T E(X)2> ’ (334
et
2 ar
o? =log (Eg;) = log <1 + E&i?) . (3.35)

Distribution Inverse-gaussienne

Une v.a. X de distribution inverse-gaussienne de parametres g > 0 et A > 0 noté IG(u, \)
admet pour fonction de densité,

A Mz — p)?
f() =\ gy P (W) Lsso). (3.36)

ol p est 'espérance et A est un parametre de forme. Sa fonction de répartition s’écrit en fonction
de celle d’une loi N/(0,1) comme

F(x):@( 2<Z1>>+exp(2:)@< ;\<Z+1>) x> 0. (3.37)

De plus, la variance de X est donnée par

Var(X) = M)\g (3.38)
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Annexe B

Quelques formules d’intégrales indéfinies de fonctions
gaussiennes

/\/1373 exp <—aaz — 2};) dox = ﬁexp (—\/ﬂ) b (
n ﬁexp (\/ﬂ) @ (—\/ﬁ - \/E) : (3.39)

ouna=0et h>0.
h 1
/@(aa:—i—h)da::(x+a>¢(ax+h)+a¢(am+h), (3.40)
ou a # 0.

/ecm (d:c2—|—k:) (1—®(ax+h))dz = (dxz—mx—i-w-i-k)(
c c A e

(fo 2y
ca c2a  ca?  ad

X exp (222 _ h) s <aa:+h_ C), (3.41)
ou a,c # 0.
/ecz(wx+l)¢(ax+h)dx: ((ZL};—%—FZ)@(QCIJ—Fh—C) —u;gzﬁ<ax+h—c>>
a a a a a a
X exp <2622 - ’f) (3.42)
ou a # 0.

Démonstration. Les formules (3.39), (3.40), (3.41) et (3.42) peuvent étre prouvées par différen-
ciation par rapport a x. O
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Expressions de forme fermée de deux intégrales utili-

sées dans le Chapitre 3

/()T\/(Tl—it)t exp (—2(1?2_”> dt = 27 <1 - (%)) ,

oua=0etT >0.

B e (ai o)== (-2 (7))

oua=0etT >0.

(3.43)

(3.44)

Démonstration. Les formules (3.43) et (3.44) peuvent étre facilement trouvées en utilisant le
théoreme de convolution et en appliquant la table des transformations de Laplace disponible

dans le livre de Poularikas [1999].

Preuve du Lemma 3.1

O]

Par une expansion de deuxiéme ordre de la série de Taylor au voisinage de zéro, nous avons

2
A1 —tp+ %52 +0(B%).

A partir de I'équation (3.45), nous avons

dt = A(av 7> T) - B(aa Y T)/B

g

f/ B SN R P
wJo (T —t)t3 P 2(T —t) t

2
+Cla,7, )5 + 0(B%),
ou

Aler T /\/T (—t)t

a2 y
a? y
Cla,, T /\/T <_t>—t>dt'

Nous commencons par I’évaluation de la formule (3.47), qui peut aussi s’écrire comme

1 a?+2y\ [t 1 a2 ol
A(a,fy,T):TeXp<— 5T )/0 ﬁe p( oT% T dex,

grace a la formule (3.39), on obtient

Ala,y,T)=m 1?'y¢ (M) .

VT
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(3.48)
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Pour la formule (3.48), on part de la relation suivante

0
—B(a,v,T) = —A(a,7,T), (3.51)
dy
par un intégration par rapport a -, on obtient
a4 /2y
B(a,v,T) =219 | ——— | +c1(, T), 3.52
(a7 7) ( o ) (. T) (352)

ou €1(a, T) est une fonction indépendante de ~. La limite de (3.52) lorsque « tend vers zéro

donne
/ \/j exp ( o’ t)) dt = —2n® (;T) +ei(a,T), (3.53)

en utilisant la formule (3.43), on obtient ¢;(a, T") = 27 et donc

Bla,y,T) = 2 (1 — ¢ (%)) .

De méme, pour obtenir une expression de forme fermée de (3.49), on note que

;yC( a,v,T) = —B(a,v,T). (3.54)

L’intégration par rapport a 7 en prenant x = /7 et en utilisant la formule (3.40) donne

C(oz,'y,T):w<(2fy—a2—T)q5<O“iF\ﬁ>+\f<\r )¢<%ﬂ>>

— 21y + e2(a, T), (3.55)

ou e9(cr, T) est une fonction qui ne dépend que de « et T'. La limite de (3.55) lorsque 7 tend
vers a?/2 donne

2T

/ \/T ( _t)> dt = —Tnd (3%) —a’1 + e3(a, T). (3.56)

En utilisant la formule (3.44), on obtient e3(cv, T') = 7 (T + a?) et donc

C(a,fy,T):7r<(27—a2—T)45(0H\_/L7{%)+ﬁ(\/ﬂ—a)¢<a—tﬁ\{ﬂ> —2’y+T+a2>.

Finalement, il suffit de remplacer les formules (3.47), (3.48) et (3.49) dans (3.46) pour obtenir
le résultat souhaité.
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