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❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts

❈✬❡st ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈✐✈❡ é♠♦t✐♦♥ q✉❡ ❥✬é❝r✐s ❝❡s q✉❡❧q✉❡s ❧✐❣♥❡s ❛✜♥ ❞❡ r❡♠❡r❝✐❡r t♦✉t❡s ❧❡s

♣❡rs♦♥♥❡s q✉✐ ♦♥t ♣❛rt✐❝✐♣é✱ ❞❡ ♣rès ♦✉ ❞❡ ❧♦✐♥✱ ❛✉① rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡✳

❏❡ ✈♦✉❞r❛✐s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s r❡♠❡r❝✐❡r ♠♦♥ ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡✱ ❱✐✈✐❛♥ ❱■❆▲▲❖◆✱

♣♦✉r s❛ ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡✱ s❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣❧❛❝é❡ ❡♥ ♠♦✐✱ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s q✉❡ ❥✬❛✐ ♣✉

❛❝q✉ér✐r ❣râ❝❡ à ❧✉✐ ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡ ♣ér✐♣❧❡✱ ❡t ❜✐❡♥ ♣❧✉s✳

▼❡r❝✐ à ❙②❧✈✐❛♥❡ ▲❆❋❖◆❚✱ ❋r❛♥❝❦ P■❈❆❘❉✱ ❡t ❏✉❧✐❡♥ ❏❆❈◗❯❊❙ ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞❡

❝♦♠♣♦s❡r ♠♦♥ ❈♦♠✐té ❞❡ s✉✐✈✐ ❞❡ t❤ès❡✱ ❡t ❞✬❛✈♦✐r ❛✐♥s✐ s✉✐✈✐ ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬éq✉✐♣❡ ❯▼❘❊❙❚❚❊✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❆♠✐♥❛ ◆❉■❆❨❊ ♣♦✉r s♦♥ ❛✐❞❡

♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳ ❆ ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❛ été ✜♥❛♥❝é❡ ♣❛r ❧✬■❋❙❚❚❆❘✳ ❯♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ ♣♦✉r

❧❛ ♠✐s❡ à ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♠❛tér✐❡❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❞❡ q✉❛❧✐té✳

❏❡ ♥❡ ♣♦✉rr❛✐s ❝♦♥t✐♥✉❡r ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s❛♥s r❡♠❡r❝✐❡r ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞✉ ❥✉r② ❞❡ ❝❡tt❡

t❤ès❡ q✉✐ ♦♥t ❛❝❝❡♣té ❞❡ ❥✉❣❡r ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧ ✿ ▼❛rt❛ ❆❱❆▲❖❙✱ ❆♥♥❡✲▲❛✉r❡ ❋❖❯●❊❘❊❙

❡t ❏❡❛♥✲▲♦✉✐s ▼❆❘❚■◆✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❙♦♣❤✐❡ ▲❆▼❇❊❘❚✲▲❆❈❘❖■❳ ❡t ❏♦s❡♣❤ ❙❆▲▼❖◆✱

r❛♣♣♦rt❡✉rs✱ à q✉✐ ❥❡ s♦✉❤❛✐t❡ ❜♦♥ ❝♦✉r❛❣❡ ♣♦✉r ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳ ▼❡r❝✐ ❞✬❛✈❛♥❝❡

♣♦✉r ✈♦s r❡t♦✉rs✱ r❡♠❛rq✉❡s✱ ❡t s✉❣❣❡st✐♦♥s✳

▼❡r❝✐ ❛✉ss✐ ❛✉① ❝♦❧❧è❣✉❡s ♣♦✉r ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❛♠❜✐❛♥❝❡✱ ❧❡s ❜♦♥s ♠♦♠❡♥ts ♣❛rt❛❣és✱ ❡t s✉rt♦✉t

❧❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ t❛r♦t ✦ ❯♥❡ ♣❡♥sé❡ ❝❤❛❧❡✉r❡✉s❡ ♣♦✉r ❆♥♥❡✲▼❛r✐❡ ❇■●❖❚✱ s❛ ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡

❧é❣❡♥❞❛✐r❡✱ ❡t s♦♥ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡♠❡♥t ❛❞♠✐♥✐str❛t✐❢✳

❆❧♦rs q✉❡ ❥✬❡s♣èr❡ ❛✈♦✐r r❡♠❡r❝✐é ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ♣❡rs♦♥♥❡s ✐♠♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ♠❛ t❤ès❡

❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ♣r♦❢❡ss✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❥✬❛✐♠❡r❛✐s ❡①♣r✐♠❡r t♦✉t❡ ♠❛ ❣r❛t✐t✉❞❡ ♣♦✉r ✉♥❡

❝♦❧❧è❣✉❡✱ q✉✐ ❛ ❢r❛♥❝❤✐ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♣r♦❢❡ss✐♦♥♥❡❧❧❡✴♣❡rs♦♥♥❡❧❧❡ ❡♥ ❞❡✈❡♥❛♥t ❜✐❡♥ ♣❧✉s q✉✬✉♥❡

❝♦❧❧è❣✉❡ ✿ ✉♥❡ ✈r❛✐❡ ❛♠✐❡✳ ▼❡r❝✐ ❈❧é♠❡♥❝❡ ♣♦✉r t♦♥ s♦✉t✐❡♥ à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t ❡t t♦♥ ❛✐❞❡

très s♣é❝✐❛❧❡✳

❏✬❡♥ ♣r♦✜t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r r❡♠❡r❝✐❡r ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡ ♠❡s ❛♠✐s ❡♥ ❋r❛♥❝❡ ♦✉ ❛✉

▲✐❜❛♥✱ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡✉rs ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥ts ❡t ❧❡s ❜♦♥s ♠♦♠❡♥ts ♣❛ssés ❛✈❡❝ ❡✉① ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡

❝❡tt❡ t❤ès❡✳

❏❡ ♥❡ ♣♦✉rr❛✐s ❝❧♦r❡ ❝❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts s❛♥s ❛✈♦✐r ✉♥❡ ♣❡♥sé❡ très é♠✉❡ ♣♦✉r ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡

✭❧♦✐♥ ❞❡s ②❡✉① ♠❛✐s ♣rès ❞✉ ❝♦❡✉r✮ à q✉✐ ❥❡ ❞é❞✐❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ à ♠❡s ♣❛r❡♥ts

✭❲❛❢❛❛ ❡t ❍❛ss❛♥✮ s❛♥s q✉✐ r✐❡♥ ♥✬❛✉r❛✐t été ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♠❡r❝✐ ❞✬❛✈♦✐r t♦✉❥♦✉rs ❝r✉ ❡♥

♠♦✐✳ ❱♦✉s ♣♦✉✈❡③ êtr❡ ✜❡r ❞❡ ✈♦tr❡ ✜❧s ✦ ❆ ♠♦♥ ❢rèr❡ ✭❲❛ss✐♠✮✱ ♠❛ s÷✉r ✭❙♦✉❤❡✐r✮ ❡t

❧❡✉rs ❜❡❧❧❡s ♣❡t✐t❡s ❢❛♠✐❧❧❡s✱ ❧❡✉r s♦✉t✐❡♥ ✐♥❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❡t s❛♥s ❢❛✐❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠♦♠❡♥ts
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❞✐✣❝✐❧❡s✱ s✉rt♦✉t ❧❡s ❛♣♣❡❧s ✈✐❞é♦ ❛✈❡❝ ❧❡s êtr❡s ❧❡s ♣❧✉s ❝❤❡rs à ♠❡s ②❡✉① ✭♠❡s ♥✐è❝❡s

❊❧❡♥❛ ❡t ▼❛r✐♥❛✮✳ ❏❡ ✈♦✉s ❛✐♠❡✳



✈✐

❘és✉♠é

❉❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♦ù ❧❡s ❝❛♥❝❡rs ❡t ❧✬✐♥sé❝✉r✐té r♦✉t✐èr❡ ❢♦♥t ♣❛rt✐❡ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝❛✉s❡s

❞❡ ❞é❝ès ❡♥ ❋r❛♥❝❡ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ♠♦♥❞❡✱ ❝❤❡r❝❤❡r à ❡♥ ét✉❞✐❡r ❧❡s r✐sq✉❡s ❡t ❛✐❞❡r à ❧❛ ♣r✐s❡

❡♥ ❝❤❛r❣❡ ❞❡s ♠❛❧❛❞❡s ❡t ❞❡s ✈✐❝t✐♠❡s ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥ ❡♥❥❡✉ ♠❛❥❡✉r ❞❡ s❛♥té ♣✉❜❧✐q✉❡✳

▲❡s ét✉❞❡s é♣✐❞é♠✐♦❧♦❣✐q✉❡s ♠✐s❡s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡s ❜❡s♦✐♥s r❡q✉✐èr❡♥t ❧❛ ❞✐s✲

♣♦♥✐❜✐❧✐té ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❞♦♥♥é❡s q✉✐ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❞ét❛✐❧❧é❡s ❡t ❝♦♠♣❧❡①❡s✳

❈❡rt❛✐♥❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ♥❡ s❛t✐s❢♦♥t ♣❛s ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t

❛✉① ❡①✐❣❡♥❝❡s ✐♠♣♦sé❡s ♣❛r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❝❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲✬♦❜✲

❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s ♠✐❡✉①

❛❞❛♣té❡s✱ ♠♦t✐✈é❡s ♣❛r ❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ✿ ✶✮ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s

❡♥tr❡ ❧és✐♦♥s ❝❤❡③ ❧❡s ✈✐❝t✐♠❡s ❞✬❛❝❝✐❞❡♥t ❞❡ ❧❛ r♦✉t❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❞✬✉s❛❣❡r ❀ ❡t

✷✮ ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ rô❧❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♠ét❛❜♦❧✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✉ ❝❛♥❝❡r ❞✉ s❡✐♥✱ ❡♥

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ s♦✉s✲t②♣❡ ❞❡ ❝❛♥❝❡r ❞✉ s❡✐♥✳

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❧❡s ❛♥❛❧②s❡s str❛t✐✜é❡s✱ ♦✉ ❡♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s✱ ❝♦♥st✐✲

t✉❡♥t ❧❡ ❝♦❡✉r ❞❡ ♥♦s r❡❝❤❡r❝❤❡s✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t K ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❝♦♥s✐❞érés✱

❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❝❡s ❛♥❛❧②s❡s ❡♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s r❡✈✐❡♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧

à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ K ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♣❛r s♦✉s✲❣r♦✉♣❡✳ ❖r✱ ♦♥ s✬❛t✲

t❡♥❞ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐té ❡♥tr❡ ❧❡s K ✈r❛✐s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✳

◆♦s ♠ét❤♦❞❡s r❡♣♦s❡♥t s✉r ❞❡s ♣é♥❛❧✐tés ❞❡ t②♣❡ ❢✉s❡❞ ❧❛ss♦ ♦✉ ❞❛t❛ s❤❛r❡❞ ❧❛ss♦✱ ❡t

♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ t✐r❡r ♣r♦✜t ❞❡ ❝❡tt❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐té ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡

❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡t ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❡❧❧❡s

♣❡r♠❡tt❡♥t ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❤étér♦❣é♥é✐tés é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ♣❛r♠✐ ❧❡s K ✈❡❝t❡✉rs✳

❉❛♥s ❧❡ ♣r♦❥❡t ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧és✐♦♥s ❝❤❡③ ❧❡s ✈✐❝t✐♠❡s

❞✬❛❝❝✐❞❡♥t ❞❡ ❧❛ r♦✉t❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ♣❧❛❝és ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✲

❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❜✐♥❛✐r❡s str❛t✐✜és✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥

❜❛sé❡s ❝❤❛❝✉♥❡ s✉r ❞❡s ré❣r❡ss✐♦♥s ❧♦❣✐st✐q✉❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t s♦✐t ✉♥❡ ♣é♥❛❧✐té ❞❡

t②♣❡ ❢✉s❡❞ ❧❛ss♦ ❣é♥ér❛❧✐sé s♦✐t ✉♥❡ ♣é♥❛❧✐té ❞❡ t②♣❡ ❞❛t❛ s❤❛r❡❞ ❧❛ss♦✳ ❉❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞

♣r♦❥❡t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ♣❧❛❝és ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡s ét✉❞❡s ❝❛s✲té♠♦✐♥s ✭❛♣♣❛✲

r✐é❡s ♦✉ ♥♦♥✮✱ ❧♦rsq✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲t②♣❡s ❞❡ ♠❛❧❛❞❡s ❡①✐st❡♥t✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s

❛♣♣❛r✐é❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét❡♥❞✉ ❧❡ ❞❛t❛ s❤❛r❡❞ ❧❛ss♦ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧♦❣✐st✐q✉❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❡t ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❧❛ s✉♣ér✐♦r✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❞✬❛✉tr❡s str❛✲

té❣✐❡s ♣❧✉s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♥♦♥✲❛♣♣❛r✐é❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr❛✈❛✐❧❧é s♦✉s
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❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧♦❣✐st✐q✉❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧✱ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ♣é♥❛❧✐sé❡s

♣❛r ❧❛ ♥♦r♠❡ ℓ1 ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡ s❡s

❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡♥ ❢❛✐t à ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞❛t❛ s❤❛r❡❞ ❧❛ss♦ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ✿ ♥♦s rés✉❧t❛ts

♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛✐♥s✐ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❡t ❢♦✉r♥✐r ❞❡s

r❡❝♦♠♠❛♥❞❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ à ✉t✐❧✐s❡r ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳

●❧♦❜❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦s rés✉❧t❛ts ❝♦♥✜r♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s t✐r❛♥t ♣r♦✜t ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té

❡♥tr❡ ❧❡sK ✈❡❝t❡✉rs✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧❛ ♣é♥❛❧✐té ❞❛t❛ s❤❛r❡❞ ❧❛ss♦✱ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t

à ❞❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s s✉❜st❛♥t✐❡❧❧❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❧♦rsq✉❡ ❝❡tt❡ ❤♦✲

♠♦❣é♥é✐té ❡①✐st❡✳ ❊❧❧❡s ❝✐❜❧❡♥t ❡♥ ❡✛❡t ✉♥❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ♣❧✉s ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡ ❧♦rsq✉❡

❞❡s s✐♠✐❧❛r✐tés ❡①✐st❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡✉r ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st r❡❧❛t✐✈❡✲

♠❡♥t ❛✐sé❡✱ ❡t ❡♥ t♦✉t ❝❛s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ♣❧✉s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s

❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❡s ❝♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❡✉r ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ s♦✉s ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❘✱ q✉✐ s♦♥t ❛❝❝❡s✲

s✐❜❧❡ ✈✐❛ ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ●✐t❤✉❜✳ ◆♦✉s r❡❝♦♠♠❛♥❞♦♥s ❧❡✉r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✱ ❡♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t ❞❡s

❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❧✉s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳

▼♦ts✲❝❧és ✿ ❆♥❛❧②s❡ str❛t✐✜é❡ ❀ ▼♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❀ ❘é❣r❡ss✐♦♥ ❧♦❣✐st✐q✉❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❀ ❘é✲

❣r❡ss✐♦♥ ❧♦❣✐st✐q✉❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧❡ ❀ ❘é❣r❡ss✐♦♥ ❧♦❣✐st✐q✉❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❀ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ❀

❙é❝✉r✐té r♦✉t✐èr❡ ❀ ❈❛♥❝❡r ❞✉ s❡✐♥✳
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❆❜str❛❝t

■♥ ❛ ❝♦♥t❡①t ✇❤❡r❡ ❝❛♥❝❡rs ❛♥❞ r♦❛❞ s❛❢❡t② ❛r❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❛✉s❡s ♦❢ ❞❡❛t❤ ✐♥ ❋r❛♥❝❡

❛♥❞ ✇♦r❧❞✇✐❞❡✱ s❡❡❦✐♥❣ t♦ st✉❞② t❤❡ r✐s❦s ❛♥❞ ❤❡❧♣✐♥❣ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❝❛r❡ ❢♦r ♣❛t✐❡♥ts ❛♥❞

✈✐❝t✐♠s ✐s ❛ ♠❛❥♦r ♣✉❜❧✐❝ ❤❡❛❧t❤ ✐ss✉❡✳ ❊♣✐❞❡♠✐♦❧♦❣✐❝❛❧ st✉❞✐❡s r❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡s❡ ❝❤❛❧✲

❧❡♥❣❡s r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❞

❝♦♠♣❧❡①✳ ❙♦♠❡ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s tr❛❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✉s❡❞ ❞♦ ♥♦t ❢✉❧❧② ♠❡❡t t❤❡ r❡q✉✐r❡✲

♠❡♥ts ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ s✐③❡ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡s❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ❚❤❡ ❛✐♠s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s

✐s t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❜❡tt❡r ❛❞❛♣t❡❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✱ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t✇♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✿ ✶✮ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❥✉r✐❡s ✐♥ r♦❛❞ ❛❝❝✐❞❡♥t ✈✐❝✲

t✐♠s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ✉s❡r ❀ ❛♥❞ ✷✮ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s r♦❧❡ ✐♥ t❤❡

❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❜r❡❛st ❝❛♥❝❡r✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✉❜t②♣❡ ♦❢ ❜r❡❛st ❝❛♥❝❡r✳ ❋r♦♠ ❛ ♠❡t❤♦✲

❞♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ str❛t✐✜❡❞ ✭♦r s✉❜❣r♦✉♣✮ ❛♥❛❧②s❡s ❛r❡ ♦✉r r❡s❡❛r❝❤ ❢♦❝✉s✳ ■❢ ✇❡

♥♦t❡ K t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❣r♦✉♣s✱ st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡s❡ s✉❜❣r♦✉♣

❛♥❛❧②s❡s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛♠♦✉♥ts t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ K ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦rs✱ ✐✳❡✳ ♦♥❡ ✈❡❝t♦r ♣❡r

s✉❜❣r♦✉♣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr✉❡ K ♣❛r❛♠❡t❡r

✈❡❝t♦rs✳ ❖✉r ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢✉s❡❞ ❧❛ss♦ ♦r ❞❛t❛ s❤❛r❡❞ ❧❛ss♦ ♣❡♥❛❧t✐❡s✱ ❛♥❞ t❛❦❡

❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❛s❦ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡

t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡② ❛❧❧♦✇ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❛♠♦♥❣ t❤❡ K ✈❡❝t♦rs✳ ■♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢

❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❥✉r✐❡s ❛♠♦♥❣ r♦❛❞ ❛❝❝✐❞❡♥t ✈✐❝t✐♠s✱ ✇❡ ✇♦r❦❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢

t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ str❛t✐✜❡❞ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ❲❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t✇♦ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡✲

t❤♦❞s✱ ❡❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢✉s❡❞ ❧❛ss♦

♣❡♥❛❧t②✱ ♦r ❛ ❞❛t❛ s❤❛r❡❞ ❧❛ss♦ ♣❡♥❛❧t②✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦❥❡❝t✱ ✇❡ ✇♦r❦❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧

❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❝❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞✐❡s ✭♠❛t❝❤❡❞ ♦r ✉♥♠❛t❝❤❡❞✮✱ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❞✐✲

s❡❛s❡ s✉❜t②♣❡s✳ ❋♦r ♠❛t❝❤❡❞ ❞❡s✐❣♥s✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❞❛t❛ s❤❛r❡❞ ❧❛ss♦ t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ s❤♦✇❡❞ t❤❡ s✉♣❡r✐♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r

❝❧❛ss✐❝❛❧ str❛t❡❣✐❡s✳ ❋♦r ✉♥♠❛t❝❤❡❞ ❞❡s✐❣♥s✱ ✇❡ ✇♦r❦❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❧♦❣✐st✐❝

r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t✇♦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ℓ1 ♥♦r♠ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦✲

♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦

t❤❡ ❞❛t❛ s❤❛r❡❞ ❧❛ss♦ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ✿ ♦✉r r❡s✉❧ts t❤✉s ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❢♦r♠❛❧❧② ❝♦♠♣❛r❡

t❤❡ t✇♦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t♦

❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ ♦✉r r❡s✉❧ts ❝♦♥✜r♠ t❤❛t ♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❝❤ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢



✐①

t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ K ✈❡❝t♦rs✱ s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ s❤❛r❡❞ ❧❛ss♦

♣❡♥❛❧t②✱ ❧❡❛❞ t♦ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ✇❤❡♥ t❤✐s

❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❡①✐sts✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡② t❛r❣❡t ❛ ♠♦r❡ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ s✐✲

♠✐❧❛r✐t✐❡s ❡①✐st ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜❣r♦✉♣s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡✐r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❡❛s②✱

❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ ♠♦r❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦❞❡s ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡✐r

✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❘ s♦❢t✇❛r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ✈✐❛ t❤❡ ●✐t❤✉❜ ♣❧❛t❢♦r♠✳ ❲❡

r❡❝♦♠♠❡♥❞ t❤❡✐r ✉s❡✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ♠♦r❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

❑❡② ✇♦r❞s ✿ ❙tr❛t✐✜❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ❀ ●r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❀ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥s ❀ ▼✉❧t✐♥♦✲

♠✐❛❧ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❀ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❀ ❉❛t❛s❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ❀ ❘♦❛❞ s❛❢❡t② ❀

❇r❡❛st ❝❛♥❝❡r✳



❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts ✐✈

❆❜str❛❝t ✈✐

▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ①✐✐✐

▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s ①✈✐✐
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✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✼✻

❆♥♥❡①❡s ✽✽

❆ ❙tr✉❝t✉r❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦♥ str❛✲
t✐✜❡❞ ❞❛t❛ ✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❥✉r② t❛❜❧❡s
❢♦r ✈✐❝t✐♠s ♦❢ r♦❛❞ ❛❝❝✐❞❡♥ts ✿ ❆PP❊◆❉■❈❊❙ ✽✾
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❇ ❙♣❛rs❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❝❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡
❞✐s❡❛s❡ s✉❜t②♣❡s ✿ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ▼❛t❡r✐❛❧s ✶✵✵
❇✳✶ ❉❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ✏st❛♥❞❛r❞✑ L1✲♣❡♥❛❧✐③❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛t✲
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❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

✶✳✶ ◆♦♠❜r❡ ❡st✐♠é ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❝❛s ❡t ❞❡ ❞é❝ès ❡♥ ✷✵✶✽ ❞❡ t♦✉s t②♣❡s ❞❡
❝❛♥❝❡rs ❞❛♥s ❧❡ ♠♦♥❞❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① s❡①❡s ❡t t♦✉s â❣❡s✳ ❙♦✉r❝❡ ✿ ●❧♦❜♦❝❛♥
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✶✳✷ ❯♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐té ✭♥♦té❡ C✮ ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦✱ P♦♦❧❡❞
▲❛ss♦✱ ■♥❞❡♣ ▲❛ss♦✱ ❘❡❢ ▲❛ss♦ ❡t ❖♣t❘❡❢ ▲❛ss♦✱ s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡
♣♦✉r p = 7 ❡t K = 4✳ ❉❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡t ✈❡❝t❡✉r✱ ❧❡s ❡♥tré❡s r♦✉❣❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r β ∈ IR∗✱ ❧❡s ❡♥tré❡s ❜❧❡✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à
❧❛ ✈❛❧❡✉r −β ❡t ❧❡s ❡♥tré❡s ❜❧❛♥❝❤❡s à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✵✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❘❡❢ ▲❛ss♦
❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❞❡✉① ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥s✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❬r❡s♣✳ s❡❝♦♥❞❡❪ ❡st
♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❧❛ str❛t❡ ✶ ❬r❡s♣✳ ✷❪ ❝♦♠♠❡ str❛t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳
❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❡ ❝♦♠♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❘❡❢ ▲❛ss♦ ❡st
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✷✳✶ ❆ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ str✉❝t✉r✐♥❣
✇✐t❤ ❛ r❛t✐♦ ρ ❡q✉❛❧ t♦ ✵✱ ✵✳✷✺ ❛♥❞ ✶✱ ✇✐t❤ p = 50 ❛♥❞ K = 3✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦
❡❞❣❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡❞✱ ❜❧✉❡ ❛♥❞ ❣r❡❡♥ ❡❞❣❡s
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ str✉❝t✉r❡s s♣❡❝✐✜❝ t♦ ❡❛❝❤ str❛t✉♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✷✳✷ ❇♦①♣❧♦ts ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❆❝❝✳❙ ❛♥❞ ❆❝❝✳❍ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ ♦♥
t❤❡ ✺✵ r❡♣❧✐❝❛t❡s ♦❢ ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞②✳ ✳ ✳ ✹✶

✷✳✸ ❇♦①♣❧♦ts ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❆❝❝✳❙ ❛♥❞ ❆❝❝✳❍ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ ♦♥
t❤❡ ✺✵ r❡♣❧✐❝❛t❡s ♦❢ ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞②✳ ✹✸
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✷✳✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞✲❙❡♣▲♦❣✐t ❆❞❛♣t✐✈❡ ▼■◆ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ t❤❡

❘❤ô♥❡ ❘❡❣✐str② ❉❛t❛ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♥❥✉r② t❛❜❧❡s ♦❢ ✈✐❝t✐♠s ♦❢ r♦❛❞ ❛❝❝✐✲
❞❡♥ts✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ r♦❛❞ ✉s❡r t②♣❡ ✿ ♣❡❞❡str✐❛♥s✱ ❝②❝❧✐sts✱ ♠♦t♦r✐③❡❞ ❚✲❲
❛♥❞ ❝❛r ♦❝❝✉♣❛♥ts✳ ❖♥❧② ❡❞❣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦❞❞s✲r❛t✐♦s
❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ ✷ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✸✳✶ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞② ✐♥ t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ s❡tt✐♥❣✳ ❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡s ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞ t♦ ❛✈❡r❛❣❡s ♦✈❡r t❤❡ ✷✵✵ r❡♣❧✐❝❛t❡s✱ ✇❤✐❧❡ ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s
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✸✳✷ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞② ✐♥ t❤❡ ✉♥♠❛t❝❤❡❞ s❡tt✐♥❣✳ ❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡s ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ t♦ ❛✈❡r❛❣❡s ♦✈❡r t❤❡ ✷✵✵ r❡♣❧✐❝❛t❡s✱ ✇❤✐❧❡ ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s
❛♣♣❡❛r ❛s ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

①✐✐✐



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ①✐✈

✸✳✸ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ❝❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞②
♥❡st❡❞ ✐♥ ❊P■❈✳ ❙✐① ❜r❡❛st ❝❛♥❝❡r ❤✐st♦❧♦❣✐❝❛❧ s✉❜t②♣❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✿
❍❊❘✲❡♥r✐❝❤❡❞✱ ❚r✐♣❧❡ ◆❡❣❛t✐✈❡✱ ▲✉♠✐♥❛❧ ❆ P❘✲✱ ▲✉♠✐♥❛❧ ❆ P❘✰✱ ▲✉♠✐♥❛❧
❇ P❘✲ ❛♥❞ ▲✉♠✐♥❛❧ ❇ P❘✰✳ ❘❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦✉r
❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ✭❈♦♥❞▲♦❣✐st❴P♦♦❧❡❞▲❛ss♦✱ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴■♥❞❡♣▲❛ss♦✱ ❈♦♥❞✲
▲♦❣✐st❴❘❡❢▲❛ss♦✱ ❛♥❞ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❉❛t❛❙❤❛r❡❞▲❛ss♦✮ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❋♦r
❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❘❡❢▲❛ss♦✱ t❤❡ ▲✉♠✐♥❛❧ ❆ P❘✰ s✉❜t②♣❡ ✇❛s s❡❧❡❝t❡❞ ❛s t❤❡
r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞✱ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ δ∗1, . . . , δ

∗
6 ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ♠❛✲

tr✐①✱ ✇✐t❤ ✻ ❝♦❧✉♠♥s ✭♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜t②♣❡✮ ❛♥❞ ✹✽ r♦✇s ✭♦✉t ♦❢ t❤❡ ✶✷✼
♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s✱ t❤❡ ✼✾ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❢♦✉r ♠❡t❤♦❞s ♣r♦✲
❞✉❝❡❞ ❛ ③❡r♦ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r ❛❧❧ ✻ s✉❜t②♣❡s ✇❡r❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❧♦t✮✳ ■♥
❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ♠❛tr✐❝❡s✱ ❡❛❝❤ ❡♥tr② r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛ss♦✲
❝✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♦♥❡ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡ ❛♥❞ ♦♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❜r❡❛st ❝❛♥❝❡r s✉❜t②♣❡✳
❲❤✐t❡ ❡♥tr✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♥✉❧❧ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s✱ ❣r❡② ❡♥tr✐❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ ♣♦s✐t✐✈❡
❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ r❡❞ ❡♥tr✐❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❀ s❡❡ t❤❡ s❝❛❧❡
♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴■♥❞❡♣▲❛ss♦ ✐❞❡♥t✐✜❡s ❛
str♦♥❣❧② ✐♥✈❡rs❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡ ▼✸✸ ❛♥❞ ❚r✐♣❧❡✲◆❡❣❛t✐✈❡
❜r❡❛st ❝❛♥❝❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✹✳✶ ❯♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ q✉✐ ✐❧❧✉str❡ ❝♦♠♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ j ∈
[p]✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❋✉s❡❞ ▲❛ss♦✱ ❘❡❢ ▲❛ss♦ ❡t ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ❝♦♥♥❡❝t❡♥t
❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡ ✭❧❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r
❧❡s ❛rêt❡s ♥♦✐r❡s✮ ❡t ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡

♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡t s✐♠♣❧❡ ✿ K = 4✱ β(1)∗j = β1 ∈ IR ❡t β(2)∗j = β
(3)∗
j = β

(4)∗
j =

µ∗j = β2 ∈ IR t❡❧ q✉❡ β2 6= β1✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s

r❡♥✈♦✐❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✿ β̂(1)j = β3 ∈ IR ❡t β̂(2)j = β̂
(3)
j = β̂

(4)
j =

β4 ∈ IR t❡❧ q✉❡ β3 6= β4 ❡t ♥♦✉s s✉♣♣s♦s♦♥s q✉❡ µ̂j = β4✳ ▲❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s à ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❡st r❡♣rés❡♥té❡
♣❛r ❧❡s ❛rêt❡s r♦✉❣❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❛rêt❡ r♦✉❣❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉①
❡st✐♠❛t✐♦♥s✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✐❞❡♥t✐✜❡r ✭✐♥t❡r♣rét❡r✮ s✐ ❝❡s
❞❡✉① ❡st✐♠❛t✐♦♥s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ♦✉ ♥♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✹✳✷ ❯♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ q✉✐ ✐❧❧✉str❡ ❝♦♠♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ j ∈
[p]✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❋✉s❡❞ ▲❛ss♦✱ ❘❡❢ ▲❛ss♦ ❡t ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ❝♦♥♥❡❝t❡♥t
❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡ ✭❧❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r
❧❡s ❛rêt❡s ♥♦✐r❡s✮ ❡t ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡

♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡t s✐♠♣❧❡ ✿ K = 4✱ β(1)∗j = β
(3)∗
j = µ∗j = β1 ∈ IR ❡t β(2)∗j =

β
(4)∗
j = β2 ∈ IR t❡❧ q✉❡ β2 6= β1✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s

r❡♥✈♦✐❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✿ β̂(1)j = β̂
(3)
j = β3 ∈ IR ❡t β̂(2)j = β̂

(4)
j =

β4 ∈ IR t❡❧ q✉❡ β3 6= β4 ❡t ♥♦✉s s✉♣♣s♦s♦♥s q✉❡ µ̂j = β3✳▲❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s à ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❡st r❡♣rés❡♥té❡
♣❛r ❧❡s ❛rêt❡s r♦✉❣❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❛rêt❡ r♦✉❣❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉①
❡st✐♠❛t✐♦♥s✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✐❞❡♥t✐✜❡r ✭✐♥t❡r♣rét❡r✮ s✐ ❝❡s
❞❡✉① ❡st✐♠❛t✐♦♥s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ♦✉ ♥♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✹✳✸ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ s✐♠♣❧❡ ❞✬✉♥ êtr❡ ❤✉♠❛✐♥ q✉✐ ♣♦✉rr❛✐t
s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❝❝✐❞❡♥té✱ ♦ù ♥♦✉s ✈✐s✉❛❧✐s♦♥s ❡♥ r♦✉❣❡ ❧❡s
❧és✐♦♥s ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❛tt❡✐♥t❡s✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❡t ✉♥
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞❛♥❣❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ①✈

✹✳✹ ❯♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ q✉✐ ✐❧❧✉str❡ ❝♦♠♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ j ∈
[p]✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ■t❡r❛t❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✭❧❡s
❝♦♥♥❡①✐♦♥s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❧❡s ❛rêt❡s ♥♦✐r❡s✮ ❡t ❞é❝r✐t ❧❛ str✉❝t✉r❡

❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡t s✐♠♣❧❡ ✿ K = 4✱ β(1)∗j =

β
(3)∗
j = µ∗j = µ

(1,3)∗
j = β1 ∈ IR ❡t β(2)∗j = β

(4)∗
j = µ

(2,4)∗
j = β2 ∈ IR t❡❧

q✉❡ β2 6= β1✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ■t❡r❛t❡❞ r❡♥✈♦✐❡ ❧❡s
❡st✐♠❛t✐♦♥s ✿ β̂(1)j = β̂

(3)
j = µ̂j = µ̂

(1,3)
j = β3 ∈ IR ❡t β̂(2)j = β̂

(4)
j = µ̂

(2,4)
j =

β4 ∈ IR t❡❧ q✉❡ β3 6= β4✳ ▲❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ à ✐♥t❡r♣rét❡r
❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❡s ❛rêt❡s r♦✉❣❡s✳
P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❛rêt❡ r♦✉❣❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❡st✐♠❛t✐♦♥s✱ ❝❡❧❛
s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✐❞❡♥t✐✜❡r ✭✐♥t❡r♣rét❡r✮ s✐ ❝❡s ❞❡✉① ❡st✐♠❛t✐♦♥s
s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ♦✉ ♥♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

❆✳✶ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❡❢✲❙❡♣▲♦❣✐t ❆❞❛♣t✐✈❡ ▼■◆ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ t❤❡ ❘❤ô♥❡
❘❡❣✐str② ❉❛t❛ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♥❥✉r② t❛❜❧❡s ♦❢ ✈✐❝t✐♠s ♦❢ r♦❛❞ ❛❝❝✐❞❡♥ts✱
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ r♦❛❞ ✉s❡r t②♣❡ ✿ ♣❡❞❡str✐❛♥s✱ ❝②❝❧✐sts✱ ♠♦t♦r✐③❡❞ ❚✲❲ ❛♥❞ ❝❛r
♦❝❝✉♣❛♥ts✳ ❖♥❧② ❡❞❣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦❞❞s✲r❛t✐♦s ❣r❡❛t❡r
t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ ✷ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ str❛t✉♠ ✇❛s s❡t t♦ ✏❝❛r
♦❝❝✉♣❛♥ts✑✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

❆✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■♥❞❡♣✲❙❡♣▲♦❣✐t ❆❞❛♣t✐✈❡ ▼■◆ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ t❤❡ ❘❤ô♥❡
❘❡❣✐str② ❉❛t❛ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♥❥✉r② t❛❜❧❡s ♦❢ ✈✐❝t✐♠s ♦❢ r♦❛❞ ❛❝❝✐❞❡♥ts✱
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ r♦❛❞ ✉s❡r t②♣❡ ✿ ♣❡❞❡str✐❛♥s✱ ❝②❝❧✐sts✱ ♠♦t♦r✐③❡❞ ❚✲❲ ❛♥❞ ❝❛r
♦❝❝✉♣❛♥ts✳ ❖♥❧② ❡❞❣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦❞❞s✲r❛t✐♦s ❣r❡❛t❡r
t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ ✷ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

❆✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞✲❙❡♣▲♦❣✐t ❆❞❛♣t✐✈❡ ▼■◆ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ t❤❡
❘❤ô♥❡ ❘❡❣✐str② ❉❛t❛ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♥❥✉r② t❛❜❧❡s ♦❢ ✈✐❝t✐♠s ♦❢ r♦❛❞ ❛❝❝✐✲
❞❡♥ts✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ r♦❛❞ ✉s❡r t②♣❡ ✿ ♣❡❞❡str✐❛♥s✱ ❝②❝❧✐sts✱ ♠♦t♦r✐③❡❞ ❚✲❲
❛♥❞ ❝❛r ♦❝❝✉♣❛♥ts✳ ❆❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳ ✳ ✾✷

❆✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞✲❙❡♣▲♦❣✐t ❆❞❛♣t✐✈❡ ▼■◆ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ t❤❡
❘❤ô♥❡ ❘❡❣✐str② ❉❛t❛ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♥❥✉r② t❛❜❧❡s ♦❢ ✈✐❝t✐♠s ♦❢ r♦❛❞ ❛❝❝✐✲
❞❡♥ts✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ r♦❛❞ ✉s❡r t②♣❡ ✿ ♣❡❞❡str✐❛♥s✱ ❝②❝❧✐sts✱ ♠♦t♦r✐③❡❞ ❚✲❲
❛♥❞ ❝❛r ♦❝❝✉♣❛♥ts✳ ❖♥❧② ❡❞❣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦❞❞s✲r❛t✐♦s
❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ ✷ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

❆✳✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❡❢✲❙❡♣▲♦❣✐t ❆❞❛♣t✐✈❡ ▼■◆ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ t❤❡ ❘❤ô♥❡
❘❡❣✐str② ❉❛t❛ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♥❥✉r② t❛❜❧❡s ♦❢ ✈✐❝t✐♠s ♦❢ r♦❛❞ ❛❝❝✐❞❡♥ts✱
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ r♦❛❞ ✉s❡r t②♣❡ ✿ ♣❡❞❡str✐❛♥s✱ ❝②❝❧✐sts✱ ♠♦t♦r✐③❡❞ ❚✲❲ ❛♥❞ ❝❛r
♦❝❝✉♣❛♥ts✳ ❖♥❧② ❡❞❣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦❞❞s✲r❛t✐♦s ❣r❡❛t❡r
t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ ✷ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ str❛t✉♠ ✇❛s s❡t t♦ ✏❝❛r
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❆✳✻ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■♥❞❡♣✲❙❡♣▲♦❣✐t ❆❞❛♣t✐✈❡ ▼■◆ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ t❤❡ ❘❤ô♥❡
❘❡❣✐str② ❉❛t❛ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♥❥✉r② t❛❜❧❡s ♦❢ ✈✐❝t✐♠s ♦❢ r♦❛❞ ❛❝❝✐❞❡♥ts✱
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ r♦❛❞ ✉s❡r t②♣❡ ✿ ♣❡❞❡str✐❛♥s✱ ❝②❝❧✐sts✱ ♠♦t♦r✐③❡❞ ❚✲❲ ❛♥❞ ❝❛r
♦❝❝✉♣❛♥ts✳ ❖♥❧② ❡❞❣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦❞❞s✲r❛t✐♦s ❣r❡❛t❡r
t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ ✷ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

❆✳✼ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞✲❙❡♣▲♦❣✐t ❆❞❛♣t✐✈❡ ▼■◆ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ t❤❡
❘❤ô♥❡ ❘❡❣✐str② ❉❛t❛ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♥❥✉r② t❛❜❧❡s ♦❢ ✈✐❝t✐♠s ♦❢ r♦❛❞ ❛❝❝✐✲
❞❡♥ts✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ r♦❛❞ ✉s❡r t②♣❡ ✿ ♣❡❞❡str✐❛♥s✱ ❝②❝❧✐sts✱ ♠♦t♦r✐③❡❞ ❚✲❲
❛♥❞ ❝❛r ♦❝❝✉♣❛♥ts✳ ❆❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳ ✳ ✾✾



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ①✈✐

❇✳✶ ❇♦①♣❧♦ts s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r
♠❡t❤♦❞s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ s❡tt✐♥❣✱ ♦✈❡r t❤❡ ✷✵✵ r❡♣❧✐❝❛t❡s ♦❢ ❡❛❝❤
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✐❣♥❛❧ str❡♥❣t❤✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

❇✳✷ ❇♦①♣❧♦ts s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❝♦♠✲
♣❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♥♠❛t❝❤❡❞ s❡tt✐♥❣✱ ♦✈❡r t❤❡ ✷✵✵ r❡♣❧✐❝❛t❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✐❣♥❛❧ str❡♥❣t❤✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

❇✳✸ ●r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r t♦② ❡①❛♠♣❧❡✳ ■♥ ❡❛❝❤ ♠❛tr✐①✱ r❡❞ ❡♥tr✐❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✏❝♦♠♠♦♥✑ ✈❛❧✉❡ β1✱ ❜❧✉❡ ❡♥tr✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✈❛✲
❧✉❡ β2✱ ♣✉r♣❧❡ ❡♥tr✐❡s t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ (β1 − β2)✱ ❣r❛② ❡♥tr✐❡s t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡
−(β1 − β2) ❛♥❞ ✇❤✐t❡ ❡♥tr✐❡s t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✵✳ ■❢ ▼✉❧t✐♥♦♠▲♦❣✐st❴❙t❞▲❛ss♦
✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❢t❡r s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ K✲t❤ ❝❛t❡❣♦r② ❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐t② ✐s C = (K − 1)p✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ K✲t❤ ❝❛t❡❣♦t② ❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
✐s ❝❧❡❛r❧② s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ s✐♥❝❡ s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛♥② ♦t❤❡r ❝❛t❡❣♦r② ❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✱
❡✳❣✳ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② C = p✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛t❡❣♦r②✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ t❛r❣❡t❡❞ ❜② ▼✉❧t✐♥♦♠▲♦❣✐st❴❙t❞❉❛t❛❙❤❛r❡❞▲❛ss♦
✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❛♥❞ ❡q✉❛❧s p✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾



▲✐st❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①

✶✳✶ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ❆■❙ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺

✷✳✶ ❆✈❡r❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡s ✭✐♥ ♠✐♥✉t❡s✮ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡
K ♠♦❞❡❧s ✭❝♦♠♣✉t❡❞ ♦✈❡r ✺✵✯✸✯✺❂✼✺✵ r✉♥s✱ ✇❤❡r❡ ✺✵ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
r❡♣❧✐❝❛t❡s✱ ✸ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡s✐❣♥s ❛♥❞ ✺ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ρ ✈❛❧✉❡s✮✳ ❚❤❡
❝♦❧✉♠♥ ✶st ❬r❡s♣✳ ✷♥❞❪ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✜rst ❬r❡s♣✳ s❡❝♦♥❞❪ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
st✉❞②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✷✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥s✱ ❧❛❜❡❧s ❛♥❞ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ✐♥❥✉r✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺
✷✳✸ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ✈✐❝t✐♠s ❛♥❞ ✐♥❥✉r✐❡s ✐♥ ❡❛❝❤ str❛t✉♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻
✷✳✹ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ✐♥ ❡❛❝❤ str❛t✉♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

①✈✐✐



❈❤❛♣✐tr❡ ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

✶✳✶✳✶ ❈♦♥t❡①t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐❢ ❣é♥ér❛❧

▼❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s st❛t✐s✲

t✐q✉❡s ♠♦t✐✈é❡s ♣❛r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ é♣✐❞é♠✐♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ❝❛♥❝❡r ❡t ❞✉ r✐sq✉❡ ❡♥ ♠❛t✐èr❡

❞❡ sé❝✉r✐té r♦✉t✐èr❡✳

❉❡♣✉✐s ✷✵✵✹✱ ❧❡ ❝❛♥❝❡r ❡st ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❛✉s❡ ❞❡ ♠♦rt❛❧✐té ♣ré♠❛t✉ré❡ ❡♥ ❋r❛♥❝❡✱ ❞❡✈❛♥t

❧❡s ♠❛❧❛❞✐❡s ❝❛r❞✐♦✈❛s❝✉❧❛✐r❡s ✭❯❘▲✮✳ ❆ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠♦♥❞✐❛❧❡✱ ❧❡ ❈❡♥tr❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❞❡

r❡❝❤❡r❝❤❡ s✉r ❧❡ ❝❛♥❝❡r ✭❈■❘❈✮ ❡st✐♠❡ à ✾✱✺ ♠✐❧❧✐♦♥s ❞❡ ❞é❝ès ♣❛r ❝❛♥❝❡r ✭t♦✉s s❡①❡s ❡t â❣❡s

❝♦♥❢♦♥❞✉s✮✱ ❡t à ✶✽✱✶ ♠✐❧❧✐♦♥s ❞❡ ❝❛s ✐♥❝✐❞❡♥ts ❞❡ ❝❛♥❝❡r ❡♥ ✷✵✶✽ ✭❲❍❖✱ ❯❘▲✮✳ ❉✬❛♣rès

❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❊✉r♦st❛t ✭❯❘▲✮✱ ♣❧✉s ❞❡ ✶ ✸✷✵ ✵✵✵ ♣❡rs♦♥♥❡s ✭s♦✐t ✷✻✶ ♣♦✉r ✶✵✵ ✵✵✵ ❤❛❜✐t❛♥ts

❛♣rès st❛♥❞❛r❞✐s❛t✐♦♥✮ s♦♥t ❞é❝é❞é❡s ❞❡s s✉✐t❡s ❞✬✉♥ ❝❛♥❝❡r ❡♥ ✷✵✶✺✱ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✷✷✪ ❞❡s

❞é❝ès ❝❤❡③ ❧❡s ❢❡♠♠❡s ✭♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❝❛♥❝❡rs ❞✉ s❡✐♥ ❡t ❞✉ ♣♦✉♠♦♥✮ ❡t ✷✾✪ ❝❤❡③

❧❡s ❤♦♠♠❡s ✭❝❛♥❝❡r ❞✉ ♣♦✉♠♦♥ ❡t ❝❛♥❝❡r ❝♦❧♦r❡❝t❛❧✮ ✭❯❘▲✮✳ ❙❡❧♦♥ ❧✬■♥st✐t✉t ♥❛t✐♦♥❛❧

❞✉ ❝❛♥❝❡r ✭■◆❈❛✮✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❝❛s ❞❡ ❝❛♥❝❡r ♣♦✉r ❧✬❛♥♥é❡ ✷✵✶✽ ❡♥ ❋r❛♥❝❡

♠étr♦♣♦❧✐t❛✐♥❡ ❛ été ❡st✐♠é à ✸✽✷ ✵✵✵ ✭✷✵✹ ✻✵✵ ❝❤❡③ ❧✬❤♦♠♠❡ ❡t ✶✼✼ ✹✵✵ ❝❤❡③ ❧❛ ❢❡♠♠❡✮

✭❯❘▲✮✳

▲✬✐♥sé❝✉r✐té r♦✉t✐èr❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ❛✉tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛❥❡✉r ❞❡ s❛♥té ♣✉❜❧✐q✉❡✳ ❈❤❛q✉❡ ❛♥✲

♥é❡✱ ♦♥ ❝♦♠♣t❡ ♣❧✉s ❞❡ ✸ ✵✵✵ ❞é❝ès ❡t ✸✵✵ ✵✵✵ ❜❧❡ssés ♣❛r♠✐ ❧❡s ✈✐❝t✐♠❡s ❞✬❛❝❝✐❞❡♥ts ❞❡ ❧❛

r♦✉t❡ ❡♥ ❋r❛♥❝❡ ✲ ❧❡s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❥❡✉♥❡s ❡♥ ♣❛②❛♥t ❧❡ ♣❧✉s ❢♦rt tr✐❜✉t ✭❯❘▲✮✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r

✶

https://www.fondation-arc.org/le-cancer-en-chiffres
http://gco.iarc.fr/today/data/factsheets/cancers/39-All-cancers-fact-sheet.pdf
https://ec.europa.eu/eurostat/statistics-explained/index.php?title=File:Causes_of_death_%E2%80%94_diseases_of_the_circulatory_system,_residents,_2015_HLTH18.png
https://ec.europa.eu/eurostat/statistics-explained/index.php/Cancer_statistics#Deaths_from_cancer
https://www.fondation-arc.org/le-cancer-en-chiffres
https://www.who.int/fr/news-room/fact-sheets/detail/road-traffic-injuries


■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✷

s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ❞✐♠✐♥✉é s✉r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ✷✵✵✽✲✷✵✶✸✱ ❧❛ ♠♦rt❛❧✐té ♣❛r ❛❝❝✐❞❡♥t ❞❡ ❧❛ r♦✉t❡ ❡st

r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t st❛❜❧❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✳ ❉✬❛♣rès ❧✬❖❜s❡r✈❛t♦✐r❡ ♥❛t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r♠✐♥✐stér✐❡❧

❞❡ ❧❛ sé❝✉r✐té r♦✉t✐èr❡ ✭❖◆■❙❘✮✱ ✸ ✹✽✽ ♣❡rs♦♥♥❡s s♦♥t ❞é❝é❞é❡s ❡♥ ✷✵✶✽ ❡♥ ❋r❛♥❝❡ ❡♥t✐èr❡✱

✸ ✻✽✹ ❡♥ ✷✵✶✼✱ ❡t ✸ ✼✸✽ ❡♥ ✷✵✶✻ ✭❯❘▲✮✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜❧❡ssés ♣❛r ❛❝❝✐❞❡♥t ❞❡ ❧❛ r♦✉t❡

❡st✐♠é ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t st❛❜❧❡ ✿ ✼✸ ✷✺✸ ❡♥ ✷✵✶✽✱ ❡t ✼✻ ✽✹✵ ❡♥ ✷✵✶✼✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞✬❛♣rès ✉♥❡

ét✉❞❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜❧❡ssés t♦✉t❡s ❣r❛✈✐tés ❝♦♥❢♦♥❞✉❡s✱ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ❝❤✐✛r❡s ♣♦✉rr❛✐❡♥t

êtr❡ ❛ss❡③ ❧❛r❣❡♠❡♥t s♦✉s✲é✈❛❧✉és ✭❆♠♦r♦s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✳ ▲❡s ❝♦ûts ❡♥❣❡♥❞rés ♣❛r ❧✬✐♥sé❝✉✲

r✐té r♦✉t✐èr❡ ✭❝♦ûts ❞❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝❤❛r❣❡✱ ❤♦s♣✐t❛❧✐s❛t✐♦♥✱ réé❞✉❝❛t✐♦♥✱ ❡t ❝♦ûts ❧✐és

❛✉ ❞é✜❝✐t ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐té✮ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥❡ ❝❤❛r❣❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❧✬é❝♦♥♦♠✐❡ ❞❡ ❧✬❊t❛t✳ ❯♥

r❛♣♣♦rt ❞❡ ❧✬❖◆■❙❘ ❢❛✐t ét❛t ❞✉ ❝♦ût ❞❡s ❛❝❝✐❞❡♥ts ❝♦r♣♦r❡❧s ❡♥ ❋r❛♥❝❡ ♠étr♦♣♦❧✐t❛✐♥❡

q✉✐ s✬é❧è✈❡r❛✐t à ✸✽✱✸ ♠✐❧❧✐❛r❞s ❞✬❡✉r♦s✱ s♦✐t ✷✱✷✪ ❞✉ P■❇ ✭❖❜s❡r✈❛t♦✐r❡ ♥❛t✐♦♥❛❧ ■♥t❡r✲

♠✐♥✐stér✐❡❧ ❞❡ ❧❛ sé❝✉r✐té r♦✉t✐èr❡ ✷✵✶✼ ✿ ❯❘▲✮✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ✉♥ r❛♣♣♦rt s✉r ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥

❞❡ ❧❛ sé❝✉r✐té r♦✉t✐èr❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦♥❞❡ ♣✉❜❧✐é ❡♥ ✷✵✶✽ é✈♦q✉❡ q✉❡ ❧❡s ✧tr❛✉♠❛t✐s♠❡s s♦♥t

❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❝❛✉s❡ ❞❡ ❞é❝ès ❝❤❡③ ❧❡s ❡♥❢❛♥ts ❡t ❧❡s ❥❡✉♥❡s ❛❞✉❧t❡s ❞❡ ✺ à ✷✾

❛♥s✱ ♠❡tt❛♥t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛❝t✉❡❧ ♣♦✉r ❧❛ s❛♥té ❞❡

❧✬❡♥❢❛♥t ❡t ❞❡ ❧✬❛❞♦❧❡s❝❡♥t✧ ✭❲❍❖✱ ❘❛♣♣♦rt ❞❡ s✐t✉❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ sé❝✉r✐té r♦✉t✐èr❡ ❞❛♥s ❧❡

♠♦♥❞❡ ✷✵✶✽ ✿ ❯❘▲✮✳

❆ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❯♥✐♦♥ ❊✉r♦♣é❡♥♥❡✱ ✉♥ r❛♣♣♦rt ♣✉❜❧✐é ❡♥ ✷✵✶✻ ❢❛✐t ét❛t ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ✷✻ ✵✵✵

❞é❝ès ❧✐és ❛✉① ❛❝❝✐❞❡♥ts ❞❡ ❧❛ r♦✉t❡ ❡♥ ✷✵✶✺✱ r❡♣rés❡♥t❛♥t ♣rès ❞❡ ✺✱✶ ❞é❝ès s✉r ✶✵✵ ✵✵✵

❤❛❜✐t❛♥ts ❛♣rès st❛♥❞❛r❞✐s❛t✐♦♥ ✭❯❘▲✮✳ ❉✬❛♣rès ❝❡ ♠ê♠❡ r❛♣♣♦rt✱ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s

➱t❛ts ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❧✬❯❊✱ ❝✬❡st ❡♥ ❋r❛♥❝❡✱ ❡♥ ❆❧❧❡♠❛❣♥❡ ❡t ❡♥ ■t❛❧✐❡✱ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s

✈✐❝t✐♠❡s ❞❡ ❧❛ r♦✉t❡ ❛ été ❧❡ ♣❧✉s é❧❡✈é ❡♥ ✷✵✶✺✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ◆♦♠❜r❡ ❡st✐♠é ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❝❛s ❡t ❞❡ ❞é❝ès ❡♥ ✷✵✶✽ ❞❡ t♦✉s t②♣❡s ❞❡
❝❛♥❝❡rs ❞❛♥s ❧❡ ♠♦♥❞❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① s❡①❡s ❡t t♦✉s â❣❡s✳ ❙♦✉r❝❡ ✿ ●❧♦❜♦❝❛♥ ✷✵✶✽✱ ■❆❘❈✱

❖▼❙

https://www.onisr.securite-routiere.interieur.gouv.fr/contenus/sites/default/files/2019-05/ONISR%20Accidentalit%C3%A9%20routi%C3%A8re%202018%20vMS7.pdf
https://www.ladocumentationfrancaise.fr/var/storage/rapports-publics/184000252.pdf
https://www.who.int/violence_injury_prevention/road_safety_status/2018/French-Summary-GSRRS2018.pdf
https://ec.europa.eu/eurostat/documents/2995521/7734698/7-18112016-BP-EN.pdf/aa70763e-50e9-4c5e-ba8b-22cc18e5d282
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▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ❝❤✐✛r❡s s♦✉❧✐❣♥❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✉ ❝❛♥❝❡r ❡t ❞❡ ❧✬✐♥sé❝✉r✐té r♦✉t✐èr❡ ❡♥

t❡r♠❡ ❞❡ s❛♥té ♣✉❜❧✐q✉❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s ét✉❞❡s é♣✐❞é♠✐♦❧♦❣✐q✉❡s ✈✐s❛♥t à ét✉✲

❞✐❡r ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❝❛♥❝❡r ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❡t ❧❡ r✐sq✉❡ ❡♥ ♠❛t✐èr❡ ❞❡ sé❝✉r✐té r♦✉t✐èr❡ ❞✬❛✉tr❡

♣❛rt✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ▲✬❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ♠♦♥❞✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ s❛♥té ✭❖▼❙✮ ❞é✜♥✐t ❡♥ ✶✾✻✽

❧✬é♣✐❞é♠✐♦❧♦❣✐❡ ❝♦♠♠❡ ✧❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❛❧❛❞✐❡s ❡t ❞❡s ✐♥✈❛❧✐❞✐tés ❞❛♥s

❧❡s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❤✉♠❛✐♥❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡s q✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡♥t ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✧✳

❙❡❧♦♥ ❏❡♥✐❝❡❦ ❡t ❈❧ér♦✉①✱ ❧✬é♣✐❞é♠✐♦❧♦❣✐❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥ ✏r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡

❛♣♣❧✐q✉és à ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ s❛♥té✱ à ❧✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ét✐♦❧♦❣✐❡ ❡t à

❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ❧❡s ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡s✑ ✭❏❡♥✐❝❡❦ ❛♥❞ ❈❧ér♦✉①✱ ✶✾✾✹✮✳

❈❡tt❡ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ✈❛ ❞♦♥❝ ❛✉✲❞❡❧à ❞✉ s✐♠♣❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s é♣✐❞é♠✐❡s ❡t ❞❡s ♠❛✲

❧❛❞✐❡s ❝♦♥t❛❣✐❡✉s❡s✳ ❊❧❧❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t à ét✉❞✐❡r ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ s❛♥té ♣❧✉s

❝♦♠♣❧❡①❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ♠✉❧t✐❢❛❝t♦r✐❡❧ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ét✉❞✐és

✭●♦r✐✱ ✶✾✽✾✮✳

▲❡s ét✉❞❡s é♣✐❞é♠✐♦❧♦❣✐q✉❡s ❞✐t❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s s❡ ❞✐✈✐s❡♥t ❡♥ ❞❡✉① ❣r❛♥❞❡s ❝❛té❣♦✲

r✐❡s ✿ ❧❡s ét✉❞❡s ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡s✱ ❡t ❧❡s ét✉❞❡s ét✐♦❧♦❣✐q✉❡s ✭❇♦✉②❡r ❛♥❞ ❈♦r❞✐❡r✱ ✷✵✵✸✮✳ ▲❡s

❡♥q✉êt❡s ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡s ✭♣❛r ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✬ét✉❞❡s ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ r❡❣✐str❡s ❡t s♦♥❞❛❣❡s✮

✈✐s❡♥t à ❞é❝r✐r❡ ❧✬ét❛t ❞❡ s❛♥té ❞✬✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✿ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡✱ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡

♠❛❧❛❞✐❡✱ ❞✬✉♥ ❛❝❝✐❞❡♥t ✭❞❡ ❧❛ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ❣r❛✈✐té ❞✬✉♥❡ ❧és✐♦♥✱ ❡t❝✳ ✭❇♦✉②❡r

❛♥❞ ❈♦r❞✐❡r✱ ✷✵✵✸✮✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ❛♣❡rç✉ q✉❛♥t ❛✉① ❜❡s♦✐♥s

❞❡s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♣ré✈❡♥t✐♦♥ ❡t ❞❡ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ré❣✐♦♥❛❧❡ ♦✉ ♥❛✲

t✐♦♥❛❧❡ ✭❚❤❛❝❦❡r ❛♥❞ ❙tr♦✉♣✱ ✶✾✾✽✮✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡ ❢❛r❞❡❛✉ ❣❧♦❜❛❧ ❧✐é à ❝❡rt❛✐♥❡s

♠❛❧❛❞✐❡s✱ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s ❧❡ ✏❜✉r❞❡♥ ♦❢ ❞✐s❡❛s❡✑✱ à tr❛✈❡rs ❞❡s ❝r✐tèr❡s t❡❧s q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♥✲

♥é❡s ❞❡ ✈✐❡ ♣❡r❞✉❡s ❞û à ✉♥ ét❛t ❞❡ s❛♥té ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❡t❝✳ ✭Prüss✲Üstü♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✳ ▲❡s

ét✉❞❡s ét✐♦❧♦❣✐q✉❡s ✈✐s❡♥t q✉❛♥t à ❡❧❧❡s à ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ❞ét❡r♠✐♥❛♥ts ✭♦✉ ❝❛✉s❡s✮ ❞❡ ❧❛ ♠❛❧❛✲

❞✐❡ ♦✉ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ s❛♥té ét✉❞✐é✳ ❊❧❧❡s r❡♣♦s❡♥t s✉r ❞❡s ❛♥❛❧②s❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥

✭❇♦✉②❡r ❛♥❞ ❈♦r❞✐❡r✱ ✷✵✵✸✮✳

❈❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬ét✉❞❡ r❡♣♦s❡♥t s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✐t❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✲

♥❡❧❧❡s ✭♣❛r ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ♦✉ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s

r❡♣♦s❡♥t ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❡ss❛✐s ❝❧✐♥✐q✉❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❞✐s♣♦✲

♥✐❜❧❡s s♦♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❞ét❛✐❧❧é❡s ❡t ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① q✉❡ ❥✬❛✐ ❡✛❡❝t✉és ❛✉ ❝♦✉rs

❞❡ ♠❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t ♠✬♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛✐t ♠♦t✐✈é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥ é♣✐❞é♠✐♦❧♦❣✐❡ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ❡♥ sé❝✉r✐té

r♦✉t✐èr❡ ❡t ✈✐s❛✐t à ❞é❝r✐r❡ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡s ❧és✐♦♥s s✉❜✐❡s ♣❛r ❧❡s ✈✐❝t✐♠❡s ❞✬❛❝❝✐❞❡♥t ❞❡



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✹

❧❛ r♦✉t❡✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛✐t ♠♦t✐✈é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥ é♣✐❞é♠✐♦❧♦❣✐❡ ét✐♦❧♦❣✐q✉❡ ❞✉

❝❛♥❝❡r✱ ❡t ✈✐s❛✐t à ét✉❞✐❡r ❧❡ rô❧❡ ❝❛r❝✐♥♦❣è♥❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♠ét❛❜♦❧✐t❡s✳

✶✳✶✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ❧és✐♦♥s s✉❜✐❡s ♣❛r ❧❡s ✈✐❝t✐♠❡s ❞✬❛❝❝✐❞❡♥t ❞❡ ❧❛

r♦✉t❡

❊♥ ♠❛t✐èr❡ ❞✬é♣✐❞é♠✐♦❧♦❣✐❡ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ❡♥ sé❝✉r✐té r♦✉t✐èr❡✱ ✉♥ ♦✉t✐❧ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❡♥ ❋r❛♥❝❡

❡st ❧❡ ❘❡❣✐str❡ ❞✉ ❘❤ô♥❡✱ q✉✐ r❡❝❡♥s❡ ❡t ❞é❝r✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❧❡s ❞♦♠♠❛❣❡s ❝♦r♣♦✲

r❡❧s ❞❡s ✈✐❝t✐♠❡s ❞✬❛❝❝✐❞❡♥ts ❞❡ ❧❛ r♦✉t❡ s✉r✈❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡ ❞é♣❛rt❡♠❡♥t ❞✉ ❘❤ô♥❡ ❞❡♣✉✐s

✶✾✾✺✳ ▲✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡s ✈✐❝t✐♠❡s ❞❛♥s ❝❡ ❘❡❣✐str❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧✬❛❝❝✐❞❡♥t ✲ ❝❡❧✉✐✲❝✐

✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✭♣❛t✐♥s ❡t ♣❧❛♥❝❤❡s à r♦✉❧❡tt❡s ✐♥❝❧✉s✮✳

❈❡tt❡ ❜❛s❡ r❡❝❡♥s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ✶✵✵ ✵✵✵ ✈✐❝t✐♠❡s ❞✬❛❝❝✐❞❡♥t ❞❡ ❧❛ r♦✉t❡✳ P♦✉r ❝❤❛✲

❝✉♥❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✱ ✉♥ r❡❝✉❡✐❧ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡s ❜✐❧❛♥s ❧és✐♦♥♥❡❧s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s

❝✐r❝♦♥st❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛❝❝✐❞❡♥t s♦♥t ❡♥r❡❣✐strés ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡✳ ◗✉❛❧✐✜é ♣❛r ❧❡ ❈♦♠✐té ♥❛t✐♦♥❛❧

❞❡s ❘❡❣✐str❡s✱ s♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈✐té ❛ été ❡st✐♠é❡ à 73% ❡t 87% ♣♦✉r ❧❡s ❜❧❡ssés ♠✐♥❡✉rs✴♠♦✲

❞érés✱ ❡t ❧❡s ❜❧❡ssés ❣r❛✈❡s s✉r✈✐✈❛♥ts r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ▲✬é❝❤❡❧❧❡ ❆■❙ ✭❆❜❜r❡✈✐❛t❡❞ ■♥❥✉r②

❙❝❛❧❡✮ ✭❈♦♠♠✐tt❡❡ ♦♥ ▼❡❞✐❝❛❧ ❆s♣❡❝ts ♦❢ ❆✉t♦♠♦t✐✈❡ ❙❛❢❡t②✱ ✶✾✼✶✮ ❛ été ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r

❞é❝r✐r❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❛tt❡✐♥t❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r✐té ❝♦r♣♦r❡❧❧❡✱ q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ❞❡ s❛♥té

à ❝♦♥s✐❞ér❡r✳ ❈❡tt❡ é❝❤❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ ❛❝❝✐❞❡♥t♦❧♦❣✐❡

❞❡ ❧❛ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❛ été ét❛❜❧✐❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❛♥♥é❡s ✼✵ ♣❛r ❧✬❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❢♦r ❆❞✈❛♥❝❡✲

♠❡♥t ♦❢ ❆✉t♦♠♦t✐✈❡ ▼❡❞✐❝✐♥❡✭❆❆❆▼✮✳ ❊❧❧❡ ❛ ❡♥s✉✐t❡ été r❡♠❛♥✐é❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ❢♦✐s✳ ▲❛

✈❡rs✐♦♥ ✶✾✾✽ ❞❡ ❧✬❆■❙ ❛ été tr❛❞✉✐t❡ ❡♥ ❢r❛♥ç❛✐s ♣❛r ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐❢ ❡♥tr❡ ❧✬■♥r❡ts✱

■♥st✐t✉t ♥❛t✐♦♥❛❧ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s✉r ❧❡s tr❛♥s♣♦rts ❡t ❧❡✉r sé❝✉r✐té ✭▼✐r❡✐❧❧❡ ❈❤✐r♦♥✱ ❆♠✐♥❛

◆✬❉✐❛②❡✮✱ ❧❡ ❈❊❊❙❆❘✱ ❈❡♥tr❡ ❡✉r♦♣é❡♥ ❞✬ét✉❞❡s ❞❡ sé❝✉r✐té ❡t ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s r✐sq✉❡s✱

✭❍❡r✈é ●✉✐❧❧❡♠♦t✮✱ ❡t ❧✬■♥st✐t✉t ❞❡ ✈❡✐❧❧❡ s❛♥✐t❛✐r❡✱ ■♥❱❙ ✭❇❡rtr❛♥❞ ❚❤é❧♦t✮✳ ❈❡tt❡ tr❛✲

❞✉❝t✐♦♥ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥ r❛♣♣♦rt ♣✉❜❧✐é ♣❛r ❧✬■♥❱❙ ❡♥ ♦❝t♦❜r❡ ✷✵✵✹✱ t❛♥❞✐s q✉✬✉♥❡

❞❡r♥✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥ ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❞❡♣✉✐s ♠❛rs ✷✵✶✸ ✭❈♦♠♠✐tt❡❡ ♦♥ ▼❡❞✐❝❛❧ ❆s♣❡❝ts ♦❢ ❆✉✲

t♦♠♦t✐✈❡ ❙❛❢❡t②✱ ✶✾✼✶✮✳

▲❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❆❜❜r❡✈✐❛t❡❞ ■♥❥✉r② ❙❝❛❧❡ ✾✵ ✭❆■❙ ✾✵✮ ❛ été ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝♦❞❡r ❝❤❛q✉❡

❜❧❡ss✉r❡ q✉❡ ❧❛ ✈✐❝t✐♠❡ ❛ s✉❜✐❡✱ ❞é❝r✐✈❛♥t ❛✐♥s✐ s♦♥ t❛❜❧❡❛✉ ❧és✐♦♥♥❡❧✳ ❈❡tt❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

❞é❝r✐t ❧❡ t②♣❡ ❡t ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧és✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t s✐① ❝❤✐✛r❡s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤✐✛r❡



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✺

✐❞❡♥t✐✜❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞✉ ❝♦r♣s ❬❘❪ ✭têt❡✱ ✈✐s❛❣❡✱ ❝♦❧♦♥♥❡ ✈❡rté❜r❛❧❡✱ ❡t❝✳✮✱ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ✐❞❡♥✲

t✐✜❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛♥❛t♦♠✐q✉❡ ✭✈❛✐ss❡❛✉①✱ ♥❡r❢s✱ ❡t❝✳✮✱ ❧❡s tr♦✐s✐è♠❡ ❡t q✉❛tr✐è♠❡ ❝❤✐✛r❡s

✐❞❡♥t✐✜❡♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛♥❛t♦♠✐q✉❡ s♣é❝✐✜q✉❡✱ ♦✉ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❧és✐♦♥ ❧♦rsq✉✬✉♥❡ ③♦♥❡

❡♥t✐èr❡ ❡st ❛tt❡✐♥t❡ ❬❙❪ ✭❝♦❧♦♥♥❡ ✈❡rté❜r❛❧❡✱ ❝♦♥t✉s✐♦♥✱ ❜rû❧✉r❡✱ ❡t❝✳✮ ❡t ❧❡s ❝✐♥q✉✐è♠❡ ❡t

s✐①✐è♠❡ ♣ré❝✐s❡♥t ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❧és✐♦♥ ❬◆❪ ✭❢r❛❝t✉r❡s✱ r✉♣t✉r❡✱ ❧❛❝ér❛t✐♦♥✱ ❡t❝✳✮✳ ❱♦✐r q✉❡❧q✉❡s

❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ❆■❙ ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶✳

❚❛❜❧❡ ✶✳✶✿ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ❆■❙

❘ ❚ ❙ ◆ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥
✸ ✺ ✵✷ ✵✵ ❈♦✉✴❙q✉❡❧❡tt❡✴❍②♦ï❞❡✴❋r❛❝t✉r❡
✹ ✷ ✶✵ ✵✹ ❚❤♦r❛①✴❱❛✐ss❡❛✉①✴❆rtèr❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐r❡✴♣❧❛✐❡ ✭♣❡r❢♦r❛t✐♦♥✮
✺ ✹ ✶✹ ✶✵ ❆❜❞♦♠❡♥✴❖r❣❛♥❡s ✐♥t❡r♥❡s✴❏é❥✉♥✉♠✲✐❧é♦♥ ✭✐♥t❡st✐♥ ❣rê❧❡✮✴

❈♦♥t✉s✐♦♥ ✭❤é♠❛t♦♠❡✮

▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✉ ❘❡❣✐str❡ ♦♥t été ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ♣ré✈❛❧❡♥❝❡s✱ ❡t ❧❡✉rs

é✈♦❧✉t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✱ ❞❡s ❧és✐♦♥s s✉❜✐❡s ♣❛r ❧❡s ✈✐❝t✐♠❡s ❞✬❛❝❝✐❞❡♥t ❞❡ ❧❛ r♦✉t❡✳ ▲❛ ❞❡s✲

❝r✐♣t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❡t ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡ ❧❡✉rs ❧és✐♦♥s ✭③♦♥❡s ❝♦r♣♦r❡❧❧❡s ❡t ❣r❛✈✐té✮ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡✱

♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝❤❛r❣❡ ❞❡s ✈✐❝t✐♠❡s ✭▲❡❤♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳

❏✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✱ ❧❡s ét✉❞❡s ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡s ♠❡♥é❡s s✉r ❧❡ ❘❡❣✐str❡ ❞✉ ❘❤ô♥❡ ♦♥t ♣♦rté s✉r ❞❡s

❧és✐♦♥s ♣r✐s❡s ✐s♦❧é♠❡♥t✱ ♦✉ s✉r ❞❡s r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥ts ❡♥tr❡ ❧és✐♦♥s ✿ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡

❞❡ ❜❧❡ssés ❣r❛✈❡s ✭❆♠♦r♦s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✾✮✱ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s tr❛✉♠❛t✐sés ❝râ♥✐❡♥s ✭❑♦✉r❛ ❡t ❛❧✳✱

✷✵✶✹✮✱ ❡t❝✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t✱ ❧❡s ✈✐❝t✐♠❡s ❞✬❛❝❝✐❞❡♥ts ❞❡ ❧❛ r♦✉t❡ s♦♥t ❞❡s ♣♦❧②tr❛✉♠❛✲

t✐sés✳ ❯♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣❧✉s ✜♥❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❧és✐♦♥♥❡❧s ❞❡s ✈✐❝t✐♠❡s r❡♣♦s❡ ❛✐♥s✐ s✉r ❧❛

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡s ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ❡♥tr❡ ❧és✐♦♥s✳ ▲✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ t❡❧❧❡s

❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ✭❡✳❣✳ ❡st✲❝❡ q✉❡ ❧❡s ✈✐❝t✐♠❡s s♦✉✛r❛♥t ❞❡ ❧és✐♦♥s ❛✉① ♠❡♠❜r❡s ✐♥❢ér✐❡✉rs

s♦✉✛r❡♥t t②♣✐q✉❡♠❡♥t ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❞✬❛✉tr❡s ❧és✐♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t✮ r❡✈êt ❞❡✉① ✐♥térêts ♣r✐♥✲

❝✐♣❛✉①✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❜❡s♦✐♥s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ s❡r✈✐❝❡s ❞❡ s♦✐♥s ✿ ✉♥❡

❜♦♥♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❧és✐♦♥♥❡❧s✱ ❞❡s ✈✐❝t✐♠❡s ❞❛♥s ❧❡✉r ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❡st ♣r✐♠♦r✲

❞✐❛❧❡ ♣♦✉r ❛❞❛♣t❡r ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡✉r ❛❝❝✉❡✐❧ ❞❛♥s ❧❡s s❡r✈✐❝❡s ❞✬✉r❣❡♥❝❡✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ✐♥térêt

❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ ✉♥❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ é❧❡✈é❡ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❧és✐♦♥

❡①t❡r♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❢❛❝✐❧❡ à ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡r✱ ❡t ✉♥❡ ❧és✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ à

❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡r✱ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ s❡r❛ ❛❝❝♦r❞é❡ ❛✉① ✈✐❝t✐♠❡s s♦✉✛r❛♥t ❞❡

❝❡tt❡ ❧és✐♦♥ ❡①t❡r♥❡✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❡✉r r✐sq✉❡ ❞❡ s♦✉✛r✐r é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❧és✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡

❡st ♣❧✉s é❧❡✈é✳ P♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❧és✐♦♥♥❡❧s✱ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ❛ss♦✲

❝✐❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧és✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦♣té ♣♦✉r ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✈✐❛ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✻

❜✐♥❛✐r❡s✳ ❙❡❧♦♥ ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❆■❙✱ ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ ♣♦rt❛♥t s✉r

❧❡s ❛❝❝✐❞❡♥ts ❞❡ ❧❛ r♦✉t❡ ❝♦♥t❡♥❛✐t ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✶ ✸✹✽ ❝♦❞❡s ❞✐st✐♥❝ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t

à ✶ ✸✹✽ ❧és✐♦♥s ❞✐st✐♥❝t❡s✳ ❈❤❛q✉❡ ❧és✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡

❜✐♥❛✐r❡ q✉✐ éq✉✐✈❛✉t à 1 s✐ ❧❛ ✈✐❝t✐♠❡ s♦✉✛r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❧és✐♦♥ ❡t 0 s✐♥♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♠❡

♣❧✉s✐❡✉rs ❧és✐♦♥s ♦♥t ❞❡s ♣ré✈❛❧❡♥❝❡s très ❢❛✐❜❧❡s✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ♦♥t été r❡❣r♦✉♣é❡s✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r

❝♦♥✈❡rt✐ ❧❡ ❝♦❞❡ ❆■❙ ❡♥ ❝♦❞❡ ❈■▼✲✶✵ ✭❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡ ❞❡s ▼❛❧❛❞✐❡s ❡t ❞❡s

♠❛❧❛❞✐❡s ❛♣♣❛r❡♥té❡s✱ ✶✵è♠❡ ré✈✐s✐♦♥✮✱ ❞❡s r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥ts ♦♥t été ❢❛✐ts s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❛❞❛♣✲

t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❊❯❘❖❈❖❙❚ ✭▲②♦♥s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✱ ♣♦✉r ✜♥❛❧❡♠❡♥t tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ✸✻

❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❧és✐♦♥s✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ❛ ❛✐♥s✐ ♠❡♥é à ❝♦♥s✐❞ér❡r ✸✻ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜✐♥❛✐r❡s✱ U1, . . . , Up✱

♦ù Uj = 1✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❧és✐♦♥♥❡❧ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ✈✐❝t✐♠❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s

✉♥❡ ❜❧❡ss✉r❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉ j✲è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❊❯❘❖❈❖❙❚✳ ◆♦t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t

q✉❡ ❝❡s ✸✻ ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❧és✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❧❛ssés ❡♥ ✻ ❝❛té❣♦r✐❡s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛♣♣r♦①✐✲

♠❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ③♦♥❡s ❝♦r♣♦r❡❧❧❡s ✭✈♦✐r ❚❛❜❧❡ ✷✳✷✱ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✮✳ ❈❤❛q✉❡ ✈✐❝t✐♠❡

❡st ❛❧♦rs r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r U = (U1, ..., Up)
T ∈ {0, 1}p ❞❡ p ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜✐♥❛✐r❡s✱

❞♦♥t ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ j ✐♥❞✐q✉❡ s✐ ❧❛ ✈✐❝t✐♠❡ s♦✉✛r❛✐t ❞❡ ❧❛ ❧és✐♦♥ j ♦✉ ♣❛s✳ ❉❛♥s

❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❡st ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ q✉❛❞r❛✲

t✐q✉❡✱ é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣ ✭❈♦① ❛♥❞ ❲❡r♠✉t❤✱ ✶✾✾✹❀ ❍ö✢✐♥❣

❛♥❞ ❚✐❜s❤✐r❛♥✐✱ ✷✵✵✾❀ ❇❛♥❡r❥❡❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ❘❛✈✐❦✉♠❛r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣

s✉♣♣♦s❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ Θ
∗ = ((θ∗j )1≤j≤p, (θ

∗
j,ℓ)1≤j<ℓ≤p)

T ❞❛♥s

IRp(p+1)/2✱ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ✈❡❝t❡✉r u = (u1, ..., up) ∈ {0, 1}p✱ ❧❛ ❧♦✐ ❥♦✐♥t❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r

{U = u} ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

PΘ
∗(U = u) = exp

{ p∑

j=1

θ∗juj +
p−1∑

j=1

p∑

ℓ=j+1

θ∗j,ℓujuℓ −A(Θ∗)
}
. ✭✶✳✶✮

▲❛ log ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ A : IRp → IR ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ❣❛r❛♥t✐t q✉❡
∑

u∈{0,1}p PΘ(U = u) = 1 ♣♦✉r t♦✉t Θ ∈ IRp(p+1)/2✱ ❡t s❡ ❞é✜♥✐t ♣❛r

A(Θ) = log
∑

u∈{0,1}p
exp




p∑

j=1

θjuj +

p−1∑

j=1

p∑

ℓ=j+1

θj,ℓujuℓ


 . ✭✶✳✷✮

❈❡ ♠♦❞è❧❡ r❡♣♦s❡ ❞♦♥❝ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ p(p+1)/2 ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❛♣✲

♣❧✐❝❛t✐❢✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧és✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s p ✈❛✉t ✸✻✱❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s

t♦t❛❧ à ❡st✐♠❡r ✈❛✉t ❞♦♥❝ ✸✻✯✭✸✻✰✶✮✴✷✱ s♦✐t ✻✻✻ ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❢❛❝❡



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✼

à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐t ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✬❡s✲

t✐♠❛t✐♦♥ ✧❝❧❛ss✐q✉❡s✧ s♦♥t ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ✐♥♦♣ér❛♥t❡s✱ ❡t ♦♥ ❧❡✉r ♣ré❢èr❡ ❞❡s ✈❛r✐❛♥t❡s

♣é♥❛❧✐sé❡s ✭✈♦✐r ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✷ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ♣♦✉r ✉♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛

ré❣r❡ss✐♦♥✮✳

✶✳✶✳✸ ❊t✉❞❡ ❞✉ rô❧❡ ❝❛r❝✐♥♦❣è♥❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♠ét❛❜♦❧✐t❡s

P❧✉s✐❡✉rs ❣r❛♥❞❡s ❝♦❤♦rt❡s ♦♥t été ♠✐s❡s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❛✜♥ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s ❝❛✉s❡s

❡t ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ r✐sq✉❡s ❞❡s ❝❛♥❝❡rs✳ ❊♥ ❊✉r♦♣❡✱ ❧❛ ❝♦❤♦rt❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ Pr♦s♣❡❝t✐✈❡ ■♥✲

✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❈❛♥❝❡r ❛♥❞ ◆✉tr✐t✐♦♥ ✭❊P■❈✮ ♠❡♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❈■❘❈ ❡st ❧✬✉♥❡ ❞❡s ♣❧✉s

✐♠♣♦rt❛♥t❡s ét✉❞❡s ❞❡ ❝♦❤♦rt❡s ❛✉ ♠♦♥❞❡✱ ❛✈❡❝ ♣❧✉s ❞❡ ✺✷✶ ✵✵✵ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts r❡❝r✉tés

❞❛♥s ✶✵ ♣❛②s ❡✉r♦♣é❡♥s ❡t s✉✐✈✐s ❞❡♣✉✐s ♣❧✉s ❞❡ ✶✺ ❛♥s ✭■❆❘❈✱ ❯❘▲✮✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ✈✐s❡

à ét✉❞✐❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣r♦s♣❡❝t✐✈❡ ❧✬ét✐♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ❝❛♥❝❡r ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛❧✐♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛✉

♠♦❞❡ ❞❡ ✈✐❡✱ ❛✉① ❢❛❝t❡✉rs ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛✉①✱ ❛✐♥s✐ q✉✬❛✉① ❢❛❝t❡✉rs ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s ✲ ❞❡s

é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s s❛♥❣✉✐♥s ❛②❛♥t été ♣ré❧❡✈és ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❡✉r ✐♥✲

❝❧✉s✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡✳ ✭❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ✿ ❘✐❜♦❧✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ é♣✐❞é♠✐♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ❝❛♥❝❡r s✬✐♥tér❡ss❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛✉①

♠ét❛❜♦❧✐t❡s✱ ❡t à ❧❡✉r ❡✛❡t ❝❛r❝✐♥♦❣è♥❡ é✈❡♥t✉❡❧✳ ▲❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ s❛♥❣✉✐♥❡

✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ ❞❡s ♠ét❛❜♦❧✐t❡s s♦♥t✱ ❡♥ ❡✛❡t✱ à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❣é♥ét✐q✉❡s ❡t

❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛✉① ✭✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡ st②❧❡ ❞❡ ✈✐❡✮ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉✳ ■❧s ♣♦✉rr❛✐❡♥t ❞♦♥❝ ❡①♣❧✐q✉❡r

❧❡s ❡✛❡ts ❝❛r❝✐♥♦❣è♥❡s ❞✬❡①♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧❡ t❛❜❛❝✱ ❧✬❛❧❝♦♦❧✱ ❧❛ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❛t♠♦s♣❤ér✐q✉❡✱

♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❝❡✉① ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❣è♥❡s✳

❙✉r ❧❛ ❝♦❤♦rt❡ ❊P■❈✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ét✉❞❡s ♠ét❛❜♦❧♦♠✐q✉❡s ❝❛s✲té♠♦✐♥s ♥✐❝❤é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝♦✲

❤♦rt❡ ♦♥t été ❝♦♥❞✉✐t❡s ✭♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♣❧❛s♠❛t✐q✉❡s ❞❡

❝❡♥t❛✐♥❡s✱ ✈♦✐r❡ ❞❡ ♠✐❧❧✐❡rs✱ ❞❡ ♠ét❛❜♦❧✐t❡s s♦♥t ♠❡s✉rés✮ ✭❈❛r❛②♦❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❀ ❍✐s✱ ✷✵✶✾❀

❇❛❝❤❧❡❝❤♥❡r✱ ✷✵✶✻✮✳ P♦✉r r❛♣♣❡❧✱ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❝❛s✲té♠♦✐♥s ❝♦♥s✐st❡ à r❡❝r✉t❡r ❞❡s s✉❥❡ts

♣rés❡♥t❛♥t ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ❞❡ s❛♥té ét✉❞✐é ✭❧❡s ❝❛s✮✱ ❡t ♣❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣❡rs♦♥♥❡s ❝♦♠✲

♣❛r❛❜❧❡s ♠❛✐s ♥❡ ♣rés❡♥t❛♥t ♣❛s ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ❞❡ s❛♥té ét✉❞✐é ✭❧❡s té♠♦✐♥s✮✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡

❝♦❤♦rt❡ ❝♦♥s✐st❡ q✉❛♥t à ❡❧❧❡ ❡♥ ✉♥ s✉✐✈✐ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧✱ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡✱ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡

❞❡ s✉❥❡ts✳ ❈❡ t②♣❡ ❞✬ét✉❞❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❞❡s ❝❛r❛❝té✲

r✐st✐q✉❡s ❡t ❞❡s ❡①♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s s✉❥❡ts à ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦♠❡♥ts✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r

❧❛ s✉r✈❡♥✉❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡ ❞❛♥s ❝❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ s✉❥❡ts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ❡①♣♦s✐t✐♦♥ à

https://epic.iarc.fr/
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✉♥ ❢❛❝t❡✉r ♣rés✉♠é ❝❛✉s❛❧ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ét✉❞❡ ❝❛s✲té♠♦✐♥s

♥✐❝❤é❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦❤♦rt❡✱ ❧❡s ❝❛s ❡t ❧❡s té♠♦✐♥s s♦♥t r❡❝r✉tés à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❝♦❤♦rt❡ ❞é❥à

❡①✐st❛♥t❡✱ ❡t ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♦♥t ❞é❥à été ❡♥r❡❣✐stré❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ r❡❝r✉t❛♥t

t♦✉s ❧❡s s✉❥❡ts ❞♦♥t ❧❛ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡ ❞✬ét✉❞❡ ❛ été ❞é❝❧❛ré❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦❤♦rt❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s

s✉❥❡ts s❡♠❜❧❛❜❧❡s ❛✉① ❝❛s✱ ♠❛✐s ❞♦♥t ❧❛ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡ ♥✬❛ ♣❛s été ❞é❝❧❛ré❡✮✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡s ét✉❞❡s ❡st ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ♠ét❛❜♦❧✐t❡s s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬êtr❡ ❛ss♦❝✐és ❛✉

r✐sq✉❡ ❞❡ ❝❛♥❝❡r✳ ▲à ❡♥❝♦r❡✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s s❡ ❤❡✉rt❡♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡

❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣é♥❛❧✐sé❡s ♣❡✉✈❡♥t ❢♦✉r♥✐r

✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

✶✳✷ ▼ét❤♦❞❡s ♣é♥❛❧✐sé❡s

P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬❡①♣♦sé✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ s✐♠♣❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥

❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡ ♥♦s ❛r❣✉♠❡♥ts s✬ét❡♥❞❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t à ❞✬❛✉tr❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡

ré❣r❡ss✐♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❣é♥ér❛❧✐sés✱ ❧❡s

♠♦❞è❧❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s✉r✈✐❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈♦①✮✱

❡t❝✳

▼♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r m ≥ 1✱ ♥♦t♦♥s [m] ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

{1, ...,m}✳ ❙♦✐t X ∈ IRn∗p✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✭❞ét❡r♠✐♥✐st❡✮ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s n

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s xi = (xi,1, ..., xi,p) ∈ IRp ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ p ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♣♦✉r i ∈ [n]✳ ❙♦✐t

Xj = (x1,j , ..., xn,j) ∈ IRn✱ ❧❛ j✲è♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ X✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① n ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡

❧❛ ❥✲è♠❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♣♦✉r j ∈ [p]✳ ❙♦✐t Y = (y1, ..., yn)
T ∈ IRn✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ré♣♦♥s❡ ❛ss♦❝✐é✱

t❡❧ q✉❡

Y = Xβ∗ + ǫ =

p∑

j=1

β∗jXj + ǫ ✭✶✳✸✮

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ β∗ = (β∗1 , ..., β
∗
p) ∈ IRp ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ✭✐♥❝♦♥♥✉✮ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡

❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥✱ ♦ù β∗j tr❛❞✉✐t ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ Xj s✉r Y✳ ●é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s

s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉ ✈❡❝t❡✉rs ǫ = (ǫ1, ..., ǫn) ∈ IRn s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t

✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s ✭i.i.d✮ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ N(0, σ2) ❛✈❡❝ σ > 0 ✜①❡ ♠❛✐s

✐♥❝♦♥♥✉✳
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▼♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ♦r❞✐♥❛✐r❡ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r β∗ ❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ♦r❞✐♥❛✐r❡s ✭▼❈❖✮✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝❛rrés ❞❡s

rés✐❞✉s✳ ▲✬❡st✐♠❛t❡✉r β̂
MCO

❞❡ β∗ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r

β̂
MCO ∈ argmin

β∈IRp

||Y −Xβ||22,

♦ù ♣♦✉r a ∈ IRn✱ ||a||22 =
√∑n

i=1 a
2
i ✳ ▲✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ▼❈❖ ❡st ét❛❜❧✐ ❧♦rsq✉❡ ❧❛

♠❛tr✐❝❡ X ❡st ❞❡ r❛♥❣ p✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

β̂
MCO

= (XT
X)−1

X
T
Y.

▲❡s ♣r♦♣r✐étés t❤é♦r✐q✉❡s ❞❡ ❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r s♦♥t ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧♦rsq✉❡

rg(X) = p ✭❝❛s ♦ù p ≤ n✮✱ s♦♥ ❡rr❡✉r ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡

❞❡
||X(β̂

MCO − β∗)||22
n

= OP

( p
n

)
.

❉✬❛♣rès ❝❡ rés✉❧t❛t✱ ❧♦rsq✉❡ p ❡st ✜①❡✱ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ t❡♥❞

✈❡rs ✵ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ n−1 ❛✈❡❝ n → ∞✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❞✬❛♣rès ❝❡ rés✉❧t❛t✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡

❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡s ▼❈❖ s♦✉✛r❡ ❞✉ ✢é❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✿ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✐ p = nα✱ ❛✈❡❝

0 < α < 1✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✈❡rs ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ t❡♥❞ ✈❡rs ✵ ❡st ♥♦♥ ♣❛s

n−1✱ ♠❛✐s n−(1−α)✳

◆é❛♥♠♦✐♥s✱ q✉❛♥❞ p > n ✲ s♦✐t ♣❡✉ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s✱ ♠❛✐s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❝❤❛❝✉♥

✲ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ XT
X ♥✬❡st ♣❧✉s ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳ ❯♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é❡ ♣♦✉r ❧❡

♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ▼❈❖✳ ▲❛ ♥♦♥✲✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ βMCO ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ré❡❧❧❡ ❞✐✣❝✉❧té s✉r

❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡t ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳

❊♥ rè❣❧❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ▼❈❖✱ s❛✉❢ ❡♥ t✐r❛♥t ♣r♦✜t ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s

♣ré❛❧❛❜❧❡s ✭♦✉ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s✮ ✿ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✳

❉✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣é♥❛❧✐sé❡s s♦♥t ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r

▼❈❖✳ ❊❧❧❡s ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ♣é♥❛❧✐sés ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

β̂
pen

= argmin
β∈IRp

||Y −Xβ||22 + pen(β), ✭✶✳✹✮

♦ù pen(.) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❡❧❧❡ ❞❡ β ∈ IRp✳ ❉✐✛ér❡♥ts ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥

pen(.) s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ✭♦✉ ❤②♣♦t❤ès❡✮✳
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P❛r❝✐♠♦♥✐❡✴✲❙♣❛rs✐t② ❉❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ✐❧ ❡st

❧é❣✐t✐♠❡ ❞❡ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ s❡✉❧ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st ré❡❧❧❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é

à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ré♣♦♥s❡ Y✳ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts β∗ ❡st

♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉① ✭✧s♣❛rs❡✧ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮✱ ✐✳❡✳ q✉❡ ♣❡✉ ❞❡ s❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s β∗j , j ∈ {1, ..., p}
s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ③ér♦✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ s✉♣♣♦rt S(β∗) ❞❡ β∗ ♣❛r ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

♥♦♥✲♥✉❧s ❞❡ β∗ ✿

S(β∗) = {j : β∗j 6= 0}.

❙✐ β∗j = 0✱ ❛❧♦rs ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Xj ♥✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛s ❧❛ ré♣♦♥s❡ Y✳ ❚r♦✉✈❡r S(β∗)✱ ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡

β∗ ❡st ❞♦♥❝ éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s

✐♥tér❡ss♦♥s à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ β∗ ❡t à ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s β∗j ♥♦♥✲♥✉❧s✳

✶✳✷✳✶ ▼ét❤♦❞❡s ♣é♥❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉①

◆♦r♠❡ ℓ0 P♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s

s♦❧✉t✐♦♥s ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡s ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♣é♥❛❧✐té ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ ℓ0 ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥

✭✶✳✹✮✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ penℓ0(β) = λ||β||0 = λ
∑p

j=1 I(βj 6= 0) ❡t I(.) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡✳

▼❛✐s ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❝♦rr❡♣♦♥❞❛♥t ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭◆P✲❞✉r

à ❝❛❧❝✉❧❡r✱ ◆❛t❛r❛❥❛♥✱ ✶✾✾✺✮✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ q✉✐ ❡♥❝♦✉r❛❣❡ ❧❛ s♣❛rs✐té ❞✉ ✈❡❝t❡✉r

❡st✐♠é ❡st ❧❡ ▲❛ss♦✱ q✉✐ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ♥♦r♠❡ ℓ1 ✿ penlasso(β) =

λ||β||1 = λ
∑p

j=1 |βj |✳

▲❛ss♦ ✿ ▲❡❛st ❆❜s♦❧✉t❡ ❙❤r✐♥❦❛❣❡ ❛♥❞ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❖♣❡r❛t♦r ▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ❧❛ss♦

✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❚✐❜s❤✐r❛♥✐ ✭✶✾✾✻✮ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

β̂
lasso

λ ∈ argmin
β∈IRp

||Y −Xβ||22 + λ||β||1,

♣♦✉r λ ≥ 0✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ éq✉✐✈❛✉t à ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✿

β̂
lasso

t ∈ argmin
β∈IRp

||Y −Xβ||22 s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡
p∑

j=1

|βj | ≤ t ✭✶✳✺✮

♦ù t ≥ 0✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ r✐❞❣❡✱ q✉✐ ❡❧❧❡ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r

❧❛ ♥♦r♠❡ ℓ2✱ ❧❡ ❧❛ss♦ ♦♣èr❡ t②♣✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛✲

t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ▲❡ t❡r♠❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐té ||β||1 rétré❝✐t ❝❡rt❛✐♥❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ β̂
lasso

λ
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✈❡rs ③ér♦ ❡t ❡♥ ♠❡t ❞✬❛✉tr❡s é❣❛✉① à ③ér♦✳ ▲❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣é♥❛❧✐té ❡st ❝♦♥tr♦❧é❡ ♣❛r λ

✭♦✉ t✮✳ P♦✉r λ = 0 ✭✐✳❡✳ t → ∞✮✱ ❧❡ ❧❛ss♦ ❝♦rr❡♣♦♥❞ à ✉♥❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥❡❛✐r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡

✭β̂
lasso

0 = β̂
MCO

✮✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♣♦✉r λ→ ∞ ✭✐✳❡✳ t = 0✮✱ t♦✉s ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t

♥✉❧❧❡s ✭β̂
lasso

λ→∞ = 0p)✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ λ ❝♦♥trô❧❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥

❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛ t❡♥❞❛♥❝❡ à êtr❡ ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡ q✉❡ λ ❡st

❣r❛♥❞ ❬♦✉ q✉❡ t ❡st ♣❡t✐t❪ ✳ ❉♦♥❝ ♣♦✉r λ > 0✱ ❧❡ ❧❛ss♦ ♣r♦❞✉✐t t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s

♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡s✱ ✐✳❡✳ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r β̂
lasso

λ ❡st s♣❛rs❡✱ ✐✳❡✳ card{S(β̂lasso

λ )} << p✳

▲❡ ▲❛ss♦ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣♦♣✉❧❛✐r❡ ❡♥ ✈❡rt✉ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés t❤é♦r✐q✉❡s ❞❡s

❡st✐♠❛t❡✉rs q✉✬❡❧❧❡ r❡♥✈♦✐❡ ✭✈♦✐r ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t✮✱ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡①✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s✉r ❧❡q✉❡❧ ❡❧❧❡ r❡♣♦s❡✳ ▼ê♠❡ s✐ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①♣❧✐✲

❝✐t❡✱ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s r❛♣✐❞❡s ❡①✐st❡♥t ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ t❡❧s q✉❡ ❧❡ ❧❛rs ✭❊❢r♦♥

❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮ ♦✉ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❞❡s❝❡♥t ✭❋r✐❡❞♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳

❙♦✉s ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞❡s✐❣♥ X ❡t ♣♦✉r ✉♥ ❝❤♦✐① ❛♣♣r♦♣r✐é ❞✉

♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐té λ✱ ✐❧ ❛ été ét❛❜❧✐ q✉✬❛✈❡❝ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱ ❧❡ ❧❛ss♦ r❡tr♦✉✈❡

❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ ✈r❛✐ s✉♣♣♦rt ✭✐✳❡✳ ❧❡ ✈r❛✐ s✐❣♥❛❧ ❞✉ s✉♣♣♦rt✮ ✭❩❤❛♦ ❛♥❞ ❨✉✱ ✷✵✵✻❀ ❲❛✐♥✲

✇r✐❣❤t✱ ✷✵✵✾✮✳ ▲❡ ❧❛ss♦ ❡st ❛❧♦rs ❞✐t ❝♦♥s✐st❛♥t ❡♥ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♦✉ s♣❛rs✐st❡♥t✳

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐rr❡♣rés❡♥t❛❜✐❧✐té ❡st ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡

❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s✳ ◆♦t♦♥s S∗ = S(β∗) ❡t S∗
c s♦♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ X

∗
S

❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s n × |S∗| q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ X ❞♦♥t

❧✬✐♥❞✐❝❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ S∗✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐rr❡♣r❡s❡♥t❛❜✐❧✐té ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ s✐ ✿

✖ ♣♦✉r γ ∈]0, 1] ✿
||XT

S∗

c
XS∗(XT

S∗XS∗)−1||∞ ≤ (1− γ)

♦ù ||.||∞ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L∞ ❀ ♣♦✉r t♦✉t M ∈ IRm×n✱ ❝❡tt❡ ♥♦r♠❡ ❡st ❞é✜♥✐❡

♣❛r ||M ||∞ = max
i=1,...,m

∑n
j=1 |Mi,j |✳

✖ ♣♦✉r Cmin > 0 ✿

Λmin(
1

n
X

T
S∗XS∗) ≤ Cmin

♦ù Λmin(M) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M ✳

❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐rr❡♣rés❡♥t❛❜✐❧✐té st✐♣✉❧❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ r❡str❡✐♥t à S∗

❡st ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ❡t q✉❡ ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ Sc ♥❡ s♦♥t ♣❛s tr♦♣ ❛❧✐❣♥é❡s ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡s ❞❡ S∗✳

❙♦✉s ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱ ✐❧ ❛ été ét❛❜❧✐ q✉✬❛✈❡❝ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✿
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✖ ❧❡ ❧❛ss♦ ❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡ β̂
lasso ∈ IRp ❛✈❡❝ S(β̂

lasso

λ ) ⊆ S(β∗) ❡t s❛t✐s❢❛✐t ❧❛

❧✐♠✐t❡ l∞

||β̂lasso

S∗ − β∗
S∗ ||∞ ≤

[
||(XT

S∗XS∗/n)−1||∞ +
4σ√
Cmin

]

︸ ︷︷ ︸
g(λn)

✖ ❙✐ min
j∈S∗

|β∗j | > g(λn)✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❧❛ss♦ r❡tr♦✉✈❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ ✈r❛✐ s✐❣♥❛❧ ❞✉ s✉♣♣♦rt

✭✐✳❡✳ sign(β̂
lasso

) = sign(β∗)✮

❱♦✐r ❲❛✐♥✇r✐❣❤t ✭✷✵✵✾✮✱ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳

❙♦✉s ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞❡s✐❣♥ X✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r ✭❇✐❝❦❡❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮

q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡st ♦r❛❝✉❧❛✐r❡✱ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡

||X(β̂
lasso − β∗)||22
n

= OP

(
|S∗| log(p)

n

)
.

P♦✉r ré❝❛♣✐t✉❧❡r✱ ❧❡ ❧❛ss♦ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡s ✭s♣❛rs❡✮✱ ❝♦♠❜✐♥❡ ❞❡

❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ♥✉♠ér✐q✉❡s ✭❝♦♥✈❡①✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✮ ❡t✱ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱ ❞❡

❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés t❤é♦r✐q✉❡s ✭❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❡♥ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡rr❡✉r ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥

♦r❛❝✉❧❛✐r❡✮✳

✶✳✸ ▲❡ ❝❛s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s str❛t✐✜é❡s

✶✳✸✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s

▲❡s ❛♥❛❧②s❡s ❡♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s s♦♥t ❢réq✉❡♠♠❡♥t ré❛❧✐sé❡s ❡♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t ❞❡s ❛♥❛❧②s❡s

♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❡♥ é♣✐❞é♠✐♦❧♦❣✐❡✳ ▲❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐s s❡❧♦♥ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ✭s❡①❡✱

â❣❡✱ t②♣❡ ❞✬✉s❛❣❡r✱ s♦✉s✲t②♣❡s ❞❡ ♠❛❧❛❞✐❡s✱ ❡t❝✳✮✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞❡ ♣❛✲

t✐❡♥ts✴♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✴✈✐❝t✐♠❡s✱ ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥ é✈è♥❡♠❡♥t ❞❡ s❛♥té ❛✉ s❡✐♥ ❞❡

❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡✳ ▲✬✐♥térêt ❡st s♦✉✈❡♥t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡

❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ r✐sq✉❡s ❞❡ ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t ❞✬✐♥térêt ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝r✐tèr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r

❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❛❝❝✐❞❡♥ts ❞❡ ❧❛ r♦✉t❡✱ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❛❝❝✐✲

❞❡♥t ❥♦✉❡♥t ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❧és✐♦♥s s✉❜✐❡s ♣❛r ❧❡s ✈✐❝t✐♠❡s✳ ❉❛♥s

❝❡ s❡♥s✱ ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① ❧és✐♦♥♥❡❧s s♦♥t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡ ✈❛r✐❡r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❞✬✉s❛❣❡r

❞❡ ❧❛ r♦✉t❡ ✿ ♣✐ét♦♥s✱ ♦❝❝✉♣❛♥ts ❞✬✉♥❡ ✈♦✐t✉r❡✱ ♠♦t❛r❞s✱ ❝②❝❧✐st❡s✱ ❡t❝✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞♦♥❝
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❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❧és✐♦♥s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❞✬✉s❛❣❡r ❞❡ ❧❛ r♦✉t❡✱ ❝❡

q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞♦♥❝ à ét✉❞✐❡r ❞❡s ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧és✐♦♥s à tr❛✈❡rs ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s

♣ré❞é✜♥✐s ❞❡ ✈✐❝t✐♠❡s✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ❝❛♥❝❡r ❞✉ s❡✐♥✱ ❡t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s

❣é♥ér❛❧❡ ❡♥ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❝❧✐♥✐q✉❡✱ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞✬✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡st ét✉❞✐é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t s✉r

❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❡s ❡✛❡ts ❞✐✛ér❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ré✈é❧és ♣❛r♠✐ ❞❡s

s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿ s♦✉s✲t②♣❡s ❞❡ ❞✐❛❜ét✐q✉❡s✮✳ ❉❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① s✐t✉❛✲

t✐♦♥s✱ ❧❡s ❛♥❛❧②s❡s ❡♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s r❡✈✐❡♥♥❡♥t à ❡st✐♠❡r K ❢♦✐s ♣❧✉s ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ♦ù

K ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐té ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❡st ❧❡

♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❛tt❡♥❞✉❡ ✿ ❝❡rt❛✐♥s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ r✐sq✉❡ s♦♥t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬êtr❡ ♣❛rt❛❣és ♣❛r

❝❡rt❛✐♥s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s✱ ❡t ❝❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ r✐sq✉❡ ❝♦♠♠✉♥s ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ❧❡ ♠ê♠❡ ♥✐✈❡❛✉

❞✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t ❞✬✐♥térêt ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s✳

❉❡ ❢❛✐t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣♦✉✈♦✐r t✐r❡r ♣r♦✜t ❞❡ ❝❡tt❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐té ♣❛r ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡

❛❞éq✉❛t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ str✉❝t✉ré❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ✭❇❛❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❛

❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ❡t ❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭❱✐❛❧❧♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻✮✳

▲♦rsq✉❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s à ❡st✐♠❡r ❡st ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❛ été

❛❜♦r❞é ❝✐✲❞❡ss✉s✮✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ t✐r❡r ♣r♦✜t ❞❡ t♦✉t❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❛

♣r✐♦r✐✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ s♣❛rs✐té ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s β∗✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s str❛✲

t✐✜é❡s✱ ♦✉ ❡♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s✱ ♦ù K ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t à ❡st✐♠❡r (β(1)∗, ...,β(K)∗)✱

♦♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❤❡r❝❤❡r à t✐r❡r ♣r♦✜t ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭♦✉ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡✮ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t

❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❤étér♦❣é♥é✐tés é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ❡♥tr❡

❝❡s s♦✉s✲ ❣r♦✉♣❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r ❞❡s ❡✛❡ts ❞✉ t❛❜❛❝ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t s✬❛✈ér❡r

❞✐✛ér❡♥ts ❡♥tr❡ ❧❡s ❤♦♠♠❡s ❡t ❧❡s ❢❡♠♠❡s ✭✐♥térêt ✧❝❧✐♥✐q✉❡✧✮✳

❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❛ ♣é♥❛❧✐té ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣♦✉r ❧❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦

♣♦✉r t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❛tt❡♥❞✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s K ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ à ❡st✐✲

♠❡r✱ s❛♥s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t ♠❛sq✉❡r ❧❡s ❤❡t❡r♦❣é♥é✐tés é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ❡①✐st❛♥t ❡♥tr❡ ❝❡s ✈❡❝t❡✉rs

✭●r♦ss ❛♥❞ ❚✐❜s❤✐r❛♥✐✱ ✷✵✶✻❀ ❖❧❧✐❡r ❛♥❞ ❱✐❛❧❧♦♥✱ ✷✵✶✼✮✳

✶✳✸✳✷ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦

✶✳✸✳✷✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s

❙♦✐t ✉♥ n✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✱ n ≥ 1✱ t❡❧ q✉❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ i ∈ [n] ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ tr✐♣❧❡t (Yi, xi, Zi)

♦ù Yi ∈ IR ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬✐♥térêt✱ xi ∈ IRp ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡t Zi ∈ [K] ❧❛
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✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❛té❣♦r✐❡❧❧❡ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❛ str❛t❡ ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ i✳ ❙♦✐t nk =
∑

i∈[n] I(Zi = k)✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ str❛t❡ k✱ s✐ ❜✐❡♥ q✉❡ n =
∑

k∈[K] nk✳

P♦✉r t♦✉t k ∈ [K]✱ s♦✐tX(k) ∈ IRnk×p✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✭❞ét❡r♠✐♥✐st❡✮ r❡♣rés❡♥t❛♥t

❧❡s nk ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s xi = (x
(k)
i,1 , ..., x

(k)
i,p ) ∈ IRp ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ p ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♣♦✉r i ∈

[nk]✳ ❙♦✐t X
(k)
j = (x

(k)
1,j , ..., x

(k)
n,j) ∈ IRn

k ✱ ❧❛ ❥✲è♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ X
(k)✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① nk

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❥✲è♠❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♣♦✉r j ∈ [p]✳ ❙♦✐t Y(k) = (y
(k)
1 , ..., y

(k)
nk

)T ∈ IRnk ❡st

❧❡ ✈❡❝t❡✉r ré♣♦♥s❡ ❛ss♦❝✐é✱ t❡❧ q✉❡

Y
(k) = X

(k)β(k)∗ + ǫ(k) =

p∑

j=1

β
(k)∗
j X

(k)
j + ǫ(k) ♣♦✉r t♦✉t k ∈ [K]. ✭✶✳✻✮

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ β(k)∗ = (β
(k)∗
1 , ..., β

(k)∗
p ) ∈ IRp ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ✭✐♥❝♦♥♥✉✮ ❞❡s

❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥✱ ♦ù β
(k)∗
j tr❛❞✉✐t ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ Xj s✉r Y

❞❛♥s ❧❛ str❛t❡ k✳ ●é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ǫ(k) =

(ǫ
(k)
1 , ..., ǫ

(k)
nk

) ∈ IRnk s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s ✭i.i.d✮ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐

♥♦r♠❛❧❡ N(0, σ2) ❛✈❡❝ σ > 0 ✜①❡ ♠❛✐s ✐♥❝♦♥♥✉✳

✶✳✸✳✷✳✷ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✉r✲♣❛r❛♠étré❡ s✉✐✈❛♥t❡

❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ β(k)∗j

β
(k)∗
j = µ∗j + γ

(k)∗
j , ✭✶✳✼✮

♣♦✉r t♦✉t j ∈ [p] ❛♥❞ k ∈ [K]✳ ■❝✐✱ µ∗j ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡

❧❛ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ j ❡t ❡st ❝♦♠♠✉♥ à t♦✉t❡s ❧❡s str❛t❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ γ∗j ❝❛♣t❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉

♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧❛ str❛t❡ k ❛✉t♦✉r ❞❡ µ∗j ✳

▼ê♠❡ s✐ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭✶✳✼✮ ❡st s✉r✲♣❛r❛♠étré❡✱ ❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡s ✐❞é❡s ❞✉ ❧❛ss♦ q✉✐

r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❛r ❧❛ ♥♦r♠❡ ℓ1✱ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡

µ∗j ❡t γ(k)∗j ♣♦✉r k ∈ [K] ❡t j ∈ [p]✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞ér✐✈é❡s ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡ s✉✐✈❛♥t
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(µ̂, γ̂(1), ..., γ̂(K)) ∈ ❛r❣♠✐♥
µ,γ(1),...,γ(K)

K∑

k=1

||Y(k)−X
(k)(µ+γ(k))||22+λ1||µ||1+

K∑

k=1

λ
(k)
2 ||γ(k)||1,

✭✶✳✽✮

♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❛♣♣r♦♣r✐é❡s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ λ1 ≥ 0 ❡t λ(k)2 ≥ 0 ♣♦✉r

t♦✉t k ∈ [K]✳ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ r❡✈✐❡♥t à ❞é✜♥✐r ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s (β̂
DSL(1)

, ..., β̂
DSL(K)

)

❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ β̂
DSL(k)

= µ̂ + γ̂(k)✳ ▲❛ ♣é♥❛❧✐té s✉r ||µ||1 ❡♥❝♦✉r❛❣❡ ❧❛ s♣❛rs✐té ❞✉ ✈❡❝t❡✉r

❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❣❧♦❜❛✉①✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❝❡❧❧❡ s✉r ||γ(k)||1 ❡♥❝♦✉r❛❣❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❡♥tr❡ ❧❡s

✈❡❝t❡✉rs β̂
DSL(k)

✳

▲❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ✭✶✳✽✮ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝r✐tèr❡ s✉✐✈❛♥t

K∑

k=1

||Y(k) −X
(k)β(k)||22 + λ1

(
||µ||1 +

K∑

k=1

λ
(k)
2

λ1
||β(k) − µ||1

)
✭✶✳✾✮

❛✈❡❝ β(k) ∈ IRp ♣♦✉r t♦✉t k ∈ [K] ❡t µ ∈ IRp✳ ■❧ ❡st ❛✐♥s✐ ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ µ̂j ❡st ✉♥❡ ✈❡r✲

s✐♦♥ s❤r✉♥❦é❡ ❡t ♣♦♥❞éré❡ ❞❡ ❧❛ ♠é❞✐❛♥❡ ❞❡ (β̂(1)j , ..., β̂
(K)
j ) q✉✬♦♥ ♥♦t❡ ❲❙♠❡❞✐❛♥τ (β̂1,j , ...β̂K,j)

❛✈❡❝ τ = (τ1, ..., τK) ❡t τk = λ
(k)
2 /λ1 ❀ ❡♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛ µ̂j ∈ ❛r❣♠✐♥

b
(|b|+∑K

k=1 τk|β̂
(k)
j − b|)✳

❉♦♥❝✱ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡st✐♠é ❞❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ j ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ s❤r✉♥❦é❡

❡t ♣♦♥❞éré❡ ❞❡ ❧❛ ♠é❞✐❛♥❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ j à tr❛✈❡rs ❧❡s str❛t❡s✳

❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s (β̂
DSL(1)

, ..., β̂
DSL(K)

) s♦♥t ❡♥❝♦✉r❛❣é❡s à êtr❡ ♣r♦❝❤❡s

❞❡ ❧❡✉r ♠é❞✐❛♥❡ s❤r✉♥❦é❡ ❡t ♣♦♥❞éré❡ µ̂ = (µ̂1, ..., µ̂p) ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ℓ1✳

❖♥ ♥♦t❡ C ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♥♦♥ ♥✉❧s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❉❛t❛✲

❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r CDSL = ||µ∗||0 +
∑

k ||β(k)∗ − µ∗||0 ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✮✳

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ♠♦♥tr♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡

❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❧✉s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❜❛sé❡s s✉r ❞✬❛✉tr❡s

♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s s♦✉s ❧❛

❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭✶✳✼✮✳

✶✳✸✳✷✳✸ P♦♦❧❡❞ ▲❛ss♦

❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♥é❣❧✐❣❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉① str❛t❡s ❡t

❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ β(1)∗ = ... = β(K)∗ = β∗✳ ❆✐♥s✐ P♦♦❧❡❞ ▲❛ss♦ r❡✈✐❡♥t à

❞é✜♥✐r ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s (β̂
Po(1)

, ..., β̂
Po(K)

) ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ β̂
Po(k)

= β̂
Po

♣♦✉t t♦✉t k ∈ [K]
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❝♦♠♠❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡ s✉✐✈❛♥t

β̂
Po ∈ ❛r❣♠✐♥

β

K∑

k=1

||Y(k) −X
(k)β||22 + λ||β||1, ✭✶✳✶✵✮

♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ λ ≥ 0✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞é❢❛✉t ❞❡

❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉✬❡❧❧❡ ♥✬✐❞❡♥t✐✜❡ ♣❛s ❧❡s ❤étér♦❣é♥é✐tés é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ❡♥tr❡

❧❡s ✈❡❝t❡✉rs β(k)✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ P♦♦❧❡❞ ▲❛ss♦ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r CPo =
∑

j ||β∗||0 ✭✈♦✐r

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✮✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞

▲❛ss♦ q✉❛♥❞ ♦♥ ✐♠♣♦s❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ γ(k)∗j = 0 ♣♦✉r t♦✉t j ∈ [p] ❡t k ∈ [K]✱ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡

β
(k)∗
j = µ∗j j ∈ [p] ❡t k ∈ [K]✳

✶✳✸✳✷✳✹ ■♥❞❡♣ ▲❛ss♦

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ■♥❞❡♣ ▲❛ss♦ ❡st ✉♥❡ ❛✉tr❡ str❛té❣✐❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❡st✐♠❡r ✐♥❞é✲

♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs β(1)∗, ...,β(K)∗✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s

❛ss♦❝✐é❡s à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬✐♥térêt s✉r ❝❤❛q✉❡ str❛t❡ ❡t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs ❡✛❡ts s♦♥t ré✲

s♦❧✉s ♣❛r ✉♥ ▲❛ss♦ s✐♠♣❧❡ ❛♣♣❧✐q✉é s✉r ❝❤❛q✉❡ str❛t❡✳ ❆✐♥s✐ ■♥❞❡♣ ▲❛ss♦ r❡✈✐❡♥t à ❞é✜♥✐r

❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s (β̂
In(1)

, ..., β̂
In(K)

) ❝♦♠♠❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡ s✉✐✈❛♥t

(β̂
In(1)

, ..., β̂
In(K)

) ∈ ❛r❣♠✐♥
β(1),...,β(K)

K∑

k=1

(
||Y(k) −X

(k)β(k)||22 + λ(k)||β(k)||1
)
, ✭✶✳✶✶✮

♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❛♣♣r♦♣r✐é❡s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ λ(k) ≥ 0 ♣♦✉r t♦✉t k ∈ [K]✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞é❢❛✉t ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ t✐❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞❡

❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs β(k)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t k1 6= k2 ❡t j ∈ [p] ✜①é✱

♦♥ ♥❡ ♣♦✉rr❛✐t ♣❛s ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ♦❜s❡r✈é❡s ❡♥tr❡ β̂In(k1)j ❡t β̂In(k2)j ♣✉✐sq✉❡

❝❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬■♥❞❡♣ ▲❛ss♦ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

CIn =
∑

k ||β(k)||0 ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✮✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❛s

♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ q✉❛♥❞ ♦♥ ✐♠♣♦s❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ µ∗j = 0 ♣♦✉r t♦✉t j ∈ [p]✱

q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ β(k)∗j = γ
(k)∗
j ♣♦✉r t♦✉t j ∈ [p] ❡t k ∈ [K]✳
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✶✳✸✳✷✳✺ ❘❡❢ ▲❛ss♦

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❘❡❢ ▲❛ss♦ ❡st ✉♥❡ ❛✉tr❡ str❛té❣✐❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✉♥❡

str❛t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ r ∈ [K]✱ ❛ ♣r✐♦r✐✱ ♣✉✐s à ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s β(k)∗j ❝♦♠♠❡ s✉✐t

β
(k)∗
j = β

(r)∗
j + δ

(k)∗
j , ✭✶✳✶✷✮

❛✈❡❝ δ(r)∗j = 0 ♣♦✉r t♦✉t j ∈ [p] ❡t k ∈ [K] ✭●❡rt❤❡✐ss ❛♥❞ ❚✉t③✱ ✷✵✶✷✮✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r✱

s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ str❛t❡ s♦✐t ❝❤♦✐s✐❡ ❝♦♠♠❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ r = 1✳ ❆✐♥s✐ ❘❡❢ ▲❛ss♦

r❡✈✐❡♥t à ❞é✜♥✐r ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s (β̂
Ref(1)

, ..., β̂
Ref(K)

) ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ β̂
Ref(k)

= β̂
Ref(1)

+δ̂
(k)

❝♦♠♠❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡ s✉✐✈❛♥t

(β̂
Ref(1)

, δ̂
(2)
, ..., δ̂

(K)
) ∈ ❛r❣♠✐♥

β(1),δ(2),...,δ(K)

K∑

k=1

||Y(k) −X
(k)(β(1) + δ(k))||22

+ λ1||β(1)||1 +
K∑

k=2

λ
(k)
2 ||δ(k)||1

✭✶✳✶✸✮

♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❛♣♣r♦♣r✐é❡s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ λ1 ❡t λ(k)2 ✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡

t✐❡♥t ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs β(k)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s❡✉❧❡s

❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ str❛t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ r = 1 ❡t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s

❛✉tr❡s str❛t❡s s♦♥t ♣é♥❛❧✐sé❡s✳ ❉♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t k1 6= 1 ❡t k2 6= 1✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ✐♥t❡r♣ré✲

t❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ❡♥tr❡ β̂Ref(k1)
j ❡t β̂Ref(k2)

j ♣♦✉t t♦✉t j ∈ [p]✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té

❞❡ ❘❡❢ ▲❛ss♦ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r CRef = ||β(r)∗||0 +
∑

k ||β(k)∗ −β(r)∗||0✳ ❉♦♥❝ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té

❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ❝❤♦✐① ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ str❛t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ r ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✮✳

CRef ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ s✐ β(r)∗j ∈ ♠♦❞❡(0, β(1)∗j , ..., β
(K)∗
j )✱ ♣♦✉r t♦✉t j ∈ [p]✳ ❚r♦✉✈❡r ✉♥❡

str❛t❡ r ré♣♦♥❞❛♥t à ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st r❛r❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳ P♦✉r t♦✉t j ∈ [p]✱ s♦✐t r∗j ❧❛

str❛t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ s♣é❝✐✜q✉❡ à ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ j✳ ▲❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❘❡❢ ▲❛ss♦

✭❖♣t❘❡❢ ▲❛ss♦✮ ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ à ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ β
(k)∗
j = β

(rj)∗
j + δ

(k)∗
j ✱ ♣♦✉r

t♦✉t k 6= r∗j ✳ ■❧ ❡①✐st❡ t♦✉❥♦✉rs r
∗
j ∈ [K] t❡❧ q✉❡ β

(rj)∗
j ∈ ♠♦❞❡(0, β(1)∗j , ..., β

(K)∗
j ) ♠❛✐s q✉✐

♥❡ s♦♥t ❥❛♠❛✐s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❘❡❢ ▲❛ss♦ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞

▲❛ss♦ q✉❛♥❞ ♦♥ ✐♠♣♦s❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ γ(r)∗j = 0 ♣♦✉r t♦✉t j ∈ [p]✱ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ µ∗j = β
(r)∗
j

❡t γ(k)∗j = β
(k)∗
j − β

(r)∗
j ♣♦✉r t♦✉t j ∈ [p] ❡t k ∈ [K]\r✳
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β(1)β(2)β(3)β(4)

µ

✰

γ(1)γ(2)γ(3)γ(4)

β

β(1)β(2)β(3)β(4)

β(1)

✰

γ(1)γ(2)γ(3)γ(4)

β(2)

✰

γ(1)γ(2)γ(3)γ(4)

β

β
r∗1
j

β
r∗2
j

β
r∗3
j

β
r∗4
j

β
r∗5
j

β
r∗6
j

β
r∗7
j

✰

γ(1)γ(2)γ(3)γ(4)

❙t❛♥❞❛r❞ ✿ C = 15 P♦♦❧❡❞ ✿ C = 7

■♥❞❡♣ ✿ C = 15

❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ✿ C = 3 + 5 = 8❘❡❢✭r = 1✮ ✿ C = 4 + 7 = 11

❘❡❢✭r = 2✮ ✿ C = 3 + 9 = 12

❘❡❢❖♣t ✿ C = 3 + 5 = 8

r∗1 ∈ {1, 2, 3, 4}
r∗2 ∈ {1, 2, 3, 4}
r∗3 ∈ {1, 3, 4}
r∗4 ∈ {2, 3, 4}
r∗5 ∈ {1, 3, 4}
r∗6 ∈ {1, 2, 4}
r∗7 ∈ {1, 2, 3}

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ❯♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té
✭♥♦té❡ C✮ ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦✱ P♦♦❧❡❞ ▲❛ss♦✱ ■♥❞❡♣ ▲❛ss♦✱ ❘❡❢ ▲❛ss♦
❡t ❖♣t❘❡❢ ▲❛ss♦✱ s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r p = 7 ❡t K = 4✳ ❉❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡t ✈❡❝t❡✉r✱
❧❡s ❡♥tré❡s r♦✉❣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r β ∈ IR

∗✱ ❧❡s ❡♥tré❡s ❜❧❡✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧❛
✈❛❧❡✉r −β ❡t ❧❡s ❡♥tré❡s ❜❧❛♥❝❤❡s à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✵✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❘❡❢ ▲❛ss♦ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r
❞❡✉① ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥s✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❬r❡s♣✳ s❡❝♦♥❞❡❪ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❧❛ str❛t❡ ✶ ❬r❡s♣✳
✷❪ ❝♦♠♠❡ str❛t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❡ ❝♦♠♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❘❡❢
▲❛ss♦ ❡st ❛✛❡❝té❡ ♣❛r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ str❛t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳

✶✳✸✳✷✳✻ Pr♦♣r✐❡tés ❞❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s str❛t✐✜és✱ ✐❧ ❛ été ❞é♠♦♥tré q✉❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ✈✐✲

s❛✐t ❧❛ ♠ê♠❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ q✉❡ ❖♣t❘❡❢ ▲❛ss♦ ✭❖❧❧✐❡r ❛♥❞ ❱✐❛❧❧♦♥✱ ✷✵✶✼✮✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡
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❝♦✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ♣❡r♠❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s str❛t❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

❞✐✛èr❡♥t ❞❡ ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ str❛t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ s♦✉s ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣r❡sq✉❡ ✐❞❡♥✲

t✐q✉❡s à ❝❡❧❧❡s r❡q✉✐s❡s ♣❛r ❖♣t❘❡❢ ▲❛ss♦ ✭q✉✐ ❡st ✐♥❢❛✐s❛❜❧❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✮✳ ■❧ ❛ ❡♥ ♦✉tr❡

été ❞é♠♦♥tré q✉❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ét❛✐t ❛✉ss✐ ♣❡r❢♦r♠❛♥t q✉❡ ❖♣t❘❡❢ ▲❛ss♦✱ ❡t q✉❡✱

t❛♥t s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ t❤é♦r✐q✉❡ q✉✬❡♠♣✐r✐q✉❡✱ ❡❧❧❡ s✉r♣❛ss❛✐t ❧❡s tr♦✐s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❧❡s ♣❧✉s ❝♦✉✲

r❛♥t❡s ✭P♦♦❧❡❞ ▲❛ss♦✱ ■♥❞❡♣ ▲❛ss♦ ❡t ❘❡❢ ▲❛ss♦✮ ✭❖❧❧✐❡r ❛♥❞ ❱✐❛❧❧♦♥✱ ✷✵✶✼✮✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱

❖❧❧✐❡r ❛♥❞ ❱✐❛❧❧♦♥ ✭✷✵✶✼✮ ♦♥t ét❛❜❧✐ ❧❛ s♣❛rs✐st❡♥❝② ❞❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s

❤②♣♦t❤ès❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❞❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦

❡st q✉✬❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❧❛ss♦ ♣♦♥❞éré ❛♣rès ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❡s

❞♦♥♥é❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡ Y = (Y(1)T , ...,Y(K)T ) ∈ IRn ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s n ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s

❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ré♣♦♥s❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s str❛t❡s✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r s✬é❝r✐t ❛❧♦rs s♦✉s

❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

||Y −Xφ||22 + λ||φ||1, ✭✶✳✶✹✮

❛✈❡❝✱

X =




X
(1) X(1)

τ1
· · · 0

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

X
(K) 0 · · · X(K)

τK


 ∈ IRn×(K+1)p ❡t φ =




µ

τ1γ
(1)

✳✳✳

τKγ(K)




∈ IR(K+1)p✱

♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞♦♥♥é❡s τk ≥ 0, k ∈ [K]✳

■❧ ❡st ❞♦♥❝ ❢❛❝✐❧❡ à ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r s♦✉s ✉♥❡ ✈❛r✐été ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✱ ♣✉✐sq✉❡ ❞❡s

❛❧❣♦r✐t❤♠❡s r❛♣✐❞❡s ❡t très ❡✣❝❛❝❡s s♦♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦✲

❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❛ss♦ s♦✉s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ✿ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡

♣❛q✉❡t ❣❧♠♥❡t ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ s✉r ❘✱ ▼❛t❧❛❜ ❡t P②t❤♦♥ ❡t ✉t✐❧✐s❡ ♣❧✉s✐❡✉rs

❛st✉❝❡s ♣♦✉r r❡♥❞r❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡①trê♠❡♠❡♥t r❛♣✐❞❡✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❢♦rt❡s

♣♦✉r é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ♣ré❞✐❝t❡✉rs ❡t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝♦♥♥❡①❡s ❞❛♥s ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧❛ss♦ ✭❚✐❜s❤✐✲

r❛♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❀ ❊❧ ●❤❛♦✉✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ré❡❝r✐t✉r❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❧❛ss♦

s✬ét❡♥❞ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❣é♥ér❛❧✐sés✱ ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❈♦①✱ ❡t❝✳
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✶✳✸✳✸ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s

✶✳✸✳✸✳✶ ●r♦✉♣ ▲❛ss♦

❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❡t ♥♦♥

❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s βj = (β
(1)
j , ..., β

(K)
j ) ❡t

X̃j =




X
(1)
j · · · 0
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

0 · · · X
(K)
j


 ∈ IRn×K ✱

♣♦✉r t♦✉t j ∈ [p]✳ ▲❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s (β̂1, ..., β̂p) ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞ér✐✈é❡s ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❡

❝r✐tèr❡ s✉✐✈❛♥t

(β̂1, ..., β̂j) ∈ ❛r❣♠✐♥
β1,...,βp

||Y −
p∑

j=1

X̃jβj ||22 + λ

p∑

j=1

||βj ||2, ✭✶✳✶✺✮

♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ λ ≥ 0✳ ❆✐♥s✐ ●r♦✉♣ ▲❛ss♦

r❡✈✐❡♥t à ❞é✜♥✐r ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s (β̂
Gr(1)

, ..., β̂
Gr(K)

) ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ β̂
Gr(k)

= (β̂
(k)
1 , ..., β̂

(k)
p )✱

♣♦✉r t♦✉t k ∈ [K]✳ ▲❡ t❡r♠❡
∑p

j=1 ||βj ||2 ❡♥❝♦✉r❛❣❡ ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ s✉r ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s✱ ❡t

♥♦♥ s✉r ❧❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ●r♦✉♣ ▲❛ss♦ ♥✬❡st ♣❛s ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té à ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

❞❡s ❤étér♦❣é♥é✐tés✳

✶✳✸✳✸✳✷ ❋✉s❡❞ ▲❛ss♦ ❣é♥ér❛❧✐sé

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❋✉s❡❞ ▲❛ss♦ ❣é♥ér❛❧✐sé ❝♦♥s✐st❡ à ❡st✐♠❡r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs β(1)∗, ...,β(K)∗ ❡♥

♣é♥❛❧✐s❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s str❛t❡s✳ ❆✐♥s✐ ❋✉s❡❞

▲❛ss♦ r❡✈✐❡♥t à ❞é✜♥✐r ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s (β̂
Fus(1)

, ..., β̂
Fus(K)

) ❝♦♠♠❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♠✐♥✐♠✐s❛♥t

❧❡ ❝r✐tèr❡ s✉✐✈❛♥t

(β̂
Fus(1)

, ..., β̂
Fus(K)

) ∈ ❛r❣♠✐♥
β(1),...,β(K)

K∑

k=1

||Y(k) −X
(k)β(k)||22+λ1

K∑

k=1

||β(k)||1+

λ2
∑

(k1,k2)∈[K]2
k1<k2

||β(k1) − β(k2)||1,

✭✶✳✶✻✮
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♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❛♣♣r♦♣r✐é❡s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ λ1 ≥ 0 ❡t λ2 ≥ 0✳ ▲❡ t❡r♠❡
∑

k ||β(k)||1 ❡♥❝♦✉r❛❣❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s β̂
Fus(k)

à êtr❡ s♣❛rs❡ ❡t ❧❡ t❡r♠❡
∑

k1<k2
||β(k1) −

β(k2)||1 ❡♥❝♦✉r❛❣❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs s♦❧✉t✐♦♥s β̂
Fus(k)

✿ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ✐♥t❡r♣ré✲

t❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ♦❜s❡r✈é❡s ❡♥tr❡ β̂Fus(k1)
j ❡t β̂Fus(k2)

j ♣♦✉r ❞❡✉① str❛t❡s k1 6= k2 ❡t j ∈ [P ]

✜①é✳

❙✐ Kp ❡st ✜①❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❋✉s❡❞ ▲❛ss♦ r❡♥✈♦✐❡ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ♦♣t✐✲

♠❛✉①✱ s♦✉s ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❛ss❡③ ❣é♥ér❛❧❡s ✭❱♦✐r ●❡rt❤❡✐ss ❛♥❞ ❚✉t③✱ ✷✵✶✷❀ ❱✐❛❧❧♦♥ ❡t ❛❧✳✱

✷✵✶✻✮✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♥♦♥✲❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡t

❧❡s ♣r♦♣r✐étés q✉✐ ❧✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ♥✬♦♥t ♣♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t ♣❛s été ❞é❝r✐t❡s✳ ❉✉ ❢❛✐t ❞❡

❝❡s ❧✐♠✐t❡s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦

q✉✐ ♠♦♥tr❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛✈❛♥t❛❣❡s à ❧❛ ❢♦✐s s✉r ❧❡s ♣❧❛♥s t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ♣r❛t✐q✉❡s✱ ♣❛r s❛

❢❛❝✐❧✐té ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❡t s❡s ♣r♦♣r✐étés ❛❞❛♣té❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s str❛t✐✜é❡s✳

✶✳✹ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❥✬❛✐ ét❡♥❞✉ ❧❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ❞❛♥s ❞❡✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ✿ ❞❛♥s

❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❜✐♥❛✐r❡s s✉r ❞♦♥♥é❡s str❛t✐✜é❡s ✭tr❛✈❛✐❧

♠♦t✐✈é ♣❛r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❧és✐♦♥♥❡❧s ❞❡s ✈✐❝t✐♠❡s ❞✬❛❝❝✐❞❡♥t ❞❡ ❧❛ r♦✉t❡✮✱ ❡t

❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝❛s✲té♠♦✐♥s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲t②♣❡s

❞❡ ♠❛❧❛❞✐❡ ✭tr❛✈❛✐❧ ♠♦t✐✈é ♣❛r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ét✉❞❡s ♠ét❛❜♦❧♦♠✐q✉❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛

❝♦❤♦rt❡ ❊P■❈✮✳

✶✳✹✳✶ ▼♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❜✐♥❛✐r❡s ✿ ❞♦♥♥é❡s str❛t✐✜é❡s

▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡ ❞✐❛❣✲

♥♦st✐❝ ♠é❞✐❝❛❧✱ ❧❛ sé❝✉r✐té ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✱ ❡t❝✳ ❉❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ t❡❧s

♠♦❞è❧❡s ❞♦✐t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡ s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs str❛t❡s ♣ré❞é✜♥✐❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛✲

t✐♦♥✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s s❡ s♦♥t ❛✈érés ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡

❞❡ p ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❡t ✐❧s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s

❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ✭▲❛✉r✐t③❡♥✱ ✶✾✾✻✮✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ♥♦♥

❞✐r✐❣é q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ p ♥÷✉❞s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① p ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❡♥✲

s❡♠❜❧❡ ❞✬❛rêt❡s ❥♦✐❣♥❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ ♥÷✉❞s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧✬❛rêt❡ ❡st ❛❜s❡♥t❡
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❡♥tr❡ ❞❡✉① ♥÷✉❞s✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥✲

❞❛♥t❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉① ❛✉tr❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❝❝✐❞❡♥tés ❞❡ ❧❛

r♦✉t❡✱ ❝❤❛q✉❡ ❧és✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❜✐♥❛✐r❡ q✉✐ éq✉✐✈❛✉t

à 1 s✐ ❧❛ ✈✐❝t✐♠❡ s♦✉✛r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❧és✐♦♥ ❡t 0 s✐♥♦♥✳ ▲❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ❧és✐♦♥♥❡❧ ❞❡s

✈✐❝t✐♠❡s r❡✈✐❡♥t ❡♥s✉✐t❡ à ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡s p ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜✐♥❛✐r❡s✱ ♦ù p

❡st ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❧és✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ▲✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉

♠♦❞è❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❜✐♥❛✐r❡ s❡ ré❞✉✐t à ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s (θ∗j,ℓ)1≤j<ℓ≤p ♥♦♥✲

♥✉❧s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣ ✭✶✳✶✮✱ ♣✉✐s à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱

❧♦rsq✉❡ p ❡st s✉♣ér✐❡✉r à ✷✵ ♦✉ ✸✵ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ s♦✉s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡

à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧♦❣✲♣❛rt✐t✐♦♥ ✭✶✳✷✮✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥

❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♥❡ ♣❡✉t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛s êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡✳ ❉✐✈❡rs❡s s♦❧✉✲

t✐♦♥s s♦♥t ❛♣♣❛r✉❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ❲❛✐♥✇r✐❣❤t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞✬✉t✐❧✐s❡r

❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥s ❧♦❣✐st✐q✉❡s ♣é♥❛❧✐sé❡s ♣❛r ❧❛ ♥♦r♠❡ ℓ1 ♠✉❧t✐♣❧❡✱ ét❡♥❞❛♥t ❧✬❛♣✲

♣r♦❝❤❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ▼❡✐♥s❤❛✉s❡♥ ❛♥❞ ❇ü❤❧♠❛♥♥ ✭✷✵✵✻✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣❛✉ss✐❡♥✳ ❙✉✐✈❛♥t

❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❛❞♦♣té❡ ❞❛♥s ❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ré❢ér❡r à ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡

❝♦♠♠❡ ❙❡♣▲♦❣✐t✳ ❍ö✢✐♥❣ ❛♥❞ ❚✐❜s❤✐r❛♥✐ ✭✷✵✵✾✮ ♦♥t ❝♦♥s✐❞éré ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛

♣s❡✉❞♦ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣é♥❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ♥♦r♠❡ ℓ1✳ ❇❛♥❡r❥❡❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ♦♥t ❞ér✐✈é ✉♥❡ ❛♣✲

♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞✬■s✐♥❣✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❨❛♥❣ ❛♥❞ ❘❛✈✐❦✉♠❛r

✭✷✵✶✶✮ ♦♥t ✉t✐❧✐sé ✉♥❡ ✐♥❢ér❡♥❝❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s

❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧♦❣✲♣❛rt✐t✐♦♥✳ ❈❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♦♥t été ❝♦♠♣❛ré❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s

❱✐❛❧❧♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❙❡❧♦♥ ❧❡s ❞❡s✐❣♥s q✉✬✐❧s ♦♥t ét✉❞✐é✱ t♦✉t❡s ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t ❞♦♥♥é

❞❡s rés✉❧t❛ts s✐♠✐❧❛✐r❡s✱ ❡t r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡♠❡♥t ❜♦♥s✱ ♣♦✉r ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡

❣r❛♣❤✐q✉❡ ❜✐♥❛✐r❡ s✐♠♣❧❡✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❙❡♣▲♦❣✐t r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✭❱✐❛❧❧♦♥ ❡t ❛❧✳✱

✷✵✶✹✮✳ P♦✉r t♦✉t ✈❡❝t❡✉r u ∈ {0, 1}p ❡t t♦✉t j ∈ [p]✱ s♦✐t u−j ∈ {0, 1}p−1 ❧❡ ✈❡❝t❡✉r

❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ✈❡❝t❡✉r u ❛♣rès é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ j✲è♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡✳ ❙♦✉s ❧❡ ♠♦❞è❧❡

✭✶✳✶✮✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t j ∈ [p]✱

❧♦❣✐t{Pθ∗(Uj = 1|U−j = u−j)} = θ∗j +
∑

ℓ6=j

θ∗j,ℓuℓ. ✭✶✳✶✼✮

▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ ❡st✐♠és ✈✐❛ p ré❣r❡ss✐♦♥s ❧♦❣✐st✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s

❞✬■s✐♥❣ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① ❧és✐♦♥♥❡❧s✱ ❧❡s

♣❛r❛♠ètr❡s θ∗j,ℓ ♣♦✉r j 6= ℓ r❡✈êt❡♥t ✉♥ ✐♥térêt ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ■❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❧♦❣

♦❞❞s✲r❛t✐♦s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❡♥tr❡ ❧❛ ❧és✐♦♥ j ❡t ❧❛ ❧és✐♦♥ ℓ✳ ■❧s ✐♥❞✐q✉❡♥t ❛✐♥s✐ s✐ ❝❡s ❞❡✉①



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✷✸

❧és✐♦♥s s♦♥t ♣ré❢ér❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é❡s ❞❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① ❧és✐♦♥♥❡❧s✳ ▲❡✉r ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡

♣❡r♠❡t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡s ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧és✐♦♥s à tr❛✈❡rs ✉♥ ♠♦❞è❧❡

❣r❛♣❤✐q✉❡✱ q✉✐ ❞é❝r✐t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✉ ✈❡❝t❡✉r U✳ ❙♦✐t G = (V,E) ❧❡ ❣r❛♣❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✱ ♦ù V ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s p s♦♠♠❡ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① p ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡

U ✭❧❡s p ❧és✐♦♥s✮ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛rêt❡s E ⊆ {(j, ℓ) ∈ V 2 : j < ℓ} ❞é❝r✐t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s

❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❛r♠✐ ❝❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧✬❛rêt❡ (j, ℓ)

❡♥tr❡ ❧❡s ❧és✐♦♥s Uj ❡t Uℓ ❡st ❛❜s❡♥t❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ Uj ❡t Uℓ s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s

❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉① ❛✉tr❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡t ❞♦♥❝ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ θ∗j,ℓ = 0✳

❙♦✉s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❙❡♣▲♦❣✐t✱ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s θ∗j,ℓ ♥♦♥ ♥✉❧s ♣❡✉t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r

❞❡s ré❣r❡ss✐♦♥s ❧♦❣✐st✐q✉❡s ❧❛ss♦✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣é♥❛❧✐sé❡s ♣❛r ❧❛ ♥♦r♠❡ ℓ1 ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳

P❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t Lj(θj) ❧❛ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ s♦✉s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥

❧♦❣✐st✐q✉❡ ✭✶✳✶✼✮ ♣♦✉r ❧❛ j✲è♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛✈❡❝ θj = (θj ,θj,ℓ) ∈ IRp✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s

♣❛r❛♠ètr❡s θ∗
j = (θ∗j , (θ

∗
j,ℓ)) ∈ IRp ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭✶✳✶✮✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ j✲è♠❡ ❧és✐♦♥✱ ❡st

♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

− Lj(θj) + λ‖θj‖1, ✭✶✳✶✽✮

♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ λ ≥ 0 ❛♣♣r♦♣r✐é❡✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❡s✲

t✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s str❛t✐✜é❡s✱ ♦♥ s❡ r❡tr♦✉✈❡ ❛❧♦rs ❢❛❝❡ à ✉♥

♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡K ♠♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s✱ ♦ùK ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ str❛t❡s✳ ◗✉❡❧q✉❡s

❛♣♣r♦❝❤❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❣❛✉ss✐❡♥s✳ P❛r

❡①❡♠♣❧❡✱ ❉❛♥❛❤❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮ ♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ♣é♥❛❧✐té ❢✉s❡❞

❧❛ss♦✳ ❍❛❧❧❛❝ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮ ♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r

♦ù ❧❡s str❛t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① t✐♠❡st❛♠♣s✳ P♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❜✐♥❛✐r❡s✱ ●✉♦

❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮ ♦♥t ❜❛sé ❧❡✉r ❛♣♣r♦❝❤❡ s✉r ❧❛ ♣s❡✉❞♦✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡t s✉r ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ♣❧✉s ❧♦✐♥✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡

♥✬❡st ♣❛s ❛❞❛♣té❡ à ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❤étér♦❣é♥é✐tés q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❡①✐st❡r ❡♥tr❡ ❧❡s str✉❝✲

t✉r❡s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s str❛t❡s✳ ❆✜♥ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s

❡♥tr❡ ❝❡s K ♠♦❞è❧❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❞❛♣t❡r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❙❡♣▲♦❣✐t ❧❛ss♦ ✭✶✳✶✽✮ ❝✐✲❞❡ss✉s ♣♦✉r

❡♥❝♦✉r❛❣❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s K ♠♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s à êtr❡ ♣r♦❝❤❡s ❧❡s ✉♥s ❞❡s ❛✉tr❡s✳

❉❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞ét❡❝té❡s✱ ❧❡ ❝❛s

é❝❤é❛♥t✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ✐❞é❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ✭❖❧❧✐❡r

❛♥❞ ❱✐❛❧❧♦♥✱ ✷✵✶✼✮ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞✉ ❢✉s❡❞ ❧❛ss♦ ❣é♥ér❛❧✐sé ✭❱✐❛❧❧♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻✮✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✷✹

❞❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ❡t ❋✉s❡❞ ▲❛ss♦ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ❡st ✉♥ ❞❡ ♠❡s ♣r♦❥❡ts ♣rés❡♥té ❛✉

❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳

✶✳✹✳✷ ❊t✉❞❡ ❝❛s✲t❡♠♦✐♥s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ s♦✉s✲t②♣❡s ❞❡ ♠❛❧❛❞✐❡

▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬ét✉❞❡s ❝❛s✲té♠♦✐♥s ❛✈❡❝ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲t②♣❡s ❞❡ ❝❛s ❡st ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❝♦✉✲

r❛♥t❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡♥ é♣✐❞é♠✐♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ❝❛♥❝❡r✳ P♦✉r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠❛❧❛❞✐❡s✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✲

♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❛✉♣❛r❛✈❛♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♠❛❧❛❞✐❡ ✭❝❛♥❝❡r ❞✉ s❡✐♥✱ ❝❛♥❝❡r ❝♦❧♦r❡❝t❛❧✮✱

♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲t②♣❡s ♦♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t été r❡❝♦♥♥✉s✳ ■❧s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❤✐st♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ❝♦♠♠❡

♣♦✉r ❧❡ ❝❛♥❝❡r ❞✉ s❡✐♥✱ ♦✉ ❛♥❛t♦♠✐q✉❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛♥❝❡r ❝♦❧♦r❡❝t❛❧✳ ▼ê♠❡ s✐ ❞❡s

♣♦✐♥ts ❝♦♠♠✉♥s ♣❡✉✈❡♥t ❡①✐st❡r ❡♥tr❡ ❝❡s s♦✉s✲t②♣❡s✱ ✐❧s ♦♥t ❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s s♣é❝✐✜❝✐tés ❡♥

❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡ ♣r♦♥♦st✐❝ ❡t ❧✬ét✐♦❧♦❣✐❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s é♣✐❞é♠✐♦❧♦❣✐st❡s ❞✉

❝❛♥❝❡r s✬✐♥tér❡ss❡♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s à ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ r✐sq✉❡ s♣é❝✐✜q✉❡s ❛✉①

s♦✉s✲t②♣❡ ♣♦✉r ❞✐✈❡rs s✐t❡s ❞❡ ❝❛♥❝❡r✳

P♦✉r ❧❡s ét✉❞❡s ❝❛s✲té♠♦✐♥s ♥♦♥✲❛♣♣❛r✐é❡s ❛✈❡❝ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲t②♣❡s ❞❡ ❝❛s✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡

ré❣r❡ss✐♦♥ ❧♦❣✐st✐q✉❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ✭▼❝❈✉❧❧❛❣❤ ❛♥❞ ◆❡❧❞❡r✱ ✶✾✽✾❀ ❇❡❣❣ ❛♥❞ ●r❛②✱ ✶✾✽✹✮

❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧♦❣✐st✐q✉❡ ❜✐♥❛✐r❡ ✳ ❙✐ K−1 ❞és✐❣♥❡ ❧❡

♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉s✲t②♣❡s ♣♦✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r ❞♦♥♥é K > 1✱ ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ s♦✉s ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à

❡st✐♠❡r ❧❡s K−1 ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ p✱ ♦ù p ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s

✭q✉✐ ♣❡✉t ✐♥❝❧✉r❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❞✬✐♥t❡r❝❡♣t✮✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♣♦✉r ❧❡s

ét✉❞❡s ❝❛s✲❝♦♥trô❧❡ ❛♣♣❛r✐é❡s ❛✈❡❝ ❧❡s K − 1 s♦✉s✲t②♣❡s ❞❡ ❝❛s✱ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ t♦t❛❧ ♣❡✉t

êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé ❡♥ K − 1 s♦✉s✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ ✉♥ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲t②♣❡✳ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t✱

♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ✉♥ ♣❧❛♥ ❞✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ✶ ✿✶✱ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡st

❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ♣❛✐r❡s ❝♦♠♣♦sé❡s ❞✬✉♥ ❝❛s ♣♦✉r ✉♥ s♦✉s✲t②♣❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❡t ❞✬✉♥ ❝♦♥trô❧❡

❛♣♣❛r✐é✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❛♥❛❧②sé sé♣❛ré♠❡♥t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥

❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧♦❣✐st✐q✉❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ s♣❛rs❡ ✭❆✈❛❧♦s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮✳

❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❣❧♦❜❛❧❡ s❡ rés✉♠❡ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡K−1 ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡

❞❡ t❛✐❧❧❡ p✳

❈♦♠♠❡ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝♦♠♠✉♥s ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉s✲t②♣❡s ❞❡ ❝❛s✱ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❤♦✲

♠♦❣é♥é✐té ❡st ❛tt❡♥❞✉ ❡♥tr❡ ❝❡s K − 1 ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡✱ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s

❛♣♣❛r✐és ❡t ♥♦♥ ❛♣♣❛r✐és✳ ❚❡♥✐r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐té ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧

♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❛❧✐té ❡t ❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❛♣♣❛✲

r✐é✱ ❧❡s K − 1 ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧♦❣✐st✐q✉❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ s♣❛rs❡ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❡st✐♠és

s✉r ❞❡s K − 1 s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s✱ ❝❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ét❛♥t ❞é✜♥✐s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ s♦✉s✲t②♣❡ ❞❡



❙tr❛t✐✜❡❞ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✷✺

❝❛s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡✳

❉❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ s✉r ❧❡s ❛♥❛❧②s❡s ❞❡s ét✉❞❡s ❝❛s✲té♠♦✐♥s ❧♦rsq✉❡ ♣❧✉✲

s✐❡✉rs s♦✉s✲t②♣❡s ❞❡ ❝❛s s♦♥t ♣rés❡♥ts ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡

t❤ès❡✱ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♣♦rt❛♥t s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❝❛♥❝❡r ❞✉ s❡✐♥✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡

♥♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲t②♣❡s ❞❡ ❝❛s ✭❞✐✛ér❡♥ts s♦✉s✲t②♣❡s ❞❡ ❝❛♥❝❡r

❞✉ s❡✐♥✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s s♦✉s✲t②♣❡s ❞❡ ❝❛s ❢♦r♠❡♥t ❞❡s str❛t❡s✳ P♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡tt❡

s✐t✉❛t✐♦♥ ✲ ♦✉ à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ét✉❞❡ ❝❛s✲té♠♦✐♥s ❝♦♠♣♦rt❛♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s str❛t✐✜é❡s

✕ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧♦❣✐st✐q✉❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ s✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♥♦♥✲❛♣♣❛r✐é❡s ❡st ❜❛sé❡

s✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥s ❧♦❣✐st✐q✉❡s ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧❡s s♣❛rs❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❛✲

t✐♦♥s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧♦❣✐st✐q✉❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧❡ s♣❛rs❡ ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛

❧✐ttér❛t✉r❡✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s st❛♥❞❛r❞✱ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡

❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡t s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ (K−1) ♣❛r❛♠ètr❡ ✈❡❝t❡✉rs ✭❇❡❣❣ ❛♥❞ ●r❛②✱

✶✾✽✹✮✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❛❞♦♣t❡r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❧✉s s②✲

♠étr✐q✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❛✉❝✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♥❡ ❞♦✐t êtr❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡

❡t ❧❡s K ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❡st✐♠és ✭❋r✐❡❞♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥

♥♦♥ ♣é♥❛❧✐sé❡ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ s♦✉s ❝❡ ♠♦❞è❧❡ s✉r♣❛r❛♠étré à ❝❛✉s❡ ❞✬✉♥ ♠❛♥q✉❡ é✈✐❞❡♥t

❞✬✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐té✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣é♥❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ♥♦r♠❡ ℓ1 ♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé❡✱

t❡❧❧❡ q✉❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡ très ré♣❛♥❞✉ ♣❛❝❦❛❣❡ ❣❧♠♥❡t s✉r ❘✳ ➚ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱

✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❛✉❝✉♥❡ r❡❝♦♠♠❛♥❞❛t✐♦♥ ❝❧❛✐r❡ s✉r ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r

❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧♦❣✐st✐q✉❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧❡ s♣❛rs❡✳

◆♦✉s ét❛❜❧✐r♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s str❛té❣✐❡s ♣é♥❛❧✐sé❡s ♣❛r ❧❛ ♥♦r♠❡ ℓ1 ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉①

❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❞✐✛èr❡♥t ♣❛r ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❡❧❧❡s r❡♥❞❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té

♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s à ❡st✐♠❡r✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s

q✉❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣é♥❛❧✐sé❡s ♣❛r ❧❛ ♥♦r♠❡ ℓ1 ❞ér✐✈é❡s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡

❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞ér✐✈é❡s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❧♦rs ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥

❞✬✉♥❡ ♣é♥❛❧✐té ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❙tr✉❝t✉r❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦♥

str❛t✐✜❡❞ ❞❛t❛ ✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❥✉r②

t❛❜❧❡s ❢♦r ✈✐❝t✐♠s ♦❢ r♦❛❞ ❛❝❝✐❞❡♥ts✳

❇❛❧❧♦✉t ◆✱ ❱✐❛❧❧♦♥ ❱✳ ❙tr✉❝t✉r❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦♥ str❛t✐✜❡❞ ❞❛t❛ ✿

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❥✉r② t❛❜❧❡s ❢♦r ✈✐❝t✐♠s ♦❢ r♦❛❞ ❛❝❝✐❞❡♥ts✳ ❙t❛t ▼❡❞✳

✷✵✶✾ ❀✸✽✭✶✹✮ ✿✷✻✽✵✲✷✼✵✸✳ ❞♦✐ ✿✶✵✳✶✵✵✷✴s✐♠✳✽✶✸✽✳ ❇❛❧❧♦✉t ❛♥❞ ❱✐❛❧❧♦♥ ✭✷✵✶✾✮✳

❆❜str❛❝t

●r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ♠❡❞✐❝❛❧ ❞✐❛❣♥♦st✐❝s✱ ❝♦♠♣✉t❡r

s❡❝✉r✐t②✱ ❡t❝✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ♦❢t❡♥✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧s ❤❛s t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥

s❡✈❡r❛❧ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ str❛t❛ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ❡♣✐❞❡♠✐♦❧♦❣② ❛♥❞

❝❧✐♥✐❝❛❧ r❡s❡❛r❝❤✱ str❛t❛ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛❣❡✱ ❣❡♥❞❡r✱ tr❡❛t♠❡♥t ♦r ❞✐s❡❛s❡

t②♣❡✱ ❡t❝✳ ■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✐♥❛r②

❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦♥ s✉❝❤ str❛t❛✳ ❚❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✇❡❧❧✲

❦♥♦✇♥ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤✐❝❛❧

♠♦❞❡❧✱ ✇✐t❤ ♣❡♥❛❧t✐❡s ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣ str✉❝t✉r❡❞ s♣❛rs✐t②✱ t❤❛t ❤❛✈❡ r❡❝❡♥t❧② ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦

❜❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ str❛t✐✜❡❞ ❞❛t❛✳ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝

❞❛t❛ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❛t ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ✐ts ❝♦♠♣❡t✐t♦rs✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ st✉❞② ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✐♥❥✉r✐❡s s✉✛❡r❡❞ ❜② ✈✐❝t✐♠s

♦❢ r♦❛❞ ❛❝❝✐❞❡♥ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ r♦❛❞ ✉s❡r t②♣❡✳

❑❡② ✇♦r❞s ✿●r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❀ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❀ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥s ❀ P❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ❀

❙tr❛t✐✜❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ❀ ❙tr✉❝t✉r❡❞ s♣❛rs✐t②✳

✷✻



❙tr❛t✐✜❡❞ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✷✼

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡ ❛♠♦♥❣

❛ s❡t ♦❢ ❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❝r♦ss s❡✈❡r❛❧ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ s✉❜✲❣r♦✉♣s✱ ♦r str❛t❛✱ ♦❢ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳

❆s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❥✉r② t❛❜❧❡s s✉✛❡r❡❞ ❜② ✈✐❝t✐♠s

♦❢ r♦❛❞ ❛❝❝✐❞❡♥ts✳ ❚❤✐s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ❦❡② t♦ t❤❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡❡❞s ✐♥ t❡r♠s ♦❢

❝❛r❡ s❡r✈✐❝❡s ❛♥❞ t❤✉s✱ ✐♥ ❛ ❧♦♥❣ t❡r♠ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝❛r❡ ♦❢ t❤❡ ✈✐❝t✐♠s✳

❋✐♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ ✐♥❥✉r✐❡s ❝♦✉❧❞ ❢✉rt❤❡r t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ ✉s❡❢✉❧

❢♦r ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ♣✉r♣♦s❡s ✿ ✐❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❡①t❡r♥❛❧✱ ❤❡♥❝❡ ❡❛s② t♦ ❞✐❛❣♥♦s❡✱ ✐♥❥✉r② ✐s str♦♥❣❧②

♣♦s✐t✐✈❡❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s♦♠❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ❤❛r❞❡r t♦ ❞✐❛❣♥♦s❡ ✐♥❥✉r②✱ t❤❡♥ s♣❡❝✐❛❧ ❛t✲

t❡♥t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❣✐✈❡♥ t♦ ❛ ✈✐❝t✐♠ s✉✛❡r✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✐♥❥✉r② ❛s t❤✐s ✈✐❝t✐♠ ✇♦✉❧❞

❜❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ s✉✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♦♥❡ ❛s ✇❡❧❧✳ ❋♦r ❛❧❧ t❤❡s❡ r❡❛s♦♥s✱ ❝❧✐♥✐❝✐❛♥s

❛s❦ ❢♦r st❛t✐st✐❝❛❧ t♦♦❧s t❤❛t ❝❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡❧② s✉♠♠❛r✐③❡ ✐♥❥✉r② t❛❜❧❡s ♦❢ ✈✐❝t✐♠s✱ ❛s ✇❡❧❧

❛s t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ ✐♥❥✉r✐❡s✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❛❝❝✐❞❡♥t ♣❧❛② ❛♥

✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥❥✉r✐❡s s✉✛❡r❡❞ ❜② t❤❡ ✈✐❝t✐♠s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♥❥✉r② t❛❜❧❡s

❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ✈❛r② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r♦❛❞ ✉s❡r t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ✈✐❝t✐♠ ✿ ♣❡❞❡str✐❛♥✱ ❝❛r ♦❝❝✉♣❛♥t✱

♠♦t♦r✐③❡❞ t✇♦✲✇❤❡❡❧❡r ✉s❡r✱ ❝②❝❧✐st✱ ❡t❝✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ ✐♥❥✉r✐❡s ❤❛✈❡ t♦

❜❡ st✉❞✐❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ r♦❛❞ ✉s❡r t②♣❡s✱ t❤❛t ✐s✱ ❛❝r♦ss s❡✈❡r❛❧ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ str❛t❛ ♦❢ t❤❡

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✈✐❝t✐♠s✳

●r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡♥ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ✇❤❡♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ p ❣✐✈❡♥

✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ t❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ✭▲❛✉r✐t③❡♥✱ ✶✾✾✻✮✳ ❆ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ♥♦♥✲❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ t❤❛t ❝♦♥s✐sts

♦❢ ❛ s❡t ♦❢ p ♥♦❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ p ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s ❥♦✐♥✐♥❣

s♦♠❡ ♣❛✐rs ♦❢ ♥♦❞❡s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❛♥ ❡❞❣❡ ✐s ❛❜s❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥♦❞❡s ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

t❤❡ t✇♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥ ♠✐♥❞✱ ❡❛❝❤ ✐♥❥✉r② ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ❜✐♥❛r②

r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t ❡q✉❛❧s 1 ✐❢ t❤❡ ✈✐❝t✐♠ s✉✛❡rs ❢r♦♠ t❤✐s ✐♥❥✉r② ❛♥❞ 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❚❤❡

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❥✉r② t❛❜❧❡s ♦❢ ✈✐❝t✐♠s t❤❡♥ r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ p ❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❤❡r❡ p ✐s t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡

✐♥❥✉r✐❡s✳ ❲❤❡♥ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❜✐♥❛r② ♠♦❞❡❧✱

❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✭❇❡s❛❣✱ ✶✾✼✹❀ ❈♦① ❛♥❞ ❲❡r♠✉t❤✱ ✶✾✾✹✮✳

■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢

♥♦♥✲♥✉❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶ ❜❡❧♦✇ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t♦

❛ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ p ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✷✵ ♦r ✸✵ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✐♥❢❡r❡♥❝❡



❙tr❛t✐✜❡❞ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✷✽

✉♥❞❡r t❤❡ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr❛❝t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✲♣❛rt✐t✐♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦t ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳

❱❛r✐♦✉s s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛r✐s❡♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❲❛✐♥✇r✐❣❤t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✉s❡

♠✉❧t✐♣❧❡ ℓ1✲♣❡♥❛❧✐③❡❞ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥s✱ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ▼❡✐♥✲

s❤❛✉s❡♥ ❛♥❞ ❇ü❤❧♠❛♥♥ ✭✷✵✵✻✮ ✐♥ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❝❛s❡✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ❛❞♦♣t❡❞

✐♥ ❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s ❙❡♣▲♦❣✐t✳ ❍ö✢✐♥❣ ❛♥❞ ❚✐❜s❤✐✲

r❛♥✐ ✭✷✵✵✾✮ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ✈❛r✐❛♥t ❜❛s❡❞ ♦♥ ℓ1✲♣❡♥❛❧✐③❡❞ ♣s❡✉❞♦✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳ ❇❛♥❡r❥❡❡ ❡t ❛❧✳

✭✷✵✵✽✮ ❞❡r✐✈❡❞ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■s✐♥❣ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✱ ✇❤✐❧❡ ❨❛♥❣ ❛♥❞

❘❛✈✐❦✉♠❛r ✭✷✵✶✶✮ ✉s❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡

❧♦❣✲♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥ ❱✐❛❧❧♦♥ ❡t ❛❧✳

✭✷✵✶✹✮✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❞❡s✐❣♥s t❤❡② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ♣❡r❢♦r♠❡❞ s✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛♥❞

r❡❛s♦♥❛❜❧② ✇❡❧❧✳

❲❤❡♥ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ str❛t❛ ♦❢ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❣❡♥❡✲

r❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

♠♦❞❡❧s✱ ✇❤✐❧❡ ♥♦t ♠❛s❦✐♥❣ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❡st✐♠❛✲

t✐♦♥ ♦❢ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ♦♥ s✉❝❤ str❛t✐✜❡❞ ❞❛t❛✳ ❱✐❛❧❧♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✭●❡rt❤❡✐ss

❛♥❞ ❚✉t③✱ ✷✵✶✵✱ ✷✵✶✷✮ st✉❞✐❡❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢✉s❡❞ ❧❛ss♦ ❡st✐♠❛t❡s ✉♥❞❡r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐♥❡❛r

♠♦❞❡❧s✳ ●r♦ss ❛♥❞ ❚✐❜s❤✐r❛♥✐ ✭✷✵✶✻✮ ❛♥❞ ❖❧❧✐❡r ❛♥❞ ❱✐❛❧❧♦♥ ✭✷✵✶✼✮ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❞❡✲

✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥

❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ str❛t❡❣② ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜rst s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ str❛t✉♠ ❛♥❞

t❤❡♥ ❛❞❞✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❡r♠s ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ❝♦✈❛r✐❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦rs ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣

str❛t❛✳ ❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♦✈❡r♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥✱ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ❜②♣❛ss❡s

t❤❡ ❛r❜✐tr❛r② ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ str❛t✉♠ ❛♥❞ ♠✐♠✐❝s t❤❡ str❛t❡❣② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ♦♣✲

t✐♠❛❧ ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛t❡✲s♣❡❝✐✜❝ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ str❛t✉♠✳ ❖❧❧✐❡r ❛♥❞ ❱✐❛❧❧♦♥ ✭✷✵✶✼✮

❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❤❡ s♣❛rs✐st❡♥❝② ♦❢ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ✉♥❞❡r s♦♠❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✐♥

t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦✈❛r✐❛t❡✱ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦

✐s ❛❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ str❛t❛ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧

r❡❢❡r❡♥❝❡ str❛t✉♠ ✉♥❞❡r ♥❡❛r❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛s t❤♦s❡ r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧

✭❛♥❞ ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✮ str❛t❡❣②✳ ❋r♦♠ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦

❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❧❛ss♦ ♦♥ ❛ s✐♠♣❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛✳ ■t

✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❡❛s② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥❞❡r ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✱ s✐♥❝❡ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t

❧❛ss♦ s♦❧✈❡rs ❛r❡ ♥♦✇ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♥❞❡r ♠❛♥② r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✿ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❣❧♠♥❡t

♣❛❝❦❛❣❡ ✐s ♥♦✇ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❘✱ ▼❛t❧❛❜ ❛♥❞ P②t❤♦♥ ❛♥❞ ✉s❡s s❡✈❡r❛❧ tr✐❝❦s t♦ ♠❛❦❡ t❤❡

✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡①tr❡♠❡❧② ❢❛st✱ s✉❝❤ ❛s str♦♥❣ r✉❧❡s ❢♦r ❞✐s❝❛r❞✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t♦rs ✭❚✐❜s❤✐r❛♥✐



❙tr❛t✐✜❡❞ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✷✾

❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❀ ❊❧ ●❤❛♦✉✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✳

❆s ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦♥ str❛t✐✜❡❞ ❞❛t❛✱ ❛ ❢❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

♣r♦♣♦s❡❞✱ ♠♦st❧② ❢♦r ●❛✉ss✐❛♥ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❉❛♥❛❤❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❢✉s❡❞ ❧❛ss♦ ♣❡♥❛❧t②✳ ❍❛❧❧❛❝ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛

s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ str❛t❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t✐♠❡st❛♠♣s✳ ❋♦r ❜✐♥❛r②

❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ●✉♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮ ❜❛s❡❞ t❤❡✐r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛♥❞ ❛

♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❛❞❡ ❝❧❡❛r❡r ❜❡❧♦✇✱

t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♥♦t t❛✐❧♦r❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s t❤❛t ♠❛② ❡①✐st

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❛✳ ■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ ✇❡

♣r♦♣♦s❡ t✇♦ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❉❛♥❛❤❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡✲

✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ●❛✉ss✐❛♥ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ❙❡♣▲♦❣✐t ♠❡t❤♦❞

✇✐t❤ ❡✐t❤❡r ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢✉s❡❞ ❧❛ss♦ ♣❡♥❛❧t② ♦r✱ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ s✐♠♣❧②✱ ❛ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦

♣❡♥❛❧t②✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ ✇❡ ❜r✐❡✢② r❡❝❛❧❧ s♦♠❡ ❜❛s✐❝s ❛❜♦✉t t❤❡ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡

❙❡♣▲♦❣✐t ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ♦✉r ♣r♦♣♦s❛❧s ❛♥❞ ❢♦r♠❛❧❧② ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② t❤❡② ❛r❡

❜❡tt❡r s✉✐t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s t❤❛♥ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣

●✉♦ ❡t ❛❧✬s ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞②✱ ✇❤✐❝❤

❡st❛❜❧✐s❤ t❤❛t ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ✐ts ❝♦♠♣❡t✐t♦rs ✉♥❞❡r t❤❡ s❡tt✐♥❣s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r✳

❖✉r ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢✉rt❤❡r s✉❣❣❡st t❤❛t ♦✉r t✇♦ ♣r♦♣♦s❛❧s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠ s✐♠✐❧❛r❧②✱

✇❤✐❧❡ t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ❜❡✐♥❣ ♠✉❝❤ ❝❤❡❛♣❡r r❡❣❛r❞✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦✲

♥❛❧ t✐♠❡✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥❥✉r② t❛❜❧❡s

♦♥ ❛ ❋r❡♥❝❤ r❡❣✐str② ♦❢ ✈✐❝t✐♠s ♦❢ r♦❛❞ ❛❝❝✐❞❡♥ts✳ P♦ss✐❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥

❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳

✷✳✷ ▼❡t❤♦❞s

✷✳✷✳✶ ❚❤❡ ■s✐♥❣ ▼♦❞❡❧

❚❤❡ ✐♥❥✉r② t❛❜❧❡ ♦❢ ❛ ✈✐❝t✐♠ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡

U = (U1, ..., Up)
T ∈ {0, 1}p ✇❤❡r❡ Uj ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❥✉r② j ✐♥ t❤❡

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥❥✉r② t❛❜❧❡ ❛♥❞ p ✐s t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥❥✉r✐❡s✳ ❚❤❡

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❥✉r② t❛❜❧❡s t❤❡♥ r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♦❢ U✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥ n✲s❛♠♣❧❡ U1, ...,Un ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✭✐✳✐✳❞✳✮

r❡♣❧✐❝❛s ♦❢ U✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ❛ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧



❙tr❛t✐✜❡❞ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✸✵

❜✐♥❛r② ♠♦❞❡❧✱ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✭❈♦① ❛♥❞ ❲❡r♠✉t❤✱ ✶✾✾✹❀ ❍ö✢✐♥❣ ❛♥❞

❚✐❜s❤✐r❛♥✐✱ ✷✵✵✾❀ ❇❛♥❡r❥❡❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ❘❛✈✐❦✉♠❛r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳ ❚❤❡ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s

t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r Θ
∗ = ((θ∗j )1≤j≤p, (θ

∗
j,ℓ)1≤j<ℓ≤p)

T ✐♥ IRp(p+1)/2 s✉❝❤

t❤❛t ❢♦r ❛♥② ✈❡❝t♦r u = (u1, ..., up) ∈ {0, 1}p✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥t {U = u} ✐s

❣✐✈❡♥ ❜②

PΘ
∗(U = u) = exp

{ p∑

j=1

θ∗juj +
p−1∑

j=1

p∑

ℓ=j+1

θ∗j,ℓujuℓ −A(Θ∗)
}
. ✭✷✳✶✮

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s PΘ
∗(U = u) ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♠❛✐♥ ❡✛❡❝ts ❛♥❞

✜rst✲♦r❞❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦♥❧②✱ ❛♥❞ t❤❡ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦r❡

❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✷ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳

❚❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ log ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ A : IRp → IR✱ ✐s ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t
∑

u∈{0,1}p PΘ(U = u) = 1 ❢♦r ❡✈❡r② Θ ∈ IRp(p+1)/2✱ ❛♥❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

A(Θ) = log
∑

u∈{0,1}p
exp




p∑

j=1

θjuj +

p−1∑

j=1

p∑

ℓ=j+1

θj,ℓujuℓ


 . ✭✷✳✷✮

❋♦r ❡✈❡r② j > ℓ✱ ❧❡t θ∗j,ℓ = θ∗ℓ,j ✳ ❋♦r ❡✈❡r② u = (u1, ..., up) ∈ {0, 1}p ❛♥❞ ❡✈❡r② j ∈ [p]✱ ✇❤❡r❡

[p] ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛❧✉❡s {1, ..., p}✱ ❢✉rt❤❡r ❞❡♥♦t❡ ❜② u−j = (u1, ..., uj−1, uj+1, ..., up)
T ∈

{0, 1}p−1 t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ jt❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ u✳ ❯♥❞❡r

✭✷✳✶✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡✱ ❢♦r ❡✈❡r② j ∈ [p]✱

❧♦❣✐t{PΘ
∗(Uj = 1|U−j = u−j)} = θ∗j +

∑

ℓ 6=j

θ∗j,ℓuℓ = θ∗j + θ∗T
−ju−j , ✭✷✳✸✮

✇✐t❤ θ∗
j = (θ∗j , θ

∗
j,1, .., θ

∗
j,j−1, θ

∗
j,j+1, ..., θ

∗
j,p)

T ❛♥❞ θ∗
−j ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✈❡❝t♦r θ∗

j ❛❢t❡r

t❤❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t t❡r♠ θ∗j ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♣❛r❛♠❡t❡rs θ∗j,ℓ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥❛❧ ❧♦❣ ♦❞❞s✲r❛t✐♦s ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ Uj ❛♥❞ Uℓ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

θ∗j,ℓ = 0✳ ❚❤❡ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥❛t✉r❛❧❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ t❤❛t ✐s ❛ ♥♦♥✲

❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ G = (V,E)✳ ❚❤❡ p ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ s❡t V ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ p ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢

U✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s E ⊆ {(j, ℓ) ∈ V 2 : j < ℓ} ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❛♠♦♥❣ t❤❡s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ❡❞❣❡ (j, ℓ) ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦❞❡s j

❛♥❞ ℓ ✐s ❛❜s❡♥t ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ Uj ❛♥❞ Uℓ ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ✈❛✲

r✐❛❜❧❡s✱ t❤❛t ✐s ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ θ∗j,ℓ = 0✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡ s❡t✱ ♦r

t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✱ r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ③❡r♦s ✐♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r Θ
∗✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ Θ∗ ❛♥❞ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Θ∗ ✉♥❞❡r



❙tr❛t✐✜❡❞ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✸✶

t❤❡ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✲♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❉❡✜♥❡❞ ❛s ❛ s✉♠ ♦✈❡r 2p t❡r♠s✱ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡

t✐♠❡ ❢♦r p ≥ 20 s♦✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳

❖♥❡ ♣♦♣✉❧❛r str❛t❡❣② t♦ ❣❡t ❛r♦✉♥❞ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❲❛✐♥✇r✐❣❤t✱

✭❲❛✐♥✇r✐❣❤t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❙❡♣▲♦❣✐t ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✳ ❋r♦♠ ✭✷✳✸✮✱

♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ♠♦❞❡❧ ✭✷✳✶✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ p ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ▼♦r❡

♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❞❡♥♦t❡ ❜② L(θj ;U j ,U−j) t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦✲

❞❡❧ ✭✷✳✸✮✳ ❍❡r❡ U j = (Uj,1, . . . , Uj,n) ∈ IRn ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ n ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ Uj ✱

U−j ∈ IRn×(p−1) ✐s t❤❡ ♠❛tr✐① ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ p − 1 r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✈❛✲

r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ θT
j = (θj ,θ

T
−j) = (θj , θj,1, ..., θj,j−1, θj,j+1, ..., θj,p) ∈ IRp ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢

♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ r❡t✉r♥ ✭♣❡♥❛❧✐③❡❞✮ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡✲

❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡s✳ ❯♥❞❡r ❙❡♣▲♦❣✐t✱ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ θ∗
j = (θ∗j ,θ

∗T
−j)

T ❛♥❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♥♦♥✲③❡r♦ ✈❛❧✉❡s ✐♥ θ∗
−j ❛r❡ ❜♦t❤ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❛ss♦ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❢♦r

❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r λj ≥ 0✱

− L(θj ;U j ,U−j) + λj‖θ−j‖1. ✭✷✳✹✮

❍❡r❡✱ ‖θ−j‖1 =
∑

ℓ 6=j |θj,ℓ| ✐s t❤❡ L1✲♥♦r♠ ♦❢ θ−j ✳ ❋♦r ❡✈❡r② j = 1, ..., p✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜②

θ̂j ❛♥② s♦❧✉t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭✷✳✹✮✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ p ✈❡❝t♦rs t✇♦ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡

♣❛r❛♠❡t❡r θ∗j,ℓ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❡✈❡r② (j, ℓ) ∈ [p]2 ✿ θ̂j,ℓ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡❝t♦r θ̂j ❛♥❞ θ̂ℓ,j ❢r♦♠

t❤❡ ✈❡❝t♦r θ̂ℓ✱ ✇✐t❤ θ̂j,ℓ 6= θ̂ℓ,j ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ✐t ✐s ❡✈❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t θ̂j,ℓ = 0 ❛♥❞

θ̂ℓ,j 6= 0 ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤✐s ❛s②♠♠❡tr② ✐ss✉❡ ✐s r❡s♦❧✈❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❙❡♣▲♦❣✐t

❆◆❉ ♦r t❤❡ ❙❡♣▲♦❣✐t ❖❘ str❛t❡❣②✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❙❡♣▲♦❣✐t ❆◆❉ str❛t❡❣② t❤❡ ❡❞❣❡

(j, ℓ) ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❡❞❣❡ s❡t E ✐❢ ❜♦t❤ θ̂j,ℓ ❛♥❞ θ̂ℓ,j ❛r❡ ♥♦♥✲③❡r♦✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❙❡♣▲♦❣✐t

❖❘ t❤❡ ❡❞❣❡ (j, ℓ) ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ s❡t E ✐❢ ❡✐t❤❡r θ̂j,ℓ ♦r θ̂ℓ,j ✐s ♥♦♥✲③❡r♦✳

✷✳✷✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦♥ K str❛t❛ ✿ ✏st❛♥❞❛r❞✑

❛♣♣r♦❛❝❤❡s

■♥ ♦✉r ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝❧✐♥✐❝✐❛♥s ❡①♣❡❝t t❤❡ ✐♥❥✉r② t❛❜❧❡s t♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ r♦❛❞

✉s❡r t②♣❡ ✭❝❛r ♦❝❝✉♣❛♥ts✱ ♣❡❞❡str✐❛♥s✱ ✳✳✳✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ ✐♥❥✉r✐❡s s✉❢✲

❢❡r❡❞ ❜② ✈✐❝t✐♠s ♦❢ r♦❛❞ ❛❝❝✐❞❡♥ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ r♦❛❞ ✉s❡r t②♣❡✳ ■♥

♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ K ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✱ ✇❤❡r❡ K ✐s t❤❡ ♥✉♠✲

❜❡r ♦❢ r♦❛❞ ✉s❡r t②♣❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ K ✈❡❝t♦rs Θ
(k)∗ =



❙tr❛t✐✜❡❞ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✸✷

((θ
(k)∗
j )1≤j≤p, (θ

(k)∗
j,ℓ )1≤j<ℓ≤p)

T ✐♥ IRp(p+1)/2✱ ❢♦r k = 1, . . . ,K✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥❥✉r② t❛❜❧❡ {U = u} ✐♥ t❤❡ k✲t❤ str❛t✉♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

P
Θ

(k)∗(U = u) = exp
{ p∑

j=1

θ
(k)∗
j uj +

p−1∑

j=1

p∑

ℓ=j+1

θ
(k)∗
j,ℓ ujuℓ −A(Θ(k)∗)

}
. ✭✷✳✺✮

❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ✈❡❝t♦rs (Θ(k)∗)k∈[K] ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✱ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❙❡♣▲♦❣✐t

♠❡t❤♦❞ ♦♥ ❡❛❝❤ str❛t✉♠ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ s❡t θ
(k)∗
j = (θ

(k)∗
j ,θ

(k)∗T
−j )T =

(θ
(k)∗
j , θ

(k)∗
j,1 , .., θ

(k)∗
j,j−1, θ

(k)∗
j,j+1, ..., θ

(k)∗
j,p )T ∈ IRp✳ ❊st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡s❡ ✈❡❝t♦rs r❡t✉r♥❡❞ ❜② ✇❤❛t

✇❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ ❛s ■♥❞❡♣✲❙❡♣▲♦❣✐t ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ♠✐♥✐♠✐③❡rs ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥✱

❢♦r ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t✉♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs λ(k)j ≥ 0✱

K∑

k=1

(
−L(θ(k)

j ;U
(k)
j ,U

(k)
−j ) + λ

(k)
j ‖θ(k)

−j ‖1
)
, ✭✷✳✻✮

✇❤❡r❡ U
(k)
j ∈ IRnk ❛♥❞ U

(k)
−j ∈ IRnk×(p−1) ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ j ❛♥❞ t❤❡

p− 1 r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❢♦r t❤❡ ✈✐❝t✐♠s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ str❛t✉♠ k✳ ❍❡r❡ nk ✐s

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ k✲t❤ str❛t✉♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ■♥❞❡♣✲❙❡♣▲♦❣✐t ❞♦❡s

♥♦t ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✈❡❝t♦rs Θ
(k)∗✱ k ∈ [K]✳ ■♥❞❡❡❞✱

❡✈❡♥ ✐❢ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❥✉r✐❡s ♠❛② ✈❛r② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ r♦❛❞ ✉s❡r t②♣❡✱ ✇❡ st✐❧❧ ❡①♣❡❝t

t❤❛t θ(k1)∗j,ℓ = θ
(k2)∗
j,ℓ ❢♦r s♦♠❡ (k1, k2) ∈ [K]2 ❛♥❞ s♦♠❡ (j, ℓ) ∈ [p]2✳ ❇② ♥♦t ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣

❢♦r t❤✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②✱ ■♥❞❡♣✲❙❡♣▲♦❣✐t ❤❛s t✇♦ ✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❋✐rst✱

t❤❡ r❡t✉r♥❡❞ ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ♦❢ ✉♥♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ s♦ t②♣✐❝❛❧❧② ❤❛✈❡ ♣♦♦r

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❤❡♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ✐s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s

✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st✳ ■♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❝❧✐♥✐❝✐❛♥s ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞

✐♥ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♥❥✉r✐❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② ❢♦r ❡❛❝❤ r♦❛❞ ✉s❡r t②♣❡ ❀

❛✉t♦♠♦❜✐❧❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡rs ♠❛② ❢✉rt❤❡r ❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♥❥✉r✐❡s t❤❛t

❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② ❢♦r ❝❛r ♦❝❝✉♣❛♥ts✱ ❡t❝✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❡st✐♠❛t❡s θ̂(k1)j,ℓ ❛♥❞

θ̂
(k2)
j,ℓ r❡t✉r♥❡❞ ❜② ■♥❞❡♣✲❙❡♣▲♦❣✐t ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s tr✉❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ s✐♥❝❡ θ̂(k1)j,ℓ

❛♥❞ θ̂(k2)j,ℓ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡s❡ t✇♦ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ♥♦♥✲♥✉❧❧✳

❆♥♦t❤❡r st❛♥❞❛r❞ str❛t❡❣② ✐♥ ❡♣✐❞❡♠✐♦❧♦❣② ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜rst s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ str❛t✉♠

m✱ ❛ ♣r✐♦r✐✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ✭✷✳✻✮ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

θ
(k)∗

j = θ
(m)∗

j + γ
(k)∗

j ✱ ❢♦r ❛❧❧ k ∈ [K]✱ ✇✐t❤ γ
(m)∗

j = 0p ✭●❡rt❤❡✐ss ❛♥❞ ❚✉t③✱ ✷✵✶✷✮✳

▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ θ(m)∗

j ❛♥❞ t❤❡ γ
(k)∗

j ✬s r❡t✉r♥❡❞ ❜② ✇❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ ❛s

❘❡❢✲❙❡♣▲♦❣✐t ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ♠✐♥✐♠✐③❡rs ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❢♦r ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✈❛❧✉❡s



❙tr❛t✐✜❡❞ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✸✸

♦❢ t❤❡ t✉♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs λj,1 ≥ 0 ❛♥❞ λ(k)j,2 ≥ 0✱

K∑

k=1

−L((θ(m)
j + γ

(k)
j );U

(k)
j , (U

(k)
−j )) + λj,1‖θ(m)

−j ‖1 +
∑

k 6=m

λ
(k)
j,2 ‖γ

(k)
j ‖1, ✭✷✳✼✮

✇❤❡r❡ θ(m)
−j ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✈❡❝t♦r θ(m)

j ❛❢t❡r t❤❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t t❡r♠ θ
(m)
j ✳

❍❡r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✈❛❧✉❡ λ(k)j,2 = λj,2ωk ✇✐t❤ ωk =
√
K(nk/n)✱ ❛s s✉❣❣❡st❡❞

✐♥ ❖❧❧✐❡r ❛♥❞ ❱✐❛❧❧♦♥ ✭✷✵✶✼✮✳ ❘❡❢✲❙❡♣▲♦❣✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤

♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❈❤❡♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮ ✇❤❡♥ ❝♦✈❛r✐❛t❡s r❡❞✉❝❡ t♦ ✐♥❞✐❝❛t♦rs ♦❢ t❤❡ str❛t❛✳ ■♥

❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✼✮✱ t❤❡ ♣❡♥❛❧t② t❡r♠ ‖θ(m)
−j ‖1 r❡✢❡❝ts t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s♣❛rs✐t② ✐♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r

θ
(m)∗

j ✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣❡♥❛❧t② t❡r♠
∑

k 6=m λ
(k)
j,2 ‖γ

(k)
j ‖1 =

∑
k 6=m λ

(k)
j,2 |θ

(k)
j − θ

(m)
j ‖1 r❡✢❡❝ts t❤❡

❡①♣❡❝t❡❞ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡❝t♦rs θ(m)∗

j ❛♥❞ θ
(k)∗

j ✱ ❢♦r ❛❧❧ k✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ❧❛tt❡r

♣❡♥❛❧t② s❤r✐♥❦s ❡st✐♠❛t❡s θ̂
(k)

j t♦✇❛r❞s θ̂
(m)

j ✱ ❛♥❞ ❡♥❝♦✉r❛❣❡s ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ✈❡❝t♦rs✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❧② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ θ̂
(k)

j ❛♥❞ θ̂
(m)

j ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s

tr✉❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❢♦r ❛❧❧ k1 6= m ❛♥❞ k2 6= m ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❡st✐♠❛t❡s

θ̂
(k1)
j,ℓ ❛♥❞ θ̂(k2)j,ℓ r❡t✉r♥❡❞ ❜② ❘❡❢✲❙❡♣▲♦❣✐t ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s tr✉❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s s✐♥❝❡

t❤❡✐r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♥♦t ♣❡♥❛❧✐③❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛s ❧♦♥❣ ❛s

t❤❡② ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ θ̂
(m)
j,ℓ ✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❛♠♦♥❣

✈❡❝t♦rs (Θ(k)∗)k∈[K]✱ ●✉♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ θ(k)∗j,ℓ = φ∗j,ℓγ
(k)∗
j,ℓ ✳ ❍❡r❡✱ ❢♦r ❛❧❧ j < ℓ, φ∗j,ℓ ✐s ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❛❧❧

K str❛t❛ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ ❧✐♥❦s s❤❛r❡❞ ❛❝r♦ss str❛t❛✱ ✇❤✐❧❡ γ(k)∗j,ℓ

✐s ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❢❛❝t♦r s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤❡ k✲t❤ str❛t✉♠✱ k ∈ [K]✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜②

●✉♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥ t♦

❣❡t ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ✐ss✉❡ ♦❢ ❙❡♣▲♦❣✐t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs φj,ℓ

✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ IR+ t♦ ❛✈♦✐❞ s✐❣♥ ❛♠❜✐❣✉✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ φj,ℓ ❛♥❞ γ
(k)
j,ℓ ✳ ▼♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱

t❤❡✐r ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ ♣❡♥❛❧t② ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ η1
∑

j<ℓ φj,ℓ + η2
∑

j<ℓ

∑K
k=1 |γ

(k)
j,ℓ |✱ ❛s

♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❩❤♦✉ ❛♥❞ ❩❤✉ ✭✷✵✶✵✮ ✉♥❞❡r ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ❑❡❡♣✐♥❣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t

φj,ℓ ≥ 0✱ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ♣❡♥❛❧t② s❤r✐♥❦s ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ φ∗j,ℓ t♦✇❛r❞s ✵✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡

s❡❝♦♥❞ t❡r♠ s❤r✐♥❦s ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ γ(k)∗j,ℓ t♦✇❛r❞ ✵✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✇❛② t❤✐s ♣❡♥❛❧t② ❝♦✉♣❧❡s

t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❛❝r♦ss t❤❡ K str❛t❛ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿ ✐❢ φ̂j,ℓ = 0 t❤❡♥ θ̂
(k)
j,ℓ = 0 ❢♦r ❛❧❧

k ∈ [K]✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦❞❡s j ❛♥❞ ℓ ✐♥ ❛♥② ♦❢ t❤❡ K ❣r❛♣❤s✳ ❖♥

t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ φ̂j,ℓ 6= 0✱ t❤❡♥ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ γ̂(k)j,ℓ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ θ̂(k)j,ℓ st✐❧❧ ❤❛✈❡

t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ③❡r♦✱ ❢♦r s♦♠❡ k ∈ [K]✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♥♦t ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞

❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥ ♠✐♥❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦♥✲③❡r♦ ❡st✐♠❛t❡s θ̂(k1)j,ℓ



❙tr❛t✐✜❡❞ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✸✹

❛♥❞ θ̂(k2)j,ℓ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s tr✉❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s s✐♥❝❡ θ̂(k1)j,ℓ ❛♥❞ θ̂(k2)j,ℓ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜②

❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡② ❛r❡ ❜♦t❤ ♥♦♥✲♥✉❧❧✳

✷✳✷✳✸ ❏♦✐♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦♥ K str❛t❛ ✿ ♦✉r

♣r♦♣♦s❛❧

❚♦ ❢✉❧❧② ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❛❝r♦ss t❤❡ K ❣r❛♣❤s ❛♥❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦

✐♥t❡r♣r❡t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢✱ s❛②✱ θ̂(k1)j,ℓ ❛♥❞ θ̂(k2)j,ℓ ✱ ♦✉r ♣r♦♣♦s❛❧ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡

❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❡♣▲♦❣✐t ❛♥❞ ♣❡♥❛❧t✐❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦♥

str❛t✐✜❡❞ ❞❛t❛✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ♣❛r❛❣r❛♣❤s✱ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✈❡❝t♦rs (θ
(k)∗
j )k∈[K]✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ j ∈ [p] ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❛ ❢✉s❡❞ ♣❡♥❛❧t② ♦r ❛

❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ♣❡♥❛❧t② ✭●r♦ss ❛♥❞ ❚✐❜s❤✐r❛♥✐✱ ✷✵✶✻❀ ❖❧❧✐❡r ❛♥❞ ❱✐❛❧❧♦♥✱ ✷✵✶✼✮✳ ◆❡①t✱

✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t✇♦ str❛t❡❣✐❡s t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛❧❧ j ∈ [p]✱ ❡①t❡♥❞✐♥❣

t❤❡ ✐❞❡❛s ♦❢ ❙❡♣▲♦❣✐t ❆◆❉ ❛♥❞ ❙❡♣▲♦❣✐t ❖❘ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳

✷✳✷✳✸✳✶ ❋✉s❡❞✲❙❡♣▲♦❣✐t✳

❖✉r ✜rst ♣r♦♣♦s❛❧ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ✐❞❡❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❉❛♥❛❤❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮ ✉♥❞❡r ●❛✉ss✐❛♥

❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤♦s❡ ♦❢ ●❡rt❤❡✐ss ❛♥❞ ❚✉t③ ✭✷✵✶✵✱ ✷✵✶✷✮ ❛♥❞ ❱✐❛❧❧♦♥ ❡t ❛❧✳

✭✷✵✶✻✮ ✉♥❞❡r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ■t r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢✉s❡❞ ❧❛ss♦

♣❡♥❛❧t②✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❢♦r ❛❧❧ j ∈ [p]✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ ❛s ❋✉s❡❞✲❙❡♣▲♦❣✐t

r❡t✉r♥s ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ θ(k)∗
j ✱ ❢♦r k ∈ [K]✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ♠✐♥✐♠✐③❡rs ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥✱

❢♦r ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ t✉♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs λj,1 ≥ 0 ❛♥❞ λj,2 ≥ 0✱

K∑

k=1

(
−L(θ(k)

j ;U
(k)
j ,U

(k)
−j ) + λj,1‖θ(k)

j ‖1
)
+ λj,2

∑

k1<k2

‖θ(k1)
j − θ

(k2)
j ‖1. ✭✷✳✽✮

❚❤❡ ❢✉s❡❞✲❧✐❦❡ ♣❡♥❛❧t② t❡r♠ ‖θ(k1)
j − θ

(k2)
j ‖1 s❤r✐♥❦s ❡st✐♠❛t❡s θ̂

(k1)

j ❛♥❞ θ̂
(k2)

j t♦✇❛r❞s

❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡♥❝♦✉r❛❣❡s ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ✈❡❝t♦rs✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ❞✐✛❡✲

r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ θ̂
(k1)

j ❛♥❞ θ̂
(k2)

j ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s tr✉❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ ❛♥❞

t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❢✉❧❧② ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❡st✐♠❛t❡s

❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ✭✷✳✽✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❡♥❥♦② ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♦r❛❝❧❡

♣r♦♣❡rt②✱ ✐♥ t❤❡ ✜①❡❞ Kp ❝❛s❡ ❀ s❡❡ ●❡rt❤❡✐ss ❛♥❞ ❚✉t③ ✭✷✵✶✷✮ ❛♥❞ ❱✐❛❧❧♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮✮✳



❙tr❛t✐✜❡❞ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✸✺

✷✳✷✳✸✳✷ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞✲❙❡♣▲♦❣✐t✳

❖✉r s❡❝♦♥❞ ♣r♦♣♦s❛❧ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❘❡❢✲❙❡♣▲♦❣✐t✳ ■t ❝♦♥s✐sts ✐♥

❡①t❡♥❞✐♥❣ ❛ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✇❛s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ●r♦ss ❛♥❞ ❚✐❜s❤✐r❛♥✐ ✭✷✵✶✻✮

❛♥❞ ❖❧❧✐❡r ❛♥❞ ❱✐❛❧❧♦♥ ✭✷✵✶✼✮ ✉♥❞❡r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❖❧❧✐❡r ❛♥❞ ❱✐❛❧❧♦♥✱

✷✵✶✹✮✳ ❆♣♣❧✐❡❞ t♦ ♦✉r ❝♦♥t❡①t✱ ✐t ✜rst r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢

θ
(k)∗
j

θ
(k)∗
j = µ∗

j + γ
(k)∗
j , for each k ∈ [K] ✭✷✳✾✮

✇❤❡r❡ µ∗
j = (µ∗j ,µ

∗T
−j)

T = (µ∗j , µ
∗
j,1, ..., µ

∗
j,j−1, µ

∗
j,j+1, ..., µ

∗
j,p)

T ∈ IRp ✏♠♦r❛❧❧②✑ ❝♦♥t❛✐♥s

✇❤❛t ✐s ❝♦♠♠♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡K str❛t❛✱ ✇❤✐❧❡ γ(k)∗
j = (γ

(k)∗
j , γ

(k)∗
j,1 , ..., γ

(k)∗
j,j−1, γ

(k)∗
j,j+1, ..., γ

(k)∗
j,p )T ∈

IRp ❢♦r k ∈ [K] ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ str❛t✉♠ k ❛r♦✉♥❞ µ∗
j ✳ ❊st✐♠❛t❡s ♦❢ µ∗

j ❛♥❞ t❤❡

γ
(k)∗
j ✬s ❛r❡ t❤❡♥ ❞❡r✐✈❡❞ ❛s ♠✐♥✐♠✐③❡rs ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❢♦r ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✈❛❧✉❡s

♦❢ λj,1 ≥ 0 ❛♥❞ λ(k)j,2 ≥ 0✱

K∑

k=1

−L((µj + γ
(k)
j );U

(k)
j , (U

(k)
−j )) + λj,1‖µ−j‖1 +

K∑

k=1

λ
(k)
j,2 ‖γ

(k)
j ‖1. ✭✷✳✶✵✮

✇❤❡r❡ µ−j ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✈❡❝t♦r µj ❛❢t❡r t❤❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t t❡r♠

µj ✳ ❆❣❛✐♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✈❛❧✉❡ λ(k)j,2 = λj,2ωk ✇✐t❤ ωk =
√
K(nk/n)✱ ❛s

s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ ❖❧❧✐❡r ❛♥❞ ❱✐❛❧❧♦♥ ✭✷✵✶✼✮✳ ■t ✐s ❡❛s✐❧② s❤♦✇♥ t❤❛t✱ ❛t ♦♣t✐♠✉♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡

µ̂j,ℓ = argminm∈IR(λj,1|m| +∑k λ
(k)
j,2 |θ̂

(k)
j,ℓ −m|✮ ❢♦r ❛❧❧ ℓ > 1✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✐♥✲

✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✭✷✳✾✮✱ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ t❛r❣❡ts t❤❡ ♦♥❡ s✉❝❤

t❤❛t µ̂j,ℓ ✐s ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛♥❞ s❤r✉♥❦ t♦✇❛r❞s ✵ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡st✐♠❛t❡s

(θ̂
(1)
j,ℓ , . . . , θ̂

(K)
j,ℓ )✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ♣❡♥❛❧t② t❡r♠

(
λj,1‖µ−j‖1 +

∑K
k=1 λ

(k)
j,2 ‖γ

(k)
j ‖1

)
=

(
λj,1‖µ−j‖1 +

∑K
k=1 λ

(k)
j,2 ‖θ

(k)
j − µj‖1

)
s❤r✐♥❦s t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs θ̂(k)j,ℓ ✱ k ∈ [K]✱ t♦✇❛r❞s

t❤❡✐r ✏✇❡✐❣❤t❡❞ ❛♥❞ s❤r✉♥❦ t♦✇❛r❞s ✵✑ ♠❡❞✐❛♥✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♥st❛♥t t❡r♠s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ µ̂j =

argminm∈IR
∑

k λ
(k)
j,2 |θ̂

(k)
j −m| ❛♥❞ µ̂j ✐s t❤❡♥ s✐♠♣❧② ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♠❡❞✐❛♥ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛❧✉❡s

(θ̂
(1)
j , . . . , θ̂

(K)
j ) ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✶✳✶ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❖❧❧✐❡r ❛♥❞ ❱✐❛❧❧♦♥

✭✷✵✶✼✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ❛♥❞ ❘❡❢✲▲❛ss♦✱ ❜♦t❤ ❢♦r♠❛❧❧②

❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧②✳ ❇② ❜②♣❛ss✐♥❣ t❤❡ ❛r❜✐tr❛r② ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ str❛t✉♠✱ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞

▲❛ss♦ ✇❛s s❤♦✇♥ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ str❛t❡❣② t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❝♦♥s✐st ✐♥ ❛♣✲

♣❧②✐♥❣ ❘❡❢✲▲❛ss♦ ✇✐t❤ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ str❛t✉♠ ✭✐♥ ♦✉r ❝♦♥t❡①t ❤❡r❡✱ t❤✐s ✉♥❦♥♦✇♥

♦♣t✐♠❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ str❛t✉♠ ✇♦✉❧❞ t②♣✐❝❛❧❧② ✈❛r② ❢♦r ❡❛❝❤ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ j, ℓ✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱

❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ st❛♥❞❛r❞ ❧❛ss♦ ❛❢t❡r ❛ s✐♠♣❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢



❙tr❛t✐✜❡❞ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✸✻

t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✶✳✷ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s

✈❡r② ❡❛s② ❛♥❞ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ❤❛s r♦✉❣❤❧② t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❛s ❘❡❢✲▲❛ss♦✳

❲❡ r❡❢❡r t♦ ❖❧❧✐❡r ❛♥❞ ❱✐❛❧❧♦♥ ✭✷✵✶✼✮ ❛♥❞ ●r♦ss ❛♥❞ ❚✐❜s❤✐r❛♥✐ ✭✷✵✶✻✮✳

✷✳✷✳✸✳✸ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ (θ̂
(k)

j )j∈[p],k∈[K] t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ K ❡st✐♠❛t❡❞ ❣r❛♣❤s✳

❋♦r ❡✈❡r② j < ℓ✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❙❡♣▲♦❣✐t ✭■♥❞❡♣✲❙❡♣▲♦❣✐t✱ ❘❡❢✲❙❡♣▲♦❣✐t✱ ❋✉s❡❞✲

❙❡♣▲♦❣✐t ❛♥❞ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞✲❙❡♣▲♦❣✐t✮ ❛❧❧ r❡t✉r♥ t✇♦ ✈❡❝t♦rs ♦❢ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r (θ(1)∗j,ℓ , ..., θ
(K)∗
j,ℓ ) ✿

(θ̂
(1)
j,ℓ , ..., θ̂

(K)
j,ℓ ) ❛♥❞ (θ̂

(1)
ℓ,j , ..., θ̂

(K)
ℓ,j )✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ✇❡ ♠❛② st✐❧❧ ❤❛✈❡✱ ❢♦r s♦♠❡ k, ℓ, j✱ θ̂(k)j,ℓ 6= θ̂

(k)
ℓ,j ✱

♦r ❡✈❡♥ θ̂
(k)
j,ℓ = 0 ✇❤✐❧❡ θ̂(k)ℓ,j 6= 0 ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳ ❇✉t ✇❡ ♠❛② ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ♦t❤❡r ❛s②♠♠❡tr②

✐ss✉❡s ❤❡r❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡ ♠❛② ❤❛✈❡ ❛ ❢✉❧❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✈❡❝t♦r (θ̂
(1)
j,ℓ , ..., θ̂

(K)
j,ℓ )✱ t❤❛t

✐s✱ ❛ ✈❡❝t♦r ✇❤♦s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❛❧❧ ❡q✉❛❧ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛✲

r✐❛❜❧❡s Uℓ ❛♥❞ Uj ❞♦❡s ♥♦t ✈❛r② ❛❝r♦ss t❤❡ str❛t❛✱ ✇❤✐❧❡ (θ̂
(1)
ℓ,j , ..., θ̂

(K)
ℓ,j ) ❡①❤✐❜✐ts s♦♠❡

❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s Uℓ ❛♥❞ Uj ❞♦❡s ✈❛r②

❛❝r♦ss t❤❡ str❛t❛✳

❚♦ ❣❡t ❛r♦✉♥❞ t❤❡s❡ ❛s②♠♠❡tr② ✐ss✉❡s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t✇♦ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s ♦❢ ❙❡♣▲♦❣✐t ❆◆❉

❛♥❞ ❙❡♣▲♦❣✐t ❖❘✳ ❲❤❡♥ ♦♥❧② ♦♥❡ ❣r❛♣❤ ❤❛s t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ str❛t✉♠ ✭♦r ♦♥

t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛s ❛ ✇❤♦❧❡✮✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❣r❛♣❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤✐s ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡♥ ❙❡♣▲♦❣✐t ❆◆❉ ❬r❡s♣✳ ❖❘❪ r❡t✉r♥s t❤❡ ❣r❛♣❤ ✇✐t❤

❧♦✇❡st ❬r❡s♣✳ ❤✐❣❤❡st❪ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs θ̂j,ℓ ❛♥❞ θ̂ℓ,j ✱ ❢♦r (j, ℓ) ∈ [p]2✳ ❲❤❡♥

❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ K ❣r❛♣❤s ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ♦✈❡r K str❛t❛✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t✇♦ str❛t❡❣✐❡s✱ ❙❡♣▲♦❣✐t

▼■◆ ❛♥❞ ❙❡♣▲♦❣✐t ▼❆❳✱ r❡t✉r♥✐♥❣ t✇♦ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ K ❣r❛♣❤s✱ ✇✐t❤ ❧♦✇❡st ❛♥❞ ❤✐❣❤❡st

❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ K ❡st✐♠❛t❡❞

❣r❛♣❤s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡ s❡ts (θ̂(1)j,ℓ , ..., θ̂
(K)
j,ℓ ) ∈ IRK ✭♦r

(θ̂
(1)
ℓ,j , ..., θ̂

(K)
ℓ,j ) ∈ IRK✮✱ ❢♦r (j, ℓ) ∈ [p]2✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❢♦r ❛♥② ✈❡❝t♦r S = (s1, ..., sK) ∈

IRK ✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ✐ts ❝♦♠♣❧❡①✐t② comp(S) ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐st✐♥❝t ♥♦♥✲♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡s ❛♠♦♥❣

(s1, ..., sK)✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❡✈❡r② j < ℓ✱ ❞❡♥♦t❡ ❜② Sj t❤❡ ✈❡❝t♦r (θ̂
(1)
j,ℓ , ..., θ̂

(K)
j,ℓ ) ❛♥❞ ❜② Sℓ t❤❡

✈❡❝t♦r (θ̂(1)ℓ,j , ..., θ̂
(K)
ℓ,j ) r❡t✉r♥❡❞ ❜② ❋✉s❡❞✲❙❡♣▲♦❣✐t✱ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞✲❙❡♣▲♦❣✐t✱ ❘❡❢✲❙❡♣▲♦❣✐t ♦r

■♥❞❡♣✲❙❡♣▲♦❣✐t✳ ◆♦✇✱ ❧❡t Smin
j,ℓ ❬r❡s♣✳ Smax

j,ℓ ❪ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r ❛♠♦♥❣ (Sj ,Sℓ) ✇✐t❤ ❧♦✇❡st

❬r❡s♣✳ ❤✐❣❤❡st❪ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❢✉♥❝t✐♦♥ comp✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐❢ comp(Sj) <

comp(Sℓ) t❤❡♥ Smin
j,ℓ = Sj ❛♥❞ Smax

j,ℓ = Sℓ✱ ✇❤✐❧❡ Smin
j,ℓ = Sℓ ❛♥❞ Smax

j,ℓ = Sj ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ▼■◆ ❬r❡s♣✳ ▼❆❳❪ str❛t❡❣② r❡t✉r♥s t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛♣❤s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠

✈❡❝t♦rs Smin
j,ℓ ❬r❡s♣✳ Smax

j,ℓ ❪ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛❧❧ j < ℓ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❧♦✇❡st ❬r❡s♣✳



❙tr❛t✐✜❡❞ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✸✼

❤✐❣❤❡st❪ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❣✐✈❡♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❡st✐♠❛t❡s (θ̂(1)j,ℓ , ..., θ̂
(K)
j,ℓ ) ❛♥❞ (θ̂

(1)
ℓ,j , ..., θ̂

(K)
ℓ,j )✱ ❢♦r

(j, ℓ) ∈ [p]2✳

✷✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞②

❲❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡ ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ●✉♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ■♥❞❡♣✲❙❡♣▲♦❣✐t✱ ❘❡❢✲❙❡♣▲♦❣✐t

❛♥❞ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞✲❙❡♣▲♦❣✐t ✇❡r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❧♠♥❡t ♣❛❝❦❛❣❡✱ ✇❤✐❧❡ ●✉♦ ❡t

❛❧✬s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❋✉s❡❞✲❙❡♣▲♦❣✐t ✇❡r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇▼◆ ❛♥❞ ❋✉s❡❞▲❛ss♦

♣❛❝❦❛❣❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❇▼◆ ❛♥❞ ❋✉s❡❞▲❛ss♦ ♣❛❝❦❛❣❡s ❛r❡ ♥♦t ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞

♦♥ t❤❡ ❈❘❆◆ ❛♥②♠♦r❡✱ ❜✉t ❛r❡ st✐❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❛r❝❤✐✈❡s✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❜r❡✈✐t②✱

r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦♥❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❙❡♣▲♦❣✐t ▼■◆ str❛t❡❣② ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢

t✉♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇■❈✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐❞❡❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❊❢r♦♥

❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❱✐❛❧❧♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❀ ❖❧❧✐❡r ❛♥❞ ❱✐❛❧❧♦♥✱ ✷✵✶✹✮✱ ❛ t✇♦✲st❡♣ ❇■❈

❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ ②✐❡❧❞❡❞ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭r❡s✉❧ts ♥♦t s❤♦✇♥✮✳

✷✳✸✳✶ ❉❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥

❚❤❡ ■s✐♥❣❙❛♠♣❧❡r ♣❛❝❦❛❣❡ ♦❢ ❘ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❞❛t❛✱ ❣✐✈❡♥ ♠❛tr✐❝❡s Θ
(k)∗ =

(θ
(k)∗
j,ℓ )p∗p✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② ●✉♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮✱ t❤❡s❡ ♠❛tr✐❝❡s ✇❡r❡

❞❡✜♥❡❞ ❛s Θ
(k)∗ = µ∗ + Ψ

(k)∗✱ ✇❤❡r❡ µ∗ = (µ∗j,ℓ)p∗p r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ str✉❝t✉r❡

❛❝r♦ss ❛❧❧ str❛t❛ ❛♥❞ Ψ
(k)∗ = (ψ

(k)∗
j,ℓ )p∗p r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ str✉❝t✉r❡ s♣❡❝✐✜❝ t♦ str❛t✉♠ k✱

❢♦r k ∈ [K]✳

❋♦r t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣❛rt✱ ✇❡ ❛❣❛✐♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ●✉♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡✲

r❡❞ t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ❣r❛♣❤s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❝❤❛✐♥ ❣r❛♣❤✱ t❤❡ ✸✲♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ❣r❛♣❤ ❛♥❞ t❤❡

s❝❛❧❡✲❢r❡❡ ❣r❛♣❤✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ❛♥❞ ●✉♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳ ❆s ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝

♣❛rt✱ ♥♦♥✲③❡r♦ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡❛❝❤Ψ
(k)∗ ✇❡r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡t [−1✱−0.5]∪[0.5, 1]✳

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❡❛❝❤ Ψ
(k)∗ ✇❛s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❡✈❡r② k ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞❡❞ ♦♥

❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ρ ∈ [0, 1]✳ ❚❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡❞❣❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ ❡❞❣❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s r❛t✐♦ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡

❧❡✈❡❧ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❛✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐❢ ρ = 0✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡s

❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♦✈❡r t❤❡ K str❛t❛✳ ❋✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ρ ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✿ ✵✱ ✵✳✷✺✱ ✵✳✺✱ ✵✳✼✺ ❛♥❞ ✶✳



❙tr❛t✐✜❡❞ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✸✽

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❆ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ str✉❝t✉r✐♥❣
✇✐t❤ ❛ r❛t✐♦ ρ ❡q✉❛❧ t♦ ✵✱ ✵✳✷✺ ❛♥❞ ✶✱ ✇✐t❤ p = 50 ❛♥❞ K = 3✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❡❞❣❡s r❡♣r❡s❡♥t
t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡❞✱ ❜❧✉❡ ❛♥❞ ❣r❡❡♥ ❡❞❣❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ str✉❝t✉r❡s s♣❡❝✐✜❝

t♦ ❡❛❝❤ str❛t✉♠✳

❋♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♠♦♥ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ r❛t✐♦ ρ✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✺✵ r❡♣❧✐❝❛t❡s ♦❢ ❞❛t❛ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢

✺✵✵ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ ❡❛❝❤ str❛t✉♠✱ ✇✐t❤ (p = 10,K = 3) ✐♥ ❛ ✜rst s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞②✳ ■♥ ❛

s❡❝♦♥❞ st✉❞②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✺✵ r❡♣❧✐❝❛t❡s ♦❢ ❞❛t❛ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ✻✻✻✱ ✶✶✹✸✱ ✶✾✷✵ ❛♥❞ ✸✵✻✵

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ ✶st✱ ✷♥❞✱ ✸r❞ ❛♥❞ ✹t❤ str❛t✉♠ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇✐t❤ (p = 36,K = 4)✳ ❚❤❡s❡

❝❤♦✐❝❡s ✇❡r❡ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥ ♦✉r ❧❡❛❞✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✮✳ ◆♦t❡✱

❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ❋✉s❡❞✲❙❡♣▲♦❣✐t ❛♥❞ ●✉♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡r❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥

t❤❡ ✜rst s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞② t♦ s❛✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✳



❙tr❛t✐✜❡❞ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✸✾

✷✳✸✳✷ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛

❊st✐♠❛t❡s Θ̂
(k)

= (θ̂
(k)
j,ℓ )p∗p r❡t✉r♥❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛✲

r❡❞ t♦ Θ
(k)∗ ♦♥ ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛✳ ❚✇♦ ❝r✐t❡r✐❛ ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r t❤❡

✺✵ r❡♣❧✐❝❛t❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ ❆❝❝✳❙✱ ♠❡❛s✉r❡s

t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❛tr✐① Θ
(k)∗✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲

③❡r♦ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ♠❛tr✐❝❡s Θ
(k)∗✱ k ∈ [K]✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❆❝❝✳❙ ✐s ❞❡✜♥❡❞

❛s

❆❝❝✳❙ =
1

K

∑

k∈[K]



∑

j>ℓ

(
1[θ

(k)∗
j,ℓ 6= 0 , θ̂

(k)
j,ℓ 6= 0] + 1[θ

(k)∗
j,ℓ = 0 , θ̂

(k)
j,ℓ = 0]

)

p(p− 1)/2


 .

❲❡ ❛❧s♦ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛tr✐❝❡s Θ(k)∗✱ k ∈ [K]✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ r❡♣♦rt r❡s✉❧ts ❢♦r ❆❝❝✳❍✱ ✇❤✐❝❤

✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

❆❝❝✳❍ =

∑
j>ℓ

(
1[Z∗

j,ℓ 6= 0 , Ẑj,ℓ 6= 0] + 1[Z∗
j,ℓ = 0 , Ẑj,ℓ = 0]

)

p(p− 1)/2
,

✇❤❡r❡

Z∗
j,ℓ =





0 ✐❢ θ
(1)∗

j,ℓ = θ
(2)∗

j,ℓ = ... = θ
(K)∗

j,ℓ

1 ♦t❤❡r✇✐s❡
and Ẑj,ℓ =





0 ✐❢ θ̂
(1)
j,ℓ = θ̂

(2)
j,ℓ = ... = θ̂

(K)
j,ℓ

1 ♦t❤❡r✇✐s❡.

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ Z∗
j,ℓ ❬r❡s♣✳ Ẑj,ℓ❪ ✐s ❛ ❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ ❡q✉❛❧s ✶ ✐❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s j ❛♥❞ ℓ ✈❛r✐❡s ❛❝r♦ss t❤❡ K str❛t❛✱ ✉♥❞❡r t❤❡ tr✉❡ ♠♦❞❡❧ ❬r❡s♣✳ ❛s

✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠❡t❤♦❞❪✱ ❛♥❞ ❆❝❝✳❍ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② r❡❣❛r❞✐♥❣

t❤❡ s✉♣♣♦rt r❡❝♦✈❡r② ♦❢ Z∗
j,ℓ✳ ❖t❤❡r ❝r✐t❡r✐❛ ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❘❛♥❞ ✐♥❞❡①✱

❛♥❞ ❧❡❛❞ t♦ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ✭♥♦t s❤♦✇♥✮✳



❙tr❛t✐✜❡❞ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✹✵

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❆✈❡r❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡s ✭✐♥ ♠✐♥✉t❡s✮ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡
K ♠♦❞❡❧s ✭❝♦♠♣✉t❡❞ ♦✈❡r ✺✵✯✸✯✺❂✼✺✵ r✉♥s✱ ✇❤❡r❡ ✺✵ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣❧✐❝❛t❡s✱ ✸
✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡s✐❣♥s ❛♥❞ ✺ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ρ ✈❛❧✉❡s✮✳ ❚❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✶st ❬r❡s♣✳ ✷♥❞❪

❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✜rst ❬r❡s♣✳ s❡❝♦♥❞❪ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞②✳

▼❡t❤♦❞ \ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞② ✶st ✷♥❞

■♥❞❡♣✲❙❡♣▲♦❣✐t 10−3 0.15
❘❡❢✲❙❡♣▲♦❣✐t ✶ ✻✵
❉❛t❛❙❤❛r❡❞✲❙❡♣▲♦❣✐t ✶ ✻✵
❋✉s❡❞✲❙❡♣▲♦❣✐t ✸✵ ①
●✉♦ ❡t ❛❧✬s ✶✽✵ ①

✷✳✸✳✸ ❘❡s✉❧ts

✷✳✸✳✸✳✶ ❋✐rst s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞② ✇✐t❤ p = 10✱ K = 3 ❛♥❞ ❜❛❧❛♥❝❡❞ str❛t❛ s✐③❡s✳

■♥ t❤✐s ✜rst s✐t✉❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ str❛t❛ s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡✱ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ str❛t✉♠ ❢♦r ❘❡❢✲

❙❡♣▲♦❣✐t ✇❛s s❡❧❡❝t❡❞ r❛♥❞♦♠❧②✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡ ❝♦♠✲

♠♦♥ str✉❝t✉r❡ t②♣❡ ♦♥❧② ♠❛r❣✐♥❛❧❧② ❛✛❡❝ts t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ ♦t❤❡r r❡s♣❡❝t✱ ❛♥❞ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ■♥❞❡♣✲❙❡♣▲♦❣✐t r❡❣❛r❞✐♥❣

❆❝❝✳❙ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ρ✱ ✇❤✐❧❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞✲❙❡♣▲♦❣✐t✱ ❋✉s❡❞✲

❙❡♣▲♦❣✐t ❛♥❞ ●✉♦ ❡t ❛❧✬s ♠❡t❤♦❞ ❣❧♦❜❛❧❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ■♥❞❡♣✲❙❡♣▲♦❣✐t✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ρ

✐s ❧♦✇ ✭✐✳❡✳✱ ✇❤❡♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ✐s ❤✐❣❤✮✳ ❚❤❡s❡ t❤r❡❡ ♠❡t❤♦❞s ♣❡r❢♦r♠ s✐♠✐❧❛r❧② r❡❣❛r❞✐♥❣

❆❝❝✳❙✱ ✇✐t❤ ❛ s❧✐❣❤t ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❢♦r ❋✉s❡❞✲❙❡♣▲♦❣✐t ❛♥❞ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞✲❙❡♣▲♦❣✐t ❢♦r ρ = 0

❛♥❞ ❛♥ ❡✈❡♥ s❧✐❣❤t❡r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❢♦r ●✉♦ ❡t ❛❧✬s ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ρ ≥ 0.75✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ❛♥❞

st✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❆❝❝✳❙✱ ❘❡❢✲❙❡♣▲♦❣✐t ♣❡r❢♦r♠s ♥❡❛r❧② ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❉❛t❛❙❤❛r❡❞✲❙❡♣▲♦❣✐t✱

❋✉s❡❞✲❙❡♣▲♦❣✐t ❛♥❞ ●✉♦ ❡t ❛❧✬s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤❡♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ✐s ❤✐❣❤ ✭❛♥❞ ρ ✐s s♠❛❧❧✮✱

❜✉t ♥♦t❛❜❧② ✇♦rs❡ ❢♦r ρ ≥ 0.5✳ ❆s ❢♦r ❆❝❝✳❍✱ ❋✉s❡❞✲❙❡♣▲♦❣✐t ❛♥❞ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞✲❙❡♣▲♦❣✐t

♣❡r❢♦r♠ s✐♠✐❧❛r❧② ❛♥❞ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ❘❡❢✲❙❡♣▲♦❣✐t ✭❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ρ✮ ❛♥❞ ♥♦✲

t✐❝❡❛❜❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ■♥❞❡♣✲❙❡♣▲♦❣✐t ❛♥❞ ●✉♦ ❡t ❛❧✬s ♠❡t❤♦❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ●✉♦ ❡t ❛❧✬s

♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ■♥❞❡♣✲❙❡♣▲♦❣✐t ♣❡r❢♦r♠ s✐♠✐❧❛r❧② r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❛t

●✉♦ ❡t ❛❧✬s ♠❡t❤♦❞ ✐s ♥♦t ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ K ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞✲❙❡♣▲♦❣✐t ✐s ✶✽✵ t✐♠❡s ❢❛st❡r t❤❛♥ ●✉♦ ❡t ❛❧✬s ❛♣♣r♦❛❝❤✱

✸✵ t✐♠❡s ❢❛st❡r t❤❛♥ ❋✉s❡❞✲❙❡♣▲♦❣✐t ❛♥❞✱ ❛♥❞ s❤❛r❡s t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❛s ❘❡❢✲

❙❡♣▲♦❣✐t✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞✲❙❡♣▲♦❣✐t ❛♣♣❡❛rs ❛s t❤❡ ❜❡st ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥

❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✳



❙tr❛t✐✜❡❞ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✹✶

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❇♦①♣❧♦ts ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❆❝❝✳❙ ❛♥❞ ❆❝❝✳❍ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ ♦♥
t❤❡ ✺✵ r❡♣❧✐❝❛t❡s ♦❢ ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞②✳

✷✳✸✳✸✳✷ ❙❡❝♦♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞② ✇✐t❤ p = 36✱ K = 4 ❛♥❞ ❛♥ ✉♥❜❛❧❛♥❝❡❞ str❛t❛

s✐③❡s✳

▼♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♦✉r ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❢✉rt❤❡r ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ K = 4✱ p = 36 ❛♥❞ ✇✐t❤ nk ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥

t❤❡ k✲t❤ str❛t✉♠ ♦❢ ♦✉r ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② ✶✵✳ ❚❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ str❛t✉♠ ❢♦r



❙tr❛t✐✜❡❞ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✹✷

❘❡❢✲❙❡♣▲♦❣✐t ✇❛s s❡t t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♦♥❡ ❤❡r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❝❤♦✐❝❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❚♦

s❛✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✱ ♦♥❧② r❡s✉❧ts ❢♦r ■♥❞❡♣✲❙❡♣▲♦❣✐t✱ ❘❡❢✲❙❡♣▲♦❣✐t ❛♥❞ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞✲

❙❡♣▲♦❣✐t ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❘❡❢✲❙❡♣▲♦❣✐t ❛♥❞

❉❛t❛❙❤❛r❡❞✲❙❡♣▲♦❣✐t✱ ✇✐t❤ ❛❞❛♣t✐✈❡ ✇❡✐❣❤ts ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ✐♥✐t✐❛❧ ✉♥♣❡♥❛❧✐③❡❞ ♠❛①✐♠✉♠

❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡s ❀ s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❖❧❧✐❡r ❛♥❞ ❱✐❛❧❧♦♥ ✭✷✵✶✹✮ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ✈❡r✲

s✐♦♥ ♦❢ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡② ❛r❡

❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞② ✿ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞✲❙❡♣▲♦❣✐t ♦✉t✲

♣❡r❢♦r♠s ❜♦t❤ ■♥❞❡♣✲❙❡♣▲♦❣✐t ❛♥❞ ❘❡❢✲❙❡♣▲♦❣✐t✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡✲

t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ✭❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❆❝❝✳❍✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s✉♣♣♦rt r❡❝♦✈❡r② ❢♦r ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ρ✱

❜✉t ❛❧s♦ ❢♦r ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ρ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥✳ ●❧♦❜❛❧❧②✱ ❛❞❛♣t✐✈❡

✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞✲❙❡♣▲♦❣✐t ❛♥❞ ❘❡❢✲❙❡♣▲♦❣✐t ♦✉t♣❡r❢♦♠s t❤❡✐r ✏st❛♥❞❛r❞✑ ❝♦✉♥t❡r✲

♣❛rts✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❜♦t❤ ❆❝❝✳❙ ❛♥❞ ❆❝❝✳❍✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ρ✳

✷✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❉❛t❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✭❘❡❣✐str② ❞❛t❛✮ ❚❤❡ ❘❤ô♥❡ r❡❣✐str② ❝♦♥t❛✐♥s ❞❛t❛ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛❧❧

t❤❡ ✈✐❝t✐♠s ♦❢ r♦❛❞ tr❛✣❝ ❛❝❝✐❞❡♥ts t❤❛t ❤❛✈❡ ♦❝❝✉rr❡❞ ✐♥ t❤❡ ❘❤ô♥❡ s✐♥❝❡ ✶✾✾✻✳ ❚❤❡

❘❤ô♥❡ ✐s ❛ ❋r❡♥❝❤ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ✭✶✱✻✵✵✱✵✵✵ ✐♥❤❛❜✐t❛♥ts✮ ✇❤♦s❡ ♠❛✐♥ ✉r❜❛♥ ❝❡♥t❡r ✐s ▲②♦♥✳

❚❤❡ ❘❤ô♥❡ r❡❣✐str② ✐s ♦✣❝✐❛❧❧② r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❜② t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❘❡❣✐str② ❈♦♠♠✐tt❡❡ ❛♥❞ ✐s

♠❛♥❛❣❡❞ ❜② t❤❡ ❆❘❱❆❈ ✭❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ❘❡❣✐str❡ ❞❡s ❱✐❝t✐♠❡s ❞✬❆❝❝✐❞❡♥ts ❞❡ ❧❛

r♦✉t❡✮✳ ❉❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❜❡❣❛♥ ♦♥ ❏❛♥✉❛r②✱ ✶st ✶✾✾✺✳ ❯♣ t♦ ♥♦✇✱ t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ✶✾✾✻ t♦

✷✵✶✹ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢✉❧❧② ❝♦♠♣✉t❡r✐③❡❞ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡❞✳ ❚❤✐s ❞❛t❛ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ✈✐❝t✐♠s ✭♥❛♠❡✱ s❡①✱ ❞❛t❡ ♦❢ ❜✐rt❤✮✱ t❤❡ ❛❝❝✐❞❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✭❞❛t❡✱ t✐♠❡✱ ♣❧❛❝❡✱

t②♣❡ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡✱ ❡t❝✳✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❥✉r② t❛❜❧❡s ♦❢ ✈✐❝t✐♠s✳ ❚❤❡ ✐♥❥✉r② t❛❜❧❡

♦❢ ❡❛❝❤ ✈✐❝t✐♠ ❞❡s❝r✐❜❡s ❡❛❝❤ ✐♥❥✉r② ❤❡ s✉✛❡r❡❞✱ ❝♦❞❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❆❜❜r❡✈✐❛t❡❞

■♥❥✉r② ❙❝❛❧❡ ✾✵ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ t②♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ✐♥❥✉r② ✉s✐♥❣ s✐① ❞✐❣✐ts ✇r✐tt❡♥ ❛s ✶✷✭✸✹✮✭✺✻✮✳ ❚❤❡ ✜rst ❞✐❣✐t ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡ ❜♦❞② r❡❣✐♦♥

❬❘❪ ✭❍❡❛❞✱ ❋❛❝❡✱ ▲♦✇❡r ❡①tr❡♠✐t②✱ ❙♣✐♥❡✱ ❡t❝✳✮✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡

❛♥❛t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡ ❬❚❪ ✭❱❡ss❡❧s✱ ◆❡r✈❡s✱ ❡t❝✳✮✱ t❤❡ t❤✐r❞ ❛♥❞ ❢♦✉rt❤ ❞✐❣✐ts ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡

s♣❡❝✐✜❝ ❛♥❛t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡✱ ♦r t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❥✉r② ✇❤❡♥ ❛♥ ❡♥t✐r❡ ❛r❡❛ ✐s r❡❛❝❤❡❞✱

❬❙❪ ✭❈❡r✈✐❝❛❧ ❈♦❧✉♠♥✱ ❇❛❝❦ ❈♦❧✉♠♥✱ ❈♦♥t✉s✐♦♥✱ ❇✉r♥✱ ❡t❝✳✮ ❛♥❞ t❤❡ ✜❢t❤ ❛♥❞ s✐①t❤ ♦♥❡s

s♣❡❝✐❢② t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ✐♥❥✉r② ❬◆❪ ✭❋r❛❝t✉r❡s✱ r✉♣t✉r❡✱ ❧❛❝❡r❛t✐♦♥✱ ❡t❝✳✮✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ❝♦❞✐♥❣✱

t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛s❡t ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✶✸✹✽ ❞✐st✐♥❝t ❝♦❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✶✸✹✽ ❞✐st✐♥❝t ✐♥❥✉r✐❡s✳



❙tr❛t✐✜❡❞ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✹✸

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❇♦①♣❧♦ts ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❆❝❝✳❙ ❛♥❞ ❆❝❝✳❍ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ ♦♥
t❤❡ ✺✵ r❡♣❧✐❝❛t❡s ♦❢ ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞②✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥❥✉r✐❡s ❤❛✈❡ ✈❡r② ❧♦✇ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡s✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❣r♦✉♣

s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠✳ ❆❢t❡r ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ ❆■❙ ❝♦❞❡s t♦ ■❈❉✲✶✵ ❝♦❞❡s ✭■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙t❛t✐st✐❝❛❧

❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❉✐s❡❛s❡s ❛♥❞ ❘❡❧❛t❡❞ ❍❡❛❧t❤ Pr♦❜❧❡♠s✱ 10✲t❤ ❘❡✈✐s✐♦♥✮✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡

❣r♦✉♣✐♥❣ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❊❯❘❖❈❖❙❚ ♠♦❞❡❧ ✭s❡❡ ▲②♦♥s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✱ ❚❛❜❧❡ ✶✮✳ ❲❡

❢✉rt❤❡r ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ s♣❧✐t t❤❡ ✏■♥t❡r♥❛❧✲♦r❣❛♥ ✐♥❥✉r②✧ ❣r♦✉♣ ✐♥t♦ t✇♦ ❣r♦✉♣s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

t♦ ✏■♥t❡r♥❛❧✲♦r❣❛♥ ✐♥❥✉r② t❤♦r❛①✧ ❛♥❞ ✏■♥t❡r♥❛❧✲♦r❣❛♥ ✐♥❥✉r② ❛❜❞♦♠❡♥✧✳ ❲❡ ✜♥❛❧❧② ✇♦r❦❡❞

✇✐t❤ ✸✻ ❣r♦✉♣s ♦❢ ✐♥❥✉r✐❡s✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ t❤✐s ❧❡❞ ✉s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✸✻ ❜✐♥❛r② (0, 1)✲✈❛r✐❛❜❧❡s

U1, . . . , Up✱ ✇❤❡r❡ Uj = 1 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥❥✉r② t❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ✈✐❝t✐♠ ❝♦♥t❛✐♥s



❙tr❛t✐✜❡❞ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✹✹

❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ✐♥❥✉r② ❢❛❧❧✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ j✲t❤ ❣r♦✉♣ ♦❢ t❤❡ ❊❯❘❖❈❖❙❚ ♠♦❞❡❧✳ ❋✉rt❤❡r ♥♦t❡

t❤❛t t❤❡s❡ ✸✻ ❣r♦✉♣s ♦❢ ✐♥❥✉r✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥t♦ ✻ ❝❧❛ss❡s✱ r♦✉❣❤❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦

❜♦❞② ❛r❡❛s ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷✮✳ ❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ t❤❡ ✸✻ ❣r♦✉♣s ♦❢ ✐♥❥✉r✐❡s ✇✐❧❧ s✐♠♣❧② ❜❡ r❡❢❡rr❡❞

t♦ ❛s ✐♥❥✉r✐❡s✳

■♥ t❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❧❛st ✶✵ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ②❡❛rs ✭✷✵✵✺ t♦

✷✵✶✹✮✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦✉r str❛t❛ ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r♦❛❞ ✉s❡r t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ✈✐❝t✐♠ ✿

♣❡❞❡str✐❛♥s✱ ❝②❝❧✐sts✱ ♠♦t♦r✐③❡❞ t✇♦✲✇❤❡❡❧❡rs ✉s❡rs ❛♥❞ ❝❛r ♦❝❝✉♣❛♥ts✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ t❤✐s ❞❛t❛

❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✻✼✱✽✾✹ ✈✐❝t✐♠s ❛♥❞ ✶✵✾✱✼✾✸ ✐♥❥✉r✐❡s✳ ❙❡❡ ❚❛❜❧❡ ✷✳✸ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡

✷✳✹✱ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥❥✉r② ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❛ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳

❈♦❧♦rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥❥✉r② ❛♥❞ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❡❛❝❤ ❜❛r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s

t♦ t❤❡ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥❥✉r②✳ ❙♦♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ ❛❝r♦ss t❤❡ str❛t❛✳ ❋♦r

✐♥st❛♥❝❡✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r r♦❛❞ ✉s❡rs✱ ❝❛r ♦❝❝✉♣❛♥ts ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ s✉✛❡r ❢r♦♠

✇❤✐♣❧❛s❤ ❛♥❞ s♣✐♥❡ ✐♥❥✉r✐❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡② ❛r❡ ❧❡ss ❧✐❦❡❧② t♦ s✉✛❡r ❢r♦♠ ✐♥❥✉r✐❡s ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r

❛♥❞ ❧♦✇❡r ❡①tr❡♠✐t✐❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♠♦t♦r✐③❡❞ t✇♦ ✇❤❡❡❧❡rs ✉s❡rs ❛r❡ ❧❡ss ❧✐❦❡❧②

t♦ s✉✛❡r ❢r♦♠ ❝♦♥❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ ✇♦✉♥❞ ❢❛❝❡✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡✐r ❤❡❛❞ ❛♥❞ ❢❛❝❡ ❛r❡

s✉♣♣♦s❡❞❧② ♣r♦t❡❝t❡❞ ❜② t❤❡✐r ❤❡❧♠❡t✳

❙tr❛t✐✜❡❞ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❲❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❋✉s❡❞✲

❙❡♣▲♦❣✐t✱ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞✲❙❡♣▲♦❣✐t✱ ❘❡❢✲❙❡♣▲♦❣✐t ❛♥❞ ■♥❞❡♣✲❙❡♣▲♦❣✐t✱ ✉s✐♥❣ ❙❡♣▲♦❣✐t ▼■◆

str❛t❡❣②✳ ❲❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❘❡❢✲❙❡♣▲♦❣✐t✱ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ str❛t✉♠ ✇❛s s❡t t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♦♥❡✱

✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❝❛r ♦❝❝✉♣❛♥ts✳

❋✐rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡s✉❧ts r❡t✉r♥❡❞ ❜② ❉❛t❛❙❤❛r❡❞✲❙❡♣▲♦❣✐t✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ♣r❡s❡♥ts ❛ s✐♠♣❧✐✲

✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✹ str❛t❛ ✿ t♦

✐♠♣r♦✈❡ ❧❡❣✐❜✐❧✐t②✱ ♦♥❧② ❡❞❣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦❞❞s✲r❛t✐♦s ❣r❡❛t❡r

t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ ✷ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✷✳✹ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❢♦r

♦✉r ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡s❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ♦♥❧②✮✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ ✇❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♠❛❦✐♥❣

✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤♦r❞❉✐❛❣r❛♠ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧✐③❡ ❘ ♣❛❝❦❛❣❡✳ ◆♦❞❡s ✭✐♥❥✉r✐❡s✮ ❛r❡ r❡♣r❡✲

s❡♥t❡❞ ❛r♦✉♥❞ ❛ ❝✐r❝❧❡ t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡s ❛❝r♦ss t❤❡ str❛t❛✳



❙tr❛t✐✜❡❞ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✹✺

❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥s✱ ❧❛❜❡❧s ❛♥❞ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ✐♥❥✉r✐❡s

❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ▲❛❜❡❧ ❈❧❛ss

❈♦♥❝✉ss✐♦♥ ❈♦♥❝✉ss✐♦♥ ❍❡❛❞✲❋❛❝❡
❖t❤❡r s❦✉❧❧✲❜r❛✐♥ ✐♥❥✉r② ❙❦✉❧❧✲■♥❥✉r② ❍❡❛❞✲❋❛❝❡
❖♣❡♥ ✇♦✉♥❞ ♦❢ ❤❡❛❞ ❲♦✉♥❞✲❍❡❛❞ ❍❡❛❞✲❋❛❝❡
❊②❡ ✐♥❥✉r② ❊②❡✲■♥❥✉r② ❍❡❛❞✲❋❛❝❡
❋r❛❝t✉r❡ ♦❢ ❢❛❝✐❛❧ ❜♦♥❡s ❋r❛❝t✉r❡✲❋❛❝❡ ❍❡❛❞✲❋❛❝❡
❖♣❡♥ ✇♦✉♥❞ ♦❢ ❢❛❝❡ ❲♦✉♥❞✲❋❛❝❡ ❍❡❛❞✲❋❛❝❡

❋r❛❝t✉r❡✴❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s✴s♣r❛✐♥✴ ❙♣✐♥❡ ❙♣✐♥❡
str❛✐♥ ♦❢ ✈❡rt❡❜r❛❧✴s♣✐♥❡
❲❤✐♣❧❛s❤ ✐♥❥✉r②✴♥❡❝❦ s♣r❛✐♥✴ ❲❤✐♣❧❛s❤ ❙♣✐♥❡
❞✐st♦rt✐♦♥ ♦❢ ❝❡r✈✐❝❛❧ s♣✐♥❡
❙♣✐♥❛❧ ❝♦r❞ ✐♥❥✉r② ❙♣✐♥❛❧✲❈♦r❞ ❙♣✐♥❡

■♥t❡r♥❛❧✲♦r❣❛♥ ✐♥❥✉r✐❡s ✴❚❤♦r❛① ■♥t❡r♥❛❧✲❚❤♦r❛① ❚❤♦r❛①✲❆❜❞♦♠❡♥
■♥t❡r♥❛❧✲♦r❣❛♥ ✐♥❥✉r✐❡s ✴❆❜❞♦♠❡♥ ■♥t❡r♥❛❧✲❆❜❞♦♠❡♥ ❚❤♦r❛①✲❆❜❞♦♠❡♥
❋r❛❝t✉r❡ ♦❢ r✐❜✴st❡r♥✉♠ ❘✐❜✲❋r❛❝ ❚❤♦r❛①✲❆❜❞♦♠❡♥

❋r❛❝t✉r❡ ♦❢ ❝❧❛✈✐❝❧❡ ♦r s❝❛♣✉❧❛ ❈❧❛✈✐❝✲❋r❛❝ ❯♣♣❡r ❊①tr❡♠✐t②
❋r❛❝t✉r❡ ♦❢ ✉♣♣❡r ❛r♠ ❯♣❆r♠✲❋r❛❝ ❯♣♣❡r ❊①tr❡♠✐t②
❋r❛❝t✉r❡ ♦❢ ❡❧❜♦✇ ♦r ❢♦r❡❛r♠ ❋♦r❡❆r♠✲❋r❛❝ ❯♣♣❡r ❊①tr❡♠✐t②
❋r❛❝t✉r❡ ♦❢ ✇r✐st ❲r✐st✲❋r❛❝ ❯♣♣❡r ❊①tr❡♠✐t②
❋r❛❝t✉r❡ ♦❢ ❤❛♥❞ ♦r ✜♥❣❡rs ❍❛♥❞✲❋r❛❝ ❯♣♣❡r ❊①tr❡♠✐t②
❉✐s❧♦❝❛t✐♦♥✴s♣r❛✐♥✴ ❯♣❆r♠✲❉✐s❧♦❝ ❯♣♣❡r ❊①tr❡♠✐t②
str❛✐♥ ♦❢ s❤♦✉❧❞❡r ♦r ❡❧❜♦✇
❉✐s❧♦❝❛t✐♦♥✴s♣r❛✐♥✴ ❍❛♥❞✲❉✐s❧♦❝ ❯♣♣❡r ❊①tr❡♠✐t②
str❛✐♥ ♦❢ ❤❛♥❞ ♦r ✜♥❣❡rs
■♥❥✉r② t♦ ♥❡r✈❡s ♦❢ ✉♣♣❡r ❡①tr❡♠✐t② ❯♣❆r♠✲◆❡r✈❡s ❯♣♣❡r ❊①tr❡♠✐t②
❈♦♠♣❧❡① s♦❢t t✐ss✉❡ ✐♥❥✉r② ❯♣❊①tr❡♠✲■♥❥✉r② ❯♣♣❡r ❊①tr❡♠✐t②

♦❢ ✉♣♣❡r ❡①tr❡♠✐t②

❋r❛❝t✉r❡ ♦❢ ♣❡❧✈✐s P❡❧✈✐s✲❋r❛❝ ▲♦✇❡r ❊①tr❡♠✐t②
❋r❛❝t✉r❡ ♦❢ ❤✐♣ ❍✐♣✲❋r❛❝ ▲♦✇❡r ❊①tr❡♠✐t②
❋r❛❝t✉r❡ ♦❢ ❢❡♠♦r❛❧ s❤❛❢t ❋❡♠✉r✲❋r❛❝ ▲♦✇❡r ❊①tr❡♠✐t②
❋r❛❝t✉r❡ ♦❢ ❦♥❡❡ ♦r ❧♦✇❡r ❧❡❣ ▲♦✇▲❡❣✲❋r❛❝ ▲♦✇❡r ❊①tr❡♠✐t②
❋r❛❝t✉r❡ ♦❢ ❛♥❦❧❡ ❆♥❦❧❡✲❋r❛❝ ▲♦✇❡r ❊①tr❡♠✐t②
❋r❛❝t✉r❡ ♦❢ ❢♦♦t✭❡①❝❧✉❞❡s ❛♥❦❧❡✮ ❋♦♦t✲❋r❛❝ ▲♦✇❡r ❊①tr❡♠✐t②
❉✐s❧♦❝❛t✐♦♥✴s♣r❛✐♥✴str❛✐♥ ♦❢ ❦♥❡❡ ❑♥❡❡✲❉✐s❧♦❝ ▲♦✇❡r ❊①tr❡♠✐t②
❉✐s❧♦❝❛t✐♦♥✴s♣r❛✐♥✴str❛✐♥ ♦❢ ❛♥❦❧❡ ♦r ❢♦♦t ❆♥❦❧❡✲❉✐s❧♦❝ ▲♦✇❡r ❊①tr❡♠✐t②
❉✐s❧♦❝❛t✐♦♥✴s♣r❛✐♥✴str❛✐♥ ♦❢ ❤✐♣ ❍✐♣✲❉✐s❧♦❝ ▲♦✇❡r ❊①tr❡♠✐t②
■♥❥✉r② t♦ ♥❡r✈❡s ♦❢ ❧♦✇❡r ❡①tr❡♠✐t② ▲♦✇❊①tr❡♠✲◆❡r✈❡s ▲♦✇❡r ❊①tr❡♠✐t②
❈♦♠♣❧❡① s♦❢t t✐ss✉❡ ✐♥❥✉r② ♦❢ ❧♦✇❡r ❡①tr❡♠✐t② ▲♦✇❊①tr❡♠✲■♥❥✉r② ▲♦✇❡r ❊①tr❡♠✐t②

❙✉♣❡r✜❝✐❛❧ ✐♥❥✉r② ❈♦♥t✉s✐♦♥s ❖t❤❡rs
✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝♦♥t✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❜r✉✐s❡s✮
❖♣❡♥ ✇♦✉♥❞s ❖♣❡♥❲♦✉♥❞ ❖t❤❡rs
▼✐❧❞ ❜✉r♥s ❇✉r♥s ❖t❤❡rs
❖t❤❡r ❛♥❞ ✉♥s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥❥✉r② ❯♥s♣❡❝✐❢ ❖t❤❡rs



❙tr❛t✐✜❡❞ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✹✻

❚❛❜❧❡ ✷✳✸✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ✈✐❝t✐♠s ❛♥❞ ✐♥❥✉r✐❡s ✐♥ ❡❛❝❤ str❛t✉♠

P❡❞❡str✐❛♥s ❈②❝❧✐sts ▼♦t♦r✐③❡❞ ❈❛r ❖❝❝✉♣❛♥ts
❚✲❲ ❯s❡rs

❱✐❝t✐♠s ✻✻✻✸ ✶✶✹✸✶ ✶✾✷✵✹ ✸✵✺✾✻
■♥❥✉r✐❡s ✿ ❜❡❢♦r❡ ❣r♦✉♣✐♥❣ ✶✺✸✹✽ ✷✵✼✵✸ ✹✶✼✼✾ ✺✺✾✻✻
■♥❥✉r✐❡s ✿ ❛❢t❡r ❣r♦✉♣✐♥❣ ✶✶✽✻✺ ✶✼✹✵✹ ✸✷✾✸✷ ✹✼✺✾✷

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ■♥❥✉r② ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡s ✐♥ ❡❛❝❤ str❛t✉♠✳



❙tr❛t✐✜❡❞ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✹✼

◆♦❞❡ ❝♦❧♦rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss t❤❡② ❜❡❧♦♥❣ t♦ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷✮✱ ✇❤✐❧❡ ❡❞❣❡ ❝♦❧♦rs

❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥❥✉r✐❡s✳ ■❢ t❤❡s❡ t✇♦ ✐♥❥✉r✐❡s ❜❡❧♦♥❣ t♦

❞✐st✐♥❝t ❝❧❛ss❡s✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡❞❣❡ ✐s ❣r❡②✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ ❡❞❣❡ s❤❛r❡s t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❧♦r ❛s t❤❡

t✇♦ ✐♥❥✉r✐❡s✳ ❚❤❡ ❡❞❣❡ ✇✐❞t❤ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

♦❞❞s✲r❛t✐♦✳ ▲❛st❧②✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡ ✇✐❞t❤s ♦✈❡r t❤❡

❡❞❣❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤✐s ♥♦❞❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞✲❙❡♣▲♦❣✐t ❆❞❛♣t✐✈❡ ▼■◆ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ t❤❡
❘❤ô♥❡ ❘❡❣✐str② ❉❛t❛ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♥❥✉r② t❛❜❧❡s ♦❢ ✈✐❝t✐♠s ♦❢ r♦❛❞ ❛❝❝✐❞❡♥ts✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ r♦❛❞ ✉s❡r t②♣❡ ✿ ♣❡❞❡str✐❛♥s✱ ❝②❝❧✐sts✱ ♠♦t♦r✐③❡❞ ❚✲❲ ❛♥❞ ❝❛r ♦❝❝✉♣❛♥ts✳ ❖♥❧② ❡❞❣❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦❞❞s✲r❛t✐♦s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ ✷ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳

❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ♦✈❡r t❤❡ ❢♦✉r str❛t❛✱ ❛♥❞ ♠♦st ❡❞❣❡s

❝♦♥♥❡❝t ✐♥❥✉r✐❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧❛ss✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❥✉r✐❡s



❙tr❛t✐✜❡❞ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✹✽

❚❛❜❧❡ ✷✳✹✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ✐♥ ❡❛❝❤ str❛t✉♠

❖❘ \ ❙tr❛t✉♠ P❡❞❡str✐❛♥s ❈②❝❧✐sts ▼♦t♦r✐③❡❞ ❚✲❲ ❯s❡rs ❈❛r ❖❝❝✉♣❛♥ts

6= 1 ✷✹✶ ✷✻✺ ✷✹✹ ✷✹✽
> 1 ✹✵ ✸✽ ✹✸ ✹✷
≥ 2 ✷✷ ✷✷ ✷✹ ✷✻

♦❢ t❤❡ ❍❡❛❞✲❋❛❝❡ ❝❧❛ss ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❢♦r ♠♦t♦r✐③❡❞ t✇♦✲✇❤❡❡❧❡rs ✉s❡rs ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r

✉s❡rs✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ❛t ✜rst s✐❣❤t✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣r♦t❡❝t✐✈❡ ❡✛❡❝t

♦❢ ❤❡❧♠❡t ✿ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ s❤♦✇s t❤❛t ✐♥❥✉r✐❡s ❛r❡ ❧❡ss ❢r❡q✉❡♥t ✐♥ t❤❡

❍❡❛❞✲❋❛❝❡ ❛r❡❛ ❢♦r ♠♦t♦r✐③❡❞ t✇♦✲✇❤❡❡❧❡rs ✉s❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✉r ✜♥❞✐♥❣s s✉❣❣❡st t❤❛t

♠♦t♦r✐③❡❞ t✇♦✲✇❤❡❡❧❡rs ✉s❡rs s✉✛❡r✐♥❣ ❢r♦♠ ♦♥❡ ✐♥❥✉r② ✐♥ t❤❡ ❍❡❛❞✲❋❛❝❡ ❛r❡❛ ❛r❡ ❧✐❦❡❧②

t♦ s✉✛❡r ❢r♦♠ ♦t❤❡r ✐♥❥✉r✐❡s ✐♥ t❤❡ ❍❡❛❞✲❋❛❝❡ ❛r❡❛ ❛s ✇❡❧❧✱ ❥✉st ❛s ❛♥② ♦t❤❡r r♦❛❞ ✉s❡r✳

❊✈❡♥ ✐❢ ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ♣♦✇❡r ✐s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ❛♥♦t❤❡r s✐♠♣❧❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t

t❤❡ ❤❡❧♠❡t ✇❛s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦t❡❝t t❤❡s❡ ✉s❡rs ✇❡❧❧ ❡♥♦✉❣❤✱ ❡✐t❤❡r ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✈✐♦❧❡♥❝❡

♦❢ t❤❡ ✐♠♣❛❝t✱ ♦r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❤❡❧♠❡t ❢❡❧t ❞♦✇♥✱ ♦r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✉s❡r s✐♠♣❧② ❞✐❞ ♥♦t ❤❛✈❡

❛ ❤❡❧♠❡t ✿ ✇❤❡♥ t❤❡ ❤❡❧♠❡t ❧♦s❡s ✐ts ♣r♦t❡❝t✐✈❡ ❡✛❡❝t✱ ♠♦t♦r✐③❡❞ t✇♦✲✇❤❡❡❧❡rs ✉s❡rs ❛r❡

❥✉st ❧✐❦❡ ❛♥② ♦t❤❡r r♦❛❞ ✉s❡rs✱ ❤❡♥❝❡ s✐♠✐❧❛r ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❥✉r✐❡s

♦❢ t❤❡ ❍❡❛❞✲❋❛❝❡ ❝❧❛ss ✐♥ ❛❧❧ str❛t❛✳

▲❛st❧②✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡s ❡st✐♠❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✹ str❛t❛ ❝♦♥❝❡r♥s

❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❥✉r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❡①tr❡♠✐t✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠♦r❡ ♥✉♠❡r♦✉s ❢♦r ❝❛r

♦❝❝✉♣❛♥ts✱ ✇❤✐❧❡ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥❥✉r✐❡s ❛r❡ ❧♦✇❡r ❢♦r t❤❡s❡ r♦❛❞ ✉s❡rs ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡

✷✳✹✮✳ ❍❡r❡ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✿ ❢♦r ❝❛r ♦❝❝✉♣❛♥ts t♦ s✉✛❡r ❢r♦♠ s✉❝❤

✐♥❥✉r✐❡s✱ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❛r ❜♦❞② ♦r ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛s❤❜♦❛r❞ ❛r❡

q✉✐t❡ ❧✐❦❡❧②✱ ✇❤✐❝❤ t②♣✐❝❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥❥✉r✐❡s✳

❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ❘❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❋✉s❡❞✲❙❡♣▲♦❣✐t ✇❡r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r

t♦ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞✲❙❡♣▲♦❣✐t ❛♥❞ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ❢♦r

t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❜r❡✈✐t②✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ■♥❞❡♣✲❙❡♣▲♦❣✐t ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✷ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✮

r❡t✉r♥s str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤ ♠❛♥② ♠♦r❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ✇❤✐❧❡ ❘❡❢✲❙❡♣▲♦❣✐t r❡t✉r♥s str✉❝t✉r❡s

✇✐t❤ ❢❡✇❡r ❤❡t❡r❡❣❡♥❡✐t✐❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✶ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✮✳ ❋♦r ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ s❡❡ ❛❧s♦ ❋✐❣✉r❡s ❆✳✹✱ ❆✳✺ ❛♥❞ ❆✳✻ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡

❡①♣❡❝t❡❞✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❜t❛✐♥❡❞

❜② ❉❛t❛❙❤❛r❡❞✲❙❡♣▲♦❣✐t ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ tr✉❡ ♦♥❡✱ ❝❛r ♦❝❝✉♣❛♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✇♦rst

r❡❢❡r❡♥❝❡ str❛t✉♠ t♦ ✉s❡ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❘❡❢✲❙❡♣▲♦❣✐t s✐♥❝❡ ✐t ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡st



❙tr❛t✐✜❡❞ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✹✾

❧❡✈❡❧ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ❛♥❞ s♣❛rs✐st❡♥❝② ✐s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❀

s❡❡ ❖❧❧✐❡r ❛♥❞ ❱✐❛❧❧♦♥ ✭✷✵✶✼✮ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐t ✐s ❧✐❦❡❧② t❤❛t ❛♣♣❧②✐♥❣

❘❡❢✲❙❡♣▲♦❣✐t ❛❢t❡r ❝❤♦♦s✐♥❣ ❝❛r ♦❝❝✉♣❛♥ts ❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ str❛t✉♠✱ t❤♦✉❣❤ q✉✐t❡ ♥❛t✉r❛❧✱

✐s ♥♦t ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥ t❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❍❡r❡ ❛❣❛✐♥✱ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞✲❙❡♣▲♦❣✐t ❜②✲♣❛ss❡s t❤❡ ❛r❜✐✲

tr❛r② ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ str❛t✉♠✱ ❛♥❞ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❘❡❢✲❙❡♣▲♦❣✐t

❢♦r ♥❡❛r❧② t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳ ■♥ ♦t❤❡r r❡s♣❡❝t✱ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s r❡t✉r♥❡❞ ❜②

■♥❞❡♣✲❙❡♣▲♦❣✐t ❛r❡ ♥♦t ✐♥t❡r♣r❡t❛❜❧❡ ❛♥❞ ❛r❡ ❧✐❦❡❧② ♠♦st❧② ♥♦✐s❡✳

✷✳✺ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥s

t♦ ❥♦✐♥t❧② ❡st✐♠❛t❡ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ♣r❡✲❞❡✜♥❡❞ str❛t❛✳ ❇② ❛♣♣r♦♣r✐❛✲

t❡❧② ♣❡♥❛❧✐③✐♥❣ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❛❝r♦ss t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ str✉❝t✉r❡s✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞s

t❛❦❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❛♠♦♥❣ t❤❡s❡ str✉❝t✉r❡s✱ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡✲

t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s✳ ❋♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s✱

✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ♦✉r ♠❡t❤♦❞s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♥❛✐✈❡ str❛t❡❣② ❝♦♥s✐s✲

t✐♥❣ ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦♥ ❡❛❝❤ str❛t✉♠ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✱ t❤❡ str❛t❡❣② ♣r♦♣♦s❡❞

❜② ●✉♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮✱ ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ str❛t❡❣② t❤❛t ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡s

❛❢t❡r ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② r❡❢❡r❡♥❝❡ str❛t✉♠✳ ❲❡ s❤❛❧❧ str❡ss t❤❛t ❉❛t❛❙❤❛r❡❞✲❙❡♣▲♦❣✐t

✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❘❡❢✲❙❡♣▲♦❣✐t r❡❣❛r❞✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✱ ❛♥❞ ✐s t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧②

♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ ❋✉s❡❞✲❙❡♣▲♦❣✐t✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞✲❙❡♣▲♦❣✐t ✐s s✐♠✐❧❛r

t♦ ❋✉s❡❞✲❙❡♣▲♦❣✐t✱ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❘❡❢✲❙❡♣▲♦❣✐t✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝②

❢♦r s✉♣♣♦rt r❡❝♦✈❡r② ❛♥❞ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s✳

❲❡ ♠❛② ❢✉rt❤❡r ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❣r♦✉♣ ❧❛ss♦ ♣❡♥❛❧t✐❡s ✭▼❛ ❛♥❞ ▼✐❝❤❛✐✲

❧✐❞✐s✱ ✷✵✶✻✮✱ ✇❡r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ ❢♦r t❤❡

✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❧❡❛❞ ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦

❝♦✉❧❞ ❝♦♥s✐st ✐♥ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❚❛♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ℓ0✲❧✐❦❡ ♣❡♥❛❧t✐❡s

t♦ ❡♥❝♦✉r❛❣❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ✇❤❡♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳

◆♦✇✱ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ♦✉r ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ✇❡r❡

❝♦♠♠♦♥ t♦ ❛❧❧ ✉s❡r t②♣❡s✱ ✇❤✐❧❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ♠♦st❧② ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❝❛r ♦❝❝✉♣❛♥ts✳ ❲❡

❤❛✈❡ t♦ ✐♥s✐st ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦♥❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ✭❋✐❣✉r❡

✷✳✺✮ ❛❝t✉❛❧❧② ♣r❡s❡♥ts ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦❞❞s✲r❛t✐♦ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥



❈❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐s❡❛s❡ ✺✵

♦r ❡q✉❛❧ t♦ t✇♦ ♦♥❧② ❀ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✸ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❢♦r ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❧✐st

♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ✇❤② ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ❧❡ss ✐♥t❡r❡st✐♥❣

✐♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❞♦ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❛② ❝❧✐♥✐❝✐❛♥s r❡❝♦r❞ ✐♥❥✉r✐❡s ❢♦r ❡❛❝❤

✈✐❝t✐♠ ✿ t❤❡② ❛r❡ ❧✐❦❡❧② ♦✈❡r❧♦♦❦ s♦♠❡ ✐♥❥✉r✐❡s ✇❤❡♥ ♠♦r❡ s❡✈❡r❡ ✐♥❥✉r✐❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✱

❛♥❞ ♠♦st ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ♠❛② s✐♠♣❧② ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤✐s r❡♣♦rt✐♥❣ ❜✐❛s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱

❜❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✈✐❝t✐♠s ♦❢ r♦❛❞ ❛❝❝✐❞❡♥ts✱ ♦✉r ❞❛t❛ s❡t ❝♦♥s✐sts ♦❢

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇❤♦ s✉✛❡r ❢r♦♠ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ✐♥❥✉r②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦✉r s❛♠♣❧❡ ✐s ❜✐❛s❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞

t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❀ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦❧❧✐❞❡r ❜✐❛s ✭❍❡r♥á♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮ t②♣✐❝❛❧❧② ♠❛❦❡s

❝❛✉s❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❤❛③❛r❞♦✉s✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ♥♦ ❝❛✉s❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥

❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡

✐♥❥✉r② t❛❜❧❡s ♦❢ ✈✐❝t✐♠s ♦❢ r♦❛❞ ❛❝❝✐❞❡♥ts ✐s st✐❧❧ r❡❧❡✈❛♥t✱ s✐♥❝❡ t❤✐s s✉❜✲♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢

✈✐❝t✐♠s ♦❢ r♦❛❞ ❛❝❝✐❞❡♥ts ✐s t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ❝❧✐♥✐❝✐❛♥s ❤❛✈❡ t♦ t❛❦❡ ❝❛r❡ ♦❢✳ ■♥ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✱

✜♥❡r ❣r♦✉♣✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✐♥❥✉r✐❡s ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❝❧✐♥✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛❜✐❧✐t②✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤

♦t❤❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ str❛t❛✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ s❡✈❡r✐t② ♦❢ t❤❡ ❝r❛s❤✱ ❡t❝✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ q✉❛❞r❛t✐❝ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❜✐♥❛r② ♠♦❞❡❧✱ ❛❧❧ t❤❡ ♠❡✲

t❤♦❞s ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ str❛t✐✜❡❞ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s

✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✷ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉✲

t❛t✐♦♥❛❧ ❜✉r❞❡♥ ♠❛② r❛♣✐❞❧② ❜❡❝♦♠❡ ❛♥ ✐ss✉❡ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧s✳ ■♥

❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧s ✐s ❧❡ss

str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳

▲❛st❧②✱ ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜✐❛s ✐s ❛❜s❡♥t✱ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❤❡r❡

✇✐t❤ t❤♦s❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♠♣✐♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ✈❛♥ ❞❡ ●❡❡r ❛♥❞ ❇ü❤❧♠❛♥♥

✭✷✵✶✸✮ ❢♦r t❤❡ ℓ0 ✈❡rs✐♦♥✮ ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❝❛✉s❛❧ ❉❆●s ♦♥

str❛t✐✜❡❞ ❞❛t❛✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❙♣❛rs❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❝❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡

❞✐s❡❛s❡ s✉❜t②♣❡s✳

❇❛❧❧♦✉t ◆✱ ●❛r❝✐❛ ❈✱ ❱✐❛❧❧♦♥ ❱✳ ❙♣❛rs❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❝❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡

❞✐s❡❛s❡ s✉❜t②♣❡s✳ ❇✐♦st❛t✐st✐❝s✳ ❇✐♦st❛t✐st✐❝s ✷✵✷✵✳ ❞♦✐✳♦r❣ ✿✶✵✳✶✵✾✸✴❜✐♦st❛t✐st✐❝s✴❦①③✵✻✸✳

❇❛❧❧♦✉t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✷✵❜✮✳

❆❜str❛❝t

❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞✐❡s ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ❞✐s❡❛s❡ s✉❜t②♣❡s ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❝♦♠✲

♠♦♥✱ ❡✳❣✳ ✐♥ ❝❛♥❝❡r ❡♣✐❞❡♠✐♦❧♦❣②✳ ❋♦r ♠❛t❝❤❡❞ ❞❡s✐❣♥s✱ ❛ ♥❛t✉r❛❧ str❛t❡❣② ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥

❛ str❛t✐✜❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡♥✱ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❤♦✲

♠♦❣❡♥❡✐t② ❛♠♦♥❣ ❞✐s❡❛s❡ s✉❜t②♣❡s✱ ✇❡ ❛❞❛♣t t❤❡ ✐❞❡❛s ♦❢ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s

❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ str❛t✐✜❡❞ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ❋♦r ✉♥♠❛t❝❤❡❞

❞❡s✐❣♥s✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t✇♦ st❛♥❞❛r❞ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ L1✲♥♦r♠ ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧

❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❢r♦♠

✇❤✐❝❤ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❣✉✐❞❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ✇❤✐❝❤

✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ❛❝✲

t✉❛❧❧② r❡❞✉❝❡s t♦ ❛ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝r✐t✐❝❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② t❤❛t

❡①✐sts ❛♠♦♥❣ ❞✐s❡❛s❡ s✉❜t②♣❡s ✿ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❤❡♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ✐s ♠♦❞❡r❛t❡ t♦ ❤✐❣❤✱

t❤❡ ♥♦♥✲s②♠♠❡tr✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦♥tr♦❧s ❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐s ♥♦t r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞✳ ❊♠✲

♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢

✺✶



❈❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐s❡❛s❡ ✺✷

♣r♦♣❡r❧② ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ✉♥❞❡r ❜♦t❤ ♠❛t❝❤❡❞ ❛♥❞ ✉♥♠❛t❝❤❡❞ ❞❡s✐✲

❣♥s✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ❝❛s❡✲❝♦♥tr♦❧

st✉❞② ♥❡st❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❊P■❈ ❝♦❤♦rt✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s ❛s✲

s♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ s✉❜t②♣❡s ♦❢ ❜r❡❛st ❝❛♥❝❡r✳

❑❡② ✇♦r❞s ✿ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❀ ▼✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❀ ▲❛ss♦ ❀ ❙♣❛r✲

s✐t② ❀ ❙tr✉❝t✉r❡❞ s♣❛rs✐t②✳



❈❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐s❡❛s❡ ✺✸

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ r✐s❡ ♦❢ ✲♦♠✐❝s ❛♥❞ ♦t❤❡r ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ✐♥ ♠❡❞✐❝❛❧ s❝✐❡♥❝❡ ❣✐✈❡s r❡s❡❛r❝❤❡rs

❛❝❝❡ss t♦ ♥✉♠❡r♦✉s ❢❡❛t✉r❡s t❤❛t ♠❛② ♣r❡❞✐❝t ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ❧✐❦❡ ❝❛♥❝❡r ❞❡✈❡❧♦♣✲

♠❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝❤❡❛♣ s♦✉r❝❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠❡s ❛t ❛ ♣r✐❝❡ ✿ t❤❡ ❝✉rs❡

♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ♠❛❦❡s ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ s✉❝❤ ❞❛t❛ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤♦✉t ❢✉rt❤❡r

❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ s♦♠❡ ♣r✐♦r ♣✐❡❝❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ♣r♦♣❡r❧② ❛❝❝♦✉♥✲

t❡❞ ❢♦r t♦ r❡❞✉❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❡st✐♠❛t❡ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡

♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ♣r✐♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s♣❛rs✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r ✐s ♦♥❡ ❝♦♠✲

♠♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ L1✲♥♦r♠ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞

❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ▲❛ss♦ ✭❚✐❜s❤✐r❛♥✐✱ ✶✾✾✻✮✱ ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ②✐❡❧❞ ♦♣t✐♠❛❧ s♣❛rs❡

❡st✐♠❛t❡s ✇❤❡♥ t❤❡ tr✉❡ ✈❡❝t♦r ✐s s♣❛rs❡✱ ✉♥❞❡r t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥

♠❛tr✐① ✭❲❛✐♥✇r✐❣❤t✱ ✷✵✵✾❀ ❇❛❝❤✱ ✷✵✶✵❀ ❇✐❝❦❡❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ L1✲♣❡♥❛❧✐③❡❞

❧♦❣✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♥♦✇ st❛♥❞❛r❞ t♦♦❧s ✇❤❡♥ st✉❞②✐♥❣ r✐s❦ ❢❛❝t♦rs ♦❢ ❛ ❞✐s❡❛s❡ ✐♥ ❛ ❤✐❣❤✲

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❡tt✐♥❣ ✭P❛r❦ ❛♥❞ ❍❛st✐❡✱ ✷✵✵✼❀ ❲✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮ ✳

❋♦r ♠❛♥② ❞✐s❡❛s❡s t❤❛t ✇❡r❡ ♣r✐♠❛r✐❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ❞✐s❡❛s❡ ✭❜r❡❛st ❝❛♥❝❡r✱

❝♦❧♦r❡❝t❛❧ ❝❛♥❝❡r✮✱ s❡✈❡r❛❧ s✉❜t②♣❡s ❤❛✈❡ ♥♦✇ ❜❡❡♥ r❡❝♦❣♥✐③❡❞✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❜❡ ❤✐st♦✲

❧♦❣✐❝❛❧✱ ❛s ❢♦r ❜r❡❛st ❝❛♥❝❡r✱ ♦r ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧✱ ❛s ❢♦r ❝♦❧♦r❡❝t❛❧ ❝❛♥❝❡r✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ❝♦♠♠♦♥❛❧✐t✐❡s

♠❛② ❡①✐st ❛♠♦♥❣ t❤❡s❡ s✉❜t②♣❡s✱ t❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡✐r ♦✇♥ s♣❡❝✐✜❝✐t✐❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❜♦t❤ ♣r♦❣✲

♥♦s✐s ❛♥❞ ❡t✐♦❧♦❣②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❝❛♥❝❡r ❡♣✐❞❡♠✐♦❧♦❣② ❝♦♠♠✉♥✐t② ✐s ♥♦✇ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧②

❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❜t②♣❡ s♣❡❝✐✜❝ r✐s❦ ❢❛❝t♦rs ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❝❛♥❝❡r s✐t❡s✳

❖♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t❤❡ ✐❞❡♥✲

t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❜r❡❛st ❝❛♥❝❡r s✉❜t②♣❡s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♠❛t❝❤❡❞

❝❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞② ♥❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❊P■❈ ✭❊✉r♦♣❡❛♥ Pr♦s♣❡❝t✐✈❡ ■♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❈❛♥❝❡r

❛♥❞ ♥✉tr✐t✐♦♥✮ ❝♦❤♦rt st✉❞②✳

❋♦r♠❛❧❧②✱ ❧❡t K − 1 ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛s❡✴❞✐s❡❛s❡ s✉❜t②♣❡s✱ ❢♦r s♦♠❡ K > 1✳ ■♥

♠❛t❝❤❡❞ ❝❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞✐❡s✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ❛ ✶ ✿✶ ♠❛t❝❤✐♥❣✱ ❡❛❝❤ ❝❛s❡ ❤❛s

❤✐s ♦✇♥ ❝♦♥tr♦❧✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s❛♠♣❧❡ ❝❛♥ ♥❛t✉r❛❧❧② ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦K−1 s✉❜s❛♠♣❧❡s✳

❊❛❝❤ s✉❜s❛♠♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ✉s✐♥❣✱ ❡✳❣✳✱ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥

♠♦❞❡❧✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢♦r ✉♥♠❛t❝❤❡❞ st✉❞✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ s✉❜t②♣❡s✱ ❝♦♥tr♦❧s ❛r❡

✏s❤❛r❡❞✑ ❢♦r ❛❧❧ ❝❛s❡ s✉❜t②♣❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ s♣❧✐t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❞✐s❡❛s❡

s✉❜t②♣❡✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s✉❝❤ ❞❛t❛ t②♣✐❝❛❧❧② r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥

♠♦❞❡❧ ✭▼❝❈✉❧❧❛❣❤ ❛♥❞ ◆❡❧❞❡r✱ ✶✾✽✾❀ ❇❡❣❣ ❛♥❞ ●r❛②✱ ✶✾✽✹✮✳



❈❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐s❡❛s❡ ✺✹

❯♥❞❡r ❜♦t❤ ♠❛t❝❤❡❞ ❛♥❞ ✉♥♠❛t❝❤❡❞ s❡tt✐♥❣s✱ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❜♦✐❧s ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

♦❢ K − 1 ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦rs✳ ❇✉t✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❝♦♠♠♦♥❛❧✐t✐❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❡①✲

♣❡❝t❡❞ ❛♠♦♥❣ ❞✐s❡❛s❡ s✉❜t②♣❡s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ s♦♠❡ r✐s❦ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ s❤❛r❡❞

❜② s♦♠❡ s✉❜t②♣❡s✱ ❛♥❞ t❤❡s❡ s❤❛r❡❞ r✐s❦ ❢❛❝t♦rs ♠❛② ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥

❛❝r♦ss ✈❛r✐♦✉s s✉❜t②♣❡s✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ K − 1 ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ s❤♦✇ s♦♠❡

❧❡✈❡❧ ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t s♦♠❡ ③❡r♦s ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✱

❛♥❞ t❤❛t s♦♠❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❧✐❦❡❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❛❝r♦ss s✉❜t②♣❡s✳ Pr♦♣❡r❧② ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣

❢♦r t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡❞ s♣❛rs✐t② ✭❇❛❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮ ✐s ❦❡② t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②

♦❢ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ t❛s❦ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ✭❱✐❛❧❧♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻✮✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱

❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛s ❛ ✇❛② t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②

❛♠♦♥❣ t❤❡ K − 1 ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦rs t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉♥❞❡r str❛t✐✜❡❞ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧s

✭●r♦ss ❛♥❞ ❚✐❜s❤✐r❛♥✐✱ ✷✵✶✻❀ ❖❧❧✐❡r ❛♥❞ ❱✐❛❧❧♦♥✱ ✷✵✶✼✮✳

■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ✐❞❡❛s ♦❢ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡

❜♦t❤ ♠❛t❝❤❡❞ ❛♥❞ ✉♥♠❛t❝❤❡❞ ❝❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐s❡❛s❡ s✉❜t②♣❡s✳ ■♥ ❙❡❝✲

t✐♦♥ ✸✳✷✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r str❛t✐✜❡❞ s♣❛rs❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s ✉♥❞❡r ♠❛t❝❤❡❞ ❞❡s✐❣♥s✱

❢♦r ✇❤✐❝❤ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ✐s ♥❛t✉r❛❧❧② ❛♣♣❡❛❧✐♥❣✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥♠❛t✲

❝❤❡❞ s❡tt✐♥❣ ❛♥❞ s♣❛rs❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧✐♥❦ ✇✐t❤

❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ✐s ❧❡ss ♦❜✈✐♦✉s ❛t ✜rst s✐❣❤t✳ ❚✇♦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ s♣❛rs❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧

❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❡①✐st ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭❑r✐s❤♥❛♣✉r❛♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺ ❀ ❋r✐❡❞♠❛♥

❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✱ ✇✐t❤♦✉t ❝❧❡❛r ❣✉✐❞❛♥❝❡ ♦♥ ❤♦✇ t♦ ❝❤♦s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❢♦r♠❛❧❧②

❡st❛❜❧✐s❤ t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ✈❡rs✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞②✳ ❯♥❞❡r ❜♦t❤ t❤❡

♠❛t❝❤❡❞ ❛♥❞ ✉♥♠❛t❝❤❡❞ s❡tt✐♥❣s✱ ♦✉r r❡s✉❧ts ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ s✉♣❡r✐♦r✐t② ♦❢ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞

▲❛ss♦ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✐ts ❝♦♠♣❡t✐t♦rs ✇❤❡♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❡①✐sts ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝✲

t♦rs t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s✉♣♣♦rt

r❡❝♦✈❡r② ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ❡♥tr✐❡s ♦❢ t❤❡s❡ ✈❡❝t♦rs✮

❛♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡s❡ ✈❡❝t♦rs✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ♦✉r

✐❧❧✉str❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳



❈❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐s❡❛s❡ ✺✺

✸✳✷ ▼❛t❝❤❡❞ ❝❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ s✉❜t②♣❡s ♦❢

❝❛s❡s ❛♥❞ str❛t✐✜❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s

❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ t♦♦❧ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♠❛t❝❤❡❞ ❝❛s❡✲❝♦♥tr♦❧

st✉❞✐❡s ✇❤❡♥ ❛ s✐♥❣❧❡ t②♣❡ ♦❢ ❞✐s❡❛s❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭P❡❛r❝❡✱ ✷✵✶✻❀ ❘♦t❤♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✳

❍❡r❡✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ✐❞❡❛s ♦❢ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥

✇❤❡r❡ K − 1 ❞✐s❡❛s❡ s✉❜t②♣❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✱ ❢♦r s♦♠❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥t❡❣❡r K > 1✳

✸✳✷✳✶ ❙❡tt✐♥❣

❈♦♥s✐❞❡r ❛ ♠❛t❝❤❡❞ ❝❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞② ✇❤❡r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t s✉❜t②♣❡ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r

❡❛❝❤ ❝❛s❡✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜t②♣❡s ❜② K − 1✱ ❢♦r s♦♠❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥t❡❣❡r K > 1✳

❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❢✉rt❤❡r ❛ss✉♠❡ ❛ ✶ ✿✶ ♠❛t❝❤❡❞ ❝❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ ❞❡s✐❣♥✱ ❛♥❞ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜②

m ≥ 1 t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ❇❡❝❛✉s❡ ❡❛❝❤ ❝❛s❡ ❤❛s ✐ts ♦✇♥ ❝♦♥tr♦❧✱

t❤❡ t♦t❛❧ s❛♠♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ K − 1 s✉❜s❛♠♣❧❡s✳ ❋♦r ❛♥② k ∈ {1, ..,K − 1}✱ t❤❡
k✲t❤ s✉❜s❛♠♣❧❡ Mk ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ t❤❡ mk ♣❛✐rs ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ❝❛s❡ ♦❢ s✉❜t②♣❡ k ❛♥❞ ✐ts

♠❛t❝❤❡❞ ❝♦♥tr♦❧✳

❋♦r ❛♥② ℓ ∈ {1, . . . ,mk}✱ ✇❡ ❧❡t x(k)
ℓ,case ❛♥❞ x

(k)
ℓ,control ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢ ❝♦✈❛r✐❛t❡s ✭♦❢

❧❡♥❣t❤ p✮ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✐♥ t❤❡ ℓ✲t❤ ♠❛t❝❤❡❞ ♣❛✐r ♦❢ Mk✳ ❲❡

t❤❡♥ ❤❛✈❡ Y (k)
ℓ,case = 1 ❛♥❞ Y (k)

ℓ,control = 0✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞✐s❡❛s❡ ✐♥❞✐❝❛t♦rs ❢♦r t❤❡ t✇♦

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤✐s ♠❛t❝❤❡❞ ♣❛✐r✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦✈❛r✐❛t❡s ❛♥❞ ❞✐s❡❛s❡

s✉❜t②♣❡ k ❝❛♥ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧ r❡str✐❝t❡❞

t♦ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ Mk✳ ❯♥❞❡r t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r δ∗k ∈ IRp

♦❢ tr✉❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❝❛s❡ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡❞

✐♥ ♣❛✐r ℓ✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ❛ ❝❛s❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♣❛✐r ℓ✱ ✐s ✭●r❡❡♥❧❛♥❞✱ ✷✵✵✵✮

Pr(Y (k)
ℓ,case = 1|Y (k)

ℓ,case+Y
(k)
ℓ,control = 1,x

(k)
ℓ,case,x

(k)
ℓ,control) =

exp(δ∗Tk x
(k)
ℓ,case)

exp(δ∗Tk x
(k)
ℓ,case) + exp(δ∗Tk x

(k)
ℓ,control)

·

✭✸✳✶✮

■♥tr♦❞✉❝❡ 1mk
= (1, . . . , 1)T ∈ IRmk ❛♥❞ ❧❡t ∆

(k) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ mk × p ♠❛tr✐① ✇❤♦s❡ ℓ✲

t❤ r♦✇ ❡q✉❛❧s (x
(k)
ℓ,control − x

(k)
ℓ,case)✱ ❢♦r ℓ ∈ {1, ..,mk}✳ ❱❡❝t♦r δ∗k ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜②

♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ L
(cond)
k r❡str✐❝t❡❞ t♦ ♣❛✐rs ✐♥ Mk✱ ✇❤✐❝❤ ✐s



❈❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐s❡❛s❡ ✺✻

❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛♥② ✈❡❝t♦r δk ∈ IRp ❛s

L
(cond)
k (δk) = −

mk∑

ℓ=1

log[1 + exp{δTk (x
(k)
ℓ,control − x

(k)
ℓ,case)}]

= −[log{1mk
+ exp(∆(k)δk)}]T1mk

· ✭✸✳✷✮

❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ✈❡❝t♦rs δ∗1, . . . , δ
∗
K−1 ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❜② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦✈❡r δ = (δT1 , . . . , δ
T
K−1)

T ✱

L(cond)(∆In, δ) =

K−1∑

k=1

L
(cond)
k (δk) = −[log{1m + exp(∆Inδ)}]T1m, ✭✸✳✸✮

✇✐t❤

∆In =




∆
(1) . . . 0m1,p

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳

0mK−1,p . . . ∆
(K−1)


 ·

❋♦r ❢✉t✉r❡ ✉s❡✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❢✉♥❝t✐♦♥ L(cond) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛♥② ♣❛✐r (∆, δ) ✇✐t❤∆ ∈ IRm×d

❛♥❞ δ ∈ IRd✱ ❢♦r ❛♥② ✐♥t❡❣❡r d ≥ 1✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡K−1 ✈❡❝t♦rs δ∗1, . . . , δ
∗
K−1✱

✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❜✉t st✐❧❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ✇❤❡♥ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✳

❈♦✉♣❧✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡K−1 ✈❡❝t♦rs✱ t❤❛t ✐s ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ✈❡❝t♦r

t♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ✐s ❞❡❡♠❡❞ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s t♦ s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡

s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❛s δ∗1, . . . , δ
∗
K−1 ✇❤❡♥ s✉❝❤ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❡①✐st✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣

❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣❡♥❛❧t✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡❧♦✇✳

✸✳✷✳✷ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦

❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ●r♦ss ❛♥❞ ❚✐❜s❤✐r❛♥✐ ✭✷✵✶✻✮ ❛♥❞ ❖❧❧✐❡r ❛♥❞ ❱✐❛❧❧♦♥

✭✷✵✶✼✮ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ str❛t✐✜❡❞ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✱ ❛s ❛ ✇❛② t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞

❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦rs t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❦❡② t♦ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s

❛ r❡♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥

❜❛s❡❞ ♦♥ δ∗k,j ✱ ❢♦r k ∈ {1, ...,K − 1} ❛♥❞ j ∈ {1, ..., p}✱ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦✈❡r✲♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

δ∗k,j = µ∗j + γ∗k,j . ✭✸✳✹✮



❈❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐s❡❛s❡ ✺✼

❍❡r❡ µ∗j ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ✏❣❧♦❜❛❧✑ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r ❝♦✈❛r✐❛t❡ j ❛♥❞ ✐s ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❛❧❧

s✉❜t②♣❡s✱ ✇❤✐❧❡ γ∗k,j ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r s✉❜t②♣❡ k ❛r♦✉♥❞ t❤✐s

❣❧♦❜❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❆s ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✱ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s

❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♠♦r❡ st❛♥❞❛r❞ L1✲♣❡♥❛❧✐③❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦t❤❡r ♣❛r❛✲

♠❡tr✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

✭✸✳✹✮✳

❊✈❡♥ ✐❢ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭✸✳✹✮ ✐s ♦✈❡r✲♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞✱ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ µ∗j ❛♥❞ γ∗k,j ❢♦r k ∈
{1, ...,K−1} ❛♥❞ j ∈ {1, ..., p} ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ L1✲♣❡♥❛❧✐③❡❞

❝r✐t❡r✐♦♥ ♦✈❡r µ = (µ1, . . . , µp) ❛♥❞ t❤❡ γk✬s✱ ✇✐t❤ γk = (γk,1, . . . , γk,p)✱

K−1∑

k=1

L
(cond)
k (µ+ γk)− λ(‖µ‖1 +

K−1∑

k=1

‖γk‖1). ✭✸✳✺✮

❆s ✉s✉❛❧✱ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ t✉♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r λ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡

❜② ❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✭❇ü❤❧♠❛♥♥ ❛♥❞ ●❡❡r✱ ✷✵✶✶✮ ♦r t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❇■❈✲❧✐❦❡

❝r✐t❡r✐❛ ✭❙❝❤✇❛r③✱ ✶✾✼✽✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❉❛t❛❙❤❛r❡❞▲❛ss♦✳

❚❤❡ L1✲♥♦r♠ ♣❡♥❛❧t② ‖µ‖1 ❡♥❝♦✉r❛❣❡s s♣❛rs✐t② ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤✐❧❡

t❤❡ ‖γk‖1✬s ❡♥❝♦✉r❛❣❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❛♠♦♥❣ ✈❡❝t♦rs δ̂k ❞❡✜♥❡❞ ❛s δ̂k = µ̂ + γ̂k✱ ❢♦r k ∈
{1, ...,K − 1}✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ●r♦ss ❛♥❞ ❚✐❜s❤✐r❛♥✐ ✭✷✵✶✻✮ ❛♥❞ ❖❧❧✐❡r ❛♥❞ ❱✐❛❧❧♦♥ ✭✷✵✶✼✮

s❤♦✇❡❞ t❤❛t ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡s♣❡❝✐❛❧❧② s❛t✐s❢②

µ̂j = argmin
m

{|m|+
K−1∑

k=1

|δ̂k,j −m|} = median(δ̂1,j , . . . , δ̂K−1,j , 0).

■♥ ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❣❧♦❜❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r ❝♦✈❛r✐❛t❡ j ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s❤r✉♥❦ ✈❡rs✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❝♦✈❛r✐❛t❡ j ❛❝r♦ss ❞✐s❡❛s❡ s✉❜t②♣❡s✳ ❆s ❛

r❡s✉❧t✱ ❡st✐♠❛t❡s (δ̂1, . . . , δ̂K−1) ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❉❛t❛❙❤❛r❡❞▲❛ss♦✱ ❛r❡ ❡♥❝♦✉✲

r❛❣❡❞ t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡✐r s❤r✉♥❦ ♠❡❞✐❛♥ µ̂ = (µ̂1, . . . , µ̂p) ✐♥ t❤❡ L1✲♥♦r♠ s❡♥s❡✱ ❤❡♥❝❡

s✐♠✐❧❛r✳

❲❡ s❤❛❧❧ str❡ss t❤❛t t❤❡ ♣❡♥❛❧t②
∑K−1

k=1 ‖γk‖1 ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦
∑K−1

k=1 τk‖γk‖1✱ ❢♦r
s♦♠❡ (τk)k≥1✱ ❡✳❣✳✱ t♦ ♣❡♥❛❧✐③❡ ♠♦r❡ ❤❡❛✈✐❧② t❡r♠s ‖γk‖1 ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r s❛♠♣❧❡

s✐③❡mk✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❝❛s❡ τk = 1 ❤❡r❡✱ ❛♥❞ r❡❢❡r t♦ ●r♦ss ❛♥❞ ❚✐❜s❤✐r❛♥✐

✭✷✵✶✻✮ ❛♥❞ ❖❧❧✐❡r ❛♥❞ ❱✐❛❧❧♦♥ ✭✷✵✶✼✮ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✳



❈❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐s❡❛s❡ ✺✽

✸✳✷✳✸ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✇✐t❤ ♠♦r❡ st❛♥❞❛r❞ str❛t❡❣✐❡s

❆ ✜rst ♥✐❝❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ✐s t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ s✐♠♣❧❡ ❧❛ss♦✱

✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐t r❡❛❞✐❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❜❧❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝❛♥

❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

K−1∑

k=1

L
(cond)
k (µ+ γk)− λ(‖µ‖1 +

K−1∑

k=1

‖γk‖1) = −[log{1m + exp(∆DSΓ)}]T1m − λ‖Γ‖1

✭✸✳✻✮

✇✐t❤ Γ = (µT ,γT
1 , . . . ,γ

T
K−1)

T ∈ IRK×p ❛♥❞

∆DS =




∆
(1)

∆
(1)

0m1,p . . . 0m1,p

∆
(2)

0m2,p ∆
(2) . . . 0m2,p

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳

∆
(K−1)

0mK−1,p 0mK−1,p . . . ∆
(K−1)



.

❍❡r❡✱ ∆(k) st✐❧❧ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ mk × p ♠❛tr✐① ✇❤♦s❡ ℓ✲t❤ r♦✇ ❡q✉❛❧s (x
(k)
ℓ,control − x

(k)
ℓ,case)✳

❈r✐t❡r✐♦♥ ✭✸✳✻✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ L1✲♣❡♥❛❧✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭✸✳✷✮ ♦r ✭✸✳✸✮✱

✇✐t❤ ❞❡s✐❣♥ ♠❛tr✐① ∆DS ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ∆
(k) ♦r ∆In✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛♥② s♦❧✈❡r ❢♦r t❤❡

L1✲♣❡♥❛❧✐③❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❈♦♥❞▲♦✲

❣✐st❴❉❛t❛❙❤❛r❡❞▲❛ss♦✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❝▲♦❣✐t▲❛ss♦ ✭❆✈❛❧♦s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮ ❛♥❞ ❝▲♦❣✐t▲✶

✭❘❡✐❞ ❛♥❞ ❚✐❜s❤✐r❛♥✐✱ ✷✵✶✹✮ ♣❛❝❦❛❣❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❘ ✉s❡rs✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤✐s ♥❡✇ ✇r✐t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts ✐ts ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥

✇✐t❤ t❤r❡❡ ♠♦r❡ st❛♥❞❛r❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦t❤❡r r❡♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱

❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭✸✳✹✮✳ ❚❤❡s❡ st❛♥❞❛r❞

❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝♦♥s✐st ✐♥ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ s✐♠✐❧❛r t♦ ✭✸✳✻✮ ❛❜♦✈❡ ✇✐t❤ ∆DS r❡♣❧❛❝❡❞✱

✐♥ t✉r♥✱ ❜② ∆In ❣✐✈❡♥ ❛❜♦✈❡✱ ❛♥❞ ∆Po ❛♥❞ ∆
(1)
Re ❣✐✈❡♥ ❜②

∆Po =




∆
(1)

∆
(2)

✳✳✳

∆
(K−1)



, ∆

(1)
Re =




∆
(1)

0m1,p . . . 0m1,p

∆
(2)

∆
(2) . . . 0m2,p

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

∆
(K−1)

0mK−1,p . . . ∆
(K−1)



.

❋✐rst✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t µ∗j = 0 ❢♦r ❛❧❧ j ∈ {1, ..., p} ✐♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭✸✳✹✮✳ ■♥ t❤✐s

❝❛s❡✱ t❤❡ r❡♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ✐s s✐♠♣❧② ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧



❈❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐s❡❛s❡ ✺✾

♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ✿ δ∗k,j = γ∗k,j ✳ ❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t µ
∗
j = 0 ❢♦r ❛❧❧ j ∈ {1, ..., p} ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣♦s❡❞

✐♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭✸✳✻✮ s✐♠♣❧② ❜② ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❜❧♦❝❦ ♦❢ p ❝♦❧✉♠♥s ✐♥ ∆DS ✱ t❤❛t ✐s ❜②

r❡♣❧❛❝✐♥❣ ∆DS ❜② ∆In✳ ❆s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳✶ ✐♥ t❤❡ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ▼❛t❡r✐❛❧s✱

✉♥❞❡r t❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr❛✐♥t✱ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❉❛t❛❙❤❛r❡❞▲❛ss♦ r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ s✐♠♣❧❡

❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ r✉♥♥✐♥❣ ♦♥❡ L1✲♣❡♥❛❧✐③❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✭t❤❛t

✐s ❛♥ L1✲♣❡♥❛❧✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭✸✳✷✮✮ ♦♥ ❡❛❝❤ s✉❜s❛♠♣❧❡ Mk ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✱ ❛♥❞

s♦ ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴■♥❞❡♣▲❛ss♦✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t

γ∗k,j = 0 ❢♦r ❛❧❧ k ∈ {1, ...,K − 1} ❛♥❞ j ∈ {1, ..., p}✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ δ∗k,j = µ∗j ❢♦r ❛❧❧

k ✿ ✇♦r❦✐♥❣ ✉♥❞❡r t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ✈❡❝t♦rs δ∗1, . . . , δ
∗
K ❛r❡

❛❧❧ ❡q✉❛❧ t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✈❡❝t♦r✱ µ∗✳ ❚❤✐s ✈❡❝t♦r µ∗ ∈ IRp ❝❛♥ ❛❣❛✐♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜②

♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛s ✭✸✳✻✮✱ t❤✐s t✐♠❡ ❛❢t❡r ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ K − 1 ❧❛st ❜❧♦❝❦s

♦❢ p ❝♦❧✉♠♥s ✐♥∆DS ✱ t❤❛t ✐s ❛❢t❡r r❡♣❧❛❝✐♥❣∆DS ❜②∆Po✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♣♦♦❧✐♥❣ ❛❧❧

t❤❡ s✉❜s❛♠♣❧❡s t♦❣❡t❤❡r✱ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴P♦♦❧❡❞▲❛ss♦✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t γ∗1,j = 0 ❢♦r ❛❧❧ j ∈ {1, ..., p}✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡

µ∗j = δ∗1,j ❛♥❞ γ
∗
k,j = δ∗k,j−δ∗1,j ❢♦r ❛❧❧ j ∈ {1, ..., p} ❛♥❞ k > 1✳ ❚❤❡ (K−1)×p ♣❛r❛♠❡t❡rs

µ∗j (= δ∗1,j) ❛♥❞ γ∗k,j ❢♦r j ∈ {1, ..., p} ❛♥❞ k ≥ 2✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡

s❛♠❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛s ✭✸✳✻✮✱ ❛❢t❡r ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❧♦❝❦ ♦❢ p ❝♦❧✉♠♥s ✐♥ ∆DS ✱ t❤❛t

✐s ❛❢t❡r r❡♣❧❛❝✐♥❣ ∆DS ❜② ∆
(1)
Re ✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✇♦r❦✐♥❣ ✉♥❞❡r t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

δ∗k = δ∗1 + γ∗
k ❢♦r k ≥ 2✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✜rst s✉❜t②♣❡

❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s✉❜t②♣❡✱ ✇❤✐❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r γ∗k,j ✱ ❢♦r j ∈ {1, ..., p} ❛♥❞ k ≥ 2✱ ❝❛♣t✉r❡s ❤♦✇

t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦✈❛r✐❛t❡ j ❛♥❞ s✉❜t②♣❡ k ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❛t ♦❢ ❝♦✈❛r✐❛t❡ j ❛♥❞ s✉❜t②♣❡

✶✳ ❲❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❘❡❢▲❛ss♦✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ❛♥② s✉❜t②♣❡ r ❝❛♥

❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❤❡ ✜rst ♦♥❡✳

❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ♠♦r❡ st❛♥❞❛r❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴■♥❞❡♣▲❛ss♦✱ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴P♦♦❧❡❞▲❛ss♦

❛♥❞ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❘❡❢▲❛ss♦✱ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ♦♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❡r✲

s✐♦♥ ♦❢ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❉❛t❛❙❤❛r❡❞▲❛ss♦✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ♠❛❦❡s ❞❡❝♦♠✲

♣♦s✐t✐♦♥ ✭✸✳✹✮ ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r✲♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦♥ ✇❤✐❝❤

❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❉❛t❛❙❤❛r❡❞▲❛ss♦ r❡❧✐❡s ♠❛❦❡s t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r

t❤r❡❡✱ ❛s ✇❡ ♥♦✇ ❡①♣❧❛✐♥✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴P♦♦❧❡❞▲❛ss♦ ✐s

♥♦t ✢❡①✐❜❧❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r s✉❜t②♣❡ s♣❡❝✐✜❝✐t✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❜✐❛s❡❞ ❡st✐✲

♠❛t❡s ✉♥❧❡ss ❛❧❧ ✈❡❝t♦rs δ∗k ❛r❡ ❡q✉❛❧✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥

❈♦♥❞▲♦❣✐st❴■♥❞❡♣▲❛ss♦ ❛♥❞ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❘❡❢▲❛ss♦ ❛r❡ ✢❡①✐❜❧❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛✈♦✐❞ s✉❝❤ ❛



❈❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐s❡❛s❡ ✻✵

❜✐❛s✳ ❇✉t✱ ❛s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❖❧❧✐❡r ❛♥❞ ❱✐❛❧❧♦♥ ✭✷✵✶✼✮✱ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ st✐❧❧ s✉✲

❜♦♣t✐♠❛❧✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♥✈♦❧✈❡ ✉♥♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ tr✉❡

♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❆s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❢❛❝t✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✭✸✳✹✮ ✐s s✉❝❤

t❤❛t ‖µ∗‖0 +
∑

k ‖δ∗k − µ∗‖0 ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞✱ ✇✐t❤ ‖ · ‖0 st❛♥❞✐♥❣ ❢♦r t❤❡ L0 ♣s❡✉❞♦✲♥♦r♠✳

❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r µ∗j ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ δ∗rj ,j ❢♦r ❛♥② rj ∈ {1, ...,K − 1} s✉❝❤ t❤❛t δ∗rj ,j

✐s t❤❡ ♠♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✈❛❧✉❡s (δ∗1,j , . . . , δ
∗
K−1,j , 0)✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ♦♣t✐✲

♠❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✭✸✳✹✮ r❡❧✐❡s ♦♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦✈❛r✐❛t❡✲s♣❡❝✐✜❝ r❡❢❡r❡♥❝❡s✳

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❘❡❢▲❛ss♦✱ ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ s✉❝❤ ♦♣t✐♠❛❧

❝♦✈❛r✐❛t❡✲s♣❡❝✐✜❝ r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ❝❛♥ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ♥♦t ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡s❡

♦♣t✐♠❛❧ ❝♦✈❛r✐❛t❡✲s♣❡❝✐✜❝ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❇✉t✱ ✐♥ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ str❛t✐✜❡❞ ❧✐♥❡❛r

♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ str❛t❡❣② ✇❛s s❤♦✇♥ t♦ t❛r❣❡t t❤❡ s❛♠❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥

❛s t❤✐s ♦♣t✐♠❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❘❡❢▲❛ss♦ ✭❖❧❧✐❡r ❛♥❞ ❱✐❛❧❧♦♥✱ ✷✵✶✼✮✳ ■t ✇❛s ❢✉r✲

t❤❡r s❤♦✇♥ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤✐s ♦♣t✐♠❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❘❡❢▲❛ss♦✱ ❛♥❞ t♦

♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤❡ t❤r❡❡ ♠♦r❡ st❛♥❞❛r❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❜♦t❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ✭❖❧✲

❧✐❡r ❛♥❞ ❱✐❛❧❧♦♥✱ ✷✵✶✼✮✳ ❘❡s✉❧ts ❢r♦♠ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹ ✇✐❧❧

❝♦♥✜r♠ t❤♦s❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❖❧❧✐❡r ❛♥❞ ❱✐❛❧❧♦♥ ✭✷✵✶✼✮ ✉♥❞❡r ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥

♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ str❛t❡❣② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ♣❡♥❛❧t② ✉s✉❛❧❧② ❜❡tt❡r ❛❝❝♦✉♥ts

❢♦r ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r t❤r❡❡ ❛♣♣r❛♦❝❤❡s✱ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ ❜❡tt❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥

❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ♦✈❡r❛❧❧ s✉♣♣♦rt r❡❝♦✈❡r② ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s✳

✸✳✸ ❯♥♠❛t❝❤❡❞ ❝❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ s✉❜t②♣❡s

♦❢ ❝❛s❡s ❛♥❞ s♣❛rs❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❧♦❣✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s

❲❡ ♥♦✇ t✉r♥ ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✉♥♠❛t❝❤❡❞ s❡tt✐♥❣✳ ❲❤❡♥ K − 1 s✉❜t②♣❡s ♦❢ ❝❛s❡s ❛r❡

♣r❡s❡♥t ❢♦r s♦♠❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥t❡❣❡r K > 1✱ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ Y ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧

✈❛r✐❛❜❧❡✱ t❛❦✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✐♥ {1, ...,K}✳ ❍❡r❡❛❢t❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t Y = K ❢♦r ❝♦♥tr♦❧s✱

✇❤✐❧❡ Y = k ❢♦r ❝❛s❡s ♦❢ s✉❜t②♣❡ k✱ ❢♦r ❛♥② k ∈ {1, ...,K − 1}✳ ❲❤❡♥ ♥♦ ♥❛t✉r❛❧ ♦r❞❡r

❡①✐sts ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ Y ✱ t❤❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧

❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❇❡❧♦✇✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❝❛❧❧ s♦♠❡ ❜❛s✐❝s

❛❜♦✉t t❤❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ L1✲♣❡♥❛❧✐③❡❞

❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉✲

❧❛r ❣❧♠♥❡t ❘ ♣❛❝❦❛❣❡ ✭❋r✐❡❞♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ t❤❡♥ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦

❛ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦r❡ st❛♥❞❛r❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧



❈❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐s❡❛s❡ ✻✶

❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛t❡❣♦r②✳ ❋♦r ❡❛s❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♠♦st❧② ❢♦❝✉s ♦♥ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤

♥♦ ✐♥t❡r❝❡♣t✳ ❖✉r ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ♠❛✐♥❧② ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐❢ ✐♥t❡r❝❡♣ts ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱

❡①❝❡♣t t❤❛t ✐♥t❡r❝❡♣t t❡r♠s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦t ♣❡♥❛❧✐③❡❞✱ ❛♥❞ L1✲♥♦r♠s ‖β‖1 =
∑p

j=1 |βj |
✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜②

∑p
j=2 |βj | ✐❢ β1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❝❡♣t✳ ❙❡❡ t❤❡ ❧❛st ♣❛r❛❣r❛♣❤

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶ ❢♦r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡t❛✐❧s✳

✸✳✸✳✶ ❚❤❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧

❋♦r ❛♥② ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✈❡❝t♦rs (u1, . . . ,uK) ∈ IRp×K ✱ ❛♥② k ∈ {1, ...,K}✱ ❛♥❞ ❛♥② x0 ∈ IRp

❢♦r s♦♠❡ p ≥ 1✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ pk(x0;u1, . . . ,uK) = exp(xT
0 uk)/{

∑K
ℓ=1 exp(x

T
0 uℓ)}✳

■♥ ✐ts s②♠♠❡tr✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s t❤❡ ❡①✐s✲

t❡♥❝❡ ♦❢ K ✈❡❝t♦rs (β∗
1, . . . ,β

∗
K) ∈ IRp×K ♦❢ tr✉❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ t❤❛t

Pr(Y = k|x = x0) =
exp(xT

0 β
∗
k)∑K

ℓ=1 exp(x
T
0 β

∗
ℓ )

= pk(x0;β
∗
1, . . . ,β

∗
K), ✭✸✳✼✮

❢♦r ❛♥② ✈❛❧✉❡ x0 ∈ IRp ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛t❡ ✈❡❝t♦r✳ ❇❡❝❛✉s❡
∑K

k=1 Pr(Y = k|x = x0) = 1 ❢♦r

❛♥② x0 ∈ IRp✱ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♦✈❡r✲♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❛♥❞ ✈❡❝t♦rs β∗
1, . . . ,β

∗
K ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥

✭✸✳✼✮ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✉♣ t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♦♥❧②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r ❛♥② ν ∈ IRp ❛♥❞ ❛♥② (β1, . . . ,βK) ∈
IRp×K ✱ pk(x0;β1, . . . ,βK) = pk(x0;β1 + ν, . . . ,βK + ν)✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐❢ ♠♦❞❡❧ ✭✸✳✼✮

❤♦❧❞s ✇✐t❤ ✈❡❝t♦rs (β∗
1, . . . ,β

∗
K)✱ t❤❡♥ ✐t ❤♦❧❞s ✇✐t❤ ✈❡❝t♦rs (β∗

1 + ν, . . . ,β∗
K + ν) ❢♦r

❛♥② ν ∈ IRp ❛s ✇❡❧❧✳ ❋♦r ❢✉t✉r❡ ✉s❡✱ ♥♦t❡ t❤❛t ✐t ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❤♦❧❞s ✇✐t❤ ✈❡❝t♦rs (β∗
1 −

β∗
K , . . . ,β

∗
K−1 − β∗

K ,0p)✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❤♦✐❝❡ ν = −β∗
K ✳ ❇❡❝❛✉s❡

♦❢ t❤✐s ❧❛❝❦ ♦❢ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t②✱ st❛♥❞❛r❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s

♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ β∗
1, . . . ,β

∗
K ✱ ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦r

♣❡♥❛❧✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥st❡❛❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❣❧♠♥❡t

❘ ♣❛❝❦❛❣❡ ✭❋r✐❡❞♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮ ♣r♦❞✉❝❡s ❡st✐♠❛t❡s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ♠❛①✐♠✐③❡rs ♦❢ t❤❡ L1✲

♣❡♥❛❧✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

L(β1, . . . ,βK)− λ

K∑

k=1

‖βk‖1 =
1

n

n∑

i=1

log{pyi(xi;β1, . . . ,βK)} − λ

K∑

k=1

‖βk‖1 ✭✸✳✽✮

❢♦r ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r λ✳ ❲❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤

❛s ▼✉❧t✐♥♦♠▲♦❣✐st❴❙②♠▲❛ss♦✳ ■t ✇♦r❦s ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ✭❛t ❧❡❛st✮

♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ ✈❡❝t♦rs β∗
1, . . . ,β

∗
K s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭✸✳✼✮ ✐s s♣❛rs❡✱ ❛♥❞

❧♦♦❦s ❢♦r t❤❡ ✏s♣❛rs❡st✑✱ ♦r ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ ❧♦✇❡st
∑

k ‖β∗
k‖1✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱



❈❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐s❡❛s❡ ✻✷

❋r✐❡❞♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮ s❤♦✇ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡rs β̂1, . . . , β̂K ♦❢ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭✸✳✽✮ ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t

median(β̂1,j , . . . , β̂K,j) = 0, for all j ∈ {1, ..., p}. ✭✸✳✾✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✾✮ ❡st❛❜❧✐s❤❡s t❤❛t t❤❡ L1✲♥♦r♠ ♣❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥ s♦❧✈❡s t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t②

❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦✈❛r✐❛t❡ ❜② t❛r❣❡t✐♥❣ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✈❡❝t♦rs β̂1, . . . , β̂K s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡❛❝❤

❝♦✈❛r✐❛t❡✱ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ♦❢ ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛❝r♦ss t❤❡ K ❝❛t❡❣♦r✐❡s ✐s ♥✉❧❧✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞

❛❜♦✈❡✱ ✇❤❡♥ ✐♥t❡r❝❡♣ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤❡② ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦t ♣❡♥❛❧✐③❡❞✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡

t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② r❡♠❛✐♥s ❢♦r t❤❡♠✳ ■♥ ❣❧♠♥❡t✱ t❤✐s ✐s r❡s♦❧✈❡❞ ❜② ♠❡❛♥ ❝❡♥t❡r✐♥❣✱

✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t
∑K

k=1 β̂k,1 = 0 ✭❋r✐❡❞♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✱ ✇✐t❤

β̂k,1 st❛♥❞✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❝❡♣t ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ k✲t❤ ❝❛t❡❣♦r②✳

✸✳✸✳✷ ❘❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✇✐t❤ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦

◆♦✇✱ ❧❡t ✉s t✉r♥ ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✏st❛♥❞❛r❞✑ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❧♦❣✐s✲

t✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ r❡s♦❧✈❡s t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♦♥❡ ❜②

✜rst s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛t❡❣♦r②✱ t②♣✐❝❛❧❧② K✳ ❚❤❡♥✱ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛ss✉♠❡s t❤❡ ❡①✐s✲

t❡♥❝❡ ♦❢ K − 1 ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦rs✱ s❛② δ∗1, . . . , δ
∗
K−1✱ s✉❝❤ t❤❛t Pr(Y = k|x = x0) =

pk(x0, δ
∗
1, . . . , δ

∗
K−1,0p)✳ ❚❤❡ t✇♦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✕ s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ✕ ❛r❡ str✐❝t❧②

❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛♥❞ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❢♦r ❛♥② β∗
1, . . . ,β

∗
K s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ s②♠✲

♠❡tr✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✈❡❝t♦rs δ∗1, . . . δ
∗
K−1 ❞❡✜♥❡❞ ❛s δ∗k = β∗

k − β∗
K ❢♦r

k ∈ {1, ...,K − 1} s❛t✐s❢② t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♦♥❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ p ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛t❡s

✐s ❧❛r❣❡✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s♣❛rs✐t② ✇✐t❤✐♥ ✈❡❝t♦rs (δ∗1, . . . , δ
∗
K−1) ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ❜②

❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❡st✐♠❛t❡s ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❛♥ L1✲♣❡♥❛❧✐③❡❞ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭❑r✐s❤♥❛♣✉r❛♠ ❡t ❛❧✳✱

✷✵✵✺✮

1

n

n∑

i=1

log{pyi(xi; δ1, . . . , δK−1, 0)} − λ
K−1∑

k=1

‖δk‖1.

❲❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s ▼✉❧t✐♥♦♠▲♦❣✐st❴❙t❞▲❛ss♦✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛s ♦❢ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞

▲❛ss♦ ❝❛♥ ❢✉rt❤❡r ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❛♠♦♥❣ ✈❡❝t♦rs (δ∗k)✬s ✇❤❡♥

t❤❡ s✉❜t②♣❡s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ s❤❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❛❧✐t✐❡s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ t❤❡

❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ δk = µ + γk ❢♦r k ∈ {1, ...,K − 1}✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ ❛s



❈❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐s❡❛s❡ ✻✸

▼✉❧t✐♥♦♠▲♦❣✐st❴❙t❞❉❛t❛❙❤❛r❡❞▲❛ss♦ t❤❡♥ s✐♠♣❧② ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥

1

n

n∑

i=1

log{pyi(xi;µ+ γ1, . . . ,µ+ γK−1,0p)} − λ
(
‖µ‖1 +

K−1∑

k=1

‖γk‖1
)
.

■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✽✮✱ ❛❢t❡r ✉s✐♥❣

t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ µ = −βK ❛♥❞ γk = βk ❢♦r ❛❧❧ k < K ❀ s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳✷ ✐♥ t❤❡

❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ▼❛t❡r✐❛❧s ❢♦r t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s r❡s✉❧t✳ ❚❤✐s ❡q✉❛❧✐t② ❢♦r♠❛❧❧②

❡st❛❜❧✐s❤❡s t❤❛t ✇♦r❦✐♥❣ ✉♥❞❡r t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✼✮ ✇✐t❤ ❛♥ L1✲♥♦r♠ ♣❡♥❛❧t②✱

❛s ✐♥ t❤❡ ❣❧♠♥❡t ❘ ♣❛❝❦❛❣❡✱ ❡①❛❝t❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✇♦r❦✐♥❣ ✉♥❞❡r t❤❡ ♠♦r❡ st❛♥❞❛r❞

❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ♣❡♥❛❧t② t♦ ❡♥❝♦✉r❛❣❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❛♠♦♥❣ ✈❡❝t♦rs

(δ∗1, . . . , δ
∗
K−1)✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s (β̂1, . . . , β̂K) ❛♥❞ (µ̂, γ̂1, . . . , γ̂K−1) ♣r♦❞✉✲

❝❡❞ ❜② ▼✉❧t✐♥♦♠▲♦❣✐st❴❙②♠▲❛ss♦ ❛♥❞ ▼✉❧t✐♥♦♠▲♦❣✐st❴❙t❞❉❛t❛❙❤❛r❡❞▲❛ss♦✱ r❡s♣❡❝✲

t✐✈❡❧②✱ ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t µ̂ = −β̂K ❛♥❞ β̂k = γ̂k ❢♦r ❛❧❧ k ∈ {1, ...,K − 1}✳

❚❤✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ▼✉❧t✐♥♦♠▲♦❣✐st❴❙②♠▲❛ss♦ ❛♥❞

▼✉❧t✐♥♦♠▲♦❣✐st❴❙t❞❉❛t❛❙❤❛r❡❞▲❛ss♦ ❢✉rt❤❡r ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❣✉✐❞❛♥❝❡ ♦♥ ✇❤❡✲

t❤❡r t♦ ✉s❡ ▼✉❧t✐♥♦♠▲♦❣✐st❴❙②♠▲❛ss♦ ♦r ▼✉❧t✐♥♦♠▲♦❣✐st❴❙t❞▲❛ss♦ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✿ ❜②

❜②✲♣❛ss✐♥❣ t❤❡ ❛r❜✐tr❛r② ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛t❡❣♦r②✱ ▼✉❧t✐♥♦♠▲♦❣✐st❴❙②♠▲❛ss♦

✇✐❧❧ t②♣✐❝❛❧❧② t❛r❣❡t ❛ s♣❛rs❡r ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ t❤❛♥ ▼✉❧t✐♥♦♠▲♦❣✐st❴❙t❞▲❛ss♦ ✐❢ ❞✐s❡❛s❡

s✉❜t②♣❡s s❤❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❛❧✐t✐❡s✱ ❛♥❞ ✐s t❤❡♥ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❜❡tt❡r ❡st✐♠❛t❡s✳ ▼✉❧✲

t✐♥♦♠▲♦❣✐st❴❙t❞❉❛t❛❙❤❛r❡❞▲❛ss♦ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ✇❛② t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❛♥② s✉❜♦♣t✐♠❛❧

❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛t❡❣♦r② ✐♥ ▼✉❧t✐♥♦♠▲♦❣✐st❴❙t❞▲❛ss♦✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❛t ✜rst

s✐❣❤t✱ ▼✉❧t✐♥♦♠▲♦❣✐st❴❙②♠▲❛ss♦ ❛♥❞ ▼✉❧t✐♥♦♠▲♦❣✐st❴❙t❞❉❛t❛❙❤❛r❡❞▲❛ss♦ ♣r♦❞✉❝❡

t❤❡ s❛♠❡ ❡st✐♠❛t❡s ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ s✐♠♣❧② r❡❢❡r t♦ ❛♥② ♦❢ t❤❡♠ ❛s ▼✉❧t✐♥♦♠▲♦❣✐st❴❙②♠▲❛ss♦

✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ ♦✉r ❛rt✐❝❧❡✳

✸✳✹ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞②

✸✳✹✳✶ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛

❚♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✭✉♥❞❡r ❜♦t❤ t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ❛♥❞

✉♥♠❛t❝❤❡❞ s❡tt✐♥❣s✮✱ s❡✈❡r❛❧ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ●✐✈❡♥ ❡st✐♠❛t❡s δ̂1, . . . , δ̂K−1 ♦❢ tr✉❡

✈❡❝t♦rs ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs δ∗1, . . . , δ
∗
K−1 ✭✉♥❞❡r t❤❡ ✉♥♠❛t❝❤❡❞ s❡tt✐♥❣✱ t❤❡② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦



❈❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐s❡❛s❡ ✻✹

✈❡❝t♦rs ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦♥tr♦❧s ❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛t❡❣♦r②✮✱

❛ ✜rst ❝♦♠♠♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ L1✲♣❡♥❛❧✐③❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ s✉♣♣♦rt r❡❝♦✈❡r②✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❝♦rr❡❝t❧② ✐❞❡♥t✐❢② ♣❛tt❡r♥s ♦❢

♥✉❧❧✱ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥tr✐❡s ✐♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳ ■♥ ♦✉r

❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✿

❙❣♥❴❆❝❝✉r❛❝② =

∑K−1
k=1

∑p
j=1

(
1[sgn(δ∗k,j) = sgn(δ̂k,j)]− 1[sgn(δ∗k,j)× sgn(δ̂k,j) = −1]

)

(K − 1)p
,

✇❤❡r❡ sgn(x) = +1 ✐❢ x > 0✱ sgn(x) = −1 ✐❢ x < 0 ❛♥❞ sgn(x) = 0 ✐❢ x = 0✳ ❚❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥

✐s ❛ s❧✐❣❤t ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❛❝❝✉r❛❝② ✭▼❡t③✱ ✶✾✼✽❀ ❱✐❛❧❧♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻✮✱ ✇❤❡r❡

t❤❡ t❡r♠ −1[sgn(δ∗k,j)× sgn(δ̂k,j) = −1] ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ t♦ ♣❡♥❛❧✐③❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❛t t❡♥❞ t♦

♣r♦❞✉❝❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❬r❡s♣✳ ♥❡❣❛t✐✈❡❪ ❡st✐♠❛t❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ tr✉❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❬r❡s♣✳ ♣♦s✐t✐✈❡❪✱

s✐♥❝❡ t❤✐s ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✉♥✇❛♥t❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ●♦♦❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛

❤✐❣❤ ❙❣♥❴❆❝❝✉r❛❝②✳

■♥ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✈❡❝t♦rs δ∗1, ..., δ
∗
K−1 ❛r❡ ♥♦t ♦♥❧② ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ s♣❛rs❡✳ ❚❤❡② ♠❛②

❛❧s♦ ❤❛✈❡ s♦♠❡ ③❡r♦s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ s♦♠❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ❡♥tr✐❡s ♠❛② ❜❡ ❡q✉❛❧ ❢♦r

❞✐✛❡r❡♥t s✉❜t②♣❡s✳ ❊st✐♠❛t❡s δ̂1, . . . , δ̂K−1 s❤♦✉❧❞ s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❡ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡

t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s✳ ❋♦r ❛♥② j ∈ {1, ..., p}✱ ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ s❤♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡ ❛❜❧❡

t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❡st✐♠❛t❡s δ̂1,j , . . . , δ̂K−1,j s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥② (k1 6= k2) ∈ {1, ...,K − 1}2✱
δ̂k1,j = δ̂k2,j ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ δ∗k1,j = δ∗k2,j ✳ ❖♥❡ st❛♥❞❛r❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤✐s ❝❛♣❛❝✐t②

✐s t❤❡ ❘❛♥❞ ■♥❞❡① ✭❘❛♥❞✱ ✶✾✼✶✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ♦✉r ❝♦♥t❡①t ❛s

❘❛♥❞■♥❞❡① =

∑p
j=1

∑K−2
k1=1

∑K−1
k2>k1

(
1[δ∗k1,j = δ∗k2,j , δ̂k1,j = δ̂k2,j ] + 1[δ∗k1,j 6= δ∗k2,j , δ̂k1,j 6= δ̂k2,j ]

)

p(K − 2)!
.

❆❣❛✐♥✱ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤ ❘❛♥❞■♥❞❡①✳

❲❡ ❛❧s♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✳

❆s ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛s ❧♦✇ ❛s

♣♦ss✐❜❧❡

❊st❴❊rr♦r =
K−1∑

k=1

‖δ̂k − δ∗k‖22
‖δ∗k‖22

.

❆s ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥ ❆❯❈✲❧✐❦❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❛❞❛♣t❡❞ t♦

♦✉r ♠❛t❝❤❡❞ ❛♥❞ ✉♥♠❛t❝❤❡❞ s❡tt✐♥❣s✳ ❯♥❞❡r ❜♦t❤ s❡tt✐♥❣s✱ ♦✉r ❆❯❈ ❝♦♠♣❛r❡s ♣r❡❞✐❝t❡❞

♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✇✐t❤ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦✉t❝♦♠❡s ♦♥ ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡st s❛♠♣❧❡ ♦❢ s✐③❡ n(test) =



❈❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐s❡❛s❡ ✻✺

10, 000✳ ■♥ t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ s❡tt✐♥❣✱ ♦✉r ❆❯❈ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❆❯❈s

❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ s✉❜s❛♠♣❧❡ M(test)
k ✳ ■♥ t❤❡ ✉♥♠❛t❝❤❡❞ s❡tt✐♥❣✱ ✇❡ ❛❞❛♣t❡❞ t❤❡ ♦♥❡

❝❧❛ss ✈❡rs✉s ❛❧❧ ♦t❤❡r ❝❧❛ss❡s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭Pr♦✈♦st ❛♥❞ ❉♦♠✐♥❣♦s✱ ✷✵✵✵❀ ❋❛✇❝❡tt✱ ✷✵✵✻✮ ❀ s❡❡

❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳✸ ✐♥ t❤❡ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ▼❛t❡r✐❛❧ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤✐s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳ ■♥ ❡✐t❤❡r

s❡tt✐♥❣✱ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤ ❆❯❈✳

✸✳✹✳✷ ❚❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ s❡tt✐♥❣

❲❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞② t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ✐♥ t❤❡

❝♦♥t❡①t ♦❢ ♠❛t❝❤❡❞ ❝❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞✐❡s✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❉❛t❛❙❤❛r❡❞▲❛ss♦

✇✐t❤ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴■♥❞❡♣▲❛ss♦✱ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴P♦♦❧❡❞▲❛ss♦✱ ❛♥❞ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❘❡❢▲❛ss♦✳ ❋♦r

t❤❡ ❧❛tt❡r✱ t❤❡ ✜rst s✉❜t②♣❡ ✇❛s s❡❧❡❝t❡❞ ❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❲❡ s❡t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦✈❛✲

r✐❛t❡s t♦ p = 100✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s❡❛s❡ s✉❜t②♣❡s t♦ (K − 1) = 6✳ ❲❡ ❢✉rt❤❡r s❡t

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ ❡❛❝❤ s✉❜s❛♠♣❧❡ t♦ m1 = 200✱ m2 = 100 ❛♥❞

mk = 50 ❢♦r k = 3, . . . , 6✱ s♦ t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇❛s n = 1000✳ ■♥

t❤✐s ✏❤✐❣❤✧✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❡tt✐♥❣✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛ ❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t

♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲st❡♣ ❧❛ss♦ ✭❇ü❤❧♠❛♥♥ ❛♥❞ ▼❡✐❡r✱ ✷✵✵✽✮ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥

♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s✳

❍❡r❡✱ ✇❡ ❜r✐❡✢② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡t❛✐❧s ❛r❡

♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳✹ ♦❢ t❤❡ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ▼❛t❡r✐❛❧s✳ ❋♦✉r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s✲

♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❢♦✉r ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❛♠♦♥❣ ✈❡❝t♦rs δ∗1, . . . , δ
∗
6 ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✿ ❢✉❧❧

❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ✭t❤❡ ✻ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❡q✉❛❧✮✱ ❧♦✇ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✭δ∗2, . . . , δ
∗
6 ❛r❡ ❡q✉❛❧✱ ❛♥❞ δ∗1 ✐s

❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡♠✮✱ ♠♦❞❡r❛t❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✭δ∗4, δ
∗
5✱ ❛♥❞ δ∗6 ❛r❡ ❡q✉❛❧✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t❤r❡❡

♦t❤❡r ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡♠✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✮ ❛♥❞ ❢✉❧❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✭t❤❡

✻ ✈❡❝t♦rs ❤❛✈❡ ♥♦t❤✐♥❣ ✐♥ ❝♦♠♠♦♥✮✳ ❲❡ s❤❛❧❧ str❡ss t❤❛t ✉♥❞❡r t❤❡ ❧♦✇ ❛♥❞ ♠♦❞❡r❛t❡

❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ✜rst s✉❜t②♣❡ ✐s t❤❡ ✇♦rst ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✉s❡❞

✐♥ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❘❡❢▲❛ss♦✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ‖δ∗r‖0 +
∑

k 6=r ‖δ∗k − δ∗r‖0 ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞ ❢♦r

r = 1✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❘❡❢▲❛ss♦ ❛♥❞ ❈♦♥❞▲♦✲

❣✐st❴❉❛t❛❙❤❛r❡❞▲❛ss♦ ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ s✉❜♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡

❢♦r t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❘❡❢▲❛ss♦✳

❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s✐❣♥❛❧ str❡♥❣t❤✱

✇❡ ♠❛❞❡ ✐t ✈❛r② t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r δ ∈ {0.1, 0.25, 0.5, 0.75}✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡

♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲③❡r♦ tr✉❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ♦✉r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦



❈❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐s❡❛s❡ ✻✻

t❤❡ ❧♦❣✲♦❞❞s✲r❛t✐♦ ❢♦r ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ♦♥❡ st❛♥❞❛r❞✲❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦✈❛✲

r✐❛t❡s ❀ s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳✹ ✐♥ t❤❡ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ▼❛t❡r✐❛❧s ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳ ❯♥❞❡r ❡❛❝❤

♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r s✐❣♥❛❧ str❡♥❣t❤s✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✷✵✵

s❛♠♣❧❡s ✉♥❞❡r ♠♦❞❡❧ ✭✸✳✶✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r t❤❡s❡ ✷✵✵

r❡♣❧✐❝❛t❡s✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ♠❡t❤♦❞s ✇❡

❝♦♠♣❛r❡❞ ❤❡r❡✱ t❤❛t ✐s ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❉❛t❛❙❤❛r❡❞▲❛ss♦✱ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴■♥❞❡♣▲❛ss♦✱ ❈♦♥❞✲

▲♦❣✐st❴P♦♦❧❡❞▲❛ss♦✱ ❛♥❞ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❘❡❢▲❛ss♦✳ ❇♦①♣❧♦ts s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ♦✈❡r t❤❡ ✷✵✵ r❡♣❧✐❝❛t❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞✱ ✉♥❞❡r ❡❛❝❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦r

❡❛❝❤ s✐❣♥❛❧ str❡♥❣t❤✱ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ❇✳✶ ♦❢ t❤❡ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ▼❛t❡r✐❛❧s✳ ❋✐rst

❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❢✉❧❧ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②✳ ❇❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ t❤❡ ✈❡❝t♦rs δ∗k ❛r❡ ❡q✉❛❧✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧

str❛t❡❣② ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴P♦♦❧❡❞▲❛ss♦✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤

p0 ♥♦♥✲③❡r♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭✇❤❡r❡ p0 ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ❡❛❝❤ ✈❡❝t♦r

δ∗k ❀ ✇❡ ❤❛✈❡ p0 = 10 ✐♥ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞②✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❈♦♥❞▲♦✲

❣✐st❴■♥❞❡♣▲❛ss♦ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ (K − 1)p0 ♥♦♥✲③❡r♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐t

♣❡r❢♦r♠s ♣♦♦r❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴P♦♦❧❡❞▲❛ss♦ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢

t❤❡ ❢♦✉r ❝r✐t❡r✐❛ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✿ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②✱ ❡st✐♠❛t❡s

♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴■♥❞❡♣▲❛ss♦ ❛r❡ ❢✉❧❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✭✐ts ❘❛♥❞■♥❞❡① ✐s ✈❡r② ❧♦✇✱

❛s ❡①♣❡❝t❡❞✮✱ ❤❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠s ♣♦♦r❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞

♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ s✉♣♣♦rt r❡❝♦✈❡r② ✭❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❜♦rr♦✇ str❡♥❣t❤

❢r♦♠ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s s✉❜t②♣❡s✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❜♦t❤ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❉❛t❛❙❤❛r❡❞▲❛ss♦ ❛♥❞

❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❘❡❢▲❛ss♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②✱ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ ♥❡❛r❧② ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❈♦♥❞▲♦✲

❣✐st❴P♦♦❧❡❞▲❛ss♦ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ ♦✉r ❝r✐t❡r✐❛ ✉♥❞❡r t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❧❧ ❤♦♠♦✲

❣❡♥❡✐t②✳ ■t ✐s ♥♦t❡✇♦rt❤② t❤❛t ✐♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✱ ❛♥② s✉❜t②♣❡ ✐s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡

✐♥ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❘❡❢▲❛ss♦ ✭‖δ∗r‖0 +
∑

k 6=r ‖δ∗k − δ∗r‖0 = p0 ❢♦r ❛♥② r✮✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤②

❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❉❛t❛❙❤❛r❡❞▲❛ss♦ ❛♥❞ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❘❡❢▲❛ss♦ ♣❡r❢♦r♠ s✐♠✐❧❛r❧② ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳

◆❡①t✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧♦✇ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✱ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴P♦♦❧❡❞▲❛ss♦ ♣r♦❞✉❝❡s ❜✐❛s❡❞ ❡st✐✲

♠❛t❡s ❛♥❞ ✐s ♥♦t ♦♣t✐♠❛❧ s✐♥❝❡ ✈❡❝t♦rs δ∗k ❛r❡ ♥♦t ❛❧❧ ❡q✉❛❧ ❛♥②♠♦r❡✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ❈♦♥❞✲

▲♦❣✐st❴❘❡❢▲❛ss♦ ❞♦❡s ♥♦t ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴P♦♦❧❡❞▲❛ss♦ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛♥❞ t❤❡s❡

t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛❝t✉❛❧❧② ♣r♦❞✉❝❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❡st✐♠❛t❡s ✉♥❞❡r t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s

❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s✉❜t②♣❡ ✐♥ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❘❡❢▲❛ss♦ ✿ ✇❤❡♥

δ∗2 = . . . = δ∗6✱ ❛♥❞ δ∗1 ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡♠✱ t❤❡ ♣❡♥❛❧t② t❡r♠
∑

k ‖δk − δ1‖1 ❣❡♥❡r❛❧❧②

♣r❡✈❡♥ts t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡s❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s✳ ❆s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❢❛❝t✱ ❛♥② ♦t❤❡r

❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❧❡❞ t♦ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❘❡❢▲❛ss♦✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❉❛t❛❙❤❛r❡❞▲❛ss♦ ❜②♣❛ss❡s t❤❡ ❛r❜✐tr❛r② ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡



❈❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐s❡❛s❡ ✻✼

r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ♠✐♠✐❝s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❘❡❢▲❛ss♦ ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ♦♣✲

t✐♠❛❧✱ ♣♦ss✐❜❧② ❝♦✈❛r✐❛t❡✲s♣❡❝✐✜❝✱ r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❯♥❞❡r t❤✐s ❧♦✇ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱

❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❉❛t❛❙❤❛r❡❞▲❛ss♦ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ✭✐ts ❘❛♥❞■♥✲

❞❡① ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❘❡❢▲❛ss♦ ❛♥❞ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴P♦♦❧❡❞▲❛ss♦✮✱ ❛♥❞

s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛❧❧ ❝r✐t❡r✐❛✳ ❆s t❤❡ ❧❡✲

✈❡❧ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❛s❦ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❛♥❞ t❤❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❉❛t❛❙❤❛r❡❞▲❛ss♦ t❡♥❞s t♦ t❤❛t ♦❢ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴■♥❞❡♣▲❛ss♦✳

❇✉t✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s s♦♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ✐s ♣r❡s❡♥t ✭♠♦❞❡r❛t❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❝♦♥✜❣✉r❛✲

t✐♦♥✮✱ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❉❛t❛❙❤❛r❡❞▲❛ss♦ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❢✉❧❧

❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❉❛t❛❙❤❛r❡❞▲❛ss♦ st✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠s ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❛s

✇❡❧❧ ❛s ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴■♥❞❡♣▲❛ss♦✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ str❛t❡❣② ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❤✐❧❡ ❈♦♥❞✲

▲♦❣✐st❴P♦♦❧❡❞▲❛ss♦✱ ❛♥❞ t♦ ❛ ❧❡ss❡r ❡①t❡♥t ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❘❡❢▲❛ss♦✱ ♣❡r❢♦r♠ ✇♦rs❡✳

❖✈❡r❛❧❧✱ ♦✉r r❡s✉❧ts ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❛t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴■♥❞❡♣▲❛ss♦ ❞♦❡s ♥♦t

❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s✉♣♣♦rt r❡❝♦✈❡r②✱ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②

❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ■♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②✱ t❤✐s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ♦♣t✐✲

♠❛❧✳ ❇✉t✱ ❛s t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②

❝❛♥ t❛r❣❡t ❜❡tt❡r ✭✐✳❡✳✱ s♣❛rs❡r✮ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ②✐❡❧❞ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥

t❡r♠s ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ❢♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❤❡r❡✱ ❈♦♥❞✲

▲♦❣✐st❴❉❛t❛❙❤❛r❡❞▲❛ss♦ ❛♣♣❡❛rs ❛s t❤❡ ❜❡st ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ✇❤❡♥

✐t ✐s ♣r❡s❡♥t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ♣❡r❢♦r♠s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴■♥❞❡♣▲❛ss♦ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✇❤❡♥

♥♦ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ✐s ♣r❡s❡♥t ❛t ❛❧❧✳

✸✳✹✳✸ ❚❤❡ ✉♥♠❛t❝❤❡❞ s❡tt✐♥❣

❲❡ ❢✉rt❤❡r ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞② ✐♥ t❤❡ ✉♥♠❛t❝❤❡❞ s❡tt✐♥❣ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ r❡✲

❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ▼✉❧t✐♥♦♠▲♦❣✐st❴❙t❞▲❛ss♦ ❛♥❞ ▼✉❧t✐♥♦♠▲♦❣✐st❴❙②♠▲❛ss♦ ✭t❤❡

❧❛t❡r ❜❡✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ▼✉❧t✐♥♦♠▲♦❣✐st❴❙t❞❉❛t❛❙❤❛r❡❞▲❛ss♦✮✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧

♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❛♠♦♥❣ ✈❡❝t♦rs δ∗1, . . . , δ
∗
K−1 ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❛❣❛✐♥ s❡t

K−1 = 6 ❞✐s❡❛s❡ s✉❜t②♣❡s✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦✉r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✿ ❢✉❧❧ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②✱ ❧♦✇ ❤❡✲

t❡r♦❣❡♥❡✐t②✱ ♠♦❞❡r❛t❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❛♥❞ ❢✉❧❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✳ ❚♦ s❛✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✱

❛ ❧♦✇✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❡tt✐♥❣ ✇✐t❤ n = 1000 ❛♥❞ p = 20 ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡✳ ❚♦ ❣❡♥❡r❛t❡

t❤❡ ❞❛t❛✱ ✇❡ ❛❞❛♣t❡❞ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷ t♦ t❤❡ ✉♥♠❛t❝❤❡❞ s❡tt✐♥❣✳

❲❡ ✉s❡❞ ✐♥t❡r❝❡♣t t❡r♠s✱ (δ1,0, . . . , δK−1,0)✱ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t Pr(Y = K) = 0.5



❈❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐s❡❛s❡ ✻✽

❛♥❞ Pr(Y = k) r❛♥❣❡❞ ❢r♦♠ ✵✳✵✺ t♦ ✵✳✷ ❢♦r k ∈ {1, ...,K − 1}✳ ■♥ t❤✐s ❧♦✇✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

s❡tt✐♥❣✱ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛s ♠✐♥✐♠✐③❡rs ♦❢ t❤❡ ❇■❈ ❛❢t❡r ❛❞❛♣t✐♥❣

t❤❡ ▲❛ss♦✲❖▲❙ ❤②❜r✐❞ ✐❞❡❛s t♦ ♦✉r ❝♦♥t❡①t ✭❊❢r♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮✱ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ✐♥

❱✐❛❧❧♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ✷✵✵ r❡♣❧✐❝❛t❡s✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡✐r ✾✺✪ ❝♦♥✜✲

❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s✳ ❇♦①♣❧♦ts s✉♠♠❛r✐③✐♥❣ t❤❡ ❢✉❧❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ♦✈❡r t❤❡ ✷✵✵

r❡♣❧✐❝❛t❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❇✳✷ ♦❢ t❤❡ t❤❡ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ▼❛t❡r✐❛❧s✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡

❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ▼✉❧t✐♥♦♠▲♦❣✐st❴❙②♠▲❛ss♦ ❛♥❞ ▼✉❧✲

t✐♥♦♠▲♦❣✐st❴❙t❞▲❛ss♦ ✐♥ t❤✐s ✉♥♠❛t❝❤❡❞ s❡tt✐♥❣ ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤♦s❡ ❞r❛✇♥ ✇❤❡♥

❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❉❛t❛❙❤❛r❡❞▲❛ss♦ ✇✐t❤ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴■♥❞❡♣▲❛ss♦ ✐♥ t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞

s❡tt✐♥❣✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ♣❡r❢♦r♠ s✐♠✐❧❛r❧② ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❢✉❧❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✱

❜✉t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ▼✉❧t✐♥♦♠▲♦❣✐st❴❙②♠▲❛ss♦ ✐♠♣r♦✈❡s ❛s t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②

✐♥❝r❡❛s❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❛t ♦❢ ▼✉❧t✐♥♦♠▲♦❣✐st❴❙t❞▲❛ss♦ r❡♠❛✐♥s r♦✉❣❤❧② ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐✲

❝✉❧❛r✱ ▼✉❧t✐♥♦♠▲♦❣✐st❴❙②♠▲❛ss♦ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ▼✉❧t✐♥♦♠▲♦❣✐st❴❙t❞▲❛ss♦

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛❧❧ ❝r✐t❡r✐❛ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❢✉❧❧ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②✳ ❚❤✐s ✇❛s ❡①♣❡❝t❡❞ s✐♥❝❡

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s

(K − 1)p0 ✭✇❤❡r❡ p0 ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ❡❛❝❤ δ∗k ❀ t❤✐s ✇❛s s❡t

t♦ p0 = 10 ✐♥ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞②✮✱ ✇❤✐❧❡ ▼✉❧t✐♥♦♠▲♦❣✐st❴❙②♠▲❛ss♦ ✭♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②

▼✉❧t✐♥♦♠▲♦❣✐st❴❙t❞❉❛t❛❙❤❛r❡❞▲❛ss♦✮ ✐s ❛❜❧❡ t♦ t❛r❣❡t ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦♥❧② p0

♥♦♥✲③❡r♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❢✉❧❧ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❀ s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳✻ ✐♥ t❤❡ ❙✉♣♣❧❡✲

♠❡♥t❛r② ▼❛t❡r✐❛❧s✱ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳ ❏✉st ❛s ✐♥ t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ s❡tt✐♥❣✱ ♦✉r r❡s✉❧ts ❝♦♥✜r♠

t❤❛t ✉s✐♥❣ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ✭♦r✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ✉♥♠❛t✲

❝❤❡❞ s❡tt✐♥❣✮ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② t♦ ❜❡ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ✇❤❡♥ ♣r❡s❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❧❛t❡s

✐♥t♦ ❜❡tt❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✱ s✉♣♣♦rt r❡❝♦✈❡r② ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢

❤❡t❡r♦❣❡♥❡t✐❡s✳

✸✳✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

✸✳✺✳✶ ❉❛t❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

❚❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ Pr♦s♣❡❝t✐✈❡ ■♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❈❛♥❝❡r ❛♥❞ ◆✉tr✐t✐♦♥ ✭❊P■❈✮ st✉❞② ✐s ❛♥

♦♥❣♦✐♥❣ ♠✉❧t✐❝❡♥t❡r ♣r♦s♣❡❝t✐✈❡ st✉❞② ❛✐♠✐♥❣ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ♣r♦s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❡t✐♦❧♦❣②

♦❢ ❝❛♥❝❡r ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ❞✐❡t✱ ❧✐❢❡st②❧❡ ❛♥❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❢❛❝t♦rs✳ ■ts ❞❡s✐❣♥ ❤❛s ❜❡❡♥



❈❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐s❡❛s❡ ✻✾

♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✭❘✐❜♦❧✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✳ ❋r♦♠ ✶✾✾✷ t♦ ✷✵✵✵✱ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✺✷✶✱✸✷✹

♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ✇❡r❡ r❡❝r✉✐t❡❞ ❛❝r♦ss ✶✵ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡s❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✱

✷✹✻✱✵✵✵ ✇♦♠❡♥✱ ❛❣❡❞ ❢r♦♠ ✸✺ t♦ ✼✵ ②❡❛rs✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ❜❧♦♦❞ s❛♠♣❧❡ ❛t ✐♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❍❡r❡✱

✇❡ ♣r❡s❡♥t ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ❝❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞② ♥❡st❡❞ ✐♥ ❊P■❈✱

✇❤♦s❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✇❛s t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s ❛♥❞ t❤❡ r✐s❦ ♦❢

s✉❜t②♣❡s ♦❢ ❜r❡❛st ❝❛♥❝❡r ❢♦r ✇♦♠❡♥ ♦❧❞❡r t❤❛♥ ✺✵ ✿ ✶✹✶✺ ❝❛s❡s ♦❢ ❜r❡❛st ❝❛♥❝❡r ✇❡r❡

✐♥❝❧✉❞❡❞✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ✶✹✶✺ ♠❛t❝❤❡❞ ❝♦♥tr♦❧s ✭✉s✐♥❣ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞❡♥s✐t② s❛♠♣❧✐♥❣✮✳ ❲❡ s❤❛❧❧

str❡ss t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❛s❡✲❝♦♥tr♦❧

st✉❞② ✐s ♥❡st❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝♦❤♦rt✱ ❛s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❤❡r❡✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡

k✲t❤ ❞✐s❡❛s❡ s✉❜t②♣❡ st✐❧❧ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r

δ∗k✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛t❡s ❛♥❞ ❞✐s❡❛s❡ s✉❜t②♣❡

k✳

❋♦r t❤❡s❡ ✷✽✸✵ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ ♣❧❛s♠❛ s❛♠♣❧❡s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛t ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ st✉❞② ✇❡r❡ ❛♥❛✲

❧②③❡❞ ❜② ♠❛ss s♣❡❝tr♦♠❡tr② ✭❆❜s♦❧✉t❡■❉◗ ♣✶✽✵ ❑✐t✮ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡

❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♦❢ ✶✷✼ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❧♦❣✲tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡

s❦❡✇♥❡ss✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✐① ❤✐st♦❧♦❣✐❝❛❧ s✉❜t②♣❡s ♦❢ ❜r❡❛st ❝❛♥❝❡r✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❡✲

s❡♥❝❡✴❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❤♦r♠♦♥❡ r❡❝❡♣t♦rs ✿ ❍❊❘✷✲❡♥r✐❝❤❡❞ ✭✶✵✵ ♣❛✐rs ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✮✱ tr✐♣❧❡

♥❡❣❛t✐✈❡ ✭✶✸✹ ♣❛✐rs✮✱ ▲✉♠✐♥❛❧ ❆ P❘✲ ✭✶✻✹ ♣❛✐rs✮✱ ▲✉♠✐♥❛❧ ❆ P❘✰ ✭✽✷✵ ♣❛✐rs✮✱ ▲✉♠✐♥❛❧

❇ P❘✲ ✭✺✽ ♣❛✐rs✮ ❛♥❞ ▲✉♠✐♥❛❧ ❇ P❘✰ ✭✶✸✾ ♣❛✐rs✮✳

✸✳✺✳✷ ❘❡s✉❧ts

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣ ♦❞❞s✲r❛t✐♦ ❡st✐♠❛t❡s δ̂1, . . . , δ̂6

♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡ ✻ s✉❜t②♣❡s ♦❢ ❜r❡❛st ❝❛♥❝❡r✳ ❋♦r ✼✾ ♦✉t

♦❢ t❤❡ ✶✷✼ ♠❡❛s✉r❡❞ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s✱ ❛❧❧ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛ ③❡r♦ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r ❛❧❧ s✉❜t②♣❡s✳

❚❤❡s❡ ✏❝♦♥st❛♥t❧②✑ ♥✉❧❧ ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ♥♦t r❡♣♦rt❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❧❡❣✐❜✐❧✐t②✳

❆❧s♦✱ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✹✽ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s ✇❡r❡ ❛♥♦♥②♠✐③❡❞ ❛s t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ r❡s✉❧ts ✐s ♦✉t ♦❢ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❛♥❛❧②s✐s✳ ❲❤❡♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ s✉❝❤ ❞❛t❛✱

♠♦st ♣r❛❝t✐t✐♦♥❡rs ✇♦✉❧❞ st❛rt ❜② ♣♦♦❧✐♥❣ ❛❧❧ s✉❜t②♣❡s t♦❣❡t❤❡r ✭t❤❛t ✐s✱ ✐❣♥♦r✐♥❣ s✉❜✲

t②♣❡s✮ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❜r❡❛st ❝❛♥❝❡r ❛s ❛ ✇❤♦❧❡✳ ■♥ t❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛✲

t✐♦♥✱ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴P♦♦❧❡❞▲❛ss♦ ❞♦❡s ✐❞❡♥t✐❢② s❡✈❡r❛❧ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❜r❡❛st

❝❛♥❝❡r✱ ✇❤✐❝❤ ♥❛t✉r❛❧❧② r❛✐s❡s t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ✇❤❡t❤❡r t❤❡s❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s ✭❛♥❞

♠❛②❜❡ ♦t❤❡r ♦♥❡s ❛s ✇❡❧❧✮ ♠❛② ❜❡ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s✉❜t②♣❡s✳



❈❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐s❡❛s❡ ✼✵

❚❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❛❧②s❡s ♦❢ ❡❛❝❤ s✉❜t②♣❡✱ ❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴■♥❞❡♣▲❛ss♦✱

✐❞❡♥t✐✜❡s ♠❛♥② ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▲✉♠✐♥❛❧ ❆ P❘✰ s✉❜t②♣❡✱ ❛♥❞ ❢❡✇❡r ♠❡✲

t❛❜♦❧✐t❡s ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r s✉❜t②♣❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♥♦ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡ ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❢♦r t❤❡ ▲✉♠✐♥❛❧

❇ P❘✲ ❛♥❞ t❤❡ ❍❊❘✷✲❡♥r✐❝❤❡❞ s✉❜t②♣❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✈❡r② ❢❡✇ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ t♦

❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ s✉❜t②♣❡ ✿ t♦ ♥❛♠❡ ❛ ❢❡✇ ❡①❝❡♣t✐♦♥s✱ ▼✾✻ ❛♣♣❡❛r❡❞

t♦ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ▲✉♠✐♥❛❧ ❆ P❘✰ ❛♥❞ ▲✉♠✐♥❛❧ ❆ P❘✲✱ ❛♥❞ ▼✷✽ ✇✐t❤ ▲✉✲

♠✐♥❛❧ ❆ P❘✰ ❛♥❞ ❚r✐♣❧❡ ◆❡❣❛t✐✈❡✳ ❈❧❡❛r❧②✱ t❤✐s ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❛❝r♦ss t❤❡ s✉❜t②♣❡s ❝❛♥

❜❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✿ (i) tr✉❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s✱ (ii) ❧❛❝❦ ♦❢ ♣♦✇❡r ❢♦r s♦♠❡

s✉❜t②♣❡s ✭♠❛♥② ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ▲✉♠✐♥❛❧ ❆ P❘✰✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡

♠♦st ❢r❡q✉❡♥t s✉❜t②♣❡✱ ✇❤✐❧❡ ♥♦ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡ ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❢♦r ▲✉♠✐♥❛❧ ❇ P❘✲ ♦r t❤❡ ❍❊❘✷✲

❡♥r✐❝❤❡❞ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ t✇♦ ❧❡❛st ❢r❡q✉❡♥t s✉❜t②♣❡s✮✱ ❛♥❞ (iii) s❛♠♣❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❝♦♠❜✐♥❡❞

✇✐t❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ t✇♦ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s ❛r❡ str♦♥❣❧② ❝♦rr❡✲

❧❛t❡❞✱ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴■♥❞❡♣▲❛ss♦ ✇✐❧❧ t②♣✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐❢② ♦♥❡ ♦r t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t

s❛♠♣❧❡s ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡s❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭t❤❛t ✐s✱ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡

♦❢ tr✉❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s❛♠♣❧❡s✮✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛♥❞ ❥✉st ❛s ✐♥ s✉❜❣r♦✉♣

❛♥❛❧②s❡s ✭❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✱ ✐t ✐s ❤❛③❛r❞♦✉s t♦ ❝❧❛✐♠ ❛♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ♦♥

t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❛❧②s❡s ♦❢ s✉❜t②♣❡s✳ ❇❡❝❛✉s❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❛r❡ ♣❡♥❛❧✐✲

③❡❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❉❛t❛❙❤❛r❡❞▲❛ss♦ ✭❛♥❞✱ ✐♥ ❛ ❧❡ss ♦♣t✐♠❛❧ ✇❛②✱ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣

❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❘❡❢▲❛ss♦✮✱ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❉❛t❛❙❤❛r❡❞▲❛ss♦ ❛r❡

s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② tr✉❡ ♦♥❡s✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❈♦♥❞✲

▲♦❣✐st❴❉❛t❛❙❤❛r❡❞▲❛ss♦ ♣r♦❞✉❝❡s ❡st✐♠❛t❡s t❤❛t ❛r❡ q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♣r♦❞✉❝❡❞

❜② ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴P♦♦❧❡❞▲❛ss♦✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ ❞♦❡s ♥♦t s✉♣♣♦rt ❞❡♣❛rt✉r❡ ❢r♦♠

❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦st ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s ❛♥❞ ❜r❡❛st ❝❛♥❝❡r

❛❝r♦ss s✉❜t②♣❡s✳ ❆ ❢❡✇ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t❤♦✉❣❤✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t s♦♠❡ ♠❡✲

t❛❜♦❧✐t❡s ♠✐❣❤t ❜❡ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▲✉♠✐♥❛❧ ❆ P❘✰ s✉❜t②♣❡ ✭▼✶✽✱

▼✷✼✱ ▼✹✷✱ ▼✹✸✱ ▼✻✸ ❜✉t ❛❧s♦ ▼✶✶✶ ✇❤♦s❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r s✉❜t②♣❡s ❡①✐st✱ ❜✉t

✐s str♦♥❣❡r ✇✐t❤ ▲✉♠✐♥❛❧ ❆ P❘✰✮✱ ♦r ▲✉♠✐♥❛❧ ❆ P❘✲ ✭▼✾✻✮✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡

r❡s✉❧ts ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❘❡❢▲❛ss♦ ✐s ❛❧s♦ ✐♥str✉❝t✐✈❡✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s

♣r♦❞✉❝❡❞ ❢♦r ▼✶✽ ❛♥❞ ▼✻✸✳ ❇❡❝❛✉s❡ ▲✉♠✐♥❛❧ ❆ P❘✰ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✇❤❡♥

❛♣♣❧②✐♥❣ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❘❡❢▲❛ss♦✱ ✐t ✐s ❤❡r❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛♥② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❢♦r t❤✐s

♣❛rt✐❝✉❧❛r s✉❜t②♣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞② ✉♥❞❡r

t❤❡ ❧♦✇ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳



❈❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐s❡❛s❡ ✼✶

✸✳✻ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞✐❡s✱ ✇❤❡♥

s❡✈❡r❛❧ ❞✐s❡❛s❡ s✉❜t②♣❡s ❡①✐st✱ ✉♥❞❡r ❜♦t❤ ✉♥♠❛t❝❤❡❞ ❛♥❞ ♠❛t❝❤❡❞ s❡tt✐♥❣s✳ ■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r

❝❛s❡✱ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ❢✉rt❤❡r ❝♦✈❡rs ♠❛t❝❤❡❞ ❝❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞✐❡s ♥❡st❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝♦❤♦rt✳ ❲❡

❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✱ s✉♣♣♦rt r❡❝♦✈❡r② ❛♥❞ t❤❡ ❛❜✐❧✐t②

t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❛❝r♦ss s✉❜t②♣❡s✱ ❝♦✉❧❞ ❛❧❧ ❜❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ✐♠♣r♦✈❡❞ ✇❤❡♥

❝♦♠♠♦♥❛❧✐t✐❡s ❡①✐st ❛♠♦♥❣ s✉❜t②♣❡s✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ♣r♦♣❡r❧② ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡s❡

❝♦♠♠♦♥❛❧✐t✐❡s✱ ❡✳❣✳ t❤♦s❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ♣❡♥❛❧t②✱ ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❖✉r ✜♥❞✐♥❣s

❛r❡ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ ❖❧❧✐❡r ❛♥❞ ❱✐❛❧❧♦♥ ✭✷✵✶✼✮ ✐♥ t❤❡

❝❛s❡ ♦❢ str❛t✐✜❡❞ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ ❇❛❧❧♦✉t ❛♥❞

❱✐❛❧❧♦♥ ✭✷✵✶✾✮ ❢♦r str❛t✐✜❡❞ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳

❯♥❞❡r ♠❛t❝❤❡❞ ❞❡s✐❣♥s✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ r❡❧✐❡s ♦♥ K−1 ✈❡❝t♦rs δ∗k✱ ✇❤✐❝❤ r❡✲

♣r❡s❡♥t t❤❡ ❧♦❣ ♦❞❞s✲r❛t✐♦s t❤❛t ❝♦♠♣❛r❡ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡K−1 ❞✐s❡❛s❡ s✉❜t②♣❡s ✇✐t❤ ❝♦♥tr♦❧s✳

❇❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ♦✈❡r✲♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ r❡♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥✱ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❉❛t❛❙❤❛r❡❞▲❛ss♦ ✐s ❛❜❧❡

t♦ t❛r❣❡t ❛ s♣❛rs❡r ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❝♦♠♠♦♥❛❧✐t✐❡s ❡①✐st ❛♠♦♥❣ s✉❜t②♣❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥

②✐❡❧❞ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♠✲

♠♦♥❛❧✐t✐❡s✱ ✐t st✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ st❛♥❞❛r❞✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❡❛❝❤ s✉❜t②♣❡✳

❯♥❞❡r ✉♥♠❛t❝❤❡❞ ❞❡s✐❣♥s✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥

♠♦❞❡❧s r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥✱ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ K − 1 ✈❡❝t♦rs δ∗k t❤❛t ❝♦♠♣❛r❡

❡❛❝❤ ❞✐s❡❛s❡ s✉❜t②♣❡ ✇✐t❤ ❝♦♥tr♦❧s✳ ❲❡ ❢♦r♠❛❧❧② ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❤❛t ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛s ♦❢

❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤✐s ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ✇❛s ❛❝t✉❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛

st❛♥❞❛r❞ ❧❛ss♦ ♦♥ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s s②♠♠❡tr✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

r❡❧✐❡s ♦♥ ❛♥ ♦✈❡r✲♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ K ✈❡❝t♦rs β∗
k✱ ❛♥❞ t❛❦❡s ❛❞✈❛♥t❛❣❡

♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❝♦♥tr♦❧s ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛t❡❣♦r②

✐♥ ✉♥♠❛t❝❤❡❞ s❡tt✐♥❣s✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠✉❝❤ s♣❛rs❡r t❤❛♥

t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♦♥❡✱ ❛♥❞ ②✐❡❧❞s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❜❡tt❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡

❧❡✈❡❧ ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❛♠♦♥❣ s✉❜t②♣❡s ✐s ❤✐❣❤✳

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♠♦♥❛❧✐t✐❡s ❛r❡ s✐♠♣❧❡ t♦ ✐♠✲

♣❧❡♠❡♥t ✉♥❞❡r ❜♦t❤ ❞❡s✐❣♥s✳ ❯♥❞❡r ♠❛t❝❤❡❞ ❞❡s✐❣♥s✱ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❉❛t❛❙❤❛r❡❞▲❛ss♦

✐s ❛s ❡❛s② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛s ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❘❡❢▲❛ss♦ ♦r ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴■♥❞❡♣▲❛ss♦✳ ❯♥❞❡r

✉♥♠❛t❝❤❡❞ ❞❡s✐❣♥s✱ ▼✉❧t✐♥♦♠▲♦❣✐st❴❙②♠▲❛ss♦ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ▼✉❧t✐♥♦♠▲♦✲

❣✐st❴❙t❞❉❛t❛❙❤❛r❡❞▲❛ss♦✮ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣❧♠♥❡t ❘ ♣❛❝❦❛❣❡✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ s✐♠♣❧✐❝✐t②



❈❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐s❡❛s❡ ✼✷

♦❢ t❤❡✐r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧② s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❣❛✐♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r✲

♠❛♥❝❡✱ ✇❡ str♦♥❣❧② ❡♥❝♦✉r❛❣❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❤❡♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❝❛s❡✲❝♦♥tr♦❧

st✉❞✐❡s ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ❞✐s❡❛s❡ s✉❜t②♣❡s✳

❆s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥ ♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❊P■❈ ❞❛t❛✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ♣♦✲

t❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♠♦♥❛❧✐t✐❡s ❛r❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✉s❡❢✉❧ t♦ ❝❧❛✐♠ ❛♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❛❝r♦ss

s✉❜t②♣❡s✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡♠✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❡①t❡♥s✐♦♥

✇♦✉❧❞ ❝♦♥❝❡r♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛❧✐❞ ♣✲✈❛❧✉❡s ♦r ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❢♦r t❤❡ ♥♦♥③❡r♦ ♣❛✲

r❛♠❡t❡rs ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❉❛t❛❙❤❛r❡❞▲❛ss♦ ♦r ▼✉❧t✐♥♦♠▲♦❣✐st❴❙②♠▲❛ss♦✱ ✐♥

♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤♦s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❛❝r♦ss s✉❜t②♣❡s✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥

♦❢ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛ss♦ ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✻✮ ✉♥❞❡r ♠❛t❝❤❡❞ ❞❡s✐❣♥s✮✱

t❤✐s ♣♦st✲s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❡①t❡♥❞✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❧❛ss♦

❡st✐♠❛t❡s ✭▲❡❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻✮✳ ■♥ ♦t❤❡r r❡s♣❡❝ts✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s

✐s ♦❢ ♣r✐♠❛r② ✐♥t❡r❡st✱ st✉❞② ❞❡s✐❣♥ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t st❡♣ t♦ ❡♥s✉r❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞ s❛♠♣❧❡ s✐③❡s

❛❝r♦ss s✉❜t②♣❡s ✭✇❤✐❝❤ ✇❛s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❊P■❈ ❞❛t❛✮✳

❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦rs ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡ ✐s ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ♠✉❧t✐✲

t❛s❦ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✭❊✈❣❡♥✐♦✉ ❛♥❞ P♦♥t✐❧✱ ✷✵✵✹✮✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦t❤❡r str✉❝t✉r❡❞ s♣❛rs✐t②

✐♥❞✉❝✐♥❣ ♥♦r♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❧❛ss♦ ❛♥❞ ❣❡♥❡✲

r❛❧✐③❡❞ ❢✉s❡❞ ❧❛ss♦ ✭▲♦✉♥✐❝✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ❱✐❛❧❧♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻✮✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ✜rst ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t

t❤❡ ❣r♦✉♣ ❧❛ss♦ ✐s ♥♦t ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r

❤❛♥❞✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢✉s❡❞ ❧❛ss♦ ❤❛s s❤♦✇♥ ❣♦♦❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ str❛t✐✜❡❞

r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✱ ❜♦t❤ ✉♥❞❡r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s ✭❱✐❛❧❧♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻✮✱ s✉r✈✐✈❛❧

♠♦❞❡❧s ✭❙❡♥♥❤❡♥♥✲❘❡✉❧❡♥ ❛♥❞ ❑♥❡✐❜✱ ✷✵✶✻✮ ❛♥❞ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✭❇❛❧❧♦✉t ❛♥❞

❱✐❛❧❧♦♥✱ ✷✵✶✾✮✳ ■ts ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ♦r ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧

❧♦❣✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❧❡❛❞ ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳

✸✳✼ ❙♦❢t✇❛r❡

❙♦❢t✇❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❘ ❝♦❞❡s ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ●✐t❤✉❜✳ ❚❤❡ ❧✐♥❦ t♦ t❤❡ ❝♦❞❡s ✐♥ t❤❡

♠❛t❝❤❡❞ s❡tt✐♥❣ ✐s ❤tt♣s✿✴✴❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴◆❛❞✐♠❇▲❚✴❙▲✶❈▲❘✳ ❚❤❡ ❧✐♥❦ t♦ t❤❡ ❝♦❞❡s ✐♥ t❤❡

✉♥♠❛t❝❤❡❞ s❡tt✐♥❣ ✐s ❤tt♣s✿✴✴❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴◆❛❞✐♠❇▲❚✴▲✶▼▲❘✳

https://github.com/NadimBLT/SL1CLR
https://github.com/NadimBLT/L1MLR


❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✼✸

✸✳✽ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ▼❛t❡r✐❛❧s

❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♠❛t❡r✐❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts

❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ♣❛rt✐❛❧❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❈❛♥❝❡r ■♥st✐t✉t❡ ✭▲✬■♥st✐t✉t

◆❛t✐♦♥❛❧ ❞✉ ❈❛♥❝❡r ❀ ■◆❈❆✮ ✭❣r❛♥t ♥✉♠❜❡r ✷✵✶✺✲✶✻✻ ❀ P■ ✿ ❙✳ ❘✐♥❛❧❞✐✮✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛r❡

❣r❛t❡❢✉❧ t♦ t❤❡ Pr✐♥❝✐♣❛❧ ■♥✈❡st✐❣❛t♦rs ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❊P■❈ ❝❡♥tr❡s ❢♦r s❤❛r✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛

♦❢ ♦✉r ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡✳

❲❤❡r❡ ❛✉t❤♦rs ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s ♣❡rs♦♥♥❡❧ ♦❢ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❆❣❡♥❝② ❢♦r ❘❡s❡❛r❝❤ ♦♥

❈❛♥❝❡r ✴ ❲♦r❧❞ ❍❡❛❧t❤ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛❧♦♥❡ ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ✈✐❡✇s

❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s✱ ♣♦❧✐❝② ♦r

✈✐❡✇s ♦❢ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❆❣❡♥❝② ❢♦r ❘❡s❡❛r❝❤ ♦♥ ❈❛♥❝❡r ✴ ❲♦r❧❞ ❍❡❛❧t❤ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞② ✐♥ t❤❡ ✉♥♠❛t❝❤❡❞ s❡tt✐♥❣✳ ❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛✈❡r❛❣❡s ♦✈❡r t❤❡ ✷✵✵ r❡♣❧✐❝❛t❡s✱ ✇❤✐❧❡ ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛♣♣❡❛r

❛s ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ❝❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞②
♥❡st❡❞ ✐♥ ❊P■❈✳ ❙✐① ❜r❡❛st ❝❛♥❝❡r ❤✐st♦❧♦❣✐❝❛❧ s✉❜t②♣❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✿ ❍❊❘✲❡♥r✐❝❤❡❞✱
❚r✐♣❧❡ ◆❡❣❛t✐✈❡✱ ▲✉♠✐♥❛❧ ❆ P❘✲✱ ▲✉♠✐♥❛❧ ❆ P❘✰✱ ▲✉♠✐♥❛❧ ❇ P❘✲ ❛♥❞ ▲✉♠✐♥❛❧
❇ P❘✰✳ ❘❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ✭❈♦♥❞✲
▲♦❣✐st❴P♦♦❧❡❞▲❛ss♦✱ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴■♥❞❡♣▲❛ss♦✱ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❘❡❢▲❛ss♦✱ ❛♥❞ ❈♦♥❞▲♦✲
❣✐st❴❉❛t❛❙❤❛r❡❞▲❛ss♦✮ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❋♦r ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❘❡❢▲❛ss♦✱ t❤❡ ▲✉♠✐♥❛❧ ❆ P❘✰
s✉❜t②♣❡ ✇❛s s❡❧❡❝t❡❞ ❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞✱ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ δ∗1, . . . , δ

∗

6 ❛r❡
❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ♠❛tr✐①✱ ✇✐t❤ ✻ ❝♦❧✉♠♥s ✭♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜t②♣❡✮ ❛♥❞ ✹✽ r♦✇s ✭♦✉t ♦❢ t❤❡
✶✷✼ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s✱ t❤❡ ✼✾ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❢♦✉r ♠❡t❤♦❞s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛ ③❡r♦
❡st✐♠❛t❡ ❢♦r ❛❧❧ ✻ s✉❜t②♣❡s ✇❡r❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❧♦t✮✳ ■♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ♠❛tr✐❝❡s✱
❡❛❝❤ ❡♥tr② r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♦♥❡ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡ ❛♥❞ ♦♥❡
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❜r❡❛st ❝❛♥❝❡r s✉❜t②♣❡✳ ❲❤✐t❡ ❡♥tr✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♥✉❧❧ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s✱ ❣r❡②
❡♥tr✐❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ r❡❞ ❡♥tr✐❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❀
s❡❡ t❤❡ s❝❛❧❡ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴■♥❞❡♣▲❛ss♦ ✐❞❡♥t✐✜❡s ❛
str♦♥❣❧② ✐♥✈❡rs❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡ ▼✸✸ ❛♥❞ ❚r✐♣❧❡✲◆❡❣❛t✐✈❡ ❜r❡❛st ❝❛♥❝❡r✳
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❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡✱ ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s ré❣r❡ss✐♦♥s ❧♦❣✐st✐q✉❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s

♣é♥❛❧✐sé❡s ♦♥t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ été ❞é❝r✐t❡s ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❣r❛✲

♣❤✐q✉❡s ❜✐♥❛✐r❡s s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs str❛t❡s ♣ré❞é✜♥✐❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬ét✉❞❡s ❝❛s✲té♠♦✐♥s

s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦♥t été ❝♦♥s✐❞érés ❧♦rsq✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲t②♣❡s ❞❡

♠❛❧❛❞✐❡s ❡①✐st❡♥t✱ ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s ♥♦♥ ❛♣♣❛r✐és ❡t ❛♣♣❛r✐és✳

❉❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s tr❛✈❛✉①✱ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ ❝♦♥s✐sté à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❞❡s ♣é♥❛❧✐tés s✉r ❧❡s ❤étér♦✲

❣é♥é✐tés ❡♥tr❡ ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s

❝❡tt❡ t❤ès❡ ❞❡ t✐r❡r ♣❛rt✐ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❝❡s str✉❝t✉r❡s✱ ❡t ❢❛❝✐❧✐t❛♥t

❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ❤étér♦❣é♥é✐tés ✐❞❡♥t✐✜é❡s✳ ❊♥ ♠❡tt❛♥t ❧✬❛❝❝❡♥t s✉r ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s

❤étér♦❣é♥é✐tés✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜s❡r✈é ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ♥♦s ♠ét❤♦❞❡s ♣❛r r❛♣✲

♣♦rt à ❧❛ str❛té❣✐❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❡st✐♠❡r ❧❡s str✉❝t✉r❡s sé♣❛ré♠❡♥t ❡t à ❧❛

str❛té❣✐❡ st❛♥❞❛r❞ q✉✐ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❡st✐♠❡r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❛♣rès ❛✈♦✐r ❝❤♦✐s✐ ✉♥❡

str❛t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ♣❡r♠❡t ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❛tt❡♥❞✉❡ ❡♥tr❡

❧❡s K ✈❡❝t❡✉rs à ❡st✐♠❡r s❡❧♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ str❛t✐✜és ✭●r♦ss ❛♥❞ ❚✐❜s❤✐r❛♥✐✱

✷✵✶✻❀ ❖❧❧✐❡r ❛♥❞ ❱✐❛❧❧♦♥✱ ✷✵✶✼✮✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞▲❛ss♦ ❡st ❛✐♥s✐ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❝✐❜❧❡r

✉♥❡ ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥ ♣❧✉s s♣❛rs❡ ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝♦♠♠✉♥s ❡♥tr❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s✱

❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ❡♥tr❛î♥❡r ❞❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s s✉❜st❛♥t✐❡❧❧❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳

◆♦s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s s♦♥t ❝♦♥❢♦r♠❡s ❛✉① rés✉❧t❛ts ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❡t t❤é♦r✐q✉❡s ❞✬❖❧❧✐❡r ❛♥❞ ❱✐❛❧✲

❧♦♥ ✭✷✵✶✼✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ str❛t✐✜é❡✳

❉❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡✱ ♥♦s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✬■♥❞❡♣ ▲❛ss♦ ♥❡ ❞é♣❡♥❞

✼✻
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♣❛s ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❤étér♦❣é♥é✐té✱ ❡t q✉❡ ❝❡tt❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬❤♦✲

♠♦❣é♥é✐té✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣❧✉s ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ♣❧✉s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐

t✐❡♥♥❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ♣❡✉✈❡♥t ❝✐❜❧❡r ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ✭✐✳❡✳ s♣❛rs❡r✮ ♣❛r❛♠étr✐s❛✲

t✐♦♥s ❡t ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✿

❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ s❡♠❜❧❡ ❛✐♥s✐ êtr❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡

❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té q✉❛♥❞ ❡❧❧❡ ❡st ♣rés❡♥t❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡

❛✉ss✐ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ■♥❞❡♣ ▲❛ss♦ ❧♦rsq✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐té✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱

❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ❡st ♣❧✉s ♣❡r✲

❢♦r♠❛♥t❡ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❘❡❢ ▲❛ss♦✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❤étér♦❣é♥é✐té ❡st

é❧❡✈é✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❘❡❢ ▲❛ss♦ ♠❛sq✉❡

❧❡s ❤étér♦❣é♥é✐tés ❡♥tr❡ ❧❡s str❛t❡s✱ ❡t q✉❡ ❝❡❝✐ ❡st ❛❣❣r❛✈é ❧♦rsq✉❡ ❧❛ str❛t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡

♣rés❡♥t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❤étér♦❣é♥é✐tés✳

❯♥❡ ♣r♦♣r✐été ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t❡

❝♦♠♠❡ ✉♥ ❧❛ss♦ ♣♦♥❞éré ♣❛r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s✳ ❊❧❧❡ ❡st

❞♦♥❝ ❢❛❝✐❧❡ à ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r s♦✉s ✉♥❡ ✈❛r✐été ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✱ ♣✉✐sq✉❡ ❞❡s ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠❡s r❛♣✐❞❡s ❡t très ❡✣❝❛❝❡s s♦♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

❞✬♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❛ss♦ s♦✉s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ✿ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♣❛✲

q✉❡t ❣❧♠♥❡t ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ s✉r ❘✱ ▼❛t❧❛❜ ❡t P②t❤♦♥✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝❡ ♣❛❝❦❛❣❡

❣❧♠♥❡t ♣❡r♠❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s s♣❛rs❡s✱ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t ❛✐♥s✐ à ❞❡s ❣❛✐♥s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s

s✉❜st❛♥t✐❡❧s✳

▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦♥s✐❞érés ❞❛♥s ❝❡s tr❛✈❛✉① ❡st étr♦✐t❡✲

♠❡♥t ❧✐é❡ à ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♠✉❧t✐tâ❝❤❡ ✭❊✈❣❡♥✐♦✉ ❛♥❞ P♦♥t✐❧✱ ✷✵✵✹✮✱ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥

♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐tés str✉❝t✉ré❡s ✐♥❞✉✐s❛♥t ❧❛ s♣❛rs✐té ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛✲

t✉r❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❣r♦✉♣ ❧❛ss♦ ✭▲♦✉♥✐❝✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮ q✉✐ ♥✬❛ ♣❛s été ❝♦♥s✐❞éré

❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❛❞❛♣té à ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❤étér♦❣é♥é✐tés✱ ♦✉ ❧❡ ❢✉s❡❞

❧❛ss♦ ✭❱✐❛❧❧♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻✮ q✉✐ ❛ été ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♣♦rt❛♥t

s✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❜✐♥❛✐r❡s✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❧❡ ❢✉s❡❞ ❧❛ss♦✱ ❛ ♥♦t❛♠♠❡♥t

♠♦♥tré ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ str❛t✐✜é❡✱ à ❧❛

❢♦✐s s♦✉s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❣é♥ér❛❧✐sés ✭❱✐❛❧❧♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻✮ ❡t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ s✉r✈✐❡

✭❙❡♥♥❤❡♥♥✲❘❡✉❧❡♥ ❛♥❞ ❑♥❡✐❜✱ ✷✵✶✻✮✳

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ♣r❡♠✐❡r tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❧❡s ❡st✐♠❛✲

t✐♦♥s ❞❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ❡t ❞❡ ❋✉s❡❞ ▲❛ss♦ s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡
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❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❋✉s❡❞ ▲❛ss♦ s♦♥t ♦♣t✐♠❛❧❡s ❡t ❞❡✈r❛✐❡♥t êtr❡ ♣ré❢éré❡s à

❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦✱ s♦✉s ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❛ss❡③ ❣é♥ér❛❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞

▲❛ss♦ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦✉r ✉♥❡

❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ ❞♦♥♥é❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❋✉s❡❞ ▲❛ss♦ ♣❡r♠❡t✱ ❡♥ ♣r✐♥❝✐♣❡✱ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ✲ s♦✉s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s très ❢♦rt❡s ✭✈♦✐r ❖❧❧✐❡r ❛♥❞ ❱✐❛❧❧♦♥✱

✷✵✶✼✮✱ ❣râ❝❡ à ❧❛ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s K(K − 1)/2 ❞✐✛ér❡♥❝❡s ||β(k1) − β(k2)||1 ♣♦✉r t♦✉t

k1 > k2 q✉✐ ❝♦♥♥❡❝t❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s str❛t❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡

❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ j ∈ [p]✳ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ♣é♥❛❧✐s❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s β(k)j

♣♦✉r k ∈ [K] ❡t ❧❡✉r ♠é❞✐❛♥❡ s❤r✉♥❦é❡ ❡t ♣♦♥❞éré❡ µj ♣♦✉r t♦✉t j ∈ [p] ♣❛r ❧❡ t❡r♠❡

||β(k) − µ||1✳ ❉♦♥❝ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ❝♦♥♥❡❝t❡ ❧❡s ♣❛r♠ètr❡s β(k)∗j ♣❛r µ∗j ✱ ♣♦✉r t♦✉t

j ∈ [p]✳ ❙♦✉s ❝❡tt❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ♣♦✉r t♦✉t k1 6= k2✱ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ♥♦✉s

♣❡r♠❡t ❞✬✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ β̂(k1)j ❡t β̂(k2)j ✱ t❡❧ q✉❡ β̂(k)j = µ̂j + γ̂
(k)
j ♣♦✉r t♦✉t

k ∈ [K]✱ s✐ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❡st é❣❛❧❡ à µ̂j ✭✐✳❡✳ s✐ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❞❡s

❡st✐♠❛t✐♦♥s γ̂(k1)j ❡t γ̂(k2)j ❡st é❣❛❧❡ à 0✮✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t k1 6= k2✱ s❡✉❧❡s ❧❡s

❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ β̂(k1)j ❡t β̂(k2)j t❡❧❧❡s q✉❡ β̂(k1)j = β̂
(k2)
j = µ̂j ✭✐✳❡✳ γ̂(k1)j = γ̂

(k2)
j = 0✮ ♦✉

t❡❧❧❡s q✉❡ β̂(k1)j = µ̂j ❡t β̂
(k2)
j 6= µ̂j ✭✐✳❡✳ γ̂

(k1)
j = 0 ❡t γ̂(k2)j 6= 0✮ s♦♥t ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s✱ ❡t ♣♦✉r

t♦✉t k1 6= k2 t❡❧ q✉❡ β̂(k1)j 6= µ̂j ❡t β̂(k2)j 6= µ̂j ✭✐✳❡✳ γ̂(k1)j 6= 0 ❡t γ̂(k2)j 6= 0✮ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s

❡♥tr❡ β̂(k1)j ❡t β̂(k2)j ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s✳ ▲❛ ♠ê♠❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❡t ✐♥t❡r✲

♣rét❛t✐♦♥s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ♣❡✉t êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣é❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❘❡❢ ▲❛ss♦ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t

µ∗j ♣❛r β
(r)∗
j ❡t µ̂j ♣❛r β̂

(r)
j ✳ ❱♦✐r ❧❡s ❋✐❣✉r❡s ✹✳✶ ❡t ✹✳✷ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ q✉✐

✐❧❧✉str❡ ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❋✉s❡❞ ▲❛ss♦✱ ❘❡❢ ▲❛ss♦ ❡t ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ❝♦♥♥❡❝t❡♥t

❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❡t ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❛♥s ❞❡✉①

❡①❡♠♣❧❡s✳ ❱♦✐r ♣❧✉s ❜❛s✱ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r

❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ ❞♦♥♥é❡✳

❋✉s❡❞ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞

❘és✉❧t❛ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s X X

❘és✉❧t❛ts ♥♦♥✲❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ✲ X

■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❉✐✣❝✐❧❡ ❚rès ❢❛❝✐❧❡

❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❈♦♠♣❧èt❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡

❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ ✭❙♦✉s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s très ❢♦rt❡s✮

▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❘❡❢ ▲❛ss♦ ♠❛sq✉❡ ❧❡s ❤étér♦❣é♥é✐tés ❡♥tr❡ ❧❡s str❛t❡s ✲ s✉rt♦✉t

q✉❛♥❞ ❧❛ str❛t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❤étér♦❣é♥é✐tés ✲ ❛ été ❝♦♥✜r♠é ❞❛♥s

❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s s❡r✈❛♥t à ❞é❝r✐r❡ ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① ❧és✐♦♥♥❡❧s✳ ❊♥



❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✼✾

β
(1)∗
j β

(2)∗
j β

(3)∗
j β

(4)∗
j

µ∗j

β̂
(1)
j β̂

(2)
j β̂

(3)
j β̂

(4)
j

µ̂j

β
(1)∗
j

β
(2)∗
j

β
(3)∗
jβ

(4)∗
j

β̂
(1)
j

β̂
(2)
j

β̂
(3)
jβ̂

(4)
j

β
(1)∗
j

β
(2)∗
j

β
(3)∗
jβ

(4)∗
j

β̂
(1)
j

β̂
(2)
j

β̂
(3)
jβ̂

(4)
j

β
(2)∗
j

β
(1)∗
j

β
(3)∗
jβ

(4)∗
j

β̂
(2)
j

β̂
(1)
j

β̂
(3)
jβ̂

(4)
j

µ∗j

β
(2)∗
j

β
(3)∗
jβ

(4)∗
j

β
(1)∗
j

β̂
(1)
j

β̂
(2)
j

β̂
(3)
jβ̂

(4)
j

❋✉s❡❞ ▲❛ss♦

❘❡❢ ▲❛ss♦ (r = 1)

❘❡❢ ▲❛ss♦ (r = 2)

❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦

❈♦♥♥❡①✐♦♥s ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❯♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ q✉✐ ✐❧❧✉str❡ ❝♦♠♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ j ∈
[p]✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❋✉s❡❞ ▲❛ss♦✱ ❘❡❢ ▲❛ss♦ ❡t ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ❝♦♥♥❡❝t❡♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡ ✭❧❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❧❡s ❛rêt❡s ♥♦✐r❡s✮ ❡t ❞é❝r✐✈❡♥t

❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡t s✐♠♣❧❡ ✿K = 4✱ β
(1)∗
j = β1 ∈ IR

❡t β
(2)∗
j = β

(3)∗
j = β

(4)∗
j = µ∗

j = β2 ∈ IR t❡❧ q✉❡ β2 6= β1✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ t♦✉t❡s

❧❡s ♠ét❤♦❞❡s r❡♥✈♦✐❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✿ β̂
(1)
j = β3 ∈ IR ❡t β̂

(2)
j = β̂

(3)
j = β̂

(4)
j =

β4 ∈ IR t❡❧ q✉❡ β3 6= β4 ❡t ♥♦✉s s✉♣♣s♦s♦♥s q✉❡ µ̂j = β4✳ ▲❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
à ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❡s ❛rêt❡s r♦✉❣❡s✳
P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❛rêt❡ r♦✉❣❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❡st✐♠❛t✐♦♥s✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♥♦✉s

♣♦✉✈♦♥s ✐❞❡♥t✐✜❡r ✭✐♥t❡r♣rét❡r✮ s✐ ❝❡s ❞❡✉① ❡st✐♠❛t✐♦♥s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ♦✉ ♥♦♥✳



❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✽✵

β
(1)∗
j β

(2)∗
j β

(3)∗
j β

(4)∗
j

µ∗j

β̂
(1)
j β̂

(2)
j β̂

(3)
j β̂

(4)
j

µ̂j

β
(1)∗
j

β
(2)∗
j

β
(3)∗
jβ

(4)∗
j

β̂
(1)
j

β̂
(2)
j

β̂
(3)
jβ̂

(4)
j

β
(1)∗
j

β
(2)∗
j

β
(3)∗
jβ

(4)∗
j

β̂
(1)
j

β̂
(2)
j

β̂
(3)
jβ̂

(4)
j

β
(2)∗
j

β
(1)∗
j

β
(3)∗
jβ

(4)∗
j

β̂
(2)
j

β̂
(1)
j

β̂
(3)
jβ̂

(4)
j

µ∗j

β
(2)∗
j

β
(3)∗
jβ

(4)∗
j

β
(1)∗
j

β̂
(1)
j

β̂
(2)
j

β̂
(3)
jβ̂

(4)
j

❋✉s❡❞ ▲❛ss♦

❘❡❢ ▲❛ss♦ (r = 1)

❘❡❢ ▲❛ss♦ (r = 2)

❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦

❈♦♥♥❡①✐♦♥s ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❯♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ q✉✐ ✐❧❧✉str❡ ❝♦♠♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ j ∈
[p]✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❋✉s❡❞ ▲❛ss♦✱ ❘❡❢ ▲❛ss♦ ❡t ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ❝♦♥♥❡❝t❡♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡ ✭❧❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❧❡s ❛rêt❡s ♥♦✐r❡s✮ ❡t ❞é❝r✐✈❡♥t

❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡t s✐♠♣❧❡ ✿ K = 4✱ β
(1)∗
j =

β
(3)∗
j = µ∗

j = β1 ∈ IR ❡t β
(2)∗
j = β

(4)∗
j = β2 ∈ IR t❡❧ q✉❡ β2 6= β1✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s

q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s r❡♥✈♦✐❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✿ β̂
(1)
j = β̂

(3)
j = β3 ∈ IR ❡t

β̂
(2)
j = β̂

(4)
j = β4 ∈ IR t❡❧ q✉❡ β3 6= β4 ❡t ♥♦✉s s✉♣♣s♦s♦♥s q✉❡ µ̂j = β3✳▲❛ ❝❛♣❛❝✐té

❞❡s ♠ét❤♦❞❡s à ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❡s
❛rêt❡s r♦✉❣❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❛rêt❡ r♦✉❣❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❡st✐♠❛t✐♦♥s✱ ❝❡❧❛
s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✐❞❡♥t✐✜❡r ✭✐♥t❡r♣rét❡r✮ s✐ ❝❡s ❞❡✉① ❡st✐♠❛t✐♦♥s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s

♦✉ ♥♦♥✳



❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✽✶

❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡✱ ❧❡s ♦❝❝✉♣❛♥ts ❞❡ ✈♦✐t✉r❡ ✲ ét❛♥t ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ str❛t❡ ✲ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ♥❛t✉r❡❧✲

❧❡♠❡♥t ❧❛ str❛t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ❡t ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❤étér♦❣é♥é✐tés ✭♣❛r r❛♣♣♦rt

❛✉① ❛✉tr❡s str❛t❡s✮✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ✐❧ ❡st ✈r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡ q✉❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛

♠ét❤♦❞❡ ❘❡❢✲❙❡♣▲♦❣✐t ✲ ❛♣rès ❛✈♦✐r ❝❤♦✐s✐ ❧❡s ♦❝❝✉♣❛♥ts ❞❡ ✈♦✐t✉r❡ ❝♦♠♠❡ str❛t❡ ❞❡ ré❢é✲

r❡♥❝❡ ✲ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞✲

❙❡♣▲♦❣✐t ❝♦♥t♦✉r♥❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ str❛t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ❡t ❡st ❞❡ ❢❛✐t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡

❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ♠✐❡✉① q✉❡ ❘❡❢✲❙❡♣▲♦❣✐t ♣♦✉r ✉♥ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉❛s✐♠❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡✳ ❊♥

t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❉❛t❛❙❤❛r❡❞✲

❙❡♣▲♦❣✐t ❡t ❘❡❢✲❙❡♣▲♦❣✐t ✲ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡s q✉❡ ❋✉s❡❞✲❙❡♣▲♦❣✐t ❀ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡

❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❤étér♦❣é♥é✐tés s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❡s ♠é✲

t❤♦❞❡s ❉❛t❛❙❤❛r❡❞✲❙❡♣▲♦❣✐t ❡t ❋✉s❡❞✲❙❡♣▲♦❣✐t ✭❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s

❣r❛♣❤✐q✉❡s ❜✐♥❛✐r❡s✮ ✕ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♠❡✐❧❧❡✉r❡s q✉❡ ❘❡❢✲❙❡♣▲♦❣✐t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

❉❛t❛❙❤❛r❡❞✲❙❡♣▲♦❣✐t✱ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ré❣r❡ss✐♦♥s ❧❛ss♦ ❧♦❣✐st✐q✉❡s✱ ❡st très

❢❛❝✐❧❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡✱ ❡t ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ✐♠♣❧é♠❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❣❧♠♥❡t ❝❡ q✉✐

❢❛❝✐❧✐t❡ s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✳

▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧és✐♦♥s ♦❜s❡r✈é❡s ❞❛♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ ✭✈♦✐r ❝❤❛✲

♣✐tr❡ ✷✮ ét❛✐❡♥t ❝♦♠♠✉♥❡s à t♦✉s ❧❡s t②♣❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❤étér♦❣é♥é✐tés

❝♦♥❝❡r♥❛✐❡♥t ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❧❡s ♦❝❝✉♣❛♥ts ❞❡ ✈♦✐t✉r❡s ✲ à ♥♦t❡r q✉❡ s❡✉❧❡s ❧❡s ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s

♣♦s✐t✐✈❡s ♦♥t été ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✮ ✭❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❞❡s

OR ≥ 2✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ♥é❣❛t✐✈❡s s♦♥t ♠♦✐♥s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣✲

♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❝❧✐♥✐❝✐❡♥s ❡♥r❡❣✐str❡♥t ❧❡s ❧és✐♦♥s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡

✈✐❝t✐♠❡ ✲ ✐❧s ♥é❣❧✐❣❡♥t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ❧és✐♦♥s ❧♦rsq✉❡ ❞❡s ❧és✐♦♥s ♣❧✉s ❣r❛✈❡s s♦♥t

♣rés❡♥t❡s✱ ❡t ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ♥é❣❛t✐✈❡s ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ❧✐é❡s à ❝❡ ❜✐❛✐s✳ ❉❡

♣❧✉s✱ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s

✈✐❝t✐♠❡s ❞✬❛❝❝✐❞❡♥ts ❞❡ ❧❛ r♦✉t❡✱ s♦✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥❡ s❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t q✉❡ ❞❡

♣❡rs♦♥♥❡s q✉✐ s♦✉✛r❡♥t ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❧és✐♦♥✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ s✉r ❧❡q✉❡❧

r❡♣♦s❡ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❜✐❛✐sé ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✿ ✉♥ ❜✐❛✐s ❞❡

❝♦❧❧✐s✐♦♥ r❡♥❞ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥❣❡r❡✉s❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝❛✉s❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♥é❣❛t✐✈❡✳

▼ê♠❡ s✐ ❛✉❝✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝❛✉s❛❧❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞♦♥♥é❡ ❛✉① ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ✐❞❡♥t✐✜é❡s✱

❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s à ♣❛rt✐r ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❧és✐♦♥♥❡❧s ❞❡s ✈✐❝t✐♠❡s ❞✬❛❝❝✐❞❡♥ts

❞❡ ❧❛ r♦✉t❡ r❡st❡ ♣❡rt✐♥❡♥t❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡tt❡ s♦✉s✲♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ✈✐❝t✐♠❡s ❞✬❛❝❝✐❞❡♥ts ❞❡ ❧❛

r♦✉t❡ ❡st ❝❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ❝❧✐♥✐❝✐❡♥s ❞♦✐✈❡♥t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝❤❛r❣❡✳
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▲❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ tr❛✈❛✐❧ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❝❡tt❡ t❤ès❡ s♦♥t ❝♦♥❢♦r♠❡s ❛✉① rés✉❧t❛ts

❡♠♣✐r✐q✉❡s ❡t t❤é♦r✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡

ré❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ str❛t✐✜és✱ ❛✐♥s✐ q✉✬❛✉① rés✉❧t❛ts ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❡①♣♦sés ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡

♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✮ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❜✐♥❛✐r❡s str❛t✐✜és✳

▲❡s ❛♥❛❧②s❡s ♦♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ✐♥té❣ré ❧❡s ét✉❞❡s ❝❛s✲té♠♦✐♥s ❛♣♣❛r✐é❡s ♥✐❝❤é❡s ❞❛♥s ✉♥❡

❝♦❤♦rt❡ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡ ❝❛♥❝❡r✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡t ❞❡

♣ré❞✐❝t✐♦♥✱ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❤étér♦❣é♥é✐tés ❡♥tr❡

❧❡s s♦✉s✲t②♣❡s ❞❡ ♠❛❧❛❞✐❡ ♣♦✉rr❛✐❡♥t t♦✉t❡s êtr❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❛♠é❧✐♦ré❡s ❧♦rsq✉✬✐❧

❡①✐st❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝♦♠♠✉♥s ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉s✲t②♣❡s ❞❡ ❝❛s✱ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s

q✉✐ t✐❡♥♥❡♥t ❞û♠❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡s ♣♦✐♥ts ❝♦♠♠✉♥s s♦✐❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝❡❧❧❡s

❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❛ ♣é♥❛❧✐té ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦✮✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❞❡s✐❣♥s ❛♣♣❛r✐és✱ ❧❛ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡s K − 1 ✈❡❝✲

t❡✉rs δ∗k✱ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ♦❞❞s r❛t✐♦ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡s ❝♦♠♣❛r❛♥t ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s K − 1

s♦✉s✲t②♣❡s ❞❡ ♠❛❧❛❞✐❡ ❛✉① té♠♦✐♥s✳ ❙✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✉♥❡ r❡♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ s✉r✲♣❛r❛♠étré❡✱

❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❉❛t❛❙❤❛r❡❞▲❛ss♦ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❝✐❜❧❡r ✉♥❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ♣❧✉s ♣❛r❝✐♠♦✲

♥✐❡✉s❡ ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝♦♠♠✉♥s ❡♥tr❡ s♦✉s✲t②♣❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ❡♥tr❛î♥❡r ❞❡s

❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts

❝♦♠♠✉♥s ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉s✲t②♣❡s ❞❡ ❝❛s✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡

st❛♥❞❛r❞ ❡t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲t②♣❡ ❞❡ ❝❛s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥ ❛♣✲

♣❛r✐és✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧♦❣✐st✐q✉❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧❡ r❡♣♦s❡

s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥✱ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t K − 1 ✈❡❝t❡✉rs δ∗k q✉✐ ❝♦♠♣❛r❡♥t ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲

t②♣❡ ❞❡ ♠❛❧❛❞✐❡ ❛✉① té♠♦✐♥s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ét❛❜❧✐ q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ✐❞é❡s

❞❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❛✐t ❡♥ ❢❛✐t à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥

❧❛ss♦ st❛♥❞❛r❞ s✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡

r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ s✉r✲♣❛r❛♠étré ❛✈❡❝ K ✈❡❝t❡✉rs β∗
k✱ ❡t ♣r♦✜t❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡

❧❡s té♠♦✐♥s ♥❡ ❞♦✐✈❡♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ré❢é✲

r❡♥❝❡ ❞❛♥s ❞❡s ré❣❧❛❣❡s ♥♦♥ ❛♣♣❛r✐és✳ ❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ❧❛ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ❡♥ rés✉❧t❡

♣❡✉t êtr❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s s♣❛rs❡ q✉❡ ❧❛ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❡t ❞♦♥♥❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t

✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❡✣❝❛❝✐té ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✱ s✉rt♦✉t ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❡♥tr❡ ❧❡s
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s♦✉s✲t②♣❡s ❡st é❧❡✈é✳

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ✈✐❝t✐♠❡s ❞✬❛❝❝✐❞❡♥ts ❞❡ ❧❛ r♦✉t❡✱ ❞❡s r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥ts

♣❧✉s ✜♥s ❞❡s ❧és✐♦♥s ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝❧✐♥✐q✉❡✱ ♦✉

❛❧♦rs ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ❞♦♥♥é❡s ❛✉① str❛t❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❣r❛✈✐té

❞❡ ❧✬❛❝❝✐❞❡♥t✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❝❧✐♥✐q✉❡✱ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ tr♦✉✈❡ é❣❛❧❡♠❡♥t s♦♥ ✐♥térêt ❝❤❡③

❧❡s ❝❧✐♥✐❝✐❡♥s ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❧és✐♦♥s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛ss❡r ✐♥❛♣❡rç✉❡s ❝❤❡③ ❞❡s

♣❛t✐❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ét❛t ❣r❛✈❡ ❡t ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧✬❡♥❥❡✉ ✈✐t❛❧ ♣r✐♠❡ s✉r ❧✬❡♥❥❡✉ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧✳

❈❡s ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ✉♥ ✐♥térêt ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ✉♥❡ ♠ê♠❡

ré❣✐♦♥ ❝♦r♣♦r❡❧❧❡ ✿ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦♥t✉s✐♦♥ ♣✉❧♠♦♥❛✐r❡ ❡t ❤é♠♦rr❛❣✐❡s ✐♥tr❛ t❤♦r❛❝✐q✉❡s✳

❈❡s ❞❡r♥✐❡rs s♦♥t ❝❡rt❡s ♣❧✉s ✈✐t❛❧❡s ♠❛✐s ❧❛ ❝♦♥t✉s✐♦♥ ♣❡✉t ❡♥tr❛î♥❡r ✉♥❡ ✐♥❢❡❝t✐♦♥ ♣✉❧✲

♠♦♥❛✐r❡✱ ✈♦✐r❡✱ à ❧♦♥❣ t❡r♠❡✱ ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞✬✐♥s✉✣s❛♥❝❡ r❡s♣✐r❛t♦✐r❡ ❝❤r♦♥✐q✉❡✳

❆❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝❧✐♥✐❝✐❡♥s ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥

❞❡s ❜❡s♦✐♥s ❡♥ t❡r♠❡ ❞✬♦✉t✐❧s st❛t✐st✐q✉❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ✿ ✐❧s ♦♥t ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞é❝❡❧❡r ✉♥❡

❧és✐♦♥ ✧✐❧❧✐s✐❜❧❡✧ ❣râ❝❡ à ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❧és✐♦♥ ✧❧✐s✐❜❧❡✧✱ ❡t ❝❡❝✐ ❞❛♥s ❧❡s ♣❧✉s ❜r❡❢s ❞é❧❛✐s✳

P♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡s ❜❡s♦✐♥s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ r❡❣r♦✉✲

♣❡♠❡♥ts ❞❡ ❧és✐♦♥s ❛♣♣♦rt❛✐❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧és✐♦♥s✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❢❛❝t❡✉rs ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❧♦rs ❞❡s ❛❝❝✐❞❡♥ts✱ ❡t ❧❡s ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s

❡♥tr❡ ❧és✐♦♥s ❞✐✛èr❡♥t ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ t②♣❡ ❞✬✉s❛❣❡rs✱ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✬❛❝❝✐❞❡♥t✱ ❡t❝✳✮✳

P♦✉r r❛♣♣❡❧✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ♦♥t été ❛♣♣❧✐q✉és

s✉r ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❧és✐♦♥s (p = 36)✱ ♣rés❡♥tés ♣❛r t②♣❡ ❞✬✉s❛❣❡r ❡t ❧♦rsq✉❡ ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥

❡♥tr❡ ❧❡s ❧és✐♦♥s ét❛✐t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t é❧❡✈é❡ (OR ≥ 2)✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡t ❧❛

♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ s❡s rés✉❧t❛ts ✭♦✉ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ s❡s rés✉❧t❛ts ❡♥ ❣é♥ér❛❧✮

♥✬❡st ♣❛s ❛ss❡③ ❢❛❝✐❧❡✳ ❖r✱ ❞✬❛♣rès ❧❡s ❝❧✐♥✐❝✐❡♥s✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡r❛✐t ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡

♣♦✉✈♦✐r ét✉❞✐❡r ❧❡s ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❞❡s ❧és✐♦♥s ♣ré❝✐s❡s ✭❡t ♥♦♥ ❞❡s r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥ts ❞❡

❧és✐♦♥s ♦✉ ❞❡s r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥ts ❞❡ ❧és✐♦♥s ♣❧✉s ✜♥s ❡t ♣❧✉s ❞ét❛✐❧❧és✮✱ ❡t ❛✈❡❝ ❞❡s ❛ss♦❝✐❛✲

t✐♦♥s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s (OR > 1)✱ ❝❡ q✉✐ ♣❛r❛ît ❝♦♠♣❧❡①❡ ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧és✐♦♥s

(p = 1348)✱ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞✬♦r❞r❡ ✷

♦✉ ✸ ♣❡✉✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❉❡ ❢❛✐t✱

✉♥❡ ❞❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ ❡st ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥ ♦✉t✐❧✱ q✉✐ s❡❧♦♥ ❧❡s ❝❛✲

r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✐♠♣♦sé❡s ♣❛r ❧✬❛❝❝✐❞❡♥t✱ ♥✬❛✣❝❤❡r❛✐t q✉❡ ❧❡s ❧és✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ❧és✐♦♥

A✲✭❧✐s✐❜❧❡✮✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ❧és✐♦♥s B✱ C ❡t D✲✭✐❧❧✐s✐❜❧❡✮✳ P♦✉r ② ♣❛r✈❡♥✐r✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s



❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✽✹

❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s

✈✐❝t✐♠❡s ❞✬❛❝❝✐❞❡♥t s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❡st✐♠❡r ❧❡s ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❧és✐♦♥s✱ ❡t

❞♦♥❝ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❧és✐♦♥ ✧✐❧❧✐s✐❜❧❡✧✱ ❛✈❡❝ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✳ P❧✉s

♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱

❞✉ t②♣❡ P(Y = 1|X) ♦ù Y ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❜✐♥❛✐r❡ q✉✐ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧és✐♦♥

❞✬✐♥térêt ❡tX ∈ IRp ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t❡✉rs q✉✐ ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❛✉tr❡s ❧és✐♦♥s✱

❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❛❝❝✐❞❡♥t✱ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ✈✐❝t✐♠❡✱ ❡t❝✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té

P(Y = 1|X) ♣❡✉t êtr❡ ❢❛✐t❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❛♥❛❧♦❣✉❡s✱ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡♥t

❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s✉♣❡r✈✐sé❡✱ s✉r ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ P❛r♠✐ ❝❡s ❛♣✲

♣r♦❝❤❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t é✈♦q✉❡r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧♦❣✐st✐q✉❡ ♣é♥❛❧✐sé❡ ✭❝♦♠♠❡ ❧❡ ❧❛ss♦

é✈♦q✉é ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ❧❡ ❜♦♦st✐♥❣✱ ❧❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s

✭❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣✮✱ ❡t❝✳✳✳ ✭❍❛st✐❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✮✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ é❣❛❧❡♠❡♥t s✬✐♥tér❡ss❡r ❛✉① ❛♣✲

♣r♦❝❤❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛❣ré❣❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té P(Y = 1|X)✱

❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ s✉♣❡r✲❧❡❛r♥❡r ❞❡ ✭✈❛♥ ❞❡r ▲❛❛♥ ▼❛r❦ ❏✳ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳ ❙✐ ❧❡s ♣❡r✲

❢♦r♠❛♥❝❡s ♣ré❞✐❝t✐✈❡s ❞❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ❛ss❡③ ❜♦♥♥❡s✱ ✐❧s ♣♦✉rr♦♥t êtr❡ ❞é✈❡❧♦♣♣és

s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❙❤✐♥②✱ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ s✉r ♠♦❜✐❧❡ ♦✉ t❛❜❧❡tt❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t

❞❡st✐♥é❡ ❛✉① ❝❧✐♥✐❝✐❡♥s✳ ▲✬✐❞é❡ s❡r❛✐t ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❛✉① ❝❧✐♥✐❝✐❡♥s ❞✬❡♥r❡❣✐str❡r s✉r ❝❡tt❡

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ ✿ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❛❝❝✐❞❡♥t✱ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ✈✐❝t✐♠❡

❡t ❧❛ ❧és✐♦♥ ♦✉ ❧❡s ❧és✐♦♥s ❛♣♣❛r❡♥t❡s s✉r ♣✐❝t♦❣r❛♠♠❡s ♦✉ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉é❡s ♣❛r ❧✬éq✉✐♣❡

♠é❞✐❝❛❧❡ ❧♦rs ❞❡ s♦♥ ❛rr✐✈é❡ s✉r ❧❡ ❧✐❡✉① ❞❡ ❧✬❛❝❝✐❞❡♥t✱ ♣♦✉r ✜♥❛❧❡♠❡♥t ♥✬❛✈♦✐r q✉❡ ❧❡s

❧és✐♦♥s ♣r♦❜❛❜❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s✱ ❡t ❝❡❝✐ ❡♥ q✉❡❧q✉❡s ❝❧✐❝s ✿ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❡♥

✸❉ ❞✬✉♥ êtr❡ ❤✉♠❛✐♥ ♣♦✉rr❛✐t s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❝❝✐❞❡♥té✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ♣❛r

❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❡♥ r♦✉❣❡ ❧❡s ③♦♥❡s ♦✉ ❧❡s ❧és✐♦♥s ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❛tt❡✐♥t❡s✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✮✳

▲❡ ❧✐❡♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡♥tr❡ ❧❛ss♦ ❡t ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s

❞é❥à ré❛❧✐sé❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❧❛ss♦ s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦✱ ❡t ❞♦♥❝

s✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ q✉✐ s♦♥t ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞

▲❛ss♦✳ ❯♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣rés❡♥té❡s s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s str❛t✐✜é❡s

❝♦♥s✐st❡r❛✐t à ❞ér✐✈❡r ❞❡s ♣✲✈❛❧✉❡s ✈❛❧✐❞❡s ♦✉ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣❛r❛✲

♠ètr❡s ♥♦♥ ♥✉❧s ✐❞❡♥t✐✜és ♣❛r ❉❛t❛❙❤❛r❡❞✲❙❡♣▲♦❣✐t✱ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❉❛t❛❙❤❛r❡❞▲❛ss♦ ♦✉

▼✉❧t✐♥♦♠▲♦❣✐st❴❙②♠▲❛ss♦✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝❡✉① ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❤étér♦❣é♥é✐tés ❡♥tr❡

s♦✉s✲t②♣❡s✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ❧❛ss♦ ❡t ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦✱ ❝❡tt❡ ✐♥❢ér❡♥❝❡ ♣♦st✲

sé❧❡❝t✐♦♥ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ét❡♥❞❛♥t ❧❡s str❛té❣✐❡s ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ s✐♠♣❧❡ ❞✬✉♥ êtr❡ ❤✉♠❛✐♥ q✉✐ ♣♦✉r✲
r❛✐t s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❝❝✐❞❡♥té✱ ♦ù ♥♦✉s ✈✐s✉❛❧✐s♦♥s ❡♥ r♦✉❣❡ ❧❡s ❧és✐♦♥s
♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❛tt❡✐♥t❡s✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❡t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞❛♥❣❡r✳

❞✉ ❧❛ss♦ ✭▲♦❝❦❤❛rt ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹✮ ♦✉ ✭▲❡❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻✮ ✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❝♦♠♠❡ é✈♦q✉é ❝✐✲❞❡ss✉s✱

❧❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s q✉✐ s♦♥t ❢❛✐t❡s ♣❛r ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ♥❡ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t q✉✬à

✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❯♥❡ ❡①✲

t❡♥s✐♦♥ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❞✉ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ✭♥♦té❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ■t❡r❛t❡❞✮ ❞♦♥t ♥♦✉s

♣rés❡♥t❡r♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét❡r ❝❡tt❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳

P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ■t❡r❛t❡❞✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr❡r

s✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ (p = 1) ❡t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✱ ♦ù

β(1)∗ = β(3)∗ = β1 ∈ IR ❡t β(2)∗ = β(4)∗ = β2 t❡❧ q✉❡ β2 6= β1 ∈ IR✳ P❛r ❝❡tt❡ ❋✐❣✉r❡✱

♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ β̂(2) ❡t β̂(4)

s✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡✳ P♦✉r ② ♣❛r✈❡♥✐r✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝♦✉♣❧❡r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s

❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡

❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r q✉❡ β̂(1) = β̂(3) = µ̂ ✭✐✳❡✳ γ̂(1) = γ̂(3) = 0✮ ❡t q✉❡ β̂(2) 6= µ̂ ❡t β̂(4) 6= µ̂ ✭✐✳❡✳

γ̂(2) 6= 0 ❡t γ̂(4) 6= 0✮✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ét❛♣❡ ❡♥ ❞é❝♦♠♣♦s❛♥t µ ♣❛r

µ(1,3) ♣♦✉r k ∈ {1, 3}✱ ❡t ♣❛r µ(2,4) ♣♦✉r k ∈ {2, 4}✳ ❊♥ ❢❛✐s❛♥t ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❝♦♥♥❡❝t♦♥s
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❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s β(1)∗ ❡t β(3)∗ ♣❛r µ(1,3)∗ ❡t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s β(2)∗ ❡t β(4)∗ ♣❛r µ(2,4)∗ ✭✈♦✐r

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✮✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞✉ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ■t❡r❛t❡❞✱

♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✉♥ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ st❛♥❞❛r❞ ❡t ❞♦♥❝ ♥♦✉s ♠✐♥✐♠✐s♦♥s ❧❡ ❝r✐tèr❡ ||Y −
X Iter1φIter1 ||22 + λ||φIter1 ||1, ❛✈❡❝✱

X Iter1 =




X
(1)

X
(1) 0 0 0

X
(2) 0 X

(2) 0 0

X
(3) 0 0 X

(3) 0

X
(4) 0 0 0 X

(4)




∈ IRn∗5 ❡t φIter1 =




µ

γ(1)

γ(2)

γ(3)

γ(4)




∈ IR5✳

P❛r ❝❡tt❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✐❞❡♥t✐✜♦♥s ✭t②♣✐q✉❡♠❡♥t✮ q✉❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s β̂(1) ❡t β̂(3) s♦♥t

✐❞❡♥t✐q✉❡s ❡t q✉✬✐❧s s♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡ β̂(2) ❡t β̂(4)✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✐tér❛t✐♦♥✱

♥♦✉s ♠✐♥✐♠✐s♦♥s ❧❡ ❝r✐tèr❡ ||Y−X Iter2φIter2 ||22+λ||φIter2 ||1, ❛♣rès ❛✈♦✐r ❞é✜♥✐ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

❞❡ ❞❡s✐❣♥ ❡t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t

X Iter2 =




X
(1) 0 0 0

X
(3) 0 0 0

0 X
(2)

X
(2) 0

0 X
(4) 0 X

(4)




∈ IRn∗4 ❡t φIter2 =




µ(1,3)

µ(2,4)

γ(2)

γ(4)




∈ IR4✳

P❛r ❝❡tt❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ✐❞❡♥t✐✜❡r s✐ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s β̂(2) ❡t β̂(4)

s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ♦✉ ♥♦♥✳ ◆♦✉s s♦♠♠❡s ❛❧♦rs ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✉ t②♣❡

γ̂(2) = γ̂(4) = 0✱ ❡t ❞♦♥❝ ✐❞❡♥t✐✜❡r q✉❡ β̂(2) ❡t β̂(4) s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ❉♦♥❝ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞

▲❛ss♦ ■t❡r❛t❡❞ ♣❡r♠❡t✱ ❡♥ ♣r✐♥❝✐♣❡✱ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡

❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✮✳

❊♥✜♥✱ ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ ✜♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ▲♦❧❛ ❊t✐❡✈❛♥t ❡t ❱✐✈✐❛♥

❱✐❛❧❧♦♥✱ r❡♣♦s❛♥t s✉r ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❡s♣r✐t ❞❡ ♦♥❡✲st❡♣ ❧❛ss♦

✭❇ü❤❧♠❛♥♥ ❛♥❞ ▼❡✐❡r✱ ✷✵✵✽✮ ✈✐s❛♥t à sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡

t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛ ❞é❥à été ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧♦❣✐st✐q✉❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳

▲❡ ♦♥❡✲st❡♣ ❧❛ss♦ ❡st ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ❡t ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡

❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❧❛ss♦ ❛❞❛♣t❛t✐❢✳ ■❧ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❧❛ss♦ ❞✬✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♠♠❡

❡st✐♠❛t❡✉r ✐♥✐t✐❛❧✳ ❇ü❤❧♠❛♥♥ ❛♥❞ ▼❡✐❡r ✭✷✵✵✽✮ s✉❣❣èr❡♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡



❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✽✼

β
(1)∗
j β

(2)∗
j β

(3)∗
j β

(4)∗
j

µ∗j

β̂
(1)
j β̂

(2)
j β̂

(3)
j β̂

(4)
j

µ̂j

µ
(1,3)∗
j µ

(2,4)∗
j

µ̂
(1,3)
j µ̂

(2,4)
j

µ∗j

β
(2)∗
j

β
(3)∗
jβ

(4)∗
j

β
(1)∗
j

β̂
(1)
j

β̂
(2)
j

β̂
(3)
jβ̂

(4)
j

µ
(1,3)∗
j µ

(2,4)∗
j

β
(2)∗
j

β
(3)∗
j β

(4)∗
j

β
(1)∗
j

β̂
(1)
j

β̂
(2)
j

β̂
(3)
jβ̂

(4)
j

❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ■t❡r❛t❡❞

■tér❛t✐♦♥ ✿ 1

❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ■t❡r❛t❡❞

■tér❛t✐♦♥ ✿ 2

❈♦♥♥❡①✐♦♥s ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❯♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ q✉✐ ✐❧❧✉str❡ ❝♦♠♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡ j ∈
[p]✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ■t❡r❛t❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✭❧❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s
s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❧❡s ❛rêt❡s ♥♦✐r❡s✮ ❡t ❞é❝r✐t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s✉r ✉♥

❡①❡♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡t s✐♠♣❧❡ ✿ K = 4✱ β
(1)∗
j = β

(3)∗
j = µ∗

j = µ
(1,3)∗
j = β1 ∈ IR ❡t

β
(2)∗
j = β

(4)∗
j = µ

(2,4)∗
j = β2 ∈ IR t❡❧ q✉❡ β2 6= β1✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞

▲❛ss♦ ■t❡r❛t❡❞ r❡♥✈♦✐❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✿ β̂
(1)
j = β̂

(3)
j = µ̂j = µ̂

(1,3)
j = β3 ∈ IR ❡t β̂

(2)
j =

β̂
(4)
j = µ̂

(2,4)
j = β4 ∈ IR t❡❧ q✉❡ β3 6= β4✳ ▲❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ à ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡s

❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❡s ❛rêt❡s r♦✉❣❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱
s✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❛rêt❡ r♦✉❣❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❡st✐♠❛t✐♦♥s✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✐❞❡♥t✐✜❡r

✭✐♥t❡r♣rét❡r✮ s✐ ❝❡s ❞❡✉① ❡st✐♠❛t✐♦♥s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ♦✉ ♥♦♥✳

♣♦✉r sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧ λ q✉✐ r❡✢èt❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣ré❞✐❝✲

t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ❡st ♣♦♣✉❧❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡

s❡❝♦♥❞ ♣r♦❥❡t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐❞❡♥t✐✜é ✉♥ ❞é❢❛✉t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡ ♦♥❡✲st❡♣

❧❛ss♦✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❞❛♥s ♦♥❡✲st❡♣ ❧❛ss♦ ❡t à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡✱ ♥♦✉s sé❧❡❝t✐♦♥♥♦♥s ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡

ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦❤❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉✲

❧♦♥s ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ré❡❧❧❡✱

♣✉✐s ♥♦✉s sé❧❡❝t✐♦♥♥♦♥s ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ❛ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡

♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ▲❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡ ❡st ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♣ré❞✐❝t✐❢s ❡♥

♣❛rt✐t✐♦♥♥❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♦r✐❣✐♥❛❧D ❡♥ tr❛✐♥Dtrain ❡t t❡stDtest(= D \Dtrain)

s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s✱ ♦ù Dtrain s❡rt à ❢♦r♠❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡t Dtest ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t

♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳ ▲❡ ♦♥❡✲st❡♣ ❧❛ss♦ ♦✉ ❧❡ ❧❛ss♦ ❛❞❛♣t❛t✐❢ ❡st ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝



❙tr❛t✐✜❡❞ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✿ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ✽✽

❧✬✐❞é❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡✱ ❝❛r ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡s ♣♦✐❞s q✉✐ ♦♥t

été ❝❛❧❝✉❧és s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s t♦t❛❧❡s D✱ ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡✱ ❧✬❡♥✲

s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡st Dtest ♥✬❡st ♣❧✉s t♦t❛❧❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t✳

❯♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡♠✲

❜♦✐té❡✱ ❡t q✉✐ ❝♦rr✐❣❡ ❝❡ ❞é❢❛✉t✱ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐✲

s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ♦♥❡✲st❡♣ ❧❛ss♦ ❡t ❧❡ ❧❛ss♦ ❛❞❛♣t❛t✐❢✳ ❯♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t

❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ s✉r ❛r❳✐✈ ✭❇❛❧❧♦✉t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵❛✮✳

✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✲



❆♥♥❡①❡ ❆

❙tr✉❝t✉r❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦♥

str❛t✐✜❡❞ ❞❛t❛ ✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❥✉r②

t❛❜❧❡s ❢♦r ✈✐❝t✐♠s ♦❢ r♦❛❞ ❛❝❝✐❞❡♥ts ✿ ❆PP❊◆❉■❈❊❙

❋✐❣✉r❡ ❆✳✶ ❬r❡s♣✳ ❆✳✷❪ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❘❡❢✲❙❡♣▲♦❣✐t ❆❞❛♣✲

t✐✈❡ ▼■◆ ✇✐t❤ ❝❛r ♦❝❝✉♣❛♥ts ❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ str❛t✉♠ ❬r❡s♣✳ ■♥❞❡♣✲❙❡♣▲♦❣✐t ❆❞❛♣t✐✈❡

▼■◆❪✳ ❖♥❧② ❡❞❣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦❞❞s✲r❛t✐♦s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ ✷ ❛r❡

♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ✐♥ t❤❡ ▼❛✐♥ t❡①t ❡❛s✐❡r✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✸✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥♦t❤❡r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❡s✲

t✐♠❛t❡❞ ❜② ❉❛t❛❙❤❛r❡❞✲❙❡♣❧♦❣✐t ❆❞❛♣t✐✈❡ ▼■◆✱ ♦♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r str❛t❛✳ ❍❡r❡✱ ♦♥❧②

♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s✱ t❤❛t ✐s ❡❞❣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

♦❞❞s✲r❛t✐♦s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦♥❡✱ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚♦ ❜❡tt❡r ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥

❣r❛♣❤s✱ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✹✱ ❆✳✺✱ ❆✳✻ ❛♥❞ ❆✳✼ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤s ♣r❡✲

s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ♦❢ t❤❡ ▼❛✐♥ t❡①t✱ ❆✳✶✱ ❆✳✷ ❛♥❞ ❆✳✸✳ ■♥ t❤✐s ✈❡rs✐♦♥✱ ✇❡ ✜rst ♣r❡s❡♥t

t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❣r❛♣❤✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❝♦rr❡s✲

♣♦♥❞✐♥❣ ❡❞❣❡s ❡st✐♠❛t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❢♦✉r str❛t❛✳ ❲❡ t❤❡♥ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥

❡❛❝❤ str❛t✉♠✲s♣❡❝✐✜❝ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ t❤✐s ❝♦♠♠♦♥ ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ ❝❤♦r❞❉✐❛❣r❛♠ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❝✐r❝❧✐③❡ ❘ ♣❛❝❦❛❣❡ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡s❡ ✜❣✉r❡s✳ ❈♦❧♦rs ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ✭✐♥❥✉r✐❡s✮ ❝♦r✲

r❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss t❤❡② ❜❡❧♦♥❣ t♦ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷✮✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡ t②♣❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ✐s r❡❧❛t❡❞

t♦ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦❞❞s✲r❛t✐♦✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡

❝♦♠♠♦♥ str✉❝t✉r❡ ❬r❡s♣✳ s♣❡❝✐✜❝ str✉❝t✉r❡ ❢♦r k✲t❤ str❛t✉♠❪ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡s

♦❢ ✐♥❥✉r✐❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✈✐❝t✐♠s ❬r❡s♣✳ ♦♥ ✈✐❝t✐♠s t❤❛t ❛r❡ ✐♥ t❤❡

k✲t❤ str❛t✉♠❪✳

✽✾



❙tr❛t✐✜❡❞ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✿ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ✾✵

❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❡❢✲❙❡♣▲♦❣✐t ❆❞❛♣t✐✈❡ ▼■◆ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ t❤❡ ❘❤ô♥❡
❘❡❣✐str② ❉❛t❛ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♥❥✉r② t❛❜❧❡s ♦❢ ✈✐❝t✐♠s ♦❢ r♦❛❞ ❛❝❝✐❞❡♥ts✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
r♦❛❞ ✉s❡r t②♣❡ ✿ ♣❡❞❡str✐❛♥s✱ ❝②❝❧✐sts✱ ♠♦t♦r✐③❡❞ ❚✲❲ ❛♥❞ ❝❛r ♦❝❝✉♣❛♥ts✳ ❖♥❧② ❡❞❣❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦❞❞s✲r❛t✐♦s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ ✷ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡

r❡❢❡r❡♥❝❡ str❛t✉♠ ✇❛s s❡t t♦ ✏❝❛r ♦❝❝✉♣❛♥ts✑✳

❆✳✶ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞✲❙❡♣▲♦❣✐t

❆✳✶✳✶ ■❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t②

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡①t✱ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞✲❙❡♣▲♦❣✐t ✐s ♣r✐♠❛r✐❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❛❞❞✐t✐✈❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

θ
(k)∗

j = µ∗
j + γ

(k)∗
j , for each k ∈ [K].



❙tr❛t✐✜❡❞ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✿ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ✾✶

❋✐❣✉r❡ ❆✳✷✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■♥❞❡♣✲❙❡♣▲♦❣✐t ❆❞❛♣t✐✈❡ ▼■◆ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ t❤❡ ❘❤ô♥❡
❘❡❣✐str② ❉❛t❛ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♥❥✉r② t❛❜❧❡s ♦❢ ✈✐❝t✐♠s ♦❢ r♦❛❞ ❛❝❝✐❞❡♥ts✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
r♦❛❞ ✉s❡r t②♣❡ ✿ ♣❡❞❡str✐❛♥s✱ ❝②❝❧✐sts✱ ♠♦t♦r✐③❡❞ ❚✲❲ ❛♥❞ ❝❛r ♦❝❝✉♣❛♥ts✳ ❖♥❧② ❡❞❣❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦❞❞s✲r❛t✐♦s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ ✷ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳

❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❢♦r♠✳ ❇✉t✱ ✜rst ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t

t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r✐t❡r✐♦♥

K∑

k=1

−L((µj + γ
(k)
j );U

(k)
j , (U

(k)
−j )) + λj,1‖µ−j‖1 +

K∑

k=1

λ
(k)
j,2 ‖γ

(k)
j ‖1,

♦✈❡r µj ❛♥❞ t❤❡ γ
(k)
j ✬s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡✱

K∑

k=1

−L(θ(k)
j ;U

(k)
j , (U

(k)
−j )) + λj,1

(
‖µ−j‖1 +

K∑

k=1

λ
(k)
j,2

λj,1
‖θ(k)

j − µj‖1
)
,



❙tr❛t✐✜❡❞ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✿ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ✾✷

❋✐❣✉r❡ ❆✳✸✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞✲❙❡♣▲♦❣✐t ❆❞❛♣t✐✈❡ ▼■◆ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ t❤❡
❘❤ô♥❡ ❘❡❣✐str② ❉❛t❛ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♥❥✉r② t❛❜❧❡s ♦❢ ✈✐❝t✐♠s ♦❢ r♦❛❞ ❛❝❝✐❞❡♥ts✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ r♦❛❞ ✉s❡r t②♣❡ ✿ ♣❡❞❡str✐❛♥s✱ ❝②❝❧✐sts✱ ♠♦t♦r✐③❡❞ ❚✲❲ ❛♥❞ ❝❛r ♦❝❝✉♣❛♥ts✳ ❆❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳

♦✈❡r µj ❛♥❞ t❤❡ θ(k)
j ✬s✳ ◆❡①t✱ ❜② s❡tt✐♥❣ τ = (τ1, ..., τK) ✇✐t❤ τk = λ

(k)
j,2 /λj,1✱ ❛♥❞ ❞❡✜♥✐♥❣

t❤❡ s❤r✉♥❦ ❛♥❞ ✇❡✐❣❤t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ♦❢ (α1, ..., αK) ❛sWSmedian(α1, ..., αK ; τ) =

argmin
α

(|α|+∑K
k=1 τk|αk −α|)✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t µ̂j,ℓ ∈WSmedian(θ̂

(1)
j,ℓ , ..., θ̂

(K)
j,ℓ ). ■♥

♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❢♦r ❛♥② ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✈❛❧✉❡s ♦❢ τk = λ
(k)
j,2 /λj,1✱ t❤❡ ♣❡♥❛❧t② t❡r♠

λj,1

(
‖µ−j‖1 +

∑K
k=1 τk‖γ

(k)
j ‖1

)
= λj,1

(
‖µ−j‖1 +

∑K
k=1 τk‖θ

(k)
j − µj‖1

)
s❤r✐♥❦s t❤❡ ❡s✲

t✐♠❛t❡s θ̂(k)j,ℓ ✱ k ∈ [K]✱ t♦✇❛r❞s t❤❡✐r ✧✇❡✐❣❤t❡❞ ❛♥❞ s❤r✉♥❦ t♦✇❛r❞s ✵✧ ♠❡❞✐❛♥ µ̂j,ℓ =

WSmedian(θ̂
(1)
j,ℓ , ..., θ̂

(K)
j,ℓ ). ❋♦r t❤❡ ❝♦♥st❛♥t t❡r♠s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ µ̂j = argminm∈IR

∑
k λ

(k)
j,2 |θ̂

(k)
j −

m| ❛♥❞ µ̂j ✐s t❤❡♥ s✐♠♣❧② ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♠❡❞✐❛♥ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛❧✉❡s (θ̂(1)j , . . . , θ̂
(K)
j )✳ ❲❡ r❡❢❡r

t♦ ❖❧❧✐❡r ❛♥❞ ❱✐❛❧❧♦♥ ✭✷✵✶✼✮ ❛♥❞ ●r♦ss ❛♥❞ ❚✐❜s❤✐r❛♥✐ ✭✷✵✶✻✮ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳



❙tr❛t✐✜❡❞ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✿ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ✾✸

❆✳✶✳✷ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ✐s t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ s✐♠♣❧❡

❧❛ss♦✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② Yj = (U
(1)
j , ...,U

(K)
j )

t❤❡ ✈❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ n ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ❧❡t Ũ
(k)
−j = (✶nk

,U
(k)
−j ) ∈

IRnk∗p✱ ✇❤❡r❡ ✶nk
✐s t❤❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢ s✐③❡ nk ✇✐t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛❧❧ ❡q✉❛❧ ✶✳ ❚❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦

❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

−L(Φj ;❨j ,❳j) + λj‖Φ−j‖1

✇✐t❤✱

❳j =




U
(1)
−j

1
τ1
Ũ

(1)
−j · · · 0

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

U
(K)
−j 0 · · · 1

τK
Ũ

(K)
−j


 ∈ IRn∗((K+1)p−1) ❛♥❞

Φj =




µj

τ1γ
(1)
j
✳✳✳

τKγ
(K)
j




∈ IR(K+1)p✱

✇❤❡r❡ Φ−j ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✈❡❝t♦r Φj ❛❢t❡r t❤❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t t❡r♠ µj

✭✐✳❡✳ Φ−j = (µT
−j , τ1γ

(1)T
j , ..., τKγ

(K)T
j )T ✮✳ ❚❤✉s✱ ❡st✐♠❛t❡s µ̂j ❛♥❞ γ̂

(k)
j ✬s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞

❛s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ ❧❛ss♦ ✇✐t❤ r❡s♣♦♥s❡ ✈❡❝t♦r ❨j ❛♥❞ ❞❡s✐❣♥ ♠❛tr✐① ❳j ✳

❆✳✷ ❊①t❡♥s✐♦♥ t♦ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s

❯♥❞❡r ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r

✈❡❝t♦r Θ
∗ = ((θ∗j )1≤j≤p, (θ

∗
j,ℓ)1≤j<ℓ≤p, (θ

∗
j,ℓ,m)1≤j<ℓ<m≤p, ..., (θ

∗
1,2,...,p))

T ✐♥ IR(2p−1) s✉❝❤

t❤❛t ❢♦r ❛♥② ✈❡❝t♦r u = (u1, ..., up) ∈ {0, 1}p✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥t {U = u} ✐s

❣✐✈❡♥ ❜②

PΘ
∗(U = u) =

exp
{ p∑

j=1

θ∗juj+
p−1∑

j=1

p∑

ℓ=j+1

θ∗j,ℓujuℓ+
p−2∑

j=1

p−1∑

ℓ=j+1

p∑

m=ℓ+1

θ∗j,ℓ,mujuℓum+...+θ∗1,2,...,pu1u2...up−A(Θ∗)
}
.

✭❆✳✶✮



❈❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐s❡❛s❡ ✿ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ✾✹

❲❡ ❝❛♥ t❤❡♥ st✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ✐❞❡❛s ♦❢ ❙❡♣▲♦❣✐t ✉♥❞❡r s✉❝❤ ♠♦❞❡❧s✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐✲

❞❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ♥❡❣❧❡❝ts t❤✐r❞ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s

t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r Θ∗ = ((θ∗j )1≤j≤p, (θ
∗
j,ℓ)1≤j<ℓ≤p, (θ

∗
j,ℓ,m)1≤j<ℓ<m≤p)

T

✐♥ IRp(p2+5)/6 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ✈❡❝t♦r u = (u1, ..., up) ∈ {0, 1}p✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡

❡✈❡♥t {U = u} ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

PΘ
∗(U = u) = exp

{ p∑

j=1

θ∗juj+
p−1∑

j=1

p∑

ℓ=j+1

θ∗j,ℓujuℓ+
p−2∑

j=1

p−1∑

ℓ=j+1

p∑

m=ℓ+1

θ∗j,ℓ,mujuℓum−A(Θ∗)
}
.

✭❆✳✷✮

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ log ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ A ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

A(Θ) = log
∑

u∈{0,1}p
exp




p∑

j=1

θjuj +

p−1∑

j=1

p∑

ℓ=j+1

θj,ℓujuℓ +

p−2∑

j=1

p−1∑

ℓ=j+1

p∑

m=ℓ+1

θj,ℓ,mujuℓum


 .

✭❆✳✸✮

❋♦r ❡✈❡r② 1 ≤ j < ℓ < m ≤ p✱ ❧❡t θ∗j,ℓ = θ∗ℓ,j ❛♥❞ θ
∗
j,ℓ,m = θ∗ℓ,j,m = θ∗m,j,ℓ✳ ❯♥❞❡r ✭❆✳✷✮✱ ✇❡

❤❛✈❡✱ ❢♦r ❡✈❡r② u = (u1, ..., up) ∈ {0, 1}p ❛♥❞ ❡✈❡r② j ∈ [p]✱

❧♦❣✐t{PΘ
∗(Uj = 1|U−j = u−j)} = θ∗j +

∑

ℓ 6=j

θ∗j,ℓuℓ +
∑

ℓ6=j

∑

m 6=j,ℓ

θ∗j,ℓ,muℓum = θ∗j + θ∗T
−jũ−j ,

✭❆✳✹✮

✇✐t❤ ũ−j = (u1, ..., uj−1, uj+1, ..., up, u1u2, ..., u1uj−1, u1uj+1, ..., u1up, ..., up−1up)
T ∈ {0, 1}p(p+1)/2

❛♥❞

θ∗
−j = (θ∗j,1, .., θ

∗
j,j−1, θ

∗
j,j+1, ..., θ

∗
j,p, θ

∗
j,1,2, .., θ

∗
j,1,j−1, θ

∗
j,1,j+1, ..., θ

∗
j,1,p, ..., θ

∗
j,p−1,p)

T ✳

P❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ p ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞

r❡t✉r♥ t✇♦ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r θ∗j,ℓ✱ ❛♥❞ t❤r❡❡ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r

θ∗j,ℓ,m ✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ θ̂j,ℓ ❛♥❞ θ̂j,ℓ,m ✇❤❡♥ t❛❦✐♥❣ t❤❡ j✲t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛s t❤❡

r❡s♣♦♥s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛s ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ θ̂ℓ,j ❛♥❞

θ̂ℓ,j,m ✇❤❡♥ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ℓ✲t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛s t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ θ̂m,j,ℓ ✇❤❡♥

t❛❦✐♥❣ t❤❡m✲t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛s t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡rs ❛s ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡ θ̂j,ℓ 6= θ̂ℓ,j θ̂j,ℓ,m 6= θ̂ℓ,j,m 6= θ̂m,j,ℓ✳ ❚❤❡s❡ ❛s②♠♠❡tr② ✐ss✉❡s ❝❛♥ ❜❡

s♦❧✈❡❞ ❜② ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛s ♦❢ ❙❡♣▲♦❣✐t ❆◆❉ ❛♥❞ ❙❡♣▲♦❣✐t ▼■◆ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳

❚❤❡♥✱ ❛❧❧ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❡①t❡♥❞❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❝r✐✲

t❡r✐❛ ❛s t❤❡ ♦♥❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ s✐♠♣❧❡ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ ❜✉t ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❛♥t✐t✐❡s

θ∗
−j = (θ∗j,1, .., θ

∗
j,j−1, θ

∗
j,j+1, ..., θ

∗
j,p, θ

∗
j,1,2, .., θ

∗
j,1,j−1, θ

∗
j,1,j+1, ..., θ

∗
j,1,p, ..., θ

∗
j,p−1,p)

T ∈ IRp(p+1)/2

U−j = (U1, ...,Uj−1,Uj+1, ...,Up,U1U2, ...,U1Uj−1,U1Uj+1, ...,U1Up, ...,Up−1Up)
T ∈ {0, 1}p(p+1)/2



❈❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐s❡❛s❡ ✿ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ✾✺

θ
(k)∗
−j = (θ

(k)∗
j,1 , .., θ

(k)∗
j,j−1, θ

(k)∗
j,j+1, ..., θ

(k)∗
j,p , θ

(k)∗
j,1,2, .., θ

(k)∗
j,1,j−1, θ

(k)∗
j,1,j+1, ..., θ

(k)∗
j,1,p, ..., θ

(k)∗
j,p−1,p)

T ∈ IRp(p+1)/2

U
(k)
−j = (U (k)

1 , ...,U (k)
j−1,U

(k)
j+1, ...,U

(k)
p ,U (k)

1 U (k)
2 , ...,U (k)

1 U (k)
j−1,U

(k)
1 U (k)

j+1, ...,U
(k)
1 U (k)

p , ...,U (k)
p−1U

(k)
p )T ∈

{0, 1}p(p+1)/2✳



❈❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐s❡❛s❡ ✿ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ✾✻

❋✐❣✉r❡ ❆✳✹✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞✲❙❡♣▲♦❣✐t ❆❞❛♣t✐✈❡ ▼■◆ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ t❤❡
❘❤ô♥❡ ❘❡❣✐str② ❉❛t❛ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♥❥✉r② t❛❜❧❡s ♦❢ ✈✐❝t✐♠s ♦❢ r♦❛❞ ❛❝❝✐❞❡♥ts✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ r♦❛❞ ✉s❡r t②♣❡ ✿ ♣❡❞❡str✐❛♥s✱ ❝②❝❧✐sts✱ ♠♦t♦r✐③❡❞ ❚✲❲ ❛♥❞ ❝❛r ♦❝❝✉♣❛♥ts✳ ❖♥❧② ❡❞❣❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦❞❞s✲r❛t✐♦s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ ✷ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳



❈❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐s❡❛s❡ ✿ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ✾✼

❋✐❣✉r❡ ❆✳✺✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❡❢✲❙❡♣▲♦❣✐t ❆❞❛♣t✐✈❡ ▼■◆ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ t❤❡ ❘❤ô♥❡
❘❡❣✐str② ❉❛t❛ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♥❥✉r② t❛❜❧❡s ♦❢ ✈✐❝t✐♠s ♦❢ r♦❛❞ ❛❝❝✐❞❡♥ts✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
r♦❛❞ ✉s❡r t②♣❡ ✿ ♣❡❞❡str✐❛♥s✱ ❝②❝❧✐sts✱ ♠♦t♦r✐③❡❞ ❚✲❲ ❛♥❞ ❝❛r ♦❝❝✉♣❛♥ts✳ ❖♥❧② ❡❞❣❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦❞❞s✲r❛t✐♦s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ ✷ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡

r❡❢❡r❡♥❝❡ str❛t✉♠ ✇❛s s❡t t♦ ✏❝❛r ♦❝❝✉♣❛♥ts✑✳



❈❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐s❡❛s❡ ✿ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ✾✽

❋✐❣✉r❡ ❆✳✻✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■♥❞❡♣✲❙❡♣▲♦❣✐t ❆❞❛♣t✐✈❡ ▼■◆ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ t❤❡ ❘❤ô♥❡
❘❡❣✐str② ❉❛t❛ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♥❥✉r② t❛❜❧❡s ♦❢ ✈✐❝t✐♠s ♦❢ r♦❛❞ ❛❝❝✐❞❡♥ts✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
r♦❛❞ ✉s❡r t②♣❡ ✿ ♣❡❞❡str✐❛♥s✱ ❝②❝❧✐sts✱ ♠♦t♦r✐③❡❞ ❚✲❲ ❛♥❞ ❝❛r ♦❝❝✉♣❛♥ts✳ ❖♥❧② ❡❞❣❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦❞❞s✲r❛t✐♦s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ ✷ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳



❈❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐s❡❛s❡ ✿ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ✾✾

❋✐❣✉r❡ ❆✳✼✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞✲❙❡♣▲♦❣✐t ❆❞❛♣t✐✈❡ ▼■◆ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ t❤❡
❘❤ô♥❡ ❘❡❣✐str② ❉❛t❛ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♥❥✉r② t❛❜❧❡s ♦❢ ✈✐❝t✐♠s ♦❢ r♦❛❞ ❛❝❝✐❞❡♥ts✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ r♦❛❞ ✉s❡r t②♣❡ ✿ ♣❡❞❡str✐❛♥s✱ ❝②❝❧✐sts✱ ♠♦t♦r✐③❡❞ ❚✲❲ ❛♥❞ ❝❛r ♦❝❝✉♣❛♥ts✳ ❆❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳



❆♥♥❡①❡ ❇

❙♣❛rs❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❝❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡

❞✐s❡❛s❡ s✉❜t②♣❡s ✿ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ▼❛t❡r✐❛❧s

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s

❇✳✶ ❉❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ✏st❛♥❞❛r❞✑ L1✲♣❡♥❛❧✐③❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♣r❡✲

s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ❞❡s✐❣♥

❍❡r❡✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❉❛t❛❙❤❛r❡❞▲❛ss♦

❛♥❞ t❤❡ t❤r❡❡ ♠♦r❡ st❛♥❞❛r❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ❞❡s✐❣♥ ✭❈♦♥❞▲♦✲

❣✐st❴■♥❞❡♣▲❛ss♦✱ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴P♦♦❧❡❞▲❛ss♦ ❛♥❞ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❘❡❢▲❛ss♦✮✳

❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❉❛t❛❙❤❛r❡❞▲❛ss♦✳ ❋✐rst r❡❝❛❧❧ t❤❛t ❡st✐♠❛t❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❈♦♥❞▲♦✲

❣✐st❴❉❛t❛❙❤❛r❡❞▲❛ss♦ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s δ̂k = µ̂+ γ̂k ✇✐t❤

(µ̂, γ̂1, . . . , γ̂K−1) = argmax(µ,γ1,...,γK−1)∈IRp×K

K−1∑

k=1

L
(cond)
k (µ+ γk)− λ(‖µ‖1 +

K−1∑

k=1

‖γk‖1)

❈♦♥❞▲♦❣✐st❴■♥❞❡♣▲❛ss♦✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ s✐♠♣❧② ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐✲

♥❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♦♥❡ L1✲♣❡♥❛❧✐③❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦♥

✶✵✵



❈❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐s❡❛s❡ ✿ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ✶✵✶

❡❛❝❤ s✉❜s❛♠♣❧❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♠♦st ♥❛t✉r❛❧ ✇❛② ♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡s r❡t✉r♥❡❞

❜② ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴■♥❞❡♣▲❛ss♦ ✐s

(δ̂1, . . . , δ̂K−1) = argmax(δ1,...,δK−1)∈IRp×(K−1)

[K−1∑

k=1

{
L
(cond)
k (δk)− λ‖δk‖1

}]

❇✉t✱ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴■♥❞❡♣▲❛ss♦ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❉❛t❛❙❤❛r❡❞▲❛ss♦

s✐♥❝❡ ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ (δ̂1, . . . , δ̂K−1) = (γ̂1, . . . , γ̂K−1)✱ ✇✐t❤

(0p, γ̂1, . . . , γ̂K−1) = argmax(µ,γ1,...,γK−1)∈IRp×K

µ=0p

[K−1∑

k=1

{
L
(cond)
k (µ+ γk)

}
− λ(‖µ‖1 +

K−1∑

k=1

‖γk‖1)
]

i.e., (γ̂1, . . . , γ̂K−1) = argmax(γ1,...,γK−1)∈IRp×K

[K−1∑

k=1

{
L
(cond)
k (γk)− λ‖γk‖1

}]

❲❤✐❧❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ t❤❡ (K − 1) ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦rs ❛r❡ st✐❧❧ ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥✲

❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥♥♦t t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❛♥② ♣♦t❡♥t✐❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ❛♠♦♥❣

(δ∗1, . . . , δ
∗
K)✱ ❛♥❞ t②♣✐❝❛❧❧② ♣r♦❞✉❝❡s ❡st✐♠❛t❡s ✇✐t❤ s✉❜♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❤❡♥ s✉❝❤

s✐♠✐❧❛r✐t② ❡①✐sts✳

❈♦♥❞▲♦❣✐st❴P♦♦❧❡❞▲❛ss♦✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦r❦s ✉♥❞❡r t❤❡ ✭str♦♥❣✮ ❛ss✉♠♣t✐♦♥

t❤❛t ❛❧❧ ❞✐s❡❛s❡ s✉❜t②♣❡s s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r ✿ δ∗1 = . . . = δ∗K−1 = δ∗✳

❚❤❡♥✱ t❤❡ ♠♦st ♥❛t✉r❛❧ ✇❛② ♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡s r❡t✉r♥❡❞ ❜② ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴P♦♦❧❡❞▲❛ss♦

✐s

δ̂ = argmaxδ∈IRp

[K−1∑

k=1

L
(cond)
k (δ)− λ‖δ‖1

]

❆❣❛✐♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴P♦♦❧❡❞▲❛ss♦ ❛♥❞ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❉❛t❛❙❤❛r❡❞▲❛ss♦

s✐♥❝❡ δ̂ = µ̂✱ ✇✐t❤

(µ̂,0p, . . . ,0p) = argmax(µ,γ1,...,γK−1)∈IRp×K

γ1=...=γK−1=0p

[K−1∑

k=1

L
(cond)
k (µ+ γk)− λ(‖µ‖1 +

K−1∑

k=1

‖γk‖1)
]

i.e., µ̂ = argmaxµ̂∈IRp

[K−1∑

k=1

L
(cond)
k (µ)− λ‖µ‖1

]

❇❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ δ∗k✬s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❜✈✐♦✉s❧② ♣r♦❞✉❝❡s ❜✐❛s❡❞ ❡st✐✲

♠❛t❡s ✇❤❡♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❡①✐st ❛♠♦♥❣ t❤❡ δ∗k✬s✳



❈❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐s❡❛s❡ ✿ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ✶✵✷

❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❘❡❢▲❛ss♦✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✜rst ❞✐s❡❛s❡ s✉❜t②♣❡ ✐s

❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡♥✱ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❘❡❢▲❛ss♦ ✇♦r❦s ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡♣❛r❛✲

♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ✿ δ∗k = δ∗1 + γ∗
k ❢♦r ❛❧❧ k ≥ 2✳ ❚❤❡ ♠♦st ♥❛t✉r❛❧ ✇❛② ♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡s

r❡t✉r♥❡❞ ❜② ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❘❡❢▲❛ss♦ ✐s

(δ̂1, γ̂2, . . . , γ̂K−1) = argmax(δ1,γ2...,γK−1)∈IRp×(K−1)

[
L
(cond)
1 (δ1) +

K−1∑

k=2

L
(cond)
k (δ1 + γk)−

λ(‖δ1‖1 +
K−1∑

k=2

‖γk‖1)
]

❇✉t✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ (δ̂1, . . . , δ̂K−1) = (µ̂, µ̂+ γ̂2, . . . , µ̂+ γ̂K−1)✱ ✇✐t❤

(µ̂,0p, γ̂2, . . . , γ̂K−1) = argmax(µ,γ1,...,γK−1)∈IRp×K

γ1=0p

[K−1∑

k=1

{
L
(cond)
k (µ+ γk)

}
−

λ(‖µ‖1 +
K−1∑

k=1

‖γk‖1)
]

i.e., (µ̂, γ̂2, . . . , γ̂K−1) = argmax(µ,γ2,...,γK−1)∈IRp×(K−1)

[
L
(cond)
1 (µ) +

K−1∑

k=2

L
(cond)
k (µ+ γk)−

λ(‖µ‖1 +
K−1∑

k=2

‖γk‖1)
]

▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ✇❤❡♥ ✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r✲t❤ s✉❜t②♣❡ ❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡♥✲

❝♦✉r❛❣❡s s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ δ∗r ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ K − 2 ✈❡❝t♦rs✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐ts ♣❡r✲

❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s✉❜t②♣❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ✇✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠

♣♦♦r❧② ✐❢ t❤❡ tr✉❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ s✉❜t②♣❡ ✐s ❛❝t✉❛❧❧②

✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ K − 2 ♦t❤❡r ♦♥❡s✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡①t✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧

r❡❢❡r❡♥❝❡ s✉❜t②♣❡ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝♦✈❛r✐❛t❡✲s♣❡❝✐✜❝✳ ❈♦♥❞▲♦❣✐st❴❉❛t❛❙❤❛r❡❞▲❛ss♦ ❜②♣❛ss❡s

t❤❡ ❛r❜✐tr❛r② ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s✉❜t②♣❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ str❛t✐✜❡❞ ❧✐✲

♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ str❛t❡❣② ✇❛s s❤♦✇♥ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛s ✇❡❧❧ ❛s

t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✭❛♥❞ ♥♦♥✲✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❜❧❡✮ str❛t❡❣② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❛ ♣r✐♦r✐ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧

❝♦✈❛r✐❛t❡✲s♣❡❝✐✜❝ r❡❢❡r❡♥❝❡s✳



❈❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐s❡❛s❡ ✿ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ✶✵✸

❇✳✷ ❊q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ▼✉❧t✐♥♦♠▲♦❣✐st❴✭❙②♠▲❛ss♦ ❛♥❞

❙t❞❉❛t❛❙❤❛r❡❞▲❛ss♦✮

❋✐rst ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇✐t❤ ❝♦✈❛r✐❛t❡ ✈❡❝t♦r x0 t♦ t❤❡

❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭s❡❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✽✮ ♦❢ t❤❡ ▼❛✐♥

▼❛♥✉s❝r✐♣t✮ ✐s

K∏

k=1

{
pk(x0;β1, . . . ,βK)

}1I(Y=k)
=

K∏

k=1

{
exp(xT

0 βk)∑K
ℓ=1 exp(x

T
0 βℓ)

}1I(Y=k)

(∗)
=

K−1∏

k=1

{
exp(xT

0 γk)

exp(−µTx0) +
∑K−1

ℓ=1 exp(xT
0 γℓ)

}1I(Y=k)

×
{

exp(−µT
x0)

exp(−µTx0) +
∑K−1

ℓ=1 exp(xT
0 γℓ)

}1I(Y=K)

=
K−1∏

k=1

{
exp(xT

0 (µ+ γk))

1 +
∑K−1

ℓ=1 exp(xT
0 (µ+ γℓ))

}1I(Y=k)

×
{

1

1 +
∑K−1

ℓ=1 exp(xT
0 (µ+ γℓ))

}1I(Y=K)

=

K∏

k=1

{
pk(x0;µ+ γ1, . . . ,µ+ γK−1,0p)

}1I(Y=k)

✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ µ = −βK ❛♥❞ γk = βk ❢♦r ❛❧❧ k < K t♦ ♦❜t❛✐♥

t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② (∗)✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✇❡ ❣❡t
∑K

k=1 ‖βk‖1 = ‖µ‖1 +
∑K−1

k=1 ‖γk‖1✳ P✉tt✐♥❣ t❤✐s ❛❧❧ t♦❣❡t❤❡r✱ t❤❡ L1✲♣❡♥❛❧✐③❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭✸✳✾✮ ♦❢ t❤❡ ▼❛✐♥

▼❛♥✉s❝r✐♣t ❡q✉❛❧s✱ ✉♣ t♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡✱

L(β1, . . . ,βK)− λ
K∑

k=1

‖βk‖1 =
1

n

n∑

i=1

log{pyi(xi;β1, . . . ,βK)} − λ
K∑

k=1

‖βk‖1

=
1

n

n∑

i=1

log{pyi(xi;µ+ γ1, . . . ,µ+ γK−1,0p)} − λ
(
‖µ‖1 +

K−1∑

k=1

‖γk‖1
)
.

❇✳✸ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ❆❯❈ ❝r✐t❡r✐❛

■♥ t❤❡ ✉♥♠❛t❝❤❡❞ s❡tt✐♥❣✱ t❤❡ ❆❯❈ ✇❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❛♥ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡ ❝❧❛ss ✈❡rs✉s

❛❧❧ ♦t❤❡r ❝❧❛ss❡s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭Pr♦✈♦st ❛♥❞ ❉♦♠✐♥❣♦s✱ ✷✵✵✵❀ ❋❛✇❝❡tt✱ ✷✵✵✻✮✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱

✜rst r❡♠✐♥❞ t❤❛t ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ❞❛t❛ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❡✳❣✳✱ δ∗4 = δ∗5 = δ∗6 ✭✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s

❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❢✉❧❧ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②✱ ❧♦✇ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❛♥❞ ♠♦❞❡r❛t❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✮✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡



❈❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐s❡❛s❡ ✿ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ✶✵✹

t❤r❡❡ ❝❧❛ss❡s ✹✱ ✺✱ ✻ ❛r❡ ✉♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ✉♥❞❡r t❤❡s❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡

s❡t ♦❢ ❝❧❛ss❡s {1, ...,K} ❝❛♥ ❜❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦ G = {g1, ..., gI}✱ ✇❤❡r❡ I ≤ K ❛♥❞ gi ⊂
{1, ...,K}✱ ❢♦r ❛❧❧ i = {1, . . . , I}✱ s✉❝❤ t❤❛t (∃i ∈ {1, . . . , I} : (k1, k2) ∈ gi) ⇔ (δ∗k1 = δ∗k2) ❀

✇❡ s❡t δ∗K = 0p ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❝♦♥tr♦❧s✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱

t❤❡s❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦✉r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

✖ ❋✉❧❧ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ✿ G = {g1, g2}✱ |G| = 2✱ g1 = {1, ..., 6} ❛♥❞ g2 = {7}
✖ ▲♦✇ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✿ G = {g1, g2, g3}✱ |G| = 3✱ g1 = {1}✱ g2 = {2, ..., 6} ❛♥❞

g2 = {7}
✖ ▼♦❞❡r❛t❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✿ G = {g1, g2, g3, g4, g5}✱ |G| = 5✱ g1 = {1}✱ g2 = {2} ✱

g3 = {3}✱ g4 = {4, ..., 6} ❛♥❞ g5 = {7}
✖ ❋✉❧❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✿ G = {g1, g2, ..., g7}✱ |G| = 7✱ ❢♦r ❡❛❝❤ k ∈ {1, ..., k}✱ gk = k

●✐✈❡♥ s✉❝❤ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ G ♦❢ {1, . . . ,K}✱ ❢♦r ❛♥② g ⊂ G✱ ❧❡t y(g)i = 1 ✐❢ yi ∈ g ❛♥❞ 0

♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❚❤❡♥ s❡t ng =
∑n

i=1 1[yi ∈ g]✱ T (g)
0 = {i ∈ {1, ..., n} : y

(g)
i = 0}✱ T (g)

1 = {i ∈
{1, ..., n} : y

(g)
i = 1}✱ ❛♥❞

p̂
(g)
i =

∑

k∈g
p̂
(k)
i =

∑

k∈g

exp (xTi δ̂k)∑K
ℓ=1 exp (x

T
i δ̂ℓ)

.

❚❤❡ ❆❯❈ ✇❛s t❤❡♥ s✐♠♣❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s

AUC =
∑

g⊂G

ng
n

1

|T (g)
1 | × |T (g)

0 |
∑

i1∈T (g)
1

∑

i2∈T (g)
0

1[p̂
(g)
i1

> p̂
(g)
i2

].

■t ✐s ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡ ❝❧❛ss ✈❡rs✉s ❛❧❧ ❝❧❛ss ❆❯❈ ✭Pr♦✈♦st ❛♥❞ ❉♦♠✐♥❣♦s✱

✷✵✵✵❀ ❋❛✇❝❡tt✱ ✷✵✵✻✮✱ ✇✐t❤ ❝❧❛ss❡s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❝❧❛ss❡s ✐♥ G✳

❇✳✹ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞②

❋♦r ❛♥② r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs a < b✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ [a, b] ❜② U[a,b]✳ ❋♦r

❛♥② p ∈ [0, 1]✱ ✇❡ ❢✉rt❤❡r ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r p ❜② B(p)✳

P❛r❛♠❡t❡rs δ∗k,j ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❖♥❡ s✉❜s❡t J1 ⊂ {1, ..., p} ✇❛s ✜rst r❛♥❞♦♠❧②

s❡❧❡❝t❡❞✱ ✇✐t❤ |J1| = 10✳ ❋♦r j /∈ J1✱ ✇❡ s❡t δ∗k,j = 0 ❢♦r ❛❧❧ k ∈ {1, ...,K − 1}✳ ❋♦r
j ∈ J1✱ ❢♦✉r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❛♠♦♥❣

(δ∗1,j , . . . , δ
∗
K−1,j) t♦ ✈❛r②✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭❢✉❧❧ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②✮✱ ✇❡ s❡t δ∗k,j =

(2ιj − 1)δ✱ ❢♦r s♦♠❡ δ > 0 ❛♥❞ ✇✐t❤ ιj ∼ B(1/2)✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭❧♦✇
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❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✮✱ ❢♦r j ∈ J1✱ ✇❡ s❡t δ∗k,j = (2ιj − 1)δ ❢♦r k ≥ 2 ❛♥❞ δ∗1,j = (2ιkj ,j − 1)δ(1 +

Ukj ,j)✱ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ιk,j ∼ B(1/2) ❛♥❞ Ukj ,j ∼ U[
√
K/2,2

√
K]✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❧✐♠✐ts [

√
K/2, 2

√
K]

✇❡r❡ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦♥✲❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❖❧❧✐❡r ❛♥❞ ❱✐❛❧❧♦♥ ✭✷✵✶✼✮

✉♥❞❡r str❛t✐✜❡❞ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✭s❡❡ t❤❡ ❝♦♠♠❡♥t r✐❣❤t ❛❢t❡r ❚❤❡♦r❡♠ ✶✮✳ ■♥ t❤❡

t❤✐r❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭♠♦❞❡r❛t❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✮✱ ✇❡ s❡t δ∗k,j = (2ιj − 1)δ ❢♦r k /∈ {1, 2, 3}
❛♥❞ δ∗k,j = (2ιk,j − 1)δ(1 + Uk,j) ❢♦r k ∈ {4, 5, 6}✱ ✇✐t❤ ❛❣❛✐♥ ιj ∼ B(1/2)✱ ιk,j ∼ B(1/2)

❛♥❞ Uk,j ∼ U[
√
K/2,2

√
K]✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭❢✉❧❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✮✱ ✇❡

s❡t δ∗k,j = (2ιk,j − 1)δ(1 + Uk,j) ❢♦r k ∈ {1, ...,K − 1} ✇✐t❤ ❛❣❛✐♥ ιk,j ∼ B(1/2) ❛♥❞

Uk,j ∼ U[
√
K/2,2

√
K]✳ ■♥ ❡❛❝❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ♣❛r❛♠❡t❡r δ ✈❛r✐❡❞ ✐♥ {0.1, 0.25, 0.5, 0.75} t♦

st✉❞② t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ s✐❣♥❛❧ str❡♥❣t❤ ♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❀ t❤❡s❡ δ ✈❛❧✉❡s

❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❧♦❣✲♦❞❞s✲r❛t✐♦ ❢♦r ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t ♦❢ ♦♥❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳

❋♦r ❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❝♦✈❛r✐❛t❡s ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉♥❞❡r ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐✲

❜✉t✐♦♥ N (0p,Σ)✱ ✇❤❡r❡ Σi,j = 0.3|i−j|✳ P❛✐rs ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇❡r❡ t❤❡♥ ❝r❡❛t❡❞ ❛♥❞

r❛♥❞♦♠❧② ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ♦♥❡ str❛t✉♠ Mk ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t m1 = 200✱ m2 = 100 ❛♥❞

mk = 50 ❢♦r k = 3, . . . , 6✳ ❲✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ℓ ♦❢ ❡❛❝❤ str❛t✉♠ Mk✱ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

Y
(k)
ℓ,1 ✇❛s t❤❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉♥❞❡r ♠♦❞❡❧ ✭✸✳✶✮✱ t❤❛t ✐s✱ Y (k)

ℓ,1 ✇❛s ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❛ ❇❡r♥♦✉❧❧✐

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡q✉❛❧ t♦

exp(δ∗Tk x
(k)
ℓ,1 )

exp(δ∗Tk x
(k)
ℓ,1 ) + exp(δ∗Tk x

(k)
ℓ,2 ))

.

❚❤❡♥✱ Y (k)
ℓ,2 ✇❛s s❡t t♦ 1 − Y

(k)
ℓ,1 ✳ ❉❡♥♦t✐♥❣ ❜② case ❬r❡s♣✳ control❪ t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡

❬r❡s♣✳ ❝♦♥tr♦❧❪ ✐♥ t❤❡ ℓ✲t❤ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣❛✐r✱ ✇❡ t❤❡♥ ❤❛✈❡

Pr(Y (k)
ℓ,case = 1|Y (k)

ℓ,case+Y
(k)
ℓ,control = 1,x

(k)
ℓ,case,x

(k)
ℓ,control) =

exp(δ∗Tk x
(k)
ℓ,case)

exp(δ∗Tk x
(k)
ℓ,case) + exp(δ∗Tk x

(k)
ℓ,control)

,

❛♥❞ ♦✉r ❞❛t❛ ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉♥❞❡r ♠♦❞❡❧ ✭✸✳✶✮✳

❇✳✺ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞②

❋✐❣✉r❡ ❇✳✶ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ✇❤♦s❡ ❛✈❡r❛❣❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✭♠❛t❝❤❡❞ s❡tt✐♥❣✮ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡①t✳
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❋✐❣✉r❡ ❇✳✶✿ ❇♦①♣❧♦ts s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r
♠❡t❤♦❞s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ s❡tt✐♥❣✱ ♦✈❡r t❤❡ ✷✵✵ r❡♣❧✐❝❛t❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✐❣♥❛❧ str❡♥❣t❤✳

❋✐❣✉r❡ ❇✳✷ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ✇❤♦s❡ ❛✈❡r❛❣❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✭✉♥♠❛t❝❤❡❞ s❡tt✐♥❣✮ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡①t✳

❇✳✻ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛t❡❣♦r② ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ▼✉❧✲

t✐♥♦♠▲♦❣✐st❴❙t❞▲❛ss♦ ✿ ❛ t♦② ❡①❛♠♣❧❡

❈♦♥s✐❞❡r ❛ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ K − 1 ❞✐s❡❛s❡ s✉❜t②♣❡s✱ ✐♥ t❤❡

♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❢✉❧❧ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②✱ t❤❛t ✐s ✇❤❡♥ ❝♦✈❛r✐❛t❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞✐s❡❛s❡ ❤❛✈❡

t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛❧❧ ❞✐s❡❛s❡ s✉❜t②♣❡s✳ ❋♦r ❛♥② β∗
1, ...,β

∗
K s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡

s②♠♠❡tr✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ t❤❡♥ ❤❛✈❡ (i) β∗
1 = · · · = β∗

K−1✱ ❛♥❞ (ii)

β∗
K 6= β∗

1 ✭❛ss✉♠✐♥❣ ❛s ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡①t t❤❛t Y = K ✐♥❞✐❝❛t❡s ❝♦♥tr♦❧s✱ ✇❤✐❧❡ Y = k

❢♦r k ∈ {1, ...,K − 1} ✐♥❞✐❝❛t❡s ❞✐s❡❛s❡ s✉❜t②♣❡ k✮✳ ▲❡t p0 ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦✲

✈❛r✐❛t❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s❡❛s❡✱ ❢♦r s♦♠❡ 1 ≤ p0 ≤ p✳ ■❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♥tr♦❧s ❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐❧❧ ❜❡
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❋✐❣✉r❡ ❇✳✷✿ ❇♦①♣❧♦ts s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s
❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♥♠❛t❝❤❡❞ s❡tt✐♥❣✱ ♦✈❡r t❤❡ ✷✵✵ r❡♣❧✐❝❛t❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦♥✜❣✉✲

r❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✐❣♥❛❧ str❡♥❣t❤✳

δ∗1, . . . , δ
∗
K−1✱ ✇✐t❤ δ∗k = β∗

k − β∗
K ❢♦r k = 1, . . . ,K − 1✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡s❡ K − 1 ✈❡❝t♦rs

❛r❡ ❛❧❧ ❡q✉❛❧ ✭s✐♥❝❡ β∗
1 = . . . = β∗

K−1✮✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛❧❧ ❤❛✈❡ p0 ♥♦♥✲③❡r♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡

t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❤❡r❡❛❢t❡r r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✮ ✐s t❤❡✲

r❡❢♦r❡ (K − 1)p0✳ ◆♦✇✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❣❛✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❜✉t t❤✐s t✐♠❡ ✉s✐♥❣ t❤❡

✜rst ❞✐s❡❛s❡ s✉❜t②♣❡ ❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡

δ̃
∗
2, . . . , δ̃

∗
K ✱ ✇✐t❤ δ̃

∗
k = β∗

k − β∗
1 ❢♦r k = 2, . . . ,K✳ ❇❡❝❛✉s❡ β∗

1 = . . . = β∗
K−1✱ t❤❡ K − 2

✈❡❝t♦rs (δ̃
∗
k)k=2,...,K−1 ❛r❡ ❛❧❧ ♥✉❧❧✱ ✇❤✐❧❡ δ̃

∗
K = −δ∗1 ❤❛s p0 ♥♦♥✲③❡r♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡

♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ p0✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r t❤❛♥ (K − 1)p0✳ ■♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r

❝❛s❡✱ ✉s✐♥❣ s✉❜t②♣❡ ✶ ✭♦r ❛♥② ♦t❤❡r s✉❜t②♣❡✮ ❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛t❡❣♦r② ②✐❡❧❞s ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐✲

③❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠✉❝❤ s♣❛rs❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧s

❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ▼✉❧t✐♥♦♠▲♦❣✐st❴❙t❞▲❛ss♦✱ ❝♦♥tr♦❧s r❡♣r❡s❡♥t

t❤❡ ✇♦rst ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛t❡❣♦r② ✐♥ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ✭✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡

♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛t❡❣♦r② ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

✐♥ ❛♥ ✉♥♣❡♥❛❧✐③❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✮✳ ❙t✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤✐s t♦② ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ ▼✉❧t✐♥♦♠✲

▲♦❣✐st❴❙t❞❉❛t❛❙❤❛r❡❞▲❛ss♦ ❝♦rr❡❝ts ❛♥② s✉❜♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛t❡❣♦r②✳
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❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛t❡❣♦r② ✐s s❡t t♦ ❝♦♥tr♦❧s ♦r t♦ t❤❡ ✜rst ❞✐s❡❛s❡ s✉❜✲

t②♣❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s p0 ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ▼✉❧t✐♥♦♠▲♦❣✐st❴❙t❞❉❛t❛❙❤❛r❡❞▲❛ss♦✱

❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❇✳✸ ❜❡❧♦✇✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ▼✉❧t✐♥♦♠▲♦❣✐st❴❙②♠▲❛ss♦ ✇♦✉❧❞ t❛r❣❡t t❤❡

s♣❛rs❡st ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✈❡❝t♦rs β∗
1, ...,β

∗
K s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦✲

❞❡❧✳ ■♥ t❤❡ t♦② ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ (0p, . . . ,0p, δ̃
∗
K)✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ❇✳✸✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s ❛❣❛✐♥ p0✳

❋✐❣✉r❡ ❇✳✸ ❜❡❧♦✇ ❣✐✈❡s ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r t♦② ❡①❛♠♣❧❡✳ ■t ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐❧❧✉s✲

tr❛t❡s ❤♦✇ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② C✮ ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡

❝❛t❡❣♦r② ✇❤❡♥ ✇♦r❦✐♥❣ ✉♥❞❡r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❧♦❣✐st✐❝ r❡✲

❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ t❛r❣❡t❡❞ ❜② ❉❛t❛❙❤❛r❡❞ ▲❛ss♦ ❝♦rr❡❝ts ❛♥②

s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤✐s r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛t❡❣♦r②✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ❋✐❣✉r❡ ❇✳✸ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡

❝❛s❡ ✇❤❡r❡ p0 = p✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ❝♦✈❛r✐❛t❡s s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡

❞✐s❡❛s❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛ t②♣✐❝❛❧ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✈❡❝t♦rs β∗
1, ...,β

∗
K s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝

❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ j ∈ {1, ..., p}✱ β∗1,j = β1 ❛♥❞ β∗K,j = β2 ❢♦r

s♦♠❡ β1, β2 6= 0 s✉❝❤ t❤❛t β1 − β2 6= 0✳
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β∗
1

✳✳✳ ✳✳✳β∗
K−1 β∗

K

1 ✳✳✳ ✳✳✳
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✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

p ✳✳✳ ✳✳✳

β∗
1

✳✳✳ ✳✳✳β∗
K−1 β∗

K

1 ✳✳✳ ✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

p ✳✳✳ ✳✳✳

δ∗1 ✳✳✳ ✳✳✳ δ∗K−1

1 ✳✳✳ ✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

p ✳✳✳ ✳✳✳

∼

µ∗

✳✳✳
✳✳✳

✰

γ∗
1

✳✳✳ ✳✳✳ γ∗
K−1

✳✳✳ ✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳ ✳✳✳

δ̃
∗
2

✳✳✳ δ̃
∗
K−1 δ̃

∗
K

1 ✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

p ✳✳✳

∼

µ̃∗

✳✳✳
✳✳✳

✰

γ̃∗
2

✳✳✳ γ̃∗
K−1γ̃

∗
K

✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳

❙②♠♠❡tr✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❚②♣✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❙♣❛rs❡st ♣❛r❛♠❡t❡rs

❙t❛♥❞❛r❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ t❛r❣❡t❡❞ ❜②

▼✉❧t✐♥♦♠▲♦❣✐st❴❙t❞❉❛t❛❙❤❛r❡❞▲❛ss♦

C = p(K − 1) C = p+ 0 = p

C = p C = 0 + p = p

❘❡❢❡r❡♥❝❡ = K

❘❡❢❡r❡♥❝❡ = 1

❋✐❣✉r❡ ❇✳✸✿ ●r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r t♦② ❡①❛♠♣❧❡✳ ■♥ ❡❛❝❤ ♠❛tr✐①✱ r❡❞ ❡♥tr✐❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✏❝♦♠♠♦♥✑ ✈❛❧✉❡ β1✱ ❜❧✉❡ ❡♥tr✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ β2✱ ♣✉r♣❧❡
❡♥tr✐❡s t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ (β1 − β2)✱ ❣r❛② ❡♥tr✐❡s t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ −(β1 − β2) ❛♥❞ ✇❤✐t❡ ❡♥tr✐❡s t♦
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✵✳ ■❢ ▼✉❧t✐♥♦♠▲♦❣✐st❴❙t❞▲❛ss♦ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❢t❡r s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ K✲t❤ ❝❛t❡❣♦r② ❛s
t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s C = (K−1)p✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ K✲t❤ ❝❛t❡❣♦t② ❛s t❤❡
r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐s ❝❧❡❛r❧② s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ s✐♥❝❡ s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛♥② ♦t❤❡r ❝❛t❡❣♦r② ❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ❡✳❣✳
t❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② C = p✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛t❡❣♦r②✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ t❛r❣❡t❡❞

❜② ▼✉❧t✐♥♦♠▲♦❣✐st❴❙t❞❉❛t❛❙❤❛r❡❞▲❛ss♦ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❛♥❞ ❡q✉❛❧s p✳
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❆♠♦r♦s✱ ❊✳✱ ▲❛r❞②✱ ❆✳✱ ▼❛rt✐♥✱ ❏✳✱ ❲✉✱ ❉✳✱ ❛♥❞ ❱✐❛❧❧♦♥✱ ❱✳ ✭✷✵✶✾✮✳ ▼ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ r❡✲

❞r❡ss❡♠❡♥t ❡t ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥✳ ❧✸ ❞❡❧✐✈❡r❛❜❧❡ ✈♦✐❡s✉r ♣r♦❥❡❝t✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ ❆◆❘✲✶✶✲

❱P❚❚✲✵✵✵✼✳ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ✿ ❤tt♣s ✿✴✴❤❛❧✳ ❛r❝❤✐✈❡s✲♦✉✈❡rt❡s✳ ❢r✴❤❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳

❆♠♦r♦s✱ ❊✳✱ ▼❛rt✐♥✱ ❏✳✱ ❛♥❞ ▲❛✉♠♦♥✱ ❇✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦r❜✐❞✐té r♦✉t✐èr❡✱

❢r❛♥❝❡✳ ❇✉❧❧❡t✐♥ ➱♣✐❞é♠✐♦❧♦❣✐q✉❡ ❍❡❜❞♦♠❛❞❛✐r❡✱ ✶✾✱ ■♥st✐t✉t ◆❛t✐♦♥❛❧ ❞❡ ❱❡✐❧❧❡ ❙❛♥✐✲

t❛✐r❡✱ ♣❛❣❡s ✶✺✼✕✶✻✵✳

❆✈❛❧♦s✱ ▼✳✱ P♦✉②❡s✱ ❍✳✱ ●r❛♥❞✈❛❧❡t✱ ❨✳✱ ❖rr✐♦❧s✱ ▲✳✱ ❛♥❞ ▲❛❣❛r❞❡✱ ❊✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❙♣❛rs❡ ❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♠❛t❝❤❡❞ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❡♣✐❞❡♠✐♦❧♦❣✐❝❛❧

st✉❞✐❡s ✿ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❇▼❈ ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s✱ ✶✻✭✻✮ ✿❙✶✳

❇❛❝❤✱ ❋✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❙❡❧❢✲❝♦♥❝♦r❞❛♥t ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

❙t❛t✐st✐❝s✱ ✹ ✿✸✽✹✕✹✶✹✳

❇❛❝❤✱ ❋✳✱ ❏❡♥❛tt♦♥✱ ❘✳✱ ▼❛✐r❛❧✱ ❏✳✱ ❛♥❞ ❖❜♦③✐♥s❦✐✱ ●✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❙tr✉❝t✉r❡❞ s♣❛rs✐t② t❤r♦✉❣❤

❝♦♥✈❡① ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✷✼✭✹✮ ✿✹✺✵✕✹✻✽✳

❇❛❝❤❧❡❝❤♥❡r✱ ❯✳✱ ❋✳ ❆✳ ❙✳ ❆✳ ❡✳ ❛✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♥t❤r♦♣♦♠❡tr✐❝ ♠❛r❦❡rs ✇✐t❤ s❡✲

r✉♠ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s ✉s✐♥❣ ❛ t❛r❣❡t❡❞ ♠❡t❛❜♦❧♦♠✐❝s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✿ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❡♣✐❝✲♣♦ts❞❛♠

st✉❞②✳ ◆✉tr ✫ ❉✐❛❜❡t❡s✱ ✻ ✿❡✷✶✺✳

❇❛❧❧♦✉t✱ ◆✳✱ ❊t✐❡✈❛♥t✱ ▲✳✱ ❛♥❞ ❱✐❛❧❧♦♥✱ ❱✳ ✭✷✵✷✵❛✮✳ ❖♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

❢♦r t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❧❛ss♦✳ ❆r❳✐✈ ❡✲♣r✐♥ts

❛r❳✐✈ ✿✷✵✵✺✳✶✵✶✶✾✳

❇❛❧❧♦✉t✱ ◆✳✱ ●❛r❝✐❛✱ ❈✳✱ ❛♥❞ ❱✐❛❧❧♦♥✱ ❱✳ ✭✷✵✷✵❜✮✳ ❙♣❛rs❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❝❛s❡✕❝♦♥tr♦❧

st✉❞✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐s❡❛s❡ s✉❜t②♣❡s✳ ❇✐♦st❛t✐st✐❝s✳ ❦①③✵✻✸✳

❇❛❧❧♦✉t✱ ◆✳ ❛♥❞ ❱✐❛❧❧♦♥✱ ❱✳ ✭✷✵✶✾✮✳ ❙tr✉❝t✉r❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s

♦♥ str❛t✐✜❡❞ ❞❛t❛ ✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❥✉r② t❛❜❧❡s ❢♦r ✈✐❝t✐♠s ♦❢ r♦❛❞

❛❝❝✐❞❡♥ts✳ ❙t❛t✐st✐❝s ✐♥ ▼❡❞✐❝✐♥❡✱ ✸✽✭✶✹✮ ✿✷✻✽✵✕✷✼✵✸✳

❇❛♥❡r❥❡❡✱ ❖✳✱ ❊❧ ●❤❛♦✉✐✱ ▲✳✱ ❛♥❞ ❞✬❆s♣r❡♠♦♥t✱ ❆✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ▼♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ s♣❛rs❡

♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❣❛✉ss✐❛♥ ♦r ❜✐♥❛r② ❞❛t❛✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

▼❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤✱ ✾✭▼❛r✮ ✿✹✽✺✕✺✶✻✳
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❇❡❣❣✱ ❈✳ ❇✳ ❛♥❞ ●r❛②✱ ❘✳ ✭✶✾✽✹✮✳ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②❝❤♦t♦♠♦✉s ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♣❛r❛✲

♠❡t❡rs ✉s✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✐③❡❞ r❡❣r❡ss✐♦♥s✳ ❇✐♦♠❡tr✐❦❛✱ ✼✶✭✶✮ ✿✶✶✕✶✽✳

❇❡s❛❣✱ ❏✳ ✭✶✾✼✹✮✳ ❙♣❛t✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❧❛tt✐❝❡ s②st❡♠s✳ ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✳ ❙❡r✐❡s ❇ ✭▼❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧✮✱ ♣❛❣❡s ✶✾✷✕✷✸✻✳

❇✐❝❦❡❧✱ P✳ ❏✳✱ ❘✐t♦✈✱ ❨✳✱ ❛♥❞ ❚s②❜❛❦♦✈✱ ❆✳ ❇✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❧❛ss♦ ❛♥❞

❞❛♥t③✐❣ s❡❧❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ❆♥♥❛❧s ♦❢ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ♣❛❣❡s ✶✼✵✺✕✶✼✸✷✳

❇♦✉②❡r✱ ❏✳ ❛♥❞ ❈♦r❞✐❡r✱ ❙✳ ▲❡✈❛❧❧♦✐s✱ P✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❊♣✐❞é♠✐♦❧♦❣✐❡✳ ❊♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡t s❛♥té

♣✉❜❧✐q✉❡ ✲ ❋♦♥❞❡♠❡♥ts ❡t ♣r❛t✐q✉❡s✱ ♣❛❣❡s ✽✾✕✶✶✽✳

❇ü❤❧♠❛♥♥✱ P✳ ❛♥❞ ●❡❡r✱ ❙✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❙t❛t✐st✐❝s ❢♦r ❍✐❣❤✲❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❉❛t❛ ✿ ▼❡t❤♦❞✱

❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❙❡r✐❡s ✐♥ ❙t❛t✐st✐❝s✳

❇ü❤❧♠❛♥♥✱ P✳ ❛♥❞ ▼❡✐❡r✱ ▲✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ✏♦♥❡✲st❡♣ s♣❛rs❡ ❡st✐♠❛t❡s ✐♥ ♥♦♥❝♦♥✲

❝❛✈❡ ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♠♦❞❡❧s✑ ❜② ❤✳ ③♦✉ ❛♥❞ r✳ ❧✐✳ ❆♥♥✳ ❙t❛t✐st✱ ✸✻ ✿✶✺✸✹✕✶✺✹✶✳

❈❛r❛②♦❧✱ ▼✳✱ ▲❡✐t③♠❛♥♥✱ ▼✳ ❋✳✱ ❋❡rr❛r✐✱ P✳✱ ❩❛♠♦r❛✲❘♦s✱ ❘✳✱ ❆❝❤❛✐♥tr❡✱ ❉✳✱ ❙t❡♣✐❡♥✱

▼✳✱ ❙❝❤♠✐❞t✱ ❏✳ ❆✳✱ ❚r❛✈✐s✱ ❘✳ ❈✳✱ ❖✈❡r✈❛❞✱ ❑✳✱ ❚❥ø♥♥❡❧❛♥❞✱ ❆✳✱ ❍❛♥s❡♥✱ ▲✳✱ ❑❛❛❦s✱

❘✳✱ ❑ü❤♥✱ ❚✳✱ ❇♦❡✐♥❣✱ ❍✳✱ ❇❛❝❤❧❡❝❤♥❡r✱ ❯✳✱ ❚r✐❝❤♦♣♦✉❧♦✉✱ ❆✳✱ ❇❛♠✐❛✱ ❈✳✱ P❛❧❧✐✱ ❉✳✱

❆❣♥♦❧✐✱ ❈✳✱ ❚✉♠✐♥♦✱ ❘✳✱ ❱✐♥❡✐s✱ P✳✱ P❛♥✐❝♦✱ ❙✳✱ ◗✉✐rós✱ ❏✳ ❘✳✱ ❙á♥❝❤❡③✲❈❛♥t❛❧❡❥♦✱ ❊✳✱

❍✉❡rt❛✱ ❏✳ ▼✳✱ ❆r❞❛♥❛③✱ ❊✳✱ ❆rr✐♦❧❛✱ ▲✳✱ ❆❣✉❞♦✱ ❆✳✱ ◆✐❧ss♦♥✱ ❏✳✱ ▼❡❧❛♥❞❡r✱ ❖✳✱ ❇✉❡♥♦✲

❞❡ ▼❡sq✉✐t❛✱ ❇✳✱ P❡❡t❡rs✱ P✳ ❍✳✱ ❲❛r❡❤❛♠✱ ◆✳✱ ❑❤❛✇✱ ❑✳✲❚✳✱ ❏❡♥❛❜✱ ▼✳✱ ❑❡②✱ ❚✳ ❏✳✱

❙❝❛❧❜❡rt✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ❘✐♥❛❧❞✐✱ ❙✳ ✭✷✵✶✼✮✳ ❇❧♦♦❞ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ s✐❣♥❛t✉r❡s ♦❢ ❜♦❞② ♠❛ss ✐♥❞❡① ✿

❆ t❛r❣❡t❡❞ ♠❡t❛❜♦❧♦♠✐❝s st✉❞② ✐♥ t❤❡ ❡♣✐❝ ❝♦❤♦rt✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ Pr♦t❡♦♠❡ ❘❡s❡❛r❝❤✱

✶✻✭✾✮ ✿✸✶✸✼✕✸✶✹✻✳ P▼■❉ ✿ ✷✽✼✺✽✹✵✺✳

❈❤❛♠♣✐♦♥✱ ▼✳✱ P✐❝❤❡♥②✱ ❱✳✱ ❛♥❞ ❱✐❣♥❡s✱ ▼✳ ✭✷✵✶✼✮✳ ■♥❢❡rr✐♥❣ ❧❛r❣❡ ❣r❛♣❤s ✉s✐♥❣ ℓ1✲

♣❡♥❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳ ❙t❛t✐st✐❝s ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ♣❛❣❡s ✶✕✶✼✳

❈❤❡♥❣✱ ❏✳✱ ▲❡✈✐♥❛✱ ❊✳✱ ❲❛♥❣✱ P✳✱ ❛♥❞ ❩❤✉✱ ❏✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❆ s♣❛rs❡ ✐s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❝♦✈❛r✐❛t❡s✳

❇✐♦♠❡tr✐❝s✱ ✼✵✭✹✮ ✿✾✹✸✕✾✺✸✳

❈♦♠♠✐tt❡❡ ♦♥ ▼❡❞✐❝❛❧ ❆s♣❡❝ts ♦❢ ❆✉t♦♠♦t✐✈❡ ❙❛❢❡t② ✭✶✾✼✶✮✳ ❘❛t✐♥❣ t❤❡ s❡✈❡r✐t② ♦❢

t✐ss✉❡ ❞❛♠❛❣❡✳ ✐✳ t❤❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t❡❞ s❝❛❧❡✳ ❏❛♠❛✱ ✷✶✺✭✷✮ ✿✷✼✼✕✷✽✵✳

❈♦①✱ ❉✳ ❛♥❞ ❲❡r♠✉t❤✱ ◆✳ ✭✶✾✾✹✮✳ ❆ ♥♦t❡ ♦♥ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❜✐♥❛r② ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥✳ ❇✐♦♠❡tr✐❦❛✱ ✽✶✭✷✮ ✿✹✵✸✕✹✵✽✳



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✶✶✷

❉❛♥❛❤❡r✱ P✳✱ ❲❛♥❣✱ P✳✱ ❛♥❞ ❲✐tt❡♥✱ ❉✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❚❤❡ ❥♦✐♥t ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❧❛ss♦ ❢♦r ✐♥✈❡rs❡

❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❝r♦ss ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝❧❛ss❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ✿

❙❡r✐❡s ❇ ✭❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣②✮✱ ✼✻✭✷✮ ✿✸✼✸✕✸✾✼✳

❊❢r♦♥✱ ❇✳✱ ❍❛st✐❡✱ ❚✳✱ ❏♦❤♥st♦♥❡✱ ■✳✱ ❛♥❞ ❚✐❜s❤✐r❛♥✐✱ ❘✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ▲❡❛st ❛♥❣❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥✳

❚❤❡ ❆♥♥❛❧s ♦❢ st❛t✐st✐❝s✱ ✸✷✭✷✮ ✿✹✵✼✕✹✾✾✳

❊❧ ●❤❛♦✉✐✱ ▲✳✱ ❱✐❛❧❧♦♥✱ ❱✳✱ ❛♥❞ ❘❛❜❜❛♥✐✱ ❚✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❙❛❢❡ ❢❡❛t✉r❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ s♣❛rs❡

s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ P❛❝✐✜❝ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✽✭✹✮ ✿✻✻✼✕✻✾✽✳

❊✈❣❡♥✐♦✉✱ ❚✳ ❛♥❞ P♦♥t✐❧✱ ▼✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❘❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ♠✉❧t✐✕t❛s❦ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢

t❤❡ t❡♥t❤ ❆❈▼ ❙■●❑❉❉ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ❛♥❞ ❞❛t❛

♠✐♥✐♥❣✱ ♣❛❣❡s ✶✵✾✕✶✶✼✳ ❆❈▼✳

❋❛✇❝❡tt✱ ❚✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ r♦❝ ❛♥❛❧②s✐s✳ P❛tt❡r♥ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ▲❡tt❡rs✱

✷✼✭✽✮ ✿✽✻✶ ✕ ✽✼✹✳ ❘❖❈ ❆♥❛❧②s✐s ✐♥ P❛tt❡r♥ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✳

❋r✐❡❞♠❛♥✱ ❏✳✱ ❍❛st✐❡✱ ❚✳✱ ❛♥❞ ❚✐❜s❤✐r❛♥✐✱ ❘✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛t❤s ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞

❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s ✈✐❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❞❡s❝❡♥t✳ ❏✳ ❙t❛t✐st✳ ❙♦❢t✳✱ ✸✸✭✶✮ ✿✶✕✷✷✳

●❡rt❤❡✐ss✱ ❏✳ ❛♥❞ ❚✉t③✱ ●✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❙♣❛rs❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❝❛t❡❣♦r✐❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❚❤❡ ❆♥♥❛❧s ♦❢ ❆♣♣❧✐❡❞ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✹✭✹✮ ✿✷✶✺✵✕✷✶✽✵✳

●❡rt❤❡✐ss✱ ❏✳ ❛♥❞ ❚✉t③✱ ●✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝❛t❡❣♦r✐❛❧

❡✛❡❝t ♠♦❞✐✜❡rs✳ ❙t❛t✐st✐❝❛ ❙✐♥✐❝❛✱ ✷✷✭✸✮ ✿✾✺✼✕✾✽✷✳

●♦r✐✱ ●✳ ❇✳ ✭✶✾✽✾✮✳ ❊♣✐❞❡♠✐♦❧♦❣② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❝❛✉s❛t✐♦♥ ✐♥ ♠✉❧t✐❢❛❝t♦r✐❛❧ ❞✐s❡❛s❡s✳

❘❡❣✉❧❛t♦r② ❚♦①✐❝♦❧♦❣② ❛♥❞ P❤❛r♠❛❝♦❧♦❣②✱ ✾✭✸✮ ✿✷✻✸ ✕ ✷✼✷✳

●r❡❡♥❧❛♥❞✱ ❙✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❙♠❛❧❧✲s❛♠♣❧❡ ❜✐❛s ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❢♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛①✐♠✉♠✲

❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❞❞s✲r❛t✐♦ ❡st✐♠❛t♦rs✳ ❇✐♦st❛t✐st✐❝s✱ ✶✭✶✮ ✿✶✶✸✕✶✷✷✳

●r♦ss✱ ❙✳ ▼✳ ❛♥❞ ❚✐❜s❤✐r❛♥✐✱ ❘✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ❉❛t❛ s❤❛r❡❞ ❧❛ss♦ ✿ ❆ ♥♦✈❡❧ t♦♦❧ t♦ ❞✐s❝♦✈❡r

✉♣❧✐❢t✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ st❛t✐st✐❝s ✫ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✶✵✶ ✿✷✷✻✕✷✸✺✳

●✉♦✱ ❏✳✱ ❈❤❡♥❣✱ ❏✳✱ ▲❡✈✐♥❛✱ ❊✳✱ ▼✐❝❤❛✐❧✐❞✐s✱ ●✳✱ ❛♥❞ ❩❤✉✱ ❏✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❊st✐♠❛t✐♥❣ ❤❡t❡r♦✲

❣❡♥❡♦✉s ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❞✐s❝r❡t❡ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ r♦❧❧ ❝❛❧❧ ✈♦t✐♥❣✳ ❚❤❡

❆♥♥❛❧s ♦❢ ❆♣♣❧✐❡❞ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✾✭✷✮ ✿✽✷✶✕✽✹✽✳

❍❛❧❧❛❝✱ ❉✳✱ P❛r❦✱ ❨✳✱ ❇♦②❞✱ ❙✳✱ ❛♥❞ ▲❡s❦♦✈❡❝✱ ❏✳ ✭✷✵✶✼✮✳ ◆❡t✇♦r❦ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✈✐❛ t❤❡ t✐♠❡✲

✈❛r②✐♥❣ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❧❛ss♦✳ ❈♦❘❘✱ ❛❜s✴✶✼✵✸✳✵✶✾✺✽✳



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✶✶✸

❍❛st✐❡✱ ❚✳✱ ❚✐❜s❤✐r❛♥✐✱ ❘✳✱ ❛♥❞ ❋r✐❡❞♠❛♥✱ ❏✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❚❤❡ ❊❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▲❡❛r♥✐♥❣✳

❙♣r✐♥❣❡r ❙❡r✐❡s ✐♥ ❙t❛t✐st✐❝s✳ ❙♣r✐♥❣❡r ◆❡✇ ❨♦r❦ ■♥❝✳✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✳

❍❡r♥á♥✱ ▼✳✱ ❍❡r♥á♥❞❡③✲❉í❛③✱ ❙✳✱ ❛♥❞ ❘♦❜✐♥s✱ ❏✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❆ str✉❝t✉r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s❡❧❡❝✲

t✐♦♥ ❜✐❛s✳ ❊♣✐❞❡♠✐♦❧♦❣②✱ ✶✺✭✺✮ ✿✻✶✺✕✻✷✺✳

❍✐s✱ ▼✳✱ ❱✳ ❱✳ ❉✳ ▲✳ ❡✳ ❛✳ ✭✷✵✶✾✮✳ Pr♦s♣❡❝t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝✐r❝✉❧❛t✐♥❣ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s ❛♥❞

❜r❡❛st ❝❛♥❝❡r ✐♥ ❡♣✐❝✳ ❇▼❈ ▼❡❞✱ ✶✼✳

❍ö✢✐♥❣✱ ❍✳ ❛♥❞ ❚✐❜s❤✐r❛♥✐✱ ❘✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ s♣❛rs❡ ❜✐♥❛r② ♣❛✐r✇✐s❡ ♠❛r❦♦✈ ♥❡t✲

✇♦r❦s ✉s✐♥❣ ♣s❡✉❞♦✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✶✵✭❆♣r✮ ✿✽✽✸✕

✾✵✻✳

❏❡♥✐❝❡❦✱ ▼✳ ❛♥❞ ❈❧ér♦✉①✱ ❘✳ ✭✶✾✾✹✮✳ ❊♣✐❞é♠✐♦❧♦❣✐❡ ❝❧✐♥✐q✉❡✳ P♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ✹✾✲✶ ✿✷✻✼✳

❑♦✉r❛✱ ❑✳ ●✳✱ ❍♦✉rs✱ ▼✳✱ ❈❤❛r♥❛②✱ P✳✱ ❚♦✉r♥✐❡r✱ ❈✳✱ ❏❛✈♦✉❤❡②✱ ❊✳✱ ❛♥❞ ▲✉❛✉t❡✱ ❏✳ ✭✷✵✶✹✮✳

❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ✈✐❡ ❛♣rès ✉♥ tr❛✉♠❛t✐s♠❡ ❝râ♥✐❡♥ ♣❛r ❛❝❝✐❞❡♥t ❞❡ ❧❛ r♦✉t❡✳

■♥ ❱■❡ ❈♦♥❣rès ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❞✬➱♣✐❞é♠✐♦❧♦❣✐❡✲❆❉❊▲❋✲❊P■❚❊❘✱ ♣❛❣❡s ✶✼✕♣✳

❑r✐s❤♥❛♣✉r❛♠✱ ❇✳✱ ❈❛r✐♥✱ ▲✳✱ ❋✐❣✉❡✐r❡❞♦✱ ▼✳ ❆✳✱ ❛♥❞ ❍❛rt❡♠✐♥❦✱ ❆✳ ❏✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❙♣❛rs❡

♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✿ ❋❛st ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜♦✉♥❞s✳ ■❊❊❊

tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ✷✼✭✻✮ ✿✾✺✼✕✾✻✽✳

▲❛✉r✐t③❡♥✱ ❙✳ ✭✶✾✾✻✮✳ ●r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✼✳ ❈❧❛r❡♥❞♦♥ Pr❡ss✳

▲❡❡✱ ❏✳ ❉✳✱ ❙✉♥✱ ❉✳ ▲✳✱ ❙✉♥✱ ❨✳✱ ❛♥❞ ❚❛②❧♦r✱ ❏✳ ❊✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ❊①❛❝t ♣♦st✲s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡

✇✐t❤ t❤❡ ❧❛ss♦✳ ❆♥♥✳ ❙t❛t✐st✳✱ ✹✹ ✿✾✵✼✕✾✷✼✳

▲❡❤♠❛♥♥✱ ❘✳ ❑✳✱ ❆rt❤✉rs✱ ❩✳ ▼✳✱ ❈✉❛❞r❛❞♦✱ ❉✳ ●✳✱ ❈❛s❡②✱ ▲✳ ❊✳✱ ❇❡❡❦❧❡②✱ ❆✳ ❈✳✱ ❛♥❞

▼❛rt✐♥✱ ▼✳ ❏✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❚r❛✉♠❛ t❡❛♠ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✿ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❝r✐t❡r✐❛ s❛❢❡❧② r❡❞✉❝❡s

♦✈❡rtr✐❛❣❡✳ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙✉r❣❡r②✱ ✶✾✸✭✺✮ ✿✻✸✵ ✕ ✻✸✺✳ P❆P❊❘❙ ❋❘❖▼

❚❍❊ ◆❖❘❚❍ P❆❈■❋■❈ ❙❯❘●■❈❆▲ ❆❙❙❖❈■❆❚■❖◆✳

▲♦❝❦❤❛rt✱ ❘✳✱ ❚❛②❧♦r✱ ❏✳✱ ❚✐❜s❤✐r❛♥✐✱ ❘✳ ❏✳✱ ❛♥❞ ❚✐❜s❤✐r❛♥✐✱ ❘✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❆ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ t❡st

❢♦r t❤❡ ❧❛ss♦✳ ❆♥♥✳ ❙t❛t✐st✳✱ ✹✷✭✷✮ ✿✹✶✸✕✹✻✽✳

▲♦✉♥✐❝✐✱ ❑✳✱ P♦♥t✐❧✱ ▼✳✱ ✈❛♥ ❞❡ ●❡❡r✱ ❙✳✱ ❛♥❞ ❚s②❜❛❦♦✈✱ ❆✳ ❇✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❖r❛❝❧❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s

❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✉♥❞❡r ❣r♦✉♣ s♣❛rs✐t②✳ ❚❤❡ ❆♥♥❛❧s ♦❢ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ♣❛❣❡s ✷✶✻✹✕✷✷✵✹✳

▲②♦♥s✱ ❘✳✱ P♦❧✐♥❞❡r✱ ❙✳✱ ▲❛rs❡♥✱ ❈✳✱ ▼✉❧❞❡r✱ ❙✳✱ ▼❡❡r❞✐♥❣✱ ❲✳✱ ❚♦❡t✱ ❍✳✱ ❱❛♥ ❇❡❡❝❦✱

❊✳✱ ❛♥❞ t❤❡ ❊✉r♦❝♦st ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ●r♦✉♣ ✭✷✵✵✻✮✳ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐ss✉❡s ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣
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✐♥❥✉r② ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛❝r♦ss ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❥♦✉r♥❛❧ ♦❢ ✐♥❥✉r② ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ s❛❢❡t②

♣r♦♠♦t✐♦♥✱ ✶✸✭✷✮ ✿✻✸✕✼✵✳

▼❛✱ ❏✳ ❛♥❞ ▼✐❝❤❛✐❧✐❞✐s✱ ●✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ❏♦✐♥t str✉❝t✉r❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧

♠♦❞❡❧s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✶✼✭✶✻✻✮ ✿✶✕✹✽✳

▼❝❈✉❧❧❛❣❤✱ P✳ ❛♥❞ ◆❡❧❞❡r✱ ❏✳ ❆✳ ✭✶✾✽✾✮✳ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✸✼✳ ❈❘❈

♣r❡ss✳

▼❡✐♥s❤❛✉s❡♥✱ ◆✳ ❛♥❞ ❇ü❤❧♠❛♥♥✱ P✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❍✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣r❛♣❤s ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝✲

t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛ss♦✳ ❚❤❡ ❛♥♥❛❧s ♦❢ st❛t✐st✐❝s✱ ♣❛❣❡s ✶✹✸✻✕✶✹✻✷✳

▼❡t③✱ ❈✳ ❊✳ ✭✶✾✼✽✮✳ ❇❛s✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ r♦❝ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❙❡♠✐♥❛rs ✐♥ ◆✉❝❧❡❛r ▼❡❞✐❝✐♥❡✱

✽✭✹✮ ✿✷✽✸ ✕ ✷✾✽✳

◆❛t❛r❛❥❛♥✱ ❇✳ ❑✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ❙♣❛rs❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✳ ❙■❆▼ ❥♦✉r♥❛❧

♦♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✷✹✭✷✮ ✿✷✷✼✕✷✸✹✳

❖❧❧✐❡r✱ ❊✳ ❛♥❞ ❱✐❛❧❧♦♥✱ ❱✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❏♦✐♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ K r❡❧❛t❡❞ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤

s✐♠♣❧❡ L1✲♥♦r♠ ♣❡♥❛❧t✐❡s✳ ❆r❳✐✈ ❡✲♣r✐♥ts ❛r❳✐✈ ✿✶✹✶✶✳✶✺✾✹✳

❖❧❧✐❡r✱ ❊✳ ❛♥❞ ❱✐❛❧❧♦♥✱ ❱✳ ✭✷✵✶✼✮✳ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦♥ str❛t✐✜❡❞ ❞❛t❛ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛ss♦✳

❇✐♦♠❡tr✐❦❛✱ ✶✵✹✭✶✮ ✿✽✸✕✾✻✳

P❛r❦✱ ▼✳ ❨✳ ❛♥❞ ❍❛st✐❡✱ ❚✳ ✭✷✵✵✼✮✳ L1✲r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞

❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s✳ ❏✳ ❘♦②✳ ❙t❛t✐st✳ ❙♦❝✳ ❙❡r✳ ❇✱ ✻✾✭✹✮ ✿✻✺✾✕✻✼✼✳

P❡❛r❝❡✱ ◆✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ♠❛t❝❤❡❞ ❝❛s❡✲❝♦♥tr♦❧ st✉❞✐❡s✳ ❇▼❏✱ ✸✺✷ ✿✐✾✻✾✳

Pr♦✈♦st✱ ❋✳ ❛♥❞ ❉♦♠✐♥❣♦s✱ P✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❲❡❧❧✲tr❛✐♥❡❞ ♣❡ts ✿ ■♠♣r♦✈✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❡st✐♠❛✲

t✐♦♥ tr❡❡s✳ ❈❡❉❊❘ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ★■❙✲✵✵✲✵✹✱ ❙t❡r♥ ❙❝❤♦♦❧ ♦❢ ❇✉s✐♥❡ss✱ ◆❡✇ ❨♦r❦

❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ◆❨ ✶✵✵✶✷✳

Prüss✲Üstü♥✱ ❆✳✱ ▼❛t❤❡rs✱ ❈✳✱ ❈♦r✈❛❧á♥✱ ❈✳✱ ❛♥❞ ❲♦♦❞✇❛r❞✱ ❆✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞

♠❡t❤♦❞s ✿ ❛ss❡ss✐♥❣ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❜✉r❞❡♥ ♦❢ ❞✐s❡❛s❡ ❛t ♥❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❧❡✈❡❧s✳

❲❍❖ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❇✉r❞❡♥ ♦❢ ❉✐s❡❛s❡ ❙❡r✐❡s✱ ◆♦✳ ✶✱ ♣❛❣❡s ✻✶✕✽✷✳

❘❛♥❞✱ ❲✳ ▼✳ ✭✶✾✼✶✮✳ ❖❜❥❡❝t✐✈❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳ ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ✻✻✭✸✸✻✮ ✿✽✹✻✕✽✺✵✳



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✶✶✺

❘❛✈✐❦✉♠❛r✱ P✳✱ ❲❛✐♥✇r✐❣❤t✱ ▼✳✱ ▲❛✛❡rt②✱ ❏✳✱ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❍✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐s✐♥❣

♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ l❴1✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤❡ ❆♥♥❛❧s ♦❢ ❙t❛t✐st✐❝s✱

✸✽✭✸✮ ✿✶✷✽✼✕✶✸✶✾✳

❘❡✐❞✱ ❙✳ ❛♥❞ ❚✐❜s❤✐r❛♥✐✱ ❘✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛t❤s ❢♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡s✲

s✐♦♥ ✿ t❤❡ ❝❧♦❣✐t❧✶ ♣❛❝❦❛❣❡✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ s♦❢t✇❛r❡✱ ✺✽✭✶✷✮✳

❘✐❜♦❧✐✱ ❊✳✱ ❍✉♥t✱ ❑✳✱ ❙❧✐♠❛♥✐✱ ◆✳✱ ❋❡rr❛r✐✱ P✳✱ ◆♦r❛t✱ ❚✳✱ ❋❛❤❡②✱ ▼✳✱ ❈❤❛rr♦♥❞✐❡r❡✱ ❯✳✱

❍❡♠♦♥✱ ❇✳✱ ❈❛s❛❣r❛♥❞❡✱ ❈✳✱ ❱✐❣♥❛t✱ ❏✳✱ ❖✈❡r✈❛❞✱ ❑✳✱ ❚❥ø♥♥❡❧❛♥❞✱ ❆✳✱ ❈❧❛✈❡❧✲❈❤❛♣❡❧♦♥✱

❋✳✱ ❚❤✐é❜❛✉t✱ ❆✳✱ ❲❛❤r❡♥❞♦r❢✱ ❏✳✱ ❇♦❡✐♥❣✱ ❍✳✱ ❚r✐❝❤♦♣♦✉❧♦s✱ ❉✳✱ ❚r✐❝❤♦♣♦✉❧♦✉✱ ❆✳✱ ❛♥❞

❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ ♣r♦s♣❡❝t✐✈❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❝❛♥❝❡r ❛♥❞ ♥✉tr✐t✐♦♥ ✭❡♣✐❝✮ ✿

st✉❞② ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳ P✉❜❧✐❝ ❤❡❛❧t❤ ♥✉tr✐t✐♦♥✱ ✺✭✻❜✮ ✿✶✶✶✸✕✶✶✷✹✳

❘♦t❤♠❛♥✱ ❑✳ ❏✳✱ ●r❡❡♥❧❛♥❞✱ ❙✳✱ ❛♥❞ ▲❛s❤✱ ❚✳ ▲✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ▼♦❞❡r♥ ❡♣✐❞❡♠✐♦❧♦❣②✱ ✸r❞ ❡❞✐t✐♦♥✳

P❤✐❧❛❞❡❧♣❤✐❛ ✿ ❲♦❧t❡rs ❑❧✉✇❡r ❍❡❛❧t❤✴▲✐♣♣✐♥❝♦tt ❲✐❧❧✐❛♠s ✫ ❲✐❧❦✐♥s✳

❙❝❤✇❛r③✱ ●✳ ✭✶✾✼✽✮✳ ❊st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❛♥♥❛❧s ♦❢ st❛t✐st✐❝s✱

✻✭✷✮ ✿✹✻✶✕✹✻✹✳

❙❡♥♥❤❡♥♥✲❘❡✉❧❡♥✱ ❍✳ ❛♥❞ ❑♥❡✐❜✱ ❚✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ❙tr✉❝t✉r❡❞ ❢✉s✐♦♥ ❧❛ss♦ ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ♠✉❧t✐✲st❛t❡

♠♦❞❡❧s✳ ❙t❛t✐st✐❝s ✐♥ ♠❡❞✐❝✐♥❡✱ ✸✺✭✷✺✮ ✿✹✻✸✼✕✹✻✺✾✳

❚❛♦✱ ◗✳✱ ❍✉❛♥❣✱ ❳✳✱ ❲❛♥❣✱ ❙✳✱ ❳✐✱ ❳✳✱ ❛♥❞ ▲✐✱ ▲✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❣❛✉ss✐❛♥ ❣r❛♣❤✐❝❛❧

❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❥♦✐♥t❧② s♣❛rs❡ ♣❡♥❛❧t②✳ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ✶✷✽ ✿✽✽✕✾✼✳

❚❤❛❝❦❡r✱ ❙✳ ❇✳ ❛♥❞ ❙tr♦✉♣✱ ❉✳ ❋✳ ✭✶✾✾✽✮✳ P✉❜❧✐❝ ❤❡❛❧t❤ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❛♥❞ ❤❡❛❧t❤ s❡r✈✐❝❡s

r❡s❡❛r❝❤✳ ❊♣✐❞❡♠✐♦❧♦❣② ❛♥❞ ❍❡❛❧t❤ ❙❡r✈✐❝❡s✱ ♣❛❣❡s ✻✶✕✽✷✳

❚✐❜s❤✐r❛♥✐✱ ❘✳ ✭✶✾✾✻✮✳ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ s❤r✐♥❦❛❣❡ ❛♥❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✈✐❛ t❤❡ ❧❛ss♦✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡

❘♦②❛❧ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ✿ ❙❡r✐❡s ❇ ✭▼❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧✮✱ ✺✽✭✶✮ ✿✷✻✼✕✷✽✽✳

❚✐❜s❤✐r❛♥✐✱ ❘✳✱ ❇✐❡♥✱ ❏✳✱ ❋r✐❡❞♠❛♥✱ ❏✳✱ ❍❛st✐❡✱ ❚✳✱ ❙✐♠♦♥✱ ◆✳✱ ❚❛②❧♦r✱ ❏✳✱ ❛♥❞ ❚✐❜s❤✐r❛♥✐✱

❘✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❙tr♦♥❣ r✉❧❡s ❢♦r ❞✐s❝❛r❞✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t♦rs ✐♥ ❧❛ss♦✲t②♣❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

t❤❡ ❘♦②❛❧ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ✿ ❙❡r✐❡s ❇ ✭❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣②✮✱ ✼✹✭✷✮ ✿✷✹✺✕✷✻✻✳

✈❛♥ ❞❡ ●❡❡r✱ ❙✳ ❛♥❞ ❇ü❤❧♠❛♥♥✱ P✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ℓ0✲♣❡♥❛❧✐③❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢♦r s♣❛rs❡

❞✐r❡❝t❡❞ ❛❝②❝❧✐❝ ❣r❛♣❤s✳ ❚❤❡ ❆♥♥❛❧s ♦❢ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✹✶✭✷✮ ✿✺✸✻✕✺✻✼✳

✈❛♥ ❞❡r ▲❛❛♥ ▼❛r❦ ❏✳✱ ❈✱ P✳ ❊✳✱ ❛♥❞ ❊✳✱ ❍✳ ❆✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❙✉♣❡r ▲❡❛r♥❡r✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ●❡♥❡t✐❝s ❛♥❞ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❇✐♦❧♦❣②✱ ✻✭✶✮ ✿✶✕✷✸✳



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✶✶✻

❱✐❛❧❧♦♥✱ ❱✳✱ ❇❛♥❡r❥❡❡✱ ❖✳✱ ❏♦✉❣❧❛✱ ❊✳✱ ❘❡②✱ ●✳✱ ❛♥❞ ❈♦st❡✱ ❏✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛r✐✲

s♦♥ st✉❞② ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r str✉❝t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳

❇✐♦♠❡tr✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✺✻✭✷✮ ✿✸✵✼✕✸✸✶✳

❱✐❛❧❧♦♥✱ ❱✳✱ ▲❛♠❜❡rt✲▲❛❝r♦✐①✱ ❙✳✱ ❍♦❡✢✐♥❣✱ ❍✳✱ ❛♥❞ P✐❝❛r❞✱ ❋✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ❖♥ t❤❡ r♦❜✉st✲

♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢✉s❡❞ ❧❛ss♦ t♦ ♣r✐♦r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❙t❛t✐st✐❝s ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱

✷✻✭✶✮ ✿✷✽✺✕✸✵✶✳

❲❛✐♥✇r✐❣❤t✱ ▼✳✱ ▲❛✛❡rt②✱ ❏✳✱ ❛♥❞ ❘❛✈✐❦✉♠❛r✱ P✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❍✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣r❛♣❤✐❝❛❧

♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ℓ1✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ■♥ ■♥ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ♥❡✉r❛❧ ✐♥✲

❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ s②st❡♠s✱ ♣❛❣❡s ✶✹✻✺✕✶✹✼✷✳

❲❛✐♥✇r✐❣❤t✱ ▼✳ ❏✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❙❤❛r♣ t❤r❡s❤♦❧❞s ❢♦r ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♥♦✐s② s♣❛rs✐t②

r❡❝♦✈❡r② ✉s✐♥❣✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ q✉❛❞r❛t✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✭❧❛ss♦✮✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②✱ ■❊❊❊

❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥✱ ✺✺✭✺✮ ✿✷✶✽✸✕✷✷✵✷✳

❲❛♥❣✱ P✳✱ ❈❤❛♦✱ ❉✳✱ ❛♥❞ ❍s✉✱ ▲✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ▲❡❛r♥✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦s ❢r♦♠ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜✐♥❛r②

❞❛t❛ ✿ ❆♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❣❡♥♦♠✐❝ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❞❛t❛✳ ❆r❳✐✈ ❡✲♣r✐♥ts ❛r❳✐✈ ✿✵✾✵✽✳✸✽✽✷✳
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