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INTRODUCTION GÉNÉRALE

Dans leurs travaux WALTER et al. (2017) expliquent que l’agriculture a connu jus-
qu’à présent trois révolutions. La première correspond à la domestication des animaux
et des plantes, il y a quelques milliers d’années. Plusieurs centaines d’années aupara-
vant, il y eu la mise en place du système de rotation des cultures et l’amélioration des
pratiques d’élevage. Enfin, il y a quelques dizaines d’années, une troisième révolution
a eu lieu. Cette révolution, appelée "la révolution verte", correspond à l’augmentation
significative de l’utilisation d’intrants et d’espèces animales et végétales à hauts po-
tentiels. D’après WALTER et al. (2017), une quatrième révolution a démarré depuis
quelques années.

L’agriculture doit aujourd’hui relever de nouveaux défis. Le premier est de nour-
rir une population dont le nombre d’individus ne cesse d’augmenter. D’après la FAO
(Foundation and Agriculture Organisation), la production alimentaire doit augmenter de
70% d’ici 2050 pour espérer nourrir une population qui devrait alors atteindre les 9 mil-
liard d’individus (FOOD et ORGANIZATION (2009)). Le deuxième défi est d’augmenter
cette production agricole tout en préservant l’environnement.

La quatrième révolution agricole évoquée précédemment tente de faire face à ces
nouvelles problématiques grâce au développement de l’agriculture de précision. Ce
développement se fait via l’utilisation de plus en plus fréquente de technologies d’infor-
mation et de communication (WALTER et al. (2017), JAYARAMAN et al. (2016) et WOL-
FERT et al. (2017)). La collecte d’informations diverses sur l’ensemble de l’exploitation
agricole et ensuite leur mise en lien, semblent être aujourd’hui les leviers permettant
de révolutionner l’agriculture (JAYARAMAN et al. (2016)). Ce que l’on appelle le "Smart
Farming", et plus particulièrement l’agriculture de précision, consiste donc à utiliser
de nouvelles technologies, telles que des capteurs et des machines connectées, dans
le but de suivre, de contrôler et finalement de rendre plus efficients les processus
de production agricoles. L’objectif est de maximiser les rendements et la production
à partir d’une quantité d’intrants utilisée (alimentation, fertilisation, etc.) (WALTER et
al. (2017), O’GRADY et O’HARE (2017) et ESMEIJER et al. (2015)). Pour une même
quantité produite, l’augmentation de l’efficience des plantes et des animaux revient à
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Introduction générale

réduire les pertes et à optimiser la valorisation des intrants utilisés. L’agriculture de pré-
cision permet donc de limiter l’impact de l’agriculture sur l’environnement (SCHULZE et
al. (2009)). En réduisant la quantité d’intrant nécessaire et les pertes, l’agriculture de
précision permet aussi de réduire les pertes économiques et d’augmenter les revenus
des agriculteurs (RYU et al. (2015) et WALTER et al. (2017)).

Augmenter la productivité agricole passe par la prédiction et l’anticipation des per-
formances des différentes espèces animales et végétales en fonction des conditions
d’élevage et de culture (O’GRADY et O’HARE (2017) et JAYARAMAN et al. (2016)). Il
est également important de pouvoir suivre en temps réel l’évolution de différents indi-
cateurs et l’état des cultures ou des troupeaux (JAYARAMAN et al. (2016) et WALTER

et al. (2017)). Cela nécessite d’être capable de collecter des données fréquemment
et ensuite de les assimiler. L’état réel des cultures ou des animaux peut alors être
estimé en réalisant de l’Assimilation de Données. Cette méthode consiste à combi-
ner l’information fournie par un outil de prédiction et celle contenue dans les données
collectées pour estimer l’état le plus vraisemblable d’un système à un instant t (Voir
AUROUX et BLUM (2005), GREGG et al. (2009), LGUENSAT et al. (2017) and LGUENSAT

et al. (2019)). Pour cela il faut donc tout d’abord collecter des données (FAULKNER et
CEBUL (2014)).
De nombreuses technologies ont vu le jour ces dernières années afin de permettre la
collecte de données dans l’ensemble de l’exploitation agricole ( JEMILA et PRIYADHAR-
SINI (2018), MIEKLEY et al. (2012), TOL et KAMP (2010), BÜCHEL et SUNDRUM (2014)
et HOLMAN et al. (2011)). Néanmoins, les données agricoles sont souvent très hé-
térogènes et d’assez mauvaise qualité (ISHII (2014), LI et al. (2014) et WOLFERT et
al. (2014)). De plus laccès aux nouvelles technologies représente encore aujourd’hui
un investissement important pour les agriculteurs qui ne sont de ce fait pas encore tous
équipés de machines connectées (WALTER et al. (2017) et KUTTER et al. (2011)). Un
des grands enjeux de cette quatrième révolution agricole est donc le développement
de modèles mathématiques et d’outils de prédiction performants, capables de gérer
conjointement un manque de données fréquent, la complexité de celles-ci, mais aussi
la complexité des phénomènes étudiés.
Concrètement, l’agriculture de précision repose donc sur la collecte de données mais
aussi sur la construction d’outils mathématiques et statistiques capables d’assimiler
ces données d’élevage, de les synthétiser et de leur donner du sens.
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Ces travaux ont été réalisés dans le cadre d’une thèse en Convention Industrielle
de Formation par la REcherche (CIFRE), qui a été effectuée dans une entreprise
d’agroalimentaire. Cette entreprise produit de l’alimentation pour les animaux d’éle-
vage. L’objectif de cette entreprise est de proposer aux éleveurs une ration alimentaire
qui garantisse l’optimisation des performances des animaux selon l’espèce, la race et
les conditions d’élevage. Cette entreprise souhaite également apporter du conseil aux
éleveurs et les aider à piloter leur élevage. Pour cela cette entreprise a besoin d’outils
capables de mettre en lien la composition de la ration distribuée et les performances
des animaux, en termes de croissance ou de production laitière. L’objectif final est de
déterminer la ration optimisant les performances des animaux, ou simplement de pou-
voir indiquer à l’éleveur le poids que feront ses animaux à une certaine date selon la
ration alimentaire qu’il souhaite utiliser.

Le premier objectif de cette thèse a donc été de construire des outils capables de
mettre en lien des données d’entrée et des données de sortie associées à un ani-
mal ou à groupe d’animaux d’élevage, dans le but de prédire l’évolution de variables
biologiques. Le second objectif a été de veiller à ce que les outils construits soient éga-
lement capables de réaliser de l’Assimilation de Données, c’est-à-dire de synthétiser et
d’interpréter un flot de données provenant de manière plus ou moins régulière d’un éle-
vage connecté. Et enfin, l’objectif plus global de cette thèse a été de démontrer que les
mathématiques et plus particulièrement les Équations aux Dérivées Partielles (EDP),
peuvent être des outils intéressants pour développer des Intelligences Artificielles (IA)
destinées à traiter des problèmes liés à l’agriculture de précision.

D’après VÁZQUEZ-CRUZ et al. (2014), il existe aujourd’hui deux principaux types
d’approches permettant de construire des outils de prédiction capables de mettre en
lien des données biologiques : Des approches de type mécanistes réalistes et des
approches dites "boîtes-noires".

La modélisation réaliste d’un phénomène biologique est un processus complexe
qui nécessite beaucoup de connaissances a priori et qui mène généralement à la
construction de modèles mathématiques contenant un grand nombre d’équations et
de paramètres à déterminer. L’implémentation de ces outils est donc complexe et limite
leur adaptabilité surtout lorsqu’il s’agit de traiter des données brutes, hétérogènes et
d’ajuster des paramètres. Néanmoins, ces modèles qui valorisent les connaissances et
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l’expertise des biologistes, constituent des outils très informatifs et utiles pour pouvoir
tester des hypothèses concernant le fonctionnement de systèmes biologiques (TOMLIN

et AXELROD (2007)).

Á l’inverse, les outils de d’apprentissage automatique, appelé couramment outils
de "Machine Learning", et outils "boites-noires", ne nécessitent aucune connaissance
a priori en ce qui concerne la dynamique du système étudié. En revanche, ces ou-
tils, tels que les Réseaux de Neurones, nécessitent de disposer d’une grande quantité
de données collectées pour pouvoir les ajuster, surtout lorsqu’il s’agit de prédire des
phénomènes complexes. Étant donné que ces outils n’intègrent pas de connaissances
biologiques, ils sont très génériques et peuvent être utilisés pour traiter des probléma-
tiques très variées. Seulement, cette généricité limite leur adaptabilité et la possibilité
de prendre en compte de l’existence de phénomènes biologiques sous-jacents, comme
des phénomènes de diffusion, de retard, de saturation ou encore d’accumulation.

Leur manque d’adaptabilité ou leur incapacité à s’ajuster sur une faible quantité de
données, rend les outils existants peu adaptés pour réaliser de l’Assimilation de Don-
nées d’élevage.

Au cours de ces travaux de thèse nous avons donc exploré une approche de modé-
lisation se situant à mi-chemin entre une approche de modélisation réaliste et une ap-
proche dite "boites-noires". En effet, l’approche explorée, appelée "Couplage Modèle-
Données", combine à la fois l’intégration de connaissances dans un modèle mathéma-
tique et l’utilisation de données pour ajuster la valeur des paramètres de ce modèle
mathématique.

Nous avons fait l’hypothèse qu’une prise en compte globale et synthétique des
processus biologiques pourrait permettre à des outils de prédiction d’être plus précis
et d’avoir une capacité d’apprentissage plus grande que les Réseaux de Neurones qui
n’intègrent aucune connaissance a priori. Nous avons également fait l’hypothèse que
cette prise en compte synthétique permettrait cela tout en gardant un outil plus léger
que les outils basés sur des modèles réalistes.

L’Assimilation de Données est un objectif à long terme des travaux de recherche
présentés dans ce manuscrit. Néanmoins, pour aboutir à un outil particulièrement
adapté à cet objectif, celui-ci a fortement orienté l’ensemble des choix que nous avons
faits tout au long de l’élaboration de notre approche de modélisation.

Notre contexte de recherche a été marqué par deux autres contraintes : la com-
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plexité des phénomènes biologiques et le peu de données disponibles pour ajuster
nos outils. Ces deux problématiques ont également fortement influencé les choix que
nous avons faits. C’est pourquoi, la recherche de parcimonie et à la fois d’un grand pou-
voir d’extraction d’informations contenues dans les données, constituent deux quêtes
centrales de ce travail de thèse.

Au vu de nos divers objectifs de précision, de parcimonie et de capacité d’appren-
tissage, nous avons décidé d’élaborer des systèmes d’EDP, contenant des paramètres
associés à des facteurs biologiques. Ces paramètres pouvant être appris à partir de
données collectées et d’un algorithme d’optimisation, apportent aux outils construits
une capacité d’apprentissage. Ces équations et cette capacité d’apprentissage font
de nos outils, des outils d’apprentissage statistique biomimétiques. Une fois les pa-
ramètres ajustés, le système d’EDP est embarqué dans un outil capable de prédire
l’évolution de variables biologiques.

Plusieurs contributions ont été apportées par les travaux de thèse présentés dans
ce manuscrit.

Tout d’abord, les applications de nos outils sur des données générées et des don-
nées collectées, relatives à la croissance d’animaux, ont mis en évidence leur capa-
cité d’extrapolation, qui est un réel avantage par rapport aux outils existants. Comme
illustré par la figure 1, nos outils ont été entraînés pour mettre en lien les données
d’entrée et de sortie sur une période d’apprentissage assez courte. Malgré cela ils
sont capables de prédire avec précision l’évolution de la variable de sortie en dehors
de cette gamme de données ayant servi pour l’apprentissage. Dans notre approche,
une des particularités est que les modèles apprennent une dynamique reliant de façon
synthétique les données d’entrée et de sortie, en ajustant des équations d’évolution
dépendantes de paramètres. Une fois les paramètres appris, cette dynamique peut
ensuite être appliquée en dehors et même plus loin de la période d’apprentissage.

Cette capacité d’extrapolation permet de réduire la quantité de données à collecter
et ainsi de réduire les coûts associés aux expérimentations et à la gestion des don-
nées. Elle permet également de rallonger la durée de validité des prédictions fournies
par l’outil de prédiction. Ainsi, dans le cadre de l’Assimilation de Données, les correc-
tions des prédictions via l’utilisation de données pourraient être moins fréquentes et
les coûts de calculs pourraient être plus faibles.
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FIGURE 1 – Schématisation de la capacité d’extrapolation des outils développés

La seconde contribution de notre exploration est le développement d’un concept
permettent de dissocier la réalité et le modèle mathématique. Dans la plupart des cas,
l’objectif de la modélisation mathématique est de traduire la réalité en adoptant un ni-
veau d’abstraction plus ou moins élevé. Dans notre approche, le support de réflexion
utilisé pour construire le modèle mathématique n’est pas directement l’animal réel mais
un Avatar, qui synthétise de façon conceptuelle la dynamique interne globale de l’ani-
mal. L’ensemble de cette dynamique est réduit à la convection, la diffusion et à l’action
d’une information globale. Nous avons ensuite construit le système d’EDP traduisant
mathématiquement ce flux d’information.

De plus, les applications de notre approche sur des données réelles ont montré
que nos outils sont capables de mettre en lien avec précision des données d’élevage,
même s’ils sont ajustés sur très peu de données.

Le Couplage Modèle-Données est aujourd’hui essentiellement utilisé dans les do-
maines de la météorologie (HOUTEKAMER et MITCHELL (1998), KALNAY (2003), MER-
TENS et al. (2009) et WANG et al. (2000)), de l’océanographie (CHAVE et al. (2009),
DOWD (2007), GREGG et al. (2009) , LGUENSAT et al. (2019) et ANDERSON et al. (2000))
et de la géologie (NIU et al. (2014), GAO et al. (2011) et WILLIAMS et al. (2005)). L’uti-
lisation de cette approche émergente pour traiter des données biologiques peut égale-
ment être considérée comme une autre contribution de nos travaux.

Le premier chapitre de ce manuscrit sera consacré à une présentation de l’état de
l’art en ce qui concerne l’utilisation de la modélisation mathématique dans le domaine
de la production animale. Ce chapitre sera l’occasion de rendre compte de lintérêt
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d’avoir recours à la modélisation mathématique pour traiter des problèmes liés à de la
biologie animale mais également les difficultés rencontrées. Dans ce premier chapitre,
les principales méthodes de modélisation seront présentées, ainsi que les notions de
"Couplage Modèle-Données" et "d’Assimilation de Données". Au regard des méthodes
classiques de modélisation mathématique, nous justifierons le choix de l’approche ex-
plorée. Ce premier chapitre contiendra également une description des données utili-
sées tout au long de ces travaux de thèse.

Le deuxième chapitre détaillera la construction et l’analyse d’outils d’apprentissage
statistique Biomimétiques. Dans ce chapitre nous décrirons les EDP construites et l’en-
semble des tests nous ayant permis de mettre en évidence le bon fonctionnement et
la qualité de nos outils de prédiction. Nous commencerons par présenter les tests par
simulation réalisés sur des données simulées. Ces premiers tests nous ont permis
d’établir les relations existantes entre certains paramètres du modèle, de tester la ca-
pacité de nos outils à apprendre la valeur de ces paramètres sur des données bruitées
et de mesurer l’impact du bruit présent dans les données sur l’ajustement du modèle.
La capacité d’extrapolation de nos outils a également été mise en évidence grâce à
ces tests par simulation. Dans ce second chapitre nous présenterons également une
application de notre approche sur des données réelles. L’objectif de cette application a
été de tester la capacité d’un outil d’apprentissage statistique biomimétique à prédire
le poids d’un animal à un instant donné, à partir de son poids initial et de sa consom-
mation alimentaire. Cette application a été l’occasion de valider les performances de
prédiction et d’extrapolation de nos outils sur des données réelles.

Le troisième chapitre de ce manuscrit sera consacré à l’étude de l’existence et de
l’unicité d’un des systèmes d’EDP construits. Cette étude a révélé certaines particu-
larités du modèle mathématique construit, comme notamment l’écriture de l’opérateur
de diffusion. Ces particularités nous ont empêchées d’appliquer les méthodes clas-
siques utilisées dans l’analyse des équations paraboliques. De ce fait, deux versions
simplifiées du système d’EDP initial ont été étudiées de façon à identifier les propriétés
perdues et celles conservées, malgré la structure de l’opérateur de diffusion utilisé.

Un quatrième chapitre présentera une étude concernant la manière dont certaines
variables biologiques, ou facteurs extérieurs, peuvent être pris en compte et intégrés
dans des outils d’apprentissage statistique biomimétiques. Lors de cette étude nous
avons cherché à valoriser l’information concernant l’âge de l’animal et la composition
de la ration alimentaire. Pour cela nous avons construit trois autres systèmes d’EDP,
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inspirés de celui présenté dans le second chapitre.
Dans le cinquième chapitre nous décrirons l’ensemble des études nous ayant per-

mis de définir le domaine d’application de nos outils d’apprentissage statistique biomi-
métiques et de les positionner par rapport aux outils existants. Dans ce chapitre nous
présenterons les études qui ont été réalisées afin d’établir l’évolution du temps d’ajuste-
ment des paramètres en fonction du nombre de flux d’information pris en compte dans
le modèle et du nombre de paramètres à apprendre. Ces études ont permis de prendre
conscience de l’impact de la structure du modèle mathématique sur le temps d’ajus-
tement global de l’outil de prédiction embarquant ce modèle. Nous allons également
comparer les performances d’un de nos outils avec celles de modèles de régressions
linéaires, de modèles logistiques, de réseaux de neurones, de forêts aléatoires et de
modèles mécanistes réalistes.

Enfin, un chapitre conclusif présentera les perspectives et les pistes de recherche
amenées par ces travaux de thèse. Nous avons notamment entamé une réflexion
concernant l’élaboration d’une procédure de sélection de modèles permettant de déter-
miner le niveau d’abstraction du modèle mathématique apportant la meilleure qualité
de prédiction sur une certaine base de données. Nous avons également commencé
à réfléchir à une méthode permettant de réaliser de l’Assimilation de Données basée
sur des outils d’apprentissage statistique biomimétiques. Ces deux perspectives de
recherche seront donc décrites dans ce dernier chapitre.
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CHAPITRE 1

UTILISATION D’OUTILS MATHÉMATIQUES

ET STATISTIQUES DANS LE DOMAINE DE

LA PRODUCTION ANIMALE : ETAT DE

L’ART ET APPROCHE EXPLORÉE

D’après WILSON et DAINTY (1999), la modélisation mathématique peut être décrite
comme étant la construction d’une représentation simplifiée d’une partie du monde
réel à partir d’un diagramme schématisant avec plus ou moins de réalisme l’objet réel
étudié. Le diagramme imaginé est ensuite traduit mathématiquement.

Selon SOLTANI (2012) la procédure de modélisation mathématique consiste tout
d’abord à formuler mathématiquement le problème étudié, à programmer ce modèle
mathématique, à estimer ensuite la valeur des paramètres qu’il contient et enfin à
évaluer la qualité du modèle paramétré.

Comme l’expliquent VÁZQUEZ-CRUZ et al. (2014), les mathématiques correspondent
à un langage précis et concis permettant de formuler des idées que les ordinateurs
peuvent ensuite utiliser pour réaliser des calculs numériques. Les mathématiques cou-
plées à l’utilisation d’une puissance de calcul nous offre donc un cadre riche et bien
défini pour pouvoir élaborer des modèles, puis des outils, issus à l’origine de la concep-
tualisation d’un objet réel.

Les organismes vivants et notamment les animaux, sont des organismes com-
plexes dans lesquels se déroule un grand nombre de phénomènes biologiques. Construire
des outils capables de prédire l’effet de facteurs extérieurs sur ces organismes est de
ce fait une tâche difficile. Néanmoins, comme nous l’avons vu dans l’introduction cette
tâche présente d’importants enjeux économiques et stratégiques pour les acteurs du
secteur agroalimentaire.
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Chapitre 1 – Utilisation d’outils mathématiques et statistiques dans le domaine de la
production animale : Etat de l’art et approche explorée

1.1 Les intérêts et les difficultés de la modélisation ma-

thématique dans le domaine de la production ani-

male.

D’après TOMLIN et AXELROD (2007), depuis des décennies les biologistes utilisent
des modèles mathématiques pour comprendre et extraire les mécanismes et les dyna-
miques se cachant derrière leurs observations expérimentales. Et aujourd’hui, d’après
DUMAS et al. (2008), MCPHEE (2009a) et VÁZQUEZ-CRUZ et al. (2014), la modélisation
mathématique reste un processus décisif pour décrire et simuler les mécanismes et les
liens existants entre les facteurs régissant la dynamique d’un système biologique.

Les systèmes agricoles sont notamment des systèmes complexes et divers dans
lesquels les problématiques biologiques, économiques et écologiques sont multiples.
La modélisation mathématique de ces systèmes et de leurs sous-ensembles est donc
un outil intéressant pour fournir des représentations simplifiées permettant de mettre
en évidence les facteurs clés de ces systèmes et leurs impacts (MCPHEE (2009b) et
COMTE (2017)).

Dans leur historique, DUMAS et al. (2008) expliquent que la construction de mo-
dèles mathématiques pour traiter des problèmes liés à la production animale, a com-
mencé entre 1910 et 1925. Comme cela est expliqué dans les travaux de MCPHEE (2009a),
PUILLET et al. (2011), MARTIN et SAUVANT (2010b), NKRUMAH et al. (2007), NESETRI-
LOVA (2005) et BASARAB et al. (2003a), dans le domaine de l’agroalimentaire, simuler
et prédire l’impact de l’alimentation sur les performances des animaux sont deux com-
pétences décisives et stratégiques pour les éleveurs, comme pour les entreprises de
ce secteur. Lenjeu pour ces acteurs de l’agronomie est d’être capable de comprendre
et d’anticiper les mécanismes et les facteurs permettant d’optimiser l’efficience alimen-
taire des animaux, c’est-à-dire le ratio entre la quantité d’aliments consommée et la
production de viande ou de lait (BRAZDIL et CLARK (1990), PUILLET et al. (2011), CAS-
TILLO et al. (2000), NAHM (2002), BASARAB et al. (2003b) et HERD et al. (2004)).

Cette capacité à utiliser efficacement les nutriments d’une ration semble être in-
fluencée par de multiples facteurs et processus biologiques (DINIZ et al. (2018)). Néan-
moins le développement récent de nouvelles technologies permettant de monitorer
avec précision la consommation alimentaire des animaux, ainsi que l’évolution de leur
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1.1. Les intérêts et les difficultés de la modélisation mathématique dans le domaine de la
production animale.

performances a permis de faciliter l’étude de l’efficience alimentaire des animaux d’éle-
vage (ARCHER et al. (1999)).

En effet, les outils de mesure permettant de collecter des données sur des êtres
vivants évoluent. JEMILA et PRIYADHARSINI (2018), MIEKLEY et al. (2012), TOL et
KAMP (2010), BÜCHEL et SUNDRUM (2014) et HOLMAN et al. (2011) présentent de
nouvelles technologies destinées à monitorer les animaux avec précision. Il existe no-
tamment aujourd’hui des colliers connectés, essentiellement prévus aujourd’hui pour
les bovins, qui permettent de collecter des données concernant le temps que les ani-
maux passent à se déplacer et à ruminer. Ces colliers peuvent être couplés à d’autres
objets connectés afin de collecter des données dans l’ensemble du bâtiment d’élevage.
Par exemple, des outils tels que des auges peseuses, des balances, ou des robots de
traite, permettent de collecter des données en lien avec la consommation alimentaire
et la production des animaux. D’autres outils comme les bolus peuvent être ingérés
par l’animal et permettre de collecter des données concernant l’évolution de variables
biologiques internes telles que le pH ou encore la température du rumen. Mais ces
technologies peuvent être considérées comme intrusives, leur durée de vie est assez
courte et certaines d’entre elles restent chères. Leur utilisation lors des essais expéri-
mentaux est donc encore peu fréquente et elle se fait sur peu d’individus.

De plus, comme cela est illustré dans les travaux de LOCKE et al. (2005) et QI et
al. (2006), les données collectées à partir d’organismes vivants contiennent générale-
ment une quantité importante de variabilité. Cette variabilité correspond en partie aux
différences existantes entre les individus. Mais elle résulte également du bruit induit
par les outils de mesure utilisés au cours de la collecte de données. En effet, les outils
de mesure tels que des balances, des thermomètres ou encore des bolus, peuvent
introduire des erreurs dans les données par manque de précision ou dû à un mauvais
calibrage (BRAZDIL et CLARK (1990)).

Par ailleurs, les données biologiques utilisées pour ajuster ou corriger les modèles
sont souvent collectées au cours de différents essais expérimentaux. Lors de ces dif-
férentes expérimentations le protocole appliqué pour collecter les données n’est pas
toujours rigoureusement le même. Le manque de continuité qui existe parfois entre les
essais expérimentaux introduit également de l’hétérogénéité dans les données.

Á cette variabilité s’ajoute généralement une quantité plus ou moins importante de
données aberrantes ou manquantes.
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Chapitre 1 – Utilisation d’outils mathématiques et statistiques dans le domaine de la
production animale : Etat de l’art et approche explorée

La biologie animale reste donc aujourd’hui un contexte dans lequel nous devons
construire et ajuster, à partir de peu de données exploitables, des outils de simulation
et de prédiction précis (PHUA et al. (2017) et MOURET (2016)).

Selon INGALLS (2013), tous les modèles sont par définition une abstraction d’un
objet réel. Mais ces modèles peuvent être statiques ou dynamiques, déterministes
ou stochastiques, paramétriques ou non et présenter un niveau d’abstraction plus ou
moins élevé.

1.2 Les différents types de modèles mathématiques et

les différentes méthodes d’apprentissage

L’apprentissage et l’ajustement de modèles mathématiques à partir de données
est un concept très vaste comportant une large gamme de méthodes (HASTIE et
al. (2009)). Deux grandes méthodes d’apprentissage peuvent être distinguées : L’ap-
prentissage supervisé et non-supervisé (VAPNIK (1995)).

1.2.1 L’apprentissage supervisé et non-supervisé

L’apprentissage supervisé correspond à un problème d’apprentissage dans lequel
l’utilisateur cherche à prédire une sortie spécifique, à partir de données d’entrée (HAS-
TIE et al. (2009)). Par exemple, les méthodes de régression et de classification dont
les classes attendues sont précisées sont des méthodes d’apprentissage supervisé.

Dans un problème d’apprentissage non-supervisé, il n’y a pas de sortie prédéfi-
nie (GHAHRAMANI (2003)). L’objectif est alors de mettre en évidence la structure des
données de manière exploratoire et sans faire d’hypothèse a priori. Les principales mé-
thodes d’apprentissage non-supervisé correspondent aux méthodes de regroupement
(clustering) et de réduction de dimensions (EVERITT et al. (2011) et LU et al. (2013)).

En biologie et notamment en biologie animale, lenjeu est souvent de déterminer
les liens qui existent entre des variables, à partir de données d’entrée et de sor-
tie (INGALLS (2013), MARTIN et SAUVANT (2007) et NESETRILOVA (2005)). Nous tra-
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vaillons donc dans un contexte dans lequel l’apprentissage est essentiellement super-
visé. Nous allons de ce fait étudier ici les modèles principalement utilisés dans le cadre
de l’apprentissage supervisé.

D’après KITANO (2002), établir clairement les objectifs de modélisation est une
étape décisive. Avoir recours à la modélisation pour améliorer la compréhension des
processus à l’origine de la dynamique d’un système, ne nécessitera pas les mêmes
besoins en terme d’architecture du modèle que si l’objectif est de réaliser de l’Assimi-
lation de Données ou de la prédiction en temps réel. Ainsi les modèles mathématiques
construits peuvent être plus ou moins réalistes ou plus ou moins conceptuels selon
la quantité de données disponibles, les objectifs de modélisation, mais aussi selon le
niveau de connaissances acquises concernant la dynamique du système étudié.

Les méthodes d’apprentissage supervisé peuvent être réparties en deux catégo-
ries : les méthodes paramétriques et non-paramétriques (JAMES et al. (2013)).

1.2.2 Les modèles paramétriques et non-paramétriques

Dans les approches d’apprentissage paramétrique, l’apprentissage se base sur
un modèle contenant des paramètres. Pendant la phase d’apprentissage l’objectif est
donc dans ce cas, de déterminer la valeur des paramètres minimisant une fonction de
coût (JAMES et al. (2013)). Cette fonction de coût, appelée aussi fonction "objectif", est
généralement une différence calculée entre des données d’apprentissage empiriques
et les prédictions fournies par le modèle (VAPNIK (1995) et HASTIE et al. (2009)).

Dans les approches d’apprentissage non-paramétrique aucune hypothèse n’est
faite sur la fonction reliant les données d’entrée (X) et les données de sortie (Y ).
L’objectif de la phase d’apprentissage est donc de déterminer la fonction f telle que :
Y “ fpXq ` ϵ, où ϵ corresponds aux résidus ou à l’erreur du modèle et f la fonction
minimisant la fonction de coût (JAMES et al. (2013)).

D’après JAMES et al. (2013), les approches paramétriques simplifient les problèmes
d’apprentissage. En effet, il est généralement plus facile d’estimer la valeur des para-
mètres d’une fonction donnée plutôt que d’estimer l’allure de la fonction toute entière.
En revanche l’approche paramétrique nécessite de faire des hypothèses concernant
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la fonction f et de construire un modèle. Si ce modèle est trop éloigné de la réalité ou
qu’il est trop limité pour pouvoir simuler et résumer la dynamique du système étudié,
l’apprentissage des paramètres ne pourra jamais aboutir à une prédiction satisfaisante.
Le choix et l’élaboration du modèle est donc une étape décisive dans les approches
d’apprentissage paramétrique.

1.2.3 Des modèles statiques et des modèles dynamiques

Les modèles mathématiques peuvent être statiques ou dynamiques, c’est-à-dire
qu’ils peuvent être indépendants ou dépendants du temps (GUZMÁN-CRUZ et al. (2011))

Les modèles statiques sont utilisés pour mettre en lien des variables dont la relation
ne dépend pas du temps. Ils peuvent par exemple être utilisés pour prédire l’impact de
la génétique sur la qualité de la viande (LENSINK et GUERMONPREZ (2003)) ou sur
les capacités de reproduction des animaux (LENSINK et GUERMONPREZ (2003)).

Néanmoins, les modèles construits pour traiter des problèmes liés à la biologie sont
souvent des modèles dynamiques puisqu’ils modélisent la plupart du temps l’évolution
dans le temps de variables biologiques (BASTIANELLI et SAUVANT (1997)).

Ces modèles dynamiques peuvent être basés sur des Équations Différentielles dé-
crivant l’évolution de variables continues. Les Équations Différentielles Ordinaires cor-
respondent à la forme dÉquations Différentielles la plus utilisée pour construire des
modèles biologiques dynamiques (CHASSAGNOLE et al. (2002), TYSON et al. (2003),
RIZZI et al. (1997), CHEN et al. (1999) et ZÚÑIGA et al. (2014)). Néanmoins des EDP
peuvent également être utilisées pour décrire plus finement la cinétique d’un proces-
sus dans le temps et dans l’espace (GETTO et WAURICK (2016), FLEGG et al. (2012)
et WAYNE et DAVID (2007)).

Dans les modèles mathématiques décrivant des processus biologiques, les Équa-
tions Différentielles servent essentiellement à modéliser des flux de matière, de molé-
cules ou d’énergie, entre des compartiments schématisant des organes ou des tissus
biologiques (BASTIANELLI et SAUVANT (1997)).
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1.2.4 Des modèles déterministes et des modèles stochastiques

Les modèles mathématiques paramétriques peuvent être divisés en deux autres
classes : Les modèles déterministes et les modèles stochastiques.

Par définition, les paramètres des modèles déterministes sont des constantes fixées
une fois leur valeur déterminées ou optimisées. Ainsi, à partir des mêmes données, un
modèle déterministe fournira les mêmes sorties.

En revanche, les modèles stochastiques sont des modèles probabilistes générant
de laléa lors de chaque simulation, via l’intégration dans le modèle de variables aléa-
toires. D’après ALFONSI et al. (2005), les modèles stochastiques construits pour analy-
ser l’évolution de phénomènes se basent sur le constat que ces phénomènes sont des
processus aléatoires et que pour les simuler de façon réaliste il est nécessaire d’avoir
des modèles reproduisant l’existence de cet aléa.

Ainsi, les outils de simulation réalistes sont souvent basés sur des modèles dyna-
miques et stochastiques (MARIA (1997)) alors que les outils prédictifs sont souvent
basés sur des modèles dynamiques déterministes (VÁZQUEZ-CRUZ et al. (2014) et
GONZE et al. (2003)).

1.2.5 Des modèles «boîtes-noires» et des modèles "boîtes-blanches"

D’après VÁZQUEZ-CRUZ et al. (2014), parmi les différentes méthodes existantes
pour analyser des données biologiques, deux grandes approches peuvent être distin-
guées : Les modèles dits «boîtes-noires» et les modèles dits «boîtes-blanches».

Les modèles «boîtes-noires»

Les modèles d’apprentissage automatique, aussi appelés modèles de «Machine
Learning», comme les réseaux de neurones, sont souvent appelés «boîtes-noires».
Mais d’après VÁZQUEZ-CRUZ et al. (2014), les modèles «boîtes-noires» regroupent
également les régressions linéaires simples et multiples, ainsi que les modèles logis-
tiques tels que les modèles de GOMPERTZ (1825) et de VERHULST (1838).
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Ces modèles sont plus ou moins complexes en termes d’architecture. Comme
l’apprentissage automatique est considéré comme une technique d’Intelligence Arti-
ficielle, l’apprentissage profond, aussi appelé "Deep Learning" est souvent considéré
comme une sous partie de l’apprentissage automatique (LECUN et al. (2015), BEN-
GIO (2012) et AREL et al. (2010)). Globalement, lorsque la structure des algorithmes
se complexifie et que le nombre de niveau de représentation augmente, on parle d’ap-
prentissage profond. En effet, les algorithmes d’apprentissage profond se composent
de plusieurs sous modules non-linéaires (BENGIO (2012), AREL et al. (2010) et CHO

et SAUL (2009)). L’objectif de ces outils est d’explorer de manière plus approfondie
les informations contenues dans les données (LECUN et al. (2015), BENGIO (2012) et
GLOROT et al. (2011)).
Les algorithmes d’apprentissage automatique correspondent à une description directe
des données. L’objectif de ces modèles est de mettre en lien des données d’entrée et
de sortie sans avoir besoin de connaissances concernant les phénomènes biologiques
sous-jacents.

Comme cela est expliqué dans les travaux de DOMINGOS (2012), depuis une di-
zaine d’années, l’utilisation d’algorithmes d’apprentissage automatique et plus parti-
culièrement de réseaux de neurones a fortement augmenté. D’après GORCZYCA et
al. (2018), VALLETTA et al. (2017), MA et al. (2014) et IP et al. (2018), la popularité de
ces modèles peut s’expliquer par leur facilité d’utilisation, ainsi que par la diversité des
problèmes pouvant être résolus grâce à de tels algorithmes.

Néanmoins ces modèles d’apprentissage automatique contiennent peu de connais-
sances a priori. Les outils basés sur ce genre de modèles sont donc peu informatifs
d’un point de vue biologique (TAN et GILBERT (2003), SHAVLIK et al. (1995), HUBBARD

et REINHARDT (1998)). De plus, DUMPALA et al. (2017) expliquent qu’il est nécessaire
d’apprendre les paramètres de ces modèles à partir de beaucoup de données afin de
compenser cette absence d’expertise biologique a priori.

De plus, la structure de ces modèles, décorrélée de la nature des processus bio-
logiques reliant les variables étudiées, est par conséquent très générique et peut être
appliquée pour traiter des problèmes pouvant être de natures très différentes (HAS-
SOUN (1995)). Mais cette généricité limite l’adaptabilité de ces modèles à la dynamique
de certains processus biologiques (LU et al. (1996)).
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Ces outils "boîtes-noires" sont donc des outils très utiles lorsque l’objectif est de
construire des outils de prédiction ou de simulation mettant en lien de nombreuses
variables, sans volonté d’expliquer des phénomènes régissant l’évolution de ces va-
riables. Ils sont également utiles lorsque l’utilisateur dispose de peu de connaissances
concernant les processus étudiés mais qu’il dispose en revanche de beaucoup de don-
nées pour ajuster les paramètres de ces modèles (HASSOUN (1995)).

Les modèles "boîtes-blanches"

D’après VÁZQUEZ-CRUZ et al. (2014), les modèles "boîtes-blanches" correspondent
à des modèles mécanistes décrivant les processus physiques qui se déroulent au sein
du système étudié avec une volonté de réalisme et souvent dans un objectif bien pré-
cis. Dans le cadre de problèmes liés à la biologie animale, ils se placent de ce fait à un
niveau de description plus fin et plus précis que l’animal complet.

Cette approche intègre beaucoup de connaissances et nécessite donc une bonne
compréhension a priori des processus régissant la dynamique du système étudié.

Á l’image des travaux réalisés par BASTIANELLI et SAUVANT (1997) et MARTIN et
SAUVANT (2010a), la construction de modèles mathématiques mécanistes réalistes est
une tâche complexe menant généralement à un modèle contenant beaucoup d’équa-
tions et de paramètres à déterminer.

Ces modèles complexes permettent de réaliser des expérimentations "In Sillico"
à partir de données d’entrée bien précises. En effet, les modèles mécanistes réa-
listes décrivent des processus biologiques précis et dont l’expression mathématique
requiert la valeur de paramètres spécifiques (concentrations sanguine de certaines
molécules, coefficients de transfert de molécules entre deux organes, etc.). Ces mo-
dèles se basent donc sur de nombreuses variables d’entrée, spécifiques au problème
étudié. Ce grand nombre d’informations à préciser en entrée rend l’implémentation de
ces modèles compliquée, surtout lorsque ces informations sont difficiles à collecter
(BASTIANELLI et SAUVANT (1997)).

L’architecture complexe des modèles «boîtes-blanches» les rend peu adaptés à
l’optimisation des paramètres sur des données collectées et de ce fait à la réalisation
de prédiction et d’Assimilation de Données d’élevage (BASTIANELLI et SAUVANT (1997)
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et MARTIN et SAUVANT (2010a)). La valeur des paramètres est donc généralement
obtenue grâce à la littérature et à des expérimentations précises (prises de sang, do-
sages, etc.). Les valeurs manquantes sont alors souvent estimées ou extrapolées à
partir d’autres valeurs connues.

Les modèles mécanistes réalistes sont donc des outils utiles lorsque l’utilisateur
dispose déjà d’une bonne connaissance de la dynamique du système étudié mais
qu’il souhaite visualiser les réactions du système lors de différentes simulations quan-
titatives et valider certaines hypothèses (BASTIANELLI et SAUVANT (1997) et BALD-
WIN (1995)).

Pour résumer, la construction des modèles «boîtes-blanches» nécessite d’avoir
beaucoup de connaissances concernant le système étudié et donne naissance à des
modèles complexes contenant beaucoup de paramètres à déterminer. De l’autre coté,
l’ajustement des modèles «boîtes-noires» nécessite d’avoir beaucoup de données. Or
lors de l’étude de problématiques liées à de la biologie animale, il arrive encore au-
jourd’hui que l’on ne dispose ni de beaucoup de données, ni de beaucoup de connais-
sances a priori ou que l’on ait besoin d’un modèle plus léger qu’un modèle réaliste. Il
est donc nécessaire d’explorer des approches intermédiaires pour construire des outils
parcimonieux capables de s’ajuster à partir de peu de données.

1.3 Émergence d’approches intermédiaires

1.3.1 L’apprentissage statistique

L’apprentissage statistique : une méthode de modélisation issue des statistiques

D’après JAMES et al. (2013) et DUNSON (2018), les méthodes d’apprentissage
statistiques, appelées approches de «Statistical Learning», ont fortement évolué ces
dernières années sous l’influence notamment de l’évolution en parallèle de l’appren-
tissage automatique. L’apprentissage statistique est donc une approche développée
récemment (HASTIE et al. (2009) et JAMES et al. (2013)).

L’apprentissage automatique et l’apprentissage statistique sont deux approches
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ayant pour objectif d’apprendre des coefficients de pondérations ou des paramètres
à partir de données. Mais ces deux approches sont issues de deux visions différentes.

En effet, l’apprentissage automatique, issu de l’informatique, vise la rapidité d’exé-
cution et la qualité de prédiction, en faisant le moins d’hypothèses possible et sans
volonté d’expliquer les liens existants entre les variables (DUNSON (2018) et VALLETTA

et al. (2017)).

D’autre part, l’apprentissage statistique, issu des statistiques, se base davantage
sur l’intégration d’hypothèses ou de connaissances concernant la distribution des don-
nées et les relations existantes entre les variables (BOUSQUET et al. (2011) et VAL-
LETTA et al. (2017)). Cette approche nécessite donc plus de connaissances a priori
concernant la dynamique du système étudié (BARTOCCI et al. (2014)).

Certains auteurs comme JAMES et al. (2013) considèrent que les méthodes d’ap-
prentissage statistique peuvent être réparties en deux catégories : les méthodes para-
métriques et non-paramétriques.

Comme nous l’avons vu dans la section 1.2.2, l’apprentissage statistique non-paramétrique
consiste alors à trouver la fonction f reliant les données d’entrée et de sortie et mini-
misant la fonction de coût (HASTIE et al. (2009), VAPNIK (1995), JAMES et al. (2013) et
FOKOUÉ (2014)).

L’apprentissage statistique paramétrique nécessite la construction d’un modèle ma-
thématique capable de mettre en lien des données d’entrée et des données de sortie
(KOTSIANTIS et al. (2007) et BOUSQUET et al. (2011)). Dans ce cas le problème d’ap-
prentissage revient alors à déterminer la valeur des paramètres du modèle minimisant
la fonction de coût utilisée (JAMES et al. (2013)).

D’après KOTSIANTIS et al. (2007) et INIESTA et al. (2016), la construction d’un mo-
dèle intégrant des hypothèses ou des connaissances, fait de l’apprentissage statistique
paramétrique un cadre adapté pour modéliser et comprendre des données complexes.

L’apprentissage statistique paramétrique : Intégrer des hypothèses pour étudier
des phénomènes complexes et réduire la dépendance aux données

D’après MOURET (2016), PHUA et al. (2017) et MORIK et al. (1999), la prise en
compte dans l’outil de prédiction d’hypothèses concernant la structure des données
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permet de gagner en précision, tout en permettant aux outils d’apprendre plus rapide-
ment et à partir d’une moins grande quantité de données .

Or comme nous l’avons vu précédemment dans la section 1.1, la biologie, et tout
particulièrement la biologie animale, est un contexte dans lequel les scientifiques sont
amenés à construire des outils pour prédire des phénomènes complexes à partir de
peu de données exploitables. Ce contexte explique que l’apprentissage statistique pa-
ramétrique joue depuis quelques années un rôle important dans les domaines de la
science, de l’agriculture et de l’industrie (HASTIE et al. (2009)).

MORIK et al. (1999), PHUA et al. (2017), LEE (2004), DOMINGOS et RICHARD-
SON (2007) et WANG et al. (2006), ont exploré des approches d’apprentissage statis-
tique dirigées par les données («Data-Driven») mais en intégrant des connaissances
concernant le domaine d’étude dans le modèle construit. L’intégration de connais-
sances concernant la distribution des données, mais aussi concernant la dynamique
du système étudié semble être un levier intéressant pour réduire la dépendance aux
données d’apprentissage et améliorer la prédiction de phénomènes complexes. D’après
RENZULLO et al. (2008), ce qui peut aujourd’hui permettre d’améliorer la précision des
outils de prédiction est une combinaison optimale entre l’utilisation de données expéri-
mentales et de modèles mathématiques.

Or depuis quelques années on assiste à l’émergence d’une approche de modélisa-
tion qui consiste à intégrer des connaissances dans des outils basés sur des modèles
mathématiques dynamiques et destinés à la réalisation de prédiction et d’Assimilation
de Données : le «Couplage Modèle-Données».

1.3.2 Le Couplage Modèle-Données

Le Couplage Modèle-Données est une approche qui se situe à mi-chemin entre les
approches "boîtes-noires" et "boîtes-blanches". En effet le Couplage Modèle-Données
consiste à intégrer des connaissances concernant la dynamique du système étudié
via la construction d’un modèle mathématique et à utiliser ensuite des données pour
ajuster les paramètres du modèle construit.

Le Couplage Modèle-Données est aujourd’hui surtout utilisé dans le domaine de
la météorologie (SIMMONS et HOLLINGSWORTH (2002)), de l’hydrologie (KIM et BAR-
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ROS (2002),CROSSON et al. (2002) et MACKAY et al. (2003)), de la biogéochimie (BAR-
RETT (2002), BARRETT et al. (2005), RAYNER et al. (2005) et SACKS et al. (2006)) et
de l’océanographie (AILLIOT et al. (2006)). Tout comme la biologie, ces domaines sont
des secteurs dans lesquels il est nécessaire de prendre en compte au moins certains
aspects de la dynamique du système étudié pour réaliser des prédictions précises.
Seulement, le système étudié est souvent très complexe et une modélisation réaliste
de celui-ci prendrait du temps et aboutirait à la construction d’un modèle mathéma-
tique volumineux. Ainsi, comme cela est décrit dans les travaux de FRÉNOD (2017),
ROUSSEAU et NODET (2013), SACKS et al. (2007) et WANG et al. (2010), l’approche
du Couplage Modèle-Données consiste à construire un modèle mathématique parci-
monieux, correspondant à une synthèse mathématique du système étudié. Le modèle
mathématique obtenu contient ainsi un nombre limité de paramètres qui sont ensuite
ajustés à partir de données collectées.

Dans cette approche le niveau d’abstraction du modèle mathématique est donc
choisi de façon à extraire des données le plus d’informations possibles tout en gardant
un outil souple et léger, capable d’être ajusté sur un jeu de données.

L’ajustement du modèle passe par l’optimisation de la valeur des paramètres du mo-
dèle qui se base sur la minimisation d’une fonction de coût (RENZULLO et al. (2008)).

Certaines études ont récemment exploré l’utilisation de modèles biomimétiques
contenant des paramètres ajustés à partir de données expérimentales, pour traiter des
problématiques liées à de la biologie. C’est le cas par exemple des études réalisées
par ZÚÑIGA et al. (2014) et DA ROS et al. (2013). Mais ces modèles contiennent encore
un nombre important d’équations et de paramètres à déterminer, ce qui peut rendre
l’optimisation des paramètres complexe lorsqu’il y a peu de données disponibles.

Un des objectifs de notre approche a donc été de construire des modèles plus
parcimonieux, c’est-à-dire un modèle capable de fournir des prédictions précises tout
en contenant un faible nombre d’équations et de paramètres à déterminer.
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1.4 Réapprentissage et Assimilation de Données

Parmi les méthodes permettant l’intégration et la prise en compte de nouvelles don-
nées collectées nous distinguons ici la notion de «réapprentissage» et d’«Assimilation
de Données».

Le réapprentissage sera considéré ici comme l’actualisation, à partir d’un nouveau
jeu de données, d’un modèle ajusté ultérieurement sur un historique de données plus
ancien. Cette actualisation permet de corriger et d’améliorer les prédictions fournies
par le modèle.

Comme l’ajustement, l’actualisation du modèle se fait généralement par le réap-
prentissage des paramètres de celui-ci, via la minimisation d’une fonction de coût (LE-
WIS et al. (2006), NIU et al. (2014), ANDERSON et al. (2000), NIU et al. (2014), LUO

et al. (2011) et LADEAU et al. (2011)).

Nous restreindrons ici la notion d’Assimilation de Données à une méthode visant
à estimer l’état d’un système à un instant t, en combinant l’information fournie par un
outil de simulation et celle fournie par un flux de données collectées plus ou moins
continu.

L’objectif de l’Assimilation de Données est d’utiliser les données pour corriger, de
manière itérative et plus ou moins régulière, les simulations du modèle. Cette correction
est réalisée en tenant compte du fait que les données contiennent du bruit et que
l’outil de prédiction est associé à une erreur plus ou moins importante. Ainsi, dans le
cadre de l’Assimilation de Données, plus les données sont faciles à collecter et plus les
corrections peuvent être effectuées fréquemment (AUROUX et BLUM (2005), GREGG et
al. (2009), LGUENSAT et al. (2017) et LGUENSAT et al. (2019)).

Les méthodes les plus utilisées actuellement pour estimer l’état actuel d’un sys-
tème à partir des données collectées et de la simulation de l’outil utilisé sont le filtre de
Kalman et la méthode de Monte Carlo (WANG et al. (2000), ANDERSON et al. (2000),
LUO et al. (2011) et LGUENSAT et al. (2017)).

L’Assimilation de Données peut être basée sur un outil de simulation davantage
guidé par les données («Data-Driven») ou par un modèle («Modèle-Driven») (LGUEN-
SAT et al. (2017)). Dans le cas de l’assimilation dirigée par les données l’outil de simula-
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tion utilisé est basé sur un modèle de type «boîtes-noires». Mais comme nous l’avons
vu dans la section 1.2.5, l’ajustement de ce type de modèles nécessite de disposer
de beaucoup de données. Lorsque l’on souhaite réaliser de l’Assimilation de Données
dans des contextes où l’on dispose de peu de données il est nécessaire d’avoir un outil
capable de fournir des prédictions précises malgré un ajustement effectué préalable-
ment sur peu de données. Si nous sommes dans un contexte dans lequel la collecte
de données de qualité est difficile, il faudra également que cet outil soit robuste et qu’il
fournisse des prédictions ne nécessitant pas de corrections trop fréquentes. Dans ce
genre de contextes l’Assimilation de Données est donc plutôt dirigée par un modèle
mathématique dynamique contenant peu de paramètres à ajuster (NIU et al. (2014)).

L’Assimilation de Données dirigée par un modèle peut donc être vue comme une
méthode couplant l’utilisation de données et de connaissances pour estimer l’état ac-
tuel d’un système. Basé sur le même principe, le Couplage Modèle-Données peut
alors être utilisé pour construire l’outil fournissant les simulations (HOUTEKAMER et
MITCHELL (1998), GREGG et al. (2009), LUO et al. (2011) et NIU et al. (2014)).

Comme le Couplage Modèle-Données, l’Assimilation de Données dirigée par un
modèle est aujourd’hui essentiellement utilisé dans les domaines de la météorolo-
gie (HOUTEKAMER et MITCHELL (1998), KALNAY (2003), MERTENS et al. (2009) et
WANG et al. (2000)), de l’océanographie (CHAVE et al. (2009), DOWD (2007), GREGG

et al. (2009) , LGUENSAT et al. (2019) et ANDERSON et al. (2000)) et de la géologie
(NIU et al. (2014), GAO et al. (2011) et WILLIAMS et al. (2005)).

L’enjeu majeur pour réaliser de l’Assimilation de Données biologiques est de dis-
poser d’un modèle relativement léger, capable de fournir des prédictions précises
et fiables malgré peu de données disponibles pour l’ajuster et le corriger (LUO et
al. (2011) et NIU et al. (2014)).

1.5 Résumé de l’état de l’art

Différentes notions ont été abordées dans cet état de l’art. L’objectif de cette section
est de résumer et de proposer un positionnement de ces différentes notions les unes
par rapport aux autres. Ce positionnement proposé est synthétisé par la figure 1.1.
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FIGURE 1.1 – Résumé de l’état de l’art.

Des auteurs comme KOTSIANTIS et al. (2007) considèrent que parmi les méthodes
d’apprentissage automatique, deux catégories peuvent être distinguées : les méthodes
supervisées et les méthodes non-supervisées. Comme nous l’avons vu dans la section
1.2.1, l’apprentissage automatique non-supervisé est une approche qui se base tota-
lement sur l’information contenue dans les données («Data-Driven») et dans laquelle
aucune hypothèse a priori n’est faite. Dans les approches d’apprentissage automa-
tique supervisé, aucune hypothèse n’est faite concernant la distribution des données,
mais les entrées et les sorties attendues sont spécifiées. La construction d’algorithmes
d’apprentissage automatique et surtout d’apprentissage profond, nécessite de faire un
minimum de choix a priori, notamment le nombre de couches cachées, le nombre de
neurones présents dans chaque couche cachée ou encore le nombre d’arbres de dé-
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cision utilisés (LECUN et al. (2015)). La supervision de la construction de ces modèles
n’est donc pas nulle.

D’autre part, comme nous l’avons vu dans la section 1.2.2, l’apprentissage statis-
tique non-paramétrique est une approche dans laquelle aucune hypothèse n’est faite
concernant la fonction reliant les données d’entrée et de sortie. Ainsi, l’apprentissage
statistique non-paramétrique semble s’approcher de l’apprentissage automatique su-
pervisé en ce qui concerne l’importance accordée à l’information contenue dans les
données et la volonté de garder une approche affranchie de toute hypothèse a priori.

Le «Couplage Modèle-Données» est une approche inspirée des mathématiques
mais elle implique des études interdisciplinaires. En effet, dans la plupart des explo-
rations basées sur du «Couplage Modèle-Données» il y a une volonté d’intégrer dans
le modèle mathématique des connaissances concernant la dynamique globale du sys-
tème étudié, via le langage mathématique. La construction de ces modèles est donc
supervisée et nécessite quelques connaissances concernant le domaine d’étude.

En ce qui concerne la construction de l’architecture des modèles, deux approches
peuvent être distinguées d’après TOMLIN et AXELROD (2007). La première, dite «Bottom-
Up», consiste à construire un modèle en commençant par représenter les détails des
différents composants du système étudié et les liens qui existent entre eux. Á l’inverse,
la seconde approche, dite «Top-Down», consiste à considérer dans un premier temps
le système étudié dans son ensemble et à entrer ensuite plus ou moins dans les détails
du fonctionnement du système.

La construction de l’architecture des modèles de type «boîtes-noires» est totale-
ment décorrélée de la nature des processus biologiques étudiés et n’est donc pas
concernée par ces deux approches.
La construction des modèles de type «boîtes-blanche» se base par définition sur une
approche «Bottom-Up». En effet, ces modèles sont construits dans un objectif très
précis et de manière extrêmement structurée et supervisée. Les approches "boîtes-
blanches" contiennent beaucoup de connaissances traduites par un grand nombre
d’équations. Peu de composants de ces modèles sont ajustés à partir de données
et la quasi totalité de l’information est apportée par la construction du modèle.

En revanche, les modèles conçus dans le cadre du Couplage Modèle-Données
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sont associés à une construction architecturale de type «Top-Down», afin de garder
un modèle synthétisant la dynamique globale du système. L’objectif est d’avoir un mo-
dèle qui intègre des connaissances mais qui reste relativement souple et léger afin
de pouvoir ajuster les paramètres qu’il contient sur des données. Cette approche peut
donc être considérée comme une approche intermédiaire entre les approches «boîtes-
noires» et «boîtes-blanches».

Enfin, l’Assimilation de Données et le réapprentissage du modèle correspondent
à deux manières différentes de valoriser la collecte de nouvelles données. Mais ces
deux pratiques se font à des échelles de temps différentes et dans deux optiques
distinctes : La première est utilisée pour corriger de manière itérative, les simulations
fournies par le modèle à partir de données collectées quasiment en temps réel et la
deuxième est utilisée pour réajuster ponctuellement les paramètres du modèle sur un
nouvel historique de données.
L’outil de simulation utilisé pour réaliser de l’Assimilation de Données peut être un outil
d’apprentissage automatique, d’apprentissage statistique ou issu du Couplage Modèle-
Données. Ainsi l’Assimilation de Données peut donc accorder plus d’importance aux
données ou aux connaissances a priori selon le type d’outil de prédiction utilisé.

L’Assimilation de Données d’élevage est un contexte particulier qui peut être qualifié
de "Biological Small Data Context". En effet, comme nous l’avons vu dans la section
1.1, les données relatives au fonctionnement interne des êtres vivants sont difficiles
à collecter et contiennent généralement beaucoup de variabilité. De plus, les phéno-
mènes à l’origine de l’évolution des variables biologiques sont complexes. Les modèles
réalistes mécanistes ne sont pas construits dans l’optique d’être ajustés sur des don-
nées. D’autre part, les outils d’apprentissage automatique et d’apprentissage profond
ont besoin de beaucoup de données pour pouvoir être ajustés. Dans ce contexte parti-
culier, les outils de prédiction actuellement utilisés ne semblent donc pas adaptés pour
gérer conjointement le manque de données, leur hétérogénéité et la complexité des
phénomènes étudiés.

Il semble donc nécessaire d’explorer une nouvelle approche pour construire des
outils de prédiction précis permettant de réaliser de l’Assimilation de Données d’éle-
vage.
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1.6 L’approche explorée dans ces travaux de thèse

Comme nous l’avons vu dans l’introduction, notre exploration se fait dans le cadre
d’une thèse CIFRE dans une entreprise d’agroalimentaire. Cette entreprise désire dis-
poser d’outils capables de mettre en lien l’alimentation et les performances d’animaux
d’élevage. La prédiction des performances en fonction de la composition de la ration
distribuée peut ensuite permettre de déterminer la ration optimisant les performances
des animaux dans des conditions d’élevage données. Cette capacité de prédiction peut
également permettre d’apporter du conseil aux éleveurs et de les accompagner dans
le pilotage de leur élevage. Cependant, cette entreprise dispose de très peu de don-
nées pour ajuster et corriger des outils de prédiction et d’Assimilation de Données.

Le premier objectif de ces travaux de thèse a été de construire des outils capables
de prédire avec précision l’évolution de variables biologiques malgré un ajustement
réalisé sur peu de données.

Le second objectif était que ces outils soient capables de réaliser de l’Assimilation
de Données d’élevage. Pour cela il nous a fallu veiller à conserver des outils relative-
ment légers, capables de mettre en lien différents types de données et de fournir des
prédictions ne nécessitant pas de corrections fréquentes.

De plus, l’entreprise dans laquelle cette thèse a été réalisée, produit de l’alimenta-
tion pour différentes espèces d’élevage (vaches, lapins, cochons.). Nous voulons donc
des outils qui puissent s’adapter rapidement aux différentes espèces étudiées.

Pour atteindre ces objectifs, nous avons décidé d’explorer une approche se situant
à mi-chemin entre une approche de modélisation réaliste et une approche de type
"boîte-noire". Cette approche se base sur l’intégration dans le modèle mathématique
de connaissances concernant la dynamique globale du système.

Nous avons fait l’hypothèse qu’un modèle dynamique contenant des connaissances
a priori aura une capacité d’apprentissage plus forte et réalisera des prédictions plus
précises que celles fournies par des outils de type "boites-noires". Nous avons aussi
supposé qu’en veillant à conserver un modèle parcimonieux, c’est-à-dire un modèle
ne contenant ni trop d’équations ni trop de paramètres à déterminer, cela permettra de
conserver un outil léger par rapport à des outils de type mécanistes réalistes. Cette par-
cimonie permettra également de garder un outil capable de s’adapter relativement ra-
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pidement et facilement aux différentes espèces animales étudiées par les entreprises
du secteur agroalimentaire.

Comme dans les études explorant le Couplage Modèle-Données citées dans la sec-
tion 1.3.2, la construction de notre outil est basée sur une combinaison optimale entre
les connaissances que nous avons pour construire un modèle mathématique, et les
données dont nous disposons pour ajuster les paramètres de ce modèle. L’approche
explorée dans ce travail de thèse correspond donc à une approche de type "Couplage
Modèle-Données".

Concrètement, nous avons construit un modèle mathématique principal, basé sur
un système dEDP embarquant l’expression mathématique de divers phénomènes, comme
par exemple de la diffusion, de la convection et des effets de saturation. Ce modèle ma-
thématique a pour but d’intégrer des connaissances biologiques, et non pas de décrire
de façon réaliste et avec exactitude l’ensemble des processus biologiques qui se dé-
roulent dans le corps de l’animal. Dans notre approche nous faisons une distinction
entre la réalité et la dynamique traduite mathématiquement par notre modèle.

Ce modèle, même s’il peut être considéré comme biomimétique, il n’est pas "bio-
logique" mais bien "mathématique". L’objectif est de construire un outil de prédiction
embarquant une dynamique synthétique, dans l’espoir qu’il fournisse des prédictions
précises malgré un apprentissage réalisé sur peu de données. Néanmoins, le modèle
mathématique construit n’est pas directement assimilable à l’animal réel. En effet, l’ani-
mal réel est un organisme vivant très complexe dont la modélisation réaliste serait très
longue. Le support de réflexion que nous avons utilisé pour construire notre modèle
n’est donc pas directement l’animal réel, mais un Avatar de cet animal (figure 1.2).
Cet Avatar correspond à un résumé conceptuel, réduisant à l’essentiel la dynamique
globale des réactions du corps de l’animal. Un grand nombre de phénomènes physico-
chimiques se déroulent dans le corps de l’animal en réponse à l’ingestion ou à l’in-
jection de molécules. Ils mènent, quelques temps plus tard, à l’évolution de variables
biologiques. Ces apports de molécules dans le corps de l’animal et ces variables bio-
logiques peuvent être enregistrés et captés pour générer des données d’entrée et de
sortie. Nous avons supposé que ces données d’entrée et de sortie peuvent être reliées
par un modèle dynamique succinct.

Dans l’Avatar nous avons imaginé les flux de molécules et les organes de manière
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globale, comme étant des flux d’informations et des compartiments. Nous avons en-
suite construit les équations et les opérateurs mathématiques que nous avons jugés
nécessaires et suffisants pour traduire mathématiquement cet Avatar et relier les don-
nées d’entrée et de sortie citées précédemment. Le principal modèle mathématique
obtenu dans ces travaux est un système d’EDP décrivant la convection, la diffusion et
l’action d’une information globale.

Réalité

● Corps de l’animal
● Sang
● Molécules
● Nutriments
● Enzymes
● Hormones 
● Organes
● Muscles
● ...

● Ingestion de nutriments
● Injection de molécules
● Rumination
● Circulation sanguine
● Circulation nerveuse
● Digestion
● Fermentation
● Absorption 
● Assimilation
● Métabolisme
● ...

Avatar

● Flux d’informations

● Convection
● Diffusion
● Fixation
● Retard
● Utilisation
● Saturation

Composants

Processus

Modèle

● Fonctions mathématiques

● Equations d’évolution 
paramétrées 

● Opérateurs de convection 
● Opérateurs de diffusion 
● Opérateurs de retard
● Opérateurs intégraux
● Fonctions de transfert 

FIGURE 1.2 – Synthèse des différents niveaux considérés dans notre approche, leurs
composants et les processus qu’ils contiennent.

Dans notre approche nous distinguons plusieurs éléments de différentes natures,
dont les liens sont schématisés dans la figure 1.3. Nous considérons qu’il y a d’une part
la réalité, dans laquelle des ingestions et des injections induisent des processus bio-
logiques complexes dans le corps de l’animal. Différents types de capteurs remontent
des données et permettent d’extraire de cette réalité des données d’entrée (Inputs) et
des données de sortie (Outputs). Étant donné que le modèle n’est pas directement
assimilable à une réalité physique, les entrées et les sorties du modèle ne sont pas
non plus directement assimilables aux données d’entrée et de sortie collectées. Une
fonction mathématique, appelée "fonction d’entrée", permet donc de traduire ces don-
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nées et d’induire une réponse du modèle, elle-même reliée aux données de sortie par
une fonction mathématique.

Animal réel

Avatar

Modèle mathématique

Algorithme

Programme

Outil

Données d'entrée
collectées

Données de sortie
collectées

Fonction
d'entrée

Réponses

Sorties
prédites

Résultats

Réalité

Ingestions/
Injections

Capteurs

Collecte de données

Collecte de données

Conceptualisation

Traduction mathématique

Discrétisation

Programmation

Paramétrage

Prédictions/
Simulations

Algorithme

d'optimisation

FIGURE 1.3 – Articulation des différents éléments intervenant dans notre exploration

L’algorithme de notre approche résulte de la discrétisation du modèle mathéma-
tique, c’est-à-dire du système d’EDP. Ces équations contiennent des paramètres asso-
ciés à des facteurs biologiques. Elles contiennent par exemple une vitesse de convec-
tion, un coefficient de diffusion et des seuils de saturations. Les valeurs de ces para-
mètres sont apprises à partir de données et en utilisant un algorithme d’optimisation
existant.

La présence dans le modèle mathématique de paramètres pouvant être appris à
partir de données confère à nos outils une capacité d’apprentissage. En utilisant une
base de données nous pouvons donc obtenir un outil capable de reconstituer une dyna-

52

Construction et analyse d'outils d'apprentissage statistique biomimétiques basés sur des systèmes d'équation aux dérivées partielles pour l'assimililation de données d'élevage Hélène Flourent 2020



1.7. Description des données disponibles et de la méthode d’adimmentionnement appliquée

mique reliant des données d’entrée et de sortie et de réaliser ensuite des simulations
et des prédictions. Les outils construits au cours de ces travaux de thèse peuvent donc
être considérés comme étant des outils d’apprentissage statistique.

Le programme correspond ensuite au code permettant de gérer cette étape d’ap-
prentissage des paramètres, grâce à un processus itératif basé sur la comparaison
des données de sortie issues de la réalité et des sorties prédites. Au cours de ce pro-
cessus itératif, un algorithme d’optimisation permet de faire converger les paramètres
vers des valeurs minimisant la différence entre les données de sortie collectées et les
sorties générées par le modèle. Enfin, l’outil de simulation et de prédiction se base sur
le modèle mathématique paramétré avec les valeurs des paramètres obtenues à la fin
de l’apprentissage.

1.7 Description des données disponibles et de la mé-

thode d’adimmentionnement appliquée

1.7.1 Les données disponibles

Dans le cadre de ce projet, des données ont été mises à notre disposition pour
ajuster nos outils et tester ensuite la qualité de leurs prédictions. Ces données appar-
tiennent à l’entreprise dans laquelle cette thèse CIFRE a été réalisée et sont donc
confidentielles. Dans cette section, ainsi que dans la suite du manuscrit, seules les
données adimensionnées seront présentées, sans préciser l’espèce animale sur la-
quelle nous avons travaillé.

Les données utilisées ont été collectées dans deux élevages différents, au cours
d’une période d’engraissement. Les individus, qui sont tous de la même espèce et
de la même race, ont été monitorés pendant une certaine période afin de suivre leur
croissance et leur consommation alimentaire.

Pour assurer la collecte des données, les animaux ont été équipés de colliers
connectés contenant une puce électronique propre à chaque animal. Lorsqu’un animal
mange, l’auge contenant l’aliment détecte la puce de ces colliers et collecte différentes
informations associées à l’animal et à sa prise d’aliment. Ces auges connectées enre-
gistrent le moment du repas, sa durée et la quantité d’aliment consommée. En parallèle
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de cela, l’ensemble des individus ont été pesés grâce à des balances installées ponc-
tuellement dans les élevages.

Dans le premier élevage, que l’on appellera l’élevage «A», 8 individus ont été moni-
torés pendant une période de référence allant de t “ 0 jusqu’à t “ 1. Ces individus ont
été alimentés avec une ration de base, sans ajout d’additif. Ils constitueront le groupe
que l’on appellera "Témoin A". Dans cet élevage, les animaux ont été pesés à l’instant
t “ 0 et à t “ 1. Nous connaissons donc le poids de ces individus à t “ 0 (P0) et à t “ 1
(P1).

Dans le deuxième élevage, que l’on appellera l’élevage «B», 20 individus ont été
monitorés pendant une période allant de t “ 0 jusqu’à t “ 2.5. Ces individus ont été
alimentés avec une ration de base et avec une dose plus ou moins grande d’additif.
Parmi ces 20 individus :

— 6 individus n’ont pas reçu d’additif en supplément de la ration de base. Ces
animaux constitueront le groupe que l’on appellera «Témoin B»,

— 5 individus ont reçu une dose Dose1 d’additif en supplément de la ration de base.
Ces animaux constitueront le groupe que l’on appellera «Dose1 B»,

— 5 individus ont reçu une dose Dose2 d’additif en supplément de la ration de base.
Ces animaux constitueront le groupe que l’on appellera «Dose2 B»,

— et enfin, 4 individus ont reçu une dose Dose3 d’additif en supplément de la ration
de base. Ces animaux constitueront le groupe que l’on appellera «Dose3 B».

Dans cet élevage les animaux ont été pesés à l’instant t “ 0, à t “ 0.6, à t “ 1.52
et à t “ 2.5. Nous connaissons donc le poids de ces animaux à ces différents instants
(P0, P0.6, P1.52 et P2.5).

Lors de chaque étude les données ont été divisées en deux parties. La première
partie, appelée "base d’apprentissage", correspond aux données sur lesquelles les
outils ont été ajustés. La seconde, appelée "base de test", contient les données sur
lesquelles nous avons vérifié la qualité des outils de prédiction obtenus.

Dans plusieurs études nous avons utilisé les données du groupe «A» comme base
d’apprentissage et celles associées au groupe «B» comme base de test. Dans plu-
sieurs de nos études nous avons eu besoin de comparer le poids prédit et le poids
mesuré des individus à l’instant t “ 1. Dans ces cas là, pour avoir une information
concernant le poids des individus à t “ 1 dans les deux bases de données et pour pou-
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voir utiliser les individus du groupe «B» comme individus «Test» nous avons interpolé
leur poids à t “ 1 à partir de leur poids mesuré à t “ 0.6 et à t “ 1.52.

Dans les deux élevages, la consommation alimentaire de chaque animal a été col-
lectée périodiquement. Nous avons de ce fait la consommation moyenne de chaque
individu, sur la période allant de t “ 0 jusqu’à t “ 0.67 (Cr0´0.67s), sur la période allant
de t “ 0.67 jusqu’à t “ 1.5 (Cr0.67´1.5s) et sur la période allant de t “ 1.5 jusqu’à t “ 2.5
(Cr1.5´2.5s).

Pour résumer le contenu de ces données nous avons construit la table 1.1.

TABLE 1.1 – Description de la composition des données et des différents groupes étu-
diés (NI : Nombre d’Individus, ˆ : Donnée disponible, + : Donnée estimée).

Témoin A Témoin B Dose1 B Dose2 B Dose3 B
NI 8 6 5 5 4
P0 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
P0.6 ˆ ˆ ˆ ˆ
P1 ˆ + + + +

P1.52 ˆ ˆ ˆ ˆ
P2.5 ˆ ˆ ˆ ˆ

Cr0´0.67s ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
Cr0.67´1.5s ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
Cr1.5´2.5s ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

1.7.2 Adimentionnement des données

Les individus de l’élevage "A", qui ont constitué notre base d’apprentissage dans la
plupart de nos études, ont été utilisés comme groupe de référence pour adimensionner
les données.

Adimentionnement du temps et de l’espace

Les modèles que nous avons construits sont des modèles spatiaux temporels. Il
nous faut donc adimentionner les données en temps et en espace.
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La période d’engraissement du groupe "A" correspond à la période de référence.
Cette période, allant de t “ 0 jusqu’à t “ XA, a donc été ramené à une période allant
de t “ 0 jusqu’à t “ 1. Pour cela nous avons divisé le temps par XA. Donc,

tAdimi
“

ti

XA

, (1.7.1)

où ti et tAdimi
correspondent respectivement à la iime valeur de la variable de temps,

avec et sans dimension.

Les individus de l’élevage «B» ont été monitorés pendant une période 2.5 fois plus
longue que la période de suivi des individus de l’élevage «A». En divisant cette période
par XA, celle-ci a donc été ramenée à une période allant de t “ 0 jusqu’à t “ 2.5.

Dans notre étude l’espace peut être assimilé à la longueur du corps de l’animal ou
à celle de la zone étudiée. Nous avons décidé de réduire cet espace à un intervalle
allant de 0 jusqu’à 1.

Adimentionnement des données de croissance

Dans notre base de données nous avons également des poids mesurés à différents
instants. Comme pour les autres variables, nous voulons que ces poids, qui dépendent
du temps, varient entre 0 et 1.

Comme précédemment, le groupe «Témoin A» constitue notre groupe de référence.
Pour adimentionner les données de croissance des individus des élevages «A» et «B»,
nous divisons donc toutes les mesures de poids, aux différents instants t par le poids
le plus élevé atteint à t “ 1 dans le groupe «Témoin A» (max(P1)A). Nous avons donc,

PAdimt,i
“

Pt,i

max
`

pP1qA

˘ (1.7.2)

où Pti
et PAdimti

correspondent respectivement au poids du iime individu à l’instant t,
avec et sans unité.
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Adimentionnement des données de consommation

Dans la base de données utilisée, la consommation alimentaire a été collectée pé-
riodiquement. Pour s’assurer que la sortie du modèle à t “ 1 soit comprise entre 0
et 1, il est nécessaire que la quantité totale d’information injectée dans le modèle soit
inférieure ou égale à 1.

Les individus du groupe «Témoin A» constituent notre groupe de référence. Nous
avons donc commencé par calculer la quantité totale d’aliment consommée par chaque
individu des groupes «Témoin A» et «Témoin B». Nous avons ensuite divisé cette
quantité par la plus grande quantité totale d’aliment consommée dans le groupe "A"
(maxpSumConsumqA). Nous avons donc :

SumConsumAdimi
“

SumConsumi

maxpSumConsumqA

(1.7.3)

où SumConsumi et SumConsumAdimi
correspondent respectivement à la quantité to-

tale d’aliment consommée par le iime individu, avec et sans dimension.

Dans les données utilisées, nous connaissons pour chaque individu, sa consomma-
tion moyenne sur 3 périodes consécutives. Pour adimensionner ces consommations
moyennes, nous avons appliqué les opérations suivantes :

Cr0´0.67sAdimi
“ Cr0´0.67si

1
maxpSumConsumqA

, (1.7.4)

Cr0.67´1.5sAdimi
“ Cr0.67´1.5si

1
maxpSumConsumqA

, (1.7.5)

et,

Cr1.5´2.5sAdimi
“ Cr1.5´2.5si

1
maxpSumConsumqA

. (1.7.6)

où Crt1´t2si et Crt1´t2sAdimi
correspondent respectivement aux consommations moyennes

sur la période allant de t “ t1 jusqu’à t “ t2, pour le iime individu, avec et sans dimen-
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sion.

1.8 Présentation de l’algorithme DIRECT

Les modèles mathématiques construits lors de ce travail de thèse contiennent plu-
sieurs paramètres dont les valeurs sont à déterminer. Ces modèles peuvent contenir
une dizaine de paramètres à ajuster. Néanmoins, étant donné le peu de données que
nous avons pour apprendre la valeur de ces paramètres, nous avons fixé certains
d’entre eux. Les autres doivent être appris à partir d’une base de données d’appren-
tissage et d’un algorithme d’optimisation. L’objectif de cet algorithme est de trouver les
valeurs des paramètres minimisant l’erreur du modèle sur cette base de données.

La fonction à minimiser, appelée fonction «objectif», correspond donc à un indica-
teur d’erreur dépendant des valeurs des paramètres. Cette fonction calcule générale-
ment l’écart relatif existant entre des valeurs de la variable de sortie mesurées et celles
prédites par le modèle.

Dans notre approche, du fait de la complexité des modèles mathématiques, nous ne
connaissons pas à priori l’allure de la fonction "objectif". Il nous faut donc un algorithme
d’optimisation capable de trouver les valeurs des paramètres d’un modèle complexe à
partir de données expérimentales pouvant contenir beaucoup de variabilité.

Parmi les algorithmes d’optimisation existant l’algorithme DIRECT, développé par
JONES et al. (1993), est appliqué dans de nombreux problèmes industriels tels que
ceux présentés par ZHU et BOGY (2002), SABER et SHAW (2008), NICHOLAS et AL-
DERSON JR (2014), CARTER et al. (2001) et HE et al. (2002).

Cet algorithme a été développé dans le but de résoudre des problèmes d’optimi-
sation complexes (NICHOLAS (2014) et FINKEL et KELLEY (2004)). Son nom vient de
la contraction de « DIViding RECTangles » et décrit la façon dont cet algorithme tend
vers le minimum global de la fonction «objectif». En effet, à chaque itération le do-
maine, couvrant l’ensemble des valeurs pouvant être prises par les paramètres, est
divisé en hyper-rectangles. L’algorithme calcule ensuite la valeur de la fonction «objec-
tif» au centre de ces hyper-rectangles. En procédant ainsi l’algorithme parcours l’inté-
gralité du domaine en découpant de manière plus précise les zones du domaine dans
lesquelles la fonction «objectif» prend de faibles valeurs (FINKEL (2003) et FINKEL et
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KELLEY (2004)).
Le processus d’optimisation appliqué par cet algorithme est donc uniquement basé

sur le calcul de la valeur de la fonction à minimiser à différents endroits du domaine.
Cet algorithme ne nécessite donc pas de connaissance a priori concernant l’allure de
la fonction «objectif» (FINKEL (2003)). Seules les gammes de valeurs des paramètres
doivent être précisées. De plus, en parcourant l’ensemble du domaine, l’algorithme
DIRECT assure une convergence de la fonction «objectif» vers le minimum global
(FINKEL (2003) et FINKEL et KELLEY (2004)).

Cependant, cette convergence globale est assurée au prix d’une recherche exhaus-
tive et de la réalisation d’un grand nombre d’itérations.

Dans notre exploration nous avons fait le choix de privilégier l’optimisation globale
de nos outils plutôt que la rapidité d’apprentissage. Nous avons donc choisi d’utiliser
l’algorithme DIRECT pour ajuster la valeur des paramètres de nos modèles.

Pour cela, comme nos outils sont codés sous R, nous utilisons la fonction directL

développée par JOHNSON (2008).
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CHAPITRE 2

CONSTRUCTION ET ANALYSE D’OUTILS

D’APPRENTISSAGE STATISTIQUE

BIOMIMÉTIQUES

L’objectif de ce chapitre est de présenter la construction d’outils d’apprentissage
statistique biomimétiques, leur fonctionnement et leurs capacités de prédiction.

La première section de ce chapitre détaillera l’élaboration d’un premier modèle ma-
thématique et de ses variantes. La construction de ce modèle mathématique, est une
étape clé de notre approche. Une attention particulière a donc été portée au choix et à
la construction des différents opérateurs mathématiques qui composent les équations
de ce modèle.

Dans la seconde section nous exposerons la méthode ayant permis de déterminer
les gammes de valeurs des paramètres du modèle mathématique.

Dans la troisième section nous présenterons les tests par simulation effectués. Ces
tests ont été réalisés afin d’étudier le fonctionnement de l’outil de prédiction basé sur le
modèle mathématique construit, les relations existantes entre certains paramètres et
la capacité de l’outil à apprendre la valeur des paramètres sur des données générées
artificiellement puis bruitées.

Ces tests par simulation ont mis en évidence les capacités d’apprentissage et de
prédiction de l’outil construit. Nous avons donc ensuite réalisé une application de cet
outil sur des données réelles. Cette application dont l’objectif était dêtre capable de
prédire la croissance d’individus en fonction de leur consommation alimentaire sera
présentée dans la quatrième section.
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2.1 Construction d’un premier modèle mathématique

biomimétique

La conception de l’Avatar, nous a permis d’établir un résumé parcimonieux de l’en-
semble des phénomènes qui peuvent se dérouler dans le corps d’un l’animal.

Nous avons fait lhypothèse que, lorsqu’un ensemble de molécules entre dans le
corps d’un animal, il circule à travers un réseau de vaisseaux contenant un fluide. Ces
molécules utilisent alors ce fluide comme un vecteur pour évoluer via des phénomènes
de convection et de diffusion. Dans ce réseau de vaisseaux, cet ensemble de molé-
cules peut entrer en compétition avec d’autres éléments et d’autres processus pouvant
retarder sa progression. Ensuite, ces molécules qui circulent peuvent être fixées, puis
accumulées dans un organe ou un tissu spécifique. Au cours de leur stockage, elles
peuvent être utilisées et induire la modification d’une variable biologique.

Nous avons construit un système d’EDP traduisant mathématiquement ce résumé.
Ce système est illustré par la figure 2.1.
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Φb

Φf

< < < <

> > > >
•

Q

Ψ

f

Ξ

u

O
<

r

ω, c

−ω, c

0 1

Prédiction \ Simulation

Données d'entrée

Fonction d'entrée

Données de sortie

Réponse du modèle

FIGURE 2.1 – Schématisation du modèle mathématique principal
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2.1.1 Élaboration des équations constituant le modèle mathéma-
tique

Nous avons modélisé le fonctionnement de notre Avatar en utilisant des variables,
des densités et des champs, qui sont tous sans dimension.

Nous considérons un flux avant Φf , et un flux arrière Φb, s’écoulant dans un espace
géométrique à une dimension, que nous avons restreint à lintervalle p0, 1q (Voir la figure
2.1). Cet intervalle correspond à la schématisation d’une partie ou de l’ensemble du
corps de l’animal, projetée sur une dimension.
Selon la problématique étudiée, les flux Φf et Φb peuvent être vus comme un résumé
extrême d’une circulation sanguine, d’une circulation digestive ou encore d’un flux ner-
veux.

Les données d’entrée à intégrer dans ce modèle correspondent principalement à
des données concernant la consommation alimentaire de l’animal, sa consommation
d’eau et les injections de médicaments qui lui sont administrés. Ces données d’entrée
peuvent être intégrées dans le modèle, via une fonction mathématique, sous la forme
d’une information dont la quantité est relative à la quantité de molécules ingérées ou
injectées.

Ainsi, plusieurs éléments sont associés à une information d, correspondant à une
information susceptible dêtre injectée dans le modèle.

␣

Φf pdq
(

pt, xq et
␣

Φbpdq
(

pt, xq sont
à chaque instant t, deux densités spatiales associées respectivement à un flux avant
avec une vitesse de convection ωd et un flux arrière avec une vitesse de convection
´ωd.
La densité spatiale

␣

Φf pdq
(

pt, xq est supposée solution de :

B
␣

Φf pdq
(

Bt
pt, xq ` ωd

B
␣

Φf pdq
(

Bx
pt, xq ´

B

„

cdχ
B

”

␣

Φf pdq
(

`
␣

Φbpdq
(

ı

Bx

ȷ

Bx
pt, xq

“
1
2
␣

Qpdq
(

pt, xq ´ fd
␣

F pdq
(

pxq
␣

Φf pdq
(

pt, xq ´ rd
␣

Φf pdq
(

pt, xq. (2.1.1)
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De la même manière,
␣

Φbpdq
(

pt, xq est supposée solution de :

B
␣

Φbpdq
(

Bt
pt, xq ´ ωd

B
␣

Φbpdq
(

Bx
pt, xq ´

B

„

cdχ
B

”

␣

Φf pdq
(

`
␣

Φbpdq
(

ı

Bx

ȷ

Bx
pt, xq

“
1
2
␣

Qpdq
(

pt, xq ´ fd
␣

F pdq
(

pxq
␣

Φbpdq
(

pt, xq ` rd
␣

Φf pdq
(

pt, xq. (2.1.2)

Dans les équation (2.1.1) et (2.1.2), la fonction
␣

Qpdq
(

est ce que l’on appelle la
"fonction d’entrée". Elle transforme les données collectées en flux d’information. La
fonction

␣

Qpdq
(

est donc une source externe d’information.
La moitié de l’information injectée va circuler vers l’avant, via

␣

Φf pdq
(

et l’autre moitié
vers l’arrière, via

␣

Φbpdq
(

.

Pour modéliser de manière très synthétique la circulation et l’évolution de l’informa-
tion dans un corps, nous avons intégré dans nos équations un terme de convection
et un terme de diffusion, correspondant respectivement au deuxième et au troisième
terme des deux premières équations du modèle, (2.1.1) et (2.1.2). Nous imaginons de
manière conceptuelle, que

␣

Φf pdq
(

,
␣

Φbpdq
(

, la vitesse de convection ωd et le coefficient
de diffusion cd, permettent de résumer très parcimonieusement l’ensemble du périple
que peuvent faire les molécules injectées dans le corps de l’animal.
La fonction χ, intégré dans le terme assimilable à un terme de diffusion des équa-
tions (2.1.1) et (2.1.2), est à support compact sur p0, 1q, principalement constante et
de valeur 1 à l’intérieur de p0, 1q. Cette fonction permet de supprimer la diffusion de
l’information aux bords du domaine.

Nous faisons ensuite l’hypothèse que l’information qui circule peut prendre du re-
tard. Nous avons modélisé ce retard par le retrait d’une partie de l’information du flux
avant

␣

Φf pdq
(

, vers le flux arrière
␣

Φbpdq
(

. Ce transfert permet de retarder la progres-
sion de l’information vers l’avant. Ce phénomène de retard, quantifié par le paramètre
rd, est modélisé par le dernier terme des deux premières équations du modèle. Le pa-
ramètre de retard rd synthétise donc l’ensemble des phénomènes de compétition ou
de freinage que peuvent subir les molécules injectées.

Nous avons également modélisé le fait que l’information qui circule peut être fixée,
c’est à dire captée par une entité. Dans cette entité, qui peut correspondre à un tissu, à
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un organe ou à un groupement d’organes, l’information peut être accumulée et stockée.
Nous avons modélisé cela par le retrait de la circulation d’une partie de l’information,
qui est alors transférée dans cette entité, notée

␣

Ψpdq
(

.
Á chaque instant t, la densité spatiale

␣

Ψpdq
(

pt, xq, associée à l’information fixée, est
solution de :

B
␣

Ψpdq
(

Bt
pt, xq “ fd

␣

F pdq
(

pxq

„

␣

Φbpdq
(

pt, xq `
␣

Φf pdq
(

pt, xq

ȷ

´ ud
␣

Ψpdq
(

pt, xq. (2.1.3)

Cette équation modélise le stockage et l’accumulation de l’information.
La localisation sur lintervalle p0, 1q de l’entité capable de capter l’information est in-
diquée par la fonction

␣

F pdq
(

. Cette fonction vaut 0 à certains endroits de l’espace
géométrique et 1 à d’autres. La zone où cette fonction vaut 1 correspond à la zone au
niveau de laquelle l’information est captée. Le paramètre fd détermine le taux d’infor-
mation fixée.

Une fois mise en stock, l’information peut avoir un impact sur une variable. Nous
avons modélisé cette utilisation de l’information par le fait qu’une partie de l’information
prélevée du compartiment de stockage, induise une variation de la variable de sortie.
Le paramètre ud détermine le taux d’information utilisée. Á chaque instant t, la densité
spatiale

␣

Ξpdq
(

pt, xq, associée à l’information utilisée, est solution de :

B
␣

Ξpdq
(

Bt
pt, xq “ ud

␣

Ψpdq
(

pt, xq. (2.1.4)

Le domaine Ωpdq correspond à la zone sur laquelle l’information utilisée agit sur la
variable de sortie du modèle

␣

Opdq
(

ptq, donnée par l’équation :

␣

Opdq
(

ptq “

ż

Ωpdq

␣

Ξpdq
(

pt, xq dx. (2.1.5)

2.1.2 Contextes d’application du modèle mathématique et les dif-
férentes versions développées

Le modèle mathématique présenté précédemment, composé des équations (2.1.1),
(2.1.2), (2.1.3), (2.1.4) et (2.1.5) peut simuler et prédire un phénomène d’accumulation.
Il peut donc être utilisé pour mettre en lien des données relatives à une production
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totale sur une période donnée.

La quatrième équation du modèle, correspondant à l’équation (2.1.4) dans le mo-
dèle présenté précédemment, est ce que l’on appelle l’équation «d’utilisation». Cette
équation détermine l’action de l’information injectée sur la variable de sortie.

Les nutriments, l’eau ou les médicaments peuvent avoir des effets différents selon
la variable biologique étudiée. En effet, ces molécules peuvent faire diminuer certaines
variables et faire augmenter d’autres. Cette équation doit donc pouvoir s’adapter aux
différentes façons dont une molécule peut impacter la variable à prédire.

Pour pouvoir modéliser une croissance logistique nous avons ajouté un limiteur
dans cette équation. Dans ce cas, l’équation «d’utilisation» devient :

B
␣

Ξpdq
(

Bt
pt, xq “ ud

␣

Ψpdq
(

pt, xq

ˆ

Ld ´
␣

Opdq
(

ptq

Ld

˙

(2.1.4b)

Avec cette version de l’équation d’utilisation, des données relatives à l’évolution du
poids d’un animal, borné par une constante positive Ld, peuvent être traitées. Cette
équation peut être assimilée à l’équation Différentielle de VERHULST (1838),

By

Bt
ptq “ r yptq

ˆ

K ´ yptq

K

˙

(2.1.6)

dont la structure est semblable. Nous constatons en effet que dans le cas où aucun
terme ne dépend de x, où la valeur de ud est très élevée et Ωpdq correspond à l’en-
semble de l’intervalle r0 ; 1s,

␣

Ξpdq
(

,
␣

Ψpdq
(

et
␣

Opdq
(

sont très proches les unes des
autres. Ainsi, les équations (2.1.6) et (2.1.4b) sont sensiblement les mêmes.

Il peut également être nécessaire de modéliser des fluctuations afin de pouvoir, par
exemple, utiliser notre outil pour traiter des données relatives à l’impact d’un médica-
ment sur une variable biologique. Pour cela, nous devons être capables de modéliser
l’augmentation ou la diminution de cette variable. Comme cela est le cas pour de nom-
breuses variables biologiques, nous avons fait en sorte que la variable de sortie du
modèle puisse varier entre une borne supérieure et une borne inférieure. Nous avons
donc construit l’équation,

B
␣

Ξpdq
(

Bt
pt, xq “ ´

´

␣

Ξpdq
(

pt, xq ´ Uppd

¯

´ ud
␣

Ψpdq
(

pt, xq

´

␣

Ξpdq
(

pt, xq ´ Lowd

¯

, (2.1.4c)
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qui modélise le fait que l’information fixée
␣

Ψpdq
(

attire la variable de sortie vers une
valeur plus petite que celle atteinte durant l’état stationnaire, et l’équation,

B
␣

Ξpdq
(

Bt
pt, xq “ ´ud

␣

Ψpdq
(

pt, xq

´

␣

Ξpdq
(

pt, xq ´ Uppd

¯

´

´

␣

Ξpdq
(

pt, xq ´ Lowd

¯

, (2.1.4d)

qui modélise le fait que l’information fixée
␣

Ψpdq
(

attire la variable de sortie vers une
valeur plus élevée que celle atteinte lors de l’état stationnaire.

Dans les deux cas présentés précédemment, la variable de sortie du modèle varie
entre une valeur inférieure, Lowd et une valeur supérieure, Uppd.

L’écriture de l’équation «d’utilisation» doit être définie a priori, en fonction de la pro-
blématique abordée et des connaissances acquises concernant l’impact du type de
données d’entrée utilisées sur la variable à prédire.

Le modèle mathématique composé des équations (2.1.1), (2.1.2), (2.1.3), (2.1.5) et
de l’équation d’utilisation (2.1.4), (2.1.4b), (2.1.4c) ou (2.1.4d), a été nommé "Modèle
A". Le modèle mathématique composé de l’équation "d’utilisation" (2.1.4b) est appelé
"modèle de croissance". Les modèles composés des équations "d’utilisation"(2.1.4c)
et (2.1.4d) sont respectivement appelés "modèle de diminution" et "modèle d’augmen-
tation".

2.1.3 Les conditions initiales et les conditions aux bords

Nous avons imposé :

@t P p0, 8q,
␣

Φf pdq
(

pt, 0q “
␣

Φbpdq
(

pt, 0q et
␣

Φbpdq
(

pt, 1q “
␣

Φf pdq
(

pt, 1q. (2.1.7)

Les conditions données par (2.1.7) permettent à l’information qui circule de réaliser
des allers-retours entre les deux extrémités du domaine.

Les conditions initiales
␣

Φf pdq
(

p0, xq,
␣

Φbpdq
(

p0, xq,
␣

Ψpdq
(

p0, xq,
␣

Ξpdq
(

p0, xq et
␣

Opdq
(

p0q

sont données pour tout x appartenant à l’intervalle p0, 1q.
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2.1.4 Les paramètres du modèle

Le système d’EDP développé dans cette section contient plusieurs paramètres dont
les valeurs sont à déterminer. Il y a en particulier ωd, cd, rd, fd et ud.

Étant donné que nous avons eu très peu de données pour ajuster ces différents
paramètres, nous avons dû pour l’instant fixer certains d’entre eux. Nous avons fait
notamment le choix de fixer le paramètre de diffusion cd à une valeur assez faible de
0.001.

Selon les études réalisées, nous avons fixé un nombre plus ou moins grand de
paramètres. Les autres sont appris en utilisant une base de données et un algorithme
d’optimisation.

2.1.5 Discrétisation du modèle mathématique

Pour discrétiser les équations du modèle nous avons commencé dans un premier
temps par discrétiser ces équations en espace. Pour cela nous avons utilisé la méthode
classique des Différences Finies, en utilisant un pas d’espace donné. Nous obtenons
des équations semi-discrétisées en espace. Ensuite, puisque le modèle mathématique
est codé sous R (R CORE TEAM (2014)), nous avons utilisé la fonction Ode.1D exis-
tante dans ce logiciel et développée par SOETAERT et al. (2010), pour gérer la discré-
tisation en temps des équations semi-discrétisées. Cette fonction R fait appel à la mé-
thode de Runge-Kutta à l’ordre 4 avec un pas de temps donné (voir ENRIGHT (1989)).

Dans les premières explorations, nous avons décidé de paramétrer le maillage avec
un pas de temps de 0.001 et un pas d’espace de 0.025.

2.2 Etude des gammes de valeurs des paramètres du

modèle mathématique.

Lors de l’ajustement du modèle sur des données d’apprentissage, l’algorithme DI-
RECT, présenté dans la section 1.8, va chercher la valeur des paramètres minimisant
la valeur d’une fonction "objectif". Pour délimiter le domaine de recherche de l’algo-
rithme il est nécessaire de préciser pour chaque paramètre, sa valeur minimale et sa
valeur maximale. Nous devons donc déterminer a priori les gammes de valeurs des
paramètres à ajuster.
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L’objectif de cette étude est d’établir une méthodologie permettant de déterminer la
gamme de valeurs de chaque paramètre.

2.2.1 Détermination des gammes de valeurs des vitesses de convec-
tion et de diffusion

Dans la plupart des cas, les conditions CFL servent à garantir lutilisation dun
schéma numérique stable. En fonction de la valeur de la vitesse de convection et de
celle du coefficient de diffusion, ces conditions nous permettent alors de connaitre le
rapport à respecter entre le pas de temps et le pas despace.

Lapproche mise en oeuvre dans nos travaux implique successivement une défi-
nition dun espace géométrique, puis une fixation du maillage de cet espace (fixa-
tion des pas de temps et despace), discrétisation par différences finies dun système
dEDP/EDO sur ce maillage et ensuite un processus dapprentissage des paramètres
du système. Parmi ces paramètres, il y a la vitesse de convection et le coefficient de
diffusion. Ces deux paramètres vont donc être déterminés via une optimisation dans
des gammes de valeurs qu’il nous faut préciser et il faut assurer que pour toutes va-
leurs des paramètres prises dans ces gammes, les conditions CFL sont respectées.
Pour cela nous avons considéré les conditions CFL comme une contrainte sur les
gammes de valeurs de ωd et de cd.
De plus, le fait de figer du maillage très en amont et pour toute la suite de la démarche,
est nécessaire dû au besoin de pérennité des outils dans le cadre de leur déploiement
industriel.

La vitesse de convection ωd, et le coefficient de diffusion cd, doivent donc respecter
les conditions CFL suivantes (Voir COURANT et al. (1928) et WEISSTEIN (2014)) :

ωd ď
∆x

∆t
et cd ď

∆x2

∆t
, (2.2.1)

où ∆x correspond au pas d’espace et ∆t correspond au pas de temps utilisés pour
discrétiser le système d’EDP.
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Nous pouvons donc conclure que, quelle que que soit la valeur des autres para-
mètres :

ωd P

„

0; ∆x

∆t

ȷ

cd P

„

0; ∆x2

∆t

ȷ

Or, nous avons vu dans la section 2.1.5 que le pas de temps vaut 0.001 et que le
pas d’espace vaut 0.025. Donc :

ωd ď
∆x

∆t
“

0.025
0.001

“ 25 et cd ď
∆x2

∆t
“

0.0252

0.001
“ 0.625 (2.2.2)

Ainsi nous avons :

ωd P r0; 25s (2.2.3)

cd P r0; 0.625s (2.2.4)

2.2.2 Etude de l’effet de saturation de l’impact des paramètres sur
le modèle

Nous avons mis en évidence un effet de saturation de l’impact du paramètre de
retard (rd), de fixation (fd) et d’utilisation (ud). La figure 2.2 illustre ce qui peut être
observé lorsque plusieurs courbes de sorties Optq, sont générées lorsque tous les
paramètres sont fixés sauf 1. Le paramètre qui varie peut être fd, ud ou rd.

Sur la figure 2.2, le gradient de couleur appliqué aux courbes est associé à la
valeur du paramètre étudié : Plus la valeur du paramètre est élevée, plus la couleur de
la courbe de sortie générée à partir du modèle paramétré avec cette valeur est foncée.
La figure 2.2 montre que lorsque la valeur de fd (à gauche), de ud (au centre) ou de rd

(à droite) augmente, l’évolution du profil de la courbe de sortie ralentit, se stabilise et
finit par ne plus évoluer. Ainsi, pour chaque paramètre, il existe un seuil de saturation
au-delà duquel le paramètre n’influence plus le modèle.
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 d  d  d

FIGURE 2.2 – Saturation de l’impact des paramètres fd (à gauche), ud (au centre) et rd

(à droite), sur le modèle

De ce fait, la gamme de valeurs de chaque paramètre correspond à un intervalle,
allant de 0 jusqu’au seuil de saturation de l’impact de ce paramètre sur le modèle.

Pour connaître la valeur du seuil de saturation de chaque paramètre, nous avons
calculé un indicateur IijkppEn , pEn`1q, correspondant à la vitesse d’évolution du profil
des courbes de sortie, en fonction de la valeur du paramètre étudié, pE (où pE peut
être rd, fd ou ud).

Nous avons vu dans la section 2.1.4 que nous avons fixé le paramètre cd à 0.001.
Ainsi, pour étudier la saturation de l’impact d’un paramètre pE donné, nous fixons les
trois paramètres restant parmi ωd, rd, fd et ud, excepté pE (pF1, pF2, pF3). Par exemple,
pour étudier l’effet de saturation associé à ud (“ pE), nous fixons ωd (“ pF1), rd (“ pF2)
et fd (“ pF3).

Ensuite, nous générons NE courbes de sortie, à partir de NE valeurs de pE prises
dans une très large gamme de valeurs. Nous avons généré ces courbes pour N1 va-
leurs de pF1, N2 valeurs de pF2 et N3 valeurs de pF3, prises elles aussi dans des gammes
de valeurs très larges. Nous avons ensuite calculé l’indicateur,

IijkppEn , pEn`1q “

›

›On`1
ijk ´ On

ijk

›

›

›

›On`1
ijk

›

›

. (2.2.5)

Dans 2.2.5,

— }f} “

ż 1

0
|fptq| dt
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— n correspond au rang du paramètre étudié pE, n P rr1, NEss

— i correspond au rang du premier paramètre pF1, i P rr1, N1ss,
— j correspond au rang du deuxième paramètre pF2, j P rr1, N2ss,
— k correspond au rang du troisième paramètre pF3, k P rr1, N3ss,
— On

ijk correspond à la courbe de sortie générée à partir des valeurs i, j, k, n des
paramètres pE, pF1, pF2 et pF3.

Et nous imposons,

pE ‰ pF1 , pE ‰ pF2 , pE ‰ pF3 , pF2 ‰ pF1 , pF2 ‰ pF3 et pF3 ‰ pF1 (2.2.6)

Par exemple, pour étudier l’évolution de l’impact du paramètre ud, nous avons cal-
culé Iijkpudn , udn`1q pour plusieurs valeurs udn, n P rr1, NEss. Ainsi, Iijkpudn , udn`1q cor-
respond à la différence relative entre deux courbes générées à partir de deux valeurs
successives de ud : udn et udn`1. Dans ce cas, i correspond à la valeur de ωd, j corres-
pond à la valeur de rd et k correspond à la valeur de fd.

Pour des valeurs données de rd, ωd et fd, nous avons calculé Iijkpud,n, ud,n`1q pour
15 valeurs de ud. Nous avons obtenu la courbe de la figure 2.3.

FIGURE 2.3 – La valeur de l’indicateur Iijk en fonction de la valeur de ud,n`1.

Dans ce cas, la borne supérieure de ud (ud
ijk
Upp), correspond à la valeur à partir de

laquelle la différence relative entre deux courbes de sortie consécutives est plus petite
que 0.005. Donc, ud

ijk
Upp correspond à la plus petite valeur de ud,n`1 telle que,
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Iijkpud,n, ud,n`1q ď 0.005. (2.2.7)

Nous avons calculé pE
ijk
Upp, correspondant à la valeur de la borne supérieure du

paramètre étudié pE, pour des valeurs de pF1, pF2 et pF3 données. Nous avons ensuite
construit une table équivalente à la table 2.1. Cette table correspond à un plan d’expé-
rience permettant de déterminer la borne supérieure du paramètre pE, quelle que soit
la valeur des paramètres pF1, pF2 et pF3.

TABLE 2.1 – Le plan d’expérience permettant de déterminer la borne supérieure de la
gamme de valeurs de pE quelle que soit la valeur des autres paramètres, pF1, pF2 et
pF3.

pF1 pF2 pF3 pijk
Upp

pF1,1 pF2,1 pF3,1 .
pF1,1 pF2,1 pF3,2 .

. . . .

. pF2,1 pF3,N3 .

. . . .

. . . .

. pF2,N2 pF3,1 .

. pF2,N2 pF3,2 .

. . . .
pF1,1 pF2,N2 pF3,N3 .

. . . .
pF1,N1 pF2,1 pF3,1 .
pF1,N1 pF2,1 pF3,2 .

. . . .

. pF2,1 pF3,N3 .

. . . .

. . . .

. pF2,N2 pF3,1 .

. pF2,N2 pF3,2 .

. . . .
pF1,N1 pF2,N2 pF3,N3 .
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2.2.3 Détermination des gammes de valeurs de ud, fd et rd

La gamme de valeurs de ud

Afin de trouver la borne supérieure de ud quelle que soit la valeur de fd, ωd et
rd, nous avons calculé ud

ijk
Upp pour plusieurs valeurs de fd, ωd et rd. Ainsi, la borne

supérieure de ud, notée udUpp, correspond à la plus grande valeur obtenue de ud
ijk
Upp.

Nous avons sélectionné 10 valeurs de chaque paramètre, prise entre 0 et 25 pour ωd

et entre 0 et 400 pour fd et rd. Pour chaque triplet testé pfd, ωd, rdq nous avons calculé
la valeur de ud

ijk
Upp et nous avons obtenu la figure 2.4.

FIGURE 2.4 – La valeur de ud
ijk
Upp en fonction des valeurs de ωd, rd et fd.

Sur cette figure 2.4 nous remarquons que ud
ijk
Upp nexcède pas 200, quelles que soit

les valeurs de fd, ωd et rd. Nous pouvons donc conclure que la borne supérieure de ud

vaut 200. Ainsi, ud appartient à l’intervalle r0; 200s quelle que soit la valeur des autres
paramètres.

La gamme de valeurs de fd

Comme précédemment, pour trouver la borne supérieure de fd quelle que soit la
valeur de ud, ωd et rd, nous calculons la valeur de fd

ijk
Upp pour plusieurs valeurs de ud,

ωd et rd. Nous avons sélectionné 10 valeurs de chaque paramètre, prises entre 0 et 25
pour ωd et entre 0 et 400 pour ud et rd et pour chaque triplet testé pud, ωd, rdq nous avons
calculé la valeur de fd

ijk
Upp. Nous avons obtenu la figure 2.5.

Á gauche de la figure 2.5, les valeurs prises par fd
ijk
Upp sont données pour chaque

valeur testée de ud. Au milieu et à droite de la figure les valeurs de fd
ijk
Upp sont données
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pour chaque valeur testée de rd et ωd.

FIGURE 2.5 – La valeur de l’indicateur fd
ijk
Upp en fonction des valeurs de ud, rd et ωd.

L’image de gauche de la figure 2.5 montre que fd
ijk
Upp ne dépend pas de la valeur de

ud. En revanche, Les deux autres images montrent qu’il existe une relation entre les
valeurs prises par fd

ijk
Upp et celles de ωd et celles de rd. En effet, la valeur de fd

ijk
Upp semble

être plus élevée lorsque les valeurs de ωd et de rd augmentent. La figure 2.6 montre
plus précisément que l’augmentation de la valeur de fd

ijk
Upp est due à l’augmentation de

la valeur de rd. Nous avons donc étudié la relation existante entre fd
ijk
Upp et rd.

FIGURE 2.6 – La valeur de l’indicateur fd
ijk
Upp en fonction de la valeur de rd, et colorée

en fonction de la valeur de ωd.

La plus grande valeur de fd
ijk
Upp a été obtenue pour ωd “ 15 (Figure 2.5). Nous avons
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donc fixé ωd à cette valeur et ud à une valeur moyenne de 100. Nous avons ensuite
calculé fd

ijk
Upp pour plusieurs valeurs de rd prises entre 0 et 900 (Figure 2.7).

FIGURE 2.7 – La valeur de l’indicateur fd
ijk
Upp en fonction de la valeur de rd.

Nous avons obtenu la courbe de la figure 2.7. Cette courbe peut être modélisée par
une équation de la forme :

fd
ijk
Upp “

A

1 ` B ¨ expp´C ¨ rD
d q

` E (2.2.8)

Pour ajuster la valeur des paramètres A, B, C, D et E de l’équation (2.2.8) sur la
courbe de la figure 2.7, nous avons utilisé la fonction directL présentée dans la section
1.8.

Après l’ajustement des paramètres, dont les valeurs sont présentées dans la table
2.2, nous avons obtenu une équation reliant les valeurs de fd

ijk
Upp et celles du paramètre

rd.
L’objectif de cette méthode mise en place est de trouver la borne supérieure de fd

quelle que soit la valeur de rd. De ce fait, nous avons majoré la valeur du coefficient
E par une valeur EM , de façon à être sûr que la gamme de valeur établie contient
bien toutes les valeurs pouvant être prises par fd. Ainsi, nous fixons EM “ 345 (Figure
2.8). Pour connaître la valeur de la borne supérieure de fd il a donc fallu déterminer
la borne supérieure de rd et en déduire celle de fd grâce à la relation donnée par
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TABLE 2.2 – Coefficients de l’équation reliant fd
ijk
Upp et rd.

Paramètre Valeur
A 1394.7
B 1853.1
C 1.83
D 0.25
E 272.3

l’équation (2.2.8).

FIGURE 2.8 – La relation reliant rd et fd
ijk
Upp. Le modèle "ajusté" (Fitted) et le modèle

"ajusté et majoré" (Majored Fitted) correspondent à l’équation (2.2.8) paramétrée res-
pectivement avec les paramètres pA, B, C, D, Eq et pA, B, C, D, EM q.

La gamme de valeurs de rd

En réalisant les mêmes analyses que précédemment pour déterminer la borne
supérieure de rd, nous avons observé que ce paramètre pouvez prendre une large
gamme de valeurs avant d’atteindre un seuil de saturation. Or le retard rd, peut être
compensé par la vitesse de convection ωd. En effet, une faible vitesse de convection
associée à un faible retard peut induire la même cinétique que celle générée par une vi-
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tesse de convection élevée associée à un retard important. Ainsi, un couple pωd,H ; rd,Hq

de valeurs importantes de ωd et rd peut être considéré comme équivalent à un couple
pωd,L; rd,Lq de plus faibles valeurs de ωd et de rd. Ainsi, cet effet de compensation per-
met de limiter la gamme de valeur de rd à un intervalle restreint mais permettant malgré
cela de simuler toutes les cinétiques possibles.

Nous avons fait lhypothèse que la plus grande valeur atteinte par le paramètre rd

est 900 et nous l’avons fixé à cette valeur. Ensuite, pour plusieurs couples pωd,H ; rd,Hq,
où rd,H “ 900 et ωd,H P r2; 25s, nous avons cherché le couple pωd,te; rd,teq permettant de
générer la même courbe de sortie que le couple pωd,H ; rd,Hq mais à partir de valeurs
plus faibles de ωd et de rd.

Pour cela nous avons tout d’abord fixé ud “ 200 et fd “ 900, qui sont d’importantes
valeurs de ces paramètres. Nous avons sélectionné 20 valeurs de ωd,te réparties de ma-
nière régulière entre 0.2 et 5. Ensuite, pour chaque couple pωd,H ; rd,Hq et pour chaque
valeur de ωd,te, nous cherchons la valeur de rd minimisant la somme des résidus relatifs
au carré (RRSS). Ces résidus mesurent la différence entre la courbe générée à partir
du couple pωd,H ; rd,Hq et celle générée à partir du couple pωd,te; rd,teq :

RRSSppωd,H ; rd,Hq; pωd,te; rd,teqq “

m
ÿ

i“1

˜

M
ÿ

l“1

ˆ

Orωd,H ;rd,H si,l ´ Orωd,te;rd,tesi,l

Orωd,H ;rd,H si,l

˙2
¸

, (2.2.9)

où Orωd,k;rd,ks correspond à la courbe de sortie générée à partir du couple pωd,k; rd,kq, m

est le nombre d’individus dans la base d’apprentissage et M est le nombre de points
de la courbe de sortie.

Pour déterminer la valeur de rd,te nous avons utilisé l’algorithme d’optimisation DI-
RECT. Cet algorithme détermine la valeur de rd,te minimisant l’indicateur RRSS donné
par l’équation (2.2.9).

Á la fin de cette étape, nous avons obtenu pour chaque couple pωd,H ; rd,Hq, 20
couples pωd,te; rd,teq équivalents. Pour chaque couple pωd,H ; rd,Hq nous avons sélec-
tionné parmi les 20 couples obtenus pωd,te; rd,teq, le couple associé à la valeur de RRSS

la plus faible. Nous obtenons finalement la table 2.3, dans laquelle R2 correspond au
coefficient de détermination reliant les courbes de sortie Orωd,H ;rd,H s et Orωd,te;rd,tes.

Pour chaque couple pωd,H ; rd,Hq nous avons donc trouvé un couple équivalent pωd,L; rd,Lq

présentant une valeur plus faible de rd.
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2.2. Etude des gammes de valeurs des paramètres du modèle mathématique.

TABLE 2.3 – Les couples pωd,H ; rd,Hq testés et leurs couples équivalents (ωd,L; rd,Lq.

ωd,H rd,H ωd,L rd,L RRSS R2

2 900 0.7 284 35.2 0.98
4.5 900 1 194.4 53.9 1
7 900 1.5 185.1 61.2 1

9.5 900 2 177.5 76.8 1
12 900 2.5 171.4 76.6 1

14.5 900 3 166.6 66.2 1
17 900 3.5 162.9 55.9 1

19.5 900 4 160.1 48.7 1
22 900 4.5 157.9 44.2 1

24.5 900 5 156.1 42.1 1

Le couple pωd,L; rd,Lq équivalent au couple pωd,H “ 2; rd,H “ 900q présente la valeur
la plus importante de rd, qui est de 284. De ce fait, quelle que soit la valeur de fd, ud et
ωd nous avons fixé la borne supérieure de rd à 284.

Déduction de la gamme de valeurs de fd

Nous avons vu précédemment que la borne supérieure de fd dépend de la borne
supérieure de rd. Nous avons démontré dans la section précédente que la borne su-
périeure de rd vaut 284. Ainsi, à partir de l’équation (2.2.8), nous avons déduit que la
borne supérieure de fd vaut 1035.

Conclusion à propos des gammes de valeurs des différents paramètres

Pour conclure, nous pouvons dire que, étant donné que les paramètres ωd et cd sont
ajustés via une procédure d’optimisation, les gammes de valeurs de ces paramètres
sont imposées par le maillage que nous avons choisi. En effet cela permet d’assu-
rer le respect des conditions CFL quelles que soient les valeurs prises par ces deux
paramètres.

La borne supérieure du paramètre ud a été déterminée en étudiant la saturation de
l’impact de ce paramètre sur le modèle.

Un effet de saturation de l’impact du paramètre fd sur le modèle a également été
observé. Néanmoins, le seuil de saturation de ce paramètre dépend de la valeur du
paramètre rd. Nous avons donc établi une relation existante entre la valeur de rd et le
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seuil de saturation de fd.

Le paramètre rd peut prendre des valeurs importantes avant d’atteindre un seuil de
saturation. Mais il existe un phénomène de compensation entre rd et ωd permettant de
limiter la gamme de valeur de rd à un intervalle restreint mais assurant au modèle la
possibilité de simuler toutes les cinétiques possibles.

La détermination de la borne supérieure de rd nous a ensuite permis de déduire la
borne supérieure de fd, en utilisant la relation établie précédemment.

Nous obtenons finalement les gammes de valeurs contenues dans la table 2.4.

TABLE 2.4 – Les gammes de valeurs des différents paramètres.

Paramètres Gamme de valeurs
ωd r0; 25s

cd r0; 0.625s

ud r0; 200s

rd r0; 284s

fd r0; 1035s

2.3 Tests par simulation de la capacité d’apprentissage

de l’outil d’apprentissage statistique modélisant un

phénomène de croissance

L’objectif de cette section est de présenter les tests par simulation réalisés sur l’ou-
til d’apprentissage statistique modélisant un phénomène de croissance. Cet outil est
basé sur le modèle mathématique dont l’équation "d’utilisation" est l’équation (2.1.4b).
Ce modèle "A", dit de "croissance", se compose donc des équations (2.1.1), (2.1.2),
(2.1.3), (2.1.4b) et (2.1.5).

Dans ces tests par simulation les entrées de ce modèle correspondent à un volume
d’information injecté (V olQ) et le moment de cette injection (ct). La sortie est une série
temporelle correspondant à une courbe de croissance.

Ces tests ont eu pour but de vérifier la capacité de l’outil à apprendre la valeur
des paramètres du modèle mathématique sur lequel il est basé, à partir de données
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biologiques bruitées. Pour cela nous avons commencé par générer une base de don-
nées fictive à partir de notre modèle mathématique paramétré. Une méthodologie a
été mise en place afin que notre base de données fictives puisse avoir les mêmes
caractéristiques qu’une base de données collectées via des capteurs.

Nous avons ensuite utilisé cette base de données pour étudier les effets de com-
pensation existants entre ωd et rd et entre fd et ud.

Nous avons finalement simulé l’apprentissage des paramètres ωd et rd et entre
fd et ud sur ces mêmes données, puis vérifié si l’ajustement du modèle s’était fait
correctement. La valeur du paramètre Ld de l’équation (2.1.4b) est fixée à 1.

Ces tests par simulation ont également été l’occasion de vérifier l’identifiabilité du
modèle et de réaliser une étude de robustesse du modèle en fonction de la quantité
de bruit intégrée dans les données.

2.3.1 Génération d’une base de données fictive

Afin de tester la capacité d’apprentissage de l’outil construit nous avons commencé
par générer une base de données fictive contenant les données associées à 50 indivi-
dus, c’est-à-dire 50 poids initiaux fictifs et les 50 courbes de sortie associées. L’objectif
est d’obtenir une base de données générée artificiellement mais ayant les mêmes ca-
ractéristiques qu’une base de données expérimentales. Pour cela nous avons intégré
dans ces données du bruit et de la variabilité inter-individuelle.

Intégration d’une variabilité inter-individuelle

Les paramètres du modèle sont des constantes à déterminer. Néanmoins, dans
le but d’introduire des différences entre les individus générés, nous avons considéré
ici, et uniquement dans cette section 2.3.1, que les paramètres étaient des facteurs
biologiques suivant des lois Normales. En effet, pour simuler des différences inter-
individuelles nous avons attribué à chaque paramètre une loi Normale. Nous avons
centré ces lois sur des valeurs choisies arbitrairement dans les gammes de valeurs
des paramètres et nous avons choisi la variance des paramètres de façon à introduire
suffisamment de variabilité, mais sans excès. Pour cela nous avons commencé par
fixer une variance relative de 0.005 et nous avons ensuite augmenté la variance de
la loi associée à ωd pour obtenir une variabilité inter-individuelle que nous avons jugé
suffisante (Voir Table 5.2).
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Á partir de ces lois Normales nous avons généré 50 valeurs des paramètres ωd, rd,
fd et ud. Leurs distributions respectives sont représentées dans la figure 2.9.

FIGURE 2.9 – Distributions des paramètres ωd, rd, fd et ud

Pour visualiser la variabilité intégrée dans les données nous avons tracé 50 courbes
à partir de 50 quadruplets (ωd, rd, fd, ud) générés, et des mêmes données d’entrée,
c’est-à-dire à partir d’un couple (V olQ, ct). Nous avons obtenu la figure 2.10. Cette
figure nous montre un exemple de variabilité pouvant être obtenue à partir des lois
Normales que nous avons paramétrées.

Génération d’Inputs fictifs

Les données d’entrée intégrées dans le modèle utilisé pour réaliser ces tests par
simulation correspondent donc à un volume d’information injecté (V olQ) et au mo-
ment de l’injection (ct). Nous avons considéré que chacun de ces paramètres pouvait
prendre n’importe quelle valeur comprise entre 0 et 1. Nous avons donc appliqué à
ces deux types de données d’entrée une loi Uniforme sur r0; 1s (Table 5.2). Comme
précédemment nous avons généré à partir de cette loi Uniforme, 50 valeurs de V olQ

et 50 valeurs de ct.
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FIGURE 2.10 – Exemple de variabilité pouvant être présente dans la base de données
générée.

Á partir des 50 quadruplets de paramètres (ωd, rd, fd, ud) obtenus précédemment et
des 50 couples d’entrées fictives générées (V olQ, ct), nous avons simulé 50 courbes
de sortie.

Ajout d’un bruit blanc

Toujours dans l’objectif d’obtenir une base de données fictive ressemblant à une
base de données expérimentale, nous avons ajouté un bruit aléatoire aux courbes de
sortie générées. Pour cela nous avons ajouté à chaque point de chaque courbe de
sortie, une valeur aléatoire suivant une loi Normale centrée en 0 et présentant une
variance de 0.05 (Table 5.2). La figure 2.11 montre des exemples de courbes générées
avant et après l’ajout du bruit aléatoire.

Nous avons divisé la base de données obtenue en deux jeux de données distincts :
nous avons constitué une base d’apprentissage composée de 30 courbes et une base
de test constituée des 20 courbes restantes. L’objectif est de disposer d’une base de
données d’apprentissage pour ajuster les valeurs des paramètres du modèle et une
base de test pour tester la qualité du modèle obtenu et vérifier que le modèle ne sur-
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ajuste pas les données d’apprentissage.
Dans la suite de cette section nous avons supposé que nous disposons d’une base

de données fictives, ressemblant à une base de données expérimentale, et un modèle
contenant des paramètres dont nous ne connaissons pas la valeur.

TABLE 2.5 – Distributions suivies par les paramètres et les données d’entrée.

Paramètre Loi de probabilité
ωd N p10, 0.31q

rd N p35, 1.42q

fd N p800, 5.175q

ud N p125, 1q

V olQ Up0, 1q

ct Up0, 1q

Noise N p0, 0.05q

FIGURE 2.11 – Exemple de courbes simulées avant et après l’ajout d’un bruit gaussien.

2.3.2 Les relations existantes entre les paramètres

Parmi les paramètres ωd, rd, fd et ud, certains se compensent.
L’impact de la vitesse ωd, peut être compensé par le retard rd subi par l’information

qui circule. En effet, une faible vitesse de convection associée à un faible retard de
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l’information peut induire une cinétique équivalente que celle induite par une vitesse
de convection élevée associée à un retard important.

La fixation et l’utilisation de l’information, contrôlées respectivement par les para-
mètres fd et ud, sont aussi deux processus qui se compensent. En effet, une impor-
tante fixation de l’information suivi d’une faible utilisation de celle-ci, peut induire le
même impact sur la variable de sortie qu’une faible fixation de l’information suivi d’une
importante utilisation.

Ainsi, des relations existent entre les couples de paramètres (ωd, rd) et (fd,ud). L’ob-
jectif a donc été d’utiliser les données d’apprentissage fictives pour mettre en évidence
ces relations et établir une équation reliant les paramètres ωd et rd et les paramètres
fd et ud.

Etude des relations existantes entre ωd et rd

Dans un premier temps, nous avons décidé de mettre en évidence la relation exis-
tante entre ωd et rd en calculant l’erreur faite sur la base d’apprentissage par le modèle
paramétré avec différents couples pωd, rdq. Pour cela nous avons parcouru le domaine
ωd ˆ rd, fourni par les gammes de valeurs présentées dans la section 2.2. Nous avons
ensuite calculé la somme des résidus relatifs au carré (RRSS) associée à chaque mo-
dèle paramétré avec les différents couples pωd, rdq testés. Cet indicateur est donné par
l’équation (2.3.1) :

RRSSpωd, rdq “

n
ÿ

i“1

˜

m
ÿ

l“1

ˆ

pyobsi,l
´ Orωd,rdsi,l

q

yobsi,l

˙2
¸

. (2.3.1)

Dans l’équation (2.3.1), yobsi
et Orωd,rdsi

correspondent respectivement à la courbe géné-
rée initialement et à la courbe simulée à partir du couple pωd, rdq, pour le iime individu.
n correspond au nombre d’individus contenus dans la base d’apprentissage et m le
nombre de points sur les courbes.

Les figures 2.12 et 2.13 représentent la valeur de l’indicateur RRSS en fonction de
ωd et rd. L’existence de séries de couples équivalents peut être identifiée sur la figure

85

Construction et analyse d'outils d'apprentissage statistique biomimétiques basés sur des systèmes d'équation aux dérivées partielles pour l'assimililation de données d'élevage Hélène Flourent 2020



Chapitre 2 – Construction et analyse d’outils d’apprentissage statistique biomimétiques

2.12(a). En effet, sur la figure 2.12(a) le gradient de couleur indique qu’il existe des sé-
ries de couples (ωdOpt

,rdOpt
) induisant la même valeur de RRSS. Ces séries de couples

équivalent sont schématisées par la figure 2.12(b). On observe sur la figure 2.13 une
zone dans laquelle l’indicateur RRSS atteint un minimum. Cette zone est schématisée
par la courbe EC1 de la figure 2.12(b). Nous avons supposé que le couple optimal
(ωdOpt

,rdOpt
) induisant la plus petite erreur de modèle, appartenait à cette courbe. Nous

avons donc cherché l’équation de cette courbe EC1.

FIGURE 2.12 – La valeur de l’indicateur RRSS en fonction de la valeur des paramètres
ωd et rd (a : gauche), et le schéma des différentes séries de couples équivalents (EC)
(b : droite)

Recherche des couples pωdOpt
, rdOpt

q minimisant la valeur de RRSS

Pour trouver l’équation de la courbe EC1 nous avons cherché, pour différentes
valeurs de ωd, la valeur de rd minimisant la valeur du RRSS. Pour chaque valeur de ωd

testée, nous avons utilisé l’algorithme d’optimisation DIRECT pour trouver la valeur de
rd minimisant la fonction «objectif» correspondant ici à la valeur moyenne du RRSS.
Cette fonction «objectif» est donnée par l’équation (2.3.2),
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RRSS

RRSS

rd

d
d w

r

wd

FIGURE 2.13 – La représentation 3D de la valeur de RRSS en fonction de ωd et rd

fobjprdq “
RRSSpωd, rdq

n
, (2.3.2)

où n est le nombre d’individus sur lesquels nous avons ajusté la valeur des paramètres.

Afin d’avoir plusieurs valeurs de rd pour chaque valeur de ωd testée, nous avons réa-
lisé un échantillonnage de la base d’apprentissage. En effet, avant chaque ajustement
de rd nous avons sélectionné 20 courbes parmi les 30 courbes de la base d’apprentis-
sage et nous avons ajusté la valeur de rd sur ces 20 courbes. Á la fin de la procédure
d’ajustement nous avons obtenu trois valeurs de rd pour chaque valeur de ωd testée
(Figure 2.14). Grâce à une régression de Nadaraya-Watson (Voir NADARAYA (1964) et
WATSON (1964)), nous obtenons une relation non-paramétrique reliant ωdOpt

et rdOpt
de

la forme :

rdOpt
“ m̂ωdpωoptq ` ϵωd , (2.3.3)

où m̂ωd correspond à l’estimateur de Nadaraya-Watson et ϵωd aux résidus.
Connaissant la relation reliant ωdOpt

et rdOpt
, il est désormais possible de déduire
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FIGURE 2.14 – La régression de Nadaraya-Watson reliant les couples (ωdOpt
, rdOpt

).

la valeur de l’un des deux paramètres en fonction de la valeur de l’autre. Ainsi, cette
relation permet de réduire le nombre de paramètres à apprendre simultanément.

Étude de la relation existante entre les paramètres fd et ud

Comme nous l’avons vu dans l’introduction de cette section 2.3.2, il existe éga-
lement un effet de compensation entre fd et ud. Comme précédemment nous avons
cherché la relation existante entre ces deux paramètres. L’objectif est de continuer à
réduire le nombre de paramètres à ajuster simultanément.

Comme précédemment nous avons parcouru le domaine fd ˆ ud établi dans la sec-
tion 2.2 et nous avons calculé la valeur de l’indicateur RRSS associé au modèle para-
métré avec différents couples pfd, udq (Figures 2.15 et 2.16). Comme précédemment,
cette étude a mis en évidence des séries de couples pfd, udq équivalents schématisées
par la figure 2.15(a). Sur la figure 2.16 nous observons également une zone dans la-
quelle l’indicateur RRSS est minimal. Cette zone est schématisée par la courbe EC1
de la figure 2.15(a). Nous avons supposé, comme précédemment, que le couple opti-
mal pfdOpt

, udOpt
q induisant la plus petite erreur de modèle, appartenait à cette courbe.
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Nous avons donc cherché à établir l’équation de cette courbe EC1.

FIGURE 2.15 – La valeur du RRSS en fonction de fd et ud (a) et le schéma représentant
les différentes séries de couples équivalents (EC) (b)

FIGURE 2.16 – La représentation 3D de la valeur du RRSS en fonction de fd et ud

Recherche des couples pfdOpt
, udOpt

q induisant la plus petite valeur du RRSS

Comme précédemment, pour trouver l’équation de la courbe EC1 associée aux
plus petites valeurs du RRSS, nous avons cherché pour plusieurs valeurs de fd, la va-
leur de ud minimisant l’indicateur RRSS. Pour chaque valeur de fd testée, nous avons
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utilisé l’algorithme d’optimisation DIRECT pour trouver la valeur de ud minimisant la
valeur de la fonction «objectif» correspondant à la moyenne du RRSS donnée par
l’équation (2.3.4),

fobjpudq “
RRSSpfd, udq

n
, (2.3.4)

où n est le nombre d’individus sur lesquels nous avons ajusté la valeur des paramètres.

Comme précédemment, de façon à avoir plusieurs valeurs de ud pour chaque va-
leur de fd testée, nous avons réalisé un échantillonnage de la base d’apprentissage en
sélectionnant avant chaque ajustement, 20 courbes parmi les 30 de la base d’appren-
tissage. Nous avons ensuite ajusté la valeur de ud sur ces 20 courbes sélectionnées. Á
la fin de la procédure d’ajustement nous avons obtenu trois valeurs de ud pour chaque
valeur de fd testée (Figure 2.17). Grâce à une régression de Nadaraya-Watson, nous
avons obtenu une relation non-paramétrique reliant fdOpt

et udOpt
de la forme :

udOpt
“ m̂f dpfdOpt

q ` ϵfd , (2.3.5)

où m̂f d correspond à l’estimateur de Nadaraya-Watson et ϵfd les résidus.
Connaissant la relation existante entre les paramètres fdOpt

et udOpt
, il est désormais

possible de déduire la valeur de l’un en fonction de la valeur de l’autre. Ainsi, cette
relation permet de réduire encore le nombre de paramètres à ajuster simultanément.

2.3.3 Ajustement des paramètres et calcul de la précision du mo-
dèle

Nous avons ajusté les paramètres du modèle sur la base d’apprentissage et nous
avons ensuite testé la qualité du modèle obtenu en calculant l’erreur associée à ce
modèle sur la base de test.

Ajustement de ωd et fd

Afin de pouvoir réaliser plusieurs ajustements nous avons réalisé un échantillon-
nage de la base d’apprentissage. En effet, avant chaque ajustement nous avons sé-
lectionné 20 courbes au hasard parmi les 30 de la base d’apprentissage et nous avons
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FIGURE 2.17 – La régression de Nadaraya-Watson reliant fdOpt
et udOpt

.

ajusté les paramètres sur ces 20 courbes sélectionnées. En procédant ainsi, nous
avons réalisé 30 ajustements sur 20 courbes sélectionnées au hasard.

Pour déterminer les valeurs de ωd, rd, fd et ud, nous avons ajusté ωd et fd sur les
courbes de la base d’apprentissage sélectionnées et nous en avons ensuite déduit les
valeurs de rd et ud.

Pour ajuster la valeur des paramètres, nous avons utilisé l’algorithme d’optimisa-
tion DIRECT permettant de trouver le couple pωd, fdq minimisant la fonction «objectif»
donnée par l’équation (2.3.6).

fobjpωd, fdq “
RRSSpωd, fdq

n
, (2.3.6)

où n est le nombre d’individus sur lesquels nous avons ajusté les paramètres ωd et fd.

Á la fin des 30 ajustements nous avons obtenu 30 valeurs des paramètres ωd, rd, fd

et ud. Nous avons calculé la moyenne et l’écart-type relatif (RSD) de chaque paramètre
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(Table 2.6). Nous avons paramétré le modèle mathématique avec la valeur moyenne
des paramètres et nous avons testé la précision de l’outil de prédiction basé sur ce
modèle en comparant les courbes de la base d’apprentissage et les celles prédites
(Figure 2.18). Pour cela nous avons calculé la valeur du coefficient de détermination
(R2) du modèle obtenu sur la base d’apprentissage (Table 2.6). Nous avons remarqué
que le coefficient R2 était élevé, ce qui montre que le modèle s’ajuste correctement
aux courbes de la base d’apprentissage. Ce résultat est confirmé par la figure 2.18.

FIGURE 2.18 – Exemples de résultats obtenus concernant la concordance entre les
courbes d’apprentissage (noire) et les prédictions fournies par le modèle (rouge).

TABLE 2.6 – Moyenne et écart-type relatif associés aux paramètres et au coefficient de
détermination calculé sur la base d’apprentissage

Paramtre Moyenne RSD
ωd 19.51 0.055
rd 61.29 0.080
fd 240.0 0.001
ud 561.4 0.007
Ld 1.71 0.011

AREp1q p%q 1.83 0.013

Validation de la qualité de l’outil de prédiction obtenu

Pour vérifier la qualité de l’outil de prédiction obtenu nous avons calculé sa préci-
sion sur les données de la base de test. Pour cela nous avons calculé la valeur de
l’indicateur RRSS et celle du coefficient de détermination associé à chaque courbe
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de la base de test. Nous avons ensuite représenté la distribution de ces indicateurs
(Figure 2.19).

La valeur du RRSS est faible et celle du coefficient de détermination est élevée
(Table 2.7). Ces indicateurs confirment que le modèle est capable de simuler correcte-
ment les courbes de la base de test.

De plus, nous avons également comparé les valeurs du R2 et du RRSS associées
au modèle ajusté (R2

F it et RRSSF it) et celles associées au modèle "générateur" (R2
Gener

et RRSSGener), c’est-à-dire le modèle qui a été initialement utilisé pour générer la base
de données fictives (Figure 2.19 et Table 2.7). La valeur du RRSSF it est faible et
cette valeur est très proche de celle du RRSSGener. De même, les valeurs de R2

F it

et R2
Genersont très proches.

Les valeurs de RRSSF it et de R2
F it montrent que l’ajustement des paramètres

s’est fait correctement. En effet, le modèle "générateur" peut être considéré comme
le meilleur modèle pouvant être obtenu puisqu’il s’agit du modèle ayant généré les
courbes de la base d’apprentissage et de test. La valeur de l’indicateur R2

Gener quantifie
donc le bruit et la variabilité inter-individuelle que nous avons intégré dans les données.
Le fait que les valeurs de R2

F it et R2
Gener et les valeurs de RRSSF it et RRSSGener soient

très proches montre que l’erreur de l’outil de prédiction ajusté se limite à la quantité de
bruit et aux différences inter-individuelles intégrées initialement dans la base de don-
nées générée. Les paramètres du modèle ont donc été ajustés correctement et l’outil
obtenu présente une capacité de prédiction très satisfaisante.

FIGURE 2.19 – Distributions des valeurs des indicateurs RRSS et R2 associées au
modèle "générateur" et au modèle ajusté.
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TABLE 2.7 – Comparaison des valeurs des indicateurs associées au modèle "généra-
teur" et au modèle ajusté.

RRSS R2

Modèle "générateur" 1082 0.9887
Modèle ajusté 1119 0.9886

Identifiabilité du modèle

Daprès PERASSO (2009) et WALTER (2014), l’identifiabilité d’un modèle paramé-
trique correspond à la capacité de ce modèle à apprendre un set de paramètres ini-
tialement inconnus, à partir de données. L’identifiabilité suppose donc que les valeurs
de ces paramètres appris soient stables au cours de différents ajustements sur des
données similaires.

La méthode d’échantillonnage nous a permis de réaliser 30 ajustements sur des
données similaires. Nous avons donc obtenu 30 valeurs des paramètres ωd, rd, fd et ud.
Pour chacun de ces paramètres, leur valeur moyenne et leur écart-type relatif ont été
calculés (Table 2.6).

L’écart-type relatif associé à chaque paramètre est faible. Cela montre que les va-
leurs des paramètres ajustées sont stables au cours des différents ajustements. La
méthode d’apprentissage développée assure donc l’identification d’un set de valeurs
de paramètres que l’on peut considérer comme unique.

La structure du modèle construit et la méthode d’apprentissage utilisée assurent
donc bien l’identifiabilité de notre outil d’apprentissage statistique biomimétique.

2.3.4 Étude de la robustesse du modèle et de l’impact de la pré-
sence de bruit dans les données d’apprentissage

Une étude de la robustesse du modèle et de l’impact de la présence de bruit dans
les données a été réalisée. L’objectif de cette étude a été de vérifier la capacité de l’ou-
til construit à apprendre la valeur des paramètres du modèle quelle que soit la quantité
de bruit présent dans les données d’apprentissage.
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Génération de six bases de données fictives

Pour réaliser cette étude de robustesse nous avons utilisé la base de données gé-
nérée présentée dans la section 2.3.1, mais nous avons également généré 5 autres
bases de données fictives dans lesquelles a été intégré une quantité de bruit plus ou
moins importante. Ces 5 autres bases de données fictives ont été générées en appli-
quant les mêmes lois de probabilités aux paramètres ωd, rd, fd et ud et aux données
d’entrée, V olQ et ct (Voir la table 5.2). Seule la variance du bruit gaussien ajouté aux
données varie selon les bases de données. Comme indiqué dans la table 5.2, selon les
bases de données générées nous avons ajouté aux courbes un bruit dont la variance
varie entre 0.05 et 1.

TABLE 2.8 – Les différentes quantités de bruit intégrée dans les 6 bases de données
générées

Base de données Loi associée au bruit
générée gaussien ajouté
Base nř1 N p0, 0.05q

Base nř2 N p0, 0.075q

Base nř3 N p0, 0.1q

Base nř4 N p0, 0.125q

Base nř5 N p0, 0.15q

Base nř6 N p0, 1q

Comme dans la section 2.3.1, à partir des lois de probabilité appliquées nous gé-
nérons pour chacune des 6 bases de données, 50 valeurs de ωd, rd, fd, ud, V olQ et
ct. Nous générons ensuite à partir de ces paramètres et de ces données d’entrée, 50
courbes de sortie. La figure 2.20 montre des exemples de courbes bruitées contenues
dans les différentes bases de données fictives.

Comme précédemment, nous divisons ensuite chaque base de données en deux
jeux de données : Nous avons constitué des bases d’apprentissage composées de 30
courbes et des bases de test constituées de 20 courbes.

Etude de la robustesse de l’outil construit en fonction de la variance du bruit
présent dans les données

En utilisant les 6 bases de données générées, nous avons étudié la robustesse de
notre outil d’apprentissage statistique en fonction de la variance du bruit ajouté.

95

Construction et analyse d'outils d'apprentissage statistique biomimétiques basés sur des systèmes d'équation aux dérivées partielles pour l'assimililation de données d'élevage Hélène Flourent 2020



Chapitre 2 – Construction et analyse d’outils d’apprentissage statistique biomimétiques

FIGURE 2.20 – Exemples de courbes bruitées contenues dans les différentes bases
de données fictives nř1, nř2, nř3, nř4, nř5 et nř6.

Cette étude a consisté à ajuster les paramètres du modèle mathématique sur les 6
bases de données d’apprentissage. L’objectif a ensuite été de calculer le coefficient R2

sur la base d’apprentissage et sur la base de test et ensuite de comparer les valeurs
du R2 associées aux 6 modèles ajustés et celles du R2 associées aux modèles "géné-
rateurs".

Comme dans la section 2.3.2, avant d’ajuster les paramètres, il nous faut établir les
relations existantes entre ωd et rd, et entre fd et ud. Ces deux relations doivent être
établies sur les 6 bases de données générées.

En procédant comme dans la section 2.3.2, pour chaque base de données fic-
tives nous obtenons des relations non paramétriques reliant ces deux couples de pa-
ramètres (Figure 2.21). Nous intégrons ces relations dans les modèles appliqués à
chaque base de données.

En appliquant la même méthodologie que celle présentée dans la section 2.3.3,
nous ajustons les paramètres du modèle sur chaque base de données fictives.
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FIGURE 2.21 – Les relations non paramétriques reliant ωd et rd (Haut), et fd et ud (Bas)
établies sur les nouvelles bases de données générées, numérotées de 2 à 6.

Á la fin du processus d’apprentissage nous obtenons les valeurs moyennes des
paramètres ωd, rd, fd et ud associées à chaque base de données. Nous paramétrons
les 6 modèles avec ces valeurs moyennes et pour chaque modèle nous calculons la
valeur du R2 sur la base d’apprentissage. Nous avons obtenu la table 2.9.

TABLE 2.9 – La valeur des paramètres ajustés sur chaque base de données fictive

Base nř1 Base nř2 Base nř3 Base nř4 Base nř5 Base nř6
ωd 11.3 10.3 10.0 10.0 10.2 9.6
rd 44.1 38.0 35.3 35.8 36.9 33.7
fd 742.2 669.3 711.6 735.1 709.3 728.9
ud 116.3 116.4 142.1 132.0 148.6 95.0
R2 0.89 0.83 0.79 0.75 0.69 0.1

Afin d’estimer la robustesse de l’outil construit nous avons calculé pour chaque
modèle ajusté sur chaque base de données générée, la valeur du R2 sur la base de
test. Sur les 6 bases de test, nous avons également calculé la valeur du R2 associé aux
six modèles "générateurs", c’est-à-dire les modèles ayant servi initialement à générer
les six bases de données sur chaque base de test. Nous avons calculé la différence
entre les valeurs de R2 obtenues pour le modèle ajusté et le modèle "générateur" de
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cette base. Nous avons obtenu la table 2.10.

TABLE 2.10 – Les valeurs de R2 associées aux modèles ajustés et aux modèles "gé-
nérateurs", calculées sur les 6 bases de données fictives et les mesures de l’écart
existant entre ces modèles.

Base nř1 Base nř2 Base nř3 Base nř4 Base nř5 Base nř6
Modèle ajusté 0.9050 0.8112 0.7736 0.7404 0.6713 0.0539

Modèle 0.9051 0.8114 0.7736 0.7404 0.6715 0.0539
"générateur"
Différence 0.0001 0.0002 0.0000 0.0000 0.0001 0.0000

La table 2.10 et la figure 2.22 montrent que la différence entre la valeur du R2

associée au modèle ajusté et celle du R2 associée au modèle "générateur" est très
faible quelle que soit la quantité de bruit ajouté. Cela montre que l’outil d’apprentissage
statistique biomimétique est capable d’apprendre la valeur des paramètres du modèle
malgré une quantité de bruit dans les données qui est parfois très élevée.

FIGURE 2.22 – Différence entre les valeurs de R2 obtenues pour les modèles ajustés
et les modèles "générateurs" (10´3q.

Cette étude a donc permis de mettre en évidence la robustesse du modèle en
termes de capacité d’apprentissage, malgré la présence de bruit dans les données.
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2.4 Tests par simulation de la capacité d’apprentissage

des autres versions du modèle "A" : Le modèle "A

d’augmentation" et de "diminution".

Dans la section 2.3 nous avons vérifié la capacité d’ajustement d’un modèle "A"
intégrant l’équation d’utilisation (2.1.4b). Or deux autres versions de l’équation d’utili-
sation ont été présentées dans la Section 2.1.2. L’objectif de cette partie est de vérifier
brièvement la capacité d’apprentissage des modèles "A" intégrant l’équation d’utilisa-
tion (2.1.4c) ("Modèle A d’augmentation") et l’équation d’utilisation (2.1.4d) ("Modèle A
de diminution"). Nous avons également montré leur capacité d’extrapolation.

Pour cela nous avons commencé par construire d’autres bases de données fictives
à partir de ces deux autres versions du modèle "A".

2.4.1 Génération de bases de données :

Nous avons commencé par générer des données à partir du "modèle A d’augmen-
tation" et du "modèle A de diminution".

Pour chacun de ces modèles nous avons généré trois bases de données :

— Une base de données « d’apprentissage », correspondant à la simulation de la
variation de la variable de sortie en réponse à une seule injection d’information.
Cette base de données contient 10 courbes.

— Une base de données de « test », correspondant comme précédemment à la
simulation d’une réaction induite par une seule injection d’information. Cette
base de données contient 5 courbes.

— Une seconde base de données de « test », correspondant à la simulation de
la variation de la variable de sortie en réponse à deux injections d’information.
Cette base de données contient 5 courbes.

Pour chaque modèle, la base d’apprentissage nous a permis d’ajuster la valeur des
paramètres sur des courbes de sortie induites par une seule injection d’information. La
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première base de test nous a permis de vérifier la qualité du modèle obtenu et de
s’assurer que le modèle ne surajuste pas les données d’apprentissage.

La seconde base de test modélise une réaction induite par deux injections d’infor-
mation. Celle-ci nous a permis de voir si le modèle ajusté est capable de modéliser les
variations de la variable de sortie induites par plusieurs injections d’information alors
qu’il a été ajusté uniquement sur la réponse induite par une seule injection d’informa-
tion. Cette seconde base de test nous a permis de savoir si les modèles de "diminution"
et "d’augmentation" étaient capables de fournir des prédictions en dehors de la gamme
des données ayant servi à les ajuster.

Pour générer ces différentes bases de données nous avons cette fois, fixé l’en-
semble des paramètres du modèle. Chaque courbe des bases d’apprentissage et des
premières base de test simule une réponse de la variable de sortie induite par une
seule injection d’information. Ces courbes ont été générées à partir d’un couple (V olQ,
ct) donné. En revanche, les courbes des deuxièmes base de test simulent une réponse
de la variable de sortie induite par deux injections d’information. chacune d’entre elles
a donc été générée à partir de deux couples (V olQ, ct) donnant le volume et l’instant
des deux injections. Ainsi, en utilisant plusieurs couples (V olQ, ct) nous avons généré
plusieurs courbes de sortie. Nous avons ensuite bruité ces courbes en ajoutant un bruit
gaussien suivant une loi Normale centrée en 0 et ayant une variance de 0.001.

Les figures 2.23 et 2.24 montrent des exemples de courbes contenues dans ces
six nouvelles bases de données.

FIGURE 2.23 – Exemples de courbes de sortie générées par le modèle « de diminu-
tion » et induites par une seule (Gauche) ou deux injections d’information (Droite).
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FIGURE 2.24 – Exemples de courbes de sorties générées par le modèle « d’augmen-
tation » et induites par une seule (Gauche) ou deux injections d’information (Droite).

2.4.2 Ajustement des paramètres

Pour le "modèle A d’augmentation" et pour le "modèle A de diminution", nous avons
choisi d’ajuster les paramètres ωd et rd sur les données de la base d’apprentissage. Les
autres paramètres restent fixés.

Après une centaine d’itérations, nous avons obtenu des valeurs ajustées de ωd et rd

pour ces deux modèles. Nous avons ensuite paramétré les modèles avec les valeurs
obtenues de ωd et rd et nous avons testé leur qualité sur les données de la première
base de test.

Comme dans la section 2.3.3, afin de voir si l’ajustement des paramètres s’est fait
correctement nous avons comparé la précision des modèles obtenus après l’ajuste-
ment de ωd et rd (modèles "A" ajustés) et celle des modèles ayant été utilisés pour gé-
nérer les données (modèles "A" "générateurs"). Les figures 2.25 et 2.26 nous montrent
des exemples de courbes simulées à partir des modèles ajustés et comparées aux les
courbes de la base de test. La table 2.11 contient les précisions relatives moyennes
(ARA) calculées sur la première base de test et données par l’équation :

ARA “ 1 ´
1
n

1
m

m
ÿ

j“1

˜

n
ÿ

i“1

d

ˆ

pOtesti,j
´ Osimuli,jq

Otesti,j

˙2
¸

. (2.4.1)

où Otesti,j
et Osimuli,j

correspondent respectivement à la valeur de la courbe contenue
dans la base de test et à celle de la courbe simulée pour l’individu i au point j. n est le
nombre d’individus de la base de test et m est le nombre de points des courbes.

Les résultats contenus dans la table 2.11 montrent que l’ajustement des paramètres
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FIGURE 2.25 – Exemples de courbes simulées avec le modèle « d’augmentation »
ajusté (–), en comparaison avec les courbes de la base de test (˝).

FIGURE 2.26 – Exemples de courbes simulées avec le modèle de « diminution » ajusté
(–), en comparaison avec les courbes de la base de test (˝).

TABLE 2.11 – Comparaison de la précision des modèles obtenus après ajustement
(modèles "A" ajustés) et celle des modèles ayant été utilisés pour générer les données
(modèles "A" "générateurs"), pour les modèles de "diminution" et "d’augmentation".

Modèles Modèle "A" Modèle "A"
"d’augmentation" de "diminution"

Modèle "générateur" 97.99 95.42
Modèle ajusté 97.99 95.44

s’est fait correctement. En effet, que ça soit pour le modèle de "diminution" ou "d’aug-
mentation", les différences de précision existantes entre les modèles "générateurs" et
les modèles "ajustés" sont très faibles. La méthode d’ajustement mise en place per-
met donc de retrouver la valeur des paramètres minimisant l’erreur des modèles de
"diminution" et "d’augmentation" à partir de données bruitées.
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2.4.3 Capacité d’extrapolation des différentes versions du modèle
"A"

Nous avons vu précédemment que nous avons ajusté les différentes versions du
modèle "A" sur des données modélisant la variation de la variable de sortie induite par
une seule injection d’information. L’objectif de cette étude est de voir si les modèles
obtenus sont capables, sans réapprentissage, de simuler avec précision la variation
de la variable de sortie induite cette fois par deux injections d’information.

Pour tester cette capacité d’extrapolation, nous avons appliqué les modèles ajus-
tés précédemment sur les données de la seconde base de test, c’est-à-dire celle
contenant des courbes modélisant des réponses induites par deux injections d’infor-
mation. Pour cela nous avons utilisé les modèles ajustés précédemment pour simuler
les courbes des secondes bases de test à partir des données d’entrée correspondant
aux deux couples (V olQ, ct) associés à chaque courbe.

Comme précédemment, nous avons calculé la précision des modèles ajustés (mo-
dèles "A" ajustés) et celle des modèles ayant été utilisés pour générer les données
(modèles "A" "générateurs"). La figure 2.27 montrent des exemples de courbes simu-
lées, en comparaison avec les courbes de la base de test. La table 2.12 contient les
précisions relatives moyennes (ARA) données par l’équation (2.4.1) et calculées sur
les secondes bases de test, pour les modèles "ajustés" et "générateurs".

FIGURE 2.27 – Exemples de courbes simulées (–) avec le modèle « de diminution »
(Gauche) et avec le modèle « d’augmentation » (Droite) ajustés, en comparaison avec
les données de test modélisant la réponse à deux injections d’information (˝).
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TABLE 2.12 – Comparaison de la précision des modèles obtenus après ajustement
(modèles "A" ajustés) et celle des modèles ayant été utilisés pour générer les données
(modèles "A" "générateurs"), pour les modèles de "diminution" et "d’augmentation", sur
les données simulant la réponse de la variable de sortie à deux injections d’information.

Modèles Modèle "A" Modèle "A"
"d’augmentation" de "diminution"

Modèle "générateur" 98.83 95.79
Modèle ajusté 98.80 95.85

La différence de précision existante entre les modèles "générateurs" et les modèles
"ajustés" est très faible, que ça soit pour le modèle de "diminution" ou "d’augmentation".
Cela atteste que ces deux modèles "A" sont capables d’extrapoler et de modéliser la
réponse de la variable de sortie à deux injections d’information, alors qu’ils n’ont été
ajustés que sur des réponses induites par une seule injection d’information.

Il est donc possible d’appliquer ces modèles en dehors de la gamme de données
ayant servi à les ajuster. En effet, il est possible grâce à ces modèles d’apprendre la
dynamique reliant les données d’entrée et de sortie sur la réponse de la variable de
sortie à une injection. Cette dynamique peut ensuite être appliquée pour simuler des
réponses à plusieurs injections et donc sur des périodes plus longues que la période
d’apprentissage.

2.5 Application de l’approche développée sur des don-

nées réelles

Dans cette section nous allons présenter une application de notre approche sur
une base de données collectée dans une ferme expérimentale. Les données utilisées
pour cette application correspondent aux données présentées dans la section 1.7.1.

L’objectif de cette application est de construire un outil capable de prédire la crois-
sance logistique d’animaux en fonction de leur poids initial et de leur consommation
alimentaire.
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2.5.1 Le modèle mathématique utilisé

L’objectif de cette application est de prédire la croissance logistique d’animaux,
nous choisissons donc comme équation d’«utilisation», l’équation (2.1.4b) contenant
un coefficient limiteur. Le modèle mathématique utilisé correspond donc au modèle
composé des équations (2.1.1), (2.1.2), (2.1.3), (2.1.4b) et (2.1.5).

Dans l’équation (2.1.4b) le paramètre Ld correspond au poids maximal pouvant être
atteint par les individus de lespèce et de la race sur lesquels les données ont été col-
lectées. Les experts avec lesquels nous avons travaillé ont une idée assez précise de
la valeur de ce paramètre. Au cours de l’ajustement, la valeur de Ld est donc chercher
dans une gamme de valeurs très restreinte autour de la valeur attendue.

Au total il y a donc cinq paramètres à déterminer dans cette application : ωd, rd, fd,
ud et Ld.

2.5.2 Les données utilisées

Dans cette application nous avons utilisé les données associées aux individus du
groupe «Témoin A» pour ajuster le modèle et celles associées aux individus du groupe
«Témoin B» pour tester la qualité du modèle obtenu (Voir la section 1.7.1).

Dans cette application nous ne connaissons pas la composition de la ration ali-
mentaire distribuée aux animaux. Nous considérons donc la ration dans son ensemble.
Dans cette application, l’information (d) évoquée dans la section 2.1.1 correspond à la
ration distribuée dans sa globalité. Dans les deux groupes d’individus nous connais-
sons, la quantité moyenne d’aliment ingérée par chaque individu sur trois périodes
(C0´0.67, C0.67´1.5 et C1.5´2.5) (section 1.7.1). Á partir de ces informations nous avons si-
mulé une injection d’information plus régulière. C’est-à-dire que pour chaque individu,
une information relative à sa consommation alimentaire est périodiquement injectée
dans le modèle à chaque pas de temps ∆t “ 0.16. L’objectif est de répartir l’injection
d’information mesurée sur des périodes plus courtes et ainsi lisser l’injection d’informa-
tion.
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TABLE 2.13 – Résumé des données utilisées.

«Témoin A» «Témoin B»
Nombre d’individus 8 7

t “ 0 t “ 0
Poids des individus t “ 1 t “ 0.60

mesurés à t “ 1.52
t “ 2.50

Pas de temps d’injection de l’information ∆tIn “ 0.16 ∆tIn “ 0.16

2.5.3 Etude des relations existantes entre les paramètres du mo-
dèle

Comme dans la section 2.3.2, nous avons analysé les relations existantes entre les
paramètres du modèle sur les données du groupe «Témoin A». Pour cela, nous avons
appliqué la même méthodologie que celle appliquée sur les données simulées, mais
cette fois sur les données réelles.

Grâce à une régression de Nadaraya-Watson, nous avons obtenu une relation non-
paramétrique reliant ωdOpt

et rdOpt
(Voir l’équation (2.5.1) et la figure 2.28). Connaissant

la relation existante entre ces deux paramètres, il a été possible de déduire la valeur
d’un de ces paramètres en fonction de la valeur du second.

De même, grâce à une régression de Nadaraya-Watson, nous avons obtenu une
relation non-paramétrique reliant fdOpt

et udOpt
(Voir l’équation (2.5.2) et la figure 2.28).

Comme précédemment, connaissant cette relation reliant fdOpt
et udOpt

, il est possible
de déduire la valeur de l’un en fonction de la valeur de l’autre.

ropt “ m̂ωdRel
pωoptq ` ϵ, (2.5.1)

udOpt
“ m̂fdRel

pfdOpt
q ` ϵ, (2.5.2)

2.5.4 Ajustement des paramètres du modèle

Grâce aux relations établies précédemment, nous n’avons ajusté que ωd, fd et Ld

et nous en avons déduit les valeurs de rd et ud.

Pour ajuster les paramètres, nous avons utilisé l’algorithme DIRECT. Dans cette ap-
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FIGURE 2.28 – Les régressions de Nadaraya-Watson reliant les couples (ωdOpt
, rdOpt

)
(gauche) et (fdOpt

, udOpt
) (droite) sur les données d’apprentissage réelles.

plication, la fonction «objectif» à minimiser correspond à l’écart moyen au carré existant
entre le poids des animaux prédit et celui mesuré l’instant t “ 1. En effet, le poids à cet
instant est la seule donnée renseignée pour les individus de la base d’apprentissage.
Nous avons donc,

fobjpωd, rd, fd, ud, Ldq “
1
n

n
ÿ

i“1

ˆ

pOiobs
p1q ´ Ojpred

p1qq

Oiobs
p1q

˙2

, (2.5.3)

où n est le nombre d’individus de la base d’apprentissage et Oiobs
p1q et Oipred

p1q cor-
respondent respectivement au poids mesuré et au poids prédit à t “ 1, pour le iime

individu.

Pour tester la stabilité des valeurs du set de paramètres minimisant la fonction "ob-
jectif", nous avons réalisé plusieurs ajustements. Pour cela nous avons échantillonné
la base d’apprentissage : Avant chaque ajustement nous avons sélectionné 7 individus
sur les 8 de la base d’apprentissage et nous avons ajusté les paramètres sur les don-
nées associées à ces 7 individus sélectionnés. Nous avons donc réalisé 8 ajustements
et nous avons obtenu 8 sets de paramètres ajustés pωd, rd, fd, ud, Ldq.
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2.5.5 Résultats

Á la fin de ces 8 ajustements nous avons calculé la moyenne et l’écart type relatif
(RSD) associés à chaque paramètre (Table 2.14). Le RSD des paramètres est très
faible. Cela signifie que notre méthode d’apprentissage permet d’identifier un unique
set de paramètres minimisant l’erreur associée au modèle sur la base d’apprentissage.
L’existence d’un unique set de paramètres optimaux pωd, rd, fd, ud, Ldq atteste de l’iden-
tifiabilité du modèle.

Le modèle a été paramétré avec la valeur moyenne de chaque paramètre.
Dans un premier temps, nous avons calculé sur la base d’apprentissage l’écart

relatif moyen (ARE) entre le poids mesuré et celui prédit à l’instant t “ 1. Cet indicateur
est donné par l’équation :

AREptq “
1
n

n
ÿ

i“1

d

ˆ

pOiobs
ptq ´ Oipred

ptqq

Oiobs
ptq

˙2

(2.5.4)

où n est le nombre d’individus dans la base de données et Oiobs
ptq et Oipred

ptq corres-
pondent respectivement aux poids mesuré et prédit à l’instant t pour l’individu i.

TABLE 2.14 – La moyenne et l’écart type relatif (RSD) des paramètres ajustés, et
l’indicateur ARE calculé à l’instant t “ 1 sur la base d’apprentissage.

Paramtre Moyenne RSD
ω 19.51 0.055
r 61.29 0.080
f 240.0 0.001
u 561.4 0.007
Ld 1.71 0.011

AREp1q p%q 1.83 0.013

La valeur calculée de l’indicateur ARE à l’instant t “ 1 sur la base d’apprentissage
vaut 1.83%, ce qui est satisfaisant (Table 2.14). La précision du modèle a ensuite été
calculée sur la base de test afin de tester la qualité du modèle et vérifier que le modèle
ne surajuste pas les données d’apprentissage.

Pour cela nous avons calculé l’indicateur ARE sur la base de test aux instants
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t “ 0.6, t “ 1.52 et t “ 2.5 (Voir la table 2.15 et la figure 2.29).

FIGURE 2.29 – Différences obtenues entre les valeurs de la variable de sortie mesu-
rées (`) et celles prédites (ˆ), à différents instants t pour les individus de la base de
test.

TABLE 2.15 – Erreur relative moyenne (ARE) calculée à différents instants t pour les
individus de la base de test.

t 0.6 1.52 2.5
ARE(t) (%) 1.3 2.9 1.5

2.5.6 Discussion des résultats

L’erreur associée au modèle est faible sur la base d’apprentissage (Table 2.14) mais
aussi sur la base de test (Table 2.15). Ces résultats montrent que le modèle s’ajuste
correctement aux données et est capable de prédire avec précision le poids des indi-
vidus à l’instant t “ 1. Ces résultats montrent aussi que malgré un ajustement sur un
très petit jeu de données, notre outil ne surajuste pas les données d’apprentissage.

Étant donné que nous avons très peu de données disponibles, les paramètres du
modèle n’ont été ajustés que sur le poids des individus à l’instant t “ 1, à partir de leur
poids initial et de leur consommation alimentaire moyenne. Malgré cela nous avons
remarqué que l’outil obtenu est capable de prédire avec précision le poids des ani-
maux de la base de test avant et au-delà de l’instant t “ 1 (Table 2.15). Ces résultats
montrent que le modèle construit est capable d’apprendre une dynamique reliant les
données d’entrées et les données de sorties sur une certaine période, et de rester va-
lable sur une durée 2.5 fois plus longue que la période d’apprentissage. De ce fait, nous
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pouvons conclure que l’intégration de connaissances dans un modèle parcimonieux
confère à l’outil, en plus d’une capacité d’interpolation, une capacité d’extrapolation.

Cette capacité d’extrapolation, obtenue malgré un apprentissage sur très peu de
données, illustre le fort potentiel d’extraction d’information de l’outil construit. Comme
cela le sera confirmer dans le chapitre 5 consacré au positionnement de notre outil de
prédiction, cette capacité représente un important avantage distinctif de cet outil par
rapport aux outils existants.

Cette capacité d’extrapolation contribue également à réduire la dépendance de nos
outils aux données d’apprentissage. En effet, celle-ci permet d’ajuster ces outils en utili-
sant des séries temporelles définies sur une période donnée et de les appliquer ensuite
en dehors de cette période d’apprentissage. Ainsi, les outils peuvent être ajustés sur
des bases d’apprentissage plus petites. Cette capacité d’extrapolation permet donc de
réduire la durée de la collecte de données, la durée des essais expérimentaux et ainsi
de réduire les coûts expérimentaux et computationnels liés aux données.

La capacité d’extrapolation de nos outils permet de rallonger la durée de validité
des prédictions fournies par l’outil de prédiction. Dans le cadre de l’Assimilation de
Données, comme nous l’avons vu dans la section 1.4, les prédiction fournies par l’outil
sont régulièrement corrigées par des données collectées. Grâce à la capacité d’extra-
polation de nos outils ces corrections pourraient être moins fréquentes.

2.6 Conclusion du chapitre 2

Pour conclure ce chapitre nous pouvons dire que nous avons construit des outils
biomimétiques d’apprentissage statistique, basés sur un système d’EDP, embarquant
l’expression mathématique de processus biologiques clés.

Plusieurs versions de ce système d’EDP ont été élaborées de façon à pouvoir traiter
une gamme plus large de données d’entrée et de sortie.

Des études par simulation ont mis en évidence un phénomène de saturation de l’ef-
fet des paramètres sur le modèle mathématique. Á partir de ces effets de saturation et
des conditions CFL, nous avons établi la gamme de valeurs des différents paramètres
du modèle.

Ces études par simulation ont également mis en évidence des relations existantes
entre les paramètres. Un travail plus approfondi a ensuite permis d’établir ces relations
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et de les quantifier. Ces relations a permis de renforcer la procédure d’ajustement du
modèle. En effet, en connaissant la relation reliant les paramètres ωdOpt

et rdOpt
et celle

reliant fdOpt
et udOpt

, nous pouvons désormais apprendre les valeurs de ωdOpt
et fdOpt

sur
des données et d’en déduire les valeurs de udOpt

et fdOpt
. Cela réduit donc le nombre

de paramètres à apprendre simultanément. Nous verrons également dans le chapitre
6 que la prise en compte de ces relations a permis de réduire le nombre d’itérations
nécessaires pour ajuster le modèle. Cela a donc rendu le processus d’apprentissage
plus rapide.

Les tests par simulation et l’application de notre approche sur des données réelles
ont montré que nos outils possèdent une capacité de prédiction satisfaisante.

Néanmoins nous verrons dans le chapitre 5 que les outils biomimétiques d’ap-
prentissage statistique que nous avons construits se distinguent réellement des outils
existants par leur capacité d’interpolation et surtout d’extrapolation, par leur capacité
d’apprentissage et plus globalement par leur capacité à réaliser de l’Assimilation de
Données d’élevage.

La capacité d’extrapolation de nos outils couplée à une capacité d’apprentissage
très forte, permet de réduire la dépendance des outils aux données d’apprentissage.
Cela permet de réduire la quantité de données à collecter et d’espérer pouvoir réaliser
de l’Assimilation de Données précise même si la fréquence de collecte de données est
basse et la qualité des données collectées est faible.
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CHAPITRE 3

EXISTENCE, UNICITÉ ET PROPRIÉTÉS

QUALITATIVES DU SYSTÈME D’EDP
EMBARQUÉ DANS NOS OUTILS

D’APPRENTISSAGE STATISTIQUE

BIOMIMÉTIQUES.

3.1 Introduction

Dans le chapitre 2, les applications réalisées ont montré que les outils basés sur le
modèle "A" possèdent d’intéressantes capacités de prédiction et d’extrapolation. Nous
avons donc voulu réaliser l’analyse mathématique de ce modèle composé des équa-
tions (2.1.1), (2.1.2), (2.1.3), (2.1.5), et des équations "d’utilisation" (2.1.4) ou (2.1.4b).

Cependant, dans les deux premières équations (2.1.1) et (2.1.2), le terme assimi-
lable à un opérateur de diffusion dépend de deux densités inconnues,

␣

Φf pdq
(

et
␣

Φbpdq
(

.
Une étude approfondie du travail réalisé par LADYENSKAJA et al. (1968) nous a permis
de mettre en évidence que cette dépendance à deux inconnues, couplée à la présence
d’un terme de convection, rend impossible l’application des résultats classiques asso-
ciés à l’analyse des équations paraboliques, apportés notamment par ces auteurs. De
ce fait, l’analyse mathématique de notre modèle constitue un nouveau défi dans le
domaine de l’analyse des EDP.

Au vu de cette complexité, ce chapitre présentera des résultats préliminaires concer-
nant les propriétés du système d’EDP, composé des équations (2.1.1), (2.1.2), (2.1.3),
(2.1.5), et des équations "d’utilisation" (2.1.4) ou (2.1.4b).

Pour rappel, χ est une fonction positive qui ne dépend que de x, qui est continuellement
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nos outils d’apprentissage statistique biomimétiques.

dérivable et compacte sur l’intervalle p0, 1q :

χ ě 0, χ P C1
0
`

p0, 1q
˘

. (3.1.1)

La fonction
␣

F pdq
(

est une "fonction de localisation" et la fonction
␣

Qpdq
(

est une "fonc-
tion d’entrée" (Section 2.1.1). Ces deux fonctions sont positives, carré intégrables sur
l’intervalle p0, 1q et leur support est inclus dans le support de la fonction χ :

␣

F pdq
(

P L2`p0, 1q
˘

,
␣

Qpdq
(

P L8
´

p0, `8q, L2`p0, 1q
˘

¯

. (3.1.2)

␣

F pdq
(

ě 0,
␣

Qpdq
(

ě 0. (3.1.3)

Supp
`␣

F pdq
(˘

Ă Supp
`

χ
˘

, Supp
`␣

Qpdq
(˘

Ă Supp
`

χ
˘

. (3.1.4)

La première contribution de notre travail d’analyse correspond à l’établissement de
la Formulation Variationnelle, aussi appelée Formulation Faible, des équations (2.1.1)
et (2.1.2). Cette formulation consiste à chercher

␣

Φf pdq
(

et
␣

Φbpdq
(

dans l’espace H que
nous avons défini tel que,

H “ H1`p0, `8q ˆ p0, 1q
˘

X C0`p0, `8q, H1p0, 1q
˘

X C1`p0, `8q, H´1p0, 1q
˘

, (3.1.5)

de façon à ce que, pour toutes fonctions φf P H et φb P H, l’égalité suivante soit vraie
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pour tout T ą 0,

´

ż T

0

ż 1

0

␣

Φf pdq
(

pt, xq
Bφf

Bt
pt, xqdx dt ´

ż T

0

ż 1

0

␣

Φbpdq
(

pt, xq
Bφb

Bt
pt, xqdx dt

`

ż 1

0

␣
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0

␣
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(
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0

␣
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(
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´
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0

␣
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(
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0
ωd
␣
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(
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0
ωd
␣
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(

pt, 0qφf pt, 0qdt

`
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0
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␣
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0
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␣
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“
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0
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0
ωd
␣
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(
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pt, xqdx dt ´

ż T

0
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0
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␣
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(
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0
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cdχ

˜
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␣
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`
␣
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q
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1
2
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␣
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0
fd
␣

F pdq
(

pxq

´

␣

Φf pdq
(

pt, xqφf pt, xq `
␣

Φbpdq
(

pt, xqφbpt, xq

¯

dx dt

´

ż T

0

ż 1

0
rd
␣

Φf pdq
(

pt, xqφf pt, xqdx dt `

ż T

0

ż 1

0
rd
␣

Φf pdq
(

pt, xqφbpt, xqdx dt. (3.1.6)

Á partir de cette Formulation Variationnelle, nous avons établi les estimations a
priori classiques qui restent vraies malgré les particularités des équations de notre
modèle. Parmi elles, il y a l’estimation L2 suivante :

Théorème 3.1.1. Sous les hypothèses (2.1.7), (3.1.1) et (3.1.2), si
␣

Φf pdq
(

P H et
␣

Φbpdq
(

P H sont solutions de la Formulation Variationnelle donnée par l’équation
(3.1.6), alors, pour tout T ą 0, il existe trois constantes L2apT q, L2bpT q et L3pT q telles
que pour tout t P p0, T q, T ą 0,

›

›

␣

Φf pdq
(›

›

2
2 ptq ď L2apT q, (3.1.7)

›

›

␣

Φbpdq
(›

›

2
2 ptq ď L2bpT q, (3.1.8)
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et,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

?
χ

B

´

␣

Φf pdq
(

`
␣

Φbpdq
(

¯

Bx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

2

ď L3pT q, (3.1.9)

où,

}Φ}
2
2 ptq “

ż 1

0
Φ2pt, xqdx

et,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

BΦ
Bx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

2
“

ż T

0

ż 1

0

BΦ2

Bx
pt, xqdxdt

La démonstration de ce théorème sera donnée dans la section 3.2.3.

Les équations (2.1.3), (2.1.5), et les équations "d’utilisation" (2.1.4) ou (2.1.4b) ne
contiennent pas de particularités et ne posent donc pas de réels problèmes pour me-
ner à bien l’analyse du modèle mathématique.

Le modèle mathématique composé des équations (2.1.1), (2.1.2), (2.1.3), (2.1.4) et
(2.1.5), possède une propriété de conservation :

Propriété 3.1.1. Sous les hypothèses (3.1.1) et (3.1.2), si
␣

Φf pdq
(

P H et
␣

Φbpdq
(

P H
sont solutions de l’équation (3.1.6),

␣

Ψpdq
(

P C1
`

p0, `8q; L1pp0, 1qq
˘

est solution de
l’équation (2.1.3),

␣

Ξpdq
(

P C1
`

p0, `8q; L1pp0, 1qq
˘

est solution de l’équation (2.1.4), et
␣

Opdq
(

P C1
`

p0, `8q
˘

est solution de l’équation (2.1.5), alors pour tout x P p0, 1q et pour
tout t P p0, T q, T ą 0, il existe KQpT q ą 0 telle que,
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B

„
ż 1

0

␣

Φf pdq
(

pt, xqdx `

ż 1

0

␣

Φbpdq
(

pt, xqdx `

ż 1

0

␣

Ψpdq
(

pt, xqdx `

ż 1

0

␣

Ξpdq
(

pt, xqdx

ȷ

Bt

ď KQpT q. (3.1.10)

Remarque. L’estimation (3.1.10) fournirait une estimation L1 dans le cas où nous se-
rions capables de démontrer la positivité des fonctions

␣

Φf pdq
(

,
␣

Φbpdq
(

,
␣

Ψpdq
(

et
␣

Ξpdq
(

.

Cependant, nous verrons dans la suite que cette question de la positivité est une
réelle problématique dans le cadre de notre modèle. De plus, l’obtention de l’estimation
(3.1.10) dans le cas où l’on remplace l’équation (2.1.4) par l’équation (2.1.4b) n’est pas
évidente.

La démonstration de cette propriété sera donnée dans la section 3.2.1.

Au-delà de la question de la positivité, d’autres propriétés typiquement vérifiées
dans le cadre des EDP paraboliques ne sont pas vérifiables pour notre système d’EDP.
De ce fait, nous avons travaillé sur deux modèles simplifiés afin de mettre en évidence
les propriétés perdues et celles que nous pouvons espérer conserver malgré la pré-
sence de ce terme de diffusion dépendant de la somme de deux densités inconnues.

Le premier modèle que nous avons étudié est composé de deux équations. Il consi-
dère

␣

Φf pdq
(

et
␣

Φbpdq
(

, définies pour x P p0, 1q et t P p0, `8q, sont respectivement
solutions de,

B
␣

Φf pdq
(

Bt
pt, xq ´ cd

B2“␣Φf pdq
(

`
␣

Φbpdq
(‰

Bx2 pt, xq “ 0, (3.1.11)

et,

B
␣

Φbpdq
(

Bt
pt, xq ´ cd

B2“␣Φf pdq
(

`
␣

Φbpdq
(‰

Bx2 pt, xq “ 0. (3.1.12)

Dans ce modèle nous avons imposé pour tout x P p0, 1q,
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␣

Φf pdq
(

p0, xq ě 0 and
␣

Φbpdq
(

p0, xq ě 0, (3.1.13)

et pour tout t P p0, `8q et pour toutes fonctions positives Φ0
f ptq, Φ0

bptq, Φ1
f ptq et Φ1

bptq,

␣

Φf pdq
(

pt,0q “ Φ0
f ptq ě 0 et

␣

Φbpdq
(

pt,0q “ Φ0
bptq ě 0

␣

Φf pdq
(

pt,1q “ Φ1
f ptq ě 0 et

␣

Φbpdq
(

pt,1q “ Φ1
bptq ě 0

(3.1.14)

La perte de l’effet régularisant, typiquement apporté par lopérateur de diffusion, a
été mise en évidence à travers l’étude de ce premier sous-modèle. Cette perte est
illustrée par le fait que si Φ0

f ptq “ 1, Φ1
f ptq “ 0, Φ0

bptq “ 0 et Φ1
bptq “ 1, alors, pour tout

rx P p0, 1q, le couple de fonctions

␣

Φf pdq
(

pt, xq “

$

&

%

1, si x ă rx

0, sinon
(3.1.15)

et,
␣

Φbpdq
(

pt, xq “

$

&

%

0, si x ă rx

1, sinon
(3.1.16)

est solution des équations (3.1.11), (3.1.12), (3.1.13) et (3.1.14). Or cette solution n’est
clairement par régulière.

Néanmoins, pour ce premier sous-modèle nous avons démontré que :

Propriété 3.1.2. Si Φ0
f ptq “ Φ1

f ptq “ Φ0
bptq “ Φ1

bptq “ 0,
␣

Φf pdq
(

p0, .q P L2
`

p0, 1q
˘

,
␣

Φbpdq
(

p0, .q P L2
`

p0, 1q
˘

et
`␣

Φf pdq
(

p0, .q ´
␣

Φbpdq
(

p0, .q
˘

P H1
`

0, 1
˘

, alors il existe une
unique solution aux équations (3.1.11), (3.1.12), (3.1.13) et (3.1.14). Cette solution
appartient à C1

`

p0, `8q, H1p0, 1q
˘

.

Cette propriété, démontrée dans la section 3.3.2, établie un cadre pour assurer la
régularité des solutions.

L’analyse de ce premier modèle simplifié nous a aussi permis de montrer que la
positivité des fonctions

␣

Φf pdq
(

et
␣

Φbpdq
(

n’est pas assurée même dans le cadre établi
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par la propriété 3.1.2. Ceci sera illustré par un exemple donné dans la section 3.3.3.

Ensuite, en reformulant les équations (3.1.2), (3.1.3), (3.1.11), (3.1.12), (3.1.13) et
(3.1.14) en utilisant les Transformations de Fourier, nous avons démontré certaines
propriétés d’un deuxième modèle simplifié, plus proche du système d’EDP initial. En
effet, ce deuxième modèle simplifié correspond au modèle initial mais sans terme de
convection. De plus, les conditions aux bords (3.1.14) ont été remplacé par des condi-
tions de périodicité pour

␣

Φf pdq
(

et
␣

Φbpdq
(

par rapport à x. Nous avons également
introduit l’espace H#, défini tel que :

H# “ tΦ P H, @t P p0, `8q, Φpt, 0q “ Φpt, 1qu (3.1.17)

L’espace H# peut être vu comme l’ensemble des fonctions de H qui sont périodiques
et qui respectent la topologie de l’espace H.

Ainsi, dans ce deuxième sous-modèle,
␣

Φf pdq
(

P H# est une fonction périodique de
période 1 par rapport à x, solution de,

B
␣

Φf pdq
(

Bt
pt, xq ´ cd

B2“␣Φf pdq
(

`
␣

Φbpdq
(‰

Bx2 pt, xq

“
1
2
␣

Qpdq
(

pt, xq ´ fd
␣

Φf pdq
(

pt, xq ´ rd
␣

Φf pdq
(

pt, xq, (3.1.18)

et,
␣

Φbpdq
(

P H# est une fonction périodique de période 1 par rapport à x, solution de,

B
␣

Φbpdq
(

Bt
pt, xq ´ cd

B2“␣Φf pdq
(

`
␣

Φbpdq
(‰

Bx2 pt, xq

“
1
2
␣

Qpdq
(

pt, xq ´ fd
␣

Φbpdq
(

pt, xq ` rd
␣

Φf pdq
(

pt, xq. (3.1.19)

Les trois autres équations du modèle restent les équations (2.1.3), (2.1.5) et l’équation
(2.1.4b) ou (2.1.4).

Dans le cadre de l’étude de ce second sous-modèle nous supposons que,

␣

Qpdq
(

P L8
´

p0, `8q, L2`p0, 1q
˘

¯

,
␣

Qpdq
(

ě 0, (3.1.20)
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␣

Φf pdq
(

p0, .q ě 0 et
␣

Φbpdq
(

p0, .q ě 0 (3.1.21)

␣

Φf pdq
(

p0, .q `
␣

Φbpdq
(

p0, .q ď
1
fd

sup
xPp0,1q

`␣

Qpdq
(

p0, xq
˘

, (3.1.22)

␣

Φf pdq
(

p0, .q P L8
`

p0, 1q
˘

,
␣

Φbpdq
(

p0, .q P L8
`

p0, 1q
˘

, (3.1.23)

␣

Φf pdq
(

p0, .q ´
␣

Φbpdq
(

p0, .q P H1`p0, 1q
˘

, (3.1.24)

␣

Φf pdq
(

p0, 0q ´
␣

Φbpdq
(

p0, 0q “
␣

Φf pdq
(

p0, 1q ´
␣

Φbpdq
(

p0, 1q, (3.1.25)

␣

Ψpdq
(

p0, .q P L8
`

p0, 1q
˘

,
␣

Ψpdq
(

p0, .q ě 0, (3.1.26)

␣

Ξpdq
(

p0, .q P L8
`

p0, 1q
˘

,
␣

Ξpdq
(

p0, .q ě 0, (3.1.27)

0 ď
␣

Opdq
(

p0q ď Ld, (3.1.28)

et,

DTF ą 0, @t ą TF , @x P p0, 1q,
␣

Qpdq
(

pt, xq “ 0. (3.1.29)

En utilisant ce deuxième modèle simplifié nous avons démontré que :

Théorème 3.1.2. Sous les hypothèses allant de (3.1.20) jusqu’à (3.1.29), il existe un
système unique composé de

␣

Φf pdq
(

P H#,
␣

Φbpdq
(

P H#,
␣

Ψpdq
(

P C1
`

p0, `8q; L1pp0, 1qq
˘

,
␣

Ξpdq
(

P C1
`

p0, `8q; L1pp0, 1qq
˘

et
␣

Opdq
(

P C1
`

p0, `8q
˘

, solution du système d’EDP
composé des équations (3.1.18), (3.1.19), (2.1.3), (2.1.5) et de l’équation (2.1.4b) ou
(2.1.4). De plus, ce système d’EDP possède une propriété de conservation. Ainsi, pour
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tout T ą 0, il existe une constante KQ2pT q ą 0 telle que pour tout t P p0, T q,

B

„
ż 1

0

␣

Φf pdq
(

pt, xqdx `

ż 1

0

␣

Φbpdq
(

pt, xqdx `

ż 1

0

␣

Ψpdq
(

pt, xqdx `

ż 1

0

␣

Ξpdq
(

pt, xqdx

ȷ

Bt

ď KQ2pT q. (3.1.30)

La démonstration du théorème 3.1.2 sera présentée dans la section 3.4.3.

Dans la section 3.2, nous présenterons la démonstration de la propriété de conser-
vation du modèle initialement construit dans le chapitre 2. Dans cette section le principe
de la Formulation Variationnelle appliqué à notre modèle sera expliqué. Après avoir
donné du sens aux différentes équations du système d’EDP en définissant l’espace
fonctionnel adapté dans lequel les solutions sont cherchées, les résultats des estima-
tions a priori seront présentés. Ces estimations a priori ont permis de mettre en évi-
dence les particularités du modèle initialement construit. Ces particularités empêchent
l’application directe des résultats classiques concernant les équations paraboliques
pour montrer l’existence et lunicité de la solution de ce modèle.

Dans la section 3.3, nous présenterons les propriétés perdues en raison de la struc-
ture du terme assimilable à lopérateur de diffusion. Pour cela nous avons analysé le
premier modèle simplifié.

Dans la section 3.4 nous allons présenter l’analyse du deuxième modèle simplifié
qui ne contient pas de terme de convection. Pour cela nous utiliserons des méthodes
de changement de variables et de Transformation de Fourier. L’objectif de cette analyse
a été de mettre en évidence les propriétés conservées malgré la structure de l’opéra-
teur de diffusion. Dans cette section nous présenterons la démonstration de l’existence
et de l’unicité de la solution de ce deuxième modèle simplifié. Nous avons également
démontré la propriété de conservation de ce second sous-modèle et de la positivité de
certaines composantes de la solution.
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3.2 Structure et analyse du modèle mathématique dé-

veloppé initialement

3.2.1 Propriété de conservation du modèle mathématique déve-
loppé initialement

Le modèle mathématique développé initialement est composé des équations (2.1.1),
(2.1.2), (2.1.3), (2.1.4) et (2.1.5). Ce modèle possède une propriété de conservation.

Démonstration de la propriété 3.1.1 : Pour démontrer cette propriété nous avons
supposé que

␣

Φf pdq
(

,
␣

Φbpdq
(

,
␣

Ψpdq
(

et
␣

Ξpdq
(

sont respectivement solutions de (2.1.1),
(2.1.2), (2.1.3) et (2.1.4). Nous avons additionné et intégré ces quatre équations par
rapport à x. Nous avons obtenu l’égalité suivante :

ż 1

0

B

´

␣

Φf pdq
(

`
␣

Φbpdq
(

`
␣

Ψpdq
(

`
␣

Ξpdq
(

¯

Bt
pt, xqdx

“

ż 1

0
2

B

«

cdχ
B

”

␣

Φf pdq
(

`
␣

Φbpdq
(

ı

Bx

ff

Bx
pt, xqdx `

ż 1

0

␣

Qpdq
(

pt, xqdx. (3.2.1)

D’après la condition donnée par (3.1.1), la fonction χ est nulle en x “ 0 et x “ 1. En
intégrant par rapport à x sur l’intervalle p0, 1q nous obtenons donc,

B

„
ż 1

0

␣

Φf pdq
(

pt, xqdx `

ż 1

0

␣

Φbpdq
(

pt, xqdx `

ż 1

0

␣

Ψpdq
(

pt, xqdx `

ż 1

0

␣

Ξpdq
(

pt, xqdx

ȷ

Bt

“

ż 1

0

␣

Qpdq
(

pt, xqdx ď sup
tPR`

ˆ
ż 1

0

␣

Qpdq
(

pt, xqdx

˙

. (3.2.2)

Nous avons déduit de cette inégalité que pour tout x appartenant à p0, 1q et pour
tout t appartenant à p0, T q, où T appartient à p0, `8q, il existe une constante KQpT q ą 0
satisfaisant l’inégalité (3.1.10). Nous avons donc démontré la propriété 3.1.1. �
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3.2.2 Principe de la Formulation Variationnelle

Dans le but de démontrer l’existence et l’unicité de la solution du système d’EDP
développé initialement, il est essentiel de donner un sens aux différentes équations.
Pour cela, il est nécessaire de définir l’espace mathématique dans lequel les solutions
de ce système seront cherchées.

Au vu de la structure des équations (2.1.1) et (2.1.2), les deux premières com-
posantes de la solution du système d’EDP pourraient être intuitivement cherchées
dans des espaces tels que l’espace C1

`

p0, `8q, C2p0, 1q
˘

, puisque ces équations
contiennent le Laplacien de

␣

Φf pdq
(

et
␣

Φbpdq
(

. On parle alors de "solutions classiques".
Cependant, les espaces de Sobolev sont plus adaptés pour analyser les propriétés des
EDP et démontrer l’existence, la régularité et l’unicité de leur solution (ADAMS (1975),
DI MENZA (2009), DAVID et GOSSELET (2015) et TAYLOR (1996)). En effet, nous cher-
chons les solutions dans des espaces plus grands que les espaces classiques Cm.
Les espaces de Sobolev sont des outils très utiles pour l’analyse des EDP car dans
ces espaces les dérivées sont prises dans un sens "faible", c’est-à-dire au sens des
distributions, afin de rendre l’espace complet. Ces espaces fournissent donc un cadre
adapté pour démontrer l’existence et l’unicité de la solution.

En travaillant dans ces espaces, la notion de "solution" peut être "affaiblie". Pour
cela, il est nécessaire d’écrire une formulation faible des équations (2.1.1) et (2.1.2).
En effet, l’objectif de la Formulation Variationnelle est d’affaiblir la notion de solution
en multipliant les équations par une fonction choisie judicieusement et appelée "fonc-
tion test" (BRÉZIS et al. (1999) et ALLAIRE (2005)). L’intégration de ces équations au
sens des distributions permet ensuite d’obtenir une équation qui implique des dérivées
d’ordre plus faible quinitialement.

Toujours dans cette optique de définir une solution au sens faible des équations
(2.1.1) et (2.1.2), nous avons considéré ces deux équations comme étant des égalités
de distributions et nous avons appliqué l’équation (2.1.1) à la fonction test φf P D

`

p0, `8q

ˆp0, 1q
˘

et l’équation (2.1.2) à la fonction test φb P D
`

p0, `8q ˆ p0, 1q
˘

. L’espace
D
`

p0, `8q ˆ p0, 1q
˘

est l’espace topologique des fonction infiniment continuement dé-
rivables, à support compact dans

`

p0, `8q ˆ p0, 1q
˘

. Ensuite, en utilisant la défini-
tion de l’égalité et de la dérivation au sens des distributions, nous avons obtenu :
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@ φf P D
`

p0, `8q ˆ p0, 1q
˘

,

-
@␣

Φf pdq
(

, Btφf

D

´ ωd
@␣

Φf pdq
(

, Bxφf

D

` cd

A

χ
´

Bx

␣

Φf pdq
(

` Bx

␣

Φbpdq
(

¯

, Bxφf

E

“
1
2
@␣

Qpdq
(

, φf

D

´ fd
@␣

Φf pdq
(

, φf

D

´ rd
@␣

Φf pdq
(

, φf

D

, (3.2.3)

et @ φb P D
`

p0, `8q ˆ p0, 1q
˘

,

-
@␣

Φbpdq
(

, Btφb

D

` ωd
@␣

Φbpdq
(

, Bxφb

D

` cd
@

χpBx

␣

Φf pdq
(

` Bx

␣

Φbpdq
(

q, Bxφb

D

“
1
2
@␣

Qpdq
(

, φb

D

´ fd
@␣

Φbpdq
(

, φb

D

` rd
@␣

Φf pdq
(

, φb

D

. (3.2.4)

Au vu des Formulations Variationnelles données par les équations (3.2.3) et (3.2.4),
il semble raisonnable de supposer que les solutions faibles des équations (2.1.1) et
(2.1.2) sont des fonctions appartenant à l’espace L2

`

p0, `8q ˆ p0, 1q
˘

et dont leur dé-
rivées appartiennent également à L2

`

p0, `8q ˆ p0, 1q
˘

. Ainsi, nous supposons que les
deux premières composantes de la solution du système d’EDP appartiennent à l’es-
pace de Sobolev H1

`

p0, `8q ˆ p0, 1q
˘

, et respectent les conditions suivantes :

@t P p0, `8q ,
␣

Φf pdq
(

pt, 0q “
␣

Φbpdq
(

pt, 0q, (3.2.5)

et,

@t P p0, `8q ,
␣

Φbpdq
(

pt, 1q “
␣

Φf pdq
(

pt, 1q. (3.2.6)

Dans ce contexte, les équations (3.2.3) et (3.2.4) peuvent être réécrites telles que :
@ φf P H1

0
`

p0, `8q ˆ p0, 1q
˘

,

´

ż `8

0

ż 1

0

␣

Φf pdq
(

pt, xq
Bφf

Bt
pt, xqdx dt ´

ż `8

0

ż 1

0
ωd
␣

Φf pdq
(

pt, xqq
Bφf

Bx
pt, xqdx dt

`

ż `8

0

ż 1

0
cdχpxq

B

”

␣

Φf pdq
(

`
␣

Φbpdq
(

ı

Bx
pt, xq

Bφf

Bx
pt, xqdx dt

“

ż `8

0

ż 1

0

1
2
␣

Qpdq
(

pt, xqφf pt, xqdx dt ´

ż `8

0

ż 1

0
fd
␣

F pdq
(

pxq
␣

Φf pdq
(

pt, xqφf pt, xqdx dt

´

ż `8

0

ż 1

0
rd
␣

Φf pdq
(

pt, xqφf pt, xqdx dt, (3.2.7)
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et @ φb P H1
0
`

p0, `8q ˆ p0, 1q
˘

,

´

ż `8

0

ż 1

0

␣

Φbpdq
(

pt, xq
Bφb

Bt
pt, xqdx dt `

ż `8

0

ż 1

0
ωd
␣

Φbpdq
(

pt, xq
Bφb

Bx
pt, xqdx dt

`

ż `8

0

ż 1

0
cdχpxq

B

”

␣

Φf pdq
(

`
␣

Φbpdq
(

ı

Bx
pt, xq

Bφb

Bx
pt, xqdx dt

“

ż `8

0

ż 1

0

1
2
␣

Qpdq
(

pt, xqφbpt, xqdx dt ´

ż `8

0

ż 1

0
fd
␣

F pdq
(

pxq
␣

Φbpdq
(

pt, xqφbpt, xqdx dt

`

ż `8

0

ż 1

0
rd
␣

Φf pdq
(

pt, xqφbpt, xqdx dt, (3.2.8)

Dans le but de prendre en compte des conditions initiales et les conditions aux
bords, nous avons enrichi les formulations (3.2.7) et (3.2.8) pour obtenir des formula-
tions pour les fonctions test ayant des traces non-nulles en tp0, xq, x P p0, 1qu, tpt, 0q, t P

p0, `8qu et en tpt, 1q, t P p0, `8qu. Nous avons donc obtenu les formulations suivantes :

@φf P H,

´

ż T

0

ż 1

0

␣

Φf pdq
(

pt, xq
Bφf

Bt
pt, xqdx dt`

ż 1

0

␣

Φf pdq
(

p0, xqφf p0, xqdx´

ż 1

0

␣

Φf pdq
(

pT, xqφf pT, xqdx

´

ż T

0

ż 1

0
ωd
␣

Φf pdq
(

pt, xqq
Bφf

Bx
pt, xqdx dt´

ż T

0
ωd
␣

Φf pdq
(

pt, 1qφf pt, 1qdt`

ż T

0
ωd
␣

Φf pdq
(

pt, 0qφf pt, 0qdt

`

ż T

0

ż 1

0
cdχpxq

B

”

␣

Φf pdq
(

`
␣

Φbpdq
(

ı

Bx
pt, xq

Bφf

Bx
pt, xqdx dt

“

ż T

0

ż 1

0

1
2
␣

Qpdq
(

pt, xqφf pt, xqdx dt ´

ż T

0

ż 1

0
fd
␣

F pdq
(

pxq
␣

Φf pdq
(

pt, xqφf pt, xqdx dt

´

ż T

0

ż 1

0
rd
␣

Φf pdq
(

pt, xqφf pt, xqdx dt, (3.2.9)
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et @φb P H,

´

ż T

0

ż 1

0

␣

Φbpdq
(

pt, xq
Bφb

Bt
pt, xqdx dt`

ż 1

0

␣

Φbpdq
(

p0, xqφbp0, xqdx´

ż 1

0

␣

Φbpdq
(

pT, xqφbpT, xqdx

`

ż T

0

ż 1

0
ωd
␣

Φbpdq
(

pt, xq
Bφb

Bx
pt, xqdx dt`

ż T

0
ωd
␣

Φbpdq
(

pt, 1qφbpt, 1q´

ż T

0
ωd
␣

Φbpdq
(

pt, 0qφbpt, 0q

`

ż T

0

ż 1

0
cdχpxq

B

”

␣

Φf pdq
(

`
␣

Φbpdq
(

ı

Bx
pt, xq

Bφb

Bx
pt, xqdx dt

“

ż T

0

ż 1

0

1
2
␣

Qpdq
(

pt, xqφbpt, xqdx dt ´

ż T

0

ż 1

0
fd
␣

F pdq
(

pxq
␣

Φbpdq
(

pt, xqφbpt, xqdx dt

`

ż T

0

ż 1

0
rd
␣

Φf pdq
(

pt, xqφbpt, xqdx dt. (3.2.10)

Finalement, en additionnant (3.2.9) et (3.2.10) nous avons obtenu la Formulation
Variationnelle globale donnée par l’équation (3.1.6).

Au vu de cette Formulation Variationnelle globale,
␣

Φf pdq
(

,
␣

Φbpdq
(

,
B

␣

Φf pdq

(

Bx
et

B

␣

Φbpdq

(

Bx

doivent appartenir à l’espace L2
`

p0, `8q ˆ p0, 1q
˘

. Ainsi,
␣

Φf pdq
(

et
␣

Φbpdq
(

doivent ap-
partenir à H1

`

p0, `8q ˆ p0, 1q
˘

.

De plus, certaines conditions aux bords sont imposées pour x “ 0 et x “ 1. L’exis-
tence des traces en p0, `8q ˆ t0u et p0, `8q ˆ t1u pour les fonctions de cet espace
amène le sens faible à donner à ces conditions aux bords.

Les formulations initiales (2.1.1) et (2.1.2) font intervenir le Laplacien de
␣

Φf pdq
(

et
␣

Φbpdq
(

. Or, le Laplacien d’une fonction appartenant à H1
`

p0, 1q
˘

, appartient à H´1p0, 1q.
␣

Φf pdq
(

pt, .q et
␣

Φbpdq
(

pt, .q doivent donc être des fonctions continues et dérivables à
valeurs dans à H´1

`

p0, 1q
˘

, pour tout t P p0, `8q. Ainsi,
␣

Φf pdq
(

et
␣

Φbpdq
(

doivent ap-
partenir à C1

`

p0, `8q, H´1pp0, 1qq
˘

. Sachant qu’il semble raisonnable de chercher les
fonctions

␣

Φf pdq
(

et
␣

Φbpdq
(

dans H1
`

p0, `8q ˆ p0, 1q
˘

et dans C1
`

p0, `8q, H´1pp0, 1qq
˘

,
nous pouvons donc nous attendre à ce que les solutions que nous cherchons appar-
tiennent également à l’espace C0

`

p0, `8q, H1pp0, 1qq
˘

. En effet, l’appartenance des
fonctions

␣

Φf pdq
(

et
␣

Φbpdq
(

à cet espace est important pour pouvoir mener à bien cer-
taines estimations a priori nécessitant des calculs à t fixé et en intégrant les équations
par rapport à x.
Il semble donc raisonnable de penser que les fonctions

␣

Φf pdq
(

et
␣

Φbpdq
(

appartiennent
à l’espace H, défini par (3.1.5).
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Pour résumer, l’espace H est l’espace des fonctions appartenant à L2
`

p0, `8q ˆ

p0, 1q
˘

, telles que leur dérivées d’ordre 1 appartiennent aussi à L2
`

p0, `8q ˆ p0, 1q
˘

, et
qui sont continues, dérivables et appartenant à H1p0, 1q et H´1p0, 1q à chaque instant
t P p0, `8q.
Finalement, nous avons considéré que

␣

Φf pdq
(

,
␣

Φbpdq
(

, φf et φb étaient cherchées
dans H telles que la formulation (3.1.6) soit respectée.

3.2.3 Les premières estimations a priori

Dans cette section, les premières estimations a priori obtenues seront présentées.
Ces estimations nous ont permis de démontrer le théorème 3.1.1.

Démonstration du théorème 3.1.1 : Nous avons remarqué que si les fonctions
␣

Φf pdq
(

et
␣

Φbpdq
(

, solutions de (2.1.1) et (2.1.2), existent et appartiennent à H, alors
elles peuvent être utilisées comme fonctions test dans les formulations (3.2.9) et (3.2.10).
Dans un premier temps, nous avons donc choisi φf “

␣

Φf pdq
(

et φb “
␣

Φbpdq
(

. Les équa-
tions (3.2.9) et (3.2.10) deviennent donc respectivement les équations :

´

ż T

0

ż 1

0

␣

Φf pdq
(

pt, xq
B
␣

Φf pdq
(

Bt
pt, xqdx dt `

ż 1

0

␣

Φf pdq
(2

p0, xqdx ´

ż 1

0

␣

Φf pdq
(2

pT, xqdx

´

ż T

0

ż 1

0
ωd
␣

Φf pdq
(

pt, xq
B
␣

Φf pdq
(

Bx
pt, xqdx dt ´

ż T

0
ωd
␣

Φf pdq
(2

pt, 1qdt `

ż T

0
ωd
␣

Φf pdq
(2

pt, 0qdt

`

ż T

0

ż 1

0
cdχpxq

B

”

␣

Φf pdq
(

`
␣

Φbpdq
(

ı

Bx
pt, xq

B
␣

Φf pdq
(

Bx
pt, xqdx dt

“

ż T

0

ż 1

0

1
2
␣

Qpdq
(

pt, xq
␣

Φf pdq
(

pt, xqdx dt ´

ż T

0

ż 1

0
fd
␣

F pdq
(

pxq
␣

Φf pdq
(

pt, xq
␣

Φf pdq
(

pt, xqdx dt

´

ż T

0

ż 1

0
rd
␣

Φf pdq
(

pt, xq
␣

Φf pdq
(

pt, xqdx dt, (3.2.11)

et,
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´

ż T

0

ż 1

0

␣

Φbpdq
(

pt, xq
B
␣

Φbpdq
(

Bt
pt, xqdx dt `

ż 1

0

␣

Φbpdq
(2

p0, xqdx ´

ż 1

0

␣

Φbpdq
(2

pT, xqdx

`

ż T

0

ż 1

0
ωd
␣

Φbpdq
(

pt, xq
B
␣

Φbpdq
(

Bx
pt, xqdx dt `

ż T

0
ωd
␣

Φbpdq
(2

pt, 1qdt ´

ż T

0
ωd
␣

Φbpdq
(2

pt, 0qdt

`

ż T

0

ż 1

0
cdχpxq

B

”

␣

Φf pdq
(

`
␣

Φbpdq
(

ı

Bx
pt, xq

B
␣

Φbpdq
(

Bx
pt, xqdx dt

“

ż T

0

ż 1

0

1
2
␣

Qpdq
(

pt, xq
␣

Φbpdq
(

pt, xqdx dt ´

ż T

0

ż 1

0
fd
␣

F pdq
(

pxq
␣

Φbpdq
(

pt, xq
␣

Φbpdq
(

pt, xqdx dt

`

ż T

0

ż 1

0
rd
␣

Φf pdq
(

pt, xq
␣

Φbpdq
(

pt, xqdx dt. (3.2.12)

L’objectif est maintenant de vérifier à partir des équations (3.2.11) et (3.2.12) que
les estimations a priori obtenues namènent pas de contradiction avec l’hypothèse que
␣

Φf pdq
(

et
␣

Φbpdq
(

appartiennent à H.
Dans un premier temps nous allons présenter les étapes ayant permis d’obtenir des
estimations dans l’espace L8

´

p0, T q, L2pp0, 1qq

¯

, pour tout T P p0, `8q.

Les équations (3.2.11) et (3.2.12) dépendent l’une de l’autre. De ce fait, il est né-
cessaire d’étudier les solutions de ces deux équations en même temps. Nous avons
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donc additionné ces deux équations et nous avons obtenu l’égalité suivante :

´

ż T

0

ż 1

0

␣

Φf pdq
(

pt, xq
B
␣

Φf pdq
(

Bt
pt, xqdx dt ´

ż T

0

ż 1

0

␣

Φbpdq
(

pt, xq
B
␣

Φbpdq
(

Bt
pt, xqdx dt

`

ż 1

0

␣

Φf pdq
(2

p0, xqdx ´

ż 1

0

␣

Φf pdq
(2

pT, xqdx `

ż 1

0

␣

Φbpdq
(2

p0, xqdx ´

ż 1

0

␣

Φbpdq
(2

pT, xqdx

´

ż T

0
ωd
␣

Φf pdq
(2

pt, 1qdt`

ż T

0
ωd
␣

Φf pdq
(2

pt, 0qdt`

ż T

0
ωd
␣

Φbpdq
(2

pt, 1qdt´

ż T

0
ωd
␣

Φbpdq
(2

pt, 0qdt

“

ż T

0

ż 1

0
ωd
␣

Φf pdq
(

pt, xq
B
␣

Φf pdq
(

Bx
pt, xqdx dt ´

ż T

0

ż 1

0
ωd
␣

Φbpdq
(

pt, xq
B
␣

Φbpdq
(

Bx
pt, xqdx dt

´

ż T

0

ż 1

0
cdχpxq

˜

B
␣

Φf pdq
(

`
␣

Φbpdq
(

Bx
pt, xq

¸2

dx dt

`

ż T

0

ż 1

0

␣

Qpdq
(

pt, xqq

´

␣

Φf pdq
(

pt, xq `
␣

Φbpdq
(

pt, xq

¯

dx dt

´

ż T

0

ż 1

0
fd
␣

F pdq
(

pxq

´

␣

Φf pdq
(2

pt, xq `
␣

Φbpdq
(2

pt, xq

¯

dx dt

´

ż T

0

ż 1

0
rd
␣

Φf pdq
(2

pt, xqdx dt `

ż T

0

ż 1

0
rd
␣

Φf pdq
(

pt, xq
␣

Φbpdq
(

pt, xqdx dt. (3.2.13)

Á partir de l’équation (3.2.13), lorsque nous calculons les intégrales nous obtenons :

ż T

0

ˆ

B
›

›

␣

Φf pdq
(›

›

2
2

Bt
pt, .q `

B
›

›

␣

Φbpdq
(›

›

2
2

Bt
pt, .q

˙

dt “

ż 1

0
2
ˆ

␣

Φf pdq
(2

p0, xqdx ´
␣

Φf pdq
(2

pT, xqdx `
␣

Φbpdq
(2

p0, xqdx ´
␣

Φbpdq
(2

pT, xq

˙

dx

`

ż T

0
2ωd

ˆ

´
␣

Φbpdq
(2

pt, 1q `
␣

Φbpdq
(2

pt, 0q `
␣

Φf pdq
(2

pt, 1q ´
␣

Φf pdq
(2

pt, 0q

˙

dt

´ 2
ż T

0

ż 1

0
cdχpxq

¨

˝

B

´

␣

Φf pdq
(

`
␣

Φbpdq
(

¯

Bx
pt, xq

˛

‚

2

dx dt

` 2
ż T

0

ż 1

0

␣

Qpdq
(

pt, xqq

´

␣

Φf pdq
(

pt, xq `
␣

Φbpdq
(

pt, xq

¯

dx dt

´ 2
ż T

0

ż 1

0
fd
␣

F pdq
(

pxq

´

␣

Φf pdq
(2

pt, xq `
␣

Φbpdq
(2

pt, xq

¯

dx dt

´ 2
ż T

0

ż 1

0
rd
␣

Φf pdq
(2

pt, xqdx dt ` 2
ż T

0

ż 1

0
rd
␣

Φf pdq
(

pt, xqq
␣

Φbpdq
(

pt, xqdx dt, (3.2.14)
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nos outils d’apprentissage statistique biomimétiques.

où }.}2 est la norme usuelle sur L2pp0, 1qq.

En prenant en compte les conditions aux bords (2.1.7) et la positivité de la fonction
χ, nous obtenons à partir de l’équation (3.2.14) l’inégalité suivante :
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où K1 est une constante positive.
En utilisant l’inégalité de Schwarz nous obtenons pour tout t P p0, T q, T P p0, `8q :
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Ainsi, à partir de l’inégalité (3.2.15) et en utilisant les inégalités (3.2.16), (3.2.17) et
(3.2.18), nous obtenons :
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3.2. Structure et analyse du modèle mathématique développé initialement
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Á partir de l’inégalité (3.2.19) et en utilisant les identités remarquables nous obtenons :
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D’après le lemme de Gronwall, pour tout T P p0, `8q, il existe une constante L1pT q, qui
peut être vu comme une fonction croissante de T telle que :
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Pour tout T P p0, `8q et pour tout t P p0, T q, nous avons donc :
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De ce fait, pour tout T P p0, `8q, il existe deux constantes positives L2apT q et L2bpT q

telles que les inégalités (3.1.7) et (3.1.8) soient vérifiées. Nous avons donc déduit de
ces deux inégalités que
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nous reprenons l’inégalité (3.2.15) et nous utilisons les inégalités (3.2.16), (3.2.17) et
(3.2.18) pour obtenir l’inégalité suivante :

131

Construction et analyse d'outils d'apprentissage statistique biomimétiques basés sur des systèmes d'équation aux dérivées partielles pour l'assimililation de données d'élevage Hélène Flourent 2020



Chapitre 3 – Existence, unicité et propriétés qualitatives du système d’EDP embarqué dans
nos outils d’apprentissage statistique biomimétiques.
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Pour contrôler les deux premiers termes de l’inégalité (3.2.23) nous intégrons cette
inégalité par rapport au temps. Ensuite, en utilisant (3.1.7) et (3.1.8) nous obtenons
pour tout T appartenant à p0, `8q :
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où L2cpT q est une constante positive.
Dans l’inégalité (3.2.24) les deux premiers termes ont déjà été bornés. Nous avons
donc l’inégalité (3.1.9).

Nous avons donc démontré le théorème (3.1.1) et l’inégalité (3.1.9) montre que,
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3.3. Identification des propriétés perdues du fait de la structure de "l’opérateur de diffusion"
grâce à l’utilisation d’un premier modèle simplifié.
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Les estimations a priori nous ont montré que les différentes hypothèses que nous

avons faites et les conditions aux bords que nous avons imposées compliquent forte-
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Nous avons fait de nombreuses explorations en se basant sur les travaux réalisés
par LADYENSKAJA et al. (1968) et nous avons conclu que les deux premières équations
de notre modèles ne rentraient pas dans le cadre classique étudié par ces auteurs.
Nous avons donc mis en évidence les propriétés perdues et celles conservées malgré
les particularités de ces deux équations, sur des sous-modèles simplifiés. L’objectif
est aussi d’essayer de trouver de nouvelles pistes pour achever la démonstration de
l’existence et de l’unicité de la solution du modèle développé initialement.

3.3 Identification des propriétés perdues du fait de la

structure de "l’opérateur de diffusion" grâce à l’uti-

lisation d’un premier modèle simplifié.

Dans cette section nous allons présenter les propriétés perdues dû à l’écriture de
"l’opérateur de diffusion" que nous avons choisie. Pour cela nous avons construit un
premier modèle simplifié composé des équations (3.1.11) et (3.1.12). Les conditions
initiales associées à ce modèle sont données par (3.1.13) et (3.1.14).

3.3.1 Unicité de la solution

L’objectif de l’analyse de ce premier modèle simplifié est de mettre en évidence les
propriétés perdues du fait de l’écriture de "l’opérateur de diffusion". Mais nous avons
tout de même commencé par démontrer l’unicité de la solution de ce sous-modèle :

133

Construction et analyse d'outils d'apprentissage statistique biomimétiques basés sur des systèmes d'équation aux dérivées partielles pour l'assimililation de données d'élevage Hélène Flourent 2020



Chapitre 3 – Existence, unicité et propriétés qualitatives du système d’EDP embarqué dans
nos outils d’apprentissage statistique biomimétiques.

Propriété 3.3.1. Si la solution des équations (3.1.11) et (3.1.12) existe, alors elle est
unique.

Démonstration de la propriété 3.3.1 : Nous supposons que
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3.3. Identification des propriétés perdues du fait de la structure de "l’opérateur de diffusion"
grâce à l’utilisation d’un premier modèle simplifié.

Nous multiplions l’équation (3.3.9) par la fonction test
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Puis nous multiplions l’équation (3.3.4) par la fonction test
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Nous additionnons les équations (3.3.5) et (3.3.6), nous intégrons la somme obte-
nue par rapport à x, puis en réalisant une intégration par parties du terme de diffusion
nous obtenons :
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Donc,
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D’après le lemme de Gronwall nous obtenons :
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Chapitre 3 – Existence, unicité et propriétés qualitatives du système d’EDP embarqué dans
nos outils d’apprentissage statistique biomimétiques.
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Nous en déduisons que,
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Nous obtenons donc les égalités (3.3.1) et (3.3.2).
Nous avons donc démontré la propriété 3.3.1. �

3.3.2 L’effet régularisant de "lopérateur de diffusion"

Dans cette partie nous allons présenter le cadre assurant la régularité des solutions
en démontrant la propriété 3.1.2.

Démonstration de la propriété 3.1.2 : Nous commençons par additionner les équa-
tions (3.1.11) et (3.1.12) et nous obtenons l’équation,

B
“␣

Φf pdq
(

`
␣

Φbpdq
(‰

Bt
pt, xq ´ 2cd

B2“␣Φf pdq
(

`
␣

Φbpdq
(‰

Bx2 pt, xq “ 0, (3.3.12)

Ensuite, nous soustrayons l’équation (3.1.12) et l’équation (3.1.11) et nous obtenons
l’équation,
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L’équation (3.3.12) correspond à l’équation de la chaleur dans laquelle l’opérateur de
diffusion apporte un effet régularisant. Donc, si
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solution de cette équation, elle est unique et appartient à H.
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3.3. Identification des propriétés perdues du fait de la structure de "l’opérateur de diffusion"
grâce à l’utilisation d’un premier modèle simplifié.

En revanche, dans l’équation (3.3.13) il n’y a pas d’effet régularisant. Néanmoins,
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`␣

Φf pdq
(

´
␣

Φbpdq
(˘

appartient à C1
`

p0, `8q; H1p0, 1q
˘

. Nous avons
donc démontré l’existence de

␣

Φf pdq
(

et
␣

Φbpdq
(

et que ces fonctions appartenaient à
C1

`

p0, `8q; H1p0, 1q
˘

. Grâce à ces calculs et à la propriété 3.3.1 nous avons donc dé-
montré la propriété 3.1.2. �

Ces résultats montrent que la structure du modèle construit et plus particulièrement
l’écriture de "l’opérateur de diffusion" qu’il contient, nécessite d’imposer des conditions
initiales régulières.

3.3.3 La question de la positivité des fonctions
␣

Φfpdq
(

et
␣

Φbpdq
(

Nous avons étudié la question de la positivité de
␣

Φf pdq
(

et
␣

Φbpdq
(

, solutions des
équations (3.1.11) et (3.1.12). Pour cela nous avons commencé par poser :

Upt, xq “
␣

Φf pdq
(

pt, xq `
␣

Φbpdq
(

pt, xq, (3.3.14)

et,

V pt, xq “
␣

Φf pdq
(

pt, xq ´
␣

Φbpdq
(

pt, xq. (3.3.15)

Á partir des équations (3.3.14) et (3.3.15), l’équation (3.3.12) devient :

BU

Bt
pt, xq ´ 2cd

B2U

Bx2 pt, xq “ 0, (3.3.16)

et l’équation (3.3.13) devient :

BV

Bt
pt, xq “ 0, (3.3.17)
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Donc,

V pt, xq “
␣

Φf pdq
(

p0, xq ´
␣

Φbpdq
(

p0, xq “ V0pxq. (3.3.18)

Nous avons cherché la solution élémentaire de l’équation (3.3.16) en résolvant l’équa-
tion de la chaleur. Pour cela nous avons utilisé la méthode de la séparation de variable
(EVANS (2010)). Nous avons donc cherché la solution élémentaire de (3.3.16) sous la
forme,

Upt, xq “ yptqzpxq (3.3.19)

L’équation (3.3.16) devient donc :

y1ptqzpxq “ 2cdyptqz2pxq (3.3.20)

Nous divisons l’équation (3.3.20) par yptqzpxq :

y1ptq

yptq
“ 2cd

z2pxq

zpxq
(3.3.21)

Le terme de gauche ne dépend que de t et le terme de droite ne dépend que de x.
Nous posons donc une constante β et nous obtenons :

y1ptq

yptq
“ 2cdβ (3.3.22)

et

z2pxq

zpxq
“ β (3.3.23)

L’équation (3.3.22) peut être écrite sous la forme,

y1ptq ´ 2cdβyptq “ 0 (3.3.24)
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La fonction y peut donc s’écrire,

yptq “ expp2cdβtq (3.3.25)

Physiquement, nous savons que sans source de chaleur la température diminue au
cours du temps. De ce fait, β est négative. Nous posons β “ ´σ2.

L’équation (3.3.23) peut être écrite sous la forme,

z2pxq ´ βzpxq “ 0 (3.3.26)

La fonction z peut donc s’écrire,

zpxq “ exppmxq (3.3.27)

L’équation (3.3.26) donne donc,

m2 exppmxq ` σ2 exppmxq “ 0 (3.3.28)

Nous en déduisons que,

m2 “ ´σ2. (3.3.29)

Ainsi,

m “ ˘σ (3.3.30)

La fonction z peut donc s’écrire,

zpxq “ A cospσxq ` B sinpσxq (3.3.31)

Cependant,

zp0q “ A “ 0 (3.3.32)
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et

zp1q “ B sinpσq “ 0. (3.3.33)

Donc,

sinpσq “ 0. (3.3.34)

Cela implique que σ est de la forme,

σ “ nπ (3.3.35)

où n P Z.

Nous obtenons finalement,

zpxq “ B sinpnπxq (3.3.36)

Á partir des équations (3.3.19), (3.3.25) et (3.3.36), la fonction U devient,

Unpt, xq “ B exp
`

´ 2cdpnπq2t
˘

sinpnπxq (3.3.37)

Pour toutes les valeurs de n nous obtenons donc une solution élémentaire de la
forme,

Unpt, xq “ Cn exp
`

´ 2cdpnπq2t
˘

sinpnπxq. (3.3.38)

D’après le principe de superposition, toutes les combinaisons linéaires basées sur
l’équation (3.3.38), sont solutions de l’équation (3.3.14). De ce fait, la solution générale
de (3.3.14) est :

Upt, xq “

8
ÿ

n“1

´

Cn exp
`

´ 2cdpnπq2t
˘

sinpnπxq

¯

(3.3.39)
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Nous fixons,

Up0, xq “ Cpxq “

8
ÿ

n“1

´

Cn sinpnπxq

¯

(3.3.40)

Nous multiplions l’équation (3.3.40) par sinpkπxq et nous intégrons par rapport à x.
Nous obtenons :

ż 1

0
Cpxq sinpkπxqdx “

ż 1

0

8
ÿ

n“1
Cn sinpnπxq sinpkπxqdx (3.3.41)

Étant donné que les fonctions sinus sont orthogonales lorsque n ‰ k, il ne reste que le
terme n “ k, les autres termes de la somme sont nuls. Nous avons donc :

ż 1

0
Cpxq sinpkπxqdx “

ż 1

0
Ck sin2pkπxqdx “

1
2

Ck `

ż 1

0
Ck cosp2kπxqdx “

1
2

Ck (3.3.42)

Ainsi, la solution générale de (3.3.14) est donnée par l’équation (3.3.39) où,

Cn “ 2
ż 1

0
Up0, yq sinpnπyqdy (3.3.43)

S’il existe un temps TF tel que pour tout t ą TF , et pour tout x P p0, 1q,
␣

Qpdq
(

pt, xq “ 0
dès que t ą TF , alors lorsque t continue d’augmenter, la fonction U décroit de façon
exponentielle vers 0. Ainsi, si nous fixons V0pxq ą 0 pour tout x P p0, 1q, alors il existe
une constante TU1 ą 0 telle que pour tout t ą TU1,

Upt, xq ď V pt, xq. (3.3.44)

Cela implique que,

␣

Φbpdq
(

pt, xq ď 0. (3.3.45)

Nous remarquons aussi que si nous fixons V0pxq ă 0 pour tout x P p0, 1q, il existe une
constante TU2 ą 0 telle que pour tout t ą TU2,

Upt, xq ď ´V pt, xq. (3.3.46)
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Cela implique que,

␣

Φf pdq
(

pt, xq ď 0. (3.3.47)

Nous avons donc déduit de l’analyse de modèle très simplifié que la positivité de
␣

Φf pdq
(

et
␣

Φbpdq
(

pouvait ne pas être vérifiée.

En utilisant ce premier modèle simplifié nous avons donc mis en évidence que
l’intégration d’un opérateur assimilable à un opérateur de diffusion dépendant de deux
fonctions inconnues induit la perte de certaines propriétés comme l’effet régularisant
typiquement apporté par l’opérateur de diffusion et la positivité de la solution.

Dans la section suivante nous allons utiliser un second modèle simplifié, plus proche
du modèle initial construit dans le chapitre 2. L’objectif est de mettre en évidence les
propriétés conservées malgré les particularités de notre modèle.

3.4 Démonstration de l’existence et de l’unicité de la

solution d’un deuxième modèle simplifié : un mo-

dèle mathématique sans terme de convection

Dans cette section nous allons présenter les analyses réalisées sur un second mo-
dèle simplifié.

Ce deuxième modèle simplifié correspond au modèle développé initialement mais
sans termes de convection. De plus, nous avons décidé de travailler dans un contexte
périodique. Dans ce contexte, il n’y a donc pas de bords et la fonction χ n’est plus
nécessaire.

Ainsi, les deux premières équations de ce second modèle simplifié sont les équa-
tions (3.1.18) et (3.1.19). Les trois autres équations restent les équations (2.1.3), (2.1.5)
et (2.1.4b) ou (2.1.4). Dans ce modèle

␣

Φf pdq
(

et
␣

Φbpdq
(

sont des fonctions périodiques
par rapport à x, appartenant à H# et nous faisons les hypothèses allant de (3.1.20) jus-
qu’à (3.1.29).
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3.4.1 Les expressions exactes de
␣

Φfpdq
(

et
␣

Φbpdq
(

Dans cette section nous allons présenter les différentes étapes nous ayant permis
de trouver les expressions exactes de

␣

Φf pdq
(

et
␣

Φbpdq
(

. Pour cela nous avons utilisé
les Transformations de Fourier (ALINHAC et GÉRARD (2012), TAYLOR (1996), COURANT

et HILBERT (2008) et EVANS (2010)). Nous avons posé :

␣

Qpdq
(

pt, xq “
ÿ

nPZ

␣

Q̂npdq
(

ptq expp2iπnxq, (3.4.1)

␣

Φf pdq
(

pt, xq “
ÿ

nPZ

␣

zΦf pdq
(n

ptq expp2iπnxq, (3.4.2)

et,

␣

Φbpdq
(

pt, xq “
ÿ

nPZ

␣

zΦbpdq
(n

ptq expp2iπnxq, (3.4.3)

Nous avons défini,

Kn
u “ 8π2n2cd ` fd, (3.4.4)

et nous avons obtenu la propriété suivante :

Propriété 3.4.1. Sous les hypothèses (3.1.23), (3.1.24) et (3.1.25), les équations (3.1.18)
et (3.1.19) admettent respectivement une solution

␣

Φf pdq
(

P H# et
␣

Φbpdq
(

P H#, telle
que pour tout x P p0, 1q et pour tout t P p0, `8q :

␣

Φf pdq
(

pt, xq “
1
2
ÿ

nPZ

˜

ż t

0

␣

Q̂npdq
(

pτq exp
´

´ Kn
u pt ´ τq

¯

dτ

´

ż t

0

ż τ

0
rd
␣

Q̂npdq
(

pνq exp
´

´ Kn
u pτ ´ νq

¯

exp
´

´ prd ` fdqpt ´ τq

¯

dν dτ

´

ż t

0
rd

´

␣

zΦf pdq
(n

p0q `
␣

zΦbpdq
(n

p0q

¯

exp
´

´ Kn
u τ

¯

exp
´

´ prd ` fdqpt ´ τq

¯

dτ

`

´

␣

zΦf pdq
(n

p0q `
␣

zΦbpdq
(n

p0q

¯

exp
´

´ Kn
u t
¯

`

´

␣

zΦf pdq
(n

p0q ´
␣

zΦbpdq
(n

p0q

¯

exp
´

´ prd ` fdqt
¯

¸

expp2iπnxq, (3.4.5)
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et,

␣

Φbpdq
(

pt, xq “
1
2
ÿ

nPZ

˜

ż t

0

␣

Q̂npdq
(

pτq exp
´

´ Kn
u pt ´ τq

¯

dτ

`

ż t

0

ż τ

0
rd
␣

Q̂npdq
(

pνq exp
´

´ Kn
u pτ ´ νq

¯

exp
´

´ prd ` fdqpt ´ τq

¯

dν dτ

`

ż t

0
rd

´

␣

zΦf pdq
(n

p0q `
␣

zΦbpdq
(n

p0q

¯

exp
´

´ Kn
u τ

¯

exp
´

´ prd ` fdqpt ´ τq

¯

dτ

`

´

␣

zΦf pdq
(n

p0q `
␣

zΦbpdq
(n

p0q

¯

exp
´

´ Kn
u t
¯

´

´

␣

zΦf pdq
(n

p0q ´
␣

zΦbpdq
(n

p0q

¯

exp
´

´ prd ` fdqt
¯

¸

expp2iπnxq. (3.4.6)

Démonstration de la propriété 3.4.1 : Dans un premier temps nous avons additionné
les équations (3.1.18) et (3.1.19) :

B
␣

Φf pdq
(

`
␣

Φbpdq
(

Bt
pt, xq ´ 2cd

B2“␣Φf pdq
(

`
␣

Φbpdq
(‰

Bx2 pt, xq

“
␣

Qpdq
(

pt, xq ´ fd

´

␣

Φf pdq
(

pt, xq `
␣

Φbpdq
(

pt, xq

¯

. (3.4.7)

Puis nous avons soustrait l’équation (3.1.19) et l’équation (3.1.18) :

B
␣

Φf pdq
(

´
␣

Φbpdq
(

Bt
pt, xq “ ´fd

´

␣

Φf pdq
(

pt, xq ´
␣

Φbpdq
(

pt, xq

¯

´ 2rd
␣

Φf pdq
(

pt, xq. (3.4.8)

En faisant cela nous faisons apparaître dans les équations (3.4.7) et (3.4.8) plusieurs
termes impliquant la différence ou la somme des fonctions

␣

Φf pdq
(

et
␣

Φbpdq
(

. Nous
avons donc fixé :

Upt, xq “
␣

Φf pdq
(

pt, xq `
␣

Φbpdq
(

pt, xq, (3.4.9)
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et,

V pt, xq “
␣

Φf pdq
(

pt, xq ´
␣

Φbpdq
(

pt, xq. (3.4.10)

Les fonctions U et V respectent les conditions de périodicité par rapport à x et,
Up0, .q et V p0, .q sont périodiques et appartiennent à L2pp0, 1qq.

L’équation (3.4.7) devient :

BU

Bt
pt, xq ´ 2cd

B2U

Bx2 pt, xq “
␣

Qpdq
(

pt, xq ´ fdUpt, xq, (3.4.11)

et l’équation (3.4.8) devient :

BV

Bt
pt, xq “ ´fdVpt, xq ´ 2rd

␣

Φf pdq
(

pt, xq, (3.4.12)

ou,

BV

Bt
pt, xq “ ´prd ` fdqVpt, xq ´ rdUpt, xq. (3.4.13)

L’expression exacte de la fonction U

Nous appliquons les Transformations de Fourier à l’équation (3.4.11) en posant :

Upt, xq “
ÿ

nPZ
Ûnptq expp2iπnxq, (3.4.14)

puis à partir des équations (3.4.11) et (3.4.14), nous obtenons :

ÿ

nPZ

”

Ûn1ptq expp2iπnxq ` 2cdÛ
nptq4n2π2 expp2iπnxq

ı

“
ÿ

nPZ

”

␣

Q̂npdq
(

ptq expp2iπnxq ´ fdÛ
n expp2iπnxq

ı

. (3.4.15)
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En regroupant certains termes nous obtenons :

ÿ

nPZ

”

Ûn1ptq expp2iπnxq ` p8cdn
2π2 ` fdqÛnptq expp2iπnxq

ı

“
ÿ

nPZ

”

␣

Q̂npdq
(

ptq expp2iπnxq

ı

. (3.4.16)

Les termes
`

expp2iπnxq
˘

nPZ forment une base de Hilbert. Donc, pour tout n P Z,
nous obtenons :

Ûn1ptq expp2iπnxq ` p8cdn
2π2 ` fdqÛnptq expp2iπnxq “

␣

Q̂npdq
(

ptq expp2iπnxq. (3.4.17)

Donc,

Ûn1ptq ` p8cdn
2π2 ` fdqÛnptq “

␣

Q̂npdq
(

ptq. (3.4.18)

Pour tout n P Z cette Équation Différentielle Ordinaire (EDO) est associée à une condi-
tion initiale Ûnp0q relative aux coefficients de Fourier de

␣

Φf pdq
(

p0, xq et
␣

Φbpdq
(

p0, xq.
Nous avons résolu cette équation (3.4.18) et nous avons obtenu :

Ûnptq “ Ûnp0q expp´Kn
u tq `

ż t

0

␣

Q̂npdq
(

pτq exp
´

´ Kn
u pt ´ τq

¯

dτ, (3.4.19)

où Kn
u est donnée par l’égalité (3.4.4).

L’expression exacte de la fonction V

Nous avons également appliqué les Transformations de Fourier à l’équation (3.4.13)
en posant :

V pt, xq “
ÿ

nPZ
V̂ nptq expp2iπnxq (3.4.20)
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Donc l’équation (3.4.13) devient :

ÿ

nPZ

”

V̂ n1ptq expp2iπnxq ` prd ` fdqV̂ nptq expp2iπnxq

ı

“
ÿ

nPZ

”

´ rdÛ
nptqpxq expp2iπnxq

ı

(3.4.21)

Comme précédemment, les termes
`

expp2iπnxq
˘

nPZ forme une base de Hilbert.
Donc pour tout n P Z,

V̂ n1ptq ` prd ` fdqV̂ nptq “ ´rdÛ
nptq (3.4.22)

Pour tout n P Z cette EDO est associée à une condition initiale V̂ np0q relative aux coef-
ficients de Fourier de

␣

Φf pdq
(

p0, xq et
␣

Φbpdq
(

p0, xq.
Nous avons résolu l’équation (3.4.22) et nous avons obtenu :

V̂ nptq “ V̂ np0q exp
´

´ prd ` fdqt
¯

´

ż t

0
rdÛ

npτq exp
´

´ prd ` fdqpt ´ τq

¯

dτ (3.4.23)

Á partir de l’équation (3.4.19), nous obtenons :

V̂ nptq “ V̂ np0q exp
´

´ prd ` fdqt
¯

´

ż t

0

ż τ

0
rd
␣

Q̂npdq
(

pνq exp
´

´ Kn
u pτ ´ νq

¯

exp
´

´ prd ` fdqpt ´ τq

¯

dν dτ

´

ż t

0
rdÛ

np0q exp
´

´ Kn
u τ

¯

exp
´

´ prd ` fdqpt ´ τq

¯

dτ. (3.4.24)

Les expressions exactes des fonctions
␣

Φf pdq
(

et
␣

Φbpdq
(

En additionnant les équations (3.4.9) et (3.4.10), nous obtenons :

Ûnptq ` V̂ nptq “ 2
␣

zΦf pdq
(n

ptq, (3.4.25)

et en soustrayant l’équation (3.4.10) et l’équation (3.4.9), nous obtenons :
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Ûnptq ´ V̂ nptq “ 2
␣

zΦbpdq
(n

ptq, (3.4.26)

où
␣

zΦf pdq
(n et

␣

zΦbpdq
(n sont données par (3.4.2) et (3.4.3).

Donc, à partir des équations (3.4.25), (3.4.26), (3.4.19) et (3.4.24), nous obtenons :

␣

zΦf pdq
(n

ptq “
1
2

˜

ż t

0

␣

Q̂npdq
(

pτq exp
´

´ Kn
u pt ´ τq

¯

dτ

´

ż t

0

ż τ

0
rd
␣

Q̂npdq
(

pνq exp
´

´ Kn
u pτ ´ νq

¯

exp
´

´ prd ` fdqpt ´ τq

¯

dν dτ

´

ż t

0
rdÛ

np0q exp
´

´ Kn
u τ

¯

exp
´

´ prd ` fdqpt ´ τq

¯

dτ

` Ûnp0q exp
`

´ Kn
u t
˘

` V̂ np0q exp
`

´ prd ` fdqt
˘

¸

, (3.4.27)

et,

␣

zΦbpdq
(n

ptq “
1
2

˜

ż t

0

␣

Q̂npdq
(

pτq exp
´

´ Kn
u pt ´ τq

¯

dτ

`

ż t

0

ż τ

0
rd
␣

Q̂npdq
(

pνq exp
´

´ Kn
u pτ ´ νq

¯

exp
´

´ prd ` fdqpt ´ τq

¯

dν dτ

`

ż t

0
rdÛ

np0q exp
´

´ Kn
u τ

¯

exp
´

´ prd ` fdqpt ´ τq

¯

dτ

` Ûnp0q exp
`

´ Kn
u t
˘

´ V̂ np0q exp
`

´ prd ` fdqt
˘

¸

. (3.4.28)

En utilisant les équations (3.4.2) et (3.4.27), puis les équations (3.4.3) et (3.4.28),
nous obtenons finalement les expressions exactes des fonctions

␣

Φf pdq
(

et
␣

Φbpdq
(

.
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Appartenance de
␣

Φf pdq
(

et
␣

Φbpdq
(

à l’espace H#

Les expressions de
␣

Φf pdq
(

et
␣

Φbpdq
(

sont données par les équations (3.4.5) et
(3.4.6). Nous devons désormais prouver que ces fonctions appartiennent à H#. Pour
cela nous avons démontré que les fonctions U et V , définies par les équations (3.4.9)
et (3.4.10), appartiennent à H# et nous en avons déduit que

␣

Φf pdq
(

et
␣

Φbpdq
(

apparte-
naient aussi à H#.

Dans un contexte périodique, l’espace H# peut être défini de la manière suivante,

H# “ H1`p0, `8q ˆ p0, 1q
˘

X C0`p0, `8q, H1
#p0, 1q

˘

X C1`p0, `8q, H´1
# p0, 1q

˘

.

(3.4.29)

De ce fait, par définition, une fonction Φ, définie telle que,

Φpt, xq “
ÿ

nPZ
Φ̂nptq expp2iπnxq, (3.4.30)

appartient à H# si pour tout t P p0, T q, T P p0, `8q :

ÿ

nPZ

´

nΦ̂nptq
¯2

ď LI , (3.4.31)

ÿ

nPZ

1
|1 ` n2|

Φ̂nptq2 ď LII , (3.4.32)

et,

ÿ

nPZ

1
|1 ` n2|

Φ̂n1ptq2 ď LIII , (3.4.33)

où LI , LII et LIII sont trois constantes positives.

Dans cette section nous allons donc montrer que U et V vérifient les équations (3.4.31),
(3.4.32) et (3.4.33).

Á partir des égalités (3.4.14) et (3.4.19) et des identités remarquables nous obtenons :
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´

nÛnptq
¯2

ď C1

´

n2Ûnp0q2 expp´2Kn
u tq ` n2

ż t

0

␣

Q̂npdq
(

pτq2 exp
`

´ 2Kn
u pt ´ τq

˘

dτ
¯

,

(3.4.34)

où Kn
u est donnée par (3.4.4) et C1 est une constante positive.

Nous remarquons que :

n2
ż t

0

␣

Q̂npdq
(

pτq2 exp
`

´ 2Kn
u pt ´ τq

˘

dτ

“

ż t

0
n2␣Q̂npdq

(

pτq2 exp
`

´ 16π2cdn2pt ´ τq

¯

exp
`

´ 2fdpt ´ τq
˘

dτ

ď C2

ż t

0
n2␣Q̂npdq

(

pτq2 exp
`

´ C3n
2pt ´ τq

˘

dτ, (3.4.35)

où C2 et C3 sont deux constantes positives. D’après l’hypothèse (3.1.20), p
␣

Q̂npdq
(

qnPZ

appartient à L8
`

p0, T q, l2
˘

, pour tout t P p0, T q, T P p0, `8q. Donc, il existe Qn telle que
pour tout t P p0, T q, T P p0, `8q :

␣

Q̂npdq
(

ptq2 ď tQnpdqu2 (3.4.36)

De plus,

ż t

0
n2 exp

´

´ C3n
2pt ´ τq

¯

dτ “

„

1
C3

exp
´

´ C3n
2pt ´ τq

¯

ȷt

0

“
1

C3

´

1 ´ exp
`

´ C3n
2t
˘

¯

(3.4.37)

Á partir des équations (3.4.35), (3.4.36) et (3.4.37), nous obtenons :

n2
ż t

0

␣

Q̂npdq
(

pτq2 exp
`

´ 2Kn
u pt ´ τq

˘

dτ ď C4tQnpdqu2
´

1 ´ exp
`

´ C3n
2t
˘

¯

, (3.4.38)

où C4 est une constante positive. Puisque 0 ď exp
`

´ C3n
2t
˘

ď 1, alors il existe C5 ą 0
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telle que pour tout t P p0, T q, T P p0, `8q,

n2
ż t

0

␣

Q̂npdq
(

pτq2 exp
`

´ 2Kn
u pt ´ τq

˘

dτ ď C5tQnpdqu2. (3.4.39)

Á partir des équations (3.4.34) et (3.4.39) nous obtenons :

ÿ

nPZ

´

nÛnptq
¯2

ď C6

´

ÿ

nPZ
n2Ûnp0q2 expp´2Kn

u tq `
ÿ

nPZ
tQnpdqu2

¯

, (3.4.40)

où C6 est une constante positive.
D’après l’hypothèse (3.1.20),

`␣

Q̂npdq
(

ptq
˘

nPZ appartient à l2, pour tout t P p0, T q, T P

p0, `8q. Donc, il existe K1 ą 0 telle que pour tout t P p0, T q, T P p0, `8q :

ÿ

nPZ

␣

Q̂npdq
(

ptq2 ď K1 et
ÿ

nPZ
tQnpdqu2 ď K1. (3.4.41)

D’après l’hypothèse (3.1.23), Up0, .q appartient à L8
`

p0, 1q
˘

. cela signifie qu’il existe
K2 ą 0 telle que :

ÿ

nPZ
Ûnp0q2 ď K2 (3.4.42)

Puisque la somme
ÿ

nPZ
n2 expp´2Kn

u tq converge, il existe K3 ą 0 telle que :

ÿ

nPZ
n2Ûnp0q2 expp´2Kn

u tq ď K3 (3.4.43)

Finalement, à partir des équations (3.4.40), (3.4.41) et (3.4.43) nous avons prouvé que
la fonction U vérifie (3.4.31).

La fonction U vérifie l’inégalité (3.4.31). Donc pour tout t P p0, T q, T P p0, `8q :

ÿ

nPZ
Ûnptq2 ď K2 (3.4.44)
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De plus, 0 ď
1

|1 ` n2|
ď 1, pour tout n P Z. Ainsi, la fonction U vérifie (3.4.32).

D’après les équations (3.4.18) et (3.4.41) nous avons,

ÿ

nPZ

1
|1 ` n2|

pÛn1ptqq2 ď K1b ´
ÿ

nPZ
C7

n4

|1 ` n2|
pÛnptqq2

ď K1b ´
ÿ

nPZ
C7

n2

|1 ` n2|
pnÛnptqq2

(3.4.45)

où K1b et C7 sont des constantes positives.
Nous avons démontré précédemment que la fonction Ûn vérifie l’équation (3.4.31)
donc :

ÿ

nPZ

1
|1 ` n2|

pÛn1ptqq2 ď K1b ´ K2b ď K4 (3.4.46)

où K2b et K4 sont des constantes positives.
Ainsi la fonction Ûn vérifie les inégalités (3.4.31), (3.4.32) et (3.4.33). Nous avons fina-
lement prouvé que la fonction U appartient à H#.

Á partir des équations (3.4.20) et (3.4.24) et des identités remarquables nous obte-
nons :

´

nV̂ nptq
¯2

ď C8

´

n2V̂ np0q2 exp
`

´ 2prd ` fdqt
˘

`

ż t

0
r2

dn2Ûnpτq2 exp
`

´ 2prd ` fdqpt ´ τq
˘

dτ
¯

, (3.4.47)

où C8 est une constante positive.

Pour tout t P p0, T q, T P p0, `8q, 0 ď exp
`

´ 2prd ` fdqt
˘

ď 1 et 0 ď exp
`

´ 2prd ` fdqpt ´

τq
˘

ď 1. Á partir de l’inégalité (3.4.47), nous obtenons pour tout t P p0, T q, T P p0, `8q :

´

nV̂ nptq
¯2

ď C8

´

n2V̂ np0q2 `

ż t

0
r2

dn2Ûnpτq2dτ
¯

. (3.4.48)
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Á partir de l’hypothèse (3.1.24) nous savons qu’il existe K5 ą 0 telle que :

ÿ

nPZ
n2V̂ np0q2 ď K5 (3.4.49)

Nous avons démontré précédemment que la fonction U vérifie l’inégalité (3.4.31), donc
il existe K6 ą 0 telle que :

ÿ

nPZ
n2Ûnptq2 ď K6 (3.4.50)

Finalement, à partir des inégalités (3.4.48), (3.4.49) et (3.4.50) nous avons démon-
tré que pour tout t P p0, T q, T P p0, `8q la fonction V vérifie (3.4.31).

La fonction V vérifie (3.4.31). Donc pour tout t P p0, T q, T P p0, `8q il existe K7 ą 0
telle que :

ÿ

nPZ
V̂ nptq2 ď K7 (3.4.51)

De plus, 0 ď
1

|1 ` n2|
ď 1, pour tout n P Z. Donc, la fonction V vérifie (3.4.32).

D’après les équations (3.4.22), (3.4.51) et (3.4.50) nous avons :

ÿ

nPZ

1
|1 ` n2|

pV̂ n1ptqq2 ď C9

˜

ÿ

nPZ

1
|1 ` n2|

pV̂ nptqq2 `
ÿ

nPZ

1
|1 ` n2|

pÛnptqq2

¸

ď C9 pK6b ` K5bq ď K8

(3.4.52)

où C9, K6b, K5b et K8 sont des constantes positives.
Ainsi la fonction V̂ n vérifie les inégalités (3.4.31), (3.4.32) et (3.4.33). Nous avons fina-
lement démontré que V appartient à H#.

Dans cette section nous avons démontré que
␣

Φf pdq
(

`
␣

Φbpdq
(

et
␣

Φf pdq
(

´
␣

Φbpdq
(

ap-
partiennent à H#. Ainsi,

␣

Φf pdq
(

et
␣

Φbpdq
(

appartiennent à H#.
Finalement nous avons démontré la propriété 3.4.1. �
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3.4.2 Positivité de certaines composantes de la solution du sys-
tème d’EDP

Positivité de p
␣

Φf pdq
(

`
␣

Φbpdq
(

q

Dans cette section nous allons démontrer que :

Propriété 3.4.2. Sous les hypothèses allant de (3.1.20) jusqu’à (3.1.25) il existe une
solution

`␣

Φf pdq
(

,
␣

Φbpdq
(˘

de (3.1.18) et (3.1.19). Elle satisfait pour
␣

Φf pdq
(

P H# et
␣

Φbpdq
(

P H#, pour tout x P p0, 1q et pour tout t P p0, `8q,

`␣

Φf pdq
(

`
␣

Φbpdq
(˘

pt, xq ě 0 (3.4.53)

Démonstration de la propriété 3.4.2 :
Dans un premier temps, l’existence de la solution

`␣

Φf pdq
(

,
␣

Φbpdq
(˘

de (3.1.18) et
(3.1.19) est assurée par la propriété 3.4.1.

En ce qui concerne la démonstration de l’inégalité (3.4.53), nous avons commencé par
poser,

mΦpt, xq “ min
´

0,
`␣

Φf pdq
(

`
␣

Φbpdq
(˘

pt, xq

¯

, (3.4.54)

nous avons ensuite multiplié l’équation (3.4.7) par mΦ. nous avons obtenu :

B
“␣

Φf pdq
(

`
␣

Φbpdq
(‰

Bt
pt, xqmΦpt, xq ´ 2cd

B2“␣Φf pdq
(

`
␣

Φbpdq
(‰

Bx2 pt, xqmΦpt, xq

“
␣

Qpdq
(

pt, xqmΦpt, xq ´ fd

´

␣

Φf pdq
(

pt, xq `
␣

Φbpdq
(

pt, xq

¯

mΦpt, xq. (3.4.55)

En intégrant l’équation (3.4.55) par rapport à x, nous obtenons :

ż 1

0

B
“␣

Φf pdq
(

`
␣

Φbpdq
(‰

Bt
pt, xqmΦpt, xqdx `

ż 1

0
2cd

B
␣

Φf pdq
(

`
␣

Φbpdq
(

Bx
pt, xq

BmΦ

Bx
pt, xqdx

“

ż 1

0

´

␣

Qpdq
(

pt, xqmΦpt, xq ´ fd

´

␣

Φf pdq
(

pt, xq `
␣

Φbpdq
(

pt, xq

¯

mΦpt, xq

¯

dx. (3.4.56)

Nous avons,
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B
“␣

Φf pdq
(

`
␣

Φbpdq
(

s

Bt
pt, xqmΦpt, xq “

BmΦ

Bt
pt, xqmΦpt, xq “

1
2

Bm2
Φ

Bt
pt, xq, (3.4.57)

et,

Br
␣

Φf pdq
(

`
␣

Φbpdq
(

s

Bx
pt, xq

BmΦ

Bx
pt, xq “

BmΦ

Bx
pt, xq

BmΦ

Bx
pt, xq “

´

BmΦ

Bx
pt, xq

¯2
, (3.4.58)

Donc, à partir des équations (3.4.56), (3.4.57) et (3.4.58), nous obtenons :

ż 1

0

1
2

Bpm2
Φq

Bt
pt, xqdx `

ż 1

0
2cd

ˆ

BmΦ

Bx
pt, xq

˙2

dx

“

ż 1

0

´

␣

Qpdq
(

pt, xqmΦpt, xq ´ fd
`

mΦpt, xq
˘2
¯

dx. (3.4.59)

D’après l’hypothèse (3.1.20),
␣

Qpdq
(

est positive et par définition la mΦ est négative
pour tout t P p0, `8q et pour tout x P p0, 1q. Á partir de l’équation (3.4.59) nous obtenons
donc :

1
2

B }mΦ}
2
2

Bt
pt, .q ď

ż 1

0

␣

Qpdq
(

pt, xqmΦpt, xqdx ď 0 (3.4.60)

La fonction }mΦ}
2
2 est donc décroissante et d’après l’hypothèse (3.1.21), m2

Φp0, .q “ 0.
Donc, pour tout t P p0, `8q,

›

›mΦpt, .q}2
2 ď 0 (3.4.61)

Ainsi,

}mΦpt, .q}2 “ 0 (3.4.62)

La propriété 3.4.1 et l’égalité (3.4.62) prouvent donc la propriété 3.4.2. �
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La positivité de
␣

Ψpdq
(

Propriété 3.4.3. Sous les hypothèses (3.1.20), (3.1.21) et (3.1.26) et si
␣

Φf pdq
(

et
␣

Φbpdq
(

appartiennent à H# sont solutions de (3.1.18) et (3.1.19), alors l’équation (2.1.3)
admet une unique solution appartenant à C1

`

p0, `8q, L1pp0, 1qq
˘

. De plus, cette solu-
tion est positive.

Démonstration de la propriété 3.4.3 :
Les fonctions

␣

Φf pdq
(

P H# et
␣

Φbpdq
(

P H# sont solutions des équations (3.1.18) et
(3.1.19) et

␣

Ψpdq
(

P C1
`

p0, `8q, L1pp0, 1qq
˘

est solution de l’équation (2.1.3) qui est une
EDO. Nous avons donc,

␣

Ψpdq
(

pt, xq “
␣

Ψpdq
(

p0, xq expp´udtq

`

ż t

0
exp

`

´ udpt ´ sq
˘

fd

´

␣

Φbpdq
(

ps, xq `
␣

Φf pdq
(

ps, xq

¯

ds. (3.4.63)

D’après la propriété 3.4.2
`␣

Φbpdq
(

pt, xq`
␣

Φf pdq
(

pt, xq
˘

est positive pour tout x dans p0, 1q

et pour tout t dans p0, T q, T appartenant à p0, `8q . Donc,
␣

Ψpdq
(

pt, xq est positive pour
tout x dans p0, 1q et pour tout t dans p0, T q, où T appartient à p0, `8q . �

Positivité et majoration de la fonction
␣

Opdq
(

L’objectif de cette section est de prouver que :

Propriété 3.4.4. Sous les hypothèses (3.1.20), (3.1.21), (3.1.26) et (3.1.28), si la fonc-
tion

␣

Ξpdq
(

P C1
`

p0, `8q, L1pp0, 1qq
˘

est solution de l’équation (2.1.4b) et
␣

Opdq
(

P

C1
`

p0, `8q
˘

est solution de l’équation (2.1.5), alors pour tout t P p0, T q, T P p0, `8q ,

0 ď
␣

Opdq
(

ptq ď Ld, (3.4.64)

et

Propriété 3.4.5. Sous les hypothèses (3.1.20), (3.1.21), (3.1.26) et (3.1.28), si la fonc-
tion

␣

Ξpdq
(

P C1
`

p0, `8q, L1pp0, 1qq
˘

est positive et solution de l’équation (2.1.4) et
si

␣

Opdq
(

P C1
`

p0, `8q
˘

es solution de l’équation (2.1.5), alors pour tout t P p0, T q,
T P p0, `8q, alors la fonction

␣

Opdq
(

est positive.
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Démonstration de la propriété 3.4.4 : Pour prouver la positivité de la fonction
␣

Opdq
(

dans le cas où la fonction
␣

Ξpdq
(

P C1
`

p0, `8q, L1pp0, 1qq
˘

est solution de l’équation
(2.1.4b) et

␣

Opdq
(

P C1
`

p0, `8q
˘

est solution de l’équation (2.1.5) nous avons posé,

mOptq “ min
´

0,
␣

Opdq
(

ptq
¯

. (3.4.65)

Á partir des équations (2.1.4b) et (2.1.5) nous avons obtenu,

B
␣

Opdq
(

Bt
ptq “

ż 1

0

B
␣

Ξpdq
(

Bt
pt, xqdx “

ż 1

0
ud
␣

Ψpdq
(

pt, xq

ˆ

Ld ´
␣

Opdq
(

ptq

Ld

˙

dx (3.4.66)

Dans un premier temps nous multiplions l’équation (3.4.66) par mO :

B
␣

Opdq
(

Bt
ptqmOptq “

ż 1

0
ud
␣

Ψpdq
(

pt, xq

ˆ

Ld ´
␣

Opdq
(

ptq

Ld

˙

mOptqdx

“ ud

ˆ

Ld ´
␣

Opdq
(

ptq

Ld

˙

mOptq

ż 1

0

␣

Ψpdq
(

pt, xqdx

“ udmOptq

ż 1

0

␣

Ψpdq
(

pt, xqdx ´ ud

ˆ

␣

Opdq
(

ptq

Ld

˙

mOptq

ż 1

0

␣

Ψpdq
(

pt, xqdx (3.4.67)

Par définition, la fonction mO est négative et d’après la propriété 3.4.3
␣

Ψpdq
(

pt, xq est
positive pour tout x P p0, 1q et pour tout t P p0, T q, T P p0, `8q . Donc,

B
␣

Opdq
(

Bt
ptqmOptq ď ´ud

ˆ

␣

Opdq
(

ptq

Ld

˙

mOptq

ż 1

0

␣

Ψpdq
(

pt, xqdx (3.4.68)

Nous avons,

B
␣

Opdq
(

Bt
ptqmOptq “

BmO

Bt
ptqmOptq “

1
2

BpmOq2

Bt
ptq (3.4.69)

et,

␣

Opdq
(

ptqmOptq “ m2
Optq (3.4.70)
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Ainsi, en utilisant (3.4.69), (3.4.70) et l’équation (3.4.68) nous obtenons :

1
2

BpmOq2

Bt
ptq ď ´

ud

Ld
m2

Optq

ż 1

0

␣

Ψpdq
(

pt, xqdx ď 0 (3.4.71)

Donc la fonction m2
O est décroissante et d’après l’hypothèse (3.1.28), m2

Op0q “ 0. Pour
tout t P p0, T q, T P p0, `8q , nous avons donc :

m2
Optq ď 0 (3.4.72)

De ce fait, la fonction m2
O est nulle pour tout t P p0, T q, T P p0, `8q . Cela signifie que la

fonction
␣

Opdq
(

est positive.

Pour démontrer la majoration de la fonction
␣

Opdq
(

par la constante positive Ld nous
posons,

MOptq “ max
´

0,
`␣

Opdq
(

ptq ´ Ld
˘

¯

, (3.4.73)

Nous multiplions l’équation (3.4.66) par MO :

B
␣

Opdq
(

Bt
ptqMOptq “

ż 1

0
ud
␣

Ψpdq
(

pt, xq

ˆ

Ld ´
␣

Opdq
(

ptq

Ld

˙

MOptqdx (3.4.74)

Nous avons,

´

Ld ´
␣

Opdq
(

ptq
¯

MOptq “ ´M2
Optq, (3.4.75)

et,

B
␣

Opdq
(

Bt
ptqMOptq “

BMO

Bt
ptqMOptq “

1
2

BM2
O

Bt
ptq (3.4.76)

Ainsi, d’après la propriété 3.4.3 à partir des équations (3.4.74), (3.4.75) et (3.4.76)
nous obtenons :
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1
2

BM2
O

Bt
ptq “ ´

ud

Ld
M2

Optq

ż 1

0

␣

Ψpdq
(

pt, xqdx ď 0. (3.4.77)

Donc, la fonction M2
O est décroissante et d’après l’hypothèse (3.1.28), M2

Op0q “ 0.
Donc,

›

›MO}2
2 ď 0 (3.4.78)

La fonction M2
O est nulle pour tout t P p0, T q, T P p0, `8q . Cela signifie que la fonction

␣

Opdq
(

est inférieure ou égale à Ld quel que soit t P p0, T q, T P p0, `8q .

Nous avons finalement démontré la propriété 3.4.4. �

Démonstration de la propriété 3.4.5 :
Dans le cas où

␣

Ξpdq
(

P C1
`

p0, `8q, L1pp0, 1qq
˘

est solution de l’équation (2.1.4) et
␣

Opdq
(

P C1
`

p0, `8q
˘

est solution de l’équation (2.1.5), la fonction
␣

Opdq
(

dépend uni-
quement de

␣

Ξpdq
(

. Ainsi, si la fonction
␣

Ξpdq
(

est positive, alors
␣

Opdq
(

est également
positive. �

La positivité de
␣

Ξpdq
(

Dans le deuxième modèle simplifié, la fonction
␣

Ξpdq
(

peut être solution de l’équa-
tion (2.1.4b) ou (2.1.4). Nous avons donc démontré que :

Propriété 3.4.6. Sous les hypothèses (3.1.27) et (3.1.28) la fonction
␣

Ξpdq
(

P C1
`

p0, `8q,

L1pp0, 1qq
˘

est solution de l’équation (2.1.4b) ou (2.1.4) et si
␣

Opdq
(

P C1
`

p0, `8q
˘

est
solution de l’équation (2.1.5), alors pour tout t P p0, T q, T appartenant à p0, `8q , la
fonction

␣

Ξpdq
(

est positive.

Démonstration de la propriété 3.4.6 :
Dans le cas où la fonction

␣

Ξpdq
(

P C1
`

p0, `8q, L1pp0, 1qq
˘

est solution de l’équation
(2.1.4b) et

␣

Opdq
(

P C1
`

p0, `8q
˘

est solution de l’équation (2.1.5), l’équation (2.1.4b)
est une EDO non-linéaire. Pour tout t P p0, T q et pour tout x P p0, 1q nous avons,
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␣

Ξpdq
(

pt, xq “
␣

Ξpdq
(

p0, xq `

ż t

0
ud
␣

Ψpdq
(

pτ, xq

ˆ

Ld ´
␣

Opdq
(

pτq

Ld

˙

dτ. (3.4.79)

D’après l’hypothèse (3.1.27) et les propriétés 3.4.3 et 3.4.4, les fonctions
␣

Ψpdq
(

pt, xq

et
␣

Opdq
(

ptq sont positives et
␣

Opdq
(

ptq est inférieure ou égale à Ld, pour tout x P p0, 1q

et pour tout t P p0, T q, T P p0, `8q. Dans ce cas-là
␣

Ξpdq
(

pt, xq est positive pour tout
x P p0, 1q et pour tout t P p0, T q, T P p0, `8q .

Dans le cas où la fonction
␣

Ξpdq
(

P C1
`

p0, `8q, L1pp0, 1qq
˘

est solution de l’équa-
tion (2.1.4) et la fonction

␣

Opdq
(

P C1
`

p0, `8q
˘

est solution de l’équation (2.1.5), alors
l’équation (2.1.4b) est une EDO linéaire. Donc, pour tout t P p0, T q, T P p0, `8q et pour
tout x P p0, 1q nous avons,

␣

Ξpdq
(

pt, xq “
␣

Ξpdq
(

p0, xq `

ż t

0
ud
␣

Ψpdq
(

pτ, xqdτ. (3.4.80)

D’après l’hypothèse (3.1.27) et la propriété 3.4.3,
␣

Ψpdq
(

pt, xq est positive pour tout
x P p0, 1q et pour tout t P p0, T q, T P p0, `8q. Dans ce cas-là

␣

Ξpdq
(

pt, xq est également
positive pour tout x P p0, 1 et pour tout t P p0, T q, T P p0, `8q.
Nous avons finalement démontré la propriété 3.4.6. �

3.4.3 Propriété de conservation du second sous-modèle

Dans cette section nous allons démontrer que,

Propriété 3.4.7. Sous les hypothèses allant de (3.1.20) jusqu’à (3.1.29),
␣

Φf pdq
(

P H#

et
␣

Φbpdq
(

P H# solutions des équations (3.1.18) et (3.1.19),
␣

Ψpdq
(

P C1
`

p0, `8q; L1pp0, 1qq
˘

solution de l’équation (2.1.3),
␣

Ξpdq
(

P C1
`

p0, `8q; L1pp0, 1qq
˘

solution de l’équation
(2.1.4b) ou (2.1.4), et

␣

Opdq
(

P C1
`

p0, `8q
˘

solution de (2.1.5), alors pour tout T ą 0, il
existe KQ2pT q ą 0 telle que pour tout x P p0, 1q et pour tout t P p0, T q, l’inégalité (3.1.30)
est satisfaite.

Démonstration de la propriété 3.4.7 : Les fonctions
␣

Φf pdq
(

,
␣

Φbpdq
(

,
␣

Ψpdq
(

,
␣

Ξpdq
(
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et
␣

Opdq
(

sont respectivement solutions de (3.1.18), (3.1.19), (2.1.3), (2.1.4) et (2.1.5).
D’après l’hypothèse (3.1.20), la fonction

␣

Qpdq
(

sont aussi positives. En additionnant
les équations (3.1.18), (3.1.19), (2.1.3), (2.1.4) et (2.1.5), nous obtenons donc,

B

„
ż 1

0

␣

Φf pdq
(

pt, xqdx `

ż 1

0

␣

Φbpdq
(

pt, xqdx `

ż 1

0

␣

Ψpdq
(

pt, xqdx `

ż 1

0

␣

Ξpdq
(

pt, xqdx

ȷ

Bt

“ 2cd

ż 1

0

B2“␣Φf pdq
(

`
␣

Φbpdq
(‰

Bx2 pt, xqdx `

ż 1

0

␣

Qpdq
(

pt, xqdx (3.4.81)

Les fonctions
␣

Φf pdq
(

et
␣

Φbpdq
(

appartiennent à H#, donc lintégrale du premier terme
du membre de droite est nulle. Donc,

B

„
ż 1

0

␣

Φf pdq
(

pt, xqdx `

ż 1

0

␣

Φbpdq
(

pt, xqdx `

ż 1

0

␣

Ψpdq
(

pt, xqdx `

ż 1

0

␣

Ξpdq
(

pt, xqdx

ȷ

Bt

“

ż 1

0

␣

Qpdq
(

pt, xqdx ď sup
tPR`

ˆ
ż 1

0

␣

Qpdq
(

pt, xqdx

˙

(3.4.82)

Nous considérons les fonctions
␣

Φf pdq
(

,
␣

Φbpdq
(

,
␣

Ψpdq
(

,
␣

Ξpdq
(

et
␣

Opdq
(

, respective-
ment solutions de (3.1.18), (3.1.19), (2.1.3), (2.1.4b) et (2.1.5). En additionnant les
équations (3.1.18), (3.1.19), (2.1.3), (2.1.4b) et (2.1.5), nous obtenons,

B

„
ż 1

0

␣

Φf pdq
(

pt, xqdx `

ż 1

0

␣

Φbpdq
(

pt, xqdx `

ż 1

0

␣

Ψpdq
(

pt, xqdx `

ż 1

0

␣

Ξpdq
(

pt, xqdx

ȷ

Bt

“ 2cd

ż 1

0

B2“␣Φf pdq
(

`
␣

Φbpdq
(‰

Bx2 pt, xqdx

`

ż 1

0

␣

Qpdq
(

pt, xqdx ´

ż 1

0
ud

␣

Opdq
(

ptq

Ld

␣

Ψpdq
(

pt, xqdx (3.4.83)

Comme précédemment, puisque les fonctions
␣

Φf pdq
(

et
␣

Φbpdq
(

appartiennent à H#,
lintégrale du premier terme du membre de droite est nulle. De plus, d’après l’hypothèse
(3.1.20) et les propriétés 3.4.4 et 3.4.3, les fonctions

␣

Opdq
(

et
␣

Ψpdq
(

sont positives.
Donc,
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B

„
ż 1

0

␣

Φf pdq
(

pt, xqdx `

ż 1

0

␣

Φbpdq
(

pt, xqdx `

ż 1

0

␣

Ψpdq
(

pt, xqdx `

ż 1

0

␣

Ξpdq
(

pt, xqdx

ȷ

Bt

ď sup
tPR`

ˆ
ż 1

0

␣

Qpdq
(

pt, xqdx

˙

(3.4.84)

Ainsi, avec ou sans coefficient limiteur, le modèle composé des équations (3.1.18),
(3.1.19), (2.1.3), (2.1.5) et de l’équation (2.1.4b) et (2.1.4), possède une propriété de
conservation.
Nous avons finalement démontré la propriété 3.4.7. �

3.4.4 Majoration de la norme infinie de
␣

Φfpdq
(

,
␣

Φbpdq
(

et
␣

Ψpdq
(

L’objectif de cette section est de démontrer que :

Propriété 3.4.8. Sous les hypothèses allant de (3.1.20) jusqu’à (3.1.29), si
␣

Ψpdq
(

p0, .q P

L1pp0, 1qq, alors il existe une unique solution à l’équation (2.1.3). De plus, s’il existe un
temps TF tel que pour tout t ą TF , et pour tout x P p0, 1q,

␣

Qpdq
(

pt, xq “ 0, il existe une
constante positive KΨ ą 0 telle que,

sup
tPR`

xPp0,1q

␣

Ψpdq
(

“
›

›

␣

Ψpdq
(›

›

8
ď KΨ. (3.4.85)

Avant cela nous devons démontrer que,

Propriété 3.4.9. Sous les hypothèses allant de (3.1.20) jusqu’à (3.1.29) et d’après la
propriété 3.4.2, s’il existe un temps TF tel que pour tout t ą TF , et pour tout x P p0, 1q,
␣

Qpdq
(

pt, xq “ 0, alors il existe une constante KΦ ą 0 telle que
␣

Φf pdq
(

P H et
␣

Φbpdq
(

P H,
solutions de (3.1.18) et (3.1.19) satisfont,

sup
tPR`

xPp0,1q

`␣

Φf pdq
(

`
␣

Φbpdq
(˘

“
›

›

␣

Φf pdq
(

`
␣

Φbpdq
(›

›

8
ď KΦ. (3.4.86)

Démonstration de la propriété 3.4.9 : Nous posons,
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MΦpt, xq “ max
´

0, fd
`␣

Φf pdq
(

pt, xq `
␣

Φbpdq
(

pt, xq
˘

´Kq, (3.4.87)

où,

K “ sup
tPR`

xPp0,1q

`␣

Qpdq
(

pt, xq
˘

. (3.4.88)

Dans un premier temps nous additionnons les équations (3.1.18) et (3.1.19), nous
multiplions l’égalité obtenue par MΦ puis nous l’intégrons par rapport à x :

ż 1

0

B
␣

Φf pdq
(

`
␣

Φbpdq
(

Bt
pt, xqMΦpt, xqdx ´

ż 1

0
2cd

B2“␣Φf pdq
(

`
␣

Φbpdq
(‰

Bx2 pt, xqMΦpt, xqdx

“

ż 1

0

␣

Qpdq
(

pt, xqMΦpt, xqdx ´

ż 1

0
fd

´

␣

Φf pdq
(

pt, xq `
␣

Φbpdq
(

pt, xq

¯

MΦpt, xqdx. (3.4.89)

En réalisant une intégration par parties du second terme nous obtenons,

ż 1

0

B
␣

Φf pdq
(

`
␣

Φbpdq
(

Bt
pt, xqMΦpt, xqdx `

ż 1

0
2cd

B
“␣

Φf pdq
(

`
␣

Φbpdq
(‰

Bx
pt, xq

BMΦ

Bx
pt, xqdx

“

ż 1

0

␣

Qpdq
(

pt, xqMΦpt, xqdx ´

ż 1

0
fd

´

␣

Φf pdq
(

pt, xq `
␣

Φbpdq
(

pt, xq

¯

MΦpt, xqdx. (3.4.90)

Nous avons

B
“␣

Φf pdq
(

`
␣

Φbpdq
(‰

Bt
pt, xqMΦpt, xq “

1
fd

BMΦ

Bt
pt, xqMΦpt, xq “

1
2fd

B
`

MΦ
˘2

Bt
pt, xq,

(3.4.91)

et,

163

Construction et analyse d'outils d'apprentissage statistique biomimétiques basés sur des systèmes d'équation aux dérivées partielles pour l'assimililation de données d'élevage Hélène Flourent 2020



Chapitre 3 – Existence, unicité et propriétés qualitatives du système d’EDP embarqué dans
nos outils d’apprentissage statistique biomimétiques.

B
“␣

Φf pdq
(

`
␣

Φbpdq
(‰

Bx
pt, xq

BMΦ

Bx
pt, xq “

1
fd

BMΦ

Bx
pt, xq

BMΦ

Bx
pt, xq “

1
fd

ˆ

BMΦ

Bx
pt, xq

˙2

.

(3.4.92)

Ainsi, en utilisant (3.4.91) et (3.4.92), et à partir de l’équation (3.4.90), nous obtenons :

1
2fd

ż 1

0

B
`

MΦ
˘2

Bt
pt, xqdx `

ż 1

0

2cd

fd

ˆ

B
`

MΦ
˘

Bx

˙2

pt, xqdx

“

ż 1

0

␣

Qpdq
(

pt, xqMΦpt, xqdx ´

ż 1

0
fd

´

␣

Φf pdq
(

pt, xq `
␣

Φbpdq
(

pt, xq

¯

MΦpt, xqdx. (3.4.93)

Par définition la fonction MΦ est positive. Donc, d’après l’hypothèse (3.1.20) et l’égalité
(3.4.88) nous avons,

1
2fd

ż 1

0

B
`

MΦ
˘2

Bt
pt, xqdx ď

ż 1

0
KMΦpt, xqdx

´

ż 1

0
fd

´

␣

Φf pdq
(

pt, xq `
␣

Φbpdq
(

pt, xq

¯

MΦpt, xqdx. (3.4.94)

Ainsi, nous avons,

1
2fd

B }MΦ}
2
2

Bt
ptqdx ď ´

ż 1

0

`

MΦpt, xq
˘2

dx ď 0. (3.4.95)

La fonction }MΦ}
2
2 est donc décroissante et d’après l’hypothèse (3.1.22) }MΦ}

2
2 p0q “ 0.

Donc,

}MΦ}
2
2 pt, .q ď 0 (3.4.96)

Pour tout t P p0, `8q et pour tout x P p0, 1q, la fonction MΦpt, xq est donc nulle. Cela
signifie que pour tout t P p0, `8q et pour tout x P p0, 1q, p

␣

Φf pdq
(

`
␣

Φbpdq
(

q est bornée
par une constante positive KΦ. Donc, la propriété 3.4.9 est bien vérifiée. �
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3.4. Démonstration de l’existence et de l’unicité de la solution d’un deuxième modèle simplifié :
un modèle mathématique sans terme de convection

Démonstration de la propriété 3.4.8 : L’expression exacte de la fonction
␣

Ψpdq
(

est
donnée par l’équation (3.4.63). Á partir de cette équation et d’après l’hypothèse (3.1.26)
et la propriété 3.4.9 il existe une constant positive KΨ telle que la propriété 3.4.8 soit
vérifiée. �

3.4.5 Existence de la solution des équations (2.1.4b) et (2.1.4)

Dans cette section nous allons démontrer que :

Propriété 3.4.10. Sous les hypothèses allant de (3.1.20) jusqu’à (3.1.29), les équa-
tions (2.1.4) et (2.1.4b), associées à l’équation (2.1.5), admettent une unique solution
appartenant à C1

`

p0, T q, L1pp0, 1qq
˘

, T P p0, `8q.

Démonstration de la propriété 3.4.10 :
L’équation (2.1.4) est une EDO linéaire. Cette équation admet donc une unique solu-
tion.
L’objective de cette section est de montrer que l’équation (2.1.4b) admet une unique
solution. Pour cela nous nous sommes basés sur la démonstration du théorème de
Cauchy-Lipschitz (TESCHL (2012) et O’REGAN (2013)). Nous posons :

Gξ1pt, xq “ Gξ1p0, xq `

ż t

0
gpτ, xq

ˆ

Ld ´ sξ1pτq

Ld

˙

dτ, sξ1ptq “

ż 1

0
ξ1pt, xqdx, (3.4.97)

et,

Gξ2pt, xq “ Gξ2p0, xq `

ż t

0
gpτ, xq

ˆ

Ld ´ sξ2pτq

Ld

˙

dτ, sξ2ptq “

ż 1

0
ξ2pt, xqdx, (3.4.98)

où,

gpt, xq “ ud
␣

Ψpdq
(

pt, xq, (3.4.99)

et,

Gξ1p0, xq “ Gξ2p0, xq, (3.4.100)
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nos outils d’apprentissage statistique biomimétiques.

Les fonctions ξ1 et ξ2 sont positives et appartiennent à C1
`

p0, T q, L1pp0, 1qq
˘

et les
fonctions sξ1 et sξ2 sont positives appartiennent à C1pp0, T qq, T P p0, `8q.

Nous soustrayons l’équation (3.4.98) et l’équation (3.4.97) :

|Gξ1 ´ Gξ2 | pt, xq “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

0
gpτ, xq

ˆ

sξ2pτq ´ sξ1pτq

Ld

˙

dτ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

0

ż 1

0
gpτ, xq

ˆ

ξ1pτ, αq ´ ξ2pτ, αq

Ld

˙

dτdα

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

(3.4.101)

et @t ď T1, T1 P p0, T q, nous avons :

|Gξ1 ´ Gξ2 | pt, xq ď
T1

Ld

ż 1

0
gpxq

›

›

›
ξ1pαq ´ ξ2pαq

›

›

›

L8pp0,T1qq
dα,

ď
T1 ¯̄g
Ld

‌

‌

‌
ξ1 ´ ξ2

‌

‌

‌

L8pp0,T1q,L1pp0,1qqq
,

(3.4.102)

où,

gpxq “ ud

›

›

›

␣

Ψpdq
(

pxq

›

›

›

L8pp0,T1qq
et ¯̄g “ ud

‌

‌

‌

␣

Ψpdq
(

‌

‌

‌

L8pp0,T1qˆp0,1qq
(3.4.103)

›

›

›

␣

Ψpdq
(

pxq

›

›

›

L8pp0,T1qq
“ sup

tPp0,T1q

|
␣

Ψpdq
(

pt, xq | (3.4.104)

et,

‌

‌

‌

␣

Ψpdq
(

‌

‌

‌

L8pp0,T1qˆp0,1qq
“ sup

tPp0,T1q

xPp0,1q

›

›

›

␣

Ψpdq
(

pt, xq

›

›

›
(3.4.105)

D’après la propriété 3.4.8 ¯̄g est bornée, nous choisissons donc T1 ă Ld
¯̄g . Pour tout

t ď T1, nous avons donc :
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3.4. Démonstration de l’existence et de l’unicité de la solution d’un deuxième modèle simplifié :
un modèle mathématique sans terme de convection

|Gξ1 ´ Gξ2 | pt, xq ď k
‌

‌

‌
ξ1 ´ ξ2

‌

‌

‌

L8pp0,T1q,L1pp0,1qqq
, où k ă 1 (3.4.106)

Nous obtenons :

‌

‌

‌
Gξ1 ´ Gξ2

‌

‌

‌

L8pp0,T1q,L1pp0,1qqq
ď k

‌

‌

‌
ξ1 ´ ξ2

‌

‌

‌

L8pp0,T1q,L1pp0,1qqq
. (3.4.107)

L’équation (3.4.107) démontre que lopérateur G : ξ ÞÑ Gξ, est k-contractant de C0pp0, T1q,

L1pp0, 1qqq dans C0pp0, T1q,L1pp0, 1qqq. Or,
␣

Ξpdq
(

qui est solution de l’équation (2.1.4b)
correspond au point fixe de G. D’après le théorème du point fixe de Banach, ce point
fixe existe et est unique. Donc l’équation (2.1.4b) admet une unique solution pour tout
t P p0, T1q et pour tout x P p0, 1q.

La valeur de la fonction
␣

Ξpdq
(

au point t “ T1 est donnée. Pour tout t tel que
T1 ď t ď T2, T2 P p0, T q, nous avons donc :

|Gξ1 ´ Gξ2 | pt, xq ď
T2 ´ T1

Ld

ż 1

0
gpxq

›

›

›
ξ1pαq ´ ξ2pαq

›

›

›

L8ppT1,T2qq
dα,

ď
pT2 ´ T1q ¯̄g

Ld

‌

‌

‌
ξ1 ´ ξ2

‌

‌

‌

L8ppT1,T2q,L1pp0,1qqq
.

(3.4.108)

Nous choisissons T2 tel que T2 ´ T1 ă Ld
¯̄g . Donc, pour tout t P pT1, T2q et pour tout

x P p0, 1q, nous avons :

|Gξ1 ´ Gξ2 | pt, xq ď k2

‌

‌

‌
ξ1 ´ ξ2

‌

‌

‌

L8ppT1,T2q,L1pp0,1qqq
, où k2 ă 1 (3.4.109)

Nous avons donc :

‌

‌

‌
Gξ1 ´ Gξ2

‌

‌

‌

L8ppT1,T2q,L1pp0,1qqq
ď k2

‌

‌

‌
ξ1 ´ ξ2

‌

‌

‌

L8ppT1,T2q,L1pp0,1qqq
. (3.4.110)
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L’équation (3.4.110) démontre que lopérateur G est k-contractant de C0ppT1, T2q, L1pp0, 1qqq

dans C0ppT1, T2q, L1pp0, 1qqq. Or
␣

Ξpdq
(

qui est solution de l’équation (2.1.4b), est le point
fixe de l’application G. Or, d’après le théorème du point fixe de Banach, ce point fixe
existe et est unique. Donc, l’équation (2.1.4b) admet une unique solution pour tout
t P pT1, T2q et pour tout x P p0, 1q.

Par itération et en procédant de la même manière nous pouvons parcourir ainsi l’en-
semble de l’intervalle de temps p0, T q, T P p0, `8q. Ainsi, par itération nous pouvons
démontrer que G est k-contractante sur une série d’intervalles pTn, Tn`1q couvrant l’in-
tervalle p0, T q et vérifiant Tn ´ Tn`1 ď Ld

¯̄g . D’après le théorème du point fixe de Banach,
puisque

␣

Ξpdq
(

est le point fixe de G et solution de l’équation (2.1.4b), cette équation
admet une unique solution sur tous ces intervalles de temps et pour tout x P p0, 1q.
Nous avons finalement démontré la propriété 3.4.10. �

Puisque l’équation (2.1.5) est une EDO, l’existence et l’unicité de sa solution est évi-
dente.

Nous avons finalement montré dans cette section l’existence de la solution du se-
cond sous-modèle composé des équations (3.1.18), (3.1.19), (2.1.3), (2.1.5) et de
l’équation (2.1.4b) ou (2.1.4).

3.4.6 Unicité de la solution du second modèle simplifié

Dans cette section nous allons démontrer l’unicité de la solution du système d’EDP
sur lequel est basé le second sous-modèle.

Nous supposons que
␣

Φf1pdq
(

et
␣

Φf2pdq
(

sont solutions de (3.1.18), et
␣

Φb1pdq
(

et
␣

Φb2pdq
(

sont solutions de (3.1.19). L’objectif de cette démonstration est de montrer
que,

␣

Φf1pdq
(

“
␣

Φf2pdq
(

(3.4.111)

et,

␣

Φb1pdq
(

“
␣

Φb2pdq
(

(3.4.112)
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3.4. Démonstration de l’existence et de l’unicité de la solution d’un deuxième modèle simplifié :
un modèle mathématique sans terme de convection

Par soustraction nous obtenons à partir de l’équation (3.1.18),

B
␣

Φf1pdq
(

´
␣

Φf2pdq
(

Bt
pt, xq ´ cd

B

»

–

B

”

␣

Φf1pdq
(

´
␣

Φf2pdq
(

`
␣

Φb1pdq
(

´
␣

Φb2pdq
(

ı

Bx

fi

fl

Bx
pt, xq

“ ´fd
`␣

Φf1pdq
(

´
␣

Φf2pdq
(˘

pt, xq ´ rd
`␣

Φf1pdq
(

´
␣

Φf2pdq
(˘

pt, xq. (3.4.113)

et à partir de l’équation (3.1.19),

B
␣

Φb1pdq
(

´
␣

Φb2pdq
(

Bt
pt, xq ´ cd

B

„B

”

␣

Φf1pdq
(

´
␣

Φf2pdq
(

`
␣

Φb1pdq
(

´
␣

Φb2pdq
(

ı

Bx

ȷ

Bx
pt, xq

“ ´fd
`␣

Φb1pdq
(

´
␣

Φb2pdq
(˘

pt, xq ` rd
`␣

Φf1pdq
(

´
␣

Φf2pdq
(˘

pt, xq. (3.4.114)

Nous multiplions l’équation (3.4.113) par p
␣

Φf1pdq
(

´
␣

Φf2pdq
(

q et l’équation (3.4.114)
par p

␣

Φb1pdq
(

´
␣

Φb2pdq
(

q, puis nous additionnons les deux équations obtenues :
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B
␣

Φf1pdq
(

´
␣

Φf2pdq
(

Bt
pt, xqp

␣

Φf1pdq
(

pt, xq ´
␣

Φf2pdq
(

pt, xqq

`
B
␣

Φb1pdq
(

´
␣

Φb2pdq
(

Bt
pt, xqp

␣

Φb1pdq
(

pt, xq ´
␣

Φb2pdq
(

pt, xqq

´cd

B

»

–

B

”

␣

Φf1pdq
(

´
␣

Φf2pdq
(

`
␣

Φb1pdq
(

´
␣

Φb2pdq
(

ı

Bx

fi

fl

Bx
pt, xq

´

␣

Φf1pdq
(

pt, xq´
␣

Φf2pdq
(

pt, xq

¯

´cd

B

»

–

B

”

␣

Φf1pdq
(

´
␣

Φf2pdq
(

`
␣

Φb1pdq
(

´
␣

Φb2pdq
(

ı

Bx

fi

fl

Bx
pt, xq

´

␣

Φb1pdq
(

pt, xq´
␣

Φb2pdq
(

pt, xq

¯

“ ´fd

´

`␣

Φf1pdq
(

pt, xq ´
␣

Φf2pdq
(

pt, xq
˘2

`
`␣

Φb1pdq
(

pt, xq ´
␣

Φb2pdq
(

pt, xq
˘2
¯

´ rd
`␣

Φf1pdq
(

pt, xq ´
␣

Φf2pdq
(

pt, xq
˘2

` rd
`␣

Φf1pdq
(

pt, xq ´
␣

Φf2pdq
(

pt, xq
˘ `␣

Φb1pdq
(

pt, xq ´
␣

Φb2pdq
(

pt, xq
˘

(3.4.115)

Nous intégrons l’équation (3.4.115) par rapport à x et nous obtenons :

1
2

B
›

›

␣

Φf1pdq
(

´
␣

Φf2pdq
(›

›

2
2

Bt
ptq `

1
2

B
›

›

␣

Φb1pdq
(

´
␣

Φb2pdq
(›

›

2
2

Bt
ptq

´

ż 1

0
cd

ˆ

B
␣

Φf1pdq
(

´
␣

Φf2pdq
(

`
␣

Φb1pdq
(

´
␣

Φb2pdq
(

Bx

˙2

pt, xqdx

“ ´

ż 1

0
fd

´

`␣

Φf1pdq
(

pt, xq ´
␣

Φf2pdq
(

pt, xq
˘2

`
`␣

Φb1pdq
(

pt, xq ´
␣

Φb2pdq
(

pt, xq
˘2
¯

dx

`

ż 1

0
rd
`␣

Φf1pdq
(

pt, xq ´
␣

Φf2pdq
(

pt, xq
˘2

dx

`

ż 1

0
rd
`␣

Φf1pdq
(

pt, xq ´
␣

Φf2pdq
(

pt, xq
˘ `␣

Φb1pdq
(

pt, xq ´
␣

Φb2pdq
(

pt, xq
˘

dx (3.4.116)
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Á partir de l’inégalité (3.2.18) nous obtenons donc l’inégalité suivante :

B
›

›

␣

Φf1pdq
(

´
␣

Φf2pdq
(›

›

2
2

Bt
ptq `

B
›

›

␣

Φb1pdq
(

´
␣

Φb2pdq
(›

›

2
2

Bt
ptq

ď 2rd
›

›

`␣

Φf1pdq
(

´
␣

Φf2pdq
(˘

pt, .q
›

›

2

›

›

␣

Φb1pdq
(

´
␣

Φb2pdq
(

pt, .q
›

›

2 (3.4.117)

Á partir de l’inégalité (3.4.117) et en utilisant les identités remarquables nous obte-
nons :

B
›

›

␣

Φf1pdq
(

´
␣

Φf2pdq
(›

›

2
2

Bt
ptq `

B
›

›

␣

Φb1pdq
(

´
␣

Φb2pdq
(›

›

2
2

Bt
ptq

ď rd
` ›

›

␣

Φf1pdq
(

´
␣

Φf2pdq
(›

›

2
2 ptq `

›

›

␣

Φb1pdq
(

´
␣

Φb2pdq
(›

›

2
2 ptq

˘

. (3.4.118)

D’après de lemme de Gronwall, pour tout T P p0, `8q et pour tout t P p0, T q, nous
avons :

›

›

␣

Φf1pdq
(

´
␣

Φf2pdq
(›

›

2
2 ptq `

›

›

␣

Φb1pdq
(

´
␣

Φb2pdq
(›

›

2
2 ptq

ď
›

›

␣

Φf1pdq
(

´
␣

Φf2pdq
(›

›

2
2 p0q `

›

›

␣

Φb1pdq
(

´
␣

Φb2pdq
(›

›

2
2 p0q “ 0 (3.4.119)

Nous déduisons de cette équation (3.4.119) que :

›

›

␣

Φf1pdq
(

´
␣

Φf2pdq
(›

›

2
2 ptq `

›

›

␣

Φb1pdq
(

´
␣

Φb2pdq
(›

›

2
2 ptq “ 0 (3.4.120)

Nous avons donc,

›

›

␣

Φf1pdq
(

´
␣

Φf2pdq
(›

›

2
2 pt, .q “ 0 (3.4.121)

et,

›

›

␣

Φb1pdq
(

´
␣

Φb2pdq
(›

›

2
2 pt, .q “ 0 (3.4.122)
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Donc,

␣

Φf1pdq
(

pt, xq “
␣

Φf2pdq
(

pt, xq (3.4.123)

et,

␣

Φb1pdq
(

pt, xq “
␣

Φb2pdq
(

pt, xq (3.4.124)

Nous avons donc démontré l’unicité de la solution des équations (3.1.18) et (3.1.19).

L’équation (2.1.3) est une EDO linaire. L’unicité de sa solution est donc évidente.
Nous avons démontré dans la section 3.4.5 que dans le cas où la fonction

␣

Ξpdq
(

P

C1
`

p0, `8q; L1pp0, 1qq
˘

est solution de l’équation (2.1.4b) cette fonction admet une unique
solution.
L’équation (2.1.4) est une EDO. Cette équation admet donc une unique solution.
La fonction

␣

Opdq
(

P C1
`

p0, `8q
˘

solution de l’équation (2.1.5) ne dépend que de
␣

Ξpdq
(

.
L’équation (2.1.5) admet donc également une unique solution. Finalement, nous avons
démontré l’unicité de la solution du système d’EDP.

Dans cette section nous avons montré l’existence et l’unicité de la solution du
deuxième modèle simplifié. De plus, nous avons montré la propriété de conservation
de ce modèle et la positivité de certaines composantes. Finalement, nous avons donc
démontré le théorème 3.1.2. �

3.5 Conclusion

Les deux premières équations du modèle mathématique développé initialement et
présenté dans le chapitre 2, contiennent un "opérateur de diffusion" dépendant de la
somme de deux fonctions inconnues. Cette dépendance, couplée à la présence de
termes de convection, rend impossible l’application des résultats classiques concer-
nant les équations paraboliques. Nous avons donc travaillé sur deux modèles simpli-
fiés.

La perte de l’effet de régularisation et de la positivité des solutions liée à la struc-
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ture du terme de diffusion a été mise en évidence grâce à l’analyse du premier sous-
modèle.

L’analyse du second modèle simplifié qui ne contient pas de termes de convection
a mis en évidence les propriétés conservées malgré l’écriture du terme de diffusion,
via l’utilisation de changements de variables et de Transformées de Fourier. Grâce
à ce modèle nous avons démontré l’existence et l’unicité de la solution, ainsi que la
propriété de conservation de ce modèle.
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CHAPITRE 4

INTÉGRATION DE VARIABLES D’ENTRÉE

DANS DES OUTILS D’APPRENTISSAGE

STATISTIQUE BIOMIMÉTIQUES

Dans le chapitre 2, nous avons construit un modèle mathématique principal, ap-
pelé modèle "A", constitué des équations (2.1.1), (2.1.2), (2.1.3), (2.1.4) et (2.1.5).
Trois autres versions de l’équation "d’utilisation", données par les équations (2.1.4b),
(2.1.4c) ou (2.1.4d), permettent de simuler et prédire une large gamme de variables à
partir de la consommation alimentaire et des injections de médicaments administrés
aux animaux. Dans le modèle "A", l’alimentation est considérée comme une informa-
tion globale et chaque ingestion est transformée de manière globale en une injection
d’information. Un modèle "A" ajusté sur une certaine ration alimentaire ne peut donc
prédire l’impact que de cette même ration sur une variable de sortie. Pour étudier l’im-
pact de n rations il faudrait alors ajuster n fois le modèle "A" et nous obtiendrions n

modèles ajustés.
L’objectif de ce chapitre est donc d’étudier la façon dont l’alimentation peut être

prise en compte de manière plus précise. L’objectif est également d’étudier la façon
dont d’autres variables d’entrée peuvent être prises en compte dans des outils biomi-
métiques d’apprentissage statistique.

4.1 Valorisation de l’information contenue dans la va-

riable relative à l’âge des animaux

L’objectif de cette partie est d’étudier la manière dont le modèle mathématique
biomimétique peut valoriser l’information apportée par la variable indiquant l’âge de
chaque individu au démarrage de la collecte de données. Pour cela nous avons construit
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Chapitre 4 – Intégration de variables d’entrée dans des outils d’apprentissage statistique
biomimétiques

un modèle "AAge". Ce modèle est basé sur le "modèle A de croissance", composé des
équations (2.1.1), (2.1.2), (2.1.3) et (2.1.5). Une nouvelle équation "d’utilisation", inspi-
rée de l’équation (2.1.4b) a été construite pour ce modèle et sera présentée dans cette
section.

Comme pour le modèle "A de croissance", les données d’entrée de ce modèle cor-
respondent au poids initial et aux consommations alimentaires de chaque animal (Voir
les sections 2.5.2 et 1.7.1). Mais pour ce modèle "AAge" l’âge des animaux constitue
également une donnée d’entrée. Ce modèle fournit en sortie une prédiction du poids
des animaux à un instant t.

4.1.1 Construction d’une courbe de croissance moyenne

Dans cette étude nous avons voulu moduler la valeur du poids maximum attei-
gnable par chaque animal (Pmaxi

), en fonction de son potentiel de croissance. Pour
cela nous avons construit un indicateur de ce potentiel de croissance en fonction du
poids initial de chaque individu et de son âge.

Nous avons tout d’abord cherché à savoir si les individus étaient en retard ou en
avance en termes de croissance par rapport aux autres. Nous avons fait l’hypothèse
que cette information pouvait nous donner une indication concernant le potentiel de
croissance de chaque individu. Nous avons imaginé qu’un animal qui est déjà en re-
tard au démarrage de l’engraissement, n’atteindra pas le même poids à la fin de la
période d’engraissement qu’un animal déjà en avance.

Pour savoir si un individu est en retard ou en avance il faut pouvoir comparer son
poids de départ avec le poids d’un individu moyen du même âge. Nous avons donc
construit une courbe de croissance moyenne. Les animaux de l’espèce étudiée com-
mencent l’engraissement à un âge sans dimension variant entre 5.3 et 7.1. Nous de-
vons donc construire une courbe de poids moyens définie sur cette gamme d’âge.
Les animaux sont pesés lors de leur arrivée dans l’élevage puis conservés quelques
jours tous ensemble dans un enclos, avant d’être répartis en groupe et de commencer
réellement lexpérimentation et la collecte de données. Au cours de ces quelques jours
les animaux ont reçu tous la même alimentation.

Nous connaissons donc le poids et l’âge des individus quelques jours avant le dé-
marrage de l’expérimentation (PAi

et AgeAi
) et au démarrage de l’expérimentation (P0i
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4.1. Valorisation de l’information contenue dans la variable relative à l’âge des animaux

et Age0i
).

Nous avons construit pour chaque individu une courbe de croissance entre le mo-
ment son arrivé sur l’exploitation (tAi

), jusqu’au démarrage de l’engraissement (t0 “ 0).
La période adimensionnée qui sépare tAi

et t0 varie entre 0.64 et 0.88. Cette période
est assez courte, nous faisons donc l’hypothèse que la courbe de croissance moyenne
sur cette période est assimilable à une droite. L’équation de cette courbe pour l’individu
i est donc une équation de la forme :

yi “ ai x ` bi, (4.1.1)

où,

ai “
P0i

´ PAi

Age0i
´ AgeAi

, (4.1.2)

et,

bi “ PAi
´

P0i
´ P´1i

Age0i
´ AgeAi

AgeAi
. (4.1.3)

Dans ces équations les variables AgeAi
, PAi

, Age0i
et P0i

correspondent respective-
ment à l’âge et au poids de l’animal i, à l’instant t “ tA et à t “ 0.

Pour chaque individu i, nous avons calculé les coefficients ai et bi et nous avons
ensuite calculé la pente moyenne (aAv) et l’ordonnée à l’origine moyenne (bav) pour
l’ensemble des individus. Nous obtenons finalement une droite décrivant l’évolution de
la croissance d’un individu moyen, dont l’âge sans dimension varie entre 5.3 et 7.1 et
dont l’équation est donnée par,

yAv “ aAvx ` bAv. (4.1.4)

Nous avons ensuite placé les différents individus étudiés sur cette droite en fonction
de leur âge et de leur poids au démarrage de l’expérimentation (t0).

Les animaux dont le poids est placé au dessus de la droite sont donc considérés en
avance en termes de croissance et ceux dont le poids est placé en dessous de cette
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Chapitre 4 – Intégration de variables d’entrée dans des outils d’apprentissage statistique
biomimétiques

FIGURE 4.1 – Droite de poids moyen adimensionné et positionnement des individus
étudiés sur cette droite.

droite sont considérés en retard.

4.1.2 Modulation de la valeur du paramètre Pmaxi

Nous avons fait le choix d’utiliser l’information concernant l’avance ou le retard de
croissance des individus pour moduler le poids quils pourraient atteindre.

Plusieurs hypothèses peuvent être faites. Par exemple, pour les individus considé-
rés en retard de croissance nous pouvons faire trois hypothèses :

— Le retard de croissance constaté au démarrage de l’engraissement s’estompe
avec le temps et les animaux rattrapent leur retard ;

— Le retard de croissance constaté au démarrage de l’engraissement reste stable
avec le temps et l’écart de poids existant par rapport au poids des individus
moyens reste constant ;

— Le retard de croissance constaté au démarrage de l’engraissement s’accentue
avec le temps et l’écart de poids augmente.

Afin de prendre ces trois hypothèses en compte nous avons décidé d’écrire l’équa-
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4.1. Valorisation de l’information contenue dans la variable relative à l’âge des animaux

tion "d’utilisation" telle que :

B
␣

Ξpdq
(

Bt
pt, xq “ ud

␣

Ψpdq
(

pt, xq ¨

´PMaxCorri
´ Optq

PMaxCorri

¯

(4.1.5)

où,

PMaxCorri
“ αpP0i

´ P0moy pAge0i
qq ` PMax (4.1.6)

Les variables P0i
et Age0i

correspondent au poids et à l’âge de l’individu i au démar-
rage de l’expérimentation et la variable P0moy pAge0i

q correspond au poids moyen donné
à l’âge Age0i

. Cette dernière variable peut être vue comme le poids que l’animal i de-
vrait faire à l’âge Age0i

. PMax, correspond à un poids maximum de référence pour
l’espèce étudiée.

En ajustant le paramètre α sur des données d’apprentissage, nous pouvons ré-
pondre aux hypothèses posées précédemment. En effet, si ce paramètre vaut 1 cela
signifie que le retard de croissance constaté au démarrage de l’engraissement reste
stable avec le temps. Si la valeur de ce paramètre est supérieure à 1 cela signifie que
le retard de croissance constaté au démarrage de l’engraissement s’accentue avec le
temps. Si la valeur de ce paramètre est comprise entre 0 et 1 cela signifie que le retard
de croissance constaté au démarrage s’estompe au cours de l’engraissement. Enfin,
si la valeur de α est négative cela signifie que la tendance s’inverse et qu’un animal
en retard au début de l’expérimentation peut finalement rattraper les autres et devenir
même plus gros que la moyenne.

4.1.3 Ajustement des paramètres du modèle «AAge»

Comme dans la section 2.5.3, nous avons utilisé les données du groupe "Témoin
A" comme base d’apprentissage et les données du groupe "Témoin B" pour tester la
qualité de l’outil de prédiction obtenu (Voir la description des données dans la section
1.7.1).

Grâce aux relations établies dans la section 2.5.3, nous avons ajusté ωd, fd, PMax

et α et nous en avons déduit les valeurs de rd et ud.
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Les paramètres ont été ajustés sur la base d’apprentissage en utilisant l’algorithme
DIRECT et en minimisant la fonction «objectif» donnée par l’équation (2.5.3) donnée
dans la section 2.5.3.

Comme dans la section 2.5.3, pour tester la stabilité des valeurs du set de para-
mètres minimisant l’erreur de l’outil de prédiction sur la base d’apprentissage, nous
avons réalisé plusieurs ajustements. Pour cela nous avons sélectionné 7 individus sur
8 et nous avons ajusté les paramètres sur les données associées à ces 7 individus
sélectionnés. Nous avons donc réalisé 8 ajustements et nous avons obtenu 8 sets de
paramètres ajustés pωd, rd, fd, ud, Ld, αq.

Nous avons calculé la moyenne et l’écart type relatif (RSD) associé à chaque pa-
ramètre (Table 4.1). Les valeurs du RSD sont très faibles. Cela signifie que notre mé-
thode d’apprentissage permet d’identifier un unique set de paramètres minimisant l’er-
reur associée au modèle sur la base d’apprentissage. L’existence d’un unique set de
paramètres optimaux pωd, rd, fd, ud, PMax, αq atteste de l’identifiabilité du modèle.

Le modèle mathématique a été paramétré avec la valeur moyenne de chaque para-
mètre. Dans un premier temps, nous avons calculé l’erreur de l’outil de prédiction basé
sur ce modèle, sur la base d’apprentissage. Pour cela nous avons calculé l’écart relatif
moyen (ARE) entre la valeur mesurée et la valeur prédite de la variable de sortie à
l’instant t “ 1. Cet indicateur est donné par l’équation (2.5.4). Les résultats obtenus
sont présentés dans la table 4.1.

TABLE 4.1 – La moyenne et l’écart type relatif (RSD) des paramètres ajustés, et l’indi-
cateur ARE calculé l’instant t “ 1 sur la base d’apprentissage.

Paramtre Moyenne RSD
ω 17.66 0.14
r 52.85 0.22
f 238.62 0.02
u 587.78 0.15

PMax 1.71 0.01
α ´0.162 0.35

AREp1q p%q 1.84 0.013

La valeur de l’ARE à l’instant t “ 1 sur la base d’apprentissage vaut 1.84%, ce qui
est satisfaisant. Nous avons ensuite calculé la valeur de l’indicateur ARE sur la base
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de test aux instants t “ 0.6, t “ 1.52 et t “ 2.5 (Voir la table 4.2 et la figure 4.2).

FIGURE 4.2 – Différences obtenues entre les poids mesurés (`) et ceux prédits (ˆ), à
différents instants t, pour les individus de la base de test.

TABLE 4.2 – Erreur relative moyenne (ARE) calculée à différents instants t sur les
individus de la base de test.

t 0.6 1.52 2.5
ARE(t) du modèle "A" (%) 1.3 2.9 1.5

ARE(t) du modèle "AAge" (%) 1.3 2.8 1.3

Les résultats contenus dans la table 4.2 montrent que la prise en compte de l’âge
des animaux dans le modèle permet d’augmenter légèrement la précision du modèle
sur les données de test par rapport aux résultats obtenus avec le modèle "A de crois-
sance" (section 2.5.5). Nous constatons également que la valeur ajustée du paramètre
α est négative (Table 4.1). Cela signifie que la tendance s’inverse et qu’un animal en re-
tard au début de l’expérimentation a tendance à rattraper les autres et à devenir même
plus gros que la moyenne. Néanmoins, comme ce paramètre est compris entre 0 et
´1, cela signifie que la différence observée une fois adulte n’est pas aussi importante
que celle observée au démarrage de lexpérimentation.
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4.2 Construction d’un modèle simulant la circulation

et l’action de deux informations en interaction : le

modèle «B»

4.2.1 Objectifs et intérêts de ce deuxième modèle

Un deuxième modèle plus complexe a été construit afin de modéliser plus finement
l’effet de l’alimentation sur la croissance des animaux. En effet, l’alimentation des ani-
maux d’élevage se compose généralement d’une ration de base et d’une quantité plus
ou moins importante d’additif. L’additif étant une forme de complément alimentaire fa-
vorisant la digestion et l’assimilation des nutriments de la ration. L’objectif a donc été
de modéliser séparément la circulation de linformation relative à l’ingestion de la ration
de base et celle relative à l’ingestion de l’additif, d’apprendre ensuite leur dynamique
d’évolution respective, leur interaction et leur action sur la variable de sortie qui modé-
lise dans ce cas l’évolution du poids des animaux.

L’intérêt de ce modèle «B» est qu’une fois la dynamique et l’interaction existante
entre la ration de base et de l’additif sont apprises, il est alors possible de faire varier la
dose d’additif et de simuler l’effet de différents dosages sur la croissance des individus.
L’objectif final est de trouver la dose d’additif optimisant les performances des animaux
en termes de croissance, sans tester expérimentalement toutes les doses d’additif pos-
sibles.

L’outil de prédiction basé sur ce modèle "B" prend en données d’entrée le poids
initial des individus, la part d’additif présente dans leur ration globale et leur consom-
mation alimentaire (C0´0.67, C0.67´1.5 et C1.5´2.5) (section 1.7.1). Ce modèle fournit en
données de sortie une prédiction du poids des animaux à l’instant t.

4.2.2 La structure du modèle "B"

La structure globale du modèle «B» est schématisée par la figure 4.3.

Dans ce modèle "B" nous avons deux EDP décrivant le flux avant,
␣

Φf pAq
(

et le flux
arrière,

␣

ΦbpAq
(

de l’information relative à l’additif. Ainsi
␣

Φf pAq
(

est solution de :
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interaction : le modèle «B»

FIGURE 4.3 – Schématisation de la structure globale du modèle «B».
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␣
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Nous avons ensuite deux EDP décrivant le flux avant,
␣

Φf pRq
(

et le flux arrière,
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ΦbpRq
(

de l’information relative à la ration de base. Ainsi
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et
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Dans les équations (4.2.1), (4.2.2), (4.2.3) et (4.2.4), les paramètres ωA et ωR corres-
pondent à la vitesse de convection des informations relatives à l’ingestion de l’additif
(A) et de la ration de base (R). Les paramètres cA et cR sont les coefficients de diffusion,
rA et rR, les paramètres quantifiant le retard qu’elles subissent et enfin fA et fR sont les
paramètres qui déterminent la fixation de ces deux informations.

La fonction χ est la même fonction que celle présentée dans la section 2.1. Les
fonctions d’injection,

␣

QpAq
(

et
␣

QpRq
(

, et les fonctions de localisation,
␣

F pAq
(

et
␣

F pRq
(

,
sont également les mêmes que celles associées à l’information (d) et introduites dans
la section 2.1 mais cette fois respectivement associée à l’additif et à la ration de base.

Comme expliqué dans la section 2.5.4, à chaque pas de temps ∆t “ 0.16, nous
injectons dans le modèle une information relative à la quantité d’aliment consommée
par les animaux. Dans ce modèle "B", à partir de la part d’additif indiquée en entrée,
nous divisons cette information globale en deux afin d’avoir une quantité d’information
allouée à l’additif et le reste alloué à la ration de base. La fonction

␣

QpAq
(

permet d’injec-
ter dans le modèle l’information relative à l’ingestion de l’additif et

␣

QpRq
(

celle relative
à l’ingestion de la ration de base. Nous avons donc :

␣

QpAq
(

“ pApQtotq (4.2.5)

et

␣

QpRq
(

“ p1 ´ pAqpQtotq (4.2.6)

où Qtot est l’information relative à la consommation totale d’aliment et pA correspond à
la part d’additif dans la ration distribuée.
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Deux équations décrivent ensuite la fixation de l’information relative à l’additif,
␣

ΨpAq
(

,
et celle relative à la ration de base ,

␣

ΨpRq
(

.
␣

ΨpAq
(

, est donc solution de :

B
␣

ΨpAq
(

Bt
pt, xq “ fA

␣

F pAq
(

pxq

„

␣

ΦbpAq
(

pt, xq`
␣

Φf pAq
(

pt, xq

ȷ

´U
´

␣

ΨpAq
(

,
␣

ΨpRq
(

¯

␣

ΨpAq
(

pt, xq,

(4.2.7)

et
␣

ΨpRq
(

est solution de :

B
␣

ΨpRq
(

Bt
pt, xq “ fR

␣

F pRq
(

pxq

„

␣

ΦbpRq
(

pt, xq`
␣

Φf pRq
(

pt, xq

ȷ

´U
´

␣

ΨpAq
(

,
␣

ΨpRq
(

¯

␣

ΨpRq
(

pt, xq.

(4.2.8)

La fonction U est une fonction déterminant la quantité d’information utilisée en fonction
de la quantité d’information relative à l’additif et à la ration de base, fixée. La construc-
tion de cette fonction sera présentée dans la section 4.2.4.

Ensuite une équation décrit l’utilisation de l’information fixée relative à la ration de base,
en fonction de l’information fixée. Ainsi, Ξ est solution de :

BΞ
Bt

pt, xq “ U
´

␣

ΨpAq
(

,
␣

ΨpRq
(

¯

␣

ΨpRq
(

pt, xq

ˆ

Pmax ´ Optq

Pmax

˙

. (4.2.9)

Le dernier terme de cette équation correspond à un limiteur permettant de modéliser
une croissance logistique bornée par le paramètre PMax.

Finalement, la variable de sortie est donnée par l’équation suivante :

Optq “

ż

Ω
Ξpt, xq dx. (4.2.10)

Le paramètre Ω correspond ici à l’intervalle p0, 1q.
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4.2.3 Les données utilisées

Pour ajuster ce modèle "B" nous avons utilisé la base de données, associée au
groupe "B" (voir Section 1.7.1). Cette base de données a été divisée en deux parties,
de façon à avoir une base d’apprentissage et une base de test. La base d’apprentis-
sage contient 13 individus : 4 individus du groupe "Témoin B", 3 individus du groupe
"Dose1 B", 3 individus du groupe "Dose2 B" et 3 individus du groupe "Dose3 B". Et la
base de test contient 7 individus : 2 individus du groupe "Témoin B", 2 individus du
groupe "Dose1 B", 2 individus du groupe "Dose2 B" et 1 individu du groupe "Dose3 B".

4.2.4 Construction de l’équation d’utilisation

L’additif correspond à un ensemble de molécules permettant d’améliorer la diges-
tibilité et l’assimilation des nutriments de la ration de base. L’additif n’agit donc pas
directement sur le poids des animaux mais il influence l’impact de la ration sur celui-ci.
Dans notre approche, ce phénomène peut être modélisé en faisant varier l’utilisation
de l’information liée à l’ingestion de la ration de base, en fonction de la quantité d’in-
formation fixée liée à lingestion de l’additif. Nous avons donc construit une équation
d’utilisation contenant une fonction U déterminant l’impact de la ration de base sur le
poids des animaux en fonction de la dose d’additif ajoutée.

Le profil de la fonction d’utilisation, U

Nous avons déterminé l’expression mathématique de la fonction U en partant de la
représentation graphique du Gain de poids Moyen Quotidien (GMQ) de chaque groupe
de l’élevage "B" (Figure 4.4).

La figure 4.4 montre que jusqu’à la dose "Dose2", le GMQ moyen augmente lorsque
la dose d’additif augmente. Au-delà de cette dose, le GMQ moyen diminue lorsque la
dose dadditif continue d’augmenter. L’additif utilisé améliore donc la croissance des
animaux lorsqu’il est distribué jusqu’à une certaine dose (DOpt) puis il devient néfaste
pour celle-ci lorsqu’il est donné en trop grande quantité. Á partir de ce constat nous
avons fait l’hypothèse que l’utilisation de l’information relative à la ration de base devait
elle aussi augmenter lorsque la dose d’additif augmente jusqu’à cette dose DOpt, puis
diminuer lorsque la dose d’additif distribuée continue d’augmenter. Nous avons donc
fait l’hypothèse que la fonction, U , devait suivre la même tendance que le GMQ.
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FIGURE 4.4 – Le Gain Quotidien Moyen de chaque groupe de l’élevage B.

L’équation mathématique de la fonction d’utilisation, U :

Nous avons déterminé l’équation mathématique capable de modéliser une gaus-
sienne asymétrique dépendante de la part d’additif. En s’inspirant de la loi Log-Normale
nous avons établi cette équation :

UppAq “ Amp expp´k2
1qr1 ` pαk2 ´ βqs ` B, (4.2.11)

Où,

k1 “

ˆ

pA ´ C

σ1

˙

, (4.2.12)

k2 “

ˆ

pA ´ C

σ2

˙

, (4.2.13)
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erfpxq “
2

?
π

ż x

0
expp´t2q ¨ dt, (4.2.14)

et,

pA “
ΨA

ΨA ` ΨR

. (4.2.15)

Cette équation de U contient 7 paramètres à ajuster : Amp, B, C, α, β, σ1 et σ2. Le
paramètre B est la valeur de la fonction U lorsque la part d’additif tend vers 1. Dans un
premier temps nous avons fixé ce paramètre à 0.

4.2.5 Ajustement des paramètres de la fonction d’utilisation, U :

Nous sommes partis de l’hypothèse que la fonction U devait avoir la même allure
que l’évolution du GMQ en fonction de la dose d’additif. Nous avons donc ajusté les
paramètres de cette fonction sur les mesures de GMQ. Pour cela nous avons utilisé
l’algorithme DIRECT qui nous a permis d’identifier la valeur des paramètres minimisant
la fonction "objectif" donnée par l’équation :

fObjpAmp, C, α, β, σ1, σ2q “
1
4

4
ÿ

i“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

GMQmppi
aq ´ Uppi

aq

GMQmppi
aq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

(4.2.16)

où pi
a correspond à la part d’additif distribuée dans les différents groupes i, c’est-à-dire

0 pour i “ 1, Dose1 pour i “ 2, Dose2 pour i “ 3 et Dose3 pour i “ 4. La variable
GMQmppi

aq correspond au GMQ moyen mesuré pour la dose d’additif pi
a.

Á la fin de l’ajustement nous avons obtenu la valeur des paramètres contenues
dans la table 4.3. La figure 4.5 montre l’allure de la fonction U ajustée.

TABLE 4.3 – La valeur des paramètres de la fonction d’utilisation, U .

α c Amp σ1 σ2 β B
´415.53 0.0833 0.948 0.411 4.508 3.422 0

Nous avons donc obtenu une fonction U ayant l’allure globale attendue. En re-
vanche, l’amplitude (Amp) et la valeur de U lors que la part d’additif tend vers 1 (B)
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FIGURE 4.5 – Courbe de la fonction d’utilisation U (´́ ) et la moyenne des mesures de
GMQ (˝q.

doivent être ajustés sur les données de façon à avoir une fonction U permettant de
relier nos données d’entrée et de sortie.

4.2.6 Ajustement des paramètres du modèle "B"

Méthode d’ajustement des paramètres

Dans la section 2.5 nous avons ajusté le modèle "A" sur les individus contenus
dans le groupe "Témoin A", c’est-à-dire sur des individus qui ont été uniquement ali-
mentés à partir de la ration de base, sans ajout d’additif. Ainsi, pour paramétrer les
équations modélisant la circulation et l’évolution d’une information relative à la ration
de base, nous avons repris les valeurs des paramètres obtenues lors de l’ajustement
du modèle "A" sur les individus du groupe "Témoin A", soit : ωR, rR et fR (Voir la table
2.5.4).

189

Construction et analyse d'outils d'apprentissage statistique biomimétiques basés sur des systèmes d'équation aux dérivées partielles pour l'assimililation de données d'élevage Hélène Flourent 2020



Chapitre 4 – Intégration de variables d’entrée dans des outils d’apprentissage statistique
biomimétiques

Afin de réduire le nombre de paramètres à ajuster nous avons décidé de fixer les
valeurs des paramètres ωA, cA et rA respectivement aux valeurs de ωR, cR et rR. Nous
avons ensuite ajusté les valeurs des paramètres fA, Amp, B et PMax sur la base d’ap-
prentissage.

Pour cela nous avons utilisé l’algorithme DIRECT pour trouver les valeurs des pa-
ramètres minimisant la différence entre le poids des animaux mesuré et celui prédit, à
l’instant t “ 1.52. La fonction "objectif" est donnée par l’équation :

fobjpfA, Amp, B, PMaxq “
1
n

n
ÿ

i“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

pOiobs
p1.52q ´ Oipred

p1.52qq

Oiobs
p1.52q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

, (4.2.17)

où n est le nombre d’individus dans la base d’apprentissage et Oiobs
p1.52q et Oipred

p1.52q

correspondent respectivement à la valeur observée et à la valeur prédite de la variable
de sortie pour le ime individu, à l’instant t “ 1.52.

Qualité de l’outil de prédiction basé sur le modèle "B" ajusté

A la fin de l’ajustement nous avons obtenu un quadruplet de paramètres (fA,Amp,
B, PMax) (Table 4.4) et nous avons paramétré le modèle "B" avec ces valeurs. Nous
avons ensuite calculé l’erreur de l’outil de prédiction basé sur le modèle "B" ajusté sur
la base d’apprentissage. Pour cela nous avons calculé l’erreur relative moyenne (ARE)
donnée par l’équation (2.5.4), à l’instant t “ 1.52 (Table 4.4). Les résultats montrent que
l’outil fournit des prédictions précises sur la base d’apprentissage.

Les paramètres du modèle «B» ont été ajustés à partir du poids des individus de
la base d’apprentissage à t “ 1.52, mais nous connaissons également le poids de ces
individus à t “ 2.5. Nous avons donc également calculé la valeur de l’ARE à l’instant
t “ 2.5 sur la base d’apprentissage (Table 4.4).

La valeur calculée de l’indicateur ARE à l’instant t “ 2.5 sur la base d’apprentis-
sage vaut 4.4%. Ce résultat est satisfaisant et met en évidence la capacité d’extrapo-
lation du modèle "B". Néanmoins, la précision du modèle doit être calculée également
sur la base de test afin de valider la qualité du modèle.
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TABLE 4.4 – Valeurs des paramètres ajustés et ARE calculé à l’instant t “ 1.52 et
t “ 2.5, sur la base d’apprentissage.

Paramtre V aleur
Amp 0.11

B 0.26
fA 58.44

PMax 1.1
AREp1.52q p%q 2.9
AREp2.5q p%q 4.4

Nous calculons l’indicateur ARE sur la base de test aux instants t “ 1.52 et t “ 2.5
(Voir la table 4.5 et la figure 4.6).

FIGURE 4.6 – Différences obtenues entre les valeurs mesurées (ˆ) et celles prédites
(`) à t “ 1.52 (Gauche) et à t “ 2.5 (Droite) pour les individus de la base de test.

TABLE 4.5 – Erreur relative moyenne (ARE) calculée à linstant t “ 1.52 et t “ 2.5, pour
les individus de la base de test.

t 1.52 2.5
AREptq (%) 2.3 3.5

L’erreur associée au modèle "B" est faible sur la base de test. Nous avons égale-
ment remarqué que l’erreur faite au-delà de t “ 1.52 est assez faible également. Ce
résultat montre que, comme le modèle "A" (voir Section 2.5), le modèle "B" est ca-
pable d’apprendre une dynamique reliant les données d’entrées et de sorties sur une
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certaine période, et de rester valable sur une durée plus longue. De ce fait, l’outil de
prédiction basé sur le modèle "B" possède également une capacité d’extrapolation.

4.3 Construction d’un modèle simulant la circulation

et l’action de deux informations en interaction : le

modèle «C»

4.3.1 Objectifs

Un troisième modèle a été construit afin de modéliser encore plus finement l’effet
de l’alimentation sur la croissance des individus. En effet, plusieurs additifs peuvent
être ajoutés à la ration de base. De plus, l’ensemble de la ration peut être décomposée
en trois parties : La quantité de protéines, de lipides et de glucides.

L’objectif a donc été de modéliser la circulation des informations relatives à l’inges-
tion de trois éléments de la ration globale séparément : la ration de base considérée
comme un élément et deux additifs ou les protéines, les lipides et les glucides. L’objec-
tif serait donc d’apprendre leur dynamique d’évolution respective, leurs interactions et
leur action sur l’évolution du poids de l’animal.

L’intérêt de ce modèle «C» est qu’une fois la dynamique et les interactions exis-
tantes entre les différentes parties de la ration globale seront apprises, il sera possible
de faire varier la part de chaque élément et de simuler l’effet de différents régimes
alimentaires sur la croissance des animaux. Le but final étant de trouver le dosage
optimisant les performances des animaux en termes de croissance, sans avoir à tester
expérimentalement toutes les dosages possibles.

L’outil de prédiction basé sur ce modèle "C" prend en données d’entrée le poids
initial des individus, la part d’additif présente dans leur ration globale et leur consom-
mation alimentaire (C0´0.67, C0.67´1.5 et C1.5´2.5) (section 1.7.1). Ce modèle fournit en
données de sortie une prédiction du poids des animaux à l’instant t.
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4.3.2 La structure du modèle «C»

La structure globale du modèle «C» est schématisée par la figure 4.7.

FIGURE 4.7 – Structure du modèle «C».

Par exemple, dans un modèle "C" modélisant les effets d’un régime alimentaire
composé d’une ration de base et de deux additifs, nous avons deux équations modéli-
sant le flux avant,

␣

Φf pA1q
(

et le flux arrière,
␣

ΦbpA1q
(

de l’information relative au premier
additif. Ainsi

␣

Φf pA1q
(

est solution de :

B
␣

Φf pA1q
(

Bt
pt, xq “

1
2
␣
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␣
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(

Bx
pt, xq`

B

„

cA1χ
B

”

␣

Φf pA1q
(

`
␣
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(

ı
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ȷ

Bx
pt, xq
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␣

Φf pA1q
(

pt, xq ´ fA1

␣

F pA1q
(

pxq
␣

Φf pA1q
(

pt, xq, (4.3.1)

et
␣

ΦbpA1q
(

est solution de :

B
␣

ΦbpA1q
(

Bt
pt, xq “

1
2
␣

QpA1q
(

pt, xq`ωA1

B
␣
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(

Bx
pt, xq`

B

„
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”

␣
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`
␣
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ı
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␣

Φf pA1q
(

pt, xq ´ fA1

␣

F pA1q
(

pxq
␣

ΦbpA1q
(

pt, xq, (4.3.2)

Nous avons ensuite deux équations modélisant le flux avant,
␣

Φf pA2q
(

et le flux
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arrière,
␣

ΦbpA2q
(

de l’information relative au deuxième additif. Ainsi
␣

Φf pA2q
(

est solution
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B
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␣
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␣
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␣
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et
␣

ΦbpA2q
(

est solution de :
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␣
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␣
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pt, xq`ωA2

B
␣
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␣
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␣
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␣
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(
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␣
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(

pt, xq, (4.3.4)

Nous avons enfin deux équations modélisant le flux avant,
␣

Φf pRq
(

et le flux arrière,
␣

ΦbpRq
(

de l’information relative à la ration de base. Ainsi
␣

Φf pRq
(

est solution de :

B
␣

Φf pRq
(

Bt
pt, xq “

1
2
␣
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(

pt, xq ´ ωR
B
␣
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(
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B

„
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”
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␣
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ı
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␣
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␣
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(
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␣
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(

pt, xq, (4.3.5)

et
␣

ΦbpRq
(

est solution de :

B
␣
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(
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pt, xq “

1
2
␣
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(
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B
␣
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B

„
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”

␣
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(

`
␣
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ı
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␣
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␣
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(
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␣

ΦbpRq
(

pt, xq, (4.3.6)

Dans les équations (4.3.1), (4.3.2), (4.3.3), (4.3.4), (4.3.5) et (4.3.6), les paramètres
ωR, ωA2 et ωA2 correspondent à la vitesse de convection des informations relatives à

194

Construction et analyse d'outils d'apprentissage statistique biomimétiques basés sur des systèmes d'équation aux dérivées partielles pour l'assimililation de données d'élevage Hélène Flourent 2020



4.3. Construction d’un modèle simulant la circulation et l’action de deux informations en
interaction : le modèle «C»

l’ingestion de la ration de base (R) et des deux additifs (A1 et A2). Les paramètres cR,
cA1 et cA2, sont les coefficients de diffusion, rR, rA1 et rA2, les paramètres quantifiant le
retard qu’elles subissent et enfin fR, fA1 et fA2 sont les paramètres qui déterminent la
fixation de ces trois informations.

La fonction χ est la même fonction que celle présentée dans la section 2.1. Les
fonctions d’injection,

␣

QpA1q
(

,
␣

QpA2q
(

et
␣

QpRq
(

, et les fonctions de localisation,
␣

F pA1q
(

,
␣

F pA2q
(

et
␣

F pRq
(

, sont également les mêmes que celles associées à l’information (d)
et introduites dans la section 2.1 mais cette fois respectivement associée aux deux
additifs et à la ration de base.

Trois équations modélisent ensuite la fixation de l’information relative au premier ad-
ditif,

␣

ΨpA1q
(

, au deuxième additif,
␣

ΨpA2q
(

, et celle relative à la ration de base ,
␣

ΨpRq
(

.

␣

ΨpA1q
(

, est solution de :

B
␣

ΨpA1q
(

Bt
pt, xq “ fA1

␣

F pA1q
(

pxq

„

␣

ΦbpA1q
(

pt, xq `
␣

Φf pA1q
(

pt, xq

ȷ

´ uA1

␣

ΨpA1q
(

pt, xq, (4.3.7)

␣

ΨpA2q
(

, est solution de :

B
␣

ΨpA2q
(

Bt
pt, xq “ fA2

␣

F pA2q
(

pxq

„

␣

ΦbpA2q
(

pt, xq `
␣

Φf pA2q
(

pt, xq

ȷ

´ uA2

␣

ΨpA2q
(

pt, xq, (4.3.8)

et
␣

ΨpRq
(

est solution de :

B
␣

ΨpRq
(

Bt
pt, xq “ fR

␣

F pRq
(

pxq

„

␣

ΦbpRq
(

pt, xq `
␣

Φf pRq
(

pt, xq

ȷ

´ uR
␣

ΨpRq
(

pt, xq. (4.3.9)

Dans les équations (4.3.7), (4.3.8) et (4.3.9) les paramètres uA1, uA2 et uR corres-
pondent aux paramètres quantifiant l’utilisation des informations relatives à l’ingestion
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des deux additifs et de la ration de base.

Ensuite une équation décrit l’utilisation de l’information fixée relative à la ration de base,
en fonction de l’information fixée relative aux deux additifs. Ainsi, Ξ est solution de :

BΞ
Bt

pt, xq “ UC

´

␣

ΨpA1q
(

,
␣

ΨpA2q
(

,
␣

ΨpRq
(

¯

␣

ΨpRq
(

pt, xq

ˆ

Pmax ´ sptq

Pmax

˙

, (4.3.10)

Dans l’équation (4.3.10), la fonction UC est une fonction d’utilisation dépendante de
␣

ΨpA1q
(

,
␣

ΨpA2q
(

et
␣

ΨpRq
(

et modélisant la potentielle interaction existante entre ces
trois densités.
Finalement, la variable de sortie est donnée par l’équation suivante :

Optq “

ż

Ω
Ξpt, xq dx. (4.3.11)

4.3.3 Perspective concernant l’utilisation du modèle «C»

Le modèle "C" est donc un modèle permettant de simuler l’impact de trois éléments
de la ration globale. Mais il permet surtout d’apprendre une dynamique reliant ces trois
éléments et lévolution d’une variable biologique qui peut être par exemple le poids des
animaux.

Nous n’avons pas pour l’instant de données permettant de tester les qualités de ce
modèle. Néanmoins les applications des modèles "A" et "B" sont encourageantes et
nous laissent penser que ce modèle "C" pourra lui aussi être ajusté sur une certaine
gamme de données et d’être appliqué en dehors de cette gamme. En effet, comme
nous l’avons vu dans l’introduction de cette section, une fois que les paramètres as-
sociés aux trois éléments seront appris, nous pourrons simuler l’effet de différents
dosages de ces trois constituants sur la variable de sortie. Ainsi, il sera possible de
déterminer le dosage optimisant les performances des animaux sans tester expéri-
mentalement tous les dosages possibles.

Comme dans la section 4.2, la fonction Uc déterminant l’utilisation de l’information
pourra sans doute être établie en étudiant l’évolution du GMQ en fonction de la part
des trois éléments étudiés.
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4.4 Conclusion du chapitre 4

Dans ce chapitre nous avons étudié la façon dont certaines informations, comme
l’âge des animaux et la composition de la ration alimentaire, peuvent être intégrées
dans un modèle biomimétique d’apprentissage statistique Pour cela nous avons construit
un modèle "AAge" pouvant être considéré comme une cinquième version du modèle "A"
et deux autres modèles.

Davantage de données seraient nécessaires pour réellement éprouver ces outils,
notamment le modèle "C". Toutefois, les applications du modèles "AAge" et B sur des
données réelles ont mis en évidence la capacité d’extrapolation des outils de prédiction
basés sur ces modèles. En effet, tout comme le modèle "A" étudié dans le chapitre
2, ces modèles apprennent une dynamique reliant les données d’entrée et de sortie.
Cette dynamique peut ensuite être appliquée en dehors de la gamme de données
ayant servi pour ajuster les paramètres des modèles.

Cette capacité d’extrapolation pourrait permettre de simuler l’impact de différents
régimes alimentaire en termes de dosage de deux ou trois éléments. Cela pourrait
permettre de trouver ou en tout cas d’affiner la recherche du dosage optimisant les
performances des animaux et les revenus des éleveurs, sans avoir à tester tous les
dosages possibles. Cette capacité d’extrapolation des modèles "B" et "C" pourrait donc
permettre de réduire fortement les coûts d’expérimentation et de gestion de données.
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CHAPITRE 5

POSITIONNEMENT ET DOMAINE

DAPPLICATION DES OUTILS

D’APPRENTISSAGE STATISTIQUE

BIOMIMÉTIQUES

5.1 Comportement des modèles biomimétiques en fonc-

tion de leur structure et des caractéristiques des

données d’apprentissage

Dans cette section nous allons présenter plusieurs études nous ayant permis d’ana-
lyser le comportement des modèles biomimétiques, notamment en ce qui concerne le
temps d’apprentissage de ces modèles.

Dans un premier temps, nous avons étudié le gain de temps d’exécution apporté
par la parallélisation des calculs. En effet, pour pouvoir utiliser les 4 processeurs de
l’ordinateur nous avons dû paralléliser les calculs réalisés au cours de l’ajustement
des paramètres.

Dans le cadre d’une autre étude nous avons étudié l’évolution du temps d’appren-
tissage en fonction du nombre de flux d’information modélisés par le modèle biomimé-
tique. Pour cela nous avons comparé le temps d’apprentissage des modèles "A", "B"
et "C". Dans cette section nous avons également étudié l’évolution du temps de calcul
en fonction du nombre d’individus contenus dans la base d’apprentissage.

Dans une troisième étude nous avons étudié l’évolution du nombre d’itérations né-
cessaire avant d’atteindre la convergence des paramètres en fonction du nombre de
paramètres à déterminer et du nombre d’individus présents dans la base d’apprentis-
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sage. Pour cela nous avons utilisé le modèle "A" dans lequel nous n’avons pas pris
en compte les relations existantes entre les paramètres établies dans la section 2.3.2
(Modèle «ASsRel»).

Enfin, nous avons étudié l’impact de la prise en compte des relations existantes
entre les paramètres sur le temps d’apprentissage des modèles. Dans cette étude
nous avons estimé le nombre d’itérations nécessaire avant d’atteindre la convergence
des paramètres en utilisant toujours le modèle "A" mais cette fois en prenant en compte
les relations établies entre les paramètres dans la section 2.3.2 (Modèle "ARel").

5.1.1 Gain de temps d’exécution apporté par la parallélisation des
calculs

Lors des premiers ajustements de modèles réalisés avec le logiciel R, nous avons
monitoré les processeurs de l’ordinateur utilisé pour ajuster nos modèles. Nous avons
obtenu les graphiques de la figure 5.1. Ces graphiques nous ont montré qu’un seul pro-
cesseur était mobilisé pour effectuer les calculs alors que sur cet ordinateur, 3 autres
processeurs restaient inutilisés. Pour pouvoir utiliser les 4 processeurs nous avons dû
paralléliser les calculs réalisés au cours de l’ajustement des paramètres.

Initialement, les différents calculs étaient exécutés les uns après les autres. Or, lors
de chaque itération réalisée par l’algorithme d’optimisation certains calculs peuvent
être faits en parallèle. En effet, au cours d’un ajustement, l’objectif est de minimiser
l’écart existant entre des valeurs mesurées et des valeurs prédites par le modèle, pour
l’ensemble des individus de la base d’apprentissage. Dans un premier temps, à chaque
itération, les courbes de croissance étaient simulées par le modèle pour tous les indi-
vidus, les unes après les autres. Afin de réduire le temps de calcul, nous avons fait
en sorte de simuler les courbes de croissance des différents individus de la base d’ap-
prentissage en parallèle. Pour cela nous avons utilisé la fonction R mapply (R CORE

TEAM (2014)). Cette fonction applique en parallèle le modèle à ajuster à chaque indi-
vidu de la base d’apprentissage à partir de ses données d’entrée.

Une fois cette parallélisation effectuée nous avons monitoré de nouveau les proces-
seurs de l’ordinateur utilisé pour ajuster les modèles. Nous avons cette fois obtenu la
figure 5.2.

Cette figure montre que désormais, l’ensemble des processeurs sont mobilisés lors
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FIGURE 5.1 – Monitoring du fonctionnement des processus lors de l’ajustement d’un
modèle biomimétique avant la parallélisation des calculs

de l’apprentissage des paramètres.

Le calcul du temps nécessaire pour effectuer 10 itérations a montré que cette pa-
rallélisation des calculs a permis de diviser par 20 le temps d’apprentissage des para-
mètres du modèle.

Néanmoins, le temps d’apprentissage des modèles biomimétiques construits peut
encore représenter une limite à leur utilisation. Nous avons donc réalisé une étude
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FIGURE 5.2 – Monitoring du fonctionnement des processeurs lors de l’ajustement d’un
modèle biomimétique après la parallélisation des calculs

du temps d’apprentissage nécessaire en fonction de différentes variables comme le
nombre de flux d’information modélisés, le nombre d’individus contenus dans la base
d’apprentissage, ou encore le nombre de paramètres à ajuster.

5.1.2 Étude de l’évolution du temps d’apprentissage en fonction
du nombre de flux d’information modélisés par le modèle
biomimétique

Etude du temps d’apprentissage des modèles "A", "B" et "C"

Au cours d’un processus d’apprentissage, un certain nombre de valeurs de chaque
paramètre doit être testé avant que l’algorithme DIRECT trouve les valeurs des para-
mètres minimisant la fonction "objectif" sur les données d’apprentissage.

Dans cette section nous avons donc étudié l’évolution du temps de calcul en fonc-
tion du nombre de flux d’information modélisés. Nous avons mesuré le temps néces-
saire pour réaliser une itération avec le modèle "A" modélisant un flux d’information
(Section 2.1), avec le modèle "B" modélisant deux flux d’informations (Section 4.2) et
enfin avec le modèle "C" modélisant trois flux d’informations (Section 4.3).
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Dans cette section nous avons également étudié l’évolution du temps de calcul en
fonction du nombre d’individus contenus dans la base d’apprentissage.

Pour cela nous avons mesuré le temps nécessaire pour que chaque modèle réa-
lise 10 itérations et nous avons divisé le temps obtenu par 10. Ces itérations ont été
réalisées en utilisant l’algorithme DIRECT, sur 4 bases de données contenant respec-
tivement 2, 5, 10 et 15 individus. Nous avons obtenu la table 5.1.

TABLE 5.1 – Évolution du temps de calcul nécessaire pour réaliser une itération (min)
en fonction du modèle biomimétique utilisé et du nombre d’individus présents dans la
base d’apprentissage

Modèle A Modèle B Modèle C Nombre d’individus
0.16 0.57 0.78 2
0.37 1.42 2.00 5
0.75 2.85 3.89 10
1.12 4.30 5.71 15

FIGURE 5.3 – Courbe d’évolution du temps de calcul (min) en fonction du modèle
biomimétique utilisé et du nombre d’individus présents dans la base d’apprentissage

Le temps de calcul augmente de façon exponentielle lorsque le nombre d’individus
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contenus dans la base d’apprentissage augmente. Le temps dexécution augmente
également lorsque le nombre de flux d’informations modélisés augmente mais pas de
manière exponentielle (5.3). Cela peut s’expliquer par la structure des modèles «B»
et «C». En effet, dans ces modèles nous avons modélisé une interaction entre les dif-
férentes informations en terme d’impact sur la variable de sortie (Figures 4.3 et 4.7).
Ainsi, même si le nombre d’informations intégrées augmente, il n’y a toujours dans le
modèle qu’une équation "d’utilisation". Le nombre d’équations contenues dans le mo-
dèle, n’est donc pas proportionnel au nombre de flux d’informations modélisés.

Étude du temps de calcul de modèles n’intégrant pas d’interactions entre les flux
d’informations intégrés : «A», «BSsInter» et «CSsInter»

L’objectif de cette étude est d’analyser l’évolution du temps de calcul de modèles
ne modélisant pas d’interactions entre les informations intégrées. Le but de cette étude
est de mettre en évidence l’impact de ces interactions sur le temps de calcul.

Dans cette étude, le modèle, qui ne modélise qu’un flux d’information reste inchangé,
mais nous avons construit un modèle «BSsInter» (figure 5.4), dans lequel

␣

Φf pAq
(

et
␣

ΦbpAq
(

sont respectivement solutions des équations (4.2.1) et (4.2.2), (
␣

Φf pRq
(

) et (
␣

ΦbpRq
(

)
sont respectivement solutions des équations (4.2.3) et (4.2.4), les densités

␣

ΨpAq
(

et
␣

ΨpRq
(

sont solutions des équations (4.2.7) et (4.2.8), ΞpAq est solution de

BΞpAq

Bt
pt, xq “ uA

␣

ΨpAq
(

pt, xq (5.1.1)

et ΞpRq est solution de :

BΞpRq

Bt
pt, xq “ uR

␣

ΨpRq
(

pt, xq (5.1.2)

et finalement, la variable de sortie est donnée par l’équation suivante :

Optq “

ż

Ω

`␣

ΞpAq
(

pt, xq `
␣

ΞpRq
(

pt, xq
˘

dx. (5.1.3)
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FIGURE 5.4 – Schématisation de la structure globale du modèle «BSsInter», sans inter-
action modélisée entre les informations

Pour cette étude nous avons également construit un modèle «CSsInter» (figure 5.5),
dans lequel

␣

Φf pA1q
(

et
␣

ΦbpA1q
(

sont respectivement solutions des équations (4.3.1)
et (4.3.2),

␣

Φf pA2q
(

et
␣

ΦbpA2q
(

sont respectivement solutions des équations (4.3.3) et
(4.3.4),

␣

Φf pRq
(

et
␣

ΦbpRq
(

sont respectivement solutions des équations (4.3.5) et (4.3.6),
les densités

␣

ΨpA1q
(

,
␣

ΨpA2q
(

et
␣

ΨpAq
(

sont solutions de (4.3.7), (4.3.8) et (4.3.9). La
fonction

␣

ΞpA1q
(

est solution de,

B
␣

ΞpA1q
(

Bt
pt, xq “ uA1

␣

ΨpA1q
(

pt, xq, (5.1.4)

la fonction
␣

ΞpA2q
(

est solution de,

B
␣

ΞpA2q
(

Bt
pt, xq “ uA2

␣

ΨpA2q
(

pt, xq, (5.1.5)

la fonction
␣

ΞpRq
(

est solution de,

B
␣

ΞpRq
(

Bt
pt, xq “ uR

␣

ΨpRq
(

pt, xq, (5.1.6)

et finalement, la variable de sortie est donnée par l’équation suivante :
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Optq “

ż

Ω

`␣

ΞpA1q
(

pt, xq `
␣

ΞpA2q
(

pt, xq `
␣

ΞpRq
(

pt, xq
˘

dx. (5.1.7)

FIGURE 5.5 – Schématisation de la structure globale du modèle «CSsInter», sans inter-
action modélisée entre les informations circulant

Ainsi dans les modèles «A», «BSsInter» et «CSsInter» le nombre d’équations est pro-
portionnel au nombre d’informations intégrées dans le modèle.

De la même manière que précédemment nous avons étudié l’évolution du temps
de calcul de ces 3 modèles. Nous avons obtenu la table 5.2.

TABLE 5.2 – Évolution du temps de calcul nécessaire pour réaliser une itération (min)
en fonction du modèle biomimétique utilisé et du nombre d’individus présents dans la
base d’apprentissage

Modèle A Modèle BSsInter Modèle CSsInter Nombre d’individus
0.16 0.34 0.80 2
0.37 0.85 1.94 5
0.75 1.55 3.81 10
1.12 2.43 5.53 15

Comme précédemment, le temps de calcul augmente de manière exponentielle
lorsque le nombre d’individus contenus dans la base d’apprentissage augmente. Mais
nous remarquons cette fois que lorsque le nombre de flux d’information augmente, le
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FIGURE 5.6 – Courbe d’évolution du temps de calcul nécessaire pour réaliser une
itération (min) en fonction du modèle biomimétique utilisé et du nombre d’individus
présents dans la base d’apprentissage

temps dexécution augmente de manière exponentielle (figure 5.6).

Le nombre de paramètres à déterminer augmente lorsque le nombre de flux d’in-
formation modélisés augmente. Le nombre d’itérations nécessaire avant d’atteindre la
convergence des paramètres augmente donc également. Une étude a donc été réali-
sée afin de déterminer l’évolution du nombre d’itérations nécessaire avant d’atteindre
la convergence des paramètres en fonction du nombre de paramètres à déterminer et
du nombre d’individus présents dans la base d’apprentissage.

207

Construction et analyse d'outils d'apprentissage statistique biomimétiques basés sur des systèmes d'équation aux dérivées partielles pour l'assimililation de données d'élevage Hélène Flourent 2020



Chapitre 5 – Positionnement et domaine dapplication des outils d’apprentissage statistique
biomimétiques

5.1.3 Évolution du nombre d’itérations nécessaire avant d’atteindre
la convergence des paramètres en fonction du nombre de
paramètres à déterminer et du nombre d’individus présents
dans la base d’apprentissage

Dans cette étude nous avons estimé le nombre d’itérations nécessaire avant d’at-
teindre la convergence des paramètres. Pour cela nous avons utilisé le modèle "A"
dans lequel nous n’avons pas pris en compte les relations existantes entre les para-
mètres établies dans la section 2.3.2 (Modèle «ASsRel»).

Nous avons ajusté ce modèle «ASsRel» sur deux bases de données d’apprentissage
contenant respectivement 5 et 10 individus.

L’algorithme DIRECT a été implémenté de façon à ce que le processus d’apprentis-
sage s’arrête lorsque la fonction «objectif» atteint un seuil de convergence donné, et
noté ϵ. Le processus d’apprentissage s’arrête donc lorsque,

ˇ

ˇ

ˇ
fobjIk`1

´ fobjIk

ˇ

ˇ

ˇ

fobjIk

ď ϵ, (5.1.8)

où fobjIk
correspond à la valeur de la fonction «objectif» obtenue à la kime itération et ϵ,

le critère d’arrêt de l’algorithme. Le nombre d’itérations retenu est alors k ` 1.

Dans cette étude la fonction "objectif" est donnée par l’équation,

fobjpωd, rd, fd, ud, Ldq “
1
n

n
ÿ

i“1

ˆ

pOiobs
p1q ´ Ojpred

p1qq

Oiobs
p1q

˙2

, (5.1.9)

où n est le nombre d’individus de la base d’apprentissage et Oiobs
p1q et Oipred

p1q cor-
respondent respectivement au poids mesuré et au poids prédit à t “ 1, pour le iime

individu.

Nous avons testé différentes valeurs du critère d’arrêt ϵ : 10´4, 10´5, 10´6, 10´7 et 10´8.

Le modèle «ASsRel» contient 5 paramètres pouvant être appris. Nous avons donc cher-
ché la valeur de (k ` 1) lors de l’ajustement d’un seul paramètres (ωd), de 2 (ωd, rd), de
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3 (ωd, rd, fd), de 4 (ωd, rd, fd, ud) et de 5 paramètres (ωd, rd, fd, ud, Pmax).

Nous avons réalisé au total 50 ajustements du modèle «ASsRel» sur les données
réelles présentée dans la section 1.7.1. Á la fin de ces 50 ajustements nous avons
obtenu la table 5.3.

TABLE 5.3 – Évolution du nombre d’itérations nécessaire avant d’atteindre la conver-
gence des paramètres en fonction du nombre de paramètres à déterminer (param.),
de la valeur du critère d’arrêt (ϵ) et du nombre d’individus (NI) présents dans la base
d’apprentissage.

1 param. 2 param. 3 param. 4 param. 5 param. ϵ NI
(ωdq (ωd, rdq (ωd, rd, fdq (ωd, rd, fd, udq (ωd, rd, fd, ud, Ldq

187 267 5000 1999 1275 10´8 5
155 177 271 429 717 10´7 5
155 145 143 211 167 10´6 5
51 105 71 211 167 10´5 5
21 59 71 107 85 10´4 5
163 225 205 385 499 10´8 10
129 225 167 257 181 10´7 10
57 225 143 115 63 10´6 10
39 27 99 115 55 10´5 10
15 27 99 45 55 10´4 10

Analyse de l’évolution du nombre d’itérations effectuées en fonction de la valeur
du critère d’arrêt et du nombre de paramètres à ajuster

Afin de visualiser les résultats obtenus dans la table 5.3 nous avons représenté
le nombre d’itérations effectuées en fonction de la valeur du critère d’arrêt, ϵ (Figure
5.10). Sur cette figure, le nombre d’itérations effectuées pour ajuster le modèle «ASsRel»
augmente de façon exponentielle lorsque la valeur du critère d’arrêt, ϵ diminue.

Afin de mieux visualiser l’impact du nombre de paramètres sur ce nombre d’itéra-
tions nous avons représenté le nombre d’itérations effectuées en fonction du nombre
de paramètres ajustés (Figure 5.11). Sur cette figure, le nombre d’itérations nécessaire
avant d’atteindre la convergence des paramètres augmente lorsque le nombre de pa-
ramètres augmente, mais cette augmentation n’est pas exponentielle. Cela s’explique
sans doute par l’existence de relations entre certains paramètres du modèle (Voir la
section 2.3.2).
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FIGURE 5.7 – Le nombre d’itérations effectuées en fonction de la valeur du critère
d’arrêt, en utilisant une base d’apprentissage contenant 5 individus (Gauche) et 10
individus (Droite).

FIGURE 5.8 – Le nombre d’itérations effectuées en fonction du nombre de paramètres
à déterminer, en utilisant une base d’apprentissage contenant 5 individus (Gauche) et
10 individus (Droite).

Analyse de l’évolution du nombre d’itérations effectuées en fonction du nombre
d’individus présents dans la base d’apprentissage

Dans cette section nous allons étudier l’évolution du nombre d’itérations nécessaire
avant d’atteindre la convergence des paramètres lorsque le nombre d’individus dans
la base d’apprentissage passe de 5 à 10 individus, et ce en fonction de la valeur du
critère d’arrêt. Pour cela nous avons construit la table 5.4.

La table 5.4 nous montre que lorsque le nombre d’individus présents dans la base
d’apprentissage augmente, cela permet de réduire le nombre d’itérations nécessaire
avant d’atteindre la convergence des paramètres. L’apprentissage de la valeur des
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TABLE 5.4 – Gain apporté en termes de nombre d’itérations nécessaire avant d’at-
teindre la convergence des paramètres lorsque le nombre d’individus dans la base
d’apprentissage passe de 5 à 10 individus, en fonction de la valeur du critère d’arrêt et
du nombre de paramètres appris.

1 param. 2 param. 3 param. 4 param. 5 param. Gain ϵ
(ωdq (ωd, rdq (ωd, rd, fdq (ωd, rd, fd, udq (ωd, rd, fd, ud, Ldq Moyen
24 42 4795 1614 776 1450.2 10´8

26 -48 104 172 536 158 10´7

98 -80 0 96 104 43.6 10´6

12 78 -28 96 112 54 10´5

6 32 -28 62 30 20.4 10´4

paramètres se fait donc plus rapidement lorsque la taille de la base d’apprentissage
augmente.

Pour tenter d’expliquer ce résultat nous avons utilisé les modèles obtenus à la fin
de l’apprentissage pour calculer l’erreur relative associée à chaque individu des bases
d’apprentissage contenant 5 et 10 individus. Pour cela nous avons calculé l’ARE à
l’instant t “ 1 pour chaque individu :

AREptq “
1
n

n
ÿ

i“1

d

ˆ

pOiobs
ptq ´ Oipred

ptqq

Oiobs
ptq

˙2

(5.1.10)

où n est le nombre d’individus dans la base de données et Oiobs
ptq et Oipred

ptq corres-
pondent respectivement aux poids mesuré et prédit à l’instant t pour l’individu i.
Nous avons ensuite calculé la valeur moyenne et l’écart type de cet indicateur d’erreur.
L’objectif est de mesurer l’hétérogénéité des individus de ces deux bases de données
en termes de croissance. Nous avons obtenu la figure 5.9. Nous avons constaté sur
cette figure que l’indicateur d’erreur ARE présente une moyenne et une variance plus
élevées sur la base de données contenant 10 individus. L’augmentation du nombre d’in-
dividus a donc entraîné une augmentation de la variabilité. Cette plus grande variabilité
semble permettre une convergence des paramètres plus rapide.

211

Construction et analyse d'outils d'apprentissage statistique biomimétiques basés sur des systèmes d'équation aux dérivées partielles pour l'assimililation de données d'élevage Hélène Flourent 2020



Chapitre 5 – Positionnement et domaine dapplication des outils d’apprentissage statistique
biomimétiques

FIGURE 5.9 – Moyenne et variance de l’indicateur ARE en fonction du nombre d’indivi-
dus dans la base de données d’apprentissage.

5.1.4 Étude de l’impact de la prise en compte des relations exis-
tantes entre les paramètres sur le temps d’apprentissage
des modèles

Dans cette nouvelle étude nous avons estimé le nombre d’itérations nécessaire
avant d’atteindre la convergence des paramètres en utilisant toujours le modèle "A"
mais cette fois en prenant en compte les relations établies entre les paramètres dans
la section 2.3.2 (Modèle "ARel").

Comme dans la section 5.1.3, nous avons ajusté ce modèle "ARel" contenant jus-
qu’à 5 paramètres à ajuster, sur deux bases de données d’apprentissage, contenant
respectivement 5 et 10 individus. L’algorithme DIRECT a été implémenté de façon à ce
que le processus d’apprentissage s’arrête lorsque la fonction "objectif" a atteint un seuil
de convergence, ϵ. Comme dans l’étude précédente nous avons étudié l’évolution du
nombre d’itérations nécessaire avant d’atteindre la convergence des paramètres pour
différentes valeurs du critère d’arrêt ϵ : 10´4, 10´5, 10´6, 10´7 et 10´8.
La fonction "objectif" est données par l’équation (5.1.10).
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Nous avons donc réalisé au total 50 ajustements du modèle "ARel" sur les données
réelles. Á la fin de ces 50 ajustements nous avons obtenu la table 5.5.

TABLE 5.5 – Évolution du nombre d’itérations en fonction du nombre de paramètres à
déterminer, de la valeur du critère d’arrêt et du nombre d’individus (NI) présents dans
la base d’apprentissage en utilisant le modèle "ARel".

1 param. 2 param. 3 param. 4 param. 5 param. ϵ NI
(ωdq (ωd, fdq (ωd, fd, rdq (ωd, fd, rd, udq (ωd, fd, rd, ud, Ldq

537 243 787 685 1000 10´8 5
81 243 209 189 717 10´7 5
51 93 181 101 167 10´6 5
29 25 111 73 167 10´5 5
5 23 49 47 85 10´4 5

395 365 125 517 499 10´8 10
29 129 83 271 181 10´7 10
29 23 49 169 63 10´6 10
9 15 25 65 55 10´5 10
5 11 19 65 55 10´4 10

Afin de visualiser les résultats obtenus dans ce tableau nous avons représenté le
nombre d’itérations effectuées en fonction de la valeur du critère d’arrêt, ϵ et du nombre
de paramètres à apprendre (figures 5.10 et 5.11).

FIGURE 5.10 – Le nombre d’itérations effectuées en fonction de la valeur du critère
d’arrêt, en utilisant une base d’apprentissage contenant 5 individus (Gauche) et 10
individus (Droite).

Comme dans l’étude précédente, le nombre d’itérations effectuées pour ajuster le
modèle "ARel" augmente lorsque la valeur du critère d’arrêt, ϵ diminue et lorsque le
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FIGURE 5.11 – Le nombre d’itérations effectuées en fonction du nombre de paramètres
à déterminer, en utilisant une base d’apprentissage contenant 5 individus (Gauche) et
10 individus (Droite).

nombre de paramètres augmente.

Évolution du temps global d’apprentissage du modèle "ARel"

Grâce à l’étude réalisée dans la section 5.1.2 nous pouvons traduire l’évolution du
nombre d’itérations effectuées en une évolution de la durée globale d’ajustement du
modèle "ARel" en multipliant le nombre d’itérations effectuées par le temps nécessaire
pour réaliser une itération. Nous avons obtenu la table 5.6.

Les résultats contenus dans cette table nous montrent les mêmes tendances que
celles observées dans la section 5.1.4.

Etude du gain apporté par la prise en compte des relations existantes entre les
paramètres en terme de vitesse d’apprentissage du modèle "A"

Afin de mesurer le gain apporté par la prise en compte des relations existantes
entre les paramètres en terme de vitesse d’apprentissage, nous avons comparé l’évo-
lution du nombre d’itérations à réaliser pour pouvoir apprendre les valeurs des para-
mètres, avec et sans la prise en compte de ces relations.

Lorsque l’on prend en compte les relations établies dans la section 2.3.2, l’appren-
tissage de la valeur de ωd engendre également la détermination de la valeur de rd. De
la même façon, l’apprentissage de la valeur de fd engendre également la détermina-
tion de la valeur de ud. Avec le modèle "ARel" la détermination de la valeur de ωd et
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TABLE 5.6 – Évolution de la durée (min) globale d’ajustement du modèle "ARel" en
fonction du nombre de paramètres à déterminer, de la valeur du critère d’arrêt et du
nombre d’individus (NI) présents dans la base d’apprentissage.

1 param. 2 param. 3 param. 4 param. 5 param. ϵ NI
(ωdq (ωd, fdq (ωd, fd, rdq (ωd, fd, rd, udq (ωd, fd, rd, ud, Ldq

188 85 275 240 350 10´8 5
28 85 73 66 251 10´7 5
18 33 63 35 58 10´6 5
10 9 39 26 58 10´5 5
2 8 17 16 30 10´4 5

296 274 94 388 374 10´8 10
22 97 62 203 136 10´7 10
22 17 37 127 47 10´6 10
7 11 19 49 41 10´5 10
4 8 14 49 41 10´4 10

rd ne nécessite donc que l’ajustement avec le modèle "ASsRel" de ωd. En revanche la
détermination de la valeur de ωd et rd nécessite l’ajustement de ces deux paramètres.
De même, avec le modèle "ARel", la détermination des valeurs de ωd, rd, fd et ud ne né-
cessite l’ajustement que de ωd et fd alors qu’elle nécessite l’ajustement de ces quatre
paramètres si le modèle "ASsRel" est utilisé.
Dans cette étude nous avons donc comparé l’apprentissage de ωd et rd via l’utilisa-
tion du modèle "ASsRel" et l’apprentissage de ωd via l’utilisation du modèle "ARel". Nous
avons également comparé l’apprentissage de ωd, rd, fd et ud via l’utilisation du modèle
"ASsRel" et l’apprentissage de ωd et fd via l’utilisation du modèle "ARel". Nous avons
obtenu les tables 5.7 et 5.8.

TABLE 5.7 – Gain Moyen (GM) et Gain Moyen Relatif (GMR) en terme de nombre
d’itérations à réaliser avant d’atteindre la convergence des paramètres, lorsque les
relations existantes entre les couples de paramètres (ωd, rd) et (fd, ud) sont prises en
compte.

Détermination des valeurs Détermination des valeurs
de ωd et rd de ωd, rd, fd et ud

GM GMR GM GMR
5 Individus 10 36.4% 466 70.8%
10 Individus 52 49.4% 74.8 59.5%

Les résultats contenus dans ces tables nous montrent que la prise en compte des
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TABLE 5.8 – Gain Moyen (GM) et Gain Moyen Relatif (GMR) en terme de durée (minute)
d’apprentissage, lorsque les relations existantes entre les couples de paramètres (ωd,
rd) et (fd, ud) sont prises en compte.

Détermination des valeurs Détermination des valeurs
de ωd et rd de ωd, rd, fd et ud

GM GMR GM GMR
5 Individus 3.7 36.4% 172,4 70.8%
10 Individus 39,3 49.4% 27,7 59.5%

relations existantes entre les paramètres permet de réduire de manière assez consé-
quente le nombre d’itérations à réaliser. En effet, en moyenne cela permet un gain de
vitesse dapprentissage de 53.6% lorsque la base d’apprentissage contient 5 individus
et de 54.4% lorsque la base d’apprentissage contient 10 individus (Tables 5.7 et 5.8).

Cette étude a également montré que le gain de vitesse d’apprentissage apporté par
la prise en compte des relations existantes entre les paramètres est d’autant plus im-
portant lorsque le nombre d’individus dans la base d’apprentissage est faible. Comme
dans la section 5.1.3 cela peut sans doute s’expliquer par le fait que plus la base de
données d’apprentissage est petite, moins elle contient de variabilité (Voir figure 5.9).

5.2 Positionnement de l’outil de prédiction de croissance

biomimétique par rapport à des outils existants

Comme nous l’avons vu dans l’état de l’art et plus précisément dans la section
1.2.5, les modèles permettant de simuler l’évolution de variables biologiques peuvent
être répartis en deux catégories : les modèles dits «boites noires», et les modèles
mécanistes. Dans cette section nous allons comparer le modèle "A de croissance"
introduit dans la section 2.5, à des modèles appartenant à ces deux catégories.

5.2.1 Comparaison des performances du modèle de croissance
biomimétique et de modèles "boites noires"

Parmi les modèles «boites noires», on distingue les régressions linéaire simples et
multiples. Mais aussi les modèles logistiques, les réseaux de neurones et les forêts
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aléatoires. Dans cette section nous avons donc choisi de comparer les capacités de
notre outil biomimétique de croissance (modèle "A de croissance") à celles d’un mo-
dèle de régression linéaire, à celles de modèles logistiques, de réseaux de neurones
et à celles de forêts aléatoires.

Pour cela nous avons ajusté ces modèles sur les mêmes données d’apprentissage
que celles ayant servi à ajuster le modèle "A de croissance" (Section 2.5.2). De même,
nous avons comparé les performances des différents outils en utilisant les mêmes
données de test et les mêmes indicateurs d’erreur et de précision.

Comparaison entre le modèle biomimétique et une régression linéaire multiple

Nous avons appliqué une régression linéaire multiple sur notre base de données
d’apprentissage, c’est-à-dire sur les individus du groupe «Témoin A». La base de test
utilisée ici correspond aux individus du groupe «Témoin B» (voir Section 1.7.1).

Comme pour le modèle biomimétique, les données d’entrée correspondent au poids
initial (P0) de chaque individu et à leur consommation alimentaire (Cr0´0.67s et Cr0.67´1.5s).
La variable à prédire est le poids des individus à l’instant t “ 1 (P1). Le modèle linéaire
testé est donc le suivant :

P1 “ α0 ` α1P0 ` α2Cr0´0.67s ` α3Cr0.67´1.5s ` ϵ. (5.2.1)

Nous avons ajusté les paramètres de ce modèle linéaire sur la base d’appren-
tissage et nous avons ensuite mesuré sa qualité en calculant la précision relative
moyenne (ARA) sur les données d’apprentissage et sur les données de test. Cet indi-
cateur ARA est donnée par l’équation (2.4.1) et rappelé ici :

ARA “ 1 ´
1
n

1
m

m
ÿ

j“1

¨

˚

˝

g

f

f

e

˜

n
ÿ

i“1

ˆ

pOtesti,j
´ Osimuli,jq

Otesti,j

˙

¸2
˛

‹

‚

. (5.2.2)

où Otesti,j
et Osimuli,j correspondent respectivement à la valeur de la courbe contenue

dans la base de test et à celle de la courbe simulée pour l’individu i au point j. n est le
nombre d’individus de la base de test et m est le nombre de points des courbes.

En ajustant les paramètres α0, α1, α2 et α3, uniquement sur le poids à l’instant t “ 1
le modèle obtenu ne peut prédire le poids d’individus qu’à l’instant t “ 1. Nous utilisons
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donc le poids interpolé des individus de la base de test à t “ 1 afin de comparer la
qualité du modèle linéaire et celle du modèle biomimétique. Nous avons obtenu la table
5.9.

TABLE 5.9 – Précision (ARA) obtenue en utilisant un modèle linéaire ou le modèle
biomimétique sur la base d’apprentissage (BA) et sur la base de test (BT).

Modèle PrécisionBA (%) PrécisionBT (%)
Modèle 98.4 97.0linéaire
Modèle 98.1 98.5biomimétique

Les résultats contenus dans cette table montrent que le modèle linéaire testé est
associé à une plus grande précision sur la base d’apprentissage, mais à une précision
plus faible sur la base de test que notre modèle biomimétique. Ainsi, dans le cadre de
notre application, le modèle linéaire surajuste davantage les données d’apprentissage
que notre modèle biomimétique.

Néanmoins la précision de ces outils est satisfaisante et le réel avantage du modèle
biomimétique est sa capacité d’interpolation et d’extrapolation. En effet, en ajustant le
modèle linéaire uniquement sur le poids des individus à l’instant t “ 1, la notion de
temps n’est pas intégrée dans le modèle. Dans le cadre de cette application, ce mo-
dèle linéaire ne peut donc pas être utilisé pour prédire le poids des individus avant et
au-delà de l’instant t “ 1.
De plus, le phénomène à prédire est une croissance logistique. Même si nous avions
davantage de données d’apprentissage, le modèle linéaire ne pourrait donc pas extra-
poler correctement le poids des animaux.

Comparaison entre le modèle biomimétique et des réseaux de neurones

Nous avons appliqué différents réseaux de neurones sur nos données de manière à
comparer les capacités de ces outils d’apprentissage automatique à celles du modèle
de croissance biomimétique que nous avons construit. Nous avons testé 6 réseaux de
neurones ayant un nombre de couches cachées et un nombre de noeuds par couche
différents (Table 5.10). Ces réseaux de neurones prennent en entrée le poids initial
de chaque individu (P0) et les informations concernant leur consommation alimentaire
(Cr0´0.67s et Cr0.67´1.5s).
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Nous avons ajusté chaque réseau de neurones sur notre base de données d’ap-
prentissage en utilisant la fonction neuralnet développée par FRITSCH et al. (2012)
sur R, et nous avons calculé la précision de ces réseaux de neurones sur la base
d’apprentissage dans un premier temps, puis sur la base de test (Table 5.10).

TABLE 5.10 – Les valeurs de l’indicateur ARA calculées sur la base d’apprentissage
(ARAT rain), et sur la base de test (ARAT est), à t “ 1, en utilisant différents réseaux de
neurones. Le réseau de neurone (k1,...,ki,...,kn) correspond à un réseau contenant n
couches cachées et dans lequel la ime couche contient ki noeuds.

Structure ARAT rainp1qp%q ARAT estp1qp%q

(4) 99.9 78.8
(4,3) 99.8 90.5
(6,5) 99.7 93.4

(4,6,6,3) 99.9 94.8
(5,7,7,7,4) 99.8 95.3
(5,9,9,9,5) 99.9 93

Modèle 98.1 98.5Biomimétique

Les résultats contenus dans la table 5.10 montrent que tous les réseaux de neu-
rones testés sont associés à une très bonne précision sur la base d’apprentissage,
mais à une précision plus faible sur la base de test. Les réseaux de neurones sur-
ajustent donc les données de la base d’apprentissage. Ce surapprentissage est d’au-
tant plus important lorsque le réseaux contient trop ou trop peu de couches cachées et
de noeuds. En effet, nous avons constaté que la précision des réseaux de neurones sur
la base de test commence par augmenter lorsque le nombre de noeuds et de couches
cachées augmente, puis diminue lorsque la complexité de la structure continue d’aug-
menter (Table 5.10). La précision la plus élevée sur la base de test (95.3%) est obtenue
en utilisant un réseau de neurone contenant 5 couches cachées mais celle-ci reste
plus faible que celle associée au modèle biomimétique (Table 5.10).

Ainsi, dans le cadre de notre application, étant donné qu’il y a très peu de don-
nées disponibles pour ajuster les outils, les réseaux de neurones surajustent les don-
nées d’apprentissage et restent moins précis que le modèle biomimétique. Ce constat
confirme les problèmes de surajustement rencontrés lorsque les réseaux de neurones
sont ajustés sur peu de données (Voir l’état de l’art, section 1.2.5).

Néanmoins la précision de ces outils d’apprentissage automatique est satisfaisante
et le réel avantage du modèle biomimétique par rapport à ces outils est une fois de plus
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sa capacité d’interpolation et d’extrapolation. En effet, comme le modèle biomimétique,
les réseaux de neurones testés ont été ajustés uniquement sur la valeur de la variable
de sortie à l’instant t “ 1. Dans ce cas, les réseaux de neurones que nous avons
testés ne prennent pas en compte la notion de temps et ne peuvent être utilisés que
pour prédire la valeur de la variable de sortie à t “ 1. Ainsi, contrairement au modèle
biomimétique, les réseaux de neurones testés n’ont pas de capacité d’interpolation, ni
d’extrapolation.

Comparaison entre le modèle biomimétique et des forêts aléatoires.

Nous avons appliqué une série de forêts aléatoires, appelées aussi «Random Fo-
rest», sur nos données. L’objectif est de comparer les capacités de ces outils d’appren-
tissage automatique et celles du modèle de croissance biomimétique.

Nous avons testé 700 forêts aléatoires contenant respectivement 1 à 700 arbres.
Ces 700 forêts aléatoires prennent en entrée le poids initial de chaque individu (PO) et
les informations concernant leur consommation alimentaire (Cr0´0.67s et Cr0.67´1.5s).

Nous avons ajusté ces 700 forêts aléatoires sur nos données d’apprentissage et
leur qualité a ensuite été mesurée en calculant l’ARE, donné par l’équation (5.1.10)
sur les données d’apprentissage et sur les données de test.

Nous constatons sur la figure 5.12 que la qualité des forêts aléatoires testées se sta-
bilise lorsque le nombre d’arbres utilisés augmente. Nous déduisons donc de la figure
5.12, qu’il est inutile d’appliquer des forêts aléatoires contenant plus de 200 arbres.

Sur la figure 5.12 nous remarquons qu’il y a une certaine variabilité en ce qui
concerne la précision des différentes forêts aléatoires. Cela est dû à l’initialisation aléa-
toire des différentes forêts testées. Nous donnerons donc une gamme de précision
pouvant être atteinte en utilisant des forêts aléatoires.

Pour étudier cette gamme de précision, nous avons appliqué des forêts aléatoires
contenant 1 à 200 arbres, en ajustant 5 fois chaque structure. Nous avons donc ajusté
dans cette étude 1000 forêts aléatoires sur nos données d’apprentissage. Nous avons
obtenu la figures 5.13.

Nous avons calculé sur la base d’apprentissage et sur la base de test la gamme de
précision relative, la variance et l’écart-type de cette indicateur de qualité (Table 5.11).
Nous avons également isolé la forêt aléatoire présentant la meilleure précision sur la
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FIGURE 5.12 – Précision obtenue (AREp1q) en utilisant des Random Forest contenant
différents nombres d’arbres (1 à 700), sur la base d’apprentissage (Gauche) et sur la
base de test (Droite).

FIGURE 5.13 – Précision obtenue (AREp1q) en utilisant des Random Forest contenant
différents nombres d’arbres (1 à 200), sur la base d’apprentissage (Gauche) et sur la
base de test (Droite).

base de test (Table 5.12).

Nous constatons plus précisément sur la figure 5.13 que la qualité des forêts aléa-
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TABLE 5.11 – Gamme de précision, variance et écart-type de la précision relative
(AREp1q) pouvant être obtenue en utilisant des Random Forest contenant différents
nombres d’arbres (1 à 200), sur la base d’apprentissage et sur la base de test.

Gamme de précision Variance écart type
Base d’apprentissage [0.955 ;0.987] 7.2*10´6 0.003

Base de test [0.919 ;0.947] 9.0*10´6 0.003

TABLE 5.12 – La meilleure précision obtenue (AREp1q) sur la base de test, en utilisant
des Random Forest (BA : Base d’Apprentissage, BT : Base de Test).

Précision sur la BA Précision sur la BT Nombre d’arbres
0.955 0.947 6

toires testées se stabilise lorsque le nombre d’arbres est supérieur à 60.

La gamme de précision relative associées aux forêts aléatoires testées sur la base
de test, varie entre 0.919 et 0.947 (Table 5.11). La précision la plus élevée a été obte-
nue en utilisant une forêt aléatoire contenant 6 arbres (Table 5.12) mais celle-ci reste
néanmoins plus faible que celle associée au modèle biomimétique et qui était de 98.5%
(Table 5.10).

Les résultats contenus dans la table 5.11 montrent que toutes les forêts aléatoires
testées ont une grande précision sur la base d’apprentissage, mais une précision plus
faible sur la base de test. Ainsi, dans le cadre de notre application, comme les réseaux
de neurones, les forêts aléatoires surajustent les données d’apprentissage et restent
moins précises que le modèle biomimétique. Néanmoins, la précision de ces outils
d’apprentissage automatique est satisfaisante et le réel avantage du modèle biomimé-
tique, reste sa capacité d’interpolation et d’extrapolation. En effet, les forêts aléatoires
testées ont été ajustées uniquement sur la valeur de la variable de sortie à l’instant
t “ 1. Elles n’intègrent donc pas la notion de temps et ne peuvent être utilisées que
pour prédire la variable de sortie à t “ 1. Ces outils d’apprentissage automatique n’ont
donc pas de capacité d’interpolation ni d’extrapolation.
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5.2.2 Comparaison des performances du modèle de croissance
biomimétique et des modèles classiques de croissance lo-
gistique

Le modèle de GOMPERTZ (1825),

dNptq

dt
“ aG.Nptq. ln

ˆ

KG

Nptq

˙

, (5.2.3)

et le modèle de VERHULST (1838),

dNptq

dt
“ aV .Nptq.

ˆ

1 ´
Nptq

KV

˙

, (5.2.4)

sont deux modèles couramment utilisés pour modéliser des phénomènes de crois-
sance (Voir par exemple les études réalisées par WINSOR (1932), SAKOMURA et al. (2005),
BUYSE et al. (2004), ROBERTSON (1916), ROBERTSON (1923) et ROMÁN-ROMÁN et
TORRES-RUIZ (2012)). Les modèles construits par Gompertz et Verhulst modélisent
des processus de croissance bornée, respectivement par KG et KV .

Nous avons ajusté les paramètres de ces deux modèles sur les individus du groupe
«Témoin A» en utilisant le même algorithme que celui utilisé pour ajuster le modèle
biomimétique (Voir la section 2.5). Comme pour le modèle biomimétique, ces deux
modèles classiques de croissance logistique sont ajustés en minimisant la valeur de
l’indicateur d’erreur AREp1q donné par l’équation (5.1.10).

Une fois les paramètres ajustés nous avons calculé la valeur de l’indicateur ARAp1q

sur la base d’apprentissage, donné par l’équation (5.2.2) (Voir la table 5.13). Sur cette
base de données, le modèle biomimétique est associé à la précision la plus élevée,
néanmoins, la précision des autres modèles est également très satisfaisante.

Nous avons ensuite calculé l’indicateur ARA à l’instant t “ 0.6, à t “ 1.52 et à
t “ 2.5, sur la base de test. Les résultats contenus dans la table 5.14 et les courbes
des figures 5.14 et 5.15 montrent que le modèle de Gompertz simule un ralentissement
trop important et trop précoce de la croissance des individus. En revanche, le modèle
de Verhulst présente une bonne précision sur l’ensemble de la période de suivi des
individus de la base de test.

223

Construction et analyse d'outils d'apprentissage statistique biomimétiques basés sur des systèmes d'équation aux dérivées partielles pour l'assimililation de données d'élevage Hélène Flourent 2020



Chapitre 5 – Positionnement et domaine dapplication des outils d’apprentissage statistique
biomimétiques

La similarité entre les résultats fournis par le modèle biomimétique et ceux fournis
par le modèle de Verhulst était attendue. En effet, une équation assimilable à celle de
Verhulst est intégrée dans notre modèle (Voir la section 2.1.2). Le réel avantage du
modèle de croissance biomimétique est sa capacité à intégrer des données d’entrée
et donc des informations supplémentaires concernant les individus étudiés. En effet le
modèle de Verhulst ne prend en compte que le poids initial des individus, c’est-à-dire
P0. Notre modèle prend lui aussi en compte ce poids initial mais il intègre également
des données d’entrée concernant la consommation alimentaire des individus tout au
long de la période de suivi. L’intégration d’informations supplémentaires semble per-
mettre à l’outil d’affiner la prédiction du poids des individus sur l’ensemble de la pé-
riode étudiée (Table 5.14). Cette capacité de nos outils biomimétiques à intégrer des
informations d’entrée au cours du temps est aussi une capacité très intéressante pour
réaliser de l’Assimilation de Données et qui les distingue des modèles de Gompertz et
de Verhulst.

TABLE 5.13 – Valeurs des paramètres obtenues après l’ajustement et valeurs
moyennes de l’indicateur ARAp1q calculées sur la base d’apprentissage pour les diffé-
rents modèles étudiés.

Modèle a K ARA(1)
Gompertz aG “ 0.412 KG “ 0.563 0.978
Verhulst aV “ 0.411 KV “ 1.563 0.979

Biomimétique 0.981

TABLE 5.14 – Valeurs moyennes de l’indicateur ARA calculées sur la base de test à dif-
férents instants, pour le modèle biomimétique, celui de Verhulst et celui de Gompertz.

Modèles
Verhulst Gompertz Biomimétique

t
0.6 0.985 0.980 0.986
1.52 0.968 0.937 0.971
2.5 0.979 0.923 0.985
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FIGURE 5.14 – Représentation graphique des valeurs moyennes de l’indicateur ARA
calculées sur la base de test à différents instants et associé aux différents modèles
testés.

FIGURE 5.15 – Exemples de courbes de croissance de la base de test simulées le
modèle biomimétique, le modèle de Gompertz et celui de Verhulst.

5.2.3 Comparaison entre le modèle de croissance biomimétique
et des modèles de croissance mécanistes

Des modèles de croissance de type mécanistes réalistes ont été développés par
BASTIANELLI et al. (1996), MACH et KRISTKOVA (2010), BRUN-LAFLEUR et al. (2013)
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et ZÚÑIGA et al. (2014). Ces modèles intègrent de nombreuses données d’entrée et
certaines d’entre elles ne sont pas disponibles dans nos données et ne peuvent donc
pas être appliqués sur celles-ci. De ce fait, nous allons uniquement comparer ces mo-
dèles et notre modèle biomimétique en termes de structures, de fonctionnement et
d’objectifs.

Les modèles mécanistes réalistes et notre modèle biomimétique ont en commun
l’objectif d’embarquer des connaissances a priori, traduites par des équations mathé-
matiques. En revanche, le niveau d’abstraction et de réalisme est très différent dans
ces deux approches. Cette différence s’explique par des objectifs eux-mêmes très dif-
férents.

Contrairement au modèle biomimétique, les modèles mécanistes sont construits
dans l’optique d’avoir un outil réaliste et explicatif, et non pas un outil pour réaliser de
l’Assimilation de Données. En effet, comme nous l’avons vu dans l’état de l’art (Section
1.2.5), ces modèles de croissance mécanistes sont utilisés pour réaliser des analyses
quantitatives et apporter des réponses à des hypothèses biologiques. Ces objectifs
expliquent le besoin de prendre en compte la dynamique du système étudié avec un
niveau de précision et de réalisme très important. Ces modèles contiennent de ce fait,
un grand nombre de paramètres à déterminer (entre 10 et 30) et prennent en entrée
un nombre important de facteurs. La structure de ces modèles les rend peu adaptés à
l’optimisation de la valeur de paramètres et à l’Assimilation de Données.

5.2.4 Conclusion du chapitre 5

Les outils d’apprentissage statistique biomimétiques que nous avons construits ont
pour vocation de prédire l’évolution de variables biologiques et de réaliser de l’Assimi-
lation de Données d’élevage. Nous avons donc choisi de privilégier certaines qualités
du modèle et de l’outil de prédiction basé sur ce modèle.

Les applications de nos outils sur des données générées et des données réelles
ont montré que nos outils sont capables de prédire avec précision l’évolution d’une
variable biologique, malgré une quantité de données d’apprentissage très faible. Les
applications d’outils existants sur les mêmes données ont montré que nos outils d’ap-
prentissage statistique biomimétiques se distinguent par plusieurs de leurs capacités.
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TABLE 5.15 – Tableau de comparaison de la précision (%) des différentes méthodes
utilisées pour prédire le poids des individus à l’instant t “ 1 (P p1q) et à l’instant t “ 2.5
(P p2.5q) (BA : Base d’Apprentissage, BT : Base de Test, RL : Régression Linéaire, RN :
Réseaux de Neurones, RF : Random Forest, Biomim. : Modèle Biomimétique).

Modèles
RL Gompertz Verhulst RN RF Biomim.

P(1)BA 98.4 97.8 97.9 99.8 98.7 98.1
P(1)BT 97.0 97.1 98.3 95.3 94.7 98.5

P(2.5)BT ˆ 92.3 97.9 ˆ ˆ 98.5

Nos outils se distinguent des régressions linéaires et des outils d’apprentissage auto-
matique par leur capacité à apprendre la dynamique reliant des données d’entrée et
de sortie sur peu de données sans les surajuster, mais aussi par leur capacité d’extra-
polation (Voir la table 5.15).

Nos outils se distinguent ensuite des outils mécanistes réalistes par la parcimonie
de leurs modèles mathématiques. En effet, les modèles que nous avons construits
contiennent beaucoup moins d’équations et de paramètres à déterminer que les mo-
dèles réalistes. Cela facilite leur ajustement sur des données et leur implémentation.

Enfin, notre modèle de croissance biomimétique se distingue des modèles de crois-
sance logistique classiques par sa capacité à intégrer des données d’entrée au cours
du temps.

Pour résumer, nos outils se distinguent par leur capacité à réaliser de l’Assimila-
tion de Données complexes et potentiellement éparses. La capacité de nos outils à
s’ajuster sur peu de données et à réaliser de l’extrapolation leur permet également de
se distinguer par la réduction des coûts d’expérimentation et de gestion des données
qu’ils permettent.

Néanmoins, la conception de nos outils nécessite d’avoir quelques connaissances
a priori concernant la dynamique du système étudié et quelques notions de modélisa-
tion mathématique, notamment si l’utilisateur souhaite prendre en compte de nouvelles
variables d’entrée ou d’autres processus.

Comme nous l’avons vu dans la partie 5.1, l’apprentissage des paramètres peut
nécessiter du temps ou de disposer d’une importante puissance de calcul.

De plus, nos outils possèdent une capacité de prédiction très satisfaisante mais
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ils n’ont pas pour vocation d’expliquer ou de quantifier les phénomènes biologiques
sous-jacents reliant les données d’entrée et les données de sortie.

Nos outils d’apprentissage statistique biomimétiques ne seront donc pas les outils
les plus adaptés si l’objectif est de mettre en lien un très grand nombre de variables
différentes et si l’utilisateur a besoin que l’apprentissage de paramètres se fasse très
rapidement. Nos outils ne seront pas non plus les plus adaptés si l’utilisateur attache
beaucoup d’importance à l’interprétabilité du modèle et des paramètres obtenus après
un apprentissage sur des données.
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CHAPITRE 6

CHAPITRE CONCLUSIF : RÉFLEXIONS EN

COURS ET PERSPECTIVES

Les travaux de thèse présentés dans ce manuscrit ont amené d’autres réflexions.
Nous avons notamment réfléchi aux informations et aux conseils pouvant être appor-
tés par à une potentielle application mobile qui serait basée sur notre modèle de crois-
sance biomimétique.

Les résultats que nous avons obtenus dans les différentes études réalisées ré-
sultent d’un certain nombre d’hypothèses. En effet, nous avons défini la structure des
équations constituant le modèle mathématique, nous avons fixé des paramètres et
choisi une manière de relier certains d’entre eux. Une procédure de sélection de mo-
dèles pourrait permettre de déterminer la structure du modèle mathématique optimi-
sant par exemple la précision de l’outil de prédiction final.

De plus, la finalité des outils d’apprentissage statistique que nous avons construits
est de réaliser de l’Assimilation de Données. Nous avons donc entamé une réflexion
sur la manière dont nos outils peuvent être embarqués pour réaliser de l’Assimilation
de Données. Nous avons également réfléchi à la façon de tester leurs performances
dans ce domaine.

6.1 Réflexion concernant une potentielle application mo-

bile permettant de piloter un atelier d’engraissement.

Les capacités de prédiction et d’extrapolation de notre modèle de croissance ont
été validées au cours de ces travaux de thèse. Une réflexion a donc été menée afin de
savoir comment le modèle de croissance que nous avons construit pouvait être intégré
dans une application mobile et quels services pouvaient être rendus par l’utilisation de
cette application.
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En fonction du prix de la viande et du prix de l’aliment, l’éleveur peut vouloir simuler
et prévoir le scénario le plus intéressant économiquement. Nous avons donc pensé à
une application mobile capable de comparer différents scénarii.

Le premier scénario pourrait consister à prédire le poids d’un animal ou d’un groupe
d’animaux à la fin d’une période d’engraissement. En effet, nous avons vu que notre
modèle de croissance est capable de prédire le poids d’un individu à un instant donné
à partir de sa consommation alimentaire et de son poids initial. Le poids initial utilisé
peut correspondre au poids des animaux à leur naissance ou lors de leur arrivée dans
l’élevage.

Dans ce scénario l’éleveur peut aussi comparer plusieurs plans de nourrissage pos-
sibles, c’est-à-dire différents enchaînements de périodes plus ou moins longues pen-
dant lesquelles une certaine quantité d’aliment, contenant une certaine dose d’additif
est distribuée quotidiennement.

L’application pourrait fournir comme résultat une estimation du poids actuel des
animaux et une prédiction du poids final. Certains indicateurs peuvent être calculés
comme le gain de poids total, la durée d’engraissement prévue et la quantité totale
d’aliment ingérée par les animaux. Ces indicateurs pourraient permettre à l’éleveur de
prendre une décision en termes de plans de nourrissage, de prévoir le poids des ani-
maux à la fin de la période d’engraissement et donc de prévoir le bénéfice qu’il pourrait
faire. La quantité d’aliment consommée peut également permettre à l’éleveur de s’or-
ganiser et de gérer ses stocks d’aliments.

Le deuxième scénario pourrait consister à prédire la date correspondant à la fin de
l’engraissement des animaux. Pour répondre à cette question nous avons besoin de
connaître notamment l’objectif à atteindre en termes de poids (PObj). Comme précé-
demment, l’éleveur peut aussi comparer plusieurs plans de nourrissage.

Dans ce cas, l’application pourrait rappeler en sortie le poids initial des animaux.
Elle pourrait également afficher une estimation du poids actuel et une prédiction de
la durée d’engraissement nécessaire pour atteindre le poids objectif PObj. La quantité
totale d’aliment ingérée par les animaux peut être calculée pour chaque plan de nour-
rissage proposé. Dans ce scénario, cela pourrait permettre à l’éleveur de prendre une
décision en termes de plan de nourrissage, de prévoir la fin de la période d’engrais-
sement de ces animaux en fonction de ses propres objectifs et de gérer ses stocks
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d’aliments.
Enfin, un troisième scénario pourrait consister à prédire la quantité optimale d’ali-

ment à distribuer pour atteindre un certain objectif d’engraissement. Un éleveur peut
avoir pour ses animaux un objectif de poids à atteindre et un objectif de date avant
laquelle il veut avoir terminé l’engraissement de ses animaux.

Pour répondre à cette question nous avons besoin de connaitre notamment l’objec-
tif à atteindre en termes de poids (PObj) et de date finale (DObj). Comme précédem-
ment, l’éleveur peut aussi comparer plusieurs plans de nourrissage.
L’application pourrait rappeler en sortie le poids initial des animaux. Elle pourrait égale-
ment afficher une estimation du poids actuel et une prédiction de la quantité d’aliment
à distribuer pour atteindre le poids objectif PObj avant la date DObj. Dans ce scénario,
cela pourrait permettre à l’éleveur de gérer ses stocks d’aliments et de prévoir ses
coûts d’élevage sur l’ensemble de sa période d’engraissement.

Actuellement, notre modèle de croissance n’a été ajusté que sur un seul type de
ration de base et un seul additif. Pour l’instant cette application mobile ne pourrait être
utilisée que dans des élevages où les animaux reçoivent cette ration alimentaire de
base et une quantité plus ou moins importante de l’additif étudié. L’ajustement du mo-
dèle sur d’autres rations et d’autres additifs pouvant être utilisées dans les élevages
permettrait de pouvoir utiliser une application de ce type dans un nombre plus consé-
quent d’élevages.

Lorsque nous serons capables de prédire le poids des animaux en fonction de
différentes rations nous serons également capables de comparer les courbes de crois-
sance et les poids finaux obtenus en fonction de la composition de la ration. Un conseil
pourra alors être apporté à l’éleveur pour qu’il puisse choisir un scénario optimisant les
performances de ses animaux et son chiffre d’affaire final.

6.2 Réflexion et premiers pas vers l’automatisation d’une

procédure de sélection de modèles dans le cadre

du Couplage Modèle-Données

La définition du niveau d’abstraction du modèle est une étape décisive dans une dé-
marche de type "Couplage Modèle-Données". En effet, un niveau d’abstraction élevé
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peut permettre d’obtenir un outil très léger et facile à implémenter. Néanmoins cette
simplicité peut être au détriment de la précision du modèle. Á l’inverse, un modèle pré-
sentant un niveau de détails et de réalisme important, peut contenir un grand nombre
de paramètres à déterminer, nécessiter un temps d’apprentissage important et abou-
tir à des problèmes de surapprentissage. L’objectif serait donc de déterminer, par des
méthodes de sélection, le niveau d’abstraction le plus pertinent en termes de précision
du modèle, de temps d’apprentissage et de nombre de paramètres à déterminer.

Dans cette optique nous avons initié quelques travaux en vue d’automatiser une
procédure de sélection de modèles dans le cadre du Couplage Modèle-Données. Au
cours de lannée 2018 ´ 2019, j’ai participé à l’encadrement d’un projet de recherche de
6 mois au sein de l’université. Lors de ce projet un outil a été construit afin d’ajuster un
modèle sur des données et de collecter certaines informations associées à celui-ci.

Dans un premier temps nous avons imaginé la structure d’un outil gérant le proces-
sus globale de sélection de modèles.

6.2.1 Conception d’un outil de sélection de modèles

L’objectif est de lister une série de modèles que nous voulons comparer les uns
aux autres et de sélectionner le meilleur d’entre eux au regard d’un certain nombre
de critères. Pour cela il est nécessaire d’ajuster l’ensemble de ces modèles sur des
données et de mesurer un certain nombre de métriques permettant de comparer ces
modèles entre eux. La figure 6.1 schématise l’architecture de cet outil.

Dans la figure 6.1, le programme "Scoring" contient deux autres programmes, nom-
més "Fitting" et "Testing" dont le fonctionnement est schématisé par la figure 6.2.

L’un des objectifs de ce projet était d’imaginer un outil qui soit le plus générique
possible. Pour cela, nous voulons que chaque modèle soit associé à une série d’infor-
mations. Parmi ces informations nous avons par exemple un identifiant unique (IDM ),
les équations du modèle (E), le nombre de paramètres à ajuster (NParam), la gamme
de valeurs de ces paramètres (Range) et la valeur de ceux qui sont fixés (V F ). De
même, chaque base de données disponible doit être associée à un identifiant unique
(IDB), et à une information précisant sa taille (SizeB) et la part de cette base destinée
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Scoring

List of Models 
to test

IDM
E
NParam
Range
VF

List of 
Databases

IDB
SizeB
Ratio

Scoring Database

Parameters : ID, P1, P2,..., PN

Origin : ID, NParam, SizeB

Scores : ID, Metric1, Metric2,...,MetricM, ISelect

FIGURE 6.1 – Processus de comparaison de l’ensemble des modèles

Fitting

InputTR

OutputTR

Modeli

IDM
E
NParam
Range
VF

PFitted
Testing

InputT

OutputT

Scoringi

FIGURE 6.2 – Schématisation du processus d’ajustement et de test des différents mo-
dèles testés.
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à l’apprentissage et celle destinée au test de qualité de prédiction des modèles (Ratio).

Dans un premier temps, nous avons besoin d’un historique de données, composé
de données d’entrée (Inputs) et de données de sortie (Outputs). Cet historique de
données sera ensuite divisé en deux parties de façon à avoir une base d’apprentissage
(InputT R et OutputT R) et une base de test (InputT et OutputT ).

Le programme nommé "Fitting", appelle tout d’abord le premier modèle (Model1)
parmi la listes de modèles que nous voulons comparer et utilise les données de la
base d’apprentissage choisie, ainsi qu’un algorithme d’optimisation pour ajuster les pa-
ramètres de ce modèle. L’algorithme d’optimisation utilisé peut être DIRECT et la pro-
cédure d’apprentissage peut être la même que celle appliquée dans la section 2.3.3 et
2.5.4 de ce manuscrit.

Une fois les paramètres de ce premier modèle ajustés, nous le paramétrons et nous
testons sa qualité sur les données de la base de test, grâce à un programme nommé
"Testing". Ce programme calcule les premières métriques, comme par exemple l’erreur
et la précision du modèle sur les données de test. L’ensemble des métriques pouvant
être calculées sont ensuite stockées dans une base de données appelée "Scoring1".

Ce processus menant à la construction de la base de données "Scoring" est ainsi
répétée pour chaque modèle (Modeli) que nous souhaitons tester. Une fois tous les
modèles ajustés et testés, la base de données "Scoring" contient alors les métriques
associées à l’ensemble des modèles que nous voulons comparer.

6.2.2 Sélection des modèles

Les différents modèles testés peuvent être sélectionnés sur différents critères. Le
critère qui nous semble primordial est la qualité des prédictions faites sur les données
de la base de test. Mais d’autres critères peuvent être pris en compte pour sélection-
ner un modèle. En effet, le nombre de paramètres à ajuster, le temps d’apprentissage
et l’interprétabilité des résultats peuvent influencer le choix d’un modèle plutôt qu’un
autre.

L’objectif est donc de construire un indicateur, ISelect, représentant la qualité globale
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d’un modèle en fonction des attentes de l’utilisateur. Cet indicateur peut correspondre
à une somme dans laquelle l’utilisateur peut pondérer les différentes métriques en
fonction de ses besoins. Par exemple, l’indicateur ISelect peut s’écrire :

ISelect “ α1ET ` α2NP ` α3TA ` α4p10 ´ NIq (6.2.1)

où,

— ET est l’erreur du modèle sur la base de test,
— NP est le nombre de paramètre à ajuster,
— TA est le temps d’apprentissage du modèle, et
— NI correspond à une note sur 10, d’interprétabilité des résultats

Ainsi, un utilisateur qui donnera par exemple plus d’importance à la précision du mo-
dèle qu’au temps d’apprentissage pourra attribuer une valeur plus élevée au poids α1

qu’au poids α2.

Dans le cas présenté précédemment, le modèle sélectionné correspondra au modèle
présentant la plus faible valeur de l’indicateur ISelect.

6.2.3 Perspectives de ce projet

L’outil construit est capable pour l’instant d’ajuster un modèle sur des données et
de collecter certaines informations associées à celui-ci, comme notamment le nombre
de paramètres et la précision de ce modèle sur des données de test. Dans le futur, un
des objectifs sera donc d’éprouver cet outil, d’augmenter sa robustesse et son niveau
de généricité et enfin d’automatiser la procédure complète de sélection de modèles.
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6.3 Premières réflexions autour de la construction et

de l’évaluation d’un outil d’Assimilation de Données,

basé sur un outil d’apprentissage statistique biomi-

métique.

Comme il a été expliqué dans l’introduction générale de ce manuscrit, les outils
d’apprentissage statistique développés dans ces travaux de thèse ont été construits
dans l’optique d’être capable de réaliser de l’Assimilation de Données d’élevage. Dans
le cadre de l’élevage de précision, l’objectif de l’Assimilation de Données est de synthé-
tiser et d’interpréter un flot de données provenant de manière plus ou moins régulière
d’un élevage connecté. Le but étant d’estimer l’état réel d’un système à un instant t, en
combinant l’information générée par un modèle mathématique ajusté et celle contenue
dans des données collectées (Voir l’état de l’art, section 1.4 et AUROUX et BLUM (2005),
GREGG et al. (2009), LGUENSAT et al. (2017) et LGUENSAT et al. (2019)). L’outil d’As-
similation de Données doit donc être capable d’estimer l’erreur associée au modèle
mathématique, notée η, et le bruit contenu dans les données, noté κ.

Dans cette section nous allons présenter les réflexions que nous avons entamées
concernant la manière dont les outils d’apprentissage statistique biomimétiques peuvent
être embarqués dans un outil d’Assimilation de Données. Un des aspects auxquels
nous avons également réfléchi à la façon dont la qualité d’un outil d’Assimilation de
Données peut être testée.

Dans l’ensemble de cette section, le modèle mathématique qui sera embarqué
dans l’outil d’Assimilation de Données sera appelé Mk. Ce modèle mathématique cor-
respond à un modèle de croissance semblable au modèle "A" présenté dans la section
2.1. Il contient LT paramètres pouvant être appris mais nous ne faisons varier dans
cette section que L paramètres et nous fixons les pLT ´ Lq paramètres restants.

6.3.1 Les notations utilisées dans cette section

Dans cette section nous utilisons quelques notations :
— X, est le nom de l’élément,
— X̃, correspond aux valeurs numériques de l’élément X,
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— pX, correspond aux valeurs estimées de l’élément X,
— X̆, contient les valeurs de lélément X associées à la réalité, et
— X, correspond à un élément dont les sous-éléments sont des distributions.

L’ensemble de ces notations seront reprises et développées dans les paragraphes
suivants.

6.3.2 Réflexion autour de l’élaboration d’une méthode permettant
de tester la qualité d’un outil d’Assimilation de Données

L’outil d’Assimilation de Données doit être capable d’estimer l’état réel, noté ϵ̆ptq,
d’un système ou d’un individu, ĭ. Pour cela il doit combiner l’information fournie par
un modèle Mk et celle contenue dans des données collectées, OT R. Ces informations
doivent être combinées sachant que le modèle est associé à une erreur η et que les
données contiennent un bruit κ.

Pour vérifier la qualité de l’outil d’Assimilation, il faut comparer l’état estimé à l’ins-
tant t (pϵptq), à l’état considéré comme étant l’état réel du système (ϵ̆ptq).

Dans la réalité, cet état ϵ̆ptq n’est jamais accessible. Mais pour ce projet nous vou-
lons générer ϵ̆ptq à partir du modèle mathématique Mk paramétré avec des paramètres
fixés P̆k.

La figure 6.3 schématise lenchaînement des différentes étapes permettant de tester
la qualité d’un outil d’Assimilation de Données.

Génération de données fictives à partir d’un modèle mathématique paramétré

L’objectif de la première étape de cette méthode est de générer deux bases de
données. Dans un premier temps, nous devons générer un historique de données
bruitées, associées à une population d’individus pOHptqq contenant de la variabilité in-
terindividuelle. Il faut également générer des données bruitées de suivi en temps réel,
associées à un individu ĭ. Cet individu ĭ est un individu appartenant à la population
citée précédemment, pour lequel nous voulons estimer l’état réel et dont les données
seront assimilées.
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Optimization

Assimilation
+N

+N

Testing

FIGURE 6.3 – Schématisation des étapes permettant de tester la qualité d’un outil
d’Assimilation de Données.

Pour générer les données nous paramétrons le modèle Mk en utilisant la même
méthode que celle élaborée dans la section 2.3.1.

Pour générer de la variabilité interindividuelle, le modèle Mk sera paramétré avec
les paramètres contenus dans Pk. Les sous-éléments de Pk correspondent aux diffé-
rents paramètres du modèle (P l

k, l P rr0, Lss). Chaque paramètre P l
k suit une loi Nor-

males centrées sur les valeurs des paramètres de P̆k perturbées. Nous avons donc,

P l
k „ N pP̆ l

k ` δl, σlq (6.3.1)

L’objectif de la perturbation δl, est de générer artificiellement une erreur modèle, ηptq et
l’objectif de la variance σl est d’intégrer des différences inter-individuelles. Le compor-
tement moyen de ĭ peut être simulé par le modèle MkpP̆kq, alors que le comportement
moyen de la population peut être simulé par le modèle MkpP̆k ` δq. Le vecteur de per-
turbation δ pδ1, δ2, ..., δLq, détermine le niveau de particularité de l’individu ĭ par rapport
aux autres individus de la population.

Comme dans la section 1.4, pour que l’historique de données OH contienne Z courbes
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de croissance, il faut générer Z set de paramètres pP 1
k , P 2

k , ..., P L
k q à partir des lois

Normales établies. Il faut ensuite paramétrer le modèle Mk avec ces différents set de
paramètres et générer Z courbes. Une fois les Z courbes générées, nous leur ajoutons
un bruit gaussien, N .

La base de données OHptq est ensuite divisée en une base d’apprentissage (OH,App)
et une base de test (OH,T est).

Les données de suivi en temps réel (OT R), associées à l’individu ĭ, sont générées
à partir du modèle Mk paramétré avec les paramètres P̆ l

k. Nous ajoutons également
aux données simulées un bruit gaussien, N . Ces données seront utilisées dans l’étape
d’Assimilation (figure 6.3).

Ajustement du modèle mathématique sur l’historique de données

L’objectif de cette étape d’ajustement est d’utiliser l’historique de données OH pour
ajuster les L paramètres du modèle Mk. Pour cela, l’algorithme DIRECT et la procédure
d’ajustement appliquée dans la section 2.3.3 et 2.5.4, peuvent être appliqués sur la
base d’apprentissage OH,App.

L’ensemble de la procédure d’apprentissage de la valeur des paramètres est gérée
par le programme nommé "Optimization" (Figure 6.3). Á la fin de l’apprentissage, nous
obtenons les valeurs ajustées des paramètres, xPk. Le modèle Mk paramétré avec les
valeurs de xPk est le modèle qui sera embarqué dans l’outil d’Assimilation.

Évaluation de la qualité de l’outil d’Assimilation de Données.

Le programme nommé "Assimilation" utilisera donc l’information fournie par le mo-
dèle MkpxPkq et celle contenue dans les données, OT R. Il estimera l’erreur η et le bruit,
κ, pour estimer l’état pϵptq (Figure 6.3).

Pour tester la qualité de l’estimation pϵptq, nous la comparons à ce qui est considéré
comme étant l’état réel, c’est-à-dire ϵ̆ptq. Pour cela, un programme "Testing" calculera
un indicateur d’erreur basé sur l’écart relatif existant entre pϵptq et ϵ̆ptq.
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Nous avons construit des outils d’apprentissage statistique biomimétiques, basés
sur des systèmes d’EDP, embarquant l’expression mathématique de processus biolo-
giques clés. Dans notre approche la construction des EDP repose sur la conception
d’un Avatar résumant, de manière conceptuel et très synthétique, la dynamique in-
terne de l’animal. Le système d’EDP traduit la convection, la diffusion et l’action d’un
flux d’information global évoluant dans l’Avatar. Les équations contiennent des para-
mètres correspondant à des facteurs biologiques. Ces paramètres sont appris sur des
données et en utilisant un algorithme d’optimisation.

Lors de cette thèse, nous avons travaillé dans le contexte particulier du «Biological
Small Data», c’est-à-dire un contexte dans lequel nous avons dû construire des outils
capables de prédire l’évolution de phénomènes complexes, en utilisant très peu de don-
nées d’apprentissage. L’objectif de ces travaux de thèse a donc été de construire des
outils de prédiction capables de réaliser de l’Assimilation de Données dans ce contexte
particulier. Pour cela, il nous a fallu construire des outils intégrant des connaissances
de manière parcimonieuse. Cela a permis d’obtenir des outils relativement légers, pré-
cis, ayant une capacité d’apprentissage et un potentiel d’extraction d’information très
forts. De ce fait, nos outils ont une faible dépendance aux données d’apprentissage.

Dans le contexte du «Biological Small Data» nous avons montré que les outils
d’apprentissage statistique que nous avons construits possèdent une précision plus
élevée que celle des autres outils testés.

Cependant, ces outils biomimétiques se distinguent réellement des outils existants
par leur capacité d’apprentissage et leur capacité d’extrapolation. Plus globalement,
nos outils se distinguent par leur capacité à réaliser de l’Assimilation de Données d’éle-
vage, même si la fréquence de collecte de données est basse et que la qualité des
données collectées est faible.

La faible dépendance de nos outils aux données permet également de collecter
moins de données pour les ajuster et donc de réduire les coûts associés aux expéri-
mentations, à la collecte, au traitement et au stockage de données.

Les résultats issus des différentes études réalisées ont été obtenus à partir d’un
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certain nombre d’hypothèses concernant la structure des modèles mathématiques. Il
serait donc intéressant de poursuivre les travaux concernant l’élaboration d’une pro-
cédure de sélection qui permettrait de déterminer le meilleur modèle au regard de
différents critères.

De plus, la capacité des outils d’apprentissage statistique biomimétiques à réaliser
de l’Assimilation de Données n’a pas encore été validée. Les réflexions et les études
à ce sujet sont donc également à poursuivre.

242

Construction et analyse d'outils d'apprentissage statistique biomimétiques basés sur des systèmes d'équation aux dérivées partielles pour l'assimililation de données d'élevage Hélène Flourent 2020



ANNEXE I : L’ARTICLE SYNTHETISANT LES

TRAVAUX PRODUITS LORS DU

CEMRACS 2018
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CONSTRUCTION OF A STATISTICAL LEARNING TOOL BASED ON

ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS TO MODEL THE DIGESTIVE

BEHAVIOUR OF ROSS CHICKENS
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Harold Moundoyi4 and Thuy Vo Thi Phuong5

Abstract. Being able to monitor and forecast farm animal performances is a strategic problem in

the agronomy industry. We use a Data-Model Coupling approach to build a biomimetic Statistical

Learning tool taking into account some aspects of the biological dynamics of the animal body. The

objective is to build a tool which is able to assimilate data about daily feed consumption and measured

performances.

The model encompasses several sub-models corresponding to compartments and permitting to mimic

a kinetic process divided into several steps. Each sub-model contains parameters which can be learnt

by using an optimization algorithm and data.

The goal of the �rst application of the model on �eld data was to simulate and predict the growth

of chickens. An experiment was performed during 70 days to collect every day the feed consumption

and the weight gain of a male and a female chickens. After the learning of the model parameters, the

model shows a very good approximation of the chicken's weight evolution over time.

Introduction

Being able to monitor and forecast farm animals performances is a strategic problem in the agronomy industry:
since several decades, endeavors have been made in this activity sector, with the aim to optimize the breeding-
related production, as for example meat, eggs, milk, etc. (See Filipe et al. 2012).
Today, new technologies permit to monitor farm animals and collect a wide range of information as explained

in Büchel and Sundrum 2014, Miekley et al. 2012, Suganthi Jemila and Suja Priyadharsini 2018, van der Tol and
van der Kamp 2010 and Holman et al. 2011. Yet, those tools are still expensive and their use still infrequent.
Furthermore, biological data contain high variability (Noise, heterogeneity, missing and aberrant values, etc.)
(See Locke et al. 2005Qi et al. 2006). Therefore, to treat most of biological issues we have to build precise
predictive tools from few exploitable data.
Animals are complex living organisms in which intakes induce complex physico-chemical phenomena. There-

fore to be able to link inputs and outputs concerning the evolution of some sensed biological factors, we need
a mathematical model taking into account some aspects of the animal's body dynamics (See Renzullo et al.
2008).
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The main objective of this study is to build a tool which is able to predict outputs from inputs concerning
farm animals and also able to manage the existence of underlying complex biological phenomena. In this paper
we are going to present the construction of a Statistical Learning tool based on a dynamical mathematical model
corresponding to a system of Ordinary Di�erential Equations (ODE). The �rst application of this Statistical
Learning tool consisted to simulate and predict the growth of chickens.

Purpose

Growth simulation is a well-known problem, and some classical models - such as the Gompertz's and the
Verhulst's models - are very well suited to �t some growth data as it is showed in Birch 1999 and Roush et al.
2006. Nevertheless those classical growth models do not permit to perform data assimilation. Indeed, almost
no input data can be integrated in those kind of models.
On another hand, some works had already treated biological modeling issues by developing realistic and

speci�c models as in Taghipoor 2012. But the construction of those realistic models is a costly task resulting
in models containing a lot of equations and unknown parameters making them di�cult to implement (Wallach
et al. [2001], Bastianelli and Sauvant [1997] and Emmans [1995]).
A model-free approach is also explored, as in Guardabasso et al. 1987 for instance. Machine Learning tool

based on Neural Networks were developed to simulate and predict the evolution of biological factors in Gorczyca
et al. 2018. This approach, which are only based on data does not need knowledge about the link existing between
the used inputs and outputs and permits to develop easier to handle models. But those models need a large
amount of data to be �tted and compensate the lack of taken into account knowledge (See Valletta et al. 2017).
In the light of the existing methods for predicting biological responses, we decided to explore an approach

which can be de�ned as being half-way between �model-free� and �full-model� approaches: we explored the
Model-Data Coupling theory to construct a tool integrating biological knowledge in a mathematical model, and
using data, to optimize the model parameters. Model-Data Coupling is an expanding approach but primarily
developed to treat issues in meteorology (See Simmons and Hollingsworth 2002), hydrology (See Kim and Barros
2002, L. Crosson et al. 2002 and Mackay et al. 2003) and biogeochemistry (See Barrett et al. 2005, Barrett 2002,
Rayner et al. 2005 and SACKS et al. 2006).
We built our model by splitting the whole complex kinetic into several parsimonious sub-biomimetic-processes

performed by a combination of successive compartments. All those compartments compute their respective be-
haviors, and then exchange messages, assimilable to �uxes. To do that we built several Ordinary Di�erential
Equations integrating the mathematical expressions of biological phenomena (storage, saturation, etc.).

Scope

In the scope of this study, we focus on meat poultry and speci�cally two biological strains :

• Ross 308 (Aviagen)
• Cobb 500 (Cobb-Vantress)

Some informations about those strains are publicly available (Aviagen and Cobb-Vantress). We know the
average daily feed consumption and the average daily weight gain of an average female and an average male of
each strain, during 70 days. Therefore, those available data correspond to smoothed experimental data. We
decided to add a Gaussian noise to those data in order to obtain experimental-like data.

As a �rst step, we considered the growth (mass gained each day) and the loss (ratio of food unmetabolized).
Therefore we have a database concerning four individuals (2 females and 2 males) and containing 70 lignes and
4 columns.

In this paper we are going to introduce in Section 1 the applied methodology. Then in Section 2 we will
present the developed mathematical model and the results obtained by using this model to simulate the growth
of chickens. In this section, the parameters of the model will be learnt by using the previously presented
database.
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1. Methodology

1.1. Biological-like function

The basis computational unit used in the following work is what we de�ned here as organ-like compartment.
We de�ne it as a tuple :

• input ∈ Rin, in ∈ N
• output ∈ Rout, out ∈ N
• function : Rin → Rout

• state ∈ Rstates, states ∈ N
where input and output can be treated as vectors of �xed dimensions in and out, which are each relative to a
�ux of a particular kind. There is a mapping between those vectors through function, which corresponds to a
biological-like function. This function models a biological phenomenon in a synthesized way. Finally, state is
a vector allowing these computational units to have a state, in other words a kind of memory, which can take
part in the expression of the said function.
The dimensions of these input / output vectors therefore correspond to information exchanges in the form of

messages between the organ-like compartments, the nature of which can be, for example, nutrients, drugs active
principles, etc. These functions can for example try to mimic a phenomenon of �xing, convection, di�usion, etc.
Figure 1 shows how such a biological-like function can be summarized as a computational unit.

Figure 1. A biological-like function

1.2. Functions network

These deliberately simple functions are not complex enough to model an organism. However, by making the
contact between them, it becomes possible to model a more complex structure. To do this, a communication is
established from the output vector of a biomimetic function to the input vector of the following function (Figure
2). Since these functions have states, the network as a whole can be likened to a �nite state machine.

1.3. Optimization steps

This network acting like a model containing several parameters to optimize. We can distinguish two groups
of parameters.
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Figure 2. Example of a graph-model

1.3.1. Biological-like functions (organ-level)

The �rst step of optimization is at the level of biological-like functions. Most of the phenomena that we are
trying to model involve parameters corresponding for example to the part of information exchanged between
the compartments, saturation thresholds, etc. These are optimized in order to �t as much as possible the data.
To determine these parameters we use an non-linear optimization algorithm implmented in Matlab (fmincon).

This algorithm allows us to �nd the set of parameters minimizing the model error towards data used.

1.3.2. Network structure (organism level)

The nature of the links between these di�erent functions also involves parameters (weighting link, pre-
processing of the vector), and is therefore also subject to optimization.
In our study, these parameters essentially correspond to the amount of information exchanged between the

compartments. Given the small number of computational units involved at this stage, and so a reasonable
dimensionality of the problem, it is possible to use a conventional optimization by just including them in the
above set of parameters, but potentially on a complex structure, a heuristic search method (genetic algorithm
for example) could be preferred.
We could also favor separated processes of optimization, where each organ would be adjusted independently,

before adjusting the whole network.

1.4. Main goals

The goal of the following work is to build a Statistical Learning tool that can be used to simulate the food
consumption and mass gain of poultry, to obtain results close to what one would obtain with a growth law
�tting, with the singular di�erence that this association of function will not only be a function of time but also
of the food consumed, and thus would have an increased biological correspondence.
It therefore seeks to replicate stem growth data, but adjusting a network of biomimetic functions instead of

a Gompertz logistic function. The latter will, however, be used as a reference point for the metrics considered
(coe�cient of determination R2 and root mean square error RMSE ).
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2. Construction of the model

Growth requires substrate and complex physico-chemical phenomena to convert substrate into dry weight.
Weight formation can be in�uenced by many factors such that substrate provision, assimilation, digestibility,
storage, daily losses, environmental parameters, etc. Modeling of all those processes would lead to the construc-
tion of a huge model. Therefore we do not want to reproduce the digestion kinetic but just integrate into the
mathematical model information exchanges, delay, �xation, accumulation and saturation e�ects.
In the model, we use the Gompertz growth equation as in M. C. Kathleen [2017] :

W ′(t) = A ln

(
Wf

W (t)

)
W (t), (1)

whereW is the weight which varies in time t, Wf is the maximum weight that can be reached with the available
nutrients and A is a constant.

2.1. Assumptions

In our model, we assume that the organs participating in the food digestion are the stomach, the small
intestine and the large intestine. We built our model under the following assumptions:
(A1) The ingested food is stored in the compartment named �crop� before moving to the compartment

assimilable to the stomach.
(A2) The �ux rates are constant between compartments.
(A3) There exist some transmission delays between some compartments.
(A4) The small intestine emptying dynamic starts after some time τ .

Figure 3. Digestive system graph

Following those assumptions, we can draw the graph associated to our model and synthesizing the digestive
system of a chicken as in Figure 3, where

• Sd is the amount of food consumed each day;
5
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• Qcp (resp. Qst, Qsi, QLi, Qw) is the information inside the crop (resp. stomach, small intestine, large
intestine, storage compartment);
• γcp, (resp. γst, γsi, γabs) is the rate of nutrients transferred from crop to stomach (rep. from stomach to
small intestine, from small intestine to large intestine, from small intestine to storage compartment).
• γo, corresponds to the non-metabolized part of the nutrients.

The dynamical system of the digestive functions at each day d are synthesized by the ODEs:

Q′cp,d = −γcpQcp,d (2)

Q′st,d = γcp (1− exp(−β1t))Qcp,d − γstQst,d (3)

Q′si,d =

{
γstQst,d, t ≤ τ
γstQst,d − (γabs + γsi)Qsi,d, t > τ

(4)

Q′Li,d = γsiQLi,d − γLiQLi,d, (5)

with the initial conditions

Qcp,d(0) = Sd; (6)

Qst,d(0) = 0; (7)

Qsi,d(0) = 0; (8)

QLi,d(0) = 0. (9)

Note here that there is some delay in the procedure of information transmission from crop to stomach exponen-
tially with rate β1. The storage compartment uses a proportion of nutrients going out from small intestine to
gain weight and all the information left from the day before is kept to be used in the present day, that gives

Q′w,d = γabsQsi,d − αQw,d; (10)

Qw,d(0) = Qw,d−1. (11)

The quantity of the growth machinery is proportional to the amount of information transmitted to the storage
compartment. However, there are some losses during the information transmission corresponding to the part of
the nutrient used via physical activities, reproduction needs and the non-metabolizable nutrients. Those losses
are proportional to the weight of the animal and nutrients produced from metabolism,{

W ′d = κQw,d −
(
Wmax

Qw,d

K+Qw,d

)
1
KWd

Wd(0) = 0
.

The e�ectiveness of the machinery κ exponentially decays in time with the delay µ,{
κ′ = −µκ
µ′ = β2(µmax − µ)

. (12)

Equation (12) follows that

κ(t) = κ0 exp

[
−µmax

(
t− 1− exp(−β2t)

β2

)]
. (13)

As a result, the �nal weight is the total gain up to considering day,

Wf =W0 +

Nd∑
d=1

Wd(tf ), (14)

where Nd is the number of days and tf is the time at the end of a digestive cycle of a day.
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2.2. Global optimization

The parameters contained into the di�erent biological-like functions are initially unknown. Those parameters
which can be learned by using data and optimization algorithms confer to the model a learning capability.
Therefore we used the function directL (Johnson [2008]) existing in R (R Core Team [2018]), to learn the model
parameters. To �nd the values of the parameters permitting the model to �t the data, this function minimize
an objective function. In this application the objective function corresponds to the mean squared di�erence
between the initial and the predicted curves (15),

fObj =
1

n

n∑
i=1

(
PredCurve(i)− InitCurve(i)

)2
(15)

where PredCurve(i) and InitCurve(i) respectivelly correspond to the ith point of the predicted curve and
the ith point of the initial curve, and n is the total number of point, that is 70 days.
In this application we �xed τ and we �tted β1, γst, γabs, γsi, γo, µmax, β2, Vmax, K and γcp.

2.3. Simulation results

After the �tting we parametrized the model with the obtained values of the parameters (Table 1).
The dynamics of the model throughout one day and throughout two days (Figure 4) were simulated with the

Female Model, that is the model simulated the growth of the female chicken. We also simulated the growth of
the animals throughout the whole studied period (Figure 5).

Figure 4. Dynamics of the model throughout one day (left) and throughout two days (right).

Parameters Female Model Male Model
β1 0.405 0.402
γst 0.601 0.650
γabs 0.650 1.00
γsi 0.020 0.014
γo 0.424 0.512

µmax 0.008 0.008
β2 0.016 0.048
Vmax 0.051 0.050
K 24.70 24.90
γcp 1.654 0.971

Table 1. Parameter values of the Male and Female Models.
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3. Discussions

3.1. Knowledge feedback

First of all, considering for the same strain males on one side, and females on the other, it is interesting to
note that some parameters seem to be stable, while only a part of them vary signi�cantly among poultry's sex.
In that way, the adjusted model give us back some information, that could be confronted to some business
expertise (here zootechnicians).
Indeed, it appears that organism's di�erence of behavior is concentrated on parameters :

• β2, relative to the e�ectiveness of the organism 1

• γabs, the link's strength between the small intestine and the storage compartment
• γsi, the link's strength between the small and the large intestine
• γcp, the link's strength between the crop and the stomach

In particular, we observe that male's organism seem to stay highly e�cient longer than female's (a fact that
we observe in ground truth), characterized by a slightly better β2 on the male. At the same time, we observe
that on female's, the amount of material sent from the small intestine to the big intestine (which is going to be
lost) is higher than male's, where a bigger part is sent to the storage compartment.
Those observations would need to be con�rmed on other strains on to be confornted to a zootechnician

expertise, but is by itself a �rst step of knowledge feedback.

3.2. Accuracy

Figure 5 shows that the built model �ts the data with a goodness of �t close to our target. We chose to
compare our model with two types of models : a Gompertz growth (17) law usually used to simulate growth
phenomena, and a two order Polynomial Model (16) took as a basis with the same number of parameters. The
latter one doesn't have a biological likelyhood, so the �rst goal is to perform better.

W (t) = p0 + p1t+ p2t
2 (16)

W (t) = g0 exp
(
−g1 exp(−g2t)

)
(17)

We �tted the parameters of the Polynomial Model (p0, p1, p2) and the ones of the Gompertz's Model (g0, g1,
g2) on the data concerning the female and the male chickens.
We calculated for each model the mean of the R2 and the RMSE values associated the Female and the Male

Models. Figures 5, 6 and 7 and the results contained in Table 2 show that the accuracy of those di�erent models
is globally equivalent. Therefore we built a model satisfying in terms of accuracy. But the real advantage of
the Biomimetic Model is its capability to integrate biological knowledge and assimilate input data.

Model RMSE R2

Gompertz's Model 94.2 0.997
Order 2 Polynomial Model 147.4 0.992

Biomimetic Model 102.1 0.996

Table 2. Comparison of the models in terms of R2 and RMSE values.

1its ability to metabolize a high ratio of ingered food with respect of time
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Figure 5. Comparison between the initial curve (Data) and the curve simulated via the
Biomimetic Model (Simulation) for the Female (left) and the Male Model (right).

Figure 6. Comparison between the initial curve (Data) and the curve simulated via the Gom-
pertz's Model (Simulation) for the Female (left) and the Male Model (right).

Figure 7. Comparison between the initial curve (Data) and the curve simulated via the Poly-
nomial Model (Simulation) for the Female (left) and the Male Model (right).
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4. Perspectives and conclusion

4.1. Perspectives

The developed approach allows us to stay very modular with regards to the nature of the simulated model,
so it could adapt to a higher level of information for a few adaptations.

4.1.1. Fluxes multiplication

In the scope of this work, the model was only trained to deal with simple weightings data, and so not in a
context where it could out-perform classic growth laws. The actual added value to those models would appear
as soon as more �ne data would be available.
Indeed, the objective at mid-term is to exploit an eventual higher level of knowledge (theoretical or measured)

about modelized phenomenons, helping to de�ne in a more precise way what happens inside the organism,
typically with data centered on an organ's input and output. Unlike classic growth laws based on temporal
axis (Gompertz, Verhulst for example), this kind of model could handle data made of several dimensions (time,
ingered proteins, drugs, etc.), and among everything, could pretend to follow a biological likelyhood.

4.1.2. Model reinterpretation

At a longer term, and in a context where the previous hypothesis about new data would be validated, the
goal would be to optimize automatically the weigth parameters between biological-like functions.
Knowing the oragnism's structure to a su�cient level of details, and having a su�cient number of measures,

it would be possible to re�ne the knowledge concerning the nature of the connections between these di�erent
virtual organs, by set of parameters optimization (genetical optimization for example).
As those parameters do have a relationship with actual phenomenon due to their biological likelyhood, it

would be interesting to confront the �nal set of optimized parameters to a business expertise.

4.2. Conclusion

We explored a Data-Model Coupling approach and built a biomimetic dynamic tool containing Ordinary
Di�erential Equations. Those Di�erential Equations contain parameters conferring a learning capability to the
developed tool. Therefore, our tool is a Statistical Learning tool able to learn the value of parameters from �eld
data.

An optimization process permits to learn the parameters and then parametrize the mathematical model by
integrating input data concerning the feed consumption of the chickens. After the learning step we obtained
a model able to simulate the growth of chickens with an accuracy similar to the one associated to the classic
growth models. But the real advantage of our model in comparison with those classical logistical models, is its
capability to integrate input variables. Furthermore, the structure of the model is create, manage and �exible.
Hence, the structure of the model can be adapted if we are able to collect more detailed data.

The number of parameters to determine is less important than in the realistic models, but it is still high and
only one structure of the model was tested. Therefore model selection methods could be used to determine the
optimal structure of the model in terms of accuracy and the number of parameters to learn.
Considering the number of parameters to determine and the number of data, a problem of over�tting can be

expected. We suppose that the integrated knowledge and the imposed pro�l of the growth curve could permit
to avoid over�tting, but this aspect has to be veri�ed on a Test Dataset.
Furthermore, it could be a major improvement to have a higher quantity of data to �t the model. In

particular, more detailed data concerning the processes occuring in the di�erent organs of the digestive system
of the chickens could permit to �t the parameters compartment by compartment.
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Résumé : Ces travaux de thèse ont montré que 
les Equations aux Dérivées Partielles (EDP) 
sont des outils très intéressants pour construire 
d’efficientes Intelligences Artificielles, et tout 
particulièrement pour traiter des problématiques 
liées à l’élevage de précision. L’Assimilation de 
Données semble être l’outil qui permettra de 
piloter les élevages de demain. Or pour réaliser 
de l’Assimilation de Données d’élevage il est 
nécessaire de disposer d’outils  ayant une très 
forte capacité d’apprentissage et qui soient 
capables de prédire l’évolution de variables 
biologiques. Pour atteindre ces objectifs nous 
avons construit des outils de Statistical Learning 
biomimétiques basés sur des systèmes d’EDP  
 

embarquant l’expression mathématique de 
processus biologiques clés. Ces équations 
permettent d’embarquer une modélisation 
synthétique de la dynamique interne de 
l’animal. Elles contiennent des paramètres, 
associés à des facteurs biologiques, qui 
peuvent être appris sur des données.  
Au cours de ces travaux de thèse nous avons 
montré que ces outils se distinguent des outils 
existants par leur capacité à s’ajuster sur très 
peu de données, sans surajuster les données 
d’apprentissage. Les outils construits se 
distinguent également par leur capacité 
d’extrapolation et leur capacité à intégrer des 
informations au cours du temps. 
 
 

 

Title : Construction and analysis of Statistical Learning tools, based on systems of Partial 
Differential Equations,  for livestock Data Assimilation 
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Biological Mathematical Modeling, Artificial Intelligence 

Abstract: This thesis demonstrates that Partial 
Differential Equations can be powerful to build 
efficient Artificial Intelligence, especially in the 
Smart Farming sector. Data Assimilation 
seems to be the tool that will permit to oversee 
the breeding farms of tomorrow. Yet, to 
perform Data Assimilation for livestock data, it 
is necessary to have tools having a very strong 
learning capability from data et able to predict 
the evolution of biological variables. To achieve 
these objectives, we built biomimetic Statistical 
Learning tools, based on PDE systems 
embarking the mathematical expression of key 
 

biological processes. These equations permit 
to involve synthetic modeling of the internal 
dynamics of the animal. They contain 
parameters, corresponding to biological-like 
factors which can be learnt from collected data. 
Those thesis work put demonstrated that those 
tools distinguished themselves from the 
existing ones by their capability to be fitted on 
few data without overfitted the training data. 
They also distinguished themselves by their 
capability to perform extrapolation and to 
integrate information over time. 
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