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Nomenclature

Acronymes

CAO Conception Assistée par Ordinateur

CFD Computational Fluid Dynamics (Mécanique des fluides numériques)

ETR Equation de Transfer Radiatif

MMC Méthode de Monte Carlo

Symboles latins

v Vitesse

x Position

V Volume

E Espérance

R Ensemble des réels

D Notation alternative de l’ensemble de définition

N Loi normale

S Sphère

T Transmissivité

W Processus de Wiener

Pe Nombre de Péclet

C Capacité thermique massique

c Vitesse de la lumière

c0 Vitesse de la lumière dans le vide 2,99792458×108 m s−1

E Energie

G Fonction de Green

h Coefficient d’échange convectif

h Constante de Planck 6,62607004×10−34 kg m2 s−1

k Coefficient d’extinction

ka Coefficient d’absorption

kB Constante de Boltzmann 1,38064852×10−23 J K−1

kd Coefficient de diffusion

L Luminance

Leq Luminance d’équilibre
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N Nombre de réalisations aléatoires

n Indice de réfraction

p Fonction densité de probabilité

P/P Probabilité

S Terme source

T Température

t Temps

W Variable aléatoire poids

w Poids de Monte Carlo

Symboles grecs

α Diffusivité thermique

∆ Laplacien vectoriel

∆ Laplacien

δ Pas de discrétisation

Γ Espace des chemins

γ Chemin statistique

λ Conductivité thermique (ou longueur d’onde en section 1.2)

µ Viscosité dynamique (ou nombre d’onde en section 1.2)

ν Fréquence

Ω Ensemble de définition

ρ Masse volumique

σ Constante de Stefan-Boltzmann 5,670374×10−8 W m−2 K−4

σN Ecart-type de l’échantillon de taille N

θ Notation alternative pour la température

ζ Coefficient de transfert radiatif

Indices

0/I A l’instant initial

u Selon la direction u

C Relatif à la convection

F Relatif au fluide

N Relatif au renouvellement

ref De référence

ref Relatif au transfert radiatif

S Relatif au solide

Autres caractères

∇∇∇ Gradient

; Ensemble vide
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Nomenclature

b c Partie entière

∂ Dérivée partielle

⊥ Orthogonal

Usages

x/~x Vecteurs en gras ou surmontés d’une flèche

X Variables aléatoires en capitales

x Réalisations aléatoires en minuscules
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Introduction

Description en espaces de chemins et méthode de Monte Carlo pour
les transferts thermiques couplés dans les structures fluides et solides,
une approche compatible avec l’informatique graphique
Le présent manuscrit relève des sciences pour l’ingénieur. Nous nous intéressons aux outils per-
mettant de simuler numériquement et analyser les transferts de chaleur dans des dispositifs qui
doivent être contrôlés en température (on peut retenir l’exemple du refroidissement de l’élec-
tronique) ou bien qui ont vocation à canaliser l’énergie (par exemple un échangeur réchauffant
un fluide par mise en contact avec une source de chaleur à haute température). Plus que l’étude
des transferts thermiques conductifs (diffusion de la chaleur dans la matière), convectifs (effets
conjugués de la diffusion de la chaleur et de son transport via le mouvement d’un fluide), ou
radiatifs (émission et absorption d’ondes électromagnétiques par la matière chauffée), le cœur de
nos travaux concerne l’interaction de ces différents modes de transferts entre eux. Cette question
du couplage est centrale dans la pensée de la thermique. En particulier, un thermicien devant un
nouveau problème va commencer par chercher à se faire une image de comment, et par où, la
chaleur va se propager à travers un système. La difficulté à penser de tels "chemins" par lesquels
l’énergie se propage augmente alors avec la diversité des différents transferts thermiques en jeu,
mais aussi avec la complexité de la géométrie du milieu étudié. Bien que notre démarche reste très
transversale, on s’intéressera ici plus spécifiquement à une classe de problèmes thermiques dans
laquelle cette diversité des phénomènes de transfert et cette complexité de la géométrie se tra-
duisent par des questionnements scientifiques très ouverts avec des enjeux industriels importants :
l’intensification des transferts de chaleur dans les échangeurs poreux.

Pour l’étude de ce type de systèmes, il est d’usage de recourir à l’outil numérique pour simuler
la propagation de la chaleur. Le présent travail ouvre une possible alternative aux méthodes dé-
terministes les plus communément utilisées pour estimer les transferts thermiques, mais aussi
pour se faire une image mentale de ces "chemins" de propagation. La proposition que nous ferons
s’intègre dans une famille d’approches statistiques utilisant la méthode de Monte Carlo. L’idée
est alors de représenter une grandeur, comme par exemple une valeur locale de la température,
comme une moyenne des sources thermiques présentes dans le système. L’échantillonnage aléa-
toire de ces sources à travers le temps et l’espace est alors réalisé par la construction de chemins
statistiques émanant du point d’observation. Tandis que les sources atteintes au bout des chemins
permettent de reconstruire la valeur de la température, la nature même de ces chemins en fait des
objets représentant une possible trajectoire qu’aurait suivie l’énergie provenant de cette source
pour contribuer à la température observée. Cette approche, qui est utilisée depuis toujours pour
les transferts radiatifs, l’est beaucoup moins pour les autres modes de transferts, et encore moins
pour leur couplage. L’objectif est alors de reproduire ici ce qui est fait en transfert radiatif, mais
pour les autres modes de transfert et pour leurs interactions.

Notre principale motivation est l’émergence très récente d’innovations dans le secteur de l’infor-
matique graphique, qui permettent aux approches de type Monte Carlo d’atteindre une quasi-
insensibilité à la complexité géométrique : les temps de calcul associés à la représentation du
transfert radiatif ne dépendent pas du niveau de raffinement de la scène numérique. Ce besoin est
apparu en synthèse d’images quand les artistes produisant les scènes virtuelles (pour le cinéma
et le jeu vidéo essentiellement) ont commencé à devoir limiter leurs possibilités descriptives
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pour que le calcul du rendu (production de l’image) soit possible. Un travail d’informatique très
approfondi a alors été enclenché, et il a abouti à un ensemble de concepts aujourd’hui arrivés à
maturité, traduits en termes algorithmiques, et mis à disposition sous formes de bibliothèques
ouvertes et facilement exploitables. Ces concepts permettent aujourd’hui à l’industrie du cinéma
de s’organiser autour d’une chaîne de production où les artistes ne se limitent plus en termes
de niveaux de raffinement, de rapports d’échelles géométriques, de volume total de la donnée :
ils sont invités à raisonner comme si le calcul des images ne dépendait plus de leurs décisions
descriptives. Une des grandes idées permettant cette indépendance entre la donnée et le trai-
tement de la donnée est l’utilisation de grilles accélératrices hiérarchiques, qui permettent de
classer l’information géométrique de façon efficace et d’y accéder très rapidement lors du suivi
d’un rayon lumineux à travers la scène, depuis les sources de lumière jusqu’à la caméra.

Nous imaginons donc des ingénieurs thermiciens qui pourraient bénéficier des mêmes avan-
tages lors de la description de leurs objets d’étude, avec des CAO industrielles aussi complexes
que souhaité, comptant sur le fait que les caractéristiques géométriques ou physiques retenues
n’auront que peu ou pas d’impact sur le temps de calcul nécessaire à la simulation des transferts
thermiques couplés au sein du système. Tout au long de cette thèse, lorsque nous parlerons de
"complexité géométrique" c’est à cette idée que nous ferons référence : un ingénieur ne faisant
aucune concession sur sa description géométrique, par exemple ne se donnant aucune contrainte
sur le nombre de pores lors de l’étude d’un échangeur poreux.

Bien qu’alternatives, les approches que nous proposerons n’auront aucune prétention à remplacer
les approches actuellement utilisées, mais plutôt à les renforcer. En effet, quand bien même
une méthode statistique permettrait de simuler exactement une scène thermique très complexe,
un quartier de ville par exemple, c’est bien une approche en milieux équivalents, en modèles
combinant et emboîtant des sous-systèmes, qui permettra à l’architecte de proposer un plan dans
lequel la thermique de la ville sera optimisée. Pour ce faire, il lui suffira de se construire un modèle
générique de l’impact de chacun des bâtiments et des autres éléments de la scène. En allant vers
une capacité à résoudre directement le modèle global détaillé d’un tel système, c’est-à-dire dans
son infinie complexité géométrique et phénoménologique, nous ne cherchons pas à remplacer
ce type de pratique. Si nous atteignons nos objectifs, ce n’est qu’une validation permettant de
solidifier une modélisation système qui sera permise par la méthode de Monte Carlo.

Par contre, pour y parvenir, nous allons essentiellement travailler les images de la physique
des transferts de la chaleur et si ce manuscrit n’était qu’une chose, ce serait l’illustration d’un
formalisme et d’un intuitif qui permet de dire la propagation de la chaleur par différents modes de
transferts couplés en chemins, ou en marches (version discrète), dans lesquels la chaleur n’est
qu’un marcheur qui se déplace depuis les sources vers la partie étudiée du système.

Guide de lecture
Le présent manuscrit est découpé en 6 chapitres :

1. Dans une approche relativement scolaire, le chapitre 1 présente les fondements de la mé-
thode de Monte Carlo, ainsi que son utilisation pour la simulation des transferts thermiques
par rayonnement, mais aussi par conduction.

2. Le chapitre 2 présente un état de l’art de l’utilisation des méthodes statistiques pour les
transferts thermiques couplés face à l’enjeu de la complexité géométrique telle que nous
l’avons définie. Cela nous permet d’aboutir à l’énonciation de la problématique de cette
thèse.

3. Le chapitre 3 peut donner l’impression d’une régression par rapport au chapitre précédent.
Nous abandonnerons en effet la question de la complexité géométrique pour plonger dans
les fondements théoriques de la pensée en chemins, en repartant des formulations en
fonction de Green et de Feynman-Kac qui sont à l’origine des approches statistiques que
nous travaillons. Cette discussion est construite autour de fragments d’un écrit collectif dont
l’écriture a fait partie intégrante des travaux réalisés pendant cette thèse.
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4. Au contraire, le chapitre 4 se concentre sur la construction et la mise en œuvre d’algorithmes
que nous poussons jusqu’à une preuve de concept pour une approche statistique couplant
conduction, advecto-diffusion, et rayonnement, par la méthode de Monte Carlo en géo-
métrie complexe grâce aux outils de la synthèse d’image. Le cœur de cette validation est
présenté sous la forme d’un article.

5. Dans le chapitre 5 nous tentons de prendre du recul par rapport à la proposition du chapitre
précédent avec une analyse paramétrique, également présentée sous la forme d’un article,
qui nous permet de discuter les comportements et les limites de ce type d’approches. Les
limites que nous identifions résonnent fortement avec celles liées aux fortes épaisseurs
optiques dans la littérature du transfert radiatif.

6. Enfin, dans le chapitre 6 nous reprenons point par point l’ensemble des idées clés de ce
manuscrit afin d’en proposer une synthèse, mais aussi d’énoncer un ensemble de perspec-
tives que nous essayons de détailler en profondeur. Telle une réponse à la problématique du
chapitre 2, nous terminons ce manuscrit par une re-discussion de chacune de nos directions
de recherche, d’une part sur la base des conclusions des chapitres 4 et 5, et d’autre part
en intégrant un ensemble de résultats nouveaux obtenus par d’autres chercheurs sur des
thématiques connexes tout au long de cette thèse.
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Pourquoi la méthode de Monte Carlo (MMC) ?
Historiquement, la naissance de la méthode de Monte Carlo remonte au 18e siècle, quand le
comte de Buffon proposa une méthode de calcul de π par un lancer d’aiguilles sur un plancher de
parquet. De façon plus pragmatique, la méthode telle qu’elle est utilisée aujourd’hui prend ses
sources aux travaux d’Ulam, Von Neumann, et Metropolis [Metropolis+1949] pendant la création
des premières bombes atomiques. Sa praticabilité est fortement liée à l’apparition des premiers
ordinateurs, puis à l’augmentation constante des moyens de calcul qui a suivi.

Le cœur de cette méthode repose sur l’approximation d’une espérance par une moyenne, en se
basant sur le cadre théorique de la loi des grands nombres. Prenons l’exemple de l’espérance d’un
lancer de dé. Une méthode déterministe pourrait consister à sommer les valeurs de chaque face,
puis diviser ce résultat par le nombre de faces : 1

6 (1+2+3+4+5+6) = 3.5. Par la méthode de Monte
Carlo, on se contentera de lancer le dé un grand nombre N de fois, puis de prendre la moyenne de
ces N réalisations. La convergence du résultat se fera alors en 1p

N
. Cette vitesse de convergence

est souvent considérée comme "lente" au sens où un doublement de la précision demande de
multiplier par quatre le nombre de réalisations. Elle a par contre le mérite d’être insensible à
la dimension. Ainsi, augmenter le nombre de faces du dé, voire le nombre de dés, n’aura pas
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d’influence sur la vitesse de convergence, contrairement à ce que l’on observe communément
avec les approches déterministes (voir figure 1.1).

De nos jours, la méthode de Monte Carlo est utilisée dans un vaste ensemble de disciplines dès lors
que la complexité des problèmes posés imposerait de trop fortes hypothèses simplificatrices pour
permettre une résolution par des méthodes déterministes. Dans ces situations, l’approche statis-
tique est utilisée soit seule, de façon autonome, soit couplée à des méthodes déterministes, soit en
amont de calculs déterministes simplifiés afin de valider les approximations correspondantes.

Ce premier chapitre propose de présenter les bases de la méthode de Monte Carlo et de son
utilisation pour la résolution des transferts thermiques.

Dans une première section, les fondements mathématiques de la méthode et une description des
grandeurs et théorèmes essentiels à cette pratique sont présentés. Après une description des outils
numériques classiques disponibles que sont les générateurs de nombres aléatoires sur l’intervalle
unité, une rapide section présente les méthodes permettant d’étendre ces outils à l’ensemble des
situations aléatoires que nous rencontrerons par la suite. On synthétisera ensuite les concepts clés
permettant une praticabilité de la méthode.

La seconde section présente un lien entre rayonnement thermique et approches statistiques.
Historiquement, les méthodes statistiques sont couramment utilisées pour le transfert radiatif en
raison de la lecture naturelle de l’équation de transport, ou équation de Boltzmann, en probabilités.
Une présentation générale du rayonnement thermique sera donc proposée, et mettra en évidence
une construction allant de la notion de la luminance à une lecture statistique de l’équation de
transfert radiatif compatible avec la méthode de Monte Carlo.

Dans une troisième section, la présentation d’une sélection de travaux sur la lecture statistique des
transferts diffusifs, et plus particulièrement des transferts thermiques par conduction, illustrera
la pratique de Monte Carlo dans les domaines de la physique où la vision particulaire n’est
pas première. Nous introduirons ainsi le concept de chemins, non plus comme traduisant des
trajectoires, mais comme permettant de porter un regard statistique sur la solution d’une équation
aux dérivées partielles, une idée qui sera au cœur de notre approche des transferts thermiques
couplés.

1.1 Fondements théoriques de la Méthode de
Monte Carlo

Cette section n’a pas vocation à poser un cadre théorique exhaustif. Pour aller plus loin, des ouvrages
comme [Appel2015] ou [Dunn+2012] présentent le cadre théorique de la méthode de Monte Carlo
avec plus de profondeur. L’intégralité de cette section est restreinte à l’espace probabilisable (R,B(R))
des nombres réels.

1.1.1 Eléments de probabilités et de statistiques
La méthode de Monte Carlo part de la possibilité d’estimer l’espérance d’une variable aléatoire
à l’aide d’un échantillon de taille finie. La loi des grands nombres et le théorème central limite
permettent alors de caractériser la précision de cette estimation. Nous allons commencer par
définir rapidement ces objets et discuter leur articulation.

Variables aléatoires
Toute variable aléatoire X se définit à partir d’une expérience. La réalisation de l’expérience
produit alors une valeur particulière x dans l’espace de définition de X (son universΩX ), que l’on
appelle plus brièvement une "réalisation de X". Cette variable aléatoire peut être discrète (par
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FIGURE 1.1 – Comparaison entre méthodes déterministe et probabiliste pour le calcul de
l’espérance d’un lancer de dé. Pour un dé équiprobable comportant N faces, l’espérance
est définie comme la somme des valeurs de ces N faces divisée par le nombre total de faces.
Le calcul effectif de cette espérance terme à terme (approche déterministe) requiert alors
un nombre d’opérations égal au nombre de faces : il augmente comme N. La méthode de
Monte Carlo n’accède pas à la solution exacte. Elle produit une estimation à un certain

niveau de précision. La convergence de Monte Carlo en
p

N
−1

signifie que la précision est

proportionnelle à
p

N
−1

, donc pour passer de 1% de précision à 0.1% puis 0.01%, le nombre
N de réalisations a dû être augmenté d’un facteur 100, puis 10000. Par contre, à partir d’une
dizaine de faces, ce nombre de réalisations n’augmente plus avec le nombre de faces.

exemple Ω = {1,2,3,4,5,6} pour un lancer de dé), ou continue (par exemple Ω = [0,1] pour un
nombre aléatoire réel uniforme compris entre 0 et 1, ou encoreΩ=R pour une variable aléatoire
gaussienne).

En général, on cherche à pondérer les différentes réalisations de cette variable aléatoire. Pour
cela, on a recours à une mesure positive normée nommée probabilité. Pour une variable aléatoire
discrète X , on associe ainsi à chaque élément x deΩX une probabilité PX (x). Pour une variable
aléatoire absolument continue Y , on utilise sa fonction densité de probabilité pY , définie pour
tout élément y deΩY telle que pY (y)d y est la probabilité qu’une réalisation de Y soit comprise
dans l’intervalle d y autour de y .

Enfin, on représentera parfois la fonction de répartition d’une variable aléatoire. Fonction mono-
tone croissante, il s’agit de la cumulée des probabilités des réalisations possibles d’une variable
aléatoire sur son domaine de définitionΩ. Cette fonction se montre particulièrement utile pour
simuler une variable aléatoire (voir section 1.1.2).

La figure 1.2 illustre les notions de densité de probabilité et fonction de répartition sur des exemples
de variables aléatoires discrète et continues.

Espérance et moments d’ordre supérieur

L’espérance est une généralisation de la notion de moyenne pondérée pour des variables aléatoires.
Ainsi, les espérances d’une variable aléatoire discrète X et d’une variable aléatoire continue Y
s’écrivent selon les équations 1.1 et 1.2.
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E[X ] = ∑
x∈Ω

PX (x) x (1.1)

E[Y ] =
∫
Ω

pY (y)d y y (1.2)

Une propriété capitale de l’espérance est sa linéarité. Ainsi, pour toutes variables aléatoires X et
Y admettant une espérance, pour tous réels a et b, l’équation 1.3 est vraie. Plus spécifiquement,
pour toute fonction f linéaire, pour toute variable aléatoire X qui admet une espérance, on a la
relation 1.4, dont un intérêt pour notre étude est présenté en section 1.1.3.

E[aX +bY ] = aE[X ]+bE[Y ] (1.3)

E
[

f (X )
]= f (E[X ]) (1.4)

L’espérance d’une variable aléatoire est aussi appelée son moment d’ordre 1. Pour obtenir plus
d’informations sur la distribution d’une variable aléatoire, on observe ses moments d’ordre supé-
rieur, généralement centrés. Pour toute variable aléatoire X admettant une espérance, le moment
centré d’ordre n est défini par la relation 1.5.

mc
n(X ) = E[(X −E[X ])n]

(1.5)

Le moment centré d’ordre 2 d’une variable aléatoire X est nommé variance. Cette variance étant
homogène au carré de la dimension de X , on s’intéresse en général plutôt à l’écart-type, noté σX ,
qui est sa racine carrée. Ces objets permettent de quantifier la disparité des valeurs possibles de X
autour de son espérance.

Les moments d’ordres supérieurs sont parfois utilisés pour caractériser plus finement la distribu-
tion d’une variable aléatoire. On mentionnera par exemple les moments centrés réduits d’ordre
3 et 4 : le coefficient de dissymétrie et le kurtosis. Ils permettent de quantifier respectivement
l’asymétrie de la distribution vis-à-vis de son espérance, et son aplatissement.

La figure 1.2 illustre les deux premiers moments statistiques sur les mêmes exemples que pré-
cédemment. Fait remarquable, la distribution gaussienne ne comporte que deux paramètres
(moyenne et écart-type), ses deux premiers moments suffisent donc à caractériser l’intégralité
de l’information. De plus, ces deux premiers moments sont tout particulièrement pertinents :
l’espérance positionne le sommet de la cloche (et l’axe de symétrie par la même occasion), tandis
que l’écart-type contrôle l’ouverture de cette dernière.

Loi des grands nombres et théorème limite central
On s’intéresse maintenant à des tirages successifs d’une même variable aléatoire. Plus précisé-
ment, dans l’optique d’évaluer une espérance, quand peut-on se satisfaire d’un nombre fini de
réalisations?

Soit X1, X2, ... Xn des variables aléatoires indépendantes, et Yn la variable aléatoire définie par la
relation 1.6, c’est-à-dire la moyenne des Xk .

Yn = 1

n

n∑
k=1

Xk (1.6)

Les lois des grands nombres établissent la convergence de la suite (Yn)n≥1. Plus spécifiquement,
dans sa formulation faible, si les variables aléatoires Xk sont de mêmes espérance et variance,
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FIGURE 1.2 – Une illustration sur 3 exemples de variables aléatoires discrète (1.2a) et conti-
nues (1.2b,1.2c), à travers la densité de probabilité, la fonction de répartition, l’espérance
(E) et l’écart-type (σ). Tandis que l’espérance représente la valeur que l’on obtiendra en
moyenne sur un grand nombre de réalisations de la variable aléatoire, l’écart-type caractérise
la moyenne quadratique des écarts par rapport à cette espérance, c’est-à-dire qu’un petit
écart-type indique que les réalisations de la variable aléatoire sont en général proches de son
espérance, tandis qu’un grand écart-type indique qu’elles en sont en général éloignées.

alors la suite de terme général Yn converge en probabilité vers E(Xk ). Dans sa formulation forte,
si les Xk sont de même loi qu’une variable aléatoire X , si cette dernière est intégrable et a une
espérance, alors la suite (Yn)n≥1 converge presque sûrement vers E[X ].

Cela établit que la moyenne des valeurs d’un grand nombre de réalisations indépendantes d’une
même variable aléatoire converge vers son espérance. Ainsi, pour un très grand nombre de lancers
de dé, la moyenne des valeurs obtenues converge vers 3.5 quand le nombre de lancers de dé tend
vers l’infini.

Le théorème central limite permet d’aller plus loin, et établit que les fluctuations de cette valeur
moyenne autour de l’espérance se font selon une loi normale (gaussienne). Plus précisément,
pour des variables aléatoires Xk indépendantes et identiquement distribuées à X , la moyenne Y

suit asymptotiquement la loi normale N
(
E[X ], σX

2

n

)
.

1.1.2 Simuler une variable aléatoire
Pour une variable aléatoire donnée, la méthode de Monte Carlo consiste à faire un grand nombre
de réalisations de cette variable pour estimer son espérance. Dans l’optique de réaliser une
simulation numérique, il est donc crucial d’être capable d’effectuer des réalisations virtuelles de
cette variable aléatoire.

De très nombreuses méthodes existent pour simuler des variables aléatoires discrètes et continues
[Madow1968]. Les outils informatiques classiques incluent d’office des générateurs aléatoires
qui permettent de simuler une grande variété de distributions. En toute généralité, il est souvent
nécessaire de savoir simuler une autre variable aléatoire à partir de ces générateurs aléatoires
usuels.

Générateurs aléatoires
Un générateur aléatoire (RNG) est un processus capable de générer une suite de nombres n’ayant
a priori aucun lien déterministe entre eux, mais distribués selon une loi statistique définie. En
pratique, les seuls processus capables de produire de telles suites sont des mesures de grandeurs
aléatoires par nature, comme par exemple la radioactivité. Des enregistrements de telles mesures
peuvent ensuite être utilisés dans des simulations numériques. Cependant, ces séquences de
nombres sont en général assez courtes et limitées en précision. Il est également possible de
générer numériquement de telles séquences grâce à des algorithmes. Ces algorithmes étant
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déterministes par essence, la création de l’"aléatoire" est un axe de recherche à part entière. Ce
concept correspond au paradigme du générateur pseudo-aléatoire.

L’intégralité des simulations présentées dans ce manuscrit sont basées sur le générateur pseudo-
aléatoire uniforme sur [0,1] de Mersenne Twister [Matsumoto+1998]. Cependant, les bibliothèques
utilisées permettent de changer à loisir ce générateur particulier par d’autres parmi les plus
référencés dans la littérature de Monte Carlo [James1990]. Cela permet de vérifier que le choix
du générateur n’a pas d’impact sur les résultats de simulations. De tels tests sont surtout utiles
lorsque les exigences de précision demandent la réalisation d’échantillons de très grande taille, ce
qui n’est le cas dans aucune des simulations ici discutées.

Simuler une loi discrète finie
Soit X une variable aléatoire réelle discrète prenant les valeurs x1, x2, ..., xn que l’on suppose
ordonnées de manière croissante, et F sa fonction de répartition. Soit U une variable aléatoire
uniforme sur [0,1[ dont on possède un générateur aléatoire. Pour simuler une réalisation de X ,
on peut faire une réalisation u de U et chercher l’unique entier k tel qu’on ait l’inégalité 1.7 (avec
F (x0) = 0), puis retenir x = xk . Cette méthode est illustrée dans la figure 1.3a.

x = xk si F (xk−1) < u ≤ F (xk ) (1.7)

Simuler une loi continue
Méthode de la transformée inverse

Soit X une variable aléatoire réelle de fonction de répartition F . Soit U une variable aléatoire
uniforme sur [0,1[ dont on possède un générateur aléatoire. Comme F est bijective, on a pour
tout x ∈ R l’équation 1.8. Ainsi, F−1(U ) et X ont la même loi. Si on est capable d’inverser F , on
peut donc simuler une réalisation de X en faisant une réalisation u de U et en retenant x = F−1(u).
Cette méthode est illustrée dans la figure 1.3b.

F (x) = P {U ≤ F (x)}

= P {F−1(U ) ≤ x}
(1.8)

Méthode de rejet

Soient X et X ′ deux variables aléatoires réelles indépendantes et identiquement distribuées de
densité de probabilité pX . Soit Y une variable aléatoire réelle de densité de probabilité pY dont on
possède un générateur aléatoire. S’il existe un réel α tel que pour tout x ∈R, pX (x) ≤αpY (x), alors
on a l’égalité 1.9. Pour simuler une réalisation de X , on peut donc effectuer une réalisation y de Y ,

et retenir cette réalisation avec la probabilité pX (y)
αpY (y) , sinon, on recommence avec une nouvelle

réalisation de Y . Cette méthode est illustrée dans la figure 1.3c.

X = P (Y )Y + (1−P (Y ))X ′ avec P (y) = pX (y)

αpY (y)
(1.9)

1.1.3 La méthode de Monte Carlo en pratique
La méthode de Monte Carlo est basée sur les socles théoriques de la section 1.1.1, et très spécifi-
quement sur la loi des grands nombres et le théorème limite central. En effet, en plus de savoir que
la moyenne d’un grand nombre de réalisations d’une variable aléatoire converge vers la valeur de
son espérance, il est possible d’évaluer l’incertitude présente sur le résultat en fonction du nombre
de tirages (ou nombre de réalisations de la variable aléatoire) effectués. En pratique, le cœur de la
méthode consiste en :
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FIGURE 1.3 – Illustration de trois méthodes de simulation pour des variables aléatoires dis-
crète (1.3a) et continues (méthode de la transformée inverse : 1.3b; et méthode de rejet :
1.3c).

— reformulation du problème étudié en termes statistiques

— réalisation d’un certain nombre N de simulations des variables aléatoires ainsi créées

— interprétation des résultats au regard du théorème limite central.

La reformulation intégrale, lien entre sommes et variables aléatoires

Soient A et B deux grandeurs réelles définies par les égalités 1.10 et 1.11.

A =
n∑

k=1
ak Ak (1.10)

B =
∫ x2

x1

b(x)B(x)d x (1.11)

Sous les conditions que ∀i ∈ {1,2, ...,n}, 0 ≤ ai ≤ 1 et
∑n

k=1 ak = 1, alors A est, par définition,
l’espérance d’une variable aléatoire réelle discrète définie sur les événements {A1, A2, ..., An},
associés respectivement aux probabilités {a1, a2, ..., an}. De la même façon, sous les conditions
que ∀x ∈ [x1, x2], 0 ≤ b(x) ≤ 1 et

∫ x2
x1

b(x)d x = 1, B est, par définition, l’espérance d’une variable
aléatoire réelle continue de densité de probabilité b(x) sur [x1, x2].

Quand ces conditions ne sont pas respectées, ou que l’on n’est pas satisfait par les probabilités qui
apparaissent naturellement (voir section 1.1.3), on peut toujours forcer l’apparition de probabilités
ou de densités de probabilité choisies par le biais d’une reformulation intégrale.

En effet, soient {p1, p2, ..., pn} une séquence telle que ∀i ∈ {1,2, ...,n}, 0 < pi ≤ 1 et
∑n

k=1 pk = 1, et
p(x) une fonction telle que ∀x ∈ [x1, x2], 0 < p(x) ≤ 1 et

∫ x2
x1

p(x)d x = 1 1 . Les quantités A et B
peuvent être exprimées par les équations 1.12 et 1.13.

A =
n∑

k=1
pk Ãk avec ÃK = ak Ak

pk
(1.12)

B =
∫ x2

x1

p(x)d xB̃(x) avec B̃(x) = b(x)B(x)

p(x)
(1.13)

1. En l’absence d’intuitif, ces distributions sont classiquement choisies uniformes : pk = 1
n & p(x) = 1

|x2−x1| ; ou sous

forme de pondérations des termes existants : pk = |ak |∑n
k=1

|ak | & p(x) = |b(x)|∫ x2
x1

|b(x)|d x
.
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De nouveau, A et B sont, par définition, les espérances de deux variables aléatoires.

Petit plus, en introduisant la fonction Heaviside (ou fonction test ici), définie telle que H(test)
vaut 0 quand le test est faux et 1 quand le test est vrai, la grandeur A peut être exprimée comme
l’espérance d’une variable aléatoire continue (équation 1.14). Cette écriture fait le lien entre les
méthodes présentées en 1.1.2 pour simuler respectivement une loi discrète, et une loi continue
par la méthode de la transformée inverse.

A =
∫ 1

0
1d x

n∑
k=1

H(pk−1 < x < pk )Ãk avec p0 = 0 (1.14)

L’une ou l’autre de ces formulations sera utilisée de manière indifférenciée à travers le reste de ce
manuscrit.

Un premier algorithme de Monte Carlo
Soit X une variable aléatoire d’espérance E[X ]. L’algorithme 1.1 présente la structure classique de
la méthode de Monte Carlo permettant d’estimer la valeur de E[X ] par N réalisations xi de X . A cet
estimateur noté x̃N est associé un écart-type σN . Ce squelette général restant systématiquement
le même, l’enjeu est de pouvoir simuler une réalisation x de X .

Algorithme 1.1 : Algorithme de Monte Carlo pour estimer l’espérance d’une variable aléatoire
X

pour i = 1 → N faire
Simuler une réalisation xi de X

fin
x̃N = 1

N

∑N
i=1 xi

σN =
√

1
N

∑N
i=1 xi

2 − ( 1
N

∑N
i=1 xi

)2

Pour l’exemple de l’espérance d’un lancer de dé, en mettant en œuvre la méthode Simuler une loi
discrète finie de la section 1.1.2, l’algorithme 1.2 permet de simuler une réalisation d’un lancer de
dé.

Algorithme 1.2 : Simulation de la réalisation aléatoire x d’un lancer de dé

u un nombre aléatoire tiré uniformément entre 0 et 1

si u < 1
6 alors

x = 1

sinon si u < 2
6 alors

x = 2

sinon si u < 3
6 alors

x = 3

sinon si u < 4
6 alors

x = 4

sinon si u < 5
6 alors

x = 5
sinon

x = 6
fin

Intérêt de la linéarité de l’espérance
Soient X1, X2, ... , Xn des variables aléatoires définies sur R et admettant une espérance, et f une
fonction linéaire. Pour calculer A = E[

f (X1, X2, ... , Xn)
]
, donc par linéarité A = f (E[X1],E[X2], ...,E[Xn]),
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une méthode pourrait être d’évaluer E[X1],E[X2], ... ,E[Xn] par la méthode de Monte Carlo, puis de
faire la composée de ces valeurs et de leurs écart-types par f . Si chaque Monte Carlo est constitué
de N réalisations, il faut donc effectuer nN réalisations aléatoires en tout.

Cependant, comme énoncé en section 1.1.1, l’espérance est linéaire. En posant X la variable
aléatoire définie par X = f (X1, X2, ... , Xn), on a E

[
f (X1, X2, ... , Xn)

]= E[X ]. Dès lors, on envisage
de faire ce calcul en N réalisations seulement, et ce quel que soit n, y compris quand il tend vers
l’infini.

Pour illustrer cette propriété, soit un dé à 6 faces dont chacune des faces est d’une couleur
différente, et 6 dés classiques, chacun de la couleur d’une des faces du dé multicolore. On cherche
l’espérance du dé multicolore, sachant que lorsque l’on tombe sur une de ses faces, on retient
l’espérance du dé coloré correspondant. La première approche reviendrait à faire un Monte Carlo
de N réalisations pour chacun des 6 dés colorés, puis un dernier Monte Carlo de N réalisations sur
le dé multicolore, en prenant les estimateurs obtenus pour chaque face. Dans la seconde approche,
un seul Monte Carlo de N réalisations est nécessaire, et chacune de ces réalisations consiste en 1
tirage du dé multicolore, puis 1 tirage du dé correspondant.

Cette propriété sera tout particulièrement exploitée dans le cadre de la simulation des transferts
thermiques couplés à travers ce manuscrit.

Estimation de l’erreur statistique

L’algorithme 1.1 calcule les deux premiers moments statistiques d’un échantillon de N réalisations
x d’une variable aléatoire X . Comme indiqué dans la section 1.1.1, ces grandeurs convergent
respectivement vers E[X ] et σ(X ), l’espérance et l’écart-type de X . Plus spécifiquement, l’inégalité
1.15 donne la probabilité que mN soit compris dans un intervalle autour de E[X ].

lim
N→∞

P

(
E[X ]−n

σp
N

< mN < E[X ]+n
σp
N

)
=

∫ n

−n

1p
2π

e−
x2
2 d x n ∈R+ (1.15)

Cette inégalité permet d’obtenir à très faible coût (le calcul de la moyenne des poids au carré)
un estimateur de l’erreur commise sur le résultat en substituant σN à σ(X ) dans l’expression.
L’intervalle de confiance ainsi obtenu est le plus souvent très fiable, et une rapide observation
de la convergence de σN permet de s’en assurer. Le tableau 1.1 donne les indices de confiance
associés à quelques valeurs de n.

n P
(
mN ∈ E[X ]±n σp

N

)
1 68.27%
2 95.45%
3 99.73%
4 99.9937%
5 99.999942%

TABLE 1.1 – Intervalles de confiance pour quantifier l’erreur statistique.

Stratégies de réduction de variance

Pour une variable aléatoire X dont on cherche à évaluer l’espérance E[X ], et pour laquelle on
souhaite réduire l’intervalle de confiance d’un facteur a, il est nécessaire de réaliser a2 fois plus de
tirages aléatoires (équation 1.15). Il est également possible d’avoir recours à une des nombreuses
techniques de réduction de variance, dont l’idée est de reformuler le problème pour calculer
l’espérance d’une autre variable aléatoire Y de même espérance, mais de variance plus faible.
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Une des méthodes les plus courantes est l’échantillonnage par importance : par reformulation
intégrale (voir section 1.1.3), on impose une densité de probabilité arbitraire pY judicieusement
choisie pour réduire la variance (équation 1.16).

EX [X ] =
∫
ΩX

pX (x)d x x

=
∫
ΩX

pY (x)d x
pX (x)x

pY (x)

= EY

[
pX (Y )Y

pY (Y )

] (1.16)

Caractéristique notable, si on connaît la solution et que l’on pose pY (x) = pX (x)x
EX [X ] , la variable aléa-

toire ainsi créée prend toujours la valeur E[X ] : sa variance est nulle. La question de l’optimisation
d’un algorithme de Monte Carlo correspond alors à s’approcher de cette variance nulle, pour
laquelle une seule réalisation aléatoire permet d’obtenir le résultat exact.

1.2 Monte Carlo et transfert radiatif, une vision
du transport des photons

Dans sa vision corpusculaire, le transfert radiatif consiste à suivre la propagation des photons et
leurs interactions avec la matière. L’évolution mésoscopique de la densité de photon est alors régie
par une équation de Boltzmann [Cercignani1988], dont la lecture est intuitivement statistique.
De nombreux ouvrages étudient en profondeur les échanges thermiques par rayonnement, et
présentent comment la méthode de Monte Carlo permet d’en simuler les effets en prenant en
compte de façon rigoureuse toutes les dimensions spécifiques de cette physique, notamment
les aspects directionnels et fréquentiels ([Howell+2016], [Modest2013]). Cette capacité à simuler
exactement l’équation de transfert radiatif fait de la méthode de Monte Carlo la méthode de
référence en rayonnement thermique.

Cette section se restreint à une présentation des phénomènes radiatifs ne soulevant pas la question
de l’intégration fréquentielle.

1.2.1 Le rayonnement thermique
Le rayonnement thermique est le rayonnement qui est émis par un milieu sous la seule excitation
de sa température. Il peut être décrit d’un point de vue ondulatoire ou corpusculaire. Nulle de
ces deux visions complémentaires ne permet de décrire à elle seule l’intégralité des phénomènes
radiatifs connus. Par exemple, l’approche ondulatoire est généralement préférée pour l’étude des
phénomènes de diffusion (scattering) et l’approche corpusculaire pour l’étude des propriétés
radiatives des gaz. Dans les deux cas, l’onde, ou la particule, se propage à la vitesse de la lumière
c = c0

n , où c0 = 2,998×108 ms−1 est la vitesse de la lumière dans le vide, et n est l’indice de réfraction
du milieu qu’elle traverse.

Dans le corpus de l’électromagnétisme, le transfert radiatif est décrit comme une variation des
champs électromagnétiques [Maxwell1865] 2. Le rayonnement est alors décrit comme une somme
d’ondes monochromatiques définies pour une fréquence ν, une longueur d’onde λ, ou un nombre
d’onde η avec η= 1

λ = ν
c .

2. "The agreement of the results seems to show that light and magnetism are affections of the same substance, and that
light is an electromagnetic disturbance propagated through the field according to electromagnetic laws." J.C. Maxwell
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FIGURE 1.4 – Spectre du rayonnement électromagnétique en fonction du nombre d’onde η.
Le rayonnement thermique couvre une grande partie de la bande infrarouge, l’intégralité du
visible, et une portion de l’ultraviolet.

Dans le corpus de la mécanique quantique, à la notion d’onde monochromatique est substitué un
corpuscule nommé photon, de masse nulle et d’énergie E = hcη, où h = 6,62607004×10−34 kgm2 s−1

est la constante de Planck.

La quantité d’énergie transportée, le comportement, et l’utilisation classique de ces ondes, ou
photons, étant très différents selon la longueur d’onde considérée, le spectre électromagnétique
a été découpé en diverses bandes spectrales. La figure 1.4 montre comment le rayonnement
thermique s’étend sur les bandes spectrales de l’infrarouge, du visible, et de l’ultraviolet.

1.2.2 Luminance et corps noir
Dans une approche corpusculaire, le rayonnement est le transfert résultant du transport d’un
nombre généralement monumental de photons. Ce champ de photons peut être décrit à l’échelle
mésoscopique : au lieu de considérer chaque photon individuellement (description microsco-
pique), on considère une distribution continue f (x , v , t ) de photons dans l’espace. Ainsi, à chaque
point de l’espace x , pour chaque vitesse v , à chaque temps t , est associée une densité qui traduit
la probabilité de présence d’un photon à ce point, à cette vitesse, à ce temps.

En construisant fη(x ,u, t ) qui prend en compte le nombre d’onde de chaque photon, et en consi-
dérant que la norme de la vitesse des photons est localement constante avec v = cu, il est possible
de construire la luminance monochromatique (relation 1.17). Cette grandeur caractéristique du
transfert radiatif est une puissance par unité de surface perpendiculaire à u, par unité d’angle
solide, et par unité de nombre d’onde, en Wm−2 sr−1 cm.

Lη(x ,u, t ) = hcη c fη(x ,u, t ) (1.17)

Tout corps chaud émet du rayonnement thermique, et contribue donc à la luminance. Pour savoir
en quelle proportion, et sur quelles longueurs d’ondes, la référence est le corps noir. Un corps
noir est un milieu idéal absorbant l’intégralité du rayonnement électromagnétique qu’il reçoit.
Par construction, à l’équilibre, le rayonnement provenant de ce corps est la luminance d’équilibre
donnée par la loi de Planck (relation 1.18, avec kB = 1,38064852×10−23 JK−1 la constante de
Boltzmann), qui n’est fonction que de sa température T et du nombre d’onde η.

Leq
η (T ) = 2hc2η3

exp
(

hcη
kB T

)
−1

(1.18)

Par intégration de la luminance d’équilibre Leq
η sur l’ensemble du spectre électromagnétique,

la loi de Stefan - Boltzmann (équation 1.19, avec σ = 5,670374×10−8 Wm−2 K−4 la constante de
Stefan-Boltzmann) exprime la luminance totale émise par un corps noir en fonction de sa seule
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température. Ce résultat met en avant la dépendance de la luminance d’un corps à sa température
à la puissance 4.

Leq (T ) =
∫ ∞

0
Leq
η (T )dη

= σ

π
T 4

(1.19)

1.2.3 L’Equation du Transfert Radiatif (ETR)
La modélisation de l’évolution d’une distribution de corpuscules fait appel aux notions de la
physique statistique. L’ETR, qui décrit l’évolution de la luminance, est un cas particulier des
équations de la théorie cinétique des gaz, ou équations de Boltzmann ([Cercignani1988], [Piaud]).
En effet, des hypothèses spécifiques au transfert radiatif viennent se rajouter aux hypothèses
nécessaires à l’établissement d’une équation cinétique du transport : les photons se déplacent
en ligne droite, à vitesse constante, et n’interagissent pas entre eux, et le milieu est considéré à
l’équilibre thermodynamique local.

Sans chercher à l’établir ici, l’ETR dans un milieu participant est présentée dans l’équation 1.20,
avec ka le coefficient d’absorption, kd le coefficient de diffusion, et φ la fonction de phase du milieu.
Le coefficient d’absorption est défini comme l’inverse de la distance moyenne que parcourent
les photons avant d’être absorbés par le milieu. De la même façon, le coefficient de diffusion est
défini comme l’inverse de la distance moyenne que parcourent les photons avant d’être diffusés
par le milieu. Enfin, la fonction de phase φ(u|u′′′) est définie comme la probabilité qu’un photon
de direction incidente u diffuse vers une direction u′′′.

évolution temporelle︷ ︸︸ ︷
1

c

∂Lη(x ,u, t )

∂t
+

transport pur︷ ︸︸ ︷
u.∇∇∇Lη(x ,u, t ) =−

absorption︷ ︸︸ ︷
ka,η(x , t )Lη(x ,u, t )−

diffusion sortante︷ ︸︸ ︷
kd ,η(x , t )Lη(x ,u, t )+

émission︷ ︸︸ ︷
ka,η(x , t )Leq

η (x , t )

+kd ,η(x , t )
∫

4π
φη(x ,u|u′′′, t )Lη(x ,u′′′, t )d u′′′︸ ︷︷ ︸
diffusion entrante

(1.20)

En général, et c’est le cas en thermique usuelle, le transfert radiatif est beaucoup plus rapide
que tous les autres phénomènes physiques. L’ETR est alors prise au régime stationnaire, comme
présenté dans l’équation 1.21.

u.∇∇∇Lη(x ,u) =−ka,η(x)Lη(x ,u)−kd ,η(x)Lη(x ,u)+ka,η(x)Leq
η (x)

+kd ,η(x)
∫

4π
φη(x ,u|u′′′)Lη(x ,u′′′)d u′′′ (1.21)

1.2.4 Une lecture probabiliste de l’ETR
La clé d’une lecture probabiliste de l’ETR et de sa résolution par MMC réside dans sa formulation
intégrale. Il est possible d’établir cette dernière en s’intéressant à la transmissivité Tη(x ,u, l ) du
milieu, c’est-à-dire à la probabilité qu’a un photon en x de parcourir une distance l dans la direc-
tion u sans être absorbé ni diffusé. L’absence de mémoire, c’est-à-dire la propriété selon laquelle
la probabilité pour un photon de parcourir une distance l est indépendante de la distance déjà
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parcourue, impose l’expression 1.22 pour la transmissivité. Pour un milieu homogène, l’épais-
seur optique à l’intérieur de l’exponentielle devient kηl avec kη = ka,η+kd ,η, cette expression est
appelée la loi de Beer-Lambert.

Tη(x ,u, l ) = exp

(
−

∫ l

0

[
ka,η(x + l ′u)+kd ,η(x + l ′u)

]
dl ′︸ ︷︷ ︸

épaisseur optique

)
(1.22)

Dès lors, il est possible d’exprimer l’ETR sous la forme d’une intégrale récursive, comme présenté
dans l’équation 1.23. La luminance en un point x dans la direction u est exprimée comme la
somme des contributions en amont de x selon la direction u des luminances d’équilibre et des
diffusions vers la direction u, le tout atténué par la transmissivité du milieu.

Lη(x ,u) =
∫ ∞

0
dl Tη( x − l u︸ ︷︷ ︸

x ′′′=x−l u

,u, l )

(
ka,η(x ′′′)Leq

η (x ′′′)+kd ,η(x ′′′)
∫

4π
φη(x ′′′,u|u′′′)Lη(x ′′′,u′′′)d u′′′

)
(1.23)

Un petit travail de reformulation permet alors d’aboutir à l’équation 1.24. Il est à noter que la
fonction de phase est normée sur 4π (c’est-à-dire sur l’ensemble des directions possibles en 3D).
La luminance apparaît alors comme l’espérance d’une variable aléatoire, elle-même fonction de
Lη(x ′′′,u′′′), qui est aussi une espérance (voir section 1.1.1).

Lη(x ,u) =
∫ ∞

0
kη(x ′′′)Tη(x ′′′,u, l )dl︸ ︷︷ ︸

densité de proba sur [0,∞[

(
ka,η(x ′′′)
kη(x ′′′)︸ ︷︷ ︸
Pa,η(x ′′′)

Leq
η (x ′′′)+ kd ,η(x ′′′)

kη(x ′′′)︸ ︷︷ ︸
Pd ,η(x ′′′)

∫
4π
φη(x ′′′,u|u′′′)d u′′′ Lη(x ′′′,u′′′)

)

(1.24)

L’algorithme 1.3 présente alors comment il serait possible de simuler cette variable aléatoire pour
calculer Lη(x ,u). De la même façon qu’en section 1.1.3, cet emboîtement d’espérance ne pose pas
de problème : les espérances d’espérances sont directement emboîtées dans une seule réalisation
de Monte Carlo qui constitue un chemin statistique. Ce chemin statistique est en fait le chemin
optique constitué de la suite des positions x , x ′′′, x ′′′′′′, ... que suit cette réalisation avant de s’arrêter
en rencontrant une luminance d’équilibre émise en un point x f i n du milieu selon la probabilité
pa,η(x f i n ) ou une source radiative connue.

Algorithme 1.3 : Réalisation wLη(x ,u) d’une variable aléatoire WLη(x ,u) d’espérance Lη(x ,u)

l ′ un nombre aléatoire tiré dans [0,∞[ selon la densité de probabilité kη(x ′′′)Tη(x ′′′,u, l )
x ′′′ = x − l ′u
u un nombre aléatoire tiré uniformément entre 0 et 1
si u < pa,η(x ′′′) alors

wLη(x ,u) = Leq
η (x ′′′)

sinon
u′′′ une direction aléatoire sur la sphère 3D tirée selon la densité de probabilité φη(x ′′′,u|u′′′)
wLη(x ,u) = Lη(x ′′′,u′′′) (source connue ou récursivité)

fin

En pratique, l’algorithme 1.3 n’est praticable en l’état que pour des coefficients d’absorption et
de diffusion constants. En effet, dans ce cas, il est possible d’inverser analytiquement la densité
de probabilité de l ′, et donc d’en simuler numériquement des réalisations aléatoires. Dans le
cas contraire, des méthodes existent pour faire une approximation du résultat par discrétisation
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du milieu ou par inversion numérique des épaisseurs optiques, ce qui fait perdre le statut de
référence à la méthode. Cependant, des travaux récents ([Galtier], [Villefranque+2019]) permettent
de transformer ce problème en un problème équivalent pour lequel on sait tirer les distances de
collision en rajoutant des collisionneurs virtuels dans la scène. Cette approche est initialement
apparue en neutronique sous le nom de Woodcock estimator, avant d’être plus génériquement
dénommée delta-tracking ou null-collision ([Woodcock+1965],[Skullerud1968], [Lin+1978]).

1.3 Monte Carlo et diffusion : Feynman-Kac et
moyennes sphériques

La méthode de Monte Carlo est peu utilisée pour les équations de diffusion, pour lesquelles des
méthodes maillées sont généralement préférées. Cependant, la méthode reste favorable de façon
situationnelle pour des problèmes en dimension élevée ou encore dans des applications où seules
des valeurs locales de la solution sont recherchées, comme c’est souvent le cas en finance.

Cette section illustre les approches communément employées pour résoudre cette équation de la
chaleur avec la méthode de Monte Carlo en exprimant la température locale comme l’espérance
d’une variable aléatoire issue de la théorie du mouvement brownien [Lapeyre+1998].

1.3.1 La conduction thermique, un phénomène
macroscopique

La diffusion thermique, ou conduction, est un processus de transfert de chaleur de proche en
proche en l’absence de déplacement de matière. Cette dernière étant usuellement considérée à
l’échelle macroscopique, le flux de chaleur qui y est associé est alors décrit par la loi de Fourier
(relation 1.25). Cette équation de type Fick relie le vecteur densité de flux thermique j au gradient
de la température ∇∇∇T par la conductivité thermique λ du milieu considéré. Ainsi, plus la conduc-
tivité d’un milieu est grande, et plus efficacement il tend à minimiser les écarts de température
dans son volume.

j =−λ∇∇∇T (1.25)

Par un bilan d’énergie, la loi de Fourier permet d’établir l’équation de la chaleur 1.26 en présence
d’un terme source S, où ρ est la masse volumique et C la capacité thermique massique du milieu.

ρC
∂T

∂t
=−∇∇∇.(−λ∇∇∇T )+S (1.26)

En l’absence de terme source, dans le cas d’un milieu à ρ, C , et λ homogènes, cette équation
devient une équation de diffusion 1.27 où le coefficient de diffusion α est le rapport λ

ρC que nous
appelons diffusivité thermique.

∂T

∂t
=α∆T (1.27)

Au régime stationnaire, cette équation diffusion devient une équation de Laplace 1.28.

∆T = 0 (1.28)
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1.3.2 Interprétation probabiliste des phénomènes diffusifs
et mouvement brownien

Dès 1928, Courant, Friedrics et Lewy [Courant+] proposent des éléments permettant de relier
processus stochastique et équation aux dérivés partielles. Il faudra cependant attendre les travaux
de Kac et Feynmann dans les années 50 [Kac1951] pour établir un lien plus large dans le cas des
équations différentielles paraboliques, dont fait partie l’équation de la chaleur. Le processus clé
dans le cadre des équations différentielles diffusives est appelé processus de Wiener. On parle
aussi de mouvement brownien après le botaniste Robert Brown l’ayant découvert au 19e siècle
[Pearle+2010].

En effet, en notant W un processus de Wiener en 3 dimensions qui n’est fonction que du temps,
la densité de la variable aléatoire X (t) = x +p

2αW (t) à n’importe quel temps t et position x
de l’espace est une gaussienne centrée en x d’écart-type

p
2αt . Cette dernière est solution de

l’équation 1.26 en milieu infini.

Il peut alors être établi que T (x , t ) = E[
T0(x +p

2αW (t ))
]

est solution de l’équation 1.27 en notant
T0 le champ de température à l’instant initial. Une lecture en espace de chemins est alors possible
en lisant cette espérance comme la moyenne d’un grand nombre de réalisations de la variable
aléatoire T0

(
x +p

2αW (t )
)

: la température en un point x de l’espace et en un temps t est la
moyenne des températures initiales prises au bout de chemins statistiques partant du point x et
s’étant propagés selon un processus de Wiener pendant un temps t . Nous illustrerons ces chemins
dans le chapitre 3.

Le travail de Feynmann et Kac permet alors d’aller plus loin, en incorporant des termes sources S
et réactionnels r le long de ces chemins statistiques. Ainsi, dans le cas d’une équation différentielle
parabolique du type de celle présentée dans l’équation 1.29, la solution peut s’écrire comme
l’équation 1.30. Dans cette dernière, deux idées sont à rajouter par rapport à la formulation
précédente : à l’influence de la température initiale sur la température observée est ajoutée la
contribution des sources tout le long du chemin parcouru, et chacune des contributions est
atténuée ou amplifiée exponentiellement en fonction de la valeur du coefficient du terme réactif
rencontré le long du chemin.


∂T

∂t
(x , t ) =α∆T (x , t )+ r (x , t )T (x , t )+S(x , t )

T (x ,0) = T0(x)

(1.29)

T (x , t ) = E
[ condition initiale︷ ︸︸ ︷

T0

(
x +p

2αW (t )
)

amplification ou
atténuation le long du chemin︷ ︸︸ ︷

exp

(∫ t

0
r
(

x +p
2αW (s), t − s

)
d s

)
+

∫ t

0
S

(
x +p

2αW (s), t − s
)

︸ ︷︷ ︸
sources le long du chemin

exp

(∫ s

0
r
(

x +p
2αW (s′), t − s′

)
d s′

)
︸ ︷︷ ︸

amplification ou
atténuation sur la portion de chemin

d s

] (1.30)

1.3.3 L’exemple du Walk On Sphere pour la résolution de
l’équation de la chaleur

En pratique, les marches statistiques associées au mouvement brownien ne sont jamais exhausti-
vement décrites. En effet, il est possible de résoudre analytiquement les densités de présence et/ou
de premiers passages du processus de Wiener dans un domaine et à travers ses frontières dans des
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configurations simples ou pour un domaine infini ([Sabelfeld+1997], [Redner2001]). Dès lors, une
marche aléatoire selon un processus de Wiener dans un domaineΩ est en général subdivisée en
pas aléatoires échantillonnés dans des densités connues dans des sous-domaines usuels deΩ.

Le travail de Muller en 1956 [Muller1956] repose sur cette approche : utiliser les densités de premier
passage dans des sphères pour simuler un processus de Wiener en géométrie quelconque. Dans
ses travaux, il propose une méthodologie pour résoudre l’équation de Laplace 1.28.

Pour résoudre cette équation différentielle bien particulière, Muller propose d’utiliser l’isotropie
de la densité de permier passage du processus de Wiener WS (x ,δ1) partant d’un point x de l’espace
et étant tué (arrêté) au contact de la sphère englobante S (x ,δ1) centrée en x et de rayon δ1. Ce
résultat équivalent à la propriété d’harmonicité de l’opérateur laplacien amène à l’équation 1.31
où dω(u) est un angle solide élémentaire sur S (x ,δ1).

T (x) = E
[

T
(

x +p
2αWS (x ,δ1)

)]
=

∫
4π

1

4π
dω(u)T (x +δ1u)

(1.31)

Pour simplifier les écritures, notons X1 = x +p
2αWS (x ,δ1) la variable aléatoire "position sur la

sphère de rayon δ1 centrée en x" telle que nous venons de la définir. Ainsi, T (x) est l’espérance de
la variable aléatoire T (X1) :

T (x) = E [T (X1)]

Les températures en chacune des réalisations possibles de X1 peuvent être connues, auquel cas
rien n’est à faire d’autre que d’échantillonner X1 et prendre la moyenne des températures en ces
points. Cependant, en toute généralité, ces dernières sont elles-mêmes à déterminer. Dans ce cas,
il est possible d’écrire la même équation 1.31 qu’au point précédent mais en X1. Cette dernière
s’écrit alors sur la sphère S (X1,δ2) centrée en X1 et de rayon δ2, ce qui amène à la définition de
X2 = X1 +

p
2αWS (X1,δ2), puis à l’équation 1.32. Tandis que X1 est distribuée uniformément sur la

sphère de rayon δ1 autour de x pour permettre l’évaluation de T (x), X2 est quant à elle distribuée
uniformément sur la sphère de rayon δ2 autour de X1 pour nous permettre l’évaluation de T (X1).

T (x) = E [E [T (X2)]] (1.32)

Cette formulation fait apparaître une espérance d’espérance, elle-même potentiellement fonction
d’une espérance, etc. Encore une fois, cela ne pose pas de problème, et ces espérances peuvent être
lues comme une seule espérance sur une variable aléatoire qui définit un chemin statistique reliant
le point d’origine x à une succession de points sur les sphères engendrées durant ce processus,
jusqu’à ce que la température en un point de la réalisation soit connue.

La figure 1.5 illustre la construction d’un tel chemin dans une géométrie simple. Comme repré-
senté, le choix des rayons des sphères est généralement choisi de façon à construire la plus grande
sphère possible dans le domaine afin d’avoir de plus grandes chances de se rapprocher d’une
paroi. Enfin, le support d’une sphère sur une surface de courbure différente étant de support nul,
il est en théorie impossible de tomber sur une paroi du domaine. Pour contourner ce problème,
une épaisseur ε est ajoutée à la surface, épaisseur dans laquelle il est considéré que la distance est
suffisamment petite pour sauter directement sur la paroi. En faisant ces deux choix, le nombre
moyen de pas requis pour atteindre une surface est proportionnel à ln(ε) [Kurbanmuradov1979].

1.3.4 Les alternatives et extensions du Walk on Sphere
Tandis que Brown propose également en 1956 une méthode de marche aléatoire sur des directions
discrètes dans [Beckenbach2013], l’approche de Muller sera davantage retenue et rapidement éten-
due à la conduction instationnaire ([HajiSheikh+1966], [HajiSheikh+1967], [Minkowycz+2006]),
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FIGURE 1.5 – Une illustration de la construction d’une réalisation aléatoire du Walk on Sphere
partant du point x . En chaque point de la marche, la position suivante est échantillonnée
de façon isotrope sur la plus grande sphère englobante contenue dans le milieu. Quand la
position atteinte se situe à une distance inférieure à ε de la paroi, la position est projetée sur
cette dernière pour finir la marche. Pour le calcul de la température en x , le poids de cette
réalisation de Monte Carlo par cette approche vaut T (x3) qui est une condition aux limites
connue.

mais aussi aux milieux hétérogènes ainsi qu’à des premières ébauches de couplage sous la forme
de conditions limites de convection, ou encore de termes sources dans le milieu. Dans le cas de
propriétés hétérogènes, les pas de la marche aléatoire sont alors choisis suffisamment petits de
telle sorte que des hypothèses d’homogénéité puissent être localement posées.

Les difficultés principales rencontrées par ces marches aléatoires sont les suivantes : pour chaque
pas de la marche, il est nécessaire de résoudre un problème d’optimisation pour connaître la
distance à la plus proche frontière, et cette dernière est par ailleurs épaissie virtuellement afin
de permettre à la marche d’atteindre la surface. Une décennie plus tard, une nouvelle approche
émerge en réponse à ces difficultés. Elle provient de la théorie du potentiel et consiste à refor-
muler le problème initial de façon à ne plus avoir à échantillonner la trajectoire d’un processus
dans le milieu, mais directement la frontière du milieu étudié. Cette reformulation en séries de
Fredholm est initialement proposée par Hoffman [Hoffman+1976], ce qui permet alors d’obtenir
un algorithme de Monte Carlo de transport semblable au transfert radiatif, par le biais de lancers
de rayon comme illustré dans la figure 1.6. La méthode présente alors une grande attractivité par
son économie en temps de calcul par rapport aux marches aléatoires dans le champ, mais aussi
par sa possibilité à évaluer la solution du problème en plusieurs points en une seule simulation.
Cependant, elle présente des contraintes importantes, notamment pour son couplage, mais aussi
pour son incapacité à être étendue aux calculs instationnaires. Plus récemment, cette proposition
a fait l’objet d’une revisite 3 dans laquelle la géométrie est initialement pré-traitée afin d’accélérer
les lancers de rayon tout du long de la simulation [Zagajac1995] (voir figure 1.7). Cette même
extension est par la suite étendue aux marches aléatoires de type Walk on Sphere [Suresh+1997]
par l’utilisation de diagrammes de Voronoï.

L’approche la plus utilisée pour l’équation de diffusion restera celle de Feynman et Kac dans
laquelle un processus associé à l’équation différentielle est échantillonné un grand nombre de
fois dans le domaine. Des variantes par rapport aux algorithmes proposés jusque là seront tout
de même proposées pour améliorer la précision ou les temps de calcul. Par exemple, [Grigo-
riu1997], [Grigoriu2000] propose de construire le mouvement brownien comme une suite de
mouvements browniens par une discrétisation du temps plutôt que de l’espace afin d’obtenir une
approximation des densités de passage en temps et en espace dans un système donné. Peu après,
[Golyandina2004] construit une marche alternative dans laquelle les sphères ne sont plus centrées
par rapport au point courant, ce qui permet de diminuer sensiblement le nombre total de pas

3. Cette revisite consistant à pré-traiter la donnée géométrique de façon à accélérer les lancers de rayon n’est pas sans
rappeler les outils de la synthèse d’image plus récemment développés et mentionnés en section 2.1.2
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FIGURE 1.6 – Illustration des chemins
aléatoires de conduction dans une ap-
proche en échantillonnage de surfaces
par lancers de rayon tels que présen-
tés dans [Hoffman+1976]. A partir de la
réalisation aléatoire pour le point r1, la
valeur en la position r2 peut être éva-
luée sans beaucoup de calculs supplé-
mentaires.

FIGURE 1.7 – Illustration de la grille ac-
célératrice sur laquelle est effectué le
pré-calcul permettant de réaliser plus
rapidement les lancers de rayon dans
[Zagajac1995]. L’utilisation d’une telle
grille permet alors de réduire considé-
rablement l’effet de la complexité géo-
métrique sur le temps de calcul lié aux
intersections.

avant d’atteindre la paroi. Ou encore les travaux [Deaconu+2013], [Deaconu+2017] dans lesquels
une approche Walk on Sphere consiste à échantillonner aléatoirement le rayon de chaque sphère
afin de simplifier l’évaluation du temps de sortie et [Deaconu+2006] pour une marche sur des
pavés droits plutôt que des sphères.

Monte Carlo, un outil de la complexité ?
Au travers de ce chapitre, nous venons de poser les fondements théoriques mais également de
premiers éléments de la pratique associée à la méthode de Monte Carlo. Cette méthode basée
sur la théorie des grands nombres et le théorème limite central est couramment utilisée dans les
problèmes de dimension élevée pour sa capacité à intégrer des dimensions supplémentaires sans
impacter son temps de calcul.

De fait, sa capacité à calculer des intégrales est mise à profit en transfert radiatif afin d’obtenir
une solution exacte du rayonnement là où, face à la dimension infinie de la réflexion multiple et
de la diffusion multiple, les méthodes déterministes doivent passer par des modèles approchés,
notamment pour les intégrations directionnelles et fréquentielles. Cette vertu en fait une méthode
de référence pour le transfert radiatif.

Des propositions permettant de garder cette même approche pour des phénomènes diffusifs
comme la conduction de la chaleur ont émergé depuis les travaux de Feynman et Kac dans les
années 1950. Cependant, ces approches restent marginales en thermique où la dimension du
problème reste en général raisonnable. Même si la phénoménologie tridimensionnelle de la
conduction est parfois complexifiée par l’ajout de sources énergétiques avec leur propre phénomé-
nologie, ou de modèles avancés des paramètres de la diffusion, la dimension totale du problème
reste faible par rapport aux questions de diffusion dans des espaces de dimension très élevée qui
justifient l’emploi de Monte Carlo en finance par exemple. Par ailleurs, les algorithmes de Monte
Carlo en diffusion ne sont pas "exacts" au sens donné à ce mot dans la littérature de Monte Carlo
en transfert radiatif : il ne suffit plus d’augmenter le nombre de réalisations pour converger vers
la solution à un niveau de précision maîtrisé. Il faut aussi réduire des paramètres numériques,
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comme par exemple l’épaisseur numérique ε, qui ont le même statut que les paramètres de discré-
tisation spatiale et temporelle des méthodes déterministes. A ce jour, la pratique de Monte Carlo
en conduction thermique préfère donc souvent des approches déterministes bien maîtrisées, qui
ont de plus l’avantage de conduire naturellement à la connaissance de l’ensemble du champ de
température, là où les approches de type Walk on Sphere sont plutôt tournées vers la question
d’évaluer des grandeurs ponctuelles.

C’est ici la question du couplage qui va motiver l’emploi de Monte Carlo, y compris en conduction.
Dans des travaux tels que [Kraus1988] et [Kovtanyuk+2012], des couplages entre conduction et
rayonnement ont été abordés avec Monte Carlo pour la partie rayonnement et des méthodes
déterministes en champ pour la partie conduction. Cependant, dans cette combinaison avec
d’autres méthodes, on perd une partie de la souplesse de Monte Carlo, notamment en ce qui
concerne la gestion des modèles géométriques de grande taille (géométriquement raffinés) tels que
ceux issus des CAO industrielles. Le chapitre suivant aborde simultanément ces deux questions :
dans le cadre strict de la méthode de Monte Carlo, comment peut-ont gérer des phénomènes
couplés et le faire dans des systèmes géométriquement complexes ?
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Comment simuler des transferts thermiques
couplés en géométrie complexe ?
Dans le présent chapitre, on aborde la question de la complexité géométrique et des approches
possibles pour simuler les transferts thermiques couplés dans ces dernières. Un accent tout
particulier est mis sur les outils de la synthèse d’image qui proposent une approche dans laquelle
l’acte de simulation, et en particulier le temps de calcul associé, atteint une forme d’indépendance
à la complexité de la géométrie étudiée.

La section 2.1 présente l’approche "physiquement réaliste" de la synthèse d’image qui émerge
depuis une vingtaine d’années dans cette communauté et son adéquation avec l’approche Monte
Carlo telle que présentée au chapitre précédent. Nous commencerons par une rapide contextuali-
sation qui mettra en perspective les objectifs de la synthèse d’image avec ceux du rayonnement
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thermique pour montrer à quel point ces questions sont similaires. Dans un second temps, une
présentation générique des outils développés par cette communauté pour répondre à un besoin
de réduction des temps de calcul nous permettra d’introduire le concept de structure accélératrice
dont la fonction est d’accélérer l’accès à une information répartie dans l’espace. Enfin, nous
illustrerons ces concepts en présentant de récents résultats en rayonnement thermique atmo-
sphérique qui font usage de ces mêmes outils. Cela démontrera que l’indépendance des temps de
calcul au raffinement de données géométriques surfaciques, mais également volumiques, n’est
pas seulement une potentialité théorique. Dans ce contexte radiatif, avec un sol terrestre raffiné et
une description détaillée de l’atmosphère exigeant un maillage volumique 1000×1000×1000, ces
méthodes font d’ores et déjà la preuve de leur passage à l’échelle.

Dans la section 2.2, nous considérons la question de la complexité géométrique dans une perspec-
tive de couplage des transferts thermiques. En raison du comportement en temps de calcul des
méthodes déterministes lorsque les géométries sont trop complexes, on est communément amené
à changer de modèle physique : accepter que les transferts thermiques détaillés ne pourront pas
être résolus en dessous d’une certaine échelle et remplacer leur description par des descriptions
simplifiées, des approximations que l’on valide précisément sur des ensembles de configurations
académiques puis que l’on met ensuite en œuvre dans un contexte applicatif afin d’atteindre les
rapidités de calcul attendues. Dans le cadre du transfert thermique dans les milieux poreux, on
parle alors d’approches par milieux effectifs. Ces approches ont fait leurs preuves très largement
dans des domaines très divers, mais les questions de recherche associées sont loin d’être fermées et
cette démarche ouvre encore des questions sur la détermination de ces propriétés effectives, mais
aussi sur la validation des solutions résultantes. Nous présenterons donc les tentatives rapportées
à ce jour de faire appel à Monte Carlo dans ces contextes, soit pour contourner entièrement la
difficulté et aborder directement les géométries complexes sans approximation dans un contexte
applicatif, soit pour évaluer les paramètres des modèles simplifiés, soit pour valider leur utilisation.

Ces tentatives proposent essentiellement deux approches : traduire la température initiale en un
champ de quanta d’énergie que l’on fait évoluer au cours du temps (approche forward), ou partir
d’une expression de type Feynman-Kac permettant d’exprimer la température en un point sonde,
dans le temps et l’espace, en propageant des chemins statistiques à partir de ce point à rebours
dans le temps pour évaluer les contributions respectives de chacune des sources rencontrées le
long du chemin (approche reverse). Nous insisterons plus sur la seconde approche car c’est celle
que nous retiendrons dans le reste du document. Nous essaierons donc d’illustrer en détail les
types de chemins employés dans les algorithmes reverse sur quelques configurations académiques
et de donner à sentir ce qu’est la pratique résultante dans des contextes industriels tels que le
refroidissement de cartes électroniques ou de moteurs électriques.

Ces descriptions nous conduiront à l’énoncé de notre problématique.

2.1 Gestion de géométries complexes et
synthèse d’image

Etre capable de simuler l’ETR n’intéresse pas que les physiciens du rayonnement et le monde de
l’ingénierie à des fins de modélisation des transferts thermiques. En effet, depuis quelques dizaines
d’années, le secteur montant de la synthèse d’image porte une grande importance à la création
d’images physiquement réalistes. Que ce soit pour modifier des images ou des vidéos à travers
des effets spéciaux, ou pour les créer de toutes pièces, les outils informatiques de la synthèse
d’image se sont multipliés. Tandis que les artistes passent du temps à créer leurs œuvres dans un
environnement virtuel, le moteur de rendu est ensuite chargé de transformer cette information en
images. Nous décrivons brièvement ici le cadre scientifique correspondant car nos travaux sont
fortement inspirés de cette pratique.
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Monte Carlo et transferts thermiques en géométrie complexe : l’apport de la synthèse d’image

2.1.1 Luminance et synthèse d’image
La luminance, et plus spécifiquement la luminance dans les longueurs d’ondes du visible, est
l’information que nos yeux sont chargés de détecter. L’œil humain est ainsi composé de trois types
de cônes, et de bâtonnets. Tandis que ces derniers sont chargés de permettre une vision nocturne
(faible luminosité) et sont associés à la détection des mouvements par le cortex visuel, les cônes
permettent de percevoir les couleurs. Au sens physique du terme, une couleur correspondrait à
une longueur d’onde. Cependant, comme il n’existe que trois types de bâtonnets, l’œil humain
capte en fait seulement la superposition de trois ensembles de couleurs qui couvrent chacun
différentes bandes spectrales du rayonnement visible.

La Commission Internationale de l’Eclairage (CIE) a mis en place en 1931 deux systèmes colori-
métriques qui font office de référence. Le système CIE RGB, très répandu et simple d’utilisation,
est basé sur les pics de réceptivité de chaque type de bâtonnets : le rouge R (700 nm), le vert G
(546,1 nm), et le bleu B (435,8 nm). Le système CIE XYZ est quant à lui basé sur une représentation
exhaustive de la réponse de l’œil humain aux stimuli, les couleurs virtuelles X, Y, et Z sont donc
chacune une intégrale (donc une espérance) sur le spectre visible, ce qui permet d’être capable de
représenter toutes les couleurs effectivement visibles.

Etre capable de synthétiser une image est ainsi la capacité à simuler la luminance pour trois
couleurs données, sur un "cadre virtuel" placé devant l’observateur, dans la direction de son
regard. En pratique, cette image est discrétisée en une grille de points réguliers, les pixels, et c’est
en ces points que doivent être calculées trois valeurs de luminance.

Pour les moteurs graphiques de type ray tracing, le calcul de ces luminances est réalisé par la
méthode de Monte Carlo, de manière homologue aux algorithmes présentés en section 1.2 pour
le rayonnement thermique : de multiples chemins statistiques sont lancés depuis les pixels de
l’image, dans le sens inverse au regard de l’observateur, afin de remonter les chemins lumineux
jusqu’à leurs sources (figure 2.1). Cette approche n’est présente en toute rigueur dans cette com-
munauté que suite aux travaux fondateurs de la thèse de Veach en 1997 [Veach1997] qui a exprimé
formellement des quantités radiatives comme des intégrales sur des espaces de chemins.

Observateur Scène virtuelleImage de synthèse
Lη(couleur )(x ,u)

x
u

Caméra virtuelle

FIGURE 2.1 – Illustration de la relation entre la luminance et la synthèse d’image. L’image de
synthèse est une matrice de pixels, chacun contenant la valeur de la luminance au point x
du pixel, dans la direction u du regard de l’observateur, pour trois couleurs distinctes. En
rouge, un chemin statistique remonte depuis le pixel un chemin optique jusqu’au soleil après
deux réflexions sur la neige, tandis qu’en bleu, un autre chemin statistique atteint le ciel. La
moyenne d’un grand nombre de réalisations aléatoires de tels chemins permet d’évaluer la
valeur de la luminance en un pixel.

2.1.2 Insensibilité à la complexité géométrique
Ce n’est qu’avec l’apparition de capacités de calcul conséquentes, vers les années 2000, que
l’utilisation de telles méthodes de ray tracing, basées sur la stricte résolution de l’ETR, a commencé
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à se répandre dans la communauté de la synthèse d’image 1. L’intérêt pour cette communauté
venait alors d’un besoin de rendus physiquement réalistes, mais aussi d’un besoin de séparer la
partie artistique du projet de la partie calcul de rendu.

Cette séparabilité est fondamentalement associée à la pensée en chemins. Elle est aussi appelée
plus génériquement orthogonalité donnée/traitement et porte notamment l’idée d’une insensibilité
à la taille de la donnée d’entrée : la scène virtuelle peut être aussi complexe en géométrie et
en paramètres que souhaité, sans que cela n’influence le fonctionnement du calcul du rendu.
L’idée est que la méthode numérique de résolution est fondée sur la construction de chemins
optiques traversant une scène donnée et non pas sur la transformation de cette scène en une scène
discrétisée qui serait ensuite le support du calcul. Dans les méthodes numériques discrétisant
l’espace, la scène maillée porte à la fois la donnée et les grandeurs de calcul. Les deux sont
structurées comme un tout, de façon indissociable. L’idée d’un chemin qui traverse la donnée
permet au contraire de séparer autant que possible la donnée (la géométrie de la scène, les
propriétés optiques associées à cette géométrie) et le calcul numérique (la construction des
chemins). Bien sûr, les chemins ne sont pas construits indépendamment de la scène et il faudra
donc bien que l’algorithme de construction des chemins interroge la donnée. Mais ce moment
de l’interrogation de la donnée n’est pas un lien systématique à l’intégralité de la donnée et on
est donc en mesure de poser la question de l’accélération de l’accès à la donnée nécessaire au
moment de l’interrogation.

Cette accélération a donné lieu à une littérature très abondante dont le concept clé est la structure
accélératrice. Dans sa vision la plus simple, pour un transfert radiatif entre surfaces opaques
séparées par un milieu non participant, la structure accélératrice répond à la question suivante :
les chemins étant composés de lignes droites jusqu’à l’intersection avec une surface opaque,
comment accélérer cette recherche d’information (la prochaine intersection) au sein de la donnée
géométrique (les primitives géométriques utilisées pour décrire la géométrie). Ces structures,
ou grilles accélératrices, reposent sur l’idée d’un pré-traitement de la donnée géométrique dans
lequel l’information est triée dans une grille alignée avec les axes, donc numériquement très facile
d’accès. Cette grille est hiérarchique donc on ne croise que des éléments de grosse taille dans les
zones contenant peu de primitives surfaciques et au contraire des éléments très raffinés dans
les zones géométriquement complexes. Ainsi, le calcul de l’intersection entre un rayon et une
géométrie ne nécessitera de tester qu’un nombre limité d’éléments de la scène (ceux contenus
dans les éléments de grille traversés) en adaptant la vitesse de traversée à la complexité locale. La
figure 2.2 présente des illustrations de [Pharr+2010] sur les grilles accélératrices dans des exemples
simples.

Le fait que la méthode de Monte Carlo permette l’exploitation de telles grilles au point que le temps
de calcul devienne souvent insensible au niveau de raffinement de la description géométrique
est certainement la raison du succès industriel actuel de la méthode de Monte Carlo face aux
méthodes déterministes dans le domaine de la synthèse d’image. Un parallèle peut être fait avec la
figure 1.1 qui montre l’insensibilité de la méthode à partir d’une certaine dimension d’intégration.
Sa déclinaison concrète a par ailleurs fait l’objet de démonstrations spectaculaires comme la
capacité qu’ont les algorithmes de rendu actuels de prendre en entrée des données aussi énormes
que la ville virtuelle de San Fransokyo développée par Disney [Unknown2015].

Parmi les outils développés par la communauté de l’informatique graphique, beaucoup sont
diffusés sous licence open-source. C’est le cas des kernels Embree développés par Intel pour faire
du calcul sur CPU. Dans le cadre du présent document, c’est l’outil Star-engine développé par
la société MésoStar qui est utilisé pour l’ensemble des applications en géométrie complexe. Ces
librairies en C sont basées sur les kernels d’Embree pour les lancers de rayon, mais fournissent
en plus un ensemble de fonctionnalités dont notamment la génération de nombres aléatoires, la
parallélisation des calculs, et l’importation de fichiers de géométries comme le .stl ou le .obj.

1. Clarisse by Isotropix, Hyperion by Disney [Madow1968], Renderman by Pixar, ou encore Maxwell by Next Limit pour
des images fixes.
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FIGURE 2.2 – Illustrations issues de [Pharr+2010] sur la notion de grilles accélératrices. A
gauche, une grille régulière très rapide à construire et utiliser, mais qui présente des limites
lorsque la scène est très hétérogène en géométrie, ce qui correspond à la problématique du
teapot in a stadium. A droite, une représentation de la création d’un kd-tree, qui consiste à
scinder la scène par dichotomie jusqu’à obtenir des volumes contenant tous une quantité
suffisamment petite d’information géométrique. C’est cette dernière option qui est la plus
utilisée avec l’octree qui consiste à subdiviser l’espace en 8 régions à chaque étape.

2.1.3 Exemple du transfert radiatif dans les nuages
Dans le cadre des travaux de thèse de Najda Villefranque en collaboration avec Météo-France, un
algorithme de Monte Carlo du type de celui présenté en section 1.2 a été mis en place pour réaliser
des calculs radiatifs sur des scènes nuageuses issues de simulation LES [Villefranque+2019]. En
utilisant des outils de la synthèse d’image de type grille hiérarchique sur les données volumiques
et surfaciques (voir figure 2.3), des images de synthèse de scènes nuageuses sur des orographies de
terrain ont pu être obtenues ; un exemple est donné en figure 2.4. Comme escompté, les figures 2.5
et 2.6 mettent en exergue l’insensibilité du temps de calcul requis pour réaliser ces simulations au
raffinement de la donnée d’entrée, que cette dernière soit surfacique dans le cas de la géométrie,
ou volumique dans le cas du champ d’épaisseur optique issu de la simulation LES.

Ces figures illustrent ce que la communauté de recherche sur Monte Carlo entend par traitement
efficace des géométries complexes. Le temps de calcul ne change pas lorsqu’on passe d’une surface
opaque décrite avec 104 triangles à une surface contenant 107 triangles. De même, un volume
dont les hétérogénéités sont décrites sur une grille régulière 1000×1000×1000 ne demande aucun
temps de calcul supplémentaire par rapport à un volume de propriétés similaires décrit sur une
grille 50×50×50.

2.2 Transferts thermiques couplés
Les approches numériques visant à représenter le couplage des transferts thermiques utilisent
généralement des approches de type différences finies [Milandri+], éléments finis [Le Hardy+2016]
[Asllanaj+2004], volumes finis [Sun+2016] [Coquard+2009], ou encore Lattice-Boltzmann [Mishra+2007].
Quand la complexité géométrique augmente, c’est-à-dire quand le rapport entre la taille requise
pour représenter les objets du système et la taille globale du système augmente, ces méthodes
maillées nécessitent alors de résoudre un nombre de mailles potentiellement problématique.

Dans ce cas, des approches de type milieu continu équivalent, ou milieu effectif, peuvent permettre
de contourner le problème du nombre de mailles en considérant des structures plus grandes ayant
des propriétés macroscopiques représentatives de la structure microscopique et de ses propriétés.
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FIGURE 2.3 – Coupe 2D d’une
grille hiérarchique utilisée pour
réaliser du lancer de rayon
dans un champ de proprié-
tés radiatives hétérogènes is-
sues d’un calcul LES [Ville-
franque+2019] (couleurs propor-
tionnelles à l’épaisseur optique
du milieu).

FIGURE 2.4 – Image de synthèse d’un champ nuageux
issu d’une simulation LES. Dans cette image, chaque
pixel est le résultat de 3 calculs de Monte-Carlo (une
par couleur XYZ), dont les résultats sont ensuite pro-
jetés dans le système RGB du fichier JPEG présenté
[Villefranque+2019]
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FIGURE 2.5 – Dépendance du temps de calcul d’un rendu au raffinement de la donnée
géométrique surfacique. a) Illustration du sol à différents raffinements en nombre de triangles.
b) Evolution du temps de calcul du rendu relatif au temps de calcul obtenu pour le meilleur
raffinement en fonction du raffinement de la donnée surfacique en nombre de triangles.

L’étude des milieux poreux présente ainsi une large littérature proposant des méthodes analytiques
[Bauer1993], expérimentales [Leidenfrost+], [Mo+2017], mais aussi numériques [Jobic+2018],
[Dietrich+2010], [Kanaun+2008], [Kumar+2014], [Ranut2016] pour évaluer les propriétés effectives
d’un milieu poreux. Malgré tout, des limitations à ces approches peuvent apparaître quand le
système étudié est trop hétérogène.
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FIGURE 2.6 – Dépendance du temps de calcul d’un rendu au raffinement de la donnée
paramétrique volumique dans les nuages. a) Illustration du champ d’épaisseur optique à
différents raffinements en nombre de voxels. b) Evolution du temps de calcul du rendu relatif
au temps de calcul obtenu pour le meilleur raffinement en fonction du raffinement de la
donnée volumique en nombre de voxels. Seule la courbe en trait plein τ = 1 utilise une
structure accélératrice pour accéder à la donnée.

Dans ce cadre, l’utilisation de méthodes statistiques non maillées praticables en géométrie com-
plexe peuvent donner des éléments de réponse en permettant de réaliser des simulations directes
à des fins de validation ou d’évaluation des propriétés effectives.

Nous allons ici entrer dans la description des travaux de recherche qui se donnent précisément
l’objectif d’utiliser la méthode de Monte Carlo pour simuler numériquement des transferts ther-
miques couplés dans des scènes géométriquement complexes et retrouver le comportement que
nous venons de décrire dans le cas du rayonnement, c’est-à-dire des temps de calculs qui s’avèrent
insensibles au niveau de raffinement de la donnée géométrique.

2.2.1 Marcheurs statistiques pour l’évaluation directe de
propriétés effectives

Dès les années 1990, les travaux de [Tomadakis+1993] proposent d’évaluer des propriétés effec-
tives de matériaux fibreux, sans et avec chevauchement des fibres, par une approche numérique
statistique. Dans cette dernière, des marcheurs aléatoires représentant une quantité de molé-
cules d’une espèce sont initialement répartis de manière uniforme entre les fibres du milieu. En
laissant ces marcheurs se déplacer selon un mouvement brownien avec réflexion sur les fibres
suffisamment longtemps, il leur est alors possible de remonter à une diffusivité effective grâce à la
relation d’Einstein [Einstein1956]. Cette approche montre de bonnes corrélations avec des relevés
expérimentaux, et est par la suite étendue à d’autres types milieux fibreux [Transvalidou+1996].

Plus récemment, des travaux [Vignoles2016] [Vignoles+2016] ont proposé d’appliquer cette même
approche aux transferts thermiques couplés dans des géométries 3D issues de Microtomographie
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aux rayons X. Le couplage porte alors sur la conduction dans des solides opaques et sur le rayon-
nement linéarisé dans le vide. Dans ces travaux, les marcheurs aléatoires représentent alors une
quantité d’enthalpie et se déplacent par conduction dans des solides opaques et par rayonnement
dans le vide. Le point crucial de cette approche est alors d’exprimer correctement la probabilité
pour un marcheur arrivant à une interface de traverser cette dernière et de changer de mode de
transfert. Tandis que la probabilité d’absorption pour un marcheur radiatif incident à la surface
du solide (c’est-à-dire la probabilité de passer en conduction) est simplement l’absorptivité du
solide, la probabilité de traversée pour un marcheur arrivant à la même interface depuis le milieu
solide est établie théoriquement de façon à assurer la continuité du flux. La figure 2.7 représente
les trajectoires de ces marcheurs à travers un système constitué de slabs solides séparés par le
vide permettant de faire une validation de l’approche. Dans ces travaux, la représentation de
la géométrie 3D est basée sur une amélioration de l’algorithme de l’informatique graphique du
marching cube [Blasi+1997] [Vignoles+2011], qui consiste à indexer la donnée surfacique à partir
des intersections entre la surface réelle et les angles d’une grille de cubes subdvisant l’espace.

[Sizyuk+2014] propose également une méthode à base de marcheurs "thermiques" aléatoires
initialement répartis dans le milieu puis suivis au cours du temps de telle sorte à pouvoir évaluer
la température en n’importe quel point du temps et de l’espace en conduction pure. La précision
des résultats dépend alors du nombre initial de "particules thermiques" ayant été introduites. Les
auteurs mettent en avant la capacité de la méthode à être utilisée en géométrie complexe et sa
possibilité d’extension à des systèmes thermiques couplés.

FIGURE 2.7 – Illustration du couplage conducto-radiatif par des marcheurs aléatoires por-
teurs d’enthalpie tel que présenté dans [Vignoles2016] dans une configuration de slabs solides
parallèles permettant de faire une validation de l’approche. Tandis que de longs traits recti-
lignes représentent les trajectoires radiatives dans le vide, les trajectoires dans le milieu solide
sont échantillonnées selon un mouvement brownien.
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2.2.2 Espaces de chemins et calcul local
Avec l’apparition des bibliothèques d’informatique graphique libres d’accès et de droits dont
nous avons parlé au paragraphe 2.1.2, des travaux s’orientent aujourd’hui vers la construction de
marches aléatoires à partir de lancers de rayons pour des transferts thermiques couplés afin de
préserver à la fois la vision en espaces de chemins héritée de Feynman et Kac et l’insensibilité à la
complexité géométrique démontrée dans le cas radiatif.

En thermique, les travaux de [Fournier+2016] proposent un cadre théorique dans lequel la pensée
en espaces de chemins permet d’aborder des transferts thermiques conducto-convecto-radiatifs
couplés où le transfert radiatif est linéarisé dans des milieux semi-transparents et la convection
est effectuée dans des cellules fluides homogènes en température. Dans cette pensée, la marche
aléatoire part du point d’observation, comme dans un algorithme Walk on Sphere, mais dans
la lignée de [Vignoles2016] [Vignoles+2016], la marche ne se contente plus de se propager dans
l’espace selon un seul processus physique, mais change de processus régulièrement le long de
son chemin. La figure 2.8 illustre une réalisation aléatoire d’un tel chemin. Pour un point partant
du solide, la réalisation du chemin commence par un processus de Wiener. Il traduit la propa-
gation conductive dans le solide jusqu’à atteindre soit la condition initiale (on remonte dans le
temps), soit un événement d’échange radiatif (initiation d’un chemin radiatif au sein du solide
semi-transparent), soit un point sur une interface solide-fluide où le chemin peut soit repartir en
conduction soit initier un chemin convectif au sein du fluide. En raison du modèle de fluide parfai-
tement mélangé, le chemin suit un bruit blanc parfaitement uniforme au sein de la cellule fluide
lorsqu’il y pénètre, c’est-à-dire que la position de la marche à n’importe quel temps est distribuée
de façon aléatoire et uniforme dans l’ensemble du domaine fluide, de façon indépendante de
l’historique de ses positions précédentes. Par contre, le temps continue à être remonté en fonction
de la capacité calorifique du fluide et le chemin peut là encore s’arrêter si il trouve la condition
initiale, se transformer en un chemin radiatif au sein du fluide qui est ici semi-transparent, ou bien
retrouver l’interface solide-fluide et décider comme précédemment si il retourne en convection
dans la cellule ou s’il amorce une marche diffusive dans le solide. La construction du chemin
couplé apparaît alors comme une succession de portions de chemins respectivement régies par
l’un des trois phénomènes de transfert thermique : conduction, convection ou rayonnement.

Ces travaux ont fait l’objet de nombreuses mises en pratique pour diverses applications allant de
la thermique de l’habitat à l’étude de procédés solaires [Delatorre+2014] en passant par l’étude des
milieux poreux [Caliot+2018], [Sans+2019], dont la plupart sont encore en cours de développement,
comme dans le cas de la thermique planétaire (voir figure 2.10).

Dans une approche plus industrielle, la société MésoStar à l’origine de la librairie Star-Engine
utilisée dans les travaux sus-présentés propose également un outil clé en main pour la simulation
de ces problèmes conducto-convecto-radiatifs : l’outil Stardis. Ce dernier est couramment utilisé
pour des problématiques industrielles comme le refroidissement de l’électronique de puissance
ou des moteurs (voir figure 2.9). Il est par ailleurs implémenté depuis quelques années dans le
code de calcul SYRTHES développé par la société EDF.

Enfin, dans une approche à vocation pédagogique, l’ensemble de cette communauté s’est réunie
autour d’un projet web de démonstration actuellement accessible à l’adresse http://www.laplace.univ-
tlse.fr/edstar_demo/test/fr/. Sur cette plateforme, un démonstrateur thermique permet de réaliser
en ligne des calculs de thermique en ayant la possibilité de visualiser les chemins statistiques
échantillonnés. Dans une logique similaire à celle de la figure 2.8, les figures 2.11 et 2.12 repré-
sentent ainsi des illustrations de "véritables" chemins statistiques issus de ce démonstrateur qui
permettent d’évaluer une température dans un système thermique couplé en géométrie 2D. On se
propose ici de décrire qualitativement ces deux exemples pour illustrer l’intuitif qui accompagne
la lecture de ces chemins.

Dans la figure 2.11, un système à deux composants entourés par le vide est présenté. A gauche, un
solide conductif instationnaire opaque fait office de "planète Terre" avec une condition initiale en
température donnée et qui échange par rayonnement avec le vide spatial et un "Soleil". Le Soleil
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FIGURE 2.8 – Illustration de la construction aléatoire de deux chemins statistiques couplés
pour évaluer la température au point x du solide par la méthode de Monte Carlo. Le chemin
statistique est alors composé d’une succession de portions de chemins respectivement
conductifs (bleu), convectifs (vert), ou radiatifs (rouge). Dans l’exemple 2.8a, le chemin
est successivement conductif dans le solide, convectif dans la cellule fluide, radiatif à travers
la cellule et le solide qui sont tous deux semi-transparents, puis à nouveau conductif dans le
solide pour s’arrêter lors d’un échange convectif avec le fluide extérieur dont la température
est connue. Dans l’exemple 2.8b, le chemin se termine avec un sous-chemin radiatif qui sort
du solide pour trouver le rayonnement incident à l’extérieur qui est connu.

FIGURE 2.9 – Illustration de chemins statistiques conducto-convecto-radiatifs dans des géo-
métries réelles de moteurs électriques et de puces électroniques. Sur ces deux images, un
seul chemin de la sorte est représenté, et sa couleur correspond à l’accumulation d’un terme
source d’échauffement par effet joule tout le long de la trajectoire. Tandis que la convection
est une condition limite sur les parois extérieures, le chemin statistique peut se déplacer par
conduction à l’intérieur des volumes solides ainsi que par rayonnement entre ces différents
volumes. Le chemin s’arrête quand il rencontre une condition limite convective, ou quand il a
suffisamment remonté le temps pour atteindre la condition initiale. Le poids de la réalisation
est alors la température ainsi atteinte à laquelle est ajoutée la contribution du terme source
par effet Joule tout le long de sa trajectoire. Crédits |Méso|Star>.

qui est le second élément de la scène est supposé à température constante. La Terre et le Soleil
sont opaques et se comportent comme des corps noirs. Le rayonnement est linéarisé même si cela
n’a pratiquement aucun sens physique étant donné que l’espace est à zéro Kelvin (l’objectif est
seulement d’illustrer le couplage conducto-radiatif). Dans une première configuration 2.11a, le
système est regardé à un temps court par rapport à l’inertie de la Terre ; la majorité des chemins se
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FIGURE 2.10 – Illustration d’un problème de thermique planétaire pour le calcul de propriétés
thermiques effectives de régolithe lunaire. A gauche, la géométrie utilisée constituée d’un
empilement de sphères inter-pénétrantes. A droite, la représentation d’un chemin aléatoire
conducto-radiatif se propageant à travers le milieu.

propagent donc à l’intérieur de la planète sans jamais s’en échapper et retiennent donc en fin de
chemin la température initiale. Dans la seconde configuration, 2.11b, on évalue la température au
centre de la Terre à un temps dix fois plus grand. Le nombre de chemins finissant à la condition
initiale est alors grandement réduit, et la majorité de ces derniers prennent fin par émission
radiative, soit en échange avec le vide spatial, soit à la température de surface du Soleil. Comme le
point de départ est situé au cœur de la boule planétaire, la distribution des directions d’émissions
radiatives est isotrope. Si au contraire ce point de départ est déplacé dans le solide pour se
rapprocher de la face opposée (figure 2.11c) ou de la face tournée vers le Soleil (figure 2.11d),
alors la distribution des positions de sortie des chemins conductifs dans la Terre est fortement
modifiée, ce qui implique des échanges radiatifs beaucoup moins importants avec l’astre solaire,
ou respectivement plus, et donc des températures calculées plus faibles ou plus fortes que pour
un point au centre de la Terre.

Un second exemple proposant un couplage thermique plus avancé est présenté en figure 2.12.
Dans ce dernier, des échanges conductifs, convectifs dans une cellule fluide homogène, et radiatifs
de surface à surface dans cette cellule sont illustrés. Le système considéré est constitué d’un solide
carré présentant trois inclusions : les deux premières inclusions sont constituées de solides de
conductivités thermiques différentes, et la troisième inclusion est une cellule fluide parfaitement
mélangée (et donc homogène en température) transparente. Cette configuration est observée
au régime stationnaire, le seul événement permettant de finir un chemin statistique est donc la
condition limite sur la surface extérieure du solide carré. Cette condition limite est constituée d’un
échange convectif avec un fluide extérieur supposé constant en température (fin des chemins
représentés par des points bleus sur la surface extérieure du solide) et une température radiative
également supposée constante et homogène à l’extérieur du système (rayons rouges partant
de cette même surface). Cet exemple permet d’illustrer la dynamique des chemins en fonction
des transferts thermiques et de leurs paramètres. Ainsi, tandis que les chemins conductifs se
propagent rarement à travers l’inclusion solide ayant une conductivité thermique plus faible, ceux
qui atteignent le milieu solide de conductivité plus élevés ont tendance à y passer plus de temps.
La couleur marron uniforme de cette seconde inclusion est en fait la superposition d’une grande
quantité de chemins conductifs. La vue d’ensemble de ces chemins permet d’observer que la
cellule fluide et l’inclusion solide de forte conductivité thermique ont tendance à uniformiser les
positions de sortie des chemins statistiques les ayant atteint, tandis que l’inclusion de conduc-
tivité thermique faible agit comme une zone que les chemins ont beaucoup de mal à traverser,
et doivent donc en général contourner pour atteindre le milieu solide dans le coin en haut à
gauche. Ces observations sur la dynamique des chemins peuvent être directement transposées
en des conclusions d’ordre thermique : la cellule fluide et l’inclusion solide de forte conductivité
thermique tendent à homogénéiser efficacement les écarts de températures tandis que l’inclusion
solide de faible conductivité thermique tend à préserver les hétérogénéités de température en son
sein.
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(a) Illustration "Terre Soleil" température à un
temps court

(b) Illustration "Terre Soleil" température à un
temps long

(c) Illustration "Terre Soleil" température de la
face cachée

(d) Illustration "Terre Soleil" température de la
face visible

FIGURE 2.11 – Illustration du démonstrateur thermique sur une configuration factice du
système Terre-Soleil (2000 chemins statistiques affichés). Sur chacune des images, à gauche,
la "Terre", et à droite, le "Soleil". Tandis que les grandes lignes rouges représentent les chemins
radiatifs qui partent de la "Terre" soit vers le "Soleil" soit vers le vide spatial, les points rouges
dans l’intérieur de la planète représentent les chemins s’étant arrêtés à la condition initiale
en température de cette dernière. Le point initial est matérialisé par un point vert, qui est
positionné soit au centre de la Terre, soit proche de sa face opposée au "Soleil", soit proche
de sa face côté "Soleil". Cette démonstration est directement accessible dans les scénarios
d’apprentissage de la plateforme.

Le même site recense et illustre un ensemble des projets transversaux en thermique utilisant
une approche Monte Carlo conjointe aux outils de la synthèse d’image. Il illustre également
d’autres types d’applications en dehors de la thermique, comme la micro-fluidique [Terrée] ou
l’électromagnétisme [Charon], faisant appel à l’extension de Monte Carlo au non-linéaire de
[Dauchet+2018]. Nous discuterons de ces algorithmes de Monte Carlo non-linéaire dans notre
chapitre 6 de perspectives.
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(a) Configuration de la scène exemple montrant
un couplage

(b) Résultat d’un calcul

FIGURE 2.12 – Illustration du démonstrateur thermique dans une configuration montrant
un couplage des phénomènes conductifs, convectifs, et radiatifs. Ce système est constitué
d’un solide carré comportant trois inclusions : deux de ces inclusions sont également des
solides mais de conductivités thermiques différentes, la troisième est un fluide parfaitement
mélangé. Sur l’image de droite, les chemins marron représentent des chemins conductifs,
les chemins bleus des chemins convectifs, et les chemins rouges des chemins radiatifs. Cette
démonstration est directement accessible dans les scénarios d’apprentissage de la plateforme.

Pour conclure cette présentation, revenons aux illustrations de la figure 2.9. Ce que montrent
ces mises en œuvre de la méthode dans un contexte applicatif, à partir de CAO industrielles,
c’est avant tout la capacité de préserver la propriété d’insensibilité au niveau de raffinement
de la donnée géométrique. Ces mêmes exemples ont été simulés avec des CAO plus grossières
et les temps de calcul étaient identiques. Le temps de calcul est piloté par la construction des
chemins dont nous voyons deux exemples dans cette figure. Ces chemins peuvent être très longs
et demander un temps de calcul significatif. Mais leur construction demande exactement le même
temps si les plaques, les jonctions, ou les aimants, ont les mêmes dimensions géométriques mais
sont décrites avec plus ou moins de détails dans la CAO. Peut-être plus intéressant encore dans
un contexte d’ingéniérie, le changement de géométrie ne demande aucune nouvelle phase de
maillage. L’algorithme part de la CAO elle-même, la construction des grilles accélératrices étant
automatique et peu exigeante en temps de calcul.

Bien sûr, comme on le voit sur la figure 2.10, augmenter la complexité géométrique peut tout à fait
augmenter les temps de calcul si les dimensions sont changées. Multiplier par deux le diamètre de
la galette poreuse, donc multiplier par quatre le nombre de grains, ne change pas les temps de
calcul. Par contre, multiplier par deux l’épaisseur rallonge les chemins (qui ne s’arrêtent ici que
lorsqu’ils rencontrent les frontières) et le temps de calcul augmente très significativement.

Problématique
Une perspective énergétique
Dans le contexte à la fois théorique et applicatif que nous venons de décrire, nos recherches sont
profondément ancrées dans une pratique des sciences pour l’ingénieur. Une image qui nous a
beaucoup guidés, et a même présidé à la définition de nos priorités, est celle d’une centrale solaire
à concentration : un champ d’héliostats chargés de suivre la course du soleil pour concentrer ses
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rayons vers une tour dans laquelle on attend de très fortes densités de flux d’énergie. Au point
de convergence, un récepteur est conçu pour capter cette énergie. Dans l’optique de produire
de l’électricité, cette énergie doit alors être cédée à un fluide qui sera ensuite détendu dans une
turbine. Afin d’optimiser l’efficacité de conversion dans la turbine, il est nécessaire que le fluide
(de l’air par exemple) soit le plus chaud possible. Pour produire ce fluide chaud, ayant à disposition
une forte densité de flux solaire, on va passer par un intermédiaire solide qui sera réchauffé à
cœur par le soleil, puis cédera cette énergie au fluide grâce à une grande surface d’échange : un
récepteur poreux.

Lors de la conception d’un tel récepteur poreux, comment simuler les transferts thermiques à
toutes les échelles (l’échelle du pore, l’échelle de la tache solaire)? Comment simuler la réponse
temporelle du système lorsqu’un nuage passe au-dessus du champ d’héliostats ? Comment évaluer
la production électrique totale sur de grandes périodes (voire sur l’ensemble de la durée de vie de
l’installation) en incluant ces transitoires, donc en prévoyant l’effet intégré des petites échelles
temporelles? Peut-on penser à la fois "thermique du poreux" et "énergétique de la centrale"?

Nous partons de l’idée que si la réponse à ce type de questions doit un jour être positive, alors il
est probable que les approches statistiques y seront pour beaucoup. Nous allons nous concentrer
sur la brique "transferts thermiques couplés dans un échangeur poreux" dans cette perspective.
Nous espérons que les outils que nous mettrons en place pourront déjà être employés à court
terme dans des contextes plus restreints, par exemple pour la validation de modèles effectifs, mais
nos choix sont avant tout pilotés par l’idée d’un couplage, non pas seulement entre modes de
transferts thermiques, mais avec le reste du système. Dans le même esprit que les travaux en cours
de [Gattepaille] qui couplent le rayonnement au sein d’un photo-bioréacteur industriel avec d’une
part un champ d’héliostats et d’autre part l’électromagnétisme au sein des micro-organismes et la
photosynthèse, nous concevons nos algorithmes de Monte Carlo pour la petite échelle du poreux
de façon à préserver ce qui dans Monte Carlo permettra ensuite un couplage avec la modélisation
du champ d’héliostats d’une part et la modélisation de la turbine d’autre part, pour des échelles
de temps à la fois petites et grandes.

Nous avons vu que la méthode de Monte Carlo a de ce point de vue de très bonnes propriétés,
avec notamment son comportement en temps de calcul qui ne dépend pas de la dimension de
ce qui est intégré, voire même du nombre d’intégrations emboîtées en raison de la linéarité de
l’espérance. Ici, typiquement, si nous sommes capables de connaître la température du fluide
en sortie du poreux pour une tache solaire à une date donnée, alors dans l’esprit des travaux de
[Farges+2015] nous pouvons conjecturer que ce calcul ou son intégrale sur 10 ans demanderont
exactement le même temps de calcul. Inspirés d’autres travaux du même auteur [Farges], nous
pouvons même imaginer que la grandeur d’intérêt véritable, c’est-à-dire l’énergie convertie dans
la turbine plutôt que l’intégrale de la température de sortie, pourrait être évaluée pour le même
type de coût de calcul malgré sa non-linéarité.

Les objectifs affichés dans les chapitres qui suivent vont être beaucoup plus modestes, mais
nous aurons toujours en tête cet exemple applicatif et à travers lui nous espérons proposer des
étapes utiles dans d’autres contextes se définissant par des objectifs d’optimisation énergétique
impliquant des rapports d’échelles spatiales et temporelles similaires. Nous pensons par exemple
à la modélisation thermique d’une ville dans son environnement climatique qui a beaucoup de
points communs avec la modélisation d’une centrale thermique, à la fois en ce qui concerne la
modélisation thermique (bâtiments et rues versus récepteur poreux) et la pensée énergétique à
long terme en relation avec la modélisation du rayonnement atmosphérique.

Couplage et géométrie complexe
Ce cadre de réflexion étant posé, les questions concrètement abordées ici vont être resserrées :
sommes-nous capables de résoudre du rayonnement, de la conduction, et de la convection
couplée (au-delà de l’hypothèse de cellules fluides brassées qui ne fait aucun sens dans les
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échangeurs que nous venons de décrire)? Sommes-nous capables de le faire en préservant la
gestion des géométries complexes que nous avons illustrée aux paragraphes 2.1.3 et 2.2.2 ?

En première lecture, ces questions se résument de la façon suivante : comment ajouter le phéno-
mène d’advection dans les algorithmes du paragraphe 2.2.2 avec une base algorithmique de type
lancer de rayon compatible avec les grilles accélératrices de la synthèse d’image ? Mais ce résumé
serait valable si nous disposions d’un véritable recul sur les algorithmes qu’il s’agit d’étendre, ce
qui n’est pas le cas. Le travail va bien viser le passage d’un algorithme diffusif à un algorithme
advecto-diffusif ainsi que l’extension de chacun des mécanismes de couplage nécessaires à la
représentation d’un écoulement le long d’une paroi solide, avec par exemple du rayonnement en
paroi lorsque celle-ci est opaque. Mais cette extension à la fluidique se fera sur un terrain encore
fragile conceptuellement.

Au-delà des démonstrations déjà convaincantes, de nombreuses questions restent en suspens.
Quel est le critère qui fait qu’une géométrie est complexe dans notre contexte? Une quantité
d’objets à décrire? Des facteurs d’échelle entre des éléments de petite taille que l’on a besoin de
décrire dans tous leurs détails au sein d’une structure beaucoup plus grosse? Typiquement, un
milieu poreux utilisé pour constituer une plaque d’échangeur de taille élevée devant celle des
pores sera un exemple de complexité géométrique dans un contexte d’ingénierie, mais peut-on
définir cette complexité indépendamment de la phénoménologie thermique? En rayonnement,
l’impact de la complexité purement géométrique d’un nuage ne sera pas le même si le nuage
est optiquement mince ou optiquement épais. Le libre parcours moyen de diffusion entre dans
la question des rapports d’échelles. Devons-nous raisonner en des termes équivalents et intro-
duire des dimensions caractéristiques liées aux chemins que nous avons illustrés au paragraphe
2.2.2? Au-delà de la performance calculatoire et du désir d’un rendu réaliste, les progrès de la
communauté de synthèse d’image dans son utilisation de Monte Carlo sont surtout partis d’une
volonté de séparer le travail de l’artiste et celui de l’informaticien responsable du calcul rendu.
Retrouvons-nous cette séparation dans la souplesse avec laquelle les études thermiques de la
figure 2.9 ont pu être menées directement à partir des CAO ? Préserverons-nous cette souplesse en
ajoutant un milieu fluide ?

Des marches advecto-diffusives
Nous avons déjà vu que la question de la conduction a pu être abordée sous l’angle statistique
depuis les années 50 à partir des travaux de Kac puis Feynman. Ces travaux permettent de dire que
l’on est capable d’exprimer la température comme une espérance sur un processus stochastique :
le mouvement brownien. La convection traduit quant à elle l’effet couplé de la conduction et
de l’advection qui traduit le transport d’une quantité dans un champ de vitesse. Il se trouve que
cette question fait aussi partie des travaux de Feynman-Kac. Leur proposition sur le mouvement
brownien pour la conduction englobe en effet également l’advecto-diffusion, en utilisant alors
un mouvement brownien avec drift. Cependant, ce mouvement brownien avec ou sans drift ne
s’inscrit pas directement dans une structure algorithmique de type lancer de rayon. L’un de nos
premiers travaux sera donc de faire un choix parmi les différentes possibilités de représenter de
tels chemins afin de continuer à bénéficier des travaux sur l’accélération du lancer de rayon en
géométrie complexe.

Les simulations couplées que nous avons brièvement présentées au paragraphe 2.2.2 n’ont été
possibles qu’en affrontant la même question pour la simple diffusion (conduction dans les parties
solides). Les algorithmes de type Walk on Sphere interrogent la donnée géométrique d’une façon
qui est très différente du lancer de rayon : il faut trouver la plus grande sphère inscrite dans
le solide autour du point considéré à étape de la marche. Cette exigence est très différente de
celle de trouver le prochain point d’intersection avec la frontière du solide dans une direction
donnée. Les techniques d’accélération de la synthèse d’image rendent le lancer de rayon presque
insensible à la complexité géométrique, mais ce n’est pas du tout le cas pour la recherche de la
plus grande sphère inscrite. Il a donc fallu abandonner les algorithmes Walk on Sphere et penser la
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construction des chemins diffusifs à l’aide de briques algorithmiques ne nécessitant rien d’autre
que la détermination de la première intersection dans une direction donnée. Pour cela, le point
de départ a été une discrétisation spatiale de l’équation de diffusion. Au lieu que le rayon δ de la
sphère soit celui qui assure l’existence d’un point tangent à la frontière du solide, δ est alors un
paramètre numérique suffisamment petit pour servir de base à une discrétisation en différences
finies des dérivées secondes de l’opérateur de diffusion. Les chemins ne sont alors plus construits
à partir de la vraie équation de diffusion, mais à partir d’une approximation de celle-ci.

Ce type de solutions est très communément employé pour simuler le mouvement brownien en
espace confiné et nous détaillerons la solution particulière qui a été retenue pour les simulations
du paragraphe 2.2.2. Ce sera notre inspiration principale lorsque nous chercherons les moyens les
plus efficaces de construire une marche advecto-diffusive compatible avec les grilles accélératrices.
Nous restreindrons par ailleurs encore le cadre de réflexion en nous en tenant à la question de
l’advection-diffusion en régime stationnaire.

Quel champ de vitesse ?
Se pose ensuite la question de déterminer le champ de vitesse et d’y accéder efficacement le long
de la marche. En ce qui concerne la détermination de la vitesse, la question est de nature très
différente selon que

1. l’écoulement du fluide est indépendant de la température (faible effet de la dilatation
thermique sur l’écoulement, faible dépendance à la température des propriétés du fluide,
notamment de la viscosité) ;

2. l’écoulement du fluide est dépendant de la température, comme par exemple dans une
situation de convection naturelle.

Dans le premier cas, le champ de température peut être considéré comme une donnée d’entrée
du problème de thermique. On peut donc s’intéresser à la meilleure façon de produire le champ
de vitesse indépendamment et en amont des algorithmes de Monte Carlo que nous cherchons à
développer. Il ne reste ensuite qu’à se poser la question de l’accès informatique à ce champ de
vitesse, supposé disponible, lorsque l’algorithme de Monte Carlo a besoin de connaître cette der-
nière en un point donné de l’écoulement. Cette question semble triviale et on voit bien comment
une grille accélératrice du type de celles que nous utilisons pour la géométrie peut être conçue
pour interroger rapidement une telle donnée en champ. Cependant, nous avons pourtant été
surpris de ne pas trouver de bibliothèques adaptées à ce besoin d’accéder rapidement à la valeur
locale de la vitesse, par exemple pour un champ issu d’une simulation numérique de mécanique
des fluides appuyée sur un maillage non structuré tétraédrique, comme c’est le plus souvent le
cas dans les solveurs usuels. Nous n’aborderons ici cette difficulté qu’à l’aide de solutions ad-hoc,
temporaires, sachant que l’équipe développant la bibliothèque Star-Engine revisite aujourd’hui
en profondeur la question des structures accélératrices pour l’accès aux données volumiques
et que nous pouvons faire l’hypothèse que de telles solutions seront rapidement disponibles et
facilement utilisables dans notre environnement de développement.

Cependant, même en nous en tenant au premier cas (écoulement découplé de la thermique) et
en acceptant l’idée que l’accès au champ de vitesse se fait efficacement lorsqu’il est connu, la
question de la production du champ de vitesse au sein de structures solides aussi complexes
que celles que nous envisageons reste entière. Si nous imaginons que la description géométrique
de la plaque poreuse que nous souhaitons étudier est issue d’un scanner à haute résolution,
ou d’une synthèse numérique nous donnant tous les détails des milliers, dizaines de milliers,
centaines de milliers de pores présents en son sein, alors nous savons que les approches Monte
Carlo auxquelles nous pensons sont conçues pour gérer informatiquement la complexité de
cette donnée géométrique, à la fois en termes de rapports d’échelle et d’occupation mémoire.
Cependant, qu’en est-il des solveurs de mécanique des fluides actuels ? Il ne fait aucun doute que
ce champ de recherche est très actif, notamment en relation avec le développement des outils de
CAO face aux complexités géométriques toujours croissantes. Les calculs d’écoulement réalisés
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actuellement dans des quartiers de villes de grande taille, où les bâtiments sont décrits dans tous
leurs détails (voir par exemple les travaux de [Tornay+2017] ou [Wyszogrodzki+2012]), montrent
aussi à quel point la communauté de la simulation numérique en mécanique des fluides progresse
dans la même direction que celle que nous explorons ici pour la thermique. Nous faisons donc
l’hypothèse que de tels champs de vitesse, au niveau de complexité que nous envisageons, seront
bientôt disponibles.

La question est toute autre lorsque l’on est dans le second cas : un écoulement qui ne peut être
prédit sans un couplage avec la thermique (ce qui est d’ailleurs assez largement le cas dans
l’exemple de la ville qui vient d’être mentionné). Dans ce cas, nous ne pouvons plus supposer
que le champ de vitesse est connu au moment où nous nous posons la question de simuler les
transferts thermiques. Le long de notre marche advecto-diffusive, lorsque nous aurons besoin
de connaître la température en un point, il nous faudra donc la construire. Si nous savions faire
la construction d’un algorithme de Monte Carlo capable de prédire la vitesse de l’écoulement
en un point connaissant le champ de température, nous aurions défini cette vitesse comme une
espérance, et nous pourrions alors utiliser la loi des espérances pour penser une marche couplée
qui passerait de la thermique à la mécanique des fluides de la même façon que les marches
couplées du paragraphe 2.2.2 passent de la conduction au rayonnement, puis à la convection, etc.
Cependant, cette piste de recherche bute sur deux difficultés majeures. Tout d’abord il n’y a que
peu d’exemples convaincants de résolution numérique de la mécanique des fluides par Monte
Carlo, la plupart ne permettant pas une évaluation locale de la vitesse à partir de chemins initiés
au point, mais évaluant plutôt le champ de vitesse dans son entier à l’aide d’un grand ensemble
de marcheurs distribués dans l’ensemble du système. On quitte alors la pensée en chemins qui
permet le couplage tel que nous l’envisageons. Ensuite, le couplage thermique/mécanique des
fluides est non linéaire en température. Bien sûr, il y a de réelles perspectives face à ces deux
difficultés (les références [Dauchet+], [Tregan2020], [Terrée] sont particulièrement pertinentes sur
ce point particulier) et comme nous l’avons déjà annoncé précédemment, il s’agit bien de l’une
des motivations sur le long terme pour les recherches ici présentées. Cependant, cette question
du couplage "fort" entre thermique et mécanique des fluides restera pour nous de l’ordre de la
perspective et toutes nos démonstrations numériques seront faites sur des configurations où le
découplage est pertinent.

Fondements théoriques des chemins en thermique couplée
On accepte dès lors que le champ de vitesse est connu et que la question du couplage est restreinte
au couplage conduction/convection/rayonnement dans l’équation de la chaleur. A lui seul, ce
couplage reste une question difficile. Nous allons voir que la pratique décrite dans la section 2.2.2
sera assez facile à étendre de façon à intégrer une marche advecto-diffusive dans les parties fluides,
couplée à la conduction dans les parties solides et au rayonnement dans toutes les parties où la
propagation radiative est possible. Il sera également assez facile dans notre cas de montrer par
la pratique que nos algorithmes convergent bien vers les mêmes solutions que celles obtenues
avec des solveurs déterministes plus usuels. Mais si nous en restions là, l’approche que nous
défendons manquerait de fondement théorique. En parallèle de l’extension vers l’advection-
diffusion, la mise en œuvre, la validation et les tests de comportement sur différents échangeurs,
une grosse partie de notre recherche a donc concerné la prise de recul sur le couplage lui-même :
l’argumentation complète d’une formulation en espace de chemins pour une physique conducto-
convecto-radiative.

Pour cela nous avons temporairement restreint (au chapitre 3) la modélisation convective au cas
très particulier de cellules fluides parfaitement mélangées, décrites avec une seule température et
un champ de coefficients d’échange convectif le long de la frontière solide. Cette restriction nous
a permis d’aborder cette question sans attendre la validation de nos propositions sur les chemins
advecto-diffusifs. Elle nous a également permis de définir un ensemble de configurations acadé-
miques pour lesquelles des solutions analytiques étaient disponibles, et qui nous permettaient
de mettre en œuvre des algorithmes de Monte Carlo "exacts", au sens de la pratique en transfert
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radiatif usuelle, c’est-à-dire sans aucun autre paramètre numérique que le nombre de réalisations.
Dans ces exemples, nous n’avons besoin d’aucune approximation, ni d’une épaisseur de paroi ε
comme dans les algorithmes de Walk on Sphere, ni même d’un pas de discrétisation δ comme
dans les algorithmes utilisés pour produire les chemins approchés des figures 2.9, 2.10, 2.11, et
2.12.

Même si cette partie de notre réflexion n’ira pas jusqu’à l’advecto-diffusif, elle sert à comprendre
notre sous-bassement théorique : rien de ce que nous explorerons là en terme de justification de
la formulation en espace de chemins ne sera proprement attaché à l’approximation des cellules
fluides parfaitement mélangées, l’advecto-diffusif étant de ce point de vue complétement similaire
à la pure diffusion. Simplement il n’y a que sous cette hypothèse que nous sommes capables de
produire une chaîne allant jusqu’à la mise en œuvre d’un échantillonnage exact des chemins, sans
discrétisation et sans simplification en proche paroi.

Une preuve de concept
Dans les recherches que nous présenterons à partir du chapitre 4, ce sera tout le contraire. L’objectif
sera de prouver qu’il est possible de réaliser concrètement des simulations thermiques avec notre
approche au sein d’une plaque d’échangeur poreux de grande extension en tenant compte de
façon explicite de tous les détails de la structure poreuse : une simulation directe, c’est-à-dire sans
faire appel à des propriétés effectives.

Afin de faire cette preuve de concept, il nous faudra faire des choix à chacune des étapes, en
sachant que ces choix mériteront une revisite ultérieure. Rien ne sera définitif dans nos mises
en œuvre et nous serons très loin encore d’un code de calcul solidifié pouvant être directement
incorporé dans un logiciel à vocation industrielle tel que Stardis. L’idée est de dessiner un espace
des possibles et voir si effectivement un projet plus informatique pourrait être initié qui viserait à
implémenter et distribuer des codes issus de nos réflexions sur la simulation de sous-chemins
advecto-diffusifs et leur couplage avec la conduction et le rayonnement en géométrie complexe.

Retour sur la complexité
Depuis le début de cet écrit, nous disons que Monte Carlo est capable de traiter des complexités
géométriques et phénoménologiques très élevées. Nous avons déjà souligné ci-dessus à quel
point le concept de "complexité géométrique" nécessite une clarification. Il ne s’agit pas ici de
discuter la pertinence de l’utilisation du mot "complexité" dans notre contexte. Dans de nombreux
autres contextes, notamment au sein des instituts de recherche sur les sciences de la complexité
qui se sont créés dans la dernière décennie, le mot "complexité" est souvent réservé au con-
plexus (tressé ensemble) par opposition au con-plicare (plié ensemble), donc principalement à
des phénomènes d’émergence (une corde tressée est plus résistante qu’une assemblée de brins
parallèles). Dans notre pratique, par exemple celle de la thermique industrielle, "complexité" ne
renvoie pas à la question de l’émergence mais plutôt à la difficulté à penser, à intégrer dans une
approche numérique, une immense quantité d’informations, ici essentiellement géométriques,
au sens élargi, c’est-à-dire en associant à la géométrie la description des propriétés physiques des
matériaux et les champs de vitesse pour les parties fluides.

Mais même avec cette image précisée de la complexité des systèmes thermiques, comment la
caractériser? Dans le cas d’un échangeur, des formes géométriques similaires vont avoir des
impacts totalement différents selon leur orientation par rapport à la direction d’application du flux
de chaleur. On voit déjà qu’il va falloir s’intéresser non pas seulement aux structures géométriques
et aux propriétés physiques associées à chaque matériau, mais aussi aux conditions à la limite.

Dès que l’on aborde cette question, on retrouve tous les réflexes usuels du thermicien en phase
d’analyse ou de dimensionnement de systèmes couplés. Mais ici la question sera celle du com-
portement des algorithmes de Monte Carlo. Dans tous les domaines de la physique, c’est une
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caractéristique récurrente de la méthode de Monte Carlo que d’inviter le spécialiste à relier très
étroitement l’observation du comportement de l’algorithme et les moyens d’analyse disponibles
pour penser ce que la physique locale produit à l’échelle du système. Considérons l’exemple
de l’analyse des algorithmes de Monte Carlo simulant le transfert radiatif à travers des plaques
diffusives, par exemple pour écranter un rayonnement ionisant. Comme ces plaques sont très
diffusives, les algorithmes qui simulent des chemins de diffusion multiple rencontrent de nom-
breuses difficultés numériques, d’une part parce que ces chemins peuvent être très longs et donc
que leur construction peut être très coûteuse, d’autre part parce que peu de chemins traversent
(c’est l’objectif d’un tel écran) et que la variance du poids de Monte Carlo peut donc être très
forte. Face à cette question, c’est à la théorie de la diffusion macroscopique (la loi de Fick) que
l’on se retrouve à faire appel, dans une pensée approchée à l’échelle du système, pour essayer
de comprendre puis d’améliorer des algorithmes dont l’objectif est pourtant précisément de
quantifier l’écart à de tels modèles approchés.

Nous n’en sommes qu’aux débuts d’une pratique de Monte Carlo en thermique système, mais il est
prévisible que si cette pratique s’installe alors on retrouvera ces aller-retours entre un diagnostic
détaillé du comportement de l’algorithme échantillonnant des chemins couplés et l’interprétation
de ces comportements à l’aide des concepts déjà existants pour penser l’impact des transferts cou-
plés à l’échelle d’un système. Nous regrouperons au sein du chapitre 5 un ensemble d’observations
faites en ce sens tout au long de nos travaux de conception et de mise en œuvre algorithmiques.
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La question du couplage, vers une formulation
théorique
Le chapitre 1 nous a permis de présenter les concepts de base de la méthode de Monte Carlo et
de donner quelques éléments de sa pratique pour la simulation du transfert radiatif, et pour la
simulation de la conduction thermique dans des cas très simples. Dans ces deux situations, nous
avons montré que pour évaluer une luminance ou une température en un point, une réalisation
aléatoire de Monte Carlo consiste en la construction d’un chemin statistique qui se propage à
travers le système tout en récupérant la contribution des sources le long de sa trajectoire et/ou à la
limite du système lorsqu’il l’atteint.

Dans le chapitre 2, nous avons abordé deux questions distinctes : la question de la complexité géo-
métrique et celle du couplage des transferts thermiques. On a alors présenté des travaux existants
mettant à profit les outils de la synthèse d’image (développés pour répondre à la problématique
de la complexité géométrique en transfert radiatif) pour la résolution de problèmes thermiques
couplés. Sur cette base, notre problématique a pu être énoncée, avec au premier plan la question
de l’extension de ces approches à des écoulements de fluides lorsqu’il est nécessaire de décrire
de façon détaillée le champ de température en leur sein. L’idée était de conserver l’objectif de la
complexité géométrique et de rajouter la dimension fluidique.

Ici, temporairement, nous laissons de côté ces deux éléments pour approfondir la question du
couplage. Les géométries seront simples et la convection sera abordée, sous l’hypothèse de cel-
lules fluides parfaitement mélangées, à l’aide du seul concept de coefficient d’échange convectif.
L’objectif visé est d’inscrire les algorithmes décrits dans la section 2.2.2 dans un cadre formel
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rigoureux qui permet de définir pleinement le concept de chemin auquel nous faisons appel en
référence aux travaux de Feynman et Kac.

Le formalisme lui-même ne fera bien sûr aucune hypothèse quant au niveau de complexité géomé-
trique de l’objet d’étude, mais à ce stade, aucun raisonnement théorique ne sera spécifiquement
mené en lien avec l’objectif de la complexité. En conséquence nous ne pourrons présenter des
mises en œuvre que pour quelques exemples géométriques très simples. En ce sens, il n’est pas
complètement vrai que nous inscrivons dès ce stade les algorithmes décrits dans la section 2.2.2
dans un cadre formel rigoureux : il manquera un ensemble de développements que nous ne don-
nerons qu’au chapitre 4. Par contre, pour les exemples académiques géométriquement simples
du présent chapitre, les algorithmes que nous décrirons seront exacts (au sens de Monte Carlo,
c’est-à-dire au sens du grand nombre de réalisations), ce qui ne sera plus le cas au chapitre 4.

Nous nous donnons donc ici des objets d’étude simplifiés, mais nous visons la complétude avec :

— un édifice théorique partant d’une forme particulière de l’équation de la chaleur, mais
n’ajoutant ensuite aucune approximation d’ordre numérique (viser la même exactitude que
celle à laquelle nous sommes habitués avec la pratique de Monte Carlo en rayonnement), ce
que nous ferons à l’aide du formalisme de Green;

— une définition complète des sous-chemins correspondant à chaque mode de transfert
(chemin conductif, chemin convectif, chemin radiatif), ce qui nous conduira à faire appel à
la théorie des processus stochastiques ;

— un argumentaire solide sur le caractère récursif des chemins utilisés pour la thermique
couplée (le caractère aléatoire de l’enchaînement successif des sous-chemins) ;

— des tests de mise en œuvre permettant une validation analytique des algorithmes de Monte
Carlo résultants.

Nous partons d’un écrit collectif, sous la forme d’un article en préparation, qui est joint à ce
manuscrit en annexe B. Nous ne chercherons pas à décrire ici l’ensemble des développements
mathématiques qui sont proposés dans ce texte. Nous extrairons les étapes essentielles pour les
commenter à la fois en termes physiques et algorithmiques.

Même si la suite du manuscrit explore des solutions pratiques différentes en termes de techniques
numériques d’échantillonnage de l’espace des chemins, les étapes que nous discutons ici resteront
inchangées et à travers des exemples plus simples, c’est donc un des fondements de notre approche
qui est ici illustré.

Dans ce chapitre, pour des raisons d’uniformité avec l’écrit collectif présenté en annexe B, la
température sera notée θ plutôt que T , et les domaines seront notés D au lieu deΩ. Les extraits
de ce même écrit seront présentés dans des encadrés tels que celui-ci.

3.1 Un système couplé
conduction-convection-rayonnement

Le système étudié est constitué de domaines solides DS et fluides DF connexes, de frontières
respectives ∂DS et ∂DF . Tandis qu’en toute rigueur ces milieux devraient être indexés DS1, DS2,
. . . et DF 1, DF 2, . . . s’il y en a plusieurs, on préfère omettre ces index et supposer que les milieux
concernés sont connus sans ambiguïté pour alléger les expressions. La figure 3.1 illustre une
configuration de ce genre, dans laquelle les modes de transferts possibles dans les milieux solides
sont la conduction et le rayonnement, tandis que dans les milieux fluides il s’agit de la convection
et du rayonnement. Les milieux solides et fluides sont tous deux semi-transparents. A un temps
initial t = tI , le champ de température est connu en tout point et est noté θI .
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DS

DF

h

h

FIGURE 3.1 – Illustration de la configuration étudiée constituée de milieux solides DS et
fluides DF , de frontières respectives ∂DS et ∂DF .

Dans ce problème, les cellules fluides sont considérées parfaitement mélangées. Une telle cellule
est donc caractérisée par une température uniforme partout dans son volume, température qui
ne dépend donc que du temps. Les transferts thermiques entre les différents éléments de la
configuration se font donc par diffusion au sein des milieux solides, par convection aux interfaces
solide/fluide, et par rayonnement partout dans la scène.

Dans le solide, la densité ρ, la capacité calorifique massique C , le coefficient d’absorption radiatif
ka (ainsi que les autres propriétés radiatives) peuvent être non-uniformes dans l’espace, mais sont
indépendants de la température. Le fluide étant parfaitement mélangé, ses propriétés ρ, C , et ka

sont donc uniformes.

La convection est représentée aux interfaces solide/fluide par un coefficient d’échange h sur la
paroi, et par un débit de renouvellementφ à la température θN dans le volume. Ce renouvellement
consiste ainsi à soutirer un débit φ de fluide dans la cellule fluide et le remplacer par un fluide à la
température θN . Les deux paramètres h et φ sont eux aussi indépendants de la température.

Le rayonnement, qui est considéré au régime stationnaire, est linéarisé autour d’une température
de référence θr e f , ce qui définit un coefficient de transfert radiatif ζ partout dans la scène. Cette
formulation est compatible avec une dépendance spectrale des propriétés radiatives, mais nous
ne donnons ici que l’expression de ζ sous l’hypothèse d’un milieu gris : ζ= 16kaσθ

3
r e f , où σ est la

constante de Stefan-Boltzmann. Le modèle de transfert thermique résultant de l’ensemble de ces
hypothèses est linéaire en température.

A TRANSIENT COUPLED HEAT-TRANSFER EXAMPLE

~x ∈DS , t ∈ [tI ,+∞[ : ρC
∂θ

∂t
=−~∇.

(−λ~∇θ)+ζ(θR −θ)

~x ∈DS , t = tI : θ = θI

~x ≡~y ∈ ∂DS , t ∈ [tI ,+∞[ : −λ~∇θ.~n = h(θF −θ)

 solid (3.1)

~x ∈DF , t ∈ [tI ,+∞[ : ρCVF
∂θ

∂t
= ρCφ(θN −θ) + ζ

∫
DF

(θR (~xR , t )−θ)d~xR

+
∫
∂DS

h(~yC , t )(θS (~yC , t )−θ)d~yC

~x ∈DF , t = tI : θ = θI


fluid

(3.2)

~x ∈DS ∪DF , t ∈ [tI ,+∞[ : θR =
∫
DΓ

pΓ(γ)dγ θ(~xγ, t )
}

solid or fluid (3.3)
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La température radiative θR est ici définie en tout point de la scène par l’équation 3.3, comme la
moyenne des températures prises au bout des chemins radiatifs γ définis sur l’espace de chemins
DΓ.

Cette définition correspond directement à la pratique la plus usuelle de Monte Carlo en transfert
radiatif. Du fait de la linéarisation, au lieu de penser en luminance, on pense en température,
mais l’algorithme échantillonnant le chemin γ à travers une suite de diffusions, jusqu’à un arrêt
en un lieu d’absorption, est exactement le même que celui que nous avons illustré au chapitre
1. La seule différence est que le poids de Monte Carlo est ici la valeur de la température au point
d’absorption au lieu de la valeur de la luminance d’équilibre à cette température. La figure 3.2
illustre ces chemins de diffusion multiple qui définissent la température radiative θR dans notre
énoncé du problème (équation 3.3).

DS

DF

x
xγ

FIGURE 3.2 – Illustration de l’échantillonnage d’un chemin radiatif partant du point x pour
évaluer la température radiative θR (x). L’algorithmique est exactement la même que pour
l’évaluation d’un terme source radiatif classique, sauf que le poids retenu au bout du chemin
radiatif n’est pas en σθ(xγ)4, mais directement en T (xγ) (linéarisation) : échantillonnage iso-
trope de la direction initiale ; échantillonnage aléatoire de la prochaine distance de collision ;
si collision de type absorption, fin du chemin; si collision de type diffusion, échantillon-
nage aléatoire de la direction de diffusion (éventuellement selon une fonction de phase
particulière) et poursuite du chemin.

3.2 Formulation intégrale par l’approche de
Green

Les fonctions de Green (notées G dans ce texte) introduites par le physicien George Green au
début du XIXème siècle, sont des outils d’analyse et de résolution standards pour les systèmes
différentiels linéaires. Une fonction de Green est une fonction élémentaire à partir de laquelle
peuvent être reconstruites par convolution les solutions d’un système linéaire pour n’importe
quelle valeur des sources, conditions aux limites ou conditions initiales. La fonction de Green ca-
ractérise ainsi complètement le système linéaire (en incluant ses caractéristiques géométriques) et
permet de reconstruire n’importe quels flux en assurant l’intuitif de la superposition. L’expression
de la solution du système étudié apparaît alors comme une intégrale sur le domaine exprimant
l’action de cette fonction de Green sur les sources (au sens large du terme, c’est-à-dire en incluant
les conditions limites et initiales) du problème.

En électrodynamique quantique, Feynman a introduit le vocabulaire de "propagateur" pour
désigner une fonction de Green particulière. En effet, dans cette expression, la fonction de Green
apparaît comme un opérateur qui a pour rôle de décrire comment les sources se sont propagées
à travers le système, d’un point dans le temps et l’espace vers un autre point dans le temps et
l’espace. Dans le cas de l’étude du transfert de la chaleur instationnaire, les fonctions de Green
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usuellement utilisées (voir par exemple [Cole2011] ou [Hahn2012]) représentent la distribution de
la température T (x , t) à n’importe quelle position x et n’importe quel temps t d’observation en
réponse à une source en Dirac δ(x −x ′, t − t ′) à l’instant t ′ et à la position x ′.

En notant L l’opérateur différentiel linéaire du système étudié, toute fonction G solution de
l’équation 3.5 est donc une fonction de Green du problème aux limites. En pratique, la connais-
sance d’une telle fonction de Green permet par la suite de reconstruire la solution générale 3.6
du problème comme étant un produit de convolution de la fonction de Green avec la source
S du problème initial 3.4. Dans une lecture en superposition, la somme des contributions des
propagations de ces sources conduit alors à la température attendue.

L T (x , t ) = S(x , t ), x ∈D, t ≥ 0 (3.4)

L G(x , t |x ′, t ′) = δ(x −x ′, t − t ′), x , x ′ ∈D, t ≥ t ′ ≥ 0 (3.5)

T (x , t ) = (G ∗S)(x, t ), x ∈D, t ≥ 0 (3.6)

Les notations GS et GF sont par la suite attribuées aux fonctions de Green respectivement associées
au domaine solide et au domaine fluide.

3.2.1 Solution intégrale en fonctions de Green du
problème

En utilisant ce formalisme, on peut établir les formulations intégrales 3.7 et 3.8 dans lesquelles la
température en n’importe quel point x à n’importe quel instant t est exprimée comme le produit
de convolution des sources par la fonction de Green du problème. Toute la difficulté (liée à la
complexité géométrique du système étudié par exemple) est alors reportée dans la détermination
de cette fonction G .

EXACT SOLUTION OF OUR TRANSIENT COUPLED HEAT TRANSFER PROBLEM UNDER AN INTEGRAL

FORM

At time t , for a location~x within the solid,

~x ∈DS , t ∈ [tI ,+∞[ : θ(~x, t ) =
∫
DS

d~xI GS (~x, t ;~xI , tI )ρ(~xI , tI )C (~xI , tI ) θI (~xI )

+
∫
DS

d~xR

∫ t

tI

d tR GS (~x, t ;~xR , tR ) ζ(~xR , tR )θR (~xR , tR )

+
∫
∂DS

d~yC

∫ t

tI

d tC GS (~x, t ;~yC , tC )h(~yC , tC ) θF (~yC , tC )

(3.7)

At time t , within the fluid (the solution is the same at all locations),

~x ∈DF , t ∈ [tI ,+∞[ : θ(~x, t ) = GF (t ; tI )ρ(tI )C (tI )VF θI (~x)

+
∫ t

tI

d tR GF (t ; tR )ζ(tR )
∫
DF

θR (~xR , tR )d~xR

+
∫ t

tI

d tC GF (t ; tC )
∫
∂DF

h(~yC , tC )θS (~yC , tC )d~yC

+
∫ t

tI

d tN GF (t ; tN )ρ(tN )C (tN )φ(tN )θN (tN )

(3.8)

where VF is the volume of DF . These two equations, together with Eq. 3.3, provide a vector
Fredholm expression for θ within the solid, θ within the fluid and θR at all locations :
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— the solid temperature of Eq. 3.7 involves the fluid temperature θF at~yC and the radiative
temperature θR at~xR ;

— the fluid temperature of Eq. 3.8 involves the solid temperature θS at~yC and the radiative
temperature θR at~xR ;

— the radiative temperature of Eq. 3.3 is expressed using the temperature at the absorp-
tion location~xγ, which may lie anywere in the system (all parts are semi-transparent),
and involves therefore both the solid and fluid temperatures.

Dans l’expression 3.7, la température solide θS (x , t ) apparaît comme la somme de trois contribu-
tions, propagées à travers le système par la fonction de Green GS jusqu’à l’instant t à la position
x :

— ρCθI l’énergie contenue et distribuée dans le milieu solide à l’instant initial tI

— ζθR les sources volumiques radiatives reçues dans le volume entre l’instant initial et t

— hθF le flux surfacique convectif aux interfaces solide/fluide tout au long du temps

Parmi ces trois contributions, seule la condition initiale θI est connue en toute généralité. Les
deux autres sont quant à elles définies par les équations 3.8 et 3.3.

De la même façon, l’équation 3.8 permet d’exprimer la température dans le milieu fluide θF comme
la somme des contributions de quatre contributions propagées jusqu’au point d’observation (x , t )
par la fonction de Green GF :

— ρCVFθI l’énergie contenue dans le milieu fluide à l’instant initial tI

— ζθR les sources volumiques radiatives reçues dans le volume entre l’instant initial et t

— hθS le flux surfacique convectif aux interfaces solide/fluide tout au long du temps

— ρCφθN la source volumique de renouvellement vers la température θN

Ici, les deux températures θI et θN sont toujours connues, par contre, les températures θS et θR ne
sont définies que par les équations 3.7 et 3.3.

3.2.2 Interprétation probabiliste de cette formulation
intégrale

Par un jeu de reformulations intégrales, il est possible de transformer les équations 3.7 et 3.8
pour faire émerger des probabilités P correspondant aux différentes sources contribuant à la
valeur locale de la température dans ces expressions. Ce travail permet par la même occasion de
normaliser les valeurs des fonctions de Green GS et GF sur les espaces d’intégration correspondant
aux différentes sources, ce qui fait émerger des densités de probabilité spatiales et temporelles p
en lieu et place de ces fonctions de Green.

THE MONTE CARLO ALGORITHM WITHOUT RECURSIVITY FOR CONDUCTION AND CONVECTION

~x ∈DS , t ∈ [tI ,+∞[ : θ(~x, t ) = P I (~x, t )
∫
DS

d~xI p I (~xI |~x, t ) θI (~xI )

+PR (~x, t )
∫
DS

d~xR

∫ t

tI

d tR pR (~xR , tR |~x, t ) θR (~xR , tR )

+PC (~x, t )
∫
∂DS

d~zC

∫ t

tI

d tC pC (~zC , tC |~x, t ) θF (~zC , tC )

(3.9)
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~x ∈DF , t ∈ [tI ,+∞[ : θ(~x, t ) = P I (t ) θI (~x)

+PR (t )
∫
DF

d~xR

∫ t

tI

d tR pR (~xR , tR |~x, t ) θR (~xR , tR )

+PC (t )
∫
∂DF

d~yC

∫ t

tI

d tC pC (~yC , tC |~x, t ) θS (~yC , tC )

+PN (t )
∫ t

tI

d tN pN (tN |~x, t ) θN (tN )

(3.10)

Ces deux formulations intégrales apparaissent alors comme deux espérances sur des températures
aléatoires. Une réalisation d’une de ces températures aléatoires a alors une probabilité P I de
retenir une valeur initiale de température θI , une probabilité PR de retenir une valeur de tem-
pérature radiative θR , une probabilité PC de retenir une température fluide θF dans le cas de la
température solide ou une température solide θS dans le cas de la température fluide, ou enfin
une probabilité PN de retenir une température de renouvellement θN . Pour aller au bout de cette
vision probabiliste, on définit alors les variables aléatoires suivantes :

— Le vecteur aléatoire (AI , AR , AC , AN ) prend la valeur (1,0,0,0) avec la probabilité P I , (0,1,0,0)
avec la probabilité PR , (0,0,1,0) avec la probabilité PC , ou (0,0,0,1) avec la probabilité PN .

— La position aléatoire X I est définie en tout point du milieu solide par la densité de probabilité
p I , et en une position arbitraire dans le fluide (en raison de son uniformité).

— La position aléatoire XR et le temps aléatoire TR sont tous deux définis par la densité de
probabilité pR sur le temps et l’espace.

— Les positions aléatoires YC et ZC , et le temps aléatoire TC à l’interface solide/fluide sont
définis par la densité de probabilité pC sur le temps et l’espace. Dans cette définition, la
position YC appartient alors au milieu solide tandis que la position ZC appartient au milieu
fluide.

Ces deux dernières positions aléatoires YC et ZC seront par la suite regroupées en une seule
variable aléatoire XC . Il est cependant à retenir que dans le cas de l’expression de la température
solide, toute position échantillonnée sur l’interface solide/fluide mène à la même température
uniforme du fluide. Cependant, l’échantillonnage d’une position sur l’interface solide/fluide pour
l’expression de la température fluide mène à une température du milieu solide en paroi qui n’est
pas la même en tout point de l’interface. La distribution de ces positions à l’interface est alors
fortement dépendante du profil du coefficient d’échange convectif h à la paroi.

Il est alors possible de ré-écrire en espérance les équations 3.9 et 3.10 en utilisant ces variables
aléatoires :

θ = E[
AIθI (~X I )+ ARθR (~XR ,TR )+ ACθF (~ZC ,TC )

]
for solid (3.11)

θ = E[
AIθI (~X I )+ ARθR (~XR ,TR )+ ACθS (~YC ,TC )+ ANθN (TN )

]
for fluid (3.12)

Cette écriture n’apporte pas d’idées supplémentaires. Cependant, elle permet de souligner la
lecture des températures dans le solide et dans le fluide sous la forme de variables aléatoires.

Par ailleurs, il est immédiat de faire ce même travail pour exprimer la température radiative θR .
On pose donc XΓ la position aléatoire définie dans tout le domaine par la densité de probabilité
pΓ (voir l’équation 3.3) :
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θR (~x, t ) = E[
θ

(
~XΓ(~x, t ), t

)]
(3.13)

En tout point x du milieu solide ou fluide, à tout temps t , on est donc capable d’exprimer la
température du milieu ou la température radiative de façon probabiliste, et donc d’en faire une
réalisation aléatoire :

— pour une température en un point du solide, on retient aléatoirement la condition initiale
θI en un point aléatoire X I du milieu, la température radiative θR en un point aléatoire XR

du milieu au temps aléatoire TR , ou la température du fluide à une position aléatoire ZC de
l’interface solide/fluide en un temps aléatoire TC ;

— pour une température en un point du fluide, on peut retenir aléatoirement la condition
initiale θI du fluide, la température radiative θR en un point aléatoire XR du milieu au temps
aléatoire TR , la température du solide à une position aléatoire YC de l’interface solide/fluide
en un temps aléatoire TC , ou la température de renouvellement θN au temps aléatoire TN ;

— pour une température radiative, on retient la température locale à la position aléatoire XΓ
au même temps t (le transfert radiatif est instantané).

A ce stade, on est donc capable de réaliser un algorithme de Monte Carlo pour chacune de ces
trois températures. Cependant, aucun de ces algorithmes n’aborde la question du couplage. Pour
adresser cette question, il reste à mettre en œuvre l’idée essentielle de la linéarité de l’espérance
présentée dans le chapitre 1.

Dans l’optique de ne garder en grandeur d’intérêt qu’une température définie en n’importe quel
point du milieu solide ou fluide, une première étape est de regrouper les expressions 3.11 et 3.12
sous la forme d’une seule équation en imposant simplement une probabilité virtuelle PN = 0
dans le milieu solide, mais aussi en éliminant les notations θS et θF qui ne sont qu’une redite de la
définition de la variable aléatoire XC de la position aléatoire à l’interface solide/fluide lors d’un
échange convectif. La température en n’importe quel point de l’espace x et du temps t peut alors
s’exprimer sous la forme :

θ = E[
AIθI (~X I )+ ARE

[
θ

(
~XΓ(~XR ,TR ),TR

)]+ ACθ
(
~XC ,TC

)+ ANθN (TN )
]

(3.14)

Par la propriété de linéarité de l’espérance, ou plus génériquement le théorème de l’espérance
totale, l’espérance sur les positions radiatives peut être factorisée dans l’espérance globale de
l’expression 3.14. Cela permet de faire émerger une unique variable aléatoireΘ, et donc de justi-
fier théoriquement un unique algorithme de Monte Carlo permettant de simuler des transferts
thermiques conducto-convecto-radiatifs couplés.

θ = E [Θ]

Θ= AI θI (~X I )+ AR Θ
(
~XΓ(~XR ,TR ),TR

)+ AC Θ
(
~XC ,TC

)+ AN θN (TN )
(3.15)

Une réalisation aléatoire d’un tel algorithme de Monte Carlo est illustrée dans la figure 3.3a.

3.3 Formulation par l’approche de
Feynman-Kac

A ce stade, on a démontré théoriquement l’existence d’une variable aléatoire pouvant être échan-
tillonnée par la méthode de Monte Carlo dans une approche reverse pour évaluer la température
en n’importe quel point de l’espace et du temps dans un problème de transferts thermiques
couplés. Cependant, la figure 3.3a qui illustre cet échantillonnage représente une succession de
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DS

DF 1

DF 2xx

xC = zC

xR

xΓ

x ′′′
C = yC

θI (xI )

(a) Echantillonnage aléatoire par l’approche de Green

DS

DF 1

DF 2(x , t )

θI (xI )

(b) Echantillonnage aléatoire par l’approche en processus de Feynman-Kac

FIGURE 3.3 – Illustration d’une réalisation aléatoire permettant de mettre en œuvre un algo-
rithme de Monte Carlo couplant conduction, convection, et rayonnement pour évaluer la
température θ(x , t ) au point x au temps t . Tandis que l’approche de Green fait apparaître une
succession de "sauts aléatoires" d’un point de l’espace et du temps à un autre, l’approche
de Feynman-Kac illustre une trajectoire continue à travers l’espace et le temps allant du
point d’observation jusqu’à la source retenue par cet échantillon, ici la condition initiale,
pour la conduction et le rayonnement seulement. En effet, par définition de la convection
parfaitement mélangée, le processus de bruit blanc uniforme représente quant à lui une
succession de positions indépendantes dans le volume fluide au court du temps.

sauts aléatoires. Il manque donc un élément pour obtenir la notion de "chemins" illustrés dans la
figure 3.3b, qui définissent des trajectoires continues à travers le temps et l’espace, en allant du
point d’observation jusqu’à la source retenue, de façon homologue aux exemples approchés que
l’on a montrés dans le chapitre 2.

Pour faire émerger cette vision en chemins aléatoires, il est nécessaire de passer par une nouvelle
reformulation du problème, cette fois en processus. C’est le travail de Feynman et Kac annoncé en
section 1.3 qui fonde cette pensée. Dans ce formalisme en processus, chacune des équations diffé-
rentielles associées aux différents transferts thermiques est reformulée en utilisant un processus
associé :

— la conduction instationnaire dans les milieux solides est représentée grâce au processus de
Wiener ;

— la convection parfaitement brassée dans les régions fluides est représentée par un bruit
blanc uniforme, c’est-à-dire que la position du processus à n’importe quel instant t est une
variable aléatoire uniformément distribuée dans le volume fluide, sans aucune dépendance
à l’histoire du processus;
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— le transfert radiatif à travers l’ensemble des domaines solides et fluides est quant à lui décrit
de façon strictement similaire à ce qui a été présenté en section 1.2, malgré un formalisme
plus lourd afin de se conformer aux écritures en processus (notamment par l’indexation de
la position courante du processus par un temps qui n’a pas de sens physique).

Chacun de ces processus permet alors de justifier en toute rigueur de l’existence de chemins
statistiques qui sont des réalisations aléatoires de ces processus et qui correspondent à notre
vision en propagation à travers le temps et l’espace.

Dans les expressions qui suivent, ces processus sont notés de la façon suivante :

— X est le processus défini sur l’ensemble du domaine solide et fluide comme étant un
processus de Wiener dans les zones solides, et un bruit blanc uniforme dans les zones
fluides.

— Le transfert radiatif est défini par l’utilisation conjointe du processus R défini sur l’ensemble
du domaine solide et fluide, et du processus Ω défini sur la sphère unité. Tandis que R

matérialise la position courante du chemin radiatif, Ω définit sa direction courante qui
évolue selon la fonction de phase du transfert radiatif à chaque collision (ces collisions
sont elles-mêmes distribuées selon l’épaisseur optique du milieu), et qui est par ailleurs
distribuée uniformément sur l’ensemble des directions à l’instant initial (par définition de
la température radiative).

Par ailleurs, ces processus sont indexés par le temps courant s et conditionnés par la connaissance
de la position x à laquelle le processus doit être au temps t , cette information est donnée en
exposant. Ainsi, X x ,t

s est la variable aléatoire de position au temps s du processus sachant qu’il
sera en x au temps t .

Enfin, deux variables aléatoires associées aux processus X et R sont définies selon les densités de
premier passage en temps de ces processus :

— TX est définie sur l’intervalle [tI , t ] comme le temps auquel le processus X atteint la
frontière parabolique {D×tI }∪{∂D×[tI , t ]} du milieu courant D (qui peut être soit un milieu
solide DS soit un milieu fluide DF ) ; c’est-à-dire comme le temps auquel le processus X

atteint la frontière ∂D du domaine D dans lequel il est, ou alors comme le temps initial si le
processus n’a pas atteint de frontière.

— TR est quant à lui défini sur l’intervalle ]−∞, t ] comme le temps auquel le processus
R atteint la frontière parabolique ∂D de l’ensemble du domaine D regroupant tous les
domaines solides et fluides. En effet, bien que référencé par un temps pour permettre une
formulation de type Feynman-Kac, le transfert radiatif est considéré au régime stationnaire,
et cette information temporelle est donc ensuite "oubliée", la condition initiale ne peut
donc pas être atteinte.

Avec ce formalisme, les systèmes différentiels 3.1 et 3.2 ainsi que l’équation 3.3 peuvent être
reformulés selon les équations 3.16, 3.17, et 3.18, qui utilisent les grandeurs qS , qF , α et β définies
dans les expressions 3.19, 3.20, 3.21, et 3.22 :

— qS (x , t ′) est la température définie sur la frontière parabolique {DS × tI }∪ {∂DS × [tI , t ]}
comme étant la température initiale quand t ′ = tI , et la température du domaine fluide
attenant à la position x quand cette position est sur la frontière ∂DS ;

— qF (x , t ′) est la température définie sur la frontière parabolique {DF × tI }∪ {∂DF × [tI , t ]}
comme étant la température initiale quand t ′ = tI , la température du solide à la position x
quand cette position est sur la frontière commune entre le milieu solide et le milieu fluide
∂DF ∩∂DS , ou la température de renouvellement θN au temps t ′ si la position x est à la
position virtuelle du terme source de renouvellement ici notée yi n ;

— α(x , t ′) est la valeur locale de la fréquence d’émission radiative du milieu (ou l’inverse du
temps caractéristique d’émission), ainsi, par exemple, pour une valeur uniforme de ce
paramètre dans le domaine DS , un chemin conductif se propagera en moyenne pendant un

temps ρC
ζ avant de prendre fin et de retenir la température radiative θR à son point courant ;
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— β est la valeur locale de la fréquence d’absorption radiative du milieu (ou l’inverse du temps
caractéristique d’absorption par le milieu), cette information est habituellement plutôt
donnée directement par le coefficient d’absorption ka en espace comme l’inverse de la
longueur moyenne parcourue par le chemin radiatif avant d’être absorbé par le milieu.

~x ∈DS , t ∈ [tI ,+∞[ : θ(~x, t ) = E
[

qS ( ~X~x,t

τ
~x,t
X

,τ~x,t
X

)exp

(
−

∫ t

τ
~x,t
X

α( ~X~x,t
p , p)d p

)

+
∫ t

τ
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X

α( ~X~x,t
p , p)θR ( ~X~x,t

p , p)exp

(
−

∫ t

p
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u ,u)du

)
d p

]
(3.16)

~x ∈DF , t ∈ [tI ,+∞[ : θ(~x, t ) = E
[

qF ( ~X~x,t

τ
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,τ~x,t
X

)exp

(
−

∫ t
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τ
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)
d p

]
(3.17)

t ∈ [tI ,+∞[ : θR (~x, t ) = E
[
θ̂R (~R~x,t

τ
~x,t
R

,~Ω~x,t

τ
~x,t
R

, t )exp

(
−
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τ
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τ
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p , t )exp
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−

∫ t
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u ,u)du

)
d p

] (3.18)

with

qS (~x, t ) ≡
{
θI (~x) if t = tI , ~x ∈DS

θF (~x, t ) if t > tI , ~x ∈ ∂DS
(3.19)

qF (~x, t ) ≡


θI (~x) if t = tI , ~x ∈DF

θS (~x, t ) if t > tI , ~x ∈ ∂{
∂DS −~yi n

}
θN (t ) if t > tI , ~x =~yi n

(3.20)

α= ζ

ρC
(3.21)

β= kac (3.22)

Les trois expressions 3.16, 3.17, et 3.18 permettent bien de lire les températures dans le milieu
solide, dans le milieu fluide, et la température radiative, comme des espérances. Toutes les trois
sont de même structure que la formulation donnée en toute généralité en 3.23 pour un processus
X de temps de première sortie T et de fréquence d’absorption/émission dans le volume α.

θ(x , t ) = E
[ Pfrontières︷ ︸︸ ︷

exp

(
−

∫ t

T x ,t

1

α
d s

)
θfrontières

(
X x ,t (

T x ,t ) ,T x ,t )

+

Pvolume︷ ︸︸ ︷∫ t

T x ,t

1

α
exp

(
−

∫ t

s

1

α
d s′

)
︸ ︷︷ ︸

ptemps

d s θvolume
(
X x ,t (s) , s

)] (3.23)

L’interprétation probabiliste d’une telle formulation peut alors se faire comme suit :
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— Avec une probabilité Pfrontières, la réalisation du processus X défini sur D atteint la frontière
parabolique {D× tI }∪ {∂D× [tI , t ]}. Par définition, la position X x ,t

T x ,t est alors soit sur la fron-

tière ∂D si T x ,t ∈]tI , t [, soit dans le volume D si T x ,t = tI . La température θfrontières retenue
par cette réalisation correspond alors soit à la température initiale, soit à la température en
ce point de l’interface ∂D.

— Avec une probabilité Pvolume, la réalisation du processus X s’arrête avant d’avoir atteint
la frontière parabolique. L’instant s auquel s’arrête le processus est alors échantillonné
selon la densité de probabilité ptemps. A cet instant, à la position X x ,t

s , c’est le terme source
volumique qui est alors retenu, ici, la température θvolume.

Dans cette lecture, les températures dans les milieux solides, fluides, et la température radiative,
redeviennent en tout point similaires à ce qui a été présenté dans la section précédente par
l’approche de Green. Cependant, cette fois, l’écriture permet de justifier l’existence de chemins
aléatoires :

— la température en un point x du milieu solide à un temps t est la résultante de la contribution
des températures qS à sa frontière parabolique (condition initiale et de bord), ainsi que des
sources radiatives dans le milieu θR aux instants antérieurs à t ;

— la température en un point x du milieu fluide à un temps t est la résultante de la contribution
des températures qF à sa frontière parabolique (condition initiale et de bord), ainsi que des
sources radiatives dans le milieu θR aux instants antérieurs à t ;

— la température radiative en un point x de l’espace à un temps t est la résultante de la
contribution des températures radiatives directionnelles θ̂R sur la frontière extérieure à
l’ensemble des volumes solides et fluides (une température radiative d’ambiance), et de la
température des milieux solides et fluides θ à l’instant t .

Plutôt que d’échantillonner directement l’une ou l’autre de ces températures, ce tirage est ici pensé
par la construction même du processus stochastique : la première condition limite ou source
rencontrée lors de cette construction est celle qui est retenue.

La question du couplage des expressions 3.16, 3.17, et 3.18 se fait alors de la même façon que
précédemment, par la substitution de chacune de ces expressions dans les autres, et par le regrou-
pement des diverses espérances en une unique par la propriété de linéarité. Cet emboîtement
des espérances apparaît alors comme un emboîtement des différents processus à travers l’espace
et le temps, où le point d’arrivée d’un processus constitue le point de départ du suivant, tel que
représenté dans la figure 3.3b.

3.4 Illustrations d’échantillonnages de chemins
pour des propagateurs analytiques

En pratique, bien que les formulations intégrales par l’approche de Green et par le formalisme de
Feynman-Kac sont exactes, elles ne sont que très rarement praticables. En effet, l’évaluation des
fonctions de Green, ou de manière homologue la détermination des densités de premier passage
en temps et en espace des processus, n’est possible que pour des configuration simples.

Pour gagner en confiance dans ces approches, et en particulier pour se convaincre de la capacité à
réaliser des algorithmes de Monte Carlo permettant de résoudre de façon exacte des transferts
thermiques couplés, l’écrit présenté en annexe B présente trois configurations dans lesquelles un
échantillonnage exact des chemins statistiques est possible :

— couplage conduction rayonnement dans un milieu infini semi-transparent ;

— couplage conduction rayonnement dans un pavé droit de conditions limites de Dirichlet ;

— couplage conduction convection rayonnement d’un mur fluide semi-transparent parfaite-
ment mélangé entre deux solides semi-infinis semi-transparents.
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Dans ces trois exemples, nous avons pu vérifier que l’algorithme de Monte Carlo converge bien
vers la solution du problème. Tandis que les algorithmes et tableaux de validation correspon-
dants peuvent être retrouvés en annexe B, cette section présente un aperçu de ces différentes
configurations et des chemins couplés qui en résultent.

Milieu infini semi-transparent
Soit DS un milieu solide infini semi-transparent de propriétés physiques homogènes. La tempéra-
ture initiale θI étant hétérogène dans le milieu, l’effet combiné de la conduction et du rayonnement
tend à homogénéiser le champ de température au cours du temps.

L’échantillonnage du processus de propagation est illustré dans la figure 3.4 pour l’évaluation
de la température θ(x , t) en un point x ∈DS au temps t . Ce dernier consiste à suivre un mouve-
ment brownien partant du point de départ x se propageant à rebours dans le temps jusqu’à ce
que ce dernier soit arrêté à un temps échantillonné aléatoirement selon la constante de temps
caractéristique d’émission radiative. La distribution des positions possibles pour le marcheur
est alors exactement connue comme étant une gaussienne centrée en x d’écart-type fonction
de ce temps d’émission ainsi que des propriétés du milieu. Depuis ce nouveau point, un unique
chemin radiatif est émis à travers le milieu et subit d’éventuelles multiples diffusions jusqu’à être
à nouveau absorbé par le milieu. Le processus se répète alors jusqu’à ce que la condition initiale
soit atteinte.

DS

(x , t )

(x1, t1)

(x2, t1)

(x3, tI )

FIGURE 3.4 – Représentation d’un chemin conducto-radiatif dans un milieu infini semi-
transparent DS . Du point de départ x , le chemin aléatoire se propage selon un mouvement
brownien (trait bleu) jusqu’au point d’émission par rayonnement x1 au temps d’émission t1.
Le chemin se poursuit alors selon le processus radiatif qui est ici représenté sans diffusions
(trait rouge rectiligne). Au bout d’une certaine distance parcourue, le rayon est absorbé en
une nouvelle position x2 aléatoirement distribuée selon la distance moyenne d’absorption
par le milieu. En ce point, un nouveau mouvement brownien se propage à travers le milieu
jusqu’à une nouvelle émission radiative, ou dans ce cas, atteindre la condition initiale en x3.

La validation de cette configuration est réalisée pour le cas particulier d’une condition initiale
constituée de fonctions sinus selon les trois directions de l’espace, pour laquelle la solution
analytique du problème est connue. Cependant, l’algorithme de Monte Carlo mis en œuvre
resterait exact pour n’importe quelle forme de condition initiale, ainsi que pour des propriétés
radiatives non-uniformes.

Pavé droit et Random Walk on Rectangles
Soit DS un pavé droit solide semi-transparent de propriétés physiques homogènes. Dans ce dernier,
l’ensemble des paramètres physiques ainsi que la condition limite θ∂D sont choisis de telle sorte
que la solution soit exactement la même que pour le milieu infini. Ce choix impose en particulier
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que la température radiative θ̂R soit imposée dans l’ensemble de l’espace autour de DS , à partir de
la solution du problème infini équivalent.

En théorie, cet exemple se comporte strictement comme l’exemple précédent. Cependant, en
raison de la frontière finie du domaine solide, l’échantillonnage des positions et temps d’émissions
browniens requièrent une attention toute particulière. La solution proposée par [Deaconu+2006]
a alors été mise en œuvre pour être capable d’échantillonner les temps de sortie du mouvement
brownien à travers ∂DS , mais aussi les positions de sortie sur ∂DS sachant que le chemin brownien
est sorti du domaine, et les positions d’émission radiative ou d’atteinte de la condition initiale
dans DS sachant qu’il n’a jamais atteint la paroi. Dans cette géométrie particulière, la proposition
du Random Walk on Rectangles est particulièrement adaptée et permet d’obtenir un algorithme
comparable à l’exemple précédent, illustré par la figure 3.5.

D∞

DS

(x , t )

(x1, t1)

(x2, t1)

(x∂D , t∂D)

FIGURE 3.5 – Représentation d’un chemin conducto-radiatif dans un milieu fini semi-
transparent. Du point de départ x , un temps d’émission radiative et un temps d’atteinte
de la paroi du mouvement brownien sont échantillonnés. Seul le premier de ces événements
se produit alors, dans cet exemple, il s’agit d’une émission radiative au temps t1 en x1 une
position échantillonnée sachant que le mouvement brownien n’a jamais atteint la paroi. Le
processus radiatif propage alors ici sans diffusion le chemin jusqu’au point x2 où il est à
nouveau absorbé par le milieu. De nouveaux temps d’émission et de sortie du milieu sont à
nouveau échantillonnés, et l’événement le plus court est alors l’atteinte de la paroi, ce qui
mène à l’échantillonnage de la position x∂D sachant que l’on est sorti exactement au temps
t∂D . Le poids de Monte Carlo retenu par cet échantillon est alors la température de paroi en
ce point, à ce temps, qui est issue de la solution analytique en milieu infini.

Il est à noter qu’un exemple similaire aurait pu être produit dans une sphère plutôt qu’un pavé
droit en utilisant les résultats fondateurs de [HajiSheikh+1967] pour la conduction instationnaire.

Mur fluide parfaitement mélangé
L’exemple du mur fluide DF parfaitement mélangé entre deux solides semi-infinis DS 1 et DS 2

permet de mettre en œuvre un couplage conducto-convecto-radiatif. Son échantillonnage exact
est possible grâce à la fonction de Green du solide semi-infini en présence d’une condition limite
convective. Cette dernière permet alors d’échantillonner pour un mouvement brownien des
temps d’absorption par le fluide, ainsi que des positions d’émissions radiatives ou d’atteinte de la
condition initiale sachant que la paroi n’a jamais été traversée.

La figure 3.6 illustre le comportement d’un tel chemin couplé. Dans cet exemple, le mouvement
brownien partant du point x peut alors être soit absorbé à la paroi convective, soit être émis par
rayonnement, soit atteindre la condition initiale. L’ordre des processus conductifs, convectifs, et
radiatifs qui se succèdent n’est donc pas a priori connu, et doit être déterminé systématiquement.
En pratique, l’échantillonnage de cet ordre se fait comme précédemment en tirant aléatoirement
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des temps correspondant au changement de phénomènes de transfert, et en réalisant l’événement
le plus proche dans le temps.

DS 1 DS 2DF

(x , t )

(x1, t1)

(x2, t2)

(x3, t2)

(x4,0)

FIGURE 3.6 – Représentation d’un chemin conducto-convecto-radiatif dans un mur fluide
parfaitement mélangé confiné entre deux solides semi-infinis. Du point de départ x , le chemin
aléatoire se propage selon un mouvement brownien jusqu’à avoir été absorbé par la condition
limite convective, ou avoir été émis par rayonnement. Dans cet exemple, l’absorption par
la paroi est l’événement ayant lieu, ce qui mène à un chemin convectif dans le fluide. Ce
dernier peut soit amener à la condition initiale, soit au terme de renouvellement, soit à
l’absorption par le solide en paroi, soit encore à une émission radiative en un point aléatoire
du milieu. Ici, il s’agit de ce dernier cas de figure, et le chemin se poursuit alors selon un
chemin radiatif se propageant dans cet exemple sans diffusion jusqu’au point x3 où il est
nouveau absorbé par le milieu. Le chemin se propage alors à nouveau selon un mouvement
brownien jusqu’à atteindre la condition initiale, être absorbé par le fluide en paroi, ou être
émis par rayonnement. Dans cet exemple, c’est la condition initiale qui est atteinte en x4.

Comment simuler ces chemins au-delà de
configurations académiques ?
Dans ce chapitre, nous avons montré comment un problème couplé conducto-convecto-radiatif
pouvait être reformulé de sorte que la température en un point apparaisse comme l’espérance
d’une variable aléatoire. Dans un premier temps, cette formulation a été présentée à partir des tra-
vaux de Green. Dans un second temps elle a été redite en processus, en accord avec le formalisme
de Feynman-Kac. Les algorithmes de Monte Carlo résultants étaient exacts.

A ce stade, étant donnés nos objectifs, mais toujours dans cet esprit de définir le cadre formel et
justifier un raisonnement en espaces de chemins, deux questions se présentent à nous :

— sommes-nous capables d’intégrer une réelle fluidique, c’est-à-dire de dépasser le modèle
des cellules parfaitement brassées?

— que signifie d’aller au-delà des géométries simples que nous venons d’aborder ?

En ce qui concerne la première question, il s’agit non plus de résoudre l’équation 3.2 mais l’équa-
tion 3.24 où αF est la diffusivité thermique du fluide et v (x , t ) son champ de vitesse.

∂T

∂t
(x , t ) =−∇∇∇.(−αF∇∇∇T (x , t )+v (x , t )T (x , t )), x ∈DF , t ≤ 0 (3.24)

Le processus associé à cette nouvelle équation est connu sous le nom de Processus de Wiener avec
drift, c’est-à-dire que sa trajectoire est similaire à un processus de Wiener, mais advectée en tout
point par la vitesse locale du fluide. Dans le cas d’un champ de vitesse uniforme, sa densité de
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présence dans un milieu infini est une gaussienne d’écart-type
p

2αF t centrée sur le point de
départ et advectée pendant t par le champ de vitesse. Cependant, en toute généralité, cette densité
de présence est inconnue pour un champ de vitesse hétérogène.

Par ailleurs, la formulation exacte de la solution du système couplé en présence de ce nouveau
processus pose problème en raison de la condition limite de continuité du flux à la frontière
solide-fluide. En effet, en considérant une condition de non-glissement à la paroi (vitesse nulle),
la condition limite sur la surface ∂DS ∩∂DF s’écrit selon l’équation 3.25 où n(y) est la normale à la
surface ∂DS ∩∂DF en y ∈ ∂DS ∩∂DF pointant vers DF .

−λS∇∇∇T (y−).n =−λF∇∇∇T (y+).(−n), y ∈ ∂DS ∩∂DF (3.25)

avec y− = limx→y (x ∈DS ) et y+ = limx→y (x ∈DF ).

Le travail de formulation permettant de réaliser le couplage des processus dans les deux milieux
distincts par cette condition de continuité du flux est un travail qui reste à ce jour très ouvert. En
introduisant l’advection, nous rencontrons donc des difficultés suplémentaires qui font qu’il est
difficile de concevoir des exemples de mise en œuvre avec un vrai couplage avec la conduction et
le rayonnement, même en géométrie simple. Cependant rien ne change radicalement en ce qui
concerne la définition des chemins. La figure 3.7 illustre comment un tel processus, si on savait
l’échantillonner, pourrait être intégré à une modélisation statistique du type de celles que nous
venons de présenter.

Les images physiques que proposent cette figure seront conservées par la suite, même si pour cela
nous devrons abandonner l’idée d’échantillonner les chemins de façon exacte. C’est de toute façon
également en abandonnant l’idée de l’exactitude que nous trouverons la réponse à la seconde des
deux questions que nous venons de formuler : pour aller au-delà des géométries simples et aborder
la question de la complexité géométrique telle que nous l’avons définie, dans les chapitres qui
suivent nous ferons appel à des approximations faisant intervenir un pas d’espace et ce n’est qu’à
la limite où ce pas d’espace tend vers zéro que les marches que nous emploierons retrouveront les
marches exactes du présent chapitre.

DS

DF

(x , t )

(x∂D , t∂D)

FIGURE 3.7 – Illustration d’un potentiel chemin statistique advecto-conducto-radiatif couplé
dans lequel le transfert radiatif est restreint au domaine fluide (milieu solide opaque et fluide
transparent) et dans lequel un mouvement brownien avec drift est utilisé pour simuler le
transfert thermique advecto-diffusif dans le fluide. La continuité du processus à la frontière
solide-fluide est inspirée d’une approximation de type schéma d’Euler.
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CHAPITRE 4

Une marche
advecto-conducto-radiative

compatible avec le ray-tracing
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Comportement du schéma numérique advecto-diffusif : de premiers éléments d’analyse 91

Quelle formulation probabiliste pour une
compatibilité avec les outils de la synthèse
d’image ?
Dans le précédent chapitre, nous avons présenté des éléments théoriques permettant de justifier
rigoureusement l’existence d’une pensée, mais aussi une pratique, en espaces de chemins pour la
résolution des transferts thermiques couplés. Sur une configuration conducto-convecto-radiative
avec cellules fluides homogènes et rayonnement linéarisé, nous avons formellement exprimé
la température comme une espérance sur une variable aléatoire. Par l’approche de Feynman-
Kac, cette variable aléatoire nous est alors apparue comme un processus continu dans le temps,
dont une réalisation consiste en la construction d’un chemin statistique au bout duquel une
température connue est retenue. Dans le chapitre présent, on souhaite mettre en œuvre cette
approche pour des transferts thermiques advecto-conducto-radiatifs dans des systèmes réels en
géométrie complexe.

Les deux difficultés principales sont d’une part la construction d’une marche diffusive ou advecto-
diffusive dans un solide ou un fluide de frontière quelconque, et d’autre part la connexion entre
elles de deux marches dans des milieux distincts : diffusion/diffusion à l’interface entre deux
solides de propriétés différentes, diffusion/advecto-diffusion à l’interface entre un solide et un
fluide, le tout potentiellement à combiner avec une marche radiative. Nous avons mené tout au
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long de cette recherche une étude bibliographique approfondie concernant les solutions exactes
disponibles. Nous appelons "solutions exactes" les algorithmes permettant d’échantillonner ri-
goureusement les chemins, donc de reconstruire la fonction de Green du problème sans autre
approximation que le nombre limité de réalisations (dont la source d’incertitude est mesurée). Par
opposition, les "solutions approchées" feront appel à des paramètres numériques, la reconstruc-
tion de la fonction de Green n’étant typiquement assurée que lorsqu’on fait tendre ces paramètres
numériques vers zéro. La littérature ne laisse aucun doute sur le fait qu’aucune solution exacte
qui permettrait la gestion de géométries aussi complexes que celles illustrées dans la section 2.2.2
n’est aujourd’hui disponible pour la diffusion, l’advecto-diffusion et les interfaces.

On est donc obligé de choisir une solution approchée. Les travaux existants qui correspondent à
cette question sont séparés en deux parties :

— Dans une première famille d’approches, les raisonnements sont menés dans le cadre concep-
tuel des processus stochastiques et les approximations proposées sont donc directement
énoncées en termes de variables aléatoires : la numérisation est intrinsèquement statistique.

— Dans une seconde famille, le point de départ est un travail numérique mené sur l’équation
de la chaleur et ses conditions à la limite. On abandonne donc temporairement le point
de vue statistique ce qui permet de faire appel à tout l’édifice théorique de la thermique
numérique usuelle. Et ce n’est qu’une fois que le schéma numérique est entièrement établi
en termes déterministes que sa prédiction approchée est interprétée en termes statistiques :
la marche aléatoire est construite après numérisation.

Nous avons fait le choix de cette seconde famille. Toutes nos propositions partiront donc d’une
sélection parmi les méthodes numériques disponibles dans la littérature de la thermique numé-
rique la plus usuelle. Cette sélection devra être faite à la fois en ce qui concerne la résolution de
l’équation de la chaleur et le traitement des conditions à la limite. Notre seule originalité consistera
alors à décliner ces choix en termes statistiques. Nous obtiendrons ainsi des chemins qui ne seront
plus exacts mais qui tendront vers l’exactitude en jouant sur les paramètres de numérisation
(typiquement en réduisant le pas de discrétisation spatiale) de la même façon que la méthode
d’origine.

Un élément essentiel de notre recherche est le souhait de gérer des géométries complexes grâce à
des techniques d’accélération algorithmique issues de la recherche en informatique graphique.
Les méthodes numériques que nous retiendrons pour décrire la thermique, et que nous serons
parfois conduits à modifier légèrement par rapport à leurs versions déterministes usuelles, devront
donc satisfaire une contrainte forte : les expressions obtenues doivent conduire à des marches
aléatoires n’implémentant rien d’autre qu’un lancer de rayon (recherche de l’interface la plus
proche dans une direction donnée).

La première section commence par une description des choix numériques réalisés pour la
construction du propagateur approché de la conduction thermique à l’origine des exemples
de la section 2.2.2. Ce dernier s’appuie effectivement sur le lancer de rayon et est bien compatible
avec les outils de la synthèse d’image, de telle sorte qu’il reste utilisable en l’état indépendamment
de la complexité géométrique du système étudié. A ce stade, nous aurons justifié les algorithmes
ayant déjà fait la preuve de leur passage à l’échelle dans différents contextes industriels en l’ab-
sence d’advection.

Ensuite, toujours dans cette même section, nous proposerons une extension à des situations
advecto-diffusives non-uniformes en température. Cette extension prend inspiration du schéma
exponentiel énoncé par Patankar en 1980. Ce schéma inspiré de la solution analytique 1D du
problème advecto-diffusif permet alors d’exprimer la température en tout point de l’espace
comme une moyenne pondérée de températures en d’autres points de l’espace. Cette propriété est
particulièrement importante car son interprétation statistique, dans l’esprit des écritures obtenues
par les approches de Feynman-Kac et de Green dans le chapitre 3, permet de voir la température
locale comme l’espérance d’une variable aléatoire renvoyant la température en d’autres points
du voisinage. Par récursivité, cette brique élémentaire permet alors de continuer à penser la
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température dans le fluide sur un espace de chemins. Le choix de ce schéma plutôt qu’un autre
sera discuté dans cette section.

La seconde section est constituée d’un article qui re-contextualise la construction des marches
conductives, convectives, et radiatives ainsi que leur couplage, puis propose une écriture des
algorithmes correspondants. Après une validation sur des exemples donnant lieu à des solutions
analytiques puis numériques, une mise en œuvre dans un échangeur poreux solaire permet de
démontrer l’insensibilité de la méthode à la complexité géométrique, de manière homologue aux
résultats présentés dans le chapitre 2 dans le cas du seul transfert radiatif.

Dans une dernière section, une validation plus approfondie du schéma advecto-diffusif utilisé est
proposée afin d’en mesurer les limites et comportements en fonction de la nature de l’écoulement
et du paramètre numérique de discrétisation de l’espace choisi.

4.1 Marches advecto-diffusives en géométrie
quelconque

De la proposition initiale de [Muller1956] présentée en section 1.3.3 est née une famille de marches
statistiques sur des géométries simples pour la résolution de l’équation de diffusion. La première
grande proposition suivant cette dernière est son extension à des calculs instationnaires, ainsi que
la prise en compte d’un grand nombre de conditions aux limites, ou termes sources volumiques
avec les travaux de [HajiSheikh+1966] qui sont plus extensivement détaillés dans le chapitre 8 de
[Minkowycz+2006]. Malgré une période présentant peu de nouvelles formulations depuis cette
époque, des travaux plus récents [Deaconu+2006] proposent une marche sur des pavés droits
au lieu de sphères, ce qui permet notamment de limiter l’approximation d’épaississement des
frontières dans des géométries constituées de portions de plans.

En parallèle, peu de travaux se consacrent à la formulation de marches statistiques permettant
de résoudre l’équation d’advection-diffusion par cette même approche. Cependant, des travaux
contemporains aux propositions ici présentées proposent une marche de type Walk on Sphere
pour les problèmes advecto-diffusifs [Sabelfeld2016]. Dans ces derniers, les auteurs construisent
une marche sur des sphères, dans laquelle la distribution de sortie sur chaque sphère est une distri-
bution de Von Mises-Fisher. Ces travaux ont alors été rapidement étendus au régime instationnaire
et à l’inclusion de termes réactifs.

Cependant, l’ensemble de ces propositions repose sur la connaissance de la distance à la plus
proche paroi en tout point de l’espace. Cette section présente le détail de la construction d’une
marche conductive ainsi que d’une marche advecto-diffusive, toutes deux au régime stationnaire,
qui de façon alternative reposent sur le lancer de rayon.

Une ébauche de discussion concernant l’extension en instationnaire des marches statistiques
présentées ici est disponible en annexe A.2.

4.1.1 En conduction, un Walk on Sphere à pas constant

Conduction stationnaire et Walk on Sphere
Soit un problème de diffusion thermique en absence de sources internes décrit par le système 4.1.

{
∆T (x) = 0, x ∈ΩS

T (y) = T0(y), y ∈ ∂ΩS
(4.1)

En conduction, la marche historique usuellement utilisée pour résoudre un tel problème est
la Random Walk On Sphere, telle que présentée en section 1.3.3. Chaque pas de cette marche
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aléatoire revient à exprimer la température au point courant selon la formulation intégrale 4.2 où
S (x ,δ) est la sphère de centre x et de rayon δ. La marche aléatoire ainsi construite se déplace sur
la surface de sphères centrées sur le point courant de la marche, et de rayon maximal de façon à
être tangent à la surface ∂ΩS .

T (x) =
∫

4π

1

4π
dω(u)T (x +δ(x)u), x ∈ΩS , δ(x) = max

δ
({S (x ,δ)∩∂ΩS } =;) (4.2)

Une proposition de marche compatible avec les outils de la synthèse
d’image
Comme présenté dans la section 2.1, les outils de la synthèse d’image permettant de gérer les géo-
métries complexes sont optimisés pour le lancer de rayon, c’est-à-dire pour évaluer efficacement
la distance δu (x) = minδ>0({[x , x +δu]∩∂ΩS } 6= ;) qui est la distance à la plus proche paroi en
n’importe quel point x ∈ΩS , dans n’importe quelle direction u. Cette distance ne permet pas, en
l’état, de remonter à la donnée de la distance à la plus proche paroi requise dans la formulation de
l’équation 4.2. En effet, obtenir la distance à la plus proche paroi reviendrait à lancer un rayon
pour chaque direction possible, c’est-à-dire une infinité.

Afin de bénéficier des avantages des outils de la synthèse d’image, une marche modifiée a été mise
au point lors des travaux recensés en section 2.2.2. Cette dernière, basée sur le lancer de rayon,
consiste à fixer une taille de pas constante, qui est ajustée en proche paroi par deux lancers de
rayons. L’expression intégrale d’un pas de cette nouvelle marche reste similaire à l’équation 4.2,
mais pour une expression δ(x ,u) du pas qui dépend cette fois de la direction. L’expression de ce
nouveau pas de la marche est donnée dans l’équation 4.3 comme étant le minimum entre un
paramètre numérique δΩS (x), δu (x) la distance à la plus proche paroi dans la direction u, et δ−u (x)
la distance à la plus proche paroi dans la direction opposée. Ainsi, pour chaque pas de la marche
partant d’un point x ∈ΩS , une direction aléatoire u est échantillonnée comme précédemment,
puis deux rayons sont lancés dans la scène : un rayon dans la direction u pour évaluer δu (x), et un
rayon dans la direction opposée pour évaluer δ−u (x).


δ(x ,u) = min(δΩS (x),δu (x),δ−u (x))

δu (x) = min
δ>0

({[x , x +δu]∩∂ΩS } 6= ;)

δ−u (x) = min
δ>0

({[x , x −δu]∩∂ΩS } 6= ;)

(4.3)

La figure 4.1 illustre la création d’une marche utilisant ce pas δ(x ,u) compatible avec le lancer
de rayon. Au prix d’un plus grand nombre de pas pour atteindre la frontière, cette marche se
comporte comme un Walk on Sphere sur des sphères de taille fixe. Cependant, en proche paroi,
ces sphères sont déformées. Outre la compatibilité avec le lancer de rayon, cela permet à la marche
de s’arrêter strictement sur la frontière ∂ΩS sans avoir recours à un "épaississement ε-esque" de
cette dernière comme dans la méthode du Walk on Sphere.

Les bonnes propriétés de cette marche
Par construction, la marche proposée résout exactement l’équation de diffusion 4.1 loin des parois.
En effet, en l’absence de parois, le pas δ(x ,u) devient indépendant de la direction, la marche se
comporte alors exactement comme une Random Walk on Sphere sur des sphères de taille fixe.

Par ailleurs, le choix réalisé d’un tel pas δ(x ,u) permet également de résoudre l’équation de diffu-
sion en proche paroi, sous l’hypothèse que la température y est localement trilinéaire (c’est-à-dire
linéaire selon chaque direction de l’espace). En effet, en supposant que le champ de température
peut être localement exprimé sous la forme T (x) = a.x +b dans la sphère S (x ,δΩS (x)), il est
possible de vérifier que la formulation intégrale 4.2 utilisant le pas δ(x ,u) défini par l’équation 4.3
est bien solution :
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ΩS

+
~x

+
~x1

+
~x2

+~x3

+
~x4

+
~x5

+
~x6

+
~x7

+~x8
δΩS

FIGURE 4.1 – Illustration 2D de la construction de la marche conductive proposée, compatible
avec le lancer de rayon. Dans cet exemple, le paramètre numérique δΩS (x) est choisi constant
en tout point du milieu. La marche aléatoire débute au point d’observation x ∈ΩS . En ce point,
et en chacun des suivants, une direction aléatoire u sur 2π (4π en 3D) est échantillonnée,
puis le point courant se déplace dans cette direction de la distance δ(x ,u). Après 8 pas, la
marche atteint la frontière en x8 ∈ ∂ΩS . Pour évaluer la température en T (x), cette réalisation
de Monte Carlo retient la valeur T∂ΩS (x8).

∫
4π

1

4π
dω(u)T (x +δ(x ,u)u) =

∫
2π

1

2π
dω(u)

[
1

2
(T (x +δ(x ,u)u)+T (x −δ(x ,−u)u))

]
=

∫
2π

1

2π
dω(u)

[
1

2
(a.(x +δ(x ,u)u)+b +a.(x −δ(x ,−u)u)+b)

]
=

∫
2π

1

2π
dω(u)

[
1

2
(2a.x +2b +a.u(δ(x ,u)−δ(x ,−u)︸ ︷︷ ︸

=0

))

]

=
∫

2π

1

2π
dω(u)T (x)

= T (x)

Cette propriété vient de la symétrie centrale de la distribution de δ(x ,u) sur les directions u.

4.1.2 En convection, une marche lagrangienne s’inspirant
du schéma exponentiel et de la marche conductive

Dans la situation bien particulière d’un champ de vitesse orthogonal en tout point au gradient
de la température, la résolution de la température dans le fluide peut être ramenée à un pro-
blème de conduction pure (voir annexe A.1). Dans le cas contraire, plusieurs approches sont
possibles pour tenir compte de la présence conjointe de flux diffusifs et advectifs. En effet, de
nombreuses approximations du propagateur sont disponibles dans la littérature, notamment dans
la communauté de la mécanique des fluides numérique (CFD).

Dans cette section, l’objectif est cependant de construire une expression de la température homo-
logue à l’équation 4.2 dans laquelle la température apparaît comme une moyenne de températures
englobantes. En effet, une telle expression permet ensuite une lecture statistique consistant en une
suite de pas en chacun desquels la grandeur d’observation est systématiquement une température.
La suite des positions de ces températures à travers l’espace (et le temps au régime instationnaire)
constitue alors un chemin approché des chemins exprimés dans le chapitre 3 par l’approche de
Feynman-Kac.

Les travaux de [Spalding1972] puis [Patankar1980] en 1980 s’inspirent de la solution 1D de l’équa-
tion advecto-diffusive 4.4 pour établir un schéma numérique permettant de résoudre les pro-
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blèmes advecto-diffusifs stationnaires, puis instationnaires, dans des écoulements incompres-
sibles.

∇∇∇.(α∇∇∇T −vT ) = 0 (4.4)

Dans ces travaux, Patankar présente les raisons pour lesquelles une approche différences finies
peut poser des problèmes de stabilité. Par ailleurs, son alternative naturelle, l’Upwind Scheme
(ou Schéma Amont), présente des limites pour de faibles valeurs du nombre de Péclet, c’est-à-
dire lorsque la diffusion prédomine sur l’advection. Il propose alors de construire un schéma
exponentiel exact en 1D, qu’il étend par la suite aux dimensions plus grandes sous des hypothèses
d’homogénéité sous maille. Pour des raisons de temps de calcul, il choisit par la suite de construire
des alternatives plus économiques pour approcher le schéma exponentiel, par exemple avec des
fonctions puissance (Hybrid Scheme et Power-Law Scheme). Les convergences associées à ces
différents schémas seront par la suite comparées, par exemple dans [Patel+1985] qui montre une
vitesse de convergence parmi les plus rapides avec le schéma exponentiel, malgré des temps de
calcul rédhibitoires en raison de la fonction exponentielle dans son expression.

Tandis que de nombreux schémas plus récents présentent de meilleures performances que le
schéma exponentiel de Patankar (voir par exemple [Prakash1984]), nous retenons ce dernier
en raison de son fondement théorique qui en fait un des schémas "classiques" de la résolution
de l’équation d’advecto-diffusion. La réflexion plus générale autour des couplages des chemins
advecto-conducto-radiatifs ne dépend cependant pas de la nature du schéma utilisé pour résoudre
cette équation, et n’importe quel autre schéma peut donc y être substitué à condition qu’il per-
mette d’exprimer la température comme une moyenne d’autres températures. A titre d’exemple,
les schémas de type différences finies d’ordre supérieur à 2 font apparaître des pondérations
de grandeurs étant l’opposée d’une valeur de température (−T (x)) en certains points, ce qui ne
permet plus de penser la réalisation de cet événement comme une portion de chemin.

Cette section reprend les éléments principaux de la construction du schéma exponentiel, auxquels
sont ajoutés des choix d’écriture permettant d’aboutir à une formulation intégrale homologue à
celle proposée pour la marche conductive.

Le Schéma Exponentiel 1D

Dans un segment 1D [0,δ] de températures de bords T0 et Tδ, mû par une advection uniforme v ,
et en présence d’une diffusivité thermique α uniforme également, la solution de l’équation 4.4
illustrée dans la figure 4.2 peut s’écrire selon l’équation 4.5 1 où Pe est le nombre de Péclet défini
par la relation 4.6 où v est la norme orientée de la vitesse telle que v = vex avec ex un vecteur
directeur unitaire de l’espace.

T (x)−T0

Tδ−T0
= exp

(
Pe x

δ

)−1

exp(Pe)−1
(4.5)

Pe = vδ

α
(4.6)

D’après l’équation 4.4, le flux j]0,δ[ =−α∇∇∇T +vT est alors constant en tout point et fonction des
valeurs du nombre de Péclet, et des deux températures T0 et Tδ :

1. Pour rappel,

lim
Pe→0

 exp
(
Pe x

δ

)
−1

exp(Pe)−1

= x

δ
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FIGURE 4.2 – Illustration de la solution de l’équation advecto-diffusive dans un segment 1D
parcouru par une vitesse uniforme v = vex .

j]0,δ[.v

||v || = ||v ||
(
T0 − Tδ−T0

exp(Pe)−1

)
En considérant ensuite le segment [−δ,0] dans les mêmes conditions, il est à nouveau possible
d’écrire une expression du flux j]−δ,0[ dans cette zone de l’espace en fonction du même nombre
de Péclet, ainsi que des températures T0 et T−δ :

j]−δ,0[.v

||v || = ||v ||
(
T−δ−

T0 −T−δ
exp(Pe)−1

)
Par continuité du flux, la température en T0 peut alors être exprimée comme l’équation 4.7. T0

apparaît alors comme la moyenne pondérée des températures T−δ et Tδ. Cette expression est le
schéma exponentiel 1D proposé par Patankar. Il peut être vérifié qu’aux limites de la diffusion
pure Pe → 0 et de l’advection pure Pe →∞, l’expression de T0 tend respectivement vers la linéarité,
et le schéma amont 2.

T0 = 1

1+exp(Pe)
Tδ+

exp(Pe)

1+exp(Pe)
T−δ (4.7)

Extension en trois dimensions
En 3D, Patankar propose d’utiliser un volume de référence, par exemple le cube présenté en figure
4.3, dans lequel l’équation 4.4 est réécrite en utilisant le théorème de Green-Ostrogradski. En
appelant Jk (k ∈ {1, . . . ,6}) le flux total traversant la k-ième face du cube, l’équation 4.4 se ramène
au bilan 4.8. En supposant alors que le flux est uniforme sur chaque face et que la dimension du
cube δ est suffisamment petite pour négliger les variations de v et α, l’injection de l’expression 1D
de la densité de flux présentée précédemment mène à l’équation 4.9. Un travail de reformulation
permet alors de construire l’expression 4.10, dans laquelle la température au point d’observa-
tion x apparaît comme la moyenne pondérée des températures dans les volumes de contrôle
englobants. Par construction, cette expression est alors exacte si le champ de température est
mono-dimensionnel dans le volume étudié, c’est-à-dire que son expression est sous la forme de
l’équation 4.5 selon une direction de l’espace.

2. A la limite Pe → 0, on retrouve en effet l’expression T0 = 1
2 Tδ + 1

2 T−δ. De même, à la limite Pe → ∞, on obtient
l’égalité T0 = T−δ.
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FIGURE 4.3 – Illustration du volume de contrôle 3D utilisé pour construire le schéma expo-
nentiel 3D.

6∑
k=1

Jk = 0 (4.8)

6∑
k=1

[
Pek

(
T (x)− T (x +δuk )−T (x)

exp(Pek )−1

)]
= 0, uk = (−1)k e⌊

k+1
2

⌋,Pek = v .uk δ

α
(4.9)

T (x) =
6∑

k=1

T (x +δuk )

Pek
exp(Pek )−1∑6

k=1

[
Pek

exp(Pek )−1

]
 (4.10)

Lecture en marche statistique du schéma exponentiel
La proposition de Patankar consiste ensuite à considérer que le volume de contrôle utilisé pour
établir l’expression 4.10 est un élément du maillage permettant de décrire le système étudié. Ceci
mène à une expression matricielle reliant toutes les températures des zones de contrôle entre elles,
ainsi qu’aux conditions limites. Cette équation matricielle peut ensuite être résolue par une des
nombreuses méthodes numériques existantes.
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Cependant, l’expression 4.10 peut également être utilisée pour construire une marche advecto-
diffusive permettant d’approcher la solution de l’équation 4.4. En effet, la température au point
x apparaît comme la somme pondérée de six températures englobantes. A chacune de ces tem-
pératures T (x +δuk ), l’expression 4.10 associe une probabilité discrète pk d’être réalisée telle
que :

pk =
Pek

exp(Pek )−1∑6
k=1

[
Pek

exp(Pek )−1

]
Un pas de cette marche aléatoire consiste alors à se déplacer dans l’une des six directions
{u1, . . . ,u6} selon le jeu de probabilités {p1, . . . , pk }. En ce nouveau point, la même opération
est répétée avec les valeurs locales de v , δ, et α, et ainsi de suite jusqu’à atteindre un point auquel
la température échantillonnée est connue.

Une proposition lagrangienne possible en absence de maillage
Dans la lecture statistique faite de l’expression 4.10, la notion de maillage n’existe plus, le choix
du repère (x ,e1,e2,e3) est donc arbitraire. Dans cette section, une proposition de choix de repère
est présentée afin de garantir l’exactitude du schéma à certaines limites, ainsi que de raccrocher
certains éléments de ce schéma à la marche conductive présentée précédemment.

A la limite advective pure du schéma exponentiel, les probabilités pk comportant un nombre
de Péclet Pek négatif tendent vers zéro. A cette limite, en alignant un des axes du repère avec le
vecteur vitesse, toutes les probabilités pk tendent donc vers zéro, sauf celle correspondant à la
direction opposée au vecteur vitesse. En faisant ce choix, dans un champ à nombre de Péclet
infini, le schéma est alors exact pour toute valeur du pas δ (voir équation 4.12). Par exemple, en
choisissant e1 = ev = v

||v || , l’expression 4.10 s’écrit selon l’équation 4.11, où Pe est le nombre de
Péclet local défini en 4.6.

T (x) = Pe

Pe(1+exp(Pe))+4(exp(Pe)−1)
T (x +δev )+ Pe exp(Pe)

Pe(1+exp(Pe))+4(exp(Pe)−1)
T (x −δev )

+
6∑

k=3

[
exp(Pe)−1

Pe(1+exp(Pe))+4(exp(Pe)−1)
T (x +δuk )

]
(4.11)

lim
Pe→∞

T (x) = T (x −δev ) (4.12)

En ce qui concerne le choix du degré de liberté restant pour fixer les directions e2 et e3, aucune
direction n’est a priori à favoriser. Un choix tout particulier possible reste de tirer aléatoirement
la direction e2 dans le plan orthogonal à ev à chaque pas (ce qui fixe e3 par la même occasion).
Ce choix singulier correspond à un calcul bien particulier de T (x). En effet, le processus aléatoire
consistant à tirer aléatoirement sur 2π la direction de e2 revient à réaliser l’intégrale sur l’espace
des possibles de e2 de l’expression de la température. L’équation 4.11 peut alors être réécrite selon
l’équation 4.13, ce qui a fait apparaître le tirage aléatoire de e2 dans la formulation intégrale de
T (x).

T (x) = Pe

Pe(1+exp(Pe))+4(exp(Pe)−1)
T (x +δev )+ Pe exp(Pe)

Pe(1+exp(Pe))+4(exp(Pe)−1)
T (x −δev )

+ 4(exp(Pe)−1)

Pe(1+exp(Pe))+4(exp(Pe)−1)

∫
⊥ev (2π)

1

2π
dω(e2)

6∑
k=3

[
1

4
T (x +δuk )

]
(4.13)
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Enfin, le dernier terme de l’équation 4.13 peut être simplifié pour faire apparaître une expression
similaire à l’expression 4.2 de la marche conductive dans un espace 2D. L’intégrale est alors
réalisée sur un cercle plutôt qu’une sphère. Cette simplification mène à l’équation 4.14. Dans cette
dernière, la température en x apparaît comme étant la somme pondérée de la température à δ en
aval du courant, la température à δ en amont du courant, et la moyenne purement diffusive des
températures sur un cercle de rayon δ centré en x dans le plan orthogonal à la vitesse.

T (x) =

Probabilité de convection aval︷ ︸︸ ︷
Pe

Pe(1+exp(Pe))+4(exp(Pe)−1)
T (x +δev )+

Probabilité de convection amont︷ ︸︸ ︷
Pe exp(Pe)

Pe(1+exp(Pe))+4(exp(Pe)−1)
T (x −δev )

+ 4(exp(Pe)−1)

Pe(1+exp(Pe))+4(exp(Pe)−1)︸ ︷︷ ︸
Probabilité de diffusion orthogonale

∫
⊥ev (2π)

1

2π
dω(u)︸ ︷︷ ︸

Walk on Circle

T (x +δu)

(4.14)

Définition du pas de la marche advecto-diffusive
De manière homologue à la marche conductive, il y a lieu de définir le pas δ de l’expression 4.14 de
telle sorte que ce dernier soit compatible avec les outils de la synthèse d’image. L’expression 4.14
doit alors être réécrite une dernière fois afin de tenir compte de la dépendance de δ aux directions
ev et u, ce qui mène à l’écriture 4.15 dans laquelle δ(x ,ev ,u) est défini par l’équation 4.16 dans
laquelle δΩF (x) est un paramètre numérique définissant le pas de la marche loin des parois.

T (x) =
∫
⊥ev (2π)

1

2π
dω(u).

(
Pe

Pe(1+exp(Pe))+4(exp(Pe)−1)
T (x +δ(x ,ev ,u)ev )

+ Pe exp(Pe)

Pe(1+exp(Pe))+4(exp(Pe)−1)
T (x −δ(x ,ev ,u)ev )

+ 4(exp(Pe)−1)

Pe(1+exp(Pe))+4(exp(Pe)−1)
T (x +δ(x ,ev ,u)u)

) (4.15)



δ(x ,ev ,u) = min(δΩF (x),δv (x),δ−v (x),δu (x),δ−u (x))

δev (x) = min
δ>0

({[x , x +δev ]∩∂ΩS } 6= ;)

δ−ev (x) = min
δ>0

({[x , x −δev ]∩∂ΩS } 6= ;)

δu (x) = min
δ>0

({[x , x +δu]∩∂ΩS } 6= ;)

δ−u (x) = min
δ>0

({[x , x −δu]∩∂ΩS } 6= ;)

(4.16)

Avec cette formulation, la marche peut soit se déplacer selon l’axe de la vitesse locale, soit selon
une direction orthogonale. Dans le cas d’un déplacement orthogonal à la vitesse, la marche
se comporte de façon strictement similaire à celle illustrée dans la figure 4.1 pour une marche
conductive 2D, dans laquelle δΩS (x) le paramètre numérique serait le minimum entre δΩF (x),
δev (x), et δev (x). Par ailleurs, lors d’un déplacement selon l’axe de la vitesse, le pas de déplacement
est également conditionné par le pas qu’aurait fait la marche si le déplacement avait été selon la
direction orthogonale échantillonnée u. La figure 4.4 illustre ce comportement en absence et en
présence de parois.

En supposant que les propriétés du fluide et que la valeur locale v = vev de la vitesse sont connues
en tout point x du fluide, la réalisation aléatoire d’un pas statistique régi par la formulation
intégrale 4.16 se fait donc comme suit :
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⊥ev

ev

(a) Absence de paroi

∂Ω ⊥ev

ev

(b) Paroi selon la ligne de champ

∂Ω

⊥ev

ev

u

(c) Paroi dans le plan orthogonal

FIGURE 4.4 – Illustration de la construction de la marche advecto-diffusive proposée, com-
patible avec le lancer de rayon. En l’absence de paroi, la figure 4.4a illustre les différentes
positions possibles de déplacement qui sont toutes à une distance fixe δΩF du point de dé-
part. Tandis que les positions en amont et en aval de l’écoulement (selon la direction ev de la
vitesse) peuvent être échantillonnées avec une certaine probabilité, les directions de diffusion
pure dans le plan orthogonal à l’écoulement ⊥ev sont échantillonnées aléatoirement sur un
cercle. En présence d’une paroi ∂Ω détectée selon la direction ev , l’ensemble des positions
possibles est modifié de telle sorte qu’elles restent toutes équidistantes du point de départ à
la distance séparant le point de départ de cette paroi (voir figure 4.4b). En présence d’une
paroi dans le plan orthogonal à l’écoulement ⊥ev , la démarche est similaire à ce qui a été
fait pour la marche conductive illustrée dans la figure 4.1. Cependant, la distance retenue
pour une réalisation aléatoire de la direction u est également répercutée sur les positions en
amont et en aval de l’écoulement (voir figure 4.4c).

— Tirage d’une direction aléatoire u sur 2π dans le plan orthogonal à la vitesse locale ;

— Détection des parois dans les directions u, −u, ev , et −ev pour évaluer respectivement les
distances δu , δ−u , δev , et δ−ev ;

— Calcul du pas retenu δ(x ,ev ,u) comme le minimum de ces quatre distances et de δΩF (le
pas loin des parois), et calcul des probabilités amont, aval, et diffusives correspondantes (en
effet, la valeur du Péclet local Pe défini dans la relation 4.6 dépend bien de la taille du pas) ;

— Echantillonnage d’une réalisation parmi les trois probabilités (amont, aval, et diffusion),
puis déplacement selon la direction aval ev , la direction amont −ev , ou la direction de
diffusion u.

Les bonnes propriétés de cette marche

La marche advecto-diffusive ici proposée est construite à partir du schéma exponentiel de Patankar,
auquel viennent s’ajouter des choix inspirés de la marche conductive précédemment illustrée. Par
construction, toutes les propriétés de convergence et de comportement en champ et en proche
paroi de la marche statistique sont donc au moins équivalentes à celles du schéma exponentiel.

En particulier, le schéma exponentiel est exact quand le champ de température est 1D dans un
champ de vitesse uniforme v = vev , c’est-à-dire pour un profil de température exponentiel selon
la direction ev . La marche ici construite permet d’aller plus loin, en garantissant l’exactitude du
schéma dans ce même champ de vitesse uniforme, pour un champ de température exponentiel
selon la direction de l’écoulement et bilinéaire dans les deux autres directions, y compris en
présence de parois (parois se déplaçant alors à la même vitesse que l’écoulement pour garantir le
non-glissement). En effet, pour un champ de température localement exprimé sous la forme de la
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relation 4.17, il peut être vérifié que la formulation intégrale 4.15 utilisant le pas δ(x ,ev ,u) de la
relation 4.16 est bien solution, grâce aux mêmes propriétés de symétrie que précédemment.

T (x) = a exp
( x .v

α

)
+bx .e⊥

v + c (4.17)

En particulier, si la vitesse est supposée homogène et localement nulle en proche paroi, cette
formulation intégrale permet de capter exactement un champ de température trilinéaire.

4.1.3 Une différence finie pour évaluer la température de
paroi

Quand une des deux marches présentées ci-dessus atteint une paroi, la suite de la marche doit y
assurer la continuité du flux. En proche paroi, la marche conductive et la marche advecto-diffusive
traduisent toutes les deux des flux parfaitement diffusifs (vitesse nulle à la paroi dans le fluide).
Un flux radiatif peut également être ajouté du côté fluide que nous représentons à l’aide d’un
coefficient d’échange radiatif (rayonnement linéarisé).

L’équation de continuité correspondante est celle de l’équation 4.18 en tout point y de la paroi, où
n est la normale sortante au point y en direction du milieu fluide, hR est le coefficient d’échange
radiatif, TR est la température radiative, et les gradients de température ∇∇∇−T (y) et ∇∇∇+T (y) sont
respectivement définis dans le milieu solide et dans le milieu fluide.

−λS∇∇∇−T (y).n =−λF∇∇∇+T (y).(−n)+hR (T (y)−TR (y)) (4.18)

Nous utiliserons ici une discrétisation de type différence finie pour exprimer directement la
valeur de la température de paroi comme une moyenne d’autres températures, ce qui amène à
l’équation 4.19 où δS est le pas de discrétisation du gradient thermique dans le solide et δF le pas
de discrétisation dans le fluide.

T (y) =
λS
δS

λS
δS

+ λF
δF

+hR︸ ︷︷ ︸
PS

T (y −δS n)+
λF
δF

λS
δS

+ λF
δF

+hR︸ ︷︷ ︸
PF

T (y +δF n)+ hR
λS
δS

+ λF
δF

+hR︸ ︷︷ ︸
PR

TR (y) (4.19)

La température de paroi est ainsi définie comme une espérance, ce qui permet de continuer la
marche aléatoire : avec une probabilité PS , le chemin devient un chemin de conduction pure
depuis le point y −δS n dans le solide; avec une probabilité PF , le chemin devient un chemin
advecto-diffusif depuis le point y +δF n dans le fluide ; avec une probabilité PF , le chemin devient
un chemin radiatif partant du point y de la surface. Pour un fluide parfaitement transparent et
un solide de type corps noir, ce chemin radiatif consiste alors à échantillonner une direction
lambertienne autour de la normale n de la surface, et à retenir la température de la première paroi
rencontrée dans cette direction.

Cette approche par différences finies est une des deux approches classiquement utilisées pour
traiter le problème d’une discontinuité de coefficient de diffusion à la paroi [Lejay+2013a], la
seconde approche étant de formuler le problème directement en processus. Dans la littérature,
la problématique du comportement du mouvement brownien en présence d’hétérogénéités
du coefficient de diffusion est abordée de façon plus générique sous la dénomination de Skew
Brownian Motion.
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4.1.4 Un bilan sur les schémas numériques utilisés
L’approche ici employée consiste à utiliser une méthode numérique classique, à la modifier pour
faire émerger des grandeurs pouvant être évaluées par lancer de rayon, puis à l’interpréter de
façon probabiliste comme une marche statistique. Cette lecture garantit donc les mêmes gammes
de validité que les méthodes numériques retenues, ce qui mène aux résultats du tableau 4.1.
Cependant, en faisant apparaître des quantités pouvant être calculées par lancer de rayon, ces
méthodes peuvent maintenant être utilisées en géométrie quelconque, de façon indépendante de
sa complexité, grâce aux outils d’accélération de la synthèse d’image.

Marche conductive
- Loin des parois Exact.
- Proche paroi Exact pour des champs de température

localement trilinéaires : T (x) = a.x +b.

Marche advecto-diffusive
- Loin des parois Même gamme de validité que le schéma

exponentiel de Patankar (sachant que l’on
se met toujours dans le cas favorable d’un
repère aligné avec la direction de l’écoule-
ment).
Exact pour un champ de vitesse uniforme
et un champ de température exponentiel
dans la direction de la vitesse, bilinéaire
pour les deux autres directions : T (x) =
a exp

( x .v
α

)+bx .e⊥
v + c .

- Proche paroi Aucune base théorique en référence aux
travaux de Patankar.
Exact pour un écoulement le long d’une
plaque plane à la même vitesse que celle
de la paroi (nulle si la paroi est immobile),
et un champ de température exponentiel
dans la direction de la vitesse, bilinéaire
pour les deux autres directions.

Premier saut partant
d’un point sur la paroi
(ré-injection)

Même gamme de validité que la différence finie dans les
milieux conductifs et convectifs.
Exact pour un champ de température linéaire selon la
normale dans le solide, et linéaire selon la normale dans
le fluide (aucune contrainte sur la partie radiative).

TABLE 4.1 – Tableau récapitulatif des champs de température exactement représentés par
les marches statistiques présentées. Pour un pas de discrétisation numérique suffisamment
petit, l’ensemble de ces configurations finissent par être rencontrées.

Comme nous l’avons déjà dit au début de ce chapitre, la construction de telles marches résilientes
à la complexité géométrique peut être abordée de nombreuses façons, et nous avons fait le
choix d’un point de départ ancré dans les schémas numériques déterministes usuels. L’ouvrage
[Lapeyre+1998] présente de nombreuses alternatives, que ce soit pour les équations de diffusion ou
de transport (sans pour autant aborder réellement la question de la complexité géométrique). Dans
cette lignée, certaines études académiques portent notamment sur la construction de processus
représentant finement le comportement des marches browniennes en présence de conditions aux
limites en flux [Singer+2008]. Sur cette base, la proposition originale de [Vignoles2016] constitue un
travail particulièrement intéressant pour le couplage des transferts thermiques conducto-radiatifs
car la marche statistique qui en résulte est parfaitement compatible avec la gestion des géométries
complexes.

Nous n’avons pas évalué le comportement numérique de cette marche par rapport à celle que
nous proposons, mais on peut en tout cas retenir qu’il est possible de travailler sur la construction
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des marches en restant dans le monde des processus, tout en assurant les mêmes types d’exi-
gences géométriques que les nôtres. Par contre, une étude comparative du schéma proposé par
[Vignoles2016] se dirait nécessairement en des termes différents de ceux de la table 4.1, qui restent
très ancrés dans la thermique numérique usuelle.

4.2 Vers une mise en œuvre dans un cas réel
Cette section est constituée d’un article rédigé en vue d’une soumission à une revue scientifique
spécialisée en transfert thermique. Dans une première partie, l’ensemble des éléments présentés
jusqu’ici sont rapidement repris pour fermer la description d’un schéma conducto-convecto-
radiatif compatible avec les outils de la synthèse d’image. Dans une seconde partie, les algorithmes
correspondant aux formulations intégrales sont exhaustivement décrits. Dans une troisième partie,
la validation de ces algorithmes sur des exemples analytiques et numériques est présentée. Enfin,
dans une dernière partie, une mise en œuvre sur un cas réel d’échangeur poreux solaire est
présentée et utilisée pour démontrer les bénéfices de la synthèse d’image sur une géométrie de
complexité croissante.

Les messages mis en avant dans cet article sont les suivants :

— l’échantillonnage statistique de chemins constitués de sous-chemins conductifs, convectifs
et radiatifs est validé par comparaison à des résultats de simulations numériques issus de
solveurs déterministes usuels ;

— l’algorithme ne pose aucune difficulté lorsque l’échangeur poreux est étendu jusqu’à plus
de 10000 pores décrits de façon explicite ;

— l’utilisation des techniques d’accélération de la synthèse d’image conduit même à des temps
de calculs qui sont insensibles au nombre de pores.

Ce dernier résultat est au cœur de la présente thèse. Nous l’annonçons dès ce stade avec la figure
4.5. La configuration étudiée est alors constituée d’un échangeur poreux en plaque constitué
de cellules de Kelvin (4 cellules à la traversée). Cette plaque est parcourue par un fluide initia-
lement froid, et éclairée par une tache solaire (qui conserve une taille fixe lorsque l’on change
les dimensions de la plaque poreuse). On calcule la température moyenne de l’air en sortie de
l’échangeur par l’échantillonage de 10000 chemins conducto-convecto-radiatifs représentant
les couplages thermiques tridimensionnels au sein du poreux. Dans cet exemple, le flux radiatif
incident est représenté par une température équivalent corps noir, et les écarts de température
sont restreints afin de rester dans la gamme de validité de la linéarisation du rayonnement. La
figure présente ces résultats de calcul avec leurs incertitudes statistiques ansi que leurs temps
de calcul correspondants en fonction de la complexité de la géométrie (extension de la plaque
poreuse). Le temps de calcul reste alors le même quelle que soit l’extension de la plaque, donc
quel que soit le nombre de cellules poreuses prises en compte explicitement lors du calcul.

Cette démonstration n’est pas sans rappeler les résultats obtenus en transfert radiatif dans la
section 2.1.3 et plus particulièrement dans la figure 2.5 dans laquelle on a déjà illustré l’insensi-
bilité au raffinement de la géométrie de l’algorithme de transfert radiatif utilisant les outils de
la synthèse d’image. Dans l’exemple ici présenté, c’est un algorithme de transferts thermiques
couplés construit autour des mêmes outils de lancer de rayon qui a été mis en œuvre dans une
géométrie de taille croissante et qui affiche ces mêmes propriétés d’indépendance à la complexité
géométrique.
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(a) Evolution of the mean outlet temperature and computation time for an increasing number of kelvin cells.
The solving time is the time required to sample 104 coupled random paths in the system.

(b) 4 cellules de Kelvin (c) 36 cellules de Kelvin (d) 400 cellules de Kelvin

FIGURE 4.5 – Evolution de la température du fluide sortant, du temps de chargement de
la géométrie, et du temps de calcul en fonction de la complexité de la géométrie dans une
simulation d’échangeur solaire. La géométrie considérée est un milieu poreux constitué
d’un nombre croissant de cellules de Kelvin soumis au réchauffement d’une tache solaire et
balayé par un fluide froid. Au fur et à mesure que la géométrie est déployée, une proportion
croissante de la tache solaire participe au réchauffement du fluide, tandis que le débit d’entrée
du fluide augmente proportionnellement à la surface d’entrée.
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Abstract

Numerical simulation of coupled conductive-convective-radiative heat transfer is com-
monly achieved using deterministic methods. With the increase of the amount, the
geometrical refinement and the accuracy level of input data, these methods have to
deal with endless increases in computation times. The present contribution is related
to today’s search for stochastic alternatives: there are indeed motivated hopes that the
resulting algorithms could be less sensitive to system complexity. We describe a Monte
Carlo algorithm sampling heat transfer paths constituted of subpaths each representing
one of the three heat transfer modes in a recursive manner. The algorithm is validated
against standard deterministic solvers and is shown to encounter no specific difficuly
when applied to a porous exchanger involving up to 10000 pores. Using acceleration
techniques inherited from recent computer graphics researches, it is even shown that the
computation time can be fully indépendant of the number of pores.

Introduction

The most frequently used numerical methods for the simulation of combined heat
transfers include Finite volume ([13]), Finite element ([6]), and Lattice Boltzmann ([8]).
They are all based on deterministic approaches. The idea of designing alternative meth-
ods including random sampling algorithms has been discussed seen the 1950’s. But it
is only quite recently that practical achievements have been reported as far as coupling
the three heat transfer modes is concerned. Significant advances have been made in
[14] with a stochastic random walk based on an Ito-Taylor algorithm for opaque solids
interacting via radiation applied to stationnary heat transfer in porous media. Another
method, presented in [4], implements an integral formulation of the temperature in the
case of combined conductive-convective-radiative stationary heat transfer. On the con-
dition that the dependency with the temperature is linearized for the radiative term,
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that the properties of the materials do not depend on temperature, and that fluids are
perfectly mixed, this method introduces the formulation of the heat balance equation
in each media as a Fredholm equation of the second kind. It is then possible to write
an integral formulation of the temperature which can be solved by a stochastic method
using a Monte Carlo algorithm. The energy equation becomes an integral over a path
space, path intersections with geometry being computed using very efficient 3D graphics
rendering algorithms, developed by the computer graphics community. One main ad-
vantage of this method is therefore to handle very complex geometries without heavy
meshing works and too high computing times.
Along this line, the present study illustrates the possibility to broaden historic Monte
Carlo algorithms such as Walk On Sphere in [9] to advecto-diffusive transfers, and im-
plement them in stochastic methods. To that end, an advective term is added to the
Fredholm integral formulation of the heat equation, thus allowing its simulation by a
Monte Carlo algorithm, as it was to be expected according to Feynmann-Kac formula
([5]). An experienced reader may then directly interpret the Fredholm integral equation
as the succession of paths, each associated with one of the physical phenomenon, spread-
ing the sources throughout the domains and conveying a physical representation and
understanding of the heat mechanisms at stake. Thanks to this integral formulation, the
resulting algorithm allows the simulation of a probe result, such as the temperature at a
given point, the paths all starting from this point (inverse formulation). If required, an
additional randomized sampling over a surface or volume enables to calculate an average
over this domain.
The article sticks to the idea of inter-comparison between stochastic and deterministic
methods in the evaluation of temperature in a porous media immersed in a transparent
fluid flow. Whilst section 3 extensively develops the integral formulation and algorithm,
sections 5 and 6 set benchmarks to validate it against analytical solutions and determin-
istic methods when analytical solutions are not available. Section 7 finally offers a full
case comparison on a small 3D stack of Kelvin cells, which is followed by a demonstration
on a progressively complex porous media which showcases the interest of this approach.

1. Problem of interest

Let ΩS be a motionless solid domain of boundary ∂ΩS and ΩF an adjacent fluid
domain of boundary ∂ΩF . In such a system, thermal transport takes place throughout
three distinct modes : conduction, advection, and radiation. Whilst both conduction and
radiation may theoretically happen anywhere, advection is confined to the fluid. Given
that : (i) the system is at the stationary state (ii) both densities ρ, heat capacities C, and
conductivities λ, are homogeneous; (iii) the fluid flow velocity v is known and independent
of temperature; (iv) the solid is an opaque black body; (v) the fluid is transparent;
(vi) radiation is linearized around a reference temperature Tref , which defines a surface
radiative heat transfer coefficient hR = 4σTref

3; the heat transfer can be modeled as
equations {1, 2, 3, 4, 5} where n is the unit normal vector at the solid-fluid interface
pointing towards the fluid, σ is the Stefan-Boltzmann constant, c is the speed of light
in vacuum, and Ll is the radiative intensity such that every radiative source term is
linearized around Tref .

2

Une marche advecto-conducto-radiative compatible avec le ray-tracing

77







∆T (x) = 0, x ∈ ΩS

∇.(−λF∇T (x) + ρFCFvT (x)) = 0, x ∈ ΩF

cu.∇Ll(x,u) = 0, x ∈ ΩF

(1)

(2)

(3)





λS∇T (y).n = −λF∇T (y).n + hR (T (y)− TR(y)), y ∈ ∂ΩS ∩ ∂ΩF

TR(y) =
1

σTref
3

∫

2π

|u.n|Ll(y,u)dω(u), y ∈ ∂ΩS ∩ ∂ΩF

(4)

(5)

2. Heat transfer and random process

The work of Feynmann and Kac in the 50’s [5] plays a key role in establishing the
links between parabollic partial differential equations such as (1), (2), or (3), and random
processes. Indeed, Feynmann-Kac’s formula settles that these equations can be rewritten
as expectancies of stochastic processes, which can be simulated by the sampling of random
paths spreading throughout the domain until they reach a boundary condition in time
or space.

However, in the case of diffusive equations such as 1 and 2, the said stochastic process
is based on the Brownian motion, which is not always straightforward to simulate. In
those cases, established results on the densities of first passage in simple geometries may
be used instead.

Radiative transfer will be discussed in section 3 as its random process is compatible
by nature with ray tracing.

2.1. Random Walk on Sphere for conduction

The historic Random Walk on Sphere (RWS) method proposed by Brown in [1] and
rigorously justified by Muler in [9] is one of such methods : it makes use of the position’s
density of first passage of a brownian motion starting from the center of a sphere for
stationary state diffusion. This distribution, which is also described by the harmonicity
property of the laplacian operator, can be written as equation 6, where S(x, δ) is the
sphere of radius δ and centered in x, and dω is the differential solid angle.

T (x) =

∫

4π

1

4π
dω(u)T (x + δu), x ∈ ΩS , δ 6 maxδ({S(x, δ) ∩ ∂ΩS} = ∅) (6)

The corresponding algorithm used to evaluate the temperature at any probe position
x is showcased in figure 1.

2.2. Random Walk on Sphere for coupled advection and conduction

Recently, Sabelfeld [10] used the densities of first passage of a drifted brownian motion
in a sphere to extend the RWS method to coupled advection and diffusion for cathodo-
luminescence and electron beam induced current imaging. At the stationary state, for a
homogeneous velocity field, it was proven that the distribution of first passage positions
in a sphere corresponds to the von Mises-Fisher distribution f . Equation 7 shows how
this distribution can be applied to equation 2. It can be noted that in the case of a zero
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velocity field, this expression leads to equation 6, and to a Dirac distribution centered in
v = u|v| at the limit of an infinite local Peclet number.

T (x, t) =

∫ 4π

0

f(u|v)dω(u)T (x + δu), x ∈ ΩF , δ 6 max
δ

({S(x, δ) ∩ ∂ΩF } = ∅)
(7)

with

f(u|v) =
1

4π

Pe
2

sinh
(
Pe
2

) exp

(
−Pe

2

v.u

|v|

)

where Pe = δ|v|
α .

3. A coupled random walk compatible with ray tracing

Both formulations defined in section 2 are based on the exact solution of equation 1
or 2. However, they both rest on the knowledge of the integrated sphere’s radius δ, which
must be inferior to the minimum distance separating the position of interest from the
boundary, or equal to it in order to reach minimal computation times (see [11]). In the
case of a complex geometry, by definition, this data is not known, or at least computation
intensive.

The computer graphics tools currently in use in the image synthesis industry allows
for fast computation of the first intersection between a ray (defined by a point and a
direction) and a complex surface geometry. In order to obtain the distance between a
point and its closest boundary, one would need to trace a ray for every possible direction,
which is infinite.

The current section presents a formulation for conduction and coupled advection and
diffusion which requires only a moderate amount of ray tracing for each step of the walk.
Both of these schemes rely on the taking of a fixed step δ, which is then adjusted when
close to a boundary.

3.1. An onwards - backwards scheme for conduction

Regarding conduction, the formulation of equation 6 is taken as it is with a fixed step
δS . Therefore, at each step, given a sampled direction u on 4π, the walk should shift
to the position x + δSu. However, in order to account for boundaries, the rays defined
by (x,u) and (x,−u) are traced; let δu and δ−u be the distances between x and the
boundary in the directions u and −u. Then, the walk is only shifted by the minimum of
δS , δu, and δ−u, which leads to a position in ΩS or directly on its boundary ∂ΩS . This
algorithm corresponds to equation 8

T (x) =

∫

4π

1

4π
dω(u)T (x + δu), x ∈ ΩS , δ = min(δS , δu, δ−u) (8)

Under the assumption that the temperature field is locally trilinear in S(x, δ), this
equation exactly solves equation 1. Indeed, let T (x) = a.x + b be the local expression
of the temperature in a radius of δ around x. It can be verified that the expression 8
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Figure 1: Representation of the sampling of a
random path using the RWS method to simu-
late the value of temperature at the point x.
In order to end the algorithm, the studied do-
main’s surface is thickened by a small value ε in
which the position is projected on the border.

Figure 2: Representation of the sampling of
a random path compatible with ray tracing.
All of the sampled spheres (or circles in this
case) have the same radius δS , and are dis-
torted when getting close to the boundary.

gives exactly the temperature at point x when using the adaptative step δ, because of
its symmetry :

∫

4π

1

4π
dω(u)T (x + δ(x,u)u) =

∫

2π

1

2π
dω(u)

[
1

2
(T (x + δ(x,u)u) + T (x− δ(x,−u)u))

]

=

∫

2π

1

2π
dω(u)

[
1

2
(a.(x + δ(x,u)u) + b+ a.(x− δ(x,−u)u) + b)

]

=

∫

2π

1

2π
dω(u)

[
1

2
(2a.x + 2b+ a.u(δ(x,u)− δ(x,−u)︸ ︷︷ ︸

=0

))

]

=

∫

2π

1

2π
dω(u)T (x)

= T (x)

3.2. A lagrangian Patankar’s scheme for coupled advection and conduction

Regarding coupled advection and diffusion, Patankar’s work [12] suggests a numerical
scheme based on the analytical solution of equation 2 in a 1D homogenous media. In a
local orthonormal basis (O, e1, e2, e3) chosen such that v = e1|v|, it leads to equation 9
where δF is a fixed step and ui = (−1)ieb i+1

2 c (b c being the floor function).

T (x, t) =

6∑

i=1

piT (x + δFui), x ∈ ΩF (9)

with
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p1 =
Pe ePe

Pe (ePe + 1) + 4 (ePe − 1)

p2 =
Pe

Pe (ePe + 1) + 4 (ePe − 1)

p3 = p4 = p5 = p6 =
(ePe − 1)

Pe (ePe + 1) + 4 (ePe − 1)

where Pe = δF v
αF

and αF = λF

ρFCF
.

This equation can be directly interpreted as a random walk, which moves in 6 direc-
tions according to their 6 probabilities. Assuming that the direction e2 can be randomly
sampled at each step of the walk, equation 9 can be rewritten as equation 10. This way,
the diffusive directions can be treated in 2D in the same way as in section 3.1. Following
the same guidelines as previously, each step now requires 4 ray tracing to evaluate the
length of the next step : 2 in the velocity direction, and 2 in the diffusion direction.

T (x, t) =p1T

(
x− δ v(x)

||v(x)||

)
+ p2T

(
x + δ

v(x)

||v(x)||

)

+ 4.p3

∫

2π

1

2π
dω⊥v(u)T (x + δu), x ∈ ΩF , δ = min(δF , δv, δ−v, δu, δ−u)

(10)

where p1, p2, and p3 are defined as mentioned for equation 9 but with an updated
value of the Peclet number Pe = δv

αF
.

3.3. Surface to surface radiation

Radiative transfer in a transparent media is a pure transport phenomenon. Therefore,
equation 3 can be rewritten as equation 11. A radiative random walk for Ll(x,u) is thusly
defined by a single step which reaches the closest boundary in the direction u.

Ll(x,u) = Ll(x + δu,u), x ∈ ΩF , δ = max
δ

(]x,x + δu] ∩ ∂ΩF ) 6= ∅) (11)

3.4. Discretized boundary condition and coupling of the walks

Using the same approach as [7], the coupled boundary condition (equation 4), gradi-
ents can be discretized using the same small steps δS and δF as in the previous sections,
which leads to equation 12.

T (y) = pcondT (y − δSn) + pconvT (y + δFn) + pradTR(y), y ∈ ∂ΩS ∩ ∂ΩF (12)

where

6
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pcond =
δFλS

δFλS + δSλS + δSδFhR

pconv =
δSλF

δFλS + δSλS + δSδFhR

prad =
δSδFhR

δFλS + δSλS + δSδFhR

This far, random walks were only defined one process at a time. However, this for-
mulation links those different walks when they reach the boundary condition. Indeed,
when a random walk hits this condition, equation 12 makes the walk switch to a con-
ductive walk starting in (y − δSn) with a probability pcond, a convective walk starting
in (y + δFn) with a probability pconv, or a radiative walk at the point y in a lambertian
distributed direction u (see equation 5).

In practice, even if the lengths δS and δF are supposed small enough, another surface
might be present between y and its point of re-injection in the solid or fluid (e.g. in
sharp corners). To avoid this problem, 2 rays are traced from the point y to redefine
the lengths δS and δF for this one step only : if a surface is detected between y and its
point of re-injection, the length is reduced so that the re-injection point ends up strictly
on this boundary. Those corrected lengths can be formally written as δSc and δFc :





δSc = min

(
δS ,

δ−n
2

)

δFc = min

(
δF ,

δn
2

)

4. Algorithms

Algorithm 1: Monte Carlo algorithm used to evaluate T (x)

for k ← 1 to N do
if x ∈ ΩS then

Call algorithm 2
else if x ∈ ΩF then

Call algorithm 3
else

Call algorithm 5
end
Store weight Wi = T (yend)

end

T (x) ≈ 1
N

∑N
k=1Wi

σ = 1√
N

√
1
N

∑N
k=1Wi

2 −
(

1
N

∑N
k=1Wi

)2
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Algorithm 2: Random walk for conduction starting from point x in ΩS

while x ∈ ΩS\∂ΩS do
Uniformly sample a random direction u
Evaluate lengths δu and δ−u with ray tracing
Update local step length δ ← min(δS , δu, δ−u)
Update position x← x + δu

end
Current position y ← x is on ∂ΩS
Call algorithm 5 at point y

Algorithm 3: Random walk for convection starting from point x in ΩF

while x ∈ ΩF \∂ΩF do
Uniformly sample a random direction u orthonormal to the direction of v(x)
Evaluate lengths δv, δ−v, δu, and δ−u with ray tracing
Update local step length δ ← min(δF , δv, δ−v, δu)
Evaluate probabilities p1 and p2 according to equation 10
Canonically sample a random number r in [0,1]
if r < p1 then

Update position x← x− δ v(x)
||v(x)||

else if r < p1 + p2 then

Update position x← x + δ v(x)
||v(x)||

else
Update position x← x + δu

end

end
Current position y ← x is on ∂ΩF
Call algorithm 5 at point y

Algorithm 4: Random walk for radiation starting from point y on ∂ΩF

Lambertian sample of a direction u around the normal n
Evaluate length δ with ray tracing
Update position y ← y + δu
Call algorithm 5 at point y

8

Une marche advecto-conducto-radiative compatible avec le ray-tracing

83



Algorithm 5: Random walk for coupled boundary condition starting from point
y on ∂ΩS ∪ ∂ΩF

if Temperature is known at the boundary position y then
yend ← y
Return to algorithm 1

else
Evaluate lengths δn and δ−n with ray tracing
Update local step lengths δSc = min(δS , δ−n) and δFc = min(δF , δn)
Evaluate probabilities pcond and pconv according to equation 12
Canonically sample a random number r in [0,1]
if r < pcond then

Update position x← y − δScn
Call algorithm 2 at point x

else if r < pcond + pconv then
Update position x← y + δFcn
Call algorithm 3 at point x

else
Call algorithm 4 at point y

end

end

5. Validation of the uncoupled random walks

Before considering a fully coupled case, the algorithms presented in section 4 can be
validated separately. In this section, a validation against analytical solutions in cubes is
performed.

5.1. Analytical validation of the conductive random walk

Equation 1 is true for various analytical functions. For example, let us consider the
following boundary value problem :

{
∆f(x, y, z) = 0, (x, y, z) ∈ Ω

f(x, y, z) = x2 + y2 − 2z2 + x+ y + z + 1, (x, y, z) ∈ ∂Ω

Algorithm 1, along with algorithms 2 and 5 where the boundary condition is always
known, lead to the results of table 1 in the specific case of Ω being the unit cube defined
by 0 ≤ x, y, z ≤ 1. Those results show a convergence of these algorithms towards the
expected value of f , even for step lengths as big as half of the domain’s size.

5.2. Analytical validation of the advecto-diffusive random walk

Equation 2 is also true for various analytical functions. For example, let us consider
the following boundary value problem :





∆g(x, y, z)− u(x, y, z).∇g(x, y, z) = 0, (x, y, z) ∈ Ω

u(x, y, z).ex = ||u|| = −4, (x, y, z) ∈ Ω

g(x, y, z) = y2 + z2 − x+ y + z + 1, (x, y, z) ∈ ∂Ω
9
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Algorithm 1, along with algorithms 3 and 5 where the boundary condition is always
known, lead to the results of table 2 in the specific case of Ω being the unit cube defined
by 0 ≤ x, y, z ≤ 1. Those results show a convergence of these algorithms towards the
expected value of g. However, for values of δF as big as half of the domain’s size, the
error bar does not cover the analytical solution. Therefore, peculiar attention needs to
be accorded to the setting of this numerical parameter.

δS x, y, z f(x, y, z) f̃(x, y, z) σ
0.5 0.1 1.3 1.297 0.0026
0.5 0.3 1.9 1.889 0.0077
0.5 0.5 2.5 2.479 0.0109
0.5 0.7 3.1 3.099 0.0104
0.5 0.9 3.7 3.706 0.0053

0.1 0.1 1.3 1.302 0.0025
0.1 0.3 1.9 1.895 0.0075
0.1 0.5 2.5 2.499 0.0105
0.1 0.7 3.1 3.097 0.0101
0.1 0.9 3.7 3.705 0.0051

0.05 0.1 1.3 1.301 0.0025
0.05 0.3 1.9 1.907 0.0075
0.05 0.5 2.5 2.503 0.0106
0.05 0.7 3.1 3.097 0.0101
0.05 0.9 3.7 3.702 0.0051

Table 1: Results of algorithms 1, 2, and 5 for
N = 10000 random samples on an analyti-
cal boundary value problem f(x, y, z) in a unit
cube for various values of position x = y = z
and step length δS . The Monte Carlo results
are shown in column f̃ along with their corre-
sponding standard deviation σ.

δF x, y, z g(x, y, z) g̃(x, y, z) σ
0.5 0.1 1.12 1.123 0.0029
0.5 0.3 1.48 1.474 0.0077
0.5 0.5 2 2.005 0.0094
0.5 0.7 2.68 2.682 0.0082
0.5 0.9 3.52 3.533 0.0040

0.1 0.1 1.12 1.117 0.0028
0.1 0.3 1.48 1.476 0.0078
0.1 0.5 2 2.000 0.0098
0.1 0.7 2.68 2.675 0.0085
0.1 0.9 3.52 3.525 0.0040

0.05 0.1 1.12 1.116 0.0027
0.05 0.3 1.48 1.490 0.0078
0.05 0.5 2 2.005 0.0098
0.05 0.7 2.68 2.671 0.0085
0.05 0.9 3.52 3.522 0.0041

Table 2: Results of algorithms 1, 3, and 5 for
N = 10000 random samples on an analyti-
cal boundary value problem g(x, y, z) in a unit
cube for various values of position x = y = z
and step length δF . The Monte Carlo results
are shown in column g̃ along with their corre-
sponding standard deviation σ.

6. Validation of the coupled random walk with an analytical heterogeneous
velocity field

In this section, algorithm 5 is used to effectively couple the algorithms 2 and 3. The
2D configuration is presented in figure 3 : a cold Poiseuille flow enters a 2D solid duct
which is heated by its external faces. In this configuration, no radiation is taken into
account. Therefore, prad = 0 and algorithm 4 is never used.

The results are compared with a Comsol Multiphysics simulation in figure 6 for various
positions in the domain. The number of Monte Carlo samplings are kept at 1000 only
in order to be able to see the error-bars. Taking into account those error-bars, a good
correlation of both simulations can be observed.
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Figure 3: 2D-slice of an isolated duct structure used as a heat exchanger between a thermal source at
Thot and an incoming cold Poiseuille circulation at Tcold. Retained values for the experiment : L
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Figure 4: Comparison of the temperature obtained with Comsol Multiphysics and the Monte Algorithm
on the experiment defined by figure 3. In these simulations, δS = δF = l

100
.

7. Simulation on a small stack of Kelvin cells

In this section, a test case based on a concentrated solar experiment is presented to
validate the algorithms when fully coupled. The considered geometry is constituted of a
stack of 4 kelvin cells, which is illustrated in figure 7. The solid stack of kelvin cells is
heated by a radiative temperature Thot set on the inlet face and cooled by the fluid at
Tcold which enters by the same face. On the outlet face, a radiative temperature is set at
Tcold to represent the environment. Finally, all other 4 faces are symmetry boundaries.

In order to obtain the velocity field and a reference temperature field, an ANSYS
Fluent’s simulation was performed on the geometry. The temperatures obtained using
the Monte-Carlo algorithm is then compared with Fluent’s result in figure 7. Both
simulations lead to similar results in a solar configuration for a large range of solid and
fluid parameters.
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Figure 5: Stack of 4 kelvin cells and surface representation of the fluid flow for an homogeneous inlet
fluid flow at 1m.s−1 on the bottom right face and an outlet at the top left face.
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Tcold
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T
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Monte Carlo results ±σ

Figure 6: Comparison of the temperature obtained with ANSYS Fluent and the Monte Algorithm on
the center line going down the flow. In this graph, the inlet face is represented at the position 0 and the
outlet at the position 1. In order to obtain a curve showing high variations of temperature in the fluid,
the solid’s and fluid’s thermal diffusivities are respectively set at 80.10−6m2.s−1 and 130.10−6m2.s−1,
which is highly overestimated regarding the fluid in solar applications (usually air). The inlet velocity
field is homogeneous at 1m.s−1

8. Demonstration on a deployed foam of Kelvin cells

The geometry showcased in the previous section 7 is only a portion of a realistic
porous media which could be used for solar applications.

In this section, this same geometry and its corresponding flow field are duplicated over
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the symmetry boundaries. However, in order to account for the concentrated solar spot,
the analytical parabolic expression 13 is set as the radiative temperature Thot, where
(O, e1, e2, e3) is an orthonormal basis located at the center of the inlet face where e1 is
in the direction of the flow field, and L is the width of a kelvin cell. A depiction of this
configuration is presented in figure 7 and its associated results are given in figure 8 for
an increasing number of duplications.

Thot(y) = Tcold + (Thot − Tcold) exp

(
−
(

(y.e2)2

2(5l)2
+

(y.e3)2

2(5l)2

))
(13)

Figure 7: Representation of the deployed porous media heated by a concentrated heat spot.
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Figure 8: Evolution of the mean outlet temperature and computation time for an increasing number
of kelvin cells. Loading time corresponds to the time required to generate and copy the geometry in
the RAM memory as well as build the acceleration grid, whilst the solving time is the time required to
sample 104 coupled random paths in the system.

Results show no increase in computation time for increasingly complicated geometries,
for as high as four order of magnitudes. In the meantime, the loading time, which cor-
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responds to the time required for the procedural generation of the studied geometry, its
copy in the RAM memory, and the construction of the acceleration grid, significantly in-
creases, which was to be expected. Regarding temperature values, as the surface covered
by the geometry increases, the outflow temperature decreases because of the increasingly
large flow of cold inlet fluid.

Conclusion

Following a stochastic methodology, a Monte Carlo algorithm was designed to solve
combined conductive-convective-radiative problems in complex geometries at the station-
ary state. Required hypothesis for this methodology notably include the integral linearity
of the energy conservation equation in terms of temperature in both solid and fluid, and
the preliminary knowledge of the velocity field. The corresponding algorithm was then
implemented in increasingly complex systems and compared with results obtained with
the finite volume method (ANSYS Fluent software). The stochastic method showed good
correlation with both analytical and numerical results, as well as a high resilience to the
complexification of the studied geometry in situations where the linearisation of the ra-
diative term is valid. Ongoing work already includes extensions of this methodology to
both transient and non-linear radiation.
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Comportement du schéma numérique
advecto-diffusif : de premiers éléments
d’analyse
Nous venons de présenter une marche couplant des transferts thermiques conductifs, advecto-
diffusifs, et radiatifs dont la mise en œuvre est basée sur le lancer de rayons. Après une description
de la construction des marches pour la conduction et l’advecto-diffusion, un article a présenté la
construction de l’ensemble des algorithmes nécessaires à l’implémentation de cette approche.
Une mise en œuvre dans plusieurs configurations sans et avec couplage nous a alors permis de
réaliser une preuve de concept de la méthode. Dans cette démonstration, une configuration solaire
de complexité géométrique croissante nous a permis d’illustrer l’insensibilité de cette approche à
la complexité géométrique.

En ce qui concerne le schéma advecto-diffusif original de cette approche, seul un nombre limité de
validations a été traité. En effet, en dehors des situations triviales où ce schéma est exact, seules des
validations classiques à champ de vitesse uniforme dans un cube et pour des problèmes couplés
contre des simulations déterministes ont été effectuées (d’autres validations de ce même type
peuvent retrouvées dans [Ibarrart+2018]). Une réflexion reste donc à mener sur la convergence
de ce schéma dans des champs de vitesse non uniformes, ainsi que sur son comportement en
proche paroi. Nous donnons ci-dessous un ensemble de résultats complémentaires concernant la
question des champs de vitesses non-uniformes.

L’autre problématique, c’est-à-dire l’étude du comportement de notre schéma en proche paroi,
est toujours en cours : nous réfléchissons d’une part à des problèmes académiques en convection
forcée, tels que le problème monodimensionnel défini par [Blasius1907] et [Pohlhausen1921]
(voir par exemple [Bejan2013]) le long d’une plaque plane isotherme, ainsi qu’à des solutions
tridimensionnelles construites à l’aide de champs de forces volumiques introduits artificiellement
de façon à permettre des expressions analytiques. Mais à ce stade, au-delà des validations faites par
comparaisons à des solveurs déterministes dans l’article précédent, nous ne disposons d’aucune
étude théorique du comportement de notre schéma en proche paroi dans des configurations
représentatives de ce que sont les principaux besoins, à savoir un écoulement cisaillé au voisinage
d’une paroi solide immobile.

On peut noter néanmoins que les exemples qui suivent incluent des parois solides. Ces parois
sont mobiles, mais il s’agit quand même de résultats d’études paramétriques dans lesquelles la
partie de notre schéma combinant le lancer de rayon avec l’advecto-diffusion en proche paroi
est effectivement mise en oeuvre. Cela ne remplace en aucun cas les études paramétriques que
nous souhaitons faire pour le proche paroi de façon spécifique, notamment en ce qui concerne la
simulation des écoulements de couche limite, mais constitue tout de même un premier élément
de confiance qui vient s’ajouter aux tests numériques de l’article.

Nous n’insisterons pas sur ce point dans la discussion des résultats de simulations suivants, de
façon à nous concentrer sur la seule question de l’advection-diffusion en champ de vitesse non-
uniformes. Nous invitons seulement le lecteur à retenir que dans ces résultats, le schéma de proche
paroi est effectivement actif.

Solution analytique dans un champ tournant
Soit un domaine fluide défini entre deux parois cylindriques concentriques. L’équation stationnaire
advecto-diffusive rappelée dans l’équation 4.20 peut être simplifiée en l’équation 4.21 pour un
champ de vitesse tournant toujours dirigé selon eθ . La solution du problème 4.22 est alors connue
en tout point si les températures de paroi sont imposées constantes. Cette configuration est
illustrée par la figure 4.6.

∇∇∇.(α∇∇∇T −vT ) = 0 (4.20)
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∆T = 0 (4.21)

T (r ) = T0 + lnr − lnr0

lnr1 − lnr0
(T1 −T0) (4.22)

T0

T1

v (r )

r0

r1

+
xr

+

eθ
er

FIGURE 4.6 – Illustration d’une configuration en champ tournant entre deux parois cyclin-
driques uniformes en température.

On utilisera par la suite l’expression 4.23 du nombre de Péclet caractéristique de cette configu-
ration dans lequel la vitesse utilisée vmax est la plus grande norme de la vitesse présente dans
l’écoulement.

Pe = (r1 − r0)vmax

α
(4.23)

Comportement dans un champ à rotationnel constant
Considérons le champ de vitesse défini par l’équation 4.24 qui correspond à un milieu solide
tournant autour de l’axe central du cylindre. La figure 4.7 illustre alors les résultats obtenus dans
cette configuration avec la marche advecto-diffusive en fonction du paramètre numérique δ, le
pas de la marche.

v (r ) = r

r1
vmax eθ (4.24)

Ces résultats font apparaître des convergences progressivement plus lentes au fur et à mesure
de l’augmentation du nombre de Péclet. En effet, tandis que l’écoulement devient de plus en
plus advectif, il devient primordial que la marche statistique remonte correctement les lignes de
courant. A la limite Pe →∞, il faudrait même que la marche se propage indéfiniment sur le cercle
de rayon r . Cependant, étant donné la géométrie circulaire et le champ de vitesse tournant ici
utilisés, tous les "pas advectifs" de la marche sont légèrement décalés sur les lignes de courant
positionnées sur des rayons plus grands (voir figure 4.8).

Ce comportement met en évidence un "biais" de la marche associé à l’hypothèse d’homogénéité
locale du champ de vitesse. Ce comportement a déjà été observé dans le cadre de simulations
déterministes maillées sur ce même cas test en utilisant le schéma exponentiel tel que proposé par
Patankar dans [Virag+1994]. Dans ces travaux, une proposition d’amélioration du schéma permet
d’accélérer cette vitesse de convergence par l’ajout d’un terme source fonction du gradient de
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FIGURE 4.7 – Résultats à différentes valeurs du nombre de Péclet du schéma advecto-diffusif
dans un champ tournant à rotationnel constant. Ces résultats sont obtenus avec les para-
mètres suivants : r0 = 0.5, r1 = 5, x = {3,4,5}, et l’axe de révolution est choisi selon u = {2,4,1}
pour éviter tout alignement avec les axes cartésiens. Enfin, 104 réalisations de Monte Carlo
sont effectuées pour chaque point.

+x

(a) δ= r − r0

+x

(b) δ= r−r0
2

+x

(c) δ= r−r0
4

+x

(d) δ= r−r0
8

FIGURE 4.8 – Illustration de la construction de la marche statistique dans une situation pure-
ment advective. Etant donné la configuration tournante bien particulière, chaque nouveau
pas entraîne un éloignement de la ligne de champ initiale. Il est alors nécessaire de choisir un
pas d’espace suffisamment petit pour restreindre l’impact de l’erreur systématique réalisée à
chaque pas.

température local. Cette solution n’est à ce jour pas envisageable pour une méthode en espace de
chemins telle que celle présentée jusque ici, l’évaluation d’un gradient thermique étant encore
une question ouverte. Cependant, l’impact sur le temps de calcul de la diminution du paramètre
numérique δ évolue asymptotiquement en 1

δ2 pour la marche statistique ici présentée 3, contraire-

ment aux méthodes maillées qui se comportent a minima en 1
δ3 , ce qui permet de mitiger le rôle

de ce facteur.

Comparaison avec les différences finies

Sur ce même exemple, il est possible de comparer la vitesse de convergence avec celle qui aurait
été obtenue avec un schéma de type différences finies. Dans le repère choisi tel que u1 =− v

||v || et
u2 = v

||v || , les différences finies avec un schéma amont sur le terme advectif mènent à l’équation
4.25, ce qui permet d’établir le schéma 4.26.

α

δ2

[
6∑

k=1
T (x +δuk )−6T (x)

]
− ||v ||

δ
[T (x)−T (x +δu1)] = 0 (4.25)

3. Cette discussion est extensivement traitée dans le chapitre 5.
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T (x) = 1

6+Pe

[
(1+Pe)T (x +δu1)+

6∑
k=2

T (x +δuk )

]
(4.26)

La mise en œuvre de ce schéma dans la configuration à rotationnel constant pour un Péclet de
1000 produit les résultats de la figure 4.9. La convergence apparaît être du même ordre, quoique a
priori un peu plus lente que le schéma exponentiel proposé jusque ici.

10−3 10−2 10−1
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δ
r1−r0

T
(x

)−
T

0
T

1
−T

0

Solution
Monte Carlo - 1 σ

différences finies - 1 σ

FIGURE 4.9 – Comparaison des convergences du schéma advecto-diffusif inspiré du schéma
exponentiel et du schéma en différences finies avec un terme advectif amont dans un champ
tournant à rotationnel constant pour un nombre de Péclet de 1000.

Comportement dans un tourbillon de Rankine
Parmi les écoulements tournants classiques, le tourbillon de Rankine, qui est un modèle de
tourbillon dans les fluides visqueux, présente un champ de vitesse compatible avec l’exemple
analytique ici présenté. L’expression de la vitesse en tout point dans un champ infini est donnée
dans l’équation 4.27 où Γ est la circulation du vortex et R son rayon caractéristique. Ce tourbillon
est constitué d’un cœur forcé similaire au tourbillon présenté dans l’exemple précédent, entouré
par un tourbillon libre qui s’éteint à l’infini. On réalisera une simulation sur une portion tronquée
de cet écoulement de façon à préserver la même solution analytique que précédemment.


v (r ) = Γ

2πR

r

R
eθ r ≤ R

v (r ) = Γ

2πr
eθ r ≥ R

(4.27)

Les résultats obtenus avec cet écoulement sont présentés dans la figure 4.10. Malgré une tendance
générale similaire, la vitesse de convergence est plus lente que précédemment. En effet, bien que
le nombre de Péclet soit de même valeur que dans l’exemple précédent, le maximum de vitesse est
maintenant situé dans l’intervalle [r0,r1], ce qui implique des variations du champ plus rapides,
et donc la nécessité de choisir un paramètre numérique δ plus petit pour vérifier l’hypothèse
d’homogénéité locale du champ de vitesse.

Un point sur la validité dans un champ de vitesse hétérogène
De façon générale, les observations faites à travers ces simulations dans des configurations de
champ de vitesse tournant montrent une convergence du schéma advecto-diffusif utilisé vers
la solution analytique. Cependant, il apparaît que pour des situations où le cisaillement est trop
important, il est nécessaire de choisir un pas d’espace très petit afin de représenter correctement
les lignes de champ.
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FIGURE 4.10 – Résultats à différentes valeurs du nombre de Péclet du schéma advecto-diffusif
dans un tourbillon de Rankine. Ces résultats sont obtenus avec les paramètres suivants : R = 2,
r0 = 0.5, r1 = 5, x = {3,4,5}, et l’axe de révolution est choisi selon u = {2,4,1} pour éviter tout
alignement avec les axes cartésiens. Enfin, 104 réalisations de Monte Carlo sont effectuées
pour chaque point.

Cette question de représenter correctement le suivi d’une ligne de courant par une marche de type
lagrangien est par ailleurs très présente dans la littérature, qui propose de nombreuses alterna-
tives et améliorations [Chiesa+2005] [Zhu+2008] [Fede+2018]. Nous n’envisagerons cependant de
l’aborder qu’après les travaux informatiques que nous devons faire sur la représentation et l’accès
rapide à un champ de vitesse hétérogène issu d’une simulation de CFD (typiquement décrite à
base d’un maillage tétraédrique non structuré). Ce n’est en effet qu’à ce stade que nous pourrons
mesurer l’impact numérique d’un raffinement du suivi lagragien.
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Quelles sont les limites à ces approches ?
Dans la première section du chapitre précédent, nous avons commencé par expliciter la construc-
tion d’une marche conductive compatible avec les outils de la synthèse d’image. En restreignant
une marche de type Walk on Sphere à des sphères de taille réduite, on a alors montré qu’en
réalisant deux lancers de rayon par pas de la marche, on obtenait une marche exacte sous des hy-
pothèses de linéarité locale en proche paroi. Dans une seconde partie, on a construit une marche
advecto-diffusive combinant des idées provenant du schéma exponentiel de Patankar ainsi que de
la marche conductive. Pour la mise en œuvre de cette marche, quatre lancers de rayon par pas sont
alors nécessaires. Dans une seconde section, nous avons présenté une validation de ces marches
dans des systèmes conducto-convecto-radiatifs couplés. Les algorithmes établis ont alors montré
une bonne corrélation contre des validations analytiques et numériques. Dans une dernière partie,
une démonstration dans une géométrie de complexité croissante a montré des résultats similaires
à ceux présentés dans le chapitre 2 pour des algorithmes en transfert radiatif pur : une insensibilité
du temps de calcul à la complexité géométrique. Enfin, dans une troisième section, nous avons
poussé plus loin la validation de la marche advecto-diffusive dans des configurations où le champ
de température est connu analytiquement. On a alors montré une convergence de cette marche
vers les solutions analytiques, avec des vitesses de convergence en fonction du pas de la marche
plus rapide que pour un schéma amont classique.

Le présent chapitre tente de faire émerger les limites de cette approche statistique dans des
configurations de type échangeur, ainsi que d’en comprendre les comportements, notamment
en termes de temps de calcul. De façon plus générale, ces limites sont travaillées plus transver-
salement dès lors que l’on utilise la méthode de Monte Carlo pour la résolution de problèmes
de type transport linéaire en présence de collisions multiples. Ces besoins de compréhension
apparaissent ainsi dans les champs du transfert radiatif ou de la neutronique depuis de nom-
breuses années. Bien que des solutions partielles existent, la question reste problématique et bien
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ouverte. Par exemple, en présence d’un milieu très diffusant (épaisseur optique forte), la question
de l’écrantage des rayonnements ionisants en physique nucléaire et la question de la transmission
de la lumière solaire à travers des nuages épais sont travaillées depuis l’origine de la méthode
([Hammersley+1964]) et restent encore difficiles à contourner. Dans ce cas, on rencontre deux
sources de difficulté distinctes :

— La première est liée à la précision de la grandeur observée : on cherche à évaluer la pro-
portion de chemins statistiques qui ont effectivement traversé l’écran (ou le nuage), qui
peut être extrêmement faible (pour une radio-protection, c’est bien l’objectif recherché).
Typiquement, en physique nucléaire, si la transmission du milieu est de l’ordre de 10−6, il y a
en moyenne une particule qui traverse pour un million de particules entrant dans la couche.
Si on désire obtenir une précision de 1% sur le résultat, il faut donc échantillonner environ
1010 chemins aléatoires.

— La seconde difficulté est liée à la production même de chacun de ces chemins multi-diffusifs.
En effet, même si beaucoup de ces chemins ressortent assez vite par le côté par lequel
ils sont rentrés dans le milieu, certains d’entre eux vont rentrer profondément dans ce
dernier, voire même le traverser. Dans ce cas, on sait que le nombre de diffusions est
asymptotiquement proportionnel au carré de l’épaisseur optique [Bachelier1900] (rapport
de l’épaisseur typique du système sur le libre parcours moyen), soit dans l’exemple précédent
environ 1012 événements de collision. En remettant le point précédent en perspective, en ne
comptant que les chemins ayant effectivement traversé le milieu (soit 1010.10−6), on aurait
a minima 1016 (104.1012) collisions à générer, ce qui est totalement impraticable.

Cette illustration reste bien sûr extrême, mais elle permet de comprendre la question.

Dans notre situation, nous pouvons tout à fait imaginer que du fait de la représentation des
trajectoires browniennes par des marches de type "diffusif", des comportements équivalents
pourraient émerger dans des conditions particulières. Néanmoins, il n’est pas évident de deviner
directement les situations problématiques du fait de la modification des marches pour rendre
compte du processus advectif et radiatif entre parois. On peut par exemple supposer que les
comportements ne seront pas similaires pour différents profils de vitesse. L’objectif de ce chapitre
est donc d’essayer de repérer ces difficultés au travers d’une série de tests paramétriques sur des
configurations académiques.

La première section prend la forme d’un article proposant une analyse paramétrique du compor-
tement des marches conducto-convecto-radiatives dans deux configurations de type échangeur.
En faisant varier des paramètres géométriques, ces résultats illustrent pourquoi des calculs sur
des géométries de complexité géométrique croissante peuvent conserver, ou pas, un temps de
calcul constant. Des résultats classiques sur le nombre de pas moyen des marches isotropes sont
par ailleurs retrouvés sur des variations des paramètres numériques de la marche, y compris sur
la marche advecto-diffusive anisotrope. Enfin, une analyse sur les paramètres physiques permet
de mettre en exergue une limite pratique à la méthode dans le cas de ratios de conductivités trop
importants lorsque la zone de plus forte conductivité ne comporte que des conditions limites en
flux.

Dans la seconde section, une synthèse des limites rencontrées avec l’utilisation de la marche
conducto-convecto-radiative couplée est présentée. Deux principales limites pratiques ont été
rencontrées jusqu’ici. La première de ces limites est celle présentée dans la section précédente dans
le cas de ratios de conductivités trop importants, et malgré un ensemble d’approches permettant
de contourner cette limite de façon ponctuelle, aucune solution générale n’est connue à ce jour.
Une seconde catégorie de problèmes est d’ordre numérique, et n’est ici mentionnée qu’à titre
informatif. En effet, du fait de l’utilisation de l’outil informatique, la représentation des nombres
réels est limitée (espace mémoire restreint). Ces problèmes ont notamment été rencontrés lors de
la duplication des structures dans les échangeurs lorsque les détails de ces géométries devenaient
trop petits devant la taille globale du système.
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5.1 Marches aléatoires couplées et longueur
moyenne de chemin

Les marches aléatoires à pas constants présentées dans le chapitre 4 pour la résolution des
transferts de la chaleur advecto-diffusifs représentent un cas parmi une plus grande famille de
marches présentant des caractéristiques similaires. Ces dernières se retrouvent dans un ensemble
de domaines tels que la cinétique des gaz, l’économie, ou encore la biologie, mais aussi en transfert
radiatif semi-transparent pour de fortes épaisseurs optiques.

Pour ces marches, quand elles sont isotropes, pour un pas de longueur moyenne δ, le compor-

tement asymptotique pour un grand nombre de pas implique un nombre moyen de pas en
( L
δ

)2

pour atteindre une position à une distance L de la position initiale (voir annexe A.3).

Par ailleurs, dans les marches présentées jusqu’ici, le pas de la marche δ est un paramètre numé-
rique. C’est sur ce dernier qu’est construit le modèle approché, qui est lui exactement résolu par
la méthode de Monte Carlo. Le choix de la "bonne" valeur du paramètre numérique prend alors
le sens suivant : δ doit être suffisamment petit pour assurer la convergence du modèle approché
vers la solution du problème étudié, mais le plus grand possible pour limiter le nombre de pas par
chemins, et donc le temps de calcul.

Cependant, en toute généralité, la définition de ces deux paramètres (L et δ) ne suffit plus à carac-
tériser le nombre de pas moyen que va parcourir la marche quand cette dernière est une marche
couplée telle que celle présentée dans le chapitre 4. En effet, tandis que la marche conductive
se comporte comme une marche isotrope, les marches advecto-diffusives et radiatives ont un
comportement tout à fait différent. Le comportement en temps de calcul de ces trois types de
marche couplés n’a donc a priori aucune raison de se comporter de façon similaire à une marche
isotrope. La figure 5.1 présente un tel chemin couplé dans la simulation solaire des cellules de
Kelvin présentée dans le chapitre 4.

L’écrit qui suit présente une analyse paramétrique dans un échangeur poreux de ces chemins
couplés, sur des paramètres numériques, géométriques, et physiques. Une lecture au regard du
nombre moyen de pas avant sortie dans un problème couplé y est mise en avant, et propose une
interprétation des variations paramétriques en "distance effective aux conditions limites".
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FIGURE 5.1 – Représentation de deux chemins conducto-convecto-radiatifs dans un empi-
lement de quatre cellules de Kelvin parcourues par un champ de vitesse imposé. Ces deux
chemins démarrent en advecto-diffusion pure dans l’écoulement en aval de la structure po-
reuse (point de départ en haut à droite), dans une zone où le fluide s’est donc déjà réchauffé
au contact du milieu poreux, lui-même chauffé par rayonnement. Les portions de chemins
se propageant selon de longues lignes droites représentent des émissions radiatives en sur-
face du milieu poreux. Ainsi, tandis que le chemin bleu se termine en advecto-diffusion à la
condition limite d’entrée de l’écoulement à température constante (surface en bas à gauche),
le chemin rouge finit en transfert radiatif sur cette même paroi virtuelle, où la température
radiative représentant le flux incident est alors retenue.
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Abstract

The Monte Carlo method is widely used for the simulation of radiative heat transfer.
In recent studies, the use of similar algorithms for the resolution of coupled conducto-
convective-radiative thermal transfers is proposed. Thanks to the tools of image syn-
thesis, these statistical approaches have the advantage of being resilient to geometric
complexity, even in the presence of large scale ratios of time and space. However, some
difficulties arose at certain parametric limits in terms of calculation times. This study
attempts to draw a parallel between these difficulties and those encountered for high
optical thicknesses in the resolution of radiative transfer by the Monte Carlo method.

Introduction

The resolution of differential equations by statistical methods, especially for heat
transfer, is not a new idea. Indeed, from the beginning of the 20th century, Courant,
Friedrics, and Lewy [1] made the link between random walks and boundary problems for
elliptic differential equations. Subsequently, the work of Feynmann and Kac [2] opened
the door to solving many linear problems by the exploration of a space of stochastic
paths. Shortly afterwards, Haji-Sheikh and Sparrow [3] introduced random walks as
part of the heat conduction resolution [4] in meshless geometries. At the same time, the
probabilistic vision for radiation heat exchange has been in use for many years. This
is due to the Boltzmann’s equation, whose statistical interpretation is direct and exact.
The Monte Carlo method has thus become the reference method for radiative transfer.
More recently, the image synthesis industry has adopted this statistical vision as well as
the Monte Carlo algorithms that go hand in hand in order to overcome certain limitations
related to rasterization (shape factors approach) [5]. Nowadays, the scientific community
using the statistical methods benefits from the tools resulting from this investment, which
allows for the management of geometrical complexity. In addition, since the average
number of steps for each statistical path is a function of the optical thickness of the
system, it is possible to make a theoretical prediction of the calculation times from
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reasoning on equivalent simplified configurations. A new range of methods now offers
a statistical reading of the coupling between different physical phenomena [6] [7]. In
these algorithms, statistical walkers spread throughout space and time, but also jump
from one phenomenon to another. In this current paper, it is proposed to observe the
behavior of a coupled algorithm to identify the parameters that drive the average number
of steps in a simple configuration. The first part describes the model used and the
approach to construct its integral formulation. Then, the corresponding algorithms are
presented. Finally, the evolution of computing time as a function of geometric, physical,
and numerical parameters is represented and discussed in the last section.

1. Statistical model of heat transfer

In this paper, both the model and the statistical method of [8] are used to solve a
coupled conductive, convective, radiative heat transfer problem at the stationary state.
Details of equation and integral formulation are reminded thereafter.

1.1. Coupled conduction convection and radiation problem

Let ΩS be an opaque homogenous solid and ΩF be a transparent homogenous fluid of
known velocity field v(x). Heat transfer is modelled as equations {1, 2, 3, 4, 5} where αF
is the fluid’s thermal diffusivity, λS is the solid’s thermal conductivity, λF is the fluid’s
thermal conductivity, n is the unit normal vector at the solid-fluid interface pointing
towards the fluid, σ is the Stefan-Boltzmann constant, c is the speed of light in vacuum,
and Ll is the radiative intensity such that every radiative source term is linearized around
Tref , which leads to a radiative heat transfer coefficient hR in the boundary equation 4.





∆T (x) = 0, x ∈ ΩS

αF∆T (x)− v.∇T (x) = 0, x ∈ ΩF

cu.∇Ll(x,u) = 0, x ∈ ΩF

(1)

(2)

(3)





λS∇T (y).n = −λF∇T (y).n + hR (T (y)− TR(y)), y ∈ ∂ΩS ∩ ∂ΩF

TR(y) =
1

σTref
3

∫

2π

|u.n|Ll(y,v)dω(u), y ∈ ∂ΩS ∩ ∂ΩF

(4)

(5)

1.2. Integral formulation

According to the harmonicity property of the laplacian operator, for any point x in
the solid, for any length δS shorter than the minimal distance between x and the solid
boundary, the solution of equation 1 can be written as equation 6. The Random Walk on
Sphere method [16] stands on this principle : temperature at any given point is equal to
the mean temperature over any sphere centered on this point. In this method, the integral
formulation is interpreted in a probabilistic way, which allows the defining of a walk using
double randomization : from the initial point x, the next point is randomly sampled on
an enclosing sphere, for which a point is randomly sampled on its own enclosing sphere,
etc. When a sampled point lands on a boundary, the temperature at this point is scored
as a weight of Monte-Carlo. In the original algorithm of WoS, this landing was allowed
by a virtual thickening of the boundary.

2
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T (x) =

∫

4π

1

4π
dω(u)T (x + δSu), x ∈ ΩS ;∀u,x + δSu ∈ ΩS (6)

In the present work, ray tracing is used, which allows an exact landing of the walk
on the solid boundary ∂ΩS . Indeed, before each step of the walk, two rays are traced
to detect the minimal distance between x and the solid boundary in two directions only,
which leads to the definition of the length step δs(x,u) of equation 7. Away from the
boundary, the random walk is still the integral solution presented in the equation 6.
However, close to the boundary, this expression of T (x) is no longer exact, but still
converges to the solution of equation 1 when δS tends to 0. Furthermore, this expression
keeps its exact characteristic in the vicinity of the boundary if the temperature is locally
tri-linear.





T (x) ≈
∫

4π

1

4π
dω(u)T (x + δs(x,u)u), x ∈ ΩS

δs(x,u) = min
δ>0

(δS ; (x + δu) ∈ ∂ΩS ; (x− δu) ∈ ∂ΩS)
(7)

Under the assumption that the variations of the velocity field in norm and direction
are negligible, equation 2 can also be rewritten as an integral over an enclosing sphere
[10]. Under this same assumption, we choose to use Patankar’s approach [11] by injecting
the solution 8 where Pe = vδ

α of the 1-dimension problem to express the fluxes on the
surfaces of a control volume. In a local orthonormal basis (0, e1, e2, e3) chosen such
that v = ||v||e1 = ||v||ev, this exponential scheme leads to equation 9 where δF is the
step length and b c is the floor function. The resulting scheme is exact when the local
temperature field is solution of the equation 2 in 1D, and when a bi-linear field is added
to this 1D solution in the plane orthogonal to the velocity field.

T (x) =
1

1 + exp(Pe)
T (x + δFev) +

exp(Pe)

1 + exp(Pe)
T (x− δFev) (8)

T (x) ≈ Pe ePe

Pe (ePe + 1) + 4 (ePe − 1)︸ ︷︷ ︸
Pup

T (x− δFev) +
Pe

Pe (ePe + 1) + 4 (ePe − 1)︸ ︷︷ ︸
Pdown

T (x + δFev)

+
4 (ePe − 1)

Pe (ePe + 1) + 4 (ePe − 1)︸ ︷︷ ︸
Pdiff

1

4

6∑

k=3

T
(
x + (−1)kδFeb i+1

2 c
)
, x ∈ ΩF (9)

Once again, ray tracing can be used to detect the presence of the boundary in a
meshless approach. This time, four different directions are tested out to set the step
length δf (x, ev,u). Furthermore, the direction e2 (and subsequently e3) is randomly
sampled at each step of the walk. The length step is thus defined according to equation
10, where the direction u is randomly sampled among e2 and e3.

δf (x, ev,u) = δ = min
δ>0

(δF ; (x+δu) ∈ ∂ΩF ; (x−δu) ∈ ∂ΩF ; (x+δev) ∈ ∂ΩF ; (x−δev) ∈ ∂ΩF )

(10)
3
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Finally, equation 4 is discretized using the same small lengths δS and δF to obtain
equation 11. In this expression, the radiative temperature described in equation 4 is also
a mean value of the linearized radiative intensity, which is itself governed by the pure
transport equation 3. In this expression, the step lengths are also adjusted using ray
tracing in order to avoid injections out of the target media.

T (xp) =
δFλS

δFλS + δSλF + δSδFhR︸ ︷︷ ︸
PS

T (xp − δSn) +
δSλF

δFλS + δSλF + δSδFhR︸ ︷︷ ︸
PF

T (xp + δFn)

+
δSδFhR

δFλS + δSλF + δSδFhR︸ ︷︷ ︸
PR

TR(xp), xp ∈ ∂ΩS ∩ ∂ΩF (11)

All three equations 7, 9, and 11 express the temperature at a point as a weighted
average (continuous or discrete) of other close-by temperatures. Using the same approach
as Random Walk on Sphere methods, these equations are interpreted as a probabilistic
description of a random process which defines paths. In this case, these paths can switch
from one equation to another thanks to the coupling in the boundary condition 11. A
broad version of the corresponding algorithms is given in section 2.

2. Algorithms

The integral formulations presented in subsection 1.2 correspond to the following
algorithms, where the step length using the min function are evaluated using ray tracing.

Algorithm 1: Sampling of a conductive random step at the point xS ∈ ΩS

Uniform sampling of the direction u on 4π
δ = minδ>0(δS ; (x + δu) ∈ ∂ΩS ; (x− δu) ∈ ∂ΩS)
x′ = x + δu
if x′ ∈ ∂ΩS then

xP = x′ (see algorithm 4)
else

xS = x′ (recursivity)
end

4
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Algorithm 2: Sampling of a convective random step at the point xF ∈ ΩF

Uniform sampling of the direction u orthogonal to u(xF ) on 2π
δ = minδ>0(δF ; (x + δu) ∈ ∂ΩF ; (x− δu) ∈ ∂ΩF ; (x + δev) ∈ ∂ΩF ; (x− δev) ∈
∂ΩF )

Evaluate the local values of Pup, Pdown, and Pdiff (see equation 9)
Uniform sampling of r on [0, 1]
if r < Pup then

x′ = x− δev (recursivity)
else if r < Pup + Pdown then

x′ = x + δev (recursivity)
else

x′ = x + δu (recursivity)
end
if x′ ∈ ∂ΩF then

xP = x′ (see algorithm 4)
end

Algorithm 3: Sampling of a radiative random step at the point xR ∈ ∂ΩS

Lambertian sampling of the direction u around n
δ = minδ>0((x + δu) ∈ ∂ΩS) (closest boundary in the direction u)
xP = xR + δu (see algorithm 4)

Algorithm 4: Sampling of a boundary random step at the point xP ∈ ∂ΩS ∩
∂ΩF

if xP is on a known boundary condition then
End the random walk
Score T (xP )
Note : Neumann boundary conditions do not terminate the walk.

else
Evaluate the local values of PS , PF , and PR (see equation 11)
Uniform sampling of r on [0, 1]
if r < PS then

xS = xP − δSn (see algorithm 1)
else if r < PS + PF then

xF = xP + δFn (see algorithm 2)
else

xR = xP (see algorithm 3)
end

end

3. Coupled random paths in exchangers, a parametric analysis

So far, the coupled random walk presented in section 1 and described in section 2
has been validated against analytical and numerical results [8] [9]. Its use of the ray
tracing tools provided by the computer graphics’ community was shown to provide it
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with efficient CPU times regardless of the geometric complexity thanks to top of the art
acceleration structures [5].

In the present paper, we intend to draw out the practical limits of this coupled random
walk. The exploratory domain suggested in this paper includes a number of geometrical,
numerical, and physical parameters.

Two study cases based on the same HiTRec geometry (see figure 1) were considered
to conduct the experiments. The geometry is constituted of parallel square ducts (see
figure 1). In configuration exchanger (see figure 2), the inlet fluid is heated by the porous
structure, which is itself heated by one of its faces, while all the other lateral faces are
insulated. Down the flow, the studied flow field is extended by a characteristic length
||v||max (

√
φL)2

2α between insulated faces in order to straighten the isotherm to be able to
set a temperature outlet boundary condition (∇T.n = 0). In the solar configuration
(see figure 3), the porous structure is heated by a radiative source coming from the same
face as the fluid inlet, while all the lateral faces are insulated and an outlet boundary
condition is set down the flow.

In the ducts, a fully developed laminar flow is considered. Its expression can be
analytically solved as equation 12 [17] under the same hypothesis as a Poiseuille flow in
a square unit duct, where ∇p is the pressure gradient and µ the viscosity.

v(x, y) =
||∇p||
µ

∞∑

i=1

∞∑

j=1

16 sin((2i− 1)πx) sin((2j − 1)πy)

((2i− 1)2 + (2j − 1)2) (2i− 1) (2j − 1)π4
ez (12)

Finally, table 1 displays the reference parameters chosen as ground values for all the
following experiments for both exchanger and solar configurations.

Nx

Ny

√
φL

L

l

ey

ex
ez

Figure 1: The HiTRec porous structure of porosity φ. It is composed of Nx times Ny regular square
ducts.
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T = ThotT = Tcold ∇T.n = 0

||v||max (
√
φL)2

2α
l

ey

ez

x
Lcold

Lhot

Figure 2: Exchanger configuration. The porous structure is heated by its upper surface and the fluid
volume is extended down the flow in order to be able to avoid boundary effects on the outflow (the porous
structure is also extended by this length, but with adiabatic surfaces). x represents the mean position
of the start of the walk to evaluate the mean fluid temperature on the green dotted line. This figure also
showcases the mean distance between the starting point and the Dirichlet boundary conditions Lcold and
Lhot where the random path can be stopped.

T = Tcold ∇T.n = 0T = Thot

l
ey

ez

x
Lcold/Lhot

Figure 3: Solar configuration. The porous structure is heated by a radiative surface through the trans-
parent fluid flow. x represents the mean position of the start of the walk to evaluate the mean fluid
temperature on the green dotted line. This figure also showcases the mean distance between the starting
point and the Dirichlet boundary conditions Lcold and Lhot where the random path can be stopped.

test case Nx Ny Φ z
l Pemax

λS

λF

hRL
λF

δS
(1−
√

Φ)L

δF√
ΦL

exchanger 1 1 0.7 0.8 200 0.1 10 0.05 0.01
solar 100 100 0.7 0.8 200 0.1 500 0.05 0.01

range 1 : 104 1 : 104 0.01 : 0.81 0.1 : 0.9 10−1 : 105 10−4 : 104 10−3 : 107 10−2 : 0.5 5.10−4 : 0.5

Table 1: Reference parameters for the exchanger and solar configurations, and overall range used in the
parametric analysis. Nx : number of ducts along the x axis. Ny : number of ducts along the y axis.
Φ : porosity of the solid structure. z

l
: position of the starting position x along the z axis. Pemax

: maximum Peclet number in the fluid of expression vmax
√

ΦL
αF

where vmax is the highest norm of the

velocity in the flow. λS
λF

: ratio of conductivities between the solid and the fluid. hRL
λF

: radiative

Biot number accounting for the predominance of radiation over diffusion in the fluid media. δS
(1−
√

Φ)L
:

dimensionless numeric step in the solid. δF√
ΦL

: dimensionless numeric step in the fluid.
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(a) Nx = 1 (b) Nx = 3 (c) Nx = 10

Figure 4: Test Nx. The number of ducts along the x axis is progressively increased. Given that all faces
are insulated, except the inlet and outlet faces, as well as the upper face in the exchanger configuration
only. All these systems lead to similar outflow temperatures as they are symmetrical, and therefore
thermally equivalent.

Every single parameter of table 1 was chosen to be tested on, which leads to the nine
following tests :

• Test Nx : Given both configurations of the study cases, an increase in the number
of parallel ducts along the x axis should lead to no change in the temperature value
given the symmetry of the problem. This exemple acts as a basis line showing the
behaviour of random walks in an increasingly complex geometry. (see figure 4)

• Test Ny : Given both configurations of the study cases, an increase in the number
of parallel ducts along the y axis should lead to a change in the temperature value
for the exchanger configuration only. (see figure 5)

• Test Φ : A change in the porosity of the exchanger leads to no complexification of
the geometry, but a mere modification of the proportion of solid and fluid volumes.
(see figure 6)

• Test z
l : Without any change to the present configuration, this test shows how the

starting point of the random walk impacts the temperature and mean number of
steps. (see figure 7)

• Test Pemax : A change in the Peclet number of the flow field infers a modification
of the anisotropic walk in the fluid only (probabilities Pup, Pdown, and Pdiff in
equation 9). (see figure 8)

• Test λS

λF
: While the ratio of conductivities between the solid and the fluid implies

no change whatsoever to the construction of the random walks, it does imply a
change in the values of the probabilities of equation 11 at their interface.

• Test hRL
λF

: Similarly to the previous test, the radiative Biot number only influences
the set of probabilities at the interface between the solid and the fluid. Higher values
imply a predominance of radiation over conduction in the fluid, while lower values
imply a predominance of conduction.

• Test δS
(1−
√

Φ)L
: In the context of a coupled random walk, the numerical convergence

in the solid must be achieved. This test shall show how the overall mean number
of steps is influenced by the steps size in the solid only .

• Test δF√
ΦL

: Likewise the previous test regarding the steps size, but in the fluid

only.
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ey
ez

x

(a) Ny = 1

x

ey
ez

(b) Ny = 3

x

ey
ez

(c) Ny = 5

Figure 5: Test Ny in the exchanger configuration. As the number of ducts increases, the mean value of
temperature decreases. In the solar configuration, this parameter has no more impact than Nx.

(a) Φ = 0.02 (b) Φ = 0.2 (c) Φ = 0.5

Figure 6: Test Φ. As the porosity increases, ducts become larger, which lead to higher rates of flow.

ey
ez

z

(a) z
l = 1

6

z

ey
ez

(b) z
l = 0.5

z

ey
ez

(c) z
l = 5

6

Figure 7: Test z
l
. As the mean temperature’s surface of integration is moved down the flow, more time

is given for the fluid to exchange with the solid media, which leads to higher temperatures.

ey
ez

v

(a) ”Small” value of Pemax

ey
ez

v

(b) ”High” value of Pemax

Figure 8: Test Pemax in the exchanger configuration. In this illustration, a variation of the velocity is
shown, but other parameters can influence this parameter, such as the conductivity of the fluid or the
dimension of the duct. As Pemax changes, the extended zone down the flow is also extended.
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The historic result ([12], [13], [14], [15]) stating that a random walk of constant length

δ averages
(
L
δ

)2
steps to cover a distance L will be kept as a guideline to conduct the

results discussion. For both study cases, the random path has to reach either the cold
boundary condition or the hot one in order to end the walk. Two associated distances
Lcold and Lhot will be considered, defined as the expected distance required by the
random walk to respectively reach the cold and hot boundary condition (see figures 2,
3).

Presented results include the mean outflow temperature and mean number of random
steps to reach the boundary condition. From the point of view of the random walk,
the mean temperature T̃ accounts for the percentage of random walks ending at each
boundary condition. In the meantime, the mean number of random steps < Npath > is
directly related to the expected CPU time required for each simulation, as granted by
the ray tracing tools being used to build the steps.

Test δS
(1−
√

Φ)L
:

Figure 9 shows the influence of the step length δS on the temperature and the random
walk’s mean number of steps. Regarding temperature, results show full convergence for
steps δS as big as half of the solid’s thickness (1−√φ)L. This seems to indicate that the
temperature field in the solid is trilinear, as it is the local hypothesis for the conductive
random step of algorithm 1. In the meantime, as it was to be expected, the mean
number of random steps show an asymptotic behaviour in 1

δ2S
for small enough values of

the parameter.

10−2 10−1
0

0.5

1

δS
(1−√φ)L

T̃

104

105

106

<
N
p
a
th
>

Texch
Tsol

< Npath >exch
< Npath >sol

Figure 9: Evolution of the mean dimensionless temperature and mean number of random steps as a
function of the length of the numerical step in the solid.

Test δF√
ΦL

In the case of the step length in the fluid in figure 10, the local uniformity of the
velocity field hypothesis is not verified for large values of the parameter. The curve
therefore shows signs of a convergence of the temperature when the step length is small
enough. In these results, the required step’s length δF in the fluid seems to be somewhere
between 1/10th and 1/100th of the ducts width

√
φL. As a reference, in solid media, the

step’s size is usually taken around 1/20th of the smallest characteristic length. Oddly
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enough, in the solar configuration, a decrease in the mean number of steps seems to
happen when decreasing the length of the step on the large value side of the chart. This
behaviour may be explained by the modification of the interface probabilities of equation
11, where smaller values of δF may lead to smaller probabilities of being injected in the
solid, and therefore a higher chance of ending the walk. As in the previous example, for
smaller values of δF , the 1

δ2F
asymptotic convergence can also be observed.

10−3 10−2 10−1
0

0.5

1

δF√
φL

T̃

104

105

106

<
N
p
a
th
>

Texch
Tsol

< Npath >exch
< Npath >sol

Figure 10: Evolution of the mean dimensionless temperature and mean number of random steps as a
function of the length of the numerical step in the fluid.

Test z
l

The mean temperature along the duct’s flow is presented in figure 11. In both con-
figurations, the temperature slowly increases as the observation point is moved down the
flow, as the fluid is given more time to be heated by the solid structure. In the meantime,
moving the observation point down the flow also lengthen the length Lcold, which leads
to longer paths in order to reach this boundary. In the solar configuration, the distance
Lhot is also lengthened, which should lead to a faster growth of the mean number of
steps.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.5

1

z

T̃

104.5

105

<
N
p
a
th
>

Texch
Tsol

< Npath >exch
< Npath >sol

Figure 11: Evolution of the mean dimensionless temperature and mean number of random steps as a
function of the integrated surface’s position along z.
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Test Nx
In both configurations the number of ducts along the x axis Nx leads to no change

regarding temperature nor mean number of steps. As computer graphics’ tools are being
used, no impact on the CPU time is noticeable neither. Indeed, in algorithmes 1, 2,
3, and 4, the path length δ is computed using ray tracing tools which can benefit from
accelerating structures.

100 101 102 103 104
0

0.5

1

Nx

T̃

104.5

105

<
N
p
a
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>

Texch
Tsol

< Npath >exch
< Npath >sol

Figure 12: Evolution of the mean dimensionless temperature and mean number of random steps as a
function of the number of ducts in the direction ex.

Test Ny
For the exchanger configuration in the case of the number of ducts Ny presented in

figure 13, increasing the number of ducts impacts both the temperature and the mean
number of steps. This case is similar to the previous exemple of the starting position.
Indeed, as the number of ducts increases, the average starting point is driven away from
the hot boundary condition and Lhot gets larger. After about 100 ducts, the system
can be seen as being opaque (by analogy with radiative optical thickness) to the hot
boundary condition : Lcold � Lhot. From this point onwards, the random walks always
reach the cold boundary condition, in about 1.3 105 steps.

100 101 102 103 104
0

0.5

1

Ny

T̃

104.5
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<
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Figure 13: Evolution of the mean dimensionless temperature and mean number of random steps as a
function of the number of ducts in the direction ey .
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Test Φ

Figure 14 showcases variations of the porosity of the ducts in figure 14. In the solar
configuration, greater apertures lead to a hotter solid, and therefore a hotter fluid. In
the exchanger configuration, as the ducts get smaller, less fluid has to be heated by the
solid which gets hotter, leading to a hotter outflow temperature.

However, in the exchanger configuration, the random paths are getting stuck in the
solid media for high values of the porosity. Indeed, as φ → 1, the length step in the
solid gets smaller and smaller (δS → 0), and therefore PS → 1 in equation 11. Thus, the
random path is trapped in the solid media where its step are incredibly small. In the
solar configuration, the same phenomenon also happens for large values of porosity. As
for lower values of the porosity, as φ → 0, the random paths also get stuck in the fluid
media as PF → 1.

0.2 0.4 0.6 0.8
0

0.5

1

√
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T̃

104
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<
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a
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< Npath >sol

Figure 14: Evolution of the mean dimensionless temperature and mean number of random steps as a
function of the porosity of the porous media.

Test Pemax
The maximum Peclet number sets the flow rate of the fluid with respect to the

maximum value of the velocity. Figure 15 illustrates how the conductive limit is reached
for values of this parameter below 1 and an advective limit is to be reached for values over
105. An intermediate behaviour is observed between those two limits. Regarding CPU
time, in both cases, it can be seen that large values of the Peclet number lead to shorter
paths, and therefore fast computation times. Indeed, as the Peclet gets larger, equation 9
slowly tends towards an upwards scheme which implies random paths following a straight
line in the direction −e1 going from the starting point to the inlet surface.

Test hRL
2

λF

Regarding the radiative Biot number in figure 16, the solar configuration goes from
a no exchange situation when there is no radiation (hR → 0) to a very efficient one when
it is predominant. For the exchanger configuration, whilst no radiation is required, some
of it actually improves the exchange by improving the effective conductivity of the solid.
However, the upper limit means a null exchange between the solid and the fluid at the
boundary as λF → 0.
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Figure 15: Evolution of the mean dimensionless temperature and mean number of random steps as a
function of the maximal Peclet number in the flow field.

Regarding CPU time, thermally equivalent problems (respectively the upper and
lower limits) lead to similar paths and therefore similar mean number of steps. Indeed,
the probabilities of equation 11 do not change anymore at these limits .
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Figure 16: Evolution of the mean dimensionless temperature and mean number of random steps as a
function of the dimensionless ratio of radiative and conductive transfers in the fluid.

Test λF

λS

Figure 17 showcases variations of the dimensionless ratio of conductivities between
the fluid and the solid. In the exchanger configuration, the lower limit λS →∞ implies
an homogeneous solid media which therefore heats the fluid very well. At the lower limit,
λS → 0 the solid acts as an insulating media and the fluid stays at his inlet temperature.
In the solar configuration, the studied range of values seem to lead to no change of the
fluid’s temperature down the flow as the radiative transfer takes charge of the heating of
the solid’s surface.

Regarding the mean number of steps, as λF → 0, the random paths is once again stuck
in the solid media as PF → 0 in equation 11. However, whilst the path can be stopped
by the hot boundary condition in the exchanger configuration, the random path does
not have any way of being stopped without leaving the solid in the solar configuration.
This phenomenon leads to exponentially longer paths and therefore CPU time.
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Figure 17: Evolution of the mean dimensionless temperature and mean number of random steps as a
function of the ratio of the solid and fluid conductivities.

Conclusion

Using a stochastic methodology, a Monte Carlo algorithm was implemented to solve a
coupled conducto-advecto-diffusive problem. This algorithm was then used to solve two
problems in the same geometry over a large range of geometric, physical, and numerical
parameters. The results show different behaviours from both a thermal and a numerical
point of view. Emphasis has been placed on the numerical aspects, and more specifically
the computation time, for which one can observe behaviours similar to the Monte Carlo
algorithms conventionally used for radiative transfer. Indeed, we seem to observe a
correlation between thermal penetration and the average number of steps in statistical
paths, in the same way as for the optical thickness in radiative transfer. The Monte
Carlo algorithm used showed a limitation to its simulation capabilities for low fluid /
solid conductivity ratios. This limits remain open-bounded problems for future work, in
which one can imagine reworking the integral formulations to define probability densities
adapted to the problem. Furthermore, other choices for modelling the heat transfer in
the solid and fluid could lead to different behaviours regarding CPU time.
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5.2 Des limites de praticabilité
L’utilisation couplée de la méthode de Monte Carlo et de l’échantillonnage de chemins aléatoires
comporte deux limites pratiques : des problèmes de convergence de l’algorithme de Monte Carlo
pour des variables aléatoires de forte variance, ainsi que des problèmes liés à la réalisation même
des chemins aléatoires. Dans ces deux cas, la simple augmentation de la puissance et de la
précision de calcul pourrait être une réponse. Cependant, cela ne fait que repousser la limite où
ces mêmes problèmes apparaissent, d’où la nécessité d’une compréhension plus profonde de ces
comportements.

En général, des pratiques de l’ordre de la reformulation intégrale telles que de l’échantillonnage par
importance [Dunn+2012] [Dutré+1995] sont utilisées pour essayer de contourner la problématique
de convergence de l’algorithme de Monte Carlo. Ces améliorations proviennent le plus souvent de
l’apport d’une connaissance a priori ou d’une intuition sur le résultat escompté. Dans le cadre de
l’observation de la température dans des systèmes tels que ceux présentés jusqu’ici, la convergence
de l’algorithme de Monte Carlo se fait cependant sans problèmes. Cette thématique n’est donc
pas abordée ici.

L’article de la section précédente met en évidence un ensemble de comportements de la longueur
moyenne des marches aléatoires couplées. Un de ces comportements y a alors été présenté comme
une limite potentielle à l’utilisation en l’état de la marche mise en œuvre jusqu’ici : un ratio de
conductivités trop important entre deux milieux adjacents. Cette problématique a par ailleurs été
déjà observée dans le cas de milieux hétérogènes présentant une forte différence de coefficients
de diffusion à l’interface [Lejay+2013b].

Cette section reprend plus en profondeur cette problématique afin de comprendre les enjeux qui
y sont associés et de les replacer dans un contexte de méthodes numériques.

En effet, d’autres problématiques, d’ordre numérique cette fois, émergent lors de la mise en
œuvre des algorithmes présentés jusqu’ici en raison de la précision finie que nous impose l’outil
informatique. Dans une seconde partie de cette section, un constat de ces difficultés est présenté.
Les questions qui en émergent relèvent du cadre de l’informatique et aucune piste de solution
n’est donc ici présentée. Cependant, cette problématique est abordée dans la communauté de la
synthèse d’image par lancer de rayon, notamment sous la thématique d’étanchéité numérique
[Woop+2013], c’est-à-dire la faculté à garantir qu’un rayon partant d’un milieu d’une scène ne
puisse pas finir dans un autre milieu sans en avoir détecté l’interface.

5.2.1 Marche aléatoire et milieux isothermes, sur la route
des chemins infinis

La limite évoquée dans l’écrit précédent est caractéristique des conditions limites de continuité
du flux. Dans cette section, une mise en évidence de cette question dans un système minimal est
présentée.

Soient deux milieux solidesΩ1 etΩ2 de conductivités thermiquesλ1 etλ2 tels que ∂Ω1 = ∂Ω1∩∂Ω2,
c’est-à-dire tels que le milieu 1 soit totalement englobé par le milieu 2 (voir la figure 5.2). La
température en tout point x ∈Ω1 est alors régie par le système 5.1 où n est la normale sortant de
Ω1 et les positions y1 et y2 sont situées en le même point y , mais appartiennent respectivement
aux milieuxΩ1 etΩ2.

{
∆T (x) = 0, x ∈Ω1

λ1∇∇∇T (y1).n =−λ2∇∇∇T (y2).n, y ∈ ∂Ω1
(5.1)
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La discrétisation par un même paramètre numérique δ des gradients de la condition limite de
continuité du flux s’écrit alors selon l’équation 5.2. En supposant que δ est bien choisi, les positions
y ±δn appartiennent alors bien à leurs milieux respectifsΩ1 etΩ2.

T (y) = λ1

λ1 +λ2︸ ︷︷ ︸
PΩ1

T (y −δn︸ ︷︷ ︸
∈Ω1

)+ λ2

λ1 +λ2︸ ︷︷ ︸
PΩ2

T (y +δn︸ ︷︷ ︸
∈Ω2

) (5.2)

A la limite λ1
λ2

→∞, ce schéma amène à PΩ1 = 1 et PΩ2 = 0, c’est-à-dire une paroi parfaitement
réfléchissante pour les chemins provenant deΩ1 et parfaitement absorbante pour les chemins
provenant deΩ2. En pratique, cette limite n’est jamais atteinte, sans quoi le problème n’est plus
"bien posé". Cependant, cela signifie que les chemins qui atteignent la surface ∂Ω1 dans une
proportion croissante PΩ1 , sont ré-injectés de façon quasi-systématique dans le milieuΩ1.

A ce jour, aucune méthode ne permet de lever cet écueil en toute généralité. Cependant, certaines
pistes peuvent apporter des solutions dans certaines situations :

— modifier les tailles caractéristiques de ré-injection d’un côté et de l’autre de la frontière
dans des limites raisonnables afin de modérer PΩ1 et PΩ2 , mais cela implique de modifier
également la taille des pas dans les milieux en question pour avoir un quelconque effet, et
donc de déplacer le temps de calcul sur une autre portion du chemin statistique ;

— modifier artificiellement les probabilités à la frontière par reformulation, c’est-à-dire en
imposant un jeu de probabilités différent, ce qui a pour conséquence de reporter le problème
dans le poids de chaque chemin, et donc dans la variance de l’algorithme de Monte Carlo ;

— changer de modèle pour le milieuΩ1, dans certaines configurations simples ce milieu peut
par exemple être représenté par un milieu homogène ou 1D (voir la figure 5.2).

Une telle limite fait s’interroger sur le parallèle de cette question dans les approches déterministes.
Il apparaît, par l’expérimentation, que les méthodes traditionnellement utilisées par volumes et
éléments finis ne sont pas sensibles à ce paramètre. La signification de cette problématique dans
la communauté des méthodes numériques déterministes en champs est donc une question qui
reste ouverte.

5.2.2 Précision numérique et discontinuité des nombres
réels

L’utilisation de l’outil informatique implique une représentation discrète de la donnée. De fait,
l’encodage d’un nombre sur une zone mémoire implique de ne donner qu’un nombre fini de
chiffres significatifs. Ce paradigme permet de décrire avec une grande précision des nombres
qu’ils soient petits ou grands grâce, par exemple, à une représentation en base dix dans deux
espaces mémoires distincts : un espace dédié à un nombre fini de chiffres significatifs, et l’autre
au stockage de l’exposant du premier chiffre significatif dans le système décimal. Cependant, ces
nombres ne sont pas compatibles entre eux en programmation classique. Ainsi, l’ajout d’un petit
nombre à un nombre très grand entraînera de façon quasi-systématique une perte d’information.

Cet environnement numérique implique notamment que les points d’intersection entre un rayon
et une surface quelconque sont en nombre fini, et que ces derniers sont potentiellement distribués
non pas sur la surface même mais dans son alentour (voir figure 5.3). La question de la position
d’un point par rapport à une surface peut dès lors perdre son sens en dessous d’une certaine
échelle. Par ailleurs, tandis que la description d’un objet minuscule dans une vaste scène sera
pertinente proche de l’origine, elle se dégradera au fur et à mesure de son éloignement.

Ces questions relèvent du cadre de l’informatique et ne sont pas plus approfondies ici. Cependant,
il est à noter qu’elles occupent une place centrale dans l’acte de mise en œuvre des algorithmes
présentés jusqu’ici. Des réponses pratiques aux deux problématiques énoncées jusqu’ici incluent
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Ω2
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(a) Ratio surface-volume minimal, le cercle.
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(b) Ratio surface-volume plus grand, le rectangle.

FIGURE 5.2 – Illustration d’un milieuΩ1 très conductif englobé par un milieuΩ2 peu conduc-
teur. Dans les deux configurations, le chemin statistique partant du point x effectue exacte-
ment 200 rebonds sur la paroi avant d’être réinjecté dans le milieuΩ2 depuis lequel il atteint
la frontière absorbante ∂Ω2\∂Ω1 en y , en ayant la chance de ne pas toucher ∂Ω1 entre-temps
auquel cas le chemin aurait probablement été réinjecté dansΩ1. Dans la configuration 5.2a,
malgré la position initiale x qui n’est pas centrée par rapport au cercle, la répartition des
points de sortie est à peu près homogène sur l’ensemble de la surface ∂Ω1, ce qui indiquerait
que la valeur de la température en tout point x ∈Ω1 est indépendante de sa position, c’est-
à-dire que le milieu est homogène. Au contraire, dans la configuration 5.2b, la distribution
des points de sortie est nettement plus importante à proximité du point de départ x . Cepen-
dant, dans cette configuration, la répartition entre la surface du haut et la surface du bas du
rectangleΩ1 semble à peu près équivalente, ce qui indiquerait qu’il n’est pas nécessaire de
résoudre cette dimension spatiale et qu’une marche mono-dimensionnelle selon la longueur
du rectangle serait suffisante.

yb

x

y1

y2

FIGURE 5.3 – Illustration d’un lancer de rayon dans un monde 2D numérique. L’ensemble
des couples (a,b) où a et b sont des nombres réels est alors restreint à une grille de points en
nombre fini à cause de la limitation en espace mémoire du nombre de chiffres significatifs
pouvant être stockés pour chaque nombre. Le lancer de rayon partant de x et intersectant
[y1, y2] illustré dans cette figure retiendra donc le point yb qui correspond à l’arrondi de
l’abscisse et de l’ordonnée du point d’intersection en arithmétique exacte.

l’ajout de zones de détection d’imprécision numérique en bout de rayons, ou encore des tech-
niques d’instance pour décrire de petits objets dans des scènes importantes, c’est-à-dire de
découper la scène en plusieurs volumes plus petits dans lesquels le repère est à nouveau centré
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pour éviter de garder en espace mémoire l’information de la distance à l’origine du repère de la
scène globale.

5.2.3 Le grain de sel de la distance de ré-injection
Bien qu’a priori restreintes à deux univers complètement distincts, les problématiques des sections
5.2.1 et 5.2.2 précédentes trouvent une intersection inattendue dans la pratique. En effet, les
marches présentées jusqu’ici sont caractérisées par une taille de pas numérique δ adaptative en
proche paroi. Ainsi, au cours de la marche, quand un lancer de rayon détecte une paroi entre le
point courant de la marche x et sa potentielle future position x+δu dans la direction u, le pas δ est
adapté de sorte que x +δu se positionne exactement sur la paroi en question, à l’approximation
numérique près. Ce comportement est également vrai lors de la ré-injection qui fait l’objet de la
section 5.2.1 et dont l’équation est rappelée en 5.3 dans le cas de pas de ré-injection différents
selon le côté de la surface.

T (y) = λ1δ2

λ1δ2 +λ2δ1︸ ︷︷ ︸
PΩ1

T (y −δ1n)+ λ2δ1

λ1δ2 +λ2δ1︸ ︷︷ ︸
PΩ2

T (y +δ2n) (5.3)

Comme précédemment mentionné, un moyen effectif de limiter la valeur de PΩ1 quand λ1
λ2

→∞
est de diminuer proportionnellement la valeur du pas de ré-injection. En l’occurence, pour un
ratio de conductivités fixé, la probabilité PΩ1 tend vers la valeur 0 quand δ2 → 0.

En supposant alors une géométrie telle que celle illustrée en figure 5.4 et un ratio de conductivité
λ1
λ2

très grand, la ré-injection dans le milieuΩ2 devient très probable lorsque le chemin touche une
position située dans la pointe de l’angle, zone dans laquelle les distances deviennent justement
problématiques pour l’outil informatique. Si le rapport de conduction λ1

λ2
est trop important et

que le chemin reste piégé dans Ω1, ce type de simulation nécessite alors un travail numérique
important pour éviter un écueil du calcul. L’outil Stardis fait d’ailleurs une proposition à ce sujet
dans son implémentation en déplaçant localement les positions trop proches des angles dont la
faible ouverture fait problème vers des positions ne présentant pas de problème numérique.

y1y2y3

δ2(y1)
δ2(y2)

Ω1

Ω2

FIGURE 5.4 – Illustration de l’évolution de la taille du pas de ré-injection δ2 dans le milieuΩ2

en fonction de la position y sur la paroi ∂Ω1 ∩∂Ω2. En y1, la distance de ré-injection prévue
"par défaut" est utilisée. En y2, en raison de la présence d’une paroi détectée par lancer de
rayon comme étant plus proche que la distance de ré-injection par défaut, la distance de
ré-injection est imposée de telle sorte à finir dans le milieu Ω2, à la moitié de la distance
avec la paroi détectée. En y3, le processus est le même qu’en y2, cependant, la distance de
ré-injection risque d’être de l’ordre de l’imprécision numérique, ce qui pourrait aboutir en
un point ré-injecté dans le milieuΩ1 au lieu du milieuΩ2.
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Praticabilité et limites des approches
statistiques
Dans le présent chapitre, nous venons de discuter de façon extensive la dynamique des chemins
statistiques advecto-conducto-radiatifs couplés en mettant un accent important sur la thématique
du temps de calcul. En effet, étant donné qu’un calcul par la méthode de Monte Carlo d’une
température dans un système couplé consiste en l’échantillonnage d’un grand nombre de chemins
aléatoires, il est normal que ce soient les caractéristiques de ces chemins qui déterminent à la
fois la température recherchée, mais aussi le temps de calcul. Cependant, tandis que dans les
simulations présentées jusqu’ici, seule la position au bout du chemin importait pour l’évaluation
de la température, c’est le nombre de pas de ce chemin statistique qui détermine le temps de
calcul.

Le nombre moyen de pas que met une marche statistique isotrope à pas constant pour parcourir
une certaine distance est un problème résolu et référencé dans de multiples domaines ([Ray-
leigh1877], [Bachelier1900], [Pearson1905], [Einstein1956]). Cependant, ce nombre de pas moyen
n’est plus connu dès lors que l’on mélange des portions de marches isotropes et anisotropes à pas
variables. Sans prétendre répondre à cette question en toute généralité, nous avons cependant
réalisé une analyse paramétrique de notre marche couplée dans une géométrie bien particulière
d’échangeur thermique. Des observations sur la dépendance du nombre de pas moyen de cette
dernière en fonction de paramètres géométriques, numériques, et physiques (c’est-à-dire sur les
propriétés d’anisotropie de la marche advecto-diffusive, mais aussi sur la condition de raccor-
dement entre les différentes marches) ont permis de proposer une première interprétation de la
dynamique de chemins statistiques couplés.

Ainsi, tandis que des variations sur les paramètres numériques des marches conductives et advecto-
diffusives ont permis de retrouver le comportement asymptotique attendu, c’est le rôle des para-
mètres géométriques et physiques qui a permis d’observer des comportements plus complexes.
L’extension d’un échangeur poreux a permis d’observer le critère responsable de l’insensibilité
au temps de calcul des marches statistiques, à savoir l’invariance de la distance entre le point
d’observation et les conditions aux limites de Dirichlet. Cependant, il est apparu au travers des
variations des paramètres physiques que cette distance n’est pas suffisante, et qu’il y aurait ainsi
lieu de définir une "épaisseur numérique" (de façon homologue à l’épaisseur optique) qui permet-
trait de caractériser la facilité qu’a un chemin à traverser une distance donnée. En particulier, de
fortes valeurs du nombre de Péclet dans un écoulement en favorise la direction aval, ce qui amène
à des chemins plus courts si une condition de Dirichlet y est positionnée (ce qui est en général le
cas). Dans un même temps, il est apparu que la majorité des difficultés numériques résultaient
directement des conditions de ré-injection à la paroi solide-fluide, qui pouvaient être responsables
de phénomènes de type "piégeage" de chemins (rapports de conductivités très importants).

C’est ainsi que cette analyse paramétrique a ouvert la question d’une des limites de cette approche
statistique dans une configuration où des ratios de conductivités trop importants peuvent entraî-
ner ce type de comportements problématiques. Cette discussion a ensuite été prolongée dans la
seconde section de ce chapitre.

Dans une plus courte partie, nous avons abordé la thématique de l’incertitude numérique et de ses
conséquences en lancer de rayon. Bien que ce manuscrit n’aborde pas les questions d’ingéniérie
relatives à la mise en pratique des algorithmes présentés, cette courte section a donné l’opportunité
d’illustrer un des questionnements les plus présents dans l’acte de programmation de ces marches
statistiques faisant l’usage du lancer de rayon.

121





CHAPITRE 6

Conclusions et Perspectives

Quelles pistes pour le futur de ces travaux ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
6.1 Ecoulement de Stokes et formulation en espace de chemins . . . . . . . . . . . . . . 124

6.1.1 Equation de Stokes et milieux poreux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124
6.1.2 Formulation intégrale et Monte Carlo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
6.1.3 Validation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126
6.1.4 Vers la géométrie complexe, une question de conditions aux limites en pres-
sion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

6.2 Des ouvertures à la question du non-linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
6.3 Quel champ de vitesse ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
6.4 La perspective énergétique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

6.4.1 La possibilité d’un couplage avec d’autres éléments d’une chaîne de modélisa-
tion énergétique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
6.4.2 Synthèse d’images thermiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134
6.4.3 Un calcul simultané des sensibilités à la grandeur d’observation . . . . . . . 137
6.4.4 Monte Carlo symbolique pour l’obtention de fonctions de transfert . . . . . 137

6.5 Un dernier regard critique sur nos fondements théoriques . . . . . . . . . . . . . . . 139
6.5.1 Retour sur la complexité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139
6.5.2 Des marches advecto-diffusives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140
6.5.3 Fondements théoriques des chemins en thermique couplée . . . . . . . . . 141

Quelles pistes pour le futur de ces travaux ?
Au moment de tirer les conclusions de cette recherche et d’énoncer un ensemble de perspectives,
nous nous retrouvons en premier lieu devant la question qui, dans l’annonce de notre probléma-
tique, portait le titre suivant : "Quel champ de vitesse?" Nous la reprendrons dans la troisième
section de ce chapitre après deux sections qui la préparent :

— une section dans laquelle nous essaierons d’illustrer ce qui nous semble aujourd’hui le plus
proche d’une simulation statistique de la mécanique des fluides compatible avec la logique
de cette thèse;

— une section sur le traitement des non-linéarités, ce qui nous permettra d’envisager un
couplage thermique / mécanique des fluides via le produit température - vitesse du terme
advectif de l’équation de la chaleur (qui induit bien une non-linéarité lorsque vitesse et
température sont résolues simultanément).

Les sections suivantes reprendront plus brièvement chacun des autres éléments de notre pro-
blématique à partir des résultats des chapitres 4 et 5 que nous combinerons avec des résultats
de recherches en cours sur l’utilisation de Monte Carlo dans différents contextes de thermique
industrielle.
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6.1 Ecoulement de Stokes et formulation en
espace de chemins

Est-il possible de penser la mécanique des fluides dans l’esprit des travaux que nous avons
présentés ici? Dans cette section, il ne s’agit pas encore d’énoncer des perspectives concernant
la question du couplage thermique / mécanique des fluides, mais seulement de voir s’il serait
envisageable, par le balayage d’un espace de chemins, de simuler des écoulements dans des
géométries aussi complexes que celle du poreux que nous avons étudié au chapitre 4 et d’afficher
des performances calculatoires indépendantes du nombre de pores.

Avec Navier-Stokes comme point de départ, on peut affirmer sans risque qu’un tel objectif relève
du long terme. Malgré les avancées récentes concernant la représentation des non-linéarités dans
le cadre théorique de Monte Carlo avec des espaces de chemins branchés [Dimov2008] [Dau-
chet+2018] [Tregan2020], aucune tentative concernant Navier-Stokes n’a encore été rapportée.

Cependant, si le point de départ est la théorie de Stokes, alors on peut être beaucoup plus optimiste.
L’équation d’évolution de la vitesse devient de type diffusif et des travaux ont déjà été menés sur
des bases très similaires à la nôtre : la vitesse en un point a pu être exprimée comme l’espérance
d’une variable aléatoire dont la réalisation passe par la construction de chemins voisins de ceux
des chapitres 4 et 5.

Pour commencer à tester cette piste de recherche, nous avons essayé de mettre en œuvre certains
des algorithmes proposés dans la littérature, en évaluant leur adéquation avec les techniques
d’accélération du suivi de rayon de l’informatique graphique.

6.1.1 Equation de Stokes et milieux poreux
La question de l’écoulement au sein d’un milieu poreux est le plus souvent traitée par une équation
de Darcy [Kumar+2014]. Cependant, cette dernière décrit un écoulement moyen à travers un milieu
poreux. La forme détaillée de l’écoulement, celle qui prend en compte la géométrie précise du
poreux (à partir de laquelle est construite l’équation de Darcy) est l’équation de Stokes présentée
dans l’équation 6.1 où p est la pression, µ la viscosité dynamique, v la vitesse, et ∆ l’opérateur
laplacien vectoriel. Nous donnons cette dernière au régime stationnaire en l’absence de champ de
force volumique extérieur, donc en l’absence de pesanteur. Cet écoulement décrit l’évolution d’un
fluide newtonien visqueux de propriétés physiques uniformes dans lequel les termes inertiels
peuvent être négligés (faible nombre de Reynolds) [Pozrikidis+1997].

−∇∇∇p +µ∆v = 0 (6.1)

En prenant la divergence de cette équation, pour un fluide incompressible tel que ∇∇∇.v = 0, la
pression apparaît comme étant solution de l’équation de Laplace 6.2.

∆p = 0 (6.2)

Il est alors possible d’établir l’équation 6.3 en prenant le laplacien de l’équation 6.1 en l’absence
de force massique pour un fluide incompressible. La vitesse apparaît comme étant solution d’une
équation biharmonique vectorielle, c’est-à-dire que chaque composante de v est solution d’une
équation biharmonique.

∇∇∇4v = 0 (6.3)

Dans la littérature, les équations 6.1 et 6.3 ont été toutes deux prises comme point de départ pour
la définition de chemins permettant d’évaluer une vitesse locale. Lorsque l’équation 6.1 est choisie,
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il est nécessaire de connaître le gradient de pression en tout point du fluide car il apparaît comme
une source dans cette équation de type source-diffusion. On impose également la nullité de la
vitesse le long de chaque paroi solide et on suppose connus les champs de vitesse à l’entrée et à la
sortie. Lorsque l’équation 6.3 est choisie, la question des conditions aux limites est plus complexe,
mais on peut déjà retenir que le problème est bien posé si on connaît la vitesse en tout point de la
frontière, mais aussi le laplacien de la vitesse, c’est-à-dire le gradient de pression (cf. équation 6.1)
en tout point de la frontière.

6.1.2 Formulation intégrale et Monte Carlo
L’idée de résoudre l’un de ces deux problèmes par une méthode de Monte Carlo apparaît rapide-
ment comme prometteuse en raison de l’existence de solutions exprimées comme une superpo-
sition de "solutions fondamentales" ou "Stokeslet" qui correspondent assez directement à une
vision en fonctions de Green similaire à celle que nous avons adoptée au chapitre 3 pour construire
nos chemins [Blake1971] [Pozrikidis1992] [Cortez2001] [Nitsche+2009] [Fan+2015] [Young+2006]
[Pozrikidis+1997]. Etant données les contraintes informatiques qui sont les nôtres, il ne nous est
possible d’exploiter pratiquement ces travaux que si nous savons les traduire en des algorithmes à
base de lancer de rayon.

Si on choisit de partir de l’équation de 6.1, il est par exemple possible d’utiliser la marche proposée
par [HajiSheikh+1966] pour l’équation de diffusion avec terme source pour exprimer la vitesse en
tout point x de l’espace comme l’équation 6.4.

v (x) =
∫

4π

1

4π
dω(u)

[
v (x +δu)− δ2

6

1

µ
∇∇∇p(x)

]
(6.4)

Malgré le fait que cette équation fait l’hypothèse que la valeur de ∇∇∇p est localement homogène,
cette formulation intégrale pourrait dès lors être utilisée pour résoudre l’équation 6.1 en utilisant
la marche conductive présentée dans le chapitre 4. Cependant, l’ajout d’une contribution de la
source à chaque pas de la marche est alors nécessaire. C’est en fait exactement le même calcul
que celui présenté en annexe A.1 pour le calcul de la température entre deux plans parallèles
infinis, dans lequel l’algorithme de conduction est utilisé en présence d’un terme source visqueux.
Cependant, dans le cas présent, les conditions limites ne sont plus des températures mais des
vitesses, et la source n’est plus une source visqueuse de température mais une source de vitesse
imposée par le gradient de pression.

Cependant, si on ne souhaite pas être contraint par la nécessité d’utiliser des pas d’espace très
petits devant la taille du domaine (la taille des pores), l’utilisation d’une marche basée sur le lancer
de rayon sur la base de cette formulation intégrale nécessite de mener une réflexion importante
sur la gestion du terme source. En effet, l’utilisation d’une marche telle que celle proposée pour la
conduction dans le chapitre 4 repose sur un ensemble de raisonnements sans terme source. En
présence de ce dernier, la "bonne propriété" d’être exact lorsque le champ solution est localement
trilinéaire en frontière ne tient plus. En effet, le terme source dans l’équation 6.4 prend en compte
la contribution d’un terme source homogène dans l’ensemble de la sphère de rayon δ, tandis que
l’intégrale réalisée en utilisant les algorithmes présentés avec lancers de rayon ne se fait que sur une
portion de sphère en proche paroi (voir par exemple la figure 4.1). Bien que l’approche reste exacte
à la limite où le pas numérique δ tend vers 0, les travaux rapportés dans la section 2.2.2 pour de la
conduction thermique en présence de terme source par effet Joule conduisent à l’observation qu’il
est pratiquement nécessaire d’ajouter un terme correctif à la paroi afin d’accélérer la convergence.
Des travaux sont actuellement en cours sur cette question dans le groupe et il est raisonnable
d’imaginer que nous pourrons rapidement y faire appel et aborder la résolution du problème de
Stokes, c’est-à-dire évaluer la vitesse dans un milieu poreux à l’aide des mêmes algorithmes que
ceux de la thermique conductive avec source.
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Pour ne pas rentrer dans ces algorithmes de proche paroi en présence d’un champ de source, dans
nos tests, nous avons préféré nous tourner vers les solutions partant de l’équation 6.3. Nous avons
finalement choisi d’explorer la proposition de [Gopalsamy+1970] [Gopalsamy+1973] qui est un
Walk on Sphere résolvant exactement l’équation biharmonique 6.3 en reconstruisant la solution
uniquement à partir des conditions de frontière. Le point de départ consiste à observer que si la
vitesse v est solution d’une équation biharmonique, alors le laplacien de la vitesse∆v est solution
d’une équation harmonique. On peut donc écrire

∆v (x) =
∫

4π

1

4π
dω(u)∆v (x +δu) (6.5)

On peut alors combiner cette expression intégrale exacte avec l’expression suivante qui est vraie
pour tout champ vectoriel si on peut faire l’approximation que son laplacien est uniforme sur une
sphère de rayon δ, ou exacte dans le cas où la grandeur observée est une fonction biharmonique
(voir par exemple [Sabelfeld+1997]), ce qui est ici le cas de la vitesse :

v (x) =
∫

4π

1

4π
dω(u)

[
v (x +δu)− δ2

6
∆v (x +δu)

]
(6.6)

Le couplage de ces deux formulations intégrales, dans l’esprit des couplages que nous avons
abordés au chapitre 4, permet de justifier une marche sur les sphères en tout point similaire à
l’algorithme du Walk on Sphere de [Muller1956]. Une différence est cependant notable sur le
poids de la réalisation qui fait apparaître la condition de frontière sur la vitesse v , mais aussi sur le
laplacien de la vitesse∆v en ce même point de l’espace multiplié par un coefficient fonction de la
taille δ des pas réalisés. Nous avons modifié la proposition initiale de [Gopalsamy+1973] de façon
à définir une marche à pas constants (et non pas une marche sur la plus grande sphère englobante)
en adaptant la marche en proche paroi exactement de la même façon que nous l’avons fait pour la
marche conductive du chapitre 4. L’algorithme 6.1 résultant est le suivant :

Algorithme 6.1 : Algorithme de la réalisation aléatoire w de la variable aléatoire W d’espérance
v (x) pour un pas numérique δv .

Initialiser le marqueur k ← 0 du nombre de pas
tant que x ∈ΩF \∂ΩF faire

Echantillonner aléatoirement une direction u uniforme sur 4π
Evaluer les distances δu et δ−u de la distance à la plus proche paroi dans les directions u et
−−−u par lancer de rayons (voir chapitre 4)

Mettre à jour le pas courant de la marche δk ← min(δv ,δu ,δ−u )
Mettre à jour la position courante x ← x +δk u
Incrémenter le marqueur k ← k +1

fin

Stocker le poids de Monte Carlo W ←
[

v (x)−∑k
i=0

δi
2

6 ∆v (x)
]

6.1.3 Validation
De la même manière que [Gopalsamy+1973] vérifie la pertinence de son algorithme sur des situa-
tions analytiques 2D dans des carrés, nous avons commencé par valider notre version modifiée de
cet algorithme 6.1 qui utilise le lancer de rayon, sur un problème simple où la fonction f présentée
dans l’équation 6.7 est solution de l’équation biharmonique.

f (x, y) = x4 − y4 (6.7)

Les résultats de cette mise œuvre numérique sont présentés dans le tableau 6.1 et montrent une
bonne corrélation pour des valeurs du pas numérique δ suffisamment petites.
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δ x =−y f (x, y) f̃ (x, y) σ

0.5 0.1 -0.656 -0.7780 0.0024
0.5 0.3 -0.232 -0.2806 0.0016
0.5 0.5 0 -0.0077 0.0013
0.5 0.7 0.232 0.2307 0.0013
0.5 0.9 0.656 0.6624 0.0010

0.05 0.1 -0.656 -0.6591 0.0011
0.05 0.3 -0.232 -0.2343 0.0014
0.05 0.5 0 -0.0011 0.0014
0.05 0.7 0.232 0.2323 0.0013
0.05 0.9 0.656 0.6577 0.0011

0.05 0.1 -0.656 -0.6559 0.0012
0.05 0.3 -0.232 -0.2296 0.0014
0.05 0.5 0 -0.0014 0.0014
0.05 0.7 0.232 0.2300 0.0013
0.05 0.9 0.656 0.6563 0.0011

TABLE 6.1 – Résultats de l’algorithme 6.1 pour N = 105 réalisations dans un carré unitaire
sur la frontière duquel sont imposés f et ∆ f . Les résultats de l’algorithme de Monte Carlo
sont présentés dans la colonne f̃ (x, y), et accompagnés de leur barre d’erreur σ. Les résultats
colorés en rouge indiquent que la valeur obtenue par la méthode de Monte Carlo est à plus
de 3σ de la valeur analytique.

Notre second test a consisté à reconstruire l’écoulement de Poiseuille. Entre deux plans parallèles
infinis, pour une condition de non-glissement à la paroi et un gradient de pression constant selon
l’axe de l’écoulement, l’équation de Stokes en absence de force volumique amène à la solution
particulière de l’écoulement de Poiseuille (figure 6.1). Par exemple, dans un repère orthonormé
(0,ex ,e y ,ez ), en prenant un gradient de pression orienté selon la direction opposée à ex , et en
positionnant ces deux plans parallèles en z = a et z = b, le système 6.8 amène à la solution 6.9.
Le profil de l’écoulement résultant est bien parabolique, de vitesse nulle aux parois, et de norme
maximale dans le plan équidistant à ces parois, comme donné dans la relation 6.10.

−∇∇∇p +µ∆v = 0

∇∇∇p =−||∇∇∇p||ex

v (x, y, z) = 0 pour z = a et z = b

(6.8)

v (x, y, z) =−||∇∇∇p||
2µ

(z −a)(z −b)ex (6.9)

vmax =
∣∣∣∣∣∣∣∣v

(
z = a +b

2

)∣∣∣∣∣∣∣∣= ||∇∇∇p||
8µ

(b −a)2 (6.10)

Nos résultats sont présentés dans la figure 6.2.

6.1.4 Vers la géométrie complexe, une question de
conditions aux limites en pression

Nous retenons de cette expérience que rien ne nous empêche d’évaluer la vitesse du fluide en un
point d’un milieu poreux avec un algorithme de Monte Carlo dont on peut prévoir avec confiance
qu’il sera insensible au nombre de pores, exactement de la même façon que nos algorithmes en
transfert thermique. Cette affirmation est alors vraie sous la condition de connaître le gradient de
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z = a+b
2

z = a

z = b

ex

FIGURE 6.1 – Ecoulement de Poiseuille entre deux plans infinis parallèles respectivement
positionnés en z = a et z = b. De profil parabolique, le maximum de la vitesse est dans le plan
z = a+b

2 .

0 vmax

a

b

||v ||

x

Monte Carlo - 1σ
Profil de Poiseuille

FIGURE 6.2 – Résultats de l’algorithme 6.1 inspiré de la proposition de [Gopalsamy+1973]
pour retrouver un écoulement de Poiseuille. Dans cette approche, une géométrie constituée
de deux plans parallèles est considérée, sur lesquels un gradient de pression constant est
imposé. Contrairement à la proposition originelle de [Gopalsamy+1973], la marche aléatoire
n’est plus un Walk on Sphere "classique" utilisant la distance à la plus proche paroi, mais
une marche en tout point similaire à la marche conductive présentée dans le chapitre 4. La
justification de l’approximation réalisée à la paroi est alors semblable à celle précédemment
réalisée, car toute fonction harmonique (comme c’est le cas de la solution linéaire sur laquelle
est faite la justification) est également biharmonique.

pression. L’équation sur la pression est simple (diffusion pure) et il suffirait de connaître la pression
en tout point de la frontière fluide/solide pour construire une marche statistique correspondante,
et envisager son couplage avec la marche de l’équation de Stokes. Comme nous avons choisi
l’approche partant de l’équation biharmonique, nous n’avons besoin de connaître le gradient de
pression que sur la frontière fluide/solide. Cependant, la question des conditions à la limite en
pression est connue pour être un problème épineux de la littérature de la mécanique des fluides
numérique. En effet, tandis que les conditions limites en entrée et en sortie sont souvent triviales,
la condition limite aux frontières solide/fluide nécessite toujours un travail particulier [Coles1964]
[Fernholz+1996] [George+1997].

Nous retrouvons cette difficulté sans entrevoir à ce stade de porte de sortie simple étant donnés nos
objectifs. Deux questions pourraient se poser et définir des axes de travail à court ou moyen terme.
D’une part, les nombreux travaux rapportés sur les écoulements au sein de milieux poreux tels
que ceux de [Kumar+2014] et [Inayat+2011] nous permettent-ils de trouver une justification au fait
d’utiliser une approche de type Darcy pour prévoir le gradient de pression moyen et d’utiliser ce
gradient dans les algorithmes que nous venons de tester ? D’un point de vue purement numérique,
il semble tout à fait possible de traiter Darcy à l’aide d’une marche aléatoire du type de celles
que nous travaillons ici et de la coupler à celle de Stokes de façon à rendre compte des effets
géométriques locaux. Cependant, il y a peut-être une contradiction, au niveau de la modélisation,
à combiner ces deux niveaux d’approximation. Nous n’avons pas exploré cette question à ce
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stade. D’autre part, serait-il possible de trouver une inspiration dans les travaux numériques qui
contournent cette même difficulté en résolvant une forme approchée de la mécanique des fluides
compressibles, en faisant donc la résolution des ondes sonores, bien que sachant qu’elles n’ont
pas d’effet perceptible sur l’écoulement, avec comme seul objectif de pouvoir travailler de façon
explicite sur la pression à la paroi? On pourrait alors, pour la pression, retrouver des algorithmes
de chemins de type transport, c’est-à-dire proches de ceux du transfert radiatif (voir chapitre 1), et
travailler à leur couplage avec Stokes. L’approche consisterait alors à reprendre les travaux menés
dans cet esprit du côté des méthodes déterministes et les traduire en termes statistiques.

Ces pistes ont peut-être un niveau de pertinence faible car nous les identifions à la toute fin de ce
travail. Mais en tout cas, elles illustrent ce qui est le point bloquant à ce stade : on pourrait aborder
la fluidique dans un poreux de grande taille de la même façon que nous avons abordé les transferts
thermiques, mais pour cela il nous faudrait trouver une stratégie convaincante concernant la
pression.

6.2 Des ouvertures à la question du non-linéaire
Si nous parvenions à construire une marche qui permet l’évaluation de la vitesse locale, alors la
question de coupler cette marche à celles que nous avons construites pour la thermique serait
principalement une question de non-linéarité, celle issue du produit vitesse température dans le
terme advectif de l’équation de la chaleur advecto-diffusive. Mais avant de discuter ce point nous
allons commencer par décrire brièvement la littérature sur l’utilisation de la méthode de Monte
Carlo pour des problèmes non-linéaires en insistant sur ce que nous pourrions intégrer à court
terme dans les algorithmes du chapitre 4, en préservant un champ de vitesse connu.

Dans le présent manuscrit, la question de la résolution de systèmes différentiels s’est limitée à des
problèmes linéaires. Il s’agit là d’ailleurs d’une réalité à travers la majorité des travaux réalisés par
la communauté travaillant sur la méthode de Monte Carlo à ce jour. Cependant, comme énoncé
dans la problématique au chapitre 2, l’idée est de se projeter vers un couplage complet dans
lequel la physique peut être non-linéaire. Deux physiques présentent un intérêt immédiat pour
les applications que nous envisageons :

— la non-linéarité des émissions radiatives (typiquement σT 4 pour un corps noir) ;

— la possibilité d’aborder des milieux dont les propriétés physiques dépendent de la valeur
locale de la température, notamment la conductivité thermique et la capacité calorifique.

Un assez grand ensemble de travaux abordent cette question de la non-linéarité dans le corpus
théorique de la méthode de Monte Carlo [Gobet2016] [Formanov+2012] [HenryLabordère+2014]
[Bahadori+2017] [Dauchet+]. Ces travaux peuvent aujourd’hui être classifiés selon deux questions :

— Comment résoudre une équation ou un système différentiel non-linéaire?

— Comment évaluer une grandeur A = E[ f (E[X ])] où f est une fonction non-linéaire ?

La première question est bien sûr beaucoup plus large que la seconde. Elle est presque systémati-
quement abordée par l’introduction d’un grand ensemble de marcheurs corrélés. Pour l’étude de
champs tels que le champ de température en thermique ou le champ de vitesse en mécanique des
fluides, cela signifie en pratique que suffisamment de marcheurs sont suivis de façon à couvrir
correctement le domaine étudié, qu’ils interagissent entre eux, et que les grandeurs recherchées
(typiquement la vitesse) sont évaluées à l’aide d’opérateurs statistiques appliqués aux marcheurs
se trouvant à l’intérieur d’éléments d’une grille qui joue un rôle équivalent à celui d’un maillage
spatial.

Ces approches sont difficilement compatibles avec notre objectif de produire des algorithmes
ayant des coûts de calcul insensibles à la complexité géométrique, notamment à l’extension
du domaine. En effet, si nous appliquions ce type d’algorithmes dans une géométrie de plaque
poreuse telle que celle du chapitre 4, le nombre de marcheurs augmenterait avec le nombre de
pores et donc le temps de calcul aussi.
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De ce point de vue, un travail ressort très clairement de la littérature : le travail de Dimov [Di-
mov2008] qui ne porte pas directement sur la résolution d’équations différentielles, mais sur des
équations de Fredholm qui peuvent en découler. Ce travail a jeté les bases d’une autre famille
d’approches dans lesquelles les marcheurs corrélés sont remplacés par des chemins branchés.
Le coût de calcul associé au suivi d’un grand nombre de marcheurs répartis dans le domaine est
partiellement retrouvé dans un coût associé au suivi d’un grand nombre de branches, mais le
bénéfice de cette transformation est très important dans notre contexte : même si le chemin est
branché, il part de la position de l’espace où l’on souhaite évaluer la grandeur étudiée. L’idée de la
localité est préservée et plus rien dans l’algorithme n’induit des temps de calcul croissant avec la
complexité du domaine.

La seconde des deux questions de non-linéarité que nous avons listées ci-dessus peut sembler
d’une portée plus marginale, mais nous verrons qu’elle aboutit à des propositions algorithmiques
proches de celles de Dimov [Dauchet+], que nous pouvons donc exploiter concrètement en
thermique.

Un travail fondateur a été celui de [Galtier] qui propose d’aborder la question particulière des
coefficients d’absorption et de diffusion hétérogènes lors de la résolution de l’équation de transfert
radiatif (cette question particulière a déjà été mentionnée dans la section 1.2). Sa proposition
consiste à introduire des collisionneurs virtuels dans la scène pour se ramener à une solution
analytique, dans laquelle une méthode de type rejet permet d’obtenir un échantillonnage exact de
la distance de collision. On voit alors s’évanouir tout un ensemble de difficultés algorithmiques
associées à la non-linéarité de la loi d’extinction de Beer [Eymet+2013] [Villefranque+2019].

Un peu plus tôt, la proposition de [Dauchet] avait permis d’aborder cette même famille de ques-
tions en se ramenant à des approches de type "chemins branchés". Les chemins statistiques dans
ces approches peuvent alors se démultiplier en une multitude de chemins, et la contribution de
l’intégralité de ces chemins devra être prise en compte en fin de réalisation. Pour aboutir à une
telle formulation en toute généralité, une interprétation du développement limité de la fonction f
qui est non-linéaire est nécessaire.

Ces deux propositions ont été utilisées avec succès, soit de façon séparée, soit de façon combinée,
dans des domaines très divers (énergétique [Delatorre+2014], biochimie [Dauchet+2016], électro-
magnétique [Charon+2016]) et ont motivé [Terrée] à attaquer de front la question de la mécanique
des fluides en partant directement de l’équation de Boltzmann. L’idée des "collisions nulles" telle
que retravaillée par [Galtier] a été au cœur de cette expérience numérique. Dans une vision Monte
Carlo reverse, un chemin statistique consiste à remonter l’histoire d’une molécule de fluide en
interaction avec ses semblables (en pratique, on évalue en fait la fonction de distribution des
molécules dans le milieu). Chaque interaction avec une autre molécule nécessite alors de résoudre
un nouveau chemin sur l’histoire de cette dernière avant de pouvoir continuer le chemin de la
première molécule observée, et ainsi de suite. Cette approche une fois de plus de type "chemins
branchés" a néanmoins montré ses limites dès que la densité de molécule devient trop importante.
Cependant, en se limitant à de bas nombres de Knudsen (c’est-à-dire des situations où il y a peu
d’interactions entre les molécules), des simulations de micro-fluidique en géométrie complexe
ont pu être réalisées, et surtout, la localité de l’arbre a pu être exploitée pour évaluer précisément
des événement très rares de collisions entre particules à très haute énergie qui sont essentiels dans
le contexte de la chimie nucléaire [Dauchet+].

Partant de la question d’évaluer A = E[ f (E[X ])], via les collisions nulles, on retrouvait donc la
question de résoudre une équation différentielle non-linéaire. Une analyse détaillée des difficultés
rencontrées par [Terrée] a conduit très récemment [Tregan2020] à revisiter sous l’angle statistique
les approches de type point fixe utilisant une méthode de Picard pour résoudre, cette fois de façon
approchée, des systèmes d’équations différentielles non-linéaires. Dans cette approximation, l’ap-
proche est alors similaire à celle proposée par [Terrée], mais le nombre de branches possiblement
générées par le chemin initial est borné. Ce contrôle sur le nombre de branches (et donc le temps
de calcul) étant acquis, une large gamme de résolutions de problèmes non-linéaires a pu être
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abordée, notamment pour les transferts conducto-convecto-radiatifs tels que ceux présentés dans
le chapitre 3 et la section 2.2.2. Ces non-linéarités incluent le terme source radiatif en T 4 ainsi
que la prise en compte d’une conductivité thermique fonction de la température λ(T ). Cette
même approche a par ailleurs été explorée par [Gattepaille] pour un ensemble de non-linéarités
présentes dans des systèmes de photobioréacteurs.

Les travaux de [Tregan2020] nous concernent très directement. D’une part, ils sont parfaitement
compatibles avec les propositions algorithmiques que nous avons faites dans cette thèse, ce qui
signifie que nous pouvons étendre nos algorithmes à des configurations incluant des écarts de tem-
pérature incompatibles avec la linéarisation du rayonnement, ou pour lesquelles la conductivité
thermique et la capacité calorifique ne peuvent plus être supposées indépendantes de la tempéra-
ture. D’autre part, comme nous le verrons dans la section suivante, ils sont une source d’inspiration
pour la question du couplage avec la mécanique des fluides. De façon à en donner une première
illustration, considérons le cas d’un milieu purement conductif avec une conductivité thermique
fonction de la température :

∇∇∇.(λ(T )∇∇∇T ) = 0 (6.11)

L’approche de [Tregan2020] consiste alors à résoudre le système 6.12 où le champ de température
T0 est imposé de façon arbitraire, et dans lequel chacune des équations différentielles est linéaire.
Par exemple, la température T1 est régie par la seconde équation de ce système dans lequel, si T0

est non-uniforme, λ(T0) est simplement une conductivité non-uniforme indépendante de T1. La
limite quand n tend vers l’infini de Tn converge alors vers la solution de l’équation 6.11. Au lieu
de résoudre chacune de ces équations en champ pour résoudre la suivante, l’approche consiste
plutôt à initier un chemin statistique dans l’équation n, qui nécessitera de lancer une branche
dans l’équation (n −1) pour évaluer la conductivité locale, et ainsi de suite.


∇∇∇.(λ(T0)∇∇∇T1) = 0

∇∇∇.(λ(T1)∇∇∇T2) = 0

. . .

∇∇∇.(λ(Tn−1)∇∇∇Tn) = 0

(6.12)

Les mises en œuvre présentées par [Tregan2020] semblent indiquer que même pour des écarts de
température induisant un facteur 2 sur la conductivité, un ordre de branchement n = 2 ou n = 3
est souvent suffisant pour assurer de très bons niveaux de précision sur la prédiction du champ de
température, ce qui signifie que les augmentations de temps de calcul liées au branchement sont
bien canalisées. Les mises en œuvre concernant la non-linéarité du rayonnement aboutissent aux
mêmes conclusions.

6.3 Quel champ de vitesse ?
On peut donc envisager de tenir compte de ces non-linéarités (σT 4, λ(T )) dans nos calculs
d’échangeurs poreux en géométrie complexe. Mais peut-on aller jusqu’à envisager d’aborder la
non-linéarité du couplage avec la mécanique des fluides?

Comme nous l’avons déjà annoncé, cette question devient centrale à la fin du présent travail :
nous pouvons aborder des poreux d’un très haut niveau de complexité, mais à quoi nous sert
l’insensibilité de nos temps de calcul à la complexité géométrique, pour la thermique, si à partir
d’un nombre de pores vite limité nous ne savons plus produire les champs de vitesse dont nous
avons besoin en entrée pour résoudre l’équation de la chaleur ?

Nous avons contourné cette difficulté en multipliant le nombre de pores sans complexifier la
fluidique. En effet, lorsque nous avons étendu les dimensions de nos échangeurs, le motif géo-
métrique était simplement répété spatialement à l’identique. En admettant que la fluidique était
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indépendante de la température, nous pouvions nous contenter d’un seul calcul de mécanique
des fluides sur quelques cellules poreuses, et le dupliquer autant que nécessaire. Le problème
de thermique était alors différent en chaque endroit de la plaque du fait de la non-homogénéité
de la tache solaire, mais la fluidique était la même pour chaque ensemble de pores dupliqués.
Rien n’aurait changé en ce qui concerne la thermique si nous avions utilisé un poreux réel, par
exemple issu d’une tomographie, mais qu’aurions-nous fait pour la fluidique au-delà de plusieurs
centaines de pores?

Même en admettant que l’écoulement est indépendant de la thermique, les écoulements détaillés
au sein d’échangeurs contenant beaucoup de pores posent deux difficultés : la production de
la donnée (le calcul fluidique) et l’accès à cette donnée. La question de l’accès à une donnée
volumique complexe s’inscrit dans une dynamique par ailleurs bien affirmée dans d’autres do-
maines comme la description des champs de nuages de la section 2.1.3. On peut supposer que
nous ne rencontrerons pas de difficultés incontournables de ce côté. Par contre la question de la
production du champ de vitesse va nous bloquer rapidement. C’est la raison pour laquelle nous
avons mené le travail exploratoire de la section 6.1. En effet, au-delà d’un certain nombre de pores,
la seule possibilité que nous envisageons concrètement est d’être capable de résoudre l’écoule-
ment par une approche statistique, plus précisément par une méthode de Monte Carlo reverse à
base d’échantilonnage de chemins, telle que celles que nous avons travaillées jusqu’ici. Il s’agirait
d’exprimer la vitesse v comme l’espérance d’une variable aléatoire V . Ainsi, un emboîtement
phénoménologique allant jusqu’à la résolution de la mécanique des fluides dans le milieu poreux
pourrait être envisagé. La section 6.1 nous indique que cette piste peut avoir beaucoup de sens si
nous trouvons une solution pour la gestion des conditions à la limite en pression.

Si on imagine qu’une solution soit trouvée pour ce problème de pression, alors la variable aléatoire
V pourrait être définie via une marche statistique qui aurait les mêmes propriétés d’insensibilité
à la complexité géométrique que celles de nos marches de thermique couplée. La question qui
se poserait alors serait de coupler les deux marches. L’équation d’advecto-diffusion 6.13 fait
apparaître le produit vT de la vitesse par la température, qui est par la suite source de non-
linéarité dans l’expression de la température. Pour preuve, l’expression exacte de la température
dans un milieu 1D sur laquelle est basé le schéma exponentiel est rappelée dans l’équation 6.14.
La température apparaît alors comme l’espérance d’une fonction non-linéaire f d’une espérance,
ce qui nous ramène à la seconde des familles de problèmes de Monte Carlo non-linéaire de la
section précédente.

∇∇∇.(α∇∇∇T −vT ) = 0 (6.13)

T (x) = 1

1+exp(Pe)
T (x −δ)+ exp(Pe)

1+exp(Pe)
T (x +δ), Pe = δ||v ||

α

= E[ f (E[V ])T (x −δ)+ (1− f (E[V ]))T (x +δ)
] (6.14)

avec

f (a) = 1

1+exp
(
δ||a||
α

) (6.15)

En suivant la logique proposée par [Dauchet], il s’agirait alors de travailler sur un développement
limité de la fonction f , ce qui conduirait à un algorithme où à chacun des pas de la marche
advecto-diffusive que nous avons introduite au chapitre 4, on tirerait aléatoirement un ordre n du
développement de f , puis on initierait n chemins tels que ceux que nous avons définis à la section
6.1 pour la marche biharmonique de l’approximation de Stokes.
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Le message que nous souhaitons faire passer dans ce paragraphe de perspectives est avant tout
qu’à l’exception de la question de la pression, dans une pensée à long terme, il n’y a aujourd’hui
aucun verrou identifié qui rendrait irréaliste l’exploration d’un couplage des marches advecto-
diffusives et biharmoniques de façon à simuler conjointement thermique et fluidique au sein d’un
poreux contenant un grand nombre de pores décrits géométriquement de façon détaillée.

6.4 La perspective énergétique
Nous poursuivons ce chapitre en rediscutant chacun des points de notre problématique initiale à la
lueur des propositions que nous avons réussies à faire jusqu’ici, mais aussi en tenant compte d’un
ensemble de travaux dont nous avons connaissance, qui ont été menés par d’autres chercheurs
pendant la durée de cette thèse et permettent d’affiner les perspectives. Nous commençons par
ce qui était notre point de départ applicatif : envisager la simulation thermique d’un échangeur
solaire complexe d’une façon qui permette une intégration dans une chaîne de modélisation
énergétique entièrement statistique. Ensuite, toujours dans une perspective énergétique mais
au-delà de la question solaire, le cadre théorique que nous avons choisi nous permet aussi de
bénéficier de trois familles de développements récents qui se donnent comme objet d’exploiter
différemment un espace de chemins déjà existant afin d’en extraire des informations énergétiques
supplémentaires, soit pour répondre à des besoins d’analyse, soit pour travailler la question de la
mesure et du contrôle/pilotage. Nous prenons le temps de décrire ces extensions qui ont pour
l’instant été testées sans fluidique, mais qui pourraient être directement implémentées à partir de
nos marches advecto-conducto-radiatives.

6.4.1 La possibilité d’un couplage avec d’autres éléments
d’une chaîne de modélisation énergétique

En abordant nos marches advecto-conducto-radiatives, nous affichions la volonté de préserver
l’ensemble des forces ayant été identifiées concernant la Méthode de Monte Carlo. Parmi ces
dernières, il y avait justement le souhait d’une compatibilité avec une chaîne algorithmique
complète, qui permette une résolution complète, par exemple du problème que nous avions
retenu à titre d’emblème : la simulation d’une centrale solaire à concentration depuis la prise
en compte de son environnement météorologique lors du calcul de la concentration, jusqu’à la
modélisation thermique du récepteur et la conversion électrique.

La méthodologie proposée dans cette thèse ne concerne que la question des transferts thermiques
au sein du milieu poreux faisant office de récepteur. Mais tous nos choix, notamment ceux concer-
nant la pensée en chemins, ont été faits pour permettre le couplage, en tenant compte des travaux
menés en parallèle sur les autres éléments de la chaîne de modélisation. Nous avions par exemple
toujours en tête le fait que lorsque nous supposions connu le rayonnement incident sur notre
échangeur, i.e. la valeur de la tache solaire en un point atteint par notre marcheur à la surface
du poreux, en pratique ce rayonnement incident serait finalement inconnu. Il faudrait continuer
l’exploration statistique en initiant un chemin radiatif remontant jusqu’au soleil via le champ
d’héliostats et via l’atmosphère au-dessus de la centrale, avec ses aérosols, ses nuages, l’absorption
gazeuse, etc.

De ce point de vue, en arrivant à la fin de notre travail, le paysage a beaucoup évolué. Nous pouvons
maintenant raisonner avec des outils de simulation statistique existants, déjà en production, pour
toutes ces autres physiques en amont du récepteur poreux, notamment le High Tune : RenDeRer
(htrdr) et Solstice. Le premier de ces deux outils est à l’origine des images de la section 2.1.3
et propose donc une solution pratique à la résolution des transferts radiatifs dans des scènes
atmosphériques complexes. L’outil Solstice adresse quant à lui la question de la simulation du
transfert radiatif au sein d’une centrale solaire composée par exemple d’un champ d’héliostats et
d’un récepteur solaire en haut d’une tour.
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Cette perspective raisonne fortement avec les travaux en cours de [Gattepaille] dont la question
est de penser l’emboîtement d’approches statistiques à de multiples échelles pour de multiples
phénoménologies physiques en vue de la simulation complète d’un photobioréacteur. Ce type de
proposition n’est possible que parce que les descriptions statistiques préalablement réalisées à
toutes les échelles (jusqu’à la résolution de l’électro-magnétisme à la plus petite échelle [Charon])
s’expriment comme des espérances de variables aléatoires définies sur des espaces de chemins.

Ainsi, lorsque nous avons affiché le souhait de toujours raisonner en regardant une grandeur
locale comme l’espérance d’une variable aléatoire définie à base de chemins, il ne s’agissait pas
seulement de chercher à obtenir des algorithmes qui puissent être insensibles à la complexité
géométrique, mais il s’agissait aussi d’anticiper le couplage. Nous nous imposions la contrainte
de rentrer dans un cadre formel tout à fait étroit en pensant à des bénéfices espérés en termes de
souplesse dans la perspective plus large d’une modélisation statistique de systèmes énergétiques.

De ce point de vue, et par opposition aux conclusions de la section précédente sur le couplage
avec la fluidique, ces bénéfices peuvent être envisagés à court terme et l’idée de coupler notre code
avec le High Tune : RenDeRer (htrdr) et Solstice est travaillée concrètement dans l’environnement
de recherche autour de la plateforme EDStar et de la bibliothèque Star-Engine.

6.4.2 Synthèse d’images thermiques
Par construction, l’algorithme advecto-conducto-radiatif permet d’évaluer la température en
n’importe quel point de l’espace. En répétant un certain nombre de fois l’algorithme complet en
différents points, il est donc possible de créer une carte de température, par exemple sur un plan
quelconque. L’image ainsi obtenue nécessitera alors N réalisations de Monte Carlo pour chacun
des pixels de l’image désirée où N est un nombre de réalisations que l’on peut supposer fixé pour
obtenir une variance suffisamment petite sur chaque observable. Cette perspective ouvre dès lors
la voie à l’obtention de cartographies de températures dans des zones restreintes de l’espace dans
des systèmes potentiellement très complexes.

Il est alors possible de rajouter une idée en s’inspirant de la pratique de l’informatique graphique
présentée en section 2.1.1 : synthétiser une image consiste à simuler la réponse d’une caméra
virtuelle devant une scène virtuelle. Une caméra virtuelle se résume simplement par le positionne-
ment d’un observateur fictif devant lequel est interposée une matrice de pixels (qui correspond à
l’image synthétisée) au travers de laquelle la luminance dans chaque pixel dans la direction de
l’observateur est évaluée. Supposons alors que l’on souhaite obtenir la réponse d’une caméra
thermique, c’est-à-dire d’une caméra dont la réponse est fonction de la température de l’objet
observé. Dès lors, la grandeur devant être inscrite dans chaque pixel de l’image synthétisée doit
être la température au bout de chaque ligne de visée observateur - pixel. Cette température peut
alors être évaluée pour chaque pixel par la méthode de Monte Carlo en utilisant une marche
statistique. L’idée à retenir est alors que l’on construit des images thermiques sans avoir besoin de
pré-calculer la température des objets visés ou la température des objets dont le rayonnement
peut être réfléchi par l’objet visé. On part des techniques actuelles de construction d’images par
Monte Carlo et lorsqu’un chemin partant de la caméra (algorithme reverse) a besoin de connaître
une température demandant la résolution de l’équation de la chaleur, un chemin thermique est
tout simplement initié à partir de ce point exactement comme nous l’avons fait tout au long de
cette thèse.

Cette technique a déjà été mise en œuvre dans le cas de transferts conducto-convecto-radiatifs
instationnaires avec des cellules fluides parfaitement mélangées [Eymet+2019]. Dans cette dé-
monstration, l’exemple d’une théière contenant de l’eau chaude à l’instant initial et étant laissée
à refroidir a été utilisé. Tandis que la figure 6.3 présente le concept de cette caméra thermique
virtuelle, la figure 6.4 présente une comparaison qualitative entre un résultat ainsi obtenu et
une véritable image thermique de théière. Malgré des conditions expérimentales et numériques
sensiblement différentes (géométrie, point de vue, conditions limites), des ressemblances notables
peuvent être observées, notamment la présence de forts gradients de température sur le niveau du
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liquide, dans le bec, l’anse, et la poignée du couvercle. Une réflexion sur la surface sous la théière
est également visible dans les deux images, mais de façon moins nette dans l’image expérimentale. 

z f

run

FIGURE 6.3 – Illustration du concept de caméra thermique virtuelle [Eymet+2019]. A gauche,
un dessin de trois chemins statistiques partant de la caméra pour évaluer trois pixels différents.
Le chemin le plus en haut est absorbé par le milieu participant (air) dont la température est
retenue pour la réalisation. Le chemin du milieu atteint la surface de la théière où un jeu de
probabilité l’injecte en conduction dans la céramique, puis en rayonnement, etc, avant de
finir son parcours à la température du fluide. Le chemin du bas atteint également la surface de
la théière où il est injecté en conduction avant de finir un peu plus loin à la condition initiale.
L’image de droite présente 5 de ces chemins effectivement échantillonnés pour l’obtention
de l’image de synthèse.

FIGURE 6.4 – Comparaison qualitative entre une image thermique de synthèse (gauche) et
expérimentale par thermographie infrarouge (droite) [Eymet+2019]. Malgré des divergences
de géométrie, conditions aux limites, et un point de vue différent, une certaine ressemblance
peut être qualitativement observée.

L’image 6.5 illustre un travail en cours où la même idée est exploitée pour mener une étude
énergétique à l’échelle d’une rue dans une ville. A ce stade, les températures de surface ont
été imposées et il ne s’agit que de la mise en œuvre des techniques de la synthèse d’image
actuelle. Cependant, la saisie de la donnée intègre déjà les informations qui seront nécessaires pour
remplacer ces températures imposées par des marches aléatoires rendant compte de la thermique
instationnaire des bâtiments de façon à intégrer la réponse inertielle du bâti, notamment pour
l’étude des îlots de chaleur urbains. Cette recherche fait partie d’un projet plus large en partenariat
avec les météorologues/climatologues de Météo-France qui sont capables de produire des champs
de vitesse d’air à l’extérieur des bâtiments à l’échelle de plusieurs rues ce qui conduit à des
problématiques qui rejoignent celles des poreux (la ville vue comme un poreux en géométrie
complexe). On peut donc envisager de faire appel à nos algorithmes pour simuler l’ensemble de
la thermique de telles scènes, bâtiment et air dans la rue (à champ de vitesse supposé connu et
découplé) à l’aide exactement des mêmes algorithmes que ceux que nous avons testés ici, pour
produire des images infrarouges qui sont au cœur de la pratique expérimentale des thermiciens
de ce domaine.

Pour revenir à un exemple plus académique, la figure 6.6 présente un autre exemple de synthèse
d’image infrarouge, celui-ci sans connaissance a priori des températures de surface, c’est-à-

135



FIGURE 6.5 – Image du rendu infrarouge d’une scène urbaine (rue des Tonneliers, Bayonne) :
températures équivalent corps noir en °C. N = 1000 réalisations par pixel (600x800). Tan-
dis que toutes les températures de la scène sont ici imposées, le calcul de rendu résout
exactement le transfert radiatif dans la scène.

dire avec des chemins optiques qui se poursuivent par des chemins thermiques, mais avec une
différence importante par rapport à la figure 6.4 : la figure 6.6a a été produite en mettant en œuvre
l’algorithme de prise en compte de la non-linéarité du rayonnement que nous avons discuté en
section 6.2. L’image que l’on aurait obtenue avec linéarisation du rayonnement est représentée
dans la figure 6.6b. Comme les différences de températures imposées sont élevées, l’erreur liée à la
linéarisation est très élevée, ce qui illustre bien l’importance des travaux de J.M. Tregan en termes
applicatifs.

(a) Considération du terme source radiatif en T 4 (b) Considération du terme source radiatif linéarisé

FIGURE 6.6 – Image du rendu infrarouge d’un lapin initialement à 200K dans un environne-
ment à 500K (calcul instationnaire). N = 4096 réalisations par pixel (320x240).
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6.4.3 Un calcul simultané des sensibilités à la grandeur
d’observation

La seconde piste consiste à exploiter le grand nombre de chemins que nous réalisons dans tous
les algorithmes de Monte Carlo dont nous parlons, pour produire une analyse de sensibilité. La
sensibilité est définie comme la réponse de la sortie d’un système à une petite variation d’une ou
plusieurs de ses entrées. Formellement, la sensibilité correspond donc à la dérivée partielle de
la grandeur de sortie A par rapport à la variable notée génériquement π sur laquelle se porte la
variation. La connaissance de cette grandeur dérivée présente aujourd’hui un enjeu presque aussi
grand que la connaissance de la grandeur elle-même dans une large gamme d’applications en
ingéniérie.

En pratique, de nombreux travaux sur la méthode de Monte Carlo ont observé qu’il était possible
d’obtenir cette information sans quasiment aucun calcul supplémentaire [Weise+1997] [dLa-
taillade+2002] [Roger+2005] [Dauchet+2013]. Cette propriété peut être observée sur l’exemple
générique présenté dans l’équation 6.16. La sensibilité au paramètre π de la grandeur A(π) appa-
raît alors sous la même forme intégrale et avec la même densité de probabilité que l’observable
elle-même, mais pour un poids de Monte Carlo différent (terme entre crochets). Le calcul de
ces deux intégrales peut alors être réalisé en utilisant le même échantillonnage des variables
aléatoires définies sur la densité de probabilité pγ, et en stockant simplement deux valeurs de
poids différentes associées aux deux calculs distincts. L’échantillonnage de la variable aléatoire
est en effet la partie la plus chronophage du calcul, elle correspond par exemple à la création des
chemins statistiques aléatoires dans les exemples présentés en transferts thermiques jusqu’ici.


A(π) =

∫
γ

pγ(π)dγ [a(π)]

∂πA(π) =
∫
γ

pγ(π)dγ

[
∂πa(π)+ ∂πpγ(π)

pγ(π)
a(π)

] (6.16)

Cette propriété se limite cependant à des variations de paramètres n’ayant pas d’influence sur le
domaine d’intégration, c’est-à-dire en général la géométrie étudiée. Dans le cas où le paramètre
modifie la géométrie, d’autres méthodes doivent être mises en place, ce qui implique souvent
de réaliser un calcul de Monte Carlo pour la valeur de l’observable, et un autre calcul (avec des
parties communes) pour sa sensibilité [Dauchet] [Farges] [Lapeyre+2019].

Ces questions de sensibilité géométrique restent très ouvertes, mais des avancées récentes per-
mettent une certaine dose d’optimisme [Lapeyre+] et l’enjeu est suffisamment important pour
que ces algorithmes de calcul de sensibilité soient toujours au premier plan dans les projets éner-
gétiques s’appuyant sur Monte Carlo. C’est le cas notamment pour le projet sur la ville que nous
avons mentionné ci-dessus, avec des questions telles que la sensibilité d’observables radiatives,
ou de confort, à des paramètres tels que la largeur de rue, la hauteur des bâtiments, etc.

6.4.4 Monte Carlo symbolique pour l’obtention de
fonctions de transfert

Dans une démarche proche des sensibilités paramétriques, une accumulation d’informations
sur l’échantillonnage réalisé par un algorithme de Monte Carlo peut permettre de réaliser une
fonction de transfert approchée du système général. Cette démarche ici dénommée Monte Carlo
symbolique [Galtier+2017] est également retrouvée dans la littérature comme Méthode de Monte
Carlo Inverse [Dunn1981] [Subramaniam+1991].

De façon académique, considérons le problème de conduction stationnaire illustré par la figure
6.7 dans lequel la température en x du milieu Ω est cherchée en fonction de la température de
bord T∂Ω(y). L’échantillonnage des chemins permettant de trouver la valeur de la température
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en x est indépendant des valeurs de ces conditions limites. Au lieu de stocker "en dur" la valeur
de chacune de ces températures en bout de chemin dans le poids de Monte Carlo, il est possible
d’enregistrer simplement les positions de sorties de ces derniers. Etant donné un échantillon de
taille N de réalisations de chemins statistiques, la connaissance des positions de sorties y end

k avec
k ∈ {1,2, . . . , N } permet alors de donner non plus la valeur de la température en x , mais l’estimateur
de T (x) présenté dans l’égalité 6.17 qui peut être utilisé pour n’importe quelle condition limite T∂Ω.
Cette démarche est ainsi appelée "symbolique" car elle correspond à une pratique dans laquelle
ce n’est plus la valeur T∂Ω

(
y end

k

)
qui est retenue comme poids, mais un "symbole" (par rappel au

calcul formel, ou calcul symbolique) qui représente cette variable.

T (x) ≈ 1

N

N∑
k=1

T∂Ω
(

y end
k

)
(6.17)

Ω

T∂Ω
(

y end
3

)

T∂Ω
(

y end
2

)

T∂Ω
(

y end
4

)

T∂Ω
(

y end
1

)

x

FIGURE 6.7 – Illustration de la construction de chemins statistiques conductifs partant du
point x pour y évaluer la température T (x). Sur les 4 chemins ici représentés, un seul at-
teint la condition limite chaude Thot tandis que les autres atteignent Tcold . Ce résultat est
indépendant de la valeur de ces conditions limites.

Le concept de Monte Carlo symbolique permet d’aller plus loin que cette première vision. En
effet, on vient de voir comment une réalisation de Monte Carlo permet d’évaluer un propagateur
approché du problème. Cependant, il est également possible de l’utiliser sur des paramètres qui
auraient eu un impact sur l’échantillonnage aléatoire. Formellement, cette possibilité apparaît
dans l’acte de reformulation intégrale rappelé dans la relation 6.18. En effet, il est toujours possible
de fixer une densité de probabilité choisie puis de compenser ce choix dans le poids de Monte
Carlo. Dès lors, on peut à nouveau considérer que ce poids de Monte Carlo est un symbole, ce qui
permet de construire une expression fonctionnelle de ce paramètre.

A(π) =
∫
γ

pγ(π)dγa(π) =
∫
γ

pγ(π̃)dγ
pγ(π)

pγ(π̃)
a(π)︸ ︷︷ ︸

symbole

(6.18)

Les travaux [Penazzi+2019] présentent la mise en œuvre d’une telle approche pour des transferts
conducto-convecto-radiatifs dans laquelle la température est ainsi exprimée comme une fonction
du coefficient d’échange convectif h dans un contexte de géométrie complexe en utilisant la
même famille d’algorithmes que ceux utilisés dans le présent manuscrit. Dans cette approche, le
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paramètre π de l’équation 6.18 est alors le coefficient d’échange h, et le calcul est réalisé pour une
valeur de référence h̃ de ce paramètre pour la construction des chemins aléatoires. La fonctionnelle
ainsi créée permet alors de générer des solutions du problème pour une large gamme de valeurs
de h, pour des coûts CPU qui sont alors 4 ordres de grandeur moins importants que le calcul
direct par MMC. Cette forme est alors particulièrement adaptée à des problématiques de contrôle
commande ou d’inversion.

Là encore, rien dans nos marches n’a été introduit qui rendrait impossible l’exploitation de
ces techniques. On peut donc très bien imaginer de produire, à l’aide de nos algorithmes, des
fonctions de transfert qui remplaceraient le calcul de Monte Carlo au sein d’algorithme permettant
l’inversion, l’optimisation, ou le pilotage de systèmes énergétiques où le calcul thermique doit
être appelé de façon itérative et doit donc être très rapide.

6.5 Un dernier regard critique sur nos
fondements théoriques

Dans ce qui précède, nous n’avons pas hésité à mettre en avant des perspectives de long terme
mais cela ne signifie pas que nous ignorons tous les lieux de fragilité de la proposition que nous
avons faite. Toujours dans l’esprit de revisiter notre problématique initiale, nous concluons cette
thèse sur ces fragilités.

6.5.1 Retour sur la complexité
Au travers des exemples de mise en œuvre sur des échangeurs, la résolution statistique n’a a priori
pas posé de difficultés de convergence. A ce titre, on peut imaginer mettre dès aujourd’hui ces
éléments à la disposition de la communauté de recherche sur les échangeurs thermiques. Cepen-
dant, si les échangeurs sont conçus pour l’efficacité des échanges et ont donc la particularité de
n’être "thermiquement pas trop épais", c’est-à-dire que nos marcheurs sortent assez rapidement
du domaine (voir le chapitre 5), ce n’est pas le cas de tous les systèmes où se rencontre le besoin
de simuler conduction, convection et rayonnement en géométrie complexe.

Nous avons déjà mentionné dans le chapitre 2 l’exemple d’un sol lunaire composé d’un assem-
blage d’un grand nombre de grains où la famille d’algorithmes que nous travaillons rencontre de
véritables limites en termes de temps de calcul. On retrouve les mêmes problèmes que ceux de
la littérature du rayonnement en milieu diffusant optiquement épais : les marcheurs mettent un
temps trop important à atteindre les limites du domaine pour que la méthode de Monte Carlo
soit praticable. La courbe du chapitre 4 montrant l’insensibilité du temps de calcul au nombre de
pores n’est donc pas illustrative de la réalité pratique dans de tels contextes : elle ne vaut que pour
les types d’échangeurs que nous avons étudiés.

Une autre source de difficulté, qui n’a rien à voir avec le niveau de complexité géométrique,
est la présence de forts écarts de conductivité thermique, ou plus généralement la présence de
parties du système tellement favorables au transfert de la chaleur (tellement conductives pour les
parties solides) que nos marcheurs finissent "piégés" dans ces parties du système : la marche peut
être extrêmement longue en leur sein avant de finir par sortir. Sur certaines situations de blocs
métalliques entourés de matériaux beaucoup moins conducteurs, les tests sur le code Stardis ont
identifié des configurations tout à fait pathologiques où les marcheurs ne ressortent "plus" du
métal dès qu’ils l’ont pénétré, ou en ressortent au bout de temps de calcul inacceptables. Bien sûr,
dans de tels cas il est toujours possible de changer de modèle thermique et de poser que le solide
est isotherme (c’est ce que traduit la longueur extrême des marches en leur sein). Mais de tels
changements de modèle sont handicapants dans un contexte d’ingénierie car ils obligent souvent
à une phase coûteuse de validation externe, alors que justement les méthodes de Monte Carlo
sont au contraire souvent envisagées comme permettant précisément ce type de validations.
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Il y a donc encore de nombreuses questions ouvertes concernant la gestion de la complexité
géométrique et phénoménologique d’un système thermique par la méthode de Monte Carlo et
ces questions ne sont pas à l’interface physique-informatique que nous avons explorée principale-
ment. Elles relèvent de la seule modélisation physique à base d’espaces de chemins à des limites
encore peu explorées.

6.5.2 Des marches advecto-diffusives

Une marche advecto-diffusive a été proposée dans le cadre de cette thèse en partant de l’ins-
piration du schéma exponentiel proposé par Patankar [Patankar1980], mais aussi de la marche
conductive précédemment proposée pour résoudre la conduction en géométrie complexe par
le biais du lancer du rayon. Tandis que cette dernière permet la résolution des transferts ther-
miques en géométrie complexe, notre proposition s’est restreinte à la question des problèmes
stationnaires.

Bien qu’une ébauche de construction d’une telle marche instationnaire soit présente en annexe
A.2 en s’inspirant une fois de plus de ce qui a été établi en conduction, un recul théorique pro-
fond semble indispensable avant de produire une quelconque proposition à ce sujet. En effet,
la question du transport advecto-diffusif instationnaire nécessite d’ouvrir un ensemble de rai-
sonnements dont notamment l’advection de motifs ou la diffusion numérique. Le terrain pour
aborder cette question semble aujourd’hui prêt et de futurs travaux ne manqueront certainement
pas de s’y intéresser, mais étant donnée la largeur de la littérature du domaine, on peut raison-
nablement imaginer que sa déclinaison en termes statistiques ne sera pas une tâche anodine. Il
suffit de commencer à imaginer ce que pourrait être une version en marche aléatoire des sché-
mas de type limiteur de flux, par exemple, pour s’en convaincre. En tout cas, nous retenons que
notre proposition est limitée au régime stationnaire et que l’extension à l’instationnaire n’est pas
immédiate.

Nous devons aussi mentionner une autre faiblesse, plus conceptuelle, de notre travail sur les
marches diffusives et advecto-diffusives. Depuis le départ, nous avons choisi d’imposer que
nos marches soient compatibles avec le lancer de rayon. La raison était que les algorithmes
permettant d’accélérer l’interrogation d’une donnée géométrique complexe avaient été conçus
par des chercheurs en informatique graphique qui partaient du lancer de rayon.

Mais une avancée numérique vient d’être rapportée récemment par la même communauté qui
permet aujourd’hui un accès accéléré à la distance à la plus proche paroi. Cette avancée a été
annoncée et publiée lors de la Embree v3.6.0 Release du 20 août 2019 dans laquelle le "support
for point queries" est implémenté pour la première fois dans la librairie. Les algorithmes corres-
pondants sont même déjà implémentés dans la v0.9 de la bibliothèque Star-Engine que nous
utilisons.

Est-ce que cette nouvelle avancée remet en cause la pertinence de nos choix? Partiellement
oui, en ce qui concerne la conduction dans les parties solides homogènes. En effet, pour cette
dernière, la mise en œuvre de Walk on Sphere sur la plus grande sphère englobante est donc
maintenant envisageable, et permettrait de réduire le nombre de pas nécessaire pour atteindre
la paroi. Cependant, des travaux en cours semblent montrer que les bénéfices ne sont pas aussi
immédiats que l’on pourrait l’imaginer, on peut aujourd’hui combiner Walk on Sphere et géométrie
complexe de façon beaucoup plus directe et envisager des marches sur des sphères de plus grande
taille. Bien sûr, les bénéfices attendus sont moins importants sur la partie fluide où nous devons
de toute façon adapter le pas de la marche à l’échelle des hétérogénéités du champ de vitesse.
Mais quoi qu’il en soit, le paysage informatique a changé et certaines de nos affirmations de début
de recherche sont certainement à revisiter.
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6.5.3 Fondements théoriques des chemins en thermique
couplée

Au début du travail réalisé pendant ces trois années, les algorithmes dont nous nous inspirions
étaient systématiquement pensés et décrits en espace de chemins, selon un intuitif inspiré du
travail de Feynmann et Kac. Mais, presque par opposition, le formalisme théorique qui justifiait
ces algorithmes rigoureusement reposait quant à lui sur les fonctions de Green. Bien que cette
première étape théorique ait permis de fonder un travail mené sur le propagateur du système
thermique complet, en intégrant les couplages entre modes de transfert et les découpages géomé-
triques, les chemins n’apparaissaient que de façon assez indirecte à travers un vocabulaire tel que
"échantillonnage de la fonction de Green" ou "échantillonnage du propagateur" qui convenait
bien en termes algorithmiques, notamment pour construire un Monte Carlo à partir de schémas
numériques déterministes existants, mais qui ne suffisait pas à définir le concept de chemin en
thermique couplée de façon complète. L’édifice restait fragile.

A travers un ensemble de réflexions que nous avons tenté d’illustrer dans le chapitre 3, il a été pos-
sible de commencer à se ré-approprier les idées de Feynman-Kac plus en profondeur, d’explorer
la littérature de physique et de mathématique correspondante jusqu’à un premier niveau qui nous
permet aujourd’hui de mieux cerner les limites du cadre théorique que nous essayons de mettre en
place. Nous sommes par exemple capable d’assurer complètement les fondements des simulations
Monte Carlo exactes du chapitre 3. Cela ne signifie pas seulement que nous pouvons prouver
que les simulations sont exactes : nous le pouvions déjà, d’une façon très traditionnelle dans la
littérature de Physique, en partant de la théorie de Green et en la traduisant dans le formalisme
intégral de Monte Carlo. Mais maintenant nous pouvons aussi définir complètement les chemins
que nous utilisons dans le cadre théorique des processus stochastiques, et notamment les voir
comme des successions de sous-chemins existant chacun dans une littérature dédiée.

Au-delà de ces exemples simples, beaucoup de travail reste à faire si nous souhaitons pouvoir
combiner avec plus de souplesse notre littérature de thermique usuelle, et la partie de la littérature
mathématique sur les processus stochastiques qui tente de répondre aux questions voisines des
nôtres.
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ANNEXE A

Plus loin dans la construction
des chemins conducto-advectifs
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A.1 Le cas de l’orthogonalité vitesse - gradient
de température

L’exemple de l’écoulement de Couette
L’écoulement de Couette est un cas d’étude académique couramment étudié. Ce cas de référence
de mécanique des fluides traite le cas de l’écoulement d’un fluide visqueux entre deux surfaces
planes, dont l’une est en mouvement par rapport à l’autre. Dans cette brève étude, on rajoutera en
plus des conditions de température différentes sur ces deux surfaces.

On notera λ la conductivité thermique du fluide, et µ sa viscosité dynamique.

Analytique
Par un simple bilan de masse et d’énergie, la solution de ce problème 1D est bien connue [Bur-
meister1993] : l’écoulement est linéaire, et le bilan d’énergie mène à l’équation A.1 ci-dessous.

T2

T1

V

v (y)
L T (y)

FIGURE A.1 – Illustration du profil de vitesse v et de température T dans un écoulement de
Couette au régime stationnaire en présence de termes sources visqueux.
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d 2T

d y2 =−µ
λ

(
du(y)

d y

)2

(A.1)

La vitesse v étant linéaire, le terme de droite est constant, et la solution de T est parabolique (cf
figure A.1).

Formulation intégrale par les différences finies
La solution de l’équation A.1 peut être directement approchée sous la forme d’une espérance

par une discrétisation de l’espace, ce qui suppose que la valeur du terme source δ2

2
µ
λ

(
d v
d y

)2
est

localement constante devant le pas d’espace δ, ce qui est ici exact.

T (x, t ) ≈ 1

2
(T (x −δ, t )+T (x +δ, t ))+ δ2

2

µ

λ

(
d v

d y

)2

(A.2)

Monte Carlo sur schéma
L’équation A.2 peut alors être résolue par la méthode de Monte Carlo, par exemple avec l’algo-
rithme A.1 qui consiste à réaliser une marche isotrope 1D au cours de laquelle le terme source est
accumulé lors de chaque pas, puis ajouté à la température de bord en fin de marche.

Algorithme A.1 : Algorithme de Monte Carlo du calcul de la température T au point y au régime
stationnaire dans une section [0,L] en présence d’un champ de vitesse v(y) orthogonal au
gradient de température.

N le nombre d’itérations choisi
r ng un générateur de nombres aléatoires
pour i = 1 → N faire

y ′ = y
sources = 0
SORT I E = 0
tant que SORTIE=0 faire

sources = sources+ δ2

2
µ
λ

(
d v
d y (y ′)

)2

si r ng < 0.5 alors
y ′ = y ′−δ

sinon
y ′ = y ′+δ

fin
si y = 0 ou y = L alors

Wi = T (y ′)+ sour ces
SORT I E = 1

fin
fin

fin
T (y) ≈ 1

N

∑
Wi
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A.2 Chemins conducto-advectifs instationnaires
LetΩS be a motionless solid domain of boundary ∂ΩS andΩF an adjacent fluid domain of boun-
dary ∂ΩF . In such a system, thermal transport takes place throughout three distinct modes :
conduction, advection, and radiation. Whilst both conduction and radiation may theoretically
happen anywhere, advection is confined to the fluid. Given that : (i) both densities ρ, heat ca-
pacities C , and conductivities λ, are homogeneous; (ii) the fluid flow velocity u is known and
independent of temperature; (iii) the solid is an opaque black body; (iv) the fluid is transparent ;
(v) radiation is stationnary and linearized around a reference temperature Tr e f , which defines
a surface radiative heat transfer coefficient hR = 4σTr e f

3 ; the heat transfer can be modeled as
equations {A.3, A.4, A.5, A.6, A.7, A.8} where S are the volume sources, n is the unit normal vector
at the solid-fluid interface pointing towards the fluid, σ is the Stefan-Boltzmann constant, and Ll

is the luminance such that every radiative source term is linearized around Tr e f .


ρSCS∂t T =λS∆T +S, x ∈ΩS , t > 0

ρF CF∂t T =−∇∇∇.(−λF∇∇∇T +ρF CF uT )+S, x ∈ΩF , t > 0

cu.∇∇∇Ll (x ,u) = 0, x ∈ΩF , t > 0

(A.3)

(A.4)

(A.5)
λS∇∇∇T (y).n =−λF∇∇∇T (y).n +hR (T (y)−TR (y)), y ∈ ∂ΩS ∩∂ΩF , t > 0

TR (y) = 1

σTr e f
3

∫
2π

|u.n|Ll (y ,u)dω(u), y ∈ ∂ΩS ∩∂ΩF , t > 0

T (x ,0) = T0(x), x ∈ΩS ∪ΩF

(A.6)

(A.7)

(A.8)

A.2.1 Heat transfer and random process
The work of Feynmann and Kac in the 50’s [Kac1951] plays a key role in establishing the links
between parabollic partial differential equations such as (A.3), (A.4), and (A.5), and random
processes. Indeed, Feynmann-Kac’s formula settles that these equations can be rewritten as
expectancies of stochastic processes, which can be simulated by the sampling of random paths
spreading throughout the domain until they reach a boundary condition in time or space.

However, in the case of diffusive equations such as A.3 and A.4, the said stochastic process is
based on the Brownian motion, which is not always straightforward to simulate. In those cases,
established results on the densities of first passage in simple geometries may be used instead.

Radiative transfer will be discussed in section A.2.2 as it is compatible by nature with ray tracing.

Random Walk on Sphere for conduction

The historic Random Walk on Sphere (RWS) method proposed by Brown and rigorously justified
by Muler in [Muller1956] is one of such methods : it makes use of the position’s density of first
passage of a brownian motion starting from the center of a sphere for stationary state diffusion.
This distribution, which is also described by the harmonicity property of the laplacian operator,
can be written as equation A.9.

∆T = 0 ⇐⇒ T (x) =
∫

4π

1

4π
dω(v )T (x +δv ), x ∈Ω, δ6maxδ({S (δ)∩∂Ω} =;) (A.9)

About a decade later, Haji-Sheikh [HajiSheikh+1966] introduced a transient walk on sphere based
on equation A.10. This formulation describes the same walk on sphere, but paired with a sampling
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of time, such that the paths goes back in time as it moves. When the sampled time would go further
than the initial condition, a random position is sampled inside the sphere, at the initial time.

T (x , t ) =
∫ 1

0
a(τ)dτ

∫
4π

1

4π
dω(v ) [H (τ> t ).G0(x , t )+H (τ< t ).G(x +δv , t −τ)] ,

x ∈Ω, δ6maxδ({S (δ)∩∂Ω} =;)
(A.10)

with the following definitions :



a(τ) = 2
∞∑

k=1
(−1)k+1−k2π2α

δ2 exp

(
−k2π2ατ

δ2

)

G0(x , t ) =
∫

4π

1

4π
dω(v )

∫ 1

0
db(δ0)

(
T0(x +δ0v )+ δ2

0

6λ
S(x ,0)

)

b(δ0) = 2
∞∑

k=1
exp

(
−k2π2ατ

δ2

)(
1

kπ
sin(kπδ0)−δ0 cos(kπδ0)

)

G(x , t ) = T (x , t )+ δ2

6λ
S(x , t )

It turns out that the cumulative distribution function of a is known as the fourth Jacobi theta
function : ϑ4

(
0,exp

(
−π2ατ

δ2

))
Random Walk on Sphere for coupled advection and conduction
Recently, Sabelfeld [Sabelfeld2016] used the densities of first passage of a drifted brownian motion
in a sphere to extend the RWS method to coupled advection and diffusion for cathodolumines-
cence and electron beam induced current imaging. At the stationary state, for a homogeneous
velocity field, it was proven that the distribution of first passage positions in a sphere corresponds
to the von Mises-Fisher distribution. Equation A.11 shows how this distribution applies to equation
A.4 when the Z-axis coincides with the direction of the velocity. It can be noted that in the case
of a zero velocity field, this expression leads to equation A.9, and to a Dirac function centered on
u = v |u| at the limit of an infinite norm velocity field.

T (x , t ) =
∫ 4π

0
c(v |u)dω(v )T (x +δv ), x ∈Ω, δ6maxδ({S (δ)∩∂Ω} =;) (A.11)

with

c(v |u) = 1

4π

Pe
2

sinh
( Pe

2

) exp

(
Pe

2

u.v

|u|
)

where Pe = δ|u|
α .

This formulation was quickly extended to transient drift-diffusion-reaction problems in [Sabel-
feld2017], which leads to equation A.12 when applied to equation A.4. At the diffusive limit, this
formulation corresponds to equation A.10, without taking into account the initial condition.

T (x , t ) =
∫ ∞

0
d(τ)dτ

∫ 4π

0
c(v |u)dω(v )T (x +δv ), x ∈Ω, δ6maxδ({S (δ)∩∂Ω} =;) (A.12)

where c(v |u) is the same as in equation A.11 and
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d(τ) = 2
sinh

( Pe
2

)
Pe
2

∞∑
k=1

(−1)k+1 k2π2α

δ2 exp

(
−

(
k2π2α

δ2 + |u|2
4α

)
τ

)

A.2.2 A random walk compatible with ray tracing tools
Every formulation defined in section A.2.1 is based on the exact solution of equation A.3 or A.4.
However, all of those rest on the knowledge of the integrated sphere’s radius δ, which must be
inferior, or generally equal, to the minimum distance separating the position of interest from the
boundary. In the case of a complex geometry, this data is, by definition, not known, or at least
computation intensive. Moreover, a common technique used to allow a RWS method to land on a
boundary consists in thickening the actual position of the surface. In a multi-domain, multi-scale
geometry, such a trick raises many questions on the sizing of this thickening on the one hand, but
also on the generation and management of this surface data.

The current section presents a formulation for conduction and coupled advection and diffusion
which is also compatible with ray tracing tools.

Finite differences for conduction

Regarding conduction, equation A.3 can be discretized over an orthonormal basis (O,e1,e2,e3)
by an infinitesimal length δ, which leads to equation A.13 where α= λ

ρC and vi = (−1)i e⌊
i+1

2

⌋ (b c
being the floor function).

∂t T =−6
α

δ2

(
T (x , t )−

[
1

6

6∑
i=1

T (x +δvi , t )+ δ2

6λ
S(x , t )︸ ︷︷ ︸

F (x ,T )

])
(A.13)

Which can be solved analytically as equation A.14 introducing the Heaviside step function H

which is equal to 0 for negative arguments and 1 for positive ones.

T (x , t ) =
∫ ∞

0
6
α

δ2 e−6 α

δ2 τdτ [H (τ> t ).T0(x)+H (τ< t ).F (x , t −τ)] (A.14)

Given that the orthonormal basis (O,e1,e2,e3) is randomly sampled at each step in the case of
the finite difference scheme, both equation A.10 and equation A.14 give the same structure of
weights : F (x , t) = G(x , t). However, the sampling times of the random walks do not follow the

same densities. Indeed, whilst both distribution of times have the same mean value of δ2

6α , this
finite difference scheme tends to underestimate short times and over-estimate large ones (see
figure A.2). Given that both densities still share the same mean value, both formulations should
lead to close results for a high enough number of steps (usually around 20).

A Patankar’s scheme derivative for coupled advection and conduction

Patankar’s scheme [Patankar1980] is based on the analytical solution of equation A.4 in a 1D
homogenous media. In a local orthonormal basis (O,e1,e2,e3) chosen such that u = e1|u|, it leads
to equation A.15 where vi is defined in the same way as in equation A.13.

∂t T =−
(

4
α

δ2 + 2||v ||
δ(ePe −1)

+ ||v ||
δ︸ ︷︷ ︸

1
τP

)(
T (x , t )−

[
6∑

i=1
pi T (x +δvi , t )+ δ2

6λ
S(x , t )︸ ︷︷ ︸

H(x ,T )

])
(A.15)
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p1 = Pe ePe

Pe (ePe +1)+4(ePe −1)

p2 = Pe

Pe (ePe +1)+4(ePe −1)

p3 = p4 = p5 = p6 = (ePe −1)

Pe (ePe +1)+4(ePe −1)

Equation A.15 is then solved analytically as equation A.16.

T (x , t ) =
∫ ∞

0

1

τP
e

τ
τP dτ [H (τ> t ).T0(x)+H (τ< t ).H(x , t −τ)] (A.16)

A.3 Une construction du nombre de pas moyen
pour sortir d’une sphère

Cette section ne constitue pas une démonstration du nombre moyen de pas pour sortir d’une sphère,
qui est par ailleurs un élément bien établi dans la littérature. Cependant, elle propose de faire
émerger ce résultat à partir des éléments de la section précédente A.2.

Considérons un problème de diffusion pure dans une boule en n-dimensions de rayon r , à la
surface de laquelle la condition limite est de type Dirichlet (température connue).

Pour évaluer la température au centre de cette boule par un Walk on Sphere, on peut faire le
choix de choisir un pas δ= r , c’est-à-dire que la marche aléatoire s’arrête toujours en un seul pas.
Les formulations intégrales de la section A.2 établissent alors que le temps moyen de sortie est

τr = r 2

2nα où α est la diffusivité thermique (ici, ce temps dépend de la dimension du problème, par
opposition aux résultats précédents). Ce résultat établit qu’en moyenne, un mouvement brownien
partant du centre d’une sphère de rayon r atteint sa surphace en τr .
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Considérons maintenant que l’on souhaite résoudre ce même problème avec un WOS de pas
δ< r . Une fois de plus, on connaît le temps moyen que prend chacun de ces pas pour être réalisé :

τδ = δ2

2nα . Il est alors trivial de déterminer le nombre moyen Npas de pas que mettra cette marche
pour atteindre la surface :

Npas = τδ

τr
=

(
δ

r

)2

Attention, ce résultat attendu n’a de sens que s’il est effectivement possible de réaliser ce WOS
avec des sphères de pas δ< r , ce qui n’est en fait praticable sans approximations qu’aux limites
δ→ 0 et δ→ r .

Ce résultat connu est plus généralement obtenu par la distribution de Rayleigh, ou encore à partir
à partir de l’interprétation en fractales de Hausdorff du mouvement brownien pour δ→ 0.
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ANNEXE B

Ecrit collectif : le Papier
Thermique

Cette annexe est constituée d’extraits d’un écrit collectif de travail en l’état. Seuls les tableaux et
algorithmes référencés dans le chapitre 3 sont ici présentés. Sa diffusion intégrale est prévue sous
la forme d’un article. La compréhension de cette annexe et de l’écrit final peut être facilitée par
une lecture préalable du chapitre 3.
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Transient radiative, conductive and convective
heat-transfers in a single Monte Carlo algorithm

1. Introduction
Notations

DS : connex solid volume.
∂DS : boundary of DS .
DF : connex fluid volume.
∂DF : boundary of DF .
VF : volume of DF .
SF : surface of ∂DF .
(O, ~e1, ~e2, ~e3) : repère cartésien, orthonormé. ~x, ~xR, ~xG : vecteurs positions (défini à partir de
O) au sein de DS ou DF .
~y, ~yG : vecteurs position à la frontière entre DS et DF .
~n ≡ ~n(~y) : vecteur unitaire normal à la frontière en ~y, orienté vers le solide.
t, tG : temps.
tI : valeur du temps à l’instant initial.
ρ ≡ ρ(~x, t) : density (uniforme dans chaque domaine fluide, ≡ ρ(t)).
C ≡ C(~x, t) : specific heat capacity (uniforme dans chaque domaine fluide, ≡ C(t)).
θ ≡ θ(~x, t) : température (uniforme dans chaque domaine fluide, ≡ θ(t)).
θI ≡ θI(~x) : température à l’instant initial, ≡ θ(~x, tI) (uniforme dans chaque domaine fluide).
θF ≡ θF (~y, t) : température du fluide (pour un point à la frontière).
θS ≡ θS(~y, t) : température du solide (pour un point à la frontière).
θR ≡ θR(~x, t) : radiative temperature.
ζ ≡ ζ(~x, t) : volumetric radiative heat transfer coefficient (uniforme dans chaque domaine fluide,
≡ ζ(t)).
h ≡ h(~y, t) : convective heat transfer coefficient d’échange (pour un point à la frontière).
φ ≡ φ(t) : volumetric flow rate.
θN ≡ θN (t) : temperature of the incoming fluid.
GS ≡ GS(~x, t; ~xG, tG) : fonction de Green du solide en ~x ∈ DS à t, pour une source en ~xG ∈ DS
à tG.
GF ≡ GF (t; tG) : fonction de Green du fluide à t, pour une source à tG.
GS,stat ≡ GS,stat(~x; ~xG) : fonction de Green du solide en régime stationnaire.

2. A transient coupled heat-transfer example
We consider a system constituted of solid and fluid connex domains, noted DS and DF
respectively, of boundary ∂DS and ∂DF (see Fig. 1). If the system includes several such domains,
we index them DS,1, DS,2, DS,3 ... and DF,1, DF,2, DF,3 ... but these indexes will be omitted
in the formal expressions, assuming that they are known without ambiguity. The heat transfer
modes are conduction/radiation in the solid, and convection/radiation in the fluid. Both the
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solid and the fluid are semi-transparent. In the solid, the density ρ, specific heat capacity C,
conductivity λ and absorption coefficient ka (as well as all other radiative properties) can be
heterogeneous but are independant of temperature. The fluid is assumed perfectly mixed in
each connex domain: ρ, C and ka are therefore homogeneous. They are also independent of
temperature. Convective heat transfer is resumed to

• a heat-exchange coefficient h representing the boundary layer at each location along the
solid boundary, and
• an incoming/outgoing flow of volumetric flow-rate φ.

According to this model, at any location ~y at the interface between the solid and the fluid,
the temperature is discontinuous. We note θS(~y, t) the solid-temperature and θF (~y, t) the
fluid-temperature. The convective parameters φ and h are independent of the fluid and solid
temperatures. The temperature θN (t) of the incoming flow is known at each time t. Radiation is
stationnary and is linearised around a reference temperature θref , defining a volumetric radiative
heat transfer coefficient ζ. Under the grey medium assumption ζ = 16kaσθ

3
ref , where σ is the

Stefan-Boltzmann constant. Its general expression is provided in Appendix A. The temperature
at any location ~x and time t is noted θ(~x, t). At an initial time tI this temperature field is known
and is noted θI , meaning that θ(~x, tI) = θI(~x). The resulting heat-transfer model is linear in
temperature:

~x ∈ DS , t ∈ [tI ,+∞[ : ρC
∂θ

∂t
= −~∇.

(
−λ~∇θ

)
+ ζ(θR − θ)

~x ∈ DS , t = tI : θ = θI

~x ≡ ~y ∈ ∂DS , t ∈ [tI ,+∞[ : −λ~∇θ.~n = h(θF − θ)





solid (1)

~x ∈ DF , t ∈ [tI ,+∞[ : ρCVF
∂θ

∂t
= ρCφ(θN − θ) + ζ

∫

DF

(θR(~xR, t)− θ)d~xR

+

∫

∂DS

h(~yC , t)(θS(~yC , t)− θ)d~yC

~x ∈ DF , t = tI : θ = θI





fluid

(2)

~x ∈ DS ∪ DF , t ∈ [tI ,+∞[ : θR =

∫

DΓ

pΓ(γ)dγ θ(~xγ , t)

}
solid or fluid (3)

where ~n is the unit normal at the solid-fluid interface, heading toward the solid. The radiative
temperature θR(~x, t) is defined using the space DΓ of all radiative-paths γ corresponding to
photons emitted at location ~x and time t, until their absorption at ~xγ . The probability density
pΓ(γ) of path γ reflects the statistical pictures associated to the radiative transfer equation and
θR is simply the average value of the temperature at absorption locations (see Appendix A).

As the problem is linear, its general solution can be expressed using an integral formulation
involving Green functions. For the solid, the Green function GS from (~xG, tG) to (~x, t) is defined
the following way:

~x ∈ DS , t ∈ [tG,+∞[ : ρC
∂GS
∂t

= −~∇.
(
−λ~∇GS

)
− ζGS + δX(~x− ~xG)δT (t− tG)

~x ≡ ~y ∈ ∂DS , t ∈ [tG,+∞[ : −λ~∇GS .~n = −hGS
~x ∈ DS , t ∈]−∞, tG[ : GS = 0





(4)

Ecrit collectif : le Papier Thermique

153



Similarly for the fluid, the Green function GF from (~xG, tG) to (~x, t) is defined as follows. Only
the temporal propagation is adressed because the fluid is homogeneous:

t ∈ [tG,+∞[ : ρCVF
∂GF
∂t

= −
(
ρCφ + ζVF +

∫

∂DV

h(~y, t)d~y

)
GF + δT (t− tG)

t ∈]−∞, tG[ : GF = 0





(5)

These Green functions allow to write the exact solution of our transient coupled heat transfer
problem under an integral form. At time t, for a location ~x within the solid,

~x ∈ DS , t ∈ [tI ,+∞[ : θ(~x, t) =

∫

DS

d~xI GS(~x, t; ~xI , tI)ρ(~xI , tI)C(~xI , tI) θI(~xI)

+

∫

DS

d~xR

∫ t

tI

dtR GS(~x, t; ~xR, tR) ζ(~xR, tR)θR(~xR, tR)

+

∫

∂DS

d~yC

∫ t

tI

dtC GS(~x, t; ~yC , tC)h(~yC , tC) θF (~yC , tC)

(6)

At time t, within the fluid (the solution is the same at all locations),

~x ∈ DF , t ∈ [tI ,+∞[ : θ(~x, t) = GF (t; tI)ρ(tI)C(tI)VF θI(~x)

+

∫ t

tI

dtR GF (t; tR)ζ(tR)

∫

DF

θR(~xR, tR)d~xR

+

∫ t

tI

dtC GF (t; tC)

∫

∂DF

h(~yC , tC)θS(~yC , tC)d~yC

+

∫ t

tI

dtN GF (t; tN )ρ(tN )C(tN )φ(tN )θN (tN )

(7)

where VF is the volume of DF . These two equations, together with Eq. 3, provide a vector
Fredholm expression for θ within the solid, θ within the fluid and θR at all locations:

• the solid temperature of Eq. 6 involves the fluid temperature θF at ~yC and the radiative
temperature θR at ~xR;
• the fluid temperature of Eq. 7 involves the solid temperature θS at ~yC and the radiative

temperature θR at ~xR;
• the radiative temperature of Eq. 3 is expressed using the temperature at the absorption

location ~xγ , which may lie anywere in the system (all parts are semi-transparent), and
involves therefore both the solid and fluid temperatures.
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Figure 1: Fluid and solid domains.

Ecrit collectif : le Papier Thermique
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3. From the Green’s functions of seperate modes to a combined heat-transfer
Monte Carlo algorithm
In this section, we only introduce new notations for the very same integral formulations as those
of the preceeding section. These notations will allow a statistical interpretation: at a given
location ~x and time t, the temperature θ(~x, t) of the solid or the fluid, i.e. the exact solution of
the set of coupled equations 1,2,3, will be seen as the expectation of a random variable Θ(~x, t),

θ(~x, t) = E [Θ(~x, t)] (8)

this random variable being recursively defined using random paths, backward in time, accross
the system. The Monte Carlo algorithm then evaluates θ(~x, t) as the average of a large number
of Θ samples. We successively give the formal definition of each new quantity, associate it a
statistical picture, and give the resulting Monte Carlo algorithm, first without and then with
recursivity.

3.1. Radiation
Statistical translation of radiative heat transfer is very common. Equation 3 was already
interpreted in statistical terms with radiative paths of probability density pΓ and we only
introduce a corresponding random variable ~XΓ(~x, t) that represents the absorption location for
a radiative path Γ intitiated at (~x, t). The radiative temperature is then the expectation of the
temperature at the random location ~XΓ:

θR(~x, t) = E
[
θ
(
~XΓ(~x, t), t

)]
(9)

Figure 1 gives the corresponding Monte Carlo algorithm (for radiative transfer alone): it evaluates
θR using N sampled radiative-paths.

3.2. Statistical notations for conduction and convection
Let us note

PI =
GI
S with GI ≡




GI(~x, t) =

∫

DS

d~xI GS(~x, t; ~xI , tI)ρ(~xI , tI)C(~xI , tI) for solid

GI(t) = GF (t; tI)ρ(tI)C(tI)VF for fluid
(10)

PR =
GR
S with GR ≡





GR(~x, t) =

∫

DS

d~xR

∫ t

tI

dtR GS(~x, t; ~xR, tR)ζ(~xR, tR) for solid

GR(t) =

∫ t

tI

dtR GF (t; tR)ζ(tR)VF for fluid
(11)

PC =
GC
S with GC ≡





GC(~x, t) =

∫

∂DS

d~yC

∫ t

tI

dtC GS(~x, t; ~yC , tC)h(~yC , tC) for solid

GC(t) =

∫ t

tI

dtC GF (t; tC)

∫

∂DF

h(~yC , tC)d~yC for fluid

(12)

PN =
GN
S with GN ≡





GN (~x, t) = 0 for solid

GN (t) =

∫ t

tI

dtN GF (t; tN )ρ(tN )C(tN )φ(tN ) for fluid
(13)

where S = GI + GR + GC + GN . These definitions will be interpreted as probabilities that the
next path, backward in time within the solid or the fluid, ends

156



• at an initial condition for PI ,
• at a radiative source for PR,
• at a boundary layer for PC ,
• at an incoming flow for PN .

We associate to this set of probabilities a random vector (AI , AR, AC , AN ) that takes the values
(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0) or (0, 0, 0, 1) with probabilities PI , PR, PC and PN respectively
(an extended Bernoulli test). When randomly sampling a path, this vector will therefore hold
the information about the physics that ended the path.

The next definitions concern the paths themselves :

pI ≡




pI(~xI |~x, t) =

1

GI(t)
[GS(~x, t; ~xI , tI)ρ(~xI , tI)C(~xI , tI)] for solid

unused for fluid
(14)

pR ≡





pR(~xR, tR|~x, t) =
1

GR(t)
[GS(~x, t; ~xR, tR)ζ(~xR, tR)] for solid

pR(~xR, tR|~x, t) =
1

GR(t)
[GF (t; tR)ζ(tR)] for fluid

(15)

pC ≡





pC(~yC , tC |~x, t) =
1

GC(t)
[GS(~x, t; ~yC , tC)h(~yC , tC)] for solid

pC(~yC , tC |~x, t) =
1

GC(t)
[GF (t; tC)h(~yC , tC)] for fluid

(16)

pN ≡





unused for solid

pN (tN |~x, t) =
1

GN (t)
[GF (t; tN )ρ(tN )C(tN )φ(tN )] for fluid

(17)

These are probability-density functions and they all concern a path starting at (~x, t) :

• Knowing that the path ends at the initial condition, pI gives the distribution of the location
~xI at which the intial condition is reached. The associated random variable, that depends
on ~x and t, is noted ~XI(~x, t). As the fluid is homogeneous, ~XI is not required for the
fluid, but in order to unify the notations we still define it, imposing arbitrarily ~XI = ~x (i.e.
pI(~xI |~x, t) = δX(~xI − ~x)).
• Knowing that the path ends at a radiative source, pR gives the distribution of the location
~xR and time tR at which the radiative source is evaluated. The associated random variables,
that depend on ~x and t, are noted ~XR(~x, t) and TR(~x, t). Although the fluid is homogeneous,
~XR is still required in the fluid case: the incoming radiation is indeed not homogeneous (see
the term

∫
DF

θR(~xR, tR)d~xR in Eq. 7).
• Knowing that the path ends at a boundary-layer, pC gives the distribution of the location ~yC

(at the solid/fluid interface) and time tC of the path-end. The associated random variables,
that depend on ~x and t, are noted ~YC(~x, t) and TC(~x, t). Because ~YC is exactly at the
interface, we need to choose wether it belongs to the solid or the fluid. We choose the
solid, which means that θ(~YC , TC) = θS(~YC , TC). We also define an associated random
variable ~ZC , with the same coordinates as ~YC , but belonging to the fluid. We therefore
have θ(~ZC , TC) = θF (~ZC , TC) (see Figure 2). Although the model assumes that the fluid is
homogeneous, it is still required to deal with the ~ZC statistics: the exchange coefficient h
and the surface temperature θS may indeed not be identical at all locations at the interface
(see the term

∫
∂DF

h(~yC , tC)θS(~yC , tC)d~yC in Eq. 7).

Ecrit collectif : le Papier Thermique
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• Knowing that the path ends at an incoming flow, pN gives the distribution of the time tN
at which this incoming flow is reached. The associated random variable, that depends on ~x
and t, is noted TN (~x, t). It is not required for the solid.

There is one subtlety associated to the solid/fluid interface, and this is the reason why we
introduced two associated random variables ~YC and ~ZC , one belonging to the solid, the other to
the fluid. When a path reaches a boundary-layer, it is either coming from the solid or from the
fluid. If it comes from the solid (a conductive-path), the last step through the boundary-layer
makes it end within the fluid : ~ZC is retained. If the path comes from the fluid (a convective-
path), the last step through the boundary-layer makes it end at the solid boundary : ~YC is
retained. We resume this alternative using the following random variable

~XC :

{
~XC(~x, t) = ~ZC(~x, t) for a conductive-path reaching the boundary layer from the solid
~XC(~x, t) = ~YC(~x, t) for a convective-path reaching the boundary layer from the fluid

(18)

3.3. The Monte Carlo algorithm without recursivity for conduction and convection
Altogether, these notations allow us to rewrite Eqs. 6 and 7.

~x ∈ DS , t ∈ [tI ,+∞[ : θ(~x, t) = PI(~x, t)
∫

DS

d~xI pI(~xI |~x, t) θI(~xI)

+PR(~x, t)

∫

DS

d~xR

∫ t

tI

dtR pR(~xR, tR|~x, t) θR(~xR, tR)

+PC(~x, t)

∫

∂DS

d~zC

∫ t

tI

dtC pC(~zC , tC |~x, t) θF (~zC , tC)

(19)

~x ∈ DF , t ∈ [tI ,+∞[ : θ(~x, t) = PI(t) θI(~x)

+PR(t)

∫

DF

d~xR

∫ t

tI

dtR pR(~xR, tR|~x, t) θR(~xR, tR)

+PC(t)

∫

∂DF

d~yC

∫ t

tI

dtC pC(~yC , tC |~x, t) θS(~yC , tC)

+PN (t)

∫ t

tI

dtN pN (tN |~x, t) θN (tN )

(20)

It can be easily recognized that these two integrals are expectations of random temperatures :
discrete sums ponderated by probabilities P∗ and integrals ponderated by probability density
fonctions p∗. Using the above defined random variables AI , AR, AC , AN for P∗, and ~XI , ~XR,
TR, ~YC , TC , TN for p∗, they translate into

θ = E
[
AIθI( ~XI) +ARθR( ~XR, TR) +ACθF (~ZC , TC)

]
for solid (21)

θ = E
[
AIθI( ~XI) +ARθR( ~XR, TR) +ACθS(~YC , TC) +ANθN (TN )

]
for fluid (22)

Figures 2 and 3 provide the corresponding Monte Carlo algorithms. They use N sampled paths,
each starting at location ~x and time t, and their outputs are

• m : an estimator of θ(~x, t),
• s : an estimator of the uncertainty.
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sum = 0;
sumOfSquares = 0;
foreach radiative-path i in 1:N do

Sample a radiative-path γ as if a photon was emitted by the volume at (~x, t);
Get the location ~xγ at which the photon is absorbed (the end of the radiative-path);
w = θ(~xγ , t);
sum = sum+ w;
sumOfSquares = sumOfSquares+ w2;

end
m = sum

N ;

s = 1√
N

(
sumOfSquares

N −m2
)
;

Algorithm 1: The non-recursive algorithm evaluating the radiative temperature at
location ~x and time t. N radiative-paths γ are sampled, each starting at location ~x
and time t. The estimator m is the average of the solid or fluid temperatures θ(~xγ , t) at
~xγ (the end of path γ) and s is its statistical uncertainty.

sum = 0;
sumOfSquares = 0;
foreach conductive-path i in 1:N do

Sample the conductive-path through the solid according to GS ;
case aI = 1 (the conductive-path ends at an intial condition) do

Get the location ~xI of the path-end;
w = θI(~xI);

end
case aR = 1 (the conductive-path ends at a radiative source) do

Get the location ~xR of the path-end;
Get the time tR of the path-end;
w = θR(~xR, tR);

end
case aC = 1 (the conductive-path ends at a boundary-layer) do

Get the location ~zC of the path-end;
Get the time tC of the path-end;
w = θF (~zC , tC);

end
sum = sum+ w;
sumOfSquares = sumOfSquares+ w2;

end
m = sum

N ;

s = 1√
N

(
sumOfSquares

N −m2
)
;

Algorithm 2: The non-recursive algorithm evaluating the temperature at location ~x and
time t within the solid. N conductive-paths are sampled, starting at ~x, backward in time
from t. The estimator m is the average of temperature values found at the end of the path:
θI when nothing occurs before reaching the initial condition, θR if the conductive path is
interrupted in order to evaluate the radiative source, and θF if the conductive path ends
at a boundary layer. s is the statistical uncertainty associated to m.
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3.4. The full recursive algorithm
At this stage, we have obtained two Monte Carlo algorithms : one for the solid, one for the
fluid. If we include the Monte Carlo algorithm associated to radiative transfer (see Section 2
and Appendix A), altogether this makes three Monte Carlo algorithms. They each evaluate local
quantities, but they are separate : the coupling has not yet been adressed. And indeed θI and
θN are known quantities, but

• the algorithm for the solid requires the knowledge, at all times, of θR at all locations within
the solid and θF at all locations at the interface (i.e. the temperature θ of the flow allong
the solid),
• the algorithm for the fluid requires the knowledge, at all times, of θR at all locations within

the fluid and θS at all locations at the interface (i.e. the temperature θ at the surface of the
solid),
• the algorithm for radiative transfer requires the knowledge of θ at all times and all locations

(within the solid and within the fluid),

and all these quantities are unknown. So we need to justify theoretically how the algorithm for
the solid may call the algorithm for the fluid when θF is needed, how the algorithm for the fluid
may call the algorithm for the solid when θS is needed, how both may call the radiative transfer
algorithm when θR is needed, and finally how the radiative transfer algorithm may call one of
the two others when θ is needed. The overall resulting algorithm will then be fully recursive and
provide the exact solution of our initial coupled heat-transfer problem.

This final step is quite trivial. We first make use of the AN definition that imposes AN = 0
for the solid: this allows the very same formulation to be valid for both the solid and and the
fluid, despite of the fact that the incoming flow does not exist for the solid. We also make use of
the random variable ~XC defined in Sec. 3.2: ~XC ≡ ~YC ∈ ∂DF when reaching the boundary layer
from the fluid, ~XC ≡ ~ZC ∈ DF when reaching the boundary layer from the solid. This allows
us to replace both θS(~YC , TC) and θF (~YC , TC) by a unique expression: θ( ~XC , TC). Finally, we
replace θR with the expectation of Eq. 8. Altogether, Eq. 21, Eq. 22 and Eq. 8 can be gathered
into a single equation,

θ = E
[
AIθI( ~XI) +ARE

[
θ
(
~XΓ( ~XR, TR), TR

)]
+ACθ

(
~XC , TC

)
+ANθN (TN )

]
(23)

and using the law of total expectation (the expectation of an expectation is an expectation) we
get

θ = E
[
AIθI( ~XI) +ARθ

(
~XΓ( ~XR, TR), TR

)
+ACθ

(
~XC , TC

)
+ANθN (TN )

]
(24)

The coupling is here translated into the fact that θ (the solution) appears within the expectation.
It is therefore possible to replace these appearances by the expectation itself, reporting Eq. 24
into Eq. 24 in a recusrive manner. Then, using again the law of total expectation we can define
rigorously the random variable Θ that was our initial objective:

θ = E [Θ]

Θ = I θI( ~XI) +R Θ
(
~XΓ( ~XR, TR), TR

)
+ C Θ

(
~XC , TC

)
+ V θV (TV )

(25)

At this stage, it is usefull to rewrite all the dependencies in order to recall that the corresponding
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algorithm evaluates the temperature at a given location ~x and a given time t :

θ(~x, t) = E [Θ(~x, t)]

Θ(~x, t) = I~x,t θI( ~XI(~x, t))

+R~x,t Θ
(
~XΓ( ~XR(~x, t), TR(~x, t)), TR(~x, t)

)

+ C~x,t Θ
(
~XC(~x, t), TC(~x, t)

)

+ V ~x,t θV (TV (~x, t))

(26)

Equations 25 or 26 have been established rigorously, starting from our initial heat transfer
problem. θ(~x, t) = E [Θ(~x, t)] is therefore the exact solution of this initial problem. When
translating Eq. 25 into a Monte Carlo algorithm, i.e. replacing the expectation by the average
of N samples, we are therefore sure that the algorithm is unbiaised: if it converges, this will
be toward the exact solution. We detail this algorithmic translation in Fig. 4, but with some
practice the algorithm is easily readable in the equation itself:

• The expression for the random variable Θ includes Θ itself. This random variable is therefore
defined in a recursive manner. This recursivity reflects the fact that the coupling is made:
when the Monte Carlo algorithm requires an unknown temperature, it simply calls itself.
• As in the preceeding uncoupled examples, AI , AR, AC and AN are tests depending on the

type of ending for conductive-paths within the solid or convective-paths within the fluid.
• In each case, the capital letters X and T are respectively ramdom positions and random

times associated to a conductive-path, a convective-path or a radiative-path. Their sampling
consists in sampling one of these paths and retaining the position and time of the end of
the path.
• ~XΓ has a specific status: it is a function of the random variables ~XR and TR. This means that

when a radiative-path is sampled, this is always after the sampling of either a conductive-
path or a convective-path that ended at location ~XR and time TR.
• If ~x is within the solid, the first step in the Monte Carlo Algorithm consists in sampling a

conductive-path. If ~x is within the fluid, this first step is a convective-path. In both cases,
at the end of this path either the temperature is known and the algorithm stops, or the
temperature is unknown. In this last case, a new path is sampled to adress this unknown
temperature:
– if the unknown temperature is a solid temperature, the new path is a conductive-path

within the solid,
– if the unknown temperature is a fluid temperature, the new path is a convective-path

within the fluid,
– if the unknown temperature is a radiative temperature, the new path is a radiative-path

that may travel through both the solid and the fluid,
• The process is continued until one of the successively sampled paths ends at a location and

time for which the temperature is known.
• This succession of sampled conductive, convective or radiative-paths will be named a

recursive-path.

Up to now, boundary conditions were mentionned neither in the problem description of Sec. 2 nor
in the proposed algorithms. In Fig. 4, the algorithm includes the possibility of handling fixed-
temperature boundary-conditions via the conditions « if θ(~xγ , tR) is known » and « if θ(~xC , tC)
is known » leading to the end of the recursion. This simply means that the recursive-path is
stopped when it reaches a boundary at which the solid or fluid temperature is known. The
question of handling other types of boundary conditions will be discussed in Sec. 10.
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Figure 2: The temperature jump at the solid-fluid interface.
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sum = 0;
sumOfSquares = 0;
foreach convective-path i in 1:N do

Sample the convective-path through the fluid according to GF ;
case aI = 1 (the convective-path ends at an intial condition) do

w = θI(~xI);
end
case aR = 1 (the convective-path ends at a radiative source) do

Get the location ~xR of the path-end;
Get the time tR of the path-end;
w = θR(~xR, tR);

end
case aC = 1 (the convective-path ends at a boundary-layer) do

Get the location ~yC of the path-end;
Get the time tC of the path-end;
w = θS(~yC , tC);

end
case aN = 1 (the convective-path ends at an incoming flow) do

Get the time tN of the path-end;
w = θN (tN );

end
sum = sum+ w;
sumOfSquares = sumOfSquares+ w2;

end
m = sum

N ;

s = 1√
N

(
sumOfSquares

N −m2
)
;

Algorithm 3: The non-recursive algorithm evaluating the temperature at time t within
the fluid. N convective-paths are sampled backward in time from t. The estimator m is
the average of temperature values found at the end of the path: θI when nothing occurs
before reaching the initial condition, θR if the convective path is interrupted in order to
evaluate the radiative source, θS if the convective path ends at a boundary layer. s is the
statistical uncertainty associated to m.
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sum = 0;
sumOfSquares = 0;
foreach recursive-path i in 1:N do

Set recursion to true;
while recursion do

case ~x is within the solid do
Sample a conductive-path starting at (~x, t);

case ~x is within the fluid do
Sample a convective-path starting at (~x, t);

end
case aI = 1 (the path ends at an intial condition) do

Get the location ~xI of the end of the path;
Set recursion to false;

case aR = 1 (the path ends at a radiative source) do
Get the location ~xR and time tR of the end of the path;
Sample a radiative-path γ starting at location ~xR at time tR;
Get the location ~xγ of the end of the radiative-path;
if θ(~xγ , tR) is known then Set recursion to false;
else Set ~x = ~xγ and t = tR;

case aC = 1 (the path ends at a boundary-layer) do
Get the location ~xC and time tC of the end of the path;
~xC is exactely at the interface between the solid and the fluid interface :
case the path is a conductive-path do

Set ~xC as belonging to the fluid;
case the path is a convective-path do

Set ~xC as belonging to the solid;
end
if θ(~xC , tC) is known then Set recursion to false;
else Set ~x = ~xC and t = tC ;

case aN = 1 (the path ends at an incoming flow) do
Get the time tN of the end of the path;
Set recursion to false;

end
end
case aI = 1 do w = θI(~xI);
case aR = 1 do w = θ(~xγ , tR);
case aC = 1 do w = θ(~xC , tC);
case aN = 1 do w = θN (tN );
sum = sum+ w;
sumOfSquares = sumOfSquares+ w2;

end
m = sum

N ;

s = 1√
N

(
sumOfSquares

N −m2
)
;

Algorithm 4: The recursive algorithm evaluating the temperature at location ~x and time
t with a full conduction/convection/radiation coupling. ~x and t may be within the solid
or within the fluid. N recursive-paths are sampled, starting at ~x, backward in time from
t. The estimator is m and s is its statistical uncertainty.
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4. Defining the combined heat-transfer paths with a Feynman-Kac approach
5. Illustration with academic examples
6. Scalling up examples
7. Sampling procedures
8. Exact simulation examples
All the simulation examples provided in this section make use of the generic algorithm
established in Secs. 3, and of the exact-sampling algorithms of Sec. 7, and Appendix B.
The corresponding results can therefore be considered as the exact solutions of our initial
model (Sec. 2), remembering that in the Monte Carlo context, “exact” means that uncertainty
associated with the non-infinite number of sampled-paths is quantified. Despite of this systematic
uncertainty-measure, we will still make comparisons with analytical or numerical solutions, when
available, in order to validate the computer implementation of the algorithms. For each of the
presented example-simulations, we will provide two figures and a table: a figure illustrating the
configuration and briefly describing the sampled paths, one illustrating the simulation results
graphically, and a table listing the simulation results numerically. The algorithms will be recalled
in the captions of the results-figures. Analytical solutions are provided in Appendix C.

The results of this section will be used in Sec. 9 to validate the approximate-sampling
algorithms devoted to complex geometries.

8.1. Conduction/radiation: uniform-infinite solid
The first example, labeled sinus, is an infinite solid with λ, ρ, C, ζ and all radiative properties
uniform and constant. The initial temperature condition is sinusoidal :

θI(~x) = θ0 + ∆θ0 sin

(
2π
~x · ~ω1

L1

)
sin

(
2π
~x · ~ω2

L2

)
sin

(
2π
~x · ~ω3

L3

)
(27)

The three vectors ~ω1, ~ω2 and ~ω3 are unit vectors forming an othonormal basis. There is one
periodicity length per direction, noted L1, L2 and L3. Starting from this initial condition, the
transient coupling of conduction and radiation leads to a decrease of the amplitude, but the
sinusoidal shape (period and phase) remains identical at all times. An analytical solution is
available in all cases provided that scattering is isotropic (see Appendix C).

The configuration is illustrated in Fig. 3. The simulations have been held with the parameter
values of Table 1. Results are displayed numerically in Table 2. Fig. 4 illustrates cases 3 and
4 for which no analytical solution is known, but for the asymptotical solutions of the thin and
thick limits.

8.2. Conduction/radiation: rectangular-parallelepiped solid with Dirichlet boundary conditions
In the examples labeled box-Dirichlet-sinus and box-Dirichlet-linear, a homogeneous rectangular-
parallelepiped solid is considered (λ, ρ, C and ζ and all radiative properties uniform and
constant). The parallelepiped is centered on O and its edges are parallel to three orthonormal
unit vectors of an othonormal basis (~e1, ~e2, ~e3). The edge-lengths are noted (H1, H2, H3). The
surface-temperature and the incoming radiation are known at the boundary. They can vary in
time and space.

The spatio-temporal variation of the boundary condition allows us to reproduce the example
of the preceeding section: we use the same initial condition as that of sinus,

θI(~x) = θ0 + ∆θ0 sin

(
2π
~x · ~ω1

L1

)
sin

(
2π
~x · ~ω2

L2

)
sin

(
2π
~x · ~ω3

L3

)
(28)

and at each time t > tI and each location ~y on the boundary of the rectangular-parallelepiped
we impose the exact solution of sinus (when available, see Appendix C),

θS(~y, t) = θsinus(~y, t) (29)
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Figure 3: 2D slice of the initial condition θI(~x) for the sinus example for a set of directions
( ~ω1, ~ω2, ~ω3) such that ~ω3 = ~e3. In the box-Dirichlet-sinus example, the same medium is truncated
in (−H1

2 ,
H1
2 ,−H2

2 ,
H2
2 ,−H3

2 ,
H3
2 ), and the sinus example solution field is kept outside the box as

the boundary condition.

L2
L1

L3
L1

case 1 1 1
case 2 10 10

(a) Isotropic scattering

L2
L1

L3
L1

kaL1 ksL1
ζL2

1
λ

case 3 1 1 1 5 1
case 4 1 1 1 100 1000

(b) Anisotropic scattering (g = 0.8)

Table 1: Parameter values for sinus defining the different test cases. L2
L1

and L3
L1

are the ratios of
the periodicity lengths, kaL1 and ksL1 are the absorptive and diffusive optical thicknesses, g is
the asymmetrical coefficient, and ζL2

1
λ is the dimensionless ratio of radiation and conduction.

case ~x·~ω1
L1

t/τS
m−θ0
∆θ0

s
∆θ0

mref−θ0
∆θ0

N1% CT1%(µs)

1 0.1 1 0.218 0.004 0.216 1385 4283
1 0.2 1 0.352 0.004 0.350 1240 1903
1 0.25 1 0.365 0.003 0.368 1129 1701
1 0.3 1 0.347 0.003 0.350 1240 1756
1 0.4 1 0.219 0.004 0.216 1416 2044
1 0.25 0.1 0.906 0.001 0.905 11 16
1 0.25 0.3 0.741 0.002 0.741 330 426
1 0.25 0.5 0.608 0.003 0.607 683 849
1 0.25 0.7 0.498 0.003 0.497 977 1208
1 0.25 0.9 0.405 0.003 0.407 1098 1343
2 0.25 1 0.360 0.006 0.368 3600 4555
3 0.25 1 0.365 0.003 * 1273 1583
4 0.25 1 0.361 0.005 * 2182 269517

Table 2: Results of sinus using an exact-sampling of conducto-radiative paths. For all shown
results, ~x·~ω2

L2
= 0.25, ~x·~ω3

L3
= 0.25 and 10000 paths were sampled (left side of the table).

Algorithms: the general recursive algorithm of Alg. 4 (in which convection will never be activated)
together with the exact-sampling algorithms of Appendix B. Column 1 : case - cases as defined in
Table 1; column 2 : ~x·~ω1

L1
- dimensionless positions along ~ω1; column 3 : t/τS - dimensionless times

(see Appendix C for the expression of τS); column 4 : m−θ0
∆θ0

- dimensionless numerical results;
column 5 : s

∆θ0
- dimensionless uncertainties over m; column 6 : when available, dimensionless

analytical solutions (see Appendix C); column 7 : N1% - numbers of paths to be sampled in
order to reach s = 1

100∆θ0; column 8 : CT1%(µs) - computation times associated to N1% wih a
single-thread Intel(R) Core(TM) i3-4150 CPU @ 3.50GHz.
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Figure 4: Simulation resultm and uncertainty s (as errorbars) at t = 0.02 for sinus (see Appendix
C) using an exact-sampling of conducto-radiative paths (see Table 2 for the numerical values and
the numbers of sampled paths). Algorithms: the general recursive algorithm of Alg. 4 (in which
convection will never be activated) together with the exact-sampling algorithms of Appendix B.
When available, mref is the analytical solution provided in Appendix C.
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The corresponding simulation example is therefore a parallelepipedic extraction of the infinite-
domain sinus example (see Fig. 3). It is labeled box-Dirichlet-sinus.

With the same parallelepipedic configuration, we run a second example, labeled box-Dirichlet-
linear, that illustrates the behaviour of our algorithm at the stationnary limit. Note that when
adressing a stationnary solution, the only change in the algorithm is that the sampling of time
is no more required: the initial condition is pushed back in time to infinity and can never be
reached. We test this using the following linear temperature-field,

θlinear(~x) = θ0 + ∆θ1
~x · ~e1

H1
+ ∆θ2

~x · ~e2

H2
+ ∆θ3

~x · ~e3

H3
(30)

which is a stationnary solution of conduction coupled with radiation in a homogeneous infinite
domain, whatever the parameter values. The box-Dirichlet-linear example is a parallelepipedic
extraction of this infinite-domain solution, which we obtain by imposing

θS(~y) = θlinear(~y) (31)

at each location ~y on the boundary. We then check that we indeed recover θS(~x) = θlinear(~x) at
each location ~x within the parallelepiped.

As both the box-Dirichlet-sinus and box-Dirichlet-linear examples are extractions of infinite-
domain solutions, radiation at the boundary for each incomming direction must be identical to
that of the infinite-domain solution. To achieve this, when a radiative path reaches the boundary,
it is continued outside the parallelepiped until absorption, as if the domain was infinite.

The configuration and the two associated examples are illustrated in Fig. 5. The simulations
have been held with the parameter values of Tables 3 and 4. Results are displayed numerically
in Tables 5 and 6.
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A FAIRE

Figure 5: The box-Dirichlet-sinus and box-Dirichlet-linear examples.

H2
H1

H3
H1

kaH1 ksH1
ζH2

1
λ

L2
L1

L3
L1

α β γ

case 1 1 1 1 1 1 1 1 π
3

π
3

π
3

case 2 10 10 1 1 1 10 10 0 0 0

Table 3: Parameter values for box-Dirichlet-sinus defining the different test cases. For both
of these cases, scattering is kept isotropic. H2

H1
and H3

H1
are the ratios of the parallelepiped

edge-lengths, kaH1 and ksH1 are the absorptive and diffusive optical thicknesses, ζH2
1

λ is the
dimensionless ratio of radiation and conduction, L2

L1
and L3

L1
are the ratios of the periodicity

lengths, and α β and γ are the three Euler angles transforming (~e1, ~e2, ~e3) into (~ω1, ~ω2, ~ω3).

H2
H1

H3
H1

kaH1 ksH1 g ζH2
1

λ
∆θ2
∆θ1

∆θ3
∆θ1

case 1 1 1 1 1 0 0.01 1 1
case 2 1 1 1 1 0 1 1 1
case 3 10 10 1 1 0 1 1 1
case 4 1 1 1 5 0.8 1 2 3

Table 4: Parameter values for box-Dirichlet-linear defining the different test cases. H2
H1

and H3
H1

are the ratios of the parallelepiped edge-lengths, kaH1 and ksH1 are the absorptive and diffusive
optical thicknesses, ζH

2
1

λ is the dimensionless ratio of radiation and conduction, ∆θ2
∆θ1

and ∆θ3
∆θ1

are
the ratios of the variations of temperature in the cube along each direction of its basis.
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Figure 6: Simulation result m and uncertainty s (as errorbar) at kaL = 1, kdL = 100, ~x. ~ω2 = L2
4 ,

and ~x. ~ω3 = L3
4 , for sinus using an exact-sampling of conducto-radiative paths (see Table 2 for

the numerical values and the numbers of sampled paths). Algorithms: the general recursive
algorithm of Alg. 4 (in which convection will never be activated) together with the exact-sampling
algorithms of Appendix B. When available, mref is the analytical solution provided in Appendix
C.
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case ~x·~ω1
L1

t/τS
L1
H1

m−θ0
∆θ0

s
∆θ0

mref−θ0
∆θ0

N1% CT1%(ms)

1 0.1 1 0.1 0.215 0.004 0.216 1364 1362
1 0.2 1 0.1 0.354 0.003 0.350 1154 1154
1 0.25 1 0.1 0.367 0.003 0.368 1174 1174
1 0.3 1 0.1 0.350 0.003 0.350 1175 1169
1 0.4 1 0.1 0.215 0.004 0.216 1299 1295
1 0.25 0.1 0.1 0.906 0.001 0.905 28 27
1 0.25 0.3 0.1 0.738 0.002 0.741 379 377
1 0.25 0.5 0.1 0.612 0.003 0.607 633 631
1 0.25 0.7 0.1 0.497 0.003 0.497 907 904
1 0.25 0.9 0.1 0.403 0.003 0.407 1118 1116
2 0.1 1 1 0.210 0.006 0.216 3997 3162
2 0.2 1 1 0.348 0.006 0.350 2985 2528
2 0.25 1 1 0.359 0.005 0.368 2654 2048
2 0.3 1 1 0.351 0.005 0.350 2272 1720
2 0.4 1 1 0.217 0.004 0.216 1619 1184
2 0.25 0.1 1 0.905 0.001 0.905 162 120
2 0.25 0.3 1 0.747 0.003 0.741 1008 763
2 0.25 0.5 1 0.600 0.004 0.607 1709 1295
2 0.25 0.7 1 0.494 0.005 0.497 2242 1706
2 0.25 0.9 1 0.411 0.005 0.407 2483 1890

Table 5: Results of box-Dirichlet-sinus using an exact-sampling of conducto-radiative paths.
For all shown results, ~x·~ω2

L2
= 0.25, ~x·~ω3

L3
= 0.25 and 10000 paths were sampled (left side of the

table). Algorithms: the general recursive algorithm of Alg. 4 (in which convection will never be
activated) together with the exact-sampling algorithms of Appendix B. Column 1 : case - cases
as defined in Table 3; column 2 : ~x·~ω1

L1
- dimensionless positions along ~ω1; column 3 : t/τS -

dimensionless times (see Appendix C for the expression of τS); column 4 : m−θ0
∆θ0

- dimensionless
numerical results; column 5 : s

∆θ0
- dimensionless uncertainties over m; column 6 : dimensionless

analytical solutions (see Appendix C); column 7 : N1% - numbers of paths to be sampled in
order to reach s = 1

100∆θ0; column 8 : CT1%(µs) - computation times associated to N1% wih a
single-thread Intel(R) Core(TM) i3-4150 CPU @ 3.50GHz.
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case ~x·~ω1
L1

~x·~ω2
L2

~x·~ω3
L3

m−θ0
∆θ0

s
∆θ0

mref−θ0
∆θ0

N1% CT1%(ms)

1 0 0 0 0.001 0.006 0.000 3285 3121
1 0.2 0 0 0.198 0.005 0.200 2895 2935
1 0.4 0 0 0.403 0.004 0.400 1330 1215
1 0.49 0 0 0.490 0.001 0.490 50 45
1 0 0 0 0.006 0.006 0.000 3391 3206
1 0.2 0.2 0.2 0.598 0.005 0.600 2426 2793
1 0.4 0.4 0.4 1.200 0.002 1.200 450 384
1 0.49 0.49 0.49 1.470 0.000 1.470 * *
2 0 0 0 -0.008 0.006 0.000 3758 3669
2 0.2 0 0 0.202 0.006 0.200 3264 3387
2 0.4 0 0 0.396 0.004 0.400 1587 1462
2 0.49 0 0 0.492 0.001 0.490 249 220
2 0 0 0 0.001 0.006 0.000 3730 3609
2 0.2 0.2 0.2 0.597 0.005 0.600 2735 3178
2 0.4 0.4 0.4 1.198 0.002 1.200 297 253
2 0.49 0.49 0.49 1.470 0.000 1.470 * *
3 0.2 0.2 0.2 0.587 0.005 0.600 2422 2158
4 0.2 0.2 0.2 0.403 0.004 0.400 1420 1652

Table 6: Results of box-Dirichlet-linear using an exact-sampling of conducto-radiative paths.
For all shown results, 10000 paths were sampled (left side of the table). Algorithms: the general
recursive algorithm of Alg. 4 (in which convection will never be activated, and the initial condition
will never be reached) together with the exact-sampling algorithms of Appendix B. Column 1 :
case - cases as defined in Table 3; column 2 : ~x·~ω1

L1
- dimensionless positions along ~ω1; column 3 :

~x·~ω2
L2

- dimensionless positions along ~ω2; column 4 : ~x·~ω3
L3

- dimensionless positions along ~ω3; column
5 : m−θ0

∆θ0
- dimensionless numerical results; column 6 : s

∆θ0
- dimensionless uncertainties over m;

column 7 : dimensionless analytical solutions (see Appendix C); column 8 : N1% - numbers of
paths to be sampled in order to reach s = 1

100∆θ0; column 9 : CT1%(µs) - computation times
associated to N1% wih a single-thread Intel(R) Core(TM) i3-4150 CPU @ 3.50GHz.
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8.3. Conduction/convection/radiation: semi-infinite solids separated by a fluid
With the example labeled fluid-slab we test the implementation of a full conduc-
tion/convection/radiation transient coupling using exact-sampling algorithms. Two semi-infinite
homogeneous solids are facing each other and define a slab filled with a fluid. The properties λ,
ρ, C, ζ and all radiative properties are indexed 1 for the first solid, 2 for the fluid, and 3 for the
second solid. The convective heat transfer coefficient is noted h12 for the interface between the
first solid and the fluid, and h23 for the interface between the fluid and the second solid. The
first solid and the fluid are initially isothermal at temperature θ0; the second solid is isothermal
at temperature θ0 +∆θ0. Although this example is geometrically simple, analytical solutions are
only available in quite restricted limit-cases (see Appendix C).

The configuration is illustrated in Fig. 7. The simulations have been held with the parameter
values of Table 7. Results are displayed numerically in Table 8.

~y′ · ~ω1 = −3L1
4 ~y · ~ω1 = L1

4

semi-infinite solid
λ′, ρ′,C ′, ζ ′, k′a, k

′
d

semi-infinite solid
λ, ρ,C , ζ, ka, kd

fluid
ρF ,CF , ζF , kaF , kdF

~ω1

h′ h

ϕ

θN

Figure 7: The fluid-slab example.

8.4. Analysis of the simulation results
9. Approximate simulation examples
10. Limits and perspectives

Ecrit collectif : le Papier Thermique
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case Ψ τζS
ρC kaFL

φτF
VF

1 0.001 0 0 0
2 1 0 0 0
3 1000 0 0 0
4 1000 10 1 0
5 1000 10 0 0
6 1000 0 0 0.1
7 1000 0 0 0.9

Table 7: Parameter values for fluid-slab defining the different test cases. For clarity purpose,
the physical parameters of both semi-infinite media are equal in all cases, and there is no
radiative diffusion. Ψ = h

√
Dτ
λ with τ = ρFCFL

h is the dimensionless ratio of conduction and
convection, ka

√
Dτ and kafL are the optical thicknesses in the solids and fluid, and φτF

VF with
τF = ρCVF

ρCφ+ζVF +2h is the dimensionless ratio of volumetric flow rate in the fully coupled fluid. For
all cases, we consider a unit optical length in the solids : kaS

√
Dτ = 1
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case x√
Dτ

t
τ

m−θ0
∆θ

s
∆θ

mref−θ0
∆θ N1% CT1%(ms)

1 -1000.5 1 1.000 2.00e-04 1.000 * *
1 -100.5 1 0.999 2.45e-04 1.000 * *
1 0 1 0.438 4.96e-03 0.432 2470 332
1 100.5 1 0.000 2.00e-04 0.000 * *
1 1000.5 1 0.000 1.73e-04 0.000 * *
2 -1.5 1 0.823 3.82e-03 * 1383 51
2 -0.6 1 0.597 4.91e-03 * 2417 123
2 0 1 0.316 4.65e-03 * 2211 161
2 0.6 1 0.138 3.45e-03 * 981 50
2 1.5 1 0.046 2.10e-03 * 341 14
3 -0.501 1 0.522 5.00e-03 0.521 2492 84
3 -0.5001 1 0.055 2.28e-03 0.057 641 33
3 0 1 0.001 3.31e-04 0.000 * *
3 0.5001 1 0.001 3.16e-04 0.000 * *
3 0.501 1 0.000 1.41e-04 0.000 * *
4 -0.501 1 0.365 4.81e-03 * 2328 654
4 -0.5001 1 0.054 2.26e-03 * 515 49
4 0 1 0.001 3.74e-04 * * *
4 0.5001 1 0.008 8.96e-04 * * *
4 0.501 1 0.025 1.57e-03 * * *
5 -0.501 1 0.378 4.85e-03 * 2388 752
5 -0.5001 1 0.064 2.44e-03 * * *
5 0 1 0.002 4.12e-04 * * *
5 0.5001 1 0.033 1.79e-03 * 392 43
5 0.501 1 0.100 2.99e-03 * 805 242
6 -0.501 1 0.497 5.32e-03 * 2858 92
6 -0.5001 1 -0.015 2.84e-03 * * *
6 0 1 -0.077 1.56e-03 * 205 10
6 0.5001 1 -0.066 1.49e-03 * 176 9
6 0.501 1 -0.021 9.08e-04 * * *
7 -0.501 1 0.342 6.88e-03 * 4729 101
7 -0.5001 1 -0.305 3.22e-03 * 1168 16
7 0 1 -0.385 3.85e-05 * 36 0
7 0.5001 1 -0.363 8.92e-04 * 38 0
7 0.501 1 -0.180 1.92e-03 * 365 8

Table 8: Results of fluid-slab using an exact-sampling of conducto-convecto-radiative paths.
For all shown results, 10000 paths were sampled (left side of the table). Algorithms: the
general recursive algorithm of Alg. 4 together with the exact-sampling algorithms of Appendix
B. Column 1 : case - cases as defined in Table 7; column 2 : x√

Dτ
- dimensionless positions

(see Appendix C); column 3 : t
τ - dimensionless times (see Appendix C); column 4 : m−θ0

∆θ0
-

dimensionless numerical results; column 5 : s
∆θ0

- dimensionless uncertainties over m; column 6
: dimensionless analytical limit solutions for Ψ → 0 and Ψ → ∞ (see Appendix C); column 7
: N1% - numbers of paths to be sampled in order to reach s = 1

100∆θ0; column 8 : CT1%(µs)
- computation times associated to N1% wih a single-thread Intel(R) Core(TM) i3-4150 CPU
@ 3.50GHz. PS : * in column 6 stand for a lack of closeby limits or analytical solutions,
and in column 7-8 for a meaningless number of paths (typically equal to 2) and corresponding
computation time.

Ecrit collectif : le Papier Thermique
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RÉSUMÉ

Description en espaces de chemins et méthode de Monte Carlo pour les transferts thermiques
couplés dans les structures fluides et solides, une approche compatible avec l’informatique
graphique.

Les travaux présentés dans ce manuscrit abordent la thématique du couplage des transferts
thermiques. En particulier, ils s’inscrivent dans une réflexion actuelle autour de l’échantillonnage
de chemins aléatoires par la méthode de Monte Carlo. Ce choix est justifié par un souhait d’obtenir
des algorithmes ne présentant pas de contraintes sur la complexité des géométries étudiées. En
effet, l’utilisation conjointe de ce type d’approches statistiques et des outils d’accélération de la
synthèse d’image (grilles accélératrices) permet d’ores et déjà une résolution exacte du transfert
radiatif en géométrie quelconque. Pour les transferts thermiques de type diffusif, l’exactitude
des approches en espaces de chemins n’est atteignable que pour des configurations simples.
On choisit donc d’utiliser des chemins statistiques approchés pour rendre compte de ce type
de phénomènes thermiques dans des géométries quelconques. Parmi les choix disponibles, on
retiendra des espaces de chemins construits autour du lancer de rayon, qui permettront donc de
bénéficier de l’ensemble des avantages des outils développés par la communauté de l’informatique
graphique. Une preuve de concept de l’insensibilité du temps de calcul au nombre de pores de
la résolution thermique d’un échangeur poreux par l’utilisation de marches aléatoires conducto-
convecto-radiatives sera ainsi présentée. Au-delà de ce résultat, une analyse du comportement
de la méthode sur des échangeurs à canaux permettra de classifier des situations d’insensibilité,
ou pas, à la complexité des milieux poreux étudiés. La capacité à expliquer les limites de cette
insensibilité et le comportement de ce temps de calcul fera alors émerger un concept d’épaisseur
thermique homologue à la problématique de l’épaisseur optique en transfert radiatif.

MOTS-CLÉS : Méthode de Monte Carlo, Transferts thermiques, Couplage, Conduction, Advection, Rayonnement, Méca-
nique des fluides, Synthèse d’image

ABSTRACT

Paths description and Monte Carlo method for coupled heat transfer in fluid and solid struc-
tures, a computer graphics’ compatible approach

The present manuscript deals with the coupling of thermal heat transfers. More precisely, it
adresses this coupling by making use of the Monte Carlo method and the sampling of random paths.
This choice was made in the perspective of building algorithms that do not present constraints
regarding the complexity of the studied geometry. Indeed, the combined use of this kind of
statistical approaches, and acceleration tools coming from the image synthesis community, already
allowed for an exact resolution of radiative transfer in arbitrary geometries. Regarding diffusive
heat transfers, exact results using random paths are only achievable in academic configurations.
Thus, approximate random paths are commonly used to account for this kind of thermal transport.
Among the possible choices, we will use random paths built on ray tracing, therefore allowing
to benefit once again from all the advantages of the tools developed in computer graphics. A
proof of concept of the insensitivity of the computation time of the resolution of thermal transfers
in porous exchangers to the number of pores by making use of conducto-convecto-radiative
random paths will be presented. Beyond this result, an analysis of the behaviour of this method in
ducts heat exchangers will allow to clarify when this kind of insensitivity can indeed be observed.
This analysis will induce the concept of thermal thickness, by analogy with optical thickness for
radiative transfer.

KEYWORDS: Monte Carlo Method, Heat transfer, Combined, Conduction, Convection, Radiation, Fluid dynamics, Ray
tracing
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