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Sur la synthèse de lois de commande robuste et

intelligente pour le contrôle de drones convertibles de type

QTW

Khaled BENKHOUD

Résumé

Ces travaux de recherche portent sur la synthèse de lois de commande robuste et intel-
ligente pour le contrôle d’un drone convertible à ailes/rotors basculants QTW. Une formu-
lation multimodèle floue de type Takagi-Sugeno (T-S) a été adoptée pour la modélisation
du système complexe étudié. Face à la complexité de ces systèmes volants, la proposi-
tion de méthodes de commande avancée, permettant l’élaboration de lois de commande
robuste et performante tout en réduisant au mieux le temps de conception et les res-
sources de calcul des paramètres de réglage, constitue une préoccupation d’actualité dans
ce cadre. Pour mieux gérer cette complexité, deux méthodes de réglage et d’optimisation
des paramètres de commande sont proposées dans cette thèse.

Dans la première approche, le problème du choix de ces paramètres effectifs est contourné
via la reformulation sous forme des problèmes d’optimisation statique sous contraintes des
approches classiques de contrôle LQG, floue, prédictive MPC et non linéaire par Backs-
tepping. Le principe consiste à favoriser des indices de performance tels que les critères
ISE (Integral of Square Error) et MO (Maximum Overshoot) issus de la théorie de la
commande optimale sous diverses contraintes opérationnelles. Une deuxième approche
est proposée pour le réglage adaptatif en ligne des paramètres de la commande prédictive
MPC basée sur un algorithme métaheuristique d’optimisation dynamique à comportement
quantique (mQPSO). Cette dernière permet d’ajuster rapidement et avec une efficacité
remarquable les paramètres effectifs de la commande MPC en assurant la stabilité op-
timale des sous modèles locaux issus d’une formulation multimodèle floue de type T-S
(Takagi-Sugeno) du drone convertible QTW étudié.

Mots clés— drones convertibles QTW, modélisation floue Takagi-Sugeno, multi-
modèle, commande prédictive MPC, optimisation dynamique, métaheuristiques globales.



On the synthesis of robust and intelligent control laws for

the control of QTW convertible UAVs

Khaled BENKHOUD

Abstract

The research work presented in the present PhD thesis focuses on the design and
tuning of robust and intelligent control laws for a convertible Quad Tilt-Wings (QTW)
drone. A fuzzy Takagi-Sugeno (T-S) based formulation of the studied drone was adopted
for the modeling. Faced with the complexity of these flying systems, advanced linear and
nonlinear control methods, allowing less complex tuning algorithms and reduced design
time and resources, has been proposed and successfully applied to stabilize the attitude
and altitude dynamics of the drone. To better manage this complexity, two effective
control parameters’ tuning methods are proposed.

In the first approach, the parameters’ selection problem is investigated via the refor-
mulation in the form of static optimization problems under constraints of classical control
approaches such as LQG, fuzzy, predictive MPC and nonlinear Backstepping. The princi-
ple consists in favoring performance indices such as ISE (Integral of Square Error) and MO
(Maximum Overshoot) criteria derived from the theory of optimal control under various
operational constraints. A second systematic and efficient tuning approach is proposed for
the adaptive tuning of the predictive MPC parameters based on a dynamic metaheuris-
tic algorithm such as a quantum particle swarm optimization (mQPSO). Such an online
optimization algorithm makes an easy and systematic tuning of the main and effective
parameters of the well-known MPC control approach. High performance specifications
are satisfied and improved for the stabilization and tracking of the flight attitude and
altitude dynamics.

Keywords— convertible drones QTW, fuzzy Takagi-Sugeno modeling, MPC predic-
tive control, dynamic optimization, global metaheuristics.
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✸✳✷✳✹ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❙❖ à ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ◗✉❛♥t✐q✉❡ ◗P❙❖ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✸✳✷✳✹✳✶ ▲❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ◗P❙❖✲●▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼
✸✳✷✳✹✳✷ ▲❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ◗P❙❖✲❍P❉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✸✳✸ ❈♦♠♠❛♥❞❡ P■❉ à s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ✢♦✉❡ ❡t ré❣❧❛❣❡ ♣❛r P❙❖ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽



✈✐ ❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

✸✳✸✳✶ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽
✸✳✸✳✷ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✸✳✹ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ▲◗● à ré❣❧❛❣❡ ♣❛r ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵
✸✳✹✳✶ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵
✸✳✹✳✷ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

✸✳✺ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ▼P❈ à ré❣❧❛❣❡ ♣❛r ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻
✸✳✺✳✶ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻
✸✳✺✳✷ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✸✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✹ ❘é❣❧❛❣❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ✾✹
✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺
✹✳✷ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✹✳✷✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺
✹✳✷✳✷ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❙❖ ♠✉❧t✐✲❡ss❛✐♠s à ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉❛♥t✐q✉❡ ✿ ♠◗P❙❖ ✾✽

✹✳✷✳✷✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s ❡t ♥♦✉✈❡❧❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽
✹✳✷✳✷✳✷ ▼é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵
✹✳✷✳✷✳✸ ❚❡st ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵
✹✳✷✳✷✳✹ Ps❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠◗P❙❖ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✹✳✷✳✸ Pr✐♥❝✐♣❛✉① ❥❡✉① ❞❡ t❡st ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷
✹✳✷✳✸✳✶ ▼♦✈✐♥❣ P❡❛❦s ❇❡♥❝❤♠❛r❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷
✹✳✷✳✸✳✷ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉②♥❛♠✐❝ ❇❡♥❝❤♠❛r❦ ●❡♥❡r❛t♦r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✹✳✸ ❙tr❛té❣✐❡ ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❚❙▼P❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻
✹✳✹ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✹✳✹✳✶ ➱t✉❞❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵
✹✳✹✳✷ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✹✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✷✵

❆♥♥❡①❡s ✶✷✸

▲✐st❡ ❞❡s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ✶✷✾

❘é❢ér❡♥❝❡s ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ✶✸✶



❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

✶✳✶ Pr❡♠✐❡r ❞r♦♥❡ ❚❛r❣❡t ❝♦♥ç✉ ♣❛r ❆r❝❤✐❜❛❧❞ ▲♦✇ ❡♥ ✶✾✶✻ ✭▼✐❧❧s✱ ✷✵✶✾✮✳ ✳ ✳ ✳ ✸
✶✳✷ Pr♦t♦t②♣❡ ❍❡✇✐tt✲❙♣❡rr② ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❆✐r♣❧❛♥❡ s✉r s❛ ✈♦✐❡ ❞❡ ❧❛♥❝❡♠❡♥t ✭▼✉♥✲

s♦♥✱ ✶✾✽✽✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸
✶✳✸ Pr♦t♦t②♣❡ ❘◗✲✷ P✐♦♥❡❡r ❡♥ ✈♦❧ ✭▼✉♥s♦♥✱ ✶✾✾✺✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹
✶✳✹ Pr❡♠✐❡r ❞r♦♥❡ ❛❧❣ér✐❡♥ ❆▼❊▲ ✭♠❡♥❛❞❡❢❡♥s❡✳♥❡t✱ ✷✵✶✸✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹
✶✳✺ ❉r♦♥❡s ❞❡ t②♣❡ ▼❆▲❊ ✭◆♦♥❛♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺
✶✳✻ ❉r♦♥❡s ❞❡ t②♣❡ ❍❆▲❊ ✭❆✉st✐♥✱ ✷✵✶✵✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺
✶✳✼ ❉r♦♥❡s t❛❝t✐q✉❡s ❚❯❆❱ ✭❙❛❢r❛♥✱ ✷✵✶✹✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻
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✶✳✶✷ ▼♦❞❡s ❞✉ ✈♦❧ ❞❡ ❳❋❨✲✶ P❖●❖ ✭❑♦❡❤❧✱ ✷✵✶✷✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾
✶✳✶✸ ▼♦❞❡s ❞✉ ✈♦❧ ❞❡ ❱✲✷✷ ❖s♣r❡②✭❇♦❡✐♥❣✱ ✷✵✶✻✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵
✶✳✶✹ ❉r♦♥❡ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ ◗✉❛❞ t✐❧t ❲✐♥❣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵
✶✳✶✺ ▼♦❞❡s ❞❡ ✈♦❧ ❞✉ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ◗❚❲ ✿ ❤♦r✐③♦♥t❛❧✱ ✈❡rt✐❝❛❧ ❡t ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✶✷
✶✳✶✻ ❉✐✛ér❡♥ts ♠♦❞❡s ❞❡ ✈♦❧ ❞✉ ❞r♦♥❡ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ◗❚❲ ✭❇❡♥❑❤♦✉❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼✮✳ ✶✷
✶✳✶✼ ❈♦♦r❞♦♥♥é❡s ❡t r❡♣èr❡s ❛ér♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞✉ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ◗❚❲✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸
✶✳✶✽ ❋♦r❝❡s ❡①tér✐❡✉r❡s ❛❣✐ss❛♥t s✉r ❧❡ ❝♦r♣s ❞✉ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ◗❚❲✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺
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✶✳✷✵ ❙❝❤é♠❛ ❜❧♦❝s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ❞r♦♥❡ ◗❚❲✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵
✶✳✷✶ ❘é♣♦♥s❡s ❞✉ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥❛✐r❡ ❡t ♠♦❞è❧❡ ❚❙ ✿ ❛♥❣❧❡ ❞❡ r♦✉❧✐s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾
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✶✳✷✸ ❘é♣♦♥s❡s ❞✉ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥❛✐r❡ ❡t ♠♦❞è❧❡ ❚❙ ✿ ❛♥❣❧❡ ❞❡ t❛♥❣❛❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾
✶✳✷✹ ❊rr❡✉r θNL − θTS✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾
✶✳✷✺ ❘é♣♦♥s❡s ❞✉ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥❛✐r❡ ❡t ♠♦❞è❧❡ ❚❙ ✿ ❛♥❣❧❡ ❞❡ ❧❛❝❡t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵
✶✳✷✻ ❊rr❡✉r ψNL − ψTS✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✷✳✶ ❘é♣♦♥s❡s ✐♥❞✐❝✐❡❧❧❡s ❡♥ ❛tt✐t✉❞❡ ♣♦✉r ❧❛ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ▲◗ ❞✉ ❞r♦♥❡ ◗❚❲✳ ✳ ✳ ✸✻
✷✳✷ ❘é♣♦♥s❡s ✐♥❞✐❝✐❡❧❧❡s ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ▲◗ ❞✉ ❞r♦♥❡ ◗❚❲✳ ✳ ✳ ✸✻
✷✳✸ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣ à ❛❝t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞✉ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡

◗❚❲✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼
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✷✳✹ ❉②♥❛♠✐q✉❡s ❞✬❛tt✐t✉❞❡ ❡t ❞✬❛❧t✐t✉❞❡ st❛❜✐❧✐sé❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶
✷✳✺ ❙✐❣♥❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣ ♣♦✉r ❧❛ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶
✷✳✻ P♦s✐t✐♦♥s ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❡t tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❝♦♥trô❧é❡s ❞✉ ❞r♦♥❡ ◗❚❲✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷
✷✳✼ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷
✷✳✽ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ ♣♦✉rs✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣ ✐♥té❣r❛❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸
✷✳✾ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ♣♦✉rs✉✐t❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹
✷✳✶✵ P♦✉rs✉✐t❡ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❤é❧✐❝♦ï❞❛❧❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹
✷✳✶✶ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝✲

t✐✈❡ ▼P❈✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻
✷✳✶✷ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ♣❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✭❚❙▼P❈✮ ❛♣♣❧✐q✉é❡

❛✉ ❞r♦♥❡ ◗❚❲✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹
✷✳✶✸ ❊✛❡t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡

✜①é à Nc = 15✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻
✷✳✶✹ ❊✛❡t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥

✜①é à Np = 65✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻
✷✳✶✺ ❘é♣♦♥s❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♥♦♠✐♥❛❧ ✿ ❛♥❣❧❡s ❞✬❛tt✐t✉❞❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼
✷✳✶✻ ❘é♣♦♥s❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♥♦♠✐♥❛❧ ✿ ✈✐t❡ss❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼
✷✳✶✼ ❙✐❣♥❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛♣♣❧✐q✉és ❛✉ s②stè♠❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽
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✸✳✶ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❞❛♥s s♦♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷
✸✳✷ ❙tr✉❝t✉r❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❡ ❧❛ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ✢♦✉❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t❡✉rs P■❉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾
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✸✳✹ ❍✐st♦r✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s P❙❖ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✸✷✮✳ ✳ ✼✸
✸✳✺ ❙t❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞❡ r♦✉❧✐s✱ t❛♥❣❛❣❡ ❡t ❧❛❝❡t ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ◗❚❲✳ ✼✹
✸✳✻ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❝♦♠♣❛ré❡s ❞❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs ✢♦✉✱ ●❙✲P■❉ ✢♦✉ ❡t ●❙✲P■❉ ✢♦✉
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✸✳✽ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❝♦♠♣❛ré❡s ❞❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs ✢♦✉✱ ●❙✲P■❉ ✢♦✉ ❡t ●❙✲P■❉ ✢♦✉
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✸✳✾ ❘♦❜✉st❡ss❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞✬✉♥ ❞é❢❛✉t ❞❡ ✷✵✪ s✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ✳ ✳ ✼✽
✸✳✶✵ ❱❛r✐❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡s ❣❛✐♥s ❞✉ P■❉ ♣♦✉r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ r♦✉❧✐s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽
✸✳✶✶ ❱❛r✐❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡s ❣❛✐♥s ❞✉ P■❉ ♣♦✉r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ t❛♥❣❛❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾
✸✳✶✷ ❱❛r✐❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡s ❣❛✐♥s ❞✉ P■❉ ♣♦✉r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛❝❡t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾
✸✳✶✸ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ▲◗● à ré❣❧❛❣❡ ♣❛r ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵
✸✳✶✹ ❍✐st♦r✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✸✻✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸
✸✳✶✺ ❘é♣♦♥s❡s ✐♥❞✐❝✐❡❧❧❡s ❝♦♠♣❛ré❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ▲◗● ❛✈❡❝ ré❣❧❛❣❡ ♦♣t✐♠✐sé✳ ✽✹
✸✳✶✻ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❝♦♠♣❛ré❡s ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ▲◗●✲P❙❖✱ P■❉ ❡t

▲◗❘✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹
✸✳✶✼ ❘é❣❧❛❣❡ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ▼P❈ ♣♦✉r ❧❡ ❞r♦♥❡

◗❚❲✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼
✸✳✶✽ ❍✐st♦r✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✸✼✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽



❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s ✐①

✸✳✶✾ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❝♦♠♣❛ré❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ▼P❈ ❛✈❡❝ ré❣❧❛❣❡ ♦♣t✐♠✐sé ✿
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✸✳✶✸ ❚❛✐❧❧❡s ❞❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ✿ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✸✻✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷
✸✳✶✹ ❱❛❧❡✉rs ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦♣t✐♠❛✉① ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥

▲◗● s✉r ✷✵ ❡①é❝✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✸✻✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸
✸✳✶✺ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛❝❡t ❞❡ ψ (t)✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺
✸✳✶✻ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❛❧t✐t✉❞❡ ❞❡ z (t)✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺
✸✳✶✼ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ x (t)✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺
✸✳✶✽ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ y (t)✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺
✸✳✶✾ ❘és✉❧t❛ts ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s✉r ✸✵ ❡ss❛✐s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✸✼✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽
✸✳✷✵ ❱❛❧❡✉rs ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♦♣t✐♠❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ▼P❈ s✉r ✷✵

❡①é❝✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✸✼✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾
✸✳✷✶ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❝♦♠♣❛ré❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ▼P❈ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛✲

♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛❝❡t φ (t)✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾
✸✳✷✷ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❝♦♠♣❛ré❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ▼P❈ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛✲

♠✐q✉❡ ❞❡ t❛♥❣❛❣❡ θ (t)✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾
✸✳✷✸ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❝♦♠♣❛ré❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ▼P❈ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛✲

♠✐q✉❡ ❞❡ r♦✉❧✐s ψ (t)✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵



▲✐st❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ①✐

✸✳✷✹ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❝♦♠♣❛ré❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ▼P❈ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛✲
♠✐q✉❡ ❞✬❛❧t✐t✉❞❡ z (t)✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✹✳✶ ❋♦♥❝t✐♦♥s st❛t✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ t❡st ❞✉ ●❉❇●✳ ✳ ✶✵✺
✹✳✷ P❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♠◗P❙❖✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽
✹✳✸ P❛r❛♠ètr❡s ♦♣t✐♠❛✉① ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♠◗P❙❖✲❚❙▼P❈ ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ré❣✐♠❡

♣❡r♠❛♥❡♥t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽
✹✳✹ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ r♦✉❧✐s φ (t) ✶✶✸
✹✳✺ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ t❛♥❣❛❣❡ θ (t)✶✶✸
✹✳✻ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛❝❡t ψ (t) ✶✶✹



●❧♦ss❛✐r❡

❆❇❈ ❆♥t ❇❡❡ ❈♦❧♦♥②
❇▼■ ■♥é❣❛❧✐té✭s✮ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡✭s✮ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡✭s✮✭❇✐❧✐♥❡❛r ▼❛tr✐① ■♥❡q✉❛❧✐t②✮
❈❙❊ ➱♥❡r❣✐❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✭❈♦♥tr♦❧ ❙✐❣♥❛❧ ❊♥❡r❣②✮
❈❊❊ ➱♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❧✬❡✛♦rt ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✭❈♦♥tr♦❧ ❊✛♦rt ❊♥❡r❣②✮
❋P❙❖▼❆ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ P❛rt✐❝❧❡ ❙✇❛r♠ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ▼❡♠❡t✐❝ ❆❧❣♦r✐t❤♠
●❆ ●❡♥❡t✐❝ ❆❧❣♦r✐t❤♠
❍❆▲❊ ❍✐❣❤✲❆❧t✐t✉❞❡ ▲♦♥❣✲❊♥❞✉r❛♥❝❡
❍❙❆ ❍❛r♠♦♥② ❙❡❛r❝❤ ❆❧❣♦r✐t❤♠
❍❲ ❍❛r❞✇❛r❡
■❆❊ ■♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ❆❜s♦❧✉t❡ ❊rr♦r
■❙❊ ■♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ❙q✉❛r❡ ❊rr♦r
▲◗● ▲✐♥é❛✐r❡ ◗✉❛❞r❛t✐q✉❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡
▲▼■ ▲✐♥❡❛r ▼❛tr✐① ■♥❡q✉❛❧✐t✐❡s
▲❚■ ▲✐♥é❛✐r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ✭▲✐♥❡❛r ❚✐♠❡ ■♥✈❛r✐❛♥t✮
▼❆▲❊ ▼❡❞✐✉♠✲❆❧t✐t✉❞❡ ▲♦♥❣✲❊♥❞✉r❛♥❝❡
▼❆❱ ▼✐❝r♦ ❆❡r✐❛❧ ❱❡❤✐❝❧❡
▼■▼❖ ▼✉❧t✐✲❡♥tré❡s ♠✉❧t✐✲s♦rt✐❡s ✭▼✉❧t✐✲■♥♣✉t ▼✉❧t✐✲❖✉t♣✉t✮
▼❖ ▼❛①✐♠✉♠ ❖✈❡rs❤♦♦t
♠◗P❙❖ P❙❖ ♠✉❧t✐✲❡ss❛✐♠s à ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ◗✉❛♥t✐q✉❡
▼P❈ ▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧
◆■ ◆❛t✐♦♥❛❧ ■♥str✉♠❡♥ts
❖❱ ❉é♣❛ss❡♠❡♥t ✭❖❱❡rs❤♦♦t✮
P❉❈ P❛r❛❧❧❡❧ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❈♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥
P❋❈ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❈♦♥tr♦❧
P■❉ Pr♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ ■♥té❣r❛❧ ❉ér✐✈é
P❙❖ P❛rt✐❝❧❡ ❙✇❛r♠ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♣P❙❖ P❡rt✉r❜❡❞ P❛rt✐❝❧❡ ❙✇❛r♠ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
◗P❙❖ ◗✉❛♥t✉♠ ❇❡❤❛✈❡❞ P❛rt✐❝❧❡ ❙✇❛r♠ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
◗❚❲ ◗✉❛❞ ❚✐❧t ❲✐♥❣
❘■❖ ❘❡❝♦♥✜❣✉r❛❜❧❡ ■♥♣✉t ❖✉t♣✉t
❘❚ ❚❡♠♣s ❞❡ ♠♦♥té❡ ✭❘✐s❡ ❚✐♠❡✮
❘P❆❙ ❘❡♠♦t❡❧② P✐❧♦t❡❞ ❆✐r❝r❛❢t ❙②st❡♠s
❙❉■ ■♥❞❡① ❞❡ ❞❡❣ré❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ✭❙t❛❜✐❧✐t② ❉❡❣r❡❡ ■♥❞❡①✮
❙❚ ❚❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ✭❙❡tt❧✐♥❣ ❚✐♠❡✮
❙❲ ❙♦❢t✇❛r❡
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❚❯❆❱ ❚❛❝t✐❝❛❧ ❯♥♠❛♥♥❡❞ ❆❡r✐❛❧ ❱❡❤✐❝❧❡
❚❙❋ ❚é❧é❣r❛♣❤✐❡ ❙❛♥s ❋✐❧
❚✲❙ ❚❛❦❛❣✐✲❙✉❣❡♥♦
❯❆❱ ❯♥♠❛♥♥❡❞ ❆❡r✐❛❧ ❱❡❤✐❝❧❡
❯P❈ ❯♥✐✜❡❞ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧
❱❆❆ ❱❡❤✐❝❧❡ ❆❡r✐❛❧ ❆✉t♦♥♦♠❡
❱❆❘❯ ❱❆❘✐❛♥❝❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✭❱❆❘✐❛♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧✮
❱❚❖▲ ❱❡rt✐❝❛❧ ❚❛❦❡✲❖✛ ❛♥❞ ▲❛♥❞✐♥❣
❲❈❆ ❲❛t❡r ❈②❝❧❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

❉✉r❛♥t ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❞é❝❡♥♥✐❡s✱ ❧❡s ❛ér♦♥❡❢s ❯♥♠❛♥♥❡❞ ❆❡r✐❛❧ ❱❡❤✐❝❧❡ ✭❯❆❱✮ ♦♥t ❝♦♥♥✉
❞❡s ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s r❡♠❛rq✉❛❜❧❡s ❡t ❢réq✉❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❧❛ r❡✲
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♠✐❧✐t❛✐r❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❛♥s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝✐✈✐❧❡s ✈❛r✐é❡s r❡❧❡✈❛♥t ❞❡ ❧❛ s✉r✲
✈❡✐❧❧❛♥❝❡✱ ❧❛ ♣ré✈❡♥t✐♦♥ ❡t ❧✬✐♥s♣❡❝t✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❡t❝✳ ❈❡s ❞r♦♥❡s✱ à ✈♦✐❧✉r❡ ✜①❡
♦✉ t♦✉r♥❛♥t❡✱ s♦♥t ❞❡s ❡♥❣✐♥s s❛♥s ♣✐❧♦t❡s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ♠❡♥❡r à ❜✐❡♥ ❞❡s ♠✐ss✐♦♥s à r✐sq✉❡
♦✉ ❞✐✣❝✐❧❡s ❞✬❛❝❝ès ♣♦✉r ❧✬êtr❡ ❤✉♠❛✐♥✳ ❈❡s ♠✐ss✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ré❛❧✐sé❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ s❡♠✐
❛✉t♦♥♦♠❡✱ ❛✉t♦♥♦♠❡ ♦✉ té❧é❣✉✐❞é❡ à ❞✐st❛♥❝❡ ♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ❞✉ré❡ ❞❡ ✈♦❧ ♣♦✉✈❛♥t ✈❛r✐❡r
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs ❝❛♣❛❝✐tés ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❤♦st✐❧❡ ❡t ♣❡rt✉r❜é✳ ▼♦t✐✈és ♣❛r ❧❡s
ré❝❡♥t❡s ❛✈❛♥❝é❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠✐♥✐❛t✉r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs
❡t ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❡t ❞❡ ❧✬é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❡♠❜❛rq✉é❡ ❡t ❞❡ ❧✬❆✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ❞✬❛✉tr❡
♣❛rt✱ ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts t❤é♦r✐q✉❡s ❧✐és ❛✉① ❛ér♦♥❡❢s ❯❆❱ ♦♥t ❝♦♥♥✉ ✉♥❡ ❛❝t✐✈✐té très
✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ▲❛ ♠❛îtr✐s❡ ❞❡ ❧✬❛ér♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s ❡♥❣✐♥s✱ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛ss♦❝✐é❡s✱
❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❡t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❡st t♦✉t❡❢♦✐s ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡
♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♠❜❛rq✉é❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥ts ❡t r♦❜✉st❡s✳ ❈❡❝✐
❡①♣❧✐q✉❡ t♦✉t ❧✬✐♥térêt ♣♦rté ♣❛r ❧❡s ❝♦♠♠✉♥❛✉tés ❘♦❜♦t✐❝✐❡♥♥❡ ❡t ❆✉t♦♠❛t✐❝✐❡♥♥❡ à ❝❡t
❛①❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ q✉✐ ♥❡ ❝❡ss❡ ❞❡ s✬❛❝❝r♦îtr❡ ❡t ❞❡ s❡ ❞✐✈❡rs✐✜❡r✳ ▲❡s ❞r♦♥❡s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s
◗❚❲ ❛②❛♥t ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ❜❛s❝✉❧❡♠❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❛✐❧❡s ❡t ❞❡s r♦t♦rs ❞✬❤é❧✐❝❡s ♦♥t
❛✉ss✐ ♠♦♥tré ✉♥ ✐♥térêt ❣r❛♥❞✐ss❛♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ❈❡s ❛ér♦♥❡❢s
s♦♥t ❝♦♥st✐t✉és ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❤é❧✐❝❡s✴❛✐❧❡s ♠♦❜✐❧❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é❝♦❧❧❡r ✈❡rt✐❝❛❧❡♠❡♥t
❡t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❛✐sé♠❡♥t ❞❡s ✈♦❧s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❡t ❞✬❛✈❛♥❝❡♠❡♥t ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ ♣♦✉r ❜é♥é✜❝✐❡r
❞❡s ❡✛❡ts ❞❡ ♣♦rt❛♥❝❡ ❛ér♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡t ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❛✐♥s✐ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡♥
✈♦❧ ♣❧❛♥❛✐r❡✳

❋❛❝❡ à ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡s s②stè♠❡s✱ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✈❛♥❝é❡✱
♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ r♦❜✉st❡ ❡t ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡ t♦✉t ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t
❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❡t ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ♣ré♦❝❝✉♣❛t✐♦♥
❞✬❛❝t✉❛❧✐té ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❧✉s q✉✬✉♥❡
❛✉tr❡ ❞é♣❡♥❞ ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s✉r ❧❡ s②stè♠❡ à ❝♦♥trô❧❡r✱ ❞❡ ❧❛
♣rés❡♥❝❡ ♦✉ ♥♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❧✐é❡ à ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ❜✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t à ❧✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s✱ q✉✬❡❧❧❡s
s♦✐❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ♦✉ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s✱ ♣♦✉r ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳

P♦✉r ♠✐❡✉① ❣ér❡r ❝❡tt❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ❧❡ r❡❝♦✉rs à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♠❡tt❡✉s❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ r❡❢♦r♠✉❧és s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ♠♦♥♦✲ ♦✉ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢s ♣♦✉r
❧❡sq✉❡❧s ✉♥❡ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❡✉t êtr❡ ❛❞♦♣té❡✳ ▲❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛✲
t✐♦♥ ❞✐✣❝✐❧❡✱ ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉



①✈

❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞✬✉♥❡ ❧❛r❣❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✐✛ér❡♥ts✱ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✐❝✐ ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥tér❡ss❛♥t❡✱ ❛②❛♥t ♠♦♥tré ✉♥❡ ❡✣❝❛❝✐té r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡s ✈❛r✐és ❞✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡✳ ▲❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❧❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❞❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❞❡ ❈❆❖
♦♥t ❧❛r❣❡♠❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉é à ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ré❣✉❧✐èr❡✱ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♣❧✉s
♣✉✐ss❛♥t❡s ❡t ❡♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥✳ ▲✬❤②❜r✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♠✲
♠❛♥❞❡✱ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡t ♥♦♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❛✈❡❝ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s r❡❧❡✈❛♥t ❞❡ ❝❡tt❡
❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ❡t ♥♦♥ r❡♣r♦❞✉❝t✐❜❧❡s✱ ♣rés❡♥t❡ ❛✐♥s✐ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ♣r✐♥❝✐✲
♣❛❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♠❡s tr❛✈❛✉①✳

P❧❛♥ ❞✉ ♠é♠♦✐r❡

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s tr❛✈❛✉① ♦❜t❡♥✉s à ❧✬✐ss✉❡ ❞❡ ❝❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s ❞❡ t❤ès❡ s❡r♦♥t ♣rés❡♥tés
❞❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ q✉✐ ❡st✱ à s♦♥ t♦✉r✱ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ q✉❛tr❡ ❝❤❛♣✐tr❡ rés✉♠és ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❡s ❞r♦♥❡s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s ❯❆❱

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❛❜♦r❞❡ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡ s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ❞r♦♥❡s
❡♥ ♣rés❡♥t❛♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❡t ❞❡ ❧❡✉rs str✉❝t✉r❡s✳ ❯♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s
❞r♦♥❡s ❡st ❛✐♥s✐ ét❛❜❧✐❡ s❡❧♦♥ ❧✬❛❧t✐t✉❞❡✱ ❧✬❡♥❞✉r❛♥❝❡ ❡t ❧❡✉r ♠♦❞❡ ❞❡ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥✳ ❯♥ ✐♥térêt
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛ été ♣♦rté ❛✉① ❞r♦♥❡s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s q✉✐ ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ t②♣♦❧♦❣✐❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡
s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ✈♦✐❧✉r❡ t♦✉r♥❛♥t❡ ♦✉ ✜①❡✳ ▲❡ ❞r♦♥❡ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ ◗❚❲✲❯❆❱ ❛ été
r❡t❡♥✉ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ à ❝♦♠♠❛♥❞❡r ♣❛r ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡t ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t❡s✳
❯♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ ❞r♦♥❡ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts
♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ✈♦❧ ❡t ❞❡s ❢♦r❝❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❝❡tt❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞✐❢✲
❢ér❡♥t❡s ♣❤❛s❡s ❞❡ ✈♦❧✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ❞é✜♥✐ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t✱ ✉♥❡
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❚✲❙ ❞✉ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❡s
❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ r♦❜✉st❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✉ ❞r♦♥❡✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts
❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
❛❞♦♣té❡✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❞r♦♥❡s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s ◗❚❲

❉❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❡t ❛♣rès ❛✈♦✐r ✈❛❧✐❞é ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡✈❡❧♦♣♣é✱ ❞✐✛é✲
r❡♥t❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦♥t été é❧❛❜♦ré❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧✐♥é❛✐r❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡
✭▲◗✮ q✉✐ ❛ été ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ✉♥❡
❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣ ✐♥❝♦r♣♦r❛♥t ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡✱ ❛ été ❝♦♥ç✉❡ ♣♦✉r ❝♦♥trô✲
❧❡r ❧✬❛❧t✐t✉❞❡ ❡t ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞✉ ❞r♦♥❡✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈
❛ été r❡t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ st❛❜✐❧✐s❛♥t❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♠♦♥tr❡♥t
❧❡s ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♠ê♠❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳
▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ é❧❛❜♦ré❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ✭▼P❈✮
❢♦r♠✉❧é❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t✳ ▲❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❚❙▼P❈ ❛ été ❛✐♥s✐
❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❡t ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ ❞r♦♥❡✳ ▲❡s ❡✛❡ts ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛
❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ♦♥t été ét✉❞✐és ❡t ♣rés❡♥tés ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳



①✈✐ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t❡s à ❜❛s❡ ❞❡s ♠ét❛✲
❤❡✉r✐st✐q✉❡

▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧♦✐s
❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s✳ ❯♥❡ ét✉❞❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❛
été ❛✐♥s✐ ❡✛❡❝t✉é❡ s✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡♥ s❡ ❢♦❝❛❧✐s❛♥t s✉r ❧❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ P❙❖ ❛❧❧❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ P❙❖ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❛✉① ✈❛r✐❛♥t❡s
❧❡s ♣❧✉s ré❝❡♥t❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ◗P❙❖✲●▼ ❡t ◗P❙❖✲❍P❉✳ ❈❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♦♥t été ❡①♣❧♦✐tés
♣♦✉r ❧❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ré❣✉❧❛t❡✉rs ▲◗●✱ P■❉ à s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ✢♦✉❡ ❡t ❚❙▼P❈✳
P❧✉s✐❡✉rs ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡♥tr❡ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱ ♦♥t été ❡✛❡❝t✉é❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs
❝r✐tèr❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❘é❣❧❛❣❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡

▲❡ q✉❛tr✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡st ❞é❞✐é ❛✉ ré❣❧❛❣❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré✲
❞✐❝t✐✈❡ q✉✐ r❡st❡ ✉♥❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ♦✉✈❡rt❡ ❡t ❞✬❛❝t✉❛❧✐té✳ ❉❛♥s ❝❡s tr❛✈❛✉①✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
P❙❖ ♠✉❧t✐✲❡ss❛✐♠s à ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✭♠◗P❙❖✮ ♣♦✉r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠✲
♠❛♥❞❡ ▼P❈✱ ❡st ♣r♦♣♦sé ❡t ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉ ❞r♦♥❡ ♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s
♠♦♥tr❡♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s é❧❡✈é❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ r♦❜✉st❡✳ ❯♥❡
ét✉❞❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❡♥tr❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ❛ ❝♦♥✜r♠é
❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❜t❡♥✉❡s✳ ❯♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ r♦❜✉st❡ss❡ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ❡①❡r❣✉❡ ❧✬✐♥térêt
q✉✬❛♣♣♦rt❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✳



Chapitre 1
➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❡s ❞r♦♥❡s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s ❯❆❱

❙♦♠♠❛✐r❡
✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷

✶✳✷ ❍✐st♦r✐q✉❡ ❞❡s ❞r♦♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷

✶✳✸ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❞r♦♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹

✶✳✸✳✶ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s❡❧♦♥ ❧✬❛❧t✐t✉❞❡ ❡t ❧✬❡♥❞✉r❛♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹

✶✳✸✳✷ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s❡❧♦♥ ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻

✶✳✹ ▲❡s ❞r♦♥❡s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✶✳✹✳✶ ❚②♣♦❧♦❣✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✶✳✹✳✷ ▲❡s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s à ❜❛s❝✉❧❡♠❡♥t ❡♥t✐❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✶✳✹✳✸ ▲❡s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✶✳✺ ❉r♦♥❡ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ✓ ◗✉❛❞✲❚✐❧t ❲✐♥❣ ✔ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

✶✳✺✳✶ ❙tr✉❝t✉r❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡t ♠♦❞❡s ❞✉ ✈♦❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

✶✳✺✳✷ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✶✳✻ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❚✲❙ ❞❡ s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✶✳✻✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✶✳✻✳✷ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❚✲❙ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✶✳✻✳✸ ❆♣♣r♦❝❤❡s ❞✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❚✲❙ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✶✳✻✳✹ ❙t❛❜✐❧✐té ❞❡s s②stè♠❡s ❚✲❙ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✶✳✻✳✺ ❙t❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❚✲❙ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✶✳✻✳✻ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❚✲❙ ❞✬✉♥ ❞r♦♥❡ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ◗❚❲ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

✶✳✼ ❈r✐tèr❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♥s✐❞érés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✶✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶



✷ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❡s ❞r♦♥❡s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s ❯❆❱

✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ♣♦✉r ✐♥térêt ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ r❡❧✐❡❢ ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts
t②♣❡s ❞❡ ❞r♦♥❡s ❡♥ ♣rés❡♥t❛♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❡t ❞❡ ❧❡✉rs str✉❝t✉r❡s✳ ❯♥❡
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❞r♦♥❡s s❡r❛ ❛✐♥s✐ ét❛❜❧✐❡ s❡❧♦♥ ❧✬❛❧t✐t✉❞❡✱ ❧✬❡♥❞✉r❛♥❝❡ ❡t ❧❡✉r ♠♦❞❡ ❞❡
♣r♦♣✉❧s✐♦♥✳ ❯♥ ✐♥térêt ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s❡r❛ ♣♦rté ❛✉① ❞r♦♥❡s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s q✉✐ ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡
t②♣♦❧♦❣✐❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ✈♦✐❧✉r❡ t♦✉r♥❛♥t❡ ♦✉ ✜①❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❯♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛✲
t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ s❡r❛ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞✉ ❞r♦♥❡ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ◗✉❛❞ ❚✐❧t
❲✐♥❣ ✭◗❚❲✮ r❡t❡♥✉ ❞❛♥s ♥♦s tr❛✈❛✉①✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ❞♦♥♥é ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❞r♦♥❡✱ s❡s
♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t s♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ✈♦❧✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡st ét❛❜❧✐✳
❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t②♣❡ ❚❛❦❛❣✐✲❙✉❣❡♥♦ ✭❚✲❙✮ s❡r❛ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❡♥

t❛♥t q✉❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❡t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣❡r♠❡t
❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ q✉❛s✐✲▲P❱ ❡t ♣❡✉t r❡♣rés❡♥t❡r ❡①❛❝t❡♠❡♥t
❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡♥ ❛❞❛♣t❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❚✲❙ ♣❛r
s❡❝t❡✉rs ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ▲❛ ♠✐s❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❚✲❙ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❞r♦♥❡ ◗❚❲
s❡r❛ ❥✉st✐✜é❡ ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ r♦❜✉st❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡
❞✉ ❞r♦♥❡✳

✶✳✷ ❍✐st♦r✐q✉❡ ❞❡s ❞r♦♥❡s

■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❧✐r❡ ❝❡ q✉❡ r❡t✐❡♥♥❡♥t ❧❡s ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡s ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ✉♥ ❞r♦♥❡✳ ❙❡✲
❧♦♥ ❧✬❡♥❝②❝❧♦♣é❞✐❡ ▲❆❘❖❯❙❙❊✱ ❧❡ ♠♦t ❞r♦♥❡ s✐❣♥✐✜❡ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s ✏❢❛✉① ❜♦✉r❞♦♥✑✱ ❝✬❡st ✉♥
♣❡t✐t ❛✈✐♦♥ té❧é❝♦♠♠❛♥❞é ❡t ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✐✈❡rs❡s ✭♠✐ss✐♦♥s ❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
t❛❝t✐q✉❡ à ❤❛✉t❡ ❛❧t✐t✉❞❡✱ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❜❛t❛✐❧❧❡ ❡t ❣✉❡rr❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱ ❡t❝✳✮✳
▲❡ s✐❣❧❡ ❯❆❱✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❘P❆❙✱ ❞és✐❣♥❡ ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❛ér♦♥❡❢s q✉✐ s♦♥t ❝❛♣❛❜❧❡s
❞❡ ✈♦❧❡r ❡t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ s❛♥s ♣rés❡♥❝❡ ❤✉♠❛✐♥❡ à ❜♦r❞ ✭▼✐❧❧s✱ ✷✵✶✾❀ ◆♦♥❛♠✐
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ ♠♦t ❞r♦♥❡ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞és✐❣♥❡r ❧❡s ❡♥❣✐♥s t❡rr❡str❡s ♦✉
s♦✉s✲♠❛r✐♥s ❛✉t♦♥♦♠❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡st ❝♦✉r❛♥t ❞❡ rés❡r✈❡r s♦♥ ✉s❛❣❡ ❛✉① ❱❡❤✐❝❧❡ ❆❡r✐❛❧
❆✉t♦♥♦♠❡ ✭❱❆❆✮ ✭❈❛st✐❧❧♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮✳
▲❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡s ❞r♦♥❡s ét❛✐t ❞é❥à ❝♦♥♥✉ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❣✉❡rr❡ ♠♦♥❞✐❛❧❡✳ ❊♥ ✶✾✶✻✱

❆r❝❤✐❜❛❧❞ ▲♦✇ ❧❛♥❝❡ ❧✬❛ér♦♥❡❢ ❚❛r❣❡t r❡♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✳ ❈✬❡st ✉♥ ♣r♦❥❡t ❞✬❛✈✐♦♥✲
❝✐❜❧❡ ❝♦♠♠❛♥❞é à ❞✐st❛♥❝❡ ♣❛r ❧❡s ♦♥❞❡s ❚❙❋ ❡♥ ●r❛♥❞❡✲❇r❡t❛❣♥❡ ✭▼✐❧❧s✱ ✷✵✶✾✮✳ ■❧ s✬❛❣✐t
❞❡ ❢♦r♠❡r ❧❡s ❛♣♣r❡♥t✐s✲♣✐❧♦t❡s ❛✉ t✐r s❛♥s r✐sq✉❡ ❞✬❛❜❛ttr❡ ❧✬❛✈✐♦♥ r❡♠♦rq✉❛♥t ❧❛ ❝✐❜❧❡✳
❯♥❡ ✐❞é❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ♥❛ît ❡♥ ✶✾✶✼ ❛✉① ❊t❛ts✲❯♥✐s ♦ù ❧❡s ✐♥❣é♥✐❡✉rs ❊❧♠❡r ❆♠❜r♦s❡ ❙♣❡rr②✱
▲❛✇r❡♥❝❡ ❙♣❡rr② ❡t P❡t❡r ❈♦♦♣❡r ❍❡✇✐tt tr❛✈❛✐❧❧❡♥t s✉r ❧❡ ♣r♦❥❡t ❞✬❛✈✐♦♥ r❛❞✐♦❝♦♠♠❛♥❞é
❍❡✇✐tt✲❙♣❡rr② ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❆✐r♣❧❛♥❡✳ ❈❡ ♣r♦t♦t②♣❡✱ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✱ ♣♦ssè❞❡ ❞❡s ❣②r♦s❝♦♣❡s ♣♦✉r
❧❛ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦r♣s ✭▼✉♥s♦♥✱ ✶✾✽✽✮✳
▲❡ ✷ ❥✉✐❧❧❡t ✶✾✶✼✱ ❧❡ ♣✐❧♦t❡ ❢r❛♥ç❛✐s ▼❛① ❇♦✉❝❤❡r ❛ ré✉ss✐ à ❢❛✐r❡ ✈♦❧❡r✱ s❛♥s ♣✐❧♦t❡ à

❜♦r❞✱ ✉♥ ❛✈✐♦♥ s✉r ✶ ❦♠ ✭▼✉♥s♦♥✱ ✶✾✾✺✮✳ ■❧ r❡♣r❡♥❛✐t ❧❡s tr❛✈❛✉① ♠❡♥és ❞❡♣✉✐s ✶✽✾✹ ♣❛r
❖❝t❛✈❡ ❉ét❛❜❧❡ q✉✐ ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ✈♦✐❧✉r❡ ❞♦té❡ ❞❡ ❝ô♥❡s ❞✐✈❡r❣❡♥ts ❛♣♣♦rt❛ ✉♥❡ st❛❜✐❧✐té
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ à ❞❡s ♣❧❛♥❡✉rs✳
▲❡ ❣r❛♥❞ ❡ss♦r ❞❡s ❞r♦♥❡s ❞❛t❡ ❞❡ ❧❛ ❣✉❡rr❡ ❞❡ ❈♦ré❡ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❱✐❡t♥❛♠✳ P❡♥❞❛♥t ❧❛

❣✉❡rr❡ ❞✉ ❱✐❡t♥❛♠✱ ❧❡s ❆♠ér✐❝❛✐♥s ♦♥t ✉t✐❧✐sé ❞❡s ❞r♦♥❡s ♣♦✉r ❧♦❝❛❧✐s❡r ❧❡s r❛♠♣❡s ❞❡



✶✳✷✳ ❍✐st♦r✐q✉❡ ❞❡s ❞r♦♥❡s ✸

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✕ Pr❡♠✐❡r ❞r♦♥❡ ❚❛r❣❡t ❝♦♥ç✉ ♣❛r ❆r❝❤✐❜❛❧❞ ▲♦✇ ❡♥ ✶✾✶✻ ✭▼✐❧❧s✱ ✷✵✶✾✮✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✕ Pr♦t♦t②♣❡ ❍❡✇✐tt✲❙♣❡rr② ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❆✐r♣❧❛♥❡ s✉r s❛ ✈♦✐❡ ❞❡ ❧❛♥❝❡✲
♠❡♥t ✭▼✉♥s♦♥✱ ✶✾✽✽✮✳

❧❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s ♠✐ss✐❧❡s s♦❧✲❛✐r s♦✈✐ét✐q✉❡s ✧❙❆▼✲✷✧✳ P❧✉s t❛r❞✱ ❡♥ ✶✾✾✶✱ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❣✉❡rr❡
❞✉ ●♦❧❢❡✱ ✐❧s ♦♥t ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ ❛✉ ❞r♦♥❡ ❘◗✲✷ P✐♦♥❡❡r ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✸ ♣♦✉r ❧❛
s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❥♦✉r✴♥✉✐t✱ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❡t ❧❡s ré❣❧❛❣❡s ❞❡ ❧✬❛rt✐❧❧❡r✐❡✳ ▲❡ ❘◗✲✷
P✐♦♥❡❡r ❡st ✉♥ ❞r♦♥❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ➱t❛ts✲❯♥✐s ❡t ■sr❛ë❧✳ ❈✬❡st ❧❡
♣r❡♠✐❡r ❞r♦♥❡ t❛❝t✐q✉❡ ✭❚❯❆❱✮ ❡♥tré ❡♥ s❡r✈✐❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ❢♦r❝❡s ❛r♠é❡s ❞❡s ➱t❛ts✲❯♥✐s
✭▼✉♥s♦♥✱ ✶✾✾✺✮✳
❉❡ ❧❡✉r ❝ôté✱ ❧❡s ♣❛②s ❞✉ ♠♦♥❞❡ ❛r❛❜❡ ❡ss❛②❡♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡

❛✈❡❝ ❧❡ ❞r♦♥❡ ❆▼❊▲✱ ✜❣✉r❡ ✶✳✹✳ ❈✬❡st ✉♥ ♣r♦t♦t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❛❧❣ér✐❡♥♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥✲
♥❡❧ ❞❡♣✉✐s ♦❝t♦❜r❡ ✷✵✶✸ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛✉t♦♥♦♠✐❡ ❞❡ ✈♦❧ ❞✉ ✻ ❤❡✉r❡s s✉r ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ✷✵✵
❦♠ ✭♠❡♥❛❞❡❢❡♥s❡✳♥❡t✱ ✷✵✶✸✮✳ ❈❡ ❞r♦♥❡ ♣❡✉t ❛❝❝♦♠♣❧✐r s❡s ♠✐ss✐♦♥s à ✸ ✺✵✵ ♠ètr❡s ❞✬❛❧t✐✲
t✉❞❡ ❞❡ s❛ ❝✐❜❧❡✳ ❆♣rès q✉❡ ❧❡s ❊t❛ts✲❯♥✐s ♦♥t r❡❢✉sé ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❞❡s ❞r♦♥❡s ❛r♠és✱ ✉♥ ❛✉tr❡
♣r♦❥❡t ❡st ❧❛♥❝é ♣❛r ❧✬❆r❛❜✐❡ ❙❛♦✉❞✐t❡ q✉✐ ✈❡✉t ♠❡♥❡r s♦♥ ♣r♦♣r❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞r♦♥❡
♥❛t✐♦♥❛❧ ❛✈❡❝ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❆❢r✐q✉❡ ❞✉ ❙✉❞✳
▲❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❝✐✈✐❧❡ s❡ ❢♦♥t ♣❧✉s r❛r❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t t♦✉t❡❢♦✐s ❝✐t❡r ❧❛ s✉r✲

✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ✉r❜❛✐♥❡ ❡♥ ❆❢r✐q✉❡ ❞✉ ❙✉❞ ❡t ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❝✉❧t✉r❡s ❡✛❡❝t✉é ❛✉ ❏❛♣♦♥ ♣❛r
❞❡s ❞r♦♥❡s ❤é❧✐❝♦♣tèr❡s té❧é❝♦♠♠❛♥❞és ✭◆♦♥❛♠✐✱ ✷✵✵✼✮✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ ❞❡s ❞r♦♥❡s ❡st très ✈❛st❡ ❡t ❝❡❝✐ ❛ ❢❛✐t q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❥❡ts ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ à tr❛✈❡rs ❧❡
♠♦♥❞❡ ♦♥t ✈✉ ❧❡ ❥♦✉r✳ ❉❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♠♠✉♥❛✉tés s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛
r♦❜♦t✐q✉❡✱ ❧✬❛ér♦♥❛✉t✐q✉❡✱ ❧✬❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❡t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✱ ❛✈❡❝ ❧❡
s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧✬✐♥❞✉str✐❡ ❡t ❞❡s ❣♦✉✈❡r♥❡♠❡♥ts✱ ♣❛rt✐❝✐♣❡♥t ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ t❡❧s r♦❜♦ts



✹ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❡s ❞r♦♥❡s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s ❯❆❱

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ✕ Pr♦t♦t②♣❡ ❘◗✲✷ P✐♦♥❡❡r ❡♥ ✈♦❧ ✭▼✉♥s♦♥✱ ✶✾✾✺✮✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ ✕ Pr❡♠✐❡r ❞r♦♥❡ ❛❧❣ér✐❡♥ ❆▼❊▲ ✭♠❡♥❛❞❡❢❡♥s❡✳♥❡t✱ ✷✵✶✸✮✳

❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❞❡s ♣r♦t♦t②♣❡s ❢♦rt❡♠❡♥t ♠❛♥÷✉✈r❛❜❧❡s ❡t ❡①trê♠❡♠❡♥t st❛❜❧❡s
✭❆✉st✐♥✱ ✷✵✶✵✮✳

✶✳✸ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❞r♦♥❡s

■❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❧❛ss✐✜❡r ❧❡s ❞r♦♥❡s✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs ♣❡✉✈❡♥t s❡ r❡✲
❣r♦✉♣❡r s❡❧♦♥ ❞✐✈❡rs ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦♠♠❡ ❧✬❛❧t✐t✉❞❡ ❞✉ ✈♦❧✱ ❧✬❡♥❞✉r❛♥❝❡ ✭t❡♠♣s ❞✉ ✈♦❧ ❞❡
❧✬❛ér♦♥❡❢✮✱ ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭❝❛♣❛❝✐té ❞✬❡♠♣♦rt✱ ❝❡ q✉✐ ❡st s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t✮ ♦✉ ❡♥❝♦r❡
❧❡ t②♣❡ ❞❡ ✈♦✐❧✉r❡ q✉✐ ❞é✜♥✐t ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛ér♦♠é❝❛♥✐q✉❡✳

✶✳✸✳✶ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s❡❧♦♥ ❧✬❛❧t✐t✉❞❡ ❡t ❧✬❡♥❞✉r❛♥❝❡

▲❡s ❞r♦♥❡s s♦♥t ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ré♣❛rt✐s s❡❧♦♥ ❧❡✉rs t❛✐❧❧❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s
♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧s ❞❡s ❞r♦♥❡s ♣❡✉✈❡♥t s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❡♥ tr♦✐s ❝❛té❣♦r✐❡s ✭●❛r❝í❛ ❈❛rr✐❧❧♦ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✸✮ ✿

• ❞r♦♥❡s ❞❡ ▼♦②❡♥♥❡ ❆❧t✐t✉❞❡ ❡t ▲♦♥❣✉❡ ❊♥❞✉r❛♥❝❡ ✭▼❆▲❊✮ ✿ ❝❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s
✈♦❧❡♥t ❡♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡♥tr❡ ✶✵ ✵✵✵ ❡t ✸✵ ✵✵✵ ♣✐❡❞s ✭❞❡ q✉❡❧q✉❡ ✸ ✵✵✵ ♠ètr❡s à ✾ ✶✵✵
♠ètr❡s✮ ❞✬❛❧t✐t✉❞❡ ❡t ♣♦✉r ✉♥❡ ❞✉ré❡ ❞❡ ✷✹ à ✹✽ ❤❡✉r❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✺ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s



✶✳✸✳ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❞r♦♥❡s ✺

❞r♦♥❡s ▼◗✲✾ ❘❡❛♣❡r ❡t ▼◗✶✲Pr❡❞❛t♦r✳ ❚♦✉s ❧❡s ❞❡✉① s♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣és ♣❛r ●❡♥❡r❛❧
❆t♦♠✐❝s ❆❡r♦♥❛✉t✐❝❛❧ ✭◆♦♥❛♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳

▼◗✲✾ ❘❡❛♣❡r ▼◗✶✲Pr❡❞❛t♦r

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺ ✕ ❉r♦♥❡s ❞❡ t②♣❡ ▼❆▲❊ ✭◆♦♥❛♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳

• ❞r♦♥❡s ❞❡ ❍❛✉t❡ ❆❧t✐t✉❞❡ ❡t ▲♦♥❣✉❡ ❊♥❞✉r❛♥❝❡ ✭❍❆▲❊✮ ✿ ❝❡s ❞r♦♥❡s ✈♦❧❡♥t
♣❧✉s ❧♦♥❣t❡♠♣s ❡t ♣❧✉s ❤❛✉t ❡♥❝♦r❡ q✉❡ ❧❡s ▼❆▲❊✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♣❧✉s ❝♦♥♥✉ ét❛♥t ❧❡ ❞r♦♥❡
❛♠ér✐❝❛✐♥ ❘◗✲✹ ●❧♦❜❛❧ ❍❛✇❦ ❞❡ ❧❛ s♦❝✐été ◆♦rt❤r♦♣ ●r✉♠♠❛♥✳ ❈❡t ❛ér♦♥❡❢ ♣❡✉t
✈♦❧❡r ❥✉sq✉✬à ✶✽ ✸✵✵ ♠ètr❡s ❞✬❛❧t✐t✉❞❡ ♣❡♥❞❛♥t ✸✻ ❤❡✉r❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✻ ♣rés❡♥t❡
❧❡s ❞r♦♥❡s ❘◗✲✹❇ ●❧♦❜❛❧ ❍❛✇❦✱ ❝♦♥str✉✐s ♣❛r ◆♦rt❤r♦♣ ●r✉♠♠❛♥✱ ❡t ❚❆■ ❆♥❦❛
❞é✈❡❧♦♣♣és ♣❛r ❚✉r❦✐s❤ ❆❡r♦s♣❛❝❡ ■♥❞✉str✐❡s✳

❘◗✲✹❇ ●❧♦❜❛❧ ❍❛✇❦ ❚❆■ ❆♥❦❛

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻ ✕ ❉r♦♥❡s ❞❡ t②♣❡ ❍❆▲❊ ✭❆✉st✐♥✱ ✷✵✶✵✮✳

• ❞r♦♥❡s t❛❝t✐q✉❡s ✭❚❯❆❱✮ ✿ ✐❧s ♣❡✉✈❡♥t ✈♦❧❡r ❡♥tr❡ ✶✵✵ ❡t ✸✵✵ ❦♠✳ ❈❡s ❡♥❣✐♥s
✈♦❧❛♥ts s♦♥t ❡♠♣❧♦②és ♣♦✉r ❞❡s ♠✐ss✐♦♥s ♣ré❝✐s❡s ❛②❛♥t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❜✐❡♥ ♣❧✉s ♣❡✲
t✐t❡s q✉❡ ❧❡s ❞r♦♥❡s ▼❆▲❊ ♦✉ ❍❆▲❊✳ ❈❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ❡♥
♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡s ♦ù ❧❡s ♠✐❝r♦✲❞r♦♥❡s ▼❆❱ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ r❡♠❛r✲
q✉❛❜❧❡✳ ▲❡s ▼❆❱ ♦♥t ✉♥❡ ❛✉t♦♥♦♠✐❡ ❞❡ tr❡♥t❛✐♥❡s ❞❡ ♠✐♥✉t❡s✱ ✉♥❡ ♠❛ss❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡



✻ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❡s ❞r♦♥❡s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s ❯❆❱

à ✺✵✵ ❣r❛♠♠❡ ❡t ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ✉♥❡ s♣❤èr❡ ❞❡ ✸✵ ❝❡♥t✐♠ètr❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡
✶✳✼ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❞r♦♥❡s ❲❛t❝❤❑❡❡♣❡r ❲❑✹✺✵✱ ❝♦♥str✉✐ts ♣❛r ❧❛ s♦❝✐été ❚❤❛❧❡s✱ ❡t
❙♣❡r✇❡r ❞é✈❡❧♦♣♣és ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣❛❣♥✐❡ ❙❛❣❡♠ ❉é❢❡♥s❡ ❙é❝✉r✐té✳

❲❛t❝❤❑❡❡♣❡r ❲❑✹✺✵ ❙♣❡r✇❡r

❋✐❣✉r❡ ✶✳✼ ✕ ❉r♦♥❡s t❛❝t✐q✉❡s ❚❯❆❱ ✭❙❛❢r❛♥✱ ✷✵✶✹✮✳

✶✳✸✳✷ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s❡❧♦♥ ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥

▲❡s ❞r♦♥❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❧❛ssés ❡♥ tr♦✐s ❢❛♠✐❧❧❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛ér♦✲
❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭●❛r❝í❛ ❈❛rr✐❧❧♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮ ✿

• ❞r♦♥❡s à ✈♦✐❧✉r❡ ✜①❡ ✿ ❝❡ s♦♥t ❞❡s ❞r♦♥❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❛✐❧❡s ✜①❡s ❞❛♥s ❧❡✉r ♠♦❞❡
❞❡ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥✳ ❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ s✐ ✉♥ ❛✈✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ♣✐st❡ ❞✬❛tt❡rr✐ss❛❣❡✱
✐❧ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛✈✐♦♥ à ✈♦✐❧✉r❡ ✜①❡✱ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✽✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✽ ✕ ❉r♦♥❡s à ✈♦✐❧✉r❡ ✜①❡✳

• ❞r♦♥❡s à ✈♦✐❧✉r❡ t♦✉r♥❛♥t❡ ✿ ❝❡ s♦♥t ❞❡s ❞r♦♥❡s à ❞é❝♦❧❧❛❣❡ ❡t à ❛tt❡rr✐ss❛❣❡
✈❡rt✐❝❛❧s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ✈♦❧ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ à ❜❛ss❡ ✈✐t❡ss❡ ❡t à ❢❛✐❜❧❡ ❛❧t✐t✉❞❡✳
■❧s ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs r♦t♦rs ♣♦✉r s❡ s✉st❡♥t❡r ❡t s❡ ♣r♦♣✉❧s❡r✳ ◆♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s
✉♥ ❝❧❛ss❡♠❡♥t ❞❡s ❞r♦♥❡s à ✈♦✐❧✉r❡s t♦✉r♥❛♥t❡s ❡♥ ✹ ❝❛té❣♦r✐❡s ✭❇❡rtr❛♥❞✱ ✷✵✵✼✮ ❀



✶✳✹✳ ▲❡s ❞r♦♥❡s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s ✼

✖ ▼♦♥♦✲r♦t♦r ✿ ✐❧s s❡ ❝♦♠♣♦s❡♥t ❞✬✉♥ r♦t♦r ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛✉✲❞❡ss✉s q✉✐ ♣❡r♠❡t ❧❛
s✉st❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ ❡t ✉♥ ❛✉tr❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ à ❧❛ q✉❡✉❡ ♣♦✉r ❧❛ st❛❜✐❧✐té✱
❋✐❣✉r❡ ✶✳✾✭❛✮ ❀

✖ ❇✐r♦t♦rs ❝♦♥tr❛r♦t❛t✐❢s ✿ ✐❧s s❡ ❝♦♠♣♦s❡♥t ❞❡ ❞❡✉① r♦t♦rs ❝♦❛①✐❛✉① ♦✉ t❛♥✲
❞❡♠s t♦✉r♥❛♥t ❡♥ s❡♥s ♦♣♣♦sés ❡t à ♠ê♠❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❛♥♥✉❧❡r ❧❡s
❡✛❡ts ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ❡t ❛✐♥s✐✱ ❢❛✐r❡ ❧✬é❝♦♥♦♠✐❡ ❞✉ r♦t♦r ❛♥t✐✲❝♦✉♣❧❡ ❡t ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r
❧❛ ❝❤❛r❣❡ ✉t✐❧❡✱ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✾✭❜✮ ❀

✖ ◗✉❛❞r✐✲r♦t♦rs ✿ ✐❧s s❡ ❝♦♠♣♦s❡♥t ❞❡ q✉❛tr❡ r♦t♦rs q✉✐ s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❧❛❝és
❛✉① ❡①tré♠✐tés ❞✬✉♥❡ ❝r♦✐① ❡t ré♣❛rt✐s ❡♥ ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❡♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳ ▲❡✉rs
♠♦t❡✉rs t♦✉r♥❡♥t ♣❛r ♣❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ s❡♥s✳ ▲❡s ❤é❧✐❝❡s ✜①é❡s s✉r ❞❡s ❜r❛s
♦♣♣♦sés t♦✉r♥❡♥t ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❤♦r❛✐r❡ ❡t ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❛♥t✐❤♦r❛✐r❡✳
❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♥♥✉❧❡r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧✬❡✛♦rt ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠♦t❡✉r ♣♦✉r
❢❛✐r❡ t♦✉r♥❡r s❡s ❤é❧✐❝❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛❞s
❡①✐st❡♥t ✿ ❡♥ ✧①✧ ❡t ❡♥ ✧✰✧✱ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✾✭❝✮ ❀

✖ ▼✉❧t✐✲r♦t♦rs ✿ ❝❡ s♦♥t ❧❡s ❞r♦♥❡s ❛✈❡❝ s✐① ♦✉ ❤✉✐t r♦t♦rs✳ ■❧s s♦♥t ❛❣✐❧❡s ❡t
✈♦❧❡♥t ♠ê♠❡ s✐ ✉♥ ♠♦t❡✉r t♦♠❜❡ ❡♥ ♣❛♥♥❡ ❝❛r ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥ r❛✐s♦♥
❞✉ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s r♦t♦rs✳ ❈❡s ❞r♦♥❡s s♦♥t ✐❧❧✉strés ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✾✭❞✮✳

• ❞r♦♥❡s à ✈♦✐❧✉r❡ ❜❛tt❛♥t❡ ✿ ✐❧s s♦♥t ✐♥s♣✐rés ❞❡s ♦✐s❡❛✉① ❡t ❞❡s ✐♥s❡❝t❡s ✈♦❧❛♥ts✳
❈❡s ❞r♦♥❡s ♦♥t ❞❡ ♣❡t✐t❡s ❛✐❧❡s ❡t ✉♥❡ très ❢❛✐❜❧❡ ❝❤❛r❣❡ ❡t ❡♥❞✉r❛♥❝❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱
✐❧s ♦♥t ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡t ♣❡✉✈❡♥t ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ❞é❝♦❧❧❛❣❡s ❡t
❛tt❡rr✐ss❛❣❡s ✈❡rt✐❝❛✉① ✭❘❛❦♦t♦♠❛♠♦♥❥②✱ ✷✵✵✻✮✱ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵✳

✶✳✹ ▲❡s ❞r♦♥❡s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s

✶✳✹✳✶ ❚②♣♦❧♦❣✐❡

❉❡✉① ❣r❛♥❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡s ❛ér✐❡♥s s❡ ♣rés❡♥t❡♥t ✿ ❧❡s s②stè♠❡s à ✈♦✐❧✉r❡ t♦✉r✲
♥❛♥t❡ ❞♦♥t ❧❛ s✉st❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❛ss✉ré❡ ♣❛r ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛❧❡s ❞✬❤é❧✐❝❡s ❡t ❧❡s s②stè♠❡s
à ✈♦✐❧✉r❡ ✜①❡ ❞♦♥t ❧❛ s✉st❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❛ss✉ré❡ ♣❛r ❧❡ ✢✉① ❞✬❛✐r s✉r ❧❡s ❛✐❧❡s ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡
♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣r♦♣r❡ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡✳
▲❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ♦♥t ♣♦✉r ✐♥térêt ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞é❝♦❧❧❡r ✈❡rt✐❝❛❧❡✲

♠❡♥t ❡t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ✈♦❧ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❝❡ q✉✐ ❡st très ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❞❡ ❞✐✈❡rs❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
✭✐♥s♣❡❝t✐♦♥✱ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡✱ ❞é❝♦❧❧❛❣❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ③♦♥❡ r❡str❡✐♥t❡✱ ❡t❝✳✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧s ♥❡
♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ✈♦❧❡r ✈❡rs ❧✬❛✈❛♥t à ❣r❛♥❞❡ ✈✐t❡ss❡ tr❛♥s♣♦rt❛♥t ❞❡s ❣r❛♥❞❡s ❝❤❛r❣❡s ✉t✐❧❡s✳ ❊♥
❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡✱ ❧❡✉r ❡✣❝❛❝✐té é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❡st ❜✐❡♥ ♠♦✐♥❞r❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s à ✈♦✐❧✉r❡
✜①❡✳ ▲❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ ❞é❝♦❧❧❛❣❡✴❛tt❡rr✐ss❛❣❡ ❞✬❛ér♦♥❡❢s à ✈♦✐❧✉r❡ t♦✉r♥❛♥t❡ ❡t ❧✬❡✣❝❛❝✐té
❞✉ ✈♦❧ ❛✈❛♥t ❞❡ ❝❡✉① à ✈♦✐❧✉r❡ ✜①❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♠❜✐♥é❡s ❞❛♥s ✉♥ s❡✉❧ ❛✈✐♦♥✳ ❈❡ ✈é❤✐❝✉❧❡
❛ér✐❡♥ ❡st ❛♣♣❡❧é ❛ér♦♥❡❢ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ✭❙♥②❞❡r✱ ✷✵✵✵❀ ❊s❝❛r❡♥♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✱ ✷✵✵✼✮✳
▲❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ❞✉ ✈♦❧ ♣❡✉t s❡ ré❛❧✐s❡r ♣❛r ❜❛s❝✉❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t ❞✉

✈é❤✐❝✉❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡st éq✉✐♣é ❞✬✉♥ r♦t♦r s✉r♠♦♥t❛♥t ✉♥❡ ✈♦✐❧✉r❡ ✭❱❡rt✐❣♦ ❞❡ ❙✉♣❛ér♦✮
✭P♦✐♥s♦t✱ ✷✵✵✽✮✱ ♦✉ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❜❛s❝✉❧❡♠❡♥t ❞❡ s❡s r♦t♦rs ❧♦rsq✉❡ ❝❡✉①✲❝✐ s♦♥t ❞✐s♣♦sés
s✉r ❞❡s ♥❛❝❡❧❧❡s ♣✐✈♦t❛♥t❡s t❡❧ ❡st ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♣r♦t♦t②♣❡ ✭❊❛❣❧❡ ❊②❡ ❞❡ ❇❡❧❧✮ ✭❍❡❧✐❝♦♣t❡r✱
✷✵✶✻✮✱ ✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✶



✽ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❡s ❞r♦♥❡s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s ❯❆❱

✭❛✮ ❍é❧✐❝♦♣tèr❡ ♠♦♥♦✲r♦t♦r✳ ✭❜✮ ❍é❧✐❝♦♣tèr❡ ❇✐r♦t♦rs ❝♦♥tr❛r♦t❛t✐❢s✳

✭❝✮ ◗✉❛❞r✐✲r♦t♦rs✳ ✭❞✮ ▼✉❧t✐✲r♦t♦rs✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✾ ✕ ❉r♦♥❡s à ✈♦✐❧✉r❡ t♦✉r♥❛♥t❡✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵ ✕ ❉r♦♥❡s à ✈♦✐❧✉r❡ ❜❛tt❛♥t❡✳



✶✳✹✳ ▲❡s ❞r♦♥❡s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s ✾

❱❡rt✐❣♦ ❞❡ ❙✉♣❛ér♦ ✭P♦✐♥s♦t✱ ✷✵✵✽✮ ❊❛❣❧❡ ❊②❡ ❞❡ ❇❡❧❧ ✭❍❡❧✐❝♦♣t❡r✱ ✷✵✶✻✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✶ ✕ ❉r♦♥❡s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s✳

✶✳✹✳✷ ▲❡s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s à ❜❛s❝✉❧❡♠❡♥t ❡♥t✐❡r

❈✬❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ❛ér♦♥❡❢s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s q✉✐ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❞❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté ❡♥tr❡
❧❡ ❜ât✐ ♠♦t❡✉r ❡t ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✳ ▲❡s ❡♥❣✐♥s ❧❡s ♣❧✉s ❝♦♥♥✉s ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ s♦♥t
❧❡s ❛ér♦♥❡❢s ❞é♥♦♠♠és ✏ t❛✐❧✲s✐tt❡r ✑ ♦✉ ✏ t✐❧t✲❜♦❞② ✑✳ ❊♥ ♥♦✈❡♠❜r❡ ✶✾✺✹✱ ❧❡ ❝♦♥✈❛✐r ❳❋❨✲
✶ P❖●❖ ❛ ré✉ss✐ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❞❡ ♣❛ss❡r ❞✬✉♥ ✈♦❧ ✈❡rt✐❝❛❧ à ✉♥ ✈♦❧ ❤♦r✐③♦♥t❛❧
✭❖s❜♦r♥❡✱ ✷✵✵✼✮✳ ❈♦♠♠❡ ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✷✱ ❧❡ ❢✉s❡❧❛❣❡ ❡st ♣♦sé ✈❡rt✐❝❛❧❡♠❡♥t
s✉r ❧❡ s♦❧ ❛②❛♥t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❜❛s❝✉❧❡r ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❧✬❛♣♣❛r❡✐❧ ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❡♥ ♠♦❞❡ ❞✉ ✈♦❧
❛✈✐♦♥ ✭❑♦❡❤❧✱ ✷✵✶✷✮✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✷ ✕ ▼♦❞❡s ❞✉ ✈♦❧ ❞❡ ❳❋❨✲✶ P❖●❖ ✭❑♦❡❤❧✱ ✷✵✶✷✮✳

✶✳✹✳✸ ▲❡s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡

❈❡ s♦♥t ❧❡s ❛ér♦♥❡❢s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s q✉✐ ♣♦ssè❞❡♥t ❞❡s r♦t♦rs ♦✉ ❞❡s ❛✐❧❡s ❜❛s❝✉❧❛♥ts ❞é♥♦♠✲
♠és ✏ t✐❧t✲r♦t♦r ✑ ♦✉ ✏ t✐❧t✲✇✐♥❣ ✑✳ ❈❡s ❞r♦♥❡s ❝♦♠❜✐♥❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❡ ❞é❝♦❧❧❛❣❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✬✉♥
❤é❧✐❝♦♣tèr❡ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝r♦✐s✐èr❡ ❡t à ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ✉t✐❧❡ ❞✬✉♥ ❛✈✐♦♥✳
▲❡ ❇♦❡✐♥❣✲❇❡❧❧✲❱✷✷ ❖s♣r❡②✱ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✸✱ ❡st ✉♥ ❛ér♦♥❡❢ ❛♠ér✐❝❛✐♥ q✉✐ ❛ été ❧❛♥❝é ❡♥ ✶✾✽✾

✭❇♦❡✐♥❣✱ ✷✵✶✻✮✳ ❈✬❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❛✈✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ✏t✐❧t✲r♦t♦r✑✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ❝r♦✐s❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ✉♥
❛✈✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ♠✐❧✐t❛✐r❡ ❡t ✉♥ ❤é❧✐❝♦♣tèr❡ ♣♦✉✈❛♥t ❞é❝♦❧❧❡r ❡t ❛tt❡rr✐r ✈❡rt✐❝❛❧❡♠❡♥t✳



✶✵ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❡s ❞r♦♥❡s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s ❯❆❱

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✸ ✕ ▼♦❞❡s ❞✉ ✈♦❧ ❞❡ ❱✲✷✷ ❖s♣r❡②✭❇♦❡✐♥❣✱ ✷✵✶✻✮✳

▲❡ t②♣❡ ❧❡ ♣❧✉s ❝é❧è❜r❡ ❞✉ ❞r♦♥❡ à r♦t♦rs ❜❛s❝✉❧❛♥ts ❡st ❊❛❣❧❡ ❊②❡ ❢❛❜r✐q✉é ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣❛✲
❣♥✐❡ ❇❡❧❧ ✭❍❡❧✐❝♦♣t❡r✱ ✷✵✶✻✮✳ ❊❛❣❧❡ ❊②❡ ♣♦ssè❞❡ ❞❡s r♦t♦rs ❛✈❡❝ ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥
❞❡ s♦♥ ❛✐❧❡✳ ❈❡❝✐ ❡st ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❝❧é ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❞r♦♥❡✳ ❊❛❣❧❡ ❊②❡ ♣❡✉t ré❛❧✐s❡r
❞❡s ❞é❝♦❧❧❛❣❡s ❡t ❛tt❡rr✐ss❛❣❡s ✈❡rt✐❝❛✉① ❡t ❧❡ ✈♦❧ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❤❛✉t❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡
❝r♦✐s✐èr❡ ❡♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ ❞✉ r♦t♦r ♣❛r ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥✳ ❈❡♣❡♥✲
❞❛♥t✱ ❧✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡✉① r♦t♦rs✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❊❛❣❧❡ ❊②❡✱ ❡st q✉✬✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ ✈♦❧❡r q✉❛♥❞ ❧✬✉♥ ❞❡ ❝❡s r♦t♦rs ❡st ♥♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧ ❡st s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡
❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞❡ q✉❛tr❡ r♦t♦rs✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ s❡✉❧s ❧❡s r♦t♦rs s♦♥t ✐♥❝❧✐♥és✱
❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ s♦✉✤❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡s ❛✐❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧✐é❡s✳ ❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉
❞❡s✐❣♥ ❞❡ ❞r♦♥❡ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡✱ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠❡♥t✐♦♥♥és ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❡st
❞é✈❡❧♦♣♣é✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ❞r♦♥❡✱ ❞✐t ◗✉❛❞ ❚✐❧t✲❲✐♥❣ ✭◗❚❲✮✱ ♣♦ssè❞❡ q✉❛tr❡ r♦t♦rs ❡t ❞❡s
❛✐❧❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥✱ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✹✳ P❧✉s✐❡✉rs ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡s
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s s❡❧♦♥ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦r♣s ❛✈❡❝ ❞❡s ❛✐❧❡s ❡t ❞❡ r♦t♦rs
❜❛s❝✉❧❛♥ts ✭❙♥②❞❡r✱ ✷✵✵✵❀ P❛♣❛❝❤r✐st♦s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❀ ❖♥❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❀ ◆♦♥❛♠✐✱ ✷✵✵✼✮✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✹ ✕ ❉r♦♥❡ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ ◗✉❛❞ t✐❧t ❲✐♥❣✳

▲❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❡t ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐és ❛✉① ❞r♦♥❡s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s s♦♥t très ❛❝t✐❢s ❛✉
❝♦✉rs ❞❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✳ P❧✉s✐❡✉rs ❝❡♥tr❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ s♣é❝✐❛❧✐st❡s
❡♥ ❛ér♦♥❛✉t✐q✉❡ ♦♥t ❝♦♠♠❡♥❝é à ♣✉❜❧✐❡r ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts ❧✐é à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t à
❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛ér♦♥❡❢s t❡❧s q✉❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❈♦♠♣✐è❣♥❡ ✏
❇■❘❖❚❆◆ ✑ ❡t ✏ ◗✉❛❞✲♣❧❛♥ ✑ ✭❑❡♥❞♦✉❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀ ❋❛♥t♦♥✐✱ ✷✵✵✼❀ ●❡r❛r❞♦ ❛♥❞ ▲♦③❛♥♦✱
✷✵✶✸❀ ●❡rr❛r❞♦ ❛♥❞ ▲♦③❛♥♦✱ ✷✵✶✹✮ ❡t ❝❡✉① ❞✉ ❚Ü❇■❚❆❑✱ ❧❡ ❈♦♥s❡✐❧ ❞❡ ❧❛ ❘❡❝❤❡r❝❤❡



✶✳✺✳ ❉r♦♥❡ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ✓ ◗✉❛❞✲❚✐❧t ❲✐♥❣ ✔ ✶✶

❙❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❡t ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡ ❡♥ ❚✉rq✉✐❡ ✭❖♥❡r✱ ✷✵✵✾❀ ❖♥❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶
❞é♥♦♠❜r❡ ❞❡s ♣r♦❥❡ts ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s✉r ❧❡s ❞r♦♥❡s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s✳

❚❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶ ✕ ◗✉❡❧q✉❡s ♣r♦❥❡ts ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s✉r ❧❡s ❞r♦♥❡s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s✳

Pr♦❥❡t ❯♥✐✈❡rs✐té✴❙♦❝✐été ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ▲❛♥❝❡♠❡♥t

❍❆❘❱❡❡
❯♥✐✈❡rs✐té ❞✬➱t❛t ❞❡

❧✬❆r✐③♦♥❛
❚✐❧t✲✇✐♥❣ ✷✵✵✹

❙❯❆❱■

❈♦♥s❡✐❧ ❞❡ ❧❛ ❘❡❝❤❡r❝❤❡
❙❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❡t

❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡ ❡♥
❚✉rq✉✐❡

❚✐❧t✲✇✐♥❣ ✷✵✵✾

◗❚❲ ❯❆❙✲❋❙✹
❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❈❤✐❜❛✱

❏❛♣♦♥
❚✐❧t✲✇✐♥❣ ✷✵✵✻

❩❡r♦ ❆❣✉st❛ ❲❡st❧❛♥❞ ❚✐❧t✲r♦t♦r ✷✵✶✵

■❆■ P❛♥t❤❡r
■sr❛ë❧ ❆❡r♦s♣❛❝❡

■♥❞✉str✐❡s
❚✐❧t✲r♦t♦r ✷✵✶✵

✶✳✺ ❉r♦♥❡ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ✓ ◗✉❛❞✲❚✐❧t ❲✐♥❣ ✔

✶✳✺✳✶ ❙tr✉❝t✉r❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡t ♠♦❞❡s ❞✉ ✈♦❧

▲❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ◗❚❲ ét✉❞✐é ❡st éq✉✐♣é ❞❡ q✉❛tr❡ ❛✐❧❡s ♠♦♥té❡s à ❧✬❛✈❛♥t ❡t à ❧✬❛rr✐èr❡ ❞✉
❝❤âss✐s ♠é❝❛♥✐q✉❡✱ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ t♦✉r♥é❡s ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡ à ❧✬❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❡t ✈✐❝❡
✈❡rs❛ ✭❈❡t✐♥s♦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✺ ♠♦♥tr❡ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞✬✉♥ t❡❧
♣r♦t♦t②♣❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞❡s ❞✉ ✈♦❧ ✭❤♦r✐③♦♥t❛❧✱ ✈❡rt✐❝❛❧ ❡t ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✮✳ ❆✈❡❝



✶✷ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❡s ❞r♦♥❡s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s ❯❆❱

❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❧❡ ❢✉s❡❧❛❣❡ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ s❡ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❡♥ ✉♥ ◗✉❛❞r♦t♦r ❝❧❛ss✐q✉❡✱ s✐ ❧❡s
❛✐❧❡s s♦♥t à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡✱ ❡t ❡♥ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛✈✐♦♥ s✐ ❧❡s ❛✐❧❡s s♦♥t à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥
❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ✭❈❡t✐♥s♦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❀ ❇❡♥❑❤♦✉❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❀ ❇❡♥❑❤♦✉❞ ❛♥❞ ❇♦✉❛❧❧è❣✉❡✱
✷✵✶✻❜✱❛❀ ❇♦✉❛❧❧è❣✉❡ ❛♥❞ ❇❡♥❑❤♦✉❞✱ ✷✵✶✻✮✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✺ ✕ ▼♦❞❡s ❞❡ ✈♦❧ ❞✉ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ◗❚❲ ✿ ❤♦r✐③♦♥t❛❧✱ ✈❡rt✐❝❛❧ ❡t ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳

❊♥ r❛✐s♦♥ ❞✉ ♣r♦✜❧ ❞❡ ✈♦❧ ❞❡ ❝❡t ❛ér♦♥❡❢ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s tr♦✐s
♠♦❞❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✱ s✉✐✈❛♥ts ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✻✮ ✭❈❡t✐♥s♦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮ ✿

✖ ✈♦❧ ✈❡rt✐❝❛❧ ✿ ❧❡ ✈♦❧ ♥❡ r❡♣♦s❡ q✉❡ s✉r ❧❡s r♦t♦rs✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡✱ ❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ♣❡✉t
❞é❝♦❧❧❡r ❡t ❛tt❡rr✐r ✈❡rt✐❝❛❧❡♠❡♥t ✭❱❚❖▲✮✳ ▲❡s ❛♥❣❧❡s ❞✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❛✐❧❡s ❡t ❞❡s
r♦t♦rs s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ✾✵➦ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣❧❛♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❀

✖ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✿ ❝✬❡st ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ q✉✐ r❡❧✐❡ ❧❡ ♠♦❞❡ ✈❡rt✐❝❛❧
❛✉ ♠♦❞❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧✳ ❈✬❡st ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❧❛ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✉ ❞r♦♥❡ ❀

✖ ✈♦❧ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✿ ❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛✈✐♦♥✳ ▲❡s ❛♥❣❧❡s ❞✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s
❛✐❧❡s ❡t ❞❡s r♦t♦rs s♦♥t ♣r❡sq✉❡ ♥✉❧s✳ ▲❡ ❞r♦♥❡ ❣❛❣♥❡ ❛ss❡③ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ♣♦✉r ❣é♥ér❡r
❞❡s ❢♦r❝❡s ❛ér♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ♣♦✉r s♦✉❧❡✈❡r ❡t ❝♦♥trô❧❡r s♦♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✻ ✕ ❉✐✛ér❡♥ts ♠♦❞❡s ❞❡ ✈♦❧ ❞✉ ❞r♦♥❡ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ◗❚❲ ✭❇❡♥❑❤♦✉❞ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✼✮✳



✶✳✺✳ ❉r♦♥❡ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ✓ ◗✉❛❞✲❚✐❧t ❲✐♥❣ ✔ ✶✸

✶✳✺✳✷ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡

✶✳✺✳✷✳✶ ❊q✉❛t✐♦♥s ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡s

▲❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥✲❊✉❧❡r ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ét❛❜❧✐r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐✲
♥é❛✐r❡ ❞✉ ❞r♦♥❡ ét✉❞✐é✳ ❆✜♥ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s♦♥t ❝♦♥s✐✲
❞éré❡s ✭❈❡t✐♥s♦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❀ ❆❜❞❡ss❛♠❡✉❞ ❛♥❞ ❚❛②❡❜✐✱ ✷✵✶✸✮ ✿

✖ ❧❡s ✢❡①✐❜✐❧✐tés ❞❡s ❛✐❧❡s ❞❡ ❧✬❛ér♦♥❡❢ ❡t ❞✉ ❢✉s❡❧❛❣❡ s♦♥t ♥é❣❧✐❣é❡s ❀

✖ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ tr❛✐♥é❡ ❞✉ ❢✉s❡❧❛❣❡ ❡st ♥é❣❧✐❣é❡ ❀

✖ ❧❡ ❢♦②❡r ❛ér♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡t ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ❀

✖ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✬❛ér♦♥❡❢ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳

❆✜♥ ❞✬ét❛❜❧✐r ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡s ❢♦r❝❡s ❡t ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❛ér♦❞②♥❛♠✐q✉❡s
q✉✐ ré❣✐ss❡♥t ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ ❞r♦♥❡ ◗❚❲✱ ♥♦✉s r❡t❡♥♦♥s ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t à ❧❛ ✜✲
❣✉r❡ ✶✳✶✼ ❧❡s ❞❡✉① r❡♣èr❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

✖ ✉♥ r❡♣èr❡ ✐♥❡rt✐❡❧ ✜①❡✱ ♥♦té RRRi (Oi, xi, yi, zi)✱ s✉♣♣♦sé ❣❛❧✐❧é❡♥ ❛✈❡❝ zi ♣♦✐♥té ✈❡rs ❧❡
❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ t❡rr❡ ❀

✖ ✉♥ r❡♣èr❡ ❧✐é ❛✉ ❝♦r♣s ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡✱ ♥♦té RRRb (Ob, xb, yb, zb)✱ ❞♦♥t ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡
❛✈❡❝ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té✱ xb ❞é✜♥✐t ❧✬❛①❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣♦✐♥té ✈❡rs ❧✬❛✈❛♥t✱ yb ❞é✜♥✐t
❧✬❛①❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❡t zb ❡st ❧✬❛①❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐r✐❣é ✈❡rs ❧❡ ❤❛✉t✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✼ ✕ ❈♦♦r❞♦♥♥é❡s ❡t r❡♣èr❡s ❛ér♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞✉ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ◗❚❲✳

❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r −π/2 ≤ φ ≤ π/2✱ −π/2 ≤ θ ≤ π/2 ❡t −π ≤ ψ ≤ π ❧❡s ❛♥❣❧❡s
❞✬❊✉❧❡r r❡❧❛t✐❢s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❡ r♦✉❧✐s✱ ❞❡ t❛♥❣❛❣❡ ❡t ❞❡ ❧❛❝❡t✳ ❈❡s
❛♥❣❧❡s ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦r♣s s♦❧✐❞❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥



✶✹ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❡s ❞r♦♥❡s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s ❯❆❱

RRR : RRRi → RRRb s✉✐✈❛♥t❡ ✿

RRR (φ, θ, ψ) =





cφcθ sφsθcψ − sφcθ cφsθcψ + sψsφ
sφcθ sφsθsψ + cψcθ cφsθsψ − sφcψ
−sθ sφcθ cφcθ



 ✭✶✳✶✮

❛✈❡❝ c = cos (.) ❡t s = sin (.)✳
▲✬❛tt✐t✉❞❡ ❞✉ ❞r♦♥❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ r❡♣èr❡ t❡rr❡str❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡s ❛♥❣❧❡s r❡♣ér❛♥tRRRb

❞❛♥s RRRi✳ P❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ♦♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❈❛r❞♦♥ ✭φ, θ, ψ✮ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✮✳ ▲❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té ● ❞✉
❞r♦♥❡ ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ✐♥❡rt✐❡❧ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✶✳✷✮ ❡t ✭✶✳✸✮ ✿

ξξξ = (x, y, z)T ∈ R
3 ✭✶✳✷✮

ξ̇ξξ = (ẋ, ẏ, ż)T ∈ R
3 ✭✶✳✸✮

❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧✬❛tt✐t✉❞❡ ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡
ré❢ér❡♥t✐❡❧ RRRi✱ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

ηηη = (φ, θ, ψ)T ∈ R
3 ✭✶✳✹✮

η̇ηη =
(

φ̇, θ̇, ψ̇
)T

∈ R
3 ✭✶✳✺✮

❛✈❡❝ φ✱ θ ❡t ψ s♦♥t ❧❡s ❛♥❣❧❡s ❞✬❊✉❧❡r q✉✐ ❞é✜♥✐ss❡♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❡
r♦✉❧✐s✱ ❞❡ t❛♥❣❛❣❡ ❡t ❞❡ ❧❛❝❡t✳
❉❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ RRRb✱ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❞❡ r♦✉❧✐s✱ ❞❡ t❛♥❣❛❣❡ ❡t ❞❡ ❧❛❝❡t s♦♥t ❞é✜♥✐❡s

♣❛r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ϑϑϑ = (p, q, r)T ✳ ❈❡s ✈✐t❡ss❡s s♦♥t ❧✐é❡s à ❝❡❧❧❡s ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s RRRi ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

ϑϑϑ = TTT (φ, θ)ηηη ✭✶✳✻✮

♦ù TTT (φ, θ) ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✭❱♦✐r ❆♥♥❡①❡ ❆✮ ❞é✜♥✐❡
❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

TTT (φ, θ) =





1 0 −sθ
0 cφ sφcθ
0 −sφ cφcθ



 ✭✶✳✼✮

■❞❡♠✱ ♣♦✉r ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ννν = (vx, vy, vz)
T ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡RRRb ❡♥ r❡t❡♥❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥

✭✶✳✽✮ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
ννν =RRRT (φ, θ, ψ) ξ̇ξξ ✭✶✳✽✮

✶✳✺✳✷✳✷ ❊q✉❛t✐♦♥s ❞②♥❛♠✐q✉❡s

▲❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❞✬❛tt✐t✉❞❡ s♦♥t ❡①♣r✐♠é❡s ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ❞✉ ❝♦r♣s RRRb✳
❆✐♥s✐✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ◆❡✇t♦♥✲❊✉❧❡r✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❡st ❞é❝r✐t❡
❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ (

mIII 0
0 JJJ

)(
ν̇νν

ϑ̇ϑϑ

)

+

(
0

ϑϑϑ ∧ JJJϑϑϑ

)

=

(
FFF t

MMM t

)

✭✶✳✾✮

III ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té✱ m ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ❞r♦♥❡ ◗❚❲ ❡t JJJ s❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♥❡rt✐❡✱ FFF t ❡t MMM t

r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❢♦r❝❡s ❡①tér✐❡✉r❡s ❡t ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❛❣✐ss❛♥t s✉r ❧❡ ❞r♦♥❡ ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡
RRRb✳



✶✳✺✳ ❉r♦♥❡ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ✓ ◗✉❛❞✲❚✐❧t ❲✐♥❣ ✔ ✶✺

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✶✳✾✮ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦r♣s r✐❣✐❞❡ s♦♥t ✈❛❧❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ✈♦❧s
❤♦r✐③♦♥t❛❧✱ ✈❡rt✐❝❛❧ ❡t ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ❢♦r❝❡s ❡①tér✐❡✉r❡s FFF t ❡t ❧❡s ♠♦♠❡♥ts
❡①tér✐❡✉rsMMM t s♦♥t ❞é✜♥✐s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❛♥❣❧❡s ❞✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❛✐❧❡s γ1,2,3,4✱ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✽✳

2l

1 2
,

L L
F F

3 4
,

L L
F F

3 4
,

D D
F F

1 2
,

D D
F F

COG

1 2
,F F

3 4
,F F

b
z−

b
x

i
x

i
z

1,2
γ

3,4
γ

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✽ ✕ ❋♦r❝❡s ❡①tér✐❡✉r❡s ❛❣✐ss❛♥t s✉r ❧❡ ❝♦r♣s ❞✉ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ◗❚❲✳

✶✳✺✳✷✳✸ ❋♦r❝❡s ❡①tér✐❡✉r❡s

▲❛ ❢♦r❝❡ t♦t❛❧❡ ❡①tér✐❡✉r❡ FFF t ❛❣✐ss❛♥t s✉r ❧❡ ❞r♦♥❡ s❡ ❝♦♠♣♦s❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ❢♦r❝❡s
❞❡ ♣♦✉ssé❡ FFF ❝réé❡s ♣❛r ❧❡s r♦t♦rs✱ ❞❡s ❢♦r❝❡s ❛ér♦❞②♥❛♠✐q✉❡s FFF a ❣é♥éré❡s ♣❛r ❧❡s ❛✐❧❡s✱ ❞❡
❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té FFF g ❡t ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❡①t❡r♥❡s FFF p ❝♦♠♠❡ ❧❡s r❛❢❛❧❡s ❞❡ ✈❡♥t✳ ❊t❛♥t
❞♦♥♥é q✉❡ ❝❡s ❢♦r❝❡s s♦♥t ❡①♣r✐♠é❡s ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ RRRb✱ ❡❧❧❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡s
♠♦②❡♥♥❛♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ RRR (φ, θ, ψ) ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ✐♥❡rt✐❡❧ RRRi ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✿

FFF t = FFF g +FFF +FFF a +FFF p ✭✶✳✶✵✮

✖ ❋♦r❝❡s ❞❡ ♣♦✉ssé❡ ✿ ❝❡ s♦♥t ❧❡s ❢♦r❝❡s ❣é♥éré❡s ♣❛r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ ❞❡
❧✬❛✈✐♦♥✳ P♦✉r ✉♥ ❛ér♦♥❡❢ à ❤é❧✐❝❡s✱ ❝❡ t②♣❡ ❞❡s ❢♦r❝❡s s✬❡①❡r❝❡ s✉✐✈❛♥t ❧✬❛①❡ ❞✉ r♦t♦r✳
❈❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ ♣♦✉ssé❡ FFF s♦♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡s ❛✉① ❝❛rrés ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞❡s
♠♦t❡✉rs ω2

i ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥ γi✳ ▲❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ ♣♦✉ssé❡ ❞❡ ❧✬✐✲è♠❡ ♠♦t❡✉r
❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

Fi = kω2
i ✭✶✳✶✶✮

❛✈❡❝ i ∈ {1, 2, 3, 4} ❡t k > 0 ❡st ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ♣♦✉ssé❡ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é
♠♦②❡♥♥❛♥t ❞❡s ❡ss❛✐s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①✳

❊♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❛♥❣❧❡s ❞✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥ γi✱ ❧❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ ♣♦✉ssé❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s
♠♦❞❡s ❞✉ ✈♦❧ s♦♥t ❡①♣r✐♠é❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

FFF =





Fx
Fy
Fz



 =RRR (φ, θ, ψ)





cγ1 cγ2 cγ3 cγ4
0 0 0 0

−sγ1 −sγ2 −sγ3 −sγ4











F1

F2

F3

F4







✭✶✳✶✷✮



✶✻ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❡s ❞r♦♥❡s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s ❯❆❱

✖ ❋♦r❝❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té ✿ ❝✬❡st ❧❛ ❢♦r❝❡ ❛❣✐ss❛♥t s✉r ❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ✈♦❧❛♥t✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r
✜①❡ t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❛①❡ zi ❞✉ r❡♣èr❡ ✐♥❡rt✐❡❧ RRRi✳ ❈❡tt❡ ❢♦r❝❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❝❡
♠ê♠❡ r❡♣èr❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

FFF g =





0
0
mg



 ✭✶✳✶✸✮

g ét❛♥t ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té✳

✖ ❋♦r❝❡s ❛ér♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ✿ ❡❧❧❡s s♦♥t ❝réé❡s ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣r❡ss✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s
❞✉❡s à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧✬❛✐r ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬❛✈✐♦♥ ❡♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❆✜♥ ❞✬✐♥té❣r❡r ❧❡ ♣r♦✲
❝❡ss✉s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❧❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ ♣♦rt❛♥❝❡ FL (γi, vx, vz) ❡t ❞❡ tr❛î♥é❡ FD (γi, vx, vz)
s♦♥t ♠♦❞é❧✐sé❡s ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ vx ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡
❞é❝♦❧❧❛❣❡✴❛tt❡rr✐ss❛❣❡ vz ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❛♥❣❧❡s ❞✬✐♥❝❧✐✲
♥❛✐s♦♥ γi ❡t ❞✬❛tt❛q✉❡ αi ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✾✮✳ ❈❡s ❢♦r❝❡s s♦♥t ❛✐♥s✐ ❡①♣r✐♠é❡s ❞❛♥s ❧❡
r❡♣èr❡ ❞✉ ❝♦r♣s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✭❈❡t✐♥s♦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮ ✿





F i
D

0
F i
L



 =RRR (γi − αi)





−1
2
CDρv

2
totS

0
−1

2
CLρv

2
totS



 ✭✶✳✶✹✮

ρ ❡st ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧✬❛✐r✱ S ❡st ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬❛✐❧❡✱ CD ❡t CL r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✲
✈❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ tr❛î♥é❡ ❡t ❞❡ ♣♦rt❛♥❝❡✱ RRR (γi − αi) ❞é♥♦t❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
r♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛♥❣❧❡ (γi − αi) ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛①❡ y✳

i
z

i
x

i
γ

i
α

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✾ ✕ ❆♥❣❧❡ ❞✬❛tt❛q✉❡ ❞❡ ♣r♦✜❧ ❞✬❛✐❧❡✳

▲✬❛♥❣❧❡ ❞✬❛tt❛q✉❡ αi ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ✢✉① vtot ❞✬❛✐r s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡①♣r✐✲
♠és ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

αi = γi + arctan 2 (vx, vz) ✭✶✳✶✺✮

vtot =
√

v2x + v2z ✭✶✳✶✻✮

vx ❡t vz s♦♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✶✳✽✮✳
❆✐♥s✐✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ ♣♦rt❛♥❝❡ ❡t ❞❡ tr❛î♥é❡ FFF a✱ ❡①♣r✐♠é❡s ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡
❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❞r♦♥❡✱ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✶✳✶✼✮ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

FFF a =





Fa,x
Fa,y
Fa,z



 =RRR (φ, θ, ψ)





F 1
D + F 2

D + F 3
D + F 4

D

0
F 1
L + F 2

L + F 3
L + F 4

L



 ✭✶✳✶✼✮



✶✳✺✳ ❉r♦♥❡ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ✓ ◗✉❛❞✲❚✐❧t ❲✐♥❣ ✔ ✶✼

❆✜♥ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❛ér✐❡♥✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❛✐❧❡s
❡♥ ❛✈❛♥t ❡t ❡♥ ❛rr✐èr❡ t♦✉r♥❡♥t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠ê♠❡ ❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥ t❡❧ q✉❡
γ1,2 = γ3,4 = γ✳

✶✳✺✳✷✳✹ ▼♦♠❡♥ts ❡①tér✐❡✉rs

▲❡ ♠♦♠❡♥t ❡①tér✐❡✉r t♦t❛❧ MMM t ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✉ ♠♦♠❡♥t MMM ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡s ❢♦r❝❡s ❞❡
♣♦✉ssé❡ ❞❡s r♦t♦rs✱ ❝❡❧✉✐ ❣é♥éré ♣❛r ❧❡s ❢♦r❝❡s ❛ér♦❞②♥❛♠✐q✉❡s MMMa✱ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts MMMh

gyro

❡t MMM c
gyro ❣é♥érés ♣❛r ❧❡s ❡✛❡ts ❣②r♦s❝♦♣✐q✉❡s ❡t ❞❡s ♠♦♠❡♥ts MMMp ❞ûs ❛✉① ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s

❡①t❡r♥❡s✱ s✉♣♣♦sé❡s ♥✉❧s ❞✉r❛♥t ♥♦s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts✳ ❈❡ ♠♦♠❡♥t t♦t❛❧ ❡st ❡①♣r✐♠é ❝♦♠♠❡
s✉✐t ✿

MMM t =MMM +MMMa +MMMh
gyro +MMM c

gyro +MMMp ✭✶✳✶✽✮

✖ ▼♦♠❡♥ts ❞❡ ♣♦✉ssé❡ ✿ ❝❡s ♠♦♠❡♥ts s♦♥t ❝♦♥st✐t✉és ❞❡ ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♠♠❡
✐♥❞✐q✉é ❞❛♥s ✭✶✳✶✾✮✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s ❝réés ♣❛r ❧❡s r♦t♦rs q✉✐
s♦♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧s à ❧❛ ♣♦✉ssé❡✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❡st ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞✉ ❞éséq✉✐✲
❧✐❜r❡ ❞❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ ♣♦✉ssé❡ ❛❣✐ss❛♥t ❡♥ ❞✐✛ér❡♥ts ❛♥❣❧❡s ❞✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥ ❡t ❞✐✛ér❡♥t❡s
❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳

MMM = l





sγ1 −sγ2 sγ3 −sγ4
sγ1 sγ2 −sγ3 −sγ4
cγ1 −cγ2 cγ3 −cγ4











F1

F2

F3

F4






+





−cγ1 −cγ2 −cγ3 −cγ4
0 0 0 0
sγ1 sγ2 sγ3 sγ4











T1
T2
T3
T4







✭✶✳✶✾✮
l r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s r♦t♦rs ❡t ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡✱ Ti =
τiFi ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s ❝réés ♣❛r ❧❡s r♦t♦rs ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧s ❛✉① ❢♦r❝❡s ❞❡ ♣♦✉ssé❡ ❡t τi ❧❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦✉♣❧❡✴❢♦r❝❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡s ❤é❧✐❝❡s✳ P♦✉r ❧❡ s❡♥s ❞❡
r♦t❛t✐♦♥ ❤♦r❛✐r❡ ❞❡s ❤é❧✐❝❡s✱ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s τ2,3 = τ ✱ ❡t ♣♦✉r ❧❡s ❤é❧✐❝❡s t♦✉r♥❛♥t ❞❛♥s
❧❡ s❡♥s ❛♥t✐❤♦r❛✐r❡✱ ♥♦✉s r❡t❡♥♦♥s τ1,4 = −τ ✳

✖ ▼♦♠❡♥ts ❛ér♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ✿ ❝❡ s♦♥t ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s ❞✉s ❛✉ ❞éséq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡s ❢♦r❝❡s
❞❡ ♣♦rt❛♥❝❡ ❡t ❞❡ tr❛î♥é❡ ❝réé❡s ♣❛r ❧❡s ❛✐❧❡s✳ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❝❡s ❢♦r❝❡s ❛❣✐ss❡♥t
s✉r ✉♥ s❡✉❧ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬❛✐❧❡✱ ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s ❛ér♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❡①♣r✐♠és ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

MMMa =





Mφ

Mθ

Mψ



 = l





F 1
L − F 2

L

(F 1
L + F 2

L)− (F 3
L + F 4

L)
F 2
L − F 1

L



 ✭✶✳✷✵✮

✖ ▼♦♠❡♥ts ❣②r♦s❝♦♣✐q✉❡s ❧❡s ❡✛❡ts ❣②r♦s❝♦♣✐q✉❡s s♦♥t ❞ûs ❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✉
♣❧❛♥ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t t♦✉r♥❛♥t✳ ▲❡s ❝♦✉♣❧❡s ❣②r♦s❝♦♣✐q✉❡s ♦♥t ✉♥ ❡✛❡t ❞②✲
♥❛♠✐q✉❡ ♣❧✉s s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ s✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts q✉✐ t♦✉r♥❡♥t ❛✈❡❝ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s très ❣r❛♥❞❡s✳
P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ❧❡s ❡✛❡ts ❣②r♦s❝♦♣✐q✉❡s ❞ûs ❛✉① r♦t❛t✐♦♥s ❞❡s ❤é❧✐❝❡s ❡t ❛✉① ♠♦✉✈❡✲
♠❡♥ts ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❞r♦♥❡ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ▲❡s ♠♦♠❡♥ts
❣②r♦s❝♦♣✐q✉❡s ❞❡s ❤é❧✐❝❡s ❡t ❞✉ ❝♦r♣s s♦♥t ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

MMMh
gyro =

4∑

i=1

Jr



µiϑϑϑ ∧





cγi
0

−sγi



ωi



 ✭✶✳✷✶✮



✶✽ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❡s ❞r♦♥❡s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s ❯❆❱

MMM c
gyro = ϑϑϑ ∧ JJJϑϑϑ ✭✶✳✷✷✮

µ1,2,3,4 = (1,−1,−1, 1) ❡t Jr ❡st ❧✬✐♥❡rt✐❡ ❞❡s ❤é❧✐❝❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛①❡ z✳

✶✳✺✳✷✳✺ ❉②♥❛♠✐q✉❡s ❞❡s r♦t♦rs

▲❡s ♠♦t❡✉rs é❧❡❝tr✐q✉❡s ❧❡s ♣❧✉s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t ❞❡s ❤é❧✐❝❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞r♦♥❡s
à r♦t♦rs ❡♥ t❛♥❞❡♠ ♠✉❧t✐♣❧❡s s♦♥t ❞❡ t②♣❡ ❇r✉s❤❧❡ss ❉❈✳ ❊♥ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❛♥t✱ ❝❡s
❛❝t✐♦♥♥❡✉rs é❧❡❝tr✐q✉❡s ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s❡♠❜❧❛❜❧❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡s ♠♦t❡✉rs à ❝♦✉r❛♥t
❝♦♥t✐♥✉ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧s ✭❇♦✉❛❧❧è❣✉❡ ❛♥❞ ❋❡ss✐✱ ✷✵✶✻✮✳
❈❤❛q✉❡ ♠♦t❡✉r ▼✐ ❡st ❝♦✉♣❧é à ✉♥❡ ❤é❧✐❝❡ ❛✈❡❝ ❡✛❡t ❞✬❛♥t✐✲❜❛tt❡♠❡♥t✳ ▲❛ t❡♥s✐♦♥ ❞❡

❧✬✐♥❞✉✐t✱ ❝♦♠♠❡ ❡♥tré❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❝❡s ♠♦t❡✉rs✱ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

vi =
Rmot

kmot
Jrω̇i + kmotωi + dRmotω

2
i ✭✶✳✷✸✮

Rmot ❡t kmot s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ rés✐st❛♥❝❡ ❞✬✐♥❞✉✐t ❞✉ ♠♦t❡✉r ❡t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✉
❝♦✉♣❧❡✱ d ét❛♥t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ tr❛î♥é❡✳
❈♦♠♠❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ tr❛î♥é❡ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t très ❢❛✐❜❧❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛♣♣r♦①✐♠❡r

❝❡tt❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❞♦♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❡st
❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

Hi (s) =
Wi (s)

Vi (s)
=

K

1 + τs
✭✶✳✷✹✮

K = 1/kmot ét❛♥t ❧❡ ❣❛✐♥ st❛t✐q✉❡ ❡t τ = RmotJr/k
2
mot ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ t❡♠♣s✳ ❈❡s ♣❛r❛✲

♠ètr❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥és ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✱ ♠♦②❡♥♥❛♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s
❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳
❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❞r♦♥❡ ◗❚❲ ❡st ♣✐❧♦té ♠♦②❡♥♥❛♥t ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡

r♦t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦t❡✉rs ❇r✉s❤❧❡ss ❉❈ ❡t ❧❡s ❡♥tré❡s ❡✛❡❝t✐✈❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ét❛♥t
❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

u =







u1
u2
u3
u4







= k







1 1 1 1
l −l l −l
l l −l −l
τ −τ −τ τ













ω2
1

ω2
2

ω2
3

ω2
4







✭✶✳✷✺✮

❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❧✬❡♥tré❡ u1 r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ ♣♦✉ssé❡ t♦t❛❧❡ q✉✐ ❛❣✐t s✉r ❧❡ ❝♦r♣s ❞✉
❞r♦♥❡ s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ z✱ ❧❡s ❡♥tré❡s u2✱ u3 ❡t u4 r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❞❡
r♦✉❧✐s✱ ❞❡ t❛♥❣❛❣❡ ❡t ❞❡ ❧❛❝❡t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❡s r♦t❛t✐♦♥s ❞✉ ❞r♦♥❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❛✉t♦✉r ❞❡s
❛①❡s x✱ y ❡t z✳

✶✳✺✳✷✳✻ ▼♦❞è❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t

❊♥ ❡①♣r✐♠❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦r❝❡s ❡①tér✐❡✉r❡s✱ ❛❣✐ss❛♥t s✉r ❧❡ ❝♦r♣s ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❞❛♥s ❧❡
r❡♣èr❡ ✐♥❡rt✐❡❧✱ ❡t à ♣❛rt✐r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t s❡❧♦♥ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥✲
❊✉❧❡r ✭❆✉st✐♥✱ ✷✵✶✵❀ ▲♦③❛♥♦✱ ✷✵✶✵✮✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞✉ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ◗❚❲
❡st ét❛❜❧✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

mξ̈ξξ = FFF t ✭✶✳✷✻✮



✶✳✺✳ ❉r♦♥❡ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ✓ ◗✉❛❞✲❚✐❧t ❲✐♥❣ ✔ ✶✾

JJJϑ̇ϑϑ = −MMM t + ϑϑϑ ∧ JJJϑϑϑ ✭✶✳✷✼✮

JJJ = diag (Jxx, Jyy, Jzz) ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❞✉ r♦❜♦t ❡t Jxx✱ Jyy ❡t Jzz s♦♥t ❧❡s ✐♥❡rt✐❡s
❞✉ ❝♦r♣s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛①❡s x✱ y ❡t z✳

❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✶✳✷✻✮ ❡t ✭✶✳✷✼✮ ❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡ ♣❛r s♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ét❛❜❧✐❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s q✉✐ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❡s
♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞✉ ❞r♦♥❡ ✿







ẍ =
1

m
((cψcθcγ − (cφsθcψ + sφsψ) sγ) u1 + Fa,x)

ÿ =
1

m
((sψcθcγ − (cφsθsψ − sφcψ) sγ) u1 + Fa,y)

z̈ =
1

m
((−sθcγ − cφcθsγ) u1 + Fa,z) + g

ṗ =
u2
Jxx

+
Jyy − Jzz
Jxx

qr −
Jr
Jxx

qωrsγ +Mφ

q̇ =
u3
Jyy

+
Jzz − Jxx

Jyy
pr +

Jr
Jyy

(psγ + rcγ)ωr +Mθ

ṙ =
u4
Jzz

+
Jxx − Jyy

Jzz
pq −

Jr
Jzz

qcγωr +Mψ

✭✶✳✷✽✮

ωr = ω1 − ω2 − ω3 + ω4 r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ rés✐❞✉❡❧❧❡ ❞❡s r♦t♦rs ❡t u1✱ u2✱ u3
❡t u4 s♦♥t ❧❡s ❡♥tré❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡✳

❉✉r❛♥t ❧❡ ✈♦❧ ✈❡rt✐❝❛❧ ✭γ = π/2✮✱ ❧❡ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ◗❚❲ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ◗✉❛❞r♦t♦r
❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ♥❡ r❡♣♦s❡ q✉❡ s✉r s❡s r♦t♦rs ♣♦✉r ❧❛ s✉st❡♥t❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❢♦r❝❡s ❡t ❧❡s ♠♦♠❡♥ts
❛ér♦❞②♥❛♠✐q✉❡s s♦♥t ♥é❣❧✐❣és✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✉ ❞r♦♥❡ ❡st ❛❝❝♦♠♣❧✐ ♣❛r ❧❛
✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞❡s r♦t♦rs ♣r♦✈♦q✉❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r❝❡s ❞❡
♣♦✉ssé❡ ♣r♦❞✉✐t❡s✳ ▲❡ ◗❚❲ s✬✐♥❝❧✐♥❡ ❛✐♥s✐ ✈❡rs ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ r♦t♦r ❧❡ ♣❧✉s ❧❡♥t ❡t ♣r❡♥❞
❡♥s✉✐t❡ ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ❝❡t ❛①❡ ❞❡ r♦t♦r✳ ▲❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥
❡t ❞✬❛tt✐t✉❞❡ s♦♥t ❛❧♦rs ré❣✐❡s ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❧♦❝❛❧ s✉✐✈❛♥t ✿







ẍ =
1

m
(−cφsθcψ − sφsψ) u1

ÿ =
1

m
(−cφsθsψ + sφcψ) u1

z̈ = −
1

m
cφcθu1 + g

ṗ =
u2
Jxx

+
Jyy − Jzz
Jxx

qr −
Jr
Jxx

qωr

q̇ =
u3
Jyy

+
Jzz − Jxx

Jyy
pr +

Jr
Jyy

pωr

ṙ =
u4
Jzz

+
Jxx − Jyy

Jzz
pq

✭✶✳✷✾✮

❊♥ r❡t❡♥❛♥t X =
(

φ, φ̇, θ, θ̇, ψ, ψ̇, z, ż, x, ẋ, y, ẏ
)T

∈ R
12 ❝♦♠♠❡ ✈❡❝t❡✉r ét❛t ❞✉ ♠♦❞è❧❡



✷✵ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❡s ❞r♦♥❡s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s ❯❆❱

❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♣❡✉t s❡ ♠❡ttr❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Ẋ = f (X, u) =







ẋ1 = x2
ẋ2 = a1x4x6 + a2x4ωr + b1u2
ẋ3 = x4
ẋ4 = a3x2x6 + a4x2ωr + b2u3
ẋ5 = x6
ẋ6 = a5x2x4 + b3u4
ẋ7 = x8

ẋ8 = −
cx1cx3
m

u1 + g

ẋ9 = x10

ẋ10 = −
1

m
(cx1sx3cx4 + sx1sx4) u1

ẋ11 = x12

ẋ12 =
1

m
(−cx1sx3sx4 + sx1cx4) u1

✭✶✳✸✵✮

❛✈❡❝ ✿ a1 = (Jyy − Jzz)/Jxx✱ a2 = −Jr/Jxx✱ a3 = (Jzz − Jxx)/Jyy✱ a4 = Jr/Jyy✱ a5 =
(Jxx − Jyy)/Jzz✱ b1 = 1/Jxx✱ b2 = 1/Jyy ❡t b3 = 1/Jzz✳
❊♥ r❡t❡♥❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r♦t♦rs q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❞r♦♥❡ ◗✉❛❞r♦t♦r✱

♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡t❡♥✐r ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❧❡ s❝❤é♠❛ s②♥♦♣t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✵ q✉✐ ♣rés❡♥t❡ ❧❛
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ét✉❞✐é✳

1
u

2 ,3 , 4
u

2

1

3

4 , ,f q yɺ ɺ ɺ

2
w

1
w

3
w

4
w

v

v

v

v

  Dynamique 

de translation

    Eq. (1.26)

  Dynamique 

   de rotation

    Eq. (1.27)

Modèle dynamique 

  du drone QTW
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n
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iq
u

e
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E

q
. 
(1

.2
5

)

,x xɺ

,y yɺ

,z zɺ

,f fɺ

,q qɺ

,y yɺ

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✵ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❜❧♦❝s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ❞r♦♥❡ ◗❚❲✳

✶✳✻ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❚✲❙ ❞❡ s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s

✶✳✻✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡

❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❞é❝❡♥♥✐❡s✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❚✲❙ ♦♥t été ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❛
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r
✉♥ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ♣♦♥❞érés ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥✈❡①✐té ✭❚❛♥❛❦❛ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❛✮✱ ✭❙❛❧❛✱



✶✳✻✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❚✲❙ ❞❡ s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ✷✶

✷✵✵✾✮ ❡t ✭❆❧❧♦✉❝❤❡✱ ✷✵✶✻✮✳ ▲❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ à s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❚✲❙ ❡st
❡✛❡❝t✉é s♦✐t ❡♥ ❧✐♥é❛r✐s❛♥t ❛✉t♦✉r ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦✐♥ts ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✭❏♦❤❛♥s❡♥ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✵✮ s♦✐t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r s❡❝t❡✉rs ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ✭❖❤t❛❦❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✳
▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❚✲❙ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧✬❛♣♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡

t❡♠♣s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❧♦❝❛✉① ❧❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❞❛♥s
❞✐✛ér❡♥t❡s ③♦♥❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠✉❧t✐✲♠♦❞è❧❡s s✬é❝r✐✈❡♥t
s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ✭▲❚■✮
♣♦♥❞érés ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ✓ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ✔ ✭❚❛♥❛❦❛ ❛♥❞ ❙✉❣❡♥♦✱ ✶✾✾✷❀ ❚❛♥❛❦❛
❛♥❞ ❲❛♥❣✱ ✷✵✵✶❀ ❍❛♠♦✉❞❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✱ ✷✵✶✹✱ ✷✵✶✻❀ ❆❧❧♦✉❝❤❡✱ ✷✵✶✻❀ ❨♦✉ss❡❢ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼✮✳

✶✳✻✳✷ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❚✲❙

❯♥ ♠♦❞è❧❡ ✢♦✉ ❚✲❙ ♣❡✉t r❡♣rés❡♥t❡r ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♥♦♥
❧✐♥é❛✐r❡✳ ❆✜♥ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ✉♥ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❡✉t
êtr❡ é❝r✐t s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬ét❛t ❝♦♥t✐♥✉ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭♠♦❞è❧❡
q✉❛s✐✲❧✐♥é❛✐r❡ à ♣❛r❛♠ètr❡s ✈❛r✐❛♥ts✮ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

ẋ (t) = A (θ) x (t) + B (θ) u (t)

ẏ (t) = C (θ) x (t)
✭✶✳✸✶✮

♦ù A✱ B ❡t C s♦♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡✱ θ ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞❡ ♣ré♠✐ss❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞❡♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡s x ❡t ❞❡s ❡♥tré❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ u
✭❍✉❛♥❣ ❛♥❞ ❏❛❞❜❛❜❛✐❡✱ ✶✾✾✾❀ ▲❡✐t❤ ❛♥❞ ▲❡✐t❤❡❛❞✱ ✷✵✵✷❀ ❖r❥✉❡❧❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✱ ✷✵✵✾❀ ◆❛❣②
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❀ ❈❤❛❞❧✐ ❛♥❞ ❑❛r✐♠✐✱ ✷✵✶✸✮✳ ❯♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ r❡s♣❡❝té❡
❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥st✐t✉t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❚✲❙ ❡st ❧❛ ❜♦r♥✐t✉❞❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ✿

θmin ≤ θ ≤ θmax ✭✶✳✸✷✮

♦ù θmin ❡t θmax s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡t ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ θ✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✢♦✉
❡st ❛❧♦rs ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ s♦✉s✲♠♦❞è❧❡s ▲❚■ ❜♦r♥és ❡t ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝tés
❣râ❝❡ à ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ s♦♠♠❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

{

ẋ(t) =
∑Nlti

i=1 µi(θ)
(

Ai (x (t)) x(t) + Bi (x (t)) u(t)
)

y(t) =
∑Nlti

i=1 µi(θ)Ci (x (t)) x(t)
✭✶✳✸✸✮

❛✈❡❝ Nlti ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s s♦✉s✲♠♦❞è❧❡s ▲❚■✱ Ai ∈ R
nx×nx ✱ Bi ∈ R

nu×nx ❡t Ci ∈ R
ny×nx ❞❡s

♠❛tr✐❝❡s ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡t µi(θ) r❡♣rés❡♥t❡
❧❡ ❞❡❣ré ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞✉ ié♠❡ s♦✉s✲♠♦❞è❧❡ ❛ss♦❝✐é✳
❙❡❧♦♥ ❧❛ ③♦♥❡ ♦ù é✈♦❧✉❡ ❧❡ s②stè♠❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ µi(θ) ✐♥❞✐q✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♣❧✉s ❛✉ ♠♦✐♥s

✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❧♦❝❛❧ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❣❧♦❜❛❧✳ ❈❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ s♦♥t ♥♦♥
❧✐♥é❛✐r❡s✱ ♥♦r♠❛❧✐sé❡s ❡t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞❡ ❢♦r♠❡s s✐♥✉s♦ï❞❛❧❡✱ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♦✉ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡
✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥✈❡①✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Nlti∑

i=1

µi (θ) = 1 ✭✶✳✸✹✮



✷✷ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❡s ❞r♦♥❡s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s ❯❆❱

❛✈❡❝
0 ≤ µi (θ) ∀ i = 1, 2, ..., Nlti

❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❚✲❙ ❡st ❞é❝r✐t ❛❧♦rs ♣❛r ❞❡s rè❣❧❡s ✢♦✉❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✓ s✐✲❛❧♦rs ✔ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

Ri : Si θ1 (t) est F
i
1 (θ1 (t)) Et θ2 (t) est F

i
2 (θ2 (t)) Et .... θp (t) est F

i
p (θp (t))

Alors

{

ẋ (t) = Ai (x (t)) x (t) + Bi (x (t)) u (t)

y (t) = Ci (x (t)) x (t)
✭✶✳✸✺✮

♦ù Ri r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ iè♠❡ rè❣❧❡ ✢♦✉❡✱ F i
j ♣♦✉r j ∈ {1, 2, ...p} ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡

❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✢♦✉s✱ (θ1 (t) , θ2 (t) , ..., θp (t)) ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ♣ré♠✐ss❡
θ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét❛t✱ ❞❡s ❡♥tré❡s✱ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥
❞❡s ❞❡✉① ❡t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠❡s✉ré❡s ♦✉ ♥♦♥✳
▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ µi ❞é♣❡♥❞❡♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ♣ré♠✐ss❡

θ (t) = [θ1 (t), θ2 (t), ..., θp (t)] ❡t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❧♦❣✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❚✲❙✱
❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✏Et✑ ❡st s♦✉✈❡♥t ❝❤♦✐s✐ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ✿

µi (θ (t)) =

p
∏

j=1

F i
j (θj (t)) ✭✶✳✸✻✮

❛✈❡❝ µi (θ (t)) > 0, ∀ t > 0✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❚✲❙ ❣❧♦❜❛❧ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✳✻✳✷✮ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ s♦♠♠❡

♣♦♥❞éré❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✭■❝❤❛❧❛❧✱ ✷✵✵✾❀ ❍❛♠♦✉❞❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻✮ ✿






ẋ (t) =

Nlti∑

i=1

µi (θ (t))
(

Ai (x (t)) x (t) + Bi (x (t)) u (t)
)

ẏ (t) =

Nlti∑

i=1

µi (θ (t))
(

Ci (x (t)) x (t)
)

, i ∈ 1, ..., Nlti

✭✶✳✸✼✮

✶✳✻✳✸ ❆♣♣r♦❝❤❡s ❞✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❚✲❙

❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ tr♦✐s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡♠♣❧♦②é❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♠♦❞è❧❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❚✲❙ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭❖✉❞❣❤✐r✐✱ ✷✵✵✽❀
■❝❤❛❧❛❧✱ ✷✵✵✾❀ ❍❛♠♦✉❞❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❀ ❆❧❧♦✉❝❤❡✱ ✷✵✶✻✮ ✿

✶✳✻✳✸✳✶ ▼✉❧t✐✲♠♦❞è❧❡ ♣❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡st ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s s②stè♠❡s s❛♥s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♦ù
❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❝♦♥s✐❞érés s♦♥t ❞❡ t②♣❡ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡ ✭❚❛♥❛❦❛ ❛♥❞ ❙✉❣❡♥♦✱ ✶✾✾✷✮✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♠♦②❡♥♥❛♥t à ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲s②stè♠❡s ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥t ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❧♦❝❛✉① ❞é✜♥✐s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✐♥ts ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞✬✉♥ ♠✉❧t✐✲♠♦❞è❧❡ ♣❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞✬❡♥tré❡s✴s♦rt✐❡s
♣❛ss❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡s q✉❛tr❡ ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✭●❛ss♦✱ ✷✵✵✵✮ ✿



✶✳✻✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❚✲❙ ❞❡ s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ✷✸

✖ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❀

✖ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❀

✖ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❧♦❝❛✉① ❡t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ✭❧❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡s s♦♥t ❡♠♣❧♦②é❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét❛♣❡✮ ❀

✖ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✜♥❛❧ ✭é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈✐té ❞❡s ♠✉❧t✐✲♠♦❞è❧❡s✮✳

✶✳✻✳✸✳✷ ▼✉❧t✐✲♠♦❞è❧❡ ♣❛r ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥

❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ s♦♥
♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞♦♥♥é ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♠ét✐❝✉❧❡✉✲
s❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐s✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞♦✐t êtr❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❞✉ s②stè♠❡ ét✉❞✐é ✈✐s✲à✲✈✐s
❞❡ s❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡t ❞❡ s♦♥ é✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛✲
t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ❧♦❝❛✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❞♦✐t
êtr❡ ét❛❜❧✐❡ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❚✲❙ ❣❧♦❜❛❧❡ ✭❆❦❤❡♥❛❦✱ ✷✵✵✹❀ ◆❛❣② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳

✶✳✻✳✸✳✸ ▼✉❧t✐✲♠♦❞è❧❡ ♣❛r s❡❝t❡✉rs ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s

❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ été ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ✭❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✻❀ ❚❛♥❛❦❛ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✻✮✳
❙♦♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ ♠❛❥❡✉r ❡st ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❧♦❝❛✉① ❡t ❞✬❛ss✉r❡r
✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✭❨♦✉ss❡❢ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼✮✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s
❝✐té❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❚✲❙
❞é❝r✐✈❛♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ét✉❞✐é✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❚✲❙ ♣❛r s❡❝t❡✉rs ♥♦♥
❧✐♥é❛✐r❡s r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡s ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ❡t s✉♣ér✐❡✉r❡s ❞❡s t❡r♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❝♦♠♠❡
❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✶✳✻✳✶✳ ❙♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st ❜❛sé s✉r ✉♥❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
P♦❧②t♦♣✐q✉❡ ❈♦♥✈❡①❡ ✭❚P❈✮ ❞❡s t❡r♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭❚❛♥❛❦❛ ❛♥❞ ❲❛♥❣✱ ✷✵✵✶❀
▼♦rèr❡✱ ✷✵✵✶❀ ❖❤t❛❦❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀ ❆❧❧♦✉❝❤❡✱ ✷✵✶✻✮✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✻✳✶✳ ❙♦✐t θj(x, u), j ∈ {1, 2, ..., p} ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t
❜♦r♥é❡s s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♠♣❛❝t D ⊂ R

n1 × R
m1 à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s R ❛✈❡❝ x ∈ R

n1 ❡t
u ∈ R

m1✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s (v = 1, 2) t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

µv : D 7→ [0, 1] ✭✶✳✸✽✮

(x, u) 7→ µv(x, u) ✭✶✳✸✾✮

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s θj(x, u) ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❢♦r♠✉❧é❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

θ(x, u) = µ1(x, u)θ
max + µ2(x, u)θ

min ✭✶✳✹✵✮

❛✈❡❝ ✿






θmax = max
(x,u)∈D

{θ(x, u)}

θmin = min
(x,u)∈D

{θ(x, u)}
✭✶✳✹✶✮

s❛❝❤❛♥t q✉❡ ✿
µ1(x, u) + µ2(x, u) = 1 ✭✶✳✹✷✮



✷✹ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❡s ❞r♦♥❡s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s ❯❆❱

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ µ1 ❡t µ2 s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

µ1 =
θ(x, u)− θmin

θmax − θmin
; µ2 = 1− µ1 =

θmax − θ(x, u)

θmax − θmin
✭✶✳✹✸✮

�

▲❛ str✉❝t✉r❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❞✉ ♠✉❧t✐✲♠♦❞è❧❡ ❚✲❙ s❡❧♦♥ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡s s❡❝t❡✉rs ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s
♥✬❡st ♣❛s ✉♥✐q✉❡ ✭❆❧❧♦✉❝❤❡✱ ✷✵✶✻✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞❡ ♣ré♠✐ss❡✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❝❤❛♥❣❡♥t ❡t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❚✲❙
♣❡✉t êtr❡ ❢♦r♠✉❧é❡✳ ❚♦✉❥♦✉rs s❡❧♦♥ ❧❛ ♠ê♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❚✲❙✱ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❧♦❝❛✉① ❧✐♥é❛✐r❡s ♦❜t❡♥✉s ❡st Nlti = 2r ♦ù r ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧
❞és✐❣♥❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ♣ré♠✐ss❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ rè❣❧❡s ✢♦✉❡s
❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡r♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s s♦♥t ❧✐és ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❈❡tt❡ ❧✐❛✐s♦♥
♣❡✉t êtr❡ ♥é❢❛st❡ s✉rt♦✉t ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❯♥
♥♦♠❜r❡ ❞❡ rè❣❧❡s é❧❡✈é ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✐♠♣♦rt❛♥ts ✭❚❛♥❛❦❛ ❛♥❞
❲❛♥❣✱ ✷✵✵✶❀ ▼♦rèr❡✱ ✷✵✵✶❀ ❖❤t❛❦❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ❧✬✐♥térêt ❡st ♣♦rté à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✈✐❛ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❛♣✲

♣r♦❝❤❡ ❞✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❚✲❙✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ❡st ❥✉st✐✜é ♣❛r s❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ♠❛❥❡✉rs ❞✉
♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ q✉✐ ❛ss✉r❡♥t ❧✬✐♥t❡r❝♦♥✲
♥❡①✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ❧♦❝❛✉① ▲❚■✳

✶✳✻✳✹ ❙t❛❜✐❧✐té ❞❡s s②stè♠❡s ❚✲❙

▲❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s é❝r✐ts s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t
❚✲❙ ❛ été ❧❛r❣❡♠❡♥t ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✭■❝❤❛❧❛❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀ ❉❥❡❣❤❛❜❛✱ ✷✵✶✷❀
❇❡③③❛♦✉❝❤❛✱ ✷✵✶✸❀ ❈❤❛❞❧✐ ❛♥❞ ❑❛r✐♠✐✱ ✷✵✶✸❀ ❍❛♠♦✉❞❛✱ ✷✵✶✺❀ ❆❧❧♦✉❝❤❡✱ ✷✵✶✻✮✳ ●râ❝❡ à
❧✬é❝r✐t✉r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❚✲❙✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬ét✉❞❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❡s
s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❛✉ ❝❛s ❞❡s s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❡st r❡♥❞✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❯♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡
s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
❞❡s ■♥é❣❛❧✐tés ▼❛tr✐❝✐❡❧❧❡s ▲✐♥❡❛✐rés ✭▲▼■✮ ❡st ❡♠♣❧♦②é❡ ❛✜♥ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
s✉✣s❛♥t❡s ❛ss✉r❛♥t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s s②stè♠❡s ❚✲❙ ❝♦♠♠❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✻✳✶ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✻✳✶✳ ✭❚❛♥❛❦❛ ❛♥❞ ❙✉❣❡♥♦✱ ✶✾✾✷❀ ❚❛♥❛❦❛ ❛♥❞ ❲❛♥❣✱ ✷✵✵✶✮
❙♦✐t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❚✲❙ ❛✉t♦♥♦♠❡ (u(t) = 0) ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

ẋ(t) =

Nlti∑

i=1

µi(θ)
(

Aix(t)
)

✭✶✳✹✹✮

▲❡ s②stè♠❡ ✭✶✳✹✹✮ ❡st ❞✐t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ P t❡❧ q✉❡ P =
P T > 0 ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ▲▼■s s✉✐✈❛♥t❡s ♣♦✉r i ∈ {1, 2, · · · , Nlti} ✿

ATi P + PAi < 0 ✭✶✳✹✺✮

�



✶✳✻✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❚✲❙ ❞❡ s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ✷✺

❙♦✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

V (x(t)) = x(t)TPx(t) ✭✶✳✹✻✮

❛✈❡❝ P = P T > 0✳
❯♥ r❡❝♦✉rs à ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✱ ❢♦r♠✉❧é❡s ❡♥

t❡r♠❡s ▲▼■s✱ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s Nlti ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡
✭✶✳✹✹✮ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ rés♦❧✉❡s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳
▲❡ s②stè♠❡ ✭✶✳✸✸✮ ❛✉t♦♥♦♠❡ ❡st st❛❜❧❡ s✐ ✿

V̇ (x(t)) = ẋT (t)Px(t) + xT (t)Pẋ(t) < 0 ✭✶✳✹✼✮

❝❡ q✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✿

V̇ (x(t)) = ẋT (t)
(Nlti∑

i=1

µi(θ(t))(A
T
i P + PAi)

)

x(t) < 0 ✭✶✳✹✽✮

❉✬❛♣rès ✭❚❛♥❛❦❛ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❛✮✱ ❧✬✐♥t❡r❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲♠♦❞è❧❡s st❛❜❧❡s ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r✲
❝❡♠❡♥t st❛❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❛ été ✈ér✐✜é✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉s✲♠♦❞è❧❡s ❧♦❝❛✉①
Nlti ❡st é❧❡✈é✱ q✉❡ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♠♠✉♥❡ P s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s
t♦✉s ❧❡s Nlti ▲▼■s ❞❡✈✐❡♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐✣❝✐❧❡ à rés♦✉❞r❡✳ ❉✬❛✉tr❡s tr❛✈❛✉① ♣✉❜❧✐és ✉❧✲
tér✐❡✉r❡♠❡♥t ♦♥t ♣♦rté s✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥s❡r✈❛t✐s♠❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♠♣♦sé❡s ♣❛r ❧❡
❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✻✳✶✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ♣♦❧②q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ ✭✶✳✹✾✮ ♣❡r♠❡t t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❛✉✲
t♦♥♦♠❡s ✭✶✳✸✸✮ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ♠♦✐♥s ❞❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ✭❏♦❤❛♥ss♦♥✱ ✶✾✾✾❀ ❈❤❛❞❧✐✱ ✷✵✵✷❀ ❚❛♥❛❦❛
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮ ✿

V̇ (x(t)) = x(t)T
Nlti∑

i=1

µi(θ(t))
(

Pix(t)
)

✭✶✳✹✾✮

▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ♣♦❧②q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❡st ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ♣❧✉✲
s✐❡✉rs ♠❛tr✐❝❡s Pi ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♠♠✉♥❡ P ✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✻✳✶ s♦♥t r❡❧❛①é❡s✳ P❛rt❛♥t ❞❡ ❧✬✐❞é❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ♣❛r
♠♦r❝❡❛✉①✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ♥♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❡t ❞é✜♥✐❡
❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

V (x(t)) = max{V1(x(t)), V2(x(t)), · · · , VNlti
(x(t))} ✭✶✳✺✵✮

❛✈❡❝ ✿
Vi(x(t)) = x(t)TPix(t), Pi = P T

i > 0, ♣♦✉r i = {1, 2, · · · , Nlti} ✭✶✳✺✶✮

❈❡ t②♣❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛ été ❡①♣❧♦✐té ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐✲
♥é❛✐r❡s à ♣❛r❛♠ètr❡s ✈❛r✐❛♥t ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ✭❇♦②❞ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✹✮✳ ❊❧❧❡s ♦♥t ❛✉ss✐ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t
❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s s②stè♠❡s ✢♦✉s ✭❈❛♦ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❀ ❏♦❤❛♥ss♦♥✱ ✶✾✾✾❀ ❩❤❛♥❣
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✮ ❡t ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❞é❝r✐ts ❡♥ ❚✲❙ ✭❏♦❤❛♥ss♦♥✱ ✶✾✾✾❀ ❈❤❛❞❧✐✱
✷✵✵✷✮✳ ▲❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✻✳✷ s✉✐✈❛♥t ❞♦♥♥❡ ❛✐♥s✐ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ✿



✷✻ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❡s ❞r♦♥❡s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s ❯❆❱

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✻✳✷✳ ✭❏♦❤❛♥ss♦♥✱ ✶✾✾✾✮
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❚✲❙ ❛✉t♦♥♦♠❡ ✭✶✳✹✹✮ ❡st st❛❜❧❡✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s s②♠étr✐q✉❡s ❡t ❞é✜♥✐❡s
♣♦s✐t✐✈❡s Pj ❡t ❞❡s s❝❛❧❛✐r❡s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s τijk t❡❧s q✉❡ ✿

ATi Pj + PjAi +

Nlti∑

k=1

τijk(Pj − Pk) < 0 ✭✶✳✺✷✮

❛✈❡❝

{
Pj > 0
τijk > 0

❡t i, j = {1, 2, · · · , Nlti}✳

�

❈❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ st❛❜✐❧✐té s♦♥t ♠♦✐♥s r❡str✐❝t✐✈❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ♣❧✉s
❝♦♠♣❧✐q✉é✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❝♦♥❞✉✐t à ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✬✐♥✲
é❣❛❧✐tés ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡s ❜✐❧✐♥é❛✐r❡s ✭❚❛♥❛❦❛ ❛♥❞ ❲❛♥❣✱ ✷✵✵✶❀ ❈❤❛❞❧✐✱ ✷✵✵✷❀ ❚❛♥❛❦❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀
●✉❡rr❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ❨♦♥❡②❛♠❛✱ ✷✵✵✽✮

✶✳✻✳✺ ❙t❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❚✲❙

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❞é❝r✐ts s♦✉s ❢♦r♠❡ ❚✲❙ ❝♦♥s✐st❡
à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ u(t) ❛✜♥ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✳✸✸✮ s❛t✐s❢❛ss❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
s♦✉❤❛✐té❡s ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s✬✐♥tér❡ss❡♥t à
❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❞é❝r✐ts ❡♥ ♠✉❧t✐✲♠♦❞è❧❡s ❚✲❙ ✭❚❛❦❛❣✐
❛♥❞ ❙✉❣❡♥♦✱ ✶✾✽✺❀ ❚❛♥❛❦❛ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❜❀ ●✉❡rr❛ ❛♥❞ ❱❡r♠❡✐r❡♥✱ ✷✵✵✶❀ ❑✐♠ ❛♥❞ ▲❡❡✱ ✷✵✵✵❀
❈❤❛❞❧✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✮✳ ❱✉ q✉❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s s②stè♠❡s ❚✲❙ ❡st s♦✉✈❡♥t ❜❛sé❡ s✉r
❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ q✉❛❞r❛t✐q✉❡✱ q✉✐✱ à s♦♥ t♦✉r✱ ❡①✐❣❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s r❡str✐❝t✐✈❡s ❡t
❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ st❛❜✐❧✐té s✉✣s❛♥t❡s ✭❚❛♥❛❦❛ ❛♥❞ ❙✉❣❡♥♦✱ ✶✾✾✷✮✱ ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡ ❧❛
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ▲▼■ ❢❛❝✐❧✐t❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ t❡❧s ♣r♦❜❧è♠❡s ✭❇♦②❞ ❡t ❛❧✳✱
✶✾✾✹✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ é❧❡✈é ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❧❡ s♦✉❤❛✐t ❞❡ tr♦✉✈❡r
❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❧✐♠✐t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱
❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ♣❛r ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ♠✉❧t✐✲♠♦❞è❧❡ ✭✶✳✸✸✮ ❡st s✉♣♣♦sé ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❡t ❝♦♠✲

♠❛♥❞❛❜❧❡✳ P❧✉s✐❡✉rs t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ❛✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s②s✲
tè♠❡s ❚✲❙✳ ◆♦✉s ❝✐t♦♥s✱ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ q✉❡❧q✉❡s✲✉♥❡s ✿

✶✳ ❙t❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ P❉❈ ✿ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ P❉❈ ✭❡♥
❛♥❣❧❛✐s P❛r❛❧❧❡❧ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❈♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✮ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡
❝♦♠♠❛♥❞❡ u(t) ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❚✲❙ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét❛t s♦♥t t♦✉t❡s ❞✐s✲
♣♦♥✐❜❧❡s ✭❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✻❀ ❚❛♥❛❦❛ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✻✱ ✶✾✾✽❛❀ ❲✉❞❤✐❝❤❛✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮✳
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ré❣✉❧❛t❡✉r ♣❛r r❡t♦✉r ❞✬ét❛t r❡❧❛t✐❢ à ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞è❧❡
▲❚■ ❧♦❝❛❧✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❛❧♦rs ♣❛r ❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡
❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧♦❝❛❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✭❖✉❞❣❤✐r✐✱ ✷✵✵✽✮✳

✷✳ ❙t❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r r❡t♦✉r ❞❡ s♦rt✐❡ ✿ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ❚✲❙ ♥✬❡st ♣❛s
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ à t♦✉t ✐♥st❛♥t✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ♣❛r r❡t♦✉r ❞❡ s♦rt✐❡ ✭st❛t✐q✉❡ ♦✉



✶✳✻✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❚✲❙ ❞❡ s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ✷✼

❞②♥❛♠✐q✉❡✮ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r ❧❛ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ✭❈❛♦ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❀ ❑❛r✱ ✶✾✾✾❀ ❈❤❛❞❧✐
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❀ ▲♦ ❛♥❞ ▲✐♥✱ ✷✵✵✸❀ ❑❛✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ❍✉❛♥❣ ❛♥❞ ◆❣✉❛♥❣✱ ✷✵✵✼❀ ❲✉✱
✷✵✵✽✮✳

✸✳ ❙t❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦♥trô❧❡✉r H∞ ✿ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ à ❜❛s❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs r❡♥❞
♣♦ss✐❜❧❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❣❛✐♥s à ❧❛ ❢♦✐s ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ❡t ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❞✬ét❛t✳ ▲❡
♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ P❉❈ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ ♦❜✲
s❡r✈❛t❡✉r q✉✐ ❛ss✉r❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❚✲❙ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
H∞ ✭❳✐❛♦❞♦♥❣ ❛♥❞ ◗✐♥❣❧✐♥❣✱ ✷✵✵✸❀ ▲✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀ ❖✉❞❣❤✐r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳

✹✳ ❙t❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ♣♦✉rs✉✐t❡ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s s❡❧♦♥ ❧❛ ♥♦r♠❡ L2 ✿ ❝❡tt❡
t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬❡rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t s♦✉s ❧❛
❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ✐♥❝❡rt❛✐♥✳ ▲❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ❜♦r♥é❡s ♦✉ ❡♥❝♦r❡
❝♦♥st❛♥t❡s✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s
❚✲❙ à ❜❛s❡ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r✳ ▲❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ❝❡t ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ❞❡ t❡❧❧❡
♠❛♥✐èr❡ q✉✬✐❧ ❛ss✉r❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ s♦✉s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s L2 ✭❇❛r❛✱ ✷✵✵✶❀
❲❡✐♥♠❛♥♥✱ ✷✵✶✷❀ ❍❛♠♦✉❞❛✱ ✷✵✶✺✮✳

✶✳✻✳✻ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❚✲❙ ❞✬✉♥ ❞r♦♥❡ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ◗❚❲

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭✶✳✺✸✮ q✉✐ ❞é✜♥✐t ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞✉ ❞r♦♥❡
❞❡ t②♣❡ ◗❚❲ ❡♥ ♠♦❞❡ ❞❡ ✈♦❧ ✈❡rt✐❝❛❧ ✿







φ̈ =
τφ
Ixx

+
Iyy − Izz
Ixx

θ̇ψ̇

θ̈ =
τθ
Iyy

+
Izz − Ixx
Iyy

φ̇ψ̇

ψ̈ =
τψ
Izz

+
Ixx − Iyy
Izz

φ̇θ̇

✭✶✳✺✸✮

♦ù φ✱ θ ❡t ψ r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❛♥❣❧❡s ❞✬❛tt✐t✉❞❡ ❞✉ ❞r♦♥❡ ✭r♦✉❧✐s✱ t❛♥❣❛❣❡ ❡t
❧❛❝❡t✮✱ l ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s r♦t♦rs ❡t ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té✱ Ixx✱ Iyy ❡t Izz s♦♥t ❧❡s ♠♦♠❡♥ts
❞✬✐♥❡rt✐❡ ❞✉ s②stè♠❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ❛①❡s x✱ y ❡t z✱ ❧❡s ❡♥tré❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ u2;3;4
s♦♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞é❝r✐t❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿





τφ
τθ
τψ



 =





kl −kl kl −kl
kl kl −kl −kl
kλ −kλ −kλ kλ











ω2
1

ω2
2

ω2
3

ω2
4







✭✶✳✺✹✮

❛✈❡❝ k ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ♣♦rt❛♥❝❡✱ λ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❝♦✉♣❧❡✴❢♦r❝❡ ❡t ωi ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞✉
✐✲è♠❡ ♠♦t❡✉r✳
P♦✉r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t x =

[

φ φ̇ θ θ̇ ψ ψ̇
]T

❡t ❞❡s ❡♥tré❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ τφ;θ;ψ✱
❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

{

ẋ = A (x)x+Bu

y = Cx
✭✶✳✺✺✮



✷✽ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❡s ❞r♦♥❡s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s ❯❆❱

❛✈❡❝ ✿

A(x) =











0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 a1θ̇
0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 a2φ̇
0 0 0 0 0 1

0 0 0 a3θ̇ 0 0











;B =











0 0 0
b1 0 0
0 0 0
0 b2 0
0 0 0
0 0 b3











a1 =
Iyy − Izz
Ixx

; a2 =
Izz − Ixx
Iyy

; a3 =
Ixx − Iyy
Izz

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ A(x)✱ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s s♦♥t ❞✐st✐♥❣✉é❡s
(

φ̇, ψ̇
)

✳ ❉♦♥❝ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r

❞❡s ♣ré♠✐ss❡s ❝❤♦✐s✐ z (x (t)) =
[

φ̇, ψ̇
]

❡t ❞✐♠❡♥s✐♦♥ p = 2✳

▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦❧②t♦♣✐q✉❡ ❝♦♥✈❡①❡✱ ♣rés❡♥té❡
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ à ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♣ré♠✐ss❡ zi (x (t))✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✻✳✶✱ ♥♦✉s
ré❛❧✐s♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ♣ré♠✐ss❡✱ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❡♥ ❞❡✉① ③♦♥❡s
♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✿

z1 (x (t)) = F 1
0 (z1 (x)) z1 + F 1

1 (z1 (x)) z̄1 ✭✶✳✺✻✮

z2 (x (t)) = F 2
0 (z2 (x)) z2 + F 2

1 (z2 (x)) z̄2 ✭✶✳✺✼✮

♦ù ✿ 





F 1
0 =

z̄1 − z1 (x (t))

z̄1 − z1

F 1
1 =

z1 (x (t))− z1
z̄1 − z1

F 2
0 =

z̄2 − z2 (x (t))

z̄2 − z2

F 2
1 =

z2 (x (t))− z2
z̄2 − z2

✭✶✳✺✽✮

t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

z̄p = max {zp (x (t))} ❡t zp = min {zp (x (t))} , ∀p = 1, 2 ✭✶✳✺✾✮

❊♥ ❢❛✐s❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ µ1 = F 1
0F

2
0 ✱ µ2 = F 1

0F
2
1 ✱ µ3 = F 1

1F
2
0 ❡t

µ4 = F 1
1F

2
1 ✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ q✉❛tr❡ s♦✉s✲♠♦❞è❧❡s ❧✐♥❛✐r❡s

(r = 2p = 22) ✐♥t❡r✲❝♦♥♥❡❝tés ❛✈❡❝ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ µi, i ∈ {1, 2, 3, 4}✱ ♦ù ❧❡s
♠❛tr✐❝❡s ❝♦♥st❛♥t❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✿

A1 =











0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 a1z2
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 a2z1
0 0 0 0 0 1
0 0 0 a3z2 0 0











A2 =











0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 a1z̄2
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 a2z1
0 0 0 0 0 1
0 0 0 a3z̄2 0 0













✶✳✻✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❚✲❙ ❞❡ s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ✷✾

A3 =











0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 a1z2
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 a2z̄1
0 0 0 0 0 1
0 0 0 a3z2 0 0











A4 =











0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 a1z̄2
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 a2z̄1
0 0 0 0 0 1
0 0 0 a3z̄2 0 0











❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❚❙ ❞é✈❡❧♦♣♣é✱ ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ t②♣❡ ❜r✉✐t
❜❧❛♥❝ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ s♦♥t ✉t✐❧✐sés ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❡♥tré❡s✱ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❚✲❙ ❞✉ ◗❚❲✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ✶✳✷✶✲✶✳✷✻ ♠♦♥tr❡♥t ❧❛ ❝♦♥❢♦r♠✐té ❞❡s ré♣♦♥s❡s
❡♥ ❛tt✐t✉❞❡ ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❚❙ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❧❡ s②stè♠❡
♥♦♥ ❧✐♥❛✐r❡ ❞✉ ❞r♦♥❡✳ ❙✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡t❡♥✐r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❚✲❙
❞é✈❡❧♦♣♣é ❡st r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✶ ✕ ❘é♣♦♥s❡s ❞✉ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐✲
♥❛✐r❡ ❡t ♠♦❞è❧❡ ❚❙ ✿ ❛♥❣❧❡ ❞❡ r♦✉❧✐s✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✷ ✕ ❊rr❡✉r φNL − φTS✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✸ ✕ ❘é♣♦♥s❡s ❞✉ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐✲
♥❛✐r❡ ❡t ♠♦❞è❧❡ ❚❙ ✿ ❛♥❣❧❡ ❞❡ t❛♥❣❛❣❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✹ ✕ ❊rr❡✉r θNL − θTS✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✺ ✕ ❘é♣♦♥s❡s ❞✉ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐✲
♥❛✐r❡ ❡t ♠♦❞è❧❡ ❚❙ ✿ ❛♥❣❧❡ ❞❡ ❧❛❝❡t✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✻ ✕ ❊rr❡✉r ψNL − ψTS✳

✶✳✼ ❈r✐tèr❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♥s✐❞érés

❉❛♥s ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥❡ ét✉❞❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❡♥tr❡ q✉❡❧q✉❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣✉❜❧✐é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❡t ❝❡❧❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s
❡♥ ré♣♦♥s❡ à ✉♥❡ ❝♦♥s✐❣♥❡ ❞❡ t②♣❡ é❝❤❡❧♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

✶✳ ▲❡ ❞❡❣ré ❞❡ st❛❜✐❧✐té ✭❙t❛❜✐❧✐t② ❉❡❣r❡❡ ■♥❞❡①✱ ❙❉■✮ ✿ ❈❡ ❝r✐tèr❡ ❡st ✉t✐❧✐sé
♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ❞é✜♥✐ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❡♥tr❡ ❧❡ r❛②♦♥ ❞✉ ❝❡r❝❧❡ ✉♥✐té ❡t ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✉ ♣ô❧❡ ❧❡ ♣❧✉s é❧♦✐❣♥é ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ❝❡r❝❧❡
✉♥✐té ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✭▼❛♠❜♦✉♥❞♦✉ ❛♥❞ ▲❛♥❣❧♦✐s✱ ✷✵✶✶✮ ✿

SDI(k) = 1−max
(

|p1| , |p2| , · · · , |pAN
|
)

, ✭✶✳✻✵✮

♦ù {p1, p2, · · · , pAN
} s♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥

❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ Acl ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

Acl = A− BKmpc ✭✶✳✻✶✮

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ❡st st❛❜❧❡ s✐ s♦♥ ❙❉■ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧✬✐♥✲
t❡r✈❛❧❧❡ ♦✉✈❡rt ]0, 1[✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ s❡r❛ ❝♦♥s✐❞éré ❡♥ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té
s✐ ❧❡ ❙❉■ ♣r❡♥❞ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♥✉❧❧❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ✐❧ s❡r❛ ❝♦♥s✐❞éré ✐♥st❛❜❧❡ s✐ ❧❡ ❙❉■ ❞❡✈✐❡♥t
❞❡ ✈❛❧❡✉r str✐❝t❡♠❡♥t ♥é❣❛t✐✈❡✳

✷✳ ▲❛ ❱❆❘✐❛♥❝❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✭❱❆❘✐❛♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧✱
❱❆❘❯✮ ✿ ❈❡ ❝r✐tèr❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s é❝❛rts q✉❛❞r❛t✐q✉❡s
❞❡ u(k) ❞❡ s❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✭❆❜❞❡♥♥♦✉r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❀ ▼❛♠❜♦✉♥❞♦✉ ❛♥❞
▲❛♥❣❧♦✐s✱ ✷✵✶✶✮ ✿

V ARU(k) = ū(k)2 − [ū(k)]2 ✭✶✳✻✷✮

♦ù ū ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ u✳

✸✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ♠♦♥té❡ ✭❘✐s❡ ❚✐♠❡✱ ❘❚✮ ✿ ❡♥tr❡ ✶✵✪ à ✾✵✪✳



✶✳✽✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✸✶

✹✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ✭❙❡tt❧✐♥❣ ❚✐♠❡✱ ❙❚✮ ✿ ❝❤♦✐s✐ é❣❛❧ à ✺✪✳

✺✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ♣✐❝ ✭P❡❛❦ ❚✐♠❡✱ P❚✮ ✿ ❧❡ t❡♠♣s ♠✐s ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡
❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣✐❝ ❞✉ ❞é♣❛ss❡♠❡♥t✳

✻✳ ▲❡ ❞é♣❛ss❡♠❡♥t ✭❖❱❡rs❤♦♦t✱ ❖❱✮ ✿ ❈❡ ❝r✐tèr❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❞é♣❛ss❡♠❡♥t ♠❛①✐♠❛❧
s✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ s♦rt✐❡✳

✼✳ ▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣♦✉rs✉✐t❡ ✭▼❚❊✮ ✿ ❈❡ ❝r✐tèr❡ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r
é✈❛❧✉❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✳

✽✳ ▲✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✭❈♦♥tr♦❧ ❙✐❣♥❛❧ ❊♥❡r❣②✱ ❈❙❊✮ ✭❇❛❣❤❡r✐
❛♥❞ ❑❤❛❦✐✲❙❡❞✐❣❤✱ ✷✵✶✵✮ ✿

CSE =
ST∑

k=0

u2(k) ✭✶✳✻✸✮

✾✳ ▲✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❧✬❡✛♦rt ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✭❡♥ ❛♥❣❧❛✐s ❈♦♥tr♦❧ ❊✛♦rt
❊♥❡r❣② ♦✉ ❈❊❊✮ ✭❇❛❣❤❡r✐ ❛♥❞ ❑❤❛❦✐✲❙❡❞✐❣❤✱ ✷✵✶✵✮ ✿

CEE =
ST∑

k=0

∆u2(k) ✭✶✳✻✹✮

✶✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ♣rés❡♥té ✉♥ ❛♣❡rç✉ ❣é♥ér❛❧ s✉r ❧❡s ❞r♦♥❡s ❡t ❧❡✉r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s❡❧♦♥ ❧✬❡♥✲
❞✉r❛♥❝❡ ❡t ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ✈♦✐❧✉r❡✳ ▲❡ ❞r♦♥❡ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ ◗❚❲ ❛ été r❡t❡♥✉ ❝♦♠♠❡
ét❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ à ❝♦♠♠❛♥❞❡r ♣❛r ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡t ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t❡s✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡
♠é❝❛♥✐q✉❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ❧❡s ❝②❝❧❡s ❞✉ ✈♦❧ ❞❡ ❝❡t ❛ér♦♥❡❢ s♦♥t
♣rés❡♥tés✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ❡♥ ❞ét❛✐❧❧❛♥t ❧❡s tr♦✐s ♠♦❞❡s
❞❡ ✈♦❧ ♣♦ss✐❜❧❡s ✿ ✈❡rt✐❝❛❧✱ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡t ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉ ❛ été ♠✐s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t✳
❯♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ ❞r♦♥❡ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❞✐✛é✲

r❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ✈♦❧ ❡t ❞❡s ❢♦r❝❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❝❡tt❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❤❛s❡s ❞❡ ✈♦❧✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ❞é✜♥✐ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t✱
✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❚✲❙ ❞✉ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥
❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té
❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛❞♦♣té❡✳
▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t s❡r❛ ❝♦♥s❛❝ré à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞r♦♥❡s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s ◗❚❲ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t

❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ r♦❜✉st❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡t ❧❛ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉
❞r♦♥❡✳



Chapitre 2
❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❞r♦♥❡s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s ◗❚❲

❙♦♠♠❛✐r❡
✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✷✳✷ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❧✐♥é❛✐r❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✷✳✷✳✶ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✷✳✷✳✷ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✷✳✸ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣ ❛✈❡❝ ❛❝t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

✷✳✸✳✶ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧✬❛tt✐t✉❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

✷✳✸✳✷ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧✬❛❧t✐t✉❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✷✳✸✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❡t ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✿ ❝❛s ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s
❞✬❛tt✐t✉❞❡ ❡t ❞✬❛❧t✐t✉❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✷✳✸✳✹ ❘és✉❧t❛ts ❡t ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✿ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♣♦✉rs✉✐t❡ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❡♥
✈♦❧ ✈❡rt✐❝❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✷✳✹ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✷✳✹✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✷✳✹✳✷ ❈❤♦✐① ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✷✳✹✳✸ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❛✉❣♠❡♥té❡ à t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✷✳✹✳✹ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✷✳✹✳✺ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✷✳✹✳✻ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ❞r♦♥❡ ◗❚❲ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

✷✳✹✳✼ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾



✷✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✸✸

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡s ❞r♦♥❡s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ ◗❚❲ ♦♥t ♠♦♥tré ✉♥ ✐♥térêt ❣r❛♥❞✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡s r❡✲
❝❤❡r❝❤❡s ❡♥ r♦❜♦t✐q✉❡ ❛ér✐❡♥♥❡✳ ❈♦♠♠❡ ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❞r♦♥❡
♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ✈♦❧ ♠❡♥t✐♦♥♥és ♣♦✉r ❧❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s à ✈♦✐❧✉r❡
✜①❡ ❡t ❝❡✉① ❛ ✈♦✐❧✉r❡ t♦✉r♥❛♥t❡✳
❈❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ❞r♦♥❡ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ◗❚❲ r❡t❡♥✉

❞❛♥s ♥♦s tr❛✈❛✉①✳ ❉✐✈❡rs❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ r❡❧❡✈❛♥t ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧✐♥é❛✐r❡
q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✭▲◗✮✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣ ✐♥❝♦r♣♦r❛♥t ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ ❛✐♥s✐
q✉✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ✭▼P❈✮ s♦♥t s②♥t❤ét✐sé❡s ♣♦✉r ❝❡t ❛ér♦♥❡❢
❛✜♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐s❡r s♦♥ ✈♦❧ ✈❡rt✐❝❛❧✳

✷✳✷ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❧✐♥é❛✐r❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡

✷✳✷✳✶ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧✐♥é❛✐r❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ▲◗ ❡st ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡t r♦✲
❜✉st❡ ✭❩❤♦✉ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✻✮✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥
r❡t♦✉r ❞✬ét❛t K q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ J s✉✐✈❛♥t ✿

J(x, u) =

∫ ∞

0

xT (t)Qx(t) + uT (t)Ru(t)dt ✭✷✳✶✮

❛✈❡❝ Q = QT > 0 ❡t R = RT > 0 ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ s✉r ❧✬ét❛t ❡t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡
❞✉ s②stè♠❡ q✉✐ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ❝♦rr❡❝t❡✉r ▲◗❘✳
❯♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧✐♥é❛✐r❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ▲◗ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡ ✭✷✳✶✮ ❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é❡

♣❛r ✿
u(t) = −Kx(t) ✭✷✳✷✮

❛✈❡❝ K ❧❡ ❣❛✐♥ ❞✉ ❝♦rr❡❝t❡✉r ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

K = R−1BTP ✭✷✳✸✮

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ P ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❛♥s ✭✷✳✸✮ ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡
❘✐❝❝❛t✐ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

PA+ATP +Q− PBR−1BTP = 0 ✭✷✳✹✮

▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ Q ❡t R ❞❛♥s ✭✭✷✳✶✮✮ s❡ ❢❛✐t s❡❧♦♥ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
s♦✉❤❛✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡✳ P❧✉s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Q ❡st ❣r❛♥❞❡✱ ♣❧✉s ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡
❧✬ét❛t x s❡r❛ ♠✐♥✐♠✐sé❡ ❛✉ ❞étr✐♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ u q✉✐ ❡st ♠❛①✐♠✐sé❡✳ ▲❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡
❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ❡st r❛♣✐❞❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ♣❧✉s ❧❛ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥R ❡st ❣r❛♥❞❡✱
♣❧✉s ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ u s❡r❛ ♠✐♥✐♠✐sé❡✱ ❡t ♣❧✉s ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡
s❡r❛ ❧❡♥t❡✳
❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t ❞✉ ❞r♦♥❡ ◗❚❲ ❝♦♥t✐❡♥t ✶✷ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥ ♠♦❞❡ ❱❚❖▲✱ ❝❡

✈é❤✐❝✉❧❡ ❛ér✐❡♥ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ s♦✉s✲❛❝t✐♦♥♥é ❛✈❡❝ ✹ ❞é❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s
s♦rt✐❡s à ❝♦♠♠❛♥❞❡r ❞✉ s②stè♠❡ s♦♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ξξξ = (x, y, z) ❡t ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❧❛❝❡t ψ✳



✸✹ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❞r♦♥❡s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s ◗❚❲

P♦✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ▲◗✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ s♦♥t ❧✐♥é❛r✐sé❡s
❛✉t♦✉r ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t (x∗, u∗) ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✺✮✳

(u∗, x∗) :







u∗1 = −g
u∗2,3,4 = 0
x∗1,2,3,4,5,6,7,9,11 = 0
x∗8,10,12 = constante

✭✷✳✺✮

▲❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛r✐sé A✱ B ❡t C s♦♥t ❛❧♦rs ❝❛❧❝✉❧é❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

A =






∂f1(X,u)
∂X1|x=x∗

. . . ∂f1(X,u)
∂X12|x=x∗

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
∂f12(X,u)
∂X1|x=x∗

· · · ∂f12(X,u)
∂X12|x=x∗




 ✭✷✳✻✮

B =






∂f1(X,u)
∂u1|u=u∗

. . . ∂f1(X,u)
∂u4|u=u∗

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
∂f12(X,u)
∂u1|u=u∗

· · · ∂f12(X,u)
∂u4|u=u∗




 ✭✷✳✼✮

C = I12 ✭✷✳✽✮

✷✳✷✳✷ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❞✐s❝✉ss✐♦♥

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ξξξ0 = (0, 0, 0)T ❡t ❧✬❛tt✐t✉❞❡ ηηη0 = (0, 0, 0)T ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡✱
❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s♦✉s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t▼❛t❧❛❜ s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❡s ✜❣✉r❡s ✷✳✶
❡t ✷✳✷✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♥❞✐❝✐❡❧❧❡ ❡♥ ❛tt✐t✉❞❡ ❡t ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❞r♦♥❡
❛✈❡❝ ❞❡s ❡♥tré❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ξξξref = (3, 3, 5)T ❡t ηηηref =

(
0, 0, π

2

)T
✳

▼♦②❡♥♥❛♥t ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡ss❛✐s✲❡rr❡✉rs✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥
Q ❡t R ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ▲◗ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

QQQ = 10−1 × III12 ✭✷✳✾✮

RRR =







10−2 0 0 0
0 10 0 0
0 0 10 0
0 0 0 10







✭✷✳✶✵✮

❆✈❡❝ ❝❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡ ❣❛✐♥ K ❞❡ r❡t♦✉r ❞✬ét❛t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
✭✷✳✶✶✮ ✿

KKK =







0 0 0 0 0 0 −3.16 −5.94 0 0 0 0
1.72 0.88 0 0 0 0 0 0 0 0 −0.31 −0.73
0 0 1.54 0.71 0 0 0 0 0.31 0.70 0 0
0 0 0 0 0.31 0.43 0 0 0 0 0 0







✭✷✳✶✶✮
❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s r❡t❡♥♦♥s✱ ♣♦✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❞✉ t❛✲

❜❧❡❛✉ ✷✳✶ r❡❧❛t✐❢s ❛✉ ♣r♦t♦t②♣❡ ré❡❧ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ✭❈❡t✐♥s♦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✳



✷✳✸✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣ ❛✈❡❝ ❛❝t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ ✸✺

❚❛❜❧❡❛✉ ✷✳✶ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❞✉ ❞r♦♥❡ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ◗❚❲ ét✉❞✐é ✭❈❡t✐♥s♦② ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✷✮✳

P❛r❛♠ètr❡s ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❱❛❧❡✉r✴✉♥✐té

m ▼❛ss❡ ❞✉ ❞r♦♥❡ ✶✳✷✺✵ ❦❣
l ❉✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧✬❤é❧✐❝❡ ❡t ❧❡ ❈❖● ✵✳✷✵ ♠
Jxx ■♥❡rt✐❡ ❞✉ ❞r♦♥❡ s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ x ✶✳✸✺✸❡✲✵✸ ❦❣✳♠2

Jyy ■♥❡rt✐❡ ❞✉ ❞r♦♥❡ s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ y ✶✳✸✺✸❡✲✵✸ ❦❣✳♠2

Jzz ■♥❡rt✐❡ ❞✉ ❞r♦♥❡ s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ z ✶✳✼✵✻❡✲✵✸ ❦❣✳♠2

Jr ■♥❡rt✐❡ ❞✬❤é❧✐❝❡s s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ z ✷✳✽✸✽❡✲✵✺ ❦❣✳♠2

τ ❈♦❡✣❝✐❡♥t ❝♦✉♣❧❡✴❢♦r❝❡ ✵✳✵✶ ◆♠✴◆
k ❈♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ♣♦rt❛♥❝❡ ❞✉ ❝♦r♣s ✷✳✾✷❡✲✵✸ ◆✴s2

g ❈♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té ✾✳✽✶ ♠✴s2

❙✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts✱ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ▲◗ s♦♥t
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡s✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ st❛❜✐❧✐s❡r ❧❡ ❞r♦♥❡ ❛✉t♦✉r ❞✉ ♣♦✐♥t
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞és✐ré ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ♣♦✉rs✉✐t❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡♥t❡ ♠❛✐s ♣ré❝✐s❡✳
▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s s❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ♠❛❥❡✉r q✉✐ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡
✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ❞❡✈r❛✐❡♥t êtr❡ ✐♥st❛❧❧és ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ t♦✉t❡s ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡✈❛♥t êtr❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❞❡s
s②stè♠❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❞r♦♥❡s ◗❚❲✳ ❆✉ss✐✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥
Q ❡t R ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t✱ q✉✐ ♣❡✉t r❡♥❞r❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ▲◗ ❞✐✣❝✐❧❡✱
♥♦♥ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❡t ❣♦✉r♠❛♥❞❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

✷✳✸ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣ ❛✈❡❝ ❛❝t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ◗❚❲ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✸✵✮ ❡st s♦✉s✲❛❝t✐♦♥♥é✱ ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é
❡t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣ ♣r♦♣♦sé❡ ❡st ❞✐✈✐sé❡ ❡♥ ❞❡✉①
❜♦✉❝❧❡s ❡♥ ❝❛s❝❛❞❡ ❝♦♠♠❡ ♠♦♥tré❡s ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✳ ❯♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ✐♥t❡r♥❡ ♣♦✉r ❧❛ st❛❜✐✲
❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛tt✐t✉❞❡ ❡t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❡①t❡r♥❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ x ❡t y✱ s♦♥t
✐♠♣❧é♠❡♥té❡s ✭❇♦✉❛❧❧è❣✉❡ ❛♥❞ ❇❡♥❑❤♦✉❞✱ ✷✵✶✻❀ ❇♦✉❛❜❞❛❧❧❛❤ ❛♥❞ ❙✐❡❣✇❛rt✱ ✷✵✵✼❀ ❩❤♦✉
❛♥❞ ❲❡♥✱ ✷✵✵✽✮✳ ▲❡s ❡♥tré❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞é✜♥✐❡s ♣♦✉r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬❛tt✐t✉❞❡ s♦♥t ❣é✲
♥éré❡s à tr❛✈❡rs ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡ r♦✉❧✐s ❡t ❞❡ t❛♥❣❛❣❡✱ ♥♦té❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r φd ❡t
θd✳

✷✳✸✳✶ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧✬❛tt✐t✉❞❡

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s♦✉s✲s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t r❡❧❛t✐❢ à ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ r♦✉❧✐s φ ❞❡♣✉✐s ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❞✬ét❛t ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✸✵✮ ✿

{
ẋ1 = x2
ẋ2 = a1x4x6 + a2x4ωr + b1u2

✭✷✳✶✷✮
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ ❘é♣♦♥s❡s ✐♥❞✐❝✐❡❧❧❡s ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ▲◗ ❞✉ ❞r♦♥❡ ◗❚❲✳



✷✳✸✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣ ❛✈❡❝ ❛❝t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ ✸✼

Modèle dynamique 

du drone QTW: 

vol vertical

Contrôleur

d’attitude et de

heading

Contrôleur

d’altitude

Contrôleur

de positions
Positions 

de référence

dφ

dθ

dx

dy

dz

dψ

1u

2u

3u

4u

( ),z zɺ

( ), , ,x x y yɺ ɺ ( ), , , , ,φ φ θ θ ψ ψɺ ɺ ɺ

1u

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣ à ❛❝t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞✉ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡
◗❚❲✳

▲❡s ét❛♣❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ❇❛❝❦st❡♣♣✐♥❣ ♣♦✉r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ r♦✉❧✐s
s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ✭❇♦✉❛❧❧è❣✉❡ ❛♥❞ ❇❡♥❑❤♦✉❞✱ ✷✵✶✻✮ ✿

✖ ❊t❛♣❡ ✶ ✿ ▲✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣♦✉rs✉✐t❡ ♣♦✉r ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ r♦✉❧✐s ❡t s❛ ❞ér✐✈é❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ é❝r✐t❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

e1 = xd1 − x1 ✭✷✳✶✸✮

ė1 = ẋd1 − ẋ1 = ẋd1 − x2 ✭✷✳✶✹✮

♦ù xd1 ❡st ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞és✐ré❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬ét❛t x1✱ ✐❝✐ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ r♦✉❧✐s φ (t)✳
❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ V1✱ ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t à ❞ér✐✈é❡
t❡♠♣♦r❡❧❧❡ V̇1 s❡♠✐✲❞é✜♥✐❡ ♥é❣❛t✐✈❡✱ ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✭❑rst✐❝ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺✮ ✿

V1 =
1

2

(
e21 + λ1h

2
1

)
✭✷✳✶✺✮

V̇1 = e1ė1 + λ1h1e1 = e1
(
ẋd1 − x2 + λ1h1

)
✭✷✳✶✻✮

♦ù λ1 > 0 ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❡t h1 =
∫ t

0
e1 (v) dv r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡

❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣♦✉rs✉✐t❡ s✉r ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ r♦✉❧✐s✳
❙❡❧♦♥ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❑r❛s♦✈s❦✐✐✲▲❛ ❙❛❧❧❡ ✭❑❛♥❡❧❧❛❦♦♣♦✉❧♦s ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✶❀ ❑rst✐❝ ❡t ❛❧✳✱
✶✾✾✺✮ ❡t ♣♦✉r s❛t✐s❢❛✐r❡ V̇1 < 0✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ❡♥tré❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ xd2
q✉✐✱ s✐ ❡❧❧❡ ❡st s✉✐✈✐❡ ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ré❡❧❧❡ x2✱ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ s②stè♠❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r
♦r❞r❡ st❛❜✐❧✐s❛❜❧❡ ✭e1 → 0✮✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ❡♥tré❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

xd2 = ẋd1 + β1e1 + λ1h1 ✭✷✳✶✼✮

♦ù β1 ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ q✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r
❞❡ ♣♦✉rs✉✐t❡✳
❘❡♠♣❧❛ç♦♥s ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ❞és✐ré❡ xd2 ♣❛r s♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✻✮
❞❡✈✐❡♥t ✿

V̇1 = −β1e
2
1 < 0 ✭✷✳✶✽✮

❛✈❡❝ β1 > 0 ❡t e1 6= 0✳



✸✽ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❞r♦♥❡s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s ◗❚❲

✖ ❊t❛♣❡ ✷ ✿ ❘❡t♦✉r♥♦♥s à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✼✮✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ x2 ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡
❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ r♦✉❧✐s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✷✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r q✉❡ ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬ét❛t ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs s❛ ✈❛❧❡✉r ❞és✐ré❡ xd2✱ ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡
❞♦✐t êtr❡ ♣❧❛❝é❡ ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❡rr❡✉r e2 ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

e2 = x2 − xd2 = x2 −
(
ẋd1 + β1e1 + λ1h1

)
✭✷✳✶✾✮

❙❛ ❞ér✐✈é❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

ė2 = ẋ2 − ẍd1 − β1ė1 − λ1e1 ✭✷✳✷✵✮

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✱ ♥♦té❡ V2✱ ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡
❞❡ r♦✉❧✐s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

V2 = V1 +
1

2

(
e22 + λ2h

2
2

)
✭✷✳✷✶✮

V̇2 = V̇1 + e2ė2 + λ2h2e2 ✭✷✳✷✷✮

♦ù λ2 > 0 ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❡t h2 =
∫ t

0
e2 (v) dv r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡

❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣♦✉rs✉✐t❡ s✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ r♦✉❧✐s✳
❊♥ réé❝r✐✈❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✹✮ ❡t ✭✷✳✷✵✮ ❞♦♥♥❛♥t ❧❡s t❡r♠❡s ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣♦✉rs✉✐t❡
ė1 ❡t ė2 ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

ė1 = ẋd1 − x2 = −e2 − β1e1 − λ1h1 ✭✷✳✷✸✮

ė2 = (a1x4x6 + a2x4ωr + b1u2)− ẍd1 + α1 (e2 + β1e1 + λ1h1)− λ1e1 ✭✷✳✷✹✮

♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣♦✉rs✉✐t❡ s✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ r♦✉❧✐s ✿

V̇2 = e1 (−e2 − β1e1)+e2

(
(a1x4x6 + a2x4ωr + b1u2)− ẍd1 + β1 (e2 + β1e1 + λ1h1)
−λ1e1 + λ2h2

)

✭✷✳✷✺✮
❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s t✐r❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ u2 ♣♦✉r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡
❞✉ r♦✉❧✐s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t V̇2 < 0✱ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

u2 =
1

b1

(
e1 + ẍd1 − a1x4x6 − a2x4ωr − β1 (e2 + β1e1 + λ1h1) + λ1e1 − λ2h2 − β2e2

)

✭✷✳✷✻✮
β2 ét❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳
❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

V̇2 = −β1e
2
1 − β2e

2
2 ✭✷✳✷✼✮

q✉✐ ❡st ♥é❣❛t✐✈❡ ♣♦✉r (β1, β2) > 0 ❡t (e1, e2) 6= 0✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣ ❛✈❡❝ ❛❝t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡✱ ♥♦✉s
❞♦♥♥♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣♦✉r ❧❛ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s
❞❡ t❛♥❣❛❣❡ ❡t ❞❡ ❧❛❝❡t ❞✉ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ◗❚❲ s✉✐✈❛♥t❡s ✿

u3 =
1

b2

(
e3 + ẍd3 − a3x2x6 − a4x2ωr − β3 (e4 + β3e3 + λ3h3) + λ3e3 − λ4h4 − β4e4

)

✭✷✳✷✽✮



✷✳✸✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣ ❛✈❡❝ ❛❝t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ ✸✾

u4 =
1

b3

(
e5 + ẍd5 − a5x2x4 − β5 (e6 + β5e5 + λ5h5) + λ5e5 − λ6h6 − β6e6

)
✭✷✳✷✾✮

♦ù (β3, β4, λ3, λ4) ❡t (β5, β6, λ5, λ6) s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r
❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣ ❞❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞❡ t❛♥❣❛❣❡ ❡t ❞❡ ❧❛❝❡t✳

✷✳✸✳✷ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧✬❛❧t✐t✉❞❡

P♦✉r ❧❡ s♦✉s✲s②stè♠❡ ❞✬❛❧t✐t✉❞❡✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡
q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s s♦✉s✲s②stè♠❡s ❞✬❛tt✐t✉❞❡ ✭❇♦✉❛❧❧è❣✉❡ ❛♥❞ ❇❡♥❑❤♦✉❞✱ ✷✵✶✻✮✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ❞é✜♥✐r ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣♦✉rs✉✐t❡ r❡❧❛t✐✈❡ e7 = xd7 − x7✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡ xd8 =
ẋd7+β7e7+λ7h7 ❡t s❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❡rr❡✉r ❛ss♦❝✐é❡ e8 = x8−

(
ẋd7 + β7e7 + λ7h7

)
♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r

❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

u1 =
1

cos (x1) cos (x3)

(
e7 + ẍd7 − β7 (e8 + β7e7 + λ7h7) + λ7e7 − λ8h8 − β8e8 + g

)
✭✷✳✸✵✮

♦ù (β7, β8, λ7, λ8) s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s✱ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡
❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣ ♣♦✉r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬❛❧t✐t✉❞❡✱ ❡t cos (x1) cos (x3) 6= 0✳
❊♥ r❡✈❡♥❛♥t à ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ◗❚❲✱ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✸✵✮✱ ♦♥ ♥♦t❡

❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡r
✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ x ❡t tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ y✱ ✉♥ ❝♦♥trô✲
❧❡✉r ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ♠✐s ❡♥ ❝❛s❝❛❞❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧✉✐ ❞✬❛tt✐t✉❞❡✱ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
ét❛♥t ❞❡ ré❣❧❡r ❧❡s ❛♥❣❧❡s ❞és✐rés ❞❡ r♦✉❧✐s ❡t ❞❡ t❛♥❣❛❣❡ (φd, θd)✳ ❈❡s ❛♥❣❧❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧és ♣❛r ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡s ✭❇♦✉❛❧❧è❣✉❡ ❛♥❞ ❇❡♥❑❤♦✉❞✱
✷✵✶✻✮ ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

ux = cos (φ) sin (θ) cos (ψ) + sin (φ) sin (ψ) ✭✷✳✸✶✮

uy = cos (φ) sin (θ) sin (ψ)− sin (φ) cos (ψ) ✭✷✳✸✷✮

❆✐♥s✐✱ ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✸✶✮ ❡t ✭✷✳✸✷✮ ♣♦✉r ✉♥ ❛♥❣❧❡ ψ ❞♦♥♥é✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s
❛♥❣❧❡s ❞és✐rés ❞❡ r♦✉❧✐s φd ❡t ❞❡ t❛♥❣❛❣❡ θd✱ ❞♦♥♥és r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ✿

φd = xd1 = arctan




ux sin (x5)− uy cos (x5)

√(
1− u2x sin

2 (x5) + 2uxuy cos (x5) sin (x5) + u2y sin
2 (x5)− u2y

)





✭✷✳✸✸✮

θd = xd3 = arcsin




ux cos (x5) + uy sin (x5)

√(
1− u2x sin

2 (x5) + 2uxuy cos (x5) sin (x5) + u2y sin
2 (x5)− u2y

)





✭✷✳✸✹✮
▲❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ux ❡t uy✱ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡

♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞✬❛tt✐t✉❞❡ ❡t ❞✬❛❧t✐t✉❞❡✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱ ❧❡s
❡rr❡✉rs ❞❡ ♣♦✉rs✉✐t❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s x ❡t y s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

e9 = xd9 − x9 ✭✷✳✸✺✮



✹✵ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❞r♦♥❡s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s ◗❚❲

e11 = xd11 − x11 ✭✷✳✸✻✮

▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡rr❡✉rs ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❡s ❡♥tré❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞♦♥♥é❡s
♣❛r ✿

e10 = x10 −
(
ẋd9 + β9e9 + λ9h9

)
✭✷✳✸✼✮

e12 = x12 −
(
ẋd11 + β11e11 + λ11h11

)
✭✷✳✸✽✮

❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣ ♣♦✉r ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s x ❡t y ❞✉ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ◗❚❲
s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

ux =
m

u1

(
e9 + ẍd9 − β9 (e10 + β9e9 + λ9h9) + λ9e9 − λ10h10 − β10e10

)
✭✷✳✸✾✮

uy =
m

u1

(
e11 + ẍd11 − β11 (e12 + β11e11 + λ11h11) + λ11e11 − λ12h12 − β12e12

)
✭✷✳✹✵✮

♦ù (β9, β10, β11, β12, λ9, λ10, λ11, λ12) s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s à ❛❥✉st❡r ❡♥ t❛♥t q✉❡
♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣✳

✷✳✸✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❡t ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✿ ❝❛s ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞②♥❛✲
♠✐q✉❡s ❞✬❛tt✐t✉❞❡ ❡t ❞✬❛❧t✐t✉❞❡

❊♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ηηηi = (0.5, 0.3,−0.6)T ❡t zi = 0 ❡t ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡s
❝♦♥s✐❣♥❡s ❞és✐ré❡s ηηηd = (0, 0, 0)T ❡t zd = 5✱ ❧❡s ✜❣✉r❡s ✷✳✹ ❡t ✷✳✺ ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts
❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉s✳ ▲❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❝♦♥trô❧é❡s s♦♥t st❛❜✐❧✐sé❡s ❡t ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡s ❡♥ ré❣✐♠❡ tr❛♥s✐t♦✐r❡ s♦♥t ❣❛r❛♥t✐❡s✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s à ♣rés❡♥t ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s x ❡t y✳ ▲❛ ♣❡r✲

❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣ ❛✈❡❝ ❛❝t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❡st
❝♦♠♣❛ré❡ ❛✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s P■❉ ❡t ❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ▲❡ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ◗❚❲ ❡st s♦✉♠✐s
à ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❡①tér✐❡✉r❡s s❡❧♦♥ ❧❡s ❛①❡s ❧❛tér❛❧ ❡t ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧✱ ✐✳❡✳ r❛❢❛❧❡s ❞❡ ✈❡♥t✱
❞é✜♥✐❡s ♣❛r ∆x (t) = 10 sin (3t) ❡t ∆y (t) = 10 cos (3t)✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ✷✳✻ ❡t ✷✳✼ ❞♦♥♥❡♥t ❧❡s
rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
❉✬❛♣rès ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✻✱ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs ♣r♦♣♦✲

sés s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s❛♥s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ t❡❧❧❡s ❡♥tré❡s
❡①t❡r♥❡s✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣ ✐♥té❣r❛❧ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ r❡❥❡t❡r ❧❡s
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❡t st❛❜✐❧✐s❡r ❛✐♥s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ s♦✉❤❛✐té❡✳
❈❡❝✐ ❡st ❞û à ❧✬❛❝t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ q✉✐ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣♦✉r ❞✐♠✐♥✉❡r✱ ✈♦✐r❡ ❛♥♥✉❧❡r✱ ❧❡s ❡rr❡✉rs
❡♥ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t✳ ▲❡ ré❣✉❧❛t❡✉r P■❉ st❛❜✐❧✐s❡ ❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♠❛✐s ❛✈❡❝
❞é❣r❛❞❛t✐♦♥s ❡♥ ré❣✐♠❡ tr❛♥s✐t♦✐r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣ ❛✈❡❝ ❛❝t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡✳ ▲❡s
❞é♣❛ss❡♠❡♥ts s♦♥t ❜✐❡♥ ❛♠♦rt✐s ❡t ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡st ♥❡tt❡♠❡♥t ♠❡✐❧❧❡✉r❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s
s✐❣♥❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✼ s♦♥t ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♣❧✉s ♠♦❞éré❡s ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡
❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣ ♣r♦♣♦sé❡✳

✷✳✸✳✹ ❘és✉❧t❛ts ❡t ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✿ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♣♦✉rs✉✐t❡ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s
❡♥ ✈♦❧ ✈❡rt✐❝❛❧

❈♦♥s✐❞ér♦♥s à ♣rés❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ s✉✐✈✐ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ◗❚❲✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ♣❛r ❝♦✲s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❛tér✐❡❧❧❡ ❍❲ s♦♥t



✷✳✸✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣ ❛✈❡❝ ❛❝t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ ✹✶

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

A
tt
it
u

d
e

 (
ra

d
)

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

φ

θ

ψ

Temps (s)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

A
lt
it
u

d
e

 (
m

)

0

1

2

3

4

5

6

z

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✕ ❉②♥❛♠✐q✉❡s ❞✬❛tt✐t✉❞❡ ❡t ❞✬❛❧t✐t✉❞❡ st❛❜✐❧✐sé❡s✳

Temps (s)

0 1 2

u
2

(N
)

-1

-0.5

0

Temps (s)

0 1 2 3

u
3

(N
)

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

Temps (s)

0 1 2

u
4

 (
N

)

-0.05

0

0.05

0.1

Temps (s)

0 1 2 3

u
1

(N
)

0

20

40

60

3

3

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ✕ ❙✐❣♥❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣ ♣♦✉r ❧❛ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥✳



✹✷ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❞r♦♥❡s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s ◗❚❲

Temps (s)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

P
o

s
it
io

n
 x

 (
m

)

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

Consigne IB BS PID

2.5 3 3.5 4 4.5 5

0.5

0.505

0.51

0.515

Temps (s)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

P
o

s
it
io

n
 y

 (
m

)

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

Consigne IB BS PID

2.5 3 3.5 4 4.5 5

0.5

0.505

0.51

0.515

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻ ✕ P♦s✐t✐♦♥s ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❡t tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❝♦♥trô❧é❡s ❞✉ ❞r♦♥❡ ◗❚❲✳

Temps (s)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

u
1 (

N
)

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

IB BS PID

Temps (s)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

u
2 [

N
]

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

IB BS PID

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼ ✕ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳



✷✳✸✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣ ❛✈❡❝ ❛❝t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ ✹✸

♠♦♥trés ❞❛♥s ❧❡s ✜❣✉r❡s ✷✳✽✱ ✷✳✾ ❡t ✷✳✶✵✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s r❡t❡♥♦♥s ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❞❡ ❝♦✲
❞❡s✐❣♥ ♣r♦♣♦sé❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ◆■ ♠②❘■❖✲✶✾✵✵ ❡t ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ▲❛❜❱■❊❲ ✭❱♦✐r
❆♥♥❡①❡ ❈✮ ✭❇❡♥❑❤♦✉❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❀ ■♥str✉♠❡♥ts✱ ✷✵✵✾✱ ✷✵✶✸✮✳
▲❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❝✐r❝✉❧❛✐r❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ r❡t❡♥✉❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✹✶✮✱

✭✷✳✹✷✮ ❡t ✭✷✳✹✸✮ s✉✐✈❛♥t❡s ✿
xd (t) = 0.5 sin (0.25t) ✭✷✳✹✶✮

yd (t) = 0.5 cos (0.25t) ✭✷✳✹✷✮

zd (t) = 5t ✭✷✳✹✸✮

❉❛♥s ❝❡ s❝é♥❛r✐♦ ❞❡ ❝♦✲s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♣♦✉rs✉✐t❡ ❞✬✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❤é❧✐❝♦ï❞❛❧❡ tr✐❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ❡♥✈✐s❛❣é❡✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❡st r❡♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✵✳
❯♥❡ t❡❧❧❡ ré♣♦♥s❡ té♠♦✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❜❛❝❦s✲
t❡♣♣✐♥❣ ❛✈❡❝ ❛❝t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t ❞❡ r❛♣✐❞✐té✳ ▲❡s s✐❣♥❛✉①
❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ♠♦♥trés ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✾✱ s♦♥t ♣❧✉s ♠♦❞érés ❡t ♣rés❡♥t❡♥t ♠♦✐♥s ❞✬♦s❝✐❧✲
❧❛t✐♦♥s✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦✲s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❛tér✐❡❧❧❡ ❍❲ ❡t
❝❡✉① ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡ ❙❲ s♦♥t ❜✐❡♥ ♣r♦❝❤❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❥✉st✐✜❡ ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té
❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬é♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ▲❛❜❱■❊❲✴◆■ ♠②❘■❖✲✶✾✵✵✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✽ ✕ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ ♣♦✉rs✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣ ✐♥té❣r❛❧❡✳



✹✹ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❞r♦♥❡s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s ◗❚❲
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Trajectoire de réf.

Simulation SW

Co-simulation HW

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵ ✕ P♦✉rs✉✐t❡ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❤é❧✐❝♦ï❞❛❧❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡✳



✷✳✹✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ✹✺

✷✳✹ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡

✷✳✹✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡

▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ✭▼P❈✮ ❛ été ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❞♦✲
♠❛✐♥❡s ❞✬❛❝t✐✈✐té✳ ❉❡♣✉✐s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✼✵✱ ❧❡s ✐♥❞✉str✐❡❧s ❞❡ ❧❛ ♣étr♦❝❤✐♠✐❡ ❡t ♠ét❛❧❧✉r❣✐❡
♦♥t ❝♦♠♠❡♥❝é à ♠❛♥✐❢❡st❡r ❞❡ ❧✬✐♥térêt ♣♦✉r ❧❛ ▼P❈ ✭❘✐❝❤❛❧❡t ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✽✮✳ ▲❡ ♣♦✐♥t
❝♦♠♠✉♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ❡st q✉✬✐❧s ✐♠♣♦s❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❡♥ ❡♥tré❡✴s♦rt✐❡ ✭❇❛❧❝❤❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✾❀ ❲✐❧❧s ❛♥❞ ❍❡❛t❤✱ ✷✵✵✺✮✳ ❙♦♥ ❛♣t✐t✉❞❡ à êtr❡ ❛♣✲
♣❧✐q✉é❡ ❛✉① s②stè♠❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡♥❞ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡
❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ r♦❜♦t✐q✉❡ ❡t s✉rt♦✉t ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳
◆♦✉s ❝✐t♦♥s à t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ♣♦✉r ❧❡ ❣✉✐❞❛❣❡ ❞✬✉♥
r♦❜♦t ❤✉♠❛♥♦ï❞❡ ✭❉✐♠✐tr♦✈ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮ ❡t ❧❡ s✉✐✈✐ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✬✉♥ r♦❜♦t ❞❡ t②♣❡ ❍❘P✲✷
✭❑♦❡♥❡♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛ér♦s♣❛t✐❛❧✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ▼P❈ ❛ été ❧❛r❣❡♠❡♥t
❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉① ✈❛♥♥❡s é❧❡❝tr♦♠é❝❛♥✐q✉❡s ✭❇❛♥❡r❥❡❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✱ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s
❡♥❣✐♥s s♣❛t✐❛✉① ✭■❦❡❞❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❀ P✐r♦✉③♠❛♥❞ ❛♥❞ ●❤❛❤r❛♠❛♥✐✱ ✷✵✶✸❀ ❑❛❧❛❜✐❝ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✹❀ ●✉♣t❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮ ❡t ❞❡s s❛t❡❧❧✐t❡s ✭P✐r♦✉③♠❛♥❞ ❛♥❞ ●❤❛❤r❛♠❛♥✐✱ ✷✵✶✸✮✳ ❙❛♥s
♦✉❜❧✐❡r s♦♥ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ s②stè♠❡s é♥❡r❣ét✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❝❡♥tr❛❧❡s
❤②❞r♦✲é❧❡❝tr✐q✉❡s ✭❉✐♥❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✱ ❧❡s é♦❧✐❡♥♥❡s ✭▼✐r③❛❡✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✱ ❧❡s é❝❤❛♥❣❡✉rs
t❤❡r♠✐q✉❡s ✭❳✐❛♦❤♦♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹✮✱ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬❡❛✉ ✭P✐♦tr ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮
❡t ❧❡s ❝❡♥tr❛❧❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❡❛✉① ✭❍♦♥❣❣✉✐ ❛♥❞ ❏✉♥❢❡✐✱ ✷✵✶✹✮✳

P❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ♦♥t ❛✐♥s✐ ❢❛✐t ❧❡✉rs ❛♣♣❛r✐t✐♦♥s✱ s✬❛tt❛❝❤❛♥t t♦✉❥♦✉rs ❛✉① ♠ê♠❡s
✐❞é❡s ❞❡ ❜❛s❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ❝✐t♦♥s ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ▼❯❙▼❯❘ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ✭●r❡❝♦
❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✹✮✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ P❋❈ s✉❣❣éré❡ ♣❛r ✭❘✐❝❤❛❧❡t ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✼✮✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❯P❈ ✭❡♥
❛♥❣❧❛✐s ❯♥✐✜❡❞ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧✮ é❧❛❜♦ré❡ ♣❛r ✭❙♦❡t❡r❜♦❡❦✱ ✶✾✾✷✮✳ ▲❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❝♦♠✲
♠❛♥❞❡s ♣rés❡♥té❡s ✐❝✐ ♥✬❡st ♣❛s ❡①❤❛✉st✐✈❡✳ ❉❛♥s ✭●r❛♥❛❞♦✱ ✷✵✵✹✮✱ ✭▼❛r❝❡❧✐♥✱ ✷✵✶✵✮ ❡t
✭▲❛r♠✐♥❛t✱ ✷✵✶✸✮ ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s♦♥t ❞♦♥♥és✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡
❝♦♥s✐st❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡
❝♦♠♠❛♥❞❡ s✉r ✉♥ ❤♦r✐③♦♥ ❞é✜♥✐✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐ ❡♥ t❡♥❛♥t
❝♦♠♣t❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✿ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s ❡♥tré❡s✱ s✉r ❧❡s ét❛ts ♦✉
❜✐❡♥ s✉r ❧❡s s♦rt✐❡s ❞✉ s②stè♠❡✳

▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ ❛✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❢✉②❛♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ à ❝❤❛q✉❡
✐♥st❛♥t✱ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡rt❡✱ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❝♦ût s✉r ✉♥ ❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ Np✱ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s❡✉❧ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r é❧é♠❡♥t ❡st
❛♣♣❧✐q✉é ❛✉ s②stè♠❡✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡st r❡♣r✐s❡ à ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ s✉✐✈❛♥t❡✱
♠❡tt❛♥t à ❥♦✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦✉r❛♥ts ❞✉ s②stè♠❡✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶ ✐❧❧✉str❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡
❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ✿ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ u à ❛♣♣❧✐q✉❡r
❛✉ s②stè♠❡ s❡ ❢❛✐t à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t k ❥✉sq✉✬à ❧✬✐♥st❛♥t k +Nc ♦ù Nc ❡st ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡
❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣♦✉r ❧❛ ▼P❈✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ à ❝♦♥trô❧❡r ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
♣ré❞✐r❡ ❧❛ s♦rt✐❡ y ❥✉sq✉✬à ❧✬✐♥st❛♥t k +Np ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ r✳



✹✻ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❞r♦♥❡s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s ◗❚❲

Horizon de contrôle

Horizon de prédiction

Consigne de référence : r

Mesure de la sortie: y

Sortie prédite

Commande :

Temps
k+Npk+Nc

k

u

[ ]1 1, ....,u k k i Nc- =

[ ]ˆ 1 1, ....,y k k i Np+ =

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré✲
❞✐❝t✐✈❡ ▼P❈✳

✷✳✹✳✷ ❈❤♦✐① ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ré❣❧❛❣❡

❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ r❡q✉✐❡rt ❧❛ ❞ét❡r♠✐✲
♥❛t✐♦♥ ❞❡ tr♦✐s ♣❛r❛♠ètr❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

✖ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ Nc ∈ N ❀

✖ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ Np ∈ N ❀

✖ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ λ ∈ R✳

❈❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡♥t ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥
❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ st❛❜✐❧✐té✱ r❛♣✐❞✐té ❡t ♣ré❝✐s✐♦♥✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❞♦✐t êtr❡ ❢❛✐t ❛✈❡❝ ❣r❛♥❞❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❡t ❧❡✉r ré❣❧❛❣❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝r✐tèr❡s t❡❧s q✉❡
❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ❧❡ r❡t❛r❞✱ ❡t❝✳ ❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛✲
t✉r❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① ♦♥t été ♠❡♥és s✉r ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ré❣❧❛❣❡ ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
✭◆❛❣♦✉❞✐✲▲❛②❡r❧❡✱ ✷✵✶✶❀ ❈❛③②✱ ✷✵✶✻❀ ❚✉r❦✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✽❜❀ ▼❛♠❜♦✉♥❞♦✉ ❛♥❞ ▲❛♥❣❧♦✐s✱
✷✵✶✷✮✳
▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ Nc é❣❛❧ à ❧✬✉♥✐té ❡st r❡❝♦♥♥✉ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t s✉✣s❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s

❝❛s ✭❍❛♠♦✉❞❛✱ ✷✵✶✺✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣❧✉s é❧❡✈é❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s
♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❡s s②stè♠❡s à ❝♦♥trô❧❡r ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ é❧❡✈é ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡
❧✐❜❡rté ✭❈❧❛r❦❡ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✼✮✳ ❖r✱ ♣❧✉s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st é❧❡✈é❡✱ ♣❧✉s
❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r s②♥t❤ét✐s❡r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❈❡❧❛
s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ Nc ✜①❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s à ✐♥✈❡rs❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛
séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❯♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❞♦✐t êtr❡ ❛❧♦rs tr♦✉✈é ✭◆❛❣♦✉❞✐✲▲❛②❡r❧❡✱
✷✵✶✶✮✳
❈♦♠♠❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ ❛✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡

❧✬❤♦r✐③♦♥ ❢✉②❛♥t✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ Np ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ❧❛ ✈✐s✐❜✐❧✐té
s✉r ❧❡s ❢✉t✉rs ét❛ts ❞✉ s②stè♠❡ ❥✉sq✉✬à ✉♥ t❡♠♣s ✜♥✐✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡



✷✳✹✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ✹✼

rés♦❧✉t✐♦♥ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❛❧✐té ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s à ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉
s②stè♠❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣❧✉s Np ❡st ❣r❛♥❞✱ ♣❧✉s ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❡st ❢❛✐❜❧❡✳ ❉❛♥s ❧❛
❧✐ttér❛t✉r❡✱ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛
✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❛❝t❡✳ ▼❛✐s✱ ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ♣❡✉t t♦✉t❡❢♦✐s
êtr❡ tr♦✉✈é ❡♥tr❡ ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r✱ q✉✐ ♦✛r❡ ♣❡✉ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡
♠❛✐s ❛ss✉r❛♥t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❛❧✐té ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✱ ❡t ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r✱ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡
♣❧✉s ❧❛r❣❡ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠❛✐s ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❧✬ét❛t ❢✉t✉r ré❡❧ ❞✉ s②stè♠❡ ✭◆❛❣♦✉❞✐✲▲❛②❡r❧❡✱ ✷✵✶✶❀ ❈❛③②✱ ✷✵✶✻✮✳
❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥❞✐q✉❡ s♦♥ ♥♦♠✱ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ λ✱ ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ❞❡

❞♦s❛❣❡✳ ■❧ ❣❛r❛♥t✐t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ❡♥tr❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣♦✉rs✉✐t❡
❡t ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❯♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡①❝❡ss✐✈❡ ❞❡ λ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡
❡①✐❣❡❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡st r❛❧❡♥t✐❡✳ P❛r
❝♦♥tr❡✱ ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ λ ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ é♥❡r❣✐q✉❡ q✉✐ r❡♥❞ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉
s②stè♠❡ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡✳ ■❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❡st ❛ss❡③
❞é❧✐❝❛t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ✐❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡
❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ✭◆❛❣♦✉❞✐✲▲❛②❡r❧❡✱ ✷✵✶✶❀ ❍❛♠♦✉❞❛✱ ✷✵✶✺✮✳

✷✳✹✳✸ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❛✉❣♠❡♥té❡ à t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t

❙♦✐t ✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡ ▼■▼❖ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬ét❛t à t❡♠♣s
❞✐s❝r❡t s✉✐✈❛♥t ✿

xm(k + 1) = Amxm(k) + Bmu(k)

y(k) = Cmxm(k)
✭✷✳✹✹✮

❛✈❡❝ y ∈ R
nout ❡st ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ Rnin ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❡t x ❡st ❧❡

✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s (n1 × 1)✳
❉❛♥s ✭✷✳✹✹✮✱ Am✱ Bm ❡t Cm s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞✬ét❛t✱ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ❞❡

s♦rt✐❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s (n1 ×n1)✱ (n1 ×nin) ❡t (nout×n1)✳ ❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬♦❜t❡♥✐r
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✉❣♠❡♥té à ❜❛s❡ ❞✬✐♥té❣r❛t❡✉rs✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞✉ ✈❡❝t❡✉r
❞✬ét❛t ❡t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

∆xm(k) = xm(k)− xm(k − 1) ✭✷✳✹✺✮

∆u(k) = u(k)− u(k − 1) ✭✷✳✹✻✮

❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ❧❡s ✐♥❝ré♠❡♥ts ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s x(k) ❡t u(k)✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ✭✷✳✹✻✮ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✿

∆xm(k + 1) = Am(xm(k)− xm(k − 1)) + Bm(u(k)− u(k − 1))

= Am∆xm(k) + Bm∆u(k)
✭✷✳✹✼✮

❙♦✐t ❛✐♥s✐ ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t x(k) ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

x(k) =

[
∆xm(k)
y(k)

]

✭✷✳✹✽✮



✹✽ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❞r♦♥❡s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s ◗❚❲

❊♥ ♣r♦❝é❞❛♥t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ❧❛ s♦rt✐❡ y(k) ❞❡✈✐❡♥t ✿

y(k + 1)− y(k) = Cm(xm(k + 1)− xm(k))

= Cm∆xm(k + 1)

= CmAm∆xm(k) + CmBm∆u(k) ✭✷✳✹✾✮

▲❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✹✼✮ ❡t ✭✷✳✹✾✮ ❞♦♥♥❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❛✉❣♠❡♥té❡
❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡ à t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t ✿

x(k + 1) = Ax(k) + B∆u(k)

y(k) = Cx(k) ✭✷✳✺✵✮

❛✈❡❝ ✿

x(k + 1) =

[
∆xm(k + 1)
y(k + 1)

]

✭✷✳✺✶✮

x(k) =

[
∆xm(k)
y(k)

]

✭✷✳✺✷✮

A =

[
Am 0Tm

CmAm I(nout×nout)

]

✭✷✳✺✸✮

B =

[
Bm

CmBm

]

✭✷✳✺✹✮

C =
[
0m I(nout×nout)

]
✭✷✳✺✺✮

▲✬✐♥❞✐❝❡ T r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ tr❛♥s♣♦sé❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡t I ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té✳ ❉❛♥s
✭✷✳✹✳✸✮✱ 0m ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ♥✉❧❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ (nout×n1)✳ ❆❞♠❡tt♦♥s q✉❡ netat = n1+nout✱
❧❡ tr✐♣❧❡t (A,B,C) ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t (netat×netat)✱ (netat×nin) ❡t (nout×netat)
❝♦♥st✐t✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✉❣♠❡♥té ❞✐s❝r❡t ✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ❞✉ s②stè♠❡ ▼■▼❖ ❝♦♥s✐❞éré✳

✷✳✹✳✹ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

❆❞♠❡tt♦♥s q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✹✹✮ s♦✐t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❡t ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❧✬✐♥❝ré✲
♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ∆U ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s (1× ninNc) ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

∆U =
[
∆u(k)T ∆u(k + 1)T · · · ∆u(k +Nc − 1)T

]T
✭✷✳✺✻✮

❙♦✐❡♥t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞és✐ré❡ Ydes ❡t ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ♣ré❞✐t❡ Ŷ ❞é✜♥✐s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

Ydes =
[
ydes(k + 1)T ydes(k + 2)T · · · ydes(k +Np)

T
]T

Ŷ =
[
ŷ(k + 1 | k)T ŷ(k + 2 | k)T · · · ŷ(k +Np | k)

T
]T

❉❛♥s ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ s②♥t❤ét✐s❡r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ▼P❈ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût J à
♠✐♥✐♠✐s❡r ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

J = (Ydes − Ŷ )T (Ydes − Ŷ ) + ∆UT R̄∆U ✭✷✳✺✼✮



✷✳✹✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ✹✾

❛✈❡❝ R̄ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s (ninNc × ninNc) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

R̄ =








λ1 0 · · · 0

0 λ2
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳ · · ·

✳ ✳ ✳ 0
0 · · · 0 λninNc








✭✷✳✺✽✮

❊♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬ét❛t ❛✉❣♠❡♥té ✭✷✳✺✵✮✱ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❢✉t✉r❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t
❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✭❲❛♥❣✱ ✷✵✵✾✮ ✿

x(k + 1 | k) = Ax(k) + B∆u(k)

x(k + 2 | k) = Ax(k + 1 | k) + B∆u(k + 1)

= A2x(k) + AB∆u(k) + B∆u(k + 1)

✳✳✳

x(k +Np | k) = ANpx(k) + ANp−1B∆u(k) + ANp−2B∆u(k + 1)

+ · · ·+ ANp−NcB∆u(k +Nc − 1)

➚ ♣❛rt✐r ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t ♣ré❞✐t ❡t ❡♥ ♣r♦❝é❞❛♥t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ❧❛ s♦rt✐❡ ❡st✐♠é❡ ❡st
❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

y(k + 1 | k) = CAx(k) + CB∆u(k)

y(k + 2 | k) = CA2x(k) + CAB∆u(k) + CB∆u(k + 1)

y(k + 3 | k) = CA3x(k) + CA2B∆u(k) + CAB∆u(k + 1)

+ CB∆u(k + 2)

✳✳✳

y(k +Np | k) = CANpx(k) + CANp−1B∆u(k) + CANp−2B∆u(k + 1)

+ · · ·+ CANp−NcB∆u(k +Nc − 1)

▲❛ s♦rt✐❡ ♣ré❞✐t❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡ ❛❧♦rs s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Ŷ = Fx(k) + Φ∆U ✭✷✳✺✾✮

♦ù F ❡t Φ s♦♥t ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡s (noutNp × netat) ❡t
(noutNp × ninNc) ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✿

F =










CA
CA2

CA3

✳✳✳
CANp










✭✷✳✻✵✮



✺✵ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❞r♦♥❡s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s ◗❚❲

Φ =










CB 0 0 ... 0
CAB CB 0 ... 0
CA2B CAB CB ... 0

✳✳✳
CANp−1B CANp−2B CANp−3B ... CANp−NcB










✭✷✳✻✶✮

❊♥ ❛ss♦❝✐❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✺✼✮ ❡t ✭✷✳✺✾✮✱ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ J ♣❛r r❛♣♣♦rt à ∆U
♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

∂J

∂∆U
= −2ΦT (Ydes − Fx(k)) + 2(ΦTΦ + R̄)∆U ✭✷✳✻✷✮

➚ ❝❡ st❛❞❡ ❡t ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❛✉ s②stè♠❡✱ ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ❞♦✐t êtr❡ r❡s♣❡❝té❡ ✿

∂J

∂∆U
= 0 ✭✷✳✻✸✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡
❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ❛❧♦rs ❡①♣r✐♠é❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

∆U = (ΦTΦ + R̄)−1ΦT (Ydes − Fx(k)) ✭✷✳✻✹✮

❙❡❧♦♥ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❢✉②❛♥t✱ s❡✉❧s ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs nin é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡
♦♣t✐♠❛❧❡ s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉és ❛✉ s②stè♠❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

u(k) = u(k − 1) + ∆u(k)

u(k) = u(k − 1) +

ninNc
︷ ︸︸ ︷[
Im 0m · · · 0m

]
(ΦTΦ + R̄)−1ΦT (Ydes − Fx(k))

❆✐♥s✐✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t x(k) ❡st ❧❡ s❡✉❧ é❧é♠❡♥t r❡q✉✐s ♣❛r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ♣ré❞✐❝t✐❢ ♣♦✉r
❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ♣ré❞✐t❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❝❡ ✈❡❝t❡✉r ♥✬❡st ♣❛s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡✱ ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❞✬ét❛t
❞♦✐t êtr❡ ✉t✐❧✐sé✳

✷✳✹✳✺ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

❊♥ ré❛❧✐té✱ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t s♦✉✈❡♥t ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛✲
♠✐q✉❡s✳ ❈❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s r❡♥❞❡♥t ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❧✉s ❞é❧✐❝❛t❡✱ s✉rt♦✉t
❢❛❝❡ à ✉♥ ♣r♦❝é❞é ✐♥❞✉str✐❡❧ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♥❛t✉r❡s✳ ◆♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❛❧♦rs ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✿ ❝❡❧❧❡s q✉✐
s♦♥t ✐♠♣♦sé❡s ♣❛r ❧❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s ❡t ❝❡❧❧❡s q✉✐ s♦♥t ♣rés❡♥t❡s ❛✜♥ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❞❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞és✐ré❡s ✭◆❣✉②❡♥✱ ✷✵✶✷✮✳ ❯♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ ♠❛❥❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡
❡st s❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳



✷✳✹✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ✺✶

✷✳✹✳✺✳✶ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s ✐♥❝ré♠❡♥ts ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧✬✐♥❝ré♠❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st
✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥✳ ❈❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s é❣❛❧❡s à ❝❡❧❧❡s
❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ✧❞✉r❡s✧✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡ ∆U ❡st s♦✉♠✐s❡ à ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬✐♥é❣❛❧✐té ❧✐♥é❛✐r❡s
❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

∆Umin ≤ ∆U 6 ∆Umax ✭✷✳✻✺✮

❛✈❡❝ ∆Umin =
[
∆umin1 ∆umin2 · · · ∆uminnin

]
❡t ∆Umax =

[
∆umax1 ∆umax2 · · · ∆umaxnin

]

s♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡t ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ∆U ✳
▲❡s ✐♥❝ré♠❡♥ts ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s♦♥t ❞♦♥♥és ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿







∆umin1 ≤ ∆u1 6 ∆umax1

∆umin2 ≤ ∆u2 6 ∆umax2
✳✳✳

∆uminnin
≤ ∆unin

6 ∆umaxnin

✭✷✳✻✻✮

▲✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧❛
❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ à ❜❛s❡ ❞✬ét❛t s❡ ❢❛✐t à tr❛✈❡rs ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t ❛✈❡❝ ✿

−∆U 6 −∆Umin ✭✷✳✻✼✮

∆U 6 ∆Umax ✭✷✳✻✽✮

❈❡ q✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ✉♥❡ é❝r✐t✉r❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

[
−I
I

]

∆U ≤

[
−∆Umin

∆Umax

]

✭✷✳✻✾✮

✷✳✹✳✺✳✷ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ❡♥tré❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛✉ss✐ ❝♦♥s✐❞éré❡ ét❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ U ❢réq✉❡♠♠❡♥t r❡♥❝♦♥tré❡s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❡t ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡
s✉✐t ✭❲❛♥❣✱ ✷✵✵✾✮ ✿

Umin ≤ U 6 Umax ✭✷✳✼✵✮

♦ù Umin =
[
umin1 umin2 · · · uminnin

]
❡t Umax =

[
umax1 umax2 · · · umaxnin

]
s♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs

♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡t ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ U ✳
t♦✉t ❡♥ ✈ér✐✜❛♥t ✿ 





umin1 ≤ u1 6 umax1

umin2 ≤ u2 6 umax2
✳✳✳

uminnin
≤ unin

6 umaxnin

✭✷✳✼✶✮



✺✷ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❞r♦♥❡s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s ◗❚❲

❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❞✉r❛♥t ❧❡s ✐♥st❛♥ts ❢✉t✉rs✳ ❊❧❧❡s
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ∆U ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

U
︷ ︸︸ ︷








u(k)
u(k + 1)
u(k + 2)

✳✳✳
u(k +Nc − 1)










=










I
I
I
✳✳✳
I










u(k − 1) +










I 0 0 · · · 0
I I 0 · · · 0
I I I · · · 0
✳✳✳
I I · · · I I










∆U
︷ ︸︸ ︷








∆u(k)
∆u(k + 1)
∆u(k + 2)

✳✳✳
∆u(k +Nc − 1)










✭✷✳✼✷✮

✷✳✹✳✺✳✸ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s s♦rt✐❡s

■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s s✉r ❧❡s s♦rt✐❡s ❞✉ s②stè♠❡ q✉✐ s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❝♦♥s✐✲
❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✧s♦❢t✧ ❡t ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

Y min ≤ Y 6 Y max ✭✷✳✼✸✮

♦ù Y min =
[
ymin1 ymin2 · · · yminnout

]
❡t Y max =

[
ymax1 ymax2 · · · ymaxnout

]
s♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs

♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡t ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ Y ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝❤❛❝✉♥❡ (1× nout)✳
t❡❧❧❡s q✉❡ ✿







ymin1 ≤ y1 6 ymax1

ymin2 ≤ y2 6 ymax2
✳✳✳

yminnout
≤ ynout

6 ymaxnout

✭✷✳✼✹✮

➚ ❧✬✐♥st❛r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧✬✐♥❝ré♠❡♥t ❡t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
s✉r ❧❡s s♦rt✐❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ é❝r✐t❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ∆U ❡t s❡r♦♥t ❛❜♦r❞é❡s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳
▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✼✸✮ ♣❡✉t s❡ réé❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✭❲❛♥❣✱ ✷✵✵✾✮ ✿

Y min ≤ Fx(k) + Φ∆U 6 Y max ✭✷✳✼✺✮

❝❡ q✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✿

−Φ∆U 6 −Y min + Fx(k) ✭✷✳✼✻✮

Φ∆U 6 Y max − Fx(k) ✭✷✳✼✼✮

▲✬é❝r✐t✉r❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✼✻✮ ❡t ✭✷✳✼✼✮ ❝♦♥❞✉✐t à ✿

[
−Φ
Φ

]

∆U ≤

[
−Y min + Fx(k)
Y max − Fx(k)

]

✭✷✳✼✽✮

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✻✾✮ ❡t ✭✷✳✼✽✮ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬ét❛❜❧✐r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Mcons∆U ≤ γcons ✭✷✳✼✾✮



✷✳✹✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ✺✸

♦ù Mcons ❡t γcons s♦♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s q✉✐ r❡✢èt❡♥t ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s s♦rt✐❡s
❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❡t q✉✐ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✿

Mcons =











−C2

C2

−I
I

−Φ
Φ











, γcons =











−Umin + C1u(k − 1)
Umax − C1u(k − 1)

−∆Umin

∆Umax

−Y min + Fx(k)
Y max − Fx(k)











✭✷✳✽✵✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ♣rés❡♥t❡s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
Mcons s❡r❛ é❣❛❧ à 4×nin×Nc+2×nout×Np✳ ❆ ❝❡ st❛❞❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st ❞❡✈❡♥✉ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✭❲❛♥❣✱ ✷✵✵✾✮✳ P♦✉r
rés♦✉❞r❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé✳
▲✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ♣ré❞✐t❡ Ŷ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✺✼✮ ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ ❢♦r♠❡

❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût J s✉✐✈❛♥t❡ ✿

J = (Ydes − Fx(k))T (Ydes − Fx(k))

− 2∆UTΦT (Ydes − Fx(k)) + ∆UT (ΦTΦ + R̄)∆U ✭✷✳✽✶✮

❙❡❧♦♥ ✭❑❡rr✐❣❛♥ ❛♥❞ ▼❛❝✐❡❥♦✇s❦✐✱ ✷✵✵✵✮✱ ❧❡ ❝r✐tèr❡ J ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

J =
1

2
∆UTEJ∆U +∆UTFJ +ΨTΨ ✭✷✳✽✷✮

❙♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♥é❣❛❧✐té ✭✷✳✼✾✮ ❡t ❛✈❡❝ ✿






EJ = 2(ΦTΦ + R̄)
FJ = −2ΦTΨ
Ψ = Ydes − Fx(k)

❉❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ EJ ❡st s✉♣♣♦sé❡ s②♠étr✐q✉❡ ❡t ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡
❞❡r♥✐❡r é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ✭ΨTΨ✮ ♥❡ t✐❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ∆U ✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❛❧♦rs
s✐♠♣❧✐✜é✳ ▲✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ηcons ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡
J ❝♦♥❞✉✐t à ✿

J =
1

2
∆UTEJ∆U +∆UTFJ + ηTcons(Mcons∆U − γcons) ✭✷✳✽✸✮

▲❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st r❛♠❡♥é❡ ❛❧♦rs à
rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✭❋❧❡t❝❤❡r✱ ✶✾✽✶❀ ▲✉❡♥❜❡r❣❡r ❛♥❞ ❨✐♥②✉✱
✶✾✽✹❀ ❇♦②❞ ❛♥❞ ❱❛♥❞❡♥❜❡r❣❤❡✱ ✷✵✵✹✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❧✬✐♥❝ré♠❡♥t ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ∆U ❡t
❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ηcons r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ✭❲❛♥❣✱
✷✵✵✾✮✳
◆♦t♦♥s ♣❛r Sact ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛❝t✐✈❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬♦♣✲

t✐♠❛❧✐té ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❑✉❤♥✲❚r✉❝❦❡r s♦♥t ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ ✭❲❛♥❣✱ ✷✵✵✾✮ ✿

EJ∆u(k) + FJ +
∑

i∈Sact

MT
iconsηicons = 0 ✭✷✳✽✹✮



✺✹ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❞r♦♥❡s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s ◗❚❲

❛✈❡❝ ✿ 





Micons∆U − γicons = 0, i ∈ Sact
Micons∆U − γicons < 0, i /∈ Sact

ηicons ≥ 0, i ∈ Sact
ηicons = 0, i /∈ Sact

✭✷✳✽✺✮

♦ù Micons ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ✐è♠❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Mcons✳
❉✬❛♣rès ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ✭❑❡rr✐❣❛♥ ❛♥❞ ▼❛❝✐❡❥♦✇s❦✐✱ ✷✵✵✵✮✱ q✉❛♥❞ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t

❛❝t✐✈❡s ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à Sact✮✱ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♦♣t✐♠❛✉① ηcons ❡t ∆U ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
✭✷✳✽✹✮ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ✿

ηcons = −(MconsE
−1
J MT

cons)
−1(γcons +MconsE

−1
J FJ) ✭✷✳✽✻✮

∆U = −E−1
J (FJ +MT

consηcons) ✭✷✳✽✼✮

✷✳✹✳✻ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ❞r♦♥❡ ◗❚❲

▲❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❚❙▼P❈ ♣r♦♣♦sé❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ ♣♦✉r ❧❡ s♦✉s✲s②stè♠❡ ♥♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬❛tt✐t✉❞❡ ❞✉ ❞r♦♥❡ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ◗❚❲ ❞é❝r✐t ♣❛r ❞❡s ♠✉❧t✐✲♠♦❞è❧❡s ❚✲❙ ♣rés❡♥té
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✻✳✻✳ ▲❡s s♦✉s✲♠♦❞è❧❡s ❞✬❛tt✐t✉❞❡ s♦♥t ♣♦♥❞érés ♣❛r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛❝✲
t✐✈❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ s②stè♠❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♥s✐❞éré ♣rés❡♥t❡
❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s φ̇ ❡t ψ̇✱ ❛❧♦rs q✉❛tr❡ s♦✉s✲♠♦❞è❧❡s ▲❚■ (r = 2p = 22) ✐♥t❡r✲
❝♦♥♥❡❝tés ♠♦②❡♥♥❛♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ µi, i ∈ {1, 2, 3, 4} s♦♥t ét❛❜❧✐s✳ ▲❛ ❧♦✐
❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❛✉ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✿

u(k) =
4∑

j=1

µj(θ(t))uj(k) ✭✷✳✽✽✮

■❝✐✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉① q✉❛tr❡ s♦✉s✲s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s
♣rés❡♥t❛♥t ❝❤❛❝✉♥ ✉♥❡ ③♦♥❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ❞ét❡r♠✐♥é❡✳ ❊♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ✉♥❡ ✐♥t❡r✲
♣♦❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ {u1, u2, u3, u4}✱ ❧❛ str❛té❣✐❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❡✉t
❝♦♥trô❧❡r ❧❡ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✷✳

Sous-système 

d'attitude

Sous-système 

d'altitude

Modèle dynamique du QTW

Inférence 

floue

Commande

MPC

MPC T-S Flou 

+
-

SUPERVISEUR

Sorties 

mesurées

Fonctions d’activation 

Signaux 

de contrôle Attitude 

actuelle
Trajectoires

désirées

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ♣❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✭❚❙▼P❈✮ ❛♣♣❧✐q✉é❡
❛✉ ❞r♦♥❡ ◗❚❲✳



✷✳✹✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ✺✺

P♦✉r ❧❛ s②♥t❤ès❡✱ ❧❡ ♣❛s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡st ✜①é à Ts = 0.1 s✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡
✈♦❧✱ ❧❡s tr♦✐s ❛♥❣❧❡s ❞✬❊✉❧❡r ❞❡ r♦✉❧✐s✱ ❞❡ t❛♥❣❛❣❡ ❡t ❞❡ ❧❛❝❡t s♦♥t ❝♦♥tr❛✐♥ts ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

−
π

2
< φ, θ <

π

2
✭✷✳✽✾✮

−π < ψ < π ✭✷✳✾✵✮

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡s ❡♥tré❡s ❞✉ s②stè♠❡ s♦♥t s♦✉♠✐s❡s à ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s s♦✉✈❡♥t
✐ss✉❡s ❞❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ❡t ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ♣♦✉ssé❡
❡t ❞❡ tr❛î♥é❡ ❡♥ ✈♦❧ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t ❞é❣r❛❞❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡
❢❡r♠é❡ ❡t ❝♦♥❞✉✐r❡ ❛✐♥s✐ à ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té ❞✉ ✈♦❧✳ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✬✉♥
♠♦t❡✉r à ❝♦✉r❛♥t ❝♦♥t✐♥✉ s♦✐❡♥t ❝♦♥❢♦r♠❡s à ❝❡❧❧❡s ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ✭❆❧❡①✐s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✱ ❧❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❡t ❧❡s ❡♥tré❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

−0, 75 6 φ̇, θ, ψ 6 0.75 ✭✷✳✾✶✮

|τφ, τθ| 6 5.61 ✭✷✳✾✷✮

|τψ| 6 0.16 ✭✷✳✾✸✮

✷✳✹✳✼ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❞✐s❝✉ss✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐✱ ♣❛r♠✐ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ▼P❈✱ ❞✬❡①♣❧♦r❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❧❛
✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ Np ❡t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ Nc ♣♦✉r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛❝❡t✳ ➚
♣❛rt✐r ❞❡ ❞✐✈❡rs❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡t ❛✈❡❝ Nc = 15✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✸ ❧❡s
❡✛❡ts ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✳ P♦✉r ❧❡ ❝❤♦✐① Np = 15✱ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥
❡st tr♦♣ ❝♦✉rt ♣♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ré❡❧ ❡t ❛❜♦✉t✐r à ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♠♦✐♥s
❛♠♦rt✐❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r ❧❡s ❝❤♦✐① Np = 35✱ 45 ❡t 65✱ ❧❡ s✉✐✈✐ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st ❣❛r❛♥t✐
❛✈❡❝ ❞❡s ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥s ♠✐♥❡✉r❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts s❝é♥❛r✐♦s✳ ▲❡ ❝❤♦✐① Np = 65 ❛ss✉r❡ ✉♥❡
st❛❜✐❧✐té ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞é♣❛ss❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧✱ ✈♦✐r ♥✉❧✳
❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✹ ♠♦♥tr❡ q✉✬❛♣rès ❛✈♦✐r

✜①é Np = 65✱ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞✐♠✐♥✉é❡ ❞❡ Nc ♣❡r♠❡t ❞❡ s✉✐✈r❡ ❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s ❛✈❡❝ ✉♥ t❡♠♣s
❞❡ ré❛❝t✐♦♥ tr♦♣ ❧❡♥t✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ ❜♦♥ ❝❤♦✐① ❞✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛♠é❧✐♦r❡ ❞❛♥s ✉♥❡
❝❡rt❛✐♥❡ ♠❡s✉r❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❝❤♦✐① Nc = 15 ❝♦♥❞✉✐t à ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡
ré♣♦♥s❡ ❞✉ s②stè♠❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡✳
▲❛ ré♣♦♥s❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡

ré❢ér❡♥❝❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✺ ♣♦✉r ❧❡s ❛tt✐t✉❞❡s✱ ❡t ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✻ ♣♦✉r
❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s✳ ▲❡s ❡♥tré❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛
✜❣✉r❡ ✷✳✶✽✳
❙✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts✱ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ▼P❈ ♣r♦♣♦sé❡

s♦♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡s ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ✈♦❧✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❛
❞✐✛ér❡♥❝❡ ♥♦t♦✐r❡ ❛✈❡❝ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡
✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❞❡s s✐❣♥❛✉① r❡❧❛t✐❢s ❛✉① ❛♥❣❧❡s ❞✬❛tt✐t✉❞❡✳ ❯♥
t❡❧ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✱ ♣r♦♣✐❝❡ à ❧❛ ♥♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs✱ ✐♥❞✉✐t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡♥t❡ ❞❡s s♦rt✐❡s ✈❡rs s❡s ré❢ér❡♥❝❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✽ ✕ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ µi✳



✷✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✺✾

✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦♥t été é❧❛❜♦ré❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡
❧✐♥é❛✐r❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✭▲◗✮ q✉✐ ❛ été ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❜✐❡♥
❝❤♦✐s✐✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣ ✐♥❝♦r♣♦r❛♥t ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡✱ ❛
été ❝♦♥ç✉❡ ♣♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❧✬❛❧t✐t✉❞❡ ❡t ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞✉ ❞r♦♥❡✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡
❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❛ été r❡t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ st❛❜✐❧✐s❛♥t❡✳ ▲❡s rés✉❧✲
t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣r♦♣♦sé❡✳ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡
❝♦♠♠❛♥❞❡ é❧❛❜♦ré❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ✭▼P❈✮ ❢♦r♠✉❧é❡ ❞❛♥s
✉♥ ❝❛❞r❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t ❡t s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❚✲❙ ❞✉ ❞r♦♥❡✳ ▲❡s ❡✛❡ts ❞❡s ♣❛r❛✲
♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ♦♥t été ét✉❞✐és ❡t ♣rés❡♥tés ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳
❈❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡♥t ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥
❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t✱ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ st❛❜✐❧✐té✱ r❛♣✐❞✐té ❡t ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ s♦rt✐❡
♣ré❞✐t❡ ❡t ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡✳ ▲❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞♦♥❝ ♠ét✐❝✉❧❡✉s❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐❡s✳
▲❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♥✬❡st ♣❛s ❛ss❡③ tr✐✈✐❛❧ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❞❡s ❡①♣❡rts ❛✉t♦♠❛t✐❝✐❡♥s✳

●é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❧✐❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ❛✉① ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐q✉❡s r❡s✲
t❡♥t ❡♥❝♦r❡ ♥♦♥ ét❛❜❧✐❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ♣rés❡♥t❡✱ ❥✉sq✉✬à ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱
✉♥❡ ❞✐✣❝✉❧té ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡s✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s s②sté♠❛✲
t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❢❛✐s❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♥♦s tr❛✈❛✉① ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❝❤❛✐♥❡s ❝❤❛♣✐tr❡s✳



Chapitre 3
❙②♥t❤ès❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t❡s à ❜❛s❡
❞❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡

❙♦♠♠❛✐r❡
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✸✳✷ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞✬♦♣t✐♠✐✲
s❛t✐♦♥ st❛t✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✸✳✷✳✶ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❙❖ st❛♥❞❛r❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✸✳✷✳✷ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❙❖ à ❢❛❝t❡✉r ❞✬✐♥❡rt✐❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ P❙❖✲■♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✸✳✷✳✸ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❙❖ à ♣♦s✐t✐♦♥ ❣❜❡st ♣❡rt✉r❜é❡ P❙❖✲❣❜❡st ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✸✳✷✳✹ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❙❖ à ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ◗✉❛♥t✐q✉❡ ◗P❙❖ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✸✳✸ ❈♦♠♠❛♥❞❡ P■❉ à s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ✢♦✉❡ ❡t ré❣❧❛❣❡ ♣❛r P❙❖ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✸✳✸✳✶ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✸✳✸✳✷ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✸✳✹ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ▲◗● à ré❣❧❛❣❡ ♣❛r ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✸✳✹✳✶ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✸✳✹✳✷ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

✸✳✺ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ▼P❈ à ré❣❧❛❣❡ ♣❛r ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s ✳ ✽✻

✸✳✺✳✶ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✸✳✺✳✷ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✸✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷



✸✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✻✶

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ s②sté♠❛t✐q✉❡
❡t à ❝♦♠♣❧❡①✐té ré❞✉✐t❡ ♣♦✉r ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ r♦❜✉st❡✱ ❡♥ ✈✉❡ ❞✬✉♥❡
✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❛✐sé❡✱ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣ré♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s ❞✬❛❝t✉❛❧✐té
❞❛♥s ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ r♦❜✉st❡✳
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❤♦rs ❧✐❣♥❡ ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ❡t ❞✬♦♣t✐✲

♠✐s❛t✐♦♥✱ ❡♥ ✈✉❡ ❞✬✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡t ❞✬✉♥❡ s②sté♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡✱
❞❡ str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ r♦❜✉st❡ ♣❛r ❞❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ♣♦✉r
❧❡ ❞r♦♥❡ ◗❚❲ ét✉❞✐é✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s✱ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t✱ ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐és à
❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ▲◗●✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ P■❉ à
s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ✢♦✉❡ ❡t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ▼P❈✳
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♣r♦♣♦sés ♣♦✉r

❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ r❡❢♦r♠✉❧és ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❝♦♥tr❛✐♥ts✳ ▲❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sés ❡st ❛❝❤❡✈é❡ ♠♦②❡♥♥❛♥t
✉♥ ❜❛♥❝ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s t❡st ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞❛♥s❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡
❛✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r P❙❖ ❡t s❡s ✈❛r✐❛♥t❡s✳ ❉✐✈❡rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♠ét❛❤❡✉r✐s✲
t✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥✐❡ ❞✬❛❜❡✐❧❧❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡s ✭❆❇❈✮✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ ❝②❝❧❡ ❞✬❡❛✉① ✭❲❈❆✮
❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬❤❛r♠♦♥✐❡ ✭❍❙❆✮ s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ s✉♣♣♦rts ❞❡ ❝♦♠✲
♣❛r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s✳

✸✳✷ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ st❛t✐q✉❡

✸✳✷✳✶ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❙❖ st❛♥❞❛r❞

✸✳✷✳✶✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❡t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❡ss❛✐♠s ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡s✱ ♦✉ P❛rt✐❝❧❡ ❙✇❛r♠ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
✭P❙❖✮✱ ❡st ✉♥❡ ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡ à ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ♣r♦♣♦sé❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡
♣❛r ❘✳ ❊❜❡r❤❛rt ❡t ❏✳ ❑❡♥♥❡❞② ✭❈❧❡r❝ ❛♥❞ ❑❡♥♥❡❞②✱ ✷✵✵✷❀ ❊❜❡r❤❛rt ❛♥❞ ❑❡♥♥❡❞②✱ ✶✾✾✺❀
❊❜❡r❤❛rt ❛♥❞ ❙❤✐✱ ✷✵✵✶❀ ❑❡♥♥❡❞② ❛♥❞ ❊❜❡r❤❛rt✱ ✶✾✾✺❀ ❙❤✐ ❛♥❞ ❊❜❡r❤❛rt✱ ✶✾✾✾✮✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❙❖ ❡st ✐♥s♣✐ré ❞❡ ❧✬ét❤♦❧♦❣✐❡✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♦❝✐❛❧

❞❡s ❛♥✐♠❛✉① é✈♦❧✉❛♥t ❡♥ ❡ss❛✐♠ t❡❧s q✉❡ ❧❡s ❜❛♥❝s ❞❡ ♣♦✐ss♦♥s ❡t ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬♦✐s❡❛✉①✳ ▲❛
❝♦♦♣ér❛t✐♦♥ ❡t ❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s
✐♥❞✐✈✐❞✉s ❛✐t ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❧✐♠✐té❡s✱ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡s
✭❉ré♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ●❡♥❞r❡❛✉ ❛♥❞ P♦t✈✐♥✱ ✷✵✶✵❀ ❙✐❛rr② ❛♥❞ ▼✐❝❤❛❧❡✇✐❝③✱ ✷✵✵✽❀ ❙✉♥ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✷❀ ❨❛♥❣✱ ✷✵✶✵✮✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛ s✉s❝✐té ré❝❡♠♠❡♥t ✉♥ ✐♥térêt r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ❞❛♥s
❞✐✈❡rs ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❧✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ❡t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡
♣r♦❝❡ss✉s ✐♥❞✉str✐❡❧s ✭❇♦✉❛❧❧è❣✉❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✱ ✷✵✶✺❀ ❙❛♥❞♦✉✱ ✷✵✵✾❀ ▼❛❣♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳
❉❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ D✱ ❧❛ ✐✲è♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❞❡ ❧✬❡ss❛✐♠✱ ❞❡ t❛✐❧❧❡

Npop✱ ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r s♦♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ xxxin =
(
xi,1n , x

i,2
n , . . . , x

i,D
n

)
❡t ♣❛r s♦♥ ✈❡❝t❡✉r

❞❡ ✈✐t❡ss❡ vvvin =
(
vi,1n , v

i,2
n , . . . , v

i,D
n

)
✳ ▲❛ q✉❛❧✐té ❞❡ s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ é✈❛❧✉é❡ ❡♥ ❝❡ ♣♦✐♥t✳



✻✷ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t❡s à ❜❛s❡ ❞❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡

❆✉ ❞é♣❛rt ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❡ ❧✬❡ss❛✐♠ s♦♥t ✐♥✐t✐❛❧✐sé❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡
❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ n✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❧❡
✈❡❝t❡✉r ❞❡ ✈✐t❡ss❡ s♦♥t ♠✐s à ♣♦✉r r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✶✮ ❡t ✭✸✳✷✮✱
❞✐t❡s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✭❇♦✉❛❧❧è❣✉❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✱ ✷✵✶✺✮ ✿

xxxin+1 = xxxin + vvvin+1 ✭✸✳✶✮

vvvin+1 = wvvvin + c1r
i
1,n

(
pppin − xxxin

)
+ c2r

i
2,n

(
pppgn − xxxin

)
✭✸✳✷✮

❛✈❡❝ w ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬✐♥❡rt✐❡✱ c1 ❡t c2 ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❝♦❣♥✐t✐❢ ❡t s♦❝✐❛❧✱ ri1,n
❡t ri2,n ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s t✐rés ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, 1]✱ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥
n ❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ j✱ pppin ❡st ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❞❡ ❧❛ ✐✲è♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡
❡t pppgn ❞é♥♦t❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣♦s✐t✐♦♥ tr♦✉✈é❡ ♣❛r ❧✬❡ss❛✐♠ ❞❛♥s s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳
❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✉é✱ ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s s♦♥t é✈❛❧✉é❡s

❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✶✮ ❡t ✭✸✳✷✮✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡st ❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t ✐❧❧✉stré❡
❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷✳

1

i

k+x

i

k
x

g

kp

i

kp

i

k+1v

i

kwv ( )1 1,

i i i

k k k
c r p x-

i

kv

( )2 2,

i g g

k k k
c r p x-

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❞❛♥s s♦♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ P❙❖✱ ✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ♣❡✉t s♦rt✐r✱ ❧♦rs ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡ss❛✐♠✱ ❞❡
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❛❧♦rs ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡
❝♦♥✜♥❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

xjmin ≤ xi,jn ≤ xjmax ✭✸✳✸✮

♦ù i ∈ [1, Npop]✱ j ∈ [1, D] ❡t n ∈ [1, Niter] r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡
❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❞❛♥s ❧✬❡ss❛✐♠✱ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡t ❞❡s
✐tér❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳
❆ ❝❡ ♣r♦♣♦s✱ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♥❡ ♣❛s é✈❛❧✉❡r ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥

❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ✐❧ ❡st s♦✉✈❡♥t ❝♦♥s❡✐❧❧é ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❙❖
st❛♥❞❛r❞ ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s✱ ❞✐ts ❞❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❞é✜♥✐s ❞❛♥s ✭❈❧❡r❝
❛♥❞ ❑❡♥♥❡❞②✱ ✷✵✵✷❀ ❙✐❛rr② ❛♥❞ ▼✐❝❤❛❧❡✇✐❝③✱ ✷✵✵✽✮✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞✐r❡ q✉❡✱ s✐ ✉♥❡
♣❛rt✐❝✉❧❡ t❡♥❞ à s♦rt✐r ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❢❛✉t ❧❛ r❛♠❡♥❡r ❛✉ ♣♦✐♥t ❧❡ ♣❧✉s
♣r♦❝❤❡ q✉✐ s♦✐t ❞❛♥s ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ❡t ♠♦❞✐✜❡r s❛ ✈✐t❡ss❡ ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✳



✸✳✷✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ st❛t✐q✉❡ ✻✸

❆♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧♦rsq✉✬✉♥❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ xi,jn ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❝❛❧❝✉❧é❡ s❡❧♦♥ ❧❡s
éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✭✸✳✶✮ ❡t ✭✸✳✷✮✱ s♦rt ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡

[
xjmin, x

j
max

]
✱ ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡

❞❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ❝♦♥s✐st❡ à ❧✉✐ ❛ttr✐❜✉❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ❧❡ ♣❧✉s
♣r♦❝❤❡✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t✱
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✮ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✮ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

xi,jn = min
{
max

(
xi,jn + vi,jn , x

j
min

)
, xjmax

}
✭✸✳✹✮

▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ vi,jn ❡st✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❛♥♥✉❧é❡ ♦✉✱ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱
♣❡✉t êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r s♦♥ ♦♣♣♦sé❡✱ ♣♦♥❞éré❡ ♣❛r ✉♥ ♣♦✐❞s µ✱ ṽi,jn ✱ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

ṽi,jn = −µvi,jn , 0 ≤ µ < 1 ✭✸✳✺✮

❆ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s P❙❖ ♦♥t été ❢♦r♠✉❧és ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s❛♥s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ▲❡ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❙❖ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝♦♥tr❛✐♥ts✱ très ❢réq✉❡♥ts
❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ s✬❛✈èr❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥
s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s ❛❞♦♣té❡s ✭❇♦✉❛❧❧è❣✉❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✳ ❉❛♥s ♥♦s tr❛✈❛✉①✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s
❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐té st❛t✐q✉❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

ϕ (xxx) = f (xxx) +
ncon∑

j=1

Λj max [0, gj (xxx)]
2 ✭✸✳✻✮

♦ù Λj ❡t ncon r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ♣é♥❛❧✐té ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛
❥✲è♠❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ t②♣❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ f (.) ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❝♦ût ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥tr❛✐♥t ❡t gj (.) s❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t②♣❡ ✐♥é❣❛❧✐té✳

✸✳✷✳✶✳✷ Ps❡✉❞♦✲❝♦❞❡

P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❙❖ ❡♥ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ é✈♦❧✉é ✭❈✱ ❈✰✰✱ ▼❆❚▲❆❇✱
❡t❝✳✮ ❡t rés♦✉❞r❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ r❡❢♦r♠✉❧és ♣❧✉s t❛r❞✱ ♥♦✉s r❡t❡♥♦♥s ❧❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✳
▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r P❙❖ ❛ ♠❛rq✉é ✉♥❡ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ❞❡s

✈❛r✐❛♥t❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✭❈❧❡r❝ ❛♥❞ ❑❡♥♥❡❞②✱ ✷✵✵✷❀ ❙❤✐ ❛♥❞ ❊❜❡r❤❛rt✱ ✶✾✾✾❀
❙✉♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❀ ❳✐♥❝❤❛♦✱ ✷✵✶✵✮✳ ❈❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ♦♥t été t♦✉❥♦✉rs ❞❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ st❛♥❞❛r❞ ❞✉ P❙❖ ❡t ♦♥t ♠♦♥tré ❞❡s s✉♣ér✐♦r✐tés r❡♠❛rq✉❛❜❧❡s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳ ❉❛♥s
❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s ♣❛ss♦♥s ❡♥ r❡✈✉❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s à s❛✈♦✐r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
P❙❖ ❛✈❡❝ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✐♥❡rt✐❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭P❙❖✲■♥✮✱ P❙❖ à ♣♦s✐t✐♦♥ ❣❜❡st ♣❡rt✉r❜é❡ ✭P❙❖✲❣❜❡st
♦✉ ♣P❙❖✮ ❡t P❙❖ à ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉❛♥t✐q✉❡ ✭◗P❙❖✮✳

✸✳✷✳✷ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❙❖ à ❢❛❝t❡✉r ❞✬✐♥❡rt✐❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ P❙❖✲■♥

▲❛ ✈❛r✐❛♥t❡ P❙❖ ❛✈❡❝ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✐♥❡rt✐❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♥♦té❡ P❙❖✲■♥✱ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❙❤✐ ❡t
❊❜❡r❤❛rt ❛✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✭❙❤✐ ❛♥❞ ❊❜❡r❤❛rt✱
✶✾✾✾✮✳ ❈❡tt❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r
❞✬✐♥❡rt✐❡ w ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t à ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

wn+1 = wmax − (wmax − wmin)n/Niter ✭✸✳✼✮



✻✹ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t❡s à ❜❛s❡ ❞❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ✿ P❙❖ st❛♥❞❛r❞

✶✳ ❉é✜♥✐r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✿ Npop✱ c1✱ c2✱ w ❡t Niter✳

✷✳ ■♥✐t✐❛❧✐s❡r ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❧❡s Npop ♣♦s✐t✐♦♥s xxxi0 ❡t ✈✐t❡ss❡s vvvi0 ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❛♥s
❧✬❡ss❛✐♠✳ ❊✈❛❧✉❡r ❝❡tt❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t ❞ét❡r♠✐♥❡r pppi0 ❡t pppg0✳

✸✳ ■♥❝ré♠❡♥t❡r ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s n ❡t ❛♣♣❧✐q✉❡r✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡✱ ❧❡s
éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✭✸✳✶✮ ❡t ✭✸✳✷✮✱ ❡t é✈✐❞❡♠❡♥t ✭✸✳✹✮ ❡t ✭✸✳✺✮ ♣♦✉r ❧❡
❝♦♥✜♥❡♠❡♥t✳

✹✳ ❊✈❛❧✉❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût à ♠✐♥✐♠✐s❡r ϕin = ϕ (xxxin) ✿
✭✐✮ s✐ ϕin ≤ lbestin✱ ❛❧♦rs lbest

i
n = ϕin ❡t pppin = xxxin✱

✭✐✐✮ s✐ ϕin ≤ gbestn✱ ❛❧♦rs gbestn = ϕin ❡t pppgn = xxxin✳
lbestin = ϕ (pppin) ❡t gbestn = ϕ (pppgn) r❡♣rés❡♥t❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ✐✲è♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❡t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬❡ss❛✐♠✳

✺✳ ❙✐ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt ❡st s❛t✐s❢❛✐t ✭♥♦♠❜r❡ ♠❛① ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♦✉ ❛✉tr❡✮✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
s✬❛rrêt❡ ❛✈❡❝ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ xxx∗ = argmin

xxxin

{ϕ (xxxin) , ∀i, n}✳ ❙✐♥♦♥✱ r❡t♦✉r à ❧✬ét❛♣❡ ✸✳

♦ù n ❡st ❧✬✐tér❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❡t Niter ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s✱ wmax ❡t wmin

❞és✐❣♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡t ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t w✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✐♥❡rt✐❡ w✱ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❙❤✐ ❡t ❊❜❡r❤❛rt✱ ❝♦♥trô❧❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛

❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ s✉r ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❢✉t✉r✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡t ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✉
❢❛❝t❡✉r ❞✬✐♥❡rt✐❡ s♦♥t ✜①é❡s ❞❛♥s ✭❙❤✐ ❛♥❞ ❊❜❡r❤❛rt✱ ✶✾✾✾✮ à wmin = 0.4 ❡t wmax = 0.9 ❡t
❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❧✐é❡ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡✈✐❡♥t ✿

vvvin+1 = wnvvv
i
n + c1r

i
1,n

(
pppin − xxxin

)
+ c2r

i
2,n

(
pppgn − xxxin

)
✭✸✳✽✮

❯♥ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❙❖✲■♥ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞ér✐✈é ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞✬❆❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ✶ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✭✸✳✶✮✱ ✭✸✳✼✮ ❡t ✭✸✳✽✮
❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ wmin ❡t wmax✳

✸✳✷✳✸ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❙❖ à ♣♦s✐t✐♦♥ ❣❜❡st ♣❡rt✉r❜é❡ P❙❖✲❣❜❡st

▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ P❙❖ à s♦❧✉t✐♦♥ ❣❜❡st ♣❡rt✉r❜é❡✱ ❞✐t❡ P❙❖✲❣❜❡st ♦✉ ♣P❙❖✱ ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡
❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❙❖ ♣r♦♣♦sé❡ ❡♥ ✷✵✶✵ ♣❛r ❩✳ ❳✐♥❝❤❛♦ ✭❳✐♥❝❤❛♦✱ ✷✵✶✵✮✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❙❖ st❛♥❞❛r❞✱ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ P❙❖✲❣❜❡st ❝♦♥s✐st❡ à r❡t❡♥✐r✱ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✱
✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❣❜❡st ❞❡ ❧✬❡ss❛✐♠ pppgn✱ ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r
❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ✭❳✐♥❝❤❛♦✱ ✷✵✶✵✮✳ ❈❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

vvvin+1 = wvvvin + c1r
i
1,n

(
pppin − xxxin

)
+ c2r

i
2,n

(
p̂̂p̂pgn − xxxin

)
✭✸✳✾✮

♦ù p̂̂p̂pgn ∼ N (pppgn, σ) r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡ ❞✬❡s♣ér❛♥❝❡ pppgn ❡t ❞✬é❝❛rt t②♣❡ σ
♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❣❜❡st✳ ❈❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ♣✲❣❜❡st ♣♦✉r ✧♣♦ss✐❜❧②
❛t ❣❜❡st✧ s❡❧♦♥ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✳



✸✳✷✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ st❛t✐q✉❡ ✻✺

❉❛♥s ✭❳✐♥❝❤❛♦✱ ✷✵✶✵✮✱ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ = σn r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧✬♦♣t✐♠❛✲
❧✐té ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❣❜❡st pppgn ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❙❖ st❛♥❞❛r❞✳ P♦✉r ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s
❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❙❖✲❣❜❡st✱ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ σn ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ♥♦♥✲❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sés ♣♦✉r ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s
♠✐♥✲♠❛① ✭P❙❖✲❣❜❡st ✶✮ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✵✮✱ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭P❙❖✲❣❜❡st ✷✮ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✶✮
❡t ❛❧é❛t♦✐r❡ ✭P❙❖✲❣❜❡st ✸✮ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✷✮ ✿

σn =

{
σmax, n < λNiter

σmin, sinon
✭✸✳✶✵✮

σn = σmax − (n− 1) (σmax − σmin)/Niter ✭✸✳✶✶✮

σn = σmin + U (0, 1) (σmax − σmin) ✭✸✳✶✷✮

❛✈❡❝ σmax✱ σmin ❡t λ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ♣♦s✐t✐❢s à ✜①❡r ❡t U (0, 1) ✉♥ ♥♦♠❜r❡
❛❧é❛t♦✐r❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, 1]✳
❉❛♥s ✭❉❡r♦✉✐❝❤❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❀ ❳✐♥❝❤❛♦✱ ✷✵✶✵✮✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs σmax = 0.15✱ σmin = 0.001 ❡t

λ = 0.5 s♦♥t r❡❝♦♠♠❛♥❞é❡s ❝♦♠♠❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ❞✬✉♥ t❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳
❯♥ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞ér✐✈é ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡

❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✭✸✳✶✮ ❡t ✭✸✳✾✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✭✸✳✶✵✮✱ ✭✸✳✶✶✮
❡t ✭✸✳✶✷✮ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛♥t❡ P❙❖✲❣❜❡st✳

✸✳✷✳✹ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❙❖ à ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ◗✉❛♥t✐q✉❡ ◗P❙❖

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◗P❙❖✱ ✈❛r✐❛♥t❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ré❝❡♥t❡ ❞❡ ❏✳ ❙✉♥ ❡t ❛❧✳ ✭❙✉♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✱
❡st ❜❛sé s✉r ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞✬❛♥❛❧②s❡
❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s✱ ♠❡♥és ♣❛r ▼✳ ❈❧❡r❝ ❡t ❏✳ ❑❡♥♥❡❞② ✭❈❧❡r❝ ❛♥❞
❑❡♥♥❡❞②✱ ✷✵✵✷✮✳
■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞♦♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ré❝✉rr❡♥t❡s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t s♦♥t

❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞✉ P❙❖ st❛♥❞❛r❞✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ét❛♥t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✈✐s✲à✲
✈✐s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣ré♠❛t✉ré❡✱ ❞❡ ♣✐é❣❡❛❣❡ ❞❛♥s ❞❡s ♦♣t✐♠❛ ❧♦❝❛✉① ❡t ❞❡
❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛
♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ q✉✐ s❡ ✈♦✐t é✈♦❧✉❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✳ ❯♥ ♥♦♠❜r❡ très ré❞✉✐t ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◗P❙❖✳ ▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡t ❧❡s
❛♥❛❧②s❡s ♠❡♥é❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡✉t ♦✛r✐r ♦✛r❡ ❞❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
❧♦rs ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❧❛r❣❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳
▲❡s ❛♥❛❧②s❡s ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❞❡ ❧✬❡ss❛✐♠✱ ♣rés❡♥té❡s

❞❛♥s ✭❈❧❡r❝ ❛♥❞ ❑❡♥♥❡❞②✱ ✷✵✵✷✮✱ ♠♦♥tr❡♥t ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❛❤❡✉r✐s✲
t✐q✉❡ P❙❖✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❛ss✉ré❡ ❧♦rsq✉❡ ❝❤❛q✉❡ ✐✲è♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ xxxin
❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs s♦♥ ❛ttr❛❝t❡✉r ❧♦❝❛❧ aaain =

(
ai,1n , a

i,2
n , . . . , a

i,D
n

)T
❞♦♥t ❧❛ ❥✲è♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❡st

❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿
ai,jn = φi,jn p

i,j
n +

(
1− φi,jn

)
pg,jn , φi,jn ∼ U (0, 1) ✭✸✳✶✸✮

♦ù φi,jn = c1r
i,j
1,n

/(
c1r

i,j
1,n + c2r

i,j
2,n

)
❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❛♥s [0, 1]✳



✻✻ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t❡s à ❜❛s❡ ❞❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡

❉✬❛♣rès ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ♠❡♥és ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✭❙✉♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❢♦♥❞❛✲
♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◗P❙❖ ♣♦✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❡st
❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

xxxin+1 = aaain ±
LLLin
2

ln

(
1

uuuin+1

)

✭✸✳✶✹✮

❛✈❡❝ aaain ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❧❛ ✐✲è♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡✱ uuuin+1 ∼ U (0, 1) ❡st ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s

❛❧é❛t♦✐r❡s ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞✐str✐❜✉és ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, 1] ❡t LLLin =
(
Li,1n , L

i,2
k , . . . , L

i,D
n

)T

r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ✐ss✉❡ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡
❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡✳
❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s t❡r♠❡s LLLin ❞❡

❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✹✮✳ ❯♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✜①❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s Li,jn
❞✉r❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❞❡s
♣❛rt✐❝✉❧❡s ♠❛✐s ❛✉ ❞étr✐♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❧❡♥t❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ❞❡r♥✐èr❡s ♣❤❛s❡s ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛❞♦♣t❡r ✉♥❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡✱ ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✱
✈❡rs ③ér♦ t♦✉t ❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r é❣❛❧❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ✭❈❧❡r❝ ❛♥❞ ❑❡♥♥❡❞②✱ ✷✵✵✷✮✳
❉❛♥s ✭❙✉♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✱ ❞❡✉① str❛té❣✐❡s ❡✣❝❛❝❡s s♦♥t ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ❝❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❉❛♥s

❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◗❉P❙❖ ♦✉ ◗P❙❖✲❚②♣❡ ✶✱ ♥♦✉s r❡t❡♥♦♥s✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
❝♦♠♣♦s❛♥t❡ j ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Li,jn = 2κ
∣
∣xi,jn − ai,jn

∣
∣ ✭✸✳✶✺✮

❛✈❡❝ κ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢✱ ❛♣♣❡❧é ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❈♦♥tr❛❝t✐♦♥✲❊❧❛r❣✐ss❡♠❡♥t✱ ♥♦té ❈❊✳
❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

xxxin+1 = aaain ± κ
∣
∣xxxin − aaain

∣
∣ ln

(
1

uuuin+1

)

✭✸✳✶✻✮

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ str❛té❣✐❡✱ ❞✐t❡ ◗P❙❖✲❚②♣❡ ✷✱ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡
✈❛r✐❛♥t❡ ❡t ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Li,jn = 2κ
∣
∣xi,jn − Cjn

∣
∣ ✭✸✳✶✼✮

♦ù CCCn =
(
C1
n, C

2
n, . . . , C

D
n

)T
r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s

♣❛rt✐❝✉❧❡s✱ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

Cjn =
1

Npop

Npop∑

i=1

pi,jn ✭✸✳✶✽✮

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛✐♥s✐ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◗P❙❖✲❚②♣❡
✷ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

xxxin+1 = aaain ± κ
∣
∣xxxin −CCCn

∣
∣ ln

(
1

uuuin+1

)

✭✸✳✶✾✮

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ✉♥ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◗P❙❖ ♣❡✉t êtr❡ r❡t❡♥✉ ❞❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳
◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✭✸✳✶✻✮ ♦✉ ✭✸✳✶✾✮ s❡❧♦♥ q✉✬✐❧
s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ◗P❙❖✲❚②♣❡ ✶ ♦✉ ◗P❙❖✲❚②♣❡ ✷✳



✸✳✷✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ st❛t✐q✉❡ ✻✼

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ✿ ◗P❙❖

✶✳ ❉é✜♥✐r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✿ Npop✱ Niter ❡t κ✳

✷✳ ■♥✐t✐❛❧✐s❡r ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❧❡s Npop ♣♦s✐t✐♦♥s xxxi0 ❡t ✈✐t❡ss❡s vvvi0 ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❛♥s
❧✬❡ss❛✐♠✳ ❊✈❛❧✉❡r ❝❡tt❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t ❞ét❡r♠✐♥❡r pppi0 ❡t pppg0✳

✸✳ ■♥❝ré♠❡♥t❡r ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s n ❡t ❡t ❝❛❧❝✉❧❡r CCCn s❡❧♦♥ ✭✸✳✶✽✮ ♣♦✉r
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◗P❙❖✲❚②♣❡ ✷ ♦✉ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❧♦❝❛❧ aaain ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✸✮ ♣♦✉r ❧❛
✈❛r✐❛♥t❡ ◗P❙❖✲❚②♣❡ ✶✳

✹✳ ▼❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ xxxin s❡❧♦♥ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✭✸✳✶✻✮
♦✉ ✭✸✳✶✾✮✳

✺✳ ❊✈❛❧✉❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût à ♠✐♥✐♠✐s❡r ϕin = ϕ (xxxin) ✿
✭✐✮ s✐ ϕin ≤ lbestin✱ ❛❧♦rs lbest

i
n = ϕin ❡t pppin = xxxin✱

✭✐✐✮ s✐ ϕin ≤ gbestn✱ ❛❧♦rs gbestn = ϕin ❡t pppgn = xxxin✳
lbestin = ϕ (pppin) ❡t gbestn = ϕ (pppgn) r❡♣rés❡♥t❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ✐✲è♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬❡ss❛✐♠✳

✻✳ ❙✐ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt ❡st s❛t✐s❢❛✐t ✭♥♦♠❜r❡ ♠❛① ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♦✉ ❛✉tr❡✮✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
s✬❛rrêt❡ ❛✈❡❝ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ xxx∗ = argmin

xxxin

{ϕ (xxxin) , ∀i, n}✳ ❙✐♥♦♥✱ r❡t♦✉r à ❧✬ét❛♣❡ ✸✳

✸✳✷✳✹✳✶ ▲❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ◗P❙❖✲●▼

❈❡tt❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◗P❙❖✱ ♣r♦♣♦sé❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ♣❛r ▲✐✉ ❡♥ ✷✵✵✻✱ ❡st ❜❛sé❡
s✉r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❡t ❧❛
♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ✭❙✉♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✳ ▲❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ rés✉❧t❛♥t❡ xxxin ❞❡
❧❛ ✐✲è♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♠✉t❛t✐♦♥ m (xxxin) = xxxin + G (0, δ)✳
❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é s♦✐t s✉r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡

pppin s♦✐t s✉r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣♦s✐t✐♦♥s CCCn ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

m
(
pppin
)
= pppin + G (0, δ) ✭✸✳✷✵✮

m (CCCn) = CCCn + G (0, δ) ✭✸✳✷✶✮

❛✈❡❝ G (0, δ) ❡st ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ 0 ❡t ❞✬é❝❛rt t②♣❡ δ✳

✸✳✷✳✹✳✷ ▲❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ◗P❙❖✲❍P❉

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐✲
❝✉❧❡ ❞❛♥s ❧✬❡ss❛✐♠✱ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤②❜r✐❞❡ ♣❡✉t ❛♠é❧✐♦r❡r ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
❞✉ ◗P❙❖ ✭❙✉♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛♥t❡ à ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤②❜r✐❞❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✭✸✳✶✻✮ ❞❡ ❧❛ ✐✲è♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ré❝r✐t❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

xxxin+1 = aaain +ΛΛΛin+1 ✭✸✳✷✷✮

♦ù ΛΛΛin =
(
Λi,1n ,Λ

i,2
n , . . . ,Λ

i,D
n

)T
❡st ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ③ér♦ ♣♦✉r

♣❡r♠❡ttr❡ à xxxin ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ aaain✳



✻✽ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t❡s à ❜❛s❡ ❞❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡

❉❛♥s ❧❡ ◗P❙❖ st❛♥❞❛r❞✱ ❝❡tt❡ séq✉❡♥❝❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥✲
t✐❡❧❧❡ ❡t ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

ΛΛΛin+1 = τττ in+1 + ϑϑϑin+1 ✭✸✳✷✸✮

❛✈❡❝ τττ in ❡t ϑϑϑ
i
n s♦♥t ❞❡✉① séq✉❡♥❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❣é♥éré❡s ♣❛r ❞❡✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té

❞✐✛ér❡♥t❡s✳
❉❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s τττ in ❡t ϑϑϑin✱ ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ✭❙✉♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✱

s♦♥t ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡t ♥♦r♠❛❧❡ ❞é✜♥✐❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ✿

τττ in+1 = ±λ1
∣
∣xxxin − aaain

∣
∣ ln

(
1

uuuin+1

)

✭✸✳✷✹✮

ϑϑϑin+1 = λ2
∣
∣xxxin −CCCn

∣
∣ζζζ in+1 ✭✸✳✷✺✮

❛✈❡❝ uuuin ❡st ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✉♥✐❢♦r♠❡s ❞❛♥s [0, 1]✱ ζζζ in = (ζ i,jn )j=1,2,...,D

❡st ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s à ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡✱ CCCn ❡st ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s
♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❡t λ1 ❡t λ2 s♦♥t ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❈❊✳
❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s r❡t❡♥♦♥s ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ éq✉❛t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡

♣❛rt✐❝✉❧❡ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◗P❙❖✲❍P❉ ✿

xxxin+1 = aaain ± λ1
∣
∣xxxin − aaain

∣
∣ ln

(
1

uuuin+1

)

+ λ2
∣
∣xxxin −CCCn

∣
∣ζζζ in+1 ✭✸✳✷✻✮

✸✳✸ ❈♦♠♠❛♥❞❡ P■❉ à s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ✢♦✉❡ ❡t ré❣❧❛❣❡ ♣❛r
P❙❖

✸✳✸✳✶ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡✲✐♥té❣r❛❧❡✲❞ér✐✈é❡ P■❉ ❛ t♦✉❥♦✉rs été ❧♦♥❣t❡♠♣s ✉t✐❧✐sé❡
♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❞✉✐t❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ✭❆strö♠ ❛♥❞ ❍ä❣❣❧✉♥❞✱ ✶✾✾✺✮✳ ❯♥❡ str✉❝t✉r❡
❞❡ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ♣❛r ❧♦❣✐q✉❡ ✢♦✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r P■❉ ✭●❙✲
P■❉✮ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡
◗❚❲✳ ❉❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t✱ ♥♦✉s r❡t❡♥♦♥s ♣♦✉r ❧❡ s✉♣❡r✈✐s❡✉r ♣❛r ❧♦❣✐q✉❡ ✢♦✉❡ ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡♥tré❡ ❧✐♥❣✉✐st✐q✉❡s ek ❡t ∆ek ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

e (kTs) = ek = ydk − yk, k ∈ N ✭✸✳✷✼✮

∆e (kTs) = ∆ek = (ek − ek−1)/T s ✭✸✳✷✽✮

♦ù Ts ❡st ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞✉ s✉♣❡r✈✐s❡✉r ✢♦✉✱ yk ❡st ❧❛ s♦rt✐❡ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡
❞✉ s②stè♠❡ ❡t ydk ❧❛ ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡ ❝♦♥s✐❣♥❡✳
▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐♥❣✉✐st✐q✉❡s ❞❡ s♦rt✐❡ s♦♥t ❧❡s ❣❛✐♥sKp✱ Ki ❡t Kd ❞✉ ❝♦rr❡❝t❡✉r P■❉ ❝♦♥ç✉✳

❆✜♥ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❡r ❧❡s ✉♥✐✈❡rs ❞❡ ❞✐s❝♦✉rs ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡s
❢❛❝t❡✉rs ❞✬é❝❤❡❧❧❡ κe ❡t κ∆e ❡t r❡t❡♥♦♥s ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s ❡♥tré❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

êk = κeek ✭✸✳✷✾✮



✸✳✸✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ P■❉ à s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ✢♦✉❡ ❡t ré❣❧❛❣❡ ♣❛r P❙❖ ✻✾

∆êk = κ∆e∆ek ✭✸✳✸✵✮

❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s rè❣❧❡s ✢♦✉❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✸✳✸✶✮ ❡st ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡
❞✉ s✉♣❡r✈✐s❡✉r ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❧❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡s ❣❛✐♥s Kp✱ Ki ❡t Kd ✭❙✐♥t❤✐♣s♦♠❜♦♦♥ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✶❀ ❩❤❛♦ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✸✮ ✿

Si êk est AAAi ET ∆êk est BBBi Alors Kp est CCC i , Ki estDDDi ET Kd est EEEi ✭✸✳✸✶✮

♦ù AAAi✱ BBBi✱ CCC i✱ DDDi ❡t EEEi s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✢♦✉s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐♥❣✉✐s✲
t✐q✉❡s êk✱ ∆êk✱ Kp✱ Ki ❡t Kd✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t❡✱ ❞♦♥t ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❞♦♥♥é

❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✱ tr♦✐s ❜❛s❡s ❞❡ ✹✾ rè❣❧❡s ✢♦✉❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s✱ ❚❛❜❧❡❛✉① ✸✳✶✱ ✸✳✷ ❡t ✸✳✸✳ ▲❡s
s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❀ ❞és✐❣♥❛♥t ❧❡s ♥♦r♠❡s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❧✐♥❣✉✐st✐q✉❡✱ s♦♥t ◆ ✭◆é❣❛t✐❢✮✱
❩ ✭❩ér♦✮✱ P ✭P♦s✐t✐✈❡✮✱ ◆● ✭◆é❣❛t✐✈❡ ●r❛♥❞❡✮ ❡t P● ✭P♦s✐t✐✈❡ ●r❛♥❞❡✮✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

Contrôleurs PID

Algorithmes PSO

 (PSO-In, PSO-Co, PSO-gbest 1,...)

Système 

d’inférence

floue

pK

iK

dK
*

dK

*

pK

*

iK
eκ

deκ

ke kê

k
ˆ∆ek∆e

( )2u u tφ ≜

( )3u u tθ ≜

( )4u u tψ ≜

( )e tφ

( )e tθ

( )e tψ

pκ

iκ

dκ

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ❙tr✉❝t✉r❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❡ ❧❛ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ✢♦✉❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t❡✉rs P■❉✳

❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐♥❣✉✐st✐q✉❡s s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s✱ s②♠é✲
tr✐q✉❡s ❡t éq✉✐❞✐st❛♥t❡s✳ ◆♦✉s ❛❞♦♣t♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❙♦♠✲Pr♦❞ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡
❞é❢✉③③✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té✳

❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶ ✕ ❇❛s❡ ❞❡s rè❣❧❡s ✢♦✉❡s ♣♦✉r ❧❡ ❣❛✐♥ Kp✳

∆êk✴ êk ◆● ◆ ❩ P P●

◆● ◆● ◆● ◆● ◆ ❩
◆ ◆● ◆ ◆ ◆ ❩
❩ ◆● ◆ ❩ P P●
P ❩ P P P P●
P● ❩ P P● P● P●



✼✵ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t❡s à ❜❛s❡ ❞❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡

❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✷ ✕ ❇❛s❡ ❞❡s rè❣❧❡s ✢♦✉❡s ♣♦✉r ❧❡ ❣❛✐♥ Ki✳

∆êk✴ êk ◆● ◆ ❩ P P●

◆● P● ◆● P● ◆ ◆●
◆ P● P P ❩ ◆●
❩ P P ❩ ◆ ◆●
P ❩ P ◆ ◆ ◆●
P● ❩ ◆ ◆● ◆● ◆●

❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✸ ✕ ❇❛s❡ ❞❡s rè❣❧❡s ✢♦✉❡s ♣♦✉r ❧❡ ❣❛✐♥ Kd✳

∆êk✴ êk ◆● ◆ ❩ P P●

◆● ◆● ◆● ◆● P P●
◆ ◆ ◆ ◆ ❩ P●
❩ ❩ ◆ ❩ P P●
P P ◆ P P P●
P● P● P P● P● P●

P❛r♠✐ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷
✜❣✉r❡♥t ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞✬é❝❤❡❧❧❡ κe✱ κ∆e✱ κp✱ κi ❡t κd✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❛✐♥s✐ ❞❡ ❧❡s
❞ét❡r♠✐♥❡r ♠♦②❡♥♥❛♥t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s P❙❖ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣rés❡♥tés✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s r❡t❡♥♦♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✷✮ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡s ❣❛✐♥s s✉♣❡r✈✐sés
❞❡ ❝♦rr❡❝t❡✉rs P■❉ ♣♦✉r ❧❛ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛tt✐t✉❞❡ ❞✉ ❞r♦♥❡ ◗❚❲ ✿







minimiser fi (xxx)

xxx = (κκκe,κκκ∆e,κκκp,κκκi,κκκd)
T ∈ SSS ⊆ R

15
+

sous contraintes :
g1 (xxx) = Dφ −Dmax

φ ≤ 0
g2 (xxx) = Dθ −Dmax

θ ≤ 0
g3 (xxx) = Dψ −Dmax

ψ ≤ 0

✭✸✳✸✷✮

❛✈❡❝ fi : R15 → R ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦❜❥❡❝t✐❢s ✭i ∈ {φ, θ, ψ}✮✱ gj: R
15 → R r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s

❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ SSS =
{
xxx ∈ R

15
+ ,xxxmin ≤ xxx ≤ xxxmax

}
❡st ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❜♦r♥é✱

❡t Dφ✱ Dθ ❡t Dψ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❞é♣❛ss❡♠❡♥ts ❞❡s ré♣♦♥s❡s ✐♥❞✐❝✐❡❧❧❡s ❡♥ r♦✉❧✐s✱

t❛♥❣❛❣❡ ❡t ❧❛❝❡t✱ κκκp =
(
κφp , κ

θ
p, κ

ψ
p

)
✱ κκκi =

(

κφi , κ
θ
i , κ

ψ
i

)

✱ κκκd =
(

κφd , κ
θ
d, κ

ψ
d

)

✱ κeκeκe =
(
κφe , κ

θ
e, κ

ψ
e

)

❡t κ∆κ∆κ∆ =
(

κφ∆, κ
θ
∆, κ

ψ
∆

)

✳

✸✳✸✳✷ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❞✐s❝✉ss✐♦♥

▲❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ P■❉ s✉♣❡r✈✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞r♦♥❡ ◗❚❲ s♦♥t ❧❛ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ s❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞❡ r♦✉❧✐s✱ ❞❡ t❛♥❣❛❣❡ ❡t ❞❡ ❧❛❝❡t ❡♥ ✈♦❧ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡
❞❡ r♦❜✉st❡ss❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s ❞é❢❛✉ts ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs é❧❡❝tr✐q✉❡s q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡♥t ❧❡s
❤é❧✐❝❡s✳ P♦✉r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✶✳✸✵✮ ❞✉
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❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ◗❚❲✳ ▲❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ✢♦✉❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❣❛✐♥s ❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs P■❉
s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✳ ❈❡s s✉r❢❛❝❡s ✢♦✉❡s s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ❝❛❧✐❜ré❡s✱ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t
à ❝❤❛q✉❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❝♦♥trô❧é❡✱ ❣râ❝❡ ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ♦♣t✐♠❛❧❡s

(
κκκ∗p,κκκ

∗
i ,κκκ

∗
d

)
∈ R

3
+ × R

3
+ × R

3
+

❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✸✳✸✷✳
P♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ t♦✉s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s P❙❖ ♣r♦♣♦sés s♦♥t ❡①é❝✉tés s✉r ✉♥

♦r❞✐♥❛t❡✉r P❈ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❈❖❘❊✲✐✸ ❛✈❡❝ ✷✱✹ ●❍③ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❡t r❡ss♦✉r❝❡s ❡♥ ♠é♠♦✐r❡
❘❆▼ ❞❡ ✹ ●♦✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❧❡s ♠❡s✉r❡s
❞❡s ❞é♣❛ss❡♠❡♥ts Dmax

φ = Dmax
θ = Dmax

ψ = 5%✳ P♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s
♠❡♥é❡s✱ ♥♦✉s r❡t❡♥♦♥s ❧❡s ♠ê♠❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦♠♠✉♥s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s P❙❖
✭t❛✐❧❧❡ ❞❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ Npop = 30 ❡t ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s Niter = 100✮✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
s♣é❝✐✜q✉❡s s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✹✳

❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✹ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s P❙❖✳

P❛r❛♠ètr❡s ❱❛❧❡✉rs

◆♦♠❜r❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ D = 15
❈♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❝♦❣♥✐t✐❢ c1 = 0.5
❈♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ s♦❝✐❛❧ c2 = 0.3
❋❛❝t❡✉r ❞✬✐♥❡rt✐❡ wmax = 0.9 ❡t wmin = 0.9
❈♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❣❜❡st ♣❡rt✉r❜é❡ σmax = 0.15✱ σmin = 0.001✱ λ = 0.5

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉s s✉✐t❡ à ✸✵ ❡ss❛✐s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✸✷✮
s♦♥t r❡❣r♦✉♣és ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✺✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ r❡❧❛t✐❢ à ❝❤❛q✉❡ ❡ss❛✐✱ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t
♠❡♥t✐♦♥♥é ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✺ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✸✵ ❡ss❛✐s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✸✷✮✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ▼❡✐❧❧❡✉r ❝❛s ▼♦②❡♥ ❝❛s P✐r❡ ❝❛s ❊❝❛rt✲t②♣❡ ❚❡♠♣s ✭s✮

P❙❖ ✵✱✵✶✹✵✹ ✵✱✵✶✹✸✻ ✵✱✵✶✹✾✵ ✸✱✺✹✵❡✲✵✹ ✻✼✻✻✱✼✹✶
P❙❖✲■♥ ✵✱✵✶✸✼✸ ✵✱✵✶✹✶✽ ✵✱✵✶✹✼✷ ✸✱✻✸✶❡✲✵✹ ✻✻✻✹✱✸✼✷
P❙❖✲❣❜❡st ✶ ✵✱✵✶✹✹✶ ✵✱✵✶✹✼✸ ✵✱✵✶✹✾✼ ✶✱✽✶✻❡✲✵✹ ✶✶✹✽✹✱✷✶
P❙❖✲❣❜❡st ✷ ✵✱✵✶✹✼✼ ✵✱✵✶✺✹✷ ✵✱✵✶✻✶✻ ✺✱✺✺✶❡✲✵✹ ✻✷✽✻✱✸✽✹
P❙❖✲❣❜❡st ✸ ✵✱✵✶✺✸✺ ✵✱✵✶✺✼✻ ✵✱✵✶✻✵✻ ✸✱✶✹✵ ❡✲✵✹ ✶✶✵✸✶✱✼✻

P♦✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ✐✳❡✳ R15
+ ✱ ❞❡s s♦❧✉✲

t✐♦♥s ❢❛✐s❛❜❧❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s à ✽✺✪ ❞❡s ❡ss❛✐s ❡t ♣❡♥❞❛♥t ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✱
❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✺✳ ▲❡s ❤✐st♦r✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛r✐❛♥t❡s P❙❖ s♦♥t r❡♣rés❡♥✲
tés ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ♠♦♥tr❡ ❧❛ s✉♣ér✐♦r✐té✱ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❡①♣❧♦✲
r❛t✐♦♥✴❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥✱ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
♥♦♥✲♣ré♠❛t✉ré❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✺ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ré♣♦♥s❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❝♦♥trô❧é❡s
φ (t)✱ θ (t) ❡t ψ (t) ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s P❙❖ ✭❇❡♥❑❤♦✉❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✽✮✳
▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ♠♦♥té❡ ✭❘❚✮✱ ❧❡

t❡♠♣s ❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ✭❙❚✮✱ ❧❡ ❞é♣❛ss❡♠❡♥t ✭❖❱✮ ❡t ❧✬❡rr❡✉r st❛t✐q✉❡ ❡♥ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛✲
♥❡♥t ✭❊ss✮ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① ✸✳✻✱ ✸✳✼ ❡t ✸✳✽✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡



✼✷ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t❡s à ❜❛s❡ ❞❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ ❙✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ✢♦✉❡ ❞❡s ❣❛✐♥s ❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ●❙✲P■❉✳



✸✳✸✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ P■❉ à s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ✢♦✉❡ ❡t ré❣❧❛❣❡ ♣❛r P❙❖ ✼✸
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✕ ❍✐st♦r✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s P❙❖ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✸✷✮✳

❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ◗❚❲ ❡st ❣❛r❛♥t✐❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❝♦♠✲
♣❛r❛❜❧❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✐♥❞✐q✉❡♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
P❙❖✲■♥ ❞é♣❛ss❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs ●❙✲P■❉ ✢♦✉s✳
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❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ♣♦✉r ❧❡s
ré❣✉❧❛t❡✉rs ●❙✲P■❉ ✢♦✉s ♦♣t✐♠✐sés✱ ❞❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs ✢♦✉s st❛♥❞❛r❞ ✭❊r❣✐♥❡r ❛♥❞ ❆❧t✉❣✱
✷✵✶✷✮ ❡t ❞❡s ●❙✲P■❉ ✢♦✉s ♥♦♥ ♦♣t✐♠✐sés ✭❍❛s❛♥❥❛♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮✱ ❡st ♠❡♥é❡ à tr❛✈❡rs
❧❡s ✜❣✉r❡s ✸✳✻✱ ✸✳✼ ❡t ✸✳✽✳ ▲❡s t❛❜❧❡❛✉① ✸✳✾✱ ✸✳✶✵ ❡t ✸✳✶✶ r❡❣r♦✉♣❡♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❛♥s
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦r❡❧ ❞❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❝♦♥trô❧é❡s ❞❡ r♦✉❧✐s✱ t❛♥❣❛❣❡ ❡t ❧❛❝❡t ❞✉ ❞r♦♥❡✳ ■❧
❡st ❝❧❛✐r q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs st❛❜✐❧✐s❡♥t ❧❡ ✈♦❧ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ◗❚❲ ♠❛✐s ✉♥❡ s✉♣ér✐♦r✐té
r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ❡♥ r❛♣✐❞✐té ❡t ❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs ✢♦✉s ❛✈❡❝ ré❣❧❛❣❡
P❙❖ ❡st ♠❡♥t✐♦♥♥é❡✳ ▲❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❡♥ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❡st ❛♠é❧✐♦ré❡ ❞❛✈❛♥✲
t❛❣❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❛r ré❣❧❛❣❡ P❙❖✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❡s ❡✛♦rts ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱
❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s ✜❣✉r❡s ✸✳✻✱ ✸✳✼ ❡t ✸✳✽✱ s♦♥t ♥❡tt❡♠❡♥t ♠♦✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥ts ♣♦✉r ❧❛



✼✹ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t❡s à ❜❛s❡ ❞❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡
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✸✳✸✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ P■❉ à s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ✢♦✉❡ ❡t ré❣❧❛❣❡ ♣❛r P❙❖ ✼✺

❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✼ ✕ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✿ t❛♥❣❛❣❡ θ (t)✳
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❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✽ ✕ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✿ ❧❛❝❡t ψ (t)✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❙❚ ✭s✮ ❘❚ ✭s✮ ❖❱✭%✮ ❊ss
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str❛té❣✐❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ à ❜❛s❡ ❞❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡ P❙❖ ♣r♦♣♦sé❡✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❥✉st✐✜❡ ❡♥✲
❝♦r❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ r♦❜✉st❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢✉t✉r❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡
♣r❛t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦♥❞❡ ré❡❧ ✭❇❡♥❑❤♦✉❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✽✮✳

❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✾ ✕ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❝♦♠♣❛ré❡s ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ r♦✉❧✐s φ (t)✳
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●❙✲P■❉ ✢♦✉ ♦♣t✐♠✐sé ✵✱✶✾✹✵ ✵✱✶✸✻✾ ✵✱✵✾✸✸ ✵✱✹✸✻✶ ✼✱✸✼✻❡✲✵✹

▲❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs P■❉ ❡st t❡sté❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s ❞é❢❛✉ts ❞✬❛❝t✐♦♥♥❡✉rs✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ✷✵✪ s✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s q✉❛tr❡
♠♦t❡✉rs ❞❡s ❤é❧✐❝❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✾ ♠♦♥tr❡ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡s ré❣✉❧❛t❡✉rs P■❉ s✉♣❡r✈✐sés à
❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❙❖✲■♥✳ ❈❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs✱ ❛②❛♥t ❞és♦r♠❛✐s ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛❞❛♣✲
t❛t✐❢✱ ré❞✉✐s❡♥t ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❝❡s ❞é❢❛✉ts ❡♥ ❛❥✉st❛♥t✱ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ t❡♠♣s✱ ❧❡s ❣❛✐♥s s✉♣❡r✈✐sés
❝♦♠♠❡ r❡♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡s ✜❣✉r❡s ✸✳✶✵✱ ✸✳✶✶ ❡t ✸✳✶✷✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♥trô❧é r❡t♦✉r♥❡
s✉✐t❡ à ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s ❞é❢❛✉ts à ❧✬❛tt✐t✉❞❡ ❞és✐ré❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛♠♦rt✐❡ ❡t r❡❧❛t✐✲
✈❡♠❡♥t r❛♣✐❞❡✱ ✐✳❡✳ ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✵✱✶ s ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t❛♥❣❛❣❡
❡t ❞❡ ❧❛❝❡t ❡t ❞❡ ✵✳✵✺ s ♣♦✉r ❧✬ét❛t ❞❡ r♦✉❧✐s✳



✼✻ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t❡s à ❜❛s❡ ❞❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡
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♦♣t✐♠✐sé ✿ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ t❛♥❣❛❣❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ ✕ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❝♦♠♣❛ré❡s ❞❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs ✢♦✉✱ ●❙✲P■❉ ✢♦✉ ❡t ●❙✲P■❉ ✢♦✉
♦♣t✐♠✐sé ✿ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛❝❡t✳

❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶✵ ✕ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❝♦♠♣❛ré❡s ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ t❛♥❣❛❣❡ θ (t)✳

❈♦♥trô❧❡✉rs P❚ ✭s✮ ❙❚ ✭s✮ ❘❚ ✭s✮ ❖❱✭%✮ ❊ss

❋❧♦✉ ✵✱✵✷✼✵ ✵✱✵✷✶✶ ✵✱✵✶✺✾ ✷✱✼✺✹✽ ✵✱✵✶✼✾
●❙✲P■❉ ✢♦✉ ✵✱✶✾✷✵ ✵✱✷✺✾✺ ✵✱✵✾✵✽ ✸✱✻✸✾✵ ✵✱✵✵✷✼
●❙✲P■❉ ✢♦✉s ♦♣t✐♠✐sé ✵✱✶✽✹✵ ✵✱✶✸✷✺ ✵✱✵✾✶✷ ✵✱✺✹✾✻ ✼✱✷✸✹❡✲✵✹

❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶✶ ✕ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❝♦♠♣❛ré❡s ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛❝❡t ψ (t)✳

❈♦♥trô❧❡✉rs P❚ ✭s✮ ❙❚ ✭s✮ ❘❚ ✭s✮ ❖❱✭%✮ ❊ss

❋❧♦✉ ✵✱✵✸✸✵ ✵✱✵✷✾✼ ✵✱✵✷✵✻ ✶✱✶✽✵✽ ✵✱✵✵✺✼
●❙✲P■❉ ✢♦✉ ✵✱✶✺✽✵ ✵✱✷✸✷✻ ✵✱✵✼✺✼ ✻✱✹✷✺✷ ✵✱✵✵✶✾
●❙✲P■❉ ✢♦✉ ♦♣t✐♠✐sé ✵✱✷✷✸✵ ✵✱✶✻✵✺ ✵✱✶✶✵✸ ✵✱✻✽✶✽ ✵✱✵✵✶✸
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ ✕ ❘♦❜✉st❡ss❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞✬✉♥ ❞é❢❛✉t ❞❡ ✷✵✪ s✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵ ✕ ❱❛r✐❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡s ❣❛✐♥s ❞✉ P■❉ ♣♦✉r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ r♦✉❧✐s✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷ ✕ ❱❛r✐❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡s ❣❛✐♥s ❞✉ P■❉ ♣♦✉r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛❝❡t✳



✽✵ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t❡s à ❜❛s❡ ❞❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡

✸✳✹ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ▲◗● à ré❣❧❛❣❡ ♣❛r ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s

▲❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ▲◗❘ ❡t✴♦✉ q✉❛✲
❞r❛t✐q✉❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ▲◗● ♣♦✉r ❧❡ ❞r♦♥❡ ◗❚❲ ❞é♣❡♥❞ ❢♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡s ✜❧tr❡s ❞❡
♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐s s✉r ❧❡s ét❛ts ❡t ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✭❇❡♥❑❤♦✉❞ ❛♥❞ ❇♦✉❛❧❧è❣✉❡✱
✷✵✶✻❜❀ ❋❡ss✐ ❛♥❞ ❇♦✉❛❧❧è❣✉❡✱ ✷✵✶✻❀ ❇❡♥❑❤♦✉❞ ❛♥❞ ❇♦✉❛❧❧è❣✉❡✱ ✷✵✶✽❀ ❆r❣❡♥t✐♠ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✸❀ ❑❤❛t♦♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹✮✳

✸✳✹✳✶ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡s t❡❧s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ❛ t♦✉❥♦✉rs ♣rés❡♥té ✉♥ ❤❛♥❞✐❝❛♣
❞❛♥s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣♦✉r ❧❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ❛ér✐❡♥s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ré✲
s✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣♦rt❡♥t s✉r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡
s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s ✜❧tr❡s ❜❛sé❡ s✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ♠♦♥tré
❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✸✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸ ✕ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ▲◗● à ré❣❧❛❣❡ ♣❛r ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s✳

▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ r❡❢♦r♠✉❧é s♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡s
♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ QQQ = QQQT ≥ 0 ❡t RRR = RRRT > 0✱ ❝❤♦✐s✐❡s ❞❡ ❢♦r♠❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❝♦♠♠❡
s✉✐t ✿

QQQ =








q1 0 . . . 0

0 q2
✳ ✳ ✳

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ 0
0 . . . 0 qnQQQ







= diag

(
q1, q2, . . . , qnQQQ

)
≥ 0 ✭✸✳✸✸✮

RRR =








r1 0 . . . 0

0 r2
✳ ✳ ✳

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ 0
0 . . . 0 rnRRR







= diag (r1, r2, . . . , rnRRR) > 0 ✭✸✳✸✹✮

❈❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ❞❡ ré❣❧❛❣❡ s♦♥t t♦✉s r❡❣r♦✉♣és ❞❛♥s ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ xxx ∈ R

nQQQ+nRRR
+ s✉✐✈❛♥t ✿

xxx =
[
q1, q2, . . . , qnQQQ , r1, r2, . . . , rnRRR

]T
∈ R

nQQQ+nRRR
+ ✭✸✳✸✺✮



✸✳✹✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ▲◗● à ré❣❧❛❣❡ ♣❛r ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s ✽✶

♦ù R
nQQQ+nRRR
+ ♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ré❡❧s ♣♦s✐t✐❢s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ nQQQ + nRRR✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞❡s ❝r✐tèr❡s
❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ■❚❙❊ ✭■♥t❡❣r❛❧ ❚✐♠❡ ♦❢ ❙q✉❛r❡ ❊rr♦r✮✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♦♣é✲
r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦rt❡♥t s✉r ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ♠♦♥té❡ txm✱ t

y
m✱ t

z
m ❡t tψm ❞❡s ré♣♦♥s❡s

✐♥❞✐❝✐❡❧❧❡s ✿ 





minimiser
xxx∈R16

+

f (xxx) =
∑

i∈{x,y,z,ψ}

ξifITSE,i (xxx)

sous contraintes :
g1 (xxx) = txm − tx,max

m ≤ 0
g2 (xxx) = tym − ty,max

m ≤ 0
g3 (xxx) = tzm − tz,max

m ≤ 0
g4 (xxx) = tψm − tψ,max

m ≤ 0

✭✸✳✸✻✮

♦ù xxx = [q1, q2, . . . , q12, r1, r2, r3, r4] ∈ R
16
+ − {0} ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✱ ❡t

tx,max
m = ty,max

m = tz,max
m = tψ,max

m = 2s s♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s
t❡♠♣s ❞❡ ♠♦♥té❡ ❞❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s x✱ y✱ z ❡t ψ ❡t ♦ù ❧❡s ξi r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡
♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳

✸✳✹✳✷ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❞✐s❝✉ss✐♦♥

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s✱ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✸✻✮✱ ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡ P❙❖✲■♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
P❙❖ ❝♦♠♣❛ré ❛✉① ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❆❇❈✱ ❍❙❆✱ ❲❈❆ ❡t ❋P❙❖▼❆✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡
❝♦♥trô❧❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦♥t ❝❤♦✐s✐s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✭❇❡♥❑❤♦✉❞ ❛♥❞ ❇♦✉❛❧❧è❣✉❡✱
✷✵✶✽✮ ✿

✖ P❙❖✲■♥ ✭❙❤✐ ❛♥❞ ❊❜❡r❤❛rt✱ ✶✾✾✾✮ ✿ c1 = c2 = 2✱ wmax = 0.9 ❡t wmin = 0.4 ❀

✖ ❋P❙❖▼❆ ✭▼♦✉s❛✈✐ ❛♥❞ ❆❧✜✱ ✷✵✶✺✮ ✿ c1 = c2 = 0.9✱ w = 0.7298 ❡t a = 1.4962 ❀

✖ ❆❇❈ ✭❇♦✉❛❧❧è❣✉❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮ ✿ ❧✐♠✐t❡ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s L = 60 ❀

✖ ❍❙❆ ✭❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮ ✿ t❛✉① ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ HMCR = 0.9 ❡t t❛✉① ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t
PAR = 0.3 ❀

✖ ❲❈❆ ✭❊s❦❛♥❞❛r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮ ✿ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r✐✈✐èr❡s Nsr = 8 ❡t ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡
dmax = 1e− 03✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐❢s à ✈✐♥❣t ❡ss❛✐s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts s♦♥t ré❝❛♣✐t✉❧és ❞❛♥s
❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶✷✳ P♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦♠♠✉♥s✱ t❡❧❧❡s
q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ Npop = 50 ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s Niter = 200✱
s♦♥t ❣❛r❞és ❧❡s ♠ê♠❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡ ❝❤♦✐① ❡st r❡t❡♥✉ ❛♣rès
♣❧✉s✐❡✉rs sér✐❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ t❡❧s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❥❡✉① ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦❝é❞é à ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶✸ ♠♦♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♥✉♠ér✐q✉❡
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♥❝❧✉t s✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❛♣♣r♦♣r✐é❡s✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦♥t très ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡

q✉❛❧✐té✳ ❈❡❝✐ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛✐♥s✐ tr♦✉✈é❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ à
❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s ♣r❡sq✉❡ ❧❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t ❛✈❡❝ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❞✐✛ér❡♥ts✳ P♦✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
❧✐é❡s à ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦♣♦sés✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✹ ❧❡s
❤✐st♦r✐q✉❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ❯♥ ❡①❛♠❡♥ ❞❡ ❝❡s ❝♦✉r❜❡s ♠♦♥tr❡ ❧❡s



✽✷ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t❡s à ❜❛s❡ ❞❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡

❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶✷ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✈✐♥❣t ❡①é❝✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✸✻✮✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ▼❡✐❧❧❡✉r ❝❛s ▼♦②❡♥ ❝❛s P✐r❡ ❝❛s ❊❝❛rt✲t②♣❡ ❚❡♠♣s ✭s✮

P❙❖✲■♥ ✶✱✸✽✼✸ ✶✱✾✹✻✾ ✷✱✸✵✵✺ ✵✱✺✾✵✷ ✺✵✵✱✸✽✵
❆❇❈ ✷✱✹✾✺✶ ✷✱✽✹✹✹ ✷✱✾✹✹✵ ✵✱✶✼✽✵ ✽✶✾✱✾✽✼
❍❙❆ ✶✱✶✹✸✶ ✶✱✷✵✵✼ ✶✱✷✷✶✵ ✵✱✵✽✶✹ ✶✵✾✾✱✺✺
❲❈❆ ✵✳✼✹✺✽ ✶✱✵✵✺✹ ✶✱✷✸✼✷ ✵✱✹✹✺✻ ✶✵✺✺✱✾✷
❋P❙❖▼❆ ✵✱✽✽✽✻ ✶✱✹✵✹✵ ✶✱✻✽✾✽ ✵✱✷✷✽✽ ✶✵✹✻✱✻✵

❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶✸ ✕ ❚❛✐❧❧❡s ❞❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ✿ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✸✻✮✳

▼❛①✳ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s P♦♣✉❧❛t✐♦♥
❆❧❣♦r✐t❤♠❡s

P❙❖✲■♥ ❆❇❈ ❍❙❆ ❲❈❆ ❋P❙❖▼❆

✺✵
✷✵ ✽✱✽✺✻✵ ✶✷✱✻✽✹✷ ✻✱✷✾✶✽ ✹✱✶✻✵✾ ✺✱✹✵✸✼
✸✵ ✼✱✷✹✺✵ ✶✵✱✶✺✺✷ ✹✱✹✽✵✺ ✸✱✾✻✶✻ ✸✱✹✹✵✺
✺✵ ✻✳✻✸✻✹ ✽✱✷✺✺✾ ✸✱✺✾✼✾ ✸✱✾✹✼✹ ✸✱✸✽✷✾

✶✵✵
✷✵ ✺✱✹✸✶✷ ✺✱✵✻✹✼ ✷✱✷✷✶✾ ✸✱✶✺✷✼ ✷✱✸✹✸✾
✸✵ ✹✱✼✷✺✶ ✸✱✹✷✶✺ ✷✱✷✾✵✸ ✷✱✺✵✵✺ ✶✱✸✶✼✺
✺✵ ✷✱✹✺✺✸ ✸✱✾✼✷✻ ✷✱✶✹✷✺ ✶✱✵✶✼✼ ✶✳✸✵✺✷

✷✵✵
✷✵ ✶✱✾✻✸✸ ✸✱✼✾✾✻ ✶✱✸✺✹✼ ✶✱✾✵✻✹ ✶✱✶✵✶✾
✸✵ ✶✱✸✹✼✹ ✷✱✼✵✻✷ ✶✱✶✹✻✼ ✵✱✽✷✶✸ ✵✱✾✺✹✼
✺✵ ✶✳✼✾✶✵ ✷✱✹✾✹✾ ✶✱✵✵✽✷ ✶✳✼✹✺✽ ✶✱✶✹✷✻

❜♦♥♥❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞✬✐♥t❡♥s✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦♣♦sés✳
❯♥❡ s✉♣ér✐♦r✐té r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ P❙❖✲■♥ ❡st ♥♦té❡ ♣♦✉r ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❣❧♦❜❛❧❡
❡t ♥♦♥ ♣ré♠❛t✉ré❡✱ t❛♥❞✐s q✉✬❡♥ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡✱ ❝✬❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❲❈❆ q✉✐ ❡st ❧❛ ♣❧✉s
s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ P❙❖✲■♥ ❡st ❧❛ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt
❛✉① ❛✉tr❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳ ❆✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ❧❛
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❜t❡♥✉s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ▲◗●
s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶✹

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐❢s ❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦♣♦sés s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛
st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✜❣✉r❡ ✸✳✶✺ ♣♦✉r ❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s x✱ y✱ z ❡t ψ✳ ▲❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞✉ ✈♦❧
❝♦♥s✐❞éré❡s s♦♥t st❛❜✐❧✐sé❡s ❛✉t♦✉r ❞❡s ❝♦♥s✐❣♥❡s s♣é❝✐✜é❡s ♣♦✉r ❧❡ ❞r♦♥❡✳ ❉❡ ❧é❣èr❡s ❞✐✛é✲
r❡♥❝❡s ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦r❡❧ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦♥t
t♦✉t❡❢♦✐s ♥♦té❡s s✉r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ré♣♦♥s❡s ✐♥❞✐❝✐❡❧❧❡s✳

◆♦✉s ♠❡♥♦♥s à ♣rés❡♥t ❞❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦♣♦sés ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s
❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❝♦rr✐❣é ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦r❡❧✳ ▲❡s t❛❜❧❡❛✉① ✸✳✶✺ à ✸✳✶✽
♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬❡rr❡✉rs st❛t✐q✉❡s✱ ❞❡ ❞é♣❛ss❡♠❡♥ts ❡t ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ♠♦♥té❡ ❡t
❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❝♦rr✐❣é❡s✳ ◆♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s
❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡ ❝♦rr❡❝t❡✉rs✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ P■❉ ❡t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ q✉❛❞r❛✲
t✐q✉❡ ▲●❘✱ ❛✜♥ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❡s ❤❛✉t❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡t ❧❛ s✉♣ér✐♦r✐té ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡
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❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❉❛♥s ✭▲✐♥♦ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✸✮✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t
✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❝é❞é✱ ❛✜♥
❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ✉♥❡ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té✳ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ♣❛r H∞ ❧♦♦♣✲s❤❛♣✐♥❣
❛ été ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ✭❘♦✇❡ ❛♥❞ ▼❛❝✐❡❥♦✇s❦✐✱ ✷✵✵✵✮✳ ❯♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ à ❜❛s❡ ❞❡s rè❣❧❡s
❞✬❡①♣❡rt ét❛❜❧✐❡s ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ✭❉r♦❣✐❡s ❛♥❞ ●❡❡st✱ ✶✾✾✾✮✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s
♣❛r ❈✳ ❘♦✇❡ ❡t ❨✳ ▲✐♥♦ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛ss❡③ ❧♦✉r❞✱ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t
❣♦✉r♠❛♥❞ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❙✳ ❉r♦❣✐❡s✱ q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱
❞❡✈r❛✐t êtr❡ ♠♦❞✐✜é❡ ❡t ❛❞❛♣té❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❜❧è♠❡ tr❛✐té✳ ❆✐♥s✐✱
❛✉❝✉♥❡ ❞❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✬❛ ❛❜♦✉t✐ à ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ré❣❧❛❣❡
♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❛❞♦♣té❡ ❡♥ ❝❛s ❞❡ ♠❛♥q✉❡ ❞✬❡①♣❡rt✐s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
ré❣❧❛❣❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ▼P❈✱ ✐✳❡✳ ❧❡s ❤♦r✐③♦♥s ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ NNNp ∈ N+ ❡t
❞❡ ❝♦♥trô❧❡ NNN c ∈ N+✱ ❡t ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ λλλ ∈ R+ r❡st❡ ❡♥❝♦r❡ ♦✉✈❡rt✳
❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ré❣❧❛❣❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ s♦✉s

❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r ❧❛ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ◗❚❲ ❝♦♠♠❡
s✉✐t ✿







minimiser f (xxx, t)
xxx = (NpNpNp,NcNcNc,λλλ)

sous contraintes :
g1 (xxx) =NcNcNc −NpNpNp ≤ 0
g2 (xxx) = λλλ ≥ 0

✭✸✳✸✼✮

♦ù f (.) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ gj (.) ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t②♣❡ ✐♥é❣❛❧✐té✱ Np ❡t
NcNcNc s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❤♦r✐③♦♥s ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ λλλ s♦♥t ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡
♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❡t xxx = (NpNpNp,NcNcNc,λλλ) ∈ R

m
+ ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✼ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ▼P❈ ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞r♦♥❡
◗❚❲ ❛✈❡❝ ✉♥ ét❛❣❡ ❞❡ ré❣❧❛❣❡ à ❜❛s❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s P❙❖✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs✱
♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡❧ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✐✣❝✐❧❡ s♦♥t ❞é❥à
♣rés❡♥tés ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✸✼✮ ❡st ❝❤♦✐s✐❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❝♦♥trô❧é❡

❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✏■♥t❡❣r❛❧ ❚✐♠❡ ❆❜s♦❧✉t❡ ❊rr♦r ✭■❚❆❊✮✑ ♠♦❞✐✜é❡ ❝♦♠♠❡



✸✳✺✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ▼P❈ à ré❣❧❛❣❡ ♣❛r ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s ✽✼

Algorithmes PSO

 (PSO-In, PSO-Co, PSO-gbest 1,...)

Commande prédictive MPC

 à base de Modèles T-S

Niveau haut : Problème de réglage hors ligne

Niveau bas : Problème de commande

Paramètres MPC Indice

de performance

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼ ✕ ❘é❣❧❛❣❡ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ▼P❈ ♣♦✉r ❧❡ ❞r♦♥❡
◗❚❲✳

s✉✐t ✭❇♦✉❛❧❧è❣✉❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✱ ✷✵✶✶✮ ✿

fi (xxx, t) =

∫ +∞

0

t |ei (xxx, t)|+ u2i (xxx, t) dt i ∈ {z, φ, θ, ψ} ✭✸✳✸✽✮

♦ù ui (t) ❡st ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ▼P❈ ❡t ei (xxx, t) r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬é❝❛rt ❝♦♥s✐❣♥❡✲s♦rt✐❡ ❞✉
s②stè♠❡ à ❝♦♠♠❛♥❞❡r✳
❚❡❧ q✉✬✐❧ ❡st ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ✭✸✳✸✼✮✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ▼P❈ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛✲

t✐♦♥ ♠✉❧t✐♦❜❥❡❝t✐❢✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s
♠✉❧t✐♣❧❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✭❇❡♥❑❤♦✉❞ ❛♥❞ ❇♦✉❛❧❧è❣✉❡✱ ✷✵✶✽✮ ✿

f (xxx, t) = wzfz (xxx, t) + wφfφ (xxx, t) + wθfθ (xxx, t) + wψfψ (xxx, t) ✭✸✳✸✾✮

♦ù wi✱ i ∈ {z, φ, θ, ψ} s♦♥t ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ♣♦s✐t✐❢s s✉r ❧❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s✱ ✈ér✐✜❛♥t
wz + wφ + wθ + wψ = 1✳

✸✳✺✳✷ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❞✐s❝✉ss✐♦♥

P♦✉r ❧❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s
P❙❖ st❛♥❞❛r❞ ❡t q✉❛♥t✐q✉❡ ◗P❙❖✱ ◗P❙❖✲●▼ ❡t ◗P❙❖✲❍P❉✳ ❊♥ ❛❞♦♣t❛♥t ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥Npop = 40 ❡t ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✐tér❛t✐♦♥sNiter = 100✱ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛❜♦✉t✐ss❡♥t
❛✉① rés✉❧t❛ts ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ✸✳✶✾✱ ✸✳✷✶✱ ✸✳✷✷✱ ✸✳✷✸ ❡t ✸✳✷✹ r❡❧❛t✐❢s ❛✉① ✸✵ ❡ss❛✐s
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✸✼✮✳
❉❡s s♦❧✉t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦♥t été tr♦✉✈é❡s à ✼✺✪ ❞❡s ❡ss❛✐s ❡t ❛✉ ❜♦✉t

❞✬✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❝♦♠♠❛♥❞é ❡t
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♥❞ t❛✐❧❧❡ ❢♦r♠✉❧é✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ✈❡rs ❞❡s ré❣✐♦♥s ♣r♦❝❤❡s ❡t s✐♠✐❧❛✐r❡s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱
✐♥❞✐q✉❡ q✉✬✉♥❡ ré❣✐♦♥ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ à ❡①♣❧♦r❡r ❡t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✐r ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡✱ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽✳



✽✽ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t❡s à ❜❛s❡ ❞❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽ ✕ ❍✐st♦r✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✸✼✮✳

❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶✾ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s✉r ✸✵ ❡ss❛✐s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✸✼✮✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ▼❡✐❧❧❡✉r ❝❛s ▼♦②❡♥ ❝❛s P✐r❡ ❝❛s ❊❝❛rt✲t②♣❡ ❚❡♠♣s

P❙❖ ✹✱✸✾✻❡✲✹ ✼✱✹✷✺❡✲✷ ✸✱✼✵✸❡✲✶ ✶✱✻✺✺❡✲✶ ✶✻✽✶
◗P❙❖ ✷✱✶✹✶❡✲✹ ✶✱✷✷✸❡✲✷ ✹✱✸✸✵❡✲✷ ✶✱✼✹✼❡✲✶ ✽✹✼
◗P❙❖✲●▼ ✾✱✽✵✼❡✲✻ ✹✱✽✽✽❡✲✷ ✶✱✹✽✽❡✲✷ ✻✱✽✹✼❡✲✸ ✶✶✻✸
◗P❙❖✲❍P❉ ✷✱✶✹✻❡✲✺ ✸✱✹✻✸❡✲✸ ✶✱✶✸✽❡✲✷ ✸✱✹✼✼❡✲✸ ✽✺✽

▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦♣t✐♠❛✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❝❤❛q✉❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s
❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✷✵✳ ❉✬❛♣rès ❝❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ t♦✉s
❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts s✐♠✐❧❛✐r❡s ❡t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡s✳
▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s g1 (.) ❡t g2 (.) ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✸✼✮ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ❡t r❡s♣❡❝té❡s ♣❛r t♦✉s ❧❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳

❚♦✉s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ◗P❙❖ ♣r♦♣♦sés ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ▼P❈ ♣❡r♠❡t❛♥t ❞❡ st❛✲
❜✐❧✐s❡r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬❛tt✐t✉❞❡ ❡t ❞✬❛❧t✐t✉❞❡ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ◗❚❲✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré ❛✉① ✜❣✉r❡s
✸✳✶✾ à ✸✳✷✷✳ ❉✬❛♣rès ❧❡s rés✉❧t❛ts st❛t✐st✐q✉❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧✲
t❛ts ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◗P❙❖✲●▼✳ ❙♦✉✈❡♥t✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡♥❞❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ❡t ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❞✬❛✉tr❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬❛❧t✐t✉❞❡ ❡t ❞❡ ❧❛❝❡t✳
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❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✷✵ ✕ ❱❛❧❡✉rs ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♦♣t✐♠❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ▼P❈ s✉r ✷✵
❡①é❝✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✸✼✮

P❛r❛♠ètr❡s P❙❖ ◗P❙❖ ◗P❙❖✲●▼ ◗P❙❖✲❍P❉

N1
p ✷✺ ✸✺ ✷✵ ✸✻

N2
p ✷✶ ✸✸ ✶✵ ✶✷

N3
p ✷✷ ✶✵ ✶✺ ✷✵

N4
p ✷✷ ✷✻ ✶✼ ✶✽

N1
c ✶✺ ✷✷ ✸ ✸✸

N2
c ✷✵ ✶✵ ✻ ✶✵

N3
c ✶✵ ✻ ✸ ✽

N4
c ✶✻ ✶✵ ✶✵ ✶✸
λ1 ✸✱✼✵✾ ✷✱✶✵✻ ✹✻✱✺✵✷ ✶✾✱✼✺✵
λ2 ✾✱✾✹✽ ✶✺✱✹✵✵ ✷✵✱✼✻✸ ✼✱✾✾✹✽
λ3 ✷✱✽✵✵ ✹✱✺✷✺ ✸✼✱✺✵✷ ✷✱✾✹✾
λ4 ✼✱✻✽✷✶ ✵✱✷✵✽✽ ✽✱✵✼✹✷ ✶✷✱✶✵✸

❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✷✶ ✕ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❝♦♠♣❛ré❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ▼P❈ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛✲
♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛❝❡t φ (t)✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❙❚ ✭s✮ ❘❚ ✭s✮ ❖❱✭%✮ ❊ss

P❙❖ ✵✱✷✼✺✽ ✵✱✶✽✷✻ ✵✱✸✸✹✹ ✸✱✸✸✵✾❡✲✶✻
◗P❙❖ ✵✱✷✹✶✽ ✵✱✶✺✸✽ ✵✱✸✷✺✹ ✺✱✻✻✹✼❡✲✶✶
◗P❙❖✲●▼ ✵✱✸✹✺✻ ✵✱✷✵✷✷ ✵✱✽✸✻✶ ✺✱✻✽✽✹❡✲✵✼
◗P❙❖✲❍P❉ ✵✱✷✶✶✻ ✵✱✶✷✼✾ ✵✱✼✸✺✹ ✶✱✵✻✺✾❡✲✵✽

❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✷✷ ✕ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❝♦♠♣❛ré❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ▼P❈ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛✲
♠✐q✉❡ ❞❡ t❛♥❣❛❣❡ θ (t)✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❙❚ ✭s✮ ❘❚ ✭s✮ ❖❱✭%✮ ❊ss

P❙❖ ✵✱✸✾✾✸ ✵✱✶✹✼✵ ✵✱✷✺✵✻ ✹✱✾✾✻✺❡✲✶✻
◗P❙❖ ✵✱✶✺✼✸ ✵✱✷✷✵✽ ✵✱✶✹✽✵ ✸✱✽✽✺✺❡✲✶✻
◗P❙❖✲●▼ ✵✱✷✽✸✸ ✵✱✶✷✶✶ ✵✱✷✺✵✻ ✹✱✾✾✻✵❡✲✶✻
◗P❙❖✲❍P❉ ✵✱✹✼✷✵ ✵✱✸✵✺✸ ✵✱✷✹✽✾ ✻✱✽✸✹✽❡✲✵✻
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❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✷✸ ✕ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❝♦♠♣❛ré❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ▼P❈ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛✲
♠✐q✉❡ ❞❡ r♦✉❧✐s ψ (t)✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❙❚ ✭s✮ ❘❚ ✭s✮ ❖❱✭%✮ ❊ss

P❙❖ ✵✱✹✵✾✼ ✵✱✶✹✷✻ ✵✱✶✵✵✶ ✺✱✺✺✶✼❡✲✶✻
◗P❙❖ ✵✱✼✹✺✵ ✵✱✹✷✽✶ ✵✱✵✽✺✶ ✶✱✶✶✵✽❡✲✶✺
◗P❙❖✲●▼ ✵✱✷✵✶✷ ✵✱✶✷✾✸ ✵✱✶✽✽✸ ✶✱✾✼✷✸❡✲✶✷
◗P❙❖✲❍P❉ ✵✱✺✸✽✺ ✵✱✷✵✻✾ ✵✱✵✽✵✺ ✵✱✵✵✸✼❡✲✵✺

❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✷✹ ✕ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❝♦♠♣❛ré❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ▼P❈ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛✲
♠✐q✉❡ ❞✬❛❧t✐t✉❞❡ z (t)✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❙❚ ✭s✮ ❘❚ ✭s✮ ❖❱✭%✮ ❊ss

P❙❖ ✵✱✷✻✷✺ ✵✱✶✽✽✷ ✵✱✸✺✷✼ ✹✱✷✶✷✻❡✲✶✷
◗P❙❖ ✵✱✷✺✷✽ ✵✱✶✹✼✽ ✵✱✷✸✷✵ ✶✱✻✽✾✵❡✲✵✽
◗P❙❖✲●▼ ✵✱✶✺✸✷ ✵✱✵✽✽✾ ✵✱✵✺✵✵ ✶✱✶✶✵✷❡✲✶✺
◗P❙❖✲❍P❉ ✵✱✷✻✵✵ ✵✱✶✹✾✻ ✵✱✻✺✷✽ ✹✱✼✼✾✶❡✲✵✽
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❛❧t✐t✉❞❡ z (t)✳
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❧❛❝❡t ψ (t)✳

✸✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❤♦rs ❧✐❣♥❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❡t ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ r♦❜✉st❡ à ❜❛s❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s✱
t♦✉t ❡♥ ❛♠é❧✐♦r❛♥t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉✲
❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ssés ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♦♣t✐♠❛❧❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❣❛✉s✲
s✐❡♥♥❡ ▲◗●✱ P■❉ à s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ✢♦✉❡ ❡t ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ▼P❈✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ♣rés❡♥té ❧❡s ♣r✐♥❝✐✲
♣❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♣r♦♣♦sés ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡
r❡❢♦r♠✉❧és✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ▲◗●✱
❛✈❡❝ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥é❡s ❡t ♦♣t✐♠✐sé❡s ♣❛r ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s P❙❖✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ▲◗● ❤②❜r✐❞❡ ❛ été r❡❢♦r♠✉❧é s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐✲
s❛t✐♦♥ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐é❡s ❛✉① ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡ ré❣❧❛❣❡✳ P♦✉r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡
❝❛s✱ ❡♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ P■❉ à s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ✢♦✉❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
♠ét❤♦❞❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ P❙❖ ♣♦✉r s♦♥ ré❣❧❛❣❡ s②sté♠❛t✐q✉❡✳
▲❡s ❣❛✐♥s ❞✉ P■❉✱ ❞❡✈❡♥✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✱ ❝♦♥tr✐❜✉❡♥t ❞❛✈❛♥t❛❣❡ à ❛♠é❧✐♦r❡r
❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❛✐♥s✐ é❧❛❜♦ré❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡
r♦❜✉st❡ss❡✳
▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ été ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ é❧❛❜♦ré❡ ❞❡ ré❣❧❛❣❡

♣❛r ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ▼P❈✱ ✐✳❡✳
❢❛❝t❡✉r ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❡t ❤♦r✐③♦♥s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡t ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✳ ❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡
str❛té❣✐❡ ❛ été ❡♥✈✐s❛❣é❡✱ ♣♦✉r ❧❛ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛❧t✐t✉❞❡ ❡t ❞✬❛tt✐t✉❞❡ ❞❡ ❞r♦♥❡ ◗❚❲
ét✉❞✐é✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ♦♥t ♠♦♥tré ❞❡s ❤❛✉t❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ❡♥ ré❣✉❧❛t✐♦♥
❝♦♠♠❡ ❡♥ ♣♦✉rs✉✐t❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ s②sté♠❛t✐s❛t✐♦♥ r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡✳



✸✳✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✾✸

❈♦♠♠❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✜♥ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥
❜♦♥ ré❣❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ▼P❈ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❊♥ ♣❧✉s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ r❡st❡ ✐♥❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡
♠❛✐♥t❡♥✐r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞és✐ré❡s ❡♥ ❝❛s ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ♦✉ ❞✬é✈❡♥t✉❡❧s
❞é❢❛✉ts ✐♥st❛♥t❛♥és ♣♦✉✈❛♥t ❛✛❡❝t❡r ❧❡ s②stè♠❡ à ❝♦♥trô❧❡r✳
❈♦♠♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ✉♥❡

♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ à ❜❛s❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s ✐ss✉s ❞❡
❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❝❡s ❞❡r♥✐èrs s♦♥t ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t é✈❡♥t✉❡❧
❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ r❡❢♦r♠✉❧és✳



Chapitre 4
❘é❣❧❛❣❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡

❙♦♠♠❛✐r❡
✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✹✳✷ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✹✳✷✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✹✳✷✳✷ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❙❖ ♠✉❧t✐✲❡ss❛✐♠s à ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉❛♥t✐q✉❡ ✿
♠◗P❙❖ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✹✳✷✳✸ Pr✐♥❝✐♣❛✉① ❥❡✉① ❞❡ t❡st ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✹✳✸ ❙tr❛té❣✐❡ ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❚❙▼P❈ ✳ ✳ ✶✵✻

✹✳✹ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✹✳✹✳✶ ➱t✉❞❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✹✳✹✳✷ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✹✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾



✹✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✾✺

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ r❡❣❧❛❣❡ ❛ été ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬❛♠é✲
❧✐♦r❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s st❛✲
t✐q✉❡✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s tr❛✈❛✉① ♣♦rt❛♥t s✉r ❧✬♦♣✲
t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❡♥ ✈✉❡ ❞✬✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡t ❞✬✉♥❡ s②sté♠❛t✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ▼P❈✱ ♣❛r ❞❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
❣❧♦❜❛❧❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s✱ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t✱ ❛✉ ré❣❧❛❣❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛
❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ▼P❈✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡
❞❡ ré❣❧❛❣❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❚❙▼P❈ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦✲
❜❧è♠❡s ❞❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ s✉✐✈✐ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ♣♦✉r ❧❡ ❞r♦♥❡ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ◗❚❲ ❞é❝r✐t
s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❚✲❙✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞és✐❣♥é❡s

❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❡st ♣rés❡♥té✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❙❖
♠✉❧t✐✲❡ss❛✐♠s à ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ◗✉❛♥t✐q✉❡ ✭♠◗P❙❖✮ ♣♦✉r ❧❡ ré❣❧❛❣❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠✲
♠❛♥❞❡ ❚❙▼P❈ r❡❢♦r♠✉❧é ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❝♦♥tr❛✐♥t✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡✛❡❝t✐✈❡s
❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❚❙▼P❈ ❡st ♣rés❡♥té❡ ♠♦②❡♥♥❛♥t ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ❉✐✈❡rs❡s
❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ▼P❈ ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ s✉♣♣♦rts
❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥✈✐s❛❣és✳

✹✳✷ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡

✹✳✷✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡

❆✉ ❝♦✉rs ❞❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐èr❡s ❞é❝❡♥♥✐❡s✱ ✉♥ ✐♥térêt ❝r♦✐ss❛♥t ❛ été ♣♦rté ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭❉❖P✮ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❛♥s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
ré❡❧❧❡s ❞✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ❡t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✭❙✳❨❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ▼♦rr✐s♦♥✱ ✷✵✵✹❀ ❨❛♥❣ ❛♥❞ ❨❛♦✱
✷✵✶✸✮✳ ❯♥❡ ✈❛r✐été ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ é✈♦❧✉t✐❢ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡s ❉❖Ps✳
❉❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡t ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ t❡st ♦♥t été ❝♦♥str✉✐ts ❡t ❝♦♠♣❛rés s♦✉s ❞✐✛é✲
r❡♥t❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥ ❧❛r❣❡ é✈❡♥t❛✐❧ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ré❡❧s✳ ❯♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ t♦✉r♥é❡s ❞❡
✈é❤✐❝✉❧❡s ❡t ❞❡ r♦✉t❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ té❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ❡t❝ ✭❇r❛♥❦❡✱ ✷✵✵✷❀ ❆❧❜❛
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❀ ◆❣✉②❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✳
▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✱ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡st ré❣✐ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✮

♦ù f (.) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r✱ gj (.) ❡t hk (.) s♦♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ✈♦✐r❡ ♥♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❡♥ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ✐♥é❣❛❧✐té
❡t é❣❛❧✐té✱ x ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✱ ✐♥❝♦♥♥✉ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿

▼✐♥✐♠✐s❡r f (x, t)

s✳❝✳ hj (x, t) = 0 ♣♦✉r j = 1, 2, ..., u ✭✹✳✶✮

gk (x, t) 6 0 ♣♦✉r k = 1, 2, ..., v



✾✻ ❘é❣❧❛❣❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡st ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱ ♠❛✐s ❞é♣❡♥❞ ❞✉ t❡♠♣s t✱ ❛✐♥s✐ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✉♠
❝❤❛♥❣❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ t❡♠♣s✳ ❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡t s✉✐✈r❡ ❡♥ ♣❡r♠❛♥❡♥❝❡ s♦♥ ♦♣t✐♠✉♠ ❡st ❞❡ r❡❞é♠❛rr❡r ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ st❛t✐q✉❡ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t s❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡t ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡r ❛✐♥s✐ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭❇r❛♥❦❡✱ ✷✵✵✷❀
❆❧❜❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t ❞✉
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ✉♥ t❡♠♣s s✉✣s❛♥t ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♣♦✉r tr♦✉✈❡r
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❧❡ ❝❛s✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❊❛s♦♠ à tr♦✐s ❞✐❢✲

❢ér❡♥ts ✐♥st❛♥ts ♦ù ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❝❤❛♥❣❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳ ▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣♦✉rr❛✐t ❛✛❡❝t❡r ❛✐♥s✐ ❞✬❛✉tr❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❞❡s ♣✐❝s✱ ❧❛
♣❤❛s❡✱ ❡t❝✳
❉❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♣é❝✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥ç✉s ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❉❖Ps ♦♥t ❛❧♦rs été ♣r♦♣♦sés

❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✭❇❧❛❝❦✇❡❧❧ ❛♥❞ ❇r❛♥❦❡✱ ✷✵✵✹❀ ❆❧❜❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❀ ◆❣✉②❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✳
■❧s ❞❡✈r❛✐❡♥t ♣♦✉✈♦✐r ✿

✖ tr♦✉✈❡r ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❛✉ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❀

✖ ❞ét❡❝t❡r ✉♥ é✈❡♥t✉❡❧ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❀

✖ s✉✐✈r❡ ❡♥ ♣❡r♠❛♥❡♥❝❡ ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❀

✖ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ ❧♦rs ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬❡♥✈✐r♦♥♥❡✲
♠❡♥ts ♣ré❝é❞❡♥ts ♣♦✉r ❛❝❝é❧ér❡r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛♣rès ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t✳

❘é❝❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♣♦s❡ ❞❡ ♥♦✉✲
✈❡❛✉① ❞é✜s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ rés♦✉❞r❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳
▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥ ❜♦♥ ❝❤♦✐① ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❉❖Ps
✈✉ q✉❡ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s✬✐♥s♣✐r❡♥t ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❞✬✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡
s♦✉♠✐s ❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❡①✐❣❡♥❝❡s r❡♥❞❡♥t
❞✐✣❝✐❧❡✱ ✈♦✐r❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛✉① ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ st❛t✐q✉❡ ❞❡
rés♦✉❞r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❉❖P✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s
❞❡✉① r❛✐s♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✭❇r❛♥❦❡✱ ✷✵✵✷❀ ❆❧❜❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮ ✿

✖ ♠é♠♦✐r❡ ♣ér✐♠é❡ ✿ ❛♣rès ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
st♦❝❦é❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡
❡t ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✱ ♣❡✉✈❡♥t ♥❡ ♣❧✉s êtr❡ ✈❛❧✐❞❡s ♦✉ ❜✐❡♥ ✓ ♣ér✐♠é❡s ✔
❡t ❞♦♥❝ ♦r✐❡♥t❡r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡rr♦♥é❡ ❀

✖ ♣❡rt❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té ✿ ❛♣rès ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧
❝❤❛♥❣❡ ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ré♦♣t✐✲
♠✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s s❡♠❜❧❡ êtr❡ ❡✣❝❛❝❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ ❧❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡
♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬♦♣t✐♠✉♠ ❡st s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t é❧♦✐❣♥é ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞♦✐t
❛ss✉r❡r ✉♥❡ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❧❡ tr♦✉✈❡r✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❡s ❢❛✐❜❧❡s
✈✐t❡ss❡s ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❡♠♣ê❝❤❡♥t ❧❡ s✉✐✈✐ ❡t ç❛ ✈❛ êtr❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
st❛t✐q✉❡ ❞✬é❝❛rt❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❡t ❡①♣❧♦r❡r ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ③♦♥❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡✳

❉❛♥s ✭❇r❛♥❦❡✱ ✷✵✵✷❀ ❏✐♥ ❛♥❞ ❇r❛♥❦❡✱ ✷✵✵✺✮✱ ❏✳ ❇r❛♥❦❡ ❛ ❝❧❛ss✐✜é ❝♦♠♠❡ s✉✐t ❧❡s t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❉❖Ps ✿



✹✳✷✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✾✼
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✭❜✮ t❡♠♣s t2 > t1✳
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✭❝✮ t❡♠♣s t3 > t2✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛②s❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❊❛s♠✳



✾✽ ❘é❣❧❛❣❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡

✖ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ré❛❝t✐✈❡s ✿ ❞ès q✉✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ❞ét❡❝té✱
❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ❡①♣❧✐❝✐t❡s s♦♥t ♣r✐s❡ ♣♦✉r ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡t ♣❛r
❝♦♥séq✉❡♥t ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧ ♦♣t✐♠✉♠✳ ▲❡s r❡♣rés❡♥t❛♥ts t②♣✐q✉❡s ❞❡
❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s♦♥t ❧✬❤②♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❀

✖ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥ ✿ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ♠❛✐♥✲
t❡♥✉❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✱ ❡t ❧✬♦♥ ❡s♣èr❡ q✉✬✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❧❛r❣❡♠❡♥t ré♣❛rt✐❡ ❞❛♥s
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣❡✉t s✬❛❞❛♣t❡r ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❀

✖ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛✈❡❝ ♠é♠♦✐r❡ ✿ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ♠é♠♦✐r❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞❡ r❛♣♣❡❧❡r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✉t✐❧❡s s✉r ❧❡ ♣❛ssé ❞❡s ❣é♥ér❛t✐♦♥s ❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
♦❜❥❡❝t✐❢✱ ❝❡ q✉✐ s❡♠❜❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✉t✐❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♣t✐♠✉♠ r❡✈✐❡♥t ✉♥❡ ❛✉tr❡
❢♦✐s ❛✉① ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♣ré❝é❞❡♥ts✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ❡✣❝❛❝❡s s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✭▲✉♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻✮ ❀

✖ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✈✐s❛♥t à ♣ré❞✐r❡ ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ✿ ré❝❡♠♠❡♥t✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ét✉❞❡s
♦♥t été ré❛❧✐sé❡s ♣♦✉r ❡①♣❧♦✐t❡r ❧❛ ♣ré✈✐s✐❜✐❧✐té ❞❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❡t
❡ss❛②❡r ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts s✉r✈❡♥❛♥t s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡t ❞❡ ❧❡s
♣ré❞✐r❡ à ❧✬❛✈❡♥✐r ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❝❡s s❝❤é♠❛s ❡t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
♣ré❝é❞❡♥t❡ ❀

✖ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s à ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ✿ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❞✐✈✐sé❡ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs
s♦✉s✲♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ré♣❛rt✐❡s s✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♦♣t✐♠❛ ❧♦❝❛✉①✳ ▲♦rsq✉✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t s❡
♣r♦❞✉✐t✱ ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❝❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉rr❛✐t ❞❡✈❡♥✐r ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧✱ ♦✉ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡
s✬② r❛♣♣r♦❝❤❡r ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❡t ❞❡ s✉✐✈r❡ ✉♥ t❡❧ ♦♣t✐♠✉♠
❣❧♦❜❛❧ ❡st r❡♥❢♦r❝é❡ ✭❇❧❛❝❦✇❡❧❧ ❛♥❞ ❇r❛♥❦❡✱ ✷✵✵✻❀ P❛rr♦tt ❛♥❞ ▲✐✱ ✷✵✵✹✮✳

✹✳✷✳✷ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❙❖♠✉❧t✐✲❡ss❛✐♠s à ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉❛♥t✐q✉❡ ✿
♠◗P❙❖

✹✳✷✳✷✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s ❡t ♥♦✉✈❡❧❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t

❈♦♠♠❡ ✈✉ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❡ P❙❖ ❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ q✉✐ ❛
été ❛♣♣❧✐q✉é ❛✈❡❝ s✉❝❝ès ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐été ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s st❛t✐q✉❡s ✭❆❧❜❛
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✳ ❙♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡
♠♦❞✐✜❡r s❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❉❛♥s ✭❏❛♥s♦♥
❛♥❞ ▼✐❞❞❡♥❞♦r❢✱ ✷✵✵✹✮✱ ❏❛♥s♦♥ ❡t ▼✐❞❞❡♥❞♦r❢ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡
❞❡s ❡ss❛✐♠s ✭P❍✲P❙❖✮ ♦ù ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s s♦♥t ❞✐s♣♦sé❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳
❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ❞✐✈✐sé❡ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲❡ss❛✐♠s ♣❡♥❞❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❧✐♠✐té ❞❡ ❣é♥ér❛✲
t✐♦♥s ❛♣rès q✉✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t s♦✐t ♣r♦❞✉✐t✳ P❛rr♦t ❡t ▲✐ ✭P❛rr♦tt ❛♥❞ ▲✐✱ ✷✵✵✹✮ ♦♥t ❛❞❛♣té
❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s♣é❝✐❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❣é♥ét✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞✉ P❙❖
♣♦✉r ❡♥❝♦✉r❛❣❡r ❧❡ s✉✐✈✐ s✐♠✉❧t❛♥é ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣✐❝s ❡♥ ❡♠♣ê❝❤❛♥t ❧❡ s✉r♣❡✉♣❧❡♠❡♥t ❛✉①
♣✐❝s✳ ❯♥❡ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ❞❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❡st ❜❛sé❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t s✉r
❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ♠✉❧t✐✲❡ss❛✐♠s✱ ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té ♦✉✴❡t ❧✬❡①❝❧✉s✐♦♥
✐♥tr❛✲❡ss❛✐♠ ✭❍✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ▼❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✾❀ ❉✳❨❛③❞❛♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❀ ❑♦r❞❡st❛♥✐ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✾❀ ❖③s♦②❞❛♥ ❛♥❞ ❇❛②❦❛s♦❣❧✉✱ ✷✵✶✾✮✳ ❈❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ♦♥t été t♦✉❥♦✉rs ❞❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s
❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥ç✉ ♣❛r ❇❧❛❝❦✇❡❧❧ ❡t ❇r❛♥❦❡ ✭❇r❛♥❦❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❀ ❇❧❛❝❦✇❡❧❧
❛♥❞ ❇r❛♥❦❡✱ ✷✵✵✻✱ ✷✵✵✹✮✳



✹✳✷✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✾✾

P❧✉s✐❡✉rs ❞❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♦♥t été t❡sté❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ❙❝é♥❛r✐♦ ✷ ❞✉ ❜❛♥❝ ❞❡ t❡st
▼♦✈✐♥❣ P❡❛❦s ❇❡♥❝❤♠❛r❦ ✭▼P❇✮ ✭❇r❛♥❦❡✱ ✷✵✵✷❀ ❆❧❜❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✳ ▲❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ❧❛ ♣❧✉s
♣❡r❢♦r♠❛♥t❡ ♣♦✉r ❝❡ ❥❡✉① ❞❡ t❡st ❢✉t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠✉❧t✐✲❡ss❛✐♠s à ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉❛♥✲
t✐q✉❡ ✭♠◗P❙❖✮ ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s tr❛✈❛✉①
❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❛♥s ❧✬❡ss❛✐♠ ✭❇r❛♥❦❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❀ ❇❧❛✲
❝❦✇❡❧❧ ❛♥❞ ❇r❛♥❦❡✱ ✷✵✵✻✮✳ ▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡t ❧❡s ❛♥❛❧②s❡s ♠❡♥é❡s ♦♥t ♠♦♥tré
q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠◗P❙❖ ♦✛r❡ ❞❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
❧❛r❣❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷ ❡①♣❧✐q✉❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t
❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ♣r♦♣♦sé ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◗P❙❖ à ❡ss❛✐♠s ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ❈❤❛q✉❡ ❡ss❛✐♠ n ❞❛♥s ❧❡
♠◗P❙❖ ❡st ❢♦r♠é ❞❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✿

✖ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ✿ ❛✉ss✐ ❝♦♥♥✉❡s ❝♦♠♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡s ♦✉ ♥❡✉tr❡s✱ ❝❡ s♦♥t
❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ P❙❖ ❞♦♥t ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s s♦♥t ♠✐s❡s
à ❥♦✉r✱ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ k✱ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t❡s ✿

vni (k + 1) = χ
[
vni (k) + c1r1

(
png (k)− xni (k)

)
+ c2r2 (p

n
i (k)− xni (k))

]
✭✹✳✷✮

xni (k + 1) = xni (k) + vni (k + 1) ✭✹✳✸✮

♦ù x ❡t v s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❞❡ ✈✐t❡ss❡✱ pni ❡st ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❞❡ ❧❛ ✐✲è♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❡t png r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣♦s✐t✐♦♥ tr♦✉✈é❡
♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡ss❛✐♠s à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ c1 ❡t c2 s♦♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦s✐t✐❢s
q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s✱ r1 ❡t r2 s♦♥t ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s
t✐rés ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, 1] ❡t χ ❡st ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❀

✖ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❝❤❛r❣é❡s ✭é❧❡❝tr♦♥s✮ ✿ ❝❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ♦♥t été ♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s
❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠◗P❙❖✳ ❊❧❧❡s ♥❡ s✉✐✈❡♥t ♣❛s ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✉ P❙❖✱
♠❛✐s ♣❧✉tôt ❡❧❧❡s s♦♥t ré✐♥✐t✐❛❧✐sé❡s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ✭s♣❤èr❡ ♣❧❡✐♥❡✮
❝❡♥tré❡ s✉r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣♦s✐t✐♦♥ tr♦✉✈é❡ ♣❛r ❧✬❡ss❛✐♠✳ ❈❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❝❤❛r❣é❡s ✈✐s❡♥t
à ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ♣❧✉s é❧❡✈é ❞❡ ❞✐✈❡rs✐té ❡♥ s❡ ❞é♣❧❛ç❛♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❛♥s
✉♥❡ ❤②♣❡rs♣❤èr❡ ❞❡ r❛②♦♥ r ❝❡♥tré❡ s✉r png ✳ ❈❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é s❡❧♦♥
✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés s✉r ❧✬❤②♣❡rs♣❤èr❡✱ ❡♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✉♥✐❢♦r♠❡✳ ❉✬❛♣rès ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ♠❡♥és ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡
❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◗P❙❖ ♣♦✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✐✲è♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡
q✉❛♥t✐q✉❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✭❇❧❛❝❦✇❡❧❧ ❛♥❞ ❇r❛♥❦❡✱ ✷✵✵✻✮ ✿

xni (k + 1) = randhypersphere
(
png , r

)
✭✹✳✹✮

▲✬✐❞é❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❡st ❞❡ ❞✐✈✐s❡r ❧✬❡ss❛✐♠ ❡♥ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡
❞❡ s♦✉s✲❡ss❛✐♠s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡r ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡✉① s✉r ❞❡s s♦♠♠❡ts
❞✐✛ér❡♥ts ✭♣✐❝s✮ ♣r♦♠❡tt❡✉rs ❞✉ ♣❛②s❛❣❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡st ♣❡✉ ♣r♦❜❛❜❧❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡
♥❡ s♦✐t ♣❛s ❡✣❝❛❝❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❡ss❛✐♠s ♥✬✐♥t❡r❛❣✐ss❡♥t ♣❛s ❡♥tr❡ ❡✉①✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡
❞✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ❛ été ❛♣♣❧✐q✉é ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❡t ❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
❡♥tr❡ ❧❡s ❡ss❛✐♠s ❡♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs s♦✐❡♥t ❝♦♥s❝✐❡♥ts ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡
❧❡✉r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳



✶✵✵ ❘é❣❧❛❣❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡

essaim

particules neutres

particules quantiques n

g
p : meilleure position d’essaim n

: meilleure position global g
p

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❡ss❛✐♠s ❞✉
◗P❙❖✳

✹✳✷✳✷✳✷ ▼é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬❡①❝❧✉s✐♦♥

❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❞❡✉① ♣✐❝s s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡♥t ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❡t q✉❡ ❧✬❡ss❛✐♠
q✉✐tt❡ s♦♥ ♣✐❝ ❝♦✉✈❡rt ❡t s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ✈❡rs ✉♥ ❛✉tr❡✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉✬✉♥ ♣✐❝ s❡r❛
❝♦✉✈❡rt ♣❛r ❞❡✉① ❡ss❛✐♠s ❛✉ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✳ ❈❡ s❝é♥❛r✐♦ ♥✬❡st ♣❛s s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛
♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡rr✐èr❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠✉❧t✐✲❡ss❛✐♠s ❡st ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡r ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❡ss❛✐♠s
s✉r ❞✐✛ér❡♥ts s♦♠♠❡ts ✭③♦♥❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✮✳ P♦✉r s✉r♠♦♥t❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✉✲
❝❧✐❞✐❡♥♥❡ deucl ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs ♣♦s✐t✐♦♥s png ♣♦✉r n = 1, 2, ..., N ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❡ss❛✐♠s
❞♦✐t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❞❡✉① ❡ss❛✐♠s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥❢é✲
r✐❡✉r❡ à rexcl s♦♥t ♣❧❛❝és s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣✐❝✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ❞é✜♥✐✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ t♦✉s ❧❡s
♣✐❝s s♦♥t ré♣❛rt✐s ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❉❛♥s ✭❇❧❛❝❦✇❡❧❧ ❛♥❞ ❇r❛♥❦❡✱
✷✵✵✻✮✱ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ rexcl
♠♦②❡♥♥❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

rexcl = 0.5
(
X/p1/d

)
✭✹✳✺✮

❛✈❡❝ p ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ♣✐❝s✱ d ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ à ♦♣t✐♠✐s❡r ❡t X ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳
❯♥ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◗P❙❖ ♣❡✉t êtr❡ r❡t❡♥✉

❞❡♣✉✐s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ s✉✐✈❛♥t ✿

✹✳✷✳✷✳✸ ❚❡st ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t

❈♦♠♠❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✭✹✳✷✳✶✮✱ ❛♣rès ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❧❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ r❡♥❝♦♥tr❡♥t ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ♠❛❥❡✉rs ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ✐♥✈❛❧✐❞❡ ❡t



✹✳✷✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✶✵✶

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ ✿ ❊①❝❧✉s✐♦♥✭✮

✶ ♣♦✉r ❈❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡ ❞✬❡ss❛✐♠s n ❡t m ❢❛✐r❡
✷ s✐ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ deucl ❡♥tr❡ pppng ❡t pppmg ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à rexel ❛❧♦rs
✸ s✐ f (pni ) ≤ f (pmi ) ❛❧♦rs
✹ ❘é✲✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡ss❛✐♠ n ✿ ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❡t ❧❡s ✈✐t❡ss❡s vni ,p

n
i = xni ❀

✺ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ f (pni )❀
✻ png := argmax {pni }❀
✼ s✐♥♦♥
✽ ❘é✲✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡ss❛✐♠ m ✿ ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❡t ❧❡s ✈✐t❡ss❡s

vni ,p
m
i = xmi ❀

✾ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ f (pmi )❀
✶✵ pmg := argmax {pmi }❀

❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té ❞❡s ❡ss❛✐♠s✳ ❈♦♠♠❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡
s♣é❝✐✜q✉❡ ❛ été ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ✭❇❧❛❝❦✇❡❧❧ ❛♥❞ ❇r❛♥❦❡✱ ✷✵✵✻✮✳
❆ ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ k ❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡ss❛✐♠ n✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✜t♥❡ss ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣♦s✐t✐♦♥

❣❧♦❜❛❧❡ f
(
png
)
❡st é✈❛❧✉é❡ ❡t ❝♦♠♣❛ré❡ à s❛ ✈❛❧❡✉r ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❙✐ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❞❡✉①

❡①é❝✉t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♥✬❛ ♣❛s ❝❤❛♥❣é✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡✉r ❞✐✛ér❡♥❝❡ ✐❧❧✉str❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ❧❡s ✈✐t❡ss❡s
❡t ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ é✈❛❧✉é❡s ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s
❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✭✹✳✷✮✲✭✹✳✹✮✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ✉♥ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◗P❙❖ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s ❉❖Ps ♣❡✉t

êtr❡ r❡t❡♥✉ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹ ✿ ❚❡st ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✭✮

✶ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ f
(
png
)
❀

✷ s✐ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❛❧♦rs
✸ ♣♦✉r ❈❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ i ❞✬❡ss❛✐♠ n ❢❛✐r❡
✹ ▼❡ttr❡ à ❥♦✉r xni ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✷✮ ❡t ✭✹✳✹✮ s❡❧♦♥ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❧❛

♣❛rt✐❝✉❧❡❀
✺ ▼❡ttr❡ à ❥♦✉r vni ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✮❀
✻ pni = xni ❀
✼ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ f (pni )❀

✽ png := argmax {pni }❀

✹✳✷✳✷✳✹ Ps❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠◗P❙❖

P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠◗P❙❖ ❡♥ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ é✈♦❧✉é ✭❈✱ ❈✰✰✱ ▼❆❚✲
▲❆❇✱ ❡t❝✳✮ ❡t rés♦✉❞r❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ r❡❢♦r♠✉❧és ♣❧✉s t❛r❞✱ ♥♦✉s
r❡t❡♥♦♥s ❧❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺✳



✶✵✷ ❘é❣❧❛❣❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺ ✿ ♠◗P❙❖

✶ ❉é✜♥✐r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✿ Npop✱ Nswarm ❡t FEs✳❀
✷ ♣♦✉r ❈❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ i ❞✬❡ss❛✐♠ n ❢❛✐r❡
✸ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❡t ❞❡s ✈✐t❡ss❡s vni ,p

n
i = xni ❀

✹ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ f (pni )❀

✺ ♣♦✉r ❈❤❛q✉❡ ❡ss❛✐♠ n ❢❛✐r❡
✻ png := argmax {pni }❀

✼ ré♣ét❡r
✽ ❊①❝❧✉s✐♦♥✭✮❀
✾ ♣♦✉r ❈❤❛q✉❡ ❡ss❛✐♠ n ❢❛✐r❡
✶✵ ❚❡st ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✭✮❀
✶✶ ♣♦✉r ❈❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ i ❞✬❡ss❛✐♠ n ❢❛✐r❡
✶✷ ▼✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❡t ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s

❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✭✶✳✶✮ ❡t ✭✶✳✷✮❀
✶✸ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ f (xni )❀
✶✹ s✐ f (xni ) > f (pni ) ❛❧♦rs
✶✺ pni = xni
✶✻ s✐ f (xni ) > f

(
png
)
❛❧♦rs

✶✼ png = xni

✶✽ pg := argmax
{
png
}
❀

✶✾ ❥✉sq✉✬à ♥♦♠❜r❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s > FEs❀

✹✳✷✳✸ Pr✐♥❝✐♣❛✉① ❥❡✉① ❞❡ t❡st

✹✳✷✳✸✳✶ ▼♦✈✐♥❣ P❡❛❦s ❇❡♥❝❤♠❛r❦

▲❡ ▼♦✈✐♥❣ P❡❛❦s ❇❡♥❝❤♠❛r❦ ✭▼P❇✮ ❡st ✉♥ ❥❡✉① ❞❡ t❡st ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❇r❛♥❦❡ ✭❇r❛♥❦❡✱ ✷✵✵✷✮✳ ■❧ ❡st ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡
♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s ❞✐✈❡rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ▼P❇ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡s ♣✐❝s ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡
♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ♦ù ❧❛ ❤❛✉t❡✉r✱ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❡t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣✐❝ s♦♥t ❧é❣èr❡♠❡♥t
♠♦❞✐✜é❡s ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t s❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉
t❡♠♣s✱ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✳
▲❡ ▼P❇ s❡ ❝♦♠♣♦s❡ ❞❡ ♠ ♣✐❝s ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡

❞❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ f q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❢♦r♠✉❧é❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

f (x, t) = max
i=1,...,m

(hi (t)− wi (t) ‖x− pi (t)‖) ✭✹✳✻✮

♦ù f ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ♣✐❝s✱ hi (t)✱ wi (t) ❡t pi (t) s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❧❛ ❤❛✉t❡✉r✱ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❡t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ième ♣✐❝ à ❧✬✐♥st❛♥t t✳
▲❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ♦♥t ❧✐❡✉ t♦✉t❡s ❧❡s ∆e é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦ù ❧❛ ❤❛✉✲

t❡✉r ❡t ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣✐❝ s♦♥t ♠♦❞✐✜é❡s ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❣❛✉s✲
s✐❡♥♥❡ ✭❇r❛♥❦❡✱ ✷✵✵✷✮✳ ▲❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣✐❝ s♦♥t é✈❛❧✉és ❡t ♠✐s à



✹✳✷✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✶✵✸

❥♦✉r ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✼✮✱ ✭✹✳✽✮ ❡t ✭✹✳✾✮ ♦ù vi ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❛✈❡❝
✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r s ✜①❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ λ ❞é❝♦rré❧é❡ ✭♣♦✉r λ = 0✮ ♦✉ ❞❛♥s ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
❝♦rré❧é❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✭♣♦✉r λ > 0✮✳ ▲❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❛♣♣♦rté❡s à ❝❤❛q✉❡
♣✐❝ s♦♥t ❞é❝r✐t❡s ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

hi (t+ 1) = hi (t) + hseverity ·N (0, 1) ✭✹✳✼✮

wi (t+ 1) = wi (t) + wseverity ·N (0, 1) ✭✹✳✽✮

pi (t+ 1) = pi (t) + vi (t+ 1) ✭✹✳✾✮

▲❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❛♣♣♦rté❡s ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❡t ❞❡ ❤❛✉t❡✉r ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡s
❣r❛✈✐tés ❞♦♥♥é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r wseverity ❡t hseverity ❛✈❡❝ N (0, 1) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❞❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡✳
▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♣✐❝ ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡

r ❡t ❞❡ s❛ ✈✐t❡ss❡ à ❧✬✐♥st❛♥t ♣ré❝é❞❡♥t vi(t)✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

vi (t+ 1) =
s

|r + vi (t)|
((1− λ) r + λvi (t)) ✭✹✳✶✵✮

♦ù ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡ r ❡st ❝réé ❡♥ ❣é♥ér❛♥t ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✉♥✐❢♦r✲
♠é♠❡♥t ❞✐str✐❜✉és ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ s ✐♥❞✐q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❛r❝♦✉r✉❡
♣❛r ✉♥ s❡✉❧ ♣✐❝ ❧♦rsq✉✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t s❡ ♣r♦❞✉✐t✳

✹✳✷✳✸✳✷ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉②♥❛♠✐❝ ❇❡♥❝❤♠❛r❦ ●❡♥❡r❛t♦r

▲❡ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉②♥❛♠✐❝ ❇❡♥❝❤♠❛r❦ ●❡♥❡r❛t♦r ✭●❉❇●✮ ❡st ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ t❡st ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ✭❈❤❛♥❣❤❡ ❛♥❞ ❙❤❡♥❣①✐❛♥❣✱ ✷✵✵✽❀ ❈❤❛♥❣❤❡ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✶✮✳ ❈❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❛ été ♣r♦♣♦sé ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥❣rès ■❊❊❊ ❈❊❈✬✵✾✱ ❛✜♥
❞❡ t❡st❡r ❡t é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞é❞✐és à ❧✬♦♣t✐♠✐✲
s❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳
❉❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ●❉❇●✱ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s st❛t✐q✉❡s ✭✐❧❧✉stré❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✮ ♦♥t été

❛❧t❡r♥é❡s✱ ❝♦♠♣♦sé❡s ❡t ❝♦♠❜✐♥é❡s ♣♦✉r ❢♦r♠❡r s✐① ♣r♦❜❧è♠❡s ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡❣rés ❞❡
❞✐✣❝✉❧té ❡t r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥ ❧❛r❣❡ é✈❡♥t❛✐t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ré❡❧s ✿

✖ ❋✶ ✿ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ♣✐❝s t♦✉r♥é❡ ✭à ✶✵ ❡t ✺✵ ♣✐❝s✮ ❀

✖ ❋✷ ✿ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❙♣❤èr❡ ❀

✖ ❋✸ ✿ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❘❛str✐❣✐♥ ❀

✖ ❋✹ ✿ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ●r✐❡✇❛♥❦ ❀

✖ ❋✺ ✿ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❆❝❦❧❡② ❀

✖ ❋✻ ✿ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❤②❜r✐❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✳

❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣♦sé❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝r✐t❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✬✉♥ ❉❖P ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

F = f (x, φ, t) ✭✹✳✶✶✮

♦ù F ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ f (.) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ à
♠✐♥✐♠✐s❡r ✭♦✉ à ♠❛①✐♠✐s❡r✮✱ x ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s x✱



✶✵✹ ❘é❣❧❛❣❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡

f
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✭❛✮ ❛✈❛♥t ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t✳

f

1
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✭❜✮ ❛♣rès ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛②s❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t❡st ▼P❇✳

t ❡st ❧❡ t❡♠♣s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡t φ ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛②s❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ à ❝❤❛q✉❡
✐♥st❛♥t✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ t❡st❡r ❡t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧✬❛❞❛♣t❛❜✐❧✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts
t②♣❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s✳ ❈❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

φ (t+ 1) = φ (t)⊕∆φ ✭✹✳✶✷✮

♦ù ∆φ ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ φ ❡t ❧❛ a⊕ b ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ a ❡t b✳
❆❧♦rs✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♥♦✉✈❡❧ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t à ❧✬✐♥st❛♥t (t+ 1) ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

F = f (x, φ (t)⊕∆φ, t) ✭✹✳✶✸✮

❉❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ●❉❇●✱ ✐❧ ❡①✐st❡ s❡♣t str❛té❣✐❡s ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡
❞❡ ❝♦♥trô❧❡ φ (t)✱ ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✭❈❤❛♥❣❤❡ ❛♥❞ ❙❤❡♥❣①✐❛♥❣✱ ✷✵✵✽❀ ❈❤❛♥❣❤❡ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✶✮ ✿



✹✳✷✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✶✵✺

✖ ❚✶ ✿ ✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡

✖ ❚✷ ✿ ✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t

✖ ❚✸ ✿ ✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡

✖ ❚✹ ✿ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❝❤❛♦t✐q✉❡

✖ ❚✺ ✿ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ré❝✉rr❡♥t

✖ ❚✻ ✿ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ré❝✉rr❡♥t ❜r✉✐té

✖ ❚✼ ✿ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶ ✕ ❋♦♥❝t✐♦♥s st❛t✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ t❡st ❞✉ ●❉❇●✳

◆♦♠ ❋♦♥❝t✐♦♥ ■♥t❡r✈❛❧❧❡

❙♣❤èr❡ f (x) =
∑

d

i=1
x2
i

[−100; 100]
d

❘❛str✐❣✐♥ f (x) =
∑

d

i=1

(
x2
i
− 10 cos (2πxi) + 10

)
[−5; 5]

d

❲❡✐❡rstr❛ss f (x) =
d∑

i=1

(
kmax∑

k=0

[
ak cos

(
2πbk (xi + 0.5)

)]
)

− d
kmax∑

k=0

[
ak cos

(
πbk
)]

[−0.5; 0.5]
d

●r✐❡✇❛♥❦ f (x) = 1

4000

∑
d

i=1
(xi)

2 −
∏

d

i=1
cos
(

xi
√

i

)

+ 1 [−100; 100]
d

❆❝❦❧❡② f (x) = −20 exp

(

−0.2

√

1

d

d∑

i=1

x2
i

)

− exp

(

1

d

d∑

i=1

cos (2πxi)

)

+ 20 + e [−32; 32]
d

P❛r ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡s s✐① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ t❡st ✭❋✶ ét❛♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❛✈❡❝ ✶✵ ❡t ✺✵ ♣✐❝s✮
❛✈❡❝ ❧❡s s❡♣t ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ q✉❛r❛♥t❡ ♥❡✉❢ s❝é♥❛r✐♦s ❞②♥❛♠✐q✉❡s✳ ▲❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs✱
➱q✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✶✹✮✲✭✹✳✶✻✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬é❝❛rt✲t②♣❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❛❜s♦❧✉❡✱ ➱q✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✶✼✮✱ s♦♥t
❝❛❧❝✉❧é❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s❝é♥❛r✐♦s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

Avgbest =
runs∑

i=1

Nchanges

min
j=1

Eij
runs

✭✹✳✶✹✮

Avgmean =
runs∑

i=1

Nchanges∑

j=1

Eij
runs×Nchanges

✭✹✳✶✺✮

Avgworst =
runs∑

i=1

Nchanges

max
j=1

Eij
runs

✭✹✳✶✻✮

STD =

√
∑runs

i=1

∑Nchanges

j=1 (Eij − Avgmean)
2

runs×Nchanges

✭✹✳✶✼✮

♦ù Eij =
∣
∣
∣f ∗
j − f̃ ∗

j

∣
∣
∣✱ f ∗

j ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ j ème ♣❛②s❛❣❡✱ f̃ ∗
j ❡st

❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥ tr♦✉✈é❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ième ❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
t❡sté✱ runs ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ t❡sté ❡t Nchanges ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts✳



✶✵✻ ❘é❣❧❛❣❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡

✹✳✸ ❙tr❛té❣✐❡ ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡
❚❙▼P❈

▲❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞r♦♥❡ ◗❚❲ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡
♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ét❛❣❡ ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❚❙▼P❈ à ❜❛s❡
❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s ◗P❙❖✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs✱ ♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥
❞✬✉♥ t❡❧ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✐✣❝✐❧❡✱ s❡r♦♥t ❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✳ ❉❡✉① ❜♦✉❝❧❡s✱
✐♥t❡r♥❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧✬❛tt✐t✉❞❡ ❡t ❡①t❡r♥❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❧✬❛❧t✐t✉❞❡✱ s♦♥t ✐♠♣❧é✲
♠❡♥té❡s✳ ▲❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡ t❛♥❣❛❣❡ ❡t ❧❡ r♦✉❧✐s s♦♥t ❣é♥éré❡s ♠♦②❡♥♥❛♥t
❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ x ❡t tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ y✳

Sous-système 

d'attitude

Sous-système 

d'altitude

Modèle dynamique du QTW

Problème d'optimisation 

dynamique en ligne

Inférence 

floue

Commande

MPC

MPC T-S Flou 

+

-

SUPERVISEUR

Sorties 

mesurées

Fonctions d’activation 

Signaux 

de contrôle

Erreurs

Attitude 

actuelle

Paramètres optimaux de la MPC 

Trajectoires

désirées

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✕ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣r♦♣♦sé❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❚❙▼P❈ ❡♥ ❧✐❣♥❡✳

▲❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ ❞r♦♥❡
◗❚❲ ♠♦❞é❧✐sé s♦✉s ❢♦r♠❡ ❚✲❙ ❝♦♠♠❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✻✳✻✳ ▲❛ str❛té❣✐❡ ❞❡
❝♦♥trô❧❡ s♦✉s ré❣❧❛❣❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡✛❡❝t✐❢s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❛✉ s②stè♠❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

u(k) =

Nlti∑

i=1

µi(θ(t))ui(θ(t)) ✭✹✳✶✽✮

❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ❞r♦♥❡ ◗❚❲ ♣♦ssè❞❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ♣ré♠✐ss❡ θ ❡t φ✱
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s s♦✉s✲♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❚✲❙ ❡st Nlti = 22 = 4✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✿

{
ẋ(t) =

∑4
i=1 µi(θ)(Aix(t) + Biu(t)),

y(t) =
∑4

i=1 µi(θ)(Cix(t)).
✭✹✳✶✾✮

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ◗❚❲ ❡st s♦✉♠✐s à ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣r✐s❡s ❝♦♠♠❡
❝❡❧❧❡s ✐♠♣♦sé❡s ❞❛♥s ✭❍❛♠♦✉❞❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻✮ ✿

✶✳ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s ❡♥tré❡s ✿






−0.5 < u1 < 0.5
−0.5 < u2 < 0.5
−0.5 < u3 < 0.5



✹✳✹✳ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✶✵✼

✷✳ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s s♦rt✐❡s ✿






−
π

2
< φ <

π

2

−
π

2
< θ <

π

2

−
π

2
< ψ <

π

2

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ t❡❧❧❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡
à ❥♦✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ▼P❈ ❡t s♦♥ ❡✛❡t s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ r❛♣✐❞✐té
❡t ❡♥ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡✳ ▲❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❡✛❡❝t✐❢s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣❡✉t ❞❡✈❡♥✐r ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❡t ❝♦ût❡✉s❡ ❡♥ t❡♠♣s
❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s
♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♣r♦♣♦sé❡s ♦♥t t♦✉❥♦✉rs ♠♦♥tré ❧❡✉rs s✉♣ér✐♦r✐tés r❡♠❛rq✉❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛
rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ▼P❈ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲♠♦❞è❧❡s ❚✲❙✱ ✐✳❡✳ ❧❡s ❤♦r✐③♦♥s ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ Np

❡t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ Nc ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ λ > 0✱ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿






minimiser J1 (xxx, t) =
∫ +∞

0
|ei (y, t)|dt

xxx = (NNNp,NNN c,λλλ)
sous contraintes :
g1 (x, t) =NNN c −NNNp ≤ 0
g2 (x, t) = λ > 0

✭✹✳✷✵✮

♦ù J (.) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r✱ gi (.) s♦♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥♦♥
❧✐♥é❛✐r❡s✱ ✈♦✐r❡ ♥♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❡♥ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❞❡ t②♣❡ ✐♥é❣❛❧✐té✱ x = (Np,Np,λ)

T ∈
N

4 ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✱ ✐♥❝♦♥♥✉s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❡t ei (y, t) ❡st ❧✬❡rr❡✉r ❞❡
♣♦✉rs✉✐t❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❡t ❧❛ s♦rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❛✈❡❝ i = {φ, θ, ψ ❡t z}✳
❋❛❝❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧é ✭✹✳✷✵✮✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡

❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❛✜♥ ❞✬❛❜♦✉t✐r à ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ❛✉❣✲
♠❡♥té❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r s❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✿

J2 (xxx, t) =

∫ +∞

0

|ei (y, t)|dt+ exp

(

1000
Nc −Np

Np

)

✭✹✳✷✶✮

✹✳✹ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❞✐s❝✉ss✐♦♥

P♦✉r ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ♣r♦♣♦sé❡✱ ♥♦✉s r❡t❡♥♦♥s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠◗P❙❖ ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✷✳
❊♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ♥✉❧❧❡s ❡t ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡s ❝♦♥s✐❣♥❡s ❞és✐ré❡s✱ ❧❡s

❝♦✉r❜❡s ♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ❞❡ s♦rt✐❡s ❛s✲
s❡r✈✐❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞✬❛tt✐t✉❞❡ ❡t ❞✬❛❧t✐t✉❞❡ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✺✱ ✹✳✻
❡t ✹✳✼✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐❢s ❛✉ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝❛s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✷✵✮ s♦♥t s✉❣❣érés

❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✸✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✽✭❛✮ ❡t ✹✳✽✭❜✮ ♠♦♥tr❡♥t ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛



✶✵✽ ❘é❣❧❛❣❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✷ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♠◗P❙❖✳

P❛r❛♠ètr❡s ❱❛❧❡✉r

◆♦♠❜r❡ ❞❡ ♣✐❝s 5 ≤ N ≤ 100
❋réq✳ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t 5000
◆♦♠❜r❡ ❞✬❡ss❛✐♠s 5
◆♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ♥❡✉tr❡s 10
◆♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❝❤❛r❣é❡s 10

❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❚❙▼P❈ ❝❛❧❝✉❧és ❡♥ ❧✐❣♥❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s s♦✉s✲♠♦❞è❧❡s ❚✲❙
✶ ❡t ✷✳ ❉✬❛♣rès ❝❡s rés✉❧t❛ts✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡✛❡❝t✐❢s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
▼P❈ ✈❛r✐❡♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ t❡♠♣s ❝❡ q✉✐ ❛♣♣♦rt❡ à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✉♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ❛❞❛♣t❛t✐❢✳
◆♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ s♦✉s✲♠♦❞è❧❡ ❚✲❙ ❡t à t = 20s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♠◗P❙❖ ♣❡✉t
❢❛✈♦r✐s❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡✳ ❈❡s rés✉❧✲
t❛ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❥✉st❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❡t ❛✈❡❝
❡✣❝❛❝✐té r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♦♣t✐♠❛✉① ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ▼P❈✳
▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t ❞❡ r❛♣✐❞✐té ♣♦✉r ❧❡ s✉✐✈✐ ❞❡s ❝♦♥s✐❣♥❡s s♦♥t

s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡s✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ st❛❜✐❧✐s❡r ❧❡ ❞r♦♥❡ ❛✉t♦✉r ❞❡s ❝♦♥s✐❣♥❡s
❞és✐ré❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❡t ♣ré❝✐s❡✳

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✸ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ♦♣t✐♠❛✉① ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♠◗P❙❖✲❚❙▼P❈ ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ré❣✐♠❡
♣❡r♠❛♥❡♥t✳

P❛r❛♠ètr❡s ❙♦✉s✲♠♦❞è❧❡ ✶ ❙♦✉s✲♠♦❞è❧❡ ✷ ❙♦✉s✲♠♦❞è❧❡ ✸ ❙♦✉s✲♠♦❞è❧❡ ✹

Np ✹✷ ✸✽ ✹✸ ✶✾
Nc ✸✷ ✷✽ ✸ ✾
λ ✼ ✶✻ ✶✾ ✶✵

❈♦♥s✐❞ér♦♥s à ♣rés❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ s✉✐✈✐ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ◗❚❲✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ s♦♥t ♠♦♥trés ❞❛♥s ❧❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✾ ❡t ✹✳✶✵✳
▲❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❝✐r❝✉❧❛✐r❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ r❡t❡♥✉❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✹✮✱ ✭✹✳✹✮
❡t ✭✹✳✹✮ s✉✐✈❛♥t❡s ✿

xd (t) = 0.5 sin (0.25t) ✭✹✳✷✷✮

yd (t) = 0.5 cos (0.25t) ✭✹✳✷✸✮

zd (t) = 5t ✭✹✳✷✹✮

❉❛♥s ❝❡ s❝é♥❛r✐♦✱ ❧❛ ♣♦✉rs✉✐t❡ ❞✬✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❤é❧✐❝♦ï❞❛❧❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ❝♦♥s✐❞é✲
ré❡✱ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵✳ ▲❛ ré♣♦♥s❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♠❡t ❡♥ ❛✈❛♥t ❧❡s ❤❛✉t❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡
❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❚❙▼P❈ ♣r♦♣♦sé❡ ❛✈❡❝ ré❣❧❛❣❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠◗P❙❖✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s✳

✹✳✹✳✶ ➱t✉❞❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡

❆✜♥ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❡t ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ♣r♦♣♦sé❡✱ ♥♦✉s ♠❡✲
♥♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s
❝♦rr❡❝t❡✉rs ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳

✭❛✮ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣ré❞✐❝t✐❢ ❛✉t♦✲❛❞❛♣t❛t✐❢ ❜❛sé s✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞és✐❣♥é❡ ♣❛r
❆❚❙▼P❈ ✭❚✉r❦✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✽❛✮ ❀

✭❜✮ ❧❛ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞✐str✐❜✉é❡ ✭P❉❈✮ ✭❙✉♥ ❛♥❞ ▲✐✉✱ ✷✵✶✼✮ ❀

▲❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ s♦rt✐❡ ❡t ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s♦♥t ♣rés❡♥tés r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✶✶ ❡t
✹✳✶✷✳ ❉❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t ét❛❜❧✐❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ✹✳✹✱
✹✳✺ ❡t ✹✳✻✳
❉✬❛♣rès ❝❡s rés✉❧t❛ts✱ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ♠♦♥té❡ ❡t ❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❧❡s ♣❧✉s r❛♣✐❞❡s✱ ♣♦✉r t♦✉t❡s

❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞✉ ✈♦❧✱ s♦♥t ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ♣r♦♣♦sé❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❣râ❝❡ ❛✉ ❝❤♦✐① ❛♣♣r♦♣r✐é ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ▼P❈✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s
✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ❞✐① ❢♦✐s ❝♦♠♣❛ré❡ à ❧❛ str❛té❣✐❡
P❉❈ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ✭❙✉♥ ❛♥❞ ▲✐✉✱ ✷✵✶✼✮ ❡t ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ❞❡✉① ❢♦✐s ❝♦♠♣❛ré❡ à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❆❚❙▼P❈ ✭❚✉r❦✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✽❛✮✳
❙✐ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧❛ st❛❜✐❧✐té ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡✱

♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s ❞✬✉♥❡ ♣❛rt q✉❡ ❧❡ ❙❉■ ❝❛❧❝✉❧é s❡❧♦♥ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡
❧✬✉♥✐té✳ ❈❡❝✐ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❡st ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♠♣❛ré❡ ❛✉① ❛✉tr❡s✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱
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Référence Trajectoire réelle

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ ✕ P♦✉rs✉✐t❡ ❞✬✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❤é❧✐❝♦ï❞❛❧❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡✳



✹✳✹✳ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✶✶✸

❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞✬❛❧t✐t✉❞❡ ❡t r♦✉❧✐s ❡t ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✶✺ ❡t ✸✵ ❢♦✐s ♣❧✉s ré❞✉✐t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
♣♦✉r ❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞❡ t❛♥❣❛❣❡ ❡t ❞❡ ❧❛❝❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① rés✉❧t❛ts ❞❡ ✭❙✉♥ ❛♥❞ ▲✐✉✱
✷✵✶✼✮✳ P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ♠◗P❙❖✲❚❙▼P❈ ♣r♦♣♦sé❡ ♣rés❡♥t❡
❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❝♦♥s♦♠♠é❡ ❡t ❞❡ r❛♣✐❞✐té✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ♠é✲
t❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❡t ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ♦✛r❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❞❡✉① ❞❡s s♦rt✐❡s st❛❜❧❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❙❉■
♣r❡sq✉❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❡t ♣❧✉s ♠✐❡✉① q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ P❉❈✱ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s
❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞❡ r♦✉❧✐s ❡t t❛♥❣❛❣❡✳

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✹ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ r♦✉❧✐s φ (t)

❈r✐tèr❡s P❉❈ ❆❚❙▼P❈ ❆♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡

❘❚ ✭s✮ ✹✱✷✶✻ ✸✱✷✸✸ ✶✱✼✽✺
❙❚ ✭s✮ ✸✷✱✷✽✺ ✺✱✺✹✻ ✸✱✸✹✼
P❚ ✭s✮ ✶✻✱✷✵✶ ✹✵ ✸✾✱✼
❖❱ ✭✪✮ ✸✾✱✺✵✷ ✵ ✹✱✽✽❡✲✶✸

▼❚❊ ✵✱✸✵✹ ✵✱✸✵✺✸❡✲✸ ✸✱✹✺✽❡✲✶✵

❙❉■ ✹✱✺✾✾ ✵✱✽✺ ✶ ✵✱✾✽✼
❱❆❘❯ ✲✵✱✷✹✸ ✲✵✱✵✵✹ ✲✵✱✹✺✽
❈❙❊ ✷✹✺✱✹✽✺ ✶✺✻✱✷✷✾ ✾✽✱✽✼✺
❈❊❊ ✸✱✺✹✵ ✻✱✺✷✶ ✽✱✷✺✼

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✺ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ t❛♥❣❛❣❡
θ (t)

❈r✐tèr❡s P❉❈ ❆❚❙▼P❈ ❆♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡

❘❚ ✭s✮ ✸✱✵✶✹ ✶✱✸✷✶ ✶✱✼✾✷
❙❚ ✭s✮ ✸✷✱✺✽✷ ✹✱✷✻✹ ✸✱✸✺✺
P❚ ✭s✮ ✻✱✽ ✸✱✺ ✸✼✱✺
❖❱ ✭✪✮ ✶✹✱✽✸✻ ✷✱✹✵✸ ✷✱✾✸✵❡✲✶✷

▼❚❊ ✵✱✷✺✹ ✵✱✻✺✼❡✲✸ ✺✱✻✽✼❡✲✶✵

❙❉■ ✶✱✽✼✹ ✵✱✽✺✺✶ ✵✱✾✻✺
❱❆❘❯ ✲✵✱✵✵✸✸ ✲✵✱✵✵✹✺ ✲✵✱✹✼✺
❈❙❊ ✷✽✺✱✺✹✼ ✶✺✽✱✸✺✹ ✾✼✱✺✹✼
❈❊❊ ✶✱✷✷✵✼ ✼✱✺✷✶✾ ✽✱✻✺✹

✹✳✹✳✷ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡

❊①❛♠✐♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ♣r♦♣♦sé❡
✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧❡
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❞✉ ❞r♦♥❡ ◗❚❲ ❞♦♥♥é ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

J̃ = J +∆J ✭✹✳✷✺✮
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❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✻ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛❝❡t ψ (t)
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P❚ ✭s✮ ✶✽✱✽ ✹✵ ✸✵✱✷
❖❱ ✭✪✮ ✷✻✱✶✺✶ ✵ ✼✱✼✼❡✲✸

▼❚❊ ✵✱✵✵✸✸ ✵✱✸✵✺✸❡✲✸ ✽✱✻✼✹❡✲✶✸

❙❉■ ✵✱✺✾✾✷ ✵✱✽✺✺✶ ✶✱✷✺✽
❱❆❘❯ ✲✵✱✵✵✸✸ ✲✵✱✵✵✹✺ ✲✵✱✽✼✹
❈❙❊ ✷✷✷✱✹✽✺✵ ✶✺✻✱✷✷✾✽ ✽✵✱✶✺✽
❈❊❊ ✵✱✾✷✵✼ ✻✱✺✷✶✾ ✶✵✱✷✹✼
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♠◗P❙❖✲❚❙▼P❈ ✿ ❙✐❣♥❛✉① ❞❡ s♦rt✐❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷ ✕ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❝♦♠♣❛ré❡s ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s P❉❈✱ ❆❚❙▼P❈ ❡t
♠◗P❙❖✲❚❙▼P❈ ✿ ❙✐❣♥❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳

♦ù J ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♥♦♠✐♥❛❧❡ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❡t ∆J ❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ♣❛r❛♠é✲
tr✐q✉❡s✳

▲❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✶✸✱ ✹✳✶✹ ❡t ✹✳✶✺ ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s ré♣♦♥s❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ❞❡s
❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞❡ r♦✉❧✐s✱ ❞❡ t❛♥❣❛❣❡ ❡t ❞❡ ❧❛❝❡t ❛✈❡❝ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ♣❛r❛✲
♠étr✐q✉❡s✳

❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♠◗P❙❖✲❚❙▼P❈ ♣r♦♣♦sé❡ ❛ss✉r❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ r♦✲
❜✉st❡ss❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❡t q✉❡ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ s❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❡✛❡❝t✐❢s ❧❛ r❡♥❞ ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡ ❡t ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ❢❛❝❡ à ❞✬é✈❡♥t✉❡❧s ❞é❢❛✉ts ❞❡ ❝❡ t②♣❡✳ ▲❛
st❛❜✐❧✐té ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ❡st ❣❛r❛♥t✐❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞❡ r♦✉❧✐s✱ ❞❡ t❛♥❣❛❣❡ ❡t ❞❡
❧❛❝❡t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ♠✐♥❡✉r❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦r❡❧✳

▲❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ♠◗P❙❖✲❚❙▼P❈ ❡st t❡sté❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s ❞é❢❛✉ts ❞✬❛❝✲
t✐♦♥♥❡✉rs✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ✷✵✪ s✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡
❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s q✉❛tr❡ ♠♦t❡✉rs ❞❡s ❤é❧✐❝❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✻ ♠♦♥tr❡ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠✲
♠❛♥❞❡ ▼P❈ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠◗P❙❖✳ ❈❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs✱ ❛②❛♥t ❞és♦r♠❛✐s
✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛❞❛♣t❛t✐❢✱ ré❞✉✐s❡♥t ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❝❡s ❞é❢❛✉ts ❡♥ ❛❥✉st❛♥t✱ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ t❡♠♣s✱
❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡✛❡❝t✐❢s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♠♠❡ ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✶✼✱ ✹✳✶✽ ❡t ✹✳✶✾✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♥trô❧é r❡t♦✉r♥❡ s✉✐t❡ à ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s ❞é❢❛✉ts à ❧✬❛tt✐t✉❞❡ ❞és✐ré❡
❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛♠♦rt✐❡ ❡t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t r❛♣✐❞❡✱ ✐✳❡✳ ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡
❞❡ ✵✳✾s ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t❛♥❣❛❣❡✱ ❞❡ r♦✉❧✐s ❡t ❞❡ ❧❛❝❡t✳
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❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉é ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r ❧❡ ré❣❧❛❣❡ ❛❞❛♣t❛t✐❢
❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ▼P❈ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡
❞②♥❛♠✐q✉❡ ♠◗P❙❖ ♣♦✉r ❧❛ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♣♦✉rs✉✐t❡ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞✬✉♥ ❞r♦♥❡ ❝♦♥✈❡r✲
t✐❜❧❡ ◗❚❲✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♣❛ré ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝♦♠✲
♠❛♥❞❡ ✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♥t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ▼P❈ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡
❞❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❆❚❙▼P❈✳ ◗✉❛♥t à ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ P❉❈
très ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ♣rés❡♥tés s♦✉s ❢♦r♠❡ ❚✲❙✳ ❈❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s s♦♥t t♦✉t❡❢♦✐s
❡✛❡❝t✉é❡s ❛✜♥ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r s✉r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❡t ❧❛ s✉♣ér✐♦r✐té ❞❡ ❧✬♦✉t✐❧ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ♣r♦♣♦sé✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ s❛♥s

❛✈♦✐r ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ P❉❈ ♦✉ ❞✬❛✉tr❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ st❛❜✐❧✐✲
s❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❞é❝r✐ts s♦✉s ❢♦r♠❡ ❚✲❙✳ ❊♥ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❥✉st❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❡t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❡✣❝❛❝✐té r❡♠❛r✲
q✉❛❜❧❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡✛❡❝t✐❢s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ▼P❈ ❡♥ ❛ss✉r❛♥t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ♦♣t✐♠❛❧❡
❞❡s s♦✉s ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ▲❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ▼P❈ ♦♣t✐♠✐sés ❡st t❡sté❡ ✈✐s✲à✲
✈✐s ❞❡s ❞é❢❛✉ts ❞✬❛❝t✐♦♥♥❡✉rs✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ❞❡✉① s❝é♥❛r✐♦s ✐✳❡✳ ✉♥❡ ♣❡rt❡
❞✬❡✣❝❛❝✐té s✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s q✉❛tr❡ ♠♦t❡✉rs ❞❡s ❤é❧✐❝❡s ❡t ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s
♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✱ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉✬✉♥ ❝❤♦✐① ❛♣♣r♦♣r✐é ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ▼P❈
❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❡t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✈✐s✲à✲✈✐s ❞✬é✈❡♥t✉❡❧s ❞é❢❛✉ts s②stè♠❡s✳



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♠❡♥és ❞✉r❛♥t ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♦♥t ✈✐sé à ré♣♦♥❞r❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ r♦❜✉st❡ ❡t ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t❡ ♣♦✉r ❞❡s ❛ér♦♥❡❢s s❛♥s ♣✐❧♦t❡ ❞❡
t②♣❡ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ à ❛✐❧❡s✴r♦t♦rs ❜❛s❝✉❧❛♥ts ◗❚❲✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝é ❧❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ❞❛♥s s♦♥ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♣❛r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡s ❞r♦♥❡s ❛✈❡❝ ❧❡✉r ❤✐st♦r✐q✉❡ ❡t ❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❛té❣♦r✐❡s✳
❯♥ ✐♥térêt ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡st ♣♦rté ❛✉① ✈é❤✐❝✉❧❡s ❛r✐❡♥s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s à ❛✐❧❡s✴r♦t♦rs ❜❛s❝✉✲
❧❛♥ts✳ ▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ◗❚❲ ❡st ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ét✉❞✐é❡✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ◆❡✇t♦♥✲❊✉❧❡r ❛ été r❡t❡♥✉ ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✳ ▲✬é❝r✐t✉r❡✱ ❞❛♥s ❞❡s ré✲
❢ér❡♥t✐❡❧s ❛❞éq✉❛ts✱ ❞❡s ❢♦r❝❡s ❡t ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❛ér♦❞②♥❛♠✐q✉❡s✱ ❛ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞❡s ❞❡ ✈♦❧ ✈❡rt✐❝❛❧✱ ❤♦r✐③♦♥t❛❧
❡t ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♦❜t❡♥✉ ❡st ❛❧♦rs ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ♣ré✲
s❡♥t❛♥t ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é❡✳ ❯♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t②♣❡ ❚❛❦❛❣✐✲❙✉❣❡♥♦ ✭❚✲❙✮ ❛
été ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❡t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳
❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ q✉❛s✐✲▲P❱✳ ▲❡
♠♦❞è❧❡ ❚✲❙ rés✉❧t❛♥t ❡st ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r s❡❝t❡✉rs ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s q✉✐ ♣❡✉t
r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ❣❧♦❜❛❧✳

❉❛♥s ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡✱ ❡t ❞❛♥s ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ♣ré♣❛r❡r ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱
❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❞✬❛tt✐t✉❞❡ ♦♥t ❡♥s✉✐t❡ été st❛❜✐❧✐sé❡s ♠♦②❡♥♥❛♥t ❞✐✈❡rs❡s
❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣r♦♣♦sé❡s✱ ❛❧❧❛♥t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s
▲◗❘ ❡t ▼P❈✱ ❥✉sq✉✬❛✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s à s❛✈♦✐r ❧❡ ❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣ ❛✈❡❝ ❛❝t✐♦♥
✐♥té❣r❛❧❡✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❛ ♠♦♥tré ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s é❧❡✈é❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ r♦❜✉st❡ss❡ ✈✐s✲
à✲✈✐s ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❡①t❡r♥❡s ❛❞❞✐t✐✈❡s✳ ▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♣♦✉rs✉✐t❡ ❞❡
tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❡♥ ✈♦❧ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦♥tré❡s✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❡st
♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ét✉❞✐é❡ ❡t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ à ❜❛s❡ ❞✬ét❛t ❡t à
t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❡t ❡♥ ❛❜s❡♥❝❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡t s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r
✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❚✲❙ ❞✉ ❞r♦♥❡✳ ▲✬❡✛❡t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❛ été ét✉❞✐é ❡t
♣rés❡♥té ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ❈❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡✛❡❝t✐❢s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡♥t
❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t✱
❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ st❛❜✐❧✐té✱ r❛♣✐❞✐té ❡t ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ♣ré❞✐t❡ ❡t ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡✳ ▲❡✉rs
✈❛❧❡✉rs ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞♦♥❝ ♠ét✐❝✉❧❡✉s❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐❡s✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr❛✐té ❞❛♥s ✉♥❡ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r ♣rés❡♥té ❧❡s ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❡✛❡❝t✐❢s ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ▲◗●✱ P■❉ à s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ✢♦✉❡ ❡t ▼P❈✳ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
str❛té❣✐❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ▲◗● à ♣❛r❛♠ètr❡s ♦♣t✐♠✐sés ❛ été ét❛❜❧✐❡ ♣♦✉r ❧❛ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞✬❛tt✐t✉❞❡ ❡t ❞✬❛❧t✐t✉❞❡ ❞✉ ❞r♦♥❡ ◗❚❲✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♦♥t ❜✐❡♥
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♠♦♥tré ❧❛ s✉♣ér✐♦r✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❛s ▲◗● ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧✳ ❉❛♥s
✉♥ s❝é♥❛r✐♦ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦♣té ♣♦✉r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡
st❛❜✐❧✐s❛♥t❡ ❞❡ t②♣❡ P■❉ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ❜❛sé s✉r ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ✢♦✉❡✳ ▲❡
ré❣❧❛❣❡ ❡t ❧✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡❧ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ✢♦✉❡
s♦♥t ❛❝❝♦♠♣❧✐s à tr❛✈❡rs ❧❡ r❡❝♦✉rs ❛✉① ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❣❧♦❜❛❧❡s ❞❡ t②♣❡ P❙❖✳ ▲❡s ❣❛✐♥s
❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs P■❉✱ ✐♠♣❧é♠❡♥tés ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❝♦♥trô❧é❡s ❞❡ t❛♥❣❛❣❡✱
❞❡ r♦✉❧✐s ❡t ❞❡ ❧❛❝❡t✱ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✳ ❈❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❛❞❛♣t❛t✐❢ ❞❡ ❧❛
❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❛♠é❧✐♦r❡ ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ❡♥ t❡r♠❡s
❞❡ r♦❜✉st❡ss❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❞é❢❛✉ts s✉r ❧❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ❞❡s ❤é❧✐❝❡s ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ◗❚❲✳ ❉❛♥s
❧❡ ♠ê♠❡ ❜✉t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❣r❛♥❞✐ss❛♥t❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡
❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr❛✐té ❛✉ss✐ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡✛❡❝t✐❢s ❞❡ ❧❛
❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ▼P❈✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐①✱ s♦✉✈❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡✱ ❞❡s
❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❡t ❞❡s ❤♦r✐③♦♥s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡t ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✱ ❡st ❝♦♥t♦✉r♥é ✈✐❛ ❧❛
r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ▼P❈ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s P❙❖ ♦♥t ♠♦♥tré ❞❡s
❤❛✉t❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ❡♥ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❡♥ ♣♦✉rs✉✐t❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ s②sté♠❛t✐s❛t✐♦♥ r❡♠❛r✲
q✉❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡✳ ❯♥ ❣❛✐♥ r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ t❡❧❧❡s
str❛té❣✐❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡st ❛✐♥s✐ ♠♦♥tré ❡t ❧❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ❞❡s ♠é✲
t❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞✬❡ss❛✐s✲❡rr❡✉rs s❡ ✈♦✐❡♥t s✉r♠♦♥té❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s r❡st❡♥t
✐♥❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞és✐ré❡s ❡♥ ❝❛s ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ♦✉
❞✬é✈❡♥t✉❡❧s ❞é❢❛✉ts ✐♥st❛♥t❛♥és ♣♦✉✈❛♥t ❛✛❡❝t❡r ❧❡ s②stè♠❡ à ❝♦♥trô❧❡r✳
❈♦♠♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❝❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé✱ ❞❛♥s ❧❡ q✉❛tr✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ✉♥❡

♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ à ❜❛s❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s ✐ss✉s ❞❡ ❧✬♦♣t✐✲
♠✐s❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ à s❛✈♦✐r ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♠◗P❙❖✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs s♦♥t ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ❞ét❡❝t❡r
✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t é✈❡♥t✉❡❧ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ r❡❢♦r♠✉❧és
❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ t❡♠♣s✳ ❈♦♠♣❛ré❡✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ P❉❈ ❡t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ré❣❧❛❣❡
❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❆❚❙▼P❈✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♠◗P❙❖✲❚❙▼P❈ ❛ ♠♦♥✲
tré ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s é❧❡✈é❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ r♦❜✉st❡ss❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❡①t❡r♥❡s
❛❞❞✐t✐✈❡s ❡t ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✳ ❊♥ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡
ré❣❧❛❣❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❥✉st❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❡t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❡✣❝❛❝✐té r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ❧❡s ♣❛r❛✲
♠ètr❡s ❡✛❡❝t✐❢s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ▼P❈ ❡♥ ❛ss✉r❛♥t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s s♦✉s ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳
▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♣♦✉rs✉✐t❡ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❡♥ ✈♦❧ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t
♠♦♥tré❡s✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ♥♦s tr❛✈❛✉① s♦♥t ❡♥❝♦✉r❛❣❡❛♥ts ❡t ♣r♦♠❡tt❡✉rs✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞♦✲

❧♦❣✐❡ ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ♠◗P❙❖✲❚❙▼P❈ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❡✉t êtr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡ ♣♦✉r ❧✬✐♠♣❧é✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ét✉❞✐é❡s ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s
❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s q✉❡ ♥♦✉s ❡s✲
t✐♠♦♥s ❛❜♦r❞❛❜❧❡s s❡r♦♥t ♣rés❡♥té❡s✳ ❊❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛♣♣♦rt❡r s♦✐t ❞❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s✱ s♦✐t
❞❡s ♥♦✉✈❡❛✉tés ❛✉① ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♣♣♦rté❡s ♣❛r ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ✿

✖ ▲✬❛♣♣♦rt ❞❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❆✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❛✈❛♥✲
❝é❡ ❡t ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❛♥s ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡
♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❞❡s ❞é✲
❢❛✉ts ❞❡ s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡ ❞r♦♥❡s✳

✖ ▼❡♥❡r ✉♥❡ ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ s✉r ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠◗P❙❖✲



✶✷✷ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❚❙▼P❈ ♣r♦♣♦sé❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s ❞é❢❛✉ts ✐♥st❛♥t❛♥és s✉r ❧❡ s②stè♠❡✳ ▲❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♥✉♠ér✐q✉❡ ❛ ♠♦♥tré q✉✬✉♥❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s é❧❡✈é❡s
♣♦✉✈❛✐❡♥t ❞ést❛❜✐❧✐s❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡✳ ▲❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ▼P❈ ❞❛♥s ❝❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣❡r❞ s❛ r♦❜✉st❡ss❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✉♥❡ ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡s
❧✐♠✐t❡s ❡①❛❝t❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠◗P❙❖✲❚❙▼P❈ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛♠♣❧❡✉r ❞❡ ❞é❢❛✉t
♣❛r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t❡✳

✖ ▲✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠◗P❙❖✲❚❙▼P❈ s✉r ✉♥ ♣r♦t♦t②♣❡ ré❡❧
❛✜♥ ❞❡ ✈♦✐r ❧❡ ✈ér✐t❛❜❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ré❛❧✐té ❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r
❧❛ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ré❛❧✐sé s✉r ❧❡ t❡rr❛✐♥ ♣♦✉✈❛♥t ♠♦♥tr❡r ❛✐♥s✐ ❧❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ré❡❧❧❡s ❝♦♠♣❛ré❡s à ❝❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✳



❆♥♥❡①❡s

✖ ❆♥♥❡①❡ ❆ ✿ ▼❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈✐t❡ss❡

✖ ❆♥♥❡①❡ ❇ ✿ ▼♦❞è❧❡ ❙✐♠✉❧✐♥❦ ❞❡ ◗✉❛❞ ❚✐❧t ❲✐♥❣

✖ ❆♥♥❡①❡ ❈ ✿ ❈♦❞❡ ❙♦✉r❝❡ ▲❛❜❱■❊❲ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❞❡s ❝♦♠✲
♠❛♥❞❡s



✶✷✹ ❆♥♥❡①❡s

❆♥♥❡①❡ ❆
▼❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈✐t❡ss❡





p

q

r



 =





φ̇

0
0



+RTx





0

θ̇

0



+RTxR
T
y





0
0

ψ̇





=





φ̇

0
0



+





1 0 0
0 cφ sφ

0 −sφ cφ









0

θ̇

0



+





1 0 0
0 cφ sφ

0 −sφ cφ









cθ 0 −sθ
0 1 0
sθ 0 cθ









0
0

ψ̇





=





φ̇

0
0



+





0

cφθ̇

−sφθ̇



+





cθ 0 −sθ
sφsθ cφ sφcθ

sθ −sφ cφcθ









0
0

ψ̇





=





φ̇

0
0



+





0

cφθ̇

−sφθ̇



+





−sθ

sφcθψ̇

cφcθψ̇





❉✬♦ù

=





φ̇− sθ

cφθ̇ + sφcθψ̇

−sφθ̇ + cφcθψ̇



 =





1 0 −sθ
0 cφ sφcθ

0 −sφ cφcθ









φ̇

θ̇

ψ̇



 = E(αi)





φ̇

θ̇

ψ̇





❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❛✉r❛ ✿

E (αi) =





1 0 −sθ
0 cφ sφcθ

0 −sφ cφcθ



 ✭❆✳✶✮



✶✷✺

❆♥♥❡①❡ ❇
▼♦❞è❧❡ ❙✐♠✉❧✐♥❦ ❞❡ ◗✉❛❞ ❚✐❧t ❲✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ❇✳✶ ✕ ❙tr❛té❣✐❡ ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❚❙▼P❈✳



✶✷✻ ❆♥♥❡①❡s

❋✐❣✉r❡ ❇✳✷ ✕ ▼♦❞è❧❡ ❉②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ◗❚❲ ❡♥ ✈♦❧ ✈❡rt✐❝❛❧✳



✶✷✼

❆♥♥❡①❡ ❈
❈♦❞❡ ❙♦✉r❝❡ ▲❛❜❱■❊❲ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s

❋✐❣✉r❡ ❈✳✶ ✕ ❈♦❞❡ s♦✉r❝❡ ▲❛❜❱■❊❲ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ◗❚❲✳



✶✷✽ ❆♥♥❡①❡s

❋✐❣✉r❡ ❈✳✷ ✕ ❈♦❞❡ s♦✉r❝❡ ▲❛❜❱■❊❲ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦✲s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ▲◗●✳



▲✐st❡ ❞❡s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s

❆rt✐❝❧❡s ❞❡ r❡✈✉❡s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡s ❡t ♥❛t✐♦♥❛❧❡s ❛✈❡❝ ❝♦♠✐té ❞❡ ❧❡❝✲
t✉r❡

✶✳ ❑✳ ❇❡♥❑❤♦✉❞✱ ❙✳ ❇♦✉❛❧❧è❣✉❡✱ ❛♥❞ ▼✳ ❆②❛❞✐✱ ✭✷✵✶✽✮✳ ❉❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❝♦✲s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
❛ ❢✉③③② ❣❛✐♥✲s❝❤❡❞✉❧❡❞ P■❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡ s✇❛r♠ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s ❢♦r ❛ q✉❛❞ t✐❧t ✇✐♥❣ ✉♥♠❛♥♥❡❞ ❛❡r✐❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡✳ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢
▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧✱ ✹✵✭✶✹✮✱ ✸✾✸✸−✸✾✺✷✳ ❬❚❍❖▼❙❖◆ ❘❊❯❚❊❘❙ ■❋= ✶✱✾✺✻ ❪
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♦❢ ❛ ❚❙▼P❈ ❉❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ▼■▼❖ ❙②st❡♠s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✵✶✽
❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♥tr♦❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✶✸✻✼−✶✸✼✷✱ ▲✐♠❛ss♦❧✳ ❬■❊❊❊ ❳♣❧♦r❡❪✳
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❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ◗✉❛❞ ❚✐❧t✲❲✐♥❣ ❯❆❱✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡✲
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❢♦r ❛ ◗✉❛❞ ❚✐❧t✲❲✐♥❣ ❯❆❱✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ t❤✐r❞ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥
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✶✸✵ ▲✐st❡ ❞❡s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s

❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♦r❛❧❡s

✶✳ ❑✳ ❇❡♥❑❤♦✉❞✱ ❙✳ ❇♦✉❛❧❧è❣✉❡✱ ▼✳ ❆②❛❞✐ ❛♥❞ ◆✳ ▲❛♥❣❧♦✐s✱ ❉✐❛❣♥♦st✐❝ ❡t ❝♦♠♠❛♥❞❡
♣ré❞✐❝t✐✈❡ t♦❧❡r❛♥t❡ ❛✉① ❞❡❢❛✉ts ❞✬✉♥ ❞r♦♥❡ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ ◗❚❲✱ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛✲
t✐♦♥ ♦r❛❧❡ ✐♥t❡r♥❡ ■❘❙❊❊▼✱ ❘♦✉❡♥✱ ❋r❛♥❝❡✱ ✷✵ ❏✉✐♥ ✷✵✶✼✳

✷✳ ▼✳ ❚✉r❦✐✱ ❑✳ ❇❡♥❦❤♦✉❞✱ ◆✳ ▲❛♥❣❧♦✐s✱ ❛♥❞ ❆✳ ❨❛ss✐♥❡✱ ✭✷✵✶✽✮✳ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ❚✉♥✐♥❣
♦❢ ❛ ❚❙▼P❈ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ▼■▼❖ s②st❡♠s✱ ●r♦✉♣❡ ❞❡ ❚r❛✈❛✐❧ ❈♦♠♠❛♥❞❡
Pré❞✐❝t✐✈❡ ◆♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭❈P◆▲✮✱ ❈❤ât✐❧❧♦♥✱ ✵✹ ❏✉✐♥ ✷✵✶✽✳

P♦st❡rs

✶✳ ❑✳ ❇❡♥❑❤♦✉❞✱ ❙✳ ❇♦✉❛❧❧è❣✉❡✱ ▼✳ ❆②❛❞✐ ❛♥❞ ◆✳ ▲❛♥❣❧♦✐s✱ ✭✷✵✶✼✮✱ ❉✐❛❣♥♦st✐❝ ❡t
❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ t♦❧❡r❛♥t❡ ❛✉① ❞❡❢❛✉ts ❞✬✉♥ ❞r♦♥❡ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ ◗❚❲✱
❏♦✉r♥é❡ ❞❡s ❉♦❝t♦r❛♥ts ❞❡ ❧✬■❘❙❊❊▼ ✭❏❉❉✮✱ ❘♦✉❡♥✱ ❋r❛♥❝❡✱ ✸✵ ◆♦✈❡♠❜r❡ ✷✵✶✼✳

✷✳ ❑✳ ❇❡♥❑❤♦✉❞✱ ❙✳ ❇♦✉❛❧❧è❣✉❡✱ ▼✳ ❆②❛❞✐ ❛♥❞ ◆✳ ▲❛♥❣❧♦✐s✱ ✭✷✵✶✾✮✱ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣❛r ♠✉❧t✐✲❡ss❛✐♠s ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡s ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ♣♦✉r
✉♥ ❞r♦♥❡ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ◗❚❲✱ ❏♦✉r♥é❡ ❞❡s ❉♦❝t♦r❛♥ts ❞❡ ❧✬■❘❙❊❊▼ ✭❏❉❉✮✱ ❘♦✉❡♥✱
❋r❛♥❝❡✱ ✷✼ ▼❛rs ✷✵✶✾✳
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q✉❛❞❝♦♣t❡r ♣❧❛t❢♦r♠✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ■♥❢♦r♠❛t✐❝s✱
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■♥str✉♠❡♥t ❙♦❝✐❡t② ♦❢ ❆♠❡r✐❝❛✱ ❘❡s❡❛r❝❤ ❚r✐❛♥❣❧❡ P❛r❦✱ ◆♦rt❤ ❈❛r♦❧✐♥❛✳

❆✉st✐♥✱ ❘✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❯♥♠❛♥♥❡❞ ❆✐r❝r❛❢t ❙②st❡♠s ✿ ❯❆❱s ❉❡s✐❣♥✱ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ ❉❡♣❧♦②✲
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❝♦♥tr♦❧❧❡r t✉♥✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❢♦♣❞t ♠♦❞❡❧s✳ ❆♠✐r❦❛❜✐r ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼♦✲
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♦❢ ❛ ♠✉❧t✐ st❛❣❡ ❡❧❡❝tr♦✲♠❡t❛❧❧✉r❣✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣✱ ✶✵✭✶✮ ✿✸✺✕✺✶✳
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♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠ ❢♦r ❤✐❣❤ s♣❡❡❞ ❜❧❞❝ ♠♦t♦r ✐♥ ❛❡r♦s♣❛❝❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ■♥ Pr♦✲
❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✸r❞ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❊♠❡r❣✐♥❣ ❚r❡♥❞s ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞
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◗✉❛❞ ❚✐❧t✲❲✐♥❣ ❯❆❱✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✸r❞ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆✉t♦♠❛✲
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r✐st✐❝s ❇❛s❡❞ ▲◗● ❈♦♥tr♦❧❧❡r ❉❡s✐❣♥ ❢♦r ❛ ◗✉❛❞ ❚✐❧t ❲✐♥❣ ❯❆❱✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧
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❣❛✐♥✲s❝❤❡❞✉❧❡❞ P■❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡ s✇❛r♠ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❛
q✉❛❞ t✐❧t ✇✐♥❣ ✉♥♠❛♥♥❡❞ ❛❡r✐❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡✳ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t
❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧✱ ✹✵✭✶✹✮ ✿✸✾✸✸✕✸✾✺✷✳

❇❡rtr❛♥❞✱ ❙✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❞r♦♥❡ ♠✐♥✐❛t✉r❡ à ✈♦✐❧✉r❡ t♦✉r♥❛♥t❡✳ ❚❤ès❡ ❞❡ ❉♦❝✲
t♦r❛t✱ ❖✣❝❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❞✬❊t✉❞❡s ❊t ❘❡❝❤❡r❝❤❡s ❆ér♦s♣❛t✐❛❧❡s✱ ◆✐❝❡✳

❇❡③③❛♦✉❝❤❛✱ ❙✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ t♦❧ér❛♥t❡ ❛✉① ❞é❢❛✉ts ❞❡ s②st❡♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s r❡♣ré✲
s❡♥tés ♣❛r ❞❡s ♠♦❞❡❧❡s ❞❡ ❚❛❦❛❣✐✲❙✉❣❡♥♦✳ ❚❤ès❡ ❞❡ ❉♦❝t♦r❛t✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ▲♦rr❛✐♥❡✳

❇❧❛❝❦✇❡❧❧✱ ❚✳ ❛♥❞ ❇r❛♥❦❡✱ ❏✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ▼✉❧t✐✲s✇❛r♠ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳
■♥ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ♣❛❣❡s ✹✽✾✕✺✵✵✱ ❇❡r❧✐♥✱ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✳ ❙♣r✐♥❣❡r
❇❡r❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✳

❇❧❛❝❦✇❡❧❧✱ ❚✳ ❛♥❞ ❇r❛♥❦❡✱ ❏✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ▼✉❧t✐✲s✇❛r♠s✱ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥t✐✲❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥
❞②♥❛♠✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✶✵✭✹✮ ✿✹✺✾✕
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❇♦❡✐♥❣ ✭✷✵✶✻✮✳ ❱✲✷✷ ❖s♣r❡② ●✉✐❞❡ ❜♦♦❦✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✳ ❆❝❝❡ss❡❞ ♦♥ ❏✉❧② ✷✵✶✻✳

❇♦✉❛❜❞❛❧❧❛❤✱ ❙✳ ❛♥❞ ❙✐❡❣✇❛rt✱ ❘✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❋✉❧❧ ❈♦♥tr♦❧ ♦❢ ❛ ◗✉❛❞r♦t♦r✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s
♦❢ t❤❡ ■❊❊❊✴❘❙❏ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❘♦❜♦ts ❛♥❞ ❙②st❡♠s✱ ♣❛❣❡s
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P❛rt✐❝❧❡ ❙✇❛r♠ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❇❛s❡❞ ❆♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧ ❚✉♥✐♥❣✳
■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✹t❤ ■❋❆❈ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞
❆✉t♦♠❛t✐♦♥ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ♣❛❣❡s ✸✺✾✕✸✻✹✱ ❘❡✐♠s✳

❉✐♠✐tr♦✈✱ ❉✳✱ ❙❤❡r✐❦♦✈✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ❲✐❡❜❡r✱ P✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❆ s♣❛rs❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ✇❛❧❦✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ■❊❊❊✴❘❙❏ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❘♦❜♦ts ❛♥❞ ❙②st❡♠s ✭■❘❖❙✮✱ ♣❛❣❡s ✷✷✾✷✕✷✷✾✾✳

❉✐♥❤✱ ◗✳✱ ❙❛✈♦r❣♥❛♥✱ ❈✳✱ ❛♥❞ ❉✐❡❤❧✱ ▼✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❘❡❛❧✲t✐♠❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❝♦♥✈❡① ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛ ❤②❞r♦✲♣♦✇❡r ♣❧❛♥t✳ ■♥ Pr♦✲
❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✺✵t❤ ■❊❊❊ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♥tr♦❧
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✭❈❉❈✲❊❈❈✮✱ ♣❛❣❡s ✺✾✵✺✕✺✾✶✵✳

❉❥❡❣❤❛❜❛✱ ▼✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐♠♦❞è❧❡ ❡t ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞✬✉♥❡ st❛t✐♦♥
❞✬é♣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤ès❡ ❞❡ ❉♦❝t♦r❛t✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❇❛❞❥✐ ▼♦❦❤t❛r✲❆♥♥❛❜❛✳

❉ré♦✱ ❏✳✱ Pétr♦✇s❦✐✱ ❆✳✱ ❙✐❛rr②✱ P✳✱ ❛♥❞ ❚❛✐❧❧❛r❞✱ ❊✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ▼❡t❛❤❡✉r✐st✐❝s ❢♦r ❍❛r❞
❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✿ ▼❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❈❛s❡ ❙t✉❞✐❡s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ❇❡r❧✐♥✳



❘é❢ér❡♥❝❡s ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ✶✸✺

❉r♦❣✐❡s✱ ❙✳ ❛♥❞ ●❡❡st✱ ❉✳ ✭✶✾✾✾✮✳ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧ ✿ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❉❡s✐❣♥ ▼❡t❤♦✲
❞♦❧♦❣②✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✾✾✾ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❈♦♥tr♦❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✻✹✼✕✻✺✶✱ ❙❛♥
❉✐❡❣♦✱ ❈❆✳

❉✳❨❛③❞❛♥✐✱ ◆❛s✐r✐✱ ❇✳✱ ❙❡♣❛s✲▼♦❣❤❛❞❞❛♠✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ▼❡②❜♦❞✐✱ ▼✳ ❘✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❆ ♥♦✈❡❧ ♠✉❧t✐✲
s✇❛r♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡ s✇❛r♠
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❆♣♣❧✐❡❞ ❙♦❢t ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✶✸✭✹✮ ✿✷✶✹✹ ✕ ✷✶✺✽✳

❊❜❡r❤❛rt✱ ❘✳ ❛♥❞ ❑❡♥♥❡❞②✱ ❏✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ❆ ◆❡✇ ❖♣t✐♠✐③❡r ❯s✐♥❣ P❛rt✐❝❧❡ ❙✇❛r♠ ❚❤❡♦r②✳
■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ❚❤❡ ✻t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ▼✐❝r♦ ▼❛❝❤✐♥❡ ❛♥❞ ❍✉♠❛♥
❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✸✾✕✹✸✱ ◆❛❣♦②❛✳

❊❜❡r❤❛rt✱ ❘✳ ❛♥❞ ❙❤✐✱ ❨✳ ✭✷✵✵✶✮✳ P❛rt✐❝❧❡ ❙✇❛r♠ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✿ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts✱ ❆♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ❛♥❞ ❘❡s♦✉r❝❡s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✵✵✶ ❈♦♥❣r❡ss ♦♥ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱
♣❛❣❡s ✽✶✕✽✻✱ ❙❡♦✉❧✳

❊r❣✐♥❡r✱ ❇✳ ❛♥❞ ❆❧t✉❣✱ ❊✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❉❡s✐❣♥ ❛♥❞ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❍②❜r✐❞ ❋✉③③② ▲♦❣✐❝
❈♦♥tr♦❧❧❡r ❢♦r ❛ ◗✉❛❞r♦t♦r ❱❚❖▲ ❱❡❤✐❝❧❡✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♥tr♦❧✱ ❆✉t♦♠❛✲
t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❙②st❡♠s✱ ✶✵✭✶✮ ✿✻✶✕✼✵✳

❊s❝❛r❡♥♦✱ ❏✳✱ ❙❛❧❛③❛r✱ ❙✳✱ ❛♥❞ ▲♦③❛♥♦✱ ❘✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧ ♦❢ ❛ ❈♦♥✈❡rt✐❜❧❡
❱❚❖▲ ❆✐r❝r❛❢t✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✹✺t❤ ■❊❊❊ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧✱
♣❛❣❡s ✻✾✕✼✹✱ ❙❛♥ ❉✐❡❣♦✱ ❈❆✳

❊s❝❛r❡♥♦✱ ❏✳✱ ❙t♦♥❡✱ ❍✳✱ ❙❛♥❝❤❡③✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ▲♦③❛♥♦✱ ❘✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧
❙tr❛t❡❣② ❢♦r t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❈♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ❯❆❱✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♥tr♦❧
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✭❊❈❈✵✼✮✱ ♣❛❣❡s ✶✷✵✕✶✷✺✱ ❑♦s✱ ●r❡❡❝❡✳

❊s❦❛♥❞❛r✱ ❍✳✱ ❙❛❞♦❧❧❛❤✱ ❆✳✱ ❇❛❤r❡✐♥✐♥❡❥❛❞✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ❍❛♠❞✐✱ ▼✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❲❛t❡r ❝②❝❧❡ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✿ ❆ ♥♦✈❡❧ ♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❈♦♠♣✉t❡rs ❛♥❞ ❙tr✉❝t✉r❡s✱ ✶✶✵✲✶✶✶ ✿✶✺✶✕✶✻✻✳

❋❛♥t♦♥✐✱ ■✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❱❡rs ❧✬❛✉t♦♥♦♠✐❡ ❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡ ❛ér✐❡♥s✳ ▼é♠♦✐r❡ ❞✬❍❛❜✐❧✐t❛t✐♦♥ à ❉✐r✐❣❡r
❞❡s ❘❡❝❤❡r❝❤❡s✱ ➱❝♦❧❡ ❉❡❝t♦r❛❧❡ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡✱ ❈♦♠♣✐è♥❡✳

❋❡ss✐✱ ❘✳ ❛♥❞ ❇♦✉❛❧❧è❣✉❡✱ ❙✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❖♣t✐♠❛❧ ▲◗● ❈♦♥tr♦❧❧❡r ❉❡s✐❣♥ ❢♦r
❛ ◗✉❛❞r♦t♦r ❯❆❱✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✸r❞ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆✉t♦♠❛t✐♦♥✱
❈♦♥tr♦❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✷✻✹✕✷✼✵✱ ❍❛♠♠❛♠❡t✳

❋❧❡t❝❤❡r✱ ❘✳ ✭✶✾✽✶✮✳ Pr❛❝t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✿ ❱♦❧✳ ✷ ✿ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳
❏❖❍◆ ❲■▲❊❨ ✫ ❙❖◆❙✱ ■♥❝✳

●❛r❝í❛ ❈❛rr✐❧❧♦✱ ▲✳✱ ▲♦③❛♥♦✱ ❘✳✱ Pé❣❛r❞✱ ❈✳✱ ❛♥❞ ❉③✉❧ ▲ó♣❡③✱ ❆✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ◗✉❛❞ ❘♦t♦r❝r❛❢t
❈♦♥tr♦❧✳ ❙♣r✐♥❣❡r✳

●❛rr✐❣❛✱ ▲✳ ❏✳ ❛♥❞ ❙♦r♦✉s❤✱ ▼✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ▼♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ t✉♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✿ ❆
r❡✈✐❡✇✳ ■♥❞✉str✐❛❧ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❈❤❡♠✐str② ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✹✾✭✽✮ ✿✸✺✵✺✕✸✺✶✺✳



✶✸✻ ❘é❢ér❡♥❝❡s ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡s

●❛ss♦✱ ❑✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ✿ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠✉❧t✐✲
♠♦❞è❧❡✳ ❚❤ès❡ ❞❡ ❉♦❝t♦r❛t✱ ❱❛♥❞♦❡✉✈r❡✲❧❡s✲◆❛♥❝②✱ ■◆P▲✳

●❡♥❞r❡❛✉✱ ▼✳ ❛♥❞ P♦t✈✐♥✱ ❏✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ▼❡t❛❤❡✉r✐st✐❝s✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❱❡r❧❛❣✱ ◆❡✇
❨♦r❦✳

●❡r❛r❞♦✱ ❋✳ ❛♥❞ ▲♦③❛♥♦✱ ❘✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ✢✐❣❤t ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ◗✉❛❞✲t✐❧t✐♥❣ ❘♦✲
t♦r ❈♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ▼❆❱✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❯♥♠❛♥♥❡❞
❆✐r❝r❛❢t ❙②st❡♠s ✭■❈❯❆❙✮✱ ♣❛❣❡s ✼✽✾✕✼✽✹✱ ❆t❧❛♥t❛✱ ❯❙❆✳

●❡rr❛r❞♦✱ ❋✳ ❛♥❞ ▲♦③❛♥♦✱ ❘✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❆ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❈♦♥tr♦❧ ▲❛✇ ❢♦r ❍♦✈❡r t♦ ▲❡✈❡❧ ❋❧✐❣❤t
❢♦r t❤❡ ◗✉❛❞ ❚✐❧t✲r♦t♦r ❯❆❱✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✾t❤ ❲♦r❧❞ ❈♦♥❣r❡ss ♦❢ t❤❡ ■♥t❡r♥❛✲
t✐♦♥❛❧ ❋❡❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❈♦♥tr♦❧ ✭■❋❆❈✮✱ ♣❛❣❡s ✶✶✵✺✺✕✶✶✵✺✾✱ ❈❛♣ ❚♦✇♥✱ ❙♦✉t❤
❆❢r✐❝❛✳

●r❛♥❛❞♦✱ ❊✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ s❡♠✐ ❞é✜♥✐❡✳ ❚❤ès❡
❞❡ ❉♦❝t♦r❛t✱ ■◆❙❆ ❞❡ ❚♦✉❧♦✉s❡✳

●r❡❝♦✱ ❈✳✱ ▼❡♥❣❛✱ ●✳✱ ▼♦s❝❛✱ ❊✳✱ ❛♥❞ ❩❛♣♣❛✱ ●✳ ✭✶✾✽✹✮✳ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts
♦❢ s❡❧❢✲t✉♥✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❜② ♠✉❧t✐st❡♣ ❤♦r✐③♦♥s ✿ ❚❤❡ ♠✉s♠❛r ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝❛✱
✷✵✭✺✮ ✿✻✽✶✕✻✾✾✳

●✉❡rr❛✱ ❚✳✱ ❑r✉s③❡✇s❦✐✱ ❆✳✱ ❱❡r♠❡✐r❡♥✱ ▲✳✱ ❛♥❞ ❚✐r♠❛♥t✱ ❍✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ♦✉t♣✉t
st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ t❛❦❛❣✐✕s✉❣❡♥♦✬s ❢♦r♠✳ ❋✉③③② ❙❡ts ❛♥❞ ❙②st❡♠s✱
✶✺✼✭✾✮ ✿✶✷✹✽✕✶✷✺✾✳

●✉❡rr❛✱ ❚✳ ❛♥❞ ❱❡r♠❡✐r❡♥✱ ▲✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❈♦♥tr♦❧ ❧❛✇s ❢♦r t❛❦❛❣✐✕s✉❣❡♥♦ ❢✉③③② ♠♦❞❡❧s✳ ❋✉③③②
s❡ts ❛♥❞ s②st❡♠s✱ ✶✷✵✭✶✮ ✿✾✺✕✶✵✽✳

●✉♣t❛✱ ❘✳✱ ❑❛❧❛❜✐➣✱ ❱✳✱ ❈❛✐r❛♥♦✱ ❙✳ ❉✳✱ ❇❧♦❝❤✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ❑♦❧♠❛♥♦✈s❦②✱ ■✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❈♦♥str❛✐✲
♥❡❞ s♣❛❝❡❝r❛❢t ❛tt✐t✉❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ s♦ ✭✸✮ ✉s✐♥❣ ❢❛st ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧✳
■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❈♦♥tr♦❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✭❆❈❈✮✱ ♣❛❣❡s ✷✾✽✵✕✷✾✽✻✳

❍❛♠♦✉❞❛✱ ▲✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❙✉r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣ré❞✐❝t✐✈❡s t♦❧ér❛♥t❡s ❛✉① ❞é❢❛✉ts à
❜❛s❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❚❙ ✢♦✉s✳ ❚❤ès❡ ❞❡ ❉♦❝t♦r❛t✱ ➱❝♦❧❡ ◆❛t✐♦♥❛❧❡ ❞✬✐♥❣é♥✐❡✉rs ❞❡ ❚✉♥✐s ❡t
❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❘♦✉❡♥✳

❍❛♠♦✉❞❛✱ ▲✳✱ ❆②❛❞✐✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ▲❛♥❣❧♦✐s✱ ◆✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ❋✉③③② ❢❛✉❧t t♦❧❡r❛♥t ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧
❢♦r ❛ ❞✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r ♣❛t❤✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♥tr♦❧✱ ❆✉t♦♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❙②st❡♠s✱
✶✹✭✷✮ ✿✹✹✸✕✹✺✶✳

❍❛♠♦✉❞❛✱ ▲✳✱ ❇❡♥♥♦✉♥❛✱ ❖✳✱ ❆②❛❞✐✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ▲❛♥❣❧♦✐s✱ ◆✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ◗✉❛✐s✲❧♣✈ ♠♦❞❡❧ ♣r❡✲
❞✐❝t✐✈❡ r❡❝♦♥✜❣✉r❛❜❧❡ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❋❛✉❧t✲❚♦❧❡r❛♥t ❙②st❡♠s✱ ♣❛❣❡s ✺✾✵✕✺✾✺✱ ◆✐❝❡✳

❍❛♠♦✉❞❛✱ ▲✳✱ ❇❡♥♥♦✉♥❛✱ ❖✳✱ ❆②❛❞✐✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ▲❛♥❣❧♦✐s✱ ◆✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❋✉③③② ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡
r❡❝♦♥✜❣✉r❛❜❧❡ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠s s✉❜❥❡❝t t♦ ❛❝t✉❛t♦rs ❢❛✉❧ts✳ ■♥ Pr♦❝❡❡✲
❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆✉t♦♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ♣❛❣❡s ✶✹✵✕✶✹✺✱
❇❡❞❢♦r❞s❤✐r❡✳



❘é❢ér❡♥❝❡s ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ✶✸✼

❍❛s❛♥❥❛♥✐✱ ❘✳✱ ❏❛✈❛❞✐✱ ❙✳✱ ❛♥❞ ◆❛❞♦♦s❤❛♥✱ ❘✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❉❝ ♠♦t♦r s♣❡❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❜② s❡❧❢✲
t✉♥✐♥❣ ❢✉③③② ♣✐❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧✱
✸✼✭✷✮ ✿✶✻✹✕✶✼✻✳

❍❡❧✐❝♦♣t❡r✱ ❇✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ❊❛❣❧❡ ❊❨❊ P♦❝❦❡t ●✉✐❞❡✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱
✇✇✇✳❜❡❧❧❤❡❧✐❝♦♣t❡r✳❝♦♠✳ ❆❝❝❡ss❡❞ ♦♥ ❏✉❧② ✷✵✶✻✳

❍♦♥❣❣✉✐✱ ❍✳ ❛♥❞ ❏✉♥❢❡✐✱ ◗✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧✲♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ✐♥❞✉str✐❛❧
♣r♦❝❡ss❡s ✿ ❆♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✇❛st❡✇❛t❡r tr❡❛t♠❡♥t ♣r♦❝❡ss✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥
■♥❞✉str✐❛❧ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝s✱ ✻✶✭✹✮ ✿✶✾✼✵✕✶✾✽✷✳

❍✉✱ P✳✱ ❘♦♥❣✱ ▲✳✱ ▲✐❛♥❣✲❧✐♥✱ ❈✳✱ ❛♥❞ ▲✐✲①✐❛♥✱ ▲✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ▼✉❧t✐♣❧❡ s✇❛r♠s ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡
♣❛rt✐❝❧❡ s✇❛r♠ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ Pr♦❝❡❞✐❛ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✶✺ ✿✸✸✼✶✕
✸✸✼✺✳

❍✉❛♥❣✱ ❉✳ ❛♥❞ ◆❣✉❛♥❣✱ ❙✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❙t❛t✐❝ ♦✉t♣✉t ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ❢✉③③②
s②st❡♠s ✿ ❆♥ ■▲▼■ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✶✼✼✭✶✹✮ ✿✸✵✵✺✕✸✵✶✺✳

❍✉❛♥❣✱ ❨✳ ❛♥❞ ❏❛❞❜❛❜❛✐❡✱ ❆✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❤ ✐♥✐✜♥✐t② ❝♦♥tr♦❧ ❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞ q✉❛s✐✲❧♣✈
❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■❋❆❈ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ❱♦❧✉♠❡s✱ ✸✷✭✷✮ ✿✷✼✺✹✕✷✼✺✾✳

■❝❤❛❧❛❧✱ ❉✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❡t ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❞❡ s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❞é❝r✐ts ♣❛r ✉♥ ♠♦✲
❞è❧❡ ❞❡ ❚❛❦❛❣✐✲❙✉❣❡♥♦✳ ❚❤ès❡ ❞❡ ❉♦❝t♦r❛t✱ ■♥st✐t✉t ◆❛t✐♦♥❛❧ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ▲♦rr❛✐♥❡✲
■◆P▲✳

■❝❤❛❧❛❧✱ ❉✳✱ ▼❛r①✱ ❇✳✱ ❘❛❣♦t✱ ❏✳✱ ❛♥❞ ▼❛q✉✐♥✱ ❉✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s st❛t❡ ❛♥❞ ✉♥❦♥♦✇♥
✐♥♣✉ts ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣✐ ❛♥❞ ♣♠✐ ♦❜s❡r✈❡rs ❢♦r t❛❦❛❣✐ s✉❣❡♥♦ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ✉♥♠❡❛s✉r❛❜❧❡
♣r❡♠✐s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✼t❤ ▼❡❞✐t❡rr❛♥❡❛♥ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞
❆✉t♦♠❛t✐♦♥✱ ♣❛❣❡s ✸✺✸✕✸✺✽✱ ❚❤❡ss❛❧♦♥✐❦✐✳
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❉❡s✐❣♥✳ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ✫ ❙♦♥s✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✳

▲❛r♠✐♥❛t✱ P✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧ ♦❢ ▲✐♥❡❛r ❙②st❡♠s✳ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ✫ ❙♦♥s✱ ◆❡✇
❨♦r❦✳

▲❡✐t❤✱ ❉✳ ❛♥❞ ▲❡✐t❤❡❛❞✱ ❲✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ●❧♦❜❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ❢r♦♠
❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✳ ■❋❆❈ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ❱♦❧✉♠❡s✱ ✸✺✭✶✮ ✿✹✸✺✕✹✹✵✳

▲✐♥✱ ❈✳✱ ❲❛♥❣✱ ◗✳ ●✳✱ ❛♥❞ ▲❡❡✱ ❚✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ■♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦♥ ♦❜s❡r✈❡r✲❜❛s❡❞ ❤ ✐♥✜♥✐❡ ❝♦♥tr♦❧
❢♦r t✕s ❢✉③③② s②st❡♠s✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝❛✱ ✹✶✭✾✮ ✿✶✻✺✶✕✶✻✺✻✳

▲✐♥♦✱ ❨✳✱ ❚♦♠✐❞❛✱ ❑✳✱ ❋✉❥✐✇❛r❛✱ ❍✳✱ ❛♥❞ ❚❛❦❛❣✐✱ ❨✳ ✭✶✾✾✸✮✳ ❆ ◆❡✇ ■♥♣✉t✲❖✉t♣✉t ❈♦♥str❛✐✲
♥❡❞ ▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧ ✇✐t❤ ❋r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ ❚✉♥✐♥❣ ❚❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♥❞ ✐ts ❆♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛♥ ❊t❤②❧❡♥❡ P❧❛♥t✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥
■♥❞✉str✐❛❧ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝s✱ ❈♦♥tr♦❧✱ ❛♥❞ ■♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ♣❛❣❡s ✹✺✼✕✹✻✷✱ ▼❛✉✐ ❍■✳

▲♦✱ ❏✳ ❛♥❞ ▲✐♥✱ ▼✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❘♦❜✉st ❤✴s✉❜✴s♣❧ ✐♥✜♥✴✴♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦♥tr♦❧ ✈✐❛ ❢✉③③② st❛t✐❝
♦✉t♣✉t ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❈✐r❝✉✐ts ❛♥❞ ❙②st❡♠s ■ ✿ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❚❤❡♦r②
❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✺✵✭✶✶✮ ✿✶✹✾✹✕✶✺✵✷✳

▲♦③❛♥♦✱ ❘✳✱ ❡❞✐t♦r ✭✷✵✶✵✮✳ ❯♥♠❛♥♥❡❞ ❆❡r✐❛❧ ❱❡❤✐❝❧❡s ✿ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❈♦♥tr♦❧✳ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ✫
❙♦♥s✱ ■❙❚❊✱ ❯❑✳

▲✉❡♥❜❡r❣❡r✱ ❉✳ ●✳ ❛♥❞ ❨✐♥②✉✱ ❨✳ ✭✶✾✽✹✮✳ ▲✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✳
❙♣r✐♥❣❡r✳

▲✉♦✱ ❲✳✱ ❙✉♥✱ ❏✳✱ ❇✉✱ ❈✳✱ ❛♥❞ ▲✐❛♥❣✱ ❍✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ❙♣❡❝✐❡s✲❜❛s❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ s✇❛r♠ ♦♣t✐♠✐③❡r
❡♥❤❛♥❝❡❞ ❜② ♠❡♠♦r② ❢♦r ❞②♥❛♠✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❆♣♣❧✐❡❞ ❙♦❢t ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✹✼ ✿✶✸✵ ✕ ✶✹✵✳

▼❛✱ ❍✳✱ ❙❤✳❙❤❡♥✱ ❨✉✱ ▼✳✱ ❨❛♥❣✱ ❩✳✱ ❋❡✐✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ❩❤♦✉✱ ❍✳ ✭✷✵✶✾✮✳ ▼✉❧t✐✲♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ ♥❛t✉r❡ ✐♥s♣✐r❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✿ ❆ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ s✉r✈❡②✳ ❙✇❛r♠
❛♥❞ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✹✹ ✿✸✻✺ ✕ ✸✽✼✳

▼❛❣♥✐✱ ▲✳✱ ❘❛✐♠♦♥❞♦✱ ❉✳✱ ❛♥❞ ❆❧❧❣ö✇❡r✱ ❋✳✱ ❡❞✐t♦rs ✭✷✵✵✾✮✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡
❈♦♥tr♦❧ ✿ ❚♦✇❛r❞s ◆❡✇ ❈❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❝❤❛♣t❡r P❛rt✐❝❧❡ ❙✇❛r♠ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
❇❛s❡❞ ◆▼P❈ ✿ ❆♥ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❉✐str✐❝t ❍❡❛t✐♥❣ ◆❡t✇♦r❦s✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❱❡r❧❛❣✱ ❇❡r❧✐♥
❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✳

▼❛♠❜♦✉♥❞♦✉✱ ❏✳ ❛♥❞ ▲❛♥❣❧♦✐s✱ ◆✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ■♥❞✐r❡❝t ❛❞❛♣t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧
s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❜② ❢✉③③② ❧♦❣✐❝✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥❋✉③③②
❙②st❡♠s ✭❋❯❩❩✮✱ ♣❛❣❡s ✷✾✼✾✕✷✾✽✻✱ ❚❛✐♣❡✐✳



✶✹✵ ❘é❢ér❡♥❝❡s ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡s

▼❛♠❜♦✉♥❞♦✉✱ ❏✳ ❛♥❞ ▲❛♥❣❧♦✐s✱ ◆✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❘♦❜✉st♥❡ss ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✐♥❞✐r❡❝t ❛❞❛♣t✐✈❡ ♠♦❞❡❧
♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❜② ❢✉③③② ❧♦❣✐❝✳ ■♥ ✷✵✶✷ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡
♦♥ ■♥❞✉str✐❛❧ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ♣❛❣❡s ✷✽✹✕✷✾✶✳

▼❛r❝❡❧✐♥✱ ❉✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ à t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡s
s②stè♠❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❚❤ès❡ ❞❡ ❉♦❝t♦r❛t✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❘♦✉❡♥✳

♠❡♥❛❞❡❢❡♥s❡✳♥❡t ✭✷✵✶✸✮✳ ▲✬✐♥❝r♦②❛❜❧❡ ❤✐st♦✐r❡ ❞✉ ❞r♦♥❡ ❛♠❡❧✳
❤tt♣s ✿✴✴✇✇✇✳♠❡♥❛❞❡❢❡♥s❡✳♥❡t✴❛❧❣❡r✐❡✴❧✐♥❝r♦②❛❜❧❡✲❤✐st♦✐r❡✲❞✉✲❞r♦♥❡✲❛♠❡❧✴✳ ✭❝♦♥s✉❧té
❧❡ ✶✸ ♦❝t♦❜r❡ ✷✵✶✽✮✳

▼✐❧❧s✱ ❙✳ ✭✷✵✶✾✮✳ ❚❤❡ ❉❛✇♥ ♦❢ t❤❡ ❉r♦♥❡✳ ❈❛s❡♠❛t❡ P✉❜❧✐s❤❡rs✱ ❯❙✳ ■❙❇◆ ✾✼✽✲✶✲✻✶✷✵✵✲
✼✽✾✲✷✳

▼✐r③❛❡✐✱ ▼✳✱ P♦✉❧s❡♥✱ ◆✳✱ ❛♥❞ ❍✳ ◆✐❡♠❛♥♥✱ ❍✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❘♦❜✉st ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧
♦❢ ❛ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❈♦♥tr♦❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✭❆❈❈✮✱ ♣❛❣❡s
✹✸✾✸✕✹✸✾✽✳

▼♦rèr❡✱ ❨✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ▼✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ✢♦✉s ❞❡ t②♣❡
❚❛❦❛❣✐✲❙✉❣❡♥♦✳ ❚❤ès❡ ❞❡ ❉♦❝t♦r❛t✱ ❱❛❧❡♥❝✐❡♥♥❡s✳

▼♦rr✐s♦♥✱ ❘✳ ❲✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❉❡s✐❣♥✐♥❣ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❉②♥❛♠✐❝ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳
❙♣r✐♥❣❡r✱ ●❡r♠❛♥②✳ ❉❖■ ✶✵✳✶✵✵✼✴✾✼✽✲✸✲✻✻✷✲✵✻✺✻✵✲✵✳

▼♦✉s❛✈✐✱ ❨✳ ❛♥❞ ❆❧✜✱ ❆✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❆ ♠❡♠❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ tr❛❥❡❝t♦r② ❝♦♥tr♦❧
❜② t✉♥✐♥❣ ♦❢ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✲✐♥t❡❣r❛❧✲ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✳ ❆♣♣❧✐❡❞ ❙♦❢t
❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✸✻ ✿✺✾✾✕✻✶✼✳

▼✉♥s♦♥✱ ❑✳ ✭✶✾✽✽✮✳ ❲♦r❧❞ ✉♥♠❛♥♥❡❞ ❛✐r❝r❛❢t✳ ❏❛♥❡✬s ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ●r♦✉♣✱ ▲♦♥❞♦♥✳

▼✉♥s♦♥✱ ❑✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ❏❛♥❡✬s ❯♥♠❛♥♥❡❞ ❆❡r✐❛❧ ❱❡❤✐❝❧❡s ❛♥❞ ❚❛r❣❡ts✳ ❏❆◆❊✬❙ ❯◆▼❆◆◆❊❉
❆❊❘■❆▲ ❱❊❍■❈▲❊❙ ❆◆❉ ❚❆❘●❊❚❙✳ ❏❛♥❡✬s ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ●r♦✉♣✳

◆❛❣♦✉❞✐✲▲❛②❡r❧❡✱ ❑✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ r❡❝♦♥✜❣✉r❛❜❧❡ s✉r ❧❡
❝✐r❝✉✐t ❞✬❛✐r ❞✉ ♠♦t❡✉r ❉✐❡s❡❧✳ ❚❤ès❡ ❞❡ ❉♦❝t♦r❛t✱ ❘♦✉❡♥✳

◆❛❣②✱ ❆✳✱ ❙❝❤✉t③✱ ●✳ ▼✳ ●✳✱ ❛♥❞ ❘❛❣♦t✱ ❏✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ré❛❝t❡✉r ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡ à
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