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Résumé

La prévision du comportement mécanique macroscopique de matériaux hétérogénes a partir des
propriétés de leurs constituants est possible pour diverses classes de comportement (élastique,
viscoélastique, etc) et ce, grace a la théorie de 'homogénéisation. Néanmoins I'extension de cette
théorie pour des matériaux possédant un comportement viscoélastique non linéaire (ou élasto-
viscoplastique) reste une question ouverte a laquelle nous nous attaquons dans ce travail afin de
prédire le comportement macroscopique des combustibles oxydes mixtes Uranium-Plutonium
(MOX) utilisés dans les réacteurs nucléaires a eau sous pression (REP) francais. Ce combus-
tible MOX ressemble a un composite a trois phases constitué d’une phase matricielle & teneur
modérée en plutonium dans laquelle sont répartis des amas plutoniféres et des amas uraniféres.
Le comportement mécanique de ces combustibles sous irradiation s’apparente a un comporte-
ment viscoélastique non linéaire avec des dilatations différentielles dans les phases induites par
lirradiation.

Dans un premier temps, une approche purement analytique, basée sur le modéle de la sphére
composite, est proposée dans le but d’évaluer les champs locaux ainsi que les propriétés effectives
de microstructures biphasées sous chargement isotrope caractérisées par de faibles fractions
volumiques d’inclusions (< 30%). Ce chargement est représentatif des gonflements différentiels
apparaissant avec I'irradiation dans les combustibles MOX. Les résultats obtenus avec ce modéle
sont proches de ceux dérivant de calculs en champs complets et montre clairement que la
distribution de la contrainte équivalente est le moteur des phénoménes de relaxation qui se
produisent au sein de la microstructure. Cependant, le champ d’application de ce modéle reste
limité & des chargements particuliers (isotropes).

Afin de construire un modéle & I’échelle macroscopique valable quel que soit le chargement, la
méthodologie proposée consiste a linéariser la relation (non linéaire) liant la vitesse de défor-
mation visqueuse a la contrainte. Les propriétés linéarisées sont choisies uniformes par phase
et calculées pour des états de contrainte de référence attachés a chacune des phases de fagon
a obtenir un probléme linéaire viscoélastique pour lequel on dispose de méthodes d’estima-
tions (approche par variables internes équivalente aux résultats obtenus avec le principe de
correspondance). En utilisant différentes méthodes de linéarisation (Sécante, Affine) ainsi que
différentes quantités de référence par phase autour desquelles est effectuée cette linéarisation, on
obtient différentes méthodes d’estimations. Pour un chargement de type gonflements différen-
tiels (cas biphasé), ces différentes estimations sont systématiquement comparées aux solutions
de référence établies précédemment. Ces comparaisons montrent que toutes les méthodes ba-
sées uniquement sur le premier moment des contraintes conduisent a des prédictions irréalistes.
L’utilisation du second moment des contraintes dans la phase matricielle conduit a des es-
timations qualitativement correctes. Néanmoins, seule une nouvelle approche (appelée Affine
améliorée) basée sur une linéarisation affine et 1'utilisation des fluctuations des contraintes per-
met d’obtenir un bon accord quantitatif dans le cas considéré. Des comparaisons avec des calculs
en champs complets menés pour des chargements plus généraux ont été également réalisées,
études dans lesquelles I'approche sécante modifiée prédit les meilleures estimations comparées



a I'approche affine améliorée.

Finalement le modéle d’homogénéisation construit avec ’approche sécante modifiée, retenu a
I'issue de I’évaluation des différentes approches proposées, est étendu dans le cas de composites
a trois phases a l'instar des combustibles MOX puis implémentée dans ALCYONE qui est une
application de référence dédiée a la simulation du comportement thermo-mécanique et physico-
chimique des crayons combustibles de la filiéere REP. Les résultats de la simulation numérique
(éléments finis en 3D), obtenus avec la loi implémentée, sont par la suite évalués puis validés
par comparaison & des données expérimentales obtenues sur combustibles irradiés.

Mots-clés : Homogénéisation, comportement effectif, milieux hétérogénes, viscoélasticité
non linéaire, vieillissement, combustible MOX.




Abstract

The prediction of the macroscopic mechanical behavior of heterogeneous materials based on the
properties of their constituents is possible for different type of behaviors (elastic, viscoelastic,
etc.) thanks to homogenization techniques. Nevertheless, the extension of the existing homo-
genization theories to nonlinear viscoelastic (or elasto-viscoplastic) behaviors remains an open
question. In this work, we want to address this question in order to evaluate the macroscopic
mechanical behavior of Mixed Oxides fuels (MOX) used in French nuclear reactors (PWRs).
MOX fuels are three-phase composites consisting of high and low Plutonium concentration clus-
ters surrounded by a continuous matrix with an intermediate Plutonium concentration. Under
irradiation, the mechanical behavior of these fuels is similar to a nonlinear viscoelastic behavior
with differential dilations in the phases.

Firstly, a purely analytical approach, based on the composite sphere model, is proposed in
order to evaluate the local fields as well as the effective properties of two-phase microstructures
under isotropic loading when the volume fraction of inclusions is low (< 30%). This loading
is representative of the differential swellings appearing with irradiation in MOX fuels. This
analytical model is in excellent agreement with full-field computations and shows that the
distribution of the equivalent stress is the driving force of the relaxation phenomena in the
microstructure. However, the scope of this model remains limited to specific (isotropic) loadings.
To derive a macroscopic model regardless of the loading, the proposed methodology consists
in linearizing the (nonlinear) relation between the viscous strain rate and the stress. To obtain
a tractable problem, the linearized properties are chosen uniform per phase and are computed
for reference stresses per phase in order to obtain a tractable linear viscoelastic problem for
which classical homogenization theories are available (internal variables approach equivalent to
the results obtained with the correspondence principle). Various methods associated to different
choices of the linearization procedure (Secant, Affine) as well as the reference stresses per phases
can be obtained. For the particular loading considered above (differential swelling), estimates as
predicted by these different methods are systematically compared with the reference solutions
(sphere composite model). These comparisons show that all methods based on the first moment
of the stress field provides unrealistic estimates. The use of the second moment of the stress
in the matrix phase leads to qualitatively correct estimates. Nevertheless, only a new method
(called improved Affine) based on an affine linearization and the use of the fluctuations of
the stress field yields a good quantitative agreement in the considered situation. Comparisons
with full field computations conducted for more general loadings confirm the advantages of the
proposed alternative.

Finally, this improved affine model is extended to three-phase composites (MOX fuels) and
implemented in ALCYONE which is a reference application dedicated to the simulation of
thermo-mechanical and physico-chemical behavior of PWR fuel rods. The results of the nume-
rical simulation (finite elements in 3D), obtained with the implemented law, are then evaluated
and validated by comparison with experimental results obtained on irradiated fuels.
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Introduction générale

Développé vers les années 1950, le nucléaire devient la source majoritaire de production d’éner-
gie électrique en France avec 58 réacteurs qui sont répartis dans 18 centrales. Les réacteurs
nucléaires utilisent des assemblages de combustibles, chaque assemblage combustible étant com-
posé de crayons combustibles. Ces crayons combustibles qui constituent le cceur d’un réacteur
nucléaire sont généralement composés de matériaux métalliques étanches (alliages de zirconium
ou zircaloy) dans lesquels sont empilées des pastilles combustibles contenant des matiéres fis-
siles qui permettent de produire de ’énergie électrique. Les combustibles les plus répandus sont
a base d'uranium plus particuliérement de 'uranium 235 dont la proportion dans 'uranium
naturel est trés faible (de 'ordre de 0.7%). Or, pour alimenter les réacteurs nucléaires, il faut
disposer d’un combustible dont la teneur d’uranium 235 fissile se situe entre 3% et 5%. Pour
obtenir cette teneur souhaitée, il faut avoir recours a des procédés d’enrichissement de 'isotope
235 qui sont des opérations techniques onéreuses.

Depuis 1987 un nouveau type de combustible, le MOX (acronyme de Mixed oxide), dont la
structure du cott est différente de celle du combustible standard UQs,, est utilisé dans les
réacteurs a eau pressurisée (REP) afin de produire de I'énergie électrique. L’utilisation de ce
combustible est économique car elle permet de réduire le cotit d’achat d’uranium et le procédé
d’enrichissement en est absent. En effet, ce combustible est fabriqué a partir d’un mélange des
poudres de dioxyde d’uranium (UQO,) appauvri et dioxyde de plutonium (PuO,) provenant des
combustibles usés. Il existe deux types de procédés de fabrication du combustible MOX : le
procédé MIMAS (MIcronized MASter blend) et le procédé COCA (CObroyage CAdarache).
Les combustibles MOX les plus généralement utilisés en France sont les MIMAS dans lesquels
on visualise des hétérogénéités de répartition et de teneur en plutonium différentes a 1’échelle
de leurs microstructures. Il s’agit d’'une zone avec une teneur modérée en plutonium appelée
enrobage dans laquelle sont distribuées des amas plutoniféres (forte concentration en plutonium)
et des amas uraniféres (faible concentration en plutonium). Cependant, toutes ces performances
remarquables du MOX (réduction du prix de 'uranium naturel, recyclage du plutonium issu
du retraitement des combustibles usés, etc), qui sont a l'origine de solutions technologiques
innovantes, requiérent une excellente maitrise de ces matériaux, afin d’aboutir & une bonne
conception mais aussi & une optimisation des matériaux utilisés dans les réacteurs nucléaires. Il
s’agit donc de bien comprendre leur comportement et plus particulierement les relations entre
leurs propriétés micro-structurales et leurs propriétés a 1’échelle macroscopique.
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Dans le cadre de cette thése nous souhaitons développer un modéle micro-mécanique basé sur
des microstructures a trois phases de type matrice-inclusions a travers une démarche semi-
analytique (approche champs moyen). Ces microstructures, représentatives du combustible
MOX, ont un comportement viscoélastique linéaire avec déformations libres pour un fonc-
tionnement en service (régime nominal caractérisé par de faibles niveaux de températures et de
contraintes). Néanmoins, en situations incidentelles caractérisées par des niveaux de tempéra-
tures et de contraintes trés ¢levés, le comportement de tels matériaux devient non linéaire. La
modélisation du comportement des combustibles MOX en régime nominal étant déja réalisée,
nous cherchons ici & modéliser les effets des hétérogénéités sur les évolutions des contraintes
internes mais aussi les effets du fluage thermique apparaissant en situations incidentelles sur le
comportement sous irradiation des combustibles MOX.

Le choix de développement d'un modéle semi-analytique que nous privilégions dans cette étude
résulte du fait qu’il est plus avantageux a intégrer dans un code de calcul industriel (modéle
trés rapide en temps de calcul) contrairement aux modéles numériques dont les coits en temps
peuvent s’avérer trés exorbitants.

Ce manuscrit de thése est essentiellement composé de quatre chapitres. Aprés une étude biblio-
graphique sur les combustibles MOX et sur les méthodes d’homogénéisation mises en ceuvre
pour certaines classes de comportement (élasticité, viscoélasticité, etc..), les chapitres 2 et 3 sont
respectivement dédiés a la résolution du probléme viscoélastique non linéaire par une démarche
purement analytique et une démarche semi-analytique. Le quatriéme chapitre est consacré a la
simulation du comportement des combustibles MOX irradiés en réacteur. Enfin, ce travail de
thése s’achéve sur une conclusion suivie de quelques perspectives.

Au chapitre 1, nous faisons une bréve présentation du cadre de I’étude, en commencant par
dresser un état de I’art relatif & la modélisation et la simulation du comportement multi-physique
du crayon combustible. Cette étape est suivie d’une description du combustible MOX a 1’échelle
microstructurale ainsi que les phénoménes physico-chimiques qui se produisent au sein d’une
telle microstructure lorsqu’elle est irradiée. Puis, les notions générales de changement d’échelle
sont abordées avant de passer a la formulation du probléme mécanique a I’échelle microscopique.
Dans la suite, quelques méthodes d’homogénéisation en élasticité et en thermo-élasticité linéaire
sont exposées puis étendues dans le cas d’'un comportement viscoélastique linéaire. Enfin, le
probléme d’homogénéisation en viscoélasticité non linéaire, auquel nous nous intéressons dans
ce travail de thése, est présenté avec différentes approches de linéarisation qui sont revisitées
dans la littérature.

Dans le chapitre 2, la microstructure du combustible MOX qui est un composite a trois phases
est approchée a une microstructure biphasée sous chargement isotrope (gonflements différentiels
dans les inclusions). Dans un premier temps, nous nous sommes intéressés aux microstructures
caractérisées par de faibles fractions volumiques d’inclusions, situation dans laquelle les in-
teractions entre les inclusions sont faibles de sorte que ces derniéres (microstructures) sont
modélisées en utilisant le modéle de la sphére composite. Dans cette situation particuliére, la
résolution du probléme local pour un chargement purement isotrope permet d’établir la dis-
tribution de la contrainte équivalente de la phase matricielle qui est solution d’une équation
intégro-différentielle non linéaire qui ne peut étre résolue qu’a travers une méthode numeérique.
Néanmoins, ce modéle simplifié fournit des solutions purement analytiques pour des micro-
structures ayant une compressibilité homogeéne et pour des microstructures avec une matrice
incompressible. Par la suite des calculs en champs complets sont menés sur des microstructures
plus réalistes afin d’évaluer la pertinence de ce modéle analytique dont le champ d’application
reste limité & des chargements purement isotropes.
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Dans le chapitre 3, nous proposons un modéle d’homogénéisation semi-analytique permettant
de prédire les propriétés effectives de matériaux viscoélastiques non linéaires dans le cadre
général (microstructures biphasées soumises & un chargement quelconque). Pour résoudre le
probléme dans ce cas non linéaire, les approches de linéarisation classiques ainsi qu’une nouvelle
approche de linéarisation affine améliorée que nous avons développée sont employées afin de
ramener le probléme viscoélastique non linéaire & un probléme viscoélastique linéaire dont des
solutions sont déja mises en ceuvre. Les estimations des propriétés effectives, obtenues a travers
ces différentes approches de linéarisation, sont évaluées en utilisant des solutions de référence
(solution analytique de la sphére composite, calculs en champs complets) pour un chargement
de type gonflements différentiels. Cette mise en ceuvre des différentes approches proposées est
par la suite étendue pour des chargements plus généraux.

Dans le chapitre 4, le modéle d’homogénéisation construit avec 'approche sécante modifié,
qui s’avére pertinent pour la quasi-totalité des cas de chargement étudiés, est étendu au cas
des matériaux a trois phasess a I'exemple des combustibles MOX utilisés dans les centrales nu-
cléaires frangais. La loi homogénéisée obtenue est par la suite implémentée dans ALCYONE au
format MEFRONT (outil développé au CEA pour définir des lois de comportement mécanique)
afin de simuler le comportement des combustibles MOX irradiés en réacteur. L’application
ALCYONE est un code de calcul destiné & I'analyse multidimensionnelle des crayons combus-
tibles. Les résultats issus de la simulation numérique sont validés par comparaison a des données
expérimentales relatives aux mesures de comblements d’évidements sur combustibles irradiés.




22

TABLE DES MATIERES




CHAPITRE 1

Rapport bibliographique relatif a la
modélisation micro-mécanique du
comportement viscoélastique non linéaire
du combustible MOX en régime nominal
et transitoire

Résumé du chapitre :

Ce chapitre est une étude bibliographique relative a la modélisation par une démarche
d’homogénéisation en champ moyen de milieux hétérogénes présentant un comporte-
ment viscoélastique non linéaire et vieillissant (propriétés mécaniques évoluent de maniére
significative dans le temps) & I'instar du combustible MOX utilisé dans les réacteurs nu-
cléaires francais.
Nous verrons (section II.) que le combustible MOX présente une microstructure de type
matrice-inclusions constituée d’'une phase d’enrobage a teneur modérée en plutonium dans
laquelle sont répartis des amas plutoniféres et des amas uraniféres. Les phases inclusion-
naires peuvent étre le siége de contractions ou de gonflements différentiels (dilatations
thermiques, évolutions physico-chimiques induites par l'irradiation, transformation de
phase). Des mécanismes de fluage permettent de relaxer ces contraintes internes mais
nous verrons que le fluage thermique reste peu caractérisé sur le MOX vierge. Qualitati-
vement les effets de ce fluage sont en revanche bien « visibles » a l'issue de l'irradiation
(comblements des évidements mis en évidence par des examens post-irradiatoires). Le
choix porté sur le schéma d’homogénéisation de Mori-Tanaka résulte du fait qu’il est bien
adapté pour estimer les propriétés effectives de microstructures de type matrice-inclusions.
Dans le cas vieillissant, une démarche incrémentale est employée pour prédire le compor-
tement macroscopique du matériau d’étude (le combustible MOX) et les évolutions des
premiers et seconds moments.
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Des études sur la modélisation du combustible MOX ont été déja menées dans le cas
viscoélastique linéaire. Les lois homogénéisées (cas deux ou trois phases) ont été obtenues
en utilisant des théories de 'homogénéisation développées pour des comportements ther-
moélastique linéaire et thermo-viscoélastique linéaire, théories dont les fondements et les
principaux résultats sont rappelés dans les sections III. et TV. de ce rapport bibliogra-
phique.

Nous verrons dans la section IV. comment, en associant le principe de correspondance
(viscoélasticité) au modeéle de Mori-Tanaka (thermo-élasticité), ont été déterminées les
propriétés effectives ainsi que les premiers et seconds moments du champ de contrainte
dans un matériau hétérogene présentant un comportement thermo-viscoélastique linéaire.
Cette loi obtenue par homogénéisation a été intégrée dans le code de simulation du com-
portement sous irradiation des crayons REP ALCYONE et nous souhaitons dans ce travail
améliorer ces estimations pour des comportements non linéaires. Dans cette optique, cet
état de l'art a été étendu dans le cas de comportements non linéaires (chapitre V.). Dans le
cas oll le comportement mécanique est défini par un seul potentiel (déformation élastique
négligée), différentes méthodes de linéarisation (approches sécantes et affines) associées a
des méthodes variationnelles ont été proposées. La relation entre la vitesse de déformation
visqueuse et la contrainte est alors linéarisée autour de quantités de référence par phase
qui sont choisies afin de minimiser les erreurs induites par cette linéarisation.

Ces résultats théoriques sont ensuite étendus au cas viscoélastique non linéaire, la li-
néarisation de la vitesse de déformation visqueuse conduisant a la définition d’un milieu
viscoélastique linéaire, probléme qui peut étre résolu avec les méthodes développées dans
le cas linéaire. On obtient ainsi des modéles par linéarisation sécante autour de quantités
de référence par phase qui sont soit les moyennes par phase du champ de contrainte (mo-
déle sécant classique), soit le moment d’ordre deux de ce méme champ (modéle sécant
modifié). Ces modéles sont comparés a une solution de référence obtenue par des calculs
en champs complets (calculs éléments finis) dans le cas d’un chargement représentatif
du combustible MOX. Seules les estimations obtenues avec le modéle sécant modifié¢ pré-
sentent un bon accord qualitatif comparées a la solution de référence mais la cinétique de
relaxation reste sous-estimeée.

Dans le but d’améliorer les estimations prédites par le modéle sécant modifié, ce travail
sera étendu en utilisant d’autres schémas de linéarisation qui ont été récemment proposés
par la communauté scientifique sur le sujet. Les résultats seront de nouveau comparés
a la solution de référence et a des calculs en champs complets afin d’évaluer la perti-
nence du modéle développé. Le modéle finalement retenu sera par la suite appliqué a
d’autres cas de chargement tandis que les nouvelles lois 2 et 3-phases seront intégrées au
format MFRONT dans ALCYONE pour simuler le comportement du combustible MOX
(comparaisons calcul-mesure des comblements évidements).
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I. Introduction

Les matériaux usuellement utilisés dans l'industrie (alliages métalliques, composites, céra-
miques, etc) sont hétérogénes et constitués de phases élémentaires diverses (cristallites,renforts,
pores, etc). Leur comportement mécanique dépend des mécanismes se produisant au sein de ces
phases (déformations élémentaires), de leur répartition spatiale ainsi que leur morphologie. La
description du comportement macroscopique, a ’aide de ces informations, peut-étre alors réa-
lisée grace aux méthodes de changement d’échelle. Ce changement d’échelle qui s’effectue par
des opérations de moyenne permet d’estimer le comportement macroscopique des matériaux
hétérogenes a partir des propriétés de leurs constituants.

Dans le cadre des études sur la modélisation du comportement des combustibles MOX, un
modéle de comportement thermo-mécanique tenant compte de la nature hétérogéne des com-
bustibles MOX (interactions mécaniques, gonflements sous irradiation) a été proposé puis dé-
veloppé afin de représenter le comportement de ces combustibles dans les réacteurs a eau sous
pression en régime nominal puis en situations transitoires. Les amas plutoniféres du MOX étant
susceptibles de gonfler nettement plus que les autres phases, on cherche a représenter avec ce
modéle de type « champ moyen » (voir [7]) 'effet de ces gonflements différentiels sur les états
de contrainte moyens par phase. Et comme ces états de contrainte pilotent (avec la température
et I’épuisement) l'intensité du gonflement gazeux dans les différentes phases du matériau, on
cherche ainsi a mieux estimer le gonflement de ces combustibles. Grace a ce modéle, la simu-
lation d’un crayon combustible en régime nominal est effectuée a trois échelles simultanément
depuis la version 1.3 ’ALCYONE a savoir : 'échelle du crayon (métres), I’échelle de quelques
pastilles et de la gaine en regard (cm) et enfin 1’échelle des phases constituant la microstructure
des combustibles MOX (100 microns). Les travaux de thése entamés en octobre 2015 en colla-
boration avec le Laboratoire de Mécanique et d’Acoustique (LMA) et Aix-Marseille-Université
(AMU) visent a consolider I'extension du modéle proposé dans [7] pour simuler le comporte-
ment du crayon combustible en rampes de puissance.

Ce document constitue le rapport bibliographique de la thése. Dans la premiére partie de ce do-
cument nous faisons un bref état de I’art sur la modélisation et la simulation du comportement
multi-physique du crayon combustible. Cet état de I'art sera suivi d’une présentation générale
du matériau d’étude considéré (combustible MOX) & savoir la description de sa microstructure
ainsi que son comportement sous irradiation. Ainsi nous verrons que la loi de comportement
dans les différentes phases du matériau d’étude est de type viscoélastique non linéaire et vieillis-
sante (propriétés mécaniques évoluent de maniére significative dans le temps). Dans la deuxiéme
partie de ce document nous passons en revue quelques méthodes d’homogénéisation dévelop-
pées en élasticité linéaire puis ’extension de celles-ci dans le cas thermo-élastique. La troisiéme
partie est consacrée a la modélisation mécanique des matériaux qui ont des propriétés a la fois
élastiques et visqueuses (matériaux viscoélastiques et thermo-viscoélastique). La modélisation
micro-mécanique pour ces classes de comportement s’effectue sur la base du principe de corres-
pondance de Mandel [8] qui permet de transformer le probléme viscoélastique non vieillissant
en un probléme pseudo-élastique dans I'espace de Laplace-Carson. Pour obtenir les résultats
du probléme viscoélastique, il convient alors de procéder a 'inverse de la transformée. Dans
la quatriéme partie, nous présentons différents schémas de linéarisation permettant d’estimer
les propriétés effectives du matériau lorsque le comportement des phases est viscoélastique non
linéaire (comportement des combustibles MOX en rampe de puissance). Enfin, nous concluons
sur les principaux enseignements tirés de cette étude bibliographique puis dégageons les pers-
pectives de ce travail.
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II. Présentation générale du cadre de I’étude

L’industrie nucléaire est la source principale de production d’énergie électrique en France avec
une production de 80% au niveau national. Cette production d’énergie, basée sur le principe
de la fission nucléaire, s’effectue par I'utilisation de combustible qui peut étre de différentes na-
tures (I'oxyde d’uranium naturel enrichi, ’oxyde mixte uranium-plutonium (MOX pour Mixed
OXyde fuel)). Le combustible a base d’oxyde d’uranium (UQOs), obtenu a partir de I'uranium
naturel issu directement de ’extraction miniére, est le combustible le plus utilisé dans les réac-
teurs nucléaires en France. Les pastilles d’Oxyde d’uranium utilisés dans les réacteurs nucléaires
sont empilées dans des tubes en alliage de zirconium (crayons combustibles d’environ quatre
métres) fermés aux deux extrémités. Dans la plupart des réacteurs a eau pressurisée (REP) uti-
lisés dans le parc nucléaire francais, la teneur en matiére fissile (uranium 235) du combustible &
base d’oxyde d’uranium se situe entre 3% et 5% alors que I'uranium naturel provenant de 1’ex-
traction miniére n’en posséde qu’'une faible proportion (environ 0.7%). Il est donc nécessaire
d’augmenter la concentration en uranium 235 (procédés d’enrichissement) pour obtenir une
quantité de matiére fissile nécessaire & I’alimentation des réacteurs. Cette opération d’enrichis-
sement de 'uranium, dont le coflit économique est important, produit de I'uranium appauvri.
Lors de la fission nucléaire, les réacteurs électronucléaires produisent du plutonium en quan-
tités relativement importantes (production annuelle d’une dizaine de tonnes de plutonium).
Cette production de matiére fissile, qui représente quelques millions de tonnes d’équivalent pé-
trole, constitue un débouché intéressant pour augmenter le potentiel de production d’énergie
des réacteurs nucléaires. C’est pourquoi depuis une trentaine d’années, le combustible MOX
est produit dans 'usine MELOX (AREVA) pour limiter la consommation d’uranium naturel
en recyclant le plutonium extrait des combustibles usés et en exploitant 'uranium appauvri
issu du procédé d’enrichissement. Le recyclage du plutonium présente 'avantage d’économiser
les ressources d’uranium naturel (120 tonnes de MOX représentent environ 120 tonnes d’ura-
nium enrichi). Les deux types de combustible peuvent ainsi étre exploités simultanément au
sein des réacteurs. L’utilisation du combustible MOX en réacteur permet en outre de réduire
le volume de déchets radioactifs a long terme. Le parc nucléaire francais comporte actuelle-
ment 58 réacteurs nucléaires avec 22 réacteurs qui sont autorisés a recevoir du combustible
MOX. Depuis 1987, environ 3000 assemblages MOX correspondant & un recyclage d’environ 80
tonnes de plutonium ont été chargés en réacteur, ce qui a permis d’économiser prés de 8000
tonnes d’uranium naturel. Par ailleurs, la gestion séparée des assemblages MOX et des assem-
blages standards (combustibles UO3) complique Uexploitation des réacteurs de 900 MWe en
raison de la différence notable du nombre de cycles d’irradiation et du taux de combustion.
En conséquence, une nouvelle gestion du combustible (parité MOX) qui consiste & optimiser
I'utilisation du combustible MOX en réacteur avec une teneur en plutonium estimée a 8,65 %
a été mise en ceuvre par EDF dans le but d’assouplir les contraintes d’exploitation des réacteurs.

Cette section se compose de quatre parties. Tout d’abord, nous allons dresser un état de I'art
relatif & la modélisation et la simulation du comportement multi-physique du crayon combus-
tible. Ensuite, nous allons passer a la description de la microstructure du combustible MOX
et les phénoménes physico-chimiques (densification, gonflement, fluage) qui apparaissent lors
de l'irradiation. Dans la troisiéme partie, nous allons rappeler les notions générales de chan-
gement d’échelle (homogénéisation des matériaux hétérogénes) et nous allons terminer par la
formulation du probléme mécanique a I’échelle microscopique.
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1. Modélisation et simulation du crayon combustible

Pour prédire le comportement sous irradiation des éléments combustibles utilisés en réacteur,
des outils de simulations numériques (appelés applications au CEA), associés a différentes filiéres
étudiées par le CEA et ses partenaires industriels, ont été développés au sein de la Plateforme
Logicielle pour les Eléments Irradiés dans les Assemblages, en Démonstration, en Expérimen-
tation, ou en Service [9] (PLEIADES). Le projet PLEIADES s’articule autour de trois objectifs
principaux.

La plateforme PLEIADES fournit des outils génériques pour la modélisation multi-physique
avec certaines des applications qui sont couplées & des bases de données (la base de donnée
CRACQ, par exemple, rassemble ’ensemble des résultats expérimentaux obtenus sur les crayons
REP pour I'application ALCYONE). Elle fournit également des outils de prétraitement et de
post-traitement (SALOME) avec des interfaces conviviales. La plateforme fournit également
une bibliothéque de composants physiques pour la simulation du crayon combustible dans un
environnement de développement intégré C+-+.

Actuellement, six schémas de calcul ont été développés au sein de la plateforme PLEIADES
pour la modélisation multi-physique du comportement de 1’élément combustible (ALCYONE,
CYRANO, MATA, ATLAS, CELAENO et GERMINAL V2). Ces schémas s’appuient sur une
large base de données de validation partagée entre le CEA, EDF et AREVA. En outre, de
nouveaux algorithmes de simulation multi-échelle sont en cours de développement pour perfec-
tionner la description du crayon combustible a 'instar du schéma de calcul VER, consacré a
la simulation a I’échelle d’un élément volumique pour les analyses des effets de microstructures
sur le comportement du combustible.

L’application de référence ALCYONE, que nous allons utilisé dans ce travail de thése, est dé-
diée a I'étude du comportement thermo-mécanique et physico-chimique des crayons de la filiére
des réacteurs a eau sous pression (REP) & travers une une analyse multidimensionnelle. En
effet, dans 'application ALCYONE, une modélisation unidimensionnelle ainsi qu'une modéli-
sation tridimensionnelle ont été mises en ceuvre afin de simuler le comportement d’un crayon
combustible, tant du point de vue global que du point vue local. Le développement du schéma
de calcul 1D permet de modéliser le comportement global de I’ensemble d’un crayon combus-
tible contrairement au schéma de calcul 3D qui permet d’estimer le comportement local d’un
fragment de pastille.

Dans cette section, nous allons décrire briévement le crayon combustible des REP. Dans la
suite, nous allons aborder la simulation multi-physique du comportement des crayons UQO,
sous irradiation. Dans cette simulation, la méthode des éléments finis (FEM), associée a diffé-
rentes représentations spatiales du combustible, est employée. La derniére partie de ’étude est
consacrée a la simulation sous irradiation de I’évolution des évidements des crayons UQs.

1.1 Description des crayons combustibles

Le crayon combustible utilisé en réacteur est constitué d'un tube de gainage de longueur d’envi-
ron 4m (pour un diamétre voisin de 1em) dans lequel sont empilées des pastilles combustibles.
Le matériau de la gaine est un alliage de zirconium, préférentiellement choisi en raison de sa
transparence aux neutrons et pour sa résistance a la corrosion. Les premiéres gaines utilisées
en réacteur ont été réalisées en Zircaloy-4 qui est un alliage métallique a base de zirconium
(98%), contenant de 'étain (1.5%), du fer (0.2%) et du chrome (0.1%). Cet alliage métallique
est de nos jours remplacé par de nouveaux alliages plus résistants a la corrosion a savoir I’alliage
Massif-5 comportant du niobium (2.5%).
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Outre 'empilement et le tube de gainage, le crayon combustible est fermé hermétiquement par
deux bouchons aux extrémités supérieure et inférieure. Il est également primordial de noter
que les pastilles et la gaine sont séparés par un espace appelé jeu pastille-gaine. Les crayons
combustibles sont regroupés pour former un « assemblage combustible » dans lequel ils sont
arrangés en réseau a maille carrée dans une « structure » permettant d’assurer leur tenue
mécanique.
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FIGURE 1.1 — Dimensions caractéristiques d’un crayon combustible utilisé dans les REP [1]

1.1.1. La pastille combustible

Les pastilles combustibles, empilées dans un crayon REP, ont une géométrie cylindrique de
diamétre et de hauteur de 'ordre du centimétre. Cependant il est nécessaire de souligner qu’il
ne s’agit pas de cylindres pleins en raison des évidements hémisphériques localisés aux extré-
mités. Ces évidements sont destinés a compenser la déformation axiale induite par la dilation
thermique au centre du combustible, de sorte que les pastilles restent jointives tout le long de
I’axe du crayon. En effet, a chaud et sans évidement, étant donné que le centre de la pastille
gonfle plus que la périphérie en raison de la température qui est plus élevée & cet endroit, la
déformation axiale conduirait & un contact inter-pastilles localisé sur les centres. Les pastilles
combustibles sont également « chanfreinnées » afin de faciliter leur introduction dans la gaine.

40, axe du crayon combustible
6 mm
Chanfrein

0 <— plan inter-pastilles
Ev1demen<' IL < plan médian-pastille
<~ plan inter-pastilles

8,2mm

13,5 mm

FIGURE 1.2 - Dimensions caractéristiques des pastilles combustible utilisées dans les REP [1]

1.1.2. La gaine, premiére barriére de confinement

La gaine du crayon combustible constitue la premiére barriére de protection destinée & confiner
les produits de fission générés dans le combustible, au cours de son irradiation en réacteur. En
effet, apparition de défauts d’étanchéité sur la gaine peut induire des conséquences néfastes
sur le fonctionnement des réacteurs (transport des produits de fission dans le circuit primaire
du réacteur, élévation du niveau général d’irradiation de ce circuit déja causé par les produits
d’activation tels que le cobalt, le chrome etc). Pour parer a d’éventuels risques, I'autorité de si-
reté impose au concepteur et a 'exploitant de garantir I'intégrité de la gaine en fonctionnement
normal (températures modérés, puissance linéique de 'ordre de 200 W /cm) ainsi que pour les
transitoires incidentels (élévation de la température et du gradient thermique) et accidentels
(endommagement massif des barriéres et relachement de produits radioactifs). La puissance
linéique exprimée en W /cm désigne la puissance produite par le fission au sein du crayon com-
bustible par unité de longueur de crayon. Toutefois, les situations accidentelles ne sont pas
considérées dans cette étude.
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1.2 Modélisation multi-physique du crayon combustible

Dans 'industrie nucléaire, le crayon combustible irradié en réacteur est le siége de nombreux
phénomeénes fortement couplés (neutroniques, thermiques, physico-chimiques, mécaniques etc).
La figure ci-apres explicite de fagon synthétique et simplifiée les différents phénomeénes interve-
nant dans le combustible lorsqu’il est irradié.

Fluage de la gaine
Déformation de la gaine (plis)
Gonflement (solide et gazeux) - Rattrapage du jeu pastille gaine = Formation de zircone interne
Production de produits de fisslons Accrochage combustible-gaine
Dégradation de la conductivité
A Restr 1 sous forme d'HBS

T —
Défauts d'irradiation Mise en diabolo

\ Energie libérée //’_:' Densification A /

Implantation des PF \ + i Dilatations thermiques =—————3= Fracturation
Pointes de fission, f, y \ Augmentation de la température =

Fisslons

Relachement de gaz par diffusion > Montée en pression
Diffusion athermique thermique / des volumes libres
et relachement de gaz par éjection

FIGURE 1.3 — Principaux phénomeénes intervenant dans le crayon combustible sous irradiation
2]

Les principaux phénomeénes a prendre en compte pour la simulation du comportement des
crayons combustibles peuvent étre classés en deux catégories :

La premiére catégorie est relative aux phénoménes physico-chimiques (densification, gonflement
solide et gonflement gazeux) induits par les produits de fission libérés au sein de la pastille
combustible. La deuxiéme catégorie concerne le phénoméne de dilations thermiques induit par
I’augmentation de la température. Ces principaux phénoménes de natures diverses, observés
lors de lirradiation, générent des contraintes au sein de la pastille combustible. De plus la
gaine se contracte par fluage en raison de la différence de pression entre le fluide caloporteur et
lintérieur du combustible, suscitée par le relachement des produits de fission gazeux dans les
volumes libres.

Afin de décrire minutieusement le comportement du crayon combustible en mettant en exergue
tous ces phénomeénes apparaissant a 1’échelle microscopique, une simulation multi-physique a été
développée au sein de la plateforme PLETADES. La résolution de ce probléme multi-physique
repose sur la méthode de point fixe de type Gauss-Seidel. Le couplage multi-physique s’effectue
a travers une boucle de convergence entre les différents problémes couplés (thermique, physico-
chimique et mécanique).
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FIGURE 1.4 — Schéma de calcul du couplage multi-physique 3|




Présentation générale du cadre de 1’étude 31

1.2.1. Outils de modélisation du crayon combustible

L’objectif d’'un code de simulation du crayon combustible est de déterminer la température
interne et 1’état mécanique de la pastille combustible et de la gaine en conditions d’irradiations.
Comme expliqué plus haut, le crayon combustible utilisé en réacteur subit plusieurs phéno-
meénes souvent étroitement couplés (comportement multi-physique). Dans le but de simuler le
comportement multi-physique du crayon combustible autrement dit de 'interaction mécanique
entre la pastille et la gaine, plusieurs codes de calcul, associés a différentes représentations spa-
tiales du crayon, ont été développés.

Les codes de calcul FRAPCON [10], TRANSURANUS [11] et ENIGMA [12] ont été initiale-
ment développés pour simuler le comportement du crayon combustible a travers une géométrie
unidimensionnelle 1D et 1.5D (résolution radiale du probléme axisymétrique dans lequel le
crayon combustible est découpé en tranches axiales), en utilisant la méthode des différences
finies. Par la suite, d’autres codes de calcul éléments finis comme FEMAX [13| et CYRANO
[14] ont été mis en ceuvre pour décrire le comportement des crayons combustibles dans une
approche 1,5D.

Dans la modélisation bidimensionnelle (2D), le code de simulation FALCON basé sur la mé-
thode des éléments finis a été développé aux US ([15],[16] )pour modéliser le comportement
thermique, mécanique et chimique des crayons sous irradiation. Des codes de simulation 1D
(METEOR) et 3D (TOUTATIS) ont été aussi développés et implémentés au sein de la plate-
forme PLETADES. Cependant, ces applications sont de nos jours remplacées par I'application
ALCYONE qui permet de réaliser une modélisation multidimensionnelle du crayon combustible
(1D, 3D mais également 2D). A noter que le code BISON (US) permet également de simuler
le comportement d'un crayon en 3D.

La démarche que nous allons utiliser dans la section suivante pour décrire le comportement du
crayon combustible est inspirée de Iarticle Michel et al [5].

1.2.2. Modélisation du couplage thermique, physico-chimique et mé-
canique du crayon combustible [5]

En réacteur, la loi de comportement de la pastille combustible est de nature viscoélastique
avec des déformations libres caractéristiques des dilatations thermiques sous 'effet de la tem-
pérature et des phénomeénes physico-chimiques (densification, gonflement solide et gonflement
gazeux). En régime nominal, le comportement en fluage de la pastille dépend linéairement de
la contrainte alors qu’en régime transitoire les niveaux de contraintes et de températures in-
duisent un comportement non linéaire de la pastille. Dans les conditions d’irradiation, la gaine
du crayon combustible dont le comportement est viscoplastique est soumise & un chargement
en pression (pression externe du circuit primaire et pression interne due au relachement des
produits de fission gazeux).

Alinsi, pour simuler le comportement sous irradiation du crayon combustible, les lois de compor-
tement décrites précédemment doivent étre couplées aux conditions de chargement (dilatations
thermiques et phénomeénes physico-chimiques affectant la pastille combustible et la gaine).

La répartition de la température (probléme thermique) a travers I’élément combustible est
calculée selon ’équation de la chaleur :

dT
Poqr = div (A gradT) + Py,

ou p désigne la masse volumique, ¢, la capacité thermique massique, A la conductivité thermique
et P, la puissance thermique volumique (puissance produite par les réactions de fission par unité
de volume de combustible). Le transfert de chaleur vers le fluide caloporteur est caractérisé par




32 ETUDE BIBLIOGRAPHIQUE

une condition relative au flux de la chaleur ® = h.AT ou h est un coefficient constant.

En ce qui concerne le flux de chaleur a travers I'interface pastille-gaine, un coefficient d’échange
équivalent est utilisé afin de prendre en compte le transfert de chaleur a travers cette interface.
A jeu ouvert, ce transfert se fait par conduction dans la lame gazeuse et rayonnement entre les
deux surfaces solides en regard.

Lorsque le jeu est fermé le transfert de chaleur par contact entre le combustible et la gaine est
également pris en compte et dépend de la pression de contact pastille-gaine (contact imparfait).
Le probléme mécanique a résoudre a 1’échelle d’'une tranche axiale de crayon combustible est
donné par le systéme suivant (jeu ouvert) :

((divo(x,t)+pgz =0 dans €

e(x,t) = % (Vu(z,t) + V'u(x,t)) dans Q
E(t) = Il, om (£)6 + Il, 5(t) +eP(t) + &o(t) + éas(t) dans  Q, (pastille)
3re(t) 2pe(t)
() = L G ()6 + o a(t) + &5(t) + &5(r) dams Q) (gaine)
ré(t) 2p1e(t)
o(x.t).e. =p;(t).e, sur 09,
o(x,t).e, =p.(t).e, surla paroi externe de la gaine
o(x,t).e, =p;(t).e, surla paroi interne de la gaine
F(x , t).e, = F&(t).e, sur les faces supérieure et inférieure de la gaine
| F(z,t).e. = F2(t).e. sur les faces supérieure et inférieure de la pastille combustible

ot Q = Q,JQ, désigne le domaine occupé par le crayon combustible, e? et €% sont les défor-
mations visqueuses de la pastille combustible et de la gaine et les scalaires (kP, uP) et (K&, u)
représentent respectivement leurs modules de compressibilité et de cisaillement élastiques. Les
champs tensoriels €} et e§sont des déformations libres caractéristiques des phénomeénes physico-
chimiques (gonflement et densification) et des dilations thermiques de la pastille combustible
et de la gaine. Le terme eg4 est une déformation inélastique caractéristique du phénoméne de
fissuration radiale et transversale de la pastille combustible, di au fort gradient de température
(élévation brusque de la température au centre de la pastille). Les scalaires p, et p; désignent
respectivement les pressions externe (pression du circuit primaire) et interne de la gaine. La
pression interne est fixée en début de vie (pressurisation initiale en Helium) puis augmente sous
I'effet du relachement des produits de fission gazeux. Les scalaires F? et F% représentent les
forces axiales qui s’exercent sur les faces supérieure et inférieur de la pastille et de la gaine. Le
probléme mécanique relatif a l'interaction pastille-gaine (jeu fermé) est décrit plus loin.

Pour décrire le comportement viscoplastique de la pastille combustible, un modéle de fluage
isotrope décomposé en deux termes a été utilisé : le premier terme représente le fluage visco-
plastique athermique (fluage induit par Iirradiation) et le second terme caractérise le fluage
viscoplastique thermique. Ce dernier est basé sur des tests effectués sur des échantillons non
irradiés. La vitesse de fluage thermique est également divisée en deux termes décrivant le fluage
primaire et le fluage secondaire. Le fluage secondaire est modélisé avec des contributions liées
a deux meécanismes, la diffusion et la montée de dislocation, couplées par une fonction de
répartition [17]. Le fluage par diffusion est plus important a faibles contraintes et a basses
températures alors que le fluage par dislocation est prépondérant pour des contraintes et des
températures élevées. Pour le combustible UO, la loi de fluage caractéristique du comportement
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viscoplastique est donnée par :

- pastille __ -
€y =€

(o) +&,(0,T),

ath

éth(a-7T) = épr(a ’ T) + (1 - 9) édiﬁ(o- ’ T) + édislo(a- ) T)’

(0 — 6) 1 T(e)-T
0 = ——+—"— avec 0Op=—-|1+tanh|—F—]],
70 °T 2 h
ou les champs tensoriels €, €, et €, désignent respectiviment les taux de fluage primaire,

de diffusion et de dislocation. Le scalaire 6 représente la fonction de répartition des deux mé-
canismes du fluage thermique secondaire, les paramétres 7, 0y et h sont des constantes caracté-
ristiques de ce fluage et T désigne une température de transition. L’évolution dans le temps du
matériau, due a l'irradiation, est prise en compte dans le modéle a travers les paramétres du
matériau qui évoluent sous l'effet des phénomeénes physico-chimiques et de la porosité de la pas-
tille combustible. L’'impact de la porosité sur les propriétés mécaniques (propriétés élastiques)
de la pastille combustible est pris en compte. A cet égard, la modélisation du comportement
effectif de milieux poroviscoplastiques compressibles a été réalisée dans [18] & travers une ap-
proche d’homogénéisation. Pour le combustible MOX (REP), la loi de fluage est donnée au
paragraphe 2.2.2.. Le mécanisme de fissuration du combustible lors de l'irradiation, couplé au
comportement viscoplastique, a été aussi modélisé a travers une formulation non unifiée (formu-
lation dans laquelle la déformation inélastique caractéristique du comportement viscoplastique
du combustible différe de celle caractérisant le comportement plastique). Les équations consti-
tutives du modéle de fissuration du combustible et sa validation sont détaillées dans [19].

Le comportement non linéaire de la gaine sous irradiation est également modélisé par une
formulation non unifiée couplant différents mécanismes de fluage.

: Q Qs \ v
8 =AJs(a))"exp | —=Z ) exp(=B-t) + C (Jo(o)) ™ exp | — o,
= A 0a(o))" exp - 28 ) exp(-B) + C0a(a))™ oxp (-
ol J, désigne le second invariant du tenseur des contraintes déviatoriques, ®" représente le flux
neutronique, R la constante des gaz parfaits et les paramétres A, n,,, @, B, C, Q5, ns et p sont
des constantes caractéristiques du matériau. Pour un comportement purement plastique de la
gaine, le second invariant obéit a la relation suivante :

Jo(e—X)—Ro <0 avec nghep

ol X est une contrainte interne associée a ’écrouissage cinématique, Ry désigne la contrainte
seuil (limite d’élasticité a partir de laquelle la gaine se déforme de maniére plastique), le scalaire
h est une constante du matériau et €, représente sa déformation plastique.

L’augmentation du taux de fluage due a l'effet du flux neutronique ® (E>1MeV) est prise en
compte dans le second terme de la vitesse de déformation de la gaine, qui permet de modéliser
le fluage stationnaire. Par contre, I’écrouissage induit par lirradiation est introduit dans le
premier terme qui modélise le fluage primaire. Afin de bien évaluer le comportement de la
gaine dans toute la plage de chargement simulé, deux ensembles de paramétres caractéristiques
du fluage & un niveau de contraintes faibles (irradiation de base) et du fluage & un niveau de
contraintes élevées (transitoire de puissance) sont utilisés. Le comportement anisotrope de la
gaine, particuliérement significatif pour certains alliages, peut étre également pris en compte
en utilisant la contrainte équivalente de Hill [20] & la place de la contrainte équivalente de Von
Mises Jo, dans les expressions de la vitesse de déformation de la pastille combustible et de la
gaine.
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Dans la pastille, la déformation libre e caractéristique des phénomeénes physico-chimiques et
des dilations thermiques se décompose selon :

.p_.D . .
€0 = Egg + Egg + €tn

La déformation &, caractérise le phénomeéne de dilatations thermiques sous I'effet de la tempé-
rature (e, = (T — Ty)), T étant la température a laquelle le matériau est dans son état de
référence. Le taux de déformation ég]g, relatif au gonflement solide et a la densification, dépend
particuliérement du taux de combustion noté BU. Le gonflement solide est li¢ aux produits de
fission solide qui tendent a modifier les dimensions cristallographiques du combustible alors que
le processus de densification est le résultat de ’annihilation de petits pores causés par 1’éner-
gie d’activation des pics de fission. Le taux de déformation lié & ces phénomeénes est supposé

sphérique et son évolution temporelle est régie par la relation suivante.
- D
€p = f(BU,....) 0

Le comportement des produits de fission gazeux libérés lors de l'irradiation est modélisé par
différentes approches : un modéle semi-empirique consacré a la la simulation de tests intégraux
[21] et un modéle avancé pour l'interprétation détaillée des résultats de laboratoire [22]. Le
modéle semi-empirique est actuellement remplacé par le modéle CARACAS dont 'objectif est
de proposer une approche continue a la fois dans les conditions nominales que transitoires [23].
Les équations constitutives présentées ici sont simplifiées afin d’illustrer les principaux phéno-
ménes pris en compte dans la simulation du comportement des produits de fission gazeux. Une
description compléte des équations constitutives utilisées dans le modéle avancé MARGARET
de la plateforme PLEIADES peut étre trouvée dans [22].

a. Schéma de calcul 1D

Le schéma de calcul 1D, largement utilisé dans les codes de calcul industriels CYRANQO3, est
basé sur un découpage axial du crayon en plusieurs tranches dont chacune est susceptible de
représenter le comportement moyen de quelques pastilles (un crayon d’environ 200 pastilles est
généralement modélisé en 30 tranches). La modélisation unidimensionnelle des crayons com-
bustibles repose sur certaines hypothéses simplificatrices. En effet, chaque tranche posséde une
symétrie de révolution et est modélisée en déformations planes généralisées, ce qui permet ainsi
de simuler le crayon combustible en intégralité tout en déterminant les grandeurs caractéris-
tiques du comportement global & savoir la pression interne, le relachement des gaz de fission et
Iinteraction-pastille gaine. Le schéma de calcul 1D permet également de calculer la déformation
moyenne du combustible et de la gaine sur une portion axiale considérée du crayon. Ces hypo-
théses cinématiques imposent des restrictions fortes sur les champ de déplacement admissibles :

u(r,0,z) ~u(r)e, +¢e,,.ze,

Dans cette modélisation, le rayon externe de la pastille combustible est toujours inférieur au
rayon interne de la gaine (condition de non-interprétation entre la pastille et la gaine). De plus,
on suppose qu’il y’a une forte interaction lors du contact entre la pastille et la gaine et pour
modéliser cette interaction on impose une condition supplémentaire dite de solidarisation.

Ae ‘ pastille = Ae ’ gaine

ot A€|pastinie désigne la différence entre la valeur actuelle de la déformation axiale dans le
combustible et celle correspondant a 'instant du contact entre la pastille et la gaine.
L’image a gauche représente le découpage du crayon en tranches axiales et celle de droite
caractérise 1’équivalence entre un élément fini unidimensionnel (1D) et une structure.
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En 1D, un élément = un « anneau »

—— subdivisions de la pastille en anneaux

}—4 subdivisions d'un rayon en éléments 1)

Coupe transversale dela pastille

FIGURE 1.5 — Schéma de calcul unidimensionnel (1D) du crayon combustible [4]

b. Schéma de calcul 3D

A Dlinverse du schéma de calcul 1D qui permet de simuler ’ensemble d’un crayon combus-
tible, le schéma de calcul 3D décrit le comportement d’'un fragment correspondant & une partie
d’une pastille combustible avec 'apparition d’une pré-fracturation lors de la premiére montée
en puissance. La partie du fragment de pastille représenté posséde deux plans de symétrie de
sorte qu’on représente un quart d’un fragment de pastille combustible, enveloppé de la portion
de gaine correspondante. La modélisation tridimensionnelle permet d’avoir accés au compor-
tement local de la pastille. Le schéma de calcul 3D nécessite au préalable une simulation en
1D dans laquelle les valeurs de température, correspondant a la partie extérieure de la partie
non oxydée de la gaine, sont extraites. Ces températures sont par la suite imposées sur la paroi
externe de la gaine afin de définir les conditions aux limites a cet endroit. Par rapport a une mo-
délisation unidimensionnelle, une modélisation tridimensionnelle doit décrire le comportement
orthoradiale du fragment de la pastille combustible. Dans cette optique, deux plans particuliers
sont identifiés :

Un plan de symétrie au centre du fragment sur lequel les champs de déplacements normaux sont
non nuls, par contre le champ de déplacement orthoradial est pris nul (pas de mouvement) et
un plan de symétrie entre le fragment considéré et le fragment adjacent (plan de fracturation)
sur lequel une condition de non-interpénétration est imposée.

Le champ de déplacement orthoradial n’ayant pas été négligé dans la modélisation tridimension-
nelle, le frottement entre le fragment et la gaine est modélisé a travers un modéle de COULOMB
dans lequel I'influence du coefficient de frottement [24] a été analysé par Michel [25]. En effet,
le frottement lors de l'interaction entre la pastille combustible et la gaine est d'une importance
primordiale en ce qui concerne la concentration de contrainte ou de déformation au niveau de
la gaine [26] [24] et sur la fissuration au sein du combustible. Les mesures du coefficient de
frottement |27] [28] entre les matériaux combustibles non irradiés et les matériaux en zirca-
loy se situent généralement entre 0,4 et 0,7 et sont presque indépendantes de la pression de
contact, de la température et de ’épaisseur de I'oxyde. L’irradiation peut améliorer le frotte-
ment [27] conduisant ainsi & une liaison chimique entre la pastille et la gaine [28], & fort taux
de combustion. Dans les descriptions des schémas de calcul en 3D (ALCYONE), le contact
unilatéral du systéeme pastille-gaine est évalué par la méthode du multiplicateur lagrangien du
code CAST3M, et un modéle Coulomb est introduit pour prendre en compte le phénomeéne de
glissement ou d’adhérence, selon ’équation suivante :
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0 st [Fy| < pu|Fy
Vy =

—CFt s1 ’Ft| :/,I/|Fn|

ou Fy et F, désignent respectivement les forces tangentielles et normales lors du contact entre
la pastille et la gaine, v; caractérise la vitesse de glissement, p représente le coefficient de
frottement et le paramétre ¢ est une constante.

plan de symétrie
=71 au centre du frag-
‘l ment

FIGURE 1.6 — Schéma de calcul tridimensionnelle (3D) du crayon combustible [4]

La figure a gauche décrit le domaine représentatif du crayon combustible et la figure de droite
correspond au maillage qui lui est associé.

1.2.3. Simulations sous irradiation des évidements des crayons UQO,

Des simulations numériques sur le comportement du crayon combustible UO, dans des condi-
tions normales ou incidentelles ont été réalisées afin de permettre une meilleur compréhension
de T'interaction pastille-gaine [29]. L’objet de I’étude était de proposer une évolution du com-
portement viscoplastique de la pastille UOy qui prend en compte 'effet du taux de combustion.
De plus, des données expérimentales en transitoire de puissance (comblements d’évidement)
ont été utilisées afin d’évaluer les résultats issus de la simulation numérique en 3D dans le
code de calcul ALCYONE. Les données expérimentales sont des mesures des évidements entre
deux pastilles sur une coupe axiale, coupe axiale qui présente 'avantage d’observer une pas-
tille compléte au niveau de son plan médian et aussi de pouvoir déterminer les différences de
comportement entre les zones d’inter-pastille (IP) et a mi-pastille (MP). Ces mesures, issues
des examens post-irradiatoires du combustible, ont permis pour la premiére fois d’ajuster les
paramétres du modéle viscoplastique (fluage thermique).

Pour simuler le comblement des évidements le modéle 3D ’ALCYONE a été utilisé. Dans ce
modeéle, les évidements et la condition de surface libre associée sont naturellement représentés.
Les lois d’évolution du fluage de la pastille combustible sont données par les équations de la
sous section 1.2.2.(comportement viscoplastique).

Par ailleurs, des données expérimentales obtenues en transitoire de puissance ont été exploitées
afin d’évaluer les résultats obtenus par les simulations numériques. Les crayons sont caracté-
risés par diverses histoires d’irradiation en régime nominal (nombres de cycles, longueur des
cycles et puissance de ces cycles) et diverses caractéristiques de rampes de puissance (puissance
imposée pendant une période donnée). De plus, les crayons sont répartis en groupes selon la
durée du palier a forte puissance : crayons sans temps de maintien, crayons avec un court temps
de maintien (moins de 16 mn) et crayons avec un long temps de maintien (plus de 16 mn). Les
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données expérimentales obtenues a travers des mesures de la zone vide entre deux pastilles sur
une coupe axiale du combustible (comblements d’évidements) ont permis de construire une loi
de fluage de la pastille combustible. Ces caractérisations montrent que le comportement visco-
plastique du combustible a un impact sur la déformation au niveau du plan inter-pastille et
joue un roéle trés important sur I'interaction mécanique entre la pastille combustible et la gaine.
Ces mémes crayons ont été simulés avec ALCYONE 3D et ont montré une surestimation par le
calcul du comblement d’évidement mesuré expérimentalement. Comme c’est la loi de fluage du
combustible vierge qui est utilisée dans ces calculs, on déduit de ces résultats que l'irradiation a
un effet durcissant sur ce fluage. Cette diminution du fluage avec I'irradiation a été représentée
empiriquement par un effet du taux de combustion. Dans cette modélisation, ’évolution du
scalaire 6 (défini a la sous section 1.2.2.) en fonction du taux de combustion BU est donnée par

I’équation suivante :
0 = Oy exp (—B BUQ) ,

oll 8 est un paramétre ajusté avec les données expérimentales.

2. Le combustible MOX, un matériau hétérogéne

Dans cette section, nous nous intéressons particuliérement au comportement sous irradiation du
combustible MOX. Pour cela, nous commencons par une bréve description de la microstructure
du combustible MOX et les principaux mécanismes qui apparaissent au cours de l'irradiation.

2.1 Microstructure du combustible MOX

Le combustible MOX (Mixed OXyde fuel), utilisé dans les centrales nucléaires, est constitué
d’un mélange d’oxyde d’uranium appauvri et d’oxyde de plutonium provenant du traitement
des combustibles usés. Le procédé de fabrication du combustible MOX est le procédé MIMAS
(MlIcronization of a MASter blend)[30], [31] qui comprend deux étapes. La premiére étape
consiste a mélanger la poudre de 'oxyde d’uranium UQO, appauvri avec la poudre de dioxyde
de plutonium PuQOs issue des combustibles usés pour former un mélange primaire appelé "mé-
lange mére". La deuxiéme étape du procédé est de diluer le "mélange mére" obtenu dans de
la poudre de dioxyde d'uranium appauvri de fagon & obtenir la teneur en plutonium souhaitée.
Lors de I’élaboration du combustible MOX, le mélange des poudres peut générer une répartition
inhomogéne de composés chimiques sous forme d’amas. Les pastilles MOX présentent ainsi une
microstructure de type matrice-inclusions, constituée d’une phase d’enrobage a teneur modérée
en plutonium (6% a 10% de Pu) dans laquelle sont distribuées des zones a différentes teneurs
en plutonium. Ces derniéres sont essentiellement composées d’amas plutoniféres a forte concen-
tration (25% a 30% de Pu) et d’amas uraniféres a faible proportion en plutonium (inférieure &
1% de Pu). La fraction volumique des amas plutoniféres est de 'ordre de 10% et celle des amas
uraniféres de l'ordre de 25% a 30%.

e Amas plutoniféres
(UO.7O7 Pu0.30)02
e Amas uraniféres
<U0498 ? PuO.OQ )02
o Enrobage (matrice)
(UOA907 PuOAIO)OQ

Figure 2 : Combustible MOX, cartographie X du plutonium & la microsonde (& gauche).
A droite : image obtenue par analyse d’images et segmentation en 3 phases
(thése Oudinet, 2003) [32]
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L’image de droite est obtenue par traitement de la microstructure MOX, acquise a la microsonde
(image de gauche). Ce traitement a été réalisé a travers des logiciels développés par Oudinet
[32] comme le logiciel LANTINUM ou ANACONDA. Le logiciel ANACONDA par exemple a
permis de détecter les différents constituants du combustible MOX par 1’étude de compatibilité
statistique en proportion des différentes zones de la cartographie.

2.2 Comportement du combustible MOX sous irradiation

Lors de l'irradiation en réacteur plusieurs phénoménes dépendant de la densité de fission lo-
cale et de la température se développent au sein des crayons combustibles. Ces phénoménes
physico-chimiques et thermomécaniques liés a l'irradiation sont principalement la densification,
le gonflement, le relachement des gaz et produits de fission, le fluage etc. Ces phénoménes jouent
sur I'intensité de I'interaction pastille-gaine. C’est pourquoi, afin de garantir ’étanchéité des
gaines combustibles, des études doivent étre menées afin de mieux appréhender ces phénoménes
qui se produisent au sein des crayons combustibles.

2.2.1. Densification et gonflement

Lorsque le combustible n’est pas chargé en réacteur (hors irradiation), les propriétés méca-
niques (élastiques) et physiques de ses différents constituants sont quasi-similaires et sont donc
supposées homogeénes [33]. En début d’irradiation, les pastilles combustibles subissent une den-
sification plus ou moins importante due & la disparition progressive des porosités résiduelles
créées lors de leur fabrication. Ce phénoméne physique suscite une diminution du volume des
pastilles et une augmentation temporaire du jeu pastille-gaine. Simultanément le combustible
gonfle du fait de 'accumulation des produits de fission. En effet, la création de deux atomes a
partir d’un seul noyau lourd induit un gonflement du combustible qui se poursuit tout au long
de l'irradiation.

En régime nominal, le gonflement solide est prépondérant car les gaz de fission qui se forment
dans ces conditions d’irradiation ne provoquent pas de gonflement significatif. Le gonflement
dans ces conditions est de 'ordre de 0.06 a 0.07% par GWj/t. Le taux de combustion, me-
suré en GigaWatts par jour par tonne de combustible, représente ’énergie thermique produite
par les fissions nucléaires dans une masse de combustible. Le taux de relachement des gaz de
fission (nombre d’atomes relachés dans le volume libre du crayon rapportée au nombre total
d’atomes de gaz produits) a un taux de combustion de 60 GWj/t est d’environ 3% pour un
combustible standard et de 'ordre de 6% pour le combustible MOX [2]. Les produits de fission
gazeux (xénon et krypton) sont éjectés aux surfaces libres du combustible, par les cascades de
déplacements causées par I'implantation d’un produit de fission. Ce mécanisme est en augmen-
tation constante lors de l'irradiation en raison de 1’élévation de la teneur en produits de fission
gazeux et de I’évolution des surfaces libres. Au dela de 30 GWj/t le taux de relachement des
gaz, qui dépend nettement de la température, augmente plus vite. Les atomes de gaz insolubles
se diffusent jusqu’aux joints de grains et leur accumulation donne naissance a des bulles de gaz
qui font gonfler le combustible et qui contribuent au relachement.

Lors d’un transitoire de puissance caractérisé par des niveaux de contraintes et de tempéra-
tures trés élevés, le taux de combustion est quasiment constant. En revanche 'augmentation
de puissance conduit & une élévation de température provoquant une recrudescence du taux de
relachement et du gonflement gazeux.

Par ailleurs, en raison de la différence de la pression entre le fluide caloporteur et l'intérieur
du crayon combustible, la gaine se contracte diamétralement par fluage suscitant ainsi une fer-
meture progressive du jeu pastille-gaine. Ceci n’a aucune conséquence immédiate lorsque les
déformations imposées a la gaine sont de faibles amplitudes. Cependant lors d’une variation de
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puissance thermique, le contact entre la gaine et la pastille crée des contraintes mécaniques qui
risquent de provoquer la fissuration ou méme la rupture de la gaine.

A T’échelle microscopique, la densité de fission dans les amas plutoniféres est plus élevée que
dans les autres phases (2 & 3 fois supérieure), ce qui induit des phénoménes de densification
et de gonflement plus intenses dans ces amas. A l'inverse, ces phénoménes sont ralentis dans
les amas uraniféres ou la densité de fission est moins importante que dans I’enrobage. Avec ces
effets, le combustible devient hétérogéne vis & vis des champs de contraintes et de déformations
au sein du matériau.

2.2.2. Fluage

Du point de vue des caractéristiques de fluage, on distingue le fluage d’irradiation qui intervient
aux basses températures et sous faible contrainte et le fluage thermique qui apparait lorsque les
niveaux de contraintes et de températures sont plus élevés. Aux températures modérées (régime
nominal), le combustible subit également une déformation sous irradiation qui dépend du taux
de fission, de la contrainte et de la température [34]. A 1’échelle microscopique le fluage induit
par l'irradiation est hétérogéne. Lors d'une élévation de température et du gradient thermique
(régime transitoire), les niveaux de contraintes et de températures dans le coeur de la pastille
combustible produisent une déformation supplémentaire appelée par la suite fluage thermique
qui s’additionne a la déformation induite par l'irradiation. Le fluage thermique a été caractérisé
a travers des essais de compression réalisés a haute température (entre 1300°C et 1700°C) sur
des pastilles MOX vierges de type MIMAS (voir [35] et |36]), qui sont décrits ci-aprés :

- Essais de fluage a charge constante (comprise entre 30 et 80 MPa) dans lesquels les déforma-
tions sont mesurées en fonction du temps [37]. Ces essais ont permis d’identifier la loi de fluage
thermique macroscopique du MOX MIMAS : (teneur moyenne en Pu égal a 7.2%)

. n—1 Qin
el = eq [oeg) "V exp (_ﬁ> ’

ol éq(fh) désigne le fluage thermique, oeq est la contrainte équivalente en MPa et s le déviateur
du champ de contrainte. Les valeurs des coefficients ég, Qs et de la non linéarité n qui est assez
proche de 4 sont données dans [37].

- Essais a vitesse de déformation imposée (vitesse de I'ordre de 9% /h) qui, a I’aide de la mesure
de la charge exercée sur la pastille, permet de déterminer la contrainte rationnelle en fonction
de la déformation.

Pour déterminer le comportement en fluage thermique des différentes phases du combustible
MOX, des essais de compression sur des MOX MIMAS vierges de teneur en plutonium variable,
effectués pour des températures comprises entre (1300°C et 1700°C) et des contraintes com-
prises entre (30 et 80MPa), ont été réalisés.

La loi de fluage thermique bien connue du combustible standard UO, [34] est adaptée pour la
modélisation du fluage thermique de la phase uranifére du MOX caractérisée par une teneur en
plutonium trés faible. Les estimations obtenues avec la loi de fluage thermique du combustible
standard UQ,, comparées aux résultats obtenus expérimentalement sur des pastilles de MOX
MIMAS 0%, présentent une différence notable pour différentes contraintes imposées. Le MOX
MIMAS 0% est un combustible a base d’Oxyde d’uranium (taux de plutonium nul) qui ne dif-
fére du combustible standard UOy que par le procédé de fabrication. Pour corriger ces écarts,
des paramétres de la loi de fluage ont été ajustés (voir [38]) afin que les estimations soient plus
proches des résultats expérimentaux. On obtient ainsi une loi UO, adaptée au MIMAS 0%.
Laloi de fluage caractéristique de la phase plutonifére du MOX est construite a I'aide de la loi de
fluage du MIMAS 0% et en utilisant les résultats expérimentaux obtenus sur les MOX MIMAS
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vierges & teneur en plutonium contrélée. Dans le cas des MOX MIMAS 6% et 10%, le com-
portement effectif du matériau, constitué d’une phase uranifére et d’une phase plutonifére, est
obtenu avec le modéle d’homogénéisation TFA que nous allons présenter a la section
V. (Transformation Field Analysis). En effet les essais de compression, réalisés sur les MOX
MIMAS 6% [38], ont permis d’identifier par une méthode inverse la loi de fluage thermique
de la phase plutonifére. Cette loi est la méme que celle identifiée pour la phase uranifére (loi
MIMAS 0%) & un facteur multiplicatif prés. Ce résultat est dans un second temps validé en
utilisant la loi obtenue sur la phase uranifére (MIMAS 0%) et celle recalée pour la phase plu-
tonifére (MIMAS 6%) afin de simuler les résultats des essais de compression sur le lot MIMAS
10%. Cependant les limites de la méthode TFA utilisée pour prédire le comportement des lots
MIMAS 6% et 10% rendent P'utilisation de la loi de fluage plutonifére délicate d’autant plus que
la loi proposée ne dépend pas de la teneur en plutonium et semble difficilement extrapolable
aux amas plutoniféres des MOX industriels (teneur en plutonium nettement plus élevée). A
noter pour la suite que cette démarche pourrait étre reprise, une fois qu'un modéle plus robuste
d’homogénéisation sera établie. C’est 'objet de ce travail de thése.

Par ailleurs, a l'issue de l'irradiation en réacteur, des examens post-irradiatoires menés sur des
crayons MOX ont mis en évidence un comblement partiel des évidements (voir ([39])). Ces
évidements hémisphériques sont situés sur les faces inférieure et supérieure des pastilles com-
bustibles avant irradiation et sont destinés a compenser les excés de dilatation du centre pastille
lors de l'irradiation. Un comblement partiel de ces évidements résulte d’une déformation in-
élastique axiale se produisant lors de l'irradiation, déformation inélastique caractéristique du
phénomeéne de fluage thermique. Sur crayons UO,, la simulation 3D avec le code crayon REP
ALCYONE de la plateforme PLETADES [9] de ces comblements d’évidement et la comparaison
4 des données expérimentales ont permis de déterminer par une méthode inverse 1'effet de 1'ir-
radiation sur le fluage thermique de 'UOy (voir ([40])). Pour déterminer au premier ordre 1’effet
de l'irradiation sur le fluage thermique des combustibles MOX, nous proposons donc d’utiliser
une démarche similaire mais transposée a la simulation du comportement des crayons MOX et
en lien avec les données de comblement d’évidement disponibles pour ce type de combustible.

2.3 Evolutions des évidements des crayons MOX avec lirradiation

Des examens réalisés sur des crayons MOX irradiés en régime nominal montrent un comble-
ment relatif des évidements a l'issue de I'irradiation, phénoméne qui n’apparait pas dans les
crayons UOs lorsqu’ils sont irradiés. L’apparition du comblement partiel des évidements dans
les crayons MOX irradiés en régime nominal est due aux niveaux de températures qui sont
significativement plus élevés que dans les combustibles UQOs.

Les résultats expérimentaux relatifs aux comblements d’évidement des crayons MOX irradiés
sont disponibles dans la base de données CRACO. Ces résultats sont issus d’examens métallo-
graphiques dans lesquels, des déformations inélastiques caractéristiques du phénoméne de fluage
thermique ont été visualisées au niveau de chaque pastille. En effet, 'examen globale des zones
d’inter-pastilles montre que la géométrie des évidements, des chanfreins et des épaulements
entre les pastilles est peu affectée. Les évidements ne sont pas comblés et le taux de comble-
ment est déterminé a partir du volume de I’évidement a la fabrication et celui de I’évidement
apres irradiation.

‘/fabrication — Virradiation

Taux de comblement (3D) =

V}abrication

Le taux de comblement des évidements hémisphériques situées sur les faces inférieure et supé-
rieure des crayons décrits ci-dessus est récapitulé dans le tableau qui suit :
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Echantillon | Evidement bas (%) | Evidement haut (%) | Comblement moyen 3D (%)

C13 - D3 Bis 12 9.7 10.9

P13 - D3 Bis 11.5 9.4 10.5

Table 1 : Comblement 3D des évidements des crayons C13 et P13

Comme nous 'avons expliqué dans la section précédente, les paramétres du modéle viscoplas-
tique (loi de fluage thermique) du combustible standard UO, ont été ajustés a partir de résultats
expérimentaux (mesure de comblements d’évidements entre deux pastilles sur une coupe axiale)
issus d’examens post-irradiatioires du combustible UO, irradié.

Les simulations numériques qui vont étre réalisées dans cette étude sont relatives a la construc-
tion de la loi de fluage thermique des crayons MOX irradiés. Pour identifier cette loi de fluage,
nous souhaitons ainsi adopter la méme démarche que précédemment en utilisant la loi de fluage
thermique caractérisée expérimentalement sur le MOX vierge. L’objectif de ’étude est donc de
vérifier si la loi de fluage thermique du MOX vierge est bien adaptée pour décrire les défor-
mations inélastiques représentatives des comblements d’évidement des crayons MOX irradiés.
Nous allons donc dans un premier temps réaliser des simulations numériques avec la loi de fluage
thermique du MOX vierge et si les résultats présentent une bonne concordance avec ceux obte-
nus expérimentalement sur les MOX irradiés alors le modéle viscoplastique (fluage thermique)
du combustible MOX vierge sera attribué au combustible MOX irradié. Dans le cas échéant,
nous allons ajuster quelques paramétriques caractéristiques du modéle viscoplastique du MOX
vierge afin de pouvoir construire une loi de fluage thermique bien adaptée a la description du
comportement sous irradiation des crayons combustibles MOX.

3. Homogénéisation des matériaux hétérogéenes, notions gé-
nérales

La micro-mécanique est une discipline de la mécanique dont I'objectif est de prédire le comporte-
ment effectif d'un matériau hétérogéne a partir des propriétés de ses constituants. L’élaboration
d’une approche micro-mécanique requiert la définition d’un Volume Elémentaire Représentatif
(VER) dont la morphologie, la répartition et la taille de ses constituants peuvent influer sur son
comportement macroscopique. Dans cette étude nous supposons que les conditions relatives a
la mise en ceuvre de 'approche micro-mécanique sont bien satisfaites a savoir :

e La taille caractéristique du VER est suffisamment petite par rapport a la dimension de la
structure, pour que 1’on puisse considérer cette derniére comme un milieu continu.

e La taille caractéristique du VER est suffisamment grande par rapport aux dimensions des
hétérogénéités pour négliger les fluctuations du comportement global d’une particule macrosco-
pique a l'autre.

La taille de la structure considérée, plus précisément la pastille combustible, est de 'ordre de
8 mm de diamétre, ce qui conduit a des tailles de maille pour les analyses éléments finis de
I'ordre de 250 microns. Donc L=8 mm tandis que 1 = 250 microns. La taille des hétérogénéités
(amas) est de l'ordre de 50 microns de diamétre en moyenne avec certains amas qui peuvent
atteindre une taille de 140 microns (voir [33]). Il y’a donc séparation d’échelle (d <<1 << L)
si on considére des amas de taille de 50 microns.

Néanmoins, le rapport d’échelle entre la dimension du volume élémentaire et la plus grande des
inclusions (le diamétre du plus grand amas plutonifére est égal a 140 microns) reste relativement
faible (rapport d’échelle de 2.14) et on sort ainsi du cadre de ’homogénéisation. Pour représenter
les effets de ces gros amas, une solution adéquate serait de modéliser par éléments finis les gros
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Homogénéisation
. VER . _—

Milieu homogeéne
équivalent

o-." 0
Localisation

FIGURE 1.7 — Différentes échelles d’analyse (d << 1<< L)

amas a l’échelle de la pastille combustible.

3.1 Meéthodologie de I’homogénéisation

On distingue généralement trois étapes dans toutes les démarches de modélisation des matériaux
hétérogeénes. La premiére étape est celle de la représentation, il s’agit de définir les phases et
de décrire leur répartition spatiale et leur comportement. La deuxiéme étape, correspondant
a la localisation, consiste a déterminer une relation entre les champs locaux et les grandeurs
macroscopiques. Enfin vient la troisiéme étape du processus, celle de I’homogénéisation, qui a
pour objectif d’estimer le comportement effectif du milieu homogéne équivalent.

3.2 Grandeurs macroscopiques

Soient o(x,t) et e(x,t) deux champs locaux d’ordre deux, symétriques et respectivement de
contraintes équilibrées et de déformations compatibles. On appelle contrainte et déformation
macroscopique les moyennes dans le volume €2 des contraintes et déformations locales.

1 1

E(t):@ » (o(t).n) @, xzdS E(t):@ aﬂu(m,t)®snd5 (1.1)

ol I'opérateur ®, est un produit tensoriel symétrique défini par :

U Qs = §(uznj + njui)

3.3 Conditions aux limites

La résolution de ce probléme local nécessite la connaissance des conditions de chargement
appliquées sur le contour 0€2. On distingue généralement deux conditions aux limites classiques
compatibles avec les moyennes des champs de déformation et de contrainte macroscopique.
Ces conditions ne suffisent pas pour représenter I’état in situ du volume 2 puisqu’elles ne
correspondent pas aux vraies conditions sur la frontiére du domaine 0f). Cependant elles sont
nécessaires a la description compléte du probléme. Nous allons & présent définir ces deux types
de conditions aux limites.
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3.3.1. Condition de chargement en déformations homogénes

Lorsque le matériau est soumis & un chargement en déformations homogénes sur la frontiére
du domaine : u(x,t) = E(t).x sur 09, alors la valeur moyenne du champ de déformation
satisfaisant a I’équation de compatibilité et les conditions aux limites cinématiques sur le bord
s’exprime sous la forme ci-aprés

() = (e(w, b)) = ﬁ [ (B().2) ©.na0=B() (1.2)

n est la normale unitaire extérieure au contour JS2 et le symbole (o) désigne la moyenne dans
tout le volume ¢

3.3.2. Condition de chargement en contraintes homogénes

De maniére duale, on impose une contrainte homogéne sur le contour extérieur du domaine
o(x ,t).n(x) = X3(t).n(x) sur 0. La moyenne du champ de contrainte statiquement admissible
re vérifiant ’équation d’équilibre en 'absence de forces volumiques et la condition sur la frontiére
0f) est donnée par

1
a(t) = (o(x,t)) = 9 (E(t) .n) @ zdQ = X(t) (1.3)
G19)
Les résultats sur les calculs des moyennes des champs de déformation locaux ont été obtenus
dans le cadre de I’hypothése des petites perturbations dans laquelle la relation entre les champs

de déformation et déplacement est linéaire.

3.3.3. Lemme de Hill-Mandel

Soient o (x,t) et e(a,t) deux champs de contrainte et de déformation indépendants tels que
o(x,t) soit équilibré, et que e(x,t) soit compatible, e(x,t) = e(u(x,t)), u(x,t) étant le
champ de déplacement. Si ces deux champs vérifient respectivement la condition en contraintes
homogénes ou la condition en déformations homogénes sur la frontiére 02, alors on a :

(o(x,t):e(x,t) = (o(x,t): (e(x,t) =0c(t): &), (1.4)

ot le symbole " :" désigne le produit contracté d’ordre deux et (o(x,t) : e(x,t)) la moyenne
spatiale du travail des forces internes a 1’échelle microscopique. Cette relation établie & par-
tir de ’admissibilité statique ou cinématique des champs de contrainte et de déformation est
classiquement appelée "condition de macrohomogénéité de Hill" [41]

3.4 Condition initiale

A Tinstant initial la réponse du matériau est purement élastique pour la méme microstructure
avec les conditions de chargement sur le bord données par X (t = 0) = 3y ou E (t = 0) = E,.
Dans ce cas, les champs de déplacement u(x ,t), de déformation e(x , t) et de contrainte o (x ,t)
du probléme quasi-statique a cet instant satisfont aux fonctions ug(x), eo(x) et oo(x) qui sont
solutions du probléme élastique.

u(x,t=0)=up(x) , e(x,t=0)=¢y(x) , o(x,t=0)=o0(x) (1.5)
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4. Formulation du probléme

Considérons a présent un volume élémentaire occupant un domaine €2 de frontiére 0€). Le
volume élémentaire €2, représentatif de la microstructure du combustible MOX, est constitué
d’une matrice isotrope dans laquelle des inclusions proches d’une géométrie sphérique sont
distribuées de maniére isotrope et aléatoire. La loi de comportement des différentes phases
constitutives du matériau hétérogéne est viscoélastique non linéaire avec déformation libre
entre les phases (gonflements différentiels induits par irradiation). Les propriétés mécaniques
du matériau (modules élastiques et visqueux) dépendent de la température qui elle méme est
une fonction du temps. La résolution du probléme & 1’échelle microscopique sur l'intervalle de
temps [0, T] consiste a déterminer les champs mécaniques solutions du systéme suivant.

(divo (z,t) =0 dans Qx [0, T]

1
s(w,t):§<Vu(a:,t)+VTu(a:,t)) dans Q x [0, T
1 ) 1 .(r)
Em (T, 1) = o am(m,t)+T m(x,t)+e, () ., r=12 ., N
3ke (t 3Ky (1) (1.6)
1
ée(x,t)=———s(z,t)+e(x,t) , r=12.,N
20 ()

ou sur Of

Les scalaires mg) et ,u((f) représentent respectivement les modules de compressibilité et de cisaille-

ment élastiques des différentes phases, k) caractérise le module de compressibilité visqueux et
5’(():7)1 la vitesse de déformation libre par phase. Les propriétés mécaniques dépendent du temps
par le biais des phénoménes induits par I'irradiation (dilations thermiques, réactions chimiques
etc). Donc les chargements et les propriétés mécaniques évoluent de maniére significative dans le
temps (c’est pourquoi on qualifie le comportement de "vieillissant"). Les champs de contrainte o

et de déformation & sont décomposés selon leurs parties sphériques (g,,8 , 0,,0) et déviatoriques

(e,s).

Tr(o)
3

ot & désigne le tenseur identité d’ordre deux et Tr(e) désigne la trace d’'un champ tensoriel

O = , S=0—0,0 , = , e=¢g—¢cp0,

d’ordre deux : Tr(e) = Z €;;. La vitesse de déformation visqueuse &, dérive d’un potentiel de

K2
dissipation non linéaire (en loi puissance).

(1) (1) n1
ez ,t) = Ws(w,t)—l—z X" () e (1)), UN(g) =4 "7 +1\q
v r=1

00 sinon
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ott """ représente le module de cisaillement visqueux par phase. Ce module est inversement

proportionnel au taux de fission ), dans chacune des phases (r) considérée.
1

(r)irr _ S 1.7

ol le coeflicient 7 caractérise le fluage induit par l'irradiation. Les paramétres ég’) , O'(()T) et n(")
sont des constantes caractérisant le comportement visqueux non linéaire des phases. oo, désigne
la contrainte équivalente de Von Mises donnée par :

oo, 1) = \/2 s(z,1) : s(x, 1), (1.8)

") représente la fonction caractéristique du domaine Q) occupé par les phases (r), définie
par :
1 si e
X" (x) = (1.9)
0 sinon

Des méthodes de résolution du probléme (1.6) qui reposent sur une description explicite du vo-
lume élémentaire représentatif (éléments finis, méthodes FFT etc) pourraient étre utilisées afin
de pouvoir déterminer les champs mécaniques locaux. Cependant dans le cadre de ce travail,
nous ne cherchons pas a déterminer les champs en tout point du volume élémentaire mais nous
nous intéressons plutdt a évaluer de facon analytique les moyennes par phase de ces champs
locaux par une modélisation micro-mécanique en champs moyens.

5. Conclusions

Dans cette section nous avons dressé un état de I'art sur le comportement multiphysique du
crayon combustible, décrit & travers des simulations numériques s’appuyant sur des calculs de
structures (calculs 1D ou 3D). Dans la suite, nous avons fait une description de la microstructure
du combustible MOX ainsi que les phénoménes physico-chimiques (densification, gonflement,
fluage) qui apparaissent lorsqu’il est irradié en réacteur. La microstructure du combustible
MOX est de type matrice-inclusions (phase d’enrobage dans laquelle sont distribués des amas
plutoniféres et des amas uraniféres). Hors pile, le combustible MOX est un matériau homogéne
(les propriétés mécaniques étant les mémes dans chacune des phases). Cependant, lorsque le
combustible MOX est chargé en réacteur la cinétique d’apparition des phénoménes physico-
chimiques différe d’'une phase a I'autre. Ce qui fait que le combustible MOX devient hétérogene
et la loi de comportement dans chacune des phases est de nature viscoélastique non linéaire et
vieillissante (propriétés mécaniques évoluent dans le temps sous 'effet des phénoménes physico-
chimiques). Les différentes phases du matériau sont caractérisées par des déformations libres,
représentatives des dilatations différentielles sous l'effet du taux de combustion et de la tem-
pérature. Le fluage thermique, apparaissant aux hautes températures, n’a été caractérisé que
sur le combustible vierge (essais de compression) donc nous ne disposons pas de données sur
le fluage thermique du combustible irradié. En revanche nous disposons de résultats d’examens
réalisés aprés irradiation de crayons MOX, examens qui montrent un comblement des évide-
ments des pastilles que 'on attribue a 'effet du fluage thermique. Nous proposons donc dans
cette étude de simuler le comportement des crayons MOX sous irradiation et d’identifier I'inten-
sité du fluage thermique par comparaison avec ces résultats expérimentaux. Compte tenu de sa
nature hétérogéne, nous souhaitons modéliser avec une approche en champs moyens le compor-
tement macroscopique tout comme les moyennes des champs mécaniques locaux du MOX. La
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démarche envisagée consiste a utiliser le principe de correspondance qui permet de transformer
le probléme viscoélastique linéaire non vieillissant en un probléme élastique linéaire indépendant
du temps. Les propriétés effectives peuvent dans ce cas étre évaluées a travers une méthode de
changement d’échelle. La réponse du composite a I'instant initial étant purement élastique, nous
commencons par récapituler quelques résultats obtenus pour cette classe de comportement. Ces
résultats seront par la suite étendus au cas d’'un probléme thermo-élastique.
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III. Résultats en élasticité et thermo-élasticité

Nous présentons ici des modéles d’homogénéisation développés en élasticité linéaire. Reuss et
Voigt ont développé des modéles basés sur une méthode énergétique pour déterminer des bornes
pour les modules effectifs de matériaux hétérogénes ayant un comportement élastique linéaire.
D’autres estimations du comportement mécanique effectif de matériaux a caractéres hétérogénes
ont été ultérieurement obtenues. Les premiéres études, portant sur le probléme de I'inclusion
ont été réalisées par Eshelby [42] qui, par la résolution du probléme de localisation, détermine
les champs de déformation et de contrainte élastiques d’une inclusion ellipsoidale entourée d’une
matrice élastique infinie. Mori Tanaka [43] utilise ensuite les solutions analytiques d’Eshelby [42]
pour estimer le comportement élastique homogénéisé de matériaux hétérogénes en mettant en
exergue l'interaction entre les différentes phases. Hashin [44| a également estimé les propriétés
élastiques effectives d'un assemblage de sphéres composites par une analyse des champs de
contraintes et de déformations locales. De ses travaux, il retrouve en toute rigueur le module de
compressibilité homogénéisé établi dans le modéle de Mori Tanaka. Les approches de Voigt et
Reuss ne permettent pas de fournir une bonne description du comportement mécanique effectif
des matériaux poreux ou a compressibilités infinies. La réponse a cette question ouverte a été
traitée par Hashin et Shtrikman [45] [46] [47] qui ont proposé des bornes plus réalistes afin de
mieux représenter le comportement macroscopique de ces microstructures particuliéres.

Dans le probléme élastique ou thermoélastique, la vitesse du champ de déformation visqueux
€, dans (1.6) est nulle. Dans ce cas les vitesses de déformations et de contraintes sont reliées
linéairement & travers la loi de Hooke et les équations du systéme (1.6) peuvent étre intégrées
en temps. Nous cherchons ici a évaluer les moyennes hydrostatiques et déviatoriques par phase
du champ de contrainte (réponse élastique ou thermoélastique a chaque instant) lorsque que
la frontiére du volume élémentaire est soumise a un chargement qui dépend explicitement du
temps. Cependant, la réponse élastique et thermoélastique est instantanée et la dépendance
explicite du temps pourrait étre omise, mais nous la conservons pour une uniformité d’écriture
avec le probléme viscoélastique. Ainsi les équations d’équilibre et de comportement locales
peuvent s’écrire :

( div(o(x, t)) =0 dans Q x [0, T

e(x,t) = (Vu(w,t)+VTu(x,t)) dans Q x [0, T

| —

ou dans Q x [0, T] (1.10)

ou sur 0f

C(x) et S(x) sont des tenseurs du quatriéme ordre caractérisant respectivement la distribution
dans 'espace des tenseurs locaux des modules de rigidité et de souplesse du matériau hétérogéne
considéré.
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1. Propriétés élastiques effectives

Dans ce paragraphe, nous passons briévement en revue quelques résultats obtenus en homo-
généisation linéaire. On rappelle pour chaque modéle les hypothéses mises en ceuvre pour la
détermination des propriétés homogénéisées. Ces propriétés homogénéisées peuvent, dans ce
cas, étre déterminées par des approches variationnelles en utilisant le principe de minimisation
de I'énergie potentielle ou complémentaire.

1.1 Tenseurs de localisation

La prédiction des propriétés effectives des matériaux hétérogénes s’appuie sur 'acquisition des
connaissances des tenseurs de localisation des contraintes ou des déformations. Ces relations
combinées avec les relations de moyenne entre les grandeurs microscopiques et macroscopiques
permettent d’évaluer le comportement mécanique effectif du composite.

1.1.1. Déformations homogénes au contour

Le probléme local (1.10) étant linéaire, le champ des déformations locales e(u(x, t)) peut-étre
relié de maniére linéaire a la déformation macroscopique donnée €(t). Cette correspondance
linéaire dérive du principe de superposition.

e(u(x,t)) = A(x) : g(t) avec (A(x)) =1, (1.11)

ou I est un tenseur d’identité du quatriéme ordre défini par :
1
I:§(5®6 + 0 ®9),

et A(x) un tenseur du quatriéme ordre appelé tenseur de localisation des déformations qui
dépend de la position x. Ce tenseur associé au probléme local posséde les propriétés de symétrie
mineures en raison des symétries des champs de déformation microscopiques et macroscopiques.

Aijkh(w) = Ajikh(a:) = Aijhk(az) (112)

1.1.2. Contraintes homogénes au contour

Lorsque le volume élémentaire représentatif est sollicité en contraintes homogénes sur son
contour o(x,t).n(x) = o(t).n(x) sur 0, alors la correspondance linéaire entre le tenseur
des contraintes locales o (x, t) et la contrainte macroscopique & (t) est donnée par la relation

o(x,t)=B(x) :o(t), (1.13)

ou B(x) désigne le tenseur de localisation des contraintes dont les propriétés et 'interprétation
de ses composantes sont similaires & celles du tenseur de localisation des déformations A (x)

Bijin(x) = Bjin(x) = Byjne(z) (B(z)) =1 (1.14)
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1.2 Tenseurs de rigidité et de souplesse effectifs

Les propriétés homogénéisées du probléme élastique linéaire peuvent étre déterminées en utili-
sant les équations disponibles a 1’échelle microscopique. En employant la loi de comportement
locale dans (1.10) et la relation de localisation en déformations homogénes (1.11), la moyenne
dans le volume élémentaire du tenseur des contraintes est donnée par :

a(t)=C :g(t) , C=(C(z):Ax)) (1.15)

Le tenseur de rigidité effectif C du milieu homogeéne équivalent est donc la moyenne du ten-
seur d’élasticité des phases pondérée par le tenseur de localisation des déformations. Le tenseur
C(x) étant homogéne dans chaque phase, seule est nécessaire la connaissance de la moyenne
par phase du tenseur de localisation des déformations A (x) pour pouvoir estimer le module
effectif C.

La loi de comportement macroscopique peut-étre également caractérisée par le tenseur de sou-
plesse effectif dont I'expression analytique est déterminée en prenant la moyenne de la défor-
mation microscopique et en utilisant la localisation en contraintes homogénes (1.13).

Et)=S :a(t) , S=(S(x):B(x)) (1.16)

Les expressions des tenseurs de rigidité et de souplesse homogénéisés peuvent étre également
retrouvées par une approche énergétique basée sur le lemme de Hill (voir relation (1.4)). En
effet lorsque le matériau est sollicité en déformations homogénes sur son contour, alors on a :

(o(x,t): e(x,t)) = (e(x,t) : C(x) : e(x, 1)) =&(t) : C: &(t), (1.17)
avec le module homogénéisé C qui est donné par :
C=(AT(2):C(z): A(@)) ou Cppmn = (Aijpg(2)Cijin () Appmn () (1.18)

Dans le cas d’un chargement en contraintes homogénes sur le bord du volume élémentaire, la
souplesse effective est obtenue en utilisant de nouveau le lemme de Hill du fait de I’admissibilité
statique du champ de contraintes et en tenant compte de I’équation locale (1.13) ; ainsi on
obtient :

S=(B'(x):S(z):B(x)) ou Spmn = (Bijpg(2)Siin()Brnmn()) (1.19)
Cette caractérisation énergétique des tenseurs de rigidité et de souplesse homogénéisés met
en évidence leurs propriétés de symétrie (symétries majeure et mineure). Il est important de
noter que les modules effectifs C et S, établis dans les différents cas de chargement considérés
(déformations homogénes et contraintes homogénes), ne sont pas réciproquement inverses et
sont reliés par la relation suivante [48] :

S:C=1+0(d?/1%) (1.20)

ot d désigne la dimension des hétérogénéités et 1 la taille caractéristique du Volume Elémentaire
Représentatif (VER). Cependant lorsque les dimensions des hétérogénéités sont suffisamment
petites par rapport a la taille du VER (domaine infini), alors la relation de Hill-Mandel devient

~ -1

C=S (1.21)

1.3 Théoréme de I’énergie

Les théorémes de I’énergie potentielle et complémentaire sont utilisés en élasticité linéaire pour
obtenir des bornes pour les modules homogénéisés. Ces bornes sont établies sur la base de
certaines hypothéses simplificatrices (morphologie du matériau, choix des champs admissibles
etc)




50 ETUDE BIBLIOGRAPHIQUE

1.3.1. Théoréme de 1’énergie potentielle

Le principe du minimum de ’énergie potentielle stipule que, parmi tous les champs de déplace-
ment u* qui vérifient les conditions aux limites cinématiques (champs admissibles), le champ de
déplacement u solution du probléme aux limites minimise I’énergie potentielle F(u) < F(u*),
otl la fonctionnelle F en I'absence de forces réparties est donnée par :

fﬁnziétwadﬁ—ié%P‘AWMdS (1.22)

U représente la densité d’énergie élastique de déformation dont I'expression analytique est de

la forme suivante
1
Ule)= 5 e(u(xz)) : C(x) : e(u(x)) (1.23)
02 = 00F U, on OF désigne la partie de la frontiére du domaine € ou les forces surfaciques

F9 sont exercées et 0§, la surface complémentaire ot le champ de déplacement ud est imposeé.

1.3.2. Théoréme de I’énergie complémentaire

Le théoréme de 1’énergie complémentaire est une formulation duale du théoréme de 1’éner-
gie potentielle. Le principe du minimum de I’énergie complémentaire énonce que parmi tout
champ de contrainte o* qui vérifie I’équation d’équilibre et les conditions aux limites statiques
(champs statiquement admissibles), la solution en contrainte o minimise I’énergie complémen-
taire F (o) < F (o*) avec la fonction F~ qui est définie par :

F(o) = 1/Qo'(:c) :S(x) :o(x)dQ —/ (o(x).n).u'dS (1.24)

O

1.4 Bornes
1.4.1. Borne de Voigt

Dans I'approche de Voigt, le champ des déformation microscopique e(u(x ,t)) dans le volume
élémentaire est supposé uniforme et égal au champ de déformation macroscopique €(t). Ainsi
le tenseur de localisation des déformations dans chaque phase se réduit au tenseur d’identité.

A@) =1 ¥V (z,t)eQx[0,T] (1.25)

Enfin si nous considérons un champ de déplacement cinématiquement admissible défini par
la relation w"(x,t) = &(t).x, en utilisant le théoréme de I’énergie potentielle pour u"(x 1)
avec la condition de déformations homogénes on établit une borne pour le module élastique
homogénéisé

g(t): ((C(x)) —C):&(t) >0 VE{) (1.26)
Dans le cas ou le milieu homogéne équivalent et les différentes phases constitutives du matériau

hétérogéne ont un comportement isotrope, les modules de cisaillement et de compressibilité
homogénéisés sont donnés par les relations suivantes :

N N
A<y =) => M R<R = (k)= k" (1.27)

r=1 r=1
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1.4.2. Borne de Reuss

[’approximation de Reuss consiste & considérer que les contraintes o (x , t) sont uniformes dans
tout le volume élémentaire représentatif et sont égales au champ de contrainte macroscopique,
ol (x ,t) = o(t). De cette hypothése se déduit le tenseur de concentration des contraintes dans
chaque phase qui est analogue au tenseur de localisation des déformations défini précédemment.

B(x) =1 pour tout (x,t)€ Qx|[0,T] (1.28)

Un raisonnement similaire portant sur I’énergie complémentaire permet de borner le module
de souplesse homogénéisé S. En effet parmi tous les champs de contraintes statiquement ad-
missibles, le champ de contrainte réel o (x,t) solution du probléme minimise I’énergie complé-
mentaire : F (o) < F (o) de sorte qu’on obtient :

a(t): ((S(x))—8):a(t)>0 Vo) (1.29)
Lorsque les constituants du composite ont une répartition localement isotrope, alors les modules

de cisaillement et de compressibilité du milieu homogéne équivalent supposé isotrope s’écrivent :

C(T)

LR <E =) =) — (1.30)

,L;;(T)

AT <A = (=)

r=1

Ces bornes sont inutilisables dans le cas o une des phases est rigide ou vide. Cet inconvénient

est corrigé par les bornes de Hashin-Shtrikmann. Une classe particuliére des milieux hétérogénes

est celle dont la microstructure est de type matrice-inclusions (inclusions réparties dans une
matrice). Pour cette classe des résultats spécifiques ont été obtenus.

r=1

1.4.3. Bornes de Hashin-Shtrikman

Hashin et Shtrikman [47] utilisent les principes variationnels énoncés en section 1.3 pour établir
des bornes plus resserrées que celles de Voigt et Reuss. Ces bornes ont été obtenues dans le cas
ou les raideurs élastiques sont ordonnées (au sens des formes quadratiques associées). Pour un
matériau hétérogéne biphasé dont la phase (2) est plus raide que la phase (1), e : (C® —cWy.
g > 0 Ve, les bornes supérieures et inférieures de Hashin-Shtrikman s’écrivent formellement :

Cug- < C < Cpgr (1.31)

avec les expressions analytiques de Cyg+ et Cyg- qui sont données par la relation suivante
. - q-1

Cps- = CY +@(C® —cW): [T+ 0P : (C® - W)

(1.32)

- 1-1
Cpst = C? +0(CV - C?) [T+ @ P . (cV — c®)

\

ol Pg) désigne le tenseur de polarisation de Hill pour la phase (r) dont expression analytique
est explicitée dans la section suivante dédiée au probléme de 'inclusion d’Eshelby [42] dans le
cas d’'un comportement isotrope des phases. Dans le cas d’une situation localement isotrope,
les propriétés effectives du matériau homogéne équivalent sont isotropes et elles sont encadrées
par :

SpSp

s+ ) MHS* — HST

(1.33)

ol les bornes des modules de compressibilité et de cisaillement homogénéisées sont obtenues a
partir de la relation (1.32).

k. <K<K
HS H
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1.5 Probléme de ’'inclusion

Un cas particulier de microstructure permettant ’estimation des tenseurs de localisation est
celui d’un matériau présentant des inclusions distribuées dans un domaine jouant le role de
la matrice. Les premiers résultats de ce probléme de base en mécanique ont été obtenus par
Eshelby [42] qui a déterminé le tenseur de localisation A (x) d’une inclusion ellipsoidale élastique
soumise a une déformation libre homogéne 6(()2) et noyée dans une matrice élastique infinie de
méme module CV. La déformation dans I'inclusion est alors homogene et égale 4 :

e® =gl el (1.34)

ol Sg) est le tenseur d’Eshelby. Si 'on applique une déformation homogéne € a I'infini et si les
propriétés élastiques de C®@ sont différentes de celles de la matrice, alors la déformation dans
I'inclusion est homogéne (probléme de I'inclusion hétérogéne).

c® c® c®

FIGURE 1.8 — Représentation d’une hétérogénéité de comportement élastique

La solution & ce probléme est obtenue par superposition (voir figure 1.35) avec la déformation

libre dans I'inclusion qui peut s’écrire comme suit : 6(()2) = — (C(1)>7 : (C(Q) — C(l)) e
e® =g+8y) e (1.35)

La relation (1.35) combinée avec celle de la déformation libre dans I'inclusion permet de déduire
Iexpression analytique du tenseur de localisation des déformations dans I'inclusion qui s’écrit :

-1

A — I+Pg) : (C(2) _ C(l))} ) (1.36)
Le tenseur de polarisation de Hill Pg ) associé a la phase matricielle est défini par :

Py —sy) . (c) (1.37)

1.5.1. Cas isotrope

Pour des matériaux dont la matrice et les inclusions de forme sphérique ont un comportement
isotrope, le tenseur de polarisation de Hill et le tenseur d’Eshelby sont donnés par les relations
suivantes

1 1 - 3(kM +2uW)
B3k 4+ 40 5u® (36D + 4u)

(1.38)
3k 4 4p0) 5(3cM +4pM)

sy =

\
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Les tenseurs standards de quatriéme ordre J et K sont des projecteurs sur les sous espaces des
tenseurs d’ordre deux sphériques et déviatoriques, respectivement. Ces tenseurs sont orthogo-
naux et possédent les propriétés suivantes

J:J=J ., K: K=K , J:K=0 (1.39)

La résolution du probléme d’inclusion permet d’estimer les moyennes des tenseurs de locali-
sations dans les différentes phases avec des modéles de complexité croissante. Dans le cas des
milieux dilués par exemple (faible fraction volumique des inclusions), la moyenne des champs
mécaniques est estimée par I’état mécanique d’une inclusion plongée dans un milieu infini. La
relation entre le champ de déformation dans l'inclusion et la déformation macroscopique est

exprimée par :
~1

e? — {I + PS) : (C(Q) _ CU))} ‘F (1.40)

Dans le probléme dual (conditions aux limites de contraintes homogénes sur le contour) le
champ de contrainte moyen dans l'inclusion est relié¢ & la contrainte macroscopique selon la
relation

1
o® — [I + Qg) : (S(2) _ S(l))} .7, (1.41)

ol Qg) représente le dual du tenseur de polarisation de Hill dans la matrice dont I’expression
s’écrit :

Qy =CcW:(1-sy). (1.42)

1.5.2. Extension du probléme de l’'inclusion dans le cas anisotrope

Pour les applications envisagées dans cette thése, on s’intéresse aux expressions analytiques du
tenseurs de localisation dans le cas ou les phases ont un comportement anisotrope particulier
(voir section V.). Dans cette situation, les tenseurs de rigidité dans les phases sont décomposés
selon :

C) = 350 J 4+ 2, F + 22" E, (1.43)

oll les tenseurs de quatriéme ordre E et F sont des projecteurs orthogonaux dans le sous espace
des tenseurs déviatoriques (J :E =0 |, J:F =0 , K =E + F). Dans les théories
d’homogénéisation le projecteur E est défini a partir d'un tenseur d’ordre deux «, symétrique

et déviatorique.
a

E~a®ée , &= (1.44)

Qleq
Dans ce cas d’anisotropie une forme du tenseur de polarisation de Hill dans la matrice associée
au tenseur de rigidité défini dans (1.43) a été proposée par Ponte Castafieda [49]. Dans cette
théorie, le tenseur de Hill est donné par la relation suivante :

1 1 1
Py J+ F + E (1.45)

T R T O R S S

Les composantes du tenseur de polarisation de Hill dans cette base ont pour expressions res-
pectives
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1 1 , 1(/ (A — ) (1= alV) (€ o (a))" dS (¢)
S0+ SO0 — ) [Jag — ) (€ ¢ (66))°]

=t | BB —u) @ —a‘”) (1) — 1) (¢ o (@€))" dS(¢)
72
2pp TH =1 0 4 = ()\(1) )Ua5|2 aV (¢ (af))Q]
11 [lat]? — o) (€ @ (&£))*] dS(€)
1 6 _ 4 . .
|2 O 0 SO0 - ) [lag o (€ o (06))7]

(1.46)
a® et bV sont des constantes qui dépendent des propriétés élastiques du matériau, elles
s’écrivent @ W 0 0

o = BET Ty 520 A (1.47)
3k +4,40) 7 124 (1) (1) ’
H M S,

Cependant cette expression du tenseur de polarisation de Hill suggérée par Ponte Castaneda
n’est qu’une approximation (voir [50]).

1.5.3. Conclusion

La résolution analytique du probléme de localisation par d’Eshelby [42] a permis d’estimer les
propriétés a I’échelle macroscopique d’autres modéles de matériaux hétérogénes a base d’inclu-
sions a savoir :

- Le modéle de Mori-Tanaka [43] pour des matériaux hétérogénes a phases inclusionnaires,

- Le modgle auto-cohérent [51] adapté aux microstructures semblables aux polycristaux.

Nous décrivons le modéle de Mori-Tanaka dans la section suivante.

1.6 Estimation de Mori-Tanaka

Le schéma de Mori-Tanaka, basé sur le probléme d’inclusions inhomogénes, met en évidence
I'influence de 'interaction des hétérogénéités sur le comportement élastique effectif. Pour cela, il
suppose que la moyenne des déformations dans les inclusions est équivalente a celle d’une inclu-
sion de mémes propriétés élastiques, noyée dans une matrice soumise a I'infini a une déformation
homogéne dans la matrice. Ainsi en se servant du tenseur de localisation établi par Eshelby, la
déformation moyenne dans les phases inclusionnaires pour un composite biphasé s’écrit :

-1
e® = [I +Py: (C? - c<1>)} g™, (1.48)

otl le tenseur €M désigne la déformation moyenne dans la matrice. En utilisant les relations de
moyenne volumique relatives a la localisation (1.11) et aux champs de déformations, on obtient
les expressions des tenseurs de localisation par phase qui sont données par :

1 -1
AL = [T 4 [I + P (C(Q) ca ))} ]

-1 (1.49)
A® = 14+ OPY . (C® —c)
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Ces relations permettent d’estimer le module d’élasticité effectif du milieu homogéne équivalent
selon I'équation classique :

-1

= CW 4 D(C® - W) [T+ P . (c® —cW) (1.50)

C

MT

Ce résultat montre que la borne inférieure de Hashin-Shtrikman est équivalente a 1’estimation
établie dans le modéle de Mori-Tanaka lorsque la matrice est plus souple que l'inclusion. Lorsque
les différentes phases constitutives du matériau hétérogéne sont isotropes et que les inclusions
distribuées de maniére isotrope sont sphériques, le milieu homogéne équivalent présente une sy-
métrie macroscopiquement isotrope et les modules de compressibilité et de cisaillement effectifs
s’écrivent :

( 2) _ () 4
Fo— k) 2 a i L%
Kyr =R + ¢ 1 PRCI RNy ; K 3,u
+c oD
(1.51)
[NL — H(l) + C(2) /L(Q) B ,u(l) ﬂ _ ,U/(l) 95(1) + 8M(1)
. @ _ 0 , o 0
1+ c(l)M 6 w4 2u
fi + p®

Si on étend le modéle de Mori-Tanaka dans le cas d’un matériau hétérogeéne a deux phases
inclusionnaires de méme forme (sphérique) alors ’expression analytique du module d’élasticité
effectif est donnée par la relation

-1

Cyr = CW + T + Zc M _c)=t. 0| (1.52)

o T est un tenseur du quatriéme ordre dont ’expression de la moyenne est donnée par
3 —1
T) = ZC(T)T(T) avec T = [PSE” + (C(T) - C(l))_l] : (1.53)

Dans le cas isotrope (distribution isotrope des phases et modules élastiques isotropes), les
expressions générales des modules effectifs de compressibilité et de cisaillement du milieu ho-
mogéne équivalent peuvent s’écrire comme suit :

( 3 (r) _ (1)
Z o) (’f K )
i " - 14+ 3a (kM — kM) 1
KMT = K -+ 3 C(r) s o = 3/{(1) n 4lu(1)

(1)
oo ; 1+ 3a (s —r0)

Z " (,U( ) _ ,U( ))
1+2 ) — p®)
/:L — /,L(l) 4 r=2 + 6 (K: ) /6 _

MT C(T) ! 5:u(l) (35(1) —+ 4#(1))

1
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2. Reésultats en Thermo-élasticité

Le comportement des matériaux dans certains cas met en jeu, en plus de la réponse élastique,
une déformation additionnelle n’évoluant pas sous sollicitations mécaniques. Il s’agit d’une
déformation libre de nature différente (thermique, chimique etc). Dans les combustibles MOX
la déformation libre est liée aux phénomeénes de densification et de gonflement sous irradiation.
Ces phénomeénes qui se produisent au coeur de la pastille combustible ne sont pas homogénes a
cause de la non-uniformité du taux de fission. On fait donc ’hypothése dans notre modélisation
que ces déformations sont homogénes par phase. Le probléme local a résoudre s’écrit :

div(o(x, t)) =0 dans Q2 x [0, T

—_

e(x,t) == (Vu(:n7t)+VTu(m,t)) dans Q x [0, T

\)

e(x,t)=8(x): o(x,t)+ () 8(()7“)(15) dans Q x [0, T (1.55)

u(x,t) =¢€(t).x
ou sur 02 x [0, T
L | o(xz,t).n(x) =0(t).n(x)

Les propriétés effectives du matériau thermoélastique peuvent étre évaluées au moyen des mo-
déles initialement congus en élasticité linéaire (Reuss, Voigt, Hashin etc). Nous utilisons au
cours de cette étude le modéle de Mori-Tanaka pour prédire le comportement macroscopique
du composite ainsi que les moyennes par phase. Ce modéle s’avére effectivement pertinent pour
décrire le comportement mécanique effectif des matériaux de type matrice-inclusions jusqu’a
20% de fractions volumiques d’inclusions.

2.1 Tenseurs de localisation

Les tenseurs de localisation des déformations et des contraintes définis dans les relations (1.11)
et (1.13) permet d’établir le comportement élastique homogéne équivalent de matériaux hé-
térogénes, au moyen des modéles d’homogénéisation congus en élasticité linéaire. Néanmoins,
lorsque les différentes phases constitutives du composite ont un comportement thermo-élastique,
les relations de localisation deviennent :

e(u(x,t)) =A(x) gt)+alx) , (a(x))=0
(1.56)
o(x,t)=B(x) :o(t)+b(x) , (b(x))=0

ot a(x) et b(x) sont des champs tensoriels d’ordre deux représentant la solution du probléme
purement thermique (£ = 0 ou & = 0, respectivement). Le calcul des moyennes par phase de
ces champs locaux, dans le cas particulier du modéle de Mori-Tanaka s’appuie sur la résolution
du probléme de l'inclusion. Les tenseurs de localisation B et b sont calculés en fonction des
propriétés caractéristiques du matériau et des chargements (en annexe A).
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2.2 Comportement effectif

La loi de comportement thermo-élastique macroscopique du matériau, identifiée en réalisant
des opérations de moyenne adéquates sur les lois de comportements a ’échelle microscopique,
est donnée par I'expression analytique suivante

g(t) =S :T(t) + &(t) (1.57)

€o(t) représente le gonflement effectif dont I’évolution temporelle peut-étre estimée a partir des
modeles d’homogénéisation et en exploitant la relation générale établie dans [52].

go(t) = (BT teo(t)) = > (BN : {7 (1) (1.58)

2.3 Théoréme de I’énergie

Nous considérons ici le probléme thermoélastique linéaire dans lequel le volume élémentaire
représentatif €2 est soumis & des dilatations différentielles dans les phases. La densité d’énergie
de déformation dans ce cas a la forme quadratique suivante

Ule,eo) = % e(u(@)) : C(@) : e(u(@)) + oo() : (@) + % oo(@) : S(x) : oolx)  (1.59)

oll o est une précontrainte dont 1’origine peut provenir d’une sollicitation mécanique, ther-
mique, de transformation de phase ou des procédés de fabrication. La relation qui lie la pré-
contrainte a la déformation libre a la forme

oo(x) = —C(x) : eo(x) (1.60)
La densité d’énergie de déformation pour un champ de contrainte statiquement admissible est
donnée par la relation suivante :

U (o, 00) = %a‘(a:) . S(2) : o(@) + eol@) : o () (1.61)

2.4 Calcul du second moment du champ des contraintes

L’expression du second moment des contraintes en thermo-élasticité linéaire peut-étre déter-
minée par évaluation de I’énergie effective du VER sous chargement macroscopique. En effet
lorsque le volume élémentaire représentatif {2 du matériau hétérogéne thermo-élastique linéaire
est soumis a la fois & un champ de contraintes homogénes & (¢) au contour et a des déforma-
tions libres 80 ) dans les phases, alors nous avons vu que la densité d’énergie élastique locale a

la forme :
Ulo) = %a(w,t) S o(@, ) +o@ t) e, (1.62)

L’énergie effective U emmagasinée dans le volume élémentaire est alors obtenue en utilisant le
lemme de Hill et en prenant la moyenne dans 2 de la densité d’énergie de déformation U.

l\DI»—t

N
() :S:a(t) +&(t) T +este , cste=» cel’(t): b (1.63)

Le second moment des contraintes sur la phase (r), lorsque la déformation libre est homogéne
par phase, s’obtient en dérivant l’energle effective U par rapport au tenseur des souplesses S (r)
et en utilisant le lemme de Hill (-2%; est statiquement admissible et de moyenne nulle). Ainsi
on a:

s
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o 20Ut

(o(x,t) @ oz, 1)) = T 250 (1.64)

Dans le cas des problémes purement élastiques (déformation libre nulle dans les phases), le
second moment du champ des contraintes se réduit a Uexpression établie par Suquet [53].
Ces seconds moments du champ sont utilisées par les méthodes variationnelles (par exemple
Castaneda [54]) d’estimation du comportement macroscopique dans le cas non linéaire (voir

section V.).

~—

2.5 Probléme de 'inclusion

Dans le cas général ou I'inclusion de module C®, soumise a une déformation libre homogéne Eé )

d’origine thermique, est noyée dans une matrice infinie de module CV chargée uniformément
a I'infini avec une déformation &, alors la déformation homogéne dans I'inclusion €® | solution
du probléme est la superposition de la solution du probléme purement mécanique (voir relation
(1.40)) et d’un état de déformation homogene solution du probléme thermique.

—1
2 _ {I+P£E1) L (C® - C(l))} : [g+PfE1) . C@ . 582)] (1.65)

Dans le probléme dual (matrice infinie uniformément chargée en contrainte) I’état de contrainte
dans l'inclusion est également déterminé par le principe de superposition. Il s’écrit :

-1
@ — [I X QgEl) : (S(z) _ S(l))} : {E— QSEU : 582)} (1.66)

2.6 Estimations de Mori-Tanaka
2.6.1. Calcul des champs moyens par phase

Dans les théories d’homogénéisation adaptées aux comportements non linéaires, nous verrons
que l'estimation des moyennes des champs de contraintes et de déformations par phase est
nécessaire afin d’obtenir les propriétés effectives du matériau hétérogéne considéré. Pour des
composites biphasés et des composites a trois phases, nous étendons les résultats connus en
élasticité linéaire dans le cas ou la loi de comportement dans les phases est élastique linéaire
avec précontrainte ou déformation libre (déformation libre d’origine thermique par exemple).

a. Composites biphasés

Les moyennes du champ de contrainte, dans le cas d’un matériau biphasé, sont déterminées
en prenant les moyennes par phase de la loi de comportement dans (1.55) et en utilisant les
relations de moyenne suivantes :

ADeW(t) + D@ (t) =7 ()
(1.67)

AMeD () + P e@ (1) = &(1)

Pour une contrainte homogéne o donnée, on dispose de quatre équations a cing inconnues dont
une des inconnues a savoir la déformation effective sera calculée par ailleurs en utilisant la
loi de comportement macroscopique. Dans ce cas les évolutions dans I'espace temporelle des
moyennes du champ de contrainte par phase ont la forme
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(1) = C(—ll) (s~ s<2>)_1 2(6) — (eolt)) — S (1)
(1.68)

(1) = 5 (87— 80) " [e(t)  (eo(1)) — S ()]

el
ott les paramétres ¢V et ¢ représentent respectivement les fractions volumiques dans la matrice

et dans 'inclusion. (gg) caractérise la moyenne du champ de déformation libre dont I’évolution
dans le temps est donnée par

(eo(t)) = cWelV (1) + cPeP (1) (1.69)

Les moyennes hydrostatiques par phase du champ de contrainte sont déterminées en prenant
la partie sphérique des moyennes par phase et des grandeurs macroscopiques dans la relation
(1.68).

w3 (1 1\ [ ]
o) ="m o e Em(t) = {eom(t)) — 555 Tm(t)

(1.70)

B 3 (1 1\ L]
0= 5 (5 ) [0 {0 = gl

Cependant, en vue des applications envisagées (pour décrire le comportement du combustible
MOX) on se limite au cas des déformations libres sphériques €q(t) = £¢,,(£)d, qui est un cas de
chargement caractéristique pour le MOX. Les moyennes déviatoriques du champ de contrainte
sont établies de maniére similaire en considérant la partie déviatorique de ces grandeurs.

2 (1 1\ T 1 ]
<=(1) - = (- _ - = T =
sV =5 ( 0 u@)) ) = 50

(1.71)

2 (1 1\ T 1 ]
=(2) - = (- _ - = T =
9 =5 ( @ u“)) e(t) = gm0

Dans le cas particulier des matériaux hétérogénes dont les constituants ont le méme module de
compressibilité élastique, les lois d’évolution de la relation (1.70) conduisent a une indétermina-
tion. Pour lever cette indétermination il faut revenir a la résolution des problémes de I'inclusion
associés au modéle de Mori-Tanaka (voir 'annexe (A)). Dans cette démarche les contraintes
moyennes hydrostatiques dans la matrice et dans 'inclusion s’écrivent :

126251 )
=) =7 2ACTRTRTT L @) gy (1) )
T =Tl + 5y (o)~ <n (D)
(1.72)
12 ¢ 0 M)
—2)(4) — = (SN ) )
TR =Tl + 5 (o)~ <m ()

b. Composites a trois phases

Pour des matériaux constitués d’une matrice et de deux phases inclusionnaires, on a deux
inconnues supplémentaires caractéristiques de la troisiéme phase. On dispose ainsi de cing
relations a sept inconnues. Comme dans le cas biphasé, la déformation effective se déduit de
la loi de comportement macroscopique. Mais contrairement au cas biphasé, nous avons plus
d’inconnus que d’équations. Nous allons donc exprimer les moyennes du champ de contrainte
dans les inclusions en fonction d’'une des inconnues, la moyenne dans la matrice. On obtient :
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1 -1
T = — (s® _g® 2(t) — M (g® _g®) .5gMW1r) -8B . &
7O = — (s S ) [e(t) (eo(t)) — ¢ (s S ) T (1) — 8B o—(t)}
1 -1
F(t) = (s<3> - s<2>) [E(t) —leo(t)) — ¢V (s<1> - s<2>> T () — 8@ . a(t)}
(1.73)
La moyenne du champ de contrainte dans la matrice @1 (¢) est estimée a partir du tenseur

de localisation des contraintes dans la matrice qui peut-étre obtenu par différentes méthodes
(milieu dilué, schéma différentiel, méthode de Mori-Tanaka, méthode auto-cohérente etc) :

70 (1) =BY . (1) + bV (1.74)

Dans le modéle de Mori-tanaka le tenseur de localisation des contraintes b pour des phases
inclusionnaires présentant des déformations libres homogénes s’écrit :

3
O —BW . ZC(T)B(T) : QS) : (s(()r) (t) — e(()l)(t)) (1.75)
r=2

Les tenseurs B ( = 2, 3) sont définis dans "annexe A, le tenseur de localisation des contraintes
dans la matrice BY est donné par :

3 _1 -1
BM = M1 + Zc(r) [I + QEEI) : (S(r) _ S(l))} ] (1.76)

r=2

Lorsque le comportement des phases est isotope et que les inclusions ont une forme sphérique,
les composantes sphériques et déviatoriques du tenseur de localisation des contraintes, solutions
du probléme thermo-mécanique, ont les expressions suivantes :

( BY — 1
" @ 4 ) 3 M) (1)
c D+
ut ; k) (30 1 4pM) + 4u@D (kD — £0)
1
1
+ 5 3'% _'_ 4” 1 1 1 1 1 r

(1.77)
Pour le tenseur de localisation b seule la partie sphérique apporte une contribution lorsque
les déformations libres par phase sont purement sphériques.

o0 () )

3
Z () 6 O (D) — 07
L = 1241, D — k) (360 + 4p®) + 4p® (kO — £0))
" (1) (1)

0
e+ (360 +410) D S B+ 450 + 450 (50 = 50)

(1.78)

ﬂMw
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Dans ce cas, les moyennes hydrostatiques et déviatoriques dans les inclusions se déduisent de
la relation générale (1.73). Quant aux moyennes dans la phase matricielle, elles s’obtiennent en
utilisant la relation de localisation (1.74).

Si ’on considére de nouveau le cas des matériaux hétérogénes de méme compressibilité élastique
dans chacune des phases alors la moyenne sphérique du tenseur de localisation des contraintes
dans la matrice B,(}L) se réduit a I'unité et I'expression de la composante sphérique de b est
égale a :

bl = 12“ 23: ") <g e >) (1.79)

m + 4# — 0Om 0Om

Les expressions des contraintes moyennes hydrostatiques dans la matrice ainsi que dans les
inclusions peuvent s’écrire dans ce cas particulier sous la forme suivante (voir annexe A).

12 .
F(t) = Tolt) + 3/<;<1K+4M Zcq>( M=) =123 (1.80)

2.6.2. Comportement macroscopique

Pour une distribution spatiale isotrope des phases, et si les déformations libres sont sphériques,
la loi de comportement homogénéisée estimée avec le modéle de Mori-Tanaka s’écrit dans ces
conditions :

Em(t) = 37 T (t) + Eom(t)

. (1.81)
_ 1 _
a(t) = 71—

Si on se limite & I’étude des contraintes moyennes hydrostatiques par phase dans le cas biphasé,
le tenseur de localisation des contraintes dans chacune des phases se réduit aux grandeurs
scalaires B") ( = 1,2) dont les expressions sont déterminées a partir de la relation (1.70) et en
utilisant la loi de comportement macroscopique (1.51) relative a la partie sphérique. Ainsi la
moyenne hydrostatique du tenseur de localisation des contraintes dans la matrice s’écrit :

11 17171 1
o_ < |+ 1 b
Bm B c() |:/{(1) /{(2):| </~{MT /@(2)) (182)

En se servant de la relation (1.14) ¢MBW 4+ 2BX = 1 évolution dans le temps du gonflement
effectif dans ce cas biphasé est donnée par :

Eom(t) — (Fom(t)) = 7 (€5 (t) — €5 (1)) (1.83)

oll v est une constante qui dépend des propriétés élastiques du matériau et de la fraction
volumique de la matrice.

1 1 -1 1 1 46(1) ]_ — C(l) (1) /{(1) — /.{(2)
P T G T ] i Gl Ll b s
kD g2 K k2 2

MT

Comme dans le cas biphasé, I'expression du gonflement effectif dans le cas d’'un composite a
trois phases est calculée au moyen du tenseur de localisation des contraintes. Son évolution
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temporelle est donnée par

3

Zom(t) — (2om(1)) = > ¢ (BY) — 1) (1 (1) — egn (1)) (1.85)

r=2

Les moyennes hydrostatiques dans les phases inclusionnaires du tenseur de localisation des
contraintes, évaluées avec le modéle de Mori-Tanaka ont pour expressions :

( B® 3k k) 1 4“(2)M(1)
" > (r) (")
CV'KR
Wr® 1 450 (26@ — k)] | +
[3:‘45 k2 4+ 4pl (25 K )} cM) + (3K D+ 4p0) ; e ) + 4/~L(1)) _ (/i(l) — H(T))
B® 3D G) +4H(3) (1)
" 5 (r) (1)
CV'R
(1) (3) (1) (3) _ (1) 1) 1)
\ [3WKG) 4+ 4™ (25 )] [ 4 (3rM) + 4p ; e D+ 40) — (50 — )
(1.86)

Comme dans la matrice, les moyennes sphériques des tenseurs de localisation des contraintes
dans les inclusions sont égales a 'unité pour un matériau dont les modules de compressibilité
élastique sont identiques. Dans ce cas particulier 'expression du gonflement effectif hydrosta-
tique se réduit au gonflement moyen.

gOm(t) = <50m(t)> (187)

3. Conclusions

Dans cette section, nous avons passé en revue différents modéles d’homogénéisation dévelop-
pés en élasticité linéaire. La démarche d’homogénéisation analytique qui repose sur le modéle
de Mori-Tanaka a aussi été exposée pour estimer a 1’échelle macroscopique le comportement
thermo-élastique de matériaux hétérogénes. Néanmoins la formulation de Levin pourrait étre
aussi exploitée si I’on souhaite utiliser d’autres schémas d’homogénéisation. Le choix du mo-
déle de Mori-Tanaka dans cette étude résulte du fait qu’il est bien adapté a la description de
microstructures de type matrice-inclusions avec de trés bonnes estimations pour des fractions
volumiques des phases inclusionnaires raisonnables (inférieures & 20%), ce qui est notre cas.
Les expressions des moyennes par phase du champ de contrainte peuvent étre évaluées dans ce
cas particulier. Par ailleurs, nous allons exploiter dans ce qui suit les résultats de la théorie de
I’élasticité, le modéle de Mori-Tanaka et le principe de correspondance de Mandel pour étendre
ces estimations aux matériaux thermo-viscoélastiques.
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IV. Résultats en thermo-viscoélasticité

Le principe de correspondance de Mandel [8] est généralement utilisé pour la résolution des
problémes d’homogénéisation en viscoélasticité et en thermo-viscoélasticité linéaire dans le cas
vieillissant. Christensen [55] a élaboré & 'aide de ce principe et du module de cisaillement ef-
fectif obtenu par homogénéisation dans le cas d'un comportement élastique des phases, une
méthode de prédiction des propriétés mécaniques effectives dont le comportement des phases
est viscoélastique linéaire. Wang et Weng [56] ont développé un modéle qui repose sur le méme
principe et le modéle de Mori-Tanaka [43] pour étudier 'influence de la forme des inclusions sur
le comportement viscoélastique linéaire effectif. Ces estimations ont par la suite été exprimées
sous une formulation & variables internes (Ricaud et Masson) [57] dans le cas des matériaux
vieillissants a deux phases isotropes puis étendues par Blanc et al [58] aux matériaux a trois
phases. A noter que la formulation a variables internes obtenue dans [56] par inversion exacte de
la transformée de Laplace-Carson ont plus récemment été obtenues directement dans 1’espace
temporel dans [59].

La loi de comportement en viscoélasticité linéaire est caractérisée par une combinaison des
vitesses de déformations visqueuses et élastiques qui sont respectivement proportionnelles aux

champs de contraintes et leurs dérivées par rapport au temps. L’évolution dans le temps du
comportement visqueux dans ce cas est décrite par un potentiel de dissipation quadratique

défini par
(r) (r) 2
% 260 ("(q)) si Tr(o) =0

o0 sinon

U(e) =

v

(1.88)

Ainsi la résolution du probléme mécanique local (1.6) pour un comportement viscoélastique
linéaire non vieillissant avec déformation libre s’écrit :

((dive (z,t) =0 dans Qx [0, T]

e(x,t) = % (Vu(a:,t)+VTu(:1:,t)> dans Q x [0, T]

— oz, )+ 0 @) dans Qx[0,T] , r=12..,N

1
Em (T, t) = —=0, (x,t)+
3k

350

-(r)
1 1 1 1 3
é(myt)zﬁfs(az,t)—k—s(m,t), =< + 0 ) dans Q x [0, 7], r=1,2,.... N

zlug}r) Q,US)T) Qqu(}T)irr 20_((]7‘)

(1.89)
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1. Principe de correspondance de Mandel

1.1 Transformée de Laplace-Carson

La transformée de Laplace-Carson est une méthode classique utilisée pour transformer la loi de
comportement thermo-viscoélastique ou viscoélastique linéaire des matériaux non vieillissants
en une loi pseudo-élastique avec ou sans déformation libre dans ’espace de Laplace-Carson .

Définition : Soit F(¢) une fonction continue et dérivable définie pour tout réel ¢ > 0 et nulle
pour ¢t < 0, sa transformée de Laplace-Carson notée f*(p) est la transformée intégrale donnée

par la formule
o

() = L{F(B)} = p / F(t) e dt (1.90)

Ou p est une variable scalaire positive et définie dans I'espace de Laplace-Carson, la notation
«L» désigne par la suite la transformation de Laplace-Carson.

Conditions d’existence et propriétés élémentaires : La transformée de Laplace-Carson
f*(p) n’existe que pour certaines fonctions F(t) qui doivent satisfaire aux propriétés suivantes :

e La fonction F(¢) doit étre continue par morceau sur 'intervalle d’étude.

e Elle doit étre d’ordre exponentielle n > 0 quand ¢ — oo.
Une fonction F(t) est d’ordre exponentielle 7 > 0 s’il existe un nombre réel M > 0 tel que :

Ft)e™| <M V t>tg (1.91)

e Transformée de la dérivée : Soit F(¢) une fonction continue et dérivable pour tout ¢ > 0,
la transformée de Laplace-Carson de la dérivée de F(t) par rapport au temps s’exprime en
fonction de la transformée de Laplace de F(t).

L{F (1)} =pL{F®)} - pF(0) (1.92)

e Linéarité : Soient F(¢) et G(¢) deux fonctions de transformées de Laplace-Carson respec-
tives L{F(t)} et L{G(t)} ; alors pour tout couple (a,b) € R? nous avons la relation suivante
LA{aF@t)+0GH)} =aL{F({t)} +bL{G(t)} (1.93)

e Produit de convolution : La transformée de Laplace-Carson du produit de convolution de
deux fonctions F(t) et G(t) est égale au produit de leurs transformées.

LAF(t)«xG(t)} = L{F(t)} L{G(t)} (1.94)
ot le symbole (x) désigne le produit de convolution défini par : (FxG)(x) = / F(x—t)xG(t)dt.
0

Nous avons rappelé ici les principales propriétés de la transformée de Laplace-Carson (voir
[60] pour une description exhaustive). Dans le tableau suivant sont récapitulées les transfor-
mées de Laplace-Carson des fonctions rationnelles rencontrées dans les problémes de thermo-
viscoélasticité ou viscoélasticité linéaire abordés dans ce travail.
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Fonction temporelle | Transformée de Laplace-Carson

1

t —

p

e—at b
p+a

1 1

—(1-e)

a p+a
a

1+ at P

p

TABLE 1.1 — Transformées de Laplace-Carson usuelles

Transformée de Laplace-Carson inverse : L’utilisation de la transformée inverse de Laplace-
Carson dans la résolution des problémes d’homogénéisation en thermo-viscoélasticité ou visco-
élasticité est une opération mathématique parfois trés complexe a réaliser. Néanmoins pour les
situations traitées plus loin, les résultats obtenus sont sous la forme de fractions rationnelles
dans 'espace de Carson. Dans ce cas on peut retrouver les fonctions originales dans ’espace
temporel a partir du tableau précédent.

Le calcul de transformée de Laplace-Carson inverse dans certains cas peut étre effectué en
identifiant des fonctions additionnelles solutions d’une équation différentielle du premier ordre.
En effet, si q*(p) est le produit de deux fonctions f*(p) et g*(p), f*(p) étant une fraction ra-
tionnelle de la variable p dont la décomposition en éléments simples s’écrit :

£ (p) = £, —L ::Q<1— : ) (1.95)

p+: P+

alors l'inverse de la transformée de Laplace-Carson de la fonctions q*(p) est donnée par la
relation suivante

q(t) = fe(g(t) — x(t)) (1.96)

avec r(t) satisfaisant a ’équation différentielle suivante :

i(t) + L r(t) = %g(t) CH0) =0 (1.97)

T

Ce résultat peut-étre étendu a une fraction rationnelle possédant plusieurs poles. En effet si la
fonction f*(p) est de la forme

N N

RO s D DR (1.98)

j=1 Tj 7j=1
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I'expression de la fonction q(¢) dans l'espace temporel, obtenue par la transformée inverse,
devient
N
a(t) =fe(s(t) = Y _1;(t)), (1.99)

Jj=1

ou r(t) est solution de 1’équation différentielle du premier ordre suivant

fj(t)+%rj(t) _ 71]% ) . r(0)=0 (1.100)

On remarque au passage que la fonction q(¢) a linstant initial est donnée par la relation
q(0) = f. g(0).

1.2 Principe de correspondance

Ce principe, énoncé par Mandel [8], consiste & ramener le probléme viscoélastique ou thermo-
viscoélastique non-vieillissant en un probléme pseudo-élastique avec ou sans déformation libre
dans ’espace de Laplace-Carson. Ainsi ce principe appliqué au probléme thermo-viscoélastique
défini par (1.89) conduit a la résolution du probléme pseudo-élastique suivant :

((dive*(x,p) =0 dans Qx [0, F]

1
e* (xz,p) = 3 (Vu* (x,p) +Viu* (w,p)) dans Q x [0, F]
]‘ T)*
e (@, p) = oo (@.p) +egn (p) . r=1,2..N
3kl (1.101)
1 *
e (x,p) = QM(T)*S (x,p) , r=12,.,N

u*(z,p) =€"(p).x
ou sur 0f

. o (z,p)n(x) =7"(p).n(x)

*

Les modules de compressibilité x* et de cisaillement x()* dans 'espace de Laplace-Carson
dépendent du paramétre p, du module élastique k. et des propriétés visqueuses caractéristiques
des différentes phases du matériau d’étude. Les expressions de ces modules sont exprimées par :

1 11 1 11
O ) me oD a0 (1.102)
K" (p) Ke p Ko pr (p) He p ,LLUT

Les équations algébriques établies dans cet espace sont donc formellement analogues aux équa-
tions traduisant la loi de comportement de I'élasticité ou thermo-élasticité linéaire. Le probléme
a résoudre devient plus simple, ce qui montre 'intérét de 1'utilisation de la transformée de
Laplace-Carson en viscoélasticité linéaire. Les solutions du probléme viscoélastique ou thermo-
viscoélastique qui sont des fonctions temporelles sont alors obtenues en procédant a 'inversion
de la transformée.

Le probléme pseudo-élastique étant bien défini dans 'espace de Carson, nous allons dans ce qui
suit utiliser les résultats obtenus en partie III. pour établir les solutions du probléme thermo-
viscoélastique pour une microstructure particuliére (Combustible MOX).
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2. Applications a des composites 2 ou 3 phases représen-
tatifs du combustible MOX (Mori-Tanaka)

L’étude présentée dans la deuxiéme partie permet d’aborder la modélisation a 1’échelle macro-
scopique des combustibles MOX lorsque la loi de comportement dans les phases est de type
viscoélastique linéaire avec des déformations libres représentatives des gonflements différentiels
dans les phases. Etant donné que les propriétés élastiques du combustible MOX sont quasi-
identiques (kM) ~ k® = Kk, et uM ~ 1@ = u.) [33], cela revient & résoudre un probléme
purement hétérogéne du point de vue visqueux et thermique (les modules de cisaillement vis-
queux et le gonflement sont différents dans les phases). Cette particularité fait que le calcul
de I'inverse de la transformée de Laplace-Carson des moyennes par phase, que nous présentons
dans la section qui suit, devient plus simple.

2.1 Comportement macroscopique
2.1.1. Principe de superposition de Boltzmann

Considérons un matériau viscoélastique linéaire et non vieillissant de domaine {2, soumis a une
histoire de déformation définie par la fonction du temps €(7) sur sa frontiére. La formulation in-
tégrale de loi de comportement macroscopique est alors donnée par le principe de superposition
de Boltzmann :

o(t) = /OtE(t —71):de(r) + E(t) : €(0) (1.103)

ol E désigne un tenseur d’ordre quatre caractéristique de la fonction de relaxation. La contrainte
macroscopique a 'instant ¢ est obtenue par superposition des effets de la déformation a ’instant
initial t = 0 et ceux des accroissements successifs d€(7). La loi de comportement apparait ainsi
comme une correspondance fonctionnelle entre I'histoire de la sollicitation et celle de la réponse.
Le comportement non vieillissant du matériau se traduit par l'invariance de ces propriétés
mécaniques dans le temps.

2.1.2. Reésultats en thermo-viscoélasticité linéaire

Les propriétés effectives du matériau se déduisent directement des propriétés élastiques effectives
établies dans 'espace de Carson avec la loi de comportement & ’échelle macroscopique qui est
donnée par le modéle de Mori-Tanaka (relation(1.81)).

) = 5 7 0) + Fi0)
. (1.104)
&)= 555y 5 )

Le calcul de I'inverse de la transformée de Laplace-Carson, dans la détermination des proprié-
tés viscoélastiques macroscopiques est une opération mathématique trés complexe a réaliser.
La formule de Bromwich [61] permet certes de calculer la transformée inverse de Laplace d’une
fonction a 'aide du théoréme des résidus mais cette formule conduit dans le cas général a
des développements analytiques non négligeables. Ce calcul est classiquement effectué en ayant
recours a des méthodes numériques. On peut notamment citer la méthode de collocation in-
troduite par Schapery [62]. Cependant dans les schémas d’homogénéisation de Mori-Tanaka (y
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compris Voigt et Reuss) les propriétés viscoélastiques effectives ont été établies analytiquement
par Ricaud et Masson [57]|. En effet, lorsque les modules de compressibilité £* (p) et de ci-
saillement fi*_(p), qui dépendent du parameétre p dans l'espace de Carson, sont exprimés en
une somme de fractions rationnelles simples de la forme :

2 N
- p
K/MT(p> - Z "QF;” 1
Jj=1 P+ =
v J (1.105)
Jj=1 p+ =
\ Tj

Par Iinverse de la transformée de Laplace-Carson (voir tableau 1.1), on obtient les modules de
compressibilité et de cisaillement effectifs dans I’espace temporel.

— No'
~ T
Ryp(t) =Kee 7 | Ke= g K
7=1

(1.106)

Nd
T (t) =pe€ T e = Z ,U?;i
j=1

\

On remarque que les modules de compressibilité et de cisaillement dans le domaine temporel
sont décomposés en une somme de fonctions exponentielles appelée série de Prony-Dirichlet.
Pour déterminer le comportement macroscopique du matériau dans I'espace réel, nous allons
utiliser la relation (1.104) en remplagant les modules de compressibilité et de cisaillement ef-
fectifs par leurs expressions respectives, ce qui nous permet de réécrire la loi de comportement
homogénéisée sous la forme.

r Nm
— p _
Um(p) =3 ZK??L 1 (Em(p) - EOm(p))
Jj=1 P+ =
» 7 (1.107)
—_— - p —%
5 (p) =2 ) ptra——1 €' (p)
Jj=1 p+ 3
\ Tj

Puis, par U'inverse de la transformée de Laplace-Carson en utilisant la propriété (1.99), on établit
le comportement effectif qui s’exprime alors naturellement par une formulation & variables
internes.

G (t) = 3ke | Em(t) — Eom(t) Nzgla;n(t) Em(t) = 316 Tm(t) + Zom(t) + Za]m(t)
» J=1 N J=
\ B G ;aﬂt) e(t) = 2ue§(t) + Zaﬂ(t)

(1.108)
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Ou a"(t) et @(t) sont des variables internes sphériques et déviatoriques dont les évolutions
temporelles sont solutions d’équations différentielles linéaires du premier ordre.

—m 1 —m 1 K?Tyﬁ = = : m —m
a; (t)+ = a"(t) = 5 Em(t) —Eom(t) , 1<j<NF . @"0)=0
Tj Tj Re
(1.109)
1 1 Hord
alt)+alt)=o—2el) , 1<j<N' | @l0)=0
Tj 7—] /’Le

Dans le cas biphasé, le nombre de variables internes pour la partie sphérique est N* = 2, celui
de la partie déviatorique est égal a NZ = 3 (voir [57]). Quant a I’évolution du gonflement effectif
dans Iespace temporel, elle se déduit de la relation (1.83) avec la constante v dans I’espace de
Carson qui s’écrit :

L ee(n) L
* — % - — Ry Ry . Ke e
v (p) = o T M= L 3 et T, = FORe) (1.110)
Pt — o + o
T PEIENORENG REREN RO

Ce qui conduit, par inversion de la transformée de Carson en utilisant la relation (1.97), a
I’équation différentielle suivante :

ww}ww%kaw%m,zwz%m—mm»,ywzo<um

Dans le cas d'un composite a trois phases [58] la fonction de relaxation hydrostatique &, (%)
présente quatre termes (N;” = 4) tandis que pour la partie déviatorique la fonction de relaxa-
tion fi,.(t) en possede six (N¢ = 6). Similairement au cas précédent (composite biphasé), le
gonflement effectif dans I'espace réel est obtenu en procédant a la transformée inverse de la
relation (1.85), solution du probléme pseudo-élastique dans I'espace de Laplace-Carson.

4 4
4#’6 1 2
vt = o lc@)Zyj(- )+ D3y )(t)}, (1.112)
¢ € j=1 j=1

ol y(l) et y(2) sont des variables internes solutions des équations différentielles suivantes :

J J

(1 1 1 Vi@ 2 1 1
00 + o) = B2 (s —en®) .y =0
() T16)
(1.113)
(2 1 2 V2(5) 3 1 2
i+ 70 = Z2 (o <) . ¥ =0
2(4) 2(4)

Yi() et 7)) (1 < j < 4) sont des constantes dont les expressions sont bien explicitées dans [7].
Pour une compressibilité purement élastique (KS”) = 00), les temps de relaxation 77" deviennent
infinis et les variables internes purement hydrostatiques s’annulent (@,,(t) = 0). De plus le
gonflement effectif se réduit au gonflement moyen de sorte que 'expression analytique de la loi
de comportement homogénéisée devient relativement simple.
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[ 20(t) = 5 Tn(®) + (con (1)
e(t) = 2;65(16)+gpa;’(t) (1.114)
&0+ S0 =S Cew . 1<i<N L a0)=0

2.1.3. Conclusion

Le développement des fonctions de relaxations £(t) et ji(t) dans d’autres cas particuliers (mo-
déles de Reuss et Voigt) est exact avec un nombre fini de termes. Dans ces deux modéles, les
temps de relaxation définis dans les expressions des variables internes sont exprimés directe-
ment comme une fonction de la fraction volumique tandis que dans le modéle de Mori-Tanaka
ils sont exprimés comme une fonction de quatre constantes supplémentaires (voir [57]). Donc le
nombre de variables internes dépend du schéma d’homogénéisation. Reuss par exemple prédit
un comportement global Maxwellien (un seul temps de relaxation dans les cas deux phases et
trois phases, NI = NZ = 1) alors que dans le modéle de Voigt, on a deux temps de relaxations
(N7" = N = 2) dans le cas biphasé et trois temps de relaxation (N = N% = 3) dans le cas des
composites a trois phases.

2.2 Champs moyens par phase pour un composite biphasé

2.2.1. Moyennes sphériques :

Dans ce cas biphasé (voir [57]), les contraintes moyennes sphériques dans la matrice a1 (¢) et
dans 'inclusion 7)(t) sont déterminées & partir de la relation (1.72) en remplagant les modules
¢lastiques par les modules définis dans la relation (1.102). Le module d’élasticité étant homogéne
(kM ~ k@ = g,), les contraintes moyennes sphériques, solutions du probléme pseudo-élastique
s’écrivent plus simplement selon :

700 =5 (g ) [~ it - 5 (P20 T

Ky Ky 3 I‘{/e Ky

(1.115)

—(2)x 3 1 1 T — * 1 pa;(t) EWL(p) ]
0 = (=) e~ e 5 (P )

Ry Re Ko

Les lois d’évolution des moyennes sphériques par phase sont alors obtenues par calcul de I'inverse
de la transformée de Laplace-Carson (utilisation de la relation (1.92)).

o= (i) [0-emo-3 (505

v Ke )

) He

(

(1.116)

A ce stade, les expressions analytiques des moyennes hydrostatiques par phase sont parfaitement
déterminées selon la condition de chargement appliquée sur le bord du volume élémentaire. Dans
le cas d’un chargement en contraintes homogeénes (respectivement en déformations homogeénes),
nous avons vu que la réponse macroscopique est décrite par une formulation a variables internes.
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2.2.2. Moyennes déviatoriques :

Comme dans le cas précédent, on applique la transformée de Laplace-Carson inverse a la relation
(1.71) et en tenant compte du fait que I'élasticité est homogéne (méme module de cisaillement
élastique dans les phases). Ainsi on obtient :

(

2 (1
Y S
s(t) C(l)( @

1\ 1
F) e(t) — 5 (

5(t)

5(t)

(2)

)

Mo He Mo
(1.117)
1 : 1
B 2 (1 1 (30 50
o) - 2 (-] few -1 (T2
S e
k @ ( pe u51)> e )

Dans le cas des matériaux a compressibilité purement élastique (/4;1(,7“) = 00), les moyennes hy-

drostatiques par phase ne peuvent étre établies aussi facilement en raison de la compressibilité
élastique qui est uniforme. Pour déterminer les évolutions temporelles de ces moyennes hydro-
statiques par phase, nous partons des résultats disponibles dans I'espace de Laplace-Carson en
remplagant les modules élastiques dans la relation (1.72) par ceux correspondant au probléme
pseudo-élastique dans I'espace de Carson.

12 ¢ (W (D=
F(1)= — F* (2)=* (D)« )
T ) =T lp) + 5y e (S () — <6k )
(1.118)
12 ¢ (0% ()
F(2)* — F* (1)=* (2= >
7W) =T) + 5 e (S () < (9)

A nouveau, nous utilisons la décomposition en fractions simples méthode appliquée ici aux
12 @ W19 (1) (D=, (1)

307 4 4 O 3 4 4,000
les moyennes hydrostatiques par phase sous la forme

termes

. Ainsi en utilisant cette décomposition on peut réécrire

_ 1 12 Pk, pte . .
pda*(p) + = 57V (p) = L (pel (p) — pelly (p))

Ty 3ke + 4fte
(1.119)
1 12 Wk
5—(2)* _5—(2)* _ e e (1)* . (2)*
poT*(p) + 0 (p) EP (Peom () — PG (D))

ol 56%)*(7“ = 1,2) désigne I’écart des moyennes des contraintes hydrostatiques par phase a la
contrainte macroscopique (65")*(p) = 7"*(p) — 7,5 (p)) et 7, le temps caractéristique dans ce
cas devient :

1 3

me
e

4ugl)

(1.120)

Par la transformée de Laplace-Carson inverse en utilisant la propriété (1.92) on en déduit
facilement les évolutions temporelles des moyennes hydrostatiques dans la matrice ainsi que
dans l'inclusion.
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d, 1, 12c¢P ke e, . .
%(509 (1) + ;(507(%) (1) = m(&%(t) — 6 (1)
Y e e
(1.121)
d, 1, 12c¢Wke e, . .
—(070(1) + — (57 (1) = m(ﬁéﬁb(t) )
Y e e

2.3 Champs moyens par phase pour un composite a trois phases

Les expressions analytiques des moyennes hydrostatiques du champ de contrainte dans les
inclusions s’obtiennent en adoptant la méme démarche que dans le cas biphasé (calcul de
I'inverse de la transformée de Laplace-Carson des moyennes déviatoriques par phase déterminées
a partir de la relation (1.73)). Ainsi on obtient :

Ko 3 Lhe

( -1r v g

5 X | . FORVAR 1 1 (Tn(t)  Tu(t)
O = 2 — Em(t) — (€ - ) A X
0= () [0 mo - ()05 (B0 %

Le
(1.122)
La loi d’évolution dans le temps de la moyenne hydrostatique du champ des contraintes dans
la matrice Eg) est donnée par une formulation a variables internes. En effet, en partant du
probléme pseudo-élastique relatif & la partie sphérique dans 'espace de Carson, la contrainte
hydrostatique est reliée a la contrainte macroscopique par la relation (1.74). Par une décompo-
sition en fractions simples de B{V*(p), on obtient :

3 (2
\ Ko Koy
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=
¥
S
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=2
*
=
I
(]~

(B (p) = Eu(p)) + DY (1.123)

Wy 1
= Pt
Par I'inverse de la transformée de Carson et par une identification de variables internes (relation
(1.99)) on obtient I’expression de la moyenne hydrostatique dans 1’espace temporel.

5

FI(0) = 3he (Ent) — Z0n(t) = D (1) B (0) + D), (1120

o b{l)(#) représente la transformée de Laplace-Carson inverse de la relation (80), solution du
probléme dans I'espace de Carson et Blm une variable interne scalaire solution de I’équation
différentielle du premier ordre suivant.

~m 1 —m 1 lim _ _ —m

B0+ 280 = o (0 - mm) L B0 =0 (1)
T He
Comme dans le cas précédent, les moyennes déviatoriques dans les inclusions sont déterminées
a partir de la relation (1.73) en procédant a I'inverse de la transformée de Carson.

( -1r . .
2 1 1 : (1 1 1(3(t) 3(t)
s = — [ — — elt) — — | — — — VsWpy = = | 222 4 2\

59(1) 2 <MS;2) M(Jg)) e(t) 5 (Mq(}) ’u5}3)> s(t) 2\ + Mv3 |

! )1 ;(t) A (
S — e [ — S —
uP @) 2 \u

r

i 3 /1 1\ [ , EONVAS 1\ _g, 1 (Gn(t) Tl
T(t) = o) (—) - —)) _5m(t) — (Eom(t)) — Y <ﬁ - ﬁ) 7 (1) 3 ( +—

Ky

)
)




Résultats en thermo-viscoélasticité 73

avec l'expression de la contrainte moyenne déviatorique dans la matrice qui, a 'aide de la
transformée de Laplace-Carson du probléme pseudo-élastique, est donnée par :

sU(t) = 2 (2(1) — Y- T @) - Bru(t) — Bu() (1.127)

—d | —=d . . : e ) . ,
B, et By, sont des variables internes tensorielles caractéristiques des déformations visqueuses
déviatoriques. Ces variables internes vérifient les équations différentielles suivantes :

Bul) + 7 Bra(t) = 2 T=2(t) . Biu(t) =0

(1.128)
~d _ l.q —
Bu(t) + 2 Bi(t) = & The) . Bh(t) =0

Ces variables internes sont purement déviatoriques. Les coefficients Tffz s et lfd/b dépendent des
la

propriétés mécaniques des phases ainsi que de leurs de fractions volumiques (voir [58] pour leurs
expressions détaillées).

Lorsque le module de compressibilité visqueux par phase (m(f) = 00) devient infini, les moyennes
hydrostatiques par phase dans ce cas se déduisent de la relation (1.80), solution du probléme
pseudo-élastique avec déformation dans 'espace de Carson. Comme dans le cas deux phases, le
calcul de la transformée inverse conduit & :

d 12 Kept
L (570 2 (65 (1) = cHe (@ (@ 5y _ 20 _
7 (6o (1)) + - (6ai)(t)) = Bt Ay q%f e (50m(t) 50m(t)) , or=1,23 (1.129)

2.4 Evolution du second moment dans la matrice

Nous verrons en section V. I'importance du second moment dans la matrice, quantité utilisée
pour améliorer les estimations dans le cas non linéaire. De facon générale, le second moment
des champs de contrainte dans la phase matricielle s’écrit

(ﬁeﬁ)(t))z - ;Sl(t) avec  Si(t) = (s(z,t) : s(z, b))V (1.130)
Cette quantité ne peut pas étre calculée par application du principe de correspondance. En effet

le principe de correspondance permet de calculer a partir de larelation 1.64 : (o7;(x , p)oy,(x p)) W
qui n’est pas la transformée de Laplace-Carson de S;(t). C’est pourquoi, pour déterminer 1’évo-
lution temporelle du scalaire S;(t), nous reprenons la méthode proposée dans [63] dans le cas
incompressible. Cette méthode consiste a utiliser le lemme de Hill [64] et la loi de comporte-
ment linéaire dans (1.89). Comme dans [63], nous remarquons que le modéle de Mori-Tanaka
conduit & une contrainte déviatorique homogéne dans les inclusions. Dans le cas compressible
considéré ici, nous supposons en outre que les contraintes sphériques sont homogénes dans les
deux phases de sorte que le lemme de Hill conduit & (voir annexe B) :

1 .
Sit) + —
4:“6 2#5,1)

Si(t) = M(t) (1.131)
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Le second membre M (t) de cette équation différentielle est une fonction donnée par :

_|_

N
1. () 1 -
I =) (M) oy =)
M(t) = C(l)s(t) (o (t) 5_2 oo <2Me8 (t) :8V(t) 20

N oo /1 1
C ~(r) s N (rr —(r —(r i (r
=Y 5 (Salm 0 + o ae + w00 (1132)

r=1

3. Extension aux matériaux vieillissants

Dans le cas vieillissant, les propriétés élastiques et visqueuses dépendent du temps. Ainsi le
probléme mécanique local (1.6) devient :

((diveo (x,t) =0 dans Qx [0, T]

1
s(w,t):§(Vu(zc,t)—i—VTu(w,t)) dans Q x [0, T]
5m(az,t):Tam(m,t)+ o om (T, t)+Ey, ) , r=1,2,..,N
3ke (1) 3Ky (t) (1.133)
1
é(x,t) = 5(x, ( , =1,2,...N
0= ey

Le principe de correspondance permet d’établir des relations explicites des lois de fluage et de
relaxation des matériaux hétérogeénes non vieillissants composés de phases viscoélastiques avec
ou sans déformation libre. La construction de ces lois de fluage et de relaxation est générale-
ment réalisée lorsque I'inverse de la transformée de Laplace-Carson est explicite. Cependant
dans le cas vieillissant, les propriétés mécaniques ne sont plus invariantes dans le temps autre-
ment dit les modules de cisaillement et de compressibilité définis dans la loi de comportement
viscoélastique ou thermo-viscoélastique sont des fonctions explicites du temps. Cela rend im-
possible le calcul de la transformée de Laplace-Carson des vitesses de déformations élastiques
et visqueuses (produit de deux fonctions temporelles). La méthode suggérée par Ricaud et
Masson [57] est de considérer & nouveau le probléme viscoélastique ou thermo-viscoélastique
linéaire mais avec les modules élastiques et visqueuses qui sont évalués a chaque pas de temps
(méthode incrémentale). En effet, sur un incrément de temps suffisamment petit, sous ’hypo-
thése de 'uniformité des propriétés mécaniquue, le comportement dans chacune des phases du
composite est de nature viscoélastique linéaire. Dans ce cas toute ’hérédité du comportement
repose sur les variables internes dont les équations différentielles caractéristiques sont résolues
a chaque incrément de temps avec les variables internes qui sont des fonctions continues du
temps.
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4. Conclusions

Cette section a porté sur la détermination des propriétés mécaniques effectives du combustible
MOX qui est un matériau hétérogéne(les modules de cisaillement visqueux et le gonflement
sont différents dans les phases) dont le comportement des phases est viscoélastique linéaire avec
déformation libre. Le principe de correspondance de Mandel et le modéle de Mori-Tanaka ont été
employés pour évaluer explicitement le comportement macroscopique et les moyennes par phase
dans le cas non vieillissant. Ces résultats sont ensuite étendus au cas o les propriétés élastiques
et visqueuses évoluent avec le temps (comportement vieillissant). Dans cette modélisation les
propriétés effectives du matériau sont décrites a travers une démarche itérative et incrémentale.
Dans le cas non linéaire la résolution du probléme (1.6) devient plus complexe, il est alors
nécessaire de procéder a une linéarisation préalable de la loi de comportement (relation entre la
vitesse de déformation visqueuse déviatorique e, et le champ de contrainte dévitorique s) autour
de quantités homogénes par phase. Dans cette optique, différentes méthodes de linéarisation
sont investiguées et présentées dans la section suivante.
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V. Extension au cas non linéaire

Les premiéres contributions a I'’homogénéisation non linéaire des composites ont été réalisées
par Bishop et Hill [65] qui, & partir de la théorie de I’analyse limite, ont estimé les propriétés
effectives de matériaux polycristallins parfaitement plastiques.

Par la suite, plusieurs auteurs ont abordé le probléme non linéaire sur des matériaux hétéro-
génes obéissant a des lois de comportement plastiques et élastoplastiques. Berveiller et Zaoui
[66] ont adopté la méthode de linéarisation de type sécante associée a la théorie de la plasticité
pour prédire le comportement effectif de matériaux polycristallins a travers une formulation
variationnelle. Tandon et Weng [67] ont développé une méthode similaire pour des composites
renforcés par des particules. Qiu et Weng [68] ont proposé une approche sécante basée sur le
moment d’ordre deux pour mettre en évidence l'influence du chargement hydrostatique sur la
réponse globale de milieux poreux.

La théorie variationnelle peut-étre également appliquée pour estimer des bornes relatives aux
propriétés effectives des matériaux hétérogenes. Talbot et Willis [69] étend la procédure varia-
tionnelle originale de Hashin-Shtrikman aux composites non linéaires en utilisant un milieu de
comparaison linéaire homogéne. Suquet utilise le méme milieu de comparaison linéaire inhomo-
géne pour prédire le comportement macroscopique de composites contenant des pores ou des
inclusions rigides [70] et des matériaux en loi de puissance [71]. Ponte Castenada [72] introduit
une nouvelle approche de linéarisation dite de second ordre améliorée. Cette approche, basée
sur une formulation variationnelle, utilise une méthode de linéarisation affine faisant intervenir
les moments d’ordre deux des fluctuations des champs. Le comportement macroscopique de
milieux viscoplastiques |73] et inélastiques |74] a été également étudié par une approche va-
riationnelle. La méthode variationnelle récemment proposée par Lahelec et Suquet [74] met en
exergue le phénoméne dissipatif associé a la plasticité.

Dans le cas des matériaux polycristallins ayant un comportement visco-élastique non linéaire
Masson et Zaoui [75] ont proposé une approche dans laquelle la vitesse de déformation visqueuse
est linéarisée en utilisant le module tangent qui est évalué autour du premier moment. Dans
cette approche le comportement macroscopique est décrit & partir du module effectif. Dans le
cas de matériaux composites, Lévesque et al. [76] proposent également une méthode de linéa-
risation du comportement de la matrice (comportement viscoélastique non linéaire) également
autour du premier moment des contraintes.

La méthode TFA, proposée par Dvorak [77], est un modéle qui permet de prédire le comporte-
ment effectif de composites dont les phases obéissent a un comportement viscoélastique non li-
néaire. Le champs de déformation inélastique dans cette approche est assimilé & une déformation
libre, ce qui permet d’utiliser les méthodes d’homogénéisation développées en thermo-élasticité
linéaire (section III.). Bien qu’elle soit simple & mettre en ceuvre notamment lorsque le champ
de déformation inélastique est supposé homogéne par phase comme dans [38] , la méthode TFA
prédit des estimations peu précises (voir [38]). Pour améliorer ces estimations, Michel et Suquet
[78] ont proposé 'approche NTFA (Non-uniform Transformation Field Analysis) qui consiste
a considérer des champs de déformations inélastiques non uniformes. I’approche NTFA, qui
nécessite 1'utilisation de calculs en champs complets, présente également 'avantage d’accéder
directement aux champs locaux solutions du probléme mécanique local.

Les approches que nous allons présenter dans cette étude étendent le modéle [57] au cas ou
les phases ont un comportement viscoélastique non linéaire. La loi de comportement non li-
néaire qui relie la vitesse de déformation visqueuse a la contrainte déviatorique est donnée par
la relation

1 Ul
: - - (r) v
é,(x,t) = ok s(x,t) + E X" () e (o(x,t)) (1.134)
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Pour simplifier les développements qui suivent, nous négligeons le fluage d’irradiation par rap-
port au fluage thermique apparaissant aux hautes températures (voir partie I1.). Ainsi le pro-
bléme local a résoudre lorsque le matériau est soumis a un chargement en déformations homo-
génes (respectivement en contraintes homogénes) sur la frontiére 02 est défini par :

(dive (z,t) =0 dans Qx [0, T]

1
e(x,t) = 5 (Vu(a:,t) —i—VTu(w,t)) dans Q x [0, T
Em (X, 1) = 3 Om (x,t) + Tam(w,t) +égn (), r=1,2,.,N
) ¢ 3w (1.135)
(r)
1 v
é(x,t)= o $(x,t)+ ago_ (o(x,t) , r=1,2,.,N

Pour estimer le comportement macroscopique ainsi que les moyennes par phase du probléme,
différentes méthodes de linéarisation (Sécant, Affine...) de la relation entre la vitesse de défor-
mation visqueuse et la contrainte déviatorique ont été investiguées et proposées. Ces opérations
de linéarisation qui s’effectuent autour d’états de contrainte homogénes par phase (premiers
et/ou seconds moments des champs de contrainte) conduisent ainsi a la définition d’un Milieu
Linéaire de Comparaison qui est viscoélastique linéaire.

1. Comportement décrit par un potentiel

Le comportement dans chaque phase est décrit par un seul potentiel supposé convexe (potentiel
de dissipation U, ), le potentiel élastique étant négligé, de sorte que la relation entre la vitesse
de déformation déviatorique et la contrainte déviatorique s’écrit :

N (r)
el 1)~ (1) = 3 () o (o 1) (1.130)

r=1

Nous disposons dans ce cas d’une formulation variationnelle du probléme de ’équilibre. Ainsi
en procédant a une linéarisation de la loi de comportement autour de quantités homogénes
par phase, on obtient un milieu de type linéaire élastique ou thermo-élastique. On peut donc
appliquer les résultats de la partie I1I. pour estimer le comportement effectif et les premiers et
éventuellement les seconds moments du champ de contrainte.

1.1 Linéarisation sécante (classique et modifiée)
1.1.1. Linéarisation sécante classique

La méthode de linéarisation sécante classique proposée par Berveiller et Zaoui [66]| est une
approche simplifiée du modéle incrémental de Hill [64]. Dans cette approche, la souplesse MS“)
dans les phases est isotrope et la loi de comportement linéarisée s’écrit :
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1
é(w,t) =M :s(w,t) avec M) = (r) (£ K
2t (6(;1)
ot K désigne un projecteur isotrope sur l’espace des tenseurs déviatoriques. La contrainte de

référence c'féa) dans la matrice pour le calcul du module de cisaillement visqueux est le premier
moment des champs de contrainte.

(1.137)

) = 3
65 =o5)(t) = \/5 (s(z, 1)) : (s(z, 1)) (1.138)
U
€eq
| Teq
Teq =1/55:5

FIGURE 1.9 — Linéarisation de type Sécante classique

Les moyennes déviatoriques par phase dans le cas d’un biphasé et d’un composite a trois phases
sont respectivement données par les relations (1.71) et (1.73), relations dans lesquelles les mo-
dules de cisaillement élastique sont remplacés par les modules de cisaillement visqueux et la
déformation macroscopique déviatorique €(t) par la vitesse de déformation €(t). Dans le cas de
matériaux poreux ou rigides, cette linéarisation sécante classique conduit a des résultats non
physiques [79]. En outre le premier moment du champ de contrainte est nul lorsque les moyennes
déviatoriques sont nulles. Pour améliorer ces estimations, un autre choix pour la contrainte de
référence 6(%) est proposé.

Pour toutes les approches considérées dans la suite, nous conservons le choix d’une linéarisa-
tion sécante classique basée sur le premier moment du champ de contrainte dans les inclusions
et nous cherchons a améliorer cette linéarisation dans la matrice. Le module de cisaillement
visqueux ,ugf)(r =2, ..., N) dans les inclusions est alors donné par :

J(()r) 5 e(g) 1=n(r)
m@8) =~ = (1.139)
3¢, o

1.1.2. Linéarisation sécante modifiée

Dans cette méthode de linéarisation [53], le module de cisaillement visqueux dans la matrice
est évalué autour du second moment des champs de contrainte afin de mettre en évidence les
hétérogénéités intraphases.

50— _ ;sl(t) avee  Si(t) = (s(z, 1) : s(a, 1) (1.140)
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FI1GURE 1.10 — Linéarisation de type sécante modifié

L’évolution dans le temps du second moment du champ de contrainte S;(¢) dans la matrice est
déterminée a partir de la relation (1.64). Cette méthode sécante modifiée proposée dans [53]
est équivalente a la formulation variationnelle proposée par Ponte Castaneda [54].

1.2 Linéarisation affine et Méthode du second-ordre (variante 2002)
1.2.1. Linéarisation affine

Cette méthode, proposée par Masson et Zaoui |75, repose sur une linéarisation tangente de
la loi de comportement non linéaire. La loi de comportement linéarisée dans cette approche
s’écrit :

é(x,t) =MV :s(x,t)+ é(()l) (1.141)

v

La vitesse de déformation é(()l) dans la matrice est une quantité homogéne dont I’expression
analytique est donnée :

)
— 30y —MmP . 50 (1.142)

FIGURE 1.11 — Linéarisation de type Affine classique
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Le tenseur des modules tangents Mg) pour une phase matricielle obéissant & une loi de type
puissance peut s’écrire sous la forme :

)
MO (50,50 = FO 4~ RO (1.143)
TN aew) el
< <
EV _§£® 5 , FO =K - EW (1.144)
2700 " )

E® est un projecteur sur I'espace engendré par la contrainte moyenne déviatorique 3 et F
un projecteur qui lui est orthogonal [49]. Dans ce modéle, la contrainte de référence Fféé) est le
premier moment des champs de contrainte. Or, comme expliqué plus haut, le premier moment
du champ de contrainte est nul lorsque les moyennes déviatoriques des contraintes dans les
phases s’annulent. C’est pourquoi, comme le modéle sécant classique, le modéle affine présente
des limitations. Afin de corriger ces estimations, Ponte Castafieda 72| propose une nouvelle
approche s’appuyant sur une expression alternative de la souplesse ainsi que de la contrainte
de référence.

1.2.2. Meéthode du second ordre (variante 2002) et méthode affine
modifiée

La méthode du second ordre proposée par Ponte Castaneda [72| permet de linéariser la loi
de comportement non linéaire entre la vitesse de déformation visqueuse et la contrainte dé-
viatorique en utilisant une approche variationnelle. Dans cette approche le potentiel visqueux
linéarisé U&) dans la matrice est développé au second ordre selon :

v v v

UG (s) = UD (W) + 4D (sW) : (s — sW) + % (s—sM) MV : (s —s) (1.145)

ou s est le premier moment des champs de contrainte (s = 1), M) est un tenseur

d’ordre quatre défini positif et symétrique a speécifier et v(!) désigne la dérivée premiére du
potentiel visqueux qul).

U
AV = o (1.146)

La vitesse de déformation visqueuse du Milieu Linéaire de Comparaison s’obtient par dérivation
du potentiel UU(? par rapport au champ de contrainte. Ainsi la loi de comportement linéarisée
dans la matrice s’écrit :

e(x,t) =MV s(z,t)+ell (1.147)

v

Dans cette approche l'estimation du potentiel de dissipation effectif ﬁv du composite non
linéaire est donnée par

N
U,(@) = stat {ﬁUL(E,U(S),Mff))+ZC(T)V(T)(J(T),MS"))}, (1.148)

M’E)S)7o'(s) r=1

ott ¢(") caractérise la fraction volumique des phases, ﬁv 1 le potentiel effectif du milieu linéaire de
comparaison et V") la fonction d’erreur lorsque le potentiel effectif du composite non linéaire
est approximé au potentiel effectif du milieu linéaire de comparaison équivalent. Cette fonction
d’erreur est définie par une relation de stationnarité

VO (g MD) = stat {Uy)(&(”) —UD(6M, 6™, ng">>} (1.149)

&
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La condition de stationnarité du potentiel dissipation effectif ﬁv par rapport a la souplesse Mgl)
de la phase matricielle conduit a :

(;,(1) _ E(l)> 2 <;,<1) _ Em) —cW (1.150)

Le champs tensoriel du second ordre 6V est une contrainte de référence a spécifier et le tenseur
du quatriéme ordre C\V désigne la covariance (fluctuations) qui est définie par :

CY = ((ed—-aM)® (e -aW)W. (1.151)

La relation (1.150), qui résulte de Poptimisation du potentiel de dissipation effectif permet
d’aboutir aux relations suivantes :

~(1 — 3 ~(1 3
o) 3l = 2BV ol 6= [DRO oY (1.152)

~(1 ~(1 . , . . N
avec Jﬁ ) et ai) qui représentent respectivement les composantes de la contrainte de référence

6&11) suivant les projecteurs EY et FO

50 \/g 50D 60 s \/g 50 O . 50 (1.153)
Dans cette méthode de linéarisation, la contrainte de référence &éé) est donc une fonction du
premier moment du tenseur des contraintes et de la covariance (fluctuations) dont I’expression

analytique, donnée dans [80], s’écrit selon :

A (1)) 2 —(1)\ 2 _ 3
(aé}l)) = <<a£q> —1—20(%) QE(I) . Cf,”) (1.154)

FIGURE 1.12 — Linéarisation de type second ordre

Par ailleurs, la souplesse de la phase matricielle dans cette approche de linéarisation a la forme :

MO@GD 70y = L gy 1

v eq 7 T eq 2#7(}1)(5’%)) 2)‘1()1)(6&11) >66(3}l))

EW (1.155)
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Les modules de cisaillement visqueux ,uz(,l) et AV sont déterminés de maniére équivalente en

utilisant la condition de stationnarité de la fonction d’erreur V) par rapport a la contrainte
de référence 61 de la phase matricielle.

11 aUé”(A()
3D~ 5 ppt (7ea)
o)L 0
gAlD Ve ) s el T gl

(1.156)

A ce stade, toutes les quantités de référence caractéristiques de la méthode du second ordre
sont explicitées. Il est important de noter que ces quantités de référence peuvent étre évaluées
de maniére exacte dans le cas des matériaux ayant un comportement élastique non linéaire
ou un comportement purement viscoplastique. Comme expliqué dans [71] le comportement ef-
fectif dans la méthode du second ordre doit étre calculé par dérivation du potentiel effectif.
Néanmoins il peut également étre calculé en utilisant la loi linéarisée entre la contrainte et la
déformation macroscopique. On obtient alors un modeéle différent appelé affine modifié dans
[71]. A noter qu’un autre modéle affine modifié a été aussi proposé par Brenner et al [81] et
consistant a remplacer le premier moment par le second moment dans le modéle affine classique
(celui défini précédemment a la section 1.2.1.).

Toutefois, nous verrons plus loin au chapitre 3 que lors?ue la loi de comportement est de nature
viscoélastique non linéaire, la contrainte de référence 6e(11) ne peut étre déterminée explicitement
a cause de la covariance Cf,l) pour laquelle on ne dispose pas d’expression générale pour cette
classe de comportement.

Lorsque les moyennes déviatoriques par phase s’annulent, le premier moment devient nul et
la contrainte de référence &é}l) dans la matrice se réduit au second moment des champs de
contrainte. Les modules de cisaillement visqueux uq(}) et AV dans ce cas sont égales et la la
souplesse Mq(}) dans la matrice devient isotrope. Ainsi cette approche de linéarisation dégénére
en sécante modifiée.

Une nouvelle approche de linéarisation est récemment proposée par Ponte Castaneda [6], ap-
proche dans laquelle les quantités homogénes sont également déterminées a travers des condi-
tions de stationnarités sur le potentiel effectif (voir annexe C). Néanmoins cette approche de
linéarisation, lorsque les moyennes déviatoriques par phase sont nulles, dégénére en sécante
modifiée comme dans ’approche variante 2002.

1.3 Conclusions

Dans cette section, nous avons vu les différentes méthodes de linéarisation proposées pour des
comportement dérivant d’un seul potentiel. A noter que dans le cas de composites ayant un
comportement élastique non linéaire ou purement visqueux, différentes combinaisons des sché-
mas de linéarisation qui dérivent des approches sécantes et affines associées a des quantités de
référence ont été également proposés dans [80] dans le but d’améliorer les estimations dans ce
cas non linéaire. Dans le cadre de cette thése, nous cherchons a étendre ces formulations pour
des matériaux présentant un comportement de type viscoélastique non linéaire autrement dit
pour des matériaux a double potentiel. C’est pourquoi, seules les méthodes s’appuyant sur une
évaluation directe du comportement effectif seront employées avec la contrainte effective qui est
reliée a la déformation effective par le tenseur des modules effectifs viscoélastiques (fonction de
relaxation).
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2. Comportement décrit par deux potentiels

Dans cette section nous nous intéressons essentiellement au comportement mécanique de com-
posites constitués de mélanges de phases décrites par deux potentiels potentiels thermodyna-
miques convexes a savoir l'énergie libre et le potentiel de dissipation, ce qui est le cas des
comportements viscoélastiques non linéaires considérés ici. Pour cela nous allons utiliser les
résultats déja développés dans le cas purement visqueux [73] ou élastique non linéaire [72] et
le principe de correspondance pour traiter le probléme viscoélastique non linéaire a 'instar de
I'approche proposée dans |75].

Une autre méthode d’évaluation du comportement global de matériaux composites constitués
de phases viscoélastiques a été également proposée dans [82]. Contrairement aux méthodes clas-
siques basées sur la transformée de Laplace, cette méthode opére directement dans le domaine
temporel avec la loi de comportement viscoélastique dans chacune des phases qui est transfor-
mée en une loi thermoélastique a travers un schéma implicite de discrétisation temporelle. Le
probléme viscoélastique étant ramené a un probléme thermoélastique, la réponse macroscopique
est alors estimée par une formulation variationnelle.

Dans ce travail de thése, nous utilisons la premiére méthode car elle conduit & des solutions
semi-analytiques tandis que la deuxiéme méthode fournit des solutions purement numériques.

2.1 Construction de la loi de comportement viscoélastique linéarisée

Dans le cas viscoélastique, les comportements des phases peuvent étre décrits a partir de deux
potentiels thermodynamiques que sont le potentiel élastique et le potentiel de dissipation. Ainsi
la loi de comportement linéarisée dans la matrice pour toutes les approches considérées s’écrit :

1
e(@ ) =5 — 8@, ) + MP(GL) : s, 1) + e (1.157)

He

Le module des souplesses MSJI) et la déformation libre eél) sont des quantités homogeénes par

phase dont différents choix ont été étudiés dans la section précédente et ce, pour un Milieu
Linéaire de comparaison qui est visqueux. Dans I’approche affine classique par exemple [75] la
souplesse Mf}) est évaluée autour du premier moment du champ de contrainte.

2.2 Cas des approches sécantes classique et modifiée

Dans les approches sécantes classique et modifiée la vitesse de déformation libre dans la matrice
est nulle et la loi de comportement linéarisée est donnée par :

e(x,t) = §(x,t) + Mg”(&éé)) . s(x,t) (1.158)

2fte
Pour un Milieu Linéaire de comparaison qui est viscoélastique linéaire, les champs moyens
par phase (matériaux biphasé et matériaux a trois phases) dans les modéles sécant classique et
modifié sont homologues aux expressions établies a la partie IV. avec les modules de cisaillement
du "Milieu Linéarisé" qui dépendent des premiers et seconds moment du champ de contrainte.
Dans I'approche sécante classique la contrainte de référence 6&11) dans la matrice est le premier
moment du champ de contrainte (relation 1.138) tandis que dans I'approche sécante modifiée
elle est égale au second moment des champs de contrainte (relation 1.140).
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Dans le modéle sécant modifié I’évolution du second moment S; dans la matrice est donnée par
la relation (1.130) avec le module de cisaillement dans la matrice qui dépend du second moment
S et celui dans les inclusions qui est une fonction de la contrainte moyenne déviatorique. Ainsi
nous obtenons 'équation différentielle suivante (annexe B) :

1. 1
A 250

avec le second membre M (t) de 1’équation différentielle dans ce cas qui s’écrit

Si(t) = M(t) (1.159)

L - =(r) . =(r 1 —=(r . =(r
M(t) = & (1) ZC (ﬂ (t).s()(t)+ms()(t).s()(t))

r=2

Mz
m o
/\
SL
Ql
3=
=
+
= -

a0 (g (1) + 35 (t)gfﬁ(t)) (1.160)

A noter que le comportement effectif (équations (1.108) et (1.114)) dépend des modules sécants
dans les inclusions et donc des évolutions de la norme équivalente de la moyenne des contraintes
ainsi que du moment d’ordre deux dans la matrice. A chaque instant, on doit donc résoudre un

probléme non linéaire dont les inconnus scalaires sont 72 (¢), o) (¢) ainsi que ?,Sl) (1).

2.3 Comparaison dans un cas particulier de chargement (représentatif
du MOX)

Nous avons vu dans la partie II., que sous irradiation, des gonflements différentiels apparaissent
dans les combustibles MOX. Nous cherchons ici a construire un chargement représentatif des
sollicitations affectant ces combustibles. C’est pourquoi, nous considérons par la suite que le
bord extérieur du matériau est libre de contrainte (&(t) = 0), ce chargement étant négli-
geable vis-a-vis du chargement induit par ces gonflements différentiels. Par ailleurs, comme
les évolutions temporelles de ces gonflements sont relativement complexes, nous simplifions ici
I’historique de la fagon suivante : la déformation libre caractéristique des dilatations thermiques
dans les inclusions est sphérique et celle dans la matrice est nulle. La déformation libre dans les
inclusions est imposée instantanément (réponse élastique) puis maintenue constante. Lorsque
la déformation imposée est positive les phases inclusionnaires sont mises en compression tandis
que le phénomeéne opposé se produit (mise en traction) en cas de déformation libre négative.
Dans ce cas de chargement, la déformation macroscopique est purement sphérique (€(t) = 0)
car, du a lisotropie, & (t) et €(t) ont les mémes espaces invariants. Les contraintes moyennes
déviatoriques par phase sont également nulles a tout instant pour tous les modéles considérés.
En effet, dans ce cas particulier de chargement, le premier moment du champ de contrainte
dans les phases est nul. Du coup le module de cisaillement visqueux dans les modéles sécant
classique et affine classique est infini et donc le temps caractéristique associé a I’évolution des
contraintes moyennes définies dans les relations (1.121) et (1.129) est lui aussi infini : il n’y
pas de relaxation des contraintes hydrostatiques moyennes, ce qui est en contradiction avec les
résultats de référence obtenus par éléments finis.

Ces estimations sont qualitativement améliorées en utilisant les modéles sécant modifié et la mé-
thode du second ordre qui sont équivalents pour ce cas de chargement. En effet nous constatons
que le second moment dans ces approches est non nul et du coup le module de cisaillement li-
néarisé est lui aussi non nul de sorte qu’on obtient une relaxation des contraintes hydrostatiques
moyennes dans les phases.
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Des calculs de microstructures représentatives de combustibles MOX, qui s’appuient sur des
calculs en champ complet, ont été également réalisés a l'aide de I'application VER de la pla-
teforme PLETADES [83]. Ces calculs de structures reposent sur les mémes hypothéses (phases
inclusionnaires de forme sphérique, comportement élastique homogéne, interfaces parfaites) que
les approches deux et trois phases. Les simulations menées avec I’application VER constitueront
donc dans cette section des résultats de référence. Pour les calculs VER, les microstructures
ont été générées & partir d’images 2D de microstructures réelles (voir [84] pour plus de détails).
Sur la Figure 3 suivante, les estimations obtenues avec les approches sécante classique et sécante
modifiée détaillées ci-dessus sont comparées avec la solution de référence pour un module de
compressibilité par phase purement élastique (/Q(J) = 00). Les données utilisées pour réaliser ces
calculs sont les suivantes :

n® =367, c® =01, p. = 70GPa, k. = 161GPa, o\ = 1GPa e} = 333.10°.

m

7
x10
0 T T T T T T T T T

---------- full-field calculations (finite element)
modified secant = affine modifed
- - —classical secant = classical affine

FIGURE 1.13 — Evolution temporelle de la contrainte moyenne hydrostatique dans l'inclusion

3. Conclusions

Le travail présenté dans cette section est relatif & la modélisation micro-mécanique du com-
portement effectif de composites dont les phases possédent un comportement viscoélastique
non linéaire. Pour estimer les propriétés effectives du composite non linéaire, nous avons défini
un Milieu Linéaire de Comparaison dans lequel le comportement des phases est viscoélastique
linéaire. Par la suite différentes méthodes de linéarisation proposées dans la littérature dans
le but d’estimer les propriétés effectives de milieux purement visqueux (potentiel élastique né-
gligé) sont présentées. L’extension de ces méthodes de linéarisation a des matériaux possédant
un comportement viscoélastique non linéaire conduit a la définition de différentes familles d’es-
timation (Sécant, Affine et méthode du second ordre). Dans le cas d’un chargement particulier
de type gonflements différentiels (chargement représentatif des combustibles MOX), les modéles
sécant classique et affine conduisent & des estimations irréalistes. Ces estimations sont quali-
tativement améliorées en utilisant le modéle sécant modifié et la méthode du second ordre qui
sont équivalents pour ce cas particulier de chargement considéré. Les cinétiques de relaxation
estimeées restent cependant trop faibles par comparaison a des résultats de référence obtenus
par éléments finis.
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VI. Conclusion générale et perspectives

Cette étude a été consacrée a l'estimation du comportement effectif des combustibles MOX
qui sont des matériaux hétérogeénes (les modules de cisaillement visqueux et le gonflement sont
différents dans les phases) présentant une microstructure de type matrice-inclusions. La loi de
comportement dans chacune des phases est de nature viscoélastique non linéaire et vieillissante
(propriétés mécaniques évoluant dans le temps) avec des déformations libres caractéristiques
des gonflements différentiels. Le fluage thermique n’ayant pas été caractérisé sur le combus-
tible irradié (pas de données), nous allons avoir recours a des données expérimentales sur le
MOX vierge pour caractériser le fluage thermique puis utiliser des résultats d’examens post-
irradiatoires sur crayons irradiés. Les données expérimentales sur crayons irradiés que nous
allons exploiter sont des mesures de diamétre et de comblement d’évidements disponibles en
régime nominal.

Aprés un bref état de 'art dressé sur le comportement multiphysique du crayon combustible sous
irradiation, nous avons fait une présentation générale du matériau d’étude (combustible MOX)
par une description de sa microstructure et des phénomeénes physico-chimiques apparaissant au
cours de l'irradiation. Ensuite nous avons présenté différentes approches micro-mécaniques qui
reposent sur une description de la microstructure du matériau d’étude (combustible MOX) et
qui permettent d’estimer le comportement effectif du composite pour diverses classes de com-
portement (élastique, thermo-élastique, viscoélastique et thermo-viscoélastique).

Dans le cas des matériaux élastiques linéaires, nous avons passé en revue les méthodes d’homo-
généisation classiquement utilisées pour estimer les propriétés effectives de matériaux hétéro-
génes. Par la suite, le schéma d’homogénéisation de Mori-Tanaka a été employé pour établir les
moyennes par phase ainsi que le comportement macroscopique des matériaux ayant un coms-
portement élastique avec des déformations libres dans chacune des phases (cas du combustible
MOX). Nous avons choisi le modéle de Mori-Tanaka dans cette analyse car ce modéle s’avére
pertinent pour modéliser les microstructures de type matrice-inclusions (bonnes estimations
jusqu’a 20% de fractions volumiques d’inclusions).

Dans le cas des matériaux viscoélastiques et thermo-viscoélastiques linéaires le principe de cor-
respondance de Mandel associé au modéle de Mori-Tanaka nous ont permis d’évaluer explicite-
ment le comportement effectif tout comme les moyennes par phase dans le cas non vieillissant.
Ces résultats sont ensuite étendus au cas ol les propriétés élastiques et visqueuses dépendent
explicitement du temps (comportement vieillissant). Dans cette modélisation (cas vieillissant),
les propriétés effectives du matériau sont décrites & travers une démarche itérative et incré-
mentale. Le cas des matériaux a compressibilité purement élastique a été aussi étudié avec les
moyennes des contraintes par phase qui sont calculées dans ce cas en utilisant le modéle de
Mori-Tanaka.

Dans le cas non linéaire nous avons défini un Milieu Linéaire de Comparaison dans lequel la loi
de comportement viscoélastique non linéaire dans chacune des phases devient linéarisée. Par
la suite différentes méthodes de linéarisation (approches sécantes et affines) ont été proposées
afin d’estimer les propriétés effectives du matériau dans le cas d’un seul potentiel (potentiel
visqueux). Les estimations ont été ensuite étendues pour des milieux viscoélastiques linéarisés.
Dans le cas d’un chargement représentatif des combustibles MOX (chargement de type gonfle-
ments différentiels) les modéles sécant classique et affine conduisent a des solutions purement
élastiques (pas de relaxation des contraintes). Ces estimations sont par la suite corrigées en
utilisant le modéle sécant modifié et la méthode du second ordre qui sont équivalents pour
ce cas de chargement. La solution sécante modifiée est qualitativement satisfaisante mais pas
quantitativement en raison de la cinétique de relaxation qui est assez faible dans le cas parti-
culier considéré. C’est cette approche, intégrée au format MFRONT dans le cas deux ou trois
phases [85]qui est utilisée dans le code ALCYONE pour simuler le comportement des combus-
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tibles MOX [86]. Les travaux relatifs au modéle sécant modifié qui ont porté, d’une part, sur la
recherche des solutions exactes (cas particulier d’un gonflement différentiel) et d’autre part sur
la proposition d’'une méthode d’estimation améliorée, ont fait 'objet de deux communications
distinctes au Colloque Franco-Roumain [87| et au Congrés Frangais de Mécanique [88].

En perspectives, ce travail de comparaison pourrait étre étendu a d’autres schémas de linéari-
sation proposés par exemple dans [80] dont Pobjet est d’améliorer 'approche affine classique.
Le modéle finalement retenu sera par la suite appliqué a d’autres cas de chargement. Ainsi la
loi 2 et 3-phases déja intégrée au format MFRONT dans ALCYONE sera corrigée avec 'ap-
proche retenue puis validée par les données expérimentales disponibles évoquées plus haut. Les
résultats de ces calculs compléteront I'étude et feront I'objet dans le mémoire de thése d’une
section dédiée a la simulation du comportement des crayons combustibles.
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CHAPITRE 2

Solutions exactes pour le comportement
effectif de composites particulaires
viscoélastique non linéaire sous
chargement isotrope

Résumé du chapitre :

Dans ce chapitre, une solution analytique du probléme viscoélastique non minéaire qui
repose sur une microstructure particuliére : la sphére composite est proposée dans le
but d’approximer les champs locaux dans un VER plus complexe soumis a un chargement
purement isotrope. Lorsque le comportement visqueux est décrit par un potentiel en loi
puissance, la résolution du probléme mécanique local a permis d’établir la loi d’évolution
dans le temps et dans I’espace de la contrainte de cisaillement dans la matrice (contrainte
équivalente) qui est régie par une équation intégro-différentielle non linéaire. Néanmoins,
dans certaines situations particuliéres cette derniére est déterminée analytiquement. A
partir de cette expression analytique sont établis théoriquement les champs moyens par
phase ainsi que le second moment des champs de contrainte dans la matrice. Afin d’évaluer
la pertinence de la solution trouvée des simulations numeériques relatives a des calculs en
champs complets sur un VER périodique ont été réalisées pour un chargement de type
gonflements différentiels dans la phase inclusionnaire avec le bord extérieur du VER qui
est libre de contrainte. Pour une fraction volumique modérée d’inclusions (< 30%), le
modéle de la sphére composite s’avéere étre en excellent accord avec les calculs en champs
complets (calculs FFT).
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I. Introduction

En principe, une approche par homogénéisation consiste & déterminer les champs de contrainte
et de déformation en chaque point du Volume Elémentaire Représentatif (VER) et d’en déduire
les propriétés effectives par des opérations de moyenne. Pour des microstructures particuliéres
ayant une géométrie assez simple, des solutions exactes relatives aux champ de contrainte et
de déformation peuvent étre obtenues. Toutefois, pour des microstructures trés complexes, les
champs mécaniques locaux ne peuvent étre déterminés et les propriétés homogénéisées dans ce
cas sont évaluées qu’a travers des approches basées sur des hypothéses simplificatrices .

Dans ce chapitre une approche multi-échelle est proposée pour prédire les propriétés locales
et effectives de microstructures biphasées sous chargement isotrope dont les phases ont un
comportement viscoélastiques non linéaires. La microstructure est constituée d’un ensemble
d’inclusions sphériques noyées dans une matrice (assemblage des sphéres composites de Hashin
[44]). Pour de faibles fractions volumiques d’inclusions, les interactions entre les inclusions sont
faibles et la microstructure peut-étre approchée par le modéle de la sphére composite. Pour ce
VER simplifié les champs mécaniques locaux, solutions du probléme local, peuvent étre établis
analytiquement et les propriétés effectives du composite s’obtiennent alors par une démarche
d’homogénéisation analytique.

FIGURE 2.1 — Représentation de la micro-
structure, assemblage des sphéres compo- FIGURE 2.2 — Sphére composite
sites de Hashin

Le premier point que nous allons aborder dans la premiére section de ce chapitre concerne la
description de la microstructure (sphére composite) ainsi que la formulation du probléme a
I’échelle microscopique section II.). Dans la deuxiéme section de ’étude, nous allons employer
les équations d’équilibre et de compatibilité, associées aux conditions a l'interface et au bord
extérieur de la matrice, pour résoudre le probléme local tout en déterminant les champs mé-
caniques locaux dans chacune des phases du composite. Dans la troisiéme section, nous allons
présenter les solutions générales du probléme viscoélastique non linéaire avec cette microstruc-
ture particuliére (section III.). Dans la suite, nous allons exposer des solutions exactes obtenues
dans des situations particuliéres (sphére composite avec une compressibilité homogéne, sphére
composite avec une matrice incompressible) et pour différents cas de chargement considérées
(chargement hydrostatique en déformations ou contraintes homogénes, gonflement différentiel
de la phase inclusionnaire) (section IV.). Enfin, la derniére partie de ce chapitre (section V.)
est dédiée a des simulations numériques relatives a des calculs en champs complets sur un VER
périodique afin d’évaluer la pertinence de la solution trouvée. Le chargement considéré dans
cette section est de type gonflements différentiels dans la phase inclusionnaire avec le bord
extérieur du VER qui est libre de contrainte.
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II. Modéle de la sphére composite

Nous considérons une sphére composite de domaine {2 contenant en son centre une inclusion
sphérique de rayon a dont le comportement est viscoélastique non linéaire (phase 2), entourée
d’une couche sphérique de rayon extérieur b dont le comportement est également viscoélastique
non linéaire (phase 1). Les fractions volumiques représentatives de la matrice et de I'inclusion
notées ¢V et ¢(? sont définies par :

a\3
W =WD(x)g , =K x)e= (E) et 4 =1, (2.1)

oit Y (x) et x?(x) désignent respectivement les fonctions caractéristiques des domaines oc-
cupés par la matrice et l'inclusion, 'opérateur (e)q représente la moyenne sur le volume élé-
mentaire 2.

Plusieurs types de sollicitations, caractéristiques des essais de relaxation et de fluage, sont consi-
dérés.

e une déformation sphérique et uniforme appliquée au bord extérieur du volume élémen-
taire (essai de relaxation) : u(x,t) =&, (t)x sur 0.

e une contrainte sphérique et uniforme appliquée au bord extérieur du volume élémentaire
(essai de fluage) : o(x,t).n(x) =7,(t)n(x) sur ON.

matrice viscoélastique inclusion

non linéaire viscoé lastique
(phase 1) non lindaire
(phase 2)

—
——

-

bord sous
chargement
ISOHoDe

FIGURE 2.3 — Modéle de la sphére composite

Ces deux sollicitations, classiques en théorie d’homogénéisation, sont couplées avec une sollici-
tation de I'inclusion sous la forme d’une déformation libre 8((]2), caractéristique de gonflements
différentiels.

La déformation totale, en supposant I’hypothése des petites déformations, se décompose sous
forme additive :

e(x,t) =e(x,t)+e(x,t)+ 5(()2) g (2.2)

Les champs tensoriels €¢ et ¥ représentent respectivement les déformations élastiques et vis-
queuses. Le terme 5(()2)6 caractérise la déformation libre dans 'inclusion qui est supposée ho-
mogéne et sphérique (9 est le tenseur identité d’ordre deux). Le comportement visqueux non

linéaire considéré ici dérive d’un potentiel de dissipation U,(x,0), 0 = agq.

_ou,
- Jo

v

€

avec Uy(z,5) = xW(x) UV @) + x?(x)UP(5), (2.3)
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o UV et U désignent les potentiels de dissipation (fonctions convexes) associés respecti-
vement & la matrice et a 'inclusion. Le comportement visqueux du matériau est régi par une
relation non linéaire liant la vitesse de déformation visqueuse €” a la contrainte déviatorique
s et cette vitesse de déformation visqueuse peut-étre obtenue par dérivation du potentiel de
dissipation défini & la relation (2.3) selon :

e’(x,t) :33(33,25)%(:13,5(:2,75)) (2.4)

Ainsi la loi de comportement locale est donnée par :

ol D)5 8@:0 4 50w 92 (2,5 () (1), @ (1
Se@) 0 ) T s @ 5@ )+ @S (25)

€(Q3,t): %

ou k(x) et pu(x) représentent les modules de compressibilité et de cisaillement élastiques, qui
sont constants par phase.

p(x) = sV (@) + kPP (@) et plx) =pPxO(@) + @@ (@) (2.6)

Le volume élémentaire étudié, constitué de deux phases isotropes, est a symétrique sphérique.
De plus les conditions de chargement appliquées sur le bord extérieur du volume élémentaire
possédent aussi la symétrie sphérique. Il est 1égitime donc de supposer que le champ de dépla-
cement dans le systéme de coordonnées sphériques (7,6, ¢) est radial.

u(x,t) =u(r,t)e,, (2.7)

oll e, désigne le vecteur unitaire radial. Lorsque le champ de déplacement est radial et ne dépend
que des variables d’espace r et du temps t alors les tenseurs des déformations et des contraintes
sont diagonaux dans le systéme de coordonnées sphériques et on a : E,,(r,t) = Ego(r,t) et
Opu(1,t) = 0gg(r,t). Dans cette situation particuliére, I’équation d’équilibre se simplifie davan-
tage et est donnée par :

% (o (r, 1)) + %(aw(r, t) — oge(r, t)) =0 (2.8)

La partie déviatorique de la vitesse de déformation e et du champ de contrainte s sont colinéaires
avec le méme tenseur déviatorique du second ordre noté d.

Epp — E Opr — O 2.0 0
e=-"_""%q | s=""_""%9 avec d=[0 -1 0 (2.9)
3 3 0 0 -1

La contrainte équivalente de Von Mises dans ce as particulier de symétrie sphérique est donnée
par la relation oey(r,t) = |ogg(r,t) — 0pr(r,t)|. Pour une écriture plus simple du déviateur
du champ de contrainte s, nous introduisons dans ce qui suit une contrainte notée o4(r,t) =
opg(r,t) — 0, (1, t). Ainsi nous avons les relations suivantes :

2 _ 2 _~ _ Os
0, =04 =0 et §=—7 d (2.10)
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1. Comportement effectif

Les conditions de chargement en contraintes (respectivement en déformations) sont isotropes
et par conséquent, en raison de l'isotropie macroscopique de la sphére composite, les tenseurs
de contrainte et de déformation effectives sont sphériques :

() =5 (1)8,  E(t) = En(t)d (2.11)

La contrainte macroscopique tout comme la déformation macroscopique sont généralement
définies par des relations de moyenne volumique, donc dans le cas d’un élément de volume
sphérique, il est plus commode d’utiliser des définitions équivalentes.

1 1

o(t) = 1 o o(t).n ®sxds, g(t) = L u(t) ®sndS (2.12)

Pour un volume élémentaire sphérique la normale unitaire extérieure au contour OS2 se réduit
au vecteur unitaire radial (n = e,) et le vecteur position sur le bord de la sphére (en r = b) est
donnée par & = be,. Dans ce cas le champ de déplacement et la contrainte sur le bord extérieur
01 s’écrivent :

u(t) = u(b,t) e, et o(t)n =o..(bt)e, (2.13)

Finalement la contrainte macroscopique ainsi que la déformation macroscopique, dans tout le
volume élémentaire, sont exprimées par :

Ft) =Tn(t)d = 0, (b,1)8 et E(t) =Zn(t)d = 5 (2.14)

2. Rappels de quelques résultats obtenus sur la sphére

2.1 Solutions purement élastiques

Lorsque le volume élémentaire est soumis & un chargement a l'instant initial ¢ = 0 alors la
réponse a cet instant est purement élastique. Le probléme & résoudre est donc celui d’'une
sphére composite dont le comportement dans chacune des phases est élastique. Des solutions
analytiques du probléme élastique, pour des chargements isotropes, ont été obtenues dans [44].
Le module de compressibilité effectif dans cette étude est donné par la relation

AW ) 1 4,0 (D) Q) (2) (2)
= ARR®) 4 dp (cWrM) + 2 @) (2.15)
3cD) k(2) + 3c(2) (1) + 4#(1)

Les champs de déplacement et de contrainte, lorsque la sphére composite est simultanément
soumise & une déformation macroscopique isotrope (€ = g, §) et & une déformation libre dans

. . 2 , . , . .
I'inclusion sé ), sont également bien connus. Elles s’écrivent respectivement

e champ de déplacement dans la matrice et dans I'inclusion :

WD) = (35 +4uM)z,, — 3 ,i(2)€(()2) - (kM — k@7, + H(z)géQ) 3_a3
3c@ kM) 4+ 3D k@ + 4 M) 3¢@ £ 1 360 (@ 1 40 72

= 2

W@y = B +4uD) 2 3 k2

3 c(2) 1) +3 c(D) (2) + 4#(1)
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e contrainte radiale dans la matrice et dans 'inclusion :

o Br® +4uM) g, — 33 ) el (kD — k@)z,, + kPP

(1) _ 0o _ (1)
oy (1) = 3k 3¢® kM) 4 3¢ 1@ + 4 40 L S 0 1 3@ 14 e

@ B0+ 405, — (3¢ kD 4 4uW)ef?

@ () =
oy (r) = 3K 3¢ kM 3¢ k@ 1 4 0

rr

e distribution de la contrainte équivalente dans la matrice :

3 }(/@'(1) — k) E,, + k@l

3¢ kD) +3 (1) ,(2) + 4#(1)

o) (r) = 18u0 (%)

. (2.16)

Pour déterminer expression de la déformation libre effective (gonflement effectif noté 2o, ), il
faut considérer le probléme purement thermique dans lequel la sphére composite est soumise a
une déformation libre dans I'inclusion avec le bord extérieur qui est libre de contrainte.

6(2)H(2) (3 H(l) —+ 4H(1)) (2)
3 kD) (2 + 4#(1) (C(l) kD) + c(2) /-;;(2)> o

. . . . . , . . 2 . .
Lorsque l'inclusion est toujours soumise a une déformation libre sé) mais qu'une contrainte

macroscopique isotrope (& = 7,, d) est maintenant appliquée sur le bord extérieur de la sphére
composite, les champs de déplacement et de contrainte sont alors obtenus en substituant la
déformation macroscopique ,, dans les équations précédentes par :

O'(l) (b) =0 — Eom =

rr

(2.17)

Om  _
g, =" g 2.18
5 o + %o ( )

Dans ce cas, 'expression de la distribution de la contrainte équivalente dans la matrice s’écrit :

, ’ 3k 15, (kD) — £?)

3k K@) 4+ 4#(1)(0(1)/{(1) + 0(2),1(2)) ’

oV (r) = 6 (9) (2.19)

r

2.2 Solutions purement visqueuses

Le modéle de la sphére creuse sous chargement isotrope a été utilisé par Michel et Suquet [7§]
en vue de déterminer le comportement effectif de milieux poreux & travers une formulation
variationnelle. La loi de comportement dans la matrice, de nature viscoplastique non linéaire
et incompressible, est caractérisée par un potentiel de dissipation U, en loi puissance

U(o) = 2250 (@)W (2.20)

(n—l— 1) [}

ol les parameétres £y, 0g et n sont des constantes caractéristiques du comportement visqueux
non linéaire de la matrice. La sphére de porosité f = a3/b% est soumise & une contrainte hydro-
statique positive 7, sur le bord extérieur (r = b). Le probléme ayant une symétrie sphérique,
le champ de déplacement est radial et la résolution du probléme a ’aide de I’équation d’équi-
libre associée aux conditions de chargement a permis d’établir les expressions analytiques des
champs locaux, solutions du probléme mécanique.

a

<_

r

y
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e cinétique du champ de déplacement dans la matrice :

€0

ar) = 3 L (1—f%> o0

— (2.21)

1 30, |"a
2

r

e contrainte radiale dans la matrice :

ope(r) = ﬁa (2.22)

e distribution de la contrainte équivalente dans la matrice :

Oeq(1) = %m Om (2.23)

Une approximation « elliptique » du potentiel de dissipation macroscopique, qui est supposé
dépendre de la porosité et des deux premiers invariants (hypothése validée par Duva et Hut-

chinson ([89])), est de la forme suivante :
ZA(f)(O—m) +B(f)(_0—eq>] (2.24)
(o) 0o

Des expressions des coefficients A(f) et B(f) du potentiel de dissipation macroscopique ont été
initialement établies par Cocks grace a une estimation variationnelle dans laquelle 1'expression
de B(f) a été ajustée afin de se rapprocher de solutions de référence connues. Par la suite,
Ponte Castenada a proposé des expressions des coefficients A(f) de B(f) en établissant des
bornes rigoureuses du potentiel de dissipation effectif & travers une formulation variationnelle.
Cependant les résultats qui dérivent de ces modéles ne correspondent pas aux solutions analy-
tiques de la sphére creuse sous chargement hydrostatique. En effet Michel et Suquet, en utilisant
respectivement une formulation variationnelle ainsi que les résultats exacts de la sphére creuse
sous chargement isotrope, ont retrouvé lexpression du paramétre B(f) obtenu par Cocks et
Castenada et ont également proposé une nouvelle expression du coefficient A(f).

~ 00c0
Uv(O'm,O'emf) = n+ 1

A(f) = [n( —i_l)}’m ., B(f) = (1+§f) (1—f) (2.25)
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ITI. Solutions générales du probléme viscoélastique
non linéaire

1. Equations locales

Pour déterminer les champs mécaniques locaux solutions du probléme viscoélastique non li-
néaire, nous partons de la relation (2.5) dans laquelle la partie déviatorique dans le systéme de
coordonnées sphériques est donnée par la relation suivante :

O ou,

d—-30,—=
2u(r) 705

(Er — Egp) d = d, (2.26)

oil le module de cisaillement g est défini par : u(r) = p® sir < aet u(r) = p™ sir > a. En
utilisant la compatibilité du tenseur des vitesses de déformation dans la relation précédente,
on obtient la loi d’évolution de la contrainte équivalente o qui est régie par une équation
différentielle non linéaire du premier ordre avec second membre.

Gs(r,t) + 6u(r) o(r,t) % (r,o2(r,t)) = —2u(r) {r% (M)} . (2.27)

r

Lorsqu’on considére a présent la partie sphérique de la relation (2.5) alors on peut déterminer
par une intégration temporelle I'expression de la déformation moyenne €, qui est une fonction
affine de la contrainte moyenne o,,.

em(r,t) = om(r ) + e ()P (r), (2.28)

1
3k(r)
oit k(r) = k® sir < aet k(r) = kM si r > a. De méme, la compatibilité du tenseur des
vitesses de déformation, associée a ’équation d’équilibre, permet de relier la contrainte radiale
au déplacement radial.

%(T’SUW(T, t)) = 3k(r) {82 (rzu(r, t)) — 37"25(()2) (t)X(z)(r) . (2.29)

r

Cette équation différentielle peut étre intégrée et en tenant compte du fait que le champ de
déplacement radial au centre de la sphére et pour tout instant est nul (u(0,¢) = 0), nous
obtenons les relations suivantes.

u(r,t b
3k <M — )\(t)—3>, dans la matrice

r r

o (1, t) = (2.30)
u(r,t
3k <M — 5((]2)(25)), dans l'inclusion

T
ou A(t) désigne une fonction temporelle dont 'expression analytique peut etre établie en uti-
lisant les conditions de chargement en contraintes homogénes ou en déformations homogénes
appliquées sur le bord extérieur de la sphére (en r = b).

(b, t) o (bt
b 3k
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La fonction temporelle adimensionnelle A désigne physiquement une déformation supplémen-
taire apparaissant lorsque la sphére composite est inhomogéne (c(?) # 0), voir équation (2.36).
En se servant de 'équation (2.30) combinée avec I’équation d’équilibre alors la distribution de
la contrainte o, s’écrit :

b 0 (u(r, t)) (2.31)

2
-z LAY il - -
0.1, ) = 38ONE) S (1) = () - (M

Par dérivation de la relation (2.31) par rapport au temps et en utilisant (2.27), nous obtenons
finalement :

Ap(r)] . ou, kWD) 3
1 gy e+ Omtr =i (). (2.32)

L’équation différentielle établie, caractéristique de I’évolution dans le temps et dans I'espace de
la contrainte de cisaillement o, est inhomogéne dans la matrice et homogéne dans I'inclusion.
La résolution de I’équation dans chacune des phases du composte nécessite la connaissance des
conditions initiales correspondant a la réponse du probléme purement élastique. Pour tous les
champs mécaniques solutions du probléme purement élastique, leurs expressions analytiques
sont données a la section 2.1

2. Champs mécaniques locaux dans I’inclusion

Dans linclusion, le second membre de 'équation générale (2.32) est nul (car x™(r) est nulle
dans I'inclusion) et on obtient une équation différentielle homogéne du premier ordre qui s’écrit :

oUl?
95

(6@ (r, 1)) =0, (2.33)

442
) 52 (2) 4(2)
(1 + 3@ ) O (ryt) +6u'2 o (rt)

avec la condition initiale o'*) (r,0) = 0 (étant donné que la contrainte équivalente élastique est

nulle, (Uég)(r, 0) = ]0§2)(r, 0)| = 0)). De plus, comme le potentiel U ne dépend que o, 'unique
solution de ’équation différentielle vérifiant la condition initiale est a@(r, t) = 0. Donc la
réponse dans l'inclusion est purement sphérique (o, = 0gg) et le champ de déplacement varie
linéairement en fonction de la variable r (relation 2.31). Finalement les champs mécaniques
dans I'inclusion s’écrivent :

(u@(r,t) =rCO(t)

oD (rt) = 02 (r,t) = 35 (O(t) _® (t)) (2.34)

L o (rt) =0l (rt) =0

Il est important de noter que la non linéarité n’apparait pas dans les expressions des champs
mécaniques établis en raison de la nullité de la contrainte équivalente a£2) due aux chargements
particuliers considérés dans cette étude qui sont tous de symétrie sphérique. En revanche la
contrainte radiale dépend du scalaire C(t) qui peut étre déterminé a partir des conditions de
continuité a l'interface (en r = a).

uD(a,t) =aC(t),  3&@ (O(t) _® (t)) — 35 (“m<“’ b _ A(t)) . (2.35)
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En substituant ’expression du champ de déplacement de la matrice a l'interface dans 'autre
équation alors on obtient I'expression du scalaire A(f) qui dépend du scalaire C(t) et des pro-
priétés du matériau.

A(t) = —c? {—O(t) - R—e((f)(t)] . (2.36)

3. Champs mécaniques locaux dans la matrice

Dans la matrice, I’évolution de la contrainte équivalente o, obtenue a partir de I’équation
générale (2.32), obéit a une équation différentielle non homogene selon :

1 oty
(1) e v (1) _
by (T,t)+n05 (r,t)—==(a"(r 1)) = nA()

b 3 4,0
( ) _2r ARk (2.37)

) T TR

avec la fonction A(t) qui dépend des conditions de chargement appliquées sur le bord extérieur
de la sphére et des propriétés mécaniques du matériau. Dans 'annexe D sont obtenues les
expressions de A(t) pour les deux cas de chargement.

Lorsque la sphére est soumise & des conditions de chargement en contraintes homogénes, nous
avons :

A(t) B 185 M@ (51 — 1 (2)) Toml(t) K2 e )+ 2 b (u,t) aU(l)du
n o 3kWE@ + 4D (DM 4+ @) | 3 k@) — 1O 3nkL) u 0o '
(2.38)

Dans le cas ou la sphére est sollicitée en déformations homogénes sur son bord extérieur, la
fonction A(t) est donnée par :

\ 1 1
A) 18uMe® (kK1) — @) lg : e O 4 9 /b o) (u, t) OU )du
m | I

n I (M 5@ + @ kKM + 4,0 b K@ — (00 3k u 0o
(2.39)
Finalement, quelque soit les conditions de chargement appliquées sur le bord extérieur de la
spheére, ’évolution de la contrainte o{" dans la matrice est donnée par une équation intégro-
différentielle de la forme :

(1) a o ~(
s ) + Lo, t)ag; @) = (2’ [2 / Y, mgo_ (D (u, 1))du + F (1)

n r n u
(2.40)
ou « désigne un coefficient adimensionnel qui dépend des modules élastiques des phases et F ()
une fonction temporelle dépendant des conditions de chargements exercées. Une description
compléte des expressions de la fonction F(t), pour différents cas de chargement considérés, est
détaillée dans ’annexe D.
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4. Comportement macroscopique

En raison de Iisotropie macroscopique du matériau, la déformation (respectivement la contrainte)
macroscopique, résultant des conditions de chargement en contraintes homogénes (respective-
ment en déformations homogénes) appliquées sur le bord extérieur de la spheére, est également
isotrope (relation (2.14)). En conséquence, la relation qui relie la contrainte macroscopique a
la déformation macroscopique est donnée par :

Ton(t) = 0 (b, ) = 36 <“(6Tt) - )\(t)) =360 E(t) — A1) (2.41)

L’expression analytique de la fonction A(¢) dans la relation précédente est déterminée en partant
de 'équation d’équilibre. En effet, par une intégration dans I'espace de I’équation d’équilibre
locale, on obtient la relation suivante :

b
2
U,Ei)(b, t) — aﬁ}n)(a,t) = / —agl)(r, t)dr. (2.42)
W T

En utilisant la relation de continuité du champ de contrainte radiale a l'interface entre les
phases (Jﬁ)(a, t) =02 (a, t)), alors la relation précédente conduit a :

3601 (B, (t) — A()) = 35@(C(t) — (1)) + / b %021)(7", t)dr (2.43)

Finalement, en résolvant le systéme d’équations algébriques relatif aux relations (2.36) et (2.43),
on établit 'expression analytique de la fonction A(¢) qui s’écrit :

@) (k@ — O (2) 1 b9
_Cc\k k _= AN ¢) I B C))
A(t) = 0(2)/-@(1)—1—0(1)%(2){ Enlt) + —m e )+ 3 / ol (r,t)dr} (2.44)

Enfin, en utilisant les relations (2.41) et (2.44) la contrainte macroscopique moyenne peut-étre

exprimée en fonction de la déformation macroscopique moyenne z,,(t), de la déformation libre
(2)
€0

(t) prescrite dans l'inclusion et de la distribution de la contrainte de cisaillement o{" dans
la matrice :
3Dk

@@ _ D)y bo
o @@y CORY —RY) T2
Um(t) ~ @r0 1 dDp® (gm(t) C! (t)) @rM £ D@ i TJS (7‘, t>d7ﬂ' (245)

On peut, d’'une maniére alternative, introduire dans la relation précédente ’expression de la
compressibilité élastique effective (relation (2.15)) ainsi que celle du gonflement effectif (relation
(2.17)) de sorte que la relation entre la contrainte macroscopique et la déformation macrosco-
pique s’écrit sous la forme suivante :

T =35 (Em(t) — Zom(t) — gvm(t)>. (2.46)

Dans ce cas, expression de la déformation macroscopique visqueuse 2%, (t) se déduit des rela-
tions (2.45) et (2.46) qui sont équivalentes. Ainsi on obtient :

142 (1) _ ()

v () — 3 M), (4O @)z
Fmlt) (K0 KO + 20 (0 50 + ¢ (@) (@ £ + D £ ) [C i (0 =2) 20 (1)

b (1)
4 DM@ @) (C@) CORIIECV RN N %l u“)) / wdrl. (2.47)
a r
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En substituant la distribution de la contrainte équivalente de Von Mises (2.16) solution du
probléme mécanique purement élastique, on peut facilement montrer que la déformation ma-
croscopique visqueuse €, s’annule pour cette classe de comportement. Cette remarque met en
évidence la signification physique de la déformation macroscopique visqueuse qui est une dé-
formation inélastique due au comportement visqueux de la phase matricielle.

Il est & noter que lorsque la phase matricielle et la phase inclusionnaire ont le méme module de
compressibilité (k) = k2 = ) alors la déformation macroscopique visqueuse 2%, (t) s’annule
et la réponse effective devient purement élastique.

Fnl(t) = 37 (Em(t) — Zom(t)). (2.48)

L’expression du gonflement effectif dans ce cas particulier oli les modules de compressibilité des
phases sont identiques est donnée par :

Zom(t) = @B (1) (2.49)

La fonction A(t) est obtenue de deux maniéres différentes (relations (D.1) et (2.44)) cependant
les deux expressions restent bien cohérentes. En effet, lorsqu’on divise la relation (2.37) par la
variable r puis l'intégre de a a b, on obtient une nouvelle expression qui est identique & celle
obtenue en dérivant la relation (2.44) par rapport au temps. Donc les relations (D.1) et (2.44)
sont deux expressions équivalentes. Toutefois la relation (D.1) est plus appropriée pour étre
utilisée dans I’équation différentielle (2.37) tandis que la relation (2.44) est plus adaptée pour
estimer la réponse effective du composite.

5. Premier et second moments du champ de contrainte

Comme présenté précédemment, la partie déviatorique des contraintes moyennes par phase
est nulle dans ce cas particulier de chargement et la contrainte moyenne dans l'inclusion ol
est homogeéne (relation (2.34)). Lorsqu’on substitue I'expression de C(t) en fonction de A(¢)
(2.36) dans la relation (2.34), on obtient 1'évolution temporelle de la pression (moyenne de la

contrainte hydrostatique) dans l'inclusion qui est donnée par la relation suivante :

3k £2) 1
=@ O TR @)y )
Om (t) 5(2) . /i(l) <50 (t) 6(2) )‘(t) )

ou la fonction A(¢) est donnée par la relation (2.44) lorsque la sphére composite est soumise a une
déformation macroscopique homogeéne sur le bord extérieur V. Finalement, nous obtenons :

3 kW k3@ 1 )
—(2) (1) — = @@yt 2 )
g, (t) @ 0 £ o D <8m(t) ey (t) P /a s (u,t)du). (2.50)

Lorsqu’on exerce une contrainte homogéne sur la frontiére externe de la sphére composite, 1’évo-
lution temporelle de la moyenne de la contrainte hydrostatique dans I'inclusion est obtenue en
substituant I’expression de la déformation macroscopique g,,(t) dans la relation précédente a
partir de I'équation (2.46).

Les premiers moments du champ de contrainte par phase dépendent de la distribution de la
contrainte équivalente agl) qui est la solution de I’équation différentielle (2.40). Il est impor-
tant de souligner que de la déformation moyenne e dans l'inclusion est également homogéne
(relation (2.28)) et s’écrit :

e@(r, t) =22 (t) = () + (1)
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L’évolution temporelle de la moyenne de la contrainte hydrostatique dans la matrice ( 7(V)
est obtenue en utilisant les relations de moyenne volumique relatives a la partie sphérique du
champ des contraintes (c(V7l) + @52 =7, ) :

F0 (1) = % (3ult) — 252 (1)). (2.51)

Une relation similaire peut étre également établie pour la déformation moyenne (1) dans la
matrice qui est exprimée par :

E0(0) = 7 (En(t) — P 220)). (2
Le second moment du champ de contrainte dans l'inclusion est nul en raison de la nullité de la
distribution de la contrainte équivalente (relation (2.34)) due au chargement qui est purement
sphérique. Cependant 1’évolution temporelle du second moment dans la phase matricielle est
non nulle et elle est donnée par la relation suivante :

<062q(7", ) = ﬁ /ab <gg1)<T7 t)>27~2 dr. (2.53)

Dans la section suivante, des solutions exactes de I’équation (2.40) sont déterminées pour cer-

tains cas particuliers de chargement et dans le cas ou le potentiel de dissipation Ué” est en loi
de puissance.
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IV. Solutions exactes pour des cas particuliers

Pour toutes les applications envisagées dans cette section, nous supposons que le comportement
viscoplastique de la phase matricielle est décrit par un potentiel de dissipation UM en loi
puissance (loi de Norton) de la forme :

n+1

~ éo (o) o 2
UM(G) = =] . 2.54
WE = (o (2:54)
oll 0 = ng = 02 et les coefficients £g, 0 et n > 1 qui caractérisent 'intensité du taux de fluage.

La situation particuliére n = 1 correspond & un comportement viscoélastique linéaire. Dans ce
cas, I'équation différentielle (2.40) s’écrit selon :

n—1 n—1

(1) (1)
: Os (T,t)‘ b3 | g 10 oWt Os (u,t)‘
O (r )2 oWy [ ) = (_) 0z / o) (u, t) du + F(t)
200m o r n0o J, U 0o

(2.55)

Etant donné que |oy| = Oeq €t que le signe £ de la contrainte équivalente ng) est supposé indé-

pendant de la variable d’espace r et du temps ¢, donc I’équation différentielle précédente devient
e & . i . . .. 1) . .

quation différentielle pour la contrainte équivalente oeq . Finalement, en introduisant le

temps caractéristique 7, = 2ZZ° dans I’équation différentielle, on obtient :

&l (r 1) 1 (ag)(r,t))n_ (b>s 20 /b 1 [old(r,t)
oo e 0o N T T. a U o)

du+¢& &] : (2.56)

v v %0

Les solutions analytiques de ’équation différentielles (2.56) ne peuvent étre obtenues que lorsque
le second membre s’annule ou est constant par rapport au temps. Dans le cadre général, en raison
du terme intégral dans le second membre de I’équation (2.56), seules des solutions numériques
peuvent étre obtenues. Le tableau qui suit résume explicitement les différentes expressions du
coefficient «a et de la fonction F(t) (définis dans les relations (D.4) et (D.3)) pour différentes
hypothéses sur le comportement de la phase matricielle et de la phase inclusionnaire.

ayp Fp(t) g Fa(t)
@0, (2 @0, (2
kM = k@ 0 1§H<1)+4#/,(Ll> E(() )(t> 0 1§H(1)+4u/fl) 8(() )(t)
e = 2 =
A = oo | gt | (@) + 3607 (1) 0 61 En (1)
&)
k=) — 00 6D - .(2) 26(2) (1) @/ .(2) -
M(z) NN _3/4(”!1—4“(1)&2) ap(gm(t) - 3K(1)50 (t)) - C(1>:(1) GM(U@(EO (t) - 5m(t))
@ =0 . .
K e) - (1) (2) -
p? =0 2D () 3c(2?l;(1>+4u<1) Baart) Ep(t)

TABLE 2.1 — Valeurs de « et F(t) pour différentes situations particulieres

Les indices d et p sont utilisés pour faire référence a la dilatation et a la pression (déformation
ou contrainte homogéne appliquée sur le bors extérieur composite de la sphére, respectivement).
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Dans ce qui suit, toutes les fonctions de chargement en déformations homogénes comme en
contraintes homogénes ont la forme d’une fonction Heaviside,

En(t) =EnH() ou on(t) =o.H(t), 2t =P H(@1),

ou H (t) désigne la fonction Heaviside. A I'instant initial ¢ = 0, la réponse est purement élastique
et comme la déformation inélastique macroscopique a cet instant est nulle alors I’évolution
temporelle de g7, (t) (relation (2.47)) peut s’écrire de la forme suivante.

dr,
(2.57)

o 5@ (k) = £)) (@ 5O 4 V) @ 4 4,0 b (051)(7", 0) — ot (r, t))
Em(t) = (k0 k@ + %M(l) (c® kD) + @ k@)) (@ D) + O @) [, 2r

avec la contrainte équivalente a l'instant initial agl) (r,0) qui est respectivement donnée par la
relation (2.16) dans le cas ou la sphére composite est sollicitée en déformations homogénes ou
la relation (2.19) lorsque la sphére est soumise & une contrainte homogeéne sur le bord. De plus,
les dérivées temporelles des fonctions de chargement sont nulles pour tout temps strictement
positif (£,,(t) = 0 ou 7,,(t) = 0, é(()Q) (t) = 0) et donc les fonctions du temps Fy(t) and F,(¢)
s’annulent (voir tableau 2.1 (relations D.3 et D.4)). Des solutions exactes peuvent ainsi étre
obtenues dans le cas ou les phases ont le méme module de compressibilité ou dans le cas d’une
matrice incompressible sous essai de relaxation, en raison du second membre de ’équation
différentielle qui devient nul ou constant. Cependant, dans tous les autres cas une intégration
numérique doit étre réalisée.

1. Sphére composite avec une compressibilité homogéne

La déformation inélastique macroscopique 29, (¢) (2.57) s’annule lorsque la compressibilité est
homogéne (kM) = xk®), ce qui fait que la réponse a I'échelle macroscopique devient purement
élastique (relation (2.48)). Il en résulte que lorsque les fonctions de chargement sont de type
Heaviside, la déformation et la contrainte macroscopique sont constantes alors que les phé-
nomeénes de relaxation dépendant du temps sont relatifs aux champs moyens par phase. En
effet, en utilisant ’équation d’équilibre, la contrainte moyenne hydrostatique (pression) dans
I'inclusion peut étre facilement exprimée en fonction de la contrainte macroscopique et de la
distribution de la contrainte équivalente dans la matrice.

b
2
720 =on(®)~ [ %o, du

L’expression analytique de la distribution de la contrainte équivalente, pour une compressibilité
homogeéne, peut étre établie en résolvant 1’équation différentielle du premier ordre (2.56), qui
dans cette situation particuliére se réduit a :

- (1) (1) "
e 7t 1 e ,t
aq@*>+__<aqo“>> 0 (2.58)

go Ty (o1

A Tinstant initial, la réponse du probléme mécanique est purement élastique et ’expression
analytique de la contrainte équivalente quelque soit le chargement appliqué sur le bord extérieur

est donnée par :

2|

ol (r,0) _ 18uMsM  a? ‘8(2) B 2
o oo(35MW + 4pD)) 3 |7

EoTy T3
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La résolution de I’équation différentielle (2.58) permet d’établir Uexpression analytique de la
distribution de la contrainte équivalente dans la matrice pour un comportement viscoélastique
linéaire et non linéaire dans chacune des phases, respectivement.

1
1-n in
t 2 ‘5(()2)‘ a3\ 1
oot (PED) (@)L
0'(51)(7“ t) Ty 0Ty T
‘*U—O’ = : (2.59)
2 882) a3 ¢
— 5 6Xp (——) ; sin=1
L 0Ty T Ty

En résumé, lorsqu’un chargement en forme de fonction d’'Heaviside est imposé sur le bord ex-
térieur de la sphére, les champs de déformation et de contrainte sont uniformes dans chacune
des phases de la sphére composite. Cependant lorsqu’un gonflement différentiel est de surcroit
appliqué entre les deux phases, les champs mécaniques deviennent non uniformes et les phéno-
meénes de relaxation sont relatifs a la distribution de la contrainte équivalente dans la matrice.
Dans ce cas, la contrainte équivalente ne s’annule pas quelque soit le temps t et la variable r
donc la contrainte de cisaillement ot” garde un signe constant.

2. Sphére composite avec une matrice incompressible

Pour une matrice incompressible, le module de compressibilité devient infini (k(!) — oo), la
relation entre la contrainte macroscopique et la déformation macroscopique est toujours donnée
par la relation (2.46) cependant les expressions du module de compressibilité effectif et du
gonflement effectif se réduisent aux expressions suivantes.

362, o
3R 4 40 D O

~ 1 4
k= @@(2) + g“(l) c(”) et Eom =

Par rapport a la situation précédente (compressibilité homogéne), la déformation inélastique

dans ce cas est non nulle et son évolution temporelle est toujours donnée par la relation (2.57)
dans laquelle le pré-facteur du membre de droite devient relativement simple.

42 b (agl)(r, 0) — agl)(r, t))
emlt) = 3k@ + 4@ D) /a 2r dr.

L’équation différentielle (2.56) dans laquelle 7., se simplifie & : 7, = 3;;1—%50 devient homogéne
dans le cas ou une déformation macroscopique est appliquée sur le bord extérieur de la sphére
composite (essai de relaxation). En revanche lorsqu’on impose des contraintes homogénes (essai
de fluage), on obtient une équation différentielle du premier ordre avec second membre (équation
inhomogéne). 11 est donc plus approprié de considérer chaque type de chargement séparément.

2.1 Essal de relaxation

Dans le cas de essai de relaxation, la solution analytique de I’équation (2.56) peut étre obtenue.
A Tinstant initial la réponse est purement élastique et 'expression de la distribution de la
contrainte équivalente initiale dans la matrice s’écrit :

aé(ll)(r, 0) 6 a_3 _ 2|5 b3

o oo 2 13 T,E0 T3
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Dans ce cas I'équation différentielle (2.56) se réduit a ’équation (2.58) dont la solution analy-
tique est de la méme forme que (2.59) :

1

( 1
¢ 2 Z, 1-n bg 1-n| 1-n
) (n—l)——i—( ,‘8 |) (—3) , sin>1
ol (r,t) _ Tr\ STy g (2.60)

2| 0? ( t ) .
— - 5P| —— sin=1
\ EoTH T Ty

On remarque que, en raison de l'incompressibilité de la matrice, la contrainte équivalente ne

dépend pas de la déformation libre 8(()2) imposée dans l'inclusion. Encore une fois, la contrainte

équivalente ne s’annule pas pour tout r et pour tout ¢ et la contrainte de cisaillement oV garde

un signe constant comme dans le cas de la sphére composite avec une compressibilité homogéne.

0o

2.2 [Essai de fluage

Dans le cas de 'essai de fluage, le bord extérieur de la sphére est soumis a une contrainte
homogéne et uniforme, Uﬁ)(b, t) = G- Ce cas différe significativement de 'essai de relaxation
en raison de linhomogénéité de I'équation différentielle déduite de la relation (2.56) et qui
s’écrit :

. (1 1 1 "
58 (r, 1) L (aéq)(r, t))n _ b_iQ& "1 [M] du. (2.61)
0o Ty o ™ Ty Ja U

0o

La distribution de la contrainte équivalente & l'instant initial (solution du probléme purement
élastique) est déterminée a partir de la relation (2.19) pour une matrice incompressible :

2).(2) | —
Ar0) _ o [ 4 |, 10

= _ Y 5.2, , = ‘
- 1 v B G PTE R 35 + 7). (2.62)
1 : : ~ 0(1)(7“ TT) 0'(1>(7” t) 15, . (v,
En faisant le changement de variable suivant : &(r, 7) = =4 s =~ ==, I'équation différen-
tielle (2.61) devient :
av b3 b 1
a—i(r, T)+6"(r,7) = 20410T—3 / Eﬁn(u, 7)du. (2.63)

Cette équation intégro-différentielle n’a pas de solution analytique et doit étre intégrée numéri-
quement, ce qui nécessite une estimation numérique de I'intégrale couplée avec une méthode de
résolution de I'équation différentielle obtenue. Pour calculer I'intégrale dans la relation (2.63),
nous choisissons une discrétisation de lintervalle [a,b], 11 = a < 1y < ... < ryy1 = b et en
utilisant une méthode numérique de type trapéze on obtient :

b1 = o (1)
Z5n du = k
| s ndu= 3w T,
k=1
ot 0x(7) = &(rg, 7). Finalement, en écrivant la relation (2.63) pour r =r;, i =1,..., N+ 1 on

obtient une équation différentielle du premier ordre pour ox(7) qui est donnée par :

do; B e ol ()
’ () = Q00— LA
T (1) + of(T) aPr? ,}1 Wi .

(2.64)
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Ce systéme d’équations différentielles non linéaires est résolu avec la méthode de Runge-Kutta
dont la solution, représentée a la figure (2.4), est obtenue en utilisant une discrétisation régu-
liere (w; = b’T“, 1 =2,...N and wy; = wnyy1 = 1’2’—]\?) Les valeurs numériques des différentes
constantes utilisées dans ces calculs sont les suivantes :

€@ =01, =001,b=1,n=4, 52 =166, L =177 et 7,, = 0.

‘ 1.8
16 | — =0 A -
------ 7=0.25 16 F % oo r=ak(b-a)/6 ]
14 F —_ =1 1 — — r=a+(b-a)/3
Ll - — =2 ] 14+ — — r=a+(b-a)/2 -
’ =5 - - - r=at2(b-a)/3
bo 1.0 — =10 i bo 12 —- 1=b B
~ 08|—— N 20 ] T 1of
g ~ . —- 7=300 g
S - Ny o 5000 © sl
04— L S ] 06 |
0o2b T -
—_— o 04 1
0.0 | 1 -
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 02 L ‘ ‘ ‘ ‘
05 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 0.0 04 08 12 16 2.0
r T
a) b)

FIGURE 2.4 — Contrainte équivalente dans la phase matricielle : a) distribution de la contrainte
équivalente dans la matrice a différents instants ; b) évolution temporelle de la contrainte équi-
valente dans la matrice pour différents valeurs de la variable r.

En imposant une déformation brusque dans I'inclusion maintenue par la suite, il en résulte
une diminution progressive de la contrainte au cours du temps (figure b)). Cette relaxation de
contrainte, précédée d’une élasticité initiale, est due au comportement visqueux de la matrice.
De plus la contrainte équivalente a I'instant initial (figure a)) est une fonction décroissante du
rayon (o< 773) qui atteint son maximum & l'interface entre les deux phases (en r = a). Donc la
cinétique de relaxation des contraintes est plus élevée sur la surface interne de la matrice.
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V. Simulations numériques en champs complets

Les méthodes d’homogénéisation périodique basées sur une analyse asymptotique multi-échelle
peuvent étre utilisées pour prédire les propriétés effectives des matériaux hétérogénes, au travers
de calculs éléments finis [90] ou de calculs dans 'espace de Fourier [91] sur un Volume Elémen-
taire Représentatif (VER). La microstructure, dans ces approches par changement d’échelle, est
représentée de maniére déterministe par répétition périodique d’une cellule unité. La méthode
des éléments, qui repose sur un maillage structuré de la microstructure, constitue une approche
efficace pour estimer le comportement effectif de microstructures élémentaires a I'instar des
microstructures périodiques et des composites présentant un nombre limité d’inclusions. Ce-
pendant elle est prohibitive en temps de calcul et constitue une tache non triviale en raison
des difficultés liées & un maillage qui soit conforme et compatible avec les conditions de char-
gement. Par ailleurs, la méthode FFT est plus facile & mettre en ceuvre car elle ne nécessite
pas de maillage de la microstructure. En effet, cette méthode qui repose sur des algorithmes
relatifs aux transformées de Fourier rapide (FFT) des champs de déformations et de contraintes
locaux, permet d’estimer le comportement effectif de matériaux hétérogénes a partir des images
de microstructures obtenues a travers des outils de segmentation d’image (tomographie).

Le modeéle analytique de la sphére composite développé dans cette étude est destiné a étre ap-
pliqué aux composites particulaires avec une fraction volumique modérée d’inclusions (< 10%),
dont les microstructures peuvent étre représentées par ’assemblage des sphéres de Hashin. Dans
cette perspective, des calculs en champs complets avec des conditions aux limites périodiques
doivent étre réalisés dans le but d’évaluer la pertinence du modele de la sphére composite. Pour
cela, nous allons considérer dans cette étude un élément de volume représentatif d’un compo-
site particulaire. Les particules, de forme sphérique et de méme taille, sont réparties de maniére
isotrope dans le VER. Les conditions de chargement considérées sont les suivantes : le bord ex-
térieur de la microstructure est libre de contrainte tandis que les particules sont soumises a un
gonflement différentiel strictement positif. L’évolution temporelle du gonflement dans chacune
des particules est décrite par une fonction Heaviside. En outre, la compressibilité élastique est
supposée homogéne (k1) = k?),

Le plan de cette section est le suivant : nous allons dans un premier temps rappeler briévement
la méthode numérique utilisée pour générer des microstructures aléatoires avec des inclusions
de formes géométriques diverses (cylindriques, sphériques et sphéro-cylindres). Les microstruc-
tures générées seront par la suite utilisées pour estimer le comportement effectif de composites
présentant un comportement viscoélastique non linéaire et ce, sur la base de calculs FFT. La
derniére partie de cette section présente une comparaison des résultats issus de simulations
numériques avec les solutions analytiques de la sphére composite, pour différentes fractions
volumiques et pour différentes valeurs de la non linéarité.

1. Geénération aléatoire 3D de VER

Il existe différentes techniques basées sur des méthodes numériques pour générer des VER
avec des inclusions de formes géométriques diverses : sphéres ([92], [93]) ellipsoides ([94], [95]),
et sphéro-cylindres (cylindres constitués de deux extrémités hémisphériques (|96], [97]). Pour
générer numériquement ces différents types de microstructures, il est primordial d’avoir un
algorithme robuste, fiable et efficace. En particulier, nous nous intéressons dans cette étude au
cas d’'un mélange d’inclusions sphériques impénétrables.

Le premier algorithme historiquement mis en ceuvre est la méthode RSA (Random sequen-
tial adsorption voir par exemple [98]). L’algorithme RSA permet de réaliser une distribution
aléatoire de sphéres avec la distance entre les particules qui doit étre supérieure a une distance
d’exclusion. En effet, le principe consiste a générer successivement les inclusions. Si la prochaine
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inclusion simulée respecte la distance d’exclusion par rapport aux inclusions précédemment gé-
nérées, alors elle est acceptée sinon elle est rejetée et une autre inclusion aléatoire est générée.
La méthode RSA est une technique efficace pour des fractions volumiques d’inclusions relati-
vement petites (fractions volumiques d’inclusions allant jusqu’a 30 %). Cependant, dans le cas
échéant (fractions volumiques assez grandes), le processus de génération des particules peut
rencontrer des difficultés conduisant a un temps de calcul long voire un blocage du processus.
Dans ce cas, il existe une autre méthode numérique pour générer des microstructures a savoir
la dynamique moléculaire (DM).

Dans ce qui suit, grace a 'algorithme RSA, nous avons généré plusieurs microstructures avec
une fraction volumique d’inclusions allant de 1% a 30% (valeurs intermédiaires : 5% et 10%).
Quelques images de ces microstructures sont reportées sur la figure 2.5. Ces différentes micro-
structures serviront & réaliser des calculs FFT afin de prédire le comportement homogénéisé du
matériau d’étude.

FIGURE 2.5 — Microstructures générées pour a) 1% b) 5% ¢) 10% et d) 30% avec 256° voxels

2. Calculs FFT

La méthode de calcul utilisée pour cette analyse est basée sur des transformées de Fourier ra-
pides, proposées a I'origine par Moulinec et Suquet [91] pour estimer les propriétés effectives de
matériaux hétérogénes a travers ’équation intégrale de type Lippmann-Schwinger. Nous rap-
pelons briévement dans ce qui suit 'algorithme basique FFT développé pour un comportement
de nature viscoélastique non linéaire. Le probléme mécanique local a résoudre sur la cellule
périodique €2 s’écrit :
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(div(o(x)) = 0 dans Q

% (Vu(z) + V'u(z)) dans Q

(z) : (e(x) — ey(x)) dans Q (2.65)

Q.
8
I
Q

u(x) =¢.x +u* dans (2, u* périodique

| o(x).n(x) anti-périodique sur Of2

oll o et € désignent respectivement les champs de contrainte et de déformation locale, le tenseur
du quatriéme ordre C est le module d’élasticité et g, la déformation caractéristique du compor-
tement visqueux. En introduisant un milieu de référence caractérisé par un module homogéne
C", alors le champ de contrainte locale, solution du probléme mécanique (2.65), peut se mettre
selon :

olx)=C":e(x) +1(x) (2.66)

Le tenseur du second ordre 7 désigne le tenseur de polarisation des contraintes ou précontrainte
défini par la relation suivante :

7(z) = (C(z) — C%) : (e(z) — e,(x)) (2.67)

En écrivant le champ de déformation élastique, solution du probléme mécanique, sous la forme
d’une équation périodique de type Lippmann-Schwinger dans I’espace temporel, on obtient :

e(x) =g — (I« 7) (x) (2.68)

ot T? est Popérateur de Green. Le schéma de base implémenté dans CRAFT pour la résolution
de I’équation précédente est un algorithme de point fixe qui évalue & chaque pas le champ de
déformation € pour un champ de contrainte donné o en utilisant la transformée de Fourier
rapide.
et =gl — TV x 7
(2.69)
oit! — f(Eiﬂ7 80)7

avec les champs de contrainte o, de déformation € et les variables internes e, qui sont bien
connus & chaque itération 7. Cependant les inconnues du probléme mécanique local o**! et 1
sont a déterminer avec la fonction f (e, ev) qui fait référence a une loi de comportement locale.
Dans le cas de la viscoélasticité le comportement local s’exprime sous la forme d’un systéme
d’équations différentielles qui est intégré numériquement en CRAFT par une méthode d’Euler
implicite.

3. Comparaison des résultats analytiques et numériques

Afin de valider le modéle analytique de la sphére composite, cette section est dédiée a une
étude comparative entre les prédictions du modéle de la sphére composite et des solutions de
référence obtenues a travers des calculs FF'T. Pour cela, les mémes hypothéses sur les propriétés
élastiques (k) = k() et le méme chargement (bord extérieur libre de contrainte et gonflement
différentiel dans I'inclusion donné par une fonction d’Heaviside) sont considérées dans les deux
approches. Dans ces conditions, pour la sphére composite, la déformation macroscopique devient
relativement simple et s’écrit :
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Les expressions analytiques des contraintes moyennes hydrostatiques dans la matrice ainsi
que dans l'inclusion se déduisent respectivement de 1’équation d’équilibre et des relations de
moyenne volumique. Elles s’écrivent :

b2 c®
ORI T AUREE L0
o U c
En raison du gonflement instantané dans l'inclusion, la phase inclusionnaire est mise en com-
pression alors que la matrice est mise en traction. L’intensité des contraintes hydrostatiques
par phase dépend de I’évolution dans le temps de la distribution des contraintes de cisaillement
dans la matrice. Ci-aprés, le temps et les contraintes sont normalisés comme suit :

1-n
2 22
A t Ty 0 R o 0
t=— avec 7,=—70 | — et o0=— avec o, =
Ty n—11\ noy oy i

En substituant Uexpression de la contrainte équivalente (2.59) dans la relation (2.50) et lorsqu’on
adopte le changement de variable v = ¢ dans l'intégrale du second membre de cette derniére
relation, I’évolution en fonction de ¢ de la contrainte moyenne hydrostatique normalisée dans
I'inclusion peut étre exprimée sous la forme suivante :

5O (f) = _2/
1

Nous remarquons dans la relation précédente que la contrainte moyenne hydrostatique dans
I'inclusion ne dépend que de ’exposant n et de la fraction volumique de I'inclusion. De méme,
une relation similaire du second moment dans la matrice peut etre établie en utilisant les mémes
changements de variable.

Qo

. 1 d b
[t_'_,u?)(lfn)} T—n _U ’ — = \3/ 2, (270)
v a

) n 3¢ o 3(1-n)] Ton , 2
(6o, (r ) = — [t+v |77 v* do. (2.71)
1

3.1 Sensibilité & la résolution spatiale

Afin de choisir une résolution pertinente du VER, des études de sensibilité, relatives a la réso-
lution de différentes microstructures générées, ont été réalisées. Pour cela trois microstructures
ont été générées pour des résolutions de 643, 1283, 2562 et 5123 voxels. Les simulations numé-
riques ont été réalisées pour une fraction volumique de ¢ = 5% et une non linéarité de n = 4.
Nous avons représenté 1’évolution du second moment normalisé dans la matrice en fonction de
la résolution et ce, a différents instants et les résultats des calculs présentés sur les figures 2.6.
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FIGURE 2.6 — Sensibilité des résultats (second moment normalisé dans la matrice) par rapport a
la résolution (n = 4, ¢® = 5%) pour trois microstructures et a différents instants : a) ¢ = 10”65
,b)t=>5s,c¢)t=10s, d)t = 100s

On constate une faible dispersion des résultats entre les trois microstructures ce qui laisse & pen-
ser que les trois microstructures sont représentatives. On constate également que la différence
entre les résultats obtenus pour toutes les résolutions est inférieure a 1.4% pour toute micro-
structure. Pour cette raison les simulations numériques ont été réalisées sur un VER discrétisé
par 2563 voxels.

3.2 Sensibilité a 'intensité du gonflement dans l’inclusion

Etant donné que la contrainte moyenne hydrostatique normalisée (équation (2.70)) dans I'in-
clusion est indépendante du gonflement 5(()2) dans le modéle de la sphére composite, nous allons
vérifier ici si ce fait est conforme aux résultats prédits par les calculs en champs complets.
Pour cela, nous avons étudié 'effet de I'intensité du gonflement sur I’évolution de la contrainte
moyenne dans les inclusions pour une non-linéarité et une fraction volumique de l'inclusion
données (n = 8, ¢ = 10%). Les résultats obtenus pour deux valeurs du gonflement dans
Iinclusion sont rapportés sur la figure 2.7.




Simulations numériques en champs complets 113

-0.6 -

065 L L L L L L L L L
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

t

FIGURE 2.7 — Evolution de la contrainte moyenne hydrostatique normalisée dans I'inclusion en
fonction de ¢ : sensibilité du gonflement dans I'inclusion (n = 8, ¢® = 10%).

Nous observons qu’en imposant un gonflement sous la forme d’échelon Heaviside, il en résulte
une ¢lasticité initiale suivie d'une relaxation ultérieure due au module de cisaillement visqueux.
Nous notons également que pour la fraction volumique de 10% les résultats numériques obtenus
montrent que la contrainte moyenne hydrostatique normalisée dans 'inclusion ne dépend pas
significativement de 'intensité du gonflement exercé dans la phase inclusionnaire.

3.3 Premiers et seconds moments du champ de contrainte

La figure (2.8) présente les évolutions des premiers et seconds moments normalisés des champs
de contrainte par phase, prédites par le modéle analytique de la sphére composite et les calculs
en champs complets (calculs FFT). Nous rappelons que le chargement considéré dans cette étude
comparative est de type gonflement différentiel dans la phase inclusionnaire (5((32) = 3.3107%).
Les paramétres utilisées dans ces calculs sont : n =4 et ¢? = 10%.
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FIGURE 2.8 — Evolution des premiers et seconds moments normalisés des champs de contrainte
par phase en fonction de t : comparaison des résultats de la sphére composite aux résultats en
champs complets (n = 4, ¢® = 10%).




114 MODELE DE LA SPHERE COMPOSITE

Nous observons sur les figures que Uintensité des contraintes est maximale & U'instant initial (ré-
ponse élastique) puis elle diminue progressivement au cours du temps. En outre, nous constatons
une trés bonne prédiction des premiers moments des champs de contrainte par phase et notam-
ment du second moment dans la matrice entre le modéle analytique de la sphére composite et
les calculs FFT. Par contre, nous remarquons que le second moment des champs de contrainte,
obtenu par les calculs en champs complets, est non nul dans l'inclusion (figure b)), cependant
son intensité reste faible comparée au second moment dans la matrice.

3.4 Influence de la fraction volumique inclusionnaire

Pour étudier I'influence de la fraction volumique de I'inclusion, nous représentons sur la figure
(2.9) Pévolution temporelle de la contrainte moyenne hydrostatique normalisée dans I'inclusion,
prédite par le modéle de la sphére composite et les calculs FFT, pour différentes microstructures
(1% < @ < 30%). Les paramétres utilisés pour les calculs sont : n = 8 et 582) = 3.3107".
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FIGURE 2.9 — Evolution de la contrainte moyenne hydrostatique normalisée dans I’inclusion en
fonction de ¢ pour différentes fractions volumiques (1% < ¢ < 30%).

Comme le montre la figure (2.9), nous avons un bon accord sur 'évolution de la contrainte
moyenne hydrostatique normalisée dans l'inclusion, prédite par les deux modéles et ce, pour
de faibles fractions volumiques de Iinclusion (1% < ¢® < 10%). Cependant pour des fractions
volumiques plus importantes (¢ = 30%), nous observons une différence notable des résultats
prédits par les deux modéles. Cela est di a l'interaction entre les inclusions lorsque la fraction
volumique de I'inclusion devient plus importante. Dans ces situations, il est judicieux d’utiliser
les modéles d’homogénéisation qui tiennent compte de cette interaction (Mori-Tanaka, autoco-
hérent, Hashin et Shtrikman ...) pour pouvoir estimer qualitativement les propriétés effectives
du composite.

3.5 Effet de la non linéarité dans la matrice

Pour évaluer l'effet de la non linéarité dans la matrice, nous représentons sur la figure (2.10)
I’évolution dans le temps de la contrainte moyenne hydrostatique normalisée dans 'inclusion
pour différentes valeurs de I'exposant (2 < n < 8) et pour une fraction volumique de I'inclusion

donnée (¢ = 10% , e’ = 3.31074).
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FIGURE 2.10 — Evolution de la contrainte moyenne hydrostatique normalisée dans Iinclusion
en fonction de ¢ pour différentes non linéarités (2 < n < 8).

Nous constatons sur la figure que I'intensité de la contrainte moyenne hydrostatique normalisée
a l'instant initial (réponse élastique) diminue lorsque I’exposant n augmente. En effet ’augmen-
tation de la non linéarité dans la matrice renforce la vitesse de la déformation de cisaillement
(augmentation de la contrainte de cisaillement), ce qui a pour effet de décélérer le processus
de relaxation de la contrainte moyenne hydrostatique (pression) dans l'inclusion (équilibre sta-
tique). Nous notons également que les résultats du modéle analytique de la sphére composite
sont en bon accord avec les calculs en champs complets méme pour une forte non linéarité
(voir figure 2.11.a)). Cependant, pour une fraction volumique assez importante (c? = 30%) les
résultats des deux modéles (figure 2.11.b)) présentent une différence notable due a Pinteraction
des inclusions.
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FIGURE 2.11 — Evolution de la contrainte moyenne hydrostatique normalisée dans I’inclusion
et dans la matrice en fonction de £ pour n = 10, ¢® = 10%, ¢® = 30%;
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L’un des objectifs de ce chapitre est d’évaluer aussi la pertinence du modéle de sphére composite
dans la description de la distribution spatiale du champ de contrainte autour des inclusions du
VER. Sur la figure 2.12 la distribution de la contrainte équivalente dans la matrice (2.59) dans
la sphére composite (courbe continue) est comparée a celle observée autour d’une des inclusions
du VER (barres d’erreur). Nous avons observé que le choix de toute autre inclusion conduit a
des résultats similaires puisque l'algorithme de génération VER donne une distribution suffi-
samment, homogéne des centres des inclusions. La fraction volumique des inclusions est de 30%
et I'exposant de loi de puissance est de n = 10.

Les barres d’erreur ont été obtenues en considérant des coques sphériques concentriques d’épais-
seur constante autour de ’inclusion. Pour chaque coque, le minimum et le maximum des valeurs
de la contrainte équivalente associée aux voxels de la coque donnent les extrémités de la barre
d’erreur correspondante. La moyenne de ces valeurs est donnée par le point sur la barre d’er-
reur. Ces valeurs sont associées a un rayon qui correspond a la moitié de I'épaisseur de la coque.

0.07 T T T T T T 0.07 T T T T T T

© full-field calculations © full-field calculations
sphere composite model sphere composite model
0.06 - B 0.06 - g
0.05 | B 0.05 |
o o
£ L
004 | q 5 0.04
) )
N )
0.03 \ 003 [
002 | i =50 - g 002
0.01 L I . . . I 0.01 I I . . . .
065 07 075 08 0.85 0.9 095 1 065 07 075 08 0.85 09 0.95 1
r r
0.07 T T T T T T 0.07 T T T T T T
© full-field calculations O full-field calculations
sphere composite model sphere composite model
0.06 |- q 0.06 |- b
0.05 |-
£
5 0.04
3]
S
0.03 |-
0.02
0.01 L I . . .

L L L 0.01 L L L L
0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1

FIGURE 2.12 — Répartition spatiale de la contrainte équivalente dans la phase matricielle, dans
la sphére composite (ligne continue) et autour de 'une des inclusions du VER (barres d’erreur),
a différents instants (co = 30%, n = 10 )

Pour tous les instants, dans chaque coque sphérique, la dispersion (la différence entre valeurs
maximale et minimale) de la contrainte équivalente est significative et semble augmenter avec
le rayon. Comme les voxels situés a la limite de I'inclusion sont mal définis, les résultats calculés
pour la couche limite correspondante ne sont pas reportés sur la figure 2.12. Cependant, les
valeurs moyennes sont en treés bon accord avec les résultats analytiques. Cela montre que le
modéle de la sphére composite donne des estimations pertinentes du champ de contrainte &
I'intérieur du composite particulaire.
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V1. Conclusion

Ce chapitre a été consacré a la résolution analytique du probléme de la sphére composite sous
chargement isotrope. La loi de comportement dans chacune des phases est de nature viscoélas-
tique non linéaire avec une déformation libre dans I'inclusion (gonflement différentiel d’origine
thermique par exemple). Les conditions de chargement en déformations et en contraintes homo-
génes, appliquées sur la surface externe de la sphére composite, sont des fonctions Heaviside.
En désignant par €2 (¢) le gonflement macroscopique, le comportement macroscopique de la
sphére composite est régi par la relation suivante :

Tnlt) = 37 (E(t) — E5(1) ~E0(1)).

ou la déformation macroscopique 2! (t) désigne une contrainte inélastique caractéristique du
comportement visqueux de la phase matricielle. En effet, nous avons montré que I’évolution dans
le temps de la déformation macroscopique inélastique dépend de la distribution de la contrainte
de cisaillement dans la matrice. Cette distribution de contrainte est a I'origine des phénomeénes
de relaxation dans la sphére composite. Les expressions des premiers et seconds moments du
champ des contraintes ont été également établies au travers de I'équation d’équilibre.

Pour des chargements dépendant du temps, la contrainte de cisaillement est la solution d’une
équation intégro-différentielle non linéaire dont la résolution peut étre effectuée au moyen d’une
méthode numeérique. Lorsque la loi de comportement visqueuse dans la matrice obéit & une loi
de type Norton, des solutions analytiques sont obtenues pour certains cas particuliers (com-
pressibilité homogéne, matrice incompressible, etc). Ce modéle pourrait étre facilement étendu
au modéle du cylindre composite en deux dimensions (2D). Cependant, 'extension du modéle
pour des chargements plus généraux (chargement de type cisaillement pur par exemple) reste
une question ouverte.

Des calculs en champs complets effectués sur des microstructures aléatoires représentatives de
composites particulaires ont été également réalisés pour évaluer la pertinence du modéle de la
sphére composite. Pour une fraction volumique d’inclusions (¢? = 10%) et un exposant de la
loi puissance (n = 10), le comportement effectif ainsi que les premiers et seconds moments du
champ des contraintes se sont révélés en bon accord avec les prédictions du modéle de la sphére
composite. En revanche pour des fractions volumiques plus élevés (0(2) = 30%), les résultats
dérivant du modéle de la sphére composite sont moins satisfaisants en raison de l'interaction
entre les inclusions qui n’est plus négligeable.

En perspective, le modéle de la sphére composite pourrait étre utilisé (comme solution de
référence ou comme premiére estimation) pour des études d’ingénierie telles que les estima-
tions des contraintes résiduelles induites par les procédés de fabrication tels que le soudage, le
traitement mécanique de surface etc. Enfin 'étude de U'effet de la distance de sécurité sur les
microstructures générées constitue également une perspective intéressante a 1’issue de ce travail
de theése.
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CHAPITRE 3

Homogénéisation en viscoélasticité non
linéaire : nouvelles méthodes d’estimation
du comportement effectif de composites
particulaires

Résumé du chapitre :

Dans ce chapitre I’hypothése de non interaction entre les inclusions est relachée et ’étude
est consacrée & la modélisation du comportement mécanique effectif d’un matériau
hétérogéne constitué d’une matrice isotrope dans laquelle sont distribuées de fagon iso-
trope des inclusions de fractions volumiques assez importantes. Les différentes phases
constitutives du composite ont un comportement viscoélastique non linéaire avec défor-
mation libre. Pour estimer le comportement macroscopique ainsi que les moyennes par
phase des champs, différentes méthodes de linéarisation proposées dans la littérature sont
investiguées. Parmi celles-ci une nouvelle approche de linéarisation est proposée "Affine
améliorée" qui améliore les méthodes classiques (Sécantes et Affines) pour certains cas de
chargement étudiés.
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I. Introduction

Dans ce chapitre nous cherchons a modéliser le comportement mécanique de matériaux hétéro-
génes sous chargement quelconque présentant une microstructure de type "matrice-inclusions"
ayant un comportement viscoélastique non linéaire. Ces phases inclusionnaires qui peuvent
étre le siége de contractions ou de gonflements différentiels (dilatations thermiques, évolution
physico-chimique, transformation de phase, effet de I'irradiation) sont caractérisées par des frac-
tions volumiques assez importantes (fractions volumiques d’inclusions allant jusqu’a 30 %). Le
modéle de la sphére composite ne pouvant étre utilisé pour les raisons évoquées précédemment
au chapitre 2 (section VI.), la méthode retenue dans ce chapitre pour aborder le probléme est
d’effectuer une linéarisation de la loi de comportement non linéaire (vitesse de déformation
visqueuse) autour d’états de contrainte homogénes par phase afin de retrouver le cadre d’un
probléme viscoélastique linéarisé que l'on sait résoudre grace au principe de correspondance
de Mandel. Cette démarche générale est rappelée en section II.1. avec différentes méthodes
de linéarisation qui sont investiguées et proposées dans la littérature (section I1.2.). Pour en
simplifier la présentation, cette démarche est formulée dans le cas d’un matériau biphasé sou-
mis a un chargement particulier de type gonflements différentiels. Les capacités prédictives des
différentes approches de linéarisation sont par la suite comparées a une solution de référence
(solution exacte de la sphére composite) dans ce cas de chargement considéré (section 11.3.),
situation qui montre trés clairement les avantages d’une nouvelle approche de linéarisation
appelée par la suite "Affine amélioré" par rapport aux méthodes classiques (Sécant, Affine, ...).
La méthode de linéarisation "Affine amélioré" est ensuite formulée dans le cadre général de
matériaux hétérogénes sous chargement quelconque (section II1.), formulation dans laquelle le
modéle d’homogénéisation construit est implicite en raison du caractére anisotrope de la phase
matricielle qui ne permet pas d’avoir des expressions explicites de la contrainte de référence
et de I’évolution du second moment des champs de contrainte dans la matrice (expressions
difficiciles & déterminer dans cette situation particuliére d’anisotropie).

Comme on est dans 'impossibilité de construire un modéle d’homogénéisationon complet avec
cette variante de 'approche "Affine amélioré", nous avons formulé une hypothése conduisant a
une isotropisation de la souplesse viqueuse dans la phase matricielle. Cette hypothése a per-
mis d’obtenir un modéle d’homogénéisationon simplifié (version isotrope de 'approche Affine
amélioré) dans lequel la contrainte de référence ainsi que 1’évolution du second moment sont
établis analytiquement dans la matrice (section IV.). De surcroit, le comportement macrosco-
pique et les moyennes hydrostatiques par phase sont estimés de maniére exacte a I'opposé de
la version anisotrope ou ces derniers ne peuvent étre évalués qu’a travers une méthode numé-
rique (méthode de collocation proposée par Schapery [62]). Il est important de noter que les
moments d’ordre deux, excepté du premier moment, ne peuvent étre calculés exactement pour
un comportement viscoélastique, méme linéaire. L.’évolution du second moment des champs de
contrainte de la phase matricielle est donc obtenue en ayant recours a des hypothéses.

Dans la derniére partie de ce chapitre (section V.) une évaluation rigoureuse du modéle d’ho-
mogénéisation construit avec la version isotrope de 'approche "Affine amélioré", s’appuyant
sur une étude comparative des résultats issus de la modélisation par rapport a des calculs FFT
et approche "Sécant modifié", est réalisée pour différents cas de chargement étudiés (essais de
fluage uniaxial et & différentes triaxialités et le couplage thermo-mécanique).
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II. Composites particulaires viscoélastiques non li-
néaires sous chargement isotrope : améliorations
des méthodes " Affine modifié" et "Sécant modifié"

Dans cette section, une nouvelle approche de linéarisation pour résoudre des problémes homo-
généisation dans le cas non linéaire est présentée pour un cas de chargement particulier. Comme
expliqué dans le chapitre introductif (section V.), la linéarisation de la loi de comportement
non linéaire (vitesse de déformation visqueuse) en utilisant les approches "Sécant classique”
[66] et "Affine classique" [75] conduit & des estimations irréalistes (réponse purement élastique)
et ce, pour des chargements de type hydrostatique ou de type gonflements différentiels dans
les phases inclusionnaires. Lorsque la linéarisation de la loi de comportement non linéaire s’ef-
fectue autour du second moment des contraintes (Sécant modifié [53]) ou de la fluctuation des
champs (méthode du second ordre [72]), les estimations sont quantitativement améliorées mais
sous estiment les résultats obtenus en champs complets (calculs FFT) pour un chargement
de gonflements différentiels (voir chapitre 1 section V.2.2.3). Dans cette section, une nouvelle
approche de linéarisation appelée "Affine amélioré" est proposée dans le but d’améliorer ces
estimations dans le cas non linéaire.

1. Présentation du probléme

On considére un matériau hétérogéne occupant un domaine 2 de frontiére 0S2 constitué d’une
phase matricielle et de différentes phases inclusionnaires distribuées de maniére aléatoire et
isotrope. Les différentes phases du matériau ont un comportement viscoélastique non linéaire
et vieillissant (propriétés mécaniques dépendent significativement du temps) avec des défor-
mations libres entre les phases qui sont supposées sphériques et homogénes. Le composite, qui
est homogéne du point de vue élastique (k1) = k@ = k. et pV) = u® = p,), est soumis a
des conditions de contraintes homogénes sur le bord extérieur du domaine. La résolution du
probléme a ’échelle microscopique sur Iintervalle de temps [0, 7] consiste & déterminer les
champs mécaniques solutions du systéme (1.6) :

((dive (z,t) =0 dans Qx [0, 7]

e(x,t) :%(Vu(m,t)+VTu(az,t)) dans Q x [0, T

Em (0 ,1) om(@ 1) + XD (@) L) (1), r=1,2,...,N (3.1)

Om (T, 1) +

" 3k(t) 360 (1)

1
(@) +e(x,1)

o(x,t)n(x)=0(t).n(x) sur o0 x [0, T]
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Comme dans le chapitre 1 (section I1.4.), le comportement visqueux considéré dans ce chapitre
dérive d’un potentiel non linéaire en loi puissance (loi de Norton).

n(M—1
N (r) ()
. . oU, 3¢ Oe
éy(x,t) = E x(x) ez, t) , e(x,t) = == 4 s(x,t) (3.2)
= 9o 2077 \ oy’
(41
(r) +(r)
N (r) _ %0 %o Teq
ou U)S(o) o+ 1 (U(()T)> : (3.3)

avec les parameétres é(()r), a(()r) et n(") qui sont des constantes caractéristiques de l'intensité du

taux de fluage dans chacune des phases.
Pour résoudre le probléme mécanique local (3.1), nous proposons ici de linéariser la vitesse de
déformation visqueuse selon un schéma affine :

é(x,t) = s(x,t) + MY s(x,t) + é(()r) (3.4)

20" (t)

La souplesse visqueuse Mgr) et la déformation libre e(()r) sont des quantités homogenes par phase
dont différents choix sont étudiés dans la section qui va suivre. A chaque instant le comporte-
ment linéarisé (relation (3.4)) est celui d’un matériau linéaire viscoélastique avec déformations
libres (celles associées au chargement et celles apparaissant avec la linéarisation).

2. Construction de différentes méthodes d’estimation

Dans cette section nous allons évaluer les différentes méthodes de linéarisation des lois de
comportement non linéaire. Dans ces modéles, les opérations de linéarisation s’effectuent autour
des premiers et/ou seconds moments des champs de contrainte. A noter que contrairement aux
approches proposées dans [49] ou [72] et comme le comportement local ne dérive pas d’un seul
potentiel (comportement élastique non linéaire ou purement viscoplastique dans ces références),
la réponse effective est donnée par la réponse du Milieu Linéaire de Comparaison défini a chaque
pas de temps par linéarisation.

Pour toutes les approches considérées ici, nous conservons le choix d’une linéarisation sécante
classique basée sur le premier moment du champ de contrainte dans les inclusions et nous
cherchons a améliorer cette linéarisation dans la matrice. Le module de cisaillement visqueux
qu()r) (r =2,..., N) dans les inclusions est alors donné par :

T A 5
WE) =20 (28] e = 2500 500 avee 3) = (s, 1) 39
38,7 \ oy 2

2.1 Schémas considérés
2.1.1. Linéarisation sécante

Dans I'approche "Sécante classique" la vitesse de déformation e, est nulle et le tenseur des
souplesses MS)I) est isotrope. Ainsi la loi de comportement linéarisée (3.4) dans la matrice
s’écrit :

1 1
e(x,t)= s(x,t)+ MV :s(x,t) , MU = — — (3.6)

1 v
2ut (1) 2! (5533)
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avec le module de cisaillement de la phase matricielle ugl) qui s’écrit :

ORI
~ (<]
(GG = (—q) ) (3.7)

3¢50 \ o

Dans cette approche, la linéarisation de la vitesse de déformation visqueuse s’appuie sur le

. . . s (1 .
moment d’ordre un des contraintes autrement dit la contrainte de référence aéq) dans la matrice
est le premier moment des champs de contrainte.

A =000 = /> (o 1)0: (s, 1)0) (33)

Pour le cas de chargement de gonflements différentiels considéré en section 3., la moyenne du
déviateur des contraintes est nulle alors que le cisaillement dans la matrice est non nul. La
linéarisation sécante conduit donc & des réponses purement élastiques dans ce cas (module
de cisaillement visqueux infini dans la matrice). Pour corriger ces écarts, une approche de
linéarisation basée sur le moment d’ordre deux dans la matrice, proposée par Ponte Castaneda
[54] et Suquet [53], peut étre utilisée. Dans cette approche la contrainte de référence 5&11) dans
la matrice est le second moment des champs de contrainte (modele "Sécant modifié").

— 3
A =70 = [ (s(a.1): s 1) (39)

Nous verrons que cette quantité est non nulle pour le chargement considéré en section 3., ce
qui conduit & un module de cisaillement visqueux fini.

2.1.2. Linéarisation affine amélioré

L’expression de la vitesse de déformation libre dans la matrice pour toutes les approches pré-
sentées dans ce paragraphe s’écrit :

o’
(1) _ (5(1)) _ M(U(&(l)) -5 (3.10)

e
0 0s

FIGURE 3.1 — Linéarisation de type Affine amélioré : illustration dans le cas ot la contrainte
de référence est o4, relation (3.13)
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Le tenseur des souplesses Mf}) est le tenseur des modules tangents (1.143) qui, pour une phase
matricielle obéissant & une loi de type puissance, peut s’écrire sous la forme

1 n(l)
Y (I CI ) R — O EW (3.11)
v q ) T eq 1), (1 1)/ .(1
24D (58 20 (6)
O /<@\ W
W (s1)y — %0 [ Tea
:uv (0 )_
T sl (ag”>

Dans le modéle "Affine classique” [99], la contrainte de référence 6&11) est le premier moment

des champs de contrainte. Dans le cas de chargement considéré en section 3. la moyenne dé-
viatorique des contraintes dans la matrice est nulle. Ainsi comme le sécant classique, le modéle
"Affine classique" donne des résultats purement élastiques dans ce cas de chargement particulier.

Afin de corriger ces estimations, une tentative consisterait & utiliser la méthode proposée par
Castaneda [72], qui utilise une approche variationnelle pour déterminer une nouvelle expression
de la souplesse visqueuse ainsi que la contrainte de référence. Comme nous I’avons vu au chapitre
1,1 inte de réfé 5 d del fonction d i d

, la contrainte de référence geq dans ce modeéle est une fonction des premiers et seconds
moments du tenseur des contraintes et de la covariance (fluctuations) définie par

eq eq 2 o

2
CY) = (e~ (@ —a)" | (6-“))2—((5(”) #2003 E0 r:0“>) (3.12)

En effectuant le calcul du produit scalaire entre le projecteur EW et la covariance CV nous

o
. . . o ~(1 . s
obtenons une expression plus explicite de la contrainte de référence aéq) qui est exprimée par :

(&écll)>2 = ((5&3)2 + 2 \/%“8 :§(1))2>(1) — (5((3(11))4) : (3.13)

Nous remarquons que dans le cas d’un comportement viscoélastique non linéaire la contrainte
e ~(1 S . | . .

de référence Uéq) ne peut étre évaluée de maniére exacte en raison de la covariance CS) dont

nous ne savons calculer qu’une trace.

—(1) =1
P =8 —35357, (3.14)
ot S; désigne le second moment des champs de contraintes dont 1’évolution temporelle est
donnée plus loin (relation (3.47). Par ailleurs, la souplesse de la phase matricielle dans cette
approche a la forme :
W (50 5 1 &) 1
M, (65 ,0s)) = ———— F"/ +

v eq ’ 7eq 2#1()1)(6&?) 2/\1(11)(57(&(11) ’ESD

EW

: (3.15)

Les modules de cisaillement visqueux /Lq(,l) et )\1(,1) sont déterminés & partir des conditions de

stationnarités sur le potentiel effectif dans le cas purement visqueux (voir chapitre 1 section
V.1.2.2.). Cependant cette approche de linéarisation dégénére en sécant modifié dans le cas de
contraintes déviatoriques moyennes nulles dans la matrice. Or nous verrons en section 3. que
dans ce cas particulier le modéle sécant modifié ne conduit pas & des estimations quantitative-
ment correctes.
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Dans I’approche proposée dans cette étude, le tenseur des souplesses Mq(jl) est celui du schéma de
linéarisation affine (3.11) & la différence que le module de cisaillement visqueux dans la matrice

,ug,l) est calculé soit autour de la contrainte de référence (3.13) définie par Ponte Castaneda

[72], 58 = 6% (voir figure 3.1) soit autour du second moment des contraintes G4 = 581).

L’approche ainsi obtenue est appelée par la suite "Affine amélioré".

Le choix de linéarisation, s’effectuant autour de la fluctuation des contraintes, a été également
défini dans [80] mais n’a pas été étudié. La méthode proposée dans [80], appelée AFF — ANI —
Feov, 8’appuie sur une linéarisation similaire & celle de Papproche Affine amélioré (linéarisation
de type tangente). En effet, dans Papproche AFF — ANT — F, le module tangent (coefficient
du tenseur FV) dans (3.11)) est évalué autour du premier moment des contraintes tandis que
le module sécant (coefficient du tenseur E! dans (3.11)) est calculé autour de la fluctuation
ou du second moment des contraintes. Dans le cas de milieux poreux il a été clairement montré
dans [80] que pour des non linéarités modérés et fortes, les estimations résultant de cette
alternative proposée se sont avérées pertinentes par rapport aux méthodes classiques (Sécant
et Affine). Cependant I'extension de cette approche a des structures sous chargement purement
hydrostatique reste une question ouverte (voir notre proposition plus loin).

2.2 Calcul des champs moyens par phase

Nous considérons dans ce paragraphe le cas d'un composite biphasé et nous utilisons le modéle
de Mori-Tanaka [43] pour estimer le comportement effectif du Milieu Linéaire de Comparaison
ainsi que les moyennes par phase.

2.2.1. Cas des matériaux non vieillissants

Pour un matériau viscoélastique linéaire non vieillissant les propriétés mécaniques sont inva-
riantes dans le temps. Ainsi le principe de correspondance de Mandel peut-étre utilisé pour la
résolution du probléme. Nous rappelons que le principe de correspondance consiste & ramener
le probléme viscoélastique linéaire non vieillissant & un probléme d’élasticité homogéne par
phase en utilisant la transformée de Laplace-Carson. Ce qui permet d’établir les moyennes par
phase dans I'espace de Laplace-Carson et d’en déduire leurs expressions dans 1’espace temporel
a travers l'inverse de la transformée de Carson. Cependant il est primordial de souligner que
dans le cas d’un comportement non linéaire la transformée de Laplace-Carson de la vitesse de
déformation visqueuse (produit de deux fonctions temporelles) ne peut étre calculée de maniére
explicite. Nous allons donc employer ici la méthode d’homogénéisation incrémentale pour la ré-
solution du probléme autrement dit le module de cisaillement visqueux par phase ainsi que les
projecteurs définis dans les relations (3.11) et (3.15) sont supposés constants & chaque pas de
temps.

a. Cas des approches sécantes

Dans les modéles sécants classique et modifié les souplesses dans les phases sont isotropes
tandis que les inclusions sont distribuées de fagon isotrope (forme sphérique de l'inclusion
dans le probléme d’Eshelby). Dans ce cas et comme expliqué au chapitre 1 (section IV.2.1), le
comportement effectif déduit du principe de correspondance et du modéle de Mori-Tanaka est
exactement défini par une loi & variables internes (relations (1.108) a (1.111)). Les expressions
des contraintes moyennes par phase ainsi que I’évolution du second moment des champs de
contrainte dans la matrice sont respectivement données par les relations (1.116), (1.117) et
(B.2), relations dans lesquelles le module de cisaillement visqueux de la matrice est soit évalué
autour du second moment (Sécant modifi¢) soit autour du premier moment (Sécant classique).
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Dans le cas d'un module de compressibilité par phase purement élastique (m(f) = 00), les

évolutions temporelles du comportement effectif et des contraintes moyennes hydrostatiques
sont régies par les équations (1.114) et (1.121).

b. Cas de ’affine amélioré

Dans ce cas la souplesse visqueuse dans la matrice MS}) est anisotrope. Ainsi le comportement
macroscopique du Milieu Linéaire de Comparaison est anisotrope ce qui alourdit la résolution,
notamment l'inversion de la transformée de Laplace-Carson. De plus la forme générale des
contraintes moyennes hydrostatiques ne peut étre déterminée si simplement. En revanche, la
moyenne la vitesse de déformation visqueuse de la matrice est liée a la moyenne des contraintes
déviatoriques par un tenseur isotrope M défini par

1 1 n
M® — Qﬁ(l) K 7 2/7(1) = 21&(1), (3.16)

on peut également utiliser ici le principe de correspondance pour déterminer les évolutions des
moyennes déviatoriques dans chacune des phases qui sont exprimées par :

( -1 r . T
_ 2 1 1 - . 1 (s(t) st
W)= = [ = — — (t) = Vel (1) — = + 2
S e c’e
c) (ljg}) u(2)> 0 2\ e 2

v | ,Uv
(3.17)
-1 r . -
_ 2 1 1 - . 1 (s(t)  S(t)
@ - < [ - WMy 2 2\ 2
s\(t) = e(t cey’ (t +
| ( ) 0(2) (qu(]g) /77()1)> - ( ) 0 ( ) 2 ( Ll ﬁq(}) ]

avec le module de cisaillement visqueux dans la matrice qui dépend de la fluctuations des
champs de contrainte (]L(,l) = ﬁ&”(a—é}f)) tandis que le module de cisaillement visqueux caracté-
ristique de la phase inclusionnaire est une fonction du premier moment (,uq(?) = ul? (@2)). Les
expressions des moyennes déviatoriques dans I'approche "Affine amélioré" différent de celles
obtenues avec les approches sécantes classique et modifié en raison de la déformation libre dé-
viatorique e(()l)(t) qui apparait dans la relation de localisation (3.4). Cette déformation libre est

nulle dans les approches sécantes classique et modifié.

Nous verrons dans la section I1I. que sans hypothéses supplémentaires les calculs de la contrainte
de référence (3.13) et du second moment dans la matrice ne peuvent pas étre réalisés analy-
tiquement sauf dans le cas du chargement particulier considéré en section 3. (chargement de
gonflements différentiels). Cette question sera résolue de deux maniéres différentes dans la sec-
tion IV. de ce chapitre.

2.2.2. Extension aux matériaux vieillissants

Lorsque le matériau est vieillissant, les propriétés mécaniques sont dépendantes du temps, ce
qui rend impossible le calcul analytique de la transformée de Laplace-Carson des vitesses de
déformations élastiques et visqueuses, qui sont des produits de deux fonctions temporelles.
Donc nous utilisons de nouveau la méthode incrémentale pour estimer les propriétés effectives
du composite avec les propriétés mécaniques élastiques et visqueuses et les projecteurs qui sont
supposés constants a chaque pas de temps.




128 HOMOGENEISATION EN VISCOELASTICITE NON LINEAIRE

2.3 Synthése

A ce stade nous disposons donc de six approches : celles s’appuyant sur une linéarisation sécante
(classique ou modifié) ou encore celles basées sur une linéarisation tangente autour des moyennes
par phase (Affine) et trois variantes construites a partir de la relation (3.10) : "Affine modifié"
(3.10), (3.13), (3.15) et "Affine amélioré" (3.10) , (3.11),(3.13) ou (3.9), (3.10) , (3.11).

3. Comparaison des différentes approches

3.1 Chargement considéré

Nous considérons ici le chargement particulier d’'un gonflement différentiel : & I'instant initial
une déformation libre sphérique est imposée instantanément aux inclusions puis maintenue
constante, le bord étant libre de contrainte (&(¢) = 0). Lorsque la déformation imposée est une
dilatation, la phase inclusionnaire est mise en compression tandis que le phénoméne opposé se
produit (mise en traction) en cas d’une contraction. Dans ce cas de chargement la déformation
macroscopique est purement sphérique (€(t) = 0) car, di a lisotropie, & (t) et (t) ont les
mémes espaces invariants. Les contraintes moyennes déviatorique par phase 51 (t) et 33)(¢t)
sont également nulles a tout instant pour tous les modéles considérés (1.117) ou (3.17).

Pour de faibles fractions volumiques d’inclusions la microstructure peut étre modélisée en uti-
lisant le modéle de la sphére composite. Dans ce modéle (chapitre 2) des solutions exactes
(section (IV.1.)) sont établies pour le méme cas de chargement (gonflement dans l'inclusion
et bord extérieur libre de contrainte). Dans cette section, nous utilisons ces résulats comme
solution de référence afin d’évaluer la pertinence des différentes approches de linéarisation.

3.2 Déclinaisons des approches proposées pour ce cas de chargement

Parmi tous les modéles considérés en section 2., il n’en reste que trois qui sont indépendants
lorsque les moyennes des déviateurs des contraintes sont nulles (voir figure 3.2). En effet dans
ce cas particulier le modéle "Sécant classique" est équivalent au modéle "Affine classique",
le modéle "Sécant modifié" est équivalent & la méthode du second ordre et les deux modéles
représentatifs de 'approche "Affine amélioré" sont également équivalents dans ce cas particulier

de chargement (M(V(6{)) = ijl)(a(il))). Par ailleurs, la vitesse de déformation é(()l) dans le

modéle "Affine amélioré" devient nulle de sorte que la vitesse de déformation visqueuse dans
la matrice varie de maniére linéaire par rapport au déviateur des contraintes.

-
-

""" Modified
Secant and Affine o
eq

FIGURE 3.2 — Les différentes méthodes de linéarisation dans le cas d’'un chargement purement
hydrostatique
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Pour le cas de chargement considéré ici la moyenne de la contrainte déviatorique dans la matrice
5W(t) est nulle de sorte que la contrainte &y (relation (3.13)) se réduit au second moment du
champ de contrainte. Dans ce cas particulier de chargement 1’évolution du second moment dans

la matrice s’écrit (voir annexe B) :

1 . 1 ¢ (1 1 o
SO+ eyt = - (—Em (1T (1) + —7 0 (BT (1) + 350 (e (1)
Apte 2087 (S, 3W) ; @ \ k. RO 0

(3.18)
En revanche le premier moment des champs de contrainte dans la matrice pour ce cas de
chargement est nul et le tenseur E™) défini dans la relation (3.11) devient indéterminé. Les pro-
priétés effectives dans cette situation particuliére ne peuvent étre déterminées car la souplesse
visqueuse 1\/[1()1), associée au Milieu Linéaire de Comparaison, est mal définie.
Or, comme la complaisance reliant la moyenne de la vitesse de déformation visqueuse a la
moyenne des contraintes déviatoriques est elle, parfaitement définie (souplesse isotrope (rela-
tion (3.16))), nous adoptons cette complaisance pour caractériser le comportement visqueux
linéarisé de la matrice.

MO MO = L g (3.19)
27 (36q))

Ainsi, pour un comportement isotrope de la phase matricielle les propriétés a 1’échelle ma-
croscopique du composite peuvent étre estimées de maniére exacte en utilisant le modéle de
Mori-Tanaka et la formulation a variables internes comme dans le cas des approches sécantes.
Les contraintes moyennes hydrostatiques dans le cas d'un module de compressibilté purement
élastique peuvent étre ainsi estimées de maniére exacte comme dans le cas des approches sé-
cantes. Les équations différentielles, dont ces moyennes hydrostatiques par phase sont solutions,
sont données par le systéme suivant.

3 o

— — .(1
a(%ﬁ)(t)) + %(0%)(t)) = W(%m(@ - 5(()”)1@))
Ke  4lte
d 1, 3¢ " o (3.20)
4 @ 0) + =@ 0) ( R ) CHOREH0)
\ Ke 4t
avec le temps de relaxation 7, qui est donné par :
~ 4 LY~y - ~(1) (A (1 N"(Jl)(&écll))
Ty = <3H6 + E) pely s P Ed) = D (3.21)

L’évolution temporelle du second moment dans la matrice (voir annexe B) dans ce cas est
exprimée par :

N R——, ) >

1
Apte 2'[71(]1)(517 W)

"1 1 r

5 (o om0+ e wet o + 3o
(3.22)

Puisque le second moment des contraintes est identique pour toutes les approches proposées a

t = 0 (solution élastique) et que n") > 1, la pente & I'origine dans les équations des moyennes

hydrostatiques (3.20) et du second moment (3.22) est plus forte avec le modéle "Affine amélioré"

qu’avec le modéle "Sécant modifié". Donc on s’attend & une relaxation de contrainte plus rapide

dans 'approche "Affine amélioré".

r=1
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3.3 Résultats

Dans cette section, nous proposons d’évaluer la pertinence de 'approche de linéarisation " Affine
amélioré" appliquée & un composite biphasé non vieillissant (matrice renforcée par des parti-
cules sphériques) dont la loi de comportement dans chacune des phases est viscoélastique non
linéaire avec déformation libre, le module de compressibilité par phase étant purement élastique
(m(f) = 00). L’évaluation de I'approche développée repose sur une étude comparative des mo-
ments des champs des contraintes (évolutions du second moment des contraintes dans la matrice
ainsi que les moyennes par phase de la contrainte hydrostatique) du modéle d’homogénéisation
construit par rapport a des solutions de référence (solution exacte de la sphére composite), pour
le cas de chargement considéré en section 3. (chargement de gonflements différentiels). La frac-
tion volumique des inclusions est de 10% et les propriétés du matériau utilisés pour I’ensemble de
ces calculs sont les suivantes : nY) = 4, E = 200GPa, v = 0.3, 0((]1) =1 GPa,géQW)L = 333.1076.

sphere composite model

— — —classical secant = classical affine
----- modified secant = Second order
---------- improved affine

(r
m

sphere composite model

- - —classical secant = classical affine
----- modified secant = Second order
---------- improved affine

(0éqh (Pa)

o

FIGURE 3.3 — Evolutions temporelles du second moment dans la matrice et des moyennes par
phase de la contrainte hydrostatique : comparaison des résultats de la sphére composite aux
différentes approches de linéarisation

Nous observons sur la figure 3.3 a) que les seconds moments estimés avec le modéle "Sécant
modifié" ou le modéle "Affine amélioré" sont proches et relativement éloignés de la solution de
référence. Comme attendu (préfacteur n(%) sur le temps caractéristique (3.21)), les moyennes
hydrostatiques relaxent plus rapidement que celles prédites par la méthode de linéarisation
"Sécante modifie" (figure 3.3 b)).

Nous notons également que dans ce cas de chargement particulier (gonflement différentiel dans
I'inclusion), la linéarisation sécante classique autour du premier moment méne & un résultat
irréaliste (module de cisaillement visqueux infini). Les estimations de ce modéle sont nette-
ment améliorées en utilisant la méthode de linéarisation s’appuyant sur le second moment des
champs : il y’a bien relaxation des contraintes. Cependant la vitesse de relaxation reste trop
faible par rapport a la solution de référence. Enfin, les estimations de la relaxation des moyennes
par phase de la contrainte hydrostatique obtenues avec 'approche "Affine amélioré" sont en
bon accord avec les résultats analytiques de la sphére composite.
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Remarque : Nous notons pour la suite que dans le cas de chargement particulier considéré ici,
une méthode sécante alternative peut étre proposée de facon a conduire aux méme résultats
que ceux obtenus avec la méthode "Affine améliorée". Cette méthode sécante de linéarisation
difféere des approches Sécantes par le point de référence dont la définition est illustrée sur la
figure suivante : c’est ’abscisse du point d’intersection entre la courbe non linéaire et la loi
linéarisée associée a ’approche "Affine amélioré" (qui est dans ce cas de chargement particulier
une droite linéaire donc sécante). Or nous avons vu que la pente associée a la linéarisation
"Affine amélioré" est le module tangent a la courbe non linéaire évalué autour du second
moment des contraintes. Ce point de fonctionnement (noté oe,) est donc défini par la relation
scalaire suivante :

o*Us) ous"
(PO = () 829
005, /Feq 00eq / Geq
Dans le cas d’une loi de Norton, cette relation définit clairement ce point de fonctionnement :
1
Foq = (n(1)> W (3.24)

en fonction du second moment des contraintes ainsi que de l'exposant de la loi de Norton
caractérisant le comportement visqueux de la matrice. Cette méthode, équivalente a I'approche
"Affine amélioré" dans le cas de chargement particulier considéré ici, est appelée par la suite
"Sécant amélioré".

FIGURE 3.4 — Linéarisation de type Sécante améliorée

4. Conclusion

Pour un chargement de type gonflements différentiels, les modéles "Sécant classique" et "Affine
classique" conduisent a des estimations irréalistes pour le cas particulier de chargement consi-
déré (réponse purement élastique). Ces estimations sont qualitativement améliorées en utilisant
le modéle "Sécant modifié" (ou avec la méthode du second ordre [72]) mais sous-estiment les
cinétiques de relaxation obtenues avec le modéle de référence. Parmi les six approches etudiées,
seul le modéle " Affine amélioré" s’avére quantitativement correct ; les estimations obtenues avec
ce modéle étant en bon accord avec les résultats de référence (solution analytique - sphére com-
posite). Nous avons également vu qu'une méthode "Sécante amélioré" conduisant aux mémes
résultats que I'approche "Affine amélioré" pour ce chargement particulier, peut étre définie.
Dans la section qui va suivre, nous allons étendre la formulation de 'approche Affine amélioré
dans le cadre général afin de pouvoir prédire le comportement effectif de composites soumis a
un chargement quelconque.
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ITI. Formulation générale de I’approche Affine amé-
lioré

Comme nous ’avons vu dans la section précédente, le comportement macroscopique dans le cas
d’une souplesse anisotrope de la phase matricielle ne peut étre établi de maniére exacte, mais
il peut étre approché par une loi a variables internes en utilisant la méthode de collocation for-
mulée par Schapery [62]. Nous allons employer ici cette méthode pour estimer le comportement
macroscopique de matériaux hétérogénes viscoélastiques linéaires.

1. Cas des matériaux non vieillissants

De la méme maniére que précédemment, nous utilisons systématiquement la méthode incré-
mentale (module de cisaillement visqueux par phase constant & chaque incrément de temps) et
le principe de correspondance pour dériver les propriétés effectives du composite.

1.1 Estimations du comportement effectif

Dans le cas d’une souplesse visqueuse anisotrope dans la matrice, la transformée de Laplace-
Carson de la loi de comportement locale conduit & :

e (z,p) = M (p) : 0" (2, p) + X (x)el " (p). (3.25)

La souplesse dans les inclusions est isotrope avec les modules de compressibilité et de cisaille-
ment qui dépendent du paramétre p et des propriétés mécaniques du matériau (relation (1.102)).
En revanche, la souplesse dans la matrice est anisotrope et son expression est donnée par :

1 1

1
MW (p) = FO 4+ g0 2
®) 3H(”*(p)J o) Ty (3.26)

ott le scalaire A\(D* est une fonction du paramétre p et des propriétés du matériau.

1 1 1 v
- = 4= ) _ Ho_ 3.27
DOG) 2 2ppd M Tl (3:27)

La relation (3.25) reliant la déformation a la contrainte est une loi de comportement thermo-
élastique donc le comportement effectif du composite peut étre estimé a travers un schéma
d’homogénéisation. Comme dans le chapitre introductif, nous utilisons ici le modéle de Mori-
Tanaka pour évaluer les propriétés effectives du VER avec la loi de comportement macroscopique
qui est exprimée par :

70 =CL0): (B0 -(m) . CL) =D dIC ) A () (3.28)

Les expressions analytiques du tenseur de localisation des déformations par phase, pour des
composites biphasés par exemple, sont déterminées avec le modéle d’homogénéisation de Mori-
Tanaka (voir chapitre 1 section I11.1.6). Etant donné que le comportement de la phase matricielle
est anisotrope, le tenseur de rigidité dans la matrice, qui est I'inverse de la souplesse définie
dans (3.26), est anisotrope et son expression est donnée par :

CY*(p) = 36W*(p) I + 24" (p) FV + 22D (p) EW (3.29)




Formulation générale de 'approche Affine amélioré 133

Le tenseur de Hill associé au tenseur de rigidité de la phase matricielle est également anisotrope.
Différentes expressions de ce tenseur dans le cas anisotrope ont été proposées dans la littérature
(chapitre 1 section I11.1.5.2.). Nous établissons ici I’expression analytique exacte du tenseur de
Hill anisotrope qui est exprimée en fonction du tenseur de Hill pour un comportement purement
isotrope et une partie anisotrope (voir annexe E).

pOr — pl) — (3.30)

A , O = —.

L 40 (A0 — 07 P* () dS(€) s
jgl=1 30 + 4 (A — p0e) [|Gg]? — all* (€ o (68))?] Teq

Les expressions du tenseur de Hill isotrope PS )* et du scalaire a(V* sont données par les relations

(1.38) et (1.47) avec les modules de compressibilité et de cisaillement qui sont remplacés par
ceux caractérisant le probléme pseudo-élastique dans I'espace de Carson. Le module P* est un
tenseur du quatriéme ordre défini par (voir annexe E) :

1
P'(¢) =@ Nju® Niu®¢ , Ni, = Ls_

o = JIEP

€17

Pour déterminer la loi de comportement macroscopique dans l’espace temporel, nous allons
décomposer le module effectif défini dans 'espace de Carson en une série de Dirichlet. Le
développement en série de Dirichlet peut dans certaines situations étre exact. C’est par exemple
le cas lorsque le comportement tout comme la distribution spatiale des phases sont isotropes et
que le modéle de Mori-Tanaka est utilisé pour estimer le module effectif. Dans le cas général,
le module effectif (relation (3.28)) pour tout p est approximé selon :

1 L u=CEa (3.31)

Ne
~* ~ (@) Z—(a) p
o Pt @

Les coefficients 62‘1) et les temps de relaxation ?ga) (qui peuvent étre choisis de maniére ar-
bitraire) sont identifiés a travers la méthode de collocation proposée par Schapery [62], qui
consiste & minimiser 'erreur quadratique E, entre la fonction exacte et la fonction approchée.
Cette erreur est définie par :

N,
e & & S 5@ t
E, = /0 [Curyy @ = Cypy (O] AL Cp(t) =) C exp (—_—(a)) : (3.33)
j=1 7']-

avec le module effectif éiﬁ dans 'espace temporel qui est obtenu en effectuant I'inverse de la
transformée de Laplace-Carson de la relation (3.32). La minimisation de l'erreur quadratique

par rapport aux coefficients 6;@ et aux temps caractéristiques 7l

; conduit respectivement aux
relations de collocation obtenues dans [100].

~*  [(—()\ _ &@* [ _(a) dC, . (p) . dC, . ()
w (7)) = () et Tdp b T dp e 33D

En définitive, pour obtenir une meilleure approximation de la fonction de relaxation originale,

il est donc nécessaire que les modules effectifs 6:“ et 61(\2* ainsi que leurs dérivées soient égales
aux différents points choisis. De plus, 'approximation est plus précise avec un nombre impor-
tant de termes dans la série de Dirichlet. Néanmoins, le choix du nombre de termes dans la
série doit étre réalisé de facon astucieuse afin d’éviter les phénoménes d’oscillations.
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Finalement, en substituant I'expression analytique du module effectif (relation (3.32)) dans la
loi de comportement macroscopique (3.28), la contrainte effective dans I’espace de Carson peut
s’écrire de la forme suivante.

N @y N
—x ral —* —x T -1 =la) —k —x ral —~l(a)
o (p) = Ce ‘€ (p) —eo(p) _Z p+J 1 Ce : Cj : (6 (p) - EO(p)>] avec Ce = Z Cj )
j=1 7o) j=1
& (n)

(3.35)
ot C. désigne le module effectif élastique. L’inversion de la transformée de Laplace-Carson
permet d’obtenir ’évolution dans le temps de la contrainte macroscopique qui est exprimeée par
une formulation a variables internes :

&(t)=C. : (g(t) —E(t) — Z ai(t)> , (3.36)

ot les N, variables internes tensorielles @;(t) sont définies par :

. 1 o 1 —1 —(a _ _ — .
&) + 7 @(t) = 1 C. . CV @) —5(t) . @(0)=0 et 0<j<N. (337)
J J

L’évolution du gonflement effectif dans I'espace temporel se déduit de la relation générale (1.58)
[52] dont I’expression analytique dans I'espace de Carson, pour un composite constitué de N
phases, s’écrit :

g(p) — (e =Y (B (p) 1) (577 (p) - 5 (), (3.38)

r=2
avec les expressions analytiques du tenseur de localisation des contraintes par phase qui sont
explicitées dans 'annexe A.

Comme précédemment, le gonflement effectif dans 'espace temporel ne peut étre déterminé de
maniére exacte en raison de 'anisotropie du tenseur d’élasticité et du tenseur de Hill dans la
phase matricielle. Pour estimer I’évolution temporelle du gonflement effectif dans le cas biphasé,
nous utilisons de méme la décomposition en série Dirichlet en approximant la relation générale
(3.38) pour (N = 2) par :

N®
—x * - 1 1 =@ 2)* 1)
5(p) = (€5(P) = D = - B ¢ (57" (p) — 8" (p) (3.39)
=1 Ty P
5;5:@

avec les coefficients EEZ)) ; et ?EZ))j qui sont déterminés a partir des relations de collocation obte-

nues par minimisation de la fonction erreur. Finalement, en effectuant 'inverse de la transformée
de Laplace-Carson de la relation (3.39), on obtient I’évolution temporelle du gonflement effectif
qui est également donnée par une formulation & variables internes selon :

N®

So(t) = (eo(t)) = D_ (1), (3.40)
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ot les 6§b) (t) sont des variables internes tensorielles dont les évolutions dans le temps sont régies
par les équations différentielles suivantes :

al(t) =By, (M - 1) . a’0)=0 et 0<j<NY

a) ( ) c
T(v)

=

=~
<

(3.41)
Dans le cas d’un composite constitué d’'une matrice et de deux phases inclusionnaires (N = 3),
le gonflement effectif dans I'espace Carson (relation (3.38)) en utilisant la décomposition en
série Dirichlet s’écrit :

3 N&

—x (a) )% *
Ea(p) — (i) = .3 - —— B ¢ (&5 (p) — e (1) (3.42)
r=2 j=1 T(r)] p+ e

@ (p)
Similairement au cas biphasé, les coefficients EE?))]- et ?Ef;j sont évalués a travers les relations
de collocation déduites par optimisation de 'erreur quadratique entre la fonction originale et
son approximation. Par I'inverse de la transformée de Laplace-Carson de la relation (3.42) on
obtient :

N2 N
So(t) = (eolt)) = D& (1) + D & (1), (3.43)

avec les variables internes tensorielles a§2)(t) et Ef’) (t) qui sont solutions des équations diffé-
rentielles suivantes :

—(2) —(2 =(a) 2 1 —(2 2
@, () + ?gi; a?(t) = ?gig B : (e (1) —el'(1) . @P0)=0 et 0<j< N
2)j 2)j
=(3) —(3 (@) 3 1 _(3 3
%w+@®%=@aM@MWAW»,§whomoqgm>
3)j 3)j
(3.44)

1.2 Champs moyens par phase pour un composite biphasé

Dans le cas d’un composite biphasé les évolutions des moyennes déviatoriques dans chacune des
phases ont été établies au paragraphe 2.2.1. (relation (3.17)). Les contraintes moyennes sphé-
riques, pour une compressibilité visqueuse finie dans chacune des phases, sont identiques aux
expressions analytiques (1.116) (chapitre 1 section V.). Lorsque la compressibilité visqueuse par
phase devient infinie, les moyennes hydrostatiques ne peuvent étre établies de maniére exacte
en raison du caractére anisotrope de la phase matricielle. Pour estimer ces moyennes par phase,
il faut avoir recours a la méthode numérique de Schapery que nous avons présentée dans la
section précédente relative aux estimations du comportement effectif. Etant donné que le pas-
sage & la limite dans ce cas particulier (1.116) conduit & une indétermination, les moyennes
hydrostatiques par phase pour une compressibilité purement élastique (m(f) = 00) sont estimées
a partir de la relation de localistaion établie dans I’annexe A.




136 HOMOGENEISATION EN VISCOELASTICITE NON LINEAIRE

1.3 Calcul des moyennes par phase pour un composite a trois phases

1.3.1. Moyennes sphériques

Les évolutions temporelles des contraintes moyennes sphériques dans le cas d’'un composite
a trois phases et pour une compressibilité visqueuse finie sont également similaires & celles
obtenues dans la relation (1.122). Pour des matériaux a compressibilité purement élastiques, il
convient d’utiliser la méthode numérique de Schappery pour estimer les contraintes moyennes
hydrostatiques comme dans le cas biphasé.

1.3.2. Moyennes déviatoriques

Comme dans le cas précédent pour un composite biphasé, les moyennes déviatoriques dans les
inclusions sont déterminées en se servant du principe de correspondance de Mandel. Etant donné
que la souplesse de la phase matricielle reliant la moyenne de la vitesse de déformation visqueuse
a la moyenne des contraintes déviatoriques est isotrope (relation (3.16)), les expressions des
moyennes déviatoriques dans les inclusions peuvent étre déterminées explicitement selon :

(

-1 .

2 1 1 A1 1 1(s(t) 3(t)
0 =55 (1) = Weg () = — | =5 — 57 | 30 — 5 +—&
S - e ce - S -

o) ( e u55)> 0 2 \g® 0 2\ pe W
—1 .

2 1 1 A1 1 1(s(t) 3t
s9() = 7 (— - —) (1) — Weg (1) - = (— - —) sV -5 ~a
S e c’ey — S

\ c3) #1(;3) (2) 2 m()l) M5)2) 2\ fe Mf)
(3.45)

Les modules de cisaillement visqueux dans la matrice et dans les inclusions sont respective-

ment évalués autour de la fluctuation des champs (]L(,l) = ﬁ&”(a—é}f)) et du premier moment des

champs de contrainte (,uq(f) = ul (%)), r =2,3). L'expression de la contrainte moyenne dévia-
torique dans la matrice §(1)(t) est déterminée a 'aide de la méthode de collocation proposée

par Schapery en partant de la relation de localisation suivante.

50 (p) = B (p) : 3°(p) + b (),

ol Bg)* et bg)* désignent les déviateurs des tenseurs de localisation des contraintes des pro-
blémes mécanique et thermique.

(3.46)

1.4 Evolution temporelle du second moment dans la matrice

Nous utilisons de nouveau le lemme de Hill [64] et la loi de comportement linéarisée pour
déterminer I’évolution temporelle du second moment dans la matrice et ce, sur la base de
certaines hypothéses simplificatrices. En effet, lorsque la partie sphérique de la contrainte locale
dans la matrice et le champ de contrainte local dans les inclusions sont supposés homogénes,
la loi d’évolution du second moment des contraintes dans la matrice (voir annexe B) s’écrit :

1 ¢ 1 3(n —1) ((s(z, 1) : 3V ()")M _
™ 1(t)+2u9)(51,§“))81(t> 20 30 CoE = N(1) (3.47)
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avec le second membre N(t) de I’équation différentielle qui est donnée par :

. 1 al C(T) = (r _ _ _
N(t) = %E(t) ()30 (0) e (- 7 (Ls( 't : 30(1) + %s(r)(t) .5 (t)>

r—2 24te 2y (317)

N C(T) 1 (r) ]_ (,,,)
-y =7, ()7 (t) + —FD ()T (1) + 35 (1)) (8) ) (3.48)

—~ C(l) Ke m m KS,T) m m m m

Le terme ((s(x, t) : 3Y())?)® dans ’évolution su second moment de la phase matricielle est
difficile & calculer. Ainsi, pour pouvoir représenter I’évolution temporelle du second moment
dans la matrice, il faut avoir recours a des approximations.

2. Extension aux matériaux vieillissants

L’aspect vieillissant se caractérisant par une dépendance explicite en temps des propriétés
mécaniques (modules élastiques et visqueuses), le principe est donc de considérer a nouveau
que les modules élastiques et visqueuses et les projecteurs sont constants par pas de temps
(démarche incrémentale), afin de se ramener au probléme précédent puis de construire les
évaluations temporelles du comportement macroscopique ainsi des champs moyens.

3. Conclusion

En raison de I’anisotropie du tenseur de Hill (3.30) associé a la matrice dans cette nouvelle
approche de linéarisation (Affine amélioré), les expressions analytiques du comportement effectif
ne peuvent étre déterminées exactement. De plus, la contrainte de référence 6&11) (3.13) et
I’évolution du second moment des champs de contrainte dans la matrice restent indéterminés
a cause du terme ((s(z, t) : 31 (1)) qui est difficile & calculer. La formulation générale de
Papproche "Affine Amélioré" reste donc un probléme ouvert a l'issue de ce travail de thése.
Enfin il est primordial de noter que dans la formulation affine améliorée les projecteurs E et F
dépendent explicitement du temps.

Dans la section qui va suivre, nous allons présenter différentes approximations qui consistent a
isotropiser la souplesse visqueuse Mf}) dans la matrice de sorte que les propriétés a 1’échelle
macroscopique du composite puissent étre estimées de maniére explicite en utilisant le modéle
de Mori-Tanaka et la formulation a variables internes.
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IV. Version isotrope de ’approche Affine amélioré

Nous avons vu que dans le cas d’une souplesse visqueuse anisotrope de la phase matricielle I’ap-
proche Affine amélioré ne conduit pas a une expression analytique de la contrainte de référence
(3.13) et de I'évolution du second moment des champs de contrainte dans la matrice (3.47).
Néanmoins, lorsque la souplesse visqueuse dans la matrice est isotrope ces quantités peuvent
étre calculées de maniére explicite. De plus le caractére isotrope conduit a des inversions exactes
de la transformée de Laplace-Carson et permet plus généralement de retrouver I'essentiel des
équations d’évolution du modéle d’homogénéisation. L’objectif de cette section est de proposer
une variante de I'approche Affine amélioré dans laquelle le tenseur des souplesses soit isotrope.
L’approche Affine amélioré "isotrope" peut étre définie de deux maniéres différentes. Pour les
approches que nous allons considérer dans cette section, I’expression générale de la vitesse de
déformation visqueuse linéarisée est exprimée par :

—~(1
S(m,t)+Mi)

é(x,t) = cs(x,t) + el (3.49)

2/t
La premiére approche consiste & négliger la partie anisotrope de la souplesse 1\/[1(]1) dans la

matrice. Dans cette approche, la souplesse de la matrice est la projection de Mf)l) sur 'espace
des tenseurs déviatoriques isotropes et est donnée par :

(1)
n'Y +4 1
5 (1) (~(1) K
21 <6eq >
La deuxiéme approche consiste & supposer qu’en tout point de la matrice et a chaque instant, le
déviateur de la contrainte locale est proportionnel a un tenseur d’ordre deux supposé homogéne

dans la phase matricielle (s(x,t) = A(x,t) d). Avec cette hypothése, la souplesse visqueuse dans
la matrice devient isotrope selon :

~=(1)

M, (Mgp ::K)K:

(2

(3.50)

—~(1 1
2/ (Geq’ )
En effet, en utlisant la relation (3.11) la vitesse de déformation visqueuse de la phase matricielle
dans ce cas s’écrit :

1 M1
eu(@ )~ ———— sz, t) + ”1—> EV : s(z,t) = s(z 1) (3.52)

(
21" (6% 2 (68)) 2 (64)
Revenons a ’hypothése de colinéarité (s(x,t) = A(x,t)d). De maniére générale tout tenseur
symétrique d’ordre deux déviatorique s’exprime, dans la base principale, sous la forme (voir

[101])

s(@,t) = gaeq(w (0, 1)) (3.53)
ou O(x ,t) désigne I'angle de Lode qui est exprimé par :
— coS (9 + g) 0 0
_ s
d(f) = 0 — cos <9 — §> 0 (3.54)
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Dans la deuxiéme approche nous allons faire ’hypothése que 'angle de Lode est homogéne
dans la matrice 6(x ,t) = 01 (t). Cela revient a dire que le troisiéme invariant du tenseur des
contraintes est homogénes dans la matrice. Dans ce cas on obtient :

$0(1) = 70 (1) (1) (3.55)
Le choix de la deuxiéme approche est finalement retenu car il permet de retrouver la souplesse
isotrope associée a la réponse entre la moyenne de la vitesse de déformation visqueuse et celle des
contraintes déviatoriques (relation (3.17)). La méme hypothése de colinéarité entre le déviateur
du champ de contrainte s(x ,t) et le champ tensoriel du second ordre d(#™")) permet d’établir
explicitement I’expression analytique de la contrainte de référence dans la matrice &éé). En effet
nous avons :

(st ) 5OP)Y = (50 5(0) (st 1) st 1)) = (37000) (02(0),
(3.56)
alors I'expression analytique de la contrainte de référence &éé) se simplifie davantage et s’écrit, :

@gnﬁz(@ﬁﬁz+zayv%ayf_4agf). (3.57)

Ainsi, nous allons considérer la deuxiéme approche (expression de la complaisance (3.51)) dans
ce qui suit pour estimer les propriétés effectives du composite.

1. Cas des matériaux viscoélastiques linéaires non vieillis-
sants (milieu linéaire de comparaison)

1.1 Comportement macroscopique

Dans les modéles "Sécant classique" et "Sécant modifié" les souplesses dans les phases sont
isotropes et les inclusions sont distribuées de fagon isotrope (forme sphérique de 'inclusion dans
le probléme d’Eshelby). Alors, le comportement effectif déduit du principe de correspondance
et du modeéle de Mori-Tanaka est exactement défini par une loi & variables internes. Dans cette
nouvelle approche de linéarisation (Affine amélioré "isotrope" (relations (3.49) a (3.51))) le
comportement effectif est également décrit par une formulation & variables internes.

= (8) = 32 Fnlt) + 20 (t) + 3 &1
1 ’ o (3.58)
(t) = 5,750 +@(t) + > @)

Dans les modéles sécants classique et modifié, la déformation libre effective purement dévia-
torique est nulle (€y(t) = 0) et les lois d’évolution des variables internes a;"(t) ainsi que le
gonflement effectif sphérique Z,,(t) sont bien explicitées au chapitre 1 (relations 1.109 & 1.113).
Les lois d’évolutions de ces variables internes restent inchangées dans cette nouvelle approche
de linéarisation. En revanche le module de cisaillement visqueux de la matrice est donné dans
la relation (3.16) (it = " /n() et équation différentielle dont a(t) est solution devient :

a; () +al(t)=—(elt)—eft)) , 1<j<Nj , @l(0)=0 (3.59)




140 HOMOGENEISATION EN VISCOELASTICITE NON LINEAIRE

Quant a I'évolution dans le temps du gonflement effectif €y(¢) relatif a la partie déviatorique,
elle se déduit de la relation générale (3.38) définie dans l'espace de Carson. En effet, si on
considére un composite a trois phases alors on a :

el () (3.60)

4
e (p) — Ve () =V (B (p) — 1) () = 317 PR
J=1

avec le tenseur de localisation des contraintes B;l)*(p) dans I'espace de Carson qui s’écrit en

utilisant la relation (A.10) :

1)*
B (p) =

o) )

) +5 (3K, + 4pD*) _ _
+5(3Ke +4p g 5" (3ke + A0MW*) + (9, + EM*) (D — ()

Mm

Les expressions des modules de cisaillement visqueux dans les inclusions sont identiques a celles
obtenues dans les modéles Sécants classique et modifié (relation (1.102)). En revanche le module
de cisaillement visqueux ,TL(,I) associé a la matrice est donné a la relation (3.27). Ainsi la nouvelle

expression du module de cisaillement de la phase matricielle dans ’espace de Carson s’écrit :

N
pO*(p)  pe ppld)

La relation (3.60) étant décomposée en une somme de fractions rationnelles simples, le gonfle-

ment effectif dans I’espace temporel et pour un composite a trois phases est obtenu en procédant
a la transformée inverse de Laplace-Carson.

eolt) — Ve 2% (361)

avec les champs tensoriels 'yjd(t) qui désignent des variables internes dont les lois d’évolution
sont régies par une équation différentielle du premier ordre avec second membre.

YO+ v =1 e (), 1<j<4 , A(0)=0 (3.62)
T

Les expressions analytiques des ?ﬂ) et de l§7) sont données dans ’annexe F.

Dans le cas des matériaux a compressibilité purement élastiques caractérisés par un module
de compressibilité visqueux infini (/@g) = 00), les variables internes purement sphériques de-
viennent nulles et le gonflement effectif sphérique se réduit au gonflement moyen. Ainsi la loi
de comportement macroscopique dans ’approche Affine amélioré "isotrope" est donnée par la
relation suivante.

En(t) = 5= Fn(t) + eon(®)
1 N
et) = » s(t)+eot)+ Y aj(t) (3.63)
e ]:1
- d 1 _ 1 Hrd _
aj(t)+_—dajd(t)—_—d (t) 1<]<N? : af(O):O
\ T; T; He
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1.2 Champs moyens par phase pour un composite biphasé

Pour un composite biphasé, les contraintes moyennes hydrostatiques par phase pour un Milieu
Linéaire de Comparaison macroscopiquement isotrope sont similaires a celles établies dans le
chapitre 1 ( section IV. paragraphe 2.2.1.). Lorsque le module de compressibilité visqueux est
infini (matériaux a compressibilité purement élastique), les moyennes hydrostatiques par phase
sont estimées avec le modéle de Mori-Tanaka et sont données par :

d (550 L _ 3c?) o "

E(CSU,(W)@)) + %—7(50571)(75)) = m(gén)@(w . 6(()7%(15))
Ke  4lie

dt Um ,7\:7 o — (i 3 ) 60m €0m
Ke 4:“’6

\
avee : 67 (t) = 7 (6) = Tn(t), 7 = 1,2

Quant aux expressions analytiques des moyennes déviatoriques par phase, elles sont équivalentes
a celles obtenues précédemment pour des milieux dont le comportement de la matrice est
anisotrope (relation (3.17)).

1.3 Champs moyens par phase pour un composite & trois phases
1.3.1. Moyennes sphériques

Lorsque la compressibilité visqueuse est finie, les contraintes moyennes sphériques dans chacune
des phases restent inchangées et sont données par les relations (1.122) et (1.124) (chapitre 1).
Néanmoins pour une compressibilité purement élastique (H(J) = 00), les évolutions des moyennes
hydrostatiques, estimées avec le modéle de Mori-Tanaka, s’écrivent :

12 Kefte ) "

avec le temps caractéristique qui est donné a la relation (3.21). Comme nous 'avons vu pré-
cédemment pour un composite biphasé, la pente dans le cas d'un composite a trois phases
est également plus forte dans le modéle "Affine amélioré" donc les contraintes hydrostatiques
seront plus relaxées dans cette approche que dans les approches sécantes classique et modifié.

1.3.2. Moyennes déviatoriques

Dans le cas d’'un composite a trois phases, les contraintes moyennes déviatoriques dans les
inclusions sont similaires aux expressions analytiques établies pour des matériaux ayant un
comportement anisotrope dans la phase matricielle (relation (3.45)). En revanche, la contrainte
moyenne déviatorique de la phase matricielle, dans ce cas isotrope, peut étre déterminé de
maniére exacte en utilisant les tenseurs de localisations de contrainte, solutions du probléme
mécanique et thermique dans ’espace de Carson. En effet, la contrainte moyenne déviatorique
de la phase matricielle dans I'espace de Carson est donnée par :

50 (p) = BV (p) 5% (p) + b (p) (3.66)
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Les expressions analytiques des tenseurs de localisation des contraintes dans le cas 1sotr0pe
sont bien explicitées dans I'annexe A. En raison de la déformation supplémentaire eo * dans
la relation de localisation (3.49), la moyenne du déviateur des contraintes 5(1*(p) solution du
probléme est la superposition de la solution du probléme purement mécanique et de la solution
du probléme purement thermique. La solution du probléme purement mécanique étant déja
établie dans le chapitre 1 (relation (1.127)), nous décomposons ici le tenseur de localisation des
contraintes du probléme thermique en une somme de fractions simples selon :

4

J

Les coefficients Zf et les temps caractéristiques Ff
analytique du tenseur de localisation bgll)*(p) dans l'espace de Carson (voir annexe A) qui est
donnée par la relation suivante :

sont déterminés en utilisant 1’expression

b (p) = = (P () + D0 (1)) € (1)

2pV* @+ (1 — S+

@ —
(1 S (1,(2) (1) (1 o 2,2
* + * * * c + +c *
{M e )} { plle 4 SO () — M“)*)} 8
o _ 20V (1 — SO¥)

2,
O 1 S (u@r — )

[Mu)* +SW (B — u“)*)} {cu) s ] + B )

SM* — §L2'u(l)*
6 3k + 4pu)*

Finalement, I’expression de la contrainte moyenne déviatorique E(l)(t) dans la phase matricielle
s’obtient en procédant a l'inverse de la transformée de Laplace-Carson de la relation (3.66).
Elle est exprimée par :

8

WM—M{ — &t Z”F‘ — Bra(t) %} i (3.68)

—d
]_1 Tj

o . . : —d —d
Les lois d’évolution des variables internes 3,,(t) et 3,,(t) dans cette nouvelle approche de
linéarisation s’écrivent :

1 b,

B n(l) + Bl (1) = (e@y—éaw) DB =0 (369

la/b 7-la/b Fe

avec le gonflement effectif €y(¢) qui est donné a la relation (3.61). Les nouvelles variables in-

—d . . . . . .
ternes 3; (t), solutions du probléme purement thermique, sont régies par I’équation différentielle
suivante :

=1Pelt) , 1<j<4 , BLHO)=0 (3.70)
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Les expressions des temps de relaxation Tgﬁ ) sont les mémes que celles obtenues dans loi de

comportement relative au gonflement effectif €,(t) (?g.ﬁ ) — 7

(8)
lj

=T,") et les expressions des scalaires

sont reportées dans ’annexe F :

Dans cette nouvelle approche de linéarisation, la solution du probléme mécanique est analogue

a celle obtenue dans le modéle Sécant modifié avec le module de cisaillement de la matrice /M()l)

. L. ~(1)
qui est remplacé ici par fi, .

1.4 Evolution temporelle du second moment dans la matrice

Dans le cas d'un composite & N phases I’évolution du second moment des champs de contrainte
dans la matrice, lorsque le comportement des phases est isotrope, est régie par 1’équation
différentielle non linéaire suivante.

1 . 1
Si(t) + —p———
A, 2/71()1)(5175(1»

Si(t) = N(t) (3.71)

avec le second membre N (t) de I'équation différentielle qui est donnée a la relation (3.48).

Tout comme les contraintes moyennes hydrostatiques par phase dans le cas d’un composite a
trois phases (relation (3.65)), la pente a 'origine dans les équations du second moment (3.71)
est plus forte dans le modéle "Affine amélioré" que dans le modéle Sécant modifié (pour un
composite a trois phases, N = 3). On s’attend aussi & une relaxation plus rapide du second
moment dans la matrice avec le modéle "Affine amélioré".

La résolution du probléme dans le cas des matériaux a compressibilité purement élastique, a
travers une méthode implicte, est bien détaillée dans le chapitre suivant (section IL.).
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V. Comparaisons des modéles par rapport aux si-
mulations

Pour évaluer la pertinence de I'approche Affine amélioré dans le cadre général relatif a la version
isotrope, nous comparons ici les résultats issus du modéle d’homogénéisation construit par
rapport a des solutions de référence (calculs FFT) pour d’autres cas de chargement considérés
(essais de fluage uniaxial et a différentes triaxialités, chargement thermo-mécanique). La fraction
volumique des inclusions considérée dans cette é¢tude comparative est de 15% et le module de
compressibilité par phase est purement élastique (m(,r) = o0) comme dans le cas de chargement
de type gonflements différentiels. Les propriétés caractéristiques du matériau sont les mémes que
celles utilisées en section 3. pour le chargement de tye gonflements différentiels. En particulier,
la non linéarité est modérée et égale a 4.

Enfin nous présentons pour chaque situation les deux variantes associées a 'approche "Affine
amélioré" (contrainte de référence égale au second moment ou a la fluctuation des champs de
contrainte)

1. Chargements purement mécaniques

L’étude du cas de chargement purement thermique (chargement de gonflements différentiels)
étant déja réalisée a la section II., étude dans laquelle 'approche "Affine amélioré" donne des
résultats meilleurs par rapport aux autres approches, nous présentons dans ce paragraphe les
résultats dérivant de ces différentes approches (Sécant modifié et Affine amélioré) pour des
chargements purement mécaniques. Les chargements mécaniques considérés ici sont relatifs a
un essai de fluage uniaxial puis a des essais de fluage a différentes triaxialités, la triaxialité

étant le rapport entre la contrainte hydrostatique et la contrainte équivalente de Von Mises
(X = 2m),

Oeq

1.1 Essai de fluage uniaxial

Dans cet essai, le volume élémentaire est soumis a une traction simple suivant la direction 3, le
chargement étant maintenu constant (33 = 100 MPa). Dans ce cas de chargement la triaxialité
des contraintes macroscopiques vaut : X = g—eq = % et la réponse relative a la partie sphérique est
purement élastique et homogeéne en raison des propriétés élastiques qui sont homogénes. Ainsi
les contraintes moyennes hydrostatiques par phase sont constantes et égales a la contrainte

macroscopique hydrostatique imposée (71 (t) = 72 (t) = 7, (t) = £ 733).

Sur la figure 3.5, nous représentons les estimations des moyennes par phase de la contrainte
équivalente et du second moment des champs de contraintes dans la matrice, obtenues avec
les approches "Sécant modifié" et "Affine amélioré". Ces estimations sont comparées avec une
solution de référence basée sur des calculs FFT réalisés sur des microstructures périodiques
générées en utilisant 1'algorithme RSA (voir chapitre 2).
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FIGURE 3.5 — Evolutions temporelles des premiers moments par phase et du second moment
des champs de contrainte dans la matrice : comparaison des résultats issus de calculs FFT aux
modéles Sécant modifié et Affine amélioré.

A Tinstant initial la réponse est purement élastique et homogéne. En effet, lorsque les pro-
priétés élastiques par phase sont homogénes les contraintes locales déviatoriques deviennent
homogeénes (s(x) = 3) et les moyenne par phase de la contrainte équivalente (figure 3.5 b))
dans ce cas sont égaux (aécll) = 0(5(21)). L’homogénéité des propriétés élastiques fait aussi que le
second moment des champs de contrainte de la phase matricielle (figure 3.5 a)) a I'instant initial

se réduit au premier moment des champs de contrainte ((s(x) : s(z)) = (s(x))® : (s(x))V).

Nous notons aussi que les résultats dérivant de 'approche Sécant modifié sont en bon accord
avec les calculs FFT comparés aux estimations obtenues avec I’approche Affine amélioré. En
effet, dans I'approche Affine amélioré la souplesse visqueuse de la phase matricielle associée
au Milieu Linéaire de Comparaison est trés souple, ce qui conduit & une relaxation rapide des
premiers et seconds moments des contraintes pour les différents choix de linéarisation proposés.
Le choix d’une linéarisation s’appuyant sur la fluctuation des champs de contrainte fournit
des estimations faibles, estimations qui peuvent étre quantitativement améliorées lorsque la
souplesse visqueuse de phase matricielle est évaluée autour du second moment des contraintes.
En revanche, dans le modéle Sécant modifié les premiers moments par phase ainsi que le second
moment de la phase matricielle relaxent moins vite mais restent assez proches de ceux résultant
des calculs FFT. Nous retenons donc que dans le cas d’un essai de fluage uniaxial, 'approche
"Sécant modifié" est plus pertinente car elle reproduit au mieux les résultats fournis par les
calculs FFT.

1.2 Essai de fluage & différentes triaxialités

Nous évaluons ici les modéles de linéarisation Sécant modifié et Affine amélioré pour différents

taux de triaxialités des contraintes macroscopiques (X = =), le chargement appliqué sur le
eq

bord du volume élémentaire étant de la forme suivante :

= (100 100
E:% 01 0 ]+7,[(0 10 (3.72)
00 -2 00 1

La contrainte macroscopique équivalente est fixée quelque soit les valeurs de triaxialité prises
et sa valeur numérique vaut : o.q = 0.3 GPa.
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1.2.1. Chargement purement hydrostatique (X = c0)

Dans ce cas particulier, la solution est triviale : le champ de contrainte est purement hydro-
statique en tout point du VER. Il est de plus constant et égal a la contrainte hydrostatique
macroscopique imposée tandis que le champ de déformation (et de déplacement) est le champ
élastique associé a cet état de contrainte. Les différents modéles de linéarisation conduisent
également a cette solution élastique (cisaillements nuls, modules de cisaillement visqueux par

7()1) (2) _ )

phase infinis : ' = ' = 00).

1.2.2. Cisaillement pur (X = 0)

Lorsque le chargement appliqué est de type cisaillement pur, les contraintes moyennes hydro-
statiques par phase qui sont égales a la contrainte macroscopique hydrostatique s’annulent.

Sur la figure 3.6 nous représentons pour ce chargement de cisaillement pur (X = 0) les évolu-
tions temporelles des moyennes par phase de la contrainte équivalente et du second moment
dans la matrice relatives aux approches "Sécant modifié" et "Affine amélioré", estimations qui
sont comparées avec les résultats de calculs FFT.
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FIGURE 3.6 — Evolutions temporelles des premiers moments par phase et du second moment
des champs de contrainte dans la matrice pour un cisaillement pur : comparaison des résultats
issus de calculs FFT aux approches Sécante modifié et Affine amélioré.

Concernant les évolutions des premiers moments par phase et du second moment dans la ma-
trice, nous constatons que le modéle Sécant modifié reproduit qualitativement les résultats
obtenus a partir de calculs FFT. Cependant I’Approche Affine amélioré fournit des estimations
moins satisfaisantes dues a la forte souplesse de la complaisance de la phase matricielle qui
conduit a une relaxation trés rapide des contraintes. Comme dans 'essai de fluage le choix de la
linéarisation de la souplesse visqueuse dans la matrice, s’effectuant autour du second moment
dans I'approche Affine amélioré, donne des résultats meilleurs par rapport au choix porté sur
la fluctuation des champs de contrainte.
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1.2.3. Triaxialités intermédiaires

Pour une contrainte équivalente macroscopique imposée 7. et une triaxialité nulle, nous notons
o (xt)et 4 (x,t) les champs de contrainte et de déplacement solutions du probléme (3.1). Pour
cette méme contrainte équivalente macroscopique imposée et un taux de triaxialité X donné,
nous remarquons que le champ de contrainte défini en tout point du VER par :

o(x,t)=0(x,t)+XTeq

o O =
O = O

0
0 (3.73)
1

est statiquement admissible. Considérons par ailleurs le champ de déplacement défini par :

X Teq

u(x,t)=1u(x,t)+ (3.74)

3Ke

A linstant initial (¢ = 0), le champ de contrainte et de déplacement constituent bien la so-
lution élastique (superposition). Pour des instants ultérieurs, la dérivée temporelle du champ
de déplacement est égale a celle du champ de déplacement @ solution du cas cisaillement pur.
Ainsi donc la dérivée temporelle du champ de déformation associé a ce champ de déplacement
satisfait bien la loi de comportement :

¢ Em (T, t)=0= 3,{2@) Om (@, 1)
é(x,t)=e(z,t) = 2@1(25) §(x,t)+ e, (8(x,t)) (3.75)
1 . )
( = S S @D Te(s@,t)

Pour une contrainte équivalente macroscopique donnée, les champs solutions du cas X = 0 per-
mettent donc de déterminer les champs pour une triaxialité quelconque. Les deux champs de
contrainte différent d’un terme purement hydrostatique de sorte que les champs de cisaillement
sont indépendants de X. Quel que soit cette triaxialité les évolutions temporelles des premiers
et second moments de ces champs tels que calculés par FFT seront donc identiques a celles
déterminées pour X = 0 (voir les courbes résultats ci-dessus).

Qu’en est-il des estimations obtenues par les méthodes Sécantes modifiées ou Affine amélio-
rées 7 Prenons pas exemple la variante de 'approche Affine améliorée ayant comme contrainte
‘

lutions temporelles des cisaillements dans la matrice et dans les inclusions pour une triaxialité
nulle. A ¢ =0 (solution élastique), ces cisaillements sont identiques quel que soit la triaxialité.
Seules les contraintes hydrostatiques moyennes par phase dépendent de la triaxialité. Elles sont
méme indépendantes du temps et égales a la contrainte hydrostatique macroscopique. Donc
les caractéristiques visqueuses du milieu linéaire de comparaison (les modules de cisaillement
visqueux de ce milieu viscoélastique linéaire) ne dépendent pas de la triaxialité a t = 0.

Les lois d’évolutions temporelles de ces trois variables scalaires sont données par les relations
(3.17) (premiers moments dans chaque phase) et (3.71) (second moment dans la matrice).
(3.17) définit ’évolution de la moyenne par phase du déviateur des contrainte dans la matrice
et dans les inclusions. Ces deux relations ne dépendent que des déviateurs des déformations et
contrainte macroscopiques ainsi que des propriétés du milieu linéaire de comparaison.

de référence le moment d’ordre deux des contraintes. Notons 7. (£), g (t) et T () les évo-
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L’évolution temporelle du second moment des contraintes dans la matrice 3.71 dépend aussi
des caractéristiques du milieu linéaire de comparaison ainsi que d’un second membre défini par
la relation (3.48) qui se simplifie dans le cas considéré ici selon :

(1) 1 .

N(t) = %E(t) o (t) —sW(t) ey (1) — o0 O

(R PR L) PANG)
-5 <2—Mes (t) :89(t) + Ws (t) :89(¢t) (3.76)
Pour un taux de triaxialité donné, la contrainte hydrostatique macroscopique est constante
et égale & X 7qq. Donc la dilatation macroscopique associée est elle méme constante et égale
%Zq. Donc dans l'expression précédente : €(t) : & (t) = €(t) : 3(t). De méme, les contraintes
hydrostatiques moyennes par phase sont constantes et égales a la contrainte hydrostatique
moyenne de sorte que leurs dérivées temporelles sont nulles. L’expression précédente du second

membre de 1'équation différentiel (3.48) se simplifie pour donner :

N(t) = %é(t) :5(t) — sV () e (1)

|

(1o @ 1 @) () . =)

o) (2—%8 () : 89 (t) + 2ul(,r)(§(2)) (t):89(t) | (3.77)
expression qui montre clairement que ce scalaire N(t) ne dépend pas non plus du taux de
triaxialité. Finalement, comme les inconnues associées au modéle Affine amélioré (moments
d’ordre un et deux des cisaillements) ne dépendent pas de la triaxialité a ¢ = 0 et comme leurs
lois d’évolutions temporelles n’en dépendent pas non plus, ces fonctions du temps ne dépendent
pas du taux de triaxialité. Un raisonnement similaire conduit au méme résultat pour 'autre
variante de I’Affine amélioré ou encore le modéle Sécant modifié.

En conclusion, pour une contrainte équivalente macroscopique donnée, les écarts entre calcul
champ complet et estimations reportées dans le paragraphe précédent (X = 0) seront iden-
tiques pour des valeurs intermédiaires du taux de triaxialité. A noter que ces écarts dépendent
en revanche bien de la valeur de la contrainte équivalente macroscopique retenue pour les simu-
lations, ce qui explique les courbes différentes obtenues dans le cas d’un fluage uniaxial et d’un
cisaillement pur (les contraintes équivalentes macroscopiques associées a ces deux simulations
étant différentes).

1.3 Conclusion

Nous venons d’évaluer dans ce paragraphe les prédictions des modéles "Secant modifié" et "Af-
fine amélioré" pour des chargements purement mécaniques en fluage pour différentes triaxiali-
tés. Pour ces deux types de chargement étudiés, le modéle Secant modifié prédit des résultats
quantitativement corrects par comparaison aux calculs FFT. Par contre les deux variantes du
modéle Affine amélioré prévoient des estimations cinétiques de relaxation des contraintes dans
la matrice (premier et second moments) trop rapides dues au caractére trop souple de la com-
plaisance associée a la phase matricielle.

Dans la section qui va suivre, nous allons étendre I’étude comparative des modéles Sécant
modifié et Affine amélioré pour un chargement thermomécanique.
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2. Couplage thermo-mécanique

Dans ce paragraphe nous évaluons les prédictions des approches "Sécant modifié" et "Affine
amélioré" comparées a une solution de référence (calculs FFT) pour un chargement "thermo-
mécanique". Le terme "thermo-mécanique" est utilisé pour désigner un chargement couplé de
nature purement mécanique (contrainte axisymétrique déviatorique) avec un chargement pure-
ment thermique de type gonflements différentiels dans la phase inclusionnaire qui sont de type
Heaviside (chargements imposés & ¢ = 0 puis maintenus constants). La contrainte macrosco-
pique moyenne étant nulle pour ce chargement considéré, nous définissons ici la triaxialité des
<1)) a 'instant initial (t=0).

) _ om

= 2
A cet instant, étant donné que la microstructure est homogéne du point de vue élastique, le
champ de contrainte est homogéne. Il est la superposition du champ axisymétrique déviatorique
imposé sur le bord et du champ sphérique correspondant au gonflement dans les inclusions. La

moyenne de la contrainte dans la matrice s’écrit.

contraintes par rapport a la phase matricielle (X(

—m (-1 0 0 100
E(l):% 0 -1 0|+ePnf{0 10 (3.78)
0 0 2 00 1

Etant donné que la réponse relative a la partie déviatorique est purement élastique et homogéne
a l'instant initial, la moyenne de la conrainte équivalente dans la matrice est égale a la moyenne
de la contrainte macroscopique équivalente (Eg}l) = Teq)- Le scalaire ) dépend des propriétés du
matériau et son expression est donnée par :

B 12 0(2)ﬁeue

n= 3ke + 4te

Nous avons vu précédemment que pour un taux de triaxialité nul I'approche "Sécant modifié"
fournit les meilleurs estimations par rapport & 'approche "Affine amélioré". Le cas du char-
gement purement thermique (X = o00) a été également traité en section II. de ce chapitre,
situation dans laquelle 'approche "Affine amélioré" présente les meilleures estimations compa-
rées a celles dérivant de 'approche "Sécant modifié".

Dans cette section nous nous intéressons aux prédictions des deux modéles pour des niveaux
de trixialité modérés.

Sur la figure 3.7 nous comparons la prédiction des contraintes moyennes hydrostatiques par
phase et du second moment des champs de contrainte entre les approches de linéarisation
(Sécant modifié et Affine amélioré) et les calculs en champs complets (calculs FFT), pour une

déformation libre dans la phase inclusionnaire de 582% =2.1073.
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FIGURE 3.7 — Evolutions temporelles des contraintes moyennes hydrostatiques par phase et du
second moment des champs de contrainte dans la matrice a différentes triaxialités : comparaison
des résultats issus de calculs FF'T aux modéles Sécant modifié et Affine amélioré.

Nous observons sur les figures que la réponse a 'instant initial est purement élastique et hété-
rogene alors que le matériau est homogene du point de vue élastique. Le caractére hétérogeéne
des contraintes moyennes hydrostatiques par phase a cet instant résulte de 1’hétérogénéité des
gonflements différentiels qui ne sont prises en compte qu’au sein de la phase inclusionnaire.
Pour le cas de chargement considéré ici (taux de triaxialité modéré), approche "Sécant modi-
fié" semble étre la plus pertinente car les contraintes moyennes hydrostatiques par phase et le
second moment des contraintes dans la matrice sont plus proches de ceux dérivant de calculs
FFT comparés aux estimations prédites par 'approche "Affine amélioré".

Nous constatons aussi que plus la triaxialité des contraintes définie dans la matrice augmente
plus les résultats obtenus par les deux modéles représentatifs de I’approche Affine amélioré
se rapprochent davantage. ceci est di au fait que les moyennes par phase de la contrainte
équivalente, lorsque la triaxialité des contraintes dans la matrice augmente, diminuent de ma-
niére progressive jusqu’a s’annuler (pour un chargement purement thermique). Dans ce cas la
contrainte de référence calculée autour de la fluctuation du champ de contrainte se réduit au

second moment du champ de contrainte (voir figure 3.3).
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3. Conclusion

Dans cette section une série de comparaisons avec des calculs en champs complets a été réalisée
afin d’évaluer la pertinence des modéles Sécant modifié et Affine amélioré pour un composite
biphasé. Les essais considérés comprennent des essais de fluage a différentes triaxialités et un
essai couplant un chargement de type fluage & un chargement de type gonflements différentiels
(essais "thermo-mécanique"). Les résultats obtenus a travers ces différents essais ont clairement
montré que la réponse du composite dépend significativement de la triaxialité des contraintes.
En effet, pour des taux de trixialité faibles le modéle "Sécant modifié" s’avére étre plus pertinent
que 'approche "Affine amélioré" tandis pour des taux de triaxialité assez élevés 'approche
"Affine amélioré" présente les meilleures estimations. La principale conclusion tirée de cette
étude est que les modéles de linéarisation présentés dans ce travail de thése ne fournissent de
bonnes estimations que pour certains cas de chargement.
Toutefois, une alternative pourrait étre envisagée. Cette alternative s’appuie sur une linéarisa-
tion sécante (plus facile & implémenter dans un code de calcul) dont la contrainte de référence
est le second moment des contraintes dans la matrice a un facteur correctif prés qui dépend du
taux de triaxialité macroscopique X et dans la matrice X selon :

5l = 7(X, XD) 7

eq

ol Z(X,X(l)) représente le facteur correctif. Dans le cas d’un chargement de fluage purement
mécanique X = XU, ce facteur correctif doit étre égal a 'unité quelle que soit la valeur du taux
de triaxialité X étant donné que la linéarisation s’appuyant sur le second moment des champs
de contrainte fournit de bonnes estimations (modéle "Sécant modifié"). Lorsque le chargement
est de nature purement thermique (X" infiniment grand), la correction Z doit étre égale a

nit de facon & retrouver le modéle "Sécant amélioré" défini précédemment. Cependant la
détermination de la loi d’évolution de ce facteur correctif reste une question ouverte a l'issue
de ce travail de thése : il faudrait 'identifier sur la base des chargements investigués puis en
élargissant les chargements (relaxation, ...) considérés.
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V1. Conclusions

Nous avons construit dans ce chapitre différentes méthodes d’estimation du comportement
effectif pour des composites particulaires dans le cas de comportement viscoélastiques non
linéaires. La méthodologie proposée consiste a linéariser le comportement des phases permettant
de ramener le probléme viscoélastique non linéaire & un probléme viscoélastique linéaire pour
lequel on dispose de méthodes d’estimations (approche par variables internes équivalente aux
résultats obtenus avec le principe de correspondance). En jouant sur la méthode de linéarisation
(Sécante, Affine) ainsi que sur les quantités de référence par phase autour desquelles est effectuée
cette linéarisation, on obtient différentes méthodes d’estimations.

Tout d’abord, pour un chargement particulier de type gonflements différentiels, situation re-
présentative du chargement induit par irradiation dans les combustibles MOX, nous avons
estimé les évolutions des contraintes internes (en moyenne) dans le cas d’'un composite biphasé
dont le comportement des phases est viscoélastique non linéaire. La déclinaison des différentes
méthodes de linéarisation proposées dans des travaux antérieures a ce chargement de type gon-
flements différentiels conduit & de nombreuses estimations possibles mais qui conduisent (au
mieux) aux méme prédictions que le Sécant modifié dans ce cas. Or si la réponse obtenue avec le
modéle Sécant modifié améliore nettement celles (irréalistes) obtenues avec les approches “clas-
siques”, elle reste quantitativement éloignée de la solution de référence (solution analytique de la
sphére composite définie dans le chapitre précédent). Nous avons donc proposé deux variantes
du modeéle Affine (appelées Affine amélioré), variantes qui conduisent a des prédictions quan-
titativement correctes dans le cas d’un gonflement différentiel. Nous avons également montré
que ces deux approches sont également équivalentes & une approche sécante “améliorée” dont le
point de fonctionnement s’exprime en fonction du second moment des contraintes et de la non
linéarité du probléme.

La formulation des approches "Affine amélioré" est par la suite étendue pour des matériaux
hétérogénes sous chargement quelconque. Dans ce cadre général, le schéma d’homogénéisation
construit avec ces nouvelles approches de linéarisation est implicite en raison de I’anisotropie
de la souplesse visqueuse dans la matrice, ce qui suscite des difficultés liées a la détermination
d’expressions explicites des évolutions temporelles de la contrainte de référence ainsi que du
second moment des champs de contrainte dans la matrice. La formulation générale de ces
approches de type "Affine amélioré" reste donc une question ouverte a l'issue de ce travail de
these.

Afin de construire un modéle d’homogénéisation complet, une hypothése conduisant a une
souplesse visqueuse isotrope dans la matrice a été formulée (version isotrope de I’ Affine amélioré)
de maniére & ce que les propriétés effectives puissent étre établies explicitement, notamment
les évolutions temporelles de la contrainte de référence et du second moment des champs de
contrainte dans la phase matricielle.

Enfin, des résultats obtenus avec cette version isotrope, pour différents cas de chargement (es-
sais de fluage uniaxial et a différentes triaxialités, chargement hydrostatique sans gonflements
différentiels), ont été comparés a des calculs FFT pour évaluer la pertinence des différentes
méthodes d’estimation élaborées. Ces comparaisons conduisent aux conclusions nuancées sui-
vantes :

e Pour les propriétés matériaux retenus et notamment le niveau de non linéarité de la loi
découlement viscoplastique (n=4), 'approche Sécante modifiée conduit a des estimations quan-
titativement correctes, notamment en cisaillement pur mais incorrecte dés qu’un gonflement
différentiel est ajouté au chargement imposé.

e Inversement, les prédictions des deux variantes du modéle Affine amélioré, variantes qui
conduisent & des prédictions quantitativement correctes dans le cas d’un gonflement différentiel,
se dégradent dés lors qu’un cisaillement macroscopique est imposé.
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De ces résultats nous pouvons conclure que la version isotrope de I'approche Affine améliorée
conduit a des prédictions décevantes pour la quasi-totalité des chargements étudiés.

Au final, pour obtenir des estimations quantitativement pertinentes pour les différents cas
de chargement considérés, nous proposons une approche de type sécante autour d'une quantité
dépendant du moment d’ordre deux dans la matrice, du taux de triaxiliaté et de la non linéarité.
Cette approche est susceptible de conduire & un bon accord pour 'ensemble des chargements
étudiés, mais elle reste & approfondir.
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CHAPITRE 4

Simulation du comportement sous
irradiation des crayons MOX en régime
nominal

Résumé du chapitre :

Nous étudions ici le comportement des crayons MOX irradiés en régime nominal a travers
des simulations numériques qui reposent sur des calculs éléments finis 3D associés au
modéle d’homogénéisation basé sur ’approche sécante modifiée. Au préalable, la méthode
d’intégration temporelle retenue pour les modéles issus des approches sécante modifiée
et affine améliorée est présentée. La méthode implicite adoptée conduit a la résolution
d’un systéme non linéaire de dimension neuf (I’approche sécante modifiée ou améliorée)
a quinze (Affine amélioré). Ce systéme non linéaire est résolu par une méthode de type
quasi-Newton. L’implémentation informatique est réalisée avec 'outil MFRONT. Cet outil
développé au CEA pour définir des lois de comportement mécanique présente 'intérét
d’utiliser le méme code source pour les calculs d’éléments de volume (résultats présentés
au chapitre 3) et pour des calculs de structure par éléments finis (résultats présentés dans
ce chapitre).
Une fois intégré dans ALCYONE;, le modéle sécant modifié est ainsi utilisé afin de simuler
le comportement d’un crayon MOX irradié en réacteur. C’est un crayon irradié trois cycles
qui a fait Pobjet d’examens post-irradiatoires, notamment sa profilométrie (diamétre
extérieur fonction de la cote axiale) ainsi que des céramographies sur des coupes axiales
permettant de mesurer le comblement des évidements & I'issue de l'irradiation. Le calcul
3D réalis¢ pour la cote axiale du crayon correspondant a ces céramographies permet de
comparer les prédictions du calcul (évolution du diamétre sur la hauteur de la pastille
considérée, évolution de 'évidement) aux résultats expérimentaux. Ces simulations 3D
multi-échelles et multi-physiques étant couteuses en temps calculs, un maillage réduit est
utilisé pour ces simulations. La sensibilité des résultats obtenus a l'intensité du fluage
thermique est tout particuliérement étudiée montre clairement le role joué par le fluage
thermique sur le comblement expérimental observé.
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I. Introduction

Dans ce chapitre nous utilisons la loi de comportement homogénéisée dérivant du modéle sécant
modifié pour simuler le comportement sous irradiation des crayons MOX en régime nominal
(absence ou apparition de fluage thermique) a travers des calculs éléments finis en 3D. La modé-
lisation 3D du crayon combustible décrit un fragment de pastille combustible dont la géométrie
est représentée sur la figure (1.6).

A la base, les objectifs visés dans cette étude étaient de pouvoir évaluer la pertinence des
approches sécante modifiée et affine améliorée en se référant sur les données expérimentales ob-
tenues sur des crayons MOX irradiés. Néanmoins, nous avons vu dans le chapitre précédent que
le modéle basé sur I'approche sécante modifiée conduit & une meilleure prédiction de I’évolution
des moyennes du champ de contrainte que le modéle basé sur 'approche "Affine amélioré", pour
la quasi-totalité des cas de chargement étudiés. C’est pour cette raison que nous avons retenu
I’approche sécante modifiée pour réaliser les simulations numeériques. Nous nous sommes inté-
ressés particuliérement aux profilométries extérieures de la gaine aprés irradiation mais aussi
a la simulation du comblement des évidements hémisphériques situés sur les faces inférieure
et supérieure des pastilles combustibles (voir figure 1.2). Ce comblement des évidements, qui
résulte d’une déformation inélastique, est particuliérement localisé au centre des pastilles com-
bustibles en régime nominal lorsque la température centrale est suffisante pour activer le fluage
thermique.

Dans la premiére section de ce chapitre nous présentons le logiciel MERONT (section II.) qui
est un outil de générateur de code développé au sein de la plate-forme PLEIADES, dont le
but est de permettre aux utilisateurs de développer des lois de comportement. Cet outil nous
a permis d’implémenter les modéles d’homogénéisation construits avec les approches sécante
modifiée et affine améliorée. L'implémentation des modéles est suivie d’une intégration dans le
code de calcul ALCYONE (section II1.), code que nous avons présenté au chapitre introductif,
a la section traitant "la modélisation et la simulation du crayon combustible" (section
IT. 1.). Les résultats de la simulation numérique issus du modéle sécant modifié et qui sont
relatifs aux profilométries extérieures de la gaine et des évidements sont par la suite évalués
par comparaison aux résultats expérimentaux disponibles. Les résultats issus de la simulation
numeérique sont par la suite évalués en utilisant des données expérimentales disponibles.
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II. Intégration numeérique et implémentation des
lois de comportement mécanique (approches affine
améliorée et sécante modifiée)

Développé au sein de la plateforme PLEIADES du CEA, MFRONT est un outil qui vise a
assurer une gestion pérenne des connaissances matériau utilisées dans les logiciels de simulation
du Département d’Etude des Combustibles (DEC/SESC). MFRONT permet de développer
aussi des lois de comportement de facon simple a travers des schémas temporels implicites et
explicites, avec des algorithmes de résolution des équations efficaces en termes de performances
assurées par 'utilisation du langage C++. C’est donc cet outil qui a été utilisé pour I'intégration
des lois mécaniques (approche sécante modifiée par exemple) utilisées dans les chapitres 3 et 4.

1. Principe général d’intégration d’une loi de comporte-
ment dans MFRONT (http ://tfel.sourceforge.net /)

Nous prenons ici comme exemple une loi de comportement simple de type Norton définie par :

e=¢e°4+¢"
o=D:e ] (4.1)
v . " s
e'=pn , p=Aoy , n:§a—
eq

oll €° et €' sont des variables tensorielles représentatives des déformations élastiques et vis-
queuses, 1 est la direction d’écoulement, s et o, désignent respectivement le déviateur des
contraintes et la contrainte équivalente. L’opérateur d’élasticité D est calculé & partir du mo-
dule de Young et du coefficient de Poisson.

En vue d’une meilleure stabilité d’intégration des équations, la méthode implicite est proposée
dans ce qui suit pour la résolution du probléme. Cette méthode, basée sur le schéma de Newton
Raphson, permet de représenter convenablement la loi de comportement mécanique. Le pro-
bléme d’évolution est discrétisé en pas de temps avec At qui représente le pas de temps courant.
En notant X la fonction du temps a I'instant ¢ début du pas de temps courant, X + AX désigne
la valeur prise par cette fonction a la fin du pas de temps t + At. Dans ce cas I'utilisation d’un
schéma implicite consiste a écrire toutes les quantités a 'instant ¢;,,1 et de remplacer les dérivées
en temps par leurs incréments sur U'intervalle At = t;,1 — ¢;. Ainsi, le systéme (4.1) se raméne
au systéme suivant :

fAee (Aeea Ap) = Ae® — Ae + Apn =0
(4.2)
pr<A€eaAp) =Ap — AtAJgfl =0

avec le champ de contrainte o et le champ tensoriel n qui sont définis a 'instant ¢;,, par :

3 8 (tir1)
o (tiy1) =0 (t;) + D : Ae° et n=_———"-. (4.3)

Z 2 0cq (ti+1)
La déformation totale étant une donnée (chargement), on obtient ainsi un systéme de 7 équa-
tions dont 6 équations relatives a la décomposition additive du tenseur des déformations (en
3D) et une équation caractéristique de 1’écoulement visco-plastique. Les 7 inconnues sont les 6

composantes de Ae® ainsi que le scalaire Ap.
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La résolution implicite du systéme d’équations (4.17) de dimension 7 est effectuée par la mé-
thode de Newton-Raphson dont I'algorithme est exprimé par

st (net np) Yo (ner, ap)\
Ael,, Aes OAee T gap T face (A, Ap,)
= + (4.4)
AP,y Ap; Of s, e Of e fap(BE5, Ap))
6A€6 (AEZ’APZ) aAp (A€17Ap7)

Quelle que soit la loi de comportement considérée la déformation élastique est une inconnue du
systéme non linéaire & résoudre.

L’intégration implicite de cette loi de comportement de Norton dans MFRONT est décrite
ci-aprés.

Implémentation de la loi de Norton

@ Parser Implicit ; % méthode d’intégration implicite

@ Behaviour Norton ; % nom de la loi

@ Algorithm NewtonRaphson Numerical Jacobian; % algorithme avec jacobienne numérique
@ RequireStiffnessTensor ; % calcul de la matrice d’élasticité

@ MaterialProperty real A; % propriété matériau de la loi

@ MaterialProperty real m; % propriété matériau de la loi

@ StateVariable real p; % déclaration de la variable interne p

@ ComputeStress{ % calcul de la contrainte

sig = D x eel ;

}

@ Integrator {

real seq = sigmaeq (sig) ; % calcul de la norme de Von Mises

Stensor n = Stensor (0.) ; % calcul de la direction d’écoulement

if (seq > 1.712){

n = 1.5*deviator (sig)/seq ;

}

feel + = dp*n — deto ; % définition de I’équation Ae® — Ae + Apn =0
fp — = dt *Ax pow (seq, m) ; % définition de I'équation Ap — At Aoy =0

}

@ TangentOperator { % calcul de I'inverse de la matrice Jacobienne
Stensor4 Je ;

getPartialJacobianlnvert (Je) ;

Dt =D*Je ;

}
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2. Intégration implicite des systémes différentiels représen-
tatifs de ’approche Affine amélioré "isotrope"

Nous faisons ici le choix de présenter I'intégration de la loi homogénéisée dans le cas triphasé,

formulation qui peut étre également utilisée dans le cas biphasé avec : ¢® =0 et uf’) = ;75}).

2.1 Ecriture des équations sous forme incrémentale

Comme dans la section précédente, X représente la fonction du temps a Iinstant ¢t et X + AX
celle correspondant a l'instant ¢ + At.

2.1.1. Moyennes sphériques par phase

Comme nous I'avons vu en section IV. (chapitre 3), les variables internes @;" s’annulent
dans le cas des matériaux présentant une compressibilité purement élastique (les temps de
relaxation 7;" sont infinis), le gonflement effectif sphérique se réduit au gonflement moyen
(AZgm = (VA + @A 4 BAP)) et Az, = AF,,/3k.. Finalement nous avons un pro-
bléme a trois inconnues que sont les contraintes moyennes sphériques dans la matrice et dans
les inclusions. Les évolutions en temps discret de ces moyennes par phases 7 (), (r = 1,2, 3)
sont décrites par le systéme ci-apreés.

3

At 3Kk T.
=(r) _ _ —(r) e v (@) (@ (T))
OAT) = — e 00+ g Y e (AgOm ALY g (1.5)
7 ]y e s
Apte
—(r —(r — ~ 4 1 ~(1) 7 & o =1 —(1
SATY) = AT — AG,, T = ( ot Z) V(S +AS 7+ AFY)  (4.6)

V(S + AS 7Y + AFY) =

1) /M), Aa@) Y
1 o <aeq +Aaeq>

n) 3&:(()1) U[()l)

(60 + A60))* = (; (Sl + AS&) +2 (70 + Az) \/ ; (Sl + A§1> — (T + Aﬁéé)f) :

ol 9 désigne un scalaire qui est défini plus loin. Si le chargement & l'instant initial est non nul
(saut), les moyennes hydrostatiques par phase a 'instant initial @")(¢ = 0%) sont données par
la réponse élastique et elles s’écrivent :

12K 14
T = 0%) =T+ = LS (e — ) ~1,2,3 47
Om ( ) Om + 30 + 4itg qirc Com — €om T el ( )

2.1.2. Moyennes déviatoriques par phase

Nous avons ici un probléme dont les inconnues sont les variables internes Ef(t), les contraintes
moyennes déviatoriques dans la matrice 31 (¢) et dans I'inclusion 32 (¢) ainsi que le second
moment du champ de contrainte dans la matrice. Les évolutions des moyennes déviatoriques
par phase a chaque pas de temps sont données par le systéme qui suit :

8 l?f.i —d —d . —d
A3 = 2u, | Ae — Agy — Z ,ujd Ay — ABy, — ABy | + Z AB; (4.8)
j=1 T; 7j=1
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(1.10)

Les modules de cisaillement dans les inclusions sont évalués autour du premier moment du

L’incrément Ae(()l) désigne l'incrément de la déformation libre dans la matrice, les expressions
des contraintes moyennes déviatoriques a I'instant initial sont données par les relations (1.73)

t (1.74) et les incréments des variables internes &

1), /Bla/b( ) et Ejd(t) s’écrivent :

4

(4.12)

(4.13)

At At Hzd
—d __ d —d _ L
B0 = N AN Y A (e rae-e _Ae[)) GO=0 7= L 1D
. At At Lz d
A/Bab —lgab AL ~d (E+AE_EO_AEO)7 ﬁab<0):0
la/ At+ 1/b ta/ At+ la/b:ue o/
()
—d At —d 7 B aed B ;
ABY = - B, Ll e Bi0) =0, j=1...
N N

L’incrément de déformation macroscopique déviatorique étant une donnée de chargement tandis
que I'évolution incrémentale du gonflement effectif qui est exprimée par

4
ey = Ael) 13" AT L Ael) = Ar

J=1

1

1
(2u(1)( D4 AsD) 2

51 +AS17

D 4+ A

1))

) (W + AsW)

(4.14)




162 SIMULATION DU COMPORTEMENT SOUS IRRADIATION DES CRAYONS MOX

At At
Maff = I (e ael) - = L =0 =128
At +7; At +7;
Les expressions des constantes ??, Tia/bs lzd, piza sont bien explicitées dans [58]. Les expressions
J J
des temps de relaxation ?gﬁ ) qui sont identiques aux ?y) (?gﬁ ) = ?y)) ainsi que les expressions

des scalaires lj(ﬁ ) et ljm sont reportées dans I’annexe F.

2.1.3. Second moment dans la matrice

En partant de Péquation différentielle (B.6), 'évolution par incrément de temps du second
moment dans la matrice est régie par :

( ( )
Ae: (5+A5) — Y DA : (50 + As0)
r=1
+
1 3
— AT (@ + AT) = S dDAFD (70 + AT
K@( o (O' + Ao ) TZ;C Om, (0m+ gﬂl)
o |y * At
AS) = mT— % : A [ = ) =(r) — 255 1®)
T +At | € BZC Ay | Om + ATy, — 0, — ATy, To
r=1
+
1
ey 2MSA§(1) . (g(l) + Ag(l))
+
(AL (3 + A0 : (31 + AzW)
2"“(1) )

\ \ v

(4.15)
Une expression alternative légérement plus compacte peut étre obtenue en faisant le changement
de variable S;(t) = Si(t) — 8 (t) : 3V (t), ce qui conduit A :

( ( 3\ 3\
Ae:(5+A8) - ) A : (57 + As)
r=1
+
(1) 3
A To 4yt 1 At
AS) = " L | AG, (G + AT,) — ) VAT (1) + A —2—38 %
DAt | W Ke ( ; ( ) b
+
3
3) AL (Em + A, — ") — Aaﬁ?)
\ \ r=1 J J
(4.16)

Le temps caractéristique 7'@(1) est égal a = /L(Jl)/ue et, comme a l'instant initial, la réponse

est élastique homogéne (S1(0) =51 (0) : 5V(0)), la quantité Sy A cet instant est nulle :
S1(0) =3W(0) : 3W(0) —5W(0) : sW(0) =0

A
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2.2 Le probléme non linéaire & résoudre

Au final les inconnues du systéme non linéaire a résoudre sont la déformation élastique macro-
scopique ainsi que les premiers et seconds moments du champ de contrainte (5&?,6&?, Si) et la
déformation libre dans la matrice. En 3D, le probléme est donc de dimension 15.

Les équations non linéaires dont sont solutions ces inconnues sont :

( 6
fage = A — A+ Y AT + ATy + AZ,,6 = 0

J=1

[ =08 +ATE — \/ ; (37 + A5M) : (30 + AZ) =0

AT gy

fas, =0 (déduite de I’équation (4.15))

1 1
foo=2el — At(

S0 4 A —
— _ _ sV +As"Y)=0
| Tac 2uM (30 + AsW) 258 + ASy 5D + AE‘”)) ( )

(4.17)
ot I'incrément A est calculé a partir de (4.8). Les incréments Aa sont calculés a partir de

(4.11) tandis que Aey est calculé a partir de (4.14). Etant donné que les équations précédentes
sont couplées alors elles peuvent étre regroupées en un systéme d’équations selon :

(AX)=0 ,  AX = (A8, A0, A0, AS), Al (4.18)

eq eq

La démarche pour résoudre les équations du modéle "Affine amélioré isotrope", en utilisant
Ialgorithme de Newton-Raphson, peut se schématiser de la maniére suivante :

AX,,, =AX, +J ' (AX,) F (AX,) , F = (fage, s from) (4.19)
ol J désigne la matrice jacobienne dont I'expression analytique est exprimée par :
Of pee Ofnee Of see
0Ag®  9ATR) T onel!
Vo Y Vg
OAE®  OATY T oAel)

J = (4.20)

of ) of ) of )

Aeo Aeo Aeo

00 955D T onel)

Dans les simulations numériques menées aux chapitres 3 et 4, seuls certains blocs de ce jacobien

(par exemple %&Ag ) sont calculés (méthode quasi-Newton), certains blocs étant difficiles a

calculer analytiquement.
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A partir de la loi homogénéisée représentative de 'approche "Affine amélioré isotrope", on
peut déduire celle caractéristique du modéle sécant modifié. En effet dans le modéle sécant
modifié la déformation libre définie dans I’équation (4.14) est nulle et le module de cisaillement
visqueux /71(,1) dans la matrice est remplacée par ugl) qui est évalué autour du second moment
du champ de contrainte ,uq(,l) = ,uq(,l) (S7). La dimension du probléme est alors égale a 9. Le
modéle sécant amélioré peut trés facilement étre implanté a4 partir du modéle sécant modifié

en calculant le module de cisaillement visqueux de la contrainte de référence corrigée selon
1 _ @ ( = S)
Ho ' = Mo " (N71,07 ).

Enfin a noter que :

e les premiers et seconds moments du champ de contrainte inconnus sont normalisés par le
module de cisaillement élastique afin de rendre le systéme a résoudre homogéne.

e les simulations combustibles nécessitent d’ajouter 3 inconnues tensorielles supplémentaires
associées a la fissuration du combustible (voir chapitre 1)

2.3 Intégration MFRONT

L’ensemble des équations précédentes ont été codées au format MFRONT, une premiére version
(approche sécante modifiée) étant écrite avant le début de ce travail de thése. La nouvelle
version représentative de 'approche "Affine amélioré", inspirée de la version sécante modifiée,
a été développée au cours de ces travaux de thése.

3. Conclusions

L’intégration numérique des différentes lois de comportement (affine améliorée, sécante modifiée
et sécante améliorée) développées s’appuie sur une méthode d’intégration implicite. La taille du
systéme non linéaire a résoudre varie de 9 (sécante modifiée ou sécante améliorée) & 15 ("Affine
amélioré"). Ce systéme est résolu par une méthode de quasi-Newton. Ces modéles ont été codés
au format MFRONT.

Le code source MFRONT est utilis¢ par MTEST qui est un outil permettant d’effectuer
des simulations sur un élément de volume afin de prédire la réponse & des sollicitations en
contraintes ou en déformations imposées (calculs réalisés au chapitre 3 (section V.)). Ce code
source MFRONT est également utilisé par le solveur éléments finis CAST3M pour réaliser des
calculs de comportement sous irradiation des crayons combustibles dans ALCYONE, calculs
que nous allons aborder dans la section qui va suivre.
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ITI. Simulation numérique dans ALCYONE du com-
portement des crayons MOX en régime nominal

1. Objectifs des simulations

Les simulations réalisés ici ont pour objectif d’étudier les effets du fluage thermique pouvant ap-
paraitre en régime nominal sur le comportement des combustibles MOX. Pour cela nous allons
utiliser le modéle d’homogénéisation construit avec 'approche sécante modifiée. Pour mettre
en évidence les effets caractéristiques de ce phénoméne nous allons tout d’abord nous baser
sur les résultats relatifs aux profilométries extérieures de la gaine du crayon apreés irradiation.
Ces résultats permettront d’évaluer dans un premier temps la pertinence du modéle construit.
Dans la suite nous nous intéresserons au profil des évidements afin de procéder a une validation
directe du modéle proposé. Les résultats expérimentaux sont obtenus a partir d’examens mé-
tallographiques réalisés sur des coupes axiales de crayons MOX & haute teneur en plutonium
(crayons issus respectivement de la campagne FMO07 de fabrication MOX-E (crayon P13)), ir-
radiés pendant 3 cycles dans le réacteur Chinon B3 [39]. La coupe axiale présente avantage
d’observer une pastille compléte au niveau de son plan médian et aussi de pouvoir déterminer
les différences de comportement entre les zones d’inter-pastille (IP) et & mi-pastille (MP).

Les cotes de prélévement des échantillons pour les examens métallographiques du crayon P13
sont de 1315 mm/bas crayon pour examen haute et 1294,5 mm/bas crayon pour examen
basse.

Nous précisons aussi que la loi homogénéisée dérivant de ’approche sécante modifiée est obte-
nue a partir de la loi de fluage thermique caractérisée expérimentalement sur le MOX vierge
car, comme expliqué dans le chapitre 1 (section I1.), nous ne disposons pas de loi caractéristique
du MOX irradié (pas de données).

2. Version des logiciels utilisés

A noter que ces simulations ont été menées avec une version de développement du logiciel
ALCYONE de la plateforme PLETADES (numéro de version 6258). La modélisation du com-
portement des gaz de fission est effectuée avec le logiciel CARACAS. L’intégration numérique
de ’approche sécante modifiée est décrite dans la section précédente. Pour pouvoir réaliser ces
calculs, deux modifications ont été apportées au logiciel ALCYONE 3D.

e pour des questions de temps de calcul, le maillage 3D a été réduit : diminution d’un facteur
2 de la discrétisation radiale, axiale et tangentielle. Le maillage réduit retenu pour cette étude
compte seulement 220 nceuds avec des éléments linéaires. Avec ce maillage réduit, le calcul dure
une journée sur un poste classique

e pour des questions de convergence, 'intégration de 'approche sécante modifiée est effec-
tuée a 'aide d’une méthode semi-implicite avec les modules de cisaillements /71(,1), ,uq(,z) et uf’)
qui ne sont mis en jour qu’en fin de pas de temps.
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3. Comparaison des résultats issus de la simulation numé-
rique aux données expérimentales

La modélisation 3D permet de décrire le comportement du crayon & savoir les déformations
géométriques qui se produisent au niveau du plan inter-pastille et du plan médian-pastille
sur la gaine. Le plan inter-pastille sur lequel se forment les plis primaires correspond a une
cote axiale nulle tandis le plan médian-pastille, ot se forment les plis secondaires, correspond
a une cote axiale d’environ une demi-longueur de pastille (la hauteur initiale des pastilles est
approximativement de 12 mm). La modélisation 3D permet également de prédire le comblement
des évidements localisés aux extrémités hémisphériques des pastilles combustibles la profondeur
maxiamle initiale de ces évidements est d’envrion 300 micrométres.

Pour des raisons de confidentialité, les résultats que nous allons présenter dans ce paragraphe
(diamétre externe de la gaine en fonction de la cote axiale de la pastille, hauteur des évidements)
seront normalisés.

3.1 Profilométries extérieures de la gaine

La figure 4.1 montre pour le crayon considéré sa profilométrie autrement dit I’évolution de son
diamétre extérieur en fonction de la cote axiale aprés irradiation. Nous nous sommes limités a
la partie courante du crayon combustible (effets de bords non étudiés). En moyenne le diamétre
du crayon irradié est a peu prés constant. Il est inférieur au diamétre initial (contraction environ
égale & 0.5 %) et cette évolution résulte de phénoménes antagonistes : en début de vie le jeu
pastille-gaine est non nul (de 'ordre de 80 micrométres a froid) et va méme augmenter sous
effet de la densification des pastilles (densité initiale environ égale a 0.95). Sous leffet de la
pression de I'eau du circuit primaire, le fluage de la gaine induit sa contraction diamétrale. A
la fin du deuxiéme cycle d’irradiation, le contact pastille-gaine s’établit et, sous I'effet du gon-
flement des pastilles, plus rigides que la gaine, la gaine va fluer en traction et son diameétre va
aussi augmenter avec l'irradiation. L’évolution du diamétre de la gaine est donc non monotone :
une diminution puis une augmentation a partir de la fin du deuxiéme cycle.

Autour du diamétre moyen final mesuré, on observe des oscillations.

Ainsi sur les figures 4.1 b) et 4.1 ¢), nous avons effectué un zoom autour de la cote axiale pour
laquelle les mesures de comblement d’évidement ont été effectuées. Sur ces mémes figures 4.1
b) et 4.1 ¢), nous avons reporté 1’évolution du diamétre externe de la gaine en fonction de la
cote axiale de la pastille au cours de I'irradiation (calculs 3D).

2375

237

2.365 -

2.36

Diametre externe gaine normalisée

2355 | —-—-after irradiation (no thermal creep)
-------- after irradiation (thermal creepx2)
— — after irradiation (experimental results)

. . . . . . .
0 50 100 150 200 250 300 350
Cote normalisée

a)




Simulation numérique du comportement des crayons MOX en régime nominal 167

2.374 T T T T T T T T T 2.374
2372 2372
237 - 237 -
2.368

2.366 -

b
f
f
f
f
f
2.368 |- i
£
2.366 - E
E
£

2.364 2.364
2.362 2.362

2.36 - 2.36 -

Diametre externe gaine normalisée
Diametre externe gaine normalisée

2358 F e after irradiation (no thermal creep) 2358 F e after irradiation (no thermal creep)
— — after irradiation (thermal creepx2) — — after irradiation (thermal creepx2)
2.356 | after irradiation (experimental results) - 2356 | after irradiation (experimental results)
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
130.5 131 1315 132 1325 133 1335 134 1345 130.5 131 1315 132 1325 133 1335 134 1345
Cote normalisée Cote normalisée
2 3 .
b) plan de symétrie ¢) plan de fracturation

FIGURE 4.1 — Profilométries extérieures de la gaine : comparaison des résultats issus de la
simulation numérique aux données expérimentales.

Les résultats de la simulation 3D sont obtenus sur une demi-pastille. Par symétrie, nous avons
représenté le résultat obtenu sur une hauteur de pastille. L’évolution du diamétre extérieur de
la gaine en fonction de la cote axiale dépend également de 'azimuth. Ici, nous avons représenté
sur la figure 4.1 b) cette évolution de diamétre fonction de la cote axiale au niveau du plan de
symétrie latéral de la pastille (plan bleu au second plan sur la figure 1.6). Sur la Figure 4.1 ¢)
est représentée la méme évolution au niveau du « plan de fracturation inter-fragments » (voir
Figure 1.6.

Nous observons sur les figures 4.1 b) et 4.1 ¢) que P'effet du fluage thermique est faible au regard
des écarts entre la simulation et 'expérience. Le diamétre calculé est globalement trop élevé
tandis que la différence de diamétre entre la cote représentative associée a l'inter-pastille et
celle associée au médian pastille (différence appelée pli primaire) est trois fois trop élevé par
rapport a I'expérience.

Ces plis sont liés & la mise en diabolo des fragments de pastille sous 'effet du gradient ther-
mique : en tout début de vie, la température centrale du combustible est nettement plus forte
que la température en peau externe. Ce gradient de température provoque la fracturation du
combustible (modélisée par le fragment 3D, voir figure 1.6). Par ailleurs, ce gradient ther-
mique induit une mise en diabolo (déplacement plus fort des faces inférieures et supérieures
des pastilles par rapport au plan médian pastille). Durant I'irradiation, le contact pastille-gaine
s’effectue donc plus to6t au niveau de ces plans inter-pastilles de sorte que 'empreinte des dé-
formations des pastilles (gonflement induit par l'irradiation) est plus marquée au niveau de
ces plans inter-pastilles. Cet effet diabolo a tendance a s’accroitre lorsque la pastille est plus
rigide. En effet, 'accroissement de cet effet conduit & un contact plus rapide entre la pastille
combustible et la gaine suscitant ainsi une augmentation du pli primaire au niveau du plan
inter-pastille sur la gaine.

Cette trop forte rigidité dans la simulation a tout d’abord pour origine le maillage trop grossier
utilisé (nombre d’éléments selon (z) et maillage de I'évidement). Ce point devra étre étudié
ultérieurement.

3.2 Comblement des évidements

Tout d’abord, nous décrivons a la figure 4.2 & gauche I'historique de la puissance linéique
qui est une donnée du probléme. C’est cette puissance qui pilote au premier ordre I’évolution
temporelle de la température centrale du combustible, évolution représentée sur la figure 4.2 a
droite.
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FIGURE 4.2 — Evolutions de la puissance linéique et de la température centrale de la pastille
combustible en fonction du temps.

Afin de s’assurer de la pertinence du modéle d’homogénéisation proposé, basé sur 'approche
sécante modifiée, nous représentons sur la figure 4.3 les évidements obtenus & travers les simu-
lations numériques et des études expérimentales.
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FIGURE 4.3 — Profilométries des évidements au niveau du plan de symétrie : comparaison des
résultats issus de la simulation numérique aux données expérimentales.

Sur les figures 4.3 a) et 4.3 b) sont représentées la forme de I'évidement initial (en pointillé)
puis les résultats des simulations avec différentes hypotheéses :

e calcul sans fluage thermique

e calcul avec fluage thermique (loi définie au chapitre 1)
e calcul avec une intensité de ce fluage thermique multipliée par 2

e calcul avec une intensité de ce fluage thermique multipliée par 4
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Nous constatons tout d’abord que méme sans fluage thermique un comblement partiel de 1’évi-
dement est obtenu (effet du gonflement et du fluage induits par I'irradiation).

Nous notons aussi sur les figures 4.3 a) et 4.3 b) que augmentation du fluage thermique en-
traine bien une augmentation progressive du comblement des évidements au centre de la pastille
combustible. De plus, les résultats de la simulation numérique en présence de fluage thermique
révélent un bon accord avec les résultats expérimentaux (figures 4.3 ¢) et 4.3 d)) contrairement
aux résultats obtenus sans fluage thermique qui sous-estiment le comblement. Cette étude com-
parative basée sur le comblement des évidements confirme l'effet non négligeable du fluage sur
le comportement des crayons combustibles sous irradiation. Le modéle sécant modifié s’avéere
ainsi pertinent pour décrire le comportement sous irradiation des crayons combustibles MOX.

Sur la figure 4.4 nous comparons les résultats relatifs a I’évolution avec l'irradiation des évi-
dements au niveau des plans de symétrie et de fracturation, pour différents niveaux de fluage
thermique.
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FIGURE 4.4 — Comparaison des résultats relatifs aux plans de symétrie et de fracturation.

Nous constatons sur la figure qu’au centre de la pastille les résultats pour différents niveaux de
fluage thermique restent inchangés quel que soit le plan considéré (plan de symétrie ou plan
de fracturation). Ce résultat s’explique du fait qu’en ce point les niveaux de contrainte induits
par la dilatation thermique sont similaires au niveau des plans de symétrie et de fracturation.
Cependant, lorsqu’on s’éloigne du centre de la pastille nous notons une différence des résultats
avec le fluage thermique qui est moins élevé au niveau du plan de fracturation en raison de
la faible interaction mécanique avec le plan de fracturation de la pastille voisine (les surfaces
externes correspondant a ces plans de fracturation voisins sont quasi-libres de contrainte).
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IV. Conclusion

Dans cette étude nous avons utilisé la loi de comportement macroscopique relative au modéle
sécant modifié pour simuler 'effet du fluage thermique des pastilles MOX sur leur comporte-
ment sous irradiation en régime nominal. Le code de calcul ALCYONE a été utilisé pour ces
simulations 3D. A noter que le format MFRONT utilisé pour 'intégration du modéle sécant
modifié permet d’utiliser les mémes sources informatiques pour ces calculs de structure et ceux
(élément de volume) reportés au chapitre 3. Cette intégration a été décrite dans ce chapitre
(section II.). Ces simulations multi-physiques 3D (couplage thermique, mécanique, physique de
l'irradiation) s’appuyant sur une analyse éléments finis et une loi de comportement pastille ob-
tenue par homogénéisation conduisent a des temps calculs relativement élevés (quelques jours).
C’est pourquoi un maillage 3D réduit a été adopté pour ces calculs. A I'avenir, ces temps calculs
tout comme la convergence de la loi mécanique pastille associée au modéle sécant modifié ou
"Affine amélioré" devront étre optimisés.

A une cote axiale du crayon représentative de son comportement global, nous avons pu ainsi
simuler la hauteur des plis primaires, empreintes des déformations en diabolo des pastilles sur
le diamétre extérieur de la gaine. Les plis calculés sont trois fois plus élevés que ceux mesurés
expérimentalement. Mais cet écart important est sans doute dii & un maillage de la pastille trop
grossier. A cette méme coOte axiale, nous disposions de mesures post-irradiatoires du comble-
ment partiel des évidements initiaux des pastilles. Les simulations montrent clairement que le
gonflement des pastilles combustibles et le fluage induit par I'irradiation ne peuvent pas expli-
quer a eux seuls les observations expérimentales : sans fluage thermique, le calcul sous-prédit
le comblement de ces évidements. En I'absence de données expérimentales sur le combustible
irradié, nous avons adopté la loi de fluage thermique du combustible vierge. Ces simulations
montrent qu’il faut multiplier par un facteur quatre 'intensité de ce fluage thermique pour
obtenir un bon accord avec I'expérience au centre pastille. Cependant et méme avec ce facteur
quatre, le calcul sous-prédit le comblement de 1’évidement & 1mm du centre pastille, ce qui
laisse penser qu’il faudrait également « jouer » sur le coefficient d’activation thermique de la
loi de fluage thermique pour obtenir un bon accord avec I'expérience.

En perspectives, il faudrait tout d’abord étudier la sensibilité a la finesse du maillage des
résultats obtenus dans cette premiére étude et reprendre l'identification de la loi de fluage
thermique en jouant a la fois sur l'intensité et la sensibilité & la température de la loi de fluage
du combustible vierge. Il faudrait également étudier la sensibilité des résultats obtenus aux
différentes méthodes d’homogénéisation étudiées dans le chapitre 3. Pour cela, nous proposons
de reprendre la présente étude en utilisant Papproche sécante améliorée (ou le modéle "Affine
amélioré") afin de voir si les résultats finaux (comblement d’évidement, hauteur des plis) sont
(quantitativement) sensibles a cet ingrédient de la modélisation.




Conclusion générale et perspectives

Le travail réalisé dans cette thése a été consacré a la prédiction des propriétés mécaniques
effectives de matériaux hétérogénes a partir des propriétés de leurs constituants. Les maté-
riaux hétérogénes considérés présentent une microstructure de type matrice-inclusions, chaque
constituant possédant un comportement viscoélastique non linéaire (ou élasto-viscoplastique)
et vieillissant avec des déformations libres (de type dilatations thermiques). L’objectif visé a
été de construire un modeéle d’homogénéisation qui sera par la suite appliqué aux combustibles
nucléaires mixtes Uranium - Plutonium (MOX) utilisés dans les réacteurs nucléaires frangais
(réacteurs & eau sous pression — REP) dans le but de décrire minutieusement le comportement
de ces combustibles lorsqu’ils sont irradiés en réacteur. Le combustible MOX est un composite a
trois phases constitué d’'une phase matricielle appelée enrobage dans laquelle sont distribués de
maniére aléatoire et isotrope des amas uraniféres et des amas plutoniféres. Le comportement de
ces combustibles en situations de fluage thermique (niveaux de températures et de contraintes
trés élevés) est de nature viscoélastique non linéaire et vieillissante avec un chargement de type
dilatations thermiques différentielles (densification et gonflements induits par l'irradiation).

Notre premiére contribution a consisté tout d’abord a dresser un état de ’art sur la modéli-
sation et la simulation du comportement multi-physique du crayon combustible. Cet état de
I’art est suivi d’une description des phénomeénes physico-chimiques qui apparaissent au sein
de la microstructure du combustible MOX irradié. La description de ces mécanismes micro-
structuraux a permis de formuler le probléme mécanique a résoudre a 1’échelle d’un élément de
volume de ce combustible. Nous avons également passé en revue différents modéles d’homogé-
néisation existants dans le cas élastique linéaire, modéles qui ont été par la suite étendus au
cas viscoélastique linéaire. Lorsque la loi de comportement dans chacune des phases est visco-
élastique non linéaire, les approches de linéarisation sécantes et affines permettant de ramener
le probléme non linéaire & un probléme linéarisé que ’on sait résoudre en utilisant le principe
de correspondance, ont été aussi succinctement revisitées.

Dans le deuxiéme chapitre de la thése, une approche micro-mécanique reposant sur une des-
cription d’une microstructure particuliére, la sphére composite, a été proposée dans le but
d’estimer les champs mécaniques locaux ainsi que le comportement effectif de microstructures
biphasées sous chargement isotrope caractérisées par de faibles fractions volumiques d’inclu-
sions. Ce probléme avait été résolu pour des comportements linéaires (élasticité linéaire, visco-
élasticité linéaire) ou non linéaires (élastoplasticité, élasticité non linéaire etc) mais pas pour
les comportements viscoélastiques non linéaires étudiés ici. Dans certains cas particuliers de
comportement (élasticité homogéne, matrice incompressible) et de chargement (dilatation libre
de la sphére sous l'effet d’une dilatation de I'inclusion ...), une solution purement analytique a
pu étre établie. Dans le cas général, nous avons montré que la distribution radiale de contrainte
équivalente dans la matrice, force motrice des phénoménes de fluage et de relaxation, est so-
lution d’'une équation intégro-différentielle non linéaire pour laquelle nous avons proposé une
méthode de résolution numérique basée sur la méthode des trapézes.
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Enfin, des calculs en champs complets, réalisés sur des microstructures périodiques, ont été
également menés et les résultats obtenus ont clairement montré la pertinence du modéle ana-
lytique proposé. Les résultats de ce chapitre ont fait 'objet d’une communication & conférence
en 2016 [87] puis d’une publication en 2018 dans European Journal of Mechanics [102].

Le troisiéme chapitre a été consacré a la définition d’un modéle d’homogénéisation semi-
analytique plus général, le modéle analytique établi au chapitre précédent ne permettant de dé-
crire le comportement local et macroscopique de microstructures complexes que dans certaines
situations particuliéres (chargement isotrope et faibles fractions volumiques d’inclusions). La
méthodologie proposée consiste a linéariser le comportement des phases permettant de rame-
ner le probléme viscoélastique non linéaire a un probléme viscoélastique linéaire pour lequel
on dispose de méthodes d’estimations (approche par variables internes équivalente aux résul-
tats obtenus avec le principe de correspondance). En jouant sur la méthode de linéarisation
(Sécante, Affine) ainsi que sur les quantités de référence par phase autour desquelles est effec-
tuée cette linéarisation, on obtient différentes méthodes d’estimations. Pour un chargement de
type gonflements différentiels (cas biphasé), ces différentes estimations sont systématiquement
comparées aux solutions de référence établies dans le chapitre 2. Ces comparaisons montrent
que toutes les méthodes basées uniquement sur le premier moment des contraintes conduisent
a des prédictions irréalistes. L’utilisation du second moment des contraintes dans la phase ma-
tricielle associé a une linéarisation sécante conduit a des estimations qualitativement correctes.
Néanmoins, seule une nouvelle méthode (appelée Affine améliorée) basée sur une linéarisation
affine et I'utilisation des fluctuations des contraintes permet d’obtenir un bon accord quantitatif
dans le cas considéré. Cette approche a été définie dans le cas de chargements plus généraux
(chargement mécanique macroscopique et gonflements différentiels) puis comparée a des calculs
en champs complets par FFT. Ces comparaisons montrent que pour la non linéarité retenue
(exposant de la loi puissance égale & 4), approche affine améliorée proposée conduit & des pré-
dictions trop souples, contrairement & l’approche sécante modifiée qui prédit des résultats trés
proches de ceux obtenus par calculs FFT. Ces résultats ont fait ’objet de deux publications a
conférence ([88],[103]). En considérant le taux de triaxialité dans la matrice (calculé a partir du
premier moment du champ de contrainte dans la matrice), les comparaisons menées montrent
I'incapacité des différentes méthodes d’estimation disponibles a représenter des chargements
caractérisés par un taux de triaxialité trés petit ou trés grand. Une solution consistant a corri-
ger I'estimation sécante modifiée en fonction de ce taux de triaxialité est définie a l'issue de ce
travail.

Dans le quatriéme et dernier chapitre, nous avons étendu le modéle d’homogénéisation construit
avec la nouvelle approche développée qui présente les meilleures estimations pour la quasi-
totalité des chargements étudiés au cas des composites a trois phases. La loi homogénéisée
obtenue est implémentée dans MFRONT qui est un outil développé au CEA pour définir des
lois de comportement mécaniques. Le code source MFRONT est par la suite utilisé par le
solveur éléments finis CAST3M pour réaliser des calculs de comportement sous irradiation des
crayons combustibles dans ALCYONE en régime nominal. Les résultats issus de la simulation
numérique ont été enfin validés par comparaison & des données expérimentales relatives aux
profilométries extérieures de la gaine (évolution de son diamétre extérieur en fonction de la
cote axiale aprés irradiation) et aux évolutions sous irradiation des évidements localisés aux
extrémités hémisphériques des pastilles combustibles. La sensibilité des résultats obtenus a
Iintensité du fluage thermique est tout particuliérement étudiée et montre clairement le role
joué par le fluage thermique sur le comblement expérimental observé.
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A Tlavenir, ces calculs mériteraient d’étre réalisés avec ’approche affine améliorée afin d’évaluer
la pertinence des différents modéles d’homogénéisation construits. Une fois le modele d’ho-
mogénéisation retenu, les calculs réalisés dans ALCYONE pourraient étre alors étendus aux
situations "incidentelles” de fonctionnement en réacteur, situations pour lesquelles les niveaux
de température et de contrainte trés élevés sont susceptibles d’activer fortement le comporte-
ment viscoélastique non linéaire de ces combustibles. Des données expérimentales permettant
de caractériser 'effet de la teneur en Plutonium des phases constitutives des combustibles MOX
sur leur comportement viscoplastique sont également indispensables.

Les combustibles MOX utilisés en réacteur sont des céramiques, donc ils sont trés sensibles aux
phénoménes de fissuration qui peuvent résulter de plusieurs facteurs externes, notamment la
température ainsi que les sollicitations mécaniques. Or le modéle développé dans ce projet de
thése ne prend pas en compte les effets de ces mécanismes susceptibles d’apparaitre a I’échelle
micro-structurale. Donc I'extension de ce modéle a ’étude des effets de ces microfissures sur le
comportement mécanique effectif des combustibles MOX constitue une perspective d’intérét au
terme de cette thése, tout particulierement pour les situations accidentelles.

Pour des situations accidentelles conduisant a de fortes températures dans le combustible (acci-
dent de réactivité, régime ductile), il existe dans la littérature des modeéles d’endommagement
micro-structuraux dont les premiéres contributions ont été apportées par Rice et Tracey [104]
qui ont mis en oeuvre un modéle permettant de décrire 1’évolution en fonction du chargement
appliqué d’une cavité isolée dans une matrice infinie. Nous pouvons également citer le modéle
micro-mécanique de Gurson [105] qui met en exergue leffet de la croissance de cavités sur le
comportement homogénéisé de matériaux ayant un comportement purement plastique, modéle
qui a été par la suite amélioré par d’autres auteurs dont notamment Tvergaard et Needleman
[106].

Pour des situations conduisant & des températures combustible plus modérées (régime fragile,
accident par perte de réfrigérant primaire), on dispose également de méthodes proposées par
le passé (voir, par exemple, Dormieux L., Kondo, D. “Stress-based estimates and bounds of
effective elastic properties : The case of cracked media with unilateral effects” Computational
Materials Science, 46(1), 173-179, 2009), méthodes inspirées de I’homogénéisation de matériaux
hétérogenes dont les constituants possédent un comportement élastoplastique.
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ANNEXE A

Compléments relatifs a la partie 111. du

chapitre 1 : Evolutions des moyennes par
phase du champ de contrainte

1. Relations générales

Nous avons vu que la contrainte moyenne dans chacune des phases s’écrit de facon générale :
() =B" .5 (t) + b (A.1)

Nous utilisons ici le modéle de Mori-Tanaka pour estimer les moyennes par phase du champ
de contrainte d’un matériau triphasé constitué d’une phase matricielle élastique dans laquelle
sont distribuées de maniére aléatoire des inclusions de forme sphérique. Les phases inclusion-
naires ont également un comportement élastique. Le matériau est soumis simultanément a une
contrainte homogéne & (t) sur le contour du VER et a des déformations libres supposées homo-
génes dans les phases. Les moyennes par phase du champ de contrainte peuvent étre établies
en résolvant trois problémes d’inclusion dans lesquels le milieu infini posséde les propriétés de
la matrice tandis que le chargement & l'infini est une contrainte homogéne notée &, (t) . Ces
trois problémes ne différent que par le comportement mécanique de I’'inclusion.

- probléme 1 : Comportement de la matrice, sél)(t) imposé

- probléme 2 : Comportement S, E(()Q) (t) imposé

- probléme 3 : Comportement S, s(()g) (t) imposé

En utilisant le résultat rappelé en section 2.5, les moyennes par phase du champ de contraintes
sont :

1+Qy : (S® —sW)| 171 =70 - Qf : e ) (A.2)
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Or 3" cMa(t) = &(t), ce qui permet d’éliminer &,(t) de la relation précédente selon 1’équa-
T
tion.

7.(t) =BY : |&(t) + QY : & +Z """ el (1) (A.3)

On obtient ainsi les tenseurs de localisation des contraintes et thermiques dans la matrice :

-1 3
BDY — |1 + Z ,b(l) - B® . Z T)B QE . ( )+(C(1)B(1)—I) : ;31) : 8(()1)(t)
r=2
(A.4)
avec »
B = [I +QW (s — s<1>)} Cr=23 (A.5)

Les moyennes du champ de contrainte dans les phases inclusionnaires sont données par les
expressions suivantes :

-1
B _ [HQS) (8 — Sm)} :BY . r=273 (A.6)

(r)

b =B ~B:Qy ety r=2,3

3
~(q)
QY (1) + 3 @B QW elf
q=2

(A7)
Si on considére a présent le cas d’un composite constitué d’une matrice et d’une seule phase
inclusionnaire, alors les expressions se simplifient davantage et les moyennes du champ de
contrainte par phase dans ce cas sont exprimées par les relations suivantes.
~ (2 ~(2
7 () =B :5(t) +c (BY: BY e’ () - BV : BV 1 (1)) : QY
(A.8)

(2)

ad(t) = B® o (t) + W (]§ - BW . sél)(t) —BW . ]§(2) : 682)(15)) : QS)

Avec le tenseur de localisation des contraintes dans la phase inclusionnaire qui est donné par

-1

B® = [1+4c0QW : (S® — s<1>)} . BO = [Cu)H pe) [I+ QW : (s — S(l))r]

(A.9)

2. Relations dans le cas isotrope

Dans le cas ol les différentes phases constitutives du matériau hétérogéne ont un comportement
isotrope, les expressions des tenseurs de localisation dans la matrice s’écrivent :

B _ 1
) () O 4 auS ol
e+ (3r) +4uD) Zz R (B30 + dp) + 4 (0 — 1)
M _ 1
d N (36 4 440 i c(r)lu(r)
M +53rW +4p
= 5/1(7’) (3/{(1) + 4#(1)) —+ (9/{(1) + 8[&(1)) (,u(l) — M(T))

(A.10)
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Comme les déformations libres dans les phases sont supposées homogénes et sphériques donc
le tenseur de localisation b est sphérique. Ainsi on obtient :

LRI CHOEEHNG)

3
Z (r) (1) D) (1) _ (r)
b = 1245M M — k) (36 4 4p®) + 4p® (KO — K0))

W + (3kM) 4 4pM)

(A.11)

o) ()

k(7 —|— 4'[/,( )) + 4'[1,(1) (/{(1) — /{(7”))

Mw

r=2

Les moyennes sphériques des tenseurs de localisation dans les inclusions ont pour expressions

( 3k k®@ 4 452 O

m

B2 = _
3 ) (1)

[3,1;;(1)/@(2) + 4#(1) (2/4;(2) — 5(1))} c) + (35(1) + 4#(1))

ﬁ
||
N

BB — ] 3kWKG) 4+ 4563, O

k() (3kM +4pM) — (k1) — k1)

" 3 M) ()

[36MK®) + 40 (260 — kM) ] | + (3xD) + 4p0) Z

\ r=2

(A.12)

Dans le cas d'un matériau biphasé les moyennes hydrostatiques par phase du champ de contrainte,

lorsque les déformations sont sphériques, s’écrivent :

' RICRRT) 126250520 (1) = e (1))
T (t) = am(t) + >
3kMK@ 4+ 40 Z Mg 3kM K3 + 4,0 Z Mg
r=1 r=1
(A.13)
) K@) (360 + 4p0) 12¢0 M £ 1) (Eéﬁ(t) - 882(@)
3K + 4,0 Z Mg 3kM K3 4 440 Z Mg

\ r=1 r=1

k) (3kM +4pM) — (kM) — k1)
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ANNEXE B

Compléments relatifs a la partie IV. du
chapitre 1 : Evolution temporelle du
second moment du champ de contrainte
dans la matrice

Pour un comportement viscoélastique linéaire avec déformation libre (loi de comportement
dans (1.89)), I’évolution temporelle du second moment dans la matrice peut étre déterminée
en partant de la condition de macrohomogénéité de Hill ({(o(x,t) : é(x,t)) = &(t) : €(t)) et
en ayant recours a des hypothéses simplificatrices. En effet, lorsque le comportement dans les
différentes phases d’un composite (r = 1,2,.., N) est isotrope le lemme de Hill conduit a la
relation

N . ) . ) (r)
Z (= G + Gy OmOm + —8:8+ st 307(7’;)5(()2 =G:& (B.1)
Re er 2/1@ QMUT

r=1

On obtient ainsi une équation a 2N inconnues, qui ne peut étre résolue que lorsque 1’'on dispose
de 2N — 1 équations supplémentaires. Pour simplifier le probléme, nous faisons recours aux
hypothéses suivantes.

e les contraintes hydrostatiques et déviatoriques sont supposées homogenes dans les inclu-
sions (hypothése triviale avec la solution de la sphére composite sous chargement isotrope, voir
chapitre 2 section II1.).

e les contraintes hydrostatiques sont supposées homogénes dans la phase matricielle.

Avec ces hypothéses on obtient la loi d’évolution temporelle dans la matrice qui est régie par
une équation différentielle du premier ordre suivant.

1 . 1
Si(t) +

Apie m&(t) = M(t) avec Si(t) = (s(z,t):s(z,t)V (B.2)
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Le second membre M (t) de cette équation différentielle est une fonction donnée par :

N
1 . () 1 @ 1
T SN =4 =\ . =) =) . g(m)
M(t) = —5E(t) - o (1) ZC(D T (t):3 (t)+2 37 30

r=2 /,l/v

AN ONS| 1
& - (r -(r

-3 5 (avemn + o we o + s e ) By
r:lc Re Ry

Lorsque la vitesse de déformation visqueuse dans la matrice est une fonction affine du dévia-
teur des contraintes (équation (1.141)) avec la souplesse visqueuse qui est anisotrope (relation
(1.143)), la méme démarche conduit & I’équation suivante :

L - 3(nM —1) ((s(z, t) : 3D (1)2)D
At Si(t) + 21D Sl,gm)sl (t) + (5 50) GlE = N(t) (B.4)

avec le second membre N(t) de I’équation différentielle qui est donnée par :

N
1 clr) 1 - 1
N(t) = —z&(t) : o(t)—sDV(t) : &V (1) — — 357 :sD@) + sO(t) st
(1) = € : 7 (1) 51" (1) o<>§dl) i 300+ S 30 30
N o1, 1
EIC 0 (0F0 (1) + ——a D ()FD (1) + 350 (1) (1)) (B.5)
C(l) Kk, ™ m(f) m m m m

Dans la version "isotrope" de 'approche Affine amélioré ou la souplesse visqueuse associée a la
phase matricielle est "isotropisée" (relation (3.51)), I’évolution temporelle du second moment
de la matrice s’écrit :

L s+ L s =N S _ (B.6)
@St = i =~ :
dpe 2 (5y,50)




ANNEXE C

Compléments relatifs a la partie V. du
chapitre 1 : Nouvelle approche de
linéarisation de Ponte Castaneda |6]

Cette étude est consacrée a l'estimation des propriétés effectives de composites dont la loi de
comportement dans chacune des phases est non linéaire. La méthode proposée pour évaluer la
réponse effective du composite repose sur le principe variationnel correspondant & celui d’un
Milieu Linéaire de Comparaison dont la loi de comportement dans chacune des phases est de
type thermo-élastique. Les résultats issus de cette approche de linéarisation sont par la suite
utilisés pour estimer les propriétés effectives de notre matériau d’étude dont le comportement
des phases est viscoélastique non linéaire.

1. Formulation du probléme

Soit un matériau hétérogéne occupant un domaine €2 constitué de N phases distribuées de
maniére aléatoire. Soit u(") la densité d’énergie caractéristique de la loi de comportement dans
chacune des phases. Le potentiel local supposé convexe est défini par :

u(x, o) = ZX(T)<aj)u(7“)(g-) ol X(T)(m) = { (1) si @ € 0 (C.1)

sinon
r=1

Le probléme a résoudre a I’échelle microscopique consiste & déterminer les champs mécaniques
tels que € soit compatible et que o soit équilibré et vérifie les conditions aux limites statiques :

(div(e(x)) =0 dans Q

e(x) = % (V’u, () +V'u (a:)> dans Q
e(x) = @(m,o’) dans Q

Jo

{ o(z,t).n(x) =0(t)n(x) sur 0N
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La résolution du probléme est équivalente a la minimisation de I’énergie potentielle emmagasiné
dans le volume lorsque le bord extérieur du domaine €2 est soumis en contraintes homogénes.
Soit @ le potentiel effectif du composite non linéaire, alors on a :

u(o) = min (u(x, o)) (C.3)

ocS
ot S désigne 'ensemble des champs de contraintes statiquement admissibles.
Pour estimer les propriétés effectives du composite non linéaire, Ponte Castaneda introduit
un Milieu Linéaire de Comparaison dans lequel le potentiel dans chaque phase est sous forme
quadratique et est donné par :

. 1
u(L)(a') =50 M o +~47 o, (C.4)

ot M) et ~) sont des quantités homogénes par phase. Ainsi la loi de comportement dans
chaque phase du Milieu Linéaire de Comparaison est donnée par la relation suivante :

e=M": 0+~ (C.5)

Par la suite, le potentiel local dans chaque phase du composite non linéaire est écrit sous la
forme triviale suivante :

u(r)(a') = u(LT)(O') +a™ (u(r)(a') — u(LT)(o')> +(1-— a(r)) (u(r)(a') — u(;)(o')) , (C.6)

ot o) est constant par phase : 0 < a(” < 1. Les potentiels (") et u(Lr) sont convexes, cependant

la fonction définie par Aul" = u( — u([)

points stationnaires.

n’est pas convexe et peut donc admettre plusieurs

Lemme : Le potentiel non linéaire u") est représenté sous la forme qui suit :

u (o) = stat {ug)(a) +al stat Au (&) + (1 —a™) st(a;c Au(”(&)}, (C.7)
’)’(T),M [ be 2 i a. T

ot & et ) sont des points stationnaires de la fonction Au(™.

oAu")
oo

B oAU

(1) = o (") = 0. (C.8)

r

Ce qui conduit aux relations suivantes qui sont des équations pour &) et AR

55:) (67)) = M®) ; 60 = ()
(C.9)
35:) (67) = MO 50) = 0
La condition stationnaire du potentiel par rapport a v conduit a la relation suivante :
o=a"e" 4+ (1-a)e™. (C.10)

La condition stationnaire par rapport a la souplesse M) conduit a :

coo=a"6" 0" +(1-ae e (C.11)
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Les relations (C.10) et (C.11) conduisent & la relation (6'(7") - 6'(’")) ® <av'(r) — &(T)> = 0. Ainsi

on obtient deux équations pour M et (), &(T)(M(’”),'y(’”)) = &(T)(M(’”),'y(’”)) = o. Donc la
souplesse et la déformation libre dépendent du champ de contrainte, ce qui permet d’avoir la
relation supplémentaire suivante :

ou™  oul”

— ﬁ =M (g): o +~(0). (C.12)

2. Conditions de stationnarité du potentiel effectif

En définissant Uerreur par V") = a(")f/(f) + (1 — a(r))f/(r) avec les fonctions V) et V() qui
s'ecrivent : V) = —stat Aul)(&) et V) = —stat Aul)(6) alors le potentiel effectif du

&) &
composite non linéaire s’écrit :

N (r)
1
u(o) = stat  stat (r) oM :og+~4" 0 - VO M 4 : C.13
@) =gt {220 (5 ) (M, 40) (13
La souplesse M) et la déformation libre ~() sont supposés dépendre de la position &. Pour un
point stationnaire donné, I’ordre des conditions stationnaires peut-étre permuté de sorte qu’on
obtient :

N (r)
_ 1
U(T) = stat stat { > ) <5 oM g4+ 0 - VO(MD, 7(’"))> } (C.14)

r (r) oes
~) M) o —

Lorsque les propriétés du Milieu Linéaire de Comparaison ne sont pas uniformes alors le pro-
bléme devient plus complexe car 'expression du potentiel effectif dans ce cas serait difficile &
établir analytiquement. Pour surmonter cette difficulté Ponte Castaneda suppose que la sou-
plesse et la déformation libre sont uniformes comme dans larticle 2002 [72]. Ainsi le potentiel
effectif dans cette approximation est de la forme :

N
u(@) = stat (M) C.15
u@)=_stat {UL ;c A7) ¢ (C.15)

otl le potentiel effectif du Milieu Linéaire de Comparaison est donné par
N _ 1.

o-M:og+~v:0+ =g (C.16)

o
ur(e) =5 2

Les grandeurs M , ¥ et g sont donnés par :

N T N
M = ZC BO 5= (B<">> ~ F=3 e { () 4 (1) bm}
r=1

r=1 r=1
(C.17)
La condition de stationnarité du potentiel effectif par rapport a v conduit a :
) =a"e™ +(1-aMe® | r=1,.. N (C.18)

La condition stationnaire du potentiel effectif par rapport a la souplesse M) permet d’obtenir
la relation :

(o)) =06 06 +(1-aNeWwe® | r=1,. N (C.19)
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De ces deux conditions de stationnarité du potentiel effectif se déduit I'expression de la cova-
riance qui est donnée par :

Cl) =a (1-a) { (&“) - &0“)) ® (&“") - &<’">> } , r=1,..,N (C.20)

Le terme de droite est un tenseur d’ordre quatre de rang 1 alors que la covariance est en
général un tenseur d’ordre quatre de classe compléte. Ainsi, une nouvelle expression du potentiel
local du Milieu Linéaire de Comparaison est alors proposée par Ponte Castaneda. Dans cette
modélisation ’expression du potentiel local est de la forme :

M M
' ]‘ T T T T '
u(L)(a) =50 M o+ Zﬁ((p))'ygpg o avec 0< ﬁ((p)) <let Zﬁép; =1 (C.21)
p=1 p=1
Le potentiel effectif du composite non linéaire dans ce cas est donné par :

N
u(o) = stat {uL ZCT)Zﬁ(T)‘/(;T)) )y Ep;)} (C.22)

r (r)
7( )’M r=1

ot la fonction d’erreur V(;r)) est définie par : V(;r)) = a(")f/(pg + (1 — 04(7"))1/(;3). Les conditions

stationnaires associées aux fonctions ‘7(;3) et V(g)) sont données par :

([ Ou™) 3
oo

\ Jo
(C.23)

Les conditions stationnaires du potentiel effectif par rapport a la la déformation libre 783 et

la souplesse M) sont obtenues en procédant a la méme démarche que précédemment. Elles
s’écrivent respectivement :

&) =a"el) +(1-a)sl) | r=1,.,N (C.24)
= (r) — Mg o &) _

En utilisant ces relatlons, I’expression de la covariance qui s’écrit dans ce cas :

0 = (1) S 3 (o o) o ()=o) | - rmn (o

Nous remarquons a travers cette relation que le terme de droite est bien un tenseur d’ordre
quatre de classe compléte comme la covariance. En utilisant la relation (C.24) 'expression de
la covariance peut-étre réécrit sous la forme suivante :
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1-—a &
o= M) (60 _ 5" 20 _ 50
o = 20| (o ) e (o1 -7) can
p=1
ol
o 0 N o[ (a0 = " —)
o = 1w 0| (o) ) e (o1 ) c29
p:
En prenant un potentiel u(™ = u(”)(aeq) et une souplesse de la forme :

1 1
M) = F"+_—_E® on le projecteur E est calculé autour du premier moment alors les
200 200

composantes de la souplesse dans chaque phase (r) et pour tout parameétre p sont déterminées
a partir de la relation (C.23) et s’écrivent :

(1 3 ou" 3 ou"
@ = 5am Flr) + 50 Fiors)
1% 26(p » aO-eq ed 26-(p)eq 8Ueq ed
(C.29)
6(T) 5(T) &(7’)
ey ) L _ 3 % ou'r) G ) 3 [, 0 our) 50 )
Eg’a) )\(T) 26_(7‘) Egrq) ao-eq (p)eq 26_(7‘) Egg) ao-eq (p)eq
\ (p)eq (p)eq

1
Le choix a™ = = conduit & une distribution symétrique des points stationnaires par rapport

au premier moment : &g;g — E(LT) = E(LT) — 6'83. Cependant d’autres choix peuvent étre portés

sur le paramétre a("). Dans ce cas (") = 5) la covariance se réduit a 'expression suivante :

M
SEWAIC R ARG A (c30
p=1
ou
M
oy =S| (o) ~at) o (o o) | ca
p=1

1
En prenant deux valeurs de B(T)) dans chaque phase ( M =2et B((;)) = 5) alors on a les relations

(p
suivantes :
3 1 2 1
e olW) r) — = (50 _ =) (5 =)
5 C,) - E 5 (0(1)” eq> + 5 (0(2)” aeq>
(C.32)
3 1 2 1 2
2o () = (5 2 (A
 Co =3 ("(m) T3 <0<2>L>
En posant les hypothéses de symétrie suivante : A((g” = &((g” et 6((711 = _&((gy la
relation (C.32) se réduit a :
3 2
" .. g _ (50 _ =
§CU tEY = (O'(I)H — agq)>
avec CU) = (o® 0'>(Lr) - E(LT) ®Eg) (C.33)
3 2
2o w0 — (50)
5 C,) = F" = <0(1)l>
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Dans ce cas, les expressions de 6((73 et 6((3“ s’écrivent :
eq

4 2 2
(1) _ (=" —(r A (7) r
(O(I)SQ) N <Oeq> +20g) (J(l)n B Ueq))
r dev _(r dev 2 r (034)
I O e ST
(g, no_ 5<r>> _? — (30)
L) eq 4 (E(r))2 eq
\ €eq

En adoptant la méme démarche que précédemment, des expressions similaires sont obtenues

= (r) = (r)
pour &) et 0(1)”.

3 2 2
)\ _ (=) o) (=)
<O(I>e<1) - <Ueq> +2 Uéq) (J(l)n B Uéq))

r dev _(r dev 2 r (035)
O e L
(0 _(,(r)) _ 2 — (30)
L) eq 4 (E(T))z eq
\ eq

De ces deux relations (relations (C.34) et (C.35)), se déduit la relation : [7?39(1 = (fggeq. Lorsque

(r) (r)

les contraintes de référence (7(1)eq et &(I)eq sont égales, la déformation libre par phase v(") s’annule

et la souplesse M) dans chaque phase devient isotrope.

. 1 1 3 ou
M(T’)((y((lgeq):—(r) K avee = al; 6. (C.36)
2p0(5 . ) 2u0(G). ) 200, 9%

. . . s (1
Lorsque le premier moment dans la matrice s’annule alors la contrainte de référence ‘7((1)) se
eq

réduit au second moment du champ de contrainte comme dans ’approche variante 2002 [72].
Donc cette nouvelle approche de linéarisation proposée par Ponte Castaneda dégénére également
en sécant modifié.




ANNEXE D

Compléments relatifs a la partie 111. du
chapitre 2 : Expressions de « et F(t) pour
les conditions de chargement en
déformatons et en contarintes

Lorsque la sphére composite est sollicitée en déformations homogeénes avec la phase inclusion-
naire qui est soumise a une déformation libre homogéne et sphérique, Pexpression de A(t) est
obtenu en dérivant la relation (2.44) par rapport au temps :

O (s — g0y (. @ Ly
¢ K K = FL— .(2) L 2. 1
AB) = k) 4+ Dk { Em(t) + (2 _ 5(1)50 (t) + 3.1 /a TUS (r, t)dr} i

Une expression équivalente de A(t) peut étre également déterminée a partir de la relation (2.37))
et elle est donnée par :
n - 3(0(1) /{(2) + 0(2) /43(1)) —+ 4#(1) €m(t) N /43(2) — /{(1) 0

2 oM, t)youl) _,

+ RO /a " or (W (u, t))du| .
(D.1)

Les deux expressions de la fonction \ sont équivalentes cependant la relation (D.1) est plus

appropriée pour étre utilisée dans 1’équation différentielle (2.37).

Si nous considérons des conditions de chargement en contraintes homogénes, ’évolution dans le

temps de A peut étre exprimée en fonction de @, (¢) en substituant I’expression de la déformation

Em(t) (relation 2.41) dans (D.1). Ainsi on obtient :

M) 18kMuWe@ (5@ — £0) <5m(t) KD ) 2 /b oM (u,t) oU
N 1)

i o 3D k(2 —+ 4#(1)(0(1)5(1) + 0(2)/{2) 31 _5(2) — /1(1)80 (t)+

" BF (J)du).
(D.2)

Lorsque la déformation macroscopique appliquée sur le bord de la sphére de la sphére composite

est sphérique et homogéne alors les expressions des coefficients « et de F(t) définis dans la

relation (2.40) s’écrivent :

1 6u0e@ (k) — @)
k(1) 3(0(1) k(2) + c2) /@(1)) + 4'[1,(1)

3Nk

- A
ay = et Fu(t) = 3agkM (Em(t) -~ 70 (t>>

k(2 — k@)
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Dans le cas d’un chargement en contraintes homogénes et uniformes sur le bord extérieur de la
sphére composite, les expressions de « et de F(t) sont données par :

60 (52) — (1) . U,
N = T 3 05® 40 (e 1 c@pmy 0 Bl =y (Tl — e ()
(D.4)
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Compléments relatifs a la partie 11I. du
chapitre 3 : Calcul du tenseur de Hill dans
le cas anisotrope

Considérons un domaine infini, de comportement élastique linéaire et anisotrope, caractérisé
par un tenseur des modules cW, Supposons qu’une inclusion sphérique de propriétés élastiques
différentes de celles du milieu environnant est immergée au sein du domaine infini. Soit P™ le
tenseur de Hill associé a la matrice. Par définition :

1

P(l) -
AT Jig)=1

H(dS(E) . H()=EaN(E®¢ on N(E) = [K()]™ (E.1)

Le champ tensoriel d’ordre deux K (&) désigne le tenseur d’acoustique dont 'expression analy-
tique est exprimée par :

K =¢-cV ¢ (E.2)

Lorsque le tenseur de rigidité anisotrope C™W de la phase matricielle se décompose de la forme
(3.29) alors le tenseur d’acoustique peut s’écrire de la forme suivante :

K(§) = Kiso(§) + Mu®u (E.3)

ol K4, désigne le tenseur d’acoustique dans le cas ot le comportement de la matrice est isotrope
et les expressions du scalaire A et du champ vectoriel u sont données par :

(1)

4 —
A== (A - W) u=¢-a ot &= (E.4)
3 Oeq
Un tenseur d’ordre deux de la forme (E.3) peut étre inversé exactement et on trouve :
— — Niso'u®Nis0'u
N(§) = [K(©)]™" = [Kiso(§) + Au @ u] ™" = Niso(€) — A (E.5)

14+ Au-Nig-u
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En remplacent la relation (E.5) dans la définition du tenseur de Hill (E.1), nous obtenons :

! gD WO N0 o hqigy (F.6)

PO _p®
E AT Jie)=1 14+ Au- N - u

ol PEEl ) désigne le tenseur de Hil lorsque la distribution tout comme le comportement des phases
sont siotropes. Ein poussant les calculs, on obtient la relation générale du tenseur de Hill qui
est exprimée par :

1 4y ()\(1) _ M(l)) E RN, u®NL .u®dS()

Pl =py - — E.7
E 47 le|=1 3/~L(1) +14 (/\(1) — M(l)) [|d§|2 — qD)= (f ° (dﬁ))ﬂ ( )
En posant :
P(¢) =N, u®@N; u®E
ol
1 E®E .
;kso = 0 — a(l)*—:| et u= f.a,
p g2 { 195
le tenseur de Hill s’écrit plus simplement selon :
pu _pw L Ap® (AW — W) P(€) dS(€) (E.5)

B dm Jiemn 3u® + 4 (A0 — u0) [|&l]2 — a0* (€ o (&6))?]
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Compléments relatifs a la partie 1V. du
chapitre 3 : Expressions des temps de
relaxation et des magnitudes associés au
gonflement effectif déviatorique et a la
contrainte moyenne déviatorique de la
phase matricielle dans ’approche Affine
amélioré (version isotrope) pour un
composite triphasé

I. Gonflement effectif déviatorique

Dans le cas d’un composite triphasé ou les inclusions de forme sphérique et distribuées de
maniére isotrope ont un comportement viscoélastique linéarisé isotrope, la loi d’évolution dans
le temps du gonflement effectif déviatorique dans 1'approche "Affine amélioré" (relation 3.61)
est obtenue en utlisant le principe de correspondance. Les expressions des temps de relaxation
ng) associées aux variables internes (3.62) apparaissant dans cette approche sont données par

les relations suivantes.
1 1 5 1 1 5

0 72 <_S(1) F V50 - 4P<1)> o) 2 <—S(2> F /50— 4P(z>>
/2

Les expressions analytiques de Sy, S(2), P(1) et P2y dépendent des propriétés du matériau et
s’écrivent :
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Apte(az — ar (V) = 9) — azc® + az(cV 4 @)
3re + dp1. +

1
Sw/e =15 { a1(3¢M —17)+3as(c® —1)—3az (D +c)+

9Ke + Bt
3/{ 14# \/[(% Foay(c® — 1) — agc(l))Q 1 90(2) (as — as) (a1(1 + C(l)) — gy — agc(l)) + (0(2)(a2 - a3))2} }
Re He

3 a1 (7—3¢M) + 3 (ax(1 — ) + az(cV + ¢?))
Py = 750ke S+ At -
3
m\/{(ag +ai(c® —1) — agc(l))2 +2¢@ (ag — az) (a1 (1 + W) — ay — aze®) + (c®(ay — a3))2} }

Les scalaires a, dépendent explicitement des propriétés élastiques et visqueuses du matériau et
leurs expressions analytiques s’écrivent :

a; = 'lﬁi) et a, = 'L:i) , r=2,3
ﬂv MU

Les coeflicients l](-'Y) sont exprimés en fonction des temps caractéristiques F;W) et des propriétés

du matériau selon la relation suivante.

=)
lﬁv) = 1] ) y {ja k} = 1727?)’4 (F]')
l(’)’) * H -
0 Py ?/(:) Tgff)

5(aztar (=1 + W) taze® —ag (¢ + ?)) (3ke+4pe)p?

P*(p) = —cV <9a1ne+9mep+8uep)
+ (3/%( (Tay + 3az) (a1 — a3) (—1 + c(l))—HOal (ay — a3) 0(2))+4ue( (3ay + 2a3) (a1 — a3) (—1 + c(l))

+ bay (ay — a3) 0(2)))}9 + 3a1 ke ((2&1 + 3a2) (a1 — ag) ( -1+ c(l)) + 5ay (CL2 — Gg)C(2)>]
157 = —25(3ke + 4pte) (Bke + 4pte)

II. Moyenne du déviateur des contraintes dans la
phase matricielle

La contrainte moyenne déviatorique dans la matrice, solution du probléme purement thermique
(second terme apparaissant dans (3.68)), est établie de la meme maniére que le gonflement

effectif avec les temps de relaxation 7P caractéristiques des variables internes (3.70) qui sont

J
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identiques aux temps de relaxations F;w
variables internes sont exprimées par :

),
T @ ( —(m)
A
J

1 )
1 % 11 (———>
B =B
AR

Q*(p) = 2t (9@1146 +9Kep+ 8,uep)p [3a1me (2@1 ( —1 +c(1)) —3azcP + 3as(—1 + +c(2))) +

. Les expressions des magnitudes l](-’Y) associées a ces

{j,k} =1,2,3,4 (F.2)

(3a1( 1+¢W) (Tre+8ue) + (—azeP+as (-1 + M + @) (9m€+8ue)>p +5(=1+cW) (3/‘€e+4#e)p2]

25 (3ke + 4pte)” [Bal (2a1 4 3az) (1 — M = @) + (2a1 + 3as) (2a1¢) + 3azc) + 5a,¢?) }

18 _
0 (2a1 + 3ag) (—3azc™ — Bay + 3a;cV) + 15a,¢?) (az — a3)
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