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❚❍➮❙❊ ♣rés❡♥té❡ ♣♦✉r ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞❡
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▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❞❡ ♠✐❧✐❡✉①

❤étér♦❣è♥❡s✱ ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡s✱ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ✈✐❡✐❧❧✐ss❛♥ts ❀

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s

❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ▼❖❳

♣❛r

▼♦❤❛♠❡❞ ❊❧ ❇❛❝❤✐r ❙❊❈❑

❙♦✉t❡♥✉❡ ❧❡ ✶✶ ❖❝t♦❜r❡ ✷✵✶✽✱ ❞❡✈❛♥t ❧❡ ❥✉r② ❝♦♠♣♦sé ❞❡

❆♠♥❛ ❘❊❑■❑ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞✬❖r❧é❛♥s ❘❛♣♣♦rt❡✉s❡
❋❧♦r❡♥❝❡ ❉■◆❩❆❘❚ ■♥st✐t✉t ❞❡ s❝✐❡♥❝❡s ❞❡ ❧✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ❡t ❞❡s s②stè♠❡s ❘❛♣♣♦rt❡✉s❡
P✐❡rr❡ ●■▲❖❘▼■◆■ ❆rts ❡t ▼ét✐❡rs P❛r✐s❚❡❝❤ ✲ ❈❊❘ ❞❡ P❛r✐s ❊①❛♠✐♥❛t❡✉r
▼❛rt✐♥ ▲❊❱❊❙◗❯❊ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ▼♦♥tré❛❧ ❊①❛♠✐♥❛t❡✉r
▼✐❤❛✐ ●✞❆❘✞❆❏❊❯ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞✬❆✐①✲▼❛rs❡✐❧❧❡ ❉✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡
❘❡♥❛✉❞ ▼❆❙❙❖◆ ❈❊❆ ❈❆❉❆❘❆❈❍❊ ❈♦❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡
❘♦❞r✐❣✉❡ ▲❆❘●❊◆❚❖◆ ❊❉❋ ❘✫❉ ▼❡♠❜r❡ ✐♥✈✐té

❘❡❝❤❡r❝❤❡s ❡✛❡❝t✉é❡s ❛✉ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ ▼é❝❛♥✐q✉❡ ❡t ❞✬❆❝♦✉st✐q✉❡ ✭▲▼❆✮✱ ▼❛rs❡✐❧❧❡✱
❡t ❛✉ ❉é♣❛rt❡♠❡♥t ❞✬ét✉❞❡ ❞❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ✲ ❈❊❆ ❈❆❉❆❘❆❈❍❊
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❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

▼❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts à ✿

▼❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs ❞❡ t❤ès❡ ▼✐❤❛✐❧ ●✞❆❘✞❆❏❊❯ ❡t ❘❡♥❛✉❞ ▼❆❙❙❖◆ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❜✐❡♥ ✈♦✉❧✉ ❞✐r✐❣❡r
❝❡ tr❛✈❛✐❧✳ ❏❡ ♥❡ s❛✉r❛✐s tr♦✉✈❡r ❛ss❡③ ❞❡ ♠♦ts ❢♦rts ♣♦✉r ✈♦✉s ❡①♣r✐♠❡r t♦✉t❡ ♠❛ ♣r♦❢♦♥❞❡
❣r❛t✐t✉❞❡✳ ▼❛❧❣ré ✈♦s ♠✉❧t✐t✉❞❡s ❝❤❛r❣❡s s♦❝✐❛❧❡s✱ s❝♦❧❛✐r❡s ❡t ♣r♦❢❡ss✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ✈♦✉s ❛✈❡③ ♣✉
❞♦♥♥❡r ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❞❡ ✈♦✉s✲♠ê♠❡ ♣♦✉r t♦✉❥♦✉rs ♠✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡r ❞❛♥s ♠❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s s❝✐❡♥t✐✲
✜q✉❡s✳ ❱♦✉s êt❡s ❞❡s ♣❡rs♦♥♥❡s ❞❡ ❝♦♥✈✐❝t✐♦♥ ❡t ✈♦s ❝♦♥s❡✐❧s ♦♥t s✉s❝✐té ❡♥ ♠♦✐ ❧❛ ♣❡rsé✈ér❛♥❝❡
❡t ❧✬❛❜♥é❣❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ tr❛✈❛✐❧✳ ❱♦✉s ❛✈❡③ été ❛tt❡♥t✐❢s à ♠❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥s✳ ❏❡ ✈♦✉s
r❡♠❡r❝✐❡ ❞❡ t♦✉t ♠♦♥ ❝÷✉r ♣♦✉r ✈♦s s♦✉t✐❡♥s✳

▼❡s❞❛♠❡s ❆♠♥❛ ❘❊❑■❑ ❡t ❋❧♦r❡♥❝❡ ❉■◆❩❆❘❚ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞✬êtr❡ r❛♣♣♦rt❡✉s❡s ❞❡
♠❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❏✬❡♥ ♣r♦✜t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r r❡♠❡r❝✐❡r ▼❡ss✐❡✉rs P✐❡rr❡ ●■▲❖❘▼■◆■
❞❡s ❆rts ❡t ▼ét✐❡rs P❛r✐s❚❡❝❤✱ ▼❛rt✐♥ ▲❊❱❊❙◗❯❊ ❞❡ ❧✬é❝♦❧❡ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ▼♦♥tré❛❧ ❡t
❘♦❞r✐❣✉❡s ▲❆❘●❊◆❚❖◆ ✐♥❣é♥✐❡✉r ❝❤❡r❝❤❡✉r à ❊❉❋✱ ❞❡ ❧✬❤♦♥♥❡✉r q✉❡ ✈♦✉s ♠❡ ❢❛✐t❡s ❡♥ ❛❝✲
❝❡♣t❛♥t ❞❡ ♣❛rt✐❝✐♣❡r à ❝❡ ❥✉r②✳

❆ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❡♠❜r❡s ❞✉ ❞é♣❛rt❡♠❡♥t ❞✬ét✉❞❡ ❞❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ❞❡ ❈❛❞❛r❛❝❤❡ ❡t ❞✉ ❧❛❜♦✲
r❛t♦✐r❡ ▲▼❆ ❞❡ ▼❛rs❡✐❧❧❡✱ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❛❝❝✉❡✐❧❧✐ ❡t ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❛✈❡♥t✉r❡✳ ❏❡ ♣r♦✜t❡
❞❡ ❝❡tt❡ ♦❝❝❛s✐♦♥ ♣♦✉r ♣r♦♥♦♥❝❡r ✉♥ ♠♦t ❞❡ ❣r❛t✐t✉❞❡ à ❧✬é❣❛r❞ ❞❡ P✐❡rr❡ ❙❯◗❯❊❚✱ ❍❡r✈é
▼❖❯▲■◆❊❈ ❡t ❏❡❛♥ ❈❧❛✉❞❡ ▼■❈❍❊▲✱ ♣♦✉r ❧❡✉r ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té✳ ❏❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r ❛✉ss✐ t♦✉s
❝❡✉① q✉✐✱ ❞❡ ♣rés ♦✉ ❞❡ ❧♦✐♥✱ ♠✬♦♥t s♦✉t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❛ ♣ré♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✳ ❯♥❡ ✈✐✈❡ ❞é✲
❞✐❝❛❝❡ à ♠❡s ♣❛r❡♥ts ▼♦❤❛♠❡❞ ❊❧ ❍❛❞② ❙❊❈❑ ❡t ❑❤♦✉❞✐❛ ◆❞❛✇ ❉■❖❯❋ ♣♦✉r ✈♦s s♦✉t✐❡♥s
✐♥❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜❧❡s✱ ✈♦s ❝♦♥s❡✐❧s ♦♥t été ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ s❡❝♦✉rs ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣ré♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡
♠é♠♦✐r❡✳ ❱❡✉✐❧❧❡③ tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❝❡ ♠♦❞❡st❡ tr❛✈❛✐❧ ♠❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣♦✉r t♦✉s ✈♦s ❡✛♦rts ❡t
s❛❝r✐✜❝❡s✳

❆ ♠❡s ❢rèr❡s✱ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à ▼♦❤❛♠❡❞ ❊❧ ▼♦❝t❛r ❙❊❈❑ ♣♦✉r s♦♥ s♦✉t✐❡♥ ✐♥❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥♥❡❧ ❞✉r❛♥t t♦✉t❡s ❝❡s ❛♥♥é❡s✳ ❍♦♠♠❡ ❞❡ ❣r❛♥❞ ❝÷✉r✱ q✉✐ ❡st ❞✬✉♥❡ ❣é♥ér♦s✐té ❡t ❞✬✉♥❡
❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té r❡♠❛rq✉❛❜❧❡s ❡t q✉✐ t✐❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❛✉① ❣r❛♥❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❢❛♠✐❧✐❛❧❡s✳ ▼❡s r❡♠❡r❝✐❡✲
♠❡♥ts s✬ét❡♥❞❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t à t♦✉t❡ ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ✭♦♥❝❧❡s✱ t❛♥t❡s✱ ❝♦✉s✐♥s✱ ❝♦✉s✐♥❡s✱ ❡t❝✮✳
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❘és✉♠é

▲❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① ❤étér♦❣è♥❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s
♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❡✉rs ❝♦♥st✐t✉❛♥ts ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❞✐✈❡rs❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✭é❧❛st✐q✉❡✱
✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡✱ ❡t❝✮ ❡t ❝❡✱ ❣râ❝❡ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡
t❤é♦r✐❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭♦✉ é❧❛st♦✲
✈✐s❝♦♣❧❛st✐q✉❡✮ r❡st❡ ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ♦✉✈❡rt❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ❛tt❛q✉♦♥s ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❛✜♥ ❞❡
♣ré❞✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ♦①②❞❡s ♠✐①t❡s ❯r❛♥✐✉♠✲P❧✉t♦♥✐✉♠
✭▼❖❳✮ ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s ré❛❝t❡✉rs ♥✉❝❧é❛✐r❡s à ❡❛✉ s♦✉s ♣r❡ss✐♦♥ ✭❘❊P✮ ❢r❛♥ç❛✐s✳ ❈❡ ❝♦♠❜✉s✲
t✐❜❧❡ ▼❖❳ r❡ss❡♠❜❧❡ à ✉♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ à tr♦✐s ♣❤❛s❡s ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥❡ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ à t❡♥❡✉r
♠♦❞éré❡ ❡♥ ♣❧✉t♦♥✐✉♠ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ s♦♥t ré♣❛rt✐s ❞❡s ❛♠❛s ♣❧✉t♦♥✐❢èr❡s ❡t ❞❡s ❛♠❛s ✉r❛♥✐❢èr❡s✳
▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s s♦✉s ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ s✬❛♣♣❛r❡♥t❡ à ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥t ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❞✐❧❛t❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣❤❛s❡s ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r
❧✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣✉r❡♠❡♥t ❛♥❛❧②t✐q✉❡✱ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡
❝♦♠♣♦s✐t❡✱ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❧♦❝❛✉① ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❡✛❡❝t✐✈❡s
❞❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s ❜✐♣❤❛sé❡s s♦✉s ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ✐s♦tr♦♣❡ ❝❛r❛❝tér✐sé❡s ♣❛r ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s ❢r❛❝t✐♦♥s
✈♦❧✉♠✐q✉❡s ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥s ✭≤ ✸✵✪✮✳ ❈❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❡st r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❞❡s ❣♦♥✢❡♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s
❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❛✈❡❝ ❧✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ▼❖❳✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❝❡ ♠♦❞è❧❡
s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡✉① ❞ér✐✈❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❡♥ ❝❤❛♠♣s ❝♦♠♣❧❡ts ❡t ♠♦♥tr❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❡st ❧❡ ♠♦t❡✉r ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ q✉✐ s❡
♣r♦❞✉✐s❡♥t ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ r❡st❡
❧✐♠✐té à ❞❡s ❝❤❛r❣❡♠❡♥ts ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ✭✐s♦tr♦♣❡s✮✳
❆✜♥ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ✈❛❧❛❜❧❡ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t✱ ❧❛
♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❧✐♥é❛r✐s❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✮ ❧✐❛♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡ à ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❧✐♥é❛r✐sé❡s s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s ✉♥✐❢♦r♠❡s ♣❛r ♣❤❛s❡
❡t ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣♦✉r ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❛tt❛❝❤és à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥
à ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛✲
t✐♦♥s ✭❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♥❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❛✉① rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡✮✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ✭❙é❝❛♥t❡✱ ❆✣♥❡✮ ❛✐♥s✐ q✉❡
❞✐✛ér❡♥t❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣❛r ♣❤❛s❡ ❛✉t♦✉r ❞❡sq✉❡❧❧❡s ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ❝❡tt❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥s✳ P♦✉r ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥✲
t✐❡❧s ✭❝❛s ❜✐♣❤❛sé✮✱ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s s♦♥t s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛ré❡s ❛✉① s♦❧✉t✐♦♥s
❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ét❛❜❧✐❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❈❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛✲
sé❡s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❞❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ✐rré❛❧✐st❡s✳
▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s ❡s✲
t✐♠❛t✐♦♥s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ s❡✉❧❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✭❛♣♣❡❧é❡ ❆✣♥❡
❛♠é❧✐♦ré❡✮ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❛✣♥❡ ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡r✲
♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❜♦♥ ❛❝❝♦r❞ q✉❛♥t✐t❛t✐❢ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥s✐❞éré✳ ❉❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s
❡♥ ❝❤❛♠♣s ❝♦♠♣❧❡ts ♠❡♥és ♣♦✉r ❞❡s ❝❤❛r❣❡♠❡♥ts ♣❧✉s ❣é♥ér❛✉① ♦♥t été é❣❛❧❡♠❡♥t ré❛❧✐sé❡s✱
ét✉❞❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ sé❝❛♥t❡ ♠♦❞✐✜é❡ ♣ré❞✐t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❛ré❡s
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à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré❡✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ sé❝❛♥t❡ ♠♦❞✐✜é❡✱ r❡t❡♥✉ à
❧✬✐ss✉❡ ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣r♦♣♦sé❡s✱ ❡st ét❡♥❞✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡s
à tr♦✐s ♣❤❛s❡s à ❧✬✐♥st❛r ❞❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ▼❖❳ ♣✉✐s ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ❞❛♥s ❆▲❈❨❖◆❊ q✉✐ ❡st ✉♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞é❞✐é❡ à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t t❤❡r♠♦✲♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡t ♣❤②s✐❝♦✲
❝❤✐♠✐q✉❡ ❞❡s ❝r❛②♦♥s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ❞❡ ❧❛ ✜❧✐èr❡ ❘❊P✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡
✭é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❡♥ ✸❉✮✱ ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❛ ❧♦✐ ✐♠♣❧é♠❡♥té❡✱ s♦♥t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ é✈❛❧✉és ♣✉✐s ✈❛❧✐❞és
♣❛r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ à ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s s✉r ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ✐rr❛❞✐és✳

▼♦ts✲❝❧és ✿ ❍♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢✱ ♠✐❧✐❡✉① ❤étér♦❣è♥❡s✱ ✈✐s❝♦é❧❛st✐❝✐té
♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ✈✐❡✐❧❧✐ss❡♠❡♥t✱ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ▼❖❳✳



❆❜str❛❝t

❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡✐r ❝♦♥st✐t✉❡♥ts ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡ ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦rs ✭❡❧❛st✐❝✱ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝✱
❡t❝✳✮ t❤❛♥❦s t♦ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❤♦♠♦✲
❣❡♥✐③❛t✐♦♥ t❤❡♦r✐❡s t♦ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ✭♦r ❡❧❛st♦✲✈✐s❝♦♣❧❛st✐❝✮ ❜❡❤❛✈✐♦rs r❡♠❛✐♥s ❛♥ ♦♣❡♥
q✉❡st✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ▼✐①❡❞ ❖①✐❞❡s ❢✉❡❧s ✭▼❖❳✮ ✉s❡❞ ✐♥ ❋r❡♥❝❤ ♥✉❝❧❡❛r r❡❛❝t♦rs ✭P❲❘s✮✳
▼❖❳ ❢✉❡❧s ❛r❡ t❤r❡❡✲♣❤❛s❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❧♦✇ P❧✉t♦♥✐✉♠ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❝❧✉s✲
t❡rs s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ P❧✉t♦♥✐✉♠ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳ ❯♥❞❡r
✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡s❡ ❢✉❡❧s ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r
✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❞✐❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣❤❛s❡s✳
❋✐rst❧②✱ ❛ ♣✉r❡❧② ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ s♣❤❡r❡ ♠♦❞❡❧✱ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t✇♦✲♣❤❛s❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s
✉♥❞❡r ✐s♦tr♦♣✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣ ✇❤❡♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ✐s ❧♦✇ ✭≤ ✸✵✪✮✳ ❚❤✐s ❧♦❛❞✐♥❣
✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s✇❡❧❧✐♥❣s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✇✐t❤ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♥ ▼❖❳ ❢✉❡❧s✳ ❚❤✐s
❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❡ss ✐s t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥ t❤❡
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ r❡♠❛✐♥s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ s♣❡❝✐✜❝ ✭✐s♦tr♦♣✐❝✮ ❧♦❛❞✐♥❣s✳
❚♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❝♦♥s✐sts
✐♥ ❧✐♥❡❛r✐③✐♥❣ t❤❡ ✭♥♦♥❧✐♥❡❛r✮ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s str❛✐♥ r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ str❡ss✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥
❛ tr❛❝t❛❜❧❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ✉♥✐❢♦r♠ ♣❡r ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
❢♦r r❡❢❡r❡♥❝❡ str❡ss❡s ♣❡r ♣❤❛s❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ tr❛❝t❛❜❧❡ ❧✐♥❡❛r ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r
✇❤✐❝❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ t❤❡♦r✐❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✭✐♥t❡r♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦
t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✮✳ ❱❛r✐♦✉s ♠❡t❤♦❞s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t
❝❤♦✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭❙❡❝❛♥t✱ ❆✣♥❡✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ str❡ss❡s ♣❡r ♣❤❛s❡s
❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❋♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❧♦❛❞✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛❜♦✈❡ ✭❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s✇❡❧❧✐♥❣✮✱ ❡st✐♠❛t❡s ❛s
♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥s
✭s♣❤❡r❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠♦❞❡❧✮✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s s❤♦✇ t❤❛t ❛❧❧ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜rst ♠♦♠❡♥t
♦❢ t❤❡ str❡ss ✜❡❧❞ ♣r♦✈✐❞❡s ✉♥r❡❛❧✐st✐❝ ❡st✐♠❛t❡s✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ str❡ss
✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ♣❤❛s❡ ❧❡❛❞s t♦ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❝t ❡st✐♠❛t❡s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♦♥❧② ❛ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞
✭❝❛❧❧❡❞ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❆✣♥❡✮ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❛✣♥❡ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ str❡ss ✜❡❧❞ ②✐❡❧❞s ❛ ❣♦♦❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s
✇✐t❤ ❢✉❧❧ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❢♦r ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣s ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤✐s ✐♠♣r♦✈❡❞ ❛✣♥❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤r❡❡✲♣❤❛s❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡s ✭▼❖❳ ❢✉❡❧s✮ ❛♥❞
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❆▲❈❨❖◆❊ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡r♠♦✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣❤②s✐❝♦✲❝❤❡♠✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ P❲❘ ❢✉❡❧ r♦❞s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡✲
r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ✸❉✮✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❧❛✇✱ ❛r❡ t❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞
❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ❢✉❡❧s✳
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❑❡②✇♦r❞s ✿ ❍♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥✱ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✈✐s✲
❝♦❡❧❛st✐❝✐t②✱ ❛❣✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ▼❖❳ ❢✉❡❧✳



❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

✶✳✶ ❉✐♠❡♥s✐♦♥s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✬✉♥ ❝r❛②♦♥ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s ❘❊P ❬✶❪ ✳ ✳ ✷✾
✶✳✷ ❉✐♠❡♥s✐♦♥s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ♣❛st✐❧❧❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡s ❘❊P ❬✶❪ ✷✾
✶✳✸ Pr✐♥❝✐♣❛✉① ♣❤é♥♦♠è♥❡s ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝r❛②♦♥ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ s♦✉s ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥

❬✷❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵
✶✳✹ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐q✉❡ ❬✸❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵
✶✳✺ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭✶❉✮ ❞✉ ❝r❛②♦♥ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❬✹❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺
✶✳✻ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭✸❉✮ ❞✉ ❝r❛②♦♥ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❬✹❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻
✶✳✼ ❉✐✛ér❡♥t❡s é❝❤❡❧❧❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ (d << l << L) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷
✶✳✽ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❤étér♦❣é♥é✐té ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷
✶✳✾ ▲✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❙é❝❛♥t❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽
✶✳✶✵ ▲✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ sé❝❛♥t❡ ♠♦❞✐✜é ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾
✶✳✶✶ ▲✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❆✣♥❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾
✶✳✶✷ ▲✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶
✶✳✶✸ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✽✺

✷✳✶ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✱ ❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡s s♣❤èr❡s ❝♦♠♣♦s✐t❡s ❞❡ ❍❛✲
s❤✐♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✷✳✷ ❙♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶
✷✳✸ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷
✷✳✹ ❈♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ✿ ❛✮ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ à ❞✐✛ér❡♥ts ✐♥st❛♥ts ❀ ❜✮ é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛
❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ r✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✷✳✺ ▼✐❝r♦str✉❝t✉r❡s ❣é♥éré❡s ♣♦✉r ❛✮ 1% ❜✮ 5% ❝✮ 10% ❡t ❞✮ 30% ❛✈❡❝ 2563 ✈♦①❡❧s ✳ ✶✵✾
✷✳✻ ❙❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡s rés✉❧t❛ts ✭s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐sé ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt

à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ✭n = 4 , c(2) = 5%✮ ♣♦✉r tr♦✐s ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s ❡t à ❞✐✛ér❡♥ts
✐♥st❛♥ts ✿ a) t = 10−6s ✱ b) t = 5s ✱ c) t = 10s ✱ d) t = 100s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✷✳✼ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t̂ ✿ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞✉ ❣♦♥✢❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✭n = 8✱ c(2) = 10%✮✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✷✳✽ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ❡t s❡❝♦♥❞s ♠♦♠❡♥ts ♥♦r♠❛❧✐sés ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
♣❛r ♣❤❛s❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t̂ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡
❛✉① rés✉❧t❛ts ❡♥ ❝❤❛♠♣s ❝♦♠♣❧❡ts ✭n = 4✱ c(2) = 10%✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✷✳✾ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t̂ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢r❛❝t✐♦♥s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s (1% ≤ c(2) ≤ 30%)✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

✷✳✶✵ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t̂ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐tés (2 ≤ n ≤ 8)✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✷✳✶✶ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t
❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t̂ ♣♦✉r n = 10, c(2) = 10%, c(2) = 30% ❀ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✾



✶✵ ❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ❋■●❯❘❊❙

✷✳✶✷ ❘é♣❛rt✐t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡✱ ❞❛♥s
❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ✭❧✐❣♥❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✮ ❡t ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❞✉ ❱❊❘
✭❜❛rr❡s ❞✬❡rr❡✉r✮✱ à ❞✐✛ér❡♥ts ✐♥st❛♥ts ✭c2 = 30%✱ n = 10 ✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✸✳✶ ▲✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré ✿ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st σ̂❡q✱ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✸✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

✸✳✷ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ♣✉r❡♠❡♥t
❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽

✸✳✸ ➱✈♦❧✉t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡t ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♣❛r
♣❤❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡
❝♦♠♣♦s✐t❡ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵

✸✳✹ ▲✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❙é❝❛♥t❡ ❛♠é❧✐♦ré❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶
✸✳✺ ➱✈♦❧✉t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts ♣❛r ♣❤❛s❡ ❡t ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t

❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ✐ss✉s ❞❡
❝❛❧❝✉❧s ❋❋❚ ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❙é❝❛♥t ♠♦❞✐✜é ❡t ❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺

✸✳✻ ➱✈♦❧✉t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts ♣❛r ♣❤❛s❡ ❡t ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t
❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ♣✉r ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥
❞❡s rés✉❧t❛ts ✐ss✉s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❋❋❚ ❛✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❙é❝❛♥t❡ ♠♦❞✐✜é ❡t ❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✳✶✹✻

✸✳✼ ➱✈♦❧✉t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ ❡t ❞✉
s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ à ❞✐✛ér❡♥t❡s tr✐❛①✐❛❧✐✲
tés ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ✐ss✉s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❋❋❚ ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❙é❝❛♥t ♠♦❞✐✜é
❡t ❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵

✹✳✶ Pr♦✜❧♦♠étr✐❡s ❡①tér✐❡✉r❡s ❞❡ ❧❛ ❣❛✐♥❡ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ✐ss✉s ❞❡ ❧❛
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✼

✹✳✷ ❊✈♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❧✐♥é✐q✉❡ ❡t ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡
❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✽

✹✳✸ Pr♦✜❧♦♠étr✐❡s ❞❡s é✈✐❞❡♠❡♥ts ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♣❧❛♥ ❞❡ s②♠étr✐❡ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s
rés✉❧t❛ts ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✽

✹✳✹ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts r❡❧❛t✐❢s ❛✉① ♣❧❛♥s ❞❡ s②♠étr✐❡ ❡t ❞❡ ❢r❛❝t✉r❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✾



▲✐st❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①
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✶✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽
✷✳ ❈♦✉♣❧❛❣❡ t❤❡r♠♦✲♠é❝❛♥✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾
✸✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶

❱■✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✷

✹ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♦✉s ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❝r❛②♦♥s ▼❖❳ ❡♥ ré❣✐♠❡
♥♦♠✐♥❛❧ ✶✺✺
■✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✼
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■■✳ ■♥té❣r❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡t ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡
✭❛♣♣r♦❝❤❡s ❛✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré❡ ❡t sé❝❛♥t❡ ♠♦❞✐✜é❡✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽
✶✳ Pr✐♥❝✐♣❡ ❣é♥ér❛❧ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s ▼❋❘❖◆❚

✭❤tt♣ ✿//t❢❡❧✳s♦✉r❝❡❢♦r❣❡✳♥❡t/✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽
✷✳ ■♥té❣r❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s r❡♣rés❡♥t❛t✐❢s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡

❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré ✧✐s♦tr♦♣❡✧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵
✷✳✶ ➱❝r✐t✉r❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s s♦✉s ❢♦r♠❡ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵

✷✳✶✳✶✳ ▼♦②❡♥♥❡s s♣❤ér✐q✉❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵
✷✳✶✳✷✳ ▼♦②❡♥♥❡s ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵
✷✳✶✳✸✳ ❙❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✷

✷✳✷ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ à rés♦✉❞r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✸
✷✳✸ ■♥té❣r❛t✐♦♥ ▼❋❘❖◆❚ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✹

✸✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✹
■■■✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❛♥s ❆▲❈❨❖◆❊ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❝r❛②♦♥s ▼❖❳ ❡♥

ré❣✐♠❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✺
✶✳ ❖❜❥❡❝t✐❢s ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✺
✷✳ ❱❡rs✐♦♥ ❞❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ✉t✐❧✐sés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✺
✸✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s

❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✻
✸✳✶ Pr♦✜❧♦♠étr✐❡s ❡①tér✐❡✉r❡s ❞❡ ❧❛ ❣❛✐♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✻
✸✳✷ ❈♦♠❜❧❡♠❡♥t ❞❡s é✈✐❞❡♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✼
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❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✼✶

❆ ❈♦♠♣❧é♠❡♥ts r❡❧❛t✐❢s à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ■■■✳ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ ➱✈♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s
♣❛r ♣❤❛s❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✶✽✸

✶✳ ❘❡❧❛t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✸
✷✳ ❘❡❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐s♦tr♦♣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✹

❇ ❈♦♠♣❧é♠❡♥ts r❡❧❛t✐❢s à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ■❱✳ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉
s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✶✽✼

❈ ❈♦♠♣❧é♠❡♥ts à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❱✳ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ ◆♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥
❞❡ P♦♥t❡ ❈❛st❛ñ❡❞❛ ❬✻❪ ✶✽✾

✶✳ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✾
✷✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ st❛t✐♦♥♥❛r✐té ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡✛❡❝t✐❢ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✶

❉ ❈♦♠♣❧é♠❡♥ts r❡❧❛t✐❢s à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ■■■✳ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❊①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ α ❡t F(t)
♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❡♥ ❞é❢♦r♠❛t♦♥s ❡t ❡♥ ❝♦♥t❛r✐♥t❡s ✶✾✺

❊ ❈♦♠♣❧é♠❡♥ts r❡❧❛t✐❢s à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ■■■✳ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡
❍✐❧❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ✶✾✼

❋ ❆♥♥❡①❡ ❋ ✶✾✾
■✳ ●♦♥✢❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✾
■■✳ ▼♦②❡♥♥❡ ❞✉ ❞é✈✐❛t❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✵
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

❉é✈❡❧♦♣♣é ✈❡rs ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✺✵✱ ❧❡ ♥✉❝❧é❛✐r❡ ❞❡✈✐❡♥t ❧❛ s♦✉r❝❡ ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡ ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬é♥❡r✲
❣✐❡ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❡♥ ❋r❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ✺✽ ré❛❝t❡✉rs q✉✐ s♦♥t ré♣❛rt✐s ❞❛♥s ✶✽ ❝❡♥tr❛❧❡s✳ ▲❡s ré❛❝t❡✉rs
♥✉❝❧é❛✐r❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ❛ss❡♠❜❧❛❣❡s ❞❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s✱ ❝❤❛q✉❡ ❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ét❛♥t ❝♦♠✲
♣♦sé ❞❡ ❝r❛②♦♥s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s✳ ❈❡s ❝r❛②♦♥s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧❡ ❝÷✉r ❞✬✉♥ ré❛❝t❡✉r
♥✉❝❧é❛✐r❡ s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣♦sés ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① ♠ét❛❧❧✐q✉❡s ét❛♥❝❤❡s ✭❛❧❧✐❛❣❡s ❞❡ ③✐r❝♦♥✐✉♠
♦✉ ③✐r❝❛❧♦②✮ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s s♦♥t ❡♠♣✐❧é❡s ❞❡s ♣❛st✐❧❧❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ♠❛t✐èr❡s ✜s✲
s✐❧❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ é❧❡❝tr✐q✉❡✳ ▲❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ❧❡s ♣❧✉s ré♣❛♥❞✉s s♦♥t
à ❜❛s❡ ❞✬✉r❛♥✐✉♠ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✉r❛♥✐✉♠ ✷✸✺ ❞♦♥t ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬✉r❛♥✐✉♠
♥❛t✉r❡❧ ❡st très ❢❛✐❜❧❡ ✭❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✵✳✼✪✮✳ ❖r✱ ♣♦✉r ❛❧✐♠❡♥t❡r ❧❡s ré❛❝t❡✉rs ♥✉❝❧é❛✐r❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t
❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❞♦♥t ❧❛ t❡♥❡✉r ❞✬✉r❛♥✐✉♠ ✷✸✺ ✜ss✐❧❡ s❡ s✐t✉❡ ❡♥tr❡ ✸✪ ❡t ✺✪✳ P♦✉r
♦❜t❡♥✐r ❝❡tt❡ t❡♥❡✉r s♦✉❤❛✐té❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛✈♦✐r r❡❝♦✉rs à ❞❡s ♣r♦❝é❞és ❞✬❡♥r✐❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐s♦t♦♣❡
✷✸✺ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦♥ér❡✉s❡s✳
❉❡♣✉✐s ✶✾✽✼ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡✱ ❧❡ ▼❖❳ ✭❛❝r♦♥②♠❡ ❞❡ ▼✐①❡❞ ♦①✐❞❡✮✱ ❞♦♥t ❧❛
str✉❝t✉r❡ ❞✉ ❝♦ût ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ st❛♥❞❛r❞ ❯❖2✱ ❡st ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s
ré❛❝t❡✉rs à ❡❛✉ ♣r❡ss✉r✐sé❡ ✭❘❊P✮ ❛✜♥ ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ é❧❡❝tr✐q✉❡✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡
❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❡st é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❝♦ût ❞✬❛❝❤❛t ❞✬✉r❛♥✐✉♠ ❡t ❧❡ ♣r♦❝é❞é
❞✬❡♥r✐❝❤✐ss❡♠❡♥t ❡♥ ❡st ❛❜s❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❡st ❢❛❜r✐q✉é à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡s
♣♦✉❞r❡s ❞❡ ❞✐♦①②❞❡ ❞✬✉r❛♥✐✉♠ (❯❖2) ❛♣♣❛✉✈r✐ ❡t ❞✐♦①②❞❡ ❞❡ ♣❧✉t♦♥✐✉♠ (P✉❖2) ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡s
❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ✉sés✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♣r♦❝é❞és ❞❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ▼❖❳ ✿ ❧❡
♣r♦❝é❞é ▼■▼❆❙ ✭▼■❝r♦♥✐③❡❞ ▼❆❙t❡r ❜❧❡♥❞✮ ❡t ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❈❖❈❆ ✭❈❖❜r♦②❛❣❡ ❈❆❞❛r❛❝❤❡✮✳
▲❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ▼❖❳ ❧❡s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ❡♥ ❋r❛♥❝❡ s♦♥t ❧❡s ▼■▼❆❙ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s
♦♥ ✈✐s✉❛❧✐s❡ ❞❡s ❤étér♦❣é♥é✐tés ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡t ❞❡ t❡♥❡✉r ❡♥ ♣❧✉t♦♥✐✉♠ ❞✐✛ér❡♥t❡s à ❧✬é❝❤❡❧❧❡
❞❡ ❧❡✉rs ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ③♦♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ t❡♥❡✉r ♠♦❞éré❡ ❡♥ ♣❧✉t♦♥✐✉♠ ❛♣♣❡❧é❡
❡♥r♦❜❛❣❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ s♦♥t ❞✐str✐❜✉é❡s ❞❡s ❛♠❛s ♣❧✉t♦♥✐❢èr❡s ✭❢♦rt❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❡♥ ♣❧✉t♦♥✐✉♠✮
❡t ❞❡s ❛♠❛s ✉r❛♥✐❢èr❡s ✭❢❛✐❜❧❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❡♥ ♣❧✉t♦♥✐✉♠✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ t♦✉t❡s ❝❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
r❡♠❛rq✉❛❜❧❡s ❞✉ ▼❖❳ ✭ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♣r✐① ❞❡ ❧✬✉r❛♥✐✉♠ ♥❛t✉r❡❧✱ r❡❝②❝❧❛❣❡ ❞✉ ♣❧✉t♦♥✐✉♠ ✐ss✉
❞✉ r❡tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ✉sés✱ ❡t❝✮✱ q✉✐ s♦♥t à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡s
✐♥♥♦✈❛♥t❡s✱ r❡q✉✐èr❡♥t ✉♥❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t❡ ♠❛îtr✐s❡ ❞❡ ❝❡s ♠❛tér✐❛✉①✱ ❛✜♥ ❞✬❛❜♦✉t✐r à ✉♥❡ ❜♦♥♥❡
❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♠❛✐s ❛✉ss✐ à ✉♥❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s ré❛❝t❡✉rs ♥✉❝❧é❛✐r❡s✳ ■❧
s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❞❡ ❜✐❡♥ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡✉r ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡
❧❡✉rs ♣r♦♣r✐étés ♠✐❝r♦✲str✉❝t✉r❛❧❡s ❡t ❧❡✉rs ♣r♦♣r✐étés à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳
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❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠✐❝r♦✲♠é❝❛♥✐q✉❡ ❜❛sé s✉r
❞❡s ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s à tr♦✐s ♣❤❛s❡s ❞❡ t②♣❡ ♠❛tr✐❝❡✲✐♥❝❧✉s✐♦♥s à tr❛✈❡rs ✉♥❡ ❞é♠❛r❝❤❡ s❡♠✐✲
❛♥❛❧②t✐q✉❡ ✭❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❛♠♣s ♠♦②❡♥✮✳ ❈❡s ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s✱ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡s ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡
▼❖❳✱ ♦♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧✐❜r❡s ♣♦✉r ✉♥ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡♥ s❡r✈✐❝❡ ✭ré❣✐♠❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❡t ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s✮✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❡♥ s✐t✉❛t✐♦♥s ✐♥❝✐❞❡♥t❡❧❧❡s ❝❛r❛❝tér✐sé❡s ♣❛r ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ t❡♠♣ér❛✲
t✉r❡s ❡t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s très é❧❡✈és✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ t❡❧s ♠❛tér✐❛✉① ❞❡✈✐❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❛
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ▼❖❳ ❡♥ ré❣✐♠❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ét❛♥t ❞é❥à ré❛❧✐sé❡✱
♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ✐❝✐ à ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡s ❤étér♦❣é♥é✐tés s✉r ❧❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
✐♥t❡r♥❡s ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❡s ❡✛❡ts ❞✉ ✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❡♥ s✐t✉❛t✐♦♥s ✐♥❝✐❞❡♥t❡❧❧❡s s✉r ❧❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♦✉s ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ▼❖❳✳
▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r✐✈✐❧é❣✐♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡
rés✉❧t❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ❡st ♣❧✉s ❛✈❛♥t❛❣❡✉① à ✐♥té❣r❡r ❞❛♥s ✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✐♥❞✉str✐❡❧ ✭♠♦❞è❧❡
très r❛♣✐❞❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✮ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞♦♥t ❧❡s ❝♦ûts ❡♥ t❡♠♣s
♣❡✉✈❡♥t s✬❛✈ér❡r très ❡①♦r❜✐t❛♥ts✳
❈❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❞❡ t❤ès❡ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣♦sé ❞❡ q✉❛tr❡ ❝❤❛♣✐tr❡s✳ ❆♣rès ✉♥❡ ét✉❞❡ ❜✐❜❧✐♦✲
❣r❛♣❤✐q✉❡ s✉r ❧❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ▼❖❳ ❡t s✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ♠✐s❡s ❡♥ ÷✉✈r❡
♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✭é❧❛st✐❝✐té✱ ✈✐s❝♦é❧❛st✐❝✐té✱ ❡t❝✳✳✮✱ ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✷ ❡t ✸ s♦♥t
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞é❞✐és à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ✉♥❡ ❞é♠❛r❝❤❡
♣✉r❡♠❡♥t ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❡t ✉♥❡ ❞é♠❛r❝❤❡ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐q✉❡✳ ▲❡ q✉❛tr✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ❧❛
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ▼❖❳ ✐rr❛❞✐és ❡♥ ré❛❝t❡✉r✳ ❊♥✜♥✱ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡
t❤ès❡ s✬❛❝❤è✈❡ s✉r ✉♥❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ s✉✐✈✐❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳
❆✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✉♥❡ ❜rè✈❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡✱ ❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r
❞r❡ss❡r ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt r❡❧❛t✐❢ à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐q✉❡
❞✉ ❝r❛②♦♥ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ❡st s✉✐✈✐❡ ❞✬✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ▼❖❳ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐❝♦✲❝❤✐♠✐q✉❡s q✉✐ s❡ ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥❡
t❡❧❧❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ ❡st ✐rr❛❞✐é❡✳ P✉✐s✱ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡
s♦♥t ❛❜♦r❞é❡s ❛✈❛♥t ❞❡ ♣❛ss❡r à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ q✉❡❧q✉❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❡♥ é❧❛st✐❝✐té ❡t ❡♥ t❤❡r♠♦✲é❧❛st✐❝✐té ❧✐♥é❛✐r❡
s♦♥t ❡①♣♦sé❡s ♣✉✐s ét❡♥❞✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ✈✐s❝♦é❧❛st✐❝✐té ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❛✉q✉❡❧ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞❛♥s
❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡✱ ❡st ♣rés❡♥té ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ q✉✐ s♦♥t r❡✈✐s✐té❡s
❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ❧❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ▼❖❳ q✉✐ ❡st ✉♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ à tr♦✐s ♣❤❛s❡s
❡st ❛♣♣r♦❝❤é❡ à ✉♥❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❜✐♣❤❛sé❡ s♦✉s ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ✐s♦tr♦♣❡ ✭❣♦♥✢❡♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s
❞❛♥s ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s✮✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés ❛✉① ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s
❝❛r❛❝tér✐sé❡s ♣❛r ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s ❢r❛❝t✐♦♥s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥s✱ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ✐♥✲
t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s s♦♥t ❢❛✐❜❧❡s ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ✭♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s✮ s♦♥t
♠♦❞é❧✐sé❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱ ❧❛
rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧♦❝❛❧ ♣♦✉r ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ♣✉r❡♠❡♥t ✐s♦tr♦♣❡ ♣❡r♠❡t ❞✬ét❛❜❧✐r ❧❛ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ q✉✐ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥
✐♥té❣r♦✲❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ rés♦❧✉❡ q✉✬à tr❛✈❡rs ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✳
◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é ❢♦✉r♥✐t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣✉r❡♠❡♥t ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ♣♦✉r ❞❡s ♠✐❝r♦✲
str✉❝t✉r❡s ❛②❛♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t ♣♦✉r ❞❡s ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡
✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡♥ ❝❤❛♠♣s ❝♦♠♣❧❡ts s♦♥t ♠❡♥és s✉r ❞❡s ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s
♣❧✉s ré❛❧✐st❡s ❛✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞♦♥t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
r❡st❡ ❧✐♠✐té à ❞❡s ❝❤❛r❣❡♠❡♥ts ♣✉r❡♠❡♥t ✐s♦tr♦♣❡s✳
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❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❡✛❡❝t✐✈❡s ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❣é♥ér❛❧ ✭♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s ❜✐♣❤❛sé❡s s♦✉♠✐s❡s à ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡✮✳ P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡s ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❛✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ s♦♥t ❡♠♣❧♦②é❡s ❛✜♥ ❞❡
r❛♠❡♥❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞♦♥t ❞❡s
s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ❞é❥à ♠✐s❡s ❡♥ ÷✉✈r❡✳ ▲❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❡✛❡❝t✐✈❡s✱ ♦❜t❡♥✉❡s à tr❛✈❡rs
❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥✱ s♦♥t é✈❛❧✉é❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡
✭s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡✱ ❝❛❧❝✉❧s ❡♥ ❝❤❛♠♣s ❝♦♠♣❧❡ts✮ ♣♦✉r ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t
❞❡ t②♣❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s✳ ❈❡tt❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❡st
♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ét❡♥❞✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ❝❤❛r❣❡♠❡♥ts ♣❧✉s ❣é♥ér❛✉①✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ sé❝❛♥t❡ ♠♦❞✐✜é✱
q✉✐ s✬❛✈èr❡ ♣❡rt✐♥❡♥t ♣♦✉r ❧❛ q✉❛s✐✲t♦t❛❧✐té ❞❡s ❝❛s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ét✉❞✐és✱ ❡st ét❡♥❞✉ ❛✉ ❝❛s
❞❡s ♠❛tér✐❛✉① à tr♦✐s ♣❤❛s❡ss à ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ▼❖❳ ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s ❝❡♥tr❛❧❡s ♥✉✲
❝❧é❛✐r❡s ❢r❛♥ç❛✐s✳ ▲❛ ❧♦✐ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ❞❛♥s ❆▲❈❨❖◆❊ ❛✉
❢♦r♠❛t ▼❋❘❖◆❚ ✭♦✉t✐❧ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❛✉ ❈❊❆ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡✮
❛✜♥ ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ▼❖❳ ✐rr❛❞✐és ❡♥ ré❛❝t❡✉r✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❆▲❈❨❖◆❊ ❡st ✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡st✐♥é à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡s ❝r❛②♦♥s ❝♦♠❜✉s✲
t✐❜❧❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ s♦♥t ✈❛❧✐❞és ♣❛r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ à ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉① ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝♦♠❜❧❡♠❡♥ts ❞✬é✈✐❞❡♠❡♥ts s✉r ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ✐rr❛❞✐és✳
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❘❛♣♣♦rt ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡ r❡❧❛t✐❢ à ❧❛
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♠✐❝r♦✲♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞✉

❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ▼❖❳ ❡♥ ré❣✐♠❡ ♥♦♠✐♥❛❧

❡t tr❛♥s✐t♦✐r❡

❘és✉♠é ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✿

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ✉♥❡ ét✉❞❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡ r❡❧❛t✐✈❡ à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ ❞é♠❛r❝❤❡
❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ♠♦②❡♥ ❞❡ ♠✐❧✐❡✉① ❤étér♦❣è♥❡s ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡✲

♠❡♥t ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ✈✐❡✐❧❧✐ss❛♥t ✭♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s é✈♦❧✉❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✮ à ❧✬✐♥st❛r ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ▼❖❳ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s ré❛❝t❡✉rs ♥✉✲
❝❧é❛✐r❡s ❢r❛♥ç❛✐s✳
◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ✭s❡❝t✐♦♥ ■■✳✮ q✉❡ ❧❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ▼❖❳ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❞❡ t②♣❡
♠❛tr✐❝❡✲✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✬✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞✬❡♥r♦❜❛❣❡ à t❡♥❡✉r ♠♦❞éré❡ ❡♥ ♣❧✉t♦♥✐✉♠ ❞❛♥s
❧❛q✉❡❧❧❡ s♦♥t ré♣❛rt✐s ❞❡s ❛♠❛s ♣❧✉t♦♥✐❢èr❡s ❡t ❞❡s ❛♠❛s ✉r❛♥✐❢èr❡s✳ ▲❡s ♣❤❛s❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥✲
♥❛✐r❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❧❡ s✐è❣❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s ♦✉ ❞❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ✭❞✐❧❛t❛t✐♦♥s
t❤❡r♠✐q✉❡s✱ é✈♦❧✉t✐♦♥s ♣❤②s✐❝♦✲❝❤✐♠✐q✉❡s ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ❧✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡
♣❤❛s❡✮✳ ❉❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ✢✉❛❣❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡❧❛①❡r ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♥t❡r♥❡s ♠❛✐s
♥♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ ❧❡ ✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡ r❡st❡ ♣❡✉ ❝❛r❛❝tér✐sé s✉r ❧❡ ▼❖❳ ✈✐❡r❣❡✳ ◗✉❛❧✐t❛t✐✲
✈❡♠❡♥t ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❝❡ ✢✉❛❣❡ s♦♥t ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❜✐❡♥ ✓ ✈✐s✐❜❧❡s ✔ à ❧✬✐ss✉❡ ❞❡ ❧✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥
✭❝♦♠❜❧❡♠❡♥ts ❞❡s é✈✐❞❡♠❡♥ts ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ♣❛r ❞❡s ❡①❛♠❡♥s ♣♦st✲✐rr❛❞✐❛t♦✐r❡s✮✳ ▲❡
❝❤♦✐① ♣♦rté s✉r ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ▼♦r✐✲❚❛♥❛❦❛ rés✉❧t❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ❡st ❜✐❡♥
❛❞❛♣té ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❡✛❡❝t✐✈❡s ❞❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s ❞❡ t②♣❡ ♠❛tr✐❝❡✲✐♥❝❧✉s✐♦♥s✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ✈✐❡✐❧❧✐ss❛♥t✱ ✉♥❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡ ❡st ❡♠♣❧♦②é❡ ♣♦✉r ♣ré❞✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦r✲
t❡♠❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❞✬ét✉❞❡ ✭❧❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ▼❖❳✮ ❡t ❧❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s
♣r❡♠✐❡rs ❡t s❡❝♦♥❞s ♠♦♠❡♥ts✳

✷✸
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❉❡s ét✉❞❡s s✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ▼❖❳ ♦♥t été ❞é❥à ♠❡♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❡s ❧♦✐s ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡s ✭❝❛s ❞❡✉① ♦✉ tr♦✐s ♣❤❛s❡s✮ ♦♥t été ♦❜t❡♥✉❡s
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts t❤❡r✲
♠♦é❧❛st✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t t❤❡r♠♦✲✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ t❤é♦r✐❡s ❞♦♥t ❧❡s ❢♦♥❞❡♠❡♥ts ❡t ❧❡s
♣r✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts s♦♥t r❛♣♣❡❧és ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ■■■✳ ❡t ■❱✳ ❞❡ ❝❡ r❛♣♣♦rt ❜✐❜❧✐♦❣r❛✲
♣❤✐q✉❡✳
◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ■❱✳ ❝♦♠♠❡♥t✱ ❡♥ ❛ss♦❝✐❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡
✭✈✐s❝♦é❧❛st✐❝✐té✮ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼♦r✐✲❚❛♥❛❦❛ ✭t❤❡r♠♦✲é❧❛st✐❝✐té✮✱ ♦♥t été ❞ét❡r♠✐♥é❡s ❧❡s
♣r♦♣r✐étés ❡✛❡❝t✐✈❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ❡t s❡❝♦♥❞s ♠♦♠❡♥ts ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❞❛♥s ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❤étér♦❣è♥❡ ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t t❤❡r♠♦✲✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳
❈❡tt❡ ❧♦✐ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❛ été ✐♥té❣ré❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❞❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥t s♦✉s ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❝r❛②♦♥s ❘❊P ❆▲❈❨❖◆❊ ❡t ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧
❛♠é❧✐♦r❡r ❝❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♦♣t✐q✉❡✱ ❝❡t
ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❛ été ét❡♥❞✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ✭❝❤❛♣✐tr❡ ❱✳✮✳ ❉❛♥s ❧❡
❝❛s ♦ù ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥ s❡✉❧ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ✭❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ é❧❛st✐q✉❡
♥é❣❧✐❣é❡✮✱ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ✭❛♣♣r♦❝❤❡s sé❝❛♥t❡s ❡t ❛✣♥❡s✮ ❛ss♦❝✐é❡s à
❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥
✈✐sq✉❡✉s❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ❛❧♦rs ❧✐♥é❛r✐sé❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ q✉❛♥t✐tés ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣❛r ♣❤❛s❡
q✉✐ s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s ❛✜♥ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ❝❡tt❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥✳
❈❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ét❡♥❞✉s ❛✉ ❝❛s ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❛ ❧✐✲
♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠✐❧✐❡✉
✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ rés♦❧✉ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❛r ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ sé❝❛♥t❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ q✉❛♥t✐tés
❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣❛r ♣❤❛s❡ q✉✐ s♦♥t s♦✐t ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠♦✲
❞è❧❡ sé❝❛♥t ❝❧❛ss✐q✉❡✮✱ s♦✐t ❧❡ ♠♦♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ❞❡ ❝❡ ♠ê♠❡ ❝❤❛♠♣ ✭♠♦❞è❧❡ sé❝❛♥t
♠♦❞✐✜é✮✳ ❈❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ❝♦♠♣❛rés à ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s
❡♥ ❝❤❛♠♣s ❝♦♠♣❧❡ts ✭❝❛❧❝✉❧s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥t❛t✐❢
❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ▼❖❳✳ ❙❡✉❧❡s ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ sé❝❛♥t ♠♦❞✐✜é ♣ré✲
s❡♥t❡♥t ✉♥ ❜♦♥ ❛❝❝♦r❞ q✉❛❧✐t❛t✐❢ ❝♦♠♣❛ré❡s à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♠❛✐s ❧❛ ❝✐♥ét✐q✉❡ ❞❡
r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❡st❡ s♦✉s✲❡st✐♠é❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣ré❞✐t❡s ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ sé❝❛♥t ♠♦❞✐✜é✱ ❝❡ tr❛✈❛✐❧
s❡r❛ ét❡♥❞✉ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞✬❛✉tr❡s s❝❤é♠❛s ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ♦♥t été ré❝❡♠♠❡♥t ♣r♦♣♦sés
♣❛r ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ s✉r ❧❡ s✉❥❡t✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s❡r♦♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦♠♣❛rés
à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡t à ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡♥ ❝❤❛♠♣s ❝♦♠♣❧❡ts ❛✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ ♣❡rt✐✲
♥❡♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t r❡t❡♥✉ s❡r❛ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❛♣♣❧✐q✉é à
❞✬❛✉tr❡s ❝❛s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❧♦✐s ✷ ❡t ✸✲♣❤❛s❡s s❡r♦♥t ✐♥té❣ré❡s ❛✉
❢♦r♠❛t ▼❋❘❖◆❚ ❞❛♥s ❆▲❈❨❖◆❊ ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ▼❖❳
✭❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❝❛❧❝✉❧✲♠❡s✉r❡ ❞❡s ❝♦♠❜❧❡♠❡♥ts é✈✐❞❡♠❡♥ts✮✳
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■✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡s ♠❛tér✐❛✉① ✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧✬✐♥❞✉str✐❡ ✭❛❧❧✐❛❣❡s ♠ét❛❧❧✐q✉❡s✱ ❝♦♠♣♦s✐t❡s✱ ❝ér❛✲
♠✐q✉❡s✱ ❡t❝✮ s♦♥t ❤étér♦❣è♥❡s ❡t ❝♦♥st✐t✉és ❞❡ ♣❤❛s❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞✐✈❡rs❡s ✭❝r✐st❛❧❧✐t❡s✱r❡♥❢♦rts✱
♣♦r❡s✱ ❡t❝✮✳ ▲❡✉r ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s s❡ ♣r♦❞✉✐s❛♥t ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❝❡s
♣❤❛s❡s ✭❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✮✱ ❞❡ ❧❡✉r ré♣❛rt✐t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉r ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡✳ ▲❛
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ♣❡✉t✲êtr❡ ❛❧♦rs ré❛✲
❧✐sé❡ ❣râ❝❡ ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡✳ ❈❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡ q✉✐ s✬❡✛❡❝t✉❡ ♣❛r
❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉①
❤étér♦❣è♥❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❡✉rs ❝♦♥st✐t✉❛♥ts✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ét✉❞❡s s✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ▼❖❳✱ ✉♥
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t t❤❡r♠♦✲♠é❝❛♥✐q✉❡ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❤étér♦❣è♥❡ ❞❡s ❝♦♠✲
❜✉st✐❜❧❡s ▼❖❳ ✭✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♠é❝❛♥✐q✉❡s✱ ❣♦♥✢❡♠❡♥ts s♦✉s ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✮ ❛ été ♣r♦♣♦sé ♣✉✐s ❞é✲
✈❡❧♦♣♣é ❛✜♥ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ré❛❝t❡✉rs à ❡❛✉ s♦✉s
♣r❡ss✐♦♥ ❡♥ ré❣✐♠❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ♣✉✐s ❡♥ s✐t✉❛t✐♦♥s tr❛♥s✐t♦✐r❡s✳ ▲❡s ❛♠❛s ♣❧✉t♦♥✐❢èr❡s ❞✉ ▼❖❳ ét❛♥t
s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡ ❣♦♥✢❡r ♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ♣❤❛s❡s✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à r❡♣rés❡♥t❡r ❛✈❡❝ ❝❡
♠♦❞è❧❡ ❞❡ t②♣❡ ✓ ❝❤❛♠♣ ♠♦②❡♥ ✔ ✭✈♦✐r ❬✼❪✮ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❝❡s ❣♦♥✢❡♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s s✉r ❧❡s ét❛ts
❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠♦②❡♥s ♣❛r ♣❤❛s❡✳ ❊t ❝♦♠♠❡ ❝❡s ét❛ts ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣✐❧♦t❡♥t ✭❛✈❡❝ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡
❡t ❧✬é♣✉✐s❡♠❡♥t✮ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞✉ ❣♦♥✢❡♠❡♥t ❣❛③❡✉① ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❤❛s❡s ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✱ ♦♥
❝❤❡r❝❤❡ ❛✐♥s✐ à ♠✐❡✉① ❡st✐♠❡r ❧❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s✳ ●râ❝❡ à ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❧❛ s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝r❛②♦♥ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❡♥ ré❣✐♠❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ à tr♦✐s é❝❤❡❧❧❡s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t
❞❡♣✉✐s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ✶✳✸ ❞✬❆▲❈❨❖◆❊ à s❛✈♦✐r ✿ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✉ ❝r❛②♦♥ ✭♠ètr❡s✮✱ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s
♣❛st✐❧❧❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ❣❛✐♥❡ ❡♥ r❡❣❛r❞ ✭❝♠✮ ❡t ❡♥✜♥ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡
❞❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ▼❖❳ ✭✶✵✵ ♠✐❝r♦♥s✮✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡ ❡♥t❛♠és ❡♥ ♦❝t♦❜r❡ ✷✵✶✺ ❡♥ ❝♦❧❧❛✲
❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ ▼é❝❛♥✐q✉❡ ❡t ❞✬❆❝♦✉st✐q✉❡ ✭▲▼❆✮ ❡t ❆✐①✲▼❛rs❡✐❧❧❡✲❯♥✐✈❡rs✐té
✭❆▼❯✮ ✈✐s❡♥t à ❝♦♥s♦❧✐❞❡r ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬✼❪ ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥t ❞✉ ❝r❛②♦♥ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❡♥ r❛♠♣❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳
❈❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❞♦✲
❝✉♠❡♥t ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✉♥ ❜r❡❢ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
♠✉❧t✐✲♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ ❝r❛②♦♥ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡✳ ❈❡t ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s❡r❛ s✉✐✈✐ ❞✬✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡
❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❞✬ét✉❞❡ ❝♦♥s✐❞éré ✭❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ▼❖❳✮ à s❛✈♦✐r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ s❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡
❛✐♥s✐ q✉❡ s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♦✉s ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❤❛s❡s ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❞✬ét✉❞❡ ❡st ❞❡ t②♣❡ ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ✈✐❡✐❧❧✐s✲
s❛♥t❡ ✭♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s é✈♦❧✉❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✮✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡
♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ♥♦✉s ♣❛ss♦♥s ❡♥ r❡✈✉❡ q✉❡❧q✉❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞é✈❡❧♦♣✲
♣é❡s ❡♥ é❧❛st✐❝✐té ❧✐♥é❛✐r❡ ♣✉✐s ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s t❤❡r♠♦✲é❧❛st✐q✉❡✳ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡
♣❛rt✐❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① q✉✐ ♦♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés à ❧❛ ❢♦✐s
é❧❛st✐q✉❡s ❡t ✈✐sq✉❡✉s❡s ✭♠❛tér✐❛✉① ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡s ❡t t❤❡r♠♦✲✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡✮✳ ▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
♠✐❝r♦✲♠é❝❛♥✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s✬❡✛❡❝t✉❡ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ▼❛♥❞❡❧ ❬✽❪ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ✈✐❡✐❧❧✐ss❛♥t
❡♥ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣s❡✉❞♦✲é❧❛st✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❈❛rs♦♥✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s rés✉❧t❛ts
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❛❧♦rs ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r à ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡✳ ❉❛♥s
❧❛ q✉❛tr✐è♠❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞✐✛ér❡♥ts s❝❤é♠❛s ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡st✐♠❡r
❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❡✛❡❝t✐✈❡s ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♣❤❛s❡s ❡st ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ✭❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ▼❖❳ ❡♥ r❛♠♣❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✮✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s
s✉r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥ts t✐rés ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ♣✉✐s ❞é❣❛❣❡♦♥s ❧❡s ♣❡rs✲
♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳
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▲✬✐♥❞✉str✐❡ ♥✉❝❧é❛✐r❡ ❡st ❧❛ s♦✉r❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❡♥ ❋r❛♥❝❡ ❛✈❡❝
✉♥❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ✽✵✪ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♥❛t✐♦♥❛❧✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡✱ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡
❞❡ ❧❛ ✜ss✐♦♥ ♥✉❝❧é❛✐r❡✱ s✬❡✛❡❝t✉❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♥❛✲
t✉r❡s ✭❧✬♦①②❞❡ ❞✬✉r❛♥✐✉♠ ♥❛t✉r❡❧ ❡♥r✐❝❤✐✱ ❧✬♦①②❞❡ ♠✐①t❡ ✉r❛♥✐✉♠✲♣❧✉t♦♥✐✉♠ ✭▼❖❳ ♣♦✉r ▼✐①❡❞
❖❳②❞❡ ❢✉❡❧✮✮✳ ▲❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ à ❜❛s❡ ❞✬♦①②❞❡ ❞✬✉r❛♥✐✉♠ (❯❖2)✱ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✉r❛♥✐✉♠
♥❛t✉r❡❧ ✐ss✉ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ♠✐♥✐èr❡✱ ❡st ❧❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❧❡ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s ré❛❝✲
t❡✉rs ♥✉❝❧é❛✐r❡s ❡♥ ❋r❛♥❝❡✳ ▲❡s ♣❛st✐❧❧❡s ❞✬❖①②❞❡ ❞✬✉r❛♥✐✉♠ ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s ré❛❝t❡✉rs ♥✉❝❧é❛✐r❡s
s♦♥t ❡♠♣✐❧é❡s ❞❛♥s ❞❡s t✉❜❡s ❡♥ ❛❧❧✐❛❣❡ ❞❡ ③✐r❝♦♥✐✉♠ ✭❝r❛②♦♥s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ❞✬❡♥✈✐r♦♥ q✉❛tr❡
♠ètr❡s✮ ❢❡r♠és ❛✉① ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ré❛❝t❡✉rs à ❡❛✉ ♣r❡ss✉r✐sé❡ ✭❘❊P✮ ✉t✐✲
❧✐sés ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❝ ♥✉❝❧é❛✐r❡ ❢r❛♥ç❛✐s✱ ❧❛ t❡♥❡✉r ❡♥ ♠❛t✐èr❡ ✜ss✐❧❡ ✭✉r❛♥✐✉♠ ✷✸✺✮ ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ à
❜❛s❡ ❞✬♦①②❞❡ ❞✬✉r❛♥✐✉♠ s❡ s✐t✉❡ ❡♥tr❡ ✸✪ ❡t ✺✪ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬✉r❛♥✐✉♠ ♥❛t✉r❡❧ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧✬❡①✲
tr❛❝t✐♦♥ ♠✐♥✐èr❡ ♥✬❡♥ ♣♦ssè❞❡ q✉✬✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ✭❡♥✈✐r♦♥ ✵✳✼✪✮✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡
❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❡♥ ✉r❛♥✐✉♠ ✷✸✺ ✭♣r♦❝é❞és ❞✬❡♥r✐❝❤✐ss❡♠❡♥t✮ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡
q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠❛t✐èr❡ ✜ss✐❧❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬❛❧✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ré❛❝t❡✉rs✳ ❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬❡♥r✐❝❤✐s✲
s❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✉r❛♥✐✉♠✱ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦ût é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❧✬✉r❛♥✐✉♠ ❛♣♣❛✉✈r✐✳
▲♦rs ❞❡ ❧❛ ✜ss✐♦♥ ♥✉❝❧é❛✐r❡✱ ❧❡s ré❛❝t❡✉rs é❧❡❝tr♦♥✉❝❧é❛✐r❡s ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❞✉ ♣❧✉t♦♥✐✉♠ ❡♥ q✉❛♥✲
t✐tés r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ✭♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥♥✉❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐③❛✐♥❡ ❞❡ t♦♥♥❡s ❞❡ ♣❧✉t♦♥✐✉♠✮✳
❈❡tt❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛t✐èr❡ ✜ss✐❧❡✱ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ q✉❡❧q✉❡s ♠✐❧❧✐♦♥s ❞❡ t♦♥♥❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ♣é✲
tr♦❧❡✱ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ❞é❜♦✉❝❤é ✐♥tér❡ss❛♥t ♣♦✉r ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡
❞❡s ré❛❝t❡✉rs ♥✉❝❧é❛✐r❡s✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❞❡♣✉✐s ✉♥❡ tr❡♥t❛✐♥❡ ❞✬❛♥♥é❡s✱ ❧❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ▼❖❳
❡st ♣r♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧✬✉s✐♥❡ ▼❊▲❖❳ ✭❆❘❊❱❆✮ ♣♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞✬✉r❛♥✐✉♠ ♥❛t✉r❡❧
❡♥ r❡❝②❝❧❛♥t ❧❡ ♣❧✉t♦♥✐✉♠ ❡①tr❛✐t ❞❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ✉sés ❡t ❡♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❧✬✉r❛♥✐✉♠ ❛♣♣❛✉✈r✐
✐ss✉ ❞✉ ♣r♦❝é❞é ❞✬❡♥r✐❝❤✐ss❡♠❡♥t✳ ▲❡ r❡❝②❝❧❛❣❡ ❞✉ ♣❧✉t♦♥✐✉♠ ♣rés❡♥t❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬é❝♦♥♦♠✐s❡r
❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞✬✉r❛♥✐✉♠ ♥❛t✉r❡❧ ✭✶✷✵ t♦♥♥❡s ❞❡ ▼❖❳ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❡♥✈✐r♦♥ ✶✷✵ t♦♥♥❡s ❞✬✉r❛✲
♥✐✉♠ ❡♥r✐❝❤✐✮✳ ▲❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ♣❡✉✈❡♥t ❛✐♥s✐ êtr❡ ❡①♣❧♦✐tés s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❛✉
s❡✐♥ ❞❡s ré❛❝t❡✉rs✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ▼❖❳ ❡♥ ré❛❝t❡✉r ♣❡r♠❡t ❡♥ ♦✉tr❡ ❞❡ ré❞✉✐r❡
❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❞é❝❤❡ts r❛❞✐♦❛❝t✐❢s à ❧♦♥❣ t❡r♠❡✳ ▲❡ ♣❛r❝ ♥✉❝❧é❛✐r❡ ❢r❛♥ç❛✐s ❝♦♠♣♦rt❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✲
♠❡♥t ✺✽ ré❛❝t❡✉rs ♥✉❝❧é❛✐r❡s ❛✈❡❝ ✷✷ ré❛❝t❡✉rs q✉✐ s♦♥t ❛✉t♦r✐sés à r❡❝❡✈♦✐r ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡
▼❖❳✳ ❉❡♣✉✐s ✶✾✽✼✱ ❡♥✈✐r♦♥ ✸✵✵✵ ❛ss❡♠❜❧❛❣❡s ▼❖❳ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ r❡❝②❝❧❛❣❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✽✵
t♦♥♥❡s ❞❡ ♣❧✉t♦♥✐✉♠ ♦♥t été ❝❤❛r❣és ❡♥ ré❛❝t❡✉r✱ ❝❡ q✉✐ ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬é❝♦♥♦♠✐s❡r ♣rés ❞❡ ✽✵✵✵
t♦♥♥❡s ❞✬✉r❛♥✐✉♠ ♥❛t✉r❡❧✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ sé♣❛ré❡ ❞❡s ❛ss❡♠❜❧❛❣❡s ▼❖❳ ❡t ❞❡s ❛ss❡♠✲
❜❧❛❣❡s st❛♥❞❛r❞s ✭❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ❯❖2✮ ❝♦♠♣❧✐q✉❡ ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ré❛❝t❡✉rs ❞❡ ✾✵✵ ▼❲❡ ❡♥
r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♥♦t❛❜❧❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝②❝❧❡s ❞✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❡t ❞✉ t❛✉① ❞❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥✳
❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❣❡st✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ✭♣❛r✐té ▼❖❳✮ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ♦♣t✐♠✐s❡r
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ▼❖❳ ❡♥ ré❛❝t❡✉r ❛✈❡❝ ✉♥❡ t❡♥❡✉r ❡♥ ♣❧✉t♦♥✐✉♠ ❡st✐♠é❡ à ✽✱✻✺ ✪
❛ été ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ♣❛r ❊❉❋ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬❛ss♦✉♣❧✐r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ré❛❝t❡✉rs✳

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ s❡ ❝♦♠♣♦s❡ ❞❡ q✉❛tr❡ ♣❛rt✐❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞r❡ss❡r ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt
r❡❧❛t✐❢ à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ ❝r❛②♦♥ ❝♦♠❜✉s✲
t✐❜❧❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣❛ss❡r à ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ▼❖❳
❡t ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐❝♦✲❝❤✐♠✐q✉❡s ✭❞❡♥s✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❣♦♥✢❡♠❡♥t✱ ✢✉❛❣❡✮ q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❧♦rs
❞❡ ❧✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s r❛♣♣❡❧❡r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s ❞❡ ❝❤❛♥✲
❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ✭❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❤étér♦❣è♥❡s✮ ❡t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s t❡r♠✐♥❡r ♣❛r ❧❛
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳
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✶✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❝r❛②♦♥ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡
P♦✉r ♣ré❞✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♦✉s ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ✉t✐❧✐sés ❡♥ ré❛❝t❡✉r✱
❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✭❛♣♣❡❧és ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛✉ ❈❊❆✮✱ ❛ss♦❝✐és à ❞✐✛ér❡♥t❡s ✜❧✐èr❡s
ét✉❞✐é❡s ♣❛r ❧❡ ❈❊❆ ❡t s❡s ♣❛rt❡♥❛✐r❡s ✐♥❞✉str✐❡❧s✱ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ P❧❛t❡❢♦r♠❡
▲♦❣✐❝✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ➱❧é♠❡♥ts ■rr❛❞✐és ❞❛♥s ❧❡s ❆ss❡♠❜❧❛❣❡s✱ ❡♥ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✱ ❡♥ ❊①♣ér✐♠❡♥✲
t❛t✐♦♥✱ ♦✉ ❡♥ ❙❡r✈✐❝❡ ❬✾❪ ✭P▲❊■❆❉❊❙✮✳ ▲❡ ♣r♦❥❡t P▲❊■❆❉❊❙ s✬❛rt✐❝✉❧❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ tr♦✐s ♦❜❥❡❝t✐❢s
♣r✐♥❝✐♣❛✉①✳
▲❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ P▲❊■❆❉❊❙ ❢♦✉r♥✐t ❞❡s ♦✉t✐❧s ❣é♥ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐q✉❡
❛✈❡❝ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t ❝♦✉♣❧é❡s à ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✭❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡
❈❘❆❈❖✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ r❛ss❡♠❜❧❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ♦❜t❡♥✉s s✉r ❧❡s ❝r❛②♦♥s
❘❊P ♣♦✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❆▲❈❨❖◆❊✮✳ ❊❧❧❡ ❢♦✉r♥✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ♣rétr❛✐t❡♠❡♥t ❡t ❞❡
♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t ✭❙❆▲❖▼❊✮ ❛✈❡❝ ❞❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❝♦♥✈✐✈✐❛❧❡s✳ ▲❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❢♦✉r♥✐t é❣❛❧❡♠❡♥t
✉♥❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♣❤②s✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❝r❛②♦♥ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥
❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ✐♥té❣ré ❈✰✰✳
❆❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ s✐① s❝❤é♠❛s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ P▲❊■❆❉❊❙
♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ✭❆▲❈❨❖◆❊✱
❈❨❘❆◆❖✱ ▼❆■❆✱ ❆❚▲❆❙✱ ❈❊▲❆❊◆❖ ❡t ●❊❘▼■◆❆▲ ❱✷✮✳ ❈❡s s❝❤é♠❛s s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ✉♥❡
❧❛r❣❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣❛rt❛❣é❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❈❊❆✱ ❊❉❋ ❡t ❆❘❊❱❆✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❞❡
♥♦✉✈❡❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ s♦♥t ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ♣♦✉r ♣❡r❢❡❝✲
t✐♦♥♥❡r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ❝r❛②♦♥ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ à ❧✬✐♥st❛r ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❱❊❘✱ ❝♦♥s❛❝ré à
❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛♥❛❧②s❡s ❞❡s ❡✛❡ts ❞❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s
s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡✳
▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❆▲❈❨❖◆❊✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡✱ ❡st ❞é✲
❞✐é❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t t❤❡r♠♦✲♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡t ♣❤②s✐❝♦✲❝❤✐♠✐q✉❡ ❞❡s ❝r❛②♦♥s ❞❡ ❧❛ ✜❧✐èr❡
❞❡s ré❛❝t❡✉rs à ❡❛✉ s♦✉s ♣r❡ss✐♦♥ ✭❘❊P✮ à tr❛✈❡rs ✉♥❡ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❆▲❈❨❖◆❊✱ ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ♠♦❞é❧✐✲
s❛t✐♦♥ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ♦♥t été ♠✐s❡s ❡♥ ÷✉✈r❡ ❛✜♥ ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❝r❛②♦♥
❝♦♠❜✉st✐❜❧❡✱ t❛♥t ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❣❧♦❜❛❧ q✉❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ✈✉❡ ❧♦❝❛❧✳ ▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✉ s❝❤é♠❛
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✶❉ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✉♥ ❝r❛②♦♥ ❝♦♠❜✉s✲
t✐❜❧❡ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✸❉ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧ ❞✬✉♥
❢r❛❣♠❡♥t ❞❡ ♣❛st✐❧❧❡✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é❝r✐r❡ ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❡ ❝r❛②♦♥ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❞❡s ❘❊P✳ ❉❛♥s ❧❛
s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛❜♦r❞❡r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❝r❛②♦♥s ❯❖2

s♦✉s ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ✭❋❊▼✮✱ ❛ss♦❝✐é❡ à ❞✐✛é✲
r❡♥t❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡✱ ❡st ❡♠♣❧♦②é❡✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❡st
❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s♦✉s ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s é✈✐❞❡♠❡♥ts ❞❡s ❝r❛②♦♥s ❯❖2✳

✶✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ❝r❛②♦♥s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s

▲❡ ❝r❛②♦♥ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ✉t✐❧✐sé ❡♥ ré❛❝t❡✉r ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥ t✉❜❡ ❞❡ ❣❛✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬❡♥✈✐✲
r♦♥ ✹♠ ✭♣♦✉r ✉♥ ❞✐❛♠ètr❡ ✈♦✐s✐♥ ❞❡ ✶❝♠✮ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ s♦♥t ❡♠♣✐❧é❡s ❞❡s ♣❛st✐❧❧❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s✳
▲❡ ♠❛tér✐❛✉ ❞❡ ❧❛ ❣❛✐♥❡ ❡st ✉♥ ❛❧❧✐❛❣❡ ❞❡ ③✐r❝♦♥✐✉♠✱ ♣ré❢ér❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ s❛
tr❛♥s♣❛r❡♥❝❡ ❛✉① ♥❡✉tr♦♥s ❡t ♣♦✉r s❛ rés✐st❛♥❝❡ à ❧❛ ❝♦rr♦s✐♦♥✳ ▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❣❛✐♥❡s ✉t✐❧✐sé❡s
❡♥ ré❛❝t❡✉r ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s ❡♥ ❩✐r❝❛❧♦②✲✹ q✉✐ ❡st ✉♥ ❛❧❧✐❛❣❡ ♠ét❛❧❧✐q✉❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ③✐r❝♦♥✐✉♠
✭✾✽✪✮✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡ ❧✬ét❛✐♥ ✭✶✳✺✪✮✱ ❞✉ ❢❡r ✭✵✳✷✪✮ ❡t ❞✉ ❝❤r♦♠❡ ✭✵✳✶✪✮✳ ❈❡t ❛❧❧✐❛❣❡ ♠ét❛❧❧✐q✉❡
❡st ❞❡ ♥♦s ❥♦✉rs r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❛❧❧✐❛❣❡s ♣❧✉s rés✐st❛♥ts à ❧❛ ❝♦rr♦s✐♦♥ à s❛✈♦✐r ❧✬❛❧❧✐❛❣❡
▼❛ss✐❢✲✺ ❝♦♠♣♦rt❛♥t ❞✉ ♥✐♦❜✐✉♠ ✭✷✳✺✪✮✳



Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ✷✾

❖✉tr❡ ❧✬❡♠♣✐❧❡♠❡♥t ❡t ❧❡ t✉❜❡ ❞❡ ❣❛✐♥❛❣❡✱ ❧❡ ❝r❛②♦♥ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❡st ❢❡r♠é ❤❡r♠ét✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r
❞❡✉① ❜♦✉❝❤♦♥s ❛✉① ❡①tré♠✐tés s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡t ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳ ■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ❞❡ ♥♦t❡r
q✉❡ ❧❡s ♣❛st✐❧❧❡s ❡t ❧❛ ❣❛✐♥❡ s♦♥t sé♣❛rés ♣❛r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❛♣♣❡❧é ❥❡✉ ♣❛st✐❧❧❡✲❣❛✐♥❡✳ ▲❡s ❝r❛②♦♥s
❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s s♦♥t r❡❣r♦✉♣és ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ✉♥ ✓ ❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ✔ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✐❧s s♦♥t
❛rr❛♥❣és ❡♥ rés❡❛✉ à ♠❛✐❧❧❡ ❝❛rré❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ✓ str✉❝t✉r❡ ✔ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛ss✉r❡r ❧❡✉r t❡♥✉❡
♠é❝❛♥✐q✉❡✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✕ ❉✐♠❡♥s✐♦♥s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✬✉♥ ❝r❛②♦♥ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s ❘❊P ❬✶❪

✶✳✶✳✶✳ ▲❛ ♣❛st✐❧❧❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡

▲❡s ♣❛st✐❧❧❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s✱ ❡♠♣✐❧é❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝r❛②♦♥ ❘❊P✱ ♦♥t ✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡ ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡ ❞❡
❞✐❛♠ètr❡ ❡t ❞❡ ❤❛✉t❡✉r ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ❝❡♥t✐♠ètr❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ s♦✉❧✐❣♥❡r q✉✬✐❧
♥❡ s✬❛❣✐t ♣❛s ❞❡ ❝②❧✐♥❞r❡s ♣❧❡✐♥s ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡s é✈✐❞❡♠❡♥ts ❤é♠✐s♣❤ér✐q✉❡s ❧♦❝❛❧✐sés ❛✉① ❡①tré✲
♠✐tés✳ ❈❡s é✈✐❞❡♠❡♥ts s♦♥t ❞❡st✐♥és à ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛①✐❛❧❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❛ ❞✐❧❛t✐♦♥
t❤❡r♠✐q✉❡ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s ♣❛st✐❧❧❡s r❡st❡♥t ❥♦✐♥t✐✈❡s t♦✉t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡
❧✬❛①❡ ❞✉ ❝r❛②♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ à ❝❤❛✉❞ ❡t s❛♥s é✈✐❞❡♠❡♥t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡
❣♦♥✢❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧❛ ♣ér✐♣❤ér✐❡ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ q✉✐ ❡st ♣❧✉s é❧❡✈é❡ à ❝❡t ❡♥❞r♦✐t✱ ❧❛
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛①✐❛❧❡ ❝♦♥❞✉✐r❛✐t à ✉♥ ❝♦♥t❛❝t ✐♥t❡r✲♣❛st✐❧❧❡s ❧♦❝❛❧✐sé s✉r ❧❡s ❝❡♥tr❡s✳ ▲❡s ♣❛st✐❧❧❡s
❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✓ ❝❤❛♥❢r❡✐♥♥é❡s ✔ ❛✜♥ ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❡✉r ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❣❛✐♥❡✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✕ ❉✐♠❡♥s✐♦♥s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ♣❛st✐❧❧❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡s ❘❊P ❬✶❪

✶✳✶✳✷✳ ▲❛ ❣❛✐♥❡✱ ♣r❡♠✐èr❡ ❜❛rr✐èr❡ ❞❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t

▲❛ ❣❛✐♥❡ ❞✉ ❝r❛②♦♥ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❜❛rr✐èr❡ ❞❡ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❞❡st✐♥é❡ à ❝♦♥✜♥❡r
❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ✜ss✐♦♥ ❣é♥érés ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡✱ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ s♦♥ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❡♥ ré❛❝t❡✉r✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❞é❢❛✉ts ❞✬ét❛♥❝❤é✐té s✉r ❧❛ ❣❛✐♥❡ ♣❡✉t ✐♥❞✉✐r❡ ❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ♥é❢❛st❡s
s✉r ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ré❛❝t❡✉rs ✭tr❛♥s♣♦rt ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ✜ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝✐r❝✉✐t ♣r✐♠❛✐r❡
❞✉ ré❛❝t❡✉r✱ é❧é✈❛t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❣é♥ér❛❧ ❞✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝✐r❝✉✐t ❞é❥à ❝❛✉sé ♣❛r ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts
❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ t❡❧s q✉❡ ❧❡ ❝♦❜❛❧t✱ ❧❡ ❝❤r♦♠❡ ❡t❝✮✳ P♦✉r ♣❛r❡r à ❞✬é✈❡♥t✉❡❧s r✐sq✉❡s✱ ❧✬❛✉t♦r✐té ❞❡ sû✲
r❡té ✐♠♣♦s❡ ❛✉ ❝♦♥❝❡♣t❡✉r ❡t à ❧✬❡①♣❧♦✐t❛♥t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧✬✐♥té❣r✐té ❞❡ ❧❛ ❣❛✐♥❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t
♥♦r♠❛❧ ✭t❡♠♣ér❛t✉r❡s ♠♦❞érés✱ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❧✐♥é✐q✉❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✷✵✵ ❲✴❝♠✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s
tr❛♥s✐t♦✐r❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡❧s ✭é❧é✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t t❤❡r♠✐q✉❡✮ ❡t ❛❝❝✐❞❡♥t❡❧s
✭❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥t ♠❛ss✐❢ ❞❡s ❜❛rr✐èr❡s ❡t r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ❞❡ ♣r♦❞✉✐ts r❛❞✐♦❛❝t✐❢s✮✳ ▲❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡
❧✐♥é✐q✉❡ ❡①♣r✐♠é❡ ❡♥ ❲✴❝♠ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♣r♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ ✜ss✐♦♥ ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ❝r❛②♦♥ ❝♦♠✲
❜✉st✐❜❧❡ ♣❛r ✉♥✐té ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❝r❛②♦♥✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❛❝❝✐❞❡♥t❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s
❝♦♥s✐❞éré❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡✳



✸✵ ➱❚❯❉❊ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍■◗❯❊

✶✳✷ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ ❝r❛②♦♥ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡

❉❛♥s ❧✬✐♥❞✉str✐❡ ♥✉❝❧é❛✐r❡✱ ❧❡ ❝r❛②♦♥ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ✐rr❛❞✐é ❡♥ ré❛❝t❡✉r ❡st ❧❡ s✐è❣❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉①
♣❤é♥♦♠è♥❡s ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧és ✭♥❡✉tr♦♥✐q✉❡s✱ t❤❡r♠✐q✉❡s✱ ♣❤②s✐❝♦✲❝❤✐♠✐q✉❡s✱ ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❡t❝✮✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ❝✐✲❛♣rès ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ s②♥t❤ét✐q✉❡ ❡t s✐♠♣❧✐✜é❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❤é♥♦♠è♥❡s ✐♥t❡r✈❡✲
♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡st ✐rr❛❞✐é✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ✕ Pr✐♥❝✐♣❛✉① ♣❤é♥♦♠è♥❡s ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝r❛②♦♥ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ s♦✉s ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥
❬✷❪

▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♣❤é♥♦♠è♥❡s à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s
❝r❛②♦♥s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❧❛ssés ❡♥ ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s ✿
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❡st r❡❧❛t✐✈❡ ❛✉① ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐❝♦✲❝❤✐♠✐q✉❡s ✭❞❡♥s✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❣♦♥✢❡♠❡♥t
s♦❧✐❞❡ ❡t ❣♦♥✢❡♠❡♥t ❣❛③❡✉①✮ ✐♥❞✉✐ts ♣❛r ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ✜ss✐♦♥ ❧✐❜érés ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡
❝♦♠❜✉st✐❜❧❡✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❞✐❧❛t✐♦♥s t❤❡r♠✐q✉❡s ✐♥❞✉✐t ♣❛r
❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳ ❈❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ♥❛t✉r❡s ❞✐✈❡rs❡s✱ ♦❜s❡r✈és
❧♦rs ❞❡ ❧✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ ❣é♥èr❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❛
❣❛✐♥❡ s❡ ❝♦♥tr❛❝t❡ ♣❛r ✢✉❛❣❡ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❝❛❧♦♣♦rt❡✉r ❡t
❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡✱ s✉s❝✐té❡ ♣❛r ❧❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ✜ss✐♦♥ ❣❛③❡✉① ❞❛♥s ❧❡s
✈♦❧✉♠❡s ❧✐❜r❡s✳
❆✜♥ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ♠✐♥✉t✐❡✉s❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ❝r❛②♦♥ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❡♥ ♠❡tt❛♥t ❡♥ ❡①❡r❣✉❡
t♦✉s ❝❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱ ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐q✉❡ ❛ été
❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ P▲❊■❆❉❊❙✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐q✉❡
r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ t②♣❡ ●❛✉ss✲❙❡✐❞❡❧✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐q✉❡ s✬❡✛❡❝t✉❡
à tr❛✈❡rs ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❜❧è♠❡s ❝♦✉♣❧és ✭t❤❡r♠✐q✉❡✱ ♣❤②s✐❝♦✲
❝❤✐♠✐q✉❡ ❡t ♠é❝❛♥✐q✉❡✮✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐q✉❡ ❬✸❪



Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ✸✶

✶✳✷✳✶✳ ❖✉t✐❧s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝r❛②♦♥ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❝r❛②♦♥ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡
✐♥t❡r♥❡ ❡t ❧✬ét❛t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❣❛✐♥❡ ❡♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥s✳
❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ❧❡ ❝r❛②♦♥ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ✉t✐❧✐sé ❡♥ ré❛❝t❡✉r s✉❜✐t ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❤é♥♦✲
♠è♥❡s s♦✉✈❡♥t étr♦✐t❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧és ✭❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐q✉❡✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❧❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ ❝r❛②♦♥ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡
❡♥tr❡ ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡ ❡t ❧❛ ❣❛✐♥❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❛ss♦❝✐és à ❞✐✛ér❡♥t❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s s♣❛✲
t✐❛❧❡s ❞✉ ❝r❛②♦♥✱ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és✳
▲❡s ❝♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❋❘❆P❈❖◆ ❬✶✵❪✱ ❚❘❆◆❙❯❘❆◆❯❙ ❬✶✶❪ ❡t ❊◆■●▼❆ ❬✶✷❪ ♦♥t été ✐♥✐t✐❛❧❡✲
♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣és ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ❝r❛②♦♥ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ à tr❛✈❡rs ✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡
✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ✶❉ ❡t ✶✳✺❉ ✭rés♦❧✉t✐♦♥ r❛❞✐❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛①✐s②♠étr✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡
❝r❛②♦♥ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❡st ❞é❝♦✉♣é ❡♥ tr❛♥❝❤❡s ❛①✐❛❧❡s✮✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s
✜♥✐❡s✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❞✬❛✉tr❡s ❝♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❝♦♠♠❡ ❋❊▼❆❳ ❬✶✸❪ ❡t ❈❨❘❆◆❖
❬✶✹❪ ♦♥t été ♠✐s ❡♥ ÷✉✈r❡ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❝r❛②♦♥s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ✶✱✺❉✳
❉❛♥s ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭✷❉✮✱ ❧❡ ❝♦❞❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❋❆▲❈❖◆ ❜❛sé s✉r ❧❛ ♠é✲
t❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ❛✉① ❯❙ ✭❬✶✺❪✱❬✶✻❪ ✮♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
t❤❡r♠✐q✉❡✱ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡t ❝❤✐♠✐q✉❡ ❞❡s ❝r❛②♦♥s s♦✉s ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❉❡s ❝♦❞❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✶❉
✭▼❊❚❊❖❘✮ ❡t ✸❉ ✭❚❖❯❚❆❚■❙✮ ♦♥t été ❛✉ss✐ ❞é✈❡❧♦♣♣és ❡t ✐♠♣❧é♠❡♥tés ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲
❢♦r♠❡ P▲❊■❆❉❊❙✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t ❞❡ ♥♦s ❥♦✉rs r❡♠♣❧❛❝é❡s ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❆▲❈❨❖◆❊ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ ❝r❛②♦♥ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡
✭✶❉✱ ✸❉ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ✷❉✮✳ ❆ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ ❝♦❞❡ ❇■❙❖◆ ✭❯❙✮ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ s✐♠✉❧❡r
❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❝r❛②♦♥ ❡♥ ✸❉✳
▲❛ ❞é♠❛r❝❤❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉
❝r❛②♦♥ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❡st ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ▼✐❝❤❡❧ ❡t ❛❧ ❬✺❪✳

✶✳✷✳✷✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡✱ ♣❤②s✐❝♦✲❝❤✐♠✐q✉❡ ❡t ♠é✲
❝❛♥✐q✉❡ ❞✉ ❝r❛②♦♥ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❬✺❪

❊♥ ré❛❝t❡✉r✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❡st ❞❡ ♥❛t✉r❡ ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡
❛✈❡❝ ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧✐❜r❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ❞✐❧❛t❛t✐♦♥s t❤❡r♠✐q✉❡s s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ t❡♠✲
♣ér❛t✉r❡ ❡t ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐❝♦✲❝❤✐♠✐q✉❡s ✭❞❡♥s✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❣♦♥✢❡♠❡♥t s♦❧✐❞❡ ❡t ❣♦♥✢❡♠❡♥t
❣❛③❡✉①✮✳ ❊♥ ré❣✐♠❡ ♥♦♠✐♥❛❧✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡♥ ✢✉❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞❡
❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❛❧♦rs q✉✬❡♥ ré❣✐♠❡ tr❛♥s✐t♦✐r❡ ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡s ✐♥✲
❞✉✐s❡♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❣❛✐♥❡
❞✉ ❝r❛②♦♥ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st ✈✐s❝♦♣❧❛st✐q✉❡ ❡st s♦✉♠✐s❡ à ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t
❡♥ ♣r❡ss✐♦♥ ✭♣r❡ss✐♦♥ ❡①t❡r♥❡ ❞✉ ❝✐r❝✉✐t ♣r✐♠❛✐r❡ ❡t ♣r❡ss✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡ ❞✉❡ ❛✉ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ❞❡s
♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ✜ss✐♦♥ ❣❛③❡✉①✮✳
❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♦✉s ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❞✉ ❝r❛②♦♥ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡✱ ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦r✲
t❡♠❡♥t ❞é❝r✐t❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❝♦✉♣❧é❡s ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ✭❞✐❧❛t❛t✐♦♥s
t❤❡r♠✐q✉❡s ❡t ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐❝♦✲❝❤✐♠✐q✉❡s ❛✛❡❝t❛♥t ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❡t ❧❛ ❣❛✐♥❡✮✳
▲❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✭♣r♦❜❧è♠❡ t❤❡r♠✐q✉❡✮ à tr❛✈❡rs ❧✬é❧é♠❡♥t ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❡st
❝❛❧❝✉❧é❡ s❡❧♦♥ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ✿

ρ.❝♣
❞❚
❞t

= ❞✐✈ (λ ❣r❛❞❚) + P✈,

♦ù ρ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡✱ ❝♣ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té t❤❡r♠✐q✉❡ ♠❛ss✐q✉❡✱ λ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té t❤❡r♠✐q✉❡
❡t P✈ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ✭♣✉✐ss❛♥❝❡ ♣r♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡s ré❛❝t✐♦♥s ❞❡ ✜ss✐♦♥ ♣❛r ✉♥✐té
❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡✮✳ ▲❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ❝❤❛❧❡✉r ✈❡rs ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❝❛❧♦♣♦rt❡✉r ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r
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✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❛✉ ✢✉① ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r Φ = ❤.∆❚ ♦ù ❤ ❡st ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝♦♥st❛♥t✳
❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ✢✉① ❞❡ ❝❤❛❧❡✉r à tr❛✈❡rs ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❛st✐❧❧❡✲❣❛✐♥❡✱ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬é❝❤❛♥❣❡
éq✉✐✈❛❧❡♥t ❡st ✉t✐❧✐sé ❛✜♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ❝❤❛❧❡✉r à tr❛✈❡rs ❝❡tt❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳
❆ ❥❡✉ ♦✉✈❡rt✱ ❝❡ tr❛♥s❢❡rt s❡ ❢❛✐t ♣❛r ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❧❛♠❡ ❣❛③❡✉s❡ ❡t r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s
❞❡✉① s✉r❢❛❝❡s s♦❧✐❞❡s ❡♥ r❡❣❛r❞✳
▲♦rsq✉❡ ❧❡ ❥❡✉ ❡st ❢❡r♠é ❧❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ❝❤❛❧❡✉r ♣❛r ❝♦♥t❛❝t ❡♥tr❡ ❧❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❡t ❧❛ ❣❛✐♥❡ ❡st
é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❡t ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t❛❝t ♣❛st✐❧❧❡✲❣❛✐♥❡ ✭❝♦♥t❛❝t ✐♠♣❛r❢❛✐t✮✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ à rés♦✉❞r❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ tr❛♥❝❤❡ ❛①✐❛❧❡ ❞❡ ❝r❛②♦♥ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❡st
❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✭❥❡✉ ♦✉✈❡rt✮ ✿





❞✐✈σ(x , t) + ρ❣z = 0 ❞❛♥s Ω

ε(x , t) =
1

2

(
∇u(x , t) +∇❚u(x , t)

)
❞❛♥s Ω

ε̇(t) =
1

3κ♣
e(t)

σ̇m (t)δ +
1

2µ♣
e(t)

ṡ(t) + ε̇♣v(t) + ε̇
♣
0(t) + ε̇✜s(t) ❞❛♥s Ω♣ ✭♣❛st✐❧❧❡✮

ε̇(t) =
1

3κ❣
e(t)

σ̇m (t)δ +
1

2µ❣
e(t)

ṡ(t) + ε̇❣v(t) + ε̇
❣
0(t) ❞❛♥s Ω❣ ✭❣❛✐♥❡✮

σ(x , t).er = ♣✐(t).er s✉r ∂Ω♣

σ(x , t).er = ♣❡(t).er s✉r ❧❛ ♣❛r♦✐ ❡①t❡r♥❡ ❞❡ ❧❛ ❣❛✐♥❡

σ(x , t).er = ♣✐(t).er s✉r ❧❛ ♣❛r♦✐ ✐♥t❡r♥❡ ❞❡ ❧❛ ❣❛✐♥❡

❋(x , t).ez = ❋❣
z(t).ez s✉r ❧❡s ❢❛❝❡s s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❣❛✐♥❡

❋(x , t).ez = ❋♣
z(t).ez s✉r ❧❡s ❢❛❝❡s s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡

♦ù Ω = Ω♣

⋃
Ω❣ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♦❝❝✉♣é ♣❛r ❧❡ ❝r❛②♦♥ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡✱ ε♣v ❡t ε❣v s♦♥t ❧❡s ❞é❢♦r✲

♠❛t✐♦♥s ✈✐sq✉❡✉s❡s ❞❡ ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❣❛✐♥❡ ❡t ❧❡s s❝❛❧❛✐r❡s (κ♣
e , µ

♣
e) ❡t (κ

❣
e, µ

❣
e)

r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡✉rs ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ❡t ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡s✳ ▲❡s
❝❤❛♠♣s t❡♥s♦r✐❡❧s ε♣0 ❡t ε

❣
0s♦♥t ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧✐❜r❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐❝♦✲

❝❤✐♠✐q✉❡s ✭❣♦♥✢❡♠❡♥t ❡t ❞❡♥s✐✜❝❛t✐♦♥✮ ❡t ❞❡s ❞✐❧❛t✐♦♥s t❤❡r♠✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡
❡t ❞❡ ❧❛ ❣❛✐♥❡✳ ▲❡ t❡r♠❡ ε✜s ❡st ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥é❧❛st✐q✉❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡
✜ss✉r❛t✐♦♥ r❛❞✐❛❧❡ ❡t tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡✱ ❞û ❛✉ ❢♦rt ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡
✭é❧é✈❛t✐♦♥ ❜r✉sq✉❡ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡✮✳ ▲❡s s❝❛❧❛✐r❡s ♣❡ ❡t ♣✐ ❞és✐❣♥❡♥t
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♣r❡ss✐♦♥s ❡①t❡r♥❡ ✭♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ❝✐r❝✉✐t ♣r✐♠❛✐r❡✮ ❡t ✐♥t❡r♥❡ ❞❡ ❧❛ ❣❛✐♥❡✳ ▲❛
♣r❡ss✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡ ❡st ✜①é❡ ❡♥ ❞é❜✉t ❞❡ ✈✐❡ ✭♣r❡ss✉r✐s❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡♥ ❍❡❧✐✉♠✮ ♣✉✐s ❛✉❣♠❡♥t❡ s♦✉s
❧✬❡✛❡t ❞✉ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ✜ss✐♦♥ ❣❛③❡✉①✳ ▲❡s s❝❛❧❛✐r❡s ❋♣

z ❡t ❋❣
z r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s

❢♦r❝❡s ❛①✐❛❧❡s q✉✐ s✬❡①❡r❝❡♥t s✉r ❧❡s ❢❛❝❡s s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡t ✐♥❢ér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❣❛✐♥❡✳ ▲❡
♣r♦❜❧è♠❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ r❡❧❛t✐❢ à ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛st✐❧❧❡✲❣❛✐♥❡ ✭❥❡✉ ❢❡r♠é✮ ❡st ❞é❝r✐t ♣❧✉s ❧♦✐♥✳
P♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐s❝♦♣❧❛st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✢✉❛❣❡
✐s♦tr♦♣❡ ❞é❝♦♠♣♦sé ❡♥ ❞❡✉① t❡r♠❡s ❛ été ✉t✐❧✐sé ✿ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ✢✉❛❣❡ ✈✐s❝♦✲
♣❧❛st✐q✉❡ ❛t❤❡r♠✐q✉❡ ✭✢✉❛❣❡ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✮ ❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡ ✢✉❛❣❡
✈✐s❝♦♣❧❛st✐q✉❡ t❤❡r♠✐q✉❡✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ❜❛sé s✉r ❞❡s t❡sts ❡✛❡❝t✉és s✉r ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♥♦♥
✐rr❛❞✐és✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✐✈✐sé❡ ❡♥ ❞❡✉① t❡r♠❡s ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡ ✢✉❛❣❡
♣r✐♠❛✐r❡ ❡t ❧❡ ✢✉❛❣❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡✳ ▲❡ ✢✉❛❣❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ❡st ♠♦❞é❧✐sé ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❧✐é❡s
à ❞❡✉① ♠é❝❛♥✐s♠❡s✱ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡t ❧❛ ♠♦♥té❡ ❞❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❝♦✉♣❧é❡s ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❬✶✼❪✳ ▲❡ ✢✉❛❣❡ ♣❛r ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t à ❢❛✐❜❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t à ❜❛ss❡s
t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ✢✉❛❣❡ ♣❛r ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❡st ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❞❡s
t❡♠♣ér❛t✉r❡s é❧❡✈é❡s✳ P♦✉r ❧❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❯❖2 ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ✢✉❛❣❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t



Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ✸✸

✈✐s❝♦♣❧❛st✐q✉❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

ε̇♣❛st✐❧❧❡
v = ε̇

❛t❤
(σ) + ε̇

t❤
(σ ,❚),

ε̇
t❤
(σ ,❚) = ε̇

♣r
(σ ,❚) + (1− θ) ε̇

❞✐✛
(σ ,❚) + ε̇

❞✐s❧♦
(σ ,❚),

θ̇ =
(θ − θ0)

2

τ θ0
❛✈❡❝ θ0 =

1

2

[
1 + t❛♥❤

[
❚(σ)− ❚

h

]]
,

♦ù ❧❡s ❝❤❛♠♣s t❡♥s♦r✐❡❧s ε̇
♣r
✱ ε̇

❞✐✛
❡t ε̇

❞✐s❧♦
❞és✐❣♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈♠❡♥t ❧❡s t❛✉① ❞❡ ✢✉❛❣❡ ♣r✐♠❛✐r❡✱

❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥✳ ▲❡ s❝❛❧❛✐r❡ θ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ♠é✲
❝❛♥✐s♠❡s ❞✉ ✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s τ ✱ θ0 ❡t h s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❝❛r❛❝té✲
r✐st✐q✉❡s ❞❡ ❝❡ ✢✉❛❣❡ ❡t ❚ ❞és✐❣♥❡ ✉♥❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ❞✉
♠❛tér✐❛✉✱ ❞✉❡ à ❧✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ ❡st ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ à tr❛✈❡rs ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉
♠❛tér✐❛✉ q✉✐ é✈♦❧✉❡♥t s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐❝♦✲❝❤✐♠✐q✉❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ♣♦r♦s✐té ❞❡ ❧❛ ♣❛s✲
t✐❧❧❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡✳ ▲✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ♣♦r♦s✐té s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s ✭♣r♦♣r✐étés é❧❛st✐q✉❡s✮
❞❡ ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❡st ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ ❆ ❝❡t é❣❛r❞✱ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❡✛❡❝t✐❢ ❞❡ ♠✐❧✐❡✉① ♣♦r♦✈✐s❝♦♣❧❛st✐q✉❡s ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s ❛ été ré❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❬✶✽❪ à tr❛✈❡rs ✉♥❡ ❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❧❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ▼❖❳ ✭❘❊P✮✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ✢✉❛❣❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❛✉
♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✷✳✷✳✳ ▲❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ✜ss✉r❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ ❝♦✉♣❧é ❛✉
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐s❝♦♣❧❛st✐q✉❡✱ ❛ été ❛✉ss✐ ♠♦❞é❧✐sé à tr❛✈❡rs ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♥♦♥ ✉♥✐✜é❡ ✭❢♦r♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥é❧❛st✐q✉❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐s❝♦♣❧❛st✐q✉❡
❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❞✐✛èr❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣❧❛st✐q✉❡✮✳ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❝♦♥st✐✲
t✉t✐✈❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✜ss✉r❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❡t s❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ s♦♥t ❞ét❛✐❧❧é❡s ❞❛♥s ❬✶✾❪✳
▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❣❛✐♥❡ s♦✉s ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥❡
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♥♦♥ ✉♥✐✜é❡ ❝♦✉♣❧❛♥t ❞✐✛ér❡♥ts ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ✢✉❛❣❡✳

ε̇❣
v = ❆ (❏2(σ))

np exp

(
−Qp

❘❚

)
exp(−❇✳ t) + ❈ (❏2(σ))

ns exp

(
−Qs

❘❚

)
Φ

p

,

♦ù ❏2 ❞és✐❣♥❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡s✱ Φ
p
r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ✢✉①

♥❡✉tr♦♥✐q✉❡✱ ❘ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡s ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts ❡t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❆✱ np✱ Qp✱ ❇✱ ❈✱ Qs✱ ns ❡t p s♦♥t
❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✳ P♦✉r ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣✉r❡♠❡♥t ♣❧❛st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛
❣❛✐♥❡✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❜é✐t à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❏2 (σ − ❳)− ❘0 ≤ 0 ❛✈❡❝ ❳ =
2

3
❤ εp

♦ù ❳ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✐♥t❡r♥❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬é❝r♦✉✐ss❛❣❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡✱ ❘0 ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
s❡✉✐❧ ✭❧✐♠✐t❡ ❞✬é❧❛st✐❝✐té à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❣❛✐♥❡ s❡ ❞é❢♦r♠❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧❛st✐q✉❡✮✱ ❧❡ s❝❛❧❛✐r❡
❤ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❡t εp r❡♣rés❡♥t❡ s❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❧❛st✐q✉❡✳
▲✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ t❛✉① ❞❡ ✢✉❛❣❡ ❞✉❡ à ❧✬❡✛❡t ❞✉ ✢✉① ♥❡✉tr♦♥✐q✉❡ Φ ✭❊❃✶▼❡❱✮ ❡st ♣r✐s❡ ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣❛✐♥❡✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r
❧❡ ✢✉❛❣❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧✬é❝r♦✉✐ss❛❣❡ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡
♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ q✉✐ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧❡ ✢✉❛❣❡ ♣r✐♠❛✐r❡✳ ❆✜♥ ❞❡ ❜✐❡♥ é✈❛❧✉❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛
❣❛✐♥❡ ❞❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ ♣❧❛❣❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t s✐♠✉❧é✱ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
❞✉ ✢✉❛❣❡ à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❢❛✐❜❧❡s ✭✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡✮ ❡t ❞✉ ✢✉❛❣❡ à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s é❧❡✈é❡s ✭tr❛♥s✐t♦✐r❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✮ s♦♥t ✉t✐❧✐sés✳ ▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❞❡ ❧❛
❣❛✐♥❡✱ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ❛❧❧✐❛❣❡s✱ ♣❡✉t êtr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❡ ❍✐❧❧ ❬✷✵❪ à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❡ ❱♦♥
▼✐s❡s ❏2✱ ❞❛♥s ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❡t ❞❡ ❧❛
❣❛✐♥❡✳



✸✹ ➱❚❯❉❊ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍■◗❯❊

❉❛♥s ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡✱ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ε
♣
0 ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐❝♦✲❝❤✐♠✐q✉❡s ❡t

❞❡s ❞✐❧❛t✐♦♥s t❤❡r♠✐q✉❡s s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ s❡❧♦♥ ✿

ε̇
♣
0 = ε̇❉

❣s + ε̇❣❣ + ε̇t❤

▲❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ εt❤ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥s t❤❡r♠✐q✉❡s s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ t❡♠♣é✲
r❛t✉r❡ ✭εt❤ = α (❚− ❚0)✮✱ ❚0 ét❛♥t ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ❡st ❞❛♥s s♦♥ ét❛t ❞❡
ré❢ér❡♥❝❡✳ ▲❡ t❛✉① ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ε̇❉

❣s✱ r❡❧❛t✐❢ ❛✉ ❣♦♥✢❡♠❡♥t s♦❧✐❞❡ ❡t à ❧❛ ❞❡♥s✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❞é♣❡♥❞
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞✉ t❛✉① ❞❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ♥♦té ❇❯✳ ▲❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥t s♦❧✐❞❡ ❡st ❧✐é ❛✉① ♣r♦❞✉✐ts ❞❡
✜ss✐♦♥ s♦❧✐❞❡ q✉✐ t❡♥❞❡♥t à ♠♦❞✐✜❡r ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝r✐st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❛❧♦rs q✉❡
❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞❡♥s✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡t✐ts ♣♦r❡s ❝❛✉sés ♣❛r ❧✬é♥❡r✲
❣✐❡ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡s ♣✐❝s ❞❡ ✜ss✐♦♥✳ ▲❡ t❛✉① ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐é à ❝❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❡st s✉♣♣♦sé
s♣❤ér✐q✉❡ ❡t s♦♥ é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❡st ré❣✐❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

ε̇❉
❣s = f(❇❯, ....) δ

▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ✜ss✐♦♥ ❣❛③❡✉① ❧✐❜érés ❧♦rs ❞❡ ❧✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❡st ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r
❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✿ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐q✉❡ ❝♦♥s❛❝ré à ❧❛ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ t❡sts ✐♥té❣r❛✉①
❬✷✶❪ ❡t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❛♥❝é ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❬✷✷❪✳ ▲❡
♠♦❞è❧❡ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐q✉❡ ❡st ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❈❆❘❆❈❆❙ ❞♦♥t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st
❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥♦♠✐♥❛❧❡s q✉❡ tr❛♥s✐t♦✐r❡s ❬✷✸❪✳
▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡s ♣rés❡♥té❡s ✐❝✐ s♦♥t s✐♠♣❧✐✜é❡s ❛✜♥ ❞✬✐❧❧✉str❡r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♣❤é♥♦✲
♠è♥❡s ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ✜ss✐♦♥ ❣❛③❡✉①✳ ❯♥❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❛♥❝é ▼❆❘●❆❘❊❚
❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ P▲❊■❆❉❊❙ ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é❡ ❞❛♥s ❬✷✷❪✳

❛✳ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✶❉

▲❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✶❉✱ ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s ❝♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✐♥❞✉str✐❡❧s ❈❨❘❆◆❖✸✱ ❡st
❜❛sé s✉r ✉♥ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❛①✐❛❧ ❞✉ ❝r❛②♦♥ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs tr❛♥❝❤❡s ❞♦♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ❡st s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞❡
r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠♦②❡♥ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ♣❛st✐❧❧❡s ✭✉♥ ❝r❛②♦♥ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✷✵✵ ♣❛st✐❧❧❡s ❡st
❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♠♦❞é❧✐sé ❡♥ ✸✵ tr❛♥❝❤❡s✮✳ ▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡s ❝r❛②♦♥s ❝♦♠✲
❜✉st✐❜❧❡s r❡♣♦s❡ s✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛tr✐❝❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❤❛q✉❡ tr❛♥❝❤❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡
s②♠étr✐❡ ❞❡ ré✈♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ❡♥ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❧❛♥❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐
❞❡ s✐♠✉❧❡r ❧❡ ❝r❛②♦♥ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❡♥ ✐♥té❣r❛❧✐té t♦✉t ❡♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❧❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐s✲
t✐q✉❡s ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❣❧♦❜❛❧ à s❛✈♦✐r ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡✱ ❧❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ❞❡s ❣❛③ ❞❡ ✜ss✐♦♥ ❡t
❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✲♣❛st✐❧❧❡ ❣❛✐♥❡✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✶❉ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥
♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❣❛✐♥❡ s✉r ✉♥❡ ♣♦rt✐♦♥ ❛①✐❛❧❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❞✉ ❝r❛②♦♥✳ ❈❡s ❤②♣♦✲
t❤ès❡s ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡s ✐♠♣♦s❡♥t ❞❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ❢♦rt❡s s✉r ❧❡s ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ✿

u(r, θ, z) ∼ u(r)er + εzz.z ez

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ❧❡ r❛②♦♥ ❡①t❡r♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✐♥❢ér✐❡✉r ❛✉
r❛②♦♥ ✐♥t❡r♥❡ ❞❡ ❧❛ ❣❛✐♥❡ ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥✲✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡ ❡t ❧❛ ❣❛✐♥❡✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ②✬❛ ✉♥❡ ❢♦rt❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧♦rs ❞✉ ❝♦♥t❛❝t ❡♥tr❡ ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡ ❡t ❧❛ ❣❛✐♥❡ ❡t ♣♦✉r
♠♦❞é❧✐s❡r ❝❡tt❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ ✐♠♣♦s❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞✐t❡ ❞❡ s♦❧✐❞❛r✐s❛t✐♦♥✳

∆ε|♣❛st✐❧❧❡ = ∆ε|❣❛✐♥❡

♦ù ∆ε|♣❛st✐❧❧❡ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❝t✉❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛①✐❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡
❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❡t ❝❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬✐♥st❛♥t ❞✉ ❝♦♥t❛❝t ❡♥tr❡ ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡ ❡t ❧❛ ❣❛✐♥❡✳
▲✬✐♠❛❣❡ à ❣❛✉❝❤❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❞✉ ❝r❛②♦♥ ❡♥ tr❛♥❝❤❡s ❛①✐❛❧❡s ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡
❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ✜♥✐ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭✶❉✮ ❡t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡✳



Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ✸✺

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭✶❉✮ ❞✉ ❝r❛②♦♥ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❬✹❪

❜✳ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✸❉

❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✶❉ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✉♥ ❝r❛②♦♥ ❝♦♠❜✉s✲
t✐❜❧❡✱ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✸❉ ❞é❝r✐t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❢r❛❣♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ♣❛rt✐❡
❞✬✉♥❡ ♣❛st✐❧❧❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣ré✲❢r❛❝t✉r❛t✐♦♥ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠♦♥té❡
❡♥ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❢r❛❣♠❡♥t ❞❡ ♣❛st✐❧❧❡ r❡♣rés❡♥té ♣♦ssè❞❡ ❞❡✉① ♣❧❛♥s ❞❡ s②♠étr✐❡ ❞❡
s♦rt❡ q✉✬♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ q✉❛rt ❞✬✉♥ ❢r❛❣♠❡♥t ❞❡ ♣❛st✐❧❧❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡✱ ❡♥✈❡❧♦♣♣é ❞❡ ❧❛ ♣♦rt✐♦♥
❞❡ ❣❛✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳ ▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝ès ❛✉ ❝♦♠♣♦r✲
t❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✸❉ ♥é❝❡ss✐t❡ ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥
✶❉ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡
♥♦♥ ♦①②❞é❡ ❞❡ ❧❛ ❣❛✐♥❡✱ s♦♥t ❡①tr❛✐t❡s✳ ❈❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s s♦♥t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✐♠♣♦sé❡s s✉r ❧❛ ♣❛r♦✐
❡①t❡r♥❡ ❞❡ ❧❛ ❣❛✐♥❡ ❛✜♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s à ❝❡t ❡♥❞r♦✐t✳ P❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ♠♦✲
❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞♦✐t ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
♦rt❤♦r❛❞✐❛❧❡ ❞✉ ❢r❛❣♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♦♣t✐q✉❡✱ ❞❡✉① ♣❧❛♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs
s♦♥t ✐❞❡♥t✐✜és ✿
❯♥ ♣❧❛♥ ❞❡ s②♠étr✐❡ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ❢r❛❣♠❡♥t s✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♥♦r♠❛✉① s♦♥t
♥♦♥ ♥✉❧s✱ ♣❛r ❝♦♥tr❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦rt❤♦r❛❞✐❛❧ ❡st ♣r✐s ♥✉❧ ✭♣❛s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✮ ❡t
✉♥ ♣❧❛♥ ❞❡ s②♠étr✐❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❢r❛❣♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré ❡t ❧❡ ❢r❛❣♠❡♥t ❛❞❥❛❝❡♥t ✭♣❧❛♥ ❞❡ ❢r❛❝t✉r❛t✐♦♥✮
s✉r ❧❡q✉❡❧ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥✲✐♥t❡r♣é♥étr❛t✐♦♥ ❡st ✐♠♣♦sé❡✳
▲❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦rt❤♦r❛❞✐❛❧ ♥✬❛②❛♥t ♣❛s été ♥é❣❧✐❣é ❞❛♥s ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥✲
♥❡❧❧❡✱ ❧❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡ ❢r❛❣♠❡♥t ❡t ❧❛ ❣❛✐♥❡ ❡st ♠♦❞é❧✐sé à tr❛✈❡rs ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈❖❯▲❖▼❇
❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❬✷✹❪ ❛ été ❛♥❛❧②sé ♣❛r ▼✐❝❤❡❧ ❬✷✺❪✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❧♦rs ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❡t ❧❛ ❣❛✐♥❡ ❡st ❞✬✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡
♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♦✉ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
❧❛ ❣❛✐♥❡ ❬✷✻❪ ❬✷✹❪ ❡t s✉r ❧❛ ✜ss✉r❛t✐♦♥ ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡✳ ▲❡s ♠❡s✉r❡s ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡
❢r♦tt❡♠❡♥t ❬✷✼❪ ❬✷✽❪ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ♥♦♥ ✐rr❛❞✐és ❡t ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① ❡♥ ③✐r❝❛✲
❧♦② s❡ s✐t✉❡♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ✵✱✹ ❡t ✵✱✼ ❡t s♦♥t ♣r❡sq✉❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞❡
❝♦♥t❛❝t✱ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t ❞❡ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❧✬♦①②❞❡✳ ▲✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♣❡✉t ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ ❢r♦tt❡✲
♠❡♥t ❬✷✼❪ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t ❛✐♥s✐ à ✉♥❡ ❧✐❛✐s♦♥ ❝❤✐♠✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡ ❡t ❧❛ ❣❛✐♥❡ ❬✷✽❪✱ à ❢♦rt t❛✉①
❞❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ✸❉ ✭❆▲❈❨❖◆❊✮✱ ❧❡ ❝♦♥t❛❝t
✉♥✐❧❛tér❛❧ ❞✉ s②stè♠❡ ♣❛st✐❧❧❡✲❣❛✐♥❡ ❡st é✈❛❧✉é ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥ ❞✉
❝♦❞❡ ❈❆❙❚✸▼✱ ❡t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡
❣❧✐ss❡♠❡♥t ♦✉ ❞✬❛❞❤ér❡♥❝❡✱ s❡❧♦♥ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
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vt =





0 s✐ |❋t| ≤ µ |❋♥|
,

−c❋t s✐ |❋t| = µ |❋♥|

♦ù ❋t ❡t ❋♥ ❞és✐❣♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❢♦r❝❡s t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡s ❡t ♥♦r♠❛❧❡s ❧♦rs ❞✉ ❝♦♥t❛❝t ❡♥tr❡
❧❛ ♣❛st✐❧❧❡ ❡t ❧❛ ❣❛✐♥❡✱ ✈t ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✱ µ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡
❢r♦tt❡♠❡♥t ❡t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ c ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭✸❉✮ ❞✉ ❝r❛②♦♥ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❬✹❪

▲❛ ✜❣✉r❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❞é❝r✐t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❞✉ ❝r❛②♦♥ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❡t ❧❛ ✜❣✉r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❛ss♦❝✐é✳

✶✳✷✳✸✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦✉s ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❞❡s é✈✐❞❡♠❡♥ts ❞❡s ❝r❛②♦♥s ❯❖2

❉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ❝r❛②♦♥ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❯❖2 ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ♥♦r♠❛❧❡s ♦✉ ✐♥❝✐❞❡♥t❡❧❧❡s ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s ❛✜♥ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥
❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛st✐❧❧❡✲❣❛✐♥❡ ❬✷✾❪✳ ▲✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ét❛✐t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐s❝♦♣❧❛st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡ ❯❖2 q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❡✛❡t ❞✉ t❛✉① ❞❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❡♥ tr❛♥s✐t♦✐r❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✭❝♦♠❜❧❡♠❡♥ts ❞✬é✈✐❞❡♠❡♥t✮
♦♥t été ✉t✐❧✐sé❡s ❛✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡♥ ✸❉ ❞❛♥s ❧❡
❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❆▲❈❨❖◆❊✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s s♦♥t ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡s é✈✐❞❡♠❡♥ts ❡♥tr❡
❞❡✉① ♣❛st✐❧❧❡s s✉r ✉♥❡ ❝♦✉♣❡ ❛①✐❛❧❡✱ ❝♦✉♣❡ ❛①✐❛❧❡ q✉✐ ♣rés❡♥t❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬♦❜s❡r✈❡r ✉♥❡ ♣❛s✲
t✐❧❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s♦♥ ♣❧❛♥ ♠é❞✐❛♥ ❡t ❛✉ss✐ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ③♦♥❡s ❞✬✐♥t❡r✲♣❛st✐❧❧❡ ✭■P✮ ❡t à ♠✐✲♣❛st✐❧❧❡ ✭▼P✮✳ ❈❡s ♠❡s✉r❡s✱ ✐ss✉❡s
❞❡s ❡①❛♠❡♥s ♣♦st✲✐rr❛❞✐❛t♦✐r❡s ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡✱ ♦♥t ♣❡r♠✐s ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❞✬❛❥✉st❡r ❧❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✈✐s❝♦♣❧❛st✐q✉❡ ✭✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡✮✳
P♦✉r s✐♠✉❧❡r ❧❡ ❝♦♠❜❧❡♠❡♥t ❞❡s é✈✐❞❡♠❡♥ts ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✸❉ ❞✬❆▲❈❨❖◆❊ ❛ été ✉t✐❧✐sé✳ ❉❛♥s ❝❡
♠♦❞è❧❡✱ ❧❡s é✈✐❞❡♠❡♥ts ❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❛ss♦❝✐é❡ s♦♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥tés✳
▲❡s ❧♦✐s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ✢✉❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛
s♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳✭❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐s❝♦♣❧❛st✐q✉❡✮✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ tr❛♥s✐t♦✐r❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♦♥t été ❡①♣❧♦✐té❡s
❛✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ▲❡s ❝r❛②♦♥s s♦♥t ❝❛r❛❝té✲
r✐sés ♣❛r ❞✐✈❡rs❡s ❤✐st♦✐r❡s ❞✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❡♥ ré❣✐♠❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✭♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❝②❝❧❡s✱ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s
❝②❝❧❡s ❡t ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ❝②❝❧❡s✮ ❡t ❞✐✈❡rs❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ r❛♠♣❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✭♣✉✐ss❛♥❝❡
✐♠♣♦sé❡ ♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞♦♥♥é❡✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❝r❛②♦♥s s♦♥t ré♣❛rt✐s ❡♥ ❣r♦✉♣❡s s❡❧♦♥ ❧❛
❞✉ré❡ ❞✉ ♣❛❧✐❡r à ❢♦rt❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✿ ❝r❛②♦♥s s❛♥s t❡♠♣s ❞❡ ♠❛✐♥t✐❡♥✱ ❝r❛②♦♥s ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉rt t❡♠♣s
❞❡ ♠❛✐♥t✐❡♥ ✭♠♦✐♥s ❞❡ ✶✻ ♠♥✮ ❡t ❝r❛②♦♥s ❛✈❡❝ ✉♥ ❧♦♥❣ t❡♠♣s ❞❡ ♠❛✐♥t✐❡♥ ✭♣❧✉s ❞❡ ✶✻ ♠♥✮✳ ▲❡s



Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ✸✼

❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s à tr❛✈❡rs ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ✈✐❞❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣❛st✐❧❧❡s s✉r
✉♥❡ ❝♦✉♣❡ ❛①✐❛❧❡ ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ✭❝♦♠❜❧❡♠❡♥ts ❞✬é✈✐❞❡♠❡♥ts✮ ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❧♦✐
❞❡ ✢✉❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡✳ ❈❡s ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐s❝♦✲
♣❧❛st✐q✉❡ ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❛ ✉♥ ✐♠♣❛❝t s✉r ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♣❧❛♥ ✐♥t❡r✲♣❛st✐❧❧❡ ❡t
❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ très ✐♠♣♦rt❛♥t s✉r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❡t ❧❛ ❣❛✐♥❡✳
❈❡s ♠ê♠❡s ❝r❛②♦♥s ♦♥t été s✐♠✉❧és ❛✈❡❝ ❆▲❈❨❖◆❊ ✸❉ ❡t ♦♥t ♠♦♥tré ✉♥❡ s✉r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝♦♠❜❧❡♠❡♥t ❞✬é✈✐❞❡♠❡♥t ♠❡s✉ré ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✳ ❈♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ✢✉❛❣❡ ❞✉
❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ✈✐❡r❣❡ q✉✐ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❝❡s ❝❛❧❝✉❧s✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ ❧✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❛
✉♥ ❡✛❡t ❞✉r❝✐ss❛♥t s✉r ❝❡ ✢✉❛❣❡✳ ❈❡tt❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞✉ ✢✉❛❣❡ ❛✈❡❝ ❧✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❛ été r❡♣rés❡♥té❡
❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥ ❡✛❡t ❞✉ t❛✉① ❞❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉
s❝❛❧❛✐r❡ θ ✭❞é✜♥✐ à ❧❛ s♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❛✉① ❞❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ❇❯ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r
❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

θ = θ0 exp
(
−β ❇❯2

)
,

♦ù β ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❛❥✉sté ❛✈❡❝ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳

✷✳ ▲❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ▼❖❳✱ ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❤étér♦❣è♥❡
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♦✉s ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❞✉
❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ▼❖❳✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ✉♥❡ ❜rè✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡
❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ▼❖❳ ❡t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♠é❝❛♥✐s♠❡s q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳

✷✳✶ ▼✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ▼❖❳

▲❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ▼❖❳ ✭▼✐①❡❞ ❖❳②❞❡ ❢✉❡❧✮✱ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s ❝❡♥tr❛❧❡s ♥✉❝❧é❛✐r❡s✱ ❡st ❝♦♥st✐t✉é
❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞✬♦①②❞❡ ❞✬✉r❛♥✐✉♠ ❛♣♣❛✉✈r✐ ❡t ❞✬♦①②❞❡ ❞❡ ♣❧✉t♦♥✐✉♠ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t
❞❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ✉sés✳ ▲❡ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ▼❖❳ ❡st ❧❡ ♣r♦❝é❞é ▼■▼❆❙
✭▼■❝r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ▼❆❙t❡r ❜❧❡♥❞✮❬✸✵❪✱ ❬✸✶❪ q✉✐ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❞❡✉① ét❛♣❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡
❝♦♥s✐st❡ à ♠é❧❛♥❣❡r ❧❛ ♣♦✉❞r❡ ❞❡ ❧✬♦①②❞❡ ❞✬✉r❛♥✐✉♠ ❯❖2 ❛♣♣❛✉✈r✐ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣♦✉❞r❡ ❞❡ ❞✐♦①②❞❡
❞❡ ♣❧✉t♦♥✐✉♠ P✉❖2 ✐ss✉❡ ❞❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ✉sés ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ♣r✐♠❛✐r❡ ❛♣♣❡❧é ✧♠é✲
❧❛♥❣❡ ♠èr❡✧✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ❞✉ ♣r♦❝é❞é ❡st ❞❡ ❞✐❧✉❡r ❧❡ ✧♠é❧❛♥❣❡ ♠èr❡✧ ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ❞❡
❧❛ ♣♦✉❞r❡ ❞❡ ❞✐♦①②❞❡ ❞✬✉r❛♥✐✉♠ ❛♣♣❛✉✈r✐ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♦❜t❡♥✐r ❧❛ t❡♥❡✉r ❡♥ ♣❧✉t♦♥✐✉♠ s♦✉❤❛✐té❡✳
▲♦rs ❞❡ ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ▼❖❳✱ ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡s ♣♦✉❞r❡s ♣❡✉t ❣é♥ér❡r ✉♥❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥
✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦sés ❝❤✐♠✐q✉❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬❛♠❛s✳ ▲❡s ♣❛st✐❧❧❡s ▼❖❳ ♣rés❡♥t❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❞❡ t②♣❡ ♠❛tr✐❝❡✲✐♥❝❧✉s✐♦♥s✱ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✬✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞✬❡♥r♦❜❛❣❡ à t❡♥❡✉r ♠♦❞éré❡
❡♥ ♣❧✉t♦♥✐✉♠ ✭✻✪ à ✶✵✪ ❞❡ P✉✮ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ s♦♥t ❞✐str✐❜✉é❡s ❞❡s ③♦♥❡s à ❞✐✛ér❡♥t❡s t❡♥❡✉rs
❡♥ ♣❧✉t♦♥✐✉♠✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s s♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣♦sé❡s ❞✬❛♠❛s ♣❧✉t♦♥✐❢èr❡s à ❢♦rt❡ ❝♦♥❝❡♥✲
tr❛t✐♦♥ ✭✷✺✪ à ✸✵✪ ❞❡ P✉✮ ❡t ❞✬❛♠❛s ✉r❛♥✐❢èr❡s à ❢❛✐❜❧❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❡♥ ♣❧✉t♦♥✐✉♠ ✭✐♥❢ér✐❡✉r❡ à
✶✪ ❞❡ P✉✮✳ ▲❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞❡s ❛♠❛s ♣❧✉t♦♥✐❢èr❡s ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✶✵✪ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❛♠❛s
✉r❛♥✐❢èr❡s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✷✺✪ à ✸✵✪✳

• ❆♠❛s ♣❧✉t♦♥✐❢èr❡s
(❯0.70 ,P✉0.30)❖2

• ❆♠❛s ✉r❛♥✐❢èr❡s
(❯0.98 ,P✉0.02)❖2

• ❊♥r♦❜❛❣❡ ✭♠❛tr✐❝❡✮
(❯0.90 ,P✉0.10)❖2

❋✐❣✉r❡ ✷ ✿ ❈♦♠❜✉st✐❜❧❡ ▼❖❳✱ ❝❛rt♦❣r❛♣❤✐❡ ❳ ❞✉ ♣❧✉t♦♥✐✉♠ à ❧❛ ♠✐❝r♦s♦♥❞❡ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮✳
❆ ❞r♦✐t❡ ✿ ✐♠❛❣❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❡t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ✸ ♣❤❛s❡s

✭t❤ès❡ ❖✉❞✐♥❡t✱ ✷✵✵✸✮ ❬✸✷❪
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▲✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ▼❖❳✱ ❛❝q✉✐s❡ à ❧❛ ♠✐❝r♦s♦♥❞❡
✭✐♠❛❣❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✮✳ ❈❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❛ été ré❛❧✐sé à tr❛✈❡rs ❞❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❞é✈❡❧♦♣♣és ♣❛r ❖✉❞✐♥❡t
❬✸✷❪ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ▲❆◆❚■◆❯▼ ♦✉ ❆◆❆❈❖◆❉❆✳ ▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❆◆❆❈❖◆❉❆ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛
♣❡r♠✐s ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♥st✐t✉❛♥ts ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ▼❖❳ ♣❛r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té
st❛t✐st✐q✉❡ ❡♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ③♦♥❡s ❞❡ ❧❛ ❝❛rt♦❣r❛♣❤✐❡✳

✷✳✷ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ▼❖❳ s♦✉s ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥

▲♦rs ❞❡ ❧✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❡♥ ré❛❝t❡✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ✜ss✐♦♥ ❧♦✲
❝❛❧❡ ❡t ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ s❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♥t ❛✉ s❡✐♥ ❞❡s ❝r❛②♦♥s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s✳ ❈❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s
♣❤②s✐❝♦✲❝❤✐♠✐q✉❡s ❡t t❤❡r♠♦♠é❝❛♥✐q✉❡s ❧✐és à ❧✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ s♦♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞❡♥s✐✜❝❛t✐♦♥✱
❧❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥t✱ ❧❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ❞❡s ❣❛③ ❡t ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ✜ss✐♦♥✱ ❧❡ ✢✉❛❣❡ ❡t❝✳ ❈❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❥♦✉❡♥t
s✉r ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛st✐❧❧❡✲❣❛✐♥❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐✱ ❛✜♥ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧✬ét❛♥❝❤é✐té ❞❡s
❣❛✐♥❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s✱ ❞❡s ét✉❞❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♠❡♥é❡s ❛✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ❛♣♣ré❤❡♥❞❡r ❝❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s
q✉✐ s❡ ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❛✉ s❡✐♥ ❞❡s ❝r❛②♦♥s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s✳

✷✳✷✳✶✳ ❉❡♥s✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❣♦♥✢❡♠❡♥t

▲♦rsq✉❡ ❧❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝❤❛r❣é ❡♥ ré❛❝t❡✉r ✭❤♦rs ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✮✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛✲
♥✐q✉❡s ✭é❧❛st✐q✉❡s✮ ❡t ♣❤②s✐q✉❡s ❞❡ s❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♥st✐t✉❛♥ts s♦♥t q✉❛s✐✲s✐♠✐❧❛✐r❡s ❡t s♦♥t ❞♦♥❝
s✉♣♣♦sé❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❬✸✸❪✳ ❊♥ ❞é❜✉t ❞✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ ❧❡s ♣❛st✐❧❧❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s s✉❜✐ss❡♥t ✉♥❡ ❞❡♥✲
s✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✉❡ à ❧❛ ❞✐s♣❛r✐t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❞❡s ♣♦r♦s✐tés rés✐❞✉❡❧❧❡s
❝réé❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❡✉r ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣❤②s✐q✉❡ s✉s❝✐t❡ ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡s
♣❛st✐❧❧❡s ❡t ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❛✐r❡ ❞✉ ❥❡✉ ♣❛st✐❧❧❡✲❣❛✐♥❡✳ ❙✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡
❣♦♥✢❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ✜ss✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❛t♦♠❡s à
♣❛rt✐r ❞✬✉♥ s❡✉❧ ♥♦②❛✉ ❧♦✉r❞ ✐♥❞✉✐t ✉♥ ❣♦♥✢❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ q✉✐ s❡ ♣♦✉rs✉✐t t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣
❞❡ ❧✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳
❊♥ ré❣✐♠❡ ♥♦♠✐♥❛❧✱ ❧❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥t s♦❧✐❞❡ ❡st ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t ❝❛r ❧❡s ❣❛③ ❞❡ ✜ss✐♦♥ q✉✐ s❡ ❢♦r♠❡♥t
❞❛♥s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♥❡ ♣r♦✈♦q✉❡♥t ♣❛s ❞❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢✳ ▲❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥t
❞❛♥s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✵✳✵✻ à ✵✳✵✼✪ ♣❛r ●❲❥✴t✳ ▲❡ t❛✉① ❞❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥✱ ♠❡✲
s✉ré ❡♥ ●✐❣❛❲❛tts ♣❛r ❥♦✉r ♣❛r t♦♥♥❡ ❞❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡✱ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ♣r♦❞✉✐t❡
♣❛r ❧❡s ✜ss✐♦♥s ♥✉❝❧é❛✐r❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ♠❛ss❡ ❞❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡✳ ▲❡ t❛✉① ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ❞❡s ❣❛③ ❞❡
✜ss✐♦♥ ✭♥♦♠❜r❡ ❞✬❛t♦♠❡s r❡❧â❝❤és ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❧✐❜r❡ ❞✉ ❝r❛②♦♥ r❛♣♣♦rté❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧
❞✬❛t♦♠❡s ❞❡ ❣❛③ ♣r♦❞✉✐ts✮ à ✉♥ t❛✉① ❞❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ❞❡ ✻✵ ●❲❥✴t ❡st ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✸✪ ♣♦✉r ✉♥
❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ st❛♥❞❛r❞ ❡t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✻✪ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ▼❖❳ ❬✷❪✳ ▲❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ✜ss✐♦♥
❣❛③❡✉① ✭①é♥♦♥ ❡t ❦r②♣t♦♥✮ s♦♥t é❥❡❝tés ❛✉① s✉r❢❛❝❡s ❧✐❜r❡s ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡✱ ♣❛r ❧❡s ❝❛s❝❛❞❡s ❞❡
❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❝❛✉sé❡s ♣❛r ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ✜ss✐♦♥✳ ❈❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❡st ❡♥ ❛✉❣♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬é❧é✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡♥❡✉r ❡♥ ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ✜ss✐♦♥
❣❛③❡✉① ❡t ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❧✐❜r❡s✳ ❆✉ ❞❡❧à ❞❡ ✸✵ ●❲❥✴t ❧❡ t❛✉① ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ❞❡s
❣❛③✱ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ♥❡tt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ❛✉❣♠❡♥t❡ ♣❧✉s ✈✐t❡✳ ▲❡s ❛t♦♠❡s ❞❡ ❣❛③ ✐♥s♦❧✉❜❧❡s
s❡ ❞✐✛✉s❡♥t ❥✉sq✉✬❛✉① ❥♦✐♥ts ❞❡ ❣r❛✐♥s ❡t ❧❡✉r ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ♥❛✐ss❛♥❝❡ à ❞❡s ❜✉❧❧❡s ❞❡ ❣❛③
q✉✐ ❢♦♥t ❣♦♥✢❡r ❧❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❡t q✉✐ ❝♦♥tr✐❜✉❡♥t ❛✉ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t✳
▲♦rs ❞✬✉♥ tr❛♥s✐t♦✐r❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❞❡ t❡♠♣ér❛✲
t✉r❡s très é❧❡✈és✱ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ❡st q✉❛s✐♠❡♥t ❝♦♥st❛♥t✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ é❧é✈❛t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♣r♦✈♦q✉❛♥t ✉♥❡ r❡❝r✉❞❡s❝❡♥❝❡ ❞✉ t❛✉① ❞❡
r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ❡t ❞✉ ❣♦♥✢❡♠❡♥t ❣❛③❡✉①✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❝❛❧♦♣♦rt❡✉r ❡t ❧✬✐♥tér✐❡✉r
❞✉ ❝r❛②♦♥ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡✱ ❧❛ ❣❛✐♥❡ s❡ ❝♦♥tr❛❝t❡ ❞✐❛♠étr❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ✢✉❛❣❡ s✉s❝✐t❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❢❡r✲
♠❡t✉r❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❞✉ ❥❡✉ ♣❛st✐❧❧❡✲❣❛✐♥❡✳ ❈❡❝✐ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♠♣♦sé❡s à ❧❛ ❣❛✐♥❡ s♦♥t ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡



Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ✸✾

♣✉✐ss❛♥❝❡ t❤❡r♠✐q✉❡✱ ❧❡ ❝♦♥t❛❝t ❡♥tr❡ ❧❛ ❣❛✐♥❡ ❡t ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡ ❝ré❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s q✉✐
r✐sq✉❡♥t ❞❡ ♣r♦✈♦q✉❡r ❧❛ ✜ss✉r❛t✐♦♥ ♦✉ ♠ê♠❡ ❧❛ r✉♣t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❣❛✐♥❡✳
❆ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ✜ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❛♠❛s ♣❧✉t♦♥✐❢èr❡s ❡st ♣❧✉s é❧❡✈é❡ q✉❡
❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ♣❤❛s❡s ✭✷ à ✸ ❢♦✐s s✉♣ér✐❡✉r❡✮✱ ❝❡ q✉✐ ✐♥❞✉✐t ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ❞❡♥s✐✜❝❛t✐♦♥
❡t ❞❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥t ♣❧✉s ✐♥t❡♥s❡s ❞❛♥s ❝❡s ❛♠❛s✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❝❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s s♦♥t r❛❧❡♥t✐s ❞❛♥s
❧❡s ❛♠❛s ✉r❛♥✐❢èr❡s ♦ù ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ✜ss✐♦♥ ❡st ♠♦✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥r♦❜❛❣❡✳ ❆✈❡❝ ❝❡s
❡✛❡ts✱ ❧❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❞❡✈✐❡♥t ❤étér♦❣è♥❡ ✈✐s à ✈✐s ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s
❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✳

✷✳✷✳✷✳ ❋❧✉❛❣❡

❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ✢✉❛❣❡✱ ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❧❡ ✢✉❛❣❡ ❞✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥t
❛✉① ❜❛ss❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❡t s♦✉s ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡t ❧❡ ✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡ q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ❧♦rsq✉❡ ❧❡s
♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡s s♦♥t ♣❧✉s é❧❡✈és✳ ❆✉① t❡♠♣ér❛t✉r❡s ♠♦❞éré❡s ✭ré❣✐♠❡
♥♦♠✐♥❛❧✮✱ ❧❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ s✉❜✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ s♦✉s ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ t❛✉①
❞❡ ✜ss✐♦♥✱ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡t ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❬✸✹❪✳ ❆ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❧❡ ✢✉❛❣❡ ✐♥❞✉✐t
♣❛r ❧✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❡st ❤étér♦❣è♥❡✳ ▲♦rs ❞✬✉♥❡ é❧é✈❛t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t t❤❡r♠✐q✉❡
✭ré❣✐♠❡ tr❛♥s✐t♦✐r❡✮✱ ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝÷✉r ❞❡ ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡
❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ♣r♦❞✉✐s❡♥t ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❛♣♣❡❧é❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡
q✉✐ s✬❛❞❞✐t✐♦♥♥❡ à ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ▲❡ ✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ❛ été ❝❛r❛❝tér✐sé
à tr❛✈❡rs ❞❡s ❡ss❛✐s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ré❛❧✐sés à ❤❛✉t❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✭❡♥tr❡ ✶✸✵✵◦❈ ❡t ✶✼✵✵◦❈✮ s✉r
❞❡s ♣❛st✐❧❧❡s ▼❖❳ ✈✐❡r❣❡s ❞❡ t②♣❡ ▼■▼❆❙ ✭✈♦✐r ❬✸✺❪ ❡t ❬✸✻❪✮✱ q✉✐ s♦♥t ❞é❝r✐ts ❝✐✲❛♣rès ✿
✲ ❊ss❛✐s ❞❡ ✢✉❛❣❡ à ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✭❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡ ✸✵ ❡t ✽✵ ▼P❛✮ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s ❞é❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s s♦♥t ♠❡s✉ré❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❬✸✼❪✳ ❈❡s ❡ss❛✐s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ✢✉❛❣❡
t❤❡r♠✐q✉❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞✉ ▼❖❳ ▼■▼❆❙ ✿ ✭t❡♥❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥ P✉ é❣❛❧ à ✼✳✷✪✮

ė(th)
v = e0 [σ❡q]

(n−1) exp

(
−Qth

❘❚

)
s

♦ù ė(th)
v ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡✱ σ❡q ❡st ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❡♥ ▼P❛ ❡t s ❧❡ ❞é✈✐❛t❡✉r

❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ė0✱ Qth ❡t ❞❡ ❧❛ ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐té n q✉✐ ❡st ❛ss❡③
♣r♦❝❤❡ ❞❡ 4 s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❬✸✼❪✳
✲ ❊ss❛✐s à ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♠♣♦sé❡ ✭✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✾✪✴❤✮ q✉✐✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡
❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❡①❡r❝é❡ s✉r ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✳
P♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡♥ ✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❤❛s❡s ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡
▼❖❳✱ ❞❡s ❡ss❛✐s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ s✉r ❞❡s ▼❖❳ ▼■▼❆❙ ✈✐❡r❣❡s ❞❡ t❡♥❡✉r ❡♥ ♣❧✉t♦♥✐✉♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✱
❡✛❡❝t✉és ♣♦✉r ❞❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❝♦♠♣r✐s❡s ❡♥tr❡ ✭✶✸✵✵◦❈ ❡t ✶✼✵✵◦❈✮ ❡t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝♦♠✲
♣r✐s❡s ❡♥tr❡ ✭✸✵ ❡t ✽✵▼P❛✮✱ ♦♥t été ré❛❧✐sés✳
▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡ ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ st❛♥❞❛r❞ ❯❖2 ❬✸✹❪ ❡st ❛❞❛♣té❡ ♣♦✉r ❧❛
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ✉r❛♥✐❢èr❡ ❞✉ ▼❖❳ ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡ t❡♥❡✉r ❡♥
♣❧✉t♦♥✐✉♠ très ❢❛✐❜❧❡✳ ▲❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡
st❛♥❞❛r❞ ❯❖2✱ ❝♦♠♣❛ré❡s ❛✉① rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t s✉r ❞❡s ♣❛st✐❧❧❡s ❞❡ ▼❖❳
▼■▼❆❙ ✵✪✱ ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♥♦t❛❜❧❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♠♣♦sé❡s✳ ▲❡ ▼❖❳
▼■▼❆❙ ✵✪ ❡st ✉♥ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ à ❜❛s❡ ❞✬❖①②❞❡ ❞✬✉r❛♥✐✉♠ ✭t❛✉① ❞❡ ♣❧✉t♦♥✐✉♠ ♥✉❧✮ q✉✐ ♥❡ ❞✐❢✲
❢èr❡ ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ st❛♥❞❛r❞ ❯❖2 q✉❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝♦rr✐❣❡r ❝❡s é❝❛rts✱
❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ✢✉❛❣❡ ♦♥t été ❛❥✉stés ✭✈♦✐r ❬✸✽❪✮ ❛✜♥ q✉❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s s♦✐❡♥t ♣❧✉s
♣r♦❝❤❡s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❧♦✐ ❯❖2 ❛❞❛♣té❡ ❛✉ ▼■▼❆❙ ✵✪✳
▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ✢✉❛❣❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ♣❧✉t♦♥✐❢èr❡ ❞✉ ▼❖❳ ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡
✢✉❛❣❡ ❞✉ ▼■▼❆❙ ✵✪ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ♦❜t❡♥✉s s✉r ❧❡s ▼❖❳ ▼■▼❆❙
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✈✐❡r❣❡s à t❡♥❡✉r ❡♥ ♣❧✉t♦♥✐✉♠ ❝♦♥trô❧é❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ▼❖❳ ▼■▼❆❙ ✻✪ ❡t ✶✵✪✱ ❧❡ ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✱ ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥❡ ♣❤❛s❡ ✉r❛♥✐❢èr❡ ❡t ❞✬✉♥❡ ♣❤❛s❡ ♣❧✉t♦♥✐❢èr❡✱ ❡st
♦❜t❡♥✉ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❚❋❆ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r à ❧❛ s❡❝t✐♦♥
❱✳ ✭❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❋✐❡❧❞ ❆♥❛❧②s✐s✮✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❡s ❡ss❛✐s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ ré❛❧✐sés s✉r ❧❡s ▼❖❳
▼■▼❆❙ ✻✪ ❬✸✽❪✱ ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐♥✈❡rs❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡
❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ♣❧✉t♦♥✐❢èr❡✳ ❈❡tt❡ ❧♦✐ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ✐❞❡♥t✐✜é❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❤❛s❡ ✉r❛♥✐❢èr❡ ✭❧♦✐
▼■▼❆❙ ✵✪✮ à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ♣rès✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ❞❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s ✈❛❧✐❞é ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❧♦✐ ♦❜t❡♥✉❡ s✉r ❧❛ ♣❤❛s❡ ✉r❛♥✐❢èr❡ ✭▼■▼❆❙ ✵✪✮ ❡t ❝❡❧❧❡ r❡❝❛❧é❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❤❛s❡ ♣❧✉✲
t♦♥✐❢èr❡ ✭▼■▼❆❙ ✻✪✮ ❛✜♥ ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ❡ss❛✐s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ s✉r ❧❡ ❧♦t ▼■▼❆❙
✶✵✪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❚❋❆ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♣ré❞✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❧♦ts
▼■▼❆❙ ✻✪ ❡t ✶✵✪ r❡♥❞❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ✢✉❛❣❡ ♣❧✉t♦♥✐❢èr❡ ❞é❧✐❝❛t❡ ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s q✉❡
❧❛ ❧♦✐ ♣r♦♣♦sé❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧❛ t❡♥❡✉r ❡♥ ♣❧✉t♦♥✐✉♠ ❡t s❡♠❜❧❡ ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ❡①tr❛♣♦❧❛❜❧❡
❛✉① ❛♠❛s ♣❧✉t♦♥✐❢èr❡s ❞❡s ▼❖❳ ✐♥❞✉str✐❡❧s ✭t❡♥❡✉r ❡♥ ♣❧✉t♦♥✐✉♠ ♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s é❧❡✈é❡✮✳ ❆
♥♦t❡r ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ r❡♣r✐s❡✱ ✉♥❡ ❢♦✐s q✉✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s r♦❜✉st❡
❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ s❡r❛ ét❛❜❧✐❡✳ ❈✬❡st ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ à ❧✬✐ss✉❡ ❞❡ ❧✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❡♥ ré❛❝t❡✉r✱ ❞❡s ❡①❛♠❡♥s ♣♦st✲✐rr❛❞✐❛t♦✐r❡s ♠❡♥és s✉r ❞❡s
❝r❛②♦♥s ▼❖❳ ♦♥t ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥ ❝♦♠❜❧❡♠❡♥t ♣❛rt✐❡❧ ❞❡s é✈✐❞❡♠❡♥ts ✭✈♦✐r ✭❬✸✾❪✮✮✳ ❈❡s
é✈✐❞❡♠❡♥ts ❤é♠✐s♣❤ér✐q✉❡s s♦♥t s✐t✉és s✉r ❧❡s ❢❛❝❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡s ♣❛st✐❧❧❡s ❝♦♠✲
❜✉st✐❜❧❡s ❛✈❛♥t ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❡t s♦♥t ❞❡st✐♥és à ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❡s ❡①❝ès ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❡♥tr❡ ♣❛st✐❧❧❡
❧♦rs ❞❡ ❧✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❯♥ ❝♦♠❜❧❡♠❡♥t ♣❛rt✐❡❧ ❞❡ ❝❡s é✈✐❞❡♠❡♥ts rés✉❧t❡ ❞✬✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥✲
é❧❛st✐q✉❡ ❛①✐❛❧❡ s❡ ♣r♦❞✉✐s❛♥t ❧♦rs ❞❡ ❧✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥é❧❛st✐q✉❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✉
♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡✳ ❙✉r ❝r❛②♦♥s ❯❖2✱ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✸❉ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦❞❡ ❝r❛②♦♥ ❘❊P
❆▲❈❨❖◆❊ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ P▲❊■❆❉❊❙ ❬✾❪ ❞❡ ❝❡s ❝♦♠❜❧❡♠❡♥ts ❞✬é✈✐❞❡♠❡♥t ❡t ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥
à ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐♥✈❡rs❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧✬✐r✲
r❛❞✐❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❯❖2 ✭✈♦✐r ✭❬✹✵❪✮✮✳ P♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❧✬❡✛❡t
❞❡ ❧✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ❞❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ▼❖❳✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ ❞✬✉t✐❧✐s❡r
✉♥❡ ❞é♠❛r❝❤❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ♠❛✐s tr❛♥s♣♦sé❡ à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❝r❛②♦♥s ▼❖❳ ❡t
❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♠❜❧❡♠❡♥t ❞✬é✈✐❞❡♠❡♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡✳

✷✳✸ ➱✈♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s é✈✐❞❡♠❡♥ts ❞❡s ❝r❛②♦♥s ▼❖❳ ❛✈❡❝ ❧✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥

❉❡s ❡①❛♠❡♥s ré❛❧✐sés s✉r ❞❡s ❝r❛②♦♥s ▼❖❳ ✐rr❛❞✐és ❡♥ ré❣✐♠❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ♠♦♥tr❡♥t ✉♥ ❝♦♠❜❧❡✲
♠❡♥t r❡❧❛t✐❢ ❞❡s é✈✐❞❡♠❡♥ts à ❧✬✐ss✉❡ ❞❡ ❧✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ ♣❤é♥♦♠è♥❡ q✉✐ ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s ❧❡s
❝r❛②♦♥s ❯❖2 ❧♦rsq✉✬✐❧s s♦♥t ✐rr❛❞✐és✳ ▲✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠❜❧❡♠❡♥t ♣❛rt✐❡❧ ❞❡s é✈✐❞❡♠❡♥ts ❞❛♥s
❧❡s ❝r❛②♦♥s ▼❖❳ ✐rr❛❞✐és ❡♥ ré❣✐♠❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❡st ❞✉❡ ❛✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡s q✉✐ s♦♥t
s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❧✉s é❧❡✈és q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ❯❖2✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① r❡❧❛t✐❢s ❛✉① ❝♦♠❜❧❡♠❡♥ts ❞✬é✈✐❞❡♠❡♥t ❞❡s ❝r❛②♦♥s ▼❖❳ ✐rr❛❞✐és
s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❈❘❆❈❖✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ✐ss✉s ❞✬❡①❛♠❡♥s ♠ét❛❧❧♦✲
❣r❛♣❤✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s✱ ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥é❧❛st✐q✉❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ✢✉❛❣❡
t❤❡r♠✐q✉❡ ♦♥t été ✈✐s✉❛❧✐sé❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛st✐❧❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❡①❛♠❡♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡s ③♦♥❡s
❞✬✐♥t❡r✲♣❛st✐❧❧❡s ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡s é✈✐❞❡♠❡♥ts✱ ❞❡s ❝❤❛♥❢r❡✐♥s ❡t ❞❡s é♣❛✉❧❡♠❡♥ts
❡♥tr❡ ❧❡s ♣❛st✐❧❧❡s ❡st ♣❡✉ ❛✛❡❝té❡✳ ▲❡s é✈✐❞❡♠❡♥ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♠❜❧és ❡t ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝♦♠❜❧❡✲
♠❡♥t ❡st ❞ét❡r♠✐♥é à ♣❛rt✐r ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧✬é✈✐❞❡♠❡♥t à ❧❛ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬é✈✐❞❡♠❡♥t
❛♣rès ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳

❚❛✉① ❞❡ ❝♦♠❜❧❡♠❡♥t ✭✸❉✮ ❂
V❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ − V✐rr❛❞✐❛t✐♦♥

V❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥

▲❡ t❛✉① ❞❡ ❝♦♠❜❧❡♠❡♥t ❞❡s é✈✐❞❡♠❡♥ts ❤é♠✐s♣❤ér✐q✉❡s s✐t✉é❡s s✉r ❧❡s ❢❛❝❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t s✉♣é✲
r✐❡✉r❡ ❞❡s ❝r❛②♦♥s ❞é❝r✐ts ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st ré❝❛♣✐t✉❧é ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ q✉✐ s✉✐t ✿



Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ✹✶

➱❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ➱✈✐❞❡♠❡♥t ❜❛s ✭✪✮ ➱✈✐❞❡♠❡♥t ❤❛✉t ✭✪✮ ❈♦♠❜❧❡♠❡♥t ♠♦②❡♥ ✸❉ ✭✪✮
❈✶✸ ✲ ❉✸ ❇✐s ✶✷ ✾✳✼ ✶✵✳✾
P✶✸ ✲ ❉✸ ❇✐s ✶✶✳✺ ✾✳✹ ✶✵✳✺

❚❛❜❧❡ ✶ ✿ ❈♦♠❜❧❡♠❡♥t ✸❉ ❞❡s é✈✐❞❡♠❡♥ts ❞❡s ❝r❛②♦♥s ❈✶✸ ❡t P✶✸

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✈✐s❝♦♣❧❛s✲
t✐q✉❡ ✭❧♦✐ ❞❡ ✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡✮ ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ st❛♥❞❛r❞ ❯❖2 ♦♥t été ❛❥✉stés à ♣❛rt✐r ❞❡ rés✉❧t❛ts
❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ✭♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝♦♠❜❧❡♠❡♥ts ❞✬é✈✐❞❡♠❡♥ts ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣❛st✐❧❧❡s s✉r ✉♥❡ ❝♦✉♣❡ ❛①✐❛❧❡✮
✐ss✉s ❞✬❡①❛♠❡♥s ♣♦st✲✐rr❛❞✐❛t✐♦✐r❡s ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❯❖2 ✐rr❛❞✐é✳
▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s q✉✐ ✈♦♥t êtr❡ ré❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡ s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡s à ❧❛ ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ❞❡s ❝r❛②♦♥s ▼❖❳ ✐rr❛❞✐és✳ P♦✉r ✐❞❡♥t✐✜❡r ❝❡tt❡ ❧♦✐ ❞❡ ✢✉❛❣❡✱
♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❛✐♥s✐ ❛❞♦♣t❡r ❧❛ ♠ê♠❡ ❞é♠❛r❝❤❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ✢✉❛❣❡
t❤❡r♠✐q✉❡ ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ▼❖❳ ✈✐❡r❣❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡
✈ér✐✜❡r s✐ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ❞✉ ▼❖❳ ✈✐❡r❣❡ ❡st ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té❡ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ❞é❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s ✐♥é❧❛st✐q✉❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡s ❞❡s ❝♦♠❜❧❡♠❡♥ts ❞✬é✈✐❞❡♠❡♥t ❞❡s ❝r❛②♦♥s ▼❖❳ ✐rr❛❞✐és✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ré❛❧✐s❡r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ✢✉❛❣❡
t❤❡r♠✐q✉❡ ❞✉ ▼❖❳ ✈✐❡r❣❡ ❡t s✐ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦♥❝♦r❞❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❝❡✉① ♦❜t❡✲
♥✉s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ▼❖❳ ✐rr❛❞✐és ❛❧♦rs ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✈✐s❝♦♣❧❛st✐q✉❡ ✭✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡✮
❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ▼❖❳ ✈✐❡r❣❡ s❡r❛ ❛ttr✐❜✉é ❛✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ▼❖❳ ✐rr❛❞✐é✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s é❝❤é❛♥t✱
♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛❥✉st❡r q✉❡❧q✉❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✈✐s❝♦♣❧❛st✐q✉❡ ❞✉ ▼❖❳
✈✐❡r❣❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♦✉s ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❝r❛②♦♥s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ▼❖❳✳

✸✳ ❍♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❤étér♦❣è♥❡s✱ ♥♦t✐♦♥s ❣é✲
♥ér❛❧❡s

▲❛ ♠✐❝r♦✲♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞♦♥t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❤étér♦❣è♥❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ s❡s ❝♦♥st✐t✉❛♥ts✳ ▲✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠✐❝r♦✲♠é❝❛♥✐q✉❡ r❡q✉✐❡rt ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❱♦❧✉♠❡ ➱❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐❢
✭❱❊❘✮ ❞♦♥t ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡✱ ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ s❡s ❝♦♥st✐t✉❛♥ts ♣❡✉✈❡♥t ✐♥✢✉❡r s✉r s♦♥
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s à
❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠✐❝r♦✲♠é❝❛♥✐q✉❡ s♦♥t ❜✐❡♥ s❛t✐s❢❛✐t❡s à s❛✈♦✐r ✿

• ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✉ ❱❊❘ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛
str✉❝t✉r❡✱ ♣♦✉r q✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉✳

• ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✉ ❱❊❘ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡s
❤étér♦❣é♥é✐tés ♣♦✉r ♥é❣❧✐❣❡r ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❣❧♦❜❛❧ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦✲
♣✐q✉❡ à ❧✬❛✉tr❡✳
▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡✱ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡
✽ ♠♠ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡ ♠❛✐❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛♥❛❧②s❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞❡
❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✷✺✵ ♠✐❝r♦♥s✳ ❉♦♥❝ ▲❂✽ ♠♠ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧ ❂ ✷✺✵ ♠✐❝r♦♥s✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❤étér♦❣é♥é✐tés
✭❛♠❛s✮ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✺✵ ♠✐❝r♦♥s ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❛✈❡❝ ❝❡rt❛✐♥s ❛♠❛s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t
❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ✶✹✵ ♠✐❝r♦♥s ✭✈♦✐r ❬✸✸❪✮✳ ■❧ ②✬❛ ❞♦♥❝ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ (d << l << L)
s✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ❛♠❛s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ✺✵ ♠✐❝r♦♥s✳
◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡t ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❞❡s
✐♥❝❧✉s✐♦♥s ✭❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞✉ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❛♠❛s ♣❧✉t♦♥✐❢èr❡ ❡st é❣❛❧ à ✶✹✵ ♠✐❝r♦♥s✮ r❡st❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t
❢❛✐❜❧❡ ✭r❛♣♣♦rt ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ✷✳✶✹✮ ❡t ♦♥ s♦rt ❛✐♥s✐ ❞✉ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥✳ P♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r
❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❝❡s ❣r♦s ❛♠❛s✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❞éq✉❛t❡ s❡r❛✐t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❧❡s ❣r♦s



✹✷ ➱❚❯❉❊ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍■◗❯❊

❋✐❣✉r❡ ✶✳✼ ✕ ❉✐✛ér❡♥t❡s é❝❤❡❧❧❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ (d << l << L)

❛♠❛s à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡✳

✸✳✶ ▼ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥

❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t tr♦✐s ét❛♣❡s ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ❞é♠❛r❝❤❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉①
❤étér♦❣è♥❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ♣❤❛s❡s ❡t
❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡✉r ré♣❛rt✐t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❡t ❧❡✉r ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
à ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❧♦❝❛✉① ❡t ❧❡s ❣r❛♥❞❡✉rs
♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s✳ ❊♥✜♥ ✈✐❡♥t ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ét❛♣❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥✱ q✉✐ ❛
♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❤♦♠♦❣è♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t✳

✸✳✷ ●r❛♥❞❡✉rs ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s

❙♦✐❡♥t σ(x , t) ❡t ε(x , t) ❞❡✉① ❝❤❛♠♣s ❧♦❝❛✉① ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉①✱ s②♠étr✐q✉❡s ❡t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s éq✉✐❧✐❜ré❡s ❡t ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡t ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥
♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ Ω ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s✳

σ(t) =
1

|Ω|

∫

∂Ω

(
σ(t) .n

)
⊗s x ❞S , ε(t) =

1

|Ω|

∫

∂Ω

u(x , t)⊗s n ❞S ✭✶✳✶✮

♦ù ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ⊗s ❡st ✉♥ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ s②♠étr✐q✉❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

u⊗s n =
1

2

(
ui nj + nj ui

)

✸✳✸ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s

▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧♦❝❛❧ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t
❛♣♣❧✐q✉é❡s s✉r ❧❡ ❝♦♥t♦✉r ∂Ω✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳
❈❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥❡ s✉✣s❡♥t ♣❛s ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧✬ét❛t ✐♥ s✐t✉ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ Ω ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s ♥❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♣❛s ❛✉① ✈r❛✐❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ∂Ω✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❡❧❧❡s s♦♥t
♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s à ♣rés❡♥t ❞é✜♥✐r ❝❡s ❞❡✉① t②♣❡s
❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s✳



Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ✹✸

✸✳✸✳✶✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❡♥ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❤♦♠♦❣è♥❡s

▲♦rsq✉❡ ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ❡st s♦✉♠✐s à ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❡♥ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❤♦♠♦❣è♥❡s s✉r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡
❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✿ u(x , t) = ❊ (t).x s✉r ∂Ω ✱ ❛❧♦rs ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡s s✉r ❧❡ ❜♦r❞
s✬❡①♣r✐♠❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝✐✲❛♣rès

ε(t) = 〈ε(x , t)〉 = 1

|Ω|

∫

∂Ω

(
❊(t).x

)
⊗s n ❞Ω = ❊(t), ✭✶✳✷✮

n ❡st ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❛✉ ❝♦♥t♦✉r ∂Ω ❡t ❧❡ s②♠❜♦❧❡ 〈•〉 ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❛♥s
t♦✉t ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ Ω

✸✳✸✳✷✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✉❛❧❡✱ ♦♥ ✐♠♣♦s❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ s✉r ❧❡ ❝♦♥t♦✉r ❡①tér✐❡✉r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡
σ(x , t).n(x) = Σ(t).n(x) s✉r ∂Ω✳ ▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ st❛t✐q✉❡♠❡♥t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡
✐❡ ✈ér✐✜❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❢♦r❝❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡
∂Ω ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

σ(t) = 〈σ(x , t)〉 = 1

|Ω|

∫

∂Ω

(
Σ(t) .n

)
⊗s x ❞Ω = Σ(t) ✭✶✳✸✮

▲❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧♦❝❛✉① ♦♥t été ♦❜t❡♥✉s
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡s ♣❡t✐t❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❤❛♠♣s
❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡st ❧✐♥é❛✐r❡✳

✸✳✸✳✸✳ ▲❡♠♠❡ ❞❡ ❍✐❧❧✲▼❛♥❞❡❧

❙♦✐❡♥t σ(x , t) ❡t ε(x , t) ❞❡✉① ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡t ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts t❡❧s q✉❡
σ(x , t) s♦✐t éq✉✐❧✐❜ré✱ ❡t q✉❡ ε(x , t) s♦✐t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✱ ε(x , t) = ε(u(x , t))✱ u(x , t) ét❛♥t ❧❡
❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❙✐ ❝❡s ❞❡✉① ❝❤❛♠♣s ✈ér✐✜❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❤♦♠♦❣è♥❡s ♦✉ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡♥ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❤♦♠♦❣è♥❡s s✉r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ∂Ω✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ✿

〈σ(x , t) : ε(x , t)〉 = 〈σ(x , t)〉 : 〈ε(x , t)〉 = σ(t) : ε(t), ✭✶✳✹✮

♦ù ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ✧ ✿✧ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝♦♥tr❛❝té ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ❡t 〈σ(x , t) : ε(x , t)〉 ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡
s♣❛t✐❛❧❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡s ❢♦r❝❡s ✐♥t❡r♥❡s à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ét❛❜❧✐❡ à ♣❛r✲
t✐r ❞❡ ❧✬❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐té st❛t✐q✉❡ ♦✉ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡t ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st
❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧é❡ ✧❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♠❛❝r♦❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞❡ ❍✐❧❧✧ ❬✹✶❪

✸✳✹ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡

❆ ❧✬✐♥st❛♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❡st ♣✉r❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡
❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞♦♥♥é❡s ♣❛r Σ (t = 0) = Σ0 ♦✉ ❊ (t = 0) = ❊0✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t u(x , t)✱ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ε(x , t) ❡t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ σ(x , t)
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉❛s✐✲st❛t✐q✉❡ à ❝❡t ✐♥st❛♥t s❛t✐s❢♦♥t ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s u0(x)✱ ε0(x) ❡t σ0(x) q✉✐ s♦♥t
s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧❛st✐q✉❡✳

u(x , t = 0) = u0(x) , ε(x , t = 0) = ε0(x) , σ(x , t = 0) = σ0(x) ✭✶✳✺✮



✹✹ ➱❚❯❉❊ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍■◗❯❊

✹✳ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❈♦♥s✐❞ér♦♥s à ♣rés❡♥t ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♦❝❝✉♣❛♥t ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ∂Ω✳ ▲❡
✈♦❧✉♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ Ω✱ r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ▼❖❳✱ ❡st ❝♦♥st✐t✉é
❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✐s♦tr♦♣❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❞❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ♣r♦❝❤❡s ❞✬✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡ s♣❤ér✐q✉❡ s♦♥t
❞✐str✐❜✉é❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐s♦tr♦♣❡ ❡t ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❤❛s❡s
❝♦♥st✐t✉t✐✈❡s ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❤étér♦❣è♥❡ ❡st ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡
❡♥tr❡ ❧❡s ♣❤❛s❡s ✭❣♦♥✢❡♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ✐♥❞✉✐ts ♣❛r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✮✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s
❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ✭♠♦❞✉❧❡s é❧❛st✐q✉❡s ❡t ✈✐sq✉❡✉①✮ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ q✉✐ ❡❧❧❡ ♠ê♠❡ ❡st
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡
t❡♠♣s [0 , T ] ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ♠é❝❛♥✐q✉❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ s✉✐✈❛♥t✳





❞✐✈σ (x , t) = 0 ❞❛♥s Ω× [0 , T ]

ε (x , t) =
1

2

(
∇u (x , t) +∇❚u (x , t)

)
❞❛♥s Ω× [0 , T ]

ε̇m (x , t) =
1

3κ
(r)
e (t)

σ̇m (x , t) +
1

3κ
(r)
v (t)

σm (x , t) + ε̇
(r)
0m (t) , r = 1, 2, ..., N

ė (x , t) =
1

2µ
(r)
e (t)

ṡ (x , t) + ėv (x , t) , r = 1, 2, ..., N

u(x , t) = ε(t).x
♦✉ s✉r ∂Ω

σ(x , t).n(x) = σ(t).n(x)

✭✶✳✻✮

▲❡s s❝❛❧❛✐r❡s κ(r)
e ❡t µ(r)

e r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ❡t ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡✲
♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❤❛s❡s✱ κ(r)

v ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ✈✐sq✉❡✉① ❡t
ε̇
(r)
0m ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ♣❛r ♣❤❛s❡✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✉ t❡♠♣s
♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ✐♥❞✉✐ts ♣❛r ❧✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✭❞✐❧❛t✐♦♥s t❤❡r♠✐q✉❡s✱ ré❛❝t✐♦♥s ❝❤✐♠✐q✉❡s
❡t❝✮✳ ❉♦♥❝ ❧❡s ❝❤❛r❣❡♠❡♥ts ❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s é✈♦❧✉❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❞❛♥s ❧❡
t❡♠♣s ✭❝✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♦♥ q✉❛❧✐✜❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ✧✈✐❡✐❧❧✐ss❛♥t✧✮✳ ▲❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ σ
❡t ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ε s♦♥t ❞é❝♦♠♣♦sés s❡❧♦♥ ❧❡✉rs ♣❛rt✐❡s s♣❤ér✐q✉❡s (εmδ , σmδ) ❡t ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡s
(e , s)✳

σm =
❚r(σ)

3
, s = σ − σmδ , εm =

❚r(ε)
3

, e = ε− εmδ,

♦ù δ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ t❡♥s❡✉r ✐❞❡♥t✐té ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ❡t ❚r(•) ❞és✐❣♥❡ ❧❛ tr❛❝❡ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ t❡♥s♦r✐❡❧
❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ✿ ❚r(ε) =

∑

i

εii✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡ ėv ❞ér✐✈❡ ❞✬✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡

❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭❡♥ ❧♦✐ ♣✉✐ss❛♥❝❡✮✳

ėv(x , t) =
1

2µ
(r)irr
v

s(x, t)+
N∑

r=1

χ(r)(x)
∂U

(r)
v

∂σ
(σ(x , t)) , U (r)

v (σ) =





σ
(r)
0 ε̇

(r)
0

n(r) + 1

(
σ❡q

σ
(r)
0

)n(r)+1

s✐ ❚r(σ) = 0

∞ s✐♥♦♥



Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ✹✺

♦ù µ
(r)irr
v r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉① ♣❛r ♣❤❛s❡✳ ❈❡ ♠♦❞✉❧❡ ❡st ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t

♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ ❛✉ t❛✉① ❞❡ ✜ss✐♦♥ Φ(r)✱ ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s (r) ❝♦♥s✐❞éré❡✳

µ(r)irr
v =

1

2 η Φ̇(r)
, ✭✶✳✼✮

♦ù ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t η ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡ ✢✉❛❣❡ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ε̇(r)0 ✱ σ(r)
0 ❡t n(r)

s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉① ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s✳ σ❡q ❞és✐❣♥❡
❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❡ ❱♦♥ ▼✐s❡s ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

σ❡q(x , t) =

√
3

2
s(x , t) : s(x , t). ✭✶✳✽✮

χ(r) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω(r) ♦❝❝✉♣é ♣❛r ❧❡s ♣❤❛s❡s (r)✱ ❞é✜♥✐❡
♣❛r ✿

χ(r)(x) =





1 s✐ x ∈ Ω(r)

0 s✐♥♦♥
✭✶✳✾✮

❉❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✶✳✻✮ q✉✐ r❡♣♦s❡♥t s✉r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞✉ ✈♦✲
❧✉♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ✭é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✱ ♠ét❤♦❞❡s ❋❋❚ ❡t❝✮ ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❛✜♥
❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❧♦❝❛✉①✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱
♥♦✉s ♥❡ ❝❤❡r❝❤♦♥s ♣❛s à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♠❛✐s ♥♦✉s
♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♣❧✉tôt à é✈❛❧✉❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝❡s ❝❤❛♠♣s
❧♦❝❛✉① ♣❛r ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♠✐❝r♦✲♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣s ♠♦②❡♥s✳

✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞r❡ssé ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠✉❧t✐♣❤②s✐q✉❡ ❞✉
❝r❛②♦♥ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡✱ ❞é❝r✐t à tr❛✈❡rs ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡
str✉❝t✉r❡s ✭❝❛❧❝✉❧s ✶❉ ♦✉ ✸❉✮✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡
❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ▼❖❳ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐❝♦✲❝❤✐♠✐q✉❡s ✭❞❡♥s✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❣♦♥✢❡♠❡♥t✱
✢✉❛❣❡✮ q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡st ✐rr❛❞✐é ❡♥ ré❛❝t❡✉r✳ ▲❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡
▼❖❳ ❡st ❞❡ t②♣❡ ♠❛tr✐❝❡✲✐♥❝❧✉s✐♦♥s ✭♣❤❛s❡ ❞✬❡♥r♦❜❛❣❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ s♦♥t ❞✐str✐❜✉és ❞❡s ❛♠❛s
♣❧✉t♦♥✐❢èr❡s ❡t ❞❡s ❛♠❛s ✉r❛♥✐❢èr❡s✮✳ ❍♦rs ♣✐❧❡✱ ❧❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ▼❖❳ ❡st ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❤♦♠♦❣è♥❡
✭❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s ét❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡
❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ▼❖❳ ❡st ❝❤❛r❣é ❡♥ ré❛❝t❡✉r ❧❛ ❝✐♥ét✐q✉❡ ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐❝♦✲
❝❤✐♠✐q✉❡s ❞✐✛èr❡ ❞✬✉♥❡ ♣❤❛s❡ à ❧✬❛✉tr❡✳ ❈❡ q✉✐ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ▼❖❳ ❞❡✈✐❡♥t ❤étér♦❣è♥❡
❡t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❡st ❞❡ ♥❛t✉r❡ ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t
✈✐❡✐❧❧✐ss❛♥t❡ ✭♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s é✈♦❧✉❡♥t ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐❝♦✲
❝❤✐♠✐q✉❡s✮✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❤❛s❡s ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ s♦♥t ❝❛r❛❝tér✐sé❡s ♣❛r ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧✐❜r❡s✱
r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡s ❞❡s ❞✐❧❛t❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞✉ t❛✉① ❞❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ t❡♠✲
♣ér❛t✉r❡✳ ▲❡ ✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡✱ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❛✉① ❤❛✉t❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s✱ ♥✬❛ été ❝❛r❛❝tér✐sé q✉❡
s✉r ❧❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ✈✐❡r❣❡ ✭❡ss❛✐s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✮ ❞♦♥❝ ♥♦✉s ♥❡ ❞✐s♣♦s♦♥s ♣❛s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s✉r
❧❡ ✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ✐rr❛❞✐é✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞❡ rés✉❧t❛ts ❞✬❡①❛♠❡♥s
ré❛❧✐sés ❛♣rès ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❝r❛②♦♥s ▼❖❳✱ ❡①❛♠❡♥s q✉✐ ♠♦♥tr❡♥t ✉♥ ❝♦♠❜❧❡♠❡♥t ❞❡s é✈✐❞❡✲
♠❡♥ts ❞❡s ♣❛st✐❧❧❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ttr✐❜✉❡ à ❧✬❡✛❡t ❞✉ ✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ ❞❛♥s
❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❝r❛②♦♥s ▼❖❳ s♦✉s ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧✬✐♥t❡♥✲
s✐té ❞✉ ✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ♣❛r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❝❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①✳ ❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ s❛
♥❛t✉r❡ ❤étér♦❣è♥❡✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ♠♦❞é❧✐s❡r ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣s ♠♦②❡♥s ❧❡ ❝♦♠♣♦r✲
t❡♠❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡s ❝❤❛♠♣s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❧♦❝❛✉① ❞✉ ▼❖❳✳ ▲❛
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❞é♠❛r❝❤❡ ❡♥✈✐s❛❣é❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♥♦♥ ✈✐❡✐❧❧✐ss❛♥t ❡♥ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧❛st✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t
❞✉ t❡♠♣s✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❡✛❡❝t✐✈❡s ♣❡✉✈❡♥t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s êtr❡ é✈❛❧✉é❡s à tr❛✈❡rs ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡✳ ▲❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦s✐t❡ à ❧✬✐♥st❛♥t ✐♥✐t✐❛❧ ét❛♥t ♣✉r❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡✱ ♥♦✉s
❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ré❝❛♣✐t✉❧❡r q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳ ❈❡s
rés✉❧t❛ts s❡r♦♥t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ét❡♥❞✉s ❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ t❤❡r♠♦✲é❧❛st✐q✉❡✳



❘és✉❧t❛ts ❡♥ é❧❛st✐❝✐té ❡t t❤❡r♠♦✲é❧❛st✐❝✐té ✹✼

■■■✳ ❘és✉❧t❛ts ❡♥ é❧❛st✐❝✐té ❡t t❤❡r♠♦✲é❧❛st✐❝✐té

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣és ❡♥ é❧❛st✐❝✐té ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❘❡✉ss ❡t
❱♦✐❣t ♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❜❛sés s✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❡s ❜♦r♥❡s
♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❡✛❡❝t✐❢s ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① ❤étér♦❣è♥❡s ❛②❛♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳
❉✬❛✉tr❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡✛❡❝t✐❢ ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① à ❝❛r❛❝tèr❡s ❤étér♦❣è♥❡s
♦♥t été ✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉❡s✳ ▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s ét✉❞❡s✱ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥
♦♥t été ré❛❧✐sé❡s ♣❛r ❊s❤❡❧❜② ❬✹✷❪ q✉✐✱ ♣❛r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❞ét❡r♠✐♥❡
❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ é❧❛st✐q✉❡s ❞✬✉♥❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡❧❧✐♣s♦ï❞❛❧❡ ❡♥t♦✉ré❡ ❞✬✉♥❡
♠❛tr✐❝❡ é❧❛st✐q✉❡ ✐♥✜♥✐❡✳ ▼♦r✐ ❚❛♥❛❦❛ ❬✹✸❪ ✉t✐❧✐s❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞✬❊s❤❡❧❜② ❬✹✷❪
♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① ❤étér♦❣è♥❡s ❡♥ ♠❡tt❛♥t ❡♥
❡①❡r❣✉❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❤❛s❡s✳ ❍❛s❤✐♥ ❬✹✹❪ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❡st✐♠é ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
é❧❛st✐q✉❡s ❡✛❡❝t✐✈❡s ❞✬✉♥ ❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡ s♣❤èr❡s ❝♦♠♣♦s✐t❡s ♣❛r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s✳ ❉❡ s❡s tr❛✈❛✉①✱ ✐❧ r❡tr♦✉✈❡ ❡♥ t♦✉t❡ r✐❣✉❡✉r ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡
❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ❤♦♠♦❣é♥é✐sé ét❛❜❧✐ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼♦r✐ ❚❛♥❛❦❛✳ ▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❱♦✐❣t ❡t
❘❡✉ss ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡✛❡❝t✐❢
❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ♣♦r❡✉① ♦✉ à ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐tés ✐♥✜♥✐❡s✳ ▲❛ ré♣♦♥s❡ à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ♦✉✈❡rt❡ ❛ été
tr❛✐té❡ ♣❛r ❍❛s❤✐♥ ❡t ❙❤tr✐❦♠❛♥ ❬✹✺❪ ❬✹✻❪ ❬✹✼❪ q✉✐ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡s ❜♦r♥❡s ♣❧✉s ré❛❧✐st❡s ❛✜♥ ❞❡
♠✐❡✉① r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✳
❉❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧❛st✐q✉❡ ♦✉ t❤❡r♠♦é❧❛st✐q✉❡✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉①
ε̇v ❞❛♥s ✭✶✳✻✮ ❡st ♥✉❧❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t r❡❧✐é❡s
❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t à tr❛✈❡rs ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❍♦♦❦❡ ❡t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✳✻✮ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♥té❣ré❡s
❡♥ t❡♠♣s✳ ◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ✐❝✐ à é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡s ❡t ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡s ♣❛r ♣❤❛s❡
❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭ré♣♦♥s❡ é❧❛st✐q✉❡ ♦✉ t❤❡r♠♦é❧❛st✐q✉❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t✮ ❧♦rsq✉❡ q✉❡
❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st s♦✉♠✐s❡ à ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞✉
t❡♠♣s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ré♣♦♥s❡ é❧❛st✐q✉❡ ❡t t❤❡r♠♦é❧❛st✐q✉❡ ❡st ✐♥st❛♥t❛♥é❡ ❡t ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡
❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞✉ t❡♠♣s ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ♦♠✐s❡✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ❧❛ ❝♦♥s❡r✈♦♥s ♣♦✉r ✉♥❡ ✉♥✐❢♦r♠✐té ❞✬é❝r✐t✉r❡
❛✈❡❝ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡✳ ❆✐♥s✐ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡t ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧❡s
♣❡✉✈❡♥t s✬é❝r✐r❡ ✿





❞✐✈(σ(x, t)) = 0 ❞❛♥s Ω× [0 , T ]

ε (x , t) =
1

2

(
∇u (x , t) +∇❚u (x , t)

)
❞❛♥s Ω× [0 , T ]





σ(x , t) = ❈(x) : ε(u(x , t))
♦✉ ❞❛♥s Ω× [0 , T ]

ε(x , t) = ❙(x) : σ(u(x , t))





u(x , t) = ε(t).x
♦✉ s✉r ∂Ω

σ(x , t).n(x) = σ(t).n(x)

✭✶✳✶✵✮

❈(x) ❡t ❙(x) s♦♥t ❞❡s t❡♥s❡✉rs ❞✉ q✉❛tr✐è♠❡ ♦r❞r❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s t❡♥s❡✉rs ❧♦❝❛✉① ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ r✐❣✐❞✐té ❡t ❞❡ s♦✉♣❧❡ss❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❤étér♦❣è♥❡
❝♦♥s✐❞éré✳
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✶✳ Pr♦♣r✐étés é❧❛st✐q✉❡s ❡✛❡❝t✐✈❡s
❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s ♣❛ss♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❡♥ r❡✈✉❡ q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❤♦♠♦✲
❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞è❧❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♠✐s❡s ❡♥ ÷✉✈r❡ ♣♦✉r ❧❛
❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡s✳ ❈❡s ♣r♦♣r✐étés ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡s ♣❡✉✈❡♥t✱ ❞❛♥s ❝❡
❝❛s✱ êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛r ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ♦✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳

✶✳✶ ❚❡♥s❡✉rs ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥

▲❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❡✛❡❝t✐✈❡s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❤étér♦❣è♥❡s s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡s
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞❡s t❡♥s❡✉rs ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♦✉ ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❈❡s r❡❧❛t✐♦♥s
❝♦♠❜✐♥é❡s ❛✈❡❝ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ❡t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡✛❡❝t✐❢ ❞✉ ❝♦♠♣♦s✐t❡✳

✶✳✶✳✶✳ ❉é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❛✉ ❝♦♥t♦✉r

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧♦❝❛❧ ✭✶✳✶✵✮ ét❛♥t ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ε(u(x, t)) ♣❡✉t✲êtr❡
r❡❧✐é ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧✐♥é❛✐r❡ à ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞♦♥♥é❡ ε(t)✳ ❈❡tt❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡
❧✐♥é❛✐r❡ ❞ér✐✈❡ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥✳

ε(u(x , t)) = ❆(x) : ε(t) ❛✈❡❝ 〈❆(x)〉 = ■, ✭✶✳✶✶✮

♦ù ■ ❡st ✉♥ t❡♥s❡✉r ❞✬✐❞❡♥t✐té ❞✉ q✉❛tr✐è♠❡ ♦r❞r❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

■ =
1

2
(δ ⊗ δ + δ ⊗ δ),

❡t ❆(x) ✉♥ t❡♥s❡✉r ❞✉ q✉❛tr✐è♠❡ ♦r❞r❡ ❛♣♣❡❧é t❡♥s❡✉r ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉✐
❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ x✳ ❈❡ t❡♥s❡✉r ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧♦❝❛❧ ♣♦ssè❞❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ s②♠étr✐❡
♠✐♥❡✉r❡s ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡s s②♠étr✐❡s ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ❡t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s✳

❆ijkh(x) = ❆jikh(x) = ❆ijhk(x) ✭✶✳✶✷✮

✶✳✶✳✷✳ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❛✉ ❝♦♥t♦✉r

▲♦rsq✉❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❡st s♦❧❧✐❝✐té ❡♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s s✉r s♦♥
❝♦♥t♦✉r σ(x , t).n(x) = σ(t).n(x) s✉r ∂Ω✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❡ t❡♥s❡✉r
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧♦❝❛❧❡s σ(x, t) ❡t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ σ(t) ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

σ(x, t) = ❇(x) : σ(t) , ✭✶✳✶✸✮

♦ù ❇(x) ❞és✐❣♥❡ ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞♦♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❡t ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
❞❡ s❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡❧❧❡s ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❆(x)

❇ijkh(x) = ❇jikh(x) = ❇ijhk(x) , 〈❇(x)〉 = ■ ✭✶✳✶✹✮



❘és✉❧t❛ts ❡♥ é❧❛st✐❝✐té ❡t t❤❡r♠♦✲é❧❛st✐❝✐té ✹✾

✶✳✷ ❚❡♥s❡✉rs ❞❡ r✐❣✐❞✐té ❡t ❞❡ s♦✉♣❧❡ss❡ ❡✛❡❝t✐❢s

▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧❛st✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡s ❡♥ ✉t✐❧✐✲
s❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳ ❊♥ ❡♠♣❧♦②❛♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❧♦❝❛❧❡ ❞❛♥s ✭✶✳✶✵✮ ❡t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❤♦♠♦❣è♥❡s ✭✶✳✶✶✮✱ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡
❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

σ(t) = ❈̃ : ε(t) , ❈̃ = 〈❈(x) : ❆(x)〉 ✭✶✳✶✺✮

▲❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ r✐❣✐❞✐té ❡✛❡❝t✐❢ ❈̃ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❤♦♠♦❣è♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❡st ❞♦♥❝ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ t❡♥✲
s❡✉r ❞✬é❧❛st✐❝✐té ❞❡s ♣❤❛s❡s ♣♦♥❞éré❡ ♣❛r ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ▲❡ t❡♥s❡✉r
❈(x) ét❛♥t ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡✱ s❡✉❧❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡
♣❛r ♣❤❛s❡ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❆(x) ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❡st✐♠❡r ❧❡ ♠♦❞✉❧❡
❡✛❡❝t✐❢ ❈̃✳
▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ♣❡✉t✲êtr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ s♦✉✲
♣❧❡ss❡ ❡✛❡❝t✐❢ ❞♦♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ✭✶✳✶✸✮✳

ε(t) = ❙̃ : σ(t) , ❙̃ = 〈❙(x) : ❇(x)〉 ✭✶✳✶✻✮

▲❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s t❡♥s❡✉rs ❞❡ r✐❣✐❞✐té ❡t ❞❡ s♦✉♣❧❡ss❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐sés ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t
r❡tr♦✉✈é❡s ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❍✐❧❧ ✭✈♦✐r r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✳✹✮✮✳ ❊♥
❡✛❡t ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ❡st s♦❧❧✐❝✐té ❡♥ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❤♦♠♦❣è♥❡s s✉r s♦♥ ❝♦♥t♦✉r✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ✿

〈σ(x , t) : ε(x , t)〉 = 〈ε(x , t) : ❈(x) : ε(x , t)〉 = ε(t) : ❈̃ : ε(t), ✭✶✳✶✼✮

❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé ❈̃ q✉✐ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

❈̃ = 〈❆❚(x) : ❈(x) : ❆(x)〉 ♦✉ ❈̃pqmn = 〈❆ijpq(x)❈ijkh(x)❆khmn(x)〉 ✭✶✳✶✽✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❧❛
s♦✉♣❧❡ss❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❍✐❧❧ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐té
st❛t✐q✉❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ✭✶✳✶✸✮ ❀ ❛✐♥s✐ ♦♥
♦❜t✐❡♥t ✿

❙̃ = 〈❇❚(x) : ❙(x) : ❇(x)〉 ♦✉ ❙̃pqmn = 〈❇ijpq(x)❙ikkh(x)❇khmn(x)〉 ✭✶✳✶✾✮

❈❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❞❡s t❡♥s❡✉rs ❞❡ r✐❣✐❞✐té ❡t ❞❡ s♦✉♣❧❡ss❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐sés ♠❡t
❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡✉rs ♣r♦♣r✐étés ❞❡ s②♠étr✐❡ ✭s②♠étr✐❡s ♠❛❥❡✉r❡ ❡t ♠✐♥❡✉r❡✮✳ ■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡
♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❡✛❡❝t✐❢s ❈̃ ❡t ❙̃✱ ét❛❜❧✐s ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞érés
✭❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❡t ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s✮✱ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t ✐♥✈❡rs❡s ❡t
s♦♥t r❡❧✐és ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❬✹✽❪ ✿

❙̃ : ❈̃ = ■+ ✵(❞ 3/❧ 3) ✭✶✳✷✵✮

♦ù ❞ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❤étér♦❣é♥é✐tés ❡t ❧ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✉ ❱♦❧✉♠❡ ➱❧é♠❡♥t❛✐r❡
❘❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ✭❱❊❘✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡s ❤étér♦❣é♥é✐tés s♦♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t
♣❡t✐t❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❱❊❘ ✭❞♦♠❛✐♥❡ ✐♥✜♥✐✮✱ ❛❧♦rs ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❍✐❧❧✲▼❛♥❞❡❧ ❞❡✈✐❡♥t

❈̃ = ❙̃
−1

✭✶✳✷✶✮

✶✳✸ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡

▲❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❡t ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ s♦♥t ✉t✐❧✐sés ❡♥ é❧❛st✐❝✐té ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r
♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❜♦r♥❡s ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❤♦♠♦❣é♥é✐sés✳ ❈❡s ❜♦r♥❡s s♦♥t ét❛❜❧✐❡s s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡
❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛tr✐❝❡s ✭♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✱ ❝❤♦✐① ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s
❡t❝✮



✺✵ ➱❚❯❉❊ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍■◗❯❊

✶✳✸✳✶✳ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ st✐♣✉❧❡ q✉❡✱ ♣❛r♠✐ t♦✉s ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡✲
♠❡♥t u∗ q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡s ✭❝❤❛♠♣s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✮✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡
❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t u s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ F(u) ≤ F(u∗)✱
♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ F ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❢♦r❝❡s ré♣❛rt✐❡s ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

F(u) =

∫

Ω

U (ε) dΩ−
∫

∂Ω❋

❋
❞

.u(x) d ❙ ✭✶✳✷✷✮

U r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡ é❧❛st✐q✉❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞♦♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❡st ❞❡
❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡

U (ε) =
1

2
ε(u(x)) : ❈(x) : ε(u(x)) ✭✶✳✷✸✮

∂Ω = ∂Ω❋∪∂Ωu ♦ù ∂Ω❋ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω ♦ù ❧❡s ❢♦r❝❡s s✉r❢❛❝✐q✉❡s
❋❞ s♦♥t ❡①❡r❝é❡s ❡t ∂Ωu ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♦ù ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t u❞ ❡st ✐♠♣♦sé✳

✶✳✸✳✷✳ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉❛❧❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r✲
❣✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ é♥♦♥❝❡ q✉❡ ♣❛r♠✐ t♦✉t
❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ σ∗ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s st❛t✐q✉❡s
✭❝❤❛♠♣s st❛t✐q✉❡♠❡♥t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✮✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ σ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥✲
t❛✐r❡ F ∗

(σ) ≤ F ∗
(σ ∗) ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F ∗

q✉✐ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

F ∗

(σ) =
1

2

∫

Ω

σ(x) : ❙(x) : σ(x) dΩ −
∫

∂Ω✉

(
σ(x).n

)
.u❞ d ❙ ✭✶✳✷✹✮

✶✳✹ ❇♦r♥❡s

✶✳✹✳✶✳ ❇♦r♥❡ ❞❡ ❱♦✐❣t

❉❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❱♦✐❣t✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ε(u(x , t)) ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡
é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st s✉♣♣♦sé ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡t é❣❛❧ ❛✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ε(t)✳ ❆✐♥s✐
❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡ s❡ ré❞✉✐t ❛✉ t❡♥s❡✉r ❞✬✐❞❡♥t✐té✳

❆(x) = ■ ∀ (x , t) ∈ Ω× [0 , T ] ✭✶✳✷✺✮

❊♥✜♥ s✐ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r
❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ u✈(x , t) = ε(t).x✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r u✈(x , t)
❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❤♦♠♦❣è♥❡s ♦♥ ét❛❜❧✐t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ é❧❛st✐q✉❡
❤♦♠♦❣é♥é✐sé

ε(t) :
(
〈❈(x)〉 − ❈̃

)
: ε(t) ≥ 0 ∀ ε(t) ✭✶✳✷✻✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❤♦♠♦❣è♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❡t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❤❛s❡s ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡s ❞✉ ♠❛tér✐❛✉
❤étér♦❣è♥❡ ♦♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✐s♦tr♦♣❡✱ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té
❤♦♠♦❣é♥é✐sés s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

µ̃ ≤ µ̃
❱
= 〈µ〉 =

N∑

r=1

c(r) µ(r) , κ̃ ≤ κ̃
❱
= 〈κ〉 =

N∑

r=1

c(r) κ(r) ✭✶✳✷✼✮



❘és✉❧t❛ts ❡♥ é❧❛st✐❝✐té ❡t t❤❡r♠♦✲é❧❛st✐❝✐té ✺✶

✶✳✹✳✷✳ ❇♦r♥❡ ❞❡ ❘❡✉ss

▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❘❡✉ss ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s σ(x , t) s♦♥t ✉♥✐❢♦r♠❡s ❞❛♥s
t♦✉t ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❡t s♦♥t é❣❛❧❡s ❛✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱
σ❘(x , t) = σ(t)✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s❡ ❞é❞✉✐t ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s
❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡ q✉✐ ❡st ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞é✜♥✐ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳

❇(x) = ■ ♣♦✉r t♦✉t (x , t) ∈ Ω× [0 , T ] ✭✶✳✷✽✮

❯♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❜♦r♥❡r ❧❡ ♠♦❞✉❧❡
❞❡ s♦✉♣❧❡ss❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé ❙̃✳ ❊♥ ❡✛❡t ♣❛r♠✐ t♦✉s ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s st❛t✐q✉❡♠❡♥t ❛❞✲
♠✐ss✐❜❧❡s✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ré❡❧ σ(x , t) s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝♦♠♣❧é✲
♠❡♥t❛✐r❡ ✿ F ∗

(σ) ≤ F ∗
(σ❘) ❞❡ s♦rt❡ q✉✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

σ(t) :
(
〈❙(x)〉 − ❙̃

)
: σ(t) ≥ 0 ∀ σ(t) ✭✶✳✷✾✮

▲♦rsq✉❡ ❧❡s ❝♦♥st✐t✉❛♥ts ❞✉ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♦♥t ✉♥❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✐s♦tr♦♣❡✱ ❛❧♦rs ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s
❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❤♦♠♦❣è♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t s✉♣♣♦sé ✐s♦tr♦♣❡ s✬é❝r✐✈❡♥t ✿

µ̃−1 ≤ µ̃−1
❘

= 〈µ−1〉 =
N∑

r=1

c(r)

µ(r)
, κ̃−1 ≤ κ̃−1

❘
= 〈κ−1〉 =

N∑

r=1

c(r)

κ(r)
✭✶✳✸✵✮

❈❡s ❜♦r♥❡s s♦♥t ✐♥✉t✐❧✐s❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✉♥❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❡st r✐❣✐❞❡ ♦✉ ✈✐❞❡✳ ❈❡t ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t
❡st ❝♦rr✐❣é ♣❛r ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ ❍❛s❤✐♥✲❙❤tr✐❦♠❛♥♥✳ ❯♥❡ ❝❧❛ss❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ❤étér♦❣è♥❡s
❡st ❝❡❧❧❡ ❞♦♥t ❧❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❡st ❞❡ t②♣❡ ♠❛tr✐❝❡✲✐♥❝❧✉s✐♦♥s ✭✐♥❝❧✉s✐♦♥s ré♣❛rt✐❡s ❞❛♥s ✉♥❡
♠❛tr✐❝❡✮✳ P♦✉r ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts s♣é❝✐✜q✉❡s ♦♥t été ♦❜t❡♥✉s✳

✶✳✹✳✸✳ ❇♦r♥❡s ❞❡ ❍❛s❤✐♥✲❙❤tr✐❦♠❛♥

❍❛s❤✐♥ ❡t ❙❤tr✐❦♠❛♥ ❬✹✼❪ ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧s é♥♦♥❝és ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸ ♣♦✉r ét❛❜❧✐r
❞❡s ❜♦r♥❡s ♣❧✉s r❡ss❡rré❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❱♦✐❣t ❡t ❘❡✉ss✳ ❈❡s ❜♦r♥❡s ♦♥t été ♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
♦ù ❧❡s r❛✐❞❡✉rs é❧❛st✐q✉❡s s♦♥t ♦r❞♦♥♥é❡s ✭❛✉ s❡♥s ❞❡s ❢♦r♠❡s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❛ss♦❝✐é❡s✮✳ P♦✉r ✉♥
♠❛tér✐❛✉ ❤étér♦❣è♥❡ ❜✐♣❤❛sé ❞♦♥t ❧❛ ♣❤❛s❡ (2) ❡st ♣❧✉s r❛✐❞❡ q✉❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ (1)✱ ε : (❈(2)−❈(1)) :
ε > 0 ∀ε✱ ❧❡s ❜♦r♥❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s ❡t ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ❞❡ ❍❛s❤✐♥✲❙❤tr✐❦♠❛♥ s✬é❝r✐✈❡♥t ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✿

❈❍❙− ≤ ❈̃ ≤ ❈❍❙+ ✭✶✳✸✶✮

❛✈❡❝ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞❡ ❈❍❙+ ❡t ❈❍❙− q✉✐ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡




❈❍❙− = ❈(1) + c(2)
(
❈(2) −❈(1)

)
:

[
■+ c(1)P(1)

❊
:
(
❈(2) −❈(1)

)
]−1

❈❍❙+ = ❈(2) + c(1)
(
❈(1) −❈(2)

)
:

[
■+ c(2)P(2)

❊
:
(
❈(1) −❈(2)

)
]−1

✭✶✳✸✷✮

♦ù P(r)
❊

❞és✐❣♥❡ ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❍✐❧❧ ♣♦✉r ❧❛ ♣❤❛s❡ (r) ❞♦♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡
❡st ❡①♣❧✐❝✐té❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞é❞✐é❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✬❊s❤❡❧❜② ❬✹✷❪ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✐s♦tr♦♣❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✐s♦tr♦♣❡✱
❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❡✛❡❝t✐✈❡s ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❤♦♠♦❣è♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t s♦♥t ✐s♦tr♦♣❡s ❡t ❡❧❧❡s s♦♥t ❡♥❝❛❞ré❡s
♣❛r ✿

κ
❍❙−

≤ κ̃ ≤ κ
❍❙+

, µ
❍❙−

≤ µ̃ ≤ µ
❍❙+

✭✶✳✸✸✮

♦ù ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ❡t ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s à
♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✳✸✷✮✳



✺✷ ➱❚❯❉❊ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍■◗❯❊

✶✳✺ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥

❯♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s t❡♥s❡✉rs ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st
❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❞✐str✐❜✉é❡s ❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❥♦✉❛♥t ❧❡ rô❧❡ ❞❡
❧❛ ♠❛tr✐❝❡✳ ▲❡s ♣r❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❡♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ♦♥t été ♦❜t❡♥✉s ♣❛r
❊s❤❡❧❜② ❬✹✷❪ q✉✐ ❛ ❞ét❡r♠✐♥é ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥❆(x) ❞✬✉♥❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡❧❧✐♣s♦ï❞❛❧❡ é❧❛st✐q✉❡
s♦✉♠✐s❡ à ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ε

(2)
0 ❡t ♥♦②é❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ é❧❛st✐q✉❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡

♠ê♠❡ ♠♦❞✉❧❡ ❈(1)✳ ▲❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t é❣❛❧❡ à ✿

ε(2) = ❙(1)
❊

: ε
(2)
0 ✭✶✳✸✹✮

♦ù ❙(1)
❊

❡st ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞✬❊s❤❡❧❜②✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ε à ❧✬✐♥✜♥✐ ❡t s✐ ❧❡s
♣r♦♣r✐étés é❧❛st✐q✉❡s ❞❡ ❈(2) s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s
❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ✭♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❤étér♦❣è♥❡✮✳

❈(2)

❈(1)

ε

= ❈(1)

❈(1)

ε

+ ❈(1), ε
(2)
0

❈(1)

0

❋✐❣✉r❡ ✶✳✽ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❤étér♦❣é♥é✐té ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✶✳✸✺✮ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥

❧✐❜r❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ q✉✐ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ ε(2)0 = −
(
❈(1)

)−1

: (❈(2) −❈(1)) : ε(2)

ε(2) = ε+ ❙(1)
❊

: ε
(2)
0 . ✭✶✳✸✺✮

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✳✸✺✮ ❝♦♠❜✐♥é❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❞✉✐r❡
❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ q✉✐ s✬é❝r✐t ✿

❆(2) =

[
■+P(1)

❊
:
(
❈(2) −❈(1)

)]−1

. ✭✶✳✸✻✮

▲❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❍✐❧❧ P(1)
❊

❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

P(1)
❊

= ❙(1)
❊

:
(
❈(1)

)−1
. ✭✶✳✸✼✮

✶✳✺✳✶✳ ❈❛s ✐s♦tr♦♣❡

P♦✉r ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❞♦♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡t ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❞❡ ❢♦r♠❡ s♣❤ér✐q✉❡ ♦♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
✐s♦tr♦♣❡✱ ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❍✐❧❧ ❡t ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞✬❊s❤❡❧❜② s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t❡s





P(1)
❊

=
1

3κ(1) + 4µ(1)
❏ +

3
(
κ(1) + 2µ(1)

)

5µ(1)
(
3κ(1) + 4µ(1)

)❑

❙(1)
❊

=
3κ(1)

3κ(1) + 4µ(1)
❏ +

6
(
κ(1) + 2µ(1)

)

5
(
3κ(1) + 4µ(1)

)❑

✭✶✳✸✽✮



❘és✉❧t❛ts ❡♥ é❧❛st✐❝✐té ❡t t❤❡r♠♦✲é❧❛st✐❝✐té ✺✸

▲❡s t❡♥s❡✉rs st❛♥❞❛r❞s ❞❡ q✉❛tr✐è♠❡ ♦r❞r❡ ❏ ❡t ❑ s♦♥t ❞❡s ♣r♦❥❡❝t❡✉rs s✉r ❧❡s s♦✉s ❡s♣❛❝❡s ❞❡s
t❡♥s❡✉rs ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① s♣❤ér✐q✉❡s ❡t ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❈❡s t❡♥s❡✉rs s♦♥t ♦rt❤♦❣♦✲
♥❛✉① ❡t ♣♦ssè❞❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s

❏ : ❏ = ❏ , ❑ : ❑ = ❑ , ❏ : ❑ = 0 ✭✶✳✸✾✮

▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡s t❡♥s❡✉rs ❞❡ ❧♦❝❛❧✐✲
s❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❤❛s❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❝r♦✐ss❛♥t❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s
♠✐❧✐❡✉① ❞✐❧✉és ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✭❢❛✐❜❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s✮✱ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s
♠é❝❛♥✐q✉❡s ❡st ❡st✐♠é❡ ♣❛r ❧✬ét❛t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♣❧♦♥❣é❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ✐♥✜♥✐✳ ▲❛
r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❡st
❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ✿

ε(2) =

[
■+P(1)

❊
:
(
❈(2) −❈(1)

)]−1

: ε ✭✶✳✹✵✮

❉❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉❛❧ ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s s✉r ❧❡ ❝♦♥t♦✉r✮ ❧❡
❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠♦②❡♥ ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st r❡❧✐é à ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ s❡❧♦♥ ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥

σ(2) =

[
■+◗(1)

❊
:
(
❙(2) − ❙(1)

)]−1

: σ, ✭✶✳✹✶✮

♦ù ◗(1)
❊

r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❞✉❛❧ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❍✐❧❧ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞♦♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥
s✬é❝r✐t ✿

◗(1)
❊

= ❈(1) :
(
■− ❙(1)

❊

)
. ✭✶✳✹✷✮

✶✳✺✳✷✳ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❛♥✐s♦tr♦♣❡

P♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥✈✐s❛❣é❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞✉
t❡♥s❡✉rs ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ♣❤❛s❡s ♦♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ❱✳✮✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❧❡s t❡♥s❡✉rs ❞❡ r✐❣✐❞✐té ❞❛♥s ❧❡s ♣❤❛s❡s s♦♥t ❞é❝♦♠♣♦sés
s❡❧♦♥ ✿

❈(r) = 3κ(r) ❏+ 2µ(r)❋+ 2λ(r)❊, ✭✶✳✹✸✮

♦ù ❧❡s t❡♥s❡✉rs ❞❡ q✉❛tr✐è♠❡ ♦r❞r❡ ❊ ❡t ❋ s♦♥t ❞❡s ♣r♦❥❡❝t❡✉rs ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s ❡s♣❛❝❡
❞❡s t❡♥s❡✉rs ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡s ✭❏ ✿❊ ❂ ✵ ✱ ❏ ✿❋ ❂ ✵ ✱ ❑ ❂ ❊ ✰ ❋✮✳ ❉❛♥s ❧❡s t❤é♦r✐❡s
❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❧❡ ♣r♦❥❡❝t❡✉r ❊ ❡st ❞é✜♥✐ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ t❡♥s❡✉r ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① α✱ s②♠étr✐q✉❡
❡t ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡✳

❊ ∼ α̂⊗ α̂ , α̂ =
α

α❡q

✭✶✳✹✹✮

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❍✐❧❧ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛ss♦❝✐é❡
❛✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ r✐❣✐❞✐té ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ✭✶✳✹✸✮ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r P♦♥t❡ ❈❛st❛ñ❡❞❛ ❬✹✾❪✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡
t❤é♦r✐❡✱ ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❍✐❧❧ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

P(1)
❊

=
1

3κ
(1)
P

❏+
1

2µ
(1)
P

❋+
1

2λ
(1)
P

❊ ✭✶✳✹✺✮

▲❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❍✐❧❧ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❜❛s❡ ♦♥t ♣♦✉r ❡①♣r❡ss✐♦♥s r❡s✲
♣❡❝t✐✈❡s



✺✹ ➱❚❯❉❊ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍■◗❯❊





1

3κ
(1)
P

=
1

3κ(1) + 4µ(1)


1−

1

3π

∫

|ξ|=1

(
λ(1) − µ(1)

) (
1− a(1)

)
(ξ • (α̂ξ))2 d❙(ξ)

µ(1) +
4

3
(λ(1) − µ(1))

[
|α̂ξ|2 − a(1) (ξ • (α̂ξ))2

]




1

2µ
(1)
P

= b(1) +
1

72πµ(1)



∫

|ξ|=1

(
λ(1) − µ(1)

) (
1− a(1)

) (
4a(1) − 1

)
(ξ • (α̂ξ))2 d❙(ξ)

µ(1) +
4

3
(λ(1) − µ(1))

[
|α̂ξ|2 − a(1) (ξ • (α̂ξ))2

]




1

2λ
(1)
P

=
1

6π

∫

|ξ|=1

[
|α̂ξ|2 − a(1) (ξ • (α̂ξ))2

]
d❙(ξ)

µ(1) +
4

3
(λ(1) − µ(1))

[
|α̂ξ|2 − a(1) (ξ • (α̂ξ))2

]

✭✶✳✹✻✮
a(1) ❡t b(1) s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s q✉✐ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés é❧❛st✐q✉❡s ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✱ ❡❧❧❡s
s✬é❝r✐✈❡♥t

a(1) =
3κ(1) + µ(1)

3κ(1) + 4µ(1)
, b(1) =

5− 2a(1)

12µ(1)
− λ(1)

8µ(1)λ
(1)
P

✭✶✳✹✼✮

❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❍✐❧❧ s✉❣❣éré❡ ♣❛r P♦♥t❡ ❈❛st❛ñ❡❞❛
♥✬❡st q✉✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭✈♦✐r ❬✺✵❪✮✳

✶✳✺✳✸✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❞✬❊s❤❡❧❜② ❬✹✷❪ ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s
♣r♦♣r✐étés à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① ❤étér♦❣è♥❡s à ❜❛s❡ ❞✬✐♥❝❧✉✲
s✐♦♥s à s❛✈♦✐r ✿
✲ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼♦r✐✲❚❛♥❛❦❛ ❬✹✸❪ ♣♦✉r ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❤étér♦❣è♥❡s à ♣❤❛s❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥♥❛✐r❡s✱
✲ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✉t♦✲❝♦❤ér❡♥t ❬✺✶❪ ❛❞❛♣té ❛✉① ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s s❡♠❜❧❛❜❧❡s ❛✉① ♣♦❧②❝r✐st❛✉①✳
◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼♦r✐✲❚❛♥❛❦❛ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

✶✳✻ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ▼♦r✐✲❚❛♥❛❦❛

▲❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ▼♦r✐✲❚❛♥❛❦❛✱ ❜❛sé s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥s ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡s✱ ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡
❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❤étér♦❣é♥é✐tés s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡ ❡✛❡❝t✐❢✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧
s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥❝❧✉✲
s✐♦♥ ❞❡ ♠ê♠❡s ♣r♦♣r✐étés é❧❛st✐q✉❡s✱ ♥♦②é❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s♦✉♠✐s❡ à ❧✬✐♥✜♥✐ à ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥
❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✳ ❆✐♥s✐ ❡♥ s❡ s❡r✈❛♥t ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ét❛❜❧✐ ♣❛r ❊s❤❡❧❜②✱ ❧❛
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣❤❛s❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥♥❛✐r❡s ♣♦✉r ✉♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❜✐♣❤❛sé s✬é❝r✐t ✿

ε(2) =

[
■+P(1)

❊
:
(
❈(2) −❈(1)

)]−1

: ε (1), ✭✶✳✹✽✮

♦ù ❧❡ t❡♥s❡✉r ε (1) ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡
♠♦②❡♥♥❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ r❡❧❛t✐✈❡s à ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✶✮ ❡t ❛✉① ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s t❡♥s❡✉rs ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❤❛s❡ q✉✐ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✿





❆(1) =

[
c(1)■+ c(2)

[
■+P(1)

❊
:
(
❈(2) −❈(1)

)]−1
]−1

❆(2) =

[
■+ c(1)P(1)

❊
:
(
❈(2) −❈(1)

)
]−1 ✭✶✳✹✾✮



❘és✉❧t❛ts ❡♥ é❧❛st✐❝✐té ❡t t❤❡r♠♦✲é❧❛st✐❝✐té ✺✺

❈❡s r❡❧❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬é❧❛st✐❝✐té ❡✛❡❝t✐❢ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❤♦♠♦❣è♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t
s❡❧♦♥ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✿

❈̃
▼❚

= ❈(1) + c(2)
(
❈(2) −❈(1)

)
:

[
■+ c(1)P(1)

❊
:
(
❈(2) −❈(1)

)
]−1

✭✶✳✺✵✮

❈❡ rés✉❧t❛t ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❍❛s❤✐♥✲❙❤tr✐❦♠❛♥ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
ét❛❜❧✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼♦r✐✲❚❛♥❛❦❛ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ♣❧✉s s♦✉♣❧❡ q✉❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✳ ▲♦rsq✉❡
❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❤❛s❡s ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡s ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❤étér♦❣è♥❡ s♦♥t ✐s♦tr♦♣❡s ❡t q✉❡ ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s
❞✐str✐❜✉é❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐s♦tr♦♣❡ s♦♥t s♣❤ér✐q✉❡s✱ ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❤♦♠♦❣è♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ s②✲
♠étr✐❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡♠❡♥t ✐s♦tr♦♣❡ ❡t ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ❡t ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢s
s✬é❝r✐✈❡♥t ✿





κ̃
▼❚

= κ(1) + c(2)
κ(2) − κ(1)

1 + c(1)
κ(2) − κ(1)

κ̂+ κ(1)

, κ̂ =
4

3
µ(1)

µ̃
▼❚

= µ(1) + c(2)
µ(2) − µ(1)

1 + c(1)
µ(2) − µ(1)

µ̂+ µ(1)

, µ̂ =
µ(1)

6

9κ(1) + 8µ(1)

κ(1) + 2µ(1)

✭✶✳✺✶✮

❙✐ ♦♥ ét❡♥❞ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼♦r✐✲❚❛♥❛❦❛ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❤étér♦❣è♥❡ à ❞❡✉① ♣❤❛s❡s
✐♥❝❧✉s✐♦♥♥❛✐r❡s ❞❡ ♠ê♠❡ ❢♦r♠❡ ✭s♣❤ér✐q✉❡✮ ❛❧♦rs ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬é❧❛st✐❝✐té
❡✛❡❝t✐❢ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

❈̃▼❚ = ❈(1) + 〈❚〉 :
[
c(1)■+

3∑

r=2

c(r)
(
❈(r) −❈(1)

)−1
: ❚(r)

]−1

, ✭✶✳✺✷✮

♦ù ❚ ❡st ✉♥ t❡♥s❡✉r ❞✉ q✉❛tr✐è♠❡ ♦r❞r❡ ❞♦♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

〈❚〉 =
3∑

r=2

c(r)❚(r) ❛✈❡❝ ❚(r) =
[
P(1)
❊

+
(
❈(r) −❈(1)

)−1
]−1

. ✭✶✳✺✸✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐s♦tr♦♣❡ ✭❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s♦tr♦♣❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❡t ♠♦❞✉❧❡s é❧❛st✐q✉❡s ✐s♦tr♦♣❡s✮✱ ❧❡s
❡①♣r❡ss✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❡✛❡❝t✐❢s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ❡t ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❤♦✲
♠♦❣è♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t ♣❡✉✈❡♥t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿





κ̃
▼❚

= κ(1) +

3∑

r=2

c(r)
(
κ(r) − κ(1)

)

1 + 3α (κ(r) − κ(1))

c(1) +
3∑

r=2

c(r)

1 + 3α (κ(r) − κ(1))

, α =
1

3κ(1) + 4µ(1)

µ̃
▼❚

= µ(1) +

3∑

r=2

c(r)
(
µ(r) − µ(1)

)

1 + 2 β (κ(r) − µ(1))

c(1) +
3∑

r=2

c(r)

1 + 2 β (µ(r) − µ(1))

, β =
6
(
κ(1) + 2µ(1)

)

5µ(1)
(
3κ(1) + 4µ(1)

)

✭✶✳✺✹✮



✺✻ ➱❚❯❉❊ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍■◗❯❊

✷✳ ❘és✉❧t❛ts ❡♥ ❚❤❡r♠♦✲é❧❛st✐❝✐té
▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ♠❡t ❡♥ ❥❡✉✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ é❧❛st✐q✉❡✱
✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥✬é✈♦❧✉❛♥t ♣❛s s♦✉s s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥s ♠é❝❛♥✐q✉❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ✭t❤❡r♠✐q✉❡✱ ❝❤✐♠✐q✉❡ ❡t❝✮✳ ❉❛♥s ❧❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ▼❖❳
❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ❡st ❧✐é❡ ❛✉① ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ❞❡♥s✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥t s♦✉s ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳
❈❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s q✉✐ s❡ ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❛✉ ❝÷✉r ❞❡ ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❤♦♠♦❣è♥❡s à
❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠✐té ❞✉ t❛✉① ❞❡ ✜ss✐♦♥✳ ❖♥ ❢❛✐t ❞♦♥❝ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
q✉❡ ❝❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t ❤♦♠♦❣è♥❡s ♣❛r ♣❤❛s❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧♦❝❛❧ à rés♦✉❞r❡ s✬é❝r✐t ✿





❞✐✈(σ(x, t)) = 0 ❞❛♥s Ω× [0 , T ]

ε (x , t) =
1

2

(
∇u (x , t) +∇❚u (x , t)

)
❞❛♥s Ω× [0 , T ]

ε(x , t) = ❙(x) : σ(x , t) + χ(r)(x) ε
(r)
0 (t) ❞❛♥s Ω× [0 , T ]





u(x , t) = ε(t).x
♦✉ s✉r ∂Ω× [0 , T ]

σ(x , t).n(x) = σ(t).n(x)

✭✶✳✺✺✮

▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❡✛❡❝t✐✈❡s ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ t❤❡r♠♦é❧❛st✐q✉❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ é✈❛❧✉é❡s ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡s ♠♦✲
❞è❧❡s ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥ç✉s ❡♥ é❧❛st✐❝✐té ❧✐♥é❛✐r❡ ✭❘❡✉ss✱ ❱♦✐❣t✱ ❍❛s❤✐♥ ❡t❝✮✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❛✉
❝♦✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼♦r✐✲❚❛♥❛❦❛ ♣♦✉r ♣ré❞✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡
❞✉ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♣❛r ♣❤❛s❡✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ s✬❛✈èr❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❡rt✐♥❡♥t ♣♦✉r
❞é❝r✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡✛❡❝t✐❢ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❞❡ t②♣❡ ♠❛tr✐❝❡✲✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❥✉sq✉✬à
✷✵✪ ❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥s✳

✷✳✶ ❚❡♥s❡✉rs ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥

▲❡s t❡♥s❡✉rs ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✶✳✶✶✮
❡t ✭✶✳✶✸✮ ♣❡r♠❡t ❞✬ét❛❜❧✐r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① ❤é✲
tér♦❣è♥❡s✱ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥ç✉s ❡♥ é❧❛st✐❝✐té ❧✐♥é❛✐r❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱
❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❤❛s❡s ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡s ❞✉ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♦♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t t❤❡r♠♦✲é❧❛st✐q✉❡✱
❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ✿





ε(u(x , t)) = ❆(x) : ε(t) + ❛(x) , 〈❛(x)〉 = 0

σ(x, t) = ❇(x) : σ(t) + ❜(x) , 〈❜(x)〉 = 0
✭✶✳✺✻✮

♦ù ❛(x) ❡t ❜(x) s♦♥t ❞❡s ❝❤❛♠♣s t❡♥s♦r✐❡❧s ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
♣✉r❡♠❡♥t t❤❡r♠✐q✉❡ (ε = 0 ♦✉ σ = 0, r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t)✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ ❞❡
❝❡s ❝❤❛♠♣s ❧♦❝❛✉①✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼♦r✐✲❚❛♥❛❦❛ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✳ ▲❡s t❡♥s❡✉rs ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❇ ❡t ❜ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s
♣r♦♣r✐étés ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❡t ❞❡s ❝❤❛r❣❡♠❡♥ts ✭❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❆✮✳



❘és✉❧t❛ts ❡♥ é❧❛st✐❝✐té ❡t t❤❡r♠♦✲é❧❛st✐❝✐té ✺✼

✷✳✷ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢

▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t t❤❡r♠♦✲é❧❛st✐q✉❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✱ ✐❞❡♥t✐✜é❡ ❡♥ ré❛❧✐s❛♥t
❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛❞éq✉❛t❡s s✉r ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱
❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡

ε(t) = ❙̃ : σ(t) + ε0(t) ✭✶✳✺✼✮

ε0(t) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❞♦♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ♣❡✉t✲êtr❡ ❡st✐♠é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s
♠♦❞è❧❡s ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❡t ❡♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ét❛❜❧✐❡ ❞❛♥s ❬✺✷❪✳

ε0(t) = 〈❇❚ : ε0(t)〉 =
N∑

r=1

c(r)〈❇❚〉(r) : ε(r)0 (t) ✭✶✳✺✽✮

✷✳✸ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✐❝✐ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ t❤❡r♠♦é❧❛st✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ Ω ❡st s♦✉♠✐s à ❞❡s ❞✐❧❛t❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣❤❛s❡s✳ ▲❛ ❞❡♥s✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡
❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❛ ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡

U (ε , ε0) =
1

2
ε(u(x)) : ❈(x) : ε(u(x)) + σ0(x) : ε(x) +

1

2
σ0(x) : ❙(x) : σ0(x) ✭✶✳✺✾✮

♦ù σ0 ❡st ✉♥❡ ♣ré❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞♦♥t ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ♣❡✉t ♣r♦✈❡♥✐r ❞✬✉♥❡ s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡✱ t❤❡r✲
♠✐q✉❡✱ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ♦✉ ❞❡s ♣r♦❝é❞és ❞❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ q✉✐ ❧✐❡ ❧❛ ♣ré✲
❝♦♥tr❛✐♥t❡ à ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ❛ ❧❛ ❢♦r♠❡

σ0(x) = −❈(x) : ε0(x) ✭✶✳✻✵✮

▲❛ ❞❡♥s✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ st❛t✐q✉❡♠❡♥t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡st
❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

U ∗ (σ ,σ0) =
1

2
σ(x) : ❙(x) : σ(x) + ε0(x) : σ(x) ✭✶✳✻✶✮

✷✳✹ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♥ t❤❡r♠♦✲é❧❛st✐❝✐té ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❡✉t✲êtr❡ ❞ét❡r✲
♠✐♥é❡ ♣❛r é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✉ ❱❊❘ s♦✉s ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t
❧♦rsq✉❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ Ω ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❤étér♦❣è♥❡ t❤❡r♠♦✲é❧❛st✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡
❡st s♦✉♠✐s à ❧❛ ❢♦✐s à ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s σ(t) ❛✉ ❝♦♥t♦✉r ❡t à ❞❡s ❞é❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s ❧✐❜r❡s ε(r)0 ❞❛♥s ❧❡s ♣❤❛s❡s✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡ é❧❛st✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡ ❛
❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

U(σ) =
1

2
σ(x , t) : ❙ : σ(x , t) + σ(x , t) : ε0(x , t) ✭✶✳✻✷✮

▲✬é♥❡r❣✐❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ Ũ ❡♠♠❛❣❛s✐♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st ❛❧♦rs ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡
❧❡♠♠❡ ❞❡ ❍✐❧❧ ❡t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❛♥s Ω ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ U ✳

Ũ(t) = 〈U(σ)〉 = 1

2
σ(t) : ❙̃ : σ(t) + ε0(t) : σ + ❝st❡ , ❝st❡ =

N∑

r=1

c(r)ε
(r)
0 (t) : ❜(r) ✭✶✳✻✸✮

▲❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❛ ♣❤❛s❡ (r)✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡
♣❛r ♣❤❛s❡✱ s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ ❞ér✐✈❛♥t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ Ũ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♥s❡✉r ❞❡s s♦✉♣❧❡ss❡s ❙(r)

❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❍✐❧❧ ✭ ∂σ
∂❙(r) ❡st st❛t✐q✉❡♠❡♥t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡t ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡✮✳ ❆✐♥s✐

♦♥ ❛ ✿



✺✽ ➱❚❯❉❊ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍■◗❯❊

〈σ(x , t)⊗ σ(x , t)〉(r) = 2

c(r)
∂Ũ(t)

∂❙(r)
✭✶✳✻✹✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣✉r❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡s ✭❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ♥✉❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣❤❛s❡s✮✱ ❧❡
s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s❡ ré❞✉✐t à ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ét❛❜❧✐❡ ♣❛r ❙✉q✉❡t ❬✺✸❪✳
❈❡s s❡❝♦♥❞s ♠♦♠❡♥ts ❞✉ ❝❤❛♠♣ s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❈❛st❛ñ❡❞❛ ❬✺✹❪✮ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✈♦✐r
s❡❝t✐♦♥ ❱✳✮✳

✷✳✺ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ♦ù ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡❈(2)✱ s♦✉♠✐s❡ à ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ε(2)0

❞✬♦r✐❣✐♥❡ t❤❡r♠✐q✉❡✱ ❡st ♥♦②é❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ ❈(1) ❝❤❛r❣é❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t
à ❧✬✐♥✜♥✐ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ε✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ε(2) ✱ s♦❧✉t✐♦♥
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❧❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣✉r❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ✭✈♦✐r r❡❧❛t✐♦♥
✭✶✳✹✵✮✮ ❡t ❞✬✉♥ ét❛t ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ t❤❡r♠✐q✉❡✳

ε(2) =

[
■+P(1)

❊
:
(
❈(2) −❈(1)

)]−1

:
[
ε+P(1)

❊
: ❈(2) : ε

(2)
0

]
✭✶✳✻✺✮

❉❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉❛❧ ✭♠❛tr✐❝❡ ✐♥✜♥✐❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❝❤❛r❣é❡ ❡♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✮ ❧✬ét❛t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥✳ ■❧ s✬é❝r✐t ✿

σ(2) =

[
■+◗(1)

❊
:
(
❙(2) − ❙(1)

)]−1

:
[
σ −◗(1)

❊
: ε

(2)
0

]
✭✶✳✻✻✮

✷✳✻ ❊st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ▼♦r✐✲❚❛♥❛❦❛

✷✳✻✳✶✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ♠♦②❡♥s ♣❛r ♣❤❛s❡

❉❛♥s ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡s ❛✉① ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s
q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❛r ♣❤❛s❡ ❡st
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❡✛❡❝t✐✈❡s ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❤étér♦❣è♥❡ ❝♦♥s✐❞éré✳ P♦✉r ❞❡s
❝♦♠♣♦s✐t❡s ❜✐♣❤❛sés ❡t ❞❡s ❝♦♠♣♦s✐t❡s à tr♦✐s ♣❤❛s❡s✱ ♥♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥♥✉s ❡♥
é❧❛st✐❝✐té ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ♣❤❛s❡s ❡st é❧❛st✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡
❛✈❡❝ ♣ré❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♦✉ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ✭❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳

❛✳ ❈♦♠♣♦s✐t❡s ❜✐♣❤❛sés

▲❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❜✐♣❤❛sé✱ s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s
❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s ✭✶✳✺✺✮ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s
r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ s✉✐✈❛♥t❡s ✿





c(1) σ(1)(t) + c(2) σ(2)(t) = σ(t)

c(1) ε(1)(t) + c(2) ε(2)(t) = ε(t)
✭✶✳✻✼✮

P♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ σ ❞♦♥♥é❡✱ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ q✉❛tr❡ éq✉❛t✐♦♥s à ❝✐♥q ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞♦♥t
✉♥❡ ❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s à s❛✈♦✐r ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ s❡r❛ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛
❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡s
♠♦②❡♥♥❡s ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❛r ♣❤❛s❡ ♦♥t ❧❛ ❢♦r♠❡



❘és✉❧t❛ts ❡♥ é❧❛st✐❝✐té ❡t t❤❡r♠♦✲é❧❛st✐❝✐té ✺✾





σ(1)(t) =
1

c(1)

(
❙(1) − ❙(2)

)−1 [
ε(t)− 〈ε0(t)〉 − ❙(2) : σ(t)

]

σ(2)(t) =
1

c(2)

(
❙(2) − ❙(1)

)−1 [
ε(t)− 〈ε0(t)〉 − ❙(1) : σ(t)

] ✭✶✳✻✽✮

♦ù ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s c(1) ❡t c(2) r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❢r❛❝t✐♦♥s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❡t ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✳ 〈ε0〉 ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ❞♦♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥
❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

〈ε0(t)〉 = c(1)ε
(1)
0 (t) + c(2)ε

(2)
0 (t) ✭✶✳✻✾✮

▲❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s ❡♥ ♣r❡♥❛♥t
❧❛ ♣❛rt✐❡ s♣❤ér✐q✉❡ ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ ❡t ❞❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
✭✶✳✻✽✮✳ 




σ(1)
m (t) =

3

c(1)

(
1

κ(1)
− 1

κ(2)

)−1 [
εm(t)− 〈ε0m(t)〉 −

1

3κ(2)
σm(t)

]

σ(2)
m (t) =

3

c(2)

(
1

κ(2)
− 1

κ(1)

)−1 [
εm(t)− 〈ε0m(t)〉 −

1

3κ(1)
σm(t)

] ✭✶✳✼✵✮

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡♥ ✈✉❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥✈✐s❛❣é❡s ✭♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡
▼❖❳✮ ♦♥ s❡ ❧✐♠✐t❡ ❛✉ ❝❛s ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧✐❜r❡s s♣❤ér✐q✉❡s ε0(t) = ε0m(t)δ✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ❝❛s ❞❡
❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ▼❖❳✳ ▲❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡s ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
s♦♥t ét❛❜❧✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s ❣r❛♥❞❡✉rs✳





s(1)(t) =
2

c(1)

(
1

µ(1)
− 1

µ(2)

)−1 [
e(t)− 1

2µ(2)
s(t)

]

s(2)(t) =
2

c(2)

(
1

µ(2)
− 1

µ(1)

)−1 [
e(t)− 1

2µ(1)
s(t)

] ✭✶✳✼✶✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❤étér♦❣è♥❡s ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♥st✐t✉❛♥ts ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡
❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té é❧❛st✐q✉❡✱ ❧❡s ❧♦✐s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✳✼✵✮ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ✉♥❡ ✐♥❞ét❡r♠✐♥❛✲
t✐♦♥✳ P♦✉r ❧❡✈❡r ❝❡tt❡ ✐♥❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐❧ ❢❛✉t r❡✈❡♥✐r à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥
❛ss♦❝✐és ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼♦r✐✲❚❛♥❛❦❛ ✭✈♦✐r ❧✬❛♥♥❡①❡ ✭❆✮✮✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
♠♦②❡♥♥❡s ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡t ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ s✬é❝r✐✈❡♥t ✿





σ(1)
m (t) = σm(t) +

12 c(2)κ(1)µ(1)

3κ(1) + 4µ(1)

(
ε
(2)
0m(t)− ε

(1)
0m(t)

)

σ(2)
m (t) = σm(t) +

12 c(1)κ(1)µ(1)

3κ(1) + 4µ(1)

(
ε
(1)
0m(t)− ε

(2)
0m(t)

)
✭✶✳✼✷✮

❜✳ ❈♦♠♣♦s✐t❡s à tr♦✐s ♣❤❛s❡s

P♦✉r ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❝♦♥st✐t✉és ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡t ❞❡ ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥♥❛✐r❡s✱ ♦♥ ❛ ❞❡✉①
✐♥❝♦♥♥✉❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❤❛s❡✳ ❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ❛✐♥s✐ ❞❡ ❝✐♥q
r❡❧❛t✐♦♥s à s❡♣t ✐♥❝♦♥♥✉❡s✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❜✐♣❤❛sé✱ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ s❡ ❞é❞✉✐t ❞❡
❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳ ▼❛✐s ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❜✐♣❤❛sé✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❧✉s
❞✬✐♥❝♦♥♥✉s q✉❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ❡①♣r✐♠❡r ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❞❛♥s ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s✱ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✿



✻✵ ➱❚❯❉❊ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍■◗❯❊





σ(2)(t) =
1

c(2)

(
❙(2) − ❙(3)

)−1 [
ε(t)− 〈ε0(t)〉 − c(1)

(
❙(1) − ❙(3)

)
: σ(1)(t)− ❙(3) : σ(t)

]

σ(3)(t) =
1

c(3)

(
❙(3) − ❙(2)

)−1 [
ε(t)− 〈ε0(t)〉 − c(1)

(
❙(1) − ❙(2)

)
: σ(1)(t)− ❙(2) : σ(t)

]

✭✶✳✼✸✮
▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ σ(1)(t) ❡st ❡st✐♠é❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ t❡♥s❡✉r
❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ q✉✐ ♣❡✉t✲êtr❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s
✭♠✐❧✐❡✉ ❞✐❧✉é✱ s❝❤é♠❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧✱ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼♦r✐✲❚❛♥❛❦❛✱ ♠ét❤♦❞❡ ❛✉t♦✲❝♦❤ér❡♥t❡ ❡t❝✮ ✿

σ(1)(t) = ❇(1) : σ(t) + ❜(1) ✭✶✳✼✹✮

❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼♦r✐✲t❛♥❛❦❛ ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❜(1) ♣♦✉r ❞❡s ♣❤❛s❡s
✐♥❝❧✉s✐♦♥♥❛✐r❡s ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧✐❜r❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s s✬é❝r✐t ✿

❜(1) = ❇(1) :
3∑

r=2

c(r)❇̃
(r)

: ◗(1)
❊

:
(
ε
(r)
0 (t)− ε

(1)
0 (t)

)
✭✶✳✼✺✮

▲❡s t❡♥s❡✉rs ❇̃
(r)
(r = 2, 3) s♦♥t ❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆✱ ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❇(1) ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

❇(1) =

[
c(1)■+

3∑

r=2

c(r)
[
■+◗(1)

❊
:
(
❙(r) − ❙(1)

)]−1
]−1

✭✶✳✼✻✮

▲♦rsq✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♣❤❛s❡s ❡st ✐s♦t♦♣❡ ❡t q✉❡ ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ♦♥t ✉♥❡ ❢♦r♠❡ s♣❤ér✐q✉❡✱
❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s♣❤ér✐q✉❡s ❡t ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡s ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ s♦❧✉t✐♦♥s
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ t❤❡r♠♦✲♠é❝❛♥✐q✉❡✱ ♦♥t ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿





❇(1)
m =

1

c(1) + (3κ(1) + 4µ(1))
3∑

r=2

c(r)κ(r)

κ(r) (3κ(1) + 4µ(1)) + 4µ(1) (κ(1) − κ(r))

❇(1)
d =

1

c(1) + 5 (3κ(1) + 4µ(1))
3∑

r=2

c(r)µ(r)

5µ(r) (3κ(1) + 4µ(1)) + (9κ(1) + 8µ(1)) (µ(1) − µ(r))

✭✶✳✼✼✮
P♦✉r ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❜(1) s❡✉❧❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ s♣❤ér✐q✉❡ ❛♣♣♦rt❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡
❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧✐❜r❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ s♦♥t ♣✉r❡♠❡♥t s♣❤ér✐q✉❡s✳

❜(1)m = 12κ(1)µ(1)

3∑

r=2

c(r)κ(r)
(
ε
(r)
0m − ε

(1)
0m

)

κ(r) (3κ(1) + 4µ(1)) + 4µ(1) (κ(1) − κ(r))

c(1) + (3κ(1) + 4µ(1))
3∑

r=2

c(r)κ(r)

κ(r) (3κ(1) + 4µ(1)) + 4µ(1) (κ(1) − κ(r))

✭✶✳✼✽✮



❘és✉❧t❛ts ❡♥ é❧❛st✐❝✐té ❡t t❤❡r♠♦✲é❧❛st✐❝✐té ✻✶

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡s ❡t ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s s❡ ❞é❞✉✐s❡♥t ❞❡
❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ✭✶✳✼✸✮✳ ◗✉❛♥t ❛✉① ♠♦②❡♥♥❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡✱ ❡❧❧❡s s✬♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭✶✳✼✹✮✳

❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❤étér♦❣è♥❡s ❞❡ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té é❧❛st✐q✉❡
❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❛❧♦rs ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ s♣❤ér✐q✉❡ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❇(1)

m s❡ ré❞✉✐t à ❧✬✉♥✐té ❡t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ s♣❤ér✐q✉❡ ❞❡ ❜(1) ❡st
é❣❛❧❡ à ✿

❜(1)
m =

12κ(1)µ(1)

3κ(1) + 4µ(1)

3∑

r=2

c(r)
(
ε
(r)
0m − ε

(1)
0m

)
✭✶✳✼✾✮

▲❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s
✐♥❝❧✉s✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t s✬é❝r✐r❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✭✈♦✐r ❛♥♥❡①❡ ❆✮✳

σ(r)
m (t) = σm(t) +

12κ(1)µ(1)

3κ(1) + 4µ(1)

∑

q 6= r

c(q)
(
ε
(q)
0m(t)− ε

(r)
0m(t)

)
, r = 1, 2, 3 ✭✶✳✽✵✮

✷✳✻✳✷✳ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡

P♦✉r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ✐s♦tr♦♣❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s✱ ❡t s✐ ❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧✐❜r❡s s♦♥t s♣❤ér✐q✉❡s✱
❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡ ❡st✐♠é❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼♦r✐✲❚❛♥❛❦❛ s✬é❝r✐t ❞❛♥s ❝❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✿





εm(t) =
1

3κ̃
▼❚

σm(t) + ε0m(t)

e(t) =
1

2µ̃
▼❚

s(t)

✭✶✳✽✶✮

❙✐ ♦♥ s❡ ❧✐♠✐t❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❜✐♣❤❛sé✱
❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s s❡ ré❞✉✐t ❛✉① ❣r❛♥❞❡✉rs
s❝❛❧❛✐r❡s ❇(r)

m (r = 1, 2) ❞♦♥t ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✳✼✵✮ ❡t ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ✭✶✳✺✶✮ r❡❧❛t✐✈❡ à ❧❛ ♣❛rt✐❡ s♣❤ér✐q✉❡✳ ❆✐♥s✐ ❧❛
♠♦②❡♥♥❡ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s✬é❝r✐t ✿

❇(1)
m =

1

c(1)

[
1

κ(1)
− 1

κ(2)

]−1(
1

κ̃
▼❚

− 1

κ(2)

)
✭✶✳✽✷✮

❊♥ s❡ s❡r✈❛♥t ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✹✮ c(1)❇(1)
m +c(2)❇(2)

m = 1✱ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ❞✉ ❣♦♥✢❡♠❡♥t
❡✛❡❝t✐❢ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❜✐♣❤❛sé ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

ε0m(t)− 〈ε0m(t)〉 = γ
(
ε
(1)
0m(t)− ε

(2)
0m(t)

)
✭✶✳✽✸✮

♦ù γ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés é❧❛st✐q✉❡s ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❡t ❞❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥
✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✳

γ =

[(
1

κ(1)
− 1

κ(2)

)−1(
1

κ̃
▼❚

− 1

κ(2)

)
− c(1)

]
=

4c(1)
(
1− c(1)

)
µ(1)

(
κ(1) − κ(2)

)

3κ(1)κ(2) + 4µ(1)

2∑

r=1

c(r)κ(r)

✭✶✳✽✹✮

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❜✐♣❤❛sé✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ❣♦♥✢❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ à
tr♦✐s ♣❤❛s❡s ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❙♦♥ é✈♦❧✉t✐♦♥



✻✷ ➱❚❯❉❊ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍■◗❯❊

t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

ε0m(t)− 〈ε0m(t)〉 =
3∑

r=2

c(r)
(
❇(r)

m − 1
)(
ε
(r)
0m(t)− ε

(1)
0m(t)

)
✭✶✳✽✺✮

▲❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣❤❛s❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥♥❛✐r❡s ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ é✈❛❧✉é❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼♦r✐✲❚❛♥❛❦❛ ♦♥t ♣♦✉r ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✿




❇(2)
m =

3κ(1)κ(2) + 4κ(2)µ(1)

[
3κ(1)κ(2) + 4µ(1) (2κ(2) − κ(1))

]
[
c(1) + (3κ(1) + 4µ(1))

3∑

r=2

c(r)κ(r)

κ(r) (3κ(1) + 4µ(1))− (κ(1) − κ(r))

]

❇(3)
m =

3κ(1)κ(3) + 4κ(3)µ(1)

[
3κ(1)κ(3) + 4µ(1) (2κ(3) − κ(1))

]
[
c(1) + (3κ(1) + 4µ(1))

3∑

r=2

c(r)κ(r)

κ(r) (3κ(1) + 4µ(1))− (κ(1) − κ(r))

]

✭✶✳✽✻✮
❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✱ ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s s♣❤ér✐q✉❡s ❞❡s t❡♥s❡✉rs ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❞❛♥s ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s s♦♥t é❣❛❧❡s à ❧✬✉♥✐té ♣♦✉r ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❞♦♥t ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té
é❧❛st✐q✉❡ s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ❣♦♥✢❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❤②❞r♦st❛✲
t✐q✉❡ s❡ ré❞✉✐t ❛✉ ❣♦♥✢❡♠❡♥t ♠♦②❡♥✳

ε0m(t) = 〈ε0m(t)〉 ✭✶✳✽✼✮

✸✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛ssé ❡♥ r❡✈✉❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞é✈❡❧♦♣✲
♣és ❡♥ é❧❛st✐❝✐té ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ q✉✐ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❞❡ ▼♦r✐✲❚❛♥❛❦❛ ❛ ❛✉ss✐ été ❡①♣♦sé❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
t❤❡r♠♦✲é❧❛st✐q✉❡ ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① ❤étér♦❣è♥❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❡✈✐♥ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡
❛✉ss✐ ❡①♣❧♦✐té❡ s✐ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ✉t✐❧✐s❡r ❞✬❛✉tr❡s s❝❤é♠❛s ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♠♦✲
❞è❧❡ ❞❡ ▼♦r✐✲❚❛♥❛❦❛ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡ rés✉❧t❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ❡st ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té à ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s ❞❡ t②♣❡ ♠❛tr✐❝❡✲✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❛✈❡❝ ❞❡ très ❜♦♥♥❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❞❡s ❢r❛❝t✐♦♥s
✈♦❧✉♠✐q✉❡s ❞❡s ♣❤❛s❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥♥❛✐r❡s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡s ✭✐♥❢ér✐❡✉r❡s à ✷✵✪✮✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ♥♦tr❡ ❝❛s✳
▲❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ é✈❛❧✉é❡s ❞❛♥s ❝❡
❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡①♣❧♦✐t❡r ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡
❧✬é❧❛st✐❝✐té✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼♦r✐✲❚❛♥❛❦❛ ❡t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ▼❛♥❞❡❧ ♣♦✉r ét❡♥❞r❡
❝❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❛✉① ♠❛tér✐❛✉① t❤❡r♠♦✲✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡s✳



❘és✉❧t❛ts ❡♥ t❤❡r♠♦✲✈✐s❝♦é❧❛st✐❝✐té ✻✸

■❱✳ ❘és✉❧t❛ts ❡♥ t❤❡r♠♦✲✈✐s❝♦é❧❛st✐❝✐té

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ▼❛♥❞❡❧ ❬✽❪ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ✈✐s❝♦é❧❛st✐❝✐té ❡t ❡♥ t❤❡r♠♦✲✈✐s❝♦é❧❛st✐❝✐té ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
✈✐❡✐❧❧✐ss❛♥t✳ ❈❤r✐st❡♥s❡♥ ❬✺✺❪ ❛ é❧❛❜♦ré à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡t ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❡❢✲
❢❡❝t✐❢ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s✱ ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❡✛❡❝t✐✈❡s ❞♦♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♣❤❛s❡s
❡st ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❲❛♥❣ ❡t ❲❡♥❣ ❬✺✻❪ ♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ♠ê♠❡
♣r✐♥❝✐♣❡ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼♦r✐✲❚❛♥❛❦❛ ❬✹✸❪ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s s✉r
❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡✛❡❝t✐❢✳ ❈❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦♥t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ été ❡①♣r✐♠é❡s
s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ à ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♥❡s ✭❘✐❝❛✉❞ ❡t ▼❛ss♦♥✮ ❬✺✼❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉①
✈✐❡✐❧❧✐ss❛♥ts à ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ✐s♦tr♦♣❡s ♣✉✐s ét❡♥❞✉❡s ♣❛r ❇❧❛♥❝ ❡t ❛❧ ❬✺✽❪ ❛✉① ♠❛tér✐❛✉① à tr♦✐s
♣❤❛s❡s✳ ❆ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ à ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♥❡s ♦❜t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❬✺✻❪ ♣❛r ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❡
❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❈❛rs♦♥ ♦♥t ♣❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t été ♦❜t❡♥✉❡s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡
t❡♠♣♦r❡❧ ❞❛♥s ❬✺✾❪✳

▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡♥ ✈✐s❝♦é❧❛st✐❝✐té ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s
✈✐t❡ss❡s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ✈✐sq✉❡✉s❡s ❡t é❧❛st✐q✉❡s q✉✐ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡s ❛✉①
❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❧❡✉rs ❞ér✐✈é❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s✳ ▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ❞✉
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉① ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡
❞é✜♥✐ ♣❛r

U (r)
v (σ) =





σ
(r)
0 ε̇

(r)
0

2

(
σ❡q

σ
(r)
0

)2

s✐ ❚r(σ) = 0

∞ s✐♥♦♥

✭✶✳✽✽✮

❆✐♥s✐ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❧♦❝❛❧ ✭✶✳✻✮ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡
❧✐♥é❛✐r❡ ♥♦♥ ✈✐❡✐❧❧✐ss❛♥t ❛✈❡❝ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡ s✬é❝r✐t ✿





❞✐✈σ (x , t) = 0 ❞❛♥s Ω× [0 , T ]

ε (x , t) =
1

2

(
∇u (x , t) +∇❚u (x , t)

)
❞❛♥s Ω× [0 , T ]

ε̇m (x , t) =
1

3κ
(r)
e

σ̇m (x , t) +
1

3κ
(r)
v

σm (x , t) + ε̇
(r)
0m (t) ❞❛♥s Ω× [0 , T ] , r = 1, 2, ..., N

ė (x , t) =
1

2µ
(r)
e

ṡ (x , t) +
1

2µ
(r)
v

s(x , t) ,
1

2µ
(r)
v

=

(
1

2µ
(r)irr
v

+
3ε̇

(r)
0

2σ
(r)
0

)
❞❛♥s Ω× [0 , T ] , r = 1, 2, ..., N

u(x , t) = ε(t).x
♦✉ s✉r ∂Ω

σ(x , t).n(x) = σ(t).n(x)
✭✶✳✽✾✮
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✶✳ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ▼❛♥❞❡❧

✶✳✶ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❈❛rs♦♥

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❈❛rs♦♥ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t t❤❡r♠♦✲✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♦✉ ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ♥♦♥ ✈✐❡✐❧❧✐ss❛♥ts
❡♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ♣s❡✉❞♦✲é❧❛st✐q✉❡ ❛✈❡❝ ♦✉ s❛♥s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❈❛rs♦♥ ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✿ ❙♦✐t ❋(t) ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ t ≥ 0 ❡t ♥✉❧❧❡
♣♦✉r t < 0✱ s❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❈❛rs♦♥ ♥♦té❡ f ∗(p) ❡st ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞♦♥♥é❡
♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

f ∗(p) = L{❋(t)} = p

∫ ∞

0

❋(t) e−p t ❞t ✭✶✳✾✵✮

❖ù p ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❈❛rs♦♥✱ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥
✓L✔ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❈❛rs♦♥✳

❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ♣r♦♣r✐étés é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✿ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❈❛rs♦♥
f ∗(p) ♥✬❡①✐st❡ q✉❡ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❋(t) q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t s❛t✐s❢❛✐r❡ ❛✉① ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

• ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❋(t) ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞✬ét✉❞❡✳

• ❊❧❧❡ ❞♦✐t êtr❡ ❞✬♦r❞r❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ η > 0 q✉❛♥❞ t → ∞✳
❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❋(t) ❡st ❞✬♦r❞r❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ η > 0 s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ ▼ > 0 t❡❧ q✉❡ ✿

|❋(t)e−ηt| < ▼ ∀ t > t0 ✭✶✳✾✶✮

• ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ✿ ❙♦✐t ❋(t) ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❞ér✐✈❛❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t t ≥ 0✱
❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❈❛rs♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❋(t) ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s s✬❡①♣r✐♠❡ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡ ❋(t)✳

L{❋′

(t)} = pL{❋(t)} − p❋(0) ✭✶✳✾✷✮

• ▲✐♥é❛r✐té ✿ ❙♦✐❡♥t ❋(t) ❡t ●(t) ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❈❛rs♦♥ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡s L{❋(t)} ❡t L{●(t)} ❀ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ (a , b) ∈ ❘2 ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

L{a❋(t) + b●(t)} = aL{❋(t)}+ bL{●(t)} ✭✶✳✾✸✮

• Pr♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✿ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❈❛rs♦♥ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❋(t) ❡t ●(t) ❡st é❣❛❧❡ ❛✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❧❡✉rs tr❛♥s❢♦r♠é❡s✳

L{❋(t) ∗●(t)} = L{❋(t)}L {●(t)} ✭✶✳✾✹✮

♦ù ❧❡ s②♠❜♦❧❡ (∗) ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿ (❋∗●)(x) =

∫ ∞

0

❋(x−t)×●(t)dt✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s r❛♣♣❡❧é ✐❝✐ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❈❛rs♦♥ ✭✈♦✐r
❬✻✵❪ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡✮✳ ❉❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t s♦♥t ré❝❛♣✐t✉❧é❡s ❧❡s tr❛♥s❢♦r✲
♠é❡s ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❈❛rs♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s r❡♥❝♦♥tré❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ t❤❡r♠♦✲
✈✐s❝♦é❧❛st✐❝✐té ♦✉ ✈✐s❝♦é❧❛st✐❝✐té ❧✐♥é❛✐r❡ ❛❜♦r❞és ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳



❘és✉❧t❛ts ❡♥ t❤❡r♠♦✲✈✐s❝♦é❧❛st✐❝✐té ✻✺

❋♦♥❝t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❈❛rs♦♥

t
1

p

e−at p

p+ a

1

a

(
1− e−at

) 1

p+ a

1 + at
p+ a

p

❚❛❜❧❡ ✶✳✶ ✕ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❈❛rs♦♥ ✉s✉❡❧❧❡s

❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❈❛rs♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ✿ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲
❈❛rs♦♥ ❞❛♥s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❤❡r♠♦✲✈✐s❝♦é❧❛st✐❝✐té ♦✉ ✈✐s❝♦✲
é❧❛st✐❝✐té ❡st ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♣❛r❢♦✐s très ❝♦♠♣❧❡①❡ à ré❛❧✐s❡r✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s ♣♦✉r ❧❡s
s✐t✉❛t✐♦♥s tr❛✐té❡s ♣❧✉s ❧♦✐♥✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s♦♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s
❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❈❛rs♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦♥ ♣❡✉t r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡
t❡♠♣♦r❡❧ à ♣❛rt✐r ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ♣ré❝é❞❡♥t✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❈❛rs♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ♣❡✉t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é ❡♥
✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ q ∗(p) ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❢ ∗(p) ❡t ❣ ∗(p)✱ ❢ ∗(p) ét❛♥t ✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ r❛✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ p ❞♦♥t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ é❧é♠❡♥ts s✐♠♣❧❡s s✬é❝r✐t ✿

❢ ∗(p) = ❢e
p

p+ 1
τ

= ❢e

(
1−

1
τ

p+ 1
τ

)
✭✶✳✾✺✮

❛❧♦rs ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❈❛rs♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥s q ∗(p) ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

q(t) = ❢e
(
❣(t)− r(t)

)
✭✶✳✾✻✮

❛✈❡❝ r(t) s❛t✐s❢❛✐s❛♥t à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ṙ(t) +
1

τ
r(t) =

1

τ
❣(t) , r(0) = 0 ✭✶✳✾✼✮

❈❡ rés✉❧t❛t ♣❡✉t✲êtr❡ ét❡♥❞✉ à ✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣♦ssé❞❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♣ô❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t s✐ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❢ ∗(p) ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

❢ ∗(p) =
N∑

j=1

❢j
p

p+ 1
τj

,
N∑

j=1

❢j = ❢e ✭✶✳✾✽✮



✻✻ ➱❚❯❉❊ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍■◗❯❊

❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q(t) ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ t❡♠♣♦r❡❧✱ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ✐♥✈❡rs❡✱
❞❡✈✐❡♥t

q(t) = ❢e
(
❣(t)−

N∑

j=1

rj(t)
)
, ✭✶✳✾✾✮

♦ù r(t) ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ s✉✐✈❛♥t

ṙj(t) +
1

τj
rj(t) =

1

τj

❢j
❢e
❣(t) , r(0) = 0 ✭✶✳✶✵✵✮

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❛✉ ♣❛ss❛❣❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q(t) à ❧✬✐♥st❛♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
q(0) = ❢e ❣(0)✳

✶✳✷ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡

❈❡ ♣r✐♥❝✐♣❡✱ é♥♦♥❝é ♣❛r ▼❛♥❞❡❧ ❬✽❪ ✱ ❝♦♥s✐st❡ à r❛♠❡♥❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♦✉ t❤❡r♠♦✲
✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥✲✈✐❡✐❧❧✐ss❛♥t ❡♥ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣s❡✉❞♦✲é❧❛st✐q✉❡ ❛✈❡❝ ♦✉ s❛♥s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡
❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❈❛rs♦♥✳ ❆✐♥s✐ ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ t❤❡r♠♦✲✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡
❞é✜♥✐ ♣❛r ✭✶✳✽✾✮ ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣s❡✉❞♦✲é❧❛st✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t ✿





❞✐✈σ∗ (x , p) = 0 ❞❛♥s Ω× [0 , F ]

ε∗ (x , p) =
1

2

(
∇u∗ (x , p) +∇❚u∗ (x , p)

)
❞❛♥s Ω× [0 , F ]

ε∗m (x , p) =
1

3κ(r)∗
σ∗
m (x , p) + ε

(r)∗
0m (p) , r = 1, 2, ..., N

e∗ (x , p) =
1

2µ(r)∗
s∗ (x , p) , r = 1, 2, ..., N

u∗(x , p) = ε∗(p).x
♦✉ s✉r ∂Ω

σ∗(x , p).n(x) = σ∗(p).n(x)

✭✶✳✶✵✶✮

▲❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té κ(r)∗ ❡t ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t µ(r)∗ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❈❛rs♦♥
❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ p✱ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ é❧❛st✐q✉❡ κe ❡t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ✈✐sq✉❡✉s❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❤❛s❡s ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❞✬ét✉❞❡✳ ▲❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ♠♦❞✉❧❡s s♦♥t ❡①♣r✐♠é❡s ♣❛r ✿

1

κ(r)∗(p)
=

1

κe

+
1

p κ
(r)
v

,
1

µ(r)∗(p)
=

1

µe

+
1

p µ
(r)
v

✭✶✳✶✵✷✮

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ét❛❜❧✐❡s ❞❛♥s ❝❡t ❡s♣❛❝❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❛♥❛❧♦❣✉❡s ❛✉① éq✉❛✲
t✐♦♥s tr❛❞✉✐s❛♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬é❧❛st✐❝✐té ♦✉ t❤❡r♠♦✲é❧❛st✐❝✐té ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡
à rés♦✉❞r❡ ❞❡✈✐❡♥t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡
▲❛♣❧❛❝❡✲❈❛rs♦♥ ❡♥ ✈✐s❝♦é❧❛st✐❝✐té ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♦✉ t❤❡r♠♦✲
✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s s♦♥t ❛❧♦rs ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ♣r♦❝é❞❛♥t à ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥
❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣s❡✉❞♦✲é❧❛st✐q✉❡ ét❛♥t ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❈❛rs♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞❛♥s ❝❡ q✉✐
s✉✐t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ♣❛rt✐❡ ■■■✳ ♣♦✉r ét❛❜❧✐r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ t❤❡r♠♦✲
✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ✭❈♦♠❜✉st✐❜❧❡ ▼❖❳✮✳



❘és✉❧t❛ts ❡♥ t❤❡r♠♦✲✈✐s❝♦é❧❛st✐❝✐té ✻✼

✷✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s à ❞❡s ❝♦♠♣♦s✐t❡s ✷ ♦✉ ✸ ♣❤❛s❡s r❡♣rés❡♥✲
t❛t✐❢s ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ▼❖❳ ✭▼♦r✐✲❚❛♥❛❦❛✮
▲✬ét✉❞❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❜♦r❞❡r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠❛❝r♦✲
s❝♦♣✐q✉❡ ❞❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ▼❖❳ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ♣❤❛s❡s ❡st ❞❡ t②♣❡
✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧✐❜r❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡s ❞❡s ❣♦♥✢❡♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s
❞❛♥s ❧❡s ♣❤❛s❡s✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés é❧❛st✐q✉❡s ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ▼❖❳ s♦♥t q✉❛s✐✲
✐❞❡♥t✐q✉❡s ✭κ(1) ≃ κ(2) = κe ❡t µ(1) ≃ µ(2) = µe✮ ❬✸✸❪✱ ❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
♣✉r❡♠❡♥t ❤étér♦❣è♥❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ✈✐sq✉❡✉① ❡t t❤❡r♠✐q✉❡ ✭❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ✈✐s✲
q✉❡✉① ❡t ❧❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥t s♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts ❞❛♥s ❧❡s ♣❤❛s❡s✮✳ ❈❡tt❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❈❛rs♦♥ ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♣❛r ♣❤❛s❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ q✉✐ s✉✐t✱ ❞❡✈✐❡♥t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✳

✷✳✶ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡

✷✳✶✳✶✳ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ♥♦♥ ✈✐❡✐❧❧✐ss❛♥t ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω✱ s♦✉♠✐s à ✉♥❡
❤✐st♦✐r❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ε(τ) s✉r s❛ ❢r♦♥t✐èr❡✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥✲
té❣r❛❧❡ ❞❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥
❞❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ✿

σ(t) =

∫ t

0

❊(t− τ) : ❞ ε(τ) + ❊(t) : ε(0) ✭✶✳✶✵✸✮

♦ù❊ ❞és✐❣♥❡ ✉♥ t❡♥s❡✉r ❞✬♦r❞r❡ q✉❛tr❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ à ❧✬✐♥st❛♥t t ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ à ❧✬✐♥st❛♥t
✐♥✐t✐❛❧ t = 0 ❡t ❝❡✉① ❞❡s ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥ts s✉❝❝❡ss✐❢s d ε(τ)✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛♣♣❛r❛ît ❛✐♥s✐
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡✳
▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ✈✐❡✐❧❧✐ss❛♥t ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ♣r♦♣r✐étés
♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✳

✷✳✶✳✷✳ ❘és✉❧t❛ts ❡♥ t❤❡r♠♦✲✈✐s❝♦é❧❛st✐❝✐té ❧✐♥é❛✐r❡

▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❡✛❡❝t✐✈❡s ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ s❡ ❞é❞✉✐s❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés é❧❛st✐q✉❡s ❡✛❡❝t✐✈❡s
ét❛❜❧✐❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❈❛rs♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ q✉✐ ❡st
❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼♦r✐✲❚❛♥❛❦❛ ✭r❡❧❛t✐♦♥✭✶✳✽✶✮✮✳





ε ∗
m(p) =

1

3κ̃ ∗
▼❚

(p)
σ ∗
m(p) + ε ∗

0m(p)

e ∗(p) =
1

2µ̃ ∗
▼❚

(p)
s ∗(p)

✭✶✳✶✵✹✮

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❈❛rs♦♥✱ ❞❛♥s ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐é✲
tés ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ❡st ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ très ❝♦♠♣❧❡①❡ à ré❛❧✐s❡r✳
▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❇r♦♠✇✐❝❤ ❬✻✶❪ ♣❡r♠❡t ❝❡rt❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s rés✐❞✉s ♠❛✐s ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♥❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ à
❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s✳ ❈❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✉é ❡♥ ❛②❛♥t
r❡❝♦✉rs à ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝✐t❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥✲
tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❙❝❤❛♣❡r② ❬✻✷❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❞❛♥s ❧❡s s❝❤é♠❛s ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ▼♦r✐✲❚❛♥❛❦❛ ✭②



✻✽ ➱❚❯❉❊ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍■◗❯❊

❝♦♠♣r✐s ❱♦✐❣t ❡t ❘❡✉ss✮ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡s ❡✛❡❝t✐✈❡s ♦♥t été ét❛❜❧✐❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t
♣❛r ❘✐❝❛✉❞ ❡t ▼❛ss♦♥ ❬✺✼❪✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té κ̃ ∗

▼❚
(p) ❡t ❞❡ ❝✐✲

s❛✐❧❧❡♠❡♥t µ̃ ∗
▼❚

(p)✱ q✉✐ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ p ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❈❛rs♦♥✱ s♦♥t ❡①♣r✐♠és ❡♥
✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s s✐♠♣❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿





κ̃ ∗
▼❚

(p) =

◆m
p∑

j=1

κτmj

p

p+
1

τmj

µ̃ ∗
▼❚

(p) =

◆d
p∑

j=1

µτdj

p

p+
1

τ dj

✭✶✳✶✵✺✮

P❛r ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❈❛rs♦♥ ✭✈♦✐r t❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡
❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ❡t ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ t❡♠♣♦r❡❧✳





κ̃
▼❚

(t) = κe e
−

t

τmj , κe =

◆m
p∑

j=1

κτmj

µ̃
▼❚

(t) = µe e
−
t

τ dj , µe =

◆d
p∑

j=1

µτdj

✭✶✳✶✵✻✮

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ❡t ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦r❡❧
s♦♥t ❞é❝♦♠♣♦sés ❡♥ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡s ❛♣♣❡❧é❡ sér✐❡ ❞❡ Pr♦♥②✲❉✐r✐❝❤❧❡t✳
P♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ré❡❧✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
✉t✐❧✐s❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✵✹✮ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ❡t ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❡❢✲
❢❡❝t✐❢s ♣❛r ❧❡✉rs ❡①♣r❡ss✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ réé❝r✐r❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡✳





σ ∗
m(p) = 3

◆m
p∑

j=1

κτmj

p

p+
1

τmj

(
εm(p)− ε0m(p)

)

s ∗(p) = 2

◆d
p∑

j=1

µτdj

p

p+
1

τ dj

e∗(p)

✭✶✳✶✵✼✮

P✉✐s✱ ♣❛r ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❈❛rs♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭✶✳✾✾✮✱ ♦♥ ét❛❜❧✐t
❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ q✉✐ s✬❡①♣r✐♠❡ ❛❧♦rs ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ à ✈❛r✐❛❜❧❡s
✐♥t❡r♥❡s✳





σm(t) = 3κe


εm(t)− ε0m(t)−

◆m
p∑

j=1

αm
j (t)




s(t) = 2µe


e(t)−

◆d
p∑

j=1

α d
j (t)




⇔





εm(t) =
1

3κe

σm(t) + ε0m(t) +

◆m
p∑

j=1

αm
j (t)

e(t) =
1

2µe

s(t) +

◆d
p∑

j=1

α d
j (t)

✭✶✳✶✵✽✮



❘és✉❧t❛ts ❡♥ t❤❡r♠♦✲✈✐s❝♦é❧❛st✐❝✐té ✻✾

❖ù αm
j (t) ❡t α d

j (t) s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♥❡s s♣❤ér✐q✉❡s ❡t ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡s ❞♦♥t ❧❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s
t❡♠♣♦r❡❧❧❡s s♦♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳





α̇
m

j (t) +
1

τmj
αm
j (t) =

1

τmj

κτmj

κe

(εm(t)− ε0m(t)) , 1 ≤ j ≤ ◆m
p , αm

j (0) = 0

α̇
d

j (t) +
1

τ dj
α d

j (t) =
1

τ dj

µτdj

µe

e(t) , 1 ≤ j ≤ ◆d
j , α d

j (0) = 0

✭✶✳✶✵✾✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❜✐♣❤❛sé✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♥❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ s♣❤ér✐q✉❡ ❡st ◆m
p = 2✱ ❝❡❧✉✐

❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡ ❡st é❣❛❧ à ◆d
p = 3 ✭✈♦✐r ❬✺✼❪✮✳ ◗✉❛♥t à ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❣♦♥✢❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢

❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ t❡♠♣♦r❡❧✱ ❡❧❧❡ s❡ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✳✽✸✮ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ γ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡
❈❛rs♦♥ q✉✐ s✬é❝r✐t ✿

γ ∗(p) =
αγ

τγ

1

p+
1

τγ

, αγ = −
c(1)c(2)

(
1

κ
(2)
v

− 1

κ
(1)
v

)

c(1)

κ
(2)
v

+
c(2)

κ
(1)
v

+
3

4µ
(1)
v

❡t τγ =

1

κe

+
3

4µe

c(1)

κ
(2)
v

+
c(2)

κ
(1)
v

+
3

4µ
(1)
v

✭✶✳✶✶✵✮

❈❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t✱ ♣❛r ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❈❛rs♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✳✾✼✮✱ à
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ẏ(t) +
1

τγ
y(t) =

αγ

τγ

(
ε
(1)
0m(t)− ε

(2)
0m(t)

)
, y(t) = ε0m(t)− 〈ε0m(t)〉 , y(0) = 0 ✭✶✳✶✶✶✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ à tr♦✐s ♣❤❛s❡s ❬✺✽❪ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ κ̃
▼❚

(t)
♣rés❡♥t❡ q✉❛tr❡ t❡r♠❡s (Nm

p = 4) t❛♥❞✐s q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r❡❧❛①❛✲
t✐♦♥ µ̃

▼❚
(t) ❡♥ ♣♦ssè❞❡ s✐① (Nd

p = 6)✳ ❙✐♠✐❧❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t ✭❝♦♠♣♦s✐t❡ ❜✐♣❤❛sé✮✱ ❧❡
❣♦♥✢❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ré❡❧ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ♣r♦❝é❞❛♥t à ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✳✽✺✮✱ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣s❡✉❞♦✲é❧❛st✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❈❛rs♦♥✳

y(t) =
4µe

3κe + 4µe

[
c(2)

4∑

j=1

y
(1)
j (t) + c(3)

4∑

j=1

y
(2)
j (t)

]
, ✭✶✳✶✶✷✮

♦ù y
(1)
j ❡t y(2)j s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♥❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿





ẏ
(1)
j (t) +

1

τ γ1(j)
y
(1)
j (t) =

γ1(j)
τ γ1(j)

(
ε
(2)
0m(t)− ε

(1)
0m(t)

)
, y

(1)
j (t) = 0

ẏ
(2)
j (t) +

1

τ γ2(j)
y
(2)
j (t) =

γ2(j)
τ γ2(j)

(
ε
(3)
0m(t)− ε

(1)
0m(t)

)
, y

(2)
j (t) = 0

✭✶✳✶✶✸✮

γ1(j) ❡t τ
γ
1(j) (1 ≤ j ≤ 4) s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞♦♥t ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s s♦♥t ❜✐❡♥ ❡①♣❧✐❝✐té❡s ❞❛♥s ❬✼❪✳

P♦✉r ✉♥❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ♣✉r❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡ (κ(r)
v = ∞)✱ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ τmj ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t

✐♥✜♥✐s ❡t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♥❡s ♣✉r❡♠❡♥t ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡s s✬❛♥♥✉❧❡♥t (αm(t) = 0)✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❡
❣♦♥✢❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ s❡ ré❞✉✐t ❛✉ ❣♦♥✢❡♠❡♥t ♠♦②❡♥ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐
❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡ ❞❡✈✐❡♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡✳



✼✵ ➱❚❯❉❊ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍■◗❯❊





εm(t) =
1

3κe

σm(t) + 〈ε0m(t)〉

e(t) =
1

2µe

s(t) +

◆d
p∑

j=1

α d
j (t)

α̇
d

j (t) +
1

τ dj
α d

j (t) =
1

τ dj

µτdj

µe

e(t) , 1 ≤ j ≤ ◆d
j , α d

j (0) = 0

✭✶✳✶✶✹✮

✷✳✶✳✸✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥s κ̃(t) ❡t µ̃(t) ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ✭♠♦✲
❞è❧❡s ❞❡ ❘❡✉ss ❡t ❱♦✐❣t✮ ❡st ❡①❛❝t ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ t❡r♠❡s✳ ❉❛♥s ❝❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s✱ ❧❡s
t❡♠♣s ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♥❡s s♦♥t ❡①♣r✐♠és ❞✐r❡❝t❡✲
♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼♦r✐✲❚❛♥❛❦❛
✐❧s s♦♥t ❡①♣r✐♠és ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ q✉❛tr❡ ❝♦♥st❛♥t❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✭✈♦✐r ❬✺✼❪✮✳ ❉♦♥❝ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♥❡s ❞é♣❡♥❞ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥✳ ❘❡✉ss ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❞✐t
✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❣❧♦❜❛❧ ▼❛①✇❡❧❧✐❡♥ ✭✉♥ s❡✉❧ t❡♠♣s ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ❡t
tr♦✐s ♣❤❛s❡s✱ ◆m

p = ◆d
p = 1✮ ❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❱♦✐❣t✱ ♦♥ ❛ ❞❡✉① t❡♠♣s ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥s

✭◆m
p = ◆d

p = 2✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❜✐♣❤❛sé ❡t tr♦✐s t❡♠♣s ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✭◆m
p = ◆d

p = 3✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s
❝♦♠♣♦s✐t❡s à tr♦✐s ♣❤❛s❡s✳

✷✳✷ ❈❤❛♠♣s ♠♦②❡♥s ♣❛r ♣❤❛s❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❜✐♣❤❛sé

✷✳✷✳✶✳ ▼♦②❡♥♥❡s s♣❤ér✐q✉❡s ✿

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❜✐♣❤❛sé ✭✈♦✐r ❬✺✼❪✮✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠♦②❡♥♥❡s s♣❤ér✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ σ(1)
m (t) ❡t

❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ σ(2)
m (t) s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✳✼✷✮ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s

é❧❛st✐q✉❡s ♣❛r ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✵✷✮✳ ▲❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬é❧❛st✐❝✐té ét❛♥t ❤♦♠♦❣è♥❡
(κ(1) ≃ κ(2) = κe)✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠♦②❡♥♥❡s s♣❤ér✐q✉❡s✱ s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣s❡✉❞♦✲é❧❛st✐q✉❡
s✬é❝r✐✈❡♥t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t s❡❧♦♥ ✿




σ(1)∗
m (p) =

3

c(1)

(
1

κ
(1)
v

− 1

κ
(2)
v

)−1 [
p ε∗m(p)− 〈p ε∗0m(p)〉 −

1

3

(
p σ∗

m(t)

κe

+
σm(p)

κ
(2)
v

)]

σ(2)∗
m (p) =

3

c(2)

(
1

κ
(2)
v

− 1

κ
(1)
v

)−1 [
p ε∗m(p)− 〈p ε∗0m(p)〉 −

1

3

(
p σ∗

m(t)

κe

+
σm(p)

κ
(1)
v

)] ✭✶✳✶✶✺✮

▲❡s ❧♦✐s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s s♣❤ér✐q✉❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ s♦♥t ❛❧♦rs ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡
❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❈❛rs♦♥ ✭✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✳✾✷✮✮✳





σ(1)
m (t) =

3

c(1)

(
1

κ
(1)
v

− 1

κ
(2)
v

)−1 [
ε̇m(t)− 〈ε̇0m(t)〉 −

1

3

(
σ̇m(t)

κe

+
σm(t)

κ
(2)
v

)]

σ(2)
m (t) =

3

c(2)

(
1

κ
(2)
v

− 1

κ
(1)
v

)−1 [
ε̇m(t)− 〈ε̇0m(t)〉 −

1

3

(
σ̇m(t)

κe

+
σm(t)

κ
(1)
v

)] ✭✶✳✶✶✻✮

❆ ❝❡ st❛❞❡✱ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ s♦♥t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t
❞ét❡r♠✐♥é❡s s❡❧♦♥ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❉❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❤♦♠♦❣è♥❡s✮✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ à ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♥❡s✳



❘és✉❧t❛ts ❡♥ t❤❡r♠♦✲✈✐s❝♦é❧❛st✐❝✐té ✼✶

✷✳✷✳✷✳ ▼♦②❡♥♥❡s ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡s ✿

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❈❛rs♦♥ ✐♥✈❡rs❡ à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
✭✶✳✼✶✮ ❡t ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬é❧❛st✐❝✐té ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ✭♠ê♠❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t
é❧❛st✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣❤❛s❡s✮✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿





s(1)(t) =
2

c(1)

(
1

µ
(1)
v

− 1

µ
(2)
v

)−1 [
ė(t)− 1

2

(
ṡ(t)

µe

+
s(t)

µ
(2)
v

)]

s(2)(t) =
2

c(2)

(
1

µ
(2)
v

− 1

µ
(1)
v

)−1 [
ė(t)− 1

2

(
ṡ(t)

µe

+
s(t)

µ
(1)
v

)] ✭✶✳✶✶✼✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① à ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ♣✉r❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡ (κ
(r)
v = ∞)✱ ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❤②✲

❞r♦st❛t✐q✉❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ét❛❜❧✐❡s ❛✉ss✐ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té
é❧❛st✐q✉❡ q✉✐ ❡st ✉♥✐❢♦r♠❡✳ P♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡ ❝❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❤②❞r♦✲
st❛t✐q✉❡s ♣❛r ♣❤❛s❡✱ ♥♦✉s ♣❛rt♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❈❛rs♦♥ ❡♥
r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s é❧❛st✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✳✼✷✮ ♣❛r ❝❡✉① ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡
♣s❡✉❞♦✲é❧❛st✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❈❛rs♦♥✳





σ(1)∗
m (p) = σ∗

m(p) +
12 c(2)κ(1)∗µ(1)∗

3κ(1)∗ + 4µ(1)∗

(
ε
(2)∗
0m (p)− ε

(1)∗
0m (p)

)

σ(2)∗
m (p) = σ∗

m(p) +
12 c(1)κ(1)∗µ(1)∗

3κ(1)∗ + 4µ(1)∗

(
ε
(1)∗
0m (p)− ε

(2)∗
0m (p)

)
✭✶✳✶✶✽✮

❆ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❢r❛❝t✐♦♥s s✐♠♣❧❡s ♠ét❤♦❞❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ✐❝✐ ❛✉①

t❡r♠❡s
12 c(2)κ(1)∗µ(1)∗

3κ(1)∗ + 4µ(1)∗
❡t

12 c(1)κ(1)∗µ(1)∗

3κ(1)∗ + 4µ(1)∗
✳ ❆✐♥s✐ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ ♣❡✉t réé❝r✐r❡

❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡




p δσ(1)∗
m (p) +

1

τγ
δσ(1)∗

m (p) =
12 c(2)κe µe

3κe + 4µe

(
p ε

(2)∗
0m (p)− p ε

(1)∗
0m (p)

)

p δσ(2)∗
m (p) +

1

τγ
δσ(2)∗

m (p) =
12 c(1)κe µe

3κe + 4µe

(
p ε

(1)∗
0m (p)− p ε

(2)∗
0m (p)

)
✭✶✳✶✶✾✮

♦ù δσ(r)∗
m (r = 1, 2) ❞és✐❣♥❡ ❧✬é❝❛rt ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ à ❧❛

❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ (δσ(r)∗
m (p) = σ(r)∗

m (p) − σ ∗
m(p)) ❡t τγ ❧❡ t❡♠♣s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❛♥s ❝❡

❝❛s ❞❡✈✐❡♥t ✿

τγ =

1

κe

+
3

4µe

3

4µ
(1)
v

✭✶✳✶✷✵✮

P❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❈❛rs♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭✶✳✾✷✮ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t
❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛✐♥s✐ q✉❡
❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✳
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d

dt

(
δσ(1)

m (t)
)
+

1

τγ

(
δσ(1)

m (t)
)
=

12 c(2)κe µe

3κe + 4µe

(
ε̇
(2)
0m(t)− ε̇

(1)
0m(t)

)

d

dt

(
δσ(2)

m (t)
)
+

1

τγ

(
δσ(2)

m (t)
)
=

12 c(1)κe µe

3κe + 4µe

(
ε̇
(1)
0m(t)− ε̇

(2)
0m(t)

)
✭✶✳✶✷✶✮

✷✳✸ ❈❤❛♠♣s ♠♦②❡♥s ♣❛r ♣❤❛s❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ à tr♦✐s ♣❤❛s❡s

▲❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡s ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s
✐♥❝❧✉s✐♦♥s s✬♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❡♥ ❛❞♦♣t❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❞é♠❛r❝❤❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❜✐♣❤❛sé ✭❝❛❧❝✉❧ ❞❡
❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❈❛rs♦♥ ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡s
à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✳✼✸✮✮✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿




σ(2)
m (t) =

3

c(2)

(
1

κ
(2)
v

− 1

κ
(3)
v

)−1 [
ε̇m(t)− 〈ε̇0m(t)〉 −

c(1)

3

(
1

κ
(1)
v

− 1

κ
(3)
v

)
σ(1)
m (t)− 1

3

(
σ̇m(t)

µe

+
σm(t)

κ
(3)
v

)]

σ(3)
m (t) =

3

c(3)

(
1

κ
(3)
v

− 1

κ
(2)
v

)−1 [
ε̇m(t)− 〈ε̇0m(t)〉 −

c(1)

3

(
1

κ
(1)
v

− 1

κ
(2)
v

)
σ(1)
m (t)− 1

3

(
σ̇m(t)

µe

+
σm(t)

κ
(2)
v

)]

✭✶✳✶✷✷✮
▲❛ ❧♦✐ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ σ(1)

m ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ à ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♥❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ ♣s❡✉❞♦✲é❧❛st✐q✉❡ r❡❧❛t✐❢ à ❧❛ ♣❛rt✐❡ s♣❤ér✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❈❛rs♦♥✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ❡st r❡❧✐é❡ à ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✳✼✹✮✳ P❛r ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦✲
s✐t✐♦♥ ❡♥ ❢r❛❝t✐♦♥s s✐♠♣❧❡s ❞❡ ❇(1)∗

m (p)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

σ(1)∗
m (p) =

8∑

j=1

lτ̂ m
1j

p

p+ 1
τ̂m1j

(
ε ∗
m(p)− ε ∗

0m(p)
)
+ ❜(1)∗m (p). ✭✶✳✶✷✸✮

P❛r ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❈❛rs♦♥ ❡t ♣❛r ✉♥❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♥❡s ✭r❡❧❛t✐♦♥
✭✶✳✾✾✮✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ t❡♠♣♦r❡❧✳

σ(1)
m (t) = 3κe

(
εm(t)− ε0m(t)−

5∑

j=1

lτ̃m1j
κτ m

j

αm
j (t)− β

m

1 (t)
)
+ ❜(1)m (t), ✭✶✳✶✷✹✮

♦ù ❜(1)m (t) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❈❛rs♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✽✵✮✱ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❈❛rs♦♥ ❡t β

m

1 ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥t❡r♥❡ s❝❛❧❛✐r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ s✉✐✈❛♥t✳

β̇
m

1 (t) +
1

τ̂ m
1

β
m

1 (t) =
1

τ̂ m
1

lτ̂ m
1

µe

(
εm(t)− ε0m(t)

)
, β

m

1 (0) = 0 ✭✶✳✶✷✺✮

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s
à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✳✼✸✮ ❡♥ ♣r♦❝é❞❛♥t à ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❈❛rs♦♥✳





s(2)(t) =
2

c(2)

(
1

µ
(2)
v

− 1

µ
(3)
v

)−1 [
ė(t)− c(1)

2

(
1

µ
(1)
v

− 1

µ
(3)
v

)
s(1)(t)− 1

2

(
ṡ(t)

µe

+
s(t)

µ
(3)
v

)]

s(3)(t) =
2

c(3)

(
1

µ
(3)
v

− 1

µ
(2)
v

)−1 [
ė(t)− c(1)

2

(
1

µ
(1)
v

− 1

µ
(2)
v

)
s(1)(t)− 1

2

(
ṡ(t)

µe

+
s(t)

µ
(2)
v

)]

✭✶✳✶✷✻✮



❘és✉❧t❛ts ❡♥ t❤❡r♠♦✲✈✐s❝♦é❧❛st✐❝✐té ✼✸

❛✈❡❝ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ q✉✐✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛
tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❈❛rs♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣s❡✉❞♦✲é❧❛st✐q✉❡✱ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

s(1)(t) = 2µe

(
e(t)−

8∑

j=1

lτ̃d1j
µτ d

j

α d
j (t)− β

d

1a(t)− β
d

1b(t)
)

✭✶✳✶✷✼✮

β
d

1a ❡t β
d

1b s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♥❡s t❡♥s♦r✐❡❧❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ✈✐sq✉❡✉s❡s
❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡s✳ ❈❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♥❡s ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿





β̇
d

1a(t) +
1
τ̂ d
1a
β

d

1a(t) =
1
τ̂ d
1a

l
τ̂ d
1a

µe
e(t) , β

d

1a(t) = 0

β̇
d

1b(t) +
1
τ̂ d
1b
β

d

1b(t) =
1
τ̂ d
1b

l
τ̂ d
1b

µe
e(t) , β

d

1b(t) = 0

✭✶✳✶✷✽✮

❈❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♥❡s s♦♥t ♣✉r❡♠❡♥t ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡s✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts τ d
1a/b ❡t lτ̂ d

1a/b
❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡s

♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞❡s ♣❤❛s❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧❡✉rs ❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ✭✈♦✐r ❬✺✽❪ ♣♦✉r ❧❡✉rs
❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞ét❛✐❧❧é❡s✮✳

▲♦rsq✉❡ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ✈✐sq✉❡✉① ♣❛r ♣❤❛s❡ (κ(r)
v = ∞) ❞❡✈✐❡♥t ✐♥✜♥✐✱ ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s

❤②❞r♦st❛t✐q✉❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s s❡ ❞é❞✉✐s❡♥t ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✳✽✵✮✱ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
♣s❡✉❞♦✲é❧❛st✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❈❛rs♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡✉① ♣❤❛s❡s✱ ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ✐♥✈❡rs❡ ❝♦♥❞✉✐t à ✿

d

dt

(
δσ(r)

m (t)
)
+

1

τγ

(
δσ(r)

m (t)
)
=

12κeµe

3κe + 4µe

∑

q 6= r

c(q)
(
ε̇
(q)
0m(t)− ε̇

(r)
0m(t)

)
, r = 1, 2, 3 ✭✶✳✶✷✾✮

✷✳✹ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ❱✳ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✱ q✉❛♥t✐té ✉t✐❧✐sé❡
♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t
❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ s✬é❝r✐t

(
σ

(1)
❡q (t)

)2
=

3

2
S1(t) ❛✈❡❝ S1(t) = 〈s(x , t) : s(x , t)〉(1) ✭✶✳✶✸✵✮

❈❡tt❡ q✉❛♥t✐té ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡t
❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✶✳✻✹ ✿ 〈σ∗

ij(x , p)σ∗
kl(x , p)〉(1)

q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❈❛rs♦♥ ❞❡ S1(t)✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐✱ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬é✈♦✲
❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ s❝❛❧❛✐r❡ S1(t)✱ ♥♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬✻✸❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❍✐❧❧ ❬✻✹❪ ❡t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ✭✶✳✽✾✮✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❬✻✸❪✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼♦r✐✲❚❛♥❛❦❛
❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❛♥s ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡
❝♦♥s✐❞éré ✐❝✐✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❡♥ ♦✉tr❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♣❤ér✐q✉❡s s♦♥t ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❛♥s ❧❡s
❞❡✉① ♣❤❛s❡s ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❍✐❧❧ ❝♦♥❞✉✐t à ✭✈♦✐r ❛♥♥❡①❡ ❇✮ ✿

1

4µe

Ṡ1(t) +
1

2µ
(1)
v

S1(t) = M(t) ✭✶✳✶✸✶✮
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▲❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ M(t) ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

M(t) =
1

c(1)
ε̇(t) : σ(t)−

N∑

r=2

c(r)

c(1)

(
1

2µe

ṡ
(r)
(t) : s(r)(t) +

1

2µ
(r)
v

s(r)(t) : s(r)(t)

)

−
N∑

r=1

c(r)

c(1)

(
1

κe

σ̇
(r)

m (t)σ(r)
m (t) +

1

κ
(r)
v

σ(r)
m (t)σ(r)

m (t) + 3σ(r)
m (t)ε̇

(r)
0m(t)

)
✭✶✳✶✸✷✮

✸✳ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❛✉① ♠❛tér✐❛✉① ✈✐❡✐❧❧✐ss❛♥ts
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ✈✐❡✐❧❧✐ss❛♥t✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés é❧❛st✐q✉❡s ❡t ✈✐sq✉❡✉s❡s ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✉ t❡♠♣s✳ ❆✐♥s✐ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❧♦❝❛❧ ✭✶✳✻✮ ❞❡✈✐❡♥t ✿





❞✐✈σ (x , t) = 0 ❞❛♥s Ω× [0 , T ]

ε (x , t) =
1

2

(
∇u (x , t) +∇❚u (x , t)

)
❞❛♥s Ω× [0 , T ]

ε̇m (x , t) =
1

3κ
(r)
e (t)

σ̇m (x , t) +
1

3κ
(r)
v (t)

σm (x , t) + ε̇
(r)
0m (t) , r = 1, 2, ..., N

ė (x , t) =
1

2µ
(r)
e (t)

ṡ (x , t) +
1

2µ
(r)
v (t)

s(t) , r = 1, 2, ..., N

u(x , t) = ε(t).x
♦✉ s✉r ∂Ω

σ(x , t).n(x) = σ(t).n(x)

✭✶✳✶✸✸✮

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ♣❡r♠❡t ❞✬ét❛❜❧✐r ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ✢✉❛❣❡ ❡t ❞❡
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❤étér♦❣è♥❡s ♥♦♥ ✈✐❡✐❧❧✐ss❛♥ts ❝♦♠♣♦sés ❞❡ ♣❤❛s❡s ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡s ❛✈❡❝
♦✉ s❛♥s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❧♦✐s ❞❡ ✢✉❛❣❡ ❡t ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❡st ❣é♥ér❛❧❡✲
♠❡♥t ré❛❧✐sé❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❈❛rs♦♥ ❡st ❡①♣❧✐❝✐t❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✈✐❡✐❧❧✐ss❛♥t✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ❛✉tr❡✲
♠❡♥t ❞✐t ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♦✉ t❤❡r♠♦✲✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❞✉ t❡♠♣s✳ ❈❡❧❛ r❡♥❞ ✐♠✲
♣♦ss✐❜❧❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❈❛rs♦♥ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s é❧❛st✐q✉❡s
❡t ✈✐sq✉❡✉s❡s ✭♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✮✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ s✉❣❣éré❡ ♣❛r ❘✐❝❛✉❞ ❡t
▼❛ss♦♥ ❬✺✼❪ ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♦✉ t❤❡r♠♦✲✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡
❧✐♥é❛✐r❡ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s é❧❛st✐q✉❡s ❡t ✈✐sq✉❡✉s❡s q✉✐ s♦♥t é✈❛❧✉és à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s
✭♠ét❤♦❞❡ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✉r ✉♥ ✐♥❝ré♠❡♥t ❞❡ t❡♠♣s s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✱ s♦✉s ❧✬❤②♣♦✲
t❤ès❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐❢♦r♠✐té ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉✉❡✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❞✉
❝♦♠♣♦s✐t❡ ❡st ❞❡ ♥❛t✉r❡ ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s t♦✉t❡ ❧✬❤éré❞✐té ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♥❡s ❞♦♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s♦♥t rés♦❧✉❡s
à ❝❤❛q✉❡ ✐♥❝ré♠❡♥t ❞❡ t❡♠♣s ❛✈❡❝ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♥❡s q✉✐ s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞✉
t❡♠♣s✳



❘és✉❧t❛ts ❡♥ t❤❡r♠♦✲✈✐s❝♦é❧❛st✐❝✐té ✼✺

✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❛ ♣♦rté s✉r ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❡✛❡❝t✐✈❡s ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡
▼❖❳ q✉✐ ❡st ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❤étér♦❣è♥❡✭❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉① ❡t ❧❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥t
s♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts ❞❛♥s ❧❡s ♣❤❛s❡s✮ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♣❤❛s❡s ❡st ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ▼❛♥❞❡❧ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼♦r✐✲❚❛♥❛❦❛ ♦♥t été
❡♠♣❧♦②és ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❡t ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♣❛r ♣❤❛s❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥ ✈✐❡✐❧❧✐ss❛♥t✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ét❡♥❞✉s ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❡s ♣r♦♣r✐étés é❧❛st✐q✉❡s
❡t ✈✐sq✉❡✉s❡s é✈♦❧✉❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ t❡♠♣s ✭❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐❡✐❧❧✐ss❛♥t✮✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❧❡s
♣r♦♣r✐étés ❡✛❡❝t✐✈❡s ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ s♦♥t ❞é❝r✐t❡s à tr❛✈❡rs ✉♥❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❡t ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✶✳✻✮ ❞❡✈✐❡♥t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ✐❧ ❡st ❛❧♦rs
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r à ✉♥❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✭r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛
✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡ ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡ ėv ❡t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞é✈✐t♦r✐q✉❡ s✮ ❛✉t♦✉r
❞❡ q✉❛♥t✐tés ❤♦♠♦❣è♥❡s ♣❛r ♣❤❛s❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♦♣t✐q✉❡✱ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥
s♦♥t ✐♥✈❡st✐❣✉é❡s ❡t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳
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❱✳ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡

▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s à ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s✐t❡s ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s
♣❛r ❇✐s❤♦♣ ❡t ❍✐❧❧ ❬✻✺❪ q✉✐✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❧✐♠✐t❡✱ ♦♥t ❡st✐♠é ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
❡✛❡❝t✐✈❡s ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① ♣♦❧②❝r✐st❛❧❧✐♥s ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ♣❧❛st✐q✉❡s✳
P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✉t❡✉rs ♦♥t ❛❜♦r❞é ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❤étér♦✲
❣è♥❡s ♦❜é✐ss❛♥t à ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣❧❛st✐q✉❡s ❡t é❧❛st♦♣❧❛st✐q✉❡s✳ ❇❡r✈❡✐❧❧❡r ❡t ❩❛♦✉✐
❬✻✻❪ ♦♥t ❛❞♦♣té ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ sé❝❛♥t❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛st✐❝✐té
♣♦✉r ♣ré❞✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① ♣♦❧②❝r✐st❛❧❧✐♥s à tr❛✈❡rs ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❚❛♥❞♦♥ ❡t ❲❡♥❣ ❬✻✼❪ ♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♠♣♦s✐t❡s
r❡♥❢♦r❝és ♣❛r ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s✳ ◗✐✉ ❡t ❲❡♥❣ ❬✻✽❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ sé❝❛♥t❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡
♠♦♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ♣♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ s✉r ❧❛
ré♣♦♥s❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ♠✐❧✐❡✉① ♣♦r❡✉①✳
▲❛ t❤é♦r✐❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❡✉t✲êtr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❞❡s ❜♦r♥❡s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉①
♣r♦♣r✐étés ❡✛❡❝t✐✈❡s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❤étér♦❣è♥❡s✳ ❚❛❧❜♦t ❡t ❲✐❧❧✐s ❬✻✾❪ ét❡♥❞ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ✈❛r✐❛✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ❍❛s❤✐♥✲❙❤tr✐❦♠❛♥ ❛✉① ❝♦♠♣♦s✐t❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡
❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ❙✉q✉❡t ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✐♥❤♦♠♦✲
❣è♥❡ ♣♦✉r ♣ré❞✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ♣♦r❡s ♦✉ ❞❡s
✐♥❝❧✉s✐♦♥s r✐❣✐❞❡s ❬✼✵❪ ❡t ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❡♥ ❧♦✐ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❬✼✶❪✳ P♦♥t❡ ❈❛st❡♥❛❞❛ ❬✼✷❪ ✐♥tr♦❞✉✐t
✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✐t❡ ❞❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❛♠é❧✐♦ré❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❜❛sé❡
s✉r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❛✣♥❡ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r
❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡s ❝❤❛♠♣s✳ ▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞❡
♠✐❧✐❡✉① ✈✐s❝♦♣❧❛st✐q✉❡s ❬✼✸❪ ❡t ✐♥é❧❛st✐q✉❡s ❬✼✹❪ ❛ été é❣❛❧❡♠❡♥t ét✉❞✐é ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✈❛✲
r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ré❝❡♠♠❡♥t ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ▲❛❤❡❧❡❝ ❡t ❙✉q✉❡t ❬✼✹❪ ♠❡t ❡♥
❡①❡r❣✉❡ ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✐ss✐♣❛t✐❢ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♣❧❛st✐❝✐té✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ♣♦❧②❝r✐st❛❧❧✐♥s ❛②❛♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐s❝♦✲é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
▼❛ss♦♥ ❡t ❩❛♦✉✐ ❬✼✺❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡
❡st ❧✐♥é❛r✐sé❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ t❛♥❣❡♥t q✉✐ ❡st é✈❛❧✉é ❛✉t♦✉r ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♠♦♠❡♥t✳ ❉❛♥s
❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❡st ❞é❝r✐t à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❡✛❡❝t✐❢✳ ❉❛♥s ❧❡
❝❛s ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① ❝♦♠♣♦s✐t❡s✱ ▲é✈❡sq✉❡ ❡t ❛❧✳ ❬✼✻❪ ♣r♦♣♦s❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧✐♥é❛✲
r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✭❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✮ é❣❛❧❡♠❡♥t
❛✉t♦✉r ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❚❋❆✱ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❉✈♦r❛❦ ❬✼✼❪✱ ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡s ❞♦♥t ❧❡s ♣❤❛s❡s ♦❜é✐ss❡♥t à ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐✲
♥é❛✐r❡✳ ▲❡ ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥é❧❛st✐q✉❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❛ss✐♠✐❧é à ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥
❧✐❜r❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❡♥ t❤❡r♠♦✲é❧❛st✐❝✐té
❧✐♥é❛✐r❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ■■■✳✮✳ ❇✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t s✐♠♣❧❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣
❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥é❧❛st✐q✉❡ ❡st s✉♣♣♦sé ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣❛r ♣❤❛s❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❬✸✽❪ ✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❚❋❆
♣ré❞✐t ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣❡✉ ♣ré❝✐s❡s ✭✈♦✐r ❬✸✽❪✮✳ P♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❝❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s✱ ▼✐❝❤❡❧ ❡t ❙✉q✉❡t
❬✼✽❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ◆❚❋❆ ✭◆♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❋✐❡❧❞ ❆♥❛❧②s✐s✮ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡
à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥é❧❛st✐q✉❡s ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡s✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ◆❚❋❆✱ q✉✐
♥é❝❡ss✐t❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❡♥ ❝❤❛♠♣s ❝♦♠♣❧❡ts✱ ♣rés❡♥t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬❛❝❝é❞❡r
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛✉① ❝❤❛♠♣s ❧♦❝❛✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❧♦❝❛❧✳

▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ét❡♥❞❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❬✺✼❪ ❛✉ ❝❛s ♦ù
❧❡s ♣❤❛s❡s ♦♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ❧✐✲
♥é❛✐r❡ q✉✐ r❡❧✐❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡ à ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r
❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
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(σ(x , t)) ✭✶✳✶✸✹✮



❊①t❡♥s✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✼✼

P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts q✉✐ s✉✐✈❡♥t✱ ♥♦✉s ♥é❣❧✐❣❡♦♥s ❧❡ ✢✉❛❣❡ ❞✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣✲
♣♦rt ❛✉ ✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❛✉① ❤❛✉t❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ✭✈♦✐r ♣❛rt✐❡ ■■✳✮✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ❧♦❝❛❧ à rés♦✉❞r❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ❡st s♦✉♠✐s à ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❡♥ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❤♦♠♦✲
❣è♥❡s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s✮ s✉r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ∂Ω ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿





❞✐✈σ (x , t) = 0 ❞❛♥s Ω× [0 , T ]

ε (x , t) =
1

2

(
∇u (x , t) +∇❚u (x , t)

)
❞❛♥s Ω× [0 , T ]

ε̇m (x , t) =
1

3κe

σ̇m (x , t) +
1

3κ
(r)
v

σm(x , t) + ε̇
(r)
0m (t) , r = 1, 2, ..., N

ė (x , t) =
1

2µe

ṡ (x , t) +
∂U

(r)
v

∂σ
(σ(x , t)) , r = 1, 2, ..., N

u(x , t) = ε(t).x
♦✉ s✉r ∂Ω

σ(x , t).n(x) = σ(t).n(x)

✭✶✳✶✸✺✮

P♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱
❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ✭❙é❝❛♥t✱ ❆✣♥❡✳✳✳✮ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡ ♦♥t été ✐♥✈❡st✐❣✉é❡s ❡t ♣r♦♣♦sé❡s✳ ❈❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s
❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ q✉✐ s✬❡✛❡❝t✉❡♥t ❛✉t♦✉r ❞✬ét❛ts ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❤♦♠♦❣è♥❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ ✭♣r❡♠✐❡rs
❡t✴♦✉ s❡❝♦♥❞s ♠♦♠❡♥ts ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✮ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t ❛✐♥s✐ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ▼✐❧✐❡✉
▲✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ q✉✐ ❡st ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳

✶✳ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞é❝r✐t ♣❛r ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧
▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡ ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r ✉♥ s❡✉❧ ♣♦t❡♥t✐❡❧ s✉♣♣♦sé ❝♦♥✈❡①❡ ✭♣♦t❡♥t✐❡❧
❞❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ Uv✮✱ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❛st✐q✉❡ ét❛♥t ♥é❣❧✐❣é✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡
❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡ s✬é❝r✐t ✿

ė(x , t) ∼ ėv(x , t) =
N∑

r=1

χ(r)(x)
∂U

(r)
v

∂σ
(σ(x , t)) ✭✶✳✶✸✻✮

◆♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ ❆✐♥s✐
❡♥ ♣r♦❝é❞❛♥t à ✉♥❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛✉t♦✉r ❞❡ q✉❛♥t✐tés ❤♦♠♦❣è♥❡s
♣❛r ♣❤❛s❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ t②♣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ é❧❛st✐q✉❡ ♦✉ t❤❡r♠♦✲é❧❛st✐q✉❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝
❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ■■■✳ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❡t ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ❡t
é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s s❡❝♦♥❞s ♠♦♠❡♥ts ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳

✶✳✶ ▲✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ sé❝❛♥t❡ ✭❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ♠♦❞✐✜é❡✮

✶✳✶✳✶✳ ▲✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ sé❝❛♥t❡ ❝❧❛ss✐q✉❡

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ sé❝❛♥t❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❇❡r✈❡✐❧❧❡r ❡t ❩❛♦✉✐ ❬✻✻❪ ❡st ✉♥❡
❛♣♣r♦❝❤❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❍✐❧❧ ❬✻✹❪✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❧❛ s♦✉♣❧❡ss❡▼(r)

v

❞❛♥s ❧❡s ♣❤❛s❡s ❡st ✐s♦tr♦♣❡ ❡t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧✐♥é❛r✐sé❡ s✬é❝r✐t ✿
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ė (x , t) =▼(r)
v : s(x , t) ❛✈❡❝ ▼(r)

v =
1

2µ
(r)
v

(
σ̌
(r)
❡q

) ❑ ✭✶✳✶✸✼✮

♦ù ❑ ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ♣r♦❥❡❝t❡✉r ✐s♦tr♦♣❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s t❡♥s❡✉rs ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡s✳ ▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡
ré❢ér❡♥❝❡ σ̌

(r)
❡q ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉① ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r

♠♦♠❡♥t ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳

σ̌(r)
❡q = σ(r)

❡q (t) =

√
3

2
〈s(x , t)〉(r) : 〈s(x , t)〉(r) ✭✶✳✶✸✽✮

σ❡q =
√

3
2
s : s

❙❡❝❛♥t

σ❡q

ėv❡q

❋✐❣✉r❡ ✶✳✾ ✕ ▲✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❙é❝❛♥t❡ ❝❧❛ss✐q✉❡

▲❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❜✐♣❤❛sé ❡t ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ à tr♦✐s ♣❤❛s❡s
s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✶✳✼✶✮ ❡t ✭✶✳✼✸✮✱ r❡❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ♠♦✲
❞✉❧❡s ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡ s♦♥t r❡♠♣❧❛❝és ♣❛r ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉① ❡t ❧❛
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡ e(t) ♣❛r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ė(t)✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡
♠❛tér✐❛✉① ♣♦r❡✉① ♦✉ r✐❣✐❞❡s✱ ❝❡tt❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ sé❝❛♥t❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s rés✉❧t❛ts ♥♦♥
♣❤②s✐q✉❡s ❬✼✾❪✳ ❊♥ ♦✉tr❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦♠❡♥t ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ♥✉❧ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s
❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡s s♦♥t ♥✉❧❧❡s✳ P♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❝❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s✱ ✉♥ ❛✉tr❡ ❝❤♦✐① ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡
ré❢ér❡♥❝❡ σ̌

(1)
❡q ❡st ♣r♦♣♦sé✳

P♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s❡r✈♦♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❧✐♥é❛r✐s❛✲
t✐♦♥ sé❝❛♥t❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦♠❡♥t ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s
❡t ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ❛♠é❧✐♦r❡r ❝❡tt❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✳ ▲❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t
✈✐sq✉❡✉① µ

(r)
v (r = 2, ..., N) ❞❛♥s ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

µ(r)
v (σ (r)

❡q ) =
σ
(r)
0

3ε̇
(r)
0

(
σ (r)
❡q

σ
(r)
0

)1−n(r)

✭✶✳✶✸✾✮

✶✳✶✳✷✳ ▲✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ sé❝❛♥t❡ ♠♦❞✐✜é❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❬✺✸❪✱ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉① ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❡st é✈❛❧✉é ❛✉t♦✉r ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❛✜♥ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡s
❤étér♦❣é♥é✐tés ✐♥tr❛♣❤❛s❡s✳

σ̌(1)
❡q = σ

(1)
❡q =

√
3

2
S1(t) ❛✈❡❝ S1(t) = 〈s(x , t) : s(x , t)〉(1) ✭✶✳✶✹✵✮



❊①t❡♥s✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✼✾

σ❡q

σ❡q =
√

3
2
〈s : s〉

▼♦❞✐✜❡❞ s❡❝❛♥t

σ❡q

ėv❡q

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵ ✕ ▲✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ sé❝❛♥t❡ ♠♦❞✐✜é

▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ S1(t) ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st
❞ét❡r♠✐♥é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✳✻✹✮✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ sé❝❛♥t❡ ♠♦❞✐✜é❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬✺✸❪
❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r P♦♥t❡ ❈❛st❛ñ❡❞❛ ❬✺✹❪✳

✶✳✷ ▲✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❛✣♥❡ ❡t ▼ét❤♦❞❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞✲♦r❞r❡ ✭✈❛r✐❛♥t❡ ✷✵✵✷✮

✶✳✷✳✶✳ ▲✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❛✣♥❡

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ▼❛ss♦♥ ❡t ❩❛♦✉✐ ❬✼✺❪✱ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ t❛♥❣❡♥t❡ ❞❡
❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧✐♥é❛r✐sé❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
s✬é❝r✐t ✿

ė (x , t) =▼(1)
v : s(x , t) + ė

(1)
0 ✭✶✳✶✹✶✮

▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ė
(1)
0 ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞♦♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥

❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ✿

ė
(1)
0 =

∂U
(1)
v

∂s
(s(1))−▼(1)

v : s(1) ✭✶✳✶✹✷✮

σ❡q =
√

3
2
s : s

❆✣♥❡

σ❡q

ėv❡q

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✶ ✕ ▲✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❆✣♥❡ ❝❧❛ss✐q✉❡
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▲❡ t❡♥s❡✉r ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s t❛♥❣❡♥ts ▼(1)
v ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ♦❜é✐ss❛♥t à ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ t②♣❡

♣✉✐ss❛♥❝❡ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

▼(1)
v (σ̌(1)

❡q , σ(1)
❡q ) =

1

2µ
(1)
v (σ̌

(1)
❡q )
❋(1) +

n(1)

2µ
(1)
v (σ̌

(1)
❡q )
❊(1) ✭✶✳✶✹✸✮

❊(1) =
3

2

s (1)

σ (1)
❡q

⊗ s (1)

σ (1)
❡q

, ❋(1) = ❑− ❊(1) ✭✶✳✶✹✹✮

❊(1) ❡st ✉♥ ♣r♦❥❡❝t❡✉r s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡ s (1) ❡t ❋(1)

✉♥ ♣r♦❥❡❝t❡✉r q✉✐ ❧✉✐ ❡st ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❬✹✾❪✳ ❉❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ σ̌
(1)
❡q ❡st ❧❡

♣r❡♠✐❡r ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ❖r✱ ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦♠❡♥t
❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ♥✉❧ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ❧❡s
♣❤❛s❡s s✬❛♥♥✉❧❡♥t✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ sé❝❛♥t ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✣♥❡ ♣rés❡♥t❡
❞❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ❆✜♥ ❞❡ ❝♦rr✐❣❡r ❝❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s✱ P♦♥t❡ ❈❛st❛ñ❡❞❛ ❬✼✷❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
❛♣♣r♦❝❤❡ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉♣❧❡ss❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳

✶✳✷✳✷✳ ▼ét❤♦❞❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ✭✈❛r✐❛♥t❡ ✷✵✵✷✮ ❡t ♠ét❤♦❞❡ ❛✣♥❡
♠♦❞✐✜é❡

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r P♦♥t❡ ❈❛st❛ñ❡❞❛ ❬✼✷❪ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❡r ❧❛ ❧♦✐
❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞é✲
✈✐❛t♦r✐q✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ✈✐sq✉❡✉①
❧✐♥é❛r✐sé U

(1)
vL ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ s❡❧♦♥ ✿

U
(1)
vL (s) = U (1)

v

(
s(1)
)
+ γ(1)

(
s(1)
)
:
(
s− s(1)

)
+

1

2

(
s− s(1)

)
:▼(1)

v :
(
s− s(1)

)
✭✶✳✶✹✺✮

♦ù s(1) ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ (s(1) = s(1))✱ ▼(1)
v ❡st ✉♥ t❡♥s❡✉r

❞✬♦r❞r❡ q✉❛tr❡ ❞é✜♥✐ ♣♦s✐t✐❢ ❡t s②♠étr✐q✉❡ à s♣é❝✐✜❡r ❡t γ(1) ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❞✉
♣♦t❡♥t✐❡❧ ✈✐sq✉❡✉① U

(1)
v ✳

γ(1) =
∂U

(1)
v

∂σ
✭✶✳✶✹✻✮

▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡ ❞✉ ▼✐❧✐❡✉ ▲✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ s✬♦❜t✐❡♥t ♣❛r ❞ér✐✈❛t✐♦♥
❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ U (1)

vL ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧✐♥é❛r✐sé❡
❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s✬é❝r✐t ✿

ė (x , t) =▼(1)
v : s(x , t) + ė

(1)
0 ✭✶✳✶✹✼✮

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✐❢ Ũv ❞✉ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♥♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

Ũv(σ) = st❛t
▼

(s)
v ,σ(s)

{
ŨvL(σ ,σ(s),▼(s)

v ) +
N∑

r=1

c(r)❱(r)(σ(r) ,▼(r)
v )

}
, ✭✶✳✶✹✽✮

♦ù c(r) ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s✱ ŨvL ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡✛❡❝t✐❢ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡
❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡t V (r) ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡✛❡❝t✐❢ ❞✉ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
❡st ❛♣♣r♦①✐♠é ❛✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡✛❡❝t✐❢ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✬❡rr❡✉r ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ st❛t✐♦♥♥❛r✐té

❱(r)(σ(r) ,▼(r)
v ) = st❛t

σ̂(r)

{
U (r)
v (σ̂(r))− U

(r)
vL (σ̂

(r),σ(r),▼(r)
v )
}

✭✶✳✶✹✾✮



❊①t❡♥s✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✽✶

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛t✐♦♥♥❛r✐té ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✐❢ Ũv ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ s♦✉♣❧❡ss❡▼(1)
v

❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❝♦♥❞✉✐t à ✿
(
σ̂(1) − σ(1)

)
⊗
(
σ̂(1) − σ(1)

)
= ❈(1)

σ ✭✶✳✶✺✵✮

▲❡ ❝❤❛♠♣s t❡♥s♦r✐❡❧ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ σ̂(1) ❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ à s♣é❝✐✜❡r ❡t ❧❡ t❡♥s❡✉r
❞✉ q✉❛tr✐è♠❡ ♦r❞r❡ ❈(1)

σ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✭✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✮ q✉✐ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

❈(1)
σ = 〈(σ − σ(1))⊗ (σ − σ(1))〉(1). ✭✶✳✶✺✶✮

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✺✵✮✱ q✉✐ rés✉❧t❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✐❢ ♣❡r♠❡t
❞✬❛❜♦✉t✐r ❛✉① r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

σ̂
(1)
‖ − σ(1)

❡q =

√
3

2
❊(1) :: ❈(1)

σ , σ̂
(1)
⊥ =

√
3

2
❋(1) :: ❈(1)

σ ✭✶✳✶✺✷✮

❛✈❡❝ σ̂
(1)
‖ ❡t σ̂(1)

⊥ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡

σ̂
(1)
❡q s✉✐✈❛♥t ❧❡s ♣r♦❥❡❝t❡✉rs ❊(1) ❡t ❋(1) ✿

σ̂
(1)
‖ =

√
3

2
σ̂(1) : ❊(1) : σ̂(1) , σ̂

(1)
⊥ =

√
3

2
σ̂(1) : ❋(1) : σ̂(1) ✭✶✳✶✺✸✮

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ σ̂
(1)
❡q ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉

♣r❡♠✐❡r ♠♦♠❡♥t ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✭✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✮ ❞♦♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥
❛♥❛❧②t✐q✉❡✱ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❬✽✵❪✱ s✬é❝r✐t s❡❧♦♥ ✿

(
σ̂(1)
❡q

)2
=

((
σ
(1)
❡q

)2
+ 2 σ(1)

❡q

√
3

2
❊(1) :: ❈(1)

σ

)
✭✶✳✶✺✹✮

σ❡q σ❡q

σ̂❡q

❙❡❝♦♥❞
♦r❞❡r

σ❡q

ėv❡q

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✷ ✕ ▲✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ s♦✉♣❧❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❛ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

▼(1)
v (σ̂(1)

❡q , σ(1)
❡q ) =

1

2µ
(1)
v (σ̂

(1)
❡q )
❋(1) +

1

2λ
(1)
v (σ̂

(1)
❡q , σ(1)

❡q )
❊(1) ✭✶✳✶✺✺✮



✽✷ ➱❚❯❉❊ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍■◗❯❊

▲❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉① µ
(1)
v ❡t λ

(1)
v s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❡♥

✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛t✐♦♥♥❛r✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r V (1) ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ σ̂(1) ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡✳





1

3µ
(1)
v

=
1

σ̂
(1)
❡q

∂U
(1)
v

∂σ
(1)
❡q

(σ̂(1)
❡q )

1

3λ
(1)
v

(
σ̂
(1)
‖ − σ(1)

❡q

)
=

σ̂
(1)
‖

σ̂
(1)
❡q

∂U
(1)
v

∂σ
(1)
❡q

(σ̂(1)
❡q )−

∂U
(1)
v

∂σ
(1)
❡q

(σ(1)
❡q )

✭✶✳✶✺✻✮

❆ ❝❡ st❛❞❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡
s♦♥t ❡①♣❧✐❝✐té❡s✳ ■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ é✈❛❧✉é❡s
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❛❝t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❛②❛♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
♦✉ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣✉r❡♠❡♥t ✈✐s❝♦♣❧❛st✐q✉❡✳ ❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❬✼✶❪ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡❢✲
❢❡❝t✐❢ ❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❞♦✐t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é ♣❛r ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡✛❡❝t✐❢✳
◆é❛♥♠♦✐♥s ✐❧ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❧♦✐ ❧✐♥é❛r✐sé❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡t ❧❛
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✐✛ér❡♥t ❛♣♣❡❧é ❛✣♥❡ ♠♦❞✐✜é ❞❛♥s
❬✼✶❪✳ ❆ ♥♦t❡r q✉✬✉♥ ❛✉tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✣♥❡ ♠♦❞✐✜é ❛ été ❛✉ss✐ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❇r❡♥♥❡r ❡t ❛❧ ❬✽✶❪ ❡t
❝♦♥s✐st❛♥t à r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦♠❡♥t ♣❛r ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✣♥❡ ❝❧❛ss✐q✉❡
✭❝❡❧✉✐ ❞é✜♥✐ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✳✮✳
❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st ❞❡ ♥❛t✉r❡
✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ σ̂(1)

❡q ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t
à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❈(1)

σ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ♥❡ ❞✐s♣♦s❡ ♣❛s ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡
❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳

▲♦rsq✉❡ ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ s✬❛♥♥✉❧❡♥t✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦♠❡♥t ❞❡✈✐❡♥t ♥✉❧ ❡t
❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ σ̂

(1)
❡q ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s❡ ré❞✉✐t ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡

❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ▲❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉① µ
(1)
v ❡t λ

(1)
v ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s s♦♥t é❣❛❧❡s ❡t ❧❛ ❧❛

s♦✉♣❧❡ss❡▼(1)
v ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡✈✐❡♥t ✐s♦tr♦♣❡✳ ❆✐♥s✐ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞é❣é♥èr❡

❡♥ sé❝❛♥t❡ ♠♦❞✐✜é❡✳
❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❡st ré❝❡♠♠❡♥t ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r P♦♥t❡ ❈❛st❛ñ❡❞❛ ❬✻❪✱ ❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s q✉❛♥t✐tés ❤♦♠♦❣è♥❡s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s à tr❛✈❡rs ❞❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ❞❡ st❛t✐♦♥♥❛r✐tés s✉r ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡✛❡❝t✐❢ ✭✈♦✐r ❛♥♥❡①❡ ❈✮✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡
❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ s♦♥t ♥✉❧❧❡s✱ ❞é❣é♥èr❡ ❡♥ sé❝❛♥t❡
♠♦❞✐✜é❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ✷✵✵✷✳

✶✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ❞❡s
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞ér✐✈❛♥t ❞✬✉♥ s❡✉❧ ♣♦t❡♥t✐❡❧✳ ❆ ♥♦t❡r q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡s ❛②❛♥t ✉♥
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦✉ ♣✉r❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉①✱ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡s s❝❤é✲
♠❛s ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ❞ér✐✈❡♥t ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s sé❝❛♥t❡s ❡t ❛✣♥❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡
ré❢ér❡♥❝❡ ♦♥t été é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❬✽✵❪ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❝❡
❝❛s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ét❡♥❞r❡ ❝❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ♣♦✉r
❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t
♣♦✉r ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① à ❞♦✉❜❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐✱ s❡✉❧❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ✉♥❡
é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ s❡r♦♥t ❡♠♣❧♦②é❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ q✉✐ ❡st
r❡❧✐é❡ à ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣❛r ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❡✛❡❝t✐❢s ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡s ✭❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
r❡❧❛①❛t✐♦♥✮✳



❊①t❡♥s✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✽✸

✷✳ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞é❝r✐t ♣❛r ❞❡✉① ♣♦t❡♥t✐❡❧s
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♠✲
♣♦s✐t❡s ❝♦♥st✐t✉és ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ ♣❤❛s❡s ❞é❝r✐t❡s ♣❛r ❞❡✉① ♣♦t❡♥t✐❡❧s ♣♦t❡♥t✐❡❧s t❤❡r♠♦❞②♥❛✲
♠✐q✉❡s ❝♦♥✈❡①❡s à s❛✈♦✐r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❧✐❜r❡ ❡t ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡s
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❝♦♥s✐❞érés ✐❝✐✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s
rés✉❧t❛ts ❞é❥à ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣✉r❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉① ❬✼✸❪ ♦✉ é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❬✼✷❪ ❡t
❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ à ❧✬✐♥st❛r ❞❡
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬✼✺❪✳
❯♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① ❝♦♠♣♦s✐t❡s ❝♦♥st✐t✉és
❞❡ ♣❤❛s❡s ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡s ❛ été é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬✽✷❪✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛s✲
s✐q✉❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♦♣èr❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
t❡♠♣♦r❡❧ ❛✈❡❝ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s q✉✐ ❡st tr❛♥s❢♦r✲
♠é❡ ❡♥ ✉♥❡ ❧♦✐ t❤❡r♠♦é❧❛st✐q✉❡ à tr❛✈❡rs ✉♥ s❝❤é♠❛ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳ ▲❡
♣r♦❜❧è♠❡ ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ét❛♥t r❛♠❡♥é à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ t❤❡r♠♦é❧❛st✐q✉❡✱ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡
❡st ❛❧♦rs ❡st✐♠é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳
❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐q✉❡s t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ❢♦✉r♥✐t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣✉r❡♠❡♥t ♥✉♠ér✐q✉❡s✳

✷✳✶ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ❧✐♥é❛r✐sé❡

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡✱ ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡s ♣❤❛s❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é❝r✐ts à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞❡✉①
♣♦t❡♥t✐❡❧s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡s q✉❡ s♦♥t ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❛st✐q✉❡ ❡t ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐
❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧✐♥é❛r✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s s✬é❝r✐t ✿

ė (x , t) =
1

2µe

ṡ (x , t) +▼(1)
v (σ̌(1)

❡q ) : s(x , t) + ė
(1)
0 ✭✶✳✶✺✼✮

▲❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡s s♦✉♣❧❡ss❡s ▼(1)
v ❡t ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡ e

(1)
0 s♦♥t ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❤♦♠♦❣è♥❡s ♣❛r

♣❤❛s❡ ❞♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts ❝❤♦✐① ♦♥t été ét✉❞✐és ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡t ❝❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ▼✐❧✐❡✉
▲✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ q✉✐ ❡st ✈✐sq✉❡✉①✳ ❉❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✣♥❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✼✺❪ ❧❛
s♦✉♣❧❡ss❡ ▼(1)

v ❡st é✈❛❧✉é❡ ❛✉t♦✉r ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♠♦♠❡♥t ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳

✷✳✷ ❈❛s ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s sé❝❛♥t❡s ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ♠♦❞✐✜é❡

❉❛♥s ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s sé❝❛♥t❡s ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ♠♦❞✐✜é❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❡st ♥✉❧❧❡ ❡t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧✐♥é❛r✐sé❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

ė (x , t) =
1

2µe

ṡ (x , t) +▼(1)
v (σ̌(1)

❡q ) : s(x , t) ✭✶✳✶✺✽✮

P♦✉r ✉♥ ▼✐❧✐❡✉ ▲✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ q✉✐ ❡st ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ♠♦②❡♥s
♣❛r ♣❤❛s❡ ✭♠❛tér✐❛✉① ❜✐♣❤❛sé ❡t ♠❛tér✐❛✉① à tr♦✐s ♣❤❛s❡s✮ ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s sé❝❛♥t ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t
♠♦❞✐✜é s♦♥t ❤♦♠♦❧♦❣✉❡s ❛✉① ❡①♣r❡ss✐♦♥s ét❛❜❧✐❡s à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ■❱✳ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t
❞✉ ✧▼✐❧✐❡✉ ▲✐♥é❛r✐sé✧ q✉✐ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ❡t s❡❝♦♥❞s ♠♦♠❡♥t ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳
❉❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ sé❝❛♥t❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ σ̌

(1)
❡q ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r

♠♦♠❡♥t ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭r❡❧❛t✐♦♥ ✶✳✶✸✽✮ t❛♥❞✐s q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ sé❝❛♥t❡ ♠♦❞✐✜é❡
❡❧❧❡ ❡st é❣❛❧❡ ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭r❡❧❛t✐♦♥ ✶✳✶✹✵✮✳
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❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ sé❝❛♥t ♠♦❞✐✜é ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t S1 ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r
❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✸✵✮ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t
S1 ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❛♥s ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡✳ ❆✐♥s✐
♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✭❛♥♥❡①❡ ❇✮ ✿

1

4µe

Ṡ1(t) +
1

2µ
(1)
v (S1)

S1(t) = M(t) ✭✶✳✶✺✾✮

❛✈❡❝ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ M(t) ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s q✉✐ s✬é❝r✐t ✿

M(t) =
1

c(1)
ε̇(t) : σ(t)−

N∑

r=2

c(r)

c(1)

(
1

2µe

ṡ
(r)
(t) : s(r)(t) +

1

2µ
(r)
v (s(r))

s(r)(t) : s(r)(t)

)

−
N∑

r=1

c(r)

c(1)

(
1

κe

σ̇
(r)

m (t)σ(r)
m (t) +

1

κ
(r)
v

σ(r)
m (t)σ(r)

m (t) + 3σ(r)
m (t)ε̇

(r)
0m(t)

)
✭✶✳✶✻✵✮

❆ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ✭éq✉❛t✐♦♥s ✭✶✳✶✵✽✮ ❡t ✭✶✳✶✶✹✮✮ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s sé❝❛♥ts
❞❛♥s ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ❞♦♥❝ ❞❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✉ ♠♦♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t✱ ♦♥ ❞♦✐t ❞♦♥❝ rés♦✉❞r❡ ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞♦♥t ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉s s❝❛❧❛✐r❡s s♦♥t σ(2)

❡q (t)✱ σ
(1)
❡q (t) ❛✐♥s✐ q✉❡ σ

(1)
❡q (t)✳

✷✳✸ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ✭r❡♣rés❡♥t❛t✐❢
❞✉ ▼❖❳✮

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ■■✳✱ q✉❡ s♦✉s ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ ❞❡s ❣♦♥✢❡♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t
❞❛♥s ❧❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ▼❖❳✳ ◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ✐❝✐ à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❞❡s
s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥s ❛✛❡❝t❛♥t ❝❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ q✉❡ ❧❡
❜♦r❞ ❡①tér✐❡✉r ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❡st ❧✐❜r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ (σ(t) = 0)✱ ❝❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ét❛♥t ♥é❣❧✐✲
❣❡❛❜❧❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞✉ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❝❡s ❣♦♥✢❡♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝♦♠♠❡
❧❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡ ❝❡s ❣♦♥✢❡♠❡♥ts s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ♥♦✉s s✐♠♣❧✐✜♦♥s ✐❝✐
❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡s ❞✐❧❛t❛t✐♦♥s t❤❡r♠✐q✉❡s
❞❛♥s ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❡st s♣❤ér✐q✉❡ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ♥✉❧❧❡✳ ▲❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ❞❛♥s ❧❡s
✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❡st ✐♠♣♦sé❡ ✐♥st❛♥t❛♥é♠❡♥t ✭ré♣♦♥s❡ é❧❛st✐q✉❡✮ ♣✉✐s ♠❛✐♥t❡♥✉❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ▲♦rsq✉❡
❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♠♣♦sé❡ ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ❧❡s ♣❤❛s❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥♥❛✐r❡s s♦♥t ♠✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❛♥❞✐s
q✉❡ ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♦♣♣♦sé s❡ ♣r♦❞✉✐t ✭♠✐s❡ ❡♥ tr❛❝t✐♦♥✮ ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ♥é❣❛t✐✈❡✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❡st ♣✉r❡♠❡♥t s♣❤ér✐q✉❡ (e(t) = 0)
❝❛r✱ ❞û à ❧✬✐s♦tr♦♣✐❡✱ σ(t) ❡t ε(t) ♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❡s♣❛❝❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠♦②❡♥♥❡s
❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡s à t♦✉t ✐♥st❛♥t ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❝♦♥s✐❞érés✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦♠❡♥t ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❞❛♥s ❧❡s ♣❤❛s❡s ❡st ♥✉❧✳ ❉✉ ❝♦✉♣ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉① ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s sé❝❛♥t
❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ❛✣♥❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡st ✐♥✜♥✐ ❡t ❞♦♥❝ ❧❡ t❡♠♣s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é à ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✶✳✶✷✶✮ ❡t ✭✶✳✶✷✾✮ ❡st ❧✉✐ ❛✉ss✐ ✐♥✜♥✐ ✿ ✐❧ ♥✬②
♣❛s ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡s ♠♦②❡♥♥❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❡♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s
rés✉❧t❛ts ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♦❜t❡♥✉s ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳
❈❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s s♦♥t q✉❛❧✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ❛♠é❧✐♦ré❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s sé❝❛♥t ♠♦❞✐✜é ❡t ❧❛ ♠é✲
t❤♦❞❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ q✉✐ s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts ♣♦✉r ❝❡ ❝❛s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s
q✉❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡st ♥♦♥ ♥✉❧ ❡t ❞✉ ❝♦✉♣ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❧✐✲
♥é❛r✐sé ❡st ❧✉✐ ❛✉ss✐ ♥♦♥ ♥✉❧ ❞❡ s♦rt❡ q✉✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡s
♠♦②❡♥♥❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣❤❛s❡s✳



❊①t❡♥s✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✽✺

❉❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡s ❞❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ▼❖❳✱ q✉✐ s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ❞❡s
❝❛❧❝✉❧s ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❝♦♠♣❧❡t✱ ♦♥t été é❣❛❧❡♠❡♥t ré❛❧✐sés à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❱❊❘ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛✲
t❡❢♦r♠❡ P▲❊■❆❉❊❙ ❬✽✸❪✳ ❈❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ str✉❝t✉r❡s r❡♣♦s❡♥t s✉r ❧❡s ♠ê♠❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✭♣❤❛s❡s
✐♥❝❧✉s✐♦♥♥❛✐r❡s ❞❡ ❢♦r♠❡ s♣❤ér✐q✉❡✱ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ♣❛r❢❛✐t❡s✮ q✉❡
❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡✉① ❡t tr♦✐s ♣❤❛s❡s✳ ▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♠❡♥é❡s ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❱❊❘ ❝♦♥st✐t✉❡r♦♥t
❞♦♥❝ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ P♦✉r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❱❊❘✱ ❧❡s ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s
♦♥t été ❣é♥éré❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✐♠❛❣❡s ✷❉ ❞❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s ré❡❧❧❡s ✭✈♦✐r ❬✽✹❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✮✳
❙✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s sé❝❛♥t❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t sé❝❛♥t❡
♠♦❞✐✜é❡ ❞ét❛✐❧❧é❡s ❝✐✲❞❡ss✉s s♦♥t ❝♦♠♣❛ré❡s ❛✈❡❝ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡
❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ♣❛r ♣❤❛s❡ ♣✉r❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡ (κ(r)

v = ∞)✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❝❡s
❝❛❧❝✉❧s s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
n(1) = 3.67 , c(2) = 0.1, µe = 70●P❛ , κe = 161●P❛ , σ

(1)
0 = 1●P❛ , ε

(2)
0m = 333.10−6.

t (s)
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

σ
(2
)

m
(P

a)

×10 7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

0

full-field calculations (finite element)
modified secant = affine modifed
classical secant = classical affine

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✸ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥

✸✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
▲❡ tr❛✈❛✐❧ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st r❡❧❛t✐❢ à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♠✐❝r♦✲♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞✉ ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡s ❞♦♥t ❧❡s ♣❤❛s❡s ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡
♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ P♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❡✛❡❝t✐✈❡s ❞✉ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐
✉♥ ▼✐❧✐❡✉ ▲✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♣❤❛s❡s ❡st ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡
❧✐♥é❛✐r❡✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❞❛♥s
❧❡ ❜✉t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❡✛❡❝t✐✈❡s ❞❡ ♠✐❧✐❡✉① ♣✉r❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉① ✭♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❛st✐q✉❡ ♥é✲
❣❧✐❣é✮ s♦♥t ♣rés❡♥té❡s✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ à ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ♣♦ssé❞❛♥t
✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬❡s✲
t✐♠❛t✐♦♥ ✭❙é❝❛♥t✱ ❆✣♥❡ ❡t ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❞❡ t②♣❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ✭❝❤❛r❣❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❞❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ▼❖❳✮✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s
sé❝❛♥t ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ❛✣♥❡ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✐rré❛❧✐st❡s✳ ❈❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s s♦♥t q✉❛❧✐✲
t❛t✐✈❡♠❡♥t ❛♠é❧✐♦ré❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ sé❝❛♥t ♠♦❞✐✜é ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ q✉✐
s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts ♣♦✉r ❝❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré✳ ▲❡s ❝✐♥ét✐q✉❡s ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥
❡st✐♠é❡s r❡st❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t tr♦♣ ❢❛✐❜❧❡s ♣❛r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ à ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♦❜t❡♥✉s
♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳
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❱■✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❈❡tt❡ ét✉❞❡ ❛ été ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❞❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ▼❖❳
q✉✐ s♦♥t ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❤étér♦❣è♥❡s ✭❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉① ❡t ❧❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥t s♦♥t
❞✐✛ér❡♥ts ❞❛♥s ❧❡s ♣❤❛s❡s✮ ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❞❡ t②♣❡ ♠❛tr✐❝❡✲✐♥❝❧✉s✐♦♥s✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❡st ❞❡ ♥❛t✉r❡ ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ✈✐❡✐❧❧✐ss❛♥t❡
✭♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s é✈♦❧✉❛♥t ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✮ ❛✈❡❝ ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧✐❜r❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
❞❡s ❣♦♥✢❡♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s✳ ▲❡ ✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ♥✬❛②❛♥t ♣❛s été ❝❛r❛❝tér✐sé s✉r ❧❡ ❝♦♠❜✉s✲
t✐❜❧❡ ✐rr❛❞✐é ✭♣❛s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✮✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛✈♦✐r r❡❝♦✉rs à ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s s✉r ❧❡
▼❖❳ ✈✐❡r❣❡ ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡ ✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ♣✉✐s ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✬❡①❛♠❡♥s ♣♦st✲
✐rr❛❞✐❛t♦✐r❡s s✉r ❝r❛②♦♥s ✐rr❛❞✐és✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s s✉r ❝r❛②♦♥s ✐rr❛❞✐és q✉❡ ♥♦✉s
❛❧❧♦♥s ❡①♣❧♦✐t❡r s♦♥t ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❡t ❞❡ ❝♦♠❜❧❡♠❡♥t ❞✬é✈✐❞❡♠❡♥ts ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❡♥
ré❣✐♠❡ ♥♦♠✐♥❛❧✳
❆♣rès ✉♥ ❜r❡❢ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞r❡ssé s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠✉❧t✐♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ ❝r❛②♦♥ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ s♦✉s
✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❞✬ét✉❞❡ ✭❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ▼❖❳✮
♣❛r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ s❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❡t ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐❝♦✲❝❤✐♠✐q✉❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❛✉
❝♦✉rs ❞❡ ❧✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❊♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♠✐❝r♦✲♠é❝❛♥✐q✉❡s q✉✐
r❡♣♦s❡♥t s✉r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❞✬ét✉❞❡ ✭❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ▼❖❳✮ ❡t
q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❞✉ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♣♦✉r ❞✐✈❡rs❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥t ✭é❧❛st✐q✉❡✱ t❤❡r♠♦✲é❧❛st✐q✉❡✱ ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ❡t t❤❡r♠♦✲✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡✮✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① é❧❛st✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛ssé ❡♥ r❡✈✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❤♦♠♦✲
❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❡✛❡❝t✐✈❡s ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① ❤étér♦✲
❣è♥❡s✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ▼♦r✐✲❚❛♥❛❦❛ ❛ été ❡♠♣❧♦②é ♣♦✉r ét❛❜❧✐r ❧❡s
♠♦②❡♥♥❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❛②❛♥t ✉♥ ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧✐❜r❡s ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ✭❝❛s ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡
▼❖❳✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼♦r✐✲❚❛♥❛❦❛ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ❝❛r ❝❡ ♠♦❞è❧❡ s✬❛✈èr❡
♣❡rt✐♥❡♥t ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s ❞❡ t②♣❡ ♠❛tr✐❝❡✲✐♥❝❧✉s✐♦♥s ✭❜♦♥♥❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s
❥✉sq✉✬à ✷✵✪ ❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥s✮✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡s ❡t t❤❡r♠♦✲✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ▼❛♥❞❡❧ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼♦r✐✲❚❛♥❛❦❛ ♥♦✉s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬é✈❛❧✉❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡✲
♠❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥ ✈✐❡✐❧❧✐ss❛♥t✳
❈❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ét❡♥❞✉s ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❡s ♣r♦♣r✐étés é❧❛st✐q✉❡s ❡t ✈✐sq✉❡✉s❡s ❞é♣❡♥❞❡♥t
❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞✉ t❡♠♣s ✭❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐❡✐❧❧✐ss❛♥t✮✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✭❝❛s ✈✐❡✐❧❧✐ss❛♥t✮✱
❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❡✛❡❝t✐✈❡s ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ s♦♥t ❞é❝r✐t❡s à tr❛✈❡rs ✉♥❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❡t ✐♥❝ré✲
♠❡♥t❛❧❡✳ ▲❡ ❝❛s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① à ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ♣✉r❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡ ❛ été ❛✉ss✐ ét✉❞✐é ❛✈❡❝ ❧❡s
♠♦②❡♥♥❡s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ q✉✐ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
▼♦r✐✲❚❛♥❛❦❛✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ✉♥ ▼✐❧✐❡✉ ▲✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ❧♦✐
❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❞❡✈✐❡♥t ❧✐♥é❛r✐sé❡✳ P❛r
❧❛ s✉✐t❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ✭❛♣♣r♦❝❤❡s sé❝❛♥t❡s ❡t ❛✣♥❡s✮ ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s
❛✜♥ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❡✛❡❝t✐✈❡s ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s❡✉❧ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ✭♣♦t❡♥t✐❡❧
✈✐sq✉❡✉①✮✳ ▲❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦♥t été ❡♥s✉✐t❡ ét❡♥❞✉❡s ♣♦✉r ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡s ❧✐♥é❛r✐sés✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❞❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ▼❖❳ ✭❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ❣♦♥✢❡✲
♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s✮ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s sé❝❛♥t ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ❛✣♥❡ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣✉r❡♠❡♥t
é❧❛st✐q✉❡s ✭♣❛s ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✮✳ ❈❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s s♦♥t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❝♦rr✐❣é❡s ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ sé❝❛♥t ♠♦❞✐✜é ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ q✉✐ s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts ♣♦✉r
❝❡ ❝❛s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ sé❝❛♥t❡ ♠♦❞✐✜é❡ ❡st q✉❛❧✐t❛t✐✈❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ♠❛✐s ♣❛s
q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝✐♥ét✐q✉❡ ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ q✉✐ ❡st ❛ss❡③ ❢❛✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐❡r ❝♦♥s✐❞éré✳ ❈✬❡st ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ✐♥té❣ré❡ ❛✉ ❢♦r♠❛t ▼❋❘❖◆❚ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡✉① ♦✉ tr♦✐s
♣❤❛s❡s ❬✽✺❪q✉✐ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❞❡ ❆▲❈❨❖◆❊ ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♠❜✉s✲



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✽✼

t✐❜❧❡s ▼❖❳ ❬✽✻❪✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① r❡❧❛t✐❢s ❛✉ ♠♦❞è❧❡ sé❝❛♥t ♠♦❞✐✜é q✉✐ ♦♥t ♣♦rté✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ s✉r ❧❛
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡①❛❝t❡s ✭❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬✉♥ ❣♦♥✢❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧✮ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt s✉r
❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♠é❧✐♦ré❡✱ ♦♥t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❞❡✉① ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s
❞✐st✐♥❝t❡s ❛✉ ❈♦❧❧♦q✉❡ ❋r❛♥❝♦✲❘♦✉♠❛✐♥ ❬✽✼❪ ❡t ❛✉ ❈♦♥❣rès ❋r❛♥ç❛✐s ❞❡ ▼é❝❛♥✐q✉❡ ❬✽✽❪✳
❊♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✱ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ét❡♥❞✉ à ❞✬❛✉tr❡s s❝❤é♠❛s ❞❡ ❧✐♥é❛r✐✲
s❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sés ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❬✽✵❪ ❞♦♥t ❧✬♦❜❥❡t ❡st ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✣♥❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t r❡t❡♥✉ s❡r❛ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❛♣♣❧✐q✉é à ❞✬❛✉tr❡s ❝❛s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t✳ ❆✐♥s✐ ❧❛
❧♦✐ ✷ ❡t ✸✲♣❤❛s❡s ❞é❥à ✐♥té❣ré❡ ❛✉ ❢♦r♠❛t ▼❋❘❖◆❚ ❞❛♥s ❆▲❈❨❖◆❊ s❡r❛ ❝♦rr✐❣é❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛♣✲
♣r♦❝❤❡ r❡t❡♥✉❡ ♣✉✐s ✈❛❧✐❞é❡ ♣❛r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s é✈♦q✉é❡s ♣❧✉s ❤❛✉t✳ ▲❡s
rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡s ❝❛❧❝✉❧s ❝♦♠♣❧ét❡r♦♥t ❧✬ét✉❞❡ ❡t ❢❡r♦♥t ❧✬♦❜❥❡t ❞❛♥s ❧❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡ t❤ès❡ ❞✬✉♥❡
s❡❝t✐♦♥ ❞é❞✐é❡ à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❝r❛②♦♥s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s✳
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❈❍❆P■❚❘❊ ✷

❙♦❧✉t✐♦♥s ❡①❛❝t❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❡✛❡❝t✐❢ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡s

✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s♦✉s
❝❤❛r❣❡♠❡♥t ✐s♦tr♦♣❡

❘és✉♠é ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✿

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ♠✐♥é❛✐r❡ q✉✐
r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ✿ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❡

❜✉t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❡r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❧♦❝❛✉① ❞❛♥s ✉♥ ❱❊❘ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ s♦✉♠✐s à ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t
♣✉r❡♠❡♥t ✐s♦tr♦♣❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉① ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡♥ ❧♦✐
♣✉✐ss❛♥❝❡✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❧♦❝❛❧ ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬ét❛❜❧✐r ❧❛ ❧♦✐ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥
❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ❡t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✭❝♦♥tr❛✐♥t❡
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✮ q✉✐ ❡st ré❣✐❡ ♣❛r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ✐♥té❣r♦✲❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱
❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t✳ ❆
♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ s♦♥t ét❛❜❧✐s t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❝❤❛♠♣s ♠♦②❡♥s ♣❛r
♣❤❛s❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✳ ❆✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r
❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ tr♦✉✈é❡ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s r❡❧❛t✐✈❡s à ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡♥
❝❤❛♠♣s ❝♦♠♣❧❡ts s✉r ✉♥ ❱❊❘ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s ♣♦✉r ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡
❣♦♥✢❡♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥♥❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❜♦r❞ ❡①tér✐❡✉r ❞✉ ❱❊❘ q✉✐
❡st ❧✐❜r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ P♦✉r ✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ♠♦❞éré❡ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥s (≤ 30%)✱ ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ s✬❛✈èr❡ êtr❡ ❡♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡♥ ❝❤❛♠♣s
❝♦♠♣❧❡ts ✭❝❛❧❝✉❧s ❋❋❚✮✳

✽✾
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❙♦♠♠❛✐r❡
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■■✳ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✶✳ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✷✳ ❘❛♣♣❡❧s ❞❡ q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s✉r ❧❛ s♣❤èr❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

■■■✳ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✾✼
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✷✳ ❈❤❛♠♣s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❧♦❝❛✉① ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽
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✺✳ Pr❡♠✐❡r ❡t s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥ts ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

■❱✳ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❡①❛❝t❡s ♣♦✉r ❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✶✳ ❙♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ❤♦♠♦❣è♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹
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✸✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✾✶

■✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❊♥ ♣r✐♥❝✐♣❡✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❡t ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞✉ ❱♦❧✉♠❡ ➱❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ✭❱❊❘✮ ❡t ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡
❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❡✛❡❝t✐✈❡s ♣❛r ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡✳ P♦✉r ❞❡s ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s
❛②❛♥t ✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡ ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡✱ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡①❛❝t❡s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉① ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡t
❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ♣♦✉r ❞❡s ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s très ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❧❡s
❝❤❛♠♣s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❧♦❝❛✉① ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥és ❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡s ❞❛♥s ❝❡
❝❛s s♦♥t é✈❛❧✉é❡s q✉✬❛ tr❛✈❡rs ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛tr✐❝❡s ✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r ♣ré❞✐r❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❧♦❝❛❧❡s
❡t ❡✛❡❝t✐✈❡s ❞❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s ❜✐♣❤❛sé❡s s♦✉s ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ✐s♦tr♦♣❡ ❞♦♥t ❧❡s ♣❤❛s❡s ♦♥t ✉♥
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ▲❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥s s♣❤ér✐q✉❡s ♥♦②é❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✭❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡s s♣❤èr❡s ❝♦♠♣♦s✐t❡s ❞❡ ❍❛s❤✐♥
❬✹✹❪✮✳ P♦✉r ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s ❢r❛❝t✐♦♥s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥s✱ ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s s♦♥t
❢❛✐❜❧❡s ❡t ❧❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♣❡✉t✲êtr❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡✳ P♦✉r ❝❡
❱❊❘ s✐♠♣❧✐✜é ❧❡s ❝❤❛♠♣s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❧♦❝❛✉①✱ s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧♦❝❛❧✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ét❛❜❧✐s
❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t ❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❡✛❡❝t✐✈❡s ❞✉ ❝♦♠♣♦s✐t❡ s✬♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❛❧♦rs ♣❛r ✉♥❡ ❞é♠❛r❝❤❡
❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦✲
str✉❝t✉r❡✱ ❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡s s♣❤èr❡s ❝♦♠♣♦✲
s✐t❡s ❞❡ ❍❛s❤✐♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ ❙♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛❜♦r❞❡r ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✭s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ à
❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ s❡❝t✐♦♥ ■■✳✮✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡♠♣❧♦②❡r
❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡t ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té✱ ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡t ❛✉ ❜♦r❞
❡①tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✱ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧♦❝❛❧ t♦✉t ❡♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❧❡s ❝❤❛♠♣s ♠é✲
❝❛♥✐q✉❡s ❧♦❝❛✉① ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❞✉ ❝♦♠♣♦s✐t❡✳ ❉❛♥s ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
♣rés❡♥t❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ♠✐❝r♦str✉❝✲
t✉r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ■■■✳✮✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡①♣♦s❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡①❛❝t❡s ♦❜t❡♥✉❡s
❞❛♥s ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ✭s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ❤♦♠♦❣è♥❡✱ s♣❤èr❡
❝♦♠♣♦s✐t❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✮ ❡t ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s
✭❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ❡♥ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦✉ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s✱ ❣♦♥✢❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧
❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥♥❛✐r❡✮ ✭s❡❝t✐♦♥ ■❱✳✮✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ❱✳✮
❡st ❞é❞✐é❡ à ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s r❡❧❛t✐✈❡s à ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡♥ ❝❤❛♠♣s ❝♦♠♣❧❡ts s✉r ✉♥ ❱❊❘
♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❛✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ tr♦✉✈é❡✳ ▲❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré ❞❛♥s
❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞❡ t②♣❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥♥❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❜♦r❞
❡①tér✐❡✉r ❞✉ ❱❊❘ q✉✐ ❡st ❧✐❜r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳
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■■✳ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω ❝♦♥t❡♥❛♥t ❡♥ s♦♥ ❝❡♥tr❡ ✉♥❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥
s♣❤ér✐q✉❡ ❞❡ r❛②♦♥ a ❞♦♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭♣❤❛s❡ ✷✮✱ ❡♥t♦✉ré❡
❞✬✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ s♣❤ér✐q✉❡ ❞❡ r❛②♦♥ ❡①tér✐❡✉r b ❞♦♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡
♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭♣❤❛s❡ ✶✮✳ ▲❡s ❢r❛❝t✐♦♥s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡t ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥
♥♦té❡s c(1) ❡t c(2) s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✿

c(1) = 〈χ(1)(x)〉Ω , c(2) = 〈χ(2)(x)〉Ω =
(a
b

)3
❡t c(1) + c(2) = 1, ✭✷✳✶✮

♦ù χ(1)(x) ❡t χ(2)(x) ❞és✐❣♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ♦❝✲
❝✉♣és ♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡t ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r 〈•〉Ω r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ s✉r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ é❧é✲
♠❡♥t❛✐r❡ Ω✳
P❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞❡ s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥s✱ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ❡ss❛✐s ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ✢✉❛❣❡✱ s♦♥t ❝♦♥s✐✲
❞érés✳

• ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ s♣❤ér✐q✉❡ ❡t ✉♥✐❢♦r♠❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ ❜♦r❞ ❡①tér✐❡✉r ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ é❧é♠❡♥✲
t❛✐r❡ ✭❡ss❛✐ ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥✮ ✿ u(x , t) = εm(t)x s✉r ∂Ω✳

• ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s♣❤ér✐q✉❡ ❡t ✉♥✐❢♦r♠❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ ❜♦r❞ ❡①tér✐❡✉r ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡
✭❡ss❛✐ ❞❡ ✢✉❛❣❡✮ ✿ σ(x , t).n(x) = σm(t)n(x) s✉r ∂Ω✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✕ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡

❈❡s ❞❡✉① s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥s✱ ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥✱ s♦♥t ❝♦✉♣❧é❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ s♦❧❧✐❝✐✲
t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ε

(2)
0 ✱ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥ts

❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s✳
▲❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡s ♣❡t✐t❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ s♦✉s
❢♦r♠❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ✿

ε(x , t) = εe(x , t) + εv(x , t) + ε
(2)
0 χ(2)δ. ✭✷✳✷✮

▲❡s ❝❤❛♠♣s t❡♥s♦r✐❡❧s εe ❡t εv r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s é❧❛st✐q✉❡s ❡t ✈✐s✲
q✉❡✉s❡s✳ ▲❡ t❡r♠❡ ε

(2)
0 δ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ q✉✐ ❡st s✉♣♣♦sé❡ ❤♦✲

♠♦❣è♥❡ ❡t s♣❤ér✐q✉❡ ✭δ ❡st ❧❡ t❡♥s❡✉r ✐❞❡♥t✐té ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉①✮✳ ▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉① ♥♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♥s✐❞éré ✐❝✐ ❞ér✐✈❡ ❞✬✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ Uv(x , σ̃)✱ σ̃ = σ2

❡q✳

ε̇v =
∂Uv

∂σ
❛✈❡❝ Uv(x , σ̃) = χ(1)(x)U (1)

v (σ̃) + χ(2)(x)U (2)
v (σ̃), ✭✷✳✸✮



▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ✾✸

♦ù U
(1)
v ❡t U

(2)
v ❞és✐❣♥❡♥t ❧❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✭❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥✈❡①❡s✮ ❛ss♦❝✐és r❡s♣❡❝t✐✲

✈❡♠❡♥t à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡t à ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✳ ▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉① ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❡st ré❣✐ ♣❛r ✉♥❡
r❡❧❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❧✐❛♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡ ε̇v à ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡
s ❡t ❝❡tt❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡ ♣❡✉t✲êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡
❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐ à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✮ s❡❧♦♥ ✿

ε̇v(x , t) = 3 s(x , t)
∂Uv

∂σ̃
(x , σ̃(x , t)) ✭✷✳✹✮

❆✐♥s✐ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

ε̇v(x , t) =
σ̇m(x , t)

3κ(x)
δ +

ṡ(x , t)

2µ(x)
+ 3 s(x , t)

∂Uv

∂σ̃
(x , σ̃(x , t)) + ε̇

(2)
0 (t)χ(2)(x)δ, ✭✷✳✺✮

♦ù κ(x) ❡t µ(x) r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ❡t ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡s✱ q✉✐
s♦♥t ❝♦♥st❛♥ts ♣❛r ♣❤❛s❡✳

κ(x) = κ(1)χ(1)(x) + κ(2)χ(2)(x) ❡t µ(x) = µ(1)χ(1)(x) + µ(2)χ(2)(x) ✭✷✳✻✮

▲❡ ✈♦❧✉♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ét✉❞✐é✱ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ✐s♦tr♦♣❡s✱ ❡st à s②♠étr✐q✉❡ s♣❤ér✐q✉❡✳
❉❡ ♣❧✉s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❡①tér✐❡✉r ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡
♣♦ssè❞❡♥t ❛✉ss✐ ❧❛ s②♠étr✐❡ s♣❤ér✐q✉❡✳ ■❧ ❡st ❧é❣✐t✐♠❡ ❞♦♥❝ ❞❡ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛✲
❝❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♣❤ér✐q✉❡s (r, θ, ϕ) ❡st r❛❞✐❛❧✳

u̇(x , t) = u̇(r , t)er, ✭✷✳✼✮

♦ù er ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ r❛❞✐❛❧✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡st r❛❞✐❛❧ ❡t ♥❡ ❞é♣❡♥❞
q✉❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡s♣❛❝❡ r ❡t ❞✉ t❡♠♣s t ❛❧♦rs ❧❡s t❡♥s❡✉rs ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
s♦♥t ❞✐❛❣♦♥❛✉① ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♣❤ér✐q✉❡s ❡t ♦♥ ❛ ✿ ε̇ϕϕ(r, t) = ε̇θθ(r, t) ❡t
σϕϕ(r, t) = σθθ(r, t)✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ s❡ s✐♠♣❧✐✜❡ ❞❛✈❛♥✲
t❛❣❡ ❡t ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

∂

∂r
(σrr(r, t)) +

2

r

(
σrr(r, t)− σθθ(r, t)

)
= 0 ✭✷✳✽✮

▲❛ ♣❛rt✐❡ ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ė ❡t ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s s♦♥t ❝♦❧✐♥é❛✐r❡s
❛✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡ t❡♥s❡✉r ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ♥♦té ❞ ✳

ė =
ε̇rr − ε̇θθ

3
❞ , s =

σrr − σθθ

3
❞ ❛✈❡❝ ❞ =



2 0 0
0 −1 0
0 0 −1


 ✭✷✳✾✮

▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❡ ❱♦♥ ▼✐s❡s ❞❛♥s ❝❡ ❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ s②♠étr✐❡ s♣❤ér✐q✉❡ ❡st ❞♦♥♥é❡
♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ σ❡q(r, t) = |σθθ(r, t) − σrr(r, t)|✳ P♦✉r ✉♥❡ é❝r✐t✉r❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞✉ ❞é✈✐❛t❡✉r
❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♥♦té❡ σs(r, t) =
σθθ(r, t)− σrr(r, t)✳ ❆✐♥s✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

σ2
s = σ2

❡q = σ̃ ❡t s = −σs

3
❞ ✭✷✳✶✵✮



✾✹ ▼❖❉➮▲❊ ❉❊ ▲❆ ❙P❍➮❘❊ ❈❖▼P❖❙■❚❊

✶✳ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s✮ s♦♥t ✐s♦tr♦♣❡s
❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬✐s♦tr♦♣✐❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡✱ ❧❡s t❡♥s❡✉rs
❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡t ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡s s♦♥t s♣❤ér✐q✉❡s ✿

σ(t) = σm(t)δ, ε(t) = εm(t)δ ✭✷✳✶✶✮

▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t
❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡✱ ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ✈♦❧✉♠❡
s♣❤ér✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♠♦❞❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳

σ(t) =
1

|Ω|

∫

∂Ω

σ(t).n⊗s x ❞S, ε(t) =
1

|Ω|

∫

∂Ω

u(t)⊗s n ❞S ✭✷✳✶✷✮

P♦✉r ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ s♣❤ér✐q✉❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❛✉ ❝♦♥t♦✉r ∂Ω s❡ ré❞✉✐t
❛✉ ✈❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ r❛❞✐❛❧ (n = er) ❡t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♣♦s✐t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ✭❡♥ r = b✮ ❡st
❞♦♥♥é❡ ♣❛r x = b er✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❡①tér✐❡✉r
∂Ω s✬é❝r✐✈❡♥t ✿

u(t) = u(b, t) er ❡t σ(t).n = σrr(b, t) er ✭✷✳✶✸✮

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱ ❞❛♥s t♦✉t ❧❡
✈♦❧✉♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ s♦♥t ❡①♣r✐♠é❡s ♣❛r ✿

σ(t) = σm(t) δ = σrr(b, t) δ ❡t ε(t) = εm(t) δ =
u(b, t)

b
δ ✭✷✳✶✹✮

✷✳ ❘❛♣♣❡❧s ❞❡ q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s✉r ❧❛ s♣❤èr❡

✷✳✶ ❙♦❧✉t✐♦♥s ♣✉r❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡s

▲♦rsq✉❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st s♦✉♠✐s à ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t à ❧✬✐♥st❛♥t ✐♥✐t✐❛❧ t = 0 ❛❧♦rs ❧❛
ré♣♦♥s❡ à ❝❡t ✐♥st❛♥t ❡st ♣✉r❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à rés♦✉❞r❡ ❡st ❞♦♥❝ ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥❡
s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❡st é❧❛st✐q✉❡✳ ❉❡s s♦❧✉t✐♦♥s
❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧❛st✐q✉❡✱ ♣♦✉r ❞❡s ❝❤❛r❣❡♠❡♥ts ✐s♦tr♦♣❡s✱ ♦♥t été ♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❬✹✹❪✳
▲❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ❡✛❡❝t✐❢ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

κ̃ =
4κ(1)κ(2) + 4µ(1)

(
c(1)κ(1) + c(2)κ(2)

)

3c(1)κ(2) + 3c(2)κ(1) + 4µ(1)
✭✷✳✶✺✮

▲❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❡st s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t
s♦✉♠✐s❡ à ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ✐s♦tr♦♣❡ (ε = εm δ) ❡t à ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ❞❛♥s
❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ε

(2)
0 ✱ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉s✳ ❊❧❧❡s s✬é❝r✐✈❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t

• ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡t ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✿





u(1)(r) =
(3κ(2) + 4µ(1)) εm − 3 c(2) κ(2)ε

(2)
0

3 c(2) κ(1) + 3 c(1) κ(2) + 4µ(1)
r +

(κ(1) − κ(2)) εm + κ(2)ε
(2)
0

3 c(2) κ(1) + 3 c(1) κ(2) + 4µ(1)

3a3

r2

u(2)(r) =
(3κ(1) + 4µ(1)) εm + 3 c(1) κ(2) ε

(2)
0

3 c(2) κ(1) + 3 c(1) κ(2) + 4µ(1)
r



▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ✾✺

• ❝♦♥tr❛✐♥t❡ r❛❞✐❛❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡t ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✿




σ(1)
rr (r) = 3κ(1) (3κ

(2) + 4µ(1)) εm − 3 c(2) κ(2) ε
(2)
0

3 c(2) κ(1) + 3 c(1) κ(2) + 4µ(1)
− 12µ(1) (κ(1) − κ(2))εm + κ(2)ε

(2)
0

3 c(2)κ(1) + 3 c(1)κ(2) + 4µ(1)

(a
r

)3

σ(2)
rr (r) = 3κ(2) (3κ

(1) + 4µ(1)) εm − (3 c(2) κ(1) + 4µ(1))ε
(2)
0

3 c(2) κ(1) + 3 c(1) κ(2) + 4µ(1)

• ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✿

σ(1)
❡q (r) = 18µ(1)

(a
r

)3
∣∣∣(κ(1) − κ(2)) εm + κ(2) ε

(2)
0

∣∣∣
3 c(2) κ(1) + 3 c(1) κ(2) + 4µ(1)

✭✷✳✶✻✮

P♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✭❣♦♥✢❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ♥♦té ε0m✮✱ ✐❧
❢❛✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣✉r❡♠❡♥t t❤❡r♠✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❡st s♦✉♠✐s❡ à
✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❜♦r❞ ❡①tér✐❡✉r q✉✐ ❡st ❧✐❜r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳

σ(1)
rr (b) = 0 → ε0m =

c(2)κ(2) (3κ(1) + 4µ(1))

3κ(1) κ(2) + 4µ(1) (c(1) κ(1) + c(2) κ(2))
ε
(2)
0 ✭✷✳✶✼✮

▲♦rsq✉❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st t♦✉❥♦✉rs s♦✉♠✐s❡ à ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ε
(2)
0 ♠❛✐s q✉✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ✐s♦tr♦♣❡ (σ = σm δ) ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❡①tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡
❝♦♠♣♦s✐t❡✱ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s♦♥t ❛❧♦rs ♦❜t❡♥✉s ❡♥ s✉❜st✐t✉❛♥t ❧❛
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ εm ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♣❛r ✿

εm =
σm

3κ̃
+ ε0m ✭✷✳✶✽✮

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s✬é❝r✐t ✿

σ(1)
❡q (r) = 6µ(1)

(a
r

)3
∣∣∣3κ(1)κ(2)ε

(2)
0 + σm (κ(1) − κ(2))

∣∣∣
3κ(1)κ(2) + 4µ(1)(c(1)κ(1) + c(2)κ(2))

. ✭✷✳✶✾✮

✷✳✷ ❙♦❧✉t✐♦♥s ♣✉r❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉s❡s

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝r❡✉s❡ s♦✉s ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ✐s♦tr♦♣❡ ❛ été ✉t✐❧✐sé ♣❛r ▼✐❝❤❡❧ ❡t ❙✉q✉❡t ❬✼✽❪
❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❞❡ ♠✐❧✐❡✉① ♣♦r❡✉① à tr❛✈❡rs ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✱ ❞❡ ♥❛t✉r❡ ✈✐s❝♦♣❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
❡t ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✱ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ Uv ❡♥ ❧♦✐ ♣✉✐ss❛♥❝❡

Uv(σ) =
σ0 ε̇0

(n+ 1)

(
σ❡q

σ0

)n+1

✭✷✳✷✵✮

♦ù ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ε̇0✱ σ0 ❡t n s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉①
♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✳ ▲❛ s♣❤èr❡ ❞❡ ♣♦r♦s✐té f = a3/b3 ❡st s♦✉♠✐s❡ à ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❤②❞r♦✲
st❛t✐q✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡ σm s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❡①tér✐❡✉r (r = b)✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛②❛♥t ✉♥❡ s②♠étr✐❡ s♣❤ér✐q✉❡✱
❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡st r❛❞✐❛❧ ❡t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✲
❧✐❜r❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬ét❛❜❧✐r ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞❡s
❝❤❛♠♣s ❧♦❝❛✉①✱ s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡✳



✾✻ ▼❖❉➮▲❊ ❉❊ ▲❆ ❙P❍➮❘❊ ❈❖▼P❖❙■❚❊

• ❝✐♥ét✐q✉❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✿

u̇(r) =
ε̇0
2

[
1

n
(
1− f

1
n

) 3 σm

2 σ0

]n
a3

r2
✭✷✳✷✶✮

• ❝♦♥tr❛✐♥t❡ r❛❞✐❛❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✿

σrr(r) =

1−
(
a

r

) 3
n

1− f
1
n

σm ✭✷✳✷✷✮

• ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✿

σ❡q(r) =
3

2n

(
a

r

) 3
n

(
1− f

1
n

) σm ✭✷✳✷✸✮

❯♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✓ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ✔ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱ q✉✐ ❡st s✉♣♣♦sé
❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦r♦s✐té ❡t ❞❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ✐♥✈❛r✐❛♥ts ✭❤②♣♦t❤ès❡ ✈❛❧✐❞é❡ ♣❛r ❉✉✈❛ ❡t ❍✉t✲
❝❤✐♥s♦♥ ✭❬✽✾❪✮✮✱ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Ũv(σm, σ❡q, f) =
σ0ε̇0
n+ 1

[
9

4
A(f)

(
σm

σ0

)2

+B(f)

(
σ❡q

σ0

)]n+1
2

✭✷✳✷✹✮

❉❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts A(f) ❡t B(f) ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ♦♥t été
✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ét❛❜❧✐❡s ♣❛r ❈♦❝❦s ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥
❞❡ B(f) ❛ été ❛❥✉sté❡ ❛✜♥ ❞❡ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❝♦♥♥✉❡s✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱
P♦♥t❡ ❈❛st❡♥❛❞❛ ❛ ♣r♦♣♦sé ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts A(f) ❞❡ B(f) ❡♥ ét❛❜❧✐ss❛♥t ❞❡s
❜♦r♥❡s r✐❣♦✉r❡✉s❡s ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✐❢ à tr❛✈❡rs ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts q✉✐ ❞ér✐✈❡♥t ❞❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♣❛s ❛✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❛❧②✲
t✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝r❡✉s❡ s♦✉s ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ▼✐❝❤❡❧ ❡t ❙✉q✉❡t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡①❛❝ts ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝r❡✉s❡
s♦✉s ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ✐s♦tr♦♣❡✱ ♦♥t r❡tr♦✉✈é ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ B(f) ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❈♦❝❦s ❡t
❈❛st❡♥❛❞❛ ❡t ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t A(f)✳

A(f) =
[
n
(
f− 1

n − 1
)]− 2n

n+1
, B(f) =

(
1 +

2

3
f

)(
1− f

)− 2n
n+1 ✭✷✳✷✺✮



❙♦❧✉t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✾✼

■■■✳ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡
♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡

✶✳ ➱q✉❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s
P♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❧♦❝❛✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐✲
♥é❛✐r❡✱ ♥♦✉s ♣❛rt♦♥s ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✺✮ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♣❤ér✐q✉❡s ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

(ε̇rr − ε̇θθ)❞ =
σ̇s

2µ(r)
❞− 3 σs

∂Uv

∂σ̃
❞, ✭✷✳✷✻✮

♦ù ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t µ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿ µ(r) = µ(2) s✐ r < a ❡t µ(r) = µ(1) s✐ r > a✳ ❊♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ σs q✉✐ ❡st ré❣✐❡ ♣❛r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❛✈❡❝ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡✳

σ̇s(r, t) + 6µ(r) σs(r, t)
∂Uv

∂σ̃

(
r, σ2

s(r, t)
)
= −2µ(r)

[
r
∂

∂r

(
u̇(r, t)

r

)]
. ✭✷✳✷✼✮

▲♦rsq✉✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ à ♣rés❡♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ s♣❤ér✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✺✮ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❞ét❡r♠✐♥❡r
♣❛r ✉♥❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ εm q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❛✣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠♦②❡♥♥❡ σm✳

εm(r, t) =
1

3κ(r)
σm(r, t) + ε

(2)
0 (t)χ(2)(r), ✭✷✳✷✽✮

♦ù κ(r) = κ(2) s✐ r < a ❡t κ(r) = κ(1) s✐ r > a✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❛ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡s
✈✐t❡ss❡s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡❧✐❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ r❛❞✐❛❧❡
❛✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t r❛❞✐❛❧✳

∂

∂r

(
r3σrr(r, t)

)
= 3κ(r)

[
∂

∂r

(
r2u(r, t)

)
− 3 r2ε

(2)
0 (t)χ(2)(r)

]
. ✭✷✳✷✾✮

❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥té❣ré❡ ❡t ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡
❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t r❛❞✐❛❧ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❡t ♣♦✉r t♦✉t ✐♥st❛♥t ❡st ♥✉❧ (u(0 , t) = 0)✱ ♥♦✉s
♦❜t❡♥♦♥s ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳

σrr(r, t) =





3κ(1)
(u(r, t)

r
− λ(t)

b3

r3

)
, ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

3κ(2)
(u(r, t)

r
− ε

(2)
0 (t)

)
, ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥

✭✷✳✸✵✮

♦ù λ(t) ❞és✐❣♥❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞♦♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣❡✉t ❡tr❡ ét❛❜❧✐❡ ❡♥ ✉t✐✲
❧✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ♦✉ ❡♥ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❤♦♠♦❣è♥❡s
❛♣♣❧✐q✉é❡s s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❡①tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ✭❡♥ r = b✮✳

λ(t) =
u(1)(b, t)

b
− σ

(1)
rr (b, t)

3κ(1)
.



✾✽ ▼❖❉➮▲❊ ❉❊ ▲❆ ❙P❍➮❘❊ ❈❖▼P❖❙■❚❊

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❛❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ λ ❞és✐❣♥❡ ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥✲
t❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❡st ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ (c(2) 6= 0)✱ ✈♦✐r éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✻✮✳
❊♥ s❡ s❡r✈❛♥t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✵✮ ❝♦♠❜✐♥é❡ ❛✈❡❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❛❧♦rs ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ σs s✬é❝r✐t ✿

2

3
σs(r, t)− 3κ(1)λ(t)

b3

r3
χ1(r) = κ(r) r

∂

∂r

(u(r, t)
r

)
✭✷✳✸✶✮

P❛r ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✶✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✷✳✷✼✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
✜♥❛❧❡♠❡♥t ✿

[
1 +

4µ(r)

3κ(r)

]
σ̇s + 6µ(r)σs

∂Uv

∂σ̃
= 6µ(r)λ̇(t)

κ(1)χ(1)(r)

κ(r)

( b3
r3

)
. ✭✷✳✸✷✮

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ét❛❜❧✐❡✱ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ❡t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡
❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t σs✱ ❡st ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡t ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✳
▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❞✉ ❝♦♠♣♦st❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣✉r❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡✳ P♦✉r t♦✉s ❧❡s
❝❤❛♠♣s ♠é❝❛♥✐q✉❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣✉r❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡✱ ❧❡✉rs ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s
s♦♥t ❞♦♥♥é❡s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶

✷✳ ❈❤❛♠♣s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❧♦❝❛✉① ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ✭✷✳✸✷✮ ❡st ♥✉❧ ✭❝❛r χ(1)(r) ❡st ♥✉❧❧❡
❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✮ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ q✉✐ s✬é❝r✐t ✿

(
1 +

4µ(2)

3κ(2)

)
σ̇(2)
s (r, t) + 6µ(2)σ(2)

s (r, t)
∂U

(2)
v

∂σ̃

(
σ̃(2)(r, t)

)
= 0, ✭✷✳✸✸✮

❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ σ
(2)
s (r, 0) = 0 ✭ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ é❧❛st✐q✉❡ ❡st

♥✉❧❧❡✱ ✭σ(2)
❡q (r, 0) = |σ(2)

s (r, 0)| = 0✮✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ U (2)
v ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ σ̃✱ ❧✬✉♥✐q✉❡

s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st σ
(2)
s (r, t) = 0✳ ❉♦♥❝ ❧❛

ré♣♦♥s❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st ♣✉r❡♠❡♥t s♣❤ér✐q✉❡ (σrr = σθθ) ❡t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❛r✐❡
❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ r ✭r❡❧❛t✐♦♥ ✷✳✸✶✮✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝❤❛♠♣s ♠é❝❛♥✐q✉❡s
❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ s✬é❝r✐✈❡♥t ✿





u(2)(r, t) = r C(t)

σ
(2)
rr (r, t) = σ

(2)
m (r, t) = 3κ(2)

(
C(t)− ε

(2)
0 (t)

)

σ
(2)
s (r, t) = σ

(2)
❡q (r, t) = 0

✭✷✳✸✹✮

■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐té ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s ❝❤❛♠♣s
♠é❝❛♥✐q✉❡s ét❛❜❧✐s ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥✉❧❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ σ(2)

s ❞✉❡ ❛✉① ❝❤❛r❣❡♠❡♥ts
♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❝♦♥s✐❞érés ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡ q✉✐ s♦♥t t♦✉s ❞❡ s②♠étr✐❡ s♣❤ér✐q✉❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❧❛
❝♦♥tr❛✐♥t❡ r❛❞✐❛❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ s❝❛❧❛✐r❡ C(t) q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡
❝♦♥t✐♥✉✐té à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✭❡♥ r = a✮✳

u(1)(a, t) = aC(t), 3κ(2)
(
C(t)− ε

(2)
0 (t)

)
= 3κ(1)

(
u(1)(a, t)

a
− λ(t)

c(2)

)
. ✭✷✳✸✺✮



❙♦❧✉t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✾✾

❊♥ s✉❜st✐t✉❛♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡
éq✉❛t✐♦♥ ❛❧♦rs ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ s❝❛❧❛✐r❡ λ(t) q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ s❝❛❧❛✐r❡ C(t) ❡t ❞❡s ♣r♦✲
♣r✐étés ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✳

λ(t) = −c(2)
[
κ(2) − κ(1)

κ(1)
C(t)− κ(2)

κ(1)
ε
(2)
0 (t)

]
. ✭✷✳✸✻✮

✸✳ ❈❤❛♠♣s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❧♦❝❛✉① ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❉❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✱ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ σs✱ ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❣é♥ér❛❧❡ ✭✷✳✸✷✮✱ ♦❜é✐t à ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♥♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ s❡❧♦♥ ✿

σ̇(1)
s (r, t) +

1

η
σ(1)
s (r, t)

∂U
(1)
v

∂σ̃
(σ̃(1)(r, t)) =

1

η
λ̇(t)

( b3
r3

)
, η =

3κ(1) + 4µ(1)

18κ(1) µ(1)
, ✭✷✳✸✼✮

❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ λ(t) q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❡①tér✐❡✉r
❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❡t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✳ ❉❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❉ s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❧❡s
❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ λ̇(t) ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t✳
▲♦rsq✉❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❡st s♦✉♠✐s❡ à ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ✿

λ̇(t)

η
=

18κ(1)µ(1)c(2)(κ(1) − κ(2))

3κ(1)κ(2) + 4µ(1)(c(1)κ(1) + c(2)κ(2))

[
σ̇m(t)

3κ(1)
− κ(2)

κ(2) − κ(1)
ε̇
(2)
0 (t)+

2

3ηκ(1)

∫ b

a

σ
(1)
s (u, t)

u

∂U
(1)
v

∂σ̃
❞u

]
.

✭✷✳✸✽✮
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ s♣❤èr❡ ❡st s♦❧❧✐❝✐té❡ ❡♥ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❤♦♠♦❣è♥❡s s✉r s♦♥ ❜♦r❞ ❡①tér✐❡✉r✱ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ λ̇(t) ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

λ̇(t)

η
=

18µ(1)c(2)
(
κ(1) − κ(2)

)

3 (c(1) κ(2) + c(2) κ(1)) + 4µ(1)

[
ε̇m(t)−

κ(2)

κ(2) − κ(1)
ε̇
(2)
0 (t) +

2

3κ(1)η

∫ b

a

σ
(1)
s (u, t)

u

∂U
(1)
v

∂σ̃
❞u

]
.

✭✷✳✸✾✮
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❡①tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛
s♣❤èr❡✱ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ σ

(1)
s ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ✐♥té❣r♦✲

❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

σ̇(1)
s (r, t) +

1

η
σ(1)
s (r, t)

∂U
(1)
v

∂σ̃
(σ̃(1)(r, t)) =

( b
r

)3
[
2α

η

∫ b

a

σ
(1)
s (u, t)

u

∂U
(1)
v

∂σ̃
(σ̃(1)(u, t))❞u+ F(t)

]
,

✭✷✳✹✵✮
♦ù α ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s é❧❛st✐q✉❡s ❞❡s ♣❤❛s❡s ❡t F(t)
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥ts ❡①❡r❝é❡s✳ ❯♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F(t)✱ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞érés✱ ❡st
❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❉✳
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✹✳ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡
❊♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬✐s♦tr♦♣✐❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✱ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✮
♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱ rés✉❧t❛♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡✲
♠❡♥t ❡♥ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❤♦♠♦❣è♥❡s✮ ❛♣♣❧✐q✉é❡s s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❡①tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡✱ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t
✐s♦tr♦♣❡ ✭r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✹✮✮✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ q✉✐ r❡❧✐❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ à
❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

σm(t) = σrr(b, t) = 3κ(1)

(
u(b, t)

b
− λ(t)

)
= 3κ(1) (εm(t)− λ(t)) ✭✷✳✹✶✮

▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ λ(t) ❞❛♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ❡♥ ♣❛rt❛♥t
❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❛r ✉♥❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡
❧♦❝❛❧❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

σ(1)
rr (b, t)− σ(1)

rr (a, t) =

∫ b

a

2

r
σ(1)
s (r, t)dr. ✭✷✳✹✷✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ r❛❞✐❛❧❡ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s
♣❤❛s❡s (σ(1)

rr (a, t) = σ
(2)
rr (a, t))✱ ❛❧♦rs ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❝♦♥❞✉✐t à ✿

3κ(1) (εm(t)− λ(t)) = 3κ(2)(C(t)− ε
(2)
0 (t)) +

∫ b

a

2

r
σ(1)
s (r, t)❞r ✭✷✳✹✸✮

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s r❡❧❛t✐❢ ❛✉① r❡❧❛t✐♦♥s ✭✷✳✸✻✮ ❡t ✭✷✳✹✸✮✱
♦♥ ét❛❜❧✐t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ λ(t) q✉✐ s✬é❝r✐t ✿

λ(t) =
c(2)(κ(2) − κ(1))

c(2)κ(1) + c(1)κ(2)

{
−εm(t) +

κ(2)

κ(2) − κ(1)
ε
(2)
0 (t) +

1

3κ(1)

∫ b

a

2

r
σ(1)
s (r, t)dr

}
✭✷✳✹✹✮

❊♥✜♥✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✷✳✹✶✮ ❡t ✭✷✳✹✹✮ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣❡✉t✲êtr❡
❡①♣r✐♠é❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ εm(t)✱ ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡
ε
(2)
0 (t) ♣r❡s❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t σ(1)

s ❞❛♥s
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✿

σm(t) =
3κ(1)κ(2)

c(2)κ(1) + c(1)κ(2)
(εm(t)− c(2)ε

(2)
0 (t))− c(2)(κ(2) − κ(1))

c(2)κ(1) + c(1)κ(2)

∫ b

a

2

r
σ(1)
s (r, t)❞r. ✭✷✳✹✺✮

❖♥ ♣❡✉t✱ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té é❧❛st✐q✉❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✭r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✺✮✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❣♦♥✢❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ✭r❡❧❛t✐♦♥
✭✷✳✶✼✮✮ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❡t ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦✲
♣✐q✉❡ s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

σm = 3 κ̃
(
εm(t)− ε0m(t)− εvm(t)

)
. ✭✷✳✹✻✮

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ✈✐sq✉❡✉s❡ εvm(t) s❡ ❞é❞✉✐t ❞❡s r❡❧❛✲
t✐♦♥s (2.45) ❡t (2.46) q✉✐ s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

εvm(t) =
4
3
c(2) (κ(1) − κ(2))

(κ(1) κ(2) + 4
3
µ(1) (c(1) κ(1) + c(2) κ(2))) (c(2) κ(1) + c(1) κ(2))

[
c(1) µ(1)

(
(κ(1)−κ(2)) εm(t)

)

+ c(1)µ(1)κ(2) ε
(2)
0 (t)−

(
c(2) κ(1) + c(1) κ(2) +

4

3
µ(1)

)∫ b

a

σ
(1)
s (r, t)

2 r
❞r

]
. ✭✷✳✹✼✮



❙♦❧✉t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✶✵✶

❊♥ s✉❜st✐t✉❛♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❡ ❱♦♥ ▼✐s❡s ✭✷✳✶✻✮ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ♣✉r❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛✲
❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ✈✐sq✉❡✉s❡ εvm s✬❛♥♥✉❧❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ ♠❡t ❡♥
é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ✈✐sq✉❡✉s❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❞é✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥é❧❛st✐q✉❡ ❞✉❡ ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉① ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡✳
■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❡t ❧❛ ♣❤❛s❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥♥❛✐r❡ ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡
❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té (κ(1) ❂ κ(2) ❂ κ̃) ❛❧♦rs ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ✈✐sq✉❡✉s❡ εvm(t) s✬❛♥♥✉❧❡
❡t ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡✈✐❡♥t ♣✉r❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡✳

σm(t) = 3 κ̃ (εm(t)− ε0m(t)). ✭✷✳✹✽✮

▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ❣♦♥✢❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ❞❡s
♣❤❛s❡s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

ε0m(t) = c(2)ε
(2)
0 (t) ✭✷✳✹✾✮

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ λ(t) ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❞❡ ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✭r❡❧❛t✐♦♥s ✭❉✳✶✮ ❡t ✭✷✳✹✹✮✮ ❝❡♣❡♥❞❛♥t
❧❡s ❞❡✉① ❡①♣r❡ss✐♦♥s r❡st❡♥t ❜✐❡♥ ❝♦❤ér❡♥t❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❞✐✈✐s❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✼✮ ♣❛r ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ r ♣✉✐s ❧✬✐♥tè❣r❡ ❞❡ a à b✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ q✉✐ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡
♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❞ér✐✈❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✹✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s✳ ❉♦♥❝ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭❉✳✶✮ ❡t ✭✷✳✹✹✮
s♦♥t ❞❡✉① ❡①♣r❡ss✐♦♥s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭❉✳✶✮ ❡st ♣❧✉s ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ♣♦✉r êtr❡
✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ✭✷✳✸✼✮ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✹✮ ❡st ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡ ♣♦✉r
❡st✐♠❡r ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦s✐t❡✳

✺✳ Pr❡♠✐❡r ❡t s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥ts ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❈♦♠♠❡ ♣rés❡♥té ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♣❛r ♣❤❛s❡
❡st ♥✉❧❧❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❡t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ σ

(2)
m

❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ✭r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✹✮✮✳ ▲♦rsq✉✬♦♥ s✉❜st✐t✉❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ C(t) ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ λ(t)
✭✷✳✸✻✮ ❞❛♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✹✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ✭♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡✮ ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ q✉✐ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

σ(2)
m (t) =

3κ(1) κ(2)

κ(2) − κ(1)

(
ε
(2)
0 (t)− 1

c(2)
λ(t)

)
,

♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ λ(t) ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✹✮ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❡st s♦✉♠✐s❡ à ✉♥❡
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❡①tér✐❡✉r ∂V ✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

σ(2)
m (t) =

3κ(1) κ(2)

c(2) κ(1) + c(1) κ(2)

(
εm(t)− c(2) ε

(2)
0 (t)− 1

3κ(1)

∫ b

a

2

u
σ(1)
s (u, t) du

)
. ✭✷✳✺✵✮

▲♦rsq✉✬♦♥ ❡①❡r❝❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ s✉r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡①t❡r♥❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡✱ ❧✬é✈♦✲
❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥
s✉❜st✐t✉❛♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ εm(t) ❞❛♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ à
♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✻✮✳
▲❡s ♣r❡♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❛r ♣❤❛s❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ σ

(1)
s q✉✐ ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ✭✷✳✹✵✮✳ ■❧ ❡st ✐♠♣♦r✲

t❛♥t ❞❡ s♦✉❧✐❣♥❡r q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ε
(2)
m ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❤♦♠♦❣è♥❡

✭r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✽✮✮ ❡t s✬é❝r✐t ✿

ε(2)m (r, t) = ε(2)m (t) =
1

3κ(2)
σ(2)
m (t) + ε

(2)
0 (t).



✶✵✷ ▼❖❉➮▲❊ ❉❊ ▲❆ ❙P❍➮❘❊ ❈❖▼P❖❙■❚❊

▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✭ σ(1)
m ✮

❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ r❡❧❛t✐✈❡s à ❧❛ ♣❛rt✐❡ s♣❤ér✐q✉❡ ❞✉
❝❤❛♠♣ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s (c(1)σ(1)

m + c(2)σ(2)
m = σm) ✿

σ(1)
m (t) =

1

c(1)

(
σm(t)− c(2) σ(2)

m (t)
)
. ✭✷✳✺✶✮

❯♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣❡✉t êtr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ét❛❜❧✐❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ε(1)m ❞❛♥s ❧❛
♠❛tr✐❝❡ q✉✐ ❡st ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ✿

ε(1)m (t) =
1

c(1)

(
εm(t)− c(2) ε(2)m (t)

)
. ✭✷✳✺✷✮

▲❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st ♥✉❧ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥✉❧❧✐té ❞❡ ❧❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ✭r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✹✮✮ ❞✉❡ ❛✉ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t q✉✐ ❡st ♣✉r❡♠❡♥t
s♣❤ér✐q✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❡st
♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❡t ❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

〈σ 2
❡q(r, t)〉1 =

3

(b3 − a3)

∫ b

a

(
σ(1)
s (r, t)

)2
r2 dr. ✭✷✳✺✸✮

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡①❛❝t❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✵✮ s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣♦✉r ❝❡r✲
t❛✐♥s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ U

(1)
v ❡st ❡♥ ❧♦✐

❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳



❙♦❧✉t✐♦♥s ❡①❛❝t❡s ♣♦✉r ❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ✶✵✸

■❱✳ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❡①❛❝t❡s ♣♦✉r ❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs

P♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥✈✐s❛❣é❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
✈✐s❝♦♣❧❛st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ U

(1)
v ❡♥ ❧♦✐

♣✉✐ss❛♥❝❡ ✭❧♦✐ ❞❡ ◆♦rt♦♥✮ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

U (1)
v (σ̃) =

ε̇0 σ0

n+ 1

(
σ̃

σ2
0

)n+1
2

, ✭✷✳✺✹✮

♦ù σ̃ = σ2
❡q = σ2

s ❡t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ε̇0, σ0 ❡t n > 1 q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞✉ t❛✉① ❞❡ ✢✉❛❣❡✳
▲❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ n = 1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❉❛♥s ❝❡
❝❛s✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ✭✷✳✹✵✮ s✬é❝r✐t s❡❧♦♥ ✿

σ̇(1)
s (r, t)+

ε̇0
2σ0η

σ(1)
s (r, t)




∣∣∣σ(1)
s (r, t)

∣∣∣
σ0




n−1

=
( b
r

)3


αε̇0
ησ0

∫ b

a

σ
(1)
s (u, t)

u




∣∣∣σ(1)
s (u, t)

∣∣∣
σ0




n−1

❞u+ F(t)


 .

✭✷✳✺✺✮
➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ |σs| = σ❡q ❡t q✉❡ ❧❡ s✐❣♥❡ ξ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ σ

(1)
s ❡st s✉♣♣♦sé ✐♥❞é✲

♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❡s♣❛❝❡ r ❡t ❞✉ t❡♠♣s t✱ ❞♦♥❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞❡✈✐❡♥t
✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ σ

(1)
❡q ✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❡

t❡♠♣s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ τγ = 2ησ0

ε̇0
❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

σ̇
(1)
❡q (r, t)

σ0

+
1

τγ

(σ(1)
❡q (r, t)

σ0

)n
=
( b
r

)3
[
2α

τγ

∫ b

a

1

u

[
σ
(1)
❡q (r, t)

σ0

]n
❞u+ ξ

F(t)

σ0

]
. ✭✷✳✺✻✮

▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ✭✷✳✺✻✮ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡s q✉❡ ❧♦rsq✉❡
❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♦✉ ❡st ❝♦♥st❛♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧✱ ❡♥ r❛✐s♦♥
❞✉ t❡r♠❡ ✐♥té❣r❛❧ ❞❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✺✻✮✱ s❡✉❧❡s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡s✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ q✉✐ s✉✐t rés✉♠❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞✉
❝♦❡✣❝✐❡♥t α ❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F(t) ✭❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭❉✳✹✮ ❡t ✭❉✳✸✮✮ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s
❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥♥❛✐r❡✳

αp Fp(t) αd Fd(t)

κ(1) = κ(2) ✵ 18c(2)κ(1)µ(1)

3κ(1)+4µ(1) ε̇
(2)
0 (t) ✵ 18c(2)κ(1)µ(1)

3κ(1)+4µ(1) ε̇
(2)
0 (t)

κ(1) → ∞ 6µ(1)c(2)

3κ(2)+4µ(1)c(1)
αp(σ̇m(t) + 3κ(2)ε̇

(2)
0 (t)) ✵ 6µ(1) ε̇m(t)

κ(2) → ∞
µ(2) → ∞ − 6µ(1)c(2)

3κ(1)+4µ(1)c(2)
αp(σ̇m(t)− 3κ(1)ε̇

(2)
0 (t)) −2c(2)µ(1)

c(1)κ(1) 6µ(1) c(2)

c(1)
(ε̇

(2)
0 (t)− ε̇m(t))

κ(2) = 0
µ(2) = 0

3c(2)

2c(1)
αpσ̇m(t)

6µ(1)c(2)

3c(2)κ(1)+4µ(1) 3αdκ
(1) ε̇m(t)

❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ✕ ❱❛❧❡✉rs ❞❡ α ❡t F(t) ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s

▲❡s ✐♥❞✐❝❡s d ❡t p s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ré❢ér❡♥❝❡ à ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t à ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ✭❞é❢♦r♠❛t✐♦♥
♦✉ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❧❡ ❜♦rs ❡①tér✐❡✉r ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✮✳



✶✵✹ ▼❖❉➮▲❊ ❉❊ ▲❆ ❙P❍➮❘❊ ❈❖▼P❖❙■❚❊

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❡♥ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❝♦♠♠❡ ❡♥
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ♦♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❍❡❛✈✐s✐❞❡✱

εm(t) = εmH(t) ♦✉ σm(t) = σmH(t), ε
(2)
0 (t) = ε

(2)
0 H(t),

♦ù H(t) ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❍❡❛✈✐s✐❞❡✳ ❆ ❧✬✐♥st❛♥t ✐♥✐t✐❛❧ t = 0✱ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ♣✉r❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡
❡t ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥é❧❛st✐q✉❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ à ❝❡t ✐♥st❛♥t ❡st ♥✉❧❧❡ ❛❧♦rs ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥
t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ εvm(t) ✭r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✼✮✮ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡✳

εvm(t) =
4
3
c(2) (κ(1) − κ(2)) (c(2) κ(1) + c(1) κ(2) + 4

3
µ(1))

(κ(1) κ(2) + 4
3
µ(1) (c(1) κ(1) + c(2) κ(2))) (c(2) κ(1) + c(1) κ(2))

∫ b

a

(
σ
(1)
s (r, 0)− σ

(1)
s (r, t)

)

2 r
❞r,

✭✷✳✺✼✮

❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧✬✐♥st❛♥t ✐♥✐t✐❛❧ σ(1)
s (r, 0) q✉✐ ❡st r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛

r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✻✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❡st s♦❧❧✐❝✐té❡ ❡♥ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❤♦♠♦❣è♥❡s ♦✉
❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✾✮ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❡st s♦✉♠✐s❡ à ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ s✉r ❧❡ ❜♦r❞✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❧❡s ❞ér✐✈é❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t s♦♥t ♥✉❧❧❡s ♣♦✉r t♦✉t t❡♠♣s str✐❝t❡♠❡♥t
♣♦s✐t✐❢ ✭ε̇m(t) = 0 ♦✉ σ̇m(t) = 0✱ ε̇(2)0 (t) = 0✮ ❡t ❞♦♥❝ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✉ t❡♠♣s Fd(t) ❛♥❞ Fp(t)
s✬❛♥♥✉❧❡♥t ✭✈♦✐r t❛❜❧❡❛✉ ✷✳✶ ✭r❡❧❛t✐♦♥s ❉✳✸ ❡t ❉✳✹✮✮✳ ❉❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡①❛❝t❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛✐♥s✐ êtr❡
♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ♣❤❛s❡s ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ♦✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡
♠❛tr✐❝❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ s♦✉s ❡ss❛✐ ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ q✉✐ ❞❡✈✐❡♥t ♥✉❧ ♦✉ ❝♦♥st❛♥t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s ✉♥❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥
♥✉♠ér✐q✉❡ ❞♦✐t êtr❡ ré❛❧✐sé❡✳

✶✳ ❙♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ❤♦♠♦❣è♥❡
▲❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥é❧❛st✐q✉❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ εvm(t) ✭✷✳✺✼✮ s✬❛♥♥✉❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ❡st
❤♦♠♦❣è♥❡ ✭κ(1) = κ(2)✮✱ ❝❡ q✉✐ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞❡✈✐❡♥t ♣✉r❡♠❡♥t
é❧❛st✐q✉❡ ✭r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✽✮✮✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t s♦♥t ❞❡ t②♣❡
❍❡❛✈✐s✐❞❡✱ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ s♦♥t ❝♦♥st❛♥t❡s ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ♣❤é✲
♥♦♠è♥❡s ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ t❡♠♣s s♦♥t r❡❧❛t✐❢s ❛✉① ❝❤❛♠♣s ♠♦②❡♥s ♣❛r ♣❤❛s❡✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ✭♣r❡ss✐♦♥✮ ❞❛♥s
❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❡①♣r✐♠é❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❡t ❞❡ ❧❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✳

σ (2)
m (t) = σm(t)−

∫ b

a

2

u
σ(1)
s (u, t) du

▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té
❤♦♠♦❣è♥❡✱ ♣❡✉t êtr❡ ét❛❜❧✐❡ ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ✭✷✳✺✻✮✱ q✉✐
❞❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ s❡ ré❞✉✐t à ✿

σ̇
(1)
❡q (r, t)

σ0

+
1

τγ

(
σ
(1)
❡q (r, t)

σ0

)n

= 0 ✭✷✳✺✽✮

❆ ❧✬✐♥st❛♥t ✐♥✐t✐❛❧✱ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡st ♣✉r❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡ ❡t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥
❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉é s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❡①tér✐❡✉r
❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

σ
(1)
❡q (r, 0)

σ0

=
18µ(1)κ(1)

σ0(3κ(1) + 4µ(1))

a3

r3

∣∣∣ε(2)0

∣∣∣ =
2
∣∣∣ε(2)0

∣∣∣
ε̇0τγ

a3

r3
.



❙♦❧✉t✐♦♥s ❡①❛❝t❡s ♣♦✉r ❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ✶✵✺

▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ✭✷✳✺✽✮ ♣❡r♠❡t ❞✬ét❛❜❧✐r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡
❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

σ
(1)
❡q (r, t)

σ0

=






(n− 1)

t

τγ
+



2
∣∣∣ε(2)0

∣∣∣
ε̇0τγ




1−n(
a3

r3

)1−n




1
1−n

, s✐ n > 1

2
∣∣∣ε(2)0

∣∣∣
ε̇0τγ

a3

r3
exp

(
− t

τγ

)
, s✐ n = 1

. ✭✷✳✺✾✮

❊♥ rés✉♠é✱ ❧♦rsq✉✬✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❍❡❛✈✐s✐❞❡ ❡st ✐♠♣♦sé s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❡①✲
tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡✱ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s♦♥t ✉♥✐❢♦r♠❡s ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡
❞❡s ♣❤❛s❡s ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧♦rsq✉✬✉♥ ❣♦♥✢❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❡st ❞❡ s✉r❝r♦ît
❛♣♣❧✐q✉é ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣❤❛s❡s✱ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡s ❡t ❧❡s ♣❤é♥♦✲
♠è♥❡s ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ s♦♥t r❡❧❛t✐❢s à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❡ t❡♠♣s t ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ r
❞♦♥❝ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t σ(1)

s ❣❛r❞❡ ✉♥ s✐❣♥❡ ❝♦♥st❛♥t✳

✷✳ ❙♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡

P♦✉r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✱ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ❞❡✈✐❡♥t ✐♥✜♥✐ ✭κ(1) → ∞✮✱ ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❡t ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❞♦♥♥é❡
♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✻✮ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ❡✛❡❝t✐❢ ❡t ❞✉
❣♦♥✢❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ s❡ ré❞✉✐s❡♥t ❛✉① ❡①♣r❡ss✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳

k̃ =
1

c(2)

(
κ(2) +

4

3
µ(1) c(1)

)
❡t ε0m =

3 c(2)κ(2)

3κ(2) + 4µ(1) c(1)
ε
(2)
0 .

P❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✭❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ❤♦♠♦❣è♥❡✮✱ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥é❧❛st✐q✉❡
❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❡st ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❡t s♦♥ é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✺✼✮
❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ♣ré✲❢❛❝t❡✉r ❞✉ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡✈✐❡♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡✳

εvm(t) =
4 c(2)

3κ(2) + 4µ(1) c(1)

∫ b

a

(
σ
(1)
s (r, 0)− σ

(1)
s (r, t)

)

2 r
❞r.

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ✭✷✳✺✻✮ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ τγ s❡ s✐♠♣❧✐✜❡ à ✿ τγ = σ0

3µ(1) ε̇0
❞❡✈✐❡♥t ❤♦♠♦❣è♥❡

❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❡①tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡
❝♦♠♣♦s✐t❡ ✭❡ss❛✐ ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥✮✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ ✐♠♣♦s❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ✭❡ss❛✐
❞❡ ✢✉❛❣❡✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❛✈❡❝ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ✭éq✉❛t✐♦♥
✐♥❤♦♠♦❣è♥❡✮✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❛♣♣r♦♣r✐é ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t sé♣❛ré♠❡♥t✳

✷✳✶ ❊ss❛✐ ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❡ss❛✐ ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✺✻✮ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡✳
❆ ❧✬✐♥st❛♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ♣✉r❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡ ❡t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s✬é❝r✐t ✿

σ
(1)
❡q (r, 0)

σ0

=
6µ(1)

σ0 c(2)
a3

r3
|εm| =

2 |εm|
τγ ε̇0

b3

r3
.



✶✵✻ ▼❖❉➮▲❊ ❉❊ ▲❆ ❙P❍➮❘❊ ❈❖▼P❖❙■❚❊

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ✭✷✳✺✻✮ s❡ ré❞✉✐t à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✺✽✮ ❞♦♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②✲
t✐q✉❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦r♠❡ q✉❡ ✭✷✳✺✾✮ ✿

σ
(1)
❡q (r, t)

σ0

=





[
(n− 1)

t

τγ
+

(
2 |εm|
ε̇0τγ

)1−n(
b3

r3

)1−n
] 1

1−n

, s✐ n > 1

2 |εm|
ε̇0τγ

b3

r3
exp

(
− t

τγ

)
, s✐ n = 1

. ✭✷✳✻✵✮

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡✱ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ♥❡
❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ε(2)0 ✐♠♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s ♣♦✉r t♦✉t r ❡t ♣♦✉r t♦✉t t ❡t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t σ(1)

s ❣❛r❞❡
✉♥ s✐❣♥❡ ❝♦♥st❛♥t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ❤♦♠♦❣è♥❡✳

✷✳✷ ❊ss❛✐ ❞❡ ✢✉❛❣❡

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❡ss❛✐ ❞❡ ✢✉❛❣❡✱ ❧❡ ❜♦r❞ ❡①tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❡st s♦✉♠✐s à ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t ✉♥✐❢♦r♠❡✱ σ(1)

rr (b, t) = σm✳ ❈❡ ❝❛s ❞✐✛èr❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡ss❛✐ ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥
❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞é❞✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✺✻✮ ❡t q✉✐
s✬é❝r✐t ✿

σ̇
(1)
❡q (r, t)

σ0

+
1

τγ

(σ(1)
❡q (r, t)

σ0

)n
=

b3

r3
2αp

τγ

∫ b

a

1

u

[
σ
(1)
❡q (u, t)

σ0

]n
❞u. ✭✷✳✻✶✮

▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧✬✐♥st❛♥t ✐♥✐t✐❛❧ ✭s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣✉r❡♠❡♥t
é❧❛st✐q✉❡✮ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✾✮ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✿

σ
(1)
❡q (r, 0)

σ0

=
6µ(1)

σ0

a3

r3

∣∣∣3κ(2)ε
(2)
0 + σm

∣∣∣
3κ(2) + 4c(1)µ(1)

=
αp

σ0

b3

r3

∣∣∣3κ(2)ε
(2)
0 + σm

∣∣∣ . ✭✷✳✻✷✮

❊♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ σ̌(r, τ) = σ
(1)
❡q (r,ττγ)

σ0
=

σ
(1)
❡q (r,t)

σ0
✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥✲

t✐❡❧❧❡ ✭✷✳✻✶✮ ❞❡✈✐❡♥t ✿

∂σ̌

∂τ
(r, τ) + σ̌n(r, τ) = 2αp

b3

r3

∫ b

a

1

u
σ̌n(u, τ)❞u. ✭✷✳✻✸✮

❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ✐♥té❣r♦✲❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❡t ❞♦✐t êtr❡ ✐♥té❣ré❡ ♥✉♠ér✐✲
q✉❡♠❡♥t✱ ❝❡ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❝♦✉♣❧é❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡✳ P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❛♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✻✸✮✱
♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [a, b]✱ r1 = a < r2 < . . . < rN+1 = b ❡t ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ tr❛♣è③❡ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

∫ b

a

1

u
σ̌n(u, τ)❞u =

N+1∑

k=1

wk
σn
k (τ)

rk
,

♦ù σk(τ) = σ̌(rk, τ)✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ é❝r✐✈❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✻✸✮ ♣♦✉r r = ri✱ i = 1, . . . , N + 1 ♦♥
♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ♣♦✉r σk(τ) q✉✐ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

❞σi

❞τ
(τ) + σn

i (τ) = 2αp
b3

r3i

N+1∑

k=1

wk
σn
k (τ)

rk
. ✭✷✳✻✹✮



❙♦❧✉t✐♦♥s ❡①❛❝t❡s ♣♦✉r ❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ✶✵✼

❈❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❡st rés♦❧✉ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛
❞♦♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ r❡♣rés❡♥té❡ à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✷✳✹✮✱ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ré❣✉✲
❧✐èr❡ ✭wi =

b−a
N

, i = 2, . . . N ❛♥❞ w1 = wN+1 = b−a
2N

)✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
❝♦♥st❛♥t❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❝❡s ❝❛❧❝✉❧s s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
c(2) = 0.1 ✱ ε(2)0 = 0.01 ✱ b = 1 ✱ n = 4✱ κ(2)

σ0
= 166✱ µ(1)

σ0
= 77 ❡t σm = 0✳
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eq
/

0
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r
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=10
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=5000
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eq
/

0

0.0 0.4 0.8 1.2 1.6 2.0

r=a

r=a+(b-a)/6

r=a+(b-a)/3

r=a+(b-a)/2

r=a+2(b-a)/3

r=b

❛✮ ❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✕ ❈♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ✿ ❛✮ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ à ❞✐✛ér❡♥ts ✐♥st❛♥ts ❀ ❜✮ é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✲
✈❛❧❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ r✳

❊♥ ✐♠♣♦s❛♥t ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜r✉sq✉❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♠❛✐♥t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ✐❧ ❡♥ rés✉❧t❡
✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ✭✜❣✉r❡ ❜✮✮✳ ❈❡tt❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ♣ré❝é❞é❡ ❞✬✉♥❡ é❧❛st✐❝✐té ✐♥✐t✐❛❧❡✱ ❡st ❞✉❡ ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉① ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✳
❉❡ ♣❧✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧✬✐♥st❛♥t ✐♥✐t✐❛❧ ✭✜❣✉r❡ ❛✮✮ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞✉
r❛②♦♥ ✭∝ r−3✮ q✉✐ ❛tt❡✐♥t s♦♥ ♠❛①✐♠✉♠ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ✭❡♥ r = a✮✳ ❉♦♥❝ ❧❛
❝✐♥ét✐q✉❡ ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st ♣❧✉s é❧❡✈é❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ✐♥t❡r♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✳
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❱✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡♥ ❝❤❛♠♣s ❝♦♠♣❧❡ts

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❜❛sé❡s s✉r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ♣ré❞✐r❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❡✛❡❝t✐✈❡s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❤étér♦❣è♥❡s✱ ❛✉ tr❛✈❡rs
❞❡ ❝❛❧❝✉❧s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❬✾✵❪ ♦✉ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❬✾✶❪ s✉r ✉♥ ❱♦❧✉♠❡ ➱❧é♠❡♥✲
t❛✐r❡ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ✭❱❊❘✮✳ ▲❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✱ ❞❛♥s ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❛r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡✱ ❡st
r❡♣rés❡♥té❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ♣❛r ré♣ét✐t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ✉♥✐té✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡s é❧é♠❡♥ts✱ q✉✐ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ str✉❝t✉ré ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✱ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❞❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s à ❧✬✐♥st❛r ❞❡s
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❡t ❞❡s ❝♦♠♣♦s✐t❡s ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❧✐♠✐té ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥s✳ ❈❡✲
♣❡♥❞❛♥t ❡❧❧❡ ❡st ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ❡♥ r❛✐s♦♥
❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❧✐é❡s à ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ q✉✐ s♦✐t ❝♦♥❢♦r♠❡ ❡t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛r✲
❣❡♠❡♥t✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❋❋❚ ❡st ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡
♣❛s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ r❡♣♦s❡ s✉r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
r❡❧❛t✐❢s ❛✉① tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ❋♦✉r✐❡r r❛♣✐❞❡ ✭❋❋❚✮ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❧♦❝❛✉①✱ ♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① ❤étér♦❣è♥❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ✐♠❛❣❡s
❞❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s ♦❜t❡♥✉❡s à tr❛✈❡rs ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡ ✭t♦♠♦❣r❛♣❤✐❡✮✳
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❡st ❞❡st✐♥é à êtr❡ ❛♣✲
♣❧✐q✉é ❛✉① ❝♦♠♣♦s✐t❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ♠♦❞éré❡ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥s ✭≤ 10%✮✱
❞♦♥t ❧❡s ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❧✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡s s♣❤èr❡s ❞❡ ❍❛s❤✐♥✳ ❉❛♥s
❝❡tt❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡♥ ❝❤❛♠♣s ❝♦♠♣❧❡ts ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s
❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ré❛❧✐sés ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡✳ P♦✉r
❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦✲
s✐t❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡✳ ▲❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s✱ ❞❡ ❢♦r♠❡ s♣❤ér✐q✉❡ ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡✱ s♦♥t ré♣❛rt✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
✐s♦tr♦♣❡ ❞❛♥s ❧❡ ❱❊❘✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ❧❡ ❜♦r❞ ❡①✲
tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❡st ❧✐❜r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s s♦♥t s♦✉♠✐s❡s à ✉♥
❣♦♥✢❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✳ ▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ ❣♦♥✢❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡
❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❍❡❛✈✐s✐❞❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té é❧❛st✐q✉❡ ❡st
s✉♣♣♦sé❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ✭κ(1) = κ(2)✮✳
▲❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s r❛♣♣❡❧❡r ❜r✐è✈❡♠❡♥t
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❞❡s ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s
❞❡ ❢♦r♠❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞✐✈❡rs❡s ✭❝②❧✐♥❞r✐q✉❡s✱ s♣❤ér✐q✉❡s ❡t s♣❤ér♦✲❝②❧✐♥❞r❡s✮✳ ▲❡s ♠✐❝r♦str✉❝✲
t✉r❡s ❣é♥éré❡s s❡r♦♥t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡s
♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❝❡✱ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❋❋❚✳ ▲❛
❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ✐ss✉s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
♥✉♠ér✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡✱ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢r❛❝t✐♦♥s
✈♦❧✉♠✐q✉❡s ❡t ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐té✳

✶✳ ●é♥ér❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✸❉ ❞❡ ❱❊❘
■❧ ❡①✐st❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❞❡s ❱❊❘
❛✈❡❝ ❞❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❞❡ ❢♦r♠❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞✐✈❡rs❡s ✿ s♣❤èr❡s ✭❬✾✷❪✱ ❬✾✸❪✮ ❡❧❧✐♣s♦ï❞❡s ✭❬✾✹❪✱ ❬✾✺❪✮✱
❡t s♣❤ér♦✲❝②❧✐♥❞r❡s ✭❝②❧✐♥❞r❡s ❝♦♥st✐t✉és ❞❡ ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés ❤é♠✐s♣❤ér✐q✉❡s ✭❬✾✻❪✱ ❬✾✼❪✮✳ P♦✉r
❣é♥ér❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s✱ ✐❧ ❡st ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r♦❜✉st❡✱ ✜❛❜❧❡ ❡t ❡✣❝❛❝❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❛✉
❝❛s ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥s s♣❤ér✐q✉❡s ✐♠♣é♥étr❛❜❧❡s✳
▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❤✐st♦r✐q✉❡♠❡♥t ♠✐s ❡♥ ÷✉✈r❡ ❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❘❙❆ ✭❘❛♥❞♦♠ s❡q✉❡♥✲
t✐❛❧ ❛❞s♦r♣t✐♦♥ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✾✽❪✮✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❘❙❆ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ s♣❤èr❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡
❞✬❡①❝❧✉s✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❣é♥ér❡r s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s✳ ❙✐ ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡



❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡♥ ❝❤❛♠♣s ❝♦♠♣❧❡ts ✶✵✾

✐♥❝❧✉s✐♦♥ s✐♠✉❧é❡ r❡s♣❡❝t❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❣é✲
♥éré❡s✱ ❛❧♦rs ❡❧❧❡ ❡st ❛❝❝❡♣té❡ s✐♥♦♥ ❡❧❧❡ ❡st r❡❥❡té❡ ❡t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡st ❣é♥éré❡✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❘❙❆ ❡st ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❞❡s ❢r❛❝t✐♦♥s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥s r❡❧❛t✐✲
✈❡♠❡♥t ♣❡t✐t❡s ✭❢r❛❝t✐♦♥s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❛❧❧❛♥t ❥✉sq✉✬à ✸✵ ✪✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
é❝❤é❛♥t ✭❢r❛❝t✐♦♥s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ❛ss❡③ ❣r❛♥❞❡s✮✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ♣❡✉t
r❡♥❝♦♥tr❡r ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❧♦♥❣ ✈♦✐r❡ ✉♥ ❜❧♦❝❛❣❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❞❡s ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s à s❛✈♦✐r
❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ✭❉▼✮✳
❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ❣râ❝❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❘❙❆✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❣é♥éré ♣❧✉s✐❡✉rs ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s ❛✈❡❝
✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❛❧❧❛♥t ❞❡ ✶✪ à ✸✵✪ ✭✈❛❧❡✉rs ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ✿ ✺✪ ❡t ✶✵✪✮✳
◗✉❡❧q✉❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❝❡s ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s s♦♥t r❡♣♦rté❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✺✳ ❈❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠✐❝r♦✲
str✉❝t✉r❡s s❡r✈✐r♦♥t à ré❛❧✐s❡r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❋❋❚ ❛✜♥ ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❤♦♠♦❣é♥é✐sé ❞✉
♠❛tér✐❛✉ ❞✬ét✉❞❡✳

❛✮ ❜✮

❝✮ ❞✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ✕ ▼✐❝r♦str✉❝t✉r❡s ❣é♥éré❡s ♣♦✉r ❛✮ 1% ❜✮ 5% ❝✮ 10% ❡t ❞✮ 30% ❛✈❡❝ 2563 ✈♦①❡❧s

✷✳ ❈❛❧❝✉❧s ❋❋❚
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ❋♦✉r✐❡r r❛✲
♣✐❞❡s✱ ♣r♦♣♦sé❡s à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ♣❛r ▼♦✉❧✐♥❡❝ ❡t ❙✉q✉❡t ❬✾✶❪ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❡✛❡❝t✐✈❡s ❞❡
♠❛tér✐❛✉① ❤étér♦❣è♥❡s à tr❛✈❡rs ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ t②♣❡ ▲✐♣♣♠❛♥♥✲❙❝❤✇✐♥❣❡r✳ ◆♦✉s r❛♣✲
♣❡❧♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❜❛s✐q✉❡ ❋❋❚ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣♦✉r ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❞❡ ♥❛t✉r❡ ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❧♦❝❛❧ à rés♦✉❞r❡ s✉r ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡
♣ér✐♦❞✐q✉❡ Ω s✬é❝r✐t ✿
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❞✐✈(σ(x)) = 0 ❞❛♥s Ω

ε (x) =
1

2

(
∇u (x) +∇❚u (x)

)
❞❛♥s Ω

σ(x) = ❈(x) :
(
ε(x)− εv(x)

)
❞❛♥s Ω

u(x) = ε.x+ u∗ ❞❛♥s Ω, u∗ ♣ér✐♦❞✐q✉❡

σ(x).n(x) ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ s✉r ∂Ω

✭✷✳✻✺✮

♦ù σ ❡t ε ❞és✐❣♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡t ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡✱ ❧❡ t❡♥s❡✉r
❞✉ q✉❛tr✐è♠❡ ♦r❞r❡ ❈ ❡st ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬é❧❛st✐❝✐té ❡t εv ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦r✲
t❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉①✳ ❊♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❤♦♠♦❣è♥❡
❈0✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❧♦❝❛❧❡✱ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ✭✷✳✻✺✮✱ ♣❡✉t s❡ ♠❡ttr❡
s❡❧♦♥ ✿

σ(x) = ❈0 : ε(x) + τ (x) ✭✷✳✻✻✮

▲❡ t❡♥s❡✉r ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ τ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♦✉ ♣ré❝♦♥tr❛✐♥t❡
❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

τ (x) =
(
❈(x)−❈0

)
:
(
ε(x)− εv(x)

)
✭✷✳✻✼✮

❊♥ é❝r✐✈❛♥t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ é❧❛st✐q✉❡✱ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡✱ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ▲✐♣♣♠❛♥♥✲❙❝❤✇✐♥❣❡r ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ t❡♠♣♦r❡❧✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

ε(x) = ε−
(
Γ0 ∗ τ

)
(x) ✭✷✳✻✽✮

♦ù Γ0 ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ●r❡❡♥✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❜❛s❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té ❞❛♥s ❈❘❆❋❚ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ q✉✐ é✈❛❧✉❡ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ε ♣♦✉r ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞♦♥♥é σ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r
r❛♣✐❞❡✳ 




εi+1 = εi − Γ0 ∗ τ i

σi+1 = ❢
(
εi+1, εv

)
,

✭✷✳✻✾✮

❛✈❡❝ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ σi✱ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ εi ❡t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♥❡s εv q✉✐ s♦♥t ❜✐❡♥
❝♦♥♥✉s à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ i✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❧♦❝❛❧ σi+1 ❡t εi+1

s♦♥t à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢
(
ε, εv

)
q✉✐ ❢❛✐t ré❢ér❡♥❝❡ à ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ✈✐s❝♦é❧❛st✐❝✐té ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧ s✬❡①♣r✐♠❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡
❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s q✉✐ ❡st ✐♥té❣ré ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ ❈❘❆❋❚ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❊✉❧❡r
✐♠♣❧✐❝✐t❡✳

✸✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡s
❆✜♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡✱ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞é❞✐é❡ à ✉♥❡
ét✉❞❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❡t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡
ré❢ér❡♥❝❡ ♦❜t❡♥✉❡s à tr❛✈❡rs ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❋❋❚✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧❡s ♠ê♠❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
é❧❛st✐q✉❡s ✭κ(1) = κ(2)✮ ❡t ❧❡ ♠ê♠❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ✭❜♦r❞ ❡①tér✐❡✉r ❧✐❜r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡t ❣♦♥✢❡♠❡♥t
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞♦♥♥é ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❍❡❛✈✐s✐❞❡✮ s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉①
❛♣♣r♦❝❤❡s✳ ❉❛♥s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♣♦✉r ❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡✱ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞❡✈✐❡♥t
r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡ ❡t s✬é❝r✐t ✿

εm(t) = c(2)ε
(2)
0 (t)



❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡♥ ❝❤❛♠♣s ❝♦♠♣❧❡ts ✶✶✶

▲❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ s❡ ❞é❞✉✐s❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡
♠♦②❡♥♥❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡✳ ❊❧❧❡s s✬é❝r✐✈❡♥t ✿

σ(2)
m (t) = −

∫ b

a

2

u
σ(1)
s (u, t) du , σ(1)

m (t) = −c(2)

c(1)
σ(2)
m (t)

❊♥ r❛✐s♦♥ ❞✉ ❣♦♥✢❡♠❡♥t ✐♥st❛♥t❛♥é ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧❛ ♣❤❛s❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥♥❛✐r❡ ❡st ♠✐s❡ ❡♥ ❝♦♠✲
♣r❡ss✐♦♥ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ♠✐s❡ ❡♥ tr❛❝t✐♦♥✳ ▲✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡s
♣❛r ♣❤❛s❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t
❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✳ ❈✐✲❛♣rès✱ ❧❡ t❡♠♣s ❡t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ♥♦r♠❛❧✐sés ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

t̂ =
t

τr
❛✈❡❝ τr =

τγ
n− 1




∣∣∣ε(2)0

∣∣∣
ησ0




1−n

❡t σ̂ =
σ

σr

❛✈❡❝ σr =

∣∣∣ε(2)0

∣∣∣
η

❊♥ s✉❜st✐t✉❛♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ✭✷✳✺✾✮ ❞❛♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✺✵✮ ❡t ❧♦rsq✉✬♦♥
❛❞♦♣t❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ v = u

a
❞❛♥s ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡

r❡❧❛t✐♦♥✱ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t̂ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❞❛♥s
❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

σ̂(2)
m ( t̂ ) = −2

∫ b
a

1

[
t̂+ v3 (1−n)

] 1
1−n

dv

v
,

b

a
=

3
√
c(2). ✭✷✳✼✵✮

◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s ❞❛♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ❞❛♥s
❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧✬❡①♣♦s❛♥t n ❡t ❞❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱
✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♣❡✉t ❡tr❡ ét❛❜❧✐❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s
❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

〈σ̂2
❡q(r, t̂ )〉1 =

3 c(2)

c(1)

∫ b
a

1

[
t̂+ v3 (1−n)

] 2
1−n v2 dv. ✭✷✳✼✶✮

✸✳✶ ❙❡♥s✐❜✐❧✐té à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡

❆✜♥ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ❞✉ ❱❊❘✱ ❞❡s ét✉❞❡s ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té✱ r❡❧❛t✐✈❡s à ❧❛ rés♦✲
❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s ❣é♥éré❡s✱ ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛ tr♦✐s ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s
♦♥t été ❣é♥éré❡s ♣♦✉r ❞❡s rés♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ 643✱ 1283✱ 2563 ❡t 5123 ✈♦①❡❧s✳ ▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠é✲
r✐q✉❡s ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞❡ c2 = 5% ❡t ✉♥❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐té ❞❡ n = 4✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s r❡♣rés❡♥té ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐sé ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❝❡✱ à ❞✐✛ér❡♥ts ✐♥st❛♥ts ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣rés❡♥tés s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✷✳✻✳
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❝✮ ❞✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻ ✕ ❙❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡s rés✉❧t❛ts ✭s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐sé ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ✭n = 4 , c(2) = 5%✮ ♣♦✉r tr♦✐s ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s ❡t à ❞✐✛ér❡♥ts ✐♥st❛♥ts ✿ a) t = 10−6s
✱ b) t = 5s ✱ c) t = 10s ✱ d) t = 100s

❖♥ ❝♦♥st❛t❡ ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡♥tr❡ ❧❡s tr♦✐s ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s ❝❡ q✉✐ ❧❛✐ss❡ à ♣❡♥✲
s❡r q✉❡ ❧❡s tr♦✐s ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡s✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❡♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s rés♦❧✉t✐♦♥s ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à 1.4% ♣♦✉r t♦✉t❡ ♠✐❝r♦✲
str✉❝t✉r❡✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s s✉r ✉♥ ❱❊❘ ❞✐s❝rét✐sé
♣❛r 2563 ✈♦①❡❧s✳

✸✳✷ ❙❡♥s✐❜✐❧✐té à ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞✉ ❣♦♥✢❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥

➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✼✵✮✮ ❞❛♥s ❧✬✐♥✲
❝❧✉s✐♦♥ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ ❣♦♥✢❡♠❡♥t ε(2)0 ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
✈ér✐✜❡r ✐❝✐ s✐ ❝❡ ❢❛✐t ❡st ❝♦♥❢♦r♠❡ ❛✉① rés✉❧t❛ts ♣ré❞✐ts ♣❛r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡♥ ❝❤❛♠♣s ❝♦♠♣❧❡ts✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞✉ ❣♦♥✢❡♠❡♥t s✉r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
♠♦②❡♥♥❡ ❞❛♥s ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ♣♦✉r ✉♥❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ❡t ✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥
❞♦♥♥é❡s ✭n = 8✱ c(2) = 10%✮✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ❣♦♥✢❡♠❡♥t ❞❛♥s
❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ s♦♥t r❛♣♣♦rtés s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✼✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✼ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t̂ ✿ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞✉ ❣♦♥✢❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✭n = 8✱ c(2) = 10%✮✳

◆♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s q✉✬❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t ✉♥ ❣♦♥✢❡♠❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬é❝❤❡❧♦♥ ❍❡❛✈✐s✐❞❡✱ ✐❧ ❡♥ rés✉❧t❡
✉♥❡ é❧❛st✐❝✐té ✐♥✐t✐❛❧❡ s✉✐✈✐❡ ❞✬✉♥❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✉❧tér✐❡✉r❡ ❞✉❡ ❛✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉①✳
◆♦✉s ♥♦t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞❡ 10% ❧❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s
♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s
s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞✉ ❣♦♥✢❡♠❡♥t ❡①❡r❝é ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥♥❛✐r❡✳

✸✳✸ Pr❡♠✐❡rs ❡t s❡❝♦♥❞s ♠♦♠❡♥ts ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

▲❛ ✜❣✉r❡ ✭✷✳✽✮ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ❡t s❡❝♦♥❞s ♠♦♠❡♥ts ♥♦r♠❛❧✐sés ❞❡s ❝❤❛♠♣s
❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❛r ♣❤❛s❡✱ ♣ré❞✐t❡s ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❡t ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s
❡♥ ❝❤❛♠♣s ❝♦♠♣❧❡ts ✭❝❛❧❝✉❧s ❋❋❚✮✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡
❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❡st ❞❡ t②♣❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥♥❛✐r❡ ✭ε(2)0 = 3.310−4✮✳
▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❝❡s ❝❛❧❝✉❧s s♦♥t ✿ n = 4 ❡t c(2) = 10%✳
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❛✮ ❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ❡t s❡❝♦♥❞s ♠♦♠❡♥ts ♥♦r♠❛❧✐sés ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
♣❛r ♣❤❛s❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t̂ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❛✉① rés✉❧t❛ts ❡♥
❝❤❛♠♣s ❝♦♠♣❧❡ts ✭n = 4✱ c(2) = 10%✮✳
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◆♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s q✉❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st ♠❛①✐♠❛❧❡ à ❧✬✐♥st❛♥t ✐♥✐t✐❛❧ ✭ré✲
♣♦♥s❡ é❧❛st✐q✉❡✮ ♣✉✐s ❡❧❧❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s
✉♥❡ très ❜♦♥♥❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❛r ♣❤❛s❡ ❡t ♥♦t❛♠✲
♠❡♥t ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❡t
❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❋❋❚✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱
♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡♥ ❝❤❛♠♣s ❝♦♠♣❧❡ts✱ ❡st ♥♦♥ ♥✉❧ ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✭✜❣✉r❡ ❜✮✮✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t
s♦♥ ✐♥t❡♥s✐té r❡st❡ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♠♣❛ré❡ ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✳

✸✳✹ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥♥❛✐r❡

P♦✉r ét✉❞✐❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♥♦✉s r❡♣rés❡♥t♦♥s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡
✭✷✳✾✮ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✱
♣ré❞✐t❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❡t ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❋❋❚✱ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s
(1% ≤ c(2) ≤ 30%)✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s s♦♥t ✿ n = 8 ❡t ε(2)0 = 3.310−4✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✾ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t̂ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢r❛❝t✐♦♥s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s (1% ≤ c(2) ≤ 30%)✳

❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✷✳✾✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥ ❜♦♥ ❛❝❝♦r❞ s✉r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
♠♦②❡♥♥❡ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♣ré❞✐t❡ ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❡t ❝❡✱ ♣♦✉r
❞❡ ❢❛✐❜❧❡s ❢r❛❝t✐♦♥s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ (1% ≤ c(2) ≤ 10%)✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ♣♦✉r ❞❡s ❢r❛❝t✐♦♥s
✈♦❧✉♠✐q✉❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s (c(2) = 30%)✱ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♥♦t❛❜❧❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts
♣ré❞✐ts ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s✳ ❈❡❧❛ ❡st ❞û à ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥
✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ❉❛♥s ❝❡s s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ✐❧ ❡st ❥✉❞✐❝✐❡✉① ❞✬✉t✐❧✐s❡r
❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ q✉✐ t✐❡♥♥❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭▼♦r✐✲❚❛♥❛❦❛✱ ❛✉t♦❝♦✲
❤ér❡♥t✱ ❍❛s❤✐♥ ❡t ❙❤tr✐❦♠❛♥ ✳✳✳✮ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❡st✐♠❡r q✉❛❧✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❡✛❡❝t✐✈❡s
❞✉ ❝♦♠♣♦s✐t❡✳

✸✳✺ ❊✛❡t ❞❡ ❧❛ ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐té ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

P♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐té ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✱ ♥♦✉s r❡♣rés❡♥t♦♥s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✷✳✶✵✮
❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥
♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬❡①♣♦s❛♥t (2 ≤ n ≤ 8) ❡t ♣♦✉r ✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥
❞♦♥♥é❡ (c(2) = 10% , ε

(2)
0 = 3.310−4)✳



❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡♥ ❝❤❛♠♣s ❝♦♠♣❧❡ts ✶✶✺
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t̂ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐tés (2 ≤ n ≤ 8)✳

◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ q✉❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡
à ❧✬✐♥st❛♥t ✐♥✐t✐❛❧ ✭ré♣♦♥s❡ é❧❛st✐q✉❡✮ ❞✐♠✐♥✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❡①♣♦s❛♥t n ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧✬❛✉❣♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐té ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ r❡♥❢♦r❝❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t
✭❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t✮✱ ❝❡ q✉✐ ❛ ♣♦✉r ❡✛❡t ❞❡ ❞é❝é❧ér❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s
❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ✭♣r❡ss✐♦♥✮ ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✭éq✉✐❧✐❜r❡ st❛✲
t✐q✉❡✮✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡
s♦♥t ❡♥ ❜♦♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡♥ ❝❤❛♠♣s ❝♦♠♣❧❡ts ♠ê♠❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦rt❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐té
✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✷✳✶✶✳❛✮✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❛ss❡③ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ (c(2) = 30%) ❧❡s
rés✉❧t❛ts ❞❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ✭✜❣✉r❡ ✷✳✶✶✳❜✮✮ ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♥♦t❛❜❧❡ ❞✉❡ à ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❞❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s✳
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t̂ ×10 6
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❛✮ ❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥
❡t ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t̂ ♣♦✉r n = 10, c(2) = 10%, c(2) = 30% ❀
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▲✬✉♥ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞✬é✈❛❧✉❡r ❛✉ss✐ ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡
❞❛♥s ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❛✉t♦✉r ❞❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❞✉
❱❊❘✳ ❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✷ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✭✷✳✺✾✮ ❞❛♥s
❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ✭❝♦✉r❜❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✮ ❡st ❝♦♠♣❛ré❡ à ❝❡❧❧❡ ♦❜s❡r✈é❡ ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥❡ ❞❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s
❞✉ ❱❊❘ ✭❜❛rr❡s ❞✬❡rr❡✉r✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜s❡r✈é q✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ t♦✉t❡ ❛✉tr❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐t à
❞❡s rés✉❧t❛ts s✐♠✐❧❛✐r❡s ♣✉✐sq✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❱❊❘ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✉✣✲
s❛♠♠❡♥t ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡s ❝❡♥tr❡s ❞❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s✳ ▲❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❡st ❞❡ 30%
❡t ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡st ❞❡ n = 10✳
▲❡s ❜❛rr❡s ❞✬❡rr❡✉r ♦♥t été ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡s ❝♦q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s ❝♦♥❝❡♥tr✐q✉❡s ❞✬é♣❛✐s✲
s❡✉r ❝♦♥st❛♥t❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦q✉❡✱ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡t ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉① ✈♦①❡❧s ❞❡ ❧❛ ❝♦q✉❡ ❞♦♥♥❡♥t ❧❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ❧❛ ❜❛rr❡
❞✬❡rr❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳ ▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ♣♦✐♥t s✉r ❧❛ ❜❛rr❡ ❞✬❡r✲
r❡✉r✳ ❈❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ❛ss♦❝✐é❡s à ✉♥ r❛②♦♥ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦q✉❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷ ✕ ❘é♣❛rt✐t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡✱ ❞❛♥s
❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ✭❧✐❣♥❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✮ ❡t ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❞✉ ❱❊❘ ✭❜❛rr❡s ❞✬❡rr❡✉r✮✱
à ❞✐✛ér❡♥ts ✐♥st❛♥ts ✭c2 = 30%✱ n = 10 ✮

P♦✉r t♦✉s ❧❡s ✐♥st❛♥ts✱ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝♦q✉❡ s♣❤ér✐q✉❡✱ ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ✈❛❧❡✉rs
♠❛①✐♠❛❧❡ ❡t ♠✐♥✐♠❛❧❡✮ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❡st s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❡t s❡♠❜❧❡ ❛✉❣♠❡♥t❡r ❛✈❡❝
❧❡ r❛②♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ✈♦①❡❧s s✐t✉és à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ s♦♥t ♠❛❧ ❞é✜♥✐s✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❝❛❧❝✉❧és
♣♦✉r ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s r❡♣♦rtés s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✷✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ♠♦②❡♥♥❡s s♦♥t ❡♥ très ❜♦♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❛♥❛❧②t✐q✉❡s✳ ❈❡❧❛ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ à
❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡✳



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✶✼

❱■✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ été ❝♦♥s❛❝ré à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ s♦✉s
❝❤❛r❣❡♠❡♥t ✐s♦tr♦♣❡✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❡st ❞❡ ♥❛t✉r❡ ✈✐s❝♦é❧❛s✲
t✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✭❣♦♥✢❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❞✬♦r✐❣✐♥❡
t❤❡r♠✐q✉❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❡♥ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t ❡♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❤♦♠♦✲
❣è♥❡s✱ ❛♣♣❧✐q✉é❡s s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡①t❡r♥❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡✱ s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❍❡❛✈✐s✐❞❡✳
❊♥ ❞és✐❣♥❛♥t ♣❛r ε̃ 0

m(t) ❧❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞❡ ❧❛
s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❡st ré❣✐ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

σm(t) = 3 κ̃
(
εm(t)− ε̃ 0

m(t)− εvm(t)
)
,

♦ù ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ εvm(t) ❞és✐❣♥❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✐♥é❧❛st✐q✉❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✉
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉① ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s
❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ✐♥é❧❛st✐q✉❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✳ ❈❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s
❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡✳ ▲❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ❡t s❡❝♦♥❞s ♠♦♠❡♥ts ❞✉
❝❤❛♠♣ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♦♥t été é❣❛❧❡♠❡♥t ét❛❜❧✐❡s ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✳
P♦✉r ❞❡s ❝❤❛r❣❡♠❡♥ts ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ t❡♠♣s✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
éq✉❛t✐♦♥ ✐♥té❣r♦✲❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞♦♥t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉s❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♦❜é✐t à ✉♥❡ ❧♦✐
❞❡ t②♣❡ ◆♦rt♦♥✱ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ✭❝♦♠✲
♣r❡ss✐❜✐❧✐té ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ♠❛tr✐❝❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✱ ❡t❝✮✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ét❡♥❞✉
❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ❝②❧✐♥❞r❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭✷❉✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡
♣♦✉r ❞❡s ❝❤❛r❣❡♠❡♥ts ♣❧✉s ❣é♥ér❛✉① ✭❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ♣✉r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ r❡st❡
✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ♦✉✈❡rt❡✳
❉❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡♥ ❝❤❛♠♣s ❝♦♠♣❧❡ts ❡✛❡❝t✉és s✉r ❞❡s ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡s ❞❡
❝♦♠♣♦s✐t❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡s ♦♥t été é❣❛❧❡♠❡♥t ré❛❧✐sés ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛
s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡✳ P♦✉r ✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥s ✭c(2) = 10%✮ ❡t ✉♥ ❡①♣♦s❛♥t ❞❡ ❧❛
❧♦✐ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✭n = 10✮✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ❡t s❡❝♦♥❞s ♠♦♠❡♥ts ❞✉
❝❤❛♠♣ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s❡ s♦♥t ré✈é❧és ❡♥ ❜♦♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡
❝♦♠♣♦s✐t❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ♣♦✉r ❞❡s ❢r❛❝t✐♦♥s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ♣❧✉s é❧❡✈és ✭c(2) = 30%✮✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts
❞ér✐✈❛♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ s♦♥t ♠♦✐♥s s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s q✉✐ ♥✬❡st ♣❧✉s ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳
❊♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ✭❝♦♠♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
ré❢ér❡♥❝❡ ♦✉ ❝♦♠♠❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✮ ♣♦✉r ❞❡s ét✉❞❡s ❞✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ❡st✐♠❛✲
t✐♦♥s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s rés✐❞✉❡❧❧❡s ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❡s ♣r♦❝é❞és ❞❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ t❡❧s q✉❡ ❧❡ s♦✉❞❛❣❡✱ ❧❡
tr❛✐t❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❡t❝✳ ❊♥✜♥ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ sé❝✉r✐té s✉r ❧❡s
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s ❣é♥éré❡s ❝♦♥st✐t✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ à ❧✬✐ss✉❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧
❞❡ t❤ès❡✳
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❈❍❆P■❚❘❊ ✸

❍♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ✈✐s❝♦é❧❛st✐❝✐té ♥♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ✿ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡s

♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡s

❘és✉♠é ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✿

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♥♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❡st r❡❧❛❝❤é❡ ❡t ❧✬ét✉❞❡
❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡✛❡❝t✐❢ ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉

❤étér♦❣è♥❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✐s♦tr♦♣❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ s♦♥t ❞✐str✐❜✉é❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐s♦✲
tr♦♣❡ ❞❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ❛ss❡③ ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❤❛s❡s
❝♦♥st✐t✉t✐✈❡s ❞✉ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♦♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❞é❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡✳ P♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♣❛r
♣❤❛s❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s✱ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s♦♥t
✐♥✈❡st✐❣✉é❡s✳ P❛r♠✐ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ✧❆✣♥❡
❛♠é❧✐♦ré❡✧ q✉✐ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ✭❙é❝❛♥t❡s ❡t ❆✣♥❡s✮ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ❞❡
❝❤❛r❣❡♠❡♥t ét✉❞✐és✳

✶✶✾
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■■✳ ❈♦♠♣♦s✐t❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡s ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s s♦✉s ❝❤❛r✲

❣❡♠❡♥t ✐s♦tr♦♣❡ ✿ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✧❆✣♥❡ ♠♦❞✐✜é✧ ❡t
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✶✳ ❈❛s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ♥♦♥ ✈✐❡✐❧❧✐ss❛♥ts ✭♠✐❧✐❡✉
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶✷✶

■✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① ❤étér♦✲
❣è♥❡s s♦✉s ❝❤❛r❣❡♠❡♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❞❡ t②♣❡ ✧♠❛tr✐❝❡✲✐♥❝❧✉s✐♦♥s✧
❛②❛♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❈❡s ♣❤❛s❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥♥❛✐r❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ❧❡ s✐è❣❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s ♦✉ ❞❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ✭❞✐❧❛t❛t✐♦♥s t❤❡r♠✐q✉❡s✱ é✈♦❧✉t✐♦♥
♣❤②s✐❝♦✲❝❤✐♠✐q✉❡✱ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡✱ ❡✛❡t ❞❡ ❧✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✮ s♦♥t ❝❛r❛❝tér✐sé❡s ♣❛r ❞❡s ❢r❛❝✲
t✐♦♥s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ❛ss❡③ ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ✭❢r❛❝t✐♦♥s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❛❧❧❛♥t ❥✉sq✉✬à ✸✵ ✪✮✳ ▲❡
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♥❡ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡s r❛✐s♦♥s é✈♦q✉é❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t
❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ✭s❡❝t✐♦♥ ❱■✳✮✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ r❡t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣♦✉r ❛❜♦r❞❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st
❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥
✈✐sq✉❡✉s❡✮ ❛✉t♦✉r ❞✬ét❛ts ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❤♦♠♦❣è♥❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ ❛✜♥ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ❧✐♥é❛r✐sé q✉❡ ❧✬♦♥ s❛✐t rés♦✉❞r❡ ❣râ❝❡ ❛✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡
❞❡ ▼❛♥❞❡❧✳ ❈❡tt❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❡st r❛♣♣❡❧é❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ■■✳✶✳ ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ q✉✐ s♦♥t ✐♥✈❡st✐❣✉é❡s ❡t ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ■■✳✷✳✮✳ P♦✉r ❡♥
s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ❝❡tt❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ❡st ❢♦r♠✉❧é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❜✐♣❤❛sé s♦✉✲
♠✐s à ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ t②♣❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s✳ ▲❡s ❝❛♣❛❝✐tés ♣ré❞✐❝t✐✈❡s ❞❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ s♦♥t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❝♦♠♣❛ré❡s à ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡
✭s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡✮ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré ✭s❡❝t✐♦♥ ■■✳✸✳✮✱
s✐t✉❛t✐♦♥ q✉✐ ♠♦♥tr❡ très ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥
❛♣♣❡❧é❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✧❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✧ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ✭❙é❝❛♥t✱ ❆✣♥❡✱ ✳✳✳✮✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ✧❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✧ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❢♦r♠✉❧é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡
♠❛tér✐❛✉① ❤étér♦❣è♥❡s s♦✉s ❝❤❛r❣❡♠❡♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ■■■✳✮✱ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❡st ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡
♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ q✉✐ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡
❡t ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✭❡①♣r❡ss✐♦♥s
❞✐✣❝✐❝✐❧❡s à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡✮✳
❈♦♠♠❡ ♦♥ ❡st ❞❛♥s ❧✬✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥♦♥ ❝♦♠♣❧❡t ❛✈❡❝
❝❡tt❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✧❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢♦r♠✉❧é ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à
✉♥❡ ✐s♦tr♦♣✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉♣❧❡ss❡ ✈✐q✉❡✉s❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❛ ♣❡r✲
♠✐s ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥♦♥ s✐♠♣❧✐✜é ✭✈❡rs✐♦♥ ✐s♦tr♦♣❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❆✣♥❡
❛♠é❧✐♦ré✮ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t s♦♥t
ét❛❜❧✐s ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ■❱✳✮✳ ❉❡ s✉r❝r♦ît✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦✲
♣✐q✉❡ ❡t ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ s♦♥t ❡st✐♠és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❛❝t❡ à ❧✬♦♣♣♦sé ❞❡
❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ♦ù ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ é✈❛❧✉és q✉✬à tr❛✈❡rs ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠é✲
r✐q✉❡ ✭♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❙❝❤❛♣❡r② ❬✻✷❪✮✳ ■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s
♠♦♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉①✱ ❡①❝❡♣té ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♠♦♠❡♥t✱ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧és ❡①❛❝t❡♠❡♥t ♣♦✉r
✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡✱ ♠ê♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❛②❛♥t r❡❝♦✉rs à ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✳
❉❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ❱✳✮ ✉♥❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ r✐❣♦✉r❡✉s❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❤♦✲
♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❛✈❡❝ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ✐s♦tr♦♣❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✧❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✧✱ s✬❛♣♣✉②❛♥t
s✉r ✉♥❡ ét✉❞❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❋❋❚
❡t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✧❙é❝❛♥t ♠♦❞✐✜é✧✱ ❡st ré❛❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ét✉❞✐és ✭❡ss❛✐s ❞❡
✢✉❛❣❡ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❡t à ❞✐✛ér❡♥t❡s tr✐❛①✐❛❧✐tés ❡t ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ t❤❡r♠♦✲♠é❝❛♥✐q✉❡✮✳
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■■✳ ❈♦♠♣♦s✐t❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡s ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡s ♥♦♥ ❧✐✲
♥é❛✐r❡s s♦✉s ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ✐s♦tr♦♣❡ ✿ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s
❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✧❆✣♥❡ ♠♦❞✐✜é✧ ❡t ✧❙é❝❛♥t ♠♦❞✐✜é✧

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❤♦♠♦✲
❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ♣rés❡♥té❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❛s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ❈♦♠♠❡
❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐❢ ✭s❡❝t✐♦♥ ❱✳✮✱ ❧❛ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✧❙é❝❛♥t ❝❧❛ss✐q✉❡✧
❬✻✻❪ ❡t ✧❆✣♥❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✧ ❬✼✺❪ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✐rré❛❧✐st❡s ✭ré♣♦♥s❡ ♣✉r❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡✮
❡t ❝❡✱ ♣♦✉r ❞❡s ❝❤❛r❣❡♠❡♥ts ❞❡ t②♣❡ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ♦✉ ❞❡ t②♣❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❞❛♥s
❧❡s ♣❤❛s❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥♥❛✐r❡s✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s✬❡❢✲
❢❡❝t✉❡ ❛✉t♦✉r ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭❙é❝❛♥t ♠♦❞✐✜é ❬✺✸❪✮ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ❞❡s
❝❤❛♠♣s ✭♠ét❤♦❞❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❬✼✷❪✮✱ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s s♦♥t q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ❛♠é❧✐♦ré❡s ♠❛✐s
s♦✉s ❡st✐♠❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❝❤❛♠♣s ❝♦♠♣❧❡ts ✭❝❛❧❝✉❧s ❋❋❚✮ ♣♦✉r ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t
❞❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ s❡❝t✐♦♥ ❱✳✷✳✷✳✸✮✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❛♣♣❡❧é❡ ✧❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✧ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❝❡s
❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳

✶✳ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❤étér♦❣è♥❡ ♦❝❝✉♣❛♥t ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ∂Ω ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥❡
♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❡t ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❤❛s❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥♥❛✐r❡s ❞✐str✐❜✉é❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡t
✐s♦tr♦♣❡✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❤❛s❡s ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ♦♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
❡t ✈✐❡✐❧❧✐ss❛♥t ✭♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞é♣❡♥❞❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❞✉ t❡♠♣s✮ ❛✈❡❝ ❞❡s ❞é❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s ❧✐❜r❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❤❛s❡s q✉✐ s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s s♣❤ér✐q✉❡s ❡t ❤♦♠♦❣è♥❡s✳ ▲❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡✱ q✉✐
❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ é❧❛st✐q✉❡ (κ(1) = κ(2) = κe ❡t µ(1) = µ(2) = µe)✱ ❡st s♦✉♠✐s à
❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❡①tér✐❡✉r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s [0 , T ] ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s
❝❤❛♠♣s ♠é❝❛♥✐q✉❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✳✻✮ ✿





❞✐✈σ (x , t) = 0 ❞❛♥s Ω× [0 , T ]

ε (x , t) =
1

2

(
∇u (x , t) +∇❚u (x , t)

)
❞❛♥s Ω× [0 , T ]

ε̇m (x , t) =
1

3κe(t)
σ̇m (x , t) +

1

3κ
(r)
v (t)

σm(x , t) + χ(r)(x) ε̇
(r)
0m (t) , r = 1, 2, ...., N

ė (x , t) =
1

2µe(t)
ṡ (x , t) + ėv (x , t)

σ(x , t).n(x) = σ(t).n(x) s✉r ∂Ω× [0 , T ]

✭✸✳✶✮



❈♦♠♣♦s✐t❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡s ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s s♦✉s ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ✐s♦tr♦♣❡ ✶✷✸

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ✭s❡❝t✐♦♥ ■■✳✹✳✮✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉① ❝♦♥s✐❞éré ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡
❞ér✐✈❡ ❞✬✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❧♦✐ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✭❧♦✐ ❞❡ ◆♦rt♦♥✮✳

ėv(x , t) =
N∑

r=1

χ(r)(x) ė(r)
v (x , t) , ė(r)

v (x , t) =
∂U

(r)
v

∂σ
=

3ε̇
(r)
0

2σ
(r)
0

(
σ❡q

σ
(r)
0

)n(r)−1

s(x , t) ✭✸✳✷✮

♦ù U (r)
v (σ) =

σ
(r)
0 ε̇

(r)
0

n(r) + 1

(
σ❡q

σ
(r)
0

)n(r)+1

, ✭✸✳✸✮

❛✈❡❝ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ε̇
(r)
0 ✱ σ(r)

0 ❡t n(r) q✉✐ s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞✉
t❛✉① ❞❡ ✢✉❛❣❡ ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s✳
P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❧♦❝❛❧ ✭✸✳✶✮✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✐❝✐ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡ s❡❧♦♥ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❛✣♥❡ ✿

ė (x , t) =
1

2µ
(r)
e (t)

ṡ (x , t) +▼(r)
v : s(x , t) + ė

(r)
0 ✭✸✳✹✮

▲❛ s♦✉♣❧❡ss❡ ✈✐sq✉❡✉s❡▼(r)
v ❡t ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡ e(r)

0 s♦♥t ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❤♦♠♦❣è♥❡s ♣❛r ♣❤❛s❡
❞♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts ❝❤♦✐① s♦♥t ét✉❞✐és ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ q✉✐ ✈❛ s✉✐✈r❡✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥t ❧✐♥é❛r✐sé ✭r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✮✮ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❧✐♥é❛✐r❡ ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s
❧✐❜r❡s ✭❝❡❧❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❡t ❝❡❧❧❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥✮✳

✷✳ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s é✈❛❧✉❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❉❛♥s ❝❡s ♠♦❞è❧❡s✱ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ s✬❡✛❡❝t✉❡♥t ❛✉t♦✉r
❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ❡t✴♦✉ s❡❝♦♥❞s ♠♦♠❡♥ts ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ➚ ♥♦t❡r q✉❡ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉①
❛♣♣r♦❝❤❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❬✹✾❪ ♦✉ ❬✼✷❪ ❡t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧ ♥❡ ❞ér✐✈❡ ♣❛s ❞✬✉♥ s❡✉❧
♣♦t❡♥t✐❡❧ ✭❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦✉ ♣✉r❡♠❡♥t ✈✐s❝♦♣❧❛st✐q✉❡ ❞❛♥s ❝❡s ré❢ér❡♥❝❡s✮✱
❧❛ ré♣♦♥s❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ ▼✐❧✐❡✉ ▲✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞é✜♥✐ à ❝❤❛q✉❡
♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ♣❛r ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥✳
P♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ✐❝✐✱ ♥♦✉s ❝♦♥s❡r✈♦♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ sé❝❛♥t❡
❝❧❛ss✐q✉❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦♠❡♥t ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♥♦✉s
❝❤❡r❝❤♦♥s à ❛♠é❧✐♦r❡r ❝❡tt❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✳ ▲❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉①
µ
(r)
v (r = 2, ..., N) ❞❛♥s ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

µ(r)
v (σ (r)

❡q ) =
σ
(r)
0

3ε̇
(r)
0

(
σ (r)
❡q

σ
(r)
0

)1−n(r)

, σ(r)
❡q (t) =

√
3

2
s(r)(t) : s(r)(t) ❛✈❡❝ s(r)(t) = 〈s(x , t)〉(r) ✭✸✳✺✮

✷✳✶ ❙❝❤é♠❛s ❝♦♥s✐❞érés

✷✳✶✳✶✳ ▲✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ sé❝❛♥t❡

❉❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✧❙é❝❛♥t❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✧ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ė0 ❡st ♥✉❧❧❡ ❡t ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡s
s♦✉♣❧❡ss❡s ▼(1)

v ❡st ✐s♦tr♦♣❡✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧✐♥é❛r✐sé❡ ✭✸✳✹✮ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
s✬é❝r✐t ✿

ė (x , t) =
1

2µ
(1)
e (t)

ṡ (x , t) +▼(1)
v : s(x , t) , ▼(1)

v =
1

2µ
(1)
v

(
σ̌
(1)
❡q

) ✭✸✳✻✮



✶✷✹ ❍❖▼❖●➱◆➱■❙❆❚■❖◆ ❊◆ ❱■❙❈❖➱▲❆❙❚■❈■❚➱ ◆❖◆ ▲■◆➱❆■❘❊

❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ µ
(1)
v q✉✐ s✬é❝r✐t ✿

µ(1)
v (σ̌ (1)

❡q ) =
σ
(1)
0

3ε̇
(1)
0

(
σ̌

(1)
❡q

σ
(1)
0

)1−n(1)

✭✸✳✼✮

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❧❛ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❡
♠♦♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ✉♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ σ̌(1)

❡q ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳

σ̌(1)
❡q = σ(1)

❡q (t) =

√
3

2
〈s(x , t)〉(1) : 〈s(x , t)〉(1) ✭✸✳✽✮

P♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❞❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❝♦♥s✐❞éré ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✱ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉
❞é✈✐❛t❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st ♥✉❧❧❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ♥♦♥ ♥✉❧✳ ▲❛
❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ sé❝❛♥t❡ ❝♦♥❞✉✐t ❞♦♥❝ à ❞❡s ré♣♦♥s❡s ♣✉r❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✭♠♦❞✉❧❡
❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉① ✐♥✜♥✐ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✮✳ P♦✉r ❝♦rr✐❣❡r ❝❡s é❝❛rts✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡
❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✱ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r P♦♥t❡ ❈❛st❛ñ❡❞❛
❬✺✹❪ ❡t ❙✉q✉❡t ❬✺✸❪✱ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ σ̌

(1)
❡q ❞❛♥s

❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♠♦❞è❧❡ ✧❙é❝❛♥t ♠♦❞✐✜é✧✮✳

σ̌(1)
❡q = σ

(1)
❡q =

√
3

2
〈s(x , t) : s(x , t)〉(1) ✭✸✳✾✮

◆♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té ❡st ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✱ ❝❡
q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉① ✜♥✐✳

✷✳✶✳✷✳ ▲✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❛✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré

▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣ré✲
s❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✬é❝r✐t ✿

ė
(1)
0 =

∂U
(1)
v

∂s
(s(1))−▼(1)

v (σ̌(1)
❡q ) : s

(1) ✭✸✳✶✵✮

σ❡q σ❡q

σ̂❡q

■♠♣r♦✈❡❞
❆✣♥❡

σ❡q

ėv❡q

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ▲✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré ✿ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st σ̂❡q✱ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✸✮



❈♦♠♣♦s✐t❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡s ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s s♦✉s ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ✐s♦tr♦♣❡ ✶✷✺

▲❡ t❡♥s❡✉r ❞❡s s♦✉♣❧❡ss❡s▼(1)
v ❡st ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s t❛♥❣❡♥ts ✭✶✳✶✹✸✮ q✉✐✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❤❛s❡

♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ♦❜é✐ss❛♥t à ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ t②♣❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✱ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

▼(1)
v (σ̌(1)

❡q , σ(1)
❡q ) =

1

2µ
(1)
v (σ̌

(1)
❡q )
❋(1) +

n(1)

2µ
(1)
v (σ̌

(1)
❡q )
❊(1) ✭✸✳✶✶✮

µ(1)
v (σ̌ (1)

❡q ) =
σ
(1)
0

3ε̇
(1)
0

(
σ̌

(1)
❡q

σ
(1)
0

)1−n(1)

❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✧❆✣♥❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✧ ❬✾✾❪✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ σ̌
(1)
❡q ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦♠❡♥t

❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞é✲
✈✐❛t♦r✐q✉❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ♥✉❧❧❡✳ ❆✐♥s✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡ sé❝❛♥t ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡
✧❆✣♥❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✧ ❞♦♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣✉r❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳

❆✜♥ ❞❡ ❝♦rr✐❣❡r ❝❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s✱ ✉♥❡ t❡♥t❛t✐✈❡ ❝♦♥s✐st❡r❛✐t à ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r
❈❛st❛ñ❡❞❛ ❬✼✷❪✱ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
❞❡ ❧❛ s♦✉♣❧❡ss❡ ✈✐sq✉❡✉s❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡
✶✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ σ̂

(1)
❡q ❞❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ❡t s❡❝♦♥❞s

♠♦♠❡♥ts ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✭✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✮ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

❈(1)
σ = 〈(σ − σ(1))⊗ (σ − σ(1))〉(1) ,

(
σ̂(1)
❡q

)2
=

((
σ
(1)
❡q

)2
+ 2 σ(1)

❡q

√
3

2
❊(1) :: ❈(1)

σ

)
✭✸✳✶✷✮

❊♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♣r♦❥❡❝t❡✉r ❊(1) ❡t ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❈(1)
σ ✱ ♥♦✉s

♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❧✉s ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ σ̂(1)
❡q q✉✐ ❡st ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ✿

(
σ̂(1)
❡q

)2
=

((
σ
(1)
❡q

)2
+ 2

√
9

4
〈
(
s : s(1)

)2〉(1) −
(
σ(1)
❡q

)4
)
, ✭✸✳✶✸✮

◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ σ̂

(1)
❡q ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ é✈❛❧✉é❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❛❝t❡ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❈(1)

σ ❞♦♥t
♥♦✉s ♥❡ s❛✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r q✉✬✉♥❡ tr❛❝❡✳

❈(1)
σijij

= S1 − s
(1)
ij s

(1)
ij , ✭✸✳✶✹✮

♦ù S1 ❞és✐❣♥❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞♦♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❡st
❞♦♥♥é❡ ♣❧✉s ❧♦✐♥ ✭r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✼✮✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ s♦✉♣❧❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

▼(1)
v (σ̂(1)

❡q , σ(1)
❡q ) =

1

2µ
(1)
v (σ̂

(1)
❡q )
❋(1) +

1

2λ
(1)
v (σ̂

(1)
❡q , σ(1)

❡q )
❊(1), ✭✸✳✶✺✮

▲❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉① µ
(1)
v ❡t λ

(1)
v s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥és à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡

st❛t✐♦♥♥❛r✐tés s✉r ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡✛❡❝t✐❢ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣✉r❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉① ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ s❡❝t✐♦♥
❱✳✶✳✷✳✷✳✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞é❣é♥èr❡ ❡♥ sé❝❛♥t ♠♦❞✐✜é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♥✉❧❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✳ ❖r ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳ q✉❡
❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ sé❝❛♥t ♠♦❞✐✜é ♥❡ ❝♦♥❞✉✐t ♣❛s à ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡✲
♠❡♥t ❝♦rr❡❝t❡s✳



✶✷✻ ❍❖▼❖●➱◆➱■❙❆❚■❖◆ ❊◆ ❱■❙❈❖➱▲❆❙❚■❈■❚➱ ◆❖◆ ▲■◆➱❆■❘❊

❉❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡s s♦✉♣❧❡ss❡s▼(1)
v ❡st ❝❡❧✉✐ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡

❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❛✣♥❡ ✭✸✳✶✶✮ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉① ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
µ
(1)
v ❡st ❝❛❧❝✉❧é s♦✐t ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✭✸✳✶✸✮ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r P♦♥t❡ ❈❛st❛ñ❡❞❛

❬✼✷❪✱ σ̌(1)
❡q = σ̂

(1)
❡q ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✸✳✶✮ s♦✐t ❛✉t♦✉r ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s σ̌

(1)
❡q = σ

(1)
❡q ✳

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✧❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✧✳

▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥✱ s✬❡✛❡❝t✉❛♥t ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❛ été é❣❛❧❡♠❡♥t
❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❬✽✵❪ ♠❛✐s ♥✬❛ ♣❛s été ét✉❞✐é✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬✽✵❪✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❆❋❋−❆◆■−
❋❝♦✈✱ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ✉♥❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré ✭❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥
❞❡ t②♣❡ t❛♥❣❡♥t❡✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❆❋❋− ❆◆■− ❋❝♦✈ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ t❛♥❣❡♥t ✭❝♦❡✣❝✐❡♥t
❞✉ t❡♥s❡✉r ❋(1) ❞❛♥s ✭✸✳✶✶✮✮ ❡st é✈❛❧✉é ❛✉t♦✉r ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❛♥❞✐s q✉❡
❧❡ ♠♦❞✉❧❡ sé❝❛♥t ✭❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✉ t❡♥s❡✉r ❊(1) ❞❛♥s ✭✸✳✶✶✮✮ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥
♦✉ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠✐❧✐❡✉① ♣♦r❡✉① ✐❧ ❛ été ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ♠♦♥tré
❞❛♥s ❬✽✵❪ q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐tés ♠♦❞érés ❡t ❢♦rt❡s✱ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❝❡tt❡
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣r♦♣♦sé❡ s❡ s♦♥t ❛✈éré❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ✭❙é❝❛♥t
❡t ❆✣♥❡✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ à ❞❡s str✉❝t✉r❡s s♦✉s ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ♣✉r❡♠❡♥t
❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ r❡st❡ ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ♦✉✈❡rt❡ ✭✈♦✐r ♥♦tr❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣❧✉s ❧♦✐♥✮✳

✷✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ♠♦②❡♥s ♣❛r ♣❤❛s❡

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❜✐♣❤❛sé ❡t ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❞❡ ▼♦r✐ ✲❚❛♥❛❦❛ ❬✹✸❪ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❞✉ ▼✐❧✐❡✉ ▲✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♣❛r ♣❤❛s❡✳

✷✳✷✳✶✳ ❈❛s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ♥♦♥ ✈✐❡✐❧❧✐ss❛♥ts

P♦✉r ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♥♦♥ ✈✐❡✐❧❧✐ss❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s s♦♥t ✐♥✈❛✲
r✐❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ▼❛♥❞❡❧ ♣❡✉t✲êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛
rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❛♠❡♥❡r
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♥♦♥ ✈✐❡✐❧❧✐ss❛♥t à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬é❧❛st✐❝✐té ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣❛r
♣❤❛s❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❈❛rs♦♥✳ ❈❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬ét❛❜❧✐r ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♣❛r
♣❤❛s❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❈❛rs♦♥ ❡t ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡✉rs ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ t❡♠♣♦r❡❧
à tr❛✈❡rs ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❈❛rs♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ✐❧ ❡st ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ❞❡ s♦✉❧✐❣♥❡r q✉❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❈❛rs♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡ ✭♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✮ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❡①♣❧✐❝✐t❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ❡♠♣❧♦②❡r ✐❝✐ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ré✲
s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉① ♣❛r ♣❤❛s❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s
♣r♦❥❡❝t❡✉rs ❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✸✳✶✶✮ ❡t ✭✸✳✶✺✮ s♦♥t s✉♣♣♦sés ❝♦♥st❛♥ts à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡
t❡♠♣s✳

❛✳ ❈❛s ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s sé❝❛♥t❡s

❉❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s sé❝❛♥ts ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ♠♦❞✐✜é ❧❡s s♦✉♣❧❡ss❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣❤❛s❡s s♦♥t ✐s♦tr♦♣❡s
t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s s♦♥t ❞✐str✐❜✉é❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐s♦tr♦♣❡ ✭❢♦r♠❡ s♣❤ér✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥
❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❊s❤❡❧❜②✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❡t ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ✭s❡❝t✐♦♥ ■❱✳✷✳✶✮✱ ❧❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❞é❞✉✐t ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼♦r✐✲❚❛♥❛❦❛ ❡st
❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥❡ ❧♦✐ à ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♥❡s ✭r❡❧❛t✐♦♥s ✭✶✳✶✵✽✮ à ✭✶✳✶✶✶✮✮✳ ▲❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✶✳✶✶✻✮✱ ✭✶✳✶✶✼✮ ❡t
✭❇✳✷✮✱ r❡❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉① ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st s♦✐t é✈❛❧✉é
❛✉t♦✉r ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ✭❙é❝❛♥t ♠♦❞✐✜é✮ s♦✐t ❛✉t♦✉r ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♠♦♠❡♥t ✭❙é❝❛♥t ❝❧❛ss✐q✉❡✮✳



❈♦♠♣♦s✐t❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡s ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s s♦✉s ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ✐s♦tr♦♣❡ ✶✷✼

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ♣❛r ♣❤❛s❡ ♣✉r❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡ (κ
(r)
v = ∞)✱ ❧❡s

é✈♦❧✉t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❡t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡s
s♦♥t ré❣✐❡s ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✶✳✶✶✹✮ ❡t ✭✶✳✶✷✶✮✳

❜✳ ❈❛s ❞❡ ❧✬❛✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❛ s♦✉♣❧❡ss❡ ✈✐sq✉❡✉s❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ▼(1)
v ❡st ❛♥✐s♦tr♦♣❡✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t

♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞✉ ▼✐❧✐❡✉ ▲✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡st ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❝❡ q✉✐ ❛❧♦✉r❞✐t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥✱
♥♦t❛♠♠❡♥t ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❈❛rs♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡s ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡ s✐ s✐♠♣❧❡♠❡♥t✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❛
♠♦②❡♥♥❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ❧✐é❡ à ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡s ♣❛r ✉♥ t❡♥s❡✉r ✐s♦tr♦♣❡ ▼(1) ❞é✜♥✐ ♣❛r

▼(1) =
1

2µ̃
(1)
v

❑ ,
1

2µ̃
(1)
v

=
n(1)

2µ
(1)
v

, ✭✸✳✶✻✮

♦♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ✐❝✐ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s
♠♦②❡♥♥❡s ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡s ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s q✉✐ s♦♥t ❡①♣r✐♠é❡s ♣❛r ✿





s(1)(t) =
2

c(1)

(
1

µ̃
(1)
v

− 1

µ
(2)
v

)−1 [
ė(t)− c(1)ė

(1)
0 (t)− 1

2

(
ṡ(t)

µe

+
s(t)

µ
(2)
v

)]

s(2)(t) =
2

c(2)

(
1

µ
(2)
v

− 1

µ̃
(1)
v

)−1 [
ė(t)− c(1)ė

(1)
0 (t)− 1

2

(
ṡ(t)

µe

+
s(t)

µ̃
(1)
v

)] ✭✸✳✶✼✮

❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉① ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡s
❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ (µ̃(1)

v = µ̃
(1)
v (σ̂

(1)
❡q )) t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉① ❝❛r❛❝té✲

r✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥♥❛✐r❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♠♦♠❡♥t (µ(2)
v = µ

(2)
v (σ(2)

❡q ))✳ ▲❡s
❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡s ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✧❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✧ ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❝❡❧❧❡s
♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s sé❝❛♥t❡s ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ♠♦❞✐✜é ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ❞é✲
✈✐❛t♦r✐q✉❡ e(1)

0 (t) q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✮✳ ❈❡tt❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ❡st
♥✉❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s sé❝❛♥t❡s ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ♠♦❞✐✜é✳

◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ■■■✳ q✉❡ s❛♥s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✭✸✳✶✸✮ ❡t ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ré❛❧✐sés ❛♥❛❧②✲
t✐q✉❡♠❡♥t s❛✉❢ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝♦♥s✐❞éré ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳ ✭❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❞❡
❣♦♥✢❡♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s✮✳ ❈❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ s❡r❛ rés♦❧✉❡ ❞❡ ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝✲
t✐♦♥ ■❱✳ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

✷✳✷✳✷✳ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❛✉① ♠❛tér✐❛✉① ✈✐❡✐❧❧✐ss❛♥ts

▲♦rsq✉❡ ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ❡st ✈✐❡✐❧❧✐ss❛♥t✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s s♦♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✉ t❡♠♣s✱ ❝❡
q✉✐ r❡♥❞ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❈❛rs♦♥ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s é❧❛st✐q✉❡s ❡t ✈✐sq✉❡✉s❡s✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✳
❉♦♥❝ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❡✛❡❝t✐✈❡s
❞✉ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s é❧❛st✐q✉❡s ❡t ✈✐sq✉❡✉s❡s ❡t ❧❡s ♣r♦❥❡❝t❡✉rs q✉✐ s♦♥t
s✉♣♣♦sés ❝♦♥st❛♥ts à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳
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✷✳✸ ❙②♥t❤ès❡

❆ ❝❡ st❛❞❡ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡ s✐① ❛♣♣r♦❝❤❡s ✿ ❝❡❧❧❡s s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ✉♥❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ sé❝❛♥t❡
✭❝❧❛ss✐q✉❡ ♦✉ ♠♦❞✐✜é✮ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❝❡❧❧❡s ❜❛sé❡s s✉r ✉♥❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ t❛♥❣❡♥t❡ ❛✉t♦✉r ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s
♣❛r ♣❤❛s❡ ✭❆✣♥❡✮ ❡t tr♦✐s ✈❛r✐❛♥t❡s ❝♦♥str✉✐t❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✵✮ ✿ ✧❆✣♥❡ ♠♦❞✐✜é✧
✭✸✳✶✵✮ ✱ ✭✸✳✶✸✮ ✱ ✭✸✳✶✺✮ ❡t ✧❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✧ ✭✸✳✶✵✮ ✱ ✭✸✳✶✶✮ ✱ ✭✸✳✶✸✮ ♦✉ ✭✸✳✾✮ ✱ ✭✸✳✶✵✮ ✱ ✭✸✳✶✶✮✳

✸✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s

✸✳✶ ❈❤❛r❣❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✐❝✐ ❧❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬✉♥ ❣♦♥✢❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ✿ à ❧✬✐♥st❛♥t ✐♥✐t✐❛❧
✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡ s♣❤ér✐q✉❡ ❡st ✐♠♣♦sé❡ ✐♥st❛♥t❛♥é♠❡♥t ❛✉① ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ♣✉✐s ♠❛✐♥t❡♥✉❡
❝♦♥st❛♥t❡✱ ❧❡ ❜♦r❞ ét❛♥t ❧✐❜r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ (σ(t) = 0)✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♠♣♦sé❡ ❡st ✉♥❡
❞✐❧❛t❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♣❤❛s❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥♥❛✐r❡ ❡st ♠✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♦♣♣♦sé s❡
♣r♦❞✉✐t ✭♠✐s❡ ❡♥ tr❛❝t✐♦♥✮ ❡♥ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥
♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❡st ♣✉r❡♠❡♥t s♣❤ér✐q✉❡ (e(t) = 0) ❝❛r✱ ❞û à ❧✬✐s♦tr♦♣✐❡✱ σ(t) ❡t ε(t) ♦♥t ❧❡s
♠ê♠❡s ❡s♣❛❝❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡ ♣❛r ♣❤❛s❡ s (1)(t) ❡t s (2)(t)
s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡s à t♦✉t ✐♥st❛♥t ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❝♦♥s✐❞érés ✭✶✳✶✶✼✮ ♦✉ ✭✸✳✶✼✮✳
P♦✉r ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s ❢r❛❝t✐♦♥s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❧❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♣❡✉t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé❡ ❡♥ ✉t✐✲
❧✐s❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✷✮ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡①❛❝t❡s
✭s❡❝t✐♦♥ ✭■❱✳✶✳✮✮ s♦♥t ét❛❜❧✐❡s ♣♦✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ❝❛s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ✭❣♦♥✢❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥
❡t ❜♦r❞ ❡①tér✐❡✉r ❧✐❜r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✮✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❝❡s rés✉❧❛ts ❝♦♠♠❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❛✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥✳

✸✳✷ ❉é❝❧✐♥❛✐s♦♥s ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ❝❡ ❝❛s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t

P❛r♠✐ t♦✉s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❝♦♥s✐❞érés ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✱ ✐❧ ♥✬❡♥ r❡st❡ q✉❡ tr♦✐s q✉✐ s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts
❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡s ❞é✈✐❛t❡✉rs ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ♥✉❧❧❡s ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✸✳✷✮✳ ❊♥ ❡✛❡t ❞❛♥s
❝❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✧❙é❝❛♥t ❝❧❛ss✐q✉❡✧ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ✧❆✣♥❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✧✱
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✧❙é❝❛♥t ♠♦❞✐✜é✧ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❡t ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s
r❡♣rés❡♥t❛t✐❢s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✧❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✧ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ✭▼(1)

v (σ̂
(1)
❡q ) = ▼(1)

v (σ
(1)
❡q )✮✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ė

(1)
0 ❞❛♥s ❧❡

♠♦❞è❧❡ ✧❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✧ ❞❡✈✐❡♥t ♥✉❧❧❡ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡ ❞❛♥s
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✈❛r✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❞é✈✐❛t❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳

σ❡q = 0

σ❡q = σ̂❡q

▼♦❞✐✜❡❞
❙❡❝❛♥t ❛♥❞ ❆✣♥❡

■♠♣r♦✈❡❞
❆✣♥❡

σ❡q

ėv❡q

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ♣✉r❡♠❡♥t
❤②❞r♦st❛t✐q✉❡



❈♦♠♣♦s✐t❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡s ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s s♦✉s ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ✐s♦tr♦♣❡ ✶✷✾

P♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré ✐❝✐ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
s(1)(t) ❡st ♥✉❧❧❡ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ σ̂(1)

❡q ✭r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✸✮✮ s❡ ré❞✉✐t ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞✉
❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❛♥s
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s✬é❝r✐t ✭✈♦✐r ❛♥♥❡①❡ ❇✮ ✿

1

4µe

Ṡ1(t)+
1

2µ
(1)
v (S1, s

(1))
S1(t) = −

2∑

r=1

c(r)

c(1)

(
1

κe

σ̇
(r)

m (t)σ(r)
m (t) +

1

κ
(r)
v

σ(r)
m (t)σ(r)

m (t) + 3σ(r)
m (t)ε̇

(r)
0m(t)

)

✭✸✳✶✽✮
❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♣♦✉r ❝❡ ❝❛s ❞❡
❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❡st ♥✉❧ ❡t ❧❡ t❡♥s❡✉r ❊(1) ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✶✮ ❞❡✈✐❡♥t ✐♥❞ét❡r♠✐♥é✳ ▲❡s ♣r♦✲
♣r✐étés ❡✛❡❝t✐✈❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡s ❝❛r ❧❛ s♦✉♣❧❡ss❡
✈✐sq✉❡✉s❡ ▼(1)

v ✱ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ▼✐❧✐❡✉ ▲✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ❡st ♠❛❧ ❞é✜♥✐❡✳
❖r✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❛✐s❛♥❝❡ r❡❧✐❛♥t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡ à ❧❛
♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡s ❡st ❡❧❧❡✱ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ✭s♦✉♣❧❡ss❡ ✐s♦tr♦♣❡ ✭r❡❧❛✲
t✐♦♥ ✭✸✳✶✻✮✮✮✱ ♥♦✉s ❛❞♦♣t♦♥s ❝❡tt❡ ❝♦♠♣❧❛✐s❛♥❝❡ ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉①
❧✐♥é❛r✐sé ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✳

▼(1)
v =▼(1) =

1

2µ̃
(1)
v (σ̂

(1)
❡q )
❑ ✭✸✳✶✾✮

❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✐s♦tr♦♣❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠❛✲
❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡st✐♠é❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❛❝t❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
▼♦r✐✲❚❛♥❛❦❛ ❡t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ à ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♥❡s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s sé❝❛♥t❡s✳
▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧té ♣✉r❡♠❡♥t
é❧❛st✐q✉❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛✐♥s✐ ❡st✐♠é❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❛❝t❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s sé✲
❝❛♥t❡s✳ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s✱ ❞♦♥t ❝❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ s♦♥t s♦❧✉t✐♦♥s✱
s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ s✉✐✈❛♥t✳





d

dt

(
σ(1)
m (t)

)
+

1

τ̃γ

(
σ(1)
m (t)

)
=

3c(2)(
1

κe

+
3

4µe

)(ε̇(2)0m(t)− ε̇
(1)
0m(t)

)

d

dt

(
σ(2)
m (t)

)
+

1

τ̃γ

(
σ(2)
m (t)

)
=

3c(1)(
1

κe

+
3

4µe

)(ε̇(1)0m(t)− ε̇
(2)
0m(t)

) ✭✸✳✷✵✮

❛✈❡❝ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ τ̃γ q✉✐ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

τ̃γ =

(
4

3κe

+
1

µe

)
µ̃(1)
v (σ̂(1)

❡q ) , µ̃(1)
v (σ̂(1)

❡q ) =
µ
(1)
v (σ̂

(1)
❡q )

n(1)
✭✸✳✷✶✮

▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✭✈♦✐r ❛♥♥❡①❡ ❇✮ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❡st
❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ✿

1

4µe

Ṡ1(t)+
1

2µ̃
(1)
v (S1, s

(1))
S1(t) = −

2∑

r=1

c(r)

c(1)

(
1

κe

σ̇
(r)

m (t)σ(r)
m (t) +

1

κ
(r)
v

σ(r)
m (t)σ(r)

m (t) + 3σ(r)
m (t)ε̇

(r)
0m(t)

)

✭✸✳✷✷✮
P✉✐sq✉❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣r♦♣♦sé❡s à
t = 0 ✭s♦❧✉t✐♦♥ é❧❛st✐q✉❡✮ ❡t q✉❡ n(1) > 1✱ ❧❛ ♣❡♥t❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s
❤②❞r♦st❛t✐q✉❡s ✭✸✳✷✵✮ ❡t ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ✭✸✳✷✷✮ ❡st ♣❧✉s ❢♦rt❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✧❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✧
q✉✬❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✧❙é❝❛♥t ♠♦❞✐✜é✧✳ ❉♦♥❝ ♦♥ s✬❛tt❡♥❞ à ✉♥❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡
❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✧❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✧✳
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✸✳✸ ❘és✉❧t❛ts

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ✧❆✣♥❡
❛♠é❧✐♦ré✧ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ✉♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❜✐♣❤❛sé ♥♦♥ ✈✐❡✐❧❧✐ss❛♥t ✭♠❛tr✐❝❡ r❡♥❢♦r❝é❡ ♣❛r ❞❡s ♣❛rt✐✲
❝✉❧❡s s♣❤ér✐q✉❡s✮ ❞♦♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❡st ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡✱ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ♣❛r ♣❤❛s❡ ét❛♥t ♣✉r❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡
(κ

(r)
v = ∞)✳ ▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ ét✉❞❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❞❡s ♠♦✲

♠❡♥ts ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭é✈♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡✮ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥
❝♦♥str✉✐t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✭s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡✮✱ ♣♦✉r
❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳ ✭❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❞❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s✮✳ ▲❛ ❢r❛❝✲
t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❡st ❞❡ ✶✵✪ ❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❝❡s ❝❛❧❝✉❧s s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ n(1) = 4✱ ❊ = 200●P❛, ν = 0.3, σ

(1)
0 = 1●P❛ , ε(2)0m = 333.10−6✳

t (s)
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

√

〈σ
2 eq
〉 1

(P
a)

×10 7
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3.5

sphere composite model
classical secant = classical affine
modified secant = Second order
improved affine

t (s)
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

σ
(r
)

m
(P

a
)

×10 7

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

0

1

σ̂
(1)
m

σ̂
(2)
m

sphere composite model
classical secant = classical affine
modified secant = Second order
improved affine

❛✮ ❜✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡t ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♣❛r
♣❤❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❛✉①
❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥

◆♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸ ❛✮ q✉❡ ❧❡s s❡❝♦♥❞s ♠♦♠❡♥ts ❡st✐♠és ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✧❙é❝❛♥t
♠♦❞✐✜é✧ ♦✉ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✧❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✧ s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❡t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t é❧♦✐❣♥és ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
ré❢ér❡♥❝❡✳ ❈♦♠♠❡ ❛tt❡♥❞✉ ✭♣ré❢❛❝t❡✉r 1

n(1) s✉r ❧❡ t❡♠♣s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ✭✸✳✷✶✮✮✱ ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s
❤②❞r♦st❛t✐q✉❡s r❡❧❛①❡♥t ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t q✉❡ ❝❡❧❧❡s ♣ré❞✐t❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥
✧❙é❝❛♥t❡ ♠♦❞✐✜é✧ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✸ ❜✮✮✳
◆♦✉s ♥♦t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✭❣♦♥✢❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❞❛♥s
❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✮✱ ❧❛ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ sé❝❛♥t❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❛✉t♦✉r ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♠♦♠❡♥t ♠è♥❡ à ✉♥ rés✉❧t❛t
✐rré❛❧✐st❡ ✭♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉① ✐♥✜♥✐✮✳ ▲❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ s♦♥t ♥❡tt❡✲
♠❡♥t ❛♠é❧✐♦ré❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❡s
❝❤❛♠♣s ✿ ✐❧ ②✬❛ ❜✐❡♥ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❡st❡ tr♦♣
❢❛✐❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s
♣❛r ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✧❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✧ s♦♥t ❡♥
❜♦♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡✳



❈♦♠♣♦s✐t❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡s ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s s♦✉s ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ✐s♦tr♦♣❡ ✶✸✶

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝♦♥s✐❞éré ✐❝✐✱
✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ sé❝❛♥t❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣❡✉t êtr❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝♦♥❞✉✐r❡ ❛✉① ♠ê♠❡ rés✉❧t❛ts
q✉❡ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✧❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré❡✧✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ sé❝❛♥t❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥
❞✐✛èr❡ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❙é❝❛♥t❡s ♣❛r ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞♦♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ✐❧❧✉stré❡ s✉r ❧❛
✜❣✉r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❝✬❡st ❧✬❛❜s❝✐ss❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❧❛ ❧♦✐
❧✐♥é❛r✐sé❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✧❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✧ ✭q✉✐ ❡st ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞♦♥❝ sé❝❛♥t❡✮✳ ❖r ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❛ ♣❡♥t❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥
✧❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✧ ❡st ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ t❛♥❣❡♥t à ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ é✈❛❧✉é ❛✉t♦✉r ❞✉ s❡❝♦♥❞
♠♦♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❈❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✭♥♦té σ̃❡q✮ ❡st ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
s❝❛❧❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ (∂2U

(1)
v

∂σ2
❡q

)
σ❡q

σ̃❡q =
(∂U (1)

v

∂σ❡q

)
σ̃❡q

. ✭✸✳✷✸✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ◆♦rt♦♥✱ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✿

σ̃❡q =
(
n(1)
) 1

n(1)−1 σ❡q ✭✸✳✷✹✮

❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ◆♦rt♦♥
❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉① ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
✧❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝♦♥s✐❞éré ✐❝✐✱ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡
✧❙é❝❛♥t ❛♠é❧✐♦ré✧✳

σ❡q = 0

σ❡q

n
1

n−1 σ❡q

■♠♣r♦✈❡❞
❙❡❝❛♥t

❂
■♠♣r♦✈❡❞
❆✣♥❡

σ❡q

ėv❡q

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✕ ▲✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❙é❝❛♥t❡ ❛♠é❧✐♦ré❡

✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
P♦✉r ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ✧❙é❝❛♥t ❝❧❛ss✐q✉❡✧ ❡t ✧❆✣♥❡
❝❧❛ss✐q✉❡✧ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✐rré❛❧✐st❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❝♦♥s✐✲
❞éré ✭ré♣♦♥s❡ ♣✉r❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡✮✳ ❈❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s s♦♥t q✉❛❧✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ❛♠é❧✐♦ré❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✧❙é❝❛♥t ♠♦❞✐✜é✧ ✭♦✉ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❬✼✷❪✮ ♠❛✐s s♦✉s✲❡st✐♠❡♥t ❧❡s
❝✐♥ét✐q✉❡s ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ P❛r♠✐ ❧❡s s✐① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡t✉❞✐é❡s✱
s❡✉❧ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✧❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✧ s✬❛✈èr❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t ❀ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝
❝❡ ♠♦❞è❧❡ ét❛♥t ❡♥ ❜♦♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✭s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ✲ s♣❤èr❡ ❝♦♠✲
♣♦s✐t❡✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✈✉ q✉✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✧❙é❝❛♥t❡ ❛♠é❧✐♦ré✧ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t ❛✉① ♠ê♠❡s
rés✉❧t❛ts q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✧❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✧ ♣♦✉r ❝❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐❡✳
❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ q✉✐ ✈❛ s✉✐✈r❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ét❡♥❞r❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♣ré❞✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡s s♦✉♠✐s à
✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳
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■■■✳ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❆✣♥❡ ❛♠é✲
❧✐♦ré

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞✬✉♥❡ s♦✉♣❧❡ss❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ét❛❜❧✐ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❛❝t❡✱ ♠❛✐s
✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣r♦❝❤é ♣❛r ✉♥❡ ❧♦✐ à ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♥❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❢♦r✲
♠✉❧é❡ ♣❛r ❙❝❤❛♣❡r② ❬✻✷❪✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡♠♣❧♦②❡r ✐❝✐ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① ❤étér♦❣è♥❡s ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳

✶✳ ❈❛s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ♥♦♥ ✈✐❡✐❧❧✐ss❛♥ts
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐♥❝ré✲
♠❡♥t❛❧❡ ✭♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉① ♣❛r ♣❤❛s❡ ❝♦♥st❛♥t à ❝❤❛q✉❡ ✐♥❝ré♠❡♥t ❞❡ t❡♠♣s✮ ❡t
❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ♣♦✉r ❞ér✐✈❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❡✛❡❝t✐✈❡s ❞✉ ❝♦♠♣♦s✐t❡✳

✶✳✶ ❊st✐♠❛t✐♦♥s ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ s♦✉♣❧❡ss❡ ✈✐sq✉❡✉s❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲
❈❛rs♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧❡ ❝♦♥❞✉✐t à ✿

ε∗(x , p) =▼(r)∗(p) : σ∗(x , p) + χ(r)(x)ε
(r)∗
0 (p). ✭✸✳✷✺✮

▲❛ s♦✉♣❧❡ss❡ ❞❛♥s ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❡st ✐s♦tr♦♣❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ❡t ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡✲
♠❡♥t q✉✐ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ p ❡t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ✭r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✵✷✮✮✳
❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❛ s♦✉♣❧❡ss❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❡t s♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

▼(1)∗(p) =
1

3κ(1)∗(p)
❏+

1

2µ(1)∗(p)
❋(1) +

1

2λ(1)∗(p)
❊(1), ✭✸✳✷✻✮

♦ù ❧❡ s❝❛❧❛✐r❡ λ(1)∗ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ p ❡t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✳

1

2λ(1)∗(p)
=

1

2µe

+
1

2 p µ̃
(1)
v

, µ̃(1)
v =

µ
(1)
v

n(1)
✭✸✳✷✼✮

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✺✮ r❡❧✐❛♥t ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ à ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t t❤❡r♠♦✲
é❧❛st✐q✉❡ ❞♦♥❝ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❞✉ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡st✐♠é à tr❛✈❡rs ✉♥ s❝❤é♠❛
❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐❢✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✐❝✐ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼♦r✐✲
❚❛♥❛❦❛ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❡✛❡❝t✐✈❡s ❞✉ ❱❊❘ ❛✈❡❝ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡
q✉✐ ❡st ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ✿

σ∗(p) = ❈̃
∗

▼❚
(p) :

(
ε(∗)(p)− ε

(∗)
0 (p)

)
, ❈̃

∗

▼❚
(p) =

N∑

r=1

c(r)❈(r)∗(p) : ❆(r)∗(p) ✭✸✳✷✽✮

▲❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❛r ♣❤❛s❡✱ ♣♦✉r ❞❡s
❝♦♠♣♦s✐t❡s ❜✐♣❤❛sés ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ▼♦r✐✲
❚❛♥❛❦❛ ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ s❡❝t✐♦♥ ■■■✳✶✳✻✮✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡
❡st ❛♥✐s♦tr♦♣❡✱ ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ r✐❣✐❞✐té ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✱ q✉✐ ❡st ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉♣❧❡ss❡ ❞é✜♥✐❡
❞❛♥s ✭✸✳✷✻✮✱ ❡st ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❡t s♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

❈(1)∗(p) = 3κ(1)∗(p)❏+ 2µ(1)∗(p)❋(1) + 2λ(1)∗(p)❊(1) ✭✸✳✷✾✮



❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré ✶✸✸

▲❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❍✐❧❧ ❛ss♦❝✐é ❛✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ r✐❣✐❞✐té ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♥✐s♦tr♦♣❡✳
❉✐✛ér❡♥t❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ ❝❡ t❡♥s❡✉r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡
✭❝❤❛♣✐tr❡ ✶ s❡❝t✐♦♥ ■■■✳✶✳✺✳✷✳✮✳ ◆♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s ✐❝✐ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❡①❛❝t❡ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡
❍✐❧❧ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ q✉✐ ❡st ❡①♣r✐♠é❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❍✐❧❧ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣✉r❡♠❡♥t
✐s♦tr♦♣❡ ❡t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ✭✈♦✐r ❛♥♥❡①❡ ❊✮✳

P(1)∗ = P(1)∗
❊

− 1

4π

∫

|ξ|=1

4µ(1)∗
(
λ(1)∗ − µ(1)∗

)
P∗(ξ) ❞❙(ξ)

3µ(1)∗ + 4 (λ(1)∗ − µ(1)∗)
[
|α̂ξ|2 − a(1)∗ (ξ • (α̂ξ))2

] , α̂ =
s(1)

σ❡q

. ✭✸✳✸✵✮

▲❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❍✐❧❧ ✐s♦tr♦♣❡P(1)∗
❊

❡t ❞✉ s❝❛❧❛✐r❡ a(1)∗ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s
✭✶✳✸✽✮ ❡t ✭✶✳✹✼✮ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ❡t ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t q✉✐ s♦♥t r❡♠♣❧❛❝és ♣❛r
❝❡✉① ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣s❡✉❞♦✲é❧❛st✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❈❛rs♦♥✳ ▲❡ ♠♦❞✉❧❡ P∗ ❡st ✉♥
t❡♥s❡✉r ❞✉ q✉❛tr✐è♠❡ ♦r❞r❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✭✈♦✐r ❛♥♥❡①❡ ❊✮ ✿

P∗(ξ) = ξ ⊗◆∗
✐s♦.u⊗◆∗

✐s♦.u⊗ ξ , ◆∗
✐s♦ =

1

µ(1)∗|ξ|2
[
δ − a(1)∗

ξ ⊗ ξ

|ξ|2
]

, u = ξ.α̂. ✭✸✳✸✶✮

P♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ t❡♠♣♦r❡❧✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❡✛❡❝t✐❢ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❈❛rs♦♥ ❡♥ ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t✳ ▲❡
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ sér✐❡ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣❡✉t ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s s✐t✉❛t✐♦♥s êtr❡ ❡①❛❝t✳ ❈✬❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❧❡ ❝❛s ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s s♦♥t ✐s♦tr♦♣❡s ❡t
q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼♦r✐✲❚❛♥❛❦❛ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❡✛❡❝t✐❢✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱
❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❡✛❡❝t✐❢ ✭r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✽✮✮ ♣♦✉r t♦✉t p ❡st ❛♣♣r♦①✐♠é s❡❧♦♥ ✿

❈̃
∗

▼❚
(p) ≈ ❈̃(a)∗

▼❚
(p) =

Nc∑

j=1

❈
(a)

j

p

p+ 1

τ
(a)
j

✭✸✳✸✷✮

▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❈
(a)

j ❡t ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ τ
(a)
j ✭q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❤♦✐s✐s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛r✲

❜✐tr❛✐r❡✮ s♦♥t ✐❞❡♥t✐✜és à tr❛✈❡rs ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❙❝❤❛♣❡r② ❬✻✷❪✱ q✉✐
❝♦♥s✐st❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❊r ❡♥tr❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡✳
❈❡tt❡ ❡rr❡✉r ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

❊r =

∫ ∞

0

[
❈̃
▼❚ijkl

(t)− ❈̃
(a)

▼❚ijkl
(t)
]2
❞t , ❈̃

(a)

▼❚
(t) =

Nc∑

j=1

❈
(a)

j exp

(
− t

τ
(a)
j

)
, ✭✸✳✸✸✮

❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❡✛❡❝t✐❢ ❈̃
(a)

▼❚
❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ t❡♠♣♦r❡❧ q✉✐ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛

tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❈❛rs♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✷✮✳ ▲❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡

♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❈
(a)

j ❡t ❛✉① t❡♠♣s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s τ (a)j ❝♦♥❞✉✐t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉①
r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❬✶✵✵❪✳

❈̃
∗

▼❚

(
τ
(a)
j

)
= ❈̃

(a)∗

▼❚

(
τ
(a)
j

)
❡t

❞ ❈̃
∗

▼❚
(p)

❞p

∣∣∣
p=τ

(a)
j

=
❞ ❈̃

(a)∗

▼❚
(p)

❞p

∣∣∣
p=τ

(a)
j

✭✸✳✸✹✮

❊♥ ❞é✜♥✐t✐✈❡✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✱

✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❡✛❡❝t✐❢s ❈̃
∗

▼❚
❡t ❈̃

(a)∗

▼❚
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉rs ❞ér✐✈é❡s s♦✐❡♥t é❣❛❧❡s

❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✐♥ts ❝❤♦✐s✐s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣♦r✲
t❛♥t ❞❡ t❡r♠❡s ❞❛♥s ❧❛ sér✐❡ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❞❛♥s ❧❛
sér✐❡ ❞♦✐t êtr❡ ré❛❧✐sé ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛st✉❝✐❡✉s❡ ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳
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❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ s✉❜st✐t✉❛♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❡✛❡❝t✐❢ ✭r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✷✮✮ ❞❛♥s ❧❛
❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ✭✸✳✷✽✮✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❈❛rs♦♥ ♣❡✉t
s✬é❝r✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡✳

σ∗(p) = ❈e :

[
ε∗(p)−ε∗0(p)−

Nc∑

j=1

1

τ
(a)
j

p+ 1

τ
(a)
j

❈
−1

e : ❈
(a)

j :
(
ε∗(p)− ε∗0(p)

)

︸ ︷︷ ︸
α∗

j (p)

]
❛✈❡❝ ❈e =

Nc∑

j=1

❈
(a)

j ,

✭✸✳✸✺✮
♦ù ❈e ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❡✛❡❝t✐❢ é❧❛st✐q✉❡✳ ▲✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❈❛rs♦♥
♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ q✉✐ ❡st ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r
✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ à ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♥❡s ✿

σ(t) = ❈e :
(
ε(t)− ε0(t)−

Nc∑

j=1

αi(t)
)
, ✭✸✳✸✻✮

♦ù ❧❡s Nc ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♥❡s t❡♥s♦r✐❡❧❧❡s αj(t) s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✿

α̇j(t) +
1

τ
(a)
j

αj(t) =
1

τ
(a)
j

❈
−1

e : ❈
(a)

j : (ε(t)− ε0(t)) , αj(0) = 0 ❡t 0 ≤ j ≤ Nc ✭✸✳✸✼✮

▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❣♦♥✢❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ t❡♠♣♦r❡❧ s❡ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ✭✶✳✺✽✮
❬✺✷❪ ❞♦♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❈❛rs♦♥✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ N
♣❤❛s❡s✱ s✬é❝r✐t ✿

ε∗0(p)− 〈ε∗0(p)〉 =
N∑

r=2

c(r)
(
❇❚

(r)∗

(p)− ■
)
:
(
ε
(r)∗
0 (p)− ε

(1)∗
0 (p)

)
, ✭✸✳✸✽✮

❛✈❡❝ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ q✉✐ s♦♥t
❡①♣❧✐❝✐té❡s ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆✳

❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ t❡♠♣♦r❡❧ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ❡①❛❝t❡ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞✬é❧❛st✐❝✐té ❡t ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❍✐❧❧ ❞❛♥s ❧❛
♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡✳ P♦✉r ❡st✐♠❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ ❣♦♥✢❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❜✐♣❤❛sé✱
♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡ ♠ê♠❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ sér✐❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡
✭✸✳✸✽✮ ♣♦✉r (N = 2) ♣❛r ✿

ε∗0(p)− 〈ε∗0(p)〉 =
N

(b)
c∑

j=1

1

τ
(a)
(b)j

1

p+ 1

τ
(a)
(b)j

❇
(a)

(b)j :
(
ε
(2)∗
0 (p)− ε

(1)∗
0 (p)

)

︸ ︷︷ ︸
α

(b)∗
j (p)

✭✸✳✸✾✮

❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❇
(a)

(b)j ❡t τ
(a)
(b)j q✉✐ s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥és à ♣❛rt✐r ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❜t❡✲

♥✉❡s ♣❛r ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡rr❡✉r✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡
❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❈❛rs♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✾✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ ❣♦♥✢❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢
q✉✐ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ à ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♥❡s s❡❧♦♥ ✿

ε0(t)− 〈ε0(t)〉 =
N

(b)
c∑

j=1

α
(b)
j (t), ✭✸✳✹✵✮



❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré ✶✸✺

♦ù ❧❡s α(b)
j (t) s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♥❡s t❡♥s♦r✐❡❧❧❡s ❞♦♥t ❧❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s s♦♥t ré❣✐❡s

♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

α̇
(b)

j (t) +
1

τ
(a)
(b)j

α
(b)
j (t) =

1

τ
(a)
(b)j

❇
(a)

(b)j :
(
ε
(2)
0 (t)− ε

(1)
0 (t)

)
, α

(b)
j (0) = 0 ❡t 0 ≤ j ≤ N (b)

c

✭✸✳✹✶✮
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡t ❞❡ ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥♥❛✐r❡s (N = 3)✱
❧❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❈❛rs♦♥ ✭r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✽✮✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥
sér✐❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t s✬é❝r✐t ✿

ε∗0(p)− 〈ε∗0(p)〉 =
3∑

r=2

N
(r)
c∑

j=1

1

τ
(a)
(r)j

1

p+ 1

τ
(a)
(r)j

❇
(a)

(r)j :
(
ε
(r)∗
0 (p)− ε

(1)∗
0 (p)

)

︸ ︷︷ ︸
α

(r)∗
j (p)

✭✸✳✹✷✮

❙✐♠✐❧❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❜✐♣❤❛sé✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❇
(a)

(r)j ❡t τ
(a)
(r)j s♦♥t é✈❛❧✉és à tr❛✈❡rs ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s

❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞é❞✉✐t❡s ♣❛r ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❡t
s♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ P❛r ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❈❛rs♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✷✮ ♦♥
♦❜t✐❡♥t ✿

ε0(t)− 〈ε0(t)〉 =
N

(2)
c∑

j=1

α
(2)
j (t) +

N
(3)
c∑

j=1

α
(3)
j (t), ✭✸✳✹✸✮

❛✈❡❝ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♥❡s t❡♥s♦r✐❡❧❧❡s α(2)
j (t) ❡t α(3)

j (t) q✉✐ s♦♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛é✲
r❡♥t✐❡❧❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿





α̇
(2)

j (t) + 1

τ
(a)
(2)j

α
(2)
j (t) = 1

τ
(a)
(2)j

❇
(a)

(2)j :
(
ε
(2)
0 (t)− ε

(1)
0 (t)

)
, α

(2)
j (0) = 0 ❡t 0 ≤ j ≤ N

(2)
c

α̇
(3)

j (t) + 1

τ
(a)
(3)j

α
(3)
j (t) = 1

τ
(a)
(3)j

❇
(a)

(3)j :
(
ε
(3)
0 (t)− ε

(1)
0 (t)

)
, α

(3)
j (0) = 0 ❡t 0 ≤ j ≤ N

(3)
c

✭✸✳✹✹✮

✶✳✷ ❈❤❛♠♣s ♠♦②❡♥s ♣❛r ♣❤❛s❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❜✐♣❤❛sé

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❜✐♣❤❛sé ❧❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡s ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s
♣❤❛s❡s ♦♥t été ét❛❜❧✐❡s ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✷✳✶✳ ✭r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✼✮✮✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠♦②❡♥♥❡s s♣❤é✲
r✐q✉❡s✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ✈✐sq✉❡✉s❡ ✜♥✐❡ ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s✱ s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❛✉①
❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ✭✶✳✶✶✻✮ ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✶ s❡❝t✐♦♥ ❱✳✮✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ✈✐sq✉❡✉s❡ ♣❛r
♣❤❛s❡ ❞❡✈✐❡♥t ✐♥✜♥✐❡✱ ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ét❛❜❧✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❛❝t❡
❡♥ r❛✐s♦♥ ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡✳ P♦✉r ❡st✐♠❡r ❝❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♣❛r ♣❤❛s❡✱
✐❧ ❢❛✉t ❛✈♦✐r r❡❝♦✉rs à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❙❝❤❛♣❡r② q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛✉① ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡ ♣❛s✲
s❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✭✶✳✶✶✻✮ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ✐♥❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s
❤②❞r♦st❛t✐q✉❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ♣✉r❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡ (κ(r)

v = ∞) s♦♥t ❡st✐♠é❡s
à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐st❛✐♦♥ ét❛❜❧✐❡ ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆✳



✶✸✻ ❍❖▼❖●➱◆➱■❙❆❚■❖◆ ❊◆ ❱■❙❈❖➱▲❆❙❚■❈■❚➱ ◆❖◆ ▲■◆➱❆■❘❊

✶✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ à tr♦✐s ♣❤❛s❡s

✶✳✸✳✶✳ ▼♦②❡♥♥❡s s♣❤ér✐q✉❡s

▲❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠♦②❡♥♥❡s s♣❤ér✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡
à tr♦✐s ♣❤❛s❡s ❡t ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ✈✐sq✉❡✉s❡ ✜♥✐❡ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡❧❧❡s
♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✷✷✮✳ P♦✉r ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① à ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ♣✉r❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡s✱ ✐❧
❝♦♥✈✐❡♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❙❝❤❛♣♣❡r② ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠♦②❡♥♥❡s
❤②❞r♦st❛t✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❜✐♣❤❛sé✳

✶✳✸✳✷✳ ▼♦②❡♥♥❡s ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡s

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t ♣♦✉r ✉♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❜✐♣❤❛sé✱ ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡s
✐♥❝❧✉s✐♦♥s s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s ❡♥ s❡ s❡r✈❛♥t ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ▼❛♥❞❡❧✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é
q✉❡ ❧❛ s♦✉♣❧❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ r❡❧✐❛♥t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡
à ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡s ❡st ✐s♦tr♦♣❡ ✭r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✻✮✮✱ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s
♠♦②❡♥♥❡s ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t s❡❧♦♥ ✿





s(2)(t) =
2

c(2)

(
1

µ
(2)
v

− 1

µ
(3)
v

)−1 [
ė(t)− c(1)ė

(1)
0 (t)− c(1)

2

(
1

µ̃
(1)
v

− 1

µ
(3)
v

)
s(1)(t)− 1

2

(
ṡ(t)

µe

+
s(t)

µ
(3)
v

)]

s(3)(t) =
2

c(3)

(
1

µ
(3)
v

− 1

µ
(2)
v

)−1 [
ė(t)− c(1)ė

(1)
0 (t)− c(1)

2

(
1

µ̃
(1)
v

− 1

µ
(2)
v

)
s(1)(t)− 1

2

(
ṡ(t)

µe

+
s(t)

µ
(2)
v

)]

✭✸✳✹✺✮
▲❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉① ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡t ❞❛♥s ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡✲
♠❡♥t é✈❛❧✉és ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s (µ̃(1)

v = µ̃
(1)
v (σ̂

(1)
❡q )) ❡t ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♠♦♠❡♥t ❞❡s

❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ (µ
(r)
v = µ

(r)
v (σ(r)

❡q ), r = 2, 3)✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞é✈✐❛✲
t♦r✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s(1)(t) ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡
♣❛r ❙❝❤❛♣❡r② ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

s(1)∗(p) = ❇(1)∗
d (p) : s∗(p) + ❜(1)∗

d (p), ✭✸✳✹✻✮

♦ù ❇(1)∗
d ❡t ❜(1)∗

d ❞és✐❣♥❡♥t ❧❡s ❞é✈✐❛t❡✉rs ❞❡s t❡♥s❡✉rs ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡s ♣r♦✲
❜❧è♠❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡t t❤❡r♠✐q✉❡✳

✶✳✹ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❍✐❧❧ ❬✻✹❪ ❡t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧✐♥é❛r✐sé❡ ♣♦✉r
❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡t ❝❡✱ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡
❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛tr✐❝❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ s♣❤ér✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❧♦❝❛❧❡
❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❧♦❝❛❧ ❞❛♥s ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s s♦♥t s✉♣♣♦sés ❤♦♠♦❣è♥❡s✱
❧❛ ❧♦✐ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✭✈♦✐r ❛♥♥❡①❡ ❇✮ s✬é❝r✐t ✿

1

4µe

Ṡ1(t) +
1

2µ
(1)
v (S1, s

(1))
S1(t) +

3(n(1) − 1)

4µ
(1)
v (S1 , s

(1))

〈(s(x, t) : s(1)(t))2〉(1)
(σ(1)

❡q )
2

= N(t) ✭✸✳✹✼✮



❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré ✶✸✼

❛✈❡❝ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ N(t) ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ q✉✐ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

N(t) =
1

c(1)
ε̇(t) : σ(t)−s(1)(t) : ė

(1)
0 (t)−

N∑

r=2

c(r)

c(1)

(
1

2µe

ṡ
(r)
(t) : s(r)(t) +

1

2µ
(r)
v (s(r))

s(r)(t) : s(r)(t)

)

−
N∑

r=1

c(r)

c(1)

(
1

κe

σ̇
(r)

m (t)σ(r)
m (t) +

1

κ
(r)
v

σ(r)
m (t)σ(r)

m (t) + 3σ(r)
m (t)ε̇

(r)
0m(t)

)
✭✸✳✹✽✮

▲❡ t❡r♠❡ 〈(s(x, t) : s(1)(t))2〉(1) ❞❛♥s ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ s✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❡st
❞✐✣❝✐❧❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r r❡♣rés❡♥t❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t
❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛✈♦✐r r❡❝♦✉rs à ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳

✷✳ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❛✉① ♠❛tér✐❛✉① ✈✐❡✐❧❧✐ss❛♥ts
▲✬❛s♣❡❝t ✈✐❡✐❧❧✐ss❛♥t s❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ♣❛r ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡s ♣r♦♣r✐étés
♠é❝❛♥✐q✉❡s ✭♠♦❞✉❧❡s é❧❛st✐q✉❡s ❡t ✈✐sq✉❡✉s❡s✮✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r à ♥♦✉✈❡❛✉
q✉❡ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s é❧❛st✐q✉❡s ❡t ✈✐sq✉❡✉s❡s ❡t ❧❡s ♣r♦❥❡❝t❡✉rs s♦♥t ❝♦♥st❛♥ts ♣❛r ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s
✭❞é♠❛r❝❤❡ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡✮✱ ❛✜♥ ❞❡ s❡ r❛♠❡♥❡r ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♣✉✐s ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s
é✈❛❧✉❛t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❛✐♥s✐ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ♠♦②❡♥s✳

✸✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❊♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❍✐❧❧ ✭✸✳✸✵✮ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ✭❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✮✱ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢
♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡s ❡①❛❝t❡♠❡♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ σ̂

(1)
❡q ✭✸✳✶✸✮ ❡t

❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ r❡st❡♥t ✐♥❞ét❡r♠✐♥és
à ❝❛✉s❡ ❞✉ t❡r♠❡ 〈(s(x, t) : s(1)(t))2〉(1) q✉✐ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✧❆✣♥❡ ❆♠é❧✐♦ré✧ r❡st❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦✉✈❡rt à ❧✬✐ss✉❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡✳
❊♥✜♥ ✐❧ ❡st ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré❡ ❧❡s ♣r♦❥❡❝t❡✉rs ❊ ❡t ❋
❞é♣❡♥❞❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞✉ t❡♠♣s✳
❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ q✉✐ ✈❛ s✉✐✈r❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s q✉✐ ❝♦♥s✐st❡♥t à
✐s♦tr♦♣✐s❡r ❧❛ s♦✉♣❧❡ss❡ ✈✐sq✉❡✉s❡ ▼(1)

v ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés à ❧✬é❝❤❡❧❧❡
♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♣✉✐ss❡♥t êtr❡ ❡st✐♠é❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❞❡ ▼♦r✐✲❚❛♥❛❦❛ ❡t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ à ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♥❡s✳
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■❱✳ ❱❡rs✐♦♥ ✐s♦tr♦♣❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ s♦✉♣❧❡ss❡ ✈✐sq✉❡✉s❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❧✬❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré ♥❡ ❝♦♥❞✉✐t ♣❛s à ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡
✭✸✳✶✸✮ ❡t ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✭✸✳✹✼✮✳
◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ s♦✉♣❧❡ss❡ ✈✐sq✉❡✉s❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ✐s♦tr♦♣❡ ❝❡s q✉❛♥t✐tés ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ✐s♦tr♦♣❡ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s ✐♥✈❡rs✐♦♥s ❡①❛❝t❡s
❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❈❛rs♦♥ ❡t ♣❡r♠❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡s
éq✉❛t✐♦♥s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r
✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡s s♦✉♣❧❡ss❡s s♦✐t ✐s♦tr♦♣❡✳
▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré ✧✐s♦tr♦♣❡✧ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ P♦✉r ❧❡s
❛♣♣r♦❝❤❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡ ❧✐♥é❛r✐sé❡ ❡st ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ✿

ė (x , t) =
1

2µe

ṡ (x , t) + ▼̃
(1)

v : s(x , t) + ė
(1)
0 ✭✸✳✹✾✮

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♥é❣❧✐❣❡r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉♣❧❡ss❡ ▼(1)
v ❞❛♥s ❧❛

♠❛tr✐❝❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❧❛ s♦✉♣❧❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ▼(1)
v s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡

❞❡s t❡♥s❡✉rs ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡s ✐s♦tr♦♣❡s ❡t ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

▼̃
(1)

v :
(
▼(1)

v :: ❑
)
❑ =

n(1) + 4

5

1

2µ
(1)
v

(
σ̂
(1)
❡q

)❑ ✭✸✳✺✵✮

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à s✉♣♣♦s❡r q✉✬❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡t à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t✱ ❧❡
❞é✈✐❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ à ✉♥ t❡♥s❡✉r ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① s✉♣♣♦sé ❤♦♠♦❣è♥❡
❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ (s(x , t) = λ(x, t)❞)✳ ❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❧❛ s♦✉♣❧❡ss❡ ✈✐sq✉❡✉s❡ ❞❛♥s
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡✈✐❡♥t ✐s♦tr♦♣❡ s❡❧♦♥ ✿

▼̃
(1)

v =
1

2µ̃
(1)
v (σ̂

(1)
❡q )

❑ ✭✸✳✺✶✮

❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ✉t❧✐s❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✶✮ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡
❞❛♥s ❝❡ ❝❛s s✬é❝r✐t ✿

ėv(x , t) ≃ 1

2µ̃
(1)
v (σ̂

(1)
❡q )

s(x , t) +
(n(1) − 1)

2µ̃
(1)
v (σ̂

(1)
❡q )

❊(1) : s(x , t)︸ ︷︷ ︸
s(x ,t)

=
1

2µ̃
(1)
v (σ̂

(1)
❡q )

s(x , t) ✭✸✳✺✷✮

❘❡✈❡♥♦♥s à ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦❧✐♥é❛r✐té (s(x , t) = λ(x, t)❞)✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡ t♦✉t t❡♥s❡✉r
s②♠étr✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡ s✬❡①♣r✐♠❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✱ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✈♦✐r
❬✶✵✶❪✮

s(x , t) =
2

3
σ❡q(x , t)❞(θ(x , t)) ✭✸✳✺✸✮

♦ù θ(x , t) ❞és✐❣♥❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ▲♦❞❡ q✉✐ ❡st ❡①♣r✐♠é ♣❛r ✿

❞(θ) =




− cos
(
θ +

π

3

)
0 0

0 − cos
(
θ − π

3

)
0

0 0 cos (θ)


 ✭✸✳✺✹✮



❱❡rs✐♦♥ ✐s♦tr♦♣❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré ✶✸✾

❉❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❢❛✐r❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ▲♦❞❡ ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡
❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ θ(x , t) = θ(1)(t)✳ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

s(1)(t) =
2

3
σ(1)
❡q (t)❞(θ

(1)(t)) ✭✸✳✺✺✮

▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ✜♥❛❧❡♠❡♥t r❡t❡♥✉ ❝❛r ✐❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ s♦✉♣❧❡ss❡
✐s♦tr♦♣❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡s ✭r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✼✮✮✳ ▲❛ ♠ê♠❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦❧✐♥é❛r✐té ❡♥tr❡ ❧❡ ❞é✈✐❛t❡✉r
❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s(x , t) ❡t ❧❡ ❝❤❛♠♣ t❡♥s♦r✐❡❧ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❞(θ(1)) ♣❡r♠❡t ❞✬ét❛❜❧✐r
❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ σ̂(1)

❡q ✳ ❊♥ ❡✛❡t
♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

〈(s(x, t) : s(1)(t))2〉(1) ≃
(
s(1)(t) : s(1)(t)

) (
〈s(x, t) : s(x, t)〉(1)

)
=

(
2

3
σ(1)
❡q (t)

)2

〈σ2
❡q(t)〉(1),

✭✸✳✺✻✮
❛❧♦rs ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ σ̂(1)

❡q s❡ s✐♠♣❧✐✜❡ ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❡t s✬é❝r✐t ✿

(
σ̂(1)
❡q

)2
=

((
σ
(1)
❡q

)2
+ 2 σ(1)

❡q

√(
σ
(1)
❡q

)2
−
(
σ(1)
❡q

)2
)
. ✭✸✳✺✼✮

❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✭❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❛✐s❛♥❝❡ ✭✸✳✺✶✮✮ ❞❛♥s
❝❡ q✉✐ s✉✐t ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❡✛❡❝t✐✈❡s ❞✉ ❝♦♠♣♦s✐t❡✳

✶✳ ❈❛s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ♥♦♥ ✈✐❡✐❧❧✐s✲
s❛♥ts ✭♠✐❧✐❡✉ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✮

✶✳✶ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡

❉❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ✧❙é❝❛♥t ❝❧❛ss✐q✉❡✧ ❡t ✧❙é❝❛♥t ♠♦❞✐✜é✧ ❧❡s s♦✉♣❧❡ss❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣❤❛s❡s s♦♥t
✐s♦tr♦♣❡s ❡t ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s s♦♥t ❞✐str✐❜✉é❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐s♦tr♦♣❡ ✭❢♦r♠❡ s♣❤ér✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❛♥s
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❊s❤❡❧❜②✮✳ ❆❧♦rs✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❞é❞✉✐t ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡
❡t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼♦r✐✲❚❛♥❛❦❛ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥❡ ❧♦✐ à ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♥❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡
♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ✭❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré ✧✐s♦tr♦♣❡✧ ✭r❡❧❛t✐♦♥s ✭✸✳✹✾✮ à ✭✸✳✺✶✮✮✮ ❧❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❞é❝r✐t ♣❛r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ à ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♥❡s✳





εm(t) =
1

3κe

σm(t) + ε0m(t) +

◆m
p∑

j=1

αm
j (t)

e(t) =
1

2µe

s(t) + e0(t) +

◆d
p∑

j=1

α d
j (t)

✭✸✳✺✽✮

❉❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s sé❝❛♥ts ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ♠♦❞✐✜é✱ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣✉r❡♠❡♥t ❞é✈✐❛✲
t♦r✐q✉❡ ❡st ♥✉❧❧❡ (e0(t) = 0) ❡t ❧❡s ❧♦✐s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♥❡s αm

j (t) ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡
❣♦♥✢❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ s♣❤ér✐q✉❡ ε0m(t) s♦♥t ❜✐❡♥ ❡①♣❧✐❝✐té❡s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ✭r❡❧❛t✐♦♥s ✶✳✶✵✾ à ✶✳✶✶✸✮✳
▲❡s ❧♦✐s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♥❡s r❡st❡♥t ✐♥❝❤❛♥❣é❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉① ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s
❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✻✮ (µ̃(1)

v = µ
(1)
v /n(1)) ❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞♦♥t α d

j (t) ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ✿

α̇
d

j (t) +
1

τ dj
α d

j (t) =
1

τ dj

µτdj

µe

(e(t)− e0(t)) , 1 ≤ j ≤ ◆d
j , α d

j (0) = 0 ✭✸✳✺✾✮



✶✹✵ ❍❖▼❖●➱◆➱■❙❆❚■❖◆ ❊◆ ❱■❙❈❖➱▲❆❙❚■❈■❚➱ ◆❖◆ ▲■◆➱❆■❘❊

◗✉❛♥t à ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ❞✉ ❣♦♥✢❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ e0(t) r❡❧❛t✐❢ à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡✱
❡❧❧❡ s❡ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ✭✸✳✸✽✮ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❈❛rs♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ♦♥
❝♦♥s✐❞ér❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ à tr♦✐s ♣❤❛s❡s ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ✿

e ∗
0 (p)− c(1)e

(1)∗
0 (p) = c(1)

(
❇(1)∗

d (p)− 1
)
e
(1)∗
0 (p) =

4∑

j=1

l
(γ)
j

1

p+ 1

τ
(γ)
j

e
(1)∗
0 (p) ✭✸✳✻✵✮

❛✈❡❝ ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❇(1)∗
d (p) ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❈❛rs♦♥ q✉✐ s✬é❝r✐t ❡♥

✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭❆✳✶✵✮ ✿

❇(1)∗
d (p) =

1

c(1) + 5 (3κe + 4µ̃(1)∗)
3∑

r=2

c(r)µ(r)∗

5µ(r)∗ (3κe + 4µ̃(1)∗) + (9κe + 8µ̃(1)∗) (µ̃(1)∗ − µ(r)∗)

▲❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉① ❞❛♥s ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s à ❝❡❧❧❡s
♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❙é❝❛♥ts ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ♠♦❞✐✜é ✭r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✵✷✮✮✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡
❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉① µ̃

(1)
v ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ❞♦♥♥é à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✼✮✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡

❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❈❛rs♦♥ s✬é❝r✐t ✿

1

µ(1)∗(p)
=

1

µe

+
1

pµ̃
(1)
v

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✻✵✮ ét❛♥t ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s s✐♠♣❧❡s✱ ❧❡ ❣♦♥✢❡✲
♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ t❡♠♣♦r❡❧ ❡t ♣♦✉r ✉♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ à tr♦✐s ♣❤❛s❡s ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ♣r♦❝é❞❛♥t
à ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❈❛rs♦♥✳

e0(t)− c(1)e
(1)
0 (t) =

4∑

j=1

γ d
j (t), ✭✸✳✻✶✮

❛✈❡❝ ❧❡s ❝❤❛♠♣s t❡♥s♦r✐❡❧s γ d
j (t) q✉✐ ❞és✐❣♥❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♥❡s ❞♦♥t ❧❡s ❧♦✐s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥

s♦♥t ré❣✐❡s ♣❛r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❛✈❡❝ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡✳

γ̇ d
j (t) +

1

τ
(γ)
j

γ d
j (t) = l

(γ)
j e

(1)
0 (t) , 1 ≤ j ≤ 4 , γ d

j (0) = 0 ✭✸✳✻✷✮

▲❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞❡s τ (γ)j ❡t ❞❡ l
(γ)
j s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❋✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① à ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ♣✉r❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡s ❝❛r❛❝tér✐sés ♣❛r ✉♥ ♠♦❞✉❧❡
❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ✈✐sq✉❡✉① ✐♥✜♥✐ ✭κ(r)

v = ∞✮✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♥❡s ♣✉r❡♠❡♥t s♣❤ér✐q✉❡s ❞❡✲
✈✐❡♥♥❡♥t ♥✉❧❧❡s ❡t ❧❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ s♣❤ér✐q✉❡ s❡ ré❞✉✐t ❛✉ ❣♦♥✢❡♠❡♥t ♠♦②❡♥✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ❧♦✐
❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré ✧✐s♦tr♦♣❡✧ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳





εm(t) =
1

3κe

σm(t) + 〈ε0m(t)〉

e(t) =
1

2µe

s(t) + e0(t) +

◆d
p∑

j=1

α d
j (t)

α̇
d

j (t) +
1

τ dj
α d

j (t) =
1

τ dj

µτdj

µe

e(t) , 1 ≤ j ≤ ◆d
j , α d

j (0) = 0

✭✸✳✻✸✮



❱❡rs✐♦♥ ✐s♦tr♦♣❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré ✶✹✶

✶✳✷ ❈❤❛♠♣s ♠♦②❡♥s ♣❛r ♣❤❛s❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❜✐♣❤❛sé

P♦✉r ✉♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❜✐♣❤❛sé✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ ♣♦✉r ✉♥ ▼✐❧✐❡✉
▲✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡♠❡♥t ✐s♦tr♦♣❡ s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡❧❧❡s ét❛❜❧✐❡s ❞❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ✭ s❡❝t✐♦♥ ■❱✳ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✷✳✶✳✮✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ✈✐sq✉❡✉① ❡st
✐♥✜♥✐ ✭♠❛tér✐❛✉① à ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ♣✉r❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡✮✱ ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡s ♣❛r ♣❤❛s❡
s♦♥t ❡st✐♠é❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼♦r✐✲❚❛♥❛❦❛ ❡t s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✿





d

dt

(
δσ(1)

m (t)
)
+

1

τ̃γ

(
δσ(1)

m (t)
)
=

3c(2)(
1

κe

+
3

4µe

)(ε̇(2)0m(t)− ε̇
(1)
0m(t)

)

d

dt

(
δσ(2)

m (t)
)
+

1

τ̃γ

(
δσ(2)

m (t)
)
=

3c(1)(
1

κe

+
3

4µe

)(ε̇(1)0m(t)− ε̇
(2)
0m(t)

) ✭✸✳✻✹✮

❛✈❡❝ ✿ δσ(r)
m (t) = σ(r)

m (t)− σm(t)✱ r = 1, 2

◗✉❛♥t ❛✉① ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡s ♣❛r ♣❤❛s❡✱ ❡❧❧❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s
à ❝❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ❞♦♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st
❛♥✐s♦tr♦♣❡ ✭r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✼✮✮✳

✶✳✸ ❈❤❛♠♣s ♠♦②❡♥s ♣❛r ♣❤❛s❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ à tr♦✐s ♣❤❛s❡s

✶✳✸✳✶✳ ▼♦②❡♥♥❡s s♣❤ér✐q✉❡s

▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ✈✐sq✉❡✉s❡ ❡st ✜♥✐❡✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠♦②❡♥♥❡s s♣❤ér✐q✉❡s ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡
❞❡s ♣❤❛s❡s r❡st❡♥t ✐♥❝❤❛♥❣é❡s ❡t s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✶✳✶✷✷✮ ❡t ✭✶✳✶✷✹✮ ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✶✮✳
◆é❛♥♠♦✐♥s ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ♣✉r❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡ (κ(r)

v = ∞)✱ ❧❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s
❤②❞r♦st❛t✐q✉❡s✱ ❡st✐♠é❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼♦r✐✲❚❛♥❛❦❛✱ s✬é❝r✐✈❡♥t ✿

d

dt

(
δσ(r)

m (t)
)
+

1

τ̃γ

(
δσ(r)

m (t)
)
=

12κeµe

3κe + 4µe

∑

q 6= r

c(q)
(
ε̇
(q)
0m(t)− ε̇

(r)
0m(t)

)
, r = 1, 2, 3 ✭✸✳✻✺✮

❛✈❡❝ ❧❡ t❡♠♣s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ q✉✐ ❡st ❞♦♥♥é à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✶✮✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ♣ré✲
❝é❞❡♠♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❜✐♣❤❛sé✱ ❧❛ ♣❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ à tr♦✐s ♣❤❛s❡s
❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❢♦rt❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✧❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✧ ❞♦♥❝ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡s
s❡r♦♥t ♣❧✉s r❡❧❛①é❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s sé❝❛♥t❡s ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ♠♦❞✐✜é✳

✶✳✸✳✷✳ ▼♦②❡♥♥❡s ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡s

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ à tr♦✐s ♣❤❛s❡s✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡s
✐♥❝❧✉s✐♦♥s s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s ❛✉① ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ét❛❜❧✐❡s ♣♦✉r ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❛②❛♥t ✉♥
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ✭r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✺✮✮✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
♠♦②❡♥♥❡ ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✐s♦tr♦♣❡✱ ♣❡✉t êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ❡①❛❝t❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s t❡♥s❡✉rs ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡t t❤❡r♠✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❈❛rs♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡
❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❈❛rs♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

s(1)∗(p) = ❇(1)∗
d (p) s∗(p) + ❜(1)∗d (p) ✭✸✳✻✻✮
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▲❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞❡s t❡♥s❡✉rs ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐s♦tr♦♣❡
s♦♥t ❜✐❡♥ ❡①♣❧✐❝✐té❡s ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆✳ ❊♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ e

(1)∗
0 ❞❛♥s

❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✾✮✱ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ❞é✈✐❛t❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s(1)∗(p) s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❧❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣✉r❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡t ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣✉r❡♠❡♥t t❤❡r♠✐q✉❡✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣✉r❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ét❛♥t ❞é❥à
ét❛❜❧✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ✭r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✷✼✮✮✱ ♥♦✉s ❞é❝♦♠♣♦s♦♥s ✐❝✐ ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ❡♥ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥s s✐♠♣❧❡s s❡❧♦♥ ✿

❜(1)∗d (p) =
4∑

j=1

l
(β)
j

p

p+ 1

τ
(β)
j

e
(1)∗
0 (p) ✭✸✳✻✼✮

▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts lβj ❡t ❧❡s t❡♠♣s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s τβj s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥és ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥

❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❜(1)∗d (p) ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❈❛rs♦♥ ✭✈♦✐r ❛♥♥❡①❡ ❆✮ q✉✐ ❡st
❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❜(1)∗d (p) = −
(
c(2)α(2)∗(p) + c(3)α(3)∗(p)

)
e
(1)∗
0 (p)

α(2)∗ =
2µ(1)∗µ(2)∗

(
1− S(1)∗

)
[
µ(1)∗ + S(1)∗ (µ(2)∗ − µ(1)∗)

][
c(1) +

c(3)µ(3)∗

µ(1)∗ + S(1)∗ (µ(3)∗ − µ(1)∗)

]
+ c(2)µ(2)∗

α(3)∗ =
2µ(1)∗µ(3)∗

(
1− S(1)∗

)
[
µ(1)∗ + S(1)∗ (µ(3)∗ − µ(1)∗)

][
c(1) +

c(2µ(2)∗

µ(1)∗ + S(1)∗ (µ(2)∗ − µ(1)∗)

]
+ c(3)µ(3)∗

S(1)∗ =
5

6

κe + 2µ(1)∗

3κe + 4µ(1)∗

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡ s(1)(t) ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡
s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ ♣r♦❝é❞❛♥t à ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❈❛rs♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✻✻✮✳
❊❧❧❡ ❡st ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ✿

s(1)(t) = 2µe

[
e(t)− e0(t)−

8∑

j=1

lτ̃d1j
µτ d

j

α d
j (t)− β

d

1a(t)− β
d

1b(t)

]
+

4∑

j=1

β
d

j (t) ✭✸✳✻✽✮

▲❡s ❧♦✐s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♥❡s β
d

1a(t) ❡t β
d

1b(t) ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡
❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ s✬é❝r✐✈❡♥t ✿

β̇
d

1a/b(t) +
1

τ̂ d
1a/b

β
d

1a/b(t) =
1

τ̂ d
1a/b

lτ̂ d
1a/b

µe

(
e(t)− e0(t)

)
, β

d

1a/b(t) = 0 ✭✸✳✻✾✮

❛✈❡❝ ❧❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ e0(t) q✉✐ ❡st ❞♦♥♥é à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✻✶✮✳ ▲❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥✲
t❡r♥❡s β

d

j (t)✱ s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣✉r❡♠❡♥t t❤❡r♠✐q✉❡✱ s♦♥t ré❣✐❡s ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

β̇
d

j (t) +
1

τ
(β)
j

β
d

j (t) = l
(β)
j ė

(1)
0 (t) , 1 ≤ j ≤ 4 , β d

j (0) = 0 ✭✸✳✼✵✮



❱❡rs✐♦♥ ✐s♦tr♦♣❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré ✶✹✸

▲❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ τ
(β)
j s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧♦✐ ❞❡

❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t r❡❧❛t✐✈❡ ❛✉ ❣♦♥✢❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ e0(t) ✭τ
(β)
j = τ

(γ)
j ✮ ❡t ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s s❝❛❧❛✐r❡s

l
(β)
j s♦♥t r❡♣♦rté❡s ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❋ ✿

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡st ❛♥❛❧♦❣✉❡
à ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❙é❝❛♥t ♠♦❞✐✜é ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ µ(1)

v

q✉✐ ❡st r❡♠♣❧❛❝é ✐❝✐ ♣❛r µ̃(1)
v ✳

✶✳✹ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ à N ♣❤❛s❡s ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♣❤❛s❡s ❡st ✐s♦tr♦♣❡✱ ❡st ré❣✐❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡✳

1

4µe

Ṡ1(t) +
1

2µ̃
(1)
v (S1, s

(1))
S1(t) = N(t) ✭✸✳✼✶✮

❛✈❡❝ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ N(t) ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ q✉✐ ❡st ❞♦♥♥é❡ à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✽✮✳

❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ à
tr♦✐s ♣❤❛s❡s ✭r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✻✺✮✮✱ ❧❛ ♣❡♥t❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ✭✸✳✼✶✮
❡st ♣❧✉s ❢♦rt❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✧❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✧ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❙é❝❛♥t ♠♦❞✐✜é ✭♣♦✉r ✉♥
❝♦♠♣♦s✐t❡ à tr♦✐s ♣❤❛s❡s✱ N = 3✮✳ ❖♥ s✬❛tt❡♥❞ ❛✉ss✐ à ✉♥❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞
♠♦♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✧❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✧✳
▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① à ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ♣✉r❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡✱ à
tr❛✈❡rs ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐♠♣❧✐❝t❡✱ ❡st ❜✐❡♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t ✭s❡❝t✐♦♥ ■■✳✮✳
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❱✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① s✐✲
♠✉❧❛t✐♦♥s

P♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧ r❡❧❛t✐❢ à ❧❛ ✈❡rs✐♦♥
✐s♦tr♦♣❡✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ✐❝✐ ❧❡s rés✉❧t❛ts ✐ss✉s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥str✉✐t ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✭❝❛❧❝✉❧s ❋❋❚✮ ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s ❝❛s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞érés
✭❡ss❛✐s ❞❡ ✢✉❛❣❡ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❡t à ❞✐✛ér❡♥t❡s tr✐❛①✐❛❧✐tés✱ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t t❤❡r♠♦✲♠é❝❛♥✐q✉❡✮✳ ▲❛ ❢r❛❝t✐♦♥
✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❝♦♥s✐❞éré❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❡st ❞❡ ✶✺✪ ❡t ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡
❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ♣❛r ♣❤❛s❡ ❡st ♣✉r❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡ (κ(r)

v = ∞) ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t
❞❡ t②♣❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡
❝❡❧❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❞❡ t②❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
❧❛ ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐té ❡st ♠♦❞éré❡ ❡t é❣❛❧❡ à ✹✳
❊♥✜♥ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛♥t❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✧❆✣♥❡
❛♠é❧✐♦ré✧ ✭❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ é❣❛❧❡ ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ♦✉ à ❧❛ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡✮

✶✳ ❈❤❛r❣❡♠❡♥ts ♣✉r❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡s
▲✬ét✉❞❡ ❞✉ ❝❛s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ♣✉r❡♠❡♥t t❤❡r♠✐q✉❡ ✭❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❞❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s✮
ét❛♥t ❞é❥à ré❛❧✐sé❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ■■✳✱ ét✉❞❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✧❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✧ ❞♦♥♥❡ ❞❡s
rés✉❧t❛ts ♠❡✐❧❧❡✉rs ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❧❡s
rés✉❧t❛ts ❞ér✐✈❛♥t ❞❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✭❙é❝❛♥t ♠♦❞✐✜é ❡t ❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✮ ♣♦✉r ❞❡s
❝❤❛r❣❡♠❡♥ts ♣✉r❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡s✳ ▲❡s ❝❤❛r❣❡♠❡♥ts ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❝♦♥s✐❞érés ✐❝✐ s♦♥t r❡❧❛t✐❢s à
✉♥ ❡ss❛✐ ❞❡ ✢✉❛❣❡ ✉♥✐❛①✐❛❧ ♣✉✐s à ❞❡s ❡ss❛✐s ❞❡ ✢✉❛❣❡ à ❞✐✛ér❡♥t❡s tr✐❛①✐❛❧✐tés✱ ❧❛ tr✐❛①✐❛❧✐té
ét❛♥t ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❡ ❱♦♥ ▼✐s❡s
✭❳ = σm

σ❡q
✮✳

✶✳✶ ❊ss❛✐ ❞❡ ✢✉❛❣❡ ✉♥✐❛①✐❛❧

❉❛♥s ❝❡t ❡ss❛✐✱ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st s♦✉♠✐s à ✉♥❡ tr❛❝t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✸✱ ❧❡
❝❤❛r❣❡♠❡♥t ét❛♥t ♠❛✐♥t❡♥✉ ❝♦♥st❛♥t (σ33 = 100▼P❛)✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❧❛ tr✐❛①✐❛❧✐té
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ✈❛✉t ✿ ❳ = σm

σ❡q
= 1

3
❡t ❧❛ ré♣♦♥s❡ r❡❧❛t✐✈❡ à ❧❛ ♣❛rt✐❡ s♣❤ér✐q✉❡ ❡st

♣✉r❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡ ❡t ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés é❧❛st✐q✉❡s q✉✐ s♦♥t ❤♦♠♦❣è♥❡s✳ ❆✐♥s✐
❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ s♦♥t ❝♦♥st❛♥t❡s ❡t é❣❛❧❡s à ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ✐♠♣♦sé❡ (σ (1)

m (t) = σ (2)
m (t) = σm(t) =

1
3
σ33)✳

❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✺✱ ♥♦✉s r❡♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❡t ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✱ ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝
❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✧❙é❝❛♥t ♠♦❞✐✜é✧ ❡t ✧❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✧✳ ❈❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s s♦♥t ❝♦♠♣❛ré❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❋❋❚ ré❛❧✐sés s✉r ❞❡s ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s
❣é♥éré❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❘❙❆ ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✮✳



❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✶✹✺

t (s)
0 50 100 150 200 250

√

〈σ
2 eq
〉 1

(P
a)

×10 7

9.5

9.6

9.7

9.8

9.9
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10.1

10.2

10.3

10.4

full-field calculations
modified secant
improved affine (second moment)
improved affine (fluctuation)

t (s)
0 50 100 150 200 250

σ
(r
)

eq
(P

a)

×10 7

6

6.5

7

7.5

8

8.5

9

9.5

10

10.5

11

σ
(1)
eq

σ
(2)
eq

full-field calculations
modified secant
improved affine (second moment)
improved affine (fluctuation)

❛✮ ❜✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts ♣❛r ♣❤❛s❡ ❡t ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t
❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ✐ss✉s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❋❋❚ ❛✉①
♠♦❞è❧❡s ❙é❝❛♥t ♠♦❞✐✜é ❡t ❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✳

❆ ❧✬✐♥st❛♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ♣✉r❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡ ❡t ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♣r♦✲
♣r✐étés é❧❛st✐q✉❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ s♦♥t ❤♦♠♦❣è♥❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧♦❝❛❧❡s ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t
❤♦♠♦❣è♥❡s (s(x) = s) ❡t ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡ ♣❛r ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✺ ❜✮✮
❞❛♥s ❝❡ ❝❛s s♦♥t é❣❛✉① (σ

(1)
❡q = σ

(2)
❡q )✳ ▲✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞❡s ♣r♦♣r✐étés é❧❛st✐q✉❡s ❢❛✐t ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❡

s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✺ ❛✮✮ à ❧✬✐♥st❛♥t ✐♥✐t✐❛❧
s❡ ré❞✉✐t ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭〈s(x) : s(x)〉(1) = 〈s(x)〉(1) : 〈s(x)〉(1)✮✳

◆♦✉s ♥♦t♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞ér✐✈❛♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❙é❝❛♥t ♠♦❞✐✜é s♦♥t ❡♥ ❜♦♥ ❛❝❝♦r❞
❛✈❡❝ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❋❋❚ ❝♦♠♣❛rés ❛✉① ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré ❧❛ s♦✉♣❧❡ss❡ ✈✐sq✉❡✉s❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐é❡
❛✉ ▼✐❧✐❡✉ ▲✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡st très s♦✉♣❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❞❡s
♣r❡♠✐❡rs ❡t s❡❝♦♥❞s ♠♦♠❡♥ts ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sés✳
▲❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❛ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❢♦✉r♥✐t
❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❢❛✐❜❧❡s✱ ❡st✐♠❛t✐♦♥s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ❛♠é❧✐♦ré❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❛
s♦✉♣❧❡ss❡ ✈✐sq✉❡✉s❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❡st é✈❛❧✉é❡ ❛✉t♦✉r ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❙é❝❛♥t ♠♦❞✐✜é ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts ♣❛r ♣❤❛s❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞
♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ r❡❧❛①❡♥t ♠♦✐♥s ✈✐t❡ ♠❛✐s r❡st❡♥t ❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡✉① rés✉❧t❛♥t
❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❋❋❚✳ ◆♦✉s r❡t❡♥♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❡ss❛✐ ❞❡ ✢✉❛❣❡ ✉♥✐❛①✐❛❧✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
✧❙é❝❛♥t ♠♦❞✐✜é✧ ❡st ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ❝❛r ❡❧❧❡ r❡♣r♦❞✉✐t ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡s rés✉❧t❛ts ❢♦✉r♥✐s ♣❛r ❧❡s
❝❛❧❝✉❧s ❋❋❚✳

✶✳✷ ❊ss❛✐ ❞❡ ✢✉❛❣❡ à ❞✐✛ér❡♥t❡s tr✐❛①✐❛❧✐tés

◆♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ✐❝✐ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❙é❝❛♥t ♠♦❞✐✜é ❡t ❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts
t❛✉① ❞❡ tr✐❛①✐❛❧✐tés ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ✭❳ = σm

σ❡q
✮✱ ❧❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉é s✉r ❧❡

❜♦r❞ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ét❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

σ =
σ❡q

3



1 0 0
0 1 0
0 0 −2


+ σm



1 0 0
0 1 0
0 0 1


 ✭✸✳✼✷✮

▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❡st ✜①é❡ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ tr✐❛①✐❛❧✐té ♣r✐s❡s
❡t s❛ ✈❛❧❡✉r ♥✉♠ér✐q✉❡ ✈❛✉t ✿ σ❡q = 0.3●P❛✳
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✶✳✷✳✶✳ ❈❤❛r❣❡♠❡♥t ♣✉r❡♠❡♥t ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ (❳ = ∞)

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st tr✐✈✐❛❧❡ ✿ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ♣✉r❡♠❡♥t ❤②❞r♦✲
st❛t✐q✉❡ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞✉ ❱❊❘✳ ■❧ ❡st ❞❡ ♣❧✉s ❝♦♥st❛♥t ❡t é❣❛❧ à ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡
♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ✐♠♣♦sé❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❡t ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✮ ❡st ❧❡ ❝❤❛♠♣
é❧❛st✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é à ❝❡t ét❛t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t
é❣❛❧❡♠❡♥t à ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ é❧❛st✐q✉❡ ✭❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥ts ♥✉❧s✱ ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉① ♣❛r
♣❤❛s❡ ✐♥✜♥✐s ✿ µ(1)

v = µ
(2)
v = ∞✮✳

✶✳✷✳✷✳ ❈✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ♣✉r (❳ = 0)

▲♦rsq✉❡ ❧❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉é ❡st ❞❡ t②♣❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ♣✉r✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❤②❞r♦✲
st❛t✐q✉❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ q✉✐ s♦♥t é❣❛❧❡s à ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ s✬❛♥♥✉❧❡♥t✳

❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✻ ♥♦✉s r❡♣rés❡♥t♦♥s ♣♦✉r ❝❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ♣✉r ✭❳ = 0✮ ❧❡s é✈♦❧✉✲
t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❡t ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t
❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ✧❙é❝❛♥t ♠♦❞✐✜é✧ ❡t ✧❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✧✱ ❡st✐♠❛t✐♦♥s q✉✐
s♦♥t ❝♦♠♣❛ré❡s ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❋❋❚✳

t (s)
0 5 10 15

√

〈σ
2 eq
〉 1

(P
a)

×10 8

2.9

2.92

2.94

2.96

2.98

3

3.02

3.04

3.06

3.08

3.1

full-field calculations
modified secant
improved affine (second moment)
improved affine (fluctuation)

t (s)
0 5 10 15

σ
(r
)

eq
(P

a)

×10 8

1.5

2

2.5

3

3.5

σ
(1)
eq

σ
(2)
eq

full-field calculations
modified secant
improved affine (second moment)
improved affine (fluctuation)

❛✮ ❜✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts ♣❛r ♣❤❛s❡ ❡t ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t
❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ♣✉r ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts
✐ss✉s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❋❋❚ ❛✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❙é❝❛♥t❡ ♠♦❞✐✜é ❡t ❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts ♣❛r ♣❤❛s❡ ❡t ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠❛✲
tr✐❝❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❙é❝❛♥t ♠♦❞✐✜é r❡♣r♦❞✉✐t q✉❛❧✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts
♦❜t❡♥✉s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❋❋❚✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧✬❆♣♣r♦❝❤❡ ❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré ❢♦✉r♥✐t ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s
♠♦✐♥s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡s ❞✉❡s à ❧❛ ❢♦rt❡ s♦✉♣❧❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❛✐s❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ q✉✐
❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ très r❛♣✐❞❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❡ss❛✐ ❞❡ ✢✉❛❣❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛
❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉♣❧❡ss❡ ✈✐sq✉❡✉s❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✱ s✬❡✛❡❝t✉❛♥t ❛✉t♦✉r ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t
❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✱ ❞♦♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♠❡✐❧❧❡✉rs ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❤♦✐① ♣♦rté s✉r
❧❛ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳



❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✶✹✼

✶✳✷✳✸✳ ❚r✐❛①✐❛❧✐tés ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s

P♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ✐♠♣♦sé❡ σ❡q ❡t ✉♥❡ tr✐❛①✐❛❧✐té ♥✉❧❧❡✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s
σ̂ (x t) ❡t û (x , t) ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡t ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✶✮✳ P♦✉r
❝❡tt❡ ♠ê♠❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ✐♠♣♦sé❡ ❡t ✉♥ t❛✉① ❞❡ tr✐❛①✐❛❧✐té ❳ ❞♦♥♥é✱
♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞é✜♥✐ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞✉ ❱❊❘ ♣❛r ✿

σ (x , t) = σ̂ (x , t) + ❳σ❡q



1 0 0
0 1 0
0 0 1


 ✭✸✳✼✸✮

❡st st❛t✐q✉❡♠❡♥t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

u (x , t) = û (x , t) +
❳σ❡q

3κe

x ✭✸✳✼✹✮

❆ ❧✬✐♥st❛♥t ✐♥✐t✐❛❧ ✭t = 0✮✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡t ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❜✐❡♥ ❧❛ s♦✲
❧✉t✐♦♥ é❧❛st✐q✉❡ ✭s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥✮✳ P♦✉r ❞❡s ✐♥st❛♥ts ✉❧tér✐❡✉rs✱ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣
❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡st é❣❛❧❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t û s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❝❛s ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ♣✉r✳
❆✐♥s✐ ❞♦♥❝ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é à ❝❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t
s❛t✐s❢❛✐t ❜✐❡♥ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✿





ε̇m (x , t) = 0 =
1

3κe(t)
σ̇m (x , t)

ė (x , t) = ˙̂e (x , t) =
1

2µe(t)
˙̂s (x , t) + ėv (ŝ(x , t))

=
1

2µe(t)
ṡ (x , t) + ėv (s(x , t))

✭✸✳✼✺✮

P♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞♦♥♥é❡✱ ❧❡s ❝❤❛♠♣s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ❝❛s ❳ = 0 ♣❡r✲
♠❡tt❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ♣♦✉r ✉♥❡ tr✐❛①✐❛❧✐té q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ▲❡s ❞❡✉① ❝❤❛♠♣s ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✐✛èr❡♥t ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ♣✉r❡♠❡♥t ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t
s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ ❳✳ ◗✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❝❡tt❡ tr✐❛①✐❛❧✐té ❧❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs
❡t s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥ts ❞❡ ❝❡s ❝❤❛♠♣s t❡❧s q✉❡ ❝❛❧❝✉❧és ♣❛r ❋❋❚ s❡r♦♥t ❞♦♥❝ ✐❞❡♥t✐q✉❡s à ❝❡❧❧❡s
❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣♦✉r ❳ = 0 ✭✈♦✐r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s rés✉❧t❛ts ❝✐✲❞❡ss✉s✮✳

◗✉✬❡♥ ❡st✲✐❧ ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❙é❝❛♥t❡s ♠♦❞✐✜é❡s ♦✉ ❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦✲
ré❡s ❄ Pr❡♥♦♥s ♣❛s ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré❡ ❛②❛♥t ❝♦♠♠❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❧❡ ♠♦♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ◆♦t♦♥s σ(1)

eq (t)✱ σ
(1)
eq (t) ❡t σ

(2)
eq (t) ❧❡s é✈♦✲

❧✉t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡s ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡t ❞❛♥s ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ♣♦✉r ✉♥❡ tr✐❛①✐❛❧✐té
♥✉❧❧❡✳ ❆ t = 0 ✭s♦❧✉t✐♦♥ é❧❛st✐q✉❡✮✱ ❝❡s ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥ts s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❛ tr✐❛①✐❛❧✐té✳
❙❡✉❧❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧❛ tr✐❛①✐❛❧✐té✳ ❊❧❧❡s s♦♥t
♠ê♠❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✉ t❡♠♣s ❡t é❣❛❧❡s à ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳ ❉♦♥❝
❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✈✐sq✉❡✉s❡s ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ✭❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t
✈✐sq✉❡✉① ❞❡ ❝❡ ♠✐❧✐❡✉ ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✮ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞❡ ❧❛ tr✐❛①✐❛❧✐té à t = 0✳
▲❡s ❧♦✐s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡ ❝❡s tr♦✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s s❝❛❧❛✐r❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s
✭✸✳✶✼✮ ✭♣r❡♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡✮ ❡t ✭✸✳✼✶✮ ✭s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✮✳
✭✸✳✶✼✮ ❞é✜♥✐t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ♣❛r ♣❤❛s❡ ❞✉ ❞é✈✐❛t❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❡t ❞❛♥s ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s✳ ❈❡s ❞❡✉① r❡❧❛t✐♦♥s ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t q✉❡ ❞❡s ❞é✈✐❛t❡✉rs ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✳
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▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✸✳✼✶ ❞é♣❡♥❞ ❛✉ss✐
❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✬✉♥ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r
❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✽✮ q✉✐ s❡ s✐♠♣❧✐✜❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥s✐❞éré ✐❝✐ s❡❧♦♥ ✿

N(t) =
1

c(1)
ε̇(t) : σ(t)− s(1)(t) : ė

(1)
0 (t)− c(2)

c(1)
1

κe

σ̇
(2)

m (t)σ(2)
m (t)

− c(2)

c(1)

(
1

2µe

ṡ
(2)
(t) : s(2)(t) +

1

2µ
(r)
v (s(2))

s(2)(t) : s(2)(t)

)
✭✸✳✼✻✮

P♦✉r ✉♥ t❛✉① ❞❡ tr✐❛①✐❛❧✐té ❞♦♥♥é✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡
❡t é❣❛❧❡ à ❳σ❡q✳ ❉♦♥❝ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❡st ❡❧❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t é❣❛❧❡
❳σ❡q
3κe

✳ ❉♦♥❝ ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✿ ε̇(t) : σ(t) = ė(t) : s(t)✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❤②❞r♦st❛t✐q✉❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ s♦♥t ❝♦♥st❛♥t❡s ❡t é❣❛❧❡s à ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡
♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡✉rs ❞ér✐✈é❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s s♦♥t ♥✉❧❧❡s✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞
♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ✭✸✳✹✽✮ s❡ s✐♠♣❧✐✜❡ ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ✿

N(t) =
1

c(1)
ė(t) : s(t)− s(1)(t) : ė

(1)
0 (t)

− c(2)

c(1)

(
1

2µe

ṡ
(2)
(t) : s(2)(t) +

1

2µ
(r)
v (s(2))

s(2)(t) : s(2)(t)

)
✭✸✳✼✼✮

❡①♣r❡ss✐♦♥ q✉✐ ♠♦♥tr❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t q✉❡ ❝❡ s❝❛❧❛✐r❡ N(t) ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ❞✉ t❛✉① ❞❡
tr✐❛①✐❛❧✐té✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré ✭♠♦♠❡♥ts
❞✬♦r❞r❡ ✉♥ ❡t ❞❡✉① ❞❡s ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥ts✮ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞❡ ❧❛ tr✐❛①✐❛❧✐té à t = 0 ❡t ❝♦♠♠❡ ❧❡✉rs
❧♦✐s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ♥✬❡♥ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s✱ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✉ t❡♠♣s ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t
♣❛s ❞✉ t❛✉① ❞❡ tr✐❛①✐❛❧✐té✳ ❯♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡ ❝♦♥❞✉✐t ❛✉ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t ♣♦✉r ❧✬❛✉tr❡
✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❙é❝❛♥t ♠♦❞✐✜é✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞♦♥♥é❡✱ ❧❡s é❝❛rts ❡♥tr❡ ❝❛❧❝✉❧
❝❤❛♠♣ ❝♦♠♣❧❡t ❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥s r❡♣♦rté❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t ✭❳ = 0✮ s❡r♦♥t ✐❞❡♥✲
t✐q✉❡s ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ❞✉ t❛✉① ❞❡ tr✐❛①✐❛❧✐té✳ ❆ ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡s é❝❛rts ❞é♣❡♥❞❡♥t
❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❜✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ r❡t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❧❡s s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥s✱ ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ✢✉❛❣❡ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❡t ❞✬✉♥
❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ♣✉r ✭❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❡s ❞❡✉① s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
ét❛♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s✮✳

✶✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞✬é✈❛❧✉❡r ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❧❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✧❙❡❝❛♥t ♠♦❞✐✜é✧ ❡t ✧❆❢✲
✜♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✧ ♣♦✉r ❞❡s ❝❤❛r❣❡♠❡♥ts ♣✉r❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❡♥ ✢✉❛❣❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s tr✐❛①✐❛❧✐✲
tés✳ P♦✉r ❝❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ét✉❞✐és✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❙❡❝❛♥t ♠♦❞✐✜é ♣ré❞✐t ❞❡s rés✉❧t❛ts
q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝ts ♣❛r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✉① ❝❛❧❝✉❧s ❋❋❚✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛♥t❡s ❞✉
♠♦❞è❧❡ ❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré ♣ré✈♦✐❡♥t ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❝✐♥ét✐q✉❡s ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✭♣r❡♠✐❡r ❡t s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥ts✮ tr♦♣ r❛♣✐❞❡s ❞✉❡s ❛✉ ❝❛r❛❝tèr❡ tr♦♣ s♦✉♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠✲
♣❧❛✐s❛♥❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡✳
❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ q✉✐ ✈❛ s✉✐✈r❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ét❡♥❞r❡ ❧✬ét✉❞❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❙é❝❛♥t
♠♦❞✐✜é ❡t ❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré ♣♦✉r ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t t❤❡r♠♦♠é❝❛♥✐q✉❡✳



❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✶✹✾

✷✳ ❈♦✉♣❧❛❣❡ t❤❡r♠♦✲♠é❝❛♥✐q✉❡
❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♥♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ❧❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✧❙é❝❛♥t ♠♦❞✐✜é✧ ❡t ✧❆✣♥❡
❛♠é❧✐♦ré✧ ❝♦♠♣❛ré❡s à ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✭❝❛❧❝✉❧s ❋❋❚✮ ♣♦✉r ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ✧t❤❡r♠♦✲
♠é❝❛♥✐q✉❡✧✳ ▲❡ t❡r♠❡ ✧t❤❡r♠♦✲♠é❝❛♥✐q✉❡✧ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é ❞❡
♥❛t✉r❡ ♣✉r❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ✭❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❛①✐s②♠étr✐q✉❡ ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡✮ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ♣✉r❡✲
♠❡♥t t❤❡r♠✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥♥❛✐r❡ q✉✐ s♦♥t ❞❡ t②♣❡
❍❡❛✈✐s✐❞❡ ✭❝❤❛r❣❡♠❡♥ts ✐♠♣♦sés à t = 0 ♣✉✐s ♠❛✐♥t❡♥✉s ❝♦♥st❛♥ts✮✳ ▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠❛❝r♦s❝♦✲
♣✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ ét❛♥t ♥✉❧❧❡ ♣♦✉r ❝❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✐❝✐ ❧❛ tr✐❛①✐❛❧✐té ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ✭❳(1) = σ

(1)
m

σ
(1)
❡q

✮ à ❧✬✐♥st❛♥t ✐♥✐t✐❛❧ ✭t❂✵✮✳

❆ ❝❡t ✐♥st❛♥t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ é❧❛st✐q✉❡✱ ❧❡
❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ■❧ ❡st ❧❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛①✐s②♠étr✐q✉❡ ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡
✐♠♣♦sé s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❡t ❞✉ ❝❤❛♠♣ s♣❤ér✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❣♦♥✢❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s✳ ▲❛
♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s✬é❝r✐t✳

σ(1) =
σ(1)
❡q

3



−1 0 0
0 −1 0
0 0 2


+ ε

(2)
0m η



1 0 0
0 1 0
0 0 1


 ✭✸✳✼✽✮

➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ r❡❧❛t✐✈❡ à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡ ❡st ♣✉r❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡ ❡t ❤♦♠♦❣è♥❡
à ❧✬✐♥st❛♥t ✐♥✐t✐❛❧✱ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥r❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡
❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ (σ(1)

❡q = σ❡q)✳ ▲❡ s❝❛❧❛✐r❡ η ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉
♠❛tér✐❛✉ ❡t s♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

η =
12 c(2)κeµe

3κe + 4µe

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ t❛✉① ❞❡ tr✐❛①✐❛❧✐té ♥✉❧ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✧❙é❝❛♥t ♠♦❞✐✜é✧
❢♦✉r♥✐t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✧❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✧✳ ▲❡ ❝❛s ❞✉ ❝❤❛r✲
❣❡♠❡♥t ♣✉r❡♠❡♥t t❤❡r♠✐q✉❡ ✭❳ = ∞✮ ❛ été é❣❛❧❡♠❡♥t tr❛✐té ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ■■✳ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱
s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✧❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✧ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❛✲
ré❡s à ❝❡❧❧❡s ❞ér✐✈❛♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✧❙é❝❛♥t ♠♦❞✐✜é✧✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉① ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❞❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ♣♦✉r ❞❡s ♥✐✈❡❛✉①
❞❡ tr✐①✐❛❧✐té ♠♦❞érés✳

❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✼ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡s ♣❛r
♣❤❛s❡ ❡t ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥
✭❙é❝❛♥t ♠♦❞✐✜é ❡t ❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✮ ❡t ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡♥ ❝❤❛♠♣s ❝♦♠♣❧❡ts ✭❝❛❧❝✉❧s ❋❋❚✮✱ ♣♦✉r ✉♥❡
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ε

(2)
0m = 2.10−3✳
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❛✮ ❳(1) = 5 ❜✮ ❳(1) = 5
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❝✮ ❳(1) = 10 ❞✮ ❳(1) = 10

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ ❡t ❞✉
s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ à ❞✐✛ér❡♥t❡s tr✐❛①✐❛❧✐tés ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥
❞❡s rés✉❧t❛ts ✐ss✉s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❋❋❚ ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❙é❝❛♥t ♠♦❞✐✜é ❡t ❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✳

◆♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s q✉❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ à ❧✬✐♥st❛♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❡st ♣✉r❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡ ❡t ❤été✲
r♦❣è♥❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ é❧❛st✐q✉❡✳ ▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❤étér♦❣è♥❡
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ à ❝❡t ✐♥st❛♥t rés✉❧t❡ ❞❡ ❧✬❤étér♦❣é♥é✐té ❞❡s
❣♦♥✢❡♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ q✉✬❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥♥❛✐r❡✳
P♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré ✐❝✐ ✭t❛✉① ❞❡ tr✐❛①✐❛❧✐té ♠♦❞éré✮✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✧❙é❝❛♥t ♠♦❞✐✲
✜é✧ s❡♠❜❧❡ êtr❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ❝❛r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ ❡t ❧❡
s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s♦♥t ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡✉① ❞ér✐✈❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s
❋❋❚ ❝♦♠♣❛rés ❛✉① ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣ré❞✐t❡s ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✧❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✧✳
◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ ♣❧✉s ❧❛ tr✐❛①✐❛❧✐té ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛✉❣♠❡♥t❡
♣❧✉s ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐❢s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré
s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡♥t ❞❛✈❛♥t❛❣❡✳ ❝❡❝✐ ❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ tr✐❛①✐❛❧✐té ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❞✐♠✐♥✉❡♥t ❞❡ ♠❛✲
♥✐èr❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❥✉sq✉✬à s✬❛♥♥✉❧❡r ✭♣♦✉r ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ♣✉r❡♠❡♥t t❤❡r♠✐q✉❡✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❛
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s❡ ré❞✉✐t ❛✉
s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✸✳✸✮✳



❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✶✺✶

✸✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡♥ ❝❤❛♠♣s ❝♦♠♣❧❡ts ❛ été ré❛❧✐sé❡
❛✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❙é❝❛♥t ♠♦❞✐✜é ❡t ❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré ♣♦✉r ✉♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡
❜✐♣❤❛sé✳ ▲❡s ❡ss❛✐s ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♣r❡♥♥❡♥t ❞❡s ❡ss❛✐s ❞❡ ✢✉❛❣❡ à ❞✐✛ér❡♥t❡s tr✐❛①✐❛❧✐tés ❡t ✉♥
❡ss❛✐ ❝♦✉♣❧❛♥t ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ✢✉❛❣❡ à ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s
✭❡ss❛✐s ✧t❤❡r♠♦✲♠é❝❛♥✐q✉❡✧✮✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s à tr❛✈❡rs ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❡ss❛✐s ♦♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t
♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❞é♣❡♥❞ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ tr✐❛①✐❛❧✐té ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ❞❡s t❛✉① ❞❡ tr✐①✐❛❧✐té ❢❛✐❜❧❡s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✧❙é❝❛♥t ♠♦❞✐✜é✧ s✬❛✈èr❡ êtr❡ ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥t
q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✧❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✧ t❛♥❞✐s ♣♦✉r ❞❡s t❛✉① ❞❡ tr✐❛①✐❛❧✐té ❛ss❡③ é❧❡✈és ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
✧❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✧ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t✐ré❡ ❞❡ ❝❡tt❡
ét✉❞❡ ❡st q✉❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ ♥❡ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❡
❜♦♥♥❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t✳
❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣é❡✳ ❈❡tt❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ✉♥❡ ❧✐♥é❛r✐s❛✲
t✐♦♥ sé❝❛♥t❡ ✭♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ à ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❞❛♥s ✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✮ ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡
❡st ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❝♦rr❡❝t✐❢ ♣rès q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞✉
t❛✉① ❞❡ tr✐❛①✐❛❧✐té ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❳ ❡t ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❳(1) s❡❧♦♥ ✿

σ̌(1)
❡q = ❩(❳,❳(1)) σ

(1)
❡q

♦ù ❩(❳,❳(1)) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❝♦rr❡❝t✐❢✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❞❡ ✢✉❛❣❡ ♣✉r❡♠❡♥t
♠é❝❛♥✐q✉❡ ❳ = ❳(1)✱ ❝❡ ❢❛❝t❡✉r ❝♦rr❡❝t✐❢ ❞♦✐t êtr❡ é❣❛❧ à ❧✬✉♥✐té q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ t❛✉①
❞❡ tr✐❛①✐❛❧✐té ❳ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❛ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❝❤❛♠♣s
❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❢♦✉r♥✐t ❞❡ ❜♦♥♥❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✭♠♦❞è❧❡ ✧❙é❝❛♥t ♠♦❞✐✜é✧✮✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t
❡st ❞❡ ♥❛t✉r❡ ♣✉r❡♠❡♥t t❤❡r♠✐q✉❡ ✭❳(1) ✐♥✜♥✐♠❡♥t ❣r❛♥❞✮✱ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❩ ❞♦✐t êtr❡ é❣❛❧❡ à
n

1
n−1 ❞❡ ❢❛ç♦♥ à r❡tr♦✉✈❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✧❙é❝❛♥t ❛♠é❧✐♦ré✧ ❞é✜♥✐ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛

❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❢❛❝t❡✉r ❝♦rr❡❝t✐❢ r❡st❡ ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ♦✉✈❡rt❡ à ❧✬✐ss✉❡
❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ ✿ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❧✬✐❞❡♥t✐✜❡r s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ❝❤❛r❣❡♠❡♥ts ✐♥✈❡st✐❣✉és ♣✉✐s ❡♥
é❧❛r❣✐ss❛♥t ❧❡s ❝❤❛r❣❡♠❡♥ts ✭r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ ✳✳✳✮ ❝♦♥s✐❞érés✳
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❱■✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥str✉✐t ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❡✛❡❝t✐❢ ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♠♣♦s✐t❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡s ♥♦♥
❧✐♥é❛✐r❡s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❧✐♥é❛r✐s❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♣❤❛s❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞❡ r❛♠❡♥❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r
❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥s ✭❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♥❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❛✉①
rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡✮✳ ❊♥ ❥♦✉❛♥t s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥
✭❙é❝❛♥t❡✱ ❆✣♥❡✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r ❧❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣❛r ♣❤❛s❡ ❛✉t♦✉r ❞❡sq✉❡❧❧❡s ❡st ❡✛❡❝t✉é❡
❝❡tt❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥s✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ t②♣❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s✱ s✐t✉❛t✐♦♥ r❡✲
♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞✉ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ▼❖❳✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❡st✐♠é ❧❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♥t❡r♥❡s ✭❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❜✐♣❤❛sé
❞♦♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♣❤❛s❡s ❡st ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❛ ❞é❝❧✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❞❡s tr❛✈❛✉① ❛♥tér✐❡✉r❡s à ❝❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ❣♦♥✲
✢❡♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ♠❛✐s q✉✐ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t ✭❛✉
♠✐❡✉①✮ ❛✉① ♠ê♠❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥s q✉❡ ❧❡ ❙é❝❛♥t ♠♦❞✐✜é ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳ ❖r s✐ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❙é❝❛♥t ♠♦❞✐✜é ❛♠é❧✐♦r❡ ♥❡tt❡♠❡♥t ❝❡❧❧❡s ✭✐rré❛❧✐st❡s✮ ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✏❝❧❛s✲
s✐q✉❡s✑✱ ❡❧❧❡ r❡st❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡♠❡♥t é❧♦✐❣♥é❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✭s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛
s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣r♦♣♦sé ❞❡✉① ✈❛r✐❛♥t❡s
❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❆✣♥❡ ✭❛♣♣❡❧é❡s ❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✮✱ ✈❛r✐❛♥t❡s q✉✐ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❞❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s q✉❛♥✲
t✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❣♦♥✢❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦♥tré
q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s à ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ sé❝❛♥t❡ ✏❛♠é❧✐♦ré❡✑ ❞♦♥t ❧❡
♣♦✐♥t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t s✬❡①♣r✐♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ♥♦♥
❧✐♥é❛r✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳
▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✧❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✧ ❡st ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ét❡♥❞✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠❛tér✐❛✉①
❤étér♦❣è♥❡s s♦✉s ❝❤❛r❣❡♠❡♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥
❝♦♥str✉✐t ❛✈❡❝ ❝❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❡st ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡
❞❡ ❧❛ s♦✉♣❧❡ss❡ ✈✐sq✉❡✉s❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✱ ❝❡ q✉✐ s✉s❝✐t❡ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❧✐é❡s à ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥
❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❞❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✉
s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❝❡s
❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ t②♣❡ ✧❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✧ r❡st❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ♦✉✈❡rt❡ à ❧✬✐ss✉❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡
t❤ès❡✳
❆✜♥ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t✱ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ✉♥❡
s♦✉♣❧❡ss❡ ✈✐sq✉❡✉s❡ ✐s♦tr♦♣❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ à été ❢♦r♠✉❧é❡ ✭✈❡rs✐♦♥ ✐s♦tr♦♣❡ ❞❡ ❧✬❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✮
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❡✛❡❝t✐✈❡s ♣✉✐ss❡♥t êtr❡ ét❛❜❧✐❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t
❧❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡t ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡✳
❊♥✜♥✱ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ✈❡rs✐♦♥ ✐s♦tr♦♣❡✱ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ✭❡s✲
s❛✐s ❞❡ ✢✉❛❣❡ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❡t à ❞✐✛ér❡♥t❡s tr✐❛①✐❛❧✐tés✱ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ s❛♥s ❣♦♥✢❡♠❡♥ts
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s✮✱ ♦♥t été ❝♦♠♣❛rés à ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❋❋❚ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ é❧❛❜♦ré❡s✳ ❈❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❝♦♥❞✉✐s❡♥t ❛✉① ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♥✉❛♥❝é❡s s✉✐✲
✈❛♥t❡s ✿

• P♦✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♠❛tér✐❛✉① r❡t❡♥✉s ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐té ❞❡ ❧❛ ❧♦✐
❞é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✈✐s❝♦♣❧❛st✐q✉❡ ✭♥❂✹✮✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❙é❝❛♥t❡ ♠♦❞✐✜é❡ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s q✉❛♥✲
t✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ♣✉r ♠❛✐s ✐♥❝♦rr❡❝t❡ ❞ès q✉✬✉♥ ❣♦♥✢❡♠❡♥t
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❡st ❛❥♦✉té ❛✉ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ✐♠♣♦sé✳

• ■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❞❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛♥t❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✱ ✈❛r✐❛♥t❡s q✉✐
❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❞❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❣♦♥✢❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧✱
s❡ ❞é❣r❛❞❡♥t ❞ès ❧♦rs q✉✬✉♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❡st ✐♠♣♦sé✳
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❉❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ✐s♦tr♦♣❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré❡
❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❞é❝❡✈❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❛ q✉❛s✐✲t♦t❛❧✐té ❞❡s ❝❤❛r❣❡♠❡♥ts ét✉❞✐és✳
❆✉ ✜♥❛❧✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s
❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞érés✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ t②♣❡ sé❝❛♥t❡ ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥❡ q✉❛♥t✐té
❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ♠♦♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✱ ❞✉ t❛✉① ❞❡ tr✐❛①✐❧✐❛té ❡t ❞❡ ❧❛ ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐té✳
❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉✐r❡ à ✉♥ ❜♦♥ ❛❝❝♦r❞ ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❤❛r❣❡♠❡♥ts
ét✉❞✐és✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ r❡st❡ à ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐r✳
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❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♦✉s
✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❝r❛②♦♥s ▼❖❳ ❡♥ ré❣✐♠❡

♥♦♠✐♥❛❧

❘és✉♠é ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✿

◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ✐❝✐ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❝r❛②♦♥s ▼❖❳ ✐rr❛❞✐és ❡♥ ré❣✐♠❡ ♥♦♠✐♥❛❧ à tr❛✈❡rs
❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s q✉✐ r❡♣♦s❡♥t s✉r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ✸❉ ❛ss♦❝✐és ❛✉

♠♦❞è❧❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❜❛sé s✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ sé❝❛♥t❡ ♠♦❞✐✜é❡✳ ❆✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ r❡t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ✐ss✉s ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s sé❝❛♥t❡ ♠♦❞✐✜é❡
❡t ❛✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré❡ ❡st ♣rés❡♥té❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❛❞♦♣té❡ ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♥❡✉❢ ✭❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ sé❝❛♥t❡ ♠♦❞✐✜é❡ ♦✉ ❛♠é❧✐♦ré❡✮
à q✉✐♥③❡ ✭❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✮✳ ❈❡ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st rés♦❧✉ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡
q✉❛s✐✲◆❡✇t♦♥✳ ▲✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡st ré❛❧✐sé❡ ❛✈❡❝ ❧✬♦✉t✐❧ ▼❋❘❖◆❚✳ ❈❡t ♦✉t✐❧
❞é✈❡❧♦♣♣é ❛✉ ❈❊❆ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥térêt
❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦❞❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✭rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés
❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮ ❡t ♣♦✉r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ str✉❝t✉r❡ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ✭rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s
❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✮✳
❯♥❡ ❢♦✐s ✐♥té❣ré ❞❛♥s ❆▲❈❨❖◆❊✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ sé❝❛♥t ♠♦❞✐✜é ❡st ❛✐♥s✐ ✉t✐❧✐sé ❛✜♥ ❞❡ s✐♠✉❧❡r
❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❝r❛②♦♥ ▼❖❳ ✐rr❛❞✐é ❡♥ ré❛❝t❡✉r✳ ❈✬❡st ✉♥ ❝r❛②♦♥ ✐rr❛❞✐é tr♦✐s ❝②❝❧❡s
q✉✐ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬❡①❛♠❡♥s ♣♦st✲✐rr❛❞✐❛t♦✐r❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t s❛ ♣r♦✜❧♦♠étr✐❡ ✭❞✐❛♠ètr❡
❡①tér✐❡✉r ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝ôt❡ ❛①✐❛❧❡✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❝ér❛♠♦❣r❛♣❤✐❡s s✉r ❞❡s ❝♦✉♣❡s ❛①✐❛❧❡s
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧❡ ❝♦♠❜❧❡♠❡♥t ❞❡s é✈✐❞❡♠❡♥ts à ❧✬✐ss✉❡ ❞❡ ❧✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧
✸❉ ré❛❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ ❝ôt❡ ❛①✐❛❧❡ ❞✉ ❝r❛②♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡s ❝ér❛♠♦❣r❛♣❤✐❡s ♣❡r♠❡t ❞❡
❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ✭é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❞✐❛♠ètr❡ s✉r ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡
❝♦♥s✐❞éré❡✱ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é✈✐❞❡♠❡♥t✮ ❛✉① rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①✳ ❈❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✸❉
♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡s ❡t ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐q✉❡s ét❛♥t ❝♦✉t❡✉s❡s ❡♥ t❡♠♣s ❝❛❧❝✉❧s✱ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ré❞✉✐t ❡st
✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ▲❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s à ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞✉ ✢✉❛❣❡
t❤❡r♠✐q✉❡ ❡st t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ét✉❞✐é❡ ♠♦♥tr❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧❡ rô❧❡ ❥♦✉é ♣❛r ❧❡ ✢✉❛❣❡
t❤❡r♠✐q✉❡ s✉r ❧❡ ❝♦♠❜❧❡♠❡♥t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈é✳

✶✺✺
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■✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡ ❞ér✐✈❛♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ sé❝❛♥t
♠♦❞✐✜é ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♦✉s ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❝r❛②♦♥s ▼❖❳ ❡♥ ré❣✐♠❡ ♥♦♠✐♥❛❧
✭❛❜s❡♥❝❡ ♦✉ ❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡✮ à tr❛✈❡rs ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❡♥ ✸❉✳ ▲❛ ♠♦❞é✲
❧✐s❛t✐♦♥ ✸❉ ❞✉ ❝r❛②♦♥ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❞é❝r✐t ✉♥ ❢r❛❣♠❡♥t ❞❡ ♣❛st✐❧❧❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❞♦♥t ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡
❡st r❡♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✶✳✻✮✳
❆ ❧❛ ❜❛s❡✱ ❧❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ✈✐sés ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ét❛✐❡♥t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r é✈❛❧✉❡r ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡s
❛♣♣r♦❝❤❡s sé❝❛♥t❡ ♠♦❞✐✜é❡ ❡t ❛✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré❡ ❡♥ s❡ ré❢ér❛♥t s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ♦❜✲
t❡♥✉❡s s✉r ❞❡s ❝r❛②♦♥s ▼❖❳ ✐rr❛❞✐és✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t q✉❡
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❜❛sé s✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ sé❝❛♥t❡ ♠♦❞✐✜é❡ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥
❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❜❛sé s✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✧❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✧✱ ♣♦✉r
❧❛ q✉❛s✐✲t♦t❛❧✐té ❞❡s ❝❛s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ét✉❞✐és✳ ❈✬❡st ♣♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡t❡♥✉
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ sé❝❛♥t❡ ♠♦❞✐✜é❡ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥té✲
r❡ssés ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛✉① ♣r♦✜❧♦♠étr✐❡s ❡①tér✐❡✉r❡s ❞❡ ❧❛ ❣❛✐♥❡ ❛♣rès ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♠❛✐s ❛✉ss✐
à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠❜❧❡♠❡♥t ❞❡s é✈✐❞❡♠❡♥ts ❤é♠✐s♣❤ér✐q✉❡s s✐t✉és s✉r ❧❡s ❢❛❝❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡
❡t s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡s ♣❛st✐❧❧❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✶✳✷✮✳ ❈❡ ❝♦♠❜❧❡♠❡♥t ❞❡s é✈✐❞❡♠❡♥ts✱ q✉✐
rés✉❧t❡ ❞✬✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥é❧❛st✐q✉❡✱ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧✐sé ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡s ♣❛st✐❧❧❡s ❝♦♠✲
❜✉st✐❜❧❡s ❡♥ ré❣✐♠❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❡st s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❛❝t✐✈❡r ❧❡ ✢✉❛❣❡
t❤❡r♠✐q✉❡✳
❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ▼❋❘❖◆❚ ✭s❡❝t✐♦♥ ■■✳✮ q✉✐
❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ P▲❊■❆❉❊❙✱ ❞♦♥t ❧❡
❜✉t ❡st ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❛✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳ ❈❡t ♦✉t✐❧ ♥♦✉s
❛ ♣❡r♠✐s ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥str✉✐ts ❛✈❡❝ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s sé❝❛♥t❡
♠♦❞✐✜é❡ ❡t ❛✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré❡✳ ▲✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❡st s✉✐✈✐❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡
❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❆▲❈❨❖◆❊ ✭s❡❝t✐♦♥ ■■■✳✮✱ ❝♦❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐❢✱
à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛✐t❛♥t ✧❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❝r❛②♦♥ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡✧✭s❡❝t✐♦♥
■■✳ ✶✳✮✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✐ss✉s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ sé❝❛♥t ♠♦❞✐✜é ❡t q✉✐ s♦♥t
r❡❧❛t✐❢s ❛✉① ♣r♦✜❧♦♠étr✐❡s ❡①tér✐❡✉r❡s ❞❡ ❧❛ ❣❛✐♥❡ ❡t ❞❡s é✈✐❞❡♠❡♥ts s♦♥t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ é✈❛❧✉és
♣❛r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✉① rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♥✉♠ér✐q✉❡ s♦♥t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ é✈❛❧✉és ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳
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■■✳ ■♥té❣r❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡t ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s
❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ✭❛♣♣r♦❝❤❡s ❛✣♥❡
❛♠é❧✐♦ré❡ ❡t sé❝❛♥t❡ ♠♦❞✐✜é❡✮
❉é✈❡❧♦♣♣é ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ P▲❊■❆❉❊❙ ❞✉ ❈❊❆✱ ▼❋❘❖◆❚ ❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ q✉✐ ✈✐s❡ à
❛ss✉r❡r ✉♥❡ ❣❡st✐♦♥ ♣ér❡♥♥❡ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♠❛tér✐❛✉ ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❞✉ ❉é♣❛rt❡♠❡♥t ❞✬➱t✉❞❡ ❞❡s ❈♦♠❜✉st✐❜❧❡s ✭❉❊❈✴❙❊❙❈✮✳ ▼❋❘❖◆❚ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r
❛✉ss✐ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠♣❧❡ à tr❛✈❡rs ❞❡s s❝❤é♠❛s t❡♠♣♦r❡❧s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s ❡t
❡①♣❧✐❝✐t❡s✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❡✣❝❛❝❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
❛ss✉ré❡s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❈✰✰✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ ❝❡t ♦✉t✐❧ q✉✐ ❛ été ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥
❞❡s ❧♦✐s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ✭❛♣♣r♦❝❤❡ sé❝❛♥t❡ ♠♦❞✐✜é❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✸ ❡t ✹✳

✶✳ Pr✐♥❝✐♣❡ ❣é♥ér❛❧ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥t ❞❛♥s ▼❋❘❖◆❚ ✭❤tt♣ ✿//t❢❡❧✳s♦✉r❝❡❢♦r❣❡✳♥❡t/✮

◆♦✉s ♣r❡♥♦♥s ✐❝✐ ❝♦♠♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡ ❞❡ t②♣❡ ◆♦rt♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿




ε = εe + εv

σ = ❉ : εe

ε̇v = ṗn , ṗ = Aσm
❡q , n =

3

2

s

σ❡q

✭✹✳✶✮

♦ù εe ❡t εv s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s t❡♥s♦r✐❡❧❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡s ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s é❧❛st✐q✉❡s ❡t ✈✐s✲
q✉❡✉s❡s✱ n ❡st ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✱ s ❡t σ❡q ❞és✐❣♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ❞é✈✐❛t❡✉r ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬é❧❛st✐❝✐té ❉ ❡st ❝❛❧❝✉❧é à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦✲
❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❡t ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥✳
❊♥ ✈✉❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ st❛❜✐❧✐té ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❡st ♣r♦♣♦sé❡
❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ◆❡✇t♦♥
❘❛♣❤s♦♥✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡♠❡♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡✳ ▲❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❞✐s❝rét✐sé ❡♥ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❛✈❡❝ ∆t q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❝♦✉r❛♥t✳
❊♥ ♥♦t❛♥t X ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s à ❧✬✐♥st❛♥t t ❞é❜✉t ❞✉ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❝♦✉r❛♥t✱ X+∆X ❞és✐❣♥❡
❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r✐s❡ ♣❛r ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s t+∆t✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
s❝❤é♠❛ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❝♦♥s✐st❡ à é❝r✐r❡ t♦✉t❡s ❧❡s q✉❛♥t✐tés à ❧✬✐♥st❛♥t ti+1 ❡t ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡s ❞ér✐✈é❡s
❡♥ t❡♠♣s ♣❛r ❧❡✉rs ✐♥❝ré♠❡♥ts s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ∆t = ti+1 − ti✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✹✳✶✮ s❡ r❛♠è♥❡
❛✉ s②stè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿





f
∆ε

e (∆εe,∆p) = ∆εe −∆ε+∆pn = 0

f
∆p
(∆εe,∆p) = ∆p−∆t A σm

❡q = 0
✭✹✳✷✮

❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ σ ❡t ❧❡ ❝❤❛♠♣ t❡♥s♦r✐❡❧ n q✉✐ s♦♥t ❞é✜♥✐s à ❧✬✐♥st❛♥t ti+1 ♣❛r ✿

σ (ti+1) = σ (ti) +❉ : ∆εe ❡t n =
3

2

s (ti+1)

σ❡q (ti+1)
. ✭✹✳✸✮

▲❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ét❛♥t ✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ ✭❝❤❛r❣❡♠❡♥t✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ✼ éq✉❛✲
t✐♦♥s ❞♦♥t ✻ éq✉❛t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s à ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ✭❡♥
✸❉✮ ❡t ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✈✐s❝♦✲♣❧❛st✐q✉❡✳ ▲❡s ✼ ✐♥❝♦♥♥✉❡s s♦♥t ❧❡s ✻
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ∆εe ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ s❝❛❧❛✐r❡ ∆p✳



■♥té❣r❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡t ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ✶✺✾

▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✶✼✮ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✼ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ❧❛ ♠é✲
t❤♦❞❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ ❞♦♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❡①♣r✐♠é ♣❛r




∆εe
i+1

∆p
i+1


 =




∆εe
i

∆p
i


+




∂f
∆ε

e

∂∆εe
(∆εe

i
,∆p

i
)

∂f
∆ε

e

∂∆p
(∆εe

i
,∆p

i
)

∂f
∆p

∂∆εe
(∆εe

i
,∆p

i
)

∂f
∆p

∂∆p
(∆εe

i
,∆p

i
)




−1




f
∆ε

e (∆εe
i
,∆p

i
)

f
∆p
(∆εe

i
,∆p

i
)


 ✭✹✳✹✮

◗✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ é❧❛st✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡ ❞✉
s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ à rés♦✉❞r❡✳
▲✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ◆♦rt♦♥ ❞❛♥s ▼❋❘❖◆❚ ❡st ❞é❝r✐t❡
❝✐✲❛♣rès✳

■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ◆♦rt♦♥

@ P❛rs❡r ■♠♣❧✐❝✐t ; ✪ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡
@ ❇❡❤❛✈✐♦✉r ◆♦rt♦♥ ; ✪ ♥♦♠ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐
@ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ◆❡✇t♦♥❘❛♣❤s♦♥◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ; ✪ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✈❡❝ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ♥✉♠ér✐q✉❡
@ ❘❡q✉✐r❡❙t✐✛♥❡ss❚❡♥s♦r ; ✪ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬é❧❛st✐❝✐té
@ ▼❛t❡r✐❛❧Pr♦♣❡rt② r❡❛❧ A ; ✪ ♣r♦♣r✐été ♠❛tér✐❛✉ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐
@ ▼❛t❡r✐❛❧Pr♦♣❡rt② r❡❛❧ m ; ✪ ♣r♦♣r✐été ♠❛tér✐❛✉ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐
@ ❙t❛t❡❱❛r✐❛❜❧❡ r❡❛❧ p ; ✪ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥t❡r♥❡ ♣

@ ❈♦♠♣✉t❡❙tr❡ss{ ✪ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
s✐❣ ❂ ❉ ∗ ❡❡❧ ;
}

@ ■♥t❡❣r❛t♦r {
r❡❛❧ s❡q ❂ s✐❣♠❛❡q ✭s✐❣✮ ; ✪ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ❱♦♥ ▼✐s❡s
❙t❡♥s♦r n ❂ ❙t❡♥s♦r ✭✵✳✮ ; ✪ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t
✐❢ ✭s❡q ❃ 1.−12){
n ❂ ✶✳✺✯❞❡✈✐❛t♦r ✭s✐❣✮✴s❡q ;
}
❢❡❡❧ + = ❞♣✯n− ❞❡t♦ ; ✪ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ∆εe −∆ε+∆pn = 0
❢♣ − = ❞t ∗A∗ ♣♦✇ ✭s❡q✱ m✮ ; ✪ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ∆p−∆t A σm

❡q = 0
}

@ ❚❛♥❣❡♥t❖♣❡r❛t♦r { ✪ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❏❛❝♦❜✐❡♥♥❡
❙t❡♥s♦r✹ ❏❡ ;
❣❡tP❛rt✐❛❧❏❛❝♦❜✐❛♥■♥✈❡rt ✭❏❡✮ ;
❉t =❉✯❏❡ ;
}



✶✻✵ ❙■▼❯▲❆❚■❖◆ ❉❯ ❈❖▼P❖❘❚❊▼❊◆❚ ❙❖❯❙ ■❘❘❆❉■❆❚■❖◆ ❉❊❙ ❈❘❆❨❖◆❙ ▼❖❳

✷✳ ■♥té❣r❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s r❡♣rés❡♥✲
t❛t✐❢s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré ✧✐s♦tr♦♣❡✧
◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✐❝✐ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s tr✐♣❤❛sé✱
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❜✐♣❤❛sé ❛✈❡❝ ✿ c(3) = 0 ❡t µ(3)

v = µ̃
(1)
v ✳

✷✳✶ ➱❝r✐t✉r❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s s♦✉s ❢♦r♠❡ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ X r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s à ❧✬✐♥st❛♥t t ❡t X +∆X
❝❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬✐♥st❛♥t t+∆t✳

✷✳✶✳✶✳ ▼♦②❡♥♥❡s s♣❤ér✐q✉❡s ♣❛r ♣❤❛s❡

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ■❱✳ ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♥❡s αm
j s✬❛♥♥✉❧❡♥t

❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ♣✉r❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡ ✭❧❡s t❡♠♣s ❞❡
r❡❧❛①❛t✐♦♥ τ m

j s♦♥t ✐♥✜♥✐s✮✱ ❧❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ s♣❤ér✐q✉❡ s❡ ré❞✉✐t ❛✉ ❣♦♥✢❡♠❡♥t ♠♦②❡♥

(∆ε0m = c(1)∆ε
(1)
0m + c(2)∆ε

(2)
0m + c(3)∆ε

(3)
0m) ❡t ∆εm = ∆σm/3κe✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥ ♣r♦✲

❜❧è♠❡ à tr♦✐s ✐♥❝♦♥♥✉❡s q✉❡ s♦♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠♦②❡♥♥❡s s♣❤ér✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡t ❞❛♥s
❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s✳ ▲❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s ❡♥ t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t ❞❡ ❝❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♣❛r ♣❤❛s❡s σ(r)

m (t) , (r = 1, 2, 3)
s♦♥t ❞é❝r✐t❡s ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❝✐✲❛♣rès✳

δ∆σ(r)
m = − ∆t

∆t+ τ̃γ
δσ(r)

m +
3κe

1 +
3κe

4µe

τ̃γ
∆t+ τ̃γ

3∑

q=1

c(q)
(
∆ε

(q)
0m −∆ε

(r)
0m

)
, q 6= r ✭✹✳✺✮

δ∆σ(r)
m = ∆σ(r)

m −∆σm , τ̃γ =

(
4

3κe

+
1

µe

)
µ̃(1)
v (Ŝ1 +∆Ŝ1 , σ

(1)
❡q +∆σ(1)

❡q ) ✭✹✳✻✮

µ̃(1)
v (Ŝ1 +∆Ŝ1 , σ

(1)
❡q +∆σ(1)

❡q ) =
1

n(1)

σ
(1)
0

3ε̇
(1)
0

(
σ̂

(1)
❡q +∆σ̂

(1)
❡q

σ
(1)
0

)1−n(1)

(
σ̂(1)
❡q +∆σ̂(1)

❡q

)2
=

(
3

2

(
Ŝ1 +∆Ŝ1

)
+ 2

(
σ(1)
❡q +∆σ(1)

❡q

)
√

3

2

(
Ŝ1 +∆Ŝ1

)
−
(
σ(1)
❡q +∆σ(1)

❡q

)2
)
.

♦ù Ŝ1 ❞és✐❣♥❡ ✉♥ s❝❛❧❛✐r❡ q✉✐ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❧✉s ❧♦✐♥✳ ❙✐ ❧❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t à ❧✬✐♥st❛♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❡st ♥♦♥ ♥✉❧
✭s❛✉t✮✱ ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ à ❧✬✐♥st❛♥t ✐♥✐t✐❛❧ σ(r)

m (t = 0+) s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r
❧❛ ré♣♦♥s❡ é❧❛st✐q✉❡ ❡t ❡❧❧❡s s✬é❝r✐✈❡♥t ✿

σ(r)
m (t = 0+) = σm +

12κeµe

3κe + 4µe

∑

q 6= r

c(q)
(
ε
(q)
0m − ε

(r)
0m

)
, r = 1, 2, 3 ✭✹✳✼✮

✷✳✶✳✷✳ ▼♦②❡♥♥❡s ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡s ♣❛r ♣❤❛s❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐❝✐ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞♦♥t ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s s♦♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♥❡s α d
j (t)✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

♠♦②❡♥♥❡s ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s(1)(t) ❡t ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ s(2)(t) ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞
♠♦♠❡♥t ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✳ ▲❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡s
♣❛r ♣❤❛s❡ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ q✉✐ s✉✐t ✿

∆s(1) = 2µe

[
∆e−∆e0 −

8∑

j=1

lτdj
µτdj

∆α d
j −∆β

d

1a −∆β
d

1b

]
+

4∑

j=1

∆β
d

j ✭✹✳✽✮



■♥té❣r❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡t ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ✶✻✶

∆s(2) =
2

c(2)

(
1

µ
(2)
v

− 1

µ
(3)
v

)−1





[
6∑

j=1

µτdj

µe

1

τ dj
− µe

µ
(3)
v

](
∆e−∆e0

)

+
6∑

j=1

(
µe

µ
(3)
v

− 1

τ dj

)
∆α d

j (t)−
c(1)

2

(
1

µ̃
(1)
v

− 1

µ
(3)
v

)
∆s(1)

+
4∑

j=1

[
l
(γ)
j ∆e

(1)
0 − 1

τ dj
∆γ d

j

]




✭✹✳✾✮

∆s(3) =
2

c(3)

(
1

µ
(3)
v

− 1

µ
(2)
v

)−1





[
6∑

j=1

µτdj

µe

1

τ dj
− µe

µ
(2)
v

](
∆e−∆e0

)

+
6∑

j=1

(
µe

µ
(2)
v

− 1

τ dj

)
∆α d

j (t)−
c(1)

2

(
1

µ̃
(1)
v

− 1

µ
(2)
v

)
∆s(1)

+
4∑

j=1

[
l
(γ)
j ∆e

(1)
0 − 1

τ dj
∆γ d

j

]




✭✹✳✶✵✮

▲❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s s♦♥t é✈❛❧✉és ❛✉t♦✉r ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♠♦♠❡♥t ❞✉
❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳

µ(r)
v (σ(r)

❡q +∆σ(r)
❡q ) =

σ
(r)
0

3ε̇
(r)
0

(
σ (r)
❡q +∆σ (r)

❡q

σ
(r)
0

)1−n(r)

, r = 2, 3

▲✬✐♥❝ré♠❡♥t ∆e
(1)
0 ❞és✐❣♥❡ ❧✬✐♥❝ré♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✱ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s

❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡s à ❧✬✐♥st❛♥t ✐♥✐t✐❛❧ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✶✳✼✸✮
❡t ✭✶✳✼✹✮ ❡t ❧❡s ✐♥❝ré♠❡♥ts ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♥❡s α d

j (t)✱ β
d

1a/b(t) ❡t β
d

j (t) s✬é❝r✐✈❡♥t ✿

∆α d
j = − ∆t

∆t+ τ dj
α d

j +
∆t

∆t+ τ dj

µτdj

µe

(
e +∆e− e0 −∆e0

)
, α d

j (0) = 0, j = 1, ..., 6 ✭✹✳✶✶✮

∆β
d

1a/b = − ∆t

∆t+ τ̂ d1a/b
β

d

1a/b +
∆t

∆t+ τ̂ d1a/b

lτdj
µe

(
e+∆e− e0 −∆e0

)
, β

d

1a/b(0) = 0 ✭✹✳✶✷✮

∆β
d

j = − ∆t

∆t+ τ
(β)
j

β
d

j +
τ
(β)
j

∆t+ τ
(β)
j

l
(β)
j ∆e

(1)
0 , β

d

j (0) = 0, j = 1, ..., 4 ✭✹✳✶✸✮

▲✬✐♥❝ré♠❡♥t ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡ ét❛♥t ✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t t❛♥❞✐s
q✉❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ ❣♦♥✢❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ q✉✐ ❡st ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r

∆e0 = ∆e
(1)
0 +

4∑

j=1

∆γ d
j , ∆e

(1)
0 = ∆t

(
1

2µ
(1)
v (s(1) +∆s(1))

− 1

2µ̃
(1)
v (Ŝ1 +∆Ŝ1 , s

(1) +∆s(1))

)(
s(1) +∆s(1)

)

✭✹✳✶✹✮
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∆γ d
j =

∆t τ
(γ)
j

∆t+ τ
(γ)
j

l
(γ)
j

(
e
(1)
0 +∆e

(1)
0

)
− ∆t

∆t+ τ
(γ)
j

γ d
j , γ d

j (0) = 0 , j = 1, 2, 3, 4

▲❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s τ dj ✱ τ̂1a/b✱ lτdj ✱ µτdj
s♦♥t ❜✐❡♥ ❡①♣❧✐❝✐té❡s ❞❛♥s ❬✺✽❪✳ ▲❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s

❞❡s t❡♠♣s ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ τ
(β)
j q✉✐ s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❛✉① τ

(γ)
j ✭τ (β)j = τ

(γ)
j ✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s

❞❡s s❝❛❧❛✐r❡s l (β)j ❡t l (γ)j s♦♥t r❡♣♦rté❡s ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❋✳

✷✳✶✳✸✳ ❙❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

❊♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ✭❇✳✻✮✱ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r ✐♥❝ré♠❡♥t ❞❡ t❡♠♣s ❞✉ s❡❝♦♥❞
♠♦♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ré❣✐❡ ♣❛r ✿

∆S1 =
τ
(1)
v

τ
(1)
v +∆t





4µe

c(1)





∆e : (s+∆s)−
3∑

r=1

c(r)∆e(r) :
(
s(r) +∆s(r)

)

+

1

κe

(
∆σm (σm +∆σm)−

3∑

r=1

c(r)∆σ(r)
m

(
σ(r)
m +∆σ(r)

m

)
)

+

3
3∑

r=1

c(r)∆ε
(r)
0m

(
σm +∆σm − σ(r)

m −∆σ(r)
m

)

+

c(1)
1

2µe

∆s(1) :
(
s(1) +∆s(1)

)

+

c(1)
∆t

2µ̃
(1)
v

(
s(1) +∆s(1)

)
:
(
s(1) +∆s(1)

)





− 2
∆t

τ
(1)
v

S1(t)





✭✹✳✶✺✮
❯♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s ❝♦♠♣❛❝t❡ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ Ŝ1(t) = S1(t)− s(1)(t) : s(1)(t)✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ✿

∆Ŝ1 =
τ
(1)
v

τ
(1)
v +∆t





4µe

c(1)





∆e : (s+∆s)−
3∑

r=1

c(r)∆e(r) :
(
s(r) +∆s(r)

)

+

1

κe

(
∆σm (σm +∆σm)−

3∑

r=1

c(r)∆σ(r)
m

(
σ(r)
m +∆σ(r)

m

)
)

+

3
3∑

r=1

c(r)∆ε
(r)
0m

(
σm +∆σm − σ(r)

m −∆σ(r)
m

)





− 2
∆t

τ
(1)
v

Ŝ1





✭✹✳✶✻✮
▲❡ t❡♠♣s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ τ

(1)
v ❡st é❣❛❧ à τ

(1)
v = µ̃

(1)
v /µe ❡t✱ ❝♦♠♠❡ à ❧✬✐♥st❛♥t ✐♥✐t✐❛❧✱ ❧❛ ré♣♦♥s❡

❡st é❧❛st✐q✉❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ✭S1(0) = s(1)(0) : s(1)(0)✮✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té Ŝ1 à ❝❡t ✐♥st❛♥t ❡st ♥✉❧❧❡ ✿
Ŝ1(0) = s(1)(0) : s(1)(0)− s(1)(0) : s(1)(0) = 0



■♥té❣r❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡t ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ✶✻✸

✷✳✷ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ à rés♦✉❞r❡

❆✉ ✜♥❛❧ ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞✉ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ à rés♦✉❞r❡ s♦♥t ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ é❧❛st✐q✉❡ ♠❛❝r♦✲
s❝♦♣✐q✉❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ❡t s❡❝♦♥❞s ♠♦♠❡♥ts ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ (σ(2)

❡q , σ
(3)
❡q , S1) ❡t ❧❛

❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✳ ❊♥ ✸❉✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶✺✳
▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❞♦♥t s♦♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❝❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s s♦♥t ✿





f
∆ε

e = ∆εe −∆ε+
6∑

j=1

∆αd
j +∆e0 +∆εmδ = 0

f
∆σ

(r)
❡q

= σ(r)
❡q +∆σ(r)

❡q −
√

3

2

(
s(r) +∆s(r)

)
:
(
s(r) +∆s(r)

)
= 0

f
∆S1

= 0 (❞é❞✉✐t❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ (4.15))

f
∆e

(1)
0

= ∆e
(1)
0 −∆t

(
1

2µ
(1)
v (s(1) +∆s(1))

− 1

2µ̃
(1)
v (Ŝ1 +∆Ŝ1 , s

(1) +∆s(1))

)(
s(1) +∆s(1)

)
= 0

✭✹✳✶✼✮
♦ù ❧✬✐♥❝ré♠❡♥t ∆s(1) ❡st ❝❛❧❝✉❧é à ♣❛rt✐r ❞❡ ✭✹✳✽✮✳ ▲❡s ✐♥❝ré♠❡♥ts ∆αd

j s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és à ♣❛rt✐r ❞❡
✭✹✳✶✶✮ t❛♥❞✐s q✉❡ ∆e0 ❡st ❝❛❧❝✉❧é à ♣❛rt✐r ❞❡ ✭✹✳✶✹✮✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s
s♦♥t ❝♦✉♣❧é❡s ❛❧♦rs ❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡❣r♦✉♣é❡s ❡♥ ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s s❡❧♦♥ ✿

f
k=∆ε

e,...,∆e
(1)
0

(∆X) = 0 , ∆X =
(
∆εe,∆σ(2)

❡q ,∆σ(3)
❡q ,∆S1,∆e

(1)
0

)
✭✹✳✶✽✮

▲❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✧❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré ✐s♦tr♦♣❡✧✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥✱ ♣❡✉t s❡ s❝❤é♠❛t✐s❡r ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∆X
k+1

= ∆X
k
+ J −1 (∆X

k
)F (∆X

k
) , F = (f∆εe , ..., f∆e

(1)
0
) ✭✹✳✶✾✮

♦ù J ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❞♦♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❡st ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ✿

J =




∂f
∆ε

e

∂∆εe
∂f

∆ε
e

∂∆σ(2)
❡q

...
∂f

∆ε
e

∂∆e
(1)
0

∂f
∆σ

(2)
❡q

∂∆εe

∂f
∆σ

(2)
❡q

∂∆σ(2)
❡q

...
∂f

∆σ
(2)
❡q

∂∆e
(1)
0

... ... ... ...

∂f
∆e

(1)
0

∂∆εe

∂f
∆e

(1)
0

∂∆σ(2)
❡q

...
∂f

∆e
(1)
0

∂∆e
(1)
0




✭✹✳✷✵✮

❉❛♥s ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♠❡♥é❡s ❛✉① ❝❤❛♣✐tr❡s ✸ ❡t ✹✱ s❡✉❧s ❝❡rt❛✐♥s ❜❧♦❝s ❞❡ ❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥
✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡

∂f
∆ε

e

∂∆εe
✮ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ✭♠ét❤♦❞❡ q✉❛s✐✲◆❡✇t♦♥✮✱ ❝❡rt❛✐♥s ❜❧♦❝s ét❛♥t ❞✐✣❝✐❧❡s à

❝❛❧❝✉❧❡r ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t✳



✶✻✹ ❙■▼❯▲❆❚■❖◆ ❉❯ ❈❖▼P❖❘❚❊▼❊◆❚ ❙❖❯❙ ■❘❘❆❉■❆❚■❖◆ ❉❊❙ ❈❘❆❨❖◆❙ ▼❖❳

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✧❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré ✐s♦tr♦♣❡✧✱ ♦♥
♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ ❝❡❧❧❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ sé❝❛♥t ♠♦❞✐✜é✳ ❊♥ ❡✛❡t ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ sé❝❛♥t
♠♦❞✐✜é ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✹✮ ❡st ♥✉❧❧❡ ❡t ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t
✈✐sq✉❡✉① µ̃

(1)
v ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r µ(1)

v q✉✐ ❡st é✈❛❧✉é ❛✉t♦✉r ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t
❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ µ

(1)
v = µ

(1)
v (S1)✳ ▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❛❧♦rs é❣❛❧❡ à ✾✳ ▲❡

♠♦❞è❧❡ sé❝❛♥t ❛♠é❧✐♦ré ♣❡✉t très ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t êtr❡ ✐♠♣❧❛♥té à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ sé❝❛♥t ♠♦❞✐✜é
❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉① ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❝♦rr✐❣é❡ s❡❧♦♥
µ
(1)
v = µ

(1)
v

(
n

1
n−1 , S1

)
✳

❊♥✜♥ à ♥♦t❡r q✉❡ ✿

• ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ❡t s❡❝♦♥❞s ♠♦♠❡♥ts ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✐♥❝♦♥♥✉s s♦♥t ♥♦r♠❛❧✐sés ♣❛r ❧❡
♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡ ❛✜♥ ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❡ s②stè♠❡ à rés♦✉❞r❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳

• ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❞✬❛❥♦✉t❡r ✸ ✐♥❝♦♥♥✉❡s t❡♥s♦r✐❡❧❧❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s
❛ss♦❝✐é❡s à ❧❛ ✜ss✉r❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✮

✷✳✸ ■♥té❣r❛t✐♦♥ ▼❋❘❖◆❚

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♦♥t été ❝♦❞é❡s ❛✉ ❢♦r♠❛t ▼❋❘❖◆❚✱ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥
✭❛♣♣r♦❝❤❡ sé❝❛♥t❡ ♠♦❞✐✜é❡✮ ét❛♥t é❝r✐t❡ ❛✈❛♥t ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡✳ ▲❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡
✈❡rs✐♦♥ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✧❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✧✱ ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ sé❝❛♥t❡ ♠♦❞✐✜é❡✱
❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡✳

✸✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
▲✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✭❛✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré❡✱ sé❝❛♥t❡ ♠♦❞✐✜é❡
❡t sé❝❛♥t❡ ❛♠é❧✐♦ré❡✮ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉
s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ à rés♦✉❞r❡ ✈❛r✐❡ ❞❡ ✾ ✭sé❝❛♥t❡ ♠♦❞✐✜é❡ ♦✉ sé❝❛♥t❡ ❛♠é❧✐♦ré❡✮ à ✶✺ ✭✧❆✣♥❡
❛♠é❧✐♦ré✧✮✳ ❈❡ s②stè♠❡ ❡st rés♦❧✉ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ q✉❛s✐✲◆❡✇t♦♥✳ ❈❡s ♠♦❞è❧❡s ♦♥t été ❝♦❞és
❛✉ ❢♦r♠❛t ▼❋❘❖◆❚✳
▲❡ ❝♦❞❡ s♦✉r❝❡ ▼❋❘❖◆❚ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣❛r ▼❚❊❙❚ q✉✐ ❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r
❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s✉r ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ à ❞❡s s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥s ❡♥
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♦✉ ❡♥ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♠♣♦sé❡s ✭❝❛❧❝✉❧s ré❛❧✐sés ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ✭s❡❝t✐♦♥ ❱✳✮✮✳ ❈❡ ❝♦❞❡
s♦✉r❝❡ ▼❋❘❖◆❚ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❧❡ s♦❧✈❡✉r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❈❆❙❚✸▼ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❞❡s
❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♦✉s ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❝r❛②♦♥s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ❞❛♥s ❆▲❈❨❖◆❊✱ ❝❛❧❝✉❧s
q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛❜♦r❞❡r ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ q✉✐ ✈❛ s✉✐✈r❡✳



❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❛♥s ❆▲❈❨❖◆❊ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❝r❛②♦♥s ▼❖❳ ❡♥ ré❣✐♠❡
♥♦♠✐♥❛❧ ✶✻✺

■■■✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❛♥s ❆▲❈❨❖◆❊ ❞✉ ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❝r❛②♦♥s ▼❖❳ ❡♥ ré❣✐♠❡ ♥♦♠✐♥❛❧

✶✳ ❖❜❥❡❝t✐❢s ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ré❛❧✐sés ✐❝✐ ♦♥t ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞✉ ✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ♣♦✉✈❛♥t ❛♣✲
♣❛r❛îtr❡ ❡♥ ré❣✐♠❡ ♥♦♠✐♥❛❧ s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ▼❖❳✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ sé❝❛♥t❡ ♠♦❞✐✜é❡✳ P♦✉r ♠❡ttr❡
❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♥♦✉s ❜❛s❡r
s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts r❡❧❛t✐❢s ❛✉① ♣r♦✜❧♦♠étr✐❡s ❡①tér✐❡✉r❡s ❞❡ ❧❛ ❣❛✐♥❡ ❞✉ ❝r❛②♦♥ ❛♣rès ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳
❈❡s rés✉❧t❛ts ♣❡r♠❡ttr♦♥t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥str✉✐t✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ❛✉ ♣r♦✜❧ ❞❡s é✈✐❞❡♠❡♥ts ❛✜♥ ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r à ✉♥❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥
❞✐r❡❝t❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① s♦♥t ♦❜t❡♥✉s à ♣❛rt✐r ❞✬❡①❛♠❡♥s ♠é✲
t❛❧❧♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ré❛❧✐sés s✉r ❞❡s ❝♦✉♣❡s ❛①✐❛❧❡s ❞❡ ❝r❛②♦♥s ▼❖❳ à ❤❛✉t❡ t❡♥❡✉r ❡♥ ♣❧✉t♦♥✐✉♠
✭❝r❛②♦♥s ✐ss✉s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝❛♠♣❛❣♥❡ ❋▼✵✼ ❞❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ▼❖❳✲❊ ✭❝r❛②♦♥ P✶✸✮✮✱ ✐r✲
r❛❞✐és ♣❡♥❞❛♥t ✸ ❝②❝❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ré❛❝t❡✉r ❈❤✐♥♦♥ ❇✸ ❬✸✾❪✳ ▲❛ ❝♦✉♣❡ ❛①✐❛❧❡ ♣rés❡♥t❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡
❞✬♦❜s❡r✈❡r ✉♥❡ ♣❛st✐❧❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s♦♥ ♣❧❛♥ ♠é❞✐❛♥ ❡t ❛✉ss✐ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞ét❡r♠✐♥❡r
❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ③♦♥❡s ❞✬✐♥t❡r✲♣❛st✐❧❧❡ ✭■P✮ ❡t à ♠✐✲♣❛st✐❧❧❡ ✭▼P✮✳
▲❡s ❝ôt❡s ❞❡ ♣ré❧é✈❡♠❡♥t ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♣♦✉r ❧❡s ❡①❛♠❡♥s ♠ét❛❧❧♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ❞✉ ❝r❛②♦♥ P✶✸
s♦♥t ❞❡ ✶✸✶✺ ♠♠✴❜❛s ❝r❛②♦♥ ♣♦✉r ❧✬❡①❛♠❡♥ ❤❛✉t❡ ❡t ✶✷✾✹✱✺ ♠♠✴❜❛s ❝r❛②♦♥ ♣♦✉r ❧✬❡①❛♠❡♥
❜❛ss❡✳
◆♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡ ❞ér✐✈❛♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ sé❝❛♥t❡ ♠♦❞✐✜é❡ ❡st ♦❜t❡✲
♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ▼❖❳ ✈✐❡r❣❡
❝❛r✱ ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ✭s❡❝t✐♦♥ ■■✳✮✱ ♥♦✉s ♥❡ ❞✐s♣♦s♦♥s ♣❛s ❞❡ ❧♦✐ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
❞✉ ▼❖❳ ✐rr❛❞✐é ✭♣❛s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✮✳

✷✳ ❱❡rs✐♦♥ ❞❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ✉t✐❧✐sés
❆ ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥t été ♠❡♥é❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧
❆▲❈❨❖◆❊ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ P▲❊■❆❉❊❙ ✭♥✉♠ér♦ ❞❡ ✈❡rs✐♦♥ ✻✷✺✽✮✳ ▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❣❛③ ❞❡ ✜ss✐♦♥ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❈❆❘❆❈❆❙✳ ▲✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡
❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ sé❝❛♥t❡ ♠♦❞✐✜é❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ré❛❧✐s❡r ❝❡s
❝❛❧❝✉❧s✱ ❞❡✉① ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦♥t été ❛♣♣♦rté❡s ❛✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❆▲❈❨❖◆❊ ✸❉✳

• ♣♦✉r ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✸❉ ❛ été ré❞✉✐t ✿ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r
✷ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ r❛❞✐❛❧❡✱ ❛①✐❛❧❡ ❡t t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡✳ ▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ré❞✉✐t r❡t❡♥✉ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ét✉❞❡
❝♦♠♣t❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ✷✷✵ ♥÷✉❞s ❛✈❡❝ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❆✈❡❝ ❝❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ré❞✉✐t✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉r❡
✉♥❡ ❥♦✉r♥é❡ s✉r ✉♥ ♣♦st❡ ❝❧❛ss✐q✉❡

• ♣♦✉r ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ sé❝❛♥t❡ ♠♦❞✐✜é❡ ❡st ❡✛❡❝✲
t✉é❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥ts µ̃

(1)
v , µ

(2)
v ❡t µ

(3)
v

q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♠✐s ❡♥ ❥♦✉r q✉✬❡♥ ✜♥ ❞❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳



✶✻✻ ❙■▼❯▲❆❚■❖◆ ❉❯ ❈❖▼P❖❘❚❊▼❊◆❚ ❙❖❯❙ ■❘❘❆❉■❆❚■❖◆ ❉❊❙ ❈❘❆❨❖◆❙ ▼❖❳

✸✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠é✲
r✐q✉❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s
▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✸❉ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ❝r❛②♦♥ à s❛✈♦✐r ❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s
❣é♦♠étr✐q✉❡s q✉✐ s❡ ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♣❧❛♥ ✐♥t❡r✲♣❛st✐❧❧❡ ❡t ❞✉ ♣❧❛♥ ♠é❞✐❛♥✲♣❛st✐❧❧❡
s✉r ❧❛ ❣❛✐♥❡✳ ▲❡ ♣❧❛♥ ✐♥t❡r✲♣❛st✐❧❧❡ s✉r ❧❡q✉❡❧ s❡ ❢♦r♠❡♥t ❧❡s ♣❧✐s ♣r✐♠❛✐r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡
❝ôt❡ ❛①✐❛❧❡ ♥✉❧❧❡ t❛♥❞✐s ❧❡ ♣❧❛♥ ♠é❞✐❛♥✲♣❛st✐❧❧❡✱ ♦ù s❡ ❢♦r♠❡♥t ❧❡s ♣❧✐s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ✉♥❡ ❝ôt❡ ❛①✐❛❧❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✉♥❡ ❞❡♠✐✲❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ♣❛st✐❧❧❡ ✭❧❛ ❤❛✉t❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡s ♣❛st✐❧❧❡s ❡st
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ✶✷ ♠♠✮✳ ▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✸❉ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❧❡ ❝♦♠❜❧❡♠❡♥t
❞❡s é✈✐❞❡♠❡♥ts ❧♦❝❛❧✐sés ❛✉① ❡①tré♠✐tés ❤é♠✐s♣❤ér✐q✉❡s ❞❡s ♣❛st✐❧❧❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r
♠❛①✐❛♠❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❝❡s é✈✐❞❡♠❡♥ts ❡st ❞✬❡♥✈r✐♦♥ 300 ♠✐❝r♦♠ètr❡s✳
P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✐té✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡
✭❞✐❛♠ètr❡ ❡①t❡r♥❡ ❞❡ ❧❛ ❣❛✐♥❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝ôt❡ ❛①✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡✱ ❤❛✉t❡✉r ❞❡s é✈✐❞❡♠❡♥ts✮
s❡r♦♥t ♥♦r♠❛❧✐sés✳

✸✳✶ Pr♦✜❧♦♠étr✐❡s ❡①tér✐❡✉r❡s ❞❡ ❧❛ ❣❛✐♥❡

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶ ♠♦♥tr❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝r❛②♦♥ ❝♦♥s✐❞éré s❛ ♣r♦✜❧♦♠étr✐❡ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ s♦♥
❞✐❛♠ètr❡ ❡①tér✐❡✉r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝ôt❡ ❛①✐❛❧❡ ❛♣rès ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❧✐♠✐tés à
❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ❞✉ ❝r❛②♦♥ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ✭❡✛❡ts ❞❡ ❜♦r❞s ♥♦♥ ét✉❞✐és✮✳ ❊♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡
❞✉ ❝r❛②♦♥ ✐rr❛❞✐é ❡st à ♣❡✉ ♣rès ❝♦♥st❛♥t✳ ■❧ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r ❛✉ ❞✐❛♠ètr❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥
é❣❛❧❡ à ✵✳✺ ✪✮ ❡t ❝❡tt❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ rés✉❧t❡ ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❛♥t❛❣♦♥✐st❡s ✿ ❡♥ ❞é❜✉t ❞❡ ✈✐❡ ❧❡ ❥❡✉
♣❛st✐❧❧❡✲❣❛✐♥❡ ❡st ♥♦♥ ♥✉❧ ✭❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 80 ♠✐❝r♦♠ètr❡s à ❢r♦✐❞✮ ❡t ✈❛ ♠ê♠❡ ❛✉❣♠❡♥t❡r s♦✉s
❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛st✐❧❧❡s ✭❞❡♥s✐té ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡♥✈✐r♦♥ é❣❛❧❡ à ✵✳✾✺✮✳ ❙♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛
♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❞✉ ❝✐r❝✉✐t ♣r✐♠❛✐r❡✱ ❧❡ ✢✉❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❣❛✐♥❡ ✐♥❞✉✐t s❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❞✐❛♠étr❛❧❡✳ ❆
❧❛ ✜♥ ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝②❝❧❡ ❞✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ ❧❡ ❝♦♥t❛❝t ♣❛st✐❧❧❡✲❣❛✐♥❡ s✬ét❛❜❧✐t ❡t✱ s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞✉ ❣♦♥✲
✢❡♠❡♥t ❞❡s ♣❛st✐❧❧❡s✱ ♣❧✉s r✐❣✐❞❡s q✉❡ ❧❛ ❣❛✐♥❡✱ ❧❛ ❣❛✐♥❡ ✈❛ ✢✉❡r ❡♥ tr❛❝t✐♦♥ ❡t s♦♥ ❞✐❛♠ètr❡ ✈❛
❛✉ss✐ ❛✉❣♠❡♥t❡r ❛✈❡❝ ❧✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡ ❧❛ ❣❛✐♥❡ ❡st ❞♦♥❝ ♥♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡ ✿
✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ♣✉✐s ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝②❝❧❡✳
❆✉t♦✉r ❞✉ ❞✐❛♠ètr❡ ♠♦②❡♥ ✜♥❛❧ ♠❡s✉ré✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳
❆✐♥s✐ s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✶ ❜✮ ❡t ✹✳✶ ❝✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é ✉♥ ③♦♦♠ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ❝ôt❡ ❛①✐❛❧❡ ♣♦✉r
❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝♦♠❜❧❡♠❡♥t ❞✬é✈✐❞❡♠❡♥t ♦♥t été ❡✛❡❝t✉é❡s✳ ❙✉r ❝❡s ♠ê♠❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✶
❜✮ ❡t ✹✳✶ ❝✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡♣♦rté ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❞✐❛♠ètr❡ ❡①t❡r♥❡ ❞❡ ❧❛ ❣❛✐♥❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❝ôt❡ ❛①✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✭❝❛❧❝✉❧s ✸❉✮✳
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❜✮ ♣❧❛♥ ❞❡ s②♠étr✐❡ ❝✮ ♣❧❛♥ ❞❡ ❢r❛❝t✉r❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✕ Pr♦✜❧♦♠étr✐❡s ❡①tér✐❡✉r❡s ❞❡ ❧❛ ❣❛✐♥❡ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ✐ss✉s ❞❡ ❧❛
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✸❉ s♦♥t ♦❜t❡♥✉s s✉r ✉♥❡ ❞❡♠✐✲♣❛st✐❧❧❡✳ P❛r s②♠étr✐❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
r❡♣rés❡♥té ❧❡ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ s✉r ✉♥❡ ❤❛✉t❡✉r ❞❡ ♣❛st✐❧❧❡✳ ▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❞✐❛♠ètr❡ ❡①tér✐❡✉r ❞❡
❧❛ ❣❛✐♥❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝ôt❡ ❛①✐❛❧❡ ❞é♣❡♥❞ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛③✐♠✉t❤✳ ■❝✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡♣rés❡♥té
s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶ ❜✮ ❝❡tt❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝ôt❡ ❛①✐❛❧❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♣❧❛♥ ❞❡
s②♠étr✐❡ ❧❛tér❛❧ ❞❡ ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡ ✭♣❧❛♥ ❜❧❡✉ ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♣❧❛♥ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✻✮✳ ❙✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ❝✮
❡st r❡♣rés❡♥té❡ ❧❛ ♠ê♠❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ✓ ♣❧❛♥ ❞❡ ❢r❛❝t✉r❛t✐♦♥ ✐♥t❡r✲❢r❛❣♠❡♥ts ✔ ✭✈♦✐r
❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✳
◆♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✶ ❜✮ ❡t ✹✳✶ ❝✮ q✉❡ ❧✬❡✛❡t ❞✉ ✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ❡st ❢❛✐❜❧❡ ❛✉ r❡❣❛r❞
❞❡s é❝❛rts ❡♥tr❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✳ ▲❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❝❛❧❝✉❧é ❡st ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t tr♦♣ é❧❡✈é
t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝ôt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬✐♥t❡r✲♣❛st✐❧❧❡ ❡t
❝❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♠é❞✐❛♥ ♣❛st✐❧❧❡ ✭❞✐✛ér❡♥❝❡ ❛♣♣❡❧é❡ ♣❧✐ ♣r✐♠❛✐r❡✮ ❡st tr♦✐s ❢♦✐s tr♦♣ é❧❡✈é ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✳
❈❡s ♣❧✐s s♦♥t ❧✐és à ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ❞✐❛❜♦❧♦ ❞❡s ❢r❛❣♠❡♥ts ❞❡ ♣❛st✐❧❧❡ s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t t❤❡r✲
♠✐q✉❡ ✿ ❡♥ t♦✉t ❞é❜✉t ❞❡ ✈✐❡✱ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❡st ♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s ❢♦rt❡
q✉❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡♥ ♣❡❛✉ ❡①t❡r♥❡✳ ❈❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♣r♦✈♦q✉❡ ❧❛ ❢r❛❝t✉r❛t✐♦♥ ❞✉
❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ✭♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ❢r❛❣♠❡♥t ✸❉✱ ✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✶✳✻✮✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝❡ ❣r❛❞✐❡♥t t❤❡r✲
♠✐q✉❡ ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ♠✐s❡ ❡♥ ❞✐❛❜♦❧♦ ✭❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣❧✉s ❢♦rt ❞❡s ❢❛❝❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ❡t s✉♣ér✐❡✉r❡s
❞❡s ♣❛st✐❧❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣❧❛♥ ♠é❞✐❛♥ ♣❛st✐❧❧❡✮✳ ❉✉r❛♥t ❧✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ ❧❡ ❝♦♥t❛❝t ♣❛st✐❧❧❡✲❣❛✐♥❡
s✬❡✛❡❝t✉❡ ❞♦♥❝ ♣❧✉s tôt ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝❡s ♣❧❛♥s ✐♥t❡r✲♣❛st✐❧❧❡s ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧✬❡♠♣r❡✐♥t❡ ❞❡s ❞é✲
❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡s ♣❛st✐❧❧❡s ✭❣♦♥✢❡♠❡♥t ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✮ ❡st ♣❧✉s ♠❛rq✉é❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
❝❡s ♣❧❛♥s ✐♥t❡r✲♣❛st✐❧❧❡s✳ ❈❡t ❡✛❡t ❞✐❛❜♦❧♦ ❛ t❡♥❞❛♥❝❡ à s✬❛❝❝r♦îtr❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡ ❡st ♣❧✉s
r✐❣✐❞❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡t ❡✛❡t ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ ❝♦♥t❛❝t ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡
❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❡t ❧❛ ❣❛✐♥❡ s✉s❝✐t❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❧✐ ♣r✐♠❛✐r❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♣❧❛♥
✐♥t❡r✲♣❛st✐❧❧❡ s✉r ❧❛ ❣❛✐♥❡✳
❈❡tt❡ tr♦♣ ❢♦rt❡ r✐❣✐❞✐té ❞❛♥s ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♣♦✉r ♦r✐❣✐♥❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ tr♦♣ ❣r♦ss✐❡r
✉t✐❧✐sé ✭♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts s❡❧♦♥ ✭③✮ ❡t ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧✬é✈✐❞❡♠❡♥t✮✳ ❈❡ ♣♦✐♥t ❞❡✈r❛ êtr❡ ét✉❞✐é
✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t✳

✸✳✷ ❈♦♠❜❧❡♠❡♥t ❞❡s é✈✐❞❡♠❡♥ts

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷ à ❣❛✉❝❤❡ ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❧✐♥é✐q✉❡
q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❈✬❡st ❝❡tt❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ q✉✐ ♣✐❧♦t❡ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥
t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡✱ é✈♦❧✉t✐♦♥ r❡♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷ à
❞r♦✐t❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✕ ❊✈♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❧✐♥é✐q✉❡ ❡t ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡
❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s✳

❆✜♥ ❞❡ s✬❛ss✉r❡r ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé✱ ❜❛sé s✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
sé❝❛♥t❡ ♠♦❞✐✜é❡✱ ♥♦✉s r❡♣rés❡♥t♦♥s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸ ❧❡s é✈✐❞❡♠❡♥ts ♦❜t❡♥✉s à tr❛✈❡rs ❧❡s s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡t ❞❡s ét✉❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ✕ Pr♦✜❧♦♠étr✐❡s ❞❡s é✈✐❞❡♠❡♥ts ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♣❧❛♥ ❞❡ s②♠étr✐❡ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s
rés✉❧t❛ts ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳

❙✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✸ ❛✮ ❡t ✹✳✸ ❜✮ s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬é✈✐❞❡♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ✭❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧é✮
♣✉✐s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✿

• ❝❛❧❝✉❧ s❛♥s ✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡

• ❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ✭❧♦✐ ❞é✜♥✐❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✮

• ❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❝❡ ✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ♠✉❧t✐♣❧✐é❡ ♣❛r ✷

• ❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❝❡ ✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ♠✉❧t✐♣❧✐é❡ ♣❛r ✹



❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❝r❛②♦♥s ▼❖❳ ❡♥ ré❣✐♠❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✶✻✾

◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ♠ê♠❡ s❛♥s ✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ✉♥ ❝♦♠❜❧❡♠❡♥t ♣❛rt✐❡❧ ❞❡ ❧✬é✈✐✲
❞❡♠❡♥t ❡st ♦❜t❡♥✉ ✭❡✛❡t ❞✉ ❣♦♥✢❡♠❡♥t ❡t ❞✉ ✢✉❛❣❡ ✐♥❞✉✐ts ♣❛r ❧✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✮✳
◆♦✉s ♥♦t♦♥s ❛✉ss✐ s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✸ ❛✮ ❡t ✹✳✸ ❜✮ q✉❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ❡♥✲
tr❛✐♥❡ ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❞✉ ❝♦♠❜❧❡♠❡♥t ❞❡s é✈✐❞❡♠❡♥ts ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡
❝♦♠❜✉st✐❜❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡
ré✈è❧❡♥t ✉♥ ❜♦♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ✭✜❣✉r❡s ✹✳✸ ❝✮ ❡t ✹✳✸ ❞✮✮ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t
❛✉① rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s❛♥s ✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡ q✉✐ s♦✉s✲❡st✐♠❡♥t ❧❡ ❝♦♠❜❧❡♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ❝♦♠✲
♣❛r❛t✐✈❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❝♦♠❜❧❡♠❡♥t ❞❡s é✈✐❞❡♠❡♥ts ❝♦♥✜r♠❡ ❧✬❡✛❡t ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞✉ ✢✉❛❣❡ s✉r
❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❝r❛②♦♥s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s s♦✉s ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ sé❝❛♥t ♠♦❞✐✜é s✬❛✈èr❡
❛✐♥s✐ ♣❡rt✐♥❡♥t ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♦✉s ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❝r❛②♦♥s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ▼❖❳✳

❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✹ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts r❡❧❛t✐❢s à ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❞❡s é✈✐✲
❞❡♠❡♥ts ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♣❧❛♥s ❞❡ s②♠étr✐❡ ❡t ❞❡ ❢r❛❝t✉r❛t✐♦♥✱ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ✢✉❛❣❡
t❤❡r♠✐q✉❡✳
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before irradiation (experimental results)
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after irradiation (experimental results)
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts r❡❧❛t✐❢s ❛✉① ♣❧❛♥s ❞❡ s②♠étr✐❡ ❡t ❞❡ ❢r❛❝t✉r❛t✐♦♥✳

◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ q✉✬❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡
✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡ r❡st❡♥t ✐♥❝❤❛♥❣és q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ ♣❧❛♥ ❝♦♥s✐❞éré ✭♣❧❛♥ ❞❡ s②♠étr✐❡ ♦✉ ♣❧❛♥
❞❡ ❢r❛❝t✉r❛t✐♦♥✮✳ ❈❡ rés✉❧t❛t s✬❡①♣❧✐q✉❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉✬❡♥ ❝❡ ♣♦✐♥t ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✐♥❞✉✐ts
♣❛r ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♣❧❛♥s ❞❡ s②♠étr✐❡ ❡t ❞❡ ❢r❛❝t✉r❛t✐♦♥✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧♦rsq✉✬♦♥ s✬é❧♦✐❣♥❡ ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts
❛✈❡❝ ❧❡ ✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡ q✉✐ ❡st ♠♦✐♥s é❧❡✈é ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♣❧❛♥ ❞❡ ❢r❛❝t✉r❛t✐♦♥ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡
❧❛ ❢❛✐❜❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❢r❛❝t✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡ ✈♦✐s✐♥❡ ✭❧❡s s✉r❢❛❝❡s
❡①t❡r♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡s ♣❧❛♥s ❞❡ ❢r❛❝t✉r❛t✐♦♥ ✈♦✐s✐♥s s♦♥t q✉❛s✐✲❧✐❜r❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✮✳



✶✼✵ ❙■▼❯▲❆❚■❖◆ ❉❯ ❈❖▼P❖❘❚❊▼❊◆❚ ❙❖❯❙ ■❘❘❆❉■❆❚■❖◆ ❉❊❙ ❈❘❆❨❖◆❙ ▼❖❳

■❱✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡
sé❝❛♥t ♠♦❞✐✜é ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❧✬❡✛❡t ❞✉ ✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ❞❡s ♣❛st✐❧❧❡s ▼❖❳ s✉r ❧❡✉r ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥t s♦✉s ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❡♥ ré❣✐♠❡ ♥♦♠✐♥❛❧✳ ▲❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❆▲❈❨❖◆❊ ❛ été ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝❡s
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✸❉✳ ❆ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ ❢♦r♠❛t ▼❋❘❖◆❚ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ sé❝❛♥t
♠♦❞✐✜é ♣❡r♠❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♠ê♠❡s s♦✉r❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ♣♦✉r ❝❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❡t ❝❡✉①
✭é❧é♠❡♥t ❞❡ ✈♦❧✉♠❡✮ r❡♣♦rtés ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈❡tt❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❛ été ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡
✭s❡❝t✐♦♥ ■■✳✮✳ ❈❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐q✉❡s ✸❉ ✭❝♦✉♣❧❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡✱ ♠é❝❛♥✐q✉❡✱ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡
❧✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✮ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❡t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣❛st✐❧❧❡ ♦❜✲
t❡♥✉❡ ♣❛r ❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❞❡s t❡♠♣s ❝❛❧❝✉❧s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t é❧❡✈és ✭q✉❡❧q✉❡s ❥♦✉rs✮✳
❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✸❉ ré❞✉✐t ❛ été ❛❞♦♣té ♣♦✉r ❝❡s ❝❛❧❝✉❧s✳ ❆ ❧✬❛✈❡♥✐r✱ ❝❡s t❡♠♣s ❝❛❧❝✉❧s
t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ♣❛st✐❧❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ sé❝❛♥t ♠♦❞✐✜é ♦✉
✧❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✧ ❞❡✈r♦♥t êtr❡ ♦♣t✐♠✐sés✳
❆ ✉♥❡ ❝ôt❡ ❛①✐❛❧❡ ❞✉ ❝r❛②♦♥ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❣❧♦❜❛❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ❛✐♥s✐
s✐♠✉❧❡r ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡s ♣❧✐s ♣r✐♠❛✐r❡s✱ ❡♠♣r❡✐♥t❡s ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡♥ ❞✐❛❜♦❧♦ ❞❡s ♣❛st✐❧❧❡s s✉r
❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❡①tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ❣❛✐♥❡✳ ▲❡s ♣❧✐s ❝❛❧❝✉❧és s♦♥t tr♦✐s ❢♦✐s ♣❧✉s é❧❡✈és q✉❡ ❝❡✉① ♠❡s✉rés
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✳ ▼❛✐s ❝❡t é❝❛rt ✐♠♣♦rt❛♥t ❡st s❛♥s ❞♦✉t❡ ❞û à ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛st✐❧❧❡ tr♦♣
❣r♦ss✐❡r✳ ❆ ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ ❝ôt❡ ❛①✐❛❧❡✱ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s✐♦♥s ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♣♦st✲✐rr❛❞✐❛t♦✐r❡s ❞✉ ❝♦♠❜❧❡✲
♠❡♥t ♣❛rt✐❡❧ ❞❡s é✈✐❞❡♠❡♥ts ✐♥✐t✐❛✉① ❞❡s ♣❛st✐❧❧❡s✳ ▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♠♦♥tr❡♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡
❣♦♥✢❡♠❡♥t ❞❡s ♣❛st✐❧❧❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ❡t ❧❡ ✢✉❛❣❡ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ❡①♣❧✐✲
q✉❡r à ❡✉① s❡✉❧s ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ✿ s❛♥s ✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ s♦✉s✲♣ré❞✐t
❧❡ ❝♦♠❜❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s é✈✐❞❡♠❡♥ts✳ ❊♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s s✉r ❧❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡
✐rr❛❞✐é✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❞♦♣té ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ✈✐❡r❣❡✳ ❈❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
♠♦♥tr❡♥t q✉✬✐❧ ❢❛✉t ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ♣❛r ✉♥ ❢❛❝t❡✉r q✉❛tr❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❝❡ ✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ♣♦✉r
♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❜♦♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ♣❛st✐❧❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❡t ♠ê♠❡ ❛✈❡❝ ❝❡ ❢❛❝t❡✉r
q✉❛tr❡✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ s♦✉s✲♣ré❞✐t ❧❡ ❝♦♠❜❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬é✈✐❞❡♠❡♥t à ✶♠♠ ❞✉ ❝❡♥tr❡ ♣❛st✐❧❧❡✱ ❝❡ q✉✐
❧❛✐ss❡ ♣❡♥s❡r q✉✬✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ✓ ❥♦✉❡r ✔ s✉r ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛
❧♦✐ ❞❡ ✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❜♦♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✳
❊♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ét✉❞✐❡r ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té à ❧❛ ✜♥❡ss❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡s
rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét✉❞❡ ❡t r❡♣r❡♥❞r❡ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ✢✉❛❣❡
t❤❡r♠✐q✉❡ ❡♥ ❥♦✉❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s s✉r ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❡t ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té à ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ✢✉❛❣❡
❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ✈✐❡r❣❡✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ét✉❞✐❡r ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✉①
❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s
❞❡ r❡♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ♣rés❡♥t❡ ét✉❞❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ sé❝❛♥t❡ ❛♠é❧✐♦ré❡ ✭♦✉ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✧❆✣♥❡
❛♠é❧✐♦ré✧✮ ❛✜♥ ❞❡ ✈♦✐r s✐ ❧❡s rés✉❧t❛ts ✜♥❛✉① ✭❝♦♠❜❧❡♠❡♥t ❞✬é✈✐❞❡♠❡♥t✱ ❤❛✉t❡✉r ❞❡s ♣❧✐s✮ s♦♥t
✭q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡♠❡♥t✮ s❡♥s✐❜❧❡s à ❝❡t ✐♥❣ré❞✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✳



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

▲❡ tr❛✈❛✐❧ ré❛❧✐sé ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❛ été ❝♦♥s❛❝ré à ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s
❡✛❡❝t✐✈❡s ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① ❤étér♦❣è♥❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❡✉rs ❝♦♥st✐t✉❛♥ts✳ ▲❡s ♠❛té✲
r✐❛✉① ❤étér♦❣è♥❡s ❝♦♥s✐❞érés ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❞❡ t②♣❡ ♠❛tr✐❝❡✲✐♥❝❧✉s✐♦♥s✱ ❝❤❛q✉❡
❝♦♥st✐t✉❛♥t ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭♦✉ é❧❛st♦✲✈✐s❝♦♣❧❛st✐q✉❡✮
❡t ✈✐❡✐❧❧✐ss❛♥t ❛✈❡❝ ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧✐❜r❡s ✭❞❡ t②♣❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥s t❤❡r♠✐q✉❡s✮✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ✈✐sé ❛
été ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ q✉✐ s❡r❛ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉① ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s
♥✉❝❧é❛✐r❡s ♠✐①t❡s ❯r❛♥✐✉♠ ✲ P❧✉t♦♥✐✉♠ ✭▼❖❳✮ ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s ré❛❝t❡✉rs ♥✉❝❧é❛✐r❡s ❢r❛♥ç❛✐s
✭ré❛❝t❡✉rs à ❡❛✉ s♦✉s ♣r❡ss✐♦♥ ✕ ❘❊P✮ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ♠✐♥✉t✐❡✉s❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❞❡ ❝❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ❧♦rsq✉✬✐❧s s♦♥t ✐rr❛❞✐és ❡♥ ré❛❝t❡✉r✳ ▲❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ▼❖❳ ❡st ✉♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ à
tr♦✐s ♣❤❛s❡s ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥❡ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❛♣♣❡❧é❡ ❡♥r♦❜❛❣❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ s♦♥t ❞✐str✐❜✉és ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡t ✐s♦tr♦♣❡ ❞❡s ❛♠❛s ✉r❛♥✐❢èr❡s ❡t ❞❡s ❛♠❛s ♣❧✉t♦♥✐❢èr❡s✳ ▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡
❝❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ❡♥ s✐t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ✭♥✐✈❡❛✉① ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❡t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
très é❧❡✈és✮ ❡st ❞❡ ♥❛t✉r❡ ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ✈✐❡✐❧❧✐ss❛♥t❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡
❞✐❧❛t❛t✐♦♥s t❤❡r♠✐q✉❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ✭❞❡♥s✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❣♦♥✢❡♠❡♥ts ✐♥❞✉✐ts ♣❛r ❧✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✮✳

◆♦tr❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛ ❝♦♥s✐sté t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ à ❞r❡ss❡r ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐✲
s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ ❝r❛②♦♥ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡✳ ❈❡t ét❛t ❞❡
❧✬❛rt ❡st s✉✐✈✐ ❞✬✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐❝♦✲❝❤✐♠✐q✉❡s q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❛✉ s❡✐♥
❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ▼❖❳ ✐rr❛❞✐é✳ ▲❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ♠✐❝r♦✲
str✉❝t✉r❛✉① ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ à rés♦✉❞r❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡
✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❝❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❛ssé ❡♥ r❡✈✉❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ❞✬❤♦♠♦❣é✲
♥é✐s❛t✐♦♥ ❡①✐st❛♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s é❧❛st✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♠♦❞è❧❡s q✉✐ ♦♥t été ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ét❡♥❞✉s ❛✉
❝❛s ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❡st ✈✐s❝♦✲
é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ sé❝❛♥t❡s ❡t ❛✣♥❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❛♠❡♥❡r
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♥é❛r✐sé q✉❡ ❧✬♦♥ s❛✐t rés♦✉❞r❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡
❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡✱ ♦♥t été ❛✉ss✐ s✉❝❝✐♥❝t❡♠❡♥t r❡✈✐s✐té❡s✳

❉❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠✐❝r♦✲♠é❝❛♥✐q✉❡ r❡♣♦s❛♥t s✉r ✉♥❡ ❞❡s✲
❝r✐♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡✱ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t
❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❧♦❝❛✉① ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❞❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s
❜✐♣❤❛sé❡s s♦✉s ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ✐s♦tr♦♣❡ ❝❛r❛❝tér✐sé❡s ♣❛r ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s ❢r❛❝t✐♦♥s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ❞✬✐♥❝❧✉✲
s✐♦♥s✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❛✐t été rés♦❧✉ ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❧✐♥é❛✐r❡s ✭é❧❛st✐❝✐té ❧✐♥é❛✐r❡✱ ✈✐s❝♦✲
é❧❛st✐❝✐té ❧✐♥é❛✐r❡✮ ♦✉ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ✭é❧❛st♦♣❧❛st✐❝✐té✱ é❧❛st✐❝✐té ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t❝✮ ♠❛✐s ♣❛s ♣♦✉r
❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ét✉❞✐és ✐❝✐✳ ❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✭é❧❛st✐❝✐té ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ♠❛tr✐❝❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✮ ❡t ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ✭❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡
❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞✬✉♥❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✳✳✳✮✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣✉r❡♠❡♥t ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❛
♣✉ êtr❡ ét❛❜❧✐❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r❛❞✐❛❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✱ ❢♦r❝❡ ♠♦tr✐❝❡ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ✢✉❛❣❡ ❡t ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ ❡st s♦✲
❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ✐♥té❣r♦✲❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s tr❛♣è③❡s✳
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❊♥✜♥✱ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡♥ ❝❤❛♠♣s ❝♦♠♣❧❡ts✱ ré❛❧✐sés s✉r ❞❡s ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✱ ♦♥t été
é❣❛❧❡♠❡♥t ♠❡♥és ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♦♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ♠♦♥tré ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛♥❛✲
❧②t✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ à ❝♦♥❢ér❡♥❝❡
❡♥ ✷✵✶✻ ❬✽✼❪ ♣✉✐s ❞✬✉♥❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥ ✷✵✶✽ ❞❛♥s ❊✉r♦♣❡❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❬✶✵✷❪✳
▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ été ❝♦♥s❛❝ré à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ s❡♠✐✲
❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ét❛❜❧✐ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♥❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é✲
❝r✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧ ❡t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s q✉❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s
s✐t✉❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ✭❝❤❛r❣❡♠❡♥t ✐s♦tr♦♣❡ ❡t ❢❛✐❜❧❡s ❢r❛❝t✐♦♥s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥s✮✳ ▲❛
♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❧✐♥é❛r✐s❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♣❤❛s❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❛♠❡✲
♥❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧
♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥s ✭❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♥❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❛✉① rés✉❧✲
t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡✮✳ ❊♥ ❥♦✉❛♥t s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥
✭❙é❝❛♥t❡✱ ❆✣♥❡✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r ❧❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣❛r ♣❤❛s❡ ❛✉t♦✉r ❞❡sq✉❡❧❧❡s ❡st ❡✛❡❝✲
t✉é❡ ❝❡tt❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥s✳ P♦✉r ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❞❡
t②♣❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ✭❝❛s ❜✐♣❤❛sé✮✱ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s s♦♥t s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t
❝♦♠♣❛ré❡s ❛✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ét❛❜❧✐❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❈❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ♠♦♥tr❡♥t
q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝♦♥❞✉✐s❡♥t
à ❞❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ✐rré❛❧✐st❡s✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ♠❛✲
tr✐❝✐❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ sé❝❛♥t❡ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t❡s✳
◆é❛♥♠♦✐♥s✱ s❡✉❧❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ✭❛♣♣❡❧é❡ ❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré❡✮ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥
❛✣♥❡ ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❜♦♥ ❛❝❝♦r❞ q✉❛♥t✐t❛t✐❢
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥s✐❞éré✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ été ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥ts ♣❧✉s ❣é♥ér❛✉①
✭❝❤❛r❣❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❡t ❣♦♥✢❡♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s✮ ♣✉✐s ❝♦♠♣❛ré❡ à ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s
❡♥ ❝❤❛♠♣s ❝♦♠♣❧❡ts ♣❛r ❋❋❚✳ ❈❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐té r❡t❡♥✉❡
✭❡①♣♦s❛♥t ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ♣✉✐ss❛♥❝❡ é❣❛❧❡ à ✹✮✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s ♣ré✲
❞✐❝t✐♦♥s tr♦♣ s♦✉♣❧❡s✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ sé❝❛♥t❡ ♠♦❞✐✜é❡ q✉✐ ♣ré❞✐t ❞❡s rés✉❧t❛ts très
♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❝❛❧❝✉❧s ❋❋❚✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ♦♥t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❞❡✉① ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s à
❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ✭❬✽✽❪✱❬✶✵✸❪✮✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ t❛✉① ❞❡ tr✐❛①✐❛❧✐té ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✭❝❛❧❝✉❧é à ♣❛rt✐r ❞✉
♣r❡♠✐❡r ♠♦♠❡♥t ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✮✱ ❧❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ♠❡♥é❡s ♠♦♥tr❡♥t
❧✬✐♥❝❛♣❛❝✐té ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s à r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s ❝❤❛r❣❡♠❡♥ts
❝❛r❛❝tér✐sés ♣❛r ✉♥ t❛✉① ❞❡ tr✐❛①✐❛❧✐té très ♣❡t✐t ♦✉ très ❣r❛♥❞✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❛♥t à ❝♦rr✐✲
❣❡r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ sé❝❛♥t❡ ♠♦❞✐✜é❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t❛✉① ❞❡ tr✐❛①✐❛❧✐té ❡st ❞é✜♥✐❡ à ❧✬✐ss✉❡ ❞❡ ❝❡
tr❛✈❛✐❧✳
❉❛♥s ❧❡ q✉❛tr✐è♠❡ ❡t ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét❡♥❞✉ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥str✉✐t
❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ q✉✐ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ q✉❛s✐✲
t♦t❛❧✐té ❞❡s ❝❤❛r❣❡♠❡♥ts ét✉❞✐és ❛✉ ❝❛s ❞❡s ❝♦♠♣♦s✐t❡s à tr♦✐s ♣❤❛s❡s✳ ▲❛ ❧♦✐ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡
♦❜t❡♥✉❡ ❡st ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ❞❛♥s ▼❋❘❖◆❚ q✉✐ ❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❛✉ ❈❊❆ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❞❡s
❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡s✳ ▲❡ ❝♦❞❡ s♦✉r❝❡ ▼❋❘❖◆❚ ❡st ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❧❡
s♦❧✈❡✉r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❈❆❙❚✸▼ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♦✉s ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❞❡s
❝r❛②♦♥s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ❞❛♥s ❆▲❈❨❖◆❊ ❡♥ ré❣✐♠❡ ♥♦♠✐♥❛❧✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♥✉♠ér✐q✉❡ ♦♥t été ❡♥✜♥ ✈❛❧✐❞és ♣❛r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ à ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉①
♣r♦✜❧♦♠étr✐❡s ❡①tér✐❡✉r❡s ❞❡ ❧❛ ❣❛✐♥❡ ✭é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ❞✐❛♠ètr❡ ❡①tér✐❡✉r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❝ôt❡ ❛①✐❛❧❡ ❛♣rès ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✮ ❡t ❛✉① é✈♦❧✉t✐♦♥s s♦✉s ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❞❡s é✈✐❞❡♠❡♥ts ❧♦❝❛❧✐sés ❛✉①
❡①tré♠✐tés ❤é♠✐s♣❤ér✐q✉❡s ❞❡s ♣❛st✐❧❧❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s✳ ▲❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s à
❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞✉ ✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ❡st t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ét✉❞✐é❡ ❡t ♠♦♥tr❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧❡ rô❧❡
❥♦✉é ♣❛r ❧❡ ✢✉❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡ s✉r ❧❡ ❝♦♠❜❧❡♠❡♥t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈é✳
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❆ ❧✬❛✈❡♥✐r✱ ❝❡s ❝❛❧❝✉❧s ♠ér✐t❡r❛✐❡♥t ❞✬êtr❡ ré❛❧✐sés ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré❡ ❛✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r
❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥str✉✐ts✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❤♦✲
♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ r❡t❡♥✉✱ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ré❛❧✐sés ❞❛♥s ❆▲❈❨❖◆❊ ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ❛❧♦rs ét❡♥❞✉s ❛✉①
s✐t✉❛t✐♦♥s ✧✐♥❝✐❞❡♥t❡❧❧❡s✧ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡♥ ré❛❝t❡✉r✱ s✐t✉❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ♥✐✈❡❛✉①
❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ très é❧❡✈és s♦♥t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬❛❝t✐✈❡r ❢♦rt❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥t ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s✳ ❉❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ t❡♥❡✉r ❡♥ P❧✉t♦♥✐✉♠ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡s ❞❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ▼❖❳
s✉r ❧❡✉r ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐s❝♦♣❧❛st✐q✉❡ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡s✳
▲❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ▼❖❳ ✉t✐❧✐sés ❡♥ ré❛❝t❡✉r s♦♥t ❞❡s ❝ér❛♠✐q✉❡s✱ ❞♦♥❝ ✐❧s s♦♥t très s❡♥s✐❜❧❡s ❛✉①
♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ✜ss✉r❛t✐♦♥ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t rés✉❧t❡r ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛❝t❡✉rs ❡①t❡r♥❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛
t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥s ♠é❝❛♥✐q✉❡s✳ ❖r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❝❡ ♣r♦❥❡t ❞❡
t❤ès❡ ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❝❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬❛♣♣❛r❛îtr❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡
♠✐❝r♦✲str✉❝t✉r❛❧❡✳ ❉♦♥❝ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❝❡s ♠✐❝r♦✜ss✉r❡s s✉r ❧❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡✛❡❝t✐❢ ❞❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ▼❖❳ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❞✬✐♥térêt ❛✉
t❡r♠❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❛❝❝✐❞❡♥t❡❧❧❡s✳
P♦✉r ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❛❝❝✐❞❡♥t❡❧❧❡s ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ❞❡ ❢♦rt❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ✭❛❝❝✐✲
❞❡♥t ❞❡ ré❛❝t✐✈✐té✱ ré❣✐♠❡ ❞✉❝t✐❧❡✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥t
♠✐❝r♦✲str✉❝t✉r❛✉① ❞♦♥t ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦♥t été ❛♣♣♦rté❡s ♣❛r ❘✐❝❡ ❡t ❚r❛❝❡② ❬✶✵✹❪
q✉✐ ♦♥t ♠✐s ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t
❛♣♣❧✐q✉é ❞✬✉♥❡ ❝❛✈✐té ✐s♦❧é❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✐♥✜♥✐❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❝✐t❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡
♠✐❝r♦✲♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡ ●✉rs♦♥ ❬✶✵✺❪ q✉✐ ♠❡t ❡♥ ❡①❡r❣✉❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛✈✐tés s✉r ❧❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❤♦♠♦❣é♥é✐sé ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① ❛②❛♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣✉r❡♠❡♥t ♣❧❛st✐q✉❡✱ ♠♦❞è❧❡
q✉✐ ❛ été ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❛♠é❧✐♦ré ♣❛r ❞✬❛✉tr❡s ❛✉t❡✉rs ❞♦♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❚✈❡r❣❛❛r❞ ❡t ◆❡❡❞❧❡♠❛♥
❬✶✵✻❪✳
P♦✉r ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ❞❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ♣❧✉s ♠♦❞éré❡s ✭ré❣✐♠❡ ❢r❛❣✐❧❡✱
❛❝❝✐❞❡♥t ♣❛r ♣❡rt❡ ❞❡ ré❢r✐❣ér❛♥t ♣r✐♠❛✐r❡✮✱ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s ♣❛r
❧❡ ♣❛ssé ✭✈♦✐r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❉♦r♠✐❡✉① ▲✳✱ ❑♦♥❞♦✱ ❉✳ ✏❙tr❡ss✲❜❛s❡❞ ❡st✐♠❛t❡s ❛♥❞ ❜♦✉♥❞s ♦❢
❡✛❡❝t✐✈❡ ❡❧❛st✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✿ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝r❛❝❦❡❞ ♠❡❞✐❛ ✇✐t❤ ✉♥✐❧❛t❡r❛❧ ❡✛❡❝ts✑ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
▼❛t❡r✐❛❧s ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✹✻✭✶✮✱ ✶✼✸✲✶✼✾✱ ✷✵✵✾✮✱ ♠ét❤♦❞❡s ✐♥s♣✐ré❡s ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛tér✐❛✉①
❤étér♦❣è♥❡s ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♥st✐t✉❛♥ts ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t é❧❛st♦♣❧❛st✐q✉❡✳
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❬✶❪ ❏❯▲■❊◆ ❏✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣❤②s✐❝♦✲❝❤✐♠✐❡✲♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦r✲
t❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ à ❤❛✉t❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡s ré❛❝t❡✉rs à ❡❛✉ s♦✉s ♣r❡ss✐♦♥✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱
❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ Pr♦✈❡♥❝❡ ✲ ❆✐①✲▼❛rs❡✐❧❧❡ ■✳✱ ✷✵✵✽✳

❬✷❪ ●❘❖❯P❊ ▼❖◆■❚❊❯❘✳ ▲❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ♥✉❝❧é❛✐r❡s✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ ✉♥❡ ♠♦♥♦❣r❛♣❤✐❡
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P❛rt ■ ✲ ②✐❡❧❞ ❝r✐t❡r✐❛ ❛♥❞ ✢♦✇ r✉❧❡s ❢♦r ♣♦r♦✉s ❞✉❝t✐❧❡ ♠❡❞✐❛✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣
▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✾✾ ✿✷✕✶✺✱ ✶✾✼✼✳



✶✽✷ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍■❊

❬✶✵✻❪ ❱❆◆ ❉❊❘ ●■❊❙❙❊◆ ❊✳✱ ❱❆◆ ❉❊❘ ❇❯❘● ▼✳ ❲✳✱ ◆❊❊❉▲❊▼❆◆ ❆✳✱ ❛♥❞ ❚❱❊❘✲
●❆❆❘❉ ❱✳ ❱♦✐❞ ❣r♦✇t❤ ❞✉❡ t♦ ❝r❡❡♣ ❛♥❞ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛t ❤✐❣❤t tr✐❛①✐❛❧✐t✐❡s✳
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ P❤②s✐❝s ♦❢ ❙♦❧✐❞s✱ ✹✸ ✿✶✷✸✕✶✻✺✱ ✶✾✾✺✳



❆◆◆❊❳❊ ❆

❈♦♠♣❧é♠❡♥ts r❡❧❛t✐❢s à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ■■■✳ ❞✉
❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ ➱✈♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♣❛r

♣❤❛s❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

✶✳ ❘❡❧❛t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s s✬é❝r✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ✿

σ(r)(t) = ❇(r) : σ(t) + ❜(r) ✭❆✳✶✮

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✐❝✐ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼♦r✐✲❚❛♥❛❦❛ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣
❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉ tr✐♣❤❛sé ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥❡ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ é❧❛st✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡
s♦♥t ❞✐str✐❜✉é❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❞❡ ❢♦r♠❡ s♣❤ér✐q✉❡✳ ▲❡s ♣❤❛s❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥✲
♥❛✐r❡s ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡✳ ▲❡ ♠❛tér✐❛✉ ❡st s♦✉♠✐s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t à ✉♥❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ σ(t) s✉r ❧❡ ❝♦♥t♦✉r ❞✉ ❱❊❘ ❡t à ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧✐❜r❡s s✉♣♣♦sé❡s ❤♦♠♦✲
❣è♥❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣❤❛s❡s✳ ▲❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ét❛❜❧✐❡s
❡♥ rés♦❧✈❛♥t tr♦✐s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ✐♥✜♥✐ ♣♦ssè❞❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t à ❧✬✐♥✜♥✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♥♦té❡ σ∗(t) ✳ ❈❡s
tr♦✐s ♣r♦❜❧è♠❡s ♥❡ ❞✐✛ér❡♥t q✉❡ ♣❛r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✳

✲ ♣r♦❜❧è♠❡ ✶ ✿ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✱ ε(1)0 (t) ✐♠♣♦sé
✲ ♣r♦❜❧è♠❡ ✷ ✿ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❙(2)✱ ε(2)0 (t) ✐♠♣♦sé
✲ ♣r♦❜❧è♠❡ ✸ ✿ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❙(3)✱ ε(3)0 (t) ✐♠♣♦sé

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t r❛♣♣❡❧é ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✱ ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
s♦♥t ✿





σ(1)(t) = σ∗(t)−◗(1)
❊

: ε
(1)
0 (t)

[
■+◗(1)

❊
:
(
❙(2) − ❙(1)

)]
: σ(2)(t) = σ∗(t)−◗(1)

❊
: ε

(2)
0 (t)

[
■+◗(1)

❊
:
(
❙(3) − ❙(1)

)]
: σ(3)(t) = σ∗(t)−◗(1)

❊
: ε

(3)
0 (t)

✭❆✳✷✮

✶✽✸



✶✽✹ ❆◆◆❊❳❊ ❆

❖r
∑
r

c(r)σ(r)(t) = σ(t)✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬é❧✐♠✐♥❡r σ∗(t) ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ s❡❧♦♥ ❧✬éq✉❛✲

t✐♦♥✳

σ∗(t) = ❇(1) :

[
σ(t) + c(1)◗(1)

❊
: ε

(1)
0 (t) +

3∑

r=2

c(r)❇̃
(r)

: ◗(1)
❊

: ε
(r)
0 (t)

]
✭❆✳✸✮

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s t❡♥s❡✉rs ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t t❤❡r♠✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✿

❇(1) =

[
c(1)■+

3∑

r=2

c(r)❇̃
(r)

]−1

,❜(1) = ❇(1) :
3∑

r=2

c(r)❇̃
(r)

: ◗(1)
❊

: ε
(r)
0 (t)+

(
c(1)❇(1)−■

)
: ◗(1)

❊
: ε

(1)
0 (t)

✭❆✳✹✮
❛✈❡❝

❇̃
(r)

=
[
■+◗(1)

❊
:
(
❙(r) − ❙(1)

)]−1

, r = 2, 3 ✭❆✳✺✮

▲❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣❤❛s❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥♥❛✐r❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s
❡①♣r❡ss✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

❇(r) =
[
■+◗(1)

❊
:
(
❙(r) − ❙(1)

)]−1

: ❇(1) , r = 2, 3 ✭❆✳✻✮

❜(r) = ❇(r) :

[
c(1)◗(1)

❊
: ε

(1)
0 (t) +

3∑

q=2

c(q)❇̃
(q)

: ◗(1)
❊

: ε
(q)
0 (t)

]
− ❇̃

(r)
: ◗(1)

❊
: ε

(r)
0 (t) , r = 2, 3

✭❆✳✼✮
❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ à ♣rés❡♥t ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡t ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ♣❤❛s❡
✐♥❝❧✉s✐♦♥♥❛✐r❡✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s s❡ s✐♠♣❧✐✜❡♥t ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❡t ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❛r ♣❤❛s❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s s♦♥t ❡①♣r✐♠é❡s ♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳





σ(1)(t) = ❇(1) : σ(t) + c(2)
(
❇(1) : ❇̃

(2)
: ε

(2)
0 (t)− ❇̃

(2)
: ❇(1) : ε

(1)
0 (t)

)
: ◗(1)

❊

σ(2)(t) = ❇(2) : σ(t) + c(1)
(
❇̃

(2)
: ❇(1) : ε

(1)
0 (t)−❇(1) : ❇̃

(2)
: ε

(2)
0 (t)

)
: ◗(1)

❊

✭❆✳✽✮

❆✈❡❝ ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥♥❛✐r❡ q✉✐ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

❇(2) =
[
■+ c(1)◗(1)

❊
:
(
❙(2) − ❙(1)

)]−1

, ❇(1) =

[
c(1)■+ c(2)

[
■+◗(1)

❊
:
(
❙(2) − ❙(1)

)]−1
]−1

✭❆✳✾✮

✷✳ ❘❡❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐s♦tr♦♣❡
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❤❛s❡s ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡s ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❤étér♦❣è♥❡ ♦♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
✐s♦tr♦♣❡✱ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s t❡♥s❡✉rs ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s✬é❝r✐✈❡♥t ✿





❇(1)
m =

1

c(1) + (3κ(1) + 4µ(1))
3∑

r=2

c(r)κ(r)

κ(r) (3κ(1) + 4µ(1)) + 4µ(1) (κ(1) − κ(r))

❇(1)
d =

1

c(1) + 5 (3κ(1) + 4µ(1))
3∑

r=2

c(r)µ(r)

5µ(r) (3κ(1) + 4µ(1)) + (9κ(1) + 8µ(1)) (µ(1) − µ(r))

✭❆✳✶✵✮



✶✽✺

❈♦♠♠❡ ❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧✐❜r❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣❤❛s❡s s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❡t s♣❤ér✐q✉❡s ❞♦♥❝
❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❜(1) ❡st s♣❤ér✐q✉❡✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

❜(1)
m = 12κ(1)µ(1)

3∑

r=2

c(r)κ(r)
(
ε
(r)
0m(t)− ε

(1)
0m(t)

)

κ(r) (3κ(1) + 4µ(1)) + 4µ(1) (κ(1) − κ(r))

c(1) + (3κ(1) + 4µ(1))
3∑

r=2

c(r)κ(r)

κ(r) (3κ(1) + 4µ(1)) + 4µ(1) (κ(1) − κ(r))

✭❆✳✶✶✮

▲❡s ♠♦②❡♥♥❡s s♣❤ér✐q✉❡s ❞❡s t❡♥s❡✉rs ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ♦♥t ♣♦✉r ❡①♣r❡ss✐♦♥s




❇(2)
m =

3κ(1)κ(2) + 4κ(2)µ(1)

[
3κ(1)κ(2) + 4µ(1) (2κ(2) − κ(1))

]
[
c(1) + (3κ(1) + 4µ(1))

3∑

r=2

c(r)κ(r)

κ(r) (3κ(1) + 4µ(1))− (κ(1) − κ(r))

]

❇(3)
m =

3κ(1)κ(3) + 4κ(3)µ(1)

[
3κ(1)κ(3) + 4µ(1) (2κ(3) − κ(1))

]
[
c(1) + (3κ(1) + 4µ(1))

3∑

r=2

c(r)κ(r)

κ(r) (3κ(1) + 4µ(1))− (κ(1) − κ(r))

]

✭❆✳✶✷✮
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❜✐♣❤❛sé ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱
❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t s♣❤ér✐q✉❡s✱ s✬é❝r✐✈❡♥t ✿




σ(1)
m (t) =

κ(1)
(
3κ(2) + 4µ(1)

)

3κ(1)κ(2) + 4µ(1)

2∑

r=1

c(r)κ(r)

σm(t) +
12c(2)κ(1)κ(2)µ(1)

(
ε
(2)
0m(t)− ε

(1)
0m(t)

)

3κ(1)κ(2) + 4µ(1)

2∑

r=1

c(r)κ(r)

σ(2)
m (t) =

κ(2)
(
3κ(1) + 4µ(1)

)

3κ(1)κ(2) + 4µ(1)

2∑

r=1

c(r)κ(r)

σm(t) +
12c(1)κ(1)κ(2)µ(1)

(
ε
(1)
0m(t)− ε

(2)
0m(t)

)

3κ(1)κ(2) + 4µ(1)

2∑

r=1

c(r)κ(r)

✭❆✳✶✸✮



✶✽✻ ❆◆◆❊❳❊ ❆



❆◆◆❊❳❊ ❇

❈♦♠♣❧é♠❡♥ts r❡❧❛t✐❢s à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ■❱✳ ❞✉
❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉

s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

P♦✉r ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ✭❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❞❛♥s ✭✶✳✽✾✮✮✱ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡
❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♠❛❝r♦❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞❡ ❍✐❧❧ (〈σ(x , t) : ε̇(x , t)〉 = σ(t) : ε̇(t)) ❡t
❡♥ ❛②❛♥t r❡❝♦✉rs à ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛tr✐❝❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❤❛s❡s ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ (r = 1, 2, .., N) ❡st ✐s♦tr♦♣❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❍✐❧❧ ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥

N∑

r=1

c(r)

〈
1

κe

σ̇mσm +
1

κ
(r)
v

σmσm +
1

2µe

ṡ : s+
1

2µ
(r)
v

s : s+ 3σ(r)
m ε̇

(r)
0m

〉(r)

= σ : ε̇ ✭❇✳✶✮

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ à 2N ✐♥❝♦♥♥✉❡s✱ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ rés♦❧✉❡ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡
❞❡ 2N − 1 éq✉❛t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s r❡❝♦✉rs ❛✉①
❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳

• ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡s ❡t ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡s s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❛♥s ❧❡s ✐♥❝❧✉✲
s✐♦♥s ✭❤②♣♦t❤ès❡ tr✐✈✐❛❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ s♦✉s ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ✐s♦tr♦♣❡✱ ✈♦✐r
❝❤❛♣✐tr❡ ✷ s❡❝t✐♦♥ ■■■✳✮✳

• ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡s s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡✳

❆✈❡❝ ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ q✉✐ ❡st ré❣✐❡ ♣❛r
✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ s✉✐✈❛♥t✳

1

4µe

Ṡ1(t) +
1

2µ
(1)
v

S1(t) = M(t) ❛✈❡❝ S1(t) = 〈s(x , t) : s(x , t)〉(1) ✭❇✳✷✮

✶✽✼



✶✽✽ ❆◆◆❊❳❊ ❇

▲❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ M(t) ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

M(t) =
1

c(1)
ε̇(t) : σ(t)−

N∑

r=2

c(r)

c(1)

(
1

2µe

ṡ
(r)
(t) : s(r)(t) +

1

2µ
(r)
v

s(r)(t) : s(r)(t)

)

−
N∑

r=1

c(r)

c(1)

(
1

κe

σ̇
(r)

m (t)σ(r)
m (t) +

1

κ
(r)
v

σ(r)
m (t)σ(r)

m (t) + 3σ(r)
m (t)ε̇

(r)
0m(t)

)
✭❇✳✸✮

▲♦rsq✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✣♥❡ ❞✉ ❞é✈✐❛✲
t❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✹✶✮✮ ❛✈❡❝ ❧❛ s♦✉♣❧❡ss❡ ✈✐sq✉❡✉s❡ q✉✐ ❡st ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ✭r❡❧❛t✐♦♥
✭✶✳✶✹✸✮✮✱ ❧❛ ♠ê♠❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ❝♦♥❞✉✐t à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

1

4µe

Ṡ1(t) +
1

2µ
(1)
v (S1, s

(1))
S1(t) +

3(n(1) − 1)

4µ
(1)
v (S1 , s

(1))

〈(s(x, t) : s(1)(t))2〉(1)
(σ(1)

❡q )
2

= N(t) ✭❇✳✹✮

❛✈❡❝ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ N(t) ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ q✉✐ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

N(t) =
1

c(1)
ε̇(t) : σ(t)−s(1)(t) : ė

(1)
0 (t)−

N∑

r=2

c(r)

c(1)

(
1

2µe

ṡ
(r)
(t) : s(r)(t) +

1

2µ
(r)
v (s(r))

s(r)(t) : s(r)(t)

)

−
N∑

r=1

c(r)

c(1)

(
1

κe

σ̇
(r)

m (t)σ(r)
m (t) +

1

κ
(r)
v

σ(r)
m (t)σ(r)

m (t) + 3σ(r)
m (t)ε̇

(r)
0m(t)

)
✭❇✳✺✮

❉❛♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ✧✐s♦tr♦♣❡✧ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré ♦ù ❧❛ s♦✉♣❧❡ss❡ ✈✐sq✉❡✉s❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛
♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❡st ✧✐s♦tr♦♣✐sé❡✧ ✭r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✺✶✮✮✱ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t
❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s✬é❝r✐t ✿

1

4µe

Ṡ1(t) +
1

2µ̃
(1)
v (S1, s

(1))
S1(t) = N(t) µ̃(1)

v =
µ
(1)
v

n(1)
✭❇✳✻✮



❆◆◆❊❳❊ ❈

❈♦♠♣❧é♠❡♥ts r❡❧❛t✐❢s à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❱✳ ❞✉
❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ ◆♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡

❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ P♦♥t❡ ❈❛st❛ñ❡❞❛ ❬✻❪

❈❡tt❡ ét✉❞❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❡✛❡❝t✐✈❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡s ❞♦♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❡st ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❛
ré♣♦♥s❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦s✐t❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥
▼✐❧✐❡✉ ▲✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞♦♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❡st ❞❡
t②♣❡ t❤❡r♠♦✲é❧❛st✐q✉❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ✐ss✉s ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ s♦♥t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡
✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❡✛❡❝t✐✈❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ♠❛tér✐❛✉ ❞✬ét✉❞❡ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❞❡s ♣❤❛s❡s ❡st ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳

✶✳ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❙♦✐t ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❤étér♦❣è♥❡ ♦❝❝✉♣❛♥t ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ N ♣❤❛s❡s ❞✐str✐❜✉é❡s ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ❙♦✐t u(r) ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s
❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s✳ ▲❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❧♦❝❛❧ s✉♣♣♦sé ❝♦♥✈❡①❡ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

u(x,σ) =
N∑

r=1

χ(r)(x)u(r)(σ) ♦ù χ(r)(x) =

{
1 s✐ x ∈ Ω(r)

0 s✐♥♦♥
✭❈✳✶✮

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à rés♦✉❞r❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ♠é❝❛♥✐q✉❡s
t❡❧s q✉❡ ε s♦✐t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❡t q✉❡ σ s♦✐t éq✉✐❧✐❜ré ❡t ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s st❛t✐q✉❡s ✿





❞✐✈(σ(x)) = 0 ❞❛♥s Ω

ε (x) =
1

2

(
∇u (x) +∇❚u (x)

)
❞❛♥s Ω

ε(x) =
∂u

∂σ
(x,σ) ❞❛♥s Ω

σ(x , t).n(x) = σ(t).n(x) s✉r ∂Ω

✭❈✳✷✮

✶✽✾
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▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♠♠❛❣❛s✐♥é
❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❜♦r❞ ❡①tér✐❡✉r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω ❡st s♦✉♠✐s ❡♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s✳
❙♦✐t ũ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡✛❡❝t✐❢ ❞✉ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ✿

ũ(σ) = ♠✐♥
σ∈S

〈u(x,σ)〉 ✭❈✳✸✮

♦ù S ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s st❛t✐q✉❡♠❡♥t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✳
P♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❡✛❡❝t✐✈❡s ❞✉ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ P♦♥t❡ ❈❛st❛ñ❡❞❛ ✐♥tr♦❞✉✐t
✉♥ ▼✐❧✐❡✉ ▲✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡ ❡st s♦✉s ❢♦r♠❡
q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❡t ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

u
(r)
L (σ) =

1

2
σ :▼(r) : σ + γ(r) : σ, ✭❈✳✹✮

♦ù ▼(r) ❡t γ(r) s♦♥t ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❤♦♠♦❣è♥❡s ♣❛r ♣❤❛s❡✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s
❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡ ❞✉ ▼✐❧✐❡✉ ▲✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ε =▼(r) : σ + γ(r). ✭❈✳✺✮

P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❧♦❝❛❧ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st é❝r✐t s♦✉s ❧❛
❢♦r♠❡ tr✐✈✐❛❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

u(r)(σ) = u
(r)
L (σ) + α(r)

(
u(r)(σ)− u

(r)
L (σ)

)
+ (1− α(r))

(
u(r)(σ)− u

(r)
L (σ)

)
, ✭❈✳✻✮

♦ù α(r) ❡st ❝♦♥st❛♥t ♣❛r ♣❤❛s❡ ✿ 0 < α(r) < 1✳ ▲❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s u(r) ❡t u(r)
L s♦♥t ❝♦♥✈❡①❡s✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ∆u(r) = u(r) − u
(r)
L ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥✈❡①❡ ❡t ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛❞♠❡ttr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs

♣♦✐♥ts st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✳

▲❡♠♠❡ ✿ ▲❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ u(r) ❡st r❡♣rés❡♥té s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉✐ s✉✐t ✿

u(r)(σ) = st❛t
γ(r),▼(r)

{
u
(r)
L (σ) + α(r) st❛t

σ̌(r)
∆u(r)(σ̌) + (1− α(r)) st❛t

σ̂(r)
∆u(r)(σ̂)

}
, ✭❈✳✼✮

♦ù σ̌(r) ❡t σ̂(r) s♦♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ∆u(r)✳

∂∆u(r)

∂σ
(σ̌(r)) =

∂∆u(r)

∂σ
(σ̂(r)) = 0. ✭❈✳✽✮

❈❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t ❛✉① r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s q✉✐ s♦♥t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣♦✉r σ̌(r) ❡t σ̂(r) ✿




∂u(r)

∂σ
(σ̌(r))−▼(r) : σ̌(r) = γ(r)

∂u(r)

∂σ
(σ̂(r))−▼(r) : σ̂(r) = γ(r)

✭❈✳✾✮

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt à γ(r) ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

σ = α(r)σ̌(r) + (1− α(r))σ̂(r). ✭❈✳✶✵✮

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ s♦✉♣❧❡ss❡ ▼(r) ❝♦♥❞✉✐t à ✿

σ ⊗ σ = α(r)σ̌(r) ⊗ σ̌(r) + (1− α(r))σ̂(r) ⊗ σ̂(r). ✭❈✳✶✶✮



✶✾✶

▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭❈✳✶✵✮ ❡t ✭❈✳✶✶✮ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
(
σ̌(r) − σ̂(r)

)
⊗
(
σ̌(r) − σ̂(r)

)
= 0✳ ❆✐♥s✐

♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ♣♦✉r ▼(r) ❡t γ(r)✱ σ̌(r)(▼(r),γ(r)) = σ̂(r)(▼(r),γ(r)) = σ✳ ❉♦♥❝ ❧❛
s♦✉♣❧❡ss❡ ❡t ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∂u(r)

∂σ
=

∂u
(r)
L

∂σ
=▼(r)(σ) : σ + γ(σ). ✭❈✳✶✷✮

✷✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ st❛t✐♦♥♥❛r✐té ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡✛❡❝t✐❢

❊♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧✬❡rr❡✉r ♣❛r V (r) = α(r)V̌ (r) + (1 − α(r))V̂ (r) ❛✈❡❝ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s V̌ (r) ❡t V̂ (r) q✉✐
s✬é❝r✐✈❡♥t ✿ V̌ (r) = −st❛t

σ̌(r)
∆u(r)(σ̌) ❡t V̂ (r) = −st❛t

σ̂(r)
∆u(r)(σ̂) ❛❧♦rs ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡✛❡❝t✐❢ ❞✉

❝♦♠♣♦s✐t❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s✬é❝r✐t ✿

ũ(σ) = st❛t
σ∈S

st❛t
γ(r),▼(r)

{ N∑

r=1

c(r)
〈
1

2
σ :▼(r) : σ + γ(r) : σ − V (r)(▼(r),γ(r))

〉(r)}
. ✭❈✳✶✸✮

▲❛ s♦✉♣❧❡ss❡▼(r) ❡t ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡ γ(r) s♦♥t s✉♣♣♦sés ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ x✳ P♦✉r ✉♥
♣♦✐♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞♦♥♥é✱ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ♣❡✉t✲êtr❡ ♣❡r♠✉té ❞❡ s♦rt❡ q✉✬♦♥
♦❜t✐❡♥t ✿

ũ(σ) = st❛t
γ(r),▼(r)

st❛t
σ∈S

{ N∑

r=1

c(r)
〈
1

2
σ :▼(r) : σ + γ(r) : σ − V (r)(▼(r),γ(r))

〉(r)}
. ✭❈✳✶✹✮

▲♦rsq✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ▼✐❧✐❡✉ ▲✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✉♥✐❢♦r♠❡s ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ❞❡✈✐❡♥t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡✛❡❝t✐❢ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s s❡r❛✐t ❞✐✣❝✐❧❡ à
ét❛❜❧✐r ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t✳ P♦✉r s✉r♠♦♥t❡r ❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té P♦♥t❡ ❈❛st❛ñ❡❞❛ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ s♦✉✲
♣❧❡ss❡ ❡t ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡ s♦♥t ✉♥✐❢♦r♠❡s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ✷✵✵✷ ❬✼✷❪✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧
❡✛❡❝t✐❢ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

ũ(σ) = st❛t
γ(r),▼(r)

{
ũL(σ)−

N∑

r=1

c(r)V (r)(▼(r),γ(r))

}
, ✭❈✳✶✺✮

♦ù ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡✛❡❝t✐❢ ❞✉ ▼✐❧✐❡✉ ▲✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

ũL(σ) =
1

2
σ : ▼̃ : σ + γ̃ : σ +

1

2
g̃ ✭❈✳✶✻✮

▲❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ▼̃ ✱ γ̃ ❡t g̃ s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ✿

▼̃ =
N∑

r=1

c(r)▼(r) : ❇(r) , γ̃ =
N∑

r=1

c(r)
(
❇(r)

)T
: γ(r) , g̃ =

N∑

r=1

c(r)
[
g(r) + γ(r) : b(r)

]

✭❈✳✶✼✮
▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛t✐♦♥♥❛r✐té ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡✛❡❝t✐❢ ♣❛r r❛♣♣♦rt à γ(r) ❝♦♥❞✉✐t à ✿

σ
(r)
L = α(r)σ̌(r) + (1− α(r))σ̂(r) , r = 1, ..., N ✭❈✳✶✽✮

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡✛❡❝t✐❢ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ s♦✉♣❧❡ss❡▼(r) ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r
❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿

〈σ ⊗ σ〉(r)L = α(r)σ̌(r) ⊗ σ̌(r) + (1− α(r))σ̂(r) ⊗ σ̂(r) , r = 1, ..., N ✭❈✳✶✾✮



✶✾✷ ❆◆◆❊❳❊ ❈

❉❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ st❛t✐♦♥♥❛r✐té ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡✛❡❝t✐❢ s❡ ❞é❞✉✐t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✈❛✲
r✐❛♥❝❡ q✉✐ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

❈(r)
σ = α(r)

(
1− α(r)

) [ (
σ̂(r) − σ̌(r)

)
⊗
(
σ̂(r) − σ̌(r)

)]
, r = 1, ..., N ✭❈✳✷✵✮

▲❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❡st ✉♥ t❡♥s❡✉r ❞✬♦r❞r❡ q✉❛tr❡ ❞❡ r❛♥❣ ✶ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ❡♥
❣é♥ér❛❧ ✉♥ t❡♥s❡✉r ❞✬♦r❞r❡ q✉❛tr❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ ❝♦♠♣❧èt❡✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧
❧♦❝❛❧ ❞✉ ▼✐❧✐❡✉ ▲✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡st ❛❧♦rs ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r P♦♥t❡ ❈❛st❛ñ❡❞❛✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❧♦❝❛❧ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

u
(r)
L (σ) =

1

2
σ :▼(r) : σ +

M∑

p=1

β
(r)
(p)γ

(r)
(p) : σ ❛✈❡❝ 0 < β

(r)
(p) < 1 ❡t

M∑

p=1

β
(r)
(p) = 1 ✭❈✳✷✶✮

▲❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡✛❡❝t✐❢ ❞✉ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

ũ(σ) = st❛t
γ(r),▼(r)

{
ũL(σ)−

N∑

r=1

c(r)
M∑

p=1

β
(r)
(p) V

(r)
(p) (▼

(r),γ
(r)
(p))

}
, ✭❈✳✷✷✮

♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r V
(r)
(p) ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿ V (r)

(p) = α(r)V̌
(r)
(p) + (1 − α(r))V̂

(r)
(p) ✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s V̌ (r)
(p) ❡t V̂ (r)

(p) s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✿





∂u(r)

∂σ
(σ̌

(r)
(p))−▼(r) : σ̌

(r)
(p) = γ

(r)
(p)

=⇒ ∂u(r)

∂σ
(σ̂

(r)
(p))−

∂u(r)

∂σ
(σ̌

(r)
(p)) =▼

(r) :
(
σ̂

(r)
(p) − σ̌

(r)
(p)

)

∂u(r)

∂σ
(σ̂

(r)
(p))−▼(r) : σ̂

(r)
(p) = γ

(r)
(p)

✭❈✳✷✸✮
▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡✛❡❝t✐❢ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡ γ

(r)
(p) ❡t

❧❛ s♦✉♣❧❡ss❡ ▼(r) s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ♣r♦❝é❞❛♥t à ❧❛ ♠ê♠❡ ❞é♠❛r❝❤❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❊❧❧❡s
s✬é❝r✐✈❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✿

σ
(r)
L = α(r)σ̌

(r)
(p) + (1− α(r))σ̂

(r)
(p) , r = 1, ..., N ✭❈✳✷✹✮

〈σ ⊗ σ〉(r)L =
M∑

p=1

β
(r)
(p)

[
α(r)σ̌

(r)
(p) ⊗ σ̌

(r)
(p) + (1− α(r))σ̂

(r)
(p) ⊗ σ̂

(r)
(p)

]
, r = 1, ..., N ✭❈✳✷✺✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡s r❡❧❛t✐♦♥s✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ q✉✐ s✬é❝r✐t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✿

❈(r)
σ = α(r)

(
1− α(r)

) M∑

p=1

β
(r)
(p)

[(
σ̂

(r)
(p) − σ̌

(r)
(p)

)
⊗
(
σ̂

(r)
(p) − σ̌

(r)
(p)

)]
, r = 1, ..., N ✭❈✳✷✻✮

◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s à tr❛✈❡rs ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥ t❡♥s❡✉r ❞✬♦r❞r❡
q✉❛tr❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭❈✳✷✹✮ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❡✉t✲êtr❡ réé❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿



✶✾✸

❈(r)
σ =

1− α(r)

α(r)

M∑

p=1

β
(r)
(p)

[(
σ̂

(r)
(p) − σ

(r)
L

)
⊗
(
σ̂

(r)
(p) − σ

(r)
L

)]
✭❈✳✷✼✮

♦ù

❈(r)
σ =

α(r)

1− α(r)

M∑

p=1

β
(r)
(p)

[(
σ̌

(r)
(p) − σ

(r)
L

)
⊗
(
σ̌

(r)
(p) − σ

(r)
L

)]
✭❈✳✷✽✮

❊♥ ♣r❡♥❛♥t ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ u(r) = u(r)(σ❡q) ❡t ✉♥❡ s♦✉♣❧❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

▼(r) =
1

2µ(r)
❋(r)+

1

2λ(r)
❊(r) ♦ù ❧❡ ♣r♦❥❡❝t❡✉r ❊(r) ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❛✉t♦✉r ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♠♦♠❡♥t ❛❧♦rs ❧❡s

❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ s♦✉♣❧❡ss❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡ (r) ❡t ♣♦✉r t♦✉t ♣❛r❛♠ètr❡ p s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s
à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭❈✳✷✸✮ ❡t s✬é❝r✐✈❡♥t ✿




1

µ(r)
=

3

2σ̂
(r)
(p)❡q

∂u(r)

∂σ❡q

(σ̂
(r)
(p)❡q

) +
3

2σ̌
(r)
(p)❡q

∂u(r)

∂σ❡q

(σ̌
(r)
(p)❡q

)



σ̂
(r)
(p)

‖

σ(r)
❡q

− 1


 1

λ(r)
=

3

2σ̂
(r)
(p)❡q

σ̂
(r)
(p)

‖

σ(r)
❡q

∂u(r)

∂σ❡q

(σ̂
(r)
(p)❡q

)− 3

2σ̌
(r)
(p)❡q


2−

σ̂
(r)
(p)

‖

σ(r)
❡q


 ∂u(r)

∂σ❡q

(σ̌
(r)
(p)❡q

)

✭❈✳✷✾✮

▲❡ ❝❤♦✐① α(r) =
1

2
❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt

❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♠♦♠❡♥t ✿ σ̂(r)
(p) − σ

(r)
L = σ

(r)
L − σ̌

(r)
(p)✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❞✬❛✉tr❡s ❝❤♦✐① ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣♦rtés

s✉r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ α(r)✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s (α(r) =
1

2
) ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ s❡ ré❞✉✐t à ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❈(r)
σ =

M∑

p=1

β
(r)
(p)

[(
σ̂

(r)
(p) − σ

(r)
L

)
⊗
(
σ̂

(r)
(p) − σ

(r)
L

)]
✭❈✳✸✵✮

♦ù

❈(r)
σ =

M∑

p=1

β
(r)
(p)

[(
σ̌

(r)
(p) − σ

(r)
L

)
⊗
(
σ̌

(r)
(p) − σ

(r)
L

)]
✭❈✳✸✶✮

❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ❞❡ β(r)
(p) ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡

(
M = 2 ❡t β(r)

(p) =
1

2

)
❛❧♦rs ♦♥ ❛ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s

s✉✐✈❛♥t❡s ✿




3

2
❈(r)

σ :: ❊(r) =
1

2

(
σ̂
(r)
(1)‖

− σ(r)
❡q

)2
+

1

2

(
σ̂
(r)
(2)‖

− σ(r)
❡q

)2

3

2
❈(r)

σ :: ❋(r) =
1

2

(
σ̂
(r)
(1)⊥

)2
+

1

2

(
σ̂
(r)
(2)⊥

)2
✭❈✳✸✷✮

❊♥ ♣♦s❛♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ s②♠étr✐❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ σ̂(r)
(1)‖

= σ̂
(r)
(2)‖

❡t σ̂
(r)
(1)⊥

= −σ̂
(r)
(2)⊥

✱ ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥ ✭❈✳✸✷✮ s❡ ré❞✉✐t à ✿





3

2
❈(r)

σ :: ❊(r) =
(
σ̂
(r)
(1)‖

− σ(r)
❡q

)2

❛✈❡❝ ❈(r)
σ = 〈σ ⊗ σ〉(r)L − σ

(r)
L ⊗ σ

(r)
L

3

2
❈(r)

σ :: ❋(r) =
(
σ̂
(r)
(1)⊥

)2
✭❈✳✸✸✮



✶✾✹ ❆◆◆❊❳❊ ❈

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ σ̂
(r)
(1)❡q

❡t σ̂(r)
(1)‖

s✬é❝r✐✈❡♥t ✿




(
σ̂
(r)
(1)❡q

)2
=
(
σ
(r)
❡q

)2
+ 2 σ(r)

❡q

(
σ̂
(r)
(1)‖

− σ(r)
❡q

)

(
σ̂
(r)
(1)‖

− σ(r)
❡q

)2
=

9

4

〈
(
σ

(r)❞❡✈

L : σ
(r)❞❡✈

L

)2
〉(r)L

(
σ(r)
❡q

)2 −
(
σ(r)
❡q

)2
✭❈✳✸✹✮

❊♥ ❛❞♦♣t❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❞é♠❛r❝❤❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s s✐♠✐❧❛✐r❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s
♣♦✉r σ̌(r)

(1)❡q
❡t σ̌(r)

(1)‖
✳





(
σ̌
(r)
(1)❡q

)2
=
(
σ
(r)
❡q

)2
+ 2 σ(r)

❡q

(
σ̌
(r)
(1)‖

− σ(r)
❡q

)

(
σ̌
(r)
(1)‖

− σ(r)
❡q

)2
=

9

4

〈
(
σ

(r)❞❡✈

L : σ
(r)❞❡✈

L

)2
〉(r)L

(
σ(r)
❡q

)2 −
(
σ(r)
❡q

)2
✭❈✳✸✺✮

❉❡ ❝❡s ❞❡✉① r❡❧❛t✐♦♥s ✭r❡❧❛t✐♦♥s ✭❈✳✸✹✮ ❡t ✭❈✳✸✺✮✮✱ s❡ ❞é❞✉✐t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿ σ̌(r)
(1)❡q

= σ̂
(r)
(1)❡q

✳ ▲♦rsq✉❡

❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ σ̌(r)
(1)❡q

❡t σ̂(r)
(1)❡q

s♦♥t é❣❛❧❡s✱ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ♣❛r ♣❤❛s❡ γ(r) s✬❛♥♥✉❧❡

❡t ❧❛ s♦✉♣❧❡ss❡ ▼(r) ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡ ❞❡✈✐❡♥t ✐s♦tr♦♣❡✳

▼(r)(σ̂
(r)
(1)❡q

) =
1

2µ(r)(σ̂
(r)
(1)❡q

)
❑ ❛✈❡❝

1

2µ(r)(σ̂
(r)
(1)❡q

)
=

3

2σ̂
(r)
(1)❡q

∂u(r)

∂σ❡q

(σ̂
(r)
(1)❡q

) ✭❈✳✸✻✮

▲♦rsq✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ σ̂
(1)
(1)❡q

s❡
ré❞✉✐t ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ✷✵✵✷ ❬✼✷❪✳
❉♦♥❝ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r P♦♥t❡ ❈❛st❛ñ❡❞❛ ❞é❣é♥èr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t
❡♥ sé❝❛♥t ♠♦❞✐✜é✳



❆◆◆❊❳❊ ❉

❈♦♠♣❧é♠❡♥ts r❡❧❛t✐❢s à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ■■■✳ ❞✉
❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❊①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ α ❡t F(t) ♣♦✉r

❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❡♥
❞é❢♦r♠❛t♦♥s ❡t ❡♥ ❝♦♥t❛r✐♥t❡s

▲♦rsq✉❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❡st s♦❧❧✐❝✐té❡ ❡♥ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❤❛s❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥✲
♥❛✐r❡ q✉✐ ❡st s♦✉♠✐s❡ à ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t s♣❤ér✐q✉❡✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ λ̇(t) ❡st
♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❞ér✐✈❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✹✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s ✿

λ̇(t) =
c(2)(κ(2) − κ(1))

c(2)κ(1) + c(1)κ(2)

{
−ε̇m(t) +

κ(2)

κ(2) − κ(1)
ε̇
(2)
0 (t) +

1

3κ(1)

∫ b

a

2

r
σ̇(1)
s (r, t)dr

}
.

❯♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❡ λ̇(t) ♣❡✉t êtr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✼✮✮
❡t ❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

λ̇(t)

η
=

18µ(1)c(2)(κ(1) − κ(2))

3(c(1) κ(2) + c(2) κ(1)) + 4µ(1)

[
ε̇m(t)−

κ(2)

κ(2) − κ(1)
ε̇
(2)
0 (t) +

2

3κ(1)η

∫ b

a

σ
(1)
s (u, t)

u

∂U
(1)
v

∂σ̃
(σ̃(1)(u, t))❞u

]
.

✭❉✳✶✮
▲❡s ❞❡✉① ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ λ̇ s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭❉✳✶✮ ❡st ♣❧✉s
❛♣♣r♦♣r✐é❡ ♣♦✉r êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ✭✷✳✸✼✮✳
❙✐ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s✱ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡
t❡♠♣s ❞❡ λ ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ σm(t) ❡♥ s✉❜st✐t✉❛♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥
εm(t) ✭r❡❧❛t✐♦♥ ✷✳✹✶✮ ❞❛♥s ✭❉✳✶✮✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

λ̇(t)

η
=

18κ(1)µ(1)c(2)(κ(2) − κ(1))

3κ(1)κ(2) + 4µ(1)(c(1)κ(1) + c(2)κ2)
−
(
σ̇m(t)

3κ(1)
− κ(2)

κ(2) − κ(1)
ε̇
(2)
0 (t)+

2

3ηκ(1)

∫ b

a

σ
(1)
s (u, t)

u

∂U
(1)
v

∂σ̃
(σ̃)❞u

)
.

✭❉✳✷✮
▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡
❡st s♣❤ér✐q✉❡ ❡t ❤♦♠♦❣è♥❡ ❛❧♦rs ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts α ❡t ❞❡ F(t) ❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✵✮ s✬é❝r✐✈❡♥t ✿

αd =
1

κ(1)

6µ(1)c(2)(κ(1) − κ(2))

3(c(1) κ(2) + c(2) κ(1)) + 4µ(1)
❡t Fd(t) = 3αd κ

(1)

(
ε̇m(t)−

κ(2)

κ(2) − κ(1)
ε̇
(2)
0 (t)

)

✭❉✳✸✮

✶✾✺



✶✾✻ ❆◆◆❊❳❊ ❉

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❡t ✉♥✐❢♦r♠❡s s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❡①tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛
s♣❤èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡✱ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ α ❡t ❞❡ F(t) s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✿

αp = − 6µ(1)c(2)(κ(2) − κ(1))

3κ(1)κ(2) + 4µ(1)(c(1)κ1 + c(2)κ(2))
❛♥❞ Fp(t) = αp

(
σ̇m(t)−

3κ(1)κ(2)

κ(2) − κ(1)
ε̇
(2)
0 (t)

)

✭❉✳✹✮



❆◆◆❊❳❊ ❊

❈♦♠♣❧é♠❡♥ts r❡❧❛t✐❢s à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ■■■✳ ❞✉
❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❍✐❧❧ ❞❛♥s

❧❡ ❝❛s ❛♥✐s♦tr♦♣❡

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✐♥✜♥✐✱ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❛♥✐s♦tr♦♣❡✱ ❝❛r❛❝tér✐sé
♣❛r ✉♥ t❡♥s❡✉r ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❈(1)✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✉♥❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ s♣❤ér✐q✉❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés é❧❛st✐q✉❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❡♥✈✐r♦♥♥❛♥t ❡st ✐♠♠❡r❣é❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✐♥✜♥✐✳ ❙♦✐t P(1) ❧❡
t❡♥s❡✉r ❞❡ ❍✐❧❧ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✿

P(1) =
1

4π

∫

|ξ|=1

❍(ξ)❞❙(ξ) , ❍(ξ) = ξ ⊗◆(ξ)⊗ ξ ♦ù ◆(ξ) = [❑(ξ)]−1 ✭❊✳✶✮

▲❡ ❝❤❛♠♣ t❡♥s♦r✐❡❧ ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ❑(ξ) ❞és✐❣♥❡ ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞✬❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞♦♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②✲
t✐q✉❡ ❡st ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ✿

❑(ξ) = ξ ·❈(1) · ξ ✭❊✳✷✮

▲♦rsq✉❡ ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ r✐❣✐❞✐té ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❈(1) ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
✭✸✳✷✾✮ ❛❧♦rs ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞✬❛❝♦✉st✐q✉❡ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❑(ξ) = ❑✐s♦(ξ) + λu⊗ u ✭❊✳✸✮

♦ù❑✐s♦ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞✬❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ✐s♦tr♦♣❡
❡t ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞✉ s❝❛❧❛✐r❡ λ ❡t ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✈❡❝t♦r✐❡❧ u s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✿

λ =
4

3

(
λ(1) − µ(1)

)
, u = ξ · α̂ ♦ù α̂ =

s(1)

σ❡q

. ✭❊✳✹✮

❯♥ t❡♥s❡✉r ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭❊✳✸✮ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥✈❡rsé ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❡t ♦♥ tr♦✉✈❡ ✿

◆(ξ) = [❑(ξ)]−1 = [❑✐s♦(ξ) + λu⊗ u]−1 = ◆✐s♦(ξ)− λ
◆✐s♦ · u⊗◆✐s♦ · u
1 + λu ·◆✐s♦ · u

✭❊✳✺✮

✶✾✼



✶✾✽ ❆◆◆❊❳❊ ❊

❊♥ r❡♠♣❧❛❝❡♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭❊✳✺✮ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❍✐❧❧ ✭❊✳✶✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

P(1) = P(1)
❊

− 1

4π

∫

|ξ|=1

ξ ⊗ λ
◆✐s♦ · u⊗◆✐s♦ · u
1 + λu ·◆✐s♦ · u

⊗ ξ❞❙(ξ) ✭❊✳✻✮

♦ù P(1)
❊

❞és✐❣♥❡ ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❍✐❧ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♣❤❛s❡s
s♦♥t s✐♦tr♦♣❡s✳ ❊♥ ♣♦✉ss❛♥t ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❍✐❧❧ q✉✐
❡st ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ✿

P(1) = P(1)
❊

− 1

4π

∫

|ξ|=1

4µ(1)
(
λ(1) − µ(1)

)
ξ ⊗◆∗

✐s♦.u⊗◆∗
✐s♦.u⊗ ξ ❞❙(ξ)

3µ(1) + 4 (λ(1) − µ(1))
[
|α̂ξ|2 − a(1)∗ (ξ • (α̂ξ))2

] ✭❊✳✼✮

❊♥ ♣♦s❛♥t ✿

P(ξ) = ξ ⊗◆∗
✐s♦.u⊗◆∗

✐s♦.u⊗ ξ

♦ù

◆∗
✐s♦ =

1

µ(1)∗|ξ|2
[
δ − a(1)∗

ξ ⊗ ξ

|ξ|2
]

❡t u = ξ.α̂,

❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❍✐❧❧ s✬é❝r✐t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t s❡❧♦♥ ✿

P(1) = P(1)
❊

− 1

4π

∫

|ξ|=1

4µ(1)
(
λ(1) − µ(1)

)
P(ξ) ❞❙(ξ)

3µ(1) + 4 (λ(1) − µ(1))
[
|α̂ξ|2 − a(1)∗ (ξ • (α̂ξ))2

] ✭❊✳✽✮



❆◆◆❊❳❊ ❋

❈♦♠♣❧é♠❡♥ts r❡❧❛t✐❢s à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ■❱✳ ❞✉
❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❊①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s t❡♠♣s ❞❡

r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❡t ❞❡s ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ❛ss♦❝✐és ❛✉
❣♦♥✢❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡ ❡t à ❧❛
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛

♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❆✣♥❡
❛♠é❧✐♦ré ✭✈❡rs✐♦♥ ✐s♦tr♦♣❡✮ ♣♦✉r ✉♥

❝♦♠♣♦s✐t❡ tr✐♣❤❛sé

■✳ ●♦♥✢❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ tr✐♣❤❛sé ♦ù ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❞❡ ❢♦r♠❡ s♣❤ér✐q✉❡ ❡t ❞✐str✐❜✉é❡s ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ✐s♦tr♦♣❡ ♦♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡ ❧✐♥é❛r✐sé ✐s♦tr♦♣❡✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s
❧❡ t❡♠♣s ❞✉ ❣♦♥✢❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✧❆✣♥❡ ❛♠é❧✐♦ré✧ ✭r❡❧❛t✐♦♥ ✸✳✻✶✮
❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ✉t❧✐s❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡✳ ▲❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥
τ
(γ)
j ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♥❡s ✭✸✳✻✷✮ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r

❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳

1

τ
(γ)
1/2

=
1

2

(
−❙(1) ∓

√
❙2
(1) − 4P(1)

)
,

1

τ
(γ)
3/4

=
1

2

(
−❙(2) ∓

√
❙2
(2) − 4P(2)

)

▲❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞❡ ❙(1)✱ ❙(2)✱ P(1) ❡t P(2) ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❡t
s✬é❝r✐✈❡♥t ✿

✶✾✾



✷✵✵ ❆◆◆❊❳❊ ❋

❙(1)/(2) =
1

10

{
a1(3c

(1)−17)+3a2(c
(2)−1)−3a3(c

(1)+c(2))+
4µe

(
a2 − a1(c

(1) − 9)− a2c
(2) + a3(c

(1) + c(2))
)

3κe + 4µe

∓

9κe + 8µe

3κe + 4µe

√[(
a2 + a1(c(1) − 1)− a3c(1)

)2
+ 2c(2) (a2 − a3)

(
a1(1 + c(1))− a2 − a3c(1)

)
+
(
c(2)(a2 − a3)

)2
]}

P(1)/(2) =
3

10
a1κe

{
a1
(
7− 3c(1)

)
+ 3

(
a2(1− c(2)) + a3(c

(1) + c(2))
)

3κe + 4µe

±

3

3κe + 4µe

√[(
a2 + a1(c(1) − 1)− a3c(1)

)2
+ 2c(2) (a2 − a3)

(
a1(1 + c(1))− a2 − a3c(1)

)
+
(
c(2)(a2 − a3)

)2
]}

▲❡s s❝❛❧❛✐r❡s ar ❞é♣❡♥❞❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés é❧❛st✐q✉❡s ❡t ✈✐sq✉❡✉s❡s ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❡t
❧❡✉rs ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s s✬é❝r✐✈❡♥t ✿

a1 =
µ̃e

µ
(1)
v

❡t ar =
µe

µ
(r)
v

, r = 2, 3

▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts l(γ)j s♦♥t ❡①♣r✐♠és ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s t❡♠♣s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s τ (γ)j ❡t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés
❞✉ ♠❛tér✐❛✉ s❡❧♦♥ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

l
(γ)
j =

P∗

(
− 1

τ
(γ)
j

)

l
(γ)
0 ∗ ∏

k 6=j

(
1

τ
(γ)
k

− 1

τ
(γ)
j

) , {j, k} = 1, 2, 3, 4 ✭❋✳✶✮

P∗(p) = −c(1)
(
9a1κe+9κep+8µep

)[
5
(
a3+a1

(
−1 + c(1)

)
+a2c

(2)−a3
(
c(1) + c(2)

) )(
3κe+4µe

)
p2

+

(
3κe

(
(7a1 + 3a2) (a1 − a3)

(
−1 + c(1)

)
+10a1 (a2 − a3) c

(2)
)
+4µe

(
(3a1 + 2a2) (a1 − a3)

(
−1 + c(1)

)

+ 5a1 (a2 − a3) c
(2)
))

p+ 3a1κe

((
2a1 + 3a2

)(
a1 − a3

)(
− 1 + c(1)

)
+ 5a1

(
a2 − a3

)
c(2)
)]

l
(γ)
0 = −25(3κe + 4µe)(3κe + 4µe)

■■✳ ▼♦②❡♥♥❡ ❞✉ ❞é✈✐❛t❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ❧❛
♣❤❛s❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡

▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞é✈✐❛t♦r✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✱ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣✉r❡♠❡♥t t❤❡r♠✐q✉❡
✭s❡❝♦♥❞ t❡r♠❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ✭✸✳✻✽✮✮✱ ❡st ét❛❜❧✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❧❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥t
❡✛❡❝t✐❢ ❛✈❡❝ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ τ

(β)
j ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♥❡s ✭✸✳✼✵✮ q✉✐ s♦♥t
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✐❞❡♥t✐q✉❡s ❛✉① t❡♠♣s ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥s τ
(γ)
j ✳ ▲❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s ♠❛❣♥✐t✉❞❡s l

(γ)
j ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❡s

✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♥❡s s♦♥t ❡①♣r✐♠é❡s ♣❛r ✿

l
(β)
j = −

τ
(β)
j ∗◗∗

(
− 1

τ
(β)
j

)

l
(β)
0 ∗ ∏

k 6=j

(
1

τ
(β)
k

− 1

τ
(β)
j

) , {j, k} = 1, 2, 3, 4 ✭❋✳✷✮

◗∗(p) = 2µe

(
9a1κe+9κep+8µep

)
p

[
3a1κe

(
2a1
(
−1+c(1)

)
−3a3c

(2)+3a2(−1+c(1)+c(2))

)
+

(
3a1
(
−1+c(1)

)(
7κe+8µe

)
+
(
−a3c

(2)+a2
(
−1 + c(1) + c(2)

) )(
9κe+8µe

))
p+5

(
−1+c(1)

)(
3κe+4µe

)
p2

]

l
(β)
0 = −

25 (3κe + 4µe)
2

[
5a1 (2a1 + 3a2)

(
1− c(1) − c(2)

)
+ (2a1 + 3a3)

(
2a1c

(1) + 3a2c
(1) + 5a1c

(2)
) ]

(2a1 + 3a2) (−3a3c(1) − 5a1 + 3a1c(1)) + 15a1c(2) (a2 − a3)
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