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Introduction générale

La production d’électricité d’origine nucléaire a constamment augmenté depuis ces vingt-cinq
dernieres années. Cette augmentation a nécessité d’améliorer la conduite des centrales nucléaires
afin de répondre & la demande du réseau en temps réel, ce qui implique de moduler la puissance
fournie en fonction de la demande. Pour des raisons de rentabilité, un des objectifs de 'indus-
trie nucléaire est d’augmenter le taux de combustion des combustibles (le taux de combustion
est la quantité d’énergie thermique fournie par un combustible pendant sa durée de vie). Pour
augmenter le taux de combustion des combustibles, il faut prendre en compte plusieurs para-
metres limitant la durée de vie de ces combustibles, et notamment le phénomeéne d’Interaction
Pastille-Gaine (IPG). Pour comprendre ce phénomeéne, quelques éléments sur le combustible en
réacteur sont nécessaires. Le combustible standard utilisé est le dioxyde d’uranium (UOg). Il
se présente sous forme de pastilles cylindriques de 8.2 mm de diamétre et d’environ 13 mm
de hauteur. Ces pastilles sont empilées dans un tube-gaine pour former un crayon combustible
d’une hauteur d’environ 4 m. Avec ce type de configuration, la gaine a donc un réle essentiel,

puisque elle est la premiére barriére de protection, elle permet de confiner les produits radioactifs.

L’Interaction Pastille-Gaine est un phénoméne se produisant lors de la premiére montée en
puissance. En raison d'un fort gradient thermique, les pastilles se déforment pour prendre la
forme d’un diabolo, ce qui a pour conséquence une fragmentation des pastilles. Quant a la gaine,
son diamétre diminue sous l'effet de la pression du fluide caloporteur (supérieure a la pression
interne du crayon). Ces déformations induisent un contact entre les pastilles et la gaine. Le point
ou les sollicitations sont les plus importantes se situe, du fait de la déformation en diabolo des
pastilles, & extrémité des pastilles (plans inter-pastilles) au droit des fissures radiales. La zone
de contact s’étend ensuite en direction du plan médian des pastilles. Dans les cas de montées en
puissance rapides ou dans des situations incidentelles, ce contact pourrait entrainer la fissuration,
voire la rupture de la gaine. Pour éviter ces accidents, des marges de fonctionnement pénalisantes
pour la manceuvrabilité des réacteurs sont fixées. Une connaissance plus approfondie du com-
portement mécanique de la gaine et des combustibles permettrait d’améliorer la simulation du
comportement mécanique avec des modeéles permettant d’évaluer plus finement les champs de
contraintes et de déformations. Le traitement IPG dans les codes de calculs crayons tels que ME-
TEOR et TOUTATIS pour le CEA ou CYRANO3 pour EDF serait ainsi amélioré et permettrait

de diminuer les marges de fonctionnement tout en garantissant la tenue de la gaine. C’est la né-
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cessité de mieux connaitre le comportement des pastilles de combustibles qui a motivé cette étude.

Différents types de combustibles existent. Les combustibles & microstructures avancées sont
des combustibles développés au départ pour limiter le relachement des gaz de fission. Pour cela,
on a augmenté la taille de grains des pastilles en ajoutant a la poudre d’'UQOs5 des addidifs permet-
tant d’activer la croissance cristalline des grains. Le fait d’augmenter la taille des grains permet
ainsi d’allonger le chemin de parcours des gaz de fission du cceur vers la périphérie des grains.
Ainsi, ces gaz restent plus longtemps a I'intérieur de la pastille. Ces combustibles ont été testées
pour vérifier si leurs propriétés mécaniques amélioraient leur comportement en IPG, ce qui est
effectivement le cas. Les combustibles a microstructures avancées ont donc un double intérét,
et notamment le fait d’étre une solution reméde a I'IPG. Cependant, ces combustibles ne sont
pas encore utilisés dans les réacteurs. Les combustibles utilisés actuellement dans les réacteurs
sont les pastilles d’'UQO standard, mais aussi les pastilles de MOX. Le MOX est un combustible
contenant une faible proportion de dioxyde de plutonium mélangé avec du dioxyde d’uranium.
Ce type de combustible a été développé pour recycler le plutonium provenant de 'irradiation du
combustible UOy standard, l'intérét du plutonium étant sa capacité a se fissionner facilement.

C’est ce combustible qui nous intéressera dans la suite.

Afin de modéliser le comportement de ce combustible, il a été nécessaire de faire appel a
la théorie de ’homogénéisation. En effet, le MOX est un combustible hétérogéne, constitué de
plusieurs phases poreuses. Le comportement « macroscopique » du combustible dépend donc for-
tement du comportement de chacun des constituants qui, de plus, évolue en cours d’irradiation.
Or, il serait beaucoup trop complexe de décrire les microstructures du combustible afin de réaliser
des calculs de simulation de I'Interaction Pastille-Gaine (d’autant plus que d’autres phénoménes
non mécaniques entrent en ligne de compte). L’objectif est donc de trouver un modeéle homogéne
équivalent qui prenne en compte explicitement les paramétres décrivant la microstructure du
matériau et qui aurait un comportement similaire au comportement du matériau hétérogéne. Ce

modeéle homogéne pourra étre ainsi facilement introduit dans des codes de calculs classiques.

Ce mémoire se décompose en quatre parties :

La premiére partie a un caractére bibliographique. Dans le chapitre 1, on donne un apercu
des microstructures des combustibles MOX vierges (c’est-a-dire non irradiés), mais également des
éléments sur leur évolution en cours d’irradiation qui devront étre pris en compte dans la formu-
lation des lois de comportement. Dans un deuxiéme temps, on donne quelques éléments sur les
types d’essais mécaniques réalisés sur les pastilles, ainsi que les résultats obtenus a partir de ces
essais. Le chapitre 2 est une revue des méthodes d’homogénéisation, d’abord linéaires, puis non-
linéaires. Il existe différentes familles de méthodes d’homogénéisation non-linéaires. On aborde
donc briévement ces méthodes : les approches par champs moyens, les approches variationnelles

et les approches numériques que sont les méthodes d’analyse par champs de transformation.



La deuxiéme partie s’attache plus particuliérement & décrire une méthode d’analyse par
champs de transformation non-uniformes pour des matériaux élastoviscoplastiques incompres-
sibles qui permet d’améliorer les résultats obtenus avec une méthode d’analyse par champs de
transformation classique. Dans le chapitre 3, le principe de la méthode est décrit, puis nous
présentons des calculs réalisés sur des composites biphasés a 1'aide des deux types de méthodes :
I’analyse par champs de transformation classique et l'analyse par champs de transformation
non-uniformes. Ces calculs permettent de mettre en évidence 'importance du choix des sous-
domaines dans 'analyse par champs de transformation classique et celle du choix des modes
plastiques non-uniformes dans ’analyse par champs de transformation non-uniformes. La com-
paraison des résultats permet également de souligner les points forts de la méthode non-uniforme.
Dans le chapitre 4, une méthode pour le choix des modes plastiques est décrite. Cette méthode
est une méthode statistique d’analyse des données trés puissante. Un ensemble de résultats est
présenté pour montrer l'intérét de coupler cette méthode d’analyse de données et la méthode

d’analyse par champs de transformation non-uniformes.

Dans la troisiéme partie, on développe le modéle d’analyse par champs de transformation
non uniformes pour prendre en compte la porosité de certains matériaux élastoviscoplastiques
(notamment les combustibles nucléaires). Le chapitre 5 expose donc la méthode dans le cas de la
viscoplasticité compressible (du fait de la porosité), ainsi que la méthode pour choisir les modes
plastiques. Le chapitre 6 présente I'implémentation de la méthode, et donne donc les différentes
étapes nécessaires a la mise en oeuvre du modéle, c’est-a-dire le calcul des modes plastiques, des
parameétres du modeéle d’analyse par champs de transformation non-uniformes, et 'intégration
de la loi de comportement. Dans le chapitre 7, quelques résultats obtenus sur des matériaux

biphasés poreux sont présentés afin de montrer 'efficacité de la méthode.

Enfin, la quatriéme partie est une application des méthodes d’analyse par champs de transfor-
mation aux combustibles MOX. Le chapitre 8 présente une étude simple des combustibles MOX
a partir de la méthode d’analyse par champs de transformation classique, trés facile & mettre
en oeuvre dans le cas de combustibles biphasés. L’identification des paramétres des potentiels
viscoplastiques de chaque phase du combustible est réalisé a partir des parameétres identifiés
pour le combustible UO5 standard, mais également & partir d’essais expérimentaux sur pastille.
A partir de ces potentiels, on réalise des études de sensibilité sur ’effet de certains parameétres de
fabrication ,qui évoluent en cours d’irradiation, sur le comportement du combustible. Le chapitre
9 permet de mettre en évidence 'adéquation de la méthode aux combustibles dont les propriétés
mécaniques évoluent au cours de l'irradiation. Pour cela, on montre que la méthode utilisée pour
construire la loi de comportement n’est pas remise en cause si le comportement des constituants

évolue.
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Chapitre 1. Les combustibles nucléaires

Ce premier chapitre va nous permettre de faire un bref état des lieux sur les combustibles
MOX, en particulier sur leurs microstructures, et sur les essais mécaniques sur pastille. Nous
allons mettre en évidence les caractéristiques et les paramétres importants pour la suite de
I’étude.

1.1 Les microstructures des combustibles MOX

1.1.1 Le MOX vierge

La fabrication des MOX (Mixed Oxide) industriels est actuellement réalisée selon le pro-
cédé MIMAS (MlIcronization of a MASter blend). Elle comprend 3 étapes essentielles [GIR01],
[TOUO1]| :
— L’obtention d’un mélange homogéne de dioxyde d’uranium et de plutonium (mélange meére)
3 teneur massique en plutonium de 'ordre de 25 a 30%,

— La dilution du mélange mére avec de la poudre de dioxyde d’uranium afin d’obtenir un
mélange a teneur en plutonium de I'ordre de 3 & 10%, suivant la teneur désirée. On obtient
alors un mélange constitué de deux types d’agglomérats,

— La mise en forme et le frittage des pastilles.

L’observation d'une image obtenue aux rayons X d’un échantillon de MOX MIMAS montre

la présence de deux ou trois domaines distincts suivant le type de poudre d’UQOg choisi pour la
fabrication [TOUO01], [GOT99], [GUE99].

Dans le cas du MOX MIMAS AUC (la poudre d’UO3 est obtenue par précipitation d’Ammonium
Urano-Carbonate), on observe deux phases (Figure 1.1) :

— Des inclusions riches en plutonium (la teneur en plutonium est de l'ordre de 20%, c’est a
dire équivalent & la teneur en plutonium du mélange mére). La taille de ces amas varie de
quelques microns & plusieurs dizaines de microns. On parlera de phase plutonifére,

— Une matrice pauvre en plutonium (la teneur en plutonium est inférieure a 3%), ou phase

uranifére.



1.1. Les microstructures des combustibles MOX

Figure 1.1 : MOX MIMAS AUC.

Dans le cas du MOX MIMAS TU2 (ou ADU, la poudre étant obtenue par précipitation d’Am-
monium DiUranate), on observe trois phases (Figure 1.2) :

— Les mémes phases que dans le MOX MIMAS AUC,

— Un réseau plus ou moins interconnecté ou la teneur en plutonium est de 'ordre de 7%,

appelé phase d’enrobage.

Figure 1.2 : MOX MIMAS TU2.

Les amas plutoniféres [GUE02]| ne contiennent que 50 % (au maximum) de la quantité glo-
bale de plutonium. Dans le MOX MIMAS TU2, la phase d’enrobage contient environ 50% du

plutonium, soit plus que les amas plutoniféres.

Le MOX COCA (CObroyage CAdarache) est un MOX homogeéne fabriqué suivant un procédé
qui consiste au cobroyage en une seule opération d'un mélange de poudre d’oxyde d’uranium et
d’oxyde de plutonium respectant la composition finale du combustible. Ce type de procédé n’est

pas utilisé actuellement & I’échelle industrielle.



Chapitre 1. Les combustibles nucléaires

Les combustibles sont des matériaux poreux (le volume de porosité est imposé afin de contenir
les gaz de fission, et par conséquent de limiter le gonflement de la pastille sous irradiation). Il
existe deux types de porosité : la nano-porosité et la micro-porosité. La taille des micro-pores
est de l'ordre de plusieurs dizaines de microns. La nano-porosité est essentiellement due aux

méthodes de fabrication des pastilles (utilisation de poudres).

1.1.2 Microstructures irradiées, évolution en cours d’irradiation

Lors de l'irradiation d’'un combustible en réacteur [GUEQ2], il y a apparition de fissures
(Figure 1.3).

Figure 1.3 : MOX rradié 5 cycles - Diamétre de la pastille : 8,2mm.
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1.2. Base expérimentale sur les combustibles

Les amas plutoniféres (Figure 1.4) ont leur microstructure qui se transforme totalement : les
grains se fragmentent en trés petits grains et il y a apparition de bulles de gaz de fission d'une
densité tres élevée. On voit également apparaitre des précipités métalliques principalement dans
les amas plutoniféres. De plus, la teneur en plutonium dans les amas diminue : le plutonium est

consommé par fission dans les amas. Une porosité importante apparait aprés deux cycles dans

Figure 1.4 : AMAS(U,Pu)Oy dans un MOX MIMAS TUZ2 irradié 3 cycles.

les amas plutoniféres des combustibles [BAS02].

Ces observations nous aménent & construire des lois macroscopiques faisant intervenir expli-
citement le comportement de chaque phase car elles n’évoluent pas de la méme facon en cours

d’irradiation.

1.2 Base expérimentale sur les combustibles

1.2.1 Les essais

Deux types d’essais sont réalisés sur pastille, afin d’étudier les propriétés mécaniques du
combustible MOX & haute température, et notamment ses déformations en régime stationnaire
en fonction du procédé de fabrication, de sa teneur en plutonium (entre 0 et 10%) et de ses
caractéristiques microstructurales (porosité, taille de grains, répartition du plutonium). A hautes
températures, le MOX a un comportement viscoplastique.

— Les essais a charge constante (essais de fluage) : les déformations sont mesurées en fonction

du temps afin d’évaluer les phases primaires et secondaires du fluage,

— Les essais a vitesse de déformation imposée permettent, & partir de la mesure de la charge

appliquée sur la pastille, de calculer la contrainte rationnelle en fonction de la déformation.

11



Chapitre 1. Les combustibles nucléaires

1.2.2 Résultats des essais

Le role de différents parameétres sur le comportement mécanique des MOX a été étudié dans
[BAS02|, [BAS02b]|, [BAS02c|.

Role de la teneur en plutonium (Figure 1.5)

Les essais a vitesse de déformation imposée sur un MOX MIMAS ont montré que I’augmentation
de la teneur en plutonium entraine une diminution de la contrainte mazimale 0,4, du combus-
tible (cependant, lorsque la teneur en plutonium dépasse 6%, il semble que l'effet du plutonium

s’atténue). Un phénomeéne d’adoucissement est observe :

AO

Omax [ -

Les essais de fluage ont montré que, pour une contrainte imposée de 40 ou 50 MPa, I'augmen-

tation de la teneur en plutonium implique une augmentation de la vitesse de fluage [BAS02b].

100
!
|
. MOX MIMAS 0% 7
. MOX MIMAS 6% .o

g s MOX MIMAS 10% s /
é lol 1500 i
c e l0i 1500 % 0.5 i
S ———_loi 1500 % 2 Rl YA
g =i / 7
T =
- -
[+ 1]
g — -
S —
2 -
2 —
2 01 —
g o

0,01

M 100

Contrainte (NPa)

Figure 1.5 : Vitesse de fluage stationnaire des combustibles MOX MIMAS, [BAS02b].
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1.3. Conclusion

Influence du procédé de fabrication :

On observe une plus grande vitesse de déformation de fluage dans le cas d’'un MOX MIMAS que
dans le cas d'un MOX COCA.

Influence de la contrainte pour le MOX MIMAS :
Sur la Figure 1.6, on constate que la part primaire du fluage diminue dés 40 MPa [BAS02b].

30 MPa

Déformation (%)

Temps (h)

Figure 1.6 : Influence de la contrainte sur la déformation de fluage du MOX MIMAS & 6% de
Plutonium [BAS02b].

Comme indiqué dans le paragraphe 1.1.2, l'irradiation modifie la microstructure du MOX,
notamment la porosité dans les amas plutoniféres qui devient plus importante. Une étude a donc
été lancée sur 'influence d’amas poreux dans 'UO ([BAS02]). Il a été constaté que la répartition
hétérogene de la porosité (amas poreux) aurait tendance a accroitre amplitude et la durée du

fluage primaire de I'UO2, mais n’aurait aucune influence sur le fluage secondaire.

1.3 Conclusion

Nous avons donné succinctement dans ce chapitre les caractéristiques des combustibles nu-
cléaires qui vont nous intéresser dans la suite : les MOX.
Le MOX étant un combustible multiphase, il va étre nécéssaire de mettre en oeuvre des mé-
thodes d’homogénéisation pour obtenir son comportement global. Cependant, le comportement
viscoplastique a hautes températures de ce matériau (c’est-a-dire aux températures auxquelles
est soumis le MOX en réacteur) nous conduit vers un probléme d’homogénéisation non-linéaire,
ce qui va compliquer nettement la résolution. Enfin, le fait que le MOX soit un matériau po-
reux implique que, lors de la définition du comportement viscoplastique du MOX, on prenne en

compte ce parameétre porosité, qui, de plus, évolue en cours d’irradiation.
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2.1. Homogénéisation : Principe

Le premier chapitre nous a permis de mettre en évidence les éléments qui vont étre néces-
saires pour obtenir le comportement des combustibles multiphases : des méthodes de résolution
de problémes d’homogénéisation non-linéaire et la définition de lois de comportement viscoplas-
tique avec prise en compte de la porosité.

Dans un premier temps, nous rappelons le principe de ’homogénéisation ainsi que le cadre uti-
lisé pour définir le comportement des matériaux (concept thermodynamique de matériaux stan-
dard généralisés). Puis nous détaillons quelques méthodes permettant d’aboutir & des schémas
d’homogénéisation linéaire. Ensuite, nous exposons les bases des techniques d’homogénéisation

non-linéaire. Enfin, le potentiel viscoplastique d’un matériaux poreux sera défini.

2.1 Homogénéisation : Principe

La démarche d’homogénéisation [GEOO00],/ZAO01], permet de relier la microstructure du

combustible & sa loi de comportement macroscopique.

L’objectif est de déterminer des propriétés homogénes du matériau, en fonction des para-
métres microstructuraux et des différentes phases qui le caractérisent. Il faut donc pouvoir passer
de Iéchelle des hétérogénéités (échelle microscopique) a I’échelle du matériau (échelle macrosco-

pique). Pour cela, on établit des grandeurs caractéristiques.

TN

Structure \\_/
L
Ml
- | ‘
=
V4 1
= d
Y
0 =
Volume élémentaire Milieu homogéne
Représentatif equivalent

Figure 2.1 : Echelles d’analyse
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Chapitre 2. Modéles Théoriques

La taille caractéristique de 'échelle microscopique, d, est celle des hétérogénéités. On doit
veiller a ce que cette échelle soit pertinente : elle ne doit pas descendre inutilement & un niveau

trop fin, et les outils de la mécanique des milieux continus doivent étre encore applicables.

Il faut également déterminer ¢, la taille du volume sur lequel les calculs vont étre effectués,

sachant que L est la dimension caractéristique de la structure :

— { < L : La structure de dimension L doit pouvoir étre traitée comme un milieu continu,
un volume de dimension ¢ doit pouvoir étre considéré comme un point & I’échelle de la
structure. De plus, les relations entre les moyennes doivent rester les mémes dans tous les

volumes de la structure de dimension supérieure a /.

— £ > d : Sans cette condition, le comportement global résultant d’'un matériau a micro-

structure aléatoire fluctuerait fortement d’une particule a l'autre.

On a maintenant la possibilité de définir un Volume Elémentaire Représentatif (VER) du
matériau hétérogéne considéré, qui reste suffisamment petit par rapport aux dimensions carac-
téristiques des structures macroscopiques. Le milieu réel hétérogéne est remplacé par un milieu
homogeéne équivalent (MHE).

On va a présent décrire les trois étapes nécessaires a la mise en ceuvre de 'homogénéisation :

I’étape de représentation, ’étape de localisation et enfin ’étape d’homogénéisation.

2.1.1 Représentation

C’est la phase de description du systéme a considérer & partir des échelles microscopique et
macroscopique qu’on suppose fixées.

Dans le cas des milieux périodiques, le VER peut étre réduit & une cellule de base de I'arran-
gement périodique. On a une description déterministe.

Dans le cas des milieux aléatoires (cas du combustible), la description mécanique et géomé-
trique ne peut plus étre déterministe. Deux VER voisins ne seront jamais superposables méme si,
macroscopiquement, leur comportement est le méme. On ne peut donc en faire qu’une description
statistique. Il faut donc identifier les différentes phases (caractéristiques mécaniques différentes)
et leur comportement. Puis il faut extraire différents parameétres géométriques pertinents (c’est
a dire qui peuvent influer sur le comportement mécanique), notamment la fraction volumique de

chaque phase.

2.1.2 Localisation

C’est la phase d’analyse de la réponse mécanique du VER & diverses sollicitations. On cherche

les champs microscopiques de contraintes et de déformations.
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2.1. Homogénéisation : Principe

Les chargements appliqués au VER doivent correspondre aux sollicitations (champs de contraintes
ou de déformations macroscopiques) que le VER subirait au sein de la structure globale étudiée.
Des conditions homogénes au contour ou des conditions aux limites périodiques sont donc utili-
sées afin de simuler ces chargements :

— Contraintes homogénes sur le contour : On impose la condition t¢ = X°.n sur OV

ot ¥ est une contrainte macroscopique homogéne, n la normale extérieure au contour.

td=30n
n

oV

Figure 2.2 : Contraintes homogénes au contour

Il en résulte que (o) = 30 ot o est le champ de contraintes microscopiques du VER.

— Déformations homogénes sur le contour : On impose la condition de déplacement
u? = E° & sur 9V ot E° est une déformation macroscopique homogeéne.

Il en résulte que (e) = E° o1 € est le champ de déformations microscopiques du VER.

oV ud= EO)

Figure 2.3 : Déformations homogénes au contour

— Conditions aux limites périodiques :
o.n doit étre anti-périodique sur JV, o étant la contrainte et n la normale extérieure.
u(x) = E'.x + u/(x) sur OV avec u(z) le déplacement du point x, E° une déformation

homogeéne et u’ un déplacement périodique.

A partir de ces sollicitations, il faut maintenant résoudre le probléme de localisation. Or, en
général, il est difficile d’obtenir une solution unique a cause de la description statistique du VER.

On cherche donc un encadrement par des bornes ou une estimation de la solution.

2.1.3 Homogénéisation

Cette étape permet de faire la synthése des résultats de localisation et de trouver le compor-
tement global du matériau. On cherche en fait les propriétés permettant de relier les moyennes

des grandeurs locales entre elles.
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Chapitre 2. Modéles Théoriques

2.2 Matériaux Standard Généralisés

La théorie des matériaux standard généralisés [HAL75], [MIC00] est basée sur deux concepts :

— La notion de variables internes : ces variables « sont supposées contenir, a l'instant t, toute
I'information sur I’histoire du matériau avant le temps t. Le choix des ces variables dépend

du matériau que ’on consideére.

— La notion de potentiels thermodynamiques convexes : ’énergie libre et les potentiels de

dissipation.

Les variables d’état du systéme sont la déformation microscopique g, et les variables internes

a qui décrivent les phénomeénes irréversibles.

L’énergie libre, w, permet de définir, grace aux lois d’état, la contrainte o a partir de la défor-
mation € et des forces thermodynamiques A associées aux mécanismes dissipatifs a du systéme.

Le potentiel de dissipation, ¢, relie les taux des mécanismes dissipatifs aux forces associées.

ow
g — 8—(5, a),
Lois d’état : €
A= —6—w(s )
oa’
i ) : oy , .
Lois complémentaires : A = —(&).
da
Si on définit ) comme étant le potentiel dual de ¢, les lois complémentaires s’écrivent de la
f ivante : O oy (A)
agon suivante : & = —(A).
com SH DA

Dans le cas d'un composite ot toutes les phases ont une structure de matériau standard géné-
ralisé, il est prouvé [SUQ87| que le composite a également un comportement standard généralisé.
Le changement d’échelles conserve donc le caractére standard généralisé, mais avec un nombre
infini de variables internes.

Dans la suite, on considére que tous les matériaux étudiés sont standard généralisés.

2.3 Formulation variationnelle ; Bornes de Voigt et de Reuss

2.3.1 Probléme élastique et formulation variationnelle

Soit V' le VER et 0V sa surface de normale extérieure n.

d

Le chargement mécanique est constitué de déplacements imposés u® sur une partie de sa surface
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2.3. Formulation variationnelle; Bornes de Voigt et de Reuss

OV, de contraintes imposées F% sur la partie complémentaire dVE et de forces volumiques f
dans V.

La résolution du probléme élastique ainsi défini consiste & trouver les champs u, € et o sur
V, tels que :
— u et € soient cinématiquement admissibles (CA) avec les conditions aux limites cinéma-

tiques,

1
€= §(V’u +'yu) dans V,

u et € sont CA avec u? : w continu dans V/,

u = u? sur OV,

— o soit statiquement admissible (SA) avec les données statiques,

dive + f =0 dans V,

o est SA avec F et f :
on=F%surdv?t.

— € et o vérifient la loi de comportement en tout point de V :
_ Ow
e

e(e) = 52 (o (), ),

o(x) (e(x),x) dans V,

ou encore

avec ¢ est le potentiel dual de w.

Ces équations peuvent étre réécrites sous une forme faible équivalente. On obtient la formu-

lation variationnelle suivante :

—®(o*) < —®(o) = W(u) < W(u*) Vo*SA avec Fet f et Vu* CA avec u, (2.1)

avec !

P(o™) = /ng(a*,m) dV — /BVU n.o*u’ ds,

W(u*) = /V w(e® @) dV — /V far v~ [ Fla as

W et ® sont respectivement 1’énergie potentielle et I’énergie complémentaire.
Dans le cas ou F? =0, f = 0 et ou w = E.x sur V", sachant que (e: c: ) = E: C: E

(lemme de Hill), on trouve I’encadrement suivant :
2(6*): E—(c*:5: 6"V < E:C: E<(c": c: £") (2.2)

ou C est le tenseur des modules effectifs, ¢ est le tenseur des modules de rigidité locaux, s le
tenseur des modules de souplesse locaux, et E la déformation macroscopique.
Le choix de champs d’essai de contraintes SA o* et de déformations CA e* adéquats permet

d’encadrer ’énergie W du systéme et conduit aux différentes bornes.
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2.3.2 Bornes de Voigt et de Reuss

Ce sont des bornes d’ordre 1. Elles nécessitent uniquement la connaissance de la fraction
volumique des constituants.

On considére des champs homogénes dans V' :

En choisissant €* = E et 6° = (s) ' : E, I'équation (2.2) donne :

C < (¢) (borne de Voigt),
C > (s)~! (borne de Reuss).

Ces bornes ne prennent pas en compte la distribution des déformations et des contraintes au
niveau local. De plus, lorsque le contraste entre les phases est grand, les deux bornes donnent un

encadrement tres large. Elles n’ont qu’une utilité trés restreinte.

2.4 Problémes d’inclusion

2.4.1 Probléme d’Eshelby

Le probléme de l'inclusion est un probléme de base en mécanique des milieux hétérogénes.
Eshelby [ESH57] a traité le probléme dans le cas d’une inclusion ellipsoidale élastique dans une

matrice infinie élastique.

Soit un milieu infini homogéne élastique linéaire de modules C, sans contrainte ni déforma-

tion résiduelle, et un domaine I de ce milieu infini qu’on appelle inclusion.

- M |

: 3 . . OJ = Oa

1 Dans l'inclusion :

! . &‘I =0

. oM =0,
! ! Dans la matrice :

| | eM =0

,,,,,,,,,,,,,,,,,

L’inclusion subit une transformation (changement de

phase par exemple).

_ o' =0,
ment sans contrainte :

L

En I’absence de matrice, l'inclusion se déformerait libre-
| el =l
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2.4. Probléemes d’inclusion

,,,,,,,,,,,,,,,,,

Or la matrice s’oppose a la déformation de I'inclusion.
Un état d’équilibre s’installe : 'inclusion se trouve dans un
état déformé différent de celui de déformation libre, mais
la matrice se déforme également.

ol =C: (el —€l),

oM =C: M,

On a donc :

,,,,,,,,,,,,,,,,,

Dans le cas d'une inclusion de forme ellipsoidale, Eshelby [ESH57| a montré qu'il existait un
tenseur S% tel que :
el =87 ¢l (2.4)

SE est appelé le tenseur d’Eshelby, tenseur du 4°™¢ ordre qui dépend de C' et de la forme de
I’inclusion.

L’équation de comportement dans I'inclusion peut se mettre sous la forme : ! = C: el +p
ou p est le tenseur de polarisation qui s’interpréte comme la contrainte qui apparaitrait dans

I'inclusion aprés transformation si I’on bloquait totalement sa déformation :
el =—-8F. §:p,
avec S tenseur de souplesse. Et si 'on impose une déformation homogéne E, alors
el=E—-SF.:S:p=E— PF:p,

ot PP est appelé tenseur de Hill.
Dans le cas ou la matrice est chargée uniformément & U'infini (déformation homogeéne E ou

contrainte homogéne X)), on peut donc écrire :

el = E+ SF: el

ol =X +C: (SP—1): (S¥)L: (el —E) =X+ C*: (E—¢l). 25

On note C* le tenseur d’influence de Hill : C* = C: ((S¥)~! - I).
2.4.2 Problémes basés sur le probléme de ’inclusion : schémas linéaires d’ho-
mogénéisation

La résolution du probléme de localisation peut utiliser la solution élémentaire de l’inclusion,
en considérant que les grandeurs locales sont affectées & diverses configurations successives d’in-
clusions, la matrice jouant le réle de ’ensemble des éléments autres que ceux individualisés en

inclusions.

Formulation variationnelle de Hashin et Shtrikman

L’objectif est de construire des estimations et des encadrements des modules effectifs en

cherchant a résoudre le probléme de localisation, c’est & dire qu’on cherche & déterminer les
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Chapitre 2. Modéles Théoriques

champs locaux € et o induits dans V par un chargement macrohomogéne appliqué sur 0V tel
que la déformation macroscopique soit égale & E.

Onposec=C:e=C": e+ (C—-C":e=C": ¢+ pou C° est homogene et p le champ
de polarisation.

Or la construction de ces champs est en général difficile. La formulation de Hashin et Shtrik-
man [BORO1]|, [BOR96| permet de surmonter cette difficulté. Les champs d’essai admissibles
e* et o* sont construits par la résolution d’'un probléme auxiliaire défini & partir de la méme
géométrie que le probléme initial, des mémes chargements et conditions aux limites, mais sur un
milieu homogene de référence arbitraire de tenseur des modules d’élasticité C°, qui subit en plus

des déformations de transformation hétérogénes caractérisées par un champ de polarisation p* :
Ve € V, p*(x) = (C(z) — C°): n*(x), (2.6)

avec n* tenseur d’ordre deux, ayant la dimension d’une déformation.

Les champs (u*,e*,0") tels que :

u* et €* sont CA avec u?,

o* est SA avec Fé et f, (2.7)
o =C" "+ (C - C%: n*,
sont admissibles pour le probléme initial. De plus, si p* = (C — CO): €*, alors ils sont uniques

[BORYG.

Soient (U, E, ¥) la solution du probléme auxiliaire avec polarisation nulle :

U et E sont CA avec u?,
> est SA avec Fé et f, (2.8)
>=C" E.

L’énergie potentielle et I’énergie complémentaire s’écrivent :

WO(U):/ E:CO:EdV—/ f.U dv — FlU ds,
\% \%4 ovFE
(2.9)
@0(2):/ R SO:ZdV—/ n.X.u? ds.
\% ovvu

On note (u*,e*, o) 'écart a la solution (u*,e*,0™) :
u*=U +u",
e*=F+ 5*/7 (210)
oF =Y +o".

On a

/a*’:s*’ dV:/ [C°: (e"—E)+(C-C°:n"]: [¢*— E] dV =0,
4 \%

24



2.4. Probléemes d’inclusion

et par le principe des travaux virtuels :
/ X:e¥ dV :/ E: C": (e*—E)dV :/ f(u"=U)dV + Fd.(u* —U) dS. (2.11)
\%4 14 \% ovFE

On obtient alors I’écart entre 1’énergie potentielle du probléme initial et celle du probléme

auxiliaire & polarisation nulle :

2 [W(u*) - WoU)] :/ e (C—-C":e* aVv —/ e’ (C—-C%:n* av. (2.12)
\%4 \%4
On peut alors écrire I'énergie potentielle sous la forme :

W) = HSO7) + 4 /V (" —€): (C— C%): (" —€7) dV.. (2.13)

avec HS®(n*) la fonctionnelle de Hashin et Shtrikman associée au milieu de référence C°, a la

géométrie et au chargement considérés :

HS (") =W (U) + %/ n*: (C—C"): (E+e*—n*)dV. (2.14)
14

De la méme fagon, on obtient une relation pour I’énergie complémentaire :

<I>(o-*):<I>O(E)+%/V77*: C:(8-8%:(Z-c*-C:n" av,

5 [ (€ =09): (5= 8Y: (Ciw — o) aV. -
:@0(2)—%/‘/77*:(0—00):(E—e*—n*)dV, |
w3 [ (Cn =) (=80 (o~ av.
Or comme ®°(X) = —WU), on a alors :
B(o") = —HS°(7) + 5 [ (€= o) (S-S0 (Ci =) av. (1)

On établit alors les inégalités suivantes pour tout champ 1n* et pour tout milieu de référence
c’ .

—AY(n*) + HS (n") < —®(o) = W = W(u) < HS(n*) + A, (n"), (2.17)
Ay = %/ (C: " —*): (S—8%: (C: 0" — o) dV, -
ALY =1 fv (1 — &): (C— C%): (o — &%) dV.

Les termes Ag et A ne peuvent en général pas étre calculés explicitement. Cependant,

*

ce sont des formes quadratiques en (n* — €*) dont on peut controler le signe en choisissant
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judicieusement le milieu de référence C°. On peut alors préserver les inégalités sans avoir besoin

de calculer ces deux termes :

Si C° > C(x) (notation utilisée par abus de langage) Va € V, alors HS%(n*)
Si C° < C(zx) (notation utilisée par abus de langage) V& € V, alors HS%(n*)

v

w,
w.

IN

Dans le cas d’un probléme élastique de la forme :

div(e) =0 dansV
oc=C:¢e(u(x)) dansV,

u=Egx surdVY,

le probléme variationnel de Hashin et Shtrikman s’écrit :
* * 1 ~ * *
—AG(r") + HS (") < SE: C: E < HS (") + A, ("), (2.19)

avec .

1 1 * * *
HS(n*) :§E:CO:E+§<17 :(C—CO): (E4+e*—n )>,

Ag(n*) = 1/ (C:n*—0%): (8—8%: (C:n*—0c*) dV, (2.20)

2
AL = (n" —€"): (C=C"): (n —e") dV.

1
2 )y

Choix de champs de polarisation optimaux

Les meilleures approximations sont obtenues lorsque la « polarisation d’essai » p* approche
au mieux la « polarisation réelle » p = (C — CO): g ou, ici, lorsque le champ n* approche au
mieux le champ de déformation réel e.

L’optimisation de ’encadrement est assurée par une maximisation ou une minimisation de la

fonctionnelle HS°(n*) suivant que C° est plus grand ou plus petit que les C(x).

Choix du milieu de référence C°

Le choix a faire dépend du type de résultat souhaité (borne ou estimation pour les modules

effectifs), de la précision souhaitée, des possibilités de calcul.

Modéle autocohérent [FRA95]

On considére que chaque phase est, tour a tour, rassemblée dans une inclusion ellipsoidale,
et on assimile le milieu hétérogéne qui 'entoure, le milieu de référence, au milieu homogéne
équivalent cherché.

Le modéle autocohérent peut s’appliquer & des matériaux multiphases dans lesquels aucune des

phases ne joue le role de matrice.
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Le comportement du milieu homogéne équivalent est identifié en faisant jouer successivement
a chaque phase le role de l'inclusion, le comportement de la matrice restant le méme, et en réa-
lisant les opérations de moyenne adéquates entre les diverses configurations (avec comme poids

relatifs la fraction volumique de chaque phase).

Si C est le tenseur des modules effectifs, alors :

(c—-%X)=C": (E—-¢),
»=C:E, = (c+C*):e=(C+C*):Esec=(c+C*) ' (C+C"): E.

o =c: €,
(2.21)

Le tenseur de localisation des déformations est alors défini par : A = (¢ + C*)™L: (C + C*).
Commee=A:E onaoc=c: A: E,dou X = (0c)=(c: A): E.
C est donc égal a :

C=(c: A)= <c: (c+C*)L: (é+c*)>.

Il s’agit en général d'une équation intégrale en C.

Estimation de Mori-Tanaka [BORO1]

C’est le méme principe que pour le modeéle autocohérent, mais le milieu de référence choisi
est la matrice du matériau étudié.
Le modéle de Mori-Tanaka s’applique en général & des matériaux ot I'une des phases peut étre
considérée comme matrice.

Si C™ est le tenseur des modules de la matrice, alors on obtient pour C:
C=(c:A)={c: (c+C) L (C™"+C).

Dans ce cas, le calcul est moins difficile que dans le cas du modéle autocohérent car le milieu de

référence est connu.

Bornes de Hashin et Shtrikman [FRA95]

On donne au milieu de référence des modules connus. On obtient des bornes supérieures C™%*
ou inférieures C"™" suivant que le module choisi est plus raide ou plus souple que ’ensemble des

modules des différentes phases constitutives :
g = A+: E7

Ay = (c+C%)1: (Cmam 1 C%),
Ct =cme. ((SE, )1-1T).

avec

27



Chapitre 2. Modéles Théoriques

On a donc :

ce qui donne :

e=A.: (A (o).
L’expression de o est alors la suivante :
o=c: e,
=c: A E,
—c: A (A7 (o),

ce qui aboutit pour C'; a :
Cr=(c:A): (AL, (2.22)

De la méme fagon, on trouve I'expression de C'_ :
C_=(c:A): (A ), (2.23)
A_=(c+C*) L (Cc™ +C*),

cr =cmn. ((SE,)' —1).

min

avec

On peut alors établir des bornes pour C , le tenseur des modules effectifs :

cmit < C < Comar, (2.24)

2.5 Propriétés non linéaires des matériaux : Approches par champs

moyens

La résolution d’'un probléme d’homogénéisation non linéaire est un probléme compliqué. L’ob-
jectif est ici de réussir & se ramener & un probléme d’homogénéisation linéaire en linéarisant les
lois de comportement locales. Pour cela, on introduit la notion de milieu hétérogéne linéaire
de comparaison [ZAOO01b|, formulée explicitement par Ponte Castaneda en 1991 [PON91|. Ce
milieu de comparaison est obtenu a partir du milieu hétérogéne non linéaire pris dans un état
fixé auquel on attribue en tout point les caractéristiques linéarisées. A partir de cet instant, il
est alors possible d’appliquer des schémas d’homogénéisation linéaires.

La premiére étape, qui consiste & linéariser les caractéristiques mécaniques, va étre déve-
loppée dans la suite. En effet, il existe différentes formulations possibles pour obtenir le milieu
hétérogene linéaire de comparaison. Mais du fait de la non linéarité du comportement local et la
non uniformité des champs mécaniques, on constate que les caractéristiques linéarisées varient a
Iintérieur d’'une méme phase quelque soit la formulation choisie. Il est donc nécéssaire de réduire
le nombre de variables locales grace a une approximation. Il semble logique de conserver des

caractéristiques uniformes par phase (il existe différentes méthodes pour parvenir a ce résultat,
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2.5. Propriétés non linéaires des matériauz : Approches par champs moyens

il est nécessaire de choisir convenablement ’état de déformation qui servira de référence pour
déterminer les caractéristiques uniformes dans chaque phase).

Une fois I'étape de linéarisation effectuée, il ne reste plus qu’a résoudre un probléme d’ho-
mogénéisation linéaire. Certains schémas ont été développés dans le paragraphe précédent. La
encore, un choix devra étre fait.

On va & présent exposer différentes formulations permettant de linéariser les caractéristiques
mécaniques des matériaux. On se place dans le cadre de I’élasticité non linéaire [MAS9S] (la
procédure est la méme dans le cadre de la viscosité non linéaire, en interprétant la déformation

€ comme une vitesse de déformation).

2.5.1 Formulation incrémentale de Hill

Hill [HIL65] a proposé cette formulation dans le cadre de 1’élastoplasticité appliquée au po-
lycristal. Il tente de se ramener dans le cadre de I’homogénéisation linéaire. Pour cela, il écrit la

loi d’écoulement sous forme incrémentale :

otl I est le module tangent correspondant & 1’état de déformation € au point . Il s’agit d'une
loi « multibranche », son expression dépend des conditions de charge ou de décharge plastique
appliquées au monocristal. Dans ce cas, il est nécessaire de suivre le trajet de chargement pour
déterminer la réponse macroscopique. Cependant chaque branche est linéarisable. A chaque pas,
on a donc affaire & un probléme d’homogénéisation linéaire ot ’on connait I’état mécanique local
et global au départ de chaque nouveau pas.

Masson [MAS98] en a rappelé son principe dans le cadre de I’élasticité non linéaire. On
suppose connue la réponse du VER jusqu’a I'état actuel de déformation macroscopique E, ainsi
que les champs de déformations et de contraintes pour cet état de déformation. On cherche
une estimation de la réponse globale et des vitesses de déformations locales pour une vitesse
de déformations imposée E. 11 suffit pour cela de résoudre un probléme de localisation pour un

matériau linéaire élastique :

e=A: E,
ou A est le tenseur de localisation des déformations. La vitesse de contrainte macroscopique
s’écrit :
et le module tangent effectif L est défini par :

L={:A),

ou par :
L= <tA: l: A>.
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Or la valeur du module tangent I(x) dépend de la phase en ce point, mais aussi de ’état de défor-
mation au point «. Hill propose alors 'utilisation des modules tangents associés a la déformation
moyenne de chaque phase pour obtenir des caractéristiques uniformes dans chaque phase. La loi

d’écoulement est approchée par :
o(x) =1,: é(x), Vaappartenant a la phase r,

1, étant le module tangent uniforme dans la phase r, évalué pour la déformation moyenne &,.

2.5.2 Formulation sécante

Une formulation alternative a la formulation de Hill a été développée dans certains cas par-
ticuliers ou il est possible d’obtenir une version intégrée de la loi linéarisée.

Berveiller et Zaoui [BER79| ont proposé une formulation sécante dans le cas de chargements
proportionnels monotones en élastoplasticité.

Hutchinson a, quant a lui, étendu la formulation de Hill au cas de la viscoplasticité [HUT76].
En choisissant des comportements en loi puissance, pour un schéma d’homogénéisation linéaire
autocohérent, il a montré que la formulation incrémentale conduit au méme résultat que la for-
mulation sécante. Dans [MAS98], ce résultat est redémontré en détail dans un cas plus général, en
supposant que le tenseur de localisation des déformations du modéle d’homogénéisation linéaire
choisi est une fonction homogéne de degré zéro des modules des différentes phases.

La formulation sécante a 'intérét de pouvoir estimer les déformations et les contraintes indé-
pendamment du trajet de chargement. Cependant, contrairement & la formulation incrémentale
ou 'on connait les états mécaniques microscopique et macroscopique au début de chaque nou-
veau pas, on recherche directement la réponse globale a une sollicitation macroscopique donnée,
il faut donc déterminer les états mécaniques locaux qui sont solutions d’un systéme d’équations

implicites.

2.5.3 Formulation tangente

Molinari et al. [MOLS87| adopte une nouvelle formulation en se basant sur une linéarisation
tangente des lois constitutives locales, tout en empruntant a la formulation sécante sa recherche
directe du résultat. Dans la suite du paragraphe, on se limitera au cadre des petites déformations,
contrairement a [MOLS87]| qui se place dans le cadre des grandes déformations.

La loi de comportement du matériau s’écrit :

ow
o(x) = %(E(w),w),
ou w, le potentiel de déformation, est une fonction convexe de €.

Linéarisation des lois constitutives locales
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On suppose que € et o sont connus en tout point du VER. La relation entre les vitesses de

déformation et de contrainte au point @ s’écrit donc :

Le tenseur [ est le module tangent correspondant a 1’état de déformation € au point « :

&w

lijia(x) = Doy 0m €).

En chaque point du VER, on peut également intégrer la loi linéarisée précédente, de telle sorte
qu’on obtient :
o(x) =1(x): e(x) + o'(x),

avec
ow

0
o' (x e(x)) —l(x): e(x).
(2) = S2(e(2) — Ux): e(x)
De la méme facon que pour les formulations précédentes, il est nécessaire d’envisager une

relation linéarisée constante par phase :

I, et 0'79 étant évalués pour un état de déformation &, convenablement choisi.

Modéle tangent

Molinari et al. [MOLS87] se sont restreints & un comportement local en loi puissance avec le
méme exposant pour toutes les phases, car ils ont besoin de connaitre & I'avance la forme de la loi
macroscopique (définie par 3 = 8—E(E)) Gréace a cette restriction, la relation macroscopique
est attendue en loi puissance avec le méme exposant que toutes les phases et I'expression ¥ =
L: E + 3 constitue une linéarisation tangente de la loi macroscopique. L et 3 vérifient donc

les égalités suivantes :

OP*wW
L=2"(E

L B),

ow

C’est en cela que 'on peut qualifier cette formulation de « tangente ».

Les intéréts de la méthode sont qu’elle s’approche mieux des comportements rééls que la for-
mulation sécante et qu’elle se débarrasse du traitement pas a pas de la formulation incrémentale
qui accumule les approximations tout au long du trajet de chargement.

Cependant, la formulation tangente n’est applicable qu’au cas des comportements en loi
puissance. De plus, dans [MAS98], il est montré qu’en général, on n’obtient pas une linéarisation
tangente de la loi macroscopique. Masson a donc défini une formulation affine basée sur les mémes
lois linéarisées locales que la formulation tangente mais qui ne présume pas de la forme de la loi

globale. C’est ce qu’on va voir dans le paragraphe suivant.
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2.5.4 Formulation affine

L’expression linéarisée de la loi de comportement définit un matériau de comparaison hé-
térogéne linéaire dont I’état initial n’est pas naturel, le matériau est soumis & un champ de
précontraintes op. On reconnait un probléme de type thermoélastique linéaire [MAS98|.

Le module effectif du matériau linéaire de comparaison est défini par :
L=(l:A),

ot A est le tenseur de localisation des déformations pour le probléme linéaire sans précontraintes.

La réponse du milieu homogéne équivalent s’écrit alors :
Y=L: E+%

La précontrainte X est la contrainte macroscopique qui subsiste en I'absence de déformation
appliquée au VER. Cette précontrainte macroscopique n’est généralement pas la moyenne des

précontraintes locales, on a [ZAO00] :

L:E:<tA:L:s>,
S = ('A: o0).

Le modéle affine, comme les autres modéles, est défini dés lors que le choix du schéma d’ho-
mogénéisation linéaire aura été fait.

L’inconvénient, comme pour la formulation sécante, est que la formulation affine nécessite
la résolution de systémes d’équations non linéaires implicites. Cependant la formulation affine
donne des prévisions moins raides que les formulations incrémentale et sécante. Et contrairement
aux autres formulations, la formulation affine peut étre utilisée dans le cas de comportements
dérivant de deux potentiels (comportements héréditaires) [MAS98|, [MAS00]|. Mais dans ce cas,
des difficultés supplémentaires apparaissent pour la résolution du probléme. Les états mécaniques
locaux actuels sont déterminés en tenant compte des réponses globales et locales antérieures. La
réponse globale actuelle dépend donc des états mécaniques locaux actuels (ce qui nécessite la
résolution de systémes d’équations non linéaires implicites), qui doivent eux-mémes tenir compte
des réponses globales et locales aux instants précédents. Ces réponses sont elles-mémes liées par
ce type de procédure implicite. La procédure d’ensemble doit donc étre conduite pas a pas, ce

qui permet a chaque pas d’utiliser les réponses obtenues aux pas antérieurs.

L’inconvénient majeur des approches par champs moyens apparait dans le cas des « forts

w
contrastes ». En effet, toutes ces approches font I’hypothése que o, = E(ET). Or, dans le cas
de forts contrastes, cette approximation n’est pas négligeable, 'utilisation de ces approches est

donc peu pertinente dans ces situations.
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2.6 Propriétés non linéaires des matériaux : Approches variation-

nelles

Les méthodes présentées ici sont basées sur des principes variationnels. Elles permettent
d’obtenir des bornes et des estimations des paramétres mécaniques macroscopiques pour des

matériaux ayant un comportement non linéaire.

2.6.1 Propriétés mécaniques macroscopiques de composites isotropes non li-
néaires

Ponte Castaneda [PON91] propose une structure variationnelle qui permet d’obtenir des
bornes et des estimations pour les propriétés mécaniques effectives des composites non linéaires
a partir des bornes et estimations disponibles pour les propriétés effectives des composites li-
néaires. Les potentiels d’énergie effectifs des composites non linéaires sont calculés en terme de

potentiels d’énergie du composite linéaire possédant les mémes distributions microstructurales.

Soit un matériau composite constitué de N phases, occupant le volume V avec ¢" (o) le

potentiel homogeéne de la phase r. Le potentiel de contrainte non linéaire s’écrit :

N
$lo.z) =Y X' ()¢ (o),
r=1
ou x" est la fonction caractéristique de la phase r définie par :

, 1 si x appartient a la phase r,
X =
0 sinon.
On utilise le principe de I’énergie complémentaire minimum, formulation variationnelle du pro-

bléme suivant :
div(e) = 0,

1
e(u) = i(Vu +! V), u le champ de déplacements,
o¢

€= %(a, x),
avec des conditions aux limites appropriées, et avec 'hypotheése de la stricte convexité du potentiel
non-linéaire ¢(o,x).
L’énergie effective s’écrit donc :

o(X) = 01_%& (¢(o,)), (2.25)

avec (¢(o, x)) la moyenne de ¢ sur V.

On obtient une relation de comportement en fonction des variables macroscopiques, si on

suppose ®(X) différentiable :
0P

B =
Y ony

(). (2.26)
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Nouvelle structure variationnelle :

Le principe de cette structure variationnelle est d’utiliser un matériau hétérogéne linéaire de
comparaison dont les propriétés effectives peuvent étre caractérisées par des bornes ou des esti-
mations, afin d’obtenir des bornes et des estimations pour les propriétés effectives du matériau
non linéaire.

Pour cela, on définit un potentiel quadratique :

Slo, )= X"(x)d (o). (2.27)

Si la non-linéarité du potentiel du matériau d’origine a une croissance plus forte que celle du

potentiel quadratique, on peut définir un ensemble de fonctions :
V' (lir, k) = sup{¢” (o) — ¢" (o)},
o

N
V(E,R) = Y X @)V (lir,Ry) = Sl;p{g(m x) — oo, )},

r=1
avec [, et K, les modules de cisaillement et de compressibilité correspondant au matériau linéaire
avec la méme microstructure que le matériau non linéaire.

On a donc pour tout [,k > 0 et pour tout o en tout point x :
d(o,x) > d(o,x) ~ V(iL,R),
ce qui donne en prenant la moyenne puis la borne inférieure de cette inéquation :
() 2 () — (V(7,7) .

avec ®(X) = info g4 <$(0',a:)> potentiel effectif du composite linéaire.

On obtient alors une famille de bornes pour le potentiel du matériau non-linéaire ®(X) :

¢ (%)= ﬂsgpw{‘f’(ﬁ) — (V(,R))}- (2.28)

Cependant, il est difficile de calculer explicitement @(2) On cherche donc des bornes et des
estimations.
Si on a une borne inférieure ®_ (%) pour ®(X), en remplacant ®(X) par ®_(X) dans I'inéquation
(2.28), alors on trouve une borne inférieure pour ®(X).

Si on a une estimation ®,(X) pour ®(X), alors

O(B) = sup {Be() — V(7@ R)},

fir k>0

et on trouve une estimation pour ®(3X).
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Il est possible que la non-linéarité du potentiel du matériau d’origine ait une croissance plus
faible que celle du potentiel quadratique. Dans ce cas, on trouve des bornes supérieures (on rem-

place les sup par des inf dans les équations).

Cette méthode a ’avantage d’étre simple & mettre en ceuvre. De plus elle est utilisable
pour différents types de potentiels. Cependant, elle ne peut étre utilisée que dans le cas de
comportement ne dérivant que d’un seul potentiel. Des exemples sont présentés dans [PONO91],
la méthode est appliquée dans trois cas particuliers : un matériau poreux, un composite biphasé
incompressible et un matériau renforcé par des inclusions rigides. Des bornes et estimations des

propriétés effectives sont données.

2.6.2 Estimations second ordre

Une méthode d’estimation du comportement macroscopique de composites non-linéaires est
proposée par Ponte Castaneda [PON96|. Un matériau de comparaison linéaire hétérogéne est
utilisé, comme dans [PON91]|, mais le choix du matériau de comparaison est différent, on utilise
les tenseurs des modules tangents des différentes phases, ce qui assure que les estimations sont
exactes au second ordre par rapport au contraste des hétérogénéités.

Le comportement microscopique est caractérisé par le potentiel w(x,€) tel que :

Les matériaux composites étudiés possédent N phases homogénes, de fonction caractéristique x".

Le potentiel microscopique s’écrit donc :

ou w"(g) caractérise le comportement de la phase r.

Le comportement macroscopique se caractérise par :

oW

>=%E

(E), (2.29)

avec !

W(E) = min (uw(a,¢)).

L’idée principale est d’utiliser la formule de Taylor avec reste pour les potentiels de phases

w”, autour de la déformation de référence e, :

W(E) = ' (er) + o (e — )+ %(s ) Lot (e—e), (2.30)
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avec : .

( ow . ™

(p)ij = g(sr), la contrainte de référence,
ij

Pw"

S — , le tenseur des modules tangents,
Doy 0o (vr) 8

(Lr)ijkt =

Yr :)‘TET+(1_)\T)€, 0< A\ <1,

\
Si on décompose € en € = E + €, le développement s’écrit :

1
w(E+€é)=v.(E)+7,: €+ 55': L,.:¢ (2.31)

v (E)=w"(e,) +p,: (E—g,)+ %(E —&): Ly: (E—¢g,),

T =p,+L,: (E—¢,).

Le potentiel macroscopique du composite non-linéaire se met alors sous la forme :
1
W(E) = min <v +7:€ +=€: L: e’>, (2.32)
e e K’ 2

ou
.

o(@) = Y\ (@),

N
r@) =3 (@),
r=1

N
L(z)=> X"(z)L,.
\ r=1

Soit K’ I’ensemble des déformations cinématiquement admissibles avec des déplacements nuls
sur la frontiére :
1
K = {s | Jutel quee = §(Vu +' Vu)dans Vetu = OSurOV} .

Le probléme du minimum en &’ est équivalent au probléme du minimum initial, car le tenseur
des modules tangents L, (impliquant -, ) dépend du champ local de déformation. En remplacant
les champs tensoriels =, par un tenseur constant 4,. correctement choisi, L,, vy, T, sont constants
et on se rameéne & un probléme linéaire :

. / 1 / /
P(E)= min (7:e' +-€': L: € ). (2.33)
e eK’ 2
On obtient alors une approximation pour W en fonction de la solution pour &', notée €* et valable

pour tout &, et tout 4, :

al 1
W(E) =Y c(@)v.(E) + <T: e +5e" L s*> . (2.34)

r=1
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On s’intéresse donc aux choix optimaux pour les déformations de référence &, et ’7(’").
e, = (€), = E + (¢*), permet de minimiser la différence de moyenne entre le champ de défor-
mations réel € et la déformation de référence constante dans chaque phase.
Le choix pour 4, est plus difficile. Une des possibilités est de prendre la moyenne par phase de
¥ = Agr + (1 — Ar)e.
Et en prenant A, constant, on trouve ¥, = (A&, + (1 — A\ )e), = &, = (€),..
Cette méthode est donc capable de fournir des estimations exactes au second ordre dans le
contraste des phases. Cependant dans ce cas on ne s’intéresse qu’au champ moyen des phases du
matériau linéaire de comparaison. Dans le cas de grandes fluctuations & l'intérieur des phases,
la méthode peut donner de mauvaises prédictions. Ponte Castaneda [PON02a| propose alors une
nouvelle version de la méthode qui prend en compte les fluctuactions des champs pour des ma-
tériaux composites non linéaires et présente dans [PON02b| des estimations pour des matériaux

biphasés qui satisfont toujours des bornes rigoureuses.

Cependant, ces approches variationnelles ne peuvent étre appliquées que pour des comporte-

ment ne dérivant que d’un seul potentiel.

2.7 Propriétés non linéaires des matériaux : Approches numé-

riques

La plupart des méthodes présentées précédemment ne peuvent étre appliquées qu’a des com-
portements non linéaires dont le comportement ne dérive que d’un seul potentiel (élasticité non
linéaire ou viscoplasticité). La question des matériaux dérivant de deux potentiels correspondant
aux aspects réversibles et irréversibles du comportement reste ouverte. Les méthodes d’analyse
par champs de transformation initialement développées par Dvorak permettent d’aborder ce type
de comportement. On va donc présenter dans ce paragraphe la méthode initiale développée dans
[DVO92a] et [DVOI2b], et les méthodes proposées pour améliorer les résultats obtenus avec la

version initiale.

Les matériaux considérés ont une structure de matériaux standard généralisés, mais avec un
nombre infini de variables internes qui sont les champs des variables internes locales. L’objectif
est donc de réduire ce nombre de variables. On considére, dans la suite, que les seules variables

internes sont les champs de déformations inélastiques.

Dans la suite, on suppose que le matériau hétérogéne est composé de plusieurs phases dis-
tinctes (élastiques ou inélastiques) parfaitement collées aux interfaces et qu’il a un comportement
homogéne au niveau macroscopique. On admet donc que le choix d’'un VER V de surface S a pu

étre fait. A I'échelle microscopique, V' est découpé en M sous-domaines V,. ne contenant qu’une
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seule phase, mais une phase peut étre contenue par plusieurs sous-domaines.

On définit les notions de moyennes d’un champ f sur V et sur Vr :
¢ [ s@in ), = [ s (23)
v/, x)dx,(f), = 7 x)dzx. .

La moyenne sur V peut s’exprimer en fonction des moyennes sur V. et de la fraction volumique

de chaque phase ou sous-domaine, ¢, :

(Fy=> e lf), (2.36)

2.7.1 Analyse par champs de transformation

Dvorak [DV092a|, [DVO92b| a développé cette méthode qu'il appelle « Transformation Field

Analysis ». On utilisera ’abréviation TFA dans la suite.

Les relations constitutives des constituants sont données par :

w(e, €P) = %(s —e"P): L: (e —€"P), (2.37)
o= 88—?(5, e'P)=L: (e —e"P), (2.38)
g’P = g—f_(a). (2.39)

Dans le cas ou les variables d’état sont fixées (pas d’évolution du systéme), les champs de

contraintes o et de déformations € dans le VER vérifient le probléme élastique linéaire (2.40) :
o(x) = L(z): (e(x) —€"P(x)), div(o(xz)) =0, (e)=EFE, (2.40)

avec des conditions de périodicité sur le VER. E et €'P étant connus, le champ de déformations

g(x) peut s’écrire comme la somme des termes suivants, grace au principe de superposition :

e(x) =A(z): E+ m/ D(z,x'): € (z')dx’ = A(z): E + D x"P(x), (2.41)
o A(x) est le tenseur élastique de localisation de la déformation et D(x, x’) I'opérateur non local
qui donne, & déformation moyenne nulle, la déformation au point @ créée par la prédéformation
e"P(x’) au point x’.

Afin de réduire le nombre de variables internes, Dvorak [DVO92b| propose d’approcher les
champs locaux réels par des distributions uniformes par morceaux. Le champ de déformation

inélastique est donc approché par :

M

eP(z) = 3P x(w) (2.42)

s=1

ou x* est la fonction caractéristique de la phase ou du sous-domaine V.
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Avec I'approximation (2.42), ’équation (2.41) s’écrit :

M
e(x)=Ax): E+ ) (Dxx°)(z): €7, (2.43)

s=1

avec (D * x*)( /D:c:c x')dz’.
La déformatlon moyenne dans le volume V. est alors donnée par :

M
= A, E+ZDTS: elP, (2.44)

s=1

ou A, est le tenseur de localisation moyen de la phase r, le tenseur D, est le facteur d’influence
de transformation auto-induite, tandis que les tenseurs D, (lorsque r # s) sont les facteurs
d’influence de transformation transmises.

A, est donné par :
11
=4 | AN @ = (). (2.45)
Vv

et les facteurs d’influence D,z ont I'expression suivante :

D= —57 | | v@D@a)c@wda = (D)), (2.46)

avec ¢, la fraction volumique de la phase ou du sous-domaine r.

Par conséquent, la contrainte moyenne dans la phase ou le sous-domaine r est donnée par :

M
o,=L,:(e,—e’)=L,: A,: E+ L, (Z D,,: e’ — sxp> : (2.47)

ou L, est le tenseur d’élasticité uniforme sur chaque sous-volume r.
L’évolution de la déformation viscoplastique suit exactement les relations constitutives de la

phase ou du sous-domaine r :

T
vp OV
gl =

oo,
et la contrainte macroscopique est estimée comme la moyenne des contraintes de chaque phase

(o), (2.48)

ou sous-domaine r :

_ M M M
S=L:E+) oL, (Z(Dm —by): sgp> avec L = (ZCTLTI Ar>. (2.49)

r=1 s=1 r=1

Les tenseurs D, et A, sont calculés grace a la résolution de problémes élastiques.
Pour obtenir les tenseurs A,, on résout une série de problémes élastiques en imposant un F
unitaire dans une direction donnée et €,;° nul dans chaque phase. On trouve alors A, grace a
e, = A,: E et E unitaire . Pour obtenir les tenseurs D,,, on résout une série de problémes
élastiques sur la cellule en imposant E nul et &,” unitaire dans la phase ou le sous-domaine 7.

On trouve alors D, grace a (2.44) avec E = 0.
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2.7.2 Analyse par champs de transformation « modifiés »

La TFA ne peut donner de bons résultats qu’a la condition d’avoir un nombre suffisant de
sous-volumes. Chaboche et al. [CHAQ1| proposent une correction de la TFA et utilisent des

valeurs corrigées, K, : e, pour les champs de transformation. L’équation (2.44) devient alors :

M
er=A:E+) Dy K, el (2.50)

s=1
Si on écrit le probléme en contrainte, on obtient, en utilisant des valeurs corrigées K : el :

M
o,=B,: - Fy: L K;: el (2.51)

s=1
B, est le tenseur moyen de concentration des contraintes de la phase r, le tenseur F',., est le
facteur d’influence de transformation auto-induite, tandis que les tenseurs F'.s (lorsque r # s)
sont les facteurs d’influence de transformation transmises. L est le tenseur d’élasticité uniforme

sur chaque sous-volume s

Chaboche et al. [CHAO1] supposent également que le module tangent asymptotique £, de

I’équation constitutive locale suivante est connu :
o, =L, &, (2.52)

En pratique, ce module est donné a partir de la connaissance des lois d’écrouissage pour chaque
phase. Dans de cas de la plasticité, on a la relation suivante :

e =(L 1 -L: o, (2.53)

T

Les tenseurs D,¢ et A, sont connus. Quant aux correcteurs K, [CHAOQ1] les déterminent
en identifiant la forme dérivée de I'équation (2.50) a la loi de localisation tangente élastique
correspondante &, = A,: E, en supposant que le tenseur de localisation asymptotique tangent
est connu a partir d’une procédure élastique et en prenant en compte les équations (2.52) et
(2.53). On trouve :

M
ZD“’: K, (;'-L;Yy: L, A=A, — A,
s=1

En réalité, le systéme est indéterminé. Il faut fixer un K. Si une phase notée ¢ est élastique, on
fixe K, = I et les autres correcteurs sont déterminés en résolvant le systeéme. Si toutes les phases

sont inélastiques, [CHAO1] choisissent de ne pas corriger celle qui a la plus grande limite élastique.
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Il existe cependant quelques inconvénients a cette méthode :

— La déformation inélastique macroscopique E? n’est pas égale a Ziu Cr BZ: K,: . On

trouve :
M M
E?P :ZC’" B;F: K,: s{,’—ZCTL_lz L.:(I-K,): et
r=1 r=1

— Cette méthode n’est pas « parfaitement symétrique ». La déformation inélastique macro-
scopique obtenue en résolvant le systéme en contrainte n’a pas la méme forme que la
déformation inélastique obtenue en résolvant le systéme en déformation :

EP=YMe BT K el + M, (I — K): €l (obtenue en contrainte),

r

EP=YMe, Bl K,: el + Y Me, L7V L,: (I - K,): €/ (obtenue en déformation).

2.7.3 Analyse par champs de transformation non uniformes

L’analyse par champs de transformation non uniformes correspond & la traduction de I'ex-
pression anglaise « Nonuniform Transformation Field Analysis». Dans la suite on utilisera ’abré-

viation de ’expression anglaise, NTFA.

Les relations constitutives des constituants sont données par les équations (2.37), (2.38) et
(2.39) données dans le paragraphe 2.7.1.

Afin de réduire le nombre de variables internes, on considére, de la méme facon que pour
la TFA, que les champs locaux de déformations anélastiques dépendent d’un nombre fini M de
fonctions de forme 6 [MICO00] :

M
eP(x) = e 0F(a). (2.54)
k=1

On a donc M + 1 variables d’état : E et {e"}r=1,__ -

Or, contrairement a la TFA, ou les fonctions de forme sont en fait les fonctions caractéristiques
de chaque sous-volume, les fonctions de forme de la NTFA [MIC00]| décrivent les variations des
champs de déformations anélastiques locaux et prennent en compte la non-uniformité spatiale

du champ de déformations anélastiques dans chaque sous-domaine.
Avec I'approximation (2.54), ’équation (2.41) s’écrit :

e(z)=A(x): E+ ) (Dx*0"(z): €, (2.55)

1M

avec (D * 0%)(x) = %/‘/D(x,x')ﬁe(w’)dw’.

En moyennant I'équation (2.55) multipliée par 0%, puis en divisant le résultat par <0k>, on

obtient :
M

er=ag: E+) Dy e’ (2.56)
/=1
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ou la déformation généralisée ey, le tenseur de localisation généralisé ay, et les facteurs d’influence

Dy, sont définis par :

c k k k % 14
o), e,

On peut également définir la déformation anélastique généralisée ezp et la contrainte généra-

b _ <€vp 9k>. _ @ (2.58)

)

TL — th (ek - ezp), (259)

lisée 13, :

On obtient alors :

avec Ly le tenseur des modules dans la phase k.

De plus, on remarque que :

M
-1
e = Zgzk <9k> e, (2.60)
=1

avec ggp = <0£0k>.

En résumé, les lois constitutives locales sont données par :

( M vp

er=ay: B+, Dy:e,’,
vp M k=1 _vp

e’ =3 9m (0%) "€,

T =Li: (er, — €),

vp _ 0¥
e = 6—;(Tk).

La contrainte macroscopique est obtenue en moyennant le champ de contrainte résultant des
équations (2.38), (2.54) et (2.55) :
M

= (L: A): E+Z(<L: D*9k>—Lk <9’f>): e, (2.61)
k=1

Comparaison entre la TFA et la NTFA

Un calcul 2D [MICO00] a été réalisé a partir d’une cellule carrée élastique plastique parfaite
dans laquelle se trouve une inclusion carrée élastique qui occupe 25% de la fraction surfacique.
Les caractéristiques élastiques de I'inclusion et de la matrice sont les mémes et sont données dans
le Tableau 2.1. La contrainte d’écoulement oy de la matrice est égale a 100 MPa.

La cellule a été découpée en plusieurs sous-volumes, la Figure 2.4 donne les différents décou-

pages du VER utilisés pour la mise en ceuvre de la TFA. Un chargement en traction puis en
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Module d'Young (GPa) | Coefficient de Poisson
100 0.25

Tableau 2.1 : Propriétés élastiques de 'inclusion et de la matrice.

(a) (b) ()

Figure 2.4 : Cellule unité, découpages utilisés pour la mise en oeuvre de la TFA : 2
sous-volumes dans le cas (a), 9 sous-volumes dans le cas (b), 52 sous-volumes dans le cas (c).
[MIC00]

cisaillement a été appliqué. Pour cela, la contrainte macroscopique appliquée au VER est imposée

dans une direction fixée de I'espace des contraintes :
¥ = 3(t)Xo.

Le chargement est appliqué en augmentant de fagon incrémentale le paramétre de controle E: 3.
En d’autres termes, la direction de contrainte macroscopique g est imposée, la valeur de la dé-
formation macroscopique E dans cette direction est le paramétre de contrdle. La valeur de la
contrainte X(t) et les composantes de la déformation macroscopique dans les directions perpen-
diculaires & 3¢ sont des sorties du calcul. Les résultats obtenus pour les relations contraintes-
déformations sont tracés dans un graphe (X, E: o).

La réponse exacte a été calculée grace a la méthode des éléments finis & partir du maillage
donné par la Figure 2.5(a). Trois fonctions de forme ont été utilisées pour la NTFA : 6; est
la fonction caractéristique de linclusion, #y sur la Figure 2.5(b) est la déformation plastique
cumulée & Yg: E = 1% en cisaillement et 3 sur la Figure 2.5(c) est la déformation plastique
cumulée & Xg: E = 1% en traction.

La Figure 2.6 donne les réponses du VER, soumis & du cisaillement et & de la traction, pré-
dites par la TFA et la NTFA. Dans le cas de la traction, la TFA prédit un comportement trop
rigide méme en augmentant de maniére significative le nombre de sous-domaines alors que la
NTFA, avec seulement 3 fonctions de formes, donne de meilleurs résultats, plus proches de la
solution attendue. Dans le cas du cisaillement, on est dans un cas particulier, ou la solution,

calculable analytiquement, est constante par morceaux. Hormis, pour la prédiction de la TFA

43



Chapitre 2. Modéles Théoriques

(a)

(b)

Figure 2.5 : Maillage éléments finis (a), fonction de forme en cisaillement (b) et fonction de
forme en traction uniaziale(c). [MIC00]

1.0

0.75

/0'0

012

0.25

FA (2)

N

TFA (9), NTFA (3),
FEM

0.0
0.0

0.002 0.004 0.006 0.008
512 x2

(a)

0.01

TFA@2)
TFAQ)
TFA (52) ,,.~‘ )

FEM

0.0
0.0

0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
€11

(b)

Figure 2.6 : Prédictions de la TFA et de la NTFA en cisaillement (a) et en traction
uniaziale(b). Le nombre entre parenthéses correspond au nombre de sous-domaines (en TFA) ou

de fonctions de forme (en NTFA) utilisé pour la mise en oeuvre des différents modéles. [MIC00]

mise en ceuvre avec 2 sous-domaines, la TFA et la NTFA donnent la réponse exacte.

Enfin, Michel et Suquet [MICO03] ont modifié le modéle NTFA en considérant des modes
plastiques tensoriels, et non plus scalaires comme c’était le cas dans [MIC00]. On verra dans la

partie suivante, le développement de cette méthode pour des matériaux élastoviscoplastiques.



2.8. Modélisation du comportement des matériaur poreut

2.8 Modélisation du comportement des matériaux poreux

La description du comportement de matériaux poreux viscoplastiques nécessite de connaitre
I’expression du potentiel viscoplastique. Aprés avoir donné une approximation de la forme de ce
potentiel et fait un point sur I’évolution de la porosité, on verra que, pour exprimer les différents
paramétres du potentiel, il est possible de mettre en ceuvre certaines méthodes d’homogénéisation

définies précédemment.

2.8.1 Description du comportement des matériaux poreux

On considére un matériau poreux avec une matrice dont le comportement est viscoplatique
non linéaire et incompressible.

Le potentiel de la matrice viscoplastique non linéaire et incompresssible est de type Norton-
Hoff, pris égal & :

w(o) = 2050 (7)™ (2.62)
T n+1\ o ’ '

1/2
. . : : . . 3. -
ol n est 'exposant de la viscosité, o¢q le deuxiéme invariant de la contrainte, ocqy = (50': o ,

et o le déviateur de la contrainte. Dans ce cas, la loi d’évolution de la déformation viscoplastique

€'P est donnée pas I’équation :

n—1
eV — 8_¢(U) _ §&:0 (%)

= 2.
Jo 2 (o) ( 63)

o
oo

Au niveau macroscopique, le potentiel vérifie I’équation suivante :

ol o est solution du probléme local.

Si I’'on considére que la distribution des porosités dans la matrice est aléatoire en taille et en
répartition, on peut considérer que le matériau poreux est isotrope, et que le parameétre scalaire
f, fraction volumique des pores, est suffisant pour décrire la microstructure du matériau. Par

1
conséquent, le potentiel ¥ dépend de f et des trois invariants de X, c’est a dire ¥, = gtrﬁ,

3~ ~
Yeg = (23 2)1/2 et detX. Or, en général, la dépendance du potentiel au troisiéme invariant

detd peut étre négligée par rapport & la dépendance aux deux premiers invariants. On obtient
ainsi :

\I/(E, f) == \I/(Ema Eeq7 f)

L’hypothése ci-dessus est vérifice par Duva et Hutchinson [DUV84| pour une faible porosité

< 10%). Enfin, ¥ est une fonction convexe de ¥, positivement homogéne de degré n + 1 :
g g
U(AX, f) = |AI" 1\1/(2, f),VA eR
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Une approximation « elliptique » du potentiel macroscopique W, vérifiant les deux derniéres

équations, prend la forme suivante :

DO ZA Y 4 B (264)

a0 a0

\Ij(zmv Eeqa f) =

2.8.2 Evolution de la porosité

Le taux de porosité f est défini comme la fraction volumique de pores. Le changement de

volume des porosités est défini par f :

i _ Vbores V

f B V})ores Vv’

avec Vpores le volume de pores et V' le volume total du VER.
Or dans le cas d’une matrice incompressible, la variation du volume total est égale & la

variation du volume des pores. Donc I’équation précédente devient :
f_Vi-f
fovor

V .
— étant donné par tr(E), on obtient :

f=0-pr(E).

En réalité, I'hypothése d’incompressibilité de la matrice n’est plus vérifiée en prenant en
compte la partie élastique de la déformation. En pratique, on utilise donc 'approximation sui-
vante [CHAO1] :

f=0=per(E™P),

ou EYP est la déformation inélastique macroscopique.

2.8.3 Détermination des paramétres du potentiel viscoplastique pour les ma-

tériaux poreux

Pour pouvoir utiliser le potentiel (2.64) défini pour les matériaux poreux, il faut pouvoir
définir A(f) et B(f).

Tout d’abord, sans porosité, le potentiel macroscopique est égal au potentiel microscopique :

U =1
Donc, dans tous les cas, on a :
lim A(f) = 0,
lim B(f) = 1.
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Cocks [COCB89] a proposé en 1989 une approximation du potentiel grace a des estimations

variationnelles, ce qui nous donne I'expression de A et B :

_ g s
Al = Py (1= N7, (2.65)
B()=(1+ /)1~ i, (2.66)

Cependant, ’expression de B ci-dessus n’est pas I’expression exacte de B obtenue avec le principe

variationnel. Cette expression a été ajustée pour se rapprocher des solutions analytiques connues.

A partir d'un nouveau principe variationnel, Ponte Castaneda [PON91] a obtenu des bornes ri-
goureuses établies initialement par Ponte Castefiada et Willis [PON8S8]. Michel et Suquet [MIC92]
les ont retrouvées & partir d’'une démonstration plus simple. Les parameétres A et B obtenus sont

les suivants :

—2n
A(f) = f(1 = f)=, (2.67)
2 —2n
B(f) =1+ 3£ = f)mr. (2.68)
On constate que 'expression de B est la méme que celle trouvée par Cocks, alors qu’elle avait

été modifiée pour se rapprocher de solutions connues.

Mais Michel et Suquet [MIC92| soulignent le fait que ces modeéles ne coincident pas avec
les solutions analytiques du cas simple d’une sphére creuse sous chargement hydrostatique. La
solution proposée par Budiansky et al. [BUDS82| et formalisée par Michel et Suquet [MIC92]
permet d’obtenir I’expression suivante pour A :

—2n

A(f) = (n(f~m = 1))me (2.69)
Enfin, en posant )
_ Al

C_B() (2.70)

6@):1+;%Nx€% (2.71)

Michel et Suquet [MIC92] ont montré que pour un schéma autocohérent, C(z) vérifie :

N L log@() + "2 (arctan(vO) - 7). (27

C(n*)log(f) = =C(n)log(C(n)) + - O 2

La résolution de cette équation nous donne I'expression de C', mais nécessite la connaissance de

A ou B pour obtenir I'un ou 'autre des paramétres. Dans ce cas, B est supposé égal a :

2

B(f)=(+ 3101 - 7. (273
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Par ailleurs, a partir d’une simplification du comportement non linéaire de la matrice, Michel
[MIC94| a montré qu'il était possible d’obtenir également une estimation de B(f) a I'aide du
méme schéma autocohérent non-linéaire. Les équations précédentes pour C(f) sont complétées

par une équation pour B(f) :

B(f) = =(1- )i, (2.74)
m

1—f ¥ o n—1\
(-5) " (-75)

f est la valeur de la porosité qui annule g, c’est une fonction décroissante de n. Des valeurs de

f sont données dans le Tableau 2.2 pour le cas particulier de porosités sphériques.

n 1 3 5 10 00
f(n) | 0.5 0448 0430 0.414 0.392

Tableau 2.2 : Valeurs de f pour différents exposants n dans le cas de porosités sphériques.

2.9 Conclusion

On a, tout d’abord, rappelé le principe de 'homogénéisation qui sera 4 la base du travail qu’on
présentera dans la suite, ainsi que la théorie des matériaux standard généralisés, I’ensemble des
matériaux présentés dans la suite vérifiant cette théorie. Nous nous sommes ensuite intéressés
aux schémas d’homogénéisation. Dans un premier temps, ce sont les schémas linéaires qui ont été
présentés. Puis nous avons présenté différents schémas non-linéaires, ces derniers étant nécessaires
pour arriver & caractériser le comportement non-linéaire des combustibles. Aprés avoir présenté
les approches par champs moyens et les approches variationnelles qui, pour la plupart, ne traitent
que des comportements dérivant d’un seul potentiel, les méthodes d’analyses par champs de
transformation ont été exposées, notamment la NTFA (analyse par champs de transformation
non uniformes) qui sera la méthode utilisée et développée dans la suite pour des matériaux
dont le comportement dérive de deux potentiels. Enfin, les combustibles étant des matériaux
élastoviscoplastiques poreux, on a défini un type de potentiel viscoplastique qui permet de décrire

le comportement de ces matériaux.
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NTFA : Viscoplasticité incompressible
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Chapitre 3. Analyse par champs de transformation non uniformes - Matériauz élastoviscoplastiques

3.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, ’analyse par champs de transformation non uniformes, ou NTFA,
développée initialement par Michel et al. [MIC00], a été détaillée dans le cas des matériaux
élastoplastiques avec des modes plastiques scalaires. En 2003, Michel et Suquet [MICO03] ont
modifié la méthode en se basant, non plus sur des modes plastiques scalaires, mais sur des modes
plastiques tensoriels Dans ce cas, les variables internes ne sont plus tensorielles mais scalaires.
Dans l'article de 2003, la méthode est appliquée & des matériaux biphasés composés de fibres
élastiques linéaires et d’'une matrice élastoplastique non linéaire.

L’objectif de ce chapitre est de développer la méthode NTFA pour des matériaux élastovi-
scoplastiques incompressibles, puis de I'appliquer & des matériaux biphasés, ce qui permettra de
mettre en évidence les points forts de la méthode, ainsi que les points a améliorer. Dans le méme

temps, on comparera les prédictions du modéle NTFA aux prédictions de la TFA.

3.2 Analyse par champs de transformation non uniformes : prin-
cipe
3.2.1 Relations constitutives pour les constituants

Les constituants considérés sont élastoviscoplastiques incompressibles. On suppose donc que
leur comportement est standard généralisé [HALT5|, les variables d’état étant le tenseur de défor-
mation et des variables internes qui décrivent des phénomeénes irréversibles en tout point matériel
x. Dans la suite, on ne considérera que les mécanismes dissipatifs décrits par la déformation vi-
scoplastique €'P. Le comportement standard généralisé de chaque constituant est défini par deux
potentiels thermodynamiques, I'énergie libre w qui définit, a travers la loi d’état, la contrainte
o, et le potentiel de force 1 qui donne, grace a la loi complémentaire, I’équation d’évolution de

la déformation viscoplastique :

w(e, eP) = %(s —€e"P): L: (e —€"P), (3.1)
o= Z—Q:(s, eP)=L: (e —¢e"P), (3.2)
& = g—f_(a). (3.3)

Pour la simplicité, notre attention se limitera aux constituants isotropes. Le tenseur élastique L
est par conséquent caractérisé par un module de compressibilité k£ et un module de cisaillement
G, tandis que le potentiel de force ¢ dépend de la contrainte o seulement par son second invariant

Oeq- Sous cette derniére hypothése, I’équation d’évolution (3.3) se réduit a :

_ 3y (Jeq)i’ (3.4)

- Vp
er=—-———
2 00¢q Oeq

olt & est la partie déviatorique de o et 0.y = (36 &)l/2.
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3.2. Analyse par champs de transformation non uniformes : principe

On considére un Volume Elémentaire Représentatif (VER) V composé de N constituants. Le
caractére standard généralisé des lois locales considérées précédemment est conservé dans le chan-
gement d’échelles. Le comportement macroscopique du composite est donc standard généralisé,
mais avec une infinité de variables internes. Les variables d’état du systéme sont la déformation

macroscopique E et les déformations viscoplastiques €"P(x) en tout point x de V.

Dans le cas ou les variables d’état sont fixées (pas d’évolution du systéme), les champs de

contraintes o et de déformations € dans le VER vérifient le probléme élastique linéaire (3.5) :
o(x) = L(z): (e(x) —eP(x)), div(o(x)) =0, (¢)=F, (3.5)

avec des conditions aux limites appropriées (les conditions aux limites utilisées dans la suite
sont des conditions de périodicité). En effet, E et €'P étant connus, on peut obtenir le champ
de déformations solution e(x) en appliquant le principe de superposition. On considére dans un
premier temps que le champ de déformations viscoplastique €'P est nul. La solution du probléme

élastique (3.5) est alors donné par :
e(x) =A(x): E, (3.6)

ou A(x) est le tenseur élastique de localisation de la déformation.
Dans un deuxiéme temps, on considére E = 0 et €"P(x) est arbitraire. Le probléme élastique

(3.5) s’écrit alors :
o(x)=L(x): e(x) — m(x), div(o(x)) =0, (e)=0, (3.7)

avec T(x) = —L(x): €'P(x) une précontrainte. La solution du systéme (3.7) s’écrit alors a partir

de lopérateur de Green élastique non local T'(x, ”) du milieu élastique hétérogene :
=—(Tx*7)(x), (3.8)

avec par définition, I' * 7(x) ]V\ / x,z’) x')dz’.
Grace au principe de superposition, la solution du systéme d’équation (3.5) est donnée par
(3.9) :

e(z) = A=) E+m/ D(z,2'): €™ (a')dz’ = A(): B+ D+e()  (3.9)

ou D(x,x’) = T'(x,x’): L(2’) est 'opérateur non local qui donne, a déformation moyenne nulle,
la déformation au point @ créée par la prédéformation €'P(2’) au point x’.
Dans les paragraphes suivants, on développe la NTFA qui permet de réduire le nombre de

variables internes du modéle exact.

3.2.2 Champs de transformation non-uniformes

Afin de réduire le nombre de variables internes et d’améliorer la TFA, Michel et Suquet

[MICO03] ont proposé de prendre en compte la non uniformité des champs locaux des variables
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internes en considérant des champs de transformation non uniformes. Plus précisément, le champ
de déformations viscoplastiques est décomposé en un ensemble de champs tensoriels appelés

modes plastiques, p* :

M
e’P(x) = Z &P pk (). (3.10)
k=1

Les variables internes sont alors les variables scalaires 5‘,;p, k=1,..., M. Avec cette approximation
(3.10), on passe d'un nombre infini de variables internes qui étaient tensorielles & un nombre

¥ sont, eux, tensoriels, non uniformes (ils

fini M de variables scalaires. Les modes plastiques u
dépendent de la position «). Leur nombre total M peut étre différent du nombre de constituants

N. D’autres hypothéses sont faites pour simplifier la théorie.

1. Le support de chaque mode est entierement contenu dans une seule phase du matériau. 11
suit de cette hypothése que, pour un mode donné k, on peut définir sa fonction caractéris-
tique x*, son énergie libre wy,, son module élastique Ly, son potentiel de force 1, comme

ceux de la phase qui supporte ce mode.
2. Pour la viscoplasticité incompressible, les modes sont des champs tensoriels a trace nulle.

3. Les modes sont orthogonaux, c’est a dire que <pk: u€> = 0 si k # £. Cette condition est
évidemment vérifiée quand les modes ont leur support dans des phases différentes, mais

doit étre imposée pour les modes qui ont leur support dans la méme phase.

4. Enfin, pour avoir les 5Zp homogeénes & une déformation viscoplastique, les modes sont nor-
. . 2
malisés : <,u'§q> =1on u’;'q = (g,uk': k)2,
Le choix des modes plastiques est un point-clé dans la précision de la méthode. Ce choix est

laissé & I’appréciation de l'utilisateur. On verra dans le paragraphe 3.3.4 le choix que nous avons

fait pour les modes plastiques dans le cas d’'un matériau biphasé.

3.2.3 Variables réduites et facteurs d’influence

Avec I’approximation (3.10), (3.9) devient :

(D * p*) (). (3.11)

NE

e(x) = Ax): E+
=1

En contractant (3.11) par p* et en moyennant sur le VER, on obtient :

M
e = ag: E—f—ZDM 5Zp, (3.12)
(=1

ou la déformation réduite ey, le tenseur de localisation réduit a; et les facteurs d’influence Dy,

sont définis par :
ek:<s: pk>, a, = <uk: A>, Dkg:<pk: (D*p£)>. (3.13)
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3.2. Analyse par champs de transformation non uniformes : principe

Par analogie avec ’équation définissant la déformation réduite ej dans (3.13), on peut définir

la déformation viscoplastique réduite e}” et la contrainte réduite 7, :
el = <5Vp: pk>, TE = <o-: uk>. (3.14)
On remarque que ’ensemble {Ezp}kzl,m,M peut étre remplacé par ’ensemble {ezp}kzl,m,M
puisque :
e = <uk: pk> e’ (3.15)
3.2.4 Relations constitutives pour les variables réduites

Puisque les tenseurs élastiques des phases sont supposés isotropes et les modes incompres-

sibles, la contrainte réduite 73, supportée par la phase r, est donnée par :
T = 2G" (e, — ezp), (3.16)

avec G" le module de cisaillement de la phase r, support du mode k. Pour obtenir I’équation

d’évolution des ezp, I'équation (3.4) est multipliée par p* et moyennée sur le VER :

P = <é"p: uk> _3 < % (o) E “k>. (3.17)

2 \ 00¢q Ocq

Enfin, pour obtenir une relation entre les variables réduites ézp et 71, il est nécessaire de faire
une approximation de o, afin de simplifier ’équation (3.17). Une approximation possible est
donnée par Michel et Suquet [MICO03], qui estiment une « contrainte réduite globale » a, pour la
phase r et agissant sur I’ensemble des modes & support dans cette phase du fait qu’il soit attendu
que ’ensemble des modes plastiques a support dans la phase r soient couplés. a, est estimée de

la fagon suivante :
M(r)

ar =3 ()42,

k=1
ou M(r) est le nombre de modes a support dans la phase r.

On remplace alors dans le terme de droite de (3.17), o¢q par a, :

3 Oyt M) v
.vp 2 Tk 2 : 2
“k 2 6Jeq (ar) (079 o k=1 (Tk) . (318)

Le systeme d’équations (3.12), (3.15), (3.16), (3.18) constitue les relations constitutives ef-
fectives du composite. Ce systéme est résolu le long d’'un chemin imposé, soit dans I’espace des
contraintes macroscopiques soit dans ’espace des déformations macroscopiques, ce qui donne les
variables internes 5Zp. Enfin, la contrainte macroscopique est obtenue en moyennant le champ de

contrainte qui résulte des équations (3.2), (3.10), (3.11) :

i i

zzi:E+§:(<L;D*uk>_<L;uk>)gzp, (3.19)
k=1
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avec L = (L: A).
Le tenseur (<L: D x uk>—<L: uk>) est calculé une fois pour toutes grace a un calcul élastique
sur le VER :

oc=L(z): (e(u(x)) — plx)),div(e(x)) =0,(e) =0. (3.20)

avec = pk k=1,..,M.
Soit &* le champ de contraintes solution de (3.20) avec g = . Le coefficient (<L: D « ,uk> —

<L: pk>) peut étre calculé comme :

(<L: D x uk> - <L: pk>) - <0'k> . (3.21)

3.3 Résultats et discussion

Nous allons & présent comparer les résultats obtenus sur des matériaux élastoviscoplastiques
par application des différentes méthodes, la TFA et la NTFA. Cette étude, déja réalisée pour les
matériaux elastoplastiques ([MICO00]), va nous permette de mettre en évidence I'importance du
choix des modes plastiques dans la NTFA et I'importance du choix des sous-domaines dans la
TFA.

3.3.1 Configuration, propriétés matériaux

Les résultats obtenus pour les matériaux élastoviscoplastiques concernent un matériau com-
posite biphasé fibres-matrice. Le VER (Figure 3.1) est une cellule-unité carrée contenant une

fibre circulaire située au centre de la cellule. La fraction volumique des fibres est de 0.25.

Figure 3.1 : Cellule de base.

La fibre a un comportement élastique linéaire alors que la matrice a un comportement élas-

toviscoplastique en loi puissance défini par le potentiel viscoplastique suivant :

Y(o) = 2 &L (E)nﬂ : (3.22)

_n+1 oo
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3.3. Résultats et discussion

Les propriétés matériaux de la fibre élastique (Ey,vy) et de la matrice élastoviscoplastique

(Ems Vm, 00,1, €0) sont les suivantes :

E; =400 GPa, vy =0.2,
E,, =70 GPa, v, =0.3, o09=100MPa, n=2, & =10"2s'.

3.3.2 Chargement

La contrainte macroscopique appliquée sur le VER est imposée dans une direction de contrainte
fixée :
3 =X(t) Xp.

Généralement, on controle plutot la déformation. Le chargement est donc appliqué en augmentant
le paramétre de controle E: Xg. En fait, on impose la direction de contrainte macroscopique, et
le parameétre de contrdle est la magnitude de la déformation macroscopique dans cette direction
(IMIC99]). Les résultats obtenus pour les relations contrainte-déformation sont tracés dans le
graphe (X, E: X).

3.3.3 Mise en ceuvre de la TFA

La TFA a été mise en ceuvre pour 2 types de découpage de la cellule unité.

Dans le premier cas (Figure 3.2), la cellule unité est découpée en 9 sous-domaines et en 49
sous-domaines. On appellera ce cas TFA(a). Dans le deuxiéme cas (Figure 3.3), la cellule de base
est découpée en 9 et 57 sous-domaines. Ce cas est appelé TFA(b). Les deux types de découpages
différent I'un de l'autre par la forme de leurs sous-domaines. Le découpage de la TFA(a) est basé
sur des carrés ou rectangles tandis que le découpage de la TFA(b) est basée sur des sous-domaines

en forme de trapézes.

Figure 3.2 : Cellule carrée. Subdivisions utilisées pour la mise en oeuvre de la TFA(a) : 9
sous-domaines dont 8 sous-domaines dans la matrice ; 49 sous-domaines dont 48 sous-domaines

dans la matrice.

Un calcul TFA a également été mis en ceuvre en considérant la matrice et l'inclusion comme
sous-domaines (noté TFA(2)).
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Figure 3.3 : Cellule carrée. Subdivisions utilisées pour la mise en oeuvre de la TFA(b) : 9
sous-domaines dont 8 sous-domaines dans la matrice ; 57 sous-domaines dont 56 sous-domaines

dans la matrice.

3.3.4 Mise en oeuvre de la NTFA : choix des modes plastiques

Ici, les modes sont choisis comme les champs de déformations viscoplastiques réels sous dif-
férents chargements. Ils sont déterminés numériquement en simulant la réponse du composite le
long de chemins de chargement radiaux dans l’espace des contraintes macroscopiques.

k

Les modes viscoplastiques p” sont calculés pour E: 2’8 = 5%. La vitesse de chargement est

fixée (ici, & = 1072571, on verra dans la suite, que le choix de la vitesse de chargement pour
le calcul des modes influe peu sur le résultat final). Dans les cas présentés paragraphe 3.3.5, la
contrainte d’écoulement est atteinte, le champ de déformations viscoplastiques est totalement
développé.

On considérera dans la suite deux états de contraintes différents, la traction uniaxiale et le
cisaillement pur :

2(1) =e1 ®e; (3.23)

Si=e Qe ter@e
Cependant, il peut étre nécessaire d’ajouter des modes suivant le type de chargement appliqué
a la structure (notamment un mode obtenu en traction uniaxiale dans la direction orthogonale
a celle de la premiére traction). En effet, les résultats obtenus dépendent fortement du choix des
directions de chargement pour calculer les modes plastiques. Dans le cas ol la cellule unité est
soumise a un chargement multiaxial, il est important que les directions de chargement choisies
pour les modes plastiques correspondent aux composantes non nulles du chargement imposé.
Michel et Suquet [MIC04]| ont observé que les trois modes proposés (obtenus a partir des charge-
ments suivants : traction uniaxiale dans les deux directions du plan, et cisaillement pur) suffisent
& reproduire correctement le comportement global et local de deux structures composites non
linéaires (une barre composite de section carrée soumise & un essai d’écrasement sans glissement,

et une plaque composite soumise a un essai de flexion 4 points).

En ne choisissant que 2 modes (pour des raisons de simplification), on n’obtient donc que 2
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3.3. Résultats et discussion

variables internes scalaires. Dans les cas bidimensionnels étudiés, on travaille sous hypothése des
déformations planes généralisées. Les modes, dont le support est contenu uniquement dans la ma-
trice, ne possédent donc que quatre composantes chacun. La Figure 3.4 montre les composantes

du mode p!, la Figure 3.5 montre les composantes du mode p12.

(c) (d)

Figure 3.4 : Cellule carrée. Composantes (a) p11, (b) p22, (¢) p12 et (d) pss du mode en
traction selon 1.

99



Chapitre 3. Analyse par champs de transformation non uniformes - Matériauz élastoviscoplastiques

(d) -1.

Figure 3.5 : Cellule carrée. Composantes (a) pi1, (b) po2, (¢) pi2 et (d) pss du mode en

cisaillement.

La palette de couleurs, présentée ici pour les modes plastiques, ne sera plus reproduite dans

la suite.

3.3.5 Discussion des résultats

Afin de pouvoir situer les différents résultats, la réponse du composite est par ailleurs été
calculée exactement (a I'erreur numérique pres) en résolvant le probléme de localisation complet.
Cette réponse est appelée dans la suite la référence. Le probléme élastoviscoplastique complet a
été résolu a I'aide d’une méthode & base de transformées de Fourier rapides ([MOU98|). D’autres

méthodes numériques auraient également pu étre utilisées.

Comparaison détaillée des différents modéles

Tout d’abord, on compare les résultats obtenus avec la méthode TFA par rapport aux résultats
de référence, et on étudie notamment l'influence du choix du découpage de la cellule-unité sur
les résultats de la TFA.

On constate sur la Figure 3.6 que le choix du découpage est primordial pour espérer avoir des
résultats se rapprochant de la réalité. En effet, la mise en ceuvre de la TFA avec le découpage en

"trapeézes" (TFA(b)) donne des comportements beaucoup trop rigides quelque soit la direction
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Figure 3.6 : Cellule carrée : prédiction de la TFA (a) et (b) pour un chargement en

cisaillement (1) et un chargement en traction (2) et résultats de référence (ligne continue).

de chargement, et quelque soit le nombre de sous-domaines. Or, lorsque qu’on observe, sur la
Figure 3.4, les composantes p1; et pos du mode en traction et la composante g2 du mode en
cisaillement sur la Figure 3.5, on constate que, dans chaque sous-domaine défini sur la Figure 3.3,
la variation de chaque composante est trés importante, 'approximation de Dvorak qui considére
que le champ de déformations viscoplatiques est uniforme sur chaque sous-domaine n’est donc
pas trés représentative de la réalité dans ce cas de chargement. Dans le cas du découpage en
"carrés" (TFA(a)), le comportement obtenu est toujours plus proche de la réalité que dans le
cas précédent de découpage. Or dans ce cas, la variation du champ de déformations viscoplas-
tiques dans chaque sous-domaine est faible, le fait de supposer que le champ de déformations
viscoplastiques est uniforme dans chaque sous-domaine est donc plus pertinent pour ce type de
découpage. Cependant, notamment dans le cas de la traction, le comportement reste trop rigide,
malgré un grand nombre de sous-domaines (49). Il faudrait augmenter de fagon significative le
nombre de sous-domaines pour espérer obtenir une réponse plus proche du comportement réel,
mais cela augmenterait le nombre de variables internes du modéle, ce qui diminue donc l'intérét
de ce modéle.

On compare maintenant la TFA(a) et la NTFA. La Figure 3.7 donne la réponse en cisaillement
des différentes méthodes ainsi que le calcul de référence, la Figure 3.8 donne la réponse de ces
mémes méthodes pour un chargement en traction.

La NTFA, contrairement & la TFA, donne de trés bons résultats avec peu de modes par phase
viscoplastique (dans l’exemple étudié, on a uniquement deux modes pour la matrice). Dans le
cas du cisaillement (Figure 3.7), la NTFA est en excellent accord avec le calcul de référence.
Dans le cas de la traction uniaxiale (Figure 3.8), la contrainte d’écoulement est bien calculée.
Cependant, pour des déformations plus faibles, et notamment lorsqu’on n’a pas encore atteint la
contrainte d’écoulement (entre 0.3% et 1% de déformation : zone d’écrouissage qu’on appellera

le « coude »), le résultat est moins bon.
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Figure 3.7 : Cellule carrée : prédiction de la TFA(a) (2, 9 et 49 sous domaines) et de la

NTFA pour un chargement en cisaillement et résultats de référence (ligne continue).
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Figure 3.8 : Cellule carrée : prédiction de la TFA(a) (2, 9 et 49 sous domaines) et de la

NTFA en traction et résultats de référence (ligne continue).

Avant de voir comment améliorer la modélisation du comportement du composite étudié,
on regarde l'influence de la vitesse de chargement utilisée pour déterminer les modes plastiques
sur le comportement obtenu par la NTFA & une vitesse fixée. Pour cela, on a calculé les modes

plastiques et donc les facteurs d’influence pour E : Xy = 5% et pour chacune des trois vitesses
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de chargement : 1072571, 2.10725 ! et 5.1073s~!. Puis on simule le comportement du composite

1

soumis a une vitesse de chargement de 10725~ avec ces trois choix de modes plastiques.

200 ‘

V=510%"

50

La vitesse utilisée pour les 3 calcul NTFA est égale %10
V = vitesse de chargement appliquée pour la détermination des modes plagtiques

Il ‘ Il ‘ Il ‘ Il ‘ Il
0O 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

E:Z0

Figure 3.9 : Cellule carrée : prédictions de la NTFA en traction pour une vitesse de

chargement de 1072 avec des modes calculés o différentes vitesses de chargement
V = 1072 (ligne continue), V = 2.1072 (ligne tirets), V = 5.1073 (ligne pointillée).

On constate sur la Figure 3.9 que ce paramétre n’a aucune influence sur le résultat obtenu par
la méthode NTFA. Les facteurs d’influence peuvent donc étre calculés pour une vitesse donnée
tandis que le comportement du composite est modélisé pour une autre vitesse de chargement

sans que cela ne pose de probléme.

Application de la NTFA avec un choix différent de modes plastiques

Afin d’améliorer la NTFA | essentiellement pour la modélisation du « coude », on a choisi des
modes plastiques évalués a différents niveaux de déformation, plus proche du coude que celui
utilisée précédemment (E: X = 5%), c’est a dire pour E: XF = 2.5% et E: X = 0.5%. Les
facteurs d’influence sont calculés dans ces deux cas, et on compare au résultat de référence.

Pour des modes plastiques établis & 2.5% de déformation, le résultat prédit par la NTFA
(Figure 3.10) est légérement meilleur au niveau du « coude » mais la contrainte d’écoulement
prédite est moins bonne. Pour des modes plastiques établis & 0.5% de déformation (Figure 3.10),
le comportement au niveau du « coude » est bien simulé mais la modélisation de la contrainte
d’écoulement est catastrophique.

Le choix du niveau de déformation E: Elg considéré pour le calcul des modes plastiques
est donc un paramétre déterminant de la méthode NTFA pour des constituants élastoviscoplas-
tiques. Lorsque les modes plastiques sont déterminés pour un niveau de déformation proche de
la zone d’écrouissage, on modélise correctement 1’écrouissage, c’est-a-dire le coude. Dans le cas

ou les modes plastiques sont déterminés & partir de la zone ou la contrainte d’écoulement est
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Figure 3.10 : Cellule carrée : prédictions de la NTFA en traction avec des modes calculés pour

E: X} =0.5% (courbe pointillée), E: I} = 2.5% (courbe tirets courts), E: 3y = 5% (courbe

tirets longs) et résultats de référence (courbe continue).

atteinte, c’est cette zone qui est bien modélisé¢ tandis qu’au niveau de la zone d’écrouissage, le

comportement prédit est trop raide.

3.4 Conclusion

Ce chapitre nous a permis de définir ’analyse par champs de transformation non uniformes
(NTFA) pour des matériaux élastoviscoplastiques. Le point-clé de la méthode est le choix des
modes plastiques utilisés pour prendre en compte la non-uniformité des champs mécaniques,
I’objectif étant d’améliorer les résultats obtenus avec la TFA.

On a donc comparé les résultats obtenus avec les deux méthodes, TFA et NTFA, afin de mettre
en évidence les points forts de la méthode NTFA, mais également de souligner les points faibles
existants, ainsi que les parameétres qui influencent le modéle et qui permettraient d’améliorer le
modéle.

Les résultats obtenus avec la méthode TFA confirment ce qui était attendu, c’est a dire que
les comportements prédits avec la TFA sont trop rigides, quelque soit le nombre de sous-domaines
dans chaque phase, méme si les résultats se rapprochent du comportement réel quand le nombre
de sous-domaines augmente. De plus, le type de découpage de chaque phase du VER modifie
le résultat attendu. En effet, suivant le découpage de la cellule-unité, le champ de déformations
viscoplastiques peut varier de maniére importante dans un sous-domaine, le fait de considérer un
champ de déformations viscoplastiques constant dans chaque sous-domaine créé donc une erreur
importante pour la prédiction du comportement.

Dans le cas de la méthode NTFA, les résultats sont excellents au niveau de la zone de

déformation choisie pour la détermination des modes. Dans les gammes de déformations autres

64



3.4. Conclusion

que celle utilisée pour le calcul des modes, les prédictions ne concordent pas toujours avec le calcul
de référence, il est donc important de pouvoir prendre en compte les informations des champs de
déformations viscoplastiques pour différents niveaux de déformation afin de modéliser au mieux
le comportement d’un matériau, mais sans que le nombre de variables internes soit trop élevé.

Ceci fait 'objet du chapitre suivant.
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Chapitre 4. Amélioration du choix des modes plastiques

4.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons constaté que le modéle obtenu grace a la méthode
NTFA est généralement trop raide dans certaines zones qui varient suivant le choix fait pour
les modes plastiques. Si les modes sont calculés pour un niveau de chargement pour lequel la
contrainte d’écoulement est déja atteinte, le comportement au niveau de la zone d’écrouissage
est trop rigide alors que, lorsque les modes sont calculés pour un niveau de chargement ap-
partenant & la zone d’écrouissage, c’est le comportement au niveau de la zone d’écoulement qui

est trop rigide. Il faut donc réussir & modéliser le comportement a tous les niveaux de chargement.

Dans un premier temps, nous avons considéré les modes plastiques comme les champs de
déformations viscoplastiques dans une méme direction de chargement E’g, mais pour différents
niveaux de chargement E': E’g. Or, les modes plastiques « candidats » pour la méthode NTFA
doivent étre orthogonaux entre eux, ce que ne vérifie pas ce choix de modes. Il faut donc trou-
ver un procédé qui prenne en compte l’essentiel des informations contenues dans ces champs de
déformations viscoplastiques obtenus a différents instants de chargement, et qui fournisse des
modes orthogonaux deux & deux. Le premier procédé qui vient & I'esprit dans ce cas, est le pro-
cédé d’orthogonalisation de Schmidt. L’inconvénient de ce procédé est que le nombre de modes
et donc de variables internes peut étre élevée puisqu’on prend plusieurs modes dans une méme
direction de chargement. De plus, avec ce procédé d’orthogonalisation, on « cumule » les infor-
mations des différents instants, alors qu’il faudrait pouvoir les utiliser les unes aprés les autres.
Il faut donc trouver un autre procédé qui limite le nombre de variables internes tout en prenant
toute 'information sur la déformation viscoplastique au cours d’un chargement, afin de mieux

reproduire le comportement.

La transformation de Karhunen-Loéve, encore appelée décomposition orthogonale aux va-
leurs propres (Proper Orthogonal Decomposition, POD), permet ici d’atteindre cet objectif, en
réalisant un changement de base pour obtenir de nouveaux modes ot 'information contenue est
distribuée de facon optimale. Elle a d’abord été utilisée en traitement de I'image comme un outil
statistique d’analyse de données et de compression d'images. La méthode a été ensuite utilisée en
mécanique des fluides, pour I'étude des turbulences [SIR87], et plus récemment en dynamique et
vibrations des structures [FEE98|. L'un des avantages de la transformation de Karhunen-Loéve
(qu’on pourra noter, par la suite, KL) est qu’elle est utilisable dans les cas linéaires et non-
linéaires puisque la méthode est basée uniquement sur du traitement de données obtenues soit

expérimentalement soit numériquement ([WOLO01b]).

C’est a la suite de discussions avec Rubens Sampaio (Département de Mécanique & 1'Université
de Rio, Brésil) en séjour au LMA (Laboratoire de Mécanique et d’Acoustique) que nous avons
décidé d’utiliser cette méthode pour essayer d’améliorer le choix des modes plastiques. Dans la

suite, nous détaillons le principe de la transformation de Karhunen-Loéve appliquée au choix des
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modes plastiques, puis les résultats obtenus & partir de la NTFA en fonction des modes plastiques

utilisés sont présentés afin de mettre en évidence l'intérét de KL dans notre cas.

4.2 Choix des modes plastiques : Transformation de Karhunen-

Loéve

La transformation de Karhunen-Loéve consiste a construire une matrice de corrélation a
partir de données expérimentales ou numériques et & en extraire les vecteurs propres et les
valeurs propres afin d’obtenir une nouvelle base de vecteurs appelés modes.

Afin d’améliorer les modes plastiques utilisés dans la méthode NTFA, on détermine numé-
riquement Mp(r) champs de déformations viscoplastiques normalisés pour chaque phase r du
composite, déterminés & différents "instants" de déformation macroscopique en résolvant numé-
riquement le probléme local non-linéaire complet sur le VER. En pratique, la cellule-unité est
soumise & des chemins de chargement donnés (par exemple, une traction uniaxiale ou un ci-
saillement pur). Les champs de déformations viscoplastiques sont extraits réguliérement durant
le chargement.

Soit 8%(z), k =1, ..., My (r), ces Mp(r) champs de déformations viscoplastiques normalisés.

A partir de ces champs, on calcule la matrice de corrélation, notée g :
gij = (0'(x): (x)), 4,5 = 1,..., Mp(r) (4.1)

On peut donc calculer les vecteurs propres v* et les valeurs propres A\ avec k = 1,..., Mp(r), et

on a:
M (r)

ST gy =Mook ik =1, Mp(r) (4.2)
j=1

A partir de ces vecteurs propres, on construit les vecteurs de la nouvelle base, les modes, qu’on

appelle dans la NTFA les modes plastiques u*(x),k =1, ..., Mp(r) :

Mr(r)

W)= 3 o 6), (43)

(=1
Une des propriétés majeures de la transformation de Karhunen-Loéve est la totale décor-

k

rélation des nouvelles données. Il est donc facile de vérifier que les nouveaux modes pu” sont

orthogonaux. Pour cela, on va montrer que <uk: ,uT> est nul quand k # r et non nul sinon. Dans
un premier temps, on calcule la moyenne du produit doublement contracté d’'un mode plastique

p¥ avec un champ de déformation anélastique 6° :

<uk: 0£> = va <9i: 95>,
:zgie Ufa

= \p0p. (4.4)
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On calcule enfin le produit de deux modes plastiques :
<uk: ;LT> = ng <uk: 0£> )
)4
= A\ Z viy,
¢

A sik=r
= (4.5)
Osik#r

Un autre intérét de la transformation de Karhunen-Loéve réside dans le fait que la magnitude
d’une valeur propre correspond & la quantité d’information contenue dans le vecteur propre

associé. En d’autres termes, plus le rapport Ay / (Zé\/[ﬂ(r) )\k> est proche de 1, plus le vecteur

propre v, associé a Ay contient d’informations issues des données initiales (ici, les champs de
déformations viscoplastiques 6%,k = 1,..., Mp(r)). En supposant que les valeurs propres sont
ordonnées de maniére décroissante (A > Ay > A3 > ... > )\MT(T)), et en prenant en compte la
propriété précédente, seuls les M (r) (M (r) < Mp(r)) premiers modes correspondant aux plus
grandes valeurs propres et vérifiant le critére (4.6) peuvent étre considérés :

M(r)
Ak

k=1
M) > . (4.6)

>
k=1

La valeur du seuil « est laissé au choix de l'utilisateur et dépend de la précision désirée. Dans
les exemples présentés, « est choisi égal a 0.9999.

Enfin, les modes plastiques dépendent fortement de la direction de chargement imposée pour
les calculer (JWOLO1a]). Le choix des directions de chargement doit donc étre effectué en fonction

du type de chargement auquel est soumis le composite étudié.

4.3 Application de la NTFA avec un seul type de chargement

4.3.1 Cellule avec arrangement hexagonal de fibres, données matériaux

Les matériaux élastoviscoplastiques étudiés sont des matériaux composites biphasés fibres-
matrice. Le VER (Figure 4.1) est une cellule dont les fibres circulaires sont réparties de fagon
hexagonale. La fraction volumique des fibres est 0.25. Dans les cas étudiés, les deux phases ont

un comportement élastoviscoplastique en loi-puissance défini par le potentiel suivant :

<>—"0—é°(%)m (@)
¢0'—n+1 oo ’ '

Les propriétés des fibres sont les mémes pour tous les calculs, et sont regroupés dans le tableau
4.1.
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V |

h 4

Figure 4.1 : cellule avec arrangement hexagonal des fibres.

Module d’Young (GPa) | Coefficient de Poisson | n | £o | og(MPa)
100 0.3 1]107° 250

Tableau 4.1 : Propriétés mécaniques des fibres.

Dans le cas de la matrice, différents cas sont étudiés. Deux types de viscosité sont utilisés,
une viscosité linéaire dans le cas de ’exposant n = 1 et une viscosité fortement non linéaire dans
le cas de I'exposant n = 8. Pour chacun des exposants de viscosité, seul og varie suivant les cas
étudiés. Les propriétés matériaux fixés pour chacun des cas sont rassemblés dans le tableau 4.2.
Les différents o utilisés dans le cas n = 1 sont récapitulés dans le tableau 4.3, ceux utilisés dans

le cas n = 8 le sont dans le tableau 4.4.

Module d’Young (GPa) | Coefficient de Poisson n o
180 0.3 lou8|107°

Tableau 4.2 : Propriétés mécaniques de la matrice.

n=1 1 2 3 4 5 6
oo(MPa) | 50 | 100 | 500 | 1000 | 5000 | 10000

Tableau 4.3 : Valeurs de o9 dans la matrice pour l’exposant de viscosité n = 1.

n==~, 1 2 3 4 3 6 7
oo(MPa) | 13.712 | 18.286 | 24.384 | 32.517 | 43.362 | 57.825 | 77.111

Tableau 4.4 : Valeurs de o¢ dans la matrice pour l’exposant de viscosité n = 8.

Les propriétés utilisées dans ce chapitre ont été déterminées a partir des caractéristiques des

phases du combustible MOX. Ces propriétés dépendent de plusieurs parametres (température et
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taille de grains notamment). On verra plus en détail I'effet de ces paramétres sur le comportement
des combustibles dans la partie IV.

4.3.2 Mise en ceuvre de la NTFA avec Karhunen-Loéve

On applique la procédure définie au paragraphe 4.2 pour déterminer les modes plastiques.
Dans un premier temps, pour simplifier ’étude, le VER n’est soumis qu’a un seul type de
chargement monotone. Soit 6%(z),k = 1,..., Mp(r) les champs de déformations viscoplastiques
réels sous traction uniaxiale (X} = e; ® e1) dans la phase r. Nous avons décidé de prendre
Mr(r) = 25,r = 1,2. Dans chaque phase, les 25 champs de déformations viscoplastiques ont
donc été déterminés pour E: X5 compris entre 0 et 5%. Les valeurs de E: X& ont été choisis de
fagon réguliére sur cet intervalle [0,5%]. En appliquant la décomposition de Karhunen-Loeve, on

obtient les modes principaux dont les valeurs propres vérifient le critére (4.6).

10 T T T (\ . T
10% N1 oq =50 MPa
inc_ inc_
2 n"’=1,"°=250 MPa
10 N
1063 i [0 —— phase 1 (matrix)

O —— phase 2 (inclusions)

M
A W) /\k)
=)

M Ok

14

Figure 4.2 : Répartition hexagonale des fibres dans la cellule, n = 1 dans les deuz phases :
valeurs propres de la matrice de corrélation de la matrice (symbole carré) et de la fibre (symbole

cercle).

La Figure 4.2 donne un exemple des valeurs propres associées a chaque phase, ordonnées
de maniére décroissante, dans le cas ou la contrainte d’écoulement de la matrice est de 50MPa,
et celle des fibres de 250MPa. Nous pouvons voir sur la Figure 4.2 la décroissance rapide des
valeurs propres. En effet, le critére (4.6) est généralement satisfait avec seulement deux modes
pour chaque phase, parfois avec trois modes dans la matrice selon les propriétés matériaux. En
d’autres termes, pour chaque phase, les deux (ou trois) premiers modes concentrent 99.99% de

I'information contenue dans les vingt-cinq champs de déformation viscoplastiques calculés initia-
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lement pour déterminer les modes plastiques.

Figure 4.3 : Répartition hexagonale des fibres dans la cellule, n =1 : composantes p11 des
modes associés a la plus grande valeur propre A\idans la matrice et dans la fibre et des modes

sutvants associés a la valeur propre Ao dans la matrice et dans la fibre.

La Figure 4.3 montre la composante w17 des deux modes associés aux deux plus grandes
valeurs propres dans la matrice et dans l'inclusion dans le cas ot la contrainte d’écoulement de
la matrice est de 50MPa et celle de la fibre de 250MPa.

4.3.3 Reésultats

La Figure 4.4 présente les résultats dans deux cas, le premier cas pour la viscosité linéaire
avec une contrainte d’écoulement de la matrice g = 50 MPa, le deuxiéme cas pour la viscosité
fortement non-linéaire avec oy = 57.825 MPa.

On appellera la prédiction obtenue avec les modes plastiques calculés pour E: 2’8 = 5% et
qui a été définie dans le chapitre 3, prédiction NTFA sans Karhunen-Loéve. La prédiction obtenue
avec des modes plastiques obtenus aprés application de la transformée de Karhunen-Loéve sera
appelée dans la suite prédiction NTFA avec Karhunen-Loéve.

On peut voir sur cette Figure 4.4 que la NTFA avec des modes déterminés grace a la dé-
composition de Karhunen-Loéve donne d’excellents résultats et notamment au niveau de la zone
d’écrouissage, zone qui était mal reproduite avec les modes plastiques définis au chapitre pré-
cédent, ces modes étant tout simplement les champs de déformations viscoplastiques dans une
direction de chargement imposée 3 et tel que E: ¥y = 5%. Ils ne prenaient donc pas en
compte d’information liée & I’écrouissage du matériau. Dans ce cas simple, la transformation de
Karhunen-Loéve permet donc d’obtenir de trés bon résultats avec la méthode NTFA. Dans la
suite du chapitre, on va étudier la réponse du VER obtenue grace a la NTFA avec des modes

calculés a partir de plus d’un type de chargement.
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Figure 4.4 : Répartition hexagonale des fibres dans la cellule : prédiction de la TFA (ligne
pointillée), de la NTFA sans Karhunen-Loéve (ligne continue), de la NTFA avec

Karhunen-Loéve (ligne tirets) et résultats de référence : (1) cas n=1, o{)

n=38, oy

mat

= 57.825MPa.

mat

= 50MPa; (2) cas

4.4 Application de la NTFA avec plusieurs types de chargement

On va maintenant appliquer la NTFA a des matériaux composites et pour laquelle les modes

plastiques ont été déterminés a partir de deux chargements, la traction uniaxiale et le cisaillement

pur.

4.4.1

Cellule avec arrangement hexagonal des fibres, données matériaux

La cellule utilisée est la méme que dans le cas précédent (Figure 4.1). Cependant, 1’étude

d’un composite a fibres élastiques est ajoutée a celles de composites & fibres élastoviscoplasiques.

Fibre élastique

Les propriétés mécaniques de la fibre élastique sont rassemblées dans le Tableau 4.5, celle de la

matrice élastoviscoplastique sont données dans le Tableau 4.6.

Module d'Young (GPa)

Coefficient

de Poisson

400

0.2

Tableau 4.5 : Propriétés mécaniques de la fibre élastique.

Module d’Young (GPa)

Coefficient de Poisson

g0 | oo(MPa)

70

0.3

102 100

Tableau 4.6 : Propriétés mécaniques de la matrice dans le cas de 'inclusion élastique.

74



4.4. Application de la NTFA avec plusieurs types de chargement

Fibre viscoplastique, exposant de viscosité n =1

Dans le cas ou les deux phases de la cellule sont élastoviscoplastiques, le Tableau 4.7 donne
les propriétés mécaniques de la fibre tandis que les Tableaux 4.8 et 4.9 rassemblent les données
matériaux pour la matrice, respectivement dans le cas ou I'exposant de viscosité n est égal a 1
et 8.

Module d’Young (GPa)

Coefficient de Poisson

€0

oo(MPa)

100

0.3

10~°

250

Tableau 4.7 : Propriétés mécaniques de la fibre élastoviscoplastique.

Module d’Young (GPa)

Coefficient de Poisson

€0

oo(MPa)

180

0.3

107°

20

Tableau 4.8 : Propriétés mécaniques de la matrice pour un exposant de viscosité n =1 dans le

cas de linclusion élastoviscoplastique.

Module d’Young (GPa)
180 0.3 8

Coefficient de Poisson | n | &g
107°

Uo(MPa)
43.362

Tableau 4.9 : Propriétés mécaniques de la matrice pour un exposant de viscosité n = 8 dans le

cas de l'inclusion élastoviscoplastique.

Fibre viscoplastique, exposant de viscosité n =8

On a également réalisé des calculs sur une cellule unité pour laquelle les deux phases sont
élastoviscoplastiques, mais au contraire des cas précédents, c’est la fibre qui a un exposant de
viscosité égal a 8, et la matrice a un exposant n = 1. Les propriétés matériaux sont regroupés

dans le Tableau 4.10 pour la fibre et dans le Tableau 4.11 pour la matrice.

Module d’Young (GPa) | Coefficient de Poisson | n | &9 | og(MPa)
180 0.3 8 | 1077 | 43.362
Tableau 4.10 : Propriétés mécaniques de la fibre.

Module d’Young (GPa) | Coefficient de Poisson | n | £o | og(MPa)
100 0.3 1| 1075 250

Tableau 4.11 : Propriétés mécaniques de la matrice.
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4.4.2 Choix des modes plastiques

Afin de déterminer les modes plastiques utilisés dans la suite, on calcule dans un premier
temps les champs de déformations viscoplastiques réels sous traction uniaxiale et sous cisaillement
pur. De la méme fagon que dans le paragraphe 4.3.2, on prend 25 modes pour E: X compris
entre 0 et 5% pour chaque phase viscoplastique et chaque type de chargement, ce qui donne
cinquante 6%(z) dans la matrice dans le cas de la cellule a fibre élastique, et cinquante 0%(x)
dans chacune des deux phases de la cellule a fibres élastoviscoplastiques. Grace a la décomposition
de Karhunen-Loeve, on obtient les modes plastiques p* pour chaque phase élastoviscoplastique

et qu’on utilisera pour appliquer la méthode NTFA.

Figure 4.5 : Composante 011 des champs de déformations viscoplastiques obtenus pour un
chargement de cisaillement (a) et de traction (b) a E: 3y = 5%, composante u11 des deux

modes associés auz deux plus grandes valeurs propres (c) et (d) dans la matrice.

Tout d’abord, on montre un exemple des champs de déformations viscoplastiques de la matrice
en traction et en cisaillement & 5% de déformation macroscopique et on les compare avec les
deux modes associés aux deux plus grandes valeurs propres obtenus aprés application de la
décomposition de Karhunen-Loéve sur ’ensemble des champs de déformations viscoplastiques.
Les valeurs propres A1 et Ay correspondant & ces deux modes sont quasiment les mémes.

On constate que le mode associé & la plus grande valeur propre A; correspond & un chargement
de traction (Figure 4.5), alors que le mode suivant (associé a la valeur propre \y) correspond
plutot & un chargement de cisaillement (Figure 4.6), ce qui explique le fait que les deux premiéres
valeurs propres sont presque égales, les modes étant trés sensibles & la direction de chargement
imposée afin de les déterminer, on retrouve ici dans les deux premiers modes les deux types de
chargements qu’on a choisi d’imposer.

En ce qui concerne les modes plastiques de la fibre (Figures 4.7, 4.8), c’est le mode associé a
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(a) (b) (¢) (d)

Figure 4.6 : Composante 015 des champs de déformations viscoplastiques obtenus pour un
chargement de cisaillement (a) et de traction (b) a E: X = 5%, composante 1o des deuz

modes associés auz deux plus grandes valeurs propres (c) et (d) dans la matrice.

(a) (b)

Figure 4.7 : Composante 011 des champs de déformations viscoplastiques obtenus pour un
chargement de cisaillement (a) et de traction (b) a E: X = 5%, composante uy1 des deuz

modes associés auz deuz plus grandes valeurs propres (c) et (d) dans la fibre.

la plus grande valeur propre qui correspond au cisaillement.
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(a) (b) (¢) (d)

Figure 4.8 : Composante 012 des champs de déformations viscoplastiques obtenus pour un
chargement de cisaillement (a) et de traction (b) a E: 3y = 5%, composante 1o des deux

modes associés auz deux plus grandes valeurs propres (c) et (d) dans la fibre.

4.4.3 Résultats
Réponse du VER soumis a du cisaillement ou de la traction

Dans un premier temps, on calcule la réponse du VER soumis aux mémes chargements que
ceux utilisés pour déterminer les modes plastiques, c’est & dire un chargement de cisaillement
pur ou de traction uniaxiale, 'objectif étant de vérifier si 'utilisation de la transformation de
Karhunen-Loéve améliore les résultats obtenus précédemment grace a la NTFA dans le chapitre
3.

Dans le cas de la fibre élastique (Figure 4.9), on constate que, grace a la transformation de
Karhunen-Loéve, il y a une amélioration au niveau du coude pour la modélisation du comporte-
ment en traction. Pour le comportement en cisaillement, le résultat qui est déja excellent dans
I’étude sans la transformée de Karhunen-Loéve, reproduit de maniére trés satisfaisante la zone
d’écrouissage.

Dans le cas de la fibre viscoplastique et ot 'exposant de viscosité de la matrice est n = 1
(Figure 4.10), on observe que la transformée de Karhunene-Loéve permet d’obtenir une trés
bonne concordance entre le calcul exact et le résultat NTFA, & la fois pour le cas de la traction
uniaxiale et celui du cisaillement pur.

Dans le cas de la fibre viscoplastique avec un exposant de viscosité de la matrice égal a
8 (Figure 4.11), on observe une amélioration dans le cas de la traction, mais dans le cas du
cisaillement, le résultat avec I'utilisation de Karhunen-Loéve n’est pas bon. On pourrait expliquer
ce résultat par le fait que, dans le cas du cisaillement, les fibres ont peu d’effet sur le comportement

global du composite. Or, les modes plastiques déterminés grace & la transformation de Karhunen-
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4.4. Application de la NTFA avec plusieurs types de chargement

200 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ : ‘ ‘ ‘ ‘
NTFA avec KL
NTFA sans KL NTFALavec KL ] }TFA sansPKl__ I S
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Figure 4.9 : Cas élastique, courbe de traction (1) et de cisaillement (2) : résultats de référence
(ligne continue), prédiction NTFA sans Karhunen-Loéve (ligne pointillée), prédiction NTFA

avec Karhunen-Loéve (ligne tirets).

T T
NTFA avec KL
NTFA sans KL | NTEA sans KL NTFA avec KL
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Référence

3 (MPa)
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Figure 4.10 : Cas viscoplastique, n = 1 dans la matrice, courbe de traction (1) et de
cisaillement (2) : résultat de référence (ligne continue), prédiction NTFA sans Karhunen-Loéve

(ligne pointillée), prédiction NTFA avec Karhunen-Loéve (ligne tirets).

Loéve prennent en compte I'information tout au long du chargement dans la fibre et dans la
matrice, la zone d’écrouissage de la fibre étant plus importante que celle de la matrice, le résultat
obtenu est « perturbé » par le mode prenant en compte le comportement en cisaillement de la
fibre.

Dans le cas ot I'on « inverse »les propriétés mécaniques des deux phases par rapport au cas
précédent, on constate sur la Figure 4.12 que la NTFA donne d’excellents résultats, quelque

soient les modes choisis (avec ou sans Karhunen-Loéve).
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T T T T T T T
NTFA sans KL NTFA avec KL NTFA sans KL NTFA avec KL
[ N>
Référence ] Référence
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Figure 4.11 : Cas viscoplastique, n = 8 dans la matrice, courbe de traction (1) et de
cisaillement (2) : résultats de référence(ligne continue), prédiction NTFA sans Karhunen-Loéve

(ligne pointillée), prédiction NTFA avec Karhunen-Loéve (ligne tirets).
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Figure 4.12 : Cas viscoplastique, n = 8 dans la fibre, courbe de traction (1) et de cisaillement
(2) : résultats de référence(ligne continue), prédiction NTFA sans Karhunen-Loéve (ligne

pointillée), prédiction NTFA avec Karhunen-Loéve (ligne tirets).

Hormis un cas particulier, la décomposition de Karhunen-Loéve a permis d’améliorer les
prédictions de la NTFA dans le cas des chargements utilisés pour déterminer les modes plastiques.
La zone d’écrouissage est en général trés bien modélisée, du fait de la prise en compte des
informations contenues dans les champs de déformations viscoplastiques tout au long du trajet
de chargement dans des directions de chargement fixées, ce qui n’était pas le cas lorsque les modes
plastiques étaient déterminés a la fin d’un trajet de chargement, c’est-a-dire quand la contrainte

d’écoulement était atteinte et que la déformation viscoplastique était totalement développée
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4.4. Application de la NTFA avec plusieurs types de chargement

(chapitre 3).
On va a présent comparer les résultats dans le cas ou le chargement imposé sur la cellule

unité n’est pas un chargement utilisé pour déterminer les modes plastiques.

Réponses du VER soumis & un chargement différent de la traction uniaxiale ou du
cisaillement pur
On impose un chargement tel que la direction de contrainte appliquée sur la cellule élémentaire

soit égale & ¥y =2e; ® e; +3(e1 ® ey +e3®eq).
Dans le cas de la fibre élastique (Figure 4.13), la NTFA avec application de Karhunen-Loéve

donne d’excellents résultats.

T
NTFA sans KL

10\~ / —
/ Référence

T T
NTFA avec \KL

T (MPa)

| |
0 0.01 0.02

E: 3,

Figure 4.13 : Cas élastique, direction de chargement Xy = 2e; ® e1 + 3(e1 ® e2 + e R e1).

‘ : ‘ 8 ‘
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= |/ ] —~ 57
o 15 s g
s | S e
H ~ |
Wl W |
i B 3r
| r
: o
0.5¢ - {
i T
‘ ‘ ‘ ! ‘ !
% 0.01 0.02 % 0.01 0.02
E: 3 E: 3,

Figure 4.14 : Cas viscoplastique, n =1 (1) et n =8 (2) dans la matrice, direction de
chargement g = 2e; ® €1 + 3(e; ® e3 + e2 @ €1).
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Dans le cas de la fibre viscoplastique (Figure 4.14(1)) avec une viscosité linéaire dans la
matrice (n = 1), le comportement prédit par la NTFA avec Karhunen-Loéve est excellent. Les
modes plastiques obtenus avec la transformation de Karhunen-Loéve permettent, de la méme
fagon que dans le cas des chargements utilisés pour la détermination des modes, d’améliorer le
résultat obtenu pour la modélisation de la zone d’écrouissage.

Dans le cas o 'exposant de viscosité de la matrice est égal a 8 (Figure 4.14(2)), la contrainte
d’écoulement est sous-estimée, or il est difficile d’obtenir un résultat correct alors que pour un
chargement simple de cisaillement, utilisé pour calculer les modes, la NTFA donne des résultats

inexacts.

8 ‘ I ‘ ‘

/ Référence NTFA avec KL
61— NTFA sans KL |

s (MPa)
5
|

0 ‘ \ ‘ L ‘ ‘
0 0.005 001 0.015 0.02 0.025

E:ZO

Figure 4.15 : Cas viscoplastique, exposant de viscosité n = 8 dans la fibre, direction de
chargement Xy = 2e; ® €1 + 3(e; ® €3 + €2 @ €1).

Dans le dernier cas étudié (Figure 4.15), ou les propriétés des phases sont inversées par rapport
a I'exemple précédent, on constate que la NTFA avec Karhunen-Loéve prédit un comportement
en parfaite concordance avec le calcul de référence, alors que la NTFA sans Karhunen-Loéve
sous-estime légérement le comportement, alors que dans le cas des chargements utilisés pour la
détermination des modes (Figure 4.12), les deux modéles NTFA avec et sans KL donnaient des
résultats NTFA excellents.

Comme pour les chargements en traction uniaxiale et en cisaillement pur, la transformation
de Karhunen-Loéve permet au modéle NTFA de donner de meilleures prédictions dans toutes les

gammes de déformations.

4.5 Conclusion

Le choix des modes plastiques est un point-clé dans la précision de la méthode NTFA. Or,
dans le chapitre 3, nous avons constaté qu’avec le choix que nous avions fait, les prédictions
de la NTFA n’étaient pas correctes pour certaines gammes de déformations (ces prédictions
étaient toujours meilleures que les prédictions de la TFA). Ces erreurs étaient dies au fait que

I'information contenue dans les modes ne concernait qu’'une seule gamme de déformation (en
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4.5. Conclusion

général, la zone d’écoulement qui servait pour déterminer les modes).

Dans ce chapitre, nous avons donc appliqué une méthode qui permet de prendre en consi-
dération les informations décrivant le comportement non-uniforme du matériau pour différentes
gammes de déformation, afin de modéliser au mieux le comportement tout au long du charge-
ment. Cette méthode, la transformation de Karhunen-Loéve, a également I’avantage de limiter le
nombre de modes, et donc le nombre de variables internes utilisées pour décrire le comportement
des matériaux. Les résultats prédits par le modeéle NTFA aprés application de cette transforma-
tion sont dans I'ensemble trés satisfaisants quelque soit la zone de déformation modélisée.

Dans la partie suivante, on va donc traiter le cas des matériaux poreux, et voir ce que cela
implique au niveau de la description du modele NTFA, ainsi qu’au niveau du choix des modes

plastiques, et plus particuliérement de I'application de la transformation de Karhunen-Loéve.
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Chapitre 5. Analyse par champs de transformation non uniformes dans le cas de matériauz poreuz

5.1 Introduction

Jusqu’a présent, les problémes abordés ne traitaient que de matériaux viscoplastiques incom-
pressibles. Or, le MOX étant un matériau poreux, le modéle NTFA développé dans la partie 11
n’est plus applicable en I'état. En effet, du fait de la porosité, la viscoplasticité devient com-
pressible, et une partie hydrostatique apparait dans le potentiel viscoplastique. Les variables du
probléme peuvent donc toutes étre décomposées en une partie « déviatorique » et une partie
« sphérique ».

Pour pouvoir appliquer la méthode NTFA & ce type de matériaux, il faut donc redéfinir le
modéle en prenant en compte par rapport au modéle précédent la partie « sphérique » de chaque
variable. Les modes sont aussi affectés par ce changement dans le potentiel, la procédure de
choix des modes plastiques grace a la décomposition de Karhunen-Loéve est donc redéfinie dans

la deuxiéme partie de ce chapitre.

5.2 Principe de la méthode

5.2.1 Relations constitutives pour les constituants

Les constituants considérés dans ce chapitre sont élastoviscoplastiques poreux. Ils ont un
comportement standard généralisé et seuls les mécanismes dissipatifs décrits par la déformation

viscoplastique €'P sont décrits :

w(e, eP) = %(s —€e"P): L: (e —€"P), (5.1)
o= g—z(s, eP)=1L: (e —e"P), (5.2)

w_ 0¥
o =) (5.3

ou f désigne la porosité. Dans la suite, pour simplifier les écritures, on omet la dépendance en

f du potentiel viscoplastique . De plus, on suppose que tous les constituants sont isotropes,

le potentiel viscoplastique dépend alors de o uniquement & travers ses trois invariants. Mais en

pratique, comme cela est vérifie dans [DUV84], la dépendan;e au troisiéme invariant det(o) est
3 1/2

négligeable par rapport a la dépendance a 0.y = 55’: o et & oy = gtr(a). On peut donc

écrire la loi d’évolution de la variable interne €"P de la fagon suivante :

vp O
gVP = _(90' (Ueqaam)a
W 0oeq | O 9om
= 900 7™ B T By 0T G
30y o 1 0y
= 2000, ) 5 T 3, (e ) o

ol & désigne le symbole de Kronecker.
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5.2. Principe de la méthode

Dans le cas ou les variables d’état sont fixées (pas d’évolution du systéme), les champs de

contraintes o et de déformations e dans le VER vérifient le probléme élastique linéaire (5.5) :
o(x) = L(z): (e(x) —e"P(x)), div(o(z)) =0, (e)=E, (5.5)

avec des conditions de périodicité sur le VER. E et €'P étant connus, le champ de déformations

e(x) peut s’écrire comme la somme des termes suivants, grace au principe de superposition :

e(z) = Alx) E+m/ D(w,a'): e®(a')da’ — A(x): E+ D+e®@),  (5.6)

ou A(x) est le tenseur élastique de localisation de la déformation et D(x, 2’) I'opérateur non local
qui donne, a déformation moyenne nulle, la déformation au point @ créée par la prédéformation
e"P(x’) au point x’.

5.2.2 Champs de transformation non-uniformes

Dans le cas des constituants viscoplastiques poreux, la viscoplasticité est compressible. Le
champ de déformations viscoplastiques se décompose alors en une partie déviatorique et une

partie sphérique :

eP(z) = &P(x) + ()9,

P (z) = %tre"p(w). (5.7)

On définit ainsi & et £ a partir de 'équation (5.4) :

oo 30w, 5
e = 2 0eg (Ueq,am)aeq, (5.8)
s

£ = 390, (Ceqs Om)- (5.9)

Pour réduire le nombre de variables internes, chaque partie de I'équation (5.7) est décomposée
sur un ensemble de modes plastiques : un ensemble de champs tensoriels déviatoriques {fi}, k =
., M pour la partie déviatorique du champ de déformations viscoplastiques et un ensemble

de champs scalaires {jiz},¢ =1, ..., My pour la partie sphérique :

pr ~k ZAVP /\Z (5.10)

Comme pour les matériaux élastoviscoplastiques incompressibles, on définit certaines propriétés

pour chaque ensemble de modes :
1. Les modes sont non-uniformes.
2. Le support de chaque mode est entierement contenu dans une seule phase du matériau.

3. Les modes sont orthogonauz.
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4. Les modes sont normalisés. Pour les modes déviatoriques, comme dans le cas incompres-

~ 2 .
sible, on prend : ulzq =1 ou Mléq = (—,uk: ,uk)l/Q. Dans le cas des modes sphériques, on

3
prend : < trﬁl‘> =1

Avec 'approximation (5.10), I’équation (5.6) devient :

My Mo
e(@)=A: E+> YDk +> &P (D«f' ), (5.11)
k=1 =1

avec A le tenseur de localisation des déformations et (D ") et (D! ) les facteurs d’influence.

Remarque : On notera dorénavant X toutes les variables qui se rapportent a la partie

déviatorique des modes, et X les variables qui se rapportent a la partie sphérique des modes.

5.2.3 Variables réduites

De la méme fagon que dans le cas de la viscoplasticité incompressible (paragraphe 3.2.3), on
définit une déformation réduite déviatorique €, mais aussi ici une déformation réduite sphérique
er. On multiplie I'équation (5.11) par fi* puis on prend la moyenne sur le VER pour obtenir ¢,

tandis qu’on multiplie (5.11) par 7i*8 et on moyenne sur le VER pour obtenir &, :

5k=<€1 ﬁk>,

_ <ﬁk: A> : E+Z<ﬁk: (D*ﬁp)>g;p+z<ﬁ’f: (D*f/&)>€‘lfp,
p=1 /=1
M, _ Mo _
= ay: E+2ka g;PJrZFM P, (5.12)
p=1 /=1

avec Ekp = <ﬁk (D*ﬁp)> et Fy = <ﬁk (D * it 6)> les facteurs d’influence « déviato-

e = <€ : ﬁk 5>7
My Mo
_ <,7k5; A> : E+Z<ﬁk 5: (D*ﬁp)> g;uz@k 5: (D*ﬁ15)> &,
p=1 /=1
M1 M2
=ag: E—FZka g;p—i-ZDkg e’/:“;fp, (5.13)
p=1 (=1

avec Dy = (a"é: (D « at d)) et F\kp = (pi* 8: (D * pi”)) les facteurs d’influence « sphériques »é-
duits.
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5.2. Principe de la méthode

Par analogie avec les déformations réduites € et €, on définit les deux contraintes réduites

T, et 0, suivantes :

7o = <0' : ﬁ’f> — <& : ﬁ,’“>, (5.14)

3k=<azﬁk5>=<0m5:ﬁk5>,

- 3<0m ﬁk> - <tro- ﬁk>, (5.15)

ainsi que les déformations viscoplastiques réduites :

e = <sz : ﬁ’“> - <:§Vp : ﬁ’“>, (5.16)

& = (e ko),

- <m:vp ﬁ’f>. (5.17)
Il est & noter que I'ensemble {£,"} peut étre remplacé par {€"} puisqu'on a :
e = <EVP; ﬁ’f> =gp <ﬁk: ﬁ’f>, (5.18)
tandis que 'ensemble {€;"} peut étre remplacé par {¢;"} puisqu’on a :

e = <sz: " 5> =38P <(ﬁk)2>. (5.19)

5.2.4 Relations constitutives pour les variables réduites

Dans le cas ol sa partie hydrostatique n’est pas nulle puisque la viscoplasticité est compres-

sible et ol les constituants sont isotropes, la contrainte microscopique s’écrit :
o0c=2G(—-eP)+kir(e—e"P) 4, (5.20)

avec k le module de compressibilité et G le module de cisaillement du matériau.

Les deux contraintes réduites 7, et oy s’écrivent de la facon suivante :

7,:lc =2G" (gk - Ezp)a

(5.21)
o = 3k" (& — ),

avec k" et G" les modules de compressibilité et de cisaillement de la phase r & laquelle est associé

le mode k.

A partir des lois d’évolution (5.8) et (5.9), on obtient les lois d’évolution des variables internes
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réduites :

= <§ W (e o) ﬁk>, (522

_ <1 % (o0 m) ﬁk5>. (5.23)

3 Oom Om

Comme dans le cas incompressible (paragraphe 3.2.4), on ne peut calculer explicitement
ces moyennes, il est donc nécessaire de faire des approximations. Une approximation possible
est donnée par Michel et Suquet dans le cas de la viscoplasticité incompressible [MICO03], ils
estiment une « contrainte réduite globale » a, pour la phase r et agissant sur 1’ensemble des
modes & support dans cette phase du fait qu’il soit attendu que I’ensemble des modes plastiques
a support dans la phase r soient couplés. Dans le cas o1 la porosité intervient, cette approximation
peut étre utilisée pour o¢q, et a, est définie comme « contrainte réduite globale déviatorique ».
Une deuxiéme approximation est nécessaire pour o,,. On définit une « contrainte réduite globale
sphérique » b, pour la phase r et agissant sur l’ensemble des modes « sphériques » & support

dans cette phase. a, et b, sont estimées de la facon suivante :

M (r)
a=[> )"
k=1
Ma(r)
bT = [ (8€)2]1/2)
(=1

ou M (r) et Ma(r) sont respectivement le nombre de modes déviatoriques et sphériques a support
dans la phase r. o4 est donc remplacé par a, et o, par b,. On obtient les lois d’évolution suivantes

pour les variables internes réduites :

~  ~k
~vp_§8¢(ab)<a'ﬂ>
k 280'eq Ty Yr ., ’
30y T
~ 350 (ar,br)ar, (5.24)

k" 300, b, ’
1o 5
— e b (5.25)



5.8. Choixz des modes plastiques - Transformation de Karhunen-Loéve

Enfin, on calcule la contrainte macroscopique en moyennant la contrainte microscopique
résultant des équations (5.2), (5.10), (5.11) :

i i

My Mo
S=(L: A): B+ ((L: (D«) = (L: 59) 87+ ((L: (D «7"8)) - (L: i*6)) &P,
kj‘zl » k=1
=(L: A): E+> pp 57+ pr & (5.26)
k=1 k=1

Les tenseurs p,, = <(L: (D * i*)) — (L ﬁk)> et B, = ((L: (D% [i*8)) — (L: i*8)) sont
calculés une fois pour toutes. On verra dans le chapitre 6, la mise en oeuvre de la méthode pour
des matériaux poreux élastoviscoplastiques dont le comportement est défini par un potentiel

elliptique.

5.3 Choix des modes plastiques - Transformation de Karhunen-

Loéve

Dans le cas des matériaux poreux, les différents champs caractérisant le comportement des
matériaux ne sont pas a trace nulle, c’est & dire qu’il existe une partie hydrostatique. La décom-
position du champ de déformation viscoplastique donnée au chapitre précédent grace a I’équation
(5.10) nécessite la construction de deux ensembles de modes, {ﬁ'k}kzl,...,MT(r) et {ﬁk}k:L.“,MT(r).
On détermine tout d’abord les données numériques nécessaires a la construction de ces modes
en résolvant le probléme local non linéaire complet sur le VER étudié. De ces calculs et pour
chaque phase r du VER, on extrait pour différents instants de chargement, Mz(r) champs de
déformation viscoplastiques normalisés (<65: 65> = 1) que 'on note Og(x),ﬁ =1,...., Mp(r). Puis
on décompose ces champs en une partie déviatorique qu’on notera 5(93) et une partie sphérique
notée 5(93)6 :

0'(z) = 6’ (z) + 0 (x)s. (5.27)

On applique la transformation de Karhunen-Loéve sur chaque partie afin de conserver les
propriétés d’orthogonalité de la partie sphérique et de la partie déviatorique. On calcule donc

deux matrices de corrélation g et g telles que :
G = (0:0") 5 =3(0 7). (5.28)
Les vecteurs propres oF et BF de chaque matrice de corrélation, ainsi que les valeurs propres

associées A\, et Ap sont alors calculés et vérifient la propriété suivante :

Mr(r) " Mrp(r) N
> G =N > G0 =M O (5.29)
j=1 J=1
Les deux ensembles de modes déviatoriques et sphériques sont construits & partir de ces
données :
M (r) , M (r)
~k ~k D ~k ~k pt
ph@)= > o0 (z), @@= > o 0') (5.30)
(=1 (=1
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Chapitre 5. Analyse par champs de transformation non uniformes dans le cas de matériauz poreuz

On vérifie alors que ces modes sont totalement décorrélés. Pour cela, il faut montrer que
<ﬁk: ﬁ’"> =XApesik=ret0 sinon, et que <ﬁk6: ﬁr6> = Xk si k =7, 0 sinon. Dans un premier
temps, on calcule la moyenne du produit doublement contracté d’un mode plastique avec un

champ de déformation viscoplastique pour chaque ensemble :

e MT(T')~k i e MT(T‘)Ak S
<,u:0>:;vi <9:9> , <u5:95>=;v¢ <05:95>,
T(r)/\k i nt
—3 > <9 9>,
My (r)
= gy of : = G OF,
=1 =1
=\ OF , =\ OF. (5.31)

On calcule enfin le produit de deux modes plastiques :

Mr(r) ~£ Mr(r)
(@my=> w (o) (ito: o) = Y o (ito: 0'),
=1 (=1
Mrp(r) M (r)
. X ~k ~r - /): ~k ~r
= Ak Vg Vg ) = Ak Vg Vg,
=1 =1
_ Ao sik=r B AN sik=r (5.32)
Osik#r ’ O0sik#r

Les modes plastiques sont donc bien orthogonaux.

De plus, on sait que, grace a la transformation de Karhunen-Loéve, la magnitude d’une
valeur propre correspond & la quantité d’information contenue dans le vecteur propre associé.

Dit autrement, plus le rapport )\g/( MT(T) Ak;) est proche de 1, plus le vecteur propre v,

associé a )\g contient d’informations issues des données initiales (ici, les parties déviatoriques
Ok k = 1,..,Mp(r ) des champs de déformations viscoplastiques 6% k = 1,..., Mp(r)). Cette
propr1ete est également valable pour les valeurs propres « sphériques ». Donc en supposant que
toutes les valeurs propres sont classées par ordre décroissant, c’est a dire que )\1 > )\2 > )\3

. > )\MT(T) et que N> g > )\3 > > )\MT(T), seuls les N(r) (N(r) < Myp(r)) premiers
modes déviatoriques et les P(r) (P(r) < Mp(r)) premiers modes sphériques correspondant aux
plus grandes valeurs propres peuvent étre considérés. Nous retenons les N (r) modes principaux

déviatoriques et les P(r) modes principaux sphériques dans chaque phase 7 tels que les critéres
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5.4. Récapitulatif des équations du modéle NTFA pour la viscoplasticité compressible

suivants soient satisfaits :
N(r

) P(r)
Ak Z Ak
k=1

k=1
e > B. (5.33)
PIRN
k=1

MT (7’) _ ’
> M

k=1
Les seuils « et 3 sont choisis en fonction de la précision voulue par 1'utilisateur.

5.4 Reécapitulatif des équations du modéle NTFA pour la visco-

plasticité compressible

T =2G" (e, —¢"),

~ My (r)
Avp § 8¢ Tk ~\211/2
€L _2806q( rvbrvf)araar_[ (Tk)]
k:l)
~ Ma(r
svp 1 0y Ok o ~ \271/2
ek; _360_m(a'rvb7‘7f)brvb7’_[k:1 (Uk) ] )

~ ~ My 1 ~ My = =~
e =ay: B+ Zp:ll Dyp &° + > o= Free Eepv
~ o~ My 5 ~vp Mz 75 ~vp
ek_ak'E+2p:11ka Ep +Z£:21Dk€ €p s

-1
P =ar (i)
Vo

S=(L: A): E+ 330 & + 02 5

f == D).

A partir de ces équations, nous allons consacrer le chapitre suivant & la mise en oeuvre de la

NTFA dans le cas de matériaux poreux, ainsi qu’au détail du calcul des modes plastiques.

95



Chapitre 5. Analyse par champs de transformation non uniformes dans le cas de matériauz poreuz

96



Chapitre 6

Mise en oeuvre du modéle NTFA pour

les matériaux poreux

Sommaire
6.1 Calcul des modes plastiques. . . . . . ... ... ... ....... 98
6.2 Calculs des paramétresdela NTFA . . ... ... ......... 99
6.3 Intégration de la loi de comportement . . ... ... ... .... 101
6.4 Conclusion . . . . . . . ..t i i v ittt e e e e 103

97



Chapitre 6. Mise en oeuvre du modéle NTFA pour les matériaux poreus

Il existe différentes étapes pour mettre en ceuvre 'analyse par champs de transformation non
uniformes :
— La premiére étape consiste a calculer les modes plastiques, les tenseurs de concentration
des contraintes ou de localisation des déformations et les facteurs d’influence.
— La deuxiéme étape consiste en 'intégration de la loi de comportement récapitulée au pa-

ragraphe 5.4.

6.1 Calcul des modes plastiques

Pour calculer les modes plastiques, on applique la méthode développée au paragraphe 5.3 du

chapitre précédent. En pratique, il existe 3 grandes étapes pour ce calcul :

1. La premiére étape consiste & calculer les données numériques indispensables a la détermi-
nation des modes et a ’application de la transformation de Karhunen-Loéve. Le choix de
ces données est trés important puisque de ce choix dépend la pertinence des résultats de
la méthode NTFA.

Notre choix s’est porté sur les champs de déformations viscoplastiques dans chaque phase
viscoplastique, pour différentes valeurs de E: X, et pour plusieurs directions de contraintes
3. Dans la suite, plusieurs types de chargement seront utilisés, de la traction uniaxiale,

du cisaillement pur, de la traction-compression et de la traction-traction :

1
Sl=e ®e, 32 = sle1@er+er®en),

4
Si=e1®e —eyRey N =€ De; +exDen.

La déformation macroscopique imposée pour déterminer ces différents champs de défor-
mations viscoplastiques est comprise entre 0 et 5% ou entre 0 et 2.5%. Donc au total,
pour chaque phase r, on calcule My (r) champs de déformations viscoplastiques dans
I’ensemble des directions de chargement choisies. On nomme les champs de la phase r,
0'(x),¢ = 1,..Mp(r). Par exemple, si I'on décide de choisir deux directions, on calcule
M;(r) champs de déformations viscoplastiques pour la premiére direction et Ma(r) autres
dans la deuxiéme direction. Mrp(r) est donc égal & My (r)+ Ma(r). En pratique, on prendra
M, (r) = May(r) = 25.

Le choix des directions imposées est déterminé en fonction du type de chargement que le

VER peut subir en réalité.

2. La deuxiéme étape consiste, dans le cas des matériaux poreux, & décomposer chaque champ
~0 ~

05(:0) en sa partie déviatorique @ () et en sa partie sphérique 6%(x)d. A partir de 14, on

applique la transformation de Karhunen-Loéve définie au paragraphe 5.3 pour obtenir les

deux ensembles de modes plastiques {ﬁk}kzlvaT(r) et {ﬁk}k:h“,MT(,ﬂ)
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6.2. Calculs des paramétres de la NTFA

3. Enfin, on applique le critére défini par (6.1) aux deux ensembles de modes :

S >

Ak Ak

k=1 k=1

Sy > 09999, T 0.9999. (6.1)
> M Ak

k=1 k=1

On obtient les N (r) modes déviatoriques pF et les P(r) modes sphériques fi¥ qui contiennent

respectivement 'information optimale de la partie déviatorique 0 et de la partie sphérique

0% des champs de déformations viscoplastiques, N(r) et P(r) étant inférieurs & Mp(r).

6.2 Calculs des paramétres de la NTFA

Avec 'approximation (5.10), on a vu que :

M1 M2
e(r)=A: E+) P(D=pk)+) &P (D0 s). (6.2)
k=1 =1

Tenseurs de localisation des déformations Le tenseur de localisation des déformations est ob-

tenu en résolvant successivement six problémes d’élasticité linéaire :

o = L(x): e(u(x)),
div(e(x)) =0, (6.3)
(€) =E,

B .. 1
ot E = i) avec i;j,z) = 5(5ik5jh + 0;n0jk), et des conditions aux limites périodiques sur le VER.

Soit u(¥) et (@) le champ de déplacements et le champ de contraintes solutions de (6.3)

avec E = i'¥). Le tenseur de localisation des déformations A est obtenu classiquement par :
Aijin(x) = £ij(u*™) (2)) (6.4)
On obtient également le tenseur de rigidité effectif L = (L : A) :
Lijun = <a§]’?h>> (6.5)
Par conséquent, on peut calculer les tenseurs de localisation des déformations réduits :

(ak)ij = <ﬁki E(U(U))>a
(@r)is = (7°8: (@)
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Chapitre 6. Mise en oeuvre du modéle NTFA pour les matériaux poreus

Facteurs d’influence Pour obtenir les facteurs d’influence, on doit résoudre les N problémes

d’élasticité linéaire suivants (N étant le nombre de modes viscoplastiques déviatoriques) :

o = L(x): (e(u(z)) — p(x)),
div(o(x)) =0, (6.7)
<€> = 07

et les P problémes d’élasticité linéaire suivants (P étant le nombre de modes viscoplastiques

sphériques) :
o = L(x): (e(u(x)) — u(x)d),
div(o(x)) =0, (6.8)
(€) =0,

avec i = ﬁk, k=1,..,N, i=p"k=1,.., P et toujours des conditions aux limites périodiques
sur le VER.

Soit u’ et & le champ de déplacements et le champ de contraintes solutions de (6.7) avec
f= g’ et @’ et &° le champ de déplacements et le champ de contraintes solutions de (6.8) avec
i=pk

Les tenseurs d’influence sont obtenus grace a :

(D * i) = e(@’(2)),

(6.9)
(D + i'8) = (@ (x)).
On peut donc calculer les facteurs d’influence réduits 15, ﬁ, Det F
Dy = (i*: (D+ 1)),
Fro = (ii*: (D + i),
(6.10)

Dy = (*8: (D% i'9)).
Fo = </7k5¢ (D ﬁ£)> :

Les coefficients p;, et p, peuvent également étre calculés :

o= <&k> (6.11)

Py = <&f>.
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6.3. Intégration de la loi de comportement

6.3 Intégration de la loi de comportement

Pas de temps t + At :

Au pas t + At les variables ¢;, ¢, €,°, €;°, T, 01 et E; sont connues.

On cherche les variables suivantes : €.y A¢, €t4A¢t, E;’i’ At é\g Ar: Tt+AE Otpats Erpar et Bppag.

Itération i+ 1 :

: ~i =i ~i ~
Les variables €, x;, €/, as Tryns €6 04y A, SONt connues.

Le chargement imposé est égal a Ej, 5, tel que So: Ei, 1, = ¢ (t + At) oil c est la vitesse

de déformation imposée.

~ \i+1

1. Calcul des contraintes réduites : (?k.)iilm et (Or);ias Le calcul est détaille dans la suite

du paragraphe.

2. Calcul des déformations viscoplastiques :

( ~ \i+1
(ek )t+At = (ek)t-f—At - QGT ) ( k )t+At
~ \i+1
~vpyi+1 ; (Uk)t+At i+1
k(SZp)LAt (ek)%-f—At T gk ) (579 );+At

3. Calcul de la contrainte macroscopique :

N

~
6p

(@
3

A= (L A): Bin + Z P (G A+ Z Py (

k=1

4. Mise a jour des déformations (ek)tiAt et (ek)tim :

(gk)ifm ap: Ej o + Zp 1 ka( €L )iilAt + 30 Fre (&

(gk:)iilm = ay: Et+At + Zp 1 Fk:p ( );ilAt + ZE 1 DM (

5. Mise & jour de la déformation macroscopique.

On calcule le niveau de contrainte )\ifAt :
. T i+1
yitl _EO.L C B A
t+At — ~—1 )
20: L : 20
pour mettre & jour la déformation macroscopique :
i+1 i T-1. i+1 i+1
E N =Epa+ L [NIAZ0 - 200
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)i+1
t+At

(& )iar
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t+At
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t+At’

Pyi+1
t+At

pP\i+1
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Chapitre 6. Mise en oeuvre du modéle NTFA pour les matériaux poreus

6. Le test de convergence est le suivant :

max | ax ’(gk)zltilAt - (gk)i+At‘ ) THax ’(/e\k);fm - (/e\k)zl‘:JrAt’ < 0AL€, (6.17)

et on vérifie également :

B~ Biiadl

. 6.18)
+1 f— ) (
1B Al
avec typiquement § = 1076 et ¢ = 1075,
Développement de I’étape 1 :
1. Estimation des vitesses de déformations
<o @R)iar— @) P G N GO
Er)itar = A7 (@Rt A = A : (6.19)
2. Calcul des vitesses des contraintes réduites
L ovirl < ial VD il e vind
Foithe =267 [@ithe = @A) = BETAGOTA) o
@r)ifa:r = 3K [(ek)ﬂm — (e )iim} = h(@k) L ar (Te)iTAr)
N : . : 7= h(r)
en résolvant sur Uintervalle de temps [t,t + At] de I'équation différentielle
T(t) =

} grace & un schéma d’Euler semi-implicte & pas variable

Q) N

avech:{ﬁ}etT:{
h

i+1
afin de trouver T At

Pour cela, on applique le schéma du point milieu pour discrétiser I’équation différentielle
sur un sous-intervalle [to, t1] de [t, ¢+ At], et on calcule 7 & partir de 79 = 7(t) en résolvant

le probléme

g(n) =71 —710— (t1 —to)h (7-1—57-0) =0

par la méthode de Newton-Raphson en partant de 7 :

On connait 2° = 9. On pose k= Tf‘.

k1 _ 2k > ¢, on calcule 2*T1 4 partir de 2 avec :

9 (%) A = —g(a*)

Tant que Ax = x

karl — xk + Az

Si on converge, la solution 71 est le dernier 1 calculé.
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6.4. Conclusion

Enfin, on calcule l'erreur commise sur 77 suivant Hornberger et Stamm [HORS89] :

Iheoll _ Ik (™) k(o)

ETTeyler = (tl - to) 4 9 4

— Si erreyier > 1073, la solution 7q est rejetée, et on recommence le calcul en divisant le
sous-pas de temps par 4.

— Si erreyier < 1073, 1a solution 7; est acceptée, et le sous-pas de temps suivant est égal a
2(t1 — tp).

6.4 Conclusion

Nous avons présenté la mise en ceuvre de la méthode NTFA pour des composites élastovisco-
plastiques poreux. La premiére étape importante de la mise en oeuvre est la détermination des
modes plastiques. Cette étape permet ensuite de calculer I’ensemble des parameétres du modéle
NTFA : les tenseurs de localisation réduits, les facteurs d’influence ainsi que les tenseurs entrant
dans I’équation donnant la contrainte macroscopique. La deuxiéme étape importante est 'inté-
gration des relations constitutives du modéle. Cette mise en ceuvre va nous permettre, dans le
chapitre suivant, d’appliquer la méthode NTFA a des matériaux biphasés dont au moins une des

phases est élastoviscoplastique poreuse.
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Chapitre 7. Résultats, arrangement hezagonal et répartition aléatoire de fibres

Apres avoir développé la méthode NTFA avec prise en compte de la porosité dans les chapitres
précédents, on va maintenant ’appliquer & deux types d’arrangement de fibres. Pour chaque
étude, seule la matrice est élastoviscoplastique poreuse, les fibres ont des propriétés élastiques.
Dans un premier temps, la cellule unité est une cellule rectangulaire avec arrangement hexagonal
de fibres, identique a celle utilisée dans le chapitre 4. Dans un second temps, le VER est une
cellule carrée dans laquelle des fibres sont réparties aléatoirement. Tous les calculs sont effectués

en déformations planes généralisées.

7.1 Arrangement hexagonal de fibres

7.1.1 Description de la cellule et des propriétés matériaux

La cellule est représentée dans le chapitre 4 par la Figure 4.1.

Les propriétés élastiques de la fibre sont rassemblées dans le Tableau 7.1.

Module d’Young (GPa) | Coefficient de Poisson | porosité (%)
400 0.2 0

Tableau 7.1 : Propriétés mécaniques de la fibre.

Les données matériaux pour la matrice sont résumées dans le Tableau 7.2, I’'exposant de vis-
cosité pouvant étre soit égal a 1, soit égal & 8. Le numéro de schéma correspond & I’expression
choisie pour A(f) et B(f), paramétres du potentiel viscoplastique (2.64) utilisé pour les maté-
riaux poreux. Le schéma 1 correspond & l'expression (2.73) pour le paramétre B, et nécéssite la
résolution de 'équation (2.72) pour déterminer le paramétre A a l'aide du parametre C défini

par 'équation (2.70).

Module d’Young (GPa) | Coefficient de Poisson n go | oo(MPa) | porosité (%) | schéma

70 0.3 lou8 | 1072 100 7

Tableau 7.2 : Propriétés mécaniques de la matrice.

7.1.2 Modes viscoplastiques

Dans le cas ot n» = 1 dans la matrice, on a calculé les modes pour deux états de contraintes

différents, la traction-compression X! et la traction-traction X2 :
21 =e1 e —eyReo,

?=e ®e +e®ey;

Dans le cas ot n = 8 dans la matrice, on a d’abord réalisé des calculs avec les modes obtenus

grace a un chargement de traction-compression et de traction-traction. Les Figures 7.1 et 7.2
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7.1. Arrangement hexagonal de fibres

représentent les champs de déformations viscoplastiques dans la matrice en traction-compression

et en traction-traction pour E: X = 5%.

A\ W

Figure 7.1 : Composantes 011, 022, 012 et 033 du champ de déformations viscoplastiques dans

la matrice soumise & un chargement de traction-compression. n = 8 dans la matrice.

Figure 7.2 : Composantes 011, 022, 012 et 033 du champ de déformations viscoplastiques dans

la matrice soumise a un chargement de traction-traction. n = 8 dans la matrice.

L’ensemble des 25 champs de déformations viscoplastiques de la matrice a donc été déterminé
numériquement pour chacune des directions choisies. Les champs de déformations viscoplastiques
ont été décomposés en partie sphérique et partie déviatorique, et la transformée de Karhunen-
Loéve a été appliquée sur chaque ensemble déviatorique et sphérique. Les Figures 7.3, 7.4 et 7.5
représentent les modes déviatoriques associés aux trois plus grandes valeurs propres déviatoriques
tandis que la Figure 7.6 représente les modes sphériques associés aux trois plus grandes valeurs

propres sphériques.
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Chapitre 7. Résultats, arrangement hezagonal et répartition aléatoire de fibres

Figure 7.3 : Composantes ji11, Ji22, f12 et fisz du mode déviatorique associé a la plus grande

valeur propre Xl dans la matrice.

Figure 7.4 : Composantes ji11, Ji22, fi12 et fis3 du mode déviatorique associé a la valeur propre

Xz dans la matrice.

Figure 7.5 : Composantes ji11, Ji22, fi12 et fis3 du mode déviatorique associé a la valeur propre

Xg dans la matrice.

Enfin, le comportement du VER a été estimé en utilisant des modes déterminés a partir de
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7.1. Arrangement hexagonal de fibres

Figure 7.6 : Modes sphériques associés aux trois plus grandes valeurs propres dans la matrice.

deux autres chargements, la traction uniaxiale 33 et le cisaillement pur X :

St=e1®ey,

1
35 = 5(61 ®ey+ex®eq).

7.1.3 Résultats

A partir de ces différents modes, le modéle NTFA est appliqué pour prédire le comporte-
ment du VER dans les différentes directions de chargement utilisées pour déterminer les modes
plastiques.

La Figure 7.7 donne la prédiction de la NTFA dans le cas ot 'exposant de la viscosité de la
matrice est égal & 1, et pour les directions de chargement en traction-compression et en traction-
traction. Dans les deux cas de chargement, la prédiction de la NTFA est en parfaite concordance

avec le résultat de référence.

T i 600,

50— =

\T 1 500~ B
» Référence NTFA L NTFA |

400 B
Référence

* (MPa)
w
g
T
|

2001~ =

10

L | L L L 1 L L | |
o 0.005 0.01 0,015 0.02 0025 o o005 o001 o015 002 0025

E: % E:3,

(1) (2)

Figure 7.7 : Arrangement hexagonal, exposant de viscosité de la matrice n =1 : prédiction de

la NTFA avec Karhunen-Loéve en traction-compression (1) et en traction-traction(2).
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Chapitre 7. Résultats, arrangement hezagonal et répartition aléatoire de fibres

Dans le cas ou l'exposant de viscosité de la matrice est égal & 8, la Figure 7.8 donne la
prédiction de la NTFA pour la direction de chargement en traction-compression, la Figure 7.9
donne la prédiction de la NTFA pour les directions de chargement en traction et en cisaillement.

Comme dans le cas ol 'exposant de viscosité de la matrice est égal & 1, les prédictions de la

NTFA sont trés proches des résultats de référence.

60—

Référence

I |
0 0.005

0.01

E: %

|
0.015

0.02

0.025

Figure 7.8 : Arrangement hexagonal, exposant de viscosité de la matrice n = 8 : prédiction de

la NTFA avec Karhunen-Loéve en traction-compression.

s (MPa)

0.025

s (MPa)

Re;érence

NTFA

1
0.005

0.01

E:ZD

(2)

1
0.015

0.02

0.025

Figure 7.9 : Arrangement hexagonal, exposant de viscosité de la matrice n = 8 : prédiction de

la NTFA avec Karhunen-Loéve en traction (1) et en cisaillement (2).
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7.2. Répartition aléatoire de fibres

7.2 Reépartition aléatoire de fibres

7.2.1 Configuration

On a utilisé les mémes propriétés mécaniques que pour ’arrangement hexagonal dans le cas
ot ’exposant de viscosité de la matrice est égal & 1. Seule la configuration de la cellule élémentaire
change : les fibres sont ici réparties aléatoirement dans la matrice. Le chargement imposé pour
calculer les modes est également le méme que dans le cas de I’arrangement hexagonal, on a choisi
deux directions de contrainte, la traction-compression et la traction-traction. Sur les Figures
7.10 et 7.11, on peut voir les modes déviatoriques et sphériques associés aux plus grandes valeurs

propres }v\l et 3\\1.

Figure 7.10 : Répartition aléatoire de fibres : composantes i1, fia2, 12, fi33 du mode

déviatorique associé o la plus grande valeur propre en traction-compression.
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Chapitre 7. Résultats, arrangement hezagonal et répartition aléatoire de fibres

Figure 7.11 : Répartition aléatoire de fibres :

7.2.2 Reésultats

mode sphérique associé a la plus grande valeur

propre en traction-compression.

Comme dans les cas précédents, les prédictions de la NTFA sur la Figure 7.12 pour des

chargements identiques & ceux utilisés pour calculer les modes donnent d’excellents résultats.

s (MPa)

50

40

30

20

10

T

T

T

T

Référence

NTFA

600

500

1001~

T T T T T T T T T

Référence NTFA 1

Figure 7.12 : Répartition aléatoire de fibres : prédiction de la NTFA avec Karhunen-Loéve en

traction-compression (1) et en traction-traction (2).

7.3 Conclusion

L’analyse par champs de transformations non uniformes avec prise en compte de la poro-

sité donne des résultats trés prometteurs. La transformation de Karhunen-Loéve reste une trés

bonne méthode pour la détermination des modes, puisque, indépendamment de 'instant de char-

gement et de I'arrangement des fibres, le modeéle NTFA pour les matériaux poreux prédit des
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comportements trés proches des comportements attendus.

Dans la partie suivante, on applique les méthodes d’analyse par champs de transformation
aux combustibles MOX. Le modéle TFA est utilisé pour réaliser des études de sensibilité afin de
connaitre 'effet de certains paramétres de fabrication sur le comportement du MOX. En ce qui
concerne le modéle NTFA, on verifie son adéquation avec le MOX étant donné le changement de

ses propriétés mécaniques en cours d’irradiation.
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Chapitre 8. Analyse par champs de transformation et MOX wvierge

8.1 Introduction

On s’intéresse a présent a évaluer le comportement du combustible MOX. Pour cela, une
démarche utilisant la méthode TFA est utilisée. Dans un premier temps, le modeéle est explicité,
et les différents tenseurs de localisation et d’influence du modéle sont calculés grace a 'estima-
tion de Mori-Tanaka. Dans un deuxiéme temps, le comportement élastoviscoplastique de chaque
phase est décrit. Enfin, aprés identification des parameétres des potentiels viscoplatiques sur des
essais de fluage en compression, des applications du modéle TFA aux combustibles nous per-
mettent de réaliser des études de sensibilité afin de déterminer le role de certains paramétres
microstructuraux sur le comportement des combustibles.

L’utilisation de la méthode NTFA, a priori plus performante, est en cours d’élaboration. Le
travail de cette thése permet de fournir tous les outils nécessaires pour atteindre cet objectif.

L’étude porte sur un MOX ne comportant que deux phases (les microstructures des MOX
ont été détaillées dans le chapitre 1) :

— une phase pauvre en plutonium (phase uranifére) que 'on considérera comme la phase

« matrice » dans la suite. Cette phase portera le numéro 1,
— une phase riche en plutonium (phase plutonifére) qui jouera le role des inclusions et portera

le numéro 2.

8.2 Analyse par champs de transformation (TFA)

Le modéle TFA est détaillé dans le chapitre 2, paragraphe 2.7.1. On rappelle, ici la relation

contrainte-déformation macroscopique obtenue pour le modele TFA :
_ 2 2 . N
S=L:E+) cL (Z (Dys — 8ys) sgp> avec L = (Z ¢ Ly Ar> : (8.1)
r=1 s=1 r=1

L stant le tenseur d’élasticité effectif, L, le tenseur d’élasticité de la phase r er ¢, la fraction

volumique de la phase r. Les tenseurs D, sont les facteurs d’influence.

Le tenseur d’élasticité est calculé grace a l'estimation de Mori-Tanaka [MORT73|. Pour cela,
en introduisant la base orthogonale des tenseurs isotropes du quatriéme ordre J, K [SUQO1], le

tenseur d’élasticité de chaque phase r, supposé isotrope, s’écrit :
L, =3k"J+2G"K = {3k",2G"}. (8.2)

Le tenseur d’élasticité effectif est calculé grace a ’estimation de Mori-Tanaka en considérant la

phase 2 comme des sphéres élastiques réparties aléatoirement dans une matrice élastique :

L = {3kMT 2GMTY, (8.3)
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avec :
K — Kkt
MT _ .1
k =k + C2 kj2 — kjl R
l+e——7
a k?* + kjl
G* - G?
GMT == Gl + 62—G2 _ Gl 5
14—
NeaENel
les paramétres k* et G* étant définis par :
k* = éGl G* = G_lw
37 6 k'+2G°

Les tenseurs de localisation des déformations moyens par phase peuvent étre déduits des
tenseurs d’élasticité effectif et locaux. En effet, les tenseurs de localisation moyens par phase

vérifient les équations suivantes :

2
Z A, =1,
, (8.4)
ZCTLT A, = E,

ce qui donne :
1 3 ~
Alza(Ll_L2)1:<L_L2>7

A= L (Ly— L) (E—L1>.

C2

Enfin, pour calculer les facteurs d’influence, Dvorak et Benveniste [DV092a] ont montré que

les tenseurs d’influence vérifiaient les équations suivantes :

2
Z ¢ Dys = 0,
r=1

2
ZCTLT: D,y=c,(I-A,):L,, s=1,2

r=1

(8.5)

On obtient ainsi :
D11 = (Ll — Lz)il . (I — Al) . Ll,
D22 = (L2 — Ll)_l N (I — Ag) N LQ,

2
Dy = —— Do,
c1

c1
Dy = ——Daq;.
2
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8.3 Comportement des phases composant le MOX

Les phases du MOX ont un comportement poro-élastoviscoplastique. La déformation totale

de chaque phase peut étre décomposée en une partie élastique et une partie viscoplastique :
e=¢el 4+ &,

ott € est la déformation élastique et €'P la déformation viscoplastique. Chaque partie de la

déformation peut étre décrite par les équations suivantes :

=L 0,

v =% )

Dans les paragraphes suivants, on donne les éléments nécessaires au calcul du tenseur d’élasticité
L, ainsi que la forme du potentiel viscoplastique 1.

L’évolution de la porosité dans chaque phase est donnée par I’équation suivante :

=1 ftre'.

8.3.1 Déformation élastique

La déformation élastique est donnée par I’équation suivante :
=L " 0o,

ou L est le tenseur d’élasticité isotrope. Pour définir ce tenseur, il suffit de connaitre le module
d’Young E et le module de cisaillement G.

Gatt et al. [GAT05] ont montré que pour le combustible UOs, ces deux constantes dépendent
de la température et de la porosité et vérifient les relations suivantes (ou T est la température
en Kelvin) :

~ Module d’Young (MPa) :

E(T, f) = (226930 — 15.399T — 9.3597.103T2)(1 — 2.5f).
— Module de cisaillement (MPa) :

G(T, f) = (85830 — 5.157T — 3.747.1073T?%)(1 — 2.25f).

Pour définir les caractéristiques de chaque phase, on considére que la phase pauvre en pluto-
nium a le méme comportement que le combustible UQO5. Pour la phase plutonifére, des résultats
expérimentaux ont permis d’observer que ses propriétés élastiques vérifiaient les mémes relations

que le combustible UQOs, et donc que la phase uranifére.
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8.83. Comportement des phases composant le MOX

Le module de compressibilité est donné par la relation suivante :

E
IR
9—-3—=
G

On peut ainsi calculer tous les paramétres de la loi macroscopique pour le modéle TFA.

k:

8.3.2 Déformation viscoplastique

Il faut maintenant détailler le comportement viscoplastique de chaque phase. A la fin du
chapitre 2, un modéle de loi viscoplastique pour les matériaux poreux a été présenté. Son potentiel

prend 'expression suivante :

08019 (4)(Z 2+ Bp) (L

0o a0

¢(03na0bqaf)::

avec :
2n

= (o2 1))
_2n
B(f)=(1+3/)1—f) =
Nous allons adapter ce potentiel pour chaque phase du combustible MOX, a partir du travail de
Monerie et Gatt [MONO1], [MONO05] sur le combustible UOs.

Des essais de compression sur des pastilles d’UO2 ont permis de mettre en évidence deux
mécanismes de fluage & 1’échelle microscopique : le fluage-diffusion et le fluage-dislocation. Ces
deux mécanismes sont activés pour des gammes de températures et de contraintes différentes et
dépendent de la taille de grains. Bohaboy et al. [BOH69]| ont montré que, pour chaque mécanisme
1, I'influence de la température et de la taille de grains peut étre prise en compte par la loi
suivante :

g, = goidm"e_%, i=1,2, (8.6)
502. étant une constante, d la taille de grains, m; un exposant de la taille de grains associé au
mécanisme i, (); une énergie d’activation thermique du mécanisme ¢, et R la constante des gaz
parfaits.

Le potentiel viscoplastique pour chaque mécanisme prend alors la forme suivante :

- nit1
v = L 20 gmi— <Ai(f) (;Jm) 2+ Bi(f) (aeq)2) Ci=1,2 (8.7)

i+ 1 O'g;

avec :

2n;

= ()

Bi(f) = (1+2f)(1 - f) 1,

et f la porosité de la phase étudiée.

Le mécanisme de fluage-diffusion étant activé a basses températures et & basses contraintes, le

mécanisme de fluage-dislocation plutot & hautes températures et hautes contraintes, le potentiel
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global de chaque phase est défini grace & une fonction de couplage 6 qui dépend a la fois de la

température et des contraintes, Wy correspondant au fluage-diffusion et s au fluage-dislocation

Y = (1—0)¢1 + 0o (8.8)

0 est donc égal a 0 quand le fluage-diffusion est activé, et égal & 1 quand c’est le fluage-dislocation

qui agit. Le choix de la fonction de couplage est détaillée dans [MONO5] :

1 T—-wal,

h est une constante, et le terme w ody correspond & une température de transition.

Dans le paragraphe suivant, les parameétres identifiés et validés pour le combustible UOs
sont donnés. A partir de ces parameétres, on détaillera la méthode utilisée pour déterminer les

paramétres de chaque phase du MOX.

8.4 Identification des paramétres

8.4.1 Combustible UO,

Monerie et Gatt [MONO05] ont identifié certains paramétres du modeéle pour le combustible
UQOs a partir de valeurs théoriques correspondant & des mécanismes physiques. Les autres para-
métres ont été déterminés & partir d’essais de fluage en compression uniaxiale sur des pastilles
d’UOs.

Le détail du choix fait pour déterminer les parameétres est donné dans [MONO5|. Nous en
rappelons ici les grandes lignes :

— Le mécanisme de fluage-diffusion est bien connu, et les paramétres ny, m; et ()1 ont des va-

leurs standard acceptées par la plupart des auteurs. Le Tableau 8.1 résume les paramétres

du mécanisme fluage-diffusion pour le combustible UQOs.

€0y

Q1 my

ny 1
O'O1

1 | 7.57.10" Mg~ N~ ym2mi—m1 | 377000J.mol L | -2

Tableau 8.1 : Paramétres de la loi de comportement de I'UQOs pour le mécanisme de

fluage-diffusion (mécanisme 1).

— Pour le second mécanisme, tous les parameétres sont déterminés a partir d’essais sur pastille.
Les valeurs trouvées pour ng et Q2 sont comprises dans les intervalles définis par les diffé-
rentes valeurs existant dans la littérature. Les paramétres du mécanisme fluage-dislocation

sont résumés dans le Tableau 8.2.
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€04

n2 QQ ma

n2
0'02

8 | 2.54.10 %51 N2 yp2n2—m2 | 462000J.mol~ ! | 2

Tableau 8.2 : Paramétres de la loi de comportement de 1'lUOy pour le mécanisme de

fluage-dislocation (mécanisme 2).

— Les paramétres de la fonction de couplage sont déterminés & partir d’une base de données

expérimentales et sont récapitulés dans le Tableau 8.3.

w q h
47350.4K.N9.m~22 | 0.189 | 600 K

Tableau 8.3 : Parameétres de la loi de couplage des deuz mécanismes pour ['UQs.

On va maintenant adapter ces paramétres aux deux phases du combustible MOX.

8.4.2 Phase uranifére du MOX

Le taux de dioxyde de plutonium étant faible dans la phase uranifére, on peut considérer que
son comportement viscoplastique peut étre décrit par les potentiels donnés dans les paragraphes
précédents pour le combustible UO5. Afin de vérifier si la loi UQOs utilisée pour le comportement
de la phase uranifére est correcte, ’essai de fluage en compression uniaxiale d’une pastille d’UO9
standard a été modélisé et on a comparé les résultats avec les résultats expérimentaux obte-
nus sur des pastilles de MOX MIMAS 0%. Le MOX MIMAS 0% est donc un combustible UOs
puisque le taux de plutonium est nul. La seule différence avec un combustible UO4 standard est

le procédé de fabrication de la pastille.

Sur la Figure 8.1, sont tracées les vitesses de fluage calculées numériquement en fonction
des vitesses de fluages obtenues expérimentalement pour différentes contraintes imposées. Les
lignes discontinues représentent les vitesses de fluage expérimentales multipliées et divisées par
deux. On constate que la loi de comportement de 'UQOy standard (symboles losanges sur la
figure) sous-estime le fluage d'un MOX MIMAS 0% pour les plus basses contraintes (30 40 et
45 MPa) tandis qu’il le sur-estime pour les plus hautes contraintes (60, 70 et 80 MPa). Les
parametres des lois de comportement dépendent donc du procédé de fabrication. On a donc
Eoi
og;
pour que les résultats numériques soient plus proches des vitesses de fluage expérimentales, le

ajusté le parameétre de chaque mécanisme en le multipliant ou le divisant par un coefficient

paramétre h de la fonction de couplage est également modifié. On constate sur la Figure 8.1 que
ce changement de paramétre (symboles carrés) améliore les résultats obtenus numériquement.
C’est donc cette loi MOX MIMAS 0% qu’on utilisera pour modéliser le comportement de la

phase uranifére.
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=
o

¢ Casdun uQ
 ®m Cas dun MOX MIMAS 0% e

H
?

[
T

Vitesseode fluage numérique (%1.}1
=

0.1 1 10
Vitesse de fluage expérimentale (0_/3)h

Figure 8.1 : Comparaison des vitesses de déformations calculées numériqguement pour un UQOs
standard (losanges) et pour un MOX MIMAS 0% (carrés), pour différentes contraintes imposées
(30, 40, 45, 50, 60, 70 et 80MPa), avec les vitesses obtenues expérimentalement sur le MOX
MIMAS 0% (ligne continue).

8.4.3 Phase plutonifére du MOX

Les paramétres de la phase plutonifére sont déterminés a partir de résultats expérimentaux
sur les MOX MIMAS 6% [BAS02b]. La modélisation des essais de fluage en compression uniaxiale
est réalisé a I’aide du modele TFA développé dans les premiers paragraphes de ce chapitre. Pour
cela, la loi de comportement de la phase uranifére est fixée, c’est la loi MOX MIMAS 0% qui
sera utilisée. Dans un premier temps, on donne au comportement de la phase plutonifére, le
comportement d'un MOX MIMAS 0%. Sur la Figure 8.2, on constate dans ce cas (symboles

losanges) que la vitesse de fluage calculée numériquement est toujours sous-estimée hormis pour

les deux plus hautes contraintes imposées (70 et 80 MPa). On ajuste alors le paramétre ;Oji
et le paramétre h de la fonction de couplage pour s’approcher au mieux des vitesses de ﬂuaogie
expérimentales. La Figure 8.2 montre 'amélioration des résultats (symboles carrés).

Dans un second temps, les résultats ont été validés sur des MOX MIMAS 10%. La seule
différence avec la modélisation du comportement du MOX MIMAS 6% est la fraction volumique
de dioxyde de plutonium. Seules les fractions volumiques des phases changent. On constate sur
la Figure 8.3 que les résultats obtenus pour le MOX MIMAS 10% (symboles carrés) avec les

paramétres identifiés sur le MOX MIMAS 6% sont corrects.
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[
o

¢ Cas d'un MOX MIMAS 0%
® Cas d'un MOX MIMAS 6%
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Figure 8.2 : Comparaison des vitesses de déformations calculées numériqguement pour un MOX
MIMAS 0%(losanges) et pour un MOX MIMAS 6% (carrés), pour différentes contraintes
imposées(30 MPa pour deuz tauz de porosité différents, 40 45, 50, 60, 70, 80 MPa), avec les
vitesses obtenues expérimentalement pour le MOX MIMAS 6% (ligne continue).

¢ Cas d'un MOX MIMAS 0%
® Cas d’'un MOX MIMAS 10% -

h
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|
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Vitesse de fluage expérimentale (f’_/é)h

Figure 8.3 : Comparaison des vitesses de déformations calculées numériqguement pour un MOX
MIMAS 0%/(losanges) et pour un MOX MIMAS 10% (carrés), pour différentes contraintes
imposées (30, 40, 50, 60, 70 MPa), avec les vitesses obtenues expérimentalement sur le MOX
MIMAS 10% (ligne continue).

8.5 Etudes de sensibilité

A partir des lois définies ci-dessus, des études de sensibilité sur différents parameétres sont

réalisés afin de connaitre I'influence de ces paramétres sur le comportement du combustible.
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Le premier parameétre étudié est la porosité dans les phases du combustible. Dans un premier
temps, on étudie 'influence de la porosité dans la phase plutonifére. On a observé qu’en cours
d’irradiation, la porosité des amas plutoniféres augmentait. On a donc calculé la vitesse de fluage
d’un combustible MOX MIMAS 6%, pour lequel la porosité de la phase uranifére est fixée & 7,05%,
en fonction de la porosité dans la phase plutonifére, et pour différentes contraintes imposées (30,

50 et 80 MPa). Les résultats obtenus sont représentés sur la Figure 8.4.

15 ‘

h

0

oo 30 MPa
= 50 MPa
¢ 80 MPa

I

10

Vitesse de fluage numérique (%

.———H——I—.———.——.——.—.—.—_.

— o0 o o o 90090 o0 —9°
|

| | | |
0 5 10 15 20 25
Taux de porosité de la phase plutonifére (%)

Figure 8.4 : Effet de la porosité de la phase plutonifére sur la vitesse de fluage du MOX, le
tauz de porosité de la phase uranifére étant fizé a 7,05%.
On constate que la porosité de la phase plutonifére a trés peu d’influence a basses contraintes
(30 et 50MPA). A hautes contraintes (80 MPa), la vitesse de fluage augmente quand la porosité

de la phase plutonifére augmente.
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Dans un second temps, on étudie 'effet du taux de porosité de chaque phase sur le fluage.
Ce paramétre est important pour la fabrication des pastilles de combustibles. Pour cela, on fixe
le taux de porosité moyen du combustible & 7,05%, le taux de porosité de chaque phase étant
calculé de fagon & vérifier ce taux de porosité moyen. La Figure 8.5 donne la vitesse de fluage

calculée numériquement en fonction du taux de porosité de la phase plutonifére.

®-o 30 MPa

= 50 MPa
| +—¢ 80 MPa |

h

0

=
o

[¢,]
T
1

8 — 8 8 = = = = &

Vitesse de fluage numérique (%

r—— 00— —0—0— 00— 00 —90
| | | | |

0 5 10 15 20 25

Taux de porosité de la phase plutonifére (%)

Figure 8.5 : Effet de la répartition de la porosité des phases sur la vitesse de fluage du MOX,
le tauz de porosité moyen du combustible étant de 7,05%.

On constate, comme dans le cas précédent, qu’a faibles contraintes, la répartition de la po-
rosité n’a pas ou peu d’influence sur la vitesse de fluage. Au contraire, & hautes contraintes, la
vitesse de fluage augmente quand le taux de porosité de la phase plutonifére augmente, et donc
quand le taux de porosité de la phase uranifére diminue.

Le deuxiéme paramétre étudié est la fraction volumique des amas plutoniféres (Figure 8.6). Ce
parameétre, comme la répartition de la porosité dans les phases est un parameétre qu’on controéle
au cours de la fabrication. Pour un MOX MIMAS 6%, on fait varier la fraction volumique des
amas plutoniféres de 1 & 40%. A hautes contraintes, plus la fraction volumique des amas est

grande, plus la vitesse de fluage du combustible est élevée.
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Figure 8.6 : Effet de la fraction volumique des amas plutoniféres.

8.6 Conclusion

Ce chapitre nous a permis de faire une premiére étude des combustibles MOX, & partir d’un
modeéle TFA, moins précis que le modéle NTFA, mais simple & mettre en oeuvre dans le cas
de matériaux biphasés. De plus, I'identification des paramétres des potentiels viscoplastiques
de chaque phase s’est faite de facon & ce que le comportement macroscopique du combustible
concorde avec les résultats des essais expérimentaux. De ce fait, il est possible que certains
paramétres des lois de chaque phase, en particulier ceux de la phase plutonifére, ne correspondent
a la réalité qu’a un facteur multiplicatif prés, puisque dans les parties précédentes, on a montré
que la TFA donnait généralement, pour des matériaux dont on connaissait le comportement
microscopique de chaque phase, des comportements trop rigides.

Cependant 'utilisation de ce modéle nous a permis d’étudier l'effet des parameétres de fabri-
cation (la porosité et la fraction volumique des amas) qui évoluent en cours d’irradiation, sur
le comportement des combustibles. Ces études pourraient permettre d’orienter certains choix

de fabrication afin de trouver les conditions optimales pour une meilleure exploitation de ces
combustibles.
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9.1 Vérification de ’adéquation de la NTFA pour le MOX

L’application de la NTFA aux combustibles MOX est en cours d’élaboration. Au cours du dé-
veloppement de la méthode NTFA pour les matériaux élastoviscoplastiques, s’est posé la question
du changement des propriétés mécaniques des combustibles en cours d’irradiation.

On s’est alors proposé de regarder l'effet d’'un changement dans les paramétres en cours
d’irradiation sur les résultats prédits par la NTFA dont les modes ont été déterminés avec les
propriétés mécaniques initiales. Cette bréve étude est réalisée sur des cellules avec arrangement
hexagonale des fibres. Le premier cas étudié est le changement d’exposant de viscosité du potentiel
viscoplastique sur une cellule dont les fibres sont élastiques et la matrice élastoviscoplastique.
Le deuxiéme cas est le changement de la contrainte d’écoulement og. Dans ce cas le VER utilisé
est toujours une cellule avec répartition hexagonale des fibres mais pour laquelle les deux phases

sont élastoviscoplastiques.

9.2 Changement de I’exposant de viscosité du potentiel viscoplas-

tique

Les propriétés matériaux de la fibre élastique (Ef,v¢) et de la matrice élastoviscoplastique

(Ems Vm, 00,1, €0) sont les suivantes :

E; =400 GPa, vy =0.2,
E,, =70 GPa, v, =03, o0o=100 MPa, n=2, & =10"2s %

Dans un premier temps, on calcule plusieurs « jeux » de modes plastiques pour différents
exposants de viscosité n (n prend les valeurs suivantes : 1, 2, 3, 5, 10), les autres parameétres
caractérisant le potentiel viscoplastique étant identiques & ceux définies ci-dessus. Pour cela, on
utilise la procédure décrite au chapitre 4.

Dans un second temps, on détermine la réponse du matériau dont les propriétés sont définies
ci-dessus (c’est-a-dire pour n = 2) et soumis & un chargement de traction uniaxiale. La réponse est
déterminée grace & la méthode NTFA décrite au chapitre 3 avec les différents « jeux » de modes
plastiques calculés précédemment. La Figure 9.1 présente les résultats obtenus. On constate que
Ierreur commise est inférieure a 2% dans les cas ou la réponse est obtenue a partir des modes
de la NTFA calculés avec des exposants n inférieurs a 5. Dans le cas ou I'exposant de viscosité
utilisé pour le calcul des modes est égal & 10, 'erreur est légérement supérieure & celles obtenues

dans les autres cas, mais reste assez faible (3,5%).
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Figure 9.1 : Prédictions de la NTFA en traction uniaziale pour un exposant de viscosité de la
matrice n = 2 avec des modes calculés avecn =2, n=1,n=3, n=>5 et n =10 et courbe de

référence(ligne continue).

9.3 Changement de la contrainte d’écoulement o

On étudie a présent le cas ou le parameétre oy du potentiel viscoplastique n’est pas le méme
pour le calcul des modes plastiques et pour le matériau étudié.
Les propriétés de la fibre sont données dans le tableau 9.1, celles des différentes matrices sont

résumées dans les Tableaux 9.2, 9.3 et 9.4.

Module d’Young (GPa) | Coefficient de Poisson | n | é9(s™1) | o9(MPa)
100 0.3 1| 107° 250

Tableau 9.1 : Propriétés mécaniques des fibres.

Module d’Young (GPa) | Coefficient de Poisson n go(s™h)
180 0.3 lou8| 107°

Tableau 9.2 : Propriétés mécaniques de la matrice.

n=1 1 2 3 4 5 6
oo(MPa) | 50 | 100 | 500 | 1000 | 5000 | 10000

Tableau 9.3 : Valeurs de o9 dans la matrice pour l’exposant de viscosité n = 1.

On calcule la contrainte d’écoulement homogéne de chaque matériau biphasé défini ci-dessus,
la seule différence entre ces différents matériaux étant la contrainte d’écoulement de la matrice.

Dans un premier temps, on détermine les modes plastiques calculés avec une contrainte
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n=_=§8 1 2 3 4 b} 6 7
oo(MPa) | 13.712 | 18.286 | 24.384 | 32.517 | 43.362 | 57.825 | 77.111

Tableau 9.4 : Valeurs de o9 dans la matrice pour ’exposant de viscosité n = 8.

d’écoulement de la matrice fixée, égale & 50MPa dans le cas n = 1, et & 13.712 dans le cas
n = 8. On obtient ainsi tous les parameétres du modéle NTFA que l'on applique & I’ensemble
des matériaux dont les propriétés de chaque phase sont résumées dans les tableaux ci-dessus.
La contrainte d’écoulement de la matrice utilisée pour le calcul des modes ne correspond donc
pas & la contrainte d’écoulement de la matrice du matériau considéré. La Figure 9.2 permet de
comparer ces résultats avec les prédictions de la NTFA obtenues dans le cas ou la contrainte
d’écoulement de la matrice est la méme pour le calcul des modes plastiques et la modélisation

du comportement du matériau étudié a partir du modéle NTFA.

1.6
k +—+ Référence ©
8 4 % x NTFA i o
5t r == NTFA avec modes calculés pagy=50MPa | =13 B
= IS
o =l
B 12 E
2 %
‘@ 55
@ 4l )
e o
IS £
2 812 :
& 0.8~ & +—+ Référence
x-x NTFA )
X == NTFA modes calculés aver"*"°=13.712MPa
| | . . | ! . .
06 100 1000 10000 20 40 60 80
0, matrice 0, matrice

(1) (2)

Figure 9.2 : Rapport contrainte d’écoulement homogénéisée / contrainte d’écoulement de la
matrice en fonction de la contrainte d’écoulement de la matrice obtenu a partir du calcul de
référence (symboles « plus »), du calcul NTFA (symboles « croiz »), du calcul NTFA avec des
modes plastiques déterminés pour une contrainte d’écoulement de la matrice fizée (symboles
« carré ») : (1) exposant de viscosité de la matrice n=1; (2) exposant de viscosité de la matrice
cas n=_.

On constate qu’il y a trés peu de différence entre les résultats obtenus grace au modéle
NTFA dont les modes ont été déterminés avec les véritables propriétés des matériaux étudiés,
et les résultats obtenus a partir du modéle NTFA pour lequel les modes ont été calculés avec
une contrainte d’écoulement fixée ne correspondant pas a celle de la matrice du matériau étudié.
Dans le cas n = 1, l'erreur atteint 8.9% dans le cas extréme ou o est égale a 10000 MPa, alors
que les modes ont été déterminés pour og = 50MPa. Néanmoins ’erreur reste raisonnable dans

I’ensemble des cas simulés. Dans le cas n = 8, I'erreur ne dépasse pas 2.4%. Compte tenu de la
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forme du potentiel viscoplastique, si c’est €9 qui varie, on pourra également utiliser la NTFA.
On peut donc considérer que la loi de comportement obtenue avec la méthode NTFA et
évaluée a partir des proprétés des combustibles vierges reste valable en cours d’irradiation alors

que certains parameétres évoluent.

9.4 Conclusion

On a montré 'adéquation de la méthode NTFA avec la modélisation du comportement des
combustibles. En effet, le calcul des paramétres du modele NTFA nécessite la connaissance du
comportement de chaque phase du matériau & étudier. Or les combustibles ont leurs propriétés
qui évoluent en cours d’irradiation. On a donc vérifié qu’un changement de propriétés ne nécessite
pas de recalculer les paramétres du modéle NTFA. L’erreur commise sur le comportement global
des matériaux est en effet assez faible.

La méthode NTFA pourra donc étre appliquée a la modélisation du comportement des combus-

tibles, et notamment du MOX, en utilisant les propriétés des combustibles non irradiés.
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Ce travail propose un schéma d’homogénéisation, appelé méthode d’analyse par champs de
transformation non uniformes (NTFA). Ce modeéle fournit un moyen d’obtenir les propriétés
homogénéisées des matériaux a partir des propriétés mécaniques de chaque constituant, mais

également en prenant en compte explicitement les paramétres décrivant leur microstructure.

La méthode d’analyse par champs de transformation non uniformes est une amélioration de
la méthode d’analyse par champs de tranformation (TFA) développée par Dvorak et qui permet
de réduire le nombre de variables internes macroscopiques en supposant que les champs micro-
scopiques des variables internes sont uniformes par morceaux. L’hypothése de la NTFA consiste
a décomposer ces champs de variables internes sur un ensemble fini de champs de transformation
non uniformes, appelés « modes plastiques ». L’intérét de ces approches par champs de transfor-
mation, contrairement & la plupart de schémas d’homogénéisation existants, est qu’elles peuvent
étre appliquées a4 des matériaux non linéaires dont le comportement dérive des deux potentiels

décrivant repectivement les aspects réversibles et irréversibles du comportement.

Dans ce mémoire, on a développé la méthode NTFA pour des matériaux élastoviscoplas-
tiques incompressibles, mais également pour des matériaux élastoviscoplastiques poreux. Pour
ce type de matériaux, la seule variable interne utilisée a été la déformation viscoplastique. Nous
avons tout d’abord mis en évidence I'importance du choix des modes plastiques qui est laissé &
I’appréciation de 'utilisateur. On a donc proposé une méthode qui permet de capturer correc-
tement la non-uniformité du champ de déformations viscoplastiques quel que soit l'instant de
chargement. Cette méthode, initialement utilisée en analyse de données, est la transformation de
Karhunen-Loéve. Elle permet, a partir d’'un ensemble de champs de déformations viscoplastiques
obtenus pour différents instants de chargement et contenant les informations nécessaires sur la
non-uniformité, d’obtenir un nombre réduit de modes plastiques ot l'information contenue est

distribuée de facon optimale.

On a également montré 'efficacité de la NTFA par rapport a la TFA. Pour obtenir une des-
cription correcte du comportement & I’aide de la TFA, il est nécessaire de diviser chaque phase
du matériau en de nombreux sous-domaines, ceci afin de limiter I’erreur commise en supposant

que le champ de déformations viscoplastiques est uniforme par morceaux. Le nombre de variables
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internes peut alors étre assez élévé pour le modéle TFA, alors qu’avec un nombre trés limité de
modes plastiques, le modeéle NTFA donne des résultats trés précis. De plus, on a constaté que
le choix fait sur la facon de découper les phases en sous-domaines est essentiel dans la méthode
TFA, puisque, suivant le type de découpage, la variation du champ de déformations viscoplas-
tiques dans chaque sous-domaine peut étre importante, ce qui fait que ’approximation uniforme

faite par Dvorak peut étre assez loin de la réalité.

On a ensuite développé la méthode NTFA pour des matériaux poreux. Du fait de la poro-
sité, la viscoplasticité devient compressible et une partie hydrostatique apparait dans le potentiel
viscoplastique. Des termes supplémentaires sont donc nécessaires dans les équations du modéle
NTFA. La mise en ceuvre de la méthode avec prise en compte de la porosité a ensuite été dé-

taillée. Les premiers résultats obtenus sur des matériaux biphasés poreux sont trés prometteurs.

Enfin, une application des méthodes d’analyse par champs de transformation aux combus-
tibles nucléaires a été réalisée. Les combustibles étudiés sont des MOX MIMAS constitués de
deux phases. On a appliqué la TFA aux MOX. Les paramétres des lois microscopiques ont été
identifiés de telle sorte que le comportement macroscopique corresponde aux comportements ex-
périmentaux observés. Cette loi a permis de faire une premiére étude de sensibilité des différents

paramétres intervenant dans le modéle.

Une perspective intéressante de ce travail est la mise en ceuvre de la méthode NTFA en 3D,
afin de pouvoir 'appliquer aux combustibles MOX. Ce modéle permettra d’avoir un lien plus
précis entre 1’échelle microscopique et 1’échelle macroscopique. Sa mise en ceuvre va nécessiter
de bien choisir les modes plastiques, notamment les directions de chargement & utiliser pour les
calculer, afin de pouvoir modéliser le comportement des matériaux quel que soit le chargement
imposé. D’autres perspectives peuvent étre envisagées, telles que la validation de la méthode pour
d’autres chargements (fluage, relaxation, chargement non radial) ou la validation des champs
« microscopiques »obtenus & ’aide du modéle NTFA en comparaison aux calculs de référence.
De plus il serait utile de développer un outil automatique de recherche des modes, et également

d’étendre la méthode NTFA aux polycristaux.
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