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Introdu
tion généraleLa produ
tion d'éle
tri
ité d'origine nu
léaire a 
onstamment augmenté depuis 
es vingt-
inqdernières années. Cette augmentation a né
essité d'améliorer la 
onduite des 
entrales nu
léairesa�n de répondre à la demande du réseau en temps réel, 
e qui implique de moduler la puissan
efournie en fon
tion de la demande. Pour des raisons de rentabilité, un des obje
tifs de l'indus-trie nu
léaire est d'augmenter le taux de 
ombustion des 
ombustibles (le taux de 
ombustionest la quantité d'énergie thermique fournie par un 
ombustible pendant sa durée de vie). Pouraugmenter le taux de 
ombustion des 
ombustibles, il faut prendre en 
ompte plusieurs para-mètres limitant la durée de vie de 
es 
ombustibles, et notamment le phénomène d'Intera
tionPastille-Gaine (IPG). Pour 
omprendre 
e phénomène, quelques éléments sur le 
ombustible enréa
teur sont né
essaires. Le 
ombustible standard utilisé est le dioxyde d'uranium (UO2). Ilse présente sous forme de pastilles 
ylindriques de 8.2 mm de diamètre et d'environ 13 mmde hauteur. Ces pastilles sont empilées dans un tube-gaine pour former un 
rayon 
ombustibled'une hauteur d'environ 4 m. Ave
 
e type de 
on�guration, la gaine a don
 un r�le essentiel,puisque elle est la première barrière de prote
tion, elle permet de 
on�ner les produits radioa
tifs.L'Intera
tion Pastille-Gaine est un phénomène se produisant lors de la première montée enpuissan
e. En raison d'un fort gradient thermique, les pastilles se déforment pour prendre laforme d'un diabolo, 
e qui a pour 
onséquen
e une fragmentation des pastilles. Quant à la gaine,son diamètre diminue sous l'e�et de la pression du �uide 
aloporteur (supérieure à la pressioninterne du 
rayon). Ces déformations induisent un 
onta
t entre les pastilles et la gaine. Le pointoù les solli
itations sont les plus importantes se situe, du fait de la déformation en diabolo despastilles, à l'extrémité des pastilles (plans inter-pastilles) au droit des �ssures radiales. La zonede 
onta
t s'étend ensuite en dire
tion du plan médian des pastilles. Dans les 
as de montées enpuissan
e rapides ou dans des situations in
identelles, 
e 
onta
t pourrait entraîner la �ssuration,voire la rupture de la gaine. Pour éviter 
es a

idents, des marges de fon
tionnement pénalisantespour la man÷uvrabilité des réa
teurs sont �xées. Une 
onnaissan
e plus approfondie du 
om-portement mé
anique de la gaine et des 
ombustibles permettrait d'améliorer la simulation du
omportement mé
anique ave
 des modèles permettant d'évaluer plus �nement les 
hamps de
ontraintes et de déformations. Le traitement IPG dans les 
odes de 
al
uls 
rayons tels que ME-TEOR et TOUTATIS pour le CEA ou CYRANO3 pour EDF serait ainsi amélioré et permettraitde diminuer les marges de fon
tionnement tout en garantissant la tenue de la gaine. C'est la né-1



Introdu
tion générale
essité de mieux 
onnaître le 
omportement des pastilles de 
ombustibles qui a motivé 
ette étude.Di�érents types de 
ombustibles existent. Les 
ombustibles à mi
rostru
tures avan
ées sontdes 
ombustibles développés au départ pour limiter le relâ
hement des gaz de �ssion. Pour 
ela,on a augmenté la taille de grains des pastilles en ajoutant à la poudre d'UO2 des addidifs permet-tant d'a
tiver la 
roissan
e 
ristalline des grains. Le fait d'augmenter la taille des grains permetainsi d'allonger le 
hemin de par
ours des gaz de �ssion du 
÷ur vers la périphérie des grains.Ainsi, 
es gaz restent plus longtemps à l'intérieur de la pastille. Ces 
ombustibles ont été testéespour véri�er si leurs propriétés mé
aniques amélioraient leur 
omportement en IPG, 
e qui este�e
tivement le 
as. Les 
ombustibles à mi
rostru
tures avan
ées ont don
 un double intérêt,et notamment le fait d'être une solution remède à l'IPG. Cependant, 
es 
ombustibles ne sontpas en
ore utilisés dans les réa
teurs. Les 
ombustibles utilisés a
tuellement dans les réa
teurssont les pastilles d'UO2 standard, mais aussi les pastilles de MOX. Le MOX est un 
ombustible
ontenant une faible proportion de dioxyde de plutonium mélangé ave
 du dioxyde d'uranium.Ce type de 
ombustible a été développé pour re
y
ler le plutonium provenant de l'irradiation du
ombustible UO2 standard, l'intérêt du plutonium étant sa 
apa
ité à se �ssionner fa
ilement.C'est 
e 
ombustible qui nous intéressera dans la suite.A�n de modéliser le 
omportement de 
e 
ombustible, il a été né
essaire de faire appel àla théorie de l'homogénéisation. En e�et, le MOX est un 
ombustible hétérogène, 
onstitué deplusieurs phases poreuses. Le 
omportement � ma
ros
opique � du 
ombustible dépend don
 for-tement du 
omportement de 
ha
un des 
onstituants qui, de plus, évolue en 
ours d'irradiation.Or, il serait beau
oup trop 
omplexe de dé
rire les mi
rostru
tures du 
ombustible a�n de réaliserdes 
al
uls de simulation de l'Intera
tion Pastille-Gaine (d'autant plus que d'autres phénomènesnon mé
aniques entrent en ligne de 
ompte). L'obje
tif est don
 de trouver un modèle homogèneéquivalent qui prenne en 
ompte expli
itement les paramètres dé
rivant la mi
rostru
ture dumatériau et qui aurait un 
omportement similaire au 
omportement du matériau hétérogène. Cemodèle homogène pourra être ainsi fa
ilement introduit dans des 
odes de 
al
uls 
lassiques.Ce mémoire se dé
ompose en quatre parties :La première partie a un 
ara
tère bibliographique. Dans le 
hapitre 1, on donne un aperçudes mi
rostru
tures des 
ombustibles MOX vierges (
'est-à-dire non irradiés), mais également deséléments sur leur évolution en 
ours d'irradiation qui devront être pris en 
ompte dans la formu-lation des lois de 
omportement. Dans un deuxième temps, on donne quelques éléments sur lestypes d'essais mé
aniques réalisés sur les pastilles, ainsi que les résultats obtenus à partir de 
esessais. Le 
hapitre 2 est une revue des méthodes d'homogénéisation, d'abord linéaires, puis non-linéaires. Il existe di�érentes familles de méthodes d'homogénéisation non-linéaires. On abordedon
 brièvement 
es méthodes : les appro
hes par 
hamps moyens, les appro
hes variationnelleset les appro
hes numériques que sont les méthodes d'analyse par 
hamps de transformation.2



La deuxième partie s'atta
he plus parti
ulièrement à dé
rire une méthode d'analyse par
hamps de transformation non-uniformes pour des matériaux élastovis
oplastiques in
ompres-sibles qui permet d'améliorer les résultats obtenus ave
 une méthode d'analyse par 
hamps detransformation 
lassique. Dans le 
hapitre 3, le prin
ipe de la méthode est dé
rit, puis nousprésentons des 
al
uls réalisés sur des 
omposites biphasés à l'aide des deux types de méthodes :l'analyse par 
hamps de transformation 
lassique et l'analyse par 
hamps de transformationnon-uniformes. Ces 
al
uls permettent de mettre en éviden
e l'importan
e du 
hoix des sous-domaines dans l'analyse par 
hamps de transformation 
lassique et 
elle du 
hoix des modesplastiques non-uniformes dans l'analyse par 
hamps de transformation non-uniformes. La 
om-paraison des résultats permet également de souligner les points forts de la méthode non-uniforme.Dans le 
hapitre 4, une méthode pour le 
hoix des modes plastiques est dé
rite. Cette méthodeest une méthode statistique d'analyse des données très puissante. Un ensemble de résultats estprésenté pour montrer l'intérêt de 
oupler 
ette méthode d'analyse de données et la méthoded'analyse par 
hamps de transformation non-uniformes.Dans la troisième partie, on développe le modèle d'analyse par 
hamps de transformationnon uniformes pour prendre en 
ompte la porosité de 
ertains matériaux élastovis
oplastiques(notamment les 
ombustibles nu
léaires). Le 
hapitre 5 expose don
 la méthode dans le 
as de lavis
oplasti
ité 
ompressible (du fait de la porosité), ainsi que la méthode pour 
hoisir les modesplastiques. Le 
hapitre 6 présente l'implémentation de la méthode, et donne don
 les di�érentesétapes né
essaires à la mise en oeuvre du modèle, 
'est-à-dire le 
al
ul des modes plastiques, desparamètres du modèle d'analyse par 
hamps de transformation non-uniformes, et l'intégrationde la loi de 
omportement. Dans le 
hapitre 7, quelques résultats obtenus sur des matériauxbiphasés poreux sont présentés a�n de montrer l'e�
a
ité de la méthode.En�n, la quatrième partie est une appli
ation des méthodes d'analyse par 
hamps de transfor-mation aux 
ombustibles MOX. Le 
hapitre 8 présente une étude simple des 
ombustibles MOXà partir de la méthode d'analyse par 
hamps de transformation 
lassique, très fa
ile à mettreen oeuvre dans le 
as de 
ombustibles biphasés. L'identi�
ation des paramètres des potentielsvis
oplastiques de 
haque phase du 
ombustible est réalisé à partir des paramètres identi�éspour le 
ombustible UO2 standard, mais également à partir d'essais expérimentaux sur pastille.A partir de 
es potentiels, on réalise des études de sensibilité sur l'e�et de 
ertains paramètres defabri
ation ,qui évoluent en 
ours d'irradiation, sur le 
omportement du 
ombustible. Le 
hapitre9 permet de mettre en éviden
e l'adéquation de la méthode aux 
ombustibles dont les propriétésmé
aniques évoluent au 
ours de l'irradiation. Pour 
ela, on montre que la méthode utilisée pour
onstruire la loi de 
omportement n'est pas remise en 
ause si le 
omportement des 
onstituantsévolue.
3



Introdu
tion générale

4



Première partieRevue bibliographique sur les
ombustibles et les méthodesd'homogénéisation

5





Chapitre 1Les 
ombustibles nu
léaires
Sommaire 1.1 Les mi
rostru
tures des 
ombustibles MOX . . . . . . . . . . . . 81.1.1 Le MOX vierge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81.1.2 Mi
rostru
tures irradiées, évolution en 
ours d'irradiation . . . . . 101.2 Base expérimentale sur les 
ombustibles . . . . . . . . . . . . . . 111.2.1 Les essais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111.2.2 Résultats des essais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121.3 Con
lusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

7



Chapitre 1. Les 
ombustibles nu
léairesCe premier 
hapitre va nous permettre de faire un bref état des lieux sur les 
ombustiblesMOX, en parti
ulier sur leurs mi
rostru
tures, et sur les essais mé
aniques sur pastille. Nousallons mettre en éviden
e les 
ara
téristiques et les paramètres importants pour la suite del'étude.1.1 Les mi
rostru
tures des 
ombustibles MOX1.1.1 Le MOX viergeLa fabri
ation des MOX (Mixed Oxide) industriels est a
tuellement réalisée selon le pro-
édé MIMAS (MI
ronization of a MASter blend). Elle 
omprend 3 étapes essentielles [GIR01℄,[TOU01℄ :� L'obtention d'un mélange homogène de dioxyde d'uranium et de plutonium (mélange mère)à teneur massique en plutonium de l'ordre de 25 à 30%,� La dilution du mélange mère ave
 de la poudre de dioxyde d'uranium a�n d'obtenir unmélange à teneur en plutonium de l'ordre de 3 à 10%, suivant la teneur désirée. On obtientalors un mélange 
onstitué de deux types d'agglomérats,� La mise en forme et le frittage des pastilles.L'observation d'une image obtenue aux rayons X d'un é
hantillon de MOX MIMAS montrela présen
e de deux ou trois domaines distin
ts suivant le type de poudre d'UO2 
hoisi pour lafabri
ation [TOU01℄, [GOT99℄, [GUE99℄.Dans le 
as du MOX MIMAS AUC (la poudre d'UO2 est obtenue par pré
ipitation d'AmmoniumUrano-Carbonate), on observe deux phases (Figure 1.1) :� Des in
lusions ri
hes en plutonium (la teneur en plutonium est de l'ordre de 20%, 
'est àdire équivalent à la teneur en plutonium du mélange mère). La taille de 
es amas varie dequelques mi
rons à plusieurs dizaines de mi
rons. On parlera de phase plutonifère,� Une matri
e pauvre en plutonium (la teneur en plutonium est inférieure à 3%), ou phaseuranifère.

8



1.1. Les mi
rostru
tures des 
ombustibles MOX

Figure 1.1 : MOX MIMAS AUC.Dans le 
as du MOX MIMAS TU2 (ou ADU, la poudre étant obtenue par pré
ipitation d'Am-monium DiUranate), on observe trois phases (Figure 1.2) :� Les mêmes phases que dans le MOX MIMAS AUC,� Un réseau plus ou moins inter
onne
té où la teneur en plutonium est de l'ordre de 7%,appelé phase d'enrobage.

Figure 1.2 : MOX MIMAS TU2.Les amas plutonifères [GUE02℄ ne 
ontiennent que 50 % (au maximum) de la quantité glo-bale de plutonium. Dans le MOX MIMAS TU2, la phase d'enrobage 
ontient environ 50% duplutonium, soit plus que les amas plutonifères.Le MOX COCA (CObroyage CAdara
he) est un MOX homogène fabriqué suivant un pro
édéqui 
onsiste au 
obroyage en une seule opération d'un mélange de poudre d'oxyde d'uranium etd'oxyde de plutonium respe
tant la 
omposition �nale du 
ombustible. Ce type de pro
édé n'estpas utilisé a
tuellement à l'é
helle industrielle. 9



Chapitre 1. Les 
ombustibles nu
léairesLes 
ombustibles sont des matériaux poreux (le volume de porosité est imposé a�n de 
ontenirles gaz de �ssion, et par 
onséquent de limiter le gon�ement de la pastille sous irradiation). Ilexiste deux types de porosité : la nano-porosité et la mi
ro-porosité. La taille des mi
ro-poresest de l'ordre de plusieurs dizaines de mi
rons. La nano-porosité est essentiellement due auxméthodes de fabri
ation des pastilles (utilisation de poudres).1.1.2 Mi
rostru
tures irradiées, évolution en 
ours d'irradiationLors de l'irradiation d'un 
ombustible en réa
teur [GUE02℄, il y a apparition de �ssures(Figure 1.3).

Figure 1.3 : MOX irradié 5 
y
les - Diamètre de la pastille : 8,2mm.
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1.2. Base expérimentale sur les 
ombustiblesLes amas plutonifères (Figure 1.4) ont leur mi
rostru
ture qui se transforme totalement : lesgrains se fragmentent en très petits grains et il y a apparition de bulles de gaz de �ssion d'unedensité très élevée. On voit également apparaître des pré
ipités métalliques prin
ipalement dansles amas plutonifères. De plus, la teneur en plutonium dans les amas diminue : le plutonium est
onsommé par �ssion dans les amas. Une porosité importante apparaît après deux 
y
les dans

Figure 1.4 : AMAS(U,Pu)O2 dans un MOX MIMAS TU2 irradié 3 
y
les.les amas plutonifères des 
ombustibles [BAS02℄.Ces observations nous amènent à 
onstruire des lois ma
ros
opiques faisant intervenir expli-
itement le 
omportement de 
haque phase 
ar elles n'évoluent pas de la même façon en 
oursd'irradiation.1.2 Base expérimentale sur les 
ombustibles1.2.1 Les essaisDeux types d'essais sont réalisés sur pastille, a�n d'étudier les propriétés mé
aniques du
ombustible MOX à haute température, et notamment ses déformations en régime stationnaireen fon
tion du pro
édé de fabri
ation, de sa teneur en plutonium (entre 0 et 10%) et de ses
ara
téristiques mi
rostru
turales (porosité, taille de grains, répartition du plutonium). A hautestempératures, le MOX a un 
omportement vis
oplastique.� Les essais à 
harge 
onstante (essais de �uage) : les déformations sont mesurées en fon
tiondu temps a�n d'évaluer les phases primaires et se
ondaires du �uage,� Les essais à vitesse de déformation imposée permettent, à partir de la mesure de la 
hargeappliquée sur la pastille, de 
al
uler la 
ontrainte rationnelle en fon
tion de la déformation.11



Chapitre 1. Les 
ombustibles nu
léaires1.2.2 Résultats des essaisLe r�le de di�érents paramètres sur le 
omportement mé
anique des MOX a été étudié dans[BAS02℄, [BAS02b℄, [BAS02
℄.R�le de la teneur en plutonium (Figure 1.5)Les essais à vitesse de déformation imposée sur un MOX MIMAS ont montré que l'augmentationde la teneur en plutonium entraîne une diminution de la 
ontrainte maximale σmax du 
ombus-tible (
ependant, lorsque la teneur en plutonium dépasse 6%, il semble que l'e�et du plutoniums'atténue). Un phénomène d'adou
issement est observé :
σmax

σ

εLes essais de �uage ont montré que, pour une 
ontrainte imposée de 40 ou 50 MPa, l'augmen-tation de la teneur en plutonium implique une augmentation de la vitesse de �uage [BAS02b℄.

Figure 1.5 : Vitesse de �uage stationnaire des 
ombustibles MOX MIMAS, [BAS02b℄.12



1.3. Con
lusionIn�uen
e du pro
édé de fabri
ation :On observe une plus grande vitesse de déformation de �uage dans le 
as d'un MOX MIMAS quedans le 
as d'un MOX COCA.In�uen
e de la 
ontrainte pour le MOX MIMAS :Sur la Figure 1.6, on 
onstate que la part primaire du �uage diminue dès 40 MPa [BAS02b℄.

Figure 1.6 : In�uen
e de la 
ontrainte sur la déformation de �uage du MOX MIMAS à 6% dePlutonium [BAS02b℄.Comme indiqué dans le paragraphe 1.1.2, l'irradiation modi�e la mi
rostru
ture du MOX,notamment la porosité dans les amas plutonifères qui devient plus importante. Une étude a don
été lan
ée sur l'in�uen
e d'amas poreux dans l'UO2 ([BAS02℄). Il a été 
onstaté que la répartitionhétérogène de la porosité (amas poreux) aurait tendan
e à a

roître l'amplitude et la durée du�uage primaire de l'UO2, mais n'aurait au
une in�uen
e sur le �uage se
ondaire.1.3 Con
lusionNous avons donné su

in
tement dans 
e 
hapitre les 
ara
téristiques des 
ombustibles nu-
léaires qui vont nous intéresser dans la suite : les MOX.Le MOX étant un 
ombustible multiphase, il va être né
éssaire de mettre en oeuvre des mé-thodes d'homogénéisation pour obtenir son 
omportement global. Cependant, le 
omportementvis
oplastique à hautes températures de 
e matériau (
'est-à-dire aux températures auxquellesest soumis le MOX en réa
teur) nous 
onduit vers un problème d'homogénéisation non-linéaire,
e qui va 
ompliquer nettement la résolution. En�n, le fait que le MOX soit un matériau po-reux implique que, lors de la dé�nition du 
omportement vis
oplastique du MOX, on prenne en
ompte 
e paramètre porosité, qui, de plus, évolue en 
ours d'irradiation.13
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2.1. Homogénéisation : Prin
ipeLe premier 
hapitre nous a permis de mettre en éviden
e les éléments qui vont être né
es-saires pour obtenir le 
omportement des 
ombustibles multiphases : des méthodes de résolutionde problèmes d'homogénéisation non-linéaire et la dé�nition de lois de 
omportement vis
oplas-tique ave
 prise en 
ompte de la porosité.Dans un premier temps, nous rappelons le prin
ipe de l'homogénéisation ainsi que le 
adre uti-lisé pour dé�nir le 
omportement des matériaux (
on
ept thermodynamique de matériaux stan-dard généralisés). Puis nous détaillons quelques méthodes permettant d'aboutir à des s
hémasd'homogénéisation linéaire. Ensuite, nous exposons les bases des te
hniques d'homogénéisationnon-linéaire. En�n, le potentiel vis
oplastique d'un matériaux poreux sera dé�ni.2.1 Homogénéisation : Prin
ipeLa démar
he d'homogénéisation [GEO00℄,[ZAO01℄, permet de relier la mi
rostru
ture du
ombustible à sa loi de 
omportement ma
ros
opique.L'obje
tif est de déterminer des propriétés homogènes du matériau, en fon
tion des para-mètres mi
rostru
turaux et des di�érentes phases qui le 
ara
térisent. Il faut don
 pouvoir passerde l'é
helle des hétérogénéités (é
helle mi
ros
opique) à l'é
helle du matériau (é
helle ma
ros
o-pique). Pour 
ela, on établit des grandeurs 
ara
téristiques.

Figure 2.1 : E
helles d'analyse17



Chapitre 2. Modèles ThéoriquesLa taille 
ara
téristique de l'é
helle mi
ros
opique, d, est 
elle des hétérogénéités. On doitveiller à 
e que 
ette é
helle soit pertinente : elle ne doit pas des
endre inutilement à un niveautrop �n, et les outils de la mé
anique des milieux 
ontinus doivent être en
ore appli
ables.Il faut également déterminer ℓ, la taille du volume sur lequel les 
al
uls vont être e�e
tués,sa
hant que L est la dimension 
ara
téristique de la stru
ture :� ℓ ≪ L : La stru
ture de dimension L doit pouvoir être traitée 
omme un milieu 
ontinu,un volume de dimension ℓ doit pouvoir être 
onsidéré 
omme un point à l'é
helle de lastru
ture. De plus, les relations entre les moyennes doivent rester les mêmes dans tous lesvolumes de la stru
ture de dimension supérieure à ℓ.� ℓ ≫ d : Sans 
ette 
ondition, le 
omportement global résultant d'un matériau à mi
ro-stru
ture aléatoire �u
tuerait fortement d'une parti
ule à l'autre.On a maintenant la possibilité de dé�nir un Volume Élémentaire Représentatif (VER) dumatériau hétérogène 
onsidéré, qui reste su�samment petit par rapport aux dimensions 
ara
-téristiques des stru
tures ma
ros
opiques. Le milieu réel hétérogène est rempla
é par un milieuhomogène équivalent (MHE).On va à présent dé
rire les trois étapes né
essaires à la mise en ÷uvre de l'homogénéisation :l'étape de représentation, l'étape de lo
alisation et en�n l'étape d'homogénéisation.2.1.1 ReprésentationC'est la phase de des
ription du système à 
onsidérer à partir des é
helles mi
ros
opique etma
ros
opique qu'on suppose �xées.Dans le 
as des milieux périodiques, le VER peut être réduit à une 
ellule de base de l'arran-gement périodique. On a une des
ription déterministe.Dans le 
as des milieux aléatoires (
as du 
ombustible), la des
ription mé
anique et géomé-trique ne peut plus être déterministe. Deux VER voisins ne seront jamais superposables même si,ma
ros
opiquement, leur 
omportement est le même. On ne peut don
 en faire qu'une des
riptionstatistique. Il faut don
 identi�er les di�érentes phases (
ara
téristiques mé
aniques di�érentes)et leur 
omportement. Puis il faut extraire di�érents paramètres géométriques pertinents (
'està dire qui peuvent in�uer sur le 
omportement mé
anique), notamment la fra
tion volumique de
haque phase.2.1.2 Lo
alisationC'est la phase d'analyse de la réponse mé
anique du VER à diverses solli
itations. On 
her
heles 
hamps mi
ros
opiques de 
ontraintes et de déformations.18



2.1. Homogénéisation : Prin
ipeLes 
hargements appliqués au VER doivent 
orrespondre aux solli
itations (
hamps de 
ontraintesou de déformations ma
ros
opiques) que le VER subirait au sein de la stru
ture globale étudiée.Des 
onditions homogènes au 
ontour ou des 
onditions aux limites périodiques sont don
 utili-sées a�n de simuler 
es 
hargements :� Contraintes homogènes sur le 
ontour : On impose la 
ondition td = Σ
0.n sur ∂Voù Σ

0 est une 
ontrainte ma
ros
opique homogène, n la normale extérieure au 
ontour.
n

(x)

Vδ t d     0   .n = Σ 
V

σFigure 2.2 : Contraintes homogènes au 
ontourIl en résulte que 〈σ〉 = Σ
0 où σ est le 
hamp de 
ontraintes mi
ros
opiques du VER.� Déformations homogènes sur le 
ontour : On impose la 
ondition de dépla
ement

ud = E0.x sur ∂V où E0 est une déformation ma
ros
opique homogène.Il en résulte que 〈ε〉 = E0 où ε est le 
hamp de déformations mi
ros
opiques du VER.
V

δ

ε(u(x))

u d     0   .x  = Ε V

Figure 2.3 : Déformations homogènes au 
ontour� Conditions aux limites périodiques :
σ.n doit être anti-périodique sur ∂V , σ étant la 
ontrainte et n la normale extérieure.
u(x) = E0.x + u′(x) sur ∂V ave
 u(x) le dépla
ement du point x, E0 une déformationhomogène et u′ un dépla
ement périodique.A partir de 
es solli
itations, il faut maintenant résoudre le problème de lo
alisation. Or, engénéral, il est di�
ile d'obtenir une solution unique à 
ause de la des
ription statistique du VER.On 
her
he don
 un en
adrement par des bornes ou une estimation de la solution.2.1.3 HomogénéisationCette étape permet de faire la synthèse des résultats de lo
alisation et de trouver le 
ompor-tement global du matériau. On 
her
he en fait les propriétés permettant de relier les moyennesdes grandeurs lo
ales entre elles. 19



Chapitre 2. Modèles Théoriques2.2 Matériaux Standard GénéralisésLa théorie des matériaux standard généralisés [HAL75℄, [MIC00℄ est basée sur deux 
on
epts :� La notion de variables internes : 
es variables α sont supposées 
ontenir, à l'instant t, toutel'information sur l'histoire du matériau avant le temps t. Le 
hoix des 
es variables dépenddu matériau que l'on 
onsidère.� La notion de potentiels thermodynamiques 
onvexes : l'énergie libre et les potentiels dedissipation.Les variables d'état du système sont la déformation mi
ros
opique ε, et les variables internes
α qui dé
rivent les phénomènes irréversibles.L'énergie libre, w, permet de dé�nir, grâ
e aux lois d'état, la 
ontrainte σ à partir de la défor-mation ε et des for
es thermodynamiques A asso
iées aux mé
anismes dissipatifs α du système.Le potentiel de dissipation, ϕ, relie les taux des mé
anismes dissipatifs aux for
es asso
iées.

Lois d'état : σ =
∂w

∂ε
(ε,α),

A = −∂w
∂α

(ε,α).Lois 
omplémentaires : A =
∂ϕ

∂α̇
(α̇).Si on dé�nit ψ 
omme étant le potentiel dual de ϕ, les lois 
omplémentaires s'é
rivent de lafaçon suivante : α̇ =

∂ψ

∂A
(A).Dans le 
as d'un 
omposite où toutes les phases ont une stru
ture de matériau standard géné-ralisé, il est prouvé [SUQ87℄ que le 
omposite a également un 
omportement standard généralisé.Le 
hangement d'é
helles 
onserve don
 le 
ara
tère standard généralisé, mais ave
 un nombrein�ni de variables internes.Dans la suite, on 
onsidère que tous les matériaux étudiés sont standard généralisés.2.3 Formulation variationnelle ; Bornes de Voigt et de Reuss2.3.1 Problème élastique et formulation variationnelleSoit V le VER et ∂V sa surfa
e de normale extérieure n.Le 
hargement mé
anique est 
onstitué de dépla
ements imposés ud sur une partie de sa surfa
e20



2.3. Formulation variationnelle ; Bornes de Voigt et de Reuss
∂V u, de 
ontraintes imposées F d sur la partie 
omplémentaire ∂V F et de for
es volumiques fdans V.La résolution du problème élastique ainsi dé�ni 
onsiste à trouver les 
hamps u, ε et σ surV, tels que :� u et ε soient 
inématiquement admissibles (CA) ave
 les 
onditions aux limites 
inéma-tiques,

u et ε sont CA ave
 ud :  ε =
1

2
(▽u +t ▽u) dans V ,

u 
ontinu dans V ,
u = ud sur ∂V u.� σ soit statiquement admissible (SA) ave
 les données statiques,

σ est SA ave
 F d et f :  divσ + f = 0 dans V ,
σ.n = F d sur ∂V F .� ε et σ véri�ent la loi de 
omportement en tout point de V :

σ(x) =
∂w

∂ε
(ε(x),x) dans V ,ou en
ore

ε(x) =
∂φ

∂σ
(σ(x),x),ave
 φ est le potentiel dual de w.Ces équations peuvent être réé
rites sous une forme faible équivalente. On obtient la formu-lation variationnelle suivante :

−Φ(σ∗) ≤ −Φ(σ) = W (u) ≤W (u∗) ∀σ∗ SA ave
 F d et f et∀u∗CA ave
 ud, (2.1)ave
 :
Φ(σ∗) =

∫

V
φ(σ∗,x) dV −

∫

∂V U

n.σ∗.ud dS,

W (u∗) =

∫

V
w(ε∗,x) dV −

∫

V
f .u∗ dV −

∫

∂V F

F d.u∗ dS.

W et Φ sont respe
tivement l'énergie potentielle et l'énergie 
omplémentaire.Dans le 
as où F d = 0, f = 0 et où u = E.x sur ∂V u, sa
hant que 〈ε : c : ε〉 = E : C̃ : E(lemme de Hill), on trouve l'en
adrement suivant :
2 〈σ∗〉 : E − 〈σ∗ : s : σ∗〉 ≤ E : C̃ : E ≤ 〈ε∗ : c : ε∗〉 (2.2)où C̃ est le tenseur des modules e�e
tifs, c est le tenseur des modules de rigidité lo
aux, s letenseur des modules de souplesse lo
aux, et E la déformation ma
ros
opique.Le 
hoix de 
hamps d'essai de 
ontraintes SA σ∗ et de déformations CA ε∗ adéquats permetd'en
adrer l'énergie W du système et 
onduit aux di�érentes bornes.21



Chapitre 2. Modèles Théoriques2.3.2 Bornes de Voigt et de ReussCe sont des bornes d'ordre 1. Elles né
essitent uniquement la 
onnaissan
e de la fra
tionvolumique des 
onstituants.On 
onsidère des 
hamps homogènes dans V :




ε∗ = ε0,

σ∗ = σ0.
(2.3)En 
hoisissant ε0 = E et σ0 = 〈s〉−1 : E, l'équation (2.2) donne :





C̃ ≤ 〈c〉 (borne de Voigt),
C̃ ≥ 〈s〉−1 (borne de Reuss).Ces bornes ne prennent pas en 
ompte la distribution des déformations et des 
ontraintes auniveau lo
al. De plus, lorsque le 
ontraste entre les phases est grand, les deux bornes donnent unen
adrement très large. Elles n'ont qu'une utilité très restreinte.2.4 Problèmes d'in
lusion2.4.1 Problème d'EshelbyLe problème de l'in
lusion est un problème de base en mé
anique des milieux hétérogènes.Eshelby [ESH57℄ a traité le problème dans le 
as d'une in
lusion ellipsoïdale élastique dans unematri
e in�nie élastique.Soit un milieu in�ni homogène élastique linéaire de modules C, sans 
ontrainte ni déforma-tion résiduelle, et un domaine I de 
e milieu in�ni qu'on appelle in
lusion.

M

I
Dans l'in
lusion : σI = 0,

εI = 0.Dans la matri
e : σM = 0,

εM = 0.L'in
lusion subit une transformation (
hangement dephase par exemple).En l'absen
e de matri
e, l'in
lusion se déformerait libre-ment sans 
ontrainte : σI = 0,

εI = εL.22



2.4. Problèmes d'in
lusion Or la matri
e s'oppose à la déformation de l'in
lusion.Un état d'équilibre s'installe : l'in
lusion se trouve dans unétat déformé di�érent de 
elui de déformation libre, maisla matri
e se déforme également.On a don
 :σI = C : (εI − εL),

σM = C : εM .
.Dans le 
as d'une in
lusion de forme ellipsoïdale, Eshelby [ESH57℄ a montré qu'il existait untenseur SE tel que :

εI = SE : εL. (2.4)
SE est appelé le tenseur d'Eshelby, tenseur du 4ème ordre qui dépend de C et de la forme del'in
lusion.L'équation de 
omportement dans l'in
lusion peut se mettre sous la forme : σI = C : εI + poù p est le tenseur de polarisation qui s'interprète 
omme la 
ontrainte qui apparaîtrait dansl'in
lusion après transformation si l'on bloquait totalement sa déformation :

εI = −SE : S : p,ave
 S tenseur de souplesse. Et si l'on impose une déformation homogène E, alors
εI = E − SE : S : p = E − P E : p,où P E est appelé tenseur de Hill.Dans le 
as où la matri
e est 
hargée uniformément à l'in�ni (déformation homogène E ou
ontrainte homogène Σ), on peut don
 é
rire :





εI = E + SE : εL,

σI = Σ + C : (SE − I) : (SE)−1 : (εI − E) = Σ + C∗ : (E − εI).
(2.5)On note C∗ le tenseur d'in�uen
e de Hill : C∗ = C : ((SE)−1 − I).2.4.2 Problèmes basés sur le problème de l'in
lusion : s
hémas linéaires d'ho-mogénéisationLa résolution du problème de lo
alisation peut utiliser la solution élémentaire de l'in
lusion,en 
onsidérant que les grandeurs lo
ales sont a�e
tées à diverses 
on�gurations su

essives d'in-
lusions, la matri
e jouant le r�le de l'ensemble des éléments autres que 
eux individualisés enin
lusions.Formulation variationnelle de Hashin et ShtrikmanL'obje
tif est de 
onstruire des estimations et des en
adrements des modules e�e
tifs en
her
hant à résoudre le problème de lo
alisation, 
'est à dire qu'on 
her
he à déterminer les23



Chapitre 2. Modèles Théoriques
hamps lo
aux ε et σ induits dans V par un 
hargement ma
rohomogène appliqué sur ∂V telque la déformation ma
ros
opique soit égale à E.On pose σ = C : ε = C0 : ε + (C − C0) : ε = C0 : ε + p où C0 est homogène et p le 
hampde polarisation.Or la 
onstru
tion de 
es 
hamps est en général di�
ile. La formulation de Hashin et Shtrik-man [BOR01℄, [BOR96℄ permet de surmonter 
ette di�
ulté. Les 
hamps d'essai admissibles
ε∗ et σ∗ sont 
onstruits par la résolution d'un problème auxiliaire dé�ni à partir de la mêmegéométrie que le problème initial, des mêmes 
hargements et 
onditions aux limites, mais sur unmilieu homogène de référen
e arbitraire de tenseur des modules d'élasti
ité C0, qui subit en plusdes déformations de transformation hétérogènes 
ara
térisées par un 
hamp de polarisation p∗ :

∀x ∈ V, p∗(x) = (C(x) − C0) : η∗(x), (2.6)ave
 η∗ tenseur d'ordre deux, ayant la dimension d'une déformation.Les 
hamps (u∗, ε∗,σ∗) tels que :




u∗ et ε∗ sont CA ave
 ud,

σ∗ est SA ave
 F d et f ,

σ∗ = C0 : ε∗ + (C − C0) : η∗,

(2.7)sont admissibles pour le problème initial. De plus, si p∗ = (C − C0) : ε∗, alors ils sont uniques[BOR96℄.Soient (U ,E,Σ) la solution du problème auxiliaire ave
 polarisation nulle :




U et E sont CA ave
 ud,

Σ est SA ave
 F d et f ,

Σ = C0 : E.

(2.8)L'énergie potentielle et l'énergie 
omplémentaire s'é
rivent :
W 0(U ) =

∫

V
E : C0 : E dV −

∫

V
f .U dV −

∫

∂V F

F d.U dS,

Φ0(Σ) =

∫

V
Σ : S0 : Σ dV −

∫

∂V U

n.Σ.ud dS.

(2.9)On note (u∗′, ε∗′,σ∗′) l'é
art à la solution (u∗, ε∗,σ∗) :




u∗ = U + u∗′,

ε∗ = E + ε∗′,

σ∗ = Σ + σ∗′.

(2.10)On a :
∫

V
σ∗′ : ε∗′ dV =

∫

V

[
C0 : (ε∗ − E) + (C − C0) : η∗

]
: [ε∗ − E] dV = 0,24



2.4. Problèmes d'in
lusionet par le prin
ipe des travaux virtuels :
∫

V
Σ : ε∗′ dV =

∫

V
E : C0 : (ε∗ − E) dV =

∫

V
f .(u∗ − U ) dV +

∫

∂V F

F d.(u∗ − U) dS. (2.11)On obtient alors l'é
art entre l'énergie potentielle du problème initial et 
elle du problèmeauxiliaire à polarisation nulle :
2
[
W (u∗) −W 0(U )

]
=

∫

V
ε∗ : (C − C0) : ε∗ dV −

∫

V
ε∗′ : (C − C0) : η∗ dV . (2.12)On peut alors é
rire l'énergie potentielle sous la forme :

W (u∗) = HS0(η∗) +
1

2

∫

V
(η∗ − ε∗) : (C − C0) : (η∗ − ε∗) dV . (2.13)ave
 HS0(η∗) la fon
tionnelle de Hashin et Shtrikman asso
iée au milieu de référen
e C0, à lagéométrie et au 
hargement 
onsidérés :

HS0(η∗) = W 0(U) +
1

2

∫

V
η∗ : (C − C0) : (E + ε∗ − η∗) dV . (2.14)De la même façon, on obtient une relation pour l'énergie 
omplémentaire :

Φ(σ∗) = Φ0(Σ) +
1

2

∫

V
η∗ : C : (S − S0) : (Σ − σ∗ − C : η∗) dV ,

+
1

2

∫

V
(C : η∗ − σ∗) : (S − S0) : (C : η∗ − σ∗) dV ,

= Φ0(Σ) − 1

2

∫

V
η∗ : (C − C0) : (E − ε∗ − η∗) dV ,

+
1

2

∫

V
(C : η∗ − σ∗) : (S − S0) : (C : η∗ − σ∗) dV .

(2.15)
Or 
omme Φ0(Σ) = −W 0(U ), on a alors :

Φ(σ∗) = −HS0(η∗) +
1

2

∫

V
(C : η∗ − σ∗) : (S − S0) : (C : η∗ − σ∗) dV . (2.16)On établit alors les inégalités suivantes pour tout 
hamp η∗ et pour tout milieu de référen
e

C0 :
−∆0

φ(η∗) +HS0(η∗) ≤ −Φ(σ) = W = W (u) ≤ HS0(η∗) + ∆0
w(η∗), (2.17)ave
 : 




∆0
φ(η∗) =

1

2

∫

V
(C : η∗ − σ∗) : (S − S0) : (C : η∗ − σ∗) dV ,

∆0
w(η∗) =

1

2

∫

V
(η∗ − ε∗) : (C − C0) : (η∗ − ε∗) dV .

(2.18)Les termes ∆0
φ et ∆0

w ne peuvent en général pas être 
al
ulés expli
itement. Cependant,
e sont des formes quadratiques en (η∗ − ε∗) dont on peut 
ontr�ler le signe en 
hoisissant25



Chapitre 2. Modèles Théoriquesjudi
ieusement le milieu de référen
e C0. On peut alors préserver les inégalités sans avoir besoinde 
al
uler 
es deux termes :



Si C0 ≥ C(x) (notation utilisée par abus de langage) ∀x ∈ V , alors HS0(η∗) ≥ W ,Si C0 ≤ C(x) (notation utilisée par abus de langage) ∀x ∈ V , alors HS0(η∗) ≤ W .Dans le 
as d'un problème élastique de la forme :





div(σ) = 0 dansV
σ = C : ε(u(x)) dans V,
u = E.x sur ∂V U ,le problème variationnel de Hashin et Shtrikman s'é
rit :

−∆0
φ(η∗) +HS0(η∗) ≤ 1

2
E : C̃ : E ≤ HS0(η∗) + ∆0

w(η∗), (2.19)ave
 : 



HS0(η∗) =
1

2
E : C0 : E +

1

2

〈
η∗ : (C − C0) : (E + ε∗ − η∗)

〉
,

∆0
φ(η∗) =

1

2

∫

V
(C : η∗ − σ∗) : (S − S0) : (C : η∗ − σ∗) dV ,

∆0
w(η∗) =

1

2

∫

V
(η∗ − ε∗) : (C − C0) : (η∗ − ε∗) dV .

(2.20)Choix de 
hamps de polarisation optimauxLes meilleures approximations sont obtenues lorsque la � polarisation d'essai � p∗ appro
heau mieux la � polarisation réelle � p = (C − C0) : ε ou, i
i, lorsque le 
hamp η∗ appro
he aumieux le 
hamp de déformation réel ε.L'optimisation de l'en
adrement est assurée par une maximisation ou une minimisation de lafon
tionnelle HS0(η∗) suivant que C0 est plus grand ou plus petit que les C(x).Choix du milieu de référen
e C0Le 
hoix à faire dépend du type de résultat souhaité (borne ou estimation pour les modulese�e
tifs), de la pré
ision souhaitée, des possibilités de 
al
ul.Modèle auto
ohérent [FRA95℄On 
onsidère que 
haque phase est, tour à tour, rassemblée dans une in
lusion ellipsoïdale,et on assimile le milieu hétérogène qui l'entoure, le milieu de référen
e, au milieu homogèneéquivalent 
her
hé.Le modèle auto
ohérent peut s'appliquer à des matériaux multiphases dans lesquels au
une desphases ne joue le r�le de matri
e. 26



2.4. Problèmes d'in
lusionLe 
omportement du milieu homogène équivalent est identi�é en faisant jouer su

essivementà 
haque phase le r�le de l'in
lusion, le 
omportement de la matri
e restant le même, et en réa-lisant les opérations de moyenne adéquates entre les diverses 
on�gurations (ave
 
omme poidsrelatifs la fra
tion volumique de 
haque phase).Si C̃ est le tenseur des modules e�e
tifs, alors :
(σ − Σ) = C∗ : (E − ε),

Σ = C̃ : E,

σ = c : ε,





⇒ (c + C∗) : ε = (C̃ + C∗) : E ⇔ ε = (c + C∗)−1 : (C̃ + C∗) : E.(2.21)Le tenseur de lo
alisation des déformations est alors dé�ni par : A = (c + C∗)−1 : (C̃ + C∗).Comme ε = A : E, on a σ = c : A : E, d'où Σ = 〈σ〉 = 〈c : A〉 : E.
C̃ est don
 égal à :

C̃ = 〈c : A〉 =
〈
c : (c + C∗)−1 : (C̃ + C∗)

〉
.Il s'agit en général d'une équation intégrale en C̃.Estimation de Mori-Tanaka [BOR01℄C'est le même prin
ipe que pour le modèle auto
ohérent, mais le milieu de référen
e 
hoisiest la matri
e du matériau étudié.Le modèle de Mori-Tanaka s'applique en général à des matériaux où l'une des phases peut être
onsidérée 
omme matri
e.Si Cm est le tenseur des modules de la matri
e, alors on obtient pour C̃ :

C̃ = 〈c : A〉 =
〈
c : (c + C∗)−1 : (Cm + C∗)

〉
.Dans 
e 
as, le 
al
ul est moins di�
ile que dans le 
as du modèle auto
ohérent 
ar le milieu deréféren
e est 
onnu.Bornes de Hashin et Shtrikman [FRA95℄On donne au milieu de référen
e des modules 
onnus. On obtient des bornes supérieures Cmaxou inférieures Cmin suivant que le module 
hoisi est plus raide ou plus souple que l'ensemble desmodules des di�érentes phases 
onstitutives :

ε = A+ : E,ave
 A+ = (c + C∗

+)−1 : (Cmax + C∗

+),

C∗

+ = Cmax :
(
(SE

max)−1 − I
)
. 27



Chapitre 2. Modèles ThéoriquesOn a don
 :
〈ε〉 = 〈A+〉 : E,

E = 〈A+〉−1 : 〈ε〉 ,
e qui donne :
ε = A+ : 〈A+〉−1 : 〈ε〉 .L'expression de σ est alors la suivante :

σ = c : ε,

= c : A+ : E,

= c : A+ : 〈A+〉−1 : 〈ε〉 ,
e qui aboutit pour C+ à :
C+ = 〈c : A+〉 : 〈A+〉−1 . (2.22)De la même façon, on trouve l'expression de C− :
C− = 〈c : A−〉 : 〈A−〉−1 , (2.23)ave
 A− = (c + C∗

−
)−1 : (Cmin + C∗

−
),

C∗

−
= Cmin :

(
(SE

min)−1 − I
)
.On peut alors établir des bornes pour C̃, le tenseur des modules e�e
tifs :
Cmin ≤ C̃ ≤ Cmax. (2.24)2.5 Propriétés non linéaires des matériaux : Appro
hes par 
hampsmoyensLa résolution d'un problème d'homogénéisation non linéaire est un problème 
ompliqué. L'ob-je
tif est i
i de réussir à se ramener à un problème d'homogénéisation linéaire en linéarisant leslois de 
omportement lo
ales. Pour 
ela, on introduit la notion de milieu hétérogène linéairede 
omparaison [ZAO01b℄, formulée expli
itement par Ponte Castañeda en 1991 [PON91℄. Cemilieu de 
omparaison est obtenu à partir du milieu hétérogène non linéaire pris dans un état�xé auquel on attribue en tout point les 
ara
téristiques linéarisées. A partir de 
et instant, ilest alors possible d'appliquer des s
hémas d'homogénéisation linéaires.La première étape, qui 
onsiste à linéariser les 
ara
téristiques mé
aniques, va être déve-loppée dans la suite. En e�et, il existe di�érentes formulations possibles pour obtenir le milieuhétèrogène linéaire de 
omparaison. Mais du fait de la non linéarité du 
omportement lo
al et lanon uniformité des 
hamps mé
aniques, on 
onstate que les 
ara
téristiques linéarisées varient àl'intérieur d'une même phase quelque soit la formulation 
hoisie. Il est don
 né
éssaire de réduirele nombre de variables lo
ales grâ
e à une approximation. Il semble logique de 
onserver des
ara
téristiques uniformes par phase (il existe di�érentes méthodes pour parvenir à 
e résultat,28



2.5. Propriétés non linéaires des matériaux : Appro
hes par 
hamps moyensil est né
essaire de 
hoisir 
onvenablement l'état de déformation qui servira de référen
e pourdéterminer les 
ara
téristiques uniformes dans 
haque phase).Une fois l'étape de linéarisation e�e
tuée, il ne reste plus qu'à résoudre un problème d'ho-mogénéisation linéaire. Certains s
hémas ont été développés dans le paragraphe pré
édent. Laen
ore, un 
hoix devra être fait.On va à présent exposer di�érentes formulations permettant de linéariser les 
ara
téristiquesmé
aniques des matériaux. On se pla
e dans le 
adre de l'élasti
ité non linéaire [MAS98℄ (lapro
édure est la même dans le 
adre de la vis
osité non linéaire, en interprétant la déformation
ε 
omme une vitesse de déformation).2.5.1 Formulation in
rémentale de HillHill [HIL65℄ a proposé 
ette formulation dans le 
adre de l'élastoplasti
ité appliquée au po-ly
ristal. Il tente de se ramener dans le 
adre de l'homogénéisation linéaire. Pour 
ela, il é
rit laloi d'é
oulement sous forme in
rémentale :

σ̇(x) = l(x) : ε̇(x),où l est le module tangent 
orrespondant à l'état de déformation ε au point x. Il s'agit d'uneloi � multibran
he �, son expression dépend des 
onditions de 
harge ou de dé
harge plastiqueappliquées au mono
ristal. Dans 
e 
as, il est né
essaire de suivre le trajet de 
hargement pourdéterminer la réponse ma
ros
opique. Cependant 
haque bran
he est linéarisable. A 
haque pas,on a don
 a�aire à un problème d'homogénéisation linéaire où l'on 
onnaît l'état mé
anique lo
alet global au départ de 
haque nouveau pas.Masson [MAS98℄ en a rappelé son prin
ipe dans le 
adre de l'élasti
ité non linéaire. Onsuppose 
onnue la réponse du VER jusqu'à l'état a
tuel de déformation ma
ros
opique E, ainsique les 
hamps de déformations et de 
ontraintes pour 
et état de déformation. On 
her
heune estimation de la réponse globale et des vitesses de déformations lo
ales pour une vitessede déformations imposée Ė. Il su�t pour 
ela de résoudre un problème de lo
alisation pour unmatériau linéaire élastique :
ε̇ = A : Ė,où A est le tenseur de lo
alisation des déformations. La vitesse de 
ontrainte ma
ros
opiques'é
rit :
Σ̇ = L̃ : Ė,et le module tangent e�e
tif L̃ est dé�ni par :
L̃ = 〈l : A〉 ,ou par :

L̃ =
〈
tA : l : A

〉
.29



Chapitre 2. Modèles ThéoriquesOr la valeur du module tangent l(x) dépend de la phase en 
e point, mais aussi de l'état de défor-mation au point x. Hill propose alors l'utilisation des modules tangents asso
iés à la déformationmoyenne de 
haque phase pour obtenir des 
ara
téristiques uniformes dans 
haque phase. La loid'é
oulement est appro
hée par :
σ̇(x) = lr : ε̇(x), ∀x appartenant à la phase r,

lr étant le module tangent uniforme dans la phase r, évalué pour la déformation moyenne εr.2.5.2 Formulation sé
anteUne formulation alternative à la formulation de Hill a été développée dans 
ertains 
as par-ti
uliers où il est possible d'obtenir une version intégrée de la loi linéarisée.Berveiller et Zaoui [BER79℄ ont proposé une formulation sé
ante dans le 
as de 
hargementsproportionnels monotones en élastoplasti
ité.Hut
hinson a, quant à lui, étendu la formulation de Hill au 
as de la vis
oplasti
ité [HUT76℄.En 
hoisissant des 
omportements en loi puissan
e, pour un s
héma d'homogénéisation linéaireauto
ohérent, il a montré que la formulation in
rémentale 
onduit au même résultat que la for-mulation sé
ante. Dans [MAS98℄, 
e résultat est redémontré en détail dans un 
as plus général, ensupposant que le tenseur de lo
alisation des déformations du modèle d'homogénéisation linéaire
hoisi est une fon
tion homogène de degré zéro des modules des di�érentes phases.La formulation sé
ante a l'intérêt de pouvoir estimer les déformations et les 
ontraintes indé-pendamment du trajet de 
hargement. Cependant, 
ontrairement à la formulation in
rémentaleoù l'on 
onnaît les états mé
aniques mi
ros
opique et ma
ros
opique au début de 
haque nou-veau pas, on re
her
he dire
tement la réponse globale à une solli
itation ma
ros
opique donnée,il faut don
 déterminer les états mé
aniques lo
aux qui sont solutions d'un système d'équationsimpli
ites.2.5.3 Formulation tangenteMolinari et al. [MOL87℄ adopte une nouvelle formulation en se basant sur une linéarisationtangente des lois 
onstitutives lo
ales, tout en empruntant à la formulation sé
ante sa re
her
hedire
te du résultat. Dans la suite du paragraphe, on se limitera au 
adre des petites déformations,
ontrairement à [MOL87℄ qui se pla
e dans le 
adre des grandes déformations.La loi de 
omportement du matériau s'é
rit :
σ(x) =

∂w

∂ε
(ε(x),x),où w, le potentiel de déformation, est une fon
tion 
onvexe de ε.Linéarisation des lois 
onstitutives lo
ales 30



2.5. Propriétés non linéaires des matériaux : Appro
hes par 
hamps moyensOn suppose que ε et σ sont 
onnus en tout point du VER. La relation entre les vitesses dedéformation et de 
ontrainte au point x s'é
rit don
 :
σ̇(x) = l(x) : ε̇(x).Le tenseur l est le module tangent 
orrespondant à l'état de déformation ε au point x :

lijkl(x) =
∂2w

∂εij∂εkl
(ε).En 
haque point du VER, on peut également intégrer la loi linéarisée pré
édente, de telle sortequ'on obtient :

σ(x) = l(x) : ε(x) + σ0(x),ave

σ0(x) =

∂w

∂ε
(ε(x)) − l(x) : ε(x).De la même façon que pour les formulations pré
édentes, il est né
essaire d'envisager unerelation linéarisée 
onstante par phase :

σ(x) = lr : ε(x) + σ0
r,

lr et σ0
r étant évalués pour un état de déformation εr 
onvenablement 
hoisi.Modèle tangentMolinari et al. [MOL87℄ se sont restreints à un 
omportement lo
al en loi puissan
e ave
 lemême exposant pour toutes les phases, 
ar ils ont besoin de 
onnaître à l'avan
e la forme de la loima
ros
opique (dé�nie par Σ =

∂W

∂E
(E)). Grâ
e à 
ette restri
tion, la relation ma
ros
opiqueest attendue en loi puissan
e ave
 le même exposant que toutes les phases et l'expression Σ =

L : E + Σ0 
onstitue une linéarisation tangente de la loi ma
ros
opique. L et Σ0 véri�ent don
les égalités suivantes : 



L =
∂2W

∂E2 (E),

Σ0 =
∂W

∂E
(E) − L(x) : E.C'est en 
ela que l'on peut quali�er 
ette formulation de � tangente �.Les intérêts de la méthode sont qu'elle s'appro
he mieux des 
omportements rééls que la for-mulation sé
ante et qu'elle se débarrasse du traitement pas à pas de la formulation in
rémentalequi a

umule les approximations tout au long du trajet de 
hargement.Cependant, la formulation tangente n'est appli
able qu'au 
as des 
omportements en loipuissan
e. De plus, dans [MAS98℄, il est montré qu'en général, on n'obtient pas une linéarisationtangente de la loi ma
ros
opique. Masson a don
 dé�ni une formulation a�ne basée sur les mêmeslois linéarisées lo
ales que la formulation tangente mais qui ne présume pas de la forme de la loiglobale. C'est 
e qu'on va voir dans le paragraphe suivant.31



Chapitre 2. Modèles Théoriques2.5.4 Formulation a�neL'expression linéarisée de la loi de 
omportement dé�nit un matériau de 
omparaison hé-térogène linéaire dont l'état initial n'est pas naturel, le matériau est soumis à un 
hamp depré
ontraintes σ0. On re
onnait un problème de type thermoélastique linéaire [MAS98℄.Le module e�e
tif du matériau linéaire de 
omparaison est dé�ni par :
L = 〈l : A〉 ,où A est le tenseur de lo
alisation des déformations pour le problème linéaire sans pré
ontraintes.La réponse du milieu homogène équivalent s'é
rit alors :

Σ = L : E + Σ0.La pré
ontrainte Σ0 est la 
ontrainte ma
ros
opique qui subsiste en l'absen
e de déformationappliquée au VER. Cette pré
ontrainte ma
ros
opique n'est généralement pas la moyenne despré
ontraintes lo
ales, on a [ZAO00℄ :




L : E =
〈
tA : L : ε

〉
,

Σ0 =
〈
tA : σ0

〉
.Le modèle a�ne, 
omme les autres modèles, est dé�ni dès lors que le 
hoix du s
héma d'ho-mogénéisation linéaire aura été fait.L'in
onvénient, 
omme pour la formulation sé
ante, est que la formulation a�ne né
essitela résolution de systèmes d'équations non linéaires impli
ites. Cependant la formulation a�nedonne des prévisions moins raides que les formulations in
rémentale et sé
ante. Et 
ontrairementaux autres formulations, la formulation a�ne peut être utilisée dans le 
as de 
omportementsdérivant de deux potentiels (
omportements héréditaires) [MAS98℄, [MAS00℄. Mais dans 
e 
as,des di�
ultés supplémentaires apparaissent pour la résolution du problème. Les états mé
aniqueslo
aux a
tuels sont déterminés en tenant 
ompte des réponses globales et lo
ales antérieures. Laréponse globale a
tuelle dépend don
 des états mé
aniques lo
aux a
tuels (
e qui né
essite larésolution de systèmes d'équations non linéaires impli
ites), qui doivent eux-mêmes tenir 
omptedes réponses globales et lo
ales aux instants pré
édents. Ces réponses sont elles-mêmes liées par
e type de pro
édure impli
ite. La pro
édure d'ensemble doit don
 être 
onduite pas à pas, 
equi permet à 
haque pas d'utiliser les réponses obtenues aux pas antérieurs.L'in
onvénient majeur des appro
hes par 
hamps moyens apparaît dans le 
as des � forts
ontrastes �. En e�et, toutes 
es appro
hes font l'hypothèse que σr =

∂w

∂ε
(εr). Or, dans le 
asde forts 
ontrastes, 
ette approximation n'est pas négligeable, l'utilisation de 
es appro
hes estdon
 peu pertinente dans 
es situations. 32



2.6. Propriétés non linéaires des matériaux : Appro
hes variationnelles2.6 Propriétés non linéaires des matériaux : Appro
hes variation-nellesLes méthodes présentées i
i sont basées sur des prin
ipes variationnels. Elles permettentd'obtenir des bornes et des estimations des paramètres mé
aniques ma
ros
opiques pour desmatériaux ayant un 
omportement non linéaire.2.6.1 Propriétés mé
aniques ma
ros
opiques de 
omposites isotropes non li-néairesPonte Castañeda [PON91℄ propose une stru
ture variationnelle qui permet d'obtenir desbornes et des estimations pour les propriétés mé
aniques e�e
tives des 
omposites non linéairesà partir des bornes et estimations disponibles pour les propriétés e�e
tives des 
omposites li-néaires. Les potentiels d'énergie e�e
tifs des 
omposites non linéaires sont 
al
ulés en terme depotentiels d'énergie du 
omposite linéaire possédant les mêmes distributions mi
rostru
turales.Soit un matériau 
omposite 
onstitué de N phases, o

upant le volume V ave
 φr(σ) lepotentiel homogène de la phase r. Le potentiel de 
ontrainte non linéaire s'é
rit :
φ(σ,x) =

N∑

r=1

χr(x)φr(σ),où χr est la fon
tion 
ara
téristique de la phase r dé�nie par :
χr =





1 si x appartient à la phase r,
0 sinon.On utilise le prin
ipe de l'énergie 
omplémentaire minimum, formulation variationnelle du pro-blème suivant :





div(σ) = 0,

ε(u) =
1

2
(∇u +t ∇u),u le 
hamp de dépla
ements,

ε =
∂φ

∂σ
(σ,x),ave
 des 
onditions aux limites appropriées, et ave
 l'hypothèse de la stri
te 
onvexité du potentielnon-linéaire φ(σ,x).L'énergie e�e
tive s'é
rit don
 :

Φ(Σ) = inf
σSA

〈φ(σ,x)〉 , (2.25)ave
 〈φ(σ, x)〉 la moyenne de φ sur V.On obtient une relation de 
omportement en fon
tion des variables ma
ros
opiques, si onsuppose Φ(Σ) di�érentiable :
Eij =

∂Φ

∂Σij
(Σ). (2.26)33



Chapitre 2. Modèles ThéoriquesNouvelle stru
ture variationnelle :Le prin
ipe de 
ette stru
ture variationnelle est d'utiliser un matériau hétérogène linéaire de
omparaison dont les propriétés e�e
tives peuvent être 
ara
térisées par des bornes ou des esti-mations, a�n d'obtenir des bornes et des estimations pour les propriétés e�e
tives du matériaunon linéaire.Pour 
ela, on dé�nit un potentiel quadratique :
φ̂(σ,x) =

N∑

r=1

χr(x) φ̂r(σ). (2.27)Si la non-linéarité du potentiel du matériau d'origine a une 
roissan
e plus forte que 
elle dupotentiel quadratique, on peut dé�nir un ensemble de fon
tions :
V r(µ̂r, κ̂r) = sup

σ

{φ̂r(σ) − φr(σ)},

V (µ̂, κ̂) =

N∑

r=1

χr(x)V r(µ̂r, κ̂r) = sup
σ

{φ̂(σ,x) − φ(σ,x)},ave
 µ̂r et κ̂r les modules de 
isaillement et de 
ompressibilité 
orrespondant au matériau linéaireave
 la même mi
rostru
ture que le matériau non linéaire.On a don
 pour tout µ̂r, κ̂r > 0 et pour tout σ en tout point x :
φ(σ,x) ≥ φ̂(σ,x) − V (µ̂, κ̂),
e qui donne en prenant la moyenne puis la borne inférieure de 
ette inéquation :
Φ(Σ) ≥ Φ̂(Σ) − 〈V (µ̂, κ̂)〉 ,ave
 Φ̂(Σ) = infσSA

〈
φ̂(σ,x)

〉 potentiel e�e
tif du 
omposite linéaire.On obtient alors une famille de bornes pour le potentiel du matériau non-linéaire Φ(Σ) :
Φ

−
(Σ) = sup

µ̂r ,κ̂r>0
{Φ̂(Σ) − 〈V (µ̂, κ̂)〉}. (2.28)Cependant, il est di�
ile de 
al
uler expli
itement Φ̂(Σ). On 
her
he don
 des bornes et desestimations.Si on a une borne inférieure Φ̂

−
(Σ) pour Φ̂(Σ), en remplaçant Φ̂(Σ) par Φ̂

−
(Σ) dans l'inéquation(2.28), alors on trouve une borne inférieure pour Φ(Σ).Si on a une estimation Φ̂e(Σ) pour Φ̂(Σ), alors

Φe(Σ) = sup
µ̂r ,κ̂r>0

{Φ̂e(Σ) − 〈V (µ̂, κ̂)〉},et on trouve une estimation pour Φ(Σ). 34



2.6. Propriétés non linéaires des matériaux : Appro
hes variationnellesIl est possible que la non-linéarité du potentiel du matériau d'origine ait une 
roissan
e plusfaible que 
elle du potentiel quadratique. Dans 
e 
as, on trouve des bornes supérieures (on rem-pla
e les sup par des inf dans les équations).Cette méthode a l'avantage d'être simple à mettre en ÷uvre. De plus elle est utilisablepour di�érents types de potentiels. Cependant, elle ne peut être utilisée que dans le 
as de
omportement ne dérivant que d'un seul potentiel. Des exemples sont présentés dans [PON91℄,la méthode est appliquée dans trois 
as parti
uliers : un matériau poreux, un 
omposite biphaséin
ompressible et un matériau renfor
é par des in
lusions rigides. Des bornes et estimations despropriétés e�e
tives sont données.2.6.2 Estimations se
ond ordreUne méthode d'estimation du 
omportement ma
ros
opique de 
omposites non-linéaires estproposée par Ponte Castañeda [PON96℄. Un matériau de 
omparaison linéaire hétérogène estutilisé, 
omme dans [PON91℄, mais le 
hoix du matériau de 
omparaison est di�érent, on utiliseles tenseurs des modules tangents des di�érentes phases, 
e qui assure que les estimations sontexa
tes au se
ond ordre par rapport au 
ontraste des hétérogénéités.Le 
omportement mi
ros
opique est 
ara
térisé par le potentiel w(x, ε) tel que :
σ(x) =

∂w

∂ε
(x, ε(x)).Les matériaux 
omposites étudiés possèdent N phases homogènes, de fon
tion 
ara
téristique χr.Le potentiel mi
ros
opique s'é
rit don
 :

w(x, ε) =

N∑

r=1

χr(x)wr(ε),où wr(ε) 
ara
térise le 
omportement de la phase r.Le 
omportement ma
ros
opique se 
ara
térise par :
Σ =

∂W

∂E
(E), (2.29)ave
 :

W (E) = min
εCA

〈w(x, ε)〉 .L'idée prin
ipale est d'utiliser la formule de Taylor ave
 reste pour les potentiels de phases
wr, autour de la déformation de référen
e εr :

wr(ε) = wr(εr) + ρr : (ε − εr) +
1

2
(ε − εr) : Lr : (ε − εr), (2.30)35



Chapitre 2. Modèles Théoriquesave
 : 



(ρr)ij =
∂wr

∂εij
(εr), la 
ontrainte de référen
e,

(Lr)ijkl =
∂2wr

∂εij∂εkl
(γr), le tenseur des modules tangents,

γr = λrεr + (1 − λr)ε, 0 < λr < 1.Si on dé
ompose ε en ε = E + ε′, le développement s'é
rit :
wr(E + ε′) = υr(E) + τ r : ε′ +

1

2
ε′ : Lr : ε′ (2.31)ave
 : 



υr(E) = wr(εr) + ρr : (E − εr) +

1

2
(E − εr) : Lr : (E − εr),

τ r = ρr + Lr : (E − εr).Le potentiel ma
ros
opique du 
omposite non-linéaire se met alors sous la forme :
W (E) = min

ε
′ ∈K ′

〈
υ + τ : ε′ +

1

2
ε′ : L : ε′

〉
, (2.32)où 




υ(x) =

N∑

r=1

χr(x)υr,

τ (x) =

N∑

r=1

χr(x)τ r,

L(x) =
N∑

r=1

χr(x)Lr.Soit K ′ l'ensemble des déformations 
inématiquement admissibles ave
 des dépla
ements nulssur la frontière :
K ′ =

{
ε | ∃u tel que ε =

1

2
(∇u +t ∇u)dans V etu = 0 sur ∂V } .Le problème du minimum en ε′ est équivalent au problème du minimum initial, 
ar le tenseurdes modules tangents Lr (impliquant γr) dépend du 
hamp lo
al de déformation. En remplaçantles 
hamps tensoriels γr par un tenseur 
onstant γ̄r 
orre
tement 
hoisi, Lr, υr, τ r sont 
onstantset on se ramène à un problème linéaire :

P (E) = min
ε
′ ∈K ′

〈
τ : ε′ +

1

2
ε′ : L : ε′

〉
. (2.33)On obtient alors une approximation pourW en fon
tion de la solution pour ε′, notée ε∗ et valablepour tout εr et tout γ̄r :

W (E) =

N∑

r=1

cr(x)υr(E) +

〈
τ : ε∗ +

1

2
ε∗ : L : ε∗

〉
. (2.34)36



2.7. Propriétés non linéaires des matériaux : Appro
hes numériquesOn s'intéresse don
 aux 
hoix optimaux pour les déformations de référen
e εr et γ̄(r).
εr = 〈ε〉r = E + 〈ε∗〉r permet de minimiser la di�éren
e de moyenne entre le 
hamp de défor-mations réel ε et la déformation de référen
e 
onstante dans 
haque phase.Le 
hoix pour γ̄r est plus di�
ile. Une des possibilités est de prendre la moyenne par phase de
γr = λrεr + (1 − λr)ε.Et en prenant λr 
onstant, on trouve γ̄r = 〈λrεr + (1 − λr)ε〉r = εr = 〈ε〉r.Cette méthode est don
 
apable de fournir des estimations exa
tes au se
ond ordre dans le
ontraste des phases. Cependant dans 
e 
as on ne s'intéresse qu'au 
hamp moyen des phases dumatériau linéaire de 
omparaison. Dans le 
as de grandes �u
tuations à l'intérieur des phases,la méthode peut donner de mauvaises prédi
tions. Ponte Castañeda [PON02a℄ propose alors unenouvelle version de la méthode qui prend en 
ompte les �u
tua
tions des 
hamps pour des ma-tériaux 
omposites non linéaires et présente dans [PON02b℄ des estimations pour des matériauxbiphasés qui satisfont toujours des bornes rigoureuses.Cependant, 
es appro
hes variationnelles ne peuvent être appliquées que pour des 
omporte-ment ne dérivant que d'un seul potentiel.2.7 Propriétés non linéaires des matériaux : Appro
hes numé-riquesLa plupart des méthodes présentées pré
édemment ne peuvent être appliquées qu'à des 
om-portements non linéaires dont le 
omportement ne dérive que d'un seul potentiel (élasti
ité nonlinéaire ou vis
oplasti
ité). La question des matériaux dérivant de deux potentiels 
orrespondantaux aspe
ts réversibles et irréversibles du 
omportement reste ouverte. Les méthodes d'analysepar 
hamps de transformation initialement développées par Dvorak permettent d'aborder 
e typede 
omportement. On va don
 présenter dans 
e paragraphe la méthode initiale développée dans[DVO92a℄ et [DVO92b℄, et les méthodes proposées pour améliorer les résultats obtenus ave
 laversion initiale.Les matériaux 
onsidérés ont une stru
ture de matériaux standard généralisés, mais ave
 unnombre in�ni de variables internes qui sont les 
hamps des variables internes lo
ales. L'obje
tifest don
 de réduire 
e nombre de variables. On 
onsidère, dans la suite, que les seules variablesinternes sont les 
hamps de déformations inélastiques.Dans la suite, on suppose que le matériau hétérogène est 
omposé de plusieurs phases dis-tin
tes (élastiques ou inélastiques) parfaitement 
ollées aux interfa
es et qu'il a un 
omportementhomogène au niveau ma
ros
opique. On admet don
 que le 
hoix d'un VER V de surfa
e S a puêtre fait. A l'é
helle mi
ros
opique, V est dé
oupé en M sous-domaines Vr ne 
ontenant qu'une37



Chapitre 2. Modèles Théoriquesseule phase, mais une phase peut être 
ontenue par plusieurs sous-domaines.On dé�nit les notions de moyennes d'un 
hamp f sur V et sur Vr :
〈f〉 =

1

V

∫

V
f(x)dx, 〈f〉r =

1

Vr

∫

Vr

f(x)dx. (2.35)La moyenne sur V peut s'exprimer en fon
tion des moyennes sur Vr et de la fra
tion volumiquede 
haque phase ou sous-domaine, cr :
〈f〉 =

∑

r

cr 〈f〉r . (2.36)2.7.1 Analyse par 
hamps de transformationDvorak [DVO92a℄, [DVO92b℄ a développé 
ette méthode qu'il appelle � Transformation FieldAnalysis �. On utilisera l'abréviation TFA dans la suite.Les relations 
onstitutives des 
onstituants sont données par :
w(ε, εvp) =

1

2
(ε − εvp) : L : (ε − εvp), (2.37)

σ =
∂w

∂ε
(ε, εvp) = L : (ε − εvp), (2.38)

ε̇vp =
∂ψ

∂σ
(σ). (2.39)Dans le 
as où les variables d'état sont �xées (pas d'évolution du système), les 
hamps de
ontraintes σ et de déformations ε dans le VER véri�ent le problème élastique linéaire (2.40) :

σ(x) = L(x) : (ε(x) − εvp(x)) , div(σ(x)) = 0, 〈ε〉 = E, (2.40)ave
 des 
onditions de périodi
ité sur le VER. E et εvp étant 
onnus, le 
hamp de déformations
ε(x) peut s'é
rire 
omme la somme des termes suivants, grâ
e au prin
ipe de superposition :

ε(x) = A(x) : E +
1

|V |

∫

V
D(x,x′) : εvp(x′)dx′ = A(x) : E + D ∗ εvp(x), (2.41)où A(x) est le tenseur élastique de lo
alisation de la déformation et D(x,x′) l'opérateur non lo
alqui donne, à déformation moyenne nulle, la déformation au point x 
réée par la prédéformation

εvp(x′) au point x′.A�n de réduire le nombre de variables internes, Dvorak [DVO92b℄ propose d'appro
her les
hamps lo
aux réels par des distributions uniformes par mor
eaux. Le 
hamp de déformationinélastique est don
 appro
hé par :
εvp(x) =

M∑

s=1

εvps χs(x), (2.42)où χs est la fon
tion 
ara
téristique de la phase ou du sous-domaine Vs.38



2.7. Propriétés non linéaires des matériaux : Appro
hes numériquesAve
 l'approximation (2.42), l'équation (2.41) s'é
rit :
ε(x) = A(x) : E +

M∑

s=1

(D ∗ χs)(x) : εvps , (2.43)ave
 (D ∗ χs)(x) =
1

V

∫

V
D(x, x′)χs(x′)dx′.La déformation moyenne dans le volume Vr est alors donnée par :

εr = Ar : E +

M∑

s=1

Drs : εvps , (2.44)où Ar est le tenseur de lo
alisation moyen de la phase r, le tenseur Drr est le fa
teur d'in�uen
ede transformation auto-induite, tandis que les tenseurs Drs (lorsque r 6= s) sont les fa
teursd'in�uen
e de transformation transmises.
Ar est donné par :

Ar =
1

cr

1

V

∫

V
A(x)χr(x)dx = 〈A〉r , (2.45)et les fa
teurs d'in�uen
e Drs ont l'expression suivante :

Drs =
1

cr

1

V

1

V

∫

V

∫

V
χr(x)D(x,x′)χs(x′)dxdx′ = 〈〈D〉s〉r , (2.46)ave
 cr la fra
tion volumique de la phase ou du sous-domaine r.Par 
onséquent, la 
ontrainte moyenne dans la phase ou le sous-domaine r est donnée par :

σr = Lr : (εr − εvpr ) = Lr : Ar : E + Lr

(
M∑

s=1

Drs : εvps − εvpr

)
, (2.47)où Lr est le tenseur d'élasti
ité uniforme sur 
haque sous-volume r.L'évolution de la déformation vis
oplastique suit exa
tement les relations 
onstitutives de laphase ou du sous-domaine r :

ε̇vpr =
∂ψr

∂σr
(σr), (2.48)et la 
ontrainte ma
ros
opique est estimée 
omme la moyenne des 
ontraintes de 
haque phaseou sous-domaine r :

Σ = L̃ : E +

M∑

r=1

crLr

(
M∑

s=1

(Drs − δrs) : εvps

) ave
 L̃ =
( M∑

r=1

crLr : Ar

)
. (2.49)Les tenseurs Drs et Ar sont 
al
ulés grâ
e à la résolution de problèmes élastiques.Pour obtenir les tenseurs Ar, on résout une série de problèmes élastiques en imposant un Eunitaire dans une dire
tion donnée et ε

vp
r nul dans 
haque phase. On trouve alors Ar grâ
e à

εr = Ar : E et E unitaire . Pour obtenir les tenseurs Drs, on résout une série de problèmesélastiques sur la 
ellule en imposant E nul et ε
vp
r unitaire dans la phase ou le sous-domaine r.On trouve alors Drs grâ
e à (2.44) ave
 E = 0.39



Chapitre 2. Modèles Théoriques2.7.2 Analyse par 
hamps de transformation � modi�és �La TFA ne peut donner de bons résultats qu'à la 
ondition d'avoir un nombre su�sant desous-volumes. Chabo
he et al. [CHA01℄ proposent une 
orre
tion de la TFA et utilisent desvaleurs 
orrigées, Kr : ε
p
r , pour les 
hamps de transformation. L'équation (2.44) devient alors :

εr = Ar : E +
M∑

s=1

Drs : Ks : εp
s. (2.50)Si on é
rit le problème en 
ontrainte, on obtient, en utilisant des valeurs 
orrigées K∗

r : ε
p
r :

σr = Br : Σ −
M∑

s=1

F rs : Ls : K∗

s : εp
s. (2.51)

Br est le tenseur moyen de 
on
entration des 
ontraintes de la phase r, le tenseur F rr est lefa
teur d'in�uen
e de transformation auto-induite, tandis que les tenseurs F rs (lorsque r 6= s)sont les fa
teurs d'in�uen
e de transformation transmises. Ls est le tenseur d'élasti
ité uniformesur 
haque sous-volume sChabo
he et al. [CHA01℄ supposent également que le module tangent asymptotique Lr del'équation 
onstitutive lo
ale suivante est 
onnu :
σ̇r = Lr : ε̇r. (2.52)En pratique, 
e module est donné à partir de la 
onnaissan
e des lois d'é
rouissage pour 
haquephase. Dans de 
as de la plasti
ité, on a la relation suivante :

ε̇p
r = (L−1

r − L−1
r ) : σ̇r. (2.53)Les tenseurs Drs et Ar sont 
onnus. Quant aux 
orre
teurs Ks, [CHA01℄ les déterminenten identi�ant la forme dérivée de l'équation (2.50) à la loi de lo
alisation tangente élastique
orrespondante ε̇r = Ar : Ė, en supposant que le tenseur de lo
alisation asymptotique tangentest 
onnu à partir d'une pro
édure élastique et en prenant en 
ompte les équations (2.52) et(2.53). On trouve :

M∑

s=1

Drs : Ks : (L−1
s − L−1

s ) : Ls : As = Ar − Ar.En réalité, le système est indéterminé. Il faut �xer un K. Si une phase notée q est élastique, on�xe Kq = I et les autres 
orre
teurs sont déterminés en résolvant le système. Si toutes les phasessont inélastiques, [CHA01℄ 
hoisissent de ne pas 
orriger 
elle qui a la plus grande limite élastique.
40



2.7. Propriétés non linéaires des matériaux : Appro
hes numériquesIl existe 
ependant quelques in
onvénients à 
ette méthode :� La déformation inélastique ma
ros
opique Ep n'est pas égale à ∑M
r cr BT

r : Kr : ε
p
r. Ontrouve :

Ep =

M∑

r=1

cr BT
r : Kr : εp

r −
M∑

r=1

cr L−1 : Lr : (I − Kr) : εp
r ,� Cette méthode n'est pas � parfaitement symétrique �. La déformation inélastique ma
ro-s
opique obtenue en résolvant le système en 
ontrainte n'a pas la même forme que ladéformation inélastique obtenue en résolvant le système en déformation :





Ep =
∑M

r cr BT
r : K∗

r : ε
p
r +

∑M
r cr(I − K∗

r) : ε
p
r (obtenue en 
ontrainte),

Ep =
∑M

r cr BT
r : Kr : ε

p
r +

∑M
r cr L−1 : Lr : (I − Kr) : ε

p
r (obtenue en déformation).2.7.3 Analyse par 
hamps de transformation non uniformesL'analyse par 
hamps de transformation non uniformes 
orrespond à la tradu
tion de l'ex-pression anglaise � Nonuniform Transformation Field Analysis �. Dans la suite on utilisera l'abré-viation de l'expression anglaise, NTFA.Les relations 
onstitutives des 
onstituants sont données par les équations (2.37), (2.38) et(2.39) données dans le paragraphe 2.7.1.A�n de réduire le nombre de variables internes, on 
onsidère, de la même façon que pourla TFA, que les 
hamps lo
aux de déformations anélastiques dépendent d'un nombre �ni M defon
tions de forme θk [MIC00℄ :

εvp(x) =

M∑

k=1

ε
vp
k θk(x). (2.54)On a don
 M + 1 variables d'état : E et {εvpk }k=1,...,M .Or, 
ontrairement à la TFA, où les fon
tions de forme sont en fait les fon
tions 
ara
téristiquesde 
haque sous-volume, les fon
tions de forme de la NTFA [MIC00℄ dé
rivent les variations des
hamps de déformations anélastiques lo
aux et prennent en 
ompte la non-uniformité spatialedu 
hamp de déformations anélastiques dans 
haque sous-domaine.Ave
 l'approximation (2.54), l'équation (2.41) s'é
rit :

ε(x) = A(x) : E +

M∑

ℓ=1

(D ∗ θℓ)(x) : ε
vp
ℓ , (2.55)ave
 (D ∗ θℓ)(x) =

1

V

∫

V
D(x, x′)θℓ(x′)dx′.En moyennant l'équation (2.55) multipliée par θk, puis en divisant le résultat par 〈θk

〉, onobtient :
ek = ak : E +

M∑

ℓ=1

Dkℓ : ε
vp
ℓ , (2.56)41



Chapitre 2. Modèles Théoriquesoù la déformation généralisée ek, le tenseur de lo
alisation généralisé ak et les fa
teurs d'in�uen
e
Dkℓ sont dé�nis par :

ek =

〈
εθk
〉

〈
θk
〉 , ak =

〈
Aθk

〉

〈
θk
〉 , Dkℓ =

〈
θk(D ∗ θℓ)

〉

〈
θk
〉 . (2.57)On peut également dé�nir la déformation anélastique généralisée evpk et la 
ontrainte généra-lisée τk :

e
vp
k =

〈
εvp θk

〉

〈
θk
〉 ; τ k =

〈
σ θk

〉

〈
θk
〉 . (2.58)On obtient alors :

τ k = Lk : (ek − e
vp
k ), (2.59)ave
 Lk le tenseur des modules dans la phase k.De plus, on remarque que :

e
vp
k =

M∑

ℓ=1

gℓk

〈
θk
〉
−1

ε
vp
ℓ , (2.60)ave
 gℓk =

〈
θℓθk

〉.En résumé, les lois 
onstitutives lo
ales sont données par :




ek = ak : E +
∑M

ℓ=1 Dkℓ : ε
vp
ℓ ,

e
vp
k =

∑M
ℓ=1 gℓk

〈
θk
〉−1

ε
vp
ℓ ,

τ k = Lk : (ek − e
vp
k ),

ė
vp
k =

∂ψk

∂σ
(τ k).La 
ontrainte ma
ros
opique est obtenue en moyennant le 
hamp de 
ontrainte résultant deséquations (2.38), (2.54) et (2.55) :

Σ = 〈L : A〉 : E +

M∑

k=1

(
〈
L : D ∗ θk

〉
− Lk

〈
θk
〉
) : ε

vp
k . (2.61)Comparaison entre la TFA et la NTFAUn 
al
ul 2D [MIC00℄ a été réalisé à partir d'une 
ellule 
arrée élastique plastique parfaitedans laquelle se trouve une in
lusion 
arrée élastique qui o

upe 25% de la fra
tion surfa
ique.Les 
ara
téristiques élastiques de l'in
lusion et de la matri
e sont les mêmes et sont données dansle Tableau 2.1. La 
ontrainte d'é
oulement σ0 de la matri
e est égale à 100 MPa.La 
ellule a été dé
oupée en plusieurs sous-volumes, la Figure 2.4 donne les di�érents dé
ou-pages du VER utilisés pour la mise en ÷uvre de la TFA. Un 
hargement en tra
tion puis en42



2.7. Propriétés non linéaires des matériaux : Appro
hes numériquesModule d'Young (GPa) Coe�
ient de Poisson100 0.25Tableau 2.1 : Propriétés élastiques de l'in
lusion et de la matri
e.

(a) (b) (
)Figure 2.4 : Cellule unité, dé
oupages utilisés pour la mise en oeuvre de la TFA : 2sous-volumes dans le 
as (a), 9 sous-volumes dans le 
as (b), 52 sous-volumes dans le 
as (
).[MIC00℄
isaillement a été appliqué. Pour 
ela, la 
ontrainte ma
ros
opique appliquée au VER est imposéedans une dire
tion �xée de l'espa
e des 
ontraintes :
Σ = Σ(t)Σ0.Le 
hargement est appliqué en augmentant de façon in
rémentale le paramètre de 
ontr�le E : Σ0.En d'autres termes, la dire
tion de 
ontrainte ma
ros
opique Σ0 est imposée, la valeur de la dé-formation ma
ros
opique E dans 
ette dire
tion est le paramètre de 
ontr�le. La valeur de la
ontrainte Σ(t) et les 
omposantes de la déformation ma
ros
opique dans les dire
tions perpen-di
ulaires à Σ0 sont des sorties du 
al
ul. Les résultats obtenus pour les relations 
ontraintes-déformations sont tra
és dans un graphe (Σ, E : Σ0).La réponse exa
te a été 
al
ulée grâ
e à la méthode des éléments �nis à partir du maillagedonné par la Figure 2.5(a). Trois fon
tions de forme ont été utilisées pour la NTFA : θ1 estla fon
tion 
ara
téristique de l'in
lusion, θ2 sur la Figure 2.5(b) est la déformation plastique
umulée à Σ0 : E = 1% en 
isaillement et θ3 sur la Figure 2.5(
) est la déformation plastique
umulée à Σ0 : E = 1% en tra
tion.La Figure 2.6 donne les réponses du VER, soumis à du 
isaillement et à de la tra
tion, pré-dites par la TFA et la NTFA. Dans le 
as de la tra
tion, la TFA prédit un 
omportement troprigide même en augmentant de manière signi�
ative le nombre de sous-domaines alors que laNTFA, ave
 seulement 3 fon
tions de formes, donne de meilleurs résultats, plus pro
hes de lasolution attendue. Dans le 
as du 
isaillement, on est dans un 
as parti
ulier, où la solution,
al
ulable analytiquement, est 
onstante par mor
eaux. Hormis, pour la prédi
tion de la TFA43



Chapitre 2. Modèles Théoriques

(a) (b) (
)Figure 2.5 : Maillage éléments �nis (a), fon
tion de forme en 
isaillement (b) et fon
tion deforme en tra
tion uniaxiale(
). [MIC00℄
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(a) (b)Figure 2.6 : Prédi
tions de la TFA et de la NTFA en 
isaillement (a) et en tra
tionuniaxiale(b). Le nombre entre parenthèses 
orrespond au nombre de sous-domaines (en TFA) oude fon
tions de forme (en NTFA) utilisé pour la mise en oeuvre des di�érents modèles. [MIC00℄mise en ÷uvre ave
 2 sous-domaines, la TFA et la NTFA donnent la réponse exa
te.En�n, Mi
hel et Suquet [MIC03℄ ont modi�é le modèle NTFA en 
onsidérant des modesplastiques tensoriels, et non plus s
alaires 
omme 
'était le 
as dans [MIC00℄. On verra dans lapartie suivante, le développement de 
ette méthode pour des matériaux élastovis
oplastiques.44



2.8. Modélisation du 
omportement des matériaux poreux2.8 Modélisation du 
omportement des matériaux poreuxLa des
ription du 
omportement de matériaux poreux vis
oplastiques né
essite de 
onnaîtrel'expression du potentiel vis
oplastique. Après avoir donné une approximation de la forme de 
epotentiel et fait un point sur l'évolution de la porosité, on verra que, pour exprimer les di�érentsparamètres du potentiel, il est possible de mettre en ÷uvre 
ertaines méthodes d'homogénéisationdé�nies pré
édemment.2.8.1 Des
ription du 
omportement des matériaux poreuxOn 
onsidère un matériau poreux ave
 une matri
e dont le 
omportement est vis
oplatiquenon linéaire et in
ompressible.Le potentiel de la matri
e vis
oplastique non linéaire et in
ompresssible est de type Norton-Ho�, pris égal à :
ψ(σ) =

σ0ε̇0
n+ 1

(
σeq

σ0

)n+1

, (2.62)où n est l'exposant de la vis
osité, σeq le deuxième invariant de la 
ontrainte, σeq =

(
3

2
σ̃ : σ̃

)1/2,et σ̃ le déviateur de la 
ontrainte. Dans 
e 
as, la loi d'évolution de la déformation vis
oplastique
εvp est donnée pas l'équation :

ε̇vp =
∂ψ

∂σ
(σ) =

3

2
ε̇0

(
σeq

σ0

)n−1
σ̃

σ0
. (2.63)Au niveau ma
ros
opique, le potentiel véri�e l'équation suivante :

Ψ(Σ) = 〈ψ(σ)〉 ,où σ est solution du problème lo
al.Si l'on 
onsidère que la distribution des porosités dans la matri
e est aléatoire en taille et enrépartition, on peut 
onsidérer que le matériau poreux est isotrope, et que le paramètre s
alaire
f , fra
tion volumique des pores, est su�sant pour dé
rire la mi
rostru
ture du matériau. Par
onséquent, le potentiel Ψ dépend de f et des trois invariants de Σ, 
'est à dire Σm =

1

3
trΣ,

Σeq = (
3

2
Σ̃ : Σ̃)1/2 et detΣ. Or, en général, la dépendan
e du potentiel au troisième invariant

detΣ peut être négligée par rapport à la dépendan
e aux deux premiers invariants. On obtientainsi :
Ψ(Σ, f) = Ψ(Σm,Σeq, f).L'hypothèse 
i-dessus est véri�ée par Duva et Hut
hinson [DUV84℄ pour une faible porosité(< 10%). En�n, Ψ est une fon
tion 
onvexe de Σ, positivement homogène de degré n+ 1 :

Ψ(λΣ, f) = |λ|n+1Ψ(Σ, f),∀λ ∈ R45



Chapitre 2. Modèles ThéoriquesUne approximation � elliptique � du potentiel ma
ros
opique Ψ, véri�ant les deux dernièreséquations, prend la forme suivante :
Ψ(Σm,Σeq, f) =

σ0ε̇0
n+ 1

[
9

4
A(f)(

Σm

σ0
)2 +B(f)(

Σeq

σ0
)2](n+1)/2. (2.64)2.8.2 Evolution de la porositéLe taux de porosité f est dé�ni 
omme la fra
tion volumique de pores. Le 
hangement devolume des porosités est dé�ni par ḟ :

ḟ

f
=
V̇pores

Vpores
− V̇

V
,ave
 Vpores le volume de pores et V le volume total du VER.Or dans le 
as d'une matri
e in
ompressible, la variation du volume total est égale à lavariation du volume des pores. Don
 l'équation pré
édente devient :

ḟ

f
=
V̇

V

1 − f

f
.

V̇

V
étant donné par tr(Ė), on obtient :

ḟ = (1 − f)tr(Ė).En réalité, l'hypothèse d'in
ompressibilité de la matri
e n'est plus véri�ée en prenant en
ompte la partie élastique de la déformation. En pratique, on utilise don
 l'approximation sui-vante [CHA01℄ :
ḟ = (1 − f)tr(Ėvp),où Ėvp est la déformation inélastique ma
ros
opique.2.8.3 Détermination des paramètres du potentiel vis
oplastique pour les ma-tériaux poreuxPour pouvoir utiliser le potentiel (2.64) dé�ni pour les matériaux poreux, il faut pouvoirdé�nir A(f) et B(f).Tout d'abord, sans porosité, le potentiel ma
ros
opique est égal au potentiel mi
ros
opique :

Ψ = ψ.Don
, dans tous les 
as, on a :
lim
f→0

A(f) = 0,

lim
f→0

B(f) = 1.46



2.8. Modélisation du 
omportement des matériaux poreuxCo
ks [COC89℄ a proposé en 1989 une approximation du potentiel grâ
e à des estimationsvariationnelles, 
e qui nous donne l'expression de A et B :
A(f) =

f

f + 1

2n

n+ 1
(1 − f)

−2n
n+1 , (2.65)

B(f) = (1 +
2

3
f)(1 − f)

−2n
n+1 . (2.66)Cependant, l'expression de B 
i-dessus n'est pas l'expression exa
te de B obtenue ave
 le prin
ipevariationnel. Cette expression a été ajustée pour se rappro
her des solutions analytiques 
onnues.A partir d'un nouveau prin
ipe variationnel, Ponte Castañeda [PON91℄ a obtenu des bornes ri-goureuses établies initialement par Ponte Casteñada et Willis [PON88℄. Mi
hel et Suquet [MIC92℄les ont retrouvées à partir d'une démonstration plus simple. Les paramètres A et B obtenus sontles suivants :

A(f) = f(1 − f)
−2n
n+1 , (2.67)

B(f) = (1 +
2

3
f)(1 − f)

−2n
n+1 . (2.68)On 
onstate que l'expression de B est la même que 
elle trouvée par Co
ks, alors qu'elle avaitété modi�ée pour se rappro
her de solutions 
onnues.Mais Mi
hel et Suquet [MIC92℄ soulignent le fait que 
es modèles ne 
oïn
ident pas ave
les solutions analytiques du 
as simple d'une sphère 
reuse sous 
hargement hydrostatique. Lasolution proposée par Budiansky et al. [BUD82℄ et formalisée par Mi
hel et Suquet [MIC92℄permet d'obtenir l'expression suivante pour A :

A(f) = (n(f−1/n − 1))
−2n
n+1 . (2.69)En�n, en posant

C =
A(f)

B(f)
(2.70)

Ĉ(x) = 1 +
1

xC
,∀x ∈ ℜ (2.71)Mi
hel et Suquet [MIC92℄ ont montré que pour un s
héma auto
ohérent, Ĉ(x) véri�e :

Ĉ(n2)log(f) = −Ĉ(n) log(Ĉ(n)) +
n+ 1

2n2C
log(Ĉ(1)) +

n− 1

n
√
C

(
arctan(

√
C) − π

2

)
. (2.72)La résolution de 
ette équation nous donne l'expression de C, mais né
essite la 
onnaissan
e de

A ou B pour obtenir l'un ou l'autre des paramètres. Dans 
e 
as, B est supposé égal à :
B(f) = (1 +

2

3
f)(1 − f)

−2n
n+1 . (2.73)
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Chapitre 2. Modèles ThéoriquesPar ailleurs, à partir d'une simpli�
ation du 
omportement non linéaire de la matri
e, Mi
hel[MIC94℄ a montré qu'il était possible d'obtenir également une estimation de B(f) à l'aide dumême s
héma auto
ohérent non-linéaire. Les équations pré
édentes pour C(f) sont 
omplétéespar une équation pour B(f) :
B(f) =

1

µ̃
(1 − f)

−2n
n+1 , (2.74)ave


µ̃ =
1

1 − f

1 − f/f̄(n)
(

1 − f

3n

)n+1

2n
(

1 − n− 1

2n
f

) .

f̄ est la valeur de la porosité qui annule µ̃, 
'est une fon
tion dé
roissante de n. Des valeurs de
f̄ sont données dans le Tableau 2.2 pour le 
as parti
ulier de porosités sphériques.n 1 3 5 10 ∞

f̄(n) 0.5 0.448 0.430 0.414 0.392Tableau 2.2 : Valeurs de f̄ pour di�érents exposants n dans le 
as de porosités sphériques.2.9 Con
lusionOn a, tout d'abord, rappelé le prin
ipe de l'homogénéisation qui sera à la base du travail qu'onprésentera dans la suite, ainsi que la théorie des matériaux standard généralisés, l'ensemble desmatériaux présentés dans la suite véri�ant 
ette théorie. Nous nous sommes ensuite intéressésaux s
hémas d'homogénéisation. Dans un premier temps, 
e sont les s
hémas linéaires qui ont étéprésentés. Puis nous avons présenté di�érents s
hémas non-linéaires, 
es derniers étant né
essairespour arriver à 
ara
tériser le 
omportement non-linéaire des 
ombustibles. Après avoir présentéles appro
hes par 
hamps moyens et les appro
hes variationnelles qui, pour la plupart, ne traitentque des 
omportements dérivant d'un seul potentiel, les méthodes d'analyses par 
hamps detransformation ont été exposées, notamment la NTFA (analyse par 
hamps de transformationnon uniformes) qui sera la méthode utilisée et développée dans la suite pour des matériauxdont le 
omportement dérive de deux potentiels. En�n, les 
ombustibles étant des matériauxélastovis
oplastiques poreux, on a dé�ni un type de potentiel vis
oplastique qui permet de dé
rirele 
omportement de 
es matériaux.
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Deuxième partieNTFA : Vis
oplasti
ité in
ompressible
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Chapitre 3. Analyse par 
hamps de transformation non uniformes - Matériaux élastovis
oplastiques3.1 Introdu
tionDans le 
hapitre pré
édent, l'analyse par 
hamps de transformation non uniformes, ou NTFA,développée initialement par Mi
hel et al. [MIC00℄, a été détaillée dans le 
as des matériauxélastoplastiques ave
 des modes plastiques s
alaires. En 2003, Mi
hel et Suquet [MIC03℄ ontmodi�é la méthode en se basant, non plus sur des modes plastiques s
alaires, mais sur des modesplastiques tensoriels Dans 
e 
as, les variables internes ne sont plus tensorielles mais s
alaires.Dans l'arti
le de 2003, la méthode est appliquée à des matériaux biphasés 
omposés de �bresélastiques linéaires et d'une matri
e élastoplastique non linéaire.L'obje
tif de 
e 
hapitre est de développer la méthode NTFA pour des matériaux élastovi-s
oplastiques in
ompressibles, puis de l'appliquer à des matériaux biphasés, 
e qui permettra demettre en éviden
e les points forts de la méthode, ainsi que les points à améliorer. Dans le mêmetemps, on 
omparera les prédi
tions du modèle NTFA aux prédi
tions de la TFA.3.2 Analyse par 
hamps de transformation non uniformes : prin-
ipe3.2.1 Relations 
onstitutives pour les 
onstituantsLes 
onstituants 
onsidérés sont élastovis
oplastiques in
ompressibles. On suppose don
 queleur 
omportement est standard généralisé [HAL75℄, les variables d'état étant le tenseur de défor-mation et des variables internes qui dé
rivent des phénomènes irréversibles en tout point matériel
x. Dans la suite, on ne 
onsidérera que les mé
anismes dissipatifs dé
rits par la déformation vi-s
oplastique εvp. Le 
omportement standard généralisé de 
haque 
onstituant est dé�ni par deuxpotentiels thermodynamiques, l'énergie libre w qui dé�nit, à travers la loi d'état, la 
ontrainte
σ, et le potentiel de for
e ψ qui donne, grâ
e à la loi 
omplémentaire, l'équation d'évolution dela déformation vis
oplastique :

w(ε, εvp) =
1

2
(ε − εvp) : L : (ε − εvp), (3.1)

σ =
∂w

∂ε
(ε, εvp) = L : (ε − εvp), (3.2)

ε̇vp =
∂ψ

∂σ
(σ). (3.3)Pour la simpli
ité, notre attention se limitera aux 
onstituants isotropes. Le tenseur élastique Lest par 
onséquent 
ara
térisé par un module de 
ompressibilité k et un module de 
isaillement

G, tandis que le potentiel de for
e ψ dépend de la 
ontrainte σ seulement par son se
ond invariant
σeq. Sous 
ette dernière hypothèse, l'équation d'évolution (3.3) se réduit à :

ε̇vp =
3

2

∂ψ

∂σeq
(σeq)

σ̃

σeq
, (3.4)où σ̃ est la partie déviatorique de σ et σeq = (3

2 σ̃ : σ̃)1/2.52



3.2. Analyse par 
hamps de transformation non uniformes : prin
ipeOn 
onsidère un Volume Élémentaire Représentatif (VER) V 
omposé de N 
onstituants. Le
ara
tère standard généralisé des lois lo
ales 
onsidérées pré
édemment est 
onservé dans le 
han-gement d'é
helles. Le 
omportement ma
ros
opique du 
omposite est don
 standard généralisé,mais ave
 une in�nité de variables internes. Les variables d'état du système sont la déformationma
ros
opique E et les déformations vis
oplastiques εvp(x) en tout point x de V .Dans le 
as où les variables d'état sont �xées (pas d'évolution du système), les 
hamps de
ontraintes σ et de déformations ε dans le VER véri�ent le problème élastique linéaire (3.5) :
σ(x) = L(x) : (ε(x) − εvp(x)), div(σ(x)) = 0, 〈ε〉 = E, (3.5)ave
 des 
onditions aux limites appropriées (les 
onditions aux limites utilisées dans la suitesont des 
onditions de périodi
ité). En e�et, E et εvp étant 
onnus, on peut obtenir le 
hampde déformations solution ε(x) en appliquant le prin
ipe de superposition. On 
onsidère dans unpremier temps que le 
hamp de déformations vis
oplastique εvp est nul. La solution du problèmeélastique (3.5) est alors donné par :

ε(x) = A(x) : E, (3.6)où A(x) est le tenseur élastique de lo
alisation de la déformation.Dans un deuxième temps, on 
onsidère E = 0 et εvp(x) est arbitraire. Le problème élastique(3.5) s'é
rit alors :
σ(x) = L(x) : ε(x) − τ (x), div(σ(x)) = 0, 〈ε〉 = 0, (3.7)ave
 τ (x) = −L(x) : εvp(x) une pré
ontrainte. La solution du système (3.7) s'é
rit alors à partirde l'opérateur de Green élastique non lo
al Γ(x,x′) du milieu élastique hétérogène :

ε(x) = −〈Γ ∗ τ 〉 (x), (3.8)ave
 par dé�nition, Γ ∗ τ (x) =
1

|V |

∫

V
Γ(x,x′) : τ (x′)dx′.Grâ
e au prin
ipe de superposition, la solution du système d'équation (3.5) est donnée par(3.9) :

ε(x) = A(x) : E +
1

|V |

∫

V
D(x,x′) : εvp(x′)dx′ = A(x) : E + D ∗ εvp(x) (3.9)où D(x,x′) = Γ(x,x′) : L(x′) est l'opérateur non lo
al qui donne, à déformation moyenne nulle,la déformation au point x 
réée par la prédéformation εvp(x′) au point x′.Dans les paragraphes suivants, on développe la NTFA qui permet de réduire le nombre devariables internes du modèle exa
t.3.2.2 Champs de transformation non-uniformesA�n de réduire le nombre de variables internes et d'améliorer la TFA, Mi
hel et Suquet[MIC03℄ ont proposé de prendre en 
ompte la non uniformité des 
hamps lo
aux des variables53



Chapitre 3. Analyse par 
hamps de transformation non uniformes - Matériaux élastovis
oplastiquesinternes en 
onsidérant des 
hamps de transformation non uniformes. Plus pré
isément, le 
hampde déformations vis
oplastiques est dé
omposé en un ensemble de 
hamps tensoriels appelésmodes plastiques, µk :
εvp(x) =

M∑

k=1

εvpk µk(x). (3.10)Les variables internes sont alors les variables s
alaires εvpk , k = 1, ...,M . Ave
 
ette approximation(3.10), on passe d'un nombre in�ni de variables internes qui étaient tensorielles à un nombre�ni M de variables s
alaires. Les modes plastiques µk sont, eux, tensoriels, non uniformes (ilsdépendent de la position x). Leur nombre total M peut être di�érent du nombre de 
onstituants
N . D'autres hypothèses sont faites pour simpli�er la théorie.1. Le support de 
haque mode est entièrement 
ontenu dans une seule phase du matériau. Ilsuit de 
ette hypothèse que, pour un mode donné k, on peut dé�nir sa fon
tion 
ara
téris-tique χk, son énergie libre ωk, son module élastique Lk, son potentiel de for
e ψk 
omme
eux de la phase qui supporte 
e mode.2. Pour la vis
oplasti
ité in
ompressible, les modes sont des 
hamps tensoriels à tra
e nulle.3. Les modes sont orthogonaux, 
'est à dire que 〈µk : µℓ

〉
= 0 si k 6= ℓ. Cette 
ondition estévidemment véri�ée quand les modes ont leur support dans des phases di�érentes, maisdoit être imposée pour les modes qui ont leur support dans la même phase.4. En�n, pour avoir les εvpk homogènes à une déformation vis
oplastique, les modes sont nor-malisés : 〈µk

eq

〉
= 1 où µk

eq = (2
3µk : µk)1/2.Le 
hoix des modes plastiques est un point-
lé dans la pré
ision de la méthode. Ce 
hoix estlaissé à l'appré
iation de l'utilisateur. On verra dans le paragraphe 3.3.4 le 
hoix que nous avonsfait pour les modes plastiques dans le 
as d'un matériau biphasé.3.2.3 Variables réduites et fa
teurs d'in�uen
eAve
 l'approximation (3.10), (3.9) devient :

ε(x) = A(x) : E +

M∑

ℓ=1

(D ∗ µℓ)(x)εvpℓ . (3.11)En 
ontra
tant (3.11) par µk et en moyennant sur le VER, on obtient :
ek = ak : E +

M∑

ℓ=1

Dkℓ ε
vp
ℓ , (3.12)où la déformation réduite ek, le tenseur de lo
alisation réduit ak et les fa
teurs d'in�uen
e Dkℓsont dé�nis par :

ek =
〈
ε : µk

〉
, ak =

〈
µk : A

〉
, Dkℓ =

〈
µk : (D ∗ µℓ)

〉
. (3.13)54



3.2. Analyse par 
hamps de transformation non uniformes : prin
ipePar analogie ave
 l'équation dé�nissant la déformation réduite ek dans (3.13), on peut dé�nirla déformation vis
oplastique réduite evpk et la 
ontrainte réduite τk :
evpk =

〈
εvp : µk

〉
, τk =

〈
σ : µk

〉
. (3.14)On remarque que l'ensemble {εvpk }k=1,...,M peut être rempla
é par l'ensemble {evpk }k=1,...,Mpuisque :

evpk =
〈
µk : µk

〉
εvpk . (3.15)3.2.4 Relations 
onstitutives pour les variables réduitesPuisque les tenseurs élastiques des phases sont supposés isotropes et les modes in
ompres-sibles, la 
ontrainte réduite τk, supportée par la phase r, est donnée par :

τk = 2Gr(ek − evpk ), (3.16)ave
 Gr le module de 
isaillement de la phase r, support du mode k. Pour obtenir l'équationd'évolution des evpk , l'équation (3.4) est multipliée par µk et moyennée sur le VER :
ėvpk =

〈
ε̇vp : µk

〉
=

3

2

〈
∂ψ

∂σeq
(σeq)

σ̃ : µk

σeq

〉
. (3.17)En�n, pour obtenir une relation entre les variables réduites ėvpk et τk, il est né
essaire de faireune approximation de σeq a�n de simpli�er l'équation (3.17). Une approximation possible estdonnée par Mi
hel et Suquet [MIC03℄, qui estiment une � 
ontrainte réduite globale � ar pour laphase r et agissant sur l'ensemble des modes à support dans 
ette phase du fait qu'il soit attenduque l'ensemble des modes plastiques à support dans la phase r soient 
ouplés. ar est estimée dela façon suivante :

ar = [

M(r)∑

k=1

(τk)
2]1/2,où M(r) est le nombre de modes à support dans la phase r.On rempla
e alors dans le terme de droite de (3.17), σeq par ar :

ėvpk =
3

2

∂ψk

∂σeq
(ar)

τk
ar
, ar =




M(r)∑

k=1

(τk)
2




1/2

. (3.18)Le système d'équations (3.12), (3.15), (3.16), (3.18) 
onstitue les relations 
onstitutives ef-fe
tives du 
omposite. Ce système est résolu le long d'un 
hemin imposé, soit dans l'espa
e des
ontraintes ma
ros
opiques soit dans l'espa
e des déformations ma
ros
opiques, 
e qui donne lesvariables internes εvpk . En�n, la 
ontrainte ma
ros
opique est obtenue en moyennant le 
hamp de
ontrainte qui résulte des équations (3.2), (3.10), (3.11) :
Σ = L̃ : E +

M∑

k=1

(
〈
L : D ∗ µk

〉
−
〈
L : µk

〉
) εvpk , (3.19)55



Chapitre 3. Analyse par 
hamps de transformation non uniformes - Matériaux élastovis
oplastiquesave
 L̃ = 〈L : A〉.Le tenseur (
〈
L : D ∗ µk

〉
−
〈
L : µk

〉
) est 
al
ulé une fois pour toutes grâ
e à un 
al
ul élastiquesur le VER :

σ = L(x) : (ε(u(x)) − µ(x)) , div(σ(x)) = 0, 〈ε〉 = 0. (3.20)ave
 µ = µk, k = 1, ...,M .Soit σk le 
hamp de 
ontraintes solution de (3.20) ave
 µ = µk. Le 
oe�
ient (
〈
L : D ∗ µk

〉
−〈

L : µk
〉
) peut être 
al
ulé 
omme :

(
〈
L : D ∗ µk

〉
−
〈
L : µk

〉
) =

〈
σk
〉
. (3.21)3.3 Résultats et dis
ussionNous allons à présent 
omparer les résultats obtenus sur des matériaux élastovis
oplastiquespar appli
ation des di�érentes méthodes, la TFA et la NTFA. Cette étude, déjà réalisée pour lesmatériaux elastoplastiques ([MIC00℄), va nous permette de mettre en éviden
e l'importan
e du
hoix des modes plastiques dans la NTFA et l'importan
e du 
hoix des sous-domaines dans laTFA.3.3.1 Con�guration, propriétés matériauxLes résultats obtenus pour les matériaux élastovis
oplastiques 
on
ernent un matériau 
om-posite biphasé �bres-matri
e. Le VER (Figure 3.1) est une 
ellule-unité 
arrée 
ontenant une�bre 
ir
ulaire située au 
entre de la 
ellule. La fra
tion volumique des �bres est de 0.25.

Figure 3.1 : Cellule de base.La �bre a un 
omportement élastique linéaire alors que la matri
e a un 
omportement élas-tovis
oplastique en loi puissan
e dé�ni par le potentiel vis
oplastique suivant :
ψ(σ) =

σ0 ε̇0
n+ 1

(
σeq

σ0

)n+1

. (3.22)56



3.3. Résultats et dis
ussionLes propriétés matériaux de la �bre élastique (Ef , νf ) et de la matri
e élastovis
oplastique
(Em, νm, σ0, n, ε̇0) sont les suivantes :

{
Ef = 400 GPa, νf = 0.2,

Em = 70 GPa, νm = 0.3, σ0 = 100 MPa, n = 2, ε̇0 = 10−2s−1.3.3.2 ChargementLa 
ontrainte ma
ros
opique appliquée sur le VER est imposée dans une dire
tion de 
ontrainte�xée :
Σ = Σ(t)Σ0.Généralement, on 
ontr�le plut�t la déformation. Le 
hargement est don
 appliqué en augmentantle paramètre de 
ontr�le E : Σ0. En fait, on impose la dire
tion de 
ontrainte ma
ros
opique, etle paramètre de 
ontr�le est la magnitude de la déformation ma
ros
opique dans 
ette dire
tion([MIC99℄). Les résultats obtenus pour les relations 
ontrainte-déformation sont tra
és dans legraphe (Σ,E : Σ0).3.3.3 Mise en ÷uvre de la TFALa TFA a été mise en ÷uvre pour 2 types de dé
oupage de la 
ellule unité.Dans le premier 
as (Figure 3.2), la 
ellule unité est dé
oupée en 9 sous-domaines et en 49sous-domaines. On appellera 
e 
as TFA(a). Dans le deuxième 
as (Figure 3.3), la 
ellule de baseest dé
oupée en 9 et 57 sous-domaines. Ce 
as est appelé TFA(b). Les deux types de dé
oupagesdi�èrent l'un de l'autre par la forme de leurs sous-domaines. Le dé
oupage de la TFA(a) est basésur des 
arrés ou re
tangles tandis que le dé
oupage de la TFA(b) est basée sur des sous-domainesen forme de trapèzes.

Figure 3.2 : Cellule 
arrée. Subdivisions utilisées pour la mise en oeuvre de la TFA(a) : 9sous-domaines dont 8 sous-domaines dans la matri
e ; 49 sous-domaines dont 48 sous-domainesdans la matri
e.Un 
al
ul TFA a également été mis en ÷uvre en 
onsidérant la matri
e et l'in
lusion 
ommesous-domaines (noté TFA(2)). 57



Chapitre 3. Analyse par 
hamps de transformation non uniformes - Matériaux élastovis
oplastiques

Figure 3.3 : Cellule 
arrée. Subdivisions utilisées pour la mise en oeuvre de la TFA(b) : 9sous-domaines dont 8 sous-domaines dans la matri
e ; 57 sous-domaines dont 56 sous-domainesdans la matri
e.3.3.4 Mise en oeuvre de la NTFA : 
hoix des modes plastiquesI
i, les modes sont 
hoisis 
omme les 
hamps de déformations vis
oplastiques réels sous dif-férents 
hargements. Ils sont déterminés numériquement en simulant la réponse du 
omposite lelong de 
hemins de 
hargement radiaux dans l'espa
e des 
ontraintes ma
ros
opiques.Les modes vis
oplastiques µk sont 
al
ulés pour E : Σ
k
0 = 5%. La vitesse de 
hargement est�xée (i
i, ε̇ = 10−2s−1, on verra dans la suite, que le 
hoix de la vitesse de 
hargement pourle 
al
ul des modes in�ue peu sur le résultat �nal). Dans les 
as présentés paragraphe 3.3.5, la
ontrainte d'é
oulement est atteinte, le 
hamp de déformations vis
oplastiques est totalementdéveloppé.On 
onsidérera dans la suite deux états de 
ontraintes di�érents, la tra
tion uniaxiale et le
isaillement pur :

Σ
1
0 = e1 ⊗ e1

Σ
2
0 = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1

(3.23)Cependant, il peut être né
essaire d'ajouter des modes suivant le type de 
hargement appliquéà la stru
ture (notamment un mode obtenu en tra
tion uniaxiale dans la dire
tion orthogonaleà 
elle de la première tra
tion). En e�et, les résultats obtenus dépendent fortement du 
hoix desdire
tions de 
hargement pour 
al
uler les modes plastiques. Dans le 
as où la 
ellule unité estsoumise à un 
hargement multiaxial, il est important que les dire
tions de 
hargement 
hoisiespour les modes plastiques 
orrespondent aux 
omposantes non nulles du 
hargement imposé.Mi
hel et Suquet [MIC04℄ ont observé que les trois modes proposés (obtenus à partir des 
harge-ments suivants : tra
tion uniaxiale dans les deux dire
tions du plan, et 
isaillement pur) su�sentà reproduire 
orre
tement le 
omportement global et lo
al de deux stru
tures 
omposites nonlinéaires (une barre 
omposite de se
tion 
arrée soumise à un essai d'é
rasement sans glissement,et une plaque 
omposite soumise à un essai de �exion 4 points).En ne 
hoisissant que 2 modes (pour des raisons de simpli�
ation), on n'obtient don
 que 258



3.3. Résultats et dis
ussionvariables internes s
alaires. Dans les 
as bidimensionnels étudiés, on travaille sous hypothèse desdéformations planes généralisées. Les modes, dont le support est 
ontenu uniquement dans la ma-tri
e, ne possèdent don
 que quatre 
omposantes 
ha
un. La Figure 3.4 montre les 
omposantesdu mode µ1, la Figure 3.5 montre les 
omposantes du mode µ2.

(a) (b)
(
) (d)

1

2

+1.

-1.Figure 3.4 : Cellule 
arrée. Composantes (a) µ11, (b) µ22, (
) µ12 et (d) µ33 du mode entra
tion selon 1.

59
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(a) (b)
(
) (d)

1

2

+1.

-1.Figure 3.5 : Cellule 
arrée. Composantes (a) µ11, (b) µ22, (
) µ12 et (d) µ33 du mode en
isaillement.La palette de 
ouleurs, présentée i
i pour les modes plastiques, ne sera plus reproduite dansla suite.3.3.5 Dis
ussion des résultatsA�n de pouvoir situer les di�érents résultats, la réponse du 
omposite est par ailleurs été
al
ulée exa
tement (à l'erreur numérique près) en résolvant le problème de lo
alisation 
omplet.Cette réponse est appelée dans la suite la référen
e. Le problème élastovis
oplastique 
omplet aété résolu à l'aide d'une méthode à base de transformées de Fourier rapides ([MOU98℄). D'autresméthodes numériques auraient également pu être utilisées.Comparaison détaillée des di�érents modèlesTout d'abord, on 
ompare les résultats obtenus ave
 la méthode TFA par rapport aux résultatsde référen
e, et on étudie notamment l'in�uen
e du 
hoix du dé
oupage de la 
ellule-unité surles résultats de la TFA.On 
onstate sur la Figure 3.6 que le 
hoix du dé
oupage est primordial pour espérer avoir desrésultats se rappro
hant de la réalité. En e�et, la mise en ÷uvre de la TFA ave
 le dé
oupage en"trapèzes" (TFA(b)) donne des 
omportements beau
oup trop rigides quelque soit la dire
tion60



3.3. Résultats et dis
ussion
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(1) (2)Figure 3.6 : Cellule 
arrée : prédi
tion de la TFA (a) et (b) pour un 
hargement en
isaillement (1) et un 
hargement en tra
tion (2) et résultats de référen
e (ligne 
ontinue).de 
hargement, et quelque soit le nombre de sous-domaines. Or, lorsque qu'on observe, sur laFigure 3.4, les 
omposantes µ11 et µ22 du mode en tra
tion et la 
omposante µ12 du mode en
isaillement sur la Figure 3.5, on 
onstate que, dans 
haque sous-domaine dé�ni sur la Figure 3.3,la variation de 
haque 
omposante est très importante, l'approximation de Dvorak qui 
onsidèreque le 
hamp de déformations vis
oplatiques est uniforme sur 
haque sous-domaine n'est don
pas très représentative de la réalité dans 
e 
as de 
hargement. Dans le 
as du dé
oupage en"
arrés" (TFA(a)), le 
omportement obtenu est toujours plus pro
he de la réalité que dans le
as pré
édent de dé
oupage. Or dans 
e 
as, la variation du 
hamp de déformations vis
oplas-tiques dans 
haque sous-domaine est faible, le fait de supposer que le 
hamp de déformationsvis
oplastiques est uniforme dans 
haque sous-domaine est don
 plus pertinent pour 
e type dedé
oupage. Cependant, notamment dans le 
as de la tra
tion, le 
omportement reste trop rigide,malgré un grand nombre de sous-domaines (49). Il faudrait augmenter de façon signi�
ative lenombre de sous-domaines pour espérer obtenir une réponse plus pro
he du 
omportement réel,mais 
ela augmenterait le nombre de variables internes du modèle, 
e qui diminue don
 l'intérêtde 
e modèle.On 
ompare maintenant la TFA(a) et la NTFA. La Figure 3.7 donne la réponse en 
isaillementdes di�érentes méthodes ainsi que le 
al
ul de référen
e, la Figure 3.8 donne la réponse de 
esmêmes méthodes pour un 
hargement en tra
tion.La NTFA, 
ontrairement à la TFA, donne de très bons résultats ave
 peu de modes par phasevis
oplastique (dans l'exemple étudié, on a uniquement deux modes pour la matri
e). Dans le
as du 
isaillement (Figure 3.7), la NTFA est en ex
ellent a

ord ave
 le 
al
ul de référen
e.Dans le 
as de la tra
tion uniaxiale (Figure 3.8), la 
ontrainte d'é
oulement est bien 
al
ulée.Cependant, pour des déformations plus faibles, et notamment lorsqu'on n'a pas en
ore atteint la
ontrainte d'é
oulement (entre 0.3% et 1% de déformation : zone d'é
rouissage qu'on appellerale � 
oude �), le résultat est moins bon. 61
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Figure 3.7 : Cellule 
arrée : prédi
tion de la TFA(a) (2, 9 et 49 sous domaines) et de laNTFA pour un 
hargement en 
isaillement et résultats de référen
e (ligne 
ontinue).
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Figure 3.8 : Cellule 
arrée : prédi
tion de la TFA(a) (2, 9 et 49 sous domaines) et de laNTFA en tra
tion et résultats de référen
e (ligne 
ontinue).Avant de voir 
omment améliorer la modélisation du 
omportement du 
omposite étudié,on regarde l'in�uen
e de la vitesse de 
hargement utilisée pour déterminer les modes plastiquessur le 
omportement obtenu par la NTFA à une vitesse �xée. Pour 
ela, on a 
al
ulé les modesplastiques et don
 les fa
teurs d'in�uen
e pour E : Σ0 = 5% et pour 
ha
une des trois vitesses62



3.3. Résultats et dis
ussionde 
hargement : 10−2s−1, 2.10−2s−1 et 5.10−3s−1. Puis on simule le 
omportement du 
ompositesoumis à une vitesse de 
hargement de 10−2s−1 ave
 
es trois 
hoix de modes plastiques.
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Figure 3.9 : Cellule 
arrée : prédi
tions de la NTFA en tra
tion pour une vitesse de
hargement de 10−2 ave
 des modes 
al
ulés à di�érentes vitesses de 
hargement
V = 10−2(ligne 
ontinue), V = 2.10−2 (ligne tirets), V = 5.10−3 (ligne pointillée).On 
onstate sur la Figure 3.9 que 
e paramètre n'a au
une in�uen
e sur le résultat obtenu parla méthode NTFA. Les fa
teurs d'in�uen
e peuvent don
 être 
al
ulés pour une vitesse donnéetandis que le 
omportement du 
omposite est modélisé pour une autre vitesse de 
hargementsans que 
ela ne pose de problème.Appli
ation de la NTFA ave
 un 
hoix di�érent de modes plastiquesA�n d'améliorer la NTFA, essentiellement pour la modélisation du � 
oude �, on a 
hoisi desmodes plastiques évalués à di�érents niveaux de déformation, plus pro
he du 
oude que 
eluiutilisée pré
édemment (E : Σ

k
0 = 5%), 
'est à dire pour E : Σ

k
0 = 2.5% et E : Σ

k
0 = 0.5%. Lesfa
teurs d'in�uen
e sont 
al
ulés dans 
es deux 
as, et on 
ompare au résultat de référen
e.Pour des modes plastiques établis à 2.5% de déformation, le résultat prédit par la NTFA(Figure 3.10) est légèrement meilleur au niveau du � 
oude � mais la 
ontrainte d'é
oulementprédite est moins bonne. Pour des modes plastiques établis à 0.5% de déformation (Figure 3.10),le 
omportement au niveau du � 
oude � est bien simulé mais la modélisation de la 
ontrainted'é
oulement est 
atastrophique.Le 
hoix du niveau de déformation E : Σ

k
0 
onsidéré pour le 
al
ul des modes plastiquesest don
 un paramètre déterminant de la méthode NTFA pour des 
onstituants élastovis
oplas-tiques. Lorsque les modes plastiques sont déterminés pour un niveau de déformation pro
he dela zone d'é
rouissage, on modélise 
orre
tement l'é
rouissage, 
'est-à-dire le 
oude. Dans le 
asoù les modes plastiques sont déterminés à partir de la zone où la 
ontrainte d'é
oulement est63
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arrée : prédi
tions de la NTFA en tra
tion ave
 des modes 
al
ulés pour
E : Σ

1
0 = 0.5% (
ourbe pointillée), E : Σ

1
0 = 2.5% (
ourbe tirets 
ourts), E : Σ

1
0 = 5% (
ourbetirets longs) et résultats de référen
e (
ourbe 
ontinue).atteinte, 
'est 
ette zone qui est bien modélisé tandis qu'au niveau de la zone d'é
rouissage, le
omportement prédit est trop raide.3.4 Con
lusionCe 
hapitre nous a permis de dé�nir l'analyse par 
hamps de transformation non uniformes(NTFA) pour des matériaux élastovis
oplastiques. Le point-
lé de la méthode est le 
hoix desmodes plastiques utilisés pour prendre en 
ompte la non-uniformité des 
hamps mé
aniques,l'obje
tif étant d'améliorer les résultats obtenus ave
 la TFA.On a don
 
omparé les résultats obtenus ave
 les deux méthodes, TFA et NTFA, a�n de mettreen éviden
e les points forts de la méthode NTFA, mais également de souligner les points faiblesexistants, ainsi que les paramètres qui in�uen
ent le modèle et qui permettraient d'améliorer lemodèle.Les résultats obtenus ave
 la méthode TFA 
on�rment 
e qui était attendu, 
'est à dire queles 
omportements prédits ave
 la TFA sont trop rigides, quelque soit le nombre de sous-domainesdans 
haque phase, même si les résultats se rappro
hent du 
omportement réel quand le nombrede sous-domaines augmente. De plus, le type de dé
oupage de 
haque phase du VER modi�ele résultat attendu. En e�et, suivant le dé
oupage de la 
ellule-unité, le 
hamp de déformationsvis
oplastiques peut varier de manière importante dans un sous-domaine, le fait de 
onsidérer un
hamp de déformations vis
oplastiques 
onstant dans 
haque sous-domaine 
réé don
 une erreurimportante pour la prédi
tion du 
omportement.Dans le 
as de la méthode NTFA, les résultats sont ex
ellents au niveau de la zone dedéformation 
hoisie pour la détermination des modes. Dans les gammes de déformations autres64



3.4. Con
lusionque 
elle utilisée pour le 
al
ul des modes, les prédi
tions ne 
on
ordent pas toujours ave
 le 
al
ulde référen
e, il est don
 important de pouvoir prendre en 
ompte les informations des 
hamps dedéformations vis
oplastiques pour di�érents niveaux de déformation a�n de modéliser au mieuxle 
omportement d'un matériau, mais sans que le nombre de variables internes soit trop élevé.Ce
i fait l'objet du 
hapitre suivant.
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Chapitre 4. Amélioration du 
hoix des modes plastiques4.1 Introdu
tionDans le 
hapitre pré
édent, nous avons 
onstaté que le modèle obtenu grâ
e à la méthodeNTFA est généralement trop raide dans 
ertaines zones qui varient suivant le 
hoix fait pourles modes plastiques. Si les modes sont 
al
ulés pour un niveau de 
hargement pour lequel la
ontrainte d'é
oulement est déjà atteinte, le 
omportement au niveau de la zone d'é
rouissageest trop rigide alors que, lorsque les modes sont 
al
ulés pour un niveau de 
hargement ap-partenant à la zone d'é
rouissage, 
'est le 
omportement au niveau de la zone d'é
oulement quiest trop rigide. Il faut don
 réussir à modéliser le 
omportement à tous les niveaux de 
hargement.Dans un premier temps, nous avons 
onsidéré les modes plastiques 
omme les 
hamps dedéformations vis
oplastiques dans une même dire
tion de 
hargement Σ
k
0, mais pour di�érentsniveaux de 
hargement E : Σ

k
0 . Or, les modes plastiques � 
andidats � pour la méthode NTFAdoivent être orthogonaux entre eux, 
e que ne véri�e pas 
e 
hoix de modes. Il faut don
 trou-ver un pro
édé qui prenne en 
ompte l'essentiel des informations 
ontenues dans 
es 
hamps dedéformations vis
oplastiques obtenus à di�érents instants de 
hargement, et qui fournisse desmodes orthogonaux deux à deux. Le premier pro
édé qui vient à l'esprit dans 
e 
as, est le pro-
édé d'orthogonalisation de S
hmidt. L'in
onvénient de 
e pro
édé est que le nombre de modeset don
 de variables internes peut être élevée puisqu'on prend plusieurs modes dans une mêmedire
tion de 
hargement. De plus, ave
 
e pro
édé d'orthogonalisation, on � 
umule � les infor-mations des di�érents instants, alors qu'il faudrait pouvoir les utiliser les unes après les autres.Il faut don
 trouver un autre pro
édé qui limite le nombre de variables internes tout en prenanttoute l'information sur la déformation vis
oplastique au 
ours d'un 
hargement, a�n de mieuxreproduire le 
omportement.La transformation de Karhunen-Loève, en
ore appelée dé
omposition orthogonale aux va-leurs propres (Proper Orthogonal De
omposition, POD), permet i
i d'atteindre 
et obje
tif, enréalisant un 
hangement de base pour obtenir de nouveaux modes où l'information 
ontenue estdistribuée de façon optimale. Elle a d'abord été utilisée en traitement de l'image 
omme un outilstatistique d'analyse de données et de 
ompression d'images. La méthode a été ensuite utilisée enmé
anique des �uides, pour l'étude des turbulen
es [SIR87℄, et plus ré
emment en dynamique etvibrations des stru
tures [FEE98℄. L'un des avantages de la transformation de Karhunen-Loève(qu'on pourra noter, par la suite, KL) est qu'elle est utilisable dans les 
as linéaires et non-linéaires puisque la méthode est basée uniquement sur du traitement de données obtenues soitexpérimentalement soit numériquement ([WOL01b℄).C'est à la suite de dis
ussions ave
 Rubens Sampaïo (Département de Mé
anique à l'Universitéde Rio, Brésil) en séjour au LMA (Laboratoire de Mé
anique et d'A
oustique) que nous avonsdé
idé d'utiliser 
ette méthode pour essayer d'améliorer le 
hoix des modes plastiques. Dans lasuite, nous détaillons le prin
ipe de la transformation de Karhunen-Loève appliquée au 
hoix des68



4.2. Choix des modes plastiques : Transformation de Karhunen-Loèvemodes plastiques, puis les résultats obtenus à partir de la NTFA en fon
tion des modes plastiquesutilisés sont présentés a�n de mettre en éviden
e l'intérêt de KL dans notre 
as.4.2 Choix des modes plastiques : Transformation de Karhunen-LoèveLa transformation de Karhunen-Loève 
onsiste à 
onstruire une matri
e de 
orrélation àpartir de données expérimentales ou numériques et à en extraire les ve
teurs propres et lesvaleurs propres a�n d'obtenir une nouvelle base de ve
teurs appelés modes.A�n d'améliorer les modes plastiques utilisés dans la méthode NTFA, on détermine numé-riquement MT (r) 
hamps de déformations vis
oplastiques normalisés pour 
haque phase r du
omposite, déterminés à di�érents "instants" de déformation ma
ros
opique en résolvant numé-riquement le problème lo
al non-linéaire 
omplet sur le VER. En pratique, la 
ellule-unité estsoumise à des 
hemins de 
hargement donnés (par exemple, une tra
tion uniaxiale ou un 
i-saillement pur). Les 
hamps de déformations vis
oplastiques sont extraits régulièrement durantle 
hargement.Soit θk(x), k = 1, ...,MT (r), 
es MT (r) 
hamps de déformations vis
oplastiques normalisés.A partir de 
es 
hamps, on 
al
ule la matri
e de 
orrélation, notée g :
gij =

〈
θi(x) : θj(x)

〉
, i, j = 1, ...,MT (r) (4.1)On peut don
 
al
uler les ve
teurs propres vk et les valeurs propres λk ave
 k = 1, ...,MT (r), eton a :

MT (r)∑

j=1

gij v
k
j = λk v

k
i , i, k = 1, ...,MT (r) (4.2)A partir de 
es ve
teurs propres, on 
onstruit les ve
teurs de la nouvelle base, les modes, qu'onappelle dans la NTFA les modes plastiques µk(x), k = 1, ...,MT (r) :

µk(x) =

MT (r)∑

ℓ=1

vk
ℓ θℓ(x), (4.3)Une des propriétés majeures de la transformation de Karhunen-Loève est la totale dé
or-rélation des nouvelles données. Il est don
 fa
ile de véri�er que les nouveaux modes µk sontorthogonaux. Pour 
ela, on va montrer que 〈µk : µr
〉 est nul quand k 6= r et non nul sinon. Dansun premier temps, on 
al
ule la moyenne du produit doublement 
ontra
té d'un mode plastique

µk ave
 un 
hamp de déformation anélastique θℓ :
〈
µk : θℓ

〉
=
∑

i

vk
i

〈
θi : θℓ

〉
,

=
∑

i

giℓ v
k
i ,

= λkv
k
ℓ . (4.4)69



Chapitre 4. Amélioration du 
hoix des modes plastiquesOn 
al
ule en�n le produit de deux modes plastiques :
〈
µk : µr

〉
=
∑

ℓ

vr
ℓ

〈
µk : θℓ

〉
,

= λk

∑

ℓ

vk
ℓ v

r
ℓ ,

=




λk si k = r

0 si k 6= r
(4.5)Un autre intérêt de la transformation de Karhunen-Loève réside dans le fait que la magnituded'une valeur propre 
orrespond à la quantité d'information 
ontenue dans le ve
teur propreasso
ié. En d'autres termes, plus le rapport λℓ /

(∑MT (r)
k=1 λk

) est pro
he de 1, plus le ve
teurpropre vℓ asso
ié à λℓ 
ontient d'informations issues des données initiales (i
i, les 
hamps dedéformations vis
oplastiques θk, k = 1, ...,MT (r)). En supposant que les valeurs propres sontordonnées de manière dé
roissante (λ1 ≥ λ2 ≥ λ3 ≥ ... ≥ λMT (r)), et en prenant en 
ompte lapropriété pré
édente, seuls les M(r) (M(r) ≤ MT (r)) premiers modes 
orrespondant aux plusgrandes valeurs propres et véri�ant le 
ritère (4.6) peuvent être 
onsidérés :
M(r)∑

k=1

λk

MT (r)∑

k=1

λk

> α. (4.6)La valeur du seuil α est laissé au 
hoix de l'utilisateur et dépend de la pré
ision désirée. Dansles exemples présentés, α est 
hoisi égal à 0.9999.En�n, les modes plastiques dépendent fortement de la dire
tion de 
hargement imposée pourles 
al
uler ([WOL01a℄). Le 
hoix des dire
tions de 
hargement doit don
 être e�e
tué en fon
tiondu type de 
hargement auquel est soumis le 
omposite étudié.4.3 Appli
ation de la NTFA ave
 un seul type de 
hargement4.3.1 Cellule ave
 arrangement hexagonal de �bres, données matériauxLes matériaux élastovis
oplastiques étudiés sont des matériaux 
omposites biphasés �bres-matri
e. Le VER (Figure 4.1) est une 
ellule dont les �bres 
ir
ulaires sont réparties de façonhexagonale. La fra
tion volumique des �bres est 0.25. Dans les 
as étudiés, les deux phases ontun 
omportement élastovis
oplastique en loi-puissan
e dé�ni par le potentiel suivant :
ψ(σ) =

σ0 ε̇0
n+ 1

(
σeq

σ0

)n+1

. (4.7)Les propriétés des �bres sont les mêmes pour tous les 
al
uls, et sont regroupés dans le tableau4.1. 70



4.3. Appli
ation de la NTFA ave
 un seul type de 
hargement

Figure 4.1 : 
ellule ave
 arrangement hexagonal des �bres.Module d'Young (GPa) Coe�
ient de Poisson n ε̇0 σ0(MPa)100 0.3 1 10−5 250Tableau 4.1 : Propriétés mé
aniques des �bres.Dans le 
as de la matri
e, di�érents 
as sont étudiés. Deux types de vis
osité sont utilisés,une vis
osité linéaire dans le 
as de l'exposant n = 1 et une vis
osité fortement non linéaire dansle 
as de l'exposant n = 8. Pour 
ha
un des exposants de vis
osité, seul σ0 varie suivant les 
asétudiés. Les propriétés matériaux �xés pour 
ha
un des 
as sont rassemblés dans le tableau 4.2.Les di�érents σ0 utilisés dans le 
as n = 1 sont ré
apitulés dans le tableau 4.3, 
eux utilisés dansle 
as n = 8 le sont dans le tableau 4.4.Module d'Young (GPa) Coe�
ient de Poisson n ε̇0180 0.3 1 ou 8 10−5Tableau 4.2 : Propriétés mé
aniques de la matri
e.
n = 1 1 2 3 4 5 6
σ0(MPa) 50 100 500 1000 5000 10000Tableau 4.3 : Valeurs de σ0 dans la matri
e pour l'exposant de vis
osité n = 1.

n = 8 1 2 3 4 5 6 7
σ0(MPa) 13.712 18.286 24.384 32.517 43.362 57.825 77.111Tableau 4.4 : Valeurs de σ0 dans la matri
e pour l'exposant de vis
osité n = 8.Les propriétés utilisées dans 
e 
hapitre ont été déterminées à partir des 
ara
téristiques desphases du 
ombustible MOX. Ces propriétés dépendent de plusieurs paramètres (température et71



Chapitre 4. Amélioration du 
hoix des modes plastiquestaille de grains notamment). On verra plus en détail l'e�et de 
es paramètres sur le 
omportementdes 
ombustibles dans la partie IV.4.3.2 Mise en ÷uvre de la NTFA ave
 Karhunen-LoèveOn applique la pro
édure dé�nie au paragraphe 4.2 pour déterminer les modes plastiques.Dans un premier temps, pour simpli�er l'étude, le VER n'est soumis qu'à un seul type de
hargement monotone. Soit θk(x), k = 1, ...,MT (r) les 
hamps de déformations vis
oplastiquesréels sous tra
tion uniaxiale (Σ1
0 = e1 ⊗ e1) dans la phase r. Nous avons dé
idé de prendre

MT (r) = 25, r = 1, 2. Dans 
haque phase, les 25 
hamps de déformations vis
oplastiques ontdon
 été déterminés pour E : Σ
k
0 
ompris entre 0 et 5%. Les valeurs de E : Σ

k
0 ont été 
hoisis defaçon régulière sur 
et intervalle [0 , 5%]. En appliquant la dé
omposition de Karhunen-Loeve, onobtient les modes prin
ipaux dont les valeurs propres véri�ent le 
ritère (4.6).
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Figure 4.2 : Répartition hexagonale des �bres dans la 
ellule, n = 1 dans les deux phases :valeurs propres de la matri
e de 
orrélation de la matri
e (symbole 
arré) et de la �bre (symbole
er
le).La Figure 4.2 donne un exemple des valeurs propres asso
iées à 
haque phase, ordonnéesde manière dé
roissante, dans le 
as où la 
ontrainte d'é
oulement de la matri
e est de 50MPa,et 
elle des �bres de 250MPa. Nous pouvons voir sur la Figure 4.2 la dé
roissan
e rapide desvaleurs propres. En e�et, le 
ritère (4.6) est généralement satisfait ave
 seulement deux modespour 
haque phase, parfois ave
 trois modes dans la matri
e selon les propriétés matériaux. End'autres termes, pour 
haque phase, les deux (ou trois) premiers modes 
on
entrent 99.99% del'information 
ontenue dans les vingt-
inq 
hamps de déformation vis
oplastiques 
al
ulés initia-72



4.3. Appli
ation de la NTFA ave
 un seul type de 
hargementlement pour déterminer les modes plastiques.

Figure 4.3 : Répartition hexagonale des �bres dans la 
ellule, n = 1 : 
omposantes µ11 desmodes asso
iés à la plus grande valeur propre λ1dans la matri
e et dans la �bre et des modessuivants asso
iés à la valeur propre λ2 dans la matri
e et dans la �bre.La Figure 4.3 montre la 
omposante µ11 des deux modes asso
iés aux deux plus grandesvaleurs propres dans la matri
e et dans l'in
lusion dans le 
as où la 
ontrainte d'é
oulement dela matri
e est de 50MPa et 
elle de la �bre de 250MPa.4.3.3 RésultatsLa Figure 4.4 présente les résultats dans deux 
as, le premier 
as pour la vis
osité linéaireave
 une 
ontrainte d'é
oulement de la matri
e σ0 = 50 MPa, le deuxième 
as pour la vis
ositéfortement non-linéaire ave
 σ0 = 57.825 MPa.On appellera la prédi
tion obtenue ave
 les modes plastiques 
al
ulés pour E : Σ
k
0 = 5% etqui a été dé�nie dans le 
hapitre 3, prédi
tion NTFA sans Karhunen-Loève. La prédi
tion obtenueave
 des modes plastiques obtenus après appli
ation de la transformée de Karhunen-Loève seraappelée dans la suite prédi
tion NTFA ave
 Karhunen-Loève.On peut voir sur 
ette Figure 4.4 que la NTFA ave
 des modes déterminés grâ
e à la dé-
omposition de Karhunen-Loève donne d'ex
ellents résultats et notamment au niveau de la zoned'é
rouissage, zone qui était mal reproduite ave
 les modes plastiques dé�nis au 
hapitre pré-
édent, 
es modes étant tout simplement les 
hamps de déformations vis
oplastiques dans unedire
tion de 
hargement imposée Σ0 et tel que E : Σ0 = 5%. Ils ne prenaient don
 pas en
ompte d'information liée à l'é
rouissage du matériau. Dans 
e 
as simple, la transformation deKarhunen-Loève permet don
 d'obtenir de très bon résultats ave
 la méthode NTFA. Dans lasuite du 
hapitre, on va étudier la réponse du VER obtenue grâ
e à la NTFA ave
 des modes
al
ulés à partir de plus d'un type de 
hargement.73
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(1) (2)Figure 4.4 : Répartition hexagonale des �bres dans la 
ellule : prédi
tion de la TFA (lignepointillée), de la NTFA sans Karhunen-Loève (ligne 
ontinue), de la NTFA ave
Karhunen-Loève (ligne tirets) et résultats de référen
e : (1) 
as n=1, σmat
0 = 50MPa ; (2) 
asn=8, σmat

0 = 57.825MPa.4.4 Appli
ation de la NTFA ave
 plusieurs types de 
hargementOn va maintenant appliquer la NTFA à des matériaux 
omposites et pour laquelle les modesplastiques ont été déterminés à partir de deux 
hargements, la tra
tion uniaxiale et le 
isaillementpur.4.4.1 Cellule ave
 arrangement hexagonal des �bres, données matériauxLa 
ellule utilisée est la même que dans le 
as pré
édent (Figure 4.1). Cependant, l'étuded'un 
omposite à �bres élastiques est ajoutée à 
elles de 
omposites à �bres élastovis
oplasiques.Fibre élastiqueLes propriétés mé
aniques de la �bre élastique sont rassemblées dans le Tableau 4.5, 
elle de lamatri
e élastovis
oplastique sont données dans le Tableau 4.6.Module d'Young (GPa) Coe�
ient de Poisson400 0.2Tableau 4.5 : Propriétés mé
aniques de la �bre élastique.Module d'Young (GPa) Coe�
ient de Poisson n ε̇0 σ0(MPa)70 0.3 2 10−2 100Tableau 4.6 : Propriétés mé
aniques de la matri
e dans le 
as de l'in
lusion élastique.74



4.4. Appli
ation de la NTFA ave
 plusieurs types de 
hargementFibre vis
oplastique, exposant de vis
osité n = 1Dans le 
as où les deux phases de la 
ellule sont élastovis
oplastiques, le Tableau 4.7 donneles propriétés mé
aniques de la �bre tandis que les Tableaux 4.8 et 4.9 rassemblent les donnéesmatériaux pour la matri
e, respe
tivement dans le 
as où l'exposant de vis
osité n est égal à 1et 8. Module d'Young (GPa) Coe�
ient de Poisson n ε̇0 σ0(MPa)100 0.3 1 10−5 250Tableau 4.7 : Propriétés mé
aniques de la �bre élastovis
oplastique.Module d'Young (GPa) Coe�
ient de Poisson n ε̇0 σ0(MPa)180 0.3 1 10−5 50Tableau 4.8 : Propriétés mé
aniques de la matri
e pour un exposant de vis
osité n = 1 dans le
as de l'in
lusion élastovis
oplastique.Module d'Young (GPa) Coe�
ient de Poisson n ε̇0 σ0(MPa)180 0.3 8 10−5 43.362Tableau 4.9 : Propriétés mé
aniques de la matri
e pour un exposant de vis
osité n = 8 dans le
as de l'in
lusion élastovis
oplastique.Fibre vis
oplastique, exposant de vis
osité n = 8On a également réalisé des 
al
uls sur une 
ellule unité pour laquelle les deux phases sontélastovis
oplastiques, mais au 
ontraire des 
as pré
édents, 
'est la �bre qui a un exposant devis
osité égal à 8, et la matri
e a un exposant n = 1. Les propriétés matériaux sont regroupésdans le Tableau 4.10 pour la �bre et dans le Tableau 4.11 pour la matri
e.Module d'Young (GPa) Coe�
ient de Poisson n ε̇0 σ0(MPa)180 0.3 8 10−5 43.362Tableau 4.10 : Propriétés mé
aniques de la �bre.Module d'Young (GPa) Coe�
ient de Poisson n ε̇0 σ0(MPa)100 0.3 1 10−5 250Tableau 4.11 : Propriétés mé
aniques de la matri
e.75



Chapitre 4. Amélioration du 
hoix des modes plastiques4.4.2 Choix des modes plastiquesA�n de déterminer les modes plastiques utilisés dans la suite, on 
al
ule dans un premiertemps les 
hamps de déformations vis
oplastiques réels sous tra
tion uniaxiale et sous 
isaillementpur. De la même façon que dans le paragraphe 4.3.2, on prend 25 modes pour E : Σ0 
omprisentre 0 et 5% pour 
haque phase vis
oplastique et 
haque type de 
hargement, 
e qui donne
inquante θk(x) dans la matri
e dans le 
as de la 
ellule à �bre élastique, et 
inquante θk(x)dans 
ha
une des deux phases de la 
ellule à �bres élastovis
oplastiques. Grâ
e à la dé
ompositionde Karhunen-Loeve, on obtient les modes plastiques µk pour 
haque phase élastovis
oplastiqueet qu'on utilisera pour appliquer la méthode NTFA.

(a) (b) (
) (d)Figure 4.5 : Composante θ11 des 
hamps de déformations vis
oplastiques obtenus pour un
hargement de 
isaillement (a) et de tra
tion (b) à E : Σ0 = 5%, 
omposante µ11 des deuxmodes asso
iés aux deux plus grandes valeurs propres (
) et (d) dans la matri
e.Tout d'abord, on montre un exemple des 
hamps de déformations vis
oplastiques de la matri
een tra
tion et en 
isaillement à 5% de déformation ma
ros
opique et on les 
ompare ave
 lesdeux modes asso
iés aux deux plus grandes valeurs propres obtenus après appli
ation de ladé
omposition de Karhunen-Loève sur l'ensemble des 
hamps de déformations vis
oplastiques.Les valeurs propres λ1 et λ2 
orrespondant à 
es deux modes sont quasiment les mêmes.On 
onstate que le mode asso
ié à la plus grande valeur propre λ1 
orrespond à un 
hargementde tra
tion (Figure 4.5), alors que le mode suivant (asso
ié à la valeur propre λ2) 
orrespondplut�t à un 
hargement de 
isaillement (Figure 4.6), 
e qui explique le fait que les deux premièresvaleurs propres sont presque égales, les modes étant très sensibles à la dire
tion de 
hargementimposée a�n de les déterminer, on retrouve i
i dans les deux premiers modes les deux types de
hargements qu'on a 
hoisi d'imposer.En 
e qui 
on
erne les modes plastiques de la �bre (Figures 4.7, 4.8), 
'est le mode asso
ié à76



4.4. Appli
ation de la NTFA ave
 plusieurs types de 
hargement

(a) (b) (
) (d)Figure 4.6 : Composante θ12 des 
hamps de déformations vis
oplastiques obtenus pour un
hargement de 
isaillement (a) et de tra
tion (b) à E : Σ0 = 5%, 
omposante µ12 des deuxmodes asso
iés aux deux plus grandes valeurs propres (
) et (d) dans la matri
e.

(a) (b) (
) (d)Figure 4.7 : Composante θ11 des 
hamps de déformations vis
oplastiques obtenus pour un
hargement de 
isaillement (a) et de tra
tion (b) à E : Σ0 = 5%, 
omposante µ11 des deuxmodes asso
iés aux deux plus grandes valeurs propres (
) et (d) dans la �bre.
la plus grande valeur propre qui 
orrespond au 
isaillement.77



Chapitre 4. Amélioration du 
hoix des modes plastiques

(a) (b) (
) (d)Figure 4.8 : Composante θ12 des 
hamps de déformations vis
oplastiques obtenus pour un
hargement de 
isaillement (a) et de tra
tion (b) à E : Σ0 = 5%, 
omposante µ12 des deuxmodes asso
iés aux deux plus grandes valeurs propres (
) et (d) dans la �bre.4.4.3 RésultatsRéponse du VER soumis à du 
isaillement ou de la tra
tionDans un premier temps, on 
al
ule la réponse du VER soumis aux mêmes 
hargements que
eux utilisés pour déterminer les modes plastiques, 
'est à dire un 
hargement de 
isaillementpur ou de tra
tion uniaxiale, l'obje
tif étant de véri�er si l'utilisation de la transformation deKarhunen-Loève améliore les résultats obtenus pré
édemment grâ
e à la NTFA dans le 
hapitre3. Dans le 
as de la �bre élastique (Figure 4.9), on 
onstate que, grâ
e à la transformation deKarhunen-Loève, il y a une amélioration au niveau du 
oude pour la modélisation du 
omporte-ment en tra
tion. Pour le 
omportement en 
isaillement, le résultat qui est déjà ex
ellent dansl'étude sans la transformée de Karhunen-Loève, reproduit de manière très satisfaisante la zoned'é
rouissage.Dans le 
as de la �bre vis
oplastique et où l'exposant de vis
osité de la matri
e est n = 1(Figure 4.10), on observe que la transformée de Karhunene-Loève permet d'obtenir une trèsbonne 
on
ordan
e entre le 
al
ul exa
t et le résultat NTFA, à la fois pour le 
as de la tra
tionuniaxiale et 
elui du 
isaillement pur.Dans le 
as de la �bre vis
oplastique ave
 un exposant de vis
osité de la matri
e égal à8 (Figure 4.11), on observe une amélioration dans le 
as de la tra
tion, mais dans le 
as du
isaillement, le résultat ave
 l'utilisation de Karhunen-Loève n'est pas bon. On pourrait expliquer
e résultat par le fait que, dans le 
as du 
isaillement, les �bres ont peu d'e�et sur le 
omportementglobal du 
omposite. Or, les modes plastiques déterminés grâ
e à la transformation de Karhunen-78
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(1) (2)Figure 4.9 : Cas élastique, 
ourbe de tra
tion (1) et de 
isaillement (2) : résultats de référen
e(ligne 
ontinue), prédi
tion NTFA sans Karhunen-Loève (ligne pointillée), prédi
tion NTFAave
 Karhunen-Loève (ligne tirets).
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(1) (2)Figure 4.10 : Cas vis
oplastique, n = 1 dans la matri
e, 
ourbe de tra
tion (1) et de
isaillement (2) : résultat de référen
e (ligne 
ontinue), prédi
tion NTFA sans Karhunen-Loève(ligne pointillée), prédi
tion NTFA ave
 Karhunen-Loève (ligne tirets).Loève prennent en 
ompte l'information tout au long du 
hargement dans la �bre et dans lamatri
e, la zone d'é
rouissage de la �bre étant plus importante que 
elle de la matri
e, le résultatobtenu est � perturbé � par le mode prenant en 
ompte le 
omportement en 
isaillement de la�bre.Dans le 
as où l'on � inverse �les propriétés mé
aniques des deux phases par rapport au 
aspré
édent, on 
onstate sur la Figure 4.12 que la NTFA donne d'ex
ellents résultats, quelquesoient les modes 
hoisis (ave
 ou sans Karhunen-Loève).79
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(1) (2)Figure 4.11 : Cas vis
oplastique, n = 8 dans la matri
e, 
ourbe de tra
tion (1) et de
isaillement (2) : résultats de référen
e(ligne 
ontinue), prédi
tion NTFA sans Karhunen-Loève(ligne pointillée), prédi
tion NTFA ave
 Karhunen-Loève (ligne tirets).
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(1) (2)Figure 4.12 : Cas vis
oplastique, n = 8 dans la �bre, 
ourbe de tra
tion (1) et de 
isaillement(2) : résultats de référen
e(ligne 
ontinue), prédi
tion NTFA sans Karhunen-Loève (lignepointillée), prédi
tion NTFA ave
 Karhunen-Loève (ligne tirets).Hormis un 
as parti
ulier, la dé
omposition de Karhunen-Loève a permis d'améliorer lesprédi
tions de la NTFA dans le 
as des 
hargements utilisés pour déterminer les modes plastiques.La zone d'é
rouissage est en général très bien modélisée, du fait de la prise en 
ompte desinformations 
ontenues dans les 
hamps de déformations vis
oplastiques tout au long du trajetde 
hargement dans des dire
tions de 
hargement �xées, 
e qui n'était pas le 
as lorsque les modesplastiques étaient déterminés à la �n d'un trajet de 
hargement, 
'est-à-dire quand la 
ontrainted'é
oulement était atteinte et que la déformation vis
oplastique était totalement développée80



4.4. Appli
ation de la NTFA ave
 plusieurs types de 
hargement(
hapitre 3).On va à présent 
omparer les résultats dans le 
as où le 
hargement imposé sur la 
elluleunité n'est pas un 
hargement utilisé pour déterminer les modes plastiques.Réponses du VER soumis à un 
hargement di�érent de la tra
tion uniaxiale ou du
isaillement purOn impose un 
hargement tel que la dire
tion de 
ontrainte appliquée sur la 
ellule élémentairesoit égale à Σ0 = 2e1 ⊗ e1 + 3(e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1).Dans le 
as de la �bre élastique (Figure 4.13), la NTFA ave
 appli
ation de Karhunen-Loèvedonne d'ex
ellents résultats.
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Figure 4.13 : Cas élastique, dire
tion de 
hargement Σ0 = 2e1 ⊗ e1 + 3(e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1).
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(1) (2)Figure 4.14 : Cas vis
oplastique, n = 1 (1) et n = 8 (2) dans la matri
e, dire
tion de
hargement Σ0 = 2e1 ⊗ e1 + 3(e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1).81



Chapitre 4. Amélioration du 
hoix des modes plastiquesDans le 
as de la �bre vis
oplastique (Figure 4.14(1)) ave
 une vis
osité linéaire dans lamatri
e (n = 1), le 
omportement prédit par la NTFA ave
 Karhunen-Loève est ex
ellent. Lesmodes plastiques obtenus ave
 la transformation de Karhunen-Loève permettent, de la mêmefaçon que dans le 
as des 
hargements utilisés pour la détermination des modes, d'améliorer lerésultat obtenu pour la modélisation de la zone d'é
rouissage.Dans le 
as où l'exposant de vis
osité de la matri
e est égal à 8 (Figure 4.14(2)), la 
ontrainted'é
oulement est sous-estimée, or il est di�
ile d'obtenir un résultat 
orre
t alors que pour un
hargement simple de 
isaillement, utilisé pour 
al
uler les modes, la NTFA donne des résultatsinexa
ts.
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Figure 4.15 : Cas vis
oplastique, exposant de vis
osité n = 8 dans la �bre, dire
tion de
hargement Σ0 = 2e1 ⊗ e1 + 3(e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1).Dans le dernier 
as étudié (Figure 4.15), où les propriétés des phases sont inversées par rapportà l'exemple pré
édent, on 
onstate que la NTFA ave
 Karhunen-Loève prédit un 
omportementen parfaite 
on
ordan
e ave
 le 
al
ul de référen
e, alors que la NTFA sans Karhunen-Loèvesous-estime légèrement le 
omportement, alors que dans le 
as des 
hargements utilisés pour ladétermination des modes (Figure 4.12), les deux modèles NTFA ave
 et sans KL donnaient desrésultats NTFA ex
ellents.Comme pour les 
hargements en tra
tion uniaxiale et en 
isaillement pur, la transformationde Karhunen-Loève permet au modèle NTFA de donner de meilleures prédi
tions dans toutes lesgammes de déformations.4.5 Con
lusionLe 
hoix des modes plastiques est un point-
lé dans la pré
ision de la méthode NTFA. Or,dans le 
hapitre 3, nous avons 
onstaté qu'ave
 le 
hoix que nous avions fait, les prédi
tionsde la NTFA n'étaient pas 
orre
tes pour 
ertaines gammes de déformations (
es prédi
tionsétaient toujours meilleures que les prédi
tions de la TFA). Ces erreurs étaient dûes au fait quel'information 
ontenue dans les modes ne 
on
ernait qu'une seule gamme de déformation (en82



4.5. Con
lusiongénéral, la zone d'é
oulement qui servait pour déterminer les modes).Dans 
e 
hapitre, nous avons don
 appliqué une méthode qui permet de prendre en 
onsi-dération les informations dé
rivant le 
omportement non-uniforme du matériau pour di�érentesgammes de déformation, a�n de modéliser au mieux le 
omportement tout au long du 
harge-ment. Cette méthode, la transformation de Karhunen-Loève, a également l'avantage de limiter lenombre de modes, et don
 le nombre de variables internes utilisées pour dé
rire le 
omportementdes matériaux. Les résultats prédits par le modèle NTFA après appli
ation de 
ette transforma-tion sont dans l'ensemble très satisfaisants quelque soit la zone de déformation modélisée.Dans la partie suivante, on va don
 traiter le 
as des matériaux poreux, et voir 
e que 
elaimplique au niveau de la des
ription du modèle NTFA, ainsi qu'au niveau du 
hoix des modesplastiques, et plus parti
ulièrement de l'appli
ation de la transformation de Karhunen-Loève.
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Troisième partiePrise en 
ompte de la porosité dansl'analyse par 
hamps de transformationnon uniformes
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Chapitre 5Analyse par 
hamps de transformationnon uniformes dans le 
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Chapitre 5. Analyse par 
hamps de transformation non uniformes dans le 
as de matériaux poreux5.1 Introdu
tionJusqu'à présent, les problèmes abordés ne traitaient que de matériaux vis
oplastiques in
om-pressibles. Or, le MOX étant un matériau poreux, le modèle NTFA développé dans la partie IIn'est plus appli
able en l'état. En e�et, du fait de la porosité, la vis
oplasti
ité devient 
om-pressible, et une partie hydrostatique apparaît dans le potentiel vis
oplastique. Les variables duproblème peuvent don
 toutes être dé
omposées en une partie � déviatorique � et une partie� sphérique �.Pour pouvoir appliquer la méthode NTFA à 
e type de matériaux, il faut don
 redé�nir lemodèle en prenant en 
ompte par rapport au modèle pré
édent la partie � sphérique � de 
haquevariable. Les modes sont aussi a�e
tés par 
e 
hangement dans le potentiel, la pro
édure de
hoix des modes plastiques grâ
e à la dé
omposition de Karhunen-Loéve est don
 redé�nie dansla deuxième partie de 
e 
hapitre.5.2 Prin
ipe de la méthode5.2.1 Relations 
onstitutives pour les 
onstituantsLes 
onstituants 
onsidérés dans 
e 
hapitre sont élastovis
oplastiques poreux. Ils ont un
omportement standard généralisé et seuls les mé
anismes dissipatifs dé
rits par la déformationvis
oplastique εvp sont dé
rits :
ω(ε, εvp) =

1

2
(ε − εvp) : L : (ε − εvp), (5.1)

σ =
∂ω

∂ε
(ε, εvp) = L : (ε − εvp), (5.2)

ε̇vp =
∂ψ

∂σ
(σ, f), (5.3)où f désigne la porosité. Dans la suite, pour simpli�er les é
ritures, on omet la dépendan
e en

f du potentiel vis
oplastique ψ. De plus, on suppose que tous les 
onstituants sont isotropes,le potentiel vis
oplastique dépend alors de σ uniquement à travers ses trois invariants. Mais enpratique, 
omme 
ela est véri�é dans [DUV84℄, la dépendan
e au troisième invariant det(σ) estnégligeable par rapport à la dépendan
e à σeq =

(
3

2
σ̃ : σ̃

)1/2 et à σm =
1

3
tr(σ). On peut don
é
rire la loi d'évolution de la variable interne εvp de la façon suivante :

ε̇vp =
∂ψ

∂σ
(σeq, σm),

=
∂ψ

∂σeq
(σeq, σm)

∂σeq

∂σ
+

∂ψ

∂σm
(σeq, σm)

∂σm

∂σ
,

=
3

2

∂ψ

∂σeq
(σeq, σm)

σ̃

σeq
+

1

3

∂ψ

∂σm
(σeq, σm)δ, (5.4)où δ désigne le symbole de Krone
ker. 88



5.2. Prin
ipe de la méthodeDans le 
as où les variables d'état sont �xées (pas d'évolution du système), les 
hamps de
ontraintes σ et de déformations ε dans le VER véri�ent le problème élastique linéaire (5.5) :
σ(x) = L(x) : (ε(x) − εvp(x)) , div(σ(x)) = 0, 〈ε〉 = E, (5.5)ave
 des 
onditions de périodi
ité sur le VER. E et εvp étant 
onnus, le 
hamp de déformations

ε(x) peut s'é
rire 
omme la somme des termes suivants, grâ
e au prin
ipe de superposition :
ε(x) = A(x) : E +

1

|V |

∫

V
D(x,x′) : εvp(x′)dx′ = A(x) : E + D ∗ εvp(x), (5.6)où A(x) est le tenseur élastique de lo
alisation de la déformation et D(x,x′) l'opérateur non lo
alqui donne, à déformation moyenne nulle, la déformation au point x 
réée par la prédéformation

εvp(x′) au point x′.5.2.2 Champs de transformation non-uniformesDans le 
as des 
onstituants vis
oplastiques poreux, la vis
oplasti
ité est 
ompressible. Le
hamp de déformations vis
oplastiques se dé
ompose alors en une partie déviatorique et unepartie sphérique :
εvp(x) = ε̃vp(x) + ε̂vp(x)δ,

ε̂vp(x) =
1

3
trεvp(x). (5.7)On dé�nit ainsi ˙̃ε

vp et ˙̂ε
vp à partir de l'équation (5.4) :

˙̃ε
vp

=
3

2

∂ψ

∂σeq
(σeq, σm)

σ̃

σeq
, (5.8)

˙̂ε
vp

=
1

3

∂ψ

∂σm
(σeq, σm). (5.9)Pour réduire le nombre de variables internes, 
haque partie de l'équation (5.7) est dé
omposéesur un ensemble de modes plastiques : un ensemble de 
hamps tensoriels déviatoriques {µ̃k}, k =

1, ...,M1 pour la partie déviatorique du 
hamp de déformations vis
oplastiques et un ensemblede 
hamps s
alaires {µ̂ℓ}, ℓ = 1, ...,M2 pour la partie sphérique :
εvp(x) =

M1∑

k=1

ε̃vpk µ̃k(x) +

M2∑

ℓ=1

ε̂vpℓ µ̂ℓ(x)δ. (5.10)Comme pour les matériaux élastovis
oplastiques in
ompressibles, on dé�nit 
ertaines propriétéspour 
haque ensemble de modes :1. Les modes sont non-uniformes.2. Le support de 
haque mode est entièrement 
ontenu dans une seule phase du matériau.3. Les modes sont orthogonaux. 89



Chapitre 5. Analyse par 
hamps de transformation non uniformes dans le 
as de matériaux poreux4. Les modes sont normalisés. Pour les modes déviatoriques, 
omme dans le 
as in
ompres-sible, on prend :〈µ̃k
eq

〉
= 1 où µk

eq = (
2

3
µk : µk)1/2. Dans le 
as des modes sphériques, onprend : 〈∣∣∣trµ̂l

∣∣∣
〉

= 1.Ave
 l'approximation (5.10), l'équation (5.6) devient :
ε(x) = A : E +

M1∑

k=1

ε̃vpk (D ∗ µ̃k) +

M2∑

ℓ=1

ε̂vpℓ (D ∗ µ̂ℓ δ), (5.11)ave
 A le tenseur de lo
alisation des déformations et (D∗µ̃k) et (D∗µ̂l δ) les fa
teurs d'in�uen
e.Remarque : On notera dorénavant X̃ toutes les variables qui se rapportent à la partiedéviatorique des modes, et X̂ les variables qui se rapportent à la partie sphérique des modes.5.2.3 Variables réduitesDe la même façon que dans le 
as de la vis
oplasti
ité in
ompressible (paragraphe 3.2.3), ondé�nit une déformation réduite déviatorique ẽk mais aussi i
i une déformation réduite sphérique
êk. On multiplie l'équation (5.11) par µ̃k puis on prend la moyenne sur le VER pour obtenir ẽk,tandis qu'on multiplie (5.11) par µ̂kδ et on moyenne sur le VER pour obtenir êk :

ẽk =
〈
ε : µ̃k

〉
,

=
〈
µ̃k : A

〉
: E +

M1∑

p=1

〈
µ̃k : (D ∗ µ̃p)

〉
ε̃vpp +

M2∑

ℓ=1

〈
µ̃k : (D ∗ µ̂ℓ δ)

〉
ε̂vpℓ ,

= ãk : E +

M1∑

p=1

D̃kp ε̃
vp
p +

M2∑

ℓ=1

F̃kℓ ε̂
vp
ℓ , (5.12)ave
 D̃kp =

〈
µ̃k : (D ∗ µ̃p)

〉 et F̃kℓ =
〈
µ̃k : (D ∗ µ̂ℓ δ)

〉 les fa
teurs d'in�uen
e � déviato-riques �réduits,
êk =

〈
ε : µ̂k δ

〉
,

=
〈
µ̂k δ : A

〉
: E +

M1∑

p=1

〈
µ̂k δ : (D ∗ µ̃p)

〉
ε̃vpp +

M2∑

ℓ=1

〈
µ̂k δ : (D ∗ µ̂l δ)

〉
ε̂vpℓ ,

= âk : E +

M1∑

p=1

F̂kp ε̃
vp
p +

M2∑

ℓ=1

D̂kℓ ε̂
vp
ℓ , (5.13)ave
 D̂kℓ =

〈
µ̂k δ : (D ∗ µ̂ℓ δ)

〉 et F̂kp =
〈
µ̂k δ : (D ∗ µ̃p)

〉 les fa
teurs d'in�uen
e � sphériques �ré-duits. 90



5.2. Prin
ipe de la méthodePar analogie ave
 les déformations réduites ẽk et êk, on dé�nit les deux 
ontraintes réduites
τ̃k et σ̂k suivantes :

τ̃k =
〈
σ : µ̃k

〉
=
〈
σ̃ : µ̃k

〉
, (5.14)

σ̂k =
〈
σ : µ̂k δ

〉
=
〈
σmδ : µ̂k δ

〉
,

= 3
〈
σm µ̂k

〉
=
〈
trσ µ̂k

〉
, (5.15)ainsi que les déformations vis
oplastiques réduites :

ẽvpk =
〈
εvp : µ̃k

〉
=
〈
ε̃vp : µ̃k

〉
, (5.16)

êvpk =
〈
εvp : µ̂kδ

〉
,

=
〈
trεvp µ̂k

〉
. (5.17)Il est à noter que l'ensemble {ε̃vpk } peut être rempla
é par {ẽvpk } puisqu'on a :

ẽvpk =
〈
ε̃vp : µ̃k

〉
= ε̃vpk

〈
µ̃k : µ̃k

〉
, (5.18)tandis que l'ensemble {ε̂vpk } peut être rempla
é par {êvpk } puisqu'on a :

êvpk =
〈
εvp : µ̂k δ

〉
= 3 ε̂vpk

〈
(µ̂k)2

〉
. (5.19)5.2.4 Relations 
onstitutives pour les variables réduitesDans le 
as où sa partie hydrostatique n'est pas nulle puisque la vis
oplasti
ité est 
ompres-sible et où les 
onstituants sont isotropes, la 
ontrainte mi
ros
opique s'é
rit :

σ = 2G (ε̃ − ε̃vp) + k tr(ε − εvp) δ, (5.20)ave
 k le module de 
ompressibilité et G le module de 
isaillement du matériau.Les deux 
ontraintes réduites τ̃k et σ̂k s'é
rivent de la façon suivante :
τ̃k = 2Gr (ẽk − ẽvpk ),

σ̂k = 3kr (êk − êvpk ),
(5.21)ave
 kr et Gr les modules de 
ompressibilité et de 
isaillement de la phase r à laquelle est asso
iéle mode k.A partir des lois d'évolution (5.8) et (5.9), on obtient les lois d'évolution des variables internes91



Chapitre 5. Analyse par 
hamps de transformation non uniformes dans le 
as de matériaux poreuxréduites :
˙̃e
vp
k =

〈
˙̃ε
vp

: µ̃k
〉
,

=

〈
3

2

∂ψ

∂σeq
(σeq, σm)

σ̃ : µ̃k

σeq

〉
, (5.22)

˙̂e
vp
k =

〈
˙̂ε
vp

: µ̂kδ
〉
,

=
〈
trε̇vp µ̂k

〉
,

=

〈
1

3

∂ψ

∂σm
(σeq, σm)

σ : µ̂kδ

σm

〉
. (5.23)Comme dans le 
as in
ompressible (paragraphe 3.2.4), on ne peut 
al
uler expli
itement
es moyennes, il est don
 né
essaire de faire des approximations. Une approximation possibleest donnée par Mi
hel et Suquet dans le 
as de la vis
oplasti
ité in
ompressible [MIC03℄, ilsestiment une � 
ontrainte réduite globale � ar pour la phase r et agissant sur l'ensemble desmodes à support dans 
ette phase du fait qu'il soit attendu que l'ensemble des modes plastiquesà support dans la phase r soient 
ouplés. Dans le 
as où la porosité intervient, 
ette approximationpeut être utilisée pour σeq, et ar est dé�nie 
omme � 
ontrainte réduite globale déviatorique �.Une deuxième approximation est né
essaire pour σm. On dé�nit une � 
ontrainte réduite globalesphérique � br pour la phase r et agissant sur l'ensemble des modes � sphériques � à supportdans 
ette phase. ar et br sont estimées de la façon suivante :

ar = [

M1(r)∑

k=1

(τ̃k)
2]1/2,

br = [

M2(r)∑

ℓ=1

(σ̂ℓ)
2]1/2,oùM1(r) etM2(r) sont respe
tivement le nombre de modes déviatoriques et sphériques à supportdans la phase r. σeq est don
 rempla
é par ar et σm par br. On obtient les lois d'évolution suivantespour les variables internes réduites :

˙̃e
vp
k =

3

2

∂ψ

∂σeq
(ar, br)

〈
σ̃ : µ̃k

〉

ar
,

=
3

2

∂ψ

∂σeq
(ar, br)

τ̃k
ar
, (5.24)

˙̂e
vp
k =

1

3

∂ψ

∂σm
(ar, br)

〈
trσ µ̂k

〉

br
,

=
1

3

∂ψ

∂σm
(ar, br)

σ̂k

br
. (5.25)92



5.3. Choix des modes plastiques - Transformation de Karhunen-LoèveEn�n, on 
al
ule la 
ontrainte ma
ros
opique en moyennant la 
ontrainte mi
ros
opiquerésultant des équations (5.2), (5.10), (5.11) :
Σ = 〈L : A〉 : E +

M1∑

k=1

〈
(L : (D ∗ µ̃k)) − (L : µ̃k)

〉
ε̃vpk +

M2∑

k=1

〈
(L : (D ∗ µ̂kδ)) − (L : µ̂kδ)

〉
ε̂vpk ,

= 〈L : A〉 : E +

M1∑

k=1

ρ̃k ε̃
vp
k +

M2∑

k=1

ρ̂k ε̂
vp
k . (5.26)Les tenseurs ρ̃k =

〈
(L : (D ∗ µ̃k)) − (L : µ̃k)

〉 et ρ̂k =
〈
(L : (D ∗ µ̂kδ)) − (L : µ̂kδ)

〉 sont
al
ulés une fois pour toutes. On verra dans le 
hapitre 6, la mise en oeuvre de la méthode pourdes matériaux poreux élastovis
oplastiques dont le 
omportement est dé�ni par un potentielelliptique.5.3 Choix des modes plastiques - Transformation de Karhunen-LoèveDans le 
as des matériaux poreux, les di�érents 
hamps 
ara
térisant le 
omportement desmatériaux ne sont pas à tra
e nulle, 
'est à dire qu'il existe une partie hydrostatique. La dé
om-position du 
hamp de déformation vis
oplastique donnée au 
hapitre pré
édent grâ
e à l'équation(5.10) né
essite la 
onstru
tion de deux ensembles de modes, {µ̃k}k=1,...,MT (r) et {µ̂k}k=1,...,MT (r).On détermine tout d'abord les données numériques né
essaires à la 
onstru
tion de 
es modesen résolvant le problème lo
al non linéaire 
omplet sur le VER étudié. De 
es 
al
uls et pour
haque phase r du VER, on extrait pour di�érents instants de 
hargement, MT (r) 
hamps dedéformation vis
oplastiques normalisés (〈θℓ : θℓ
〉

= 1) que l'on note θℓ(x), ℓ = 1, ...,MT (r). Puison dé
ompose 
es 
hamps en une partie déviatorique qu'on notera θ̃(x), et une partie sphériquenotée θ̂(x)δ :
θℓ(x) = θ̃

ℓ
(x) + θ̂ℓ(x)δ. (5.27)On applique la transformation de Karhunen-Loève sur 
haque partie a�n de 
onserver lespropriétés d'orthogonalité de la partie sphérique et de la partie déviatorique. On 
al
ule don
deux matri
es de 
orrélation g̃ et ĝ telles que :

g̃ij =
〈
θ̃

i
: θ̃

j
〉
, ĝij = 3

〈
θ̂i θ̂j

〉
. (5.28)Les ve
teurs propres ṽk et v̂k de 
haque matri
e de 
orrélation, ainsi que les valeurs propresasso
iées λ̃k et λ̂k sont alors 
al
ulés et véri�ent la propriété suivante :

MT (r)∑

j=1

g̃ij ṽ
k
j = λ̃k ṽ

k
i ,

MT (r)∑

j=1

ĝij v̂
k
j = λ̂k v̂

k
i . (5.29)Les deux ensembles de modes déviatoriques et sphériques sont 
onstruits à partir de 
esdonnées :

µ̃k(x) =

MT (r)∑

ℓ=1

ṽk
ℓ θ̃

ℓ
(x), µ̂k(x) =

MT (r)∑

ℓ=1

v̂k
ℓ θ̂

ℓ(x). (5.30)93



Chapitre 5. Analyse par 
hamps de transformation non uniformes dans le 
as de matériaux poreuxOn véri�e alors que 
es modes sont totalement dé
orrélés. Pour 
ela, il faut montrer que〈
µ̃k : µ̃r

〉
= λ̃k si k = r et 0 sinon, et que 〈µ̂kδ : µ̂rδ

〉
= λ̂k si k = r, 0 sinon. Dans un premiertemps, on 
al
ule la moyenne du produit doublement 
ontra
té d'un mode plastique ave
 un
hamp de déformation vis
oplastique pour 
haque ensemble :

〈
µ̃k : θ̃

ℓ
〉

=

MT (r)∑

i=1

ṽk
i

〈
θ̃

i
: θ̃

ℓ
〉

,
〈
µ̂kδ : θ̂ℓ δ

〉
=

MT (r)∑

i=1

v̂k
i

〈
θ̂i δ : θ̂ℓ δ

〉
,

= 3

MT (r)∑

i=1

v̂k
i

〈
θ̂i θ̂ℓ

〉
,

=
∑

i=1

g̃il v
k
i , =

MT (r)∑

i=1

ĝiℓ v̂
k
i ,

= λ̃k ṽ
k
ℓ , = λ̂k v̂

k
ℓ . (5.31)

On 
al
ule en�n le produit de deux modes plastiques :
〈
µ̃k : µ̃r

〉
=

MT (r)∑

ℓ=1

ṽr
ℓ

〈
µ̃k : θ̃

ℓ
〉

,
〈
µ̂kδ : µ̂rδ

〉
=

MT (r)∑

ℓ=1

v̂k
ℓ

〈
µ̂kδ : θ̂ℓδ

〉
,

= λ̃k

MT (r)∑

ℓ=1

ṽk
ℓ ṽ

r
ℓ , = λ̂k

MT (r)∑

ℓ=1

v̂k
ℓ v̂

r
ℓ ,

=




λ̃k si k = r

0 si k 6= r
, =




λ̂k si k = r

0 si k 6= r
(5.32)Les modes plastiques sont don
 bien orthogonaux.De plus, on sait que, grâ
e à la transformation de Karhunen-Loève, la magnitude d'unevaleur propre 
orrespond à la quantité d'information 
ontenue dans le ve
teur propre asso
ié.Dit autrement, plus le rapport λ̃ℓ /

(∑MT (r)
k=1 λ̃k

) est pro
he de 1, plus le ve
teur propre ṽℓasso
ié à λ̃ℓ 
ontient d'informations issues des données initiales (i
i, les parties déviatoriques
θ̃k, k = 1, ...,MT (r) des 
hamps de déformations vis
oplastiques θk, k = 1, ...,MT (r)). Cettepropriété est également valable pour les valeurs propres � sphériques �. Don
 en supposant quetoutes les valeurs propres sont 
lassées par ordre dé
roissant, 
'est à dire que λ̃1 ≥ λ̃2 ≥ λ̃3 ≥
... ≥ λ̃MT (r) et que λ̂1 ≥ λ̂2 ≥ λ̂3 ≥ ... ≥ λ̂MT (r), seuls les N(r) (N(r) ≤ MT (r)) premiersmodes déviatoriques et les P (r) (P (r) ≤ MT (r)) premiers modes sphériques 
orrespondant auxplus grandes valeurs propres peuvent être 
onsidérés. Nous retenons les N(r) modes prin
ipauxdéviatoriques et les P (r) modes prin
ipaux sphériques dans 
haque phase r tels que les 
ritères94



5.4. Ré
apitulatif des équations du modèle NTFA pour la vis
oplasti
ité 
ompressiblesuivants soient satisfaits :
N(r)∑

k=1

λ̃k

MT (r)∑

k=1

λ̃k

> α,

P (r)∑

k=1

λ̂k

MT (r)∑

k=1

λ̂k

> β. (5.33)Les seuils α et β sont 
hoisis en fon
tion de la pré
ision voulue par l'utilisateur.5.4 Ré
apitulatif des équations du modèle NTFA pour la vis
o-plasti
ité 
ompressible







τ̃k = 2Gr (ẽk − ẽvpk ),

σ̂k = 3kr (êk − êvpk ),





˙̃e
vp
k =

3

2

∂ψ

∂σeq
(ar, br; f)

τ̃k
ar
, ar = [

M1(r)∑

k=1

(τ̃k)
2]1/2,

˙̂e
vp
k =

1

3

∂ψ

∂σm
(ar, br; f)

σ̂k

br
, br = [

M2(r)∑

k=1

(σ̂k)
2]1/2,





ε̃vpk = ẽvpk

〈
µ̃k : µ̃k

〉
−1
,

ε̂vpk =
1

3
êvpk

〈
(µ̂k)2

〉
−1
,




ẽk = ãk : E +

∑M1

p=1 D̃kp ε̃
vp
p +

∑M2

ℓ=1 F̃kℓ ε̂
vp
ℓ ,

êk = âk : E +
∑M1

p=1 F̂kp ε̃
vp
p +

∑M2

ℓ=1 D̂kℓ ε̂
vp
ℓ ,

Σ = 〈L : A〉 : E +
∑M1

k=1 ρ̃k ε̃
vp
k +

∑M2

k=1 ρ̂k ε̂
vp
k ,

ḟ = (1 − f)tr(ε̇vp).A partir de 
es équations, nous allons 
onsa
rer le 
hapitre suivant à la mise en oeuvre de laNTFA dans le 
as de matériaux poreux, ainsi qu'au détail du 
al
ul des modes plastiques.
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as de matériaux poreux

96
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Chapitre 6. Mise en oeuvre du modèle NTFA pour les matériaux poreuxIl existe di�érentes étapes pour mettre en ÷uvre l'analyse par 
hamps de transformation nonuniformes :� La première étape 
onsiste à 
al
uler les modes plastiques, les tenseurs de 
on
entrationdes 
ontraintes ou de lo
alisation des déformations et les fa
teurs d'in�uen
e.� La deuxième étape 
onsiste en l'intégration de la loi de 
omportement ré
apitulée au pa-ragraphe 5.4.6.1 Cal
ul des modes plastiquesPour 
al
uler les modes plastiques, on applique la méthode développée au paragraphe 5.3 du
hapitre pré
édent. En pratique, il existe 3 grandes étapes pour 
e 
al
ul :1. La première étape 
onsiste à 
al
uler les données numériques indispensables à la détermi-nation des modes et à l'appli
ation de la transformation de Karhunen-Loève. Le 
hoix de
es données est très important puisque de 
e 
hoix dépend la pertinen
e des résultats dela méthode NTFA.Notre 
hoix s'est porté sur les 
hamps de déformations vis
oplastiques dans 
haque phasevis
oplastique, pour di�érentes valeurs de E : Σ0, et pour plusieurs dire
tions de 
ontraintes
Σ0. Dans la suite, plusieurs types de 
hargement seront utilisés, de la tra
tion uniaxiale,du 
isaillement pur, de la tra
tion-
ompression et de la tra
tion-tra
tion :

Σ
1
0 = e1 ⊗ e1,Σ

2
0 =

1

2
(e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1),

Σ
3
0 = e1 ⊗ e1 − e2 ⊗ e2,Σ

4
0 = e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2.La déformation ma
ros
opique imposée pour déterminer 
es di�érents 
hamps de défor-mations vis
oplastiques est 
omprise entre 0 et 5% ou entre 0 et 2.5%. Don
 au total,pour 
haque phase r, on 
al
ule MT (r) 
hamps de déformations vis
oplastiques dansl'ensemble des dire
tions de 
hargement 
hoisies. On nomme les 
hamps de la phase r,

θℓ(x), ℓ = 1, ...MT (r). Par exemple, si l'on dé
ide de 
hoisir deux dire
tions, on 
al
ule
M1(r) 
hamps de déformations vis
oplastiques pour la première dire
tion et M2(r) autresdans la deuxième dire
tion. MT (r) est don
 égal àM1(r)+M2(r). En pratique, on prendra
M1(r) = M2(r) = 25.Le 
hoix des dire
tions imposées est déterminé en fon
tion du type de 
hargement que leVER peut subir en réalité.2. La deuxième étape 
onsiste, dans le 
as des matériaux poreux, à dé
omposer 
haque 
hamp
θℓ(x) en sa partie déviatorique θ̃

ℓ
(x) et en sa partie sphérique θ̂ℓ(x)δ. A partir de là, onapplique la transformation de Karhunen-Loève dé�nie au paragraphe 5.3 pour obtenir lesdeux ensembles de modes plastiques {µ̃k}k=1,...,MT (r) et {µ̂k}k=1,...,MT (r)98



6.2. Cal
uls des paramètres de la NTFA3. En�n, on applique le 
ritère dé�ni par (6.1) aux deux ensembles de modes :
N(r)∑

k=1

λ̃k

MT (r)∑

k=1

λ̃k

> 0.9999,

P (r)∑

k=1

λ̂k

MT (r)∑

k=1

λ̂k

> 0.9999. (6.1)On obtient lesN(r)modes déviatoriques µ̃k et les P (r)modes sphériques µ̂k qui 
ontiennentrespe
tivement l'information optimale de la partie déviatorique θ̃ et de la partie sphérique
θ̂k des 
hamps de déformations vis
oplastiques, N(r) et P (r) étant inférieurs à MT (r).6.2 Cal
uls des paramètres de la NTFAAve
 l'approximation (5.10), on a vu que :

ε(x) = A : E +

M1∑

k=1

ε̃vpk (D ∗ µ̃k) +

M2∑

ℓ=1

ε̂vpℓ (D ∗ µ̂ℓ δ). (6.2)Tenseurs de lo
alisation des déformations Le tenseur de lo
alisation des déformations est ob-tenu en résolvant su

essivement six problèmes d'élasti
ité linéaire :




σ = L(x) : ε(u(x)),

div(σ(x)) = 0,

〈ε〉 = E,

(6.3)où E = i(ij) ave
 i(ij)kh =
1

2
(δikδjh + δihδjk), et des 
onditions aux limites périodiques sur le VER.Soit u(ij) et σ(ij) le 
hamp de dépla
ements et le 
hamp de 
ontraintes solutions de (6.3)ave
 E = i(ij). Le tenseur de lo
alisation des déformations A est obtenu 
lassiquement par :

Aijkh(x) = εij(u
(kh)(x)) (6.4)On obtient également le tenseur de rigidité e�e
tif L̃ = 〈L : A〉 :

L̃ijkh =
〈
σ

(kh)
ij

〉 (6.5)Par 
onséquent, on peut 
al
uler les tenseurs de lo
alisation des déformations réduits :
(ãk)ij =

〈
µ̃k : ε(u(ij))

〉
,

(âk)ij =
〈
µ̂kδ : ε(u(ij))

〉
.

(6.6)99



Chapitre 6. Mise en oeuvre du modèle NTFA pour les matériaux poreuxFa
teurs d'in�uen
e Pour obtenir les fa
teurs d'in�uen
e, on doit résoudre les N problèmesd'élasti
ité linéaire suivants (N étant le nombre de modes vis
oplastiques déviatoriques) :




σ = L(x) : (ε(u(x)) − µ̃(x)),

div(σ(x)) = 0,

〈ε〉 = 0,

(6.7)et les P problèmes d'élasti
ité linéaire suivants (P étant le nombre de modes vis
oplastiquessphériques) :




σ = L(x) : (ε(u(x)) − µ̂(x)δ),

div(σ(x)) = 0,

〈ε〉 = 0,

(6.8)ave
 µ̃ = µ̃k, k = 1, ..., N , µ̂ = µ̂k, k = 1, ..., P et toujours des 
onditions aux limites périodiquessur le VER.Soit ũℓ et σ̃ℓ le 
hamp de dépla
ements et le 
hamp de 
ontraintes solutions de (6.7) ave

µ̃ = µ̃ℓ et ûℓ et σ̂ℓ le 
hamp de dépla
ements et le 
hamp de 
ontraintes solutions de (6.8) ave

µ̂ = µ̂k.Les tenseurs d'in�uen
e sont obtenus grâ
e à :

(D ∗ µ̃ℓ) = ε(ũℓ(x)),

(D ∗ µ̂ℓδ) = ε(ûℓ(x)).
(6.9)On peut don
 
al
uler les fa
teurs d'in�uen
e réduits D̃, F̃ , D̂ et F̂ :

D̃kℓ =
〈
µ̃k : (D ∗ µ̃ℓ)

〉
,

F̃kℓ =
〈
µ̃k : (D ∗ µ̂ℓδ)

〉
,

D̂kℓ =
〈
µ̂kδ : (D ∗ µ̂ℓδ)

〉
,

F̂kℓ =
〈
µ̂kδ : (D ∗ µ̃ℓ)

〉
.

(6.10)
Les 
oe�
ients ρ̃k et ρ̂ℓ peuvent également être 
al
ulés :

ρ̃k =
〈
σ̃k
〉
,

ρ̂ℓ =
〈
σ̂ℓ
〉
.

(6.11)
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6.3. Intégration de la loi de 
omportement6.3 Intégration de la loi de 
omportementPas de temps t + ∆t :Au pas t+ ∆t,les variables ẽt, êt, ẽvpt , êvpt , τ̃t, σ̂t et Et sont 
onnues.On 
her
he les variables suivantes : ẽt+∆t, êt+∆t, ẽvpt+∆t, êvpt+∆t, τ̃t+∆t, σ̂t+∆t, Et+∆t et Σt+∆t.Itération i + 1 :Les variables ẽit+∆t, êit+∆t, τ̃ i
t+∆t et σ̂i

t+∆t sont 
onnues.Le 
hargement imposé est égal à Ei
t+∆t tel que Σ0 : Ei

t+∆t = c ∗ (t + ∆t) où c est la vitessede déformation imposée.1. Cal
ul des 
ontraintes réduites : (τ̃k)
i+1
t+∆t et (σ̂k)

i+1
t+∆t. Le 
al
ul est détaillé dans la suitedu paragraphe.2. Cal
ul des déformations vis
oplastiques :





(ẽvpk )i+1
t+∆t = (ẽk)it+∆t −

(τ̃k)
i+1
t+∆t

2Gr
, (ε̃vpk )i+1

t+∆t =
(ẽvpk )i+1

t+∆t〈
µ̃k : µ̃k

〉,

(êvpk )i+1
t+∆t = (êk)it+∆t −

(σ̂k)
i+1
t+∆t

3kr
, (ε̂vpk )i+1

t+∆t =
(êvpk )i+1

t+∆t

3 〈(µ̂k)2〉 .

(6.12)
3. Cal
ul de la 
ontrainte ma
ros
opique :

Σ
i+1
t+∆t = 〈L : A〉 : Ei

t+∆t +

N∑

k=1

ρ̃k (ε̃vpk )i+1
t+∆t +

P∑

k=1

ρ̂k (ε̂vpk )i+1
t+∆t. (6.13)4. Mise à jour des déformations (ẽk)i+1

t+∆t et (êk)
i+1
t+∆t :





(ẽk)i+1
t+∆t = ãk : Ei

t+∆t +
∑N

p=1 D̃kp (ε̃vpk )i+1
t+∆t +

∑P
ℓ=1 F̃kℓ (ε̂vpℓ )i+1

t+∆t,

(êk)i+1
t+∆t = âk : Ei

t+∆t +
∑N

p=1 F̂kp (ε̃vpk )i+1
t+∆t +

∑P
ℓ=1 D̂kℓ (ε̂vpℓ )i+1

t+∆t.

(6.14)5. Mise à jour de la déformation ma
ros
opique.On 
al
ule le niveau de 
ontrainte λi+1
t+∆t :

λi+1
t+∆t =

Σ0 : L̃
−1

: Σ
i+1
t+∆t

Σ0 : L̃
−1

: Σ0

, (6.15)pour mettre à jour la déformation ma
ros
opique :
Ei+1

t+∆t = Ei
t+∆t + L̃−1 :

[
λi+1

t+∆tΣ0 − Σ
i+1
t+∆t

]
. (6.16)101



Chapitre 6. Mise en oeuvre du modèle NTFA pour les matériaux poreux6. Le test de 
onvergen
e est le suivant :
max

[
max

k=1,...,N
|(ẽk)i+1

t+∆t − (ẽk)
i
t+∆t| , max

k=1,...,P
|(êk)i+1

t+∆t − (êk)it+∆t|
]
≤ δ∆t, (6.17)et on véri�e également : ∣∣Ei+1

t+∆t − Ei
t+∆t

∣∣
∣∣∣∣Ei+1

t+∆t

∣∣∣∣ ≤ ε, (6.18)ave
 typiquement δ = 10−6 et ε = 10−6.Développement de l'étape 1 :1. Estimation des vitesses de déformations
( ˙̃ek)

i+1
t+∆t =

(ẽk)
i
t+∆t − (ẽk)t

∆t
, ( ˙̂ek)

i+1
t+∆t =

(êk)it+∆t − (êk)t
∆t

. (6.19)2. Cal
ul des vitesses des 
ontraintes réduites




( ˙̃τk)
i+1
t+∆t = 2Gr

[
( ˙̃ek)

i+1
t+∆t − ( ˙̃e

vp
k )i+1

t+∆t

]
= h̃((τ̃k)

i+1
t+∆t, (σ̂k)

i+1
t+∆t)

( ˙̂σk)
i+1
t+∆t = 3kr

[
( ˙̂ek)

i+1
t+∆t − ( ˙̂e

vp
k )i+1

t+∆t

]
= ĥ((σ̂k)

i+1
t+∆t, (τ̃k)

i+1
t+∆t)

(6.20)en résolvant sur l'intervalle de temps [t, t + ∆t] de l'équation di�érentielle τ̇ = h(τ)

τ(t) = τtave
 h =

{
h̃

ĥ

} et τ =

{
τ̃

σ̂

} grâ
e à un s
héma d'Euler semi-impli
te à pas variablea�n de trouver τ i+1
t+∆t.Pour 
ela, on applique le s
héma du point milieu pour dis
rétiser l'équation di�érentiellesur un sous-intervalle [t0, t1] de [t, t+∆t], et on 
al
ule τ1 à partir de τ0 = τ(t0) en résolvantle problème

g(τ1) = τ1 − τ0 − (t1 − t0)h

(
τ1 + τ0

2

)
= 0par la méthode de Newton-Raphson en partant de τ0 :On 
onnait x0 = τ0. On pose xk = τk

1 .Tant que ∆x = xk+1 − xk > ε, on 
al
ule xk+1 à partir de xk ave
 :
∂g

∂x
(xk)∆x = −g(xk)

xk+1 = xk + ∆xSi on 
onverge, la solution τ1 est le dernier xk+1 
al
ulé.102



6.4. Con
lusionEn�n, on 
al
ule l'erreur 
ommise sur τ1 suivant Hornberger et Stamm [HOR89℄ :
erreuler = (t1 − t0)

[
‖h(τ1)‖

4
−
∥∥h
(

τ1+τ0
2

)∥∥
2

+
‖h(τ0)‖

4

]� Si erreuler > 10−3, la solution τ1 est rejetée, et on re
ommen
e le 
al
ul en divisant lesous-pas de temps par 4.� Si erreuler < 10−3, la solution τ1 est a

eptée, et le sous-pas de temps suivant est égal à
2(t1 − t0).6.4 Con
lusionNous avons présenté la mise en ÷uvre de la méthode NTFA pour des 
omposites élastovis
o-plastiques poreux. La première étape importante de la mise en oeuvre est la détermination desmodes plastiques. Cette étape permet ensuite de 
al
uler l'ensemble des paramètres du modèleNTFA : les tenseurs de lo
alisation réduits, les fa
teurs d'in�uen
e ainsi que les tenseurs entrantdans l'équation donnant la 
ontrainte ma
ros
opique. La deuxième étape importante est l'inté-gration des relations 
onstitutives du modèle. Cette mise en ÷uvre va nous permettre, dans le
hapitre suivant, d'appliquer la méthode NTFA à des matériaux biphasés dont au moins une desphases est élastovis
oplastique poreuse.
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Chapitre 7. Résultats, arrangement hexagonal et répartition aléatoire de �bresAprès avoir développé la méthode NTFA ave
 prise en 
ompte de la porosité dans les 
hapitrespré
édents, on va maintenant l'appliquer à deux types d'arrangement de �bres. Pour 
haqueétude, seule la matri
e est élastovis
oplastique poreuse, les �bres ont des propriétés élastiques.Dans un premier temps, la 
ellule unité est une 
ellule re
tangulaire ave
 arrangement hexagonalde �bres, identique à 
elle utilisée dans le 
hapitre 4. Dans un se
ond temps, le VER est une
ellule 
arrée dans laquelle des �bres sont réparties aléatoirement. Tous les 
al
uls sont e�e
tuésen déformations planes généralisées.7.1 Arrangement hexagonal de �bres7.1.1 Des
ription de la 
ellule et des propriétés matériauxLa 
ellule est représentée dans le 
hapitre 4 par la Figure 4.1.Les propriétés élastiques de la �bre sont rassemblées dans le Tableau 7.1.Module d'Young (GPa) Coe�
ient de Poisson porosité (%)400 0.2 0Tableau 7.1 : Propriétés mé
aniques de la �bre.Les données matériaux pour la matri
e sont résumées dans le Tableau 7.2, l'exposant de vis-
osité pouvant être soit égal à 1, soit égal à 8. Le numéro de s
héma 
orrespond à l'expression
hoisie pour A(f) et B(f), paramètres du potentiel vis
oplastique (2.64) utilisé pour les maté-riaux poreux. Le s
héma 1 
orrespond à l'expression (2.73) pour le paramètre B, et né
éssite larésolution de l'équation (2.72) pour déterminer le paramètre A à l'aide du paramètre C dé�nipar l'équation (2.70).Module d'Young (GPa) Coe�
ient de Poisson n ε̇0 σ0(MPa) porosité (%) s
héma70 0.3 1 ou 8 10−2 100 7 1Tableau 7.2 : Propriétés mé
aniques de la matri
e.7.1.2 Modes vis
oplastiquesDans le 
as où n = 1 dans la matri
e, on a 
al
ulé les modes pour deux états de 
ontraintesdi�érents, la tra
tion-
ompression Σ
1 et la tra
tion-tra
tion Σ

2 :
Σ

1 = e1 ⊗ e1 − e2 ⊗ e2,

Σ
2 = e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2;Dans le 
as où n = 8 dans la matri
e, on a d'abord réalisé des 
al
uls ave
 les modes obtenusgrâ
e à un 
hargement de tra
tion-
ompression et de tra
tion-tra
tion. Les Figures 7.1 et 7.2106



7.1. Arrangement hexagonal de �bresreprésentent les 
hamps de déformations vis
oplastiques dans la matri
e en tra
tion-
ompressionet en tra
tion-tra
tion pour E : Σ0 = 5%.

Figure 7.1 : Composantes θ11, θ22, θ12 et θ33 du 
hamp de déformations vis
oplastiques dansla matri
e soumise à un 
hargement de tra
tion-
ompression. n = 8 dans la matri
e.

Figure 7.2 : Composantes θ11, θ22, θ12 et θ33 du 
hamp de déformations vis
oplastiques dansla matri
e soumise à un 
hargement de tra
tion-tra
tion. n = 8 dans la matri
e.L'ensemble des 25 
hamps de déformations vis
oplastiques de la matri
e a don
 été déterminénumériquement pour 
ha
une des dire
tions 
hoisies. Les 
hamps de déformations vis
oplastiquesont été dé
omposés en partie sphérique et partie déviatorique, et la transformée de Karhunen-Loève a été appliquée sur 
haque ensemble déviatorique et sphérique. Les Figures 7.3, 7.4 et 7.5représentent les modes déviatoriques asso
iés aux trois plus grandes valeurs propres déviatoriquestandis que la Figure 7.6 représente les modes sphériques asso
iés aux trois plus grandes valeurspropres sphériques.
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Chapitre 7. Résultats, arrangement hexagonal et répartition aléatoire de �bres

Figure 7.3 : Composantes µ̃11, µ̃22, µ̃12 et µ̃33 du mode déviatorique asso
ié à la plus grandevaleur propre λ̃1 dans la matri
e.

Figure 7.4 : Composantes µ̃11, µ̃22, µ̃12 et µ̃33 du mode déviatorique asso
ié à la valeur propre
λ̃2 dans la matri
e.

Figure 7.5 : Composantes µ̃11, µ̃22, µ̃12 et µ̃33 du mode déviatorique asso
ié à la valeur propre
λ̃3 dans la matri
e.En�n, le 
omportement du VER a été estimé en utilisant des modes déterminés à partir de108



7.1. Arrangement hexagonal de �bres

Figure 7.6 : Modes sphériques asso
iés aux trois plus grandes valeurs propres dans la matri
e.deux autres 
hargements, la tra
tion uniaxiale Σ
3
0 et le 
isaillement pur Σ

4
0 :

Σ
3
0 = e1 ⊗ e1,

Σ
4
0 =

1

2
(e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1).7.1.3 RésultatsA partir de 
es di�érents modes, le modèle NTFA est appliqué pour prédire le 
omporte-ment du VER dans les di�érentes dire
tions de 
hargement utilisées pour déterminer les modesplastiques.La Figure 7.7 donne la prédi
tion de la NTFA dans le 
as où l'exposant de la vis
osité de lamatri
e est égal à 1, et pour les dire
tions de 
hargement en tra
tion-
ompression et en tra
tion-tra
tion. Dans les deux 
as de 
hargement, la prédi
tion de la NTFA est en parfaite 
on
ordan
eave
 le résultat de référen
e.
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 Karhunen-Loève en tra
tion-
ompression (1) et en tra
tion-tra
tion(2).109



Chapitre 7. Résultats, arrangement hexagonal et répartition aléatoire de �bresDans le 
as où l'exposant de vis
osité de la matri
e est égal à 8, la Figure 7.8 donne laprédi
tion de la NTFA pour la dire
tion de 
hargement en tra
tion-
ompression, la Figure 7.9donne la prédi
tion de la NTFA pour les dire
tions de 
hargement en tra
tion et en 
isaillement.Comme dans le 
as où l'exposant de vis
osité de la matri
e est égal à 1, les prédi
tions de laNTFA sont très pro
hes des résultats de référen
e.
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osité de la matri
e n = 8 : prédi
tion dela NTFA ave
 Karhunen-Loève en tra
tion-
ompression.
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7.2. Répartition aléatoire de �bres7.2 Répartition aléatoire de �bres7.2.1 Con�gurationOn a utilisé les mêmes propriétés mé
aniques que pour l'arrangement hexagonal dans le 
asoù l'exposant de vis
osité de la matri
e est égal à 1. Seule la 
on�guration de la 
ellule élémentaire
hange : les �bres sont i
i réparties aléatoirement dans la matri
e. Le 
hargement imposé pour
al
uler les modes est également le même que dans le 
as de l'arrangement hexagonal, on a 
hoisideux dire
tions de 
ontrainte, la tra
tion-
ompression et la tra
tion-tra
tion. Sur les Figures7.10 et 7.11, on peut voir les modes déviatoriques et sphériques asso
iés aux plus grandes valeurspropres λ̃1 et λ̂1.

Figure 7.10 : Répartition aléatoire de �bres : 
omposantes µ̃11, µ̃22, µ̃12, µ̃33 du modedéviatorique asso
ié à la plus grande valeur propre en tra
tion-
ompression.
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Chapitre 7. Résultats, arrangement hexagonal et répartition aléatoire de �bres

Figure 7.11 : Répartition aléatoire de �bres : mode sphérique asso
ié à la plus grande valeurpropre en tra
tion-
ompression.7.2.2 RésultatsComme dans les 
as pré
édents, les prédi
tions de la NTFA sur la Figure 7.12 pour des
hargements identiques à 
eux utilisés pour 
al
uler les modes donnent d'ex
ellents résultats.
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(1) (2)Figure 7.12 : Répartition aléatoire de �bres : prédi
tion de la NTFA ave
 Karhunen-Loève entra
tion-
ompression (1) et en tra
tion-tra
tion (2).7.3 Con
lusionL'analyse par 
hamps de transformations non uniformes ave
 prise en 
ompte de la poro-sité donne des résultats très prometteurs. La transformation de Karhunen-Loève reste une trèsbonne méthode pour la détermination des modes, puisque, indépendamment de l'instant de 
har-gement et de l'arrangement des �bres, le modèle NTFA pour les matériaux poreux prédit des112



7.3. Con
lusion
omportements très pro
hes des 
omportements attendus.Dans la partie suivante, on applique les méthodes d'analyse par 
hamps de transformationaux 
ombustibles MOX. Le modèle TFA est utilisé pour réaliser des études de sensibilité a�n de
onnaître l'e�et de 
ertains paramètres de fabri
ation sur le 
omportement du MOX. En 
e qui
on
erne le modèle NTFA, on veri�e son adéquation ave
 le MOX étant donné le 
hangement deses propriétés mé
aniques en 
ours d'irradiation.
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Quatrième partieAppli
ation aux 
ombustibles MOX
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Chapitre 8. Analyse par 
hamps de transformation et MOX vierge8.1 Introdu
tionOn s'intéresse à présent à évaluer le 
omportement du 
ombustible MOX. Pour 
ela, unedémar
he utilisant la méthode TFA est utilisée. Dans un premier temps, le modèle est expli
ité,et les di�érents tenseurs de lo
alisation et d'in�uen
e du modèle sont 
al
ulés grâ
e à l'estima-tion de Mori-Tanaka. Dans un deuxième temps, le 
omportement élastovis
oplastique de 
haquephase est dé
rit. En�n, après identi�
ation des paramètres des potentiels vis
oplatiques sur desessais de �uage en 
ompression, des appli
ations du modèle TFA aux 
ombustibles nous per-mettent de réaliser des études de sensibilité a�n de déterminer le r�le de 
ertains paramètresmi
rostru
turaux sur le 
omportement des 
ombustibles.L'utilisation de la méthode NTFA, a priori plus performante, est en 
ours d'élaboration. Letravail de 
ette thèse permet de fournir tous les outils né
essaires pour atteindre 
et obje
tif.L'étude porte sur un MOX ne 
omportant que deux phases (les mi
rostru
tures des MOXont été détaillées dans le 
hapitre 1) :� une phase pauvre en plutonium (phase uranifère) que l'on 
onsidérera 
omme la phase� matri
e � dans la suite. Cette phase portera le numéro 1,� une phase ri
he en plutonium (phase plutonifère) qui jouera le r�le des in
lusions et porterale numéro 2.8.2 Analyse par 
hamps de transformation (TFA)Le modèle TFA est détaillé dans le 
hapitre 2, paragraphe 2.7.1. On rappelle, i
i la relation
ontrainte-déformation ma
ros
opique obtenue pour le modèle TFA :
Σ = L̃ : E +

2∑

r=1

crLr

(
2∑

s=1

(Drs − δrs) : εvps

) ave
 L̃ =

(
N∑

r=1

crLr : Ar

)
, (8.1)

L̃ étant le tenseur d'élasti
ité e�e
tif, Lr le tenseur d'élasti
ité de la phase r er cr la fra
tionvolumique de la phase r. Les tenseurs Drs sont les fa
teurs d'in�uen
e.Le tenseur d'élasti
ité est 
al
ulé grâ
e à l'estimation de Mori-Tanaka [MOR73℄. Pour 
ela,en introduisant la base orthogonale des tenseurs isotropes du quatrième ordre J ,K [SUQ01℄, letenseur d'élasti
ité de 
haque phase r, supposé isotrope, s'é
rit :
Lr = 3krJ + 2GrK = {3kr, 2Gr}. (8.2)Le tenseur d'élasti
ité e�e
tif est 
al
ulé grâ
e à l'estimation de Mori-Tanaka en 
onsidérant laphase 2 
omme des sphères élastiques réparties aléatoirement dans une matri
e élastique :

L̃ = {3kMT , 2GMT }, (8.3)118



8.2. Analyse par 
hamps de transformation (TFA)ave
 : 



kMT = k1 + c2
k2 − k1

1 + c1
k2 − k1

k∗ + k1

,

GMT = G1 + c2
G2 −G1

1 + c1
G2 −G1

G∗ +G1

,les paramètres k∗ et G∗ étant dé�nis par :
k∗ =

4

3
G1, G∗ =

G1

6

9k1 + 8G1

k1 + 2G1 .Les tenseurs de lo
alisation des déformations moyens par phase peuvent être déduits destenseurs d'élasti
ité e�e
tif et lo
aux. En e�et, les tenseurs de lo
alisation moyens par phasevéri�ent les équations suivantes :
2∑

r=1

crAr = I,

2∑

r=1

crLr : Ar = L̃,

(8.4)
e qui donne : 



A1 =
1

c1
(L1 − L2)

−1 :
(
L̃ − L2

)
,

A2 =
1

c2
(L2 − L1)

−1 :
(
L̃ − L1

)
.En�n, pour 
al
uler les fa
teurs d'in�uen
e, Dvorak et Benveniste [DVO92a℄ ont montré queles tenseurs d'in�uen
e véri�aient les équations suivantes :

2∑

r=1

crDrs = 0,

2∑

r=1

crLr : Drs = cs (I − As) : Ls, s = 1, 2

(8.5)On obtient ainsi : 



D11 = (L1 − L2)
−1 : (I − A1) : L1,

D22 = (L2 − L1)
−1 : (I − A2) : L2,

D12 = −c2
c1

D22,

D21 = −c1
c2

D11. 119



Chapitre 8. Analyse par 
hamps de transformation et MOX vierge8.3 Comportement des phases 
omposant le MOXLes phases du MOX ont un 
omportement poro-élastovis
oplastique. La déformation totalede 
haque phase peut être dé
omposée en une partie élastique et une partie vis
oplastique :
ε = εel + εvp,où εel est la déformation élastique et εvp la déformation vis
oplastique. Chaque partie de ladéformation peut être dé
rite par les équations suivantes :





εel = L−1 : σ,

ε̇vp =
∂ψ

∂σ
(σ, f).Dans les paragraphes suivants, on donne les éléments né
essaires au 
al
ul du tenseur d'élasti
ité

L, ainsi que la forme du potentiel vis
oplastique ψ.L'évolution de la porosité dans 
haque phase est donnée par l'équation suivante :
ḟ = (1 − f)trε̇vp.8.3.1 Déformation élastiqueLa déformation élastique est donnée par l'équation suivante :

εel = L−1 : σ,où L est le tenseur d'élasti
ité isotrope. Pour dé�nir 
e tenseur, il su�t de 
onnaitre le moduled'Young E et le module de 
isaillement G.Gatt et al. [GAT05℄ ont montré que pour le 
ombustible UO2, 
es deux 
onstantes dépendentde la température et de la porosité et véri�ent les relations suivantes (où T est la températureen Kelvin) :� Module d'Young (MPa) :
E(T, f) = (226930 − 15.399T − 9.3597.10−3T 2)(1 − 2.5f).� Module de 
isaillement (MPa) :
G(T, f) = (85830 − 5.157T − 3.747.10−3T 2)(1 − 2.25f).Pour dé�nir les 
ara
téristiques de 
haque phase, on 
onsidère que la phase pauvre en pluto-nium a le même 
omportement que le 
ombustible UO2. Pour la phase plutonifère, des résultatsexpérimentaux ont permis d'observer que ses propriétés élastiques véri�aient les mêmes relationsque le 
ombustible UO2, et don
 que la phase uranifère.120



8.3. Comportement des phases 
omposant le MOXLe module de 
ompressibilité est donné par la relation suivante :
k =

E

9 − 3
E

G

.On peut ainsi 
al
uler tous les paramètres de la loi ma
ros
opique pour le modèle TFA.8.3.2 Déformation vis
oplastiqueIl faut maintenant détailler le 
omportement vis
oplastique de 
haque phase. A la �n du
hapitre 2, un modèle de loi vis
oplastique pour les matériaux poreux a été présenté. Son potentielprend l'expression suivante :
ψ(σm, σeq, f) =

σ0ε̇0
n+ 1

[
9

4
A(f)(

σm

σ0
)2 +B(f)(

σeq

σ0
)2](n+1)/2,ave
 : 



A(f) =

(
n
(
f−

1

n − 1
))

−
2n

n+1

,

B(f) = (1 + 2
3f)(1 − f)−

2n
n+1 .Nous allons adapter 
e potentiel pour 
haque phase du 
ombustible MOX, à partir du travail deMonerie et Gatt [MON01℄, [MON05℄ sur le 
ombustible UO2.Des essais de 
ompression sur des pastilles d'UO2 ont permis de mettre en éviden
e deuxmé
anismes de �uage à l'é
helle mi
ros
opique : le �uage-di�usion et le �uage-dislo
ation. Cesdeux mé
anismes sont a
tivés pour des gammes de températures et de 
ontraintes di�érentes etdépendent de la taille de grains. Bohaboy et al. [BOH69℄ ont montré que, pour 
haque mé
anisme

i, l'in�uen
e de la température et de la taille de grains peut être prise en 
ompte par la loisuivante :
ε̇0i

= ˙̃ε0i
dmie−

Qi
RT , i = 1, 2, (8.6)

˙̃ε0i
étant une 
onstante, d la taille de grains, mi un exposant de la taille de grains asso
ié aumé
anisme i, Qi une énergie d'a
tivation thermique du mé
anisme i, et R la 
onstante des gazparfaits.Le potentiel vis
oplastique pour 
haque mé
anisme prend alors la forme suivante :

ψi =
1

ni + 1

˙̃ε0i

σni

0i

dmie−
Qi
RT

(
Ai(f)

(
3

2
σm

)
2 +Bi(f) (σeq)

2

)ni+1

2

, i = 1, 2 (8.7)ave
 : 


Ai(f) =

(
ni

(
f−

1

ni − 1
))

−
2ni

ni+1

,

Bi(f) = (1 + 2
3f)(1 − f)

−
2ni

ni+1 ,

i = 1, 2et f la porosité de la phase étudiée.Le mé
anisme de �uage-di�usion étant a
tivé à basses températures et à basses 
ontraintes, lemé
anisme de �uage-dislo
ation plut�t à hautes températures et hautes 
ontraintes, le potentiel121



Chapitre 8. Analyse par 
hamps de transformation et MOX viergeglobal de 
haque phase est dé�ni grâ
e à une fon
tion de 
ouplage θ qui dépend à la fois de latempérature et des 
ontraintes, Ψ1 
orrespondant au �uage-di�usion et Ψ2 au �uage-dislo
ation:
ψ = (1 − θ)ψ1 + θψ2. (8.8)

θ est don
 égal à 0 quand le �uage-di�usion est a
tivé, et égal à 1 quand 
'est le �uage-dislo
ationqui agit. Le 
hoix de la fon
tion de 
ouplage est détaillé dans [MON05℄ :
θ =

1

2

(
1 + tanh

(
T − ω σq

eq

h

))
, (8.9)h est une 
onstante, et le terme ω σq

eq 
orrespond à une température de transition.Dans le paragraphe suivant, les paramètres identi�és et validés pour le 
ombustible UO2sont donnés. A partir de 
es paramètres, on détaillera la méthode utilisée pour déterminer lesparamètres de 
haque phase du MOX.8.4 Identi�
ation des paramètres8.4.1 Combustible UO2Monerie et Gatt [MON05℄ ont identi�é 
ertains paramètres du modèle pour le 
ombustible
UO2 à partir de valeurs théoriques 
orrespondant à des mé
anismes physiques. Les autres para-mètres ont été déterminés à partir d'essais de �uage en 
ompression uniaxiale sur des pastillesd'UO2.Le détail du 
hoix fait pour déterminer les paramètres est donné dans [MON05℄. Nous enrappelons i
i les grandes lignes :� Le mé
anisme de �uage-di�usion est bien 
onnu, et les paramètres n1, m1 et Q1 ont des va-leurs standard a

eptées par la plupart des auteurs. Le Tableau 8.1 résume les paramètresdu mé
anisme �uage-di�usion pour le 
ombustible UO2.

n1

˙̃ε01

σn1

01

Q1 m11 7.57.10−14s−1.N−n1.m2n1−m1 377000J.mol−1 -2Tableau 8.1 : Paramètres de la loi de 
omportement de l'UO2 pour le mé
anisme de�uage-di�usion (mé
anisme 1).� Pour le se
ond mé
anisme, tous les paramètres sont déterminés à partir d'essais sur pastille.Les valeurs trouvées pour n2 et Q2 sont 
omprises dans les intervalles dé�nis par les di�é-rentes valeurs existant dans la littérature. Les paramètres du mé
anisme �uage-dislo
ationsont résumés dans le Tableau 8.2. 122



8.4. Identi�
ation des paramètres
n2

˙̃ε02

σn2

02

Q2 m28 2.54.10−44s−1.N−n2 .m2n2−m2 462000J.mol−1 2Tableau 8.2 : Paramètres de la loi de 
omportement de l'UO2 pour le mé
anisme de�uage-dislo
ation (mé
anisme 2).� Les paramètres de la fon
tion de 
ouplage sont déterminés à partir d'une base de donnéesexpérimentales et sont ré
apitulés dans le Tableau 8.3.
ω q h

47350.4K.N q .m−2q 0.189 600 KTableau 8.3 : Paramètres de la loi de 
ouplage des deux mé
anismes pour l'UO2.On va maintenant adapter 
es paramètres aux deux phases du 
ombustible MOX.8.4.2 Phase uranifère du MOXLe taux de dioxyde de plutonium étant faible dans la phase uranifère, on peut 
onsidérer queson 
omportement vis
oplastique peut être dé
rit par les potentiels donnés dans les paragraphespré
édents pour le 
ombustible UO2. A�n de véri�er si la loi UO2 utilisée pour le 
omportementde la phase uranifère est 
orre
te, l'essai de �uage en 
ompression uniaxiale d'une pastille d'UO2standard a été modélisé et on a 
omparé les résultats ave
 les résultats expérimentaux obte-nus sur des pastilles de MOX MIMAS 0%. Le MOX MIMAS 0% est don
 un 
ombustible UO2puisque le taux de plutonium est nul. La seule di�éren
e ave
 un 
ombustible UO2 standard estle pro
édé de fabri
ation de la pastille.Sur la Figure 8.1, sont tra
ées les vitesses de �uage 
al
ulées numériquement en fon
tiondes vitesses de �uages obtenues expérimentalement pour di�érentes 
ontraintes imposées. Leslignes dis
ontinues représentent les vitesses de �uage expérimentales multipliées et divisées pardeux. On 
onstate que la loi de 
omportement de l'UO2 standard (symboles losanges sur la�gure) sous-estime le �uage d'un MOX MIMAS 0% pour les plus basses 
ontraintes (30 40 et45 MPa) tandis qu'il le sur-estime pour les plus hautes 
ontraintes (60, 70 et 80 MPa). Lesparamètres des lois de 
omportement dépendent don
 du pro
édé de fabri
ation. On a don
ajusté le paramètre ˙̃ε0i

σni

0i

de 
haque mé
anisme en le multipliant ou le divisant par un 
oe�
ientpour que les résultats numériques soient plus pro
hes des vitesses de �uage expérimentales, leparamètre h de la fon
tion de 
ouplage est également modi�é. On 
onstate sur la Figure 8.1 que
e 
hangement de paramètre (symboles 
arrés) améliore les résultats obtenus numériquement.C'est don
 
ette loi MOX MIMAS 0% qu'on utilisera pour modéliser le 
omportement de laphase uranifère. 123



Chapitre 8. Analyse par 
hamps de transformation et MOX vierge
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Figure 8.1 : Comparaison des vitesses de déformations 
al
ulées numériquement pour un UO2standard (losanges) et pour un MOX MIMAS 0% (
arrés), pour di�érentes 
ontraintes imposées(30, 40, 45, 50, 60, 70 et 80MPa), ave
 les vitesses obtenues expérimentalement sur le MOXMIMAS 0% (ligne 
ontinue).8.4.3 Phase plutonifère du MOXLes paramètres de la phase plutonifère sont déterminés à partir de résultats expérimentauxsur les MOX MIMAS 6% [BAS02b℄. La modélisation des essais de �uage en 
ompression uniaxialeest réalisé à l'aide du modèle TFA développé dans les premiers paragraphes de 
e 
hapitre. Pour
ela, la loi de 
omportement de la phase uranifère est �xée, 
'est la loi MOX MIMAS 0% quisera utilisée. Dans un premier temps, on donne au 
omportement de la phase plutonifère, le
omportement d'un MOX MIMAS 0%. Sur la Figure 8.2, on 
onstate dans 
e 
as (symboleslosanges) que la vitesse de �uage 
al
ulée numériquement est toujours sous-estimée hormis pourles deux plus hautes 
ontraintes imposées (70 et 80 MPa). On ajuste alors le paramètre ˙̃ε0i

σni

0iet le paramètre h de la fon
tion de 
ouplage pour s'appro
her au mieux des vitesses de �uageexpérimentales. La Figure 8.2 montre l'amélioration des résultats (symboles 
arrés).Dans un se
ond temps, les résultats ont été validés sur des MOX MIMAS 10%. La seuledi�éren
e ave
 la modélisation du 
omportement du MOX MIMAS 6% est la fra
tion volumiquede dioxyde de plutonium. Seules les fra
tions volumiques des phases 
hangent. On 
onstate surla Figure 8.3 que les résultats obtenus pour le MOX MIMAS 10% (symboles 
arrés) ave
 lesparamètres identi�és sur le MOX MIMAS 6% sont 
orre
ts.
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8.5. Etudes de sensibilité
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Figure 8.2 : Comparaison des vitesses de déformations 
al
ulées numériquement pour un MOXMIMAS 0%(losanges) et pour un MOX MIMAS 6% (
arrés), pour di�érentes 
ontraintesimposées(30 MPa pour deux taux de porosité di�érents, 40 45, 50, 60, 70, 80 MPa), ave
 lesvitesses obtenues expérimentalement pour le MOX MIMAS 6% (ligne 
ontinue).
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Figure 8.3 : Comparaison des vitesses de déformations 
al
ulées numériquement pour un MOXMIMAS 0%(losanges) et pour un MOX MIMAS 10% (
arrés), pour di�érentes 
ontraintesimposées (30, 40, 50, 60, 70 MPa), ave
 les vitesses obtenues expérimentalement sur le MOXMIMAS 10% (ligne 
ontinue).8.5 Etudes de sensibilitéA partir des lois dé�nies 
i-dessus, des études de sensibilité sur di�érents paramètres sontréalisés a�n de 
onnaitre l'in�uen
e de 
es paramètres sur le 
omportement du 
ombustible.125



Chapitre 8. Analyse par 
hamps de transformation et MOX viergeLe premier paramètre étudié est la porosité dans les phases du 
ombustible. Dans un premiertemps, on étudie l'in�uen
e de la porosité dans la phase plutonifère. On a observé qu'en 
oursd'irradiation, la porosité des amas plutonifères augmentait. On a don
 
al
ulé la vitesse de �uaged'un 
ombustible MOXMIMAS 6%, pour lequel la porosité de la phase uranifère est �xée à 7,05%,en fon
tion de la porosité dans la phase plutonifère, et pour di�érentes 
ontraintes imposées (30,50 et 80 MPa). Les résultats obtenus sont représentés sur la Figure 8.4.
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Figure 8.4 : E�et de la porosité de la phase plutonifère sur la vitesse de �uage du MOX, letaux de porosité de la phase uranifère étant �xé à 7,05%.On 
onstate que la porosité de la phase plutonifère a très peu d'in�uen
e à basses 
ontraintes(30 et 50MPA). A hautes 
ontraintes (80 MPa), la vitesse de �uage augmente quand la porositéde la phase plutonifère augmente.
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8.5. Etudes de sensibilitéDans un se
ond temps, on étudie l'e�et du taux de porosité de 
haque phase sur le �uage.Ce paramètre est important pour la fabri
ation des pastilles de 
ombustibles. Pour 
ela, on �xele taux de porosité moyen du 
ombustible à 7,05%, le taux de porosité de 
haque phase étant
al
ulé de façon à véri�er 
e taux de porosité moyen. La Figure 8.5 donne la vitesse de �uage
al
ulée numériquement en fon
tion du taux de porosité de la phase plutonifère.
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Figure 8.5 : E�et de la répartition de la porosité des phases sur la vitesse de �uage du MOX,le taux de porosité moyen du 
ombustible étant de 7,05%.On 
onstate, 
omme dans le 
as pré
édent, qu'à faibles 
ontraintes, la répartition de la po-rosité n'a pas ou peu d'in�uen
e sur la vitesse de �uage. Au 
ontraire, à hautes 
ontraintes, lavitesse de �uage augmente quand le taux de porosité de la phase plutonifère augmente, et don
quand le taux de porosité de la phase uranifère diminue.Le deuxième paramètre étudié est la fra
tion volumique des amas plutonifères (Figure 8.6). Ceparamètre, 
omme la répartition de la porosité dans les phases est un paramètre qu'on 
ontr�leau 
ours de la fabri
ation. Pour un MOX MIMAS 6%, on fait varier la fra
tion volumique desamas plutonifères de 1 à 40%. A hautes 
ontraintes, plus la fra
tion volumique des amas estgrande, plus la vitesse de �uage du 
ombustible est élevée.
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Chapitre 8. Analyse par 
hamps de transformation et MOX vierge
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Figure 8.6 : E�et de la fra
tion volumique des amas plutonifères.8.6 Con
lusionCe 
hapitre nous a permis de faire une première étude des 
ombustibles MOX, à partir d'unmodèle TFA, moins pré
is que le modèle NTFA, mais simple à mettre en oeuvre dans le 
asde matériaux biphasés. De plus, l'identi�
ation des paramètres des potentiels vis
oplastiquesde 
haque phase s'est faite de façon à 
e que le 
omportement ma
ros
opique du 
ombustible
on
orde ave
 les résultats des essais expérimentaux. De 
e fait, il est possible que 
ertainsparamètres des lois de 
haque phase, en parti
ulier 
eux de la phase plutonifère, ne 
orrespondentà la réalité qu'à un fa
teur multipli
atif près, puisque dans les parties pré
édentes, on a montréque la TFA donnait généralement, pour des matériaux dont on 
onnaissait le 
omportementmi
ros
opique de 
haque phase, des 
omportements trop rigides.Cependant l'utilisation de 
e modèle nous a permis d'étudier l'e�et des paramètres de fabri-
ation (la porosité et la fra
tion volumique des amas) qui évoluent en 
ours d'irradiation, surle 
omportement des 
ombustibles. Ces études pourraient permettre d'orienter 
ertains 
hoixde fabri
ation a�n de trouver les 
onditions optimales pour une meilleure exploitation de 
es
ombustibles.
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Chapitre 9. Analyse par 
hamps de transformation non uniformes et MOX9.1 Véri�
ation de l'adéquation de la NTFA pour le MOXL'appli
ation de la NTFA aux 
ombustibles MOX est en 
ours d'élaboration. Au 
ours du dé-veloppement de la méthode NTFA pour les matériaux élastovis
oplastiques, s'est posé la questiondu 
hangement des propriétés mé
aniques des 
ombustibles en 
ours d'irradiation.On s'est alors proposé de regarder l'e�et d'un 
hangement dans les paramètres en 
oursd'irradiation sur les résultats prédits par la NTFA dont les modes ont été déterminés ave
 lespropriétés mé
aniques initiales. Cette brève étude est réalisée sur des 
ellules ave
 arrangementhexagonale des �bres. Le premier 
as étudié est le 
hangement d'exposant de vis
osité du potentielvis
oplastique sur une 
ellule dont les �bres sont élastiques et la matri
e élastovis
oplastique.Le deuxième 
as est le 
hangement de la 
ontrainte d'é
oulement σ0. Dans 
e 
as le VER utiliséest toujours une 
ellule ave
 répartition hexagonale des �bres mais pour laquelle les deux phasessont élastovis
oplastiques.9.2 Changement de l'exposant de vis
osité du potentiel vis
oplas-tiqueLes propriétés matériaux de la �bre élastique (Ef , νf ) et de la matri
e élastovis
oplastique
(Em, νm, σ0, n, ε̇0) sont les suivantes :

{
Ef = 400 GPa, νf = 0.2,

Em = 70 GPa, νm = 0.3, σ0 = 100 MPa, n = 2, ε̇0 = 10−2s−1.Dans un premier temps, on 
al
ule plusieurs � jeux � de modes plastiques pour di�érentsexposants de vis
osité n (n prend les valeurs suivantes : 1, 2, 3, 5, 10), les autres paramètres
ara
térisant le potentiel vis
oplastique étant identiques à 
eux dé�nies 
i-dessus. Pour 
ela, onutilise la pro
édure dé
rite au 
hapitre 4.Dans un se
ond temps, on détermine la réponse du matériau dont les propriétés sont dé�nies
i-dessus (
'est-à-dire pour n = 2) et soumis à un 
hargement de tra
tion uniaxiale. La réponse estdéterminée grâ
e à la méthode NTFA dé
rite au 
hapitre 3 ave
 les di�érents � jeux � de modesplastiques 
al
ulés pré
édemment. La Figure 9.1 présente les résultats obtenus. On 
onstate quel'erreur 
ommise est inférieure à 2% dans les 
as où la réponse est obtenue à partir des modesde la NTFA 
al
ulés ave
 des exposants n inférieurs à 5. Dans le 
as où l'exposant de vis
ositéutilisé pour le 
al
ul des modes est égal à 10, l'erreur est légèrement supérieure à 
elles obtenuesdans les autres 
as, mais reste assez faible (3,5%).
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9.3. Changement de la 
ontrainte d'é
oulement σ0
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Figure 9.1 : Prédi
tions de la NTFA en tra
tion uniaxiale pour un exposant de vis
osité de lamatri
e n = 2 ave
 des modes 
al
ulés ave
 n = 2, n = 1, n = 3, n = 5 et n = 10 et 
ourbe deréféren
e(ligne 
ontinue).9.3 Changement de la 
ontrainte d'é
oulement σ0On étudie à présent le 
as où le paramètre σ0 du potentiel vis
oplastique n'est pas le mêmepour le 
al
ul des modes plastiques et pour le matériau étudié.Les propriétés de la �bre sont données dans le tableau 9.1, 
elles des di�érentes matri
es sontrésumées dans les Tableaux 9.2, 9.3 et 9.4.Module d'Young (GPa) Coe�
ient de Poisson n ε̇0(s
−1) σ0(MPa)100 0.3 1 10−5 250Tableau 9.1 : Propriétés mé
aniques des �bres.Module d'Young (GPa) Coe�
ient de Poisson n ε̇0(s

−1)180 0.3 1 ou 8 10−5Tableau 9.2 : Propriétés mé
aniques de la matri
e.
n = 1 1 2 3 4 5 6
σ0(MPa) 50 100 500 1000 5000 10000Tableau 9.3 : Valeurs de σ0 dans la matri
e pour l'exposant de vis
osité n = 1.On 
al
ule la 
ontrainte d'é
oulement homogène de 
haque matériau biphasé dé�ni 
i-dessus,la seule di�éren
e entre 
es di�érents matériaux étant la 
ontrainte d'é
oulement de la matri
e.Dans un premier temps, on détermine les modes plastiques 
al
ulés ave
 une 
ontrainte131



Chapitre 9. Analyse par 
hamps de transformation non uniformes et MOX
n = 8 1 2 3 4 5 6 7
σ0(MPa) 13.712 18.286 24.384 32.517 43.362 57.825 77.111Tableau 9.4 : Valeurs de σ0 dans la matri
e pour l'exposant de vis
osité n = 8.d'é
oulement de la matri
e �xée, égale à 50MPa dans le 
as n = 1, et à 13.712 dans le 
as

n = 8. On obtient ainsi tous les paramètres du modèle NTFA que l'on applique à l'ensembledes matériaux dont les propriétés de 
haque phase sont résumées dans les tableaux 
i-dessus.La 
ontrainte d'é
oulement de la matri
e utilisée pour le 
al
ul des modes ne 
orrespond don
pas à la 
ontrainte d'é
oulement de la matri
e du matériau 
onsidéré. La Figure 9.2 permet de
omparer 
es résultats ave
 les prédi
tions de la NTFA obtenues dans le 
as où la 
ontrainted'é
oulement de la matri
e est la même pour le 
al
ul des modes plastiques et la modélisationdu 
omportement du matériau étudié à partir du modèle NTFA.
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matrice=13.712MPa(1) (2)Figure 9.2 : Rapport 
ontrainte d'é
oulement homogénéisée / 
ontrainte d'é
oulement de lamatri
e en fon
tion de la 
ontrainte d'é
oulement de la matri
e obtenu à partir du 
al
ul deréféren
e (symboles � plus �), du 
al
ul NTFA (symboles � 
roix �), du 
al
ul NTFA ave
 desmodes plastiques déterminés pour une 
ontrainte d'é
oulement de la matri
e �xée (symboles� 
arré �) : (1) exposant de vis
osité de la matri
e n=1 ; (2) exposant de vis
osité de la matri
e
as n=8.On 
onstate qu'il y a très peu de di�éren
e entre les résultats obtenus grâ
e au modèleNTFA dont les modes ont été déterminés ave
 les véritables propriétés des matériaux étudiés,et les résultats obtenus à partir du modèle NTFA pour lequel les modes ont été 
al
ulés ave
une 
ontrainte d'é
oulement �xée ne 
orrespondant pas à 
elle de la matri
e du matériau étudié.Dans le 
as n = 1, l'erreur atteint 8.9% dans le 
as extrême où σ0 est égale à 10000 MPa, alorsque les modes ont été déterminés pour σ0 = 50MPa. Néanmoins l'erreur reste raisonnable dansl'ensemble des 
as simulés. Dans le 
as n = 8, l'erreur ne dépasse pas 2.4%. Compte tenu de la132



9.4. Con
lusionforme du potentiel vis
oplastique, si 
'est ε̇0 qui varie, on pourra également utiliser la NTFA.On peut don
 
onsidérer que la loi de 
omportement obtenue ave
 la méthode NTFA etévaluée à partir des proprétés des 
ombustibles vierges reste valable en 
ours d'irradiation alorsque 
ertains paramètres évoluent.9.4 Con
lusionOn a montré l'adéquation de la méthode NTFA ave
 la modélisation du 
omportement des
ombustibles. En e�et, le 
al
ul des paramètres du modèle NTFA né
essite la 
onnaissan
e du
omportement de 
haque phase du matériau à étudier. Or les 
ombustibles ont leurs propriétésqui évoluent en 
ours d'irradiation. On a don
 véri�é qu'un 
hangement de propriétés ne né
essitepas de re
al
uler les paramètres du modèle NTFA. L'erreur 
ommise sur le 
omportement globaldes matériaux est en e�et assez faible.La méthode NTFA pourra don
 être appliquée à la modélisation du 
omportement des 
ombus-tibles, et notamment du MOX, en utilisant les propriétés des 
ombustibles non irradiés.
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Con
lusion généraleCe travail propose un s
héma d'homogénéisation, appelé méthode d'analyse par 
hamps detransformation non uniformes (NTFA). Ce modèle fournit un moyen d'obtenir les propriétéshomogénéisées des matériaux à partir des propriétés mé
aniques de 
haque 
onstituant, maiségalement en prenant en 
ompte expli
itement les paramètres dé
rivant leur mi
rostru
ture.La méthode d'analyse par 
hamps de transformation non uniformes est une amélioration dela méthode d'analyse par 
hamps de tranformation (TFA) développée par Dvorak et qui permetde réduire le nombre de variables internes ma
ros
opiques en supposant que les 
hamps mi
ro-s
opiques des variables internes sont uniformes par mor
eaux. L'hypothèse de la NTFA 
onsisteà dé
omposer 
es 
hamps de variables internes sur un ensemble �ni de 
hamps de transformationnon uniformes, appelés � modes plastiques �. L'intérêt de 
es appro
hes par 
hamps de transfor-mation, 
ontrairement à la plupart de s
hémas d'homogénéisation existants, est qu'elles peuventêtre appliquées à des matériaux non linéaires dont le 
omportement dérive des deux potentielsdé
rivant repe
tivement les aspe
ts réversibles et irréversibles du 
omportement.Dans 
e mémoire, on a développé la méthode NTFA pour des matériaux élastovis
oplas-tiques in
ompressibles, mais également pour des matériaux élastovis
oplastiques poreux. Pour
e type de matériaux, la seule variable interne utilisée a été la déformation vis
oplastique. Nousavons tout d'abord mis en éviden
e l'importan
e du 
hoix des modes plastiques qui est laissé àl'appré
iation de l'utilisateur. On a don
 proposé une méthode qui permet de 
apturer 
orre
-tement la non-uniformité du 
hamp de déformations vis
oplastiques quel que soit l'instant de
hargement. Cette méthode, initialement utilisée en analyse de données, est la transformation deKarhunen-Loève. Elle permet, à partir d'un ensemble de 
hamps de déformations vis
oplastiquesobtenus pour di�érents instants de 
hargement et 
ontenant les informations né
essaires sur lanon-uniformité, d'obtenir un nombre réduit de modes plastiques où l'information 
ontenue estdistribuée de façon optimale.On a également montré l'e�
a
ité de la NTFA par rapport à la TFA. Pour obtenir une des-
ription 
orre
te du 
omportement à l'aide de la TFA, il est né
essaire de diviser 
haque phasedu matériau en de nombreux sous-domaines, 
e
i a�n de limiter l'erreur 
ommise en supposantque le 
hamp de déformations vis
oplastiques est uniforme par mor
eaux. Le nombre de variables135



Con
lusion généraleinternes peut alors être assez élévé pour le modèle TFA, alors qu'ave
 un nombre très limité demodes plastiques, le modèle NTFA donne des résultats très pré
is. De plus, on a 
onstaté quele 
hoix fait sur la façon de dé
ouper les phases en sous-domaines est essentiel dans la méthodeTFA, puisque, suivant le type de dé
oupage, la variation du 
hamp de déformations vis
oplas-tiques dans 
haque sous-domaine peut être importante, 
e qui fait que l'approximation uniformefaite par Dvorak peut être assez loin de la réalité.On a ensuite développé la méthode NTFA pour des matériaux poreux. Du fait de la poro-sité, la vis
oplasti
ité devient 
ompressible et une partie hydrostatique apparaît dans le potentielvis
oplastique. Des termes supplémentaires sont don
 né
essaires dans les équations du modèleNTFA. La mise en ÷uvre de la méthode ave
 prise en 
ompte de la porosité a ensuite été dé-taillée. Les premiers résultats obtenus sur des matériaux biphasés poreux sont très prometteurs.En�n, une appli
ation des méthodes d'analyse par 
hamps de transformation aux 
ombus-tibles nu
léaires a été réalisée. Les 
ombustibles étudiés sont des MOX MIMAS 
onstitués dedeux phases. On a appliqué la TFA aux MOX. Les paramètres des lois mi
ros
opiques ont étéidenti�és de telle sorte que le 
omportement ma
ros
opique 
orresponde aux 
omportements ex-périmentaux observés. Cette loi a permis de faire une première étude de sensibilité des di�érentsparamètres intervenant dans le modèle.Une perspe
tive intéressante de 
e travail est la mise en ÷uvre de la méthode NTFA en 3D,a�n de pouvoir l'appliquer aux 
ombustibles MOX. Ce modèle permettra d'avoir un lien pluspré
is entre l'é
helle mi
ros
opique et l'é
helle ma
ros
opique. Sa mise en ÷uvre va né
essiterde bien 
hoisir les modes plastiques, notamment les dire
tions de 
hargement à utiliser pour les
al
uler, a�n de pouvoir modéliser le 
omportement des matériaux quel que soit le 
hargementimposé. D'autres perspe
tives peuvent être envisagées, telles que la validation de la méthode pourd'autres 
hargements (�uage, relaxation, 
hargement non radial) ou la validation des 
hamps� mi
ros
opiques �obtenus à l'aide du modèle NTFA en 
omparaison aux 
al
uls de référen
e.De plus il serait utile de développer un outil automatique de re
her
he des modes, et égalementd'étendre la méthode NTFA aux poly
ristaux.
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