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Introduction

, étude des systemes réels décrits par des équations aux dérivées partielles peut s’avérer indispensable
L lorsqu’il s’agit de maitriser certains procédés complexes. En effet, 'introduction de tels systemes
dits & parametres distribués ou répartis, qui se caractérisent par la dimension infinie de I’espace d’état
(et éventuellement de 'espace d’entrée), permet de s’affranchir des approximations inhérentes aux
systemes & parametres localisés (ou de dimension finie). Ces derniers sont en général valides sous
réserve que les variables représentatives ne dépendent pas de la géométrie des éléments. Les systemes
décrits par des équations aux dérivées partielles ne font pas en général intervenir un nombre de variables
d’entrée ou de sortie élevé mais celles-ci sont des éléments d’espaces fonctionnels de dimension infinie. La
cohérence entre la modélisation de I’évolution de ’état étudié et les phénomenes physiques intervenant
impose ce contexte. Il en découle le besoin de développer des concepts adaptés & l'analyse de tels
systémes et de mettre en place des méthodes spécifiques visant & satisfaire les objectifs d’identification
et/ou de controle (Dautray, Lions, 1984) (Rosier, 2007) (Coron, 2017).
La maitrise de procédés physiques décrits par des équations aux dérivées partielles est en soi un objectif
ambitieux nécessitant en premier lieu, la compréhension des phénomenes (étape permettant d’enrichir la
connaissance des mécanismes mis en jeu). Une seconde étape consiste & développer un outil prédictif afin
de décrire les relations entrées-sorties du systeme étudié pour en simuler le comportement. Sur la base
de ce modele validé, différentes approches peuvent alors étre mises en oeuvre afin d’améliorer le procédé
(en terme économique, de qualité du produit fini, de diagnostic, de supervision, ...). Dans ce contexte,
plusieurs objectifs allant de I'observabilité (via les capteurs et plus généralement les observateurs) a la
controlabilité (via les actionneurs) peuvent étre brievement présentés.

— Analyse de modele : la mise au point d’'un outil de simulation basé sur une modélisation

mathématique d’un procédé permet de tester de nombreuses situations expérimentales, de re-
jeter certaines configurations, de proposer des procédures de contrble optimal ...Ces objectifs
visant & améliorer le procédé étudié (en terme de sécurité ou de rendement, par exemple) ne
peuvent étre atteints que lorsque I'adéquation du modele avec la réalité a été établie. Lorsque la
structure du modele n’est pas discutable (car issue de bilan énergétique et de loi de comporte-
ment), ’ensemble des parametres doit étre soigneusement considéré. Pour les procédés régis par
équations aux dérivées partielles, la nature méme des parametres intervenant dans le systéme

engendre une complexité qu’il est nécessaire de prendre en compte. Pour les situations ol la mau-
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vaise connaissance d'un parametre affecte sensiblement la pertinence du modele, des procédures
d’identification doivent étre mises en place afin de ramener son incertitude & des niveaux rai-
sonnables. Il est usuel pour les situations complexes, oli de nombreux parametres interviennent,
d’étudier la sensibilité par rapport a quelques parametres dont la méconnaissance justifierait a
priori une étape d’identification (Beck, Arnold, 1977). Le choix des parametres, dont I'effet de 'in-
certitude n’est pas étudié a travers les fonctions de sensibilité, peut étre basé sur la connaissance

de 'expérimentateur, des campagnes expérimentales, ...

— Identification de propriétés thermophysiques : lorsque la connaissance de certains parametres

d’entrée des modeles mathématiques n’est pas atteignable par mesures directes, on peut
considérer des mesures indirectes. Dans (El Jai, Pritchard, 1986), les capteurs sont présentés
comme l'intermédiaire physique permettant de recueillir des informations sur le systéme dont
on souhaite superviser 1’évolution. Ces informations peuvent étre recueillies sur des supports
spatiaux de différentes natures : ponctuels ou zones. L’observabilité d’un systeme peut étre af-
fectée par le choix des capteurs (nombre, type, localisation, répartition spatiale). La résolution
du probleme permettant d’identifier, & partir de mesures indirectes, le ou les parametres peut

étre habituellement décomposée en 3 étapes; voir (Idier, 2001) :

— un probléeme direct ol & partir des parametres d’entrées et la stratégie d’observation des

sorties, un modele mathématique décrivant les données observées est établi,

— un probléme d’acquisition ot ’on doit recueillir des données les plus informatives possibles

a l'aide d’une instrumentation adéquate,

— un probleme inverse ot 'on doit estimer les parameétres d’entrée inconnus & partir du modele
mathématique et des données qui précédent. Pour ce faire, on introduit souvent une fonc-
tionnelle décrivant ’écart entre les observations (issues de mesures) et les simulations (issues

de calculs) ; ce critere devant alors étre minimisé.

Par exemple, pour les procédés décrits par une équation aux dérivées partielles de type parabo-
lique, comme I'équation de la chaleur en génie thermique, on peut classer les problemes inverses

de conduction de la chaleur en quatre grandes familles (Alifanov, 1994) :

— les problemes inverses qui consistent & retrouver le champ de température initial ou le champ
de température & un instant donné dans le domaine étudié sont de type « probleme inverse

rétrograde de la conduction de la chaleur »,

12
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— les problemes inverses pour Iestimation/identification de conditions aux limites : il s’agit
soit d’estimer un flux de chaleur appliqué sur une surface en fonction du temps et/ou de

I’espace, soit d’identifier un parametre thermique : échange convectif, coefficient radiatif . . .

— les problemes inverses pour I'estimation des parametres caractéristiques du milieu. Ce sont
les problemes d’estimation de propriétés thermo physiques (conductivité thermique, chaleur
spécifique par exemple). On peut aussi classer dans cette catégorie les problemes d’identifi-

cation de source de chaleur,

— les problemes inverses de design. Dans ces problemes, il est souvent question d’estimer le flux
de chaleur & imposer sur une surface du domaine dans le but d’avoir une température désirée
sur une autre surface du domaine (comme par exemple, pour les procédés métallurgiques
ot l'on cherche a avoir un front matériau solide/matériau liquide uniforme, & une position
précise & un instant donné).

Malgré la formulation d’un critere au sens des moindres carrés, la solution mathématique du
probléme inverse n’est pas toujours unique et rarement stable. Au début du vingtiéme siecle,
Hadamard a défini la classe des problemes bien posés et la classe des problemes mal posés. Un
probleme est dit bien posé au sens d’Hadamard si et seulement si : la solution existe, est unique et
stable. Quand on considere un probleme inverse dans le cadre des équations aux dérivées partielles
paraboliques, 'inversion des mesures (souvent bruitées) conduit a de grandes erreurs sur l'esti-
mation. La condition de stabilité n’étant pas respectée, il est nécessaire d’utiliser une technique
appropriée pour la résolution de ces problémes mal posés. Les techniques dites de régularisation
les plus employées sont la régularisation de Tikhonov, la régularisation par décomposition en
valeurs singulieres, la méthode de spécification de Beck, les méthodes itératives basées sur le
gradient de la fonctionnelle quadratique. Le plus souvent ces derniéres sont basées sur le gradient
de la fonctionnelle quadratique & minimiser. Ces méthodes itératives ne nécessitent pas l'ajout
d’un terme régularisateur car elles régularisent implicitement la solution. Le seul parametre de
régularisation est le nombre d’itérations qu’il faut effectuer avant d’arréter le processus itératif.

Le choix de ce parametre dépend notamment du bruit de mesure (Morozov, 1984).

Maitrise de procédés : dans ce cadre, la diversité des objectifs nécessite une approche pluridisci-

plinaire. Les cahiers des charges deviennent de plus en plus exigeants lorsqu’il s’agit de passer de
I’échelle laboratoire a celle du prototype adapté au transfert technologique pour enfin atteindre

le stade industriel. Dans un tel contexte, il est alors nécessaire de prédire le comportement du
13
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procédé par des simulations validées et de pouvoir déterminer des conditions optimales de fonc-
tionnement en effectuant par exemple une étude de conception optimale. Pour ce faire, on peut

agir sur le type des actions & mener, le nombre des actionneurs et leur localisation.

C’est dans le cadre des systemes décrits par des équations aux dérivées partielles de type paraboliques
que se positionnent mes travaux de recherche. L’objectif principal est de stabiliser & zéro 1’état du
systeme. Il s’agit en particulier soit de contrer effet de 1’état initial (non nul), soit de rejeter une
perturbation qui déstabilise le systeme. Pour ce faire, j’ai considéré que le probléme de détermination
d’une stratégie de commande pouvait étre traité comme un probleme d’identification d’une entrée
inconnue. Cela nécessite la formulation d’un probleme inverse pour lequel I’état du systéme est mesuré
afin de déterminer quasi en ligne quelle devrait étre la commande pertinente. De ce fait, 'architecture
choisie est celle d’un systéme avec commande retardée. Deux types d’actionneurs internes au domaine
sont considérés : ponctuel et zone. Les différentes stratégies sont développées et illustrées par des
exemples numériques.
Une attention particuliere est portée sur le controle de la fusion nucléaire. En effet, de nos jours,
84% des besoins mondiaux en énergie sont comblés par les énergies fossiles (Source : Données 2015
de I’Agence internationale de ’énergie). L’exploitation massive de ces énergies entraine de nombreux
changements climatiques, la pollution de ’air, 'effet de serre, les émissions de CO», I’épuisement des
stocks de combustibles fossiles, etc. Par ailleurs, la fission nucléaire produit des déchets radioactifs ayant
une longue durée de vie et présente des risques importants en cas de fuite de substance radioactive
(catastrophes majeures de Tchernobyl puis de Fukushima Daiichi). Il est impérieux de faire face a ces
défis mondiaux et de mettre en place une nouvelle source d’énergie durable et propre. Une solution
envisageable est la « fusion nucléaire ». Celle-ci consiste a rapprocher & des températures tres élevées
deux atomes d’hydrogene (légers) pour qu'ils fusionnent. Lors de cette fusion un neutron et un atome
d’hélium sont éjectés et une grande énergie est libérée. La fusion nucléaire présente les avantages
suivants :
1. une énergie produite importante : elle libére une énergie prés de 4 millions de fois supérieure a
celle d’une réaction chimique telle que la combustion du charbon, et 4 fois supérieure & celle des

réactions de fission nucléaire ;
2. une ressource abondante : les combustibles de fusion sont aisément disponibles ;

3. aucune émission de CO; : le sous-produit principal est 'hélium, qui est un gaz inerte et non

toxique ;
14
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4. aucun déchet radioactif de haute activité a vie longue;;

5. aucun risque de fusion de coeur : le plasma se refroidit en quelques secondes et les réactions cessent
tout de suite ce qui rend impossible des catastrophes nucléaires majeures de type Tchernobyl ou

Fukushima.

Pour maitriser la production d’énergie basée sur la fusion nucléaire, il est nécessaire d’augmenter la
durée de vie du plasma en stabilisant le profil de sécurité autour d’une cible désirée (Brémond, 1995).
Ce profil de sécurité dépend de la distribution spatiale du flux magnétique. L’évolution de ce dernier
est décrite par un systéme d’équations aux dérivées partielles paraboliques couplé avec une équation
de la chaleur décrivant 1’état thermique du plasma.

Ce document présente les principaux résultats obtenus dans le contexte de systemes d’équations aux

dérivées partielles non linéaires paraboliques. Il est constitué comme suit :

— la premiere partie concerne le développement d’une méthode hors ligne pour I'identification d’une

loi de commande
— pour la stabilisation a zéro en temps fini (chapitre 1),
— pour le rejet de perturbations (chapitre 2),
— la seconde partie concerne ’adaptation de cette méthode pour une mise en oeuvre quasi en ligne
— en présentant son principe de fonctionnement dans un scénario illustratif (chapitre 3),
— pour le rejet quasi en ligne de perturbations (chapitre 4),

— la troisieme partie concerne la mise en oeuvre de cette méthode pour le contrdle d’un systeme

physique complexe
— dans le contexte de la fusion nucléaire (chapitre 5), qui est brievement présentée et modélisée,

— pour lequel des commandes & base d’actionneurs internes sont déterminées (chapitre 6) afin
de stabiliser la température électronique du plasma et le flux magnétique au voisinage de

cibles désirées,
— une conclusion et quelques perspectives cloturent ce travail.

Ces travaux ont donné lieu aux présentations suivantes :

— Présentation orale, Controle optimal des EDPs décrivant la fusion nucléaire pour en assurer la

stabilisation, pour les étudiants & Polytech Angers, 26 Février 2018, Angers — France.
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Chapitre 1

Stabilisation a zéro en temps fini

Partie A : Méthodes hors ligne

1.1 La problématique

Les équations différentielles (ED) sont rencontrées dans divers domaines et permettent la modélisation
mathématique de nombreux phénomenes. Les domaines applicatifs concernés sont tres différents :
mécanique (comportement élastique, plastique, déformation, chocs, mécanique des fluides, ...), chi-
mie (réaction-diffusion, combustion, thermodynamique, ... ), propriétés et structures des matériaux,
électromagnétisme, météorologie, économie, propagation d’un phénomene (maladie, migration, incen-
die, ...), biomédecine, ingénierie (génie civil, automobile, spatiale, ... ).

La modélisation d'un phénomene « physique » & l'aide d’objets mathématiques permet de mieux
comprendre ses dynamiques, d’effectuer des simulations numériques et ainsi prédire son comporte-
ment. De plus, les solutions (exactes ou numériques) des EDs jouent un réle important dans la bonne
compréhension des caractéristiques de nombreux phénomenes et processus.

A titre d’exemples, on peut citer quelques équations comme les équations d’onde, les équations de
Navier-Stokes décrivant le mouvement des substances fluides visqueuses, les équations de Saint-Venant
décrivant I’écoulement sous une surface de pression dans un fluide dans une direction bien définie, et
I’équation de la chaleur décrivant 1’évolution d’une quantité de chaleur ...

Les EDs peuvent étre ordinaires (EDOs) ou bien des équations aux dérivées partielles (EDPs). Une EDP
est une relation entre une fonction de plusieurs variables et ses dérivées. Les problémes qui consistent a
trouver la solution d’une équation différentielle vérifiant une certaine condition initiale sont appelés des

problemes de Cauchy. Les méthodes mathématiques relatives & la résolution des problémes de Cauchy
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relevent en général de I’analyse fonctionnelle et considerent des fonctions éléments d’espaces de Sobolev.
L’ouvrage de R. Dautray et J.L. Lions, intitulé « Analyse mathématique et calcul numériques pour les

sciences et les techniques », en trois tomes (ed. Masson, 1984) est incontournable.

1.1.1  Quelques exemples d’EDPs

e Equation des cordes vibrantes

L’exemple suivant est extrait de (Schwartz,1987). Considérons une corde de longueur L en m tendue
entre deux points A et B. L’abscisse du point A (resp. B) est x = 0 (resp. x = L). La densité linéaire de
la corde est homogene d’unité Kg.nf1 et notée pg. Lorsque la corde vibre dans ’espace chaque point
matériel a pour coordonnées (x,v,z).

Notons il le vecteur de coordonnées (x,t). Le vecteur il est une fonction vectorielle qui dépend de
I’espace x et du temps .

2 au point x & I'instant t. En négligeant I’action de

Soit T la tension de la corde exprimée en Kg.m.s™
la pesanteur sur la corde, en supposant la tension constante T = Tj et en supposant le mouvement de
la corde petit, on obtient 'EDP suivante :
00 82171 . azb_[ (1 1)
TO ot2 a 0x2 .
Si le mouvement de la corde est de grande amplitude alors le systéme précédent n’est plus valide et
I'EDP obtenue est compliquée (en particulier non-linéaire).
L’équation (1.1) peut étre résolue par la méthode de propagation en introduisant v = ’/f% qui est la
1

vitesse de propagation des ondes transversales dans la corde et exprimée en m.s™ .

Ce type d’équation permet de formuler le probleme de Cauchy suivant :

Trouver la solution de ’équation des cordes vibrantes (1.1)

connaissant i(x,0) = iip(x) la forme de la corde a 'instant t = 0 (1.2)
0ii(x,0)
ot

connaissant = 11 (x) la distribution des vitesses le long de la corde a t = 0

Le probleme de Cauchy (1.2) peut aussi étre résolu par la méthode des séries de Fourier.
e Systeme de Stokes
Cet exemple est extrait de (Raviart, Thomas, 1988). Le systeme suivant (1.3) décrit le mouvement

permanent d’un fluide incompressible visqueux confiné dans l'espace 3 C Z" (de frontiere I') et
20
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R
soumis & une densité volumique f de forces extérieures, d’'unité N .m~3, en respectant ’hypothese ot

ce mouvement est lent et exprimé suivant :

Jbp :
_VAMZ—*_T)CZ-_fZ Y

(x:)
div(if) =0 V(xi),
(x:)
(x:)

nEQett‘E%’Jr

i=1,...,

neQette%’+

i=1,...,

uj=0 v eTettent

i=1,...,

il =1 v

mlﬂEQett:O

La vitesse en m.s ! est notée il = (ui) , la vitesse initiale #f( est supposée connue, y est la viscosité

i=1,...n

du fluide exprimée en 1PI = Pa s, (PI) est le poiseuille et p sa pression en Pa. Tandis que la divergence

div(il) = Z ﬁ est un scalaire qui mesure la variation premiere du volume le long des trajectoires
i i

du chaumpZ (i;”;)mme des dérivées), ici la divergence est nulle, alors la densité ne varie pas.

D’une maniere générale, la divergence est reliée en physique a l'expression locale de la propriété de

conservation d’une grandeur. En considérant une surface fermée quelconque (S), la variation d’une

grandeur conservative dans le volume fermé par cette surface est par définition d’une grandeur conser-

vative, due aux échanges avec 'extérieur (il n’existe pas de sources de création ou d’annihilation d’une

grandeur conservative). Le bilan de cette grandeur entre deux instants s’écrit donc uniquement comme

la somme du flux de cette grandeur & travers la surface fermée (S) et de la variation temporelle de la

grandeur & l'intérieur de la surface (S).

e Equation des ondes

L’exemple suivant est extrait de (Schwartz, 1987). L’équation (1.4) est appelée I’équation des ondes

dans le domaine Q C %3 :

iiiiiii 2 oo (1.4)

ot u(x,y,z,t) € 2 est une petite déformation, F la tension superficielle en N.m™! ou J.m=2 et p la

masse spécifique superficielle en Kg.mfl.

Le probleme de Cauchy suivant peut alors étre formulé considérant une condition de Neumann ho-

mogene sur les bords de () :

Trouver la solution de I’équation des ondes (1.4)
1.5
ou(x,y,z,0) (1:5)

connaissant u(x,y,z,0) = up(x,y,z) et o

= u1(x,y,z) a Vinstant t = 0
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e Electromagnétisme et équations de Maxwell
L’exemple suivant est extrait de (Dautray, Lions, 1984). Un conducteur cylindrique occupant le domaine
Q C %3 (de frontiere T') est placé dans un champ électrique extérieur imposé Eq(t) exprimé en v.m~!

parallele & 'axe du conducteur et constant dans tout l'espace, (x,y,z) € Q) est la variable d’espace et

t € Z". Les équations d’évolution du champ électrique E(x,y,z,t) sont :

OE 1 .
= %AE =0 et div(E) =0 (1.6)

avec u la perméabilité magnétique en 111.Kg.s_2.A_2 ou bien 4711077 et ¢ une constante positive
caractéristique du milieu considéré appelée constante de conductivité exprimée en S.m ™1 (siemens par
metre).

Le champ électrique E est & flux conservatif : son flux sur une surface fermée entourant un volume
est globalement nul; le flux électrique entrant dans le volume est donc égal au flux qui en sort; en
conséquence, on ne peut trouver de monopdles électriques (il n’y a pas de charge).

A savoir que les espaces de Sobolev ne sont pas précisés mais font partie du probleme de Cauchy.

Ce type d’équation permet de formuler le probleme de Cauchy suivant :

Déterminer E(x,y,z,t) solution de (1.6)

connaissant la condition initiale E(x,y,z,0) = Eo(x,y,z) avec div(Ey) =0 (1.7)

et considérant la condition au bord v A E(x,y,z,t) = v A Ei(x,y,2,t)
\

olt v est la normale extérieure & T' en (x,y,z).

e Equation de la chaleur

L’exemple suivant est extrait de (Raviart, Thomas, 1988). Il modélise mathématiquement 1’évolution
au cours du temps t de la température 6 exprimée en K d’un milieu continu Q C Z° et qui est soumise
a une source de chaleur f en W.m~2.K~1. Lorsque toutes les constantes physiques sont prises égales &

1 et que la température est fixée nulle au cours du temps sur la frontiere I' de (), cette évolution est
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décrite par le systeme suivant :

%_Ang V(x,y,z,t) € Qx BT
=0 Y(x,y,z,t) €T x Z+ (1.8)
6(x,y,2,0) =6(x,y,2) V(x,y,z,t) € Q

ol 6y la température initiale est donnée.

e Induction magnétique dans un plasma

L’exemple suivant est extrait de (Dautray, Lions, 1984). On note B(x,y,zt) € %° linduction
magnétique dans un plasma en T (Tesla) occupant le domaine Q) C Z%° et dont le bord est noté
I'. 11 peut s’agir par exemple d’un réacteur de fusion nucléaire appelé Tokamak. Le probleme de Cau-
chy posé consiste & déterminer B (connaissant I'induction magnétique initiale B(x,y,z,0) = By(x,y,z)

avec div(Bp) = 0) suivant ce systeme :

(0B 1 1 B N

o —l—r0t<arot (]JB)> =0 Y(x,y,z,t) e QX Z

div(B) =0 V(x,y,z,t) € Qx Z* (1.9)
v ArotB =0 V(x,y,z,t) €T x %"

avec y la perméabilité magnétique de 4711077 unité SI et ¢ une constante positive caractéristique du

milieu considéré appelée constante de conductivité en S.m~! (siemens par metre).

Les exemples précédents illustrent la grande diversité des phénomeénes qui peuvent étre décrits par
des modeles de connaissance basés sur des EDPs. De tels modeles mathématiques permettent de
disposer d’outils prédictifs de comportement, d’optimiser des géométries ou des procédés, d’étudier des
scénarios de défaillance ... Dans ce qui suit, la maitrise des systemes décrits par des EDPs est abordée
en considérant la théorie du contréle qui a pour objet ’étude des possibilités d’actions sur un systeme

afin que celui-ci fonctionne dans un but désiré, « au mieux », « au moindre coft », etc.

1.1.2 Stabilisation & zéro

Parmi les différents objectifs, il est possible de chercher a ce que I’état du systeme (dont I’évolution

est décrite par un ensemble d’EDPs) soit amené & un état désiré au bout d’un temps donné gréce
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CHAPITRE 1. STABILISATION A ZERO EN TEMPS FINI

& un contréle opérant sur une sous-région du domaine géométrique ou sur la frontiere de celui-ci. Il
s’agit d’une stratégie de controéle considérant un horizon temporel fini. Elle peut par exemple permettre
d’accélérer la convergence du systeme vers zéro ou encore de stabiliser un systéme d’EDPs paraboliques
instable. La notion de stabilité d’un systéeme dynamique caractérise le comportement de ses trajectoires
a partir de points d’équilibre. L’analyse de la stabilité permet par exemple de prédire ’évolution de
I’état & partir d’un état initial proche d’un point d’équilibre.

De maniere générale, un systeme d’EDP peut étre :

e stable : si I’état du systéme tend vers 0 lorsque le temps tend vers I'infini;

e instable : si en I'absence de controle I’état du systeme ne tend pas vers 0.

On peut citer de maniere non exhaustive quelques références importantes concernant le contréle d’EDPs
et leur stabilisation : l'article (Russell, 1978), les articles de (Lions, 1988), (Coron, D’andrea Novel
1998), (Coron, 2007), ainsi que les articles de (Rosier, Zhang, 2006) et (Trélat, 2018).

En ce qui concerne la stabilisation d’'une EDP parabolique a l'aide d’un controle adapté (frontiere
ou interne, ponctuel ou non), les méthodes de backstepping ont été développées depuis les travaux
de (Krstic, 1995). L’approche de type backstepping est utilisée pour concevoir des lois de rétroaction
stabilisant les systemes de controle modélisés par des EDPs. « Miroslav Krstic » et ses collaborateurs
ont présenté une amélioration de la méthode en se servant de la transformée de Volterra du second
type, provenant de la méthode classique de backstepping appliquée & une discrétisation spatiale de
I’EDP sachant que I’équation d’origine est supposée asymptotiquement stable.

Les premieres applications de la méthode de backstepping ont été proposées pour les équations de la

chaleur avec la commande au bord. Pour appliquer cette méthode, il faut :
1. Identifier dans ’EDP les termes indésirables qui provoquent 'instabilité du systeme ;

2. Choisir un systeme cible dans lequel les termes indésirables doivent étre éliminés par la trans-

formée d’état ;

3. Rechercher la transformation d’état basée sur un opérateur de Volterra. La transformation de

Volterra est « triangulaire » ou « spatialement causale » ;

4. Obtenir un retour d’information sur la transformation de Volterra au bord. La transformation
seule ne peut pas éliminer les termes indésirables, mais la transformation les amene & la frontiére,

donc le contréle au bord peut les annuler.

La méthode de backstepping est capable d’éliminer les termes déstabilisateurs agissant dans le domaine
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intérieur en utilisant un controle qui agit uniquement sur la frontiere (Liu, Krstic, 2000). Une transfor-
mation d’état, qui implique un opérateur intégral de Volterra « absorbe » les termes déstabilisateurs
agissant dans le domaine et les amene & la frontiere, ol le contréle peut les éliminer. Le but de 'ap-
proche backstepping est de controler la trajectoire du systéme le long d’un systeme cible stable, par
élimination de la source d’instabilité. Les travaux plus récents de (Woittennek, 2014) concernent la
détermination d’un contréle interne ponctuel basé sur une méthode de backstepping.

De maniere théorique, I’étude de la nulle contrélabilité de 1’équation de la chaleur est abordée dans les

travaux de (Rosier, 2007). Dans ce qui suit, une approche numérique est proposée.

1.2 Détermination d’un contrdle par une approche numérique

1.2.1 Modélisation du systeme thermique

Dans ce qui suit, la variable d’espace est notée x avec x € [0, L] et la variable de temps est notée t avec
t € [0,t¢]. Considérons le probleme de la barre chauffante dans un domaine 1D de longueur L = 0.1 m
dans laquelle la distribution de température initiale 6y(x) (& t = 0) est connue.

Sur Uintervalle [a, b] de la barre (Figure 1.1) ou 0 < a < b < L, le flux u(x, t) est appliqué considérant

I'hypothese u(a,t) = u(b,t) = 0 et que u(x,t) =0 pour x ¢ [a,b].

g
n
nNg--=-=----¢

v

=

Figure 1.1 — Domaine étudié.

Cette configuration physique peut se modéliser mathématiquement par le systeme d’EDPs suivant :

2
pca"(a’;' H_ 59 %(x’; D _ Ko(x, t) + u(x, b homs VD) €[0,L]x [0,
0(0,t) = 6(L,t) =0 vt € [0,t/] (1.10)
6(x,0) = 6p(x) Vx € [0, L]

avec pC est la masse volumique du matériau en J.m™3.K~1, A la conductivité thermique en W.m 1K1,

6(x,t) la température au point x & l'instant £, K un coefficient d’échange lié aux transferts, u(x,t) le

25



CHAPITRE 1. STABILISATION A ZERO EN TEMPS FINI

flux appliqué uniquement sur [a,b] C |0, L] et 6p(x) la température initiale.

La premiere équation est de type parabolique (il s’agit de I’équation de la chaleur).

Pour des raisons de continuité, on admet que la température initiale aux bords est imposée par les
conditions de Dirichlet homogenes : 6(0,0) = 6(L,0) = 0.

Dans de nombreuses études, le systeme suivant est considéré :

89(;{ ) _ az%(xxz D _ Ko(%,F) +u(%,F) V(%,F) €[0,1] x [0,F]
6(0,f) =0(1,f) =0 Vi e [0, ] (1.11)
6(%,0) = 60(%) vz € [0,1]

Le systeme (1.11) correspond bien au systéme (1.10) en tenant compte des changements de variables
vants : ¥ = % et F— — et les ch ts de notations : Fr = et & = KL
suivants : ¥ = — et f = et les changements de notations : f; = e = —
L pCL2 & S = pcl? A

qu’en général, compte tenu des valeurs physiques de pC, A, t¢ et L, la valeur du temps final ff est

. A noter

extrémement modifiée.

En ce qui concerne (%, f), les formules sont issues des changements de variable (en x et en t) qui
permettent de passer du systeme (1.10) pour lesquels les coefficients ont un sens physique au systeme
(1.11) ou les coefficients sont normalisés : chaleur volumique, conductivité, longueur de la barre égaux
a 1. f n’a plus alors la dimension d’un temps, elle est sans unité.

En ce qui concerne les valeurs de K, du point de vue pratique le terme K@ décrit en général un terme
source : avec K positif, il s’agit d'un chauffage. Ce dernier peut venir par exemple d’air chaud envoyé
sur le domaine. Cette condition environnementale est indépendante des propriétés du matériau.

La stabilisation de ce type d’EDPs est le sujet principal de ce document. Elle a fait I’objet de nombreuses
recherches approfondies depuis plusieurs décennies. Afin de mettre en évidence que le systeme (1.10)
ne se stabilise pas & zéro en absence du controle c’est a dire lorsque u(x,t) = 0, on résout le systeme
en considérant différentes valeurs de K.

On en déduit que le signe de ce coefficient détermine la convergence ou non vers zéro :

e Si K <0, le terme K6(x, t) décrit un échange convectif. Si la température est positive alors ce terme
décrit une perte de chaleur par convection qui refroidit le matériau. Si la température est négative, ce
méme terme décrit un réchauffement du matériau par convection. Ainsi pour K < 0, I’état du systeme
tend naturellement vers 0 et le systeme est naturellement stable;

e Si K = 0, les conditions de Dirichlet homogenes entrainent la convergence de la température vers
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0. Ces conditions aux bords stabilisent le systeme par conduction (les transferts thermiques se faisant
naturellement depuis les températures les plus chaudes vers les températures les plus basses) ;

e Si K > 0, le terme K8(x,t) contribue & réchauffer le matériau lorsque la température 6(x, t) est
positive et a le refroidir lorsque la température 0(x,t) est négative. Ce terme engendre alors une
instabilité qui rentre en compétition avec les conditions de Dirichlet homogenes qui elles tendent a
favoriser la convergence de la température vers 0.

Ainsi, on peut dire qu’il existe un seuil Ks > 0 tel que si K > Kg > 0, le systeme devient instable.
Dans ce cas, [|0(x, t)|[12(o,) = </OL(6(x,t))2dx> ' ne tend pas vers 0.

Alors que si K < K; :

1€, D)l 220,01y 7= ©-

Dans ce qui suit, on suppose que L = 0.1 et que la température initiale 6p(x) est :

_ o1 —(x—0.02)? —(x —0.05)?
6(x,0) = 6p(x) =25 <2exp5><105 4 exp——g |-

Le graphe montrant la distribution initiale de cette température est donné sur la figure 1.2.

30 ! ! T ! ! ! !

25

Temperature en K
— ]
i i

ity
L

Figure 1.2 — Température initiale.

Afin de mettre en évidence l'influence du coefficient K sur la stabilité du systeme (1.10), on considere

3cas: K=0, K= —10° et K =33 x 10
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Le probleme direct est résolu pour K = 0 en considérant les coefficients ci-dessous avec fy = 100 :

2
10689(x,t) _338 0(x,t) _0

V(x,t) € [0,0.1] x [0,100]

ot 0x?
0(0,t) = 0(0.1,¢) =0 vt € [0,100]
6(x,0) = 6p(x) Vx € [0,0.1]

Ce probleme direct est résolu en utilisant la méthode des éléments finis (code « Comsol » interfacé avec
le programme « Matlab »). Ainsi, la distribution de la température le long de la plaque est représentée

jusqu’au temps final par le graphe ci-apres.

[ 48]
n =]
! !

[
o
!

Température en K

fens

X enim

Figure 1.3 - Evolution de la température (1°¥ cas : K = 0).

Comme le montre la figure 1.3 la température tend vers zéro. En effet, les deux bords de la plaque
étant maintenus a température nulle, et en absence de toute contribution extérieure, la température 60

va décroitre a partir de sa température initiale 8y vers 0. Ceci peut aussi étre visualisé par le graphe

de la figure 1.4.

Abordons ensuite le deuxieme cas ott K = —10°. Le systeme d’EDPs considéré est alors :
90(x,t) 0%0(x, t)
6 ) ) 5
10 5 33 522 10°0(x, t) V(x,t) € [0,0.1] x [0,100]
6(0,t) =6(0.1,¢t) =0 vt € [0,100]
6(x,0) = 6p(x) Vx € [0,0.1]
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30 T
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Température en K
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Figure 1.4 — Evolution de la température pour différents instants.

La résolution numérique de ce systeme conduit aux résultats du graphe de la figure 1.5.

Terpérature en K

iens

X entm

Figure 1.5 — Evolution de la température (274 cas : K = —10°).

On observe que le systeme est stable et comme K = —10°, les valeurs —10°0(x,t) décrivent un

phénomene convectif qui accélere la convergence vers son état final stable 6(x,ts) = 0.
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Pour le troisieme cas ott K = 33 x 103, le systeme est :

2

ot ox?
0(0,) = 0(0.1,¢) =0 Vt € [0,100]
6(x,0) = p(x) Vx € ]0,0.1]

L’évolution de la température est montrée par le graphe de la figure 1.6.

Temperature en

fens

xenm

Figure 1.6 — Evolution de la température (3™ cas : K = 33 x 103).

On remarque que passée ’étape transitoire durant laquelle la conduction a atténué 'effet de la distri-
bution initiale de température, la température ne converge pas vers zéro.

Afin de visualiser l'existence du seuil d’instabilité K, évolution de la norme des températures

100 D)l 20,01y = ( / L(G(x,t))zdx)z

en fonction du temps est présentée ci-aprés. Dans les mémes conditions que précédemment, on résout
numériquement le systeme (1.10) en considérant six cas :

e 1° cas : K= —10°

® %M€ cag t K = —10°

® 3¢ cas : K =0

o 4%Me cag - K =20 x 103
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e 5°M° cag : K = 33 x 10°
® 6°M° cas : K =35 x 10°
Le graphe qui montre I'évolution de [|0(x, t)[[12(0,0.1]) en fonction du temps pour les six valeurs de K

est donné sur la figure 1.7.

T T
K=-10" A
— =11 7
K=0
K=20 x 1|
m— =33 x 100 ]
K=35 % 1P|
[ i
g
= i
&
S 4
I Il
80 a0 100

tens

Figure 1.7 — Evolution de la norme ||8(x, t) ll12(j0,0.1]) en fonction du coefficient K.

On remarque que la norme [[0(x, )| 12(j0,017) décroit en fonction du temps pour les quatre premiers cas
(K <20 x 103). Par contre pour les deux derniers cas considérés, la température 6(x, ) ne tend pas
vers zéro. Ainsi, pour K > 33 x 103 : le systéme ne se stabilise pas & zéro. Ainsi dans le cas étudié, on
peut considérer que le seuil d’instabilité est 20 x 103 < K < 33 x 105.

Le seuil d’instabilité K dépend des parametres thermophysiques du systéme étudié et peut dans certains
cas académiques étre calculé théoriquement (Goncalves da Silva, 2007).

Dans ce qui suit une méthode de stabilisation par un controle zone est proposée (lorsque K > K) Il
s’agit de déterminer le flux u(x,t) & appliquer sur l'intervalle de la barre [a,b] o1 0 < a < b < 0.1
avec u(a,t) = u(b,t) = 0 de maniere qu’a l'instant final, la température soit nulle dans toute la barre :

O(x,tf) =0, Vx € [0,0.1].
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1.2.2 Formulation du probléme inverse

En science, un probleme inverse est formulé lorsqu’il s’agit de déterminer les causes d’'un phénomene a
partir des observations expérimentales de ses effets. Par exemple, en sismologie la localisation de 1’ori-
gine d’un tremblement de terre & partir de mesures faites par plusieurs stations sismiques réparties sur
la surface du globe terrestre est un probleme inverse (Averill, et al., 2007). On retrouve des problemes
inverses dans de nombreux domaines scientifiques, en particulier dans 1’étude de systemes complexes
pour lesquels on n’a acces qu’a un petit nombre de mesures. On peut citer par exemple I'analyse des
tissus organiques en imagerie médicale, 1’étude de I'univers en cosmologie, la conception d’une salle
de concert en acoustique architecturale, ... (Ambarzumian, 1929), (Bertero, Boccacci, 1998). De nom-
breuses approches ont été développées pour la résolution de problemes inverses. Les dernieéres décennies
ayant connu un essor prodigieux des outils informatiques, la mise en oeuvre d’outils numériques a
été largement facilitée. La résolution du probleéme inverse passe en général par une étape initiale de
modélisation du phénomene. Cela conduit & la formulation du probleme direct qui décrit comment les
parametres du modele se traduisent en effets observables. Ensuite, & partir des mesures obtenues sur
le phénomene réel, la démarche va consister & approcher au mieux les parametres qui permettent de
rendre compte de ces mesures. Cette résolution peut se faire par simulation numérique ou de fagon
analytique. La résolution mathématique est rendue difficile par le fait que les problemes inverses sont
en général des problemes mal posés, c’est-a-dire que les seules observations expérimentales ne suffisent
pas & déterminer parfaitement tous les parametres du modele (Morozov, 1994), (Alifanov, 1988), (Ali-
fanov, 1994) et (Alifanov, 1995). De plus une complexité supplémentaire apparait lorsque le probleme
direct comporte des non linéarités.

A savoir qu'un probleme de transfert de chaleur est « bien posé » si la solution des équations décrivant
ces transferts :

e cxiste (condition de solvabilité) ;

e est unique (condition d’unicité);

e dépend de fagon continue de la variation des conditions aux limites (condition de stabilité).

Si I'une des exigences ci-dessus est absente, le probleme thermique devient « mal posé ». Telle situation
est observée dans la résolution des problemes inverses de la conduction de la chaleur (PICC). En effet,
la condition de stabilité (Hadamard, 1932) n’est pas toujours vérifiée car de faibles perturbations sur

les mesures engendrent de grandes variations sur les parametres & identifier.
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Tous les problemes inverses peuvent étre divisés en trois classes :
— les problémes inverses qui se posent dans le diagnostic et 'identification des processus;
— les probléemes inverses qui se posent dans la conception des produits d’ingénierie ;
— les problemes inverses qui se posent dans le controle des processus et des systemes.

Les problemes inverses de la premiere classe sont généralement des recherches expérimentales. Dans
certains cas, il est nécessaire de reconstruire les caractéristiques causales sur la base de caractéristiques
d’effet « de sortie » mesurées. Ces problemes sont primaires, & la fois par rapport aux problemes
directs et par rapport aux autres classes des problemes inverses car ils sont liés & la détermination des
différentes caractéristiques du modele.

Le traitement et 'interprétation des résultats de mesure peuvent étre effectués par des méthodes basées
sur la résolution de problemes de conduction thermique inverse pour la récupération des champs de
température et des flux de chaleur. Le probleme de la reconstruction du champ de température et du
champ de flux thermique dans un corps solide & partir des résultats des mesures de la température
intérieure est souvent réduit & une solution d’'un PICC.

Dans de nombreuses situations pratiques, il est impossible de mesurer directement les flux thermiques
sur les surfaces des structures composites étudiées notamment dans le cas de procédés thermocinétiques
a lintérieur des matériaux. Le seul moyen souvent utilisé pour surmonter ces difficultés est la mesure
indirecte. Ce type de mesures est généralement formulé comme la solution des problemes de transfert
thermique inverse. En résolvant ces problemes inverses, les conditions aux limites et la distribution
de température instable sont reconstruites a l’aide de mesures de température intérieure dans les
structures. De tels problemes sont mal posés au sens mathématique et leur caractéristique principale
se manifeste dans les instabilités de résolution. La méthode générale de régularisation itérative concerne
I’application & I'estimation du flux thermique externe.

Dans notre probleme inverse, cela consiste a identifier le flux u(x, t), V(x,t) €]a, b[x]0, t¢[ qui minimise
le critere J(6) = 1[|6(x, tf)H%z([O,L]) =1 </OL(9(X, tf))zdx> a l'instant final.

En effet, si J(0) est proche de zéro alors I'état 0(x,ts) est proche de zéro.

1 L
Identifier la fonction u(x, t) telle que J(0,u) = > </ (0(x, tf,u))zdx> soit
0

minimale avec la contrainte : 6(x, t) est la solution de (1.10) du probleme direct qui (1.12)

| dépend de u(x,t).
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1.2.3 La méthode de régularisation itérative du gradient conjugué

L’identification de parametres distribués (dépendant contintiment de 'espace et du temps) dans des
systemes décrits par des EDPs non linéaires est, en général, ardue. La méthode du gradient conjugué
(MGC) permettant la minimisation itérative de I’erreur de sortie présente des propriétés régularisantes
dans le cadre des PICC (Allaire, 2005). Il s’agit d’'une méthode de descente nécessitant le calcul du
gradient de la fonctionnelle & minimiser suivant une technique basée sur l’emploi du gradient (Di
Menza, 2009). Pour la mise en oeuvre des méthodes de gradients (Leborgne, 2018), (Rouquette, 2003),
il est nécessaire de discrétiser la fonction a identifier u(x,t) qui est alors exprimée (sans pertes de
généralités) sous forme de fonction continue linéaire par morceaux. On l'exprime dans la base des

fonctions chapeaux :

Ny Ni

ZZMU )si(x)sj(t)  V(x,t) €la,b[x]0, tf| (1.13)

i=1j=1

o Ny et N; sont liés aux discrétisations spatiales et temporelles des fonctions inconnues u(x, ).
{si(x)}i=1,.,N, est la base des fonctions chapeaux pour la discrétisation spatiale et {s;(t)}i=1,..n,
est la base des fonctions chapeaux pour la discrétisation temporelle.

Un exemple est donné sur la figure 1.8, pour un intervalle temporel [0, ] = [0,20] discrétisé toutes
les 4 secondes. A noter que I'on impose que u(x,0) = u(x,tf) = 0, comme condition initiale et finale
de la commande. Sinon, il faudrait identifier ces inconnues en rajoutant les fonctions chapeaux so(t)

et s5(t) de la figure 1.8 a I’ensemble des inconnues s1(t), sa(t), s3(t) et s4(t).

i t(s)
0 4 8 12 16 20

Figure 1.8 — Exemple de la base des fonctions chapeaux dans le domaine temporel.

La méme remarque peut étre considérée pour la variable d’espace car u(a,t) = u(b,t) = 0. Ces deux

hypotheses ne réduisent en rien la généralité de la méthode développée ci-apres.
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Le controle u(x, t) est ainsi parfaitement déterminé par la connaissance de u = [ui]-] 1,..,N,- La mini-

1,...,N;

i=
]:
0.1
misation du critere J(6,u) = 3 (/ (0(x, tf;u))zdx) est réalisée a 'aide de la méthode itérative du
0

gradient conjugué. Elle est utilisée dans le but de minimiser itérativement l’erreur quadratique entre
la température prédite et la température mesurée. Cette méthode consiste a la résolution itérative de
trois problemes bien posés. Elle a été utilisée dans le domaine thermique dans les travaux de (Jarny,
1991).

A chaque nouvelle itération k + 1, la fonction inconnue est modifiée de la maniere suivante a partir des
valeurs obtenues a l'itération précédente k :

uk+l — 11k _ ’)’kdk

(1.14)

ui-‘j“:ufj—'ykdﬁfj Vi=1,...,Ny Vji=1,...,N;

de maniere & ce que J(6,u*1) < J(6,u¥). Le fondement de cette méthode consiste a choisir a chaque
itération k de I’algorithme, une direction de descente d¥ conjuguée & la direction de descente précédente
d*+1 (Minoux, 2007) ainsi qu'une profondeur de descente XK. La direction de descente est déterminée
a partir du gradient de la fonctionnelle | (Gk) et d’un scalaire ,Bk que multiplie la direction de descente
précédente.

Les directions de descente consécutives sont exprimées selon :

2
; i
d* = -V +Bd" ! avec Br=-—— . (1.15)
HV ]k—l
ol ||.|| est la norme Euclidienne. Ces directions dépendent du gradient de la fonctionnelle & minimiser.

Ce dernier est obtenu suite & la résolution d’un probleme adjoint. La profondeur de descente 7¥ est
déterminée en résolvant le probleme de sensibilité (Autrique et al., 2012).
Ainsi, cette méthode nécessite la formulation et la résolution itérative de trois problemes bien posés :
e le premier est le probleme direct (1.10) pour calculer 1’évolution des distributions de température
prédites par le modele mathématique afin de calculer le critere J(6, uk) a l'itération k;

—

e le second est le probleme adjoint pour calculer l'expression du gradient du critere VJ' =

)
[ / et en déduire la prochaine direction de descente d* = [dﬂ i=1,.,N, & 'itération k;

ot ] N j=1,Ni
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e le dernier est le probleme de sensibilité pour calculer la profondeur de descente ¥ et enfin mettre

jour ukt!l = {uk+l}

ij

2z

i=1,..,
i=1,...

1.2.4 Exemple de mise en oeuvre

1. Le probleme direct
Le probleme direct est celui du systeme (1.10) avec ¢ = 20 secondes. Nous cherchons & stabiliser

le systeme dont l'instabilité est assurée par K = 10°.

90(x, t %0(x, t
10° (8t ) —33a<xz) =10°0(x, t) + u(x, t)}xe[a/b] V(x,t) € ]0,0.1] x [0,20]
6(0,t) = 6(0.1,t) =0 vt € [0,20] (1.16)
6(x,0) = 6p(x) Vx € 10,0.1]

En résolvant numériquement le systeme (1.16), le champ de température 6(x, f) est déterminé a
chaque instant ¢ et en chaque point x; le critére peut alors en étre déduit a partir de I’équation

suivante :

J(0,u) = ;/00.1 (6(x, tf,'u))zdx (1.17)

2. Le probleme de sensibilité
Le probleme de sensibilité a pour objet le calcul de la fonction de sensibilité qui est définie comme

la variation de température 66(x, t) induite par une variation du flux :

Ny N;

Su(x,t) =YY (Suij)si(x)s;(t).

i=1j=1

La formulation du probleme de sensibilité consiste a établir un nouveau systeme d’EDPs qui est
satisfait par les fonctions dites de sensibilité. Soit le flux de chauffe (ou de refroidissement) u(x, t)
varié de la maniere suivante u™(x,t) = u(x,t) + edu(x,t) ou € est un réel positif. La température

obtenue lors de cette variation est notée 6% (x,t) = 0(x,t,u™) et satisfait :

106 0" (x,t) 33829+(x, t)

=10°0" (x,t) + u™ (x,t)] Y(x,t) € [0,0.1] x [0,20]

ot ox2 x€[a,b]
07(0,t) =6%(0.1,t) =0 vt € [0,20]
07 (x,0) = 6p(x) Vx € [0,0.1]
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0t (x,t) —0(x, t
L’expression de la fonction de sensibilité est donnée par : §0(x, ) = lim (x.t) (x.t)

ce qui
e—0 £

permet d’écrire : 07 (x,t) = 0(x, t) + €66(x, t) (avec € tend vers 0).

En le comparant avec le systeme (1.16) non varié, il vient :

+ _ 2(0+ _
1068(98tg) — 33a<eang> =10°(0" —0) + (u" — u)\xe[a y  V(xt) €[0,01] x [0,20]
67 (0,t) —0(0,t) = 07(0.1,¢t) — 6(0.1,¢) =0 vt € [0,20]
6" (x,0) —0(x,0) =0 Vx € [0,0.1]

Ce qui conduit & :

2
106£859(x,t) _a3 0°06(x, t)

105
5 e—— g =10 eé@—kséu(x,t)‘xe[a,b} V(x,t) € [0,0.1] x [0,20]
£56(0, 1) = £86(0.1,£) = 0 Vi € [0,20]
€df(x,0) =0 Vx € 10,0.1]

A TDitération k, en divisant par € on trouve que la fonction de sensibilité 66%(x, t) est solution du

systeme d’EDPs qui s’écrit de la fagon suivante :

256* 0260*
6 _ 5 sk
10°—— = 33— = 10°36 +‘5“\xe[a,b] V(x,t) € [0,0.1] x [0,20]
660%(0,) = 665(0.1,) = 0 vVt € [0,20] (1.18)
66%(x,0) = 0 Vx € [0,0.1]

Le probleme de sensibilité résolu a chaque itération en calculant la fonction de sensibilité 50(x, t)
qui désigne la variation de 1’état résultante d’une variation du flux du(x, t) est égale a la direction

de descente & l'itération k : (5”?]‘)1':1 ’’’’’ N, = (df‘(j)izl,...,l\lx'
j=1,...Ni j=1,... Ny
La solution 66(x, t) du probleme de sensibilité (1.18) permet de calculer la profondeur de descente

pour chaque itération.
La profondeur de descente ,),k a l'itération k, est un nombre réel correspondant au pas optimal

dans la direction de descente d¥ = (d;})i_l N, 11 permet & partir de u® de trouver la nouvelle

.....

]:1 ..... Nt

S

valeur uf*1 sachant que u

k1) dans la direction de d.

Ainsi, cette grandeur minimise le critere J(u

7* = arg minJ (u*1) = arg minJ(u* — d") (1.19)
YEZX YEZX
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1 (01 2
avec J(uf —d*) = 5/ (G(x,tf;uk — 'ydk)> dx.
0
De plus, 0(x, ty; uf — ydF) ~ 0(x, ty; ub) — 750, (x, tr; ub) ott 60, (x, ts; uf) est la variation de la
température induite par la variation du flux dans la direction de descente dF.

En substituant 'équation précédente dans I'expression de J(u* — yd¥), il vient :

k ko L k k)2
J(u* —yd") = E/O (G(x,tf;u ) — Y004k (x, t;u )) dx
101 ) 0.1 . )
~ E/0 0°(x, t;u")dx — 7/0 O(x, tr;u")o04e(x, tp;ut)dx
2 401 2
+ %/0 (59dk(x, ts; uk)> dx

Comme signalé précédemment, la valeur de la profondeur de descente 7 est obtenue en minimi-

sant le critere J(uf*1)

8](uk+1)

0.1 . ) 0.1 2
o =0 —/0 0(x, tr;ua )004i (x, tr;u )dx+'y/0 ((59dk(x, tr;u ) dx = 0.

Ainsi, & chaque nouvelle itération k, la profondeur de descente est estimée comme suit :

0.1
/ 0(x, tr;u") 004 (x, tr; uF)dx
0

/00.1 ((59dk(x, te; u"))2 dx

v = (1.20)

Afin de calculer les directions de descente & partir du gradient de la fonctionnelle [, il est nécessaire
de résoudre le probleme adjoint.

Remarque

Si le dénominateur de la profondeur de descente est nul cela signifie que la fonction de sensibilité
est nulle. Dans ce cas, cela voudrait dire que lorsque le contréle (ici un flux) varie alors la

température ne varie pas. Pour le systéme étudié cela est impossible (absurde).

. Le probléme adjoint

Le probléme adjoint a pour objet de calculer le gradient de la fonctionnelle & minimiser
0
V() = []] |

Pour ce faire, on utilise le Lagrangien associé au probleme de minimisation de la fonction cofit
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formulé a chaque nouvelle itération k de I’algorithme en introduisant les fonctions ¢(x, t) nommées

multiplicateurs de Lagrange qui servent & déterminer le gradient :

kk k 20 (01 6@_@_5k Lk k
£ (u, 6", J(6%) + 10 3B 10°0"(x, t) “|xe[ab] P (x, t)dxdt

(1.21)

L’expression de la variation du Lagrangien est donnée par :

0.7 0.7
k gk k
0L (u",0 ,1./]) o 5 + 89"59 +a kélp

De plus si 6(x, t) est solution du probleme direct (1.16) alors :
2k, 05, ¢F) = J(6") = s.2(u", 68, y*) = 67(6Y)

Si de plus le multiplicateur de Lagrange (x,t) est fixé de maniere & annuler — 50" , on aura :

a6k

0L 0.L
Gt =0 et eyt =0

.7
Par suite 6.7 (uf, 0%, y¥) = Wéuk = 5] (6%) et ainsi il est possible d’en déduire expression du

gradient.

La variation du Lagrangien s’exprime a partir de (1.21) :

0.1
5.2 (uk, 6k, ) :/O 6 (x, ££)50" (x, t7)dx

t 0.1 k 250k
—i—/f/ [ 06&ﬁ—33a il —10°66% (x, t) — ou”|

=3 Wrdxdt

x€E[a,b]

Soient les intégrales Iy et I» issues de l'expression de la variation du Lagrangien définies par :

I = /tf/m [859 )]qu(x,t)dxdt

et

L = /tf /01 [ 8259k (x, t)] K (x, t)dxdt
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En intégrant par partie selon le temps pour [, il vient :

. k
L= /tf /01 {1068‘59(3“’15)} Wk (x, t)dxdt
—/ 10° [0 (x, 1) (x, 1) dx—/tf/ 1066 (x l”; D dxat
:/O 10°66" (x, tf )y (x,tf)dx—/oo 10°66% (x, 0) ¥ (x, 0)dx

tr 0.1 k
—/f/ 10656k(x,t)dedt
o Jo ot

Or, d’apres le probleme de sensibilité, la variation de la température & t = 0 est nulle, d’ou :
0.1
/ 10966 (x, 0)y* (x, 0)dx = 0
0

Donc :

01 650k 650 (x 1/’ (x,1)
= [ 0% (x )y oty dx—/ / 10656 (x, £) 22 gy
0 ot

En réalisant deux intégrations par parties selon ’espace pour I, il vient :

L= / 7 / v [ a259k (x, t)] Wk (x, 1) dxdt
o 859k(x,t) . o1 ty oy, ™!
_/O 33 |:—ax1,lJ (x,t)L dt+/0 33 [(59 (x, h D gy

ox 0
ty 0.1 P aZ¢k(xl t)
- /(\) 0 3360 (.x, t) dedt

Or, d’apres les conditions aux bords du probleme de sensibilité (1.18) :

0.1

; k
/f33 [(sek(x,t)a"’("’”] dt =0
0 ox 0
Dot :
tr 0.1 L O2yX (x,t) 066K (x,t) 01
12 = —A 0 3360 (x, t)dedt / 33 |:axl)b (x, t) 0 dt
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A partir des équations précédentes, il vient :

5.2 (uk, 0%, gy = / " <9k(x £r) + 1099 (x, tf)) 56F (x, £ )dx

tr 0.1 Juk 2k
/ / [ 1052%- ‘/’ 33 azlp 105lpk(x,t)] 56F (x, t)dxdt

‘ a(sek(o.u) oo 00650, 1)
—/0 33 <¢ 01,H 2 4y (O,t)ax> dt

tr 01
- / ouf(x, t)y* (x, t)dxdt
o Jo

0.
Le probleme adjoint est formulé de maniere & ce que — 50" = 0, ca revient a ce que :

00k
01 Iy~ ’y* k K 0.
/0 [ 1000 — 335 —10% (x,t)} 568 (x,t) = 0;
Pk (0,t) = 9*(0.1,t) = 0;
et 0F(x, tf) + 109 (x, t7) =0

D’ou le systeme d’EDPs suivant dont ¢ est solution :

—106811’,2;;’” a%paiz) = 10°y*(x, t) V(x,t) € [0,0.1] x [0,20]
9*(0,1) = ¢*(0.1,£) = 0 Yt € [0,20] (1.22)

P*(x, tr) = —107%0%(x,t)  Vx €[0,0.1]

Il est important de noter que ce probleme adjoint est un probleme mathématique qui ne décrit
pas un probléme thermique et que sa résolution se fait d’une maniére rétrograde par rapport au

temps. Une fois le probleme adjoint résolu, on obtient I’expression de la variation du Lagrangien :

0.1
0.2 (uk, 6, / ouf(x, t)| ]l/J (x, t)dxdt

:_/Otf/a Su (x, ) ¥ (x, t)dxdt

a Nx Nt
Comme 6.7 (uk, 6%, y*) = agéu = 6J(6%) = Z Z Z]-, on en déduit I'expression du gra-
i=1j= 1
dient :
ty
t t)dxdt 1.2
= [ [ nss (123
Ny N;
sachant que du(x,t) =) Z duij)si(x)s;(t).
i=1j=1
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4. Le test d’arrét

Considérant les trois problemes énoncés précédemment (direct, adjoint et sensibilité), un algo-
rithme de minimisation basé sur la MGC peut étre implémenté numériquement. Afin d’obtenir
le meilleur estimateur du parameétre & identifier possible en dépit des bruits de mesure ou de
modele, plusieurs études proposent différents tests d’arrét selon le niveau du bruit (Alifanov,
1988). Lorsque les erreurs de modele, les erreurs de mesure et les erreurs numériques (lors de
la résolution des trois problemes bien posés) sont négligeables, le critere d’arrét Js,p peut étre

choisi proche de 0 et lorsque | < Jstop, 'algorithme est arrété.

Dans ce qui suit, en I'absence de bruit significatif, le test d’arrét Jsop est arbitrairement fixé a

10-3.

Remarque

Un rafraichissement des directions de descente a été pris en compte lors de la simulation numérique.

Pour ce faire, on considere que df = —gﬁ au lieu de d* = —W + ﬁkdk_l avec B = |

Y
44f:::::::::;f“‘7.
IV

En pratique, on peut fixer toutes les dix itérations By = 0, puis pendant 9 itérations les directions de

descente sont & nouveau calculer normalement et sont conjuguées entre elles.

Dans ce qui suit, ’algorithme complet est présenté.

1.2.5 Algorithme de résolution

Les étapes principales de la MGC sont présentées dans ce qui suit :

1.

42

Initialisation

I
©

Initialisation du parametre inconnu a la premiere itération k = 0 : [”9]}1’
]

1,..,
1

2z

1oy

Résolution du probleme direct selon (1.16)

Simulation des températures 8¢ du probleme direct.

Calcul du critere J(6%) selon (1.17)

— Si le critere | (9") est inférieur au seuil d’arrét (par exemple Js0p = 1073) alors ’algorithme

k+1 comme Pestimation du contréle inconnu.

de minimisation est stoppé et on considere u
— Sinon on continue a I’étape 4.

Résolution du probleme adjoint selon I’équation (1.22)

— Calcul du multiplicateur de Lagrange ¢(x, t).
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0
— Calcul du gradient ﬁ = 7]k
‘5”1‘]' z":l,...,Nx
]:1,...,Nt
— Calcul de la direction de descente selon la formule suivante : df = —V7 + Brd T avec

172

k = ———=— (sauf pour By = 0 et si on tient compte du rafraichissement des directions
V712

de descente).

5. Résolution du probleme de sensibilité selon I’équation (1.18)

— Résolution du probleme de sensibilité dans la direction de descente d* pour calculer la

fonction de sensibilité 56%(x, t).
— Calcul de la profondeur de descente 4% selon I’équation (1.20).

6. Mise a jour du controle selon I'équation (1.14)

wit' = ufy —yd* Vi=1,..,Nx Vj=1...N

7. Incrémentation de l'itération

k=k+1 et retour a I'étape 2.

1.3 Résultats numériques

1.3.1 Premiére étude

Il s’agit dans cette premiere étude numérique de déterminer un controéle u(x,t) sur 'intervalle [a,b] =
[0.03,0.06], pour atteindre un critere inférieur & 1073 en 20 secondes. La fonction u(x,t) est discrétisée
tous les 1072m entre 4 = 0.03 m et b = 0.06 m et toutes les 0.1 secondes entre 0 et 20 secondes.
Cela représente 29 inconnues en espace car u(a,t) = u(b,t) = 0 et 199 inconnues en temps car
u(x,0) = u(x,tf) =0.

L’algorithme du gradient conjugué est mis en oeuvre et fournit & l'itération 11 les résultats suivants
en 141 secondes :

e Sur la figure 1.9, la convergence du critere est observée. L’algorithme s’arréte lorsque J(0) < Jstop,
ici Jstop est égale a 1073. On peut noter que l'identification du contréle est réalisée en seulement 11
itérations alors qu’il y a 228 coefficients inconnus & identifier.

e Sur la figure 1.10, I’évolution des températures ainsi que la loi de controle est montrée pour différents
temps. La stabilisation & zéro en temps fini est effective et on peut noter que le controle agit sur tout

I’horizon temporel.
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Critére Jen K

0 2 4 ] 8 10 12
itération

Figure 1.9 — Evolution du critere - premiere étude.

Temperature w10 Contrdle
2 : : : : : ; .
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0 0.0z 0.04 0.06 0.08 01 0 0.02 0.04 0.06 0.0s 0.1
xenm xentm

Figure 1.10 — Température et controle a différents instants - premiere étude.

e Sur la figure 1.11, on compare la distribution des températures & I'instant final selon que 1’on utilise

le controle identifié ou sans contrdle. On calcule le cotit du contréle agissant pour assurer la stabilité

a zéro de la température.

Sachant que I'unité de u est le W.m™1.K™1, le cotit du controle peut étre estimé comme suit :
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20 £0.06 5
c= / / (u(x,t)) dxdt ~ 1.928 x 10'.
0 Joos

Rappelons que la température initiale est donnée sur la figure 1.2.

45 T T T T T T T T T
: : : ; : § : avec controle
1|l S ............ ............ ........ ........ ...... cans contréle H
|l ............ ............ ........... ............ ............ .......... ............ ............ .......... _
v b ot e s e e g v v o
M : : : é z
8 EL P L s B ............ _ ............ s e .......... o ........... _
& ? é : : é : : : z
B e o .......... TR ............ o ot o ............ £ o o0 ........... Al
& : ; 1 ; ; : : . i
o
g 1 NN 1, ¢ SR - RS . SORUNON . SN SORIOUIOI: . VOO - SUOOOR . SO, <15 S o
H
G VRO [OOSR | OR[NNSR SOPOR | S il
) OO L R URTS  ORURPI. RO TUSNRS: (EUSCURI | INERRRURT. SONUERRIG SRRSO SIRE. T 4
O —— e e ———————
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I i i ! i I
0 0.01 00z 003 004 005 006 0.07 0.08 0.09 01

X enm

Figure 1.11 — Température a ’issue des 20 s - premiere étude.

1.3.2 Seconde étude - effet de la sur-paramétrisation

Pour cette deuxieme étude, nous nous placons dans le cadre de la premiere étude : il s’agit d’identifier
un controle u(x,t) sur Uintervalle [a,b] = [0.03,0.06], pour atteindre un critere inférieur a 1073 en
20 secondes. Par contre, un nombre 10 fois plus important de parametres est considéré en espace : la
fonction u(x,t) est discrétisée tous les 107% m entre a = 0.03 m et b = 0.06 m et toutes les 0.1 secondes
entre 0 et t; = 20 secondes. Cela représente 299 inconnues en espace et 199 inconnues en temps.
L’algorithme du gradient conjugué est mis en oeuvre et fournit a I'itération 11 les résultats suivants en
1288 secondes comme est montré sur la figure 1.12. Il apparait sur la figure 1.13 que 'allure générale du
controle est beaucoup plus perturbée. Toutefois ces perturbations n’ont que peu d’effet sur le systeme
thermique qui agit comme un filtre passe-bas. Ce comportement de 'algorithme est caractéristique de
I’algorithme du gradient conjugué qui privilégie les directions de descente les plus pertinentes.

0.06

20
Le cotit du controle peut étre estimé comme suit : ¢ = / / u(x, t))zdxdt ~ 1.663 x 102,
0 0

.03 (
Celui-ci est similaire & celui de la premiere étude ce qui illustre bien que les perturbations observées

sur le controle n’ont pas de réelle signification (ou nécessité).
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Température en K

25

Critére Jen K

10 I i I I i
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Figure 1.12 — Evolution du critere - seconde étude.
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Figure 1.13 — Température et controle & différents instants - seconde étude.

Bilan : La sur-paramétrisation augmente inutilement le nombre de parametres inconnus. Cela accroit

le temps de calcul et conduit & des contrdles « perturbés » dont seule la tendance principale est

significative. Cela n’influence pas le colit du controle et permet dans les cas étudiés d’obtenir des

controles satisfaisant le critere requis.
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Figure 1.14 — Température a l’issue des 20 s - seconde étude.

1.3.3 Troisieme étude - effet du temps final

Pour cette troisieme étude, nous nous plagons aussi dans le cadre de la premiere étude : il s’agit
d’identifier un controle u(x, t) sur l'intervalle [a, b] = [0.03,0.06], pour atteindre un critere inférieur a
1073 en un temps beaucoup plus réduit : on choisit ¢ r = 5 secondes.

La fonction u(x,t) est discrétisée tous les 1073 m entre a = 0.03 m et b = 0.06 m et toutes les 0.1
secondes entre 0 et f = 5 secondes. Cela représente 29 inconnues en espace et 49 inconnues en temps.
L’algorithme du gradient conjugué est mis en oeuvre et fournit & l'itération 101 les résultats présentés
sur les figures 1.15 et 1.16 apres 649 secondes. On peut noter qu’il faut beaucoup plus d’itérations car
ce cas est plus contraignant. Le temps de calcul augmente mais dans une moindre mesure car il y a 4
fois moins d’inconnus en temps.

Les controles nécessaires pour stabiliser le systeme en 5 secondes, présentés sur la figure 1.16 ont une
plus grande amplitude que ceux nécessaires pour stabiliser le systeme en 20 secondes comme il a été
montré sur la figure 1.10. Cela entraine aussi des évolutions de températures au profil spatial plus
irréguliers, ce qui illustrent bien évidemment que 1’objectif est plus difficile & atteindre.

Toutefois sur la figure 1.17, on peut noter la qualité du résultat obtenu en observant la température
stabilisée au bout de 5 secondes lorsque le contrdle est appliqué.

0.06

5
Le cotit du controle peut étre estimé comme suit : ¢ = / / u(x, t))zdxdt ~ 1.632 x 103
0 Jo

.03 (
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Température en K

Critére Jen K

itération

Figure 1.15 — Evolution du critere - troisieme étude.
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Figure 1.16 — Température et controle a différents instants - troisieme étude.

Celui-ci est plus important que celui de la premiere étude : il faut davantage d’énergie pour amener

I’état thermique & zéro en 5 secondes plutét qu’en 20 secondes.
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Temperature en K
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X enm

Figure 1.17 — Température a 'issue des 5 s - troisieme étude.
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BILAN DU CHAPITRE

Bilan du chapitre

Dans ce premier chapitre aprés avoir présenté plusieurs classes de systéemes physiques décrits par des
EDPs, I’équation de la chaleur (EDP parabolique) a été étudiée. La thématique spécifique de la stabi-
lisation & zéro en temps fini d’un systéme thermique a été présentée. Afin de disposer d’une méthode
généraliste, une approche numérique a été proposée. Pour ce faire, la détermination du controle est
traitée comme un probleme d’identification paramétrique formulé comme un probleme d’optimisa-
tion (minimisation de lerreur de sortie au temps final). La méthode développée est celle du gradient
conjugué dont les propriétés régularisantes sont bien connues. Elle est aussi adaptée aux problemes
d’optimisation comprenant de nombreux parametres. Différents cas numériques ont été traités afin de
déterminer un controle zone. Les effets de la sur-paramétrisation ainsi que de la réduction de I’horizon
temporel (entrainant une exigence plus grande) ont été illustrés sur deux exemples numériques.

Ce premier chapitre a permis de développer une méthode valide et efficace pour déterminer une stratégie

de controle zone pour stabiliser & zéro et en temps fini un systéme d’EDPs parabolique instable.
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Chapitre 2

Rejet de perturbations

2.1 La problématique

2.1.1 La situation étudiée

Dans ce chapitre, un systeme d’EDPs de type parabolique (équation de la chaleur) est étudié. Contrai-
rement au chapitre précédent, un systéeme naturellement stable est considéré avec une perturbation
éloignant le systeme de son état d’équilibre. De plus, afin de présenter comment la méthode peut étre
étendue & une situation non-linéaire, 'un des parametres thermo-physiques dépend de I'état (ici la
température). Dans ce chapitre, un actionneur ponctuel sera mis en oeuvre afin de rejeter l'effet de
la perturbation, alors que dans le chapitre 1 un actionneur zone était mis en oeuvre (Albertos, et al.,
2014).

Le rejet de perturbation est un objectif usuel en théorie du contréle introduit dans les articles (Gao,
2006), (Alberto, 2014), (Alberto, 2017) et diverses approches ont été développées, on en cite ici quelques-

unes :
1. Réseaux de neurones (Mukhopadhyay, Narendra, 1993)
2. Modes glissants (Taimoor, 2019)
3. Platitude (Sira-Ramirez, et al., 2017)

et appliquées aux systemes thermiques dans (Zheng, 2011).

Considérons le probleme direct suivant ou la conductivité thermique A dépend de la température du
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systeme :

= () + (0], V() E€0,L] X [0,t]

ot ox Jx
0(0,£) = 6(L,t) =0 vt € [0,t/] (2.1)
6(x,0) = 6p(x) Vx € [0, L]

avec x € [0,L] la variable d’espace, t € [0,t¢] la variable de temps, pC la chaleur volumique
en J.m3.K1 0(x,t) la température au point x & linstant #, A(6) la conductivité thermique en
W.m~ LK™, 8y(x) la température initiale, u,(t) le flux appliqué uniquement en x = a avec a €0, L[
et f(x,t) ’xe[b,c] une perturbation agissant uniquement sur [b,c| C ]0, L].

u,(f) est le controle ponctuel localisé en a, ayant pour objet de rejeter l'effet de la perturbation
f (x,t)‘x elbe)’ La conductivité thermique dans ce systeme dépend de la température ce qui indique
qu’on est dans une configuration réaliste.

Des études relatives a I'identification paramétrique dans le cadre de systemes thermiques non-linéaires

sont exposées dans (Herrero, et al., 2007), (Vergnaud, et al., 2014) ou encore (Maachou, et al., 2014).

2.1.2  Application numérique

La situation décrite au paragraphe précédent est illustrée ci-dessous avec les parametres suivants :

—(x —0.02)? ©ex —(x —0.05)?
5% 105 T '

Le domaine d’étude est x € [0,L] avec L = 0.1 m; la chaleur volumique est pC = 10° J.m3.K~1; la

1
La température initiale est 6(x,0) = 6y(x) = 25 <2exp

0
conductivité thermique thermodépendante est A(6) = 33 + exp <40> La perturbation est appliquée

au bout de 60 secondes (de maniere a la dissocier de l'effet de la température initiale).

Dans I'exemple numérique proposé, la perturbation est définie comme suit :

Ki0(x,t) + K; si x € [0.04,0.08] et t € [60,120]
f(x,t) = (2.2)

0 sinon

L’évolution de la température sans controle (ua(t) = O) est représentée sur la figure 2.1 lorsque
K; = Ky = 10°.

Afin de mieux visualiser I'effet de la perturbation & partir de 60 secondes, I’évolution de la température
au cours du temps est montrée sur la figure 2.2 pour différents points du domaine.

Dans ce chapitre la méthode de régularisation itérative du gradient conjugué est développée afin de
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déterminer un controéle ponctuel qui a pour objet de rejeter la perturbation pour un systeme d’EDPs

parabolique non-linéaire.

A W

K
=)
S

!

5 g

Ternpeérature en
-
[am]

0.1

iens

xenm

Figure 2.1 — Evolution de la température avec K; = K, = 10°.

Temperature en ¥

Figure 2.2 — Evolution de la température en certains points du domaine avec K; = K, = 10°.
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2.2 Rejet de la perturbation par une approche numérique

2.2.1 Formulation du probleme inverse

Il s’agit de résoudre le probleme inverse suivant :

Trouver le controle uj(t) tel que : u}(t) = Arg minJ(6,u,) avec :

1 1/ (L
J(6,u,) = EHe(x, tf)Hiz([O,L]) = 2(/0 (0(x, tf;ua))zdx> (2.3)

La température 6(x, t) étant solution du systeme (2.1).

En pratique le controle ponctuel est discrétisé de la maniere suivante (voir figure 2.3) tel que :
M
ua(x, 1) = Y ugi(x)s;(t) (2.4)
j=1

avec M le nombre de discrétisations temporelles, u,;(x) les discrétisations spatiales et s;(t) les

discrétisations temporelles.

] L l '] ]
T T T T

L
T
0 (- jr (D)7 t,

Figure 2.3 — Discrétisation de 'actionneur localisé.

avec
x—(a—s)uuj six € [a—¢a]
€
Ugj(x) = W?xuaj six € [a,a+¢
0 sinon
et
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(M+1)t—(j— 1)ty . i1 :
; sit€ |4ty vts]
(=) G+t —(M+1)t , . 1
SJ(t) tf sit e {ﬁtf,ﬁtf}
0 sinon

Le parametre € > 0 est choisi aussi petit que 'on veut de maniére a simuler un contréle ponctuel et la
by
M+1
A partir de la discrétisation (2.4), il est aisé de voir que la fonction u,(t) est approchée sans pertes de

discrétisation de (2.4) est illustrée sur la figure 2.3 avec le pas de temps T = (T est en seconde).
généralités par u,(x, ) des lors que les pas de discrétisation sont suffisamment petits :

- Si € est trop grand alors le controle ne peut plus étre considéré comme quasi ponctuel.

- Si T est trop grand alors la discrétisation u,(#) exprimée sous forme de fonction continue linéaire par
morceaux (selon le temps) ne permettra pas de décrire de fréquents changements de dynamique.

Dans ce qui suit, on suppose que le controle quasi ponctuel est défini par la connaissance du vecteur

ua = (i) g e

2.2.2 Mise en oeuvre de la méthode du gradient conjugué

Les développements montrés ci-dessous sont extraits de (Azar et al., 2020).
Le probleme de sensibilité permet de déterminer les variations de 1’état (la température) résultantes
d’une variation du parametre inconnu (le controle u,(f)).

La variation du flux est issue de (2.4) :

M
Sua(x,t) =) Sugj(x)s;(t) (2.5)
j=1
avec
x_<Z_€)5ua]~ six € [a—ega]
Oqj(x) = (a—’—i)_xéuaj six € [a,a+ e
0 sinon

Le probleme de sensibilité est obtenu en comparant le systeme (2.1) au systéme suivant qui décrit
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I’évolution de la température soumise au flux varié ul (x,t) = ua(x,t) + du,(x, t) par :

VAN RSN V.o .
pCW ~ 3 A6 )W =u; (x,t)+f (x’t)‘xe[b,c] V(x,t) €[0,L] x [0,tf]
07(0,t) =61 (L,t) =0 vt € [0, ty]
07 (x,0) = 6p(x) Vx € [0, L]

L’expression de la fonction de sensibilité est donnée comme dans le chapitre 1 par :

0% (x,t) —0(x,t)

06(x,t) = lim ce qui permet d’écrire : 01 (x,t) = 0(x,t) +€d0(x, t) (avec € — 0).

e—0 &
I1 vient :
26+ —0) 9 < 20+ 20 N
T 2 (Aot )—/\(9)) — edua + Ky (07— 0)| yepe V(x,t) €[0,L] x [0,t]
ot o o P 2 ‘te[i(g,lzlo] !
67 (0,t) —6(0,t) =07 (L, t) —0(L,t) = vt € [0, ]
0" (x,0) — 6(x,0) = Vx € [0,L]

Comme A est en fonction de la température, alors quand € — 0,

A(OF) = A(0 +60) ~ A(6) + ed0A' ().

Ainsi :
a6t —6) 9 ( 20+ 20+ 0
pC——? — — [ A(0) 5— + 50N (8) =— — /\(9)) =ebu, + K1 (07 = 0)| ,ep,
ot ox ox ox d ‘t il
67(0,t) —0(0,t) =07 (L,t) —0(L,t) =0 Vt € [0, ty]
67 (x,0) —0(x,0) =0 Vx € [0,L]
Alors :
a6t —6) 9 90+ 90 N A N
67 (0,t) —0(0,t) = 0+(L,t) —0(L,t) =0 vt € [0, t/]
67 (x,0) —0(x,0) =0 Vx € [0,L]
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Et donc :
2(50) 9 909 0t
spCT —es </\(9)ax + J0A (Q)W = edu,(x, t) + £K159‘tg[§([)hicz]()] V(x,t) € [0,L] x [0, t]
36(0,t) =86(L,t) =0 vt € [0, tf]
56(x,0) = 0 Vx € [0, L]
d 940 ;007 . - . .
Or : e A0)60 ) = A(G)g + 06A (0)§ , d’ott en divisant par €, on obtient le probleme de

sensibilité suivant qui permet de calculer la fonction de sensibilité 6(x, t), dans la direction de descente

(df)jzl,...,M ou (5u”j)j:1,...,M = (dj)jzl,...,M'

A(30) 9% (A(8)00)

pC 3 — 32 = (Sua(x,t) + K1(59’ x€[b,c] V(x,t) S [O, L] X [0, tf]
t x te[60,120]
50(0,£) = 86(L, £) = 0 vt e [0, ] (2:6)
56(x,0) =0 vx € [0,L]

La méthode itérative présentée au chapitre 1 consiste a la résolution itérative de trois problémes bien
posés (Jarny-91).
Ainsi & chaque nouvelle itération k + 1, le controle & déterminer est modifié & partir des valeurs obtenues

a litération précédente k tel que :

S o)
u’é}’l =uy;—df Vi=1,...,.M

de maniere a ce que J(§,uft1) < J(9,u¥).

A chaque itération k de l'algorithme de descente, la profondeur de descente est exprimée comme suit :
L k
/G(x,tf;u];)éGdk(x,tf;ua)dx
0

/ (59dk(x, tr; u];)) dx
0

9]
g .
ci se formule selon la méme méthodologie que celle présentée au chapitre 1.

Le gradient de la fonctionnelle < > s’obtient apres la résolution du probleme adjoint. Celui-
=1,...M
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On introduit ¢ (x, t) les multiplicateurs de Lagrange et le lagrangien .& :

) ty aek 9% (A(0%)86% (x, 1))
2w, 0, k) = J(65) + / / [ . _uf - f(x,t)\tg[goblcz]()] phdxdt (2.9)

La variation du Lagrangien lorsque ¥ est fixé s’exprime a partir de (2.9) :

5. (s, 6%, ) :/OLGk(x,tf)cSOk(x,tf)dx

ty aa‘ek 9% (A(6%)60" (x, 1)) . L L
+/ / [ —Sut — Ky66F| oy vFdadt
ox? ! ‘ tex [Etg,lcz]o]

L’expression de la variation du Lagrangien est donnée par :

0.7 0.7
Suf + == 50k (5
ouk a T ok + ok vt

8. (uf, 05, ¢*) =
De plus si 6(x, f) est solution du probleme direct (2.1) alors :
L (g, 05, ") = J(0°) = 0.2 (w;, 0%, y*) = ] (6")

0.¢
Si de plus le multiplicateur de Lagrange (x,t) est fixé de maniere & annuler —56%, on aura :

o0k
3§59k =0 et gﬁ(sl[) =0.
Par suite : 6.% (uk, 0%, ¢) = g‘f; ouk = 57(6%).
Considérons les intégrales I et L}z issues de 'expression de la variation du Lagrangien définies par :
I — /ff/ [ 859" (x,t) ]lpk(x,t)dxdt /ff /L 9% (A 9’;55" X, t))zpk(x,t)dxdt

En intégrant par partie selon le temps pour Iy, il vient :
L L L gt k
L = / pCOO* (x, tr) X (x, tr)dx —/ pC86" (x,0)p* (x,0)dx — / /pr59k(x,t)a¢a(f’t)dxdt
0 0 0 Jo

L
Or, d’apres le probleme de sensibilité (2.6), 60(x,0) = 0 on aura donc : / pC86 (x,0)¢" (x,0)dx = 0
0
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D’ou :
L k
11:/ pCO0 (x, )y (v, dx—/ /pC(59k a¢a<x t) gt
0

En réalisant deux intégrations par parties selon ’espace pour I, il vient :

L
12:_/ [a[)\(ek)gek(x I (1) dt+/ [ A (656 (x )Blpl;(;c,t) dt
0
/tf/ Hk 597( a lpa( )d dt

Considérant les conditions aux bords du probleme de sensibilité (2.6), on aura :

/tf A(ek)(sek(L,t)‘wkgL’t)dt — /tf 695650, 22O gy _ g

0 X 0 Jx

il vient :

L= —/Otf [a[A(Gk)gfk(x’t” “(x, t] dt—/tf/ A(6%)86% (x azlpa(z Y gt

B / a[)‘(gk)aégk([‘ t)]w (L t)d /O a[A(Gk);jk(O,t)] 1/;k(0,t)dt
/ v / A(6%)56" (x azll];(f D g

En substituant [; et I, par leurs expressions dans ’expression de la variation de Lagrangien, il vient :

0.2 (u,k, 05, ¢k) = /OL [G(x, tr) + pCy*(x, tf)} 00% (x, t7)dx

k k
+/ /tf[ alP X, t) A(gk)M—Kllpk(x,t)] xelby] 56K (x, t)dxdt

2
dx te[60,120]

_/Off ¢k(L’t)a[A(9k)85§k(L,t)] dt+/0tf zpk(O,t)a[A(ek);fk(ort)] B

- /Otf /OL oub(x, )y (x, t)dxdt

0.7
Le probléme adjoint est alors formulé de maniére & ce que Wé()k = 0 et conduit au systeme d’EDPs
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suivant dont {(x, t) est solution :

( k 2.1k
_pcalp ;Zc,t) _ /\(ek)alPa(;@t) = Kk (x, 1) xelbd] V(x,t) € [0,L] x [0, 1]
. t€[60,120]
$*(0,t) = y*(L,t) =0 vt € [0, t] (2.10)
| Pr(x ) = chlek(x, tr) Vx €[0,L]

Les composantes du gradient sont alors :

) t a+e
(E)u]k> — (/Of/ 1/Jk(x,t)sj(t)dxdt)‘ (2.11)
4/ j=1,.,M o =M

-----

Les développements précédents ont permis de montrer comment la MGC pouvait étre développée dans
une situation non-linéaire.

Dans ce cas non-linéaire, 'algorithme suivant est mis en oeuvre :

1. Initialisation

Initialisation du parametre inconnu & la premiere itération k = 0 : [uo

-----

2. Résolution du probleme direct selon (2.1)

Simulation des températures 8¢ du probleme direct.

3. Calcul du critere J(6) selon (2.3)

— Si le critere J(8%) est inférieur au seuil d’arrét (par exemple Jstop = 1073) alors I’algorithme

de minimisation est stoppé et on considere ulg“ comme l'estimation du parametre inconnu.

— Sinon on continue & I’étape 4.

4. Résolution du probleme adjoint selon 'équation (2.10)

— Calcul du multiplicateur de Lagrange (x, f).

Suk

)
— Calcul du gradient V—]i = []] selon (2.11).
aj 1 j=1,. .M

—
— Calcul de la direction de descente selon la formule suivante : d¥ = —VJ¥ + B, d*1 avec
IV

k = ———=— (sauf pour By = 0 et si on tient compte du rafraichissement des directions
V712

de descentes).

5. Résolution du probleme de sensibilité selon I’équation (2.6)
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— Résolution du probleme de sensibilité dans la direction de descente d* pour calculer la

fonction de sensibilité 56% (x, t).
— Calcul de la profondeur de descente 7% selon 'équation (2.8).

6. Mise a jour du controdle selon 1'équation (2.7)

ugt 'l =ul; —okdf vjel,... M.

7. Incrémentation de l'itération

k=k+1 et retour a I'étape 2.

Cet algorithme est mis en oeuvre ci-aprés dans différents cas numériques.

2.3 Résultats numériques

2.3.1 Premiere étude

La configuration étudiée est celle présentée au paragraphe 2.1.2 dans laquelle la perturbation localisée
sur I'intervalle x € ]0.04,0.08[ intervient & partir de 60 secondes. Afin de rejeter effet de la perturbation
au temps final tf = 120 secondes, on considere un controéle ponctuel u,(x) localisé en a = 0.05 m avec

e = 107* m. Les résultats de la méthode présentée précédemment sont montrés dans la figure 2.4.

102 T T T T T T T T T

10°F E

Critére J en K

P O O O 9 00 g
| 1 1 1 1
o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
[tération

Figure 2.4 — Evolution du critere (controle localisé en a = 0.05) avec K; = Kp = 10°.

Sur cette courbe, on note la décroissance rapide du critere. Toutefois celui-ci ne réussit pas & atteindre
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le critere d’arrét. Cela s’explique du fait de la perturbation choisie :

Ki6(x,t) + Ky si x € [0.04,0.08] et t € [60,120]
flxt) =
0 sinon
En effet, le terme K agit méme lorsque £ — 120 secondes, alors que le contréle u, est imposé nul
lorsque t = 120 secondes. Ainsi, si Ky est trop important, le controle ne parvient pas & contrer 'effet
de K, aussi précisément que désiré.

Toutefois, la distribution de température au temps final montrée sur la figure 2.5 est satisfaisante.

40 T T T T T T T T T

—sans cONtrole
— aver controle

35 -

— b P ]
o = o (=]
T T T T
| | | |

Température en K

e

=
T
1

! I ! | ! | ! I !
-b
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
xenm

Figure 2.5 — Distribution de la température finale avec K; = K, = 10°.

Considérant une plus faible valeur de K, = 5 x 10* et K; = 10°, on obtient les résultats présentés sur
les figures 2.6, 2.7 et 2.8 suivantes.

On observe sur la figure 2.6, que le test d’arrét est atteint en quelques itérations. Le controle identifié
permettant de rejeter les perturbations est obtenu a l'itération 5.

Le profil de la température finale est proche de zéro ce qui confirme le rejet de la perturbation causé
par f(x, t)}[b,c] comme il est montré sur la figure 2.7.

Sur la figure 2.8, on observe que le contrdle ponctuel u,(f) agit sur tout 'intervalle temporel et présente

un fort changement de dynamique lorsque la perturbation intervient & t = 60 secondes.
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Critére J en K
o
':_\
T
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o 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5
[tération

Figure 2.6 — Evolution du critere (contréle localisé en a = 0.05) avec K; = 10° et K, = 5 x 10%.
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Figure 2.7 — Distribution de la température finale avec K; = 10° et K, = 5 x 10%.

Dans la figure 2.9 I'évolution de la température dans le domaine est montrée pour le systeme sans

controle et pour le systéme avec controle.
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[

Contrdle u

tens

Figure 2.8 — Evolution du contrdle localisé en a = 0.05 avec K; = 10° et Kp = 5 x 10%.
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Figure 2.9 — Evolution de la température sans contréle (a gauche) et avec controle (a droite).

2.3.2 Seconde étude — effet du positionnement

Dans I'exemple précédent, le controle ponctuel u,(f) était localisé au centre du domaine d’étude en
a = 0.05 m ce qui peut sembler une situation favorable.
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Dans ce qui suit, on suppose que le controle ponctuel est situé plus pres d’une extrémité au point
d’abscisse a tel que a = 0.09 m avec ¢ = 10™* m.

Les résultats de la méthode sont montrés dans les figures 2.10 et 2.11 ci-apres.
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Crtere J en K
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Figure 2.10 — Evolution du critere (controle localisé en a = 0.09) avec K; = 10° et K, = 5 x 10%.
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2 .
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Figure 2.11 — Evolution du controle localisé en a = 0.09 avec K; = 10° et K, = 5 x 10%.
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En comparant le minimum de la courbe 2.11 avec le minimum de la courbe 2.8, on remarque que
I’évolution du contréle lorsque a = 0.09 est beaucoup plus important en terme d’énergie que celle de
I'évolution du controle lorsque a = 0.05 : max | u,a(t) | > max | ua(f) |.
a=0.09 a=0.05

L’amplitude du controle est d’autant plus importante lorsque celui-ci est localisé plus pres d’un bord
sachant que ’on considere une condition de Dirichlet homogene aux bords.

Cependant méme dans une configuration ol le controle ponctuel est proche d’une des frontieres, la
MGC a permis de définir un controle capable d’atteindre ’objectif, & savoir le rejet de la perturbation

et la stabilisation & 0.

2.3.3 Troisitme étude — effet de la largeur du support spatial

Considérons comme pour la premiere étude la perturbation définie par :

Ki6(x, 1) + Kz si x € [0.04,0.08] et t € [60,120]
flxt) =

0 sinon
ot K; = 10° et K» = 5 x 10*. Les résultats illustrés sur le tableau 2.1 étaient obtenus pour a = 0.05 m.
Sur le tableau 2.1 sont montrés les résultats obtenus lorsque € croit, c’est-a-dire lorsque le support

spatial du controle |a —¢,a + €] est de plus en plus grand.

Table 2.1 — Effet de la largeur du support spatial de I’actionneur quasi-ponctuel.

e 1074 2x107% 5x107* 8x107* 1073 2x1073
Nombre d’itérations nécessaires pour la convergence 5 4 3 3 3 3
t Er[r[l)aéo] | ua(t) | 4.07 x 107 2.04 x 107 8.15x 10° 5.08 x 10° 4.06 x 10° 2.03 x 10°
ellua(t) |l 120 21319 21362 21331 21264 21255 21263

Ce tableau illustre que plus le support spatial du contréle est grand, moins 'amplitude du controle est
importante.

En effet, le coit du contrdle appliqué sur 'intervalle |a — ¢,a + €] pendant 120 secondes est environ
120 2
toujours le méme, & savoir el|ua ()20 = € [/ (ua(t))zdt] ~ 21300.
’ 0

Ainsi pour un support spatial deux fois plus grand, 'amplitude est deux fois moindre.

68



BILAN DU CHAPITRE

Bilan du chapitre

Dans ce second chapitre, la méthode de régularisation itérative du gradient conjugué a été mise en
oeuvre pour stabiliser & zéro un systeéme subissant une perturbation. Contrairement au cas considéré
au chapitre 1, une situation non-linéaire réaliste a été considérée. La conductivité thermique dépend
de la température qui elle-méme dépend de l'espace et du temps (dans ce cas, il n’est plus possible de
considérer le Laplacien de la température dans 'EDP parabolique). De plus, au lieu de considérer un
actionneur zone, un actionneur localisé est mis en oeuvre afin de contrer la perturbation et ramener le
systéme vers zéro au temps final.

La méthode numérique est décrite en insistant sur la prise en compte de la non-linéarité. La
discrétisation du controleur localisé en un point est présentée. Enfin divers résultats numériques sont
présentés. Ceux-ci montrent que la méthode est robuste et permet de rejeter efficacement la pertur-
bation. L’influence de la position de l'actionneur est mise en évidence dans une configuration ot le
support spatial de la perturbation ne contient pas l'actionneur ponctuel. Ce dernier méme hors de la
zone d’action de la perturbation demeure efficace pour rejeter la perturbation. Ceci s’explique compte
tenu du systeme étudié (EDPs parabolique) pour lequel toute action méme localisée a un effet en tout

point du domaine (du fait de la conduction).
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Chapitre 3

Adaptation pour une commande quasi en ligne

Partie B : Commande quasi en ligne

3.1 Approche quasi en ligne

3.1.1 Motivations

Dans les deux chapitres précédents, il a été possible de déterminer quelle aurait da étre la commande
pour assurer la convergence de I’état vers zéro en temps fini . Pour ce faire il est nécessaire de définir
la cible 8(x,tf) = 0, en tout point de I'espace x € [0,L]. Cela peut étre fait a priori, c’est-a-dire
que la connaissance de ’état final désiré est indépendante de 'expérience et logiquement antérieure a
I’expérience. Ainsi & partir de I’état initial connu, il est judicieux de pouvoir exhiber une commande
qui a été calculée hors ligne (antérieurement) pour assurer la convergence vers zéro a partir de cet état
initial. Pour ce faire il est nécessaire que I’état ne change pas pendant que la loi de commande est en
cours de calcul. Dans le cas contraire la loi déterminée devient obsolete et sa pertinence discutable.
Dans la situation ou il s’agit de rejeter une perturbation qui apparait & un instant inconnu, avec une
amplitude aléatoire, ’approche hors ligne n’est pas adaptée. En effet, les stratégies de commande hors
ligne n’ont un sens, que si elles sont disponibles et adaptées aux perturbations avant qu’elles aient eu
lieu. Cela rend la méthode hors ligne inefficace face aux perturbations aléatoires. Elle s’apparente & une
commande en boucle ouverte (sans boucle de rétroaction) dont les limitations sont connues (Borovic
et al., 2017), (Savela, 2017).

Dans ce qui suit, une adaptation permettant une détermination quasi en ligne des controles pertinents

est proposée. Celle-ci s’inspire des travaux présentés dans (Vergnaud, 2015), (Vergnaud et al., 2016)
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et (Vergnaud et al., 2020). Dans les travaux de Alban Vergnaud, une adaptation de la méthode de
régularisation itérative du gradient conjugué est proposée afin d’identifier quasi en ligne des parametres
thermophysiques intervenant dans une EDP parabolique linéaire (ou non) en utilisant des mesures. Pour
les travaux présentés dans ce document dédiés & une problématique de commande, il s’agit d’analyser
de maniere séquentielle et au fur et & mesure de ’évolution de I’état du systeme quel controle il aurait
fallu appliquer précédemment au systeme. Ce contrdle est alors appliqué avec retard compte tenu du
fait qu’il faut non seulement mesurer 1’état final obtenu pour agir (et que donc le controdle est déterminé
trop tard) mais qu’en plus il faut tenir compte du temps de calcul nécessaire & déterminer ce controle.
Cette approche peut alors s’apparenter & une commande retardée (Yue, Han, 2005), (Roy, Kar, 2020).
Dans ce qui suit, on suppose que la distribution de température dans la barre 1D est mesurée avec
un échantillonnage en temps adapté & la dynamique des phénomenes physiques mis en jeu. Par
exemple, considérant les dynamiques des systémes thermiques étudiés aux chapitres précédents, un
pas d’échantillonnage de 1 seconde peut sembler satisfaisant. En pratique il conviendra de s’assurer
que les capteurs permettant d’observer le systeme peuvent fournir des résultats a une telle fréquence

et que le retard induit par la chaine d’acquisition est inférieur au pas d’échantillonnage.

3.1.2 Notations

Dans ce qui suit, les notations suivantes sont considérées :

o T; = [t;, ri+1] est Pintervalle de temps courant qui correspond au temps durant lequel le procédé
évolue. Son état (la température) est solution du probleme direct (décrit par un systeme d’équations
aux dérivées partielles paraboliques linéaires ou non) sur Uintervalle de temps [0, tpi11].

° T]* = [téj, t;]- +1] est l'intervalle de temps pris en compte pour la résolution du probléeme inverse. La
longueur de I'intervalle T]* est notée T]* = téj - t;j'

e 7; est le temps de calcul nécessaire pour déterminer le controle correspondant a l'intervalle T]* Ce

contréle est donc disponible & I'instant téj 41 T T et est appliqué avec le retard 7; + T]*

3.2 Différentes stratégies pour le controle quasi en ligne

Dans ce qui suit on suppose que la distribution de température dans la barre est mesurée toutes
les secondes. Le choix arbitraire de ce pas d’acquisition de 1 seconde sera discuté dans les prochains

chapitres.
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3.2.1 Stratégie n°1 - & décalage constant

Dans ce qui suit les valeurs numériques ont pour objet de faciliter la présentation de la méthode. Dans
le prochain chapitre, ces données nécessaires & la détermination du controle seront discutées dans le
cadre du probleme étudié.

On suppose dans ce qui suit que toutes les T]* = 10 secondes, on évalue la commande qu’il aurait fallu
appliquer pour stabiliser a zéro I'état du systeme. Le temps nécessaire & calculer la commande est
supposé constant et égal & T; = 2 secondes.

En pratique, en fonction des notations précédentes cela signifie que :

1. Le procédé démarre a tyg = 0 secondes et on attend t; = 10 secondes pour observer la température
sur Uintervalle Ty = [fo, t1] = [to, to + 10]. La température « finale » est alors connue dans toute

la barre : 6(x,t1).

2. Le probleme inverse est résolu sur l'intervalle T = Ty. La résolution numérique prend 19 = 2
secondes. On connait donc au bout de t7 +2 = 12 secondes, le controle qu’il aurait fallu appliquer

sur l'intervalle Ty = [0, 10] pour que la température soit stabilisée & zéro au bout de 10 secondes.
3. Ce controle (validé pour Tp) est appliqué sur T} = [#] +2,t] +2+10] = [12,22] . La commande
agit avec un retard de 12 secondes alors que le systeme a continué & évoluer librement entre
t1=tg+10=10¢et tp = 1 + 19 = 10+ 2 = 12 secondes. Ainsi au bout de t3 = 22 secondes, la

température « finale » est connue dans toute la barre : 6(x, t3).

4. Le probleme inverse est résolu sur I'intervalle T;". La résolution numérique prend 73 = 2 secondes.
On connait donc au bout de t5 +2 = 24 secondes le contréle qu’il aurait fallu appliquer sur
lintervalle T; = [12,22] pour que la température soit stabilisée & zéro au bout de 22 secondes.

5. Ce controle (validé pour T) est appliqué sur Ty = [t5 +2,t5 +2 + 10] = [24, 34]. La commande
agit avec un retard de 12 secondes alors que le systeme a continué & évoluer librement entre

t3 = 22 secondes et ty; = t3 + 71 = 24 secondes. Au bout de t; = 24 secondes, la température «

finale » est connue dans toute la barre : 6(x, t4).
6. etc.

Cette premiere stratégie est illustrée sur la figure 3.1 ainsi que sur la figure 3.2.
Cette stratégie n°1 est la plus simple des différentes stratégies présentées dans ce document.

Considérant un intervalle glissant sur ’état observé pour le calcul des controles, elle introduit na-
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T 0 Tl
“«— — Temps
| | | | | |
| | | | | | >
0 10 12 22 24 34 t
Calcul de la Calcul de la
commande commande
H|re[0.10] H|re[l2.22]
appliquée avec appliquée avec
12 secondes 12 secondes
de retard de retard
Figure 3.1 — Illustration de la stratégie n°1 avec des exemples numériques.
durée T ; durée T, J durée T ;
T 0 Tl
“«—> «— Temps
| | | | | |
| | | | | | -
t,=0 4 3 Z % t t
Calcul de la Calcul de la
commande commande
uleg, Ul
appliquée avec appliquée avec
7, +1, secondes 7, + 1, Secondes
de retard de retard

Figure 3.2 — Illustration de la stratégie n°1 dans le cas général.

turellement un oubli des événements antérieurs a ’'intervalle T]* Elle est d’autant plus efficace que le
retard pour appliquer la commande est faible.

Ce retard inhérent & la méthode proposée est d’autant plus faible que :

e Les intervalles T sont de petites tailles (T]* doit étre faible)

e Le temps T; nécessaire pour calculer les lois de commandes est faible. Cela est possible si I'intervalle
sur lequel on calcule de maniere itérative le probleme direct, le probleme de sensibilité et le probleme
adjoint est petit. Cela engendre aussi un nombre d’inconnus plus faible (pour les controles & déterminer)
et contribue encore a la réduction de ce temps ;.

Il est souhaitable que la durée de calcul 7; ne soit pas plus grande que la longueur des intervalles T]-*.
En pratique, pour la stratégie n°1, on considére que les intervalles T]* sont de longueur T constante.

]

C’est pourquoi dans ce qui suit la stratégie n°1 est dite « & pas constant ».
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3.2.2 Stratégie n°2 — a décalage adaptatif

Afin d’éviter les calculs inutiles, il convient de ne pas déclencher de calculs pour déterminer la commande

si le systéme actuel est déja stabilisé & zéro. Pour ce faire, on évalue :

10, 1)) = 10050 g = [ (O 1) s (31)

Ainsi, des lors qu’a l'instant fp;11 la température s’éloigne de zéro, c’est a dire : J(0(x,tpi41)) > a,
alors la procédure d’identification est lancée en prenant en compte I'évolution de I'état sur [tp;, t2i11].
On suppose a titre d’exemple que, comme pour la stratégie n°1, les intervalles Tj* sont de longueur T]*
constante (T]* = 10 secondes) et que le temps nécessaire a calculer la commande est constant et égal &

T = 2 secondes.

En pratique, en fonction des notations précédentes, pour la stratégie n°2 :

1. Le procédé démarre, on attend 10 secondes puis on teste toutes les secondes la distribution de

température dans toute la barre de maniere a calculer J(6(x,t)) selon (3.1).

2. Des que J(6(x,t)) > a alors t; = t et le probleme inverse est résolu sur U'intervalle T§ = [to, t1]
avec tg = t; — 10 secondes. La résolution numérique prend 1y = 2 secondes. On connait donc au
bout de t] + 2 = 12 secondes le controle qu'’il aurait fallu appliquer sur I'intervalle Tj pour que
la température soit stabilisée & zéro a 7.

3. Ce controle (validé pour Tp) est appliqué sur Ty = [t} + 2,5 + 2+ 10] = [t3,£5]. Au bout de #}
secondes, on recommence & calculer toutes les secondes J(6(x,t)) selon (3.1).

4. Des que J(0(x,t)) > « alors t3 = t et le probleme inverse est résolu sur l'intervalle T} = [t), t3]
avec tp = t3 — 10 secondes. La résolution numérique prend 77 = 2 secondes. On connait donc
au bout de t3 + 71 secondes le controle qu’il aurait fallu appliquer sur I'intervalle T} pour que la
température soit stabilisée & zéro a t3.

5. Ce controle (validé pour Ty) est appliqué sur To = [t5 + 2,15 +2 + 10] = [t;, tZ]. Au bout de t;

secondes, on recommence & calculer toutes les secondes J(6(x, t)) selon (3.1).
6. etc.

Cette seconde stratégie est illustrée sur la figure 3.3 ainsi que sur la figure 3.4.

Lorsque la température est suffisamment proche de zéro, c’est a dire : J(0(x,t)) < a, alors le controle
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a appliquer est nul. Pour cette stratégie n°2, la commande est recalculée des que J(6(x,t)) > a et sile

probleme inverse n’est pas en cours de résolution.

durée 10 secondes

durée 10 secondes durée 10 secondes

“—> “— Temps
| | | | | | | | >
| | | | | | | |
0 15 17 27 29 31 41 43 4
Calcul de la Calcul de 1a
commande commande

u |IE[5.13i Uliel10,20]

appliquée avec appliquée avec
12 secondes 12 secondes
de retard de retard

Figure 3.3 — Illustration de la stratégie n°2 avec des exemples numériques.
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appliguée avec
T, + 17, secondes

de retard

ulid .21

appliquée avec

T, + 1, secondes

de retard

Figure 3.4 — Illustration de la stratégie n°2 dans le cas général.

durée 7 0
durée 7, durée 1,
Ty 3!
«— «— Temps

| | | | | | | | |
| | | — | 1 | >
0 !1 tj f ; I!’S 4

Calcul de la Calcul de la
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3.2. DIFFERENTES STRATEGIES POUR LE CONTROLE QUASI EN LIGNE

La méthode est d’autant plus efficace par rapport & la stratégie n°1 que le seuil a est bien choisi :

e si w est trop grand alors I'état (la température) s’est trop éloigné de sa cible (température nulle dans
Q) = [0,L]) et le controle agira avec un retard important qui nuira & son efficacité ;

® si i est trop petit alors la commande va étre recalculée trop souvent et un phénomene d’oscillation sera
observé. Celui-ci s’apparente au broutement qui caractérise certaines commandes par modes glissants
(Lee, Utkin, 2007), (Wang, Adeli, 2012).

Dans ce qui suit, la stratégie n°2 est dite « & décalage adaptatif ».

3.2.3 Stratégie n°3 — a durée adaptée

Cette troisieme et derniere stratégie est une amélioration de la stratégie précédente. Elle repose sur
une modification de la durée de I'intervalle pris en compte pour calculer le contréle. Rappelons que ces
intervalles sont notés T = [t3;,£5;,] et que la longueur de I'intervalle T} est notée ;"

Comme précédemment, I'appel d’'un nouveau controle est déclenché des lors que la distribution de

température dans () s’est éloigné de zéro de maniere jugée rédhibitoire :

J(6(x, t§j+1)) > Omax

L’intervalle sur lequel il convient de prendre en compte les données pour proposer une nouvelle loi de

* *

controle est T]* = [tzj, 2 +1] et tz est I'instant & partir duquel la distribution de température avait

commencé a s’éloigner de maniere significative de 0 :

J(0(x, £3;)) > min

Il est évident que 0 < a5 < Xppax-

Autrement dit, tzj 41 est 'instant auquel la distribution de température s’est trop éloignée de zéro et tz
est 'instant antérieur a t;i 41 & partir duquel la distribution de température a commencé a s’éloigner de
zéro. La longueur des intervalles T; = [téj, 2 4] est T = tyjq — 155 elle varie a chaque identification.
En pratique, on peut considérer que &,,;, est une fraction de a;,,y. Selon cette approche, il est possible
qu’il y ait recouvrement de certains intervalles Tj* mais comme pour les stratégies n°1 et n°2, il est
impossible de lancer une nouvelle détermination du contréle pendant la résolution du probléme inverse.
En pratique, en fonction des notations précédentes et en illustrant avec des valeurs numériques :

1. Le procédé démarre & tyg = 0 secondes et on attend 5 secondes pour observer la température
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0(x,t) pour x € [0,L]. Des linstant t out J(0(x,t)) > amax = 1073 alors #; = t et on cherche
t§ tel que J(0(x,t5)) > amin = 1071 Par exemple on peut considérer qu’a t; = 7 secondes, la
température s’est trop éloignée de son état stable (0) et que la température a commencé a s’en

éloigner a partir de tj = 3 secondes.

2. Le probleme inverse est résolu sur l'intervalle Tj = [t], t;] = [3,7]. La résolution numérique prend
Tp = 2 secondes. On connait donc au bout de t] +2 = 9 secondes le controle qu’il aurait fallu
appliquer pendant 4 secondes sur l'intervalle Tj = [3,7] pour que la température soit stabilisée

a zéro au bout de 7 secondes.

3. Ce controle est appliqué sur Th = [t +2,t] +2+4] = [9,13]. A partir de 9 secondes, on cherche
Vinstant t ot J(0(x,t)) > uax alors £ = t et on cherche t5 tel que J(0(x,t5)) > tpy. Par
exemple on peut considérer qu’a t; = 10 secondes, la température s’est trop éloignée de son état

stable (0) et que la température a commencé a s’en éloigner & partir de f; = 3 secondes.

4. Le probleme inverse est résolu sur Uintervalle T} = [t3,t5] = [3,10]. La résolution numérique
prend 7 = 2 secondes. On connait donc au bout de t3 + 2 = 12 secondes le controle qu’il aurait
fallu appliquer sur lintervalle T} = [3,10] pour que la température soit stabilisée & zéro au bout

de 10 secondes.

5. Ce contrdle (validé pour Ty) est appliqué sur To = [t5 + 2,15 + 2+ 7] = [12,19]. Cet intervalle
n’est pas disjoint avec Ty = [9,13]. Ainsi & partir du moment ou la nouvelle commande est

disponible (& 9 secondes) celle-ci remplace I’ancienne commande.
6. etc.

Cette troisieme stratégie est illustrée sur la figure 3.5 ainsi que sur la figure 3.6.

Elle permet de réagir des lors que la distribution de température dans le domaine est jugée trop
différente de zéro. Comme pour la stratégie n°2 il convient de choisir le seuil @,y ni trop grand (ce
qui nuit & la stabilisation & zéro) ni trop petit (ce qui entraine des oscillations inutiles).

De méme, le seuil aj;, < a0y doit étre choisi ni trop proche de &,y (sinon les intervalles Tj* seront trop
petits ce qui empéchera d’appréhender les dynamiques du systéme) ni trop petit (sinon les intervalles
T]-* seront trop grands ce qui augmentera le temps de calcul et le retard dans la commande). Compte

tenu de la longueur variable des intervalles T]* , cette stratégie n°3 est dite & « durée adaptée ».
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durée 7 s

- .
., .-
«— Temps

] ] | ] ] | ]
| | — 1 1 | >
t 3 7 9 10 12 19 43 t
Calcul de la Calcul de la
commande commande
1"’5[37] H|re[3.10]
appliquée avec appliquée avec
2 secondes 2 secondes
de retard de retard
Figure 3.5 — llustration de la stratégie n°3 avec des exemples numériques.
durée 1,
durée 1,
" o5
— — Temps
] ] l ] | ] | ]
| | 1 — —T | >
I f ] f L h+g Lt t

Calcul de la Calcul de la
commande commande
Ul ul.4]
appliquée avec appliquée avec
T,+7, secondes 7, +17, secondes
de retard de retard

Figure 3.6 — Ilustration de la stratégie n°3 dans le cas général.

3.3 Illustration didactique

Dans ce qui suit, afin de mieux illustrer le fonctionnement des stratégies présentées précédemment,
on considere comme sortie une fonction g(t) qui dépend du temps. Les trois configurations décrites
ci-aprés n’ont aucune relation avec le génie thermique, les EDPs ou méme 'automatique. L’objectif
n’est en aucun cas de « ramener » la fonction g(t) vers zéro. Il s’agit d’un support visuel afin de mieux

appréhender le comportement des trois stratégies précédentes qui s’averent complexes & décrire.

79



CHAPITRE 3. ADAPTATION POUR UNE COMMANDE QUASI EN LIGNE

3.3.1 Premiere stratégie

On considere dans ce qui suit 1’évolution d’une fonction g(t) (tracée toutes les secondes sur la figure
3.7). Cette fonction peut étre calculée a partir de sa valeur initiale et connaissant I’accroissement
comme ceci :

g(1)=0 et g(k+1)=g(k)+dg(k) pour k=1,...,119 (3.2)

Toutes les 10 secondes, on calcule la correction définie comme le quart de la moyenne des 10 valeurs
obtenues. Celle-ci est appliquée avec 2 secondes de retard. Ainsi la nouvelle fonction corrigée g1 corr(t)
est :

epourk=1,...,10; g1 corr (k) = g(k);

e pour k =11 et k = 12; g1 corr (k) = g(k) ;

e pour k =13,...,22; g1 corr(k+ 1) = g1c0orr (k) + 6g(k) —

|

1 10
10 Z‘:Z?‘gl,carr(i) ;
e pour k =23 et k =24; g1 corr(k+ 1) = Q1,00 (k) + g(k) ;

1 & .
e pour k =25,...,34; gl,corr(k + 1) = gl,corr(k) + 5g(k) 1 (10 Z gl,corr<l)) ;

i=13
° . ..

Attente : : : sans correction
; —e&—avec correction

@‘_‘ 4157} RO | W et .................. ............... T o
20 : 5 : : ol P
01 z ; _ | S B, ; .....
P 5 : D
O e R I R R R R e DT e R D S e R R A @
X p il TR R ................... .................... , ..................
02 i | i I i
"0 20 40 60 80 100 120
Temps

Figure 3.7 — Evolution de la fonction g1(t) sans et avec correction.

Sur la figure 3.7, l'alternance des retards (en violet) et de 'application de la correction (en jaune) est

80



3.3. ILLUSTRATION DIDACTIQUE

montrée. Ce comportement illustre le principe de la stratégie n°1 dite « & décalage constant » car les

intervalles jaunes sont de taille constante (10 secondes).

3.3.2 Seconde stratégie

On considere dans ce qui suit I'évolution de la méme fonction g(t) (tracée toutes les secondes sur la
figure 3.8). Cette fonction peut étre calculée a partir de sa valeur initiale et connaissant 1’accroissement

comme en (3.2).

06 T T T T !
: Attente .

: : : sans correction
(1| Y. - MR, ................. e i —&— avec correction

g®

i
0 20 40 60 80 100 120

Figure 3.8 — Evolution de la fonction 92(t) sans et avec correction.

Une fois passées les 10 premieres secondes, on teste si | g(#) |> 0.1. Si oui, on applique la correction

définie comme le quart de la moyenne des 10 valeurs obtenues précédemment. Celle-ci est appliquée

avec 2 secondes de retard. Pendant ces 12 secondes, le test de dépassement n’est pas effectué. Ainsi la

nouvelle fonction corrigée g2 corr(t) est :

epour k =1,...,10; g2corr (k) = g(k), et on remarque que | g2 corr(10) |> 0.1 il faudra donc appliquer

le correctif dans 2 secondes;

o pour k = 11 et k = 12 g corr(k) = g(k) (il s’agit des 2 valeurs pour lesquelles on ne fait rien en

attendant la correction);

o pour k= 13,...,22; @2 com(k-+1) = 2.corr (k) + (k) — i (110 i 2o () | car | gaeon(10) [> 0.1

e pour k = 23,...,70; Q2corr(k+1) = g2corr(k) + 6g(k) et on Zrzinarque que | 2.c0r+(70) |> 0.1, il
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faudra donc appliquer le correctif dans 2 secondes ;
e pour k =71 et k =725 g2 corr(k) = 2corr(k — 1) +g(k — 1) (il s’agit des 2 valeurs pour lesquelles
on ne fait rien en attendant la correction) ;

1(1 2 .
epourk =73,...,82; g2 corr(k+1) = g2 corr (k) + g (k) — 1 (10 2 gz,corr(l)> car | g2¢0rr(70) |> 0.1;
i=61

o ...
Sur la figure 3.8, I'alternance des retards (en violet) et de I'application de la correction (en jaune) est
montrée. Ce comportement illustre le principe de la stratégie n°2 qui ne se déclenche des lors que le
seuil n’est plus respecté mais qui agit pendant une durée constante de 10 secondes. Cette stratégie n°2

est dite « a décalage adaptatif ».

3.3.3 Troisieme stratégie

On considere dans ce qui suit I'évolution de la méme fonction g(t) (tracée toutes les secondes sur la
figure 3.9). Cette fonction peut étre calculée a partir de sa valeur initiale et connaissant ’accroissement
comme en (3.2). La stratégie est la suivante. Afin d’appliquer le correctif (toujours avec 2 secondes de
retard) on recherche l'intervalle (antérieur) pendant lequel la fonction satisfaisait 0.08 <| g(#) |< 0.1.
La correction est égale au quart de la valeur moyenne des valeurs prises par la fonction sur cet intervalle.

La correction est appliquée avec 2 secondes de retard.

06 T T T T I
: Afttente : :

: : : sans correction
05_ .................... .................. ................... aveccorrection

g®

02 i i | | i
"0 20 40 50 80 100 120

Temps

Figure 3.9 — Evolution de la fonction g3(t) sans et avec correction.
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Dans le tableau 3.1, les intervalles correspondants aux calculs de la correction ainsi qu’a son application

sont donnés :

Table 3.1 — Description de la stratégie n°3 appliquée a la fonction g(#).

Instant ot | g(#) [< 0.1 Instant antérieur ou | g(#) |> 0.08 Intervalle sur lequel on calcule la moyenne Intervalle pendant lequel on applique la correction

10 8 (8,10] [13,15]
13 8 8,13] [16,20]
64 61 [61,64] 67,70]
103 102 [102,103] (106,107]
106 102 [102,106] [109,111]
109 102 [102,109] [112,114]
112 102 [102,112] [115,120]

Sur la figure 3.9, 'alternance des retards (en violet) et de 'application de la correction (en jaune) est
montrée. On remarque que la durée des corrections varie et que celles-ci peuvent se succéder sans qu’il

y ait la présence d’un retard. Ce comportement illustre le principe de la stratégie n°3 dite & « durée

adaptée ».
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Bilan du chapitre

Dans ce troisieme chapitre, la méthode de régularisation itérative du gradient conjugué a été adaptée
afin d’offrir la possibilité de fournir des lois de commande quasi en ligne. Pour ce faire le probleme
inverse est résolu sur des intervalles temporels glissants, au fur et & mesure que les informations arrivent
sur I’état du systeme (par exemple la distribution de température dans le domaine). Une commande est
appliquée a posteriori. Cette technique introduit un décalage temporel et fournit donc une commande
avec retard. Différentes approches peuvent étre utilisées selon I'instant ot on déclenche le calcul d’une
nouvelle loi de controle, le nombre d’informations antérieures prises en compte pour déterminer le
controéle et enfin la durée pendant laquelle cette loi de commande va agir sur le systeme.

La premiere stratégie proposée consiste a agir séquentiellement afin de fournir & intervalles constants
des lois de commande mises & jour. Cette stratégie est dite « a décalage constant ».

La seconde stratégie proposée consiste & mettre a jour des nouvelles lois de commande uniquement
lorsque la distribution finale de température s’éloigne trop d’un seuil préalablement fixé (basé sur la
norme LZ([O, L]) de la température). Cette stratégie qui agit que lorsque cela s’avere nécessaire du fait
de I’état du systeme est dite « & décalage adaptatif ».

La troisieme stratégie proposée consiste & mettre a jour des lois de commande en ne tenant compte
que des observations de températures (basées sur la norme Lz([O, L])) entre deux seuils : 'un jugé
rédhibitoire, 'autre jugé significatif. Cette troisitme stratégie vise & prendre en compte un nombre
d’observations pertinents afin de stabiliser le systéme et permet le recouvrement des lois de commande
ce qui peut en particulier éviter les retards. Les lois de commande étant de durée variable, cette stratégie
est dite « a durée adaptée ».

Enfin, des illustrations ont été proposées afin de mieux expliquer les différentes stratégies.
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Chapitre 4

Rejet quasi en ligne de perturbations

4.1 Configuration étudiée

Les EDPs sont largement étudiées en physique et le développement de stratégies de contréle efficaces
est une exigence clé pour de nombreux processus. La stabilité de I’état du systeme (au voisinage d’une
cible souhaitée) doit étre obtenue indépendamment de 1’évolution des entrées non controlées.

Une EDP non linéaire parabolique est étudiée. Un domaine unidimensionnel est considéré et ’étude
est motivée par le contrdle de la fusion nucléaire pour lequel la densité de flux magnétique et 1’état
thermique sont décrits par un tel systeme d’EDP (Attar-2017), (Gaye-2013), (Bribiesca-14). De nom-
breuses approches ont été développées ces dernieres décennies : approche en mode glissant en dimension
infinie, controle de rétroaction (Wijnands-1997), He stabilisation (Gaye-2013), controle prédictif du
modele (Ou-2009), controle d’un modele orienté (Witrant-2007), ...

Cependant, le rejet des perturbations est complexe & assurer d’un point de vue théorique si les non-
linéarités du modele mathématique ne sont pas négligées. De plus, si 'emplacement des actionneurs
est différent de la zone spatiale ol se produisent les perturbations, le probleme du controle optimal est
assez difficile & résoudre.

Dans ce qui suit, la méthode présentée dans (Azar-2020) est modifiée afin de fournir une stratégie
numérique quasi en ligne pour l'identification des lois de controle. Le but est d’identifier le controle
qui peut stabiliser I’état du systéme & zéro (controlabilité nulle) en utilisant le probleme du gradient
conjugué. Cette méthode est pertinente pour les problemes mal posés tel que le probleme de conduction
thermique inverse (IHCP) (Alifanov-1995), (Morozov-1994). Dans un contexte thermique, une sélection

adaptative de capteurs pertinents dans un réseau pour ’estimation de flux de chauffage mobile incon-
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nue a été proposée dans (Vergnaud-2020). L’approche présentée ci-dessous est différente du controle
prédictif du modele mais correspond & une commande retardée (Yue-2005), (Roy-2020). Du point de
vue théorique, le probleme de la controlabilité nulle pour I’équation de chaleur a été étudié par exemple
dans (Barcena-2020).

La controlabilité nulle de I’équation différentielle partielle non linéaire est un défi trés complexe. Compte
tenu de la classe d’'une EDP parabolique spécifique, ’équation de chaleur bien connue est non linéaire si
les propriétés thermiques dépendent de la température. Dans un tel contexte, une méthode numérique
basée sur la résolution d’un PICC est proposée. Elle vise a fournir des lois de contréle identifiées quasi-
en ligne afin d’assurer une stabilité en boucle fermée (équilibre zéro). La méthode itérative du gradient
conjugué est mise en oeuvre afin de stabiliser la température dans le domaine spatial unidimensionnel
malgré plusieurs perturbations (dépendantes du temps ou thermo-dépendantes). La stratégie proposée
est basée sur des résolutions numériques successives du probléeme inverse mal posé sur des horizons
temporels décroissants qui sont adaptés compte tenu de I’évolution temporelle précédente du systeme.
Les résultats numériques dans la configuration étudiée mettent en évidence que les lois de controle

identifiées sont capables de stabiliser le processus thermique et de rejeter les perturbations.

4.1.1 Formulation du probleme

Dans ce chapitre, les notations sont identiques a celles des précédents chapitres. Le probleme direct

consiste & déterminer la température 6(x, t) solution de :

d6 0 a0
pcaf —o <;\(9)ax) = “ha,b](x't) -|—f’[cld](x,t) V(x,t) € [0,L] x [0, t/]
0(0,¢) = 0(L,t) =0 Vi € [0, ] (4.1)
6(x,0) = 6p(x) Vx € [0, L]
avec x € [0,L] = Q la variable d’espace, t € [0,ts] la variable temporelle, pC la chaleur volu-

mique en J.m~3.K~1 0(x,t) la température au point x & I'instant ¢, A(0) la conductivité thermique
en Wom 1K1, Bp(x) la température initiale, u’[alh](x,t) le flux appliqué uniquement sur l'intervalle
x € [a,b] C]O,L[ et f}[c,d} (x,t) une perturbation agissant uniquement sur [c,d| C |0, L.

Dans ce chapitre, les parametres suivants sont pris en considération :

e[ =01m

oty =900s
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e pC =10° J.m3.K !
2
e A(0) =4exp (104

Afin de décrire I'impact de la perturbation, considérons la fonction de perturbation suivante :

) +1Wm LKL

cette perturbation localisée dans l'intervalle [0.04,0.08] est définie par :

105(¢ — 240)
60

fxt) =€ 10* x 0(x, t) +10*  sit > 600

si t €]240,300]

0 sinon

[’état initial est donné par :

B —(x—003) —(x=005?* —(x —0.08)*
0o(x) = 25 (1.56xp s 105 TP o= 0-5exp =5~ 70—

et visualisée sur la figure 4.1 :
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X €nm

Figure 4.1 — Température initiale.

Les conditions aux limites pour x € {0,L} sont des conditions de Dirichlet.
Dans la suite, une configuration sera présentée et servira & montrer comment la loi de commande conduit

a stabiliser ’état du systeme a partir de son état initial et comment les deux types de perturbations
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(dépendantes du temps pour t € [240,300] et thermo-dépendantes pour ¢ € [600,900]) sont rejetés. 11

est important de noter que les ordres de grandeur de tous les parametres précédents sont assez réalistes.

4.1.2 Simulation numérique du probléeme non controlé

Avec les parametres thermophysiques précédemment définis, le systeme (4.1) est résolu numériquement
en utilisant la méthode des éléments finis avec le solveur Comsol-Multiphysics interfacé avec le pro-

gramme Matlab. Sans contréle, c¢’est-a-dire lorsque u|[u b](x,t) = 0, I’évolution de la température est

représentée sur la figure 4.2.

Température en K

xenm

Figure 4.2 — Evolution de I'état du systeme sans controle.

Sur la base de la figure 4.2., il est évident que si

fx,t) = 1,4 x 10* x 0(x, t) + 10*

pour x € [0.04,0.08] et t > 600, on a :

L
fim 10, 1) () = lim [ [0(x, ) dx = +eo.

Dans une telle configuration et en raison de la perturbation, la température 6(x, t) régie par (4.1) n’est

pas stable.
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Afin d’observer comment la température est affectée par les perturbations f qui I’éloignent de son état

d’équilibre, il est pertinent de calculer J(0) suivant (4.2) et qui est représenté sur la figure 4.3 :

16) = 310000 ey = 5 (] (00 0)2x). (42)

15 T T T T T T T T

10 8

critere J enK

o 100 200 300 400 500 600 700 800 900
tens

Figure 4.3 — Evolution du critere sans controle.

Compte tenu du temps, entre 0 et 240 secondes, sans perturbations, le systeéme évolue & partir de sa
température initiale et tend naturellement vers son état d’équilibre (6(x,t) = 0,Vx € Q). Ensuite,
entre 240 et 300 secondes, le systeme est affecté par une perturbation locale (x € [0.04,0.08]) dont
I’amplitude augmente linéairement en fonction du temps. L’état du systéeme est ainsi rapidement
éloigné de zéro. Lorsque cette premiere perturbation disparait & ¢ = 300 secondes, la température
converge naturellement vers zéro. Enfin, & partir de 600 secondes, le systéme est & nouveau perturbé
par une fonction qui dépend de la température. Comme cela a été mentionné précédemment, une telle
perturbation conduit & une non stabilité.

Cette étude numérique illustre I'impact des perturbations et sera utilisée comme modele d’essai pour

notre probleme de controle.

Afin de réduire l'effet des perturbations, un probléme inverse est formulé dans la section suivante.
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4.2 Résolution du probleme inverse de conduction de la chaleur

Dans cette section, une méthode d’optimisation est proposée afin de minimiser la fonction de coiit
définie dans (4.2). Cette méthode est basée sur la MGC qui agit comme une méthode de régularisation
itérative. Des exemples d’implémentation numériques & des fins d’identification dans un contexte ther-
mique sont donnés dans (Vergnaud-2016), (Beddiaf-2016) ou (Vergnaud-2014). L’algorithme de mini-

misation implémenté pour la résolution des PICC est présenté ci-apres selon les notations suivantes :
1. 7 =1t, tj*(] : Iintervalle de temps,
2. u(x,t) : laloi de contréle discrétisée comme une fonction linéaire continue par morceaux définie
par u(x;, t;) = ujj,

A savoir que la température est mesurée par des capteurs également espacés dans le domaine Q) = [0, L].

4.2.1 Algorithme du gradient conjugué

A chaque itération k de I'algorithme, trois problemes bien posés doivent étre résolus :
— Le probleme direct pour déterminer la distribution de température 6 (x,t f), puis estimer le critere
J[COF
— Le probleme adjoint pour déterminer le gradient de la fonction de cott J(6%(x, t})) et ainsi définir

la prochaine direction de descente d*;

— Le probleme de sensibilité pour estimer la profondeur de descente ¥ (dans la direction de des-

cente).
L’algorithme d’optimisation est brievement décrit comme suit afin de minimiser le critere (4.2) :

1. Initialisation du parametre inconnu (flux de controle) a la premiere itération k =0 : [uf]} =0;

2. Résolution du probleme direct (4.1) afin de déterminer 6%(x, t);

3. Détermination du critere J(6%(x, t;‘()) d’apres (4.2) ;

4. Résolution du probleme adjoint (4.5) afin de déterminer le multiplicateur de Lagrange ¥ (x, t) et
le gradient de la fonction de cofit selon (4.6). Détermination de la direction de descente d* selon
(4.7);

5. Résolution du probleme de sensibilité (4.3) dans la direction de descente df pour calculer la

fonction de sensibilité 6% (x, t) et détermination de la profondeur de descente 7* selon (4.4);
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6. Mise a jour des nouvelles estimations du champ en fonction de :
(] = [y — ¥ [dy]*

7. Incrémentation de l'itération k = k 4+ 1 et retour a I’étape 2.

Dans la suite, le probleme de sensibilité est brievement présenté.

4.2.2 Probléme de sensibilité

Pour calculer & l'itération k la profondeur de descente ’yk dans la direction de descente d*, le probleme

de sensibilité doit étre résolu. Considérons la variation de température :
0(x,t) +eodb(x,t)

induite par une variation du flux thermique :
u(x, t) +eoou(x, t).

La fonction de sensibilité 6 est la solution du probleme de sensibilité suivant :

2060k (x, 1) 0% (A(0)56%(x, 1))

_ _ xspk k
pC o ) ¢o0%(x,t) + ou”(x,t) V(x,t) € Qx [0, 1]
66%(0,1) = 605 (L,t) =0 V€ [0,t] (4.3)
60k (x,t5) = 0 Vi € O

avec

10*  sit > 600 et x € [0.04,0.08]
g(x,t) =

0 sinon

On notera que dans (4.3), le coefficient ¢(x,t) de la premiere équation est dit & la perturbation f(x, t).

La profondeur de descente optimale ¥ est déterminée comme suit :

y¥ = arg min ](uf] — db),
YER
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donc :

L

- /O 0 (x, £7)36" (x, £ )dx

Ve (4.4)
/o [59 (x,tf)} dx

o 0% (x, tj*c) est la solution du probleme direct et 66%(x, t}) est la solution du probleme de sensibilité

(4.3) (résolu dans la direction de descente d¥).

Un probleme adjoint est développé dans la suite afin de déterminer la direction de descente d*.

4.2.3 Probleme adjoint

9J(6")
k
)

probléme adjoint est formulé. Notons par .Z une formulation Lagrangienne qui est une fonction de

Pour calculer & chaque itération k, le gradient V] = et la direction de descente d¥, un

ui‘](), 0%(.) et ¥*(.) ot ¢F(.) est la fonction adjointe
k _ k
Lk, 05, 4F) = 1(6%(x, £}) +/t/ dxdt
ol F est définie telle que :
0k 9 [ ek, .
FO = [ = 50 (MEO5 ) — o]yttt

0.L
La fonction adjointe ¥ (.) est fixée telle que W{SGI‘ = 0. D’ot1 ¥ (x, t) est solution du probleme adjoint

suivant :

k 2.1,k
L)) L) — gy V) € Qx 0t
$(0,5) = ¢*(L,£) = 0 vt € [0,t] (4.5)
. 1 ,
Yt = — 8wt Ve Q

Le gradient de la fonction cott est obtenu tel que :

I AL (s,
/ts / ¢ (x, £)si(x)s; (£t (4.6)

o1 5;(x) est la base des fonctions chapeaux spatiale et s;(t) est la base des fonctions chapeaux temporelle
pour les fonctions linéaires continues par morceaux (dans 'espace et le temps).
La direction de descente peut étre estimée a chaque nouvelle itération k du gradient précédent (&
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l'itération k — 1), comme suit :

|Gl
&3]

Dans (Witrant-2007), la méthode d’optimisation précédente a été mise en oeuvre avec succes afin de

dr = (aa]k> + Brd* 1 (4.7)

avec B = et ||.|| la norme Euclidienne.

déterminer une stratégie de controle qui assure la convergence vers zéro. Le probleme a été résolu hors
ligne puisque la commande a été obtenue sur T = [0, ¢ f] c’est & dire lorsque t; = 0 et t} F= tr.

Dans ce qui suit, ’adaptation en ligne est présentée. Les stratégies de rejet quasi en ligne basées sur
une adaptation de la méthode de régularisation itérative du gradient conjugué sont mises en oeuvre
pour déterminer un controéle pertinent u‘[a,b] (x,t) qui sera appliqué uniquement pour x € [0.03,0.06]

avec a = 0.03 et b = 0.06. Celui-ci aura pour objet de faire tendre [|0(x, t)||;2(q) vers zéro.

4.3 Implémentation quasi-en ligne

Trois stratégies quasi-en ligne basées sur une adaptation de la méthode de régularisation itérative de
la MGC sont mises en oeuvre afin de déterminer un contréle pertinent u qui rameéne la température a
zéro. Les approches proposées sont basées sur le choix des intervalles de temps 7.

Introduisons des commentaires généraux :

— Pour les trois stratégies, il est important d’avoir suffisamment d’observations contenues dans

T =[t;, tji] pour comprendre 1’évolution du systéme et pouvoir agir dessus;
— La température est mesurée chaque centimetre du domaine ;
— La loi de controle est discrétisée avec un pas spatial de 3 millimetres sur [0.03;0.06] ;

— Le choix du pas de temps a évidemment un effet significatif sur les performances de la méthode.
Il doit étre réaliste et cohérent avec les technologies et basé sur une connaissance de la dynamique

des transferts thermiques.

— Le pas de temps de 1 seconde pour le contréle et 'observation a été choisi dans la suite de ce

chapitre.
Dans les sections suivantes, les trois stratégies sont brievement présentées.
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Il est important de dissocier dans la présentation ci-apres le comportement du systéme thermique com-

mandé et les résolutions successives du probleme inverse permettant d’identifier les lois de commande.

4.4 Stratégie n°1 - a décalage constant

4.4.1 Description de la stratégie n°1

Cette méthode a été présentée de maniere générale & la section 3.2.1. Pour le rejet de perturbations
dans le cadre d’un systéme d’équations aux dérivées partielles parabolique non linéaire, un exemple de
mise en oeuvre de cette méthode est décrit ci-apres. Il est important de disposer d’un nombre suffisant
d’informations pour appréhender ’évolution du systéme et de pouvoir agir dessus. Dans ce qui suit, on
considere que la température est mesurée dans la barre par des capteurs espacés d’un centimetre : il
y en a 9 dans le domaine ]0,0.1[. L’évolution de la température est prise en compte sur les 9 secondes
précédentes pour définir une loi de commande. La loi de commande est discrétisée temporellement
toutes les secondes et avec un pas spatial de 3 mm. Le choix du pas de temps de 1 seconde ainsi que de
I’horizon de 9 secondes a un effet important sur les performances de la méthode. Il doit étre réaliste et
cohérent avec les technologies (des capteurs et des actionneurs) et basé sur des connaissances a priori
de la dynamique des transferts thermiques dans la configuration physique étudiée.

Pour la premiere stratégie, T en secondes a un décalage constant. La stratégie n° 1 agit séquentiellement
afin de fournir des lois de controle mises & jour & des intervalles temporels constants. Notons par

exemple, J, = [mt, (m+1)1].

— pour m = 0 : le processus démarre & tg = 0, le systéme évolue « naturellement » a partir de son
état initial et sous l'effet d’éventuelles perturbations externes. Aprés T secondes, la température

est mesurée dans toute la plaque et nous permet de connaitre 6(x, T) ;

— pour m = 1 : la température continue & évoluer librement sans contrdleur et simultanément la
premiere loi de commande est estimée en considérant les mesures collectées pendant 'intervalle

de temps 9 = [0, T];

— pour m = 2 : le premier contrdle validé pour l'intervalle de temps Zp est appliqué et simul-
tanément, la deuxieme loi de controéle est estimée en considérant les mesures collectées pendant

I'intervalle de temps 7 = [t,27];

— pour m = 3 : le deuxieme contréle validé pour l'intervalle de temps .7 est appliqué et simul-
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tanément, la troisieme loi de controle est estimée en considérant les mesures collectées pendant

l'intervalle de temps % = [27,37];
— ete.

Identification des lois de commande

1. At = 7 =9 secondes, le probleme inverse est résolu en considérant 'intervalle temporel .7 =
[0,9] afin de déterminer le controle qu’il aurait fallu appliquer sur lintervalle [0,9] pour que
la température soit stabilisée & zéro au bout de 9 secondes. La résolution numérique prend un
certain temps (inférieur & 9 secondes). Ainsi au bout de 27 = 18 secondes, la premiere loi de

commande est disponible.

2. At = 2t = 18 secondes, le probleme inverse est résolu en considérant l'intervalle temporel
7 =[9,18] afin de déterminer le controle qu’il aurait fallu appliquer sur 'intervalle [9,18] pour
que la température soit stabilisée & zéro au bout de 18 secondes. La résolution numérique prend
un certain temps (inférieur & 9 secondes). Ainsi au bout de 3T = 27 secondes, la deuxieme loi de

commande est disponible.

3. At = 31t = 27 secondes, le probleme inverse est résolu en considérant l'intervalle temporel
J = [18,27] afin de déterminer le controle qu’il aurait fallu appliquer sur l'intervalle [18,27]
pour que la température soit stabilisée & zéro au bout de 27 secondes. La résolution numérique
prend un certain temps (inférieur & 9 secondes). Ainsi au bout de 4T = 36 secondes, la troisieme

loi de commande est disponible.

4. etc.

La méthode décrite précédemment est basée sur un décalage constant de 9 secondes (qui introduit un
retard de 18 secondes). La résolution numérique du PICC nécessite un temps de calcul (inférieur & 1)

pour identifier la commande qui agit avec un retard de 27.

4.4.2 Résultats numériques pour la stratégie & décalage constant

Les résultats suivants sont présentés pour un décalage constant de T = 9 secondes (18 s de retard) :
— Figure 4.4 : Evolution de la température avec controle.
— Figure 4.5 : Evolution des lois de controle.
: . : 1 2
— Figure 4.6 : Evolution de J(0) = §||9(x,t)||L2(Q).
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Température en K

xenm

Figure 4.4 — Evolution de la température avec contrdle (stratégie n°1 : pas constant T =9).
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Figure 4.5 — Les commandes en différents points (stratégie n°1 : pas constant T = 9)
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15 T T T T T T T T

— avec controle
— s ans controle

crilere J en K

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
tens

Figure 4.6 — Evolution du critere avec et sans controle (stratégie n°1 : pas constant T = 9).

La figure 4.4 peut étre comparée avec la figure 4.2. On remarque que 'effet des perturbations est amoin-
dri comme cela pourra étre visualisé sur la figure 4.6. La seconde perturbation (apres 600 secondes)
est rejetée de maniére plus efficace car son effet est proportionnel & la température. Comme celle-ci a
été préalablement « ramenée » a zéro alors la perturbation est moins forte, ainsi que le contréle utilisé
pour la contrer.

Sur la figure 4.5, Pévolution des controles est représentée (ceux-ci sont appliqués pour x € [0.03,0.06]
sachant que 1(0.03,¢) = 1(0.06,t) = 0). La discrétisation spatiale permet d’identifier les contrdles tous
les 3mm et de définir ainsi un contréle continu linéaire par morceaux (selon l'espace et le temps). On
remarque un comportement oscillant provoqué par le retard de la commande.

Afin de visualiser 'effet du retard, la stratégie est mise en oeuvre avec un décalage constant de T = 15
secondes.

Les résultats suivants sont présentés pour un décalage constant de T = 15 secondes (et donc un retard

de la commande de 27 = 30 secondes) :

— Figure 4.7 : Evolution de la température avec controle.
— Figure 4.8 : Evolution des lois de controle.

. 1
— Figure 4.9 : Evolution de J(0) = EHO(x,t)H%Z(Q).
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Température en K

Figure 4.7 — Evolution de la température avec controle (stratégie n°1 : pas constant T = 15)
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Figure 4.8 — Les commandes en différents points (stratégie n°1 : pas constant T = 15).
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On remarque sur la figure 4.7 et la figure 4.8 qu'un décalage plus grand introduit en général un retard

plus important et donc ne permet pas de rejeter la perturbation de maniére assez satisfaisante.

15 T T T T T T T T

m— avec controle

— A0S CONtrole

critere J en K

o] 100 200 300 400 500 600 700 BOO 800
tens

Figure 4.9 — Evolution du critere avec et sans controle (stratégie n°1 : pas constant T = 15).

Sur la figure 4.9, on remarque que compte tenu d’'un retard plus important de la commande, non
seulement D'effet de I’état initial perdure plus longtemps mais aussi que la premiere perturbation est
difficilement contrée.

L’efficacité de la stratégie n°1 dite « & décalage constant » est affectée par le retard imposé par le
décalage. Plus le décalage est grand, moins le controle agit efficacement pour contrer les perturbations
et stabiliser le systeme & zéro. Il est pour ce systeme difficile de réduire le décalage car il est nécessaire
d’avoir suffisamment d’observations sur ’état du systéme pour que sa dynamique soit bien selon les

lois de commande. De plus, le temps nécessaire & la résolution du probléme inverse ne peut étre réduit

aisément.
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4.5 Stratégie n°2 — a décalage adaptatif

4.5.1 Description de la stratégie n°2

Pour cette stratégie, les températures dans la barre sont mesurées toutes les secondes. Le critere suivant

est ainsi disponible toutes les secondes :
1/ /L 2.\ 1 m
J(6(x,1) = /O (6(x,0)dx) ~ 5 16

ot1 0; est Pobservation de la température au point x; = i 10
Des lors que le critére dépasse un certain seuil T, cela signifie que la température s’est trop éloignée
de la cible (0(x,t) =0, Vx € Q). Ainsi, si | J(0) |> J alors la procédure d’identification est lancée
en tenant compte des mesures précédentes sur l'intervalle .7, dont la taille est égale & T secondes. En
pratique, on consideére 'intervalle temporel précédent d’amplitude T secondes. A noter que pendant les

T premieéres secondes, l'identification ne peut étre lancée. Les deux parametres | et T sont cruciaux et

leur influence est mise en évidence dans les configurations présentées ci-apres.

4.5.2 Résultats numériques pour la stratégie a décalage adaptatif

Dans ce qui suit, les résultats sont présentés pour un décalage constant de T = 6 secondes (et donc un

retard de la commande de 27 = 12 secondes) et avec un seuil J=05:
— Figure 4.10 : Evolution de la température avec controle.
— Figure 4.11 : Evolution des lois de controle.
: . : 1
— Figure 4.12 : Evolution de J(0) = §||9(x,t)]|%2(0).

La figure 4.10 illustre bien la prise en compte de la perturbation qui est atténuée.
Sur la figure 4.11, on observe que les lois de contréle sont calculées moins souvent en différents points
de I'espace.

Avec la stratégie n°2, les lois de commandes sont calculées si le critere dépasse le seuil choisi | > J.
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Température en K

Figure 4.10 — Evolution de la température avec controle (stratégie n°2 : T = 6; | = 0.5).
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Figure 4.11 — Les commandes en différents points (stratégie n°2 : 7 = 6; T: 0.5).
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15 T T T T T T T T
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Figure 4.12 — Evolution du critére avec et sans controle (stratégie n°2 : T = 6; T: 0.5).
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Dans ce qui suit, les résultats sont présentés pour un décalage constant de T = 6 secondes (et donc un

retard de la commande de 2T = 12 secondes) et avec un seuil J=01:
— Figure 4.13 : Evolution de la température avec controle.
— Figure 4.14 : Evolution des lois de controle.
: . . 1
— Figure 4.15 : Evolution de J(8) = §||9(x,t)||%2(0).

La figure 4.13 illustre bien la prise en compte de la perturbation qui est atténuée.

Température en K

X enm

Figure 4.13 — Evolution de la température avec controle (stratégie n°2 : T =6; | = 0.1).

Sur la figure 4.14, on observe que les lois de controle sont calculées moins souvent.

De méme, sur la figure 4.15 est visualisée I’évolution de la température avec et sans controle de la
stratégie n°2, lorsque T = 6 et ]~= 0.1.

Sur la figure 4.16, le critere est tracé avec T = 15 secondes et un seuil de déclenchement T: 0.5.

Sur la figure 4.17, ’évolution du critere avec et sans contréle de la stratégie n°2 est montrée ot T = 15

et J=0.1.
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Figure 4.14 — Les commandes en différents points (stratégie n°2 : 7 = 6; T: 0.1).
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Figure 4.15 — Evolution de la température avec controle et sans controle (stratégie n°2 : T = 6; T= 0.1).
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4.5. STRATEGIE n°2 — A DECALAGE ADAPTATIF
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Figure 4.16 — Evolution du critere avec et sans controle (stratégie n°2 : T = 15; T: 0.5).
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Figure 4.17 — Evolution du critere avec et sans controle (stratégie n°2 : T = 15; T: 0.1).
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4.6 Stratégie n°3 — a durée adaptée

4.6.1 Description de la stratégie n°3

Comme pour la stratégie précédente, les températures dans la barre sont mesurées toutes les secondes.

Le critere suivant est ainsi disponible toutes les secondes suivant :

10 = 5 [ 6 yax)

Cette troisieme stratégie repose sur une modification de la durée de l'intervalle de temps décroissant
T = [t tj;m] pris en compte pour calculer le contréle. Rappelons que la longueur de ces intervalles
est notée T]* A savoir que la demande de détermination d’une nouvelle loi de commande (controle) est

déclenchée des que si le critere (observations de température) dépasse un certain seuil Tmux tel que :

J(0(x,t)) > Tmax (4.8)

En fait, les lois de controle ne sont estimées que si les observations de température vérifient le critere

dans (4.8). Dans un tel cas, t;ﬁm =t et t§,, est le temps précédent otr (4.9) est vérifié :

](Q(x, tgm)) > Tmin (4-9)

Tmux est considéré comme un seuil prohibitif (pour lequel la distribution de température est trop éloignée
de zéro) et Tmin est considéré comme un seuil significatif (pour lequel la distribution de température
commencer a présenter une non stabilité).

Il est évident que Tmin < Tmux.

Ainsi, le nouveau controle est implémenté des qu’il est déterminé.

A noter qu’au démarrage du procédé, la condition (4.8) n’est pas vérifiée et que J(0(x,t§,,)) > Tin.
Enfin, afin de ne pas accorder une importance trop grande au passé, la durée (t — ff;,,) prise en compte
pour calculer le contréle, peut étre bornée a une valeur maximale en adaptant la durée f.

Selon cette approche, il est possible qu’il y ait recouvrement de certains intervalles 7, mais comme pour
les stratégies n°1 et n°2, il est impossible de lancer une nouvelle détermination du contréle pendant

la résolution du probléeme inverse, des que le contréle est déterminé, il est tout de suite appliqué.
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4.6. STRATEGIE n°3 — A DUREE ADAPTEE

La stratégie n° 3 autorise la récupération des lois de controle qui peuvent réduire les délais. Les lois de

controle ayant une durée variable, cette stratégie est appelée stratégie « & durée adaptée ».

4.6.2 Résultats numériques pour la stratégie & durée adaptée

La figure 4.18 montre 1’évolution de la distribution de température avec Tmin =0.1et Tmux = 0.5.

Température en K

X enm

Figure 4.18 — Evolution de la température avec controle (stratégie n°3 : Jin = 0.1 et Jpax = 0.5).

En comparant la figure 4.18 avec la figure 4.1, l'effet de la stratégie n°3 pour déterminer des lois de

commandes permettant de rejeter la perturbation est mis en évidence.

Ainsi, la figure 4.19 visualise les commandes en différents points de ’espace et la figure 4.20 montre

I’évolution du critére avec et sans controle.

Compte tenu des valeurs des critéres choisies, cette stratégie montre bien que la commande calculée a

bien contré les perturbations et donc 1’état du systéme a bien été stabilisé & zéro, d’ou son efficacité.
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Figure 4.19 — Les commandes en différents points (stratégie n°3 : Tmm =01et Tm,lx =0.5).
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Figure 4.20 — Evolution du critere avec et sans controle (stratégie n°3 : Tmin =0.1et Tmax =0.5).
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4.7 Comparaison des différentes stratégies

Dans cette section, différents tableaux sont proposés afin de comparer les différentes stratégies.

Le premier tableau 4.1 correspond a la performance du controle en calculant la valeur moyenne M de
la température dans la barre :

~ 901 <9Z0(3] ) 931 (9200;< H ( 960)) ;(o))>

ot j correspond au temps du processus allant de 0 secondes a 900 secondes.

Cette valeur correspond a la valeur moyenne des criteres tracés sur les figures 4.3, 4.6, 4.9, 4.12, 4.15

4.16, 4.17, 4.20, 4.22.

Table 4.1 — Valeur moyenne M de la température dans la barre.

Stratégie n°1 Stratégie n° 2 Stratégie n°3
T=9 |7T=15| T=6 T=6 | T=15| =15 || Juin =0.1 | Jjuin = 0.01
7=05|7=01|7=05|7T=011 Jar =05 | Jpax = 0.05
0.5531 | 0.792 0.5072 | 0.4207 | 0.8855 | 0.8171 0.4667 0.3681

A noter qu’en absence de controle : M ~ 2.998.

Le tableau 4.1 montre que dans la configuration étudiée et selon les parametres choisis, la stratégie n°3
avec un seuil de déclenchement faible Tmax = (.05 assure la meilleure stabilisation & zéro. Elle présente

une température la plus proche a zéro. Cela est illustré sur la figure 4.21 et sur la figure 4.22.

Température en K

xenm

Figure 4.21 — Evolution de la température avec controle (stratégie 1°3 : Jin = 0.01 et gy = 0.05).
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Figure 4.22 — Evolution du critere avec et sans controle (stratégie n°3 : Tmin =0.01 et Tmax = 0.05).

A noter que les stratégies n°1 et n°2 fournissent aussi des résultats satisfaisants et permettent de

garder la température de la barre proche de zéro.

Le second tableau 4.2 fournit la durée T pendant laquelle :

max |6(x,t)] > 1°C.
x€[0,L]

Ces valeurs sont obtenues & partir des distributions 6(x, ) qui sont calculées pour chacune des trois

stratégies.

Table 4.2 — Durée (en secondes) T de dépassement du seuil de température fixé a 1°C.

Stratégie n°1

Stratégie n° 2

Stratégie n°3

7=9[7t=15] =6 | 1=6 | 7=15| T=15 || Jomin = 0.1 | Jmin = 0.01
J=05|7=01|7=05|7=011 Jmax =05 | Jpuax = 0.05
303 | 354 726 501 785 682 837 571

En absence de controle, a partir des distributions tracées sur la figure 4.2, on peut estimer :

secondes.

T = 900

Le tableau 4.2 montre que dans la configuration étudiée et selon les parametres choisis, la stratégie

n°1 est celle qui permet de rester le plus souvent sous le seuil de température fixé ici a 1°C.
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La stratégie n° 3 pourrait donner de meilleurs résultats en abaissant le seuil de déclenchement Tmux. En
effet, la valeur de Jyx = 0.05 semble déclencher le calcul d'une loi de controle alors que ma(a)c|9(x, t)]
xe

est déja supérieur a 1°C.

Le troisieme tableau 4.3 fournit le cotit du controle U calculé suivant le support spatial [a,b] et tout
au long du support temporel [0, t¢].

Ce cofit est exprimé suivant : U = / / u(x, t)2dxdt.
x€[0.03,0.06]
t€[0,900]

Table 4.3 — Cotit du controle U x 1012
Stratégie n°2

Stratégie n° 1 Stratégie n°3

T=9]71=15] =6 | T=6 | 7=15]| T =15 || Join = 0.1 | Jpin = 0.01
J=057=01[T=05|7=011 Jmax =05 | Jpax = 0.05
887 | 862 | 1005 | 945 | 949 | 1081 1.23 0.33

Le tableau 4.3 montre que dans la configuration étudiée et selon les parametres choisis la stratégie

n°3 est celle qui nécessite le moins d’énergie pour stabiliser la température.

Le quatrieme tableau 4.4 fournit la durée f,e; pendant laquelle le contrdle n’est pas nul sur la barre.

Table 4.4 — Durée du controle E{Ct en secondes.

Stratégie n°1

Stratégie n°2

Stratégie n°3

T=9|1t=15| T=6 T=6 | 17=15 | 1t=15 | JWin =0.1 | J;in = 0.01
J=05]1]=01|]=05]|]=01]| Jmax =0.5 | Jaxr = 0.05
640 350 121 193 93 164 184 452

Le tableau 4.4 montre que dans la configuration étudiée et selon les parametres choisis, la stratégie
n°1 demande beaucoup de calculs pour les lois de commandes car ceux-ci sont effectués méme lorsque
ce n’est pas utile.

La stratégie n° 2 nécessite peu de calculs mais les trois tableaux précédents ont montré que globalement

elle était moins efficace que les stratégies n°1 et n° 3.

D’oti, la stratégie n°3 basée sur un intervalle de temps décroissant avec une durée adaptée (liée & un
seuil prohibitif et significatif) est la plus pertinente. L’effet des perturbations est divisé par 10 et cette

stratégie nécessite moins d’énergie que les autres.
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Bilan du chapitre

Dans ce quatrieme chapitre, la méthode de régularisation itérative du gradient conjugué a été mise en
oeuvre afin de stabiliser & zéro la température dans le domaine 1D en dépit de la condition initiale
non nulle et de différents types de perturbations (dépendantes du temps ou thermo dépendantes).
L’évolution de la température dans la barre est décrite par un systéme d’équations aux dérivées par-
tielles paraboliques non linéaires et une des difficultés réside en ce que le support spatial des actionneurs
dans la barre 1D est plus petit et n’est pas inclus dans le support spatial de la perturbation.

Les stratégies présentées au troisiéme chapitre sont mises en oeuvre pour résoudre ce probleme de

stabilisation & zéro. Rappelons que :

— la premiere stratégie consiste a agir séquentiellement afin de fournir & des intervalles constants

des lois de commande mises & jour. Cette stratégie est dite « & décalage constant ».

— la seconde stratégie proposée consiste & mettre a jour des nouvelles lois de commande uniquement
lorsque la distribution finale de température s’éloigne trop d’un seuil préalablement fixé. Cette

stratégie est dite « a décalage adaptatif ».

— la troisieme stratégie consiste & mettre & jour des lois de commande en ne tenant compte que des
observations de températures entre deux seuils : I'un jugé rédhibitoire, 'autre jugé significatif.
Cette troisieme stratégie autorise le recouvrement des lois de commande ce qui peut en particulier
éviter les retards. Les lois de commande étant de durée variable, cette stratégie est dite « & durée

adaptée ».

Des illustrations et des tableaux ont été proposés afin d’évaluer les performances des différentes
stratégies.

La stratégie la plus efficace est la troisitme stratégie. Dans la configuration étudiée, elle permet en
effet de diviser Deffet des perturbations par 10 (selon le critere retenu) et nécessite moins d’énergie
que les autres stratégies. On peut noter qu’il est toutefois difficile de réduire le retard dans les contre-
réactions des commandes (comme pour les autres stratégies) : cela est en partie di a la dynamique des
transferts thermiques. Une configuration plus favorable aurait consisté a disposer du méme support
spatial pour les actionneurs et les perturbations (voire d’agir sur ’ensemble du domaine). Il a été choisi
une configuration plus compliquée pour montrer I'intérét de la méthode qu’il conviendra de qualifier

de « quasi en ligne ».
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Chapitre 5

Contexte de la fusion nucléaire controlée

5.1 Introduction a la fusion nucléaire

5.1.1 Contexte énergétique

D’apres ’étude biennale de D'Institut frangais d’études démographiques (INED), la croissance
démographique mondiale devrait augmenter d’un tiers d’ici 2050, passant a plus de 10 milliards d’habi-
tants. Cette croissance provoque une hausse des besoins humains plus spécifiquement dans le domaine
de I’énergie. Les différentes sources d’énergie, leurs formes associées et leurs moyens de stockage sont

représentées dans le diagramme ci-dessous :

( aux réactions CHIMIQUES
(‘ala LUMIERE)

au MOUVEMENT L

(Les différentes formes associées)

Elle peut étre STOKEE ( T T T
( eau,réaction chimique ) \Ces différentes SOURCES)

Pertes

Elle peut étre CONVERTIE RENOUVELLABLES (L RE‘N'S:J"{IE';%ABLES v Nucléaire
des ECONOMIES s'i t = = — —

al'ELECTRICITE

{ Pétrole

Certaines énergies sont LIMITEES

Figure 5.1 — Les différentes sources d’énergies.

L’augmentation des besoins énergétiques engendre déja de nombreux problemes compte tenu du fait

que les ressources non renouvelables comme le gaz, le pétrole et le charbon sont en cours d’épuisement
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dans le monde . .. Selon British Petroleum BP, la consommation mondiale d’énergie en 2017 représente
428 tonnes d’équivalent pétrole chaque seconde soit environ 13511 Millions de tonnes d’équivalent
pétrole (Mtep) par an sachant que les énergies fossiles représentent encore 81% de la consommation
mondiale (Figure 5.2). Celle-ci a par ailleurs doublé au cours des 35 dernieres années. En mars 2018,
I’Agence internationale de I’énergie avait déja fait état d’une hausse de la consommation mondiale
d’énergie de 2.1%. Le pétrole reste la principale source d’énergie du mix énergétique mondial (34.2%),
avec une hausse de la consommation de 1.7 million de barils par jour en 2017.

Monde Consommation d'énergie primaire

15000 - (Mtep)

Pétrole 342%
12 000

Gaz naturel 23 4%

Consommation
mondiale d'énergie
en 2017
13511,2 Mtep

~— Charbon 27 6%

9000 |

6000 -

3000
Nucléaire 4,5%

Hydroélectricité 6,8%

0 Loy v | P || R M| PRI L
1965 1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010 2015

Source : BP Statistical Review of World Energy — juin 2018

Renouvelables 3,5%

Figure 5.2 — Statistique de ’énergie mondiale.

Une conséquence directe de cette progression est I’augmentation des émissions mondiales de CO; :
+1.95% en 2018 par rapport & 2017, aprés trois années consécutives de quasi-stabilité. Pour faire
face au réchauffement climatique, réduire les émissions mondiales de gaz & effet de serre, diminuer la
pollution, répondre & la raréfaction des matiéres premieres, ...les hommes doivent répondre & leurs
besoins de maniére durable. L’énergie de la fusion nucléaire est une énergie propre, abondante et répond

a ces défis.

5.1.2 Réactions nucléaires

L’énergie de liaison E; d’un noyau atomique est 1’énergie qu’il faut fournir au noyau d’un atome pour
le dissocier. Cette énergie permet de comparer la stabilité des différents atomes de symbole ?X, ol A
représente le nombre des nucléons, Z le nombre des protons et A — Z le nombre des neutrons.

L’énergie nucléaire repose sur ce type de dissociation et on peut distinguer :
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— la fission qui est une réaction nucléaire provoquée au cours de laquelle un noyau lourd se scinde
généralement en deux noyaux moyens, sous 'impact d’un neutron. La réaction se fait avec perte
de masse et dégagement d’énergie. Par exemple, le noyau d’uranium 235 peut subir la fission. On

dit qu’il est fissile. L’équation de la réaction de fission s’écrit :

BU+in — PKr+ H2Ba+4ln.

Le nombre de neutrons produits est plus grand que le nombre de neutrons consommés et les
neutrons produits sont donc susceptibles de provoquer des réactions de fission en chaine. La
fission nucléaire non controélée est utilisée dans les armes redoutables que représentent les bombes
atomiques. Dans les réacteurs nucléaires, la fission est controlée et le dégagement d’énergie est
progressif. La France utilise prés d’une soixantaine de réacteurs produisant de I’énergie électrique.

Les déchets sont radioactifs et posent de sérieux problemes de stockage.

— la fusion nucléaire qui est une réaction nucléaire provoquée au cours de laquelle deux noyaux
légers s’associent pour former un noyau plus lourd. La réaction se fait avec perte de masse et
dégagement d’énergie. Par exemple, le deutérium et le tritium deux éléments légers se fusionnent

et produisent un dégagement d’énergie suivant :

2H+3H — 3He+ (n+17.58MeV.

Des réactions de fusion nucléaire non controlées ont lieu dans les étoiles (I'énergie du Soleil, par

exemple, provient de réactions nucléaires qui se produisent dans son noyau).

Dans ce qui suit, seule la fusion nucléaire est tres brievement présentée.

5.1.3 La réaction de fusion deutérium & tritium

Deux noyaux chargés positivement rapprochés I'un de I’autre ont tendance a se repousser. Afin d’étre
dans la zone proche du noyau ou les réactions nucléaires peuvent se produire, il est nécessaire de
fournir une grande énergie pour franchir cette barriere naturelle. La probabilité de passage de cette
barriere est fonction de la « section efficace » (grandeur physique reliée a la probabilité d’interaction
d’une particule pour une réaction donnée). La variation des sections efficaces de plusieurs réactions de

fusion possibles en fonction de I'énergie d’interaction est indiquée sur la figure 5.3.
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Figure 5.3 — Section efficace des principales réactions de fusion pour des applications énergétiques (Villegas,
2010).

La réaction de fusion la plus accessible est la réaction impliquant le deutérium (D, isotope naturel
stable de I’hydrogene qui posseéde un proton et un neutron) et le tritium (7T, isotope de ’hydrogene qui
possede un proton et deux neutrons). C’est sur cette réaction que se concentrent les recherches sur la
fusion controlée.
Le deutérium peut étre extrait de ’eau de mer et fournit donc une ressource tres abondante. Le tritium
existe en tres faible quantité dans la nature mais peut étre extrait des rejets des réacteurs de fission
ainsi que des rejets issus des essais nucléaires atmosphériques.
Avec un mélange approprié¢ d’hydrogene H : de deutérium D, de tritium T et d’hélium (He), plusieurs
réactions sont possibles mais elles ne sont pas toutes aussi faciles a réaliser.

Ces réactions sont présentées ci-dessous avec les libérations d’énergies correspondantes :
1. D+ D — (*He 4 0.82MeV) + (1 + 2.45MeV)
2. D+D — (T+1.01MeV) + (H +3.03MeV)
3. D+ T — (*He+352MeV) + (1 + 14.06MeV)
4. D43 He —s (*He +3.67MeV) + (H + 14.64MeV)

On peut noter que 'énergie libérée est donnée en électron-volt : 1eV = 1.602176634 x 10~ Joules.
Les réactions précédentes mettent aussi en jeu des isotopes de I'hélium : 3He (son noyau atomique
compte deux protons et un seul neutron) et 4He (son noyau atomique compte deux protons et deux

neutrons).
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5.2. LA REACTION DE FUSION AU SEIN D'UN PLASMA DE TOKAMAK

Les deux premieres réactions peuvent se produire mais la troisieme réaction est cent fois plus fréquente
(dans certaines conditions au sein d'un réacteur de fusion). C’est cette troisieme réaction qui est

recherchée dans le cadre de la production d’énergie par un réacteur de fusion nucléaire (Figure 5.4).

o g

N Y
/ ®
J

‘He + 3,5 Mew
n+ 14,1 MeW

Proton _)
Meutron J

Figure 5.4 — La réaction de fusion controlée standard.

C’est une réaction qualifiée de réaction provoquée. Elle se forme dans un réacteur fusionnant ’hydrogene
et ses isotopes pour former des noyaux plus lourds et dégager une grande quantité d’énergie. Afin de
déclencher cette réaction et vaincre les forces de répulsion de charges, le milieu doit étre chauffé a tres
haute température 108K. A ces températures, la matiere est & 1’état de plasma : les électrons se sont
dissociés du noyau auquel ils appartenaient, on obtient un gaz d’électrons et de noyaux atomiques qui
sont totalement ionisés (le noyau et les électrons ne sont plus liés).

Sur Terre, ’homme a d’abord pu produire de telles réactions d’une maniere explosive et incontrolée,
en concevant la bombe H. Le réacteur développé pour maitriser cette réaction nucléaire est présenté

dans le prochain paragraphe.

5.2 La réaction de fusion au sein d’un plasma de tokamak

5.2.1 Principe du tokamak

Afin de produire une réaction de fusion nucléaire controlée, il est nécessaire de confiner le plasma porté
a de tres hautes températures (plusieurs dizaines de millions de degrés) par des champs magnétiques
au sein d’un réacteur. Comme le plasma est formé de particules chargées, les champs magnétiques

peuvent interagir sur celles-ci.

121



CHAPITRE 5. CONTEXTE DE LA FUSION NUCLEAIRE CONTROLEE

Si ce méme plasma baigne dans un champ magnétique rectiligne (image 2 de la figure 5.5), les particules
s’enroulent autour des lignes de champ et ne peuvent plus atteindre les parois latérales puisque les
particules vont s’échapper facilement.

Afin d’éviter les pertes aux extrémités, on referme la boite magnétique en créant un tore (image 3 de
la figure 5.5). Le champ magnétique ainsi créé par une série d’aimants entourant le plasma s’appelle
le champ magnétique toroidal. Les aimants générant ce champ sont les aimants toroidaux. On montre
que ce confinement n’est pas tout & fait suffisant et que pour minimiser encore les fuites de particules,
les lignes de champ doivent étre hélicoidales (image 4 de la figure 5.5). Ceci est réalisé en ajoutant au

champ toroidal un autre champ magnétique qui lui est perpendiculaire (le champ poloidal).

rajectoire
B \|
“
>
S

Figure 5.5 — Représentation des lignes de champs (Br : toroidal; Bp : poloidal).

La méthode utilisée pour produire ces lignes de champ hélicoidales a donné naissance & deux types de

machine :

— Le « tokamak », formé d’un ensemble de bobines produit un champ magnétique dans la direction
du tore, auquel vient s’ajouter le champ magnétique créé par un courant intense axial circulant
dans le plasma lui-méme. Les deux champs génerent la structure hélicoidale des lignes de champ
(image (a) de la figure 5.6). Cette configuration a fait des progrés considérables depuis son
invention dans les années 1960 par des chercheurs russes. C’est actuellement la voie de recherche

la plus étudiée (un exemple de tokamak : WEST).
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— Le « stellarator », le confinement du plasma est entierement réalisé par un champ magnétique
hélicoidal créé par 'arrangement complexe de bobines autour du tore, alimentées en courants
forts et appelées bobines poloidales. Il est analogue au « tokamak » & la différence qu’il n’utilise
pas de courant toroidal circulant & U'intérieur du plasma pour le confiner (image (b) de la figure

5.6).

(b)

Blanket Plasma Magnetic
field line

Figure 5.6 — Schéma tokamak - stellarator.

En résumé, un tokamak est une chambre torique (en forme d’anneau métallique) de confinement
magnétique destinée a ’étude des plasmas et développé plus spécifiquement pour démontrer la faisa-
bilité de la production d’énergie par fusion nucléaire. C’est une technologie candidate pour permettre
& long terme la production d’électricité en récupérant la chaleur qui serait produite par la réaction de
fusion nucléaire.

Inventé au début des années 1950 par les physiciens soviétiques Igor Tamm et Andrei Sakharov sur
une idée originale du physicien Oleg Lavrentiev, le terme tokamak est tiré du russe « TopoumanbHas
KaMepa ¢ MarHUTHBIME KaTynkamu » (toroidalnala kamera s magnitnymi katushkami) ce qui signifie en
francais, chambre toroidale avec bobines magnétiques. Le premier tokamak a été construit & 'institut

Kurchatov & Moscou.

5.2.2 Exemple de schéma de réalisation

Le schéma d’un réacteur & fusion de type tokamak est présenté sur la figure 5.7 et les différents numéros
correspondent aux éléments suivants :

@ Le mélange combustible deutérium-tritium est injecté dans une chambre oll, grace au systeme de
confinement et de chauffage, le mélange passe a I’état de plasma,

@ Le plasma produit des cendres (les atomes d’hélium) et de l'énergie sous forme de particules
chargées ou de rayonnement,

@ Les particules chargées et le rayonnement s’amortissent en émettant leur énergie dans une paroi
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Solénoide central

Maintenance

récupération de la chaleur
produite dans |la couverture

Génération de courant
et chauffage

Séparation
isotopique

Combustibles primaires Déchets de combustion

Figure 5.7 — Schéma d’un réacteur a fusion (figure fournie par M.G. Marbach DRFC - CEA).

appelée la « premiere paroi » qui, comme son nom l'indique, est le premier élément matériel rencontré
au-dela du plasma. L’énergie qui apparait est sous forme d’énergie cinétique des neutrons qui quant a
elle, est convertie en chaleur dans la couverture,

@ Couverture située apres la premiere paroi, mais néanmoins & U'intérieur de la chambre & vide. La

chambre & vide elle-méme est le composant qui clot ’espace ol a lieu la réaction de fusion.

Premiere paroi, couverture et chambre & vide sont bien évidemment refroidies par un systeme d’ex-
traction de la chaleur. La chaleur est utilisée pour produire de la vapeur et alimenter un ensemble
classique turbine et alternateur producteur d’électricité dans ().

La couverture @) remplit en fait plusieurs fonctions :

— Elle permet de récupérer 1’énergie que les neutrons abandonnent en échauffant les matériaux. Un
fluide caloporteur circule dans la structure et évacue la chaleur produite vers les équipements
classiques que sont le générateur de vapeur, la turbine et I’alternateur ol est finalement générée
I’électricité.

— Elle produit le tritium nécessaire & la réaction de fusion. Le tritium n’existe en fait qu’en tres
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petite quantité dans la nature. Il sera produit par bombardement neutronique sur un autre corps

aisément disponible, le lithium, via les réactions suivantes :

n+°Li —s T +* He + 4.78 MeV
n+’Li — T +*He +n — 2.47MeV

L’intérét est de prendre en compte la premieére réaction qui dégage de 1’énergie. Le lithium peut étre
sous forme solide (céramique) ou liquide (alliage métallique), suivant la couverture utilisée.
L’un des principaux défis est le besoin de porter le coeur du plasma & une température extréme tout

en évitant de faire fondre ’enceinte : le plasma doit donc étre suffisamment froid au bord.

5.3 Le projet ITER

Il existe plusieurs tokamaks au monde (environ 200). Une liste non exhaustive est proposée ci-apres :

— Experimental Advanced Superconducting tokamak (EAST), a Hefei, Chine, opérationnel depuis
2006, premier tokamak dans le monde qui a réussi & produire un plasma stable en mode H pour

100 secondes pour plus de 50 millions de Kelvin (juillet 2017) ;
— KSTAR (Korean Superconducting Tokamak Advanced Research) & Daejeon (Corée du Sud);
— Joint European Torus (JET), basé & Culham au Royaume-Uni;
— Tore Supra, basé & Cadarache en France;
— JT-60 ou JAERI - Japan Atomic Energy Research Institute - tokamak 60, au Japon (Naka) ;
— Asdex et son amélioration Asdex-Upgrade, congu en Allemagne dans les années 1980 ;
— Doublet et son amélioration DIII-D, conc¢u aux Etats-Unis dans les années 1980 ;

— International Thermonuclear Experimental Reactor (ITER), qui est en cours de construction &

Cadarache ;

Le tokamak auquel nous nous intéressons est ITER. Dans le sud de la France, 35 pays collaborent a la
construction du plus grand tokamak au monde, un appareil de fusion magnétique congu pour prouver
la faisabilité de la fusion nucléaire en tant que source d’énergie & grande échelle et sans émissions de
carbone. Les campagnes expérimentales qui seront menées & ITER sont essentielles pour faire progresser
la science de la fusion et préparer la voie aux centrales de fusion pour la production d’énergie a grande

échelle. ITER sera le premier réacteur de fusion concu & la fois pour maintenir la fusion pendant de
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longues périodes et pour produire de I'énergie (Figure 5.8). Il permettra aussi de tester et de valider des
technologies, des matériaux, des stratégies de controle et des diagnostics nécessaires a la production
commerciale d’électricité & base de fusion. Des milliers d’ingénieurs et de scientifiques ont contribué a
la conception d’'ITER depuis le lancement de I'idée d’une expérience internationale commune de fusion
en 1985. Les membres principaux d’ITER sont la Chine, ’'Union européenne, I’Inde, le Japon, la Corée,

la Russie et les Etats-Unis.

Figure 5.8 — Réacteur ITER.

ITER mesure 29 metres de haut pour 28 metres de diametre et pesera approximativement 23000
tonnes. Comme la puissance générée dépend en partie de la taille de la machine, ITER sera le plus
grand tokamak jamais construit. Il s’agit d’un des projets technologiques nécessitant une des plus
larges collaborations scientifiques au monde. Pour avoir un ordre d’idée de la taille I’'ITER, nous avons
rassemblé ci-dessous les dimensions relatives des tokamaks Tore Supra et JET par rapport & ITER. Le
grand rayon R d’un tokamak correspond & la distance entre ’axe central et le milieu de la chambre &
vide. Le petit rayon a se rapporte quant a lui au rayon moyen de I’anneau de plasma.

Dans le tableau 5.1, la notion de « Facteur d’amplification » est introduite. Cette notion est détaillée

dans le paragraphe suivant.
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Table 5.1 — Comparaison des parametres d’ITER & ceux des tokamaks Tore Supra et JET.

Parametres Tore Supra JET ITER
Grand rayon du plasma (R) 240 m 3m 6.2 m
Petit rayon du plasma (a) 0.72 m 125 m 2.0m
Volume du plasma 25 m® 100 m® 840 m?
Courant plasma 1.7 MA 5~7MA 15 MA
Champ magnétique 4.5 Tesla 3.4 Tesla 5.3 Tesla
Type de plasma Deutérium  Deutérium /Deutérium-Tritium Deutérium /Deutérium-Tritium
Facteur d’amplification (Q) ~0 0.64 >10
Durée des impulsions 1000s 10 s > 400 s (Q = 10) et permanent & puissance réduite (Q = 5)

5.4 Phénomenes physiques et modélisation mathématique

5.4.1 Bilan de puissance du plasma

Le bilan énergétique du plasma est déterminé & partir des sources d’énergie qui alimentent le plasma

et des pertes d’énergie qui le refroidissent. Pour que le plasma soit stationnaire, il faut que ce bilan

soit équilibré, c’est-a-dire que les sources compensent les pertes. Les puissances mises en jeu sont les

suivantes :

1. la puissance de fusion Pgsion qui constitue la puissance totale crée par la réaction de fusion entre

les réactifs. Cette puissance se distribue entre les produits de la réaction : les particules alpha

(c’est-a-dire les noyaux d’hélium) et les neutrons

Pfusion = Talpha + Pneutrons

Ou :

— Pyipha est la source d’énergie la plus importante du plasma : ses particules chargées sont

confinées par le champ magnétique et transmettent leur énergie au plasma par collisions.

— Preutrons st définie par les neutrons, comme ils n’ont pas de charge, ils ne sont pas sensibles
) 7

au champ magnétique et s’échappent rapidement sans céder leur énergie au plasma, d’olt :

Pheutrons = 0. Leur unique role est de produire du tritium.

2. la puissance extérieure Poxterieure qui est un systéme de chauffage additionnel, fournie au systeme

en cas d’un déficit d’énergie de maintenance du plasma.
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3. les pertes d’énergie Ppertes qui correspond a la puissance perdue a cause du freinage des électrons,
des impuretés, du transport de la chaleur et des particules par conduction, convection et rayon-
nement. Si elle est importante, elle peut mener a une brusque perte du confinement du plasma :

c’est la disruption.

D’ot1, la formule du bilan énergétique est la variation temporelle de I’énergie du plasma exprimée par :

oW
ﬁ = Palpha ~+ Pextérieure — pertes (5'1)

Le plasma peut avoir I'un des trois états :

14%
— perdant si a5 < 0 : le plasma s’éteint, pas de fusion nucléaire,

— stationnaire si — = 0 : si les gains compensent les pertes, pas de fusion nucléaire,

ot

. OW . — . -
— gagnant si — > 0 : au sein du plasma des réactions de fusion peuvent avoir lieu.

ot

5.4.2 Critere de Lawson et facteur d’amplification

Le plasma obtenu est le siege de pertes énergétiques. Un moyen de quantifier ces pertes est I'introduction
de la quantité T, appelée temps de confinement de ’énergie et définie a 1’état stationnaire comme le
rapport entre W (I'énergie stockée dans le plasma) et Ppertes (la puissance nécessaire a I'entretien de

ce plasma), c’est le temps caractéristique du refroidissement du plasma qui est calculé suivant :

144

5.2
Ppertes ( )

T =

Plus 7 sera élevé, meilleur sera le confinement et meilleures seront les performances du plasma. On peut
montrer que le produit n.T.Tg est caractéristique de ces performances, oul n est la densité électronique
du plasma (exprimée en nombre de particules par metre cube), T température moyenne du plasma et
Tr le temps du confinement en s. Plus précisément, le plasma d’un réacteur stationnaire est rentable
du point de vue énergétique si la condition suivante appelée critere de Lawson est vérifiée (Lawson,

1957), (Brémond, 1995), (Dumont, 2001) :

n.T.tg > 10?2 m—3 KeV.s (5.3)
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A noter que pour ce critere, la température est exprimée en électronvolt. En effet, dans certains
domaines, comme la physique des plasmas, il peut étre pratique d’utiliser 1’électronvolt comme unité

de température. Pour effectuer la conversion, on utilise la constante de Boltzmann Kp (en J.LK~1) :

leV _ 1.602176634 x 10~

R ~ 11605K
Kp 1.380649 x 1023

Par exemple, une température typique de plasma dans une fusion par confinement magnétique est de
15 keV, soit 174 MK (méga kelvins).
Le critere de Lawson (5.3) montre que le produit entre la densité n, la température T et le temps de

confinement Tg doit étre suffisamment élevé pour que la réaction de fusion soit déclenchée.
Pfusion

P chauffage
réactions de fusion et la puissance extérieure fournie au plasma par les systemes de chauffage. C’est le

Le facteur d’amplification Q est défini par : Q = qui est le rapport entre la puissance par les
bilan énergétique du plasma.

Le critere de Lawson correspond & Q > 1, cela veut dire qu’on a produit plus d’énergie avec la réaction
de fusion qu’on a di en fournir pour entretenir le plasma.

Lorsque Q = 1, on parle de break even, c’est-a-dire le moment ol la quantité d’énergie produite
par les réactions de fusion est égale & celle qu’on a di fournir pour entretenir le plasma. C’est une
étape intéressante du point de vue scientifique, car le chauffage du plasma est alors assuré de fagon
importante par les particules alpha et non plus quasi uniquement par les chauffages additionnels, ce
qui se rapproche de la situation du réacteur.

Si Q = oo, on parle de I'ignition, c¢’est le stade ot la puissance fournie par les réactions de fusion suffit
a elle seule & compenser les pertes et ot on peut donc couper la puissance extérieure. Le plasma est
alors auto-entretenu.

Une centrale de production d’énergie basée sur le principe de la fusion nucléaire doit donc étre congue

de telle sorte que Q > 1. Les objectifs principaux du réacteur expérimental ITER sont :
— obtenir un facteur d’amplification de Q = 10 pendant 400 s

— obtenir un fonctionnement continu pour Q = 5.

5.4.3 Modélisation de la température au sein du plasma

Certains états caractéristiques d’un plasma de fusion (flux magnétique, température) peuvent étre

décrits & l'aide de systemes d’équations aux dérivées partielles. Ces systemes d’EDP paraboliques sont
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couplés. Les modeles mathématiques utilisés pour développer les controles temps réel des profils internes
du plasma sont en général monodimensionnels et ne prennent pas en compte I’ensemble des phénomenes
physiques intervenant au sein d’un plasma. Par exemple, le comportement turbulent d’un plasma
nécessite, si on veut le reproduire finement, des modélisations cinétiques trés complexes. Néanmoins,
une approche basée sur les propriétés de symétrie du systeme étudié permet de considérer un modele a
une dimension (radiale) qui peut s’avérer suffisant pour des problématiques de controle. Les coefficients
des équations résultantes sont alors donnés par des modeles empiriques ou pseudo-empiriques (Erba et
al., 1998), (Witrant et al., 2007).

La modélisation des échanges thermiques dans le plasma du tokamak permet de décrire la distribution
spatio-temporelle de la température au sein du plasma. L’analyse des surfaces magnétiques permet de

passer d'une géométrie 3D puis 2D et enfin en 1D (Figure 5.9) (Blum, 1989).

Figure 5.9 — Transformation d’une géométrie 3D en 1D : Source CEA IRFM.

P

Dans une géométrie 1D suite au changement de variable spatial : x = =, on obtient pour x € [0, 1] une
a

équation aux dérivées partielles parabolique, non linéaire, non homogene ol les coefficients sont des

parametres distribués dans ’espace et dans le temps. Le centre du plasma correspond & x = 0 alors

que le bord du plasma correspond & x = 1. L’équation suivante est considérée (Attar, 2017) :

§an59e 1 a < age) _

2 o axax \Mehay (5:4)

ol 1, : est la densité des électrons

t : est la variable de temps en secondes

x : est la variable d’espace (sans unités suite au changement de variable exprimé précédemment)

0, : est la température électronique au sein du plasma exprimée en électronvolt (ou en Joules)

a : est le petit rayon (considéré constant) du plasma formé par les lignes de champs poloidales et

toroidales (exprimé en m)
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a : est le coefficient de diffusivité noté également x au sein de la communauté des physiciens des
plasmas (s’exprime en m2.s~ 1)

g : est la puissance absorbée par les particules en W.m3.

Le coefficient de diffusivité dépendant de ’espace et du temps est en général mal connu et nécessite
une phase d’identification. Dans les travaux de (Tubbing et al., 1987), une étude a été proposée en
supposant que le terme diffusivité thermique est en dépendance non-linéaire avec le gradient de la
température des particules du plasma. Pour les modeles théoriques, on peut distinguer par exemple les
modeles Bohm/gyro-Bohm (Erba et al., 1995), (Mikkelsen et al., 1997). A noter les travaux de (Sattin
et al., 2012) ont eu pour objet I'estimation du coefficient de diffusion thermique mais en considérant
que le terme source g est parfaitement connu. Des techniques d’identification ont été aussi développées
dans (Mechhoud, 2013) et (Attar, 2017).

A T'équation (5.4) exprimée en W.m =3, il convient d’ajouter les conditions aux bords et une condition
initiale :

—(x=0,t) =0 . (x=1,t) =0
(x=0,1) W =1,1) -

Be(x,0) = Be0(x)

5.4.4 Modélisation du flux magnétique au sein du plasma

La fusion nucléaire au sein d’un tokamak nécessite de confiner le plasma dans une région donnée et de
le chauffer pour atteindre des températures nécessaires a la fusion des noyaux. Une particule chargée-
ionisée subit une force si elle est baignée dans un champ magnétique B . Cette force est exprimée

suivant :

? = q‘7A§>

o1 q est la charge électrique et T la vitesse positive.

Ces particules chargées du plasma décrivent une trajectoire hélicoidale autour des lignes de champs.
On peut remarquer sur la figure 5.10, la ligne bleue qui représente la trajectoire d’un ion deutérium
ou tritium autour d’une ligne de champ magnétique ? et la ligne rouge qui représente la trajectoire
d’un électron.

La magnétohydrodynamique (MHD) est une discipline scientifique cruciale pour la modélisation des
plasmas de fusion. Elle repose sur I’étude des propriétés d’un fluide conducteur du courant électrique en

présence de champs électromagnétiques. Elle est basée sur ’ensemble des équations de Navier-Stokes
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Figure 5.10 — Trajectoire hélicoidale d’une particule chargée dans un champ magnétique uniforme et
stationnaire.

de la dynamique des fluides et aussi les équations de Maxwell, ol les champs magnétiques peuvent
créer des courants dans le méme champ magnétique.

Les équations qui décrivent I’évolution temporelle de la distribution spatiale du flux magnétique dans
le plasma sont présentées dans (Blum, 1989), (Witrant, 2007) et (Gaye, 2012). Une version simplifiée

est donnée ci-apres :

8(;) 1y 10 ago . -
o o xax \Fax) = 1R >0

ou t : est la variable de temps en secondes (en s)

x : est la variable d’espace (sans unités suite au changement de variable exprimé précédemment)

@ : est le flux magnétique au sein du plasma exprimé en Weber (en Wb)

a : est le petit rayon (considéré constant) du plasma formé par les lignes de champs poloidales et
toroidales (exprimé en m)

1, : est la composante parallele de la résistivité du plasma (s’exprime en (.m)

Ho : est la perméabilité magnétique du vide pog = 1.2566370614 x 107° Kg.m.A=2.s72

Ry : est le grand rayon du tore (en m)

jni : est la densité de courants générés de maniere non inductive (en Am=2?).

L’équation (5.6) est complétée par les conditions aux bords et la condition initiale :

99| _ 9|
g x=0 Y ot x=1 - VO(t) (5.7)

@(x,0) = po(x)
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ol Vj est la tension électrique au bord du plasma.

Les équations décrivant les transferts thermiques et 1’évolution du flux magnétique sont couplées. En
effet, la composante parallele de la résistivité du plasma 77,, dépend de la température électronique 6,.
Depuis les travaux de (Cohen, 1950) et (Spitzer, 1953), il est admis que 7, varie proportionnellement
a 9;73 . Une autre source de couplage réside en ce que la densité de courants générés de maniere non
inductive (j,;) qui est le terme source de I'équation (5.6) est aussi une composante du terme source

(g(x,t)) de Iéquation (5.4).

5.5 La problématique du controle

5.5.1 Généralités

Les multiples promesses et avantages que présente la fusion nucléaire en font une source d’énergie
idéale pour répondre aux besoins de I’humanité : elle n’émet pas de gaz a effet de serre, ne produit pas
de déchets radioactifs & longue durée de vie, ne présente aucun risque d’emballement ou de perte. De
plus, les réserves de combustible sont abondantes et la possibilité & produire de 1’énergie ne dépend
pas de la météo (au contraire du solaire ou de 1’éolien). Malgré toutes ces promesses et les énormes
progres depuis les années 50, il n’existe pas encore de centrale & fusion pour produire de I’énergie. Seuls
des réacteurs de recherche sont fonctionnels. Cela peut étre expliqué du fait des défis scientifiques et
technologiques que représentent I'exploitation de la fusion.

Afin d’améliorer les performances et atteindre le break even (fusion auto-entretenue), il est nécessaire
de pouvoir confiner une grande quantité de plasma. Il faut par conséquent construire des tokamaks de
grande envergure, tel qu'ITER, dont les cofits de construction et de maintenance sont tres importants.
L’objectif du projet international ITER est de démontrer la faisabilité technologique de la fusion. Il
devra aussi permettre de tester des solutions aux problemes de stabilité du plasma, de génération
interne de tritium, et de tenue des matériaux subissant le flux neutronique, qui sont de véritables défis

sur les plans scientifiques et technologiques. Citons par exemple :

— la physique des plasmas est une discipline scientifique extrémement complexe. Il est notamment
tres difficile de modéliser le comportement d’un plasma confiné ;

— les matériaux internes d’un tokamak doivent & la fois faire face & des contraintes extrémes
(température, résistance aux champs magnétiques, stabilité aux radiations et au bombardement

des neutrons de fusion) et atteindre des durées de vie suffisantes. Dans un futur systéme indus-
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triel, la paroi du réacteur devrait évacuer une densité de puissance trés importante et aucun

matériau est capable de résister sans dommages a ces conditions sur le long terme;

— en irradiant les parois du tokamak, les neutrons issus de la réaction de fusion rendent les com-
posants partiellement radioactifs pour une centaine d’années. Un plan de démantelement efficace

des installations doit donc étre prévu.

Les phénomeénes physiques se produisant dans le plasma engendrent ’apparition de plusieurs instabilités
magnétohydrodynamiques. Pour que la réaction de fusion existe et perdure, il a été vérifié qu’il était
nécessaire d’obtenir et conserver un profil de facteur de sécurité adéquat. De trés nombreuses études se
focalisent sur le contrdle du profil de sécurité. On peut citer des lois de commandes récentes (Argomedo,
2012), (Gaye, 2012), (Vu, 2014) et (Mavkov, 2017) conservant le caractere distribué du systeme étudié.
Le facteur de sécurité est défini par la relation entre les deux composantes du champ magnétique
(toroidal et poloidal). Cette grandeur caractéristique est décrite par un profil 1D sur les surfaces

magnétiques. Ce facteur de sécurité g(x,t), est exprimé comme suit :

q(x, t) = S;BO(X) Vx € [0,1],Vt >0 (5.8)
g(xr t)

ol By est le champ toroidal au centre de la chambre vide du tokamak supposé indépendant du temps et
@ le flux poloidal. En fonction du profil spatial désiré pour le facteur de sécurité, il est aisé de déterminer
quel est le profil spatial désiré pour la distribution du flux magnétique a l'aide de I’équation (5.8). Dans
(Gaye, 2011), les courbes suivantes de la figure (5.11) sont présentées en exemple.

D’ot la question qui se pose :

Quels sont les moyens d’agir afin d’obtenir la distribution spatiale désirée pour le flux magnétique (ce

qui permettra d’obtenir le profil souhaité pour le facteur de sécurité) ?

Pour le tokamak Tore Supra par exemple, deux actions principales peuvent étre citées :

— Le systeme de champ poloidal remplit deux fonctions. Le premier ensemble de bobines dites de
chauffage ohmique est susceptible d’induire du courant dans ’anneau de plasma. Le deuxiéme
ensemble de bobines dites de champ d’équilibre permet de maintenir le tore de plasma dans la

position souhaitée, voire de donner une forme particuliere & sa section méridienne.

— Le systeme de chauffage/génération de courant est susceptible de générer du courant non in-
ductif et de chauffer le plasma (effet sur la diffusion résistive du flux). Le plasma peut absorber

I’énergie d’ondes électromagnétiques aux fréquences caractéristiques du milieu. Ce chauffage par
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Figure 5.11 — Exemples de distribution spatiale du profil de sécurité g(x,t) (en haut) et du flux magnétique
@(x,t) (en bas) : en rouge la distribution désirée et en bleu la distribution initiale.

ondes électromagnétiques est transmis au plasma par des antennes qui tapissent une partie de
I’enceinte de confinement. Le choix de la fréquence permet de définir ’espece de particules (ions ou
électrons) qui sera chauffée et la région ou se fera I’absorption de 'onde et donc le chauffage. On
a trois antennes d’émission d’ondes : Fréquence Cyclotroniques Ioniques (FCI), Fréquences Cy-
clotroniques Electriques (FCE) et Fréquences dites Hybrides (HYB). Un autre moyen de chauffer

le plasma est d’injecter des neutres rapides.

Il existe différentes manieres de chauffer un plasma.
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— Le chauffage ohmique consiste & faire passer un courant électrique dans le plasma (Figure 5.12).
Pour ce faire, un champ magnétique (notamment lié au champ poloidal) est appliqué au centre du
tore, des électrons apparaissent et un courant est créé grace a la force de Lorentz. Ce chauffage
n’est nécessaire qu’au démarrage. L’utilisation de l'effet Joule produit par le déplacement des

électrons, n’est plus trés efficace au-dela d’une température de 10 millions de degrés.

A

|

\ Courant ohmique

Figure 5.12 — Chauffage ohmique induit dans un tokamak.

— Le chauffage par résonance consiste a envoyer des ondes dans le plasma qui vont interagir avec
certaines particules en leur transmettant de la chaleur. Le chauffage par ondes électromagnétiques
hautes fréquences consiste & coupler au plasma une onde & une fréquence résonante avec une
catégorie de particules présente dans le plasma. Le choix de la fréquence permet ainsi de définir
I’espece de particules qui sera chauffée et la région ol se fera ’absorption de l'onde et donc le
chauffage. Des antennes émettrices situées sur les parois de I’enceinte de confinement transmettent

au plasma ’énergie des ondes.

— Le chauffage par injection de particules rapides consiste & injecter ces derniéres qui vont entrer
en collision & trés haute énergie (> 300KeV) dans le plasma transformant 1’énergie cinétique en
chaleur. Les collisions qui s’ensuivront vont redistribuer I’énergie et donc chauffer le plasma. Un
injecteur de neutres est formé de trois parties principales : une source d’ions, un accélérateur et

un neutralisateur.

L’utilisation de ces différents actionneurs est extrémement délicate et pose de nombreuses difficultés qui
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Figure 5.13 — Chauffage induit dans un tokamak.
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Figure 5.14 — Systemes de chauffage utilisés dans les tokamaks - image CEA.

relevent autant de la théorie (physique des plasmas) que de I'ingénierie. Dans le paragraphe suivant, une

formulation du probleme de contrdle est proposée ('effet pratique des actionneurs n’est pas détaillé).

5.5.2 Formulation

L’objectif final est de controler le profil spatial du facteur de sécurité, parametre clé pour la stabilité

du plasma (et donc la durée de la décharge). Comme mentionné précédemment, cela revient & maitriser

le profil du flux magnétique (voir figure 5.11).

Il s’agit d’un probléme difficile & résoudre. En effet,

— D’évolution de la variable physique & contréler est gouvernée par la diffusion résistive du flux

magnétique, qui est modélisée par une équation aux dérivées partielles de type parabolique, avec
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des coefficients répartis et variant rapidement dans le temps qui dépendent de la solution d’une

autre équation liée au transport de la chaleur;

— bien que 'action soit distribuée dans le domaine spatial, des contraintes de forme non-linéaires

sont imposées (avec seulement quelques parametres disponibles pour la commande) ;

— des termes sources non-linéaires sont présents dans 1’équation d’évolution (en particulier un

courant auto-induit appelé courant de bootstrap) ;
— des incertitudes importantes existent sur la plupart de mesures, estimations et modeles.

On note @cible(x) la distribution spatiale du flux magnétique qu’il est nécessaire de maintenir.

Comme dans (Gaye, 2012), on se propose d’étudier la fonction erreur :

P(x,t) = @(x, 1) — Peible ().

L’objectif du controle est bien évidemment de stabiliser ¢(x,f) & zéro et de rester proche de zéro en
dépit de perturbations affectant le systeme. Il est montré dans (Gaye, 2013) que le systeme d’équations

(5.6) et (5.7) devient alors :

La—(P — L J (xa(P> = ! J <xa¢dble> +R0jcontr01 V(x, t) S [0' 1] xT

7y ot poa?x dx \ ox 1oa2x dx dx
¢ _
i d —0: = 5.9
ax| 0, ¢(1,)=0 vieT (59)
#(x,0) = Go(x) vx € 0,1]

En ce qui concerne la température, reprenant les équations (5.4) et (5.5) la température électronique

est solution de :

39(nebe(x,t)) 1 9 90.(x, 1)\
R T o xneoc(x,t)iax = g¢(x,t) V(x,t) €[0,1] x [0, tf]
el _ 0;  6.(1,6)=0 vt € [0,tf] (5.10)
0 x=0
0. (x,0) = B0 (x) Vx € [0,1]

Afin de stabiliser & zéro ¢(x,t), les moyens d’actions pour le systeme (5.9) sont le courant jeonusror (X, 1)
et la résistivité 17,/ qui dépend de la température électronique 6.(x,t). Afin de maitriser la température

6.(x,t), les moyens d’actions pour le systeme (5.9) sont liés aux sources de chauffage modélisées dans

g(x,1).
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Dans le chapitre suivant, la problématique de controle des systemes couplés (5.9) et (5.10) est abordée

dans une configuration académique.
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BILAN DU CHAPITRE

Bilan du chapitre

Dans ce cinquieme chapitre, la problématique de la production d’énergie par fusion nucléaire a été
tres brievement abordée. 11 s’agit d’un procédé innovant d’'une complexité extréme dont le controle a
I’échelle d'un « grand » réacteur reste un probleme ouvert. Le projet ITER (International thermonuclear
experimental reactor) a pour objet de démontrer la faisabilité de la production d’électricité basée sur
des réactions de fusion nucléaire mettant en jeu des isotopes de I'hydrogene (deutérium et tritium).
Apres avoir décrit sommairement le contexte énergétique et les principes fondamentaux de la fusion
nucléaire, quelques éléments technologiques sont présentés afin de mieux appréhender le fonctionnement
d’un tokamak (réacteur de fusion nucléaire en forme de tore assurant le confinement du plasma par
voie magnétique).

Afin d’assurer la production d’énergie, le critere de Lawson doit étre satisfait et il est nécessaire
d’atteindre un certain profil du facteur de sécurité au sein du plasma. Afin d’obtenir cette condition,
deux états caractéristiques du milieu plasma sont décrits par des systémes d’EDP paraboliques couplés :
le flux magnétique et la température.

Apres avoir mentionné quelques actionneurs technologiques disponibles & des fins de controle, les
systemes d’équations d’état sont reformulés. Dans cette configuration spécifique, le probleme de stabi-

lisation & zéro est abordé dans le prochain chapitre.
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Chapitre 6

Stabilisation du profil de sécurité - applications

numeériques

6.1 Controle de I'état thermique

6.1.1 Equations d’états et parametres d’entrées

Dans le chapitre précédent, la température électronique du plasma 0, (x, ) satisfait les équations sui-

vantes :
39(n.0(x,t)) 1 0 90, (x, )\
ET — @g xnea(x, t)T == g(x, t) V(x, t) S [0, 1] X [0, tf]
96
¢ = = 6.1
o | 0 6.(1,t)=0 vte [0t (6.1)
Be(x,0) = Be0(x) Vx € [0,1]

ol 1, : est la densité des électrons

t : est la variable de temps en secondes

x : est la variable d’espace (sans unités suite au changement de variable exprimé précédemment)

a : est le petit rayon (considéré constant) du plasma formé par les lignes de champs poloidales et
toroidales (exprimé en m)

a : est le coefficient de diffusivité noté également x au sein de la communauté des physiciens des
plasmas (s’exprime en m?.s~!)

g : est la puissance absorbée par les particules en W.m—3

0q0 : est la température initiale du plasma.
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1l est extrémement difficile dans le domaine de la physique de plasmas de disposer de données précises
qui ne soient pas entachées d’incertitude. Il est toutefois important de prendre en compte des grandeurs
réalistes et pour ce faire, les caractéristiques du réacteur Tore-Supra ont été prises en compte. Dans

(Attar, 2017), le changement de variable suivant est proposé :

O(x,t) = ne(x,t)0.(x,t)

Apres plusieurs développements, on obtient alors le systéme suivant :

2 <a<x,t)gz> ~3 Y(x,t) € 0,1] x [0,/
gf;(xzo,t) =0 (x=1,t)=0 vt € [0, t/] (6.2)
0(x,0) = 6o(x) Vx € [0,1]

On considérera que les parametres connus sont similaires a ceux présentés dans (Attar, 2017) et cor-

respondant au réacteur Tore-Supra du CEA-Cadarache :
— a=0.72m : le petit rayon exprimé en m;
— a(x,t) : le coefficient de diffusivité, présenté figure 6.1 ;
— g(x,t) : le terme source, présenté figure 6.2

— 6o(x) : la température initiale, présentée figure 6.3.

on
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Figure 6.1 — La diffusivité thermique a(x,t) ; au-dela de 15 secondes a(x, ) conserve le méme profil spatial.
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Figure 6.3 — Le profil initial 6y (x).

6.1.2 Simulation numérique

Considérant les parametres d’entrées précédents, la simulation du probléme direct peut étre réalisée a

I’aide du logiciel aux éléments finis Comsol interfacé avec Matlab. Les résultats suivants sont obtenus :
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Figure 6.5 — Evolution des températures 6(x,t) en certains points.

Les résultats de simulation obtenus sont tout & fait similaires aux résultats expérimentaux montrés dans
(Attar, 2017) dans lequel est présenté un essai réalisé sur le réacteur Tore-Supra du CEA Cadarache sous
la référence TS#47673. Ce test correspond a un « choc ohmique » car la source de chauffage alimentant

le plasma est créée par effet joule a I’aide du courant inductif (de 'ordre du million d’ampere) circulant
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au sein du plasma qui a priori possede une résistance de quelques ohms.

Ce régime en chauffage « naturel » est appelé régime ohmique, en référence & I'unité de mesure d’une
résistance électrique. Cet effet proportionnel & la résistance du plasma ne permet d’atteindre que des
températures relativement limitées (de ordre de 10 millions de degrés). C’est la raison pour laquelle la
source de chauffage ohmique & elle seule ne suffit pas pour amener le plasma aux températures requises
pour que la réaction de fusion se déclenche. Il est nécessaire de disposer d’un chauffage additionnel en
utilisant par exemple des ondes radiofréquences.

A noter qu’au-dela de 20 secondes, la distribution spatiale de la température (figure 6.5) n’évolue plus

car la diffusivité a(x,t) et le terme source g(x, t) sont constantes a partir de 15 secondes.

6.1.3 Identification d’une loi de controle interne

Dans ce qui suit, on suppose qu’il est nécessaire d’atteindre I'état .10 (x). On souhaite donc stabiliser

a zéro la fonction 8(x,t) = 6(x,t) — Beipie(x) & aide d'une commande wug(x, ) localisée dans x € [a, b].

aGcible

dx

température en bord de plasma est tres faible (par rapport aux températures de coeur) : Ogiple(x =

Pour des raisons de symétrie, il est nécessaire que (x = 0) = 0 et compte tenu du fait que la

1) = 0. La fonction (x, t) satisfait donc le systeme suivant :

0 9 0\ 9 [ eipe
g - a (“ax> — g + a <0€ ax ) + u@ [ll,b] V(x, t) € [0, 1] X [0, tf]
0, Ao (6.3)
a(x—o,t)—o O(x=1,t) =0 vt € [0, tf]
0(x,0) = 0p(x) — Oeible(x) Vx € [0,1]

On remarque que le systeme d’EDP (6.3) differe des systemes précédemment étudiés (1.16), (2.1)
et (4.1). En effet pour des raisons de symétrie, dans le systeme (6.3), en x = 0, une condition de

N

a0
Neumann homogene doit étre prise en compte — (x = 0,¢) = 0 alors que dans les chapitres précédents

ox

une condition de Dirichlet homogene était considérée. Cela modifie I’écriture du probleme de sensibilité
et du probleme adjoint mais ne change en rien l'esprit de la démarche présentée au chapitre 3 et la

mise en oeuvre au chapitre 4. Rappelons que I'objectif est de minimiser :
A 1 LI 2
J(6,u) = 5 /0 (0(x, tr;uq))” | dx (6.4)
de sorte qu’a I'instant final (t = t¢) : 0(x, tr) = 0= 0(x,tf) = Ociple(x).
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Le probleme de sensibilité

Celui-ci décrit la variation de température 50(x,t) résultante d’une variation du parametre inconnu
Sug(x,t) (la commande).

Le probleme de sensibilité consiste & déterminer (59(9(, t) solution de :

2(s0) 9 [ 0(s0)
5 — a (Dé FY” = 51/!9‘[(11)] V(X,t) € [0, 1] X [0, tf]
() A a4y (6.5)
B (x=0,t)=0 (x=1,t)=0 vt € [0, tf]
\ 30(x,0) =0 Vx € [0,1]
Le probleme adjoint qui a pour objet la détermination de (x, t) s’écrit :
op 0 o\
w2 (a(x,t)ax> —0 V(x ) € [0,1] % [0,¢]
W0 = 1= (6.6)
ax(x—O,t)—O P(x=1,t)=0 vt € [0, tf]
P(x,tr) = —0(x, tf) Vx € [0,1]

Comme précédemment, le controle est discrétisé sous forme d’une fonction continue linéaire par mor-

ceaux :
Ny Ni

up(x,t) =Y Y uisi(x)si(t)  V(x,t) €]a,b[x]0, tf] (6.7)
i=1j=1
olt Ny et N; sont liés aux discrétisations spatiales et temporelles des fonctions inconnues ug(x, t).
{si(x)}i=1,..,n, est la base des fonctions chapeaux pour la discrétisation spatiale et {s;(t)};=1,..n, est
la base des fonctions chapeaux pour la discrétisation temporelle.
Dans ce cadre, le gradient de la fonctionnelle quadratique & minimiser est :

9]

aui]'

ty b
__ /0 / Pk (x, £)si (x)s; () dxdt (6.8)

Dans ce qui suit, on considere arbitrairement que la commande ug(x,t) =0 si x ¢]0.2,0.6[.
Autrement dit, le support spatial de la commande est |a, b[=]0.2,0.6[. Considérant l'ordre de grandeur
des températures atteintes dans le plasma, on consideére dans ce paragraphe que la distribution de
température ciblée est représentée dans la figure suivante.

Cette température cible 6. ainsi que la température obtenue (sans contrdle) lorsque t > 20 secondes

sont montrées sur la figure 6.6.
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Figure 6.6 — Distribution de la température 0(x, ) (sans contrdle ¢ > 20) et température cible.

Dans ce qui suit, les résultats obtenus avec la stratégie n°3 (a durée adaptée) présentée au chapitre 4
est mise en oeuvre. Rappelons que celle-ci consiste & mettre & jour des lois de commande en ne tenant
compte que des observations de températures entre deux seuils : 'un jugé rédhibitoire, 'autre jugé
significatif. Considérant I'ordre de grandeur des températures, les seuils suivants sont pris en compte :
Jmax = 10% et Jomin = 10? pour le critere ](é(x,t)) _ % (/01 (é(x,t))%ix).
Les résultats sont présentés dans les figures suivantes :

— Figure 6.7 : Distribution spatiale de la température cible O¢ple et de la température 0(x,t) a

différents instants (avec ou sans controle).
— Figure 6.8 : Evolution spatiotemporelle des lois de controle.
— Figure 6.9 : Distribution spatiale des lois de controle a différents instants.

Cet exemple montre que la méthode de détermination de stratégies de commande conduit & des résultats
satisfaisants pour le systeme d’équations aux dérivées partielles paraboliques caractérisé par une condi-
tion de Neumann homogene & un bord et une condition de Dirichlet homogene a 'autre bord. Cette
situation est plus délicate a maitriser du point de vue de la physique. En effet, les apports d’énergie
des actionneurs internes au domaine sont « évacués » par conduction vers la frontiere pour laquelle
le transfert thermique est décrit par une condition de Neumann homogene. Il semble ainsi impossible

d’atteindre n’importe quel état cible.
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Figure 6.7 — Distribution spatiale de la température 0(x,t) a différents instants (sans controle en bleu et avec
controle en magenta) et température cible (en rouge).
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Figure 6.8 — Evolution spatiotemporelle des controles.

L’algorithme de minimisation tendra toutefois vers un compromis permettant compte tenu des

contraintes de physiques de s’approcher au mieux de ’état désiré.
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Figure 6.9 — Distribution spatiale des controles a différents instants.

6.2 Controle du profil de sécurité

6.2.1 Equations d’états et parametres d’entrées

Dans le chapitre 5, le facteur de sécurité (permettant d’assurer la stabilité du plasma) dans le cas d'un

petit rayon constant pour le plasma (Gaye, 2012) est défini comme suit :

avec a = 0.72m le petit rayon du plasma et By = 3.8 Tesla le champ toroidal au centre de la chambre

a vide du tokamak.

2
—a“xB
A partir d’'un facteur sécurité cible : geiplo(x) = TO, il est aisé de déterminer le flux magnétique
cible
: : : ox
qu’il est nécessaire d’atteindre :
9Peibl —a?xBy —a?xBy
Peible _ ; Peible(X) :/7dx (6.9)
dx Geible () Geible(X)

Dans (Gaye, 2012) un profil de sécurité cible est proposé. Celui-ci est montré sur la figure 6.10 ainsi

que le flux magnétique cible qu’il serait nécessaire d’atteindre.
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Figure 6.10 — Distribution spatiale des cibles (profil de sécurité et flux magnétique).

Conformément au chapitre précédent, le flux magnétique est décrit par le systeme d’équations aux

dérivées partielles suivantes :

J d 0 .
o2 (x;;’) — 1y Roj v(x,1) € [0,1] x [0,4/]
‘3(£(x =0,t)=0 ?;f(x =1,t) = —Vo(t) Vit e [0, tf] (6.10)
(P(x,()) — qpo(x) Vx € [0, 1]

La distribution initiale du flux magnétique est @o(x). Dans (Gaye et al., 2013), apres différents chan-

gements de variables, le probleme de controle s’écrit comme suit :

39 1 3 [ 2 3 [ e
> - ol 3 <17//a‘£> e rer (x F ) v(xt) € [0,1] x [0,t]
¢(x,0) = @o(x) — Peible(x) Vx € [0,1]

ot : ¢(x, ) = ¢(x,t) — Peible(x)
Dans ce qui suit, I'objectif est la détermination de lois de commande pour u(x,t), le terme source qui

dépend de plusieurs parametres et qui peut étre localisé sur des sous domaines internes au domaine

initial.
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On considere que l'état initial du flux magnétique est décrit de maniere similaire & (Gaye, 2013) par

la figure 6.11 suivante :
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Figure 6.11 — Distribution spatiale du flux magnétique (cible et initial).

De méme que pour les échanges thermiques au sein d’un plasma de fusion, il est extrémement difficile
de disposer de données d’entrées précises pour le modele mathématique (6.11). La résistivité parallele

1, (x,t) est parfois prise constante en premiere approche comme dans (Vu, 2014) :

— 11y(x,t) =107 Q.m : pour le tokamak & configuration variable (TCV de 1'Ecole Polytechnique

Fédérale de Lausanne),

— 151y(x,t) =5x 1077 Q.m : pour le tokamak WEST (CEA-Cadarache).

6.2.2 Identification d’une loi de controle interne

Dans un premier temps, la méthode de détermination des lois de commande développée dans ce do-
cument est appliquée dans la configuration pour laquelle il est nécessaire d’identifier u(x,t) alors la
résistivité parallele est supposée constante : 77,/ (x,t) =5 x 1077 Q.m. L’actionneur u(x, t) est interne
au domaine et localisé de maniere arbitraire entre 0.1 et 0.5.

Il s’agit d’un probleme inverse de conduction de la chaleur (PICC) similaire & celui du paragraphe

6.1.3. En effet le probleme direct (6.11) étant similaire & (6.3) alors le probleme de sensibilité est décrit
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par le systeme d’équations (6.5) et le probleme adjoint par le systeme d’équations (6.6). Les résultats

numériques obtenus sont montrés dans les figures suivantes :

— Figure 6.12 : Distribution spatiale du flux magnétique cible @¢pje(x) et du flux magnétique @(x, t)

(avec ou sans controle) dont le support spatial du controle est : ]0.1;0.5].

— Figure 6.13 : Exemple de distribution spatiale de lois de controle.

0.35

0.25

e
[

0.15

Flux magnetique

0.1

0.05

Figure 6.12 — Distribution spatiale du flux magnétique ¢(x,t) (avec contrdle en magenta; sans contrdle en
bleu) et flux magnétique cible (en rouge) ; la courbe noire correspond a 1’état initial.

On remarque d’apres la figure 6.12 qu’apres seulement 2 secondes, le flux magnétique tend & s’approcher
de la cible excepté pour x > 0.5.

En effet comme il n’y a pas d’action au-dela de 0.5, seuls les échanges par conduction liés & la résistivité
parallele permettent de diminuer | ¢(x,t) |=| ¢(x, ) — @eible(x) |-

Il faudrait agrandir le support spatial de ’actionneur pour obtenir une meilleure réponse. La loi de
commande proposée pour ]0.1;0.5[ est montrée sur la figure 6.13.

Si le support spatial de 'actionneur est ]0.01;0.99], les courbes suivantes de la figure 6.14 sont obtenues.
Sur la figure 6.15, l'effet de la surparamétrisation du controle est visualisé comme au premier chapitre

sachant que le support spatial du controle est : 0.01;0.99].
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Figure 6.14 — Distribution spatiale du flux magnétique @(x,t) (avec controle en magenta; sans controle en
bleu) et flux magnétique cible (en rouge); la courbe noire correspond a 1’état initial.
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Figure 6.15 — Distribution spatiale du controle appliquée & t = 1 seconde pendant 1 seconde.

6.3 Couplage des actionneurs

Les deux systemes d’équations aux dérivées partielles paraboliques :
1. (6.3) : décrivant la température électronique du plasma;
2. (6.11) : décrivant le flux magnétique au sein du plasma

sont couplés par la résistivité parallele 1,/ (x,t) qui dépend de la température électronique du plasma.
Dans (Witrant, 2007), il est montré que 77,/(x,t) est une fonction de 6;73 ol 0,(x,t) est la température
électronique du plasma.

Ainsi, plus 6,(x, t) est important, plus 1,/ (x, t) est faible ce qui diminuera les transferts par conduction.
Cela rendra I'augmentation du flux magnétique provoqué par lactionneur interne u(x, t) plus localisé :
le flux magnétique se diffusera moins.

A Tinverse si la température électronique du plasma 6,(x, t) diminue alors 1,/ (x, ) augmente ce qui
favorisera les transferts par conduction. Le flux magnétique se diffusera plus ce qui « rendra » effet
de l'actionneur interne u(x, t) moins localisé.

A partir des considérations précédentes il est tout a fait envisageable de mettre en place une procédure

itérative en deux étapes :

1. Etape 1 : & Dinstant f; considérant le profil de flux magnétique q)k(x,t) et de température
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électronique 0% (x,t), et étant donné une résistivité parallele 7]’;/ (x,t), déterminer le couple d’ac-
tionneur {77];/+1 (x,t); u*"1(x,t)} optimal (a appliquer entre t; et t; 1) afin de stabiliser I'erreur
| ¢ (1) [=] @8 (2 1) — g (%) | & zéro.

2. Etape 2 : Afin d’obtenir la résistivité parallele recherchée {nl;fl(x,t)}, définir la température
électronique cible 91514{)126 et déterminer la commande optimal (& appliquer entre t;,q et ;) afin
de stabiliser erreur | 0572 (x, ) — 0512 (x) | & zéro.

On peut noter dans I'étape 1 que deux actionneurs distincts {#,/; u} doivent étre déterminés « simul-

tanément ». Cela a déja été réalisé précédemment dans les travaux de :

— (Vergnaud, 2015) : identification simultanée de la trajectoire et de la puissance de sources chauf-

fantes mobiles ;

— (Attar, 2017) : identification simultanée de la diffusivité thermique et des sources chauffantes

dans un plasma de tokamak.

La procédure itérative précédente n’a de sens que si les temps de calculs pour déterminer les lois de
commande sont inférieurs aux dynamiques du systeme. En effet le retard dans la commande introduit
par notre méthode quasi-en ligne pourrait s’avérer rédhibitoire. Toutefois, compte tenu des progres

réguliers en informatique, ce possible inconvénient de la méthode est amené & étre relativisé.
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BILAN DU CHAPITRE

Bilan du chapitre

Dans ce sixieme chapitre, la problématique de stabilisation de deux états caractéristique d’un plasma
de fusion nucléaire est abordée : le flux magnétique et la température. Ceux-ci sont décrits par des
systemes d’équations aux dérivées partielles paraboliques (type « équation de la chaleur »).

Afin de stabiliser la durée de la réaction (voir critere de Lawson dans le cinquieme chapitre) il est
nécessaire d’atteindre un profil de sécurité (puis de rester & son voisinage). Considérant qu’un premier
moyen d’action est le controle de la température au sein du plasma (qui peut étre chauffé par exemple
par des actionneurs internes), un Probleme Inverse de Conduction de la Chaleur (PICC) est résolu.
Il est résolu numériquement comme un second PICC par la méthode quasi en ligne développée dans
le chapitre 3 et mise en oeuvre sur un exemple académique au chapitre 4. Les résultats numériques
montrent comment la température cible peut étre obtenu avec une précision satisfaisante.

De méme, il est montré comment & partir d’'un flux magnétique initial, un actionneur interne permet la
stabilisation proche de I’état désiré en un temps relativement court. Ce probleme consiste & atteindre
une distribution spatiale désirée pour le flux magnétique.

Dans le dernier paragraphe, une proposition de couplage des deux PICC est proposée. En effet la
résistivité parallele du plasma (parametre clé décrivant I’évolution du flux magnétique) est aussi liée a
la température. Afin d’obtenir une résistivité parallele adaptée & l'actionneur local agissant sur le flux
magnétique, il est possible de chercher & déterminer une distribution optimale de température.

La méthode numérique développée dans ce document et dont la mise en oeuvre et certains résultats
sont présentés dans le cadre de la fusion nucléaire complete différentes approches telles que celles de

(Witrant, 2007), (Bribiesca Argomedo, 2012), (Gaye, 2011, 2012 & 2013), (Vu, 2014), (Mavkov, 2017).
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Conclusion générale

L’objectif principal des travaux menés durant cette these de doctorat était la détermination de lois
de commande pour des procédés modélisés par des équations aux dérivées partielles paraboliques non
linéaires. Dans un tel contexte, il est difficile de disposer de méthodes théoriques constructives (i.e.
& méme de déterminer des lois de commandes) qui puissent se généraliser a des systémes physiques
complexes. C’est pourquoi nos efforts ont porté sur le développement de méthodes numériques qui
ne nécessitent pas d’hypothéses restrictives mais qui peuvent répondre aux objectifs de stabilisation
et de rejets de perturbations pour de nombreuses situations. La méthode de contréle quasi en ligne
est abordée en considérant un probleme inverse de conduction de la chaleur (situation généraliste
dans le cas des équations aux dérivées partielles paraboliques). Du fait de son caractére mal posé, le
probleme d’optimisation (minimisation de 'erreur de sortie définie comme 1’écart quadratique entre les
simulations numériques du modele mathématique et les mesures) est résolu & l'aide de la méthode de
régularisation itérative du gradient conjugué. Celle-ci nécessite la résolution itérative de trois problemes
bien posés : le probleme direct (pour évaluer le critere & minimiser), le probleme adjoint (pour calculer le
gradient de la fonctionnelle) et le probleme de sensibilité (pour déterminer la profondeur de descente).
Les chapitres 1 et 2 sont consacrés a la détermination d’un contréle en mode hors ligne tandis que les
chapitres 3 et 4 concernent une stratégie de contrdle quasi en ligne.

Dans le premier chapitre, plusieurs systémes basés sur des équations aux dérivées partielles sont
présentés afin de décrire des phénomeénes physiques variés. Puis, plus spécifiquement, dans le cadre
d’un systeme parabolique avec des conditions aux bords de type Dirichlet homogene et une condi-
tion initiale non nulle, la stabilisation & zéro est étudiée. Il s’agit de mettre en oeuvre la méthodologie
numérique développée pour la détermination du contrdle en mode hors ligne. Deux exemples numériques
illustrent 'intérét de la méthode de régularisation itérative du gradient conjugué. Des controles (ac-
tionneurs sur des zones internes au domaine) dépendants de l’espace et du temps sont déterminés
afin d’assurer la convergence de 1’état vers zéro en temps fini. Plusieurs configurations sont étudiées
et analysées : effet de la sur-paramétrisation, réduction de I’horizon temporel du controéle ... Compte
tenu des résultats présentés, la méthode de régularisation du gradient conjugué a montré son efficacité
dans la détermination d’un contréle zone en mode hors ligne pour la contrélabilité a zéro d’un systéeme
thermique instable.

Ces résultats sont étendus dans le second chapitre pour la détermination de lois de commande hors ligne
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pour le rejet de perturbations. La non linéarité prise en compte concerne le coefficient de conductivité
thermique qui dépend de ’état (la température). Afin d’illustrer la pertinence de 'approche proposée
dans une configuration originale, un actionneur ponctuel est utilisé. L’objectif reste la stabilisation a
zéro du systeme physique alors que des perturbations tendent & ’écarter de cette position d’équilibre.
Il est & noter que I'actionneur ponctuel n’est pas localisé dans le support spatial de la perturbation ce
qui complique bien évidemment la configuration étudiée. Les résultats numériques obtenus montrent
Iattractivité de la méthode du gradient conjugué qui effectue de maniere satisfaisante le rejet des
perturbations.

Le troisieme chapitre propose trois stratégies d’estimation des lois de commande quasi en ligne basées
sur une adaptation de la méthode du gradient conjugué. Ces différentes stratégies sont présentées et
illustrées par des exemples pédagogiques. Le principe de la méthode quasi en ligne consiste & considérer
un intervalle de temps glissant qui peut étre de longueur « constante » ou bien de longueur « adaptée ».
Il peut aussi étre « optimisé » de maniere a tenir compte des objectifs de stabilisation & zéro et de rejets
de perturbations. Le probleme inverse de conduction de la chaleur est résolu sur ces intervalles glissants
et au fur et & mesure que des nouvelles informations sont mesurées. Les illustrations présentées ont mis
en évidence les différents comportements des méthodes. La troisieme stratégie permet une meilleure
adaptation des lois de commande.

Dans le quatrieme chapitre, les trois stratégies quasi en ligne présentées au chapitre précédent sont
mises en oeuvre pour un systeéme d’équations aux dérivées partielles paraboliques non linéaire. En
présence de perturbations et avec un support spatial des actionneurs non inclus dans le support spatial
de la perturbation, I’état du systeme a été stabilisé quasi en ligne griace & la méthode de régularisation
itérative du gradient conjugué. Cela est montré par des illustrations et des tableaux qui permettent de
comparer les stratégies entre elles. Ainsi, la troisieme stratégie dite « & durée adaptée » ot la commande
n’est lancée que si les observations de températures sont comprises entre deux seuils bien choisis, est
considérée comme la meilleure stratégie. Elle permet de stabiliser & zéro le systeme en rejetant la
perturbation tout en permettant une réduction du temps de calcul, d’énergie (cott du controle) et en
offrant une bonne stabilisation du systeme.

La méthode de controle quasi en ligne est destinée & étre testée dans le contexte de la fusion nucléaire
pour lequel des lois de commande doivent étre déterminées afin de maitriser le profil du facteur de
sécurité. Pour ce faire un systéme d’équations aux dérivées partielles paraboliques couplées modélisant

le flux magnétique et ’état thermique du plasma doit étre étudié.
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Dans le cinquieme chapitre, la fusion nucléaire est exposée dans le contexte du projet mondial ITER.
Ce projet doit démontrer la faisabilité de la production d’électricité basée sur des réactions de fu-
sion nucléaire. Le tokamak, réacteur en forme de tore assurant le confinement du plasma par voie
magnétique, est présenté brievement. Pour que la réaction se produise et dure suffisamment long-
temps, plusieurs conditions doivent étre satisfaites. Le critere de Lawson est un critere essentiel pour
démontrer la faisabilité de la production d’électricité par fusion nucléaire. Les phénomenes magnétiques
et thermiques intervenant dans un plasma de fusion sont extrémement complexes et leur modélisation
est brievement abordée. Elle permet de formaliser les deux systemes d’équations couplées qu’il est
nécessaire de stabiliser ainsi que de définir quelques actionneurs qui sont pertinents pour le controle.

Dans le sixieme chapitre, & partir des systemes d’équations aux dérivées partielles, des commandes
sont déterminées quasi en ligne dans le chapitre 6. Elles ont pour objet de stabiliser la température
électronique du plasma et le flux magnétique au voisinage de cibles désirées. La distribution spa-
tiale recherchée pour le flux magnétique permet d’obtenir un profil de sécurité permettant une plus
grande durée de la réaction. On peut noter que pour ce dernier chapitre une condition aux bords de
type Neumann homogene est considérée au centre du plasma (pour conserver la symétrie des états
caractéristiques du plasma). Il est aussi discuter de la prise en compte du couplage entre les deux
systémes mathématiques étudiés.

L’ensemble des travaux présentés dans ce document permet de proposer une méthode numérique
généraliste traitant la problématique de commande pour une large variétés de systémes décrits par

des équations aux dérivées partielles.

Perspectives

Plusieurs perspectives peuvent étre dressées a la suite de ce travail :

En premier lieu, I’étude des systémes couplés pour la fusion nucléaire doit étre poursuivie. La procédure
itérative décrite a la fin du sixieéme chapitre doit étre mise en oeuvre et son efficacité doit étre quantifiée.
Il serait nécessaire autant que possible de montrer des scénarios ol la méthode est pertinente et des
configurations ot les cibles recherchées ne sont pas forcément atteignables. Dans ce dernier cadre, les
algorithmes de minimisation doivent converger vers une valeur non nulle.

A court terme, il convient de placer cette méthode numérique (méthode de controle quasi en ligne
développée a partir de la méthode de régularisation itérative du gradient conjuguée) dans le contexte

des commandes avec retard afin de pouvoir comparer notre approche avec d’autres méthodes. Toutefois,
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dans le cadre des systemes décrits par des équations aux dérivées partielles non linéaires, les méthodes
permettant de définir des lois de commande sont encore rares.

A moyen terme, dans le cadre de la fusion nucléaire, il est important de pouvoir tester la méthode
permettant d’élaborer les stratégies de commande dans de nombreux scénarios expérimentaux
préalablement définis par le CEA Cadarache. En effet, de nombreux essais ont été réalisés par le passé
sur le réacteur de fusion nucléaire Tore Supra. Cela permettra de mieux tenir compte des spécificités des
actionneurs disponibles (puissance, dynamique, localisation) et d’améliorer 'efficacité de la méthode.
Il serait envisageable de définir une expérimentation académique qui permettrait de tester pour des
probléemes thermiques la pertinence des commandes quasi en ligne. Cela pourrait offrir des comparaisons
avec différentes approches.

Enfin, & plus long terme et dans la mesure ou les moyens de calculs n’engendrent pas des temps
rédhibitoires (la pertinence de la méthode quasi en ligne étant affectée par ces retards), des
développements & des géométries 2D et 3D ne semblent pas présenter de difficultés méthodologiques
importantes. Elles permettraient de tester la méthode dans des configurations variées.

De méme afin d’élargir les champs d’applications de ’approche développée dans ces travaux, d’autres
types d’équations aux dérivées partielles pourraient étre étudiés afin de déterminer quasi en ligne des lois
de commandes judicieuses. Il ne faut toutefois pas minimiser le travail important que peut représenter

la formulation des différents problemes qu’il est nécessaire de résoudre de maniere itérative.
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