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L’exploitation du capital naturel renouvelable dans le cadre d’activités anthropiques permet
le développement des sociétés humaines, mais elle peut aussi causer la dégradation de leur cadre
de vie à travers la perte des services écosystémiques [MEA 2005]. Actuellement, aucune nation
n’arrive à atteindre les besoins humains de manière durable [O’Neill 2018]. Pour pallier ce pro-
blème, deux catégories de questions doivent être traitées. Premièrement, comment alléger les
pressions anthropiques ? Deuxièmement, comment répartir au mieux ces pressions, ou les com-
penser ? Dans cette thèse, nous apportons des éléments de réponses à la seconde question.
Cette question est traitée dans la littérature avec des angles d’approche variés. Ainsi, modélisant
une ressource renouvelable sur laquelle s’exercent un type de prélèvement continu et un type de
prélèvement discontinu, qui correspondent à des hypothèses différentes concernant les techno-
logies d’extractions, [Alvarez 2016] cherche à caractériser la stratégie à adopter entre ces deux
technologies afin de maximiser une certaine fonction objectif. La fonction objectif correspond aux
bénéfices retirés par le gestionnaire de la ressource. [Rapaport 2006] traite de questions similaires
sur une ressource renouvelable stratifiée en âge, en s’interrogeant également sur l’influence du
niveau de prélèvement minimal. Enfin, [Roman 2017] étudie la dépendance de régime station-
naire d’un système écologique et social lorsque l’intensité d’extraction du capital naturel évolue.
L’auteur explore ensuite l’influence de différents types de couplage entre une société durable et
une non-durable.
Dans cette thèse, nous tentons de se placer entre ces deux perspectives, puisque nous modélisons
la durabilité de façon similaire à celle de [Roman 2017] et, dans le même temps, nous nous inté-
ressons à l’optimisation de certaines quantités. Plus précisément, nous cherchons à comprendre
l’influence de certaines caractéristiques d’un système écologique et social sur sa durabilité. Ces
caractéristiques concernent deux composantes d’un système écologique et social. D’une part, elles
concernent la composante économique, qui est relative à la production et la distribution de biens.
D’autre part, elles concernent la composante socio-anthropologique, qui affecte la consommation
de biens manufacturés. Dans ce but, nous mobilisons le formalisme des équations différentielles
ordinaires, celui de la théorie des bifurcations locales et celui de la théorie de la viabilité. Nous ne
calibrons pas les paramètres de la dynamique. Ainsi, les résultats que nous établissons n’ont pas
de capacité descriptive. Ils présentent plutôt une typologie des situations possibles. En effet, ces
résultats ne dépendent que des relations existantes entre les paramètres. Nous mobilisons donc
dans ce travail principalement des outils analytiques. Les simulations numériques ne sont là que
pour illustrer ces résultats, et motiver des changements de perspectives. Le premier chapitre de
cette thèse présente les outils mobilisés : les équations différentielles et leurs applications pour
la modélisation des systèmes écologiques et sociaux. Nous présentons plus en détails les notions
de stabilité [Chicone 2009] et de bifurcations [Arnold 1994], qui permet de formaliser mathé-
matiquement des transitions critiques [Scheffer 2009]. Ce chapitre vise également à rappeler les
principales caractéristiques de la théorie de la viabilité.
Dans le deuxième chapitre, nous présentons les méthodes utilisées dans la thèse. Nous présen-
tons les interactions que nous supposons et la façon dont nous les représentons. Dans ce chapitre,
nous identifions ensuite les paramètres contrôles de la dynamique. Enfin, nous précisons les outils
numériques et théoriques que nous utilisons.
Le troisième chapitre présente les résultats obtenus par l’analyse de ce modèle. Nous commençons
par donner les conditions sous lesquelles un régime stationnaire existe. Ensuite, nous décrivons
la sensibilité de ce régime stationnaire à certaines stratégies. Plus particulièrement, nous disso-
cions l’impact de ces stratégies sur les valeurs des composantes du régime stationnaire et sur
sa stabilité. Ensuite, nous illustrons l’impact de ces stratégies pour sortir d’une situation iden-
tifiée comme non-durable. Nous montrons que certaines situations bien qu’identifiées comme
durables par notre formalisme peuvent exhiber des comportements transitoires avec des cycles
explosion-declin et sont donc peu souhaitables. Enfin, nous montrons que sous certaines hypo-
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thèses, ce régime stationnaire n’est pas toujours atteignable puisqu’un sous-espace de l’ensemble
des phases présente des trajectoires menant au déclin de la population humaine. Nous qualifions
ce sous-espace de piège socio-écologique. Toutefois, ce sous-espace peut être quitté par l’aug-
mentation de l’intensité d’extraction du capital naturel renouvelable. Nous illustrons ainsi la
difficulté de concilier deux objectifs d’égale importance ; d’une part de minimiser la taille du
piège socio-écologique, d’autre part de minimiser l’amplitude des cycles explosion-déclin.
Dans le quatrième chapitre nous comparons nos résultats avec ceux de la littérature. Nous dis-
cutons ainsi de l’aspect irrémédiable de l’apparition d’un cycle explosion-déclin à mesure que
certains paramètres varient dans un modèle de système écologique et social. Nous discutons
aussi du déclin de la taille de population comme signe avant-coureur de l’apparition d’un cycle
explosion-déclin. Nous énonçons enfin des pistes d’améliorations pour ce travail.
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Outils mathématiques et conceptuels



6 Chapitre 1. Outils mathématiques et conceptuels

Ce chapitre présente les outils mathématiques et conceptuels que nous mobilisons dans le
cadre de cette thèse. La première section traite des équations différentielles. Elle aborde en
particulier les notions de point fixe, stabilité, bifurcations locales, et la théorie de la viabilité.
La seconde section traite des apports de ces notions dans l’étude des conditions de durabilité
des systèmes écologiques et sociaux.
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1.1 Équations différentielles

Une équation différentielle est un type d’équation liant une fonction f (d’une variable réelle
et prenant ses valeurs dans un ensemble E ⊂ Rn, n ∈ N∗) avec sa (ou ses) dérivée(s). L’ensemble
des valeurs possibles pour f s’appelle l’espace des phases, il est ici désigné par E. Dans le reste
de ce chapitre, nous supposons que cette équation est de la forme suivante :

f ′(t) = F (f(t), t), (1.1)

avec : F une fonction définie sur E × R+ et t ∈ R+. Remarque, lorsque F est indépendante du
temps t l’équation différentielle est qualifiée d’autonome.
Énormément de phénomènes peuvent être modélisés par ce formalisme puisque cela revient à
dire que, si à un instant t0 on connaît l’état d’un système donné f(t0), on est capable de savoir
la vitesse de variation de ce système F (f(t0), t0). Nous supposons de plus que l’équation (1.1)
est autonome.

1.1.1 Point fixe

D’un point de vue appliqué, pour un certain système modélisé, un point fixe est un état du
système en lequel le système n’évolue plus.

Définition 1 (Point Fixe) Soit l’équation différentielle autonome suivante :

x′(t) = F̃ (x(t)), (1.2)

où F̃ : Ω ⊂ Rn → Rn est de classe C1.
x0 ∈ Rn est un point fixe de l’équation (1.2) si la fonction constante x(·) = x0 est solution de
l’équation (1.2), de façon équivalente, si F̃ (x0) = 0.

Par exemple, supposons que nous nous intéressons à l’évolution de la quantité de matière ligneuse
présente dans une forêt. C’est une quantité renouvelable et bornée, l’équation différentielle sui-
vante (propre à la fonction logistique) peut donc constituer une première approximation de son
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évolution au cours du temps :
f ′ = rf(1− f), (1.3)

avec : f la quantité de matière ligneuse présente (définie pour tout temps positif) et r son taux
de croissance mis à l’échelle.
L’équation (1.3) présente deux point fixes. Un premier en zéro, aucune matière ligneuse n’est
présente. Un second en un, tout l’espace disponible pour la matière ligneuse dans la forêt est
occupé, cela correspond à la capacité de charge.

1.1.2 Stabilité, instabilité et stabilité asymptotique

La notion de stabilité s’applique aux points fixes.

Définition 2 (Point fixe stable) En reprenant les notations de la définition 1, x0 est dit stable
si, pour toute solution de l’équation (1.2) ξx (telle que ξx(0) = x), nous avons :

∀ε > 0, ∃ν > 0, ||x0 − x|| < ν et t > 0 =⇒ ||ξx(t)− x0|| < ε.

Définition 3 (Point fixe asymptotiquement stable) En reprenant les notations de la défi-
nition 2, x0 est dit asymptotiquement stable si, de plus, il existe un voisinage V de x0 tel que

∀x ∈ V, lim
t→∞

ξx(t) = x0.

Si nous reprenons l’équation (1.3), zéro est un point instable alors qu’un est asymptotiquement
stable. Effectivement, en tout point 0 < v1 < 1 (respectivement 1 < v1), la quantité v1(1 − v1)
est strictement positive (respectivement négative), ainsi une trajectoire issue de ce point croîtra
(respectivement décroîtra), ainsi, elle tendra vers un et ne peut pas converger vers zéro, aussi
faible que soit v1.
Le comportement d’une solution d’une équation différentielle ordinaire n’est pas toujours aussi
simple à étudier que dans le cas de l’équation (1.3). C’est le cas du système d’équations différen-
tielles étudié ci-après. Cela vient notamment du fait que F et f sont à valeurs dans l’espace. f est
donc constituée de trois composantes, ainsi, à proximité d’un point fixe les directions dans les-
quelles elle peut aller ne sont pas réduites à deux comme dans le cas de l’équation (1.3) (croître ou
décroître). Cependant, nous présentons ci-après un théorème et une proposition qui permettent
de trouver des conditions suffisantes pour qu’un point fixe soit asymptotiquement stable.
Le théorème donne des conditions pour garantir la stabilité asymptotique d’un point fixe d’une
équation différentielle autonome à partir du signe des valeurs propres de la matrice jacobienne.
La proposition donne des conditions nécessaires sur les signes des racines d’un polynôme réel
du troisième degré. En combinant les deux nous pouvons donc avoir des informations sur la
stabilité asymptotique même lorsque les valeurs propres sont inconnues pour un système de trois
équations différentielles ordinaires.

Théorème 1 Stabilité asymptotique et signes des parties réelles des valeurs propres de la Jaco-
bienne d’un point fixe d’un système autonome.
Étant donné : n ∈ N∗, un intervalle I ⊂ R, une fonction inconnue X : I → Rn, une fonction
connue F := (F1, · · · , Fn) : Rn → Rn, x∗ ∈ Rn tel que F (x∗) = 0 et F est deux fois continument
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différentiable dans un voisinage de x∗ alors :
x∗ est un point fixe asymptotiquement stable de l’équation différentielle suivante :

X ′ = F (X), (1.4)

si et seulement si toutes les valeurs propres de la matrice jacobienne de F au point x∗ :
(
∂Fi
∂xj

(x∗)
)
i=1···n,j=1···n

ont une partie réelle strictement négative.

Proposition 1 Critère de Routh-Hurwitz en dimension 3

Soit P := X3 + aX2 + bX + c un polynôme avec (a, b, c) ∈ R3.

Les racines de P ont toutes des parties réelles strictement négatives si et seulement si le système
suivant est vérifié : 

a > 0

c > 0

ab− c > 0.

(1.5)

(1.6)

(1.7)

1.1.3 Bifurcations locales

Supposons maintenant que cette matière ligneuse soit exploitée avec un effort constant. La
quantité de matière ligneuse qui est prélevée dépend donc de cet effort et de la quantité de
matière ligneuse présente. L’équation modélisant la quantité de matière ligneuse au cours du
temps peut donc s’écrire :

f ′ = rf(1− f)− δf, (1.8)

avec δ un paramètre strictement positif correspondant à l’effort d’exploitation.
L’équation (1.8) se réécrit :

f ′ = rf

(
(1− δ

r
)− f

)
. (1.9)

Ainsi, deux cas qualitativement différents peuvent se présenter.
— Si r > δ, alors il existe deux points fixes, un en 0 et un en 1− δ

r , le premier étant instable
et l’autre asymptotiquement stable. L’effort d’exploitation n’étant pas supérieur aux taux
de régénération de la matière ligneuse, il existe un régime stationnaire préservant forêt et
assurant une production constante et non nulle de matière ligneuse.

— Si δ ≥ r alors le membre de droite de l’équation (1.9) est toujours inférieur ou égal à zéro
lorsque f est supposée positive. Ainsi le seul point fixe positif ou nul possible est zéro.
Supposons qu’à un instant t0 la quantité de matière ligneuse soit comprise entre zéro et
un, puisque l’effort d’extraction est supérieur ou égal au taux de régénération, la quantité
de matière ligneuse ne va faire que décroître et converger vers zéro.

Ainsi, nous montrons que le changement d’un de ces deux paramètres change qualitativement les
propriétés de l’équation différentielle (1.8) (en particulier le comportement en temps long d’une
solution). Ce changement qualitatif des propriétés de solutions d’une équation différentielle, lors-
qu’un paramètre change de façon continue s’appelle une bifurcation.
Venant de l’étude des équations différentielles, [Arnold 1994], les bifurcations sont largement
utilisées dans le cadre de la modélisation de phénomènes écologiques, comme par exemple l’eu-
trophisation d’un lac [Carpenter 1999]. Une synthèse de ces notions est [Scheffer 2009]. Ci-après,
nous présentons trois bifurcations que nous trouvons dans l’étude de notre modèle.
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Figure 1.1 – En traits pointillés (respectivement en noir) la quantité de ressources halieutiques
créées (respectivement prélevées) pour un niveau de ressource halieutique donné (correspondant
au terme (1) de l’équation (1.10)). Image issue de [Scheffer 2009].

Bifurcation de type col-noeud Une bifurcation de type col-noeud advient lorsqu’un point
fixe stable et un point fixe instable se rencontrent et s’annihilent. Ce type de bifurcation advient
notamment dans des modèles d’exploitation de capital naturel renouvelable, lorsque l’effort de
prélèvement devient supérieur à la vitesse de régénération du capital naturel renouvelable. Nous
l’illustrons ci-dessous.
Nous désignons par A(t) la quantité de ressources halieutiques à un instant t. Son évolution peut
être modélisée par l’équation suivante :

A′(t) = rA(1−A/K)︸ ︷︷ ︸
(1)

− k Ap

Ap +Hp︸ ︷︷ ︸
(2)

. (1.10)

(1) correspond au caractère auto-reproduisant de la quantité de capital naturel renouvelable (r
est son taux de renouvellement et K sa capacité de charge), (2) correspond au prélèvement, par
vraisemblance (pour avoir une possible saturation) une fonction de Hill est utilisée avec : k un
facteur d’échelle, p > 0 le coefficient de Hill (il est lié à la sensibilité du prélèvement par rapport
à la quantité de capital naturel renouvelable disponible) et H correspond à la quantité de capital
naturel renouvelable permettant un prélèvement à 50% de sa capacité maximale.
À mesure que k varie l’équation (1.10) expérimentera une bifurcation de type col-noeud. Sous
certaines conditions, que nous n’explicitions pas ici, lorsque k est fixé, les courbes des (1) et (2)

se recoupent suivant ce qui est représenté sur la figure 1.1. À mesure que k augmente, la courbe
correspondant à la prédation se déplace vers le haut, comme illustré sur la figure 1.2. Au bout
d’un certain temps, les deux points fixes à droite vont s’annihiler.

Bifurcation de type Hopf et transcritique [Roman 2017] modélise la thèse du suicide éco-
logique de l’Île de Pâques à l’aide d’un système d’équations différentielles représentant l’évolution
temporelle de variables d’intérêt dans une société agraire qu’il calibre à l’aide de données archéo-
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Figure 1.2 – En traits pointillés (respectivement en noir) la quantité de ressources halieutiques
créées (respectivement prélevées) pour un niveau de ressource halieutique donné (correspondant
au terme (1) de l’équation (1.10)). La flèche indique l’évolution du prélèvement à mesure que k
varie. Image issue de [Scheffer 2009].

logiques propres à l’île de Pâques.
Plus précisément son modèle est donné par le système d’équations différentielles suivant :

ẋ = (b− de−
z
ρx )x (1.11)

ẏ = ry(1− y/k)− αxy (1.12)

ż = αxy − sx
(

1− e−
z
ρx

)
, (1.13)

avec : x la taille de population, y le niveau de capital naturel renouvelable et z la quantité de
biens manufacturés, la signification des paramètres est donnée dans la table 1.1. Nous précisons
que : ρ, le « seuil de richesse par individu » embarque la sensibilité de la disponibilité de biens
manufacturés par individu sur la croissance de la population et que s, l’ « exigence de subsis-
tance » embarque le plus grand niveau de consommation de biens manufacturés par individu
possible (en supposant que ces biens par individu soit infiniment abondants).

[Roman 2017] montre que l’évolution du paramètre d’intensité d’extraction du capital naturel
fait changer qualitativement la nature des trajectoires possibles. À mesure que ce paramètre varie,
le système présente trois bifurcations. Parmi ces trois, nous en présentons deux, puisque nous les
retrouvons dans l’étude de notre modèle.

Bifurcation transcritique Lorsque l’intensité d’extraction du capital naturel renouvelable
est faible, la population humaine n’est pas capable de produire suffisamment de biens manufac-
turés pour perdurer durablement ainsi aucun point fixe avec une taille de population non nulle
n’existe. À mesure que l’intensité d’extraction du capital naturel augmente un point fixe avec une
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Symbole Signification
b Taux de naissance maximal
d Taux de décès maximal
r Taux de reproduction du capital naturel renouvelable
K Niveau maximum de capital naturel renouvelable
s Exigence de subsistance
ρ Seuil de richesse par individu
α Intensité d’extraction du capital naturel renouvelable

Table 1.1 – Symboles et définitions des paramètres de la dynamique de [Roman 2017].

taille de population non nulle apparaît puis sa taille de population (respectivement son niveau
de capital naturel renouvelable) augmente puis diminue (respectivement diminue).
Inversement, si on considère une intensité d’extraction du capital naturel qui part d’une valeur
intermédiaire et diminue deux point fixes de stabilités différentes vont se rencontrer : un point
fixe avec une taille de population non nulle stable et un point fixe avec une taille de population
nulle et un niveau de capital naturel maximal (égal à sa capacité de charge) vont se rencontrer,
cela s’appelle une bifurcation transcritique. Sur la figure 1.3, cette bifurcation est localisée par
le trait vertical le plus à gauche.

Bifurcation de type Hopf Lorsque l’intensité d’extraction du capital naturel part d’une
valeur intermédiaire et augmente, la stabilité du point fixe avec une taille de population non nulle
cesse. En effet, une trajectoire issue du point fixe avec une taille de population non nulle après une
arbitraire perturbation aura pour comportement limite non pas de revenir au point fixe initial,
mais de converger vers un cycle limite. Ce cycle limite est un cycle de type explosion-déclin. Un
cycle de type explosion-déclin comporte plusieurs phases :

1. Partant d’une configuration avec une quantité importante de capital naturel renouvelable
et un niveau faible de biens manufacturés et de population,

2. l’exploitation du capital naturel renouvelable par le travail humain permet la création de
biens manufacturés,

3. la consommation de ces biens manufacturés permet l’augmentation de la taille de popu-
lation,

4. à mesure que la taille de population augmente, son impact sur le capital naturel renou-
velable augmente,

5. au bout d’un certain moment, la création de biens manufacturés n’est plus suffisante pour
égaliser sa consommation, la quantité de biens manufacturés se met donc à diminuer,

6. la quantité de biens manufacturés ayant diminué, la population ne peut se maintenir et
décroît,

7. la taille de population ayant décru, le stock de capital naturel se reconstitue.

Sur la figure 1.3, cette bifurcation est localisée par le trait vertical central, les points correspondent
aux valeurs extrémales de ce cycle et les pointillés correspondent au point fixe avec taille de
population non nulle, lorsque ce dernier est devenu instable.

Ce cycle illustre une mauvaise adéquation entre la production de biens manufacturés et leur
consommation par la population. Plus précisément, la quantité de biens manufacturés pouvant
être produite est trop grande comparée à la quantité qui peut être consommée, ainsi un cycle
d’explosion-déclin advient. Ce type de phénomène arrive couramment en écologie. Par exemple,
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Figure 1.3 – Diagramme de bifurcation pour (a) la taille de population et (b) le niveau de
capital naturel renouvelable de [Roman 2017]. Les lignes verticales montrent les endroits où des
bifurcations arrivent. Les lignes continues correspondent aux composantes du point fixe intérieur
(i.e. avec des composantes non nulles).

[Rosenzweig 1971] montre que l’enrichissement d’un écosystème exploité, mène à la perte de
stabilité du point fixe, ce paradoxe est appelé paradoxe de l’enrichissement.

Remarque Ces bifurcations donnent des informations locales, à proximité des points fixes
concernés, on ne peut tirer des conclusions sur l’espace ambiant que lorsque sa dimension est
faible. La théorie de la viabilité permet d’avoir des informations sur le comportement transitoire
en particulier lorsque le système est loin d’un équilibre et que l’espace d’état est de plus grande
dimension.

1.1.4 Théorie de la viabilité

Introduction La théorie de la viabilité est une théorie mathématique liée à celle du contrôle
optimal (le lecteur intéressé pourra consulter [Trélat 2008]). Comme elle, elle étudie des systèmes
dynamiques contrôlés. Mais alors que la théorie du contrôle se concentre préférentiellement sur
atteindre un objectif en minimisant un coût quantifié (par exemple : envoyer un satellite de la
base de lancement à un point d’atterrissage sur la Lune en minimisant le coût en carburant) celle
de la viabilité cherche à maintenir le système dans un certain espace (ou alors à le faire rejoindre
cet espace) en considérant - par exemple - que ce ne sont pas les contrôles qui sont couteux,
mais le fait que le système ne respecte pas les contraintes. Cette manière de voir permet donc
des applications vastes, de la macro-économie à l’automatique en passant par le développement
durable [Brundtland 1987], [Bernard 2011].
Effectivement, le développement durable comprend, notamment, la satisfaction de plusieurs ob-
jectifs potentiellement contradictoires. À titre d’exemple, les huitième et treizième objectifs de
développement durable (ODD, [Nations 2015]) demandent de combiner croissance économique
et lutte contre le réchauffement climatique. Résumer cet ensemble d’objectifs à une grandeur
scalaire peut donc avoir moins de sens que de l’assimiler à un ensemble de contraintes. Des ap-
proches de viabilité sont notamment utilisées pour la gestion durable d’un corridor forestier par
la population locale (voir [Bernard 2013]) mais également pour concilier activités humaines et
non eutrophisation d’un lac (voir [Martin 2004]).

Cadre On se donne :
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— X un espace d’états
— U un espace de contrôles
— x : R+ → X une trajectoire vivant dans cet espace
— K ⊂ X un ensemble de contraintes que notre système doit respecter à tout instant
— Une fonction f : X ×U → X la dynamique - partiellement contrôlable - de notre système
— Une fonction des contrôles admissibles U : X → P(U), pour un état donné plusieurs

valeurs de contrôles sont possibles.
L’évolution de la grandeur (potentiellement multivariée) x est donnée par le système différentiel
suivant : {

x′(t) = f(x(t), u(t))

u(t) ∈ U(x(t)) ⊂ U
(1.14)

où u est une variable de contrôle qui peut potentiellement prendre plusieurs valeurs à chaque
instant.

Définition 4 (Noyau de viabilité) Pour un horizon temporel T ≥ 0 fixé, le noyau de viabilité
Viab(K,T ), d’un ensemble de contraintes K ⊂ X est l’ensemble défini de la manière suivante :

Viab(K,T ) = {x0 ∈ K|∃u(.) : [0, T ]→ U mesurable, ∀t ∈ [0, T ] x(t) ∈ K}

avec x la solution de 1.14.

Quelques remarques :
1. Puisque u peut prendre plusieurs valeurs, le cadre mathématique dans lequel on se place

n’est plus celui des fonctions classiques (à valeurs ponctuelles) mais celui des fonctions à
valeurs ensembles.

2. On peut vouloir qu’une propriété soit vraie pour toujours, dans le cadre de la théorie de
la viabilité cela revient alors à déterminer : Viab(K) := lim supT V iab(K,T ).

3. On pourrait reprocher à la théorie de la viabilité de ne pas pouvoir prendre en compte
- en apparence - une variation possible du domaine souhaitable K au cours du temps.
Sous réserve de connaître son évolution au cours du temps et sous certaines conditions de
régularité on peut, en augmentant la dimension de 1 (pour le temps), corriger cela.

4. Enfin, si (1.14) admet un point fixe, et qu’il appartient à K alors Viab(K) est non vide.

1.2 Apports pour la modélisation des systèmes écologiques et so-
ciaux

Ici, nous décrivons brièvement des concepts utilisés : système écologique et social, durabilité
et transitions critiques.

1.2.1 Système écologique et social

Un système écologique et social est un système adaptatif complexe [Levin 2005]. Effective-
ment, un système écologique et social est composé de modules de différentes natures en interaction
les uns avec les autres. Ces modules sont composés d’entités en interaction plus forte. La distinc-
tion de ces modules et sous-modules peut dépendre de l’échelle choisie, selon que l’on considère
par exemple un village de pêcheurs ou bien l’ensemble de la planète [Bourg 2015].
Dans le modèle que nous construisons ci-après, nous choisissons de catégoriser les modules de la
façon suivante : un système économique produisant des biens manufacturés, un système écolo-
gique vu comme capital naturel renouvelable exploité pour l’activité économique, enfin le système
socio-anthropologique intervient pour décider l’intensité d’exploitation du capital naturel renou-
velable, mais également l’intensité de consommation de biens manufacturés.
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Figure 1.4 – Les neuf seuils planétaires identifiés par [Rockström 2009]. En vert la zone per-
mettant le maintien de conditions propices à l’humanité. En rouges les domaines où les pratiques
humaines perturbent les équilibres naturels.

1.2.2 Durabilité

Au sens premier du terme la durabilité exprime la capacité à se maintenir dans le temps.
Par glissement sémantique, d’un point de vue économique, une pratique est dite durable lors-
qu’elle respecte les limites environnementales (et qu’elle peut ainsi se maintenir dans le temps)
[Raworth 2017]. Les limites environnementales sont multiples et dépendent de l’échelle spatiale
considérée. Par exemple, à l’échelle de la biosphère, [Rockström 2009] liste neufs seuils concer-
nant différentes quantités caractéristiques de la biosphère à ne pas dépasser si l’on ne veut pas
déclencher des conséquences désastreuses pour l’humanité. Parmi ces seuils, trois sont actuelle-
ment déjà dépassés : celui relatif au déclin de la biodiversité, celui relatif au cycle de l’azote, et
celui du réchauffement climatique, comme illustré sur la figure 1.4. Cet indicateur agrégé masque
de fortes disparités. Au niveau de la disponibilité des quantités sous-jacentes : par exemple
[Rockström 2009] ne mentionne pas l’eau douce comme seuil dépassé alors que sa disponibilité
n’est pas assurée partout [Sophocleous 2004]. L’amélioration de ce point constitue d’ailleurs le
sixième objectif de développement durable [Nations 2015]. L’indicateur agrégé ne donne pas d’in-
formations non plus sur les contributions inégales des sociétés humaines aux dégradations de la
biosphère. Or, à titre d’exemple, [Henriques 2017] ont montré que de fortes disparités en matière
d’émission de gaz à effet de serre existaient entre les régions du monde.

1.2.3 Transitions critiques et hystérèse

La notion de transition critique est le pendant non-mathématique de celle des bifurcations.
Une transition critique advient lorsque les caractéristiques fondamentales d’un système dyna-
mique complexe ne sont plus maintenues. On parle d’hystérèse si ces transitions ne sont pas ré-
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versibles simplement en se ramenant à la situation précédente la transition critique [Beisner 2003].
Par exemple, le modèle défini par l’équation (1.10) présente un phénomène d’hystérèse à mesure
que k varie.

1.3 Questions traitées

Par l’étude d’un modèle, cette thèse répond à trois questions principales :

1. De quelles manières les propriétés supposées du processus productif impactent-elles la
durabilité du système écologique et social ?

2. L’apparition d’un cycle de type explosion-déclin est-elle inéluctable à mesure que le pro-
cessus productif devient plus productif ?

3. La stabilité est-elle vraiment toujours souhaitable ?





Chapitre 2

Méthodes
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Cette section est divisée en trois parties. En premier, nous décrivons la construction du
système différentiel modélisant le phénomène étudié. Ensuite, nous décrivons comment nous
modélisons les changements possibles dans les systèmes économique et socio-anthropologique
embarqués dans le système écologique et social. Enfin, nous donnons des informations sur les
outils théoriques utilisés (pour savoir lorsque la stabilité asymptotique advient) et numériques
(pour illustrer les différents comportements transitoires possibles).
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2.1 Dynamique : coupler les phénomènes démographiques, écolo-
giques et économiques

Nous modélisons la dynamique de trois variables, la taille de la population humaine x, le
niveau de capital naturel renouvelable y et la quantité de biens manufacturés par individu z

(cela implique donc que nous supposons que la taille de population est toujours non nulle et
que chaque membre de la population dispose d’une quantité égale de biens manufacturés). Nous
faisons les suppositions suivantes :

— Les individus sont égaux dans leur capacité à consommer des biens manufacturés et dans
la sensibilité de leur taux de reproduction à cette consommation.

— Le système écologique et social est isolé. Aucun capital naturel renouvelable ni de biens
manufacturés ne peut rentrer ni sortir du système écologique et social. Aucun individu ne
peut quitter ni entrer dans le système écologique et social.

— Le maintien de la population dépend directement de la disponibilité en biens manufacturés
(et indirectement de la disponibilité du capital naturel renouvelable).

Nous supposons que les variations de (x, y, z) sont données par un système d’équations de la
forme suivante :

ẋ = µ(Cc(δC , z))x (2.1)

ẏ = Γ(y)− YER(px, y) (2.2)

ż =
CER((1− p)x, YER(px, y))

x
− Cc(δC , z). (2.3)

Le taux de croissance de la taille de population µ dépend explicitement de la quantité de biens
manufacturés extrait par individu Cc(δC , z). Cc(·, ·) est une fonction croissante de la quantité
de biens manufacturés disponibles par individu et d’un paramètre représentant l’intensité de
consommation individuelle de biens manufacturés δC . Le capital naturel renouvelable est soumis
à deux dynamiques antagonistes : une croissance logistique Γ(·) et une diminution due à l’extrac-
tion par une proportion p de la population pour produire des biens manufacturés, YER(px, y).
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Figure 2.1 – Diagramme d’interactions. Les variables sont les boites bleues. Les boites violettes
représentent des quantités extraites. Les boites rouges montrent la stratification de la population
selon les tâches des agents. Les flèches rouges lient les types d’agents à leurs tâches. Les flèches
noires illustrent des flux. Les flèches vertes illustrent des dynamiques auto-reproduisantes.

YER(·, ·) est une fonction croissante du nombre d’agents impliqués dans le processus d’extraction
et de la quantité de capital naturel renouvelable disponible.
La dynamique de la quantité de biens manufacturés par individu est soumise à deux dyna-
miques antagonistes. D’une part, elle croit, à cause du processus de production par individu
CER((1−p)x,YER(px,y))

x . D’autre part, elle décroit, puisque chaque individu consomme pour se main-
tenir voir se reproduire Cc(δC , z). La fonction de production CER(·, ·) est une fonction croissante
du nombre d’agents impliqués dans le processus de transformation du capital naturel renouve-
lable extrait et de la quantité de capital naturel renouvelable extrait.
Ces interactions sont résumées dans le diagramme de la figure 2.1. Dans le reste de cette section
nous présentons les formes fonctionnelles utilisées.

2.1.1 Démographie

La population est considérée uniforme dans sa capacité à consommer des biens manufacturés
et dans la sensibilité sur la reproduction de cette consommation. En lien avec la théorie de la
transition démographique [Coale 1989], nous supposons un lien non-monotone entre la quantité
de biens manufacturés par individu extrait Cc(δC , z) et le taux de croissance de la taille de
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population µ. Il existe d’autre façons d’embarquer la transition démographique [Lafuite 2017].
Nous nous en écartons puisque nous supposons qu’un seul type de bien est consommé par la
population humaine et que l’intensité de cette consommation ne répond pas à une optimisation
sous contrainte. Ainsi, pour reprendre la classification de [Roman 2017] notre modèle est plus
d’inspiration écologique qu’économique. µ est la différence entre le taux de mortalité et le taux
de natalité. Par souci de simplicité, nous ne raisonnons que sur lui dans les équations.

µ(Cc(δC , z)) :=

{
µm + kCc(δC , z), si Cc(δC , z) ≤ arg(µM )

µMe
−(Cc(δC ,z)−arg(µM )) sinon,

(2.4)

avec µm le taux de croissance minimal pour la taille de population (négatif), µM le taux de
croissance maximal pour la taille de population, Cc(δC , z) la consommation par individu de
biens manufacturés, arg(µM ) est le niveau de consommation de biens manufacturés par individu
qui maximise µ, k := µM−µm

arg(µM ) correspond à la sensibilité de µ à la consommation de biens
manufacturés lorsqu’ils sont peu abondants.

2.1.2 Dynamique du niveau de capital naturel renouvelable

Le niveau de capital naturel [Missemer 2018] renouvelable y, est modélisé comme auto-
reproduisant et exploité par les humains. Nous supposons que le terme correspondant à l’ex-
traction faite par les producteurs correspond à un terme de type Lotka-Volterra (considérant les
producteurs comme les prédateurs et le capital naturel renouvelable comme la proie). Ainsi la
dynamique détaillée de y est :

y = ry(1− y

K
)− δRpxy

avec r le taux de reproduction du capital naturel renouvelable, K correspond à niveau maximum,
δR correspond à l’intensité d’extraction du capital naturel renouvelable et p donne la proportion
de producteurs dans la population humaine.

2.1.3 Dynamique de la quantité de biens manufacturés par individu

Les biens manufacturés sont créés en transformant du capital naturel renouvelable extrait
grâce au travail des transformateurs. Ils sont ensuite répartis de façon égale entre les différents
individus. Nous utilisons comme fonction de production une fonction de type Cobb-Douglas avec
deux intrants : le nombre de transformateurs et le capital naturel renouvelable extrait. La consom-
mation individuelle de biens manufacturés est représentée par le terme suivant : Cc(δC , z) := δCz.
δC correspond à l’intensité de la consommation de biens manufacturés. La dynamique de z est
donc :

ż =
A ((1− p)x)α (δRpxy)β

x
− δCz.

Le premier terme de la différence correspond au flux entrant et le second correspond au flux
sortant. Le premier est donc formé d’une fonction de type Cobb-Douglas divisée par la taille de
population. A correspond à la productivité totale des facteurs, un nombre (1 − p)x de trans-
formateurs comme premier intrant (avec une élasticité de α) et une quantité δRpxy de capital
naturel renouvelable extrait comme second intrant (avec une élasticité de β). Nous supposons
donc que la population n’est pas stratifiée par âge (chaque membre est impliqué dans l’un des
deux types de tâches). Notre modèle peut embarquer les trois possibilités concernant le rende-
ment d’échelle. Si l’élasticité par rapport aux transformateurs α et celle par rapport au capital
naturel renouvelable extrait β se somment à moins (respectivement plus) de un, le processus pro-
ductif est dit à rendement d’échelle décroissant (respectivement rendement d’échelle croissant) :
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Symbole Signification
A Productivité totale des facteurs
α Élasticité par rapport aux transformateurs
β Élasticité par rapport au capital naturel renouvelable extrait
µm Taux de croissance minimum de la population
µM Taux de croissance maximum de la population

arg(µM ) Niveau de consommation individuel de biens manufacturés maximisant le taux de croissance
K Niveau maximum de capital naturel renouvelable
r Taux de reproduction du capital naturel renouvelable

Table 2.1 – Symboles et définitions des paramètres fixes de la dynamique.

Symbole Signification
δR Intensité d’extraction du capital naturel renouvelable
δC Intensité de consommation individuelle de biens manufacturés
p Proportion de producteurs dans la population

Table 2.2 – Symboles et définitions des contrôles de la dynamique.

si les intrants (quantité de transformateurs ou capital naturel renouvelable extrait) changent pro-
portionnellement, la production augmente moins (repectivement plus) que proportionnellement.
S’ils se somment à un, le processus productif est dit à rendement d’échelle constant. Le rende-
ment d’échelle supposé est très important, car il impacte la nature des résulats. Par commodité,
nous supposons les élasticités et la productivité totale fixes.

2.1.4 Formalisation mathématique

La dynamique de notre problème est donc donnée par :

ẋ = µ(δCz)x

ẏ = ry(1− y
K )− δRpxy

ż = A(1− p)α(δRp)
βxα+β−1yβ − δCz.

L’espace des phases est :
R+∗ × [0,K]× R+.

Nous cherchons à identifier les conditions de soutenabilité d’un système écologique et social. Dans
le cadre mathématique utilisé, nous qualifions la situation de soutenable lorsqu’un point fixe
avec cohabitation (un point fixe avec aucune composante nulle) existe et est stable. La stabilité
n’exclut pas la présence de cycles mais elle assure que ces cycles soient amortis (sous réserve que
le système se trouve suffisamment proche du point fixe avec cohabitation). Inversement, lorsqu’un
point fixe stable n’existe pas, nous disons que le système écologique et social est en crise.

2.2 Embarquer des changements possibles dans les pratiques

Dans la dynamique (2.1.4), nous supposons que certains paramètres peuvent être changés
(car directement liés à l’organisation sociale et économique du système écologique et social)
afin d’augmenter la durabilité du système écologique et social. Nous les appelons contrôles. Les
contrôles que nous supposons sont l’intensité de consommation de biens manufacturés δC (qui
détermine la dynamique de la population, par la reproduction et l’éducation des individus),
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l’intensité d’extraction du capital naturel renouvelable δR et la répartition des tâches dans la
population définie par p.
Nous sélectionnons ces contrôles car ils ne dépendent pas uniquement de l’état de connaissance
technique. Ainsi, il nous apparaît raisonnable de considérer que ce sont les plus faciles à chan-
ger si l’on veut parvenir à la durabilité. Ces contrôles sont listés dans la table 2.2. Les autres
paramètres sont listés dans la table 2.1. Nous supposons donc pouvoir -partiellement- contrôler
deux boucles de rétroactions, celle de l’exploitation du capital naturel renouvelable et celle de la
reproduction de la population humaine.

2.3 Outils numériques et analytiques mobilisés

2.3.1 Existence d’un régime stationnaire

Nous utilisons le critère de Routh-Hurwitz pour évaluer les conditions (sur les contrôles et
les paramètres) pour que la stabilité asymptotique advienne.

2.3.2 Comportement transitoire

Pour étudier le comportement transitoire du système, nous utilisons le langage Python (ver-
sion 3.6.9) afin de simuler numériquement les trajectoires.
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3.1 Existence et stabilité d’un point stationnaire avec cohabita-
tion

Nous appelons point fixe avec cohabitation du système d’équations (2.1.4), un point fixe
(définition 1) avec aucune composante nulle. Dans cette section, nous donnons les conditions
pour qu’un tel point existe et soit stable.

3.1.1 Condition d’existence

Les détails des calculs de cette section sont dans l’annexe A. Un point fixe avec cohabitation
S0 := (x0, y0, z0) vérifie le système d’équations suivant :

z0 =
s

δC
(3.1)

y0 = K

(
1− δRp

r
x0

)
(3.2)

P(α,β)(x0) : = A(1− p)α(KδRp)
βxα+β−10 (1− δRp

r
x0)

β = s, (3.3)

avec s := −µm arg(µM )
µM−µm , le niveau de subsistance (c’est la quantité de biens manufacturés par

individu qui permet à la population de se maintenir), si la quantité de biens manufacturés est
inférieure (respectivement supérieure) la taille de population diminue (respectivement augmente)
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et P(α,β) la fonction de production de biens manufacturés par individu à l’équilibre. Cette der-
nière est obtenue à partir de la dynamique de z en supposant que la dynamique (cf section 2.1.4)
est à l’équilibre et donc en subsistuant y par y0 (et son expression en fonction de x0) et z par z0.
z0 est donné explicitement et ne dépend que du niveau de subsistance et de l’intensité de consom-
mation de biens manufacturés, z0 = s

δC
. La valeur exacte de (x0, y0) n’est pas toujours accessible

(elle ne l’est qu’en cas de rendement d’échelle constant ou dans un cas particulier de rendement
d’échelle croissant peu vraisemblable, voir sous-section 3.2.1.1). De plus, un point fixe avec coha-
bitation existe si une condition de subsistance est satisfaite : le processus productif à l’équilibre
doit être capable de produire suffisamment pour que la population se maintienne. La formule
liant x0 et y0 informe sur un majorant de la taille de population à l’équilibre : cette dernière
ne peut pas dépasser r

δRp
. La condition de subsistance dépend de la fonction de production de

biens manufacturés par individu à l’équilibre, or cette dernière dépend du rendement d’échelle
supposé. Il y a ainsi 3 différents cas à considérer (selon les rendements d’échelle).

1. En cas de rendement d’échelle décroissant, la fonction de production de biens manufac-
turés par individu à l’équilibre est une fonction décroissante de la taille de population à
l’équilibre. Elle tend vers l’infini lorsque la taille de population tend vers zéro et elle tend
vers zéro lorsque la taille de population s’approche de sa valeur maximale. La condition de
subsistance est ainsi toujours satisfaite. Remarquons qu’à un niveau de subsistance donné,
une seule taille de population peut correspondre (comme antécédent par la fonction de
production de biens manufacturés par individu à l’équilibre).

2. En cas de rendement d’échelle constant, la fonction de production de biens manufac-
turés par individu à l’équilibre est une fonction décroissante de la taille de population
à l’équilibre (comme précédemment, à un niveau de subsistance donné, une seule taille
de population peut correspondre (comme antécédent par la fonction de production de
biens manufacturés par individu à l’équilibre)). Comme précédemment, elle tend vers zéro
lorsque la taille de population s’approche de sa valeur maximale, mais elle est majorée.
Le niveau de subsistance peut ne jamais être atteint, qu’importe la taille de population.
La condition de subsistance n’est pas toujours satisfaite, elle est donnée par :

P(α,1−α)(0) > s ⇐⇒ A(1− p)α(KδRp)
1−α > s. (3.4)

3. En cas de rendement d’échelle croissant, la fonction de production de biens manufacturés
par individu à l’équilibre n’est pas monotone (et cela diffère des deux cas précédents). Elle
est maximum en xM := r

δRp
α+β−1
α+2β−1 . Pour une faible taille de population (inférieure à xM ),

elle est croissante. Pour une taille de population supérieure à xM elle est décroissante.
Comme précédemment, elle est majorée (par sa valeur en xM ). La condition de subsistance
n’est donc pas toujours satisfaite. Cependant lorsqu’elle l’est, il est possible que ce le soit
pour deux tailles de populations différentes (une située dans la zone où la fonction de
production de biens manufacturés par individu à l’équilibre est croissante et une située
dans la zone où la fonction de production de biens manufacturés par individu à l’équilibre
est décroissante). Ainsi deux points fixes avec cohabitation peuvent exister, l’un présentant
une taille de population relativement faible, un niveau de capital naturel renouvelable
assez élevé et l’autre une taille de population élevée et un niveau de capital naturel
renouvelable plus faible. La condition de subsistance est donnée par :

P(α,β)(xM ) ≥ s ⇐⇒ A(1− p)α(δRp)
1−αψM ≥ s (3.5)

avec ψM := (Kβ)β(r(α+β−1))α+β−1

(α+2β−1)α+2β−1 .
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3.1.2 Condition de stabilité

Les détails des calculs de cette section sont dans l’annexe C. Dans cette section, nous sup-
posons qu’un point fixe avec cohabitation existe. Pour évaluer la stabilité d’un point fixe avec
cohabitation S0 = (x0, y0, z0), nous devons déterminer le signe de la partie réelle des valeurs
propres de sa jacobienne (par théorème 1 de la section 1.1.2). En utilisant les informations liant
les différentes composantes d’un point fixe avec cohabitation, nous obtenons que la jacobienne
est égale à :  0 0 µ′(δCz0)xδC

−δRpy0 −ry0/K 0

(α+ β − 1)δCz0/x0 βδCz0/y0 −δC

 .

Il n’est pas possible de connaître exactement les valeurs propres de cette matrice. Pour cette
raison, nous mobilisons le critère de Routh-Hurwitz (donné par la proposition 1 de la section
1.1.2) et obtenons que le point fixe avec cohabitation est asymptotiquement stable (définition 3
de la section 1.1.2) si et seulement si le système suivant est vérifié :

ry0
K

+ δCx0 > 0 (3.6)

r(α+ β − 1) < δRpx0(α+ 2β − 1) (3.7)

δCR(x0) < Q(x0), (3.8)

avec :

R(x0) : = (α+ β − 1)(−µm)− r + x0 (3.9)

Q(x0) : = x20 − (2r + β(−µm))x0 + r2. (3.10)

L’équation (3.6) est toujours vérifiée. L’équation (3.7) est toujours vérifiée en cas de rendement
d’échelle constant ou rendement d’échelle décroissant. En cas de rendement d’échelle croissant,
l’équation (3.7) discrimine le point fixe avec cohabitation avec la plus petite taille de population.
L’inégalité est stricte dans l’équation (3.7), cela impacte la condition de subsistance dans le cas
rendement d’échelle croissant et l’équation (3.5) doit être satisfaite de façon stricte.

Ainsi, si un point fixe avec cohabitation stable existe, il est unique. Nous le nommons
S := (x∗, y∗, z∗). Il est exactement égal à S0 en cas de rendement d’échelle constant ou de ren-
dement d’échelle décroissant. En cas de rendement d’échelle croissant, il n’est défini que lorsque
l’équation (3.5) est satisfaite strictement, et il est alors égal au point fixe avec cohabitation avec
la plus grande taille de population.
L’équation (3.8) est la seule équation contenant le terme d’intensité de consommation de biens
manufacturés δC . La stabilité de S dépend donc de la valeur de δC mais aussi des autres para-
mètres du modèle. Nous trouvons qu’une distinction selon les rendements d’échelle supposés doit
être faite.
Définissons les seuils de taille de population suivants :

xQ,1 : =
r

δRp
−
βµm +

√
βµm(βµm − 4r)

2δRp
(3.11)

xR :=
r + (α+ β − 1)µm

δRp
. (3.12)

Nous rappelons que xM = r
δRp

α+β−1
α+2β−1 , défini en cas de rendement d’échelle croissant ou constant,

correspond à la taille de population qui maximise la production de biens manufacturés par
individu à l’équilibre. La position de x∗ par rapport à xR donne la nature de la condition sur
δC pour avoir la stabilité. Si la taille de population est inférieure à xR la condition donne une
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minoration de δC .
En cas de rendement d’échelle décroissant, xR est situé à l’exterieur de l’ensemble des valeurs
possibles de x∗. Ce n’est donc pas un seuil pertinent. x∗ doit donc être comparé à xQ,1. Si x∗
est inférieure à xQ,1 alors S est stable, sinon il l’est si et seulement si δC est suffisamment grand
(comme résumé dans la section C.3 de l’annexe C). δC doit être supérieur à la quantité suivante :

∆: ]xQ,1, xR[→ R (3.13)

x∗ 7→ ∆(x∗) := δRp
x2∗ − x∗ (xQ,1 + xQ,2) + xQ,1xQ,2

x∗ − xR
, (3.14)

avec xQ,2 une taille seuil de population majorant x∗.
En cas de rendement d’échelle constant, x∗ doit encore être comparé à xQ,1. Si x∗ est inférieure à
xQ,1 alors S est stable, sinon il l’est si et seulement si δC est suffisamment grand (comme résumé
dans la section C.2 de l’annexe C). δC doit être supérieur à ∆(x∗) (cf équation 3.14).
En cas de rendement d’échelle croissant, la position relative des différents seuils xM , xR et xQ,1
dépend du paramètre suivant :

ψ := βr − (α+ β − 1)(α+ 2β − 1)(−µm). (3.15)

ψ doit être strictement supérieure à zéro pour que S puisse être stable (cf section C.1 de l’annexe
C. Lorsque ψ > 0, les seuils sont ordonnés de la façon suivante : xM < xQ,1 < xR (cf équation
C.15).
Lorsque ψ > 0, la stabilité de S advient dans deux situations qualitativement différentes :

— La taille de population à l’équilibre est relativement faible (i.e. x∗ ≤ xQ,1)) (cf branches
2a et 2b de l’arbre de la section C.1 des annexes). Dans un tel cas, puisque la stabilité
ne dépend pas de la valeur de l’intensité de consommation de biens manufacturés, nous
qualifions le système écologique et social de « socialement et biophysiquement adapté ».

— La taille de population est plus élevée (i.e. xQ,1 < x∗ < xR), et l’intensité de consommation
de biens manufacturés δC est supérieure au seuil défini par ∆ (cf équation 3.14) (cf branche
2c de l’arbre de la section C.1 des annexes).

Inversement, lorsque S existe mais est instable, nous pouvons distinguer trois situations :
— ψ < 0. Le taux de régénération du capital naturel renouvelable r n’est pas assez élevé par

rapport à un certain seuil dépendant de la sensibilité du processus productif à ses intrants
(α et β) et au taux de déclin maximum de la taille de population µm (cf branche 1 de
l’arbre de la section C.1 des annexes). Nous qualifions cette crise de « faible productivité
de l’écosystème ».

— La taille de population est plus élevée (i.e. xQ,1 < x∗ < xR), et l’intensité de consommation
de biens manufacturés δC n’est pas suffisamment élevée pour empêcher l’apparition de
cycles du type explosion-déclin (cf branche 2c de l’arbre de la section C.1 des annexes).
La quantité de biens manufacturés par individu augmente, puis la taille de population
augmente, puis le niveau de capital naturel renouvelable diminue, puis la quantité de biens
manufacturés par individu diminue, puis la taille de population diminue, puis le niveau de
capital naturel renouvelable augmente, puis le niveau de biens manufacturés par individu
augmente et ainsi de suite. Nous qualifions cette crise de « déficit de consommation de
biens manufacturés ».

— La taille de population est encore plus élevée (i.e. xR ≤ x∗). Le cycle explosion déclin ne
peut être résorbé par une valeur adéquate de δC (cf branches 2d et 2e de l’arbre de la
section C.1). Nous qualifions cette crise de « flux de biens manufacturés trop élevé ».

Le raisonnement présenté dans cette section peut être résumé par l’arbre de classification de la
figure 3.1 et est détaillé dans les sections C.1 et C.2.
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rendement
d’échelle

rendement
d’échelle constant
α+ β = 1

rendement
d’échelle croissant
α+ β > 1

rendement
d’échelle dé-
croissant
α+ β < 1

ψ > 0ψ ≤ 0 P(α,β)(0) ≤ s P(α,β)(0) > s x∗ ≤ xQ,1 xQ,1 < x∗

P(α,β)(xM ) ≤ s P(α,β)(xM ) > s x∗ ≤ xQ,1 xQ,1 < x∗ δC ≤ ∆(x∗) ∆(x∗) < δC

x∗ ≤ xQ,1 xQ,1 < x∗ < xR xR ≤ x∗ δC ≤ ∆(x∗) ∆(x∗) < δC

δC ≤ ∆(x∗) δC > ∆(x∗)

Figure 3.1 – Crises possibles et différents régimes pour le point fixe avec cohabitation. Les feuilles
vertes désignent les cas asymptotiquement stables. Les autres couleurs désignent les cas où la
stabilité asymptotique n’advient pas ; différentes raisons sont possibles. Les oranges désignent les
situations où la condition de subsistance n’est pas strictement remplie. Les jaunes où l’intensité
de consommation de biens manufacturés est trop faible. La rose désigne le cas où aucune valeur
de l’intensité de consommation de biens manufacturés ne peut donner la stabilité asymptotique.
La feuille rouge désigne le cas où le taux de reproduction du capital naturel renouvelable n’est
pas assez élevé par rapport aux paramètres α, β et µm.
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Figure 3.2 – Classification des crises. Remarque : le type de bifurcation de la première crise n’est
pas étudié puisqu’elle ne dépend pas des contrôles. RED signifie rendement d’échelle décroissant.
RECo signifie rendement d’échelle constant. RECr signifie rendement d’échelle croissant.
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3.1.3 Synthèse

Le système écologique et social modélisé par le système d’équations donné à la section 2.1.4
peut donc présenter quatre crises qualitativement différentes. Le système écologique et social
modélisé peut se trouver dans six régimes différents. Un premier régime que nous nommons « so-
cialement et biophysiquement adapté » pour lequel un point fixe avec cohabitation stable existe
et aucune minoration de l’intensité de consommation de biens manufacturés ne s’applique, un
deuxième dans lequel l’intensité de consommation de biens manufacturés est suffisamment élevée
pour permettre la stabilité du point fixe avec cohabitation, ces régimes sont représentés sur la
figure 3.1 par les feuilles de couleur verte. Un troisième régime que nous nommons « flux de biens
manufacturés faible » correspond à l’absence de point fixe avec cohabitation (représenté sur la
figure 3.1 par les feuilles de couleur orange). Trois régimes présentent un point fixe avec cohabi-
tation instable (un cycle limite l’entourant). Dans le premier régime, il est possible de stabiliser
la situation en augmentant l’intensité de consommation de biens manufacturés (représenté sur
la figure 3.1 par les feuilles de couleur jaune), que nous nommons « déficit de consommation
de biens manufacturés ». Dans le deuxième, il faut changer d’autres contrôles (représenté sur la
figure 3.1 par la feuille de couleur rose), nous nommons ce régime « flux de biens manufacturés
trop élevé ». Enfin, dans le troisième, il n’est pas possible de stabiliser le système en changeant
p, δR ou δC (représenté sur la figure 3.1 par la feuilles de couleur rouge), nous nommons ce régime
« faible productivité de l’écosystème ».
Ces régimes dépendent des contrôles. Un changement de régime correspond à une bifurcation
puisque, d’un régime à un autre, le comportement d’une solution du système d’équations donné
à la section 2.1.4 est qualitativement modifié. La transgression de la condition de subsistance
(dans le cas de la crise appelée « flux de biens manufacturés faible » tableau 3.2) correspond à une
bifurcation de type col-noeud (respectivement transcritique) en cas de rendement d’échelle crois-
sant (respectivement dans le cas rendement d’échelle constant). Ces bifurcations correspondent
à la disparition du point fixe avec cohabitation. En cas de bifurcation de type transcritique, le
point fixe avec cohabitation se rapproche d’un point ayant une taille de population nulle et un
niveau de capital naturel renouvelable maximal. Ainsi, en cas de rendement d’échelle constant,
localement la bifurcation ne transforme pas radicalement la dynamique.
En cas de bifurcation de type col-noeud, les deux points fixes avec cohabitation possibles se
rapprochent jusqu’à s’annihiler. Avant la bifurcation, la taille de population du point fixe avec
cohabitation stable reste toujours supérieure à une taille non nulle xM . Ainsi, avant la bifurca-
tion, des trajectoires démarrant suffisamment proches de S convergent vers S (et la taille de la
population fluctue peut-être, mais ne tend pas vers zéro). Après la bifurcation, de telles trajec-
toires convergent vers un état avec une taille de population nulle, un niveau de capital naturel
renouvelable maximum et un niveau quelconque de biens manufacturés. Cette bifurcation trans-
forme drastiquement la dynamique.
Une surproduction de biens manufacturés (troisième ou quatrième ligne du tableau 3.2) corres-
pond à une bifurcation de type Hopf. Notons que, lorsque la taille de population est comprise
entre les seuils xQ,1 et xR l’instabilité est possible, mais pas certaine (elle dépend de la valeur de
∆ par rapport à δC) par contre (uniquement dans le cas rendement d’échelle croissant), lorsque la
taille de population dépasse xR l’instabilité devient certaine. En cas de bifurcation de type Hopf,
un cycle limite apparaît, correspondant ici à des phases d’explosion-déclin : la consommation
de biens manufacturés n’est pas suffisamment élevée par rapport à la vitesse à laquelle ils sont
créés, la population humaine augmente donc, ce qui entraîne une augmentation de la pression
sur le capital naturel renouvelable, ce qui entraîne une diminution de la production de biens
manufacturés et donc un déclin de biens manufacturés par individu et induit une diminution de
la taille de population, le capital naturel renouvelable se régénère donc, la production de biens
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manufacturés augmente et ainsi de suite.
Dans cette section, nous n’étudions que partiellement l’influence des caractéristiques des pra-
tiques des systèmes socio-anthropologique et économique embarqués dans le système écologique
et social sur la stabilité de S. Dans la section suivante, nous étudions l’influence de variations de
certaines de ses caractéristiques sur les composantes de S, mais aussi sur sa stabilité.

3.2 Sensibilité du point stationnaire avec cohabitation

Cette section étudie la sensibilité d’un point fixe avec cohabitation aux changements de
certains paramètres du modèle. La première partie étudie l’influence des contrôles caractérisant
les systèmes économique et socio-anthropologique embarqués dans le système écologique et social
sur les valeurs du point fixe avec cohabitation. La seconde étudie leurs influences sur sa stabilité.
Concernant le point fixe avec cohabitation, puisque un seul est potentiellement asymptotiquement
stable, à partir de maintenant nous nous intéressons exclusivement à lui, S = (x∗, y∗, z∗). Nous
rappelons que, S est égal à S0 dans le cas rendement d’échelle constant ou rendement d’échelle
décroissant. Dans le cas rendement d’échelle croissant, lorsque la condition de subsistance (donnée
par l’équation (3.5)) est satisfaite strictement, S est le point fixe avec cohabitation avec la plus
grande taille de population tandis que S0 est le point fixe avec cohabitation avec la plus petite
taille de population.

3.2.1 Variations de ses composantes

D’après l’équation (A.4), z∗ est indépendant de (p, δR) et inversement proportionnel à δC .
D’après les équations (A.6) et (A.5), x∗ et y∗ sont indépendantes de δC mais dépendent de
(p, δR). Pour ces raisons, ci-après nous étudions l’influence de certains types de changement des
paramètres de contrôles sur (x∗, y∗). Plus précisément, nous étudions l’influence de certains types
de stratégies de changement d’organisation sociale du système écologique et social. La première
stratégie est liée à la modification de l’intensité d’extraction du capital naturel renouvelable. La
seconde est liée à la modification de la répartition des tâches. Enfin, nous étudions l’influence de
la répartion des tâches tout en maintenant un effort d’extraction constant.
Pour chaque stratégie, nous répondons aux deux questions suivantes : comment la condition de
subsistance se transcrit-elle sur les contrôles possibles ? Que pouvons nous dire de x∗ et y∗ vus
comme fonctions des contrôles modifiés ?

3.2.1.1 Influence du changement de l’intensité d’extraction du capital naturel re-
nouvelable

La seconde question structure ce paragraphe selon la valeur d’α, en effet suivant sa valeur
les variations de x∗(·, p) et de y∗(·, p) ne sont pas de la même nature. Les détails des calculs de
cette partie sont dans l’annexe B et la sous-section D.1.2.

Lorsque α < 1 En cas de rendement d’échelle croissant ou de rendement d’échelle constant,
la condition de subsistance impose à l’intensité d’extraction du capital naturel renouvelable δR
d’être supérieure à un seuil (mais pas d’être inférieure à un autre). Plus précisément, dans le cas
rendement d’échelle constant, la condition de subsistance équivaut à ce que δR soit supérieur à
une borne inférieure positive. Dans le cas rendement d’échelle croissant, δR doit être supérieur
ou égal à une valeure minimale positive. Pour tout rendement d’échelle possible, y∗(·, p) est une
fonction décroissante alors que x∗(·, p) est une fonction croissante puis décroissante.
Les valeurs limites de la taille de population comme du niveau de capital naturel renouvelable



32 Chapitre 3. Résultats

dépendent du rendement d’échelle. En effet, en cas de rendement d’échelle décroissant ou ren-
dement d’échelle constant la taille de population tend vers 0 lorsque δR s’approche de sa borne
inférieure alors qu’en cas de rendement d’échelle croissant la taille de population est équivalente
à xM (·, p) lorsque δR tend vers sa valeur minimale et x∗(·, p) tend donc vers une valeur non nulle.
Pour tout rendement d’échelle, lorsque δR tend vers l’infini, x∗(·, p) tend vers 0.
Pour le niveau de capital naturel renouvelable, le comportement est analogue, en cas de rende-
ment d’échelle constant ou rendement d’échelle décroissant il tend vers K lorsque δR tend vers
sa borne inférieure et il tend vers 0 lorsque δR tend vers l’infini. Par contre, en cas de rendement
d’échelle croissant, lorsque δR s’approche de sa valeur minimale, le niveau de capital naturel
renouvelable tend vers :

yM :=
Kβ

α+ 2β − 1
. (3.16)

Lorsque δR tend vers l’infini, le niveau de capital naturel renouvelable tend vers 0.

Lorsque α ≥ 1 Le seul rendement d’échelle possible est le cas rendement d’échelle croissant.
La condition de subsistance impose à δR d’être inférieur ou égal à un certain seuil positif et sur
cet ensemble la taille de population sera une fonction décroissante tandis que le niveau de capital
naturel renouvelable sera une fonction croissante de δR. Voir sous-sections B.1.2 et B.2.4.

Remarque importante Lorsque α ≥ 1, la taille de la population est une fonction décroissante
de δR. Or, pour un système écologique et social donné, si la population exploîte peu le capital
naturel renouvelable dont elle dispose, intensifier son exploitation permet d’augmenter la taille
de population (notamment en permettant de produire plus de nourriture via un accroissement
de l’effort de chasse par exemple). Mathématiquement, cela revient à dire que la taille de po-
pulation à l’équilibre est une fonction croissante de l’intensité d’extraction du capital naturel
renouvelable pour des faibles valeurs de l’intensité d’extraction du capital naturel renouvelable.
Nous discriminons donc le cas α ≥ 1 par souci de vraisemblance du modèle par la suite.

3.2.1.2 Influence du changement de la répartition des tâches

Les calculs de cette partie sont dans la sous-section D.2.1, dans le premier paragraphe de
la sous-section D.2.2.1 et dans la sous-section D.2.3 de l’annexe. La condition de subsistance
impose à l’intensité d’extraction du capital naturel renouvelable δR d’être suffisamment élevée
pour qu’il existe une proportion de producteurs p telle que S soit défini. Nous désignons par
ID(δR) l’ensemble des p possibles pour que S existe lorsque δR est donnée. Si un tel ensemble
existe, il contient nécessairement {1− α} et est contenu dans ]0, 1[. Sur cet ensemble x∗(δR, ·)
est une fonction croissante puis décroissante alors que y∗(δR, ·) est une fonction décroissante puis
croissante. x∗(δR, ·) atteint son maximum pour une certaine valeur de p non explicite (inférieure
à 1 − α) alors que y∗(δR, ·) atteint son minimum en 1 − α. Le déclin de la taille de population
à l’équilibre arrive donc avant que y∗(δR, ·) ne soit à son minimum. Dit autrement, au delà d’un
certain seuil, l’exploitation plus intensive du capital naturel renouvelable par une augmentation
de p fait donc diminuer le capital naturel renouvelable sans pour autant permettre une augmen-
tation de la taille de population.
Comme en cas de variation de δR, les valeurs limites de la taille de population et du niveau de
capital naturel renouvelable dépendent des propriétés supposées du processus productif trans-
formant le capital naturel renouvelable en des biens manufacturés. En effet, lorsque le processus
productif est à rendement d’échelle constant ou décroissant, la taille de population tend vers
0 lorsque p s’approche de ses valeurs limites alors qu’en cas de rendement d’échelle croissant,
la taille de population est équivalente à xM (δR, ·) lorsque p s’approche de ses valeurs limites,
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x∗(δR, ·) tend donc vers une valeur non nulle.
Pour le niveau de capital naturel renouvelable, en cas de rendement d’échelle constant ou rende-
ment d’échelle décroissant, il tend vers K lorsque p s’approche de ses valeurs limites. Par contre
en cas de rendement d’échelle croissant, il tend vers yM (défini par l’équation (3.16)) lorsque p
s’approche de ses valeurs limites.

3.2.1.3 Influence du changement de la répartition des tâches en maintenant un
effort d’extraction constant

Les calculs de cette partie sont dans les sous-sections D.3.1 et D.3.2 de l’annexe. Dans ce
paragraphe, nous supposons que l’effort de prélèvement du capital naturel renouvelable δRp est
maintenu constant à δ. La condition de subsistance est vérifiée lorsque : δ est supérieur à un seuil
dépendant de s, A, K et des rendements d’échelle et que p est inférieur à un seuil.
Sur cet ensemble, la taille de population (respectivement le niveau de capital naturel renouve-
lable) est une fonction décroissante (respectivement croissante) de p.
Lorsque p s’approche de 0, la taille de population et le niveau de capital naturel renouvelable
tendent vers des valeurs non nulles pour tout rendement d’échelle, lorsque p s’approche de sa
borne supérieure, la taille de population (respectivement le niveau de capital naturel renouve-
lable) tend vers 0 (respectivement K) dans le cas rendement d’échelle constant ou rendement
d’échelle décroissant. Dans le cas rendement d’échelle croissant, la taille de population tend vers
xM (qui est constant à δ fixé) et le niveau de capital naturel renouvelable tend vers yM lorsque
p tend vers sa borne supérieure.

3.2.2 Sensibilité de sa stabilité

Dans cette section, nous étudions l’influence des trois différentes stratégies sur la stabilité
de S. Conformément à la classification établie dans la figure 3.2, nous reprenons les résultats
de la section précédente en y ajoutant la position relative de x∗ par rapport aux seuils de taille
de population définis précédemment (xQ,1 ou xR lorsqu’il est pertinent). Nous répondons aux
questions suivantes : une instabilité est-elle impossible, possible ou certaine ? Lorsqu’elle est
certaine ou possible, cela arrive-t-il au cours de la phase décroissante ou croissante de la taille
de population ?

3.2.2.1 Influence du changement de l’intensité d’extraction du capital naturel re-
nouvelable

Les calculs de cette partie sont dans la sous-section D.1.1 de l’annexe. En cas de rendement
d’échelle constant, comme dit précédemment, une valeur minimale de l’intensité d’extraction
du capital naturel renouvelable δR est nécessaire pour que le point fixe avec cohabitation S

existe. Pour des faibles valeurs de δR une instabilité est impossible. À mesure que δR augmente
une instabilité peut survenir, elle n’est pas certaine car une valeur adaptée de l’intensité de
consommation de biens manufacturés δC peut l’empêcher. Dans ce cas, une instabilité est possible
mais pas certaine. Si l’instabilité advient, cela correspond à la crise « déficit de consommation
de biens manufacturés ». Le même type de comportement advient en cas de rendement d’échelle
décroissant (sauf que toute valeur de δR est possible). Pour ces deux types de rendement d’échelle,
l’endroit où une instabilité prossible sera rencontrée dépend de la valeur du taux de régénération
du capital naturel renouvelable r. Lorsqu’il est plus faible que 2β(−µm) alors une instabilité est
possible dès la phase croissante. Sinon si le point fixe avec cohabitation devient instable ce sera
nécessairement lors de la phase décroissante de la taille de population.
En cas de rendement d’échelle croissant, la condition de subsistance s’applique de la même
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manière que dans le cas rendement d’échelle constant et les variations de x∗(·, p) sont de la
même nature. Cependant une instabilité ne peut pas toujours être compensée par δC . Lorsqu’elle
ne peut pas, l’instabilité est certaine. Cela correspond à la crise « flux de biens manufacturés
trop élevé ». Concernant la localisation de l’instabilité, on retrouve une dépendance à r, β, µm
mais aussi à α. Si r est faible (plus petit que 2(α + β − 1)(−µm)) alors une instabilité est
certaine et elle adviendra lors de la phase croissante de x∗(·, p), lorsque r est moyennement
élevé (2(α + β − 1)(−µm) ≤ r < 2β(−µm)) alors une instabilité est possible dès la phase
croissante de x∗(·, p) mais ne devient certaine que lors de la décroissante. Enfin, lorsque r est élevé
(r ≥ 2β(−µm)), si une instabilité se produit, quelle qu’en soit la nature (possible ou certaine),
ce sera lors de la phase décroissante de la la taille de population x∗(·, p).
L’augmentation de l’intensité d’extraction du capital naturel renouvelable δR finit toujours par
causer une instabilité (si c’est le seul contrôle qui change). Si on s’autorise en plus à modifier δC
alors il est toujours possible de maintenir la stabilité en cas de rendement d’échelle constant ou
rendement d’échelle décroissant. Cependant, alors que dans le cas rendement d’échelle décroissant
un δC fini peut assurer la stabilité pour tout δR, il n’en est pas de même en cas de rendement
d’échelle constant.
En cas de rendement d’échelle croissant, pour un certain seuil de δR la stabilité ne pourra plus
être obtenue en modifiant δC .
La valeur de r intervient favorablement pour repousser l’arrivée de l’instabilité par rapport
aux variations de x∗(·, p) tandis que β,−µm (et α dans le cas rendement d’échelle croissant)
interviennent défavorablement. Dans le sens où, si r est élevé, l’instabilité ne peut advenir que
lors de la phase décroissante de x∗(·, p).

3.2.2.2 Influence du changement de la répartition des tâches

Les calculs de cette partie sont dans le deuxième et troisième paragraphe de la sous-section
D.2.2.1. À mesure que la répartition dans la population des producteurs p varie, il n’est pas
certain qu’une instabilité soit rencontrée. Tout dépend de l’intensité d’extraction du capital
naturel renouvelable δR. Ce dernier doit être comparé à différentes grandeurs liées aux tailles de
population seuils :

ψQ,1 :=

(
r −

βµm +
√
βµm(βµm − 4r)

2

)α+β−1(
K
βµm +

√
βµm(βµm − 4r)

2r

)β
(3.17)

ψR := (r + (α+ β − 1)µm)α+β−1
(
K

(α+ β − 1)(−µm)

r

)β
(3.18)

Effectivement, pour tout rendement d’échelle, lorsque δR est faible δR ≤
(

s
AααψQ,1

) 1
1−α 1

1−α ,

une instabilité est impossible, lorsque δR est moyen
(

s
AααψQ,1

) 1
1−α 1

1−α < δR ( et, dans le cas

rendement d’échelle croissant <
(

s
AααψR

) 1
1−α ) une instabilité est possible mais pas certaine : si

δC n’est pas suffisamment élevée une crise du type « déficit de consommation de biens manu-
facturés » advient ; enfin lorsque δR est plus élevée (uniquement dans le cas rendement d’échelle

croissant), δR ≥
(

s
AααψR

) 1
1−α , une instabilité est certaine (il n’existe pas de δC la supprimant),

ce qui correspond à une crise de type « flux de biens manufacturés trop élevé ».
Ainsi, le changement de la répartition des tâches dans la population (modélisé par la variation
de p) n’a pas le même type de conséquence que l’augmentation de l’intensité de l’extraction
du capital naturel renouvelable. Alors que le passage au delà d’un certain seuil (dépendant des
autres paramètres du modèle) de cette dernière crée une instabilité, la variation de p ne provoque
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une crise que si l’intensité d’extraction du capital naturel renouvelable est suffisamment élevée
et de plus cette crise cessera toujours lorsque p sera suffisamment grand.
À mesure que p varie, ces crises sont imbriquées, dans le sens où si des valeurs de p provoquent
une crise du type « flux de biens manufacturés trop élevé », d’autres valeurs de p provoqueront
une crise du type « déficit de consommation de biens manufacturés » (cette crise adviendra si δC
n’est pas suffisamment élevé). Ainsi, trois cas qualitativement différents sont possibles. Si δR est
faible, à mesure que p varie entre les bornes possibles, afin que S le point fixe avec cohabitation
étudié existe, aucune instabilité n’est possible. Si δR est plus élevé, pour de faibles valeurs de p
l’instabilité est impossible, pour des valeurs proches de 1− α l’instabilité est possible puis pour
des p plus éloignés l’instabilité est impossible. Enfin (cas uniquement possible dans le cas rende-
ment d’échelle croissant), pour des faibles valeurs de p l’instabilité est impossible, puis possible,
puis certaine (à proximité de 1− α), enfin elle redevient possible puis impossible.
La localisation de ces instabilités le long des variations de x∗(δR, ·) est plus compliquée que lors
de l’étude de la stratégie précédente. Cependant, nous trouvons encore, pour tout rendement
d’échelle possible, que si r ≥ 2β(−µm), si une instabilité advient, c’est au cours de la phase
décroissante de x∗(δR, ·).
Dans le cas de rendement d’échelle décroissant ou rendement d’échelle constant (en supposant
la condition de subsistance satisfaite, donnée par l’équation (3.4)), lorsque r < 2β(−µm), la
localisation de la possible instabilité le long de la trajectoire de x∗(δR, ·) dépend de δR, s’il est
élevé alors elle peut avoir lieu dès la phase croissante de x∗(δR, ·) sinon elle n’est possible que
lors de la phase décroissante.
Dans le cas de rendement d’échelle croissant (en supposant la condition de subsistance satisfaite,
donnée par l’équation (3.5)), lorsque 2(α + β − 1)(−µm) ≤ r < 2β(−µm), l’instabilité certaine
n’advient que lors de la phase décroissante de x∗(δR, ·), elle est cependant possible dès la phase
croissante si δR est élevé (si δR est faible, une instabilité n’est possible que lors de la phase
décroissante). Lorsque 2(α+ β − 1)(−µm) > r, le comportement est similaire : à mesure que δR
augmente, la rencontre (possible ou certaine) d’une instabilité arrive pour des valeurs de p de
plus en plus faible. Elle peut donc advenir dès la phase croissante de x∗(δR, ·).

3.2.2.3 Influence du changement de la répartition des tâches en maintenant un
effort d’extraction constant

Les calculs de cette partie sont dans les sous-sections D.3.3 et D.3.4 de l’annexe. Une instabi-
lité est possible lorsque l’intensité de prélèvement du capital naturel renouvelable δ est supérieure
à un seuil, ce qui signifie que pour certaines valeurs de p, x∗ sera supérieur à xQ,1. L’instabilité
peut être certaine dans le cas rendement d’échelle croissant lorsque δ est supérieure à un autre
seuil plus élevé, (pour certaines valeurs de p, x∗ sera supérieur à xR).
Si une instabilité arrive, c’est pour des valeurs de p proches de 0. En effet, en cas de rendement
d’échelle constant ou rendement d’échelle décroissant, si une instabilité est possible, elle ne peut
arriver que pour des valeurs de p proches de zéro. En cas de rendement d’échelle croissant, si
une instabilité certaine advient, elle arrive pour des valeurs de p proches de 0, ensuite à mesure
que p s’éloigne de 0, l’instabilité devient possible mais pas certaine et finalement lorsque p est
suffisamment élevé l’instabilité n’est plus possible.
Lorsque le rendement d’échelle est supposé constant ou décroissant, il existe un niveau fini d’in-
tensité de consommation de biens manufacturés permettant la stabilité pour tout p varie. Ce
niveau d’intensité dépend de de l’intensité de prélèvement.
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3.2.3 Synthèse

L’augmentation de l’intensité d’extraction du capital naturel renouvelable a un effet non mo-
notone (respectivement monotone) sur la taille de population (respectivement sur le niveau de
capital naturel renouvelable). La taille de population à l’équilibre croit puis décroit à mesure
que l’intensité d’extraction du capital naturel renouvelable augmente. Le niveau de capital na-
turel renouvelable à l’équilibre diminue à mesure que l’intensité d’extraction du capital naturel
renouvelable augmente. L’intensité d’extraction du capital naturel renouvelable a une influence
monotone sur la stabilité du point fixe avec cohabitation. Lorsque l’intensité d’extraction du ca-
pital naturel renouvelable est faible, le point fixe avec cohabitation est stable. Lorsqu’elle est plus
grande, le point fixe avec cohabitation est stable sous réserve que l’intensité de consommation de
biens manufacturés soit suffisamment élevée. Enfin, ce cas ne se présente qu’en cas de rendement
d’échelle croissant, lorsqu’elle est élevée il est nécessairement instable quelle que soit la valeur
de l’intensité de consommation de biens manufacturés. La localisation relative de l’instabilité
du point fixe avec cohabitation le long de la trajectoire de la taille de population vue comme
fonction de l’intensité d’extraction du capital naturel renouvelable dépend de la valeur du taux
de régénération du capital naturel renouvelable par rapport à un seuil dépendant de paramètres
propres au processus productif (les élasticités des intrants) ainsi que le terme de décroissance
maximale de la taille de population. Plus le taux de régénération du capital naturel renouvelable
est élevé, plus l’instabilité (qu’elle soit compensable par une certaine valeur de l’intensité de
consommation de biens manufacturés ou non) est repoussée à la phase décroissante de la taille
de population. Ainsi, le déclin de la taille de population comme signal avant coureur d’instabilité
n’arrive qu’à condition que r soit suffisamment important.
Le déclin de la proportion de transformateurs au profit d’une augmentation de la proportion de
producteurs (ce qui correspond à une augmentation de p) se traduit par un effet non monotone
sur la taille de population et sur le niveau de capital naturel renouvelable. À mesure que p varie,
la taille de population (respectivement le niveau de capital naturel renouvelable) augmente (res-
pectivement diminue) puis diminue (respectivement augmente). Le long de ces variations une
instabilité n’arrive pas nécessairement, cela dépend de la valeur de l’intensité d’extraction du
capital naturel renouvelable. La rencontre d’une instabilité lorsque p varie est conditionnée par
le fait que l’intensité d’extraction du capital naturel renouvelable soit suffisamment grande. La
localisation de cette instabilité le long de la trajectoire de la taille de population, ne dépend
pas des mêmes critères que dans le paragraphe précédent. Plus précisément, comme précédem-
ment, lorsque r est suffisamment grand, si une instabilité arrive cela ne peut être qu’au cours
de la phase décroissante de la taille de population. Sinon, la valeur de l’intensité d’extraction du
capital naturel renouvelable est déterminante, si elle est plus élevée qu’un seuil dépendant des
paramètres du modèle (hormis δC et p) alors l’instabilité est possible dès la phase croissante. Ce
type de résultat tient pour tout rendement d’échelle possible, dans le cas de rendement d’échelle
croissant il est possible pour certaines configurations qu’une instabilité possible ait lieu dès la
phase croissante mais ne devienne certaine que lors de la phase décroissante.
Si l’on suppose que l’effort d’extraction du capital naturel renouvelable δRp = δ peut être main-
tenu constant, l’augmentation de la proportion de transformateurs (lorsque p tend vers 0) entraine
une augmentation (respectivement diminution) de la taille de population (respectivement du ni-
veau de capital naturel renouvelable). Une instabilité advient si l’effort d’extraction du capital
naturel renouvelable est superieur à un seuil dépendant des paramètres du modèle (hormis de
l’intensité de consommation de biens manufacturés et de la répartion de la population). Ainsi,
plus l’effort d’extraction du capital naturel renouvelable est élevé plus une instabilité est possible.
Si une instabilité advient c’est pour des faibles valeurs de p. L’augmentation de la proportion de
transformateurs, ce qui augmente la capacité du système productif, met en danger la stabilité
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du point fixe avec cohabitation.
Nous savons donc comment stabiliser une situation. Cependant, nous n’avons aucune informa-
tion sur le comportement de la dynamique transitoire du système (lorsque le système n’est pas
à l’équilibre) nous étudions cela ci-après.
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3.3 Aspects transitoires des crises

Le régime dans lequel le système écologique et social modélisé se trouve dépend de la position
de la taille de population à l’équilibre x∗ par rapport à certains seuils de taille de population
(xM , xQ,1 et xR). De façon équivalente, il dépend de la position du niveau de subsistance s par
rapport aux niveaux de production par individu atteints en ces seuils (P(α,β)(xM ), P(α,β)(xQ,1)

et P(α,β)(xR)). Puisque ces niveaux de production dépendent linéairement du facteur de pro-
ductivité total A, pour un rendement d’échelle donné, quasiment toutes les crises de la figure
3.2 peuvent être générées par la variation de A. Seule la crise intitulée « faible productivité de
l’écosystème » dans la figure 3.2 n’est pas accessible par une modification de A, puisqu’elle n’en
dépend pas. Cette crise dépend uniquement de la valeur du taux de régénération du capital
naturel renouvelable par rapport aux propriétés du processus productif et au taux maximal de
déclin de la taille de population.
Ci-après, nous générons toutes les crises dépendant de ce paramètre, afin d’en illustrer le com-
portement transitoire.
Effectivement, un facteur de productivité total faible génère une crise de type « flux de biens
manufacturés faible ». Puis, à mesure que A augmente le système passera par un état « sociale-
ment et biophysiquement adapté » puis par les crises suivantes : « déficit de consommation de
biens manufacturés » puis « flux de biens manufacturés trop élevé » (uniquement dans le cas
rendement d’échelle croissant).

Ci-après nous montrons que ces crises influent de façons différentes sur le comportement
transitoire du système écologique et social modélisé. Dans un premier temps, nous parlons de la
crise arrivant lorsque la condition de subsistance n’est pas satisfaite et dans un second temps,
nous parlons des crises induites par une production de biens manufacturés trop importante.
Les valeurs utilisées pour les paramètres sont présentées dans la table 3.1 (sauf A qui varie pour
illustrer les différentes crises).

Symbole Signification Valeur(s)

(α, β)

Elasticités du processus productif
par rapport aux

(transformateurs, capital naturel renouvelable extrait)
(0.55, 0.55)

µmin
taux de déclin maximal
de la taille de population

−0.006213

µmax
taux de croissance maximal
de la taille de population

0.02

arg(µmax)
Niveau de consommation par individu

maximisant le taux de croissance
0.15

K
valeur maximale de

capital naturel renouvelable
1

r0
taux de reproduction du

capital naturel renouvelable
1

Table 3.1 – Symboles, définitions et valeurs des paramètres de la dynamique.

3.3.1 Flux de biens manufacturés faible

Lorsque le processus productif n’est pas capable de satisfaire la condition de subsistance à
l’équilibre, il n’existe pas de point fixe avec cohabitation. Ainsi, pour toute condition initiale



3.3. Aspects transitoires des crises 39

Symbole Signification Valeur
δR intensité d’extraction du capital naturel renouvelable 0.02

δC Intensité de consommation des biens manufacturés 0.001

p Proportion de producteurs 0.2

Table 3.2 – Symboles, définitions et valeurs des contrôles de la dynamique.

Figure 3.3 – Le processus productif à l’équilibre n’est pas capable de satisfaire la condition
de subsistance ((A, δR) = (0.63, 0.02)). Après une phase croissante (dûe à la consommation de
biens manufacturés disponibles), la taille de population (x) diminue et tend vers 0. À mesure
que la taille de population diminue, le niveau de capital naturel renouvelable (y) augmente. La
condition initiale est la même que pour la figure 3.4.

avec un niveau de capital naturel renouvelable non nul, le système finira toujours par converger
vers une des demi-droites de l’espace données par une taille de population nulle, un niveau de
capital naturel renouvelable maximal ou nul et un niveau quelconque de biens manufacturés. Un
exemple de trajectoire de cette crise est donné dans la figure 3.3.
Lorsque les contrôles sont changés pour quitter cette crise, le système arrive dans le régime
« socialement et biophysiquement adapté » pour lequel toute valeur (positive) de δC est possible
pour que le point fixe avec cohabitation soit stable. Un exemple de trajectoire de ce régime est
donné dans la figure 3.4.

3.3.2 Surproduction

Comme définies dans la table 3.2, nous rappelons que nous séparons en deux catégories les
bifurcations de Hopf que notre modèle peut rencontrer. Ces bifurcations illustrent une surpro-
duction de biens manufacturés. La première, que nous qualifions de « déficit de consommation
de biens manufacturés », peut être compensée par le seul changement de l’intensité de consom-
mation de biens manufacturés. La seconde (rencontrable uniquement dans le cas rendement
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Figure 3.4 – Le processus productif à l’équilibre est capable de satisfaire la condition de subsis-
tance ((A, δR) = (0.63, 0.12)). À la différence de la figure 3.3, la croissance du niveau de capital
naturel renouvelable (y) (et la décroissante de la taille de population (x)) est empêchée car l’in-
tensité d’extraction est plus élevée. Ainsi la trajectoire converge en oscillant de façon amortie vers
le point fixe avec cohabitation. La condition initiale est proche du point fixe avec cohabitation.
Le suffixe « stabilized » indique qu’un point fixe avec cohabitation stable existe désormais (par
opposition au cas de la figure 3.3).
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Figure 3.5 – Le système écologique et social expérimente une crise du type « déficit de consom-
mation de biens manufacturés » ((A, δC) = (1.55, 0.001)). La trajectoire oscille autour du point
fixe avec cohabitation. La condition initiale est identique à celle de la figure 3.6.

d’échelle croissant), que nous qualifions de « flux de biens manufacturés trop élevé », ne peut
l’être. Lorsque cette dernière advient, pour stabiliser le système, des changements sur p ou δR
sont donc nécessaires.
Un exemple de trajectoire en cas de déficit de consommation est donné dans la figure 3.5. La
stabilisation de cette trajectoire peut s’effectuer en ne changeant que l’intensité de consommation
de biens manufacturés. Cela est illustré sur la figure 3.6.

3.3.3 Synthèse

Nous illustrons ici le comportement transitoire du modèle en cas de crises. Ces crises peuvent
être de deux types. Le premier advient lorsque la condition de subsistance n’est pas satisfaite.
Dans une telle situation, la population humaine est vouée à disparaître. Ces crises adviennent
lorsque le processus productif n’est pas suffisamment performant pour atteindre le niveau de
subsistance. Par rapport à nos contrôles, cela correspond à des situations où la répartition des
tâches est très asymétriques (p proche de un ou zéro) ou que la pression sur le capital naturel
renouvelable est trop faible (δR trop faible).
Le second type de crise advient lorsque la condition de subsistance est satisfaite mais que l’accu-
mulation de biens manufacturés entraîne l’apparition de cycle explosion-déclin. Ces cycles sont
induits par une suproduction ou, de manière équivalente, une sous-consommation. Ce type de
crise peut se présenter de deux manières différentes. Dans un cas il est compensable par une aug-
mentation de l’intensité de consommation de biens manufacturés dans l’autre les autres contrôles
doivent être modifiés pour stabiliser le point fixe avec cohabitation.
Dans une perspective de gestion, on cherche à éviter les cycles explosion-déclin. De telles va-
riations sont évidemment sources de tensions sociales. Mais de plus, en raison de l’amplitude,
puisque le niveau de capital naturel renouvelable peut se retrouver très proche de zéro, nous
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Figure 3.6 – Le système écologique et social n’expérimente plus une crise du type « déficit
de consommation de biens manufacturés », l’intensité de consommation de biens manufacturés
étant suffisamment élevée ((A, δC) ≈ (1.55, 0.002)). La trajectoire converge avec des oscillations
amorties vers le point fixe avec cohabitation. La condition initiale est proche du point fixe avec
cohabitation. Le suffixe « stabilized » indique qu’un point fixe avec cohabitation stable existe
désormais (par opposition au cas de la figure 3.5).
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pouvons raisonnablement penser que si une telle trajectoire devait arriver elle ne repartirait pas
de zéro et ainsi le cycle s’arrêterait après la première phase décroissante du niveau de capital
naturel renouvelable.
Il apparaît ici qu’en raison des conséquences possibles d’une instabilité (et donc la présence d’un
cycle limite), la stabilité (et donc la présence de cycles amortis) soit toujours souhaitable pour
tout système écologique et social modélisé. Cependant, nous supposons ici toujours que notre
état est proche du point fixe avec cohabitation, nous montrons ci-après que si cela n’est pas vérifié
alors une configuration socialement et biophysiquement adaptée n’est pas toujours souhaitable.

3.4 Estimer la sensibilité de la viabilité du système

Nous nous inspirons de la théorie de la viabilité et de ses outils pour étudier le comportement
transitoire du système écologique et social modélisé. Les outils principaux de la théorie de la
viabilité sont rappelés dans la sous-section 1.1.4. Ci-après, nous cherchons à étudier l’influence
de la répartition des tâches et de l’intensité de l’extraction du capital naturel renouvelable sur
la viabilité du système écologique et social. La contrainte que nous prenons est focalisée sur le
niveau de capital naturel renouvelable. Ainsi, dans le formalisme viabiliste, l’espace de contrainte
que nous considérons est le suivant :

K(yl) :=
{

(x, y, z) ∈ R+ × [0,K]× R+, y ≥ yl
}
, yl ∈]0,K[. (3.19)

Afin d’estimer le noyau de viabilité de K(yl) par rapport à la dynamique définie par le système
d’équations (2.1.4) nous comparons deux estimateurs : le premier est basé sur la distance du point
fixe avec cohabitation par rapport à la frontière de K(yl) (cf sous-section E.1.1 de l’annexe) et le
second est basé sur la viabilité de trajectoires issues des alentours du point fixe avec cohabitation
(cf sous-section E.1.2 de l’annexe).
Par souci de simplicité, nous nous plaçons dans le cas rendement d’échelle constant et nous fixons
l’intensité de consommation de biens manufacturés. Ainsi, les valeurs des paramètres sont ceux
de la table 3.1, (α, β,A, δC , yl) = (0.6, 0.4, 1, 0.01, 0.06) et (p, δR) ∈]0, 1[×[0.5, 2]. Ci-après nous
présentons ces proxys et leurs valeurs. Puis, nous les comparons, ce qui motive un changement
de perspective.

3.4.1 Deux potentiels estimateurs du noyau de viabilité

3.4.1.1 Distance à la frontière de l’espace de contraintes

Cet estimateur correspond à la différence entre la valeur du niveau de capital naturel renou-
velable du point fixe avec cohabitation avec yl (cf sous-section E.1.1 de l’annexe).

3.4.1.2 Proportion de trajectoires viables au voisinage de S

Cet estimateur correspond à la proportion de trajectoires viables (i.e. restant dans K(yl))
issues des alentours du point fixe avec cohabitation. Pour cela, nous calculons les coordonnées des
sommets du cube correspondant à l’intersection entre le cube [(1−ε)x∗, (1+ε)x∗]×[(1−ε)y∗, (1+

ε)y∗]× [(1− ε)z∗, (1 + ε)z∗] et l’espace de contraintes K(yl). Puis, nous simulons numériquement
chaque trajectoire issue de ces points. Enfin nous évaluons la proportion de trajectoires restant
viable (dans K(yl)) (cf sous-section E.1.2 de l’annexe).

3.4.2 Comparaison entre ces deux estimateurs

La valeur du premier estimateur pour une certaine grille de (p, δR) est affichée dans la figure
3.7. Conformément au comportement analytique trouvé plus haut : y∗(·, δR) est décroissant puis
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Figure 3.7 – Discrétisation de (p, δR) 7→ y∗(p, δR). Les configurations socialement et biophysi-
quement adaptées sont représentées en vert. Les situations où l’intensité de consommation de
biens manufacturés est suffisamment haute pour que le point fixe avec cohabitation soit stable
sont réprésentées en orange. Les crises du type « déficit de consommation de biens manufacturés »
sont représentées en rouge.

croissant à mesure que p augmente (et minimum en β = 1−α) alors que y∗(p, ·) est décroissante
à mesure que δR augmente. La valeur du second estimateur pour la même grille de (p, δR) est
affichée dans la figure 3.8. Nous trouvons que la stabilité ne garantit pas la viabilité. La viabilité
augmente à mesure que l’on s’éloigne des scénarios instables (en s’approchant des scénarios
socialement et biophysiquement adaptés).

3.4.3 Synthèse

Ainsi, cela illustre qu’aux alentours du point fixe avec cohabitation la situation socialement et
biophysiquement adaptée est celle permettant la plus grande viabilité, il pourrait sembler qu’elle
soit le plus souhaitable dans une perspective de gestion. Dans la section suivante, nous illustrons
que les scénarios socialement et biophysiquement adaptés n’ont pas nécéssairement un noyau de
viabilité plus grand que des scénarios où la crise de type « déficit de consommation de biens
manufacturés » est évitée.
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Figure 3.8 – Proportion de trajectoires viables en fonction de (p, δR) pour la même grille de
discrétisation que la figure 3.7. Les configurations socialement et biophysiquement adaptées sont
représentées en vert. Les situations où l’intensité de consommation de biens manufacturés est
suffisamment haute pour que le point fixe avec cohabitation soit stable sont réprésentées en
orange. Les crises du types déficit de consommation de biens manufacturés sont représentées en
rouge. ε = 0.2.
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3.5 Entre sobriété et instabilité

Dans cette section, nous faisons l’hypothèse de rendement d’échelle croissant (en supposant
toujours que α < 1) et que la condition de subsistance est strictement vérifiée.. Nous qualifions
de sobre un certain choix de valeurs de paramètres et de contrôles du modèle tel que les carac-
teristiques du système économique (embarquées ici par δR, p, α, β et A), mais aussi du capital
naturel renouvelable (embarquées par r et K) sont telles que la production de biens manufactu-
rés par individu à l’équilibre ne pourrait pas être beaucoup plus élevée en modifiant la taille de
population. Une situation sobre présente donc une taille de population x∗ proche de xM . Cela
implique donc qu’un faible changement de δR ou de p peut violer la condition de subsistance.
Les calculs de cette partie sont dans la sous-section E.2.2 de l’annexe. Comme nous l’avons vu
précédemment, ce type de configuration est stable, cependant nous montrons qu’une telle situa-
tion n’est pas toujours souhaitable si l’on suppose que le système écologique et social se trouve
dans un état éloigné du point fixe avec cohabitation.

3.5.1 Mise en évidence d’un piège socio-écologique

L’espace dans lequel peut se trouver un point fixe avec cohabitation est donné par :

E(δR, p) :=]0,
r

δRp
]× [0,K]× R+∗.

Nous rappelons que deux points fixes avec cohabitation sont possibles : S0 = (x0, y0, z0) et S =

(x∗, y∗, z0). Nous appelons piège socio-écologique, le sous-ensemble de E contenant l’ensemble des
conditions initiales pour lesquelles la trajectoire d’une solution du système différentiel (2.1.4) tend
vers (0,K, zq) avec zq ∈ R+ un niveau quelconque de biens manufacturés. L’ensemble B1(δR, p)

défini de la façon suivante :

B1(δR, p, δC) := {(x, y, z) ∈ E, x ≤ x0, P (x, y) ≤ s, z ≤ z0} , (3.20)

est contenu dans le piège socio-écologique (cf sous-sous-section E.2.2). Il s’agit des configurations
avec une taille de population relativement faible, un niveau de capital naturel renouvelable po-
tentiellement assez élevé et un niveau de biens manufacturés par individu assez bas. Par soucis
de lisibilité, nous n’indiquons pas toujours les dépendances à (δR, p, δC).

S0 appartient à la frontière du piège socio-écologique. Effectivement, une trajectoire issue de
S′0 := (x0 − ν, y0, z0) converge vers un point de la forme (0,K, zq), alors qu’une trajectoire issue
de S′′0 := (x0 + ν, y0, z0) converge vers S. ν est réel positif proche de zéro. Cela est illustré par la
première rangée de sous-figures de la figure 3.9.
De plus, il est possible de sortir du piège socio-éciologique en augmentant l’intensité d’extraction
du capital naturel renouvelable. Cela est illustré par la seconde rangée de sous-figures de la figure
3.9.

3.5.2 Espace traversé par la dynamique

L’ensemble W1(δR, p, δC) défini de la façon suivante :

W1(δR, p, δC) := {(x, y, z) ∈ E, x0 ≤ x ≤ x∗, P (x, y) ≥ s, z ≥ z0} , (3.21)

est traversé par un courant (cf sous-sous-section E.2.3). Effectivement, toute trajectoire donnée
par le système différentiel (2.1.4) qui appartient à un moment à W1 le traversera. Plus précisé-
ment, lorsqu’une trajectoire sort de W1, la taille de population est égale à la taille de population
du point fixe avec cohabitation, pour tous les autres points de la frontière, la dynamique est
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(a) Évolution de la taille de po-
pulation pour deux conditions ini-
tiales différentes.

(b) Évolution du niveau de capi-
tal naturel renouvelable pour deux
conditions initiales différentes

(c) Évolution du niveau de biens
manufacturés par individu pour
deux conditions initiales diffé-
rentes

(d) Évolution de la taille de po-
pulation pour deux intensités d’ex-
traction du capital naturel renou-
velable différentes.

(e) Évolution du niveau de capital
naturel renouvelable pour deux in-
tensités d’extraction du capital na-
turel renouvelable différentes.

(f) Évolution de niveau de biens
manufacturés par individu pour
deux intensités d’extraction du ca-
pital naturel renouvelable diffé-
rentes.

Figure 3.9 – Illustrations du piège socio-écologique.
La première ligne illustre la sensibilité aux conditions initiales : en bleu une trajectoire issue de
l’intérieur du piège socio-écologique, en orange une située à l’exterieur. Condition initiale pour
la trajectoire bleue (x−0 , y0, z0), pour la trajectoire orange (x+0 , y0, z0). L’exposant + (respective-
ment −) signifie une valeur supérieure (respectivement inférieure).
La seconde ligne illustre la dépendance du piège socio-écologique aux contrôles. À partir d’une
condition initiale (x0, y0, z0), deux trajectoires sont affichées, l’une des deux présentant une inten-
sité d’extraction du capital naturel plus élevée, et est qualifiée de moins sobre. Elle est représentée
en orange alors que la sobre est représentée en bleue.
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entrante. A l’intérieur de W1, la taille de population augmente. Concernant le niveau de capital
naturel renouvelable ou la quantité de biens manufacturés par individu, nous ne pouvons rien dire.

3.5.3 Sensibilité des ces espaces aux contrôles

Dans cette sous-section, nous cherchons à déterminer la dépendance de ces sous-espaces aux
contrôles. En particulier, nous cherchons à répondre aux questions suivantes : pour un point
donné de l’espace X1 := (x1, y1, z1) ∈ E tel que x1y1z1 > 0, est-il toujours possible de trouver
des contrôles afin qu’il n’appartienne pas à B1 ? Est-il toujours possible d’en trouver pour qu’il
appartienne à W1 ?

3.5.3.1 Sensibilité du piège socio-écologique

Puisque B1 est contenu dans E(p, δR) et que z0 = s
δC

, il est possible de trouver des valeurs
δ̃C (ou δ̃R) telles que X1 n’appartiendra par à B1(δ̃R, p, δC) ni à B1(δR, p, δ̃C).

3.5.3.2 Sensibilité de l’espace traversé

Il n’est pas toujours possible de trouver (p̃, δ̃R, δ̃C) permettant àX1 d’appartenir àW1(p̃, δ̃R, δ̃C).
Les justifications de cette afirmation sont dans la sous-sous-section E.2.3.4 de l’annexe E.

3.5.4 Synthèse

Ainsi, il existe un compromis à trouver pour un système écologique et social donné. La sobriété
permet la stabilité mais elle induit aussi l’existence d’un piège socio-écologique. Inversement,
lorsque le système n’est pas sobre une instabilité est possible, mais certaines conditions initiales
peuvent être extraites du piège socio-écologique.
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4.1 Bilan

A l’aide d’un modèle générique capturant les relations élémentaires d’un système écologique
et social et permettant de tester l’importance des rendements d’échelle, nous avons montré des
résultats asymptotiques ainsi que des résultats transitoires. En effet, nous avons d’une part
classifié les différentes raisons pour lesquelles un régime stationnaire désirable (c’est-à-dire, dans
notre formalisme, un point fixe avec cohabitation stable) n’était pas possible. De plus, nous
avons étudié l’influence de certaines stratégies sur ce régime stationnaire, qui correspondent à des
changements de pratiques de la communauté humaine. D’autre part, dans le cas du comportement
transitoire, nous avons prouvé qu’en cas de rendement d’échelle croissant, il existait un piège
socio-écologique, dont nous avons estimé l’un des sous-ensembles.

4.2 Comparaisons

4.2.1 Influence du rendement d’échelle sur les transitions critiques

En modélisant la thèse du suicide écologique de l’Île de Pâques, [Roman 2017] trouve les
résultats suivants concernant l’existence d’un point fixe avec cohabitation pour un modèle de
système écologique et social :

1. Lorsque l’intensité d’extraction du capital naturel renouvelable est faible, un point fixe
avec cohabitation n’existe pas, puisque la quantité de capital naturel extrait n’est pas
suffisamment élevée pour permettre à toute la population de se sustenter.

2. Lorsqu’elle est plus grande, il existe et est stable, puisque la capacité productive du
système économique est cohérente avec le niveau de subsistance requis pour stabiliser la
taille de population.

[Roman 2017] montre également que la taille de population à l’équilibre tend vers zéro lorsque
l’intensité d’extraction du capital naturel renouvelable diminue. En cas de rendement d’échelle
constant, nous trouvons des résultats similaires. Nos résultats diffèrent en cas de rendement
d’échelle croissant.
Effectivement, en étudiant les conséquences de la première stratégie dans le cas rendement
d’échelle constant, nous trouvons que notre modèle de système écologique et social expérimen-
tera des situations similaires à celui de [Roman 2017], la première correspond à la crise que nous
appelons « flux de biens manufacturés faible » et la seconde à ce que nous appelons une situation
« socialement et biophysiquement adaptée ». De plus, toujours dans le cas rendement d’échelle
constant, à mesure que l’intensité d’extraction du capital naturel renouvelable diminue, la taille
de population à l’équilibre s’approche de zéro.
Dans le cas rendement d’échelle croissant, nous trouvons le même enchaînement de phases que
[Roman 2017], cependant, alors que la taille de population à l’équilibre tendait vers zéro lorsque
l’intensité d’extraction du capital naturel renouvelable diminuait en cas de rendement d’échelle
constant, nous trouvons ici que la taille de population à l’équilibre tend vers une taille non nulle
à mesure que l’intensité d’extraction du capital naturel renouvelable diminue. Lorsque l’intensité
d’extraction du capital naturel renouvelable passe en dessous d’un certain seuil, le point fixe avec
cohabitation disparaît.

4.2.2 Cycles explosion-déclin dus à une surproduction pas toujours évitable

Avec un formalisme similaire, [Rosenzweig 1971] montre qu’un écosystème composé de popu-
lations de proies et de prédateurs peut être déséquilibré à mesure que la capacité de charge de
proies augmente. Ce phénomène s’appelle le paradoxe de l’enrichissement et correspond à une
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bifurcation de type Hopf. Une bifurcation de Hopf advient lorsqu’un point fixe devient instable
et qu’un cycle limite l’entourant apparaît. Un tel phénomène peut se présenter également dans
les modèles de système écologique et social. Ainsi, [Roman 2017] montre que lorsque l’intensité
d’extraction du capital naturel renouvelable est trop élevée, une telle bifurcation advient. Ici,
nous montrons que ce n’est pas toujours le cas, sous réserve de supposer d’autres contrôles.
Pour cela, nous explicitons le lien existant entre les trois paramètres de contrôles garantissant
la stabilité asymptotique du point fixe avec cohabitation. Nous montrons le caractère décisif
du rendement d’échelle supposé. En cas de rendement d’échelle décroissant ou de rendement
d’échelle constant, la stabilité peut être préservée en modifiant de façon adaptée l’intensité de
consommation de biens manufacturés lorsque l’un des deux autres contrôles varie. Plus préci-
sément, en cas de rendement d’échelle décroissant, un niveau d’intensité fini de consommation
de biens manufacturés assure la stabilité pour toute valeur admissible des autres contrôles. En
cas de rendement d’échelle constant, l’intensité de consommation de biens manufacturés doit
varier de façon conjointe à celle de l’intensité d’extraction du capital naturel renouvelable afin
d’éviter l’apparition d’un cycle de type explosion-déclin. Enfin, en cas de rendement d’échelle
croissant, nous montrons que pour certaines valeurs de l’intensité d’extraction du capital naturel
renouvelable et de la répartition des tâches dans la population, aucune intensité de consomma-
tion de biens manufacturés ne permet la stabilité asymptotique du point fixe avec cohabitation ;
l’apparition d’un cycle de type explosion-déclin est certaine.

4.2.3 Apparition d’un cycle pas toujours précédée d’un déclin de la taille de
population à l’équilibre

D’autres travaux utilisant des approches similaires ont montré qu’une bifurcation de type
Hopf (correspondant à l’apparition d’un cycle de type explosion-déclin) pouvait advenir lors de
la phase décroissante de la taille de population à l’équilibre (vue comme fonction du paramètre
modifié) [Anderies 2003], [Roman 2017]. Nos résultats montrent que cela n’est pas toujours le
cas. En effet, le déclin de la taille de population à l’équilibre ne précède pas nécessairement un
cycle de type explosion-déclin, et donc la perte de durabilité, selon notre typologie. Ainsi, dans
le cas de rendement d’échelle croissant, lorsque le taux de régénération du capital naturel re-
nouvelable est faible (i.e. inférieur à un seuil dépendant des élasticités des intrants du processus
productif mais également du taux de déclin maximum de la taille de population), nous trouvons
qu’une crise du type “Flux de bien(s) manufacturé(s) trop élevé ” advient pour une valeur de
l’intensité d’extraction du capital naturel renouvelable qui est inférieure à celle maximisant la
taille de population. Ainsi, la perte de durabilité n’est pas précédée d’un déclin de la taille de
population. Nous obtenons le même genre de résultat concernant la variation de la répartition
de la population.
Cependant, alors que la survenue d’une telle crise est certaine lorsque c’est l’intensité d’extraction
qui varie, si c’est la répartition de la population qui change, l’intensité d’extraction du capital
naturel renouvelable doit être suffisamment élevée pour que la crise de type “flux de biens ma-
nufacturés trop élevé” puisse advenir. De plus, sa localisation relative le long de la trajectoire
de la taille de population, lorsque la répartition de la population change, dépend de la valeur de
l’intensité d’extraction du capital naturel renouvelable ; elle dépend également des mêmes para-
mètres que lorsque c’est l’intensité d’extraction du capital naturel qui varie, c’est-à-dire taux de
régénération du capital naturel renouvelable, élasticités des intrants du processus productif et
taux de déclin maximum de la taille de population.
Plus précisément, lorsque le taux de régénération du capital naturel renouvelable est faible (c’est-
à-dire qu’il est inférieur à un seuil dépendant des élasticités du processus productif, d’une part, et
du taux de déclin maximum de la taille de population, d’autre part), et sous réserve que l’inten-
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sité d’extraction du capital naturel renouvelable soit suffisamment élevée, la crise de type “Flux
de biens manufacturés trop élevé” advient lors de la phase croissante de la taille de population.
Ainsi, lors de changements de pratiques, que nous identifions ici à la modification des contrôles,
la perte de durabilité n’est pas nécessairement précédée d’un déclin de la taille de population.
De plus, la sortie d’une telle crise n’induit une réduction de la taille de population que si le taux
de régénération du capital naturel renouvelable est faible.

4.2.4 Sobriété, viabilité et piège socio-écologique

Une bifurcation peut être annoncée par des signaux avant-coureurs, de tels signaux peuvent
concerner le comportement transitoire [Dakos 2012]. L’augmentation du temps de retour à l’équi-
libre après perturbation est l’un de ces signaux avant coureur [Veraart 2012]. Nous obtenons ici
un résultat de ce type, illustré par la figure 3.8. Ainsi, lorsque le système est proche de son état
d’équilibre, une situation socialement et biophysiquement adaptée semble souhaitable (puisque,
dans une telle situation, une plus grande proportion de trajectoires issues des environs de l’équi-
libre sont viables).
[Antoci 2011] montrent, dans un modèle comparable, la présence d’un piège à pauvreté. Pour
cela, ils montrent que deux points fixes avec cohabitation existent P1 et P2. Ces deux points ne
sont pas dotés de la même quantité de capital (ce qui correspond dans notre modèle aux biens
manufacturés). P1 est doté d’une quantité de capital moindre que P2 et est qualifié de piège
à pauvreté. Nous obtenons un résultat comparable dans le cas rendement d’échelle croissant,
puisque nous montrons que deux points fixes avec cohabitation coexistent (les deux présentant
la même quantité de biens manufacturés par individu mais étant inégalement dotés en capital
naturel renouvelable et en taille de population : l’un ayant une grande taille de population et un
petit niveau de capital naturel renouvelable alors que pour l’autre c’est l’inverse). [Antoci 2011]
illustrent le piège à pauvreté par la sensibilité aux conditions initiales. Effectivement, ils exhibent
deux trajectoires T1 et T2, T1 partant proche de P1 et T2 partant proche de P2 et pourtant T1
se rapprochant de P2 et T2 de P1. Nous montrons qu’un sous-ensemble non vide de l’ensemble
contenant le point fixe avec cohabitation présentant une taille de population la plus faible, peut
être qualifié de piège socio-ecologique : aucune trajectoire passant par ce sous-ensemble ne conver-
gera vers un point fixe avec cohabitation. Or, en modifiant la valeur des contrôles, il est possible
de quitter ce sous-ensemble de deux façons : soit en augmentant l’intensité de consommation
de biens manufacturés, ou bien en augmentant l’intensité d’extraction du capital naturel renou-
velable. Ainsi, lorsque le système est loin de son état d’équilibre, une situation socialement et
biophysiquement adaptée n’est pas nécéssairement souhaitable puisqu’alors le système a plus de
chance d’appartenir au piège socio-écologique.
Finalement, d’un point de vue de gestion, pour une situation donnée, il y a donc un arbitrage
à trouver entre une exploitation du capital naturel renouvelable permettant de quitter le piège
socio-écologique mais qui en même temps n’induit pas l’apparition d’un cycle de type explosion-
déclin.

4.3 Perspectives

Nous identifions plusieurs pistes pour poursuivre ce travail.

4.3.1 Changer les hypothèses

Tout d’abord, il serait possible de garder la même méthodologie, mais de modifier les hy-
pothèses sous-jacentes. En effet, il serait possible, d’analyser la sensibilité des composantes du
point fixe avec cohabitation et d’analyser sa stabilité lorsque certains paramètres, ou contrôles,
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varient en choisissant une autre fonction de production qu’une Cobb-Douglas (correspondant à
des hypothèses sur le processus productif différentes). A mesure que l’intensité d’extraction du
capital naturel varie nous devrions retrouver les mêmes bifurcations : col-nœud ou transcritique
puis Hopf. Cependant, notre typologie de crises ne serait probablement plus entièrement valable
puisque la condition sur l’intensité de consommation de biens manufacturés assurant la stabilité
asymptotique serait modifiée. De plus, en cas de rendement d’échelle croissant, l’estimation basse
du piège socio-écologique ne serait peut être plus possible.
Nous pourrions aussi supposer une stratification dans le capital naturel renouvelable, de façon
analogue à ce qui est fait dans [Rapaport 2006]. L’augmentation de la dimension de l’espace des
phases induit par un tel changement est susceptible de changer drastiquement la typologie des
crises possibles.
Enfin, nous pourrions supposer d’autres contrôles, puisque, comme illustré dans [Alvarez 2016],
les hypothèses, et les formes fonctionnelles utilisées, d’un modèle peuvent changer drastiquement
la nature des résultats.

4.3.2 Piège socio-écologique, approche numérique

Actuellement nous ne montrons que l’existence d’un piège socio-écologique, mais nous n’esti-
mons pas précisément sa frontière ni son volume. Utiliser des algorithmes de calcul de noyaux de
viabilité permettrait de répondre numériquement à ce problème. Bien que le modèle soit non cali-
bré, de tels calculs permettraient de savoir si, comme nous le pensons, dans une certaine mesure,
lorsque l’intensité d’extraction du capital naturel augmente, le volume de ce piège diminue.

4.3.3 Modéliser l’adaptabilité d’un système écologique et social par la théorie
de la viabilité

Une autre piste d’amélioration pourrait être de considérer que ces contrôles sont des contrôles
au sens de la théorie de la viabilité [Aubin 2011] et qu’il est donc possible de les changer au cours
du temps. Cela correspond à l’hypothèse que la société est capable de changer ses pratiques de
façon à changer non seulement la nature des résultats asymptotiques (i.e. du comportement en
temps long de notre modèle) mais également les dynamiques transitoires. En reprenant le modèle
que nous développons ici, les contrôles concerneraient donc la répartition des tâches, l’intensité
d’extraction du capital naturel renouvelable ainsi que l’intensité de consommation de biens manu-
facturés. Cette approche pourrait être conjuguée avec un autre pilier de la théorie de la viabilité :
l’espace de contrainte. Cela permettrait d’évaluer la durabilité d’un scénario par la capacité du
système à appartenir à un certain ensemble de contraintes [Bates 2018], [Oubraham 2018].
Heuristiquement, le sauvetage d’une situation (i.e. une condition initiale (x0, y0, z0)) appartenant
au piège socio-écologique passe par l’augmentation de l’intensité d’extraction du capital naturel
renouvelable (ou avec un succès moins certain le changement de répartion des tâches). Si cette
augmentation déclenche une crise de type “Déficit de consommation de biens manufacturés”, l’in-
tensité de consommation de biens manufacturés doit également être changée. Si elle déclenche
une crise du type “flux de biens manufacturés trop élevé”, alors l’intensité d’extraction du capi-
tal naturel renouvelable devra être diminuée par la suite. Les instants où de tels changements
doivent arriver n’étant pas facilement déterminables, l’utilisation d’algorithmes de viabilité per-
mettrait d’une part de lever ces indéterminations, et d’autre part de vérifier la validité de cette
heuristique. De plus, notre classification étant basée sur des critères asymptotiques, elle n’ap-
porte pas d’information sur les trajectoires transitoires, en particulier sur l’amplitude des cycles.
L’utilisation de tels algorithmes permettrait de déterminer à quel point il est possible de rectifier
une situation problématique de façon similaire à ce qui est fait dans [Martin 2004].
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Annexe A

Conditions d’existence d’un équilibre
avec cohabitation

Un Point Fixe Avec Cohabitation (PFAC) est un point S0 := (x0, y0, z0) tel que x0y0z0 > 0 en
lequel la dynamique du système d’équations (2.1.4) est nulle. Il vérifie donc le système d’équations
suivant :

0 = µ(δCz0)x0 (A.1)

0 = ry0

(
1− y0

K

)
− δRpx0y0 (A.2)

0 = A(1− p)α(δRp)
βxα+β−10 yβ0 − δCz0. (A.3)

(x0, y0, z0) vérifie donc les relations suivantes :

z0 : =
s

δC
(A.4)

y0 : = K

(
1− δRp

r
x0

)
(A.5)

P(α,β)(x0) = s, (A.6)

avec, s = −µm arg(µM )
µM−µm et P(α,β) la Fonction de production de Biens Manufacturés par Individu

à l’Equilibre (FoBiMIE), définie de la façon suivante :

P(α,β) : ]0, r
δRp

[ → R+∗

x 7→ P(α,β)(x) = A(1− p)α(KδRp)
βxα+β−1

(
1− δRp

r x
)β
.

Ainsi, S0 existe si et seulement si s appartient à l’image de P(α,β). Différents cas (suivant les
Rendement(s) d’Échelle(s) (RE)) sont à considérer :

1. En cas de Rendement d’Échelle Décroissant (RED), P(α,β) est une fonction décroissante
et bijective, puisque s > 0, S0 existera toujours.

2. En cas de Rendement d’Échelle Constant (RECo), P(α,β) est une fonction décroissante,
P(α,β) → A(1 − p)α(KδRp)

1−α lorsque x → 0 et P(α,β) → 0 lorsque x → r
δRp

, ainsi S0
existe si et seulement si :

δR >
( s
A

) 1
1−α 1

p(1− p)
α

1−αK
=: δR,RECo(p). (A.7)

Si l’équation (A.7) est vérifiée alors S0 est unique et donné par :

x0(δR, p) : =
r

δRp
− r

K(δRp)2

(
s

A(1− p)α

) 1
1−α

(A.8)

y0(δR, p) : =
1

δRp

(
s

A(1− p)α

) 1
1−α

(A.9)

z0 : =
s

δC
. (A.10)

(A.11)
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3. En cas de Rendement d’Échelle Croissant (RECr), P(α,β) est une fonction croissante
puis décroissante, est maximum en xM (δR, p) := r

δRp
α+β−1
α+2β−1 et vérifie P(α,β)(x) −−−→

x→0

0, P(α,β)(x) −−−−−→
x→ r

δRp

0. Ainsi S0 existe si et seulement si :

P(α,β)(xM (δR, p)) ≥ s (A.12)

⇐⇒ (A.13)

δ1−αR ≥ s(α+ 2β − 1)α+2β−1

(α+ β − 1)α+β−1
1

(Kβ)βp1−αA(1− p)αrα+β−1
. (A.14)

Remarquons, à la différence des deux cas précédents, si l’équation (A.14) est satisfaite
strictement S0 n’est pas unique. Deux tailles de population sont possibles, situées de part
et d’autre de xM (δR, p).



Annexe B

Sensibilité à l’intensité d’extraction du
capital naturel renouvelable

Nous définissons S := (x∗, y∗, z∗) (qui est égal à S0 dans le cas rendement d’échelle constant ou
rendement d’échelle décroissant et qui est le PFAC avec la plus grande taille de population dans
le cas RECr). Comme il est montré ci-après (voir section C), c’est le seul PFAC potentiellement
stable. Dans cette section, nous étudions le sens de variations de x∗ et y∗ lorsque δR varie (z∗ = s

δC
,

ne dépend pas de δR). Par soucis de lisibilité, nous n’indiquons pas toujours la dépendance à
(δR, p).

B.1 Cas analytiques (rendement d’échelle constant ou rendement
d’échelle croissant avec α = 1)

B.1.1 Rendement d’échelle constant (α + β = 1)

Lorsque l’équation (A.7) est satisfaite, la dérivée partielle de x∗ par rapport à δR, d’après
l’équation (A.8) est :

∂δRx∗(δR, p) =
r

pδ2R
(−1 + δR,RECo(p)/δR) . (B.1)

Ainsi x∗ est une fonction croissante lorsque δR ∈ [δR,RECo(p), 2δR,RECo(p)] et décroit lorsque
δR ≥ 2δR,RECo(p).
y∗ est inversement proportionnelle à δR donc décroissante. Concernant les limites, nous avons,
pour tout p ∈]0, 1[ :

(x∗, y∗)→ (0,K), lorsque δR → δR,RECo(p), (B.2)

(x∗, y∗)→ (0, 0), lorsque δR →∞. (B.3)

B.1.2 Rendement d’échelle croissant avec α = 1

L’équation (A.14) devient :

p < 1−
(

4

Kr

)β s
A

=: pM . (B.4)

x∗ vérifie l’équation suivante :

KδRpx∗

(
1− δRp

r
x∗

)
=

(
s

A(1− p)

) 1
β

. (B.5)

Ainsi, lorsque l’équation (B.4) est vérifiée, le trinôme du second degré −K
r (δRp)

2X2 +KδRpX−(
s

A(1−p)

) 1
β admet deux racines réelles de part et d’autre de r

2δRp
= xM (δR, p) et ainsi nous
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trouvons :

x∗(δR, p) =
r

2δRp
+

√
r − 4 r

K

(
s

A(1−p)

) 1
β

2δRp
, (B.6)

y∗(δR, p) =
1

2

K −
√
K2 − 4

K

r

(
s

A(1− p)

) 1
β

 , (B.7)

y∗ est donc indépendante de δR et x∗ est une fonction décroissante de δR (car inversement
proportionnelle). Concernant les limites, nous avons, dès que p satisfait l’équation (B.4) :

x∗(δR, p)→∞, lorsque δR → 0, (B.8)

x∗(δR, p)→ 0, lorsque δR →∞. (B.9)

B.2 Cas non analytiques (rendement d’échelle décroissant ou ren-
dement d’échelle croissant avec α 6= 1)

B.2.1 Remarque préliminaire sur le cas rendement d’échelle croissant avec
α 6= 1

En cas de RECr, pour que S existe, il faut et il suffit que l’équation (A.14) soit vérifiée
strictement. Cela revient à :

δR >

(
s

(α+ 2β − 1)α+2β−1

(α+ β − 1)α+β−1
1

(Kβ)βp1−αA(1− p)αrα+β−1

) 1
1−α

=: δR,m,RECr(p) si α < 1

(B.10)

δR < δR,m,RECr(p) sinon. (B.11)

Lorsque δR tend vers δR,m,RECr(p) (par valeur positive si α < 1 et négative si α > 1) alors
P(α,β)(xM (δR, p)) tend vers s et donc x∗(δR, p) tend vers xM (δR,m,RECr(p), p).

B.2.2 Dérivée partielle de x∗ par rapport à δR

En cas de rendement d’échelle décroissant, pour toute valeur de δR, x∗ existe, en cas de
rendement d’échelle croissant, il suffit que δR satisfasse l’équation (A.14). Dans les deux cas x∗
est une fonction implicite de δR et vérifie :

P(α,β)(x∗) = A(1− p)α(KδRp)
βxα+β−1∗ (1− δRp

r
x∗)

β = s. (B.12)

Ainsi, dans le cas rendement d’échelle croissant, en supposant que l’équation (A.14) est vérifiée
strictement, comme dans le cas rendement d’échelle décroissant, nous avons :

∂δRx∗ = −x∗β
δR

A1(δRpx∗)

A2(δRpx∗)
, (B.13)

avec A1, A2 des fonctions de l’effort total d’extraction t := δRpx∗ :

A1(t) : = r − 2t (B.14)

A2(t) : = (α+ β − 1)r − (α+ 2β − 1)t. (B.15)

Puisque :
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1. En cas de RECr, A2(t) < 0 ⇐⇒ xM < x∗,
2. En cas de RED, A2(t) < 0 ⇐⇒ 0 < t,

nous avons que ∂δRx∗ > 0 ⇐⇒ A1(δRpx∗) > 0.
Soit

f : Df → R+

(δR, p) 7→ f(δR, p) := r
2δRp

,

avec Df = R+∗×]0, 1[.

Si x∗(δR, p) est inférieure à f(δR, p), x∗(·, p) est croissante, sinon elle est décroissante et est
maximum en (δR, p) si f(δR, p) = x∗(δR, p). Le sens de variation de la fonction x∗(·, p) dépend
donc des valeurs de x∗(·, p) lorsque δR tend vers ses valeurs limites. Puisque :

(xM − f)(δR, p) =
r

δRp

α− 1

2(α+ 2β − 1)
, (B.16)

une distinction selon les RE doit être faite.

B.2.3 Rendement d’échelle croissant avec α < 1

Par l’équation (B.16), xM (·, p) est inférieure à f(·, p) et donc x∗(·, p) est croissante pour
des petites valeurs de δR. Puisque f(·, p) est décroissante et tend vers 0 lorsque δR → ∞,
x∗(·, p) la rencontre pour une certaine valeur de δR. Ensuite, x∗(·, p) décroit, mais ne peut pas
passer en dessous de f(·, p) (car sinon cela impliquerait que x∗(·, p) est inférieure à f(·, p) et
pourtant croissante). De plus, puisque x∗(δR, p) < r

δRp
(puisque x∗ doit appartenir à l’ensemble

de définition de la FoBiMIE définie dans l’annexe (E.2.1.2)), x∗(δR, p)→ 0 quand δR →∞.

B.2.4 Rendement d’échelle croissant avec α > 1

Par l’équation (B.16), nous avons :

f(·, p) < xM (·, p).

De plus, xM (·, p) < x∗(·, p) (par définition de S). Ainsi, x∗(·, p) est une fonction décroissante
avec, pour la même raison que précédemment :

x∗(δR, p) −−−−−−−−−−−→
δR→δR,m,RECr(p)

xM (p, δR,m,RECr(p)),

x∗(δR, p) −−−−→
δR→∞

0.

B.2.5 Rendement d’échelle décroissant

Dans le cas rendement d’échelle décroissant, l’équation (B.12) peut toujours être satisfaite
pour un certain x∗ non nul. À p fixé, x∗(·, p) est donc définie sur R+∗. L’équation (B.12) est
équivalente à :

A(1− p)α(KδRp)
β

(
1− δRp

r
x∗

)β
= sx1−α−β∗ . (B.17)

Le terme de gauche tend vers 0 lorsque δR tend vers 0. Le terme de droite tend donc vers 0

lorsque δR tend vers 0. Ainsi, x∗(δR, p) tend vers 0 lorsque δR tend vers 0.
De plus, lorsque δR tend vers l’infini, x∗(δR, p) étant majoré par r

δRp
, x∗ tend vers 0. Lorsque

δR est suffisamment proche de 0, x∗(δR, p) est inférieur à f(δR, p) (qui tend vers l’infini lorsque
δR → 0). Ainsi à mesure que δR s’éloigne de 0, x∗(·, p) croît. Au bout d’un moment puisque
f(·, p) décroit et tend vers 0 lorsque δ →∞, x∗(·, p) et f(·, p) vont se rencontrer, ensuite x∗(·, p)
décroit mais sans passer en dessous de f(·, p) (pour la même raison que dans les cas plus haut).
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Variations de x∗(·, p)

Pour tout rendement d’échelle, la taille de population est une fonction croissante puis dé-
croissante de l’intensité d’extration du Capital Naturel Renouvelable (CNR). Ses valeurs limites
dépendent du rendement d’échelle.



Annexe C

Conditions de stabilité de cet équilibre

Nous rappelons que le PFAC que nous étudions est S = (x∗, y∗, z∗). Il correspond à S0 dans
le cas rendement d’échelle constant ou rendement d’échelle décroissant. En cas de RECr, il est
le PFAC avec la plus grande taille de population.
Pour évaluer sa stabilité, nous devons déterminer le signe des valeurs propres de la jacobienne
définie ainsi :

JS :=

 µ(δCz∗) 0 µ′(δCz∗)x∗δC
−δRpy∗ r(1− 2y∗/K)− δRpx∗ 0

A(1− p)α(δRp)
β(α+ β − 1)xα+β−2∗ yβ∗ A(1− p)α(δRp)

βxα+β−1∗ βyβ−1∗ −δC


(C.1)

En utilisant les liens entre les composantes de S, l’équation (C.1) devient :

JS =

 0 0 µ′(δCz∗)x∗δC
−δRpy∗ −ry∗/K 0

(α+ β − 1)δCz∗/x∗ βδCz∗/y∗ −δC

 (C.2)

En appliquant le critère de Routh-Hurwitz, nous savons que S est asymptotiquement stable si
et seulement si le système suivant est vérifié :



ry∗
K

+ δC > 0

−
δ2Cµ

′(δCz∗)z∗ (ry∗(α+ β − 1)−KβδRpx∗)
K

> 0

− δC
K2

(
K2δCµ

′(δCz∗)z∗(βδRpx∗ + βδC + αδC − δC)− r2y2∗ −KδCry∗
)
> 0

(C.3)

(C.4)

(C.5)

L’équation (C.3) est toujours satisfaite. Par définition µ (cf section 2.1.1) est croissante en δCz∗.
Ainsi, l’équation (C.4) est toujours satisfaite en cas de rendement d’échelle constant ou rendement
d’échelle décroissant. En cas de rendement d’échelle croissant, puisque y∗ = K(1 − δRp

r x∗), elle
est équivalente à :

r

δRp

α+ β − 1

α+ 2β − 1
= xM (δR, p) < x∗. (C.6)

Ainsi, la condition de subsistance (donnée par l’équation (A.14)) doit être satisfaite strictement
pour avoir stabilité asymptotique. Parmi les deux équilibres possibles avec cohabitation seul celui
avec la plus grande taille de population, que nous avons noté S, peut être asymptotiquement
stable. Enfin l’équation (C.5) est équivalente à :

δCR(x∗) < Q(x∗), (C.7)

avec :

R(x∗) : = (α+ β − 1)(−µm)− r + δRpx∗, (C.8)

Q(x∗) : = x2∗ − (2r + β(−µm))x∗ + r2. (C.9)
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R est une fonction croissante affine, s’annulant en xR := r−(α+β−1)(−µm)
δRp

. L’étude du discrimi-
nant de Q permet d’affirmer qu’elle sera positive ou nulle sur l’intervalle de longueur non nulle
[xQ,1, xQ,2]. Avec

xQ,1 : =
r

δRp
−
βµm +

√
βµm(βµm − 4r)

2δRp
, (C.10)

xQ,2 : =
r

δRp
−
βµm −

√
βµm(βµm − 4r)

2δRp
. (C.11)

Notons que xQ,2 > r
δRp

et que xQ,1 > 0, ainsi, Q est positive sur ]0, xQ,1[ nulle en xQ,1 puis
négative sur ]xQ,1,

r
δRp

[.
Posons ψ = βr − (−µm)(α+ β − 1)(α+ 2β − 1), nous avons que :

xR − xQ,1 = − µmψ

δRp

[√
βµm(βµm−4r)

2 +
(
α+ 3β

2 − 1
)

(−µm)

] , (C.12)

xM − xR = − ψ

δRp(α+ 2β − 1)
, (C.13)

xM − xQ,1 = − rβψ

δRp(α+ 2β − 1)2
(√

βµm(βµm−4r)
2 + β(−µm)

2 + βr
(α+2β−1)

) . (C.14)

Ainsi dans le cas RECo ou RECr, il y a trois possibilités concernant la position relative de
xM , xQ,1 et xR :

1.
xM < xQ,1 < xR ⇐⇒ ψ > 0, (C.15)

2.
xM = xQ,1 = xR ⇐⇒ ψ = 0, (C.16)

3.
xR < xQ,1 < xM ⇐⇒ ψ < 0. (C.17)

Dans le cas rendement d’échelle décroissant, xR et xM sont en dehors de ]0, r
δRp

[ ainsi, la seule
position relative pouvant changer est celle de x∗ par rapport à xQ,1.
En discriminant les différents RE possibles, nous pouvons donc déduire les arbres de classification
suivants quant à la stabilité de S.

C.1 Rendement d’échelle croissant

Une condition de subsistance s’applique (donnée par l’équation (A.14)). Si elle n’est pas
vérifiée, S n’existe pas.

1. Si ψ ≤ 0, alors S est instable. Plusieurs raisons sont possibles :
(a) Si α + β ≥ 1 + r

−µm . R est positive sur ]0, r
δRp

[ et en particulier sur ]xM ,
r
δRp

[, ainsi
xM > xR, par l’équivalence (C.17) nous avons donc que xQ,1 < xM , cela implique que
Q(x∗) < 0 et R(x∗) > 0 et la condition (C.7) requière δC < 0.

(b) Sinon (R est donc négative, nulle puis positive sur ]0, r
δRp

[)
i. Par l’équivalence (C.17), si ψ < 0, Q(x∗) < 0 et R(x∗) > 0 et la condition (C.7)

requière δC < 0.

ii. Par l’équivalence (C.16), si ψ = 0, Q(x∗) = 0 et R(x∗) = 0 et la condition (C.7)
requière δC < 0.
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2. Sinon (lorsque ψ > 0) par l’équivalence (C.15) xM < xQ,1 < xR, la position de x∗ par
rapport à xR et xQ,1 décide de la nature de la condition (C.7) sur δC .
(a) Si x∗ < xQ,1, la condition donnée par l’équation (C.7) sur δC est :

δC R(x∗)︸ ︷︷ ︸
<0

< Q(x∗)︸ ︷︷ ︸
>0

; (C.18)

La condition donnée par l’équation (C.7) est donc toujours satisfaite. S est asympto-
tiquement stable.

(b) Si x∗ = xQ,1, la condition donnée par l’équation (C.7) sur δC est :

δC R(x∗)︸ ︷︷ ︸
<0

< Q(x∗)︸ ︷︷ ︸
=0

; (C.19)

La condition donnée par l’équation (C.7) est donc toujours satisfaite. S est asympto-
tiquement stable.

(c) Si xQ,1 < x∗ < xR, la condition donnée par l’équation (C.7) sur δC est équivalente à :

δC >
Q

R
(x∗) > 0. (C.20)

(d) Si x∗ = xR, la condition donnée par l’équation (C.7) sur δC est :

δC R(x∗)︸ ︷︷ ︸
=0

< Q(x∗)︸ ︷︷ ︸
<0

. (C.21)

La condition donnée par l’équation (C.7) n’est donc jamais satisfaite.
(e) Enfin, si xR < x∗, la condition donnée par l’équation (C.7) sur δC est :

δC R(x∗)︸ ︷︷ ︸
>0

< Q(x∗)︸ ︷︷ ︸
<0

. (C.22)

La condition donnée par l’équation (C.7) n’est donc jamais satisfaite.

C.2 Rendement d’échelle constant

Une condition de subsistance s’applique (donnée par l’équation (A.7)). Si elle n’est pas véri-
fiée, S n’existe pas. R est négative sur ]0, r

δRp
[ et par l’équivalence (C.15) nous avons encore des

sous-cas à considérer suivant la position de x∗.
1. Si x∗ < xQ,1, la condition donnée par l’équation (C.7) sur δC est :

δC R(x∗)︸ ︷︷ ︸
<0

< Q(x∗)︸ ︷︷ ︸
>0

. (C.23)

La condition donnée par l’équation (C.7) est donc toujours satisfaite.
2. Si x∗ = xQ,1, la condition donnée par l’équation (C.7) sur δC est :

δC R(x∗)︸ ︷︷ ︸
<0

< Q(x∗)︸ ︷︷ ︸
=0

. (C.24)

La condition donnée par l’équation (C.7) est donc toujours satisfaite.
3. Sinon xQ,1 < x∗, la condition donnée par l’équation (C.7) sur δC est équivalente à :

δC >
Q

R
(x∗) > 0. (C.25)
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C.3 Rendement d’échelle décroissant

Ici aucune condition de subsistance ne s’applique et, comme dans la section précédente, seul
xQ,1 joue un rôle :

1. Si x∗ < xQ,1, la condition donnée par l’équation (C.7) sur δC est :

δC R(x∗)︸ ︷︷ ︸
<0

< Q(x∗)︸ ︷︷ ︸
>0

. (C.26)

La condition donnée par l’équation (C.7) est donc toujours satisfaite.

2. Si x∗ = xQ,1, la condition donnée par l’équation (C.7) sur δC est :

δC R(x∗)︸ ︷︷ ︸
<0

< Q(x∗)︸ ︷︷ ︸
=0

. (C.27)

La condition donnée par l’équation (C.7) est donc toujours satisfaite.

3. Sinon xQ,1 < x∗, la condition donnée par l’équation (C.7) sur δC est équivalente à :

δC >
Q

R
(x∗) > 0. (C.28)

C.4 Bornitude de ∆

Définissons la fonction seuil de δC ,

∆(x∗) :=
Q(x∗)

R(x∗)
. (C.29)

Elle caractérise les valeurs de δC pour lesquelles S est asymptotiquement stable lorsque xQ,1 ≤
x∗ < xR. Elle donne un infimum de δC pour que S soit asymptotiquement stable.

Sa dérivée est :

∆′(x∗) :=
δRp

(x∗ − xR)2
(
(x∗ − xR)2 − (xR − xQ,1)(xR − xQ,2)

)
. (C.30)

Remarquons que, dans le cas rendement d’échelle constant ou rendement d’échelle croissant avec
ψ > 0, ∆ est une fonction croissante puisque xQ,1 < xR < xQ,2.

C.4.1 Rendement d’échelle décroissant, α + β < 1

Nous avons que :
0 < x∗ <

r

δRp
.

Ainsi :
0 <

1

xR − x∗
<

δRp

(1− α− β)(−µm)
.

Il s’en suit :

∆(x∗) <
(δRp)

2

(1− α− β)(−µm)
(x∗ − xQ,1)(xQ,2 − x∗).

En majorant x∗ − xQ,1 par r
δRp

et xQ,2 − x∗ par xQ,2 nous trouvons que :

∆(x∗) <
r

(1− α− β)(−µm)

(
r −

βµm −
√
βµm(βµm − 4r)

2

)
. (C.31)

Ainsi, supδR,p ∆(x∗(δR, p)) <∞.
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x∗

Stabilité

0 xQ,1
r
δRp

St St ssi δC > ∆(x∗)

Figure C.1 – Possibilité de stabilité pour le cas rendement d’échelle décroissant. Les zones
hachurées désignent des valeurs impossibles pour x∗. St signifie que S est stable.

x∗

Stabilité

0 xQ,1
r
δRp

St St ssi δC > ∆(x∗)

Figure C.2 – Possibilité de stabilité pour le cas rendement d’échelle constant. Les zones hachu-
rées désignent des valeurs impossibles pour x∗. St signifie que S est stable.

C.4.2 Rendement d’échelle constant, α + β = 1

En utilisant les valeurs de x∗, xQ,1 et xQ,2, nous trouvons que :

∆(x∗) =
1

r
K

(
s

A(1−p)α

) 1
1−α

(
δRp

(1− α)µm +
√

(1− α)µm((1− α)µm − 4r)

2
− r

K

(
s

A(1− p)α

) 1
1−α
)

(
r

KδRp

(
s

A(1− p)α

) 1
1−α
−

(1− α)µm −
√

(1− α)µm((1− α)µm − 4r)

2

)
.

Ainsi, à la différence du cas rendement d’échelle décroissant, ∆, vue comme fonction de (δR, p),
n’est pas bornée.

C.5 Synthèse

C.5.1 Rendement d’échelle décroissant

cf figure C.1.

C.5.2 Rendement d’échelle constant

Lorsque la condition de subsistance donnée par l’équation (A.7) est satisfaite, nous avons la
classification donnée par figure C.2. (similaire au cas rendement d’échelle décroissant).

C.5.3 Rendement d’échelle croissant

Lorsque la condition de subsistance donnée par l’équation (A.14) est satisfaite et que ψ > 0,
nous avons la classification donnée par la figure C.3.
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x∗

Stabilité

xM xQ,1 xR
r
δRp

St St ssi δC > ∆(x∗) Inst

Figure C.3 – Possibilité de stabilité pour le cas rendement d’échelle croissant. Les zones ha-
churées désignent des valeurs impossibles pour x∗. St signifie que S est stable. Inst qu’il est
instable.



Annexe D

Impact des différentes stratégies sur la
valeur de l’équilibre et sa stabilité

Nous rappelons que S est égal à S0 dans le cas rendement d’échelle constant ou rendement
d’échelle décroissant ; dans le cas rendement d’échelle croissant, c’est le Point Fixe Avec Cohabi-
tation (PFAC) avec la plus grande taille de population. Par l’annexe C, nous savons que seul S
peut être un PFAC asymptotiquement stable. Dans cette section, nous déterminons l’impact sur
les variations de S et sur sa stabilité de trois stratégies différentes. La première stratégie consiste
en la variation de δR, la seconde en la variation de p et la dernière en la variation conjointe de
p et δR mais en maintenant δRp constant. L’impact de δR étant étudié dans l’annexe B, pour la
première stratégie, nous ne développons ici que son impact sur la stabilité de S. Puisque seuls x∗
et y∗ sont impactés par (δR, p), ces stratégies laissent z∗ constant. Par souci de vraisemblance,
nous supposons que α < 1 dans tous les cas. Effectivement, lorsque α ≥ 1, x∗ est une fonction
décroissante de δR et ce cas n’est donc pas considéré, (cf section 3.2.1.1). Dans le cas rendement
d’échelle croissant, nous supposons de plus que ψ > 0, c’est-à-dire que la stabilité asymptotique
est possible pour certaines valeurs de contrôles (δR, p, δC) (cf annexe C).

D.1 Changement d’intensité d’extraction du CNR

Cette sous-section est divisée en deux parties. Une première où l’on s’intéresse à x∗(·, p) afin
de déterminer si S est stable ou non et une seconde où l’on s’intéresse au sens de variation de
y∗(·, p).

D.1.1 Taille de population x∗(·, p)

Ici, nous cherchons à déterminer si x∗(·, p) rencontre les tailles seuils (xR(·, p) et xQ,1(·, p))
au cours de sa phase croissante ou décroissante. Ces seuils de taille de population doivent donc
être comparer à f(·, p). Nous rappelons que :

— f(·, p) délimite les zones où x∗(·, p) est croissante ou décroissante,
— À mesure que δR varie, x∗(·, p) est croissante puis décroissante, (cf annexe B)
— Lorsque x∗ ≤ xQ,1, S est stable,
— Lorsque xQ,1 < x∗ < xR, une instabilité est possible mais non certaine (cela dépend de

δC par rapport à ∆),
— Lorsque xR ≤ x∗, une instabilité est certaine (cela ne peut arriver qu’en cas de Rendement

d’Échelle Croissant (RECr)).
La localisation des seuils de population xQ,1 et xR par rapport à la fonction f (qui permet de
déterminer le sens de variation de x∗(·, p)) est donnée par :

δRp(xR − f)(δR, p) =
r

2
+ (α+ β − 1)µm, (D.1)

2δRp(xQ,1 − f)(δR, p) = r + β(−µm)−
√
βµm(βµm − 4r). (D.2)
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Nous avons les équivalences suivantes :

δRp(xR − f)(δR, p) =
r

2
+ (α+ β − 1)µm ≤ 0 (D.3)

⇐⇒ xR ≤ f (D.4)

⇐⇒ r ≤ 2(α+ β − 1)(−µm), (D.5)

2δRp(xQ,1 − f)(δR, p) = r + β(−µm)−
√
βµm(βµm − 4r) ≤ 0 (D.6)

⇐⇒ xQ,1 ≤ f (D.7)

⇐⇒ r(r − 2β(−µm)) ≤ 0. (D.8)

D.1.1.1 Cas rendement d’échelle constant ou rendement d’échelle décroissant

Par l’équation (D.8) :
— Si r ≤ 2β(−µm), alors xQ,1(·, p) ≤ f(·, p). Ainsi, x∗(·, p) devient supérieure à xQ,1(·, p) au

cours de sa phase croissante et une instabilité est donc possible dès la phase croissante de
la taille de population.

— Sinon, (xQ,1(·, p) > f(·, p)), alors, x∗(·, p) devient supérieure à xQ,1(·, p) au cours de sa
phase décroissante. Une instabilité n’est donc possible qu’au cours de la phase décroissante
de la taille de population.

D.1.1.2 En cas de rendement d’échelle croissant

Par les équations (D.5) et (D.8) :
— Si r ≥ 2β(−µm), alors f(·, p) ≤ xQ,1 et ainsi une instabilité n’est possible que lors de la

phase décroissante de la taille de population.
— Si 2β(−µm) > r ≥ 2(α + β − 1)(−µm), alors xQ,1 < f ≤ xR et ainsi une instabilité est

possible dès la phase croissante mais ne devient certaine que lors de la phase décroissante.
— Sinon (2(α + β − 1)(−µm) > r), alors xQ,1 < xR < f et ainsi une instabilité (certaine)

arrivera dès la phase croissante.

D.1.2 Quantité de capital naturel renouvelable y∗(·, p)

De façon équivalente à l’équation (B.12), y∗ est défini implicitement par l’équation suivante :

Q(α,β)(y∗(δR, p)) := A(δRp)
1−α(1− p)αyβ∗

(
r
(

1− y∗
K

))α+β−1
= s. (D.9)

Lorsque x∗(·, p) est défini et dérivable, y∗(·, p) est défini et dérivable. Ces conditions sont don-
nées dans la section B, elles reviennent à supposer que δR est positif (cas rendement d’échelle
décroissant) ou supérieur à un seuil (cas rendement d’échelle croissant ou constant), en dérivant
nous obtenons :

∂δRy∗(δR, p) = − y∗(K − y∗)
βK − y∗(α+ 2β − 1)

1− α
δR

. (D.10)

Puisque βK − y∗(α+ 2β− 1) > 0 est équivalent à l’équation (C.4), y∗(·, p) est donc une fonction
décroissante (puisque nous avons supposé α < 1). Pour savoir ses valeurs limites, nous devons
distinguer les cas selon les Rendement(s) d’Échelle(s) (RE).

D.1.2.1 Rendement d’échelle décroissant

L’équation (D.9) est équivalente à :

yβ∗
(1− y∗/K)1−α−β

=
sr1−α−β

A(δRp)1−α(1− p)α
. (D.11)
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Le terme de droite tend vers l’infini lorsque δR tend vers 0, donc le terme de gauche également,
or y∗(·, p) est bornée et donc y∗(δR, p)→ K lorsque δR → 0.
Le terme de droite tend vers 0 lorsque δR tend vers l’infini, donc le terme de gauche également.
Puisque y∗(·, p) est strictement décroissante et tend vers K en 0, 1 − y∗(·, p)/K est donc borné
inférieurement par un nombre strictement positif. Ainsi, y∗(·, p) tend donc vers 0.

D.1.2.2 Rendement d’échelle constant

En se servant de l’équation définissant y∗ (A.9) et de celle de δR,RECo(p) (A.7), nous trouvons
que :

y∗(δR, p) −−−−−−−−−−→
δR→δR,RECo(p)

K,

y∗(δR, p) −−−−→
δR→∞

0.

D.1.2.3 Rendement d’échelle croissant

L’équation (D.9) est équivalente à :

yβ∗ (1− y∗/K)α+β−1 =
sr1−α−β

A(δRp)1−α(1− p)α
. (D.12)

Le terme de droite tend vers 0 lorsque δR tend vers l’infini, donc le terme de gauche également
et puisque 1 − y∗/K est borné inférieurement par un nombre strictement positif, y∗ tend donc
vers 0. Lorsque δR → δR,m,RECr(p), x∗ → xM donc y∗ → Kβ

α+2β−1 .

D.2 Changement de la répartition des tâches

D.2.1 Condition de subsistance (cas rendement d’échelle constant ou crois-
sant)

Pour que S soit un PFAC asymptotiquement stable, l’équation de subsistance doit être satis-
faite strictement. En cas de Rendement d’Échelle Constant (RECo), il s’agit de l’équation (A.7).
En cas de RECr, il s’agit de l’équation (A.14).

D.2.1.1 Rendement d’échelle constant

Cela revient à :
p1−α(1− p)α > s

A(δRK)1−α
. (D.13)

D.2.1.2 Rendement d’échelle croissant

Cela revient à :

p1−α(1− p)α > s
(α+ 2β − 1)α+2β−1

A (r(α+ β − 1))α+β−1 δ1−αR (Kβ)β
. (D.14)

D.2.1.3 Synthèse

Pour qu’un PFAC existe et soit asymptotiquement stable une condition nécessaire est :

δ1−αR >
s

A(1− α)1−ααα
ρ. (D.15)
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Avec

ρ =


1

K1−α en cas de RECo.
(α+2β−1)α+2β−1

(r(α+β−1))α+β−1(Kβ)β
en cas de RECr.

(D.16)

Ainsi, lorsque l’équation (D.15) est vérifiée, nous avons que l’ensemble des p satisfaisant stricte-
ment la condition de subsistance est de la forme ID(δR) :=]p1(δR), p2(δR)[ avec 1−α ∈ ID(δR) ⊂
]0, 1[, que le RE soit croissant ou constant.

D.2.2 Variations de x∗(δR, ·) (et implications sur la stabilité)

D.2.2.1 Variations de x∗(δR, ·)

En dérivant l’équation (B.12) par rapport à p sur ID(δR), nous obtenons :

∂px∗(δR, p) = − x∗
p(1− p)

A3,p(δRpx∗)

A2(δRpx∗)
. (D.17)

Avec :

A2(δRpx∗) : = (α+ β − 1)r − (α+ 2β − 1)δRpx∗, (D.18)

A3,p(δRpx∗) : = r (β − p(α+ β))︸ ︷︷ ︸
A(p)

−δRpx∗ (2β − p(α+ 2β))︸ ︷︷ ︸
B(p)

. (D.19)

Pour un p donné dans ID(δR), en se rappelant que t = δRpx∗, 3 cas -au plus- sont possibles :
— Si p ∈ [ β

α+β ,
2β

α+2β ], alors A(p) ≤ 0 ≤ B(p) et donc A3,p(t) ≤ 0 pour tout t ≥ 0.

— Si p ∈] 2β
α+2β , 1[, alors A(p) < B(p) < 0, ainsi t0 := rA(p)B(p) > r et donc A3,p(t) < 0 pour

tout t > 0.
— Sinon (p ∈]0, β

α+β [), alors

A3,p(δRpx∗) ≤ 0 ⇐⇒ g(δR, p) :=
r

δRp

A(p)

B(p)
≤ x∗(δR, p). (D.20)

Puisque

∂pg(δR, p) :=
r
[
−p2(α+ β)(α+ 2β) + 2pβ(α+ β)− 2β2

]
δR (2βp− p(α+ 2β))2

≤ 0, (D.21)

g(δR, ·) est donc une fonction positive et décroissante définie sur ]0, β
α+β [ et ses limites

sont :

g(δR, p) −−−→
p→0

∞, (D.22)

g(δR, p) −−−−−→
p→ β

α+β

0. (D.23)

Concernant la position relative de G (la courbe représentative de g(δR, ·)) par rapport à
celle de x∗(δR, ·), nous avons que :

δRp(xM − g)(δR, p) =
rβ [α− 1 + p]

(α+ 2β − 1)(2β − p(α+ 2β))
. (D.24)

Ainsi, nous avons les équivalences suivantes :

xM (δR, p) < g(δR, ·) ⇐⇒ p ∈ ID(δR)∩]0, 1− α[, (D.25)

xM (δR, p) = g(δR, ·) ⇐⇒ p = 1− α. (D.26)

Nous rappelons que 1 − α ∈ ID(δR). Par les équivalences (D.25) et (D.26), nous pouvons donc
en déduire le sens de variations de x∗(δR, ·) ainsi que ses limites au bord de ID(δR) dans les
différents RE possibles.
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Rendement d’échelle croissant Les valeurs aux limites, par le même argument sur P(α,β)

qu’au paragraphe B.2.3, sont :

x∗(δR, p) −−−−−−→
p→p1(δR)

xM (δR, p1(δR)), (D.27)

x∗(δR, p) −−−−−−→
p→p2(δR)

xM (δR, p2(δR)). (D.28)

x∗(δR, ·) aura donc les variations suivantes sur ID(δR) :

1. Pour des p proches de p1(δR), p1(δR) < p, par l’équivalence (D.25), x∗(δR, ·) sera crois-
sante ;

2. puis x∗(δR, ·) rencontrera g(δR, ·) pour un p < 1− α ;

3. ensuite, x∗(δR, ·) sera décroissante jusqu’à rencontrer xM (δR, ·) en p = p2(δR).

Rendement d’échelle constant En dérivant l’équation (A.8) nous obtenons :

∂px∗(δR, p) = − r

Kδ2Rp
3

[
KδRp+

( s
A

) 1
1−α

(1− p)−
1

1−α

(
−2 + p

2− α
1− α

)]
, (D.29)

de signe opposé à :

t1(p) : = KδRp+
( s
A

) 1
1−α

(1− p)−
1

1−α

(
−2 + p

2− α
1− α

)
, (D.30)

t′1(p) = KδR +
( s
A

) 1
1−α

(1− p)
−2+α
1−α

α

1− α

(
−1 + p

2− α
1− 1

)
, (D.31)

t
(2)
1 (p) =

( s
A

) 1
1−α

(1− p)
−3+2α
1−α p

α(2− α)

(1− α)3
> 0. (D.32)

t1 est donc croissante avec :

t′1(p) −−−−−−→
p→p1(δR)

KδR
(1− p1(δR))2(1− α)

[
(3− 2α)p1(δR)2 − 3(1− α)p1(δR) + 1− α

]
>︸︷︷︸
(∗)

0,

(D.33)
(∗) vient du fait que le polynome : (3 − 2α)X2 − 3(1 − α)X + (1 − α) n’admet pas de racines
réelles. Ce qui implique t′1 > 0 et donc t1 est une fonction croissante. Nous avons :

t1(p) −−−−−−→
p→p1(δR)

KδRp1(δR)

1− p1(δR)

[
p1(δR)

1

1− α
− 1

]
<︸︷︷︸
(1)

0, (D.34)

t1(p) −−−−−−→
p→p2(δR)

KδRp2(δR)

1− p2(δR)

[
p2(δR)

1

1− α
− 1

]
>︸︷︷︸
(2)

0. (D.35)

(1) (respectivement (2)) vient du fait que p1(δR) < 1− α (respectivement p2(δR) > 1− α).
Finalement x∗(δR, ·) est une fonction croissante puis décroissante, et puisque t1(1 − α) > 0 son
maximum est atteint pour un p0 < 1− α.

Rendement d’échelle décroissant Combinant les équations (A.6), (A.5) et (A.4), nous trou-
vons que x∗(δR, p) vérifie :

x∗(δR, p)
α+β−1︸ ︷︷ ︸

(1)

(
1− δRp

r
x∗(δR, p)

)β
︸ ︷︷ ︸

(2)

=
s

A(KδRp)β(1− p)α︸ ︷︷ ︸
(3)

. (D.36)
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Lorsque p tend vers 0 ou 1, (3) tend vers l’infini alors que (2) reste borné donc (1) tend vers
l’infini et ainsi x∗(δR, p) tend vers 0.
Comme dans les deux paragraphes précédents, la trajectoire de x∗(δR, ·) est divisée en trois
phases :

1. pour p petit (proche de 0), x∗(δR, p) < g(δR, p), ainsi x∗(δR, ·) est croissante.

2. pour un p < 1− α, x∗(δR, p) = g(δR, p), ainsi x∗(δR, ·) atteint son maximum.

3. Ensuite, x∗(δR, p) > g(δR, p) et donc x∗(δR, ·) décroit.

D.2.2.2 Présence d’une instabilité

La présence d’instabilité alors que p varie dépend la position de x∗(δR, p) par rapport à celle
des seuils de taille de population. Ces seuils ne sont pas les mêmes dans tous les RE possibles.
Ainsi, nous distinguons les différents RE possibles :

Rendement d’échelle croissant Ici, les seuils pertinents sont xQ,1 et xR. Puisque x∗(δR, p)
n’est pas accessible directement, nous devons passer par la Fonction de production de Biens
Manufacturés par Individu à l’Equilibre (FoBiMIE). Ainsi, nous devons comparer s aux seuils
suivants :

P(α,β)(xQ,1) = A(1− p)α(δRp)
1−αψQ,1, (D.37)

P(α,β)(xR) = A(1− p)α(δRp)
1−αψR, (D.38)

(D.39)

avec :

ψQ,1 : =

(
r −

βµm +
√
βµm(βµm − 4r)

2

)α+β−1(
K
βµm +

√
βµm(βµm − 4r)

2r

)β
, (D.40)

ψR : = (r + (α+ β − 1)µm)α+β−1
(
K

r
(α+ β − 1)(−µm)

)β
. (D.41)

Puisque ψ est supposée strictement positive et par définition de S, nous rappelons les équivalences
suivantes :

x∗ < xR ⇐⇒ s > P(α,β)(xR), (D.42)

x∗ < xQ,1 ⇐⇒ s > P(α,β)(xQ,1). (D.43)

Nous rappelons également que :
— Lorsque x∗ ≤ xQ,1, alors S est stable.
— Lorsque xQ,1 < x∗ < xR, alors S est stable si et seulement si δC est supérieur à ∆(x∗). En

cas d’instabilité, nous qualifions cette situation de : « déficit de consommation de Bien(s)
Manufacturé(s) (BM) ».

— Lorsque xR ≤ x∗, alors S est instable. Nous qualifions cette situation de : « Flux de BM
trop élevé ».

Ainsi, puisque arg maxp(1 − p)αp1−α = 1 − α, à partir des équations (D.43), (D.42), (D.37) et
(D.38), selon δR, nous avons la classification de l’arbre D.1.
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— Si δR ≤
(

s
AψQ,1αα

) 1
1−α 1

1−α , une instabilité est impossible.

— Si
(

s
AψQ,1αα

) 1
1−α 1

1−α < δR <
(

s
AψRαα

) 1
1−α 1

1−α , une crise du type « déficit de consomma-
tion de BM » est possible.

— Sinon (
(

s
AψRαα

) 1
1−α 1

1−α ≤ δR ), une crise du type « Flux de BM trop élevé » est certaine.

Arbre D.1 – Classification des crises possibles par rapport à la valeur de δR. Cas RECr.

Rendement d’échelle constant Ici, le raisonnement est analogue au paragraphe précédent,
à la différence que xR n’est plus un seuil pertinent pour la taille de population et que ψQ,1 est
changé en ψ̃Q,1de la façon suivante :

ψ̃Q,1 =

(
K

(1− α)µm +
√

(1− α)µm((1− α)µm − 4r)

2r

)1−α

. (D.44)

Selon δR, nous avons la classification de l’arbre D.2.

— Si δR ≤
(

s
Aψ̃Q,1αα

) 1
1−α 1

1−α , une instabilité est impossible.

— Sinon (
(

s
Aψ̃Q,1αα

) 1
1−α 1

1−α < δR), une crise du type « déficit de consommation de BM »
est possible.

Arbre D.2 – Classification des crises possibles par rapport à la valeur de δR. Cas RECo.

Rendement d’échelle décroissant Ici, le raisonnement est analogue aux paragraphes précé-
dents et xR n’est encore pas un seuil pertinent. Selon δR, nous avons la classification de l’arbre
D.3.

— Si δR ≤
(

s
AψQ,1αα

) 1
1−α 1

1−α , une instabilité est impossible.

— Sinon (
(

s
AψQ,1αα

) 1
1−α 1

1−α < δR), une crise du type « déficit de consommation de BM »
est possible.

Arbre D.3 – Classification des crises possibles par rapport à la valeur de δR. Cas Rendement
d’Échelle Décroissant (RED).

D.2.2.3 Localisation de l’instabilité et sens de variation

Quand une instabilité est possible ou certaine, elle peut arriver au cours de la phase crois-
sante ou décroissante de x∗(δR, ·). Ci-après nous répondons aux questions suivantes. A quelles
conditions une crise du type « déficit de consommation de BM » peut-elle advenir lors de la phase
croissante ? Décroissante ? De même, à quelles conditions une crise du type « Flux de BM trop
élevé » arrive lors de la phase croissante ? Décroissante ?
Pour cela, nous cherchons à connaître la position relative de g(δR, ·) par rapport aux autres seuils
vus comme fonctions de p et δR (ce dernier étant fixé). Nous rappelons que g, définie à la section
D.2.2.1, donne les variations de x∗(δR, ·).
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Sans distinction sur les RE, nous avons :

δRp(xR − g)(δR, p) =
a(α, β, µm, r)− b(α, β, µm, r)p

2β − p(α+ 2β)
, (D.45)

δRp(xQ,1 − g)(δR, p) = r

(
β(1− p)

2β − p(α+ 2β)

)
−
βµm +

√
βµm(βµm − 4r)

2
, (D.46)

r

δRp
− g(δR, p) = r

(
A(p)

B(p)
− 1

)
≥ 0, (D.47)

avec :

a(α, β, µm, r) : = ψ + (−µm)(α+ β − 1)(α− 1), (D.48)

b(α, β, µm, r) : = a(α, β, µm, r)− α (−µm)(α+ β − 1)︸ ︷︷ ︸
>0

< a(α, β, µm, r). (D.49)

Par l’équation (D.46), pour p ∈]0, β
α+β [, nous avons :

xQ,1(δR, p) ≥ g(δR, p) ⇐⇒ β
1− p
B(p)︸ ︷︷ ︸
g̃(p)

≥
βµm +

√
βµm(βµm − 4r)

2r
. (D.50)

g̃ est croissante sur ]0, β
α+β [, donc elle est minorée par g̃(0) = 1

2 (et majorée par g̃( β
α+β ) = 1 et

ainsi :
1

2
≥
βµm +

√
βµm(βµm − 4r)

2r
=⇒ xQ,1(δR, p) ≥ g(δR, p). (D.51)

Or 1
2 ≥

βµm+
√
βµm(βµm−4r)
2r est équivalent à :

r ≥ 2β(−µm). (D.52)

Ainsi,

Si r ≥ 2β(−µm), alors si S devient instable , c’est au cours de la phase décroissante de x∗(δR, ·).
(D.53)

Puisque
βµm +

√
βµm(βµm − 4r)

2r
> 1 ⇐⇒ r2 < 0, (D.54)

nous avons donc :
βµm +

√
βµm(βµm − 4r)

2r
≤ 1. (D.55)

Ainsi, si r < 2β(−µm), alors :

1

2
<
βµm +

√
βµm(βµm − 4r)

2r
≤ 1, (D.56)

et xQ,1(δR, ·) rencontre g(δR, ·) en

pQ := β
2r − 2(βµm +

√
βµm(βµm − 4r))

2rβ − (α+ 2β)(βµm +
√
βµm(βµm − 4r))

. (D.57)

Ainsi :
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1. Pour p < pQ alors xQ,1 < g

2. Pour p = pQ alors xQ,1 = g

3. Pour p > pQ alors xQ,1 > g.

Arbre D.4 – Position relative de xQ,1(δR, ·) par rapport à g(δR, ·) lorsque r < 2β(−µm).

Dans la section D.2.2.2, nous montrons que l’arrivée d’une crise à mesure que p varie dépend
de δR, nous résumons ces conditions dans les arbres D.1, D.2 et D.3.

Quelle que soit la crise (ou possibilité de crise) considérée, l’idée de preuve est la même, pour
la valeur de p où elle advient (ou peut advenir), nous regardons si x∗(δR, ·) est décroissante ou
croissante ? Si elle arrive dans une zone où est x∗(δR, ·) est croissante, nous vérifions que x∗(δR, ·)
est définie à cet endroit, ce qui revient à vérifier que la FoBiMIE est supérieure à s.
En effectuant une distinction selon le RE, nous déduisons les arbres suivants :

Rendement d’échelle décroissant

1. Par l’équation (D.53), si r ≥ 2β(−µm), alors si une crise arrive c’est au cours de la phase
décroissante.

2. Sinon, par l’arbre D.4, la rencontre entre xQ,1(δR, ·) et g(δR, ·) arrive en pQ. Pour savoir si
la rencontre à lieu au cours de la phase croissante ou décroissante, on compare la quantité
s à P(α,β)(xQ,1(δR, pQ)). On trouve la disjonction de cas suivante selon δR :

(a) Si δR ≤
(

s
AψQ,1(1−pQ)α

) 1
1−α 1

pQ
, alors si une crise du type « déficit de consommation

de BM » arrive c’est au cours de la phase décroissante de x∗(δR, ·).
(b) Sinon, elle peut arriver dès la phase croissante de x∗(δR, ·).

Rendement d’échelle constant Ici, l’idée est identique au paragraphe précédent sauf qu’en
plus nous devons vérifier que pQ ∈ ID(δR).

1. Par l’équation (D.53), si r ≥ 2β(−µm), alors si une crise arrive c’est au cours de la phase
décroissante.

2. Sinon si x∗(δR, ·) est défini en pQ, alors par l’arbre D.4 :

(a) i. Si δR ≤
(

s
AψQ,1(1−pQ)α

) 1
1−α 1

pQ
, alors si une crise du type « déficit de consommation

de BM » advient c’est au cours de la phase décroissante de x∗(δR, ·).
ii. Sinon, elle peut arriver dès la phase croissante.

(b) Sinon, elle n’est possible qu’au cours de la phase décroissante.

Rendement d’échelle croissant Lorsque, ψ > 0 et p ∈]0, β
α+β [, en substituant b par sa

formule en fonction de a (équation (D.49)) dans l’équation (D.45), nous avons :

xR(δR, p) ≥ g(δR, p) ⇐⇒ a(α, β, µm, r)− b(α, β, µm, r)p ≥ 0

⇐⇒ a(α, β, µm, r)(1− p) + α(−µm)(α+ β − 1)p ≥ 0.

Ainsi, nous en déduisons les implications D.5 et D.6.

Si r ≥ 2(−µm)(α+ β − 1), alors a(α, β, µm, r) > 0 et donc la courbe représentative de xR(δR, ·)
n’intersecte pas celle de g(δR, ·).

Implication D.5 – Position relative de la courbe de xR(δR, ·) par rapport à celle de g(δR, ·) lorsque
r ≥ 2(−µm)(α+ β − 1).
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Si r < 2(−µm)(α+ β − 1), alors :
— pour p < pR, xR(δR, p) < g(δR, p)

— pour p = pR, xR(δR, p) = g(δR, p)

— pour p > pR, xR(δR, p) > g(δR, p)

Implication D.6 – Position relative de la courbe de xR(δR, ·) par rapport à celle de g(δR, ·) lorsque
r < 2(−µm)(α+ β − 1).

Nous pouvons en déduire l’arbre suivant :

1. Par l’équation (D.53), si r ≥ 2β(−µm), alors une crise ne peut arriver que lors de la phase
décroissante.

2. Par l’équation (D.5), si 2β(−µm) > r ≥ 2(−µm)(α + β − 1), alors la crise « flux de BM
trop élevé » ne peut arriver que lors de la phase décroissante ; pour la crise « déficit de
consommation de BM » :
(a) Si x∗(δR, ·) est défini en pQ, alors :

i. Si δR >
(

s
AψQ,1(1−pQ)α

) 1
1−α 1

pQ
, alors la crise « déficit de consommation de BM »

peut advenir dès la phase croissante.

ii. Sinon, elle ne peut advenir que lors de la phase décroissante.
(b) Sinon, la crise « déficit de consommation de BM » ne peut advenir que lors de la phase

décroissante.
3. Sinon (2(−µm)(α+β−1) > r), par l’implication D.6, si la crise « déficit de consommation

de BM » advient cela peut être dès la phase croissante de x∗(δR, ·).
(a) Si x∗(δR, ·) défini en pR, alors :

i. Si δR >
(

s
AψR(1−pR)α

) 1
1−α 1

pR
, alors la crise « flux de BM trop élevé » advient dès

la phase croissante.

ii. Sinon, si, δR >
(

s
AψQ,1(1−pQ)α

) 1
1−α 1

pQ
, alors la crise « déficit de consommation de

BM » est possible dès la phase croissante alors que la crise « flux de BM trop élevé »
advient lors de la phase décroissante.

iii. Sinon, si une crise advient, c’est lors de la phase décroissante.
(b) Sinon, la crise de type « flux de BM trop élevé » n’est possible que lors de la phase

décroissante. Concernant la crise de type « déficit de consommation de BM » :
i. Si x∗(δR, ·) est définie en pQ, alors :

A. Si δR >
(

s
AψQ(1−pQ)α

) 1
1−α 1

pQ
, alors la crise de type « déficit de consommation

de BM » est possible lors de la phase croissante.

B. Sinon, une crise n’est possible que lors de la phase décroissante.
ii. Sinon, s’il y a une crise ce sera lors de la phase décroissante.

D.2.3 Variations de y∗(δR, ·)

Partant de l’équation (D.9), et avec les mêmes hypothèses que dans le paragraphe D.1.2, nous
trouvons que :

∂py∗(δR, p) = − y∗(K − y∗)(1− α− p)
(βK − y∗(α+ 2β − 1))p(1− p)

. (D.58)

Ainsi, quel que soit le RE, y∗ est décroissante lorsque p ∈]p1(δR), 1 − α[ et croissante lorsque
p ∈]1− α, p2(δR)[.
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D.2.3.1 Rendement d’échelle croissant

Par un raisonnement analogue au paragraphe D.2.2.1, lorsque p→ p1(δR), p2(δR), y∗(δR, p)→
yM =: βK

α+2β−1 .

D.2.3.2 Rendement d’échelle constant

En dérivant l’équation (A.9), nous trouvons :

∂py∗(δR, p) = −
( s
A

) 1
1−α 1− p

1−α

δRp2(1− p)−
1

1−α
. (D.59)

Ainsi y∗(δR, ·) décroit puis croit à mesure que p varie et son minimum est atteint en p1 =

1− α (résultat déjà obtenu plus haut). Combinant, les équations (A.9) et (A.7), nous avons que
y∗(δR, p) converge vers K lorsque p tend vers p1(δR) ou p2(δR).

D.2.3.3 Rendement d’échelle décroissant

L’équation (D.9) est équivalente à :

y∗(δR, p)
β

(
r

(
1− y∗(δR, p)

K

))α+β−1
=

s

A(δRp)1−α(1− p)α︸ ︷︷ ︸
(1)

. (D.60)

Lorsque p→ 0, 1, (1)→∞, puisque y∗(δR, p) est borné, y∗(δR, p) tend vers K.

D.3 Changement de répartition des tâches et maintien d’un effort
d’extraction constant

Ici nous supposons que l’effort d’extraction du Capital Naturel Renouvelable (CNR) est
maintenu constant à δ = δRp).

D.3.1 Condition de subsistance

D.3.1.1 Rendement d’échelle constant

Un Point Fixe Avec Cohabitation (PFAC) existe si et seulement si A(1− p)α(Kδ)1−α > s, ce
qui revient à :

δ >
( s
A

) 1
1−α 1

K
. (D.61)

Lorsque l’équation (D.61) est satisfaite x∗ est défini pour p ∈]0, pM,RECo(δ)[ avec pM,RECo(δ) :=

1− s
A(Kδ)1−α .

D.3.1.2 Rendement d’échelle croissant

De façon analogue, à partir de (A.14) en subsistuant δRp par δ, en isolant δ et en se rappelant
que α < 1, nous trouvons qu’un PFAC existe si et seulement si :

δ >

[
s(α+ 2β − 1)α+2β−1

A(Kβ)β(r(α+ β − 1))α+β−1δ1−α

] 1
1−α

. (D.62)

Lorsque l’équation (D.62) est satisfaite, x∗ est défini pour p ∈]0, pM,RECr(δ)[ avec pM,RECr(δ) :=

1−
[

s(α+2β−1)α+2β−1

A(Kβ)β(r(α+β−1))α+β−1δ1−α

] 1
α .
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D.3.2 Variations de x∗ et y∗

D.3.2.1 Variations de x∗

x∗ est défini par l’équation suivante :

A(Kδ)β(1− p)αxα+β−1∗ (1− δ

r
x∗)

β = s. (D.63)

En dérivant par rapport à p, nous trouvons :

∂px∗ = − (1− δ/rx∗)x∗α
(1− p)(δ/rx∗(α+ 2β − 1)− (α+ β − 1))

. (D.64)

Puisque l’équation (C.4) est vérifiée, ∂px∗ est donc négative et ainsi x∗ est une fonction décrois-
sante de p.

D.3.2.2 Variations de y∗

y∗ est défini par l’équation suivante :

Aδ1−α(1− p)αyβ∗ (r(1− y∗/K))α+β−1 = s. (D.65)

En dérivant par rapport à p, nous trouvons :

∂py∗ =
αy∗(1− y∗/K)

(1− p) [β − y∗/K(α+ 2β − 1)]
. (D.66)

Pour la même raison, ∂py∗ est donc positive et ainsi y∗ est une fonction croissante de p.

D.3.3 Possibilité d’une instabilité

Nous supposons que δ est suffisamment élevé pour que la condition de subsistance soit satis-
faite. De façon analogue aux équivalences (D.43) et (D.42), nous avons

x∗ < xQ,1 ⇐⇒ s > P(α,β)(xQ,1) = A(1− p)αδ1−αψQ,1, (D.67)

x∗ < xR ⇐⇒ s > P(α,β)(xR) = A(1− p)αδ1−αψR. (D.68)

D.3.3.1 Rendement d’échelle décroissant ou rendement d’échelle constant

Par l’équivalence (D.67), nous avons :

1. Si δ ≤
[

s
AψQ,1

] 1
1−α , alors une instabilité est impossible.

2. Sinon, une instabilité est possible.

D.3.3.2 Rendement d’échelle croissant

Par les équivalences (D.67) et (D.68), nous avons :

1. Si δ ≤
[

s
AψQ,1

] 1
1−α , alors une instabilité est impossible.

2. Si
[

s
AψQ,1

] 1
1−α

< δ <
[

s
AψR

] 1
1−α , alors une instabilité est possible.

3. Sinon, une instabilité est certaine.
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D.3.4 Localisation de l’instabilité

D.3.4.1 Rendement d’échelle décroissant ou rendement d’échelle constant

Lorsqu’une instabilité est possible, elle l’est pour p < pQ,1 := 1−
[

s
AψQ,1δ1−α

] 1
α .

Synthèse Pour p < pQ,1 une instabilité est possible.

D.3.4.2 Rendement d’échelle croissant

Instabilité possible mais non certaine Lorsqu’une instabilité est possible, elle l’est pour

p < pQ,1 := 1−
[

s
AψQ,1δ1−α

] 1
α .

Instabilité certaine Lorsqu’une instabilité est certaine, elle advient pour p < pR := 1 −[
s

AψRδ1−α

] 1
α .

Synthèse Pour p < pR, une instabilité est certaine. Pour pR ≤ p < pQ,1, une instabilité est
possible.





Annexe E

Sur le comportement transitoire du
système

E.1 Deux proxys de viabilité

Nous considérons comme espace de contraintes :

K(y1) := {(x, y, z) ∈ R+ × [0,K]× R+, y ≥ y1}, y1 ∈ R+. (E.1)

E.1.1 Proxy sur la distance à la frontière

Étant donné (δC , p, δR, arg(µM ), µM , µm, r,K,A, α, β), le premier proxy que nous considérons
est donné par :

E1(δC , p, δR, arg(µM ), µM , µm, r,K,A, α, β) :=

{
y∗ − y1, si S existe
−∞ sinon.

(E.2)

E.1.2 Proxy d’inspiration viabiliste

Étant donné (δC , p, δR, arg(µM ), µM , µm, r,K,A, α, β, ) et ε > 0, qui nous donne une distance
relative par rapport à S, le second proxy est construit à partir de :

1. D := K(y1) ∩ [(1− ε)x∗, (1 + ε)x∗]× [(1− ε)y∗, (1 + ε)y∗]× [(1− ε)z∗, (1 + ε)z∗],

2. et (si)i=1..8 les 8 sommets de D.

Le second proxy est donné par :

E2(δC , p, δR, arg(µM ), µM , µm, r,K,A, α, β, ε) :=
ni
8
, (E.3)

avec ni, un nombre entier compris entre 0 et 8 qui correspond au nombre de trajectoires (Ti)i=1..8

issues des (si)i=1..8 et données par la dynamique des équations (2.1.4) qui restent dans K(y1).

E.2 Entre sobriété et instabilité

Nous supposons ici être dans le cas rendement d’échelle croissant, que α < 1 et que la
condition de subsistance donnée par l’equation (A.14) de l’annexe A est strictement vérifiée.
Pour alléger les notations, nous n’indiquons pas toujours les dépendances à (δR, p, δC).
Nous montrons ci-après l’existence d’un piège-socio-écologique : toute trajectoire passant par cet
ensemble converge vers un point de la forme (0,K, zq) avec zq ∈ R+∗. Nous montrons ensuite
l’existence d’un ensemble traversé par les trajectoires.

E.2.1 Remarques préliminaires

Un point fixe avec cohabitation appartient à l’ensemble suivant : E :=]0, r
δRp

]× [0,K]×R+∗.
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E.2.1.1 Bornitude des composantes de la trajectoire

Soit X1 = (x1, y1, z1) ∈ E,

1. La taille de population reste positive car si x1 = 0 alors ẋ = 0.

2. La niveau de capital naturel renouvelable est borné car :
— si y1 = 0 alors ẏ = 0,
— si y1 = K alors ẏ ≤ 0.

3. Le niveau de biens manufacturés par individu est positif car si z1 = 0 alors ż ≥ 0.

E.2.1.2 Monotonie de la fonction de production par rapport au niveau de capital
naturel renouvelable et à la taille de population

La fonction de production que nous supposons est donnée par :

P : R+∗ × R+∗ → R+∗

(x, y) 7→ P (x, y) = A(1− p)α(δRp)
βxα+β−1yβ.

P (·, ·) est une fonction croissante par rapport à x et y :

1. Soit x, x′, y ∈ R+∗,

P (x, y) < P (x′, y) ⇐⇒ x < x′. (E.4)

2. Soit x, y, y′ ∈ R+∗,

P (x, y) < P (x, y′) ⇐⇒ y < y′. (E.5)

E.2.2 Estimation basse du piège socio-écologique

Dans cette sous-section, nous montrons que

B1 :=

(x, y, z) ∈ E,


0 ≤ x ≤ x0
P (x, y) ≤ s
0 ≤ z ≤ z0

 (E.6)

=

(x, y, z) ∈ E,


0 ≤ x ≤ r

δRp
α+β−1
α+2β−1

A(1− p)α(KδRp)
βxα+β−1(1− δRp

r x)β ≤ s
A(1− p)α(δRp)

βxα+β−1yβ ≤ s
0 ≤ z ≤ s

δC

 , (E.7)

est tel que toute trajectoire donnée par la système d’équations différentielles (2.1.4) passant par
B1 converge vers la droite {(0,K, zq), zq ∈ R}. Pour cette raison, nous qualifions B1 de piège
socio-écologique. Pour cela nous mobilisons les résultats de la sous-section E.2.1.

E.2.2.1 Dynamique à la frontière

SoitX1 = (x1, y1, z1) ∈ ∂B1∩∂E{. Nous rappelons que deux PFAC existent : S0 = (x0, y0, z0)

et S∗ = (x∗, y∗, z0).
Ci-dessous, nous donnons les signes des dérivées pertinentes parmis ẋ, ẏ et ż pour des zones
différentes de celles mentionnées dans la sous-section E.2.1.1.

1. Si x1 = x0, alors il y a quatre sous-cas à distinguer :

(a) Si y1 = y0 et z1 = z0, alors
ẋ = ẏ = ż = 0.
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(b) Si y1 = y0 et z1 < z0, alors
ẋ < 0 et ẏ = 0.

(c) Si y1 < y0 et z1 < z0, alors
ẋ < 0.

(d) Sinon (lorsque y1 < y0 et z1 = z0), alors
ẋ = 0 et ż < 0.

2. Sinon (lorsque 0 < x1 < x0). Il y a deux sous-cas à distinguer :

(a) Si z1 < z0, alors il y a deux sous-sous-cas à distinguer :

i. Si y1 = K, alors
ẏ < 0.

ii. Sinon (lorsque P (x1, y1) = s et y1 < K), alors
ẏ < 0 et ẋ < 0.

(b) Sinon (lorsque z1 = z0), alors il y a trois sous-sous-cas à distinguer :

i. Si y1 = K, alors
ẏ < 0 et ż < 0.

ii. Si P (x1, y1) = s et y1 < K, alors
ẏ < 0, ẋ = 0 et ż = 0.

iii. Sinon (lorsque y1 < K et P (x1, y1) < s) alors
ż < 0.

Ainsi, en tout point de la frontière, la dynamique est entrante.

E.2.2.2 Dynamique à l’intérieur

B̊1 :=

(x, y, z) ∈ B1,


0 < x < x0

0 < y < K

0 < P (x, y) < s

0 < z < z0

 (E.8)

En tout point X2 := (x2, y2, z2) de B̊1, nous avons que :
— z < z0 donc, par définition de µ (cf équation (2.4)), ẋ < 0.
— Ou bien y2 ≥ K(1 − δRp/rx2) ou bien y2 < K(1 − δRp/rx2), dans le premier cas ẏ ≤ 0,

dans le second ẏ > 0.
Dans tous les cas, x décroit la trajectoire est amenée vers le plan d’équation {(x, y, z) ∈ E, y = K(1− δRp/rx)}.

E.2.2.3 B1 est un sous ensemble du piège socio-écologique

Combinant les deux paragraphes précédents, nous avons que B1(δR, p, δC) est un piège socio-
écologique. Néanmoins, nous ne prouvons pas que c’est le plus grand.
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E.2.3 Mise en évidence d’un espace traversé par un courant

Dans cette sous-section, nous montrons que

W1 : =

(x, y, z) ∈ E,


z ≥ z0
P (x, y) ≥ s
P(α,β)(x) ≥ s

 (E.9)

=

(x, y, z) ∈ E,


z ≥ s

δC

A(1− p)α(δRp)
βxα+β−1yβ ≥ s

A(1− p)α(KδRp)
βxα+β−1

(
1− δRp

r x
)β

≥ s

 , (E.10)

est traversé par les trajectoires solutions de (2.1.4). Comme dans la sous-section précédente, nous
raisonnons en trois étapes. Premièrement, nous regardons le comportement à la frontière, pour
certaines zones, les trajectoires sont entrantes, pour d’autres, elles sont sortantes. Ensuite, nous
montrons la motonie de x. Puis, nous concluons.

E.2.3.1 Dynamique à la frontière

La frontière de W1 est donnée par :

∂W1 = {(x, y, z) ∈ E, x = x0 ou x = x∗ ou P (x, y) = s ou y = K ou z = z0} . (E.11)

Soit X3 := (x3, y3, z3), trois cas sont à distinguer :

1. Si x3 = x0, alors il y a 4 sous-cas à distinguer :

(a) Si P (x3, y3) = s et z3 = z0, alors
ẋ = ẏ = ż = 0.

(b) Si P (x3, y3) > s et z3 > z0, alors
ẋ > 0 (de plus, si y = K alors ẏ < 0).
La dynamique est entrante.

(c) Si P (x3, y3) > s et z3 = z0, alors
ẋ = 0 et ż > 0 (si y = K alors ẏ < 0).
La dynamique est entrante.

(d) Sinon (lorsque P (x3, y3) = s et z3 > z0), alors
ẏ = 0 et ẋ > 0.
La dynamique est entrante.

2. Si x0 < x3 < x∗, alors il y a trois sous-cas à distinguer :

(a) Si P (x3, y3) = s et z3 = z0, alors
ẏ > 0, ẋ = 0 et ż = 0.
La dynamique est entrante.

(b) Si P (x3, y3) > s et z3 = z0, alors
ż > 0.
La dynamique est entrante.

(c) Sinon (lorsque P (x3, y3) = s et z3 > z0), alors
ẋ > 0, ẏ > 0.
La dynamique est entrante.

3. Sinon (lorsque x3 = x∗), alors il y a 4 sous-cas à distinguer :
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(a) Si P (x3, y3) = s et z3 = z0, alors
ẋ = ẏ = ż = 0.

(b) Si P (x3, y3) > s et z3 > z0, alors
ẋ > 0.
La dynamique est sortante.

(c) Si P (x3, y3) > s et z3 = z0, alors
ẋ = 0 et ż > 0.
La dynamique est entrante.

(d) Sinon (lorsque P (x3, y3) = s et z3 > z0), alors
ẋ > 0 et ẏ = 0.
La dynamique est sortante.

E.2.3.2 Dynamique à l’intérieur

Tout point X4 := (x4, y4, z4) ∈W1 est tel que z4 ≥ z0. Nous avons donc : ẋ > 0.

E.2.3.3 W1 est traversé par un courant

ẋ > 0, les trajectoires traversent W1. Elles sont entrantes ou nulles quasiment partout sur la
frontière sauf lorsque x = x∗. Ainsi le flux est traversant (avec potentiellement un comportement
non monotone de y et z).

E.2.3.4 Capturabilité d’un point de l’espace par dilatation de W1(δR, p, δC)

Soit X5 := (x5, y5, z5) ∈ R+∗×]0,K] × R+∗, peut on trouver pX5 , δR,X5 , δC,X5 tels que X5 ∈
W1(pX5 , δR,X5 , δC,X5) ?
δC,X5 doit vérifier :

δC,X5 ≥
s

z
. (E.12)

(pX5 , δR,X5) doit vérifier :

r

x5
≥︸︷︷︸
(∗)

δR,X5pX5 ≥︸︷︷︸
(∗∗)

(
s

A(1−pX5
)xα+β−1

5

) 1
β

y5
. (E.13)

(∗) vient du fait que 1−δRp/rx5 doit être supérieur ou égal à 0. (∗∗) vient de la seconde inégalité
définissant W1 (cf équation (E.10)). Ainsi une condition nécessaire est :

r >
( s
A

) 1
β x

1−α
β

5

y5
. (E.14)

Lorsque l’équation (E.14) est vérifiée, pour un pX5 suffisamment proche de zéro, cela signifie que
la seconde inégalité définissant W1 peut être vérifiée.
La troisième inégalité est équivalente à :

δRp (1− δRp/rx5) ≥

(
s

A(1− p)Kxα+β−15

) 1
β

. (E.15)

Puisque d : t 7→ t(1−tx5r ) est croissante sur [0, r
2x5

], maximum en r
2x5

et décroissante sur [ r
2x5

,∞[.

Étudier d sur [

(
s

A(1−pX)αxα+β−1
5

) 1
β

1
y5
, rx5 ] permet de savoir sous quelles conditions l’équation
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(E.15) peut être satisfaite. Suivant la position relative de

(
s

A(1−pX5
)αx

α+β−1
5

) 1
β

y5
(qui est un mino-

rant de δR,X5pX5 , donné par l’équation (E.13)) par rapport à r
2x5

, deux cas sont à distinguer :

— Si r
2x5
≥

(
s

A(1−pX5
)αx

α+β−1
5

) 1
β

y5
, alors

d( r
2x5

) est à comparer à
(

s

A(1−pX5
)αxα+β−1

5

) 1
β

1
K , ainsi une autre condition nécessaire est

donnée par :

r

4
>

(
s

A(1− pX5)α

) 1
β x

1−α
β

5

K
. (E.16)

— Sinon, alors

d(

(
s

A(1−pX5
)αxα+β−1

5

) 1
β

1
y5

) est à comparer à
(

s

A(1−pX5
)αxα+β−1

5

) 1
β

1
K et une autre condi-

tion nécessaire est donnée par :

ry5(1− y5/K) ≥
(

s

A(1− pX5)αxα−15

) 1
β

. (E.17)

Synthèse pX5 étant quelconque, nous en déduisons que l’ensemble des points atteignables par
dilatation de W1 est donné par :

∪(δR,p,δC)∈]0,1[×R+∗×R+∗ W1(δR, p, δC) = D1 ∪D2, (E.18)

avec :

D1 : =

{
(x, y, z) ∈ R+∗ × [0,K]× R+∗ry(1− y/K) >

( s
A

) 1
β
x

1−α
β

}
, (E.19)

D2 : =

{
(x, y, z) ∈ R+∗ × [0,K]× R+∗, r/4 >

( s
A

) 1
β x

1−α
β

y

}
. (E.20)
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Résumé : Si l’exploitation du capital naturel renouvelable (CNR) dans le cadre d’activités an-
thropiques permet le développement des sociétés humaines, elle peut aussi causer la dégradation
de leur cadre de vie à travers la perte des services écosystémiques. La question de la compatibilité
entre ces deux objectifs se pose donc. Cette thèse étudie comment les transformations du CNR en
biens nécessaires à la population et les pratiques humaines influencent la durabilité d’un système
écologique et social (SES).
Pour ce faire, nous construisons un modèle générique conçu dans le formalisme des équations
différentielles ordinaires. Ce modèle comprend trois variables : la taille de population humaine,
le niveau de CNR et le niveau de biens manufacturés par individu. Nous en étudions les pro-
priétés asymptotiques et transitoires. À partir de ce modèle, nous identifions comme durable un
modèle de SES présentant un certain type de point stationnaire asymptotiquement stable. Nous
montrons le caractère déterminant du rendement d’échelle du système économique, puisque cette
hypothèse change la nature des résultats. En cas de rendement d’échelle croissant, l’instabilité du
point stationnaire d’intérêt peut être due à : 1) un taux de régénération du CNR trop faible par
rapport à certaines propriétés du système économique ; 2) une condition de subsistance non res-
pectée ou 3) une suproduction de biens manufacturés, qui peut causer des cycles explosion-déclin
pour la taille de populaion, ainsi que pour le niveau de CNR et le niveau de biens manufacturés.
Nous étudions ensuite la sensibilité de ce point stationnaire asymptotiquement stable à des
changements de pratiques dans les sous-systèmes embarqués dans le SES. Nous retrouvons que
l’augmentation seule de l’intensité d’extraction du CNR induit une non-durabilité du SES. Ce-
pendant, l’originalité de notre travail réside dans la démonstration que, sous certaines hypothèses,
cette instabilité peut être évitée en réorganisant les tâches dans la société. Ainsi, la durabilité
d’un SES dépend des propriétés du système économique et du système écologique.
Ensuite, dans une perspective viabilité, nous illustrons que stabilité ne signifie pas viabilité :
avant que l’instabilité advienne la viabilité cesse. Enfin, en cas de rendement d’échelle croissant,
nous trouvons qu’un ensemble de conditions initiales, correspondant à une estimation basse d’un
bassin de capture, menant au déclin de la population humaine du SES peut toujours être quitté
en augmentant l’effort d’extraction sur le CNR. Ainsi, d’un point de vue de la gouvernance d’un
SES, un compromis est à trouver entre, d’une part, la capacité productive pour sortir d’un piège
socio-écologique et, d’autre part, la sobriété du SES pour le rendre durable.

Mots clés : Système socio-écologique, durabilité, piège socio-écologique, équations différen-
tielles ordinaires, bifurcations, analyse asymptotique, bassin de capture.



Abstract :
Renewable natural capital (RNC) exploitation by human activities allows human society’s

development, but may cause deterioration of their quality of life through ecosystem services loss.
This paradox questions the compatibility between economic development and the preservation
of natural resources. This thesis studies how does the properties of the economic and social-
anthropological dimensions of a social-ecological system (SES) may influence its sustainability.
To do so, we build a generic model in the ordinary differential equation framework. This model
has three variables : human population size, the amount of the RNC and the manufactured good
amount per capita (BMpi). This allows us to study its asymptotic and transient properties. We
identify as sustainable a situation in which a special type of asymptotically stable steady state
exists. We show the importance of return to scale, since this hypothesis changes drastically the
results. In case of increasing return to scale, instability of the steady state of interest may be
due to : 1) A RNC regeneration rate that is too weak compared to economic system properties ;
2) not fulfilled subsistence requirement or 3) an over-production of BMpi that may cause boom
and bust cycles for the population size, but also the RNC and the manufactured goods.
We then study how does the asymptotically stable steady state vary in case of modification in
sub-systems embedded in the SES. As expected, we find that increasing the RNC extraction
rate provokes non sustainability of the SES. However, our work shows that, under some hypo-
theses, this instability may be avoided through task repartition changes in the society. Then,
sustainability of a SES depends on the properties assumed for the ecological and economic sys-
tems. Moreover, we illustrate that stability does not mean viability : before stability disappears,
viability is no more assured. Lastly, in increasing return to scale case, we show that an inner
approximation of a capture basin, which lead to population disappearance can always be left by
increasing RNC extraction rate.
We conclude that for SES governance, a trade-off has to be found between increasing productive
capacity to be able to leave a socio-ecological trap and achieve sustainability.

Key words : Social-ecological system, sustainability, social-ecological trap, ordinary diffe-
rential equations, bifurcations, asymptotic analysis, capture basin.


