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G� ��������� ����� ��� ��� �������� ���� ������������

H ��������� ����� ��� ��� ���� ����� �� ��� ����� ����������

H � ��������� ����� ��� ��� ������ ����� �� ��� ����� ����������

K ��� �� ��� �������� ������

LBp ����� ����� �� ��� ���� �������� ���� ����� ������� ��� ���� p�

Lk ������ �� ��� ���� k�

Lmax ������� ������ �����

Mk ������ �� �������� ����� �� ��� ���� k�

Mmax ������� ������ �� �������� ����� �� � �����

���
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MaxChildren ������� ������ �� ��������� �������� �� ��� ������

��������������

MaxIter ������� ������ �� ���������� �� ��� �������������� ������ ���

�������

MaxStart ������� ������ �� ������ �� ��� �������������� ������ ���

�������

Nb b��� ������������ �� � �������� ������������ ������� �����

��������������

n ������ �� �������� ������

nchildren ������ �� �������������������� �� ��� ���������� POPC ��� ���

��|�� ��������������

ngen ������ �� ����������� �� ��� ��|�� ��������������

npop ������ �� ������������������ �� ��� ���������� POPP ��� ���

��|�� ��������������

POPC ���������� �� �������������������� ��� ��� ��|�� ��������������

POPP ���������� �� ������������������ ��� ��� ��|�� ��������������

Q ������� ���������

qi ������ �� ��� �������� ���� i�

R ������ �� ��������� ���������

Rp ����� �� ��� ���� p�

rik �rip� ������ ��������� ��������� �� ���� i �� ������� �� ���� k ����� p�� rik = 1

�rip = 1�� �� ���� rik = 0 �rip = 0��

S �������� ���������

si ������� ���� �� ��� �������� ���� i�

smin ������� ����� �����

T ���������� ���������

ti ������� ���� �� ���� i�

tk0 �������� ���� �� ��� ���� k�

V = {0, ..., n} ��� ����� ��� �������� ������

����



��������

V � = V \ {0} ��� �� �������� ������

wij ��������� ���� �� ��� (i, j)�

w�
ij = wi0+w0j ��������� ���� �� ������������� ��� (i, j)�

Wk ����� ���� �� ��� ���� k�

wmin ������� ��� ��������� ���� ������� ��� �������� ������

w0
min ������� ��� ��������� ���� �������� �� ��� ������

X ��� �� ����� �� ��� ����� H ��� ��� ���� ����� �� ��� ����� ����������

X � ��� �� ����� �� ��� ����� H � ��� ��� ������ ����� �� ��� �����

����������

Z ��������� �������� ����� ���� �� ������� ������ �� � ���������

Zp ��������� �������� ����� ���� �� ������� ����� �� ��� ��������� ��

���� p�

Zp
k ��������� �������� ����� ���� �� ������� ����� �� ��� ���� k �� ���

��������� �� ���� p�

β ��������� ���� �� ������� ��� ������� ���� �� � �����

λ ������� ������ �� ����� ������������ �� ��� ������������

λ��������������

σ �������� �� ������

Θp ��� �� �������� ��������� ��� ���� p�

θk ���� ������� ���� �� ��� ���� k�

Ωk ��� �� ������������� ������� ����� ������ �� ��� ��������� k�

µk ����� ���� ��� ������� ����� �� ��� ���� k�

Δ ��������� �� ������� ���������� ��������� �� ��� ��|��

��������������

δ ��������� �� ������� ������ ����� �� ��������� �������� �� ���

���������

�����
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��� ��� �� ������� ������ �� ���� �������� �������� ��������� ������

��� ������� �� ���������� �� �������� �� ������� ��� ��� ������� �� �������� ������

��� �������� �� ��� ����� ������ ��������� � ������� ����������� �� ��� �����������

����������� �� ���������� �� ������� ���� ������� ��� ��������� ��� ��������� �� ���������

��� ��������� �� � �������������������� �������� ���� ������� �� �� ������� ��������

������ � �������� ���� ��������� ���� �������� ����������� �� ��������� �� ������� ����

������������� ������� ��� ��������� �� ������� ��� ����� ���������� ������� ��� ����� ��

������� ����

��� ������� ��������� ��� ����� ������� ������ ������

��� ��������� ���������� ����������� �������������� ������� ������� ����������� ����

��� ��� �� ������� ����� �� �������� ����� �� ��������� ��������� ���� �� ��� ���������� �����

��� �������� � ������ ������� ����� ��� ������� ���� ���� ��� ����� ���� ���������� ��

��������� ���� ��� ����� ������ ������� ��� �������� �� ��� ������� �� ��� ����� �� ���

������� �� �������� ���� ������� ��� ���� �� ���� �� � �������������� �� ��� ��������� ���������

������� ����� ���� ������������� �����

�� ��� ������� �� ������������ ���������� ��� ��������� ������ ��� ������������ ��

������ �������� �� � ��� �� ����� ������� �� � ��������� ����� ��� �������� ��� ���������� �����

��� �� �������� �������� ����� � ��������� ��� ������� ��� ������� ��� ������ ��� ��������

����� ��� �� ����������� �� ��� ��� ������� ���� ����� ������������� ��� ������� ����� �� ���

������� ������� �� ����� ����� �� ��� ����� ���� �� ���� �����

��



������� �� ��� ��������� ���������� ����������� �������������� ������� �������� ��
����� �������� ��������

�������� �� � ��������� ������������ ������� �������� ��� �� ��������� ��� ��������������

������� ��������� �� ���� ������� ��� �� ������ �� � ���� ������� �������� ������ ����� ���

������� ���� �� ������� ���� ���������� ������ ���� ���� ����� �������� �� ��� ��������

��� ������� ��� �� ������ �� � �������� ���������� ����� G = (V,E)� ��� ��������

V = {0, ..., n} �������� ��� ���������� 0 ��� � ������ V � = V \{0} �� n ��������� ������� ��

� ��������� ���� ������ �������� ������ ��� ��� E �� �������� �� ����� (i, j) ���� ������ �����

wij ���������� ��� �������� ����������� ���� ������ ����� ������ � ������ ������� �� �������� Q

��� ����� Lmax ��� ����� �� ����� ����� �� ����� �� ��� ������ ���� �������� ���� i ∈ V �

��� � ����� ������ qi ��� ������� ���� si� �� �� ������� ������� ���� �� ���������� �����

i∈V �

qi ≥ Q ��� qi ≤ Q ∀ i ∈ V ��

��� ��������� �� �� �������� �� ������� �������� �� ����� (1, 2, . . . , v)� ������ ����������

���� ���� ���� �������� ���� �� ������� ������� ���� ��� ��� ��� �� ������� ����� �� ��� �����

�� ��������� ��� ��� ���� ����� ��� ������ �� ��� ����� �� ��� ��������� � ���� k �� � ������

�������� ��� ������ �� ��� ������ ����� ����� ���� Wk ��� ������� �������� Q ��� ����� �����

���� Lk ���� ��� ������ ��� ����� Lmax� ���� ���� k ��� ���� � ����� ���� �������� ����� µk

������ ������� ��� ������ �������� �� ��� ��� �� ������� ����� ���� ��� �������� ����� ������

�� ��� ����� �������� �� � ����� ��������� β� ��� ������� ����� ��� ������� ����� �� ���

����� ������� ����� ��� ����� ��� �������� �� �������� ������

�� ���� �������� ��� ������ �� ����� �� � �������� ��������� �������� �� ��� ������

���� ���� ��� ���������� ��������� �������� �� ��������� �� ��� ���� ��������� ������� ���

�� ������� ��� ������ ��� ������� �������� ��� � ����� ��� �� ������ ������ ��� �����������

� ����� ��������� �������� ���� ��� �������� ����� ��� ��� �������� �������� ���� �����

������ ���� ���� ������ �� ����� �� 10 ����� ��� ������� �������� �� ��� �� 20� ���� �������

����� ��� ���� �si = 0 ∀i ∈ V ��� �� ��� ������ ����� ���� ������ � ���� ��� ���� ���������

��� ����� ������� ������ ������ ���� ���������� �� ����������� ������� ��� ���������� ������

������ ������������� ����� ����� �������� ��� ������ �� ����� ��� ��� ��������� �� � ���

����� ��� ������� ���� ti �� ���� i �� ����� ���� �� ���� ��������� ����� ��� ������ �� ����

��� ��� ��� ����� ������ ��� ���� �� ���� �������� �� Z =
�

i∈V �

ti = 190� ����� ti ��������� ���

������� ���� �� ���� i�

�� ��� ���������� ��� ����� ������� ������ �������� ������ ��� ��� ��������� ���

���������� ��� ���� ��� �� � ��������� ����� ����� ��������� ���� �� ���� ������ �����

�� ��� �� ��� �������� ��� ������ ��� �� ����� �� � ��� ������������ ����� ����� �������

��
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8

�

19 �

38
�

49

�

73
�� 13

8

11

10

9

11

11

19

24

���������

��� �� �� �� �� �� �� � ���

Z = 187

��������� ���

������������� ���

������ ���� ������� �� �� ��������� �������� ��� �� �������� ���� n = 5� ��� qi = 10 ���

Q = 20�

���������� �� ��� �������� ������ ��� ���� ���� ���� �� ������� ��������� �� ������� ���

������

����� ���������� �����

��� ����� ��������� �� ���� ���������� �� � ����� ������� ������ ������� �� ����� ���

�������� �� ������������� ��� ��� ��� ��������� ��� ����������

��� ������ �� ������������� ��� ��� ���� ���� �� ������ �� ��� ������ ��� ��� �

������ ������ ��� � ��������� ��������� �������� ������� �� ����� ��� ������� ���� �������

�������� ���� ��������� �������� �� ��� ������ ������������� ���� ���������� � ���� ����� ��

������� ��� ���������� ����� �� � ��������� �� � ������ ����� ���� � ���� ���� ���� ��������

i �� �������� �� � ���� ���� ���� �������� j� ��� ��� ���� (i, 0) ��� (0, j) ��� �������� ��

� ������������� ��� (i, j)� ���� ��� ���� ��������� �� ���� �� ����� ��� ���������� �

��������� �� � �������� �� ���� �� ����� ������������� ���� ������� ���������� ������ ���

������ �� � ������������� ��� (i, j) �� w�
ij = wi0 + w0j�

��� ������� �� ��� ��������� �� ������ �� ������� �� ��� ������ ��� � ������� ���������

��� ��� ������ ��� ��� �� ������� ����� Ck ��� � ���� k ������ ������� ���� �� ����������

�� � �������� �� Mk �������� ����� (1, 2, . . . ,Mk) ��� �� ������� ���

��



������� �� ��� ��������� ���������� ����������� �������������� ������� �������� ��
����� �������� ��������

Ck =

Mk�

i=1

ti = t1 + t2 + ...+ tMk
�����

����� ti = µk +
�i−1

j=0 (sj + wj,j+1) �� ��� ������� ���� �� ���� i� si ������� ��� ������� ���� ��

���� i� s0 = 0 ��� µk = β ·�Mk

j=1 sj �� ��� ������� ���� �� ��� ����� Ck ��� �� ��������� ���

Ck =Mk · µk +Mk · (s0 + w01) + (Mk−1) · (s1 + w12) + ...+ (sMk−1 + wMk−1,Mk
)

Ck =Mk · µk +

Mk−1�

j=0

(Mk − j) · (sj + wj,j+1)
�����

�� ����� ������ ��� ��������� ���� �� ��� ���� ��� �� ��� ����� �� ������� Mk ������

��� ���� �� ��� ������ ��� Mk − 1 ������ ��� �� ��� ��� ������ �� ����� ��� ���� �� ���

(i, j) �� ������� �� ���� �� ���� ��� ��������� �� (i, j)� ���� ���� ���� ��������� �� ���� ���

������ �� ������ ����� ������� ����� ���� i �� ��� ������ ��� ������� ��� �� �������� �� ���

������������� ���� �� ��� ��������� ������

���������� ��� ������� ���� µk �� ������� Mk ����� �� ��� ��������� ��������� ����

��������� �� �������� �� ������� ���� ��������� �� ��� �������

�� ��� ������ ��� ��� ���������� (Mk− j) ���� �������� ����� ��� ��������� �� ���������

yij ��� ���� (i, j)� ����� ������� ���� ���������� Mk ����� ���������� µk �� ��� ���� ����

�� �������� ����� �� ��������� �� ��������� ϕij� ���� ���� ��� ������� ��� ���� �� �����

�������� ��� ����������� �� ��� ������������ ��������� Fij ����� ��� ��� �� ���� ��� (i, j)�

����� ��� ���� �� ��� ������� ���������� ���� ���� ��� ������ ��������� xij ��� ����� �� � �� ���

���� �� ��� (i, j) �� ���������� ��� ��������� x0j ��� ���� ���� �� ��� ��������� �� ��� ����

���� ��� xi0 �� ��� ��� �� ��� ���� ����� ����� ����� ����������� ��� ��������� �� ���������

x�
ij ����� ��������� ��� ������������� ����� ��� �� ��� ������� ������ �� ������������� �����

������� ��� �������� ��������� x�
ij ��� y�ij ��� ���� ��� ����� ����� �������� ��� ��������� fi

��� ���� �� ������� ������� ������ ���� ��������� ��� ��������� ����� ���� �� ������ �� ����

i ����� ��� ���� ��������� ���� ��� ����� �������� ������� ��� ������� ������� ��� ��� ���

������� �����

��� ��������� ���� �� ������ �� ��������� ����� �� ������� ��� ��������� �������� �����

���������� ��� ��� �� ������� ����� �� ������� ������ ��������� �������� ����� �� ����������

��� ����� ��� ��������� ������ ������� ��� ���� ���� �������� ��� ������� ����� ��� ���� ����

��
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��� ��� ������� ��� ����� ����� ��� ������ ���� ���������� �� ����� ������������� �����������

����� ������ ���� �������� ������� ��� ����� ����� ��� ������������� ���� ���������� �� �����

��� ����������� ��� ����� ���� �� ������������� ���� ��� �� ���� wi0 + w0j�

minZ =
�

i∈V

�

j∈V
((si + wij) · yij + β · sj · ϕij) +

�

i∈V �

�

j∈V �

(si + wi0 + w0j) · y�ij �����

�

j∈V �

x0j = 1, �����

�

i∈V �

(xij + x�
ij) + x0j = 1, ∀ j ∈ V � �����

�

i∈V �

(xji + x�
ji) ≤ 1, ∀ j ∈ V � �����

�

j∈V
Fji −

�

j∈V �

Fij = qi, ∀ i ∈ V � �����

Fij ≤ Q · xij, ∀ i ∈ V �, j ∈ V � �����

F0j ≤ Q · (x0j +
�

i∈V �

x�
ij), ∀ j ∈ V � �����

y0j +
�

i∈V �

(yij + y�ij)−
�

i∈V �

(yji − y�ji) = 1, ∀ j ∈ V � ������

y0j = n · x0j, ∀ j ∈ V � ������

yij ≤ (n− 1) · xij, ∀ i ∈ V �, j ∈ V � ������

y�ij ≤ (n− 1) · x�
ij, ∀ i ∈ V �, j ∈ V � ������

yij ≥ xij, ∀ i ∈ V, j ∈ V � ������

y�ij ≥ x�
ij, ∀ i ∈ V �, j ∈ V � ������

yij ≥ 2 · xij − xj0, ∀ i ∈ V, j ∈ V � ������

y�ij ≥ 2 · x�
ij − xj0, ∀ i ∈ V �, j ∈ V � ������

�

i∈V

�

j∈V �

xij +
�

i∈V �

�

j∈V �

x�
ij = n, ������

�

i∈V

�

j∈V �

yij +
�

i∈V �

�

j∈V �

y�ij =
n · (n+ 1)

2
, ������

ϕ0j = n · x0j, ∀ j ∈ V � ������

ϕij ≥ y�ij, ∀ i ∈ V �, j ∈ V � ������

ϕij ≥ yij, ∀ i ∈ V �, j ∈ V � ������

ϕij ≥
�

k∈V
ϕki − n · (1− xij), ∀ i ∈ V �, j ∈ V � ������

ϕij ≤ n · (xij + x�
ij), ∀ i ∈ V �, j ∈ V � ������

��
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����� �������� ��������

fj ≥ w0j, ∀ j ∈ V � ������

fj ≥ fi + wij − Lmax · (1− xij), ∀ i ∈ V �, j ∈ V � ������

fi + wi0 ≤ Lmax, ∀ i ∈ V � ������

xij ∈ {0, 1}, ∀ i ∈ V, j ∈ V �, i �= j ������

x�
ij ∈ {0, 1}, ∀ i ∈ V �, j ∈ V �, i �= j ������

yij ≥ 0, ∀ i ∈ V, j ∈ V �, i �= j ������

y�ij ≥ 0, ∀ i ∈ V �, j ∈ V �, i �= j ������

Fij ≥ 0, ∀ i ∈ V, j ∈ V �, i �= j ������

ϕij ≥ 0, ∀ i ∈ V, j ∈ V �, i �= j ������

fi ≥ 0, ∀ i ∈ V � ������

���������� ����� ����� ���� ���� ��� ������� �� ����� ��������� ����� ��� �����

������������ �������� ���� ������� ��� ��� �� ��������� �� ������ �� ���� ���� j ��� �����

��� ��� ���� ��� �� ��� ��������� �� ������� ����� �� ��� �� ������ �� ��� ��������� ���������

����������� ����� �� ����� ������� ��� ���������� ��������� ����� ������ ���� ���� ������

�� �������� ��� ������� ��� ���� ��������� ����� ����� �� ���� i� ��������� ����� ��� �����

��������� ���� ������� �������� �� ��������� ��� �� ��� ��� �������� �� ������ ���� ���

��������� ����� ����� ��� ������� ��� �� ��� ��������� �� ���� ���� �� ��� �������� Q�

����������� ������ �� ������ ������� ��� ����������� ����������� ������ ����� ���� ���

���������� �� ���������� ���� �������� ����� � ����� ��������� ������ �� ������ ��� ������� ��

��� ������� ��� ����������� ��� �������� ����� ��� ���� ��� �� ��� ��������� n ����� ��� �������

��� �� ���� n − 1 ����� ��� ��������� ����� �� ��������� ��� ���� ��� ���������� ����� ��

����� ����������� ������ ������� ������ ���� ��� ����������� ������ ������� �������������

����� ����������� ������ �� ������ ��� ������ ����� ������������ ����� ��� ������ �� ������

������� ���� ���� ��� ����� �� ������ �� � ���������� ������� ����������� ������ ���

������ ���� ���� ��� ��������� ����� ������ ��� ���� ���� ���� � �������� ��� ����������

����� ��� ������� ���� �� ����������� ������ ��� ������ ����� ���� ��������� ���� (i, j) ����

���������� ������� �� ����� �� �� ��� ������� � �� ��� ���� ��� �� ��� ���� ���� xj0 = 1�

�������� ������ ��������� ���� ������� n ����� ���� �� ������� ��� ������������ ��� ���

��������� �� ��� ���� ��� �� n� �������� ������ ��������� ��� ��� �� ��� ��� ����������
�

i∈V

�

j∈V �

yij +
�

i∈V �

�

j∈V �

y�ij =
n�

i=1

i =
n · (n+ 1)

2
�

��� ���������� ���� ��� ������� ������ ����� �� ��� ��������� ϕij� ��� ����������� ��

��������� ������ �� ������� ����������� ������ ��� ��� ������� ���� ��������� �� ��� ����

��



��������� ������������ �� �������� �������� ����������

���� ������� �� ��������� ������ ��� ��� ��� ����������� ����������� ������ ��� ������

��������� ���� ������� ���� ���������� ��� ������� ���� ��� ������������� ��� �����������

��������� ������ ����� ���� ������� ���� ���������� ���� �������� ���� � ������������� ���

�� ���������� ����������� ������ �������� ���� ������� ���� ���������� ��� ���� ��� ������ �����

��� ����� ���������� �� ����������� ��� ��������� ������ �� ������� ����� ��� �����

���� ��������� fi� ����������� ������ ������ � ����� ����� �� ��� ����� ���� �� ����� �

����� ����������� ������ ������� ��� ����� ���� �� ����� ���� j ���� ��� (i, j) �� ����������

����������� ������ ����� ��� ����� �� Lmax�

�������� ����������� ������ �� ������ ����� ��� ����� ������ �� ���������� ���� ����

��������� yij� y�ij� Fij ��� ϕij ��� ��� ���������� ��� ���� ��� ��� �������� �� �� ������ ���

�������� ��� ����� ���� ��������� fi ��� �������� ���� �� ������� ���� ��� ��������� xij ���

x�
ij ��� �������

��� ����� ��� ���� ������ �� ����� ��������� ��� ������������� ������� ��� �������� ��

���������� ������

����� ��� ������������ �����

��� ��������� ��� ���� �� ������� �� � ��� ������������ �������� �� ���� ������

�� �� ������� ���� ��� ��� K �� ��� �������� ��� ������������� ����� �� ����� ����� �

�������������� ��������� ���� ������� ��� ��� ��������� ���� ��� ��������� ���������� ���

���� ���� k ∈ K� ��� ���� Ck� ��� �������� Dk� ��� ������ �� �������� ����� ������� Mk� ���

������ ���������� rik = 1 �� ���� i �� ������� �� ���� k�

���� ����� ����� ��������� �� �������� ������ �� ������� ��� ���� �� � ���������� �����

�� ��� ����� �������� ��� ������ �� ����� �� ���� ����� ��� ��� �� ������� ����� Zp ��� �

��������� p = (1, 2, ..., v) �������� �� v ����� ��� �� �������� ���

Zp = C1 +D1 · (M2 + ...+Mv) + C2 +D2 · (M3 + ...+Mv) + ...

+ Cv−1 +Dv−1 ·Mv + Cv

Zp = C1 +D1 ·
v�

k�=2

Mk� + C2 +D2 ·
v�

k�=3

Mk� + ...+ Cv−1 +Dv−1 ·Mv + Cv

Zp =
v�

k=1

�
Ck +Dk ·

v�

k�=k+1

Mk�

�
������

��



������� �� ��� ��������� ���������� ����������� �������������� ������� �������� ��
����� �������� ��������

��� ����� �� ������ ��������� ��� ����� ��� �������� χk �� ����� �� � �� ���� k �� ��������

�� ��� ��������� ��������� γkk� ����� ��� �������� ����� �� ��� ����� �� ��� ���������� γkk� = 1

�� ���� k �� ��������� ������ ���� k��

��� ��� ������������ ����������� ��� ��� ��������� �� ����� �� ��������� ������ ��

������� ��� ��������� �������� ������ ����� ���������� ��� ��� �� ������� ����� �� �������

���� �������� ������� �� ������ ��� �������� ����������

minZ =
�

k∈K

�
Ck · χk +

�

k�∈K
(Dk ·Mk� · γkk�)

�
������

�

k∈K
rik · χk = 1, ∀ i ∈ V � ������

γkk� ≤ χk, ∀ k ∈ K, k� ∈ K ������

γkk� ≤ χk� , ∀ k ∈ K, k� ∈ K ������

γkk� + γk�k ≥ χk + χk� − 1, ∀ k ∈ K, k� ∈ K ������

χk ∈ {0, 1}, ∀ k ∈ K ������

γkk� ∈ {0, 1}, ∀ k ∈ K, k� ∈ K, k �= k� ������

����������� ������ ����� ���� ���� �������� ���� �� ������� �� ������� ��� ����� �����������

������ �� ������ ������� ��� ����� �� ��� ������ �������� ������ ������ ������� �������� ���

�������� �������� γkk� ���� ���� k ������ k�� �� ��� ���� �� ��� ��������� ����� ���� χk = 0

������ χk� = 0�� ��������� ������ ������ �� ����� ������� ����� k ��� k� ���� ���� ������

�� ��� ���������

�������� ��������� ������ ��� ������ ����� ��� ���������� �� ���������� ����� ���� �����

�� ������ ��� �������� ���� ��� ��� ����� ��� ��� ����� ������ �� ������� ��� �� �����

����������

��� ������� ����������� �� ��� ���������

��� �������������������� �������� ���� ��������� ��������� �� ���� ������� �� ����� �� ���

���������� ������� ��� ���� ����� ���������� ��� �������������� ������� ������� �� � ��������

���� ������� ����� ���� ���� �� � ����� ������ ��������� �� ��� ������� ��� �������� �����

������� ���������� ��� ��������� ����� �� ������� ��� �� ��� �������� �� ������� ���� ���

��



��������� ������������ �� �������� �������� ����������

������ ����� ������ ��� �������������������� �������� ���� ��������� �� ������ ��� ��� ��

������� ����� ����������

�� ������� �� � �������� �� �������� �� ������ ���� ���� ����� ����� ��� ���������

������� ��� ��� �������� �� ������ ���� �� ���� �������� ������ ���� ��������� k ������������

�� ��������� ��� ������� �������� ����� �� ��� ���� ��� ��������� ��� ���� ���� Ck ��� �

��������� �� ���� 0 ��� �������� ���� Dk ��� ����� ����� ��� ����� ���� ����� �������������

��� �������� ���� ��� �� �������� �� � �������� �� ��� ���� ������ ���� ��������� ��� ������

�� ������� ������ ��� ��������� ���� ��������� ��� �������� �������� ����������� �� ������ ���

����� ��� ���� ��� �� �������� �� Z = (27+ 29+ 13)+ 29 · (2+ 1)+ 31 · 1 = 187� ���������

�������� �������

���

��

��

���

��

��

���

��

��

�

�

��

���

��

��

�

�

��

�

��

��

�

��

��

�

��

��

������ ���� ������� �� � �������� �� ��� �������� ���� ��������

��� ��������� ������� ��� ��� �������� ���� �������

���� ������� ��������� ��� �� ��������� ��� ��������� ���� � ��������������������

�������� ���� �������� � �������� ������� ����� ����� G� = (K,E �)� ������ ���������

�������� �� ������ ����� ���� ���� �� K ������� ��������� �� ����������� ���� ���� ���

����� �� ��� ���� ������� G� ���������� ��� ����� E � �������� ��� ��� (k, k�) �� ���� k ���

�� �������� �� k� �� � ���������� ��� ��� �������� ����� ������ ���������� ���������� ���

�������������� �� �������� ����� ����� ���� ����� ��� ���� ����� ��� �� ��������� �� ���������

����� ��� ��������� ����� ������ �� �������� ��� ��� ���� ��� ������� �� ���� ��������� ��

��� ������� ����� Lmax� �� ����� �� ��� ����� �� ������� ����

��� ��� ����� ��� ���������� k ��� k� �� ���� ���� �� �������� ���� �� ������ ��� �� �

������� ��������� �������� ������ �� ������� ��� ������ �� �� ���� ��������� ���� �����

����� �� �� ������� ������ � �������� �������� �� � ����� ������ �������� ����� ����� ����������

����� ��� �������� ������

��



������� �� ��� ��������� ���������� ����������� �������������� ������� �������� ��
����� �������� ��������

����� ���������� �� ��� ��� �� ����������

���� ���� k �� ������ �� � ���� Ck� � �������� Dk� � ��� �� ������� �������� ����� Bk�

Mk = |Bk|� � ����� ���� Wk� � ���� ���� ������� θk ��� � ����� ����� ���� Lk� ������

���� ��� ������ ������ ���� ��� ���� �������� Dk ����� �������� ������� ��� ����� ������

Dk = Lk +
�

i∈Bk

(1 + β) · si�

��� ���� ��� K �� ����������� ���� ��� ������ ���� ��� �������� ����� ����� ���� ����

k ∈ K �� �������� �� ������ ��� �������� ���� i �� ��� ���� �������� i �� ��� �������

������� �i /∈ Bk� ��� �������� ��� ����� ����������� ��� �������� �Wk + qi ≤ Q ���

Lk + wθk,i + wi,0 − wθk,0 ≤ Lmax�� ��� ������ �� ����� ���� ��� ���� �������� ����� ��

�������� ������� ����� ������� ��� ��� ������� ����

������� ���� ��� k ��� k� �� ��� ����� ���� ��� �� ������� ����� Ck ��� Ck�� ���������

Dk ��� Dk�� ��� �������� ��� ���� ������ �� �������� ����� �Bk = Bk��� ���� k ��������� ����

k� �� Ck ≤ Ck� ��� Dk ≤ Dk��

������ ��� p� �� ��� ���� �������� ���� �� G� ���������� k�� ��� ���� ���� �� ������� �����

�� ������ ��� �� �������� �� ������� �������� ������

Zp� =

|p�|�

v=1


Cv +Dv ·

|p�|�

v�=v+1

Mv�




���� ������� ���� ���� k� �� �������� �� ���� k �� ���� p�� ������ ���� p� ��� ���������

������� Zp ��� Zp� ��� �� �������� ���

Zp� − Zp = Ck� − Ck + (Dk� −Dk) ·
|p�|�

v�=k�+1

Mv�

����� �� �� ������� ���� Ck ≤ Ck� ��� Dk ≤ Dk� � �� ��� �� ��������� ���� Zp� ≥ Zp�

����� ����� ���� ���� k� �� ��������� �� ���� k�

������� ���� ��� ��� ����� k ��� k� ���� ��� ���� �������� ����� �Bk = Bk�� ��� ���

���� ���� ���� �θk = θk��� �� Ck ≤ Ck� ��� Dk ≤ Dk�� ���� ��� ���� �������� �� ������ �

�������� v �� �������� ����� �� ��� ��� �� ���� k ��������� ��� ���� �������� �� ������ ���

���� �������� �� ��� ��� �� k��

��



��������� ������������ �� �������� �������� ����������

������ ��� u ��� u� ������ ����� k ��� k� ������� ��� ����� �� ��� ��� ��� ⊕ ���

������������� ��������� �� � �������� �� �������� ����� v = (v1, v2, · · · , v|v|) �� ����� �� k

��� k� ����� ��� ���� �������� ���� θk� ��� ���� �� ������� ����� ��� ��� ��������� ����� (u⊕v⊕0)

��� (u� ⊕ v ⊕ 0) ����

Zu⊕v⊕0 = Ck +

|v|�

i=1

�
Dk − wθk,0 + wθk,v1 +

i−1�

j=1

�
svj−1

+ wvj−1,vj

�
�

= Ck + |v| · (Dk − wθk,0 + wθk,v1) + Cv

����

Zu�⊕v⊕0 = Ck� +

|v|�

i=1

�
Dk� − wθk� ,0 + wθk� ,v1 +

i−1�

j=1

�
svj−1

+ wvj−1,vj

�
�

= Ck� + |v| · (Dk� − wθk� ,0 + wθk� ,v1) + Cv

����� Cv =

|v|�

i=1

�
i−1�

j=1

�
svj−1

+ wvj−1,vj

�
�

�� ��� ���� �� �������� v�

��� ��������� ���������� ��������� ��� ��������� ������� Zu�⊕v⊕0 ��� Zu⊕v⊕0�

Zu�⊕v⊕0 − Zu⊕v⊕0 = Ck� − Ck + |v| · (Dk� −Dk)

����� Ck ≤ Ck� ��� Dk ≤ Dk� � �� ��� �� ��������� ���� Zu�⊕v⊕0 ≥ Zu⊕v⊕0� ���� ������

���� ��� ���� �������� �� ������ ��� �������� �� �������� ����� v �� ��� ��� �� ���� k

��������� ��� ���� ����� �� ������ ��� ���� �������� �� ��� ��� �� ���� k��

��� ��� �������� ������� ��� ����� k ��� k� ���� ��� ���� �������� ������ �� Ck ≤ Ck�

��� Dk ≤ Dk� ���� ������� ��� ������ ��� ������� ��� ��� �� k ��� k� ����� ��� ����

���� ����� �� ������� ��� ����� ��� k = (1, 2, 3) ��� k� = (2, 1, 3) ���� ���������� k ⊕ v ����

�������� k� ⊕ v ��� ��� �������� v �� ������ ����� (1, 2, 3, 4, 5) ���� �������� (2, 1, 3, 4, 5)�

������ k� ��� �� ������� ������������ �������� �� k ��� k� ������� ������� ��� ��� ����

�������� ���� ������ ���� (1, 2, 3) ��� (3, 1, 2)� k ��������� k� ��� ���� �� ��� ����������� ���

���� ��� ���������� ���� (1, 2, 3, 4) ��� (3, 1, 2, 4)� ��� ������� ��� �� ������� ���� �� ��� ����

���� ��� �������� ���������� �� ���� ���� ���� ���� ����������

��
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����� �������� ��������

���� ���� ����� ��� �������������� �� K� �� �� �� ������ ��������� �� ������ �������� ���

����� ������������ ��� ���� ���� ���������� ��������� �� ���� ���� �� ��� ��� ������������

����� ��������� �� ���������� ������

����� ���������� �� ��� �������

��� ������� E � �������� ��� ��� (k, k�) �� ��������� k ��� �� �������� �� ��������� k� ��

� �������� ����� ����� �� ���� k ��� �� �������� �� ���� k� �� � ���������� � ���� ��������� ��

���� k ��� k� ����� �������� ������ ����� Bk ∩Bk� = ∅� ������� ��� ������������ ���� �� �� ���

��������� �� �������� ��� �������� ���� ��������� �� � ����������

������� ���� ��� ���� �� � ��������� �� ��������� �� �������� ��� ����� �� ��������������

����� �� ���� ���� ��������� ����� ��� ���� �������� �� � ���� k �� ������ �� ��� ����� ��������

Dk ������� �� ��� ������ �� �������� ����� Mk�

������ �������� � ��������� p ����� ���� ��� ������ ���� ����� �� �������� ��� �����������

����� k ��� k� ���� ���� ��� ���� �������� �� k �� ������ ���� ��� ��� �� k�� ��� Zp
k �� ���

��� �� ������� ����� �� ���� k �� ��������� p� tk0 ��� �������� ����� ��� ti ��� ������� ���� ��

���� i ��� ���� k ������ �� tk0�� ��� ��� ���� ����� ��� �� ������� �� ��������

Zp
k =

�

i∈k
(tk0 + ti) = Mk · tk0 +

�

i∈k
ti

���

Zp
k� =

�

i∈k�
(tk

�
0 + ti) = Mk� · tk

�
0 +

�

i∈k�
ti

�� k �� ������� ������ k�� �� ��� ���� ������� ���� �� ���������� tk0 = 0 ��� tk
�

0 = Dk�

���� ��� ����� ���� ���

Zp
k + Zp

k� =
�

i∈k
ti +Mk� ·Dk +

�

i∈k�
ti

�� k ��� k� ��� ������� �� ������ � ��� ��������� p� ����� ���� ��� ����� ��� ����� ������

k �� ����� k�� ���� tk
�

0 = 0� tk0 = Dk� � ��� ��� ��� �� ������� ����� ��� ��� ��� ����� ��������

Zp�

k + Zp�

k� = Mk ·Dk� +
�

i∈k
ti +

�

i∈k�
ti

��



��������� ������������ �� �������� �������� ����������

��� ���� ��������� ���

(Zp
k + Zp

k�)− (Zp�

k + Zp�

k� ) = Mk� ·Dk −Mk ·Dk�

��� ��� ������� ���������� ������ ���� ��� ���� �������� �� k� �� ���� ���� ��� ��� �� k�

Dk

Mk

>
Dk�

Mk�

����������

(Zp
k + Zp

k�)− (Zp�

k + Zp�

k� ) > 0

����� ����� ���� ��� ����� ���� �� ������� �� �������� ��� ����������� ����� ���� ��� ���

������� �� �������������� ����� �� ���� ���� ���������

��������� �� ���� �������� E � ��� �� ������� �� ��� ���� (k, k�) ���� ���� Bk ∩ Bk� = ∅

���
Dk

Mk

<
Dk�

Mk�
� ������ � �������� ������� ������ ��

Dk

Mk

=
Dk�

Mk�
������ (k, k�) �� (k�, k) ���

�� ��������� �������� �� ����� �� �������� ��������� �� �������� ��� ��� K �� ���������� ��

�������������� ����� �� ���� ��������� � ����������� ���� �� G� �� ��������� ����� ���������

��� �������� ���� ���������� ������� ��� ��� �� ���� ������� �� ������ �������� ����� ��

��� ��� ������������ ����� �� ���������� ������ �� ������ ��� ������������

�
Dk�

Mk�
− Dk

Mk

�
· ykk� ≥ 0, ∀ k ∈ K, k� ∈ K ������

������ ��� ������������ �� G�� ��� ��������� ������ ��� ����������� �� ���� ������������

�� ����� ������ ��� ��������� ����� �� ��� �������� ���� ��������� ��������� �� ��� ����

�������� ��� ������� ������ �� �������� ����� ��� ���� Mmax = max{Mk | k ∈ K} ���� ��

��� �������� ������ ��� ������� ���� �� ��� ���� �������� �� ��� ����� w0
min = min{w0j |

j ∈ V �}� ��� ������� ������� ���� smin = min{si | i ∈ V �}� ��� ��� ������� ���� �� ���

���� ������� ��� �������� ����� wmin = min{wij | i, j ∈ V �}�

��� �������� ���� ���������

���� �� ������� �� ��� ������ ��� ��� �� ��� ������� �� ��������� �� ������������ ���������

���� �������� ������ ��� ���� �� ���� �� ����� ��� �������������������� �������� ���� ��������

�� ���� �������� ����� �� ��������� ���� ��� ����� ��� ���������� ���������� ����� ��� �����

��



������� �� ��� ��������� ���������� ����������� �������������� ������� �������� ��
����� �������� ��������

�� �������� ��� �������� ���� ������� ���� ��������� � ������ ��������� ������� ��� ��������

�����������

��� ��������� ������� ��� ���������� ���� � �� |K| �� ����������� ������ �� ������ ���

���� ��������� k ∈ K � ��� Ωk �� ������������� ������� ����� ������ �� ���� ��������� ���

������� ��� ���� �������� p∗ ���� �� �� ��������� ���� �������� �� ����������� �� ���� � �� ���

���� ������ �� ��� ����������� ������ �� ��� ��������� ���������������� ��������� �� ��� �������

���� ���� p �� ��������� �� � ����� Rp = (Cp, Dp, Bp,Mp)� ��� ��� ���� �� �����������

��� ���� �������� �� ���� �� ��� ��� ������ ��� ���� � ���� ����� p ������� �� � ���� ����� k�

Cp �� ��� ����� ���� �� ��� ���� ���� �� ������� ������� Dp ��� ��������� Bp ��� ��� �� �������

�������� ����� ��� Mp = |Bp| =
�

k∈p
Mk ��� ������������

�� ���� �������� ���� �������� �� ����� �������� ����� �� ���� ��� ���� ���� ��������

������������� �� ��� ���� �������� ������������ ����� ����� ����� ��� ���� ���������� ��

������������ ���� ������ ���� ��� � �������� ���� ��� ����� ��� ��� �� ��� ����� ��� ���

���� ��������� k� ��� ��������� ����������� Ωk ���� ��� ������� ���� ������� �� ���� k� ���� �

����� Rk = (Ck, Dk, Bk,Mk) ������ � �� ��� ����� �� �������� ���� ���� k �� ����������� �����

����� �� ��� ���� ������� ���� p ∈ Ωk ����� �� ��� ����� �� ������ �� �� ������ ��� ���� k�

�� ��� ���� ��� ���������� ���������� �� ��� ���� (k, k�) ∈ E �� ��� ��������� �� ��� (k, k�)

������� �� ������������ ���� ����� k ��� k ���� �� ������ ����� ��� ���� ����� �� k ��� ��

������� �� ������� ����� �� ��� ����� ���� ���� �� ������� �� �������� ���� Bp ∩Bk = ∅� ���

��� �� �������� ���������� ��� ���� p� Θp� �� �������� �� ���� � ��� ��� ��������� �����������

����� ��� �� ����������� ����� ��� ��������� Mp +Mk ≤ n�

��� ���� ��������� k� ∈ Θp� � ��������� ����� Rp⊕k� ��� �� �������� ��� ��� ��� ����

p⊕k�� ����� ��� ������ �� ��������� ������� ����� �� ��� ������ ���� ������ ������� ���������

�� ����������� ��������� �� ��������� �� � ����� ������ ��� ��� ���������� ���� ���

��������� ��� ������� ���� �� ����������� ��� ��������� k� �� ��� ��� �� � ���� p� ��

���� ���� ��� ���� ���� �� ��� ���� p ��� ��� ���� ���� �� ��� ��������� k� �� ��� ������ �����

������ �� ��������� ���� ����������

Cp⊕k = Cp +Dp ·Mk + Ck

Dp⊕k = Dp +Dk

Bp⊕k = Bp ∪ Bk

Mp⊕k = Mp +Mk

������

��



��������� ������������ �� �������� �������� ����������

��������� ��� � �������� ���� ��������� ��� ��� ���������

�� ���������������� (p∗)

�� ��� k ← 1 �� |K| ��
�� Ωk ← {k}
�� ��� ���

�� ��� k ← 1 �� |K| ��
�� ��� ���� ������� ���� p �� Ωk ��

�� Θp ← ���������� (K, p)

�� ��� ���� k� ∈ Θp ���� ���� LBp⊕k� < Zp∗ ��

�� �� �Mp⊕k� = n� ��� �Cp⊕k� < Zp∗) ����

��� p∗ ← p⊕ k�

��� ��� ��

��� u ← k + 1

��� ����� (u ≤ |K|) ��� ��� ���� �� Ωu ��������� p⊕ k�� ��

��� ������ ���� Ωu ��� ����� ��������� �� p⊕ k�

��� u ← u+ 1

��� ��� �����

��� �� u > |K| ���� Ωk� ← Ωk� ∪ {p⊕ k�} �����
��� ��� ���

��� ��� ���

��� ��� ���

LBp⊕k� �� ��� ����� ����� �� ��� ���� �������� ���� ����� ������� p⊕k�� �� �� ��������

�� ��� ������� �� ��� ��� ������ ��������� �� ��� ���� ����������� ��� ��� ������� ���� ��

��������� �� ���� ����� �� ��� ������� ���� ��� ���� ���� Zp∗ � ���������� �� p⊕k� �� ��������

��� ����������� ��� ������� ���� �������� ����� ��� p∗ �� ������� ������ ������

���� �������� ���� ���������� �� ���� ������� ����� ���� ��� ���� ����������� ���

����� ��������� ����� ���� �� Ωk� ���� ��� ��� (k, k�) �� ����� �� � ������� ���� ������ ��

���� k� � ����������� �� ��� ��������� ������� �� ���� ��������� �� ���������� �����

��� ����� �� ���� Ωk+1� Ωk+2� . . .� Ω|K|� ��� ��������� ��� �������� ��������� ���� ���������

�� ��� ���� ���������� ������ ���� ���� p ��������� p� �� Cp ≤ Cp� � Dp ≤ Dp� ��� Bp� ⊆ Bp�

�������� � ������� ���� p ������ �� ��������� k� ���� Bp = {2, 3, 4}� ��� ��� ����� ����

����� ���� ���� Bk+1 = {2, 3, 7}� Bk+2 = Bk� = {7, 8} ��� Bk+3 = {3, 8}� �� ���� ����� Bk+1

��� Bk+3 ��� ���� �������� �� Bp⊕k� = {2, 3, 4, 7, 8}� ��������� ������ ��� ����� �� Ωk+1

��� Ωk+3� ��� ���� �� Ωk� � ��� ����� k+1 ��� k+3 ��� �� ��������� �� ���� p⊕ k�� ����

��
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����� �������� ��������

�� ���� �� ��� ���� ��� ���� ������������

���� �� ��� ��� ����� ���� �� ����� ����� ������� ���� ��������� u ����� k� ���� �� ���

��� ������� ���� �� ��������� �� ��������� ��� �������� ����� ����� ��� ���������� ����

���� ����� ���� ��� ���������� ���� ���� ��������� �� �� ���� �� �� �������� ���� ���������

��� ��� ���� �� ��� ������ �� ��� ��������� ����� ���� �� �� ����� �� Ωk� �

����� ����� ������

����� � ������� ���� p� ��� ����� ������ �� ��� ���� �������� ���� ����� ������� p ���

����������

������ ���� ��� ��������� ������ ���� ���� �������� ������ ��� ������������ �� G�� ���

������� ������ �� �������� ����� ��� ���� Mmax = max{Mk | k ∈ K}� ��� ������� ����

�� ��� ���� �������� �� ��� ����� w0
min = min{w0j | j ∈ V �}� ��� ������� ������� ����

smin = min{si | i ∈ V �}� ��� ��� ������� ���� �� ��� ���� ������� ��� �������� �����

wmin = min{wij | i, j ∈ V �}�

����� ����� ���� �������� � ������� ���� p ��� ��� ���� �������� ���� p ⊕ p̄ ����

������� ��� ����� p̄ �� ��� ������� ��� �� �������� ��� ��������� �������� ����� ����� p� ���������

�� �������� ������� ��� ���� �� ��� �������� ���� �� Cp⊕p̄ = Cp + Dp · Mp̄ + Cp̄� �� p̄ ��

������� ��� Cp̄ ≥ 0� Cp̄ ��� �� ��� �� � ���� ����� Mp̄ = n −Mp� ��� � ���� ����� �����

LB1
p = Cp+Dp · (n−Mp) ��� ��� ���� �� p⊕ p̄� ���� ������ ����� ��� �� �������� �� O(1)�

����� ����� ���� LB1
p ��� �� �������� �� ������� ��� ��������� ����� �� � ������ ����

k� �������� ����� ������ ��� ���� �� � ���� k = (0, 1, 2, . . . ,Mk, 0) �� Ck = Mk ·β ·�Mk

i=1 si+�Mk−1
i=0 (Mk − i) · (si + wi,i+1)� ����� ��� ������ ������ �� ��� ��� �� ������� ���� ��� ����

�� ��� ���� ��� w01 ��� �� ��� �� w0
min� ��� ���� �� ���� ��� ������� ��� �������� ����� wi,i+1 ��

wmin� ��� ���� ������� ���� si �� smin� ����� �������������� � ������ ����� ����� �� ���������

LB2
p = LB1

p+(w0
min+β ·smin ·(n−Mp))·(n−Mp)+

1
2
·(wmin+smin)·(n−Mp)·(n−Mp−1)� ����

����� ��������� LB1
p ���� �� wmin� w0

min ��� smin ��� ������������ �� �� ���� ����������

�� �������� �����

����� ����� ���� ��� �������� ����� ��� �� ������ �� ����� Mmax �� �����������

��� ������� ������ �� ��������� ����� m ��� � ����� ����� ��� ����� ���� ��� ���������

��



��������� ������������ �� �������� �������� ����������

������ ��� ������� ������ �� ��������� ����� ��� �� �������� �� m =

�
(n−Mp)

Mmax

�
�

����� ����� ������ ��� ��� ���� ��� ��� �������� �� ��� ���� (m−1) ������ ����� ����� ��

���� Mmax �������� ������ ��� �� ������� �� LBc = (w0
min+β ·smin ·Mmax)·Mmax+

1
2
·(wmin+

smin)·(Mmax−1)·Mmax ��� LBd = 2·w0
min+wmin·(Mmax−1)+(1+β)·smin·Mmax� �������������

�� ��� ���� ���� ������ ��� (n−Mp−Mmax · (m−1)) ��������� ������ ��� ���� ��� �� �����

������� �� LBlast
c = (w0

min + β · smin · (n−Mp −Mmax · (m− 1)) · (n−Mp −Mmax · (m−
1)) + 1

2
· (wmin + smin) · (n−Mp −Mmax · (m− 1)) · (n−Mp −Mmax · (m− 1)− 1)�

�������� ��� ����� ����� ��� �� �������� �� LB3
p = LB1

p + (m− 1) · (LBc + LBd · (n−
Mp −Mmax · (m− 1))) + 1

2
· LBd ·Mmax · (m− 1) · (m− 2) + LBlast

c � �� ��������� LB1
p ���

LB2
p ��� ��� �� �������� �� O(1) ���� �� ��� �� ���� ���� ���� ��� ������ �� ���������

����� n−Mp �� ����� ���� Mmax� ��� ������� ������ �� ��������� ����� ������� m = 1

��� ���� LB3
p = LB2

p �

����� ����� ���� ���� ����� ����� ������������ ��� ������� ����� �� ��� ���������

������ �������� � ���� πp ���������� ����� ����� i �� �������������� ����� �� �������� �� ���

����� w0i� ��� ������� ���� �� ��� i��� ���� �� πp �� ������������ �� c�i = (i ·β+ i−1) ·smin+

w0,πp(i) · ρi−1 + di� ����� πp(i) �� ��� i��� ���� �� πp� di = (wπp(i−1),0 + w0,πp(i)) · ρi−1 + di−1�

d0 = Dp� πp(0) = 0� ρ0 = 0� ��� ρi � ������ ��������� ����� �� 1 �� i �� �������� �� Mmax �����

����� ���� � ���� ����� �� ���������� �� ���� i� �������� ��� ����� ����� �� �������� ��

LB4
p = Cp +

�n−Mp

i=1 c�i�

���� ���� c�i �� ������ ������� ���� ��� ���� ������� ���� �� ��� i��� ��������� ���� �� ���

�������� ���������� �� ��������� ������� �� w0,πp(i) ≤
�i

j=1 wπ�
p(j−1),π�

p(j) ��� ��� ����� π�
p �� �

����� ����� �� ��� ����� ���� �� ����� ��� i��� ���� �� πp� ��� �� di �� � ����� ����� �� ���

�������� �� ����� ������ ���� �����

����� ����� ���� �� ���� ����������� �� LB4
p � ��� ������� ���� �� ��� i��� ����

�� πp �� ������������ �� c��i = (i · β + i − 1) · smin + (i − τi) · wmin + d�i � �����

d�i = (wπp(2·τi),0 + w0,πp(2·τi+1)) · ρi−1 + d�i−1� d�0 = Dp + w0,πp(1)� ��� τi = τi−1 + ρi �� ���

������� ������ �� ����� ����� i��� ���� �τ0 = 1�� ��� ������ ��������� ρi �� ����� �� 1 ���

����� ��� ���� �������� j ���� ���� ρj = 1� �� ���� wπp(j),0+(j− i) ·wmin+w0,πp(i) > Lmax ��

(i− j + 1) = Mmax� �������� ���� LB4
p � w0,πp(i) �� c� �� �������� ��

�i
j=1 wmin = i · wmin�

��



������� �� ��� ��������� ���������� ����������� �������������� ������� �������� ��
����� �������� ��������

����� �� ������� ����
�i

j=1 wπ�
p(j−1),π�

p(j) ��� ��� ����� π�
p� ��� ����� �� �������� ��

LB5
p = Cp +

�n−Mp

i=1 c��i �

��� ��� ���� ����� ������ ��� �� �������� �� O(n)� ��� ��������� �������� �� �������

�� ���� � �� ��������� ���� �� ��� ������ LB1
p⊕k ��� LB2

p⊕k ��� ��������� �� LB3
p⊕k� ����

��� ��� ����� LB3
p⊕k �� ���� �������� �� O(1)� �� LB3

p⊕k ≥ Zp∗ � ��� ��� ������� ���� p⊕ k

��� �� ���������� ���������� LB4
p⊕k ��� LB5

p⊕k ��� �������� �� O(n) ��� ��� ���� ��� ��

�������� ���� Zp∗ �

����� ��������� �����

������� ��� ��������� ��� ��������� ����� �� ��������� ���������� ���� �������� ���

��������� �������� ���� ����� ����� ��� ��� ���������� �� ������� ������� ����� �� ���

�������� ���� ���������� ��� ���� ��� �������� ���� ������� ������� ��� �� ������� ���

������� ����� p ��� p� ������� �� ��� ����� k ��� k�� �� ������ ���� ���� ���� p ���������

���� p� �� �� �� ��� ���� ������� �� ���� ��� ���� ������� ��� ��� ����� ������� �� ���� p� ��� ����

������� �� ���� p�

������� ���� � ������� ���� p ��������� � ������� ���� p� �� Cp ≤ Cp�� Dp ≤ Dp�� ���

Bp� ⊆ Bp�

������ ��� p ��� p� �� ��� ������� ����� ���� ������ Rp = (Cp, Dp, Bp,Mp) ���

Rp� = (Cp� , Dp� , Bp� ,Mp�)� ������������� ��� p⊕ p̄ ��� p� ⊕ p̄� ������ ��� ���� �������� �����

��������� p ��� p�� Cp̄ ��� Cp̄� ��� ����� �� p̄ ��� p̄�� ��� Mp̄ = n−Mp ��� Mp̄� = n−Mp�

��� ������ �� ����� ���� ���� ������ ���� �������� ������� ��� ����� �� ��� ��� ��������

����� ����

Zp⊕p̄ = Cp + Cp̄ +Dp · (n−Mp)

���

Zp�⊕p̄� = Cp� + Cp̄� +Dp� · (n−Mp�)

�� ��� �� ������ ���� Zp⊕p̄ ≤ Zp�⊕p̄� �� ������� ���� ���� ���� �� ��� ���� ���� ����

��� ������ ��� ������������� ���� �� ��� ������ ���� ���� ��� ����������� �� �� �����

���� Cp ≤ Cp� ��� Dp ≤ Dp� � ��������� �� Bp� ⊆ Bp� ���� Mp� = |Bp� | ≤ Mp = Bp ⇐⇒

��



��������� ������������ �� �������� �������� ����������

n −Mp ≤ n −Mp� � �������� �� Bp̄ ⊆ Bp̄� ��� ������ ����� ������� ��� �������� ����������� ��

��� �� �������� ���� Cp̄ ≤ Cp̄� �

��� ��������� ����� ��� ������� ���� ������� ��� �� ��������� ����� ������ ��� ���

����� �� ��� ��� �������� ������

������� ���� � ������� ���� p ��������� � ������� ���� p� �� Bp� ⊆ Bp ��� Cp + Dp ·
(n−Mp�) ≤ Cp� +Dp� · (n−Mp�)�

������ �������� ����� ��� ������� ����� p ��� p� ��� ��� ���� �������� ����� p⊕ p̄ ���

p� ⊕ p̄� ����� ������ ����� ��������� �� ��� �����������

Cp +Dp · (n−Mp�) ≤ Cp� +Dp� · (n−Mp�)

�� ��� �������� ����� �� ��� �� ���� ���� n−Mp ≤ n−Mp� � ����� ��������

Cp +Dp · (n−Mp) ≤ Cp� +Dp� · (n−Mp�)

�� Cp̄ ≤ Cp̄� � �� ��� ������

Cp +Dp · (n−Mp) + Cp̄ ≤ Cp� +Dp� · (n−Mp�) + Cp̄�

�� ��� ��� ����� �� ���� ���������� ���������� �� Zp⊕p̄ ��� Zp�⊕p̄� ��������� �� ��������

������� �� ��� �� ��������� ���� ���� p ��������� ���� p��

������� ��� ����� ��� �� ������� ���� ��� ����� �� ������� ���� �� ��� ��� ����

���������� ������ ���� Mp� �� �������� �� Mp �� ��� ��������� ���� �� ��� ����������� ����

������� ��������� ��� ��� �������� �����

������� ���� � ������� ���� p ��������� � ������� ���� p� �� Bp� ⊆ Bp ��� Cp + Dp ·
(n−Mp) ≤ Cp� +Dp� · (n−Mp�)�

�� ��� �� ������� ���� �� ������� ��� ������ �������� ��� ��� ��� ���� ���� �� �������

��� ������ ���� ��� �������� ������ n − Mp ≤ n − Mp� �� ��������� ����� ������� ����

Cp + Dp · (n − Mp) ≤ Cp + Dp · (n − Mp�)� ����� ���� ��� ���������� �� ������� ���

��
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����� �������� ��������

Cp + Dp · (n − Mp) ≤ Cp + Dp · (n − Mp�) ≤ Cp� + Dp� · (n − Mp�)� ����� ������� ���� ��

������� ��� ������ ������� ��� ����

��� ���� ��������� ����� �������� �� ������� ���� �������� ��� ����������� ��� ��������

���� �� ��������� � ����� ����� �� ��� ���� �� ����� ��� ����� ������� �� ���� p ��� ��� ��

���� p�� ����� ��� ����� �� Bp \Bp� �

������� ���� � ������� ���� p ��������� � ������� ���� p� �� Bp� ⊆ Bp ��� Cp+Dp ·(n−
Mp) ≤ Cp�+Dp� ·(n−Mp�)+wmin ·(Mp−Mp�) ·(n−Mp)+

1
2
·wmin ·(Mp−Mp�) ·(Mp−Mp�+1)�

������ ���� ��� ������� ���� p ⊕ p̄ ��� p� ⊕ p̄� ��� ��� ���� �������� ����� ���� ������

p ��� p�� ���� ����� ����� ������ �� �������� �������

Zp⊕p̄ = Cp + Cp̄ +Dp · (n−Mp)

���

Zp�⊕p̄� = Cp� + Cp̄� +Dp� · (n−Mp�)

�� Mp� ≤ Mp� ���� p̄� ��� �� ����� Mp −Mp� ���� ����� ���� p̄ ����

Cp̄� ≥ Cp̄ +
1

2
· wmin · (Mp −Mp�) · (Mp −Mp� + 1) + wmin · (Mp −Mp�) · (n−Mp)

����� 1
2
· wmin · (Mp − Mp�) · (Mp − Mp� + 1) �� � ����� ����� ��� ��� ���� �� �������� ���

Mp −Mp� ���������� ������ ��� wmin · (Mp −Mp�) · (n−Mp) �� � ����� ����� ��� ��� ��� ��

������� ���� ������ �� ��� ���� (n−Mp) ����� �� p̄�� ��� �� ��� ������ ����� �� ��� ���� Mp�−Mp

����� ������� �� ���� �����

��������� �� ��� �����������

Cp +Dp · (n−Mp) ≤ Cp� +Dp� · (n−Mp�) + wmin · (Mp −Mp�) · (n−Mp)

+
1

2
· wmin · (Mp −Mp�) · (Mp −Mp� + 1)

�� Cp̄ �� ����� �� ���� ������ ��� ��������� ���������� �� ���������

Cp +Dp · (n−Mp) + Cp̄ ≤ Cp� +Dp� · (n−Mp�)+

Cp̄ + wmin · (Mp −Mp�) · (n−Mp) +
1

2
· wmin · (Mp −Mp�) · (Mp −Mp� + 1)

��



��������� ������������ �� �������� �������� ����������

�� ����� ������� ��� ������ ���� �� ��� ������� ���� Cp̄� � ���

Cp +Dp · (n−Mp) + Cp̄ ≤ Cp� + Cp̄� +Dp� · (n−Mp�)

����� ����� ���� Zp⊕p̄ ≤ Zp�⊕p̄� ��� p ��������� p��

���� ���� ���� wmin = 0� ������� ��� ������� �� ������� ��� ���� ���� Bp = Bp� �

�������� ���� ��� ��� ��� ���� ��� ���� ������� ����� ��� ���� ��������� ���� ��������� ���

������� �� �� ��� ���� ��� �������� ���� �� ��������� ����

����� ������� ���������

��� ������������ ���������� ��� �������� �� ��� ��������� �� ��� ���������� ��� ����

�������� �������� �� ���� �� ���������� p∗�

����� ���������� �������� ���� �� ����� ���� p� ��� ���� ��������� ������ ��� ����������

�� ����������� ����� ��������������� ���� ��������� ��� ���� ��� ��������� ��������� k ��

��� ��� �� p �� ��� �������� ����� ��� ��� ������� ������� �� ��� ���� (Bp ∩ Bk = ∅)� ���

��������� ���� ���� ���� p �� �������� ���� �������� ����� ��� ���������

������ ���������� ��������� �� ��� ������ �� ��������� ������ ��� ��� ���� ����� ������

��� ���������� Cp + Ck +Dp ·Mk + (Dk +Dp) · (n−Mk −Mp) ����� � ����� ����� ��� ���

���� �� � �������� ���� ��������� ���� ��� ���� p⊕ k� �������� ����� ���� �� ����� �����

��� ������ ��������� ���� �� ���� ��������� ��� �������� ��������� k ���� ��� �������� �����

����� ������

��� ������������� �����������

������������� ����������� ���� ���� ��������� �� �������� ��� ������� ���

������������ �� ��� ��� ������������ ������ ��� ��� �������� ���� ��������� ���

��������� ���� ��� ��������� �� ���������� ������ ���������� ����� ��������� ��� ������

�� ��� ��������� ����� �� ������� ��� ��� ������� ��� �� ��� ��������� ������� ����������

������ �� ���������� ������ ��� ��� ������������ �������� ��� ������ ����� � ���� ������

������� ��� �������� ���� ��� �������� ���� ��������� �� ��������� ���� n = 20 ��������

������ ��� ����� �������� �� ������ �� ������ ��������� ���� �� �� n = 40 �� ���������� ������

��
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����� �������� ��������

����� �������������� ��� ���������

��� �������� ���� ��������� �� ����� �� ��������� ������ ������ ��� ���� ������������

����� ��� ������������ ������ ��� ������ ����� ��� ���� ����� ������������ ������

������� ����� ��� ����� ��� ��� �� �� ����� ���� �� �� �� ���� ��� ���� � �� �� ��� ���

������� � �������������

��� �� ��������� ���� ��������� ���� ����������� �� ��� ������ ���� ���������� ���

����� �� � ������ ����� ��������� �������� ���� �� �� ��� ��������� ������� � ���������

���� ������� ����� ���������� � �� ��� ���� �� ��� ���� ��������� � �� �� ���� ��� ��� ����

��� ��� ��� ��������� ��� �������� �� ������ ��� ��������� ���������� ����������� �� ����

������ ���������� n = 20� 25� 30 ��� 40 ������ ������������� �� ����� � ��� �� ��������� ����

n ������ ���� ��� �������� �� ����� �� ������ � ������ ������� �� ����������� ��� ��������

������ �� Lmax ��� ������� ��� ����� ��� � ������ �� n �������� ����� �� �����

��� ������ ��� Lmax ��� ��������� �� ��� ������� � ������� �������� ����� ������ �������

�� ��� ��� ��������� ��� ���� ��� ����� �������� ��� ��� ����� ��� ��� n ���� ��������

����� i ����� ��� �� ������� �� ��� �������� ����� ��� ���� ���������� 2 · w0i ≤ Lmax� ����

���� ��� �������� ����� ��� ��� ����������� ����������� �� ��� �������� ��� ��������� ���

����������� �� ����� ������ ����� ������� ��� ������� ������ ��� ��� ������� �������� ��� ���

���� �� �� ��� �������� ��� ���� ��� ��������� ���� wij �� ���� ���� (i, j) �� ����� �� ���

��������� ��������� �������� �� � ���������������� ���� �������

�������� ��� ������� ���� ��� ���� ���� k �� ��� ��������� ������� �� �������� ��

µk = β ·
�

i∈k
si� ����� si �� ��� ������� ���� �� ���� i ��� β = 0.2�

��������� �� ��� �� ���� ��� ��� ���������� ��� ���������� �������� �� ��� ����� ���

���������� ����� ��������� ����� ������ � ���� ������ �� ������ ��� �������� �������� ��

���� Lmax = 70 ��� � ��������� �� n = 20 �������� ����� ��� ������� ���� ���� �� ��������
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������ �������� ����� ���� ��� ���������� ����� ��� ��� ��������� �� ���������� ������

�������� ������ ������ ���� �������� ����� ������� ��� ������ ����� ��� ���� �������

����� �si = 0� ��� ���� ��� �������� �������� ����� ������� ������� ������

��������� ������ �� ������ ���������� �� ��������� ������ �� ������ �� ��� �����

������� ��������� ������ ����� ��� ������� ��� ��������� ������� �� ������������

�� ������� �� ��� ������� ���� n ≥ R� ��� ��������� �������� ��� ���� �� ������� ����������

����� ����� ���� �� ����� ��� ���� �� ������� �� ���� �������� ����� ��� ������� ������

��



������� �� ��� ��������� ���������� ����������� ������� ������� ��������
������������ ������������ ��� �������� ����������

�� ����� ������� �� � ������� �� n−R + 1�

����������� ������ �������� ���� ��� ���������� ��� ����������� � �� ���� ������� �����

�������� ��������� ������� ������ ��� ������ ����� ��� ������ �� ��� �������� ����������

min Z =
�

i∈V

�

j∈V
wij · yij ������

�

j∈V �

x0j = R, ������

�

i∈V
xij = 1, ∀ j ∈ V � ������

�

j∈V
xij = 1, ∀ i ∈ V � ������

�

j∈V
Fji −

�

j∈V �

Fij = qi, ∀ i ∈ V � ������

Fij ≤ Q · xij, ∀ i ∈ V, j ∈ V � ������

yij ≤ (n−R + 1) · xij, ∀ i ∈ V, j ∈ V � ������
�

j∈V
(yji − yij) = 1, ∀ i ∈ V � ������

xij ∈ {0, 1}, ∀ i, j ∈ V, i �= j ������

yij ≥ 0, ∀ i, j ∈ V, i �= j ������

Fij ≥ 0 ∀ i, j ∈ V, i �= j ������

���� ���� ���� ����� ���� ��� ���� ����M ������������ �������� �� ��� ��� �������� �����

�������� ����������� �� �������� �� ��������� ������ ��� ������ �� ���� ������������

����� ������������ ����� �

��� �������� ����� ������ ��� ������ ��������� xij ��� xk
ij� �� ����� ������� ��� ������

������ ������� ������ ��� ������ �� ����� ����������� �������� ��������� xpkil ����� ��������

������� ���� i �� ��� l��� ������� ���� �� ��� ����� k� ���� ����� �� ������ �� ���������

������ �� �������

��� �������� ������ ��������� ��� ��������� ��������� ��� ��� �� ������� ������ ���� �� ���

���� ��� ������ ������ ��� ������� ��������� ������ �������� ���� ��� ����� ���� ��

������� ������� ���� ����� ��������� ������ �������� ���� �� ���� ��� ���� ��� �� �������� ��

��



��������� ������������ �� �������� �������� ����������

��� �������� �� � ������ ����������� ������ ������� ���� � �������� ��� �� �������� ���� ��

��� �������� �������� �� ��������� ������� �������� �� ��������� �� ��������� ������� �������

����� ��� ������� �� ����������� ������ ����� ��� ������� ���� �� ���� j ���� �� ������� ����

������� ���� �� ���� i� ���� ��� ��������� ���� wij �� ���� ���� ��� ������� �� ��� ���� �������

��� ���� j �� ������� ����������� ����� ���� i� �������� ��������� ������ ��� ������ ����� ���

�������� �������� �������� ���� ����� ���� ��� ������� �������� ����������� ������������

min Z =
�

i∈V �

ti ������

n�

l=1

R�

k=1

xpkil = 1, ∀ i ∈ V � ������

�

i∈V �

xpkil ≤ 1, ∀ k ∈ {1, ..., R}, l ∈ {1, ..., n} ������

�

i∈V �

xpkil ≤
�

i∈V �

xpki,l−1, ∀ k ∈ {1, ..., R}, l ∈ {2, ..., n} ������

�

i∈V �

n�

l=1

xpkil · qi ≤ Q, ∀ k ∈ {1, ..., R} ������

ti+wij−(2−xpkil−xpkj,l+1) ·M ≤ tj, ∀ i, j ∈ V �, l ∈ {1, ..., n}, k ∈ {1, ..., R}������

ti ≥ w0i, ∀ i ∈ V � ������

xpkil ∈ {0, 1}, ∀ i∈V �, l∈{1, ..., n}, k∈{1, ..., R} ������

����� ������������ ����� �

��� ���� �������� ������ �������� �� ������ �� ��� ������� ���� ����������� ��������

��������� xbkij ����� ��� ����� �� � �� ���� i �� ������� ������ ���� j �� ����� k� ����� ��������

��������� ���� ����� �� ����� �� ��� ����� ������� �� � �������� ���� ���� ����� ��������

��������� �� ��� ������� ���� ���� j �� ������� ����������� ����� ���� i� ���� ����� �� ������

�� ��������� ������ �� �������

�������� ������ ��������� ��� ��� �� ������� ���� �� ��������� ��������� ��������� ������

�������� ���� ����� ���� ���� �� ������� �� ������� ��� �������� ��������� ������ ��� ������

���� ���� ��� ��������� ������� �� � ���� �� ����� i ��� j ��� ���� �� ���� ������ �� ���� ��

����� i ��� j ��� �������� �� ��� ���� �������� ��������� ������ �������� ���� ���� ����� i

��� j ��� ������� �� ��� ���� �������� ���� ��� ����� �� ��������� ����������� ������ �����

�� ������ � �������� ����� �� ����� i ��� j ���� ���� ��� �������� �� ��� ���� ��������

��



������� �� ��� ��������� ���������� ����������� ������� ������� ��������
������������ ������������ ��� �������� ����������

��� ������� �������� ������ �� �������� ������ �� ��������� ������� ������� ����� ���

���������� �� ��������� ������� �������� ��������� ������ ��� ������ ����� ��� ������ ��

�������� ���������� �� �������� ����������� ����������� ��� ������ ���� ���� ��� �� ��������

����������

min Z =
�

i∈V �

ti ������

R�

k=1

xbk0j = 1, ∀ j ∈ V � ������

xbkij ≤ xbk0i, ∀ i, j ∈ V �, k ∈ {1, ..., R} ������

xbkij ≤ xbk0j, ∀ i, j ∈ V �, k ∈ {1, ..., R} ������

xbkij + xbkji ≤ 1, ∀ i, j ∈ V �, k ∈ {1, ..., R} ������

xbkij + xbkji ≥ xbk0i + xbk0j − 1, ∀ i, j ∈ V �, k ∈ {1, ..., R} ������
�

j∈V �

xbk0j · qj ≤ Q, ∀ k ∈ {1, ..., R} ������

ti + wij − (1− xbkij) ·M ≤ tj, ∀ i, j ∈ V �, k ∈ {1, ..., R} ������

ti ≥ w0i, ∀ i ∈ V � ������

xbkij ∈ {0, 1}, ∀ i ∈ V, j ∈ V �, i �= j, k ∈ {1, ..., R} ������

��� ��� ������ ��� �������� �� ������� ��� �� ����� �� ������ ��� ���� ����� �� ���������

��� ��������� ���� ���������� ������ �� ������ ��� ���� ������ ������� �� �� ��������

�� ��� ��������� ����� �� ��������� �� ��� ��������� �����������

����� ������������ ������������ ��� ��� ��������� ����������

����������� ������� ������� �������

�� ���� ���������� � ��� ����� ������� ������ ������� ������ ��� ��� �������� ��

���������� ���� ����� ������� ��� ����� ������ ���� �������� ���������� �� ��� ���������

����� ��� ��� ��������� ����� ���� ���������� ����� �� ������� ��������� ������������� ����

����� ��������� ���� ������� ������ �������� �� ��� ����� �������� �� ������� �� ��� �������

��������� ��� ������� ���� �� ���� ��� �� ���� ��� ������� ����� ��� ��������� ��� ��������

�� ������������� ��� ��� ��� ��������� ������������ ��� ���������� �� ������ �� ��� ������

��� ������� �� ��� ������� ��� ���� ��� �������� �� ���������� ������ ���� ��� ������� �� ���

�������� ������������

��



��������� ������������ �� �������� �������� ����������

������������� ���� ���������� � ����� �� ������� ��� ���������� ����� �� � ��������� �� �

������ ����� � ������������� ��� (i, j) ������� ��� ��������� �� ���� (i, 0) ��� (0, j) ���� i ��

��� ���� ���� �� � ���� ��� j ��� ���� ���� �� ��� ���� �����

��� ���������� ����� �� ������� ��� ��� �� ������� ���� �� � �������� ��� �� ���

��������� ������ ��� ��������� �� ��� ��� (i, j) ����� ��� ������ �� ����� ��� ��������� ����

wij �� ������� �� ��� ��������� ���������

���� ����� �� ����� �� ��� ����� �� ���������� ���� �� ��� ��������� ������� �������

������� ��������� Fij ����� ��� ��� �� ���� ��� (i, j)� ����� ��� ���� �� ��� ������� ����������

���� ���� ��� ������ ��������� xij ��� ����� �� � �� ��� ���� �� ��� (i, j) �� ��������� �� �

�������� ��� ��� ���������� ��������� ������ ��� ��������� �� ��������� yij ����� ��� ����

������ �� ������� ��� ��������� �������� ��� ������� ��������� ��� �� ��� ������� ������ ��

������������� ����� ������� ��� �������� ��������� x�
ij ��� y�ij ��� ���� ��� ����� �����

�� ������ ���������� ��� ������ ���� ���� ���� ����� ������� ��� �������� ��� � �������� ��

�� ������ ��� ����� �� ����� ��� ���� �������� ���� j �� ��� ��������� �x0j = 1�� �� �� ���������

� ������ ��� ������� ��� �������� ����� i ��� j �xij = 1�� �� �� ��������� � �������������

��� ���������� ��� �������� ����� i ��� j� ����� �� ���� � ���� �� i� ������� �� ��� ����� ���

��������� � ��� ���� ���� j �x�
ij = 1�� �� �� ������� �� ��� ����� ����� ��� ���� �������� ���� ��

��� ��������� �xj0 = 1�� ������ ���� (0, j) ������� ��� ����� ��� ���� ���� �� ��� ���������

�� ��� ���� ���� �� � ���������� ��� ������ ������ �� ��� ��������� ������� ��� ������ ����

(j, 0) ���� �� �������� �� ��� ��������� �������� ����������� �� �� ������� ���� ��������� xj0

������ ��� ���� � ���� ���� ����� ����� ��� ���������� ��� ����� ��� ��������� �� � ���� ������

����� �� � ��� �� ��� ��� �� ������� ����� �� (w01) + (w01 +w12) + (w01 +w12 +w23) ��� ���

��� ���������� ��� y01 = 3� y12 = 2� y23 = 1 ��� y30 = 0�

��� ��������� ��� ����� ������� ������ �������� � ��������� ������������ �� ����� ��

��������� ������ �� �������

min Z =
�

i∈V

�

j∈V
wij yij +

�

i∈V �

�

j∈V �

(wi0 + w0j) y
�
ij ������

�

i∈V �

x0i = R, ������

�

i∈V �

(xij + x�
ij) + x0j = 1, ∀ j ∈ V � ������

��



������� �� ��� ��������� ���������� ����������� ������� ������� ��������
������������ ������������ ��� �������� ����������

�

i∈V �

(xji + x�
ji) + xj0 = 1, ∀ j ∈ V � ������

�

j∈V
Fji −

�

j∈V
Fij = qi, ∀ i ∈ V � ������

Fij ≤ Q · xij, ∀ i ∈ V �, j ∈ V ������

F0j ≤ Q · (x0j +
�

i∈V �

x�
ij), ∀ j ∈ V � ������

yij ≤ (n−R + 1) · xij, ∀ i ∈ V, j ∈ V ������

y�ij ≤ (n−R) · x�
ij, ∀ i ∈ V �, j ∈ V � ������

�

j∈V
(yij − yji) +

�

j∈V �

(y�ij − y�ji) = 1, ∀ i ∈ V � ������

yij ≥ xij, ∀ i ∈ V, j ∈ V � ������

y�ij ≥ x�
ij, ∀ i ∈ V �, j ∈ V � ������

yij ≥ 2 · xij − xj0, ∀ i ∈ V, j ∈ V � ������

y�ij ≥ 2 · x�
ij − xj0, ∀ i ∈ V �, j ∈ V � ������

xij ∈ {0, 1}, ∀ i ∈ V, j ∈ V, i �= j ������

x�
ij ∈ {0, 1}, ∀ i ∈ V �, j ∈ V �, i �= j ������

yij ≥ 0, ∀ i ∈ V, j ∈ V, i �= j ������

y�ij ≥ 0, ∀ i ∈ V �, j ∈ V �, i �= j ������

Fij ≥ 0, ∀ i ∈ V, j ∈ V, i �= j ������

��� ��������� �������� ������ ���������� ��� ��� �� ������� ����� �� ������� ������

��������� ����� ��� ��� ��������� ��������� yij� ��� ������ ��� ���� ��� y�ij �������

������������� ���� (i, j)� �� ����� ��������� ����� ��� �� ���� wi0 + w0j� ����������� ������

���� ���� ���� R �������� �R ����������� ��� �� ���� ������� ���� ��������� x0i ��� ���� ����

�� ��� ��������� �� ��� ���� ���� �� � ���������

��� ��������� ������ ��� ������ ������������ �������� ���� ������� ��� ��� �� ��������� ��

������ �� ���� j ��� ����� ��� ����� ��������� ��� ����� �� ��� ����� ���� ������� ���������

�������

����������� ������ �� ������ ������� ��� ��������� ��� ������ ���� ���� ������ ��

��������� ��������� ������ ������� ��� ������� ���� ��������� ����� � ����� �� ���� i ��� ������

���� ���� ������ �� ��������� ����� ��������� ������� �� ��� ��� �������� �� ������ ���

��� ���� ��� �� ������� �� ������� ��������� ��������� ������ ����� ��� ������� ��� ��

��� ��������� �� ���� ���� �� ��� �������� Q �� ��������� x0j = 1 �������� ��� ��� ��� ���

��



��������� ������������ �� �������� �������� ����������

���� ���� �� � ������� ����� x�
ij = 1 �������� ��� ����� ������ ����� � ������������� ����

����������� ������ �� ������ ������� ��� ����������� ��������� ������ ������ ������� �����

��� ���������� yij ������ y�ij� �� ��� ������� ������ �� ������ �� ������������� ���� ����

��� �� ���� �� � ���������� ������� �� ��� ������ ���� ����� ���� ��� ��� �������� ��� ����

�� �� ������� ����� �������� ����� ������� ������ �� ����� ��� ������ ����� ��� ���� ��

����� ���� ��� ��� ��������� ���� ������� ���� �� ��������� ��� ����� ���� ���� (n−R+1)

������ ������ ����� �� ���� ��� ������� ��� ���������� �� ����������� ������ ��� ����� ��

������� �� ���� ������� ����� �� �� ����� ��� �������� ���� ������ � ������������� ����

����������� ������ ����� ���� ��� ���������� �� ���������� ���� �������� ����� � ����� ����

�������� �������� ��������� ���� �� ��� �������������������� ������� ����������� �����������

��� ��� ��� ������� �� ���� ������ ���� ���� �� �� ��� ��������� �� ��� ������� ��������� ���

yij ��� y�ij� ����������� ������ �� ������ ��� ����� ������������� ����� ���� ��� ��� ���������

�� ��������� ����������� ��� ����� �� ��� ������ ������ ����������� ��� ������ �� �������

��� ���� �� ��� ������� ���������� ��������� ������ ������ ������� ������ �� ��� ���������

������� ���� �� ����� �� ��� �� � ������ ��� ������ ������������� ���� ���� ���� ��� ��

���������� ���������� ��������� ������ ������ ������� ��� ����� ������������� ����� �������

���� ��������� ���� ���� ��� ����� ����������� ���� �� ��� ��������� ������� �� ����� ����

���� ��� ������� ��� �� ��� ����������� �� ��� ��������� ��������� ��� �� ��� ����� �xj0 = 0��

�������� ����������� ������ �� ������ ����� ��� ��� ������ �� ���������� ��������� ��

����������� ������� ������ ��� ������� ���� ���� ��� ���� ��� ��������� �� ���� ������� ���

���� � ���� ����� �� ����� ����� ����� ���� ���� ��� �� ��� ���������� �� ��� ���������

��������� ��� ����� �� ������ �� ����� ��������� ��� ������������� ������� ��� �������� ��

���������� ������

��� ����������� ��������� ����� ������

�������� ����� ������ ����� �� � ����� ������������ ������������� ����� ��� ������ ���

�������� �� ������� ������������ �������� ��������� �� ���� ������ ���� ������������� ��

�������� �� ����� ����������� � ������������ ���������� �� ����������� ���������� ��� �

������������ ��������� ���� ������ �������� ������� �� ��� ���������� �� ��� �������� ��������

�� ������� �����������

��� ������������ ��������� �� ���� �� ������ �� ������� ��������� ����� �� �������� �� ���

��



������� �� ��� ��������� ���������� ����������� ������� ������� ��������
������������ ������������ ��� �������� ����������

����������� ��������� ��� ������ �� ��� ������� ��������� ����� ��� ���� ��������� �� ���

���� � �������������� �� ��������� �� �������� � ������������ ��� ��� ����������� ���������

�� ��� ������� ��������� �� ��� ��������� �������� �������� ��� ������� ��������� ��� ���� ���

�� ��������� ��� ������� �� �������� ����� � ���� �������� �� ������

��� ��� ��� ���� ���� �� ����� ������� ��� ��������� ��� ��������� ��������� �� ���

������ ������� �� ��� ��� ��� �������������� ������� ������� ������� ���� ���� ��������

���� �� ����������� ��������� ����� �� ������� ����� �������� ��� ������ ������ ������� �

��� ������ ������� �� ��� ����� �������� ������������ ������������ ���� ������ ����� ������

��� ��� �������� ����� ������� ���������� �������� ������� � ������������ ������ �������

� �������� ������������� ��������� ��� ���� ���� ������ �� ����� ���� ��� ��������� ���������

���� �������� ���� ����������� ���� ��� �������������� ���� ��� ��� ���� �������

��������� ������ �� ��� ������ ������� � ������� ��������������� ���� � ���������������������

�������� ����� ������� ������ �� ��� ������� �������� � ����������� ������� �������� ����

���������� ������� ���� ��������� ��� ����� ��������� ��� ��� ����������� ����������������

�������� � �������� ��� ���� ���� ������� ��� ���� ������ ����������� �� �������� ��

������ �� ��������� �� ��� ������ ���� �� ������ ���������� ������������� � ����� ������

������� ��� �������������� ������ ��������� ������� ������� ���� �� ��� ���������� �������

������ �� ��� ������ ��������� �� ��� ��� ��� ��� ���� ����������

�� ��� ��������� ����������� ��� �������� ������ ��� ��� ���������� ��� ����������

����� ��������� ��� ������� ���������

��� �������� ������������� �� � ����������� �������� ����� ������ �������� ������� �

�������� ������������ ������� ������ ��� ������ �������� ���������� �� ���������� �� ���

���� ������� ������� ��������� �� ��������� ��� ������� ��� ����� ��������� ��������� �� ���

���� ������� ������� ��� �� � ���� �� ����� ������ �� ����� ����� ��� ����� �������������

��� ������������ �������� ����������� � ������� ������ ��� ��������� ������ �������������

�� �������� �� ��������� ��� ����� ��� �������� ���������� ��� ��������� �� ��� �������

�������� ���������� ��� ��� �������� ��� ������ � ������ ���� �������� BS� ���� ���

����� � ������ ���������� ��������� �� ��� ��� ������� ��������� �������� �� ����� ��� ����

��� ���� �������� ������� ����������� ���� ��������� �� ��� ��������� ��� ����� � ���� S � ��

S� ������� � ������������ ��������� ��������� ��� ����� ��� ��� �� ������� ��� ���������

��������� �� ���� ���������������� S �� �������� �� S � �� ���� �� ������������ �� ���������

���� ����� ����� ��� ��� ����� S �� ���� �������� �� S � ���� ZS = ZS� ����� ��� �� ������

��



��������� ������������ �� �������� �������� ����������

��������� ��� �������

���� ���� ���� ��� ��������� � �������� �� ����� ������ ���� ���������� ������ ���

���������� ��������������� ��� ����������������������� ��������� ������ ��� ���� �� �����

�� ��� ����

��������� ��� � ������ ��� ��� ��������

�� ZBS ← ∞
�� ��� ����� ← � �� �������� ��

�� ��������������������������� (S)

�� ��������������� (S)

�� ��� (S)

�� ��� ���� ← � �� ������� ��

�� S � ← S

�� ������� (S �)

�� ���������������������� (S �)

��� ��� (S �)

��� �� ZS� ≤ ZS ����

��� S ← S �

��� ��� ��

��� ��� ���

��� �� ZS < ZBS ����

��� BS ← S

��� ��� ��

��� ��� ���

����� �������� ��������������

� �������� �� ������� �� R ����� �� ������ ��� ��� ������� �� ���������� ���� ���� ���������

��� ����� �� ����� ��� �������� ����� ��� ������� �� ��� ������������� ���������� ����� ���

����� ����� 0� �� ���������� ������ ��� ����� �� ������� ��� ����� �������� ����� ����

���������� ������� {10, 20, 10, 20, 10, 10, 10} ��� ��� �������� ���� �������� 35� ��� ����

���� ��� ������� ���� ����� ��������� ����� wij� ������� � �������� ��� ��������� �� ��� �����

����� ������� 2 �������� ��� ���� ����� ��� (2, 3) �� �� ������� �� ������������� ���� ���

������� ����� ��� ������� ���� ���� ����� ��� ���� �� ���� �������� ���� �� ������� ����� ��

�������� ������ �� Z = 226�
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������������ ������������ ��� �������� ����������

����� ���������������

�������� �� ��� ����� �� �� ��� ������� �� �������� � ���� �� �������� ���� �� ����� ������

���������� ��� ��� ��������� ��� �� ������� ������ ����������� ��������� �� �������� � ����

�� � ����� ������ ��� ������� ����� �� ��� ��������� ������ ������� ����� �� ��� �������� ���

������� ��������� �� ��������� �� ������ ������ ��� ����� ��� ���� �� � �������� �� �������

����� � �������� ���� �� ����������� ��� ���� �� � ���� ������� ���� ��������� ���������� �

���� �� � ����� ������� ���� ��� ����� �� ��� ��������� ������ �� ��� ���� ���������� ��������

��� ���� �� � ��������� ������� �� ��� �������� �� ��� ������

8

�19

�

58
�

70�

14

�

24
�

33

�

�

8

11

19

20

12

24

14

10

9

28

39

���������
��� �� �� �� �� �� ��

��� �� �� �� ��

Z = 226

��������� ���
������������� ���

������ ���� ������� �� � �������� ��� �� �������� ���� n = 7� R = 2 ��� Q = 35�

������� �� ��� ������ ���� ��������� �� ���������� ���� ���� �� O(1) �� ����� ����������

��� ��� ������ ��� ����� ����� ���� ��������� ��������� ����� �� ��� ������ ���� ��������

��� ��� ���������� ��� ������� ���������� ����� �� ��� ���� ���� ��� ���� ��� ��

��������� �� �������������� �� ���� ���������� ��� ��������� �� ���� � �� �������� �� �����

(1, 2, 3, 4) ����� ���� �� ��� ������ ��� �� ������� �� (1, 2) ⊕ (5) ⊕ (3, 4)� ⊕ �������� ���

�������������� ����� �� ��� ������ ����� ��� ���������� ������ �� ����� ��� ��� � ��������

�� ����� σ = (σi, σi+1, . . . , σj)� ������� �� ��� ������ �� (i, i + 1, . . . , j) �� ���� ��� ����� ��

��������� ������ ���� ti ������� ��� ������� ���� �� ���� i�

��� � �������� σ ������� �� � ������ ����� �� ���� Mσ = 1 ��� Cσ = Dσ = 0� �� ��������

σ� = (i�, i� +1, . . . , j�) �� ������������ ����� σ� ��� ��������� ��������� ��� �� ���� �� ������

��� ���������� ��� σ ⊕ σ��

��



��������� ������������ �� �������� �������� ����������

����� ���� ��������� ���� ����� �� ��� ������ ��� � �������� σ �� ������

������ ���������

Cσ ���� �� ������� ��� �������� σ ���� ������� i �� ���� ��

Cσ =

j�

l=i

tl

Dσ �������� �� ��� �������� σ� ����� Dσ =

j−1�

l=i

wl,l+1

Mσ ������ �� ����� �� ��� �������� σ

Mσ⊕σ� = Mσ +Mσ� ������

Dσ⊕σ� = Dσ + wj,i� +Dσ� ������

Cσ⊕σ� = Cσ +Mσ� · (Dσ + wj,i�) + Cσ� ������

���� ��������� ��� ��� ���������� ��� ��� �� �������� �� ��� ��������� ����� �

�������� σ ��� ���� ������� ����� �� � ��������� ��� ������� ������ �� ��� ������ �����

������������ ��� ��������� ��� ���� ��� �� �� ����� ������� �������� �� ����������� ���

����� ������ Wσ ��� � �������� σ� � ���� �������� �� ������������� ��� ��������� σ ���

σ� �� �������� �� Wσ +Wσ� ≤ Q�

��� ������ ����������� �� �� ������ ����� ������ ���� ��������� Cσ ��� Mσ� ����� u ∈ σ

�� ��� ��� ��� Cσ ���� �� ���� ���� σu �= 0 ��� Mσ ������ ���� ��� �������� ����� �� σ�

�������� Dσ ���� ��� ������ ��� ����� �������� ��� ���� �� ���� �������� �� ����� �������

�� ������� ����� �� ��� �������� ��� ��� ����� �� �������� ���������� ��� ����� ������

�������� �� ������� ��� � �������� σ ��� �������� ←−σ � ���� ���� M←−σ = Mσ ��� D←−σ = Dσ�

��� ��� �� ��������� C←−σ �� ��������� �� ��� ��� �� ���� �����������

�� �� �������� ������� ���� �� ������ ��� � ��� ������ ���� � �� �������� ����� ���� � ��

��� ���� ���������� ���� q8 = 5� w18 = 7 ��� w82 = 8� ������� �������� �� ��������� ��� ���

�� ������� ��� ���� �� ��� ��������� ���������� �� σ = (0, 1)� σ� = (8) ��� σ�� = (2, 0, 3, 4, 0)�

��� ���� �� �� ��� Cσ⊕σ�⊕σ�� � ����� �������� ������� �� ������� ���� Cσ⊕σ� = Cσ + Mσ� ·
(Dσ +w18) +Cσ� = w01 + 1 · (w01 +w18) + 0 = 2w01 +w18� ����� �� σ⊕ σ� = σ� �� ���������

Cσ�� = t2 + t3 + t4 = 0 + (w20 + w03) + (w20 + w03 + w34) = 2w20 + 2w03 + w34� ��� ������

Cσ⊕σ�� = Cσ+Mσ�� ·(Dσ+w82)+Cσ�� = (2w01+w18)+3((w01+w18)+w82)+(2w20+2w03+w34)�

��



������� �� ��� ��������� ���������� ����������� ������� ������� ��������
������������ ������������ ��� �������� ����������

�� ������ 5w01+4w18+3w82+2w20+2w03+w34 = 5×8+4×7+3×8+2×19+2×20+12 = 182�

���� ���� 2 · (w20 + w03) ����������� �� ��� ������������ �� ������������� ��� (2, 3) �� ���

��������� �������� �� ��� ������������ ����� ��������� ��������

�� ��� �������� �������� ��� ������������ ��� �� ���� �� �������� ���� �������� ���

���������� �� �������� ��������� ��� ������� ������ ���� �� ��� ���� �� ��� ���������������

��������� �� ��������� ���� ����� ���������� ��� ���������� ��� ���� �������� σ = (i, i +

1, . . . , j) ��������� �� ��� ���������� �� ��� ��������� ��������� ��� ��� ��� ������� ←−σ � ����

��������� �������� � ���� ���� ����� ����� ���� ��������� ��� ���� ���� i �� ���� ����������

����� � ������ ���� �������� ���� ���� j ���� i ������ �� ��� ���� ����������

��� i = j� �� ���� Mσ = M←−σ = 1 ��� Dσ = D←−σ = Cσ = C←−σ = 0� ���� j ��

������������ ��� ���������� ��� ��� ��� �������� ��� ������� �� O(1) ���� ��� ���� ���

σ� ����� ��������� ������ �� ������ ���� σ� = (j + 1)� ��� ��������� Cσ⊕σ� �� ��������

��� �������� ������� Cσ⊕σ� = Cσ + Mσ� · (Dσ + wj,j+1) + Cσ� = Cσ + Dσ + wj,j+1� ���

��� ������� ��������� ��� ���� ������� �� ���� ��� ������ j + 1 �� ��� ���������� �����

C←−−−
σ⊕σ� = C←−

σ�⊕←−σ = C←−
σ� +M←−σ · (D←−

σ� + wj+1,i) + C←−σ = Mσ · wj+1,i + C←−σ �

�� ��������� ��� ���������� ��� ������ �� ��������� ����� ��� ���� ���� ��� ���� ���� ��

���� �������� �� ����������� ��� ��������� ��� ����� �� Cσ ��� σ = (i, i + 1, . . . , j) �� ������

�� � ������ �C� �� ������� �Cij� �� ���� ��������� �� ���������� �� O(1)� �� �� ����� ���� ���

��������������� ��� �� ���� �� O(n2)� ����� � ���� �� ���������������� ���� ������������

��� ���� ���� �� ��� ��� ��� �� ��������� �� O(1)� �� �������� ������������� ��� �����

������ ��� ��������� ��������� ��� ���������� ���� �� �������� ���� ���� �� ������� ���

�� ��� ���������������������� ���������� ������� �� ��������������� ��� ���������� �� ���

��������� ��������� �� ������� �����������

���� ���� ���� ��������� �� ����������� ��� ����� ����� ����� ��� ����� �� ��� ������

��� �������� σ1 = k1 ��� σ2 = k2� ��������� ������ ��� ������ ��� �� ����������

Dk1⊕k2 = Dk1 + w0,0 +Dk2 = Dk1 +Dk2

���

Ck1⊕k2 = Ck1 +Mk2 · (Dk1 + w0,0) + Ck2 = Ck1 +Mk2 ·Dk1 + Ck2

����� ��� ���������� �� ��� ��������� ������ ��������� �� ������� ��� �� �������� ��������

��



��������� ������������ �� �������� �������� ����������

���������� ��� ��������� ���� ����� �� ������� ��� �� ���������� ����� ����� ���� ��

�� ��� ��������� �� �������� ��� �������� ���� ��������� �� � ����� ���������� ���� �������

������� ����� ��� ��� ��������� �� ������� ������� ��� ������ ���� ��� ���� �� � ���������

�� ��������� �� �������� ��� ����� �� �������������� ����� �� ���� ���� ��������� ����� ���

���� �������� �� � ���� k �� ������ �� ��� ����� �������� Dk ������� �� ��� ������ �� ��������

����� Mk�

����������� ����� ���� ����� ���� �� �� ��� �������������� �� ������� ��� ���������

���� �� ���� ���� �� ��� �������������� �� �������� �� �� ������� �� ��� ������� �������� �� ����

���� ��� ������������ �� ��� ����

����� ������� ���������

���� ��� �� ��� �������� ������ ������ ���� �� ������� �������� �������� �� � ������

���������� ��������� ���� ������ ��� ����� �� � ����� ���� ��� ����� �� ����������� ���� ���

�������� ���������� ����� ����� ��� �������� ���������� �� ��������� ����� �� ��� ���������

������ ��� ���������� � ���������� ��������� ���� ����� ������� ��� ����� ���������� ��������

������� ����� V �� �� ��� ��� �� ���������� ������ z(i) �� ��� ��������� ���� �� ���� i �� ���

�������� ����� ��� zmax ��� zmin ��� ��� ������� ��� �������� ��������� ������ ��� ���� ��

�������� �������� ���� ��� ��� ��� � ���� ���������� ��� ��������� ���� �� �������� ����

��� ������ ����� ��� �������� �� ���� ��� �������� ���������� �� ��������� ������ �����

������� ������� ���������

RCL = {i ∈ V �� | z(i) ≤ zmin + 0.1 · (zmax − zmin)} ������

�������� R ����� ���������� ��� ��������� ��� ����� ��� ������ �� �������������� ����� ��

���� �������� Dk/Mk ��������� �� ��� ������� ���� ��� ����� ��� �� ��� �� ��� ��� ��

��� ��������� ���� ������� ���������

����� �������� ������������ �������

��� ����������� ��������� ���� �� ��� �������� ������ �� � �������� ������������

������� ������ ��� �� �� ������ � ������ �������������� ����� �� d ������������� Nb�

b = 1, 2, . . . , d� ���� ������������ �� ���������� ������ �� � ���� �� ����� ��������

���� b = 1 ��� ��� ����� �������� S �� ��� ����� ��������� �� ��� �������� �� ��������� ���

������������ Nb �� S � �Nb(S
�)�� ��� ���� ����������� ���� �� ����� �� ���� �� � ������

�������� �� ����������� �� ������� ��� ��������� �������� ��� b �� ����� �� �� ��������� b ��

��



������� �� ��� ��������� ���������� ����������� ������� ������� ��������
������������ ������������ ��� �������� ����������

������������ ��� ��������� ����� ���� ��� ����������� �� ��� ���� ������������ Nd ������

�� ������������ ��� ������ �� �������� �� ��������� ����

��� �������� ��� ��� ��� �������� �� ����� ���� d = 5 �������������� ���� �� ����

����� ���������� ������ �� ��� ����� �� ������� ���������� ������ N1 �������� ����� �����

��� λ�������������� ������� �� ��� ���������� ��������� �������� ��� ������� �� ����������

������ N2 ��������� ��� ���� ������ ��� ������� �� ��� ����� �� ��� ���� ���������� �� N3

��� ���� ����� ��� ��������� �� ��� ����� �� �������� ��������� N4 ��� N5 ������������

������� �� ��������� � ���� ��� ���������� ��� ����� �� � ���������� ���� �������� ��������� ���

����������� ����� ��� ����� ���� ������� ������� �������� ��� ���� �����

�� ��� �������� �� ���� ����� �������� �� ��� ������������ ��� ���� ������� ���� ���������

���� ���� ���� ����� �� ���� �������� ���� ������� ������ ����� �� ����� ���� ��� ���� ����

�� ���� ��� ���������� ������� ��� ���� ���� ��� ���� �� ��� ������ ��� �������� �� ����� ����

��� ��� ����� �� ��� ������� ������� ���� ��� ������������� �� ��� ����� ����� �� ���� �����

��� ������������ ����������� ������� ��� ��������������� ��� ���� ��������� �������� �����

�� ���� ���� ����������� ��� ���� ���������� ���������� ��� ����� ��������� �� ���

�����������

��������� ��� � ��� ��� � �������� S �

�� b ← 1

�� ����� b ≤ d ��

�� ������ ��� ��� ���� �������� S �� ∈ Nb(S
�) ���� ���� ZS�� < ZS�

�� �� S �� ������ ����

�� S � ← S ��

�� b ← 1

�� ���������������������� (S �)

�� ����

�� b ← b+ 1

��� ��� ��

��� ��� �����

N1 : ����� ����� ��� λ������������� �� ��� ����

��� ����� ���� �� ��� ���� ��� ������� ���� �� ������� �� ��� ������ ��� ��� ������

�� ���� ����� ��� ���� (i, i + 1) ��� (j, j + 1) ��� ������� �� ��� ���� k �� ��� ��������� p

��



��������� ������������ �� �������� �������� ����������

��� ��� ��������� ��� ����������� ��� ��� ��� ����� ������������� �� ��� �� ������ �� ���

�������� �� �������� (i + 1, . . . , j)� ��� σ1 �� ��� ��������� �� ��� ��������� p �� �� ���� i

��������� σ2 = (i+1, . . . , j)� ��� σ3 ��� ���� �� p� ��� ���� ��������� ��� �� �������� �����

�������� ������� ���� ���� �� �������� �� ������ ���� ���� ����� ���� ����� ��� ������� ����

�� �������� ��� ������� �� ��� ����������� �� ��������� ���� ���� ��� ���� ����������� ��

��������� ������� ��������� ���� ����� ��� ������� ����� �������� �� ��� ��������� ��� ��

�������� ���� ���������� �� ����� �� ��������� �� �������� ���������

ΔZ = Cσ1⊕←−σ2⊕σ3
− Cσ1⊕σ2⊕σ3 ������

i i�1 i�|D|

i�|D|�1

��������� ���

��������� �������

�������� ���

����

�����

������ ���� ������� �� ����� ���� ������ � ������

�� ��� ���� �� � ���� ������� ���� ��������� �� �� ���������� ���� ��� ��� ������� ��

������ ���� ��� σ1 �� ��� �������� ���������� ��� ����� ������ ���� k� σ2 ��� ��������� �� k

�� �� ���� i ��������� σ3 = (i + 1, . . . , j)� σ4 ��� ��� �� k� ��� σ5 ��� ���� �� ��������� p�

�������� �� ��� �������� ����� ����� σ2 ��� σ4 ��� ��������� ��� ��� σ3� ��� ���� ���������

�� ������� �� �������� �������

ΔZ = Cσ1⊕←−σ4⊕σ3⊕←−σ2⊕σ5
− Cσ1⊕σ2⊕σ3⊕σ4⊕σ5 ������

i
i+ 1

j j + 1

������ ���� ������� �� ����� ���� ������ � �������� ������

��� ����� ����� �� N1 ��� λ�������������� ���� ������� �� ���������� � �������� ����

��� �� λ ����������� ����� ���� ������� ����������������� �������� ���������� ���� �� λ

����������� ������ ��� ��� ��������� ���� ������ �� ��� ���� ���� k ��� ��� ���� ��������

��



������� �� ��� ��������� ���������� ����������� ������� ������� ��������
������������ ������������ ��� �������� ����������

�������� ���� �������� ���� ���� ���� ��� ���� ��� �� �������� �� ��� ������������ ������

���� ������ � ���� ������ �� ������� ��� ��� ������ ��������� �� ������� ����������� �� ���

���� �������� �� ���������� �����

������ ��� ����� ��� ���� ����� �� �������� �� ��������� ��� σ1 �� ��� ��������� ��

��������� p �� �� ���� i� σ2 = (i+ 1, . . . , i�)� σ3 = (i� + 1, . . . , j)� σ4 = (j + 1, j�) ��� σ5 ���

���� �� ��� ���������� ��� ���� ��������� �� σ2 ��� σ4 ��� ��������� �� ����� �� ��������

�������

ΔZ = Cσ1⊕σ4⊕σ3⊕σ2⊕σ5 − Cσ1⊕σ2⊕σ3⊕σ4⊕σ5 ������

i i+ 1 i� i� + 1

j j + 1 j� j� + 1

������ ���� ������� �� λ������������ ������ � ������

�� ��� ������ ��� ���� ��������� ��� �� �������� �� �������� ���� ����� ��� �������� ⊕�

�� �� ���� �� ��� ���� N1 ��� �� �������� �� O(n2/τ)� ����� τ �� ��� ������ �� ����� �� ���

��������� ���������

N2 : ����� ����� ��� λ������������� ��������� ��� ����� �� � ���������

������ ��� ������� ��� ��� ����� �� ����� ����� ��� ��� ������ k ��� k� ��������� ��

��� ���� ���������� ��� λ������������� ��� ������� ��� �������� �� ���� ����� ���� �� ������

���� ���� ������ �� ��������� �� ��������� ��� ��� ������� �� ��� ���� ������ ���� �����������

������� �� ���� ��� ������ ���� ������ �� ��� �������� ����� �� ��� ��� ������ �� ���������

�� k ��� k� ��� ������� �� ����� ���������������� ����� ����� ���� �� ��������� ��� �����

����� ��� ���� ��� λ�������������� ��� ���������� �� ���� ���� �� ����� �������� �� O(1) �����

��� ����������������� ��� N2 ��� �� �������� �� O(n2/R)�

��



��������� ������������ �� �������� �������� ����������

i i�1

j j�1

i i�1

j j�1

������ ���� ������� �� ����� ���� �� ��� ����� ���� �� ��� ���� ��������

i i+ 1 i� i� + 1

j j + 1 j� j� + 1

������ ���� ������� �� λ������������ �� ��� ����� ���� �� ��� ���� ��������

N3 : ����� ����� ��� λ������������� �� ��� ����� ���� �� �������� ��������

����� �������� ��� ����� �� ��� �������� ���������� ��� ������� �� ��� ���� ������� ��

N1 ��� N2 ��� ������� ���� ����������� ���� ��������� �������� ����� ��� ���������� ���

�������� ��� ����� �� N3 ����� ������ ������������ �� ��� ��������� ��������� �����

������� ��� ���� ������������ �� �������� ����� N1 ��� N2 �� ��� ���� N3 ��� �� �������

�� O(n2)�

�� ������� �� λ������������ ���� ������� �������� �������� �� ����� �� ������ ����

���� ���� ���� ����� ����� ���� ������ ���� ��� �� ��� ���������� ��� ��������� ��� ���

��������� ������� ��� ��� ��� ����� ��� ��������� ��� ��� ���������� �� ��� ���� ��������

��� ������ �� ���� ���������� �� ��� ������������ ��������� ���� �������� ������ �� ������

��� ������������ ����� ����� ��� ��� ���������� �� ��� ���� �������� �� ��� ����������

��



������� �� ��� ��������� ���������� ����������� ������� ������� ��������
������������ ������������ ��� �������� ����������

j j�1

i i�1

j�

i�

������ ���� ������� �� λ������������ �� ��� ����� ���� �� �������� ���������

N4 : ���� ����������

��������� �� ��� ��������� ���� ��������� �� ���������� ������ � �������� ��� ��

�������� �� ������� ��� ����� �� ���� ��������� �� �������������� ����� �� ���� ���������

������ ����������� ����� �� ����� �� �������� ��� ����� �� N1� N2 ��� N3 ����� ����������

�������������� ��� ������� ������ ��� ��� ������������� ������ ��� ��������������� �� �����

��� ������� �� ���� ��������� �� ����������� ��� ���� �� ��� ����� ��� ��������� ���� ���� ���

����� �������� ������������� ����� �� ������������

�������� ���� ���������� ����� �� ������ N4 �� ��� ���� �� ���� ������������ �� ��������

����� ��� ����� ��� ������ �������������� �� ���� ���������� ���� ������� ��� �� �������� ��

O(R m logm)� ����� R �� ��� ������ �� ���������� ��� m =

�
n�

i=1

qi

�
/ (Q ·R) �� ��� �������

������ �� ����� ��� ����������

N5 : ���� ���������

���� ������������ �� ����� �� �� ���������� �� � ��������������� ��������� ������ �������

��� �������� �� ����� � ����� ������ ��� ��� ��������� ���� ���� ��������� ���������� ���

�������� ��������� p� �������� ���� ��������� p� �= p ��� ��������� ��� ���� ��������� ����

�� ��� ���� ���� �� p� �� ��� ����� ��� ����� ������� . . .� �� ���� ��� ��� ��������� ���� �� ���

���� �� ��� ���� �� ����� �� ��� ��� �� ��������� p� ���� ������� ����� ��� �� �����������

�� O(R n) �� ����������� �� ���� �� � ������ �� ��������� �� ���� �� ������������ ��� ���

���� ���� �� ������������ N1� ��������� �� �����������

����� ������������

��� ������������ �� ������� ������ ������� ��� ��� ��� �������� �� �������� ����� �����

�� ����� �������� ��������� ��� ����� �� ���� ���� ��� ������ �� ��� ���� ����� �� ���

����� �� ��� ���� ���������� �� �� ��� ����������� ��� ������� �������� ���� �� ����������

�� �� ����������� �� ������� ���� ���� ���� �� ���� �� ������ �� ��� ������������� N1� N2

��



��������� ������������ �� �������� �������� ����������

��� N3� �� ��� ����� �� ��� ������������ ����� �� ������������� ��������� �� ��� ��� ����

�������� �� ����� ��� ������������ �� �������� �� ������ ��� ���������� �� ��� ��� �����

���� � ���������������� �������������� ������� �� � ���� ����������� ��������� �� ���

������������ �������� ����� ��� ���� �� ��� ��� ��� ������ ���� ������ ����� ������ ���

������� ������� ������ ������� �� ��������

��� ����� ��������� ��� ��� ��������

���� ������� ��������� � ����� ��������� ������� �� ��� �������� �� ��� ��������� ���

��������� ������ ��� ��� ������� ��� ���� ����� ������ � ���������� �� ����������� ����� ���

������ ��� ������ ���� ��������� �� �������� ������

�� ��� ���������� ���������� ����� ������� ��� ������� ��������� ��������� ��� ���

������������� ��� ���������� ����� ���������� ��� ��������� ����� ��������� ��������� ���

��� ���������

����� ��� ����� ��������� ��� ��� ����������� ��������������

���������

��� ����� ��������� �� �� ������������ ��������� ���� �� ���� ����� ����� � ����������

��������� ��� ��������� ������ �� �� ������� ������� � ���������� �� � �������� ���� �����

������ �� ��� ����� ��� ������ ��� ����� ���� ��������� ������� �������� ��� ������� �����

����������� ���� ���� �� ��������������� ��� ���������� �� ���� ��������� ��� ��� �������

�������� ������ ��� ���������� �� ������ �������� ��������� ��� ��� �������� ������ �� ����

������

������� ������ �� ��� ���� �� ������� � ������ �� ��������� � ���������� �������� ����

������� ����������� ������� �� ������� � �������� ���� ������� �� �� ��������� ����� ��� ���

����� ��������������� �� ���� ��� ������� ��������� ��������

����� ������ ��� ��� ���� �� ����� ��� ����� ��������� �� �������� ����������� �������

�� ������������ �� � ������� ��������� ��� ��� �����

����� ���������� ���� ���� ������� ��� ������� ����� �� ������� ������� ������� ���������

���� �� ����� ����������� �������� ��� ����������� �� ����� �� ��� ���� ������� ����� �������

��� ��� ���� ������������� ���� ������� ������� ��� ����������������� ��� �������� �� ����

��



������� �� ��� ��������� ���������� ����������� ������� ������� ��������
������������ ������������ ��� �������� ����������

������ ��� ���������� ����������������� ��� �������� �� ���� ������ ��� ��� ���� ����

������� ������� �� ���� ������� ��� ����������� ��� ������� ������� ������ ��������

�� ���� ����� ������ ��� �������� ���� �������� �� ���� ����� ��� �� ���� ������ ��� ����

���� ���� ������� ��������� �� ���� ����� ������ �� ���� ������� ��� ����� �������� ����

������� �� ���� ������ ��������� �� ���� ������ ��� ������������ ���� �������� �� ����

������ ��� ������������ ���������� ���� ������� �� ���� ������ ��� ���������������� �������

�������� �� ���� ������ ��� ����� ��� ������� ������� ������� ������ ��������� �� ���� ������

��� �������

� ����� �� ��� ��� �� ���������� ������� ��� ���� ��������� �� ����� �� ��� ������� �����

���� ���� �� ���������� ��� ���������� ������� ��� ���������� �� ���� ����������

������� �� ��� ������ ������� � ����� ��������� ��� ��� ���������� ���� ����� �����

�� ��� ������ ����� ����� �� ��� ��������� ���� ������������� �� ����������� ��� �������

����� �������������� �� ���������� ��������� ��� �������� ������ �� ��� ��������� �����������

� ��������� ����� �� ��������� ��� ��� ���������

����� ��������� ����� ��������� ��� ��� ��������

��� ��������� ����� ��������� ������ �� ������ �� �������� �������� S ���� �

���������� �������� T �� ������������� ��� ������� �� � ��� �� �������� ���� �������� ��

�� ��������� ������� ����� ��� ����� �� ����� �� T �� ����������

�� ��� ���� ������ ��� ��������� ������� H = (X,A) �� ������� X = {0, 1, ..., n} �� ���

��� �� ������ ��� ��� ��� A �������� ��� ���� (i, j) ���� i < j� ����� ��� (i, j) ����� ���� ���

�������� �� ����� σ = (Ti+1, ..., Tj) �� ������� �� � ������� ��� eij �� ��� ��������� ���� ���� ��

������� ����� �������� � ��������� �� ���� ����� �� ����� ����� ���� ���� ���������� �� ���

���� �������� ������������ ��� ��� ������ �� ����� �� ���������� �� ��� �������� �������������

�� ����� �� ������� �� ��� ������� �� �� ������� �������� ��� ��� ��� �� ������� �����

���������� ��� ��������� �������� ��� ����� ����� ������� �� �������� ���� ��� p��� ���������

��� ����� �� ���� Tp ��� ����� �� ���� Tn−R+p� ��� ��� ������ �� ���� A �� ������� �� R �����

�������� ��� ��������� �����������

������ ��� ����������� �� ������� �� ��� ����� H �� ��� ������� �������� �� ������ ���

���� ��� ���������� �������� T = (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7)� ���� � ������ �� ���� �� A �� ��������

�� ���������� ��� ������������� �� ��� ������ ����� ����� ����� ��� ������ �� ���� ����

�� ���������� ����� ����� ���� ��� �������� �� ����� �� ��� ������������� ��������� ��

��



��������� ������������ �� �������� �������� ����������

��������� ��������� �� ��� ��������� ����� ��� ��������� ���� ����������� �� ��� ���������

�������� �� ������ ���� ��� �������� ���� �� �������� �� ��� ��� �� ��� ��������� ������

Z = C04 + C47 = 155 + 71 = 226�

�

�

�

��

�

��
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��
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��

�

��

�

��

����� ������ ������ ������ ������ ������ ������

�������� �������� �������� �������� �������� ��������

���������� ����������� ����������

�������������

������ ���� ������� �� ��� ���� ����� ����� ����� ���� n = 7�

���� ���� ��� ���� ��� ��������� ����� eij �� ��� ������ �� ������� ����� ��������� ��� ��

����� ���� �������� ���� �� ������ ��� ������� ��� ���� eij �� ��� (i, j) ∈ A �� �������� ��

������� � ������������� �������� ���� ������� �� � ��� ��������� ������� H � = (X �, A�)�

����� ��� ��� �� ����� X � �������� � ����� ���� 0� ��� ��� j − i ����� �� ��� ��������

σ� ��� ��� ��� A� �������� ��� (i�, j�) ���� i� < j� �� ��� �������� σ� = (Ti�+1, ..., Tj�) ��� ��

�������� �� � �������� ����� ���������� ��� �������� ���������� ����� �� ��� �������� �������

��� ���� e�i�,j� �� ��� (i�, j�) ∈ A� �� ��� ��� �� ������� ����� �� ��� ������������� �����

�

v∈σ�

qv ≤ Q ������

������ ��� ����������� ��� ������������ ������� ���� ������ �� ��� ��� ����� �����

��������� ��������� ��� ����� ����� ����������� ���� ��� ����� H �� ������ ���� �����

��� ����� H � ����� ���������� ��� �������� ���� ����� ������������� �� ��� ��� (0, 4) �� ���

���� ������ �� ��� ����� H � ���� ���� �� ���������� �� � ���� �� H� ���� ���� ��� (i�, j�)

��� ���� ���� ����� ����� �� ��� ��� (i�, j�)� ��������� �� ��� ����� �� ���������

��� ���� ���� e�i�,j� �� ��� (i�, j�) ∈ A� �� ��� ��� �� ������� ���� �� ��� ��������

(0, Ti�+1, ..., Tj�) ���� �������� ���� �� ���� �t0 = 0�� �� ��������� ��� ���� ���� e�i�,j� ���

�� ������� ���� ��� ���� ���� e�i�+1,j� �� ��������� ��� �������� ������� ����� e�j�,j� = 0�

e�i�,j� = (j� − i�) · w0,Ti� + (j� − i� − 1) ·
�
wTi� ,Ti�+1

− w0,Ti�+1

�
+ e�i�+1,j� ������

���������� ��� ����� H � = (X �, A�) ��� X � = (0, i�, ..., j�) ��� �� ������� �� ������

��� ���� i� ��� ��� ������������� �������� ���� �� ��� ����� H �
2 = (X �

2, A
�
2) ���� X �

2 =

��
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�������� �������� �������� �������� �������� ��������

���������� ����������� ����������
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������������������� ����������������� �������������� ����������

������������������� ��������������� ������������

������ ���� ������� �� ��� ������ ����� ����� ������

(0, i� + 1, ..., j�)� ��� ����� ������ ��� �� �������

������ ���� ����� ��� ��� �������� ���� �������� �� ������������ �� ��� ������ ���

���������� (1, 2, 3, 4) ��� (5, 6, 7) ���� ������ ��� ��� ����������� �� ������ ������� ���

��� ����� (1, 2)� (3, 4) ��� (5, 6, 7) ��� ����������� �� ���������� �������

�

�

�

�

�

�

�

�

���������
��� �� �� �� �� �� ��

��� �� �� �� ��

���� ���

��������� ���

������ ����� �������������� �� ��� �������� ���� ����� �� ������� ��� ��� ����

���� �������� ������� ����� ��� ���� �� ��� ������������ ��������� Cσ⊕σ� �� ��������

����� ��� ������������� �������� ⊕� �� ��� �� ���� ���� �������� ���� ����� ��� ����

��������� ��� ������� ������� ������ ���� ����� ��� �������� ��������� �� ����� �� ������

��� ���������� �� ��� �������� ���� ���������� ����� ��� �������� ���������� �������� ����

��� ���� ���� j� �� ��� ���� ��� i�� ���� ����� ��� �������� ���������� ���� ��� ����� ����

�� ����� �� ���� ����� ������� ��� ������ �� ����� �� � ���� �������� �� ���� i� �� ����� ��

���� ���� �������� ���� ��� �� �������� ����� �� ������� ��������� ��������� ��� ��������

��



��������� ������������ �� �������� �������� ����������

������� ������� ���� � ���������� O(R n3)� ����� R �� ��� ������ �� ���������

�� ���������� ��� ����� ��������� ��� ���� ������� ��� ��� �������� ����� �� ���

��������� �������� �� ��� ��� �� ������� ����� ������� ��������� ����� ������ ����� �� ��������

����� ��� ������� �� �������� ��� ������� �� ��� ������ �� �������� �� ������� �� R� �� ���

��������� ������ ��� ��������� �� ����� �� ��� ������������� ��� �� ��� ����� ��� ��������

��������� ����� ��������� ��� ����� ��� ���� �� ��� ����� H ��

��������� ��� ��������� ��� ���� ����� �� ��� �������� ����� ������� ����� ��������� ���

�������� ��� ������ ������ ��������� ��� ��������� ��� �� ������� � �������� �������� S

���� ���������� �� ���������� ������ ����� ���������� ��� ��� ����������� Vi ��� ����������

���� ��� ��������� ��������� �� ����� �� ��� �������

��������� ��� �������� �� ��������� ��� ����� ��������� �������� �� ���� ��������� p� ���

������ Vi� Wi ��� Sucpi �� ���� i ��� �������� ����� Wi ��������� ��� ���������� ���� ��

� �������� ���� ���� ���� i �� ���� n ��� ��� ��������� p ����� �� ��� ���������� ���� ��

�������� ����� �� ��������� p− 1� ����� Sucpi ������ ��� ��������� �� ���� i �� ��� ��������

���� �� ��������� p�

����� ��� ���������� ��� ��������� Vi ��� Wi� ��� ����� UB ����������� �� �� �����

����� �� ��� ��������� ��������� ����� �� �������� �� ��������
� n
R

�
����� �� ��� ���� R−1

���������� ��� ��� ��������� ����� �� ��� ���� ���������� ��� ����� ��� ����� �� ������ �����

����� �������� ���������� �� ���������

� �������� �� ������� ���� ��� ������ �� ����� ������� ��� ������� n − R + 1 ��

���� ��� ���� �� ��� ��������� ���� �� ����� ���� UB�

��������� ��� ���� ��� ��������� �� ������� ��� ���� �� � ���������� ���� ��� ����� ��

��� �������� ��� �� ������� �� � ������ ����� ��� �������� ������ �� ���� �� ���� �� ���������

�������� ������ �� ������� �� ���� ��� ��� ����� Suc�ij ��������� ��� ��������� �� ���� i �� ���

����� H � ��� ��� ��������� ������� �� ���� j�

��� ������ loadi ��� lengthi ������������� ��� ����������� �������� �� ��������� ������

��� ������� ��� ���������� ��� ������ ��� ��� ������ ����� ��� �������� ������� �����

������� ���� load0 = 0 ��� length0 = 0�

���



������� �� ��� ��������� ���������� ����������� ������� ������� ��������
������������ ������������ ��� �������� ����������

��������� ��� � ����� ����� ����� ��� ��� ��������

�� Vn ← 0

�� Wn ← 0

�� ��� i ← 0 �� n− 1 ��

�� Vi ← UB + 1

�� Wi ← UB + 1

�� ��� ���

�� ��� p ← 1 �� R ��

�� j ← n

�� ����� Vj ≤ UB ��� j ≥ R− p ��

��� i ← j − 1

��� �� eij �� ��� ������� �������� ����

��� �������������� �eij�

��� ��� ��

��� ����� i ≥ R− p ��� Vj + eij < Wi ��� Vj + eij ≤ UB ��

��� Wi ← Vj + eij

��� Sucpi ← j

��� i ← i− 1

��� �� eij �� ��� ������� �������� ����

��� �������������� �eij�

��� ��� ��

��� ��� �����

��� j ← j − 1

��� ��� �����

��� ��� i ← 0 �� n ��

��� Vi ← Wi

��� Sucp+1,i ← Sucp,i

��� ��� ���

��� ��� ���

loadi = loadi−1 + qTi
������

lengthi = lengthi−1 + wTi−1,Ti
������

�� ��������� ��� R ���������� ��� �������� ����� ��� �������� �� ����� �� ��� ��������

(i + 1, j) ����� j ← Sucpi �� ��� ��������� �� ���� i �� ��� ��������� p� ���������� ����� ���

���



��������� ������������ �� �������� �������� ����������

��������� ���� ��������� (i� + 1, j�) ����� j� ← Suc�i�,j �� ��� ��������� �� ���� i� �� � ���� ��

��� ��������� ������� �� ���� j�

��������� ��� � ������ ����� ����� ��� ��� ��������

�� �� loadj − loadi ≤ Q ����

�� �� e�i,j �� ��� ������� �������� ����

�� e�i,j ← e�i+1,j + (j − i) · w0,Ti+1
+ (j − i− 1) · (wTi+1,Ti+2

− w0,Ti+2
)

�� Suc�ij ← j

�� ��� ��

�� ei,j ← e�i,j

�� ����

�� j� ← i+ 1

�� ei,j ← UB

��� ����� j� ≤ j ��� load�j − loadi ≤ Q ��

��� �� e�i,j� �� ��� ������� �������� ����

��� e�i,j� ← e�i+1,j� + (j� − i) · w0,Ti+1
+ (j� − i− 1) · (wTi+1,Ti+2

− w0,Ti+1
)

��� ��� ��

��� �� ei,j > e�i,j� + ej�,j + (w0,Ti+1
+ length�

j − lengthi+1) · (j − j�) ����

��� ei,j ← e�i,j� + ej�,j + (w0,Ti+1
+ length�

j − lengthi+1) · (j − j�)

��� Suc�ij ← j�

��� ��� ��

��� j� ← j� + 1

��� ��� �����

��� ��� ��

��� ��������� “0” �� ����� �� ��� ����� �� ���� ��������� �� ���� � ��� �� ��� ��� �� ����

���� �� ���� ��� ����� ����� ��� ����� ��� ����������� �� ���� ���� �� ��� ������ ����� ��

�i ← Sucpi� ��� �� �i� ← Suc�i�,j� �������� ���� ��� ���� ���� �� � ��������� ��� ���� ������������

������ ��� ������� ����� ��� ��� ���� ��������� ��� ���� ������������� ��� ��������� ��������

����� �� ������ �� ��� ����� V0 �� ����� �� ���� ���

��� ������� ��������� ���� ���������� ����������

������� ���������� ���� ��� � ����� �� �������������� ����� ������� ����� ����

���������������� ���������� ��� ����� ������ ���������� ����� � ������ ������ ���� �� ���

������ ����� ������� ���������� �� � ���������������� ������������� �������� �� ��

���



������� �� ��� ��������� ���������� ����������� ������� ������� ��������
������������ ������������ ��� �������� ����������

��������� ��� � ���������� �� �������� �������� ����� �����

�� S ← ∅
�� i ← 0

�� ��� p ← 1 �� R ��

�� ��������� ← {0}
�� j ← Sucpi

�� i� ← i

�� ����� i� < Suc�i�,j ��� i� < Sucpi ��

�� ���� ← ∅
�� j� ← Suc�i�,j

��� ��� v ← i� + 1 ��� j� ��

��� ��� ���� Tv �� ��� ��� �� ����

��� ��� ���

��� ��� {0} �� ��� ��� �� ����

��� ��� ���� �� ��� ��� �� ���������

��� i� ← Suc�i�,j

��� ��� �����

��� ��� ��������� �� ��� ��� �� S

��� i ← Sucpi

��� ��� ���

��� ZS ← V0

������������ ��������� ��� � ��� �� ����� ������ ���������� ����� ��� ��������� ������

��� ���������� ����� �� ��� �������� ���������� ������������� ���� �� ��� ���������������

�� ������������� ������������ ��� ������ �������������� ��������� ������� ���������� ����

���� ����� ������ ����������� �� ������ �� ������� ��� ������ ����� ��� �� �������� � ����

�� ��������� ��������������� �� ��� ����� ����� ����� ������ ���������� ��� �� ��������� ���

������ �� ��������� ����� �� ��� �������� ������

�� ����� ���� �� ������� ���������� ��������� ������� � ��� �� ���������� ���������� �

��������� �������� ������� ��������� ��������� �� �� �������� ��� �������� ��� ���������

����������� ��� �������� ��� ��������� �� � ��������� ��������� �� ����� � ���������

������������ ���� �������� ��� ��������� ������� ���� � ����� ������������ �� �� ������� ��

� �������� ��������� �������� ��� ���������� �� ������� �� ���� ��� ���� ���������� �����

��� ���� ��������� ��� ��� ����������� ������ �� � ������� ��������� ��� �������� �������� �����

�� �������� ��� ��������� �� ��� ����������� ��� ����� �� ���������� ���������� �������� ���

���



��������� ������������ �� �������� �������� ����������

������ �� �������� ����� � �������� �������� �� ���� ����� ������ ����� ��� ���� �� �������

���������� ��������� �� ��� �����������

������� ���������� ���� ���� ������������ ���� �� ����� ������� ������� �������� ��� ���

��������� ��� ��������� ����� ������ ������� � ������� ��������� ���� ����� ��� ��� �����

���� ��������� ����� �� ��� ������ ���� ��������� � ������� ��������� ����� ��� ������

����� ��������� ���������� ���� �������� ��� ��� ���������� �������� ���� ��� ������

��������� �� ����� �� ��� ������ ��� ������� ������� ����� ������� ������� �������� ��� �����

��������� �� ����� �� �������� �� �����

��� ��������� ���� �������� �� ������� �� ���������� �� ��� ������� ��� ��� ����������

���� �� ��������� �� ������� �� ��� �������

��� ��������� �������� �������� � ������� ��������� ����� �������� ������� ����������

�������� ������������ ������ �������������� ����� ��������� ��� ���������� ���������� ���

��� ���������

����� ��������� ��� ������� ���������

��� �������� ������������ ��������� �� �������� ��������� ���� ���������� ����������

���|���� �� ���� ������� �� ��� ���������� ��� ��������� ��� ��������� �������� ���

����������� ��������� �� � ����� ������ ����������� ����� �� � ��� ������� �� ��� ���

���� �� ��� ������ �� ������� ���� ��� �������� �������� �� ���������� �� � ����������

���������� ��������� �� ��������� �� �������� � ������ ������� ���������� ����������

����� �� ��������� ��� ����������� ��� ��������� �� � ����� ���������� �� ������������

���������� ��� ����� ����� ��� �� �������� ���������

� ���������� POPP �� npop ������������������ �� ��������� �� ��� ������� ����������

���������� ����������� ��� ����� �� ���������� ���������� ��� ����� ��������� ��������

������ ��� �������� �� ��� ��� ������ ����� ��������� ��������� �� ������� ���� ngen

����������� ��� ���������� ����� ����� �� ������ ��� ������� ��� ������ �� ��� ����������� ��

����� ����������� � ��� ���������� POPC �� npop ����������������� ��� ���������� �����

���� ����� �� � ����������� �� ��� ������������������ �������� �� ��� ��������� ���������

���� ������� ��� �������� �� ��� ��������� �������� ��� ���������� �� � �������� ��������

�� ��� ��������� ���������� �������� ��� ��� ������������� �� ��������� �� ������� ���

���������

���



������� �� ��� ��������� ���������� ����������� ������� ������� ��������
������������ ������������ ��� �������� ����������

�� ���������� �������� ����� �� ���������� ���������� ���������� �� ���� �� ������

����� ����������� ��� �������� �� ���������� POPP ��� ��� ���� ����������� ��� ��������

�������� �� ���� ���������� �� ��� ���������� ��������� ��� ���� ��������� �� ��� ��������

������� ��������� �� �������� �� ��� ��������� ����

��������� ��� � ��|�� ��� ��� ��������

�� POPP ← initial�population ()

�� Z(Tbest) ← min(Z(POPP ))

�� ��� gen = 1 → ngen ��

�� ��� child = 1 → nchildren ��

�� (TP1, TP2) ← Select (POPP )

�� TC ← Crossover (TP1, TP2)

�� SC ← Split (TC)

�� SC ← V ND (SC)

�� TC ← Concatenate (SC)

��� POPC ← POPC ∪ TC

��� �� Z(TC) ≤ Z(Tbest) ����

��� Tbest ← TC

��� ��� ��

��� ��� ���

��� POPP ← Update (POPP , POPC)

��� ��� ���

��� ������ Tbest

��� ��������� ����������� �������� ��� ���������� �� ��� �������� ��|�� ��������������

����� �������� ��������������

���� ��������� ���������� ������� ��� �������� ���������������� ���������� ��������� ���

�������� ���������� ��� ���������� ���������� ����� �� T � ��� �������� ��������� ��������

�� ��� ������ �������� ��� �������� ����� ��� ������� ��������� ��� ���� ����������� �� �� ��

��������� �� ������� ���� �� ��� ����� ����� �������� ���������� ����� �� S� ��� ����� ��

�������� ����� �� ��� ����� �� �� ������� ����� ����� ���� ���������� �� � ���������� ��� �����

���������� ����� �� ��� ���� �� �������� ����������� ������ �� �� �� ��������� �� ��� ����������

������

���



��������� ������������ �� �������� �������� ����������

�� ������ ���� ���� �������� ���������������� ��� �������� �������������� �� ���������

��� ����� ��� �� ��� ���������� ����� ����� �� ��� ����������� ����� ��� ��� ���������

����� ��������� ���������� �� O(R n3) � ����� ���� T �� �� �������� �������� ��������

S �� ����� ��� ��������� ����� ��������� ��������� �� ������� ���� �� ��� ��������� ���

��������� ����������� ���������� � �������� �������� S �� ��� ������������� ����������

T � �� �������� ����� ���������� ��� ������� ��� �������� ���� �� � ����������� �� O(n)�

����� ������� ����������

� ���������� ������������ ��������� ����� �� ������� �������� ��������� ��� ��� ���

��������� �� ���� �� �������� ��� ������� ����������� ��� ���� npop/2 �����������

��� ��������� �� ������� ��������� ��� ����� ��������� �������� ������ ��� �������� ��

������� ��� ����� ������ ��������� �� ������� ���� ��� ������ ���� ���������� ����������� ��

��� ��������� ��������� ����� �������� ��� ���������� ��� ��� ����������� �� ��� ���������

�� ��� ���� ���� �����������

���� ����� ���� �� ��� ���������� �� �������� �� ����� ������ ���������� ��� ����� ����

��� ������ ��������� ����� ���������� ���� ��� ��������� �� ��� �����������

����� ��������� ��������

����� ����� �� ������� �� ��� ����������� �� ��� ������� ����� ��� �������� �� ���

�������� ������ ����� � �� ��������� ����� ���� �������� ���� ��� �������� ������ �� ������

��� ���������� TP1 ��� TP2� ���� POPP � ��� �������� ������ �������� ������� ��� ��������

����� ��� ��������� ������������� ������ �� ��� ������� �� ���� ��������� �� ��� ��������

������ ��� ��������� ������������� ��� �������� ��������� ���� ��� �������� �������� �� ���

������ �����

�� ���� ��������� Zmin ��� Zmax ��� ��� �������� ��� ��� ������� ��������� ��������

�� ��� ��������� �� ��� ����������� ������������� ���������� prmax �� ��� ����������� �� ���

�������� ���� �������� ��������� �������� �� ��� ����������� ��� prmin� ��� ����������� �� ���

�������� ���� ������� ���� ��� ����������� �� ��� ������������ ��������� �� ������������ ��

����� ��������� �������� ������� ��� ������ prmax ��� prmin� �� ���� �� ������������� �� ���

��������� ��������� �� ��� ���������� ��� �������� ���� ���������� ������� ���� �������

�� ��� ������������ �� ��� ��������� �������� ������� ������������� �� ���� �������� �����

������ ��� ��� �� ���� � ��� ���� prmax = 3 · prmin ����� ����������� �����

���
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Zmin Zmax

prmin

prmax

������ ����� ����������� �������� �� ��������� ���������

����� ��������� ��������

��� ��������� �������� ���� �� ���� ��������� ����� � �� ��������� ���� �� �� ���������

��������� �������� ����� ��� ����� ����� ��� ���� m ����� �� ��� ������ ��� ��� ����������

�� ��������� ���� ��� ��������� ����� �� ��� ����� �� ����� ����� ������ �� ��� ������ �������

��� ����� r �� �� ������ ������� ������ ������� 0.2 · n ��� 0.8 · n�

��� ������ ���� ����� �� ������� �� ��� ��������� �������� ��� ��� ������� ����������

�� ������ ��� ���� m = 4�

������ � 1 2 3 4 5 6 7

������ � 6 3 1 5 2 4 7

����� 1 2 3 4 6 5 7

������ ����� ��������� ��������

����� �������� ������������ �������

� ��� ������������� �� ���� �� ��� ��|�� �� ������� ��� ��������� ������� ����� � ��

��������� ����� �������� ���� b = 1 ��� ��� ����� �������� �������� S� ��� ����� ���������

�� ��� �������� �� ��������� ��� ������������ Nb �� S� ���� ��� ������� �������� S ��

���
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��������� �� �������� S ��� b �� ����� �� �� ��������� b �� ������������ ��� ��������� �����

���� ��� ����������� �� Nd ������ �� ������������ ���� �������� ��������� ��� ���������

���� ��� �� ���� ������� �� ��� ��� ��������� �� ���������� ������ ��� ���� ��� ����

����������� ���� ����� ������������� ��� ������� �� ��� �������� ������������� ���� ����

��� ������������ ������������� �� ����� ����� ��� ��� ������ ��� �� λ������������ ������

��� ������ ���������� �������� �� ��� ��� �� ������� ���� ��� ������� ��� ���� ��������

�� ��� ������� ��������� ������� ���� �������� �������� ������ ��� ��|���

���� ����� ����������� ��� ��� ������� �� ���� ��|�� �� �������� �� ��� ���������

d = 8 ��������������

N1 : ����� ����� �� ��� ����

N2 : λ������������� �� ��� ����

N3 : ����� ����� ��������� ��� ����� �� � ���������

N4 : λ������������� ��������� ��� ����� �� � ���������

N5 : ����� ����� �� ��� ����� ���� �� �������� ��������

N6 : λ������������� �� ��� ����� ���� �� �������� ��������

N7 : ���� �����������

N8 : ���� ���������

����� N1 �� N6 ��� ������� ��������� �� ���������� ������ �� ��� �� ����� ���� ����

������������ �� ���������� ����� ������ ������������� N1 ��� N2 �� ���� ���� ������

������������ ������ N3 ��� N4� ��� ����� ������ N5 ��� N6�

������������ N7 �� � ��� ��� ����� ��� ��� ���� ������ �� ��� ��� �� ���������� �����

��� �� �� ��������� �� ��� ���������� ������������ N8 �� ��� ���� �� ���� ������������ ����

���������� ������

N7 : ���� �����������

���� ������������ ������������ ��� ����� ���� �������� ����������� ����� ���� �� ��������

�� ��� ������������� ��������� �� �������������� ����� �� ���� ���� �������� �� ���������

��� ��������� ���� ����� �� ������� ���� ��� ��������� ���� ���� ����� ��� ��������� ��
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�������� �� � ���� �� � ���������� ���� ��� ����� ���� �� ����������� ���� ������������ ���

�� ������� �� O(m3R2)� ����� R �� ��� ������ �� ���������� ��� m =

�
n�

i=1

qi

�
/ (Q ·R) ��

��� ������� ������ �� ����� ��� ����������

����� �������������

��� ������������� ��������� ������ �� ��������� � �������� ��������� S� �� � �����

���� ��������� T � ������� ���� �� ��������� ���������� �� � ���� �� ���� n� ��� ��������� ������

�� ������ �� �� ����� ����� �� ������ ��� �������� ����� ������� �� ��� ���� ���������� �����

���� �� ��������� ������ ��� �������� ����� �� ��� ������ ���������� ��� �� ��� ����� ���������

R�

����� ���������� ��������

��� �������� ������ ����� �� �� ��������� ���� ������ ��� ���������� ��� ��� ���������

����������� POPP � ��� ���������� POPC �� �������� �� ��� ��������� �������� �� ���

������� ���������� � �������� �� POPC �� �������� �� �� �������� �� ��� ���� ���������� ��

��� �������� �� ����� ��������� �� POPC �� ������ ���� � ��������� Δ� ��������� ��������

�������� �� �������� ���� ���� ��� ��������� �� POPC ��� ����� ������� ���� ��� ���������

�������� ������ ���� �� ��� �������� ������������ �� ������� �������� �� ����� ���� ���

��������� �� POPC ������� ��� �������� ��������� POPC ������� POPP �

������� �������� �������� ���� ���� �������� �� ������� ��� ���������� ��� ���������

������ � �������� ������ �������� � �������� �������� ��������� �������� � ������ ������

��� ���� ����� �������� �� ����� ��|�� ��������������

��� ����� ����� �������� �������� ����� ������ ��� ������ �� ����� ��� ���������� �� ���

���� �������� ��� �������� �� ��� �������� ���� �������� �� �������� �� ����������� ��������

����� ��� �������� �������� �� � ���� �� ��� �������� �� ���������� ��������� ���������

������� ��� ��������� ������� ��� �������� �� ��� ����� �� ���� �������� �������� ����������

�� ��������� ����� �������� ��������� �� ������ ���������� ������� �������� ��������� ���

� �������� �� �������� �� ������ �� ��� ������ �� ��� ��� �� �������� ���������� �������

��� ��������� �� ��� ����� �� ���� �������� � �������� ������� �� ���� ������ �������� ��

��� ������ �� ����� ��� ����������� ����� �� ��� ������ ��� ��� �� ��� ������ ���� ��������

��������� ����� ��������� ����� �������� ��� ���� �� ��������� � ������ �� �������� ��������
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������ �� ��������� �������� �� ������� � ������ �� ��� ������ ������� ������ �����������

��� ������� ������ ��������� ��� ���� �� ����� ��� ��������� ������� ���� �� ���� ��

���������� ��� ����� ���� �� ��������� ��� �������� ��������� ��� ������� � ���������

����� ������ ��� ������ �� ����� ��� ����� ������ �� ��� ���� ����� �� ���� ��������

�� ���� ��������� ��� � �������� �� ����� ���� �������� �� �������� ��� ��� ��������� ��������

������� ������� �� �������� ��� ������ �� ���� �� ������ ��� ����� ���� ������� ��� ���

���������� � �������� �� ��� ��������� �� ��� ��������� ����� �� ��� ����������� ��� ��������

������� ��� ������������ T ��� T �� �� �������� �� ������ R �� �������� �������

dR(T, T
�) =

n�

i=1

ξi,

����� ξi =

�
1, �� ∃j : Ti = T �

j ��� Ti+1 = T �
j+1

0, ���������

������

��� �������� ������� � ���������� ��� ��� ���������� �� ������ �� ��� ������� ��������

������� ��� ����� ���������� ��� ��� ��������� ����������� �� ��� ���������� ���������

��������

dmin
R (T ) = min{dR(T, T �) | T, T � ∈ POP, T �= T �} ������

����� �������� ��������

���� � �������� �� ��� ��������� �� �� ������� �� �������� ��� �������� �� ��� ����������

����� ��� �������� �������� �� ��������� ���� ��������� �� ��������� �� ����� �� �������� ���

���������� ����������

��� �������� �������� �������� �� ��������� ��� ��������� �� � �������� �� ����� �� ���

������������ ��������� ����� ����� �������� ������� ��������� ���� ����� ������� ��� ����

� ����� �������� ���� �� �� �������� ���� ��� ���������� ����� ���� �������� ���������� ��

��� ������ ����� ��� ����������� ���� ��������� �� ��������� ������ ��� �������� ���������
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��� �� �������� ��� ������� �� � �������� �������� ���� � ��������� �������� ����� � �����

������ ����� ����� �� �������� �� � ����� ������ ��������� ��� ��� ���� ����� ������� ���

��������� �������� �� ���� �� ������������ �� ������� �� ����� �������� ���� ��� ������

�� �������� �� ���� ��� ��������� �� ���������� �� �� ����

����� ������� �������� ��� ����������� �� ��� ���� ��� ��� ����� �����������

�������� ������ �����×��� ��� �����×���� ������������� ������� �� ��� ������ �����

�����×��� �� ��� ����������� ���������������� ������� ��� ��� � ��������� ����������

��� �������������� ��� ��� ����������� �������� ������� ������� �� ������ �� ��� ������

���������� ������� ��� ��� ��� �� �� �������������� ��������� �������� �� ��� ������ �������

� ����������� ��� ���� � ��������� ��� ��� ������ ����� ��� ������� ������� ������� ����

��������� ������� ��� ����������� ��� �� ������� �� ��� ������ ������ ��� ���������������

������� ����������� ������� ������� ������� ��������� ���� � ���������� �� ��� �������

����� �� ��� �������������������� ������� ���������� ������� ������������� �������

�� ��� ������ ������� �� ��� ���� � ��� ������� ����� ��������� ����� �� � ����� ���� �������

�� ��� ��������� ����������� ��� �������� ������ ��� ��� ���������� ��� ����������

����� ��������� ��� ������� ���������

��� �������� ���������� ������������ ����� ������ �������� ���������� ������� ���

�������� ���������������� �������� ���������� ����� ��� ���� �� ����� ������� �� �����������

��� ����� ����� ��������� ������� ���� ��� ��������� ����������� ��� ������������� ���� �����

� ����� ��������� ��� � �������� ������������ ������� ����� �� ��������� ������� ���

������ �� �������� �� ��������� ����

� ������ ���������� �� ���������� ���������� ������ ��������� ��� ������������ ����

�������� S �� ����� �� ��� ��������� ��������������������������� ����� �� ��������� ��

���������� ������ ��� ��������� �������� �� �� �������� �������� �� ����� ���� ���������

�� ����� �� � ���� �� ����� �� ��� ����� �� �� ������� ��� ���� ��� ���� “0” �� ������� �� ���

����� ��� ��� �� ����� ����� ����� ��� ����� �� ��� ������

��� ��������� ��������������� �������� ��� ���������� �� ���� �������� σ ��������� ��

���������� ����� ����� ��� ����� ���������� ������� �������� S� �� ����������� �������� ��
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��� ��� ��������� �� ���� �� �� ���� ���������� ��� ��� ��������� �� ���������� ����� ��

�����

��������� ��� � ������ ��� ��� ��������

�� ZS∗ ← ∞
�� ��� ����� ← � �� �������� ��

�� ��������������������������� (S)

�� ��������������� (S)

�� ��� (S)

�� ��� ���� ← � �� ������� ��

�� ����������� (S, T )

�� ZS� ← ∞
�� ��� ����� ← � �� ����������� ��

��� T � ← T

��� ������������ (T �)

��� ����� (T �, S ��)

��� ���������������������� (S ��)

��� ��� (S ��)

��� �� ZS�� < ZS� ����

��� S � ← S ��

��� ��� ��

��� ��� ���

��� �� ZS� < ZS ����

��� S ← S �

��� ��� ��

��� ��� ���

��� �� ZS < ZS∗ ����

��� S∗ ← S

��� ��� ��

��� ��� ���

����������� ����� �� ��������� ������ �� ��������� ��� �������� S �� � ����� ���� T � �����

��� ���� ��� �� � �������� �������� �������� �� � ������ ���� �� ��� �������� ����� �� ��� �����

�� �� ������� ������� ���� �� ��������� ���������� �� ��������� �� ���������� ������
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����������� ������ �T �� �� T ��� ������ � ������������ ��������� �������������� �� �������

����� ��� �� ���� ���� �� ��� ��������� �������� ��������� �� ���������� ������ ����
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��� ���� ������� ����� ���� ���� �� ��� �������� �������� ������ �� ��� ���� ����� ����� ���

����� ��������� ��� ����� �� ��� ���� ��� �������

��� ��������� ����� ����� ��� ��������� ����� �� �� ���������� �� ���� ��������

��������� �S ��� �� ��� ����� ��������� ����� ��� ��������� �� ������� ��� ��� �������� ��

��� �� ���� �� �� ���������� ������ ��� ��������� ���������������������� �� ���� ��

������� ��� ���������� �� �������� S �� ����� �� ��� ��� ����������

��� ���� �� ��� ����������� ��������� �� ���� �� ������� S� �� ���� �� ������������

�������� ��� ���� �������� ����� S∗ �� ������� ���� S �������� ��� ������� �� ���������

���� ZS∗ ��� ZS� ����� ��� ������ ���� ���� ��� ��� ���� �� ��� ���� ����� �� ��� �������

����������� �������������

��� ������������� �����������

������������� ����������� ���� ���� ��������� �� �������� ��� ������� ���

����������� �� ��� ����� ������� ������������ ������ ��� ��� �������������� ����������

��� ��� ����� ��� ��� ��������� ��� ���������� ����� �������� ��� ���������� ���������

������ �� ��������� �� ���������� ������ � ���������� ������� ��� ������� �� ���

������������ ������������ ��� ��� ����� �� ����� ��������� �� ��������� �� ����������

������ ��� ������� �� ������ ��������� ��� ��� ����� ��� ����� �� ���������� ������ ��� ���

��������� ����������� ����� ��� ����� �������� ��� ������� �� ����� ��� ������ ����������

������������� ���������� ����� �������� ��� ��������� ��� ��� ����� ��� ��� ���������

����� �������������� ��� ���������

��� ������������� ����������� ������� ��|�� ��� ������� ���� ���� �����������

�� ������ ��� ���� ��� ��� ������������ ������ �� ����� ����� ��� �� ���� ���� ����

������ �� � ���� ��� ����� ���� �� �������� ���� � �� �� ��� ��� ������� � �������������

���� ���� �� ����������� ��� ��������� ��� ���� ��� �������� ��� ��� ������������

������ ��� ��� ����� ��� � ���������� ������ �������� ���������� ��� ������ ��� ��

���
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����������� �������� ��� ���������� �� ��� ��� ���� ���� ��� ������ ������������� ��� ���

��������� ���������� ���� ����������� ��� ���� �������� �� ����� ���������� ��� ����� ���

�� ����������� ������� ��� ������ ������������� �� ��� ������ ��� ���������� ���� �� ���

�������� ���� ��� ���� ��� ���������� ������� ��� ������� �� ����� ��������� ��������������

��� �� ���� ��� ����������� ��|�� ��� ������ ������ ����� ��� ������� ���� �� �����

������� ����� ��������� ����� ������� ������������ �� ����� �� �� ��� ���� ��� ���� ���

�������� �������� ��� ������ ��� �� ����������� �������� �� ���������� ��� ����� ��������������

�� ��� ���������

��� ���������� ���� ����� �������� �� �������� ��������� ��������� ���� �� ������

������ ��� ��� ������ ��� ��������� �� ��� ���������� ��� ����� ����� ��� ������� ����

��������� ���� ���������� ��� �� ��� ��������� ������������ �� ���� ������ ���� n = 50 ��

199 ������ ������ ��� ��� �� ���� ������ ��������� ������� �� ���� ������ ���� n = 200

�� 483� �� ��� ����� ��������� ��� ���� ���� �� ���� ���������� ��� ������� �� ��������

���� ��� ������ ����� �� ���� ������ ����� ��� ��� ������� ���� ������ ������ ��� ����

��������� �� �������� �� ��� ����� ��� ��������� ���� � ���� ������ ���������� ����� ���

���� ������� �� ��� ����� ������������� ���������� 7 + 20 = 27 ����� ��������� ���

������ ��������� �� ��� ��������� ��� ��������� ���� wij �� ��� (i, j) �� ����� �� ��� ���������

��������� �������� �� � ���������������� ���� �������

��� ���� �� ��������� ��� ����� ��� ��� ��������� ��� �������� ��� ������ �� ��������

�� ����� ��� ������������� �� ����� ������� ����� ��� �������� ��� ��� ���� �� ����������� ���

��������� ���� ���� ��� ����� ������ ��� ��� ���� ��������� �� ��� �������

����� ��������� ������

����������� �������� ����� ������

� ��� ��������� �� ������ �� �� ���� ���� ����� ����������� ��� ������ �� ����������

������ �MaxStart�� ��� ������ �� ���������� ��� ��� �MaxIter�� ��� ��� ������� ������

�� ����������� ����� �� λ������������ ����� �λ��

�� ��� ������� ���� �� ������ �� ������� ������������ �� ��� ������ �� ����� �� ��� ����

�� ������� �� �������� � ���� ���������� ������� �� 5 000 ����� �� ������� ��� ���������

����� ���� ����� �������� ��� ��������� �� ������ ��� ��� ����� �� �� �������� ���� ���

��������� �� ��� ����� ����� ������� �������� �� ��������� ���� ��� ������� �������� �����

MaxStart = 1� ��� ������������� ������� �� � ������ ��� ���� 5 000 ����������� ����� ���

���



������� �� ��� ��������� ���������� ����������� ������� ������� ��������
������������ ������������ ��� �������� ����������

MaxIter = 1 �� ������� � ����� ���� 5 000 ����������� ����������� ������� ����� ����

���� ��������� ���� �������� ��������� ������� MaxStart ������ ������ ��� {1, 3, 5, 10}�

����� MaxIter = 5000/MaxStart� ����������� ������� ������� λ = 3 �� ������� �������

��� ��������� ����� ��� ��� �������� ��� ���� ������� �� ������� ��� �������� �����

MaxStart = 3� MaxIter = 1000 ��� λ = 3�

��� ��� ������ ��� ������ ����� ������ ���� ��� �������������� ���� ���������� �������

�� �� �������� ��� � ���� ������� �������� �� ����� ��� ������� ���� �� ����� ���������� ��

��������� �� ������ ��� ������ �� ���������� ��� �������� �� ���� ����� ������� ��� �����

������� ��������� ���� ���������� ����������

���� ���������� ���� �� ����� ���� ��|�� �� �������� ���� �� ��� ���������� �npop��

������ �� ����������� �ngen�� ��� ������ �� �������� �nchildren�� ��� ������� ��������

��������� �Δ� ��� ��� ������� ������ �� ����������� ����� �� λ������������ ����� �λ��

����������� ������� ���� ���� ��|�� �������� ���������� ������������� ����� ��� ��

��������� �������� ���� ��������� �������� ��� �������� ��� ���� ����� ������ ���������� ���

���� ������ ��� ���������� ������� �� ������� �� 3 000 ��� ����� ����� ��� ��������� ����

�� ������� �� ��� ����� ��� ��� ������ �� ��� ��� ����� ���������� �� �� ��� ��������

��|��� ��� ��� �� ������� �� ���� ��������� ������ ��� ������ �� ��� ����� ��� ��

�������� �� ngen · nchildren� �� ��������� ������� λ = 3 �� ������� ������� ��� ���������

����� ��� ������ �� �������� nchildren �� ����� �� ��� ���������� ���� npop� ���� ���

������ ���� ��� ������ npop = {10, 30, 50}� ���� ���� ����� ���������� ���� ������ �������

��������� ������������� ����� ��� �� �������� �������� ������ ���� ������������ ���

������ �� ����������� ngen �� ����� �� ngen = 3000/nchildren� ��� ��������� Δ ��� ����

������ ���� ��� ������ Δ ∈ {0.2 ·n, 0.3 ·n, 0.4 ·n}� ����� Δ ������ ������ ���� ���� ����������

��������� ����� ������ ����� �� ���� ���� ������ ���� ����� ���������� ��� ������ ������ �����

� �������� ���� ��������� ����� ��� ������� �� ��� ���� ���������� �� �������� ��� ���� �������

��� �������� ����� npop = nchildren = 30� ngen = 100� λ = 3 ��� Δ = 0.3 · n� ���

��������� Δ �� ��� ������� �������� �� ������ � ������ ����� ���� ������ ������� ������

���������� ������� ����������

���� ���� �� ���� ������� �������� �� ���� �� ���������������� ��� ���� �� ���

���������� �� ���������� ������ ������ ��� ���� ����������� ���� �� ��������� ���� ������

����������� ��� ����� ����� ��������� ��� ������� �����

���
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����������� ������������ ����� ������

��� ������ ��� ���� ���� ����������� ��� ������ �� ���������� ������ �MaxStart�� ���

������ �� ���������� ��� ��� �MaxIter�� ��� ������ �� �������� �MaxChildren� ��� ���

������� ������ �� ����������� ����� �� λ������������ ����� �λ��

��� �� ��� ���������� ������� ��|�� ��� ������ ����������� � ���������� �������

�� 3 000 ��� ����� �� ����� ���� �� ������� MaxStart = {1, 3, 5, 10} ��� λ = 3 ��� �������

������������� ��������� ������ �� ��� �������� �� MaxStart ·MaxIter ·MaxChildren�

MaxChildren = {1, 5, 10} ������ ��� ������� ��� ���� ������� �� ������� ��� �������� ����

MaxStart = 3� MaxIter = 100� MaxChildren = 10 ��� λ = 3�

��� ����� ��������� ������� ��� ���� �������� ���� MaxStart = 3� MaxIter = 1000�

MaxChildren = 1 ��� λ = 3 ����� �� ���������� �� � ������ �� ���������� ��� ���������

����������

����� ���������� �� �������� ������ ��� ��� �����

�� ���� ���������� ��� ��� ������������ ������ ��������� �� ���������� ����� ���

��������� ��� ������� ��� ��������� �� ����� ����

����� ��� ����� ��� ���� ���� ���� ������� ���� ������ ��� ��� ���� ��� �������� �����

��� ������ �� �������� ����� n� ��� ������ �� �������� R� ��� ��� ������

�
n�

i=1

qi

�
/(Q · R)�

���� ���� ��� ������� �� ���� ������ �������� �� ���� ��� ���� �� ������� �� ��� ������ ����

������ ������ ��� ������� ������� ����� �� �������� ��� ��� �������� �� ��� �������� �����������

����� ��� ���� ������ ���� ������� ��� ������ ��� ������ ���������� ����� ��� �������� ����

������� ��� ���������� ��� ������� ��� ���� ������� �������� ��� ��� ���� ����� ����� �����

�� ����� ������ ��� ��� ������� ���� �� ������� ������� ������� �� ��� ����� ����

����� ���� �� ������������ ��� ���� ����� ����� ��� ��� ���� �� ��� ���� ������� ��������

����� ��� �������� ������� �� �������� ������ ���� ����� �� ���� ���������� �� ���������

����� ���� ����� ��� ����� ��� ������� �������� �� ���� ���� ��� �����

������ ����� ��� ����� �� ��� ��� �� �������� ��������� ti� ������� ��� ������� �����

�� ���� i� ������ ��� ��� ���� ������ ����������� ��� �������� ������ ������� �������

������ ��� ������� ����� ������ ���������� ������ ���� ��� ������ ��� ��������� ����

��� ���� ���� ��������� ��� �������� �� ��������� ����01 �� ����06 ��� ��������� ����07 ��

����12� ����� ������� ����� ��� ��� �� ������� ����� �� �������� ����� ��� ����������

���
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��������� ������������ �� �������� �������� ����������

����� ������� �� ����� ��������� ��� ��� ��������

����� ��� �������� ��� ������� ��� ��� ��� ����� ������� ������ ������� �� ����� ���������

���� n = 15 �������� ������ ����� ����� ��� �������� ��� ������� �� ��� ����� ��������������

�� ��� ���� ����������

�� ����� ��� ��� ���� ���� ������� ������� ��� �������� ����� ��� ������ �� �������� �����

n� ��� ������ �� �������� R� ��� ��� ������� ������ �� ����� ��� �������

�
n�

i=1

qi

�
/(Q ·R)�

���� ����� �������� ��� ����� �� ������� ��� ��� ������������ ����� ��������� �� �������

���� ��� ���� ������� ����� ������������ ������ �� ������� ������ ��� ����� ��� ���� ���� �����

������������� ������ ��� ������ ��� ���� ����� ������� ��� ���� �� ��� ������ ����������

�� ��� ������������ ����� ����� ��� �������� ����� ������� ��� ���������� ��� �������

��� ���� ������� �������� ����� ��� ��� ���� ����� ����� ����� ������ ����� �� ����� ��

������ ��� ��� ������� ���� �� ������� ������� ������� �� ��� ����� ���� ����� ����

�� ������������ ��� ���� ����� ����� ��� ��� ���� �� ��� ���� ������� �������� ����� ���

�������� ������� �� �������� ������ ��� ���������� ������� ���� ������� ��� ���� ���

��� ������ ������ �� �������� ��� ������ �� ��� ����� ������������ ������ �� �������

����� ���� ������� �� ��� ������������ ������ �� ����� �������� ����������

���� n R

�
qi

Q·R
��� ���� ��� �����

�� ���� ��� ���� �� ���� ��� ����

����01 �� � ���� ������ ������ ���� ����� ������ ������ ���� ����

����02 �� � ���� ������ ������ ���� ����� ������ ������ ���� �����

����03 �� � ���� ������ ������ ���� ������ ������ ������ ���� �����

����04 �� � ���� ������ ������� ���� ������ ������ ������� ���� �����

����05 �� � ���� ������ ������ ���� ������ ������ ������ ���� �����

����06 �� � ���� ������ ������ ���� ������� ������ ������ ���� ������

����07 �� � ���� ������ ���������������� ���� � ������ ������� ���� ������

����08 �� � ���� ������ ����������������� ���� � ������ ������� ���� ������

����09 �� � ���� ������ ����������������� ����� � ������ ����������������� ���� �

����10 �� � ���� ������ ����������������� ����� � ������ ����������������� ����� �

����11 �� � ���� ������ ����������������� ����� � ������ ����������������� ����� �

����12 �� � ���� ������ ����������������� ����� � ������ ����������������� ����� �

���� ���� ������� ���� �������

����� ��� ����� ��� ���� ���� ������ �� ����� ���� ����� ��� ���� ��������������

��� ���� �������� ����� ���� ��� ���� ����� ������ ��� ������� �������� ����� ���� ������

��� ���������� ��������� �� ��� ���� �������� ���� Z(heur) �� ��� ������� Z(MILP )

���



������� �� ��� ��������� ���������� ����������� ������� ������� ��������
������������ ������������ ��� �������� ����������

�� ����� ��� �� ��� ���� ����� ����� ���� ��� ������ ���� �� �������� �������� ��

���= (Z(heur)/Z(MILP ) − 1) × 100� ��� ��� ������� ������� ���� ��� ��� �� �������

������ ��� ����������

����� ���� ������� �� �������������� �� ����� �������� ����������

���� n R

�
qi

QR

������ ��|�� ������

���� ���� ��� ���� ��� ���� ���� ���� ��� ���� ��� ���� ���� ���� ��� ���� ��� ����

����01 �� � ���� ������ ������ ���� ���� ������ ������ ���� ���� ������ ������ ���� ����

����02 �� � ���� ������ ������ ���� ���� ������ ������ ���� ���� ������ ������ ���� ����

����03 �� � ���� ������ ������ ���� ���� ������ ������ ���� ���� ������ ������ ���� ����

����04 �� � ���� � ������ � ������ ���� ���� � ������ � ������ ���� ���� � ������ � ������ ���� ����

����05 �� � ���� ������ ������ ���� ���� ������ ������ ���� ���� ������ ������ ���� ����

����06 �� � ���� ������ ������ ���� ���� ������ ������ ���� ���� ������ ������ ���� ����

����07 �� � ���� � ������ � ������ ���� ���� � ������ � ������ ���� ���� � ������ � ������ ���� ����

����08 �� � ���� � ������ � ������ ���� ���� � ������ � ������ ���� ���� � ������ � ������ ���� ����

����09 �� � ���� � ������ � ������ ���� ���� � ������ � ������ ���� ���� � ������ � ������ ���� ����

����10 �� � ���� � ������ � ������ ����� ���� � ������ � ������ ����� ���� � ������ � ������ ����� ����

����11 �� � ���� � ������ � ������ ����� ���� � ������ � ������ ����� ���� � ������ � ������ ����� ����

����12 �� � ���� � ������ � ������ ����� ���� � ������ � ������ ����� ���� � ������ � ������ ����� ����

���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

��� ������� �������� ���� ��� ������� �� ������ ���������� ����� ������� � ���� ���� ���

� ������ ����� �� ����� ������������� ��� ��� ����� ���� ���������� ����� ���� �� �������

��������� ��� ����� ���� ����� ������������ ����������� ��� ����� ������� ����� ��� ������

����������� ��� ��������� ��� ���� ������� ��������� ��� ����� �� ���� ���� ��� ����� ���

��� �� ������� ���� ���� ����� �� �������� ��� ��� ������� ����� ��� ��������� ���� �������

��������� ��� ����� �� ���� ������� ��� ��������� ���� ������ ���� ��� ������ �� ��������

��������� ��� ��� ������� ������ �� ����� ��� ������� ���������� ��� ������� ���� �� �����

�������� ������� ��� ��� ���� ���� ��������� ������ �� ������ �� ��� �����

��� ����� �������� �������������� ������ ������ � �������� �� �� ���� ��� �������� ����

������� ��������� ��� ����� �� ����� ��� ��� ���� � ���������� ��� ����� �������������� ����

����� ��� ���� ��������� ���� ���� ����� �� ������� �� ����� ��� ��� ���� � ����������� ���

���� ��� �������� ����� ��� ���� ����� ����� ����� �� ����� ��� ��� ��������� ����� ��

��� �������������� ���� ��� ���� ������ �� ��� ������ ����� ��� ������ ��� ��� ���� � ���������

��� �������� ������������� ����� ��������� ����� �� �������������� ��� ������ ������ ����

���� ������� ��������� ����� �� ����� ��� ������� ���� ��� ������� ��� �� �� ��� ��������

�� ����� ��� �� ��������� ��� ������� ������� ���� �������� ���� ��� ���� �������� ���� ��

����� �� ��� ��� �����

���



��������� ������������ �� �������� �������� ����������

��� ������� ����� �� ��� �������������� ��� �������� ������������� ��� ������� �������

���� �� ����� ��� ��� ��|�� ���� ��� ��� ����� ���� �������� �� ������ ��� �������

���� �� ��� ������� ������������ �� ��� ������ �� ��������� ��� ���� ��� ������� ��������

���������� �� ���� ����� ��� ������� ������ �� ����� ��� �������

�
n�

i=1

qi

�
/(Q ·R) ����������

����� ������� ��� ���������� �� ������������� ����� �� ��� ����� λ������������� �� ���

����� ���� ����������� ��� ���� �����������

����� ������� �� ������ ��������� ��� ��� ��������

�� ���� ���������� ��� ����� �������� �������������� �������� ��|�� ��� ������� ���

�������� �� ������ �������� ���������� ��� ������� ��� ����� ��� ������� ������10

������ �� ������ ���� ��� �������� ��� ��� ���������� ����� ������1 ������ �� ��� ����

������ ���� ��� ����� ��� 1 000 ����������� ������1 �� �� ������ ��� ������ ���� ���

��� ��������� �� ������� ��� ������� �� �������� �� ��� �������� ������ ��� ������� ��� �����

��������� ��������� �� ������� ����

������ ��� ��� ��� ������� ��� ������� ��� ��� ��� ��������� ��� ���� ���������

������������� ����� ��� ���� �������� �������� ����� ������ �� ����� n� ������ �� ��������

R� ������� ������ �� ����� ��� �������
n�

i=1

qi/(Q ·R)� ���� ����� �������� BKS� ��� ��� ����
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�� ��� ����� ��������������� ���� ������� ��� ��� �� ��� ���� ����� ������ ���������� ���

������ �� �������� �� ������ ��� �� ������ �� ��� ������������� ����� ���� nchildren = 1

�� nchildren = 10 ��� ������������� ���� ��������� ���� ������1 ��� �� �������� ��� �������
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������10 ������ ���� ��� ���� ����� �������� ����� ��� ������ ���� ��� ������ ��
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�������� �������������� ������ �� ��������� �� �������� ��������� ����� ������� ����� ��

����������� ��� �������� ��� �������� ���� �� ��� ����������� �� ����������� ����� �� ����

����� ��� �� ������ ���� � ������ ��������� �������� �� � ���� �� �������� �������� ������

����� �� ��� ����� ��� ����� �� ���������� ������ ��� �� ����������� �� ��������� �����������

�� ������� ��������� ��������� ������ ������ ��� ����� ����������

���� �������� ������� ��� ������� ������� ���� �� ������ ��� ��������� ���� �� ���������

�������� ��� ����� ��� �������� �� � ����� ��������� ��� ��������� �������� ��� �������

��� ������������ ������ ����������� ����� ���������� ��� ������������ ��� ��� ��������

σ = (1, ..., i − 1, i, i + 1, ...,Mσ) �� Mσ �������� ����� ������� �� � ������� �������� �� ���

�������������� ���� �� ����� ���� i ���� ���� i− 1 �� ������� �� � ������ ��������� ��������

���
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�� �� ����� ���� ��� ������� ���� �� ���� i �� ���������� ���� ��������� ������� ���� �� ���� i ���

�� ����������� �� � �������� �� ��� ������� ����� �� ����� i+1 ��� ��� ��� Mσ − i ����� �����

���� i �� ��� ��������� ���������� ���� ��� �������� ���������� ������ ����� ���� i+1 �� �������

���� ���� i− 1 �� ��� ������� ��������

��� ������� �� ���������� �� �� ������� ������ �������� ����� �� ��� �����������

������ ��������� �� ���������� ������ ������������� � ������ ������ ������������� �������

� ��� ��������� �� �������� �� ����� ��� ���� ������������� �� �������� �� ��� ������

��������� �� ������� ���� ��� ���� ��������� ������������ �� ������ ��� ��� �������

�������� ���������� ����� ��� ��� �������������� ������� ������������ ����� ������ ��������

�� ������� ������� �� �������� ����� ������ ������� �� ��� � ���� ������� ��������� �����

�������� ��� �� ������� �����

����� ��� ������������ ���� ����� ���� ���� �� ��� ����������� ��� ������� ���

��������� ���� ��� ��� ����������� ������� ������� �������� ��� ���� �������� ���� ��������

�������������� ���� ��� ��������� ������� ��� ��� �������� ���� �������� ����� ��� �����

��� �� �������� ���� ���������� �����

�� ��� ����� ������� �� ��� �� ��� ������� ��� �� ��� ������ ��� ����� �� ��� �������

� ������ �� ����� ���� �� ������� ���� �������� �� ��� ��������� ��� ����� ��� ������� ��

�������� ��������� ������������ ������ ��������� �������� ��� ��� ����� ����� �� �� ���� ��� ���

��������� ������ ���� ��� ���� ��� ����� �� �������� ��� ��� ��������� �������� �� ��� ���������

����� ������ ����� �������� �� ����� ��� ��������� ��� ���� ��� ����� ��� ������ ��� ���

��������� ����� ���� �� ������ � ����� ������� �������� �� � ������� ���� ������ �� ���� �����

������

��� ��������� ������� ����� �������� �� ������ � �������� ���� ��� �� ����������

���� � ����� ��� ����� ��� � ��� �� ����� ���� ������� ��� ������ �� ��� ������ ���������

�� ��� ������ ������� � �������������� ��������� ����� ��� ���� �� �������� �� ��� ��� ��

��� ���� �� ��� ������ ������� �� ��� ������ ���� �������� �� ������������ ��������� �����

�� � ������� ����������� �� ��� �������� ����� ��� �������� ���� �� �������� �� ��� ���

�� ��� ���� �� ���������� ���������� �� ��� ����� �� ��� ������ ��� ���� �� ���������� ����

��� ��� ���� �� ��������� ��� ����� ��� �� ��� ����� �� ����� ������� ���� �� ��� ������

��� ���� �� ��� ����������� m���������� ������� ��m���� �� �� ��� m ������ �������� �

������� ����� ��� � ������ �� ������ ������ ����� ����� ��� ��������� �� ��� ����� ����

�� ��������� �� � ������� ����� ������������ ��� ������ �� ����� ������� �� ��������� �� �
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��� ��� �������� �� ���������� �� ��� ������ ��� ��� �������������� ��������� �� ��������

� ������ ������� ��� ���� �� ��� ������������ ��� ������� ���������� �� ��������� �� ���

������ �� �� �������� ��� ����� ���� ��� ��� ���������� ���� �� ��� �������� ���������� ���

����� ���� ������������ ���������� ����� �� ��������� ����� ������� ���� ����������������

������������ ����������� ������� �������������� ������� ������� ��������� ��� ��� �

������ ������� ���

�� ��� ����������� ������� ������� ������� �������� �������� �� ���� ����� ������ �� ����

�������� ����� ��� ��������� ���� ����� �� ������������ ���������� �� ���������� ������� �����

������������ ������ ������� ������� ���� ���������� �� ���������� � ������� ���� �� ���

����� ��� ������� ������� ������� ������ �� ������� ������� ������� ���� �������� ���

�������������� �������� ����� ������ �������� ���� �������� ��� ���� ���� �� �������

������������ ����� ��������� �� ���� ����� ������ ����� �������� �� ���� ������ �� ����

��������� ��� �� ���������� �� �� ������� ���� �� �������

��� �������� �������� �� ���� ������� �� �� ���� � ���������� �����������

m���������� ������� ����� ��� ���� �� � ��������� �� � �������� ������� �� ��� ������

��� ��� ������ �� ����� ����� ��� ��� ���������� ����� ��� ����� �� ��� ���� ������ ��� �

��������� �� ����� ��� �������� �� ��������� ��������� ��� ��� ��� �� ��� ���� ������� ��

� ����� ���� �� ��� ������� ���������

��� ������� �� ���������� �� �������� ������� ��� �������� ��� ������� ��������� ��� �

����� ������� �������� � ���������� ������������ ����� ������ ������������� �� �������� ��

������� ���� ������� ��� ��������� �� ������� ��� ��� ���������� ������� ��� ��������� ��

������� ����

��� ������� ��������� ��� ����� ������� ������ �����

��� ���������� ����������� ������� ������� ������� ���� �������� ���������� �����������

���� ��� ����� ��� ��� ��������� ���� � ���� ���� ���� �� ������� ������ ��� �� ��������

��� ��� �� ������� ����� �� �������� ������ �� ���� ��� �������� ��� ������� ��� �������� ��

������� ������ ���� ����� ��� �� ������� ������ ����� ��� ���� �� �� �������� ���� ��� �� ���������

�� � ������� ����� ���� �� �� ��������� ���������� ��� �� ��������� �������������� ����� ����

� ������ �������������� ���� �� ����� ��� ������� ���� ���� ��� ���� �� ����� ��� ����� ���
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��� ����� � ������ ������ �� � ������ ���� �� ��� ����� ��� �������� ���������� ��� �� ����

�� ��� �������� ���� �� ����������� �� �������� �������� ������ �� ��� ������� ���� �������

�� ��� �������� ����� �������� ���� �� �� ��� �������� ������� ���������� ��� ��� ������

�������������� �����

��� ������� ��� �� ������ �� �� ���������� �������� ����� G = (V,E)� ��� ��������

V = {0, ..., n} �������� � ���������� 0 ��� � ������ V � = V \ {0} �� n ������� ����� ��

�������� ������ ��� ������� E �� �������� �� ���� (i, j) ���� ������ ����� wij� � ��� �� R

�������� �� �������� Q ��� ����� �� ��� ������ ���� ���� i ∈ V � ��� � ����� ������ qi� ��

�� ������� ������� ���� �� ���������� ���� R ≤ n� qi ≤ Q ∀ i ∈ V � ���
�

i∈V �

qi ≤ Q ·R�

��� ��������� �� �� �������� � ��� �� ����� ��� ����� ��������� ����� ���� ���� ���� ���� ��

������� �� ���� ����� ��������� ����� ��� �������� ���� � ������� ���� �� ����� �� ���������

������ �������� ��� ��� ��� �� ������� ����� �� ������ ������� ��� ���������� �� ���������� ���

������ ���� wij �� ��� ���� �������� �� �������� ��� (i, j) �� � ������ �������� ����� δ · wij

�� ��� ���� �������� �� �� ��������� �������� ��� ��������� δ �� ��� ������ ����� ���������

��� ���� ����� ��� ��������� �������� ��� ������ ���� �������� �� ��� ������� ����� � ����

�� ������ �� � �������� �������� ��� ������ �� ��� ������ ���� �� ����� ��� ������� ����� ���

� ��� �� ��������� ������ ���� ���� ��� ����� ������ ��������� ��������� ������� ��� ���������

������ ���� ��� ������ ������� �������� Q� �� ��� �������� � ���� ������ �� ��������� �� ���

������

� �������� �������� ������� �� ��������� �� ������ ���� �� ���� �������� n = 10

�������� ����� ���� ������� qi = 10 ∀ i ∈ V � ��� ������� �� R = 2 �������� �� ��������

Q = 60� ���������� ������ �������� ��� ���� ��������� �� ��� ��������� ��� ������ ����� wij

��� ����� �� ����� ���� ��� ������ ���� (i, j) ���� ���� ���� j �� ��������� �� ���� i ����

������ ����� δ · wij� ����� δ = 2� ��� ������� ����� ��� ������� ���� ���� ����� ��� ����

�������� �� Z = 180� ���� ���� ���� ���� ��� ���� ��� �� ��������� �� � ������� ����� ���

�������� ����� 7 ��� 8 ��� ���� ��������� �� ���� 1�

�� ��� ���� �� ����� ���� ��� ����� �� � ������� ���� ����� �� ����������� ��� ��������

���� ���� ������� ���� �������� ��������� ��� ����� ������ ��� ��� ������ ������ ���

�������� ������� ��������� ��� ����� ��� �������� ��� �� �������� ���� n = 15� R = 1

��� δ = 2.5� �� �� ��� �� ����� ��� ����� �������� ��� � ������� ��������� �������� ����

��� �������� ���������
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������ ���� ������� �� � �������� �������� ��� �� �������� ���� n = 10 ��� R = 2�

������ ���� ���������� ������� ������� ��������� ��� ��� ����� ��� ��� ���������

�� ��� ���������� � 0�1 ����� ������� ������ ������� ������ ��� ��� �������� ��

���������� ���� ����������� ���� ���� ���� �� �������� ���������� �� �� ������ ������ ���

�������� �� ������� �� � ������ �������� xij ��������� �� ��� (i, j) �� ��������� �xij = 1� ��

��� �xij = 0�� yij ����� ��� ��� ��������� ��� Fij �� ��� ����� ���� �� ���� ���� � ��� ��� ��

���������� ��������� Ψij ��������� �� ���� j �� ��������� �� ���� i� ��� ��������� ������������

����� �� ����� �� ��������� ����� �� �������
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�������� ����� ���������� ��� ��������� ��������� ��� ��� �� ������� ������ ���� ����

�������� �������� yij �� ��� ���� ���� ����� ��� ������ �� ����� ��� ��� ���� wij �� ������� ��

��� ��������� �������� ���� ���� ��� �� ��������� �� � �������� ��� �������� ��� ����� δ · wij

�� ��� ������ ���� ��� ������� ����� �������� ����� ���� ��� ������ �� ��������� ���������

����������� ����� �������� ���� ����� ���� ���� �� ������� ���� �xij = 1� �� ��������� ����

�Ψij = 1�� ��������� ����� ����� ���� � ������� �������� � ���� ���� ����� ���

min Z =
�

i∈V

�

j∈V �

wij · yij +
�

i∈V �

�

j∈V �

δ · wij ·Ψij �����

�

j∈V �

x0j = R, �����

�

i∈V
xij +

�

i∈V �

Ψij = 1, ∀ j ∈ V � �����

�

j∈V
xij =

�

j∈V
xji, ∀ i ∈ V � �����

Fij ≤ Q · xij, ∀ i ∈ V, j ∈ V � �����

�

j∈V
Fji −

�

j∈V �

Fij = qi ·
�
1−

�

j∈V �

Ψji

�
+

�

j∈V �

qj ·Ψij, ∀ i ∈ V � �����

yij ≤ (n−R + 1) · xij, ∀ i ∈ V, j ∈ V � �����

�

j∈V
(yji − yij) =

�
1−

�

j∈V �

Ψji

�
+

�

j∈V �

Ψij, ∀ i ∈ V � �����

yij ≥ xij, ∀ i ∈ V, j ∈ V � �����

yij ≥ 2 · xij − xj0, ∀ i ∈ V, j ∈ V � ������

xij ∈ {0, 1}, ∀ i, j ∈ V, i �= j ������

Ψij ∈ {0, 1}, ∀ i, j ∈ V, i �= j ������

yij ≥ 0, ∀ i, j ∈ V, i �= j ������

Fij ≥ 0, ∀ i, j ∈ V, i �= j ������

��� ����� ������� ���� �� ���� ��� �� ������� �� ��� ��������� ����� ��� ������ �����������

����� ����� ��� ������� ���� �� ������� �������� Q� ����������� ����� ������ ��� ���� ����

� ���� i �� �������� ��� ���� ��� ����� �� ����������� ����� �������� ��� �������� ��� ��� ���

�������� ��� �� ������� ���� i� ������������� ��� ���� ���� �� ��� ���������� ���� ���������

���� ��� ������ �� ���� i �� �������� �� ��� ��� ���������� ������ �� ���� i �� ��������� �� ����

���
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j �Ψji = 1 ��� � ���� j ∈ V ��� ��� ���� ���� ���� ��� ������� �� ��� ��������� ����� �� ���� i

�� ��� ��� ����������

���������� ��������� ����� ��� ����� ����� ��� ��������� ������� ����������� ����� �����

��� ������� ��� ���������� ����� ����������� ����� ������ ��� ��� ���������� ���� �����

��� �������� ��� ��������� ������� ��� ���������� �� ����� ��� ������ ���� �� ��������� ��

��� �� ���� ������� ���� i� ���� ��������� �� ������� �� ���� �� ���� i �� ��� ������� �Ψji = 1

��� � ���� j ∈ V ��� �� �� �� ��������� �� ��� ��� ����� ��������� ���� j �� ���� i �Ψij = 1��

��� ����� ������������ �� ��� �������� ����� ������ ����� ��� ��� ��������� �����

���� ��� ������ �� ����������� ����� ��� ������� ��� ������� �� ��� �������� ��������� ���

�������� �� ��������� ������ �� �������

��� ���������� ������������ ����� ������

�� ��������� �� ������� ���� ��� �� � ������������� ����� ����������� ��� �� ����������

������� �������� ������� �� ��� �� ����� ���������� ��� �� ��� ���� ������������ ������� �� �

������ �� ������� ������� ���������

�� ���� �������� � ���������� ��� �������� �� ������� �� ��� ��������� ��� ���

����������� ����� ��� ������� �� ��� ��� ���������� ��������� ��� ����������

����� ��������� ��� ������� ���������

��� ������������� �� ��������� �� ��� ��������� ����

� ������ ���������� �� ���������� ���������� ������ ��������� ��� ����� �� ���

��������� ��������������������������� ����� ��� ����� �� ����� �� ���� ���������

����������� ���� ��������� �������� ��������� � ��� ����� �� ������������� ��� �� ����

�� ������� �������� ��� �� ��� �� ������� �����������

�� ���� ��������� �� ��� ������� ���� ����������� ��������������� S �� ��� ��������� �� �

�������� ��������� ����� ���� ��� ���������� ��� ����� ��� ��� ����������������� �����

��� ��� ���� �� ������� ��� ������� �� ���� ���������������

��� ���� �������������� �� �������� �� S � ������ �� �� ���� ���� ��� �������� ���� ����

���������� ��� ���������� ��� ������ ��� ��������� ��������� �� ���� �� ����������� ������
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�� �� ���� �� ��� ��� �� ��� ������� ���� ��� ������ ���� �������� S∗ �� ���� ������� ����

�������� ������ �� �� ����

��� ���������� ��������������� ������ ���� ���������� ������������� ���

���������������������� ������ ������������ ��� ������ ��� ���������� ��� ���

����������������� ���������� ������ ��� ���� �� ����� �� ��� ����� ����� ��������� �� ���

���� ��� ��� ��� ��� ���� ������� ��������� �� �� ��������� ��� ��� �������� ��� �����

��������� ������

��������� ��� � ������ ��� ��� ��������

�� ZS∗ ← ∞
�� ��� ����� ← � �� �������� ��

�� ��������������������������� (S)

�� ��������������� (S)

�� ��� (S)

�� ��� ���� ← � �� ������� ��

�� ZS� ← ∞
�� S � ← S

�� ��� ����� ← � �� ����������� ��

��� S �� ← S �

��� ������������ (S ��)

��� ���������������������� (S ��)

��� ��� (S ��)

��� ����������������� (S ��)

��� �� ZS�� < ZS� ����

��� S � ← S ��

��� ��� ��

��� ��� ���

��� �� ZS� < ZS ����

��� S ← S �
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��� ���������� �� ��� ������������� ��� ��������� �� ��� �������

����� �������� ��������������

���� �� ��� ������ ������������� �� ���������� ������ � �������� �� ������� �� R ����� ��

������ ���� ��� ���� ��� ������� �� ������ ���� ���� ��������� ��� ����� �� ����� ��� ��������

����� ��� ������� �� ��� ��������� ����� ��� ����� ����� 0� �� ��� ����� ��� �� ��� ��� ��

���� ����� ���� ���� ��� ��������� � ������������ �� � ���������� �������� � ������� ���� ���

��� ��������� ������ ��� ����� ��������� �� � ���� i ��� ������ �� � ��� �Ai�� ��� ���������

��� ������ �� ������ ��� ��� �� ����������� �� k1 = (1, 2, 3) ��� k2 = (4, 5, 6)� ����� ���

������������� ���� ��� A1 = (7, 8)� A4 = (9) ��� A5 = (10)�

����� ���������������

��� ���� ��������������� �� �� ������� � ��� ���� ���� �� ������� ���� ����� ��

�������� ���� �� ��� ���������� ���� �� ��� ����� �� ��� �������� ��� ��� �� ���������

�� ��� ������������� �������� ⊕ ������ �� ���������� ������

��������� ������ �� ������ ������ ��� ��������� ������ �� ������ ������ �� ����������

������ ����� ����� �� ������� ��� ����� �������� ��� ������ �� ����� �� ��� �������� ���������

���� � ������������� �� ��������� σ ��� σ� �������� ��������� �������

Mσ⊕σ� = Mσ +Mσ� ������

Dσ⊕σ� = Dσ + wj,i� +Dσ� ������

Cσ⊕σ� = Cσ +Mσ� · (Dσ + wj,i�) + Cσ� ������

������������� ��� ��� ������������ ��� ������ �� ����� ����� ��������� �� ���������

��� ���� ��� ����� �� ��� ��������� �� ������������ � ���������� ���� �� �������� �� �

������� ���� ��� � ��� �� ��������� ������ �� ��� � �������� σ = i �� ��� ���������� ����� ��

������� ���� i ���� � ��� Ai �� |Ai| ��������� ������ ��� ���� �� �������� �� Cσ =
�

j∈Ai

δ · wi,j�

��� �������� �� Dσ = 0 ��� ��� ������ �� ����� �� Mσ = 1 + |Ai|�

��� ��������� �������� ��� ��������� σ = (1, 2) ��� σ� = (3) ����� A1 = ∅� A2 = ∅�

A3 = (4, 5)� Mσ = 2� Mσ� = 3� Dσ = w12� Dσ� = 0� Cσ = w12� Cσ� = δ · (w34 + w35)�

��� ������ �� �������� ������ ��� ���� ��� ��� �������� �� ��� �������� σ ⊕ σ� ��� Mσ⊕σ� =

Mσ+Mσ� = 5� Dσ⊕σ� = Dσ+w23+Dσ� = w12+w23 ��� Cσ⊕σ� = Cσ+Mσ� ·(Dσ+w23)+Cσ� =
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w12 + 3 · (w12 + w23) + δ · (w34 + w35)� �������������

��� �������� �� � �������� σ = (1, 2, ..., i−1, i) ��� ��� �������� ��� ���� �� ��������

����������� ���� ��� �������� σ� = (1, 2, ..., i− 1) �� ←−σ = i⊕←−σ ��

��� ������ ����������� �� ��� ��������� �� ��� ���������� �������� � ����� ����� ���

���������� �� � ����� ���� ���� � ���� ��� �� ��������� �� ������� ���� ��� ������������ ���

��� �� ��������� ���� ���� ������ ��� �������� σ� j ���� σ = i ������� ��� ���������� �� ����

j �� ��� ���������� i� ��������� ������� ������ ��� ������ ����� �� ������� ��� ������ ��

������ ��� �������� ��� ��� ���� �� ��� ���������� i�

Mσ�j = Mσ + 1 ������

Dσ�j = Dσ = 0 ������

Cσ�j = Cσ + δ · wij ������

�� �� �������� ��� ���� ����� �� ��� ������ ��� ��� �� ������ �� σ1 ⊕ σ2 ⊕ σ3� �����

σ1 = 0� σ2 = (1)� {7, 8} ��� σ3 = (2, 3, 0)�

��� ���������� �������� � ��� �� ���� �� �������� �� �������� ���� ��� ����� ���� ���

���������� �� ��������� ����� ��� ��� ������ �� �������������� ����� ����� ��� ��������� ��

���������� ������

����� ��������� ��� ��� ������� ��������

���� ��� �� ��� �������� ������ ������ ���� �� ������� �������� �������� �� � ������

���������� ��������� ���� ������ R ������ ��������������� ��������� ��������� ��� ���� �����

��� ���� ����� �� ���������� ������ ��������� �������� ����������� � �wij ∼ N(wij, 3)�� ���

������������ N(wij, 3) ��������� ������ �������� �� wij ��� ���� �������� ��������� ����� ��

�� ����������� ����� ���� ���� ��������� ���� �������� �������� ��������� �������

��� ���� ����� �� ����������� ���� ��� ������� ���� �� ������ ����� ��� ��������� ������

��� ����������� ���� ��� �������� �������� �����

����� �������� ���������� �� ��� ��������� ����� �� ��� ��������� ������ ��� ���������

����� ��� ����� ��� ��������� �� ����������� ��� ������� �� ��� ������� ��������� ����� ����� ���

���� ���� ������� ��������� ������� ��� ���� ��������� ��� ������ ���� ��������� �� ���������
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���� � ���� ������ �� �������� �� � ������ ��� ��������� ���� �� ��������� �� ������ � ��� M

����� �� ��� ���� ��������� ����� �� ����� �� ������� ��� ����������

���� �� �� ��� �������� �� ������ � ���� �� ��� ������ � �������� �������� ���� �������

������� �� ������� ���� ��� R ����� ����� � �������� ��������� �������� ���� �������� ��������

����� ��� ����� ��� ������� ����� ����� �� ��� ��������� �������

����� �������� ������������ �������

��� ������ ��� ��� �������� ���� � ��� �� ����������� ���������� ���� ��

�������� �������������� ��� ��������� ��� ��������� ��� �� ��������� �� ��������� ���

�� ���������� ������ ��� ����� ��� ������ �� ����������� ������� ������� ��� ��������� ������

��� �������� ��� ��� ��� �������� �� ����� �� d = 6 �������������� ����

������������ �� ���������� ������ �� � ���� �� ����� �������� ���� b = 1 ��� ��� �����

�������� S �� ��� ����� ��������� �� ��� �������� �� ��������� ��� ������������ Nb �� S �

�Nb(S
�)�� ��� ���� ����������� ���� �� ����� ��� ���� �������� ����� ����� �������� ���

�������� ������������ ������� ��� ��������� �������� �� ���� �� ����������� ��� b ��

����� �� �� ��������� b �� ������������ ��� ��������� ����� ���� ��� ����������� �� Nd

������ �� ������������

������������ �1 �������� ����� ����� �� ��� ����� ����� �2 �������� λ�������������

�� ��� ����� ����� ��� ������������� ���� ���� ������� ���� �� ������� ��|�� ���

������ �������������� ��� ��� ��������� ��������� �� ���������� ������ �������������

�3 ��� �4 �������� ��� ���� ������ ��� ������� �� ��� ������ ���� ��� ������� �� ���

���� ���� �� �������� ��������������� ��� ���� ���� ��� ���� ��� ������� �� ���������� �5

��������� ��� ���������� �� ��������� ����� ���� ���� ������ �������� ������������ �6 �������

�������������� ���� ��������

�1 : ����� ����� �� ��� ����

������ ���� ���� ���� �������� �� �������� ��� ���� ���� � ���� ��� ������������ ���

��������� ��������� ����� ��� ��� ����� �� �������� �� ������ ���� ��� ��� ���������� �������

��� ���� ������ ��� ��������������� ��� ������ �� ������� ��� ���� ���������� �� ��������

����� ��� ������� ����� �� ������ ��� �� ���� ���������� ��� ���� ��� ��������������� ����

������������ ��� �� ������� �� O(n2/R)� � ���� �������� ����������� �� ����� �� ����������

������
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�2 : λ������������� �� ��� ����

���� ���� �� ���� �������� �� ���������� � �������� σ1 ���� ��� �� λ ����������� �����

���� ������� ����������������� �������� σ2 ���������� ���� �� λ ����������� ������ ����

�������� ���� ���� ���� ��� ���� ��� �� �������� �� ��� ������������ ������ ���� ������

���� ���� ��� ��� ������ �������� � ������ �� ���� �� �������� �� ������� ����������� �� ���

���� ������� �� ������� �� ���� ���� �� �������� �� ������ ���� ���� ����� ���� �����

���� ��� ���������� �� ��������� σ1 ��� σ2� �� ���� �� �� ��� �������� ������� �����

������� ���� ������������ ��� �� �������� �� O((n2λ2)/R) �� ����� ��� ���������� ���������

���������������� � ���� �������� ����������� �� ��������� �� ���������� ������

�3 : ����� ����� �� ��� �����

��� ����� ��������� �� ���� ������������ ���� ��� ����� k ��� k�� ������ ��� ��� �� ����

��� ��� ��������� ���� ���� �������� ����� ���� ���� ���� ������������ �� ���������� ��

��� �������� �� ��� ��������� �� ������ ��������� �� ������ �� ��� ������ ����� ����� ���

������� �� ��� ���� ���� �� ��� �������� �������� ������ ���� ��� �� ������ ���� ���� ����

��� ���� ��� �������� ��� ���� ���� ���������� �������� ��� �� ����� ����� ���� ������������

�� � ������� ���� ����� ��� ������ �� ����� �� ����� �� ���� ���� ������������ ��� �� �������

�� O(n2)�

�4 : λ������������� ����� �� ��� �����

������ ���� ������������ ������� ������� ��� ��� �������� �� ���� ������� �� ��� ����

�� ��� ������ ���� ��� �������� ���� ���� ��� ���������� ��� ���� ��������� �� ��� ���������

�� ��� ������������ ��������� ��� ����� ������ �� ������ �4 ��� �� �������� �� O(n2λ2)�

�� ��������� �� ���������� ������ � ������������� �� ������ ����� ��� ��� ��������� ���

�������� ��� �� ������� ��� ��� �������������� �� �1� �2� �3 ��� �4 ��� ��� ���������

�5 : ���� ������������

���� ������������ �������� �� �������� ��� ������� ����� �� ����� ��� �������� ���

��������� ������ ���� ����� ��� ������� �� ���� ��������� ���� ��� ��� ���������� �� ���

��� �������� ������������ �� ��� ���� ��� �������� ������ ���� ���� ����� ������� �� ��� ����

������� ����� ������ �� ���� ������ ��� �������� �� ��� ������ ��� ��� ����� ��� �������

������� �������� ��� ������� ������� ������� �� �������� ���� ���������� ����� ��� ��

��������� ������� �� ������������ ����� �� ��� ����� �� ������� �� ���� ���� �� �������� ��

������ ���� ����� ���� ���� ����� � ���� ���� ���� u ��������� �� ���� j� ���� ���� ���� ��

���



������� �� ��� ���������� ����������� ������� ������� ������� ���� �������� ����������

���������� �� ���� i �� ��� ���� ���� �� ���� ����� �� VV �� ��� ��� �� ������� ����� ��� VA ���

��� �� ��������� ����� �VV ∪ VA = V ��� �5 ��� �� �������� �� O(|VV | |VA|)� ��� ������ ��

��������� ������� ��� ���� ������� |VV | · |VA| = 0 ��� |VA| = 0� ��� |VV | · |VA| = n2/4 ���

|VV | = |VA|��

i j

u

����

i j

u

����

������ ���� ������� �� ���� ������������ ���� ��� ��� ���������

�6 : �������������� ���� ������

���� ���� ������������ ��������� �������� ��� �������������� ���� �� ����� � ����� ����

����� � ������� ���� ��� �� ������� ��� ��������� �� ������� ����� �� �� ��������� ����

��� �� ������� ��� �������� �� � ���� �� �� ������� �� � ������� ��������

�� ����� �� ������ ���� ����� ����� ��� ����������� ���� ���� �� ��� ����� ����� ���

�������� ����� ����� ����� i ��� j ��� ������� ����� ����� u ��� v ��� ��������� �� ���� i� ��

���� ����� ���� u �� �� ������ ��������� ����������� �� �� �������� �� �� ������� ������� ���� i

��� j� �� ���� ���� ��� ���������� ������� ���� j �� ������� ��� ��������� �� ���� i� ��������

���� ���� ����� ��� ���� ����� ��� ���� �� ����� i ��� u ��� ������������� ���� ���� ��

��������� ���� �� �������� �� ��� �� �������� �� ��� ���� �� �������� ����� ���������� ����

� ������� ���� �� �������� �� ��� �� ��������� �� ������� ���� �� ��� ���� �� �������� �����

����� �� ���� ������������ ��� �� �������� �� �������� ���� �� ����� ��� �������������

�������� ⊕ ��� ��� ���������� �������� �� ��� ��� ������������ ��� �� ������� �� O(n2)�

������ �� ��� ������� ����� � ������������ ������ ��������������������� ��� ���

��������� �������� ����� ��� �� ���� �� ��� ����� �� �5 ��� �6� ��� ����� ������� ��

���
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������ ���� ������� �� �������������� ���� ������ ����� ��� ��� ���������

�������� � ���� �� ������ �� �� ���������� �� �� ��� ���� �������� �������� �� ��� �������

���������

����� ����������������� ���������

���� ��������� �� ���� ���� ����� ����� ��������� ����� �� � ��������� �� ���� ����� ��������

�� ��������� ��� �� ������� ������� �� ��� ��������� ������ ��� ��������� �� ������ ���� ���

�������� �� �������� (1, 2, 3) ��� ������� ������ ��� �� ������� ����� ���� ���� ����� �� � ���

� ��� ����������� ��� �� ����� � ��� � ��� �������� �� ���� �� ���� �������� ���� ��� �������

� ������ �������

��� ��� ����������� ��������� �� �������� �� � ����������������� ��������� �����

���



������� �� ��� ���������� ����������� ������� ������� ������� ���� �������� ����������

������� ���� � ���� �� ����� ������������ ������� ��� ��������� ���� ���������� �� ����

��������� ��� ��������� ����� ��� ������� ����� ��� �������� ���������� ��� ��� �� �������

�� ��� ��������� ��������� ������ ��� ������� ����� ��� ���������� ���� �� ��� ��������� ���

������� �������� ���� ���������� ������ ��� ��� ��� �� ������� ������

���� ��������� �� �������� ����� �� ������������ ��� ������ �� �������

���������������������� �� ���� �� ����� �� ����� ����� ��������� �� ����

��������� ��� � ����������������� ��� � �������� S

�� ������

�� S � ← S

�� �������� (S)

�� ���������������������� (S)

�� ��� (S)

�� ��������� (S)

�� ���������������������� (S)

�� ��� (S)

�� ����� ZS� ≤ ZS

��� S ← S �

����� ������������

��� ������������ ��������� ��������� ���� �� ����� �� ��� ������� ��� �����������

���������� ���� �� ���� ���������������

��� �������� ������������ ��������� �������� �� �������� ���� ����� ���� ��� ���������

��������� ��� ������ ���� �� ����� � ������� ��������� �� ��� ��� ���� �� ��� ������� ��������

��������� ����������� ������� �� ���� ��������� ��� �������� ��� ����� �� ����� ��������

���������� ����� ��������� �� ��� ���� ����� �� ���������� � ���� ��� �� �������� �� ���

���� ����� ���� ���� ���������� �� ������� ����� ��� �����������

��� ������ �� ������� ����� ��� ���� ������ ���� �������� ���� ������� ��������

��������� ������ ��� ������� ������� ����� ��� ����� �� ����� �������� �������� ���� ������

��� ���� ��� �� ������

���



��������� ������������ �� �������� �������� ����������

��� ������������� �����������

������������� ����������� ���� ���� ��������� �� �������� ��� ������� ���

����������� �� ��� ������������ ����� ��� ��� ������������� ��������� ��� ���������

���� ��� ��������� �� ���������� ������ ���������� ����� ������ �� ��������� �������

���������� ����� ��������� ��� ������� �� ����� ��������� ����� ������ ��������� ��� ���������

�� ���������� ������

����� �������������� ��� ���������

��� ������ ��������� �� ���� ������� ��� ���� ����������� �� ������ ��� ���� ���

��� ������������ ����� �� ����� ����� ��� �� ���� ���� ���� ������ �� � ���� ��� �����

���� �� �������� ���� � �� �� ��� ��� ������� � ������������� ��� ����� �� �����������

��� ��������� ��� ���� ��� �������� ������������� ��������� ���� ��� ���� ���������� ���

� ���������� ������ �������� ��� �������� �������� ��� ����� ��������� �� ����� ��

������� ������� ����� ��� ������ ���� �� ����������� �������� ��������� �� ������ ���������

��� �������� �������� ���� ��������� ��������� ��� ��� ������

��� ���������� ���� ����� �������� �� �������� ��������� ���������� �� ���� ��

������ ����� ��� �� ���� �� ������ ������ ��� ������ ���������� ��� ���� ���������

������ ��� ��� ����� ���� ���� ����� ����� ��� ������� ���� ��������� ���� ����������

��� �� ��� ��������� ������������ �� ���� ������ ���� n = 50 �� 199 ������ ������ ��� ���

�� ���� ������ ��������� ������� �� ���� ������ ���� n = 200 �� 483� ��� ���� ���� �� ����

�� �� ��� ����� ���������� ��� ������� �� �������� ���� ��� ������ ����� �� ���� ������

����� ��� ��� ������� ���� ������ ������ ��� ���� ��������� �� �������� �� ��� ����� ���

��������� ���� � ���� ������ ���������� ����� ��� ���� ������� �� ��� ����� �������������

���������� 7 + 20 = 27 ����� ��������� ��� ������ ��������� �� ��� ���������� ��� ���������

���� wij �� ��� (i, j) �� ����� �� ��� ��������� ��������� �������� �� � ���������������� ����

������� ��� ����� ��� ��������� ���� ��� δ ������� �� ���� ��� �� ��� ��� ��

����� ��������� ������

��� ������ ��������� �� ���� ������� ��� ���� ���� ����������� MaxStart ������

��� ������ �� ������ �� ������ �� ����� �� ��� ���� MaxIter ��������� ��� ������ ��

���������� �� �� ��������� �� ���� ���� MaxChildren ��������� ��� ������ �� �������� ��

�� ��������� �� ���� ��� ���������� ��� λ ������ ��� ������� ������ �� ����������� �����

�� �� ������������ �� λ������������ ����� ���� �� ������������� �2 ��� �4�

���



������� �� ��� ���������� ����������� ������� ������� ������� ���� �������� ����������

���� �� ��� �������� �������� � ���������� ������� �� ���� ���� ������� �� 3 000 ���

������ ��� ������ ������� ���� ��� ����� ������ �� ��������� ���� ���� ��� ��� ����� ����� ��

��������� ����� ��� ���� ���� �������� ��� ���������� ��� ���� ��������� ������� ��������� ������

�� ������������� ������ �� ��� ����� �� �������� �� ��� ����������������� ���������� ��

����� ����� ��� ��������� ���� ��� �� ����������

�������� ��������� ������ ���� ���� ������ �� � ������ �� � �������� ���������� �����

������ ��� ���� ��� MaxStart� MaxChildren ��� λ �MaxStart ∈ {1, 3, 5}� MaxChildren ∈
{1, 5, 10}� ��� λ ∈ {2, 3, 4}�� ����� ��� ����� �� MaxIter �� �������� �� MaxIter =

Budget/MaxStart/MaxChildren� ��� ��������� λ �� ��� �� � �� ���� � ����������

������� ������� ��� ��������� ���� �� ��� ������� �������������� �� �� ��� ��������

����������������

����� ��� ���������� ��� �������� ����� ��������� ��� ���������� MaxStart� MaxIter

��� MaxChildren� ��� ���� ����� ������� �������� ��� ��������� ������ ����� ���

������ ��� ����� ��� ������� ���������� ��������� ���� ������� �� ��� ���� �������� �����

��� ��� �������� ���� δ = 5 �AvgDev�� ��� � ������ �� ���������� ��� ���� �������

�� ����� �� ������� ��������� ��� �������� ���� MaxStart = 3� MaxIter = 100 ���

MaxChildren = 10� �� �������� �� ����� ����

���� ���� ���� MaxStart = 1� MaxIter = 3 000 ��� MaxChildren = 1 ��� ���������

�� ���������� �� �� ��� �������������� ��� ���� MaxStart �= 1 ��� MaxChildren = 1� ���

��������� ������� �� �������

����� ���� ������� �� ��� ��������� ������

MaxStart MaxIter MaxChildren AvgDev

� � ��� � ����
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� ��� � ����
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��������� ������������ �� �������� �������� ����������

����� ������� �� ����� ���������

������ ��� ��� ��� ������� ��� ������� ��� ��� ��� ����� ������� ������ ������� �� �����

��������� ���� n = 15 ��� n = 30 �������� ������ ������������� ���� ����� �� �������� �� ���

������ ����� ����� ���������� �� ��� ��� ������ �� ��� ��������� δ� ������� ������� ��� �����

�� ������ ��� ��� ��� ��� ��� ��������� ������������� ���������� ��� ���������� ������ �� δ

��� 10 000� 10� 5� 2.5 ��� 1� ��� ����� 10 000 �� ���� �� ����� ��������� ����� �� ��� ���������

����� ����� ���� ��� ������� �� ���������� �� � ������ �������� ����� �� �� ����� ������

���� ���� ����� ���������� �� ����� ������������ ���� ������ ������ ��� ��� ������ ����������

δ = 1 �� ������� ������� ����� ����� ���� �� ��� ���� ���� ����� �� ��� ��� ��������������

������

�� ������ ��� ��� ���� ��� ���� ���� ������� ������� ��� �������� ����� ��� ������

�� �������� ����� n� ��� ������ �� �������� R� ��� ��� ������� ������� ����� �� ���������
n�

i=1

qi

�
/(Q · R)� ����� ������ ������� � ��� � �� ������� ���� ��� �������� ��� ������ ���

���� ����� �� δ� ��� ���� �� ��� ������ ���������� �� ��� ������������ ����� ����� ��� �������

�������� ����� ������� ��� ���������� ��� ������� ��� ���� ������� �������� ����� ��� ���

���� ����� ����� ����� ������ ����� �� ����� �� ������ ��� ��� ������� ���� �� �������

������� ������� �� ��� ����� ��� ���������� ��� ��� δ �= 10 000 ��� ���������� ���������

�� ��� ������� ������� ���� ���� ������� �� ������ ���δ� �� ���� ������ ������ ����
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������ ��� ��� ��������� ���� ��� ���� ������ �� ��������� ��� ��������� ���� ��������� ����

��� ������� ������� ����� ���� ����� �� ����

���� δ = 10 ���� ��� �������� � ��� � �������� ������� �������� ����� �������� ��

��� ������������� ������� �������� ������ ��� ��� ����� �δ = 10 000�� ������������� ���

��������� ���� �� ����� ��� ������� �� ������� �� ������ �� �������� ��� ������ �� �������

�������� ������ ����� ������� ��� ������������� ����� ������� ��������� ��������� �� �

���� δ = 5� ���� ��� ��������� ������ �� ��� ���� ���� δ = 2.5 ��� ��� �� ���� ������ ���

δ = 1 ���� ������� �� ��� ����� ������� ���������� ��� �������� ��� ����������� ���� ����

��������� �������� ��� ���� ���� ��� ����� ������ ���� ������� ��������� ��� �������� ����������

����� �� ������ ���� ��� ���� ������������ ��� ���� ��� ���� ��� ���� ���������

�������� ��� ��������� ���� ��������� ���� ��� ����� �� δ� ��� ��������� ��� �������

��������� ���� ������� �� ������ ��� ������ ��� δ = 10 ��� δ = 1� ������������� ���

��������� ���� �� ���� ��������� �� ������ ������� �� �������� ��� ������� ������� ������ ��

���������

��� ������� ������� ���� ��������� �� ������ ������ ��� ������ ���� δ �� ������� �� ��

��� ��� �� ������������� ���� ��� ������ �� �������� �� ������ ����� ������� � ������ ������

�� ����� ��� �������� ��� ������� ������� ���� �� ���� �������� �� ��� δ ������ ��� ���������

��� R = 2 ��� ������� ������� ���� ������� �� ������ ���� δ = 10 000 �� δ = 2.5 ��� ����

�� ����� ��� R = 4 ���� ��� ���� δ �������

���� n = 30 ����� ������ ���� ������� ������� ��� ������ �������� ��� ������������

����� ������ ����� ��� ������� ���� δ ≥ 5� ��� ��� ������� ��� ���� ������� �������� ���

��� ���� ����� ����� �� ����� ������� ���� δ ���������� ��� δ = 2.5� ����� ���� ��

������� ���������� ����� �� ���� ��� ������� ������ ���� δ = 1� ������ � ����� ��������� �����

������������� ���� ��������� ������� ��� δ = 10 000 ��� δ = 10� ��� ��� ������� ���

���� ������� �������� ��� ��� ���� ����� ����� ��������� ��������� ���� �� ��� ����� ��� ����

������� �������� ��� � ����� ��������� �������� ����� ��� δ = 10 ��������� ���� ��� ���������

�������� ����� �� �������� ��� ����� ���� δ = 10� ���� �� ����� ���� ��������� ���� ������

���� ��� ������ �� �������� �� ������� ��� ���� ��� ������� ������� ����� �� �������� ����

δ = 5 ��� �� ��� ���� ������� ��������� �� ����� ���� ��� ���� ������� ��������� ����� ���

δ = 10 000 ��� �� ��������� ���� ������ ���� ����� ��������� ��� ��� ��������

���



��������� ������������ �� �������� �������� ����������

������ ��� ��� ��� ������� ��� ������� �� ��� ������ ��� ��� ����� �������� ����������

��� ���� ���� ���� ������� �� ������ ��� ��� ��� ��� ����� ����� ��� ���� ����� ��

��� ��������� δ� ��� ���� ��������� �������� ����� ���� ��� ���� ������� ��� ����������

��������� �� ��� ���� �������� ���� Z(heur) �� ��� ������� �������� Z(MILP ) �� �����

��� �� ��� ���� ����� ����� ���� ��� ������ ���� �� ������� ����� ��� ����� �������� ��

��� = (Z(heur)/Z(MILP ) − 1) × 100� ��� ��� ������� ������� ���� ��� ��� �� �������

������ ��� ���������� ���� δ �= 10 000 ��� ���������� ��������� �� ��� ������� ������� ����

���� ������� �� ����� �δ = 10 000�� ���δ� �� ���� ������

��� ��������� ���� n = 15 ������ ��� ������� ��������� ��� ������ ������������� ���

��������� ���� �� ���� ��������� �� ��� ��������� δ� ��� ������ �� �������� �� ��� �������

������� ����� �� ��������� �������� �� ������

��� ���� ���������� ���������� ���� δ �� ������ ��� ������ �� ������ ���� ���

������������ ������ ����� ��� ���� ������� ���������� ���� δ = 1� ���� �������� �� ���������

����� �� � ����� ������ ��� ������ ����� ��� ���� �������� ��� ���� �������� ��� ���� δ

������

��� ��������� ���� n = 30 ������ ������ ��������� ��� ������� ��������� ����� �� ���

������������ ����� ���� ���� ��� �= 0� �� �������� ���� �� ��� ���� ��������� ������ �� ���

������������ ����� ������� ������ ���� δ ���������� ��� ������ �� �������� ��������� ���

��� ������� ����������� ���� �������� ���� δ ���������� ���� ��� ������������ �����

���� �� ������� ��������� ������ ���� ��� ���� ��������� ���� ��� = 0 �� ���������

���� δ = 10 000� ��� ���� ����� ��������� ��� ��������� ���� �� ������� ����������� ��

����� ��� ��� ������� ��������� ���� �� ����� �������� ��� δ = 10� ��� ���� ����� ���������

��� ����� ��������� ��� ��� ������� ����������� �� ������� �� ������ ��� ��������� �����

������� ����� ����������� ����� ���������� ��� ������� ������ ��� ��������� ���� � �������

������ �� �������� R� ��� ��������� ������ ��� ������� �� ����� �� �������� ���� �����

���� ����� ��������� ��� �������� ���� δ = 5� ���� �� ������� ����������� ����� �� ������

��� ��������� ���� ��������� ��� ���� �� ��� ��������� ���� δ = 5� ��� ��� �� ������� �����

��� ������� �� ����� �� ������� ���� ������� �� ��� ����� ���� �δ = 10 000�� ����

δ = 2.5 � ���� ����� �������� �� �������� ��� ��� ��������� ��������� ��� ������ ����� ����

������ ��� �� ��� ��������� ����� ���� �� ������� ������� ��� ��������� ���� �� �������

���� ������� �� ��� ���� δ = 5� �������� ���� δ = 1� ��� ������� ��������� ��� ������ �����

�������� �� ������ �� ������� ��� ������� ���� �������� �� ��� ����� ������ ���

���
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���� ���� ������ �� �������� i �� j ������� ���� �������� ��������������� ��� �� ��������� ���
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��� ���� ����� �������� ������ ������� ��� ������ ��� ����� ���� ��� ���������� ��� ��������

�� �������� �� �������� ���������� ���� � �� ������ ������ �� ��������������� �� �����

�������� ���� �� ������ ����������� ��� ��� ���� ��� �������� ������ �������� ��� ����������

������ ��� (i, j) �������� ��� ��� �������� i �� j ������� ����� ������� �� ������� ���� ����

��� ��������� ���� �������� ����� ������� ������ �� ����� ���� ������ �� ���� ��� ��������

���� ���� ���� �� ����� ������������ �� �� ������� ������������ �� ������ �������� �� ����

������������� ���� ���� ��������� ���� ��� ��������� ������� ���������� ��� �������� ����

������� ���� ������ ��� ������� ���������� ���� ������� � ���������� ������ ������� ����� ���

��������� ����������� ������� �� ��� ������� � �� ���������� � ������ ����������

�� ��� ���� ����� ��� ��� ��������� �� ������� �������� ���� ���� ������� ����� �� ������

��� ��� �� ��������� ����� �� ������� �� ������� ��� �� ���� ����� �������� ��� ����� ��

������ ������ ��� ����� ���� ������������� ��������� ����� ���� ������������ �� ��� �����

���������� �� �������� ���� ���� ��� �� ���� ����� �� �������� �� �������� �� ���� ��
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���� ��� ������������� � ��� ��������� ���� ������� � �� ������ ���� �������� ���� �������

��� �� ������ ������ ������� ����� ��� ������ ���� ��������� ��� �������� �� ��� �������� ����

��������� �� ����� ��������� �� ����� ������� ��� ��������� �� ����� ������� ����� �������

k ����� ������ ����� �� ����� ������ Dk� ������� ��� �� ������ �� ����� ������� Mk� ���

����������� ��� ������� ��� �� ���������� ��� ����� ��������� �� ������� ��� ���� ���������

�� ��������� �� ���� ���� �������� ���� ��� (k, k�) �� ������ ���������� �� �� ����� �������
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��� �������� ��� �������� ��������� �� ������ �� ��������������� ���������� ������ ���� ��

��������� ���������� ���� ������� ���� ���� ��� ������ ��� ��� ������ �� ������� �������

�� ����������� ��� ������� �� ������� ������ ������ ������������ ���� ��� ��� � �� ��������
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���������� �� ������� �� ������ �� �������������� �� ������ ���������� ��� �� ������ ��

� � � �� �������� �� ������ �� �������������� �� ������ �������� ���������� ���� ��

������ n �� ����� �� ����������� �� ��������� ���������� ��� ��������� ������� ��� ���

����� ���� ������� �� �������� �������� �� ������ �� �� ������� ��� �������� ���� n = 40 ��
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��������� ��� �� �������� ������� �� �������� ��������� �� �������� ���� ���������

�� �������� ���������� �� ������ ����� �������������� �� �������� ��������� � ��� ����� ��

R ��������� �� �������� ���������� �� ������ ���� ���� ������ �������� �� ���������� ���

�������� �� �������� ����������� �� ����� � ������� ������ ������� ������ ��� ����� ���� ����

�� ���������� �� ����� ������� ����� ��� ���������

�� �������� �������� ��� ��������� �� ����� ������ ��� ������� �� ��� ������� ��� ���

��� ������� ��������� �� ������ �������� ��������� ������ �������� ����� ����� ������������

������ �� �������� ���������� ��������� �� ������������ ������������� ������ ��� ���

��������� ����������� ����� ������������ �� ������������ ��� ��������� �� ����������� ����

������ �������� ����������� ��� �������� ������������

���� ���������� ��������� �� ��������� ������ ���� ��������� �� ������� ��� ����� �������

��� ������� ���� �� ����� �� ����� ���� ��� ��������� �������� ��������� �� �� ������

��� (i, j) ��� �������� �� ��� ��� ������ �������� k� ������������� �� �������� �� ���������

�k� ������� � �� ����� ������ �� ���������� ������ �������� ������� ����������� ����

��������� ��� ������� � �� � ���� ��� ��������� �� ���� ��� ���� ��� ��������� ���� ������

�� ��������� ����� ���� �� �������� ���������� �� ������ � ������� ��� ��������� ��������

��������� ��������� ������� �� ��������� ��� ���� � xpkil� ������ � � �� �� ���� i ��� ������ ��

�������� l ��� �� �������� k� ����� �� ������ � ������� ��� ��������� �������� ��������������

xbkij� ������ � � �� �� �������� k ������ ��������������� ��� ����� i ���� j�

�� ������ � ��� ������� ����������� ���� � ������� �� ����������� �� �������� ��������� ����

������ ��������� �� ������ �� ���� ��� ���� ���� ���������� �� ����� ��� ��������������

� ��� ����� �� ��������� ��������� �� ������ �� �������� �� ��� �������� �� ��� ����

�������� ������� ��� ��������� �������� ��� �� ������� �� ������ �� ��������� �� �������

�� ������ �� ��������� �� ������ ���� ���������� ��� ���������� �������� ���� ��������� �� ���

��������� �� ���� �� ����� �� ����� �� ��� �� �� ��������� �� ������������� ����� ����

�� �������� ���������� �������� �� ������������ ������ ��������� ��� ������������� ������ ��

��������������������

����� ���������������� ���� ������� ����������� ���� ������� ��� ��������� �� ������ ����

������ ���� ��� ������� �������������� ������ ��������� �� ���� ��������� �� ���������

���



�������� �� ������ ������ �� �� ����� �� ��������

������� ��� ������� �� �������� � ��������� �������� ��������� ������������ ������� �� �����

�� �������� ��� ��� �� ������� ��� ��������� ��� ����� �� ���������� �� ���� �� ���� �������

�� ��������� ��� ���������� ����������� ���� �� ��������� ������� ���� ����� ���� ��

�������� ����� �� ������ �� ��������� ������� ���� ������������ �� ����� �� ������� ��

��� ���������� ���� �� �������� ������� ���� ����������� �� ��������� N1 ���������

��� ���������� ����� �� ��� �������� �� ���� ������� ��������� ������� �� � � λ �����

�λ������������� �� ��������� ���� ��������� ���� ��� �������� �� ��������� N2 ��������� ���

����� ���������� ���� ��������� � ��� ����� �� �������� ��������� ��� �� ���� ���������

�� ��� ���� ����� �������� N3 ��� ���� ������ ��� ��� ����� ���������� ���� ��������� ����

�������� �� ���� ��������� ���������� N4 ������� ��� �������� �� �������� ������ ��� N5

������ ������� ��� �������� ���� ���������
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Optimisation de la logistique dans des 
opérations en cas de catastrophes 
 
Les problèmes de tournées de véhicules cumulatives 
avec capacité (CCVRP) sont étudiés dans cette 
thèse, où la minimisation de la somme des temps 
d'arrivée reflète mieux les objectifs stratégiques de 
la logistique humanitaire.  
Dans le problème de multiples tournées d’un véhi-
cule cumulatif avec capacité (mt-CCSVRP), un seul 
véhicule est disponible et il peut effectuer plusieurs 
voyages. Un algorithme du plus court chemin avec 
contrainte de ressources est proposé pour résoudre 
ce problème, dans lequel les tournées deviennent 
des nœuds et les sites sont des ressources. Le ré-
seau est orienté et acyclique en raison des proprié-
tés particulières du mt-CCSVRP. 
Le problème de multiples tournées de véhicules 
cumulatives avec capacité (mt-CCVRP) est introduit, 
où plusieurs véhicules peuvent effectuer multiples 
voyages. Quatre programmes linéaires en nombre 
entiers (PLNE) sont proposés pour résoudre le 
CCVRP. Un PLNE pour le mt-CCVRP est proposé ainsi 
que trois métaheuristiques : une recherche locale 
itéré à démarrages multiples (MS-ILS), un algo-
rithme mémétique avec gestion de la population 
(MA|PM) et une recherche locale évolutive à démar-
rages multiples (MS-ELS), qui appellent un algo-
rithme de recherche local à voisinages variables 
(VND). Une méthode split à deux phases permet 
MA|PM et MS-ELS d'alterner entre deux espaces de 
solutions. 
Le problème de tournées de véhicules cumulatif 
avec capacité et des livraisons indirectes (CCVRP-
ID) permet aux sites non visités si leurs demandes 
sont fournies par un véhicule auxiliaire. Un PLNE et 
un MS-ELS sont développés. 
 
 
Mots clés : recherche opérationnelle – optimisation 
combinatoire – métaheuristiques – transport – aide 
humanitaire – logistique (organisation). 
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Logistic Optimization in Disaster Re-
sponse Operations 
 
The cumulative capacitated vehicle routing prob-
lems (CCVRP) are studied in this thesis, where the 
minimization of the sum of arrival times better re-
flects the strategic objectives of humanitarian logis-
tics. 
In the multitrip cumulative capacitated single-
vehicle routing problem (mt-CCSVRP), only one vehi-
cle is available and it can perform multiple trips. An 
exact resource constrained shortest path algorithm 
is proposed for this problem, in which trips become 
nodes and sites are resources. The resulting net-
work is proven to be directed and acyclic due to the 
special properties of the mt-CCSVRP.  
The multitrip cumulative capacitated vehicle routing 
problem (mt-CCVRP) is introduced, where several 
vehicles can do multiple trips. Four mixed integer 
linear programs (MILP) are proposed to solve the 
CCVRP. For the mt-CCVRP an MILP is also given as 
well as three metaheuristics: a multi-start iterated 
local search (MS-ILS), a memetic algorithm with 
population management (MA|PM) and a multi-start 
evolutionary local search (MS-ELS), which call a 
variable neighborhood descent algorithm (VND). A 
two phases split method allows MA|PM and MS-ELS 
to alternate between two solution spaces. 
The cumulative capacitated vehicle routing problem 
with indirect deliveries (CCVRP-ID) allows unvisited 
sites if their demands are provided by an auxiliary 
vehicle. An MILP and an MS-ELS are developed. 
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