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Introduction

1 Contexte historique et motivations

Garder une information secréte est depuis toujours une préoccupation majeure pour
I’Homme. Le jour ot un potier babylonien voulut conserver la recette du vernis qui faisait
son succes, sans pour autant la révéler, il y a plus de 3000 ans, il entreprit de graver la dite
recette sur une tablette d’argile en y retirant des consonnes, obtenant ainsi une version
codée [Kah96]. 1l s’agit de la premiére technique connue de cryptologie, c’est-a-dire l'art

du secret, érigé au rang de science depuis les années 70 avec I’avéenement de l'informatique.

La volonté de rendre secrete une information a rapidement été rejointe par celle de
casser le secret pour retrouver l'information, et ce, sans y avoir été invité. Ces deux
objectifs ont installé un rapport de force et ont fait émerger deux disciplines aux intéréts
opposés ; la cryptographie et la cryptanalyse, chacune basée sur des techniques qui lui sont
propres. En prenant pour comparaison le conflit de la Guerre de Troie, la cryptographie
est au Troyens ce que la cryptanalyse est aux Achéens. L’enjeu que représentait la prise
d’une cité réside ici dans la découverte d’un message secret.

La cryptographie a pour objectif de protéger une communication entre plusieurs en-
tités. Ces entités peuvent rendre leurs messages confidentiels en les chiffrant par le biais
d’un secret ou d’une clé. Personne d’autre n’est en mesure de connaitre le message sans
la clé. La cryptanalyse en revanche est une technique basée sur 'attaque. L’objectif est
de retrouver le message clair a partir du chiffré sans posséder la clé de chiffrement. Ces
attaques peuvent s’effectuer par force brute, c’est-a-dire en essayant toutes les combi-
naisons possibles de mots de passe ou de clés, ou bien en usant de ruse comme avec
les attaques par canaux cachés. Ces dernieres profitent de certaines fuites observées lors
d’exécutions successives d’un algorithme avec la méme clé, indépendantes de la sécurité
"mathématique" théorique, comme le temps d’exécution [Koc96], le bruit ou encore la
consommation électrique [KJJ99, Gou03]. Ces fuites s’opérent principalement au niveau
des points de mémorisation qui passent de 0 a 1 durant les calculs, et dépendent claire-

ment des représentations des données.
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Au fil de I’'Histoire, les innovations en matiere de chiffrement et de cryptanalyse furent
motivées par de nombreux enjeux, sans cesse renouvelés. A la Renaissance, le désir d’at-
teindre la perfection, morale comme artistique, a poussé plusieurs nobles et intellectuels
a se pencher sur la cryptologie. Leon Battista Alberti est considéré comme le pére de la
cryptographie occidentale car il a fourni la plus ancienne théorie occidentale de cryptana-
lyse, 'invention de la substitution polyalphabétique, et I'invention du code de chiffrement
[Kah96]. Fasciné par les secrets et les mystéres, Della Porta a écrit un ouvrage sur les
chiffrements des messages et la cryptanalyse [DP*, Kah80].

Dans le Grand Siecle qui a suivi, ’enjeu est surtout diplomatique. Le mathématicien
Antoine Rossignol est entré au service de Louis XIV et a congu un chiffrement par sub-
stitution, appelé le Grand Chiffre, pour chiffrer la correspondance du Roi et les archives
au contenu sensible [Sin03]. Le chiffrement est également utilisé par les civils au XIXeme
siecle, comme les freres Joseph et Francois Blanc qui se tenaient informés avant tout le
monde des cours de la rente a la Bourse de Paris en transmettant leur propres codes sur
le télégraphe Chappe qu’ils avaient piraté [Hea00].

Lors des deux conflits majeurs du XXeéme siecle, la cryptologie a joué un réle tactique
prédominant dans une course contre la montre. Durant la Premiere Guerre mondiale,
I'Etat-major francais a ainsi pu décrypter les messages du ministre allemand Zimmer-
mann, ce qui poussa les Etats-Unis a entrer en guerre et marqua une victoire remarquable
pour la cryptanalyse [Sin03]. Exploit renouvelé durant la guerre qui suivit, ou les Alle-
mands utiliserent la machine Enigma inventée par Arthur Scherbiusles pour chiffrer leurs
communications. Les Britanniques riposterent en construisant des machines spécialisées,
appelées « Bombes », réalisées d’apres les plans d’Alan Turing, qui les aidérent a casser
ce chiffrement. La cryptanalyse permit de mettre fin a la guerre plus tot que prévu et la

cryptologie fut reconnue par Churchill comme 1'une des clés de la victoire.

Cette guerre a poussé Claude Shannon a s’intéresser au chiffrement des messages, et
son article « A Mathematical Theory of Communication » publié en 1949 a permis a la
cryptographie de passer progressivement du rang d’art a celui de science [Sha48]. Pour
protéger les communications, d’autres propriétés sont apparues en plus du chiffrement ;
pour garantir [’intégrité du message, c’est-a-dire s’assurer que ce dernier n’ait pas été
altéré durant I’envoi, et pour authentifier son auteur, la signature numérique a été intro-
duite.

Jusque dans les années 70, on parle de cryptographie symétrique; deux personnes
souhaitant chiffrer leurs messages utilisent la méme clé pour chiffrer et déchiffrer. Le

probléeme majeur réside dans la distribution des clés avant la communication et leur pro-
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tection. Cette exigence est d’autant plus difficile a satisfaire lorsqu’un grand nombre de
personnes est impliqué. De plus, si un expéditeur souhaite communiquer avec plusieurs
destinaires, il doit échanger une clé différente avec chacun d’eux afin d’assurer la confiden-
tialité de chaque communication. La solution est apportée par W. Diffie et M. Hellman

qui proposent en 1976 un nouveau concept ; la cryptographie asymétrique [DH76].

Chaque participant possede une paire de clés, liées entre elles. Une clé privée qu’il est
le seul a connaitre et qui lui permet de déchiffrer les messages qu’on lui envoie, et une
clé publique, connue de tous, qui permet aux autres de chiffrer les messages qui lui sont
destinés. Dans cette configuration, avec une paire de clés par personne, chacun est capable
de communiquer de facon confidentielle avec chaque autre, en distribuant sa clé publique
sans probleme de confidentialité. Le point important réside dans le lien mathématique
entre les deux clés; si la clé publique est obtenue facilement & partir de la clé privée,
retrouver la clé privée a partir de la clé publique doit étre difficile au sens calculatoire du

terme. Aucun algorithme ne doit pouvoir résoudre ce probléme en temps polynomial.

Lors du chiffrement et du déchiffrement, la plupart des cryptosystéemes asymétriques
effectuent des exponentiations modulaires; & partir d’'un nombre g et d’une puissance e
donnés, I’exponentiation modulaire renvoie le reste obtenu dans la division euclidienne de
g¢ par une constante connue p, appelée le modulo. Ces exponentiations modulaires sont
réalisées grace a des multiplications modulaires. Pour réaliser cette étape, a partir de deux
nombres a et b donnés, la majorité des algorithmes commencent par calculer le produit
ab, puis effectuent une réduction modulaire pour récupérer le reste r de ab modulo p. On
note alors

r=ab+qgp, avecr <p.

La sécurité de la cryptographie asymétrique repose sur un probléme calculatoire facile
dans un sens et difficile dans 'autre. Le premier cryptosysteme de chiffrement, proposé
par Rivest Shamir et Adelman en 1978 et nommé RSA [RSAT78], repose sur le probléme de
la factorisation. Multiplier deux nombres p et g pour obtenir le modulo n = pq est facile,
mais retrouver p et g en factorisant leur produit n est difficile. Un attaquant capable de
factoriser ce produit peut retrouver le message chiffré par cette méthode. Ce probleme
majore la stireté du protocole RSA, bien que les cryptanalystes profitent d’autres proprié-
tées du RSA pour concevoir des attaques sous-exponentielles. De nombreuses attaques
sont dues a de mauvais choix d’implémentation ou de protocoles. Par exemple, en choisis-
sant deux clés publiques (n = pq,e) et (n’ = pq',€’), ol e et € sont les exposants choisis
pour 'exponentiation modulaire du chiffrement, le calcul de pged(n,n’) = p permet de
factoriser n et n/, compromettant ainsi les deux clés. Dans un autre cas, lorsque trois

personnes recoivent chacune un chiffré du méme message, et que ’exposant e de leur clé
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publique est petit (égal a 3), il est aisé de retrouver le message clair en interceptant les
trois chiffrés. Pour RSA, le modulo n est fixé par le protocole avec une taille de 1024 bits
au moins, obligeant les cryptanalystes & effectuer les 276 opérations recommandées pour
considérer un cryptosysteme comme siir. L’exponentiation modulo n doit étre rapide.

Les protocoles d’échange des clés Diffie Hellman et de chiffrement ElGamal [DH76,
ElG85a], du nom de leurs auteurs, et proposés respectivement en 1976 et 1984, reposent
sur le probléme du logarithme discret [Od184]. Ces protocoles effectuent des exponen-
tiations modulo un nombre premier p, laissé libre en théorie, c’est-a-dire sur un groupe
fini (Z/pZ)*. Calculer g* sur un groupe fini est facile, mais retrouver 'entier = a partir
de g* est difficile sur un groupe générique, i.e. un groupe sur lequel seules les propriétés
définissant un groupe sont exploitables. Le probleme de Diffie Hellman est aussi difficile
que le probleme du logarithme discret. L’algorithme rho de Pollard est connu pour ré-
soudre le logarithme discret sur un groupe quelconque avec une complexité exponentielle
en O(y/p) ol p est la taille du groupe [Pol78], et a été prouvé optimal pour un groupe
générique [Sho97]. Cependant, le groupe (Z/pZ)* n’est pas générique et les cryptanalystes
ont pu utiliser certaines propriétés du groupe pour attaquer le logarithme discret de fagon
sous-exponentielle. Pour assurer sa sireté, les moduli doivent avoir une taille d’au moins
1024 bits. Afin de garantir qu’aucune autre propriété que celles définies sur un groupe
générique ne puissent étre utilisées, Koblitz propose en 1985 le groupe des points d’une
courbe elliptique, introduisant la cryptographie sur les courbes elliptiques, ou Elliptic
Curve Cryptography (ECC) [Kob87].

En ECC, les opérations sont effectuées sur les points de la courbe dont les coordon-
nées se trouvent dans un corps de base qui est soit un corps premier Z/pZ avec p un
premier, dont le choix est libre en théorie, soit une extension d’un corps premier de degré
k. L’avantage est qu’il n’existe pas a ce jour d’attaque générale du logarithme discret sur
le groupe des points d’une courbe elliptique et seul I’algorithme rho de Pollard, qui fonc-
tionne sur tous les groupes, garantit le niveau de sécurité sur les courbes elliptiques. Dans
le cas d’un corps de base premier, la taille du corps, i.e. le premier p, doit étre suffisament
grande, pour garantir une sécurité élevée, avec un minimum de 160 bits. L’exponentiation
sur (Z/pZ)* présente chez Diffie Hellman devient ici une multiplication par un scalaire k
d’un point P générateur du groupe des points de la courbe elliptique. La multiplication
kP est constituée d’'une suite d’additions et de doublements de points. Tous les calculs
requis pour I’évaluation des coordonnées des points doivent étre implémentés. Il est donc
primordial d’avoir une arithmétique modulaire complete efficace, comprenant 1’addition,

la multiplication et 'inversion modulaire.

Dans la mesure ou le modulo est standardisé pour la plupart des applications crypto-

graphiques, le choix de p n’est pas toujours libre dans la pratique. La question s’est donc
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rapidement posée de savoir s’il est possible ou non de fournir une arithmétique modulaire
efficace pour le plus grand nombre de premiers p possible.

Ce besoin de proposer une arithmétique modulaire efficace pour de nombreux premiers
s’accompagne de la nécessité de trouver des méthodes afin de la rendre siire face aux at-
taques par canaux cachés. Comme la validité de certaines attaques repose sur I’hypothese
faite par I'attaquant sur la représentation des données [Gou03], on doit éviter d’utiliser la
méme représentation au cours des calculs. Pour cela, 'arithmétique doit étre randomisée,
rendant imprévisibles la représentation des données et les transitions d’état, et empéchant

ainsi un attaquant de faire des prédictions.

Le besoin d’une arithmétique modulaire efficace pour de nombreux moduli a connu
ses premieres avancées dans le cas des implantations des protocoles d’ECC, ou certains
ont profité du fait que les protocoles imposent uniquement la taille du corps, i.e. la taille
du modulo, et non le type du modulo. Knuth propose en 1981 une classe de nombres
adaptée a larithmétique modulaire [Knu81]; les nombres de Mersenne de la forme p =
2" — 1 avec n € N, qui simplifient grandement la réduction, en utilisant le fait qu’en
représentation binaire, utilisée en informatique, la division par une puissance de 2 est
réduite a un simple décalage de bits. Cependant cette classe est insuffisante car les nombres
de Mersenne premiers sont rares et il n’existe pas de tels nombres premiers pour les tailles
cryptographiques qui nous intéressent.

Pour parer a ce probleme, d’autres classes de moduli ont été proposées. Crandall
[Cra92] étend cette classe en 1992 avec les nombres Pseudo Mersenne de la forme p = 2" —c¢
avecn € Net ¢ < 27/2, ot la taille de ¢ est capitale. Ces moduli sont conseillés pour opérer
sur des chiffres, donc sur de petits moduli. En plus de la multiplication initiale obligatoire,
plusieurs autres multiplications sont ajoutées avec un surcoiit non négligeable.

En réponse a ce surcofit, les nombres de Mersenne Généralisé sont présentés par Solinas
en 1999 comme une généralisation des nombre de Mersennes [ST99], ou les premiers ont
pour forme p = P(2¥) avec P un polynéme unitaire de degré n & coefficients dans {—1,0, 1}
et dont le second terme de plus haut degré a un degré inférieur ou égal & n/2. La forme
polynomiale de ces nombres ne nécessite pas de multiplication supplémentaire, les rendant
plus efficaces que les nombres Pseudo Mersenne sur les tailles cryptographiques. Leurs
formes les rend donc plus adaptés au calcul sur les grands nombres, souvent représentés
sous forme polynomiale. Chung et Hasan [CHO3] fusionnent en 2003 les deux classes
précédentes. La rapidité de la réduction est directement lié a la taille de la classe. Plusieurs
standards proposent des moduli pour différentes tailles cryptographiques [Fip00, SEC00],
basées sur la classe des nombres de Mersenne.

Récemment, Bigou et Tisserand ont proposé une approche [BT16] basée sur le systéeme

de représentation modulaire, ou Residue Number System (RNS), une représentation nu-



6 TABLE DES MATIERES

mérique trouvant de nombreuses applications sur les systémes cryptographiques [SAM16]
grace au fait qu’elle permet des implémentations de ’addition et de la multiplication plus
efficaces. Cependant, en raison de sa nature non positionnelle, les réductions modulaires,
exigées par exemple par ECC, deviennent plus cofiteuses.

Pour cette raison, Bigou et Tisserand ont introduit en 2016 un systeme hybride ; HPR,
offrant un compromis entre l'efficacité de RNS et la flexibilité des représentations des
nombres positionnels [BT16]. Les nombres sont représentés dans un systéme positionnel
avec les chiffres représentés en RNS. Cette approche réduit la taille des bases RNS, et ainsi
la complexité des extensions de base, tout en bénéficiant de I'indépendance arithmétique
des canaux RNS. La complexité des réductions modulo les nombres premiers est atténuée,
en s’appuyant sur des extensions de bases plus petites, & condition d’utiliser des nombres
premiers de la forme P = BT — (3, ou B; est I'intervalle dynamique du systeme RNS, n le
nombre de chiffres et 5 un petit entier. En raison de la nécessité de construire des premiers
d’une forme spéciale, cette approche n’est pas directement extensible aux opérations de
groupe sur des courbes elliptiques actuellement standardisées.

Le principal inconvénient dont souffrent ces approches est de ne garantir une réduction
efficace que sur une classe restreinte de moduli avec des propriétés spécifiques, le choix

du modulo n’est donc pas possible.

Par conséquent, lorsque les protocoles imposent certaines propriétés sur le modulo
a utiliser, il est important d’utiliser des algorithmes fonctionnant pour tous les moduli;
ces algorithmes sont appelés algorithmes généralistes. Certains effectuent une réduction
dite intégrée, c’est-a-dire que les calculs sont réduits au cours de la multiplication. L’al-
gorithme de multiplication modulaire proposé par F. J. Taylor en 1981 [Tay81] permet
de décomposer la multiplication sous forme de carrés. Il opere sur la représentation clas-
sique des nombres pour des moduli impairs et utilise une table mémoire pour calculer la
mise au carrée. G. R. Blakley [Bla83] est le premier a proposer en 1983 un algorithme de
multiplication modulaire intégrée a partir d'un “double and add” classique ol des réduc-
tions sont effectuées apres chaque étape de calcul. Il reste néanmoins peu performant. N.
Takagi [Tak92] s’en inspire en 1986 et propose un algorithme de multiplication modulaire
trés efficace en utilisant son propre systéme d’addition modulaire. Toutes les opérations
sont effectuées en utilisant un systeme redondant. Néanmoins, ces algorithmes demeurent

efficaces pour de petits moduli seulement.

C’est pourquoi, pour effectuer des multiplications modulo de grands entiers, comme
ceux présents dans les protocoles cryptographiques cités précédemment, les algorithmes
généralistes les plus efficaces sont ceux qui effectuent d’abord la multiplication, et qui

réduisent ensuite le résultat de cette multiplication. Dans ce cas, I’étape de la multi-
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plication, indépendante, peut étre optimisée via de nombreuses méthodes classiques de
multiplication [KO62, Knu81, SS71].

En 1986, Montgomery [Mon85] propose de remplacer la réduction modulo p par une
division par une puissance de la base § = 2", qui dans la pratique, se réduit a un décalage
de bits sans cofit. Son algorithme utilise une représentation particuliere des nombres, né-
cessitant des conversions. S’il n’est pas pertinent pour une seule multiplication modulaire,
pour une exponentiation modulaire effectuant entre n et 2n multiplications modulaires,
le surcoiit 1ié aux conversions devient négligeable. Paul Barrett [Bar87] propose I'année
suivante un algorithme utilisant la représentation classique pour approcher le calcul du
quotient de facon suffisament précise afin que le résultat obtenu soit proche du reste exact
(a une ou deux soustractions du modulo pres). Cet algorithme nécessite de précalculer une
division par le modulo. Son cofiit est tres proche de celui de I’algorithme de Montgomery.

Plus récemment, Thomas Plantard a introduit un systeme avec des algorithmes plus
efficaces que les méthodes sans division connues telles que Montgomery et Barrett; le
systéeme de représentation adapté polynomial, ou Polynomial Modular Number System
(PMNS) [Pla05]. Ce systeme de représentation permet l'implémentation d’une arithmé-
tique modulaire efficace impliquant uniquement des additions et des multiplications. Sa
motivation principale était d’accélérer I’arithmétique modulo un entier p et de proposer un
théoreme d’existence du PMNS avec des propriétés spécifiques. Ce systeme offre a la fois
I’avantage d’une arithmétique polynomiale rapide et d’une parallélisation facile pour un
p arbitraire. Les éléments sont représentés par des polynoémes dont les coefficients sont les
chiffres. La construction de tels systémes repose sur des polynémes creux dont les racines
modulo p peuvent étre choisies comme bases de ce type de représentation positionnelle.
Cependant, le choix de ces polynomes et la recherche de leurs racines n’est pas triviale
et les parametres du théoréme d’existence restent tres restrictifs. Pour un modulo donné,
peu de systémes peuvent étre construits en pratique.

Par ailleurs, pour un modulo p donné, ces systémes peuvent devenir tres redondants
quand la taille des chiffres augmente, c’est-a-dire qu’il existe de nombreuses représenta-
tions distinctes du méme élément modulo p dans le systeme. Il est fortement soupconné
que cette redondance puisse étre exploitée afin de changer aléatoirement de représenta-
tion au cours des calculs, au sein d’'une méme exécution. Un attaquant serait alors dans
Iincapacité de prévoir les transitions d’état au niveau des points de mémorisation et de

faire des hypothéses utiles sur les représentations.

Enfin, au-dela de la cryptographie, les représentations de nombres jouent également un
role important dans le domaine de la modélisation de problemes avec des données incer-
taines, qui trouve d’importantes applications en ingénierie, économie et sciences sociales

[ATT94, Lod07]. Afin de capturer I'incertitude autour d’une valeur donnée, les nombres
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flous ont été introduits. Pour m un réel fixé, un nombre flou m est un sous-ensemble de R
défini par sa fonction d’appartenance ug; représentant le degré de validité de la proposi-
tion "x est égal a m" pour chaque x € R. Le réel m est appelé le mode. Plus x s’éloigne du
mode m, plus le degré de validité p;(x) diminue. La fonction u a valeur dans [0, 1] est
définie sur R, est continue, et satisfait u%l({l}) = {m}. Cette fonction d’appartenance est
construite a partir de deux fonctions L et R, appelées fonctions de dispersion, permettant
de représenter l'incertude respectivement & gauche et & droite du mode m. Le nombre flou
appartient alors a la famille des nombres flous de type L-R, notée §(L, R).

Certains problemes sont modélisés par un systéme de fonctions continues a valeurs
floues définies sur R™ (voir [LS03]); Liu [Liu02] propose une interpolation polynomiale
fournissant une interface entre la résolution de ces problémes et la résolution de systemes
polynomiaux a coefficients flous. Pour cette raison, plusieurs auteurs se sont intéressés a
la recherche de solutions réelles d’équations polynomiales floues.

Les méthodes de résolution se sont d’abord appuyées sur des techniques locales ([AO06],
[Rou07], [AOMOS]). Puis ces dernieres années s’est développée une approche globale fai-
sant appel a des techniques algébriques classiques ([MBR13, BBRV16]). Celles-ci peuvent
effectivement étre utilisées avec les nombres flous, qui, en dépit d’'une dénomination pou-
vant préter a confusion, bénéficient d’une définition tout-a-fait formelle.

Pour la résolution des systemes algébriques, chaque coefficient flou émanant de ’expé-
rimentation est généralement un nombre flou L-R donné sous une certaine représentation,
dite en tuple. Cette représentation, bien que formelle, est non traitable par des méthodes
algébriques usuelles (bases de Grobner [BW93], décomposition triangulaire [AMM99], re-
présentation univariée rationnelle [Rou99], ...) pour résoudre le systéme. Néanmoins, la
représentation tuple d’un nombre flou L- R est transformable en une autre représentation,
dite paramétrique, a coefficients non plus flous mais réels.

Jusqu’a présent, étant donné un systéme flou (S) de s équations et k indéterminées,
les méthodes algébriques existantes ont effectué des calculs avec la représentation para-
métrique des coefficients, qui implique de calculer I'inverse des fonctions de dispersion,
pour obtenir la forme tranchée de (S) formée par 4s équations réelles. Ces méthodes se
limitent néanmoins & une famille particuliere de nombres flous appelés les nombres flous
triangulaires, dont les fonctions de dispersion sont linéaires. Une méthode basée sur la
décomposition triangulaire de Wu Wen Tsun [Wu87] a été étudiée dans le cas particulier
des nombres flous triangulaires durant un stage de Master au sein du LIP6, et implantée
en SageMath pour calculer les solutions positives d'un tel systeme [Mar19].

Le dernier probléeme majeur pour obtenir les solutions réelles de ces systémes réside
dans la gestion des signes. En effet, le probléme qui se pose lors du calcul avec des
variables réelles et des nombres flous est intrinséque aux nombres flous car leur produit

par un scalaire réel est exprimé différemment selon le signe de ce scalaire.



TABLE DES MATIERES 9

2 But et organisation de la these

Le but de cette these est de proposer une arithmétique modulaire efficace pour le plus
grand nombre de moduli premiers p possible et de la prémunir contre certains types
d’attaques comme celles mentionnées précédemment. Nous souhaitons contribuer ainsi a
lever une partie des restrictions qui limitent la performance des calculs modulaires lorsque
le choix du modulo est imposé par le protocole cryptographique.

Ces travaux s’articulent autour de trois objectifs majeurs :

e fournir de nouvelles bases de systémes de représentation modulaires, indépendantes

de la forme du premier p, en garantissant une arithmétique engendrée efficace,

e exploiter la redondance intrinséque a ces systemes afin d’effectuer des changements
de représentation des données au cours du calcul, et ainsi empécher un attaquant

d’effectuer des hypotheses utiles sur ces représentations,

e en paralléle de cette recherche en cryptographie, nous nous proposons d’établir de
nouvelles méthodes dans le domaine de la modélisation incertaine pour optimiser la

résolution réelle des syteémes a coefficients flous.

La premieére contribution est présentée dans le chapitre 1. Ce travail est basé sur le systeme
de représentation adapté polynomial (PMNS) introduit en 2004, utilisé pour 'arithmé-
tique modulaire et lié a la caractéristique du corps Z/pZ.

Nous introduisons dans ce chapitre un théoreme général sur ’existence des systemes
PMNS et fournissons des bornes sur la taille des chiffres utilisés pour représenter un
entier modulo p. Puis nous présentons des classes de polynémes adaptés pour obtenir des
systémes avec une arithmétique efficace sur les représentations. Enfin pour un p premier,
nous évaluons le nombre de racines de polynémes modulo p afin de décrire le nombre
minimum de bases PMNS que nous pouvons atteindre.

Par conséquent, pour un premier p donné, il est possible d’obtenir de nombreux PMNS,
qui peuvent étre utilisés efficacement pour différentes applications basées sur de grands
corps finis premiers, tels que celles que 'on trouve en cryptographie, comme RSA, Diffie-
Hellmann et ECC.

Dans [BIP05a], les auteurs mentionnent que les PMNS peuvent étre treés redondants
mais n’ont pas vraiment profité de cette possibilité. Dans le second chapitre, nous utili-
sons, pour la premieére fois, la redondance du PMNS pour protéger les algorithmes contre
les attaques par canaux cachés (SCA). Plus précisément, nous nous concentrons sur la
cryptographie sur les courbes elliptiques.

Nous montrons comment randomiser la multiplication modulaire via des algorithmes

de type Montgomery et Babai afin d’étre résistant contre les attaques SCA existantes et
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nous démontrons la résistance de nos constructions. Nous décrivons la génération d’un
PMNS en garantissant, pour tous les éléments de Z/pZ, le nombre minimum de représen-
tations distinctes que nous voulons. Nous montrons aussi comment accéder a toutes ces

représentations.

Le systeme hybride HPR, introduit en 2016 offre un compromis entre 'efficacité de
RNS et la flexibilité des représentations des nombres positionnels, mais son utilisation
reste limitée & certains moduli premiers d’une forme spéciale. Dans le chapitre 3, dans la
veine du systéeme HPR, nous proposons le systéme hybride HyPoRes, offrant un algorithme
de multiplication modulaire généraliste, permettant d’améliorer les réductions modulaires
pour tout modulo premier.

Les nombres sont représentés dans un systeme PMNS avec les coefficients représentés
en RNS. Les résultats expérimentaux montrent que la réduction modulaire de HyPoRes,
bien qu’au plus 1,4 fois plus lente que HPR pour les nombres premiers congus pour HPR,
est jusqu’a 1,4 fois plus rapide qu’'une approche générique RNS pour les nombres premiers

standardisés pour ECC.

Enfin, dans le dernier chapitre, nous nous intéressons a un autre type de représentation
utilisé pour la résolution réelle de systémes dont les coeflicients sont des nombres flous,
dans un travail effectué en parallele durant cette these. Nous revisitons I’approche globale
de résolution faisant appel a des techniques algébriques classiques ([MBR13, BBRV16])
et la renforgons.

Jusqu’alors, les méthodes antérieures tant locales que globales se sont focalisées sur la
famille des nombres flous dits triangulaires.

Les résultats présentés ici s’appliquent plus généralement aux nombres flous L-R sy-
métriques, i.e. pour lesquels L(z) = R(%), k > 0, que sont en particulier les nombres flous
triangulaires de fonctions de dispersion linéaires, mais aussi, par exemple, les nombres
flous quadratiques, de fonctions de dispersion quadratiques.

Jusqu’a présent, étant donné un systéeme flou (S) de s équations et k indéterminées,
les méthodes algébriques existantes ont effectué des calculs avec la représentation para-
métrique des coefficients pour obtenir la forme tranchée de (S) formée par 4s équations
réelles. Nous montrons que ces calculs sont superflus et présentons une formule qui définit
un systeme équivalent avec 3s équations réelles. Nous 'appelons la transformation réelle
T(S) du systeme (S). Comme propriété principale, elle posséde les mémes solutions posi-
tives que (5). De plus, il est inutile d’effectuer les inversions de fonctions nécessaires pour
obtenir la représentation paramétrique puisque cette derniére n’intervient pas dans cette
nouvelle méthode, la transformation réelle étant une formule universelle indépendante de

la famille du nombre flou.
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Nous fournissons une méthode pour obtenir ’ensemble des solutions réelles de (F),
et pas seulement les solutions positives. Ces résultats théoriques incluent la gestion des
signes des solutions des systemes flous. Nous montrons, comment dans le cadre de ces
nombres flous plus généraux, la résolution d’un systeme (S) & coefficients flous se rameéne
a la recherche des solutions positives de 2¥ systémes & coefficients réels. Nous étendons
ce résultat aux nombres flous dits trapézoidaux. Apres la description d’un algorithme
de base nécessitant la résolution de 2* systémes, nous proposons l’algorithme optimisé
SolveFuzzySystem qui réduit le nombre de systémes a résoudre. Une implémentation
dans le package Fuzzy du logiciel d’algebre informatique SageMath et une version parallele

de I’algorithme sont décrites.
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Le systeme de représentation adapté polynomial, ou Polynomial Modular Number
System (PMNS) a été introduit en 2004 [Pla05] comme un systéme de représentation per-
mettant I'implémentation d’une arithmétique modulaire efficace impliquant uniquement
des additions et des multiplications. Les opérations arithmétiques appelées addition, mul-
tiplication et réduction modulaires interviennent dans plusieurs algorithmes de cryptogra-
phie a clé publique actuels, tels que les célebres RSA, ’échange de clés Diffie-Hellman et
ECC [KMVOV96]. Ces calculs modulo un entier p consistent a ajouter ou multiplier deux
entiers, puis a récupérer le reste modulo p. La maniere d’effectuer ces opérations varie se-
lon la forme de p (par exemple les nombres Mersenne, de la forme 2™ — 1, permettent une
réduction rapide). Les systéemes PMNS offrent a la fois I’avantage d’une arithmétique po-
lynomiale rapide et d’une parallélisation facile pour un p arbitraire, avec des algorithmes
plus efficaces que les méthodes sans division connues telles que Montgomery [Mon85] et
Barrett[Bar87].

L’idée principale derriere le PMNS est qu’il s’agit d’un systéme modulaire, ou les
entiers modulo un p arbitraire (pas nécessairement premier) sont représentés par des po-
lynoémes de degré inférieur a un entier fixé n. Les coefficients des polynomes sont les chiffres
et sont bornés par un entier p, qui est petit relativement a p (p = pt/ ™). La construction
de tels systémes est basée sur des polynoémes creux dont les racines ~ sont utilisées comme
bases de ce type de représentation positionnelle. L’intérét de ces polynomes creux réside
dans Defficacité de 'arithmétique modulaire engendrée. Ces opérations sont réalisées en
deux étapes. Premierement, les opérations sont effectuées sur des polynémes modulo un
polynoéme creux F(X), appelé polynéme de réduction, qui est de degré n, et cette réduc-
tion assure que le degré du résultat est inférieur a n. Ensuite, une réduction des coefficients
est effectuée impliquant le réseau euclidien associé au systéeme [HPS11, PSZ15, Gall2],
garantissant que les coefficients du résultat sont bornés par p. Le nombre de systemes
PMNS que nous pouvons générer a partir d’un entier p est directement lié au nombre de

racines du polynoéme de réduction F(X) dans Z/pZ.
Une méthode de construction d’un PMNS efficace a été publiée en 2004 [BIPO5b]. Le

systéme est construit a partir de polynémes creux avec de bonnes propriétés de réduction
(un pour la réduction polynomiale, E(X), un pour la réduction des coefficients), dans le
but de déduire I’entier p via le calcul d’un résultant, ainsi qu’une racine ~. Sont conservés
uniquement les cas ou p est premier, puisque p est le plus souvent premier en pratique
dans les applications cryptographiques telles que Diffie-Hellman et ECC. Cependant, avec
une telle construction, la sélection de p, requise dans la plupart des protocoles cryptogra-
phiques, n’est pas possible. Dans ces protocoles, le modulo p utilisé est souvent fixé ou
possede au moins de fortes propriétés mathématiques requises. Par conséquent, dans le

but de pouvoir travailler avec un p arbitraire, premier ou non, un premier théoréme sur
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les systemes PMNS [BIP05a], donne une construction de PMNS a partir d’un entier p, un
nombre de chiffres n et un polynéme entier E(X) sous la forme F(X) = X" 4+ aX + b sa-
tisfaisant certaines hypothéses. Ainsi, ce théoreme garantit ’existence du systéme PMNS
B = (p,n,v,p)E, avec une borne sur p. Néanmoins, construire de tels systémes & partir
d’un p donné n’est pas trivial. Pour obtenir un exemple d’un systéme PMNS & partir d’'un
p fixé, il faut chercher un polynéme creux E(X) satisfaisant les conditions du théoréme,
et I'une de ses racines dans Z/pZ.

Dans ce chapitre, pour un nombre p donné, nous voulons fournir autant de bases
PMNS que possible avec des polynémes de réduction efficaces. Par conséquent, nous
proposons, dans la Section 1.2, un théoréme donnant, comme critére d’existence, une
borne sur la taille des chiffres en fonction d’un polynoéme E(X), quelque soit la forme de
ce dernier, et certaines propriétés lorsque E(X) est irréductible. Ensuite, a la Section 1.3,
nous proposons des classes de polynémes de réduction adaptés qui satisfont les théoréemes
précédents, permettent des réductions efficaces, et dont les racines peuvent étre clairement
identifiées dans un corps premier fini Z/pZ. Pour terminer, dans la Section 1.4, nous
donnons le nombre de racines en fonction de p et du polynoéme de réduction E(X). Ces
racines sont utilisées pour générer le réseau euclidien associé au systeme, et agissent
directement sur la réduction des coefficients, faisant de cette recherche un défi important
pour obtenir des représentations efficaces en termes de calcul et de stockage. Ainsi, pour
un nombre premier fixé p, il devient possible d’obtenir plusieurs bases PMNS avec leurs
propres propriétés de calcul. Cette capacité a fournir plusieurs représentations équivalentes
est également un point intéressant en termes de performance si 'on veut masquer les

calculs pour protéger une implantation contre des observateurs malveillants.

1.1 Préliminaires

Nous présentons les généralités et notations sur le systeme PMNS. Pour ce faire, nous

commencons par rappeler la définition d’un systeme de numération positionnelle classique.

Définition I.1.1. Un systeme de numération positionnel classique est défini & par-
tir d’un entier 5 supérieur ou égal a 2, appelé la base, tel que tout entier a < B™
puisse étre représenté par une unique suite d’entiers (a;);—o..m—1, appelés chiffres, tel que
a= ;’l_ol a;ft, avec a; € N, 0 < a; < B.
Remarque 1.1.1. Nous pouvons associer a cette représentation un polynéome A(X) tel
m—1
que ses coefficients soient les chiffres de a, A(X) = Z a; X', et A(B) = a.
i=0
Nous nous plagons a présent dans le cadre de l'arithmétique modulaire. Soit n < m,

soit p un entier tel que "~ < p < " et B = 6 mod p. Pour calculer @ modulo p, avec
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p <a<p™(ie. m > n), une méthode consiste & remplacer " par § dans I’écriture de a

et a itérer le processus jusqu’a obtenir une valeur inférieure a g" :

n—1 ) m—1 ) n—1 ) m—1 )
a= Z a; 5t + B" Z a; 5" = Z a;B3' +0 Z a; 587" mod p.
i=0 i=n i=0 i=n

Il est clair que le nombre d’itérations dépend de §; si 6 < 82 et m < 2n alors la réduction
peut étre faite en deux itérations au plus. Une ultime soustraction peut ensuite s’avérer
nécessaire pour obtenir un résultat inférieur a 5m.

Pour les besoins de notre étude, cette réduction peut étre décomposée par une approche
polynomiale. Puisque 5" — d = 0 mod p, nous pouvons considérer  comme une racine
modulo p du polynéme F(X) = X™ — A(X) ou A(B) = 6 mod p. Nous désignons par ¢ le
degré de A(X).

Ainsi, la réduction modulo p est effectuée avec des itérations divisées en deux étapes :
1. La réduction polynomiale : C'(X) = A(X) mod E(X).
2. La réduction des coefficients : C'(8) = C(8) mod p avec C'(X) de degré n — 1 et

aux coefficients inférieurs a .

La réduction polynomiale correspond a une réduction rapide et brute de la taille (du
degré), puis la réduction des coefficients réduit les coefficients du polynéme obtenu a des
valeurs de chiffres inférieures a 8. Généralement, la réduction polynomiale ressemble a ce

qui suit :

2. tant que le degré de C(X) est supérieur a n, (le degré diminue d’environ (n —t))

m—1 n—1
C(X)=AX)x > X"+ X',
i=n =0

Ainsi, si le degré t de A(X) est inférieur a n/2 et m < 2n, apres la premiére itération de
la boucle de I'étape 2, deg C(X) =t +m —n — 1 et apres la seconde degC(X) < n — 1.
Maintenant, si A(X) est un polyndme creux avec de petits coefficients, alors la multipli-
cation par A(X) se réduit & quelques décalages et additions seulement [ST99).

Malheureusement, il n’est pas évident de trouver un couple (S, E(X)) avec de bonnes
propriétés, dans les systemes de numération positionnelle classiques. Pour obtenir plus
d’opportunités d’avoir un tel couple, un nouveau type de représentation a été introduit
dans [BIP05al, ou la base, pour un p donné, dépend étroitement du choix du polynéme
de réduction E(X).

Définition 1.1.2. Un systéme de représentation adapté polynomial, ou Polynomial Mo-

dular Number System (PMNS), est défini par un quadruplet (p,n,v,p) et un polynoéme
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E(X) € Z[X], appelé polynome de réduction par rapport a p, tels que pour chaque en-
n—1

tier x dans {0,...,p — 1}, il existe (zg,...,2n—1) avec & = Z z;7' mod p, ot z; € N,
i=0

—p <z <p, 1<y<p et E(y) =0 (modp), avec F(X) un polyndéme unitaire de

degré n.
Exemple I.1.1. Considérons le PMNS défini par B = (p,n,~,p)p avec p = 31, n = 3,

v =11 et p = 3, pour représenter les éléments de Z/31Z comme vecteurs avec 3 chiffres
a valeur dans {-2, -1, 0, 1, 2}. Notons que v* + 2 = 0 mod 31 (i.e. E(X) = X3 +2).

0 1 2 3 4 5 6 7
(0, 0, 0) (-2,0,-1) | (-1,0,-1) | (0,0,-1 (-2,0,-2) | (-1,0,-2) | (0,0,-2) (1,0,-2)
(1, 0, 0) (2,0, 0) (0, -2, 2) (1,0, -1) (2,0,-1) 0,-2,1) | (-2,-2,0)
(-2,-2,2) | (-1,-2,2) 2,1,2) | (-2,-2,1) | (-1,-2,1) | (-2,1,1) 1, -2, 1)
(1,-2,2) (2,-2, 2) 1,1, 2) (-1, 1, 1)
(-1,1,2) (0,1, 2) 2,1, 2)
8 9 10 11 12 13 14 15
(2,0, -2) 0,-2,0) | (-2,-2,-1) | (-1,-2,-1) | (0,-2,-1) | (-2,-2,-2) | (-1,-2,-2) | (0,-2,-2)
(-1,-2,0) | (-2,1,0) (1, -2, 0) (2,-2,0) | (-2,1,-1) | (1,-2,-1) | (2,-2,-1) | (-2, 1,-2)
(2,-2, 1) (1,1, 1) (-1,1,0) (0, 1, 0) (1,1, 0) (-1,1,-1) | (0,1,-1) (1,1, -1)
(0,1, 1) (2,1, 1) (-2, -1, 2) (2,1, 0) 0,-1,2) | (-2,-1, 1)
-1,-1,2) | (-2,2,2) 1,-1, 2)
(-1, 2, 2)
16 17 18 19 20 21 22 23
(1,-2,-2) | (2,-2,-2) | (1,1,-2) (2, 1,-2) 0,-1,0) | (-2,-1,-1) | (-1,-1,-1) | (0, -1,-1)
(-1,1,-2) | (0,1,-2) | (-2,-1,0) | (-1,-1,0) | (-2, 2,0) (1, -1, 0) (2,-1,0) | (-2,2,-1)
(2,1, -1) (0, -1, 1) (1,-1, 1) (2,-1,1) (1,2, 1) (-1, 2, 0) (0, 2, 0) (1, 2, 0)
(-1,-1,1) | (-2,2,1) (-1, 2, 1) (0,2, 1) 2,2, 1) (-2, 0, 2)
(2, -1, 2) (1,2,2) (2,2,2)
(0,2, 2)
24 25 26 27 28 29 30
(-2,-1,-2) | (-1,-1,-2) | (0,-1,-2) | (1,-1,-2) | (2,-1,-2) | (1,2,-2) (2,2, -2)
(1,-1,-1) | (2,-1,-1) | (-2,2,-2) | (-1,2,-2) | (0,2,-2) (-2, 0, 0) (-1, 0, 0)
(-1,2,-1) | (0,2,-1) (1, 2, -1) (2,2, -1) (0, 0, 1) (1,0, 1) (2,0, 1)
(2,2, 0) (0, 0, 2) (-2, 0, 1) (-1, 0, 1)
(-1,0,2) (1,0,2) (2,0,2)

Exemple 1.1.2. Considérons les deux systémes PMNS définis par B = (p,n,v,p)g. Un
premier, avec p = 23, n = 3, 7y =7 et p = 2, pour représenter les éléments de Z/23Z
comme vecteurs avec 3 chiffres & valeur dans {—1,0,1}. Notons que v3 + 2 = 0 mod 23
(ie. BE(X)=X3+2).

0 1 2 3 4 5 6 7
(0, 0, 0) (1,0, 0) (-1,0,1) | (-1,1,-1) | (0,1,-1) | (1,1,-1) | (-1, 1,0) (0, 1, 0)
(0,0, 1) (1,0, 1)
8 9 10 11 12 13 14 15
(1,1, 0) (1,1, 1) 0,1, 1) (1,1,1) | (-1,-1,-1) | (0,-1,-1) | (1,-1,-1) | (-1,-1,0)
16 17 18 19 20 21 22
(0, -1, 0) (1,-1,0) | (-1,-1,1) | (-1,0,-1) | (0,0,-1) | (1,0,-1) | (-1,0,0)
(0,-1,1) | (1,-1,1)
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A présent, avec p = 31, n = 4, v = 15 et p = 2, pour représenter les éléments de 7.)317

comme vecteurs avec 4 chiffres a valeur dans {—1,0,1}. Notons que v* — 2 = 0 mod 31

(ie. B(X)=X*-2).

0 1 2 3 4 5
(0, 0, 0,0) (1, 0,0, 0) (-1,1,-1, 1) (-1,-1,-1, 1) (0, -1, -1, 1) (1,-1,-1, 1)
(-1, 0, 0, -1) (0, 0, 0, -1) (1,0, 0,-1)
(-1,0, 1, 1) (0, 0,1, 1) (1,0, 1, 1)
(0, 1,-1, 1) 1,1,-1,1)
6 7 3 9 10 11
(-1, 1, -1, 0) (-1, -1, -1, 0) (0, -1, -1, 0) (1,-1,-1, 0) (-1, 1, -1, -1) (-1, -1, -1, -1)
(-1,0, 1, 0) (0,0, 1, 0) (1,0, 1, 0) (-1,1,0,1) (-1,-1, 0, 1)
(0, 1, -1, 0) (1,1, -1, 0) (-1,0, 1, -1)
(0,1, -1, -1)
(0,1, 0, 1)

12 13 14 15 16 17
(0, -1, -1, -1) (1,-1,-1,-1) (-1, 1, 0, 0) (-1, -1, 0, 0) (0, -1, 0, 0) (1, -1, 0, 0)
(0, -1, 0, 1) (1,-1,0, 1) (0, 1, 0, 0) (1, 1,0, 0)

(0,0, 1,-1) (1,0,1,-1)
(1,1,-1,-1)
(1,1,0,1)

18 19 20 21 22 23
(-1,0,-1, 1) (-1, -1, 0, -1) (0, -1, 0, -1) (1,-1,0,-1) (-1, 0, -1, 0) (-1,-1, 1, 0)
(-1, 1, 0, -1) (-1,-1,1, 1) (0, -1, 1, 1) (1,-1,1, 1) (-1, 1, 1, 0) (0, 0, -1, 0)
(-1,1,1, 1) (0, 0,-1, 1) (1,0,-1, 1) (0,1, 1, 0)

(0, 1,0, -1) (1,1, 0,-1)
(0,1,1,1) (1,1,1,1)

24 25 26 27 28 29
(0, -1, 1, 0) 1, -1, 1, 0) (-1, 0, -1, -1) (-1,-1, 1, -1) (0, -1, 1, -1) (1,-1,1,-1)
(1,0, -1, 0) (-1,0,0, 1) (0,0, -1, -1) (1,0,-1,-1)

(1,1, 1,0) (-1, 1,1, -1) (0, 0,0, 1) (1,0,0, 1)
(0,1, 1,-1) (1,1,1,-1)

30

(-1, 0, 0, 0)

Nous pouvons remarquer que la redondance dépend du nombre de chiffres 2p — 1,
du degré n et du modulo p. La redondance n’est pas équidistribuée mais nous pouvons

observer une symétrie due au signe de la valeur modulo p.
Proposition I.1.1. SiB = (p,n,v,p)g est un PMNS, alors p < (2p — 1)".

Preuve. Le nombre de représentations dans B est (2p—1)", ce nombre doit étre au moins

supérieur a p, c’est-a-dire le nombre de valeurs 0 < z < p. ]

Remarque 1.1.2.

1. Le systéme PMNS ressemble & un systéme de position, mais (¢ mod p) < (7! mod

p) n’est plus toujours vrai.
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2. Pour chaque quadruplet (p,n,~, p), il existe un polynéome E(X) € Z[X] satisfaisant
E(y) =0mod p et deg E(X) = n : par exemple E(X) = X" — (v mod p).

3. Sip < (2p—1)", alors le systéme est redondant (c.-a-d. que certaines valeurs modulo

p peuvent avoir plus d’une représentation).

4. Si B = (p,n,v, p)r est un PMNS, alors B’ = (p,n,v,p + 1)g en est un aussi.

Remarque 1.1.3. Pour p,n,y fixés, afin de minimiser la redondance du systéme, il est
judicieux de prendre pour p le plus petit entier tel que (p,n,~,p) est un PMNS. Nous
notons ppn cet entier. Cette valeur pp,;, peut étre déterminée avec une réduction de

réseau [Pla05], et donne la taille minimale des représentations pour un n donné.

La question est de savoir, pour p, n donnés, quels polynémes E(X) offrent une bonne
réduction modulaire, ont un grand nombre de racines v dans Z/pZ, et permettent d’avoir
p aussi petit que possible, pour assurer plusieurs systémes PMNS, a la fois compacts et

possédant une arithmétique efficace sur les représentations.

Note. Dans ce qui suit, nous notons A(X) = ag+ a1 X +---+a,_1 X" ! le polynome et
A = (ag,ai,...,a,—1) le vecteur correspondant. Nous utiliserons ces différentes notations

en fonction du contexte.

1.2 Théoreme sur les bornes et I'existence d’un systéme PMNS

Dans cette section, nous donnons nos conditions pour assurer 'existence d’un PMNS

B = (pa na%P)E-

1.2.1 Réseau associé a un PMNS

Nous considérons le réseau £ des vecteurs de Z" correspondant aux polynémes de
degré au plus n — 1, pour lesquels « est une racine modulo p (voir [MGO02] pour les bases
de la théorie des réseaux).

Nous définissons ce réseau en donnant A, I'une de ses bases, dont les éléments sont
Ao = (p,0,...,0) (ie., Ao(X) = p), et A; = (0,...,—7,1;...,0) (ie. A;(X) = X' —
v X1 pour 1 <i < n—1. Ainsi, avec Ay, tous les multiples de p ont une représentation
dans ce réseau, et les A; pour 0 < ¢ < n — 1 sont linéairement indépendants. Le volume
fondamental de £ est det A = p.

Remarque I.2.1. 1l est possible de considérer A/(X) = X' -~ pour 1 <i<n-—1,

/

qui représente le méme réseau £. Nous avons A;(X) = AJ(X) = X — vy et 4;(X) =
Ai(X) =7 A (X).
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p 0 0 p 0

—y 1 0 0 -y 1 0 0
A = , A= -

0 -y 1 0 —n 0 1 0

0 0 —y 1 —nl 0 0 1

(L1)

Theoréme 1.2.1. Soit p un nombre premier, n > 1 un entier, E(X) un polynome de
degré n dans Z[X] et vy une racine de E(X) dans Z/pZ.
Soit v le rayon de recouvrement du réseau £, si p > r, alors B = (p,n,v,p)r est un

systéme de représentation adapté polynomial.

Preuve. Le rayon de recouvrement r de £ est le plus petit nombre, tel que les boules
By = {T € R",||T — V|2 < r} centrées sur un point V € £, couvrent l’espace R". En
d’autres termes, pour tout 7' € R" il existe V' € £ tel que || T—V |00 < || TV ||2 < r. Ainsi,
pour tout 7" € R", il existe V € £, tel que T —V € Co, avec Co = {T € R", [|T||cc < 7}

Par définition, B = (p,n,~, p)g est un PMNS si chaque a € N posséde une représen-
tation dans B modulo p.

Soit a € N et soit F,(X) un polynéme tel que F,(y) = amod p, alors T,,(X) =
F,(X) mod E(X), satisfait To(y) = amod p avec degT, < n (étape de la réduction
polynomiale).

Ensuite, il existe V € £ tel que, ||Tg — Vl]jeo < 7, et (To —V)(7v) = Ta(y) — V(v) =
a mod p. Ainsi, si p > r, [T, — V]|eo < p et Ty — V est un représentant de a dans B. Par

conséquent, tout a € N peut étre représenté dans B modulo p. 0

Remarque 1.2.2. Soit A\, le plus petit entier tel que £ contient au plus n vecteurs
linéairement indépendants de longueur inférieure ou égale a \,, pour la norme euclidienne.
Un résultat classique de la théorie des réseaux indique que le rayon de recouvrement r,
est tel que, 1\, <r < /nA, MGO2].

1.2.2 Bases du réseau et PMNS

Actuellement, & notre connaissance, il n’existe pas d’algorithme efficace pour calculer
le rayon de recouvrement d’un réseau. Dans cette section, nous fournissons une borne sur
p, qui peut étre calculée a partir d’'une base du réseau £ défini par la matrice A.

Nous considérons B = {By, ..., B,—1} une base de £, et B la matrice associée telle que,

B; représente la i-ieme ligne, avec B; = (bip,...,bin—1), ol b; j représente le coefficient
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de la i-ieme ligne, j-ieme colonne (les indices commengant a 0).

n—1

Theoréme 1.2.2. Sip > 3 |B|;, (|B|; = max {Z |bm-|}), alors B = (p,n,~,p)E est
i=0

un systéme de représentation adapté polynomial.

Preuve. Soit S € R™, nous définissons :

— |.S] comme le vecteur dont les coordonnées sont des entiers égaux a l’arrondi au

plus proche de ceux de S,
— frac(S) comme le vecteur frac(S) = S — |9], remarquons que |/frac(S)||s < 3.

Soit S € R™, nous recherchons un vecteur T' € £ proche de S, en utilisant une approche
« round-off » de Babai [Bab86]. Nous avons, 7' = BT.|(BT)~1.9].

S =BT.(BT)"L.5 =T+ BT frac ((BT)_I.S) avec Hfrac ((BT)_I.S)HOO < %
Alors ) .
IS =T, = HBT.frac ((BT)—l.s)Hw <3 HBTHOO =5 IBJ,.

O]

Afin de minimiser ||B||;, une premiere stratégie générale consiste a calculer une base
réduite B de £ définie par A en utilisant des algorithmes comme LLL, BKZ ou HKZ
[LvdPdW12].

Les stratégies suivantes peuvent étre appliquées lorsque le polynéme E(X) est irré-
ductible.

1.2.3 Polyn6émes irréductibles et PMNS

Soit B(X) = X" + ap1 X" '+ -+ a1 X + ap, et soit C la matrice compagnon de
E(X):

0 0 0
0 1 0
C :: . . . . . .
0 0 0o ... 1 0
0 0 0o ... 0 1
—ayp —ai; —ag ... —Qp—2 —AaAp_-1
Soit V' = (vp,...,vn_1) le vecteur représentant les coefficients du polynéme V(X) =

" v X, alors V.C est un vecteur dont les coordonnées sont les coefficients du polynome

X.V(X) mod E(X).
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Proposition 1.2.3. Soit V un vecteur non nul de £, le réseau de rang n défini par A,
Equ. (1.1). Soit B; = V.C', le vecteur ligne dont les coordonnées sont les coefficients du
polynéme B;(X) = X.V(X) mod E(X). Soit B la matrice n x n dont la i-iéme ligne est
le vecteur B;.

Si V(X) est inversible modulo E(X) alors :

— la matrice B définit un sous-réseau &' C £ de rang n (i.e. B = (By,...,Bn_1) est

une base de £'),

— etV eyg.

Preuve. Les B; sont linéairement indépendants. En effet, supposons qu’il existe un vecteur
non nul (tg, t1,...,th—1) € Z" tel que Z?:_ol t; B; = 0. Cela signifie que Z?:_ol L XV(X) =
0 mod E(X), ou de fagon équivalente T'(X) V(X) = 0 mod E(X), avec T(X) = Y1 t; X°.
Alors T(X) V(X)V~1(X) mod E(X) = T(X) = 0, puisque V(X) est inversible modulo
E(X) et le degré de T'(X) est au plus n — 1. Ainsi les lignes de B forment une base d’un
sous-réseau £ C £ de rang n, et V € £ O

Corollaire 1.2.1. Soit V un vecteur non nul de £, le réseau de rang n défini par A, Equ.
(I.1).
Si E(X) est irréductible alors :
— B est une base d’un sous-réseau £ C £ de rang n,
— Vet
Preuve. Si E(X) est irréductible, alors V' (X) est inversible et la Proposition 1.2.3 garantit
que B = (By,...,Bn_1) est une base de £, £ C £ de rang n, et V € £/, O

Ainsi, la deuxieme stratégie consiste a prendre un vecteur court V € £, satisfaisant la
borne de Minkowski, ||V]|so < a (p)/" avec a €]0,1[. Ce vecteur peut étre utilisé comme

une heuristique pour minimiser ||B]|; sans toutefois assurer sa minimalité. Nous avons

alors ||Blly < |[V][1||(C°|CY|---|C™ 1)1, puisque la norme matricielle subordonnée & la
norme vectorielle || - ||; est consistante. Ainsi | By < na (p)/"||(C°|CY|---|C* 1|1, ou
la norme subordonnée de (C%|C!|---|C"!) est le max des normes 1 de ses colonnes.

En prenant tout vecteur non nul V de £, nous pouvons calculer une base B d’un
sous-réseau £ et le Théoréme 1.2.2 indique que si p > 1||B|; alors B = (p,n,v,p)g est
un PMNS.

Dans la derniére stratégie nous proposons un autre moyen de calculer la base B de £'.

Corollaire 1.2.2. Soit £ le réseau de rang n engendré par A (Equ. (1.1)), et soit £p
le réseau de rang n dans Z"° défini par D = (A|A.C!|---|A.C"1), la matrice obtenue
par concaténation horizontale des matrices A.C*, 0 < i < n — 1. Alors pour tout V =

(Vo|VA| -+ |Vae1) € £p tel que V # (0)™* :
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Si E(X) est irréductible alors :
1. Ve £,
2. (Vo,V1, ..., V1) est une base de £ C £.

Preuve. Vj est une combinaison linéaire des lignes de A, donc il appartient a £. Ensuite,
puisque V; = V,.C"?, pour tout i > 1, alors, grace au Corollaire 1.2.1, la famille de vecteurs

(Vo, V1, ..., V—1) est une base d’un sous-réseau £ C £. ]

Ainsi, la derniére stratégie consiste a choisir un vecteur court (Vp|Vh|---|Vy—1) de £p

et a construire la base B de £ a partir de ce dernier.

1.2.4 Quelques exemples

Dans ces exemples, nous donnons la valeur de ||B||; pour chaque approche de base
réduite : réduction LLL ou BKZ ou HKZ de A, ou celle du Corollaire 1.2.1 ou du Corollaire
1.2.2. Nous remarquons que les deux derniéres approches offrent les meilleurs résultats
pour des polynomes E(X) avec de petits coefficients. Dans la Section 1.4.4 et a I’Annexe

A, nous donnons des résultats expérimentaux avec des recherches exhaustives.

Exemple 1.2.1.
p = 112848483075082590657416923680536930196574208889254960005437791530871071177777
n=38 B(X)=X%+X?+X +1,
v = 14916364465236885841418726559687117741451144740538386254842986662265545588774
LLL : |BJ|; = 16940155314 BKZ : |BJ|; = 15289909984
HKZ : |B|l; = 15289909984
Cor.1.2.1: |BJ|; = 13881325101 Cor. 1.2.2: |[BJ|; = 12883199915

Exemple 1.2.2.
p = 96777329138546418411606037850670691916278980249035796845487391462163262877831
n=28 EB(X)=X%—-X*-1,
v = 66378119609141043317728290217053385256449145407556727004132373270146455575461
LLL : |BJ|; = 17955608045 BKZ : |BJ|; = 17955608045
HKZ : |B|l; = 17955608045
Cor.1.2.1: |BJ]; = 11628752571 Cor. 1.2.2: |BJ|; = 10489321362

Exemple 1.2.3.
p = 94234089378179148303661339351342500658910595299680545500602453424882978290351
n=8 E(X)=X8+X*-X3+1,
v = 55857489577292751855009098551500852039618350925837275620376166398325678525151
LLL : |BJ|; = 12305954812 BKZ : |BJ|; = 12305954812
HKZ : |B|l, = 12305954812
Cor. 1.2.1: |BJ]; = 15570303402 Cor. 1.2.2: ||B||; = 14857375293
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Exemple 1.2.4.

p = 96777329138546418411606037850670691916278980249035796845487391462163262877831

n=38, B(X)=X®4+6,

v = 5538274654329514802181726618906590237936295237553666062542808070676484572674
LLL : |B]|; = 12509178620 BKZ : |BJ|; = 12509178620
HKZ : |B|l, = 12509178620
Cor. 1.2.1: |BJ]; =47611052126 Cor. 1.2.2 : ||B||; = 40733847267

1.3 Des polynémes de réduction adaptés pour les PMNS

Dans le Théoréeme 1.2.1, nous montrons que si F(X) est un polynéme irréductible,
alors nous pouvons définir un PMNS B = (p,n,v, p)r dépendant de E(X). A présent,
dans le but d’optimiser 1’algorithme de réduction modulo F(X) par rapport a la taille
des chiffres dans le systéme B = (p,n,v, p)p, E(X) doit satisfaire certains critéres. Nous

définissons alors ce que doit étre un polynéme de réduction irréductible adapté au PMNS.

1.3.1 Polynémes de réduction adaptés au PMNS

Définition 1.3.1. Un polynoéme E(X) est un polynéme de réduction adapté au PMNS,

si
1. E(X) est irréductible dans Z[X],

2. B(X)=X"+qX"+ -4+ a1 X +ap € Z[X], avecn > 2 et k < 2,
3. la plupart des coefficients a; sont nuls, et les autres sont tres petits (si possible égaux

a 1) par rapport a p'/™.

Le deuxiéme point garantit que la réduction polynomiale modulo F(X) d’un polynoéme
T(X) de degré inférieur & 2n est réalisée en deux étapes, i. e. T(X) = T1(X) X" 4+ To(X)
avec T1(X) et To(X) de degré inférieur a n, et X" mod E(X) = —(XF_a; X*) mod E(X).

Le troisiéme point permet de donner une borne sur les coefficients de 7'(X) mod E(X).
Réduire T'(X) modulo E(X) revient a multiplier le vecteur des coefficients de T'(X)
par la matrice S de taille (2n — 1) x n, dont les lignes représentent les coefficients de

chaque puissance X* modulo E(X), pour 0 < i < 2n — 2. Ces puissances sont définies

par X' mod E(X) = —(X/ a1 40 X!) pour n < i < 2n —k et X' mod E(X) =
—( f:_zl_n i X'+ Z%iO_Q"“(Zé:O ajairan—24)X') pour 2n — k < i < 2n — 2. Nous
notons s; ; le coefficient de la i-ieme ligne, j-iéme colonne de S. En posant s = [|S||4,

n—1
(Isfl; = m]ax{z \Sz‘,j\}), on obtient [|T(X) mod E(X)||ec < $||T(X)|co- Par consé-
i=0

quent, si G(X) et}?(X) sont deux éléments du PMNS, i.e. [[F(X)]co < pet ||G(X)|oo < p
alors ||F(X) x G(X)]|oo < np? et [|[F(X) x G(X) mod E(X)||o < snp?. Comme s est une
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somme de produits de coefficients de F, ces derniers doivent étre tres petits (si possible
égaux & +1) par rapport a p'/" (p'/™ ~ p quand le systéme n’est pas redondant).

Pour le premier point, nous devons trouver un polynoéme irréductible. Ensuite, pour
étre éligible au role de polynéme de réduction adapté au PMNS, le polynéme E(X) doit
satisfaire les deux autres conditions. Dans la suite, nous adaptons des critéres classiques
d’irréductibilité et donnons des exemples de polyndémes irréductibles avec peu de coef-

ficients non nuls.

1.3.2 Criteres classiques d’irréductibilité des polynomes

Pour vérifier le premier point, nous pouvons utiliser des critéres généraux comme
ceux de Schonemann-Eisenstein ou Dumas [Dum06] ou la généralisation donnée par N.
C. Bonciocat dans [Bonl5], que nous adaptons & notre objectif : un polyndéme unitaire
EX)=X"+a X"+ -+ a1 X +ag € Z[X].

Proposition 1.3.1 (du critere de Dumas [Dum06]). Nous supposons que s’il existe un
premier et un entier o tel que, u® | ag, p®t' tag et pl*=9/71 | a; pour 1 <i < mn, et
pged(a,n) =1, alors E(X) = X" + ax X* + - + a1 X + ag est irréductible dans Z[X].

Par exemple, F(X) = X"+ uXF¥ + i est prouvé irréductible par ce critére. Si k < n/2
et u << pt/" alors E (X) est un polynome de réduction adapté au PMNS.

Proposition 1.3.2 (du Corollaire 1.2 [Bon15]). Soit E(X) = X" +ap X +---+a1 X +aq,
ag £ 0, soit t > 2 et soient p1,...,us des nombres deuz-d-deux distincts et aq,..., o
des entiers positifs. Si, pour j = 1,...,t, et i = 0,...,k, ,u?j | a; et ,u?jﬂ f ag et
pged(aq, ..., a,n) =1 alors E(X) est irréductible dans Z]X].

Par exemple, E(X) = X" + uf* u52 X* + pf*us? avee pged(ar, az,n) = 1, est prouvé
a1, as

irrédutible par ce critere. Si k < n/2 et uS' us* << p*/™, alors E(X) est un polyndme de
réduction adapté au PMNS.

1.3.3 Polynémes cyclotomiques de réduction adaptés au PMNS

Un ensemble bien connu de polynoémes irréductibles dans Z[X] est I'ensemble des
polynomes cyclotomiques. Nous désignons par ClassCyclo (n) la classe des polynomes

cyclotomiques adaptés au PMNS, de degré n.
Proposition 1.3.3. ClassCyclo(n) # ) si et seulement sin = 2'37 aveci >0, j > 0.

Preuve. Rappelons d’abord quelques propriétés classiques sur les polynoémes cycloto-

miques :
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(a) Soit m € N*, le m-iéme polynéme cyclotomique est défini comme :

avec  une racine primitive m-iéme de l'unité, deg ®,,,(X) = ¢(m) (¢ est I'indicatrice

d’Euler) et ®,,,(X) est un polyndme unitaire, i.e. ag, () = 1.

(b) Soient m > 1 et n = p(m), ®,,(X) est réciproque, ®,(X) = X" P,,(5) (nous
pouvons prouver que ces deux polyndmes ont les méme racines), i.e. a; = ay—;.
T T
(c) Soient m = prl et mo = Hpi, alors ®,,(X) = @, (X™/™0),
i=1 i=1
(d) Soit m = 2t avec ¢ impair et ¢t > 3 alors ©,,(X) = &,(—X).

: . . .. D, (XP)
(e) Soit p un entier et p un premier ne divisant pas p, alors ®,,(X) = 7(1;‘“()() )

Soit n tel que ClassCyclo(n) # (), alors il existe un entier m tel que n = p(m) et
®,,(X) est un polynéme cyclotomique de réduction adapté. D’apres le point (b), cela
signifie que ®,,(X) est soit X™ + 1, soit X" + an/QX”/2 + 1. Donc ¢,,,(X) a 2 ou 3
coefficients. . :

Soient m = pr", e, > 0,p1 =2, pp=3... et mg = H p;. D’apres le point

' 20
(c), si e; = 0 alors @, (X) = @, (X™/™0). Si ey # 0, d’apres (c) et (d), &,,(X) =

D, /2( Xm/mo), Ainsi dans tous les cas, @,,(X) a le méme nombre de coefficients que

®,,/(X), ou m’ H ;.

eﬁéO
Supposons que 7 > 3 alors il existe j > 3 tel que m’ = p;ju et pged(pj, ) = 1 (en
d’autres termes m' est divisible par un premier autre que 3). D’apres (e), ®p.,(X) =
D, (XP7)
®u(X) -

Soit ®,(X) = X'+ a,X*+---+1, (t > 0), alors ngbi(;i) = X@=Dt _q X Pi=2)t+s 4

- = O,y (X). Si ¢,/(X) a seulement deux coefficients alors (p; — 2)t = —s, puisque

t > 0. Cela implique p; = 2 ce qui est impossible puisque j > 3.
Si @,/ (X) a seulement trois coefficients, d’apres (b), cela implique que (p; —2)t+s =
(pj —1)t/2, qui donne 2s = (3 — p;)t. Maintenant, 2s > 0 et (3 —p;)t < 0 puisque p; > 5.
D’ou r < 2 et alors m = 2%13°2. D’apres la définition des polynoémes cyclotomiques,
nous déduisons que si ®,,,(X) a deux coefficients alors m = 2°! avec e; > 1, et si @,,(X)
a trois coefficient alors m = 2132 avec e; > 0 et ey > 1.

Ainsi les polyndme cyclotomiques adaptés sont :
— 3, (X) = X2 41, dot n = 20! avec i € N*,
— By (X) = X2 4 X¥ T 41, dotvn = 2.3 avec j € N¥,
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— By (X) = XTI X2y Qonn = 20371 pour 4, j € N*.

Réciproquement, il est clair que les polyndmes ci-dessus sont par construction des
polynomes cyclotomiques adaptés.
O

1.3.4 Quadrindmes de réduction adaptés au PMNS a coefficients dans {—1,1}

Dans [FJ06], Finch and Jones donnent des critéres d’irréductibilité pour les polynomes
X4 BX 4y X405 avec B,7,0 € {—1,1} et a > b > ¢ > 0. Ils supposent que pged(a, b, ¢) =
2tm avec m impair et ils notent o’ = a/2', b = b/2! et ¢ = ¢/2¢. 1ls définissent @ =
pged(a’, b’ — ), b= pged(V,a’ — ') et € = pged(d,a’ — V).

Proposition 1.3.4 (Théoréme 2 dans [FJ06] ). Le quadrinome X + BX° +~vX¢ 46 est

irréductible dans Z[X], si et seulement si il satisfait une des conditions suivantes :

1. (B,7,6) = (1,1,1) et ab¢c = 1 mod 2

2. (B,7,9) = (=1,1,1), b — ¢ £ 0mod 2a, b’ # 0 mod 2b et a’ — b’ # 0 mod 2¢

3. (B,7,0) = (1,-1,1), ¥/ — ¢ £ 0mod 2a, a’ — ¢ £ 0 mod 2b et ¢ # 0 mod 2¢

4. (B,7,90) = (1,1,-1), @’ Z 0mod 2a, b’ #Z 0 mod 2b et ¢ # 0 mod 2¢

5. (B,7,6) = (=1,-1,-1), ' #0 mod 2a, a’ — ¢ # 0 mod 2b et a’ — b’ # 0 mod 2¢

Nous appelons cette classe de quadrinomes de réduction adaptés QuadrinomialClass,

et QuadrinomialClass(n) est le sous-ensemble de ces quadrinomes de degré n.

Par exemple, E(X) = X 2Tm 4 x2'5m 4 x2'3m 4 1 st un quadrindme de réduction
adapté au PMNS.

1.3.5 Trindmes de réduction adaptés au PMNS a coefficients dans {—1,1}

Dans cette partie, nous nous référons a un article de W.H. Mills [Mil85] et un autre de
W. Ljunggren [Lju60]. Le premier donnant un critére sur les quadrindmes et les racines

de 'unité, le second une application aux trinémes.

Proposition 1.3.5. Nous notons pged(n,m) = d et n = nid, m = myd. Siny +my #
0 mod 3 alors le polynéme X" +5X™+6 avec d, 5 € {—1,1} etn > 2m > 0 est irréductible
dans Z[X].

La classe des trinémes de réduction adaptés vérifiant ces critéres est nommeée
TrinomialClass, et TrinomialClass(n) est le sous-ensemble de ces tririndmes

de degré n.
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Preuve. Dans [Mil85], Millers donne un résultat sur la factorisation des quadrinémes
lorsqu’un facteur irréductible apparait, et que le second facteur a seulement quelques
racines de I'unité pour racines.

Nous transformons comme dans [Lju60], E(X) = X" + X" + § en quadrinéme :
(X™ 4 BX™ +6) (X" —0) = X" 4+ BX"T™ — BSX™ — 1 = F(X).

Le Théoreme 2 de [Mil85] stipule que si FI(X) = A(X) E(X), ou chaque racine de
A(X) et aucune racine de E(X) ne sont racines de I'unité, alors E(X) est irréductible,

sauf s’il existe r tel que :
— (2n,n+m,m) = (8r,7r,r) et (5,0) = (1,—1), ou (—1,—-1),
— ou (2n,n 4+ m,m) = (8r,4r,2r) et (5,0) = (1,—1),
— ou (2n,n 4+ m,m) = (8r,6r,4r) et (5,9) = (—1,—1).

En examinant ces exceptions, 2n = 8r implique n = 4r, et n+m = 4r +m revient soit
am = 3r pour n+m = 7r, soit a m = 0 pour n+m = 4r, soit & m = 2r pour n+m = 6r.
Comme aucun des trois cas décrits ci-dessus ne satisfait 1’égalité sur le dernier exposant,
cela est impossible.

Puisqu’il n’existe pas d’entier r satisfaisant 'une de ces trois contraintes, nous avons
donc seulement & vérifier qu’aucune racine de E(X) n’est une racine de l'unité. Re-
marquons d’abord que, comme n = dn; et m = dmy avec pged(ni,mi) = 1, si v est
une racine de E(X) alors 4% est racine de X™ + BX™! + §. Par conséquent, si les ra-
cines de X™ + BX™ 4 § ne sont pas des racines de 'unité, alors aucune racine de
E(X)= X"+ BX™ + 6 n’est racine de I'unité.

Supposons que v est une racine de X" + SX™ + §, qui est aussi une racine d’unité,
alors il existe t > 1 et k avec pged(k,t) = 1, tels que :

A=ttt = COS(Tﬂ—) + isin(%).

Nous avons donc

cos(ZMET) 4 B cos(2MAT) = —§

sin(2UAT) 4 Bsin(ZukT) =

Supposons que 3 = 1, alors

N

t t t

sin(2MET) 4 gin (2mkT) = 9 sin(ik”(mjml) ) cos(ik”(m;ml)) =0

{ cos( n#ﬁr) 4 COS(Zmlkﬂ') _ 2COS<kW(n1+m1))Cos(kﬁ(m—mﬂ) -5

kn(ni14+mq)
t

0 # 0, la premieére équation implique que cos(w) = 0, ainsi M est un entier.

La derniere égalité implique que sin( ) =0 ou COS(M) = 0. Puisque
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Puisque pged(k,t) = 1, t | (n1+m1). Ce dernier résultat implique que la premiére équation
peut se réduire a

kw(nl — ml) 1

cos( )= :|:§

car § = +1.
Cela signifie que

km(ni —ma)

t :jg, j=1,2,4,5mod 6.

Ainsi, t | 3(ny — my), puisque pged(k,t) = 1.

Supposons maintenant que § = —1, alors le systeme devient
cos(zn}tk”) - cos(72mgk“) = -2 sin(k”(mjml))sin(k”(mt_ml)) )
sin(%;k”) — sin(L”tl’”) =9 cos(kw(m;rml)) sin(k”(”lt_ml)) =0
La premiére équation implique que sin(w) # 0, ainsi la seconde équation donne
w = j% pour j impair, qui implique ¢ | 2(n; 4+ m1). Puisque w = j% pour

7 impair, alors la premiére équation peut se réduire a

km(ni — ml)) B il
—) =

sin( 5

ce qui revient a
k(i =ma) _ o™ 5 711 mod 12.
t 6
Ainsi t | 6(n1 —my).
Pour résumer, si v est une racine t-ieme de I'unité de X™ + X" + § avec 3,9 €

{—1,1} alors :
(a) sif=1,t](n1+mi)ett|3(n—my),
(b) si B=—1,t]|2(n +mq) et t]|6(n —mi).

Le cas (a) implique que si 3 1 ¢, alors ¢t | (ng —my), dou t | 2n; et t | 2my, comme
pged(ny,my) = lalorst =2 et 7 = 1 ou —1 est une racine de E(X) ce qui est impossible.

Le cas (b) implique que si 3 ¢, alors ¢t | 2(ny —my), dout =4 et vy =1i,—i,1 ou —1
est une racine de E(X) ce qui est impossible.

Par conséquent, si une racine de E(X) est une racine de 'unité alors 3 divise ¢, et
donc n; +m1 = 0 mod 3.

En conclusion, si pged(ni,m1) = 1 et ny + my # 0 mod 3 alors X™ + X + § et
X"+ BX™ + 6§ sont irréductibles.

O
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Remarque 1.3.1. Modification du Théoreme de Ljunggren dans le cas ny +m; = 0 mod
3.

Dans [Lju60], avec le Théoréeme 3, Ljunggren cherche & prouver l'irréductibilité du
trindme G(X) = X" + X" + ¢, avec 06 = £1, ¢ = £1. On note d = pged(n,m), n = nid
et m = mid.

Le Théoréme 1 indique que si un quadrindéme F'(X) avec des coefficients prenant les
valeurs £1 n’a pas de zéros qui sont racines de l'unité, alors F'(X) est irréductible. Le
Théoréeme 2 indique que toutes les racines possibles de 1'unité de F'(X) sont des racines
simples que 'on trouve parmi les racines de X9 = 41, avec 1 < i < 3, les d; étant les
pged précisés dans le théoreme.

En refaisant la preuve du Théoreme 3, d’apres le Lemme 2 du méme papier, une racine
possible de I'unité, v de G(X), satisfait

Nr=c et A" =de
Ces équations se réécrivent
Amd — ¢ et A3Md = G,

Dans le cas n1 +mj; = 0 mod 3, on a dy = pged(ny +my,2ny —mq) = 3.
Si do = 3, alors trois cas se présentent. Nous ne traitons ici que le 1¢" cas, les deux

autres étant tres similaires. Si ny et mq sont impairs, et 6 = 1, alors on obtient

A3 — ¢,

Si A% = £1, alors A4 = ¢, car A3 = € et 3 est impair. Or ici, on constate qu’une racine
possible de I'unité, A de G(X) ne peut satisfaire ’équation A = £1. On calcule donc le

polynome des racines de I'unité recherchées en posant :

X34 ¢

_ 2d d

Pour les deux autres cas, les polyndémes trouvés sont respectivement :
— X2 1 §X% 4 1, pour ny pair (et donc m impair car pged(ni,m;) = 1), et € = 1.
— X2 1 X941 pour my pair (et donc ny impair), et § = e.

Le polynéme qui apparait dans la factorisation de G(X) dans ces 3 cas, est donc
X%y gmaemxd 4,

On vérifie rapidement en fonction des conditions sur nq, mq, d et € pour chacun des trois
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cas précédents que ce polynoéme est exact.
Le probleme avec le théoréeme de Ljunggren est que le polynéme présenté comme

facteur de G(X) dans ces trois cas est :
X?d + 5m1d6n1dXd + 1= X?d + <5m16n1X)d + 1.

Or, changer le signe de X% n’est pas la méme chose que changer le signe de X lui-méme
si d est pair.
Par exemple, lorsque le pgedd = 2, on a pour le 1¢" cas, A3 = X6 = ¢ avec § = 1.

Pour € = 1, on obtient :

X6 -1
=X*+ X241
X2 1 + +
Et pour € = —1, on obtient :
X6+1—X4 X% +1
X241 '

Le polynoéme exhibé dans l'article renverrait quant a lui X4 4+ X2 + 1 dans les deux cas,

d’ou la réécriture des exposants.

Les trinomes satisfaisant 1'un des trois cas décrits ci-dessus ont donc pour facteur
X2d 4 gmienixd 4q,

1.3.6 Binomes de réduction adaptés au PMNS

Proposition 1.3.6. Nous notons ¢ = H§:1 p;nj, avec p; des nombres premiers distincts

et m; des entiers positifs.

Si pged(myq, ..., mg,n) =1 alors le polynome X™ + ¢ avec ¢ € Z, |c| > 2, est irréduc-
tible dans Z[X].

Nous appelons cette classe de polynomes adaptés BinomialClass, et pour n et ¢ sa-

tisfaisant cette proposition, BinomialClass(n, c) est le singleton {X" + c}.

Preuve. 11 s’agit d’une application directe du Corollaire 1.2 d’un article de Nicolae Ciprian
Bonciocat [Bonl5].
O

1.3.7 Polynémes de réduction adaptés au PMNS aux racines complexes bor-
nées

Les deux propositions données dans cette partie sont inspirées du critére d’irréducti-

bilité de Perron, qui est prouvé grace au théoréme de Rouché [Bonl0].
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n/2
Proposition 1.3.7. Soit un entier fixré n > 2, un premier u, et P(X) = X”+Z aXitpu
i=1
avec €; € {—1,0,1}.
n/2
Sip>1+ Z le;| alors le polynome P(X) est irréductible dans Z[X].
i=1

De tels polynomes constituent la cinquieme classe de polynomes de réduction adaptés.
Nous appelons cette classe ClassPrimeCst, et ClassPrimeCst(n, ) est le sous-ensemble
des polynomes de cette classe pour un n > 2 et un premier u fixés.

Remarque 1.3.2. Si > n/2 4 1, alors ClassPrimeCst(n, ) contient 3™/2 - 2 éléments
n—2
n/2 ,
(pour chaque ¢;, trois possibilités), sinon cette classe contient Z ( / ) 20+1 ¢léments.

i=0 t

n/2 n/2
Preuve. Puisque p > 1+ Z |e;|, alors il existe > 1 tel que p > 6" <1 + Z |ez|>

i=1 i=1
n/2
Considérons C = {z € C / |z| = ¢}, P(X) = X" + ZeiXi + ep (avec ¢; € {—1,0,1}
i=1
etee {-1,1}), F(X) =enet G(X)=P(X) - F(X).
n/2
Sur C nous avons |G(z)| < " (1 + Z ]eJ) < p=|F(z)|
i=1

Puisque F'(z) and G(z) sont des fonctions holomorphes, le théoreme de Rouché stipule
que F(z) et P(z) = F(z) + G(z) ont le méme nombre de racines a U'intérieur de C. Ainsi
P(z) n’a pas de racine dans C puisque F(z) est constant. En d’autres termes, toute racine
a de P(z) satisfait |a] > > 1.

Supposons a présent que P(X) est réductible dans Z[X]. Alors, P(X) = H(X) Q(X)
avec H(X) et Q(X) deux polynémes unitaires. Comme |P(0)| = g (un nombre premier),
on peut supposer que |H(0)| = p et |Q(0)| = 1. Par ailleurs [] |z;| = 1, ou z; sont toutes
les racines complexes de Q(X). Or les racines de Q(X) sont aussi racines de P(X), ce qui

est impossible puisque toute racine o de P(X) vérifie |a] > 0 > 1.

Par conséquent, P(X) est irréductible dans Z[X]. O
n/2 '
Proposition I1.3.8. Soitn > 2 fizé, et P(X) = X”—l—z eX'+a1 X+l avece; € {—1,0,1}
=2
et a1 € Z*.
n/2
Silai| > 2+ Z le;| alors le polynome P(X) est irréductible dans Z[X].
=2

On appelle cette classe ClassPerron, et ClassPerron(n,a;) est le sous-ensemble des

polyndomes de cette classe pour un n > 2 et ay € Z* fizés.
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Remarque 1.3.3. Si a; > n/24 1, alors ClassPerron(n, a;) contient 3"/271.2 éléments,

w3 nj2-1\
sinon cette classe contient Z ' 20+1 éléments.
i

=0
n/2
Preuwve. La preuve est similaire a la précédente. A partir de |ai| > 2 + Z le;|, nous
=2
n/2
pouvons déduire qu’il existe 6 > 1 tel que |ai;| > 0" (2 + Z ’€1|> Alors, d’apres le
=2

théoreme de Rouché, P(z) et F(z) = ai;z ont le méme nombre de racines a 'intérieur
de C = {z € C/ |z| = d}. Ainsi P(z) posseéde seulement une racine dont le module est
strictement inférieur a 4.

Par ailleurs, si P(X) est réductible dans Z[X], alors P(X) = H(X) Q(X), avec H(X)
et Q(X) deux polynémes unitaires et |H(0)| = |Q(0)| = 1. Ainsi H(z) posséde au moins
une racine zy telle que |zg| < 1 et Q(z) posseéde au moins une racine zg telle que |zg| < 1.
Cela signifie que P(z) a deux racines au moins a l'intérieur de C, ce qui est impossible.

Par conséquent, P(X) est irréductible dans Z[X].

U

1.4 Nombre de PMNS a partir des racines du polynome de

réduction modulo p

Dans cette section, nous déterminons pour chaque classe, les polynémes de réduction
qui ont une ou plusieurs racines y dans Z/pZ. Le nombre de PMNS constructibles a partir
d’un tel polynéme correspond au nombre de ses racines dans Z/pZ, et chaque racine sera
utilisée comme base d’un systeme.

Comme nous devons exposer plusieurs PMNS compacts avec une arithmétique efficace
sur les représentations & partir d’'un premier p et d’'un nombre de chiffres n, trouver des
polynoémes de réduction de degré n pertinents est crucial. Maintenant que nous avons
décrit des classes de polynomes irréductibles avec des propriétés de réduction spécifiques,
nous devons identifier pour un premier p ceux qui ont au moins une racine dans Z/pZ, et
si possible, combien.

Nous commencons par une présentation de deux cas particuliers ou les polyndémes de
réduction sont cyclotomiques ou binomiaux, puis nous proposons une méthode dans le

cas général, qui fonctionne pour tout polyndéme entier irréductible.

1.4.1 Nombre de PMNS avec un polynéme cyclotomique de réduction

Proposition 1.4.1. Soit p > 2 un nombre premier, et un entier m > 3 tel que m|(p — 1)

alors le polynome cyclotomique ®,,(X)|(XP~1 = 1) et ®,,,(X) a ¢(m) racines dans Z/pZ,
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avec ¢ l'indicatrice d’Euler.

Preuve. Nous avons, (XP~! —1) = H (X -&)= H ®a(X
&ie(Z/p2)* d|(p=1)
Alors @,,,(X) | H (X —&), et ®,,,(X) a o(m) (son degré) racines dans Z/pZ [
&iE(Z/pL)

Nous appliquons la Proposition 1.4.1 aux différents polynoémes cyclotomiques de la
classe ClassCyclo(n) introduit dans la Proposition 1.3.3.
Corollaire 1.4.1. Soit p premier, n > 2 tel que n = 2'37, avec i,j € N.

e Sii>0,7=0, et 2n divisep—1, et E(X) = ®g,(X) = X" + 1,

o Sii=1,j>0, ct3n/2 divise p—1, et B(X) = @3 (X) =X"+X72 41,

e Sii>1,5>0, et3n divisep—1, et BE(X) = ®3,(X) = X" — X2 +1,
alors, il existe n PMNS (p,n,7i, p)p(x) avec v; une des n racines distinctes modulo p de

E(X).

Exemple I.4.1. Construction de 8 PMNS avec un polynéme de réduction cyclotomique
pour p = 22777 et n = 4 (Table 1.1)

TABLE [.1 — Bornes sur les chiffres des PMNS obtenus a partir des polynémes de
ClassCyclo(4) pour p = 22777, pour chaque approche de base réduite.

E(X) ¥ | pwin | 3Bl | 3IDIL | JILLL(A) |1 | JIBKZ(A)[1 | JIHKZ(A)]
19189 | 9 11.5 11.5 17.5 17.5 17.5
X441 11890 | 9 11.5 11.5 17.5 17.5 17.5
10887 | 9 11.5 11.5 17.5 17.5 17.5
3588 | 9 11.5 11.5 17.5 17.5 17.5
22191 | 9 13.5 13.5 16.5 16.5 16.5
X4 X241 | 17452 | 9 13.5 13.5 16.5 16.5 16.5
5325 | 9 13.5 13.5 16.5 16.5 16.5
586 9 13.5 13.5 16.5 16.5 16.5

Exemple 1.4.2. Construction de 8 PMNS avec un polynéme de réduction cyclotomique
pour p = 40993 et n = 4 (Table 1.2)

Exemple 1.4.3. Construction de PMNS a partir d'un polynéme de réduction cycloto-
mique pour p = 2256 . 3157 . 115 + 1 codé sur 512 bits.

— E(X) = X®%+1, a partir des huit racines, le meilleur p est obtenu avec le Corollaire

[.2.1 et le Corollaire 1.2.2, et a une longueur de 66 bits.
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TABLE 1.2 — Bornes sur les chiffres des PMNS obtenus & partir des polynémes de
ClassCyclo(4) pour p = 40993, pour chaque approche de base réduite.

E(X) 7 [ i | 2IBIL [ 2ID]: [ JIELLA)[ | SIBKZ(A)]): | S[HKZ(A)]);
39487 10 12.5 12.5 12.5 12.5 12.5
X441 38516 10 12.5 12.5 12.5 12.5 12.5
2477 10 12.5 12.5 12.5 12.5 12.5
1506 10 12.5 12.5 12.5 12.5 12.5
33712 10 13 13 14.5 14.5 14.5
X*— X241 20702 10 17 17 14.5 14.5 14.5
20291 10 17 17 14.5 14.5 14.5
7281 10 13 13 14.5 14.5 14.5

— E(X) = X%+ X3 + 1, & partir des six racines, le meilleur p est obtenu deux fois

avec LLL, sinon avec le Corollaire 1.2.1 et le Corollaire 1.2.2; et a une longueur de

87 bits.

— E(X) = X% — X3 + 1, & partir des six racines, le meilleur p est obtenu avec le

Corollaire 1.2.1 et le Corollaire 1.2.2, et a une longueur de 87 bits.

1.4.2 Nombre de PMNS avec un bindme de réduction donné

Proposition I.4.2. Soit E(X) = X"+c un élément de BinomialClass(n, c) (Proposition

1.3.6). Soit g un générateur de (Z/pZ)* ety tel que g = —c mod p.

Si pged(n,p — 1) divise y, alors, E(X) = X" + ¢ a pged(n,p — 1) racines distinctes

dans Z/pZ.

Remarque I.4.1. Si pged(n,p — 1) = 1 alors E(X) = X" + ¢ est garanti d’avoir une

racine modulo p.

Preuve. Posons § = pged(n,p — 1). Supposons que 0 | y, i.e. il existe m tel que y = dm.

Nous commencgons par vérifier qu’il existe une racine de E(X) modulo p. Par I'algorithme

d’Euclide étendu, on retrouve les coefficients de Bezout u et v tels que :

En multipliant cette équation par m, on obtient

un+v(p—1) =4.

unm +v(p — 1)m = om
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On peut donc réécrire

g = —cmod p

unm—+v(p—1)m —

g = —cmodp
(gum)n(g(Pfl))Um = —cmod p.

Or, d’aprés le petit théoreme de Fermat, si p est premier, g(pfl) = 1 mod p. On en déduit

(¢“™)"™ = —¢ mod p.

Donc ¢g“ est une racine de X™ 4+ ¢ mod p. On pose g = um.

Nous cherchons a présent les autres racines. Nous considérons pour cela 1’équation
2" = 1 mod p. Dans un groupe cyclique d’ordre p — 1, le nombre de solutions de cette
équation est égal & 6. On sait que g* est solution de # = 1 mod p si et seulement si
(p — 1) | k, donc gF est solution de ™ = 1 mod p si et seulement si (p — 1) | kn. Comme
d | n, c’est le cas si et seulement si (p — 1)/9 | k. Toutes les solutions distinctes s’écrivent
alors
¢ @V modp , pour j €{0,...,6 —1}.

Pour j € {0,...,0 — 1}, on a donc

(ga:0+j (pfl)/(S)n = (ga?o)n(gj (p—l)/zS)n mod p

= —c mod p.
Ainsi, ’équation linéaire "™ = —c mod p admet § solutions distinctes si et seulement
si 0 divise y, chaque solution étant égale a gxoﬂp/ modp ou j € {0,...,0 — 1} et p/ =

(p—1)/8.
O

Exemple 1.4.4. Pour p = 22777, 7 est un générateur de (Z/22777)*. Soit n = 4 et
E(X) = X* + c. Pour ¢ = 2, on peut trouver y = 8820, tel que —c = 7Y mod p. Puisque
pged(1,n) = 1, d’apres la Prop 1.3.6 E(X) est irréductible dans Z[X]. De plus, pged(n, p—
1) = 4 divise y, donc quatre PMNS peuvent étre générés a partir de F(X). Pour ¢/ = —2,
on trouve y’ = 20208 et ged(n,p — 1) = 4 divise 3’ donnant encore une fois quatre PMNS

possibles.

Exemple 1.4.5. Pour p = 40993, 5 est un générateur de (Z/40993)*. Soit n = 4 et
E(X) = X* + c. Pour ¢ = 2, on peut trouver y = 33788, tel que —c = 5Y mod p.
Puisque pged(1,n) = 1, d’apres la Prop 1.3.6 E(X) est irréductible dans Z[X]. De plus,
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TABLE 1.3 — Bornes sur les chiffres des PMNS obtenus & partir des polynémes de
BinomialClass(4,+2) pour p = 22777, pour chaque approche de base réduite.

EX) | 7 [ pwin | 3Bl [ 3ID]: [ BILLLA) [ [ SIBKZ(A)[: | S[HKZ(A)];
5620 9 14.5 14.5 14.5 14.5 14.5

X442 | 6867 9 11.5 11.5 11.5 11.5 11.5
15910 9 11.5 11.5 11.5 11.5 11.5
17157 9 14.5 14.5 14.5 14.5 14.5
5918 8 18.5 18.5 13.5 13.5 13.5

X*—-21 6915 8 15.5 15.5 16 16 16
15862 8 15.5 15.5 16 16 16
16859 8 18.5 18.5 13.5 13.5 13.5

pged(n,p — 1) = 4 divise y, donc quatre PMNS peuvent étre générés a partir de E(X).

Pour ¢ = —2, on trouve y' = 13292 et ged(n,p — 1) = 4 divise 3’ donnant encore une fois
quatre PMNS possibles.

TABLE 1.4 — Bornes sur les chiffres des PMNS obtenus & partir des polynémes de

BinomialClass(4,+2) pour p = 40993, pour chaque approche de base réduite.

EX) | 7 [ pwn | 3Bl [ 31D [ BILLLA) [ [ SIBKZ(A)[: | S[HKZ(A)];
12589 10 15.5 15.5 16 16 16

X442 16177 10 18.5 18.5 19.5 19.5 19.5
24816 10 18.5 18.5 19.5 19.5 19.5
28404 10 15.5 15.5 16 16 16
12720 8 12.5 12.5 14 14 14

X% -2 20268 11 16.5 16.5 18 18 18
20725 11 16.5 16.5 18 18 18
28273 8 12.5 12.5 14 14 14

1.4.3 Nombre de PMNS dans le cas général

Dans cette partie, nous proposons une méthode générale pour compter le nombre

minimum de PMNS que 'on peut atteindre & partir d’un premier p et tout polynome
irréductible dans Z[X].
Nous utilisons le fait que le calcul de pged(X? — X, E(X)) mod p peut étre fait en un

temps raisonnable, en deux étapes :

1. nous calculons X? mod E(X) mod p avec un algorithme d’exponentiation rapide, et
nous calculons F(X) = X? — X mod E(X) mod p,
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2. puis, nous évaluons pged(F(X), F(X)) mod p avec des polynomes de degrés infé-

rieurs a n.

La premiére étape représente au plus log(p) mises au carré et multiplications, et la seconde
étape représente au plus n itérations de l'algorithme d’Euclide. Les racines sont trouvées
en factorisant le polynéme ged(F'(X), E(X)) mod p. Quelques exemples d’algorithmes de

factorisation peuvent étre trouvés dans [NQ98].

Proposition 1.4.3. Soit p premier, n > 2, E(X) un polynome de degré n et irréductible
dans Z[X], et D(X) = pged(XP — X, E(X)) mod p.
Il existe deg(D(X)) systemes PMNS (p,n,%i, p) g(x)-

Preuve. La preuve est triviale si I’on consideére, lorsque p est premier, que les racines de
XP — X mod p sont les p éléments de Z/pZ. O

Remarque 1.4.2. La Proposition 1.4.1 peut étre considérée comme un corollaire de la

Proposition 1.4.3.

Exemple 1.4.6. Nous considérons p = 7826474692469460039387400099999297 et E(X) =
X5+ X% +1.

Alors, XP mod E(X) = 7322126259420098177093985099094624 X*
+1727826215301243349042222461135262 X3
+3438841897608126971004523506864410 X2
+7372958503626664659096728485020295 X
+4167285606168530025180293516680876

Ainsi, pged(XP mod E(X) — X, E(X)) mod p

= X? + 1305849998419067291000337897705258 X
+1793073000954204546034194068098826
= (X + 6157699039557809270671068895070912)
(X +2974625651330718059716669102633643)
D’ot, nous obtenons deux racines de E(X) mod p :
v1 = 1668775652911650768716331204928385
vo = 4851849041138741979670730997365654

1.4.4 Exemples comptant tous les PMNS possibles pour un p donné

Exemple 1.4.7. Cet exemple est obtenu avec des routines en SageMath.
Pour p = 57896044618658097711785492504343953926634992332820282019728792003956566811073
un nombre premier de 256 bits, et n = 9.

Nous considérons les PMNS B = (p,n,~, p)g tels que :
— E(X):X"+aka+---+a1X—|—a0 € Z[X],avecn > 2 et k < 5
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— des coefficients |a;| < 1 pour 1 <i <k et |ag| < 3,
— p< 93,

Pour obtenir le nombre de ces PMNS, nous calculons, pour chaque polyndéme vérifiant
ces critéres, le nombre de ses racines dans Z/pZ, puis nous effectuons la somme totale du
nombre de racines pour tous les polyndomes. Nous obtenons ainsi un total de 354 PMNS.

La plupart du temps, le meilleur p (borne sur les chiffres) est obtenu d’abord par LLL
(266 fois) ou BKZ (46 fois), certains sont dus au Corollaire 1.2.1 (10) ou au Corollaire

1.2.2 (28), ou a la Proposition 1.2.3 (4) avec un vecteur court.

Exemple 1.4.8. Cet exemple utilise nos classes de polynoémes irréductibles présentées a
la Section 1.3 pour calculer le nombre de PMNS que nous pouvons construire a partir
d’un modulo premier p et d’un nombre de chiffres n grace au Théoreme 1.4.3. Dans cet
exemple, les polynémes apparaissant dans plusieurs classes ne sont compté qu’une seule
fois, et ClassPerron(n,|as|) contient les polynémes des deux classes ClassPerron(n, |a1])
et ClassPerron(n, —|as|).

On choisit un premier p sur 256 bits et n = 8, i.e. p ~ 232
p = 57896044618658097711785492504343953926634992332820282019728792003956566811073.

, avec

Ensuite, nous comptons le nombre de PMNS pour chacune de nos classes de polyndémes
avec || Bl < 7.

ClassCyclo(n) : 8 systems TrinomialClass(n) : 24 systems

QuadrinomialClass(n) : no system BinomialClass(n,3) : no system

BinomialClass(n,4) : no system BinomialClass(n,5) : no system
BinomialClass(n,6) : 16 systems BinomialClass(n,7) : no system
ClassPrimeCst(n, 3) : 6 systems ClassPrimeCst(n,5) : 158 systems

ClassPrimeCst(n,7) : 190 systems ClassPerron(n,3) : 8 systems
ClassPerron(n,4) : 38 systems ClassPerron(n,5) : 78 systems

ClassPerron(n, 6) : 104 systems ClassPerron(n,7) : 112 systems

Pour ce premier p sur 256 bits et un nombre de chiffres n = 8, on trouve 742 systemes.

Bien que nous nous restreignons ici a des classes particuliéres de polyndémes irréduc-
tibles, nous autorisons ||E|l. < 7, alors que nous imposions |a;] < 1 pour 1 < i < k
et |ap| < 3 dans lexemple précédent. Le fait de considérer un plus grand nombre de

polynémes nous permet d’obtenir plus de systémes dans cet exemple.
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Exemple 1.4.9.

Nombre de systemes PMNS obtenus
pour des premiers de 15 bits

Les graphes suivants présentent, pour 100 premiers p sur 15 bits tirés de facon uniforme, le

nombre de systémes PMNS obtenus avec n = 4 chiffres, satisfaisant ||base(£5)||1 < ap'/™,

ou base(£p) est au choix LLL(A), BKZ(A), B, ou D.

Les polynémes de réduction considérés dans cet exemple sont tous les polynémes de
degré 4, sous la forme F(X) = X* + a X* 4+ -+ + a1 X + ag € Z[X], avec k < 2, &
coefficients dans {—1,0, 1} (au total 27 polynomes).

Chaque systéme est compté pour une seule des bases possibles pour base(£g), satis-
faisant ||base(£g5)|l1 < ap'/™. Le choix de la base découle des méthodes de construction
des bases ; une base dont la construction est plus cotiteuse que les autres sera celle retenue
seulement si elle fournit une borne inférieure a toutes les autres. Dans cette optique, nous

choisissons pour base(£g), argminy¢(p g prz(a),LrLay(1X]1), st | X1 < apt/" ie.
— Dssi||D|y < min{ap"/",[|LLL(A)|1, |BKZ(A)|1, | Bll1},
— sinon B si ||B||y < min{ap'/™, |LLL(A)|1,||BKZ(A)|1},

— sinon BKZ(A) si ||BKZ(A)|1 < min{ap'/",||[LLL(A)||:},

— sinon LLL(A) si |[LLL(A)|, < ap'/™.
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Cas 1 : |base(£5)|: < 2p*/"

Pour E(X) irréductible : (10 polynémes)

<

2

Z 15| .
)

3

K 10 | .
O

; H

.

: |

2 /\

E oo L :
o

Z

|
1.5 2 2.9 3
Premiers sur 15 bits (100 elts) .10%

——cumulé — LLL—B--- BKZ—D

Fig. I.1 Nombre de systéemes PMNS avec n = 4 chiffres, pour 100 premiers p
de 15 bits tirés de fagon uniforme, tels que ||base(£g)||1 < 2p'/™, ot base(£p)
= LLL(A), BKZ(A), B, ou D, pour des polynémes de réduction irréductibles

1/n

» Moyennes du nombre de systémes satisfaisant ||base(£z)|[1 < 2p'/™ pour ces 100 pre-

miers, pour

le cumul pour toutes les bases : 3.48
base(£3) = LLL(A) : 4.06
=BKZ(A):20
=HKZ(A):2.0
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» Premiers sans systéme satisfaisant ||base(£5)[1 < 2p"/™ (20 elts) : [16411, 16567,
18493, 18839, 19157, 19819, 20963, 21911, 23027, 23357, 25463, 25621, 27239, 27581,
27893, 29501, 30307, 30803, 31307, 31627

» Premiers avec 10 systémes ou plus satisfaisant |base(£g)[1 < 2p'/™ (9 elts) : [16729,
16889, 17681, 21121, 21433, 21751, 24337, 27397, 30631]

1/n

» Nombre de systémes par classe satisfaisant |base(£g)||1 < 2p*/™ pour les premiers "prolifiques" :

(i.e. avec 10 systémes ou plus satisfaisant ||base(£z)||; < 2p'/")
exemple premier : classe 1 (nb de systémes), classe 2 (nb de systémes)...
16729 : cyclo (4 ), trinomial ( 8 )
16889 : cyclo (4 ), trinomial ( 6 )
17681 : cyclo (4 ), trinomial ( 6 )
21121 : cyclo (4 ), trinomial ( 12 )
21433 : cyclo (14 ), trinomial ( 2 ), quadrinomial ( 4)
21751 : trinomial ( 6 ), quadrinomial ( 4 )
24337 : cyclo ( 4 ), trinomial ( 6 )
27397 : trinomial ( 6 ), quadrinomial ( 4 )

30631 : trinomial ( 10 ), quadrinomial ( 2 )
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Cas 2 : |base(£p)|: < 4p*/"

Pour E(X) irréductible : (10 polynomes)

25L |

15 A .

)
N 1
\ | n
o Llefdh i N .

|
1.5 2 2.9 3
Premiers sur 15 bits (100 elts) 104

——cumulé — LLL—B - - - BKZ—D

Nombre de systémes avec E(X) irréductible

Fig. 1.2 Nombre de systemes PMINS avec n = 4 chiffres, pour 100 premiers p
de 15 bits tirés de fagon uniforme, tels que ||base(£g)||1 < 4p'/™, ot base(£p)
= LLL(A), BKZ(A), B, ou D, pour des polynémes de réduction irréductibles

Dans ce second cas, des systemes viennent s’ajouter a ceux comptés dans le Cas 1
a la Figure I.1. Il s’agit des systemes pour lesquels il existe une base satisfaisant
|base(£5) |1 < 4p'/™, mais aucune base telle que ||base(£z)||; < 2p'/".

1/n

» Moyennes du nombre de systémes satisfaisant |base(£g)|[1 < 4p'/™ pour ces 100 pre-

miers, pour

le cumul pour toutes les bases : 8.86
base(£3) = LLL(A) : 6.62
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base(£3) = BKZ(A) : 2
base(£3) = HKZ(A
base(£p) = B : 3.72
base(£3) =D : 0

» Premiers sans systéme satisfaisant ||base(£z)[|1 < 4p™/™ (1 elt) : [16567]

» Premiers avec 15 systémes ou plus satisfaisant ||base(£z)|1 < 4p'/™ (6 elts) : [18169,
18661, 21121, 21589, 23687, 23857]

» Nombre de systémes par classe satisfaisant ||base(£g)|[1 < 4p

1/n pour les premiers "prolifiques" :

(i.e. avec 15 systémes ou plus satisfaisant ||base(£z)||1 < 4p*/™)

4p*/™ est identique & celui obtenu pour ||base(£5)[|1 < 2p

exemple premier : classe 1 (nb de systémes), classe 2 (nb de systémes)...
18169 : cyclo (4 ), trinomial ( 16 ), quadrinomial ( 4 )

18661 : trinomial ( 20 ), quadrinomial ( 2 )

21121 : cyclo ( 4 ), trinomial ( 16 )

21589 : trinomial ( 14 ), quadrinomial ( 2 )

23687 : trinomial ( 12 ), quadrinomial ( 4 )

23857 : cyclo ( 4 ) trinomial ( 10 ), quadrinomial ( 2 )

Dans le cas des polynomes réductibles, le nombre de systémes satisfaisant ||base(£g)|/1 <
1/n
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Nombre de systemes PMNS obtenus
pour des premiers de 250 bits

Les graphes suivants présentent, pour 100 premiers p sur 250 bits tirés de facon uniforme,
le nombre de systemes PMNS obtenus avec n = 8 chiffres, satisfaisant ||base(£g)[|1 <
4pt/™. ot base(£p) est au choix LLL(A), BKZ(A), B, ou D.

Les polynémes de réduction considérés dans cet exemple sont tous les polynémes de
degré 8, sous la forme F(X) = X8 + apX* 4+ -+ + a1 X + ag € Z[X], avec k < 4, &
coefficients dans {—1,0,1} (au total 243 polynémes).

La méthode utilisée pour compter chaque systéme est la méme que celle décrite dans

I’exemple sur les premiers de 15 bits.

|Ibase(L£5)[|1 < Apt/n

Pour E(X) irréductible : (102 polynomes)

<
= 150 .
9
o]
L
%
= 100 | .
2
z
:
< 80 |
2
Q
<
et
E o0 :
o
Z.

| | | |
1.2 1.4 1.6 1.8

Premiers de 250 bits (100 elts) .107°

——cumulé — LLL—B--- BKZ—D

—

Fig. 1.3 Nombre de systemes PMINS avec n = 8 chiffres, pour 100 premiers p
de 250 bits tirés de facon uniforme, tels que || base(£g)||1 < 4p*/", ot base(Lp)
= LLL(A), BKZ(A), B, ou D, pour des polynémes de réduction irréductibles
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» Moyennes du nombre de systémes satisfaisant |base(£5)|1 < 4p*/™ pour ces 100 pre-

miers, pour

le cumul pour toutes les bases : 100.28

base(£3) = LLL(A) : 67.16

base(£p) = BKZ(A) : 13.22
base(£3) = HKZ(A) : 13.22
base(£3) = B : 20.16

(£8)

» Premiers sans systéme satisfaisant |base(£3)||; < 4p'/" (aucun) : [ ]

» Premiers avec 130 systémes ou plus satisfaisant |base(£5)[1 < 4p/™ (4 elts) : [
967949495968190071118913702807000479710928778064339090017340741316148819089,
1103643350543169987630910950864056621726479541344386626001080097575422020049,
1347892288778133837352505997366757677354470915248472190771810938842113782617,
1465493629409783098329570279016206333767948243424513388624385047600150556387]

n

1/n pour les premiers "prolifiques" :

» Nombre de systémes par classe satisfaisant ||base(£3)||1 < 4p

(i.e. avec 130 systémes ou plus satisfaisant ||base(£5)|1 < 4p'/™)
exemple premier : classe 1 (nb de systémes), classe 2 (nb de systémes)...

967949495968190071118913702807000479710928778064339090017340741316148819089 :
cyclo ( 8 ), trinomial ( 28 ), quadrinomial ( 14 )

1103643350543169987630910950864056621726479541344386626001080097575422020049 :
cyclo ( 8 ), trinomial ( 38 ), quadrinomial ( 28 )

1347892288778133837352505997366757677354470915248472190771810938842113782617 :

trinomial ( 22 ), quadrinomial ( 14 )

1465493629409783098329570279016206333767948243424513388624385047600150556387 :
trinomial ( 16 ), quadrinomial ( 18 )
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1.5 Conclusion

Dans ce travail, nous avons montré avec le Théoreme 1.2.1 le lien entre I'existence d’un
PMNS et le réseau euclidien généré par son polynoéme de réduction et son modulo. Nous
avons donc une borne sur la taille des chiffres correspondant au rayon de recouvrement.
Ensuite, le Théoreme 1.2.2 nous donne une borne qui peut étre calculée simplement a
partir de la norme 1 du réseau. Ce second théoreme nous a conduit a considérer les
systemes PMNS définis par un polynoéme irréductible. Dans ce cas, il est facile de définir
une base du réseau qui peut étre associée au PMNS (Proposition 1.2.3, et Corollaires 1.2.1
et 1.2.2). Ces théorémes, propositions et corollaires nous ont permis de produire des PMNS
avec des polyndémes de réduction spécifiques permettant des réductions efficaces et dont
les racines fournissent les bases de ces systémes. Maintenant, nous avons la possibilité

d’offrir pour un modulo premier donné une grande variété de PMNS.
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Dans ce chapitre, nous utilisons la redondance du systéme PMNS pour protéger les
algorithmes de calcul modulaire contre les attaques par canaux cachés (SCA). Plus pré-
cisément, nous nous concentrons sur la protection de la multiplication scalaire sur les
courbes elliptiques (ECSM) contre les attaques SCA [Koc96], en utilisant le PMNS pour
représenter les coordonnées de tout point de la courbe. Toutes les opérations effectuées sur
les représentations au sein du PMNS utilisent des algorithmes réguliers, de sorte qu’elles
sont intrinsequement immunisées contre les attaques par analyse simple de la consomma-
tion, ou Simple Power Analysis (SPA). Ainsi, utiliser un algorithme régulier, comme le
Montgomery powering ladder [Mon87], suffit pour protéger une ECSM des attaques SPA.

Pour protéger la multiplication scalaire classique kP contre les attaques par analyse
différentielle de la consommation, ou Differential Power Analysis (DPA), nous décrivons
d’abord comment le processus de conversion, qui associe un entier a une représentation
dans le PMNS, peut facilement étre modifié pour randomiser le point de base P. En-
suite, nous montrons comment randomiser toutes les valeurs intermédiaires impliquées
dans la multiplication scalaire en introduisant un aléa dans la primitive de multiplication
modulaire du PMNS. La randomisation du scalaire k peut étre effectuée en utilisant des
contre-mesures classiques [FV12]. Nous montrons également pourquoi ces randomisations
sont suffisantes pour protéger les calculs des attaques DPA.

A la Section I1.2 nous présentons & la fois la randomisation des entrées (Sec. I11.2.2) et
de la multiplication (Sec. I1.2.3). Dans la Section II.2.4, nous donnons les cotits des mul-
tiplications modulaires au sein du PMNS et décrivons quelques avantages spécifiques du
PMNS par rapport a certaines attaques comme celle de Goubin [Gou03]. Nous concluons
a la Section II1.7. Dans la suite, les représentations sont parfois considérées comme des
polynémes, parfois comme des vecteurs. Dans un souci de lisibilité, nous utilisons des
lettres majuscules pour noter polynémes et vecteurs, les deux visions n’étant pas utilisées

simultanément.

1.1 Algorithmes pour I'arithmétique sur le systeme PMNS

Dans un systeme PMNS, la multiplication T'= VW mod E, avec V = zg et W = yg,
satisfait T'(y) = zy mod p car E(y) = 0 mod p. Cependant, méme si deg(T) < n, T
peut ne pas étre une représentation de zy mod p dans B, car ses coefficients peuvent
étre supérieurs ou égaux a p. Pour obtenir cette représentation dans B, une primitive
spéciale appelée la réduction interne doit étre appliquée. L’opération qui réduit la taille
des coefficients polynomiaux est décrite a la Section II.1.1.

Dans [Pla05, BIP05al, les auteurs montrent comment utiliser le PMNS pour accé-

lérer le calcul modulaire. Les principales primitives du PMNS sont rappelées en Sec-
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tion II.1.2, I1.1.3 et 11.1.4.

11.L1.1 Réduction interne

Le but de la réduction interne est de maintenir les coefficients des polynomes suffisam-
ment petits dans le systéeme PMNS durant les calculs. Soit B = (p,n,7, p)g un systéme
PMNS. Le processus de réduction interne associe & un polynéme V(X) € Z[X] un poly-
noéme V(X) € Z[X] tel que V(v) = V(y) mod p, ||V]|eo < |V]|eo et degV = deg V. Nous

décrivons dans la suite deux fagons d’effectuer cette opération.

a) La réduction interne via une méthode de type Montgomery

Dans [NP08|, les auteurs donnent une procédure de réduction similaire & I’algorithme
de Mongtomery (Alg. 1). A partir de V(X) € Z[X], elle calcule un polynéme R’ avec
R'(v) = V(7) mod p tel que la partie basse des coefficients de R’ soit nulle. R’ peut ainsi
étre divisé par une puissance de la base r pour obtenir un polynéme R aux coefficients
plus petits. L’algorithme renvoie le polynéme R avec R(v) = V(y)r~! mod p.

Utiliser cette version de la réduction interne nécessite de convertir les éléments de Z/pZ
dans le domaine de Montgomery au cours de la procédure de conversion vers le PMNS.
Un élément a € Z/pZ est représenté par un polynome A € B tel que A(y) = a.r mod p.
De cette facon, nous assurons la cohérence des opérations dans le PMNS tout en utilisant
cette méthode pour la réduction des coefficients.

L’algorithme dépend d’un polynéme de réduction interne M, d’un entier r et du poly-
noéme M’ = —M ! mod(E,r). Le polynome M’ existe si et seulement si pged(resultant(E,
M), r) = 1. Le choix du polyndéme M pour assurer I’existence de M’ est discuté dans [DDV18].
Pour des raisons d’efficacité, r est souvent une puissance de 2 afin que la division exacte
par r soit rapide. La Proposition II.1.1, de [NP08], donne une borne sur les coefficients
du polynéme retourné par I’Algorithme 1. Ici, E(X) = X™ — A, avec A € Z\{0}.

Algorithme 1 RedCoeff - Méthode de type Montgomery[NPOS]

Require: V € Z[X] tel que deg(V) < n, B = (p,n, v, p)g, M € B tel que M(v) =
0 mod p, un entier r et M’ = —M~! mod(E,r)

Ensure: R(y) =V (y)r~! mod p

1: Q« V x M mod (E, )

2: R+ V+(QxM)modE

3: R+ R,/T

4: return R

Proposition II.1.1. Soit m = |[M|lec. Si V, p et m sont tels que : ||V]oo < n|)|p?,
p = 2[A\\nm et r = 2|A\|np alors U’Algorithme 1 retourne R tel que ||R|o < p (i.e.
R e B).
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Nous généraliserons cette borne dans la Section I1.1.2 pour E(X) = X" — A(X).

b) La réduction interne via une méthode de type Babal

L’algorithme de type Babai (Algorithme 2), contrairement & l’algorithme de réduction
des coefficients de type Montgomery, ne nécessite pas de maintenir les éléments de Z/pZ
dans un autre domaine de représentation, et ne cherche pas a calculer le résultat en
utilisant un polynéme M avec des propriétés particulieres.

Dans cette approche, nous considérons le réseau euclidien £ associé au PMNS B. Ici,
£ est I'ensemble des polynémes ayant v pour racine modulo p et dont le degré est au

plusn —1:
£r = {A € Z[X], tel que : deg(A) < n et A(y) = 0 mod p}.

Le réseau £ est défini a partir de I'une de ses bases, dont les éléments sont A;(X) = p
et A;11(X) = X?—~ pour 1 <i < n, depuis laquelle nous calculons la base LLL réduite
D de £3, et la base de Gram-Schmidt D obtenue & partir de D, dont les éléments sont
orthogonaux mais pas nécessairement dans £5 [PSZ15]. Dans la suite, nous désignons par
| - || la norme euclidienne du vecteur correspondant.

Deux polynémes représentant le méme élément une fois évalués en v modulo p sont
congruents modulo Lz, c’est-a-dire que leur différence est dans Lg. Pour cette méthode,
les représentations du systeme PMNS sont considérées comme des vecteurs, la i-iéme co-
ordonnée correspondant au i-ieme coeflicient de la forme polynomiale de la représentation.

A partir d'un vecteur V € Z", lalgorithme de type Babai retourne un vecteur U
congruent a V modulo £g, i.e. un vecteur dans V — £ :={V — W | W € £z}, avec des
coefficients inférieurs, en réduisant chaque coordonnée de V une dimension a la fois.

Au cours de la i-ieme étape, pour ¢ allant de n a 1, 'algorithme identifie I’hyperplan
span(D1,...,D;_1) + ¢ D;, ¢ € Z, qui est le plus proche de V' en dimension i. Il calcule sa
distance ¢ depuis l'origine en prenant HEZH pour unité, puisque D; appartient a la base

orthogonale D et sa norme représente la distance d’un hyperplan a I’hyperplan suivant ;
¢ [<V.Di > /|IDi*].

Puisque 57, et D; appartiennent au méme hyperplan, le vecteur V' est mis & jour par une
soustraction de la distance ¢ dont 'unité est Hﬁ,”, multipliée par D;, ainsi le résultat est

un vecteur de V — £z,
VV—-cx Dz

Cette méthode garantit que la i-ieme coordonnée du résultat est aussi petite que possible

dans la base orthogonale D. L’algorithme recherche ensuite les hyperplans les plus proches
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de V de rang inférieur. A la fin, la sortie représente le méme élément modulo p que I'entrée

et appartient au rectangle

~ 1
iD; ié}.
DAITEE

Algorithme 2 RedCoeff - Méthode de type Babail
Require: V € Z[X] avec deg(V) < n, B=(p, n, v, p)E
Ensure: R € B tel que R(y) = V() mod p
Data : D = {D;,1 <i < n} la base LLL réduite du réseau associé a B,
D = {D;,1 <i < n} la base de Gram-Schmidt obtenue a partir de D

1: R« V

2: for i =1 ton do .

3 ¢4 [< R, Dyp—iy1 > /|| Dpi1|*]
4: R%R—CXDTL_I'_H

5: end for

6: return R

Nous décrivons & présent le systéme auquel appartient la sortie de I’algorithme. A partir

de [Galll] et [PSZ15], nous déduisons une nouvelle proposition :

3n—1 1/n

Proposition I1.1.2. Si p est tel que p > %2 2 p
que ||R||co < p (i.e. R € B).

, alors I’Algorithme 2 renvoie R tel

Nous remarquons qu’ici, la borne inférieure ne dépend pas du polynéme E contraire-

ment a la réduction interne de type Montgomery.

11.L1.2  Multiplication

Les éléments du PMNS sont des polynémes de degré au plus n— 1. Leur multiplication
s’effectue en utilisant la multiplication polynomiale classique. Cependant, le résultat (de
degré au plus 2n—2) doit étre réduit modulo le polynéme de réduction externe E. Ensuite,
une réduction interne est effectuée pour obtenir un résultat dans B.

Le polynéme E est tel que : E(X) = X" — A(X) € Z[X]. Pour réduire un polynéme
V modulo E, on proceéde pas a pas en remplagant le terme X™ dans V' par A(X) jusqu’a
satisfaire deg(V) < m. Nous considérons ici les systéemes PMNS avec des polynémes de
réduction E de degré n > 2, avec A(X) = 0, XF + .- + 51X + g et k < 5. Ces systemes
nous assurent une réduction en deux étapes au maximum.

En nous basant sur cette technique, nous calculons des polyndémes de degré infé-
rieur & n pour représenter les puissances X¢ modulo E, pour 0 < i < 2n — 2, avec
Ximod E = Y FtHi—n S1—izn X! quand n <i < 2n—k et X mod E = Sl i X+

l=i—n l=i—n

Z%ﬁaQ”H(Zé:O J; (5l+2n_2j)Xl pour 2n —k <i<2n—2.
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Ainsi, tout polynéme V peut étre réduit modulo E en multipliant le vecteur des
coefficients de V' par la matrice S de taille (2n — 1) x n dont les lignes représentent

les coefficients de chaque puissance X? modulo E, pour 0 < i < 2n — 2. Nous posons
n—1

s = |S|l1, (||S]|; = max {Z |sm~\}, ou s;; est le coefficient de la i-ieme ligne, j-ieme
O
colonne de S) et déduisons la proposition suivante.

Proposition I1.1.3. Soit A, B € Z[X] deux polynomes, tels que : deg(A) < n et
deg(B) < n. Nous avons : ||A x Bmod El|s < ns||Al || Bllcc-

A partir de cette proposition, la borne donnée & la Proposition I1.1.1 peut étre réécrite

en remplacant |A| par s.

11.1.3 Addition

La procédure d’addition est réalisée en utilisant ’addition polynomiale classique dans

Z]X] suivie d’une réduction interne afin d’obtenir un résultat dans B.

Remarque I1.1.1. En pratique, ’addition peut étre optimisée, car la réduction interne
n’est pas toujours nécessaire. Prenons ’exemple de la réduction interne de type Montgo-
mery. A partir de la Proposition I1.1.1, si au plus (nsp — 1) additions successives sont
effectuées, il n’est pas nécessaire de réaliser une réduction interne apres chaque addition
polynomiale. Un seul appel a RedCoeff apres la derniere addition polynomiale renverra

le résultat dans B.

11.1.4 Procédures de conversion

Les procédures de conversion transforment un entier en une représentation dans B et
vice-versa [BIP05a]. Elles dépendent de I’étape de réduction interne qui peut étre réalisée

en utilisant I’'une des deux procédures décrites précédemment.

a) De la représentation binaire vers le PMNS

La conversion de la représentation binaire vers la représentation PMNS requiere de
précalculer les représentations P;(X) des puissances de p dans B, i. e. P; = (p')g, pour

1=0,...,n— 1. La conversion est alors réalisée en utilisant ’Algorithme 3.

Remarque II.1.2. Si la réduction interne de type Montgomery est utilisée a la ligne 4

de I’Algorithme 3, la ligne 1 doit étre décommentée. La sortie sera alors A = (ar)p.
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Algorithme 3 Conversion vers le systeme PMNS

Require: a € Z/pZ et B = (p,n,, p)E

Ensure: A=ap #ouAd=(ar)g

Data : P, = (p')g, pour i =0, ...,.n—letr=27j>1
1: # a <+ axr?modp

2: b (ap—1, .-\ ao)p # décomposition de a en base p

n—1
3: U+ > a; P
i=0
: A+ RedCoeff(U)

: return A

[SLE N

b) Du PMNS vers la représentation binaire

La conversion du PMNS vers la représentation binaire est une simple évaluation po-
lynomiale en v dans I'arithmétique cible. Elle peut étre effectuée en utilisant ’algorithme
classique de Horner. Il faut prendre soin de sortir le résultat du domaine de Montgomery

si nécessaire. La conversion est alors réalisée en utilisant 1’Algorithme 4.

Remarque II1.1.3. Si 'entrée de 1’Algorithme 4 représente un élément se trouvant dans
le domaine de Montgomery, la ligne 1 doit étre décommentée. Le résultat sera alors sorti

du domaine de Montgomery via un appel a la fonction RedCoeff de type Montgomery.

Algorithme 4 Conversion hors du systeme PMNS

Require: A€ B=(p,n,v, p)E
Ensure: a = A(y) mod p
1: #A < RedCoeff(A)

2: a0

3: for i =n — 1 downto 0 do

4: a < (ay + a;) mod p # a; est le coefficient d’indice i de A
5: end for

6: return a

11.2 Randomisation de la multiplication scalaire en ECC

Notre but est de présenter des algorithmes qui assureront la résistance de la multi-
plication scalaire aux attaques SCA existantes. La multiplication scalaire sur les courbes
elliptiques utilise un point P sur une courbe elliptique publique, un entier secret k et

calcule £P. Cette opération peut étre réalisée en utilisant la méthode classique du double
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et de l'addition, mais elle n’est pas résistante aux attaques SCA [Koc96]. L’échelle de
Montgomery [Mon87] et sa variante [BJ02, LD99, GJM*11, JY02] sont plus résistantes
mais restent attaquables [AVL19]. Une étude récente [AVL19] présente les attaques par
canaux cachés et les contre-mesures existantes pour la multiplication scalaire sur les
courbes elliptiques. Les contre-mesures existantes reposent soit sur la randomisation du
scalaire k [Cor99, CJ01, TB02, CJ03, Che04], soit sur la randomisation du point P. La
randomisation du point P peut étre calculée en utilisant la randomisation des coordon-
nées projectives [Cor99], ou bien en ajoutant un point aléatoire R [Cor99]. Une seule
contre-mesure est congue sur le corps multiplicatif, faisant intervenir une permutation
aléatoire [CFGT10].

Nous fournissons ici deux possibilités pour randomiser la multiplication scalaire :

— La randomisation de chaque coordonnée initiale de P chaque fois que ce point
est utilisé dans l'algorithme de multiplication scalaire. Cette approche permet de
contrer les attaques SCA, ou attaquant tente de découvrir le secret en utilisant la
connaissance du point P [Koc96] et assure la résistance a des attaques de points
spécifiques [Gou03, AT03]. Nous utilisons soit I’Algorithme 6, soit I’Algorithme 7
comme procédure de conversion, dépendant de la méthode RedCoeff, qui sera

utilisée ultérieurement pour la réduction interne;

— La randomisation de chaque multiplication A x B pour A et B dans la représen-
tation PMNS afin d’étre plus résistant face aux attaques SCA, en utilisant soit
I’Algorithme 8 soit I’Algorithme 9.

11.2.1 Génération polynomiale aléatoire

Avant de présenter nos procédures de randomisation, nous expliquons ici I'idée générale
de la randomisation dans le systéme PMNS. Afin de randomiser les données au sein du
systéme, nous générons un polynéme aléatoire Z € Z[X] tel que : || Z]|oc < z et degZ < n
avec z € N. La valeur z est choisie lors du processus de génération du systeme PMNS.
Nous verrons plus loin I'impact de sa valeur sur les parametres du systeme. Cet entier z
définit le nombre minimum de représentations distinctes dans B pour chaque élément de
Z/pZ. Une fois z fixé, il existe exactement (2z + 1)" polyndémes Z. Nous allons montrer
comment utiliser Z pour garantir qu’il existe au moins (2 z+1)"™ représentations distinctes
pour chaque élément de Z/pZ.

Ci-apres nous utilisons une fonction randPoly(z) pour générer des polynémes aléa-
toires a coefficients dans ’ensemble {—z, ..., z}. Nous considérons cette fonction comme
stire (voir [BSS16] par exemple). L’Algorithme 5 donne un exemple de la génération d’un
tel Z. Nous supposons que la fonction randInt de cet algorithme est telle que randInt(z)

génére un entier dans 'ensemble {—z, ..., z} en utilisant la distribution uniforme.
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Algorithme 5 randPoly - Génération polynomiale aléatoire

Require: z € N

Ensure: Z € Z[X], | Z||oc < zet degZ <n
1: Z < randInt(z)
2: fori=1to (n—1) do
3 t + randInt(z)
40 I+ Z+tX"
5: end for
6: return Z

11.2.2 Randomisation des données en entrée

Nous montrons ici comment randomiser la procédure de conversion du binaire vers
le PMNS afin d’obtenir des données en entrée randomisées. Soit B = (p, n, 7y, p)g un
systeme PMNS et un entier a € Z/pZ. Nous souhaitons calculer une représentation ran-

domisée de a dans B.

a) Randomisation de la conversion via la méthode de type Mongtomery

L’ Algorithme 6 présenté ci-apres est une légere modification de ’algorithme de conver-
sion initial décrit dans [BIP05a]. La méthode de conversion randomisée introduit une mul-
tiplication polynomiale (ligne 5) avant la réduction interne. Ce faisant, nous nous assurons
qu’avec la méme entrée et des polynomes aléatoires différents, cet algorithme produit des

représentations différentes.

Algorithme 6 Conversion randomisée vers le PMNS via Montgomery

Require: a € Z/pZ et B= (p,n, v, p)E
Ensure: A(v) =ar mod p
Data : P, = (p))g, pouri = 0,....n—1, 2z € N, r =2 j >1et M € B avec
M () = 0 mod p et pged(r, resultant(E, M)) = 1
1: Z < randPoly(z)

2: a’ < ar?mod p

3: b+ (al,_y,...,a0)p # décomposition de a’ en base p

n—1
4: U<+ Y d P
1=0
5 V< U+ ((r+1)Z x M) mod E

6: A + RedCoeff(V)
7: return A

Theoréme I1.2.1. Soit B = (p,n,v, p)g un PMNS. Soit a € Z/pZ un entier et r = 27,
j > 1. Soit M € B un polynome tel que : M(~y) = 0 mod p et pged(r, resultant(E, M))

= 1. Soit z Uentier donné en entrée de la procédure randPoly. Nous considérons B, a,
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r, M et z comme entrées et données de I’Algorithme 6. Soit m = | M || .
Si p et r satisfont p > 2nsm (1 +z+ %) et r > 2nsp, alors I’Algorithme 6 génére
une représentation aléatoire de loi uniforme sur un ensemble fini, composé de (2z+ 1)"

représentations distinctes de a dans B.

Preuve. Premiérement, nous avons M (y) = 0 mod p, donc A(y) = U(y) r~! mod p. Ainsi,
A(y) = d r~! mod p.

Ensuite, la sortie A de 'algorithme vérifie :

A=7"1 % ((V+Qx M) modE)
=r I x (U4 ((r+1)Z x M +Q x M) mod E)

avec Q@ = ((U x M’ mod E) — Z) mod r. Puisque nous avons ||Ul|cc < np?, |ZM mod

Bl <nszm et |QM mod E||o < nsrm, nous pouvons borner A de la fagon suivante :

lAlloo = |r X (U4 ((r+1)Z x M + Q x M) mod E)| s
< (| Ulloo + (r+1)||Z x M mod E||oo + ||Q x M mod E||s)/r

<mp*+@r+)nszm+nsrm)/r
2
< M—|—nsm(1—1—24—5).
r r

1 1 1

Sir > 2nsp,alors ¢ < 57— < 5. Donc, [[4] < E+nsm (1+z+2). Afin de

garantir ||All < p, nous devons nous assurer que p > 2nsm (14 z+ 2).

A présent, nous démontrons que pour deux polynoémes aléatoires distincts et la méme
entrée a € Z/pZ, algorithme retourne deux sorties distinctes A; et Ay. Nous désignons
par p; le i-ieme coefficient d’'un polynéme P. Soit Y et Z deux polynomes aléatoires tels

que Y # Z, nous avons :

b
—
I
<

L
X

—~

U+ ((r+1)YM+ Qi1M) mod E)
Ay =1V x (U + ((r+1)ZM + Q2M) mod E).

Si A) = Ay, alors : (r+1)Y + Q1) x M)mod E = ((r+1)Z + Q2) x M) mod E.
Or resultant(E, M)# 0, donc pged(E, M) = 1 dans Q[X]. Ainsi, A; = Ay implique :
(r+1)(Y = Z) = Q2 — Q1. Puisque Y # Z, il existe i tel que |y; — z;| > 1. Do,
|(r 4+ 1)(yi — )| > r 4+ 1 > r. Mais nous avons nécessairement : [|Q2 — Q1| < 7, d’0u
(r+1)(Y = Z) # Q2 — Q1. Par conséquent, A; = Ay est impossible, et les collisions sont

évitées. Par ailleurs, pour tout z € N, randPoly(z) suit une loi uniforme sur un ensemble
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fini de (2z + 1)" polynoémes. La sortie de 'algorithme suit donc une loi uniforme, sur
Pensemble des (2z + 1)™ représentations distinctes obtenues pour tous les polynomes

possibles retournés par randPoly. O

b) Randomisation de la conversion via la méthode de type Babai

L’Algorithme 7 présenté ci-apres est une légere modification de 1’Algorithme 2 utili-
sant la méthode de réduction des coeflicients de type Babai. Ici, les représentations dans
le systéeme PMNS sont vues comme des vecteurs, la i-ieme coordonnée correspondant au
i-ieme coefficient de la forme polynomiale de la représentation. Nous considérons un sys-
teme PMNS B et son réseau associé £5 avec une base LLL réduite, notée D. La rando-

misation de la méthode de type Babai est basée sur deux vecteurs aléatoires :

— Soit V le vecteur masque. Il s’agit d’un vecteur du réseau £z, i.e. une combinaison
linéaire des éléments de D, ajouté a ’entrée au début de I'algorithme pour randomi-
ser les calculs pendant ’exécution. Cet ajout produit une représentation congruente
au vecteur d’entrée modulo £ puisque la combinaison linéaire des éléments de D

représente 0 modulo p. Le masque n’affecte donc pas la sortie.

— Soit Z le vecteur tramslation. Pour chaque dimension de l'espace euclidien, 1'élé-
ment dans la base D est multiplié par le coefficient aléatoire correspondant de Z

pour obtenir une translation supplémentaire pendant 1’algorithme et randomiser le

résultat.
) [ ] [ ) [ ] [ ) ] o @ o [ ] [ ) ]
) e (o o [ ] ] ) [ ] [ ) [ ] [ ) ]
Do Do
:.:.: :.:.:
[ [ ] 9;8—.9% o | [ [ ® 0 D1 @ ]
[ [ ) ® [ ] o o | [ [ ) [ ] [ I ) @ |

Fig. I1.1 Deux exécutions de ’algorithme de type Babai pour la réduction in-
terne en dimension 2, avec A en entrée et A’ en sortie. Non randomisé a gauche,
et randomisé a droite avec le décalage Z = (—1,1). Les hyperplans sélectionnés
dans Lp sont grisés ou entourés. Dans les deux cas, l'utilisation d’un masque
sur I'entrée n’a aucun effet sur la sortie, son rble est de randomiser les calculs
pendant ’exécution de ’algorithme.

Theoréme I1.2.2. Soit B = (p,n,7,p)g un PMNS et a € Z/pZ un entier. Soient v
et z les entrées de la procédure randPoly respectivement pour les polynémes masque et

translation. Soit M € B un polynome tel que M(~y) = 0 mod p et pged(E, M) =1 dans
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Algorithme 7 Conversion randomisée vers le PMNS via Babail

Require: a € Z/pZ et B = (p,n, ", p)E

Ensure: A(y) =a mod p

Data : P, = (pi)g, pour i =0,...,n—1, D ={D;,1 <i<n}, D={D;,1<i<n}
veEN zeN M e Bavec M(y) = 0mod p et pged(E, M) = 1 dans Q[X], et
H € Z[X] tel que pged(E, H) = 1 dans Q[X]

1: Vy « randPoly(v), Zy < randPoly(z)
V—WwxMmodFE, Z<+ Zyx Hmod F
b (an—1,...,a0), # décomposition de a en base p

n—1
T+ > aP , A«T+V
=0

w

for 11: 1 to n~do N
¢4 [< A, Dp—it1 > /|| Dn—ia[|*] + 2
A(—A—CXDn_H_l

end for

return A

© ® 3> @

Q[X], et H € Z[X] tel que pged(E, H) = 1 dans Q[X]. Nous considérons B, a, v et z
comme les entrées et données de I’Algorithme 7. Soit h = ||H || -
Si p satisfait p > (% +nsz h) (23%

2 lpl/”), alors I’Algorithme 7 géneére une représentation
aléatoire de loi uniforme sur un ensemble fini, composé de (2z + 1) représentations

distinctes de a dans B.

Preuve. Nous prouvons d’abord que ’ajout du vecteur masque V' a la ligne 4 ne change
pas le résultat de l'algorithme. Comme M(y) = Omod p et E(y) = Omod p, V() =
Vox M(v)+ K x E(y) =0 mod p, d’ou V € £5. En considérant le vecteur T' € Z" calculé
a la ligne 4, nous montrons alors que remplacer T par 7'+ V, pour un vecteur V € £g5,
avant la boucle de I'algorithme est sans effet sur la sortie. Nous le démontrons en ajoutant
a T un vecteur D; de la base D, 1 < i < n. Pour le cas ol aucun masque n’est ajouté,
nous notons (A;)o<i<n la suite des valeurs de A avant et a chaque itération de la boucle,
avec Ag =T et A, la sortie de 'algorithme, et la suite correspondante (¢;)o<i<n. Pour le
cas ol le masque D; est ajouté, nous définissons les deux séquences (A})o<i<n et (¢;)o<i<n-
Ici Ag=T =T+ D; — D; = A'g — D;. Par induction, puisque pour j < n — i, le produit

scalaire < Dy,_j41,A'j_1 — D; > est égal & < Dp,_j11,A’j_1 >, onacj =cj et
Aj = Aj,1 - Can,jJrl == A/j,1 - Dl - Clan,]q,l == A/j - Dz

Puis, a ’étape j =n — ¢+ 1, on obtient

< Ajfl,b/i > < A/jfl — Di,ﬁi > < Aljfl,b/i > B

e e — 1= C/j — 1.
1Di ]2 1D 1D 12

¢
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Pour ce j, cela implique

Aj = Aj_l — CjDi
= Alj_l - Di - (C/j - 1)Di
= A/j—l — CljDZ‘ = A’j

et la sortie est identique. Par ailleurs, pour deux vecteurs masque V et V', si V = V' alors
Vo x M mod E =V x M mod E. Or pged(E, M) = 1 dans Q[X], donc V = V’/ implique
Vo = V4.

Ensuite, nous prouvons que la sortie de I'algorithme appartient au systéeme B. Les

vecteurs de Gram-Schmidt sont orthogonaux, ce qui implique que chaque vecteur u € R”
<fii,u>
|1 Dsl|? N
rithme soustrait & A le vecteur (|< A, Dy_iy1 > /|| Dn—iv1l?] + 2n—i) - Dn—i+1. Puisque

. 51 A la i-itme itération de la boucle, I’algo-

peut s’écrire sous la forme u = >

Z =2Zyx Hmod F, | Z]|sc < nszh. La sortie se trouve alors dans le rectangle

~ 1
{Z‘%’Di avec |a;| < B +nszh} ,

|AI?< (= +nszh ZHDzH .
2
i=1

De plus, puisque la base D est une base LLL réduite, pour 1 < i < n, ||5z|| <2%

1Dl

ce qui implique

]. n n—i A -~
”AH < <2 +n82’h> (22 2 HDnH)a
i=1
1 n—l ~
< <2+nszh> (2 |[Dnll) -

Une borne sur le vecteur D,, est donnée par le Théoreme 1 dans [PSZ15], avec ||Dy| <

Q”pl/ ™. Ainsi, nous obtenons
1 3n—1
Al < 4] < (2 +nszh> (277 pY/m).

Afin de garantir ||A||o < p, nous devons nous assurer que p > (1 +nszh) (2%]91/").

A présent, nous démontrons que pour deux vecteurs aléatoires distincts Zy et Z|) et

la méme entrée a € Z/pZ, 'algorithme retourne deux sorties distinctes. Pour deux vec-



62 CHAPITRE II. RANDOMISATION DE L’ARITHMETIQUE SUR LES SYSTEMES PMNS

teurs de translation Z et Z', si Z = Z' alors Zyp x H mod E = Z x H mod E. Nous
avons pged(E,H) = 1 dans Q[X], dou Z = Z’ implique Zy = Z{. Pour une entrée
A donnée et un vecteur translation Z, et pour i de n — 1 & 0, la i-iéme coordonnée z;
de Z représente la translation additionnelle —z; D;y1 appliquée a A a la i-iéme itéra-
tion. Puisque l'algorithme calcule la i-iéme coordonnée du résultat en soustrayant un
point appartenant & un hyperplan de dimension i et a la distance z; ||51+1|| du point
|< A, Dit1 > /|| Dis1]|*]Dis1, soustraire un point appartenant & un hyperplan différent
entraine un résultat différent. Ainsi, pour une méme entrée et deux vecteurs aléatoires
distincts, l'algorithme retourne deux sorties distinctes, et les collisions sont évitées. Par
ailleurs, pour tout z € N, randPoly(z) suit une loi uniforme sur un ensemble fini de
(224 1)™ polyndmes. La sortie de I'algorithme suit donc une loi uniforme, sur ’ensemble
des (2 z 4 1)™ représentations distinctes obtenues pour tous les polynémes possibles re-

tournés par randPoly. d

11.2.3 Randomisation de la multiplication

Dans les systémes PMNS, la randomisation de la multiplication fournit un niveau
supplémentaire de sécurité lorsqu’elle est utilisée avec la conversion randomisée. Dans ce
cas, la multiplication de deux entiers modulo un premier au sein du systeme retourne une
représentation aléatoire de loi uniforme sur un ensemble fini, composé de représentations
distinctes du produit dans le systeme. Toutefois, la combinaison de ces deux randomisa-
tions entraine des contraintes plus fortes sur certains parametres du PMNS.

Dans les deux versions, nous randomisons une entrée afin de randomiser tous les résul-
tats intermédiaires. De plus, pour une méme entrée et des polyndémes aléatoires différents
(vecteurs de translation pour Babai), les résultats calculés par ces algorithmes sont diffé-

rentes représentations du méme entier dans Z/pZ.

a) Randomisation de la multiplication via Montgomery

Cet algorithme est une variation de la multiplication modulaire de Montgomery.
Theoréme 11.2.3. Soit B = (p,n,v,p)rg un PMNS. Soient r =27, j > 1 et z € N la

borne sur les polynomes randomisés. Soit M € B un polynome tel que : M () =0 mod p
et pged(r, resultant(E, M)) = 1. Soit A et B deux élément de B. Nous considérons B,
A, B, M, z et r comme les entrées et données de I’Algorithme 8. Soit m = | M || .

Si p et r satisfont p > 2nsm (2z+ 1) et r > 2nsp X mazx (z, %), alors I’Algorithme 8
géneére une représentation aléatoire de loi uniforme sur un ensemble fini, composé de

(224 1)" représentations distinctes de A(~)B(y)r~! mod p dans B.

Preuve. Pour commencer, nous avons M () = 0 mod p, donc J(y) = 0 mod pet Q(y)M(v) =
0 mod p. Ainsi, R(y) = A(y)B(y)r~! mod p.
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Algorithme 8 Multiplication PMNS randomisée via Montgomery

Require: B= (p,n, vy, p)p et A, BB
Ensure: R(y) = A(y)B(y)r~! mod p
Data:r=2/,j>1, 26N, M € B, tel que : M(y) = 0mod p et pged(r, resultant(E,

AN S A

M) =1, M = —-M~" mod(E,r)
Z < randPoly(z)

J+ ZxMmodE, B+ B+J
C + (Ax B')mod E

Q + (C x M')mod (E,r)

R+ C+(Q x M)mod E

R+ R /r+2xJ

return R

Ensuite, la sortie de I'algorithme peut étre écrite sous la forme :

R=r"'%x((C+QxM)mod E) +2x J,
=r ' x((AxB+AxJ+Qx M)mod E) +2 x J,

avec Q@ = ((A x (B+J) x M') mod E) mod r.

Nous avons :

|]|loo = [|Z X M mod El|oc < n8||M||oo || Z]|cc < nsmz = ||J||cc < nsmz,

p>2nsm(2z+1) > 4dnsmz = p>4dnsmz = ||J| < p/4,

IB'loo = 1B + Jlloc < [Bllos + 10 = 1B'lloc < p+p/4=5p.
Do,

IR||oo = [|r "t x ((AXx B'+Q x M) mod E) + 2 x J||oc,
<17 s([|[Alloo 1B lso + |Qloo 1M |o0) + 21| [|sos

)
<ns (4p2+rm>/r+2nsmz
5 2
=(gnse /r+mnsm(2z+1).
Sir>2nspxmaz(z,2),alors 2 <1/(2nspx 2). Done, |[Rlloc < §+nsm(2z+1).

Afin de garantir |R||c < p, p doit satisfaire : p > 2nsm(2z + 1).
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Maintenant, nous démontrons que pour deux polyndomes aléatoires distincts et les
mémes entrées A et B, il n’y a pas de collision sur le résultat, c’est-a-dire que l'algorithme
retourne deux sorties distinctes. Dans le reste de la démonstration, on désigne par p; le
i-ieme coefficient d’un polynéme P. En fixant A, B et M, et Z et Y deux polynémes

aléatoires tels que Z # Y, nous avons :

Ri=r"'"x(ABmod E+(AZM + QM +2rZ M) mod E),
Ry=r""x(ABmod E+ (AY M + Q2 M +2rY M) mod E).

Nous supposons R; = Ry, i.e:
(AZM+Q 1 M+2rZM)mod E=(AY M+ Q2 M+2rY M) mod E.
Nous avons resultant(E, M)# 0, donc pged(E, M) = 1. Ainsi, R; = Ry implique :
(AXZmod E)+Q1+2rZ=(AxY mod E)+Q2+271Y.
Cest-a-dire : Q1 — Q2 =27 (Y —Z)+ A(Y — Z) mod E.
Soit T'=A(Y — Z) mod E. Nous avons : ||T||cc <2nspz <7.

Puisque Z # Y, il existe i tel que |z; — y;| > 1, alors : |2r(z; — y;)| > 2r. Ainsi,
|27 (z; — yi) + t;| > r. Mais, nous avons nécessairement : ||Q1 — Q2]|co < 1

Donc, 27 (Y = 2Z) + T # Q1 — Qo.

Par conséquent, R; = Ry est impossible et les collisions sont donc évitées. Par ailleurs,
pour tout z € N, randPoly(z) suit une loi uniforme sur un ensemble fini de (22z + 1)
polynoémes. La sortie de l’algorithme suit donc une loi uniforme, sur ’ensemble des
(2 2+ 1)" représentations distinctes obtenues pour tous les polynémes possibles retournés

par randPoly. O

Remarque I1.2.1. Plutot que de considérer les bornes de p et » du Théoreme I1.2.1 pour
la conversion vers le PMNS, les bornes du Théoreme I1.2.3 doivent étre utilisées pour la

conversion si des multiplications sont randomisées, comme décrit ci-dessus.

b) Randomisation de la multiplication via Babal

Cette randomisation repose sur les mémes principes que la conversion randomisée
décrite a la Section I1.2.2.b). Le caracteére aléatoire est introduit dans la multiplication

par le vecteur masque V et le vecteur translation Z.
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Algorithme 9 Multiplication PMNS randomisée via Babai

Require: B = (p,n,v,p)p et A, BB

Ensure: R € B et R(vy) = A(y)B(y) mod p

Data:D:{Di,lSign},ﬁz{E,lgign},veN,zEN,MEBavec
M) =0 mod p et pged(E, M) = 1 dans Q[X], et H € Z[X] tel que pged(E, H) =1
dans Q[X]

: Vo + randPoly(v), Zy < randPoly(z)

Ve VWyxMmodFE, Z <+ Zyx Hmod F

: BB« B+V,R+ Ax B mod E

: for i:=1to n do

¢+ |<R,Dyp_iy1 > /||Dn7i+1||2—‘ + Zn_s

R(—R—CXDn,iJrl

: end for

: return R

e T~ BN R

Le Théoreme 11.2.2 s’applique également a I’Algorithme 9, qui génére une représenta-
tion aléatoire de loi uniforme sur un ensemble fini, composé de (2z + 1)”
représentations distinctes de A(v)B(y) mod p dans le PMNS B = (p,n,v,p)r, avec
p>(3+nszh) (23n51p1/").

11.2.4 Estimation des coiits

Nous décrivons ici 'estimation théorique des colts des algorithmes de multiplication
présentés a la section précédente. Ces derniers sont calculés en fonction du nombre de
multiplications, d’additions, de divisions et de décalages de taille w-bit.

Nous supposons que les entrées de ces algorithmes appartiennent & B = (p,n,v, p)g,
avec p =2" E(X)=X"— Xet A = 2" avec w,u € N. Il a été démontré dans [DDV18]
qu’il est toujours possible de construire de tels PMNS. Par exemple, avec ces notations,
laddition de deux entiers de ¢ bits nécessite [¢/w]| w-bit additions.

Soient .# et &/ désignant respectivement la multiplication et la somme de deux entiers
de w bits, .# la division par un entier de 2w + |logy(n)] bits (le résultat de n additions
d’entiers de 2w bits), et Z le coilit d'un appel a la fonction randPoly. Nous désignons
aussi respectivement 5”12 et ! un décalage a gauche et un décalage & droite de 4 bits .

Dans le Tableau II.1, nous comparons le coflit de la multiplication randomisée dans le
PMNS avec celui de leurs homologues non randomisés. La version non randomisée consiste
en une multiplication polynomiale suivie d’'une réduction interne de type Babai (Alg. 2)
ou Montgomery (Alg. 1).

Afin de protéger 'ECSM kP contre les attaques DPA, les contre-mesures classiques
randomisent au préalable le scalaire k et le point P [FV12]. Puis, au cours du processus

de calcul, les points intermédiaires calculés sont également randomisés. L’idée de ces
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Fig. I1.2  Vecteurs retournés pour 1000 exécutions de la multiplication rando-
misée via Babai pour les mémes entrées B = (p,n,7v,p)p et A,B € B, avec
p = 45667, v = 15943, E(X) = X? — X + 1, R(y) = 44981 mod p et z = 6.

TaBLE II.1 — Coftt théoriques des opérations, quand E(X) = X" — X avec A = +2%,

r=2J,

Méthode de mult.

type Montgomery

type Babai

Mult. polynomiale

n? M + (3n? — 6n + 3)o/

n? M + (3n? — 6n + 3) o

Réduction polynomiale

3(n—1) + (n—1)A"

3(n—1) + (n— 1)

Réduction interne

202 + (4n* —n) o +nS?

2024 + (6n? — 3n)o/ +n.g

Total

3n? M + (Tn? —dn)o/ + (n — 1) + nd

3n? M + (In? — 6n)/ +n.g + (n— 1)

Méthode de mult.

Montgomery randomisé (Alg. 8)

Babai randomisé (Alg. 9)

Mult. polynomiale

202 + (4n? — Tn + 3) o + %

32 + (5n* — 8n + 3)I + 2%

Réduction polynomiale

3(n—1) + (n—1)A"

3(n—1) + (n—1)S"

Réduction interne

202 M + (4n? +n) o +n(S + )

2024 + (60 — 2n)o/ +n.g

Total

An? M + (8n? — 3n)/ + (n — 1) +n(S} + I+ %

5n?.4 + (11n? — Tn)o/ +n.g + (n — 1).5¥ + 2%
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approches est d’empécher un attaquant d’obtenir des informations sur k£ ou de faire des
hypotheses utiles sur les valeurs intermédiaires de 'TECSM.

Dans la représentation binaire classique, ces contre-mesures usuelles semblent inef-
ficaces contre l'attaque de Goubin [Gou03]. Cette attaque peut étre effectuée sur des
courbes qui ont au moins un point avec une coordonnée égale a zéro. Sur une telle courbe,
en utilisant un tel point, 'attaquant peut trouver des informations sur la clé secrete. 11
est possible de contrecarrer cette attaque au prix d’'une ECSM supplémentaire qui doit
étre faite en plus des contre-mesures classiques [FV12].

Un premier avantage de nos solutions randomisées basées sur le PMNS est que, quel
que soit le type de courbe, cette attaque ne peut étre effectuée. En effet, il y a au moins
(22 4+ 1)™ représentants distincts de 0 € Z/pZ et ces représentants n’ont pas de formes
particuliéres. Ainsi, pour z assez grand, attaquant ne devrait pas étre capable d’exploiter
la moindre information pour effectuer cette attaque.

Par conséquent, la randomisation du processus de conversion utilisant les Algorithmes 6
ou 7 suffit a elle seule a contrer 'attaque de Goubin, méme si des multiplications non ran-
domisées sont utilisées ultérieurement.

Un autre avantage de notre approche est qu’elle fonctionne au niveau arithmétique.
Elle peut donc étre combinée avec d’autres contre-mesures classiques (point blinding,

scalar blinding) afin de randomiser P et les points intermédiaires.

11.3 Conclusion

Ce travail a permis de montrer comment utiliser la redondance du systeme PMNS pour
construire des protections arithmétiques efficaces contre les attaques DPA et a donné lieu
A une publication & la conférence du 26°¢ IEEE International Symposium on Computer
Arithmetic (ARITH-26) [DDEM™19]. Nous avons décrit comment randomiser les données
en entrée lors de la conversion vers le PMNS au moyen de deux méthodes. Nous avons
également introduit deux multiplications modulaires randomisées sur le PMNS.

Ces méthodes peuvent étre utilisées pour appliquer des contre-mesures classiques sur
la multiplication scalaire kP sur les courbes elliptiques. De plus, nous avons montré que
la randomisation du processus de conversion suffit a elle seule a protéger les données
contre l'attaque de Goubin. A titre de comparaison, une contre-mesure siire utilisant la
représentation binaire classique, nécessite une ECSM supplémentaire ¥R, pour un point
aléatoire R [FV12]. Ces résultats constituent une premieére étape dans l'utilisation de
la randomisation des opérations arithmétiques sur le PMNS. Ces travaux ouvrent de
nouvelles perspectives dans le domaine des contre-mesures aux attaques SCA, dont 1’étude
de lefficacité pratique de ces randomisations, ainsi qu’une comparaison exhaustive avec

les contre-mesures existantes afin d’établir quand ces méthodes sont les plus pertinentes.
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Le travail présenté dans ce chapitre est consacré a l'introduction d’un nouveau systeme
de représentation hybride, permettant d’améliorer les réductions modulaires pour tous les
nombres premiers. Pour ce faire, nous tirons avantage du systéme modulaire de représen-
tation, ou Residue Number System (RNS), qui trouve de nombreuses applications sur les
systémes cryptographiques [SAM16], grace au fait qu’il réduit la complexité des additions
et des multiplications des longs entiers. Toutefois, en raison de la nature non positionnelle
du RNS, les opérations telles que les réductions et les comparaisons modulaires sont plus
difficiles a implémenter de maniere efficace. La complexité de la plupart des multiplications
modulaires basées sur RNS est dominée par les extensions de base RNS [BI04, ABS12].
Dans [BT16], ce probléme est atténué par une représentation hybride positionnelle-RNS,
appelée Hybrid-Positional Residue Number System (HPR). Les nombres sont exprimés
dans une représentation positionnelle, avec les coeflicients représentés en RNS. Cette ap-
proche réduit la taille des bases RNS, réduisant ainsi la complexité des extensions de base,
tout en bénéficiant de I'indépendance arithmétique des canaux RNS.

Bigou et Tisserand ont appliqué [BT16] a la cryptographie sur les courbes elliptiques
(ECC) en construisant des nombres premiers sur mesure de la forme p = B} — 3, ou B
correspond a l'intervalle dynamique d’un RNS, n est le nombre de chiffres positionnels et
(£ un petit entier, permettant ainsi des réductions efficaces modulo p. Aprés un produit,
les chiffres de poids fort, ou Most Significant Digits (MSDs), sont multipliés par S et
ajoutés aux chiffres de poids faible, ou Least Significant Digits (LSDs). Ensuite, la taille
des coefficients est réduite au moyen de propagations de retenue. Puisque la propagation
de retenue nécessite de calculer une division et un arrondi, des extensions de base sont
toujours nécessaires, mais avec des bases d’une taille inférieure a celles d’une approche
générale RNS.

Bien que les méthodes décrites dans [BT16] constituent une approche efficace pour
ECC, nous avons rarement 1’occasion de choisir le premier p sous-jacent, puisque ceux-
ci sont standardisés pour la plupart des applications cryptographiques. Pour ces raisons,
nous proposons dans ce chapitre le nouveau systéme de représentation hybride polynomial,
ou Hybrid-Polynomial Residue Number System (HyPoRes), qui est de nature hybride et
permet des réductions efficaces pour tout premier. Nous I'obtenons en découplant la base
du systéme de représentation positionnel de I'intervalle dynamique du RNS. Aprés un
produit, nous pouvons toujours multiplier les MSDs par une petite constante et les ajouter
aux LSDs. Cependant, la propagation de retenue n’est plus possible. Par conséquent,
pour réduire la taille des coefficients, une réduction de Montgomery, qui exploite une
représentation redondante de zéro, est utilisée.

Puisque la réduction de Montgomery est plus cofiteuse en calcul que la propagation de
retenue, les résultats expérimentaux montrent que HyPoRes est au plus 1,4 fois plus lent

que HPR. Néanmoins, alors que HPR ne supporte pas les nombres premiers actuellement
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standardisés pour ECC, notre approche est applicable a tout nombre premier, atteignant
des accélérations allant jusqu’a 1,4 en comparaison avec les approches générales RNS.
Ces résultats montrent un lien entre la solidité des hypotheéses sur lesquelles repose une
représentation et son efficacité. D’abord, HPR se limite aux nombres premiers avec une
forme particuliére et obtient les meilleures performances. Ensuite, HyPoRes repose sur le
précalcul de valeurs qui nécessitent de connaitre la factorisation du module sous-jacent,
produisant une bonne performance. Enfin, les approches générales RNS ne font aucune
hypothese sur le module sous-jacent, ce qui se traduit par une performance raisonnable.

Le reste du chapitre est organisé comme suit. La Section III.1 fournit le contexte
nécessaire sur I’arithmétique modulaire, le RNS et les réseaux, pour construire le systeme
HyPoRes proposé. Le systéme hybride est décrit a la Section I11.2. La Section II1.3 présente
I'art associé. L’approche proposée est comparée a l’art associé aux Sections I11.4 et II1.5,
d’un point de vue théorique et pratique, respectivement. Des techniques de représentation
permettant d’améliorer la résistance contre les attaques par canaux cachéss (SCAs) sont

présentées a la Section II1.6. Enfin, la Section II1.7 conclut le chapitre.

111.1 Préliminaires

Dans cette section, les résultats fondamentaux sur I'arithmétique modulaire, le RNS
et les réseaux sont passés en revue. L’opération modulo correspond au calcul du reste de
la division euclidienne. Le théoreme de la division euclidienne est le suivant :

A deux entiers a,p € Z avec p > 1, on associe un unique couple (q,7) € Z x N tel que
a=pg+r et 0<r<p.

Les entiers g et r sont respectivement appelés le quotient et le reste de la division eucli-
dienne de a par p. Afin d’obtenir des restes plus petits, nous utilisons dans la suite une

variante de la division euclidienne, avec un reste dit centré [OS12],

1 1
= et —=—p<r<-—non.
a=pq+r 2P_7“ 2}7

Le couple (g,r) est de nouveau unique. En notant ¢’ et ' le quotient et le reste de la

division euclidienne classique, nous retrouvons ceux de la division centrée comme suit :

st 20r <p, qg si 27 <p,
r = q:
r—p s 27 >p; g —1 si 27 >0p.

Dans ce chapitre, [-], est utilisé pour désigner le reste centré dans la division euclidienne

par p et ppcm le plus petit multiple commun. Notons que les techniques proposées ici
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peuvent étre légerement modifiées pour traiter les restes positifs plutdt que centrés.

111.1.1 Arithmétique modulaire

La plupart des branches de la cryptographie utilisent ’arithmétique modulaire. Dans
un tel systéme, deux entiers a,b € Z sont dits congruents si leur différence (a — b) est
divisible par un module p. Cette relation se note a = b mod p. En outre, nous désignons
par Z/pZ ensemble des classes d’équivalence modulo p. Aprés chaque addition (a + b)
ou multiplication (a x b) dans Z/pZ, le résultat ¢ est réduit modulo p en un entier plus

petit, pour diminuer les besoins en mémoire et le colit des opérations a venir.

Cependant, en ECC, p est un grand nombre premier, en général sur des centaines
de bits. Il est alors avantageux de faire correspondre les opérations modulo p a d’autres
opérations avec des modules plus petits b; j, compatibles avec les architectures informa-
tiques existantes. Pour y parvenir efficacement, le systéme de représentation proposé ici
nécessite de pré-calculer des racines n-ieme dans (Z/pZ)*. Le Lemme I11.1.1 précise sous
quelles conditions une valeur r a une racine n-ieme dans (Z/pZ)*, c’est-a-dire qu’il existe
x € (Z/pZ)* tel que [z"], = r. Cette racine peut étre calculée avec [Joh99]. Par ailleurs,
dans la suite, a~! mod p et 1/a mod p sont tous deux utilisés pour désigner 'inverse mo-

dulaire de a modulo p, c’est-a-dire l'entier —p/2 < x < p/2 tel que za = 1 mod p.

Lemme II1.1.1. L’entier r € (Z/pZ)* a une racine n-iéme modulo p, avec p un nombre

premier, si et seulement si [rt]p =1 pour ppcm(n,p — 1) = nt.

Preuve. Si ppem(n,p —1) = n(p — 1), alors pged(n,p — 1) = 1 et [rt]p = [rpfl]p = 1.

Une racine de r peut étre calculée via la formule [7"[1/ ”]Pfl} .
P

Sinon, ppem(n,p — 1) = nt et pged(n,p — 1) = (p — 1)/t. En supposant que g soit
t

un générateur de (Z/pZ)*, nous avons r = ¢g¥ mod p pour un certain y € Z. Donc r
g% =1 mod p si et seulement si p — 1 | ty. C’est le cas si et seulement si (p— 1)/t | y, i.e.
il existe m tel que y = ((p — 1)/t) m. Par l'algorithme d’Euclide étendu, on calcule les

coefficients de Bezout u et v tels que :
un+v(p—1)=(p—1)/t.
En multipliant cette équation par m, on obtient

unm~+uv(p—1)m=(p—1)/t)m
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On peut donc réécrire

gy =rmod p

unm—+v(p—1)m —

g =r mod p
(g“m)”(g(p’l))“m = r mod p.

Or, d’aprés le petit théoréme de Fermat, si p est premier, g(pfl) = 1 mod p. On en déduit
(g“™)"™ = r mod p.

Donc r € (Z/pZ)* a une racine n-ieme modulo p. O

L’arithmétique modulaire s’étend naturellement aux polynémes. Deux polyndémes dans

Z[X]/f(X) sont congruents lorsque leur différence est divisible par f(X); et ils sont
également congruents dans (Z/pZ[X])/ f(X) lorsque leur différence est divisible par f(X).

111.1.2 RNS

Le Théoreme des restes chinois (CRT) stipule que pour des nombres entiers premiers
entre eux b1 ,...,b1p,—1 et pour By = b1 X ... X by j,—1, 'anneau Zp, est isomorphe a

Lipy g % .. X Zbl,hl— via la fonction suivante :

1

g ZB1 — Zbl,o X ... X Zbl,hl—l
gla) = (a10,...,a1,n,-1)
= (amodbip,...,amod by p,—1)

et inversement
h1—1

hi—1 B B,
a= Z §1,if = Z 51,%7 —abBy (ITL.1)
i=0 ‘1B, i=0 1,

1,3

B

ouy; = [al,i%ﬂbm-

Concretement, RNS fait appel a CRT pour remplacer les additions, soustractions et
multiplications sur de grands entiers dans Zp, par les additions, soustractions et multi-
plications sur les plus petits canaux Zy, ;- - . , Zp,, Byt Bien que ces opérations soient plus
rapides avec RNS, les opérations telles que les divisions et les réductions modulaires sont
plus difficiles a mettre en ceuvre. Il faut souvent avoir recours a des extensions de base
pour traiter ces opérations. Cette procédure utilise (III.1) pour étendre la représentation
d’un nombre en base By = {bi,...,b1,n,—1} & une autre base By = {b2g,...,b2p,—1}.

Dans les cas ou une erreur de aBq est tolérée, les extensions peuvent étre réalisées avec
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FastBConv pour approximer (III.1) de maniere efficace [BI04] :

hi—1
B
az; = FastBConv(a, B1) = Z 5171‘71 mod by ;.
= D
Lorsqu’une telle erreur ne peut étre tolérée, un résidu supplémentaire agy = a mod b
peut étre calculé. Ce résidu permet de calculer o comme suit

o= [(FastBConv(a, Bi) — ask)Bfl]b .

avec |a| < ABa, un entier A et bk > 2(he+A) [BEHZ16, Lemme 6]. Dans ce cas, I’extension
de base peut étre achevée avec FastBConvSK :

m-l g
az; = FastBConvSK(a, B1, o) = Z gl,if
i=0 Li

)

— a31 mod b27i.

111.1.3 Réseaux

Soit une base donnée

70,0 ol ... TOn—1
71,0 Tl . Tlp—l
R =
"Tm-1,0 Tm-1,1 --- Tm—1,n-1

Rmxn

le réseau L(R) généré par les lignes de R € correspond au sous-groupe discret de

R"™ suivant :

L(R)={v|3z€Z™ avec zR =v}.

Dans la suite, nous considérerons uniquement des réseaux entiers de rang plein, pour
lesquels m = n et R € Z™*™. Dans ce cas, le réseau £(R) induit une relation de congruence

sur Z"*™. Deux vecteurs sont dits congruents lorsque leur différence est dans L(R) :
v=umod L(R) & v—uecL(R).

Réduire un vecteur v modulo une base R équivaut a trouver le vecteur v satisfaisant

v =wumod L(R) et

v=2zR avec —1/2<2 <1/2 pour 0 <1i<n.
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111.2 Le systeme HyPoRes

Le systeme de représentation proposé dans cette section peut étre considéré comme
une généralisation du systéme PMNS [BIP05a], et est décrit dans la Définition I11.2.1. Un
nombre a € Z/pZ est représenté par un polyndéme A(X) avec des coefficients de norme

strictement inférieure a un entier p qui, une fois évalué en ~, vérifie :
A(y) = amod p.

L’entier v satisfait ['y"]p = [ pour un petit entier 5. Par conséquent, opérer sur ces
polynémes modulo X™ — § équivaut a opérer sur les entiers correspondants modulo p.
Dans le cas du systeme PMNS, il a été prouvé que toutes les classes d’équivalence a € Z/pZ

sont représentées dans le systéme dés lors que p > Bpt/" [BIP05a).

Dans la suite, les chiffres sont représentés par rapport a deux bases RNS, By et Bo, et
un module bg. La nécessité de ces modules deviendra évidente en décrivant ’algorithme

de multiplication HyPoRes.

Définition II1.2.1 (HyPoRes). Un systeéme de représentation hybride polynomial, ou
Hybrid-Polynomial Residue Number System (HyPoRes) est un sextuplet H = (p,n, p, By,
Ba, bsk ). L'entier 5 est défini comme étant le plus petit entier qui n’est pas une puissance n-
ieme sur Z, mais qui a une racine n-iéme modulo p (voir Lemme III.1.1). Nous identifions

cette racine avec 4" = 8 mod p.

Un entier positif 0 < a < p est représenté par un polynéme a n coefficients
(a(o), . ,a(”_l)), ot chaque coefficient a(? est représenté par rapport aux deux bases
RNS By = {b1,0,--.,b1,h,—1} et Ba = {b20,...,b2h,—1} et au module b, satisfaisant :

~* mod p
By

n—1 [h1—1 f}1
a Z [Z &,1,;’@

i=0 | j=0

avec §1,j = [ai,l,j%ﬂb , [a®] < pet aiy; =a mod b, ; pour t € {1,2}.
1,j
Nous utilisons a;; pour désigner a) mod By, la lettre capitale A pour indiquer une
représentation de a dans H, A; pour indiquer la représentation de a dans By, Ao la
représentation de a dans Bs, ag la représentation de a modulo by, et nous définissons la

norme || Ao = max(|a|,..., [a»"D]).
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Algorithme 10 Algorithme de multiplication modulaire
Require: ||A| oo, ||Clleo < kp

Require: M’ = —M~! mod B;

Ensure: ||R|/o < p avec r = acB; ' mod p

1: D« A% C mod By UBy U {be }

2: Q1 + D M’ mod By

3: Q2 < FastBConv(q, B1) mod By # ¢ correspond a Q1

4: qgx + FastBConv(q, By) mod bgy

5: Ry + w mod By

6: T ds";‘?islk*M mod by

7: a < [(FastBConv(r, By) — rsk)Bg_l]bsk # r correspond a Ry
8: R + FastBConvSK(r, By, a) mod By

9: R+ (R1,Ro)
10: return R

111.2.1 Algorithme de multiplication modulaire

La multiplication modulaire proposée est décrite dans I’Algorithme 10. Cet algorithme
commence par calculer D = Ax C = A x C mod p. Ensuite, pour réduire la taille des
coefficients, un multiple d’une représentation non nulle de zéro M est ajouté a D, rendant
le résultat divisible par Bj. Puisque le facteur @ est calculé modulo By, il est d’abord
produit au sein de B; et ensuite étendu & Bs. Pour finir, R = w est retourné en
sortie. La division par Bj garantit que la norme du résultat est petite. Cependant, comme
cette division n’est pas possible dans Bi, cette valeur est d’abord produite dans Bs, puis
étendue a Bj.

Dans cet algorithme, I'opération A x C' désigne le produit vecteur-matrice suivant :

AxC = AC mod (X" — ) (II1.2)
C(O) C(l) C(n_l)
(n=1) (0 (n—2)
—[a® o . atn0)] fe ¢ ¢
B ge@ )

ol les multiplications sur les coefficients sont effectuées en RNS.
Le vecteur M utilisé dans I’Algorithme 10 correspond & une petite représentation non
nulle de zéro dans H. L’existence d’une représentation de M avec une norme inférieure a

pl/™ est garantie par le Lemme II1.2.1.
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n

Lemme II1.2.1. Une représentation non nulle de zéro de norme inférieure a p*/™ existe

dans H.

Preuve. Nous commengons par construire le réseau £(I') des représentations de zéro dans

‘H en donnant I', 'une de ses bases,

p 0 0
—y 1 0

F =
" 0 1

Chaque ligne de T' correspond soit & p, congru & 0 modulo p, soit & —* + X pour
1 < i < n, lesquels, une fois évalués en X = ~, produisent une valeur congruente a 0
modulo p. Le théoreme de Minskowski [Mat02] garantit que £(I") contient un vecteur non
nul de norme au plus (detZ(I'))Y™ = p'/m. Ainsi, M peut étre obtenu en trouvant le plus
court vecteur non nul du réseau L£(I'). Bien que ce probléme soit complexe en général,
nous nous trouvons ici en présence de réseaux de petite dimension, qui permettent de le

résoudre en peu de temps. ]

L’Algorithme 10 requiert qu'un inverse de M existe dans I’anneau Zp, [X]/ (X" — 3).
Le Lemme II1.2.2 garantit que c’est le cas lorsque By est construit a partir de nombres

premiers by ; qui ne divisent pas le résultant de M et X™ — 5 et M # 0 mod Bj.

Lemme II1.2.2. Si By = {bio,...,b1n,—1} est tel que tous les by; sont des premiers ne
divisant pas le résultant de M et X™ — 8 et M % 0 mod By, alors M est inversible dans

L, [X]/(X™ = B).

Preuve. Puisque X™ — (3 est irréductible, M avec deg(M) < n et X" — ( sont premiers
entre eux. Donc, il existe (U, V) € Z[X]? tels que

UM+ V(X" —f)=r

ou r est le résultant de M et X™ — 3 et  # 0 [BuhO1]. Nous trouvons U'inverse de M
modulo By et X" — /8 en calculant Ur~! mod bi; pour 0 < ¢ < hy — 1 et en faisant
remonter le résultat dans Zp, avec le CRT. Le résultant r doit étre inversible modulo b1 ;,

c’est-a-dire premier avec by ;. Puisque by ; est premier, il ne doit pas diviser r. O

Pour finir, le Théoréme I11.2.3 prouve que I’Algorithme 10 produit le résultat correct.
Méme si les valeurs représentées dans H satisfont normalement ||Al < p, leur norme

peut augmenter au cours d’additions non réduites. Par conséquent, nous supposons que
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les entrées de 1’Algorithme 10 ont leur norme bornée par ||Al|oo < kp. Une des principales

conditions du Théoréeme II1.2.3 est que By > p/e pour

p — Brha||M]|o

O<e<
‘ Bnk?p

Puisque Bj doit étre minimisé, il est crucial de choisir un p suffisamment grand pour
que le deuxiéme terme de € < 1/(B8nk?) —h1||M||o0/(k?p) soit petit, mais pas au point que
p soit considérablement augmenté puisque By > p/e. De fagon empirique, nous pouvons
choisir p ~ 10000||M || /k?, qui fonctionne pour un grand nombre de valeurs. De plus,
un choix approprié de A peut réduire dans certains cas le nombre de modules de By de

un par rapport au cas A = 1.

Theoréme I11.2.3. L’Algorithme 10 est correct (c’est-d-dire qu’il retourne R = AC By *
mod p avec |R|lcc < p pour ||Alloo, |Cllec < kp) lorsque By est construit d partir de
nombres premiers by; ne divisant pas le résultant de M et X" — 3, M # 0mod By,
Bi1 > p/e, Ba > p/X, p> Bnhi||M|o, bsk > 2(ha + \), pour un entier A, et By, Ba et bg

deuzx a deux premiers entre eux, et

p — Bnha||M]|o

O<e< Bnk2p

Preuve. Comme By est construit & partir de nombres premiers ne divisant pas le résultant
de M et X™ — et M # 0 mod By, le Lemme I11.2.2 garantit que M est inversible dans
Zp,[X]/(X™ — B). Pour prouver que 1’Algorithme 10 produit un résultat correct, nous
remarquons que D + Q@+ M = D — (D« M~' + aB;) * M = 0 mod B (pour une erreur
polynomiale o qui résulte d’une extension de base inexacte) et donc D + Q * M est

divisible par B;. De plus, puisque M est une représentation de zéro modulo p, nous avons
D M D _
R(y) = (7)+BQ1* ) = ng) = D(y)B; ! mod p.

Nous supposons que les entrées de I’Algorithme 10 satisfont || Ao, ||Cllcc < kp. En
outre, nous supposons que p < eBj;. Notons que comme la valeur de @Q est étendue de
B a By de facon inexacte, sa norme est bornée par hiBj. Dans ce cas, la norme de R

satisfait

IR0 = H
5nk2p2 + pnhi1B1||M ||
<
B
< Brek?p + B || M]|oo.

A*C—i—Q*MH
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Addition/
Soustraction

aB; € Z/pZ

Multiplication
proposée

Fig. III.1 Les valeurs dans 7Z/pZ sont pré-multipliées par B avant que les
opérations arithmétiques proposées soient appliquées

Puisque nous exigeons ||R|| < p, € doit satisfaire :

p = Bnh||M |l

D<e<
‘ Bnk?p

Par conséquent, I’Algorithme 10 retourne des valeurs avec la norme voulue tant que
By > p/e et p > Bnhy||M|. De plus, FastBConvSK produit la valeur correcte lorsque
p < ABsg et by > 2(h2 + )\) ]

111.2.2 Autres opérations

Puisque les multiplications modulaires dans 1’Algorithme 10 sont affectées par un fac-
teur By L1l est judicieux de multiplier les valeurs par By mod p avant de les représenter
dans le systéme HyPoRes, comme décrit a la Figure III.1. Les additions et les sous-
tractions sont effectuées sans réduction modulaire. Bien que cela implique une possible
augmentation des coefficients, nous en tenons compte lors de la conception de I'algorithme
modulaire de multiplication. Dans ce cas, nous supposons que les coefficients des entrées
sont bornés par kp ou p est la norme maximale des coefficients de la sortie. Il est clair
que le format aBj est conservé apres additions puisque aB; +bB; = (a+b)B;. Ce format
est également conservé apres multiplications modulaires. En particulier, I’Algorithme 10
calcule (aBi)(bB1)By! = abB; mod p.

Une premiere approche pour convertir une valeur a d’une représentation binaire vers
le systéeme HyPoRes consiste & considérer le réseau généré par les vecteurs M  X* ot M
est la représentation non nulle de zéro mentionnée au Lemme II1.2.1 et 0 < i < n. Ce
réseau a pour base

m(®) m® om0
Bm=D 0 2)

pmM  gm®@ o O
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avec des vecteurs de norme au plus 3||M||o. Puisque les vecteurs M x X* sont des repré-
sentations de 0 dans H, le vecteur U qui résulte de la réduction de (a,0,...,0) modulo
R représente a dans H. De plus, puisque les vecteurs M * X ont une norme au plus
BI|IM ||oo, c’est également le cas de U. Une représentation standard HyPoRes est obtenue
en réduisant les coefficients de U modulo chaque valeur dans By, Bs et bgy.
L’Algorithme 11 propose une seconde approche, plus efficace, qui repose sur le pré-
calcul des valeurs T[i] = [2//°€2P1/"B2]  dans H en utilisant la conversion mentionnée
ci-dessus. Avec cette approche, la multiplication par B; est intégrée dans le processus
de conversion et n’a pas besoin d’étre effectuée dans une étape séparée. La valeur a a

convertir est décomposée en n mots de [logy p|/n bits chacun :

|
—

a= S a[i]QiﬂngIﬂ/”‘

I
o

%

Chaque a[i] peut étre représenté directement dans H en le réduisant modulo chaque valeur
dans By, Bs et bg, et en lassociant avec la premiere entrée du vecteur Afi] € H, dont

toutes les autres entrées sont égales a 0. Ensuite, [aB;], est calculé comme suit

n—1
A =" HyPoRes-mul(A[i], T[i]).
=0

Algorithme 11 Conversion vers le systeme HyPoRes

Require: a € Z/pZ et H = (p,n,p, B, Ba, bsk)

Ensure: A = [aB], dans H

Data : T[i| = [3'B}], dans H avec 3 = 2Mogo P/ hour i =0, ...,n—1

1: B < (ap—1,...,a0)3 # décomposition de a en base 3
2: A+ (0,...,0)

3: fori=0ton—1do

4: Ali] + (B[i] mod By U Ba U {bs},0,...,0)

5 A < A+ HyPoRes-mul(A[i], T'[7])

6: end for

7

: return A

111.3 Etat de I'art

L’optimisation des réductions modulaires s’est souvent focalisée sur des nombres pre-

miers avec des formes particulieres [BIPO5b, BT16]. Une premieére approche [BIP05b]
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produit un algorithme de multiplication en temps quadratique. Une valeur a est repré-
sentée par un polyndéme A dans un anneau Z[X]/(X"™ — ) tel que A(y) = a mod p. Les
coefficients des polynoémes sont représentés en un seul mot informatique, et p et v sont
choisis de telle sorte que v — 3 = 0 mod p et 2* soit représentable par un polynéme M avec
de petits coefficients. Apres avoir calculé le produit D = AxC, 'amplitude des coefficients
de D est réduite de facon récursive en réécrivant D sous la forme D = Dy, + Dy 2F avec
| Dzl < 2%, puis en mettant D & jour avec la valeur Dy, + D % M, en utilisant seulement

des décalages et des additions.

Une seconde approche [BT16] introduit un algorithme de multiplication en temps sous-
quadratique. Un entier a est également représenté par un polynéme A dans un anneau
Z[X]/(X™ — B) tel que A(y) = a mod p. Cependant, les coefficients sont représentés en
RNS avec deux bases d’intervalle dynamique B; et Ba; avec v = By et p = B — 3.
Aprés avoir caleulé le produit D = d©@ +dVX + ...+ d@ DX = A« (C, la norme
des coefficients de D est réduite via deux phases de propagation de retenue. Les retenues
sont calculées de facon approximative avec des extensions de base. En particulier, pour

. , d; o—FastBConv(d,B
i € {0,...,n— 1}, la retenue e, o est calculée en posant e; o = “22—= Blonv( U mod B,

puis e; 1 est calculée par une extension exacte de By a Bi. Ensuite, dU+D) est mis & jour
avec d0TD 4+ e si i < n —1, ou d© est mis & jour avec d© + e si i =n — 1.
Une seconde phase de propagation de retenue est nécessaire pour obtenir des coefficients

suffisamment petits. Dans ce cas, les retenues sont suffisamment petites pour qu’il suffise
d; 2—FastBConv(
B

dans les modules restants de By et Bs.

d . .
de calculer e; 2 = B1) dans un seul module de By, et copier ensuite le reste

Les deux méthodes de réduction modulaire décrites ci-dessus ne s’étendent pas aux
premiers utilisés actuellement par les standards ECC. Premierement, la plupart des stan-
dards suivent 'approche de [AS99] en choisissant un p optimisé pour les systémes de
représentation binaire, c’est-a-dire p = f(2) pour un polynoéme f tres creux. Deuxieme-
ment, 'ECC & base d’isogénies [Feol7] est basée sur des nombres premiers de la forme
p =115 f £ 1, pour deux nombres premiers petits distincts i4 et [, deux grands expo-
sants e et ep et un petit facteur f. Ces deux cas sont incompatibles avec [BIP05b, BT16].
En revanche, [BIP05a, ABS12] conviennent pour tous les nombres premiers sous-jacents.
[BIP05a] construit des systémes polynomiaux comme dans [BIP05b] mais pour 7 racine
d’un polynéme E modulo p, avec E(X) = X"+ aX + 3, irréductible dans Z[X] et p quel-
conque. Apres un produit D = AxC| les coefficients de D sont réduits en réécrivant récur-
sivement D sous la forme D = Dy, + Dy 28! avec ||Dy|| < 21, puis en mettant & jour
D avec la valeur Dy, + DYy, ott D)y () = Dy () 257 mod p avec || Dy || < (Ja| + |B])p"/",
précalculé pour chaque Dy 257! possible. La nature itérative de cette approche, ainsi que
la nécessité de consulter des tableaux pré-calculés, la rendent plus appropriée pour les

implémentations matérielles. Enfin, [ABS12] peut étre vu comme un cas spécifique du
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systéme HyPoRes avec n = 1, c’est-a-dire lorsque les réductions polynomiales ne jouent
aucun role dans I’algorithme.

Bien que [BIP05a, ABS12] puissent supporter n’importe quel p, les deux conduisent
a des algorithmes de multiplication modulaire en temps quadratique. En revanche, nous
verrons en Section IT1.4 que HyPoRes atteint une complexité en temps sous-quadratique
pour tout premier p. Les comparaisons dans les Sections II1.4 et III.5 se concentreront
sur [BT16, ABS12| puisque [BT16] atteint également une complexité en temps sous-
quadratique mais pour des nombres premiers congus sur mesure, et [ABS12] fonctionne
pour tous les modules, méme lorsque leur factorisation est inconnue, nous permettant
d’évaluer I'impact des hypotheéses que nous pouvons émettre sur les performances des

systémes obtenus.

111.4 Complexité des calculs

L’efficacité de 1’Algorithme 10 peut étre évaluée en nombre de multiplications mo-
dulaires en simple précision, ou Single-precision Modular Multiplications (SMMs). Nous
supposons dans (II1.2), que les multiplications par 8 peuvent étre calculées soit par des
décalages et des additions, puisque S est un petit entier, soit lors de la multiplication
par M’ et M, ou 3 peut alors étre intégré sur les M’ et M précalculés. Par conséquent,
(II1.2) nécessite n? multiplications pour chaque module sur lequel il opére. Une partie des
constantes nécessaires pour les extensions de base, liées par exemple a la multiplication
des résidus de ¢ par by j/Bj en préparation de Iextension de g vers Bg, peut également
étre intégrée dans le pré-calcul de M’ et traitée sans cofit. De plus, nhe multiplications
supplémentaires peuvent étre évitées en stockant les valeurs & 2 j = a; 2 ;b2 j/ B2 mod by ;
au lieu de a; 2 ; mod by ; en base By pour tout a représenté dans H. On peut conclure que
le cotit de I’Algorithme 10 en termes de SMMs est :

2n%(hy + hy 4+ 1) + 2nhihy + 2n(hy + hy + 1).

Pour parvenir & une comparaison plus juste, ’approche de [BT16] a été adaptée pour
utiliser les extensions de base décrites a la Section III.1.2. Dans ce cas, la quantité de
SMMs nécessaire pour calculer une multiplication modulo p, incluant les deux phases de

propagation de retenue décrites a la Section II1.3, est :
n2(h1 + ho + 1) + 2nhihs + n(4h1 + 3h2) +3n —2hy — hy — 1.

Sous des hypotheses similaires, une multiplication modulaire RNS classique, telle que
décrite dans [ABS12], avec des bases RNS B et By avec H; ~ hin et Ha ~ han modules
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aurait nécessité
2H\Hs +4H1 4+ 3H2 4+ 3

SMMs.

Asymptotiquement, en choisissant n ~ hy ~ ho ~ logé

ont tous deux des complexités en O(logg/ 2 p) SMMs. En comparaison, avec une approche

/2 p, le schéma proposé et [BT16]

RNS pure, nous avons Hy ~ Hy ~ logs p, conduisant & une complexité en O(log% D).

I11.5 Résultats expérimentaux

La méthode proposée pour la multiplication modulaire est décrite en C++ [MM19].
Aussi, [BT16, ABS12] ont été implémentés pour comparaison. La multiplication purement
basée sur RNS peut étre vue comme une simplification de la méthode proposée lorsque
n =1, et de ce fait M = p et v et 5 ne jouent aucun réle. Nous avons considéré les nombres
premiers psgs, Paag €t psa1, et les parametres HyPoRes décrits dans la Table I11.1. Notons
que les nombres premiers psss, paas €t pse1 ont été utilisés pour définir respectivement
les courbes elliptiques M-383, Ed448-Goldilocks et E-521 [ABPR13, Ham15]. De plus, les
nombres premiers congus pour HPR pss4, pljug (différent de paag) et ps12 de 384, 448 et 512
bits respectivement, ont été considérés pour la mise en ceuvre de [BT16]. Les bases B et B
de la Table III.1, ainsi que celles choisies pour [BT16, ABS12], sont composées d’entiers de
la forme b; ; = 232 _ ¢;,j pour de petits ¢; j, permettant des réductions rapides [CP01]. En
particulier, un nombre @ résultant d’un produit est réécrit sous la forme a = ag+23%a;, et
la congruence 232 = ¢ mod b; ; est appliquée itérativement avec a = ag + cai pour réduire
I'amplitude de a.

La Figure II1.2 présente le nombre de multiplications élémentaires requis pour 'ap-
proche HyPoRes proposée avec les parametres décrits dans la Table III.1; pour une ap-
proche purement RNS avec des parameétres équivalents (h; = 13 pour psg3; hy = 15 pour
Paag et hy = 17 pour ps21) ; et pour HPR avec les nombres premiers psgq (n = 2 et h; = 6),
Phus (n =2 et hy = 7) et psi2 (n = 4 et hy = 4). En outre, le code décrit ci-dessus a
été compilé avec gece 4.8.5 avec les options —Ofast et -march=native et exécuté sur
un processeur i7-3770K avec 8 GB de mémoire principale exploité par CentOS 7.3. Au-
cun parallélisme n’a été exploité. Le temps de multiplication modulaire moyen pour les
représentations HyPoRes, pure-RNS et HPR est indiqué sur la Figure III.3.

Les Figures I11.2 et I11.3 suggerent que, bien qu’une performance similaire soit atteinte
pour HyPoRes et une approche purement RNS pour le premier psgs, le systeme HyPoRes
a une meilleure évolutivité lorsque la taille des premiers (en nombre de bits) augmente.
Ce comportement a été prédit en Section II1.4. De plus, alors que les facteurs de second

ordre, tels que le nombre d’additions, limitent I'accélération obtenue pour HyPoRes par
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’ Premiers

Parametres

p3s3 = 2383 — 187[ABPR13]

v = 157516587865170260770044116534390462053813572368
725849125618118780149572186398098534089825901086085

13434801029743689
n=2
8=3

m = —991151885317490685877537319994551485852631552
512982631751 + 3668986611048655554039381508783546278
051675539955460700691.X

By = [4294967291, 4294967279, 4294967231, 4294967197,
4294967161, 4294967111, 4294967087]

By = [4294967295, 4294967293, 4294967287, 4294967281,
4294967273, 4294967269]

bsk — 232

D448 = 2448 — 2224 - 1[Ham15]

v = 617037013236874150081232979704524838882978450634
686916049074439753925120009974044466434996308660572
821900599056417811283480361754355140

n=3
p=2
m = —3574000725213320088860978933494174518495484

35 + 45841109815177457954079996502053285436548742
0X — 46904587435178900582720820417746113472149713
1X2

By = [4294967197, 4294967161, 4294967029, 4294966981,
4294966927, 4294966813

By = [4294967295, 4294967293, 4294967291, 4294967287]
bsk - 232

ps21 = 2°21 — 1[ABPR13]

v = 239452428260295134118491722992235809940427987841
18784

n=3

B=2

m = —1+4 119726214130147567059245861496117904970213
99392059392.X 2

By = [4294967197, 4294967161, 4294967029, 4294966981,
4294966927, 4294966813

By = [4294967295, 4294967293, 4294967291, 4294967287,
4294967281]

bsk — 932

TABLE III.1 — Les parametres HyPoRes utilisés pour évaluer la performance de la méthode
proposée pour les nombres premiers psgs, paas €t psai-
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Fig. II1.2 Nombre de multiplications élé-
mentaires requises pour les approches pure-
ment RNS et HyPoRes, ainsi que pour HPR
avec des nombres premiers congus sur me-
sure. Les paramétres psgs, paas, Psa1 ont été
utilisés pour les multiplications modulaires
RNS et HyPoRes, et les paramétres entre
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Fig. 1II.3 Temps moyen d’exécution pour
les approches purement RNS et HyPoRes,
ainsi que pour HPR avec des nombres pre-
miers congus sur mesure. Les parameétres
D383, P44s, Ps21 ont été utilisés pour les mul-
tiplications modulaires RNS et HyPoRes, et
les paramétres entre parenthéses pour la mul-

parenthéses pour la multiplication modulaire

iplicati laire HP i .
HPR uniquement. tiplication modulaire R uniquement

rapport a une approche purement RNS pour les petits nombres premiers, en comparant
les prévisions théoriques de la Figure IT1.2 aux résultats expérimentaux de la Figure I11.3,

une accélération maximale d’environ 1,4 est obtenue dans les deux cas pour pso1.

Alors que les Figures II1.2 et II1.3 montrent que la performance du HyPoRes est 1é-
gerement moins bonne que celle du HPR, le systéme proposé repose sur des hypotheses
plus faibles (puisqu’il ne requiert pas l'utilisation de premiers congus spécialement), le
rendant plus souple et applicable dans la pratique. La Figure II1.4 souligne la relation
entre les hypotheses pure-RNS, HyPoRes et HPR et la performance du systéme qui en
résulte. Puisque HPR s’appuie sur des nombres premiers d’un type particulier, cela le
rend difficilement utilisable en pratique, car les nombres premiers des applications cryp-
tographiques ont déja été standardisés avec une forme différente. En revanche, HyPoRes

peut étre utilisé chaque fois que la factorisation du module sous-jacent est connue.

Alors que I'applicabilité a ECC a été démontrée ici, HyPoRes peut également étre
appliquée a ElGamal [EIG85b] et Rivest-Shamir-Adleman (RSA) [RSAT78] pour le dé-
cryptage et la signature. En outre, bien que HyPoRes soit moins généralisable dans la
pratique qu'une approche purement RNS; elle rend viable 'application de petites bases
RNS de modules proches d’'une puissance de deux [MZMS17], habituellement utilisés en

traitement du signal, pour les applications cryptographiques.
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> Meilleure performance

RNS
pur [ABS12

| [ HyPoRes | [HPR [BT16]

Hypotheses plus faibles

Fig. 1II.4 Comparaison qualitative du systéme HyPoRes avec l’art asso-
cié [ABS12, BT16]

111.6 Au-dela de la performance : Protection contre les attaques
SCA

Les attaques SCAs exploitent les faiblesses dans I'implémentation des cryptosystémes
pour obtenir des informations confidentielles a partir de traces de consommation, d’ana-
lyses de temps et d’autres sources physiques d’information. Dans le contexte de ECC, les
analyses simples de la consommation ou Simple Power Analyses (SPAs) sont des tech-
niques dans lesquelles on tente de distinguer le doublement de ’addition de points sur les
courbes elliptiques, en analysant directement les traces de consommation. Ces attaques
peuvent étre limitées en utilisant des formules ou les deux opérations sont réalisées avec

les mémes opérations fondamentales [JQO1].

En revanche, les analyses différentielles de la consommation ou Differential Power Ana-
lyses (DPAs) [KJJ99] prédisent la consommation d’énergie sur la base d’une hypothese
sur un sous-ensemble de bits de I'information secréte et la mettent en corrélation avec les
mesures de consommation réelle. Le but est alors de déterminer I'hypothése la plus pro-
bable. Ces méthodes peuvent nécessiter un nombre important de traces de consommation
pour extraire les données privées. Certaines techniques [Wal01] utilisent des corrélations
internes pour réduire le nombre de traces nécessaires a une attaque réussie. Une seule

trace peut parfois suffire.

La résistance a ce type d’attaques peut étre améliorée par message blinding, ou
la représentation des valeurs sur lesquelles on opére est randomisée, pour empécher
toute prédiction sur la consommation d’énergie. Premierement, la résistance aux attaques
DPAs [KJJ99] peut étre obtenue en randomisant la représentation des valeurs au début
de la multiplication de points sur la courbe elliptique. Deuxiemement, si I’on souhaite
protéger une implémentation contre [Wal01], les valeurs doivent étre randomisées durant

la multiplication des points. Ces deux approches sont abordées au Chapitre 2.
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111.6.1 Généralisation du polynéme de réduction pour HyPoRes

Dans la suite, la Définition II1.2.1 est assouplie pour autoriser plusieurs représentations
distinctes de la méme valeur, et ainsi permettre la randomisation par un choix arbitraire
de T'une d’elles. Au lieu de choisir v comme racine de X" — 8 modulo p, «v est défini
comme racine de E(X) = e® 4+ ...+ e~V X714 X" modulo p, ot E est un polynome
irréductible dans Z[X], avec de petits coefficients. Dans ce cas, le Lemme II1.2.1 est
toujours applicable, car indépendant du F sous-jacent, assurant l'existence d’une petite
représentation non nulle de zéro M. De plus, la multiplication de A par X est obtenue

avec la multiplication vecteur-matrice suivante :

1 0
0 0 1 0 0
Ax X = [a<0> a® a<n—1>} x
0 0 0 o 1 0
__6(0) —8(1) —6(2) . _e(n_2) _e(n_l)_
D
(ITL.3)
Ainsi, (II1.2) peut étre généralisé a
Cx X0
C* X!
A * C == AC mod E = |:a(0) a(l) . a(n_]-):|
C* X"t

ou la multiplication par X° est réalisée en multipliant C' par la puissance i-ieme de D
dans (IIL.3). Puisque E a de petits coefficients, la multiplication par D? peut étre implé-
mentée uniquement avec des décalages et des additions. Par conséquent, la complexité de
I’Algorithme 10 est conservée pour la nouvelle définition de .

Les parametres d’une courbe elliptique peuvent étre pré-calculés dans plusieurs Hy-
PoRes, chacun associé a un polynéme de réduction E différent. La protection contre DPA
peut étre assurée en sélectionnant un E aléatoire au début de la multiplication des points.
Dans ce cas, une conversion du systeme de représentation binaire vers un HyPoRes gé-
néral est nécessaire. Afin d’empécher des attaques comme [Wal01], des conversions entre
HyPoRes ayant chacun un polynéme E différent sont nécessaires tout au long de la mul-
tiplication de points sur la courbe elliptique. Nous considérons a présent ces deux types

de conversions. La premiere concerne la conversion d’une valeur binaire vers un HyPoRes
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avec un F d’une forme quelconque. Dans ce cas, la stratégie proposée a la Section I11.2.2

est toujours applicable en remplagant R par

M % XY

M X1t
R—

M % X1

Le second type concerne les conversions d'un HyPoRes associé a un polynéme F, Hg,
vers un autre HyPoRes associé & E’, Hp/. En remarquant que la représentation de [aB;],

dans H g satisfait
n—1

A= Z Ali]y* mod p,
=0

la conversion vers Hp est réalisée comme suit
n—1

A= Al0] + Z HyPoRes-mul g/ (Afi], Tp—, g [i])
i=1

ott Tr_,gr[i] est une représentation de v B; mod p dans Hpr.

111.7 Conclusion

Alors que le systeme HPR a rendu les algorithmes de multiplication avec une com-
plexité en temps sous-quadratique viables pour ECC, la nécessité d’utiliser des nombres
premiers d’une forme spéciale le rend peu pratique. Le systéme HyPoRes proposé dans le
présent chapitre repose sur un affaiblissement des hypotheses sous-jacentes. Non seulement
il atteint une complexité en temps sous-quadratique similaire, mais il supporte également
n’importe quelle valeur premiere, ce qui le rend compatible avec les courbes elliptiques
standardisées. Il en résulte un ralentissement d’au plus 1,4 lorsque HyPoRes est comparé
a HPR pour les nombres premiers congus pour HPR, mais une accélération pouvant at-
teindre 1,4 lorsqu’il est comparé aux approches basées sur RNS pour des nombres premiers
des standards ECC. Les implications du systéme HyPoRes sont multiples. Bien qu’il soit
moins applicable que les approches purement RNS, il rend 'application de petites bases
RNS de modules proches d’'une puissance de deux, habituellement utilisées en traitement
du signal, viable pour les applications cryptographiques. De plus, puisqu’il réduit la com-
plexité des extensions de base par rapport a une approche purement RNS, HyPoRes se
préte mieux au parallélisme a une plus petite échelle. Enfin, via une généralisation du
polynoéme de réduction, des représentations redondantes sont introduites, procurant une

protection contre les attaques SCA. Ce travail a mené a une publication a la conférence du
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26¢™¢ IEEE International Symposium on Computer Arithmetic (ARITH-26) [MMBS19].
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IV.1 Introduction

Modéliser des problémes avec des données incertaines trouve d’importantes appli-
cations en ingénierie, en économie et en sciences sociales [ATT94, Lod07]. Comme les
fonctions floues impliquées dans les équations peuvent étre approximées par des po-
lynémes flous [Liu02, AAO06], le probléme de la résolution des systémes polynomiaux
flous est d’une importance capitale et a motivé de nombreuses études, parmi lesquelles
[BQ90, BE97, BFH02, KAV05].

Certains problémes sont modélisés par un systéme de fonctions continues a valeurs
floues définies sur R™ (voir [LS03]); Liu [Liu02] propose une interpolation polynomiale
fournissant une interface entre la résolution de ces problemes et la résolution de systéemes
polynomiaux flous. Pour cette raison, plusieurs auteurs se sont intéressés a la recherche
de solutions réelles d’équations polynomiales a coefficients flous. Notons que leur travail,
et le notre également, est basé exclusivement sur le principe d’extension de Zadeh. Les
méthodes de résolution étaient initialement basées sur des techniques locales, d’abord pour
un polynéme univarié [AO06, Ami08, Rou07] et par la suite pour des systémes multivariés
[AOMO08, AJMAHI11]. Abbasbandy et al.[AOMO08]| étudient en particulier des systémes de

la forme

~ ~ 9.9 ~  dd _ =
a1,12Y + a122°Y" + -+ a1 q427y" = aip
~ ~ 9 9 ~ d.d ~
212y + a222°Y” + -+ + a2 q4T"Y" = agp

et présentent plusieurs systeémes issus d’applications comme la localisation croisée de
surfaces quadratiques, ou encore en économie. Dans la Section IV.6.2 nous détaillons
notre méthode sur deux d’entre eux en guise d’illustration.

Récemment, une approche globale utilisant des techniques algébriques classiques a été
développée [MBR13, FRBM15, BBRV16, FPA19]. En effet, malgré un nom qui peut préter
a confusion, les nombres flous bénéficient d’une définition parfaitement formelle. Nous
réexaminons cette approche et nous la renforgons considérablement. Dans le passé, les
approches locales et globales se concentraient sur les nombres flous dits triangulaires. Les
résultats présentés ici considérent plus généralement les coefficients flous L-R symétriques
tels que, par exemple, les nombres flous dits quadratiques.

Dans un systéme algébrique flou, les coefficients flous (issus des expériences) sont
généralement donnés sous une représentation appelée "tuple". Bien que la représentation
en tuple soit formelle, elle ne peut pas étre gérée par les méthodes algébriques habituelles
(bases de Grobner [BW93], décomposition triangulaire [AMM99], représentation univariée
rationnelle [Rou99], ...) pour résoudre le systéme.

Néanmoins, la représentation tuple de tout nombre flou L-R est transformable en une

autre représentation dite "paramétrique", ou les coefficients ne sont plus flous mais réels.
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Nous donnons l'expression de la représentation paramétrique (voir Proposition 1V.2.2).

Dans le présent chapitre, nous considérons un systéeme flou (S) formé de s équations
de k variables avec des coeflicients flous L-R symétriques. Nous cherchons ses vraies
solutions. Obtenir directement I’ensemble des solutions réelles de (S) pose un probleme
de signes puisque les coefficients sont flous. Nous surmontons ce probleme en procédant
en deux étapes. Premierement, sans utiliser 'hypothese de symétrie sur les coefficients,
nous appliquons notre Théoréme IV.3.4 pour trouver les solutions réelles positives de (.5)
qui sont celles de sa transformation réelle T(.S), un nouveau systéme algébrique formé par
3 s équations de k variables avec des coefficients réels. Nous comparons la transformation
réelle avec les résultats antérieurs pour des systémes limités & des coefficients triangulaires
flous. Deuxiémement, nous introduisons un outil technique appelé systémes induits; il
permet de calculer 'ensemble des solutions réelles de (.S) a partir des solutions positives de
2F systémes flous induits via notre Théoréme principal IV.4.1. En appliquant ces résultats
et en réduisant le nombre de systemes induits a résoudre, nous proposons un algorithme
parallélisable optimisé appelé SolveFuzzySystem ou SFS.

Notons que dans la Section IV.3.6, par le méme raisonnement, nous obtenons la trans-
formation réelle d’'un systéme polynomial avec des coefficients flous L-R plus généraux
appelés trapézoidaux.

La Section IV.2 présente les nombres flous, les nombres flous spéciaux L-R et les
transformations requises sur les représentations. La Section IV.3 est consacrée aux trans-
formations réelles et aux équations induites formant les systémes induits. Nous montrons
que, dans le cas flou triangulaire, la transformation réelle est un systeme équivalent au sys-
teme appelé forme tranchée collectée telle qu’il est calculé par des méthodes antérieures.
L’extension des résultats au cas trapézoidal clot la section. La Section IV.4 applique les
résultats de la Section IV.3 & un systéme polynomial flou. Il établit le théoréeme princi-
pal IV.4.1 qui conduit a un algorithme de base appelé BA-SFS. Dans la Section IV.5,
ce dernier est optimisé dans I’Algorithme SF'S, puis parallélisé. L’implantation de 1’Algo-
rithme SFS dans le package Fuzzy en SageMath (voir [Marl7]) est brievement présenté

dans Section IV.6, avec des exemples illustrant SF'S et sa parallélisation.

IV.2 Nombres flous

Nous présentons ci-dessous les généralités sur la théorie des ensembles et des nombres
flous, la représentation paramétrique de tout nombre flou, puis les nombres flous spéciaux
L-R, qui peuvent étre représentés par un tuple. Pour aller plus loin, le lecteur pourra
s’intéresser & [DKMPO00]. Nous donnons les formules exprimant la représentation para-
métrique d’'un nombre flou L-R a partir de sa représentation en tuple dans le cas ou le

nombre a un support borné et des fonctions de dispersion bijectives (Proposition 1V.2.2).
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Ces formules constituent la pierre angulaire de notre méthode algébrique pour déterminer

les solutions dans le corps de réels R de systéemes polynomiaux flous.

IV.2.1 Généralités

Les nombres flous se définissent a partir de la notion d’ensemble flou. Dans le cadre
classique, 'appartenance a un sous-ensemble E de ’ensemble universel X est booléenne.
La fonction caractéristique de F est & valeurs dans {0, 1}, signifiant si ’élément appartient
ou pas a E. La théorie des ensembles flous généralise ce concept classique. Ainsi que 'a
décrit Zadeh dans son article original [Zad65], un ensemble flou E est une classe d’objets
avec un continuum de degrés d’appartenance. Un élément x appartient & ’ensemble flou
E avec un certain degré de validité représenté par une fonction a valeurs comprises entre
0et 1.

Définition IV.2.1. Un ensemble flou E est une paire formée d’un sous-ensemble E de
X et de sa fonction d’appartenance, pz : X — [0, 1].
Pour chaque élément x de X, la valeur ,uﬁ(x) est appelé le degré d’appartenance de x a

E.

Le support Supp(f) d’une fonction f définie sur un ensemble A est ensemble des a €
A tels que f(a) # 0. Le support de E se définit comme celui de sa fonction d’appartenance :
Supp(E) := Supp(pz). Les nombres flous sont définis a partir des ensembles flous a I'aide
de la notion de r-coupe, qui est aussi sous -jacente a la représentation paramétrique qui

sera introduite dans la section IV.2.2.

Définition IV.2.2. Soit E un ensemble flou et r un réel dans ]0,1]. La r-coupe de E est
l’ensemble suivant
Er={r e X [pp(x)>r}

La 0-coupe Eo est la fermeture de Supp(E). Un ensemble flou est dit convexe si toutes

ses r-coupes le sont, ou r € [0, 1].

Quelques exemples de r-coupes apparaissent pour un support fini comme infini dans les

figures IV.1 & IV.3. Ils représentent des ensembles flous particuliers de R définis ci-apres :

Définition IV.2.3. Soit n fixé dans R. Un nombre flou n est un ensemble flou convexe de
réels dont la fonction d’appartenance pz de R dans [0, 1] est continue et vérifie p="({1}) =
{n};i.e. n estle seul réel qui posséde 1 comme degré d’appartenance. On dit que n est le

mode du nombre flou n.

D’apres la définition d’'un nombre flou 7, le degré d’appartenance a n d’un réel z
augmente quand x se rapproche du mode n. Deux nombres flous sont égaux s’ils ont les

mémes fonctions d’appartenance (voir [Zad65]).
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Remarque IV.2.1. La littérature fait état de définitions plus larges que celle donnée ci-
dessus en intégrant les nombres flous dits trapézoidaux, c’est-d-dire ceux pour lesquels le
degré d’appartenance est égal a 1 sur un intervalle de X contenant le mode. La définition
IV.2.3 les exclut par souct de clarté de notre étude. Notons que la plupart des applications
se situent dans le cadre non trapézoidal. Cependant, une fois établie notre analyse, nous

montrerons qu’elle s’étend simplement au cas trapézoidal (cf section 1V.5.6) .

Fixons n un nombre flou de fonction d’appartenance u;. On appelle restriction gauche
(resp. restriction droite) et on note 5 _ (resp. g, ) la restriction de pz a gauche (resp. a
droite) de son mode n. On distingue suivant la nature des fonctions 7 _ et uz, certaines
familles de nombres flous. Leur dénomination dérive directement de la nature de ces
restrictions. La famille la plus populaire est celle des nombres flous dits triangulaires
pour lesquels, sur Supp(n), les fonctions pz;_ et py, sont linéaires. De fagon similaire
on parle de nombres flous gaussiens, quadratiques,...On notera que les deux restrictions
ne sont pas forcément de méme nature. Ainsi un nombre flou triangulaire-quadratique
désigne un nombre flou 7 pour lequel p_ est linéaire sur Supp(n)N] — oo, n] et pz, est
quadratique sur Supp(n) N [n, +-o0l.

La figure IV.1 représente un nombre flou gaussien g, i.e. de mode n = 3. Le support

est infini et la 0-coupe Eo de E = 7 est égale a R tout entier.
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Fig. IV.1 Support infini : nombre flou gaussien 3 de mode n = 3 : E() =R.

IV.2.2 Représentation paramétrique

La représentation paramétrique introduite en 1986 par R. Goetschel et W. Voxman
[GV86] leur permet de plonger I’ensemble des nombres flous trapézoidaux dans un espace
vectoriel topologique. La définition suivante est une adaptation pour les nombres flous

non trapézoidaux :

Définition IV.2.4. La forme paramétrique d’un nombre flou . est une paire ordonnée

[n, @] de fonctions de Uintervalle réel [0, 1] dans R qui satisfont les conditions suivantes :
(i) T est une fonction continue bornée a gauche non croissante sur [0, 1],

(ii) n est une fonction continue bornée a gauche non décroissante sur [0, 1],
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(iii) n(1) =7a(1) = n.

Le nombre flou n défini par les fonctions n et 7 a pour fonction d’appartenance
tin o RR — [0, 1] telle que pz(x) = sup{r | n(r) < x <m(r)}; pour r € (0,1}, la r-coupe
de n est [n(r), n(r)].

Une addition et une multiplication scalaire définies par le principe d’extension de
Zadeh structurent lensemble des nombres flous; Stefanini et Sorini [SS09] rappellent
qu’ils sont exprimés de maniere équivalente avec la représentation paramétrique, comme

décrit dans le lemme suivant :

Lemme IV.2.1. Soit ¢ € R et m = [m,m] et n = [n,n] deuz nombre flous. Alors

1. m=n si et seulement si m(r) = n(r) et m(r) = n(r) pour tout réel r € [0,1],

2. m+n=[m+n, m+n,
~ [qn7qﬁ] S’Lq207
3.qg-n=

ou, pour toute fonction f de R dans R, le produit g = q - f représente la fonction définie

par g(r) = qf(r) pour tout r € R.

IV.2.3 Nombres flous L-R et représentation en tuple

Le célebre modele LR a été introduit par D. Dubois et H. Prade en 1977 dans [DP78].
Il considere des familles de nombres flous spéciaux dans lesquels les opérations arithmé-
tiques sont internes et s’expriment trés simplement. A l'intérieur d’une famille donnée, les
nombres flous sont représentés par une représentation tuple rappelée dans la définition
IV.2.5 de cette section et basée sur les fonctions de dispersion.

Une fonction H définie sur U'intervalle réel [0, +-o00[ & valeurs dans l'intervalle réel fermé
[0, 1] est appelé fonction de dispersion si H(0) = 1, H(1) = 0 et que H est continue et

décroissante sur son domaine de définition.

Définition IV.2.5. Soient L et R deux fonctions de dispersion. Un nombre flou n a

support borné est dit de type L-R s’il existe deux nombres réels positifs o et 3 tels que la
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fonction d’appartenance u; de n est de la forme suivante :

L(u) pour n—a<z<n s a#0

«

(2) 1 pour T =n
() =
Ha R(%) pour n<zr<n+p s [#0
0 pour x €] —oo,n —a[Uln+ 3, +o0].

Le triplet (n,«, ) est appelé la représentation en tuple du nombre flou L-R n. Les
nombres réels a et B sont respectivement appelés la dispersion a gauche et la dispersion

& droite de n.

Notons que le nombre réel n peut étre identifié au nombre flou n avec @« = 8 =0 et
Supp(n) = {n}.

Nous notons par §(L, R) la famille des nombre flous de type L-R. Les fonctions L et
R sont respectivement appelées fonction de dispersion a gauche et fonction de dispersion

d droite de la famille §(L, R), et par extension les fonctions de dispersion de n lui-méme.

En particulier, pour un nombre flou triangulaire, le support de n (ou de fagon équi-
valente de uj) est donc |n — a,n + B] quand a # 0 et  # 0, [n,n + B] quand o = 0 et
B#0,]n—a,n] quand o # 0 et B =0, et le singleton {n} quand o = 5 = 0.

La famille triangulaire, formée des nombres triangulaires flous, est la famille §(L, R)
ou les fonctions de dispersion L et R sont toutes deux linéaires. Dans ce cas, comme
L(0) = R(0) =1 et L(1) = R(1) = 0, nous avons L = R et cette fonction de dispersion
est égale a la fonction F' définie par F(x) = —z + 1.

Exemple IV.2.1. Soit 3 un nombre triangulaire flou dans la représentation en tuple
(3,2,2). Les figures IV.2 et IV.3 décrivent respectivement la coupe-1/2 El/g = [2,4] et la
coupe-0 Eo = [3—a,3+ 8] = [1,5] ot E = 3.

y i
1

0 1 2 j:! 4 3 s 6

Fig. IV.2 Support borné |1,5] : coupe-1/2 El/g = [2,4] du nombre flou trian-
gulaire E=3= (3,2,2).

Au sein d’une famille donnée §(L, R), un tuple (n, a, B) représente un unique élément

n. L’addition de nombres flous est une loi interne a §(L, R). La représentation tuple de
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Fig. IV.3  Support borné |1,5[ : coupe-0 Ey = [1,5] du nombre flou triangulaire
E=3=(3,2,2).

la somme de deux nombres flous £-R 11 = (n, a, 3) et n = (n',a/,3") est donnée par :
(n,0, B) + (n, . f) = (n+n',a+d B+ 5) .

La famille (F(L, R),+) est un monoide abélien avec le tuple identité 0 = (0,0, 0).

Le produit approximé "-", tel que (F(L, R),-) est un monoide abélien avec le tuple
identité 1 = (1,0,0), est distributif par rapport a 'addition. Du fait que nous traitons
uniquement d’équations a indéterminées réelles, notre étude ne fera intervenir que des
produits de la forme g - n, ou ¢ € R. Dans ce cas, le produit décrit par Dubois et Prade
devient exact. Pour n € §(L, R) le produit scalaire ¢ - n est dans §(L, R) si le réel g est

positif alors qu’il est dans F(R, L) si g est négatif. Sa représentation tuple est donnée par :

(qn,qa,qpB) € F(L, R) sig>0

q - (nvavﬁ):{

Le produit scalaire est une loi interne de §(L, R) uniquement lorsque L = R : en effet,
pour avoir §(L, R) = §(R, L), il est nécessaire que L(r) = R(7) avec ¢ > 0; alors L = R

car 0 = L(1) = R(1) et R est strictement monotone.

Les éléments de §(L, L) seront appelés des nombres flous symétriques.

Notons que l'inversion des dispersions les maintient positifs lorsque ¢ < 0 : —g [ et
—q « sont respectivement la dispersion a gauche et la dispersion & droite de ¢ - (n, «, ).

En particulier, nous avons

-n=-1-(n,o,B)=(—n,B,a) . (IV.2)

Remarque IV.2.2. Lorsque tous les calculs impliquent des produits ¢ - (na, ) ot g > 0,

il n’est pas nécessaire d’avoir L = R.
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Fig. IV.4 Graphe des fonctions 3 et 3 a partir du graphe d’une fonction d’ap-
partenance linéaire.

IV.2.4 Du tuple a la représentation paramétrique

Notre méthode de résolution s’appliquera a des équations polynomiales dont les coef-
ficients sont des nombres flous d’'une méme famille §(L, R) satisfaisant la condition suf-
fisante que les fonctions de dispersion L et R soient bijectives. Elle implique de réécrire
algébriquement chaque coefficient flou n € §(L, R) de la représentation tuple (n,a, )
dans la représentation paramétrique. Le changement de représentation est donné par les

formules de Proposition 1V.2.2 ci-dessous.

La représentation paramétrique de n est fortement liée a ses r-coupes n, puisque les

fonctions n et @ définies par
n(r) = inf,cp01) nr et n(r) = SUPy-¢[0,1] ny

satisfont les conditions de la Définition 1V.2.4. Cette relation apparait graphiquement
sur la Figure IV.4 ot z1 = n(1/2) et xo = ®(1/2) pour un nombre flou triangulaire
3=1(3,2,3).

La représentation graphique des fonctions n et 7 est obtenue par une rotation plane du
graphe de la fonction d’appartenance suivie d’une symétrie verticale. Cette transformation
est illustrée dans la figure IV.4 et dans la Figure IV.5, pour un nombre flou quadratique

3= (3,2,3), dans la figure IV.5 . Formellement elle est décrite par les formules suivantes.

Proposition IV.2.2. Soit n = (n,o,3) € §F(L,R) ot L et R sont des fonctions de

dispersion bijectives. Alors la représentation paramétrique [n,m| de n satisfait les formules
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Fig. IV.5 Graphe des fonctions 3 et 3 a partir du graphe d’une fonction d’ap-
partenance quadratique.

sutvantes :
= — L_l
n(r)=n-a I(T) (IV.3)
a(r)=n+BR(r)
En particulier, lorsque le nombre flou n est triangulaire, nous avons :
nry=ar+n—a e 7nr)=-Fr+n+p . (IV.4)

Preuve. Pour le nombre réel r € [0,1], la Définition IV.2.5 implique r = L (%*(T)) =
R (%) Comme L et R sont bijectives, n(r) et n(r) satisfont I'Identité (IV.3) de la
proposition.

Dans le cas triangulaire, on obtient la formule (IV.4) car L = R = F ou F(x) =1 —x est

bijective avec F~1 = F. O

Dans la suite du chapitre, les différents nombres flous qui apparaissent dans une équa-

tion ou un systéme sont considérés comme appartenant a une méme famille §(L, R).

1V.2.5 Précisions sur I'état de I'art

La question du sens d’une solution d’un systéme polynomial & coefficients flous s’est ra-
pidement posée. Le principe d’extension introduit par Zadeh en 1975 permet d’étendre une
fonction réelle continue & une fonction acceptant comme arguments des ensembles flous.
A partir d’une application f d’un ensemble X vers un ensemble Y et d’un sous-ensemble
flou A défini sur X, ce principe stipule que I'image par f de A, f(A), est un sous-ensemble

flou B de Y dont la fonction d’appartenance est définie par pup(y) = sup pa(z). En
x| y=f(z)
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1990, Buckley et Qu [BQ90] concluent que trop souvent, I’approche fondée sur le principe
d’extension est trop restrictive, et qu’un nouveau concept de solution est nécessaire afin
qu’une équation quadratique a une variable ait toujours une solution. Considérer I’inclu-
sion ou l'intersection non vide plutot que I'égalité des fonctions d’appartenance a conduit
a une formulation non unique. La question se pose méme pour les systemes linéaires :
Friedman et al. [FMK98] distinguent ainsi les solutions floues fortes et faibles, et diffé-
rents algorithmes présentés dans des articles ultérieurs peuvent retourner des solutions
au sens ambigu. Dans la mesure ou les systémes linéaires avec intervalle peuvent étre
considérés comme un cas particulier de systémes linéaires flous, les techniques d’analyse
par intervalle ont été exploitées : Muzzioli et Reynaerts [MRO06] étudient ainsi I'existence
d’un élément homologue dans le cas linéaire flou, pour différentes notions de solutions
dans la résolution de systemes linéaires avec intervalles. Cependant, les méthodes basées
sur ces techniques se heurtent a des problemes dus aux intervalles inadéquats qui peuvent
apparaitre. En 2015, Lodwick et Dubois [LD15] se penchent sur la sémantique et les liens
unissant systémes linéaires flous et systémes linéaires a intervalles, dans une approche
unifiée qui clarifie les résultats anormaux ou inconsistants des travaux précédents.

Nous réexaminons dans la suite I’approche globale utilisant des techniques algébriques
classiques [MBR13, FRBM15, BBRV16, FPA19] et nous la renforgons amplement. Dans
le passé, les approches locales et globales se concentraient sur les nombres flous dits
triangulaires, c’est-a-dire, avec des fonctions de dispersion linéaires. Les résultats présentés
ici considerent plus généralement des coeflicients flous L-R symétriques avec un support
borné et les mémes fonctions de dispersion bijectives comme, par exemple, les nombres
flous quadratiques, dont les fonctions de dispersion sont quadratiques. Comme dans les
précédents travaux sur ce sujet, notre notion de solution repose sur ’égalité des fonctions

d’appartenance.

IV.3 La transformation réelle d’'une équation floue

Le but est de résoudre dans R un systeme d’équations polynomiales dont les coef-
ficients sont des nombres flous symétriques appartenant a une méme famille F(L, L) ou
L est bijective. Pour ce faire, nous transformons indépendamment chaque équation afin
d’obtenir des systéemes polynomiaux a coefficients réels pour qu’ils puissent étre résolus
par des méthodes algébriques. Cette section est consacrée a la transformation d’une seule
équation. Notons qu’en pratique nous ne rencontrons pas une seule équation multivariée
isolée. Pour un systéme réduit & une unique équation, le nombre de variables est généra-
lement réduit a une seule. Ce cas particulier peut étre traité avec notre méthode ou par
d’autres, comme [AOO06], et plus récemment [FPA19], mais ce n’est pas l'objectif de ce

travail.
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Nous utilisons la terminologie suivante : une variable est dite réelle si elle représente
un nombre réel; une variable réelle est dite positive si elle représente un nombre réel
positif, c’est-a-dire appartenant & R™; un k-uplet (by,...,b) de variables réelles ou de
nombres réels est dit positif si chaque composante b; est positive. Dans cette section, nous
considérons une équation algébrique (E) avec des coefficients flous L-R symétriques et k

variables réelles x1, ...,z aussi appelées les indéterminées.

Le probléme lors du calcul avec des variables réelles et des nombres flous vient des
nombres flous exprimés comme un produit ¢-n, car les dispersions dépendent du signe de
¢ € R (voir le Lemme 1V.2.1). Dans I’équation floue (E), chaque monéme m = z* - .. $Zk
(d; € N) dont le signe est inconnu a priori avant évaluation, joue le réle de ¢; notons
que si chaque exposant d; est pair, m est positif. Lorsque le k-uplet © = (x1,...,zx) est

positif, le monéme m est nécessairement positif.

Ainsi, pour éviter ce probleme de signe, dans la Section 1V.3.2, nous allons chercher a
obtenir les solutions réelles de (F) dans R¥ & partir des solutions positives de 2% équations
floues auxiliaires F(I), ou I € {—1,1}*. Nous appellerons ces derniéres équations les

équations induites de F.

Dans les Sections 1V.3.3 et 1V.3.4, comme nous ne considérons que les variables
réelles positives, les coeflicients flous ne doivent pas nécessairement étre symétriques mais
peuvent plus généralement appartenir & une famille unique (L, R) ou L et R sont bijec-
tives. Dans la Section IV.3.3, nous construisons une forme tranchée de (E) afin de déduire
une forme tranchée collectée de (E); en d’autres termes un systéme algébrique d’équa-
tions a coefficients réels dont les solutions positives sont celles de (E). La forme tranchée
collectée est formée de quatre équations obtenues par un algorithme qui ne s’applique
que dans le cas ou les coefficients flous sont triangulaires. De plus, dans la Section 1V.3.4,
nous établissons une formule qui fournit une forme tranchée particuliere de (E) formée par
seulement trois équations. Nous 'appelons la transformation réelle de (E) et la désignons

par T (E).

Ensuite, dans la Section IV.4, nous montrons que pour obtenir toutes les solutions
réelles de (F), il est nécessaire et suffisant de collecter les solutions réelles positives des
2k transformations réelles 7 (E(I)), ot E(I) est une équation floue induite de (E). En
pratique, les équations E(I) ne sont pas distinctes deux a deux et il n’est pas nécessaire
de résoudre chacun des 2* systemes T (E(I)).

La Section IV.3.5 compare la transformation réelle 7 (E) a la forme tranchée collectée
usuelle donnée dans la littérature pour le cas triangulaire. La Section IV.3.6 généralise

finalement les résultats aux nombres flous trapézoidaux.
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1IV.3.1 Préliminaires

Posons d = (dy,...,d;) € N¥, & = (21,...,23), et % = :r:ill-'-xz"’ le monome de
multidegré d en les variables z1, ..., z;. De méme, pour a = (ai,...,ar) € R*, on désigne
par a? le produit aill .- ~aik. Pour y = (y1,...,yk), nous désignons par x X y le produit

classique (1 y1, ..., % y). Notons que (z x y)¢ = x9y<.

Dans cette section, nous considérons 1’équation polynomiale suivante

(B): >  nmazt=m (IV.5)
deExpon(FE)

ol les coefficients sont donnés dans leurs représentations en tuple respectives : m =
(m,a, B) et ng = (ng, g, Ba) # (0,0,0) pour chaque d dans Expon(FE), un sous-ensemble
fini de N¥. Par exemple, lorsque k = 3 et (E) est 1’équation gm%xg —i—T:U% = 6, Expon(F)
est le sous-ensemble {(2,1,0),(0,0,4)} de N3,

Lorsque nous cherchons les solutions positives de (F) seulement, dans le cas ¢ > 0
de T'Identité (IV.1), il n’est pas nécessaire d'imposer L = R : m € §(L,R) et ng €
(L, R)\{(0,0,0)}, d € Expon(FE). Nous désignons par Sol™(E) I’ensemble des solutions

réelles positives de (E) :

Solt(E)={aecR™| Y gat=m}
deExpon(E)

Dans le cas ¢ < 0 de I'Identité (IV.1), pour les solutions dans ’ensemble des nombres
réels, les coefficients sont nécessairement des nombres flous symétriques : m € §(L, L)
et ng € §(L,L)\{(0,0,0,0)}, d € Expon(F). Nous désignons par Sol(E) ’ensemble des

solutions réelles de (F) :

Sol(E) = {a € R* | Z nga=m}
deExpon(E)

Nous cherchons Sol(E) en utilisant les r-coupes de fagon & obtenir un systéme algébrique
a coefficients réels qui peut étre résolu avec des méthodes classiques de calcul formel.

Cependant, selon I'Identité (3) du Lemme IV.2.1, la r-coupe de ng % dépend du signe
de x? alors que ce signe est autant inconnu que ceux des indéterminés z1, ..., x.

C’est pourquoi nous devons considérer le cas ou les indéterminés x1, . ..,z sont réelles
et positives. Seulement nous voulons obtenir I’ensemble de tous les zéros réels de (E), pas
seulement les zéros positifs. C’est la discussion de la Section 1V.3.2. Cette section vise
& construire Sol(E) & partir des 2¥ ensembles de zéros réels positifs de Sol™(E(I)) des

équations floues induites F(I), ot I parcourt les k-uplets de {—1,1}.
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Aprés la Section IV.3.2, il restera & déterminer comment calculer les 2F ensembles
Sol*(E(I)). Dans cette optique, les Section IV.3.3 et Section IV.3.4 supposent que chaque
variable est réelle et positive. Dans ce contexte, nous établissons la formule de la trans-
formation réelle 7(E) de (E). Les solutions positives du systéme algébrique réel T (FE)
sont exactement les solutions positives de I’équation algébrique floue (E). Dans ces deux

sections, I’équation floue (F) jouera le role de chacune de ses équations induites E(T).

IV.3.2 Solutions de (E) en fonction des solutions positives de ses équations
induites

Soit @ = (a1, ...,a;) € R¥. Nous posons |a| = (|a1|,...|ax|) ot |b| désigne la valeur
absolue de b € R. Notons que |a?| = |a|?. Le k-uplet des signes des composantes de a est
e(a) = (sign(ay),...,sign(ax)) € {—1,1}*. La valeur e(a)? = [TF_, sign(a;)% est le signe

1 ou -1 du réel a® et nous avons
d d d d d
a? = e(a)? |a?] = e(a)* |al

4 consiste & remplacer le monéme x? par

L’évaluation en la valeur a d’un terme ng x
sa valeur a? = e(a)? |a|?. Selon I'ldentité (3) du Lemme IV.2.1, quand le signe €(a)? de

a? est 1, la r-coupe du nombre flou ng a® est
[n4(r) |a|?, ma(r) lal®] ,
et si ce signe est —1 alors la r-coupe est

[~ 7a(r) [al?, —ng(r) al? ]

4 en sa représentation paramétrique sans

Il est donc impossible de transformer ngx
connaitre le signe de 2. Notre idée pour contourner ce probléme de signe inconnu de %
est d’introduire un k-uplet artificiel I € {—1,1}* pour les signes des indéterminés. Alors
le réel I peut étre multiplié par le coefficient ng et & peut étre supposé positif. Cela

conduit & construire & partir de (E) 2* équations floues induites E(I) définies ci-dessous.

Définition IV.3.1. Soit (F) une équation algébrique floue avec k variables et des coef-
ficients flous symétriques donnée par (IV.5). Les équations induites de (E) sont les équa-

tions suivantes :

EI): > I*nga®=m ou Ie{-1,1}" (IV.6)
deExpon(E)

Notons que (E) = E((1,1,...,1)). Dans E(I), le k-uplet I joue le role du k-uplet e(a)
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des signes d'une solution possible a de (E). Pour chaque terme I ng & dans la partie
gauche de E(I), 14 € {—1,1} joue le role du signe £(a)?® de a? alors que le signe de x4
lui-méme est considéré comme positif. Dans E(I), il n’y a pas de probléme pour exprimer
les r-coupes de I? ng ¢ avec x positif alors que c’est impossible dans (E) pour ng ¢

puisque x n’est pas nécessairement positif.

Pour décrire les relations entre les solutions des équations (F) et E(I), pour q =

(q1,...,qr) € R¥ et S C R¥, nous introduisons la notation suivante :
g8 = {gxa=(qai,...,qa;) | a=(a,...,ar) €S}
Lemme IV.3.1. Soit I € {—1,1}¥ et E(I) une équation induite de I’équation (E). Alors

Sol(E) = I @ Sol(B(I)) et Sol(E(I)) =I® Sol(E) .

Preuve. Comme I x I = (1,...,1), il suffit de prouver la premiére égalité. Pour b € R¥

une solution de E(I), nous avons

m=> I%ngb*=>" ng (I xb)".
d d

Donc I x b est une solution de (E).

Inversement, soit a € Sol(E). Alors b = I x a est une solution de F(I) puisque

m=> ng(IxIxa)®=>" I'ng(Ixa) O
d d

Pour chaque a € R¥, il existe I € {—1,1}* tel que e(a) = I et pour lequel I’évaluation
de E(I) en |a| est identique & celle de (E) en a. La question de trouver toutes les solutions
de (F) a partir des solutions positives de ses équations floues induites E(I) est résolue

par le théoreme fondamental suivant :

Theoréme IV.3.2. Considérons une équation algébrique floue (E) avec des coefficients
flous symétriques. Alors, l’ensemble des solutions réelles de (E) est formé par les I X b o
I parcourt lensemble des k-uplets {—1,1}* et b parcourt I’ensemble des solutions positives
de E(I). En d’autres termes,

Sol(E) = |J I®Sof(E()).
Ie{-1,1}*k

Preuve. 1l découle du Lemme IV.3.1 que chaque I ® Sol™(E(I)) C Sol(E). Inversement,
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4 —¢(a)?|a’| = e(a)? |a|? . 1l s’ensuit que

ﬁ:Zadﬁg:Z e(a)? |al? ng
d

d

si @ € Sol(F) alors a

En posant [ =¢e(a) et b= |a| € R+* on obtient I x b = e(a) x (e(a) x a) = a ou b est
une solution de E(I). O

Remarque IV.3.1. Les coefficients flous symétriques de (E) étant donnés dans leur
représentation en tuple, les équations induites E(I) sont en réalité directement dérivées
de (E). Pour tout d dans Ezpon(E) le coefficient I¢ ng est égal  ng lui-méme quand
I% = 1, sinon selon (IV.2), il est égal d (—ng, Ba, aq) quand 14 = —1. Ceci assure que
pour trouver l’ensemble de toutes les solutions réelles de (E), il suffit d’étre capable de

calculer les solutions réelles positives de n’importe quelle équation floue.

Dans la pratique, les 2F équations floues E(I) ne sont pas toujours deux-a-deux dis-
tinctes. En particulier, dans le cas ou chaque composante d; de tout d = (di,...,d;) €

Expon(F) est paire, toutes les équations induites F/(I) sont identiques & ’équation (F).

Exemple IV.3.1. Soient 3,1,6 € §(L, L). Prenons k = 3 variables 1, x2, 3 et considé-
rons I’équation
(E) : 3a2zo+1z3 =6

Les 8 = 23 triplets de {—1,1}® sont : I} = (1,1,1), I = (1,1,-1),I3 = (=1,1,1),I4 =
(-1,1,-1),I5 = (1, -1,1),Is = (1,—1,—1),I; = (—1,—1,1) et I = (—1,—1,—1). I y a
seulement deux équations induites distinctes E(/;). En effet, puisque Expon(E) = {d; =
(2,1,0),d2 = (0,0,4)}, nous avons IJdQ = 1 pour tout j = 1,...,8. Ainsi, les huit I; se
scindent en les deux groupes suivants : celui pour j =1,...,4 avec I;ll =1 et celui pour
j=5,...,8 avec I = —1. Donc (E) = E(I;) pour j = 1,...,4 et E(I5) = E(I;) pour
j=5,....8.

Pour j = 5,...,8, la représentation en tuple des coefficients de E(I;) est déterminée
a laide de la Remarque IV.3.1 : avec 3 = (3,a1,81), 1 = (1, az, 32) et 6 = (6,, 3), nous
avons —3 = (=3,B1,01) et

E(I]) : (_37ﬁ17a1)$%x2 + (1,&2,,82).T§ = (67a7ﬁ)'

D’apres le Théoreme IV.3.2, nous avons
4 8
Sol(E U I; ® Sol* (E(I4)) U U I ® Sol* (E(I5))
j=1 j=5

Les sections qui suivent sont consacrées a la recherche des solutions positives de (E)
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que nous appliquerons a chaque équation E(I), en tenant compte de la Remarque 1V.3.1

illustrée dans I'’exemple précédent.

IV.3.3 Forme tranchée de (E) pour trouver Sol*(E)

Dans cette section et la suivante, nous exprimons les solutions positives de (E). Puis-
qu’il n’est pas nécessaire de supposer L = R, nous considérons plus généralement que les
coefficients flous se trouvent tous dans une famille unique §(L, R) ou L et R sont bijectifs.

Comme expliqué précédemment, nous appliquerons les résultats de cette section a
chaque équation induite E([). La résolution algébrique de I’équation floue (F) est gé-
néralement basée sur le passage de la représentation L-R des nombres flous a leur re-
présentation paramétrique. Dans la présentation ci-dessous, nous renforcons de maniere
significative cette méthode classique pour les coefficients flous triangulaires en 'appliquant
a un systeme générique et en ’étendant & des coeflicients flous plus généraux.

D’apres le Lemme IV.2.1, 'équation (E) se réécrit en deux égalités sur les r-coupes
de ses membres gauche et droite si tous les %, d € Expon(FE), représentent des réels de
méme signe. En effet, selon la Regle (3) de ce lemme, la multiplication d’un nombre flou
par un scalaire ¢ se divise en deux cas : ¢ < 0 et ¢ > 0. Ainsi nous ne cherchons que les

solutions @ € R+" puisque le réel ¢ := a® est alors positif pour chaque d € NF.

Selon le Lemme IV.2.1, ’équivalence suivante s’applique a tout a € R+ .

a € Sol™(E) <= Z ng(r) a?, Z ng(r) at| = [m(r), m(r)|
deExpon(E) deExpon(E)
(IV.7)

Cette équivalence nous amene a considérer le systéeme C(F) suivant de deux équations a

coefficients réels et a k + 1 variables z1,...,x,r, appelé la forme tranchée de (E) :

. deExpon(E)
) > ma(r) x4 = m(r)

deExpon(E)

Soit F' un ensemble fini d’équations dans R[x1, ..., xg, r]. Nous posons
Soli (F) = {a e R*" | vr € [0,1] (a1,...,ax,r) € Sol(F)}

oit Sol(F) est 'ensemble des solutions de F' dans RF+1. Prenons a = (ay, ..., a;) € RT".
D’apres I'Equivalence (IV.7), le k-uplet a est une solution de (E) si et seulement si pour
tout réel r € [0,1] le (k + 1)-uplet (ai,...,ax,r) est une solution de la forme tranchée

C(E). En d’autres termes, Sol; (C(E)) est I'ensemble des solutions positives de I'équation
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floue (F) :
Sol™(E) = Solf (C(E)) . (IV.8)

Exemple IV.3.2. Reprenons l’équation floue (E) de ’'Exemple IV.3.1 avec des coef-
ficients flous triangulaires. Nous rappelons que leurs r-coupes sont données par les for-
mules (IV.4) et que Expon(E(11)) = Expon(E(I5)) = {(2,1,0),(0,0,4)}. Les représenta-
tions paramétriques des coefficients des deux équations induites sont alors écrites comme

suit :

e ng, =3 =[a1r+3—ay,—fir+3— B pour E(I);

® Ng, = —3 = [617“ —3—p1,—ar —3 — Oq] pour E(I5) ;

° ng, =1= [aor +1 — g, —for + 1 — 2] et 6 = [ar +6 — o, —fr + 6+ (] pour E(I;)
et E(I5)

Par conséquent, les formes tranchées respectives des deux équations distinctes induites
de (E) sont :

C(E(L)): (ir+3—a1) 23z + (aor+1l—ag)rd =ar+6—a
1)) : (_/817'—1-3—/31)%'%%2 + (—ﬁgT’—l—l—ﬂz)x% = Br+64+8

C(E(Is)) : (617"—3—51)%%%2 + (0427“—1—1—042);3‘31 —ar+6—a
U\ (rerr—3-anader + (<Pt 1l-B)ah =-Bre6+p

Dans le cas particulier triangulaire, illustré dans I’Example IV.3.2 ci-dessous, la forme
tranchée possede deux équations avec dans chaque membre des expressions linéaires en
une seule indéterminée r; c’est une conséquence des formules (IV.4) restreintes au cas
particulier triangulaire. Le cas triangulaire est simple car les fonctions de dispersion sont
égales & F : x +— 1 —x, avec F~! = F. Le théoréme suivant traite le cas général avec deux

interminées, lorsque les fonctions de dispersion sont justes bijectives :

Theoréme 1V.3.3. Soient L et R deux fonctions de dispersion et

B: Y mal=m,
deEzxpon(E)

une équation floue a coefficients dans la famille §(L, R) donnés dans leurs représentations
en tuple comme suit : m = (m,a, ) et ng = (ng,aq,Bq) pour d € Expon(E). Si les
fonctions de dispersion L et R sont bijectives alors la forme tranchée de (F) est donnée
par :

Sngxt—-m+ (- agxh)u = 0
d

C(E) : d
(&) S naat -k (G4 faaty = 0,

(IV.9)
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otu=L"1(r) etv=R(r) pour tout r € [0,1]. Pour a € R+* nous avons a € Sol™(E)
si et seulement si, pour tout r € [0, 1], le systéme (IV.9) est satisfait par le (k + 2)-uplet
(ala ey O, L_l(r)ﬂ R_l(r))'

Preuve. Par définition, une fonction de dispersion H envoie [0, 1] dans lui-méme, et si de
plus H est bijective, alors son inverse H ! est continue et décroissante avec H1(1) = 0
et H=1(0) = 1. Supposons que les fonctions de dispersion L et R soient bijectives. Comme
chaque 7 appartient & [0, 1], nous pouvons poser u = L~!(r) et v = R~!(r). Lorsque r
parcourt [0, 1] dans le sens croissant, les parameétres u et v parcourent le méme intervalle
[0,1] dans le sens décroissant par définition des fonctions de dispersion. Ainsi, selon les

formules (IV.3), la forme paramétrique des coefficients de I’équation (E) est donnée par

m

(ry = m-—au , m(r) = m+pv

Alors la forme tranchée C(E) de (E) donnée dans (IV.8) s’écrit comme un systéme de
deux équations avec k + 2 variables x1,..., T, u,v, ou u et v sont dépendantes 'une de
lautre (L(u) = R(v) sur [0,1]) :

Y ngxt—aguz?=m—au

C(E): d
(B) S ng x4 fgv ? =m + Bo.
d

En rassemblant tous les termes a gauche des deux égalités, on retrouve la forme tranchée

exprimée sous la forme (IV.9) du théoreme.

La derniére affirmation du théoréme sur Sol™ (E) découle directement de 1'Identité (IV.8).
O

Ce qui est remarquable, c’est que le Théoreme 1V.3.3 requiert seulement que les res-
trictions sur [0, 1] des deux fonctions de dispersion L et R soient bijectives.

Notre approche permet a la fois d’améliorer et de généraliser les méthodes connues a
ce jour. Par exemple, les résultats de [MBR13] et [BBRV16] sont restreints aux nombres
flous triangulaires. En effet, la forme tranchée de (E) avec deux parameétres u = L~1(r)
et v = R7!(r) donnée dans I'ldentité (IV.9) est une généralisation de la forme tranchée
connue dans le cas triangulaire avec un seul parameétre r ou r € [0, 1].

Dans les articles précités, pour chaque probléme a résoudre, l'algorithme calcule le
systéeme C(F) en les variables x1,...,x, 7, qui est linéaire par rapport a r. Puis il est ré-
écrit en un systéme équivalent de quatre équations algébriques en x1, ..., x; & coefficients
réels, appelé forme tranchée collectée de (F).

Dans la section suivante IV.3.4, nous montrons comment obtenir une forme tranchée

collectée particuliere réduite & trois équations et non pas quatre, pour toute famille F(L, R)
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avec des fonctions de dispersion L et R bijectives. Il s’agit de la transformation réelle de
(E). De plus, nous donnons explicitement sa formulation & partir de (E).
IV.3.4 Transformation réelle et les solutions réelles positives de (F)

Nous définissons ici la transformation réelle d’une équation floue (E) et montrons que

ses solutions réelles positives sont aussi celles de (E).

Définition IV.3.2. Soient L et R deux fonctions de dispersion et

B): Y maai=m
deExpon(E)

une équation floue a coefficients symétriques dans la famille §(L, R) donnés dans leurs
représentations en tuple comme suit : ng = (ng, ag, Bq) (d € Expon(FE)) et m = (m, «, ).

La transformation réelle T(E) de (E) est le systeme polynomial sur R suivant :

> ngxd = m
deExpon(E)
) > agx? = «
T(E) : deEraan(E) d (IV.11)
> fazt = B.
de€Expon(E)

Cette définition s’étend naturellement & un systeme () d’équations floues telles que (E).
Nous désignons par 7(S) sa transformation réelle, c’est-a-dire le systéme formé par les

transformations réelles des équations de (5).

Theoréme 1V.3.4. Selon les données de la Définition IV.5.2, si les deux fonctions de
dispersion L et R sont bijectives alors l’ensemble des solutions réelles positives de (E) est

celui de sa transformation réelle T (E) ; en d’autres termes :
Sol™(E) = Sol™ (T (E))

Preuve. Fixons a € RT". Comme les fonctions de dispersion L et R sont bijectives, nous
pouvons appliquer le Théoréme IV.3.3. Selon ce théoréme, nous savons que a € Sol™ (E)
si et seulement si, pour tout r € [0,1], la forme tranchée de (E) exprimée en (IV.9) est
satisfaite par le (k + 2)-uplet (a1, ...,ar, L=1(r), R71(r)).

Avec r = 1, nous avons u = L71(1) = 0. Alors a € Sol'(FE) satisfait 1’équation
>, nax?

et nous trouvons la méme équation, et non une seconde distincte. C’est pourquoi nous

= m. Notons que lorsque r = 1 nous avons également v = 0 car R(0) = 1,

obtenons trois équations au lieu de quatre. Ensuite, en prenant » = 0 nous avons u =
L7Y0) = 1 et v = R7!(0) = 1. En remplacgant dans (IV.9) I'expression 3, nqgx? —m
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par 0 et chaque variable u et v par 1, nous déduisons qu’une solution positive de (E) est
aussi une solution positive de la transformation réelle 7(E) de (E).

Pour 'inclusion inverse, nous considérons la forme tranchée C(E) comme un systeme
polynomial en les variables de @ et a coefficients dans 'anneau R[u,v]. Toute solution
(a,...,a;) € RF de T(E) est aussi une solution de C(E) dans R¥ quels que soient les
parameétres u et v dans Uintervalle [0, 1]. Evidemment cela reste vrai quand ils sont de
plus reliés par la contrainte L=!(u) = R™!(v) € [0,1]. Par conséquent, toute solution
réelle positive de la transformation réelle 7 (FE) est aussi une solution réelle positive de
I’équation floue (F) O

Le Théoreme IV.3.4 assure que trouver les racines réelles positives de (E) revient a
trouver les racines réelles positives de sa transformation réelle 7 (FE). Il n’est donc pas
utile de développer des calculs intermédiaires sur la représentation paramétrique comme
les méthodes précédentes I'ont fait dans le cas spécifique triangulaire.

A partir de Pexpression de la transformation réelle T(E) de E, nous pouvons mainte-
nant déduire celles de ses équations induites F(I). En nous référant & la Remarque 1V.3.1,

nous obtenons immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire IV.3.1. Sous les hypothéses de la Définition IV.3.2, soit I € {—1,1}* et E(I)
léquation induite de E définie dans (IV.6).

Alors la transformation réelle de E(I) est donnée par :

Y ongzt— Y ngzd = m
d|14>0 d|19<0
d d _
T(B(1): Q2 ca®t 3 fawt = o (IV.12)
> Baxti+ Y gzt = B
d|T4>0 d|14<0

Si, de plus, les fonctions de dispersion L et R sont toutes deuz bijectives alors Solt (E(I)) =

Sol™ (T(E(1))).

IV.3.5 Comparaison avec les méthodes précédentes dans le cas triangulaire

Considérons un systeme (S) formé par s équations polynomiales & coefficients flous.
Dans le cas particulier de nombres flous triangulaires utilisés comme coefficients, les au-
teurs de [MBR13] et [BBRV16] calculent une forme tranchée collectée de (S) formée par
4 s équations algébriques réelles. Dans cette partie, nous nous intéressons a la relation
entre leur forme tranchée collectée avec 4 s équations et notre systéme tranché collectée
avec 3 s équations, a savoir la transformation réelle de (S). Les ensembles respectifs de
solutions réelles positives de ces deux systeémes sont égaux a Sol(S); c’est le principe de

toute forme tranchée collectée de (5).



112CHAPITRE IV. CALCULER LES SOLUTIONS REELLES DES SYSTEMES POLYNOMIAUX FLOUS

Considérons ci-dessous le systeme F de la Section 6 dans [BBRV16] :

Appliqué a la premieére équation, ’algorithme proposé dans [BBRV16] produit la forme

tranchée collectée suivante :

xy + 23y3 — 3+ 2%y? = 0,

zy+ 2222 —4+ 233 =0
—zy — 23y} +3 —2%y% =0
3ay+4x%y? —10+3232 =0

et il produit la forme tranchée collectée suivante de la deuxiéme équation de F} :

zy +32%y? + 2233 — 6 =0,
4oy —2?y> =3 =0,

—zy — 23y3 +3 —2%y* =0,
62y + 322y — 124+ 323> =0

Appelons T le systéme formé des huit équations précédentes.

Par ailleurs, en appliquant a F; notre formule (IV.11) définissant la transformation

réelle, on obtient T (F}), le systéme suivant a six équations :

2zy + 32y 4+ 223y3 =7
Yy + 2?y? + 23y =3

Ty + x2y2 + 1:3y3 =3
S5xy + 2x%y? 4+ 223y = 9
zy + 32%y? + 2233 = 6
zy + 2%y? + 23y3 =3

T(Fy) :

Un calcul facile montre ’équivalence des systémes 77 et 7 (F;) dont 1’ensemble des
solutions est {(z,y) € R | xzy = 1}. Ce phénomene d’équivalence entre les deux approches
peut s’expliquer de maniere trés générale comme nous le montrons ci-dessous en consi-
dérant le calcul classique de la forme tranchée collectée obtenue par une application de
lalgorithme de [BBRV16] sur ’équation générique (IV.5) de (E).

Soient m = (n,a, ) et ng = (ng, g, fa) (d € Expon(FE)) les représentations en tuple

respectives des coefficients flous de (E) qui sont supposés triangulaires. Selon les formules
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(IV.4), dans le cas triangulaire les r-coupes sont données par

na(r) = [agr+ng—aq,—PBar +nqg+ Pa] pour d e Expon(E), et
m(r) = [ar+m—a,—Br+m+f].

Pour un nombre flou triangulaire, L = R = F, ot F(z) = F~!(z) = 1 — z est connue, les
méthodes précédentes remplacent directement L~'(r) et R~!(r) par leur expression en la
variable r dans les équations. C’est ainsi qu’elles se retrouvent dans la forme tranchée de

(E) exprimée ci-dessous comme deux polynomes en la variable 7 :

C agxt—a)r+3 (ng—ag) ¢ —m+a=0
d d

C(E): 4 4
(B—Zd: Ba x )r+§(nd+ﬁd)w —-m—-—p3=0.

Un k-uplet (z1, ..., 2;) € R¥ est une solution de C(E) pour tout r € [0, 1] si et seulement si
les coefficients constants et ceux de la variable r de ces équations indépendantes sont tous
nuls (car un polynéme non nul de degré 1 posséde une seule racine). La forme tranchée

collectée de (E) s’écrit alors :

3 g x? = «
;:(nd—ad)a:d = m-u«
%ﬁdmd = p
\%:(ngﬁ-ﬁd):cd = m+p3.

En appliquant cette transformation a chaque équation du systeme Fj, nous trouvons la
forme tranchée collectée T} de notre exemple. Pour 1’équation générique (F), en injectant
la premiere équation dans la seconde et en notant que la derniére équation est la somme
des trois autres, nous obtenons la transformation réelle 7 (F) avec trois équations définies
en (IV.11).

IV.3.6 Cas des nombres flous trapézoidaux

Dans cette section, nous étendons la définition des nombres flous aux nombres flous
trapézoidauz, en nous autorisant & prendre pour ' ({1}) un intervalle [a, b] et non plus la
seule valeur n. Comme mentionné en Section IV.2.1, nos résultats s’adaptent aux nombres

flous trapézoidaux symétriques a support borné.

Dans ce contexte, un nombre flou n a support borné est de type L-R si sa fonction
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d’appartenance 7 a la forme suivante :

u) pour a—a<z<a si a#0
pour x € [a,b]

pour b<z<b+p si B#0
pour z €] —o0,a—a[U]b+ 3, +00]

Alors la représentation en tuple du nombre flou 7 est le quadruplet (a, b, o, 3).

L’expression de la représentation paramétrique donnée dans la Proposition 1V.2.2
prend la forme suivante pour un nombre trapézoidal de type L — R dont les fonctions de

dispersion L et R sont bijectives :

n(r)=a—au
n(r)=b+ Bv ot u = L7 (r) et v= R (r) pour r € [0,1]

Premiérement, nous cherchons les solutions réelles positives d’une équation
(E) : X dcExpon(E) Nd x? = m avec des coefficients flous trapézoidaux de type L-R, ol
ng = (ag,bq, ag, Bq) et m = (a,b, «, ) sont leurs représentations en tuple. Pour ce faire,
nous calculons sa transformation réelle T (F) sans recourir a I’hypotheése de symétrie sur les

coefficients. Les formes paramétriques (IV.10) données dans la preuve du Théoréme IV.3.3

deviennent
ng(r) = aqg—oaqu ng(r) = bg+Pqv pour d € Expon(E) ;
m(r) = a—au , m(r) = b+pBv

En appliquant I'argument de Section IV.3.4 (ici L(1) = R(1) =0 et L(0) = R(0) = 1),
nous obtenons de la méme maniére une transformation réelle de (F), mais cette fois avec

quatre équations :

Sagx? = a
Ed: bgx? = b

T(E) % ay ol — a (IV.13)
EZD Bax? = 3.

Deuxiémement, 'utilisation de la transformation réelle pour résoudre les systémes
polynomiaux flous se transpose directement aux systeémes a coefficients flous trapézoidaux
symétriques.

Les algorithmes proposés dans ce chapitre restent valables pour les nombres flous
trapézoidaux. Seule la fonction algorithmique RealTransform(S), qui retourne la trans-

formation réelle d’un systéme flou (S) a s équations, doit étre adaptée afin de retourner
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la transformation réelle 7(S) avec 4 s au lieu de 3 s équations, en appliquant la formule
(IV.13) a chaque équation de (.5).

IV.4 Résolution réelle des systéemes polynomiaux flous

La résolution d’un systéme flou (S) de s équations a coefficients dans §(L, L) découle
directement des résultats pour une seule équation. Dans la Section IV.3, de ’équation
(E) nous déduisons 2F équations floues induites E(I), ot I parcourt les 2% k-uplets de
{—1,1}*. En appliquant le Théoréme IV.3.2 les solutions de (E) sont déduites des so-
lutions positives de chaque équation floue induite E(I). Le Corollaire IV.3.1 assure que
les solutions positives de chaque E(I) sont les solutions positives de la transformation
réelle T(E(I)). Dans cette section, pour le systeme (.5), nous considérerons de la méme
maniére 2% transformations réelles 7(S(I)) de systémes induits S(I) avec 3 s équations
oit I parcourt les 2F k-uplets de {—1,1}*.

Cette section établit le Théoreme principal IV.4.1 qui exprime les solutions réelles d’un
systéme & partir des solutions positives des 2¥ transformations réelles de ces systémes in-
duits. Un premier algorithme résulte d’une application directe de ce théoréme. Ensuite,
nous discutons de la facon de réduire le nombre d’instructions de calcul en déduisant
certains des 2¥ ensembles de solutions réelles de (S) & partir des solutions réelles posi-
tives de certains systeémes T (S([)) précédemment traitées par ’algorithme. Ces éléments

conduisent a l'algorithme optimisé SolveFuzzySystem présenté a la Section IV.5.

IV.4.1 Fondations

Soient (E1),...,(Es) les s équations floues du systeme (.S) avec des coefficients flous
symétriques. Pour chaque I € {—1,1}* nous désignons par S(I) le systeme flou induit
formé par les s équations floues induites Ey(I),..., Es(I) selon la notation de la Sec-
tion IV.3.2. Pour chaque I € {—1,1}* la transformation réelle 7(S(I)) du systéme induit
S(I) est le systéeme de 3 s équations formé par les transformations réelles des équations
induites E1(1),...,Es(I).

Le théoréme principal qui suit est une conséquence directe du Théoreme 1V.3.2 et du
Corollaire 1V.3.1 :

Theoréme IV.4.1. Soit (S) un systéeme flou a coefficients dans une méme famille
S(L,L). Si la fonction de dispersion L est bijective alors l’ensemble des solutions de
(S) est l'union des I x b pour tous les k-uplets b qui sont des solutions réelles positives

de la transformation réelle T(S(I)) ou I parcourt {—1,1}*. En d’autres termes,

Sol(S) = |J {Ixb | beSa (TSI }= |J T®Sol*(T(S()).

Ie{-1,1}* Ie{-1,1}*
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Un premier algorithme pour la résolution réelle des systemes flous, appelé BA-SFS,
découle naturellement du Théoreme IV.4.1 et des résultats précédents. Il est donné ci-
dessous. Son entrée est un systéme polynomial & coefficients flous donnés dans la repré-
sentation en tuple et supposés appartenir & une méme famille §(L, L) dont la fonction de

dispersion L est bijective. Il est basé sur les fonctions suivantes :

— Multisign(j) est la bijection naturelle entre {0,...,2%¥ —1} et {—1,1}* : I'image de
Pentier j = Z?igl b:2% est le k-uplet I = (o, ..., con_1) € {—1,1}F avec ¢; = 2b;—1;

— RealTransform(S, I) applique la formule (IV.12) pour retourner les 3 s équations
de la transformation réelle du systeme flou S(I) de s équations (il s’agit de 4s

équations lorsque les nombres flous sont trapézoidaux) ;

— SolPos(SR) renvoie les solutions réelles positives d'un systeme SR d’équations po-
lynomiales a coefficients dans R. Elle peut étre basée sur n’importe quelle méthode
de calcul formel connue pour résoudre un tel systéeme. Par exemple, dans 'implé-
mentation décrite a la Section IV.6 c’est la méthode de décomposition de Wu en

systémes polynomiaux triangulaires qui est utilisée [Wu87].

Algorithme 12 BA-SFS, un algorithme basique pour résoudre les systemes flous

Require: S, un systéme polynomial & coefficients flous dans §(L, L) donnés sous la re-
présentation en tuple, k la dimension, i.e. le nombre de variables
Ensure: sol , ’ensemble des solutions réelles de (.5)
1: sol :={}
2: for j:=0to 2 -1 do
3 I := MultiSign(j)
4 TRSI := RealTransform(S, I)
5: PR := SolPos(T'RSI)
6 sol:=s0l |J I ® PR
7: end for
8: return sol

IV.4.2 Réduction du nombre de systéemes algébriques a résoudre

Par extension de la notation employée pour une équation, nous notons Expon(S)
I'ensemble des d dans N¥ tels que x® apparait dans la partie gauche d’une ou plusieurs
équations de (.5), avec un coefficient non nul (la constante du coté droit peut étre 0 =
(0,0,0)).

Dans la boucle for de l'algorithme BA-SFS, le systeme S(I) peut étre identique a
I'un de ceux obtenus lors des étapes précédentes. Dans ce cas, un nouveau calcul de PR,
I’ensemble des solutions réelles positives de S(I), est redondant et il est souhaitable de

Péviter.
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L’algorithme optimisé appelé SolveFuzzySystem, ou SFS, proposé a la Section IV.5
fournit chaque solution réelle de (S) en évitant les calculs inutiles.

Nous cherchons donc d’abord a identifier, a partir de (S), les systémes induits S(I) qui
sont identiques. L’Exemple IV.3.1, qui traite une seule équation, montre comment cette
situation peut se produire a partir des huit équations floues qui se réduisent & seulement
deux équations différentes. Lorsque, par exemple, toutes les composantes de chaque k-
uplet d de Expon(S) sont paires, les 2F systémes induits S(I) sont identiques. Notre
objectif est d’automatiser la reconnaissance de systémes induits identiques.

Pour ce faire, nous construisons la matrice M (S) des signes ou les colonnes sont
indicées par les 2% k-uplets I de {—1,1}* et les lignes par les k-uplets d de Expon(S).
L’élément & la ligne d et a la colonne I est 1% € {=1,1} qui remplace le signe de x4 dans

S(I) :

M(S)= d ﬁ

Fixons deux k-uplets distincts I1,I> € {—1,1}* et considérons C(I1) et C(I3) les
deux colonnes de M (S) indicées respectivement par Iy et Iy. Si C(I;) = C(I2) alors
S(I1) = S(I2). En effet, selon la définition des équations induites donnée dans (IV.6),
pour chaque équation (E) du systeme (S), le coefficient I? ng de chaque monéme x? qui
apparait dans la partie gauche de chaque équation E(I7) est identique au coefficient Ig ng
dans E(I2).

Le nombre de systémes distincts S(I) parmi les 2% induits par (S) est donc au plus
égal au nombre de colonnes distinctes dans M (.S). La matrice des signes permet d’éviter la
résolution de nombreux systémes induits. D’autres détections rapides de systémes induits
identiques peuvent étre implémentées. En effet, deux systémes S(I1) et S([2) peuvent étre
identiques a une permutation des équations pres alors que C([1) # C(I2). On peut aussi

trouver des équations de la forme "a = 0" et "—a = 0" qui possédent les mémes solutions.

Remarque IV.4.1. Si deux systémes sont tels que S(I1) = S(I2), un seul systéme sera
résolu, par exemple S([7), mais ils produiront au moins deux ensembles de solutions
I; x Sol et Iy x Sol avec Sol = Sol*(S(I7)).

IV.5 Algorithme SolveFuzzySystem

Cette section propose un algorithme optimisé SolveFuzzySystem, ou SFS sous
forme abrégée, pour calculer les solutions réelles d’'un systéme polynomial flou. Les coef-

ficients symétriques du systeme sont des nombres flous donnés dans la représentation en
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tuple et sont supposés appartenir & une méme famille (L, L) ou la fonction de dispersion
L est bijective. Apres la description de 'algorithme séquentiel SFS dans la Section IV.5.1,

nous discutons sa parallélisation dans la Section IV.5.2.

IV.5.1 L’algorithme séquentiel SolveFuzzySystem

Comme dans le premier algorithme BA-SFS, l'algorithme SFS consiste a parcourir
de fagon itérative les colonnes de la matrice des signes M (S) décrite a la Section IV.4.2
(dans l'algorithme BA-SFS seuls les indices des colonnes sont utiles et non la matrice
des signes). Pour chaque colonne C(I) indexée par un k -uplet I de signes, 1'algorithme
recherche des solutions réelles du systeme (S) a partir de S(I) en évitant tout calcul
inutile si une colonne précédente le permet.

A cette fin, il utilise les trois vecteurs suivants, indexés de 0 & 28 — 1, qui sont nuls au
début de l'algorithme :

— DistinctColumns contient les colonnes distinctes de la matrice des signes;

— DistinctSystems contient les systéemes flous distincts dont les solutions positives

ont été calculées; ses indices sont liés aux indices de DistinctColumns;

— [b contient les solutions réelles positives de S(I) telles que C(I) est dans

DistinctColumns ; il sera donc naturellement indicé en suivant DistinctColumns.

Pour une colonne courante I, comme expliqué a la Section IV.4.2, les calculs redondants

peuvent étre évités dans les cas suivants :

Cas 1 Si la colonne C(I) est identique a une colonne précédente C(J) dans M (S) alors
S(I) = S(J). Dans ce cas, l’algorithme n’ajoute pas la colonne C(I) dans le vecteur
DistinctColumns. 1l utilise les solutions réelles positives de S(J) déja calculées et
enregistrées dans [b lors d’une étape précédente (voir Remarque IV.4.1). Cest la

premiere étape de l'algorithme (voir l'instruction 4 :).

Cas 2 Si S(I) est identique a un systeme S(J) ou C(J) est une colonne qui précede
C(I) mais qui en est distincte, alors 1'algorithme passe & I'indice suivant. Il ajoute
la colonne C(I) au vecteur DistinctColumns et les solutions positives de S(J)
déja calculées dans [b. Comme il n’est pas pertinent d’ajouter S(I) au vecteur
DistinctSystems, 'algorithme ne I'ajoute pas a 'indice ¢pt lui correspondant, et sa

place reste vide.

Nous pouvons ensuite appliquer les tests 1. et 2. aux colonnes suivantes de M (.S) (voir
linstruction 7 ).

En dehors des situations 1. et 2., les solutions positives du systéme flou S(I) sont
calculées, comme dans l'algorithme de base BA-SFS, avec les fonctions RealTransform

et SolPos. A l'indice cpt dans les vecteurs DistinctColumns, DistinctSystems et [b,
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lalgorithme stocke respectivement C(I), S(I) (dans le cas 2., la place reste vide) et
les solutions positives de S(I). Il est possible d’appliquer les tests 1. et 2. aux colonnes
suivantes de M (S) (voir les instructions 9 : ).

A chaque itération de la boucle, en d’autres termes, pour chaque k-uplet I de signes,
le Théoreme IV.4.1 est appliqué pour obtenir les solutions réelles de (S) associées aux
solutions réelles positives du systeme induit S(I).

Les fonctions utilisées par l'algorithme SolveFuzzySystem sont celles de 'algo-

rithme basique BA-SF'S complétées par les fonctions suivantes :

— la fonction SignColumn(j, S) retourne la (j + 1)-iéme colonne de la matrice M (.S)

des signes (j commence a 0 et non 1);

— la fonction IsIn( e , Distinct ) renvoie —1 si e n’est pas dans le vecteur Distinct,
sinon elle renvoie I'indice de la premiere occurrence de e dans Distinct. Cette fonc-
tion est appelée indifféremment sur les colonnes des signes M (.S) et sur les systémes
polynomiaux. Pour une recherche efficace sur un systéme polynomial, nous ordon-
nons les polynomes selon un ordre total sur les monémes en attribuant le signe
+ au mondéme dominant (les monémes d’un méme polynéme sont ordonnés et les

équations du systéme le sont également).

IV.5.2 Une version paralléle de I'algorithme SolveFuzzySystem

Les solutions positives de chaque systéme induit S(I) sont calculées indépendamment
de celles des autres systéemes induits flous (avec les fonctions RealTransform et SolPos
successivement). Cette partie étant la plus cofiteuse de I’algorithme SF'S, sa parallélisation
éventuelle est la bienvenue. Celle-ci nécessite de modifier ’algorithme afin d’identifier les
systémes induits distincts S(I) a résoudre, mais sans effectuer la résolution et en stockant
simultanément les informations utiles pour une application ultérieure du Théoreme IV.4.1.

Pour atteindre cet objectif, nous modifions le role du vecteur [b. Il se retrouve indexé
de 0 & 2F — 1, comme les colonnes de M(S), et 1b[j] contient désormais l'indice dans
DistinctSystems du systéme correspondant & la colonne SignColumn(j). Lorsque la
résolution d’un systeme est interrompue, ses solutions positives sont stockées dans un

nouveau vecteur SPos, avec les mémes indices que DistinctSystems.

L’algorithme parallele général se déroule en les trois étapes suivantes :

1. Détecter efficacement les systémes distincts a résoudre en paralleéle. De plus, pour
chaque colonne I de M (S), (et de facon équivalente, pour chaque j de 0 & 2F — 1),
I'indice du premier systéme précédent égal a la transformation réelle de S(I) est
affecté & (b[j] (il peut s’agir de j lui-méme si S(I) est nouveau). Les systeémes

distincts sont stockés dans le vecteur DistinctSystems.



120CHAPITRE IV. CALCULER LES SOLUTIONS REELLES DES SYSTEMES POLYNOMIAUX FLOUS

Algorithm 13 SolveFuzzySystem ou SFS, un algorithme optimisé pour résoudre
les systemes flous

Require: S, un systéme polynomial a coefficients dans §(L, L) en représentation en tuple
k, la dimension, i.e. le nombre de variables

Data : ¢pt := —1, le compteur du nombre de colonnes distinctes de M (S)
DistinctColumns := [], les colonnes distinctes de M (.S) déja parcourues
DistinctSystems = [|, les systémes distincts S(I) déja rencontrés
Ib := []; Ibi] est I'ensemble Sol™ (S(I)) lorsque C(I) est DistinctColumnsli].
sol :={}

Ensure: sol, 'ensemble des solutions réelles de (5)

# l’indice j parcourt les colonnes de M (S) indicées par MultiSign(7)
1: for j:==0to 2" -1 do
2: I := MultiSign(j)
C := SignColumn(j) # C est la colonne courante dans M(S)
# teste si C est égal 4 une colonne précédente de M(S5)
i :=1IsIn( C, DistinctColumns)

3: if i # —1 then # le test 1. est satisfait
4: # [b[i] contient les solutions réelles positives de S(I), appliquer
le Théoreme IV.4.1 & [b[i] et
sol := sol |J I ® lb[i]
# passe a la colonne suivante dans M(S) et cpt n’est pas incrémenté
gotol:
5: end if
# ici C est une nouvelle colonne
cpt :==cpt + 1
DistinctColumns|cpt] :== C
# teste si S(I) est un nouveau systéme
i :=IsIn( S(I), DistinctSystems)
6: if i # —1 then # le test 2. est satisfait

7 # le i-éme systéme est égal a S(I). Ses solutions réelles positives
dans [b[i] sont copiées dans [b[cpt] car C est une "nouvelle" colonne
Iblept] := 1b]i]

8: else

9: # stocke le nouveau systéme a 1’indice cpt, calcule ses solutions

réelles positives et les stocke dans [b[cpt]
DistinctSystems[cpt] := S(I)
TRSI := RealTransform(S(I))
Iblcpt] :== SolPos(T'RSI)
10: end if
# Appliquer le Théoréme IV.4.1
11: sol := sol |J I ® lb[ept]
12: end for

13: return sol
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Ceci est réalisé dans le cadre de l'algorithme séquentiel SFS modifié de la maniére

suivante :
— dans 4 : remplacer Uinstruction sol := sol |J I ® Ib]i] par Ib[j] := Ib]i],
— dans 7 : remplacer linstruction lb[cpt] := [b[i] par Ib[j] := Ib]i],

— dans 9 : remplacer les deux intructions 7RSI := RealTransform(S(I)) et
Iblept] := SPos(T'RST) par 1b[j] := cpt.

2. En parallele, résoudre chaque systeme distinct du vecteur DistinctSystems. Pour
chaque systeme ST := DistinctSystems|cpt], s'il existe (voir Remarque IV.5.1 ci-
dessous), on applique les instructions suivantes :

TRSI := RealTransform(S1)
SPos[cpt] := SolPos(T'RST)

3. Parcourir le vecteur [b pour construire toutes les solutions du systéme (S) a partir
des résultats de I'étape précédente; Il s’agit principalement d’appliquer le Théo-
reme I'V.4.1. Cette derniere étape peut également étre effectuée en parallele. Chaque
Ib]j] possede la valeur de l'indice cpt des solutions réelles positives de S(I) dans le
vecteur SPos ot I = MultiSign(j). Cette étape est réalisée par la boucle suivante :

for j:=0to 2 —1do
sol := sol |J MultiSign(j) @ SPos[lb[j]]

end for

Remarque IV.5.1. Comme dans 'algorithme SFS, quand C' = C(I) est une nouvelle
colonne mais S(I) n’est pas un nouveau systéme, rien n’est stocké a l'indice correspondant

dans DistinctSystems.

Un exemple détaillé de cette version paralléle est donné a la Section I1V.6.2.

IV.6 Implémentation de I'algorithme SFS et Exemples

Nous disposons du package Fuzzy écrit sous SageMath (voir [Marl7] et en Annexe
B). Il contient une fonction resolution_reelle_systemes_flous qui implémente
I’algorithme SFS de la Section IV.5. Rappelons que les nombres flous doivent appartenir
a une famille F(L, L) ou L est bijective.

La Section IV.6.1 décrit la fonction resolution_reelle_systemes_flous. En-
suite, deux exemples complets sont donnés en Section IV.6.2. Le premier détaille les cal-
culs intermédiaires de la fonction résolution_reelle_systemes_flous. Le second
illustre sur un autre systeme flou les calculs effectués par la version parallele de I'algo-
rithme. Ces exemples initialement proposés dans [AOMOS8] ont été traités par plusieurs

autres auteurs.
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IV.6.1 Représentations et fonctions principales implémentées dans Fuzzy

La représentation externe des données dans le package Fuzzy est décrite ci-dessous :

— une fonction de dispersion H a une représentation rep(H ) ; par exemple "Quad" si

H est quadratique;

— un nombre flou n = (n,a,b) avec les fonctions de dispersion L et R est représenté

par :
rep(n) = NombreFlouRed ((n,a,b, rep(L), rep(R)) ;

— un terme x? est représenté classiquement par rep(md) = xykxdy - TpEkdy

— un mondme m = nx? est représenté par la paire rep(m) = (rep(n), rep(x?));

— un polyndme p avec des coefficients flous est représenté par rep(p), la liste des rep(m)

ou m est un mondéme de p; c’est-a-dire une représentation creuse;

— une équation polynomiale (E) : p = ¢ est représenté par la paire rep((E))=(rep(p),
rep(q)) ;

— un systéme (S) formé par s équations (E1),..., (Es) est représenté par la liste

rep((5))=[rep((£1)), - -, rep((Es))]-

Par exemple, avec des nombres flous quadratiques, le systéeme

v+ (=1,1,1) = (=2,1,1)y?,

(IV.14)
24 (3,1,1) = (2,1, 1)y

est représentée par la variable System définie comme suit :

LeftSidel = [ (NombreFlouRed(1,0,0,"Quad", "Quad"),x),
(NombreFlouRed (-1,1,1, "Quad", "Quad"),1)]
RightSidel = [ (NombreFlouRed(-2,1,1,"Quad","Quad"), y=**2) ]
LeftSide2 = [ (NombreFlouRed(1l,0,0, "Quad", "Quad"), x),
(NombreFlouRed (3,1,1, "Quad", "Quad"), 1) ]
RightSide2 = [ (NombreFlouRed(2,1,1,"Quad", "Quad"),y*x2) ]
System = [ (LeftSidel, RightSidel ), (LeftSide2, RightSide2) ]

Remarque IV.6.1. Les équations floues du systéme F' n’ont pas exactement la méme
forme que I’équation générique (E) étudiée dans ce chapitre. La partie droite de (E) n’est
pas restreinte & un nombre flou m. Cependant, nos résultats s’étendent clairement & une

telle forme d’équations.

La fonction resolution_reelle_systemes_flous (S, k) implémente I'algorithme

séquentiel SFS de ce travail. Il prend comme premier parametre la représentation d’un
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systeme flou (S) a s équations. Le deuxiéme parametre k est le nombre de variables.
Il retourne ’ensemble des solutions réelles de (S) sous forme de k-uplets . Pour cela,
il utilise principalement les fonctions transformee_reelle () et SolPos () décrites
ci-dessous.

La fonction transformee_reelle (S, rep (I) ), ourep() est une liste représentant
un k-uplet de signes I € {—1, 1}’“, retourne la transformation réelle du systeme flou induit
S(I), c’est-a~dire le systeme a 3 s équations a coefficients réels obtenu en transformant
chacune de ses équations E(I) comme énoncé dans le Corollaire IV.3.1. Il implémente

notre fonction RealTransform des algorithmes des Sections IV.4 et IV.5.

La fonction SolPos (Sr) retourne ’ensemble des solutions réelles positives d’un sys-
téme polynomial Sr a coefficients réels. La représentation de St est une liste [p;.,. .., p;]
de polyndémes tels que p; = 0. Elle appelle d’abord la fonction Wu (Sr) qui implémente
Palgorithme de Wu [Wu87]. Celle-ci retourne un ensemble Z d’ensembles polynomiaux ap-
pelés ensembles caractéristiques tels que la variété V(Sr) de zéros de Sr admet une décom-
position en systémes polynomiaux triangulaires de la forme V' (Sr) = Ugez V(B)\V(IB)
ou Ip = [[epinit(b). On peut trouver la définition de l'initial init(b) d’un polynéme b
dans [CG90] ou dans [BBRV16], un article ot la méthode de Wu est décrite afin de ré-
soudre des systemes polynomiaux avec des nombres triangulaires flous comme coefficients.
A partir de ’ensemble Z, une fonction get_zeros (Z) retourne les éléments dans R+k
de la variété V(sr).

IV.6.2 Exemples

Exemple 1 : Nous considérons le systeme F' donné dans (IV.14). Comme dans ’exemple
6.1 de [BBRV16], 'appel resolution_reelle_systemes_flous (F,2) retourne la
variété V(F) = {(x = =1,y = 1) }. Nous décrivons ici les calculs intermédiaires.

Avec k = 2 variables x,y, on a les 22 = 4 multisignes suivants : Iy = [-1,—1],[; =
[—1,1],Is = [1,—1],I3 = [1,1]. En les prenant dans cet ordre, correspondant respective-
ment & j = 0,1, 2,3 dans lalgorithme SFS, et en ordonnant les monoémes présents dans

F comme suit : x, 1,72, la matrice des signes M (F) est

Iy LT I I3

T -1 -1 1 1
M(F)= 1 1 1 1 1
y? 1 1 1 1

Notons que lors de 'exécution de I'algorithme ci-dessous, une colonne de M (F') est repré-

sentée par un vecteur ligne.
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La variable Sr est la transformation réelle du systeme flou induit F(I) des s = 2
équations, avec I € {lp,...,I3}; en théorie Sr est formée par 3s = 6 équations. Mais
dans la pratique, certaines sont identiques. Par exemple, lorsque I = [—1,—1], la trans-
formation réelle de F(I) est formée par les six équations 2y?> — 2 — 1 = 0, —y> + 1 =
0,—y>+1=0,-2y>-2+3=0,—y>+1=0,-y>+1 = 0, qui se réduit a Sr=
[~y% +1,2y?> — 2 — 1,—2y? — = + 3] par la suppression des polyndémes doublons. C’est
le premier systéeme polynomial réel qui est résolu dans le programme. Pour des raisons
pratiques évidentes, ce systéme est celui enregistré dans la variable DistinctSystems,

et non le systéme flou F(I) comme mentionné dans ’algorithme SFS.

Présentons maintenant la trace de resolution_reelle_systemes_flous (F, 2)
en reliant les parametres effectifs aux parametres formels : S=F et k=2.
Au début, nous avons : cpt = -1, DistinctColumns =[] et DistinctSystems

=[].

=0 : I=I_{0}=[-1,-1]1, C=[-1,1,1]
Comme la colonne C est nouvelle
cpt=cpt+l ; i.e. cpt =0
ColonnesDistinctes[0] = C
Sr = transformee_reelle(S,I) donne Sr=[-y"2+1,2xy"2-x-1,-2%xy"2-x+3].
DistinctSystems[0] = Sr
SolPos (Sr) donne 1b[0]l=set ([(1, 1)]), les solutions réelles positives de Sr
1b[0]= set ([ (1, 1)1)
le produit de I avec (1, 1) dans 1b[0] est ajouté a sol
sol = set ([ (-1, -1)1)

Nous avons
ColonneDistincte=[[1,-1,1]]
DistinctSystems=[[y"2-1,2+xy"2-x-1,2+xy"2+x-3]]

j=1 : I=I_{1}=[-1,1], C=[-1,1,1]
Comme C est égal a ColonnesDistinctes[0].
le produit de I avec (1, 1) dans 1b[0] est ajouté a sol
sol = set([(-1, 1), (-1, -1, -1)1)

2 : I=I_{2}=[1,-1], C=[1,1,1]

Comme la colonne C est nouvelle

J

cpt=cpt+l ; i.e. cpt =1

ColonnesDistinctes[1l] = C

Sr = transformee_reelle(S,I) donne Sr=[2xy"2+x-1,-2+y"2+x+3,-y"2+1].
DistinctSystems[1l] = Sr

SolPos (Sr) donne 1b[l]= set([]), les solutions réelles positives de Sr
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tout produit d’éléments de 1lb[l] avec I est ajouté a sol
sol = set ([ (-1, 1), (-1, -1, -1)1])

Nous avons
ColonneDistincte=[[-1,1,1],[1,1,1]]
DistinctSystems=[[y"2-1,2xy"2-x-1,2%xy"2+x-3], [2xy"2+x-1,2*xy"2-x-3,y"2-1]]

j=3 : I=I_{3}=[1,1]1, C=[1,1,1]
C est égal a ColonnesDistinctes([1]
tout produit d’éléments de 1lb[l] avec I est ajouté a sol
sol = set([(-1, 1), (-1, -1, -1)1)

Par conséquent, nous trouvons la variété solution V(F) = {(x = -1,y £ 1)}.

Exemple 2 : Exemple détaillé de la version parallele de I’algorithme SF'S sur le systeme

flou suivant Fj :

La solution retournée par la fonction resolution_reelle_systemes_flous (Fi, 2)
du package Fuzzy est la variété V(Fy) = {(z = i, y) | v € R\{0})}, comme dans
[BBRV16]. Nous remarquons que dans la premiére équation (E), la dispersion a gauche
de chaque coefficient est égale & la dispersion & droite. Ainsi, dans la transformation réelle

de (E), les deux équations

Z agzt=a et Z Bazd =7

deExpon(E) deExpon(E)

sont égales a x3y3y3 4+ 2%y% + 2y = 3. On retrouve cette équation avec les dispersions a
droite de la seconde équation de Fj. C’est pourquoi nous avons toujours 4 et non 6 = 3s
équations dans la transformation réelle de toute équation floue induite Fi(7). Lors d’une
implémentation, il est possible d’en tenir compte afin d’identifier une fois pour toutes les
équations identiques dans le systéme flou initial, puis d’utiliser le résultat sur chacun de

ses systemes induits.

Nous trouvons V' (F}) en appliquant la version parallele de notre algorithme. Les multi-

signes sont les mémes que pour le systéme F' du premier exemple et les monoémes présents
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dans Fy sont {2333, 2%y? 2y, 1}. La matrice des signes de F} est la suivante :

Iy I I I3

233 1 -1 -1 1

M(F) = x> 1 1 1 1
Ty 1 -1 -1 1

1 1 1 11

Nous voyons qu’il suffit de résoudre uniquement les systémes correspondant aux deux
premieres colonnes; c’est-a-dire que nous avons les identités suivantes sur les systemes
flous induits : Fy(Iy) = F1(I3) et Fy(I1) = F1(I2). Dans 'exécution de 'algorithme, cette
information se retrouve dans le vecteur 1b. Ainsi, le nombre de systémes a résoudre est
réduit de moitié.

Dans la premiere étape de ’algorithme paralléle, apres les boucles j= 0 et j=1, nous

avons :

DistinctColumns = [[1, 1, 1, 11, [-1, 1, -1, 11]
DistinctSystems=
[[2*xX"3*y " 3+2+x" 24y " 245xxxy—9, 2xx " 34y " 3+3*xX"2xy " 2+2xx*xy—T7,
2xXN3*xyY N 3+3xXN2xy N 2+xxy—6, X"3xyN3+xXMN2xy N 2+xxy-3],
[24x"3xy " 3=3%X"2xy " 242xxxy+7, 2*xX"3xy"3-3*xxXx 2%y 2+x*xy+6,
X3y 3-XN2xy N 2+xxy+3, 2xXN3xy N 3-2xxXN24y " 2+5xx*xy+9] ]
1b = [0,1]

Apres les boucles j=2 et j=3, seul le vecteur 1b est modifié comme suit : 1b=[0,1,1,0].

Comme 1b[2]=1b[1] les solutions réelles positives du troisieme systéme induit
F1(I3) correspondant a 1b[2] sont celles du deuxieme systeme induit Fj(I;) corres-
pondant & 1b[1]; aprés la deuxiéme étape, ces solutions réelles positives se trouvent
dans SPos[1]. Il en va de méme avec 1b[3]=1b[0].

Dans la deuxieme étape, la fonction SolPos est appelée en parallele sur chacun des
deux systémes stockés dans DistinctSystems afin de calculer leurs solutions réelles
positives respectives. Ces solutions sont récupérées et stockées dans le vecteur SPos.
Nous avons alors :

SPos=[set ([ (1/y,"R+")]1),set ([])].
La derniere étape calcule en parallele pour chaque 3 = 0,1, 2, 3 les quatre produits
I ® SPos[1lb[j]] correspondant a la derniére colonne "returned solutions” ci-

dessous :
Jj I 1b[ 7] SPos[7] returned solutions
0 [-1,-1] 0 set ([(1/y, "R+’)1) set ([(1/y, "R-")1)

1 (-1,1] 1 set ([]) set ([])
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2 [1,-1] 1 SPos[1] set ([])
3 [1,1] 0 SPos[0] set ([(1/y, "R+")1)

Les solutions non vides sont ajoutées dans la variable sol contenant les solutions réelles du systeme
flou Fy :

sol = set([(1/y, "R+t'), (1/y, "R-")1)

Nous trouvons bien la variété V(Fy) = {(z = %, y) | y € R\{0})}. Comme dans la version

séquentielle, seuls deux systemes distincts sont résolus.

IV.7 Conclusion

Pour résoudre un systeme flou (S) de s équations et k variables, jusqu’a présent les
méthodes algébriques existantes exécutaient des calculs avec la représentation paramé-
trique des coefficients pour obtenir la forme tranchée collectée de (S) composée de 4s
équations réelles. Nous montrons que ces calculs sont superflus en exhibant une formule
qui définit un systéme équivalent a 3s équations réelles, que nous appelons la transfor-
mation réelle 7(5) du systeme (5). Elle possede comme propriété principale d’avoir les
mémes solutions réelles positives que (S) (Théoreme IV.3.4) et a donné lieu & une publi-
cation & la conférence Fuzzy Computation Theory and Applications (FCTA) de la 11°™¢
International Joint Conference on Computational Intelligence (IJCCI).

Alors que les méthodes antérieures ne traitaient que les systémes a coefficients flous
triangulaires, nos résultats s’appliquent a toute famille F(L, R) ou les fonctions de dis-
persion L et R sont bijectives. De plus, il est inutile de calculer I'inverse des fonctions de
dispersion puisque la transformation réelle est une formule universelle indépendante de L
et R. Une adaptation de ces résultats aux nombres flous trapézoidaux a été donnée.

Pour résoudre des équations avec des coefficients flous symétriques appartenant a une
méme famille F(L, L), il faut se poser la question du signe des solutions. Cette question
est intrinseque aux nombres flous et provient du fait que la multiplication d’un nombre
flou par un scalaire réel s’exprime différemment selon le signe de ce scalaire. Notre stra-
tégie a consisté a nous concentrer sur les solutions positives en reportant a priori sur
les coefficients flous ce probléme de signes. Le Théoréeme IV.4.1 a rendu possible cette
stratégie puisqu’il exprime I’ensemble des solutions réelles de (S) a partir des solutions
positives d’au plus 2% systémes réels. A partir de ce théoréme, nous concevons un premier
algorithme qui automatise la recherche de solutions de (S) en évitant les études de signes
indispensables avec les méthodes antérieures. Notre approche est tout a fait indépendante
du choix de la méthode employée pour calculer les solutions positives d’un systeme de

polynomes a coefficients réels.
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Parmi les 2F systémes induits de (S), certains sont identiques. Nos exemples montrent
qu’il n’est pas rare de réduire substantiellement le nombre de systémes induits a ré-
soudre. Nous décrivons une stratégie pour éviter des branches de calcul redondantes qui
conduit a un algorithme optimisé, SolvingFuzzySystem, implémenté dans la biblio-
theque Fuzzy du logiciel de calcul formel SageMath (voir Annexe B). Ce travail a mené
a la publication d’un article dans la revue Fuzzy Sets and Systems [AMV20].

La partie cotiteuse de cet algorithme réside dans la recherche des solutions positives
de la transformation réelle des systémes induits distincts de (S). Nous décrivons dans
la Section IV.5.2 une parallélisation de I'algorithme SolvingFuzzySystem permettant
d’exécuter ces calculs mutuellement indépendants en paralléle, et nous en illustrons le

fonctionnement sur le second exemple de la Section IV.6.



Conclusion

L’arithmétique modulaire est ’élément central de la majorité des protocoles de chif-
frement en cryptographie asymétrique, et sur lequel repose leur sécurité. Pour assurer une
arithmétique modulaire efficace, Knuth est le premier a proposer une classe de moduli
particuliers des les années 80. Bien que de nombreuses améliorations aient été effectuées
depuis pour étendre ’ensemble des moduli exploitables, la construction de systéemes per-
mettant une arithmétique efficace pour un large choix de moduli restait difficilement
réalisable en pratique au début de cette these, limitée par leur dépendance a la forme des
moduli utilisés, ou bien par des parameétres trop restrictifs. Dans cette theése, nous nous
sommes concentré sur le besoin de proposer de nombreuses bases de systemes pour de
nombreux premiers, en s’affranchissant de la forme du premier tout en garantissant une
arithmétique efficace, et de rendre cette derniere siire face aux attaques par canaux cachés.
En parallele de ce travail, nous proposons une nouvelle méthode dans le domaine de la

modélisation incertaine afin d’optimiser la résolution réelle de systémes polynomiaux flous.

Une amélioration des algorithmes généralistes de multiplication modulaire de Mont-
gomery et Barrett est proposée par Thomas Plantard en 2004, avec le systeme de repré-
sentation adapté polynomial (PMNS) permettant I'implémentation d’une arithmétique
modulaire efficace impliquant uniquement des additions et des multiplications. Cepen-
dant, la construction de ces systémes est limitée par les parameétres restrictifs du théoreme
d’existence et la recherche de bases viables n’est pas triviale, conduisant a peu de systemes
en pratique. Dans cette these, nous avons proposé un théoreme général d’existence, en
garantissant une borne sur les chiffres, qui peut étre calculée simplement & partir de la
norme 1 du réseau euclidien associé. Ce théoréeme nous a conduit a considérer les systemes
PMNS définis par un polynoéme irréductible pour lesquels définir une base du réseau est
aisé. Ces théoremes, propositions et corollaires nous ont permis de produire des PMNS
avec des polyndémes de réduction spécifiques permettant des réductions efficaces et dont
les racines fournissent les bases de ces systemes. Nous avons a présent la possibilité d’offrir

pour un modulo premier donné une grande variété de PMNS.

129
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Le systeme PMNS peut devenir tres redondant quand la taille des chiffres augmente,
laissant suggérer une possible exploitation de cette redondance afin de changer aléatoire-
ment de représentation au cours des calculs, au sein d’une méme exécution, pour empé-
cher tout hypothése de la part d’un attaquant sur les représentations utilisées. Dans le
deuxiéme chapitre, nous avons montré comment utiliser cette redoncance pour construire
des protections arithmétiques efficaces contre les attaques DPA, en randomisant les don-
nées en entrée lors de la conversion vers le PMNS via deux méthodes, et en introduisant
deux multiplications modulaires randomisées sur le PMNS. Ces méthodes peuvent étre
utilisées pour appliquer des contre-mesures classiques sur la multiplication scalaire kP
sur les courbes elliptiques. Contrairement & certaines contre-mesures existantes nécessi-
tant une ECSM supplémentaire kR pour un point aléatoire R, nous avons montré que la
randomisation du processus de conversion suffit a elle seule a protéger les données contre
I'attaque de Goubin. Ces résultats constituent une premiere étape dans 'utilisation de la
randomisation des opérations arithmétiques sur le PMNS et ouvrent de nouvelles pers-

pectives dans le domaine des contre-mesures aux attaques SCA.

Bien qu’il soit possible d’implémenter ’addition et de la multiplication de facon ef-
ficaces via le systéme RNS, ce systeme se préte moins aux réductions modulaires. L’ap-
proche traditionnelle de Montgomery sur ces systémes exige de revenir dans la représen-
tation classique, une étape impliquant de grandes extensions de bases qui augmentent le
cotit de la réduction. Le systeme hybride HPR proposé par Bigou et Tisserand rend les al-
gorithmes de multiplication avec une complexité en temps sous-quadratique viables pour
ECC, mais reste limité a des premiers d’'une forme spéciale, empéchant d’étendre cette
approche aux opérations de groupe sur des courbes elliptiques actuellement standardisées.
Dans la troisieme contribution, nous avons proposé un nouveau systeme hybride HyPoRes
qui, via un affaiblissement des hypotheses sous-jacentes, atteint une complexité en temps
sous-quadratique similaire, et supporte n’importe quelle valeur premieére, ce qui le rend
compatible avec les courbes elliptiques standardisées. Il en résulte une accélération pou-
vant atteindre 1,4 lorsqu’il est comparé aux approches basées sur RNS pour des nombres
premiers des standards ECC. La complexité des extensions de base se trouve réduite par
rapport & une approche purement RNS, rendant HyPoRes plus adapté au parallélisme
a une plus petite échelle. La possibilité de généraliser le polynéme de réduction permet
également d’introduire des représentations redondantes, obtenues par des changements de

systémes, procurant une protection contre les attaques SCA.

Dans le domaine de la modélisation incertaine, de nombreuses méthodes locales sont
utilisées pour résoudre des systemes a coefficients flous. Etant donné un systéme flou de

s équations et k indéterminées, les méthodes algébriques globales existantes effectuent
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des calculs avec la représentation paramétrique des coefficients en se limitant au cas des
nombres flous triangulaires. Dans le dernier chapitre, nous avons montré que ces calculs
sont superflus et avons présenté une formule, la transformation réelle, qui définit un
systeme équivalent avec moins d’équations et possédant les mémes solutions positives
que le systeme de départ. Cette méthode peut s’appliquer a n’importe quelle famille de
nombre flous L — R, et ce, sans avoir a calculer 'inverse des fonctions de dispersions L
et R. Afin d’obtenir les solutions réelles d’un systeme a coefficients flous symétriques,
nous avons fourni un algorithme optimisé qui automatise la recherche de solutions en
évitant les études des signes nécessaires dans les méthodes précédentes et avons décrit

une parallélisation de cet algorithme.
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Annexe A

Construction de PMNS et normes

Exemple A.0.1. Construction de 38 systemes PMNS pour un premier sur 256 bits

p = 57896044618658097711785492504343953926634992332820282019728792003956566811073,
n=28et |[|[E(X)|1 <1.

Dans cet exemple, pour un premier p fixé, nous décrivons le nombre de systémes contruc-
tibles a partir de nos classes de polynomes irréductibles, et donnons pour chacun d’eux

la borne sur les chiffres en fonction de la base utilisée dans le calcul de la majoration.

Systémes obtenus a partir de ClassCyclo(8) :

» Nous obtenons 8 systémes a partir de X® + 1 et des racines suivantes :

— 52818609237435594463690459959484136748225065326409518886622180278882883124379
— 46315455537225662701141288508287261834557155748741463271299445489880439213302
— 42376218727930553321757239285528470365939306462672670785163952383551129520660
— 36047555367693598423871824123063010900898267680890473144205935496444119276882
— 21848489250964499287913668381280943025736724651929808875522856507512447534191
— 15519825890727544390028253218815483560695685870147611234564839620405437290413
— 11580589081432435010644203996056692092077836584078818748429346514076127597771
— 5077435381222503248095032544859817178409927006410763133106611725073683686694

ou chaque systéme satisfait

E(X) 51IBllx 5IDIx 3ILLL(A)|l1 | 5BKZ(A)1 | 5|HKZ(A)|:
X84+ 1| 4735529113.5 | 4735529113.5 | 4735529113.5 | 4735529113.5 | 4735529113.5
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» Nous obtenons 8 systémes a partir de X® — X4 4 1 et des racines suivantes

— 44400657867619886937188711618992351543374016492757143735882203046401819214068
— 13495386751038210774596780885351602383260975840063138283846588957554747597005

qui satisfont tous les deux
E(X)
X% - X'4+1

51IBll1
6722646939.5

3D
6722646939.5

3l|ILLL(A) 11
6894456814

3IBKZ(A) |1
6236219964.5

3IHKZ(A )
6236219964.5

— 40598770262854912772041090186431392176481316082107705427334468113113059714493
— 17297274355803184939744402317912561750153676250712576592394323890843507096580

qui satisfont tous les deux
E(X)
X8 - X141

3lIBl:
5273608652

3D
5273608652

3|ILLL(A)||x
5684931070

3|IBKZ(A) |1
5684931070

3|IHKZ(A)||x
5684931070

— 39839627035591069688871246533458899428715403000452144752014967124352371272646
— 18056417583067028022914245970885054497919589332368137267713824879604195538427

qui satisfont tous les deux

E(X) 5IBlh

3ID[11

3ILLL(A) [y

3IBKZ(A)[

3 [HKZ(A)[y

X8 — X141

5195123262.5

5195123262.5

6755855835.5

6684641449.5

6684641449.5

— 36714202217367802595796068182178593363183424846891000412147802025337033210101
— 21181842401290295115989424322165360563451567485929281607580989978619533600972

qui satisfont tous les deux

E(X)

3IBIh 3IDIh

3ILLL(A) |

3IBKZ(A)|h

3 [HKZ(A)|

X8 —Xxt+1

6475848368

6475848368.0

6606088651

6684641449.5

6684641449.5
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Systémes obtenus a partir de TrinomialClass(8) :

» Nous obtenons 2 systémes a partir de X% + X? — 1 et des racines suivantes :

— 44582051656053013167989761859406033059354424105701596615619354088632683329441
— 13313992962605084543795730644937920867280568227118685404109437915323883481632

ou chaque systeme satisfait

E(X) 31IBlls sIDll | 3ILLL(A)[1 | 5IBKZ(A)|1 | 5IHKZ(A)[L

X8 4+ X2 1| 5258063115 | 5258063115 | 6178332792 6178332792 6178332792

» Nous obtenons 2 systémes a partir de X® — X? — 1 et des racines suivantes :

— 35370155670598614864657950290544626366162847029806119223137371343483833868665
— 22525888948059482847127542213799327560472145303014162796591420660472732942408

qui satisfont tous les deux

E(X) 5IBl: zIDl:r | SILLL(A)[) | 5IBKZ(A)L | 3|[HKZ(A)|L
XE— X2~ 1| 6009904930 | 6009904930 | 8206098942.5 | 8469257863 | 8469257863

» Nous obtenons 4 systémes a partir de X% + X3 — 1 et des racines suivantes :

— 43997453786947348529790827133316902895351440438169700909565215527663162723526

qui satisfait

E(X) 3IBIh 31D sILLL(A)[1 | 3IBKZ(A)|1 | 5HKZ(A)[,

X8+ X3 1| 5167087144.5 | 5167087144.5 | 5167087144.5 | 5167087144.5 | 5167087144.5

— 40999693908757945794387931767478954756186658977527670083978362890400572114760

qui satisfait
E(X) 3lIBlh 3Dl | FIILLL(A) [ | 5IBKZ(A)[1 | 3|HKZ(A)[:
X8 4+ X3 — 1| 6531907633 | 6531907633 | 6324138231.5 | 6324138231.5 | 6324138231.5
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— 37515523722187786831652279851438842017778145478327277830752251608068662464679

qui satisfait
E(X) 3lIBlhx 3ID | SILLL(A)[1 | 5IIBKZ(A)[1 | 5]HKZ(A)]:
X8+ X3 —1 | 6775675061 | 6775675061 | 6784596631.5 | 6808409971 6808409971

— 34471917179415002528784162712797248836978270934692392600887405462949268056717

qui satisfait
E(X) 3IBll: sIDIh | SILLL(A)[ | 5IIBKZ(A)[: | 3IHKZ(A)[:
X8+ X3 1| 7714141361 | 7714141361 | 6688700366 6688700366 6688700366

» Nous obtenons 2 systémes a partir de X® + X3 4 1 et des racines suivantes :

— 54958812949499189046408912139579277903837376049423331159003624644429077732765

qui satisfait
E(X) 3|IBll: 3Dl | FILLL(A)[l | 5IBKZ(A): | 5|HKZ(A)|:
X8+ X3 4+1 6151661217 | 6151661217 | 6225488093 6225488093 6225488093

— 16570967088841040731899392107791001580406838326384139685681318680899030432649

qui satisfait

E(X) 31IBlx 3Dl 3ILLL(A) 1 | 5IBKZ(A)|1 | 5[HKZ(A)]:

X84+ X3+ 1 | 6616862362.5 | 6616862362.5 | 6802019395 6509777056 6509777056

» Nous obtenons 4 systémes a partir de X® — X2 — 1 et des racines suivantes :

— 23424127439243095183001329791546705089656721398127889418841386541007298754356

qui satisfait
E(X) 3|IBlhx 3Dl | SILLL(A)[: | 5IIBKZ(A)[l1 | 3IHKZ(A):
X8 — X3 1| 7714141361 | 7714141361 | 6688700366 6688700366 6688700366
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— 20380520896470310880133212652905111908856846854493004188976540395887904346394

qui satisfait

E(X)

3Bl

UDl | 3

[LLL(A)[1 | 5]

[BKZ(A)|1 | 5

[HKZ (A1

X8 —X3-1

6775675061

6775675061

6784596631.5

6808409971

6808409971

— 16896350709900151917397560736864999170448333355292611935750429113555994696313

qui satisfait

E(X)

5Bk

Dl | 3

[LLL(A)[1 | 5]

[BKZ(A)|1 | 3

[HKZ(A)||

X8 - X3 -1

6531907633

6531907633

6324138231.5

6324138231.5

6324138231.5

— 13898590831710749181994665371027051031283551894650581110163576476293404087547

qui satisfait

E(X)

5IBlh

3ID[l1

3ILLL(A)[y

3IBKZ(A)[x

3 [HKZ(A)[y

X8 - X3 -1

5167087144.5

5167087144.5

5167087144.5

5167087144.5

5167087144.5

» Nous obtenons 2 systémes a partir de X® — X3 + 1 et des racines suivantes :

— 41325077529817056979886100396552952346228154006436142334047473323057536378424

qui satisfait

E(X)

5IBlh

51D

3l|ILLL(A) |11

3 IBKZ(A)[|x

3 [HKZ(A)|1

X8 - X341

6616862362.5

6616862362.5

6802019395

6509777056

6509777056

— 2937231669158908665376580364764676022797616283396950860725167359527489078308

qui satisfait

E(X)

3IBIh

51D

3|ILLL(A) 1

ol

BKZ(A)|1 | 5l

HKZ(A)[lx

X% - X3 +1

6151661217

6151661217

6225488093

6225488093

6225488093
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Systémes obtenus a partir de QuadrinomialClass(8) :

ANNEXE A. CONSTRUCTION DE PMNS ET NORMES

» Nous obtenons 1 systéme a partir de X® + X2 + X + 1 et de la racine suivante :

— 41820517712110573730272372363454791527425072592393354784972051902225884901508

et 1 systéme a partir de X® + X? — X + 1 et de la racine suivante :

— 16075526906547523981513120140889162399209919740426927234756740101730681909565

qui satisfont tous les deux

EX)

3IBlh

51Dl

3ILLL(A) [y

3IBKZ(A)[h

3 IHKZ(A)[y

X8+ X2+ X +1

6758830414.5

6758830414.5

6918797903

6918797903

6918797903

» Nous obtenons 2 systémes a partir de X% + X% — X3 + 1 et des racines suivantes :

— 38677869801997893370801143168900060768812782758356142077839390422580983571771

qui satisfait

E(X)

5IBlh

51D

3|ILLL(A)

3IBKZ(A)|x

3|IHKZ(A) |

X8+ X4 -X3+41

8455439312

8455439312

7759250111.5

6952404457

6952404457

— 53462548971576404293339781025117581398699407255035974344079794025761020933706

qui satisfait

E(X)

5Bl

31Dy

3ILLL(A) [y

3IBKZ(A)x

3| HKZ(A)[h

X+ X1-X3+41

6583114770

6583114770

6490060412.5

6490060412.5

6490060412.5

» Nous obtenons 2 systémes a partir de X® + X4 4+ X3 + 1 et des racines suivantes :

— 19218174816660204340984349335443893157822209574464139941889401581375583239302

qui satisfait
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E(X)

5Bl

31Dy

3ILLL(A) [y

3IBKZ(A)[x

3 |HKZ(A) [y

X8+ Xt X341

8455439312

8455439312

7759250111.5

6952404457

6952404457

— 4433495647081693418445711479226372527935585077784307675648997978195545877367

qui satisfait

B(X)

51IBll1

31Dl

3ILLL(A) [y

3IBKZ(A)|h

3 IHKZ(A) [y

X84+ X1+ X341

6583114770

6583114770

6490060412.5

6490060412.5

6490060412.5
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Annexe B

Documentation

Bibliotheque Fuzzy en SageMath

Jérémy Marrez

SageMath est un logiciel libre de mathématiques sous licence GPL, permettant entre
autres d’effectuer du calcul formel, du calcul numérique, de résoudre des équations et de
tracer des courbes. Il est basé sur le langage de programmation Python.

La bibliotheque Fuzzy permet a la fois de modéliser les nombres flous dans les diffé-
rentes représentations gauche-droite, et de résoudre des systemes de polynémes a coef-
ficients flous ou réels [Mar19].

Nous verrons d’abord comment sont structurées les données floues, puis 'implantation

de la méthode algébrique de résolution des systémes polynomiaux a coefficients flous.

B.1 Les classes des nombres flous

B.1.1 La classe NombreFlou

La classe NombreFlou permet de modéliser dans la représentation en tuple des
nombres flous avec des restrictions gauche et droite linéaires ou quadratiques. Ces nombres
flous peuvent étre non réduits, i.e. que leur 1-coupe, aussi appelée noyau, n’est pas forcé-

ment réduite a un point.

Le constructeur est NombreFlou (modeGauche, modeDroit, dispersionGauche,

dispersionDroite, typeGauche, typeDroit).
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Une instance de cette classe possede les six propriétés suivantes :

— modeGauche, ou leftMode (un entier) : la borne gauche du noyau du nombre flou

— modeDroit, ou rightMode (un entier) : la borne droite du noyau du nombre flou

— dispersionGauche, ou leftSpread (un entier positif ou nul) : la propagation du nombre

flou a gauche du noyau

— dispersionDroite, ou rightSpread (un entier positif ou nul) : la propagation du

nombre flou & droite du noyau

— typeGauche, ou leftType (une chaine de caracteres) : le type de la restriction de la

fontion d’appartenance a gauche du noyau

— typeDroit, ou right Type (une chaine de caracteres) : le type de la restriction de la

fontion d’appartenance a droite du noyau

Ce ne sont pas toujours, a proprement parler, des nombres flous car leur noyau n’est pas

forcément réduit & un seul élément, mais dans la littérature, les nombres flous non réduits

aux restrictions linéaires sont souvent réferencés par abus de langage comme des nombres

flous trapézoidaux.

Une instance peut étre schématisée comme suit

leftType H

llLinll

0 1
"Quad" leftSpread
—p

Pour déclarer un nombre flou, on écrit :

nl = NombreFlou(3,4,2,1,"Lin","Quad")

leftMode

2

rightSpread

3

Y

rightType

llLinll

"Quad"

Les différentes méthodes de cette classe permettent a la fois d’afficher et de dessiner

les graphes de ses instances, mais aussi d’effectuer des calculs sur ces instances et de les

ordonner.
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Pour commencer, la fonction print (nombreFlou) qui permet d’afficher le nombre
flou sous la forme du quadruplet (modeGauche, modeDroit, dispersionGauche, disper-

sionDroite) et précise sa famille en fonction du type de ses restrictions.

print(nl)

(3,4,2,1), Lin - Quad

Les fonctions get_mode (self), get_dispersionGauche (self) et
get_dispersionDroite (self) renvoient respectivement le mode, le dispersionGauche

et le dispersionDroite du nombre flou.

La fonction trace (self) affiche le graphe de la fonction d’appartenance du nombre
flou en fonction de son noyau, de son support et de sa famille (self représente 1'objet sur

lequel la fonction est appelée).

nl.trace()

1k

0.8

0.6

0.4

Les instances de cette classe dont les restrictions sont linéaires bénéficient de redéfi-
nitions des opérations binaires +, -, *, /, et celles avec des restrictions quadratiques de
redéfinitions des opérations binaires -+, -.

A noter qu'ici, comme le noyau n’est pas toujours réduit & un seul élément, les calculs
s’effectuant normalement sur le mode sont réalisés sur un intervalle. Pour ce faire, nous
utilisons Parithmétique des intervalles explicitée dans [TR11] pour la multiplication des

nombres flous trapézoidaux.
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Chaque méthode commence par vérifier si les familles des deux opérandes sont bien
compatibles pour 'opération concernée en appelant les fonctions
famillesEgales (self, autre) ou
famillesSymetriques (self, autre). Deux familles peuvent étre égales et symé-
triques dans le cas d’une méme famille simple, simplement égales, simplement symétriques

ou incompatibles.

nl = MNembreFlou(3,4,2,1,"Lin","Lin™)

n2 = MNombreFlou(1,5,1,3,"Lin","Lin™)
n3 = NombreFlou(-2,3,5,8,"Lin","Quad™)
nd = NombreFlou(5,8,1,6,"Quad"”,"Lin")

(MombreFlou.famillesEgales(nl,n2),
NombreFlou.famillesSymetrigues(nl,n2))

(True, True)
(MombreFlou.famillesEgales(n2,n3),
MombreFlou.famillesSymetriques(n2,n3))
(False, False)
(MombreFlou.famillesEgales(n3,nd),
MombreFlou.famillesSymetrigues(n3,nd))

(False, True)

Les redéfinitions des opérations + et * vérifient que les familles des opérandes sont
bien égales, auquel cas elles effectuent les calculs sur les instances de la classe. Si les

familles ne sont pas égales, un message d’erreur est renvoyé.

nl = NombreFlou(-3,5,2,6,"Lin","Quad")
n2 = NombreFlou(2,3,4,5,"Lin", " "Quad")
n3 = NombreFlou(5,8,2,4,"Quad",”Lin")

print(nl + n2)

(-1,8,6,11), Lin - Quad

print(n2 + n3

L'opération ne peut aboutir car les familles des opérandes sont différentes
None

Les redéfinitions des opérations unaires - et ~ calculent et renvoient respectivement

I'opposé et I'inverse des nombres flous passés en parametre.
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nl = NombreFlou(3,4,2,5,"Quad", "Lin")
print(nl)

(3,4,2,5), Quad - Lin
nl op = =-nl
print(nl_op)
(-4,-3,5,2), Lin - Quad
nl_op op = =nl_op
print(nl_op_op)

(3,4,2,5), OQuad - Lin

nl = NombreFlou(6,8,3,7,"Quad","Lin")
print(nl)

(6,8,3,7), Ouad - Lin

nl_inv = =~nl
print(nl_inv)

(1/8,1/6,7/64,1/12), Lin - Quad

nl_inv_inv = ~nl_inv
print(nl_inv_inv)

(6,8,3,7), Quad - Lin

Voici les graphes de deux nombres flous opposés :

nl.trace() nl_op.trace

1k
0.8
0.6

0.4

Enfin, les redéfinition des opérations - et / vérifient que les familles des opérandes
sont symétriques, auquel cas elles effectuent les calculs sur les instances de la classe.
L’opérateur - calcule 'opposé de 'opérande de droite et 'additionne avec 'opérande de
gauche (meéme principe avec / et l'inverse). Si les familles ne sont pas symétriques, un

message d’erreur est renvoyé.
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nl = NombreFlou(-3,5,2,6,"Lin™,"Quad")
n2 = NombreFlou(2,3,4,5,"Lin","Quad")
n3 = NombreFlou(5,8,2,4,"Quad”,"Lin")

print(nl - n2)

L'opération ne peut aboutir car les familles des opérandes ne sont pas symétrigues
None

print(n2 - n3)

(-6,-2,8,7), Lin - Quad

Les méthodes de classe maxi (nombreFloul, nombreFlou?2) et

mini (nombreFloul, nombreFlou2) renvoient respectivement le max et le min des

nombres flous passés en parametre, qui peuvent étre un nombre flou différent. Ces fonc-

tions induisent un ordre partiel sur les nombres flous, implantés dans les fonctions

pluspetit (self, autre) et plusgrand (self, autre) qui utilisent respectivement

maxi et mini pour ordonner partiellement les nombres flous (tous ne sont pas compa-

rables). La fonction egale (self, autre) vérifie si toutes les propriétés des deux opé-

randes sont identiques.

flo

nl
n2

MombreFlou(-4,7,3,4,"Lin","Lin")
MombreFlou(2,7,1,8,"Lin","Lin™)

maximum = NombreFlou.maxi(nl,n2)
print(maximum)

(2,7,1,4), Lin - Lin
NombreFlou.plusgrand(nl,n2)
Ces deux arguments ne sont pas comparables pour cette relation d'ordre partiel

minimum = NombreFlou.mini(nl,n2)
print(minimum)

(-4,7,3,4), Lin - Lin

NombreFlou.pluspetit(nl,n2)

True

NombreFlou.equivalent(nl,n2

False

La fonction forme_parametrique (self,A=None) prend en entrée un nombre

u sous forme tuple et un anneau de polynoémes univariés en une variable fixée r (par
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défaut 'anneau Q[r]). Elle passe le nombre flou 7 dans sa forme paramétrique [n, 7| avec

n(r)=n—aL(r)
a(r)=n+BR7(r) |,

ol « et [ sont respectivement les dispersions gauche et droite de n. L et R sont les
fonctions de dispersion de n, qui définissent le type des restrictions de sa fonction d’ap-
partenance.

Pour ce faire, la fonction calcule la fonction inverse en r de chaque restriction (deux
fonctions pour les restrictions de type quadratique). La fonction renvoie une instance de
la classe NombreFlouPM décrite plus loin, avec ces fonctions inverses en r, la famille du
nombre flou sous la forme d’une chaine de caractére "typeGauche - typeDroit", et ’anneau

A si précisé.
nl = MNombreFlou(1l,6,4,2,"Lin","Lin™)

nlPM = nl.forme_parametrigue()
print(nlPM)

[4#%r - 3,-2%r + 8] , Lin - Lin
n2 = NembreFlou(2,4,1,3,"Lin","Quad")

n2PM = n2.forme_parametrigue()
print(n2PM)

[r+ 1,[3*sqrt(-1/2%r + 1/2) + 4, -3*sgrt(1l/2)*sqrt(r) + 7]] , Lin - Quad

B.1.2 La classe NombreFlouRed

La classe NombreF louRed hérite de la classe NombreF1lou. Elle permet de modéliser
dans la représentation en tuple des nombres flous avec des restrictions gauche et droite
linéaires ou quadratiques. Ces nombres flous sont réduits, i.e. que leur 1-coupe, ou noyau,

est réduite a un point qui est leur mode.

Le constructeur est NombreFlouRed (mode, dispersionGauche, dispersionDroite,

typeGauche, typeDroit).

Une instance de cette classe possede les cinq propriétés suivantes :
— mode (un entier) : le mode du nombre flou

— dispersionGauche (un entier positif ou nul) : la propagation du nombre flou & gauche

du noyau
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— dispersionDroite (un entier positif ou nul) : la propagation du nombre flou a droite

du noyau

— typeGauche (une chaine de caractéres) : le type de la restriction de la fontion d’ap-

partenance & gauche du noyau

— typeDroit (une chaine de caracteres) : le type de la restriction de la fontion d’ap-

partenance a droite du noyau

On a donc ici modeGauche = modeDroit = mode.

Une instance peut étre schématisée comme suit

leftType 1 rightType

llLinll llLinll

0 1 2 3 a 5 6 *
"Quad" leftSpread rightSpread "Quad"

F 3
s i
-
Y

Certaines fonctions sont redéfinies dans cette classe. Pour commencer, la fonction
d’affichage print (nombreFlou) qui affiche le nombre flou sous la forme du triplet

(mode, dispersionGauche, dispersionDroite) et précise sa famille.

Les redéfinitions des opérations unaires - et ~ sont aussi redéfinies pour prendre
en compte le fait que le noyau est unique, et renvoient bien une instance de la classe

NombreFlouRed.

Il en va de méme avec les opérations binaires + et * dont les calculs sont exactement

ceux vus en IV.2.3 avec le noyau réduit a un élément.
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nl = NombreFlouRed(2,3,1,"Quad","Lin™)
print(nl)

(2,3,1), Quad - Lin

nl.trace

L

-1

nl_op = -nl
print(nl_op)

(-2,1,3), Lin - Quad
n2 = NombreFlouRed(4,3,3,"Quad"”,"Lin™)

res = nl + n2
print(res)

(6,6,4), Quad - Lin

B.1.3 La classe NombreFlouPM

La classe NombreF1ouPM permet de modéliser un nombre flou dans la représentation

paramétrique.
Le constructeur est NombreFlouPM (bas, haut, famille, A=None).

Une instance de cette classe possede les quatre propriétés suivantes :

— bas : la fonction inverse de la restriction gauche, en la variable para, qui donne pour

chaque r dans [0, 1] la borne gauche de la r-coupe correspondante

— haut : la fonction inverse de la restriction droite, en la variable para , qui donne

pour chaque r dans [0, 1] la borne droite de la r-coupe correspondante

— famille (une chaine de caractéres) : la famille du nombre flou
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— para : le générateur de 'anneau donné en parametre (ou par défaut le générateur

de 'anneau de polynémes & une variable sur le corps des rationnels).

Les attributs haut et bas sont chacun soit une fonction en para pour le cas triangulaire,
soit un tableau de deux fonctions pour le cas quadratique.

Dans cette classe, les différentes méthodes permettent a la fois d’afficher et de dessiner
les graphes de ses instances, d’effectuer des calculs sur ces instances et de les ordonner.

La fonction print (nombreFlou) permet d’afficher le nombre flou sous la forme
d’une liste [bas, haut] et précise sa famille. La fonction trace (self) affiche la fonction
d’appartenance du nombre flou en fonction des fonctions bas et haut. Le graphe obtenu
est une rotation plane de 90 degrés par rapport a l'origine suivie d’une symétrie verticale
par rapport a 'axe du mode du graphe de la fonction d’appartenance.

On le voit plus clairement en superposant les graphes des deux représentations d’un

méme nombre flou :

nl = NombreFlou(-1,3,4,2,"Lin","Lin")
nlPM = nl.forme_parametrique()

nl.trace() + nlPM.trace()

La fonction get_types (self) renvoie, a partir de la famille du nombre flou para-
métrique sous forme de chaine de caractére "typeGauche - typeDroit", la liste de ses types
[typeGauche, typeDroit]. Cette fonction permet d’utiliser les fonctions
famillesEgales (self, autre) ou
famillesSymetriques (self, autre) exactement de la méme fagon que dans la

classe NombreFlou pour vérifier la compatibilité des familles pour chaque opération.
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Les redéfinitions des opérations binaires + et * (resp. - et /) peuvent alors vérifier
que leurs opérandes ont bien des familles égales (resp. symétriques) avant d’effectuer les

calculs de larithmétique floue vue en IV.2.2 pour la forme paramétrique.

On obtient ainsi un polymorphisme des opérations binaires + et - dans les deux

représentations.

nl = NombreFlou(1,2,2,1,"Lin","Quad"™)
n2 = NombreFlou(2,3,1,2,"Quad","Lin")

n3 = nl - n2
print(res)

(-7,4,5,7), Lin - Quad
pl = nl.forme_parametrique()
p2 = n2.forme_parametrique()

print(pl)
print(p2)

Symbolic Ring

[[2*sqrt(1/2)*sgrt(r) - 1, -2*sgqrt(-1/2*r + 1/2) + 1],-r + 3] , Quad - Lin
[P+ 1,[2%sgrt(-1/2%r + 1/2) + 3, -2*sqrt(l/2)*sqrt(r) + 5]] , Lin - Quad

p3 = pl - p2

print(p3)

[[4*sqrt(1/2)*sqrt(r) - 6, -4*sqrt(-1/2*r + 1/2) - 2],-2%r + 2] , Quad - Lin
n3PM = n3.forme_parametrique()

print(n3PM)

Symbolic Ring
[[4*sqrt(1/2)*sqrt(r) - 6, -4d*sqrt(-1/2*r + 1/2) - 2],-2%r + 2] , Quad - Lin

n3.trace() + p3.trace()

|
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Les méthodes de classe maxi (nombreFloul, nombreFlou2) et
mini (nombreFloul, nombreFlou2) procedent exactement comme les fonctions maxi
et mini de la classe NombreFlou, en s’adaptant & la structure des nombres flous para-
métriques, et induisent un ordre partiel sur les nombres flous. La fonction egale (self,
autre) vérifie que les propriétés des instances sont identiques, et les fonctions
plusgrand (self, autre) et pluspetit (self, autre) utilisent respectivement maxi
et mini pour ordonner partiellement les nombres flous (tous ne sont pas comparables).

Un ordre total sur les nombres flous dans la forme paramétrique est donné via des cal-
culs d’intégrales dans [EKZ15]. Cette méthode a été implantée dans la fonction R (self,

autre) et est décrite ci-dessous :

Soit un nombre flou u de forme paramétrique [u(r),u(r)], avec 0 < r < 1, on définit :

Mag(u) = u(1) +u(1)) f(r)dr,

\V] \

Momag(u) = w(l) —a(1))dr

l\')\»i

1

Z ) +
0
1

> )+
0

otl la fonction poids f(a) est positive et croissante sur [0, 1] avec f(0) = 0 et 30 f(a)da =

% Ici, on utilise f(r) = 7.

Ces deux calculs sont effectués par les méthodes momag (self) et momag (self).

A partir de 2 nombres flous sous forme paramétrique a et b, la méthode R (self,

autre) calcule les quantités

R(a,\) = Mag(a) + X - Momag(a) et R(b,\) = Mag(b) + X\ - Momag(b),

ol
0  si Mag(a) # Mag(b),
A=4q1 si Mag(a) = Mag(b) et z >= 0,
—1 si Mag(a) = Mag(b) et z < 0.
avec z = w, et on renvoie ces deux valeurs dans un tuple.

Alors, pour deux nombres flous a et b, on définit le rang de a et b comme suit :
— R(a,\) > R(b,\) & a>b,
— R(a,\) < R(b,\) & a < b,
— R(a,\) = R(b,\) & a~b.
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B.2 Méthodes de résolution algébrique

Les méthodes listées ci-apres sont celles implantées pour la résolution algébrique de

systemes de polyndmes réels et entrant dans la mise en oeuvre de l'algorithme de Wu :

classe (p) : Retourne la classe d'un polynéme (le maximum parmi les indices des

variables apparaissant dans p)

degre (p) : Retourne le degré d’un polynoéme (le degré maximum en la variable dont

I'indice est la classe de p, i.e. en la variable principale de p)
init (p) : Retourne le coefficient dominant en la variable principale de p
tail (p) : Renvoie la queue d'un polynéme p, i.e. p - son terme dominant

estConstant (p, 1) : Renvoie True si p est constant en la variable d’indice 7, et

False sinon
ordreRitt (a,b) : Renvoie 1 sia >b,0sia=0b,—1sia<bpour 'ordre de Ritt
estReduit (a,b) : Renvoie True si a est réduit par rapport & b, et False sinon
basicSet (F) : Calcule un ensemble basique d’un ensemble de polynémes F

pseudoDiv (p, £) : Effectue la pseudo-division de p par f et renvoie la liste
[quotient, reste, init(f), init(f)’]

premEnsTri (p, T) : Effectue la pseudo-division de p par tous les polynémes de ’en-

semble T et renvoie le reste

PREM (F, B) : Effectue la pseudo-division de chaque polyndéme de F' par tous les po-

lynémes de ’ensemble T' et renvoie la liste des restes
CharacSet (F) : Calcule I'ensemble caractéristique de I’ensemble de polynémes F’

Wu (F) : Algorithme de Wu : Calcule I’ensemble des ensembles caractéristiques a partir

du systeme F'
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prodInit (B) : Renvoie le produit des initiaux des polynémes de ’ensemble B

ensInit (Z) : Renvoie la liste des produits des initiaux pour chaque ensemble de Z

B.3 Algorithme principal

L’utilisateur entre son systeme polynomial a coefficients flous sous la forme d’une liste

de couples :

System = [(membre de gauche equation 1, membre de droite equation 1),

(membre de gauche equation 2, membre de droite equation 2),

(membre de gauche equation s, membre de droite equation s)]

ou chaque membre d’une équation est également donné par une liste de couples :

membre d’une equation = [(Coefficient flou monéme 1, terme monéme 1), ...,

(Coefficient flou mondme m, terme mondme m)]

Par exemple, pour le systéme

v+ (=1,1,1) = (=2,1,1)y?,
r+(3,1,1) = (2,1,1)y?

F

on écrit
systeme = [ ([ (NombreFlouRed(1l,0,0,"Quad", "Quad"),x), (NombreFlouRed(-1,1,1,"Quad","Quad"),1)1,
[ (NombreFlouRed(-2,1,1, "Quad", "Quad"),y**2)1),
([ (NombreFlouRed(1,0,0, "Quad", "Quad"),x), (NombreFlouRed(3,1,1,"Quad","Quad"),1)1,

[ (NombreFlouRed (2,1,1, "Quad", "Quad"),y**2)1)]

resolution_reelle_systemes_flous (Systeme, n) : Renvoie, a partir d'un
systeme flou Systeme a s équations, donné comme ci-dessus, et d’un nombre de variables
n, ’ensemble des solutions réelles exactes de Systeme. Pour cela, elle utilise principale-

ment les fonctions suivantes.

RealTransform(dep, I) : A partir d’'un systéme flou dep & s équations donné
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comme ci-dessus et d’une liste de signes I € {—1,1}", construit le systéeme SI a coef-

ficients réels a 3s équations.

SolPos (SI) : Renvoie a partir d’'un systéme SI a coefficients réels a 3s équa-
tions, ’ensemble des solutions positives de SI. Elle fait appel pour cela a la fonction
Wu (systeme) qui implante I'algorithme de Wu, i.e. renvoie 'ensemble Z des ensembles
caractéristiques B du systéme réel passé en parametre, puis a la fonction get_zeros (Z)
qui a partir de I’ensemble Z des ensembles caractéristiques renvoie les zéros de la variété
V(SI) =Upgez V(B/IB) ou Ip = [[pep init(b), i.e. les solutions positives de SI.

B.4 Tests

Des fonctions print ont été appelées dans les différentes méthodes afin de pouvoir

suivre correctement le déroulement des algorithmes.
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B.4.1 Exemple 1 :

x+ (_L ]-a 1) = (_2a ]-a 1)y27
r+(3,1,1) = (2,1,1)y?

F

systeme = [([(NombreFlouRed(1,8,@,"Quad”,"Quad"),x), (NombreFlouRed(-1,1,1,"Quad”,"Quad"),1)}], [(NombreFlouRed(-2,1,1,"Quad"”, "Quad™),y**2)]),\
([(NombreFlouRed(1,@,8,"Quad”,"Quad”),x), (NombreFlouRed(3,1,1,"Quad","Quad"),1}], [{(NombreFlouRed(2,1,1,"Quad"," "Quad”),y**2)]1)1]

resolution_reelle_systemes_flous(systeme2,2)

Pour = & : I= [-1, -1] , x négatif et y négatif

ColonnesDistinctes = []

ListeSystemes = []

c= [-1,1,1, -1, 1, 1]

La colonne C est une nouvelle colonne, cpt est incrémenté, cpt = @ et on ajoute C & ColonnesDistinctes & 1'indice @

S(I) = [-y"2 + 1, 2*%y"2 - x - 1, -2*%y"2 - x + 3]

Le systéme S(I) est un nouveau systéme, on 1'ajoute 3 ListeSystemes & 1'indice @
On résout S(I)

Solutions positives de S(I) : set([(1, 1)}])

On insgre ces solutions dans 1b @ 1'incide @

On ajoute dans sol le produit de Kronecker de I = [-1, -1] avec 1b[ @ ]

sol = set([(-1, -1)])

Pour § = 1 : I= [-1, 1] , x négatif et y positif
ColonnesDistinctes = [[-1, 1, 1, -1, 1, 1]]

ListeSystemes = [[y"2 - 1, 2%y"2 - x - 1, 2*y"2 + x - 3]]

c= [-1, 1,1, -1, 1, 1]

La colonne C est déja présente dans ColonnesDistinctes a 1'indice @

On ajoute dans sol le produit de Kronecker de I = [-1, 1] avec 1lb[ @ ]
sol = set([(-1, 1), (-1, -1)])

Pour § = 2 : I= [1, -1], x positif et vy négatif

ColonnesDistinctes = [[-1, 1, 1, -1, 1, 1]]

ListeSystemes = [[y"2 - 1, 2%y"2 - x - 1, 2*y"2 + x - 3]]

c=- [1,1, 1,1, 1, 1]

La colonne C est une nouvelle colonne, cpt est incrémenté, cpt = 1 et on ajoute C & ColonnesDistinctes & 1'indice 1
S(I) = [2%y"2 + x - 1, -2*%y"2 + x + 3, -y"2 + 1]

Le systéme S{I) est un nouveau systzme, on 1'ajoute & ListeSystemes 3 1'indice 1
On résout S5(I)

Solutions positives de S(I) : set([])

On insére ces solutions dans 1b 3 1'incide 1

On ajoute dans sol le produit de Kronecker de I = [1, -1] avec 1b[ 1 ]

sol = set([(-1, 1), (-1, -1)])

Pour § = 3 : I= [1, 1] , x positif et y positif
ColonnesDistinctes = [[-1, 1, 1, -1, 1, 1], [1, 1, 1, 1, 1, 1]]
ListeSystemes = [[y"2 - 1, 2*%y"2 - x - 1, 2*y"2 + x - 3], [2*y"2 + x - 1, 2*%y"2 - x - 3, y*2 - 1]]

c= 1[1,1, 1,1, 1, 1]

La colonne C est déjd présente dans ColonnesDistinctes & 1'indice 1
On ajoute dans sol le produit de Kronecker de I = [1, 1] avec 1b[ 1 ]
sol = set([(-1, 1), (-1, -1)])

{(-1, -1, (-1, 1)}

On obtient pour solution la variété V = {(z = —1,y £ 1)}.
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B.4.2 Exemple 2 :
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F

(5,1, Dy + (2,3, 1)x?y? + (2,2, 1)x3y® = (9,6,3

)

systeme2 =[([(NombreFlouRed(2,1,1,"Quad","Quad"),x*y), (NombreFlouRed(3,1,1,"Quad", " Quad"),x**2%y**2), (NombreFlouRed(Z,lJl,"Quad“,"Quad")Jx**B*y**SfTiwanE1ﬁnﬂeag°
[ (NombreFlouRed(7,3,3,"Quad”,"Quad”),1)]), ([(MombreFlouRed(5,1,1,"Quad","Quad"),x*y), (NombreFlouRed(2,3,1,"Quad","Quad"),x**2*y**3}}\

, (NombreFlouRed(2,2,1,"Quad", "Quad™),x**3*y**3}], [(NombreFlouRed(9,6,3,"Quad","Quad”),1)])]

resolution_reelle_systemes_flous(systeme,2)

Pour j = & : I = [-1, -1] , x négatif et y négatif

ColonnesDistinctes = []

ListeSystemes = []

c= [1, 1, 1,1, 1,1, 1, 1]

La colonne C est une nouvelle colonne, cpt est incrémenté, cpt = @ et on ajoute C & ColonnesDistinctes & 1'indice

ess tha

a

S(I) = [2#*x"3*yr3 4+ 2 2%yh2 4 S¥*x¥y - O, D¥xN3#yAT 4 JExAQEA] 4 DExFy - T, DExAIFGAT 4 3EAZFYND 4+ oxFy - B, xM3IFyt3 o+ xM2¥yM2 o+ xFy - 3]

Le systzéme S(I) est un nouveau systéme, on l'azjoute & ListeSystemes & 1'indice @
On résout S(I)

Solutions positives de S(I) : set([(1/y, 'R+")])

On insére ces solutions dans 1lb @ 1'incide @

On ajoute dans sol le produit de Kronecker de I = [-1, -1] avec 1b[ @ ]

sol = set([(1/y, 'R-")])

Pour j = 1 : I= [-1, 1] , x négatif et y positif
ColonnesDistinctes = [[1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1]]

ListeSystemes = [[2*x"3*y"3 + 2%x"2*%y"2 + S*x*y - 9, 2%x"3%y"3 & 3%2Ryt2 4+ 2Fxty - T, 2%xM3FyN3 4 3ExM2MyN2 o+ xry - B, xM3Fyh3 o+ xM2%y2 + x*y - 3]]

¢= [-1, 1, -1, 1, -1, 1, -1, 1]
La colonne C est une nouvelle colonne, cpt est incrémenté, cpt = 1 et on ajoute C & ColonnesDistinctes & 1'indice

1

S(I) = [-2%x"3%y"3 & 3¥xM2¥ynD - D¥Fx*y - T, -2¥xM3FyN3 4 3FxN2FyND - xFy - B, -xM3FyA3 o+ xM2Fyh2 - xFy - 3, S2FxMIRyAT 4 222 - GBEx*y - O]

Le systéme S(I) est un nouveau systéme, on l'azjoute & ListeSystemes & 1'indice 1
On résout S(I)

Solutions positives de S(I) : set([])

On insére ces solutions dans 1b @ 1'incide 1

On ajoute dans sol le produit de Kronecker de I = [-1, 1] avec 1b[ 1 ]

sol = set([(1/y, 'R-")])

Pour j = 2 : I= [1, -1] , x positif et y négatif

ColonnesDistinctes = [[1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1], [-1, 1, -1, 1, -1, 1, -1, 1]]

ListeSystemes = [[2*x"3*y"3 + 2%x 2%y 2 + S*x*y - 9, 2%x"3%y"3 & 3% 2%yt2 + 2Fxty - T, 2ExM3%yN3 4 3ExM2MyND o+ xty
- IRxA2EyMY ¢ 2ExFy o+ T, 2FxM3FyA3 - 3ExM2FyRD o+ oxty o+ 6, xM3IFyM3 - xM2FyM2 o+ xFy o+ 3, 2WxA3IFyAI - 2ExM2FyM2 o+ SExty
¢=- [-1,1, -1, 1, -1, 1, -1, 1]

La colonne C est déja présente dans ColonnesDistinctes 3 1'indice 1

On ajoute dans sol le produit de Kronecker de I = [1, -1] avec 1b[ 1 ]

sol = set([(1/y, "R-")])

Pour j = 3 : I= [1, 1] , x positif et vy positif

ColonnesDistinctes = [[1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1], [-1, 1, -1, 1, -1, 1, -1, 1]]

ListeSystemes = [[2*x"3*y"3 + 2%x"2*y"2 + S*x*y - 9, 2%x"3%y"3 & 3% 2¥yN2 + 2Fxty - T, 2ExM3FyN3 4 3ExM2MyND o+ xty
- IRxAZEyMY ¢ 2ExFy o+ 7, 2ExM3FyA3 - 3ExM2FyRD o+ oxty o+ 6, xM3FyM3 - xM2FyM2 o+ xFy o+ 3, 2WxAIFyAI - 2ExM2FRyM2 o+ SExty
c=[1,1,1,1,1,1,1,1]

La colonne C est déja présente dans ColonnesDistinctes 3 1'indice @

On ajoute dans sol le produit de Kronecker de I = [1, 1] avec 1b[ @ ]

sol = set([(1/y, 'R+"), (1/y, 'R-")])

{(L/y, "R+"), (L/y, "R-")}

- B, XM3Fyh3 o+ xM2*yM2 o+ oxty - 3],
+ 9]]

- B, XM3*yA3 o+ xM2*yM2 o+ ox*y - 3],
+ 9]]

On obtient pour solution la variété V = {(z = %, y) |y € R\{0})}.

0.018 seconds

n a minute ago
0.348 seconds

[25x"3%y"3

[25x"3%y"3
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