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Introduction générale

Toute au long de leur vie, les systémes subissent des pannes et recoivent des réparations et
maintenances pour redevenir rapidement opérationnel. Une indisponibilité trop importante cotite
tres cher aux exploitants. Une défaillance mal controlée dans le domaine militaire, aéronautique,
médical ou des transports a des conséquences catastrophiques. Du fait de leur dégradation, usure
et vieillissement, les instants de défaillance des systémes industriels ont un caractére aléatoire et
inévitable en absence de maintenance préventive. L’objectif de I’équipe de maintenance est de
bien intervenir sur les systémes pour prolonger leur vie utile, en prenant en compte les critéres
de cott de maintenance et d’indisponibilité du systéme.

Une maintenance efficace et une bonne gestion de la politique de maintenance préventive
sont des critéres importants pour garantir un niveau correct de fiabilité. On peut étre plus exi-
geant dans la conception, renforcer la redondance, utiliser les composants plus fiables. Toutefois,
toutes ces actions ont un colt trés élevé, voire non rentable. Il se peut aussi qu’il soit impératif
d’utiliser les matériels ou composants déja existants ou accessibles sans avoir beaucoup de choix.
La maintenance devient alors une composante cruciale dans la gestion des systémes industriels.

Dans ce manuscrit, nous nous intéressons aux instants de maintenance a ’échelle globale du
systéme. Cela revient & ne pas prendre en compte la structure du systéme et & considérer que
le systéme est formé d’un seul composant. On distingue les deux grands types de maintenance
(Extrait de la norme NF EN 13306 X60-319) :

e Maintenance corrective : maintenance exécutée aprés détection d’une panne et destinée &

remettre un bien dans un état dans lequel il peut accomplir une fonction requise.

e Maintenance préventive : maintenance exécutée a intervalles prédéterminés ou selon des
critéres prescrits et destinée & réduire la probabilité de défaillance ou la dégradation du
fonctionnement d’un bien.

Les actions de maintenance sont réalisées a des instants aléatoires ou déterministes. Dans les
applications industrielles, la défaillance (aussi appelée panne) est généralement considérée comme
un événement aléatoire. Par conséquent, les instants de maintenance corrective sont aléatoires,
puisque ceux-ci dépendent des défaillances. En revanche, les instants de maintenance préventive
pourraient étre déterministes ou aléatoires, selon les critéres (cott, indisponibilité, cadence de
production, etc.). Cela dit, il se trouve des cas ou la politique de maintenance préventive n’est
pas optimisée, ou qu’aucune politique de maintenance préventive ne soit mise en place. D’ou
I'importance de I'analyse de bases de données de maintenance. Cette analyse peut permettre de
comprendre le mécanisme de dégradation et de vieillissement du systéme en question. D’autre
part, on peut estimer 'efficacité des actions de maintenance réalisées avec les outils appropriés,
afin d’adapter et de préparer les actions & venir.

Dans la littérature de la fiabilité et streté de fonctionnement, plusieurs outils sont proposés
pour la modélisation, la mise en place et 'analyse de la maintenance. On peut citer quelques
méthodes d’analyse de risques pour la maintenance, telles que Arbre de défaillance, Diagramme
de Cause a Effet, Diagramme de fiabilite, AMDEC (Analyse des Modes de Défaillance, de leurs
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Introduction générale

Effets et de leur Criticité) ou ’analyse quantitative par les modéles statistiques. Un des avantages
des méthodes qualitatives est qu’elles permettent de déterminer la cause et 'effet de la panne,
afin d’avoir des actions appropriées sur les composants critiques. Ces méthodes nécessitent une
connaissance approfondie du systéme en question. L’analyse par les modeéles statistiques est
complémentaire et ne requiert qu’une représentation relativement abstraite du comportement
du systéme. De plus, il est généralement plus simple pour alimenter ces analyses : il suffit de
disposer des instants de défaillance, des types de maintenance ou du niveau de dégradation.
On peut obtenir ensuite des premiéres estimations de la dégradation et du vieillissement. Ces
techniques permettent classiquement d’optimiser ’ensemble des actions de maintenance.

De ce fait, cette thése est dédiée & 'analyse des données de maintenance par des méthodes
statistiques. Pour une modélisation appropriée des données, il nous faut des hypothéses sur
I'impact de la maintenance sur le systéme. Dans la littérature, les modeles font généralement
Ihypotheése que les maintenances ont un effet palliatif (suite & une défaillance, le systéme est
remis dans l’état ou il se trouvait juste avant l’événement) ou de remise & neuf. Les modeéles
sont alors appelés ABAO (As Bad As Old) et AGAN (As Good As New), respectivement. Ainsi,
Pefficacité de maintenance d’un modéle ABAO est minimale, d’'un modéle AGAN est parfaite.
En pratique, il est possible que les maintenances ameéliorent 1’état du systéme, sans pour autant
le remettre & ’état neuf. On parle alors de la maintenance imparfaite, dont l'efficacité se trouve
entre les deux cas extrémes. Plusieurs approches sont proposées pour modéliser 'effet imparfait
de la maintenance, dont les plus répandus sont les modéles d’age virtuel. Parmi eux, les modéles
les plus employés sont les modeéles de Kijima, le modeéle de Brown-Proschan et la classe de modéles
ARA (Arithmetic Reduction of Age - Réduction arithmétique d’Age). De nombreux travaux sur
les propriétés mathématiques et ’application industrielle de ces modéles sont proposés dans la
littérature.

Dans des conditions moins extrémes mais plus réalistes, les outils classiques ne sont plus
adaptés, par exemple lorsque 'on est en présence de données manquantes. Généralement, ces
outils supposent que les données sont issues d'un systéme neuf, c’est-a-dire que le début des
observations commence en méme temps que la mise en route du systéme. Dans la réalité, il se
peut que seule une partie de la base de données (les instants de défaillance en I'occurrence) soit
disponible pour diverses raisons : équipement d’enregistrement non adapté, perte d’information
du passage de 'enregistrement physique au digital, systémes achetés d’occasion etc. Par ailleurs,
il est possible que ’enregistrement des données soit réalisé durant le régime stationnaire des
systéemes. Ce régime peut étre atteint suite a une période de jeunesse, de rodage ou de test. Par
conséquent, le systéme livré aux exploitants ne peut pas étre considéré comme neuf au début
des observations. D’autre part, on rencontre des cas ou trés peu de données de défaillance sont
enregistrées, puisque les systémes sont tres fiables. En contrepartie, les exploitants disposent
d’une riche connaissance sur le fonctionnement et le comportement du systéme en question ou
des systémes similaires. Cela fait appel & des méthodes qui peuvent prendre en compte ces
informations dans ’analyse statistique. Finalement, 1’'un des objectifs importants de ’analyse de
base de données de maintenance est de pouvoir proposer une politique de maintenance préventive
adaptée.

Nous souhaitons réponde le mieux possible a ces questions dans cette thése. Dans un premier
temps, nous présentons le cadre de littérature dans lequel on se positionne. Le deuxiéme cha-
pitre est consacré au développement des propriétés d’un modéle de maintenance imparfaite de la
classe ARA. En choisissant le cas particulier classique de la loi de Weibull, nous développons les
lois marginales des grandeurs de fiabilité pour ce modéle, puis nous proposons les lois asympto-
tiques du régime stationnaire correspondant. Les résultats asymptotiques seront appliqués dans
la construction des politiques de maintenance préventive avec la maintenance imparfaite. Lors



de 'application des politiques, nous supposons que les parameétres de modeéles sont connus. En
pratique, cela n’est généralement pas le cas. Les paramétres sont estimés a partir des données,
puis ils sont utilisés pour implanter les politiques de maintenance préventive. Nous insistons sur
I'importance de la procédure d’estimation, afin de bien identifier le comportement du systéme
d’étude, et de proposer des politiques efficaces. Dans le chapitre 3, nous poursuivons 'inférence
des modeéles avec des données obtenues sur une fenétre d’observation. Les extensions de mé-
thodes d’estimation pour chacun des modéles sont présentées, accompagnées des simulations et
des applications aux données réelles. Dans le chapitre 4, nous proposons également l'inférence
bayésienne pour le modéle Brown-Proschan, afin d’étendre les analyses bayésiennes pour les mo-
déles de maintenance imparfaite. La thése est terminée par une conclusion générale des travaux
effectués et par les pistes pour les futures recherches.
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Chapitre 1

Modéles classiques de maintenance

1 Notations et modéles

Cette section est consacrée a l'introduction des modeéles et des méthodes statistiques pour
la modélisation de la maintenance. Les durées des actions de maintenance sont supposées négli-
geables par rapport & la durée de vie du systéme. Les instants de défaillance et de maintenance
sont modélisés par un processus de comptage. Dans un premier temps, nous ne considérons
que les systémes soumis a des maintenances correctives. La prise en compte de la maintenance
préventive a lieu & partir de la section 1.3.

1.1 Processus de comptage

Un processus de comptage décrit la situation ol une suite d’occurrences d’un événement
est observée, et notée par une suite de variables aléatoires positives {T;};>0. Les durées inter-
occurrence (inter-défaillance) sont notées {X;};>1, avec X; = T; —T;_;. La fonction de comptage
associée au processus est définie comme suit :

Ne= lr<y

i>1

La variable aléatoire T; désigne le temps ou l'instant de la ¢éme maintenance avec la conven-
tion Ty = 0, et N; compte le nombre de défaillances ou maintenances dans U'intervalle [0,¢]. Un
exemple de trajectoire est présenté dans la Figure 1.1.

La connaissance de la loi du processus {7} };>¢ implique celle du processus {N¢}~0 et inver-
sement car :

]P(Tl < t17T2 < t27-'-7Tn < tn) = ]P)(Ntl > 17Nt2 > 27 ”'7Ntn > n)

Pour une défaillance & l'instant T;, dénotons T, et TZ-Jr les instants juste avant et aprés la
défaillance. Les lois de variables aléatoires {7} }i>0, {Xi}i>1 ou {IVt}+>0 peuvent étre définies par
I'intensité de défaillance conditionnelle :

)\t = lim (Nt—i-At — Ntf = 1|Ht*) (11)

—P
At—0 At

ou ;- désigne le nombre de défaillances survenues avant t. Cette intensité décrit la propension
d’observer une défaillance dans une trés courte période de temps At, en sachant le passé du
processus H;— jusqu’au instant ¢~. L’ensemble H,;- peut contenir les co-variables, les types de

11



Chapitre 1. Modéles classiques de maintenance

Ny
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Figure 1.1 — Exemple de trajectoire d’un processus de comptage

maintenance et les instants de défaillances dans le passé. Pour ce type de processus de comptage,
on suppose que la probabilité d’avoir plus de deux observations pendant une trés courte période
At est négligeable [52] :

lim

1 i
et EP(Nt—‘rAt = Ni- 2 1[H-) = ilgl P (Nipar = Ne- = 1|H,-)

0 At

Dans la modélisation de la maintenance ou les instants de défaillance ne sont pas forcément
indépendants, il est important de distinguer Uintensité A\; du taux d’occurrence (ROCOF-Rate
of Occurrence of failure), qui est défini sans le conditionnement [123] :

. ]P)(Nt At — Nt = 1)
w(t) = Aliglo . At

Pour les systémes réparables, il est raisonnable de considérer que le passé du processus a
un impact sur les futures défaillances. L’intensité de défaillance \; est alors une variable aléa-
toire, et {)\t}tzo est un processus stochastique. Toutefois, pour un systéme neuf (et avant sa
premiére défaillance), nous considérons que son intensité de défaillance est une fonction continue
et déterministe A(¢), que I'on appelle intensité initiale. L’écriture \(¢) désigne alors l'intensité de
défaillance d’un systéme neuf avant la premiére défaillance ou d’un systéme non réparable. Dans
le cadre de la modélisation des systémes réparables de cette thése, nous privilégions 'utilisation
du terme intensité de défaillance initiale (ou intensité initiale) a celui de tauz de défaillance.

On définit U'intensité de deéfaillance cumulée dans Uintervalle [0, ¢], comme l'intégrale de I'in-
tensité de défaillance :

¢
A = / Asds
0

Les fonctions A; et Ay ne sont pas forcément continues. Dans [52], il est montré que la fonction
¢ est une fonction continue par morceaux :

M=) X Timte Tamtn (= Ta) Uiz, <<, )
n>0

12



1. Notations et modéles

OU AX, 1|Ti=t1,.. . T.=t, €St le taux de défaillance de la durée de défaillance X1, sachant le passé
(t1,t2,...,t,). La loi conditionnelle du T},41 s’exprime alors comme suit [52] :

t
f T Ti=t1,. Ta=t,, (t) = A exp <—/t )‘udu> Lt <tocctn<t)y, V21
t
Fr(£) = A(t) exp (- / A(u)du)
0

Pour établir la vraisemblance d’un tel processus de comptage, on a généralement besoin
de connaitre les lois des T}, et de définir un type de censure. La censure est la fagon dont les
événements sont enregistrés. Une des caractéristiques des données de survie est 1’existence d’ob-
servations incomplétes. En effet, les données sont souvent recueillies partiellement, notamment, &
cause des processus de censure et de troncature. Les données censurées ou tronquées proviennent
du fait qu’on n’a pas accés a toute 'information : au lieu d’observer des réalisations indépen-
dantes et identiquement distribuées (i.i.d.) de durées X, on observe la réalisation de la variable
X soumise a diverses perturbations, indépendantes ou non du phénoméne étudié. Des notions de
base concernant la censure sont les suivantes [2] :

o (lensure a droite : Soit L une valeur fixée, au lieu d’observer les variables Xi,..., X, qui
nous intéressent, on n’observe X; uniquement lorsque X; < L, sinon on sait uniquement
que X; > L. La censure & droite est trés couramment employée pour modéliser la fin des
observations.

o (lensure a gauche : Soit la variable aléatoire X, supposons que 1’on observe seulement les
variables aléatoires Y = max{X,U} et Z = Lix>py ou U est la variable aléatoire de
censure indépendante de X. Ce phénomeéne peut apparaitre dans la situation ou l’état de
fonctionnement d’un objet n’est observé que par des inspections non continues. Lors de
I'inspection, l'objet est déja en panne, mais la durée exacte entre l'instant de panne et
Iinstant d’inspection est inconnue. D’autre part, il est possible que la censure & gauche
soit causée par 'instrument de mesure : un instrument peu sensible n’est pas capable de
mesurer un événement en dessous d’un certain seuil.

e Troncature a gauche (Left-Truncated) : Cette configuration est différente de la censure &
gauche. Dans ce cas, un événement n’est observé qu’a partir d’'un moment ultérieurement
a son début, et jusqu’au moment ou celui-ci s’achéve. La durée X est tronquée a gauche
par U, dans le sens ou seule la durée résiduelle Y = X — U|X > U est observable. Cette
configuration caractérise le phénomeéne d’entrée retardée [(late entry ou delayed entry)
[73]. Ainsi, les informations avant I’observation sont absentes ou partiellement disponibles.
Les analyses statistiques doivent étre adaptées a ces données, afin d’éviter les estimateurs
biaisés (Exemple IV.1.3 dans [2]).

La collecte de données est caractérisée selon les types de censure. On remarque que les cen-
sures ci-dessus sont définies pour un seul événement. Supposons maintenant que les événements
s’enchainent, on parle alors des événements récurrents. Dans le cadre de la modélisation de main-
tenance, les opérations successives de maintenance d’un systéme réparable constituent une telle
suite d’événement. Les données sont généralement des dates de maintenance, ou des types de
maintenance. Ainsi, nous nous intéressons a deux types d’observation :

e Plan d’essai de type I : L’objet est observé dans l'intervalle de temps [0,¢] prédéfini. La

derniere expérience qui commence & Tl,  est censurée a droite (par t).

o Plan d’essai de type II : L’observation est arrétée lorsqu’il y a n événements ou expériences
déja réalisés. Le nombre n est fixé avant 1’observation.

Ces deux types de collecte de données sont répandus dans la littérature, et la plupart des
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analyses statistiques sont réalisées avec les plans d’essai de type I et II. Il existe aussi des si-
tuations ou la troncature a gauche est présente. Les données peuvent concerner des réalisations
indépendantes d’une méme expérience, ou des instants d’occurrence des événements récurrents.
Les analyses statistiques nécessite alors des modification pour adapter & la nouvelle situation.
Nous en présentons en détails dans la section 3.4 de ce chapitre, et les travaux concernant la
troncature & gauche sont présentés ensuite dans le chapitre 3.

Etant donné un type de censure, ou un plan d’essai, on peut définir les vraisemblances corres-

pondant au processus de comptage. Considérons un intervalle [0, ], dénotons ¢}, = (t1,t2,. .., tn,1)
les n instants de défaillance selon la censure de type I (avec la convention tg = 0 et t,41 = t), et
t, = (t1,ta,...,ty) les n instants de défaillance selon la censure de type II et notons 6 le vecteur

des parameétres du modele. D’apres [52], la fonction de vraisemblance associée a I’observation z
(censure de type I) est donnée par :

n n+1 ti
£(0;ty) =[] M exp (— > /t Audu> (1.2)
=1 =1 Jli—1

Pour les observations ¢, avec une censure de type II, la vraisemblance admet ’expression sui-
vante :

t;

L(O;t,) = ﬁ)\ti exp (— Zn:/ )\udu> (1.3)
i=1 i=1"71t

i—1

ol A; est 'intensité de défaillance du processus de comptage associé, définie dans I’équation 1.1.

1.2 Modélisation de la maintenance corrective seule
1.2.1 Modéle de maintenance parfaite

Ce modeéle permet d’écrire les cas ol une maintenance ou une réparation remet le systéme a
neuf, d’ou le terme As Good As New (AGAN) ou maintenance parfaite. Il est construit a partir
d’un processus de comptage dit de renouvellement dont les durées inter-arrivée (inter-défaillance)
sont i.i.d. : X; ~ X, ¢ > 1. X est la variable aléatoire dont la fonction de répartition et la densité
sont I’ et f, respectivement. En termes de 'intensité de défaillance, on a :

A=At —Ty, )
En appliquant les équations 1.2 et 1.3, on obtient la fonction de vraisemblance du modéle AGAN
associée a 'observation de n défaillances ¢, sur I'intervalle [0,] (censure de type I) :

LPRO; 1) = [T At — tima)e M7t s emA=tn)
=1

La vraisemblance associée a l'observation de n défaillances ¢, (censurée de type II) s’écrit :

ﬁPR(H; tn) = H )\(tz — ti_l)e_A(ti—tifﬂ

i=1

ou A(t) = fg Au)du désigne lintensité de défaillance cumulée.
En particulier, lorsque la loi des durées inter-arrivée X est la loi exponentielle £()) alors le
processus de renouvellement associé est souvent appelé le processus de Poisson homogeéne (HPP).
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Dans cette configuration, le processus de renouvellement {7;};>1 et le processus de comptage
associé {N¢}i>0 ont les lois suivantes :

(A"
n!

(At)*

kKl

P(N; = n) = e MVt >0

n—1
P(T, <t)=1-e)" Yt >0,n>1

k=1

Une propriété importante du HPP est le comportement sans mémoire de la durée a la défaillance :

P(X >t —At+)
P(X >t+s|X >t) = (P(X ;;)S)zee_M = e Vs, t >0

Du fait de ’absence de mémoire et de 'hypothése de non-vieillissement qui en découle, la loi
exponentielle doit étre utilisée avec une trés grande vigilance pour les systémes industriels main-
tenus. Le modéle HPP est souvent utilisé dans la modélisation des composants électroniques avec
des remplacements parfaits aprés la panne [123]. Cette loi offre des avantages en termes d’analyse
de fiabilité grace a sa simplicité. Toutefois I’hypothése de maintenance parfaite devient simpliste
et trop optimiste pour les systémes complexes.

1.2.2 Modéle de maintenance minimale

Contrairement au modéle de maintenance parfaite, ce modéle suppose que les maintenances
remettent le systéme en fonctionnement dans ’état ou il se trouvait juste avant la défaillance.
Cette caractéristique est modélisée par un processus de Poisson non homogeéne (NHPP) défini
comme suit :

— N, est le processus de comptage associé aux instants de maintenance minimale,

— N a des incréments indépendants,

- ]PJ(NH_At — Nt = 1) = )\(t)At + O(At)

La condition des incréments indépendants implique que 'intensité de défaillance dans l'intervalle
(t,t + s| ne dépend pas de son passé H,-. En d’autres termes, l'intensité de défaillance n’est pas
affectée par les maintenances depuis la mise en route du systéme :

A = A(2)

Dénotons l'intensité de défaillance cumulée : A(t) = fot A(u)du. Les instants de défaillance {T;}i>o
et le processus de comptage associé {IN;}+>0 ont les lois suivantes :

P, < —1- 3 A no

|
P k!
PV, =n) = L

Les fonctions de vraisemblance avec deux types de censure sont données par :
n
LNHEP(9: ) = H)\(ti) x e A®) (censure de type I)
i=1
n

LNEPE(9:t,) = [[ Ati) x e (censure de type II)

=1
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L’hypothése de maintenance minimale est tout & fait réaliste lorsque ’on considére la main-
tenance palliative d’un systéme complexe ol une simple action n’influence pas son état général.
Cependant, il est aussi envisageable de supposer que la maintenance puisse améliorer 1’état du
systeéme, sans pour autant le remettre a neuf. On parle alors de maintenance imparfaite qui se
trouve entre ces deux cas extrémes.

Dans la littérature, plusieurs approches sont proposées pour modéliser l'effet imparfait de la
maintenance. Nous envoyer le lecteur a l'article de Pham et Wang [115] pour une présentation
plus exhaustive. Nous présentons ici ’approche d’age virtuel qui nous concerne particuliérement
pour la suite de la these.

1.2.3 Modéles d’age virtuel

1.2.3.1 Age virtuel Les modeles d’age virtuel supposent qu’aprés la iéme maintenance, le
systéme fonctionne comme un systéme neuf qui aurait vécu un age A; sans avoir eu de panne
[75]. L’age A; est appelé age effectif suite a la iéme maintenance. On peut déterminer la loi
des durées inter-défaillance {X;};>1 conditionnellement a I’age du systéme et & son passé de la
maniére suivante. Notons X la variable aléatoire associée a la durée de défaillance d’un systéme
neuf, la propriété d’age virtuel se traduit alors par :

Vi > 0,Vt > O,P(XH_l > t|A1,X1, 7A17X2) = ]P(X > A; + t|X > Al) (14:)

Notons f, F, R respectivement la densité de probabilité, la fonction de répartition et la fonc-
tion de survie associées a la variable aléatoire X, la loi conditionnelle de la prochaine durée
inter-défaillance X;11 en fonction des durées inter-défaillance du passé X1, Xo, ..., X; et des ages
effectifs associés Ay, Ao, ..., A, est donnée par :

R(A; +1)

Vi > 0,Vt > O,P(Xi_H > t‘Al,Xl, ,AZ,XZ) = R(A)

L’age initial du systéme Ay est égal a zéro si le systéme est neuf au départ, et est plus grand
que zéro sinon. L’age virtuel peut étre défini comme étant la somme du dernier age effectif et du
temps qui s’est écoulé depuis la derniére maintenance :

Vi :t_TNt, +ANr (1.5)
On note A, I'age effectif juste avant la néme défaillance :
A; = An—l + Xn

Dans la plupart des cas, on a V; <t et cette inégalité signifie qu’une maintenance efficace peut
rajeunir le systeéme. Il est possible de déterminer U'intensité de défaillance grace a ’age virtuel :

A= AVe) = At —Tn,_ + An,) (1.6)

En appliquant les équations 1.2 et 1.3, les vraisemblances d’un modele d’age virtuel associées
a la censure de type I et type Il sont données dans les équations 1.7 et 1.8, respectivement :

n n+1
ﬁVA(H;g) = H)\(ai_l +t;, — tz’—l) X exp (— Z A(ai_l +t;, — ti—l) — A(ai_1)> (17)

i=1 i=1
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n n
,CVA(H;t_n) = H)\(ai_l +t; — ti—l) X exp (— ZA(ai_l +t; — ti—l) - A(ai_1)> (18)
i=1 =1
Les valeurs {a;}i>0 sont les réalisations des ages effectifs {A;}i>o. Ces informations sont
importantes pour calculer la vraisemblance. Chaque modéle d’age virtuel modélise 'effet de
maintenance & travers les ages effectifs. Nous présentons les principales hypothéses et sur les
ages virtuels et les modeéles correspondant.

1.2.3.2 Modéle de Brown-Proschan Proposé par Brown et Proschan [13] (BP), il est
supposé qu’a chaque défaillance, une maintenance parfaite est réalisée avec la probabilité p et
une maintenance minimale avec la probabilité 1 — p. Il en découle que lefficacité de la iéme
maintenance B; suit alors la loi Bernoulli de paramétre p (B(p)) :

B; =1 §Silaiéme maintenance est parfaite

B; =0 Sila iéme maintenance est minimale

L’effet (minimal, parfait) de maintenance B; est indépendant de 'instant de défaillance T; et des
événements dans le passé {7}, Bj }1<j<i. L'age effectif du modele BP est déterminé par :

i
4= J[a-ByXx;
j=1k=j
Puisque le modéle BP est un modéle d’age virtuel, son intensité de défaillance dépendra de
Iintensité initiale et de 'age virtuel :

N,_ N, _
Ae=A t—Tn, —l—ZH(l—Bk)Xj
J=1 k=j

Il est montré dans [38] que si le taux de défaillance de la premiere défaillance T} (ou 'intensité
initiale) suit une loi exponentielle alors le modéle BP n’est pas identifiable. De plus, il est rare
d’avoir des informations sur les effets de maintenance B;. Malgré cela, Doyen [38] propose une
nouvelle écriture de la fonction de vraisemblance méme si 'on a pas d’accés a l'information sur
les valeurs des B;. Pour une observation de type I ¢ pendant Uintervalle [0,¢], la vraisemblance
du modéle BP est donnée par comme suit : -

L0, pity) = (1= p)"LNIPP(0; 40 )+

n
D (1= p) L0, pst) LTI (O ti1 — iyt — it — 1)
=1

De la méme maniere, la vraisemblance associée a 'observation de type II ¢, est :

LEP (@, pitn) = (1 —p)" LY (6; 1)+
n—1
> o1 =p) LB O, it ) LN (0 i1 — iyt — 1)
i=1
ou 6 désigne ’ensemble des parameétres de l'intensité initiale.
Block et al. [8] ont généralisé le modeéle BP, en supposant que la probabilité de maintenance

parfaite peut étre une fonction du temps p(t). Les propriétés du nouveau modele restent similaires
a celles du modele BP.
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1.2.3.3 Modéle de Malik Malik [98] présente une des premiéres modélisations de 'impact
de la maintenance sur ’age du systeme. Dans ce mode¢le, la maintenance réduit l’adge qui s’ajoute
depuis la derniére défaillance (X; = T; — T;—1) par un facteur d’amélioration &;. Il en découle que
I’age effectif juste apres la iéme défaillance vaut :

A=A+ (1 =6)(T —Ti1)

La suite des parameétres réels non-négatifs {§; };>1 représente donc lefficacité de la iéme mainte-
nance. Une maintenance est qualifiée non nuisible si & > 0. Il est clair que ce modeéle permet de
généraliser les deux concepts classiques ABAO et AGAN en prenant £ = 0 et & = 1, respecti-
vement.

Si les {&}i>1 sont déterministes et représentés par un seul parameétre { € [0,1], alors on
obtient :

A=A+ Q=T —Ti—1) = Ao+ (1 = T;

Dans cette configuration et en supposant que Ay = 0, 'intensité de défaillance du modéle est
déterminée par :

At = At — €T,

Guo et Love |62] rejoignent l'idée de Malik en proposant un modeéle de réduction d’age pour
modéliser 'impact de la maintenance sur le systeme.

1.2.3.4 Modéle Kijima Kijima |74] propose deux modéles permettant la prise en compte
de Defficacité de deux maniéres différentes :

1. Modéle I : La ¢éme maintenance réduit 1’dge du systéme d’une quantité proportionnelle &
la derniére durée inter-défaillance :

A=A+ ZiX;

ou Z; est une variable aléatoire réelle non négative qui représente efficacité de la iéme
maintenance. L’expression générique de ’age effectif est donc la suivante :

A; = EZ: Z; X
j=1

Les modéles de Malik et de Guo et Love sont deux cas particuliers du modéle I lorsque les
variables aléatoires Z; sont considérées comme un unique parameétre déterministe.

2. Modéle II : La iéme maintenance rajeunit le systéme d’un montant proportionnel & son
age virtuel juste avant la défaillance 4; 1 + X :

A =Zi(Aio + X5)

ol Z; est aussi une variable aléatoire réelle non négative pour efficacité de la ¢éme main-
tenance. On remarque que la maintenance réduit 1’age effectif lorsque Z; < 1. L’age effectif
est donc défini par :

Ai::E:[[IZ@)g

=1 k=j
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De par leurs constructions, les modéles I et II possédent des propriétés trés différentes. Etant
donné un systéme dégradant avec de faibles conditions sur A(t) et sur les Z;, les durées inter-
défaillance sous le modéle I tendent vers zéro, tandis que les durées inter-défaillance du modéle
II convergent vers un régime stationnaire [45, 82|. Doyen [38] a montré que le modeéle BP possede
également des comportements similaires au modéle II. Le comportement du modéle II fera 'objet
de notre étude dans le chapitre 2.

1.2.3.5 Extensions du modéle Kijima L’introduction du modéle Kijima de type I et II
offre une grande flexibilité pour modéliser 'impact de la maintenance. A partir de ces modéles,
plusieurs cas particuliers sont développés. On retrouve les modeles suivants :

e Modele de Finkelstein [45] et de Dagpunar [26] : Les auteurs indépendamment proposent
que les efficacités de maintenance {Z;};>; sont modélisées par une fonction du temps
p(t). Pour le modele Kijima I, lorsque la fonction p(t) est une constante p, on retrouve le
modele proposé par Yevkin et Kristov [147], qui porte le nom Generalized Renewal Process.
L’équation de renouvellement généralisé est introduite. Une procédure pour résoudre cette
equation est également proposée par des simulations de Monte Carlo ou par la technique
de calcul intégral de Volterra. Finkelstein [44] montre que pour une fonction p(t) continue
et non linéaire, les durées inter-défaillance tendent vers zéro et le systéme tombe en panne
juste aprés une maintenance, tandis que le modéle II va se stabiliser et entrer dans son
régime stationnaire. Dagpunar [26] s’appuie sur l’existence de ce régime afin de proposer
une méthode numeérique pour I’approximation de l'intensité de défaillance et de ’espérance
de ’age virtuel dans 1’état stationnaire.

e Modele de Fuqging et Kumar [48] : Les auteurs supposent que les efficacités de maintenance
sont modélisées par une fonction dépendant du temps chronologique z(t), a valeurs dans
I'intervalle [0, 1] et décroissante. Cela peut modéliser le cas ot les maintenances deviennent
de moins en moins efficaces au fur et & mesure que le systéme vieillit. Le cas d’exemple
d’une loi exponentielle est proposé :

z(t) = exp(—et®)

Pour certaines applications [4], les auteurs montrent que le nouveau modéle est plus adapté
aux données de défaillance que les modéles classiques de Kijima. Toutefois, si l’on s’intéresse
& lestimation de parameétres du modéles, celui-ci pourrait présenter des difficultés avec
I’ajout de deux paramétres supplémentaires.

e Modele de Stadje et Zukerman [135] : Ce modéle est construit sur le principe que ’équipe
de maintenance peut déterminer l'efficacité de l’action de maintenance avant méme que
celle-ci soit réalisée. La décision se transforme en une variable supplémentaire d qui va
ensuite influencer I’age virtuel de la maniére suivante :

A, =A, 1+ X, —d

Les deux cas spéciaux sont alors AGAN lorsque d = A, et ABAO lorsque d = 0. 11 est
possible d’'incorporer un cotit de maintenance dans d et de construire une politique de
maintenance optimale en s’appuyant sur cette configuration. Ce modéle permet de choisir
par avance l'efficacité de ’action de maintenance pour que le processus de maintenance
soit optimale. Ce modéle n’a pas été développé davantage dans la littérature.

e Modele de Dorado, Hollander et Sethuraman [35] (DHS) : Les auteurs introduisent un

nouveau processus {©; };>1 appelé suppléments d’age pour décrire le processus d’age virtuel.
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Les variables aléatoires doivent vérifier d’abord :

A1 =0,4; > 0et

©:=1,0;€(0,1],i > 1
Le modéle est déterminé par la loi conditionnelle de durée inter-défaillances X :
R(©;t + A;)

R(4;)

Le modéle posséde donc non seulement la propriété d’un modéle d’age virtuel, mais aussi la
vitesse de vieillissement est pondérée par le facteur ©;. Plus ©; est petit, plus 'espérance
de la durée de vie résiduelle est longue. Ce paramétre permet de décrire comment la main-
tenance prolonge la durée de vie du systéme. Une méthode d’estimation non-paramétrique
pour la loi de la premiére défaillance est ainsi présentée en supposant que l'on puisse

connaitre les age virtuels {4;};>1 et les suppléments d’age {©;};>1. Dans la reéalité, ces
informations sont rarement disponibles.

P(Xiy1 > t|A:,04, X1, ..., Xi—1) =

1.2.3.6 Modéles Réduction Arithmétique d’Age-ARA  La classe des modeéles de Réduc-
tion arithmétrique d’age (Arithmetic Reduction of Age - ARA), proposée par Doyen et Gaudoin
[40], s’appuie sur les modeéles de Kijima. Les efficacités de maintenance {Z; };>1 sont réduites a un
paramétre déterministe p € [0, 1]. Nous pouvons citer deux cas particuliers des modeéles ARA :
e Modeéle ARA; : L’age effectif A; est réduit d’un montant proportionnel & la derniére durée
inter-défaillance pX;. Suite a la iéme maintenance, 1’age effectif est donné par :

A=A+ 1-pX;

Ce modele est un cas particulier du modéle Kijima I. Il coincide avec la proposition de
Malik [98] et de Guo et Love [62].

e Modéle ARA : I’age effectif est réduit d’'un montant proportionnel & sa valeur juste avant
la défaillance :

Ai = (1 — p)(Ai_l + XZ)

Le modéle ARA, est un cas particulier du modéle Kijima II. Une modélisation similaire
est proposée par Brown et al. [12].
De plus, les auteurs généralisent le concept de la réduction d’age en proposant une auto-corrélation
d’ordre m des ages :
e Modeéle ARA,, : L'age effectif aprés la iéme maintenance est donné par :

min(m—1,i—1)
Ai=Ti—p Y, (1-pJT
§=0

La quantité m est appelée mémoire du modéle. Ainsi, le modele ARA; est de mémoire 1, tandis
que le modéle ARA, est de mémoire infinie. Le paramétre p est considéré comme l'efficacité de
maintenance, puisqu’il peut indiquer comment le systéme (par le biais de I’age virtuel) est affecté
par les actions de maintenance.

La classe des modéles ARA,, peut englober les modéles classiques, dépendant de valeur de
p:
p =0 : Maintenance minimale (ABAO) avec 4; = T;.
p =1 : Maintenance parfaite (AGAN) avec 4; = 0.
0 < p < 1 : Maintenance imparfaite.
p < 0 : Maintenance nuisible.
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1.2.4 Autres modéles de maintenance imparfaite

1.2.4.1 Modéle de réduction d’intensité de défaillance Les modéles de réduction d’in-
tensité de défaillance considérent que la maintenance peut réduire directement une proportion
de l'intensité de défaillance sans passer par ’age. La réduction d’intensité peut étre un montant
fixe, un pourcentage ou proportionnel. Chan et Shaw [18] sont parmi les premiers d’avoir proposé
une telle réduction en proposant leur version comportant deux types de réduction :

Apt = A~ — A Montant fixe A

)‘Tf = )\T;(l — p) Montant proportionnel p € [0, 1]

Entre deux défaillances consécutives, 'intensité de défaillance varie parallélement & l'intensité
initiale \(¢). La réduction d’un montant fixe s’apparente a un développement proposé par Canfield
[16], lorsqu’il évalue Deffet de la maintenance planifiée sur lintensité de défaillance. Pour la
réduction proportionnelle, le paramétre p peut caractériser Uefficacité de la maintenance.

Par analogie avec les modéles ARA, Doyen et Gaudoin [40] proposent une classe de modéles
appelée Arithmetic Reduction of Intensity de mémoire m (ARI,). De maniére similaire au
modeéle ARA,,, on retrouve les modeéles classiques pour les valeurs spéciales de 'efficacité p :

e p =0 : La maintenance est minimale. Les modeéles ARI,, se réduisent au modele ABAO.

e p =1 : La maintenance est optimale. L’intensité de défaillance est remise & zéro, mais les

maintenances ne sont pas parfaites.

e 0 < p <1 :La maintenance est imparfaite.

e p < 0 : La maintenance est nuisible.

1.2.4.2 Modéle de quasi renouvellement Pham et Wang [141]| ont défini le modeéle de
quasi-renouvellement en se reposant sur le processus de comptage et un processus externe. Un
processus de comptage {V;}+>0 est appelé processus de quasi-renouvellement si les durées inter-
défaillance satisfont : X7 = Y7, Xo = aYs, X3 = ?V3, ... ot {Y;};>1 est une séquence de variables
aléatoires i.i.d. non-négatives et o > 0. Selon la valeur de «, les durées inter-défaillance seront
stochastiquement de plus en plus grandes, de plus en plus plus petites ou de méme loi. L’efficacité
de la maintenance peut s’exprimer comme suit :

e o =1 : La maintenance est parfaite car les {X;};>1 sont indépendantes et de méme loi.

e o« > 1 : La maintenance est plus que parfaite car la maintenance rend le systéme en état
meilleur qu’avant (X;+1 >4 X;). Cette propriété est tout a fait possible dans la modélisa-
tion de la croissance de fiabilité des logiciels [142] ou lorsque le systéme est maintenu par
une technologie plus récente.

e 0 < o < 1: Les durées inter-défaillances se raccourcissent et la fiabilité du systéme décroit.
On sait que la maintenance n’est pas parfaite, mais 'efficacité « est interprétée de maniére
différente que celle d’un modeéle d’age virtuel (par exemple p).

D’apres la définition, I'intensité de défaillance du modéle est donnée par :

1 t—"Tn, _
e

o'Vt o't

Le modéle de quasi-renouvellement est similaire & un modeéle de processus géométrique (Geo-
metric Process) présenté par Lam [80]. Une version étendue de ce dernier (Extended Geometric
Process) est étudiée dans [9)].
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1.2.4.3 Modéle de Trend-Renewal Process Le modéle Trend-Renewal Process (TRP)
généralise un résultat connu d’'un NHPP : Soit 77,75, ... les instants d’occurrence d’'un NHPP
d’intensité A(+), alors la suite des variables aléatoires A(77), A(T5)... forme une statistique d’ordre
d’un HPP de parameétre 1 [15]. Lindqvist et al. [90] proposent la définition suivante : le processus
Ty,T5, ... est un TRP lorsque les variables aléatoires A(T7), A(T»), ... forment un processus de
renouvellement ol ’espérance des durées inter-arrivée, qui admettent une fonction de répartition
H, est égale a 1. L’intensité de défaillance du TRP (H, A(+)) est donnée par :

Ae =1 (A(t) — AMTw,_)) A(t)

ou r(-) est le taux de défaillance associé a la loi H. L’intensité de défaillance du modéle TRP
est constituée, d’une part du taux de défaillance r(-), d’autre part d'un facteur dépendant de
Page réel du systéme A(-). Cela méne a une intensité qui se situe entre celle d’'une maintenance
parfaite et minimale, et donc illustre U'effet imparfait de la maintenance [123]. On remarque deux
cas spéciaux de ce modéle :
e Sir(t) = « constante, alors 'intensité de défaillance A\ = aA(t). Le modéle TRP se réduit
a un NHPP.
e Si A\(t) = B constante, alors l'intensité de défaillance devient \; = fr (6(15 — TNF)). Le
modeéle TRP devient un processus de renouvellement.
De nombreuses applications du modéle sont présentées dans [90, 95].

ooooo

1.2.5 Impact de l’intensité initiale

Les modéles d’age virtuel sont pratiquement définis par des efficacités de maintenance et de
I'intensité initiale A(t). Nous intéressons a plusieurs classes de fonctions afin de définir A(¢).

On distingue trois grandes familles pour les intensités initiales : taux de défaillance croissant
(Increasing Failure Rate - IFR), constant (Constant Failure Rate - CFR) et décroissant (Decrea-
sing Failure Rate - DFR). Soit X une variable aléatoire ayant la méme distribution que le premier
instant de défaillance d’un modéle de maintenance 71, on dit que X admet un taux de défaillance
croissant ou X appartient & la classe IFR si une des conditions suivantes est satisfaite :

e \(t) est croissante.

e log(R) est concave.

R(t+ a)
R(t)
De la maniére similaire, une variable aléatoire X appartient a la classe DFR, si une des conditions

suivantes est satisfaite :

e \(t) est décroissante t.

e log(R) est convexe.

e Ya > 0, la fonction t — est décroissante.

R(t+ a)
R(t)
La classe CFR consiste a supposer que la fonction A(¢) est constante.

Parmi les lois IFR nous pouvons citer la loi Gamma I'(a, 8) avec o > 1, loi Weibull W(«, 3)
(ou encore appelée loi de Puissance) avec § > 1 et loi log-linéaire avec § > 0. Pour la classe
DFR, hormis les cas spéciaux des trois lois précédentes, nous pouvons aussi mentionner la loi
de Pareto A(t) = a/(B8 +t). La classe CFR contient uniquement la loi exponentielle A(t) = .
La classe IFR est souvent utilisée pour modéliser le taux de défaillance des systémes mécaniques
|78, 103], tandis que la classe DFR pour les logiciels [52].

Dans de nombreuses applications, il est généralement admis que le taux de défaillance est une
courbe en baignoire (Bathtub-shaped failure rate) : un premier segment décroissant qui corres-
pond a une période de jeunesse ou rodage, un deuxiéme segment supposé constant correspondant

e Ya > 0, la fonction t — est croissante.
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a la vie utile, et le dernier segment est la période de vieillissement. Un exemple de la courbe en
baignoire est présenté dans la Figure 1.2. Dans les études statistiques, il est trés important de
considérer la possibilité d'une courbe en baignoire pour avoir une modélisation adaptée 33, 34].

Courbe en baignoire
13fF T T T T =

Période de jeunesse Période de vieillissement

A

11 B

1.05- B

Vie utile

Figure 1.2 — Courbe en baignoire

Dans ce manuscrit, nous nous intéressons seulement & la famille des taux de défaillance
croissants. Dans le contexte des systémes industriels complexes avec des maintenances imparfaites
et en ’absence de période de jeunesse, il est raisonnable de supposer que les systémes vieillissent
au fil du temps. L’utilisation des taux de défaillance croissants est alors bien justifiée.

1.3 Modélisation conjointe de la maintenance corrective et préventive

Dans les applications, il se peut que les systémes soient maintenus préventivement. Une ac-
tion de maintenance préventive (notée MP) s’applique sur un systéme en fonctionnement avant
I'occurrence de la panne afin de prolonger sa durée de vie et sa qualité de fonctionnement. Le
modeéle de maintenance adapté & cette configuration doit alors prendre en compte leffet des
maintenances correctives (notée MC) et préventives. En pratique, la décision d’une action de
maintenance préventive dépend des critéres de cott, d’indisponibilité ou de I’état de fonctionne-
ment du systéme. Si le systéme est maintenu périodiquement ou selon son age, alors les instants
de maintenance préventive peuvent étre déterministes. Ces derniers sont généralement planifiés a
I’avance. D’autre part, il est aussi possible de maintenir préventivement le systéme selon I’état de
fonctionnement ou son état de dégradation. Dans cette configuration, les instants de maintenance
sont aléatoires. Dans les paragraphes suivants, nous présentons deux de principales approches
pour la modélisation conjointe des deux types de maintenance.

1.3.1 Maintenance corrective et maintenance préventive planifiée

La modélisation conjointe des deux types de maintenance est proposée par le biais d’une
généralisation du concept d’age virtuel. Pour une observation pendant la période [0, ¢], notons :

o {K;}i>0 le processus de comptage des maintenances (MC et MP confondue),

o {C;}i>0 les instants de maintenance et {W;}i>o les durées inter-maintenance,
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o {Ni}i>0 et {M;}i>0 les processus de comptage des MC et MP,
o {T;}i>0 et {7;i}i>0 sont les instants des MC et MP.
Le type de maintenance est défini par un nouveaux processus {U; }i>o ou :

. 1 sila iéme maintenance est une MP
P =
0 sila iéme maintenance est une MC
Dans ce cadre, une MP est quantifiée comme planifiée si et seulement si, le prochain instant de
MP est une fonction déterministe du passé [41] :

Vt>0, Ug, 1=1= 71y, +1=Ck, +hrx, Wk, ,Uk, )

ou hi(-),7 > 0 est une fonction déterministe. La durée effective inter-maintenance est naturelle-
ment définie comme la plus petite valeur de la durée d’attente potentielle jusqu’a la prochaine
MP ™, +1 et de la durée résiduelle & la prochaine défaillance TKF+1 :

Wk, 41 =min(hkx,_ (Wk, Uk, ), Tk, +1 — Ck,_)

Par analogie avec les modeéles d’age virtuels classiques, on définit A; = a;(K;, U;) comme ’age
virtuel du systéme suite a la iéme maintenance [41] ou a;(-),7 > 0 est une fonction déterministe.
Aprés la iéme défaillance, le systéme se comporte comme un neuf ayant I’age A; sans étre
maintenu. La loi conditionnelle de la durée d’attente jusqu’a la prochaine maintenance est |41] :

P(Wz’—f—l > w[Wl, Ui,...,W;, Uz) = P(W > A; + w\W > Az)

ot W ala méme loi que la premiére défaillance d’'un systéme neuf Wy et w < hy, (WKr Uk, ).
L’intensité de défaillance d’un modeéle d’age virtuel généralisé est donnée par [41] :

A=At —Ck,_ +Ag, )

avec A\(-) est l'intensité initiale.

Di au vieillissement du systéme, cette modélisation suppose que les instants de MC {7} }i>o
sont aléatoires. Tandis que pour les MP, les instants d’occurrence {7;};>¢ sont déterminés a
Pavance selon les critéres choisis (par exemple : coit, indisponibilité). Aucune hypothése n’est
imposée quant & Defficacité des MP et des MC. En effet, les deux types de maintenance pourraient
avoir des hypothéses quelconques sur les efficacités des maintenances, comme celles présentées
dans la section 1.2.3.

1.3.1.1 Quelques modéles d’age virtuel généralisés
e MC ABAO - MP AGAN : Le systéme est remis a neuf suite & des MP, tandis qu'’il
est restauré en état juste avant la défaillance par les MC minimales. L’age effectif est donc
A; = C; — Ty, . L'intensité de défaillance est ainsi déterminée par I’ensemble des MP et
Dintensité initiale :

)\t :)\(t_TMt,)

e MC ARA,, - MP ARA, : Le modéle ARA,, classique avec 'efficacité des MC p. est
généralisé par 'ajout des MP des efficacité p,. L’age effectif suite a une maintenance est
alors :

0 sii=0
Ai=4 (1 —p)(Ai—1 +W;) silaiéme maintenance est une MC

(1 —pp)(Ai—1 +W;) silaiéme maintenance est une MP
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En posant p; = (1 — p.)'~Vi(1 — p,)Vi, on obtient une expression compacte pour l'age
effectif :

3 3

A= Z HPij

j=1k=j

L’intensité de défaillance est ainsi déduite :

K,- K,
At = A t—CKt, —l—ZHpkWi
=1 k=j

L’interprétation des efficacités de maintenance est identique & une modeéle ARA, classique :
les cas p. = 0 et p, = 0 correspond a une MC ABAO et MP ABAO, tandis que p. = 1 et
pp = 1 correspondent & une MC AGAN et MP AGAN, respectivement.

D’autres généralisations sont envisageables. L’hypothése de ARA; en présence de deux types
de maintenance est discutée dans [36]. Une approche naturelle est de supposer que les MC et MP
ont les efficacités p. et py,, du type ARA;. Il est aussi possible d’utiliser I’hypotheése BP pour les
deux types de maintenance.

1.3.2 Maintenance corrective et maintenance préventive conditionnelle

Dans ce paragraphe nous considérons que les deux types de maintenance sont dépendants.
La dépendance entre les MC et MP peut étre modélisée par le concept des risques concurrents
[25]. Tout d’abord, la définition de risques concurrent est présentée, puis son application dans la
modélisation conjointe des MC et des MP est détaillée.

1.3.2.1 Deéfinition des risques concurrents Le modéle de risques concurrents est proposé
pour modéliser les causes (risques, ou modes) de défaillance d’un systéme. Les observations sont
des couples de variables aléatoires (W, U) ou W représente la durée d’attente jusqu’a la prochaine
défaillance et U € {1,2,...,k} indique la cause ou le risque qui est la source de la défaillance. La
loi jointe du couple (W,U) peut étre déterminée & partir des fonctions de sous-survie, définie
par :

Rj(w) =PW >w,U =j), t>0,j €{1,2,...,k}

Les lois marginales sont alors définies par :

Ry (w) =P(W > w) = Z R;(w)

=1

<

Un modéle de risques concurrents est entiérement défini par les fonctions de sous-hazard :

1
Aj(w) = Alqiﬂrgo A—wIP’(W <w+ Aw,U = j|W > w)
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1.3.2.2 Application a la modélisation de la maintenance Le principe d’'un modéle de
risques concurrents est alors trés approprié pour modéliser conjointement les instants de la MC
et MP. Considérons un modéle de risques concurrents ayant k = 2 risques, l'un est associé a la
MP, Pautre & la MC. Suite & la ¢éme maintenance, on ne connait pas le type de la prochaine
maintenance. On modélise alors la durée potentielle d’attente de chaque type de maintenance
par les variables aléatoires (Y, Z;) :

e Y; est la durée d’attente & la prochaine maintenance, si elle est préventive,

e Z; est la durée d’attente a la prochaine maintenance, si elle est corrective.
La véritable durée observée W; est la premiére qui se produira :

W; = min(Y;, Z;)
Le type de maintenance est déterminé par :

1 sila iéme maintenance est préventive
Ui = Liyi<zy = o . .
0 silaiéme maintenance est corrective

Les observations sont alors les couples (W;,U;),i > 1, et non les variables aléatoires cachées
(Y;, Z;). Dans les modeéles de risques concurrents classiques, les risques sont supposés mutuelle-
ment indépendants et de méme loi : (Y5, Z;),7 > 1 ont la méme loi que (Y, Z), ou Y et Z sont
appelés risque de MP et de MC, respectivement. Selon [138], le modeéle est identifiable seule-
ment dans ce cas (risques indépendants). Dans un cadre plus général, les observations (W;, U;)
ne permettent pas d’estimer les lois de survie marginale Ry et Ryz, si nous n’avons pas d’autre
hypothése supplémentaire. Néanmoins, a partir des observations, on peut identifier les fonctions
de sous-survie :

R =P(Y >t,Y < Z)=P(W > t,U = 1)
Ry(t)=P(Z>t,Z<Y)=P(W >t,U = 0)
On remarque que Ry (0) =P(Y < Z) =P(U =1) et R,(0) =P(Z <Y) =PU = 0), donc

R} (0) + R%,(0) = 1. On définit la fonction de sous-survie conditionnelle comme la fonction de
survie conditionnée par la connaissance du type de maintenance qui s’est produit :

CRL(t) =P(Y > {]Y < Z) =P(Y > t{U = 1) = ?((é))
Y

CRL() =P(Z >t{Z<Y)=P(Z > t{U =0) = 232((8
Z

Finalement, on définit la fonction diagnostic ¢(t), qui permet de déterminer la probabilité d’oc-
currence d’'une MP en sachant qu’elle n’a pas encore eu lieu a 'instant ¢ :

o) =PU =1|W >t) = _ B

Ry (t) + Ry (t)
Les fonctions CRy (t), CR}(t) et ¢(t) permettent de choisir un modeéle de risques concurrents
adapté aux jeux de données |31, 32|.

L’hypothése d’indépendance implique que les MC et les MP sont des maintenances parfaites
AGAN ou le systéme est remis a neuf suite & toutes les opérations. Cependant, cette hypothése
n’est pas réaliste dans de nombreuses d’applications industrielles. En effet, les MP et MC ne
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sont pas AGAN, bien que les MP soient classiquement plus efficaces que les MC. Dans ces cas,
les efficacités des maintenances passées ont un impact sur la durée de vie résiduelle du systéme.
Les variables Y; et Z; sont donc dépendantes du passé du processus (W1, Uy, ..., W;_1,U;—1).
L’application des modéles de risques concurrents et leurs généralisations a la maintenance sont
présentées avec plus de détails dans 31, 81, 91].

2 Politiques de maintenance préventive

L’un des objectifs importants d’une étude de modélisation des données de défaillance est
de comprendre le comportement du systéme pour pouvoir anticiper les événements futurs et de
proposer un plan d’action de maintenance préventive. Cela consiste & construire une politique
de maintenance qui a pour but de maintenir le systéme dans son état opérationnel de maniére
optimale. La construction peut se baser sur une minimisation du coiit ou une maximisation de
la disponibilité sur un horizon défini [56].

Dans la section précédente, de nombreuses modélisations de l'efficacité de maintenance, avec
un ou deux types de maintenance, sont présentées. La question de ’optimalité d’une telle politique
de maintenance avec des maintenances correctives et préventives n’est pas encore abordée. La
section suivante présente les approches d’optimisation des maintenances préventives les plus
répandues dans la littérature : politique de maintenance périodique ou par bloc (periodic ou
block policy ) |4], politique basée sur ’age (age-based policy) [4], politique basée sur 'intensité
de défaillance (failure limit policy) [66], politique séquentielle (sequential policy) [106].

2.1 Politique de maintenance périodique ou par bloc

La politique périodique suppose que les maintenances préventives sont réalisées réguliérement
aux instants 7', 27, 3T, ..., tandis que le systéme est réparé par les maintenances correctives suite
a des défaillances |4]. Un exemple des instants des MC et MP de la politique est présenté dans la
Figure 1.3. Le cotut de MC et MP est C, et C), respectivement. En général, la politique périodique

MC MC

T
0 T 2T 3T 4T

Figure 1.3 — Politique de maintenance préventive périodique

suppose que les MP remettent le systéme a neuf (donc maintenance préventive parfaite) [4, 56].
Dans ce cas, le colit moyen par unité de temps d’un cycle de maintenance (durée entre deux MP
consécutives) s’exprime comme suit :

o Cp + C,. x E[NT]
N T

n(T)

ou E[N7] est le nombre moyen de maintenance pendant un cycle de longueur T'. Les maintenances
correctives peuvent étre minimales ou parfaites. Dans le cas ou les MC sont minimales et les MP
sont parfaites, les instants de défaillance entre deux MP consécutives peuvent étre modélisés par
un NHPP et on connait le nombre moyen de défaillances E[Np|. Il est alors possible d’obtenir une
durée de remplacement optimal 7 en minimisant le cott n(7"). Des détails sur 'optimisation de
la fonction de cott sont discutés dans [4, 56] pour une variété de lois de défaillance. Sur le plan
numérique, on remarque que la connaissance du terme E[N7] est cruciale pour l'obtention de la
durée optimale, et pour ’applicabilité de la politique proposée. En proposant une procédure de
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calcul cette quantité pour le modéle ARA,, Dagpunar |27] a montré qu’il est possible d’avoir
une politique de remplacement par bloc avec des MC de type ARA, et des MP parfaites.

Dans ces configurations, la politique est trés performante et pratique, pourvu que les systémes
ou les composants soient simples & remplacer. Par ailleurs, lors d’'une maintenance préventive, on
profite pour remplacer plusieurs composants, d’ot le nom politique de remplacement par bloc.
On peut considérer que la politique périodique avec des MP parfaites est sur I’horizon infini,
puisque le systéme est remis & neuf a chaque MP.

2.2 Politique de maintenance basée sur ’age

La décision d’'une MP de la politique basée sur I’age est déterminée par la régle suivante. Une
MP est déclenchée lorsque I'age du systéme dépasse un seuil a, ou une MC est effectuée si une
deéfaillance survient avant cet age. Si 'on note X la durée d’attente jusqu’a la prochaine MC (ou
la durée de vie) du systéme, alors la véritable durée d’attente & la prochaine maintenance est
Z = min(a, X). Les MP sont généralement supposées parfaites, tandis que les MC peuvent étre
minimales ou parfaites. La Figure 1.4 illustre le cas des MC et des MP parfaites.

Age 4

MP MC MP MC

>

MP Temps

Figure 1.4 — Politique basée sur 1’age avec les MC et MP parfaites

Dans cette configuration, le colit moyen asymptotique par unité de temps sur un horizon
infini est calculé par [56] :
Cp+ (Ce = Cp)(1 — R(a))
Jo R(u)du

na) =

ou R est la fonction de survie de la durée de vie X. L’age optimal a remplacer est obtenu par la
minimisation du cotit. La politique est appliquée pour la plupart des lois de durée de vie [4, 56].
En particulier, les solutions optimales de la loi Weibull de différents parameétres sont présentées
dans [137]. La politique basée sur ’dge peut étre aussi considérée sur ’horizon infini avec les MP
parfaites.

2.3 Politique de maintenance basée sur l’intensité de défaillance

Dans cette politique on surveille ’évolution de 'intensité de défaillance pour déclencher les
maintenances appropriées. Le systéme est réparé par une MC suite a la défaillance, ou par une MP
lorsque l'intensité de défaillance dépasse un seuil prédéfini. L’effet des MP s’inspire des modéles
de réduction d’intensité : modele de Malik 98], de Chan et Shaw |18, et de Canfield [16]. La
mise en ceuvre de la politique est discutée davantage dans [66, 67, 87]. Dans ces configurations,
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les MP sont alors des maintenances imparfaites. Nous trouvons des algorithmes permettant une
implantation pratique de la politique dans ces travaux.

2.4 Politique de maintenance séquentielle

La politique de maintenance séquentielle (sequential preventive maintenance policy) est ini-
tialement proposée par Barlow et Proschan [6] pour un horizon fini : le systéme est remis a neuf
au bout de N opérations de MP. Les instants de MP sont définis au fur et & mesure, afin de
minimiser le cotlit total de maintenance de la période de fonctionnement restant (avant la remise &
neuf du systéme). Pendant ce temps, le systéme est réparé par les MC suite a des défaillances. On
remarque alors que les MP ne sont pas planifiées & 'avance, et les durées d’attente aux prochaines
MP ne sont pas nécessairement toutes égales (voir Figure 1.5). En effet, ces durées sont de plus

MC MC
@ f f f *—>
MP MP MP Renouvellement

Figure 1.5 — Politique séquentielle avec N = 4 MP, le dernier étant un renouvellement

en plus courtes, puisque le systéme se dégrade au cours du temps. Pour simplifier les calculs, les
MC sont généralement supposées minimales, tandis que les MP peuvent étre imparfaites. Deux
classes de modeles sont alors proposées. Dans [104], les MP ont un effet imparfait sur 'intensité
de défaillance : le systéme est maintenu avec des MP, mais 'intensité de défaillance s’accroit.
Dans [105], les MP ont un impact sur ’dge, via un facteur de réduction similaire a celui du
modele de Malik [98] ou ARA; [40]. Une politique de maintenance préventive séquentielle avec
la réduction d’age est aussi proposée dans [79].

2.5 Autres politiques de maintenance

Les politiques présentées dans les parties précédentes sont construites a partir de ’age du sys-
téme, en travaillant sur les lois de durée de vie. Ces modéles se focalisent sur ’analyse statistique
du processus de comptage, mais ignorent I’état ou la dégradation physique du systéme. Or dans
plusieurs situations, des indications sur cet état peuvent étre disponibles et pourraient étre un
indicateur fiable pour la décision de maintenance. L’état physique (par example les phénoménes
d’usure, de propagation de fissure, de corrosion) peut étre modélisé par un processus stochas-
tique approprié. De nombreuses approches sont alors proposées. Dans [123] (chapitre 8) et [17],
la modélisation du systéme et de la politique de maintenance sont étudiées avec un processus de
Markov. L’utilisation d’un processus de semi-Markov est étudiée dan [10]. Le systéme se trouve
dans un des états de fonctionnement, un état dégradé et défaillant. Le temps de séjour dans
chaque état et la probabilité de transition sont proposés ou estimés pour modéliser le mécanisme
de dégradation et de maintenance. La dégradation graduelle et la dégradation continue ont fait
I'objet de beaucoup d’études. On peut citer, par exemple la modélisation par les processus de
Markov par morceaux (Piecewise Deterministic Markov Processes) [93], le processus de Gamma
[59, 110, le processus de Wiener [85].

2.6 Discussion sur les politiques de maintenance

La plupart des politiques discutées dans cette section, et dans [115, 140] sont proposées
pour des maintenances minimales et parfaites. Construire des politiques ou les deux types de
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maintenance sont imparfaites est une extension naturelle des modéles de maintenance présentées
dans ce chapitre.

Nous pouvons citer dans la littérature quelques politiques de maintenance considérant les
maintenances imparfaites. On peut considérer que le modéle de Malik [98] est une politique
ayant des MC imparfaites, car les réparations réduisent ’age effectif. Kijima et al. [75] propose
une politique ayant des MC de type ARA;. Les politiques de maintenance avec MC de type
Kijima I ou ARA; sont étudiés dans [69, 79, 94, 97]. Pour les MC de type Kijima II et ARA,
quelques approches sont proposées dans |27, 34, 46, 148|. L’efficacité de maintenance de type
Brown-Proschan est appliquée dans les politiques proposées dans [122].

Bien que les maintenances imparfaites sont maintenant prises en compte dans les politiques,
ces derniéres supposent toujours que le systéme est remis & neuf aprés une période de fonction-
nement, ou aprés un nombre limité de réparations. Cette hypothése est compréhensible pour les
modéles NHPP, Malik, Kijima I ou ARA; ou l'intensité initiale croit vers l'infini : le systéme
tombe en panne immédiatement aprés chaque maintenance aprés une durée de fonctionnement
de longueur conséquente. Il serait préférable d’arréter le systéme et de le remplacer par un nou-
veau. Tandis qu’avec les modéles de type Kijima II, ARA,, ou Brown-Proschan, le systéme
admet un état stationnaire. La question qui se pose est de savoir s’il serait possible de construire
une politique & I’horizon infini, sans avoir recours aux remplacements 7 Dans le chapitre 2, nous
proposons des premiers éléments pour construire des telles politiques.

3 Estimation pour les modéles de maintenance

Cette section est dédiée & une bréve introduction des méthodes d’estimation des paramétres
des modéles de maintenance. L’étape d’estimation est sans doute la premiére et la plus impor-
tante dans ’analyse des données de maintenance. Avant toute étude d’inférence, il est également
important de bien déterminer le phénomeéne de censure des données en considération.

Dans ce qui suit, nous présentons brievement les travaux dans la littérature des estimations
non-parameétriques, semi-paramétriques et parameétriques pour les processus de comptage en gé-
néral, et pour les modéles de maintenance en particulier. Nous parlerons aussi de l'estimation
fréquentiste et bayésienne. Puisque I’estimation et l'inférence est un vaste sujet, nous discutons
exclusivement de l'utilisation des méthodes d’estimation dans le domaine de fiabilité et mainte-
nance.

3.1 Estimation non-paramétrique

Les méthodes d’estimation non-paramétrique pour les modéles de maintenance sont dévelop-
pées & partir de la théorie du processus ponctuel. Les quantités d’intérét a estimer sont 'intensité
initiale A\ et l'intensité cumulée A du processus. Les données sont les instants d’occurrence T; de
la défaillance, observés pendant l'intervalle [0,¢]. Les estimateurs les plus couramment utilisés
sont I'estimateur de Nelson-Aalen et I’estimateur de Kaplan-Meier. L’estimateur de Nelson-Aalen
[1, 2, 107] est un estimateur sans biais [2] de I'intensité cumulée du processus ponctuel A. L’esti-
mateur Kaplan-Meier [70], propose d’estimer directement la survie associée R a 'intensité initiale
A. On remarque que les estimateurs non-paramétrique n’utilisent aucun modéle spécifique pour
modéliser le processus ponctuel ou le processus de comptage des données.

Nelson [108] donne de nombreux exemples d’application sont présentés dans plusieurs do-
maines. L’estimation non-paramétrique des modéles de maintenance classique est présentée dans
[95]. Gilardoni et al. [58] proposent une méthode non-paramétrique pour trouver le temps de
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remplacement & neuf optimal pour un modéle de maintenance minimale. Les méthodes non-
paramétrique pour la maintenance imparfaite sont plus complexes, puisqu’en général 'effet de
maintenance n’est pas observable. Dans |77, 143], une méthode d’estimation non-paramétrique
est proposée pour le modéle Brown-Proschan, en supposant que les types de maintenance (parfait,
minimal) sont observés. Dorado et al. [35] proposent une méthode d’estimation non-paramétrique
en se basant sur les techniques d’un processus de comptage pour leur modele d’age virtuel. L’es-
timation non-paramétrique est aussi proposée pour le modéle de Kijima de type IT et ARA
dans [49], tout en supposant que les ages effectifs sont connus.

3.2 Estimation semi-paramétrique

On remarque que les modeéles de maintenance imparfaite, en particulier les modéles d’age
virtuel, ne permettent pas d’utiliser exactement les méthodes d’estimation non-paramétriques car
I'intensité de défaillance est définie par les ages virtuels et non plus par le temps chronologique :

At = A(Ve)

Néanmoins, on remarque que les maintenances n’impactent que les ages virtuels. Le vieillissement
intrinséque, représenté par A, n’est pas affecté mais simplement "caché". Pour pouvoir ’estimer &
partir des observations, Pena et al. [114] proposent de redéfinir le processus de comptage des mo-
déles d’age virtuels par les durées inter-défaillance sous forme d’un processus doublement indexé
N, ¢ Dans cette configuration, la variable s représente le temps chronologique, et ¢ la durée inter-
défaillance. Dans [112], une méthode semi-paramétrique est proposée en utilisant la technique
de vraisemblance profilée. Les propriétés de convergence de 'estimateur sont discutées ensuite
dans [111, 113|. Ces méthodes insistent sur la connaissance des ages effectifs, et la démarche est
basée sur la technique de vraisemblance profilée. Si cela est le cas, 'estimateur est consistent.
Dans le cas contraire, il n’y pas de garantie que ces méthodes fonctionnent : Beutner et al. [7]
s'interrogent ’applicabilité de "approche sémi-paramétrique & des modéles d’age virtuel. En ce
qui concerne le modéle BP, Doyen [39] propose une méthode qui permet d’estimer I'intensité de
défaillance initiale A de maniére non-parameétrique, et la probabilité de maintenance parfaite p
par une méthode paramétrique.

3.3 Estimation paramétrique

Les méthodes d’estimation paramétrique profitent de la spécification des modéles pour dé-
duire les estimateurs. Dés lors que 1’on peut déterminer les lois de dégradation, les fonctions de
vraisemblance ou les connaissances a prior: sur le modele et le systéme, 'estimation peut étre
réalisée par l'approche fréquentiste (la méthode des moments ou la méthode du maximum de
vraisemblance) ou bayésienne.

3.3.1 Estimation fréquentiste

L’approche fréquentiste propose tout d’abord d’utiliser d’un modéle spécifique (avec des lois
bien définies), puis de retrouver les valeurs des paramétres avec des données. La méthode des
moments et la méthode du maximum de vraisemblance sont généralement utilisées pour réaliser
cette tache.

Dans [100], des détails sur I’estimation pour les modeéles de maintenance parfaite et minimale
sont présentés. La méthode du maximum de vraisemblance est généralement utilisée une fois que
le modele est précisé (par exemple 'intensité initiale A(-)).
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L’estimation pour les modéles d’age virtuel nécessite la construction de fonction de vrai-
semblance. Pour rappel, la vraisemblance d’un modéle d’age virtuel d’une observation pendant
I'intervalle [0,¢] pour une censure de type I est donnée par

n n+1
6(072) = H)\(ai_l +t;, — ti—l) X exp (— Z A(ai_l +t;, — ti—l) — A(ai_1)>

i=1 i=1

Les age effectifs {a;};>0 sont déterminés selon les modeéles spécifiques (par exemple pour les
modeles de classe ARA). Si I'intensité initiale A est définie, alors la fonction de vraisemblance est
calculable facilement. Les parameétres inconnus peuvent étre estimés par la méthode du maximum
de vraisemblance. Nous pouvons citer des travaux dans la littérature pour quelques modéles d’age
virtuel. Les estimations du modéle ARA; sont présentées dans [62, 131, 144]. Doyen [37| discute
des conditions de convergence de l'estimateur du maximum de vraisemblance pour le modéle
ARA;. Les méthodes d’estimation du modele BP sont présentées dans |38, 89].

La qualité des estimations des modéles d’age virtuel est difficile & évaluer. Contrairement aux
modeles classiques (AGAN, ABAO), il n’est pas évident de déduire un intervalle de confiance
théorique pour les estimateurs. D’autre part, la convergence des estimateurs est discutable lorsque
trés peu de données sont disponibles (moins de 20 par exemple).

3.3.2 Estimation bayésienne

Pour un systéme ou composant critique, ot peu de données sont observées, avec une connais-
sance parfaite des experts sur son fonctionnement, l'inférence bayésienne peut étre une bonne
alternative a l'inférence fréquentiste (maximum de vraisemblance, méthode des moments, etc.).
En effet pour les systémes fiables, il n’est pas rare d’observer de trés peu, voire aucune dé-
faillance (cas fortement censuré). Dans ce cas, parfois ’équipe de maintenance peut disposer des
connaissances sur le systéme, ou sur des systémes similaires. L’approche bayésienne semble alors
plus adaptée. Dans cette configuration, les paramétres du modéle ne sont plus déterministes.
Ils deviennent des quantités aléatoires, que ’on puisse leurs associer des lois de probabilité, qui
s’appelle lois a priori. Ces derniéres sont, entre autre, le résumé des informations a priori sur
le systéme. Ensuite, les données permettent de mettre & jour les informations a priori en lois a
posteriori, & partir desquelles les estimations sont déduites.

Dans la littérature, l'utilisation de 'approche bayésienne est promue par Robert [125] pour les
analyses statistiques en général. Des perspectives d’application dans le domaine de fiabilité sont
évoquées par Rausand et Hoyland [123] et Meeker et Escobar [100]. Singpurwalla [132] détaille la
démarche de ’approche bayésienne pour le domaine de fiabilité et gestion des risques. La littéra-
ture de ’approche bayésienne pour les maintenance classiques est tres riche. Tandis que pour les
modéles de maintenance imparfaite, peu des résultats sont présentés. L’analyse bayésienne des
modeéles ARA avec maintenance corrective seule est présentée dans [21], 'analyse des modéles
de MC et MP est développée dans [60]. Dans ce qui suit, nous présentons quelques éléments qui
nous sont utiles pour effectuer une analyse bayésienne. Dans le chapitre 4, nous présentons en
détail les différentes étapes de l'inférence bayésienne pour le modéle Brown-Proschan.

L’approche bayésienne nécessite la détermination d’une loi a priori m(0) sur le vecteur 6
des paramétres. Cette loi reflete les informations sur le paramétre, avant toute observation. Les
informations peuvent étre :

o [’expertise sur le modeéle, le systéme ou des systémes similaires.

e Le retour d’expérience de terrain, les résultats des essais, les contraintes dans le cahier des

charges.
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Les sources d’information sont bien str plus nombreuses. Toutefois, il n’est pas aisé de transformer
toutes ces connaissances en loi de probabilité. En effet, les informations ne sont pas précises, au
sens ou plusieurs lois de probabilité peuvent étre appropriées a I'information a priori. Il faudrait
faire un choix, qui pourrait avoir un impact considérable sur la future étude qui en découle.
Néanmoins, dans le choix des lois, il faudrait s’assurer que :

o les lois peuvent représenter un grand nombre de situations réelles,

e elles sont facilement paramétrables et les paramétres ont un sens physique,

e si possible les lois ménent a un calcul simple.

En fonction de la qualité des informations, on peut avoir une loi a prior: informative ou
non-informative. Une loi informative est une représentation des avis, des opinions d’experts et
de l'incertitude sur le modeéle et ses parameétres en lois de probabilité. Les connaissances et
informations qui permettent de construire ces lois sont supposées indépendantes des données et
des observations du modéle en question. En revanche, on a recours & une loi non-informative
lorsqu’aucune information (qui est indépendante des données et observations comme dans le
cas informative) n’est disponible sur le parameétre. La solution possible est de proposer une
loi qui peut représenter ou résumer le mieux possible les informations qui sont contenues dans
les données, puisque ces derniéres sont la seul source d’information sur le paramétre et sur le
systéme. Par conséquent, il n’y a pas une loi non-informative universelle. Certaines propositions
de loi sont plus utiles et efficaces que d’autres, et le choix dépend du paramétre et du modéle
spécifique. Kass et Wasserman |72] proposent un ensemble de régles pour sélectionner des lois
a priori. Ainsi, les parameétres de la loi a priori sont appelés hyper-paramétres. La valeur des
hyper-parameétres détermine la loi a priori, qui ensuite influence sur la qualité des estimations.

Les informations dans la loi a prior: sont mises & jour avec des observations, qui sont résumeées
dans la vraisemblance £(6;t,), pour déduire la loi a posteriori w(6|t,). Cette loi est obtenue en
utilisant le théoréme de Bayes :

L£(0;t,)m(0)

m(0]tn) = Lt oc L(0;tn)m(0)

Le terme L(t,) désigne la vraisemblance marginale. Elle est appelée parfois constante de
normalisation et n’intervient pas en général dans les calculs d’estimation. Cela justifie l'utilisation
de l'opérateur proportionnel o« dans I’équation précédente. L’estimateur bayésien est déduit &
partir de la loi a posteriori, en minimisant une fonction de perte L comme suit :

@:a@mg/uaﬁmmhme
0

~ ~

Nous choisissons le cotit quadratique L(8,0) = (0 — )2 pour évaluer I'estimateur bayésien. Sous
cette configuration, 'estimateur bayésien est la moyenne de la loi a posteriori [125] :

@:/%w@w (1.9)

D’autres fonctions de cotlit sont envisageables, par exemple le coiit 0-1 ou le cotit absolu. L’esti-
mateur bayésien correspondant au cotit 0-1 et au colit absolu sont le mode et la médiane de la
loi a posteriori, respectivement. Dans notre étude, nous utilisons le coiit quadratique, puisqu’il
donne un estimateur bayésien plus facile a obtenir (la moyenne a posteriori). L’expression de
I’estimateur 51, dépend de la complexité de la loi a posteriori. Lorsque son expression analytique
n’est pas disponible, les simulations sont utilisées pour obtenir une approximation de 'intégrale.
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Plusieurs techniques sont proposées pour le calcul et 'approximation de I'intégrale de I'esti-
mateur 0, dans l’équation 1.9. La premiére technique d’intégration Monte Carlo [101] consiste
a générer des échantillons de la loi a posteriori : (01,02,...,0k) et & approcher la moyenne a
posteriori par :

= 1 &
O =20
i=1

D’aprés la Loi des Grands Nombres, ’approximation par l'intégration Monte Carlo converge
vers la moyenne a posteriori avec la probabilité 1. L’intégration Monte Carlo est améliorée par
la construction d’une chaine de Markov ergodique (61,02, ...,0x) qui admet la loi a posteriori
comme sa mesure invariante. D’aprés le Théoréme d’ergodicité, la chaine converge vers la loi
7(0|tn) et la moyenne a posteriori est approchée par :

1 K
Bl = Ju 730
1=1

L’ensemble des ces techniques sont appelés Monte Carlo Markov Chain (MCMC). Plusieurs
techniques sont proposées pour simuler une telle chaine de Markov, dont les plus fréquemment
employées sont ’algorithme Metropolis-Hastings [126], I’algorithme d’échantillonnage de Gibbs
[55] et la version hybride Metropolis-Hastings-dans-Gibbs [126].

L’algorithme Metropolis-Hastings génére la chaine (61,0s,...,0x) de maniére itérative, en
utilisant une loi dite loi de proposition [125] ou loi instrumentale [52] ¢(6]6;—1). A 'étape i, un
candidat O.q,q est généré avec la loi ¢(0|6;—1), puis on calcule le ratio :

_ 7T(ecand’t_n)Q(@ccmd’6’i—1)
7-[-(02'—1 |t_n)q(0i—1 lecand)

Le candidat 0.4,q est alors accepté si RAND < min(r,1), ot RAND est une réalisation de la
loi Uniforme 4|0, 1].

L’algorithme d’échantillonnage de Gibbs est spécialement congu pour le cas multivarié : § =
(6%,62,...,0™). Un échantillon de la composante 6/ du vecteur 6 est générée par la densité
conditionnelle compléte correspondant :

(0L, ...,0m)
w0, 01, 6iF___ g

(9]0, . .., 097 gt em) =

L’algorithme se déroule alors de maniére itérative. A ’étape 4, ’échantillon Hg est généré a partir
de la loi w(67]0}, 02, ... ,Hg_l, Hgfll, ...,0" ;). Pour comparer a l’algorithme Metropolis-Hastings,
on remarque la valeur candidate 9{ de I’échantillonnage de Gibbs est acceptée avec la probabilité
1.

Finalement, la version hybride Metropolis-Hastings-dans-Gibbs incorpore le principe de pro-
position et rejet de l'algorithme Metropolis-Hastings dans les étapes de l’échantillonnage de
Gibbs : au lieu d’accepter tous les candidats de la densité conditionnelle compléte, des valeurs
candidates Hgan 4 50Nt générés par une loi de proposition, puis le ratio r est calculé avec la densité
m(6710},62,... ,eg‘l,egjll, ...,0" ;) pour décider si une valeur est admise.

On remarque que la qualité de 'estimation dépend de la longueur K de la chaine de Markov, a
savoir si le support © du paramétre 6 est bien visité par la chaine. D’autre part, I'initialisation de
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la chaine (la premiére valeur #;) a aussi un impact sur la convergence empirique de la chaine. Bien
souvent, il est conseillé de simuler plusieurs chaines en parallele : (6;;),1 <i<m,1 < j < K,
afin d’avoir une meilleure estimation de la moyenne empirique.

On dispose aussi des critéres de convergence empiriques pour les chaines MCMC. Le critére
de Geweke [57| vérifie si la longueur K d’une chaine MCMC est suffisante. Sous ’hypothése de
convergence dans ’état stationnaire de la chaine de Markov, la moyenne des premiéres valeurs
(01,...,0Nq) doit étre égale & la moyenne des derniéres valeurs (Onp, - - ., 0k ). Des tests classiques
d’égalité entre deux moyennes empiriques peuvent étre utilisés dans ce but. Le critére de Gelman
[11, 54] est proposé pour mesurer la convergence des plusieurs chaines MCMC en paralléle. Le
critére propose une statistique, qui s’appelle Facteur de réduction d’échelle ﬁc (Potential Scale
Reduction Factor PSFR), qui mesure la différence entre la variance d’une chaine et la variance
inter-chaine. Une valeur ﬁc proche de 1 indique une convergence empirique des chaines MCMC
considérées. La convergence empirique peut étre vérifiée par d’autres critéres, par exemple critére
de Raftery et Lewis [121], critére de Heidelberger et Welch [63].

En plus de fournir les estimations ponctuelles de la vraie valeur du parameétre 6, il est aussi
important de construire des régions de confiance S(«) pour €. Un a-intervalle de crédibilité est
un sous-ensemble S(«) de 'espace de parameétre O tel que :

PO e S(a)|ty) >1—a

Il pourrait exister plusieurs intervalles de crédibilité qui peuvent satisfaire ces conditions. De
plus, lorsque la loi a posteriori est multimodale, il n’y pas de régle précise pour choisir un tel
intervalle. Dans le cas o la loi m(6[t,) est non symétrique, il n’est pas non plus évident de
choisir un intervalle de crédibilité. Pour pallier cela, l'intervalle HPD (Highest Posterior Density
- densité a posteriori la plus forte) est proposée. Un a—intervalle de HPD est un sous-ensemble
S(mq) tel que

S(ma) =40 : 7(O]tn) = ma}
ol T, est la plus grande borne telle que
Pl € S(my)) > 1 —«

Dans [19], une méthode est proposée pour obtenir une approximation de 'intervalle HPD & partir
des chaines MCMC.

3.4 Estimation pour des données dans des fenétres d’observation

Dans les études d’estimation, on suppose souvent que les données recueillies sont sur un
systéme supposeé totalement neuf. Les estimateurs sont ainsi construits dans U'intervalle [0, ], ou
t est la fin de 'observation. Or en pratique, il y a des cas ou les observations sont incomplétes,
dans le sens ou elles sont enregistrées depuis d’un instant ultérieur & l’origine : le systéme est
observé pendant Uintervalle [s, s + t]. Il est alors fort probable que le systéme ne soit pas neuf
au début de la période d’observation (a linstant s). Par conséquent, il est trés important de
proposer des extensions des méthodes d’estimation classiques pour pouvoir prendre en compte
le nouveau type de collecte de données. Nous appellerons cette configuration données en fenétres
d’observation. Une fenétre d’observation est une période pendant laquelle les défaillances sont
observées. Le systéme n’est pas neuf au début de la fenétre. Les informations en dehors de
la fenétre (notamment ce qui se produisent avant) sont absentes ou partiellement disponibles.
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Il faudrait alors prendre en compte ce phénomeéne, et proposer des extensions des méthodes
d’estimation classiques.

Pour le modéle de maintenance parfaite, des extensions d’estimation non-paramétrique [134,
139] et paramétrique [151, 152] sont déja proposées. Les extensions des méthodes paramétriques
pour les modeéles de maintenance minimale sont proposées dans [23, 24, 149|, en précisant que
I'intensité initiale suit la loi de Weibull. On trouve aussi des extensions pour le modéle de main-
tenance minimale dans diverses applications, par exemple : gestion de maintenance des canalisa-
tions de réseaux d’eau potable |84, 96, 128, 153|, analyse des données de défaillance des véhicules
militaires et de retour de garantie [154].

Les extensions de méthodes d’estimation pour le modéle de maintenance imparfaite par age
virtuel sont peu nombreuses. Dans |50], I’age virtuel initial (au début de ’observation) est donné
comme un parametre pour établir la vraisemblance d’un modele d’age virtuel. L’age virtuel initial
non nul est aussi considéré dans [53]. Dans |20], 'inférence en présence des données manquantes
d’un modéle NHPP avec chocs est considérée.

Nous constatons un besoin d’extensions de méthodes d’estimation pour les modéles de mainte-
nance imparfaite, en ’occurrence les modéles d’age virtuel. Dans le cas ot la présence des données
manquantes est identifiée, il est nécessaire d’adapter la méthode d’estimation, afin d’avoir des
résultats qui correspondent bien au mécanisme de vieillissement du systéme. Comme nous nous
positionnons dans le cas de maintenance imparfaite, le systéme n’est pas remis & neuf a chaque
maintenance, donc il est fort probable que I’4ge virtuel initial au début de 'observation soit non
nul. Cela a un impact considérable sur les résultats d’estimation.

D’autre part, nous identifions des cas ol quelques informations initiales sont disponibles, et
nous proposous des extensions des modeéles de maintenance parfaite et minimale. Cela permettrait
d’élargir les applications de ces modéles.

4 Thémes abordés

Les riches travaux de modélisation de maintenance constituent des outils efficaces pour analy-
ser les données dans les études de streté de fonctionnement. Plusieurs méthodes de modélisation
sont proposées, allant des modeéles classiques (maintenance minimale et parfaite) aux modéles
plus élaborés de maintenance imparfaite. Les modeéles peuvent permettre de considérer les main-
tenances correctives seules ou conjointement avec les maintenances préventives. De nombreuses
applications de ces modéles sont présentées, ce qui confirme 'intérét grandissant des modéles de
maintenance, en particulier des maintenances imparfaites, dans I'industrie.

L’étude de travaux dans la littérature nous indiquent quelques grands thémes qui méritent
davantage d’attention. Premiérement, il est trés intéressant de construire des politiques basées
sur ’age qui permettent de n’avoir que des maintenances imparfaites. En effet, la plupart des
politiques nécessitent une remise & neuf ou un remplacement du systéme aprés un certain nombre
d’opérations de maintenance, ou aprés une période de fonctionnement. Or, il y a bien des cas
ol un tel remplacement n’est pas concevable & cause d’un cotit trop important, ou d’une longue
rupture de service (qui engendra bien str un coit non négligeable). Le systéme doit étre main-
tenu en permanence, avec des maintenances imparfaites. Il est alors indispensable de construire
les politiques de maintenance adaptées. Cela pourrait offrir plusieurs possibilités de modélisa-
tion des processus de maintenance dans l'industrie. Dans le chapitre 2, en étudiant un modéle
d’age virtuel, nous proposons des premiers éléments pour la construction d’une telle politique de
maintenance préventive.

Avant toute construction de politique, il est primordial de connaitre le comportement du
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systéme considéré. D’ou la nécessité d’une procédure d’inférence et d’estimation appropriée. De
nombreuses approches sont proposées pour ’estimation & partir des observations complétes, mais
peu de travaux sont proposés pour le cas des données en fenétre d’observation avec des informa-
tions initiales manquantes. En effet, nous constatons un nombre non négligeable de situations
avec des données manquantes ou les procédures d’inférence classiques ne sont plus adaptés. De
nombreuses études ont montré I'impact de la négligence de ce phénomeéne, mais assez peu de tra-
vaux sont consacrés a 'amélioration de la procédure d’inférence de ces modéles de maintenance.
Cela motive les travaux dans le chapitre 3. Finalement dans le chapitre 4, une procédure d’in-
férence est proposée pour le modéle de Brown-Proschan. La possibilité d’appliquer la démarche
bayésienne pour la sélection des modéles est discutée aussi dans ce chapitre, ainsi qu'un nouveau
critére sélection de modéle. Les développements sont illustrés par des simulations et les méthodes
proposées sont appliquées aux données réelles.
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Chapitre 2

Développement analytique et politique
de maintenance imparfaite pour le

modéle Weibull-AR A

1 Introduction

Dans la modélisation statistique des systémes réparables, les modeéles de maintenance impar-
faite occupent une place trés importante. Ces modeéles sont trés flexibles, et permettent d’analyser
un grand nombre de cas pratiques. De nombreuses approches sont proposées pour modéliser la
maintenance imparfaite, comme présentées dans le chapitre I. Parmi celles-ci, les modéles d’age
virtuel sont particulierement répandus, puisqu’ils considérent que la maintenance peut agir di-
rectement sur ’dge du systéme. Les parameétres des efficacités de maintenance ont alors un sens
physique, et ils sont facilement interprétables. L’application de ces modéles dans 1’étude de fia-
bilité et de streté de fonctionnement peut se trouver dans [34, 115, 117, 123].

Contrairement aux modeéles classiques, comme par exemple le processus de renouvellement
(maintenance parfaite) et le processus de Poisson non-homogéne (maintenance minimale), les
modeles d’age virtuel sont naturellement plus complexes, puisqu’ils intégrent des parameétres
représentant l'efficacité de maintenance. Pour certains modeles d’age virtuel, ’expression des
fonctions de survie ou des densités des variables aléatoires associées au modéle est proposée de
maniére analytique comme dans le cas du modéle BP [38]. Pour d’autres, des résultats asymp-
totiques ont été obtenus, comme pour les modéles ARA,,, avec m < oo [37]. En considérant
d’autres hypothéses sur les ages virtuels telles que ARA,, des résultats approchés ont été pro-
posés [26, 45], mais il existe relativement peu de résultats analytiques disponibles.

Dans ce chapitre, nous présentons de nouveaux développements analytiques pour un modele
dont l'efficacité de maintenance de type ARA, et dont l'intensité initiale est de loi Weibull. Le
modéle sera nommé WARA,. Le choix de la loi Weibull permet d’appliquer le modéle & un
vaste domaine d’applications [103]. Les lois statistiques des grandeurs de fiabilité, par exemple
celles des ages virtuels et des durées inter-défaillance, sont développées de maniére explicite. Nous
mettons en évidence la propriété de convergence du modéle évoquée par Finkelstein [45] et par
Last et Szekli [82]. L’expression des lois asymptotiques est ensuite développée. Nous présentons
par la suite quelques applications pour la mise en place d’une politique optimale de maintenance
préventive associée au modéle WARA,,. Les politiques seront implantées via des simulations
numériques. Nous montrons également qu’il est possible de construire des politiques optimales
de maintenance préventive pour des modéles dont 'efficacité de maintenance est de type ARA
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pour une vaste classe d’intensités initiales.

2 Modéle Weibull-ARA

Le modele WARA est défini a partir d’un processus de comptage { Ny }+>0, dont les instants
de défaillance et les durées de inter-défaillance sont notés {T;};>0 et {X;}i>1, respectivement.
L’intensité initiale est supposée de la loi Weibull W(«, 5) :

At) = aftP~1 (2.1)

Le processus des ages virtuels est noté {V;};>0. En particulier, le modele WARA,, suppose que
les ages effectifs {4;};>0 sont de type ARA [40]. L'efficacité de maintenance ARA, suppose
que la maintenance rajeunit 1’dge virtuel d’'un montant proportionnel a sa valeur juste avant
la. défaillance. Si on note A, = A;_1 + X; I'age effectif juste avant la ¢éme maintenance, alors
Pefficacité de type ARA, donne

A= A7 = pA; = (1- p)(Aics + X))
Il en découle que

A= (1= p)' Ao+ (1-p)li7hx;
j=1

L’age initial du systéme Ag est nul pour un systéme neuf, et différent de zéro sinon. Le paramétre
p définit Defficacité de maintenance. Dans d’autres ouvrages, ce parameétre est parfois appelé
facteur d’amélioration ou de restauration. On peut identifier quelques cas classiques :

e p =0 : Maintenance minimale (NHPP) avec 4; = T;.

e p =1 : Maintenance parfaite (Processus de renouvellement) avec 4; = 0.

e 0 < p <1 : Maintenance imparfaite.

e p < 0 : Maintenance nuisible.

Le modele résultant est alors appelé WARAy, qui signifie un modéle de maintenance de
type ARAo dont l'intensité initiale de loi Weibull. Le modéle est entiérement défini par les para-
métres («, 3, p) et 'age virtuel initial Ag. Dans ce qui suit, nous traitons seulement le cas d’une
maintenance imparfaite (0 < p < 1). Le cas d’une maintenance minimale et parfaite sont déja
abordés dans [23, 124] et [92, 145], respectivement. Le cas d’une maintenance nuisible (p < 0)
ne fait pas ’objet de cette étude. Le modéle W ARA, ne concerne que les maintenances correc-
tives. Les maintenances préventives seront ajoutées & partir de la section 4, afin de construire
des politiques de maintenance optimales.

3 Développement

Avant de proposer certains développements analytiques du modéle W AR A, nous présentons
une propriété sur les durées inter-défaillance {X;};>1 qui permet de simuler une trajectoire pour
n’importe quel modeéle d’age virtuel.

Sous I’hypothése de I'age virtuel, la loi conditionnelle de la prochaine durée inter-défaillance
X;+1 est définie par :

R(A; +t)

Vi >0,Vt >0, P(Xjq41 > t|Ag, X1, A1, ., X3, A) = P(X > A + X > A;) = R(A)

(2.2)

40
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ou X désigne la variable aléatoire qui a la méme loi que la premieére défaillance 7T7. En utilisant
le fait que R(t) = exp(—A(t)), 'équation précédente nous donne la relation suivante :

A(AZ + t) = A(AZ) — ln(]P’(X > A; + t‘X > Az))

La prochaine durée inter-défaillance peut étre alors simulée si A(t) est inversible, en utilisant

I’équation 2.3 suivante :
Xiyr = AN (A(A) = In(Uigr)) — A (2.3)

ou Uj41 suit une loi Uniforme U0, 1].

L’écriture dans I’équation (2.3) nous permet de construire une méthode de simulation pour
générer une séquence de durées inter-défaillance X = (x1,x9,...,2,) et d’ages effectifs A =
(a1,a,...,a,). L’algorithme 1 suivant présente ’exemple de simulation du modéle ARA, dont
I’intensité initiale est X et 'efficacité est p.

Algorithm 1 Simulation des durées inter-défaillance et ages effectifs du modeéle ARA

1: Initialiser g = 0,a9 =0

2: fork=1:ndo

3: 2 = A1 (A(ap_1) — In(RAND)) — ap_1 > RAND : Une réalisation de loi Uniforme [0, 1]
4: ap = (1 —p)(ag—1 + xx) > Mise & jour de I’age effectif du modele ARA,
5. tr = tp_1 + Tk > Calcul du prochain instant de défaillance
6: end for

On peut adapter ’algorithme pour un modéle ARA,, en général. Il suffit de mettre a jour de
maniére appropriée les ages effectifs ax selon la mémoire m. Nous avons supposé que la fonction
réciproque A~! de Dintensité cumulée existe.

La définition de I'age effectif du modele ARA nous permet d’obtenir une relation de récur-
rence entre les A,, sans passer par les durées inter-défaillance X,.

Proposition 2.1.
A =1 - pA Y A(A, 1)+ &), Vn>1

{Ej}j:17,,,7n est une séquence des variables aléatoires i.1.d. de loi exponentielle de paramétre 1

£(1).

Démonstration. En utilisant ’équation (2.3) et la propriété de 1'age effectif ARA, on a :

Ap=(1=p)(Ap-1 + Xn)
=(1—p)(An_1 + A (A(An—1) — In(U,)) — Ap—1)
= (1= p) A" (A(Ap1) + &)
avec &, = —In(U,,) variable aléatoire de loi exponentielle de paramétre 1 £(1). O

Suite a la Proposition 2.1, pour le modéle WARA, o A7 (t) = (t/a)'/?, les ages effectifs
ont la relation de récurrence suivante :

An=(1—p)a (@A’ | +6)7, ¥n>1 (2.4)

Une expression explicite pour A,, est alors disponible, comme montrée dans la proposition
suivante.
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Proposition 2.2. Pour le modéle WARA, ot {&}i=1,. n est une séquence de n variables
aléatoires i.i.d. de loi exponentielle de parameétre 1, £(1) :

n }
(Z(l - p>ﬁ<"—i>si> Sz

1=1

=

A, =(1-pa

Démonstration. Le résultat est démontré par récurrence. Pour n = 1, on applique la Proposition
2.1, avec A9 =0:

A= (- DA A + &) = (1 plaPe]

Supposons maintenant que la proposition est valide pour n. L’étape suivante se démontre comme
suit :

Apyr = (1= p)A M A(AR) + &npa]

[ 118 3
1 1 n ) B
=(L=pla? Ja|(l-pla? (Z(l - p)’””‘”&) +Ent
=1
ul n ] %
=(1—-p)a 7 laa (1= p)" Y (1= p)"" 0 + €
L =1
N n+1 B
o (S0
=1

O

D’aprés la proposition 2.2, 'age effectif A,, s’exprime & partir d’une somme pondérée des
variables aléatoires i.i.d. exponentielle £(1), ce qui est une somme des variables aléatoires de lois
exponentielles i.i.d. Par ailleurs, une somme des variables aléatoires indépendantes de loi expo-
nentielle est une variable aléatoire de loi hypo-exponentielle [52]. Par conséquent, ’age effectif
A, est une transformation algébrique d’une variable aléatoire hypo-exponentielle. Pour obtenir
la loi marginale de A,,, nous introduisons la notation g-shifted factoriel (factoriel sous forme
de g-séries) [99], un cas particulier d’une série hypergéométrique [51] :

k—1
(a,q)k = H(l —ag’), Vk > 1 (2.5)

J=0

La loi marginale de A,, est présentée de maniére compacte avec 'opérateur g-shifted factoriel,
comme présenté dans la proposition 2.3.

Proposition 2.3. La fonction de survie de l'dge effectif A, du modéle WARA, avec q =
(1 —p)? est
Ray(t) =Y ! 5 ns 1
An(t) = e 4 ,Vn>
=1 (%Q)n—k(%y %)k—l

Démonstration. Dénotons 6; = ¢ " et Y, = S 9;1@-, I’age effectif se réécrit :

=

N 5 1
Ap=(1-p)a ? (Z 9[1&) =(1—pla 7Yy
=1
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Comme &; suit la loi exponentielle de parameétre 1 alors 6, L¢; suit la loi exponentielle de
paramétre 6;. Il en découle que la variable Y, suit la loi hypo-exponentielle de paramétre 6 =
(01, ...,60,), dont la fonction de survie a pour expression [52] :

n
Ry, (t) = Z %e‘eit, n>1
i=1

H?:l 0; )
[l (05 — 05)

Une écriture compacte pour u; avec le g-shifted factoriel est donnée par

avec [; =

i = IIi= 0 - [T 0 _ 0;
" 2 .
g0 =00 Tl 050 = 3) T = 32)
— 0; B qi—n
o0 = (=5 I — @) I (- )
_ 1 1 1 1 1 1
I — ) 20— 5) @ (@ @i (g gni

La fonction de survie marginale de Y,, et A, s’écrit alors

n
t

Ry,(t) =) I

i=1 (Q7 Q)i—l (%7 %)n—z

Avec l'obtention de la fonction de survie marginale de ’age effectif, il est alors possible d’ob-
tenir une expression de la fonction de survie marginale pour la prochaine durée inter-défaillance,
comme montré dans la proposition 2.4.

Proposition 2.4. La fonction de survie de X, +1 du modéle WARA, est

0
- ,n>1
RXn+1 (t) - kZ:l qk(Q7 Q)n—k(%7 %)k—l
e_o‘tB ,n = 0

Démonstration. La loi de X, 11 est obtenue par un conditionnement suivant A, de la maniére
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suivante :

Vn > 1, P(Xpsr > t) = / P(Xns1 > A, = 2)dFa, (2)
0
© Rz +1)

= [ PXx X Fa,(z) = F
| PO X > i, @) /0 A, a)
[e's) B
_ —a(m—i—t)ﬁ—i-amB B 1 § -
= e e & dx
/0 = "¢, Dnr (5, k-1

0

(0 Dn—r(5: $)k-1

n
k=1
Le cas n = 0, X1 suit la méme loi de X, qui est la durée de défaillance d’un systéme neuf de loi
de Weibull. O

Les lois marginales nous permettent d’obtenir les espérances mathématiques des variables
aléatoires A, et X,,. Nous présentons les résultats dans la Proposition 2.5.

Proposition 2.5. L’espérance de I’dge effectif A, et de la durée inter-défaillance X, 11 du modéle
WARAy est

n k
_ q”
E[A]—al/ﬁr( +1) ,¥n>1
B kz (@, @)n—k(g 5)k—1
+1 ﬂ 1 n+1—k+
(1— g5 5
E[X,+1] = a_l/BF Z e ) V>0
= (@ Dnt1-k(5 g1
ot I'(z fo ~le~tdt est la fonction Gamma.

Démonstration. Pour le calcul de I'intégrale, on utilise un résultat de la fonction Gamma et d’un
changement de variable :

o0 _ﬂ k
/ e & dt=a" BF( +1)q?
0 B

L’espérance E[A,] est alors la suivante :

00 oo M 1 _atf
E[A,] = / Ra, (t)dt — / e dt
0 0 = (@ Dn-kly, k1

3

k
qﬁ

= (4, Dn—k(gr gk—1

L’espérance de X, 11 est déduite & partir de la relation entre A,, Ap11 et Xpoq -
An+1 = (1 - p)(An + Xn+1)

A _1
:>Xn+1: 1Ti+;_An:q BAn—l—l_An
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En prenant l'espérance E[-] des deux cotés, on obtient :

E[X,41] = ¢ 7 E[Aur1] - E[A,)]

~—
3
_l’_
E
<
E
N
T
|
S
<
SN—
T
i
N———

\—/ [~

k—1
—~ g7 1 q
k 1(%7%)]@—1 (q7q)n+1—k (qvq
k

_ sk O R L G i)
B F(ﬂ ) < k-1 [

((L Q)n+1—k

=1
k—1
+1 A2 bt qn—i—l—k—‘rg)
k=1 ((L Q)n-l-l—k(%) %)k—l

O

La connaissance des lois A4, et X,, nous permet de déterminer la loi de A, , qui représente
I’age virtuel du systéme avant la néme défaillance. Sous le modeéle W AR Ao, ce dernier est défini
par: A, = A, 1+ X, = A,/(1—p). La proposition suivante présente sa survie et son espérance.

Proposition 2.6. La fonction de survie et [’espérance de I’dge virtuel juste avant la néme main-

tenance A, du modéle WARA, est

n

RA; (t) = Z (
k=

— (¢, Dn—r(3> 1)k

1 _atﬁ
e 1, Vn>1

n k—

E[A]—a‘l/ﬁl“(ﬁ—kl) ’ )qfl Ep , V> 1
k=1 4q q’q

Les résultats s’obtiennent directement a partir de la relation entre les ages : A, = A,_1 +

D’apres les résultats de Last et Szekli [82], et de Finkelstein [45], le modéle Kijima II, en
particulier le modéle WARA., converge vers un régime stationnaire aprés une période de fonc-
tionnement. La convergence est similaire & celle d’'une chaine de Markov en temps continu,
c’est-a-dire que le couple de variables (X, 4;,,) converge vers sa mesure stationnaire qui est la
loi de (Xoo, Ao). Par ailleurs, Last et Szekli [82] ont montré que cette mesure est unique. Il en
découle que les lois asymptotiques de A, et X, peuvent étre obtenues au passage a la limite a
partir de la proposition 2.3 et 2.4, respectivement.

Proposition 2.7. L’dge effectif A, et la durée inter-défaillance X,, convergent en loi vers ’dge
effectif A et la durée inter-défaillance X, dont la fonction de survie et [’espérance sont les
sutvantes :

ath

[e.e]
Ra(t) = Z e
=

q7 q)k—l
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RXoo(t) = Z 0

IS L . 0
Eldoc] = o TG + 1); (@ @)oo (3, k-1

I P . @7 - 1)
BlXoo] =0 PG+ 1)) T

Démonstration. Nous présentons la démonstration de la convergence en loi des variables aléa-
toires A, et X, vers A, et X, respectivement, c’est-a-dire :

lim Ra, (t) = Ra(t), YVt >0

n—o0

lim Ry, (t) = Rx_(t), Vt >0

n—oo
Les propriétés suivantes sont vérifiées et sont nécessaires pour démontrer la convergence des deux
séries :

(i) Le ¢-shifted factoriel (g, q); converge vers la fonction d’Euler (g, q)s qui se développe de
la maniére suivante [51] :

B 27 2 _In(q)
(2,900 = —MGXP (61n( ) 24 >+O( )

(ii) lim ‘<l,l>
k—o0 q9 49/

n o0

(iii) nllngoz II a-¢)-1|d=0

k=1 |j=n—k+1

= +o0, Vg € (0,1).

La condition (ii) se démontre par I'application du résultat en (i).

Pour montrer la condition (iii), posons cx(q) = ‘ )k 1‘ alors on obtient :
3 _ k—1 ((:77 Q)k—l o ((:Z7 Q)k—l
H 1-q7)| = '(_1) D2 | T kG172

Il en découle que :

. (D1 (3,9
Jm cpla) = Hm -rms 07z = lim g*—D72 ~ %
k—oo

car le dénominateur tend vers zéro pour toute valeur de g comprise dans U'intervalle (0,1). Le
terme dans le crochet peut étre réécrit comme suit :

o0

c(k,n) = H 1-¢)—1, k<n
j=n—k+1
c(k,n) =0, k>n
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Il est évident que |c(k,n)| < 2, Vk,n € N et lim ¢(k,n) = 0, Vk € N. Par ailleurs, on a

n—oo
POy q* < co. L’assertion se réécrit :

o0
nh_)IIOlch(k,n)q =0
k=1
o
En posant a, = Z c(k‘,n)qk , on a alors li_)rn an, = 0 par le théoreme de convergence dominée.
n o
k=1

Les trois conditions sont valides, pour n’importe quelle valeur de ¢ comprise dans l'intervalle
(0,1), ou de maniére équivalente de toute valeur de p € (0,1) et § > 1.

Dans un premier temps, nous montrons la convergence en loi des ages effectifs. La démons-
tration se déroule en deux étapes : la convergence de la série de somme infinie R4 (t) et la
convergence de la série de somme partielle R4, (t) vers Ra_(t), tout en considérant ¢ > 0.

(a)
q)

est borné par une grande valeur positive M. Chaque terme général de la série

Tout d’abord, puisque (q,q)s est positif et borné et croit vers l'infini, le terme

1

(Q7 Q)oo(%7 %)k—l

R4 (t) est alors borné :

k

q
gMW’

1 _atf
11 e

(q, Q)oo(@ 5)k—1

Cela implique que la série infinie R4__(t) est une série convergente, car elle est dominée par la

série convergente Se(t) = M/(at®) > 32, ¢*. La démonstration de la convergence de Ry, (t) vers
R4 (t) se fait par I’évaluation du reste d’une série infinie, a savoir :

t>0

. e o at
e 4 e 4
[Ra,(t) = R (t)] = -
; (@ Dn—k (5 3)k-1 ,; (@ D)oo (3+ 3)k—1
ath ath
2”:( 1 1 ) e_qL’“ i e_qL’“
SZN@ Dok (D) (G i1 5 (@ Doo(G 5k
, _atf i
Z":[Hﬁn_m(l—qj)—l}e i e
o (@ D)oo 5+ 31 v (@ @)oo (G, k1
<M ool
= P 11
U el el S i (@ @)oo (g g

Le premier terme tend vers zéro d’aprés la condition (iii). Le second terme est le reste de la série
convergente R_(t). Ainsi nh_)ngo |RA, (t) —Ra,(t)] =0, t > 0. Le cas t = 0 est trivial. La loi de
I’age effectif en état transitoire converge ainsi vers un loi asymptotique.

La démonstration de la convergence en loi des durées inter-défaillance se déroule également
en deux étapes : convergence de la série de somme infinie Rx_(t) et la convergence de la série
de somme partielle Rx, (t) vers Rx__(t), avec t > 0. Considérons la série de somme infinie :

Rx (1) = Z A aﬁl T Iy,
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ou

I, = /oo x5—1e—a(m+t)ﬁ+a(1—q*k)xﬁdw’ E>1
0

Comme t > 0, I'intégrale Ij est bornée par :

o o

Ik</ azﬁ_le_o‘xﬁ“‘(l_qk)xﬁda::/ gB-lemaa e gy
0 0

1

1
_t . _
afqF

0 B aﬂq_k

—aq—FzP

Nous allons montrer que la série Rx__(t) converge absolument. Tout d’abord, on a :

> S

k=1

o
4°(4,9)oo (3 £)k1

Puisque le produit ‘(%, %)k_l‘ tend vers U'infini d’aprés la condition (ii), il existe alors ky < oo

tel que Vk > ko, ‘1 - qik > 2. Nous obtenons par la suite :

00 ko 00
1 1 1 1
Z 11 - Z 11 * (g,9) (1 Ly
=1 (¢, @)oo ‘(57 E)k—l‘ =1 (¢ 9o (57 g)k—l 72)00 b ko411 Vg g /R
o 1 L1 1 f: 1
a 11 k 1
k=1 (an)oo (%7 %)k—l (q’q)oo (q7 q)kO k=ko Hi:ko(l — ?)
ko 0o
1 1 1 1
< + > =
=1 (¢, Qoo |(5 2)k—1 (@ @)oo | (g2 g)ko | 7 2

Puisque le deuxiéme terme a droite est une série convergente, la série Rx__(t) alors converge abso-
lument. Cela implique aussi que la somme infinie Rx,__(t) converge. Pour montrer la convergence
de la série de somme partielle vers la série infinie, nous considérons aussi la différence :

- af = af
I, — I
2 L e T

|Rx, (t) — Rx,(t)] =

— "¢, Q)n-r(g 3)k—1 0 @)oo(G g

& af 1 1 a3
> P, Sk <(q, _(q,q)oo>lk_ > Ty Lk

k=1 q qq 9)n—k k=n-+1 qk((L Q)oo(qv q)k—l
n 00
afs ( 1 1 > af
< - I | + I
; G D1 \(@ Dot (20 k:ZnH (¢, D)oo (L, Dk
n 00
1 < 1 1 ) 1
S - +
kZ:l (%7 %)k—l (Q7 Q)n—k (Q7 Q)oo k;l (q, q)oo(%, %)k—l

La premiére somme converge vers zéro d’aprés condition (iii) (et un raisonnement similaire dans
la convergence du reste des ages effectifs). La deuxiéme somme est aussi le reste d’une série
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convergence. Par conséquent, la série de somme partielle Rx, (t) tend vers la série infinie Rx__(t).
Le cas t = 0 est aussi trivial.

Comme la survie de I'age effectif et de la durée inter-défaillance dans le régime stationnaire
sont finies, leur espérances le sont également. L’expression des espérances de ’age effectif et de la
durée inter-défaillance asymptotique est obtenue & partir de I'écriture dans le régime transitoire.

O

Pour illustrer la vitesse de la convergence en loi, nous présentons les graphiques des fonctions
de survie de différents ages effectifs et différentes durées inter-défaillance. Dans la Figure 2.1,
nous avons l’évolution de la fonction de survie de A, (Figure a) et X, (Figure b) de l'état
transitoire vers I'état stationnaire (Ao, Xoo), pour le triplet (« = 1,8 = 2,p = 0.2) et les
différentes valeurs de n (3,5,7). Les courbes de ’état transitoire s’approchent de celle de l’état
stationnaire assez rapidement. Cela représente un systéme qui se dégrade relativement lentement
(B faible), accompagné d’une maintenance assez peu efficace (p proche de zéro). Il suffit cependant
d’une dizaine d’opérations de maintenance pour que le systéme rentre dans 1’état stationnaire.
La vitesse de convergence sera plus élevée lorsque la maintenance devient plus efficace, ou la
dégradation plus importante.

Les résultats de convergence du modéle W AR A, permettent la mise en place des politiques
de maintenance préventive. Dans la section suivante, nous étendons les politiques de maintenance
préventive classiques avec les hypothése simples sur lefficacité de maintenance (minimale et
parfaite par exemple) & ’hypothése ARA~. Lorsqu’il est possible, les lois asymptotiques sont
utilisées pour obtenir de conditions d’optimalité des politiques de maintenance préventive.

1.0

0.4
Survival function of inter-failure time

Survival function of effective age

0.2
0.2

0.0 0.5 1.0 15 20 25 3.0 0.0 0.5 1.0 15 2.0

(a) Fonctions de survie de (b) Fonctions de survie de
Ag,A5,A7,Aoo with (Oé = X37X5,X7,X00 with (Oé =
1,8=2,p=02) 1,8=2,p=02)

Figure 2.1 — Fonctions de survie des ages effectifs et durées inter-défaillance

4 Politiques de maintenance imparfaite avec le modéle WARA.,

Depuis ces derniéres décennies, avec 'intérét grandissant de la fiabilité et de la streté de
fonctionnement en général, de nombreuses politiques de maintenance préventive sont proposées,
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afin de maintenir le systéme dans son état opérationnel. Les politiques sont souvent optimisées
par un critére de cout (minimal) ou de disponibilité (maximale). Une liste (non-exhaustive)
des politiques de maintenance a été recensée dans le chapitre d’introduction. La plupart de ces
politiques considére des maintenances parfaites ou minimales, tandis que les politiques avec les
maintenances imparfaites sont moins nombreuses [26, 75, 106].

Le modéle W AR A et les développements présentés ci-dessus sont destinés uniquement pour
les maintenances correctives. Par la suite, nous nous envisageons de considérer les maintenances
préventives imparfaites afin de construire des politiques de maintenance. L’ajout de la mainte-
nance préventive rend la formulation plus complexe, puisqu’en général l'efficacité d’une mainte-
nance préventive (p,) est plus importante que l'efficacité d’une maintenance corrective (p.). Dans
un premier temps, et afin d’obtenir quelques formulations explicites sur les politiques de mainte-
nance, nous supposons que les deux types de maintenance ont la méme efficacité (p, = p. = p).
Ensuite, nous présentons la construction des politiques dans le cas p, > p. par des simulations
de Monte Carlo. L’étude est ensuite étendue pour une plus grande classe d’intensités initiales.
L’une des originalités de notre approche est la mise en place d’'une politique de maintenance
préventive sur un horizon infini sans qu’il y ait la moindre maintenance parfaite.

4.1 Politiques de maintenance avec p. = p, du modéle WARA
4.1.1 Hypothéses générales

Les politiques de maintenance imparfaite présentées ici ont pour but de minimiser un critére
de cotit moyen a long terme. Pour atteindre cet objectif, les instants des maintenances préventives
planifiées sont optimisés. Une maintenance corrective (MC) a lieu aprés une défaillance et une
maintenance préventive (MP) planifiée a lieu lorsque le systéme est opérationnel, & un instant
prédéterminé a la précédente remise en route du systéme. Les hypothéses supplémentaires sont :

(i) Les parameétres du modeéle WARA sont (o, 5, p), et ils sont connus.

) Au début de l'observation, le systéme est dans son état stationnaire.

(iii) Un cycle de maintenance est la période entre deux maintenances consécutives.
)

La durée d’attente jusqu’a la prochaine défaillance (donc une MC) est notée X;, et la
durée d’attente jusqu’a la prochaine MP est §;. La durée effective jusqu’a la prochaine
maintenance est notée Wj.

(v) Les MC et MP suivent le modéle ARA,, avec la méme efficacité p.

(vi) Les cotts de MP et MC sont notés C) et C, respectivement, avec C, < C,. Ces derniers
sont connus. Selon les critéres de la politique mise en place, il y a deux facons de calculer
le cout K (i) du iéme cycle de maintenance (le détail sera présenté ci-dessous).

(vii) Le coit total est la somme des cotts encourus durant chaque cycle de maintenance

Le cotit moyen asymptotique par unité de temps a pour expression :

Coo = tllglo M

A partir de ces hypothéses, trois politiques de maintenance préventive sont proposées :
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La politique statique qui suppose que la durée potentielle d’attente §; pour une MP
aprés chaque remise en route (ou aprés la derniére maintenance) est constante : §; = 0, et
une MC est déclenchée si la défaillance a lieu avant cette durée. Le colit du iéme cycle de
maintenance est donné par :

K(Z) = Cp + (Cc — Cp)n{Xi<6} (2.7)
Wi = min {XZ, 5}
La durée optimale 6* est celui qui minimise le coiit moyen asymptotique (2.6). Elle est obte-

nue par des simulations de Monte-Carlo, ou est approchée par la théorie du renouvellement
avec les lois asymptotiques de X.

. La politique adaptative met a jour la valeur optimale 6; de la durée d’attente de la

prochaine MP du iéme cycle de maintenance en fonction de I'histoire des maintenances
effectuées. La durée optimale §; minimisera le colt moyen par unité de temps du iéme
cycle de maintenance.

. La politique basée sur ’intensité de défaillance VABR (Virtual Age-Based Repla-

cement) définit un seuil optimal A* & ne pas dépasser pour l'intensité de défaillance A;. Le
colt de chaque cycle de maintenance est calculé par :

K(i) = Cp + (Cc - Cp)]]‘{ai—1+Wi<S*} (2'8)

ou s* est un age virtuel optimal correspondant & U'intensité de défaillance maximale \* et
a;—1 désigne Page effectif suite a la (i—1)éme maintenance. La valeur optimale de l'intensité
minimise le cott (2.6), et est obtenue par des simulations de Monte-Carlo. La construction
est basée sur lintensité de défaillance et 1’dge virtuel, d’ott son nom Virtual Age-Based
Replacement VABR. Plus de détails de cette politique sont présentés dans la suite.

Les trois politiques seront détaillées dans les parties suivantes. Quelques remarques méritent
d’étre évoquées :

Nous nous positionnons dans le cas ou ’équipe de maintenance cherche & mettre en place
une politique de maintenance préventive pour un systéme qui jusque la a été soumis uni-
quement & des MC de type ARA et un vieillissement intrinséque de loi de Weibull. Les
maintenances préventives sont alors rajoutées afin de minimiser le colit des opérations. Cela
se traduit par I’hypotheése (ii) et (i), ou il est possible que les parameétres d’un systéme sous
surveillance soient connus par le biais des études préliminaires.

L’hypothese (ii) n’est pas restrictive, puisque le modéle WARA, peut converger rapide-
ment vers son état stationnaire aprés un nombre limité d’opérations.

L’ajout des MP de type ARA, garantit que le systéme soit toujours maintenu dans son
état stationnaire. Afin de simplifier les développements, nous supposons que les deux types
de maintenance ont la méme efficacité p.

Dans la politique statique, la durée optimale §* est calculée pour un horizon infini, ce qui
implique que ’age initial n’a pas d’impact sur la valeur trouvée. Ceci est garanti par les
résultats de convergence du modéle ARA,, o le systéme tend rapidement vers un régime
stationnaire. Notons alors que ’hypothése (ii) n’est plus utile pour cette politique. On peut
donc considérer que le systéme est neuf au départ.

e L’hypothése (v) est restrictive, puisqu’en général une MP est plus efficace qu'une MC.
e Les politiques proposées peuvent étre considérées comme des politiques basées sur 1’age,

puisque les décisions de maintenance sont basées sur la comparaison des ages (que ce soit
Iage virtuel ou réel). Cette approche est similaire & celle proposée dans [43].
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Chapitre 2. Développement analytique et politique de maintenance imparfaite pour le modéle Weibull-ARA

4.1.2 Politique 1 : Politique statique

Les calculs des grandeurs optimales de la politique statique peuvent étre réalisés par des
simulations de Monte Carlo, ou par une approximation utilisant la théorie du renouvellement.

4.1.2.1 Optimisation de Monte Carlo Les durées d’attente jusqu’a la prochaine MP sont
constantes d; = §*, cette valeur est obtenue par les simulations de Monte Carlo. L’algorithme 2
présente la procédure pour la mise en place et 'optimisation de la politique statique. La durée
optimale et son cofit associé sont obtenus par la recherche sur une grille, car les fonctions de cotit
sont relativement lisses. 0* est bornée par la 95éme centiles de la durée inter-défaillance X,. Le
temps max T'maz est fixé suffisamment long pour que le cotit moyen asymptotique converge.

Algorithm 2 Politique statique : Optimisation par simulations de Monte-Carlo

1. for 0 € [¢,0max] with step € do > e > 0, précision de ’algorithme
2: Cost(6) =0; age=0; time=0;

3: while (time < Tmazx) do

4: £ = —log(RAND) > Loi exponentielle de parameétre 1
5. x = A~ (A(age) + €) — age > Durée potentielle & la prochaine défaillance
6: u=ly,cq) > Type de maintenance
7. Cost(d) = Cost(6) + Cp + (Ce — Cp)u > Mise a Jour du cout total
8: time = time + min(d, x) > MAJ du temps
9: age = (1 — p)(age + min(d,x)) > MAJ de ’age effectif
10: end while
11: Cost(d) = Cost(d)/time > Colit moyen asymptotique
12: end for
13: 0* =argmin (Cost(9))

0€[e,0max)

4.1.2.2 Estimation de la durée optimale par la théorie du renouvellement Dans son
régime stationnaire, le modeéle W ARA, se comporte comme un processus de renouvellement :
les durées entre deux maintenances consécutives suivent la méme loi Xo. L’ajout des MP de
type ARA, ayant la méme efficacité p que les MC, conserve la propriété de convergence du
modeéle. Dans le cadre de la politique statique du modéele W ARA,, nous proposons d’approcher
I’age de maintenance optimal par la condition d’une politique de remplacement basée sur ’age
d’un processus de renouvellement [56] dont la loi générique (loi de renouvellement) est celle de
Xoo

~ . Cp+(Cc— Cp)(1 = Rx_(9))

in = (2.9)
6>0 fo Rx__ (u)du

On remarque que cette hypothése semble justifiée en ce qui concerne la loi de renouvellement X .
Toutefois, deux durées inter-maintenance consécutives sont bien dépendantes. Notons C (0) la
fonction de cott, la solution optimale §* est obtenue par des méthodes d’optimisation numérique.
Cette fonction est relativement lisse, ce qui permet de trouver 5* sans difficulté. Dans [46], une
approche similaire est proposée pour le modeéle ARA.
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4.1.3 Politique 2 : Politique adaptative ADA

La politique adaptative appartient a la classe des politiques basées sur ’age. La durée d’at-
tente jusqu’a la prochaine MP est recalculée en fonction du passé, c’est-a-dire ’ensemble des
durées effectives entre deux maintenances consécutives (quelque soit le type de maintenance)
Wi, ..., W;. Pour chaque cycle de maintenance, une durée d’attente jusqu’a la prochaine MP
(67,1) est proposée, en utilisant une approximation du processus de renouvellement comme dans
la section 4.1.2.2. Dans ce cas, la loi générique des durées d’attente jusqu’a la prochaine dé-
faillance est la loi de durée de vie résiduelle (Remaining Useful Lifetime-RUL). Les détails de la
politique sont les suivants.

Selon 'hypothése (ii), 'age effectif initial A suit la loi asymptotique As. La premiére durée
optimale 5~’f est alors estimée comme dans (2.9). Etant donné 'age effectif initial A = u, I'age
effectif aprés la ¢éme maintenance se calcule par

Ailw) = (1= p)'u+ (1= )y
j=1

Notons X; 1 la variable aléatoire représentant la durée jusqu’a la prochaine défaillance, sa
loi conditionnelle aux instants de maintenance dans le passé est donnée par :

P(Xiiy > 2|Wh,... W) = —/ P(Xiir > 2 Wi, ..., Wi, A = w)dRa__ (u)
0

=— /Ooo P(X > Aij(u) + x| X > A;(u))dRa, (u)

% gmalAiw) )’
- /0 A (W) (2.10)

ou X est la variable aléatoire ayant la méme loi que la variable décrivant la premiére défaillance
d’un systéme neuf. On remarque que la loi conditionnelle de X;; représente ainsi la durée de
vie résiduelle (RUL) suite a la iéme maintenance. En utilisant la loi conditionnelle de X;;1 dans
I’équation 2.10 comme loi générique d’un processus de renouvellement, la durée optimale jusqu’a
la prochaine MP sur un cycle est donnée par :

—_— c 1_P XZ geeey 4
5;:_1 = argmin Cp + (C - Cp)( ( +1 > 5|W1 W))
°=0 Jo P(Xig1 > u[Wy,...,W;)du

(2.11)

La durée effective entre deux maintenances est ainsi w;1 = min(d;, |, ¥i+1).

La solution optimale d7, ; peut étre aussi obtenue par des simulations de la maniére suivante.
Etant donnée une durée J, le coit moyen sur un cycle associé a cette durée est estimé a partir
d’un trés grand nombre de trajectoires comme suit :

Cedijp1liw o+ O X Lo )
221 min(azl(-i)l, J)
()

ou z;y correspond a la jéme réalisation simulée pour la loi conditionnelle de X;;;. La solution

CADA((s) —

(2.12)

optimale 5:*:1 est celle qui minimise la fonction C4P4(5).
Un exemple d'une trajectoire de la politique adaptative se trouve en Figure 2.2.

53



Chapitre 2. Développement analytique et politique de maintenance imparfaite pour le modéle Weibull-ARA

E E E Pow

1 1 1 I%I

E E IS E

G ; ; ;

— 1 1 1
DEFERSEESEN PENN SN -
; ; ; ; ; Temps
——— ; ; ;

L S E E

; ; % ; ; ;

; ; P ;

; ; ; >

: : : I :

Figure 2.2 — Trajectoire type de la politique adaptative

4.1.4 Politique 3 : Politique basée sur l’intensité de défaillance VABR

La politique opére selon le principe d’une politique basée sur la limite de 'intensité de dé-
faillance (Failure rate limit policy) |66, 87, 98] : une MP est déclenchée lorsque l'intensité de
défaillance A; dépasse un seuil optimal prédéfini A* . En particulier, la mise en place de cette
politique est similaire & la politique 1P de Jayabalan et Chaudhuri [65] : chaque MP est déclen-
chée lorsque l'intensité de défaillance dépasse un seuil Apqz, et les MP ont Pefficacité de type
ARA;. On constate que l'intensité de défaillance de la politique 1P, méme si elle est réduite a
chaque MP, s’approche de plus en plus de A4, (une particularité de Uefficacité de type ARA;).
En revanche, lintensité de défaillance de la politique VABR se stabilise et est maintenue a un
niveau stable suite & des maintenances. Cela vient de 'existence d’un régime stationnaire pour
le modéle WARAy. Concrétement, la politique VABR pour le modéle WARA, est mise en
place de maniére suivante. Tout d’abord, on sait que l'intensité \; peut étre déterminée par ’age
virtuel V; et lintensité initial, c’est-a-dire : Ay = A(V;). Lorsque le paramétre § du WARA«
est supérieur & 1 (ou plus généralement lorsque l'intensité initiale est strictement croissante et
admet en conséquence une fonction réciproque), le seuil maximal de 'intensité de défaillance
correspond & P’age virtuel maximal : s* = A™1(\*). Par conséquent, la politique VABR suppose
qu'une MP est déclenchée lorsque I'age virtuel dépasse la valeur maximale s*, ce qui entraine
que la durée jusqu’a la prochaine MP est définie par :

diy1 =58 —a;

Une MC a lieu si une défaillance a lieu avant. Le critére de colt est aussi utilisé pour mesurer la
performance de la politique. La recherche de I’age virtuel optimal est réalisée par des simulations
de Monte-Carlo, implémentées dans ’algorithme 3. Le temps max T'max est suffisamment large
pour assurer la convergence du colt asymptotique. Ainsi, la version empirique du colt asympto-
tique (2.6) est utilisée dans l’algorithme. Une illustration de la politique est ainsi présentée dans
la Figure 2.3.

4.1.5 Simulations

Les politiques sont implantées via des simulations pour pouvoir comparer leurs performances.
Les parameétres sont choisis de maniére & ce qu’ils reflétent une grande majorité des cas rencontrés
dans les applications industrielles. Comme « est un pseudo-parametre d’échelle et n’a pas d’im-
pact sur la forme de la dégradation du systéme, il est fixé & 1 dans tous les exemples numériques.
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Figure 2.3 — Une trajectoire de la politique basée sur l'intensité

Algorithm 3 Politique VABR : Optimisation par simulations de Monte Carlo

—_ = =
W N = O

for s € [e, Smazx] with step € do > e > 0, précision de ’algorithme
Cost(s) =0; age=0; time=0;
while (time < Tmaz) do

¢ =—log(RAND) > Loi exponentielle de paramétre 1
r = A" (A(age) + &) — age > Durée potentielle & la prochaine défaillance
u = lyggeta<s) > Type de maintenance
Cost(s) = Cost(s) + Cp + (C. — Cp)u > Mise a Jour du cout total
time = time + min(z, s — age) > MAJ du temps
age = (1 — p) x min(age + x, s) > MAJ de ’age effectif
end while
: Cost(s) = Cost(s)/time > Colit moyen asymptotique
: end for

: s* =argmin  (Cost(s))

s€[e,Smax]

Neuf configurations sont testées : 8 € {1.5,3,4.5} et p € {0.2,0.5,0.8}. Les choix représentent
trois niveaux de dégradation et trois efficacités de maintenance. Les cotits des maintenances sont
choisis de tels sorts que C. = 10C),. Dans le Tableau 2.1, nous trouvons les cotts optimaux des
politiques proposées, avec les durées optimales (politique statique) et I’age virtuel maximal (poli-
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tique VABR). Nous présentons aussi le cott de la politique de maintenance corrective seule (sans
MP : le systéme est réparé suite & une défaillance), et la durée moyenne entre deux défaillances
dans 'état stationnaire sans MP. La politique statique ayant une approximation par la théorie
du renouvellement est appelée Variante.

Tableau 2.1 — Comparaison des cotts des politiques (a = 1,C. = 10C))

5 ) Pol. statique | Pol. VABR Variant(i Pol. adaptative Sans MP | E[X..]
Cotit 6" | Cout s* | Cotit 4 cAra
1.5 0.2 17.72 0.18 | 17.69 0.85 | 20.81 0.84 20.76 22.01 0.45
1.5 0.5 1230 0.26 | 12.28 0.50 | 13.51 0.62 13.11 15.68 0.64
1.5 08 971 033 | 971 041 | 997 048 9.71 12.74 0.78
3 02 1550 0.09 | 1548 048 | 25.00 0.23 23.64 40.70 0.24
3 05 754 020 | 754 040 | 802 0.26 7.62 20.72 0.48
3 08 492 030 | 492 038 | 492 0.30 4.92 13.90 0.72
45 02 1251 0.10 | 12,51 0.51 | 16.51 0.15 16.10 46.87 0.21
45 05 549 023 | 548 046 | 551 0.22 5.49 21.39 0.47
45 08 346 037 | 346 046 | 3.49 0.34 3.46 13.68 0.73

La politique de maintenance corrective seule est la plus mauvaise en termes de coiit. L’écart
de cotit avec les autres politiques est plus marquant pour un systéme qui se dégrade rapidement
(8 = 3,4.5). Cela s’explique par le fait que plus le systéme se dégrade, plus la défaillance est
fréquente, donc le cott total augmente d’autant plus. Une maintenance plus efficace peut aider
a réduire le cott de cette politique, sans pour autant rattraper les politiques avec maintenances
préventives. Le résultat nous renseigne que, pour réduire le coiit, il faut réaliser les maintenances
de maniére plus efficace, puisqu’il est difficile de réduire la dégradation d’un systéme industriel.
Cela indique aussi la nécessité d’ajouter les maintenances préventives.

Nous observons que la durée moyenne entre deux défaillances consécutives dans 1’état sta-
tionnaire E[X ] pour chacune des configurations est plus longue que la durée de MP optimale
associée. Les politiques de maintenance préventive diminuent le risque des maintenances non
planifiées.

La politique VABR est la plus performante en termes de coiit. La valeur s* dans le Tableau
2.1 correspond a I’age virtuel maximal. Les durées de MP (non présentées dans le tableau) sont
naturellement obtenues a partir de ’age virtuel maximal : d;11 = s* —ay, avec a; 1'age effectif 4 la
fin du iéme cycle. Nous remarquons par exemple que si deux MP sont consécutives (la (i —1)éme
et iéme), les durées d’attente jusqu’a MP sont égales (6; = d;+1) et que les ages effectifs apres
maintenance sont identiques (a;—1 = a;). Dans le cas contraire (une MC entre deux MP), les
durées d’attente jusqu’a la prochaine MP §; peuvent varier. La politique VABR a aussi la nature
"adaptative'.

Les cotits de la politique statique (par simulations de Monte Carlo et dans une bien moindre
mesure par son approximation) s’approchent de ceux de la politique VABR. En particulier, les
cotts de la politique statique Monte Carlo sont trés proches de la politique VABR. Les coits
sont presque identiques pour p = 0.8. On remarque que si p = 1 alors les deux politiques sont
équivalentes (et qu’elles deviennent la politique de remplacement par age pour un processus de
renouvellement classique). Les écarts entre les cotts de ces deux politiques pour les faibles valeurs
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de p ne sont pas dus aux simulations. Ils persistent bien que nous avons répété l’expérience pour
un trés grand nombre de fois, sur des horizons de plus en plus grands. Les cotits proposés par
la Variante s’approchent de plus en plus des deux premiéres politiques, lorsque 5 augmente et
lorsque la maintenance devient plus efficace. On constate des écarts importants pour p faible
(0.3).

Les cotits de la politique adaptative sont meilleurs que les estimations par la Variante, mais
surclassés par la politique statique par simulations de Monte Carlo. Les résultats de la politique
adaptative pour les p faibles sont plutdt médiocres. Ceux-ci s’améliorent avec des configurations
ou les valeurs de g et p sont plus grandes.

La performance de la politique adaptative s’approche de la politique statique pour les sys-
témes qui se dégradent rapidement (grand /) et qui sont maintenus efficacement (grand p). Les
histogrammes des durées des MP proposées par la politique dynamique sont présentés dans les
Figures 2.4a, 2.4b et 2.4c pour les cas (a« = 1,8 € {1.5,3,4.5}, p = 0.8). La durée optimale de la
politique statique obtenue par simulations de Monte Carlo est ajoutée a titre de comparaison. On
constate que d* se situe un peu en dessous de la moyenne des durées adaptatives. Pour les grands
valeurs de [ et p, la méthode adaptative propose des durées a la prochaine MP plus longues que
celles de la politique statique Monte Carlo, pour un cotit un peu plus élevé. En revanche, ’écart
des cotits pour p faible est assez important, la politique adaptative n’améliore pas la politique
statique.

800

7001
600

500 5+

n L . )
0355 0.36 0.365 037 0375 038 0.385 039 0395
Durée MP

Figure 2.4 — Comparaison des durées adaptatives avec la durée statique optimale

Les Figures 2.5a, 2.5b et 2.5c présentent les courbes de cotit de la politique statique par
simulations de Monte Carlo en fonction des durées entre deux MP. Les graphiques montrent le
cotit optimal, accompagné de la durée optimale 6%, et son estimation par la Variante. Pour le cas
B = 1.5 (présenté dans la Figure 2.5a), nous constatons que les estimations de la durée optimale
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Chapitre 2. Développement analytique et politique de maintenance imparfaite pour le modéle Weibull-ARA

0* par la Variante sont assez mauvaises. La qualité des estimations s’améliore quand 3 augmente.
Le cotit estimé s’approche de 'optimal pour les grandes valeurs de 5. Le minimum des fonctions
est de plus en plus marqué lorsque 5 augmente et p diminue.

——p=02
- --p=05
p=08

Durée MP

Figure 2.5 — Colt moyen asymptotique

En conclusion, la politique VABR est la plus efficace. Elle nécessite néanmoins la connaissance
de I'age virtuel au début de 'observation, ou juste avant sa mise en place. La politique statique
est pratiquement aussi efficace que la premiére politique (en termes de coit), mais elle est plus
simple & implanter en pratique car : nul besoin de connaitre ’age initial et les durées d’attente
potentielle pour la prochaine MP sont invariables. La politique adaptative ne rapporte pas de
bénéfice en comparaison avec la politique statique. La politique adaptative, bien qu’elle est
optimale & I’échelle d’un cycle, ne donne pas de bon résultat sur un horizon infini. Il est peut-
étre envisageable d’appliquer cette politique aux systémes dont le un nombre de maintenances est
limité par défaut (avant qu’ils ne soient parfaitement restaurés). Ce point est également soulevée
dans la construction des politiques séquentielles [104, 105, 109]. Un nombre limite d’opérations
de maintenance avant renouvellement pourrait étre imposé pour les systémes critiques pour des
mesures de sécurité.

4.2 Politiques de maintenance avec p. < p, du modéle WARA

Dans cette section, nous montrons par des simulations de Monte Carlo qu’il est possible
d’obtenir des politiques de maintenance préventive optimale avec des MP qui sont plus efficaces
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que des MC (p. < pp). Cette hypothese est plus réaliste que celle de I’égalité entre deux efficacités,
puisque les MP sont planifiées et préparées. Nous trouvons I'utilisation de cette hypothése dans
plusieurs études de fiabilité et optimisation de maintenance [31, 36, 117|. L’ajout d’un nouveau
parametre p, fait que les résultats sur les lois asymptotiques ne sont plus directement applicables.
Néanmoins, la maintenance de type ARAy (par les MC et MP) conserve toujours la propriété
de convergence vers un régime stationnaire. Les solutions optimales sont alors obtenues par des
simulations de Monte Carlo.

4.2.1 Hypothéses générales

Les hypothéses sont similaires & celles dans le cas de méme efficacité (voir section 4.1.1). Bien
entendu, le seul changement est sur l'efficacité de deux types de maintenance :

(v) Llefficacité des MCs et lefficacité des MPs sont différentes : p. < p,.

Nous proposons des simulations pour deux politiques : politique statique et politique VABR.
Comme la politique adaptative et la Variante ne sont pas trés satisfaisantes, elles ne font pas
I'objet de I’étude.

4.2.2 Politique 1 : Politique statique

La durée optimale entre deux MP §* et le colit optimal associé sont obtenus par les simulations
Monte Carlo. On propose 'algorithme 4 qui permet de mettre en place la recherche de la solution
optimale. §* est bornée par la 95éme centiles de la durée inter-défaillance X,. Le temps max
Tmaz est fixé suffisamment long pour que le colit moyen asymptotique converge.

Algorithm 4 Politique statique : Optimisation par simulations de Monte-Carlo

1. for § € [¢,0max] with step € do > € > 0, précision de ’algorithme
2: Cost(6) =0; age=0; time=0;

3: while (time < Tmaz) do

4: £ = —log(RAND) > Loi exponentielle de parameétre 1
5: x = A~ (A(age) + &) — age > Durée potentielle & la prochaine défaillance
6: u=Ilg,c6) > Type de maintenance
7. Cost(d) = Cost(6) + Cp + (Ce — Cp)u > Mise a Jour du cott total
8: time = time + min(d, x) > MAJ du temps
9: age = (1 — pp~"pt)(age + min(d,z)) > MAJ de I'age effectif selon le type de maintenance
10: end while
11: Cost(d) = Cost(9)/time > Colt moyen asymptotique
12: end for
13: 0* = argmin (Cost(9))

0€[e,0max)

4.2.3 Politique 3 : Politique basée sur ’intensité de défaillance

La politique basée sur l'intensité de défaillance VABR pour deux efficacités de maintenance
est construite de la méme maniére que le cas de l'efficacité unique. La seule différence est dans la
mise & jour de 1’age effectif suite & une défaillance : si ¢’est une MP (respectivement MC), alors
on utilise Defficacité p, (respectivement p.) pour calculer le nouvel age effectif. Nous proposons
I’algorithme 5, adapté pour ce cas.
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Algorithm 5 Politique VABR : Optimisation par simulations de Monte Carlo

1: for s € [¢, Smazx] with step € do > e > 0, précision de ’algorithme
2: Cost(s) =0; age=0; time=0;

3: while (time < Tmaz) do

4: £ = —log(RAND) > Loi exponentielle de paramétre 1
5. x = A" (A(age) + €) — age > Durée potentielle & la prochaine défaillance
6: u=Liggetocs) > Type de maintenance
7. Cost(s) = Cost(s) + Cp + (Ce — Cp)u > MAJ du cott total
8: time = time + min(x, s — age) > MAJ du temps
9: age = (1 — p,~"p¥) x min(age + x, s) > MAJ de I'age effectif
10: end while
11: Cost(s) = Cost(s)/time > Colit moyen asymptotique
12: end for
13: s* =argmin (Cost(s))

s€le,Smax)

4.2.4 Simulations

Les politiques sont implantées via des simulations de Monte Carlo. Le choix des paramétres
de la loi Weibull est : a« = 1,5 € {1.5,3,4.5}. L'efficacité de maintenance corrective est fixée :
pe = 0.2. Nous testons trois niveaux d’efficacité de maintenance préventive : p, € {0.4,0.6,0.8}.
Dans le Tableau 2.2, les résultats de neuf configurations sont présentées : la durée optimale
entre deux MP, le colit associé de la politique statique, ’age optimal et le cotit de la politique
VABR, le coiit de la politique sans maintenance préventive et la moyenne empirique des durées
inter-défaillance de cette politique.

Nous constatons tout d’abord que le coiit des politiques est diminué lorsque efficacité de MP
pp augmente (ce qui est cohérent dans le cadre de I'optimisation de ’efficacité de maintenance).
La politique VABR est toujours plus performante que la politique statique. L’écart entre ces
deux politiques s’accroit lorsque la MP devient plus efficace, quel que soit la valeur de 5. Dans
la partie précédente (mémes valeurs de p pour MP et MC), cette tendance est inversée lorsque
Pefficacité augmente. Il est aussi intéressant de pouvoir comparer les colits entre deux hypothéses
(méme p et deux p différents). Nous effectuons alors deux comparaisons. La premiére est entre
le cout du cas (p = 0.2) avec le cas (p. = 0.2, p, = 0.4), et la deuxiéme le cas (p = 0.8) avec
(pe = 0.2,p, = 0.8), pour § = 1.5 de la politique VABR. Dans la premiére comparaison, nous
constatons que 'ajout d’'une MP plus efficace (p. = 0.2, p, = 0.4) est trés bénéfique en termes de
coit (17.69 contre 14.03). La deuxiéme comparaison nous renseigne que, pour un meéme niveau
d’efficacité de MP (p = p, = 0.8), les MC peu efficaces (p. = 0.2) engendrent des couts plus
importants (9.71 contre 10.20). Nous conservons la méme conclusion pour la comparaison de la
politique statique entre deux hypotheéses. Pour les deux autres valeurs de 8, nous constatons le
méme comportement.

Nous proposons les simulations pour les mémes configurations des parameétres (a, 3, p), mais
avec de nouveaux ratios des cotts : C./C, = 100 et C./C, = 1000. Les résultats sont présentés
dans le Tableau 2.3 et 2.4. Nous constatons que les cotits sont plus élevés, a cause des MC plus
coliteuses. Les ages optimaux 0* et les seuils s* sont réduits pour des ratios forts, afin d’anticiper
le colit engendré par une MC. Nous constatons que les écarts des colits optimaux entre deux
politiques sont faibles dans le deux nouveaux cas, en comparant au cas de C./C), = 10.
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Tableau 2.2 — Comparaison des cotts des politiques de loi Weibull (a =1, p. = 0.2, C. = 10C})

Pol. statique | Pol. VABR Sans MP
Coit 0" Cout s* | Cott E[X]
0.4 | 14.04 0.20 | 14.03 0.53 | 22.01 0.45
1.5 06 | 11.86 0.23 | 11.83 0.41 | 22.01 0.45
0.8 | 10.25 0.26 | 10.20 0.36 | 22.01 0.45
0.4 | 9.25 0.16 9.24 040 | 40.70 0.24
3 06| 661 022 658 0.38 | 40.70 0.24
0.8 | 510 0.28 | 5.06 0.36 | 40.70 0.24
04 | 6.85 0.18 | 6.85 0.46 | 46.87 0.21
45 0.6 | 470 026 | 467 0.45 | 46.87 0.21
0.8 | 3.60 0.33 | 3.52 0.43 | 46.87 0.21

Tableau 2.3 — Comparaison des coits des politiques de loi Weibull (o = 1, p. = 0.2, C. = 100C),)

Pol. statique | Pol. VABR Sans MP
Coit 0" Cott s* | Coit E[X]
0.4 | 66.87 0.04 | 66.85 0.11 220 0.45
15 0.6 | 55.82 0.05 | 55.73 0.09 | 220 0.45
0.8 | 47.80 0.06 | 47.79 0.08 | 220 0.45
0.4 | 20.20 0.07 | 20.17 0.18 407 0.24
3 0.6 | 1430 0.10 | 14.29 0.17 | 407 0.24
0.8 | 1094 0.14 | 10.92 0.17 | 407 0.24
0.4 | 11.54 0.11 | 11.53 0.28 468 0.21
45 06| 785 0.16 | 7.83 0.27 | 468 0.21
0.8 | 591 0.22 | 590 0.27 | 468 0.21

4.3 Politiques de maintenance pour des intensités initiales croissantes

Dans les parties précédentes, nous avons supposé que l'intensité initiale est de loi Weibull
W(a, 8). La solution optimale existe, grace a la propriété de convergence de la maintenance de
type ARA~, et du fait que l'intensité initiale est croissante (classe IFR) [46]. Dans ce qui suit,
nous proposons la mise en place des politiques de maintenance préventive, avec de nouveaux choix
d’intensité initiale : loi Gamma et loi log-linéaire. Ces deux lois appartiennent a la classe IFR,
et sont fréequemment utilisées dans 1’analyse de survie et de sireté de fonctionnement |78, 83|.

Pour chaque configuration, les solutions optimales sont obtenues par des simulations.
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Tableau 2.4 — Comparaison des cotts des politiques de loi Weibull (o = 1, p. = 0.2, C. = 1000C},)

Pol. statique | Pol. VABR Sans MP
Cott 0" Cott s* | Cott E[Xo]
0.4 312 0.01 311 0.03 | 2200 0.45
15 06| 261 001 259  0.02 | 2200 0.45
0.8 223 0.02 222 0.02 | 2200 0.45
0.4 | 43.7 0.03 | 43.5 0.08 | 4070 0.24
3 06| 309 0.05 | 30.8 0.08 | 4070 0.24
08 | 23.5 0.06 | 23.5 0.07 | 4070 0.24
04 | 19.3 0.06 19.2  0.17 | 4680 0.21
45 0.6 | 13.1 0.10 | 13.07 0.16 | 4680 0.21
08 | 9.86 0.13 | 9.85 0.15 | 4680 0.21

4.3.1 Politiques de maintenance préventive avec loi Gamma

L’intensité initiale d’un systéme neuf qui suit une loi Gamma I'(«, 8) est donnée par :

A(0) =0 ) » §
At) = [/0 (1+%> e_gudu} ,t>0

Pour que A soit une fonction croissante, il faut que a > 1. Les algorithmes proposés dans
les sections précédentes sont encore valides pour ce cas, puisque 'efficacité de maintenance est
toujours de type ARA. Il faut seulement modifier 'expression de l'intensité cumulée A et sa
réciproque A™1, afin de générer la durée d’attente a la prochaine défaillance, & savoir :

x, = A (A(an—1) —In(RAND)) — a, 4

Les politiques de maintenance sont implantées via des simulations de Monte Carlo pour trois
configurations : (a = 2,5 = 3,p. = 0.2,p, € {0.4,0.6,0.8}). Les résultats de simulations sont
présentés dans le Tableau 2.5.

Tableau 2.5 — Comparaison des cotits des politiques avec loi Gamma (o = 2,8 = 3,p. = 0.2,C, =

10C,)

Pol. statique | Pol. VABR Sans MP
Coat  ¢* Cott s | Cotit E[Xo]
0.4 | 1980 0.16 | 19.80 0.37 | 24.94 0.39
0.6 | 16.29 0.17 | 16.27 0.30 | 24.94 0.39
0.8 | 13.37 0.18 | 13.37 0.19 | 24.94 0.39

Pp

Le coit et la durée moyenne entre deux défaillances consécutives de la politique de main-
tenance corrective seule sont donnés a titre comparatif. Il est évident que ’ajout des MP est
bénéfique.
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Pour la politique statique, lorsque l'efficacité de MP augmente, le cotit est réduit et la durée
optimale 6* s’allonge. Une MP performante permet de réduire I'age virtuel et d’augmenter la
fiabilité. La durée entre deux maintenances peut étre allongée. Le colit moyen est aussi réduit.

Nous constatons une situation similaire pour la politique VABR. Le cotit moyen est réduit en
augmentant le niveau d’efficacité des MP. Le seuil optimal d’age virtuel s* est aussi réduit. Cela
n’est pas surprenant, puisque 1’age virtuel moyen est plus faible dans le cas d’une maintenance
efficace. Comme dans le cas de la loi Weibull, la politique VABR est 1égérement meilleure que la
politique statique.

Nous conservons la méme conclusion que dans le cas de la loi de Weibull. La politique VABR
reste la meilleure. La politique statique est quasi optimale et un peu plus simple & mettre en
place.

4.3.2 Politiques de maintenance avec loi log-linéaire
L’intensité associé & la loi log-linéaire a pour expression :
At) = e Pt £ >0

L’intensité initiale cumulée et sa réciproque sont données par :
ea
Mo =2 ()
)=
1 Bt
-1 .

La loi log-linéaire a été utilisée par Cox et Lewis [22] pour tester la fiabilité de la climatisation
d’une flotte d’avions. Son taux de défaillance est croissant pour 8 > 0, tandis qu’il est décroissant
pour 8 < 0. Les deux cas correspondent & un systéme qui se dégrade ou bien qui s’améliore,
respectivement. Dans cette étude, nous nous intéressons au cas des systémes vieillissants, donc
5> 0.

Les politiques de maintenance sont proposées avec les configurations suivantes : (« = 1,5 =
3,pc = 0.2,p, € {0.4,0.6,0.8}). Les résultats sont présentées dans le Tableau 2.6. Au premier
constat, on remarque que l'ajout des MP apporte un gain de plus de 50% en termes de cout (par
rapport & la politique de MC seule). L’avantage des politiques est alors clairement identifié.

Tableau 2.6 — Comparaison des cotts des politiques avec une log-linéaire (a« = 1,8 = 3,p. =
0.2,C. = 10C))

Pol. statique | Pol. VABR Sans MP
Cott 0" Cott s* | Coit E[X]
0.4 | 5394 0.06 | 53.86 0.17 | 106 0.09
0.6 | 47.88 0.08 | 47.56 0.15 106 0.09
0.8 | 43.99 0.09 | 43.60 0.13 106 0.09

Pp

La politique VABR reste la meilleure dans toutes les configurations. Pour la méme intensité
initiale («, ), les coits des deux politiques sont diminués en améliorant 'efficacité de mainte-
nance préventive. Pour la politique statique, une MP efficace fait baisser le colit moyen asymp-
totique, et allonger la durée entre deux MP. Pour la politique VABR, une MP efficace aussi fait
baisser le cott, et baisser I’age virtuel. Nous constatons que les écarts entre la politique VABR
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et la politique statique augmentent quand la maintenance préventive devient plus efficace. Ce
comportement est également observé dans le cas de la loi Gamma.

4.4 Estimation des paramétres

Dans les parties précédentes, nous nous appuyons sur une hypothése trés importante : les
valeurs des parameétres ('intensité A et les efficacités p,, p.) sont connues. Cela a pour but de
focaliser sur la construction des politiques optimales. Cette hypothése est trés forte et peu réaliste,
puisqu’en général les parameétres sont inconnus et il faut les estimer & partir des observations. Les
optimisations des politiques de maintenance seront directement impactées par les incertitudes de
ces estimations.

En pratique, nous avons souvent la situation suivante. Le systéme est maintenu par des main-
tenances imparfaites. La base de données contient des dates de MC et MP. Les MC sont réalisées
suite aux défaillances. Les instants de MC sont donc des variables aléatoires. En revanche, les
instants de MP pourraient étre des instants déterministes (qui sont planifiés), ou des instants
aléatoires conditionnelles (dans le cas de risques concurrents). Les MC sont réalisés systématique-
ment aprés une défaillance, et les MP ne sont pas forcément optimisées. Dans cette configuration,
nous proposons d’analyser ces données avec le modéle ARA,, généralisé, qui permet de prendre
en compte la présence de MP et de son parameétre d’efficacité p,. L’intensité initiale est supposée
de la loi Weibull. Ensuite, les parametres de l'intensité initiale, de l'efficacité MC et MP seront
estimés & partir de la base de données. Les politiques de maintenance préventive sont construites
avec ces estimations. Les solutions optimales proposées par les politiques restent sensibles & I’in-
certitude des estimations. Il est alors important de quantifier 'impact de ces derniéres. Nous
proposons de ré-évaluer les estimations avec de nouvelles données aprés la mise en place des
politiques de maintenance préventive : elles peuvent étre des nouvelles dates de MC et MP. La
configuration de la politique sera ensuite ajustée selon les nouvelles estimations. Nous propo-
sons aussi d’effectuer ce rebouclage (ré-évaluation et calibrage de politique) constamment, afin
d’améliorer la qualité de la politique mise en place.

D’autre part, nous nous apercevons de la nécessité d’'une analyse de sensibilité afin d’évaluer
I'impact des paramétres sur la performance des politiques. Dans les simulations, nous avons testés
plusieurs configurations de paramétres, les solutions optimales proposées restent cohérentes. Ces
solutions sont aussi impactées par le ratio entre le coit MC et MP. Nous avons testé trois
cas représentatifs, et avons pu observer 'impact des cotits unitaires MC et MP dans ces cas.
Dans les applications, il faudrait consulter les avis d’experts pour bien quantifier ces cotlts de
maintenance. Il existe donc des incertitudes dues aux estimations des paramétres, dues a une
potentielle hétérogénéité dans les colits des maintenances, mais aussi dues dans le choix du
modeéle. Il n’existe en effet pas de tests statistiques pour confirmer la validité du modéle WARA .
D’autre part, les politiques de maintenance préventive dans ce chapitre sont proposées pour la
estimations indiquent que ce paramétre est inférieur a 1, il se peut que les politiques proposées
ne soient plus applicables. Dans ce cas, il faut revoir la modélisation, quitte a utiliser un autre
modeéle. Nous n’avons pas encore identifié les conditions d’application pour les autres lois (log-
linéaire, Gamma), mais il semble que la condition nécessaire soit que U'intensité initiale doit étre
strictement croissante.
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4.5 Application & un jeu de données EDF

Dans cette section, nous étudions un jeu de données de défaillance d’EDF (Electricité de
France) présenté dans [36]. Il comprend les dates de maintenance préventive et corrective de
17 unités indépendantes. L’ensemble des données est présenté dans le Tableau 2.7 : les dates
de maintenance corrective et préventive des 17 unités, ainsi que les dates de censure. A noter
que la base de données originale comprend des défaillances dans la période de jeunesse. Nous
n’avons pas fait une translation de ’échelle des temps (en remettant a zéro la fin de la période de
jeunesse). Les maintenances pendant cette période sont alors ignorées. Nous supposons qu’elles
n’ont pas d’'impact sur le vieillissement. Dans [41], les auteurs utilisent ce jeu de données de
la méme maniére : les maintenances pendant la période de jeunesse sont écartées. Le Tableau
2.7 présente alors les instants de maintenance sans la période de jeunesse. Dans ce cadre, nous
souhaitons d’analyser ces données avec la maintenance ARA.,. Nous supposons que ces unités
sont dans leur régime stationnaire, et nous cherchons & planifier de maniére optimale les MP
futures.

L’étape d’estimation a été réalisée dans [41] avec le modele d’age virtuel généralisé, afin de
prendre en compte conjointement la maintenance corrective aléatoire et préventive planifiée. Les
MC et MP sont toutes de type ARA.,, mais d’efficacités différentes (p. et p, pour les MC et
MP, respectivement). L’intensité initiale suit la loi Weibull : A\(t) = a8t?~!. Les estimations des
parameétres sont :

a=336x10"% =144, p,=0.15, p, =1

Les MPs sont donc trés efficaces, au point ou le systéme est remis a I’état neuf aprés une
opération de maintenance préventive. Tandis que les MCs sont presque minimales. En observant
I’ensemble des données, nous constatons que la proportion des MP est importante. De ce fait, nous
supposons que ’age virtuel au début de I'implémentation des politiques est nul. Le paramétre (3
est estimé plus grand que 1, ce qui implique que les unités sont vieillissantes. Cela signifie que
Iintensité initiale est croissante, et permet de construire des politiques avec deux efficacités de
maintenance différentes (p. et pp), présentées dans la section 4.2. Plusieurs ratios de cotts C./C),
sont choisis : 10,100,1000. Ces valeurs sont présentées a titre indicatif afin de refléter différentes
configurations. Elles peuvent étre facilement adaptées une fois le vrai ratio connu. Les solutions
optimales des politiques sont présentées dans le Tableau 2.8.

Au premier constat, nous observons I'impact du cotit de MC sur la durée optimale & la pro-
chaine MP. Dans le premier cas ou le ratio est relativement faible (C./C), = 10), les solutions
(durée d’attente avant MP et age virtuel maximal) proposées par la politique statique et VABR
sont en général de méme d’ordre de grandeur des durées inter-défaillance dans la base de don-
nées. En revanche, si le ratio devient plus important (100 et 1000), les solutions optimales sont
nettement réduites. Cela semble cohérent, puisque les MC sont devenues trop cotiteuses donc il
vaut mieux améliorer les systémes par des MP moins onéreuses. Les écarts des cotits entre les
deux premiéres politiques sont aussi réduits lorsque le ratio C./C), augmente.

Dauns les trois cas, la durée d’attente avant MP et ’age virtuel maximal semblent proches 'une
de l'autre. Cela peut étre di au fait que les MP sont parfaites et ’efficacité des MC est proche de
zéro. Nous nous placons alors dans une politique de remplacement préventif & neuf avec des MC
minimales. Dans ce cas, I’age virtuel est égal a la durée écoulée depuis la derniére MP parfaite,
et le comportement de la politique VABR est similaire a la politique statique (toutes les deux
ressemblent & la politique classique de remplacement basée sur I’age pour des MC minimales).

La politique adaptative n’est pas bénéfique dans cette situation. Les coiits qu’elle propose
sont plus grands que ceux proposés par les deux premiéres politiques. D’autre part, l'actualisation
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Tableau 2.7 — Dates de maintenance

Uniteé 1 2145 MP 4582 Censure

Unité 2 4368 Censure

Unité 3 1942 MP 5009 Censure

Unité 4 3273 Censure

Unité 5 | 4120 MC 5040 Censure

Unité 6 | 2689 MP 4643 Censure

Unité 7 | 4394 MP 5739 Censure

Unité 8 | 2602 MC 5130 Censure

Unité 9 1462 MP 2259 MC 5040 Censure
Unité 10 | 1667 MC 2073 MP 3607 Censure
Unité 11 | 1090 MC 1207 MC 1705 MP 2483 Censure
Unité 12 | 2921 MP 4454 MC 4703 Censure
Unité 13 | 3011 MC 3559 MP 4284 Censure
Unité 14 | 3528 MP 5433 Censure

Unité 15 | 2008 MC 2968 Censure

Unité 16 | 5344 Censure

Unité 17 | 6348 Censure

Tableau 2.8 — Solutions des politiques de maintenance imparfaite sur ’ensemble des systémes

Parameétres Politique statique | Politique VABR | Politique adaptative
4=336x10"% B=144, p.=0.15, p, =1 | Coit 5" Cortit s* cAPA
C. = 1000, C}, = 100 0.1460 1924 0.1442 2233 0.15
C. = 10000, C}, = 100 0.71 444 0.70 434 0.72
C. = 100000, Cp = 100 3.55 96 3.54 91 3.57

du planning de maintenance (notamment les durées d’attente & la prochaine MP) est d’autant
plus difficile puisque 'on doit gérer 17 unités en paralléle.

Dans cet exemple, nous constater 'importance des ratios des cofit sur les résultats des poli-
tiques. Les estimations, en particulier de 3, nous permettent d’appliquer les politiques proposées
pour le modéle WARAL. Nous avons & présent les MP parfaites et les MC presque minimales,
ce qui fait que les comportements de deux politiques se ressemblent. Comme la MP est parfaite,
nous pouvons établir des fonctions de cotlts analytiques, sans avoir besoin des simulations. Cette
approche (MC ARA.,, MP parfaite) est par ailleurs présentée dans [27], quel que soit le choix
d’intensité initiale. Il est alors primordial de quantifier les incertitudes dues aux estimations
tout en effectuant un rebouclage du modéle en réestimant les paramétres dés 'observation d’une
nouvelle maintenance.
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5 Conclusion et Perspectives

Ce chapitre est dédié au développement du modele Weibull — ARAs, qui combine 'effet
de la maintenance de type ARA, et l'intensité initiale Weibull. Les distributions de probabilité
marginales des ages effectifs et des durées inter-défaillance sont proposées. Nous avons mis en
évidence la convergence vers un état stationnaire d'un systéme ayant la maintenance de type
ARA. En particulier, lorsque l'intensité de défaillance suit une loi Weibull & deux paramétres,
les lois asymptotiques sont disponibles sous forme de séries. Nous avons observé au travers
de l'analyse que la convergence dans la plupart des cas est rapide. D’ou l'idée du domaine
d’application du modeéle ARA, : le modéle est adapté pour les grands systémes qui ont déja
passé leurs phases de rodage ou de jeunesse, et qui commencent a entrer dans un état stable.

Les propriétés du modele W ARA,, nous permettent de mettre en place plusieurs politiques
de maintenance préventive en vue d’optimiser les coiits globaux de maintenance : la politique
basée sur 1’age (politique statique), la politique adaptative et la politique basée sur l'intensité de
défaillance ou basée sur I’age virtuel VABR. La politique VABR est la meilleure dans toutes les
configurations, mais elle n’est pas simple a mettre en place puisqu’il faut connaitre 1’age initial. La
politique statique est un peu moins efficace en termes de colt, mais elle reste trés performante et
est plus simple & mettre en place. Nous proposons également la version adaptative de la politique
statique. Toutefois, cette nouvelle politique n’est pas trés satisfaisante sur un horizon infini. Il
serait intéressant de poursuivre les études pour trouver un cadre approprié pour appliquer la
politique adaptative.

Les politiques proposées dans ce chapitre ne sont pas exclusives au modéle WARA,. En
effet, nous proposons des simulations des méme politiques avec d’autres intensités initiales de la
classe IFR, pourvu que la maintenance soit toujours de type ARA.. Les solutions optimales des
nouveaux cas sont obtenues par des simulations de Monte Carlo. Les distributions marginales
des ages pourraient étre plus difficiles a obtenir pour les autres lois, mais cela n’empéchera
pas la construction des politiques de maintenance optimale pour la maintenance ARA.. Les
politiques de maintenance préventive proposées dans ce chapitre sont les premiéres politiques a ne
considérer que les maintenances imparfaites sur un horizon infini et qui ne font pas intervenir les
maintenances parfaites. Comme la maintenance de type Brown-Proschan donnera également un
modeéle admettant un état stationnaire, nous pourrons envisager la mise en place d’une politique
de maintenance préventive planifiée similaire & celles de cette étude.

Dans ce chapitre, nous avons effectué une hypothése forte : les paramétres du modéle sont
connus. En général, ils sont inconnus et a estimer & partir des observations. Les incertitudes
de cette étape impacteront directement sur la configuration des politiques & mettre en place.
L’application & un jeu de données réelles a illustré ces difficultés : les paramétres sont inconnus,
il n’y a pas de critéres de sélection de modéle a priori, la présence de la période de jeunesse
est simplement masquée. Nous avons choisi d’utiliser le modeéle W ARA,, et les estimations de
parameétres ont permis de proposer des politiques de maintenance préventive. Pour affiner les
solutions optimales, il faudrait effectuer une analyse de sensibilité, et améliorer constamment
les estimations avec de nouvelles dates de maintenance aprés la mise en place des politiques.
Il est aussi important de vérifier I’estimation de l'intensité initiale, puisque cela peut entrainer
des solutions incohérentes lorsque l'intensité initiale devient une fonction décroissante. Nous
insistons sur l'importance de prendre en compte les incertitudes dues aux estimations, pour
pouvoir construire des politiques de maintenance préventive efficaces.
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Chapitre 3

Approche fréquentiste pour les modéles
d’age virtuel sur une fenétre
d’observation

1 Présentation de la problématique

L’analyse des données de défaillance d’un systéme est d’un grand intérét car elle peut fournir
un bilan sur le comportement du systéme dans le passé et permettre d’effectuer le pronostic des
événements futurs. Ces données sont dans la plupart du temps recensées suite aux défaillances et
actions de maintenance et elle sont accessibles sous différents formats : durée inter-défaillances,
nombre de défaillances, type d’actions de maintenance. Toutefois, il n’est pas rare de constater
que les bases de données ne sont que partiellement exploitables. L’un des cas le plus classiques
d’historique incomplet, se présente dans ’achat des matériels usagés ou d’occasion : ’historique
de l'utilisation précédente n’est généralement pas disponible. Les premiéres défaillances, qui se
produisent pendant la période de jeunesse ou de rodage, pourraient étre absentes. D’autres
facteurs pourraient engendrer cette perte d’informations : équipements de mesure inadaptés,
changement de technologie du stockage de 'information, etc. L’ensemble des données disponibles
ne représentent alors qu’une partie de I’histoire compléte du systéme. Elles se résument a une
fenétre d’observation. Pour surmonter ses difficultés, les procédures d’analyse statistiques clas-
siques nécessitent d’étre adaptées, puisque la majorité des méthodes d’inférence sont adaptées a
un historique de maintenance complet.

Dans ce chapitre, nous considérons uniquement les maintenances correctives sur une fenétre
d’observation. Comme le début de la fenétre d’observation et les instants de défaillance sont
en général indépendants, la premiére observation n’est pas une durée de vie compléte mais une
durée de vie résiduelle. Autrement dit, la durée de vie de la derniére défaillance avant le début de
la fenétre est partiellement observée, elle est tronquée & gauche. Les méthodes d’inférence pour
les données d’événements récurrents en présence de troncature a gauche sont présentées dans le
cadre général d'un processus de comptage [2|. La troncature a gauche est parfois caractérisée
par le phénomeéne delayed entry |73]| dans la littérature de la bio-statistique : I'individu n’est pas
observé avant qu’il ait atteint un certain age, toutes les informations avant 1’observation restent
inconnues. L’importance de considérer ’age de l'individu au début de ’observation est discutée
dans [53]. Dans la modélisation de maintenance, cette thématique est traitée dans [23, 24| pour la
maintenance minimale, et dans [134, 139, 151] pour la maintenance parfaite. En ce qui concerne
la maintenance imparfaite, la thématique a été abordée succinctement dans [20, 50]. Le premier
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article discute de la difficulté de 'inférence en présence des données manquantes pour le modéle
NHPP dont les chocs sont similaires aux modeles d’age virtuel. Le deuxiéme considére que les
systemes ont déja fonctionné avant que ’observation ne commence. Le concept d’age virtuel est
utilisé afin d’analyser I'impact de ce manque d’information dans les estimations. Les méthodes
d’estimation pour les modéles de maintenance parfaite et minimale avec I’historique incomplet
sont appliquées dans plusieurs domaines, par exemple dans le management des réseaux d’eau
potable [84, 96, 153|, dans la gestion de retour de garantie [146, 154].

Dans la littérature, les extensions des méthodes d’estimation pour des données en fenétre
d’observation pour les modéles d’age virtuel sont peu nombreuses, malgré 'intérét grandissant
de ces modeéles dans les études théoriques et d’application. Dans ce chapitre, nous présentons
les premiers éléments de méthodes d’estimation sur une fenétre d’observation pour I’ensemble
des modeles d’age virtuel en traitant spécifiquement les hypothéses ARA;, ARA, et Brown-
Proschan. Le chapitre est organisé de la maniére suivante. Dans un premier temps, nous pré-
sentons la modélisation de I’historique complet par les modéles d’age virtuel. Ensuite, les types
d’observations considérés sont présentés, puis les extensions de méthodes d’estimation sont dé-
crites. Nous proposons des études basées sur des simulations et des applications a des données
réelles pour les extensions.

2 Estimation dans le cas d’une maintenance imparfaite

2.1 Rappels sur la fonction de vraisemblance avec des données complétes

Comme les extensions des méthodes d’estimation sur une fenétre d’observation sont déve-
loppées a partir de celles des données complétes, nous rappelons les fonctions de vraisemblance
des modeéles dans le cas d’un historique complet. Pour distinguer avec les notations d’une fenétre
d’observation (qui sont présentées ultérieurement), nous utilisons la notation 7, = (70,71, ..., 7)
pour désigner les instants de défaillance d’une observation compléte dans l'intervalle [0, 7] avec
la convention 79 = 0 et 7,41 = 7. Dénotons f, F' et R la densité, la fonction de répartition et
la survie associées a l'intensité initiale A\. L’ensemble des paramétres de 'intensité initiale A est
noté par le vecteur 6. L'intensité initiale cumulée est A(t) = fg AMuw)du.

2.1.1 Modéle de maintenance parfaite

Le processus de renouvellement est utilisé pour étudier la maintenance parfaite. La fonction
de vraisemblance d’'un modéle de maintenance parfaite associée a n défaillances 7, s’écrit :

n

LPRO; 1) = [[ A = mim)e M0 e AT (3.1)

i=1

2.1.2 Modéle de maintenance minimale

La maintenance minimale est modélisée par un processus de Poisson non-homogeéne NHPP.
La vraisemblance associée a n défaillances 7, est donnée par :

n

LNHPP (g 1y — HA(Ti) « e~ A (3.2)

i=1
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2.1.3 Modéle d’age virtuel

Dans ce chapitre, la maintenance imparfaite est caractérisée par les modéles d’age virtuel.
Dénotons {a;}i>o les ages effectifs suite & des maintenances, la vraisemblance d’un modéle d’age
virtuel associées a n défaillances 7,, est donnée par :

n n+1
E(aﬁ) = H)\(ai_1 + T — 7'2'_1) X exp (— ZA(CLZ‘_1 —+ 71— 7'2'_1) — A(a¢_1)> (3.3)

=1 =1

Dans cette écriture, il est supposé classiquement que ag = 0. Cette quantité correspond a ’age
effectif & la mise en route du systéme (donc zéro). A partir de la fonction de vraisemblance
générale, nous pouvons obtenir la vraisemblance d’'un modeéle d’age virtuel spécifique en calculant
les ages effectifs de la maniére appropriée, par exemple :

e Modele ARA ) :a;=(1—p)1y, i >0

o Modéle ARA = a; = (1 — p)(ai— + ;) = Y5y (1 — p)" Ity i > 1

2.1.4 Modéle Brown-Proschan

Le modéle Brown-Proschan (BP) est caractérisé par 'intensité initiale A et la probabilité de
maintenance parfaite p. Nous utilisons I’écriture de wvraisemblance propre [38]. Si I'observation
est censurée a droite, nous avons la vraisemblance associée a la censure de type I suivante :

£8P0, py ) = (1 — p)" NP (9, 7,)

n
+ZP(1 —P)n_iﬁBP(e,P; .- aTi)ENHPPw?Ti—i—l = TiyeeoyTn = Tiy T — Ti) (3.4)
i=1

Si Pobservation est terminée par une défaillance (& 7,), alors la vraisemblance associée & la
censure de type II est donnée par :

L8P0, p;m) = (1 — )" LLNHPP(9; 1,,)

n—1

—I—Zp(l — p)"_l_iﬁBP(H,p; T, ... ,Ti)ﬁNHPP(H; Titl — Tiy-vnyTn — Ti) (3.5)
i=1

La vraisemblance du modéle BP est sous forme récursive mais peut étre calculée de maniére
itérative. Un algorithme de type forward-backward est proposé dans [38]| pour réaliser le calcul.

2.2 Les types d’observation

Nous présentons les notations qui correspondent & une fenétre d’observation. L’intervalle
d’une fenétre d’observation est notée [s,s + ] : s et ¢ désignent le début et la longueur de la
fenétre d’observation. Le début de 'observation s est considéré aussi comme 1’age réel quand
nous commencons & observer le systéme. Dans le cadre de cette étude, nous considérons que
les informations avant s ne sont que partiellement disponibles. La variable aléatoire T;,i =
1,2,..,n désigne la durée entre la ¢éme défaillance et le début de 'observation s. Les durées
inter-defaillance sont toujours représentées par les variables aléatoires {X; }i>1, X; = T; —T;—1 et
X1 =Ti. Un exemple de la collecte des données sur une fenétre d’observation est présenté dans
la Figure 3.1. On observe uniquement les événements survenus pendant intervalle [s, s + t]. Le
vecteur des observations est noté t, = (ti,t2,...,ty).
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_— t
t1 t2 tn
IO IS 1 1 L. 1 1 1 I$+t )
——— ———
X1 T Tn X

Figure 3.1 — Observation de n défaillances pendant la période [s, s + t].

Dans cette configuration, on remarque que la premiére durée inter-défaillance 77 ou X7 est
en particulier une durée de vie tronquée a gauche, méme si 'instant du début s est l'instant
de la derniére remise en route. Comme les informations avant s sont totalement absentes ou
partiellement disponibles, nous proposons de traiter plusieurs cas de figure. Dénotons Ng, V;
le nombre de défaillance avant s et I’dge virtuel initial respectivement, nous considérons les
situations suivantes :

1. L’age réel s du systéme et le nombre de défaillances Ny sont connus.
2. L’age réel s du systéme est connu mais pas le nombre de défaillances Nj.
3. L’age réel s du systéme et le nombre de défaillances N, sont inconnus.

Les approches présentées dans la littérature se placent presque systématiquement dans un des
trois cas. D’autres configurations peuvent étre envisagées :
o [’4ge réel s est inconnu, mais Ny est connu : ce cas n’est pas trés réaliste.
e Des données avant s sont partiellement disponibles : ce cas est en dehors du domaine
considéré dans cette étude.
Dans la suite, nous proposons des extensions de méthodes d’estimation des trois cas ci-dessus
pour les modéles classiques (ABAO, AGAN), puis pour les modéles d’age virtuel.

3 Extension sur une fenétre d’observation pour les modéles AGAN
et ABAO

3.1 Maintenance parfaite AGAN

La maintenance parfaite remet le systéme en état neuf aprés une défaillance, et elle est
modélisée par un processus de renouvellement. Les durées entre deux défaillances consécutives
sont indépendantes et suivent la méme loi X, et nous gardons les notations habituelles.

3.1.1 L’age s et le nombre de défaillance N, sont connus

Ce cas correspond a un systéme qui est observé a partir de 'instant s, pour lequel ’age s du
systéme au début de ’observation, ainsi que le nombre de maintenances ou de renouvellements
N, = v sont connus. La vraisemblance est présentée dans la proposition suivante.

Proposition 3.1. La wvraisemblance associée o un processus de renouvellement observé dans
Uintervalle [s, s + t], avec des instants de défaillance t,, et dont l’dge initial s et le nombre de
défaillances Ny = v sont connus est donnée par :

Jo O (u)f(s+t1 —w)du [y f(t; — tic1) x Rt —t,), v>0

f(s+t1) [Ty f(ts — tim1) X R(t —ty,), v=0
(3.6)

£(9;87Ns :Vvt_n) =
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ol f est la densité de la loi des durées inter-défaillance et f*(k)(t) désigne le produit de convolution
de la fonction f, définie par :

O = f),
B /t ft = u) D (w)du, k=2
0

Démonstration. On commence par le cas v > 0. Comme la maintenance remet le systéme a neuf,
et les durées inter-défaillance sont i.i.d. de la loi commune F', il suffit de connaitre la jointe de
N et de la premiére durée de vie résiduelle 77 pour établir la vraisemblance. Sous ’hypothése s
et N connus, la loi jointe de N, et de T} est obtenue a partir de la probabilité de ’événement
(Ns =v,Ngjp = v) [133] :

P(Ns = v, Ngyp =v) = / PO WR(s + z — u)du
0

Posons RY(z) = P(Ng = v, Ng1, = v) = P(Ns = v,T1 > z) la survie de la durée de vie résiduelle
a l'instant s. La vraisemblance est obtenue de maniére suivante :

dR”

L(0;5, Ny =v,t,) = — Hf 1) X R(t—ty,)

t1
n

- /0 F W f(s+t—wdu [ | £t —tima) x R(t —tn)

1=2

Pour le cas v = 0, aucune défaillance n’a lieu avant s. Cela revient donc & avoir observé un
processus de renouvellement complet avec des instants de défaillance : s +t1,s+to,..., s+, et
fin d’observation a s + t. En utilisant la vraisemblance compléte dans ’équation 3.1, le résultat
est immeédiat. O

Remarque 1 : Le produit de convolution peut étre calculée par I’approche analytique avec
les transformations de Laplace. Quand la loi de renouvellement F suit la loi de Weibull, le produit
de convolution peut étre calculé par les développements en séries [30].

Le calcul de la fonction de vraisemblance et sa maximisation font intervenir le calcul d’un
produit de convolution, ce qui est généralement obtenu par des méthodes numériques. L’esti-
mation par la méthode du maximum de vraisemblance avec cette fonction de vraisemblance est
alors effectuée par des méthodes d’optimisation numeérique.

3.1.2 L’age réel s connu et le nombre de défaillance N; inconnu

Le systéme est observé pendant 'intervalle [s, s+1] et le nombre de défaillances avant le début
de l'observation N est inconnu. La fonction de vraisemblance est proposée dans la proposition
suivante.

Proposition 3.2. La vraisemblance d’un processus de renouvellement observée dans ['intervalle
[s, s+t] avec n défaillance t,,, ot le début de l'observation s est connu s’écrit de maniére suivante :

n

L(B; s, tn) = fr, (t1) [ ] £t = tia) X R(E — t) (3.7)

=2

0w f, () est la densité associée & la variable aléatoire de la durée de vie résiduelle vs = TN, 41— 5.
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La survie associée R, de la durée de vie peut étre approcher par I’algorithme suivant |3] :

Algorithm 6 Algorithme de calcul la durée de vie résiduelle

1: Définir un large nombre m et calculer :

. 1
a; =F <i> - F <Z > ,1=1,2,...,[sm] + [xm], ou [] désigne la partie entiére

m m
i—1

2: Calculer : b; = ijai_j, i=1,2,...,[sm] et by = 1.
§=0

[sm]4[xm] [sm]

[
3: Approcher E% () =1-— Z Z bja;—;

i=[sm] J=0

D’aprés les auteurs, ’approximation est valide pour les lois de renouvellement continues, ce
qui convient trés bien & notre cadre d’applications. La densité peut étre obtenue a partir de
Papproximation de la survie R, de la maniere suivante :

Az

frs(@) =

pour un Az petit.

Si s est suffisamment élevé pour que le processus se situe dans le régime stationnaire du
processus de renouvellement, la connaissance de s aura un impact infime sur l'inférence. De ce
fait, on peut se placer dans la configuration ou s est inconnu, situation présentée dans la section
suivante.

3.1.3 L’age s et le nombre de défaillance N, sont inconnus

Ce cas est souvent traité dans la littérature (|134, 139, 152]). Les travaux font généralement
I’hypothese que le systeme est déja dans son état stationnaire lorsque l'observation commence a
I'instant s. D’aprés le résultat classique d’un processus de renouvellement, la loi de la durée de
vie résiduelle 77 & l'instant s dans I’état stationnaire a pour densité [15] :

1—F(x)

le(x) = E[X]

La vraisemblance associée a n défaillances t,, observées dans 'intervalle [s, s +t] est alors donnée
par :

n

L(O;tn) = fr,(t) [ £t — tic1) x R(t —t,,) (3.8)

1=2

3.2 DMaintenance minimale

Nous nous intéressons a la maintenance minimale, qui est caractérisée par un NHPP. Le
systéme est remis dans I’état ou il se trouvait juste avant la défaillance.
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3.2.1 L’age s et le nombre de défaillance N, sont connus

Le cas présent a été traité dans [149], sous I’hypothése que Uintensité initiale suit une loi
de Weibull W(a, ). Le résultat peut étre étendu pour n’importe quel choix d’intensité initiale
continue.

Proposition 3.3. La vraisemblance d’'un NHPP associée a n défaillances t,, observées pendant
Uintervalle [s,s + t], ot le début de l’observation s et le nombre de défaillance Ns sont connus
est donnée par :

l/ n

H (s+t;) x R(s+1t)

L(O;Ns =v,t,) =

Démonstration. Comime 1’adge s est connu, nous pouvons retrouver des "vrais" instants de dé-
faillance en translatant d’une durée s : s+1t1,s+1ts,...,s+t,. Nous dénotons ce nouveau vecteur
par s+t,. En revanche, les instants de défaillance avant s restent inconnus 7y, = (71, 72,...,7n,),
seul leur nombre Ny est disponible. La vraisemblance associée aux n observations s+ 7, pendant
l'intervalle [s, s+ t] est obtenue en conditionnant sur les N, premiéres défaillances non observées :

n N
H (s+1t;) x R(s+1) HAT,dﬁ .dTn,
j=1 =1

5
=
=
I
X
|®0~
~—
]

/0<'r1 <72<...<TNg<S

N

H 3—|—t ) X R(s+t)/ H)\(Tz’)dTldeNs

0<T1 <72 <. <TNg <S8 ;1

ﬁ s—l—t XR(S+t) dA(Tl)...dA(TNS)

/0<'r1 <72<...<TNg<S

L’intégrale est calculée grace a l'identité suivante [149] :

[G(b) — G(a)]™

m!

/ dG(71)...dC (1) =
a<T <2< .. <T, <b

ou m est un entier positif, a et b sont les nombres réels qui satisfont 0 < 7 < 70 < ... < T, < b,
G(t) est une fonction croissante et dérivable. En posant G = Aja = 0,b = s,m = N, nous
obtenons ’expression suivante :

20N, = v, ) = " T s 1)) x Rs 1
1l

Lorsque l'intensité initiale suit la loi Weibull W(«, ), nous avons le résultat suivant.

Corollaire 3.1 (Yu et al. [149]). La vraisemblance d’un NHPP, dont lintensité de défaillance
suit la loi Weibull W(«, B), associée a n défaillances t, observées pendant Uintervalle [s,s + ],
ot le début de l'observation s et le nombre de défaillance Ng sont connus est donnée par :

n

Bv H(S + ti)ﬁ—le—a(s—i-t)ﬁ

i=1

n+v on
ﬁ(auﬁ;NS = V7t_n) = u

vl
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Dans ce cas, il est possible d’obtenir une expression explicite des estimateurs de maximum
de vraisemblance pour chacun des parameétres comme suit :

n-+v

(s +1t)P

jo)

n

p (n+v)n(s+t) —vin(s) — > In(s + t;)

Dans [149], les intervalles de confiance et un test d’adéquation d’'un NHPP se basant sur les
données en fenétre d’observation sont également proposés pour la loi Weibull.

3.2.2 L’age s est connu et le nombre de défaillance N; inconnu

Le cas ou seul I’age initial s est supposé connu est considéré par Crow [23|, Crow et Basu |24]
avec U'intensité de défaillance de la loi Weibull W(«, ). Dans le premier article, 'auteur considére
que les défaillances sont observées dans U'intervalle [s1, s2], dont le début s; est connu mais ne
correspond pas & l'instant de mise en route du systéme (s; > 0). Aucune autre information
avant s; n’est disponible pour I’étude. Le deuxiéme article généralise le résultat précédent, en
considérant qu’une partie [71, 72] de 'historique complet [0, 7] est absente, comme présenté dans
la Figure 3.2. Les données sont les défaillances observées dans les deux périodes [0,71] et [r2, T].
On remarque que la collecte des données de notre étude est similaire & celle considérée par le

R ————— : : >
0 1 D) T

Figure 3.2 — Absence d’informations sur une période de temps

premier article, et elle est un cas particulier du deuxiéme article (73 = 0). Toutefois, ces travaux
sont construits uniquement sur l'intensité initiale de loi de Weibull. Nous proposons de I’étendre
aux cas d’'une intensité initiale continue quelconque.

Proposition 3.4. La vraisemblance d'un NHPP associée a n défaillances t, observées pendant
Uintervalle [s, s + t], ou le début de ['observation s est connu, est donnée par :

n

LYFPP05ty) = [T A(s +ti) x e AEHDHAL) (3.9)

i=1

Démonstration. La démonstration s’inspire de celle de la vraisemblance d’'un NHPP. En remar-
quant que la premieére durée t; est une durée de vie résiduelle, la vraisemblance est donnée
par :

LYHEP@:t,) = f(s+t1]s) f(s +tals + 1) ... f(s +tls + ta1)R(s +t|s + t,)
A(s + tl)e—A(s+t1) (s + tn)e—A(s+tn) e~ A(s+t)
e_A(S) o e_A(S'i_tn*l) e_A(S“l‘tn)

H}\(s + tz‘) « e—A(s-i—t)—I—A(s)
i=1
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On remarque que le résultat est valide pour tout choix d’intensité initiale continue A. Dans
le cas de la loi Weibull W(a, ), nous pouvons obtenir des estimateurs de maximum de vraisem-
blance de chacun des parameétres, qui satisfont le systéme d’équations suivant :

N n
a:f\
(s+ )8 — 8
B=n (s+t)’§—33

(s + t)B[nln(s + t) — S0 In(t;)] — sB[nln(s) — S, In(;)]

Ces estimateurs sont aussi proposés dans le premier article [23].

3.2.3 L’age du systéme s et le nombre de défaillance N, sont inconnus

Le systéme est observé pendant l'intervalle [s,s + t] et aucune autre information avant s
n’est disponible. Ce cas pourrait se produire & ’achat d’un matériel d’occasion dont I’historique
antérieur est totalement absent, ou lorsque I’histoire en période de jeunesse n’est pas enregistrée.
Nous proposons deux approches pour prendre en compte ’absence de l'information & l'instant
s

e [’4ge initial du systéme a l'instant s est considéré comme une variable aléatoire admettant

une densité 7(s). Cette hypothése est plausible, 8'il y a suffisamment d’informations sur
le fonctionnement du systéme. La situation est déja considérée pour les systémes non
réparables [45], ou pour la méthode capture-recapture [102]. La vraisemblance associée a
n défaillances t,, observées pendant l'intervalle [s, s 4 t] avec s inconnu est alors :

L(6:ty) = /0 " Ly(0: t)m(s)ds

La nouvelle vraisemblance est un mélange de vraisemblance dans 1’équation 3.9.

e [’4ge initial s est considéré comme un parameétre inconnu & estimer. La fonction de vrai-
semblance est alors identique & celle de ’équation 3.9, dans laquelle s est un parameétre
supplémentaire. Lorsque l'intensité de défaillance suit la loi de Weibull, alors nous avons
des estimateurs de maximum de vraisemblance des parameétres vérifiant :

N n
a= —
(s+1t)8 —35P
G=n _ (5+0)7 -5 (3.10)
G+ 0P [inG +6) — X0y In(ts)] — $[uin(s) — S, In(t)
B_ ~ 1 _ A~ lea nB-1 _ B
(/8 1)Z:1§+tz_aﬁ (S+t) S

On remarque que si le parameétre inconnue s est estimé par ’approche bayésienne, alors

cette configuration est similaire & la configuration précédente (s une variable aléatoire).
Les estimateurs peuvent étre obtenus par des méthodes itératives (par exemple méthode Newton-
Raphson). Dans les applications industrielles, Le Gat et Eisenbeis 84|, Rgstum [128] ont égale-
ment considéré ’age initial inconnu s comme un parametre supplémentaire. Ils ont montré que
ce parametre a un impact non négligeable sur le résultat des estimations, d’ou l'importance de
I'inclure dans les modéles lorsqu’il est disponible.

7



Chapitre 3. Approche fréquentiste pour les modéles d’age virtuel sur une fenétre d’observation

4 Extension sur une fenétre d’observation pour les modéles d’age
virtuel

Nous nous intéressons a la maintenance imparfaite caractérisée par des modeéles d’age virtuel.
Des extensions de méthodes d’estimation sur une fenétre d’observation pour les trois modéles
d’age virtuel (ARA;, ARA et BP) sont présentées. Comme les maintenances avant s ne sont
pas observées, ’age virtuel initial V; est en général inconnu. De plus, la loi de N; et son espérance
sont difficiles & obtenir pour la plupart des modeles d’age virtuel. Sans avoir des informations
supplémentaires sur le fonctionnement antérieur, nous proposons deux approches générales pour
les extensions de méthodes d’estimation :

e [’4ge virtuel initial & I'instant s est considéré comme un parameétre Vy = ag. Il est peut étre

connu, ou inconnu et a estimer conjointement avec les parametres de l'intensité initiale.
La vraisemblance associée a n défaillances t,, observées pendant I'intervalle [s, s 4+ ¢] d’un
modele d’age virtuel ol le début de 'observation s est inconnu a pour expression :

n n+1
L’;/A(G; tn) = H )\(ai_1 + tz‘ - ti—l) exXp (— Z A(ai_1 + tz‘ - ti—l) — A(ai_1)> (3.11)

=1 i=1

Cette fonction de vraisemblance est construite de la méme maniére de la vraisemblance
proposée dans [50], pour un modeéle d’age virtuel dont son age virtuel initial est connu.
On considére que le systéme fonctionne avec une intensité initiale modifiee \(ag + t). Le
parameétre ag, qui représente ’age virtuel du systéme au début de la fenétre d’observation,
peut étre considéré comme un parametre de position négative. On remarque que cette
écriture est similaire & celle avec un historique complet dans I’équation 3.3. Dans le cas
présent, I’age virtuel initial ag n’est pas nécessairement égal a zéro, a cause des informations
manquantes au début de ’observation. Cette approche est également considérée dans [53].

e [’4ge s est inconnu, mais on connait la loi de I’age virtuel initial Vs;. Dans ce cas, la
vraisemblance est obtenue de la maniére suivante :

L(0;tn) = / VA6 1) fu, (u)du

La loi de Vi peut étre obtenue par les calculs analytiques, ou par avis d’experts.

Les extensions de méthodes d’estimations pour les modéle ARA;, ARA, et BP dépendent
donc des informations supplémentaires disponibles au début de I'observation. Pour les modéles
ARA; et ARAL, nous traitons uniquement le cas numéro 3 (s et Ny inconnus) car 'expression
des lois de s et de Ng ne sont pas connues. Pour le modéle BP, le cas numéro 2 (s connu) et
numéro 3 seront développés, car on peut déterminer la loi de I’dge virtuel V associé & un instant
s connu.

4.1 Modéle ARA,

Nous dénotons p efficacité de maintenance du modele ARA;. D’apres Doyen [37], le modéle
ARA, converge vers un NHPP asymptotiquement, les ages effectifs {A;};> constituent une suite
croissante et non bornée (si l'intensité initiale tends vers 'infini). L’établissement de la loi de Vj
nécessite alors la connaissance du passé avant s.

Pour pallier cela, nous proposons de considérer cet 4ge comme un parametre supplémentaire
ag. Dans le cas ou s est connu, 1’age effectif suite a la premiére défaillance vaut a; = (1—p)(s+t1).
Les ages effectifs restants peuvent étre déterminés a partir de a; et les instants de défaillance 2,,.
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4. Extension sur une fenétre d’observation pour les modéles d’age virtuel

Si s est inconnu, 1’age effectif A; dépend de la durée D entre la premiére défaillance observée et
la derniére défaillance (avant s) non enregistrée :

Ay =V, +Ty — pD

Comme la durée D est inconnue, la séquence des ages effectifs ne peut pas étre déterminée. Afin
de résoudre cette difficulté dans les deux cas, une hypothése supplémentaire est imposée : une
maintenance est effectuée juste avant I’observation & l'instant s~. Par conséquent, nous avons :
e Sil’age s est connu, 'age virtuel initial est Vs = a9 = (1 — p)s. Les ages effectifs sont alors
calculés de maniére suivante : a,, = (1— p)(s+ty). La vraisemblance a la méme expression
que dans I’équation 3.11.
e Si l’age s est inconnu, I’Age virtuel initial est considéré par le parameétre inconnu ag. De
plus, la durée D devient T} et les ages effectifs sont calculés comme suit : a,, = ag+(1—p)ty,.
La vraisemblance générale d’un modele d’age virtuel (3.11) devient :

n n+1

LA 0 t,) =[] Mao + ti — pti—1) exp (— > Alag +t; — pti1) — Alag + (1 - p)ti_1)>
i=1 =1

(3.12)

Cette hypothése semble raisonnable & double titre. En pratique, il n’est pas rare que le
début des observations soit associé & une remise en route du systéme. Mathématiquement,
notre hypotheése revient a utiliser un développement au premier ordre de Vs [37].

4.2 Modéle ARA

L’extension des méthodes d’estimation sur une fenétre d’observations pour le modele ARA,
est proposée pour le cas numéro 3, ot aucune information sur s et Ny n’est disponible. Dans
ce cas, nous supposons que le modéle se trouve dans son régime stationnaire. Les résultats
généraux de convergence dans [45, 82|, et le résultat sur le modeéle WARA., montrent que le
modéle de maintenance de type ARA,, converge vers un régime stationnaire, donc les ages
effectifs admettent une loi asymptotique (ainsi que les durées inter-défaillance). Cette hypotheése
est assez réaliste, puisque le modeéle ARA,, converge rapidement vers son régime stationnaire,
pour n’importe quelle intensité initiale croissante (IFR). Elle nous permet aussi de pallier le
manque d’informations avant le début des observations. L’hypothése de régime stationnaire est
déja utilisée pour le processus de renouvellement dans la littérature [134, 139, 152].

Dans un premier temps, nous proposons 1’étude du modéle WARA,. Sous 'hypothése de
régime stationnaire, les ages effectifs admettent la loi asymptotique suivante :

_ atﬁ

> 1
RAoo(t) = Z 1 1 e

i=1 (q’ Q)OO(Ea E)i—l

oit ¢ = (1 —p)? et (q,q)n est opérateur de g-shifted factoriel :

HZ:l(l_qk)v n>1
1, n=>0

(¢, @Q)n =

Le modéle WARA, est déja dans son régime stationnaire lorsqu’il est observé pendant l'inter-
valle [s, s + t]. L’hypothése de régime stationnaire est prise en compte par le fait que le premier
age effectif observé dans la fenétre (suite & 77) A; suit la loi asymptotique de 1'age effectif :
A1 ~ As. Cela nous permet d’établir la vraisemblance sous cette hypothése.
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Proposition 3.5. La vraisemblance du modéle W ARA, associée a n défaillances t,, observées
pendant Uintervalle [s, s + t] est donnée par :

[e.e]

LA pita) = [ N0 g = /(=) i t)dRAL () (313
1-p)t1

Démonstration. La vraisemblance se construit a partir de la vraisemblance générale d’un modele

d’age virtuel (3.11), dont I’age virtuel initial ag est différent de zéro. En supposant A; ~ A,

nous avons :

EZARAOO (Oz,ﬁ,p; t_n) _ _/0 E;/A(a’ﬁ’p;t_m A = u)dRAl (U)

== [ £ Bt Ao = /(1= p) = )R ()

(o]
:_/ ﬁ;/A(a,IB,p7a0:U,/(l—p)—tl;t_n)dRAoo(U)
(1-p)ta
Puisque l'instant s ne correspond pas systématiquement a un instant de défaillance, la valeur du
premier age effectif A; est calculée de la maniére suivante : a; = (1 — p)(ao + t1). Il en découle

que ag = a1/(1 = p) —t1. O

Les estimations par la méthode du maximum de vraisemblance sont réalisées par des méthodes
d’optimisation numérique, comme il est difficile d’étudier la dérivée premiére de la fonction de
vraisemblance LY ARA

Remarque 2 : La vraisemblance dans la proposition précédente est valide dés que 1’on se
place dans le régime stationnaire. Dans le cas ol une maintenance vient d’étre effectuée juste
avant (4 s~ ), nous supposons que l'dge effectif initial suit la loi asymptotique Ay ~ As. La
vraisemblance correspondante devient :

L:OWO/ARAOO(%IB,/); t_n) — _/0 »C;/A(O‘v'@’p’ ag = u;t_n)dRAoo (U)

Remarque 3 : La proposition 3.5 est valide uniquement pour le modéle WARA,. Pour un
autre choix de D'intensité initiale, si 'hypothése de régime stationnaire reste valide (le cas des
intensités initiales croissantes), alors il est possible d’obtenir des estimations du maximum de
vraisemblance. Dans ce cas, ’age effectif asymptotique Ao, sera obtenu par des simulations. Les
estimateurs sont ensuite déduits par des méthodes d’optimisation numérique.

4.3 Modéle Brown-Proschan

L’extension de méthode d’estimation sur une fenétre d’observation [s, s + t] pour le modéle
BP est proposée pour le cas numéro 2 (s connu) et 3 (s et Ny inconnus). Lorsque ’age initial s
est connu, nous proposons la fonction de vraisemblance associée & ’aide de la loi de 'age virtuel
Vs. Pour le cas restant, nous supposons que le systéme se trouve dans son régime stationnaire,
et utilisons la loi de I’age virtuel dans cet état. Dans un premier temps, nous construisons la
loi de V5 dans le régime transitoire et dans le régime stationnaire, puis déduisons la fonction de
vraisemblance associée pour chacun des cas.

Etant donné un modéle BP d’intensité initial A et de probabilité de maintenance parfaite p,
d’aprés [13] nous avons :
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ou A\, et R, sont l'intensité et la survie de la variable aléatoire de durée entre deux maintenances
parfaites consécutives X,,. La condition p > 0 assure qu’il existe toujours une probabilité non
nulle de remettre le systéme a neuf. L’hypothése de convergence reste valide (dans le cas contraire,
les maintenances sont toutes minimales, donc pas de convergence). Comme le systéme est remis
a neuf par des maintenances parfaites, nous pouvons obtenir la loi de I’age virtuel a l'instant s
a partir des instants de renouvellement.

Proposition 3.6. La loi de l’dge virtuel Vs du modéle BP ayant la probabilité de maintenance
parfaite p est donnée par :

Fy (z) =

ou My(s) = E[N,(s)] est la fonction de renouvellement correspondant aw nombre moyen de
renouvellements dans l'intervalle [0, s].

Démonstration. Comine le systéme est restauré a neuf par des maintenances parfaites, 1’age
virtuel V; est alors I’age courant d’un processus de renouvellement dont la survie des durées de
renouvellement est R,. D’aprés Cinlar [15] (chapitre 9, page 320), la loi de V; est donnée par
I’équation de renouvellement suivante :

Fo@) = Blo) = [ (= Bls = )byl 2 <

Le cas de © > s est trivial. |

Le calcul de Fy,(x) fait intervenir alors la résolution d’une équation de renouvellement, ou
la loi générique des durées inter-arrivée est Fj,(x) = 1 — Rp(x). Sauf pour des lois simples, les
solutions (par exemple My (z)) sont souvent obtenues par des approximations. Cela n’empéche
pas 'utilisation de cette proposition pour le modele BP dans le régime transitoire.

Dans le régime stationnaire, la densité asymptotique de I'age virtuel satisfait :

1 — Fy(z)

Jveo (@) = (3.14)

Nous proposons tout d’abord la vraisemblance du modéle BP dans le cas I’dge initial s est
connu, puis nous utilisons 'hypothése de régime stationnaire pour le cas s est inconnu.

Proposition 3.7. La vraisemblance du modéle BP associée a n défaillances observées pendant
Uintervalle [s, s + t], ou l’dge initial s est connu, est donnée par :

LPP(6, pity) — / (1 — p)"LYHPP (9, 1) dFy, (u)+
0

/ [Zp(l—p)i‘lﬁiVHPP(e;z)ﬁBP(é’,p;tm—ti,...,tn—ti,t—ti) dFy,(u)  (3.15)
0 Li=1

0 est le vecteur des parameétres de Uintensité initiale N, LY (0;t,,) est la vraisemblance d’un
NHPP observé dans lintervalle avec 'dge initial u connu (3.9), ,CBP(H,p;t_n) est la vraisemblance
d’un modéle BP avec l’historique complet (5.4).
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Nous considérons que le systéme se trouve dans son régime transitoire ou l’dge réel s est
connu. Le résultat est alors obtenu en conditionnant sur la premiére maintenance parfaite. Aprés
la premiére maintenance parfaite, la vraisemblance est celle d’'un modeéle BP classique (dont 1’age
initial est nul) développée dans l’équation 3.4. S’il n’y a pas de maintenance parfaite, alors le
reste constitue un NHPP.

Dans le cas ou I’age initial s est inconnu, nous supposons que le modéle est dans son régime
stationnaire au début des observations. L’age virtuel suit sa loi asymptotique dans l’équation
3.14, et la vraisemblance admet une expression similaire & celle obtenue dans ’équation 3.15.

Proposition 3.8. La vraisemblance du modéle BP associée a n défaillances observées pendant
Uintervalle [s, s + t], ou l’dge initial s est inconnu et le modéle est dans le régime stationnaire,
est donnée par :

BP0, pity) = /0 (1— p)"LYHPE (9, t,)dFy,. (u)+

/ [Zp(l—p)i‘lﬁuNHPPw;g)ﬁBP(@,p;tm—ti,---,tn—ti,t—ti) dFy, (u)  (3.16)
0 Li=1

L’hypothése de régime stationnaire est déja utilisée pour les modeles ARA, et maintenance
parfaite. Compte tenu de la complexité des fonctions de vraisemblance, les estimateurs de maxi-
mum de vraisemblance sont obtenues par des méthodes d’optimisation numérique.

5 Simulation

Dans cette section, nous présentons les performances des extensions de méthodes d’estima-
tion. Chaque processus de défaillance est simulé sur une fenétre d’observation similaire & la Figure
3.1. Dans la majorité des estimations, les méthodes classiques supposent que 1’age initial est nul,
méme en présence d'un début de I'observation différent de zéro [64, 77|. Nous comparons alors la
performance de ces approches avec celle des extensions proposées dans les sections précédentes.

5.1 Meéthodes d’estimation

Les méthodes d’estimation classiques supposent systématiquement que le systéme considéré
est comme neuf au début des observations (début de fenétre). Nous proposons alors de comparer
les estimations des méthodes classiques et des extensions proposées dans ce chapitre. Pour cela,
nous employons trois approches. L’Approche 1 considére le cas ol aucune information initiale
n’est disponible (cas numéro 3 : s et Ny inconnus). Elle utilise les extensions des fonctions
de vraisemblance associée & une fenétre d’observation, et les estimations sont effectuées par la
méthode du maximum de vraisemblance. L’ Approche 2 considére que I’age initial est nul, quelque
soit le type de collecte de données. Les estimations sont réalisées par la méthode du maximum
de vraisemblance avec les fonctions de vraisemblance associées a une observation compléte (qui
débute a l'instant zéro). Pour I’Approche 3, nous donnons des informations supplémentaires (par
exemple I’age s ou le nombre de défaillances non enregistrées Ny). Cette approche représente un

des trois approches associées chacune a une méthode d’estimation sont les suivants :

1. Approche 1 reconnait que le systéme n’est pas neuf au début des observations. L’age s et
I’age virtuel initial ag sont inconnus et différents de zéro. Les fonctions de vraisemblance
utilisées sont celles proposées pour le cas numéro 3 (s et Ny inconnus) :
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e Maintenance parfaite : Pour le cas numéro 3, on suppose que le systéme se trouve dans
un état stationnaire, et la fonction de vraisemblance s’exprime dans 1’équation 3.8.

e Maintenance minimale : L’age initial inconnu s est considéré comme un parameétre a
estimer. Les estimations sont alors données dans l’équation 3.10, pour le cas ol s est un
parameétre inconnu a estimer.

e Modele ARA; : La fonction de vraisemblance utilisée par ’Approche 1 est ’équation
3.11, en supposant que 1’age initial inconnu s est estimé par le biais de ’estimation de
I’age virtuel initial ag.

e Modele ARA, : L’Approche 1 suppose que le systéme se trouve dans son régime sta-
tionnaire, et utilise la fonction de vraisemblance exprimée dans l’équation 3.13.

e Modele BP : L’Approche 1 suppose également que le systéme se trouve dans son régime
stationnaire et utilise ’équation 3.16 pour exprimer la fonction de vraisemblance.

2. Approche 2 suppose que I’age initial est nul, ¢’est-a-dire que le systéme est neuf au départ,
et utilise les fonctions de vraisemblance des équations 3.1, 3.2, 3.3 (4p = 0 et A; défini
selon la maintenance de type ARA;1), 3.3 (Ag = 0 et A; défini selon la maintenance de type
ARA) et 3.4 pour les modéles de maintenance parfaite, maintenance minimale, ARA;,
ARA et BP respectivement.

3. Approche 3 a des informations initiales supplémentaires. Les hypothéses supplémentaires
et les fonctions de vraisemblance associées pour chacun des modéles sont les suivantes :

e Maintenance parfaite : Nous donnons l'information sur s et sur Ng; pour I’Approche
3. Par conséquent, la fonction de vraisemblance est exprimée dans ’équation 3.6 (cas
numéro 1 ou s et Ny sont connus).

e Maintenance minimale : Nous donnons seulement 'information sur s pour I’Approche
3. La fonction de vraisemblance s’exprime dans I’équation 3.9, ou s est un parameétre
connu.

e Modele ARA; : Nous donnons la valeur de I’age virtuel initial ag. La fonction de vrai-
semblance associée est exprimée dans ’équation 3.11.

e Modele ARA : Nous donnons également la valeur de 1’age virtuel initial ag et utilisons
I’équation 3.11 comme la fonction de vraisemblance pour cette approche. Les ages effectifs
sont calculés bien entendu avec I’hypothése ARA.

e Modele BP : Nous donnons 1’age virtuel initial pour le modéle BP, c’est-a-dire la durée
écoulée depuis la derniére maintenance parfaite avant s. La fonction de vraisemblance
utilisée est donnée dans ’équation 3.15.

En résumé, ’Approche 1 suppose toujours que l'on se trouve dans le cas numéro 3 (s et N
inconnus) pour les données en fenétre d’observation. L’ Approche 2, en revanche, considére que les
données sont issues d’un systéme neuf, dont ’age initial est nul. Dans I’Approche 3, nous avons
pris des informations initiales supplémentaires concernant s ou Ny, afin d’évaluer la performance
de ’Approche 1 et 2.

Les estimations sont obtenues par la méthode du maximum de vraisemblance avec la méthode
d’optimisation Nelder-Mead. La performance des estimations est comparée avec le critére de
I’Erreur Quadratique Moyenne EQM :

-~ -~

EQM(6) =E[( — 6)*]
ou 0 désigne la vraie valeur, et ) désigne la valeur estimée.

Les données sont issues de l'observation pendant un intervalle, avec un age virtuel initial
potentiellement non nul.
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Chapitre 3. Approche fréquentiste pour les modéles d’age virtuel sur une fenétre d’observation

5.2 Plan d’échantillonnage

Les données (instants de défaillance) sont simulées suivant la Figure 3.1, de telles sortes
qu’elles se trouvent dans une fenétre d’observation. Selon I’hypothese faite pour chaque modéle,
les détails de la génération des données sont :

e Maintenance parfaite : Les observations en fenétre sont générées selon I’hypothése de I’Ap-

proche 3. Nous générons une trajectoire compléte (I’age initial nul), puis choisissons un age
s tel que Ny = 3. Les instants de défaillance apres s sont obtenus selon la Figure 3.1. Le
nombre N est faible, afin de limiter les incertitudes dans les calculs des convolutions dans
la fonction de vraisemblance dans ’équation 3.6.

e Maintenance minimale : Un age s est obtenu de tel sorte que s = E[ry], valeur obtenue par
des simulations de Monte Carlo. 719 désigne la 10éme défaillance d’'un NHPP dont ’age
initial est nul.

e Modele ARA; : Nous supposons que le début de l'observation s coincide avec une remise
en route du systéme suite & une défaillance. On peut alors considérer que la derniére
maintenance se produit a l'instant s—. L’age virtuel a cet instant Vs est considéré alors
comme un parametre supplémentaire ag a estimer. Le nombre de défaillances non observées
avant ’observation est limité & Ny = 10, puisque les défaillances sont peu nombreuses. On
fixe a9 = E[A1¢], qui est déterminée numériquement. Les n instants de deéfaillance seront
ensuite générés avec 1’age effectif initial non nul ag.

e Modéle ARA, et Brown-Proschan : Nous supposons que les deux systémes sont observés
dans leur état stationnaire, et I’age effectif suite & la premiére maintenance suit la loi asymp-
totique. La simulation est similaire & celle du modéle ARA;. Nous choisissons l'instant s
suffisamment grand pour que les modeles soient dans leur état stationnaire respectif.

5.3 Choix de paramétres

Nous choisissons la loi Weibull W(«, 8) comme 'intensité initiale pour les modeles. Le para-
metre /3, parameétre reflétant la cinétique de vieillissement, est testé avec trois valeurs {2, 3,4}. Ces
choix correspondent a trois niveaux de vieillissement : modéré, assez important et trés important.
Le paramétre «, étant un pseudo-facteur d’échelle, est fixé & 1 dans toutes les configurations.

Nous testons trois niveaux d’efficacité de maintenance p pour les modéles ARA; et ARA :
p € {0.2,0.5,0.8}. Ces valeurs correspondent respectivement a des maintenances peu efficace,
moyennement efficace et trés efficace. Trois niveaux de probabilité de maintenance parfaite p du
modeéle BP sont également testés : p € {0.2,0.5,0.8}. Plus p est proche de 1, plus la probabilité
qu’une maintenance soit parfaite augmente.

Le nombre d’observations dans U'intervalle n est varié : n € {10,20,30,50}. Ces valeurs sont
faibles pour des simulations numériques, mais elles peuvent prendre en compte la réalité ou les
défaillances sont peu fréquentes. Pour chaque modéle, K = 10000 trajectoires sont utilisées.
D’aprés les simulations, cette valeur est suffisante pour avoir une convergence empirique.

5.4 Maintenance parfaite

/Eous présentons dans le Tableau 3.1 les résultats de I’Erreur Quadratique Moyenne empirique
EQM pour les parameétres obtenus par trois approches d’estimation.

Dans les trois cas, les écarts entre les Approches 1 et 2 sont trés faibles, mais I’Approche 2
est toujours meilleure. Le paramétre 8 est relativement bien estimé par les trois approches. Le
cas = 2, ’Approche 2 est la meilleure, tandis que pour 8 = 4 I’Approche 3 est plus efficace
que les Approches 1 et 2.

84



5. Simulation

Tableau 3.1 — Résultats d’estimation m du modéle de maintenance parfaite avec a =1

Approche 1 | Approche 2 | Approche 3
" Age positif Age nul Age reel
«@ 8 «@ 8 «@ 8
10 | 0.18 0.55 | 0.18 0.52 | 0.18 0.53
B=2 20 | 0.06 0.22 | 0.07 0.20 | 0.07 0.21
30 | 0.04 0.11 | 0.04 0.11 | 0.04 0.11
50 | 0.02 0.05 | 0.02 0.05 | 0.02 0.05
10 | 0.17 1.25 | 0.17 0.90 | 0.17 0.91
5=3 20 | 0.07 0.42 | 0.07 0.39 | 0.06 0.41
30 | 0.04 025 | 0.04 024 | 0.04 0.24
50 | 0.03 0.13 | 0.03 0.12 | 0.02 0.12
10 | 0.17 1.31 | 0.15 1.25 | 0.15 1.25
B=4 20 | 0.06 0.55 | 0.06 0.53 | 0.05 0.52
30 | 0.04 041 | 0.04 040 | 0.03 0.39
50 | 0.02 0.24 | 0.02 0.24 | 0.02 0.23
Pour le cas 8 = 2 et les B € (1,2), il est difficile d’en tirer une conclusion nette pour

les trois approches. L’Approche 2 semble bien efficace, en particulier pour les faibles nombres
d’observations. Lorsque celui-ci devient plus important, nous trouvons des estimations correctes.
Il est possible que pour un systéme bien maintenu (faible ), le manque d’information ait peu
d’impact. Pour les fenétres d’observations, les Approches 1 et 2 sont appropriées, avec des erreurs
peu importantes par rapport au cas idéal (par ’Approche 3).

5.5 DMaintenance minimale

Les résultats d’estimation pour les trois cas o = 1, 8 € {2, 3,4} sont présentés dans le Tableau
3.2. Le tableau comporte des EQM empiriques en fonction du nombre de défaillances n obtenus
par trois approches pour les paramétres «, 8 et I’age réel s estimés par I’Approche 1.

Les valeurs ’EQM du paramétre o obtenues par I’Approche 2 indiquent des ordres de gran-
deur trés différents des autres approches. Dans le cas 8 = 2, les valeurs d’EQM pour 3 sont
meilleurs que celles d’Approche 1. Nous n’observons plus ce phénoméne pour les grandes va-
leurs de . Les estimations conjointes des («, 3) proposent un systéme dont le comportement
(vieillissement, durées inter-défaillance) est trés différent de celui qui a généré les observations.

L’Approche 3 propose de meilleures estimations dans toutes les configurations. Dans cette
approche, les valeurs EQM semblent diminuer plus rapidement que celles d’Approche 1 et 2. Pour
un nombre important de données, les valeurs EQM de I’Approche 1 se rapprochent de celles de
I’Approche 3.

Les estimations pour ’age réel s par ’Approche 1 sont améliorées lorsque le nombre de
défaillance n augmente. En particulier, les valeurs EQM montrent que cet age est mieux estimé
pour les grandes valeurs de 3, ou pour les systémes qui se dégradent rapidement.

Les écarts entre I’Approche 1 et 2 pour les grandes valeurs de § permettent de montrer qu’en
adoptant une modélisation adaptée et réaliste (utilisé dans I’Approche 1), on peut estimer cor-
rectement des parametres du systéme considéré. Les estimations de « indiquent que les résultats

85



Chapitre 3. Approche fréquentiste pour les modéles d’age virtuel sur une fenétre d’observation

Tableau 3.2 — Résultats d’estimation E/QT/[ du modéle de maintenance minimale avec oo = 1

Approche 1 Approche 2 | Approche 3

Age positif Age nul Age reel
s «@ 1] «@ 8 «@ 153
10 | 488 3.76 232 | 37.69 1.82 | 2.60 1.75
20 | 423 329 181 | 302 1.07 | 218 1.05

p=2 30 1 3.90 2.73 1.22 | 25.16 0.64 | 1.90 0.49
50 | 3.27 2.03 0.68 | 20.83 046 | 1.52 0.21
10 | 2.87 3.15 2.21 192 3.56 | 215 1.81
5=3 20 | 256 274 1.79 184 299 | 1.96 1.18
30 | 217 241 143 85 258 | 1.54 0.74
50 | 1.99 2.00 1.04 60 1.89 | 1.29 0.40
10 | 1.36 2.66 1.40 154 488 | 2.27 1.30
p=4 20 | 1.21 228 1.18 98 3.73 | 1.84 1.08

30 | 1.12  1.73  0.99 72 3.18 | 1.25 0.97
50 | 0.70 1.43 0.83 95 242 | 1.09 0.63

de "Approche 2 ménent & un systéme dont le comportement est trés différent de celui utilisé
pour générer les données. Les simulations montrent l'importance de la prise en compte de ’age
initial non nul, afin d’avoir des estimations cohérentes avec le systéme en considération. Les cas
des valeurs [ dans lintervalle (1,2] ne sont pas concluants pour départager I’Approche 1 de
I’Approche 2. Pour les plus grandes valeurs de 3, nous conseillons 'utilisation de I’Approche 1.

5.6 Maintenance ARA;

Les résultats des trois approches sont présentés dans les Tableaux 3.3, 3.4 et 3.5. Ces résultats
correspondent & neuf configurations : (o =1, € {2,3,4},p € {0.2,0.5,0.8}).

Nous constatons un cas particulier lorsque le § = 2 : les valeurs EQM de I’Approche 2 sont
plus faibles que celles des Approches 1 et 3. Les estimations et les valeurs EQM de « indiquent des
configurations trés différentes des parametres utilisés pour la génération des données. Les valeurs
EQM de p sont plus mauvaises que les Approches 1 et 3. Ce comportement des estimateurs de
B est déja observé dans le cas du modéle de maintenance minimale NHPP. D’autres valeurs de
B dans 'intervalle (1,2) ont été testées, mais le comportement persiste.

Lorsque 8 > 2,(8 = 3,4), nous retrouvons des comportements attendus. Dans toutes les
configurations, les estimations obtenues par ’Approche 3 sont les meilleures. L’Approche 1 est
maintenant bien meilleure que celles de ’Approche 2. Les valeurs EQM pour le paramétre [
d’Approche 1 et 3 semblent assez proches, et celles-ci sont réduites lorsque n augmente. Les
estimations de § de ’Approche 2 sont mauvaises pour le cas 8 = 4. Le paramétre p est bien
estimé par I’Approche 1 et 3. Les valeurs EQM du paramétre « par I’Approche 1 semblent étre
réduites lorsque n augmente, mais restent assez mauvaises.

Les résultats obtenus par I’Approche 2 montrent un écart trés important avec les vraies valeurs
des parameétres, en particulier pour le parameétre a.. L’ Approche 2 propose des estimations & partir
des données, sans pour autant considérer un dynamisme de vieillissement proche de la réalité
(manque d’information et vieillissement plus rapide).
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Tableau 3.3 — Modéle ARA; Résultats d’estimation E/C_QJ\\4 pour les cas (o =
{0.2,0.5,0.8})
Approche 1 Approche 2 Approche 3
" Age positif Age nul Age réel
a B p o B p a B p
10 | 469 293 0.29 | 1335 1.65 0.33 | 1.92 2.89 0.20
p=02 20 | 3.95 2.89 022 | 469 077 077 | 230 248 0.19
30 | 296 252 0.22 259 0.60 0.37 | 2.20 2.20 0.18
50 | 2.12 195 0.21 171 0.48 0.27 | 1.65 1.78 0.17
10 | 6.04 3.21 0.16 | 3325 148 0.16 | 1.94 2.03 0.12
p =05 20 | 3.25 246 0.15 223 054 0.14 | 146 1.85 0.11
30 | 3.03 242 0.14 | 113 043 0.13 | 1.38 1.68 0.09
50 | 2.78 1.92 0.09 75 0.34 0.10 | 1.18 1.22 0.05
10 | 498 271 0.19 169 292 021 | 1.37 228 0.18
p= 08 20 | 3.48 191 0.17 32 151 0.18 | 1.03 1.62 0.15
30 [ 295 135 0.16 | 794 118 0.17 | 091 1.29 0.13
50 | 2.70 1.08 0.14 | 703 0.78 0.15 | 0.52 1.04 0.12
Tableau 3.4 — Modéle ARA; Résultats d’estimation m pour les cas (o =
{0.2,0.5,0.8})
Approche 1 Approche 2 Approche 3
" Age positif Age nul Age réel
a B p o B p a B p
10 | 6.86 194 0.16 | 1589 2.72 0.22 | 247 1.53 0.12
p =02 20 | 5.03 1.80 0.15 | 1435 2.24 0.23 | 2.63 1.28 0.10
30 | 421 177 0.14 | 1315 213 0.22 | 253 1.14 0.09
50 | 4.14 157 0.12 | 1254 1.89 0.20 | 2.00 1.01 0.08
10 | 6.656 2.22 0.15 | 1985 2.25 0.19 | 1.94 2.16 0.13
p=0.5 20 | 5.52 1.83 0.14 | 1158 191 0.17 | 1.53 1.62 0.12
30 | 491 163 0.13 714 1.79 0.16 | 1.29 146 0.10
50 | 424 1.29 0.13 | 452 144 0.15 | 091 1.32 0.09
10 | 417 173 0.10 | 709 1.81 0.12 | 0.68 1.53 0.09
p=08 20 | 3.32 1.65 0.08 35 1.67 0.09 | 0.59 141 0.07
30 | 284 1.62 0.07 26 1.65 0.08 | 0.44 1.25 0.06
50 | 2.62 134 0.05 24 140 0.05 | 030 1.19 0.05

5. Simulation

LB =2pc¢€

Les résultats numériques nous confirment que le manque d’information sur I’dge initial a des
conséquences non négligeables sur Iestimation. La comparaison entre Approche 1 et Approche
3 montre que l’extension proposée pour le modéle ARA; peut nous aider a trouver des bons
paramétres du systéme en question. Nous constatons que les estimations de 8 dans le cas 8 = 2
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Chapitre 3. Approche fréquentiste pour les modéles d’age virtuel sur une fenétre d’observation

Tableau 3.5 — Modele ARA; Reésultats d’estimation E/QT/I pour les cas (« = 1,8 = 4,p €
{0.2,0.5,0.8})

Approche 1 Approche 2 Approche 3
Age positif Age nul Age réel

« B P « B p « 153 p
10 | 6.70 1.59 0.11 | 6412 4.87 0.23 | 2.92 148 0.07
20 | 441 137 0.10 | 4801 432 0.21 | 2.84 1.16 0.06

P02 30 | 345 1.13 0.08 | 2815 4.08 0.19 | 2.19 099 0.05
40 | 3.17 092 0.07 | 2510 3.78 0.16 | 1.56 0.89 0.05
10 | 6.27 1.88 0.15 | 3428 6.65 0.15 | 4.35 1.74 0.09
b= 05 20 | 525 1.64 0.13 | 1799 6.34 0.13 | 427 1.62 0.08
30 | 459 151 0.11 | 1318 6.13 0.12 | 3.83 136 0.06
50 | 3.83 1.39 0.09 | 784 5.62 0.10 | 2.60 1.23 0.05
10 | 464 225 0.14 | 3584 3.88 0.15 | 0.84 1.64 0.09
p=08 20 | 411 191 0.08 | 416 343 0.11 | 0.71 1.48 0.06

30 | 3.83 158 0.06 | 394 3.29 0.10 | 0.58 1.36 0.05
50 | 3.33 123 0.05| 260 290 0.05] 032 118 0.04

ne sont pas convaincantes. Nous avons ce méme constat pour le modéle de maintenance minimale
NHPP, et pour les modéle ARA,, et BP également. Ce phénomeéne a été aussi soulevé dans
Pestimation pour la loi Weibull & trois paramétres [150].

5.7 Maintenance ARA.,

Les résultats obtenus par les trois approches sont présentés dans les Tableaux 3.6, 3.7 et 3.8.
Ces résultats correspondent a neuf configurations : (a« = 1,8 € {2,3,4},p € {0.2,0.5,0.8}).

Les valeurs EQM montrent que ’Approche 3 estime trés bien les paramétres. La qualité des
estimations par I’Approche 1 s’approche de celle de I’Approche 3, et les écarts sont réduits lorsque
la maintenance devient efficace (p = 0.8). Cela pourrait confirmer la validité de I’hypothése faite
sur la convergence du modeéle ARA (utilisée dans la Méthode 1). En particulier, nous constatons
que ’Approche 1 estime trés bien le paramétre p dans le cas de grandes valeurs de 3 (3 et 4), ou
de bonne efficacité (p = 0.8).

La différence entre I’Approche 1 et 2 est plus marquante pour p faible, et elle devient moins
importante en augmentant Uefficacité de maintenance (p = 0.8) ou le nombre de défaillances n.
En effet, lorsque la maintenance est efficace, I’age virtuel est maintenu & un niveau proche de 0
(d’apres la relation entre efficacité et I’age virtuel). En outre, quand le nombre d’observations
est important, la contribution de la premiére durée de vie résiduelle (loi de 77) est limitée (on a
un méme constat pour le modeéle de maintenance parfaite). Ces éléments font que effet de I’age
virtuel initial est limité.

Pour le cas du 8 = 2, nous observons que les Approches 1 et 3 ne sont pas nettement
meilleures que ’Approche 2. Nous avons testé d’autres valeurs de § dans Uintervalle (1,2], et
nous arrivons au méme constat. Dans les simulations du modéle BP, un comportement similaire
est observé.

Les résultats d’estimation nous montrent que 'extension des méthodes d’estimation pour le
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Tableau 3.6 — Modele ARA, : Résultats d’estimation m pour les cas (o =

{0.2,0.5,0.8})

Approche 1 Approche 2 Approche 3
" Age positif Age nul Age réel
a B p a B p a B p
10 | 1.98 162 037|594 145 034 | 258 158 0.08
p=02 20 | 1.54 138 0.17 | 518 096 0.24 | 2.25 0.97 0.08
30 | 1.30 1.14 0.06 | 487 0.65 0.22 | 2.00 041 0.06
50 | 0.87 0.88 0.05 | 471 0.58 0.21 | 1.82 0.37 0.05
10 | 1.56 239 0.27 | 1.97 263 0.18 | 1.97 272 0.13
)= 05 20 | 1.20 2.17 0.24 | 1.15 1.34 0.15 | 095 1.85 0.11
30 | 1.08 1.70 0.22 | 246 1.04 0.15| 0.88 143 0.10
50 | 094 1.22 0.17 | 1.98 0.87 0.09 | 0.70 0.92 0.08
10 | 1.18 145 0.14 | 1.02 3.18 0.10 | 0.76 1.15 0.11
p=08 20| 0.26 0.83 0.06 | 0.57 1.54 0.09 | 0.56 0.90 0.09
30 1 019 0.59 0.06 | 040 095 0.07 | 0.46 0.63 0.09
50 | 0.13 0.32 0.03 | 0.29 0.55 0.06 | 0.27 0.35 0.06

5. Simulation

175 = 27p €

Tableau 3.7 — Modeéle ARA, : Résultats d’estimation m pour les cas (a« = 1,8 = 3,p €

{0.2,0.5,0.8})

Approche 1 Approche 2 Approche 3
" Age positif Age nul Age réel
a B p o B p o B p
10 | 402 229 0.12 | 7.59 4.19 0.23 | 279 2.09 0.04
) =02 20 | 3.11 2.06 0.04 | 6.42 263 0.16 | 1.75 1.76 0.02
30 | 1.85 1.87 0.02 | 5.89 213 0.15 | 1.49 1.64 0.01
50 | 1.84 1.15 0.02 | 5.54 1.65 0.11 | 1.22 1.13 0.01
10 | 1.51 261 0.19 | 3.27 2.81 0.24 | 1.47 181 0.08
)= 05 20 | 149 1.82 0.11 | 257 1.8 0.11 | 1.35 1.44 0.06
30 | 1.38 137 0.08 | 221 142 0.09 | 1.08 1.30 0.05
50 | 1.04 064 0.05| 145 0.85 0.06 | 0.86 0.52 0.03
10 | 0.54 3.73 0.05 | 1.56 3.38 0.06 | 0.62 1.31 0.04
p=08 20 | 0.35 146 0.03 | 0.67 1.56 0.05 | 036 0.95 0.03
30 | 0.26 0.88 0.02 | 0.55 1.26 0.04 | 0.25 0.87 0.03
50 | 0.23 0.57 0.02 | 039 083 0.02| 022 055 0.02

ARA, utilisée dans I’ Approche 1 avec I’age initial inconnu (résultant de I’observation manquante
avant la fenétre d’observation) est adaptée. L’hypothése sur la convergence rapide vers ’état
stationnaire est aussi plausible, comme le montre bien la comparaison entre I’Approche 1 et 3.
Les résultats obtenus par I’Approche 2 nous renseignent que le manque d’information aura un
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Chapitre 3. Approche fréquentiste pour les modéles d’age virtuel sur une fenétre d’observation

Tableau 3.8 — Modele ARA, : Résultats d’estimation m pour les cas (« = 1,5 = 4,p €
{0.2,0.5,0.8})

Approche 1 Approche 2 Approche 3
n
Age positif Age nul Age réel
« B P « B p « 153 p

10 | 5.02 6.03 0.04 29 705 029 | 411 425 0.01
20 | 3.28 4.60 0.02 24 591 021 | 275 221 0.01

p=02 30 | 268 3.49 0.01 21 525 0.16 | 1.86 1.68 0.01
50 | 259 197 0.01 16 5.03 0.11 | 1.55 1.50 0.005
10 | 2.45 3.10 0.09 | 857 3.63 0.14 | 2.72 226 0.06
b= 05 20 | 218 2119 0.06 | 6.72 240 0.10 | 1.72 1.62 0.04
30 | 1.95 167 0.04 | 443 179 0.07 | 161 144 0.03
50 | 1.68 1.37 0.03 | 3.06 142 0.05 | 1.20 1.12 0.02
10 | 0.80 2.08 0.04 | 2.12 267 0.04 | 125 183 0.05
p= 08 20 | 061 162 0.03 062 176 003|055 144 0.03

30 | 059 133 0.03 062 133 0.03 | 037 121 0.03
50 | 0.51 1.08 0.02 | 055 1.09 0.02|0.30 1.01 0.02

impact significatif sur ’analyse de données de défaillance.

5.8 Maintenance Brown-Proschan

Nous présentons les résultats de la simulation du modéle BP dans les Tableaux 3.9, 3.10 et
3.11. Ces résultats correspondent a neuf configurations : (o =1, 5 € {2,3,4},p € {0.2,0.5,0.8}).

Les résultat de ’Approche 3, dans laquelle I’dge virtuel initial ag est connu, sont également
présentés. L’Approche 3 est utilisée & titre de comparaison afin de montrer que ’hypothése sur
Pétat stationnaire (Approche 1) est raisonnable pour une grande majorité des systémes.

Nous observons qu’en termes d’EQM, I’Approche 3 renvoie de maniére générale de meilleures
estimations. Cette performance est tout & fait logique, compte tenu de la situation idéale que
représente cette méthode.

D’apreés les résultats numériques, nous constatons que ’Approche 1 donne tout de méme
des résultats satisfaisants par rapport a I’Approche 3. Dans les cas 8 = 3 et 4, les estimations
de "Approche 1 sont trés proches de celles de I’Approche 3, ce qui confirme que I’hypothése
de stationnarité sur les systémes vieillissants est plausible. Pour ces méme cas, les estimations
de I’Approche 2 s’écartent des valeurs fixées. Nous constatons tout de méme que les estimations
convergent bien lorsque le nombre de données devient plus élevé. C’est un comportement typique
d’une étude de l'estimation en présence des renouvellement.

Pour le cas du 8 = 2, nous observons que les estimations pour 8 de I’Approche 1 et Approche 3
ne sont pas nettement meilleures que celles de I’Approche 2. D’autres valeurs de 8 dans 'intervalle
(1,2] sont aussi testées et ménent au méme constat. Il est probable que ce phénomeéne soit
engendré par la forme particuliére de la loi de Weibull lorsque le paramétre /3 est compris dans
cet intervalle. Des analyses dans la littérature avec la loi Weibull de trois paramétres ménent &
une observation similaire [150]. En ce qui concerne « et p, les estimations des Approches 1 et 2
semblent acceptables, par rapport a celles de I’Approche 3.
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Tableau 3.9 — Modeéle

BP : Reésultats d’estimation m pour les cas (o =

5. Simulation

{0.2,0.5,0.8})
Approche 1 Approche 2 Approche 3
" Age positif Age nul Age réel
a B p a B P a B P
10 | 6.87 459 0.14 | 10.61 3.16 0.17 | 482 2.77 0.13
p=02 20 | 449 176 0.10| 7.85 1.75 0.15 | 337 134 0.09
30 | 317 134 0.08 | 6.78 1.51 0.11 | 2.22 0.97 0.07
50 | 268 0.95 0.07 | 5.84 1.25 0.10 | 1.79 0.64 0.05
10 | 9.71 381 0.16 | 6.67 250 0.24 | 142 240 0.20
b= 05 20 {079 131 0.12 | 1.00 1.23 0.17 | 0.73 1.21 0.08
30 | 043 093 0.05 | 0.52 0.81 0.07 | 049 0.72 0.07
50 | 0.32 0.46 0.03 | 0.38 040 0.04 | 0.23 0.38 0.04
10 | 1.02 445 005 | 139 3.64 0.10| 0.66 1.82 0.09
p =08 20025 123 0.03| 028 1.15 0.03|0.30 0.79 0.05
30 [ 0.13 0.71 0.02 | 0.14 0.65 0.02 | 0.16 0.45 0.04
50 | 0.09 047 0.01 | 0.10 035 0.01 [ 0.08 0.26 0.01

Tableau 3.10 — Modele BP : Résultats d’estimation m pour les cas (o =

1,8 = 3,p €

{0.2,0.5,0.8})
Approche 1 Approche 2 Approche 3
" Age positif Age nul Age réel
o B P o B p o B p
10 | 5.35 445 0.11 | 13.61 520 0.33 | 3.49 2.93 0.11
b= 02 20 | 219 1.64 0.04 | 11.62 4.19 0.21 | 1.34 1.46 0.04
30 | 0.82 0.83 0.02 | 10.29 3.54 0.16 | 0.55 0.83 0.01
50 | 0.32 041 0.01 | 6.82 235 0.07 | 0.27 033 0.01
10 | 292 396 0.12 | 3.11 458 021 | 1.56 292 0.15
p=05 20 | 0.68 1.87 0.06 | 1.44 267 0.13 | 0.61 1.62 0.07
30 | 040 1.11 0.04 | 1.12 1.97 0.09 | 0.33 0.91 0.04
50 | 0.19 0.58 0.02 | 0.53 119 0.05 | 0.17 0.51 0.02
10 | 0.75 245 0.05 | 0.89 348 0.05 | 0.51 241 0.06
p=08 20 | 0.28 137 0.03 | 034 143 0.04 | 0.26 1.39 0.03
30 | 0.16 0.86 0.02 | 0.17 091 0.02|0.16 0.79 0.02
50 | 0.09 045 0.01 | 0.10 0.52 0.02 | 0.09 045 0.01

Nous avons des conclusions similaires que dans le cas du modéle ARA : 1a prise en compte de
I’age initial permet d’améliorer les estimations, mais lorsque le nombre d’observations augmente,
les performances des méthodes d’estimation sont similaires. Toutefois, il faut rester vigilant
lorsque les estimations trouvées indiquent que le paramétre § est dans lintervalle (1,2]. Des
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Tableau 3.11 — Modéle BP : Résultats d’estimation E/QT/I pour les cas (« = 1,8 = 4,p €
{0.2,0.5,0.8})

Approche 1 Approche 2 Approche 3
Age positif Age nul Age réel

ot B P ot B p ot B p
10 | 328 3.26 0.05 | 12 11 037 | 270 260 0.06
20 | 1.28 1.71 0.02 | 11 854 022 |0.78 1.67 0.02

p=02 30 | 041 1.12 0.01 | 946 7.09 0.17 | 035 0.99 0.01
50 | 0.18 0.56 0.01 | 5.43 4.21 0.07 | 0.20 0.56 0.01
10 | 2.19 343 0.08 | 5.88 9.05 0.19 | 0.84 2.59 0.09
=05 20 | 036 1.75 0.03 | 1.75 5.05 0.10 | 0.30 1.64 0.04
30 1 022 1.16 0.02 | 1.25 3.27 0.06 | 0.21 1.11 0.02
50 | 0.10 0.59 0.01 [ 0.45 1.53 0.03 | 0.10 0.58 0.01
10 | 0.81 3.09 0.04 | 1.08 5.89 0.06 | 0.59 297 0.05
p=08 201023 170 0.02 027 240 0.03] 019 1.55 0.02

30 {013 099 0.02 (015 131 0.02]0.12 093 0.01
50 | 0.07 0.58 0.01 | 0.08 0.67 0.01 | 0.07 0.58 0.01

analyses en profondeur méritent d’étre abordées pour comprendre ce comportement instable.

5.9 Discussion autour des simulations

Les estimations numériques nous montrent que les valeurs empiriques EQM des estimateurs
du maximum de vraisemblance diminuent lorsque le nombre de défaillance n augmente. Ces
estimateurs semblent converger, méme si cette convergence n’a pas été I’objet premier de notre
étude (nous étant limité a un maximum de 50 observations). L’Approche 3 est la meilleure
dans la plupart des cas. Les valeurs EQM de ’Approche 1 semblent bien approcher de celles de
I’Approche 3. L’Approche 2 est la moins bonne dans les cas ou 5 est grand. Nous constatons un
cas singulier pour 8 = 2 : les valeurs EQM de I’Approche 2 sont assez faibles, voire plus faibles
que celles de I’Approche 1. Les écarts sont plus significatifs pour les modéles NHPP et ARA;.
Des écarts moins importants sont constatés pour les modéles ARA, et BP. Nous avons effectué
d’autres tests sur les valeurs dans lintervalle (1,2) et le phénomene persiste. Cela disparait
lorsque 8 > 2.

D’autre part, nous constatons que les estimations de o pour les modéles supposant ’4ge initial
inconnu (résultats de ’Approche 1 du modéle NHPP, ARA;) ne sont pas trés convaincants. Les
estimations de B et p restent acceptables. Pour des modéles admettant un état stationnaire
(maintenance parfaite, WARA, BP), les trois paramétres sont bien estimés par I’Approche 1.

Nous conseillons 'utilisation des extensions de méthodes d’estimation sous ’hypothése AR Ao
et Brown-Proschan. L’approche proposée pour les modéles NHPP et ARA; est aussi acceptable
pour B et p, mais a améliorer pour les estimations de a. Nous mettons en garde les cas de 3
appartenant a l'intervalle (1, 2].
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6 Applications & des jeux de données réelles

Nous proposons 1’application des extensions des méthodes d’estimation sur des jeux de don-
nées réelles de la littérature. Ces données font l'objet de plusieurs analyses de fiabilité des sys-
témes industriels.

6.1 Modéle ARA;

Nous nous intéressons aux défaillances d’une photocopieuse de bureau d’usage normal. Les
données sont initialement présentées et analysées dans [14]. Les dates de maintenance sont pré-
sentées dans le Tableau 3.12. Une de maintenance consiste a réparer et entretenir les composants,
et il se peut que plusieurs composants soient affectés aprés une opération de maintenance. Pour
cette étude, nous ne considérons que le systéme (photocopieuse) en entier : les maintenances
effectuées & une méme date sont alors regroupées comme dans [103].

Tableau 3.12 — Dates de maintenance d’une photocopieuse [14]

29" 128* 227* 276 397 468 492 516 563 609 677 722 810 853 916
956 996 1016 1074 1111 1165 1217 1266 1281 1312 1356 1410 1412
1436 1448 1460 1493 1514 1551 1560 1583 1597 1609 1625 1640 1650

Sans avoir des informations supplémentaires, nous supposons que la collecte des données
débute a l'instant zéro et se termine par une défaillance. Pour tester les méthodes d’estimation
d’une fenétre d’observation, trois premiéres dates de maintenance (29, 128, 227 identifié par x*
dans le tableau de données) sont écartées, et le reste est considéré comme des données avec
I’age initial inconnu. Nous comparons ensuite les estimations du jeu de données complétes avec
celui de données manquantes. Les résultats sont présentés dans le Tableau 3.13. Nous constatons
tout d’abord que les maintenances sont trés bien réalisées, avec une efficacité presque parfaite
(0.95). Lorsque l'on ignore les trois premiéres défaillances, I’Approche 1 renvoie une estimation
correcte pour (3 et p. L’age virtuel initial est estimé & 16 jours, qui valide Ueffet d’une trés bonne
maintenance sur I’age de la photocopieuse. Avec ’Approche 2, le vieillissement 5 est estimé & une
unité de moins (3.33 comparé a 4.19 et 4.05), ce qui implique que la photocopieuse se dégrade
moins vite selon I’Approche 2. Les maintenances sont assez fréquentes vers la fin de la collecte des
données, alors il est important d’estimer correctement le vieillissement pour pouvoir planifier des
opérations de maintenance adaptées. A titre de comparaison, nous présentons la durée moyenne
jusqu’a la prochaine maintenance estimée E[X,,11|A;,] par les approches 1, 2 et avec des données
complétes. Les durées estimées par les deux approches sont plus courtes que celle estimée avec
les données complétes. Toutefois, le risque d’avoir une panne plus tot que prévue est plus élevé
lorsque que I’on se base sur les estimations de I’ Approche 2. 11 serait alors plus prudent d’effectuer
des maintenances d’apres les estimations par I’Approche 1.
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Tableau 3.13 — Estimation des données de défaillance de photocopieuse

Données arrangées | Données arrangées
Parameétre | Données complétes
Approche 1 Approche 2

b 5.36 x107° 6.05 x10~° 2.96 x107%

B 4.19 4.05 3.33

p 0.95 0.83 0.82

do Non appliqué 16 0
E[Xnt1|An] 19 12 17

6.2 Modéle ARA

L’extension de la méthode d’estimation du modele ARA, est testée avec les données de trois
générateurs de secours dans trois centrales nucléaires présentées dans [77] (voir Tableau 3.14).
Les données couvrent une période de deux ans, entre 1976 au 1978. Les auteurs insistent sur
le fait que les générateurs ont été mis en service bien avant la collecte des données, mais les
informations avant cette date ne sont pas connues, c’est-a-dire que 1’on ne connait pas I’age, ni
le dynamique de vieillissement.

Tableau 3.14 — Dates de défaillance de trois générateurs diesel de secours pendant la période
1976-1978 |77]

Dates de défaillance

210 219 298 322 349 418 441 500 517 519 533 537
557 559 564 648 670 684 685 740 830 833 943 1082
83 136 217 224 245 301 308 322 336 354 361 362
368 375 448 503 511 582 658 693 763 770

172 267 482 491 679 686 733 736 739 745 747 867
928 934 987 1084

Localisation

Calvert Cliffs

Big Rock Point

Zion I and II

Nous considérons que chaque générateur a sa propre intensité de défaillance, puisqu’ils sont
localisés & trois endroits différents. L’hypothése de maintenance parfaite est exclue, comme il
est difficile de remettre un tel systéme a neuf par des maintenances. Nous avons appliqué les
tests de tendance (Lewis-Robinson, Laplace) pour écarter '’hypothése de maintenance minimale
par processus de puissance. Le modéle ARA,, semble le candidat approprié pour ces données.
Nous utiliserons alors le modéle W ARA, en régime stationnaire pour analyser les données. Les
estimations des lois de vieillissement de trois jeux de données sont présentées dans le Tableau
3.15.

__ L’Approche 1 estime que les niveaux de dégradation des trois générateurs sont modeérés
(8 < 2). L’ordre de grandeur des estimateurs de /3 est le méme, ce qui semble cohérent, puisque
nous étudions le méme type de systémes. Les maintenances sont estimées peu efficaces (avec des
estimateurs de p proches de 0).

Les résultats suggérés par I’Approche 2 sont plus contrastés. Pour les générateurs a Big Rock
Point et Zion, cette approche estime une dégradation plus forte, ou la plus marquante est le
générateur & Zion. Les fortes dégradations sont accompagnées d’une maintenance légérement
meilleure. Le cas du générateur a Calvert Cliffs est plus déroutant. L’estimation du paramétre
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Tableau 3.15 — Résultats d’estimation de trois générateurs diesel de secours

Approche 1 Approche 2
a B b & b b
Calvert Cliffs | 0.004 1.24 0.03 0.07 0.74 0.97
Big Rock Point | 0.02 1.03 0.04 0.001 1.55 0.12
Zion I and II 0.002 1.26 0.03 | 4.62 x10™7 2.58 0.09

~

de dégradation (8 = 0.74) indique que le systéme rajeunit au cours du temps. Dans cette confi-
guration, les maintenances avec une efficacité positive deviennent des opérations nuisibles. Ce
résultat est totalement inapproprié dans le contexte d’un systéme industriel vieillissant. En effet,
cela correspond plutot & la phase de jeunesse d’un systéme industriel [34]. De ce fait, on ne peut
pas accepter la proposition de I’Approche 2.

En conclusion, les résultats de I’ Approche 2 ne sont pas cohérents avec I’hypothése de systémes
vieillissants. Il y a une tres forte hétérogénéité entre les estimations de trois générateurs. Nous
obtenons une bien plus grande cohérence dans ’analyse des résultats issus de ’Approche 1.

6.3 Modéle Brown-Proschan

Nous testons ’extension de la méthode d’estimation du modéele BP avec les données de
deéfaillance de la climatisation d’une flotte d’avion, présenté dans [118]. Nous nous intéressons
aux 3 avions ayant le nombre de défaillance le plus important. Les dates de maintenance sont
présentées dans le Tableau 3.16. Dans la source de ces données, il n’y a pas d’indication concernant
I’age au début de 'observation. Nous supposons que ces systémes sont neufs, comme cela a été
fait dans [118]. Pour obtenir des données conformes & notre étude, les 4 premiers instants de
défaillances (identifiées par * dans le tableau de données) sont écartées. Nous comparerons les
résultats d’estimation des Approches 1 et 2 sur les données incomplétes avec ceux sur le jeu de
données complet.

Tableau 3.16 — Instants de défaillance de la climatisation d’une flotte d’avion [118]

Avion | Dates de défaillance

2009 90" 100* 160" 346™ 407 456 470 494 550 570 649 733 777
836 865 983 1008 1164 1474 1550 1576 1620 1643 1705

013 97" 148" 159" 163* 304 322 464 532 609 689 690 706 812 1018 1100
1154 1185 1401 1447 1558 1597 1660 1678 1869 1887 2050 2074

014 50" 94* 196™ 268" 290 329 332 347 544 732 811 899 945 950 955
991 1013 1152 1362 1459 1489 1512 1525 1539

Les résultats d’estimation par les trois approches sont présentés dans le Tableau 3.17. Nous
constatons que la probabilité de maintenance parfaite p et la valeur de 5 ont un impact important
sur le résultat final. L’Approche 1 estime bien le paramétre S dans le cas oul celui-ci est estimé
plus grand que 2 (dans le cas de 'avion 7909 et 7914). Nous constatons que dans ces cas, les
efficacité sont faibles. En revanche, lorsque £ est estimé plus petit que 2 (I’avion 7913), les écarts
des estimations sont considérables, pour g et pour p également.

En conclusion, 'avantage d’'une méthode d’estimation plus réaliste proposée dans ce chapitre
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Tableau 3.17 — Résultats d’estimation d’une flotte d’avions avec le modéle Brown-Proschan

Données complétes Approche 1 Approche 2

—~ = ~
~ ~ ~ ~ ~ ~

a B p a B D a B p
Avion 7909 | 3.89 x107°% 234 0.18 | 1.22 x107% 2.33 0.08 | 4.33 x107° 3.00 0.30
Avion 7913 | 6.7 x10™* 1.85 0.40 | 3.36 x10™° 1.99 0.31 | 3.1 x107°> 1.60 0.27
Avion 7914 | 3.72 x107% 242 0.18 | 5.75 x107% 2.23 0.13 | 2.06 x107° 3.63 0.21

pour le modéle Brown-Proschan est mis en évidence numériquement par I’Approche 1. Toutefois,
il faut rester vigilance dans notre analyse.

7 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a l’extension des méthodes d’estimation pour les
modeéles de maintenance sur des fenétres d’observation. Une fenétre d’observation est une période
de temps, au cours de laquelle les informations sont disponibles et les événements sont observés.
La majorité des événements qui se produisent en dehors de cette période est inconnue. Cette
situation peut étre rencontrée lors de ’achat des matériels d’occasion, ou pour des matériels
dont l'enregistrement des données lors de la période de jeunesse est perdu. Cela peut se produire
lors d’un changement de technologie de stockage des informations (par exemple du physique au
digital). La perte des informations peut aussi étre causée par des équipements de mesure non
adaptés.

Dans ce cadre, les extensions de méthodes d’estimation sont proposées pour estimer les para-
métres des modéles de maintenance parfaite, minimale, ARA;, ARA, et Brown-Proschan. En
fonction des informations disponibles au début de ’observation, nous proposons des fonctions de
vraisemblance permettant de prendre en compte les données sur 'intervalle. Pour le modéle de
maintenance parfaite, nous avons proposé la fonction de vraisemblance dans le cas ou ’age du
début de 'observation est connu. Pour le modéle de maintenance minimale NHPP, nous consi-
dérons cet age inconnu comme un parameétre. Nous utilisons également cette approche pour le
modeéle ARA;. En ce qui concerne les modeéles ARA,, et BP, nous avons utilisé leur propriété
de stationnarité pour proposer un calcul de leur fonction de vraisemblance dans la configuration
ou ’dge initial est inconnu, tout en supposant que le systéme est dans son régime stationnaire.

Les simulations sont présentées, afin de comparer la performance des extensions avec les mé-
thodes d’estimation classiques, qui supposent systématiquement que I’dge initial est nul. Suite
a notre analyse, nous pouvons observer l'impact de I’Age initial sur la qualité des estimations.
Les simulations montrent également que les extensions sont adaptées pour ’analyse des don-
nées observées sur une fenétre d’observation. Nous proposons des applications des extensions
aux données réelles, afin de souligner I'impact des informations manquantes sur la qualité des
estimations.

Les estimations sont obtenues par la méthode du maximum de vraisemblance, via les mé-
thodes d’optimisation numérique. Dans le cas ou plusieurs trajectoires indépendantes sont dis-
ponibles, nous pourrions obtenir des intervalles de confiance empiriques pour les estimateurs de
maximum de vraisemblance. Nous pourrions utiliser I’approche proposée dans [42], qui consiste
a approcher la matrice d’information de Fisher théorique par la matrice d’information concer-
nant les informations observées ou la matrice hessienne. En ce qui concerne la considération
de ’age initial, il serait aussi envisageable d’établir une loi pour cet age a partir des avis d’ex-
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perts. D’ou l'intérét de développer une approche d’inférence qui permet de prendre en compte
ces informations a priori, puis les utiliser pour estimer les paramétres.

Les données considérées dans ce chapitre ne concernent que les maintenances correctives
seules, et 'ensemble des approches ne considére qu'un seul type de maintenance. Or il est fort
probable et trés réaliste que les maintenances préventives soient effectuées pendant la période
initiale manquante et soient présentes dans les observations. La généralisation des extensions
a deux types de maintenance (corrective et préventive) est naturellement 1’étape suivante pour
les futures recherches. Dans le cas des maintenances préventives planifiées, il semble que les
approches dans ce chapitre pourraient étre étendues sans difficulté. Cela sera vraisemblablement
plus difficile pour les maintenances préventives conditionnelles ot les instants dépendent de 1’état
du systéme et des maintenances déja effectuées. D’autre part, nous avons choisi de travailler avec
la loi de Weibull W(«, 3). Les extensions proposées dans ce chapitre pourraient étre appliquées
a d’autres choix d’intensité initiale.
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Chapitre 4

Inférence bayésienne pour le modéle
Brown-Proschan et critéres de sélection
de modéle

1 Introduction

Les défaillances pour des systémes industriels critiques constituent des événements rares.
L’inférence fréquentiste peut s’avérer inefficace, a cause du manque de données. D’autre part, les
avis d’experts sont souvent disponibles, et leurs prises en compte peuvent étre trés bénéfiques
pour l’analyse statistique des données. L’approche bayésienne est donc trés adéquate dans ces
situations. Dans la littérature, peu de travaux sont proposés pour l'inférence statistique des mo-
déles de maintenance. L’inférence bayésienne du modéle NHPP avec loi de Puissance est proposée
dans [47, 61, 28|. Pulcini [119] propose ’analyse bayésienne pour le modéle de réduction d’age
de Malik et le modele ARA;, accompagné de la loi de Puissance. Corset et al. [21] présentent
I'analyse bayésienne pour les modeéles ARA; et ARA~. Li et Hanson [86] proposent une esti-
mation bayésienne semi-paramétrique des modeéles Kijima de type I et II. Pour le modéle de
Brown-Proschan, Lim et al. [88] présentent U'inférence bayésienne avec des choix de lois a priori
spécifiques.

Dans ce chapitre, nous présentons l'inférence bayésienne pour le modéle Brown-Proschan
lorsque les effets de maintenance sont inconnus. La probabilité de maintenance parfaite p sera
donc estimée conjointement avec la loi de vieillissement. Cela différencie notre approche de celle
prise par Lim et al. [88], dans laquelle les effets de maintenance sont supposés connus. Les
connaissances des experts permettent de construire les lois a priori, et celles-ci sont mises a
jour avec les données observées. Nous employons le facteur de Bayes pour sélectionner les mo-
deles d’age virtuels en discutant de ses avantages et de ses inconvénients. Nous introduisons
aussi un test d’adéquation pour le modéle ARA;. Le test est construit sur des approximations
asymptotiques. L’hypothése nulle de ARA; est soumise a des tests classiques comme les tests
Kolmogorov-Smirnov, Cramer-von Mises ou Anderson-Darling. Il est aussi possible d’effectuer
un test graphique pour ’hypothése nulle.

2 Inférence bayésienne du modéle Brown-Proschan

Nous présentons les étapes de l'inférence bayésienne pour le modéle Brown-Proschan. L’in-
férence bayésienne des autres modéles d’age virtuel, par exemple ARA;, ARAL, est développée
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en détails dans [21]. L’intensité initiale suit la loi de Weibull W(«, ) :
At) = apt?t

La loi de Weibull est suffisamment flexible pour représenter la majorité des configurations pour les
systémes industriels. La vraisemblance du modeéle BP associée a n défaillance t,, dans 'intervalle
[0,%] est :

L (a, B, pity) = (1= p)"LVIPE (a, By tn)+

n
> (L =p)" L (a, 8,9 1) LV (0, Bitign — byt — it — 1)
i=1
Le choix des lois a priori pour chacun des paramétres est discuté par la suite.

2.1 Choix de loi a prior:

Les paramétres du modeéle Brown-Proschan dans cette étude sont le triplet (o, 3,p). Le pa-
ramétre [ représente la dégradation du systéme : un 3 élevé correspond a un systéme qui se
dégrade trés vite, tandis qu’une valeur modérée de 8 est associée a une dégradation plus lente.
Pour un systéme qui s’usent, nous supposons que ce parameétre est compris dans Uintervalle [1, 6].
Les valeurs de # dans l'intervalle (0,1) correspond & un systéme en phase de rodage. On consi-
dére que la dégradation reste acceptable, pour cela nous ne considérons pas les valeurs de [ au
dela de 6. Le parameétre «, étant un pseudo-facteur d’échelle d’une loi de Puissance, apporte une
information trés limitée sur la cinétique de vieillissement du systéme. Le paramétre p définit la
probabilité qu’une maintenance soit parfaite. Entre deux réalisations de maintenance parfaite, le
systéme recoit des maintenances minimales. Entre deux maintenances parfaites consécutives, le
modeéle BP se comporte comme un NHPP. 11 est raisonnable d’espérer que les parameétres («, /3)
de l'intensité initiale du modéle BP aient un sens physique similaire a ceux d’un NHPP. De ce
fait, nous adaptons les lois a priori d'un NHPP ayant pour intensité de la loi de Weibull (ou
Processus de Puissance PLP) pour le couple («, 8) du modéle BP. On proposera aussi des lois a
priori pour p.

2.1.1 Loi non-informative du couple (a, )

Lorsqu’aucune connaissance d’expertise n’est disponible sur le dynamisme de dégradation
décrit par S et le pseudo-facteur d’échelle o, on utilise la loi non-informative proposée par Jeffreys
[68] :

m(6) oc [1(6)]'/?

ou (@) est la matrice d’information de Fisher des paramétres 6 = (o, ). En ’absence des infor-
mations a priori sur les parameétres, les données sont les seules sources possibles d’information.
En loccurrence, la matrice d’information de Fisher est celle qui résume le mieux les informations
apportées par les données pour les parameétres. Par conséquent, il est raisonnable de dire que les
valeurs de 0 pour lesquelles I(6) est maximale doivent étre les plus probables a priori.

Pour une observation (71,75, ...,T,) d’un PLP, la matrice d’information de Fisher est
B
Ion B)PLP = Q—”Q E[In(T,,)T7]
E[In(T,)T%] % + oE[(InT,)*Ty]
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avec

BlIn(T)T) = 5 [(n + 1) — Ina)

E[(InT;)2T7] = alﬁz D (n+ 1)+ [h(n +1) — ma]?]

oun Y(z+1) = %lnf(z) est la fonction digamma, et (1) = d%zﬁ(z) est la fonction polygamma

d’ordre 1. Il en découle que

1

ﬂ-(aa/ﬁ) X |I(a)6)PLP|1/2 X @

Ce choix est également adopté dans les travaux |5, 28, 61, 119, 130].

2.1.2 Loi informative du couple (o, ()

Dans les études de fiabilité, les systémes sont souvent supposés en état de dégradation. Le
parameétre S est donc borné inférieurement 5 > 1. Par ailleurs, les experts pourront fournir un
intervalle pour 3, basé sur le mécanisme de dégradation du systéme en question. On obtient
alors une connaissance a priori 8 € [, 2], et le parameétre peut par exemple prendre une loi
Uniforme U[B1, f2] comme loi a priori

1

ms(8) = ﬂﬂ[

fB1,62] (8)

Dans [21, 61, 119], une loi Uniforme est aussi proposée comme loi a priori pour le paramétre 3.
La loi uniforme rend les éléments élémentaires équiprobables (par abus de langage car 'intervalle
étant non dénombrable). Toutefois, son utilisation n’a pas d’incident sur les estimations qui en
découle, tant que la loi a posteriori est bien définie [125].

Le pseudo-facteur d’échelle admet souvent une loi Gamma I'(a,b) pour une loi a priori :

a,—ba
o) = a“_l%
oul'(a) = fooo t2~Letdt est la fonction gamma. L’utilisation de la loi Gamma, comme loi a priori
pour « est souvent due au fait que cette loi appartienne & la famille de lois conjuguées avec un
PLP. De plus, le support de loi Gamma (R;) couvre bien celui du «. Ce choix est utilisé dans
[28, 76, 116]. D’autre part, il est difficile de proposer un support borné pour la loi a priori de
a, car il est relativement complexe d’obtenir un ordre de grandeur précis pour ce paramétre.
Pour traduire des connaissances a priori sur le paramétre «, on peut donner des estimations sur
sa moyenne (a/b) et sa variance (a/b?), puis en déduire les valeurs des hyper-paramétres (a, b).
Ainsi, la loi de Gamma est trés flexible et capable de décrire plusieurs scénarios du parameétre a.

2.1.3 Loi non-informative pour p

Pour le paramétre p, le choix non-informatif le plus simple est une loi Uniforme /|0, 1],
puisque p par définition est une probabilité. Avec la loi uniforme [0, 1], trés peu d’information
n’est donnée & propos d’un sous-segment qui peut contenir la vraie valeur de p.
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2.1.4 Loi informative pour p

Nous proposons d’utiliser la loi béta B(r,s) comme loi a priori informative pour p. La loi
béta a son support dans lintervalle [0, 1], et elle est trés facilement paramétrable :

Tp(p) = Mﬂ_l(l —p)* M jo1(p)

L’espérance et la variance de la loi béta B(r,s) est r/(r + s) et rs/ ((r + s)*(r +s+1)). Une
connaissance a priori sur p peut se traduire par un sous-segment de l'intervalle [0, 1]. L’ajustement
sur l'espérance et la variance de la loi béta nous permettra d’obtenir des valeurs pour les hyper-
paramétres (r,s). Cette loi a priori et cette méthode de calibrage est utilisée dans [88]. Dans
[21], une loi a priori béta est également proposée pour efficacité de maintenance (p). Quoique p
est p ne sont pas exactement équivalents, grace a sa facilité de paramétrage et son support [0, 1]
une loi a priori béta est appropriée. D’autre part, une loi uniforme sur un intervalle [a, b] inclus
dans lintervalle [0, 1] reste aussi envisageable.

2.1.5 Lol unifiée

Suite aux choix des lois a priori, on obtient 4 possibilités de lois jointes a priori pour le triplet
de paramétres («, 5, p) :
e Loi jointe non-informative du triplet («, 3, p) :

m1(, B,p) ox % (4.1)

e Loi non-informative pour (o, 3) et informative pour p :

r—1 _ \s—1
mao.0) o« TP ) (4.2

e Loi informative pour (o, 3) et non-informative pour p :
m3(a, B,p) oc @' g, 5,1 (8) 0,11 (p) (4.3)
e Loi informative pour («, 3,p) :
ma(a, B,p) oc e T (1 = p)* Mg, 5y (8) (4.4)

D’apres le théoreme de Bayes, la loi jointe a posterior: du modeéle Brown-Proschan est déter-
minée par :

Wk(a,ﬁ,pﬂ_n) X E(Oé,ﬁ,p;t_n)ﬂ'k(a,ﬁ,p), k= 1)273)4 (45)

Les densités conditionnelles complétes se déterminent proportionnellement par

m(alB,p,tn) o< mala) X Lo, B, p;tn) (4.6)
m(Bla, p,tn) o< mp(B) x L(c, B,p;tn) (4.7)
m(pla, B,tn) o< mp(p) X L(a, B, p;tn) (4.8)
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Avec les méthodes MCMC, les densités a posteriori conditionnelles sont suffisantes pour ob-
tenir les estimations numériques de (Qy, 5p, D). Ces estimations nécessitent 'utilisation de 1’algo-
rithme Metropolis-Hastings-dans-Gibbs, comme présenté dans ’algorithme 7. L’étape Metropolis-
Hastings de l'algorithme est réalisé par 1’utilisation d’une marche aléatoire dont la loi de pro-
position est la loi de Cauchy (qui admet un parameétre de location nul). Le choix de la loi de
Cauchy est plus par des raisons pratiques. Elle permet d’avoir un calibrage plus simple pour bien
exploiter le support des parameétres lorsque ’on travaille avec des données réelles. Dans ce cas,
le paramétre « a souvent un ordre de grandeur faible (par exemple 1078). Le taux d’acceptation
des candidats pour le parameétre a est légérement plus élevé que d’autres lois (par exemple loi
normale centrée réduite), tout en sécurisant les taux d’acceptations pour les parameétres [ et p.

La longueur maximale de la chaine Nmax et la convergence empirique sont déterminées par
le critére de Gelman [11] et Geweke [57|. Le critére de Gelman est basé sur la comparaison
des variances empiriques des chaines MCMC en paralléle. Etant donnée une loi a posteriori
(loi cible), nous simulons N chaines MCMC en paralléle de longueur Nmaz pour chacune. Le
critére défini le facteur de réduction d’échelle R. (Potential Scale Reduction Factor PSFR), qui
permet de comparer les variances d’une chaine et la variance inter-chaine. Ce facteur peut nous
donner un indice de la convergence des chaines MCMC : lorsque celui-ci est proche de 1 alors
les chaines sont potentiellement convergentes. Pour un diagnostic efficace, les auteurs proposent
d’ignorer les premiéres itérations (voire la premiére moitié¢), puisque cette partie a de forte chance
d’étre dans la phase de "rodage" de 'algorithme. Le critére de Geweke, en contre partie, vérifie la
convergence numérique d’une seule chaine en supposant que si cela est le cas, alors la moyenne des
N, premiers échantillons de la chaine doit étre égale & la moyenne des N}, derniéres échantillons
de la chaine MCMC en question. Geweke définit une statistique, qui suit une loi normale centrée
réduite lorsque la chaine est convergente (ou 1’égalité entre deux moyennes empiriques). Dans
les applications, cette statistique est calculée et testée si elle suit une loi normale centrée réduite
(donc le Z-score en ordonnée), souvent a un seuil 5% pour plusieurs choix de N, et de Ny, qui
satisfont N, + Ny < Nmazx.

Algorithm 7 Algorithme de Metropolis-Hastings-dans-Gibbs

1: Initialiser la chaine (a(o),ﬁ(o), p(o)) et la longueur de la chaine Nmax

2: for k=1: Nmazx do

3 Générer a® en sachant S#~1 et p*~1) par une étape Metropolis-Hastings avec (4.6)
4: Générer ) en sachant a®) et p*—1 par une étape Metropolis-Hastings avec (4.7)

5 Générer p® en sachant o) et ) par une étape Metropolis-Hastings avec (4.8)

6: end for

2.2 Loi a posterior: des grandeurs de fiabilité

I1 est possible de déduire les lois a posteriori pour certains indicateurs de fiabilité du modéle
Brown-Proschan : espérance de la premiére durée de défaillance (MTTF : Mean Time To Failure)
E[T}] et Pespérance de la durée entre deux maintenances parfaites E[X))].

Proposition 4.1. La loi a posteriori de ’espérance de la premiére durée de défaillance E[T1] = p
est donnée par

Itn) / (1+1) M0+ 5 )Bﬁ |tn, | dBdp, k=1,2,3,4
n 7) yPlln D, = 1,4,9,
o 05 Jo, MB“ B I
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ot Og et ©, désignent le support de la loi a priori pour B et pour p, respectivement.

Démonstration. Par définition, on a
o
E[Ty] = / R(u)du
0

Avant la premiére défaillance, I'intensité de défaillance suit une loi de Weibull A(t) = a8t°~1. 11
en découle que :

L

E[Th] = / e’ dy = oz_%I‘(l + 3
0

Noter E[T}] = p alors on a :

_ <r<1+u 1//3)>B

En remplacant dans I’équation 4.5 avec le Jacobien correspondant, nous obtenons le résultat
de la proposition. O

Proposition 4.2. La loi a posteriori de la durée moyenne entre deux maintenances parfaites
E[X,] = u, est donnée par

1 p I'(1+ )
ﬂ-up ,up‘t B"’l ) Tk 7757])“ dﬂdpu k= 1727374

05 J, pp i PHp
ot Og et ©, désignent le support de la loi a priori pour B et pour p, respectivement.

Démonstration. On dénote par X, la durée entre deux maintenances parfaites. L’ensemble des
maintenances parfaites forment un processus de renouvellement d’intensité A,(t) = pA(t). La
durée moyenne entre deux événements est donc

1 1
pp = E[Xp] = (ap) I (1+ 5)
Le reste suit le méme principe de la démonstration précédente. O

2.3 Facteur de Bayes

Les méthodes de calcul bayésiennes nous permettent d’avoir un outil supplémentaire pour la
sélection des modeles. Les méthodes MCMC pourraient étre utilisées pour calculer la vraisem-
blance marginale, ou la constante de normalisation :

- / L0 t)mo(6)d6,
©

ce qui est souvent ignoré dans les algorithmes de MCMC. Cette valeur donnera une estimation
de la cohérence entre les données t,, et le modele en considération. Cette technique est tirée du
facteur de Bayes [71].
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2. Inférence bayésienne du modéle Brown-Proschan

Supposons que ’on dispose des données ¢, qui sont supposées issues des deux modéles concur-
rents My et Ms. On souhaite savoir quel est le modéle le plus approprié a ce jeu de données, via
les probabilités a posteriori P(Mi|t,) et P(Ms|t,). Par le théoréme de Bayes, on a [71] :

P (| My, )P (M)

GIVRPON) + PaLE0E) "

P(Miltn) = 5
ou P(Mjy) est la probabilité a priori du modéle My. Le ratio des probabilités a posteriori est
alors donné par

P(Mi|tn)  P(tn|My) P(My)

P(Maltn) — P(tn|M2) P(Ma)
Le facteur de Bayes est défini comme le ratio des deux vraisemblances marginales

5. _ BltalM) _ L(ta[My)
2T P(ta|Ms) — L(tu]Ma)

Il est possible d’étendre 1’utilisation du facteur de Bayes & plusieurs modéles, en comparant
couples par couples (M;, M;), puisque le facteur de Bayes est cohérent : B;; = B;By;. De plus,
cela peut donner un classement des modeles favoris. On remarque que si tous les modéles sont
équiprobables a priori : P(M;) = P(Mj;),i # j, alors le ratio des probabilités a posteriori se réduit
au facteur de Bayes.

Pour calculer la vraisemblance marginale £(t,|My) (ou L(t,) lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité
sur les modeles), nous pouvons utiliser les chaines MCMC générées & partir des lois a posteriori
dans l'étape d’estimation. Pour obtenir une approximation de l'intégrale (et de la vraisemblance
marginale), nous utilisons la technique d’approximation d’intégrale de Laplace [71, 120] et sa
version ameéliorée [29].

Concrétement, nous utilisons I’approximation de 'intégrale de Laplace, qui s’exprime comme
suit [29, 71| :

L(tn) = (2m)2V/[SIL(0%; tu)mo(67)

ot 6% est le mode a posteriori, ¥ = (—H(0*))~! ou H(6*) est la matrice hessienne des dérivées
secondes en 0* de la fonction h(0) = In(L(0;t,)me(0)) et d désigne le nombre de parametres
représentés par le vecteur #. Nous proposons d’approcher ces termes & ’aide des échantillons
01,05, ..., 0, des algorithmes MCMC de la maniére suivante. La matrice X est asymptotiquement
équivalent a la matrice des variances-covariances a posteriori [120]. Il est naturellement d’appro-
cher Y par une estimation de la matrice des variances-covariances des échantillons MCMC. Cette
derniére est réalisée en utilisant la technique de minimum ellipsoide [129]. Le mode a posteriori
0* est celle des échantillons MCMC qui maximise la fonction h(f). L’erreur de calcul du facteur
de Bayes (c’est-a-dire le ratio des deux vraisemblances marginales) est de 'ordre O(n~1) [120].
Dans [29], les auteurs proposent d’utiliser I’ajustement de Barlette de ce facteur, qui entraine &
une erreur de calcul de 'ordre O(n=2).

2.4 Test d’adéquation pour le modéle ARA;

Nous proposons un nouveau test d’adéquation pour tester le modele ARA; face aux hypo-
theses ARA,, et BP. Nous nous plagons toujours dans le cas ou lintensité initiale des trois
modeles suit la loi de Weibull W(«, 8) avec 8 > 1. Les hypothéses sont les suivantes :
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Hy : Les données suivent le modéle ARA;
H1 : Les données suivent le modéle ARA,, ou BP

Sous I’hypothese nulle, notons {X;}i>1, {Ti}i>0 et {4;}i>o0 les durées inter-défaillance, les
instants de défaillance et les ages effectifs, respectivement. Leurs réalisations sont notées {x;}i>1,
{ti}i>0 et {a;}i>0. La formule de simulation des X, présentée dans le chapitre 2 nous donne :

Vn Z 1,Xn+1 = A_l(A(An) + En+1) - An
donc
Ent1 = A(An + Xn—i-l) - A(An)

oil £,41 est une variable aléatoire de la loi exponentielle de paramétre 1 £(1). Comme A(t) = at?
est une fonction croissante vers U'infini, on peut donc naturellement utiliser asymptotiquement
I’approximation suivante :

Ve, h > 0,A(t + h) ~ A(t) + hA'(t) = A(t) + hA(t) (4.9)
En utilisant ’approximation, nous obtenons :

Eni1 = Xpp1A(Ap) = aB(1 = p)" ' X T}

La variable aléatoire E 11 = Xn+1T,§ ~! doit suivre asymptotiquement une loi exponentielle.
Nous proposons alors de tester I’exponentialité des {€;};>1, ou €41 = :EZ-HL‘? -1 Puisque le mo-
dele ARA; et NHPP ont des comportements asymptotiques trés similaires [37], nous proposons
d’utiliser l'estimateur 5 d’un modéle NHPP ayant Uintensité de la loi Weibull W(«, ). Cette
approximation, méme en présence d’un nombre de données faible, reste trés performante comme
cela a été mis en évidence dans [60]. Pour une observation de n défaillances t, = (t1,12,...,t,)

et une censure de type II, 'estimateur pour le parameétre 8 d’'un modéle NHPP avec l'intensité
Weibull est :

(n = Dln(ty) — 3277 In(t:)

B =

Pour pouvoir utiliser 'approximation présentée dans ’équation 4.9 et 'estimateur B\ sous 1’hypo-
these nulle de ARA;, nous ne considérons que les derniéres instants de défaillance : {€}} =i . n.
Le nombre d’observations n reste aussi faible, pour ne pas se retrouver avec un test NHPP.

Nous utilisons des tests classiques (les tests de type Kolmogorov-Smirnov, Cramer-von Mises
et Anderson-Darling modifiés) pour tester l’adéquation des échantillons {€;};=; , & une loi
exponentielle. Il est également possible d’effecteur une vérification graphique pour visualiser si
ces échantillons sont issus d’une loi exponentielle.

3 Simulations

3.1 Estimation bayésienne

Cette section est consacrée & la présentation des simulations de 'inférence bayésienne pour le
modéle Brown-Proschan. Trois configurations sont choisies : « = 1,5 = 3,p € {0.3,0.5,0.7}. Le
choix de B peut représenter une dégradation moyenne. Le paramétre o, étant un pseudo-facteur
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d’échelle, est fixé & 1 dans toutes les configurations. Trois différentes valeurs de la probabilité de
maintenance parfaite p sont considérées. Plus cette probabilité est proche de 1, plus la mainte-
nance parfaite est fréquente. Le nombre de défaillances n est faible : n € {5, 10,25}, puisque nous
souhaitons observer le comportement de l'inférence bayésienne dans le cas d’un nombre faible
d’observations. Par ailleurs, si un systéme est trés fiable alors les défaillances sont peu fréquentes.

La simulation du triplet (o, 3, p) est réalisée avec 200 répliques. Pour chaque paramétre, 1al-
gorithme MCMC génére Nchain = 5 chaines en paralléle de longueur Nmax = 10000. Nous
proposons de comparer les estimateurs bayésiens aux estimateurs de maximum de vraisemblance
par loptimisation de la fonction de vraisemblance propre £5F(a, B,p;tn) (ML) et les estima-
teurs de maximum de vraisemblance par la méthode Expectation-Maximisation (EM) [89]. La
performance des estimations est mesurée par le critére 'Erreur Quadratique Moyenne (EQM) :

~

EQM(0) =E[( — 0)*)

Pour chaque configuration du triplet (a, 8, p), nous avons plusieurs choix d’hyper-paramétres,
qui résultent de lois a priori bonnes, mauvais ou non-informatives. Dans cette analyse, une
bonne loi a priori informative est une loi dont la moyenne est proche de la vraie valeur du
parameétre, et la variance est faible. Une mauvaise loi a priori informative est une loi dont la
moyenne est trés éloignée de la vraie valeur. Les estimateurs associés sont notées GPr et BPr,
respectivement. L’estimateur non-informatif NI est associé a la loi a prior: non-informative NI,
qui a l'expression similaire a la loi 71 («, 8, p) dans ’équation 4.1, tandis que les lois informatives
ont une expression similaire a m4(«, 3,p) de Iéquation 4.4. Les choix de valeurs des hyper-
parameétres sont les suivants :

Tableau 4.1 — Choix des valeurs des hyper-paramétres

Parameétre a I3 D
p
Hyper-parametre  a b | Biny  Bsup r s

GPr 1.5 1 2 4 1.50 1.50
p=20.3

BPr 3 1 2 6 0.71 0.65

GPr 1.5 1 2 4 1.65 0.71
p=0.5

BPr 3 1 2 6 0.40 0.04

GPr 1.5 1 2 4 1.70 1.13
p=0.7

BPr 3 1 2 6 0.04 0.40

Les courbes des EQM des estimateurs sont présentées dans les Figure 4.1, 4.2 et 4.3 pour
les trois cas (« = 1,8 = 3,p € {0.3,0.5,0.7}), respectivement. Nous analysons la performance
des estimateurs pour le cas (o« = 1,8 = 3,p = 0.3) dans la Figure 4.1. Pour le paramétre «,
Iestimateur GPr est le meilleur, suivi par les estimateurs BPr et ML. Les estimateur EM et non-
informative NI sont assez mauvais, par rapport aux trois estimateurs précédents. L’utilisation de
la loi a priori non-informative n’est pas conseillée, lorsque 1’on dispose d’autres alternatives.

Les résultats des estimateurs pour le parameétre /3 sont présentés dans la Figure 4.1 (b). Pour
le faible nombre de défaillances (n = 5), les estimateurs associés a la loi a priori informative GPr
et BPr sont les meilleurs. Les écarts des estimateurs diminuent lorsque le nombre de défaillances
n augmente.
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Pour le parameétre p, les résultats sont présentés dans la Figure 4.3 (c). Les estimateurs GPr
et NI sont les meilleurs. On remarque que l'estimateur informative (BPr) n’est pas tres efficace.
Cela implique qu'un mauvaise configuration de la loi a priori (via les hyper-parameétres) peut
donner des mauvais résultats, méme si on dispose d’une loi informative. Ce phénomeéne est aussi
discuté par Corset et al. [21]|, dans l'estimation bayésienne de lefficacité de maintenance p des
modeéles ARA; et ARA,,. Ce résultat nous indique qu’il vaut mieux utiliser une loi a priori
non-informative pour le paramétre p, lorsque I'on n’est pas certain dans le calibrage de la loi
informative (choix des hyper-paramétres).

Les résultats d’estimation pour les deux cas restants (o« = 1,8 = 3,p € {0.5,0.7}) sont
présentés dans les Figures 4.2 et 4.3, respectivement. Nous observons que les estimateurs ont
des comportements similaires que dans le premier cas avec p = 0.3. Pour le paramétre « et 3,
les estimateurs bayésiens GPr et BPr informatifs sont les plus performants. La performance des
estimateurs pour le paramétre p est similaire au cas p = 0.3.

En conclusion, les valeurs EQM semblent bien diminuer quand le nombre de défaillance aug-
mente. Grace aux renouvellements du modeéle BP (lorsque p €]0, 1]), les estimations convergent
bien. Si le nombre d’observations est limité, il est préférable d’utiliser ’approche bayésienne pour
estimer des paramétres, en proposant des lois a priori. Les lois a prior: informatives peuvent
améliorer la qualité des estimations pour les parameétre o et 3, et une mauvais calibrage des
hyper-paramétres n’a pas un grand impact négatif sur les estimations. Il faut rester vigilant
dans l'utilisation d’une loi a prior: informative pour p. Un bon calibrage peut donner des tres
bonnes estimations. Dans le cas contraire, ’estimateur de p est parmi les plus mauvais. Il est
alors plus judicieux d’utiliser une loi a prior: non-informative pour le paramétre p. L’approche
bayésienne fait intervenir plusieurs procédures pour choisir des lois a priori approprié, ainsi que
les hyper-parameétres. Pour les jeux de données de taille plus importante, les avantages de 1’ap-
proche bayésienne restent modeste. La méthode du maximum de vraisemblance semble étre alors
un choix plus adapté.
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Figure 4.1 — EQM pour (a, 8, p) des estimateurs pour le cas (a« = 1,5 = 3,p = 0.3)

Nous terminons les simulations par l’étude de convergence des chaines MCMC, qui sont
générées par algorithme MCMC Metropolis-Hastings-dans-Gibbs. L’étude est illustrée pour
Pestimateur GPr du premier cas (a« = 1,8 = 3,p = 0.3). Pour cela, nous utilisons les critéres de
convergence de Gelman [11]| et de Geweke |57].

Nous commencons par un controle visuel de I’évolution de la moyenne de la chaine MCMC. La
Figure 4.4 présente la tendance de la moyenne lorsque la chaine progresse, accompagnée de son
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Figure 4.2 — EQM pour (a, 8, p) des estimateurs pour le cas (¢ = 1,5 = 3,p = 0.5)
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Figure 4.3 — EQM pour (a, 8,p) des estimateurs pour le cas (¢ = 1,8 =3,p = 0.7)

intervalle de confiance [2.5%,97.5%)]. Les chaines fluctuent pendant les premiéres itérations, puis
se stabilisent. Les premiéres itérations servent & initialiser ’algorithme, et les chaines explorent
les régions du support des parameétres. La moyenne se stabilise lorsque la chaine se trouve dans
une région au voisinage de la vraie valeur du parametre. Les critéres de convergence sont ensuite
appliqués pour vérifier la convergence des chaines MCMC.

Les évolutions du facteur de réduction (shrink factor) du critére de Gelman sont observées
dans la Figure 4.5 pour les trois paramétres. Le facteur s’approche bien de 1 lorsque la chaine
atteint sa longueur maximale (Nmaz = 10000), ce qui justifie la convergence et le choix de
Nmax. On remarque que les chaines sont dispersées pendant les premiéres itérations. Selon
Gelman et al. [11], il est conseillé de prendre la deuxiéme moitié de la chaine pour calculer la
moyenne empirique de la loi a posteriori.

La convergence vers la loi stationnaire cible (donc la loi a posteriori) d'une chaine est testée
par le critére de Geweke, qui compare ’hypothése de I’égalité entre la moyenne de deux sous-
chaines distinctes de longueur N, et Nj, respectivement. La Figure 4.6 présente les valeur de
la statistique du test d’égalité de moyennes pour plusieurs choix de N, avec un risque de 5%
(donc les deux lignes qui correspondent a les valeurs -1.96 et 1.96). Dans la grande majorité de
cas, 'hypothése d’égalité entre deux moyennes est confirmée (sauf un cas aberrant pour o dans
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Chapitre 4. Inférence bayésienne pour le modéle Brown-Proschan et critéres de sélection de modéle
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Figure 4.4 — L’évolution de la moyenne (courbe du milieu) de la chaine MCMC de l'estimateur
GPr, avec le quantile 2.5% (courbe du dessous) et 97.5% (courbe du dessus)
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Figure 4.5 — Critére de Gelman pour la convergence des parameétres de l'estimateur GPr

la figure 4.6 (a)). Cela confirme également la convergence numeérique de la chaine MCMC en

question.
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Figure 4.6 — Critére de Geweke pour la convergence des parameétres de ’estimateur GPr

Il est aussi important de vérifier si les lois a posteriori conditionnelles (les lois cibles) données
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3. Simulations

dans les équations 4.6, 4.7 et 4.8 sont unimodales, puisque 'efficacité de ’algorithme Metropolis-
Hastings-dans-Gibbs dépend essentiellement de cette propriété. Imaginons que si une loi cible
a (au moins) deux modes, alors il est possible que la chaine MCMC soit bloquée dans un voi-
sinage d’'un de deux modes. Par conséquent, le support du parametre de la loi cible n’est pas
bien exploré, et 'estimation sera alors biaisée. Nous présentons les graphiques des lois a poste-
riori conditionnelles. Dans les figures 4.7 (a), (b) et (c), les lois a posteriori conditionnelles de
a, B et p sont présentées, respectivement. Nous constatons que, dans les intervalles d’étude des
paramétres, les lois sont bien unimodales. On remarque qu’une preuve analytique de I'unimoda-
lité des lois a posterior: conditionnelles est difficile, du fait de la complexité de la fonction de
vraisemblance L(a, 3, p;t,) associée. Néanmoins, via une démarche numérique, I'unimodalité des
fonctions semble vérifiée.

Loi a posteriori conditionnelle de o Loi a posteriori conditionnelle de B Loi a posteriori conditionnelle de p

3 ° 3 g 3 °
7 8 = 2
° O‘U 0‘5 1‘0 1‘5 Z‘D 2‘5 E‘U Z‘L ‘2 ‘3 A‘ ‘5 ‘5 ° U‘U U‘Z 0‘4 U‘E U‘B l‘U
a B p
(a) Loi a posteriori condition- (b) Loi a posteriori condition- (c) Loi a posteriori condition-
nelle de o nelle de nelle de p

Figure 4.7 — Lois a posteriori conditionnelles des trois parameétres associées a l'estimateur GPr

La convergence des chaines MCMC de trois paramétres est vérifiée de maniére empirique,
puis par des critéres statistiques. Le choix de la longueur maximale Nchain est aussi justifiée.
Bien entendu, on pourrait exiger des chaines plus longues, ou augmenter le nombre des chaines
en paralléle (5 dans ces simulations), mais cela nécessite un temps de calcul conséquent. De par
les évaluations numeériques, nous constatons que les lois cibles sont unimodales, ce qui justifie
lefficacité de 'algorithme utilisé. Dans notre cas d’étude, le choix de la longueur, du nombre de
chaines et de l'algorithme MCMC sont alors justifiés, pour garantir une convergence et un temps
d’exécution raisonnable.

3.2 Critéres de sélection de modéle
3.2.1 Facteur de Bayes

Nous nous intéressons a ’application du facteur de Bayes dans la sélection des modéles. Les
trois modeles considérés sont les suivants : le modéle de Brown-Proschan (M), le modéle ARA,
(M3) et ARA; (M3). Ce sont les trois modéles d’age virtuel les plus répandus dans la littérature
de la maintenance.

Les conditions pré-requises sont les suivantes :

e Les trois modeéles sont considérés équiprobables : P(M7) = P(Msy) = P(Ms). Le facteur de

Bayes est alors identique au ratio des vraisemblances marginales.
e L’intensité initiale des trois modeéles suit la loi de Weibull W(a, ) : A(t) = a8t~
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Chapitre 4. Inférence bayésienne pour le modéle Brown-Proschan et critéres de sélection de modéle

En prenant en compte les observations sur le comportement des lois a priori dans la section
précédente, nous proposons d’utiliser la loi @ priori non-informative pour le couple (o, f) :

“i
of

m(a, )

et la loi a priori Uniforme U[0, 1] pour le paramétre de U'efficacité des maintenances pour chaque
modeéle. Méme si nous utilisons une loi a priori non-informative pour le couple («,3) (& une
constante prés), cela se simplifiera quand nous prenons le ratio des vraisemblances marginales
car les trois modéles utilisent les parameétres « et 8 de la méme maniére (comme parameétres de
I'intensité initiale). Nous ignorons donc cette constante commune dans les calculs des vraisem-
blances marginales.

Pour générer les données, nous choisissons le modele BP avec la configuration (o = 1,8 =
3,p = 0.7,n = 25). La loi a priori jointe pour chaque modéle est 7(c, 3,p). Via les étapes de
la sélection par le facteur de Bayes, le modéle BP devrait étre identifié comme le modéle le plus
plausible.

Les résultats des simulations et des facteur de Bayes sont présentés dans les Tableaux 4.2
et 4.3. Le calcul de la vraisemblance marginale est réalisée suivant 1’ajustement de Barlett [29]
de l'approximation de Laplace. La vraisemblance marginale du modéle BP est la plus impor-
tante, ce qui implique une proposition en faveur du modeéle Brown-Proschan. Le modéle ARA;
est clairement inadapté au jeu de données, puisque sa vraisemblance marginale est trés faible
(d’ordre 1076). La décision entre le modéle ARA, et Brown-Proschan nécessite une étude plus
approfondie, car le rapport de vraisemblances marginales des deux modéles (étant égal & 3.12)
ne peut pas donner d’indication. Cela peut étre di & la similitude entre le modele ARA,, et
Brown-Proschan, en particulier pour un systéme qui se dégrade rapidement (5 = 3). Le nombre
d’observations est relativement modeste (n = 25), ce qui rend la sélection plus difficile.

Nous présentons également les estimations ponctuelles pour les trois modéles. Les 95%—intervalles
HPD sont estimées avec les chaines générées par algorithme MCMC. Les conditions d’unimo-
dalité des lois cibles sont vérifiées numériquement pour les trois modeéles. Les taux d’acceptation
du modele BP et ARA« sont satisfaisants selon la démonstration empirique dans [127], qui ar-
gumente quun taux d’acceptation entre 15% et 50% peut garantir au moins une efficacité de
80% de l’algorithme MCMC. Pour le modele ARA1, les taux d’acceptation sont alarmants : un
taux d’acceptation trop élevé (cas du o de 88%) implique que la chaine MCMC n’explore pas
bien le support du paramétre, tandis qu’un faible taux d’acceptation peut étre a cause d’un mau-
vaise calibrage de la loi de proposition dans 1’étape Metropolis-Hastings de 1'algorithme. Tous
ces éléments peuvent constituer un argument du refus du modele ARA;.

Les valeurs des vraisemblances marginales nous montrent que la démarche avec le facteur de
Bayes peut trés bien distinguer les modeéles qui ont des comportements statistiques différents (le
cas entre ARA; et BP ou ARA,), mais cela peut s’avérer non satisfaisant pour les modeéles qui
sont similaires (BP et ARA ). Néanmoins, pour départager entre ces deux modeéles, on peut
évoquer un raisonnement pratique : le modéle BP ne comporte que des maintenances parfaites
et minimales, tandis que le modéle ARA., considére que toutes les maintenances ont la méme
efficacité. Le choix entre BP et ARA, pourrait alors se faire simplement sur des considérations
pratiques.

3.2.2 Test d’adéquation pour le modéle ARA;

Le jeu de parameétre (o = 1,3 = 3, p = 0.3) est choisi pour générer les données sous ’hypo-
thése nulle. Les nombres (7, n) sont fixés & (20, 50) pour vérifier 'hypothése de la loi exponentielle.
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3. Simulations

Modsle Vraisemblance Estimation Intervalle HPD 95% Taux d’acceptation
marginale «@ B poup o B8 poup «@ B poup
BP 0.04498 1.38  3.95 0.94 [0.87;1.99] [2.82;5.24] [0.81;0.99] | 35% 56% 58%
ARA 0.01440 0.79 4.78 0.82 [0,01;1.59] [2.97;9.81] [0.39;0.99] | 23% 53% 55%
ARA, 2x 107 111 3.92 0.98 [0.21;1.59] [2.59;5.33] [0.97;0.99] | 8% 74% 14%

Tableau 4.2 — Estimation et facteur de Bayes pour les trois modéles. Le modeéle générateur est
le modele de Brown-Proschan ayant la configuration (« = 1,8 =3,p = 0.7,n = 25)

Modele ARA., ARA;
BP 3.12 22490

Tableau 4.3 — Facteur de Bayes pour la comparaison entre le modeéle BP et les modéles ARA,
et ARA;.

Les données sont générées de la maniére suivante. Tout d’abord, n = 50 instants de défaillance
sont générées avec le modéle ARA;, puis les 30 derniers sont conservés afin de constituer les
valeurs {€;};=20..50. Le Tableau 4.4 présente les valeurs de la trajectoire générée.

Tableau 4.4 — Exemple d’une trajectoire {€;};—20...50

0.012 | 0.097 | 0.154 | 0.809 | 1.102 | 0.650
0.099 | 0.595 | 0.006 | 0.353 | 0.754 | 0.278
0.019 | 0.015 | 1.189 | 0.083 | 0.048 | 0.416
0.271 | 0.118 | 0.723 | 0.076 | 0.621 | 0.024
0.302 | 0.254 | 0.207 | 0.218 | 1.015 | 2.017

Nous appliquons les trois tests de Kolmogorov-Smirnov, Cramer-von Mises et Anderson-
Darling modifiés [136] pour tester une loi exponentielle dont le parameétre est inconnu. Les sta-
tistiques des tests & 5% sont présentées dans le Tableau 4.5.

Tableau 4.5 — Statistiques des tests

Test Statistique
Kolmogorov-Smirnov 0.768
Cramer-von Mises 0.124
Anderson-Darling 0.889

En comparant avec le tableau des valeurs critiques [136], les trois tests ne rejettent pas
I’hypothése nulle du modéle ARA;. Nous pouvons effectuer un controle visuel de ’adéquation
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Chapitre 4. Inférence bayésienne pour le modéle Brown-Proschan et critéres de sélection de modéle
des échantillons {€;};=20..50 & une loi exponentielle en tragant 1’ensemble des points :

. J
<e(])’_1n<1_n+1>> . E
j=1,....,n—i

ol {g(j)}jzl,,,go sont les échantillons ordonnés de {€;};—20..50. Le graphique 4.8 qui confirme
I’hypothése nulle d’exponentialité.

2.0

Figure 4.8 — Test d’adéquation & une loi exponentielle

La puissance du test est évaluée avec les simulations. Le modele ARA; est testé contre
le modéle ARA,, et Brown-Proschan. Le jeux de paramétres suivants sont utilisés o = 1,8 €
{3,5,7}, p = 0.3. Le nombre total des instants de défaillance sont varié n € {50, 70,90, 110, 130, 150, 170, 200},
tandis que le seuil ¢ est toujours fixé & 30. La figure 4.9 illustre I’évolution de la puissance du
test contre le modeéle ARA, (& gauche) et Brown-Proschan (& droite) en fonction du nombre de
données.

La puissance du test est élevée lorsque le paramétre de dégradation [ est important (5, 7) et
le nombre de données est élevé (environ 100). Pour un 5 important, le modéle ARA; est approché
d’un NHPP, tandis que les modéles ARA, et BP se stabilisent vers leurs régimes stationnaires et
se manifestent des comportements proches de ceux d’un processus de renouvellement. Le NHPP
et le processus de renouvellement sont trés différents de par leur construction, ce qui explique la
performance du test proposeé.

4 Cas d’étude

Nous présentons ’application de la méthode de sélection avec le facteur de Bayes pour un
jeu de données de défaillances de la climatisation d’une flotte d’avions sont recensées [118]. Nous
proposons l'étude de ’avion 7914. Les instants de défaillance sont présentés dans le Tableau
4.6. Les lois a priori non-informatives sont utilisées pour les parameétres des trois modeéles (donc
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5. Conclusion

Test d’adéquation a 5% Test d’adéquation a 5%
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Figure 4.9 — Puissance du test d’adéquation exponentielle a 5% contre le modele ARA, (a
gauche) et le modele BP (a droite) pour trois valeurs de

Avion | Instants cumulés de défaillance
50 94 196 268 290 329 332 347 544 732 811 899 945
950 955 991 1013 1152 1362 1459 1489 1512 1525 1539

7914
Tableau 4.6 — Instants de défaillance de la climatisation de I'avion 7914 [118]

lestimateur 7). Nous supposons toujours que les trois modéles sont équiprobables P(BP) =
P(ARA) = P(ARA,) = % en vue du jeu de données. Les rapports des vraisemblances marginales
pourraient indiquer le classement des modéles les plus plausibles. Les résultats des estimations
sont présentées dans le Tableau 4.7.

Nous constatons qu’il y a une forte différence entre les vraisemblances marginales. Le mo-
déle de Brown-Proschan est le candidat favori, avec un rapport de vraisemblance marginale de
I'ordre 10% et 10° contre le modéle ARA,, et le modéle ARA;, respectivement. En ce qui concerne
Iestimation ponctuelle, les trois modeéles suggérent des cinétiques de vieillissement () assez simi-
laires. Les forts taux d’acceptation du parameétre « indiquent que l’algorithme MCMC rencontre
des difficultés pour bien explorer le support du paramétre (donc I’étape Metropolis-Hastings a
tendance a accepter la totalité des propositions). Pour les parameétres (3, p) et (53, p) des modeles
BP et ARA, les taux d’acceptation restent satisfaisants. Pour le modéle ARA;, on éprouve
toujours des difficultés dans le calibrage des lois. Cela pourrait indiquer que le modeéle ARA;
n’est pas approprié pour ce jeu de données.

5 Conclusion

Ce chapitre est principalement consacré a l'inférence bayésienne pour le modeéle Brown-
Proschan. L’intensité initiale est modélisée par la loi Weibull. Dans ce cadre, nous avons discuté
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Chapitre 4. Inférence bayésienne pour le modéle Brown-Proschan et critéres de sélection de modéle

Modsle Vraisemblance Estimation Intervalle HPD 95% Taux d’acceptation
marginale @ B plp @ B p/p «a p/p

BP 2 x 107%8 §x 107* 240 0.29 [2 x 1078;0.004] [1.18;3.41]  [0.06;0.79] | 91% 1% 43%
ARAs 3x 1077 3x1077 275 0.20 | [3x107%;8x1077] [2.49;3.15]  [0.09;0.33] | 94% 39% 13%
ARA, 4x10758 9x1077 254 0.61 | [Fx107%2x107% [2.27;3.04] [0.07;0.0.90] | 97% 10% 62%

Tableau 4.7 — Estimation et facteur de Bayes pour les trois modéles avec les défaillances de la
climatisation de ’avion 7914 dans le Tableau 4.6

de plusieurs choix de lois a priori pour les paramétres de 'intensité initiale et pour la probabilité
de maintenance parfaite du modéle BP. Un ensemble de simulations a été proposé afin de compa-
rer la performance de chaque loi a priori. Les critéres empiriques de convergence ont été utilisés
pour assurer le bon calibrage de la méthode d’estimation choisie. Nous avons aussi effectué les
vérifications graphiques afin d’assurer que les lois cibles (lois a posteriori) sont unimodales, ce
qui est un critére important pour 'utilisation des algorithmes de simulations classiques.

Dans cette étude, nous avons proposé l'utilisation du facteur de Bayes pour obtenir des
critéres de sélection de modele. Les étapes de cette approche s’appuient sur les estimations
bayésienne qui sont réalisées précédemment. Nous avons proposé aussi un nouveau critére de
sélection pour le modeéle ARA; et nous avons obtenus des premiers résultats encourageants.
Le test est particuliérement utile pour départager rapidement les modeéles dont leur nature est
différente (par exemple le modele ARA; contre le modéle ARAL,, BP ou encore le modéle de
maintenance parfaite) avec une forte dégradation.

L’approche bayésienne proposée dans ce chapitre est motivée par I’étude de systémes fiables
dont le nombre de défaillances est trés limité. Cette approche peut prendre en compte a la fois
les avis d’experts et le retour d’expérience sur ces systémes. Cela est une source d’information
non négligeable et qui contribue & améliorer la qualité des estimations. Nous sommes amené a
travailler avec des lois a priori informatives ou non-informatives pour les paramétres d’intensité
initiale. Dans les futurs travaux, il est aussi envisageable de considérer des cas non-paramétriques
ou semi-paramétriques de cette intensité, afin d’élargir le domaine d’application de ’approche
bayésienne pour le modéle BP. Dans I'application du facteur de Bayes pour la sélection de
modeéles, nous avons utilisé les lois a prior: non-informatives pour tous les modéles concurrents,
puisqu’il n’est pas évident d’attribuer des lois a priori appropriées aux paramétres de différents
modeéles. L’utilisation de cette démarche pour la sélection de modeles reste & analyser davantage
dans plusieurs cas d’application. Il sera aussi intéressant d’élargir ’estimation bayésienne pour
les modeles d’age virtuel qui considérent plusieurs types de maintenance.
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Conclusion générale

Cette theése est consacrée a I'analyse des modéles de maintenance imparfaite a 'aide des ages
virtuels. Les principaux modéles qui font 'objet de notre étude sont les modéles ARA;, ARA
et Brown-Proschan. Les thémes abordés sont ’analyse du modéle ARA,, ayant pour intensité
initiale de la loi de Weibull, '’extension des méthodes d’estimation sur une fenétre d’observation,
I’analyse bayésienne du modele BP les critéres de sélection de modéle.

Le deuxiéme chapitre propose les nouveaux développements analytiques du modéle WARA .,
en particulier les lois marginales des ages effectifs et des durées inter-défaillance. La propriété de
convergence a été mise en évidence, et les lois asymptotiques ont été proposées. A partir des ces
résultats, nous avons proposé des premiers éléments qui permettent de construire des politiques
de maintenance préventive optimales en utilisant uniquement des maintenances imparfaites et
sur un horizon infini. Dans ce cadre, les politiques basées sur I’'age et sur 'intensité de défaillance
ont été proposées. Dans un premier temps, nous avons considéré que l'intensité initiale suit la loi
de Weibull et les maintenances ont la méme efficacité. Les propositions ont ensuite été étendues
pour d’autres choix d’intensité initiale, et au cas ou lefficacité de chaque type de maintenance
est différente. Des simulations ont été proposées afin d’illustrer la mise en place des politiques
proposeées.

Dans le troisiéme chapitre, nous nous sommes intéressés a ’analyse des données de mainte-
nance imparfaite observées sur une fenétre d’observation. Trés souvent, les premiéres défaillances
suite & la mise en route du systéme (et avant la fenétre d’observation) sont négligées ou non dispo-
nibles, puisque celles-ci surviennent pendant la période de jeunesse ou de rodage avant la livraison
du produit. Puisque les approches classiques considérent systématiquement que les données sont
collectées & partir de la mise en route du systéme, des extensions de méthodes d’estimation sont
nécessaires pour les modéles de maintenance imparfaite pour prendre en compte ce phénoméne.
Nous nous somines appuyés sur la connaissance de 1’dge du systéme au début des fenétres d’ob-
servation pour proposer des nouvelles fonctions de vraisemblance. Pour les modéles ARA,, et
Brown-Proschan, nous avons supposé que les observations sont effectuées pendant leurs régimes
stationnaires respectifs, et la loi asymptotique de la premiére observation est connue (résultats de
la partie précédente sur le modeéle ARA et de la littérature pour le modéle Brown-Proschan).
Il est alors possible d’établir une vraisemblance adaptée a ce type d’observation. Pour le mo-
dele ARAq, nous avons considéré ’age au début des fenétres d’observation comme un paramétre
supplémentaire, et nous l'incluons dans la vraisemblance. Des simulations numériques ont été
présentées, afin de démontrer 'utilité des nouvelles modélisations par rapport aux approches
classiques. Les nouvelles extensions ont ensuite été appliquées aux jeux de données réelles.

Le quatriéme chapitre est dédié & l'inférence bayésienne pour le modéle Brown-Proschan et
a des critéres de sélection de modéle. Cette analyse se situe dans le cadre ou les systémes sont
trés fiables, et donc ot peu de défaillances sont observées. Pour pallier le manque de données,
les experts peuvent disposer de connaissances sur le fonctionnement de ces systémes. Il est alors
intéressant d’incorporer les avis d’experts dans ’analyse statistique pour pouvoir compenser le
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Conclusion générale

manque de données. Nous appliquons alors la méthode bayésienne pour estimer les parameétres.
Dans des conditions moins favorables ou il est difficile d’établir des lois de probabilité pour les
connaissances a priori, on a recourt a des lois impropres ou non-informatives. Via des simulations
numeériques, nous avons analysé 'impact du choix de la loi a priori sur la qualité des estimations.
Nous proposons ’application du facteur de Bayes pour effecteur une étude de choix de modéles.
Cette approche s’appuie sur les algorithmes utilisés dans l'estimation bayésienne afin de calculer
le critére de choix de modéles de maintenance imparfaite, en 'occurrence les modéles ARA;1,
ARA, et Brown-Proschan. Nous avons proposé un nouveau test d’adéquation pour le modéle
ARA;, qui est simple & mettre en place et est performant contre les modeéles de nature différente
(par exemple ARA,, BP). Les critéres de sélection de modele sont testés avec des simulations,
puis avec des données réelles.

Le développement des expressions analytiques des grandeurs de fiabilité du modeéle ARA
apporte des connaissances plus approfondies du modéle dans son état transitoire et stationnaire.
En particulier, celui-ci nous permet de construire des politiques de maintenance préventive avec
des maintenances imparfaites de type ARA. Quelques critéres d’optimisation sont alors pro-
posés pour le cas de l'intensité de défaillance Weibull. Cela pourrait nous amener a :

e Proposer des expressions analytiques en considérant d’autres intensités initiales ou en pré-

sence de plusieurs types de maintenance.

e Identifier les conditions pour la construction des politiques de maintenance préventive pour

ces cas.

Nous avons discuté de 'importance d’une procédure d’estimation efficace pour le modéle W AR A,
afin de pouvoir I'appliquer aux données réelles. En pratique, les paramétres du modéle ne sont
pas connus mais ils sont & estimer a partir des données. Il serait nécessaire de prendre en compte
les incertitudes dues aux estimations et aux autres parameétres du modeéle tels que les cotits de
maintenance sur 'optimisation des politiques de maintenance préventive. Nous nous intéressons
aussi & l'utilisation d’autres modéles d’age virtuel pour les politiques de maintenance. Dans ce
contexte, le modeéle Brown-Proschan semble adapté, car ce modele posséde la propriété de conver-
gence, les lois marginales des grandeurs de fiabilité étant déja proposées dans la littérature.

Nous envisageons d’élargir les analyses statistiques sur les fenétres d’observation, présentées
dans le chapitre 3, pour les systémes dont 'intensité initiale est différente de la loi de Weibull,
puisque la convergence des modéles considérées dans cette partie (ARA., BP) est indépen-
dante de l'intensité initiale. Cela permet d’analyser les bases de données de divers domaines
d’application, ot l'intensité de défaillance n’est pas forcément de loi Weibull. L’établissement
des intervalles de confiance pour les estimateurs est aussi envisageable, afin de quantifier les
incertitudes dues aux estimations. D’autre part, les extensions proposées ne considérent que les
maintenances correctives. Nous souhaitons étendre les résultats pour les modéles conjoints de
maintenance corrective et préventive. Cela semble généralisable sans grandes difficultés pour des
maintenances préventives planifiées, et est certainement plus complexe pour des maintenances
préventives conditionnelles.

Les applications aux données réelles ont montré quelques avantages des développements pro-
posés dans ce manuscrit. Nous souhaitons les appliquer davantage dans divers situations, afin de
proposer des estimations plus précises et effectuer un pronostic plus adapté pour les systémes
considérés.
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Résumé

Cette these est consacrée a la modélisation de la maintenance imparfaite par les modéles
statistiques. La maintenance imparfaite est le cas intermédiaire de deux situations extrémes : la
maintenance minimale ou le systéme est remis en état ou il se trouve juste avant la défaillance,
et la maintenance parfaite ou le systéme est remplacé & neuf.

Dans ce cadre, les expressions analytiques des grandeurs de fiabilité d’'un modéle de mainte-
nance imparfaite sont développées. La convergence du modéle est soulignée, et les lois asympto-
tiques dans le régime stationnaire sont proposées. Ensuite, ces lois sont appliquées pour proposer
des politiques de maintenance préventive avec des maintenances imparfaites. Le deuxiéme théme
consiste & proposer une extension des méthodes d’estimation pour les fenétres d’observation.
Seuls les événements pendant ces périodes sont observés. Les travaux s’appuient sur la conver-
gence de modéles vers leurs régimes stationnaires, ou sur U'information de I'age du systéme au
début des observations. Dans la troisiéme partie, l'inférence bayésienne d’un modéle de mainte-
nance imparfaite est présentée. Nous analysons 'impact des choix des lois a priori sur la qualité
des estimations par des simulations numériques. La sélection des modeéles de maintenance impar-
faite par le facteur de Bayes est proposée. Nous proposons un nouveau test d’adéquation pour
un modele d’age virtuel.

Dans chaque partie, les modélisations statistiques sont appliquées & des données issues de
I'industrie.

Mots-clés: Fiabilité, Entretien, Statistique, Détérioration, Statistique bayésienne, Analyse des
temps entre défaillances, Processus ponctuels, Estimation de paramétres

Abstract

The thesis analyzes imperfect maintenance processes of industrial systems by statisti-
cal models. Imperfect maintenance is an intermediate situation of two extreme ones : minimal
maintenance where the system is restored to the state immediately prior to failure, and perfect
maintenance where the system is renewed after the failure.

Analytical expressions of reliability quantities of an imperfect maintenance model are devel-
oped. The convergence of the model is highlighted and the asymptotic expressions are proposed.
The results are applied to build some preventive maintenance policies that contain only imper-
fect maintenances. The second part of the thesis consists of analyzing failure data contained in
observation windows. An observation window is a time interval during which the maintenance
times are recorded and with a limited or no information outside this time frame. The extension of
classical estimation methods are based on the convergence property or the available information
of the age at the beginning of the observation. In the third section, Bayesian inference of an
imperfect maintenance model is presented. The impact of the choices of priori distributions is
analyzed by numerical simulations. A selection method of imperfect maintenance models using
the Bayes factor is also introduced. We finally propose a goodness-of-fit test for a virtual age
model.

The statistical modelling in each section is applied to real data.



Keywords: Reliability, Maintenance, Statistics, Deterioration, Bayesian statistical decision the-
ory, Failure time data analysis, Point processes, Parameter estimation
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Propriétés asymptotiques et inférence
avec des données manquantes pour des
modéles de maintenance imparfaite

Cette thése est consacrée a la modélisation de la
maintenance imparfaite par les modéles statis-
tiques. La maintenance imparfaite est le cas inter-
meédiaire de deux situations extrémes : la mainte-
nance minimale ol le systéme est remis en état qu’il
se trouve juste avant la défaillance, et la mainte-
nance parfaite ou le systéme est remplacé a neuf.
Dans ce cadre, les expressions analytiques des
grandeurs de fiabilité d’un modéle de maintenance
imparfaite sont développées. La convergence du
modele est soulignée, et les lois asymptotiques dans
le régime stationnaire sont proposées. Ensuite, les
lois sont appliquées pour proposer des politiques de
maintenance préventive avec des maintenances
imparfaites. Le deuxiéme théme consiste a proposer
une adaptation de procédure d’estimation pour les
fenétres d’observation. Seuls les événements pen-
dant ces périodes sont observés. La modélisation et
inférence s’appuient sur la convergence de mo-
deles vers leurs régimes stationnaires, ou sur la
modélisation de I’dge du systéme au début des fe-
nétres. Enfin, I'inférence bayésienne d’un modéle de
maintenance imparfaite y est présentée. On étudie
I'impact des choix des lois a priori sur la qualité des
estimations par des simulations numériques. La
sélection des modéles de maintenance imparfaite
par le facteur de Bayes est proposée.

Dans chaque partie, les modélisations statistiques
sont appliquées a des données issues de I'industrie.

Mots clés : fiabilité - statistique - statistique
bayésienne - processus ponctuels - estimation de
parameétres - entretien - détérioration - temps entre
défaillances, analyse des.

Asymptotic Properties and Inference
with Missing Data for Imperfect Mainte-
nance Models

The thesis analyses imperfect maintenance pro-
cesses of industrial systems by statistical models.
Imperfect maintenance is an intermediate situation
of two extremes ones: minimal maintenance where
the system is restored to the state immediately prior
to failure, and perfect maintenance where the sys-
tem is renewed after the failure.

Analytical expressions of reliability quantities of an
imperfect maintenance model are developed. The
convergence of the model is highlighted and the
asymptotic expressions are proposed. The results
are applied to build some preventive maintenance
policies that contain only imperfect maintenances.
The second part of the thesis consists of analyzing
failure data contained in observation windows. An
observation window is a period of the entire func-
tioning history that only the events occurring in this
period are recorded. The modelling and the infer-
ence are based on the convergence property or the
modelling of initial age. Finally, Bayesian inference
of an imperfect maintenance model is presented.
The impact of the choices of a priori distributions is
analyzed by numerical simulations. A selection
method of imperfect maintenance models using the
Bayes factor is also introduced.

The statistical modelling in each section is applied
to real data.

Keywords: reliability (engineering) - statistics -
bayesian statistical decision theory - point process-
es - parameter estimation - maintenance - deterio-
ration - failure time data analysis.
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