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Introdution générale

Toute au long de leur vie, les systèmes subissent des pannes et reçoivent des réparations et

maintenanes pour redevenir rapidement opérationnel. Une indisponibilité trop importante oûte

très her aux exploitants. Une défaillane mal ontr�lée dans le domaine militaire, aéronautique,

médial ou des transports a des onséquenes atastrophiques. Du fait de leur dégradation, usure

et vieillissement, les instants de défaillane des systèmes industriels ont un aratère aléatoire et

inévitable en absene de maintenane préventive. L'objetif de l'équipe de maintenane est de

bien intervenir sur les systèmes pour prolonger leur vie utile, en prenant en ompte les ritères

de oût de maintenane et d'indisponibilité du système.

Une maintenane e�ae et une bonne gestion de la politique de maintenane préventive

sont des ritères importants pour garantir un niveau orret de �abilité. On peut être plus exi-

geant dans la oneption, renforer la redondane, utiliser les omposants plus �ables. Toutefois,

toutes es ations ont un oût très élevé, voire non rentable. Il se peut aussi qu'il soit impératif

d'utiliser les matériels ou omposants déjà existants ou aessibles sans avoir beauoup de hoix.

La maintenane devient alors une omposante ruiale dans la gestion des systèmes industriels.

Dans e manusrit, nous nous intéressons aux instants de maintenane à l'éhelle globale du

système. Cela revient à ne pas prendre en ompte la struture du système et à onsidérer que

le système est formé d'un seul omposant. On distingue les deux grands types de maintenane

(Extrait de la norme NF EN 13306 X60-319) :

• Maintenane orretive : maintenane exéutée après détetion d'une panne et destinée à

remettre un bien dans un état dans lequel il peut aomplir une fontion requise.

• Maintenane préventive : maintenane exéutée à intervalles prédéterminés ou selon des

ritères presrits et destinée à réduire la probabilité de défaillane ou la dégradation du

fontionnement d'un bien.

Les ations de maintenane sont réalisées à des instants aléatoires ou déterministes. Dans les

appliations industrielles, la défaillane (aussi appelée panne) est généralement onsidérée omme

un événement aléatoire. Par onséquent, les instants de maintenane orretive sont aléatoires,

puisque eux-i dépendent des défaillanes. En revanhe, les instants de maintenane préventive

pourraient être déterministes ou aléatoires, selon les ritères (oût, indisponibilité, adene de

prodution, et.). Cela dit, il se trouve des as où la politique de maintenane préventive n'est

pas optimisée, ou qu'auune politique de maintenane préventive ne soit mise en plae. D'où

l'importane de l'analyse de bases de données de maintenane. Cette analyse peut permettre de

omprendre le méanisme de dégradation et de vieillissement du système en question. D'autre

part, on peut estimer l'e�aité des ations de maintenane réalisées ave les outils appropriés,

a�n d'adapter et de préparer les ations à venir.

Dans la littérature de la �abilité et sûreté de fontionnement, plusieurs outils sont proposés

pour la modélisation, la mise en plae et l'analyse de la maintenane. On peut iter quelques

méthodes d'analyse de risques pour la maintenane, telles que Arbre de défaillane, Diagramme

de Cause à E�et, Diagramme de �abilité, AMDEC (Analyse des Modes de Défaillane, de leurs

7



Introdution générale

E�ets et de leur Critiité) ou l'analyse quantitative par les modèles statistiques. Un des avantages

des méthodes qualitatives est qu'elles permettent de déterminer la ause et l'e�et de la panne,

a�n d'avoir des ations appropriées sur les omposants ritiques. Ces méthodes néessitent une

onnaissane approfondie du système en question. L'analyse par les modèles statistiques est

omplémentaire et ne requiert qu'une représentation relativement abstraite du omportement

du système. De plus, il est généralement plus simple pour alimenter es analyses : il su�t de

disposer des instants de défaillane, des types de maintenane ou du niveau de dégradation.

On peut obtenir ensuite des premières estimations de la dégradation et du vieillissement. Ces

tehniques permettent lassiquement d'optimiser l'ensemble des ations de maintenane.

De e fait, ette thèse est dédiée à l'analyse des données de maintenane par des méthodes

statistiques. Pour une modélisation appropriée des données, il nous faut des hypothèses sur

l'impat de la maintenane sur le système. Dans la littérature, les modèles font généralement

l'hypothèse que les maintenanes ont un e�et palliatif (suite à une défaillane, le système est

remis dans l'état où il se trouvait juste avant l'événement) ou de remise à neuf. Les modèles

sont alors appelés ABAO (As Bad As Old) et AGAN (As Good As New), respetivement. Ainsi,

l'e�aité de maintenane d'un modèle ABAO est minimale, d'un modèle AGAN est parfaite.

En pratique, il est possible que les maintenanes améliorent l'état du système, sans pour autant

le remettre à l'état neuf. On parle alors de la maintenane imparfaite, dont l'e�aité se trouve

entre les deux as extrêmes. Plusieurs approhes sont proposées pour modéliser l'e�et imparfait

de la maintenane, dont les plus répandus sont les modèles d'âge virtuel. Parmi eux, les modèles

les plus employés sont les modèles de Kijima, le modèle de Brown-Proshan et la lasse de modèles

ARA (Arithmeti Redution of Age - Rédution arithmétique d'Âge). De nombreux travaux sur

les propriétés mathématiques et l'appliation industrielle de es modèles sont proposés dans la

littérature.

Dans des onditions moins extrêmes mais plus réalistes, les outils lassiques ne sont plus

adaptés, par exemple lorsque l'on est en présene de données manquantes. Généralement, es

outils supposent que les données sont issues d'un système neuf, 'est-à-dire que le début des

observations ommene en même temps que la mise en route du système. Dans la réalité, il se

peut que seule une partie de la base de données (les instants de défaillane en l'ourrene) soit

disponible pour diverses raisons : équipement d'enregistrement non adapté, perte d'information

du passage de l'enregistrement physique au digital, systèmes ahetés d'oasion et. Par ailleurs,

il est possible que l'enregistrement des données soit réalisé durant le régime stationnaire des

systèmes. Ce régime peut être atteint suite à une période de jeunesse, de rodage ou de test. Par

onséquent, le système livré aux exploitants ne peut pas être onsidéré omme neuf au début

des observations. D'autre part, on renontre des as où très peu de données de défaillane sont

enregistrées, puisque les systèmes sont très �ables. En ontrepartie, les exploitants disposent

d'une rihe onnaissane sur le fontionnement et le omportement du système en question ou

des systèmes similaires. Cela fait appel à des méthodes qui peuvent prendre en ompte es

informations dans l'analyse statistique. Finalement, l'un des objetifs importants de l'analyse de

base de données de maintenane est de pouvoir proposer une politique de maintenane préventive

adaptée.

Nous souhaitons réponde le mieux possible à es questions dans ette thèse. Dans un premier

temps, nous présentons le adre de littérature dans lequel on se positionne. Le deuxième ha-

pitre est onsaré au développement des propriétés d'un modèle de maintenane imparfaite de la

lasse ARA. En hoisissant le as partiulier lassique de la loi de Weibull, nous développons les

lois marginales des grandeurs de �abilité pour e modèle, puis nous proposons les lois asympto-

tiques du régime stationnaire orrespondant. Les résultats asymptotiques seront appliqués dans

la onstrution des politiques de maintenane préventive ave la maintenane imparfaite. Lors
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de l'appliation des politiques, nous supposons que les paramètres de modèles sont onnus. En

pratique, ela n'est généralement pas le as. Les paramètres sont estimés à partir des données,

puis ils sont utilisés pour implanter les politiques de maintenane préventive. Nous insistons sur

l'importane de la proédure d'estimation, a�n de bien identi�er le omportement du système

d'étude, et de proposer des politiques e�aes. Dans le hapitre 3, nous poursuivons l'inférene

des modèles ave des données obtenues sur une fenêtre d'observation. Les extensions de mé-

thodes d'estimation pour haun des modèles sont présentées, aompagnées des simulations et

des appliations aux données réelles. Dans le hapitre 4, nous proposons également l'inférene

bayésienne pour le modèle Brown-Proshan, a�n d'étendre les analyses bayésiennes pour les mo-

dèles de maintenane imparfaite. La thèse est terminée par une onlusion générale des travaux

e�etués et par les pistes pour les futures reherhes.

9



Introdution générale

10



Chapitre 1

Modèles lassiques de maintenane

1 Notations et modèles

Cette setion est onsarée à l'introdution des modèles et des méthodes statistiques pour

la modélisation de la maintenane. Les durées des ations de maintenane sont supposées négli-

geables par rapport à la durée de vie du système. Les instants de défaillane et de maintenane

sont modélisés par un proessus de omptage. Dans un premier temps, nous ne onsidérons

que les systèmes soumis à des maintenanes orretives. La prise en ompte de la maintenane

préventive a lieu à partir de la setion 1.3.

1.1 Proessus de omptage

Un proessus de omptage dérit la situation où une suite d'ourrenes d'un événement

est observée, et notée par une suite de variables aléatoires positives {Ti}i≥0. Les durées inter-

ourrene (inter-défaillane) sont notées {Xi}i≥1, ave Xi = Ti−Ti−1. La fontion de omptage

assoiée au proessus est dé�nie omme suit :

Nt =
∑

i≥1

11{Ti≤t}

La variable aléatoire Ti désigne le temps ou l'instant de la ième maintenane ave la onven-

tion T0 = 0, et Nt ompte le nombre de défaillanes ou maintenanes dans l'intervalle [0, t]. Un
exemple de trajetoire est présenté dans la Figure 1.1.

La onnaissane de la loi du proessus {Ti}i≥0 implique elle du proessus {Nt}t>0 et inver-

sement ar :

P(T1 ≤ t1, T2 ≤ t2, ..., Tn ≤ tn) = P(Nt1 ≥ 1, Nt2 ≥ 2, ..., Ntn ≥ n)

Pour une défaillane à l'instant Ti, dénotons T
−
i et T+

i les instants juste avant et après la

défaillane. Les lois de variables aléatoires {Ti}i≥0, {Xi}i≥1 ou {Nt}t≥0 peuvent être dé�nies par

l'intensité de défaillane onditionnelle :

λt = lim
∆t→0

1

∆t
P(Nt+∆t −Nt− = 1|Ht−) (1.1)

où Nt− désigne le nombre de défaillanes survenues avant t. Cette intensité dérit la propension

d'observer une défaillane dans une très ourte période de temps ∆t, en sahant le passé du

proessus Ht− jusqu'au instant t−. L'ensemble Ht− peut ontenir les o-variables, les types de

11



Chapitre 1. Modèles lassiques de maintenane

Figure 1.1 � Exemple de trajetoire d'un proessus de omptage

maintenane et les instants de défaillanes dans le passé. Pour e type de proessus de omptage,

on suppose que la probabilité d'avoir plus de deux observations pendant une très ourte période

∆t est négligeable [52℄ :

lim
∆t→0

1

∆t
P(Nt+∆t −Nt− ≥ 1|Ht−) = lim

∆→0

1

∆t
P(Nt+∆t −Nt− = 1|Ht−)

Dans la modélisation de la maintenane où les instants de défaillane ne sont pas forément

indépendants, il est important de distinguer l'intensité λt du taux d'ourrene (ROCOF-Rate

of Ourrene of failure), qui est dé�ni sans le onditionnement [123℄ :

w(t) = lim
∆t→0

P(Nt+∆t −Nt = 1)

∆t

Pour les systèmes réparables, il est raisonnable de onsidérer que le passé du proessus a

un impat sur les futures défaillanes. L'intensité de défaillane λt est alors une variable aléa-

toire, et {λt}t≥0 est un proessus stohastique. Toutefois, pour un système neuf (et avant sa

première défaillane), nous onsidérons que son intensité de défaillane est une fontion ontinue

et déterministe λ(t), que l'on appelle intensité initiale. L'ériture λ(t) désigne alors l'intensité de
défaillane d'un système neuf avant la première défaillane ou d'un système non réparable. Dans

le adre de la modélisation des systèmes réparables de ette thèse, nous privilégions l'utilisation

du terme intensité de défaillane initiale (ou intensité initiale) à elui de taux de défaillane.

On dé�nit l'intensité de défaillane umulée dans l'intervalle [0, t], omme l'intégrale de l'in-

tensité de défaillane :

Λt =

∫ t

0
λsds

Les fontions λt et Λt ne sont pas forément ontinues. Dans [52℄, il est montré que la fontion

λt est une fontion ontinue par moreaux :

λt =
∑

n≥0

λXn+1|T1=t1,...,Tn=tn(t− Tn)11{Tn<t≤Tn+1}

12
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où λXn+1|T1=t1,...,Tn=tn est le taux de défaillane de la durée de défaillane Xn+1 sahant le passé

(t1, t2, . . . , tn). La loi onditionnelle du Tn+1 s'exprime alors omme suit [52℄ :

fTn+1|T1=t1,...,Tn=tn(t) = λt exp

(
−

∫ t

tn

λudu

)
11{t1<t2<...<tn<t}, ∀n ≥ 1

fT1(t) = λ(t) exp

(
−

∫ t

0
λ(u)du

)

Pour établir la vraisemblane d'un tel proessus de omptage, on a généralement besoin

de onnaître les lois des Tn et de dé�nir un type de ensure. La ensure est la façon dont les

événements sont enregistrés. Une des aratéristiques des données de survie est l'existene d'ob-

servations inomplètes. En e�et, les données sont souvent reueillies partiellement, notamment, à

ause des proessus de ensure et de tronature. Les données ensurées ou tronquées proviennent

du fait qu'on n'a pas aès à toute l'information : au lieu d'observer des réalisations indépen-

dantes et identiquement distribuées (i.i.d.) de durées X, on observe la réalisation de la variable

X soumise à diverses perturbations, indépendantes ou non du phénomène étudié. Des notions de

base onernant la ensure sont les suivantes [2℄ :

• Censure à droite : Soit L une valeur �xée, au lieu d'observer les variables X1, . . . ,Xn qui

nous intéressent, on n'observe Xi uniquement lorsque Xi ≤ L, sinon on sait uniquement

que Xi > L. La ensure à droite est très ouramment employée pour modéliser la �n des

observations.

• Censure à gauhe : Soit la variable aléatoire X, supposons que l'on observe seulement les

variables aléatoires Y = max{X,U} et Z = 11{X≥U} où U est la variable aléatoire de

ensure indépendante de X. Ce phénomène peut apparaître dans la situation où l'état de

fontionnement d'un objet n'est observé que par des inspetions non ontinues. Lors de

l'inspetion, l'objet est déjà en panne, mais la durée exate entre l'instant de panne et

l'instant d'inspetion est inonnue. D'autre part, il est possible que la ensure à gauhe

soit ausée par l'instrument de mesure : un instrument peu sensible n'est pas apable de

mesurer un événement en dessous d'un ertain seuil.

• Tronature à gauhe (Left-Trunated) : Cette on�guration est di�érente de la ensure à

gauhe. Dans e as, un événement n'est observé qu'à partir d'un moment ultérieurement

à son début, et jusqu'au moment où elui-i s'ahève. La durée X est tronquée à gauhe

par U , dans le sens où seule la durée résiduelle Y = X − U |X > U est observable. Cette

on�guration aratérise le phénomène d'entrée retardée [(late entry ou delayed entry)

[73℄. Ainsi, les informations avant l'observation sont absentes ou partiellement disponibles.

Les analyses statistiques doivent être adaptées à es données, a�n d'éviter les estimateurs

biaisés (Exemple IV.1.3 dans [2℄).

La ollete de données est aratérisée selon les types de ensure. On remarque que les en-

sures i-dessus sont dé�nies pour un seul événement. Supposons maintenant que les événements

s'enhaînent, on parle alors des événements réurrents. Dans le adre de la modélisation de main-

tenane, les opérations suessives de maintenane d'un système réparable onstituent une telle

suite d'événement. Les données sont généralement des dates de maintenane, ou des types de

maintenane. Ainsi, nous nous intéressons à deux types d'observation :

• Plan d'essai de type I : L'objet est observé dans l'intervalle de temps [0, t] prédé�ni. La
dernière expériene qui ommene à TN

t−
est ensurée à droite (par t).

• Plan d'essai de type II : L'observation est arrêtée lorsqu'il y a n événements ou expérienes

déjà réalisés. Le nombre n est �xé avant l'observation.

Ces deux types de ollete de données sont répandus dans la littérature, et la plupart des
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Chapitre 1. Modèles lassiques de maintenane

analyses statistiques sont réalisées ave les plans d'essai de type I et II. Il existe aussi des si-

tuations où la tronature à gauhe est présente. Les données peuvent onerner des réalisations

indépendantes d'une même expériene, ou des instants d'ourrene des événements réurrents.

Les analyses statistiques néessite alors des modi�ation pour adapter à la nouvelle situation.

Nous en présentons en détails dans la setion 3.4 de e hapitre, et les travaux onernant la

tronature à gauhe sont présentés ensuite dans le hapitre 3.

Étant donné un type de ensure, ou un plan d'essai, on peut dé�nir les vraisemblanes orres-

pondant au proessus de omptage. Considérons un intervalle [0, t], dénotons t∗n = (t1, t2, . . . , tn, t)
les n instants de défaillane selon la ensure de type I (ave la onvention t0 = 0 et tn+1 = t), et
tn = (t1, t2, . . . , tn) les n instants de défaillane selon la ensure de type II et notons θ le veteur
des paramètres du modèle. D'après [52℄, la fontion de vraisemblane assoiée à l'observation t∗n
(ensure de type I) est donnée par :

L(θ; t∗n) =

n∏

i=1

λti exp

(
−

n+1∑

i=1

∫ ti

ti−1

λudu

)
(1.2)

Pour les observations tn ave une ensure de type II, la vraisemblane admet l'expression sui-

vante :

L(θ; tn) =

n∏

i=1

λti exp

(
−

n∑

i=1

∫ ti

ti−1

λudu

)
(1.3)

où λt est l'intensité de défaillane du proessus de omptage assoié, dé�nie dans l'équation 1.1.

1.2 Modélisation de la maintenane orretive seule

1.2.1 Modèle de maintenane parfaite

Ce modèle permet d'érire les as où une maintenane ou une réparation remet le système à

neuf, d'où le terme As Good As New (AGAN) ou maintenane parfaite. Il est onstruit à partir

d'un proessus de omptage dit de renouvellement dont les durées inter-arrivée (inter-défaillane)

sont i.i.d. : Xi ∼ X, i ≥ 1. X est la variable aléatoire dont la fontion de répartition et la densité

sont F et f , respetivement. En termes de l'intensité de défaillane, on a :

λt = λ(t− TN
t−
)

En appliquant les équations 1.2 et 1.3, on obtient la fontion de vraisemblane du modèle AGAN

assoiée à l'observation de n défaillanes t∗n sur l'intervalle [0, t] (ensure de type I) :

LPR(θ; t∗n) =

n∏

i=1

λ(ti − ti−1)e
−Λ(ti−ti−1) × e−Λ(t−tn)

La vraisemblane assoiée à l'observation de n défaillanes tn (ensurée de type II) s'érit :

LPR(θ; tn) =

n∏

i=1

λ(ti − ti−1)e
−Λ(ti−ti−1)

où Λ(t) =
∫ t
0 λ(u)du désigne l'intensité de défaillane umulée.

En partiulier, lorsque la loi des durées inter-arrivée X est la loi exponentielle E(λ) alors le
proessus de renouvellement assoié est souvent appelé le proessus de Poisson homogène (HPP).
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1. Notations et modèles

Dans ette on�guration, le proessus de renouvellement {Ti}i≥1 et le proessus de omptage

assoié {Nt}t≥0 ont les lois suivantes :

P(Nt = n) =
(λt)n

n!
e−λt,∀t > 0

P(Tn ≤ t) = 1− e−λt
n−1∑

k=1

(λt)k

k!
,∀t > 0, n ≥ 1

Une propriété importante du HPP est le omportement sans mémoire de la durée à la défaillane :

P(X > t+ s|X > t) =
P(X > t+ s)

P(X > t)
=
e−λ(t+s)

e−λt
= e−λs,∀s, t > 0

Du fait de l'absene de mémoire et de l'hypothèse de non-vieillissement qui en déoule, la loi

exponentielle doit être utilisée ave une très grande vigilane pour les systèmes industriels main-

tenus. Le modèle HPP est souvent utilisé dans la modélisation des omposants életroniques ave

des remplaements parfaits après la panne [123℄. Cette loi o�re des avantages en termes d'analyse

de �abilité grâe à sa simpliité. Toutefois l'hypothèse de maintenane parfaite devient simpliste

et trop optimiste pour les systèmes omplexes.

1.2.2 Modèle de maintenane minimale

Contrairement au modèle de maintenane parfaite, e modèle suppose que les maintenanes

remettent le système en fontionnement dans l'état où il se trouvait juste avant la défaillane.

Cette aratéristique est modélisée par un proessus de Poisson non homogène (NHPP) dé�ni

omme suit :

� Nt est le proessus de omptage assoié aux instants de maintenane minimale,

� Nt a des inréments indépendants,

� P(Nt+∆t −Nt = 1) = λ(t)∆t+ o(∆t).
La ondition des inréments indépendants implique que l'intensité de défaillane dans l'intervalle

(t, t+ s] ne dépend pas de son passé Ht− . En d'autres termes, l'intensité de défaillane n'est pas

a�etée par les maintenanes depuis la mise en route du système :

λt = λ(t)

Dénotons l'intensité de défaillane umulée : Λ(t) =
∫ t
0 λ(u)du. Les instants de défaillane {Ti}i≥0

et le proessus de omptage assoié {Nt}t≥0 ont les lois suivantes :

P(Tn ≤ t) = 1−
n−1∑

k=1

(Λ(t))k

k!
e−Λ(t)

P(Nt = n) =
(Λ(t))n

n!
e−Λ(t)

Les fontions de vraisemblane ave deux types de ensure sont données par :

LNHPP (θ; t∗n) =
n∏

i=1

λ(ti)× e−Λ(t)
(ensure de type I)

LNHPP (θ; tn) =

n∏

i=1

λ(ti)× e−Λ(tn)
(ensure de type II)
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Chapitre 1. Modèles lassiques de maintenane

L'hypothèse de maintenane minimale est tout à fait réaliste lorsque l'on onsidère la main-

tenane palliative d'un système omplexe où une simple ation n'in�uene pas son état général.

Cependant, il est aussi envisageable de supposer que la maintenane puisse améliorer l'état du

système, sans pour autant le remettre à neuf. On parle alors de maintenane imparfaite qui se

trouve entre es deux as extrêmes.

Dans la littérature, plusieurs approhes sont proposées pour modéliser l'e�et imparfait de la

maintenane. Nous envoyer le leteur à l'artile de Pham et Wang [115℄ pour une présentation

plus exhaustive. Nous présentons ii l'approhe d'âge virtuel qui nous onerne partiulièrement

pour la suite de la thèse.

1.2.3 Modèles d'âge virtuel

1.2.3.1 Âge virtuel Les modèles d'âge virtuel supposent qu'après la ième maintenane, le

système fontionne omme un système neuf qui aurait véu un âge Ai sans avoir eu de panne

[75℄. L'âge Ai est appelé âge e�etif suite à la ième maintenane. On peut déterminer la loi

des durées inter-défaillane {Xi}i≥1 onditionnellement à l'âge du système et à son passé de la

manière suivante. Notons X la variable aléatoire assoiée à la durée de défaillane d'un système

neuf, la propriété d'âge virtuel se traduit alors par :

∀i ≥ 0,∀t ≥ 0,P(Xi+1 > t|A1,X1, ..., Ai,Xi) = P(X > Ai + t|X > Ai) (1.4)

Notons f, F,R respetivement la densité de probabilité, la fontion de répartition et la fon-

tion de survie assoiées à la variable aléatoire X, la loi onditionnelle de la prohaine durée

inter-défaillane Xi+1 en fontion des durées inter-défaillane du passé X1,X2, ...,Xi et des âges

e�etifs assoiés A1, A2, ..., An est donnée par :

∀i ≥ 0,∀t ≥ 0,P(Xi+1 > t|A1,X1, ..., Ai,Xi) =
R(Ai + t)

R(Ai)

L'âge initial du système A0 est égal à zéro si le système est neuf au départ, et est plus grand

que zéro sinon. L'âge virtuel peut être dé�ni omme étant la somme du dernier âge e�etif et du

temps qui s'est éoulé depuis la dernière maintenane :

Vt = t− TN
t−

+AN
t−

(1.5)

On note A−
n l'âge e�etif juste avant la nème défaillane :

A−
n = An−1 +Xn

Dans la plupart des as, on a Vt ≤ t et ette inégalité signi�e qu'une maintenane e�ae peut

rajeunir le système. Il est possible de déterminer l'intensité de défaillane grâe à l'âge virtuel :

λt = λ(Vt) = λ(t− TN
t−

+AN
t−
) (1.6)

En appliquant les équations 1.2 et 1.3, les vraisemblanes d'un modèle d'âge virtuel assoiées

à la ensure de type I et type II sont données dans les équations 1.7 et 1.8, respetivement :

LV A(θ; t∗n) =
n∏

i=1

λ(ai−1 + ti − ti−1)× exp

(
−

n+1∑

i=1

Λ(ai−1 + ti − ti−1)− Λ(ai−1)

)
(1.7)
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LV A(θ; tn) =

n∏

i=1

λ(ai−1 + ti − ti−1)× exp

(
−

n∑

i=1

Λ(ai−1 + ti − ti−1)− Λ(ai−1)

)
(1.8)

Les valeurs {ai}i≥0 sont les réalisations des âges e�etifs {Ai}i≥0. Ces informations sont

importantes pour aluler la vraisemblane. Chaque modèle d'âge virtuel modélise l'e�et de

maintenane à travers les âges e�etifs. Nous présentons les prinipales hypothèses et sur les

âges virtuels et les modèles orrespondant.

1.2.3.2 Modèle de Brown-Proshan Proposé par Brown et Proshan [13℄ (BP), il est

supposé qu'à haque défaillane, une maintenane parfaite est réalisée ave la probabilité p et

une maintenane minimale ave la probabilité 1 − p. Il en déoule que l'e�aité de la ième

maintenane Bi suit alors la loi Bernoulli de paramètre p (B(p)) :




Bi = 1 Si la ième maintenane est parfaite

Bi = 0 Si la ième maintenane est minimale

L'e�et (minimal, parfait) de maintenane Bi est indépendant de l'instant de défaillane Ti et des
événements dans le passé {Tj , Bj}1≤j<i. L'âge e�etif du modèle BP est déterminé par :

Ai =

i∑

j=1

i∏

k=j

(1−Bk)Xj

Puisque le modèle BP est un modèle d'âge virtuel, son intensité de défaillane dépendra de

l'intensité initiale et de l'âge virtuel :

λt = λ


t− TN

t−
+

N
t−∑

j=1

N
t−∏

k=j

(1−Bk)Xj




Il est montré dans [38℄ que si le taux de défaillane de la première défaillane T1 (ou l'intensité

initiale) suit une loi exponentielle alors le modèle BP n'est pas identi�able. De plus, il est rare

d'avoir des informations sur les e�ets de maintenane Bi. Malgré ela, Doyen [38℄ propose une

nouvelle ériture de la fontion de vraisemblane même si l'on a pas d'aès à l'information sur

les valeurs des Bi. Pour une observation de type I t∗n pendant l'intervalle [0, t], la vraisemblane

du modèle BP est donnée par omme suit :

LBP (θ, p; t∗n) = (1− p)nLNHPP (θ; t∗n)+
n∑

i=1

p(1− p)n−iLBP (θ, p; ti)L
NHPP (θ; ti+1 − ti, . . . , tn − ti, t− ti)

De la même manière, la vraisemblane assoiée à l'observation de type II tn est :

LBP (θ, p; tn) = (1 − p)nLNHPP (θ; tn)+

n−1∑

i=1

p(1− p)n−i−1LBP (θ, p; ti)L
NHPP (θ; ti+1 − ti, . . . , tn − ti)

où θ désigne l'ensemble des paramètres de l'intensité initiale.

Blok et al. [8℄ ont généralisé le modèle BP, en supposant que la probabilité de maintenane

parfaite peut être une fontion du temps p(t). Les propriétés du nouveau modèle restent similaires

à elles du modèle BP.
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1.2.3.3 Modèle de Malik Malik [98℄ présente une des premières modélisations de l'impat

de la maintenane sur l'âge du système. Dans e modèle, la maintenane réduit l'âge qui s'ajoute

depuis la dernière défaillane (Xi = Ti−Ti−1) par un fateur d'amélioration ξi. Il en déoule que

l'âge e�etif juste après la ième défaillane vaut :

Ai = Ai−1 + (1− ξi)(Ti − Ti−1)

La suite des paramètres réels non-négatifs {ξi}i≥1 représente don l'e�aité de la ième mainte-

nane. Une maintenane est quali�ée non nuisible si ξi > 0. Il est lair que e modèle permet de

généraliser les deux onepts lassiques ABAO et AGAN en prenant ξi = 0 et ξi = 1, respeti-
vement.

Si les {ξi}i≥1 sont déterministes et représentés par un seul paramètre ξ ∈ [0, 1], alors on

obtient :

Ai = Ai−1 + (1− ξ)(Ti − Ti−1) = A0 + (1− ξ)Ti

Dans ette on�guration et en supposant que A0 = 0, l'intensité de défaillane du modèle est

déterminée par :

λt = λ(t− ξTNt)

Guo et Love [62℄ rejoignent l'idée de Malik en proposant un modèle de rédution d'âge pour

modéliser l'impat de la maintenane sur le système.

1.2.3.4 Modèle Kijima Kijima [74℄ propose deux modèles permettant la prise en ompte

de l'e�aité de deux manières di�érentes :

1. Modèle I : La ième maintenane réduit l'âge du système d'une quantité proportionnelle à

la dernière durée inter-défaillane :

Ai = Ai−1 + ZiXi

où Zi est une variable aléatoire réelle non négative qui représente l'e�aité de la ième

maintenane. L'expression générique de l'âge e�etif est don la suivante :

Ai =

i∑

j=1

ZiXi

Les modèles de Malik et de Guo et Love sont deux as partiuliers du modèle I lorsque les

variables aléatoires Zi sont onsidérées omme un unique paramètre déterministe.

2. Modèle II : La ième maintenane rajeunit le système d'un montant proportionnel à son

âge virtuel juste avant la défaillane Ai−1 +Xi :

Ai = Zi(Ai−1 +Xi)

où Zi est aussi une variable aléatoire réelle non négative pour l'e�aité de la ième main-

tenane. On remarque que la maintenane réduit l'âge e�etif lorsque Zi < 1. L'âge e�etif
est don dé�ni par :

Ai =
i∑

j=1

i∏

k=j

ZkXj
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De par leurs onstrutions, les modèles I et II possèdent des propriétés très di�érentes. Étant

donné un système dégradant ave de faibles onditions sur λ(t) et sur les Zi, les durées inter-

défaillane sous le modèle I tendent vers zéro, tandis que les durées inter-défaillane du modèle

II onvergent vers un régime stationnaire [45, 82℄. Doyen [38℄ a montré que le modèle BP possède

également des omportements similaires au modèle II. Le omportement du modèle II fera l'objet

de notre étude dans le hapitre 2.

1.2.3.5 Extensions du modèle Kijima L'introdution du modèle Kijima de type I et II

o�re une grande �exibilité pour modéliser l'impat de la maintenane. A partir de es modèles,

plusieurs as partiuliers sont développés. On retrouve les modèles suivants :

• Modèle de Finkelstein [45℄ et de Dagpunar [26℄ : Les auteurs indépendamment proposent

que les e�aités de maintenane {Zi}i≥1 sont modélisées par une fontion du temps

ρ(t). Pour le modèle Kijima I, lorsque la fontion ρ(t) est une onstante ρ, on retrouve le

modèle proposé par Yevkin et Kristov [147℄, qui porte le nom Generalized Renewal Proess.

L'équation de renouvellement généralisé est introduite. Une proédure pour résoudre ette

equation est également proposée par des simulations de Monte Carlo ou par la tehnique

de alul intégral de Volterra. Finkelstein [44℄ montre que pour une fontion ρ(t) ontinue
et non linéaire, les durées inter-défaillane tendent vers zéro et le système tombe en panne

juste après une maintenane, tandis que le modèle II va se stabiliser et entrer dans son

régime stationnaire. Dagpunar [26℄ s'appuie sur l'existene de e régime a�n de proposer

une méthode numérique pour l'approximation de l'intensité de défaillane et de l'espérane

de l'âge virtuel dans l'état stationnaire.

• Modèle de Fuqing et Kumar [48℄ : Les auteurs supposent que les e�aités de maintenane

sont modélisées par une fontion dépendant du temps hronologique z(t), à valeurs dans

l'intervalle [0, 1] et déroissante. Cela peut modéliser le as où les maintenanes deviennent

de moins en moins e�aes au fur et à mesure que le système vieillit. Le as d'exemple

d'une loi exponentielle est proposé :

z(t) = exp(−etc)

Pour ertaines appliations [4℄, les auteurs montrent que le nouveau modèle est plus adapté

aux données de défaillane que les modèles lassiques de Kijima. Toutefois, si l'on s'intéresse

à l'estimation de paramètres du modèles, elui-i pourrait présenter des di�ultés ave

l'ajout de deux paramètres supplémentaires.

• Modèle de Stadje et Zukerman [135℄ : Ce modèle est onstruit sur le prinipe que l'équipe

de maintenane peut déterminer l'e�aité de l'ation de maintenane avant même que

elle-i soit réalisée. La déision se transforme en une variable supplémentaire d qui va

ensuite in�uener l'âge virtuel de la manière suivante :

An = An−1 +Xn − d

Les deux as spéiaux sont alors AGAN lorsque d = A−
n et ABAO lorsque d = 0. Il est

possible d'inorporer un oût de maintenane dans d et de onstruire une politique de

maintenane optimale en s'appuyant sur ette on�guration. Ce modèle permet de hoisir

par avane l'e�aité de l'ation de maintenane pour que le proessus de maintenane

soit optimale. Ce modèle n'a pas été développé davantage dans la littérature.

• Modèle de Dorado, Hollander et Sethuraman [35℄ (DHS) : Les auteurs introduisent un

nouveau proessus {Θi}i≥1 appelé suppléments d'âge pour dérire le proessus d'âge virtuel.
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Les variables aléatoires doivent véri�er d'abord :

A1 = 0, Ai ≥ 0 et

Θ1 = 1,Θi ∈ (0, 1], i > 1

Le modèle est déterminé par la loi onditionnelle de durée inter-défaillanes Xi :

P(Xi+1 > t|Ai,Θi,X1, ...,Xi−1) =
R(Θit+Ai)

R(Ai)

Le modèle possède don non seulement la propriété d'un modèle d'âge virtuel, mais aussi la

vitesse de vieillissement est pondérée par le fateur Θi. Plus Θi est petit, plus l'espérane

de la durée de vie résiduelle est longue. Ce paramètre permet de dérire omment la main-

tenane prolonge la durée de vie du système. Une méthode d'estimation non-paramétrique

pour la loi de la première défaillane est ainsi présentée en supposant que l'on puisse

onnaître les âge virtuels {Ai}i≥1 et les suppléments d'âge {Θi}i≥1. Dans la réalité, es

informations sont rarement disponibles.

1.2.3.6 Modèles Rédution Arithmétique d'Âge-ARA La lasse des modèles de Rédu-

tion arithmétrique d'âge (Arithmeti Redution of Age - ARA), proposée par Doyen et Gaudoin

[40℄, s'appuie sur les modèles de Kijima. Les e�aités de maintenane {Zi}i≥1 sont réduites à un

paramètre déterministe ρ ∈ [0, 1]. Nous pouvons iter deux as partiuliers des modèles ARA :

• Modèle ARA1 : L'âge e�etif Ai est réduit d'un montant proportionnel à la dernière durée

inter-défaillane ρXi. Suite à la ième maintenane, l'âge e�etif est donné par :

Ai = Ai−1 + (1− ρ)Xi

Ce modèle est un as partiulier du modèle Kijima I. Il oïnide ave la proposition de

Malik [98℄ et de Guo et Love [62℄.

• Modèle ARA∞ : L'âge e�etif est réduit d'un montant proportionnel à sa valeur juste avant

la défaillane :

Ai = (1− ρ)(Ai−1 +Xi)

Le modèle ARA∞ est un as partiulier du modèle Kijima II. Une modélisation similaire

est proposée par Brown et al. [12℄.

De plus, les auteurs généralisent le onept de la rédution d'âge en proposant une auto-orrélation

d'ordre m des âges :

• Modèle ARAm : L'âge e�etif après la ième maintenane est donné par :

Ai = Ti − ρ

min(m−1,i−1)∑

j=0

(1− ρ)jTi−j

La quantité m est appelée mémoire du modèle. Ainsi, le modèle ARA1 est de mémoire 1, tandis

que le modèle ARA∞ est de mémoire in�nie. Le paramètre ρ est onsidéré omme l'e�aité de

maintenane, puisqu'il peut indiquer omment le système (par le biais de l'âge virtuel) est a�eté

par les ations de maintenane.

La lasse des modèles ARAm peut englober les modèles lassiques, dépendant de valeur de

ρ :

• ρ = 0 : Maintenane minimale (ABAO) ave Ai ≡ Ti.
• ρ = 1 : Maintenane parfaite (AGAN) ave Ai = 0.
• 0 < ρ < 1 : Maintenane imparfaite.

• ρ < 0 : Maintenane nuisible.

20



1. Notations et modèles

1.2.4 Autres modèles de maintenane imparfaite

1.2.4.1 Modèle de rédution d'intensité de défaillane Les modèles de rédution d'in-

tensité de défaillane onsidèrent que la maintenane peut réduire diretement une proportion

de l'intensité de défaillane sans passer par l'âge. La rédution d'intensité peut être un montant

�xe, un pourentage ou proportionnel. Chan et Shaw [18℄ sont parmi les premiers d'avoir proposé

une telle rédution en proposant leur version omportant deux types de rédution :





λT+
i
= λT−

i
−∆ Montant �xe ∆

λT+
i
= λT−

i
(1− ρ) Montant proportionnel ρ ∈ [0, 1]

Entre deux défaillanes onséutives, l'intensité de défaillane varie parallèlement à l'intensité

initiale λ(t). La rédution d'un montant �xe s'apparente à un développement proposé par Can�eld

[16℄, lorsqu'il évalue l'e�et de la maintenane plani�ée sur l'intensité de défaillane. Pour la

rédution proportionnelle, le paramètre ρ peut aratériser l'e�aité de la maintenane.

Par analogie ave les modèles ARA, Doyen et Gaudoin [40℄ proposent une lasse de modèles

appelée Arithmeti Redution of Intensity de mémoire m (ARIm). De manière similaire au

modèle ARAm, on retrouve les modèles lassiques pour les valeurs spéiales de l'e�aité ρ :

• ρ = 0 : La maintenane est minimale. Les modèles ARIm se réduisent au modèle ABAO.

• ρ = 1 : La maintenane est optimale. L'intensité de défaillane est remise à zéro, mais les

maintenanes ne sont pas parfaites.

• 0 < ρ < 1 : La maintenane est imparfaite.

• ρ < 0 : La maintenane est nuisible.

1.2.4.2 Modèle de quasi renouvellement Pham et Wang [141℄ ont dé�ni le modèle de

quasi-renouvellement en se reposant sur le proessus de omptage et un proessus externe. Un

proessus de omptage {Nt}t≥0 est appelé proessus de quasi-renouvellement si les durées inter-

défaillane satisfont :X1 = Y1,X2 = αY2,X3 = α2Y3, ... où {Yi}i≥1 est une séquene de variables

aléatoires i.i.d. non-négatives et α > 0. Selon la valeur de α, les durées inter-défaillane seront

stohastiquement de plus en plus grandes, de plus en plus plus petites ou de même loi. L'e�aité

de la maintenane peut s'exprimer omme suit :

• α = 1 : La maintenane est parfaite ar les {Xi}i≥1 sont indépendantes et de même loi.

• α > 1 : La maintenane est plus que parfaite ar la maintenane rend le système en état

meilleur qu'avant (Xi+1 >st Xi). Cette propriété est tout à fait possible dans la modélisa-

tion de la roissane de �abilité des logiiels [142℄ ou lorsque le système est maintenu par

une tehnologie plus réente.

• 0 < α < 1 : Les durées inter-défaillanes se raourissent et la �abilité du système déroît.

On sait que la maintenane n'est pas parfaite, mais l'e�aité α est interprétée de manière

di�érente que elle d'un modèle d'âge virtuel (par exemple ρ).

D'après la dé�nition, l'intensité de défaillane du modèle est donnée par :

λt =
1

αN
t−
λ

(
t− TN

t−

αN
t−

)

Le modèle de quasi-renouvellement est similaire à un modèle de proessus géométrique (Geo-

metri Proess) présenté par Lam [80℄. Une version étendue de e dernier (Extended Geometri

Proess) est étudiée dans [9℄.
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1.2.4.3 Modèle de Trend-Renewal Proess Le modèle Trend-Renewal Proess (TRP)

généralise un résultat onnu d'un NHPP : Soit T1, T2, ... les instants d'ourrene d'un NHPP

d'intensité λ(·), alors la suite des variables aléatoires Λ(T1),Λ(T2)... forme une statistique d'ordre

d'un HPP de paramètre 1 [15℄. Lindqvist et al. [90℄ proposent la dé�nition suivante : le proessus

T1, T2, . . . est un TRP lorsque les variables aléatoires Λ(T1),Λ(T2), . . . forment un proessus de

renouvellement où l'espérane des durées inter-arrivée, qui admettent une fontion de répartition

H, est égale à 1. L'intensité de défaillane du TRP (H,λ(·)) est donnée par :

λt = r
(
Λ(t)− Λ(TN

t−
)
)
λ(t)

où r(·) est le taux de défaillane assoié à la loi H. L'intensité de défaillane du modèle TRP

est onstituée, d'une part du taux de défaillane r(·), d'autre part d'un fateur dépendant de

l'âge réel du système λ(·). Cela mène à une intensité qui se situe entre elle d'une maintenane

parfaite et minimale, et don illustre l'e�et imparfait de la maintenane [123℄. On remarque deux

as spéiaux de e modèle :

• Si r(t) = α onstante, alors l'intensité de défaillane λt = αλ(t). Le modèle TRP se réduit

à un NHPP.

• Si λ(t) = β onstante, alors l'intensité de défaillane devient λt = βr
(
β(t− TN

t−
)
)
. Le

modèle TRP devient un proessus de renouvellement.

De nombreuses appliations du modèle sont présentées dans [90, 95℄.

1.2.5 Impat de l'intensité initiale

Les modèles d'âge virtuel sont pratiquement dé�nis par des e�aités de maintenane et de

l'intensité initiale λ(t). Nous intéressons à plusieurs lasses de fontions a�n de dé�nir λ(t).
On distingue trois grandes familles pour les intensités initiales : taux de défaillane roissant

(Inreasing Failure Rate - IFR), onstant (Constant Failure Rate - CFR) et déroissant (Derea-

sing Failure Rate - DFR). Soit X une variable aléatoire ayant la même distribution que le premier

instant de défaillane d'un modèle de maintenane T1, on dit que X admet un taux de défaillane

roissant ou X appartient à la lasse IFR si une des onditions suivantes est satisfaite :

• λ(t) est roissante.
• log(R) est onave.

• ∀a > 0, la fontion t →
R(t+ a)

R(t)
est déroissante.

De la manière similaire, une variable aléatoire X appartient à la lasse DFR, si une des onditions

suivantes est satisfaite :

• λ(t) est déroissante t.
• log(R) est onvexe.

• ∀a > 0, la fontion t →
R(t+ a)

R(t)
est roissante.

La lasse CFR onsiste à supposer que la fontion λ(t) est onstante.
Parmi les lois IFR nous pouvons iter la loi Gamma Γ(α, β) ave α > 1, loi Weibull W(α, β)

(ou enore appelée loi de Puissane) ave β > 1 et loi log-linéaire ave β > 0. Pour la lasse

DFR, hormis les as spéiaux des trois lois préédentes, nous pouvons aussi mentionner la loi

de Pareto λ(t) = α/(β + t). La lasse CFR ontient uniquement la loi exponentielle λ(t) = λ.
La lasse IFR est souvent utilisée pour modéliser le taux de défaillane des systèmes méaniques

[78, 103℄, tandis que la lasse DFR pour les logiiels [52℄.

Dans de nombreuses appliations, il est généralement admis que le taux de défaillane est une

ourbe en baignoire (Bathtub-shaped failure rate) : un premier segment déroissant qui orres-

pond à une période de jeunesse ou rodage, un deuxième segment supposé onstant orrespondant
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à la vie utile, et le dernier segment est la période de vieillissement. Un exemple de la ourbe en

baignoire est présenté dans la Figure 1.2. Dans les études statistiques, il est très important de

onsidérer la possibilité d'une ourbe en baignoire pour avoir une modélisation adaptée [33, 34℄.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1

1.05

1.1

1.15

1.2

1.25

1.3

t

λ(
t)

Courbe en baignoire

Période de jeunesse Période de vieillissement

Vie utile

Figure 1.2 � Courbe en baignoire

Dans e manusrit, nous nous intéressons seulement à la famille des taux de défaillane

roissants. Dans le ontexte des systèmes industriels omplexes ave des maintenanes imparfaites

et en l'absene de période de jeunesse, il est raisonnable de supposer que les systèmes vieillissent

au �l du temps. L'utilisation des taux de défaillane roissants est alors bien justi�ée.

1.3 Modélisation onjointe de la maintenane orretive et préventive

Dans les appliations, il se peut que les systèmes soient maintenus préventivement. Une a-

tion de maintenane préventive (notée MP) s'applique sur un système en fontionnement avant

l'ourrene de la panne a�n de prolonger sa durée de vie et sa qualité de fontionnement. Le

modèle de maintenane adapté à ette on�guration doit alors prendre en ompte l'e�et des

maintenanes orretives (notée MC) et préventives. En pratique, la déision d'une ation de

maintenane préventive dépend des ritères de oût, d'indisponibilité ou de l'état de fontionne-

ment du système. Si le système est maintenu périodiquement ou selon son âge, alors les instants

de maintenane préventive peuvent être déterministes. Ces derniers sont généralement plani�és à

l'avane. D'autre part, il est aussi possible de maintenir préventivement le système selon l'état de

fontionnement ou son état de dégradation. Dans ette on�guration, les instants de maintenane

sont aléatoires. Dans les paragraphes suivants, nous présentons deux de prinipales approhes

pour la modélisation onjointe des deux types de maintenane.

1.3.1 Maintenane orretive et maintenane préventive plani�ée

La modélisation onjointe des deux types de maintenane est proposée par le biais d'une

généralisation du onept d'âge virtuel. Pour une observation pendant la période [0, t], notons :

• {Kt}t≥0 le proessus de omptage des maintenanes (MC et MP onfondue),

• {Ci}i≥0 les instants de maintenane et {Wi}i≥0 les durées inter-maintenane,
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• {Nt}t≥0 et {Mt}t≥0 les proessus de omptage des MC et MP,

• {Ti}i≥0 et {τi}i≥0 sont les instants des MC et MP.

Le type de maintenane est dé�ni par un nouveaux proessus {Ui}i≥0 où :

Ui =





1 si la ième maintenane est une MP

0 si la ième maintenane est une MC

Dans e adre, une MP est quanti�ée omme plani�ée si et seulement si, le prohain instant de

MP est une fontion déterministe du passé [41℄ :

∀t > 0, UK
t−

+1 = 1 ⇒ τM
t−

+1 = CK
t−

+ hK
t−
(WK

t−
, UK

t−
)

où hi(·), i ≥ 0 est une fontion déterministe. La durée e�etive inter-maintenane est naturelle-

ment dé�nie omme la plus petite valeur de la durée d'attente potentielle jusqu'à la prohaine

MP τM
t−

+1 et de la durée résiduelle à la prohaine défaillane TK
t−

+1 :

WK
t−

+1 = min(hK
t−
(WK

t−
, UK

t−
), TK

t−
+1 − CK

t−
)

Par analogie ave les modèles d'âge virtuels lassiques, on dé�nit Ai = ai(Ki, Ui) omme l'âge

virtuel du système suite à la ième maintenane [41℄ où ai(·), i ≥ 0 est une fontion déterministe.

Après la ième défaillane, le système se omporte omme un neuf ayant l'âge Ai sans être

maintenu. La loi onditionnelle de la durée d'attente jusqu'à la prohaine maintenane est [41℄ :

P(Wi+1 > w|W1, U1, . . . ,Wi, Ui) = P(W > Ai + w|W > Ai)

oùW a la même loi que la première défaillane d'un système neufW1 et w < hK
t−
(WK

t−
, UK

t−
).

L'intensité de défaillane d'un modèle d'âge virtuel généralisé est donnée par [41℄ :

λt = λ(t− CK
t−

+AK
t−
)

ave λ(·) est l'intensité initiale.
Dû au vieillissement du système, ette modélisation suppose que les instants de MC {Ti}i≥0

sont aléatoires. Tandis que pour les MP, les instants d'ourrene {τi}i≥0 sont déterminés à

l'avane selon les ritères hoisis (par exemple : oût, indisponibilité). Auune hypothèse n'est

imposée quant à l'e�aité des MP et des MC. En e�et, les deux types de maintenane pourraient

avoir des hypothèses quelonques sur les e�aités des maintenanes, omme elles présentées

dans la setion 1.2.3.

1.3.1.1 Quelques modèles d'âge virtuel généralisés

• MC ABAO - MP AGAN : Le système est remis à neuf suite à des MP, tandis qu'il

est restauré en état juste avant la défaillane par les MC minimales. L'âge e�etif est don

Ai = Ci − τMCi
. L'intensité de défaillane est ainsi déterminée par l'ensemble des MP et

l'intensité initiale :

λt = λ(t− τM
t−
)

• MC ARA∞ - MP ARA∞ : Le modèle ARA∞ lassique ave l'e�aité des MC ρc est

généralisé par l'ajout des MP des e�aité ρp. L'âge e�etif suite à une maintenane est

alors :

Ai =





0 si i = 0

(1− ρc)(Ai−1 +Wi) si la ième maintenane est une MC

(1− ρp)(Ai−1 +Wi) si la ième maintenane est une MP
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En posant ρi = (1 − ρc)
1−Ui(1 − ρp)

Ui
, on obtient une expression ompate pour l'âge

e�etif :

Ai =

i∑

j=1

i∏

k=j

ρkWj

L'intensité de défaillane est ainsi déduite :

λt = λ


t− CK

t−
+

K
t−∑

i=1

K
t−∏

k=j

ρkWi




L'interprétation des e�aités de maintenane est identique à une modèle ARA∞ lassique :

les as ρc = 0 et ρp = 0 orrespond à une MC ABAO et MP ABAO, tandis que ρc = 1 et

ρp = 1 orrespondent à une MC AGAN et MP AGAN, respetivement.

D'autres généralisations sont envisageables. L'hypothèse de ARA1 en présene de deux types

de maintenane est disutée dans [36℄. Une approhe naturelle est de supposer que les MC et MP

ont les e�aités ρc et ρp, du type ARA1. Il est aussi possible d'utiliser l'hypothèse BP pour les

deux types de maintenane.

1.3.2 Maintenane orretive et maintenane préventive onditionnelle

Dans e paragraphe nous onsidérons que les deux types de maintenane sont dépendants.

La dépendane entre les MC et MP peut être modélisée par le onept des risques onurrents

[25℄. Tout d'abord, la dé�nition de risques onurrent est présentée, puis son appliation dans la

modélisation onjointe des MC et des MP est détaillée.

1.3.2.1 Dé�nition des risques onurrents Le modèle de risques onurrents est proposé

pour modéliser les auses (risques, ou modes) de défaillane d'un système. Les observations sont

des ouples de variables aléatoires (W,U) oùW représente la durée d'attente jusqu'à la prohaine

défaillane et U ∈ {1, 2, . . . , k} indique la ause ou le risque qui est la soure de la défaillane. La

loi jointe du ouple (W,U) peut être déterminée à partir des fontions de sous-survie, dé�nie

par :

Rj(w) = P(W > w,U = j), t ≥ 0, j ∈ {1, 2, . . . , k}

Les lois marginales sont alors dé�nies par :

RW (w) = P(W > w) =

k∑

j=1

Rj(w)

πj = P(U = j) = Rj(0)

Un modèle de risques onurrents est entièrement dé�ni par les fontions de sous-hazard :

λj(w) = lim
∆w→0

1

∆w
P(W ≤ w +∆w,U = j|W > w)
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1.3.2.2 Appliation à la modélisation de la maintenane Le prinipe d'un modèle de

risques onurrents est alors très approprié pour modéliser onjointement les instants de la MC

et MP. Considérons un modèle de risques onurrents ayant k = 2 risques, l'un est assoié à la

MP, l'autre à la MC. Suite à la ième maintenane, on ne onnaît pas le type de la prohaine

maintenane. On modélise alors la durée potentielle d'attente de haque type de maintenane

par les variables aléatoires (Yi, Zi) :
• Yi est la durée d'attente à la prohaine maintenane, si elle est préventive,

• Zi est la durée d'attente à la prohaine maintenane, si elle est orretive.

La véritable durée observée Wi est la première qui se produira :

Wi = min(Yi, Zi)

Le type de maintenane est déterminé par :

Ui = 11{Yi<Zi} =





1 si la ième maintenane est préventive

0 si la ième maintenane est orretive

Les observations sont alors les ouples (Wi, Ui), i ≥ 1, et non les variables aléatoires ahées

(Yi, Zi). Dans les modèles de risques onurrents lassiques, les risques sont supposés mutuelle-

ment indépendants et de même loi : (Yi, Zi), i ≥ 1 ont la même loi que (Y,Z), où Y et Z sont

appelés risque de MP et de MC, respetivement. Selon [138℄, le modèle est identi�able seule-

ment dans e as (risques indépendants). Dans un adre plus général, les observations (Wi, Ui)
ne permettent pas d'estimer les lois de survie marginale RY et RZ , si nous n'avons pas d'autre

hypothèse supplémentaire. Néanmoins, à partir des observations, on peut identi�er les fontions

de sous-survie :

R∗
Y (t) = P(Y > t, Y < Z) = P(W > t,U = 1)

R∗
Z(t) = P(Z > t,Z ≤ Y ) = P(W > t,U = 0)

On remarque que R∗
Y (0) = P(Y < Z) = P(U = 1) et R∗

Z(0) = P(Z ≤ Y ) = P(U = 0), don
R∗

Y (0) + R∗
Z(0) = 1. On dé�nit la fontion de sous-survie onditionnelle omme la fontion de

survie onditionnée par la onnaissane du type de maintenane qui s'est produit :

CR∗
Y (t) = P(Y > t|Y < Z) = P(Y > t|U = 1) =

R∗
Y (t)

R∗
Y (0)

CR∗
Z(t) = P(Z > t|Z ≤ Y ) = P(Z > t|U = 0) =

R∗
Z(t)

R∗
Z(0)

Finalement, on dé�nit la fontion diagnosti φ(t), qui permet de déterminer la probabilité d'o-

urrene d'une MP en sahant qu'elle n'a pas enore eu lieu à l'instant t :

φ(t) = P(U = 1|W > t) =
R∗

Y (t)

R∗
Y (t) +R∗

Z(t)

Les fontions CR∗
Y (t), CR

∗
Z(t) et φ(t) permettent de hoisir un modèle de risques onurrents

adapté aux jeux de données [31, 32℄.

L'hypothèse d'indépendane implique que les MC et les MP sont des maintenanes parfaites

AGAN où le système est remis à neuf suite à toutes les opérations. Cependant, ette hypothèse

n'est pas réaliste dans de nombreuses d'appliations industrielles. En e�et, les MP et MC ne
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sont pas AGAN, bien que les MP soient lassiquement plus e�aes que les MC. Dans es as,

les e�aités des maintenanes passées ont un impat sur la durée de vie résiduelle du système.

Les variables Yi et Zi sont don dépendantes du passé du proessus (W1, U1, . . . ,Wi−1, Ui−1).
L'appliation des modèles de risques onurrents et leurs généralisations à la maintenane sont

présentées ave plus de détails dans [31, 81, 91℄.

2 Politiques de maintenane préventive

L'un des objetifs importants d'une étude de modélisation des données de défaillane est

de omprendre le omportement du système pour pouvoir antiiper les événements futurs et de

proposer un plan d'ation de maintenane préventive. Cela onsiste à onstruire une politique

de maintenane qui a pour but de maintenir le système dans son état opérationnel de manière

optimale. La onstrution peut se baser sur une minimisation du oût ou une maximisation de

la disponibilité sur un horizon dé�ni [56℄.

Dans la setion préédente, de nombreuses modélisations de l'e�aité de maintenane, ave

un ou deux types de maintenane, sont présentées. La question de l'optimalité d'une telle politique

de maintenane ave des maintenanes orretives et préventives n'est pas enore abordée. La

setion suivante présente les approhes d'optimisation des maintenanes préventives les plus

répandues dans la littérature : politique de maintenane périodique ou par blo (periodi ou

blok poliy ) [4℄, politique basée sur l'âge (age-based poliy) [4℄, politique basée sur l'intensité

de défaillane (failure limit poliy) [66℄, politique séquentielle (sequential poliy) [106℄.

2.1 Politique de maintenane périodique ou par blo

La politique périodique suppose que les maintenanes préventives sont réalisées régulièrement

aux instants T, 2T, 3T, ..., tandis que le système est réparé par les maintenanes orretives suite

à des défaillanes [4℄. Un exemple des instants des MC et MP de la politique est présenté dans la

Figure 1.3. Le oût de MC et MP est Cc et Cp, respetivement. En général, la politique périodique

T 2T 3T 4T

MC MC

0

Figure 1.3 � Politique de maintenane préventive périodique

suppose que les MP remettent le système à neuf (don maintenane préventive parfaite) [4, 56℄.

Dans e as, le oût moyen par unité de temps d'un yle de maintenane (durée entre deux MP

onséutives) s'exprime omme suit :

η(T ) =
Cp + Cc × E[NT ]

T

où E[NT ] est le nombre moyen de maintenane pendant un yle de longueur T . Les maintenanes

orretives peuvent être minimales ou parfaites. Dans le as où les MC sont minimales et les MP

sont parfaites, les instants de défaillane entre deux MP onséutives peuvent être modélisés par

un NHPP et on onnaît le nombre moyen de défaillanes E[NT ]. Il est alors possible d'obtenir une
durée de remplaement optimal T ∗

en minimisant le oût η(T ). Des détails sur l'optimisation de

la fontion de oût sont disutés dans [4, 56℄ pour une variété de lois de défaillane. Sur le plan

numérique, on remarque que la onnaissane du terme E[NT ] est ruiale pour l'obtention de la

durée optimale, et pour l'appliabilité de la politique proposée. En proposant une proédure de
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alul ette quantité pour le modèle ARA∞, Dagpunar [27℄ a montré qu'il est possible d'avoir

une politique de remplaement par blo ave des MC de type ARA∞ et des MP parfaites.

Dans es on�gurations, la politique est très performante et pratique, pourvu que les systèmes

ou les omposants soient simples à remplaer. Par ailleurs, lors d'une maintenane préventive, on

pro�te pour remplaer plusieurs omposants, d'où le nom politique de remplaement par blo.

On peut onsidérer que la politique périodique ave des MP parfaites est sur l'horizon in�ni,

puisque le système est remis à neuf à haque MP.

2.2 Politique de maintenane basée sur l'âge

La déision d'une MP de la politique basée sur l'âge est déterminée par la règle suivante. Une

MP est délenhée lorsque l'âge du système dépasse un seuil a, ou une MC est e�etuée si une

défaillane survient avant et âge. Si l'on note X la durée d'attente jusqu'à la prohaine MC (ou

la durée de vie) du système, alors la véritable durée d'attente à la prohaine maintenane est

Z = min(a,X). Les MP sont généralement supposées parfaites, tandis que les MC peuvent être

minimales ou parfaites. La Figure 1.4 illustre le as des MC et des MP parfaites.

Âge

A

TempsMP MPMC MC MP

Figure 1.4 � Politique basée sur l'âge ave les MC et MP parfaites

Dans ette on�guration, le oût moyen asymptotique par unité de temps sur un horizon

in�ni est alulé par [56℄ :

η(a) =
Cp + (Cc −Cp)(1−R(a))∫ a

0 R(u)du

où R est la fontion de survie de la durée de vie X. L'âge optimal à remplaer est obtenu par la

minimisation du oût. La politique est appliquée pour la plupart des lois de durée de vie [4, 56℄.

En partiulier, les solutions optimales de la loi Weibull de di�érents paramètres sont présentées

dans [137℄. La politique basée sur l'âge peut être aussi onsidérée sur l'horizon in�ni ave les MP

parfaites.

2.3 Politique de maintenane basée sur l'intensité de défaillane

Dans ette politique on surveille l'évolution de l'intensité de défaillane pour délenher les

maintenanes appropriées. Le système est réparé par une MC suite à la défaillane, ou par une MP

lorsque l'intensité de défaillane dépasse un seuil prédé�ni. L'e�et des MP s'inspire des modèles

de rédution d'intensité : modèle de Malik [98℄, de Chan et Shaw [18℄, et de Can�eld [16℄. La

mise en ÷uvre de la politique est disutée davantage dans [66, 67, 87℄. Dans es on�gurations,
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2. Politiques de maintenane préventive

les MP sont alors des maintenanes imparfaites. Nous trouvons des algorithmes permettant une

implantation pratique de la politique dans es travaux.

2.4 Politique de maintenane séquentielle

La politique de maintenane séquentielle (sequential preventive maintenane poliy) est ini-

tialement proposée par Barlow et Proshan [6℄ pour un horizon �ni : le système est remis à neuf

au bout de N opérations de MP. Les instants de MP sont dé�nis au fur et à mesure, a�n de

minimiser le oût total de maintenane de la période de fontionnement restant (avant la remise à

neuf du système). Pendant e temps, le système est réparé par les MC suite à des défaillanes. On

remarque alors que les MP ne sont pas plani�ées à l'avane, et les durées d'attente aux prohaines

MP ne sont pas néessairement toutes égales (voir Figure 1.5). En e�et, es durées sont de plus

MP MP MP Renouvellement

MC MC

Figure 1.5 � Politique séquentielle ave N = 4 MP, le dernier étant un renouvellement

en plus ourtes, puisque le système se dégrade au ours du temps. Pour simpli�er les aluls, les

MC sont généralement supposées minimales, tandis que les MP peuvent être imparfaites. Deux

lasses de modèles sont alors proposées. Dans [104℄, les MP ont un e�et imparfait sur l'intensité

de défaillane : le système est maintenu ave des MP, mais l'intensité de défaillane s'aroît.

Dans [105℄, les MP ont un impat sur l'âge, via un fateur de rédution similaire à elui du

modèle de Malik [98℄ ou ARA1 [40℄. Une politique de maintenane préventive séquentielle ave

la rédution d'âge est aussi proposée dans [79℄.

2.5 Autres politiques de maintenane

Les politiques présentées dans les parties préédentes sont onstruites à partir de l'âge du sys-

tème, en travaillant sur les lois de durée de vie. Ces modèles se foalisent sur l'analyse statistique

du proessus de omptage, mais ignorent l'état ou la dégradation physique du système. Or dans

plusieurs situations, des indiations sur et état peuvent être disponibles et pourraient être un

indiateur �able pour la déision de maintenane. L'état physique (par example les phénomènes

d'usure, de propagation de �ssure, de orrosion) peut être modélisé par un proessus stohas-

tique approprié. De nombreuses approhes sont alors proposées. Dans [123℄ (hapitre 8) et [17℄,

la modélisation du système et de la politique de maintenane sont étudiées ave un proessus de

Markov. L'utilisation d'un proessus de semi-Markov est étudiée dan [10℄. Le système se trouve

dans un des états de fontionnement, un état dégradé et défaillant. Le temps de séjour dans

haque état et la probabilité de transition sont proposés ou estimés pour modéliser le méanisme

de dégradation et de maintenane. La dégradation graduelle et la dégradation ontinue ont fait

l'objet de beauoup d'études. On peut iter, par exemple la modélisation par les proessus de

Markov par moreaux (Pieewise Deterministi Markov Proesses) [93℄, le proessus de Gamma

[59, 110℄, le proessus de Wiener [85℄.

2.6 Disussion sur les politiques de maintenane

La plupart des politiques disutées dans ette setion, et dans [115, 140℄ sont proposées

pour des maintenanes minimales et parfaites. Construire des politiques où les deux types de
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maintenane sont imparfaites est une extension naturelle des modèles de maintenane présentées

dans e hapitre.

Nous pouvons iter dans la littérature quelques politiques de maintenane onsidérant les

maintenanes imparfaites. On peut onsidérer que le modèle de Malik [98℄ est une politique

ayant des MC imparfaites, ar les réparations réduisent l'âge e�etif. Kijima et al. [75℄ propose

une politique ayant des MC de type ARA1. Les politiques de maintenane ave MC de type

Kijima I ou ARA1 sont étudiés dans [69, 79, 94, 97℄. Pour les MC de type Kijima II et ARA∞,

quelques approhes sont proposées dans [27, 34, 46, 148℄. L'e�aité de maintenane de type

Brown-Proshan est appliquée dans les politiques proposées dans [122℄.

Bien que les maintenanes imparfaites sont maintenant prises en ompte dans les politiques,

es dernières supposent toujours que le système est remis à neuf après une période de fontion-

nement, ou après un nombre limité de réparations. Cette hypothèse est ompréhensible pour les

modèles NHPP, Malik, Kijima I ou ARA1 où l'intensité initiale roît vers l'in�ni : le système

tombe en panne immédiatement après haque maintenane après une durée de fontionnement

de longueur onséquente. Il serait préférable d'arrêter le système et de le remplaer par un nou-

veau. Tandis qu'ave les modèles de type Kijima II, ARA∞ ou Brown-Proshan, le système

admet un état stationnaire. La question qui se pose est de savoir s'il serait possible de onstruire

une politique à l'horizon in�ni, sans avoir reours aux remplaements ? Dans le hapitre 2, nous

proposons des premiers éléments pour onstruire des telles politiques.

3 Estimation pour les modèles de maintenane

Cette setion est dédiée à une brève introdution des méthodes d'estimation des paramètres

des modèles de maintenane. L'étape d'estimation est sans doute la première et la plus impor-

tante dans l'analyse des données de maintenane. Avant toute étude d'inférene, il est également

important de bien déterminer le phénomène de ensure des données en onsidération.

Dans e qui suit, nous présentons brièvement les travaux dans la littérature des estimations

non-paramétriques, semi-paramétriques et paramétriques pour les proessus de omptage en gé-

néral, et pour les modèles de maintenane en partiulier. Nous parlerons aussi de l'estimation

fréquentiste et bayésienne. Puisque l'estimation et l'inférene est un vaste sujet, nous disutons

exlusivement de l'utilisation des méthodes d'estimation dans le domaine de �abilité et mainte-

nane.

3.1 Estimation non-paramétrique

Les méthodes d'estimation non-paramétrique pour les modèles de maintenane sont dévelop-

pées à partir de la théorie du proessus pontuel. Les quantités d'intérêt à estimer sont l'intensité

initiale λ et l'intensité umulée Λ du proessus. Les données sont les instants d'ourrene Ti de
la défaillane, observés pendant l'intervalle [0, t]. Les estimateurs les plus ouramment utilisés

sont l'estimateur de Nelson-Aalen et l'estimateur de Kaplan-Meier. L'estimateur de Nelson-Aalen

[1, 2, 107℄ est un estimateur sans biais [2℄ de l'intensité umulée du proessus pontuel Λ. L'esti-
mateur Kaplan-Meier [70℄, propose d'estimer diretement la survie assoiée R à l'intensité initiale

λ. On remarque que les estimateurs non-paramétrique n'utilisent auun modèle spéi�que pour

modéliser le proessus pontuel ou le proessus de omptage des données.

Nelson [108℄ donne de nombreux exemples d'appliation sont présentés dans plusieurs do-

maines. L'estimation non-paramétrique des modèles de maintenane lassique est présentée dans

[95℄. Gilardoni et al. [58℄ proposent une méthode non-paramétrique pour trouver le temps de
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remplaement à neuf optimal pour un modèle de maintenane minimale. Les méthodes non-

paramétrique pour la maintenane imparfaite sont plus omplexes, puisqu'en général l'e�et de

maintenane n'est pas observable. Dans [77, 143℄, une méthode d'estimation non-paramétrique

est proposée pour le modèle Brown-Proshan, en supposant que les types de maintenane (parfait,

minimal) sont observés. Dorado et al. [35℄ proposent une méthode d'estimation non-paramétrique

en se basant sur les tehniques d'un proessus de omptage pour leur modèle d'âge virtuel. L'es-

timation non-paramétrique est aussi proposée pour le modèle de Kijima de type II et ARA∞

dans [49℄, tout en supposant que les âges e�etifs sont onnus.

3.2 Estimation semi-paramétrique

On remarque que les modèles de maintenane imparfaite, en partiulier les modèles d'âge

virtuel, ne permettent pas d'utiliser exatement les méthodes d'estimation non-paramétriques ar

l'intensité de défaillane est dé�nie par les âges virtuels et non plus par le temps hronologique :

λt = λ(Vt)

Néanmoins, on remarque que les maintenanes n'impatent que les âges virtuels. Le vieillissement

intrinsèque, représenté par λ, n'est pas a�eté mais simplement "ahé". Pour pouvoir l'estimer à

partir des observations, Peña et al. [114℄ proposent de redé�nir le proessus de omptage des mo-

dèles d'âge virtuels par les durées inter-défaillane sous forme d'un proessus doublement indexé

Ns,t. Dans ette on�guration, la variable s représente le temps hronologique, et t la durée inter-
défaillane. Dans [112℄, une méthode semi-paramétrique est proposée en utilisant la tehnique

de vraisemblane pro�lée. Les propriétés de onvergene de l'estimateur sont disutées ensuite

dans [111, 113℄. Ces méthodes insistent sur la onnaissane des âges e�etifs, et la démarhe est

basée sur la tehnique de vraisemblane pro�lée. Si ela est le as, l'estimateur est onsistent.

Dans le as ontraire, il n'y pas de garantie que es méthodes fontionnent : Beutner et al. [7℄

s'interrogent l'appliabilité de l'approhe sémi-paramétrique à des modèles d'âge virtuel. En e

qui onerne le modèle BP, Doyen [39℄ propose une méthode qui permet d'estimer l'intensité de

défaillane initiale λ de manière non-paramétrique, et la probabilité de maintenane parfaite p
par une méthode paramétrique.

3.3 Estimation paramétrique

Les méthodes d'estimation paramétrique pro�tent de la spéi�ation des modèles pour dé-

duire les estimateurs. Dès lors que l'on peut déterminer les lois de dégradation, les fontions de

vraisemblane ou les onnaissanes a priori sur le modèle et le système, l'estimation peut être

réalisée par l'approhe fréquentiste (la méthode des moments ou la méthode du maximum de

vraisemblane) ou bayésienne.

3.3.1 Estimation fréquentiste

L'approhe fréquentiste propose tout d'abord d'utiliser d'un modèle spéi�que (ave des lois

bien dé�nies), puis de retrouver les valeurs des paramètres ave des données. La méthode des

moments et la méthode du maximum de vraisemblane sont généralement utilisées pour réaliser

ette tâhe.

Dans [100℄, des détails sur l'estimation pour les modèles de maintenane parfaite et minimale

sont présentés. La méthode du maximum de vraisemblane est généralement utilisée une fois que

le modèle est préisé (par exemple l'intensité initiale λ(·)).
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L'estimation pour les modèles d'âge virtuel néessite la onstrution de fontion de vrai-

semblane. Pour rappel, la vraisemblane d'un modèle d'âge virtuel d'une observation pendant

l'intervalle [0, t] pour une ensure de type I est donnée par

L(θ; t∗n) =
n∏

i=1

λ(ai−1 + ti − ti−1)× exp

(
−

n+1∑

i=1

Λ(ai−1 + ti − ti−1)− Λ(ai−1)

)

Les âge e�etifs {ai}i≥0 sont déterminés selon les modèles spéi�ques (par exemple pour les

modèles de lasse ARA). Si l'intensité initiale λ est dé�nie, alors la fontion de vraisemblane est

alulable failement. Les paramètres inonnus peuvent être estimés par la méthode du maximum

de vraisemblane. Nous pouvons iter des travaux dans la littérature pour quelques modèles d'âge

virtuel. Les estimations du modèle ARA1 sont présentées dans [62, 131, 144℄. Doyen [37℄ disute

des onditions de onvergene de l'estimateur du maximum de vraisemblane pour le modèle

ARA1. Les méthodes d'estimation du modèle BP sont présentées dans [38, 89℄.

La qualité des estimations des modèles d'âge virtuel est di�ile à évaluer. Contrairement aux

modèles lassiques (AGAN, ABAO), il n'est pas évident de déduire un intervalle de on�ane

théorique pour les estimateurs. D'autre part, la onvergene des estimateurs est disutable lorsque

très peu de données sont disponibles (moins de 20 par exemple).

3.3.2 Estimation bayésienne

Pour un système ou omposant ritique, où peu de données sont observées, ave une onnais-

sane parfaite des experts sur son fontionnement, l'inférene bayésienne peut être une bonne

alternative à l'inférene fréquentiste (maximum de vraisemblane, méthode des moments, et.).

En e�et pour les systèmes �ables, il n'est pas rare d'observer de très peu, voire auune dé-

faillane (as fortement ensuré). Dans e as, parfois l'équipe de maintenane peut disposer des

onnaissanes sur le système, ou sur des systèmes similaires. L'approhe bayésienne semble alors

plus adaptée. Dans ette on�guration, les paramètres du modèle ne sont plus déterministes.

Ils deviennent des quantités aléatoires, que l'on puisse leurs assoier des lois de probabilité, qui

s'appelle lois a priori. Ces dernières sont, entre autre, le résumé des informations a priori sur

le système. Ensuite, les données permettent de mettre à jour les informations a priori en lois a

posteriori, à partir desquelles les estimations sont déduites.

Dans la littérature, l'utilisation de l'approhe bayésienne est promue par Robert [125℄ pour les

analyses statistiques en général. Des perspetives d'appliation dans le domaine de �abilité sont

évoquées par Rausand et Høyland [123℄ et Meeker et Esobar [100℄. Singpurwalla [132℄ détaille la

démarhe de l'approhe bayésienne pour le domaine de �abilité et gestion des risques. La littéra-

ture de l'approhe bayésienne pour les maintenane lassiques est très rihe. Tandis que pour les

modèles de maintenane imparfaite, peu des résultats sont présentés. L'analyse bayésienne des

modèles ARA ave maintenane orretive seule est présentée dans [21℄, l'analyse des modèles

de MC et MP est développée dans [60℄. Dans e qui suit, nous présentons quelques éléments qui

nous sont utiles pour e�etuer une analyse bayésienne. Dans le hapitre 4, nous présentons en

détail les di�érentes étapes de l'inférene bayésienne pour le modèle Brown-Proshan.

L'approhe bayésienne néessite la détermination d'une loi a priori π(θ) sur le veteur θ
des paramètres. Cette loi re�ète les informations sur le paramètre, avant toute observation. Les

informations peuvent être :

• L'expertise sur le modèle, le système ou des systèmes similaires.

• Le retour d'expériene de terrain, les résultats des essais, les ontraintes dans le ahier des

harges.
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Les soures d'information sont bien sûr plus nombreuses. Toutefois, il n'est pas aisé de transformer

toutes es onnaissanes en loi de probabilité. En e�et, les informations ne sont pas préises, au

sens où plusieurs lois de probabilité peuvent être appropriées à l'information a priori. Il faudrait

faire un hoix, qui pourrait avoir un impat onsidérable sur la future étude qui en déoule.

Néanmoins, dans le hoix des lois, il faudrait s'assurer que :

• les lois peuvent représenter un grand nombre de situations réelles,

• elles sont failement paramétrables et les paramètres ont un sens physique,

• si possible les lois mènent à un alul simple.

En fontion de la qualité des informations, on peut avoir une loi a priori informative ou

non-informative. Une loi informative est une représentation des avis, des opinions d'experts et

de l'inertitude sur le modèle et ses paramètres en lois de probabilité. Les onnaissanes et

informations qui permettent de onstruire es lois sont supposées indépendantes des données et

des observations du modèle en question. En revanhe, on a reours à une loi non-informative

lorsqu'auune information (qui est indépendante des données et observations omme dans le

as informative) n'est disponible sur le paramètre. La solution possible est de proposer une

loi qui peut représenter ou résumer le mieux possible les informations qui sont ontenues dans

les données, puisque es dernières sont la seul soure d'information sur le paramètre et sur le

système. Par onséquent, il n'y a pas une loi non-informative universelle. Certaines propositions

de loi sont plus utiles et e�aes que d'autres, et le hoix dépend du paramètre et du modèle

spéi�que. Kass et Wasserman [72℄ proposent un ensemble de règles pour séletionner des lois

a priori. Ainsi, les paramètres de la loi a priori sont appelés hyper-paramètres. La valeur des

hyper-paramètres détermine la loi a priori, qui ensuite in�uene sur la qualité des estimations.

Les informations dans la loi a priori sont mises à jour ave des observations, qui sont résumées

dans la vraisemblane L(θ; tn), pour déduire la loi a posteriori π(θ|tn). Cette loi est obtenue en
utilisant le théorème de Bayes :

π(θ|tn) =
L(θ; tn)π(θ)

L(tn)
∝ L(θ; tn)π(θ)

Le terme L(tn) désigne la vraisemblane marginale. Elle est appelée parfois onstante de

normalisation et n'intervient pas en général dans les aluls d'estimation. Cela justi�e l'utilisation

de l'opérateur proportionnel ∝ dans l'équation préédente. L'estimateur bayésien est déduit à

partir de la loi a posteriori, en minimisant une fontion de perte L omme suit :

θ̂b = argmin
θ̂

∫
L(θ, θ̂)π(θ|tn)dθ

Nous hoisissons le oût quadratique L(θ, θ̂) = (θ − θ̂)2 pour évaluer l'estimateur bayésien. Sous

ette on�guration, l'estimateur bayésien est la moyenne de la loi a posteriori [125℄ :

θ̂b =

∫
θπ(θ|tn)dθ (1.9)

D'autres fontions de oût sont envisageables, par exemple le oût 0-1 ou le oût absolu. L'esti-

mateur bayésien orrespondant au oût 0-1 et au oût absolu sont le mode et la médiane de la

loi a posteriori, respetivement. Dans notre étude, nous utilisons le oût quadratique, puisqu'il

donne un estimateur bayésien plus faile à obtenir (la moyenne a posteriori). L'expression de

l'estimateur θ̂b dépend de la omplexité de la loi a posteriori. Lorsque son expression analytique

n'est pas disponible, les simulations sont utilisées pour obtenir une approximation de l'intégrale.
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Chapitre 1. Modèles lassiques de maintenane

Plusieurs tehniques sont proposées pour le alul et l'approximation de l'intégrale de l'esti-

mateur θ̂b dans l'équation 1.9. La première tehnique d'intégration Monte Carlo [101℄ onsiste

à générer des éhantillons de la loi a posteriori : (θ1, θ2, . . . , θK) et à approher la moyenne a

posteriori par :

˜̂
θb =

1

K

K∑

i=1

θi

D'après la Loi des Grands Nombres, l'approximation par l'intégration Monte Carlo onverge

vers la moyenne a posteriori ave la probabilité 1. L'intégration Monte Carlo est améliorée par

la onstrution d'une haîne de Markov ergodique (θ1, θ2, . . . , θK) qui admet la loi a posteriori

omme sa mesure invariante. D'après le Théorème d'ergodiité, la haîne onverge vers la loi

π(θ|tn) et la moyenne a posteriori est approhée par :

E[θ|tn] = lim
K→∞

1

K

K∑

i=1

θi

L'ensemble des es tehniques sont appelés Monte Carlo Markov Chain (MCMC). Plusieurs

tehniques sont proposées pour simuler une telle haîne de Markov, dont les plus fréquemment

employées sont l'algorithme Metropolis-Hastings [126℄, l'algorithme d'éhantillonnage de Gibbs

[55℄ et la version hybride Metropolis-Hastings-dans-Gibbs [126℄.

L'algorithme Metropolis-Hastings génère la haîne (θ1, θ2, . . . , θK) de manière itérative, en

utilisant une loi dite loi de proposition [125℄ ou loi instrumentale [52℄ q(θ|θi−1). A l'étape i, un
andidat θcand est généré ave la loi q(θ|θi−1), puis on alule le ratio :

r =
π(θcand|tn)q(θcand|θi−1)

π(θi−1|tn)q(θi−1|θcand)

Le andidat θcand est alors aepté si RAND < min(r, 1), où RAND est une réalisation de la

loi Uniforme U [0, 1].

L'algorithme d'éhantillonnage de Gibbs est spéialement onçu pour le as multivarié : θ =
(θ1, θ2, . . . , θn). Un éhantillon de la omposante θj du veteur θ est générée par la densité

onditionnelle omplète orrespondant :

π(θj|θ1, . . . , θj−1, θj+1, . . . , θn) =
π(θ1, . . . , θn)

π(θ1, . . . , θj−1, θj+1, . . . , θn)

L'algorithme se déroule alors de manière itérative. A l'étape i, l'éhantillon θji est généré à partir

de la loi π(θj |θ1i , θ
2
i , . . . , θ

j−1
i , θj+1

i−1 , . . . , θ
n
i−1). Pour omparer à l'algorithme Metropolis-Hastings,

on remarque la valeur andidate θji de l'éhantillonnage de Gibbs est aeptée ave la probabilité
1.

Finalement, la version hybride Metropolis-Hastings-dans-Gibbs inorpore le prinipe de pro-

position et rejet de l'algorithme Metropolis-Hastings dans les étapes de l'éhantillonnage de

Gibbs : au lieu d'aepter tous les andidats de la densité onditionnelle omplète, des valeurs

andidates θjcand sont générés par une loi de proposition, puis le ratio r est alulé ave la densité

π(θj |θ1i , θ
2
i , . . . , θ

j−1
i , θj+1

i−1 , . . . , θ
n
i−1) pour déider si une valeur est admise.

On remarque que la qualité de l'estimation dépend de la longueur K de la haîne de Markov, à

savoir si le support Θ du paramètre θ est bien visité par la haîne. D'autre part, l'initialisation de
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3. Estimation pour les modèles de maintenane

la haîne (la première valeur θ1) a aussi un impat sur la onvergene empirique de la haîne. Bien

souvent, il est onseillé de simuler plusieurs haînes en parallèle : (θi,j), 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ K,

a�n d'avoir une meilleure estimation de la moyenne empirique.

On dispose aussi des ritères de onvergene empiriques pour les haînes MCMC. Le ritère

de Geweke [57℄ véri�e si la longueur K d'une haîne MCMC est su�sante. Sous l'hypothèse de

onvergene dans l'état stationnaire de la haîne de Markov, la moyenne des premières valeurs

(θ1, . . . , θNa) doit être égale à la moyenne des dernières valeurs (θNb, . . . , θK). Des tests lassiques
d'égalité entre deux moyennes empiriques peuvent être utilisés dans e but. Le ritère de Gelman

[11, 54℄ est proposé pour mesurer la onvergene des plusieurs haînes MCMC en parallèle. Le

ritère propose une statistique, qui s'appelle Fateur de rédution d'éhelle R̂c (Potential Sale

Redution Fator PSFR), qui mesure la di�érene entre la variane d'une haîne et la variane

inter-haîne. Une valeur R̂c prohe de 1 indique une onvergene empirique des haînes MCMC

onsidérées. La onvergene empirique peut être véri�ée par d'autres ritères, par exemple ritère

de Raftery et Lewis [121℄, ritère de Heidelberger et Welh [63℄.

En plus de fournir les estimations pontuelles de la vraie valeur du paramètre θ, il est aussi
important de onstruire des régions de on�ane S(α) pour θ. Un α-intervalle de rédibilité est

un sous-ensemble S(α) de l'espae de paramètre Θ tel que :

P(θ ∈ S(α)|tn) ≥ 1− α

Il pourrait exister plusieurs intervalles de rédibilité qui peuvent satisfaire es onditions. De

plus, lorsque la loi a posteriori est multimodale, il n'y pas de règle préise pour hoisir un tel

intervalle. Dans le as où la loi π(θ|tn) est non symétrique, il n'est pas non plus évident de

hoisir un intervalle de rédibilité. Pour pallier ela, l'intervalle HPD (Highest Posterior Density

- densité a posteriori la plus forte) est proposée. Un α−intervalle de HPD est un sous-ensemble

S(πα) tel que

S(πα) = {θ : π(θ|tn) ≥ πα}

où πα est la plus grande borne telle que

P(θ ∈ S(πα)) ≥ 1− α

Dans [19℄, une méthode est proposée pour obtenir une approximation de l'intervalle HPD à partir

des haines MCMC.

3.4 Estimation pour des données dans des fenêtres d'observation

Dans les études d'estimation, on suppose souvent que les données reueillies sont sur un

système supposé totalement neuf. Les estimateurs sont ainsi onstruits dans l'intervalle [0, t], où
t est la �n de l'observation. Or en pratique, il y a des as où les observations sont inomplètes,

dans le sens où elles sont enregistrées depuis d'un instant ultérieur à l'origine : le système est

observé pendant l'intervalle [s, s + t]. Il est alors fort probable que le système ne soit pas neuf

au début de la période d'observation (à l'instant s). Par onséquent, il est très important de

proposer des extensions des méthodes d'estimation lassiques pour pouvoir prendre en ompte

le nouveau type de ollete de données. Nous appellerons ette on�guration données en fenêtres

d'observation. Une fenêtre d'observation est une période pendant laquelle les défaillanes sont

observées. Le système n'est pas neuf au début de la fenêtre. Les informations en dehors de

la fenêtre (notamment e qui se produisent avant) sont absentes ou partiellement disponibles.
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Chapitre 1. Modèles lassiques de maintenane

Il faudrait alors prendre en ompte e phénomène, et proposer des extensions des méthodes

d'estimation lassiques.

Pour le modèle de maintenane parfaite, des extensions d'estimation non-paramétrique [134,

139℄ et paramétrique [151, 152℄ sont déjà proposées. Les extensions des méthodes paramétriques

pour les modèles de maintenane minimale sont proposées dans [23, 24, 149℄, en préisant que

l'intensité initiale suit la loi de Weibull. On trouve aussi des extensions pour le modèle de main-

tenane minimale dans diverses appliations, par exemple : gestion de maintenane des analisa-

tions de réseaux d'eau potable [84, 96, 128, 153℄, analyse des données de défaillane des véhiules

militaires et de retour de garantie [154℄.

Les extensions de méthodes d'estimation pour le modèle de maintenane imparfaite par âge

virtuel sont peu nombreuses. Dans [50℄, l'âge virtuel initial (au début de l'observation) est donné

omme un paramètre pour établir la vraisemblane d'un modèle d'âge virtuel. L'âge virtuel initial

non nul est aussi onsidéré dans [53℄. Dans [20℄, l'inférene en présene des données manquantes

d'un modèle NHPP ave hos est onsidérée.

Nous onstatons un besoin d'extensions de méthodes d'estimation pour les modèles de mainte-

nane imparfaite, en l'ourrene les modèles d'âge virtuel. Dans le as où la présene des données

manquantes est identi�ée, il est néessaire d'adapter la méthode d'estimation, a�n d'avoir des

résultats qui orrespondent bien au méanisme de vieillissement du système. Comme nous nous

positionnons dans le as de maintenane imparfaite, le système n'est pas remis à neuf à haque

maintenane, don il est fort probable que l'âge virtuel initial au début de l'observation soit non

nul. Cela a un impat onsidérable sur les résultats d'estimation.

D'autre part, nous identi�ons des as où quelques informations initiales sont disponibles, et

nous proposons des extensions des modèles de maintenane parfaite et minimale. Cela permettrait

d'élargir les appliations de es modèles.

4 Thèmes abordés

Les rihes travaux de modélisation de maintenane onstituent des outils e�aes pour analy-

ser les données dans les études de sûreté de fontionnement. Plusieurs méthodes de modélisation

sont proposées, allant des modèles lassiques (maintenane minimale et parfaite) aux modèles

plus élaborés de maintenane imparfaite. Les modèles peuvent permettre de onsidérer les main-

tenanes orretives seules ou onjointement ave les maintenanes préventives. De nombreuses

appliations de es modèles sont présentées, e qui on�rme l'intérêt grandissant des modèles de

maintenane, en partiulier des maintenanes imparfaites, dans l'industrie.

L'étude de travaux dans la littérature nous indiquent quelques grands thèmes qui méritent

davantage d'attention. Premièrement, il est très intéressant de onstruire des politiques basées

sur l'âge qui permettent de n'avoir que des maintenanes imparfaites. En e�et, la plupart des

politiques néessitent une remise à neuf ou un remplaement du système après un ertain nombre

d'opérations de maintenane, ou après une période de fontionnement. Or, il y a bien des as

où un tel remplaement n'est pas onevable à ause d'un oût trop important, ou d'une longue

rupture de servie (qui engendra bien sûr un oût non négligeable). Le système doit être main-

tenu en permanene, ave des maintenanes imparfaites. Il est alors indispensable de onstruire

les politiques de maintenane adaptées. Cela pourrait o�rir plusieurs possibilités de modélisa-

tion des proessus de maintenane dans l'industrie. Dans le hapitre 2, en étudiant un modèle

d'âge virtuel, nous proposons des premiers éléments pour la onstrution d'une telle politique de

maintenane préventive.

Avant toute onstrution de politique, il est primordial de onnaître le omportement du
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système onsidéré. D'où la néessité d'une proédure d'inférene et d'estimation appropriée. De

nombreuses approhes sont proposées pour l'estimation à partir des observations omplètes, mais

peu de travaux sont proposés pour le as des données en fenêtre d'observation ave des informa-

tions initiales manquantes. En e�et, nous onstatons un nombre non négligeable de situations

ave des données manquantes où les proédures d'inférene lassiques ne sont plus adaptés. De

nombreuses études ont montré l'impat de la négligene de e phénomène, mais assez peu de tra-

vaux sont onsarés à l'amélioration de la proédure d'inférene de es modèles de maintenane.

Cela motive les travaux dans le hapitre 3. Finalement dans le hapitre 4, une proédure d'in-

férene est proposée pour le modèle de Brown-Proshan. La possibilité d'appliquer la démarhe

bayésienne pour la séletion des modèles est disutée aussi dans e hapitre, ainsi qu'un nouveau

ritère séletion de modèle. Les développements sont illustrés par des simulations et les méthodes

proposées sont appliquées aux données réelles.
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Chapitre 2

Développement analytique et politique

de maintenane imparfaite pour le

modèle Weibull-ARA∞

1 Introdution

Dans la modélisation statistique des systèmes réparables, les modèles de maintenane impar-

faite oupent une plae très importante. Ces modèles sont très �exibles, et permettent d'analyser

un grand nombre de as pratiques. De nombreuses approhes sont proposées pour modéliser la

maintenane imparfaite, omme présentées dans le hapitre I. Parmi elles-i, les modèles d'âge

virtuel sont partiulièrement répandus, puisqu'ils onsidèrent que la maintenane peut agir di-

retement sur l'âge du système. Les paramètres des e�aités de maintenane ont alors un sens

physique, et ils sont failement interprétables. L'appliation de es modèles dans l'étude de �a-

bilité et de sûreté de fontionnement peut se trouver dans [34, 115, 117, 123℄.

Contrairement aux modèles lassiques, omme par exemple le proessus de renouvellement

(maintenane parfaite) et le proessus de Poisson non-homogène (maintenane minimale), les

modèles d'âge virtuel sont naturellement plus omplexes, puisqu'ils intègrent des paramètres

représentant l'e�aité de maintenane. Pour ertains modèles d'âge virtuel, l'expression des

fontions de survie ou des densités des variables aléatoires assoiées au modèle est proposée de

manière analytique omme dans le as du modèle BP [38℄. Pour d'autres, des résultats asymp-

totiques ont été obtenus, omme pour les modèles ARAm, ave m < ∞ [37℄. En onsidérant

d'autres hypothèses sur les âges virtuels telles que ARA∞, des résultats approhés ont été pro-

posés [26, 45℄, mais il existe relativement peu de résultats analytiques disponibles.

Dans e hapitre, nous présentons de nouveaux développements analytiques pour un modèle

dont l'e�aité de maintenane de type ARA∞ et dont l'intensité initiale est de loi Weibull. Le

modèle sera nommé WARA∞. Le hoix de la loi Weibull permet d'appliquer le modèle à un

vaste domaine d'appliations [103℄. Les lois statistiques des grandeurs de �abilité, par exemple

elles des âges virtuels et des durées inter-défaillane, sont développées de manière expliite. Nous

mettons en évidene la propriété de onvergene du modèle évoquée par Finkelstein [45℄ et par

Last et Szekli [82℄. L'expression des lois asymptotiques est ensuite développée. Nous présentons

par la suite quelques appliations pour la mise en plae d'une politique optimale de maintenane

préventive assoiée au modèle WARA∞. Les politiques seront implantées via des simulations

numériques. Nous montrons également qu'il est possible de onstruire des politiques optimales

de maintenane préventive pour des modèles dont l'e�aité de maintenane est de type ARA∞
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pour une vaste lasse d'intensités initiales.

2 Modèle Weibull-ARA∞

Le modèleWARA∞ est dé�ni à partir d'un proessus de omptage {Nt}t≥0, dont les instants

de défaillane et les durées de inter-défaillane sont notés {Ti}i≥0 et {Xi}i≥1, respetivement.

L'intensité initiale est supposée de la loi Weibull W(α, β) :

λ(t) = αβtβ−1
(2.1)

Le proessus des âges virtuels est noté {Vt}t≥0. En partiulier, le modèle WARA∞ suppose que

les âges e�etifs {Ai}i≥0 sont de type ARA∞ [40℄. L'e�aité de maintenane ARA∞ suppose

que la maintenane rajeunit l'âge virtuel d'un montant proportionnel à sa valeur juste avant

la défaillane. Si on note A−
i = Ai−1 + Xi l'âge e�etif juste avant la ième maintenane, alors

l'e�aité de type ARA∞ donne

Ai = A−
i − ρA−

i = (1− ρ)(Ai−1 +Xi)

Il en déoule que

Ai = (1− ρ)iA0 +
i∑

j=1

(1− ρ)(i−j+1)Xj

L'âge initial du système A0 est nul pour un système neuf, et di�érent de zéro sinon. Le paramètre

ρ dé�nit l'e�aité de maintenane. Dans d'autres ouvrages, e paramètre est parfois appelé

fateur d'amélioration ou de restauration. On peut identi�er quelques as lassiques :

• ρ = 0 : Maintenane minimale (NHPP) ave Ai = Ti.
• ρ = 1 : Maintenane parfaite (Proessus de renouvellement) ave Ai = 0.
• 0 < ρ < 1 : Maintenane imparfaite.

• ρ < 0 : Maintenane nuisible.

Le modèle résultant est alors appelé WARA∞, qui signi�e un modèle de maintenane de

type ARA∞ dont l'intensité initiale de loi Weibull. Le modèle est entièrement dé�ni par les para-

mètres (α, β, ρ) et l'âge virtuel initial A0. Dans e qui suit, nous traitons seulement le as d'une

maintenane imparfaite (0 < ρ < 1). Le as d'une maintenane minimale et parfaite sont déjà

abordés dans [23, 124℄ et [92, 145℄, respetivement. Le as d'une maintenane nuisible (ρ < 0)
ne fait pas l'objet de ette étude. Le modèle WARA∞ ne onerne que les maintenanes orre-

tives. Les maintenanes préventives seront ajoutées à partir de la setion 4, a�n de onstruire

des politiques de maintenane optimales.

3 Développement

Avant de proposer ertains développements analytiques du modèleWARA∞, nous présentons

une propriété sur les durées inter-défaillane {Xi}i≥1 qui permet de simuler une trajetoire pour

n'importe quel modèle d'âge virtuel.

Sous l'hypothèse de l'âge virtuel, la loi onditionnelle de la prohaine durée inter-défaillane

Xi+1 est dé�nie par :

∀i ≥ 0,∀t ≥ 0, P(Xi+1 > t|A0,X1, A1, ...,Xi, Ai) = P(X > Ai + t|X ≥ Ai) =
R(Ai + t)

R(Ai)
(2.2)
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où X désigne la variable aléatoire qui a la même loi que la première défaillane T1. En utilisant

le fait que R(t) = exp(−Λ(t)), l'équation préédente nous donne la relation suivante :

Λ(Ai + t) = Λ(Ai)− ln(P(X > Ai + t|X > Ai))

La prohaine durée inter-défaillane peut être alors simulée si Λ(t) est inversible, en utilisant

l'équation 2.3 suivante :

Xi+1 = Λ−1(Λ(Ai)− ln(Ui+1))−Ai (2.3)

où Ui+1 suit une loi Uniforme U [0, 1].
L'ériture dans l'équation (2.3) nous permet de onstruire une méthode de simulation pour

générer une séquene de durées inter-défaillane X = (x1, x2, . . . , xn) et d'âges e�etifs A =
(a1, a2, . . . , an). L'algorithme 1 suivant présente l'exemple de simulation du modèle ARA∞ dont

l'intensité initiale est λ et l'e�aité est ρ.

Algorithm 1 Simulation des durées inter-défaillane et âges e�etifs du modèle ARA∞

1: Initialiser x0 = 0, a0 = 0
2: for k = 1 : n do
3: xk = Λ−1 (Λ(ak−1)− ln(RAND))− ak−1 ⊲ RAND : Une réalisation de loi Uniforme U [0, 1]
4: ak = (1− ρ)(ak−1 + xk) ⊲ Mise à jour de l'âge e�etif du modèle ARA∞

5: tk = tk−1 + xk ⊲ Calul du prohain instant de défaillane

6: end for

On peut adapter l'algorithme pour un modèle ARAm en général. Il su�t de mettre à jour de

manière appropriée les âges e�etifs ak selon la mémoire m. Nous avons supposé que la fontion

réiproque Λ−1
de l'intensité umulée existe.

La dé�nition de l'âge e�etif du modèle ARA∞ nous permet d'obtenir une relation de réur-

rene entre les An, sans passer par les durées inter-défaillane Xn.

Proposition 2.1.

An = (1− ρ)Λ−1(Λ(An−1) + ξn), ∀n ≥ 1

{ξj}j=1,...,n est une séquene des variables aléatoires i.i.d. de loi exponentielle de paramètre 1

E(1).

Démonstration. En utilisant l'équation (2.3) et la propriété de l'âge e�etif ARA∞, on a :

An = (1− ρ)(An−1 +Xn)

= (1− ρ)(An−1 + Λ−1(Λ(An−1)− ln(Un))−An−1)

= (1− ρ)Λ−1(Λ(An−1) + ξn)

ave ξn = −ln(Un) variable aléatoire de loi exponentielle de paramètre 1 E(1).

Suite à la Proposition 2.1, pour le modèle WARA∞ où Λ−1(t) = (t/α)1/β , les âges e�etifs
ont la relation de réurrene suivante :

An = (1− ρ)α
− 1

β (αAβ
n−1 + ξn)

1
β , ∀n ≥ 1 (2.4)

Une expression expliite pour An est alors disponible, omme montrée dans la proposition

suivante.
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Proposition 2.2. Pour le modèle WARA∞, où {ξi}i=1,...,n est une séquene de n variables

aléatoires i.i.d. de loi exponentielle de paramètre 1, E(1) :

An = (1− ρ)α
− 1

β

(
n∑

i=1

(1− ρ)β(n−i)ξi

) 1
β

, ∀n ≥ 1

Démonstration. Le résultat est démontré par réurrene. Pour n = 1, on applique la Proposition

2.1, ave A0 = 0 :

A1 = (1− ρ)Λ−1[Λ(A0) + ξ1] = (1− ρ)α− 1
β ξ

1
β

1

Supposons maintenant que la proposition est valide pour n. L'étape suivante se démontre omme

suit :

An+1 = (1− ρ)Λ−1[Λ(An) + ξn+1]

= (1− ρ)α
− 1

β


α


(1− ρ)α

− 1
β

(
n∑

i=1

(1− ρ)β(n−i)ξi

) 1
β



β

+ ξn+1




1
β

= (1− ρ)α− 1
β

[
αα−1(1− ρ)β

n∑

i=1

(1− ρ)β(n−i)ξi + ξn+1

] 1
β

= (1− ρ)α
− 1

β

(
n+1∑

i=1

(1− ρ)β(n+1−i)ξi

) 1
β

D'après la proposition 2.2, l'âge e�etif An s'exprime à partir d'une somme pondérée des

variables aléatoires i.i.d. exponentielle E(1), e qui est une somme des variables aléatoires de lois

exponentielles i.i.d. Par ailleurs, une somme des variables aléatoires indépendantes de loi expo-

nentielle est une variable aléatoire de loi hypo-exponentielle [52℄. Par onséquent, l'âge e�etif

An est une transformation algébrique d'une variable aléatoire hypo-exponentielle. Pour obtenir

la loi marginale de An, nous introduisons la notation q-shifted fatoriel (fatoriel sous forme

de q-séries) [99℄, un as partiulier d'une série hypergéométrique [51℄ :

(a, q)k =

k−1∏

j=0

(1− aqj), ∀k ≥ 1 (2.5)

La loi marginale de An est présentée de manière ompate ave l'opérateur q-shifted fatoriel,

omme présenté dans la proposition 2.3.

Proposition 2.3. La fontion de survie de l'âge e�etif An du modèle WARA∞, ave q =
(1− ρ)β est

RAn(t) =
n∑

k=1

1

(q, q)n−k(
1
q ,

1
q )k−1

e
−αtβ

qk , ∀n ≥ 1

Démonstration. Dénotons θi = qi−n
et Yn =

∑n
i=1 θ

−1
i ξi, l'âge e�etif se réérit :

An = (1− ρ)α
− 1

β

(
n∑

i=1

θ−1
i ξi

) 1
β

= (1− ρ)α
− 1

β Y
1
β
n
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Comme ξi suit la loi exponentielle de paramètre 1 alors θ−1
i ξi suit la loi exponentielle de

paramètre θi. Il en déoule que la variable Yn suit la loi hypo-exponentielle de paramètre θ =
(θ1, ..., θn), dont la fontion de survie a pour expression [52℄ :

RYn(t) =
n∑

i=1

µi
θi
e−θit, n ≥ 1

ave µi =

∏n
i=1 θi∏n

j=1,j 6=i(θj − θi)
.

Une ériture ompate pour µi ave le q-shifted fatoriel est donnée par

µi =

∏n
i=1 θi∏n

j=1,j 6=i(θj − θi)
=

∏n
i=1 θi∏n

j=1,j 6=i θj(1−
θi
θj
)
=

θi∏n
j=1,j 6=i(1−

θi
θj
)

=
θi∏i−1

j=1(1−
θi
θj
)
∏n

j=i+1(1−
θi
θj
)
=

qi−n

∏i−1
j=1(1− qi−j)

∏n
j=i+1(1− qi−j)

=
1

qn−i

1
∏i−1

j=1(1− qj)

1
∏n−i

j=1(1−
1
qj
)
=

1

qn−i

1

(q, q)i−1

1

(1q ,
1
q )n−i

La fontion de survie marginale de Yn et An s'érit alors

RYn(t) =

n∑

i=1

1

(q, q)i−1(
1
q ,

1
q )n−i

e
− t

qn−i

RAn(t) =

n∑

k=1

1

(q, q)n−k(
1
q ,

1
q )k−1

e
−αtβ

qk

Ave l'obtention de la fontion de survie marginale de l'âge e�etif, il est alors possible d'ob-

tenir une expression de la fontion de survie marginale pour la prohaine durée inter-défaillane,

omme montré dans la proposition 2.4.

Proposition 2.4. La fontion de survie de Xn+1 du modèle WARA∞ est

RXn+1(t) =





n∑

k=1

∫ ∞

0
αβxβ−1e−α(x+t)β+α(1−q−k)xβ

dx

qk(q, q)n−k(
1
q ,

1
q )k−1

, n ≥ 1

e−αtβ , n = 0

Démonstration. La loi de Xn+1 est obtenue par un onditionnement suivant An de la manière
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suivante :

∀n ≥ 1, P (Xn+1 > t) =

∫ ∞

0
P (Xn+1 > t|An = x)dFAn(x)

=

∫ ∞

0
P (X > x+ t|X > x)dFAn(x) =

∫ ∞

0

R(x+ t)

R(x)
dFAn(x)

=

∫ ∞

0
e−α(x+t)β+αxβ

αβxβ−1
n∑

k=1

1

qk(q, q)n−k(
1
q ,

1
q )k−1

e
−αxβ

qk dx

=
n∑

k=1

∫ ∞

0
αβxβ−1e−α(x+t)β+α(1−q−k)xβ

dx

qk(q, q)n−k(
1
q ,

1
q )k−1

Le as n = 0, X1 suit la même loi de X, qui est la durée de défaillane d'un système neuf de loi

de Weibull.

Les lois marginales nous permettent d'obtenir les espéranes mathématiques des variables

aléatoires An et Xn. Nous présentons les résultats dans la Proposition 2.5.

Proposition 2.5. L'espérane de l'âge e�etif An et de la durée inter-défaillane Xn+1 du modèle

WARA∞ est

E[An] = α−1/βΓ(
1

β
+ 1)

n∑

k=1

q
k
β

(q, q)n−k(
1
q ,

1
q )k−1

, ∀n ≥ 1

E[Xn+1] = α−1/βΓ(
1

β
+ 1)

n+1∑

k=1

q
k−1
β (1− q

1
β + qn+1−k+ 1

β )

(q, q)n+1−k(
1
q ,

1
q )k−1

, ∀n ≥ 0

où Γ(z) =
∫∞
0 tz−1e−tdt est la fontion Gamma.

Démonstration. Pour le alul de l'intégrale, on utilise un résultat de la fontion Gamma et d'un

hangement de variable :

∫ ∞

0
e
−αtβ

qk dt = α− 1
βΓ(

1

β
+ 1)q

k
β

L'espérane E[An] est alors la suivante :

E[An] =

∫ ∞

0
RAn(t)dt =

∫ ∞

0

n∑

k=1

1

(q, q)n−k(
1
q ,

1
q )k−1

e
−αtβ

qk dt

=

n∑

k=1

1

(q, q)n−k(
1
q ,

1
q )k−1

∫ ∞

0
e
−αtβ

qk dt

= α−1/βΓ(
1

β
+ 1)

n∑

k=1

q
k
β

(q, q)n−k(
1
q ,

1
q )k−1

L'espérane de Xn+1 est déduite à partir de la relation entre An, An+1 et Xn+1 :

An+1 = (1− ρ)(An +Xn+1)

⇒ Xn+1 =
An+1

1− ρ
−An = q−

1
βAn+1 −An
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En prenant l'espérane E[·] des deux �tés, on obtient :

E[Xn+1] = q
−1
β E[An+1]− E[An]

= α−1/βΓ(
1

β
+ 1)

(
n+1∑

k=1

q
k−1
β

(q, q)n+1−k(
1
q ,

1
q )k−1

−
n∑

k=1

q
k
β

(q, q)n−k(
1
q ,

1
q )k−1

)

= α−1/βΓ(
1

β
+ 1)

(
n∑

k=1

q
k−1
β

(1q ,
1
q )k−1

[
1

(q, q)n+1−k
−

q
1
β

(q, q)n−k

]
+

q
n
β

(1q ,
1
q )n

)

= α−1/βΓ(
1

β
+ 1)

(
n∑

k=1

q
k−1
β

(1q ,
1
q )k−1

[
1− q

1
β (1− qn+1−k)

(q, q)n+1−k

]
+

q
n
β

(1q ,
1
q )n

)

= α−1/βΓ(
1

β
+ 1)

(
n∑

k=1

q
k−1
β (1− q

1
β + qn+1−k+ 1

β )

(q, q)n+1−k(
1
q ,

1
q )k−1

+
q

n
β

(1q ,
1
q )n

)

= α−1/βΓ(
1

β
+ 1)

(
n+1∑

k=1

q
k−1
β (1− q

1
β + q

n+1−k+ 1
β )

(q, q)n+1−k(
1
q ,

1
q )k−1

)

La onnaissane des lois An et Xn nous permet de déterminer la loi de A−
n , qui représente

l'âge virtuel du système avant la nème défaillane. Sous le modèle WARA∞, e dernier est dé�ni

par : A−
n = An−1+Xn = An/(1−ρ). La proposition suivante présente sa survie et son espérane.

Proposition 2.6. La fontion de survie et l'espérane de l'âge virtuel juste avant la nème main-

tenane A−
n du modèle WARA∞ est

RA−

n
(t) =

n∑

k=1

1

(q, q)n−k(
1
q ,

1
q )k−1

e
− αtβ

qk−1 , ∀n ≥ 1

E[A−
n ] = α−1/βΓ(

1

β
+ 1)

n∑

k=1

q
k−1
β

(q, q)n−k(
1
q ,

1
q )k−1

, ∀n ≥ 1

Les résultats s'obtiennent diretement à partir de la relation entre les âges : A−
n = An−1 +

Xn = An/(1 − ρ).
D'après les résultats de Last et Szekli [82℄, et de Finkelstein [45℄, le modèle Kijima II, en

partiulier le modèle WARA∞ onverge vers un régime stationnaire après une période de fon-

tionnement. La onvergene est similaire à elle d'une haîne de Markov en temps ontinu,

'est-à-dire que le ouple de variables (Xn, An) onverge vers sa mesure stationnaire qui est la

loi de (X∞, A∞). Par ailleurs, Last et Szekli [82℄ ont montré que ette mesure est unique. Il en

déoule que les lois asymptotiques de A∞ et X∞ peuvent être obtenues au passage à la limite à

partir de la proposition 2.3 et 2.4, respetivement.

Proposition 2.7. L'âge e�etif An et la durée inter-défaillane Xn onvergent en loi vers l'âge

e�etif A∞ et la durée inter-défaillane X∞, dont la fontion de survie et l'espérane sont les

suivantes :

RA∞
(t) =

∞∑

k=1

1

(q, q)∞(1q ,
1
q )k−1

e
−αtβ

qk
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RX∞
(t) =

∞∑

k=1

∫ ∞

0
αβxβ−1e−α(x+t)β+α(1−q−k)xβ

dx

qk(q, q)∞(1q ,
1
q )k−1

E[A∞] = α
− 1

βΓ(
1

β
+ 1)

∞∑

k=1

q
k
β

(q, q)∞(1q ,
1
q )k−1

E[X∞] = α
− 1

βΓ(
1

β
+ 1)

∞∑

k=1

q
k
β (q−

1
β − 1)

(q, q)∞(1q ,
1
q )k−1

Démonstration. Nous présentons la démonstration de la onvergene en loi des variables aléa-

toires An et Xn vers A∞ et X∞, respetivement, 'est-à-dire :

lim
n→∞

RAn(t) = RA∞
(t), ∀t ≥ 0

lim
n→∞

RXn(t) = RX∞
(t), ∀t ≥ 0

Les propriétés suivantes sont véri�ées et sont néessaires pour démontrer la onvergene des deux

séries :

(i) Le q-shifted fatoriel (q, q)k onverge vers la fontion d'Euler (q, q)∞ qui se développe de

la manière suivante [51℄ :

(q, q)∞ =

√
−

2π

ln(q)
exp

(
π2

6ln(q)
−

ln(q)

24

)
+O(1)

(ii) lim
k→∞

∣∣∣∣
(
1

q
,
1

q

)

k−1

∣∣∣∣ = +∞, ∀q ∈ (0, 1).

(iii) lim
n→∞

n∑

k=1




∞∏

j=n−k+1

(1− qj)− 1


 qk = 0

La ondition (ii) se démontre par l'appliation du résultat en (i).

Pour montrer la ondition (iii), posons ck(q) =
∣∣∣(1q , 1q )k−1

∣∣∣ alors on obtient :

ck(q) =

∣∣∣∣∣∣

k−1∏

j=1

(1− q−j)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣(−1)k−1 (q, q)k−1

qk(k−1)/2

∣∣∣∣ =
(q, q)k−1

qk(k−1)/2

Il en déoule que :

lim
k→∞

ck(q) = lim
k→∞

(q, q)k−1

qk(k−1)/2
=

(q, q)∞

lim
k→∞

qk(k−1)/2
= ∞

ar le dénominateur tend vers zéro pour toute valeur de q omprise dans l'intervalle (0, 1). Le
terme dans le rohet peut être réérit omme suit :




c(k, n) =

∞∏

j=n−k+1

(1− qj)− 1, k < n

c(k, n) = 0, k > n
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Il est évident que |c(k, n)| < 2, ∀k, n ∈ N et lim
n→∞

c(k, n) = 0, ∀k ∈ N. Par ailleurs, on a

∑∞
k=1 q

k <∞. L'assertion se réérit :

lim
n→∞

∞∑

k=1

c(k, n)qk = 0

En posant an =
∞∑

k=1

c(k, n)qk, on a alors lim
n→∞

an = 0 par le théorème de onvergene dominée.

Les trois onditions sont valides, pour n'importe quelle valeur de q omprise dans l'intervalle

(0, 1), ou de manière équivalente de toute valeur de ρ ∈ (0, 1) et β > 1.
Dans un premier temps, nous montrons la onvergene en loi des âges e�etifs. La démons-

tration se déroule en deux étapes : la onvergene de la série de somme in�nie RA∞
(t) et la

onvergene de la série de somme partielle RAn(t) vers RA∞
(t), tout en onsidérant t > 0.

Tout d'abord, puisque (q, q)∞ est positif et borné et

∣∣∣∣
(
1

q
,
1

q

)

k−1

∣∣∣∣ roît vers l'in�ni, le terme

∣∣∣∣∣
1

(q, q)∞(1q ,
1
q )k−1

∣∣∣∣∣ est borné par une grande valeur positive M . Chaque terme général de la série

RA∞
(t) est alors borné :

0 ≤

∣∣∣∣∣
1

(q, q)∞(1q ,
1
q )k−1

e
−αtβ

qk

∣∣∣∣∣ ≤M
qk

αtβ
, t > 0

Cela implique que la série in�nie RA∞
(t) est une série onvergente, ar elle est dominée par la

série onvergente S∞(t) =M/(αtβ)
∑∞

k=1 q
k
. La démonstration de la onvergene de RAn(t) vers

RA∞
(t) se fait par l'évaluation du reste d'une série in�nie, à savoir :

|RAn(t)−RA∞
(t)| =

∣∣∣∣∣∣

n∑

k=1

e
−αtβ

qk

(q, q)n−k(
1
q ,

1
q )k−1

−
∞∑

k=1

e
−αtβ

qk

(q, q)∞(1q ,
1
q )k−1

∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣

n∑

k=1

(
1

(q, q)n−k
−

1

(q, q)∞

)
e
−αtβ

qk

(1q ,
1
q )k−1

−

∞∑

k=n+1

e
−αtβ

qk

(q, q)∞(1q ,
1
q )k−1

∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣

n∑

k=1

[∏∞
j=n−k+1(1− qj)− 1

]
e
−αtβ

qk

(q, q)∞(1q ,
1
q )k−1

−
∞∑

k=n+1

e
−αtβ

qk

(q, q)∞(1q ,
1
q )k−1

∣∣∣∣∣∣∣

≤
M

αtβ

∣∣∣∣∣∣

n∑

k=1




∞∏

j=n−k+1

(1− qj)− 1


qk

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣

∞∑

k=n+1

e
−αtβ

qk

(q, q)∞(1q ,
1
q )k−1

∣∣∣∣∣∣

Le premier terme tend vers zéro d'après la ondition (iii). Le seond terme est le reste de la série

onvergente RA∞
(t). Ainsi lim

n→∞
|RAn(t)−RA∞

(t)| = 0, t > 0. Le as t = 0 est trivial. La loi de

l'âge e�etif en état transitoire onverge ainsi vers un loi asymptotique.

La démonstration de la onvergene en loi des durées inter-défaillane se déroule également

en deux étapes : onvergene de la série de somme in�nie RX∞
(t) et la onvergene de la série

de somme partielle RXn(t) vers RX∞
(t), ave t > 0. Considérons la série de somme in�nie :

RX∞
(t) =

∞∑

k=1

αβ

qk(q, q)∞(1q ,
1
q )k−1

Ik
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où

Ik =

∫ ∞

0
xβ−1e−α(x+t)β+α(1−q−k)xβ

dx, k ≥ 1

Comme t > 0, l'intégrale Ik est bornée par :

Ik <

∫ ∞

0
xβ−1e−αxβ+α(1−q−k)xβ

dx =

∫ ∞

0
xβ−1e−αq−kxβ

dx

= −
1

αβq−k
e−αq−kxβ

∣∣∣∣
∞

0

=
1

αβq−k

Nous allons montrer que la série RX∞
(t) onverge absolument. Tout d'abord, on a :

∞∑

k=1

∣∣∣∣∣
αβ

qk(q, q)∞(1q ,
1
q )k−1

Ik

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

k=1

1

(q, q)∞

∣∣∣(1q , 1q )k−1

∣∣∣

Puisque le produit

∣∣∣(1q , 1q )k−1

∣∣∣ tend vers l'in�ni d'après la ondition (ii), il existe alors k0 < ∞

tel que ∀k ≥ k0,
∣∣∣1− 1

qk

∣∣∣ ≥ 2. Nous obtenons par la suite :

∞∑

k=1

1

(q, q)∞

∣∣∣(1q , 1q )k−1

∣∣∣
=

k0∑

k=1

1

(q, q)∞

∣∣∣(1q , 1q )k−1

∣∣∣
+

1

(q, q)∞

∞∑

k=k0+1

∣∣∣∣∣
1

(1q ,
1
q )k−1

∣∣∣∣∣

=

k0∑

k=1

1

(q, q)∞

∣∣∣(1q , 1q )k−1

∣∣∣
+

1

(q, q)∞

∣∣∣∣∣
1

(1q ,
1
q )k0

∣∣∣∣∣

∞∑

k=k0

∣∣∣∣∣
1

∏k
i=k0

(1− 1
qi
)

∣∣∣∣∣
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Puisque le deuxième terme à droite est une série onvergente, la série RX∞
(t) alors onverge abso-

lument. Cela implique aussi que la somme in�nie RX∞
(t) onverge. Pour montrer la onvergene

de la série de somme partielle vers la série in�nie, nous onsidérons aussi la di�érene :

|RXn(t)−RX∞
(t)| =

∣∣∣∣∣
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αβ

qk(q, q)n−k(
1
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La première somme onverge vers zéro d'après ondition (iii) (et un raisonnement similaire dans

la onvergene du reste des âges e�etifs). La deuxième somme est aussi le reste d'une série
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onvergene. Par onséquent, la série de somme partielle RXn(t) tend vers la série in�nie RX∞
(t).

Le as t = 0 est aussi trivial.

Comme la survie de l'âge e�etif et de la durée inter-défaillane dans le régime stationnaire

sont �nies, leur espéranes le sont également. L'expression des espéranes de l'âge e�etif et de la

durée inter-défaillane asymptotique est obtenue à partir de l'ériture dans le régime transitoire.

Pour illustrer la vitesse de la onvergene en loi, nous présentons les graphiques des fontions

de survie de di�érents âges e�etifs et di�érentes durées inter-défaillane. Dans la Figure 2.1,

nous avons l'évolution de la fontion de survie de An (Figure a) et Xn (Figure b) de l'état

transitoire vers l'état stationnaire (A∞,X∞), pour le triplet (α = 1, β = 2, ρ = 0.2) et les

di�érentes valeurs de n (3,5,7). Les ourbes de l'état transitoire s'approhent de elle de l'état

stationnaire assez rapidement. Cela représente un système qui se dégrade relativement lentement

(β faible), aompagné d'une maintenane assez peu e�ae (ρ prohe de zéro). Il su�t ependant

d'une dizaine d'opérations de maintenane pour que le système rentre dans l'état stationnaire.

La vitesse de onvergene sera plus élevée lorsque la maintenane devient plus e�ae, ou la

dégradation plus importante.

Les résultats de onvergene du modèle WARA∞ permettent la mise en plae des politiques

de maintenane préventive. Dans la setion suivante, nous étendons les politiques de maintenane

préventive lassiques ave les hypothèse simples sur l'e�aité de maintenane (minimale et

parfaite par exemple) à l'hypothèse ARA∞. Lorsqu'il est possible, les lois asymptotiques sont

utilisées pour obtenir de onditions d'optimalité des politiques de maintenane préventive.
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Figure 2.1 � Fontions de survie des âges e�etifs et durées inter-défaillane

4 Politiques de maintenane imparfaite ave le modèle WARA∞

Depuis es dernières déennies, ave l'intérêt grandissant de la �abilité et de la sûreté de

fontionnement en général, de nombreuses politiques de maintenane préventive sont proposées,
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a�n de maintenir le système dans son état opérationnel. Les politiques sont souvent optimisées

par un ritère de oût (minimal) ou de disponibilité (maximale). Une liste (non-exhaustive)

des politiques de maintenane a été reensée dans le hapitre d'introdution. La plupart de es

politiques onsidère des maintenanes parfaites ou minimales, tandis que les politiques ave les

maintenanes imparfaites sont moins nombreuses [26, 75, 106℄.

Le modèleWARA∞ et les développements présentés i-dessus sont destinés uniquement pour

les maintenanes orretives. Par la suite, nous nous envisageons de onsidérer les maintenanes

préventives imparfaites a�n de onstruire des politiques de maintenane. L'ajout de la mainte-

nane préventive rend la formulation plus omplexe, puisqu'en général l'e�aité d'une mainte-

nane préventive (ρp) est plus importante que l'e�aité d'une maintenane orretive (ρc). Dans
un premier temps, et a�n d'obtenir quelques formulations expliites sur les politiques de mainte-

nane, nous supposons que les deux types de maintenane ont la même e�aité (ρp = ρc = ρ).
Ensuite, nous présentons la onstrution des politiques dans le as ρp > ρc par des simulations
de Monte Carlo. L'étude est ensuite étendue pour une plus grande lasse d'intensités initiales.

L'une des originalités de notre approhe est la mise en plae d'une politique de maintenane

préventive sur un horizon in�ni sans qu'il y ait la moindre maintenane parfaite.

4.1 Politiques de maintenane ave ρc = ρp du modèle WARA∞

4.1.1 Hypothèses générales

Les politiques de maintenane imparfaite présentées ii ont pour but de minimiser un ritère

de oût moyen à long terme. Pour atteindre et objetif, les instants des maintenanes préventives

plani�ées sont optimisés. Une maintenane orretive (MC) a lieu après une défaillane et une

maintenane préventive (MP) plani�ée a lieu lorsque le système est opérationnel, à un instant

prédéterminé à la préédente remise en route du système. Les hypothèses supplémentaires sont :

(i) Les paramètres du modèle WARA∞ sont (α, β, ρ), et ils sont onnus.

(ii) Au début de l'observation, le système est dans son état stationnaire.

(iii) Un yle de maintenane est la période entre deux maintenanes onséutives.

(iv) La durée d'attente jusqu'à la prohaine défaillane (don une MC) est notée Xi, et la

durée d'attente jusqu'à la prohaine MP est δi. La durée e�etive jusqu'à la prohaine

maintenane est notée Wi.

(v) Les MC et MP suivent le modèle ARA∞, ave la même e�aité ρ.

(vi) Les oûts de MP et MC sont notés Cp et Cc respetivement, ave Cp < Cc. Ces derniers

sont onnus. Selon les ritères de la politique mise en plae, il y a deux façons de aluler

le oût K(i) du ième yle de maintenane (le détail sera présenté i-dessous).

(vii) Le oût total est la somme des oûts enourus durant haque yle de maintenane

C(t) =

Nt∑

i=1

K(i)

Le oût moyen asymptotique par unité de temps a pour expression :

C∞ = lim
t→∞

E[C(t)]

t
(2.6)

A partir de es hypothèses, trois politiques de maintenane préventive sont proposées :
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1. La politique statique qui suppose que la durée potentielle d'attente δi pour une MP

après haque remise en route (ou après la dernière maintenane) est onstante : δi = δ, et
une MC est délenhée si la défaillane a lieu avant ette durée. Le oût du ième yle de

maintenane est donné par :

K(i) = Cp + (Cc − Cp)11{Xi<δ} (2.7)

Wi = min {Xi, δ}

La durée optimale δ∗ est elui qui minimise le oût moyen asymptotique (2.6). Elle est obte-

nue par des simulations de Monte-Carlo, ou est approhée par la théorie du renouvellement

ave les lois asymptotiques de X∞.

2. La politique adaptative met à jour la valeur optimale δ∗i de la durée d'attente de la

prohaine MP du ième yle de maintenane en fontion de l'histoire des maintenanes

e�etuées. La durée optimale δ∗i minimisera le oût moyen par unité de temps du ième

yle de maintenane.

3. La politique basée sur l'intensité de défaillane VABR (Virtual Age-Based Repla-

ement) dé�nit un seuil optimal λ∗ à ne pas dépasser pour l'intensité de défaillane λt. Le
oût de haque yle de maintenane est alulé par :

K(i) = Cp + (Cc − Cp)11{ai−1+Wi<s∗} (2.8)

où s∗ est un âge virtuel optimal orrespondant à l'intensité de défaillane maximale λ∗ et

ai−1 désigne l'âge e�etif suite à la (i−1)ème maintenane. La valeur optimale de l'intensité

minimise le oût (2.6), et est obtenue par des simulations de Monte-Carlo. La onstrution

est basée sur l'intensité de défaillane et l'âge virtuel, d'où son nom Virtual Age-Based

Replaement VABR. Plus de détails de ette politique sont présentés dans la suite.

Les trois politiques seront détaillées dans les parties suivantes. Quelques remarques méritent

d'être évoquées :

• Nous nous positionnons dans le as où l'équipe de maintenane herhe à mettre en plae

une politique de maintenane préventive pour un système qui jusque là a été soumis uni-

quement à des MC de type ARA∞ et un vieillissement intrinsèque de loi de Weibull. Les

maintenanes préventives sont alors rajoutées a�n de minimiser le oût des opérations. Cela

se traduit par l'hypothèse (ii) et (i), où il est possible que les paramètres d'un système sous

surveillane soient onnus par le biais des études préliminaires.

• L'hypothèse (ii) n'est pas restritive, puisque le modèle WARA∞ peut onverger rapide-

ment vers son état stationnaire après un nombre limité d'opérations.

• L'ajout des MP de type ARA∞ garantit que le système soit toujours maintenu dans son

état stationnaire. A�n de simpli�er les développements, nous supposons que les deux types

de maintenane ont la même e�aité ρ.
• Dans la politique statique, la durée optimale δ∗ est alulée pour un horizon in�ni, e qui

implique que l'âge initial n'a pas d'impat sur la valeur trouvée. Cei est garanti par les

résultats de onvergene du modèle ARA∞, où le système tend rapidement vers un régime

stationnaire. Notons alors que l'hypothèse (ii) n'est plus utile pour ette politique. On peut

don onsidérer que le système est neuf au départ.

• L'hypothèse (v) est restritive, puisqu'en général une MP est plus e�ae qu'une MC.

• Les politiques proposées peuvent être onsidérées omme des politiques basées sur l'âge,

puisque les déisions de maintenane sont basées sur la omparaison des âges (que e soit

l'âge virtuel ou réel). Cette approhe est similaire à elle proposée dans [43℄.
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4.1.2 Politique 1 : Politique statique

Les aluls des grandeurs optimales de la politique statique peuvent être réalisés par des

simulations de Monte Carlo, ou par une approximation utilisant la théorie du renouvellement.

4.1.2.1 Optimisation de Monte Carlo Les durées d'attente jusqu'à la prohaine MP sont

onstantes δi = δ∗, ette valeur est obtenue par les simulations de Monte Carlo. L'algorithme 2

présente la proédure pour la mise en plae et l'optimisation de la politique statique. La durée

optimale et son oût assoié sont obtenus par la reherhe sur une grille, ar les fontions de oût

sont relativement lisses. δ∗ est bornée par la 95ème entiles de la durée inter-défaillane X∞. Le

temps max Tmax est �xé su�samment long pour que le oût moyen asymptotique onverge.

Algorithm 2 Politique statique : Optimisation par simulations de Monte-Carlo

1: for δ ∈ [ǫ, δmax] with step ǫ do ⊲ ǫ > 0, préision de l'algorithme

2: Cost(δ) = 0 ; age = 0 ; time = 0 ;
3: while (time < Tmax) do
4: ξ = −log(RAND) ⊲ Loi exponentielle de paramètre 1

5: x = Λ−1(Λ(age) + ξ)− age ⊲ Durée potentielle à la prohaine défaillane

6: u = 11{x<δ} ⊲ Type de maintenane

7: Cost(δ) = Cost(δ) + Cp + (Cc −Cp)u ⊲ Mise à Jour du oût total

8: time = time+min(δ, x) ⊲ MAJ du temps

9: age = (1− ρ)(age +min(δ, x)) ⊲ MAJ de l'âge e�etif

10: end while

11: Cost(δ) = Cost(δ)/time ⊲ Coût moyen asymptotique

12: end for

13: δ∗ = arg min
δ∈[ǫ,δmax]

(Cost(δ))

4.1.2.2 Estimation de la durée optimale par la théorie du renouvellement Dans son

régime stationnaire, le modèle WARA∞ se omporte omme un proessus de renouvellement :

les durées entre deux maintenanes onséutives suivent la même loi X∞. L'ajout des MP de

type ARA∞, ayant la même e�aité ρ que les MC, onserve la propriété de onvergene du

modèle. Dans le adre de la politique statique du modèle WARA∞, nous proposons d'approher

l'âge de maintenane optimal par la ondition d'une politique de remplaement basée sur l'âge

d'un proessus de renouvellement [56℄ dont la loi générique (loi de renouvellement) est elle de

X∞ :

δ̂∗ = argmin
δ>0

Cp + (Cc − Cp)(1−RX∞
(δ))

∫ δ
0 RX∞

(u)du
(2.9)

On remarque que ette hypothèse semble justi�ée en e qui onerne la loi de renouvellement X∞.

Toutefois, deux durées inter-maintenane onséutives sont bien dépendantes. Notons Ĉ(δ) la

fontion de oût, la solution optimale δ̂∗ est obtenue par des méthodes d'optimisation numérique.

Cette fontion est relativement lisse, e qui permet de trouver δ̂∗ sans di�ulté. Dans [46℄, une

approhe similaire est proposée pour le modèle ARA∞.
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4.1.3 Politique 2 : Politique adaptative ADA

La politique adaptative appartient à la lasse des politiques basées sur l'âge. La durée d'at-

tente jusqu'à la prohaine MP est realulée en fontion du passé, 'est-à-dire l'ensemble des

durées e�etives entre deux maintenanes onséutives (quelque soit le type de maintenane)

W1, . . . ,Wi. Pour haque yle de maintenane, une durée d'attente jusqu'à la prohaine MP

(δ̃∗i+1) est proposée, en utilisant une approximation du proessus de renouvellement omme dans

la setion 4.1.2.2. Dans e as, la loi générique des durées d'attente jusqu'à la prohaine dé-

faillane est la loi de durée de vie résiduelle (Remaining Useful Lifetime-RUL). Les détails de la

politique sont les suivants.

Selon l'hypothèse (ii), l'âge e�etif initial A suit la loi asymptotique A∞. La première durée

optimale δ̃∗1 est alors estimée omme dans (2.9). Étant donné l'âge e�etif initial A = u, l'âge
e�etif après la ième maintenane se alule par

Ai(u) = (1− ρ)iu+

i∑

j=1

(1− ρ)i−j+1wj

Notons Xi+1 la variable aléatoire représentant la durée jusqu'à la prohaine défaillane, sa

loi onditionnelle aux instants de maintenane dans le passé est donnée par :

P (Xi+1 > x|W1, . . . ,Wi) = −

∫ ∞

0
P (Xi+1 > x|W1, . . . ,Wi,A = u)dRA∞

(u)

= −

∫ ∞

0
P (X > Ai(u) + x|X > Ai(u))dRA∞

(u)

=

∫ ∞

0

e−α(Ai(u)+x)β

e−αAi(u)β
fA∞

(u)du (2.10)

où X est la variable aléatoire ayant la même loi que la variable dérivant la première défaillane

d'un système neuf. On remarque que la loi onditionnelle de Xi+1 représente ainsi la durée de

vie résiduelle (RUL) suite à la ième maintenane. En utilisant la loi onditionnelle de Xi+1 dans

l'équation 2.10 omme loi générique d'un proessus de renouvellement, la durée optimale jusqu'à

la prohaine MP sur un yle est donnée par :

δ̃∗i+1 = argmin
δ>0

Cp + (Cc − Cp)(1− P (Xi+1 > δ|W1, . . . ,Wi))∫ δ
0 P (Xi+1 > u|W1, . . . ,Wi)du

(2.11)

La durée e�etive entre deux maintenanes est ainsi wi+1 = min(δ̃∗i+1, xi+1).

La solution optimale δ̃∗i+1 peut être aussi obtenue par des simulations de la manière suivante.

Étant donnée une durée δ, le oût moyen sur un yle assoié à ette durée est estimé à partir

d'un très grand nombre de trajetoires omme suit :

CADA(δ) =
Cc
∑

j≥1 11{x(j)
i+1<δ}

+ Cp
∑

j≥1 11{x(j)
i+1>δ}

∑
j≥1min(x

(j)
i+1, δ)

(2.12)

où x
(j)
i+1 orrespond à la jème réalisation simulée pour la loi onditionnelle de Xi+1. La solution

optimale δ̃∗i+1 est elle qui minimise la fontion CADA(δ).

Un exemple d'une trajetoire de la politique adaptative se trouve en Figure 2.2.
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Temps

Figure 2.2 � Trajetoire type de la politique adaptative

4.1.4 Politique 3 : Politique basée sur l'intensité de défaillane VABR

La politique opère selon le prinipe d'une politique basée sur la limite de l'intensité de dé-

faillane (Failure rate limit poliy) [66, 87, 98℄ : une MP est délenhée lorsque l'intensité de

défaillane λt dépasse un seuil optimal prédé�ni λ∗ . En partiulier, la mise en plae de ette

politique est similaire à la politique 1P de Jayabalan et Chaudhuri [65℄ : haque MP est délen-

hée lorsque l'intensité de défaillane dépasse un seuil λmax, et les MP ont l'e�aité de type

ARA1. On onstate que l'intensité de défaillane de la politique 1P, même si elle est réduite à

haque MP, s'approhe de plus en plus de λmax (une partiularité de l'e�aité de type ARA1).

En revanhe, l'intensité de défaillane de la politique VABR se stabilise et est maintenue à un

niveau stable suite à des maintenanes. Cela vient de l'existene d'un régime stationnaire pour

le modèle WARA∞. Conrètement, la politique VABR pour le modèle WARA∞ est mise en

plae de manière suivante. Tout d'abord, on sait que l'intensité λt peut être déterminée par l'âge

virtuel Vt et l'intensité initial, 'est-à-dire : λt = λ(Vt). Lorsque le paramètre β du WARA∞

est supérieur à 1 (ou plus généralement lorsque l'intensité initiale est stritement roissante et

admet en onséquene une fontion réiproque), le seuil maximal de l'intensité de défaillane

orrespond à l'âge virtuel maximal : s∗ = λ−1(λ∗). Par onséquent, la politique VABR suppose

qu'une MP est délenhée lorsque l'âge virtuel dépasse la valeur maximale s∗, e qui entraine

que la durée jusqu'à la prohaine MP est dé�nie par :

δi+1 = s∗ − ai

Une MC a lieu si une défaillane a lieu avant. Le ritère de oût est aussi utilisé pour mesurer la

performane de la politique. La reherhe de l'âge virtuel optimal est réalisée par des simulations

de Monte-Carlo, implémentées dans l'algorithme 3. Le temps max Tmax est su�samment large

pour assurer la onvergene du oût asymptotique. Ainsi, la version empirique du oût asympto-

tique (2.6) est utilisée dans l'algorithme. Une illustration de la politique est ainsi présentée dans

la Figure 2.3.

4.1.5 Simulations

Les politiques sont implantées via des simulations pour pouvoir omparer leurs performanes.

Les paramètres sont hoisis de manière à e qu'ils re�ètent une grande majorité des as renontrés

dans les appliations industrielles. Comme α est un pseudo-paramètre d'éhelle et n'a pas d'im-

pat sur la forme de la dégradation du système, il est �xé à 1 dans tous les exemples numériques.
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Figure 2.3 � Une trajetoire de la politique basée sur l'intensité

Algorithm 3 Politique VABR : Optimisation par simulations de Monte Carlo

1: for s ∈ [ǫ, Smax] with step ǫ do ⊲ ǫ > 0, préision de l'algorithme

2: Cost(s) = 0 ; age = 0 ; time = 0 ;
3: while (time < Tmax) do
4: ξ = −log(RAND) ⊲ Loi exponentielle de paramètre 1

5: x = Λ−1(Λ(age) + ξ)− age ⊲ Durée potentielle à la prohaine défaillane

6: u = 11{age+x<s} ⊲ Type de maintenane

7: Cost(s) = Cost(s) + Cp + (Cc − Cp)u ⊲ Mise à Jour du oût total

8: time = time+min(x, s− age) ⊲ MAJ du temps

9: age = (1− ρ)×min(age+ x, s) ⊲ MAJ de l'âge e�etif

10: end while

11: Cost(s) = Cost(s)/time ⊲ Coût moyen asymptotique

12: end for

13: s∗ = arg min
s∈[ǫ,Smax]

(Cost(s))

Neuf on�gurations sont testées : β ∈ {1.5, 3, 4.5} et ρ ∈ {0.2, 0.5, 0.8}. Les hoix représentent

trois niveaux de dégradation et trois e�aités de maintenane. Les oûts des maintenanes sont

hoisis de tels sorts que Cc = 10Cp. Dans le Tableau 2.1, nous trouvons les oûts optimaux des

politiques proposées, ave les durées optimales (politique statique) et l'âge virtuel maximal (poli-

55



Chapitre 2. Développement analytique et politique de maintenane imparfaite pour le modèle Weibull-ARA∞

tique VABR). Nous présentons aussi le oût de la politique de maintenane orretive seule (sans

MP : le système est réparé suite à une défaillane), et la durée moyenne entre deux défaillanes

dans l'état stationnaire sans MP. La politique statique ayant une approximation par la théorie

du renouvellement est appelée Variante.

Tableau 2.1 � Comparaison des oûts des politiques (α = 1, Cc = 10Cp)

β ρ
Pol. statique Pol. VABR Variante Pol. adaptative

Sans MP E[X∞]
Coût δ∗ Coût s∗ Coût δ̂∗ CADA

1.5 0.2 17.72 0.18 17.69 0.85 20.81 0.84 20.76 22.01 0.45

1.5 0.5 12.30 0.26 12.28 0.50 13.51 0.62 13.11 15.68 0.64

1.5 0.8 9.71 0.33 9.71 0.41 9.97 0.48 9.71 12.74 0.78

3 0.2 15.50 0.09 15.48 0.48 25.00 0.23 23.64 40.70 0.24

3 0.5 7.54 0.20 7.54 0.40 8.02 0.26 7.62 20.72 0.48

3 0.8 4.92 0.30 4.92 0.38 4.92 0.30 4.92 13.90 0.72

4.5 0.2 12.51 0.10 12.51 0.51 16.51 0.15 16.10 46.87 0.21

4.5 0.5 5.49 0.23 5.48 0.46 5.51 0.22 5.49 21.39 0.47

4.5 0.8 3.46 0.37 3.46 0.46 3.49 0.34 3.46 13.68 0.73

La politique de maintenane orretive seule est la plus mauvaise en termes de oût. L'éart

de oût ave les autres politiques est plus marquant pour un système qui se dégrade rapidement

(β = 3, 4.5). Cela s'explique par le fait que plus le système se dégrade, plus la défaillane est

fréquente, don le oût total augmente d'autant plus. Une maintenane plus e�ae peut aider

à réduire le oût de ette politique, sans pour autant rattraper les politiques ave maintenanes

préventives. Le résultat nous renseigne que, pour réduire le oût, il faut réaliser les maintenanes

de manière plus e�ae, puisqu'il est di�ile de réduire la dégradation d'un système industriel.

Cela indique aussi la néessité d'ajouter les maintenanes préventives.

Nous observons que la durée moyenne entre deux défaillanes onséutives dans l'état sta-

tionnaire E[X∞] pour haune des on�gurations est plus longue que la durée de MP optimale

assoiée. Les politiques de maintenane préventive diminuent le risque des maintenanes non

plani�ées.

La politique VABR est la plus performante en termes de oût. La valeur s∗ dans le Tableau

2.1 orrespond à l'âge virtuel maximal. Les durées de MP (non présentées dans le tableau) sont

naturellement obtenues à partir de l'âge virtuel maximal : δi+1 = s∗−ai, ave ai l'âge e�etif à la
�n du ième yle. Nous remarquons par exemple que si deux MP sont onséutives (la (i−1)ème

et ième), les durées d'attente jusqu'à MP sont égales (δi = δi+1) et que les âges e�etifs après

maintenane sont identiques (ai−1 = ai). Dans le as ontraire (une MC entre deux MP), les

durées d'attente jusqu'à la prohaine MP δi peuvent varier. La politique VABR a aussi la nature

"adaptative".

Les oûts de la politique statique (par simulations de Monte Carlo et dans une bien moindre

mesure par son approximation) s'approhent de eux de la politique VABR. En partiulier, les

oûts de la politique statique Monte Carlo sont très prohes de la politique VABR. Les oûts

sont presque identiques pour ρ = 0.8. On remarque que si ρ = 1 alors les deux politiques sont

équivalentes (et qu'elles deviennent la politique de remplaement par âge pour un proessus de

renouvellement lassique). Les éarts entre les oûts de es deux politiques pour les faibles valeurs
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de ρ ne sont pas dus aux simulations. Ils persistent bien que nous avons répété l'expériene pour

un très grand nombre de fois, sur des horizons de plus en plus grands. Les oûts proposés par

la Variante s'approhent de plus en plus des deux premières politiques, lorsque β augmente et

lorsque la maintenane devient plus e�ae. On onstate des éarts importants pour ρ faible

(0.3).

Les oûts de la politique adaptative sont meilleurs que les estimations par la Variante, mais

surlassés par la politique statique par simulations de Monte Carlo. Les résultats de la politique

adaptative pour les ρ faibles sont plut�t médiores. Ceux-i s'améliorent ave des on�gurations

où les valeurs de β et ρ sont plus grandes.

La performane de la politique adaptative s'approhe de la politique statique pour les sys-

tèmes qui se dégradent rapidement (grand β) et qui sont maintenus e�aement (grand ρ). Les
histogrammes des durées des MP proposées par la politique dynamique sont présentés dans les

Figures 2.4a, 2.4b et 2.4 pour les as (α = 1, β ∈ {1.5, 3, 4.5}, ρ = 0.8). La durée optimale de la

politique statique obtenue par simulations de Monte Carlo est ajoutée à titre de omparaison. On

onstate que δ∗ se situe un peu en dessous de la moyenne des durées adaptatives. Pour les grands

valeurs de β et ρ, la méthode adaptative propose des durées à la prohaine MP plus longues que

elles de la politique statique Monte Carlo, pour un oût un peu plus élevé. En revanhe, l'éart

des oûts pour ρ faible est assez important, la politique adaptative n'améliore pas la politique

statique.
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Figure 2.4 � Comparaison des durées adaptatives ave la durée statique optimale

Les Figures 2.5a, 2.5b et 2.5 présentent les ourbes de oût de la politique statique par

simulations de Monte Carlo en fontion des durées entre deux MP. Les graphiques montrent le

oût optimal, aompagné de la durée optimale δ∗, et son estimation par la Variante. Pour le as

β = 1.5 (présenté dans la Figure 2.5a), nous onstatons que les estimations de la durée optimale
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δ∗ par la Variante sont assez mauvaises. La qualité des estimations s'améliore quand β augmente.

Le oût estimé s'approhe de l'optimal pour les grandes valeurs de β. Le minimum des fontions

est de plus en plus marqué lorsque β augmente et ρ diminue.
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Figure 2.5 � Coût moyen asymptotique

En onlusion, la politique VABR est la plus e�ae. Elle néessite néanmoins la onnaissane

de l'âge virtuel au début de l'observation, ou juste avant sa mise en plae. La politique statique

est pratiquement aussi e�ae que la première politique (en termes de oût), mais elle est plus

simple à implanter en pratique ar : nul besoin de onnaître l'âge initial et les durées d'attente

potentielle pour la prohaine MP sont invariables. La politique adaptative ne rapporte pas de

béné�e en omparaison ave la politique statique. La politique adaptative, bien qu'elle est

optimale à l'éhelle d'un yle, ne donne pas de bon résultat sur un horizon in�ni. Il est peut-

être envisageable d'appliquer ette politique aux systèmes dont le un nombre de maintenanes est

limité par défaut (avant qu'ils ne soient parfaitement restaurés). Ce point est également soulevé

dans la onstrution des politiques séquentielles [104, 105, 109℄. Un nombre limite d'opérations

de maintenane avant renouvellement pourrait être imposé pour les systèmes ritiques pour des

mesures de séurité.

4.2 Politiques de maintenane ave ρc < ρp du modèle WARA∞

Dans ette setion, nous montrons par des simulations de Monte Carlo qu'il est possible

d'obtenir des politiques de maintenane préventive optimale ave des MP qui sont plus e�aes
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que des MC (ρc < ρp). Cette hypothèse est plus réaliste que elle de l'égalité entre deux e�aités,

puisque les MP sont plani�ées et préparées. Nous trouvons l'utilisation de ette hypothèse dans

plusieurs études de �abilité et optimisation de maintenane [31, 36, 117℄. L'ajout d'un nouveau

paramètre ρp fait que les résultats sur les lois asymptotiques ne sont plus diretement appliables.

Néanmoins, la maintenane de type ARA∞ (par les MC et MP) onserve toujours la propriété

de onvergene vers un régime stationnaire. Les solutions optimales sont alors obtenues par des

simulations de Monte Carlo.

4.2.1 Hypothèses générales

Les hypothèses sont similaires à elles dans le as de même e�aité (voir setion 4.1.1). Bien

entendu, le seul hangement est sur l'e�aité de deux types de maintenane :

(v) L'e�aité des MCs et l'e�aité des MPs sont di�érentes : ρc < ρp.

Nous proposons des simulations pour deux politiques : politique statique et politique VABR.

Comme la politique adaptative et la Variante ne sont pas très satisfaisantes, elles ne font pas

l'objet de l'étude.

4.2.2 Politique 1 : Politique statique

La durée optimale entre deux MP δ∗ et le oût optimal assoié sont obtenus par les simulations

Monte Carlo. On propose l'algorithme 4 qui permet de mettre en plae la reherhe de la solution

optimale. δ∗ est bornée par la 95ème entiles de la durée inter-défaillane X∞. Le temps max

Tmax est �xé su�samment long pour que le oût moyen asymptotique onverge.

Algorithm 4 Politique statique : Optimisation par simulations de Monte-Carlo

1: for δ ∈ [ǫ, δmax] with step ǫ do ⊲ ǫ > 0, préision de l'algorithme

2: Cost(δ) = 0 ; age = 0 ; time = 0 ;
3: while (time < Tmax) do
4: ξ = −log(RAND) ⊲ Loi exponentielle de paramètre 1

5: x = Λ−1(Λ(age) + ξ)− age ⊲ Durée potentielle à la prohaine défaillane

6: u = 11{x<δ} ⊲ Type de maintenane

7: Cost(δ) = Cost(δ) + Cp + (Cc − Cp)u ⊲ Mise à Jour du oût total

8: time = time+min(δ, x) ⊲ MAJ du temps

9: age = (1− ρ1−u
p ρuc )(age +min(δ, x)) ⊲ MAJ de l'âge e�etif selon le type de maintenane

10: end while

11: Cost(δ) = Cost(δ)/time ⊲ Coût moyen asymptotique

12: end for

13: δ∗ = arg min
δ∈[ǫ,δmax]

(Cost(δ))

4.2.3 Politique 3 : Politique basée sur l'intensité de défaillane

La politique basée sur l'intensité de défaillane VABR pour deux e�aités de maintenane

est onstruite de la même manière que le as de l'e�aité unique. La seule di�érene est dans la

mise à jour de l'âge e�etif suite à une défaillane : si 'est une MP (respetivement MC), alors

on utilise l'e�aité ρp (respetivement ρc) pour aluler le nouvel âge e�etif. Nous proposons
l'algorithme 5, adapté pour e as.
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Algorithm 5 Politique VABR : Optimisation par simulations de Monte Carlo

1: for s ∈ [ǫ, Smax] with step ǫ do ⊲ ǫ > 0, préision de l'algorithme

2: Cost(s) = 0 ; age = 0 ; time = 0 ;
3: while (time < Tmax) do
4: ξ = −log(RAND) ⊲ Loi exponentielle de paramètre 1

5: x = Λ−1(Λ(age) + ξ)− age ⊲ Durée potentielle à la prohaine défaillane

6: u = 11{age+x<s} ⊲ Type de maintenane

7: Cost(s) = Cost(s) + Cp + (Cc − Cp)u ⊲ MAJ du oût total

8: time = time+min(x, s− age) ⊲ MAJ du temps

9: age = (1− ρ1−u
p ρuc )×min(age+ x, s) ⊲ MAJ de l'âge e�etif

10: end while

11: Cost(s) = Cost(s)/time ⊲ Coût moyen asymptotique

12: end for

13: s∗ = arg min
s∈[ǫ,Smax]

(Cost(s))

4.2.4 Simulations

Les politiques sont implantées via des simulations de Monte Carlo. Le hoix des paramètres

de la loi Weibull est : α = 1, β ∈ {1.5, 3, 4.5}. L'e�aité de maintenane orretive est �xée :

ρc = 0.2. Nous testons trois niveaux d'e�aité de maintenane préventive : ρp ∈ {0.4, 0.6, 0.8}.
Dans le Tableau 2.2, les résultats de neuf on�gurations sont présentées : la durée optimale

entre deux MP, le oût assoié de la politique statique, l'âge optimal et le oût de la politique

VABR, le oût de la politique sans maintenane préventive et la moyenne empirique des durées

inter-défaillane de ette politique.

Nous onstatons tout d'abord que le oût des politiques est diminué lorsque l'e�aité de MP

ρp augmente (e qui est ohérent dans le adre de l'optimisation de l'e�aité de maintenane).

La politique VABR est toujours plus performante que la politique statique. L'éart entre es

deux politiques s'aroît lorsque la MP devient plus e�ae, quel que soit la valeur de β. Dans
la partie préédente (mêmes valeurs de ρ pour MP et MC), ette tendane est inversée lorsque

l'e�aité augmente. Il est aussi intéressant de pouvoir omparer les oûts entre deux hypothèses

(même ρ et deux ρ di�érents). Nous e�etuons alors deux omparaisons. La première est entre

le oût du as (ρ = 0.2) ave le as (ρc = 0.2, ρp = 0.4), et la deuxième le as (ρ = 0.8) ave
(ρc = 0.2, ρp = 0.8), pour β = 1.5 de la politique VABR. Dans la première omparaison, nous

onstatons que l'ajout d'une MP plus e�ae (ρc = 0.2, ρp = 0.4) est très béné�que en termes de

oût (17.69 ontre 14.03). La deuxième omparaison nous renseigne que, pour un même niveau

d'e�aité de MP (ρ = ρp = 0.8), les MC peu e�aes (ρc = 0.2) engendrent des oûts plus

importants (9.71 ontre 10.20). Nous onservons la même onlusion pour la omparaison de la

politique statique entre deux hypothèses. Pour les deux autres valeurs de β, nous onstatons le
même omportement.

Nous proposons les simulations pour les mêmes on�gurations des paramètres (α, β, ρ), mais

ave de nouveaux ratios des oûts : Cc/Cp = 100 et Cc/Cp = 1000. Les résultats sont présentés
dans le Tableau 2.3 et 2.4. Nous onstatons que les oûts sont plus élevés, à ause des MC plus

oûteuses. Les âges optimaux δ∗ et les seuils s∗ sont réduits pour des ratios forts, a�n d'antiiper

le oût engendré par une MC. Nous onstatons que les éarts des oûts optimaux entre deux

politiques sont faibles dans le deux nouveaux as, en omparant au as de Cc/Cp = 10.
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Tableau 2.2 � Comparaison des oûts des politiques de loi Weibull (α = 1, ρc = 0.2, Cc = 10Cp)

β ρp
Pol. statique Pol. VABR Sans MP

Coût δ∗ Coût s∗ Coût E[X∞]

1.5

0.4 14.04 0.20 14.03 0.53 22.01 0.45

0.6 11.86 0.23 11.83 0.41 22.01 0.45

0.8 10.25 0.26 10.20 0.36 22.01 0.45

3

0.4 9.25 0.16 9.24 0.40 40.70 0.24

0.6 6.61 0.22 6.58 0.38 40.70 0.24

0.8 5.10 0.28 5.05 0.36 40.70 0.24

4.5

0.4 6.85 0.18 6.85 0.46 46.87 0.21

0.6 4.70 0.26 4.67 0.45 46.87 0.21

0.8 3.60 0.33 3.52 0.43 46.87 0.21

Tableau 2.3 � Comparaison des oûts des politiques de loi Weibull (α = 1, ρc = 0.2, Cc = 100Cp)

β ρp
Pol. statique Pol. VABR Sans MP

Coût δ∗ Coût s∗ Coût E[X∞]

1.5

0.4 66.87 0.04 66.85 0.11 220 0.45

0.6 55.82 0.05 55.73 0.09 220 0.45

0.8 47.80 0.06 47.79 0.08 220 0.45

3

0.4 20.20 0.07 20.17 0.18 407 0.24

0.6 14.30 0.10 14.29 0.17 407 0.24

0.8 10.94 0.14 10.92 0.17 407 0.24

4.5

0.4 11.54 0.11 11.53 0.28 468 0.21

0.6 7.85 0.16 7.83 0.27 468 0.21

0.8 5.91 0.22 5.90 0.27 468 0.21

4.3 Politiques de maintenane pour des intensités initiales roissantes

Dans les parties préédentes, nous avons supposé que l'intensité initiale est de loi Weibull

W(α, β). La solution optimale existe, grâe à la propriété de onvergene de la maintenane de

type ARA∞, et du fait que l'intensité initiale est roissante (lasse IFR) [46℄. Dans e qui suit,

nous proposons la mise en plae des politiques de maintenane préventive, ave de nouveaux hoix

d'intensité initiale : loi Gamma et loi log-linéaire. Ces deux lois appartiennent à la lasse IFR,

et sont fréquemment utilisées dans l'analyse de survie et de sûreté de fontionnement [78, 83℄.

Pour haque on�guration, les solutions optimales sont obtenues par des simulations.
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Tableau 2.4 � Comparaison des oûts des politiques de loi Weibull (α = 1, ρc = 0.2, Cc = 1000Cp)

β ρp
Pol. statique Pol. VABR Sans MP

Coût δ∗ Coût s∗ Coût E[X∞]

1.5

0.4 312 0.01 311 0.03 2200 0.45

0.6 261 0.01 259 0.02 2200 0.45

0.8 223 0.02 222 0.02 2200 0.45

3

0.4 43.7 0.03 43.5 0.08 4070 0.24

0.6 30.9 0.05 30.8 0.08 4070 0.24

0.8 23.5 0.06 23.5 0.07 4070 0.24

4.5

0.4 19.3 0.06 19.2 0.17 4680 0.21

0.6 13.1 0.10 13.07 0.16 4680 0.21

0.8 9.86 0.13 9.85 0.15 4680 0.21

4.3.1 Politiques de maintenane préventive ave loi Gamma

L'intensité initiale d'un système neuf qui suit une loi Gamma Γ(α, β) est donnée par :





λ(0) = 0

λ(t) =

[∫ ∞

0

(
1 +

u

t

)α−1
e−βudu

]−1

, t > 0

Pour que λ soit une fontion roissante, il faut que α > 1. Les algorithmes proposés dans

les setions préédentes sont enore valides pour e as, puisque l'e�aité de maintenane est

toujours de type ARA∞. Il faut seulement modi�er l'expression de l'intensité umulée Λ et sa

réiproque Λ−1
, a�n de générer la durée d'attente à la prohaine défaillane, à savoir :

xn = Λ−1(Λ(an−1)− ln(RAND))− an−1

Les politiques de maintenane sont implantées via des simulations de Monte Carlo pour trois

on�gurations : (α = 2, β = 3, ρc = 0.2, ρp ∈ {0.4, 0.6, 0.8}). Les résultats de simulations sont

présentés dans le Tableau 2.5.

Tableau 2.5 � Comparaison des oûts des politiques ave loi Gamma (α = 2, β = 3, ρc = 0.2, Cc =
10Cp)

ρp
Pol. statique Pol. VABR Sans MP

Coût δ∗ Coût s∗ Coût E[X∞]

0.4 19.80 0.16 19.80 0.37 24.94 0.39

0.6 16.29 0.17 16.27 0.30 24.94 0.39

0.8 13.37 0.18 13.37 0.19 24.94 0.39

Le oût et la durée moyenne entre deux défaillanes onséutives de la politique de main-

tenane orretive seule sont donnés à titre omparatif. Il est évident que l'ajout des MP est

béné�que.
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Pour la politique statique, lorsque l'e�aité de MP augmente, le oût est réduit et la durée

optimale δ∗ s'allonge. Une MP performante permet de réduire l'âge virtuel et d'augmenter la

�abilité. La durée entre deux maintenanes peut être allongée. Le oût moyen est aussi réduit.

Nous onstatons une situation similaire pour la politique VABR. Le oût moyen est réduit en

augmentant le niveau d'e�aité des MP. Le seuil optimal d'âge virtuel s∗ est aussi réduit. Cela
n'est pas surprenant, puisque l'âge virtuel moyen est plus faible dans le as d'une maintenane

e�ae. Comme dans le as de la loi Weibull, la politique VABR est légèrement meilleure que la

politique statique.

Nous onservons la même onlusion que dans le as de la loi de Weibull. La politique VABR

reste la meilleure. La politique statique est quasi optimale et un peu plus simple à mettre en

plae.

4.3.2 Politiques de maintenane ave loi log-linéaire

L'intensité assoié à la loi log-linéaire a pour expression :

λ(t) = eα+βt, t ≥ 0

L'intensité initiale umulée et sa réiproque sont données par :

Λ(t) =
eα

β

(
eβt − 1

)

Λ−1(t) =
1

β
log

(
βt

eα
+ 1

)

La loi log-linéaire a été utilisée par Cox et Lewis [22℄ pour tester la �abilité de la limatisation

d'une �otte d'avions. Son taux de défaillane est roissant pour β > 0, tandis qu'il est déroissant
pour β < 0. Les deux as orrespondent à un système qui se dégrade ou bien qui s'améliore,

respetivement. Dans ette étude, nous nous intéressons au as des systèmes vieillissants, don

β > 0.
Les politiques de maintenane sont proposées ave les on�gurations suivantes : (α = 1, β =

3, ρc = 0.2, ρp ∈ {0.4, 0.6, 0.8}). Les résultats sont présentées dans le Tableau 2.6. Au premier

onstat, on remarque que l'ajout des MP apporte un gain de plus de 50% en termes de oût (par

rapport à la politique de MC seule). L'avantage des politiques est alors lairement identi�é.

Tableau 2.6 � Comparaison des oûts des politiques ave une log-linéaire (α = 1, β = 3, ρc =
0.2, Cc = 10Cp)

ρp
Pol. statique Pol. VABR Sans MP

Coût δ∗ Coût s∗ Coût E[X∞]

0.4 53.94 0.06 53.86 0.17 106 0.09

0.6 47.88 0.08 47.56 0.15 106 0.09

0.8 43.99 0.09 43.60 0.13 106 0.09

La politique VABR reste la meilleure dans toutes les on�gurations. Pour la même intensité

initiale (α, β), les oûts des deux politiques sont diminués en améliorant l'e�aité de mainte-

nane préventive. Pour la politique statique, une MP e�ae fait baisser le oût moyen asymp-

totique, et allonger la durée entre deux MP. Pour la politique VABR, une MP e�ae aussi fait

baisser le oût, et baisser l'âge virtuel. Nous onstatons que les éarts entre la politique VABR
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et la politique statique augmentent quand la maintenane préventive devient plus e�ae. Ce

omportement est également observé dans le as de la loi Gamma.

4.4 Estimation des paramètres

Dans les parties préédentes, nous nous appuyons sur une hypothèse très importante : les

valeurs des paramètres (l'intensité λ et les e�aités ρp, ρc) sont onnues. Cela a pour but de

foaliser sur la onstrution des politiques optimales. Cette hypothèse est très forte et peu réaliste,

puisqu'en général les paramètres sont inonnus et il faut les estimer à partir des observations. Les

optimisations des politiques de maintenane seront diretement impatées par les inertitudes de

es estimations.

En pratique, nous avons souvent la situation suivante. Le système est maintenu par des main-

tenanes imparfaites. La base de données ontient des dates de MC et MP. Les MC sont réalisées

suite aux défaillanes. Les instants de MC sont don des variables aléatoires. En revanhe, les

instants de MP pourraient être des instants déterministes (qui sont plani�és), ou des instants

aléatoires onditionnelles (dans le as de risques onurrents). Les MC sont réalisés systématique-

ment après une défaillane, et les MP ne sont pas forément optimisées. Dans ette on�guration,

nous proposons d'analyser es données ave le modèle ARA∞ généralisé, qui permet de prendre

en ompte la présene de MP et de son paramètre d'e�aité ρp. L'intensité initiale est supposée
de la loi Weibull. Ensuite, les paramètres de l'intensité initiale, de l'e�aité MC et MP seront

estimés à partir de la base de données. Les politiques de maintenane préventive sont onstruites

ave es estimations. Les solutions optimales proposées par les politiques restent sensibles à l'in-

ertitude des estimations. Il est alors important de quanti�er l'impat de es dernières. Nous

proposons de ré-évaluer les estimations ave de nouvelles données après la mise en plae des

politiques de maintenane préventive : elles peuvent être des nouvelles dates de MC et MP. La

on�guration de la politique sera ensuite ajustée selon les nouvelles estimations. Nous propo-

sons aussi d'e�etuer e reboulage (ré-évaluation et alibrage de politique) onstamment, a�n

d'améliorer la qualité de la politique mise en plae.

D'autre part, nous nous aperevons de la néessité d'une analyse de sensibilité a�n d'évaluer

l'impat des paramètres sur la performane des politiques. Dans les simulations, nous avons testés

plusieurs on�gurations de paramètres, les solutions optimales proposées restent ohérentes. Ces

solutions sont aussi impatées par le ratio entre le oût MC et MP. Nous avons testé trois

as représentatifs, et avons pu observer l'impat des oûts unitaires MC et MP dans es as.

Dans les appliations, il faudrait onsulter les avis d'experts pour bien quanti�er es oûts de

maintenane. Il existe don des inertitudes dues aux estimations des paramètres, dues à une

potentielle hétérogénéité dans les oûts des maintenanes, mais aussi dues dans le hoix du

modèle. Il n'existe en e�et pas de tests statistiques pour on�rmer la validité du modèle WARA∞.

D'autre part, les politiques de maintenane préventive dans e hapitre sont proposées pour la

loi Weibull dont l'intensité initiale est roissante (le paramètre β est plus grand que 1). Si les

estimations indiquent que e paramètre est inférieur à 1, il se peut que les politiques proposées

ne soient plus appliables. Dans e as, il faut revoir la modélisation, quitte à utiliser un autre

modèle. Nous n'avons pas enore identi�é les onditions d'appliation pour les autres lois (log-

linéaire, Gamma), mais il semble que la ondition néessaire soit que l'intensité initiale doit être

stritement roissante.
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4.5 Appliation à un jeu de données EDF

Dans ette setion, nous étudions un jeu de données de défaillane d'EDF (Életriité de

Frane) présenté dans [36℄. Il omprend les dates de maintenane préventive et orretive de

17 unités indépendantes. L'ensemble des données est présenté dans le Tableau 2.7 : les dates

de maintenane orretive et préventive des 17 unités, ainsi que les dates de ensure. A noter

que la base de données originale omprend des défaillanes dans la période de jeunesse. Nous

n'avons pas fait une translation de l'éhelle des temps (en remettant à zéro la �n de la période de

jeunesse). Les maintenanes pendant ette période sont alors ignorées. Nous supposons qu'elles

n'ont pas d'impat sur le vieillissement. Dans [41℄, les auteurs utilisent e jeu de données de

la même manière : les maintenanes pendant la période de jeunesse sont éartées. Le Tableau

2.7 présente alors les instants de maintenane sans la période de jeunesse. Dans e adre, nous

souhaitons d'analyser es données ave la maintenane ARA∞. Nous supposons que es unités

sont dans leur régime stationnaire, et nous herhons à plani�er de manière optimale les MP

futures.

L'étape d'estimation a été réalisée dans [41℄ ave le modèle d'âge virtuel généralisé, a�n de

prendre en ompte onjointement la maintenane orretive aléatoire et préventive plani�ée. Les

MC et MP sont toutes de type ARA∞, mais d'e�aités di�érentes (ρc et ρp pour les MC et

MP, respetivement). L'intensité initiale suit la loi Weibull : λ(t) = αβtβ−1
. Les estimations des

paramètres sont :

α̂ = 3.36 × 10−6, β̂ = 1.44, ρ̂c = 0.15, ρ̂p = 1

Les MPs sont don très e�aes, au point où le système est remis à l'état neuf après une

opération de maintenane préventive. Tandis que les MCs sont presque minimales. En observant

l'ensemble des données, nous onstatons que la proportion des MP est importante. De e fait, nous

supposons que l'âge virtuel au début de l'implémentation des politiques est nul. Le paramètre β
est estimé plus grand que 1, e qui implique que les unités sont vieillissantes. Cela signi�e que

l'intensité initiale est roissante, et permet de onstruire des politiques ave deux e�aités de

maintenane di�érentes (ρ̂c et ρ̂p), présentées dans la setion 4.2. Plusieurs ratios de oûts Cc/Cp

sont hoisis : 10,100,1000. Ces valeurs sont présentées à titre indiatif a�n de re�éter di�érentes

on�gurations. Elles peuvent être failement adaptées une fois le vrai ratio onnu. Les solutions

optimales des politiques sont présentées dans le Tableau 2.8.

Au premier onstat, nous observons l'impat du oût de MC sur la durée optimale à la pro-

haine MP. Dans le premier as où le ratio est relativement faible (Cc/Cp = 10), les solutions
(durée d'attente avant MP et âge virtuel maximal) proposées par la politique statique et VABR

sont en général de même d'ordre de grandeur des durées inter-défaillane dans la base de don-

nées. En revanhe, si le ratio devient plus important (100 et 1000), les solutions optimales sont

nettement réduites. Cela semble ohérent, puisque les MC sont devenues trop oûteuses don il

vaut mieux améliorer les systèmes par des MP moins onéreuses. Les éarts des oûts entre les

deux premières politiques sont aussi réduits lorsque le ratio Cc/Cp augmente.

Dans les trois as, la durée d'attente avant MP et l'âge virtuel maximal semblent prohes l'une

de l'autre. Cela peut être dû au fait que les MP sont parfaites et l'e�aité des MC est prohe de

zéro. Nous nous plaçons alors dans une politique de remplaement préventif à neuf ave des MC

minimales. Dans e as, l'âge virtuel est égal à la durée éoulée depuis la dernière MP parfaite,

et le omportement de la politique VABR est similaire à la politique statique (toutes les deux

ressemblent à la politique lassique de remplaement basée sur l'âge pour des MC minimales).

La politique adaptative n'est pas béné�que dans ette situation. Les oûts qu'elle propose

sont plus grands que eux proposés par les deux premières politiques. D'autre part, l'atualisation
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Tableau 2.7 � Dates de maintenane

Unité 1 2145 MP 4582 Censure

Unité 2 4368 Censure

Unité 3 1942 MP 5009 Censure

Unité 4 3273 Censure

Unité 5 4120 MC 5040 Censure

Unité 6 2689 MP 4643 Censure

Unité 7 4394 MP 5739 Censure

Unité 8 2602 MC 5130 Censure

Unité 9 1462 MP 2259 MC 5040 Censure

Unité 10 1667 MC 2073 MP 3607 Censure

Unité 11 1090 MC 1207 MC 1705 MP 2483 Censure

Unité 12 2921 MP 4454 MC 4703 Censure

Unité 13 3011 MC 3559 MP 4284 Censure

Unité 14 3528 MP 5433 Censure

Unité 15 2008 MC 2968 Censure

Unité 16 5344 Censure

Unité 17 6348 Censure

Tableau 2.8 � Solutions des politiques de maintenane imparfaite sur l'ensemble des systèmes

Paramètres Politique statique Politique VABR Politique adaptative

α̂ = 3.36× 10−6, β̂ = 1.44, ρ̂c = 0.15, ρ̂p = 1 Coût δ∗ Coût s∗ CADA

Cc = 1000, Cp = 100 0.1460 1924 0.1442 2233 0.15

Cc = 10000, Cp = 100 0.71 444 0.70 434 0.72

Cc = 100000, Cp = 100 3.55 96 3.54 91 3.57

du planning de maintenane (notamment les durées d'attente à la prohaine MP) est d'autant

plus di�ile puisque l'on doit gérer 17 unités en parallèle.

Dans et exemple, nous onstater l'importane des ratios des oût sur les résultats des poli-

tiques. Les estimations, en partiulier de β, nous permettent d'appliquer les politiques proposées

pour le modèle WARA∞. Nous avons à présent les MP parfaites et les MC presque minimales,

e qui fait que les omportements de deux politiques se ressemblent. Comme la MP est parfaite,

nous pouvons établir des fontions de oûts analytiques, sans avoir besoin des simulations. Cette

approhe (MC ARA∞, MP parfaite) est par ailleurs présentée dans [27℄, quel que soit le hoix

d'intensité initiale. Il est alors primordial de quanti�er les inertitudes dues aux estimations

tout en e�etuant un reboulage du modèle en réestimant les paramètres dès l'observation d'une

nouvelle maintenane.
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5 Conlusion et Perspetives

Ce hapitre est dédié au développement du modèle Weibull − ARA∞, qui ombine l'e�et

de la maintenane de type ARA∞ et l'intensité initiale Weibull. Les distributions de probabilité

marginales des âges e�etifs et des durées inter-défaillane sont proposées. Nous avons mis en

évidene la onvergene vers un état stationnaire d'un système ayant la maintenane de type

ARA∞. En partiulier, lorsque l'intensité de défaillane suit une loi Weibull à deux paramètres,

les lois asymptotiques sont disponibles sous forme de séries. Nous avons observé au travers

de l'analyse que la onvergene dans la plupart des as est rapide. D'où l'idée du domaine

d'appliation du modèle ARA∞ : le modèle est adapté pour les grands systèmes qui ont déjà

passé leurs phases de rodage ou de jeunesse, et qui ommenent à entrer dans un état stable.

Les propriétés du modèle WARA∞ nous permettent de mettre en plae plusieurs politiques

de maintenane préventive en vue d'optimiser les oûts globaux de maintenane : la politique

basée sur l'âge (politique statique), la politique adaptative et la politique basée sur l'intensité de

défaillane ou basée sur l'âge virtuel VABR. La politique VABR est la meilleure dans toutes les

on�gurations, mais elle n'est pas simple à mettre en plae puisqu'il faut onnaître l'âge initial. La

politique statique est un peu moins e�ae en termes de oût, mais elle reste très performante et

est plus simple à mettre en plae. Nous proposons également la version adaptative de la politique

statique. Toutefois, ette nouvelle politique n'est pas très satisfaisante sur un horizon in�ni. Il

serait intéressant de poursuivre les études pour trouver un adre approprié pour appliquer la

politique adaptative.

Les politiques proposées dans e hapitre ne sont pas exlusives au modèle WARA∞. En

e�et, nous proposons des simulations des même politiques ave d'autres intensités initiales de la

lasse IFR, pourvu que la maintenane soit toujours de type ARA∞. Les solutions optimales des

nouveaux as sont obtenues par des simulations de Monte Carlo. Les distributions marginales

des âges pourraient être plus di�iles à obtenir pour les autres lois, mais ela n'empêhera

pas la onstrution des politiques de maintenane optimale pour la maintenane ARA∞. Les

politiques de maintenane préventive proposées dans e hapitre sont les premières politiques à ne

onsidérer que les maintenanes imparfaites sur un horizon in�ni et qui ne font pas intervenir les

maintenanes parfaites. Comme la maintenane de type Brown-Proshan donnera également un

modèle admettant un état stationnaire, nous pourrons envisager la mise en plae d'une politique

de maintenane préventive plani�ée similaire à elles de ette étude.

Dans e hapitre, nous avons e�etué une hypothèse forte : les paramètres du modèle sont

onnus. En général, ils sont inonnus et à estimer à partir des observations. Les inertitudes

de ette étape impateront diretement sur la on�guration des politiques à mettre en plae.

L'appliation à un jeu de données réelles a illustré es di�ultés : les paramètres sont inonnus,

il n'y a pas de ritères de séletion de modèle a priori, la présene de la période de jeunesse

est simplement masquée. Nous avons hoisi d'utiliser le modèle WARA∞, et les estimations de

paramètres ont permis de proposer des politiques de maintenane préventive. Pour a�ner les

solutions optimales, il faudrait e�etuer une analyse de sensibilité, et améliorer onstamment

les estimations ave de nouvelles dates de maintenane après la mise en plae des politiques.

Il est aussi important de véri�er l'estimation de l'intensité initiale, puisque ela peut entrainer

des solutions inohérentes lorsque l'intensité initiale devient une fontion déroissante. Nous

insistons sur l'importane de prendre en ompte les inertitudes dues aux estimations, pour

pouvoir onstruire des politiques de maintenane préventive e�aes.
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Chapitre 3

Approhe fréquentiste pour les modèles

d'âge virtuel sur une fenêtre

d'observation

1 Présentation de la problématique

L'analyse des données de défaillane d'un système est d'un grand intérêt ar elle peut fournir

un bilan sur le omportement du système dans le passé et permettre d'e�etuer le pronosti des

événements futurs. Ces données sont dans la plupart du temps reensées suite aux défaillanes et

ations de maintenane et elle sont aessibles sous di�érents formats : durée inter-défaillanes,

nombre de défaillanes, type d'ations de maintenane. Toutefois, il n'est pas rare de onstater

que les bases de données ne sont que partiellement exploitables. L'un des as le plus lassiques

d'historique inomplet, se présente dans l'ahat des matériels usagés ou d'oasion : l'historique

de l'utilisation préédente n'est généralement pas disponible. Les premières défaillanes, qui se

produisent pendant la période de jeunesse ou de rodage, pourraient être absentes. D'autres

fateurs pourraient engendrer ette perte d'informations : équipements de mesure inadaptés,

hangement de tehnologie du stokage de l'information, et. L'ensemble des données disponibles

ne représentent alors qu'une partie de l'histoire omplète du système. Elles se résument à une

fenêtre d'observation. Pour surmonter ses di�ultés, les proédures d'analyse statistiques las-

siques néessitent d'être adaptées, puisque la majorité des méthodes d'inférene sont adaptées à

un historique de maintenane omplet.

Dans e hapitre, nous onsidérons uniquement les maintenanes orretives sur une fenêtre

d'observation. Comme le début de la fenêtre d'observation et les instants de défaillane sont

en général indépendants, la première observation n'est pas une durée de vie omplète mais une

durée de vie résiduelle. Autrement dit, la durée de vie de la dernière défaillane avant le début de

la fenêtre est partiellement observée, elle est tronquée à gauhe. Les méthodes d'inférene pour

les données d'événements réurrents en présene de tronature à gauhe sont présentées dans le

adre général d'un proessus de omptage [2℄. La tronature à gauhe est parfois aratérisée

par le phénomène delayed entry [73℄ dans la littérature de la bio-statistique : l'individu n'est pas

observé avant qu'il ait atteint un ertain âge, toutes les informations avant l'observation restent

inonnues. L'importane de onsidérer l'âge de l'individu au début de l'observation est disutée

dans [53℄. Dans la modélisation de maintenane, ette thématique est traitée dans [23, 24℄ pour la

maintenane minimale, et dans [134, 139, 151℄ pour la maintenane parfaite. En e qui onerne

la maintenane imparfaite, la thématique a été abordée suintement dans [20, 50℄. Le premier
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artile disute de la di�ulté de l'inférene en présene des données manquantes pour le modèle

NHPP dont les hos sont similaires aux modèles d'âge virtuel. Le deuxième onsidère que les

systèmes ont déjà fontionné avant que l'observation ne ommene. Le onept d'âge virtuel est

utilisé a�n d'analyser l'impat de e manque d'information dans les estimations. Les méthodes

d'estimation pour les modèles de maintenane parfaite et minimale ave l'historique inomplet

sont appliquées dans plusieurs domaines, par exemple dans le management des réseaux d'eau

potable [84, 96, 153℄, dans la gestion de retour de garantie [146, 154℄.

Dans la littérature, les extensions des méthodes d'estimation pour des données en fenêtre

d'observation pour les modèles d'âge virtuel sont peu nombreuses, malgré l'intérêt grandissant

de es modèles dans les études théoriques et d'appliation. Dans e hapitre, nous présentons

les premiers éléments de méthodes d'estimation sur une fenêtre d'observation pour l'ensemble

des modèles d'âge virtuel en traitant spéi�quement les hypothèses ARA1, ARA∞ et Brown-

Proshan. Le hapitre est organisé de la manière suivante. Dans un premier temps, nous pré-

sentons la modélisation de l'historique omplet par les modèles d'âge virtuel. Ensuite, les types

d'observations onsidérés sont présentés, puis les extensions de méthodes d'estimation sont dé-

rites. Nous proposons des études basées sur des simulations et des appliations à des données

réelles pour les extensions.

2 Estimation dans le as d'une maintenane imparfaite

2.1 Rappels sur la fontion de vraisemblane ave des données omplètes

Comme les extensions des méthodes d'estimation sur une fenêtre d'observation sont déve-

loppées à partir de elles des données omplètes, nous rappelons les fontions de vraisemblane

des modèles dans le as d'un historique omplet. Pour distinguer ave les notations d'une fenêtre

d'observation (qui sont présentées ultérieurement), nous utilisons la notation τn = (τ0, τ1, . . . , τn)
pour désigner les instants de défaillane d'une observation omplète dans l'intervalle [0, τ ] ave
la onvention τ0 = 0 et τn+1 = τ . Dénotons f , F et R la densité, la fontion de répartition et

la survie assoiées à l'intensité initiale λ. L'ensemble des paramètres de l'intensité initiale λ est

noté par le veteur θ. L'intensité initiale umulée est Λ(t) =
∫ t
0 λ(u)du.

2.1.1 Modèle de maintenane parfaite

Le proessus de renouvellement est utilisé pour étudier la maintenane parfaite. La fontion

de vraisemblane d'un modèle de maintenane parfaite assoiée à n défaillanes τn s'érit :

LPR(θ; τn) =

n∏

i=1

λ(τi − τi−1)e
−Λ(τi−τi−1) × e−Λ(τ−τn)

(3.1)

2.1.2 Modèle de maintenane minimale

La maintenane minimale est modélisée par un proessus de Poisson non-homogène NHPP.

La vraisemblane assoiée à n défaillanes τn est donnée par :

LNHPP (θ; τn) =
n∏

i=1

λ(τi)× e−Λ(τ)
(3.2)
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2.1.3 Modèle d'âge virtuel

Dans e hapitre, la maintenane imparfaite est aratérisée par les modèles d'âge virtuel.

Dénotons {ai}i≥0 les âges e�etifs suite à des maintenanes, la vraisemblane d'un modèle d'âge

virtuel assoiées à n défaillanes τn est donnée par :

L(θ; τn) =

n∏

i=1

λ(ai−1 + τi − τi−1)× exp

(
−

n+1∑

i=1

Λ(ai−1 + τi − τi−1)− Λ(ai−1)

)
(3.3)

Dans ette ériture, il est supposé lassiquement que a0 = 0. Cette quantité orrespond à l'âge

e�etif à la mise en route du système (don zéro). A partir de la fontion de vraisemblane

générale, nous pouvons obtenir la vraisemblane d'un modèle d'âge virtuel spéi�que en alulant

les âges e�etifs de la manière appropriée, par exemple :

• Modèle ARA1 : ai = (1− ρ)τi, i ≥ 0
• Modèle ARA∞ : ai = (1− ρ)(ai−1 + xi) =

∑i
j=1(1− ρ)i−j+1xj , i ≥ 1

2.1.4 Modèle Brown-Proshan

Le modèle Brown-Proshan (BP) est aratérisé par l'intensité initiale λ et la probabilité de

maintenane parfaite p. Nous utilisons l'ériture de vraisemblane propre [38℄. Si l'observation

est ensurée à droite, nous avons la vraisemblane assoiée à la ensure de type I suivante :

LBP (θ, p; τn) = (1− p)nLNHPP (θ; τn)

+

n∑

i=1

p(1− p)n−iLBP (θ, p; τ1, . . . , τi)L
NHPP (θ; τi+1 − τi, . . . , τn − τi, τ − τi) (3.4)

Si l'observation est terminée par une défaillane (à τn), alors la vraisemblane assoiée à la

ensure de type II est donnée par :

LBP (θ, p; τn) = (1− p)n−1LNHPP (θ; τn)

+
n−1∑

i=1

p(1− p)n−1−iLBP (θ, p; τ1, . . . , τi)L
NHPP (θ; τi+1 − τi, . . . , τn − τi) (3.5)

La vraisemblane du modèle BP est sous forme réursive mais peut être alulée de manière

itérative. Un algorithme de type forward-bakward est proposé dans [38℄ pour réaliser le alul.

2.2 Les types d'observation

Nous présentons les notations qui orrespondent à une fenêtre d'observation. L'intervalle

d'une fenêtre d'observation est notée [s, s + t] : s et t désignent le début et la longueur de la

fenêtre d'observation. Le début de l'observation s est onsidéré aussi omme l'âge réel quand

nous ommençons à observer le système. Dans le adre de ette étude, nous onsidérons que

les informations avant s ne sont que partiellement disponibles. La variable aléatoire Ti, i =
1, 2, .., n désigne la durée entre la ième défaillane et le début de l'observation s. Les durées

inter-défaillane sont toujours représentées par les variables aléatoires {Xi}i≥1, Xi = Ti−Ti−1 et

X1 = T1. Un exemple de la ollete des données sur une fenêtre d'observation est présenté dans

la Figure 3.1. On observe uniquement les événements survenus pendant l'intervalle [s, s + t]. Le
veteur des observations est noté tn = (t1, t2, . . . , tn).

71



Chapitre 3. Approhe fréquentiste pour les modèles d'âge virtuel sur une fenêtre d'observation

0

Figure 3.1 � Observation de n défaillanes pendant la période [s, s+ t].

Dans ette on�guration, on remarque que la première durée inter-défaillane T1 ou X1 est

en partiulier une durée de vie tronquée à gauhe, même si l'instant du début s est l'instant

de la dernière remise en route. Comme les informations avant s sont totalement absentes ou

partiellement disponibles, nous proposons de traiter plusieurs as de �gure. Dénotons Ns, Vs
le nombre de défaillane avant s et l'âge virtuel initial respetivement, nous onsidérons les

situations suivantes :

1. L'âge réel s du système et le nombre de défaillanes Ns sont onnus.

2. L'âge réel s du système est onnu mais pas le nombre de défaillanes Ns.

3. L'âge réel s du système et le nombre de défaillanes Ns sont inonnus.

Les approhes présentées dans la littérature se plaent presque systématiquement dans un des

trois as. D'autres on�gurations peuvent être envisagées :

• L'âge réel s est inonnu, mais Ns est onnu : e as n'est pas très réaliste.

• Des données avant s sont partiellement disponibles : e as est en dehors du domaine

onsidéré dans ette étude.

Dans la suite, nous proposons des extensions de méthodes d'estimation des trois as i-dessus

pour les modèles lassiques (ABAO, AGAN), puis pour les modèles d'âge virtuel.

3 Extension sur une fenêtre d'observation pour les modèles AGAN

et ABAO

3.1 Maintenane parfaite AGAN

La maintenane parfaite remet le système en état neuf après une défaillane, et elle est

modélisée par un proessus de renouvellement. Les durées entre deux défaillanes onséutives

sont indépendantes et suivent la même loi X, et nous gardons les notations habituelles.

3.1.1 L'âge s et le nombre de défaillane Ns sont onnus

Ce as orrespond à un système qui est observé à partir de l'instant s, pour lequel l'âge s du
système au début de l'observation, ainsi que le nombre de maintenanes ou de renouvellements

Ns = ν sont onnus. La vraisemblane est présentée dans la proposition suivante.

Proposition 3.1. La vraisemblane assoiée à un proessus de renouvellement observé dans

l'intervalle [s, s + t], ave des instants de défaillane tn, et dont l'âge initial s et le nombre de

défaillanes Ns = ν sont onnus est donnée par :

L(θ; s,Ns = ν, tn) =





∫ s
0 f

∗(ν)(u)f(s+ t1 − u)du
∏n

i=2 f(ti − ti−1)×R(t− tn), ν > 0

f(s+ t1)
∏n

i=2 f(ti − ti−1)×R(t− tn), ν = 0

(3.6)
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où f est la densité de la loi des durées inter-défaillane et f∗(k)(t) désigne le produit de onvolution
de la fontion f , dé�nie par :

f∗(1)(t) = f(t),

f∗(k)(t) =

∫ t

0
f(t− u)f∗(k−1)(u)du, k ≥ 2

Démonstration. On ommene par le as ν > 0. Comme la maintenane remet le système à neuf,

et les durées inter-défaillane sont i.i.d. de la loi ommune F , il su�t de onnaître la jointe de

Ns et de la première durée de vie résiduelle T1 pour établir la vraisemblane. Sous l'hypothèse s
et Ns onnus, la loi jointe de Ns et de T1 est obtenue à partir de la probabilité de l'événement

(Ns = ν,Ns+x = ν) [133℄ :

P(Ns = ν,Ns+x = ν) =

∫ s

0
f∗(ν)(u)R(s + x− u)du

Posons Rν
s (x) = P(Ns = ν,Ns+x = ν) = P(Ns = ν, T1 ≥ x) la survie de la durée de vie résiduelle

à l'instant s. La vraisemblane est obtenue de manière suivante :

L(θ; s,Ns = ν, tn) = −
dRν

s (x)

dx

∣∣∣∣
t1

×

n∏

i=2

f(ti − ti−1)×R(t− tn)

=

∫ s

0
f∗(ν)(u)f(s+ t1 − u)du

n∏

i=2

f(ti − ti−1)×R(t− tn)

Pour le as ν = 0, auune défaillane n'a lieu avant s. Cela revient don à avoir observé un

proessus de renouvellement omplet ave des instants de défaillane : s+ t1, s+ t2, . . . , s+ tn et

�n d'observation à s + t. En utilisant la vraisemblane omplète dans l'équation 3.1, le résultat

est immédiat.

Remarque 1 : Le produit de onvolution peut être alulée par l'approhe analytique ave

les transformations de Laplae. Quand la loi de renouvellement F suit la loi de Weibull, le produit

de onvolution peut être alulé par les développements en séries [30℄.

Le alul de la fontion de vraisemblane et sa maximisation font intervenir le alul d'un

produit de onvolution, e qui est généralement obtenu par des méthodes numériques. L'esti-

mation par la méthode du maximum de vraisemblane ave ette fontion de vraisemblane est

alors e�etuée par des méthodes d'optimisation numérique.

3.1.2 L'âge réel s onnu et le nombre de défaillane Ns inonnu

Le système est observé pendant l'intervalle [s, s+t] et le nombre de défaillanes avant le début
de l'observation Ns est inonnu. La fontion de vraisemblane est proposée dans la proposition

suivante.

Proposition 3.2. La vraisemblane d'un proessus de renouvellement observée dans l'intervalle

[s, s+t] ave n défaillane tn, où le début de l'observation s est onnu s'érit de manière suivante :

L(θ; s, tn) = fγs(t1)

n∏

i=2

f(ti − ti−1)×R(t− tn) (3.7)

où fγs(x) est la densité assoiée à la variable aléatoire de la durée de vie résiduelle γs = τNs+1−s.
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La survie assoiée Rγs de la durée de vie peut être approher par l'algorithme suivant [3℄ :

Algorithm 6 Algorithme de alul la durée de vie résiduelle

1: Dé�nir un large nombre m et aluler :

ai = F

(
i

m

)
− F

(
i− 1

m

)
, i = 1, 2, . . . , [sm] + [xm], où [·] désigne la partie entière

2: Caluler : bi =

i−1∑

j=0

bjai−j , i = 1, 2, . . . , [sm] et b0 = 1.

3: Approher R̂γs(x) = 1−

[sm]+[xm]∑

i=[sm]

[sm]∑

j=0

bjai−j

D'après les auteurs, l'approximation est valide pour les lois de renouvellement ontinues, e

qui onvient très bien à notre adre d'appliations. La densité peut être obtenue à partir de

l'approximation de la survie Rγs de la manière suivante :

fγs(x) =
Rγs(x)−Rγs(x+∆x)

∆x

pour un ∆x petit.

Si s est su�samment élevé pour que le proessus se situe dans le régime stationnaire du

proessus de renouvellement, la onnaissane de s aura un impat in�me sur l'inférene. De e

fait, on peut se plaer dans la on�guration où s est inonnu, situation présentée dans la setion

suivante.

3.1.3 L'âge s et le nombre de défaillane Ns sont inonnus

Ce as est souvent traité dans la littérature ([134, 139, 152℄). Les travaux font généralement

l'hypothèse que le système est déjà dans son état stationnaire lorsque l'observation ommene à

l'instant s. D'après le résultat lassique d'un proessus de renouvellement, la loi de la durée de

vie résiduelle T1 à l'instant s dans l'état stationnaire a pour densité [15℄ :

fT1(x) =
1− F (x)

E[X]

La vraisemblane assoiée à n défaillanes tn observées dans l'intervalle [s, s+ t] est alors donnée
par :

L(θ; tn) = fT1(t1)

n∏

i=2

f(ti − ti−1)×R(t− tn) (3.8)

3.2 Maintenane minimale

Nous nous intéressons à la maintenane minimale, qui est aratérisée par un NHPP. Le

système est remis dans l'état où il se trouvait juste avant la défaillane.
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3.2.1 L'âge s et le nombre de défaillane Ns sont onnus

Le as présent a été traité dans [149℄, sous l'hypothèse que l'intensité initiale suit une loi

de Weibull W(α, β). Le résultat peut être étendu pour n'importe quel hoix d'intensité initiale

ontinue.

Proposition 3.3. La vraisemblane d'un NHPP assoiée à n défaillanes tn observées pendant

l'intervalle [s, s + t], où le début de l'observation s et le nombre de défaillane Ns sont onnus

est donnée par :

L(θ;Ns = ν, tn) =
Λ(s)ν

ν!

n∏

i=1

λ(s+ ti)×R(s+ t)

Démonstration. Comme l'âge s est onnu, nous pouvons retrouver des "vrais" instants de dé-

faillane en translatant d'une durée s : s+t1, s+t2, . . . , s+tn. Nous dénotons e nouveau veteur

par s+tn. En revanhe, les instants de défaillane avant s restent inonnus τNs = (τ1, τ2, . . . , τNs),
seul leur nombre Ns est disponible. La vraisemblane assoiée aux n observations s+ τn pendant

l'intervalle [s, s+t] est obtenue en onditionnant sur les Ns premières défaillanes non observées :

L(θ;Ns = ν, tn) =

∫

0<τ1<τ2<...<τNs<s

n∏

j=1

λ(s+ tj)×R(s+ t)

Ns∏

i=1

λ(τi)dτ1...dτNs

=
n∏

j=1

λ(s+ tj)×R(s+ t)

∫

0<τ1<τ2<...<τNs<s

Ns∏

i=1

λ(τi)dτ1...dτNs

=

n∏

j=1

λ(s+ tj)×R(s+ t)

∫

0<τ1<τ2<...<τNs<s
dΛ(τ1)...dΛ(τNs)

L'intégrale est alulée grâe à l'identité suivante [149℄ :

∫

a<τ1<τ2<...<τm<b
dG(τ1)...dG(τm) =

[G(b)−G(a)]m

m!

où m est un entier positif, a et b sont les nombres réels qui satisfont 0 < τ1 < τ2 < ... < τm < b,
G(t) est une fontion roissante et dérivable. En posant G = Λ, a = 0, b = s,m = Ns, nous

obtenons l'expression suivante :

L(θ;Ns = ν, tn) =
Λ(s)ν

ν!

n∏

j=1

λ(s+ tj)×R(s+ t)

Lorsque l'intensité initiale suit la loi Weibull W(α, β), nous avons le résultat suivant.

Corollaire 3.1 (Yu et al. [149℄). La vraisemblane d'un NHPP, dont l'intensité de défaillane

suit la loi Weibull W(α, β), assoiée à n défaillanes tn observées pendant l'intervalle [s, s + t],
où le début de l'observation s et le nombre de défaillane Ns sont onnus est donnée par :

L(α, β;Ns = ν, tn) =
αn+νβn

ν!
sβν

n∏

i=1

(s+ ti)
β−1e−α(s+t)β
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Dans e as, il est possible d'obtenir une expression expliite des estimateurs de maximum

de vraisemblane pour haun des paramètres omme suit :

α̂ =
n+ ν

(s+ t)β

β̂ =
n

(n+ ν)ln(s+ t)− νln(s)−
∑n

i=1 ln(s + ti)

Dans [149℄, les intervalles de on�ane et un test d'adéquation d'un NHPP se basant sur les

données en fenêtre d'observation sont également proposés pour la loi Weibull.

3.2.2 L'âge s est onnu et le nombre de défaillane Ns inonnu

Le as où seul l'âge initial s est supposé onnu est onsidéré par Crow [23℄, Crow et Basu [24℄

ave l'intensité de défaillane de la loi Weibull W(α, β). Dans le premier artile, l'auteur onsidère

que les défaillanes sont observées dans l'intervalle [s1, s2], dont le début s1 est onnu mais ne

orrespond pas à l'instant de mise en route du système (s1 > 0). Auune autre information

avant s1 n'est disponible pour l'étude. Le deuxième artile généralise le résultat préédent, en

onsidérant qu'une partie [τ1, τ2] de l'historique omplet [0, τ ] est absente, omme présenté dans

la Figure 3.2. Les données sont les défaillanes observées dans les deux périodes [0, τ1] et [τ2, τ ].
On remarque que la ollete des données de notre étude est similaire à elle onsidérée par le

Figure 3.2 � Absene d'informations sur une période de temps

premier artile, et elle est un as partiulier du deuxième artile (τ1 = 0). Toutefois, es travaux
sont onstruits uniquement sur l'intensité initiale de loi de Weibull. Nous proposons de l'étendre

aux as d'une intensité initiale ontinue quelonque.

Proposition 3.4. La vraisemblane d'un NHPP assoiée à n défaillanes tn observées pendant

l'intervalle [s, s+ t], où le début de l'observation s est onnu, est donnée par :

LNHPP
s (θ; tn) =

n∏

i=1

λ(s+ ti)× e−Λ(s+t)+Λ(s)
(3.9)

Démonstration. La démonstration s'inspire de elle de la vraisemblane d'un NHPP. En remar-

quant que la première durée t1 est une durée de vie résiduelle, la vraisemblane est donnée

par :

LNHPP
s (θ; tn) = f(s+ t1|s)f(s+ t2|s+ t1) . . . f(s+ tn|s+ tn−1)R(s+ t|s+ tn)

=
λ(s+ t1)e

−Λ(s+t1)

e−Λ(s)
. . .

λ(s + tn)e
−Λ(s+tn)

e−Λ(s+tn−1)

e−Λ(s+t)

e−Λ(s+tn)

=

n∏

i=1

λ(s+ ti)× e−Λ(s+t)+Λ(s)
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On remarque que le résultat est valide pour tout hoix d'intensité initiale ontinue λ. Dans
le as de la loi Weibull W(α, β), nous pouvons obtenir des estimateurs de maximum de vraisem-

blane de haun des paramètres, qui satisfont le système d'équations suivant :

α̂ =
n

(s+ t)β̂ − sβ̂

β̂ = n
(s+ t)β̂ − sβ̂

(s+ t)β̂[nln(s+ t)−
∑n

i=1 ln(ti)]− sβ̂[nln(s)−
∑n

i=1 ln(ti)]

Ces estimateurs sont aussi proposés dans le premier artile [23℄.

3.2.3 L'âge du système s et le nombre de défaillane Ns sont inonnus

Le système est observé pendant l'intervalle [s, s + t] et auune autre information avant s
n'est disponible. Ce as pourrait se produire à l'ahat d'un matériel d'oasion dont l'historique

antérieur est totalement absent, ou lorsque l'histoire en période de jeunesse n'est pas enregistrée.

Nous proposons deux approhes pour prendre en ompte l'absene de l'information à l'instant

s :

• L'âge initial du système à l'instant s est onsidéré omme une variable aléatoire admettant

une densité π(s). Cette hypothèse est plausible, s'il y a su�samment d'informations sur

le fontionnement du système. La situation est déjà onsidérée pour les systèmes non

réparables [45℄, ou pour la méthode apture-reapture [102℄. La vraisemblane assoiée à

n défaillanes tn observées pendant l'intervalle [s, s+ t] ave s inonnu est alors :

L(θ; tn) =

∫ ∞

0
Ls(θ; tn)π(s)ds

La nouvelle vraisemblane est un mélange de vraisemblane dans l'équation 3.9.

• L'âge initial s est onsidéré omme un paramètre inonnu à estimer. La fontion de vrai-

semblane est alors identique à elle de l'équation 3.9, dans laquelle s est un paramètre

supplémentaire. Lorsque l'intensité de défaillane suit la loi de Weibull, alors nous avons

des estimateurs de maximum de vraisemblane des paramètres véri�ant :

α̂ =
n

(ŝ+ t)β̂ − ŝβ̂

β̂ = n
(ŝ+ t)β̂ − ŝβ̂

(ŝ+ t)β̂ [nln(ŝ+ t)−
∑n

i=1 ln(ti)]− ŝβ̂[nln(ŝ)−
∑n

i=1 ln(ti)]
(3.10)

(β̂ − 1)
n∑

i=1

1

ŝ+ ti
= α̂β̂

[
(ŝ+ t)β̂−1 − ŝβ̂−1

]

On remarque que si le paramètre inonnue s est estimé par l'approhe bayésienne, alors

ette on�guration est similaire à la on�guration préédente (s une variable aléatoire).

Les estimateurs peuvent être obtenus par des méthodes itératives (par exemple méthode Newton-

Raphson). Dans les appliations industrielles, Le Gat et Eisenbeis [84℄, Røstum [128℄ ont égale-

ment onsidéré l'âge initial inonnu s omme un paramètre supplémentaire. Ils ont montré que

e paramètre a un impat non négligeable sur le résultat des estimations, d'où l'importane de

l'inlure dans les modèles lorsqu'il est disponible.

77



Chapitre 3. Approhe fréquentiste pour les modèles d'âge virtuel sur une fenêtre d'observation

4 Extension sur une fenêtre d'observation pour les modèles d'âge

virtuel

Nous nous intéressons à la maintenane imparfaite aratérisée par des modèles d'âge virtuel.

Des extensions de méthodes d'estimation sur une fenêtre d'observation pour les trois modèles

d'âge virtuel (ARA1, ARA∞ et BP) sont présentées. Comme les maintenanes avant s ne sont
pas observées, l'âge virtuel initial Vs est en général inonnu. De plus, la loi de Ns et son espérane

sont di�iles à obtenir pour la plupart des modèles d'âge virtuel. Sans avoir des informations

supplémentaires sur le fontionnement antérieur, nous proposons deux approhes générales pour

les extensions de méthodes d'estimation :

• L'âge virtuel initial à l'instant s est onsidéré omme un paramètre Vs = a0. Il est peut être
onnu, ou inonnu et à estimer onjointement ave les paramètres de l'intensité initiale.

La vraisemblane assoiée à n défaillanes tn observées pendant l'intervalle [s, s + t] d'un
modèle d'âge virtuel où le début de l'observation s est inonnu a pour expression :

LV A
s (θ; tn) =

n∏

i=1

λ(ai−1 + ti − ti−1) exp

(
−

n+1∑

i=1

Λ(ai−1 + ti − ti−1)− Λ(ai−1)

)
(3.11)

Cette fontion de vraisemblane est onstruite de la même manière de la vraisemblane

proposée dans [50℄, pour un modèle d'âge virtuel dont son âge virtuel initial est onnu.

On onsidère que le système fontionne ave une intensité initiale modi�ée λ(a0 + t). Le
paramètre a0, qui représente l'âge virtuel du système au début de la fenêtre d'observation,

peut être onsidéré omme un paramètre de position négative. On remarque que ette

ériture est similaire à elle ave un historique omplet dans l'équation 3.3. Dans le as

présent, l'âge virtuel initial a0 n'est pas néessairement égal à zéro, à ause des informations

manquantes au début de l'observation. Cette approhe est également onsidérée dans [53℄.

• L'âge s est inonnu, mais on onnaît la loi de l'âge virtuel initial Vs. Dans e as, la

vraisemblane est obtenue de la manière suivante :

L(θ; tn) =

∫
LV A
s (θ; tn)fVs(u)du

La loi de Vs peut être obtenue par les aluls analytiques, ou par avis d'experts.

Les extensions de méthodes d'estimations pour les modèle ARA1, ARA∞ et BP dépendent

don des informations supplémentaires disponibles au début de l'observation. Pour les modèles

ARA1 et ARA∞, nous traitons uniquement le as numéro 3 (s et Ns inonnus) ar l'expression

des lois de s et de Ns ne sont pas onnues. Pour le modèle BP, le as numéro 2 (s onnu) et

numéro 3 seront développés, ar on peut déterminer la loi de l'âge virtuel Vs assoié à un instant

s onnu.

4.1 Modèle ARA1

Nous dénotons ρ l'e�aité de maintenane du modèle ARA1. D'après Doyen [37℄, le modèle

ARA1 onverge vers un NHPP asymptotiquement, les âges e�etifs {Ai}i≥ onstituent une suite

roissante et non bornée (si l'intensité initiale tends vers l'in�ni). L'établissement de la loi de Vs
néessite alors la onnaissane du passé avant s.

Pour pallier ela, nous proposons de onsidérer et âge omme un paramètre supplémentaire

a0. Dans le as où s est onnu, l'âge e�etif suite à la première défaillane vaut a1 = (1−ρ)(s+t1).
Les âges e�etifs restants peuvent être déterminés à partir de a1 et les instants de défaillane tn.
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Si s est inonnu, l'âge e�etif A1 dépend de la durée D entre la première défaillane observée et

la dernière défaillane (avant s) non enregistrée :

A1 = Vs + T1 − ρD

Comme la durée D est inonnue, la séquene des âges e�etifs ne peut pas être déterminée. A�n

de résoudre ette di�ulté dans les deux as, une hypothèse supplémentaire est imposée : une

maintenane est e�etuée juste avant l'observation à l'instant s−. Par onséquent, nous avons :
• Si l'âge s est onnu, l'âge virtuel initial est Vs = a0 = (1− ρ)s. Les âges e�etifs sont alors
alulés de manière suivante : an = (1− ρ)(s+ tn). La vraisemblane a la même expression

que dans l'équation 3.11.

• Si l'âge s est inonnu, l'âge virtuel initial est onsidéré par le paramètre inonnu a0. De
plus, la durée D devient T1 et les âges e�etifs sont alulés omme suit : an = a0+(1−ρ)tn.
La vraisemblane générale d'un modèle d'âge virtuel (3.11) devient :

LARA1
s,a0 (θ; tn) =

n∏

i=1

λ(a0 + ti − ρti−1) exp

(
−

n+1∑

i=1

Λ(a0 + ti − ρti−1)− Λ(a0 + (1− ρ)ti−1)

)

(3.12)

Cette hypothèse semble raisonnable à double titre. En pratique, il n'est pas rare que le

début des observations soit assoié à une remise en route du système. Mathématiquement,

notre hypothèse revient à utiliser un développement au premier ordre de Vs [37℄.

4.2 Modèle ARA∞

L'extension des méthodes d'estimation sur une fenêtre d'observations pour le modèle ARA∞

est proposée pour le as numéro 3, où auune information sur s et Ns n'est disponible. Dans

e as, nous supposons que le modèle se trouve dans son régime stationnaire. Les résultats

généraux de onvergene dans [45, 82℄, et le résultat sur le modèle WARA∞ montrent que le

modèle de maintenane de type ARA∞ onverge vers un régime stationnaire, don les âges

e�etifs admettent une loi asymptotique (ainsi que les durées inter-défaillane). Cette hypothèse

est assez réaliste, puisque le modèle ARA∞ onverge rapidement vers son régime stationnaire,

pour n'importe quelle intensité initiale roissante (IFR). Elle nous permet aussi de pallier le

manque d'informations avant le début des observations. L'hypothèse de régime stationnaire est

déjà utilisée pour le proessus de renouvellement dans la littérature [134, 139, 152℄.

Dans un premier temps, nous proposons l'étude du modèle WARA∞. Sous l'hypothèse de

régime stationnaire, les âges e�etifs admettent la loi asymptotique suivante :

RA∞
(t) =

∞∑

i=1

1

(q, q)∞(1q ,
1
q )i−1

e
−αtβ

qi

où q = (1− ρ)β et (q, q)n est l'opérateur de q-shifted fatoriel :

(q, q)n =





∏n
k=1(1− qk), n ≥ 1

1, n = 0

Le modèle WARA∞ est déjà dans son régime stationnaire lorsqu'il est observé pendant l'inter-

valle [s, s+ t]. L'hypothèse de régime stationnaire est prise en ompte par le fait que le premier

âge e�etif observé dans la fenêtre (suite à T1) A1 suit la loi asymptotique de l'âge e�etif :

A1 ∼ A∞. Cela nous permet d'établir la vraisemblane sous ette hypothèse.
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Proposition 3.5. La vraisemblane du modèle WARA∞ assoiée à n défaillanes tn observées

pendant l'intervalle [s, s+ t] est donnée par :

LWARA∞

∞ (α, β, ρ; tn) = −

∫ ∞

(1−ρ)t1

LV A
s (α, β, ρ, a0 = u/(1 − ρ)− t1; tn)dRA∞

(u) (3.13)

Démonstration. La vraisemblane se onstruit à partir de la vraisemblane générale d'un modèle

d'âge virtuel (3.11), dont l'âge virtuel initial a0 est di�érent de zéro. En supposant A1 ∼ A∞,

nous avons :

LWARA∞

∞ (α, β, ρ; tn) = −

∫ ∞

0
LV A
s (α, β, ρ; tn,A1 = u)dRA1(u)

= −

∫ ∞

0
LV A
s (α, β, ρ; tn,A0 = u/(1 − ρ)− t1)dRA∞

(u)

= −

∫ ∞

(1−ρ)t1

LV A
s (α, β, ρ, a0 = u/(1− ρ)− t1; tn)dRA∞

(u)

Puisque l'instant s ne orrespond pas systématiquement à un instant de défaillane, la valeur du

premier âge e�etif A1 est alulée de la manière suivante : a1 = (1− ρ)(a0 + t1). Il en déoule

que a0 = a1/(1− ρ)− t1.

Les estimations par la méthode du maximum de vraisemblane sont réalisées par des méthodes

d'optimisation numérique, omme il est di�ile d'étudier la dérivée première de la fontion de

vraisemblane LWARA∞

∞ .

Remarque 2 : La vraisemblane dans la proposition préédente est valide dès que l'on se

plae dans le régime stationnaire. Dans le as où une maintenane vient d'être e�etuée juste

avant (à s−), nous supposons que l'âge e�etif initial suit la loi asymptotique A0 ∼ A∞. La

vraisemblane orrespondante devient :

LWARA∞

∞ (α, β, ρ; tn) = −

∫ ∞

0
LV A
s (α, β, ρ, a0 = u; tn)dRA∞

(u)

Remarque 3 : La proposition 3.5 est valide uniquement pour le modèle WARA∞. Pour un

autre hoix de l'intensité initiale, si l'hypothèse de régime stationnaire reste valide (le as des

intensités initiales roissantes), alors il est possible d'obtenir des estimations du maximum de

vraisemblane. Dans e as, l'âge e�etif asymptotique A∞ sera obtenu par des simulations. Les

estimateurs sont ensuite déduits par des méthodes d'optimisation numérique.

4.3 Modèle Brown-Proshan

L'extension de méthode d'estimation sur une fenêtre d'observation [s, s + t] pour le modèle

BP est proposée pour le as numéro 2 (s onnu) et 3 (s et Ns inonnus). Lorsque l'âge initial s
est onnu, nous proposons la fontion de vraisemblane assoiée à l'aide de la loi de l'âge virtuel

Vs. Pour le as restant, nous supposons que le système se trouve dans son régime stationnaire,

et utilisons la loi de l'âge virtuel dans et état. Dans un premier temps, nous onstruisons la

loi de Vs dans le régime transitoire et dans le régime stationnaire, puis déduisons la fontion de

vraisemblane assoiée pour haun des as.

Étant donné un modèle BP d'intensité initial λ et de probabilité de maintenane parfaite p,
d'après [13℄ nous avons :

λp(t) = pλ(t)

Rp(t) = Rp(t), 0 < p ≤ 1
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où λp et Rp sont l'intensité et la survie de la variable aléatoire de durée entre deux maintenanes

parfaites onséutives Xp. La ondition p > 0 assure qu'il existe toujours une probabilité non

nulle de remettre le système à neuf. L'hypothèse de onvergene reste valide (dans le as ontraire,

les maintenanes sont toutes minimales, don pas de onvergene). Comme le système est remis

à neuf par des maintenanes parfaites, nous pouvons obtenir la loi de l'âge virtuel à l'instant s
à partir des instants de renouvellement.

Proposition 3.6. La loi de l'âge virtuel Vs du modèle BP ayant la probabilité de maintenane

parfaite p est donnée par :

FVs(x) =





Fp(s)−

∫ s−x

0
(1− Fp(s− u))dMp(u), x < s

1, x ≥ s

où Mp(s) = E[Np(s)] est la fontion de renouvellement orrespondant au nombre moyen de

renouvellements dans l'intervalle [0, s].

Démonstration. Comme le système est restauré à neuf par des maintenanes parfaites, l'âge

virtuel Vs est alors l'âge ourant d'un proessus de renouvellement dont la survie des durées de

renouvellement est Rp. D'après Çinlar [15℄ (hapitre 9, page 320), la loi de Vs est donnée par

l'équation de renouvellement suivante :

FVs(x) = Fp(s)−

∫ s−x

0
(1− Fp(s− u))dMp(u), x < s

Le as de x ≥ s est trivial.

Le alul de FVs(x) fait intervenir alors la résolution d'une équation de renouvellement, où

la loi générique des durées inter-arrivée est Fp(x) = 1 − Rp(x). Sauf pour des lois simples, les

solutions (par exemple Mp(x)) sont souvent obtenues par des approximations. Cela n'empêhe

pas l'utilisation de ette proposition pour le modèle BP dans le régime transitoire.

Dans le régime stationnaire, la densité asymptotique de l'âge virtuel satisfait :

fV∞
(x) =

1− Fp(x)

E[Xp]
(3.14)

Nous proposons tout d'abord la vraisemblane du modèle BP dans le as l'âge initial s est

onnu, puis nous utilisons l'hypothèse de régime stationnaire pour le as s est inonnu.

Proposition 3.7. La vraisemblane du modèle BP assoiée à n défaillanes observées pendant

l'intervalle [s, s+ t], où l'âge initial s est onnu, est donnée par :

LBP
s (θ, p; tn) =

∫ s

0
(1− p)nLNHPP

u (θ, tn)dFVs(u)+

∫ s

0

[
n∑

i=1

p(1− p)i−1LNHPP
u (θ; ti)L

BP (θ, p; ti+1 − ti, . . . , tn − ti, t− ti)

]
dFVs(u) (3.15)

θ est le veteur des paramètres de l'intensité initiale λ, LNHPP
u (θ; tn) est la vraisemblane d'un

NHPP observé dans l'intervalle ave l'âge initial u onnu (3.9), LBP (θ, p; tn) est la vraisemblane

d'un modèle BP ave l'historique omplet (3.4).
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Nous onsidérons que le système se trouve dans son régime transitoire où l'âge réel s est

onnu. Le résultat est alors obtenu en onditionnant sur la première maintenane parfaite. Après

la première maintenane parfaite, la vraisemblane est elle d'un modèle BP lassique (dont l'âge

initial est nul) développée dans l'équation 3.4. S'il n'y a pas de maintenane parfaite, alors le

reste onstitue un NHPP.

Dans le as où l'âge initial s est inonnu, nous supposons que le modèle est dans son régime

stationnaire au début des observations. L'âge virtuel suit sa loi asymptotique dans l'équation

3.14, et la vraisemblane admet une expression similaire à elle obtenue dans l'équation 3.15.

Proposition 3.8. La vraisemblane du modèle BP assoiée à n défaillanes observées pendant

l'intervalle [s, s + t], où l'âge initial s est inonnu et le modèle est dans le régime stationnaire,

est donnée par :

LBP
∞ (θ, p; tn) =

∫ ∞

0
(1− p)nLNHPP

u (θ, tn)dFV∞
(u)+

∫ ∞

0

[
n∑

i=1

p(1− p)i−1LNHPP
u (θ; ti)L

BP (θ, p; ti+1 − ti, . . . , tn − ti, t− ti)

]
dFV∞

(u) (3.16)

L'hypothèse de régime stationnaire est déjà utilisée pour les modèles ARA∞ et maintenane

parfaite. Compte tenu de la omplexité des fontions de vraisemblane, les estimateurs de maxi-

mum de vraisemblane sont obtenues par des méthodes d'optimisation numérique.

5 Simulation

Dans ette setion, nous présentons les performanes des extensions de méthodes d'estima-

tion. Chaque proessus de défaillane est simulé sur une fenêtre d'observation similaire à la Figure

3.1. Dans la majorité des estimations, les méthodes lassiques supposent que l'âge initial est nul,

même en présene d'un début de l'observation di�érent de zéro [64, 77℄. Nous omparons alors la

performane de es approhes ave elle des extensions proposées dans les setions préédentes.

5.1 Méthodes d'estimation

Les méthodes d'estimation lassiques supposent systématiquement que le système onsidéré

est omme neuf au début des observations (début de fenêtre). Nous proposons alors de omparer

les estimations des méthodes lassiques et des extensions proposées dans e hapitre. Pour ela,

nous employons trois approhes. L'Approhe 1 onsidère le as où auune information initiale

n'est disponible (as numéro 3 : s et Ns inonnus). Elle utilise les extensions des fontions

de vraisemblane assoiée à une fenêtre d'observation, et les estimations sont e�etuées par la

méthode du maximum de vraisemblane. L'Approhe 2 onsidère que l'âge initial est nul, quelque

soit le type de ollete de données. Les estimations sont réalisées par la méthode du maximum

de vraisemblane ave les fontions de vraisemblane assoiées à une observation omplète (qui

débute à l'instant zéro). Pour l'Approhe 3, nous donnons des informations supplémentaires (par

exemple l'âge s ou le nombre de défaillanes non enregistrées Ns). Cette approhe représente un

as idéal. Dans les simulations, l'intensité initiale est de la loi de Weibull W(α, β). Les détails
des trois approhes assoiées haune à une méthode d'estimation sont les suivants :

1. Approhe 1 reonnaît que le système n'est pas neuf au début des observations. L'âge s et
l'âge virtuel initial a0 sont inonnus et di�érents de zéro. Les fontions de vraisemblane

utilisées sont elles proposées pour le as numéro 3 (s et Ns inonnus) :
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• Maintenane parfaite : Pour le as numéro 3, on suppose que le système se trouve dans

un état stationnaire, et la fontion de vraisemblane s'exprime dans l'équation 3.8.

• Maintenane minimale : L'âge initial inonnu s est onsidéré omme un paramètre à

estimer. Les estimations sont alors données dans l'équation 3.10, pour le as où s est un
paramètre inonnu à estimer.

• Modèle ARA1 : La fontion de vraisemblane utilisée par l'Approhe 1 est l'équation

3.11, en supposant que l'âge initial inonnu s est estimé par le biais de l'estimation de

l'âge virtuel initial a0.
• Modèle ARA∞ : L'Approhe 1 suppose que le système se trouve dans son régime sta-

tionnaire, et utilise la fontion de vraisemblane exprimée dans l'équation 3.13.

• Modèle BP : L'Approhe 1 suppose également que le système se trouve dans son régime

stationnaire et utilise l'équation 3.16 pour exprimer la fontion de vraisemblane.

2. Approhe 2 suppose que l'âge initial est nul, 'est-à-dire que le système est neuf au départ,

et utilise les fontions de vraisemblane des équations 3.1, 3.2, 3.3 (A0 = 0 et Ai dé�ni

selon la maintenane de type ARA1), 3.3 (A0 = 0 et Ai dé�ni selon la maintenane de type

ARA∞) et 3.4 pour les modèles de maintenane parfaite, maintenane minimale, ARA1,

ARA∞ et BP respetivement.

3. Approhe 3 a des informations initiales supplémentaires. Les hypothèses supplémentaires

et les fontions de vraisemblane assoiées pour haun des modèles sont les suivantes :

• Maintenane parfaite : Nous donnons l'information sur s et sur Ns pour l'Approhe

3. Par onséquent, la fontion de vraisemblane est exprimée dans l'équation 3.6 (as

numéro 1 où s et Ns sont onnus).

• Maintenane minimale : Nous donnons seulement l'information sur s pour l'Approhe

3. La fontion de vraisemblane s'exprime dans l'équation 3.9, où s est un paramètre

onnu.

• Modèle ARA1 : Nous donnons la valeur de l'âge virtuel initial a0. La fontion de vrai-

semblane assoiée est exprimée dans l'équation 3.11.

• Modèle ARA∞ : Nous donnons également la valeur de l'âge virtuel initial a0 et utilisons
l'équation 3.11 omme la fontion de vraisemblane pour ette approhe. Les âges e�etifs

sont alulés bien entendu ave l'hypothèse ARA∞.

• Modèle BP : Nous donnons l'âge virtuel initial pour le modèle BP, 'est-à-dire la durée

éoulée depuis la dernière maintenane parfaite avant s. La fontion de vraisemblane

utilisée est donnée dans l'équation 3.15.

En résumé, l'Approhe 1 suppose toujours que l'on se trouve dans le as numéro 3 (s et Ns

inonnus) pour les données en fenêtre d'observation. L'Approhe 2, en revanhe, onsidère que les

données sont issues d'un système neuf, dont l'âge initial est nul. Dans l'Approhe 3, nous avons

pris des informations initiales supplémentaires onernant s ou Ns, a�n d'évaluer la performane

de l'Approhe 1 et 2.

Les estimations sont obtenues par la méthode du maximum de vraisemblane ave la méthode

d'optimisation Nelder-Mead. La performane des estimations est omparée ave le ritère de

l'Erreur Quadratique Moyenne EQM :

EQM(θ̂) = E[(θ − θ̂)2]

où θ désigne la vraie valeur, et θ̂ désigne la valeur estimée.

Les données sont issues de l'observation pendant un intervalle, ave un âge virtuel initial

potentiellement non nul.

83



Chapitre 3. Approhe fréquentiste pour les modèles d'âge virtuel sur une fenêtre d'observation

5.2 Plan d'éhantillonnage

Les données (instants de défaillane) sont simulées suivant la Figure 3.1, de telles sortes

qu'elles se trouvent dans une fenêtre d'observation. Selon l'hypothèse faite pour haque modèle,

les détails de la génération des données sont :

• Maintenane parfaite : Les observations en fenêtre sont générées selon l'hypothèse de l'Ap-

prohe 3. Nous générons une trajetoire omplète (l'âge initial nul), puis hoisissons un âge

s tel que Ns = 3. Les instants de défaillane après s sont obtenus selon la Figure 3.1. Le

nombre Ns est faible, a�n de limiter les inertitudes dans les aluls des onvolutions dans

la fontion de vraisemblane dans l'équation 3.6.

• Maintenane minimale : Un âge s est obtenu de tel sorte que s = E[τ10], valeur obtenue par
des simulations de Monte Carlo. τ10 désigne la 10ème défaillane d'un NHPP dont l'âge

initial est nul.

• Modèle ARA1 : Nous supposons que le début de l'observation s oïnide ave une remise

en route du système suite à une défaillane. On peut alors onsidérer que la dernière

maintenane se produit à l'instant s−. L'âge virtuel à et instant Vs est onsidéré alors

omme un paramètre supplémentaire a0 à estimer. Le nombre de défaillanes non observées

avant l'observation est limité à Ns = 10, puisque les défaillanes sont peu nombreuses. On

�xe a0 = E[A10], qui est déterminée numériquement. Les n instants de défaillane seront

ensuite générés ave l'âge e�etif initial non nul a0.
• Modèle ARA∞ et Brown-Proshan : Nous supposons que les deux systèmes sont observés

dans leur état stationnaire, et l'âge e�etif suite à la première maintenane suit la loi asymp-

totique. La simulation est similaire à elle du modèle ARA1. Nous hoisissons l'instant s
su�samment grand pour que les modèles soient dans leur état stationnaire respetif.

5.3 Choix de paramètres

Nous hoisissons la loi Weibull W(α, β) omme l'intensité initiale pour les modèles. Le para-

mètre β, paramètre re�étant la inétique de vieillissement, est testé ave trois valeurs {2, 3, 4}. Ces
hoix orrespondent à trois niveaux de vieillissement : modéré, assez important et très important.

Le paramètre α, étant un pseudo-fateur d'éhelle, est �xé à 1 dans toutes les on�gurations.

Nous testons trois niveaux d'e�aité de maintenane ρ pour les modèles ARA1 et ARA∞ :

ρ ∈ {0.2, 0.5, 0.8}. Ces valeurs orrespondent respetivement à des maintenanes peu e�ae,

moyennement e�ae et très e�ae. Trois niveaux de probabilité de maintenane parfaite p du
modèle BP sont également testés : p ∈ {0.2, 0.5, 0.8}. Plus p est prohe de 1, plus la probabilité

qu'une maintenane soit parfaite augmente.

Le nombre d'observations dans l'intervalle n est varié : n ∈ {10, 20, 30, 50}. Ces valeurs sont
faibles pour des simulations numériques, mais elles peuvent prendre en ompte la réalité où les

défaillanes sont peu fréquentes. Pour haque modèle, K = 10000 trajetoires sont utilisées.

D'après les simulations, ette valeur est su�sante pour avoir une onvergene empirique.

5.4 Maintenane parfaite

Nous présentons dans le Tableau 3.1 les résultats de l'Erreur Quadratique Moyenne empirique

ÊQM pour les paramètres obtenus par trois approhes d'estimation.

Dans les trois as, les éarts entre les Approhes 1 et 2 sont très faibles, mais l'Approhe 2

est toujours meilleure. Le paramètre β est relativement bien estimé par les trois approhes. Le

as β = 2, l'Approhe 2 est la meilleure, tandis que pour β = 4 l'Approhe 3 est plus e�ae

que les Approhes 1 et 2.
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Tableau 3.1 � Résultats d'estimation ÊQM du modèle de maintenane parfaite ave α = 1

n
Approhe 1 Approhe 2 Approhe 3

Âge positif Âge nul Âge réel

α β α β α β

β = 2

10 0.18 0.55 0.18 0.52 0.18 0.53

20 0.06 0.22 0.07 0.20 0.07 0.21

30 0.04 0.11 0.04 0.11 0.04 0.11

50 0.02 0.05 0.02 0.05 0.02 0.05

β = 3

10 0.17 1.25 0.17 0.90 0.17 0.91

20 0.07 0.42 0.07 0.39 0.06 0.41

30 0.04 0.25 0.04 0.24 0.04 0.24

50 0.03 0.13 0.03 0.12 0.02 0.12

β = 4

10 0.17 1.31 0.15 1.25 0.15 1.25

20 0.06 0.55 0.06 0.53 0.05 0.52

30 0.04 0.41 0.04 0.40 0.03 0.39

50 0.02 0.24 0.02 0.24 0.02 0.23

Pour le as β = 2 et les β ∈ (1, 2), il est di�ile d'en tirer une onlusion nette pour

les trois approhes. L'Approhe 2 semble bien e�ae, en partiulier pour les faibles nombres

d'observations. Lorsque elui-i devient plus important, nous trouvons des estimations orretes.

Il est possible que pour un système bien maintenu (faible β), le manque d'information ait peu

d'impat. Pour les fenêtres d'observations, les Approhes 1 et 2 sont appropriées, ave des erreurs

peu importantes par rapport au as idéal (par l'Approhe 3).

5.5 Maintenane minimale

Les résultats d'estimation pour les trois as α = 1, β ∈ {2, 3, 4} sont présentés dans le Tableau
3.2. Le tableau omporte des EQM empiriques en fontion du nombre de défaillanes n obtenus

par trois approhes pour les paramètres α, β et l'âge réel s estimés par l'Approhe 1.

Les valeurs d'EQM du paramètre α obtenues par l'Approhe 2 indiquent des ordres de gran-

deur très di�érents des autres approhes. Dans le as β = 2, les valeurs d'EQM pour β sont

meilleurs que elles d'Approhe 1. Nous n'observons plus e phénomène pour les grandes va-

leurs de β. Les estimations onjointes des (α, β) proposent un système dont le omportement

(vieillissement, durées inter-défaillane) est très di�érent de elui qui a généré les observations.

L'Approhe 3 propose de meilleures estimations dans toutes les on�gurations. Dans ette

approhe, les valeurs EQM semblent diminuer plus rapidement que elles d'Approhe 1 et 2. Pour

un nombre important de données, les valeurs EQM de l'Approhe 1 se rapprohent de elles de

l'Approhe 3.

Les estimations pour l'âge réel s par l'Approhe 1 sont améliorées lorsque le nombre de

défaillane n augmente. En partiulier, les valeurs EQM montrent que et âge est mieux estimé

pour les grandes valeurs de β, ou pour les systèmes qui se dégradent rapidement.

Les éarts entre l'Approhe 1 et 2 pour les grandes valeurs de β permettent de montrer qu'en

adoptant une modélisation adaptée et réaliste (utilisé dans l'Approhe 1), on peut estimer or-

retement des paramètres du système onsidéré. Les estimations de α indiquent que les résultats
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Tableau 3.2 � Résultats d'estimation ÊQM du modèle de maintenane minimale ave α = 1

n
Approhe 1 Approhe 2 Approhe 3

Âge positif Âge nul Âge réel

s α β α β α β

β = 2

10 4.88 3.76 2.32 37.69 1.82 2.60 1.75

20 4.23 3.29 1.81 30.2 1.07 2.18 1.05

30 3.90 2.73 1.22 25.16 0.64 1.90 0.49

50 3.27 2.03 0.68 20.83 0.46 1.52 0.21

β = 3

10 2.87 3.15 2.21 192 3.56 2.15 1.81

20 2.56 2.74 1.79 184 2.99 1.96 1.18

30 2.17 2.41 1.43 85 2.58 1.54 0.74

50 1.99 2.00 1.04 60 1.89 1.29 0.40

β = 4

10 1.36 2.66 1.40 154 4.88 2.27 1.30

20 1.21 2.28 1.18 98 3.73 1.84 1.08

30 1.12 1.73 0.99 72 3.18 1.25 0.97

50 0.70 1.43 0.83 55 2.42 1.09 0.63

de l'Approhe 2 mènent à un système dont le omportement est très di�érent de elui utilisé

pour générer les données. Les simulations montrent l'importane de la prise en ompte de l'âge

initial non nul, a�n d'avoir des estimations ohérentes ave le système en onsidération. Les as

des valeurs β dans l'intervalle (1, 2] ne sont pas onluants pour départager l'Approhe 1 de

l'Approhe 2. Pour les plus grandes valeurs de β, nous onseillons l'utilisation de l'Approhe 1.

5.6 Maintenane ARA1

Les résultats des trois approhes sont présentés dans les Tableaux 3.3, 3.4 et 3.5. Ces résultats

orrespondent à neuf on�gurations : (α = 1, β ∈ {2, 3, 4}, ρ ∈ {0.2, 0.5, 0.8}).

Nous onstatons un as partiulier lorsque le β = 2 : les valeurs EQM de l'Approhe 2 sont

plus faibles que elles des Approhes 1 et 3. Les estimations et les valeurs EQM de α indiquent des

on�gurations très di�érentes des paramètres utilisés pour la génération des données. Les valeurs

EQM de ρ sont plus mauvaises que les Approhes 1 et 3. Ce omportement des estimateurs de

β est déjà observé dans le as du modèle de maintenane minimale NHPP. D'autres valeurs de

β dans l'intervalle (1, 2) ont été testées, mais le omportement persiste.

Lorsque β > 2, (β = 3, 4), nous retrouvons des omportements attendus. Dans toutes les

on�gurations, les estimations obtenues par l'Approhe 3 sont les meilleures. L'Approhe 1 est

maintenant bien meilleure que elles de l'Approhe 2. Les valeurs EQM pour le paramètre β
d'Approhe 1 et 3 semblent assez prohes, et elles-i sont réduites lorsque n augmente. Les

estimations de β de l'Approhe 2 sont mauvaises pour le as β = 4. Le paramètre ρ est bien

estimé par l'Approhe 1 et 3. Les valeurs EQM du paramètre α par l'Approhe 1 semblent être

réduites lorsque n augmente, mais restent assez mauvaises.

Les résultats obtenus par l'Approhe 2 montrent un éart très important ave les vraies valeurs

des paramètres, en partiulier pour le paramètre α. L'Approhe 2 propose des estimations à partir

des données, sans pour autant onsidérer un dynamisme de vieillissement prohe de la réalité

(manque d'information et vieillissement plus rapide).
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Tableau 3.3 � Modèle ARA1 Résultats d'estimation ÊQM pour les as (α = 1, β = 2, ρ ∈
{0.2, 0.5, 0.8})

n
Approhe 1 Approhe 2 Approhe 3

Âge positif Âge nul Âge réel

α β ρ α β ρ α β ρ

ρ = 0.2

10 4.69 2.93 0.29 1335 1.65 0.33 1.92 2.89 0.20

20 3.95 2.89 0.22 469 0.77 0.77 2.30 2.48 0.19

30 2.96 2.52 0.22 259 0.60 0.37 2.20 2.20 0.18

50 2.12 1.95 0.21 171 0.48 0.27 1.65 1.78 0.17

ρ = 0.5

10 6.04 3.21 0.16 3325 1.48 0.16 1.94 2.03 0.12

20 3.25 2.46 0.15 223 0.54 0.14 1.46 1.85 0.11

30 3.03 2.42 0.14 113 0.43 0.13 1.38 1.68 0.09

50 2.78 1.92 0.09 75 0.34 0.10 1.18 1.22 0.05

ρ = 0.8

10 4.98 2.71 0.19 169 2.92 0.21 1.37 2.28 0.18

20 3.48 1.91 0.17 32 1.51 0.18 1.03 1.62 0.15

30 2.95 1.35 0.16 7.94 1.18 0.17 0.91 1.29 0.13

50 2.70 1.08 0.14 7.03 0.78 0.15 0.52 1.04 0.12

Tableau 3.4 � Modèle ARA1 Résultats d'estimation ÊQM pour les as (α = 1, β = 3, ρ ∈
{0.2, 0.5, 0.8})

n
Approhe 1 Approhe 2 Approhe 3

Âge positif Âge nul Âge réel

α β ρ α β ρ α β ρ

ρ = 0.2

10 6.86 1.94 0.16 1589 2.72 0.22 2.47 1.53 0.12

20 5.03 1.80 0.15 1435 2.24 0.23 2.63 1.28 0.10

30 4.21 1.77 0.14 1315 2.13 0.22 2.53 1.14 0.09

50 4.14 1.57 0.12 1254 1.89 0.20 2.00 1.01 0.08

ρ = 0.5

10 6.65 2.22 0.15 1985 2.25 0.19 1.94 2.16 0.13

20 5.52 1.83 0.14 1158 1.91 0.17 1.53 1.62 0.12

30 4.91 1.63 0.13 714 1.79 0.16 1.29 1.46 0.10

50 4.24 1.29 0.13 452 1.44 0.15 0.91 1.32 0.09

ρ = 0.8

10 4.17 1.73 0.10 709 1.81 0.12 0.68 1.53 0.09

20 3.32 1.65 0.08 35 1.67 0.09 0.59 1.41 0.07

30 2.84 1.62 0.07 26 1.65 0.08 0.44 1.25 0.06

50 2.62 1.34 0.05 24 1.40 0.05 0.30 1.19 0.05

Les résultats numériques nous on�rment que le manque d'information sur l'âge initial a des

onséquenes non négligeables sur l'estimation. La omparaison entre Approhe 1 et Approhe

3 montre que l'extension proposée pour le modèle ARA1 peut nous aider à trouver des bons

paramètres du système en question. Nous onstatons que les estimations de β dans le as β = 2
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Tableau 3.5 � Modèle ARA1 Résultats d'estimation ÊQM pour les as (α = 1, β = 4, ρ ∈
{0.2, 0.5, 0.8})

n
Approhe 1 Approhe 2 Approhe 3

Âge positif Âge nul Âge réel

α β ρ α β ρ α β ρ

ρ = 0.2

10 6.70 1.59 0.11 6412 4.87 0.23 2.92 1.48 0.07

20 4.41 1.37 0.10 4801 4.32 0.21 2.84 1.16 0.06

30 3.45 1.13 0.08 2815 4.08 0.19 2.19 0.99 0.05

40 3.17 0.92 0.07 2510 3.78 0.16 1.56 0.89 0.05

ρ = 0.5

10 6.27 1.88 0.15 3428 6.65 0.15 4.35 1.74 0.09

20 5.25 1.64 0.13 1799 6.34 0.13 4.27 1.62 0.08

30 4.59 1.51 0.11 1318 6.13 0.12 3.83 1.36 0.06

50 3.83 1.39 0.09 784 5.62 0.10 2.60 1.23 0.05

ρ = 0.8

10 4.64 2.25 0.14 3584 3.88 0.15 0.84 1.64 0.09

20 4.11 1.91 0.08 416 3.43 0.11 0.71 1.48 0.06

30 3.83 1.58 0.06 394 3.29 0.10 0.58 1.36 0.05

50 3.33 1.23 0.05 260 2.90 0.05 0.32 1.18 0.04

ne sont pas onvainantes. Nous avons e même onstat pour le modèle de maintenane minimale

NHPP, et pour les modèle ARA∞ et BP également. Ce phénomène a été aussi soulevé dans

l'estimation pour la loi Weibull à trois paramètres [150℄.

5.7 Maintenane ARA∞

Les résultats obtenus par les trois approhes sont présentés dans les Tableaux 3.6, 3.7 et 3.8.

Ces résultats orrespondent à neuf on�gurations : (α = 1, β ∈ {2, 3, 4}, ρ ∈ {0.2, 0.5, 0.8}).

Les valeurs EQM montrent que l'Approhe 3 estime très bien les paramètres. La qualité des

estimations par l'Approhe 1 s'approhe de elle de l'Approhe 3, et les éarts sont réduits lorsque

la maintenane devient e�ae (ρ = 0.8). Cela pourrait on�rmer la validité de l'hypothèse faite

sur la onvergene du modèle ARA∞ (utilisée dans la Méthode 1). En partiulier, nous onstatons

que l'Approhe 1 estime très bien le paramètre ρ dans le as de grandes valeurs de β (3 et 4), ou

de bonne e�aité (ρ = 0.8).

La di�érene entre l'Approhe 1 et 2 est plus marquante pour ρ faible, et elle devient moins

importante en augmentant l'e�aité de maintenane (ρ = 0.8) ou le nombre de défaillanes n.
En e�et, lorsque la maintenane est e�ae, l'âge virtuel est maintenu à un niveau prohe de 0

(d'après la relation entre l'e�aité et l'âge virtuel). En outre, quand le nombre d'observations

est important, la ontribution de la première durée de vie résiduelle (loi de T1) est limitée (on a

un même onstat pour le modèle de maintenane parfaite). Ces éléments font que l'e�et de l'âge

virtuel initial est limité.

Pour le as du β = 2, nous observons que les Approhes 1 et 3 ne sont pas nettement

meilleures que l'Approhe 2. Nous avons testé d'autres valeurs de β dans l'intervalle (1, 2], et
nous arrivons au même onstat. Dans les simulations du modèle BP, un omportement similaire

est observé.

Les résultats d'estimation nous montrent que l'extension des méthodes d'estimation pour le

88



5. Simulation

Tableau 3.6 � Modèle ARA∞ : Résultats d'estimation ÊQM pour les as (α = 1, β = 2, ρ ∈
{0.2, 0.5, 0.8})

n
Approhe 1 Approhe 2 Approhe 3

Âge positif Âge nul Âge réel

α β ρ α β ρ α β ρ

ρ = 0.2

10 1.98 1.62 0.37 5.94 1.45 0.34 2.58 1.58 0.08

20 1.54 1.38 0.17 5.18 0.96 0.24 2.25 0.97 0.08

30 1.30 1.14 0.06 4.87 0.65 0.22 2.00 0.41 0.06

50 0.87 0.88 0.05 4.71 0.58 0.21 1.82 0.37 0.05

ρ = 0.5

10 1.56 2.39 0.27 1.97 2.63 0.18 1.97 2.72 0.13

20 1.20 2.17 0.24 1.15 1.34 0.15 0.95 1.85 0.11

30 1.08 1.70 0.22 2.46 1.04 0.15 0.88 1.43 0.10

50 0.94 1.22 0.17 1.98 0.87 0.09 0.70 0.92 0.08

ρ = 0.8

10 1.18 1.45 0.14 1.02 3.18 0.10 0.76 1.15 0.11

20 0.26 0.83 0.06 0.57 1.54 0.09 0.56 0.90 0.09

30 0.19 0.59 0.06 0.40 0.95 0.07 0.46 0.63 0.09

50 0.13 0.32 0.03 0.29 0.55 0.06 0.27 0.35 0.06

Tableau 3.7 � Modèle ARA∞ : Résultats d'estimation ÊQM pour les as (α = 1, β = 3, ρ ∈
{0.2, 0.5, 0.8})

n
Approhe 1 Approhe 2 Approhe 3

Âge positif Âge nul Âge réel

α β ρ α β ρ α β ρ

ρ = 0.2

10 4.02 2.29 0.12 7.59 4.19 0.23 2.79 2.09 0.04

20 3.11 2.06 0.04 6.42 2.63 0.16 1.75 1.76 0.02

30 1.85 1.87 0.02 5.89 2.13 0.15 1.49 1.64 0.01

50 1.84 1.15 0.02 5.54 1.65 0.11 1.22 1.13 0.01

ρ = 0.5

10 1.51 2.61 0.19 3.27 2.81 0.24 1.47 1.81 0.08

20 1.49 1.82 0.11 2.57 1.86 0.11 1.35 1.44 0.06

30 1.38 1.37 0.08 2.21 1.42 0.09 1.08 1.30 0.05

50 1.04 0.64 0.05 1.45 0.85 0.06 0.86 0.52 0.03

ρ = 0.8

10 0.54 3.73 0.05 1.56 3.38 0.06 0.62 1.31 0.04

20 0.35 1.46 0.03 0.67 1.56 0.05 0.36 0.95 0.03

30 0.26 0.88 0.02 0.55 1.26 0.04 0.25 0.87 0.03

50 0.23 0.57 0.02 0.39 0.83 0.02 0.22 0.55 0.02

ARA∞ utilisée dans l'Approhe 1 ave l'âge initial inonnu (résultant de l'observation manquante

avant la fenêtre d'observation) est adaptée. L'hypothèse sur la onvergene rapide vers l'état

stationnaire est aussi plausible, omme le montre bien la omparaison entre l'Approhe 1 et 3.

Les résultats obtenus par l'Approhe 2 nous renseignent que le manque d'information aura un
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Tableau 3.8 � Modèle ARA∞ : Résultats d'estimation ÊQM pour les as (α = 1, β = 4, ρ ∈
{0.2, 0.5, 0.8})

n
Approhe 1 Approhe 2 Approhe 3

Âge positif Âge nul Âge réel

α β ρ α β ρ α β ρ

ρ = 0.2

10 5.02 6.03 0.04 29 7.05 0.29 4.11 4.25 0.01

20 3.28 4.60 0.02 24 5.91 0.21 2.75 2.21 0.01

30 2.68 3.49 0.01 21 5.25 0.16 1.86 1.68 0.01

50 2.59 1.97 0.01 16 5.03 0.11 1.55 1.50 0.005

ρ = 0.5

10 2.45 3.10 0.09 8.57 3.63 0.14 2.72 2.26 0.06

20 2.18 2.19 0.06 6.72 2.40 0.10 1.72 1.62 0.04

30 1.95 1.67 0.04 4.43 1.79 0.07 1.61 1.44 0.03

50 1.68 1.37 0.03 3.06 1.42 0.05 1.20 1.12 0.02

ρ = 0.8

10 0.80 2.08 0.04 2.12 2.67 0.04 1.25 1.83 0.05

20 0.61 1.62 0.03 0.62 1.76 0.03 0.55 1.44 0.03

30 0.59 1.33 0.03 0.62 1.33 0.03 0.37 1.21 0.03

50 0.51 1.08 0.02 0.55 1.09 0.02 0.30 1.01 0.02

impat signi�atif sur l'analyse de données de défaillane.

5.8 Maintenane Brown-Proshan

Nous présentons les résultats de la simulation du modèle BP dans les Tableaux 3.9, 3.10 et

3.11. Ces résultats orrespondent à neuf on�gurations : (α = 1, β ∈ {2, 3, 4}, p ∈ {0.2, 0.5, 0.8}).

Les résultat de l'Approhe 3, dans laquelle l'âge virtuel initial a0 est onnu, sont également

présentés. L'Approhe 3 est utilisée à titre de omparaison a�n de montrer que l'hypothèse sur

l'état stationnaire (Approhe 1) est raisonnable pour une grande majorité des systèmes.

Nous observons qu'en termes d'EQM, l'Approhe 3 renvoie de manière générale de meilleures

estimations. Cette performane est tout à fait logique, ompte tenu de la situation idéale que

représente ette méthode.

D'après les résultats numériques, nous onstatons que l'Approhe 1 donne tout de même

des résultats satisfaisants par rapport à l'Approhe 3. Dans les as β = 3 et 4, les estimations

de l'Approhe 1 sont très prohes de elles de l'Approhe 3, e qui on�rme que l'hypothèse

de stationnarité sur les systèmes vieillissants est plausible. Pour es même as, les estimations

de l'Approhe 2 s'éartent des valeurs �xées. Nous onstatons tout de même que les estimations

onvergent bien lorsque le nombre de données devient plus élevé. C'est un omportement typique

d'une étude de l'estimation en présene des renouvellement.

Pour le as du β = 2, nous observons que les estimations pour β de l'Approhe 1 et Approhe 3

ne sont pas nettement meilleures que elles de l'Approhe 2. D'autres valeurs de β dans l'intervalle

(1, 2] sont aussi testées et mènent au même onstat. Il est probable que e phénomène soit

engendré par la forme partiulière de la loi de Weibull lorsque le paramètre β est ompris dans

et intervalle. Des analyses dans la littérature ave la loi Weibull de trois paramètres mènent à

une observation similaire [150℄. En e qui onerne α et p, les estimations des Approhes 1 et 2

semblent aeptables, par rapport à elles de l'Approhe 3.
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Tableau 3.9 � Modèle BP : Résultats d'estimation ÊQM pour les as (α = 1, β = 2, p ∈
{0.2, 0.5, 0.8})

n
Approhe 1 Approhe 2 Approhe 3

Âge positif Âge nul Âge réel

α β p α β p α β p

p = 0.2

10 6.87 4.59 0.14 10.61 3.16 0.17 4.82 2.77 0.13

20 4.49 1.76 0.10 7.85 1.75 0.15 3.37 1.34 0.09

30 3.17 1.34 0.08 6.78 1.51 0.11 2.22 0.97 0.07

50 2.68 0.95 0.07 5.84 1.25 0.10 1.79 0.64 0.05

p = 0.5

10 9.71 3.81 0.16 6.67 2.50 0.24 1.42 2.40 0.20

20 0.79 1.31 0.12 1.00 1.23 0.17 0.73 1.21 0.08

30 0.43 0.93 0.05 0.52 0.81 0.07 0.49 0.72 0.07

50 0.32 0.46 0.03 0.38 0.40 0.04 0.23 0.38 0.04

p = 0.8

10 1.02 4.45 0.05 1.39 3.64 0.10 0.66 1.82 0.09

20 0.25 1.23 0.03 0.28 1.15 0.03 0.30 0.79 0.05

30 0.13 0.71 0.02 0.14 0.65 0.02 0.16 0.45 0.04

50 0.09 0.47 0.01 0.10 0.35 0.01 0.08 0.26 0.01

Tableau 3.10 � Modèle BP : Résultats d'estimation ÊQM pour les as (α = 1, β = 3, p ∈
{0.2, 0.5, 0.8})

n
Approhe 1 Approhe 2 Approhe 3

Âge positif Âge nul Âge réel

α β p α β p α β p

p = 0.2

10 5.35 4.45 0.11 13.61 5.20 0.33 3.49 2.93 0.11

20 2.19 1.64 0.04 11.62 4.19 0.21 1.34 1.46 0.04

30 0.82 0.83 0.02 10.29 3.54 0.16 0.55 0.83 0.01

50 0.32 0.41 0.01 6.82 2.35 0.07 0.27 0.33 0.01

p = 0.5

10 2.92 3.96 0.12 3.11 4.58 0.21 1.56 2.92 0.15

20 0.68 1.87 0.06 1.44 2.67 0.13 0.61 1.62 0.07

30 0.40 1.11 0.04 1.12 1.97 0.09 0.33 0.91 0.04

50 0.19 0.58 0.02 0.53 1.19 0.05 0.17 0.51 0.02

p = 0.8

10 0.75 2.45 0.05 0.89 3.48 0.05 0.51 2.41 0.06

20 0.28 1.37 0.03 0.34 1.43 0.04 0.26 1.39 0.03

30 0.16 0.86 0.02 0.17 0.91 0.02 0.16 0.79 0.02

50 0.09 0.45 0.01 0.10 0.52 0.02 0.09 0.45 0.01

Nous avons des onlusions similaires que dans le as du modèle ARA∞ : la prise en ompte de

l'âge initial permet d'améliorer les estimations, mais lorsque le nombre d'observations augmente,

les performanes des méthodes d'estimation sont similaires. Toutefois, il faut rester vigilant

lorsque les estimations trouvées indiquent que le paramètre β est dans l'intervalle (1, 2]. Des
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Tableau 3.11 � Modèle BP : Résultats d'estimation ÊQM pour les as (α = 1, β = 4, p ∈
{0.2, 0.5, 0.8})

n
Approhe 1 Approhe 2 Approhe 3

Âge positif Âge nul Âge réel

α β p α β p α β p

p = 0.2

10 3.28 3.26 0.05 12 11 0.37 2.70 2.60 0.06

20 1.28 1.71 0.02 11 8.54 0.22 0.78 1.67 0.02

30 0.41 1.12 0.01 9.46 7.09 0.17 0.35 0.99 0.01

50 0.18 0.56 0.01 5.43 4.21 0.07 0.20 0.56 0.01

p = 0.5

10 2.19 3.43 0.08 5.88 9.05 0.19 0.84 2.59 0.09

20 0.36 1.75 0.03 1.75 5.05 0.10 0.30 1.64 0.04

30 0.22 1.16 0.02 1.25 3.27 0.06 0.21 1.11 0.02

50 0.10 0.59 0.01 0.45 1.53 0.03 0.10 0.58 0.01

p = 0.8

10 0.81 3.09 0.04 1.08 5.89 0.06 0.59 2.97 0.05

20 0.23 1.70 0.02 0.27 2.40 0.03 0.19 1.55 0.02

30 0.13 0.99 0.02 0.15 1.31 0.02 0.12 0.93 0.01

50 0.07 0.58 0.01 0.08 0.67 0.01 0.07 0.58 0.01

analyses en profondeur méritent d'être abordées pour omprendre e omportement instable.

5.9 Disussion autour des simulations

Les estimations numériques nous montrent que les valeurs empiriques EQM des estimateurs

du maximum de vraisemblane diminuent lorsque le nombre de défaillane n augmente. Ces

estimateurs semblent onverger, même si ette onvergene n'a pas été l'objet premier de notre

étude (nous étant limité à un maximum de 50 observations). L'Approhe 3 est la meilleure

dans la plupart des as. Les valeurs EQM de l'Approhe 1 semblent bien approher de elles de

l'Approhe 3. L'Approhe 2 est la moins bonne dans les as où β est grand. Nous onstatons un

as singulier pour β = 2 : les valeurs EQM de l'Approhe 2 sont assez faibles, voire plus faibles

que elles de l'Approhe 1. Les éarts sont plus signi�atifs pour les modèles NHPP et ARA1.

Des éarts moins importants sont onstatés pour les modèles ARA∞ et BP. Nous avons e�etué

d'autres tests sur les valeurs dans l'intervalle (1, 2) et le phénomène persiste. Cela disparaît

lorsque β > 2.

D'autre part, nous onstatons que les estimations de α pour les modèles supposant l'âge initial

inonnu (résultats de l'Approhe 1 du modèle NHPP, ARA1) ne sont pas très onvainants. Les

estimations de β et ρ restent aeptables. Pour des modèles admettant un état stationnaire

(maintenane parfaite, WARA∞, BP), les trois paramètres sont bien estimés par l'Approhe 1.

Nous onseillons l'utilisation des extensions de méthodes d'estimation sous l'hypothèse ARA∞

et Brown-Proshan. L'approhe proposée pour les modèles NHPP et ARA1 est aussi aeptable

pour β et ρ, mais à améliorer pour les estimations de α. Nous mettons en garde les as de β
appartenant à l'intervalle (1, 2].
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6 Appliations à des jeux de données réelles

Nous proposons l'appliation des extensions des méthodes d'estimation sur des jeux de don-

nées réelles de la littérature. Ces données font l'objet de plusieurs analyses de �abilité des sys-

tèmes industriels.

6.1 Modèle ARA1

Nous nous intéressons aux défaillanes d'une photoopieuse de bureau d'usage normal. Les

données sont initialement présentées et analysées dans [14℄. Les dates de maintenane sont pré-

sentées dans le Tableau 3.12. Une de maintenane onsiste à réparer et entretenir les omposants,

et il se peut que plusieurs omposants soient a�etés après une opération de maintenane. Pour

ette étude, nous ne onsidérons que le système (photoopieuse) en entier : les maintenanes

e�etuées à une même date sont alors regroupées omme dans [103℄.

Tableau 3.12 � Dates de maintenane d'une photoopieuse [14℄

29∗ 128∗ 227∗ 276 397 468 492 516 563 609 677 722 810 853 916

956 996 1016 1074 1111 1165 1217 1266 1281 1312 1356 1410 1412

1436 1448 1460 1493 1514 1551 1560 1583 1597 1609 1625 1640 1650

Sans avoir des informations supplémentaires, nous supposons que la ollete des données

débute à l'instant zéro et se termine par une défaillane. Pour tester les méthodes d'estimation

d'une fenêtre d'observation, trois premières dates de maintenane (29, 128, 227 identi�é par ∗
dans le tableau de données) sont éartées, et le reste est onsidéré omme des données ave

l'âge initial inonnu. Nous omparons ensuite les estimations du jeu de données omplètes ave

elui de données manquantes. Les résultats sont présentés dans le Tableau 3.13. Nous onstatons

tout d'abord que les maintenanes sont très bien réalisées, ave une e�aité presque parfaite

(0.95). Lorsque l'on ignore les trois premières défaillanes, l'Approhe 1 renvoie une estimation

orrete pour β et ρ. L'âge virtuel initial est estimé à 16 jours, qui valide l'e�et d'une très bonne

maintenane sur l'âge de la photoopieuse. Ave l'Approhe 2, le vieillissement β est estimé à une

unité de moins (3.33 omparé à 4.19 et 4.05), e qui implique que la photoopieuse se dégrade

moins vite selon l'Approhe 2. Les maintenanes sont assez fréquentes vers la �n de la ollete des

données, alors il est important d'estimer orretement le vieillissement pour pouvoir plani�er des

opérations de maintenane adaptées. A titre de omparaison, nous présentons la durée moyenne

jusqu'à la prohaine maintenane estimée E[Xn+1|An] par les approhes 1, 2 et ave des données
omplètes. Les durées estimées par les deux approhes sont plus ourtes que elle estimée ave

les données omplètes. Toutefois, le risque d'avoir une panne plus t�t que prévue est plus élevé

lorsque que l'on se base sur les estimations de l'Approhe 2. Il serait alors plus prudent d'e�etuer

des maintenanes d'après les estimations par l'Approhe 1.
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Tableau 3.13 � Estimation des données de défaillane de photoopieuse

Paramètre Données omplètes

Données arrangées Données arrangées

Approhe 1 Approhe 2

α̂ 5.36 ×10−9
6.05 ×10−10

2.96 ×10−8

β̂ 4.19 4.05 3.33

ρ̂ 0.95 0.83 0.82

â0 Non appliqué 16 0

E[Xn+1|An] 19 12 17

6.2 Modèle ARA∞

L'extension de la méthode d'estimation du modèle ARA∞ est testée ave les données de trois

générateurs de seours dans trois entrales nuléaires présentées dans [77℄ (voir Tableau 3.14).

Les données ouvrent une période de deux ans, entre 1976 au 1978. Les auteurs insistent sur

le fait que les générateurs ont été mis en servie bien avant la ollete des données, mais les

informations avant ette date ne sont pas onnues, 'est-à-dire que l'on ne onnaît pas l'âge, ni

le dynamique de vieillissement.

Tableau 3.14 � Dates de défaillane de trois générateurs diesel de seours pendant la période

1976-1978 [77℄

Loalisation Dates de défaillane

Calvert Cli�s

210 219 298 322 349 418 441 500 517 519 533 537

557 559 564 648 670 684 685 740 830 833 943 1082

Big Rok Point

83 136 217 224 245 301 308 322 336 354 361 362

368 375 448 503 511 582 658 693 763 770

Zion I and II

172 267 482 491 679 686 733 736 739 745 747 867

928 934 987 1084

Nous onsidérons que haque générateur a sa propre intensité de défaillane, puisqu'ils sont

loalisés à trois endroits di�érents. L'hypothèse de maintenane parfaite est exlue, omme il

est di�ile de remettre un tel système à neuf par des maintenanes. Nous avons appliqué les

tests de tendane (Lewis-Robinson, Laplae) pour éarter l'hypothèse de maintenane minimale

par proessus de puissane. Le modèle ARA∞ semble le andidat approprié pour es données.

Nous utiliserons alors le modèle WARA∞ en régime stationnaire pour analyser les données. Les

estimations des lois de vieillissement de trois jeux de données sont présentées dans le Tableau

3.15.

L'Approhe 1 estime que les niveaux de dégradation des trois générateurs sont modérés

(β̂ < 2). L'ordre de grandeur des estimateurs de β est le même, e qui semble ohérent, puisque

nous étudions le même type de systèmes. Les maintenanes sont estimées peu e�aes (ave des

estimateurs de ρ prohes de 0).

Les résultats suggérés par l'Approhe 2 sont plus ontrastés. Pour les générateurs à Big Rok

Point et Zion, ette approhe estime une dégradation plus forte, où la plus marquante est le

générateur à Zion. Les fortes dégradations sont aompagnées d'une maintenane légèrement

meilleure. Le as du générateur à Calvert Cli�s est plus déroutant. L'estimation du paramètre
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Tableau 3.15 � Résultats d'estimation de trois générateurs diesel de seours

Approhe 1 Approhe 2

α̂ β̂ ρ̂ α̂ β̂ ρ̂

Calvert Cli�s 0.004 1.24 0.03 0.07 0.74 0.97

Big Rok Point 0.02 1.03 0.04 0.001 1.55 0.12

Zion I and II 0.002 1.26 0.03 4.62 ×10−7
2.58 0.09

de dégradation (β̂ = 0.74) indique que le système rajeunit au ours du temps. Dans ette on�-

guration, les maintenanes ave une e�aité positive deviennent des opérations nuisibles. Ce

résultat est totalement inapproprié dans le ontexte d'un système industriel vieillissant. En e�et,

ela orrespond plut�t à la phase de jeunesse d'un système industriel [34℄. De e fait, on ne peut

pas aepter la proposition de l'Approhe 2.

En onlusion, les résultats de l'Approhe 2 ne sont pas ohérents ave l'hypothèse de systèmes

vieillissants. Il y a une très forte hétérogénéité entre les estimations de trois générateurs. Nous

obtenons une bien plus grande ohérene dans l'analyse des résultats issus de l'Approhe 1.

6.3 Modèle Brown-Proshan

Nous testons l'extension de la méthode d'estimation du modèle BP ave les données de

défaillane de la limatisation d'une �otte d'avion, présenté dans [118℄. Nous nous intéressons

aux 3 avions ayant le nombre de défaillane le plus important. Les dates de maintenane sont

présentées dans le Tableau 3.16. Dans la soure de es données, il n'y a pas d'indiation onernant

l'âge au début de l'observation. Nous supposons que es systèmes sont neufs, omme ela a été

fait dans [118℄. Pour obtenir des données onformes à notre étude, les 4 premiers instants de

défaillanes (identi�ées par ∗ dans le tableau de données) sont éartées. Nous omparerons les

résultats d'estimation des Approhes 1 et 2 sur les données inomplètes ave eux sur le jeu de

données omplet.

Tableau 3.16 � Instants de défaillane de la limatisation d'une �otte d'avion [118℄

Avion Dates de défaillane

7909

90∗ 100∗ 160∗ 346∗ 407 456 470 494 550 570 649 733 777

836 865 983 1008 1164 1474 1550 1576 1620 1643 1705

7913

97∗ 148∗ 159∗ 163∗ 304 322 464 532 609 689 690 706 812 1018 1100

1154 1185 1401 1447 1558 1597 1660 1678 1869 1887 2050 2074

7914

50∗ 94∗ 196∗ 268∗ 290 329 332 347 544 732 811 899 945 950 955

991 1013 1152 1362 1459 1489 1512 1525 1539

Les résultats d'estimation par les trois approhes sont présentés dans le Tableau 3.17. Nous

onstatons que la probabilité de maintenane parfaite p et la valeur de β ont un impat important

sur le résultat �nal. L'Approhe 1 estime bien le paramètre β dans le as où elui-i est estimé

plus grand que 2 (dans le as de l'avion 7909 et 7914). Nous onstatons que dans es as, les

e�aité sont faibles. En revanhe, lorsque β est estimé plus petit que 2 (l'avion 7913), les éarts

des estimations sont onsidérables, pour β et pour p également.

En onlusion, l'avantage d'une méthode d'estimation plus réaliste proposée dans e hapitre
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Tableau 3.17 � Résultats d'estimation d'une �otte d'avions ave le modèle Brown-Proshan

Données omplètes Approhe 1 Approhe 2

α̂ β̂ p̂ α̂ β̂ p̂ α̂ β̂ p̂

Avion 7909 3.89 ×10−6
2.34 0.18 1.22 ×10−6

2.33 0.08 4.33 ×10−8
3.00 0.30

Avion 7913 6.7 ×10−4
1.85 0.40 3.36 ×10−5

1.99 0.31 3.1 ×10−5
1.60 0.27

Avion 7914 3.72 ×10−6
2.42 0.18 5.75 ×10−6

2.23 0.13 2.06 ×10−9
3.63 0.21

pour le modèle Brown-Proshan est mis en évidene numériquement par l'Approhe 1. Toutefois,

il faut rester vigilane dans notre analyse.

7 Conlusion et perspetives

Dans e hapitre, nous nous intéressons à l'extension des méthodes d'estimation pour les

modèles de maintenane sur des fenêtres d'observation. Une fenêtre d'observation est une période

de temps, au ours de laquelle les informations sont disponibles et les événements sont observés.

La majorité des événements qui se produisent en dehors de ette période est inonnue. Cette

situation peut être renontrée lors de l'ahat des matériels d'oasion, ou pour des matériels

dont l'enregistrement des données lors de la période de jeunesse est perdu. Cela peut se produire

lors d'un hangement de tehnologie de stokage des informations (par exemple du physique au

digital). La perte des informations peut aussi être ausée par des équipements de mesure non

adaptés.

Dans e adre, les extensions de méthodes d'estimation sont proposées pour estimer les para-

mètres des modèles de maintenane parfaite, minimale, ARA1, ARA∞ et Brown-Proshan. En

fontion des informations disponibles au début de l'observation, nous proposons des fontions de

vraisemblane permettant de prendre en ompte les données sur l'intervalle. Pour le modèle de

maintenane parfaite, nous avons proposé la fontion de vraisemblane dans le as où l'âge du

début de l'observation est onnu. Pour le modèle de maintenane minimale NHPP, nous onsi-

dérons et âge inonnu omme un paramètre. Nous utilisons également ette approhe pour le

modèle ARA1. En e qui onerne les modèles ARA∞ et BP, nous avons utilisé leur propriété

de stationnarité pour proposer un alul de leur fontion de vraisemblane dans la on�guration

où l'âge initial est inonnu, tout en supposant que le système est dans son régime stationnaire.

Les simulations sont présentées, a�n de omparer la performane des extensions ave les mé-

thodes d'estimation lassiques, qui supposent systématiquement que l'âge initial est nul. Suite

à notre analyse, nous pouvons observer l'impat de l'âge initial sur la qualité des estimations.

Les simulations montrent également que les extensions sont adaptées pour l'analyse des don-

nées observées sur une fenêtre d'observation. Nous proposons des appliations des extensions

aux données réelles, a�n de souligner l'impat des informations manquantes sur la qualité des

estimations.

Les estimations sont obtenues par la méthode du maximum de vraisemblane, via les mé-

thodes d'optimisation numérique. Dans le as où plusieurs trajetoires indépendantes sont dis-

ponibles, nous pourrions obtenir des intervalles de on�ane empiriques pour les estimateurs de

maximum de vraisemblane. Nous pourrions utiliser l'approhe proposée dans [42℄, qui onsiste

à approher la matrie d'information de Fisher théorique par la matrie d'information oner-

nant les informations observées ou la matrie hessienne. En e qui onerne la onsidération

de l'âge initial, il serait aussi envisageable d'établir une loi pour et âge à partir des avis d'ex-
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perts. D'où l'intérêt de développer une approhe d'inférene qui permet de prendre en ompte

es informations a priori, puis les utiliser pour estimer les paramètres.

Les données onsidérées dans e hapitre ne onernent que les maintenanes orretives

seules, et l'ensemble des approhes ne onsidère qu'un seul type de maintenane. Or il est fort

probable et très réaliste que les maintenanes préventives soient e�etuées pendant la période

initiale manquante et soient présentes dans les observations. La généralisation des extensions

à deux types de maintenane (orretive et préventive) est naturellement l'étape suivante pour

les futures reherhes. Dans le as des maintenanes préventives plani�ées, il semble que les

approhes dans e hapitre pourraient être étendues sans di�ulté. Cela sera vraisemblablement

plus di�ile pour les maintenanes préventives onditionnelles où les instants dépendent de l'état

du système et des maintenanes déjà e�etuées. D'autre part, nous avons hoisi de travailler ave

la loi de Weibull W(α, β). Les extensions proposées dans e hapitre pourraient être appliquées
à d'autres hoix d'intensité initiale.
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Chapitre 4

Inférene bayésienne pour le modèle

Brown-Proshan et ritères de séletion

de modèle

1 Introdution

Les défaillanes pour des systèmes industriels ritiques onstituent des événements rares.

L'inférene fréquentiste peut s'avérer ine�ae, à ause du manque de données. D'autre part, les

avis d'experts sont souvent disponibles, et leurs prises en ompte peuvent être très béné�ques

pour l'analyse statistique des données. L'approhe bayésienne est don très adéquate dans es

situations. Dans la littérature, peu de travaux sont proposés pour l'inférene statistique des mo-

dèles de maintenane. L'inférene bayésienne du modèle NHPP ave loi de Puissane est proposée

dans [47, 61, 28℄. Pulini [119℄ propose l'analyse bayésienne pour le modèle de rédution d'âge

de Malik et le modèle ARA1, aompagné de la loi de Puissane. Corset et al. [21℄ présentent

l'analyse bayésienne pour les modèles ARA1 et ARA∞. Li et Hanson [86℄ proposent une esti-

mation bayésienne semi-paramétrique des modèles Kijima de type I et II. Pour le modèle de

Brown-Proshan, Lim et al. [88℄ présentent l'inférene bayésienne ave des hoix de lois a priori

spéi�ques.

Dans e hapitre, nous présentons l'inférene bayésienne pour le modèle Brown-Proshan

lorsque les e�ets de maintenane sont inonnus. La probabilité de maintenane parfaite p sera

don estimée onjointement ave la loi de vieillissement. Cela di�érenie notre approhe de elle

prise par Lim et al. [88℄, dans laquelle les e�ets de maintenane sont supposés onnus. Les

onnaissanes des experts permettent de onstruire les lois a priori, et elles-i sont mises à

jour ave les données observées. Nous employons le fateur de Bayes pour séletionner les mo-

dèles d'âge virtuels en disutant de ses avantages et de ses inonvénients. Nous introduisons

aussi un test d'adéquation pour le modèle ARA1. Le test est onstruit sur des approximations

asymptotiques. L'hypothèse nulle de ARA1 est soumise à des tests lassiques omme les tests

Kolmogorov-Smirnov, Cramer-von Mises ou Anderson-Darling. Il est aussi possible d'e�etuer

un test graphique pour l'hypothèse nulle.

2 Inférene bayésienne du modèle Brown-Proshan

Nous présentons les étapes de l'inférene bayésienne pour le modèle Brown-Proshan. L'in-

férene bayésienne des autres modèles d'âge virtuel, par exemple ARA1, ARA∞ est développée
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en détails dans [21℄. L'intensité initiale suit la loi de Weibull W(α, β) :

λ(t) = αβtβ−1

La loi de Weibull est su�samment �exible pour représenter la majorité des on�gurations pour les

systèmes industriels. La vraisemblane du modèle BP assoiée à n défaillane tn dans l'intervalle

[0, t] est :

LBP (α, β, p; tn) = (1− p)nLNHPP (α, β; tn)+
n∑

i=1

p(1− p)n−iLBP (α, β, p; ti)L
NHPP (α, β; ti+1 − ti, . . . , tn − ti, t− ti)

Le hoix des lois a priori pour haun des paramètres est disuté par la suite.

2.1 Choix de loi a priori

Les paramètres du modèle Brown-Proshan dans ette étude sont le triplet (α, β, p). Le pa-
ramètre β représente la dégradation du système : un β élevé orrespond à un système qui se

dégrade très vite, tandis qu'une valeur modérée de β est assoiée à une dégradation plus lente.

Pour un système qui s'usent, nous supposons que e paramètre est ompris dans l'intervalle [1, 6].
Les valeurs de β dans l'intervalle (0, 1) orrespond à un système en phase de rodage. On onsi-

dère que la dégradation reste aeptable, pour ela nous ne onsidérons pas les valeurs de β au

delà de 6. Le paramètre α, étant un pseudo-fateur d'éhelle d'une loi de Puissane, apporte une

information très limitée sur la inétique de vieillissement du système. Le paramètre p dé�nit la

probabilité qu'une maintenane soit parfaite. Entre deux réalisations de maintenane parfaite, le

système reçoit des maintenanes minimales. Entre deux maintenanes parfaites onséutives, le

modèle BP se omporte omme un NHPP. Il est raisonnable d'espérer que les paramètres (α, β)
de l'intensité initiale du modèle BP aient un sens physique similaire à eux d'un NHPP. De e

fait, nous adaptons les lois a priori d'un NHPP ayant pour intensité de la loi de Weibull (ou

Proessus de Puissane PLP) pour le ouple (α, β) du modèle BP. On proposera aussi des lois a

priori pour p.

2.1.1 Loi non-informative du ouple (α, β)

Lorsqu'auune onnaissane d'expertise n'est disponible sur le dynamisme de dégradation

dérit par β et le pseudo-fateur d'éhelle α, on utilise la loi non-informative proposée par Je�reys

[68℄ :

π(θ) ∝ |I(θ)|1/2

où I(θ) est la matrie d'information de Fisher des paramètres θ = (α, β). En l'absene des infor-

mations a priori sur les paramètres, les données sont les seules soures possibles d'information.

En l'ourrene, la matrie d'information de Fisher est elle qui résume le mieux les informations

apportées par les données pour les paramètres. Par onséquent, il est raisonnable de dire que les

valeurs de θ pour lesquelles I(θ) est maximale doivent être les plus probables a priori.

Pour une observation (T1, T2, . . . , Tn) d'un PLP, la matrie d'information de Fisher est

I(α, β)PLP =




n
α2 E[ln(Tn)T

β
n ]

E[ln(Tn)T
β
n ]

n
β2 + αE[(lnTn)

2T β
n ]
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ave

E[ln(Tn)T
β
n ] =

n

αβ
[ψ(n + 1)− lnα]

E[(lnTn)
2T β

n ] =
n

αβ2

[
ψ(1)(n+ 1) + [ψ(n + 1)− lnα]2

]

où ψ(z + 1) = d
dz lnΓ(z) est la fontion digamma et ψ(1) = d

dzψ(z) est la fontion polygamma

d'ordre 1. Il en déoule que

π(α, β) ∝ |I(α, β)PLP |1/2 ∝
1

αβ

Ce hoix est également adopté dans les travaux [5, 28, 61, 119, 130℄.

2.1.2 Loi informative du ouple (α, β)

Dans les études de �abilité, les systèmes sont souvent supposés en état de dégradation. Le

paramètre β est don borné inférieurement β ≥ 1. Par ailleurs, les experts pourront fournir un
intervalle pour β, basé sur le méanisme de dégradation du système en question. On obtient

alors une onnaissane a priori β ∈ [β1, β2], et le paramètre peut par exemple prendre une loi

Uniforme U [β1, β2] omme loi a priori

πβ(β) =
1

β2 − β1
11[β1,β2](β)

Dans [21, 61, 119℄, une loi Uniforme est aussi proposée omme loi a priori pour le paramètre β.
La loi uniforme rend les éléments élémentaires équiprobables (par abus de langage ar l'intervalle

étant non dénombrable). Toutefois, son utilisation n'a pas d'inident sur les estimations qui en

déoule, tant que la loi a posteriori est bien dé�nie [125℄.

Le pseudo-fateur d'éhelle admet souvent une loi Gamma Γ(a, b) pour une loi a priori :

πα(α) = αa−1 b
ae−bα

Γ(a)

où Γ(a) =
∫∞
0 ta−1e−tdt est la fontion gamma. L'utilisation de la loi Gamma omme loi a priori

pour α est souvent due au fait que ette loi appartienne à la famille de lois onjuguées ave un

PLP. De plus, le support de loi Gamma (R+) ouvre bien elui du α. Ce hoix est utilisé dans

[28, 76, 116℄. D'autre part, il est di�ile de proposer un support borné pour la loi a priori de

α, ar il est relativement omplexe d'obtenir un ordre de grandeur préis pour e paramètre.

Pour traduire des onnaissanes a priori sur le paramètre α, on peut donner des estimations sur

sa moyenne (a/b) et sa variane (a/b2), puis en déduire les valeurs des hyper-paramètres (a, b).
Ainsi, la loi de Gamma est très �exible et apable de dérire plusieurs sénarios du paramètre α.

2.1.3 Loi non-informative pour p

Pour le paramètre p, le hoix non-informatif le plus simple est une loi Uniforme U [0, 1],
puisque p par dé�nition est une probabilité. Ave la loi uniforme U [0, 1], très peu d'information

n'est donnée à propos d'un sous-segment qui peut ontenir la vraie valeur de p.
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2.1.4 Loi informative pour p

Nous proposons d'utiliser la loi bêta B(r, s) omme loi a priori informative pour p. La loi

bêta a son support dans l'intervalle [0, 1], et elle est très failement paramétrable :

πp(p) =
Γ(r + s)

Γ(r)Γ(s)
pr−1(1− p)s−111[0,1](p)

L'espérane et la variane de la loi bêta B(r, s) est r/(r + s) et rs/
(
(r + s)2(r + s+ 1)

)
. Une

onnaissane a priori sur p peut se traduire par un sous-segment de l'intervalle [0, 1]. L'ajustement

sur l'espérane et la variane de la loi bêta nous permettra d'obtenir des valeurs pour les hyper-

paramètres (r, s). Cette loi a priori et ette méthode de alibrage est utilisée dans [88℄. Dans

[21℄, une loi a priori bêta est également proposée pour l'e�aité de maintenane (ρ). Quoique p
est ρ ne sont pas exatement équivalents, grâe à sa failité de paramétrage et son support [0, 1]
une loi a priori bêta est appropriée. D'autre part, une loi uniforme sur un intervalle [a, b] inlus
dans l'intervalle [0, 1] reste aussi envisageable.

2.1.5 Loi uni�ée

Suite aux hoix des lois a priori, on obtient 4 possibilités de lois jointes a priori pour le triplet

de paramètres (α, β, p) :

• Loi jointe non-informative du triplet (α, β, p) :

π1(α, β, p) ∝
1

αβ
(4.1)

• Loi non-informative pour (α, β) et informative pour p :

π2(α, β, p) ∝
pr−1(1− p)s−1

αβ
11[0,1](p) (4.2)

• Loi informative pour (α, β) et non-informative pour p :

π3(α, β, p) ∝ αa−1e−bα11[β1,β2](β)11[0,1](p) (4.3)

• Loi informative pour (α, β, p) :

π4(α, β, p) ∝ αa−1e−bαpr−1(1− p)s−111[β1,β2](β) (4.4)

D'après le théorème de Bayes, la loi jointe a posteriori du modèle Brown-Proshan est déter-

minée par :

πk(α, β, p|tn) ∝ L(α, β, p; tn)πk(α, β, p), k = 1, 2, 3, 4 (4.5)

Les densités onditionnelles omplètes se déterminent proportionnellement par

π(α|β, p, tn) ∝ πα(α)× L(α, β, p; tn) (4.6)

π(β|α, p, tn) ∝ πβ(β)× L(α, β, p; tn) (4.7)

π(p|α, β, tn) ∝ πp(p)× L(α, β, p; tn) (4.8)
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Ave les méthodes MCMC, les densités a posteriori onditionnelles sont su�santes pour ob-

tenir les estimations numériques de (α̂b, β̂b, p̂b). Ces estimations néessitent l'utilisation de l'algo-

rithme Metropolis-Hastings-dans-Gibbs, omme présenté dans l'algorithme 7. L'étape Metropolis-

Hastings de l'algorithme est réalisé par l'utilisation d'une marhe aléatoire dont la loi de pro-

position est la loi de Cauhy (qui admet un paramètre de loation nul). Le hoix de la loi de

Cauhy est plus par des raisons pratiques. Elle permet d'avoir un alibrage plus simple pour bien

exploiter le support des paramètres lorsque l'on travaille ave des données réelles. Dans e as,

le paramètre α a souvent un ordre de grandeur faible (par exemple 10−8
). Le taux d'aeptation

des andidats pour le paramètre α est légèrement plus élevé que d'autres lois (par exemple loi

normale entrée réduite), tout en séurisant les taux d'aeptations pour les paramètres β et p.
La longueur maximale de la haîne Nmax et la onvergene empirique sont déterminées par

le ritère de Gelman [11℄ et Geweke [57℄. Le ritère de Gelman est basé sur la omparaison

des varianes empiriques des haînes MCMC en parallèle. Étant donnée une loi a posteriori

(loi ible), nous simulons N haînes MCMC en parallèle de longueur Nmax pour haune. Le

ritère dé�ni le fateur de rédution d'éhelle R̂c (Potential Sale Redution Fator PSFR), qui

permet de omparer les varianes d'une haîne et la variane inter-haîne. Ce fateur peut nous

donner un indie de la onvergene des haînes MCMC : lorsque elui-i est prohe de 1 alors

les haînes sont potentiellement onvergentes. Pour un diagnosti e�ae, les auteurs proposent

d'ignorer les premières itérations (voire la première moitié), puisque ette partie a de forte hane

d'être dans la phase de "rodage" de l'algorithme. Le ritère de Geweke, en ontre partie, véri�e la

onvergene numérique d'une seule haîne en supposant que si ela est le as, alors la moyenne des

Na premiers éhantillons de la haîne doit être égale à la moyenne des Nb dernières éhantillons

de la haîne MCMC en question. Geweke dé�nit une statistique, qui suit une loi normale entrée

réduite lorsque la haîne est onvergente (ou l'égalité entre deux moyennes empiriques). Dans

les appliations, ette statistique est alulée et testée si elle suit une loi normale entrée réduite

(don le Z-sore en ordonnée), souvent à un seuil 5% pour plusieurs hoix de Na et de Nb, qui

satisfont Na +Nb < Nmax.

Algorithm 7 Algorithme de Metropolis-Hastings-dans-Gibbs

1: Initialiser la haîne

(
α(0), β(0), p(0)

)
et la longueur de la haîne Nmax

2: for k = 1 : Nmax do
3: Générer α(k)

en sahant β(k−1)
et p(k−1)

par une étape Metropolis-Hastings ave (4.6)

4: Générer β(k) en sahant α(k)
et p(k−1)

par une étape Metropolis-Hastings ave (4.7)

5: Générer p(k) en sahant α(k)
et β(k) par une étape Metropolis-Hastings ave (4.8)

6: end for

2.2 Loi a posteriori des grandeurs de �abilité

Il est possible de déduire les lois a posteriori pour ertains indiateurs de �abilité du modèle

Brown-Proshan : l'espérane de la première durée de défaillane (MTTF : Mean Time To Failure)

E[T1] et l'espérane de la durée entre deux maintenanes parfaites E[Xp].

Proposition 4.1. La loi a posteriori de l'espérane de la première durée de défaillane E[T1] = µ
est donnée par

πµ(µ|tn) ∝

∫

Θβ

∫

Θp

β

µβ+1
Γ(1 +

1

β
)βπk

(
Γ(1 + 1

β )
β

µβ
, β, p|tn

)
dβdp, k = 1, 2, 3, 4
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où Θβ et Θp désignent le support de la loi a priori pour β et pour p, respetivement.

Démonstration. Par dé�nition, on a

E[T1] =

∫ ∞

0
R(u)du

Avant la première défaillane, l'intensité de défaillane suit une loi de Weibull λ(t) = αβtβ−1
. Il

en déoule que :

E[T1] =

∫ ∞

0
e−αuβ

du = α
− 1

βΓ(1 +
1

β
)

Noter E[T1] = µ alors on a :

α =

(
Γ(1 + 1/β)

µ

)β

En remplaçant dans l'équation 4.5 ave le Jaobien orrespondant, nous obtenons le résultat

de la proposition.

Proposition 4.2. La loi a posteriori de la durée moyenne entre deux maintenanes parfaites

E[Xp] = µp est donnée par

πµp(µp|tn) ∝

∫

Θβ

∫

Θp

β

pµβ+1
p

Γ(1 +
1

β
)βπk

(
Γ(1 + 1

β )
β

pµβp
, β, p|tn

)
dβdp, k = 1, 2, 3, 4

où Θβ et Θp désignent le support de la loi a priori pour β et pour p, respetivement.

Démonstration. On dénote par Xp la durée entre deux maintenanes parfaites. L'ensemble des

maintenanes parfaites forment un proessus de renouvellement d'intensité λp(t) = pλ(t). La
durée moyenne entre deux événements est don

µp = E[Xp] = (αp)−
1
βΓ(1 +

1

β
)

Le reste suit le même prinipe de la démonstration préédente.

2.3 Fateur de Bayes

Les méthodes de alul bayésiennes nous permettent d'avoir un outil supplémentaire pour la

séletion des modèles. Les méthodes MCMC pourraient être utilisées pour aluler la vraisem-

blane marginale, ou la onstante de normalisation :

L(tn) =

∫

Θ
L(θ; tn)πθ(θ)dθ,

e qui est souvent ignoré dans les algorithmes de MCMC. Cette valeur donnera une estimation

de la ohérene entre les données tn et le modèle en onsidération. Cette tehnique est tirée du

fateur de Bayes [71℄.
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Supposons que l'on dispose des données tn qui sont supposées issues des deux modèles onur-

rents M1 et M2. On souhaite savoir quel est le modèle le plus approprié à e jeu de données, via

les probabilités a posteriori P(M1|tn) et P(M2|tn). Par le théorème de Bayes, on a [71℄ :

P(Mk|tn) =
P(tn|Mk)P(Mk)

P(tn|M1)P(M1) + P(tn|M2)P(M2)
, k = 1, 2

où P(Mk) est la probabilité a priori du modèle Mk. Le ratio des probabilités a posteriori est

alors donné par

P(M1|tn)

P(M2|tn)
=

P(tn|M1)

P(tn|M2)

P(M1)

P(M2)

Le fateur de Bayes est dé�ni omme le ratio des deux vraisemblanes marginales

B12 =
P(tn|M1)

P(tn|M2)
=

L(tn|M1)

L(tn|M2)

Il est possible d'étendre l'utilisation du fateur de Bayes à plusieurs modèles, en omparant

ouples par ouples (Mi,Mj), puisque le fateur de Bayes est ohérent : Bij = BikBkj . De plus,

ela peut donner un lassement des modèles favoris. On remarque que si tous les modèles sont

équiprobables a priori : P(Mi) = P(Mj), i 6= j, alors le ratio des probabilités a posteriori se réduit
au fateur de Bayes.

Pour aluler la vraisemblane marginale L(tn|Mk) (ou L(tn) lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté

sur les modèles), nous pouvons utiliser les haînes MCMC générées à partir des lois a posteriori

dans l'étape d'estimation. Pour obtenir une approximation de l'intégrale (et de la vraisemblane

marginale), nous utilisons la tehnique d'approximation d'intégrale de Laplae [71, 120℄ et sa

version améliorée [29℄.

Conrètement, nous utilisons l'approximation de l'intégrale de Laplae, qui s'exprime omme

suit [29, 71℄ :

L(tn) = (2π)d/2
√

|Σ|L(θ∗; tn)πθ(θ
∗)

où θ∗ est le mode a posteriori, Σ = (−H(θ∗))−1
où H(θ∗) est la matrie hessienne des dérivées

seondes en θ∗ de la fontion h(θ) = ln(L(θ; tn)πθ(θ)) et d désigne le nombre de paramètres

représentés par le veteur θ. Nous proposons d'approher es termes à l'aide des éhantillons

θ1, θ2, . . . , θm des algorithmes MCMC de la manière suivante. La matrie Σ est asymptotiquement

équivalent à la matrie des varianes-ovarianes a posteriori [120℄. Il est naturellement d'appro-

her Σ par une estimation de la matrie des varianes-ovarianes des éhantillons MCMC. Cette

dernière est réalisée en utilisant la tehnique de minimum ellipsoïde [129℄. Le mode a posteriori

θ∗ est elle des éhantillons MCMC qui maximise la fontion h(θ). L'erreur de alul du fateur

de Bayes ('est-à-dire le ratio des deux vraisemblanes marginales) est de l'ordre O(n−1) [120℄.
Dans [29℄, les auteurs proposent d'utiliser l'ajustement de Barlette de e fateur, qui entraîne à

une erreur de alul de l'ordre O(n−2).

2.4 Test d'adéquation pour le modèle ARA1

Nous proposons un nouveau test d'adéquation pour tester le modèle ARA1 fae aux hypo-

thèses ARA∞ et BP. Nous nous plaçons toujours dans le as où l'intensité initiale des trois

modèles suit la loi de Weibull W(α, β) ave β > 1. Les hypothèses sont les suivantes :
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H0 : Les données suivent le modèle ARA1

H1 : Les données suivent le modèle ARA∞ ou BP

Sous l'hypothèse nulle, notons {Xi}i≥1, {Ti}i≥0 et {Ai}i≥0 les durées inter-défaillane, les

instants de défaillane et les âges e�etifs, respetivement. Leurs réalisations sont notées {xi}i≥1,

{ti}i≥0 et {ai}i≥0. La formule de simulation des Xn présentée dans le hapitre 2 nous donne :

∀n ≥ 1,Xn+1 = Λ−1(Λ(An) + En+1)−An

don

En+1 = Λ(An +Xn+1)− Λ(An)

où En+1 est une variable aléatoire de la loi exponentielle de paramètre 1 E(1). Comme Λ(t) = αtβ

est une fontion roissante vers l'in�ni, on peut don naturellement utiliser asymptotiquement

l'approximation suivante :

∀t, h > 0,Λ(t + h) ≃ Λ(t) + hΛ′(t) = Λ(t) + hλ(t) (4.9)

En utilisant l'approximation, nous obtenons :

En+1 ≈ Xn+1λ(An) = αβ(1− ρ)β−1Xn+1T
β−1
n

La variable aléatoire En+1 = Xn+1T
β−1
n doit suivre asymptotiquement une loi exponentielle.

Nous proposons alors de tester l'exponentialité des {êi}i≥1, où êi+1 = xi+1t
β̂−1
i . Puisque le mo-

dèle ARA1 et NHPP ont des omportements asymptotiques très similaires [37℄, nous proposons

d'utiliser l'estimateur β̂ d'un modèle NHPP ayant l'intensité de la loi Weibull W(α, β). Cette
approximation, même en présene d'un nombre de données faible, reste très performante omme

ela a été mis en évidene dans [60℄. Pour une observation de n défaillanes tn = (t1, t2, . . . , tn)
et une ensure de type II, l'estimateur pour le paramètre β d'un modèle NHPP ave l'intensité

Weibull est :

β̂ =
n

(n− 1)ln(tn)−
∑n−1

i=1 ln(ti)

Pour pouvoir utiliser l'approximation présentée dans l'équation 4.9 et l'estimateur β̂ sous l'hypo-

thèse nulle de ARA1, nous ne onsidérons que les dernières instants de défaillane : {êj}j=i,..,n.

Le nombre d'observations n reste aussi faible, pour ne pas se retrouver ave un test NHPP.

Nous utilisons des tests lassiques (les tests de type Kolmogorov-Smirnov, Cramer-von Mises

et Anderson-Darling modi�és) pour tester l'adéquation des éhantillons {êj}j=i,..,n à une loi

exponentielle. Il est également possible d'e�eteur une véri�ation graphique pour visualiser si

es éhantillons sont issus d'une loi exponentielle.

3 Simulations

3.1 Estimation bayésienne

Cette setion est onsarée à la présentation des simulations de l'inférene bayésienne pour le

modèle Brown-Proshan. Trois on�gurations sont hoisies : α = 1, β = 3, p ∈ {0.3, 0.5, 0.7}. Le
hoix de β peut représenter une dégradation moyenne. Le paramètre α, étant un pseudo-fateur
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d'éhelle, est �xé à 1 dans toutes les on�gurations. Trois di�érentes valeurs de la probabilité de

maintenane parfaite p sont onsidérées. Plus ette probabilité est prohe de 1, plus la mainte-

nane parfaite est fréquente. Le nombre de défaillanes n est faible : n ∈ {5, 10, 25}, puisque nous
souhaitons observer le omportement de l'inférene bayésienne dans le as d'un nombre faible

d'observations. Par ailleurs, si un système est très �able alors les défaillanes sont peu fréquentes.

La simulation du triplet (α, β, p) est réalisée ave 200 répliques. Pour haque paramètre, l'al-

gorithme MCMC génère Nchain = 5 haînes en parallèle de longueur Nmax = 10000. Nous
proposons de omparer les estimateurs bayésiens aux estimateurs de maximum de vraisemblane

par l'optimisation de la fontion de vraisemblane propre LBP (α, β, p; tn) (ML) et les estima-

teurs de maximum de vraisemblane par la méthode Expetation-Maximisation (EM) [89℄. La

performane des estimations est mesurée par le ritère l'Erreur Quadratique Moyenne (EQM) :

EQM(θ̂) = E[(θ − θ̂)2]

Pour haque on�guration du triplet (α, β, p), nous avons plusieurs hoix d'hyper-paramètres,

qui résultent de lois a priori bonnes, mauvais ou non-informatives. Dans ette analyse, une

bonne loi a priori informative est une loi dont la moyenne est prohe de la vraie valeur du

paramètre, et la variane est faible. Une mauvaise loi a priori informative est une loi dont la

moyenne est très éloignée de la vraie valeur. Les estimateurs assoiés sont notées GPr et BPr,

respetivement. L'estimateur non-informatif NI est assoié à la loi a priori non-informative NI,

qui a l'expression similaire à la loi π1(α, β, p) dans l'équation 4.1, tandis que les lois informatives

ont une expression similaire à π4(α, β, p) de l'équation 4.4. Les hoix de valeurs des hyper-

paramètres sont les suivants :

Tableau 4.1 � Choix des valeurs des hyper-paramètres

p
Paramètre α β p

Hyper-paramètre a b βinf βsup r s

p = 0.3
GPr 1.5 1 2 4 1.50 1.50

BPr 3 1 2 6 0.71 0.65

p = 0.5
GPr 1.5 1 2 4 1.65 0.71

BPr 3 1 2 6 0.40 0.04

p = 0.7
GPr 1.5 1 2 4 1.70 1.13

BPr 3 1 2 6 0.04 0.40

Les ourbes des EQM des estimateurs sont présentées dans les Figure 4.1, 4.2 et 4.3 pour

les trois as (α = 1, β = 3, p ∈ {0.3, 0.5, 0.7}), respetivement. Nous analysons la performane

des estimateurs pour le as (α = 1, β = 3, p = 0.3) dans la Figure 4.1. Pour le paramètre α,
l'estimateur GPr est le meilleur, suivi par les estimateurs BPr et ML. Les estimateur EM et non-

informative NI sont assez mauvais, par rapport aux trois estimateurs préédents. L'utilisation de

la loi a priori non-informative n'est pas onseillée, lorsque l'on dispose d'autres alternatives.

Les résultats des estimateurs pour le paramètre β sont présentés dans la Figure 4.1 (b). Pour

le faible nombre de défaillanes (n = 5), les estimateurs assoiés à la loi a priori informative GPr

et BPr sont les meilleurs. Les éarts des estimateurs diminuent lorsque le nombre de défaillanes

n augmente.
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Pour le paramètre p, les résultats sont présentés dans la Figure 4.3 (). Les estimateurs GPr

et NI sont les meilleurs. On remarque que l'estimateur informative (BPr) n'est pas très e�ae.

Cela implique qu'un mauvaise on�guration de la loi a priori (via les hyper-paramètres) peut

donner des mauvais résultats, même si on dispose d'une loi informative. Ce phénomène est aussi

disuté par Corset et al. [21℄, dans l'estimation bayésienne de l'e�aité de maintenane ρ des

modèles ARA1 et ARA∞. Ce résultat nous indique qu'il vaut mieux utiliser une loi a priori

non-informative pour le paramètre p, lorsque l'on n'est pas ertain dans le alibrage de la loi

informative (hoix des hyper-paramètres).

Les résultats d'estimation pour les deux as restants (α = 1, β = 3, p ∈ {0.5, 0.7}) sont

présentés dans les Figures 4.2 et 4.3, respetivement. Nous observons que les estimateurs ont

des omportements similaires que dans le premier as ave p = 0.3. Pour le paramètre α et β,
les estimateurs bayésiens GPr et BPr informatifs sont les plus performants. La performane des

estimateurs pour le paramètre p est similaire au as p = 0.3.
En onlusion, les valeurs EQM semblent bien diminuer quand le nombre de défaillane aug-

mente. Grâe aux renouvellements du modèle BP (lorsque p ∈]0, 1]), les estimations onvergent

bien. Si le nombre d'observations est limité, il est préférable d'utiliser l'approhe bayésienne pour

estimer des paramètres, en proposant des lois a priori. Les lois a priori informatives peuvent

améliorer la qualité des estimations pour les paramètre α et β, et une mauvais alibrage des

hyper-paramètres n'a pas un grand impat négatif sur les estimations. Il faut rester vigilant

dans l'utilisation d'une loi a priori informative pour p. Un bon alibrage peut donner des très

bonnes estimations. Dans le as ontraire, l'estimateur de p est parmi les plus mauvais. Il est

alors plus judiieux d'utiliser une loi a priori non-informative pour le paramètre p. L'approhe
bayésienne fait intervenir plusieurs proédures pour hoisir des lois a priori approprié, ainsi que

les hyper-paramètres. Pour les jeux de données de taille plus importante, les avantages de l'ap-

prohe bayésienne restent modeste. La méthode du maximum de vraisemblane semble être alors

un hoix plus adapté.
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Figure 4.1 � EQM pour (α, β, p) des estimateurs pour le as (α = 1, β = 3, p = 0.3)

Nous terminons les simulations par l'étude de onvergene des haînes MCMC, qui sont

générées par l'algorithme MCMC Metropolis-Hastings-dans-Gibbs. L'étude est illustrée pour

l'estimateur GPr du premier as (α = 1, β = 3, p = 0.3). Pour ela, nous utilisons les ritères de
onvergene de Gelman [11℄ et de Geweke [57℄.

Nous ommençons par un ontr�le visuel de l'évolution de la moyenne de la haîne MCMC. La

Figure 4.4 présente la tendane de la moyenne lorsque la haîne progresse, aompagnée de son
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Figure 4.2 � EQM pour (α, β, p) des estimateurs pour le as (α = 1, β = 3, p = 0.5)
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Figure 4.3 � EQM pour (α, β, p) des estimateurs pour le as (α = 1, β = 3, p = 0.7)

intervalle de on�ane [2.5%, 97.5%]. Les haînes �utuent pendant les premières itérations, puis

se stabilisent. Les premières itérations servent à initialiser l'algorithme, et les haînes explorent

les régions du support des paramètres. La moyenne se stabilise lorsque la haîne se trouve dans

une région au voisinage de la vraie valeur du paramètre. Les ritères de onvergene sont ensuite

appliqués pour véri�er la onvergene des haînes MCMC.

Les évolutions du fateur de rédution (shrink fator) du ritère de Gelman sont observées

dans la Figure 4.5 pour les trois paramètres. Le fateur s'approhe bien de 1 lorsque la haîne

atteint sa longueur maximale (Nmax = 10000), e qui justi�e la onvergene et le hoix de

Nmax. On remarque que les haînes sont dispersées pendant les premières itérations. Selon

Gelman et al. [11℄, il est onseillé de prendre la deuxième moitié de la haîne pour aluler la

moyenne empirique de la loi a posteriori.

La onvergene vers la loi stationnaire ible (don la loi a posteriori) d'une haîne est testée

par le ritère de Geweke, qui ompare l'hypothèse de l'égalité entre la moyenne de deux sous-

haînes distintes de longueur Na et Nb, respetivement. La Figure 4.6 présente les valeur de

la statistique du test d'égalité de moyennes pour plusieurs hoix de Na ave un risque de 5%
(don les deux lignes qui orrespondent à les valeurs -1.96 et 1.96). Dans la grande majorité de

as, l'hypothèse d'égalité entre deux moyennes est on�rmée (sauf un as aberrant pour α dans
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Figure 4.4 � L'évolution de la moyenne (ourbe du milieu) de la haîne MCMC de l'estimateur

GPr, ave le quantile 2.5% (ourbe du dessous) et 97.5% (ourbe du dessus)
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(b) Courbe de Gelman du β
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Figure 4.5 � Critère de Gelman pour la onvergene des paramètres de l'estimateur GPr

la �gure 4.6 (a)). Cela on�rme également la onvergene numérique de la haîne MCMC en

question.
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Figure 4.6 � Critère de Geweke pour la onvergene des paramètres de l'estimateur GPr

Il est aussi important de véri�er si les lois a posteriori onditionnelles (les lois ibles) données
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3. Simulations

dans les équations 4.6, 4.7 et 4.8 sont unimodales, puisque l'e�aité de l'algorithme Metropolis-

Hastings-dans-Gibbs dépend essentiellement de ette propriété. Imaginons que si une loi ible

a (au moins) deux modes, alors il est possible que la haîne MCMC soit bloquée dans un voi-

sinage d'un de deux modes. Par onséquent, le support du paramètre de la loi ible n'est pas

bien exploré, et l'estimation sera alors biaisée. Nous présentons les graphiques des lois a poste-

riori onditionnelles. Dans les �gures 4.7 (a), (b) et (), les lois a posteriori onditionnelles de

α, β et p sont présentées, respetivement. Nous onstatons que, dans les intervalles d'étude des

paramètres, les lois sont bien unimodales. On remarque qu'une preuve analytique de l'unimoda-

lité des lois a posteriori onditionnelles est di�ile, du fait de la omplexité de la fontion de

vraisemblane L(α, β, p; tn) assoiée. Néanmoins, via une démarhe numérique, l'unimodalité des

fontions semble véri�ée.
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Figure 4.7 � Lois a posteriori onditionnelles des trois paramètres assoiées à l'estimateur GPr

La onvergene des haînes MCMC de trois paramètres est véri�ée de manière empirique,

puis par des ritères statistiques. Le hoix de la longueur maximale Nchain est aussi justi�ée.

Bien entendu, on pourrait exiger des haînes plus longues, ou augmenter le nombre des haînes

en parallèle (5 dans es simulations), mais ela néessite un temps de alul onséquent. De par

les évaluations numériques, nous onstatons que les lois ibles sont unimodales, e qui justi�e

l'e�aité de l'algorithme utilisé. Dans notre as d'étude, le hoix de la longueur, du nombre de

haînes et de l'algorithme MCMC sont alors justi�és, pour garantir une onvergene et un temps

d'exéution raisonnable.

3.2 Critères de séletion de modèle

3.2.1 Fateur de Bayes

Nous nous intéressons à l'appliation du fateur de Bayes dans la séletion des modèles. Les

trois modèles onsidérés sont les suivants : le modèle de Brown-Proshan (M1), le modèle ARA∞

(M2) et ARA1 (M3). Ce sont les trois modèles d'âge virtuel les plus répandus dans la littérature

de la maintenane.

Les onditions pré-requises sont les suivantes :

• Les trois modèles sont onsidérés équiprobables : P(M1) = P(M2) = P(M3). Le fateur de
Bayes est alors identique au ratio des vraisemblanes marginales.

• L'intensité initiale des trois modèles suit la loi de Weibull W(α, β) : λ(t) = αβtβ−1
.
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Chapitre 4. Inférene bayésienne pour le modèle Brown-Proshan et ritères de séletion de modèle

En prenant en ompte les observations sur le omportement des lois a priori dans la setion

préédente, nous proposons d'utiliser la loi a priori non-informative pour le ouple (α, β) :

π(α, β) ∝
1

αβ

et la loi a priori Uniforme U [0, 1] pour le paramètre de l'e�aité des maintenanes pour haque

modèle. Même si nous utilisons une loi a priori non-informative pour le ouple (α, β) (à une

onstante près), ela se simpli�era quand nous prenons le ratio des vraisemblanes marginales

ar les trois modèles utilisent les paramètres α et β de la même manière (omme paramètres de

l'intensité initiale). Nous ignorons don ette onstante ommune dans les aluls des vraisem-

blanes marginales.

Pour générer les données, nous hoisissons le modèle BP ave la on�guration (α = 1, β =
3, p = 0.7, n = 25). La loi a priori jointe pour haque modèle est π(α, β, p). Via les étapes de

la séletion par le fateur de Bayes, le modèle BP devrait être identi�é omme le modèle le plus

plausible.

Les résultats des simulations et des fateur de Bayes sont présentés dans les Tableaux 4.2

et 4.3. Le alul de la vraisemblane marginale est réalisée suivant l'ajustement de Barlett [29℄

de l'approximation de Laplae. La vraisemblane marginale du modèle BP est la plus impor-

tante, e qui implique une proposition en faveur du modèle Brown-Proshan. Le modèle ARA1

est lairement inadapté au jeu de données, puisque sa vraisemblane marginale est très faible

(d'ordre 10−6
). La déision entre le modèle ARA∞ et Brown-Proshan néessite une étude plus

approfondie, ar le rapport de vraisemblanes marginales des deux modèles (étant égal à 3.12)

ne peut pas donner d'indiation. Cela peut être dû à la similitude entre le modèle ARA∞ et

Brown-Proshan, en partiulier pour un système qui se dégrade rapidement (β = 3). Le nombre
d'observations est relativement modeste (n = 25), e qui rend la séletion plus di�ile.

Nous présentons également les estimations pontuelles pour les trois modèles. Les 95%−intervalles
HPD sont estimées ave les haînes générées par l'algorithme MCMC. Les onditions d'unimo-

dalité des lois ibles sont véri�ées numériquement pour les trois modèles. Les taux d'aeptation

du modèle BP et ARA∞ sont satisfaisants selon la démonstration empirique dans [127℄, qui ar-

gumente qu'un taux d'aeptation entre 15% et 50% peut garantir au moins une e�aité de

80% de l'algorithme MCMC. Pour le modèle ARA1, les taux d'aeptation sont alarmants : un

taux d'aeptation trop élevé (as du α de 88%) implique que la haîne MCMC n'explore pas

bien le support du paramètre, tandis qu'un faible taux d'aeptation peut être à ause d'un mau-

vaise alibrage de la loi de proposition dans l'étape Metropolis-Hastings de l'algorithme. Tous

es éléments peuvent onstituer un argument du refus du modèle ARA1.

Les valeurs des vraisemblanes marginales nous montrent que la démarhe ave le fateur de

Bayes peut très bien distinguer les modèles qui ont des omportements statistiques di�érents (le

as entre ARA1 et BP ou ARA∞), mais ela peut s'avérer non satisfaisant pour les modèles qui

sont similaires (BP et ARA∞). Néanmoins, pour départager entre es deux modèles, on peut

évoquer un raisonnement pratique : le modèle BP ne omporte que des maintenanes parfaites

et minimales, tandis que le modèle ARA∞ onsidère que toutes les maintenanes ont la même

e�aité. Le hoix entre BP et ARA∞ pourrait alors se faire simplement sur des onsidérations

pratiques.

3.2.2 Test d'adéquation pour le modèle ARA1

Le jeu de paramètre (α = 1, β = 3, ρ = 0.3) est hoisi pour générer les données sous l'hypo-
thèse nulle. Les nombres (i, n) sont �xés à (20, 50) pour véri�er l'hypothèse de la loi exponentielle.
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3. Simulations

Modèle

Vraisemblane Estimation Intervalle HPD 95% Taux d'aeptation

marginale α β p ou ρ α β p ou ρ α β p ou ρ

BP 0.04498 1.38 3.95 0.94 [0.87; 1.99] [2.82; 5.24] [0.81; 0.99] 35% 56% 58%

ARA∞ 0.01440 0.79 4.78 0.82 [0, 01; 1.59] [2.97; 9.81] [0.39; 0.99] 23% 53% 55%

ARA1 2× 10−6
1.11 3.92 0.98 [0.21; 1.59] [2.59; 5.33] [0.97; 0.99] 88% 74% 14%

Tableau 4.2 � Estimation et fateur de Bayes pour les trois modèles. Le modèle générateur est

le modèle de Brown-Proshan ayant la on�guration (α = 1, β = 3, p = 0.7, n = 25)

Modèle ARA∞ ARA1

BP 3.12 22490

Tableau 4.3 � Fateur de Bayes pour la omparaison entre le modèle BP et les modèles ARA∞

et ARA1.

Les données sont générées de la manière suivante. Tout d'abord, n = 50 instants de défaillane

sont générées ave le modèle ARA1, puis les 30 derniers sont onservés a�n de onstituer les

valeurs {êj}j=20...50. Le Tableau 4.4 présente les valeurs de la trajetoire générée.

Tableau 4.4 � Exemple d'une trajetoire {êj}j=20...50

0.012 0.097 0.154 0.809 1.102 0.650

0.099 0.595 0.006 0.353 0.754 0.278

0.019 0.015 1.189 0.083 0.048 0.416

0.271 0.118 0.723 0.076 0.621 0.024

0.302 0.254 0.207 0.218 1.015 2.017

Nous appliquons les trois tests de Kolmogorov-Smirnov, Cramer-von Mises et Anderson-

Darling modi�és [136℄ pour tester une loi exponentielle dont le paramètre est inonnu. Les sta-

tistiques des tests à 5% sont présentées dans le Tableau 4.5.

Tableau 4.5 � Statistiques des tests

Test Statistique

Kolmogorov-Smirnov 0.768

Cramer-von Mises 0.124

Anderson-Darling 0.889

En omparant ave le tableau des valeurs ritiques [136℄, les trois tests ne rejettent pas

l'hypothèse nulle du modèle ARA1. Nous pouvons e�etuer un ontr�le visuel de l'adéquation
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Chapitre 4. Inférene bayésienne pour le modèle Brown-Proshan et ritères de séletion de modèle

des éhantillons {êj}j=20...50 à une loi exponentielle en traçant l'ensemble des points :

(
ê(j),−ln

(
1−

j

n+ 1

))

j=1,...,n−i

,

où {ê(j)}j=1...30 sont les éhantillons ordonnés de {êj}j=20...50. Le graphique 4.8 qui on�rme

l'hypothèse nulle d'exponentialité.
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Figure 4.8 � Test d'adéquation à une loi exponentielle

La puissane du test est évaluée ave les simulations. Le modèle ARA1 est testé ontre

le modèle ARA∞ et Brown-Proshan. Le jeux de paramètres suivants sont utilisés α = 1, β ∈
{3, 5, 7}, ρ = 0.3. Le nombre total des instants de défaillane sont varié n ∈ {50, 70, 90, 110, 130, 150, 170, 200},
tandis que le seuil i est toujours �xé à 30. La �gure 4.9 illustre l'évolution de la puissane du

test ontre le modèle ARA∞ (à gauhe) et Brown-Proshan (à droite) en fontion du nombre de

données.

La puissane du test est élevée lorsque le paramètre de dégradation β est important (5, 7) et

le nombre de données est élevé (environ 100). Pour un β important, le modèle ARA1 est approhé

d'un NHPP, tandis que les modèles ARA∞ et BP se stabilisent vers leurs régimes stationnaires et

se manifestent des omportements prohes de eux d'un proessus de renouvellement. Le NHPP

et le proessus de renouvellement sont très di�érents de par leur onstrution, e qui explique la

performane du test proposé.

4 Cas d'étude

Nous présentons l'appliation de la méthode de séletion ave le fateur de Bayes pour un

jeu de données de défaillanes de la limatisation d'une �otte d'avions sont reensées [118℄. Nous

proposons l'étude de l'avion 7914. Les instants de défaillane sont présentés dans le Tableau

4.6. Les lois a priori non-informatives sont utilisées pour les paramètres des trois modèles (don
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Figure 4.9 � Puissane du test d'adéquation exponentielle à 5% ontre le modèle ARA∞ (à

gauhe) et le modèle BP (à droite) pour trois valeurs de β

Avion Instants umulés de défaillane

7914

50 94 196 268 290 329 332 347 544 732 811 899 945

950 955 991 1013 1152 1362 1459 1489 1512 1525 1539

Tableau 4.6 � Instants de défaillane de la limatisation de l'avion 7914 [118℄

l'estimateur π1). Nous supposons toujours que les trois modèles sont équiprobables P(BP ) =
P(ARA∞) = P(ARA1) =

1
3 en vue du jeu de données. Les rapports des vraisemblanes marginales

pourraient indiquer le lassement des modèles les plus plausibles. Les résultats des estimations

sont présentées dans le Tableau 4.7.

Nous onstatons qu'il y a une forte di�érene entre les vraisemblanes marginales. Le mo-

dèle de Brown-Proshan est le andidat favori, ave un rapport de vraisemblane marginale de

l'ordre 104 et 105 ontre le modèle ARA∞ et le modèle ARA1, respetivement. En e qui onerne

l'estimation pontuelle, les trois modèles suggèrent des inétiques de vieillissement (β̂) assez simi-

laires. Les forts taux d'aeptation du paramètre α indiquent que l'algorithme MCMC renontre

des di�ultés pour bien explorer le support du paramètre (don l'étape Metropolis-Hastings a

tendane à aepter la totalité des propositions). Pour les paramètres (β, p) et (β, ρ) des modèles

BP et ARA∞, les taux d'aeptation restent satisfaisants. Pour le modèle ARA1, on éprouve

toujours des di�ultés dans le alibrage des lois. Cela pourrait indiquer que le modèle ARA1

n'est pas approprié pour e jeu de données.

5 Conlusion

Ce hapitre est prinipalement onsaré à l'inférene bayésienne pour le modèle Brown-

Proshan. L'intensité initiale est modélisée par la loi Weibull. Dans e adre, nous avons disuté
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Chapitre 4. Inférene bayésienne pour le modèle Brown-Proshan et ritères de séletion de modèle

Modèle

Vraisemblane Estimation Intervalle HPD 95% Taux d'aeptation

marginale α β p/ρ α β p/ρ α β p/ρ

BP 2× 10−53 8× 10−4
2.40 0.29 [2× 10−8; 0.004] [1.18; 3.41] [0.06; 0.79] 91% 17% 43%

ARA∞ 3× 10−57 3× 10−7
2.75 0.20 [3× 10−8; 8× 10−7] [2.49; 3.15] [0.09; 0.33] 94% 39% 13%

ARA1 4× 10−58 9× 10−7
2.54 0.61 [5× 10−8; 2× 10−6] [2.27; 3.04] [0.07; 0.0.90] 97% 10% 62%

Tableau 4.7 � Estimation et fateur de Bayes pour les trois modèles ave les défaillanes de la

limatisation de l'avion 7914 dans le Tableau 4.6

de plusieurs hoix de lois a priori pour les paramètres de l'intensité initiale et pour la probabilité

de maintenane parfaite du modèle BP. Un ensemble de simulations a été proposé a�n de ompa-

rer la performane de haque loi a priori. Les ritères empiriques de onvergene ont été utilisés

pour assurer le bon alibrage de la méthode d'estimation hoisie. Nous avons aussi e�etué les

véri�ations graphiques a�n d'assurer que les lois ibles (lois a posteriori) sont unimodales, e

qui est un ritère important pour l'utilisation des algorithmes de simulations lassiques.

Dans ette étude, nous avons proposé l'utilisation du fateur de Bayes pour obtenir des

ritères de séletion de modèle. Les étapes de ette approhe s'appuient sur les estimations

bayésienne qui sont réalisées préédemment. Nous avons proposé aussi un nouveau ritère de

séletion pour le modèle ARA1 et nous avons obtenus des premiers résultats enourageants.

Le test est partiulièrement utile pour départager rapidement les modèles dont leur nature est

di�érente (par exemple le modèle ARA1 ontre le modèle ARA∞, BP ou enore le modèle de

maintenane parfaite) ave une forte dégradation.

L'approhe bayésienne proposée dans e hapitre est motivée par l'étude de systèmes �ables

dont le nombre de défaillanes est très limité. Cette approhe peut prendre en ompte à la fois

les avis d'experts et le retour d'expériene sur es systèmes. Cela est une soure d'information

non négligeable et qui ontribue à améliorer la qualité des estimations. Nous sommes amené à

travailler ave des lois a priori informatives ou non-informatives pour les paramètres d'intensité

initiale. Dans les futurs travaux, il est aussi envisageable de onsidérer des as non-paramétriques

ou semi-paramétriques de ette intensité, a�n d'élargir le domaine d'appliation de l'approhe

bayésienne pour le modèle BP. Dans l'appliation du fateur de Bayes pour la séletion de

modèles, nous avons utilisé les lois a priori non-informatives pour tous les modèles onurrents,

puisqu'il n'est pas évident d'attribuer des lois a priori appropriées aux paramètres de di�érents

modèles. L'utilisation de ette démarhe pour la séletion de modèles reste à analyser davantage

dans plusieurs as d'appliation. Il sera aussi intéressant d'élargir l'estimation bayésienne pour

les modèles d'âge virtuel qui onsidèrent plusieurs types de maintenane.
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Conlusion générale

Cette thèse est onsarée à l'analyse des modèles de maintenane imparfaite à l'aide des âges

virtuels. Les prinipaux modèles qui font l'objet de notre étude sont les modèles ARA1, ARA∞

et Brown-Proshan. Les thèmes abordés sont l'analyse du modèle ARA∞ ayant pour intensité

initiale de la loi de Weibull, l'extension des méthodes d'estimation sur une fenêtre d'observation,

l'analyse bayésienne du modèle BP les ritères de séletion de modèle.

Le deuxième hapitre propose les nouveaux développements analytiques du modèleWARA∞,

en partiulier les lois marginales des âges e�etifs et des durées inter-défaillane. La propriété de

onvergene a été mise en évidene, et les lois asymptotiques ont été proposées. A partir des es

résultats, nous avons proposé des premiers éléments qui permettent de onstruire des politiques

de maintenane préventive optimales en utilisant uniquement des maintenanes imparfaites et

sur un horizon in�ni. Dans e adre, les politiques basées sur l'âge et sur l'intensité de défaillane

ont été proposées. Dans un premier temps, nous avons onsidéré que l'intensité initiale suit la loi

de Weibull et les maintenanes ont la même e�aité. Les propositions ont ensuite été étendues

pour d'autres hoix d'intensité initiale, et au as où l'e�aité de haque type de maintenane

est di�érente. Des simulations ont été proposées a�n d'illustrer la mise en plae des politiques

proposées.

Dans le troisième hapitre, nous nous sommes intéressés à l'analyse des données de mainte-

nane imparfaite observées sur une fenêtre d'observation. Très souvent, les premières défaillanes

suite à la mise en route du système (et avant la fenêtre d'observation) sont négligées ou non dispo-

nibles, puisque elles-i surviennent pendant la période de jeunesse ou de rodage avant la livraison

du produit. Puisque les approhes lassiques onsidèrent systématiquement que les données sont

olletées à partir de la mise en route du système, des extensions de méthodes d'estimation sont

néessaires pour les modèles de maintenane imparfaite pour prendre en ompte e phénomène.

Nous nous sommes appuyés sur la onnaissane de l'âge du système au début des fenêtres d'ob-

servation pour proposer des nouvelles fontions de vraisemblane. Pour les modèles ARA∞ et

Brown-Proshan, nous avons supposé que les observations sont e�etuées pendant leurs régimes

stationnaires respetifs, et la loi asymptotique de la première observation est onnue (résultats de

la partie préédente sur le modèle ARA∞ et de la littérature pour le modèle Brown-Proshan).

Il est alors possible d'établir une vraisemblane adaptée à e type d'observation. Pour le mo-

dèle ARA1, nous avons onsidéré l'âge au début des fenêtres d'observation omme un paramètre

supplémentaire, et nous l'inluons dans la vraisemblane. Des simulations numériques ont été

présentées, a�n de démontrer l'utilité des nouvelles modélisations par rapport aux approhes

lassiques. Les nouvelles extensions ont ensuite été appliquées aux jeux de données réelles.

Le quatrième hapitre est dédié à l'inférene bayésienne pour le modèle Brown-Proshan et

à des ritères de séletion de modèle. Cette analyse se situe dans le adre où les systèmes sont

très �ables, et don où peu de défaillanes sont observées. Pour pallier le manque de données,

les experts peuvent disposer de onnaissanes sur le fontionnement de es systèmes. Il est alors

intéressant d'inorporer les avis d'experts dans l'analyse statistique pour pouvoir ompenser le
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manque de données. Nous appliquons alors la méthode bayésienne pour estimer les paramètres.

Dans des onditions moins favorables où il est di�ile d'établir des lois de probabilité pour les

onnaissanes a priori, on a reourt à des lois impropres ou non-informatives. Via des simulations

numériques, nous avons analysé l'impat du hoix de la loi a priori sur la qualité des estimations.

Nous proposons l'appliation du fateur de Bayes pour e�eteur une étude de hoix de modèles.

Cette approhe s'appuie sur les algorithmes utilisés dans l'estimation bayésienne a�n de aluler

le ritère de hoix de modèles de maintenane imparfaite, en l'ourrene les modèles ARA1,

ARA∞ et Brown-Proshan. Nous avons proposé un nouveau test d'adéquation pour le modèle

ARA1, qui est simple à mettre en plae et est performant ontre les modèles de nature di�érente

(par exemple ARA∞, BP). Les ritères de séletion de modèle sont testés ave des simulations,

puis ave des données réelles.

Le développement des expressions analytiques des grandeurs de �abilité du modèle ARA∞

apporte des onnaissanes plus approfondies du modèle dans son état transitoire et stationnaire.

En partiulier, elui-i nous permet de onstruire des politiques de maintenane préventive ave

des maintenanes imparfaites de type ARA∞. Quelques ritères d'optimisation sont alors pro-

posés pour le as de l'intensité de défaillane Weibull. Cela pourrait nous amener à :

• Proposer des expressions analytiques en onsidérant d'autres intensités initiales ou en pré-

sene de plusieurs types de maintenane.

• Identi�er les onditions pour la onstrution des politiques de maintenane préventive pour

es as.

Nous avons disuté de l'importane d'une proédure d'estimation e�ae pour le modèleWARA∞,

a�n de pouvoir l'appliquer aux données réelles. En pratique, les paramètres du modèle ne sont

pas onnus mais ils sont à estimer à partir des données. Il serait néessaire de prendre en ompte

les inertitudes dues aux estimations et aux autres paramètres du modèle tels que les oûts de

maintenane sur l'optimisation des politiques de maintenane préventive. Nous nous intéressons

aussi à l'utilisation d'autres modèles d'âge virtuel pour les politiques de maintenane. Dans e

ontexte, le modèle Brown-Proshan semble adapté, ar e modèle possède la propriété de onver-

gene, les lois marginales des grandeurs de �abilité étant déjà proposées dans la littérature.

Nous envisageons d'élargir les analyses statistiques sur les fenêtres d'observation, présentées

dans le hapitre 3, pour les systèmes dont l'intensité initiale est di�érente de la loi de Weibull,

puisque la onvergene des modèles onsidérées dans ette partie (ARA∞, BP) est indépen-

dante de l'intensité initiale. Cela permet d'analyser les bases de données de divers domaines

d'appliation, où l'intensité de défaillane n'est pas forément de loi Weibull. L'établissement

des intervalles de on�ane pour les estimateurs est aussi envisageable, a�n de quanti�er les

inertitudes dues aux estimations. D'autre part, les extensions proposées ne onsidèrent que les

maintenanes orretives. Nous souhaitons étendre les résultats pour les modèles onjoints de

maintenane orretive et préventive. Cela semble généralisable sans grandes di�ultés pour des

maintenanes préventives plani�ées, et est ertainement plus omplexe pour des maintenanes

préventives onditionnelles.

Les appliations aux données réelles ont montré quelques avantages des développements pro-

posés dans e manusrit. Nous souhaitons les appliquer davantage dans divers situations, a�n de

proposer des estimations plus préises et e�etuer un pronosti plus adapté pour les systèmes

onsidérés.
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Résumé

Cette thèse est onsarée à la modélisation de la maintenane imparfaite par les modèles

statistiques. La maintenane imparfaite est le as intermédiaire de deux situations extrêmes : la

maintenane minimale où le système est remis en état où il se trouve juste avant la défaillane,

et la maintenane parfaite où le système est remplaé à neuf.

Dans e adre, les expressions analytiques des grandeurs de �abilité d'un modèle de mainte-

nane imparfaite sont développées. La onvergene du modèle est soulignée, et les lois asympto-

tiques dans le régime stationnaire sont proposées. Ensuite, es lois sont appliquées pour proposer

des politiques de maintenane préventive ave des maintenanes imparfaites. Le deuxième thème

onsiste à proposer une extension des méthodes d'estimation pour les fenêtres d'observation.

Seuls les événements pendant es périodes sont observés. Les travaux s'appuient sur la onver-

gene de modèles vers leurs régimes stationnaires, ou sur l'information de l'âge du système au

début des observations. Dans la troisième partie, l'inférene bayésienne d'un modèle de mainte-

nane imparfaite est présentée. Nous analysons l'impat des hoix des lois a priori sur la qualité

des estimations par des simulations numériques. La séletion des modèles de maintenane impar-

faite par le fateur de Bayes est proposée. Nous proposons un nouveau test d'adéquation pour

un modèle d'âge virtuel.

Dans haque partie, les modélisations statistiques sont appliquées à des données issues de

l'industrie.

Mots-lés: Fiabilité, Entretien, Statistique, Détérioration, Statistique bayésienne, Analyse des

temps entre défaillanes, Proessus pontuels, Estimation de paramètres

Abstrat

The thesis analyzes imperfet maintenane proesses of industrial systems by statisti-

al models. Imperfet maintenane is an intermediate situation of two extreme ones : minimal

maintenane where the system is restored to the state immediately prior to failure, and perfet

maintenane where the system is renewed after the failure.

Analytial expressions of reliability quantities of an imperfet maintenane model are devel-

oped. The onvergene of the model is highlighted and the asymptoti expressions are proposed.

The results are applied to build some preventive maintenane poliies that ontain only imper-

fet maintenanes. The seond part of the thesis onsists of analyzing failure data ontained in

observation windows. An observation window is a time interval during whih the maintenane

times are reorded and with a limited or no information outside this time frame. The extension of

lassial estimation methods are based on the onvergene property or the available information

of the age at the beginning of the observation. In the third setion, Bayesian inferene of an

imperfet maintenane model is presented. The impat of the hoies of priori distributions is

analyzed by numerial simulations. A seletion method of imperfet maintenane models using

the Bayes fator is also introdued. We �nally propose a goodness-of-�t test for a virtual age

model.

The statistial modelling in eah setion is applied to real data.



Keywords: Reliability, Maintenane, Statistis, Deterioration, Bayesian statistial deision the-

ory, Failure time data analysis, Point proesses, Parameter estimation



 

Propriétés asymptotiques et inférence 
avec des données manquantes pour des 
modèles de maintenance imparfaite 
 
 
Cette thèse est consacrée à la modélisation de la 
maintenance imparfaite par les modèles statis-
tiques. La maintenance imparfaite est le cas inter-
médiaire de deux situations extrêmes : la mainte-
nance minimale où le système est remis en état qu’il 
se trouve juste avant la défaillance, et la mainte-
nance parfaite où le système est remplacé à neuf. 
Dans ce cadre, les expressions analytiques des 
grandeurs de fiabilité d’un modèle de maintenance 
imparfaite sont développées. La convergence du 
modèle est soulignée, et les lois asymptotiques dans 
le régime stationnaire sont proposées. Ensuite, les 
lois sont appliquées pour proposer des politiques de 
maintenance préventive avec des maintenances 
imparfaites. Le deuxième thème consiste à proposer 
une adaptation de procédure d’estimation pour les 
fenêtres d’observation. Seuls les événements pen-
dant ces périodes sont observés. La modélisation et 
l’inférence s’appuient sur la convergence de mo-
dèles vers leurs régimes stationnaires, ou sur la 
modélisation de l’âge du système au début des fe-
nêtres. Enfin, l’inférence bayésienne d’un modèle de 
maintenance imparfaite y est présentée. On étudie 
l’impact des choix des lois a priori sur la qualité des 
estimations par des simulations numériques. La 
sélection des modèles de maintenance imparfaite 
par le facteur de Bayes est proposée.  
Dans chaque partie, les modélisations statistiques 
sont appliquées à des données issues de l’industrie. 
 
 
Mots clés : fiabilité - statistique - statistique 
bayésienne - processus ponctuels - estimation de 
paramètres - entretien - détérioration - temps entre 
défaillances, analyse des. 
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Asymptotic Properties and Inference 
with Missing Data for Imperfect Mainte-
nance Models 
 
 
The thesis analyses imperfect maintenance pro-
cesses of industrial systems by statistical models. 
Imperfect maintenance is an intermediate situation 
of two extremes ones: minimal maintenance where 
the system is restored to the state immediately prior 
to failure, and perfect maintenance where the sys-
tem is renewed after the failure. 
Analytical expressions of reliability quantities of an 
imperfect maintenance model are developed. The 
convergence of the model is highlighted and the 
asymptotic expressions are proposed. The results 
are applied to build some preventive maintenance 
policies that contain only imperfect maintenances. 
The second part of the thesis consists of analyzing 
failure data contained in observation windows. An 
observation window is a period of the entire func-
tioning history that only the events occurring in this 
period are recorded. The modelling and the infer-
ence are based on the convergence property or the 
modelling of initial age. Finally, Bayesian inference 
of an imperfect maintenance model is presented. 
The impact of the choices of a priori distributions is 
analyzed by numerical simulations. A selection 
method of imperfect maintenance models using the 
Bayes factor is also introduced. 
The statistical modelling in each section is applied 
to real data. 
 
 
Keywords: reliability (engineering) - statistics  - 
bayesian statistical decision theory - point process-
es - parameter estimation - maintenance - deterio-
ration - failure time data analysis. 
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