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INTRODUCTTION







TLes physiciens de la matiBre condens8e s'intéressent depuis
des ann&es aux problémes du d&sordre. La raison essentielle est gue les
systémes réels ne sont jamals purs, et pour les décrife correctement 1l
faut tenir compte de la présence du désordre. Dans certains cas, le
désordre est introduit de mani&re d&libérde. C'est par exemple le cas
du magnétisme des zlliages dilués type CuMn, AuFe (verres de spins)ou
des microstructures (localisation). Dutre cet intérat de réalisne,
l'introduction du désordre dans les mod&les physiques conduit i des
problémes de mécanique statistique intéressants en eux-mémes. Par exemple
les gystémes magniticues désordonnés suggdrent de modifier la wmoddle
d'Ising en y introduisant du désordre. Lorsgue le désordre porte sur les
constantes de couplages on obtient le mod3le des verres de spins (mod&le

de frustration).

Dans le cas d'un désordre de dilution, le moddle obtenu est
plus simple et assez bien compris grdce aux concepts de la percolation.
Une troisiéme voie pour introduire le désordre comsiste & coupler
le paramétre d'ordre (l'aimantation) & un champ extérieur aldatoire

(Modéle du champ aléatoire). Le travail présenté ici aborde entre autres

des problémes de dynamique dans des milieux d&sordonnés, ainsi que le
mod&le d'Ising sous champ alatoire. Les techniques utilis@es sont

principalement des techniques de simulation numérique.

L'accroissement des performances des ordinateurs a permis le
développement des techniques de type simulation numérique, qui complétent
les approches théoriques traditiommelles. L'utilisation des calculateurs
en physique peut &tre considérée seulement comme un moyen pour résoudre
numériquement des €quations compliquées. Mais on peut aussi utiliser un
ordinateur comme un moyen pour réaliser une expérience sur un moddle :

c'est L'expérimentation numérique. L'un des int&réts de 1'expérimenta—

tion numérique est que, d'une part, on contrdle bien les paramétres et
d'autre part on peut plus facilement atteindre des limites extrémes
(temperature nulle par exemple), ainsi que d'avoir accEs 3 des observa-
bles difficiles & obtenir sur les expériences réelles. Les inconvénients

principaux sont la taille finie des "&chantillons" que l'on &tudie ainsi




que les "temps" courts que 1'om peut envisager. Dans le cadre de
i'expérimentation numérique, de nombreux algorithmes ont &té mis au
point. Une connection inattendue s'est alors fait jour entre deux
domaines a priori différents : l'optimisation combinatoire et la méca-
nique statistique. Les teschmniques du type Monte-Carlo, issuyes de la
mécanique statistique, sont maintenant couramment utilisées pour résoudre
des problémes d'cptimisation (placement, dé&coupe,...). Ici la démarche
est inverse et ce sont les méthodes exactes d'optimisation (principale-
ment des méthodes de couplage) qui ont 8t vtilisBes pour déterminer les
propriétés i température nulle de certains mod&les. Le couplage entre
ces deux domaines, optimisation combinatoire et physique statistiquas,

ne se résume pas & un &change de techniques. Il y a une correspondance
plus profonde qu'il est utile de chercher. Un travail dans ce sens est
présenté ici. Plus spécifiquement ce mémoire de thdse est organisé

en trois chapitres,

Le premier -cuapitre traite de la dynamique dans les milieux
désordonnés (fractals et amas de percolation). Ce chapitre est constitud
d'une présentation générale et d'articles publids. Lz notion d'une
structure fractale est rappelée d'abord. Une &tude des propriétés de
transport, et en particulier la diffusion, est effectude par la suite.
Les principales dimensions (dimension fractale, dimension spectrale,
dimension d'étalement,...) sont détermindes numériquement dans de
nombreux cas, et compar@es aux conjectures correspondantes. En particu-
lier, la dimension spectrale d des amas de percolation em toutes dimen—
sions a &tEé calculde. Les ré&sultats relatifs 3 un moddle de diffusion
avec mémoire (True Self Awoiding Walk) interpolant entre la diffusion
classique et le mod&le de polymdres sont aussi présent&s et discut8s.

Ce chapitre se termine par une étude de la dymamique de spins (moddle
de Glauber) sur un fractal régulier, ol sont illustrées quelques
techniques d'analyse en taille, qui seront développées dans le troisidme

chapitre-.

Le deuxi&me chapitre présente et commente deux méthcodes
d'optimisation combinatoire utilisées en mécanique statistique. En par-
ticulier on meoantre que le probiZme de la recherche du fondamental d'un

mod&le d'Ising ferromagnétique sous champ aléatoire est Zquivalent au



probi&me de la recherche d'un flot maximum dans un graphe. Une méthode
post—optimale développée ici permet d'avoir accds 3 la rigidité des
8tats de base. Les dEmonstratioms correspondantes sont développ@es en
détail, La mise en oceuvre de cette méthode dans le cas du mod&le de

champ zl&atoire est décrite bri&vement en appendice B.

Il est bien connu que le probiZme du modé&le de frustratiom &
température nulle sge raméne au probléme du "Postier chinois". La
transformation est rappelée ici et la méthode correspondante a Eté
employée pour &tudier les anti~phases zl8atoires. L'algerithme d'Edmonds
est présente de fagon compréhensible en appendice A, en vue de faciliter

sa mise en oceuvre par des non-spécialistes de 1'optimisation combinatoire.

L'étude d'une correspondance &ventuelle entre 1'existence d'une
transition de phase pour un modé&le de m&canique statistigue et la complexité
algorithmique du probléme d'optimisation associé est discutde. Quelques
exemples sont-utilis@s pour illustrer ce point, comme le modéle de Potts.

La complexité de certains de ces problBmes d'optimisation n'a pas pu 8tre

trouvée.

Le troisi®me chapitre est consacré 3 1'étude numdrique du
medéle d'Ising sous champ zléatoire 3 2 et 3 dimensions. Le probléme
est d'abord replacé dans un contexte gén#&ral. La situation exp&rimen-
tale et les résultats exacts connus sont rappelés. Une &tude en deux
dimensions 3 température nulle est prEsentde & 1'aide de la méthode
exposée au deuxi@me chapitre. Le dizgramme de pthase Champ azléatoire-
Tempé&rature 3 trols dimensions est ensuite détermin&. La méthode du
chapitre IT est utilisfe conjointement aux simulatioms du type Monte-
Carlo. Les principales méthodes numériques utilis@es (Monte-Carlo,
loi d'échelles en taille finie, constante de ccuplage renormalisée,...}
sont présentfes en détail. Un complément est comsacrd aux zéros de la
fonction de partition de ce mod&le. La mise en oceuvre trés détaillée

de la méthode de Monte-Carlo en agssembleur 68 000 est aussi présentée

en Appendice.

Chacun de ces trois chapitres présentés se termine par une

conclusion relative aux résultats obtenus.




Deux autres articles joints i la fin de ce mémoire traitent
de sujets voisins, L'un est relatif au diamagnétisme des réseaux de
percolation supraconducteurs.L'autre est consacré& & la notion du degré
d'ultramétricité. Le premier trouvera probablement sa place & la fin
du premier chapitre. Par contre le deuxiZme présente des concepts et

des techniques qui sont 3 mi~chemin entre 1'optimisation combinatoire

et les mod&les de mcanique statistique.
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Ce chapitre, consacré & la dynamique sur les fractals , est
principalement compesé d'articles, Ceux-ci sont insZr&s successivement

dans le texte.

Un premier paragraphe présente un apercu sur les structures
fractales. Différentes dimensions pour les caractériser (d,é}&,é)
sont introduites. Le deuxi®me paragraphe porte plus spécifiguement sur
la diffusion dans les structures fractzles. Une attention particuli&re
est portée & la dimension spectrale E. Le dernier paragraphe est
consacré i 1l'@tude de la dynamique de spin (Gla) sur un fractal parti-

culier.
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I - STRUCTURES FRACTALES

La notion d'espace de dimension non entifre existe depuis
longtemps. Cette potion s'introduit tr@s naturellemant aussi bien dans
un contexte expérimentzl que dans un contexte plus théorique. L'obser-
vation du mouvement brownien d'une particule montre une trajectoire si
tortueuse qu'on imagine qu'elle "rewplit" plus 1'espace qu'une droite.
De méme l'examen du profil d’une créte de montagne ou d'un littoral
semble aussi trop accidenté et compliqué pour &tre de méme dimensionalité
gu'un arc de cercle par exemple. Ces observations expérimentales ont &té
faites depuis déji longtemps (J. Perrinm, L.F. Richardson,...). D'un autre
cOté les mathématiciens aussi ont &té amends I considérer ce qu' aujour-
d'hui on nomme des fractals .Weierstrass,par exemple,en exhibant des
fonctions partout continues et nulle part dérivables a construit un
des premiers exemples de fractals .Cantor, Juliaz,Peano, Levy, dans
d'autres domaines ont aussi contribué 3 1'&tude de ces structures, qui
apparaissaient 4 1'Epoque plutdt comme des curiosit&s mathématiques.
C'est B. Mandelbrot qui a souligné l'importance générale de tels espaces

et gul en a inauguré 1'étude systématique.
g g q

_ Les fractals peuvent se classer en deux catdgories : les
fractals réguliers {(déterministes) et les fractals aléatoires {statisti-
ques) .Les fractals réguliers sont des objets qui poss&dent la propriété
de self-similarité. C'est-a-dire que ce sont des objets dont le "tout"
se déduit d'une "partie'. Plus précisément supposons gu'une figure soit
décomposable en N parties dont chacune se dé&duit de la figure initiale
par une homothé&tie de rapport ry (1l €2 < N) suivie d'une isométrie
{rotation, translation) ou d'un déplacement, on peut alors dé&finir la
fonction
d

g(d) = T

Jak

| B

i

Cette fonction est décreoissante de N & 0 lorsque le réel d varie de
zéro 3 1'infini, 1'unique valeur d telle que £{(d) = 1 est appelée

dimension d'homothétie généralis@e ou dimemsion fractale. Différents
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.
fractals réguliers sont envisagés dans ce chapitre. Parmi ceux=-ci,

le plus utilisé est certainement le tamis de Sierpinski {fig. 1) car

les calculs analytiques y sont possibles. Sa construction s'effectue

de maniére itérative. Au pas n = 0, la figure se rédduit 3 un triangle
€quilatéral (fig. l.a). Au pas n = | chacun des triangles numérotés

I, 2 et 3 est remplacé par un motif homothé&tique au motif de base dans
un rapport 1/2, et la figure interm&diaire obtenue est dupliquée deux
fois comme sur la figure 1.b. Ensuite cette opération est itérde indé-
finiment. A chaque pas les dimensions de la figure croissent, et en méme
temps des détails plus fins apparaissent. Il est clair qu'il n'y a pas
d'&chelle de longueur, car il n'y a ni plus petita lomguew, ni plus
grande longueur La dimension fractale, dé&finie comme ci-dessus,peut &tre
calculée facilement. La figure se compose de N = 3 parties toutes
homothétiques de la figure elle-m8me dans le méme rapport r = 1/2

(1 <n <3), Donc g(d) = 3 x (%Jd et d vérifie 3 x (%Dd = 1 soit
g = tnd

tn2
supposons que les triangles du type 1, 2 et 3 de la figure la soit fait

. Cette dimension d peut s'interpréter intuitivement ainsi :

de matiére, tandis que le quatriZme soit vide, et procédons & une ité-
ration consistant uniquement en la duplication du motif de base.
L'échelle de longueur deviendra double, tandis que 1'&chelle de masse

deviendra triple d'oil 1'cn d&duit 1a relation entre 1'échelle de longueur

4n3/4n2
]

L'exposant &n3/9¢n2 la dimension fractale Mn "\ Ln -Cette remargue sera &

Ln au pas n et la masse Mn au pas n:Mn =L . On reconnalit en
la base de la définition de la dimension fractale dans le cas des

fractales aléatoires.

Dans 1'appendice I, un codage des sites du tamis est ddecrit.
Ce codage remplace avantageusement la notion de coordonnées cartésiennes

usuelle.

Parmi les autres fractals réguliers, citons "1'1le de Von
Koeh" (Von), le tapis (Carpet) de Sierpemski, les courbes de Weleratrass,

les "escaliers du diable". Pour d'autres constructions, voir (Manm).



AN~

Figure 1.a Figure intermédiaire

Figure l.b

En plus des fractals réguliers, il existe des fractals
algatoires. Ce sont des objets qui ne poss@dent pas, stricto semnsu,
d'homothétie interne, mais qui sont statistiquement self-similaires. Un
amas de percolation, vu & des &chelles inférieures 3 & {ol £ est la
longueur de corrélation), cu la trajectoire d'un mouvemgnt bro&nien en
sont des exemples. Dans ces cas, la définition de la dimension fractale d
peut se faire de la mani&re suivante. L'objet fractal &tant plongé dans
un espace REuclidien de dimension (enti&re) 4, on considére une boule de
rayonl r et de centre O ol 0 est un point quelconque de cet objet. On
mesure la "masse" M(r)(ou le nombre de points) d 1l'intérieur de cette
boule. En moyennant I{(r} sur tous les centres possibles, on obtient upe
fonction M{r). Cette fonction est supposde croitre pour r grand comme
une puissance de r, 1'exposant &tant par d&finition, la dimension fractale d

M(r) ~ rd, ro»l .,
Cette définition fournit aussi un moyen pratique simple pour
mesurer d (quand elle existe). La mesure de la longueur d'un littoral

en est un exemple : en mesurant zvec différentes unités de longueur (de I
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i IO3 km) la largeur d'une cBte, on trouve la valeur de la dimension
fractale d de cette cBte (Richardsom). Cette d&finition est a rapprocher
de la définition de la mesure de Haussdorff-Besicowitch (I919), ou a
celle introduite par Pontraygin (1932). Remarquons que l'on peut mesurer
la dimension fractale d d'um fractal régulier avec la méthode exposée
plus haut. Par exemple, on peut calculer numédriquement d pour un tamis
de Sierpinski de cette facon.Pour cela il suffit de choisir une métrique
sur Rz, mesurer le nombre N(#) de points & 1'intérieur d'ume boule de
rayon r centrfe sur un site aux tamis, d est alors donnd par

T = 1im 4n < N(r) »
in r

T
Lorsque r est petit (r < 3) le comportement sera du tvpe Euclidien
n
N{r) ~ r2. Par contre lorsque r est plus grand que la taille totals du
. e . d
tamis considéré, N(r) sature : N(r) ~ ro. Le régime fractal N(r) v r

prend donc place entre ces deux régimes extr@mas.

Cependant la valeur de d calculée de 1la sorte est la méme
que la valeur calculée avec la définition domnBe au d&but de ce para-

graphe, ce qui rend les deux définitions de d compatibles.

La limitation ci-dessus, indiquant que le r&gime fractal ne
peut s'étendre qu'entre deux bormes, s'appliquent bien sir aussi aux
situations expérimentales., Aucun objet réel n'est fractal 4 1'échelle
atomique. De plus,puisque d Sd la densitd p(r) = %&El v rd_d tend
vers 0 lorsque r augmente. Donc pour un objet réel de densité non nulle,

il v a une Echelle au-dessus de laquelle il cesse d'étre fractal.

Les situations expérimentales oll ces concepts s'appliquent
sont nombreuses. Dans le domaine de la mati@re condensde, on peut citer

par exemple :

les polyméres (lindaires ou branchés),

- le mouvement Brownien,

- la trajectoire d'une particule quantique,

- les amas de percolation dans les m&langes binaires,

- les milieux poreux (roches),
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— les adsorbants et les gels,
— les agrégats,

- les protéines,

Il est naturel de se demander ce que deviennent les lois de
la physique {(FEuclidiernne} sur ses structures self-similaires. Peut-on
remplacer naivement la dimension Euclidienne dans les formules connues
de la physique par d (dimension fractale) ?

La réponse & cette questiom est négative et 1l'on va voir la
nécessité d'introduire d'autres dimenmsions. L'étude de la supraconduc-
tivit& d'un mélange isolant-supraconducteur (Ram{a)), (Ale(a)) a entraind
1'étude de la diffusion, et de L'équation de Schrodinger, sur une
structure fractale. A cette occasion la notion de dimension spectrale d
a été introduite (Ram(b))(Ale(b}). Son &tude sera 1'objet du paragraphe
suivant. Ensuite la dimension d'&talement d a &té reconnue nécessaire.
Enfin (Ram(c)) a montrd& 1l'existence Q'une'famille infinie d'exposants
nécessaire 3 la descriptiom du bruit de résistance sur un fractal. Nous
nous intéresserons dans la suite aux quatre dimensions d = dimension
Buclidienne de 1'espace dans lequel est plongé 1'objet fractal,

d = dimension fractale, d = dimension spectrale et d = dimension d'éta-

lement. Le contenu de ces différentes dimensions peut &tre résumé ainsi
- dimension fractale d:information nue sur la structure,

- dimension spectrale d:information sur le spectre des excitations harmonigues ,
- dimension d'Etalement d:information métrique (ou graphique) .

Contrairement 3 d, d et d, d n'a pas un caractdre intrinsdque, comme on

pourrait le croire. Or a vu que la dimension fractale d est tréds facile,

en général, i calculer sur un fractal rEgulier. De plus on a donné une

méthode pour la calculer dans le cas d'un fractal aléatoire. Dauns ce

dernier cas, d est relié i d'autres quantités, Par exemple la trajectoire

d"une promenade aléatoire est un fractal de dimension d = I/vaw ol Ve
est 1'exposant associéd 4 la diffusion. Un polymére linéaire ou branché
egt aussi un fractal de dimension fractale d = 1/v oli v est 1'exposant
associé au rayon de gyration. Le cas de la percolation sera discuté ici

briévement.
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Un mod€le de percolation est obtenu en "allumant" les sites
d'un ré€seau avec une probabilité p. Un site non allumé sera dit "&teint"
(probabilité q = l-p), Un ensemble de sites allumés voisins est un amas.
En fonction de p, un tel systdme présente une transition de phase. En
effet si 1'on note p, = probabilité qu'un site donné appartienne 3 un

amas de n sites et

) =1 - % p (p ,
n=0 "

on constate que P(p) se comporte comme un paramdtre d'ordre nul pour
P gipc, est hon nul pour p > P, On peut dEfinir un exposant critique
Bp par B{p) ~ (p-p_) Pop 2 .. Lorsque p 2’pc il existe dans 1'&chan-
tillon un amas dit percolant. Cet amas est infini, c'est-a-dire que sur
une grille finie il s' &tendra d'un bord 3 1'autre. On peut définir une
longueur de correlatlon E(p) qui diverge & p_ avec 1'exposant y_
Elpy ~ (p- P, 3 p' L'amas percolant est un fractal jusqu’a 1'dchelle g s
c'est- a—dlre qu’a e, il est fractal i toutes les &chelles. On peut
relier sa dimension fractale d i 5p et vp de la mani&re suivante. Pour
P3P le nombre N(p) de sites allumés dans une "boite" de taille Ep
est, par définition de d, N(p) = g(p)d. D'autre part, par définition de
2(p), N(p) = P(p)E(RY, d'od 1'on tire £ = 2(p)E(m? et

d =4d - Bp/vp (1.1}

En reportant dans (I.1) les valeurs connues pour B up aux différentes

dimensions d, on trouve :

d d
2 1.896
3 2.52
4 3.21 -
5 3.61
= 6 A

Comme il se doit, d < d pour tout d.
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Remarquons gque la dimension fractale d'un espace  peut
dépendre du choix de la dimension Buclidiemne d de l'espace oii il est
plongé. Mais si 1'on dBcide de mesurer le rayon de ses boules avec une
distance définie sur la structure fractale elle-méme, on d&finit une
dimension intrins&que notée d et appelée dimensicn d'étalement (Van)
(Ram{d)), (Ang.1)}.Alnsi, si l'on note A{2) le nombrs moyen de sites
acdessib}es en % pas (la moyenne porte sur le choix de 1l'origine),
Ay n 2d (& » 1). Il est évident que pour un fractal linéalre comme

~

une courbe de Von Koch ou un polymére linaire A(L) = 2%, donc d = 1

-~

En g&néral, d <d < d, 1'égalité ayant lieu sur un espace Fuclidien.

Le premier article ci-joint(Ang(a))&tudie particulidrement
le cas du tamis de Sierpinski comme fractal régulier, et le cas d'un
amas de percclation en deux dimensions comme fractal aldatoire. On y
montre que la métrique intrinséque du tamis de Sierpinski comsidérée
comme un graphe est 8quivalente 3 la mé&trique Euclidienne et par
conséquent d = d dans le cas du tamis de Sierpinski. Le cas de 1l'amas de
percolation & deux dimensions est aussi envisagé. L'article suivant
{(Ram(a)) complite (Ang(alen &tudiant toutes les dimensioms & = 2,3,4,5 et 6.
La dimension d = & est la dimension critique supérieure du modé&le de la
percolation, et la valeur numérique 8 = 2 obtenue pour d = 6 est montrée
8tre exacte sur l'arbre de Bethe en accord avec (Van). L'universalité
de d pour le mcdéle de la percolation dans une approche de type nosuds
et liens (d = Eﬂ/ﬁ?. L'utilisation de d s'introduit naturellement dans

le paragraphe suivant sur la diffusion.
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ABSTRACT

We introduce the notion of the spreading dimension
d of & fractal lattice from the asymptotic behavier of

the averaze number, A(L}, of sites that are accessible in

ot

up to L steps. ‘se alculate 4 numerically for percola-
tion clusters in Euclidean dimensions from 2 to 8 and
analytically on the Cayley tree. We show that € is a
universal expeonent, reaching its '’ mean—ﬁeld value £=2
er critical dimension 4, =6. The pessible
{ @ to critical exponents of percclation is
ras

caling analysis-of A{l. p).
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DIMENSION ’ETALEMENT DES AMAS DE PERCOLATION: UN NCUVEL
EXPOSENT UNIVERSEL

Résumé

On introduit la notion de dimension d'étalement @ d'un fractal a
partir du comportement asymptotique du nombre moyen, 4(0), de
sites accessibles en moins que { pas sur le reseau. Gn calcule &
numeriquement pour les amas de percolation en dimension Euclidi-
enne d entre 2 et 8 et analytiquement sur l'arbre de Cayley. On
montre que & est un exposent universel, prenant sa valeur de
"champ moyen” 4 =2 & la dimension critique sup€rieure d, =6, La
relation entre & et ies exposents critiques de la percolation scnt
obtenus par une analyse d'dchelle de A(L, ). '
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The spreading dimension, &, of an infinite lattice is defined as.
follows. The lattice is specified by its graph consisting of points,
(nodes), and undirected lines (bonds) joining the nearest neigh-
bors. We consider only connected graphs with bonds of constant
length. We consider the average number, 4(i), of distinct sites
that are accessible from a given origin in at most ! steps along con-
tiguous bonds of the lattice. Under very general regularity condi-
tions it can be shown[7] that

& = }im Ind{l)/Inl, - 4()~12 (1)

exists and is a global {and not a local) property of the graph. From
the definition A{l) represents the "volume” of a ball of radius i.
Such a ball is defined with the natural metric of the lattice,
included by its graph structure, instead of that of the Euciidean
space in which the structure is embedded. Using the usual
Buclidean metric we recover the usual definition of the fractal
dimension d. Moreover, as defined by Eg. (1}, & does not depend on
the choice of origin of the lattice.

instance, d =1 on & linear structurs like the randem walk trajec-
7

r—"
0

v on Euclidean lattices, polymer chains, the vonKoch curve, ete..
In general, it was suggested[7] that & lies betwe en the fractal
dimension d and the spectral dimension d of the "‘f”:-uure in ques-
tion:

d=d=d. y (2)

This inequality holds on all known fractal lattices. In particular,
the lower bound can be reached on linear lattices, like the vonKoch
curve where d=8=1 and d= n4/In3. The upper bound is
reached[7] on latuc s like the Sierpinski gaskets: & =in(d+1)/1n2
and d =2n(d +1)/ In(d +3).

' Up to now, the percolation clusters and their baCKDO”l s at cri-
ticality provide less trivial exa-uple:; of fractal lattices of practical
interest. In addition, both d and d are known (11'1 terms of percola-
tion exponents} for percolation clusters at the percolation

.U




24

Recently, considerable attention has been focused on the util-
ity of fractals as models of random media. For instance, the perco-
lation clusters as well as their backbones are examples of fractal
lattices in physical sciences. The physics of such structures, pos-
gessing a scale invariance is now atiracting increasing interest.
Recent works[1-6] have shown in particular that various physical
problems on such structures are controlled by the spectral dimen-
sion d which governs the densily of states of low-energy excita-
tions. More generally, it is now recognized that self-similar spaces
require the definition of at least three dimensions: d, the dimen-
sion of the space in which the structure is embedded, d, the fractal
dimension and 4, the spectral dimension, of the structure. For
Euclidean spaces, these three dimensions are equal. In order to
clarify the various notions of dimensions, the importance of intrin-
sic properties has been stressed very recently.[8] For instance,
the fractal dimension d of a lattice is defined generally with refer-
ence to the embeddibility of the lattice in a Euclidean d-
dimensional space. In contrast, the spectral dimension d is
independent of any relation to Euclidean space. and can be con-
sidered as an intrinsic parameter. Following this classification, d
appears as an extrinsic parameter, and it was suggested that d is
just the first of a hierarchy of intrinsic dimensions conirolling
more and more specific properties. As evidence that this is‘tr‘ue,
we analyze a new intrinsic dimension, called the spreading {(or con-
nectivity) dimension,[7,8] which is defined on a fractal latiice when
viewed as an infinite lattice graph.

In this Letter, we shall drst recall the definiticn for 2
lattice graph of the spreading dimension, denoted hereaftzr by &
Its value for known fractal structures will be given. The case of the
critical percolation cluster is investigated in detail in particular
we 1) present a numerical study of & on critical percolation clus-
ters for d=2,3, 4,5 and 6 dimensions; 2} give an exact sclution for
the Cayley tree and for its backbone, from which € is obtained; 3)
show the universality of & on percolation clusters; and 4) present a
scaling analysis based on the node-link picture[9,10] using which
we relate @ to the usual exponents of the percolation threshold.
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threshold[1,2]:

7 —d— : _av—F

d=d=6/v : d= 2 75 d<8 (3a)
and

d=4; d=4/3 d=6. (3b)

where 8, v, and ¢ are the usual exponents for the percolation thres-
hold. For the backbone at criticality[il] d =2 for d28 and
d=d -85/ v for d <8, where 85 is the exponent[12,13] for the pro-

~ bability of being in the backbone. See Ref. 13 for a review of values

of these exponents. Accordingly, we have investigated the spread-
ing dimension & of percolation clusters both numerically and
analytically and for the backbone of such clusters in the mean-field
limit. _

In Table I are summarized the results of Monte Carlo calcula-
ticns feor c’i at m__vrcm Euclidean dimensions. Sii,e'percolation clus-
enerated using a

P. on cubic lattices. Averages of 4{1) over some 10
were performed for each value of d. Only clusters spreading very
far from the origin were taken into account. Typical spreading
lengths, 4, were { 2300 for d =2, L » 150 for d =3, ete.. All calcula-
tions were performed {in assernbly language) on processors
MB8000. & was obtained by extrapolating the resulis to iarge .

As can be seen [rom Table I, & increases moenetonically with d,
reaching the value £ =2 at d =8, which represents Lhe uppet" criti-
cal dimension for the percolation transition. We have Lepea ed the
same calculations at d =2 for the triangular lattices (p, =0
value of & obtained was € =1.7220.02, i. e. the same as ior the
square lattice. These results suggest strongly that 4 is a universal
exponent, independent of the lattice details such as, coordination
number, local topology, ete.. Moreover, the double inequality of Eq.
(2) is obeyed for all d, because Eq. (3) gives d=~1/3 for al d,
d~ 188 ford=2andd >2 ford = 3, using values of the percola-
tion exponents from Ref. 13. Except for the trivial case, d =1, the
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spreading dimension & is different frem both d and 4. A natural
question therefore arises, is € =2 the mean-field value of @2 In
whal [ollows we shall answer this question by an exact calculation
on the Cayley tree. In particular we will show within mean-field
theory that @ =2 on percolation clusters and & = 1 on the backbone
of the eritical cluster.

We define a Cayley tree of coordination number o+ 1 to-consist
of shells of neighbors about a central or "roct” nads. The mth

m+1st shell, with the root being shell 0. Percolation siatistics are
obtained by assigning a proability p for connecting one site to its
neighbors. {On the Cayley tree the site and bond versions of perco-
lation are essentia. v identical.} Thus the probability that a particu-
lar site in the mth shell is connected to the root ig »™ Let us

denote by 4{{, p) ths average numb

steps {from tne or
ticn cluster we define the indicator func

5_

in the confizuration 2 site x4

The denominater in Zq.

properly, is simsly the nercolation probabiliie
To evaluate G (2, ¥) it is convenient to introd—. s iz srobabil-

ity. f. that a given branch is finite [15] f i3 ths =21 v 15 the
well-known equation:

F=(l-pi+pfe, - (5

which gives f=1 for p<p.=1/0 and for =2 Ff={i-pY/v for
=) J Fads ! AR
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P >pe. Just above the percolation threshold one has

fa1- ) (6)

og—1

where we set p =p.(1 +&). Two sites a distance d apart are con-
nected only if all & bonds in the chain connecting them are present
and this occurs with probability p? To obtain the probability that
the sites ars in an mﬁmtelv large cluster, we note that the proba-
bility that they are in a finite cluster is f7® where n, aenotes the
number of perimeter bonds adjacent to the chain bonne\.tmg site z

3
totheroot. Ifd =0 ny=a+1, and fd =1 n_=2¢7 etc.. In general,

B ©
Ny =(d+1;{o~1)+2, so that
1t = d:f n C e
[Gilz W)l =p™|L~fT | | )

ALl pi=Fp L= f7 ) + (o+ p {1 = 759
{ = [ P Ir=1y o
# o+ opH(1-7 s ] ®)
1
- ! FT—1 om0l
=1 {”"l‘i)_{ [l—'(&’p\;c _ FIiT 1_*-{}' 1"‘4‘"’ ’}f {C)‘]
- ' . . J — E
l—-f’-“li L—op i L =f"tep )
For p just above p, we have, in the notation of Ty, (3},
TP |
N rm—1 9 - o 7;] !
Al py= = 5“[“ Sn_rs_h‘[t;l L {10)
Tze k] T E ] |
Here we kent the J ! lerms for £ <01 wnd 1ol Lo evaluate
Eq. (1) at t.he percelation threshoeld. e. £=0)
< v a Monte

A(l, p.) ~(* sothat £ =2 This result w
g t for percolation on the Cay’ie}f tree,
d=Rlesbheiwzend =4/ 3 and d =4 as expectad from Fq. (2).

The same type of calculation can be performed for the bacik-
bonie. In this case we introduce an indicator function Go, similar to
site z both to
be in the backbone. For the Ca}‘ley iree pownts are in the backbone

(D

G, above, but which here rec uires the rool and th
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Hilo] Irom taem are are wo lndependent paths to ' nfanity.” o
fulfill this condition one of the ¢ branches attached to the roct and
one attached to & must be infinite. The analog of Eq. (8} is then

AL p)=Pop) ™ Palp) + (0 4 Up[1 -7

+ (o4 Dop2lt—oR. |, (11)

where Ps(p)=[G5(0, 9)] is the probability that a site is in the
backbone: Pyp)=1-77*'~{c+1)f7(1-F). From Eq {11) we
chtain

{o+1)p rl-f"ig

AL, pY=1 + [L—=(op}], 12
O o) P [1=(op}] (12)
which for p just above p, becomes
. g —1
All o nYy = 2 , 13)
\ ‘ £ r 8!1 (
leading to 2 =1 for the backbone. Nc;te that for the backbone d

where g (z:)

(15)

19) in view of Lthe mean-

P
Iw_

Note that this form is consistent with £g.



field values of the exponents: f=»=¢=2v =1, The assumption
that g(z) behaves like a power law at small =z [ i e
g{l/ L) ~(l/L}¥]leads to the result

All, p) ~1E+9/¢ (16)
on percolation clusters, which can be written (using 28=dv -v) as

& =dv/¢. (17)

This simple expression for & reproduces correctly the exact result
given above for the percolation cluster on the Cayley tree, for
cwhich ¢ =1 Moreover, £z also reproduces the inegualily T<d as
it shouid. A simple way to understand the meaning of £q. {17) is to
observe that &*=77% which expresses the relation between the

Fuclidesn matric £ and that induced by the
crossover between the fractal behavior for 1 « L and the Euclidean
Gr L2 L s easy to deduce from Eq. {13} b

exponants

; (
1
dimension wherd 4 =2{11] and w

T3 C
perature ihe sfective interaction J' for two puraliel interactions Iy
and Jp is J =/ +/,; wharsas for 2 ssrizz cornsction

L, 3 {7 } 1 - P ~ta ! - o To- ..\- L
Ji=min{J |, J3l. Thus to estitnats J_~va ne=d onlv aansider “weak
[ | 2] ai.




30

links,” 1. e. those bonds whose removal would cause adjacent nodes
to become disconnected. In a strand of length L there are, say,
n{L) weak links. Then for kT << J4 we have (assuming series con-

nection for. the strand) Jeg=Jo=kTinn (L) or
expl{Jep/ kT) = expl{J o/ &T)/ n(L). Clearly, n{L)=< Ly because the
resistance is not less than just that due to the weak links Thus

n(L)<Lp<im. and if we set n{L)~{p-p %  and
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Table [. - Various intrinsic dimensions for percolation clusters at
-the critical percclation threshold, p,. Here d is the Euclidean
dimension, 4 is the fractal dimension, & the spreading dimension,
and d the speétral dimension.

| ! ! o ~
d | pA® o d® & (¢

| |
2 | 059 : 1.896 | 1.7220.02 | 4/320.005
303122525002 1832002  4/3=0.005
4 10197 321007 L9L=0.04 | 4/320.005
| i i i !
5 0141, 361201 | 1.9320.04 , 4/3=0005.
I e e S - 196=0086  4/3=0.005
] 22{2) : gl 4 2 1( 443 '
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- Abstract, We study the connectivity dimension d of fractal lattices viewed as nerworks
‘{graphs) of sites and (cons:ant length) bonds. Two examples are investigated in detail: the
20 Sierpinski wasket and 2D infinite percolation clusters on square and triangular lattices,
In the first case d is shown to coincide with the fractal dimension, whereas é=172:0.02
appears as a universal exponent for percofation clusters in two dimensions. Considered
as an intrinsic parameter, the connectively dimenion dis compared with other intrinsic
and extrinsic characteristic parameters of (racral lattices. In parmicular we argue that
d = d = d holds on fractal lattices in general {d = fractal dimension, 4 = spectral dimension).

It is now racognised that there are many self-similar structures {fractals} in nature and
many ways to model them (Mandelbrot 1982). Mast of the attention so far has been
focused on characterising the geometrical properties of fractals. The [ractal dimension
d hence emerges as a first operative measure of the fractal geometry. Recently, it has
been shown (Alexander and Orbach 1982, Rammal and Toulouse 1983) that simple
physical problems on fractal latices (spectrum of low energy excitations, classical
diffusion, . ) are governed by another dimension: the spectral dimension d For
instance, d=%and 1<d<4for percolation clusters at ali Euchdem dimensions d=2.
In c'ontrast for the Sierpinski gaskets, d and d both depend on d: in{d+1)/ ln(2)
and d = n(d+l)/1n(d +3) (see e.g. Angles d'Auriac et af 1983) Very recently, it
Was real:sed that @ is an intrinsic parameter, independent of the space in which the
fractal is embedded, whereas d depends on this embedding (Rammal ef a/ 1984). One
reason for this distinction is that d provides the proper counting of closed paths,
whereas d is appropriate for the counting of points (or masses) at 2 given length scale.
_For instance, it has been shawn that the seif-avoiding waik (saw) statistics on a fractal
lattice is governed by another intrinsic exponent, independent of the embedding space,
which depends on d, and possibly on other parameters, as soon as d <4 (Rammal et
al 1984). Moreover, it was shown that the spectral and fractal dimensions ol the
backbone are not sufficient to determine the properties of saws in general. Therefore,
it is tempting to speculate that d is just the first of a hierarchy of intrinsic indices,
controiling more and more specific properties of fractal tattices. In this Letter, we
investigate another intrinsic property of fractal structures, viewed as infinite lattice
graphs: the connectivity dimension.

Basically, the connectivity dimension deal with the notion of distance between
nodes implied by the lattice graph structure of the fractal. In general, the distance
d(x, v} between two nodes x and y is defined as the length of the shortest path between

0305-4470/84/090491 +04302.25 (© 1984 The Institute of Physics L4813
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x and y. Forsimple graphs, this provides a natural metric space structure, and therefore
all topologicai concepts of metric spaces take a precise signification: sphere, bali, ctc.
In this respect, two characteristic numbers can be considered. The first d, is defined
by the asymptotic law behaviour (if any) of the volume A, of a ball of radius !
(I =integer):

dy=Hmin A([)/In /. (h

The second is defined similariy from the asymptotic behaviour of the ‘surface’ ch
of a sphere of radius |

do=1+lim{In C(1)/In 1), (2)

For infinite lattice graphs, the average over ail possible origins is to be taken in (1),
(2). As defined above, A(]) (resp. C({)) is the number of lattice sites whose shortest
path to a fixed origin consists of # bonds, with n<{ {resp. n =1). As was pointed out
by several authors (Kasteleyn 1963, McKenzie 1981, Suzuki 1983), d, and d. as defined
by (1), {2} are expected to be different in general, and aiso be distinct from the fractal
dimension & of a fractal latice (Suzuki 1983)).

In the case of standard Euclidean lattices (simple cubic for {nstance), it is easy to
show that d,=d,=d This double equality is a simple consequence of the known
equivalence between different metrics on Euclidean spaces. On a fractal lattice, d,
and d, may be different from d. For instance, forthe von Koch curve we have d=d.,=1
and d=In4/In3, The same hold also for a linear polymer and for 2 random walk
trajectory, In both these particular cases, we have di=d,=d=1. Mareover, it is clear
that both d|, d, and d are intrinsic parameters dealing with graph theory concepts
{paths, loops,...}. A natural question arises: is ¢ (ot do) equal to d on a general
fractal lattice? In the following, we shall give a negative answer to this question, by
studying carefully two examples of fractal lamices: the 20 Sierpenski gasket (d =
n3/la2, d=21In 3/1n 5} and the {nfinite. percolation ciusters in two dimensions.

In figure ! are shown the results abtained for C(]) as a function of the radius ! for
the 2p Sierpenski gasket. C(/) represents the average over all possible origins on the
gasket (exact enumeration) for | = /< 96. As can be seen, this plot exhibits a self-similar
behaviour and C(/} does not behave as a simple power law as a function of [ Monte
Carlo calculations for / = 96 show similar resclts and d- {equation (2)) cannot be defined
simply. Of course C({} may be smoothed or bounded by power laws of | Such a
procedure wiil provide a pessible determination of the vaiue of dy, but will not be
discussed further here. Figure 2 gives the corresponding results for A(f) in the same
range of i | = {=96. A(l) behaves like 2 proper power law of ., and the value d, of
the corresponding exponent was obtained ag d; = 1.58 +0.02. These resulis answer our
above questions and provide a non-trivial example where d, >d More precisely it
can be shown that d,=d on the Sierpinski gaskets, This statement is a direct con-
sequence of the equivalence between the used metric on the gasket {induced by its
graph structure) and that of the triangular (at d = 2) lattice. This resuit is easy to obtain
and holds at d =3, 4,.... In general, the fractal dimension @ provides an obvious
upper bound for d,: d, <d. The Sierpinski gaskets give thersfore an example where
this upper bound is reached. On the contrary, the example of the von Koch curve
shows that d, = d(—1), Therefore, it is tempting to conjecture the following inequality:
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Figure 1. The graph of the average ‘surface’ C(/} of a sphere of radius ! on a 2D Sierpinski
gasket (G} I /=96, The self similarity of this curve is clearly shown.
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Figure 2. Log-log plot of the average volume A([)
of a ball of radius ! for a 25 5G. The full swraight
line has the slope d = in 3/1n 2 {fractal dimension}.

intf}

Figure 3. Log-log plot of the average volume Arl)
of a ball of radius /, for an infinite site percolation
cluster, at threshold p,. Upper curve: triangular lat-
tice (p,=0.3). Lower curve: square larice {p.=
0.3927), The asymptotic slope d=1.725002 is the
same in these two cases,

d<d<sdona general fractal lattice. Besides the above examples, this conjecture is
supported by the results obtained for the percolation clusters.

We have performed the calculations of both A{/) and C{/} on the infinite site
percolation clusters at threshold p.. A standard Monte Carlo procedure was used to
generate clusters for the square lattice { p.=0.3927) and the triangular lattice ( p. = 0.5).
Statistics over some 500 clusters, of lateral extension L =600, were performed in each
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case. The asymptotic behaviour is reached at /= 107 for both A¢/) and C(N. In figure
3, we show the resuits obtained for A(/). The exponent d, governing the power law
of A(f) was found to be d; = 1.72£0.02. This value is the same on the square lattice
and the triangular lattice. The same number (up to our accuracy) was obtained for
d,, from the data relative to C({).

These results suggest that o, = d, on the percolation clusters. The numerical value
of this exponent is therefore universal and does not depend on the detailed structure
of the lattice (square or triangular). In the following this exponent will be denoted d.
Morgover the numerical estimate of d supports tully our conjecture: d<d<donthe
2p percolation ¢lusters where d = [, 896 and d= 4/3 The double equality is obviously
reached at d = | where p.=land d=d=d= . However, it is not clear for us if 4 is
related to the usual critical exponents (3., ¥, ...) of the percolation transition, in a
simple way like d and d.

To conclude, we have presented in this letter a summary of some resuits relative
to the connpectivity dimension of fractal lattices. Our results suggest that in general
this new intrinsic parameter d lies between the fractal 4 and spectral d dimensions
of the considered structure: d <d =d The upper and lower bounds can be reached
in particular situations. We have shown that d is a universal gxponent on percolation
clusters in two dimensions (4 =2). Results pertaining to the percolation clusters at
d=3,4,5 6 wili be presented elsewhere (Angles d’Auriac et al 1984). The relevance
of this new intrinsic exponent d for various statistical problems deserves a careful
investgation in the furture. Potential examples are the saws, dimer problems, stc.
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IT - DIFFUSION CLASSTQUE SUR LES STRUCTURES FRACTALES (PRCPRIETES SPECTRALES)

II.1., Résultats analytiques

L'étude de la diffusion sur des espaces Fuclidiems est un
domaine bien &tabli de la physique, mais qui a aussi beaucoup de réper-
cussions dans d'autres disciplines {bioclogie, scienceslsociales, ced).
La formulation discr@te comme la formulation continue des mod&lez de
diffusion fait toujours appel i des milieux imvariants par transiation.
L'analyse de Fourier y est donc un outil essentiel. Cependant sur les
-structures fractales, cette invariance par translation est perdue. Il ne

peut donc plus y avoir d'analyse de Fourier. Cependant 1'invariance par

dilatation la remplace. L'objet de ce paragraphe est d'&tudier les consé-

quences de ce changement de symétrie.

La diffusion classique est fondfe sur deux concepts physlques

i) "la quantité de matiZre" diffusant 3 travers une unitd de surface est
proportionnelle au gradient de densité de matiSre dans la direction per-

pendiculaire & cette surface (loi de Fick)
=-DVnq (I1.1)

-> .
ol n=n(r,t) est la densité de particules en r i 1'instant t, §J = jlr,£)

étant le courant et D la constante de diffusion.
ii) i1 y a conservation de la matisre

a

_n B ‘?‘= d
49 =0 ‘ (11.2)
De II.iI et II.2, on déduit %% = G(D(ﬁn)) et en supposant D ind&pendant

de r et de t, on aura l'&quation de la diffusion
3 q

L=p ., v : (I1.3)
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Une formulation discrite est tr&s utile et 1'on aboutit alors au probléme

des promenades aléatoires,

La principale quantité d'intér&t pour le problZme des prome-
nades alSatoires est le noyau de diffusion P(R ; ) = probabilité que
le promeneur soit au site R 2 la date t. De la connaissance du noyau de
diffusion on d&duit « < RZ(t) » qui est la distance moyenne du promeneur

d l'origine, & la date t.

Une autre quantité d'importance est le nombre moyen S(t) de

sites visités 4 la date t.

La forme du noyau de diffusion est bien connue pour ua réseau

Euelidien (Mon).

P, t) = —% exp(-(R/Ro)z) | «R «¢t | (11.6)
Ra
ol R = ]ﬁ] est la distance 4 1l'origine et R vt RW tl/2 aest 1'exten-

YAV
sion radiale. De II.% on déduit 1'expression de < R (t) >~ t =¥ 53

Vau = 1/2 3 toutes dimensiomns. De plus S(t) a la forme suivante (Mon) :
EHYE aqan
T
Tt _
Lot ad=2
S(e) ~ _
Ct + C'vi ad=3
kCt + C"%nt did=4 C et ¢' sont des constantes.

Les questions 2 résoudre s'énoncent alors simplement

i) quelies sont les expressions de < Rz(t)> , P{O,t) et 8(t) sur une

structure fractale ?

ii) plus généralement quelle forme prend (II.6) sur un espace fractal ?
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A. Expressions de Rz(t), P{0,t), 8(t) sur ume structure fractale :

I1 est clair que S(t) = t pour une diffusion quelcongue.

D'un autre cotd (Ram{b)) (Ale(b)), en reliant le calcul de va au

probléme des vibrations elasthues sur une structure fractale, on

introduit une nouvelle dimension d pour caractériser R (t). L'idée
_consiste & comparer formellement 1'dquation de la diffusion %% = - szn,

et celle des vibrations E—E =K V2 n{Ale(c)). Ceci am@ne 3 introduire

" a . s
1"exposant d appelé la dl&eﬁSlOn spectrale et décrivant le comportement
de la densité d'étatsp(w) 3 w v 0 (limite &lastique):plw) v mdqi. Une

facon simple d'introduire d est probablement 1'argument suivant {(Ram(b))

Soit un objet fractal composé de sites portant des masses
interagissant entre elles par des forces harmonigues (on peut imaginer
par exemple un cristal parfait ofi l'on a enlevd une fraction lupc
d'atomes). Lors d'une transformation d'échelle L + bL, le nombre de
modes N(bL) devient N(bL) = bdN(L) (le nombre de mode est icli le nombre
de degré de libertd&, domc d'atomes). La densité d'états pr(m) deviant
pr(w) = prL(m). Mais au cours de la transformation d'@chelle les
modes subissent eux-mémes une transformation que 1'on suppose du type

w(bL) = b 2 w(l). Cette relation dé&finit a et 1'on en d&duit

d/a-1

plw) v o {w v 0) (1Z.7)

On définit alors d = d/a (Ram{b)).

Notons tout de suite que lorsque 1! espace considéré est
ELuclidien la relation p{w) ~ mdul conduit 2 d = d. Comme d et d, é est
une nouvelle dimension décrivant une structure fractale, qui est
"accidentellement" &gale 3 d = d sur un espace PFuclidien. L'inéga-

1ité& entre dimensions est la suivante :
d<sd<sd=<d

d, défini 3 partir de p(w), décrit les aspects temporels et il est alors

clair que d doit intervenir dans les problEmes de diffusion. En exploitant

l'analogie entre les &quations des ondes et l'equatlon de diffusion

(Ram(b)), on déduit que Vew = La iL ol a et d ont 8té dé&finis plus haut.

Za 57
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I1 vient

p0,t) ~ ¢ 4/2 £ 1 (11.8.a)
at ~
5(t) < td/z
De plus il a &té montré
td/2 d <2
S{t) n (11.8.5)
t »1 t 4 < 2

La formule II.8 est un moyen numérique excellent pour

caleculer 5 que l'omn a utilisg 1argemegt %ans la suite. La formule II.8
donne une compréhension intuitive de d. d refiZte la fraction des boucles
fermSes de longueur t comme d refldte le nombre de points présents dans
unte boite de taille donnée.

La valeur de d peut &tre calculée ou relige i d'autres expo-
sants dans certains cas. Sur le tamis de Sierpenski,(Ram(c)) a calculd
le spectre complet des excitations et, en particulier, la densitéd
d'états plw) pour w v O @ pl) v mddl, avec 5 = 2;2;

percolation, d peut &tre relié aux exposants de la transition de perco-

« Sur les amas de

lation
=]
~ ay o~ 8
d=2—-2 P
t - + 2y
BP P
Bo ' p
ofi P A (p) t -

(P) AP » g-p) Ap at G(p) y Ap s f_\p = Ip—pcl (O‘(P) est la
conductivité). En reportant les valeurs admises communément de vp, Bp et
L cn trouve des valeurs de d de 1l'ordre de 4/3 pour toute dimension d.
De plus un argument (Ram(b}) portant sur les fluctuaticns de Iz
"frontidre ouverte'" (nombre de sites non encore visités mais accessibles
4 partir des sites d&j3 visités) indique que d = 4/3. La question est
alors de savoir si vraiment d sur un amas de percolation vaut exactement

4/3 pour toutes dimensions, comme il 1l'a &té conjecturéd (Ale(d)).

B. Forme du noyau de diffusion : .

Que devient 1'expression (IX.6) dans le cas d'une structure

fractale ? L'expression suivdante a &té proposée



PR ; ) = = ER/R)

Rd
0

oll a'est.la dimension fr%ctale de l'espace, et f désigne une fonction
universelle et Ro(t) ot RW oll Vaw = g: . Pour u <1 , on doit avoir
f{u) v | pour retrouver ) 2d

. =

P(0,t) N ——— t d/2
d/2d,. 2

La forme précise de £(u) pour u » | n'est pas connue mais la forme
suivante a &t& proposée £{u » 1) ~ exP(—uG). Différentes valeurs de &
sont possibles., Notons d'abord que dans le cas Euclidien (II.6) indique

£{u) = expi- u?)qui a bien la forme proposée avec & = 2. Une premidre

“ . 1
valeur proposée dans {Ang(:)) est la suivante § = =" + (Guy) dans une
dtude numérique sur le tamis de Sierpenski 3 d = 2 arrive 3 la conclu-
gion que § = Té;—pour R E’Ro’ tandis que § = % pour R " RO (voir cas ii).
Cette expression § = N est supportée aussl par une Etude numérique sur

les amas de percolation (Hav). Cependant (Ram(g)) a pu montrer 1l'in&ga-

1itd suivante entre les différentes dimensions

§ F (I1.9)
d - vd
ce qui impliquerait d >4dsi 6 =1/(1-v). Or en général d & d. Ceci
disqualifie la forme § = Té; sauf pour les fractales ofi d = d (par

exemple le tamis de Sierpenski).

Une autre forme proposde par (Ram(e)), lors de 1'étude d'une
chaine de polymére sur une structure fractale, est § = 1/v. Cette forme
est bien siir aussi compatible avec le cas Huclidien, mais elle est aussi
compatible avec (II.9). Différents auteurs confirment cette hypothése

{Ban) (amas de percolatiom), (Dsh} {tamis de Sierpenski).

Remarque : L1 faut noter qu'il est difficile de trancher numériquement

entre ces deux formes pour différentes raisons

v
i) il faut R X»RO A N Rw, ce qui implique de longues simulatioms ;
ii) il faut effectuer des moyennes sur l'origine ;
. e . s eem I
1ii) en géndral vy, n'est pas trés différent de 1/2 et donc —— est

RW

voisin de l/I—va.

RW
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Pour conclure, notons que la forme suivante (Hav) a &ta
proposée pour la distribution P(L) des points accessibles en N pas

—vd 4
p(2) = N 98 (o)
avec v = 1/d, ¢(u » 1) exp(~u6), § = 1/(i=v) ., Cette proposition a
Eté testée favorablement sur les amas de percolation. Cette axpression

est 3 comparer avec celle trouvée plus haut

-v_ . d = Y
P(R) = N RW Rd—l £(3/N RW)

oll Voaw = d/2d et £(u » 1) ~ exp(-ué), g = I/va. La comparaison de ces

deux formes montrent 1'analogie et la différence entre ces deux quantités.
Ixemple : Promenade aléatoire sur une promenade aldatoire.

Il est clair que la forme asymptotique trouvée plus haut
suppose l'lsotropie de 1'espace. En effet, on a supposd explicitement
que f(u) ne dépend que du rapport R/RO. Cecl est le cas si 1'on moyenne
sur tous les points origines possibles, Dans la suite on va illustrer ce
point sur l'exemple simple de la diffusion d'unme particule sur un fractal
obtenu lui-méme comme trajectoire d'une marche au hasard, Pour construire
le support de la marche on partira de x = 0 & 1'instant origine t = 0 et
‘on va 3 droite ou 3 gauche avec probabilité 1/2 (x - x £ 1), En fonction
du nombre de pas om obtient un graphe (fig. 2) qui donne une réalisation
du fractal sur lequel se dé&roule la marche au hasard. Pour t < 0, on
réalise la méme construction avec t' =-t pas. La probabilité de se

trouver en x aprés t pas est donc

2

(/nt Ct x| < t, €t et x de méme parité

PtCXJ =
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Figure 2

Considérons une particule qui diffuse sur ce fractal
(d=2,d=2, & =1, E = 1). La probabilité& P(t ; x,y) que la particule
soit en (*) 4 la date t vaut le produit de la probabilité& que la premiZre
particuleysoit i la date t en (;) avec lz probabilit@ que la deuxidme

particule ait une projection sur l'axe t, qui vaut t :

1
Pix,y ; t) = Px(y) Pt(x). En particulier, la loi de probabilité W(t,x)
de la projection sur l'axe x est obtenue en sommet y depuis —= jusqu'a

+o 3 ce qul donne compte tenu de la forme de Pt(x)

t
W(t,x) = 2 % Pt(y) Py(X) + P _(0) Po(y}
=X
Dans la limite £t » 1 on peuf utiliser 1'approximation gaussienne et il
. -1/2 -
vient P{y,t) = (2qt) / e 7 /2t el
2 2
P(x,y5t) = —— —— exp(- I -5 (11.10)
wt Yy y

Les différents moments de la projection x de Ia particule peuvent &tre

calculés avee l'aide W(t,x)., Par exemple
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+t 2
<xT> o= z x7 WE,x)
x==t
et il vient
2 2e.1/2
<K Tm N Q;—) pour t » 1.
D'oli 1'on d&duit Ve = 1/4 qul est bien la valeur pré&dite par vpy = d/2d.

La forme {IT.10) n'est pas la forme attendue. Ceci est &i

au fait que la marche n'est pas du tout isotrope. La projection sur 1'axze

t; est une marche habituelle & la différence de la projection sur 1'axe x.

P(t;x,y) vérifie cependant la loi d'&chelle suivante :

4 1
P{x 't ; xx,kgy) = = P(&5x,¥)
by

Notons finalement que si P(t;x,y) ne vérifie pas la loi d'échelle

attendue,ses projecticns sur l'axe t; et sur 1'axe z la vérifient. Pour

voir cela, il suffit d'utiliser 1'approximation gaussienne. sur W(t,x)

Wit,x) ~ 1 dy exp (~ I - =) .

2
Wt o 7

s AXY = led W(t,x) comme attendu.

Ce gui donne W(txl/v

II.2. Etude numérique

A. Diffusion sans mémoire

L'article ci-joint (Ang(h)) porte sur 1'étude de la diffusion sur le
tamis de Sierpinski et sur les zmas de la percolatiﬁg 4 deux dimensions.
Les résultats du paragraphe II.l y sont confirm@s. L'article ci-joint
{Ang{(c)) est consacré& i l'étude des promenades aldatoires sur les amas
de percolation de 1'arbre de Bethe. L'article (Ram(h)) repr@sente une
dtude extensive de 5 & tout d. La valeur de E sur les amas percolation
en dimension 2,3,4,5 et 6 v est calcul&e en déterminant )

s(t) = atd/2(1+bt_w). On trouve 1,322 < E=§ 1,332 et @~ 1/6., On en
conclut quea = 4/3 n'est pas une valeur exacte mais une bonne approxima-

tion.
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Abstract. Monte Carlo calculations are used to investigate some statistical properties of
random walks on fractal structures. Two kinds of lattices are used: the Sierpinski gasket
and the infinite percolation cluster, in two dimensions. Among other problems, we study:
(i) the range R, of the walker (number of distinct visited sites during N steps): average
value Sy, variance o, and asymptotic distribution; (i) rerewal theory (retura o the
otiginal site}: probability of return P,{N), mean number of TETUFAS Wy,

The probability distzribution of the walker position P{N, R) after N steps is discussed.
The asymptotic behaviour (N » 1) of these quantities exhibits power laws, with associated
exponents. The numerical values of these exponents are in good agreement with recent
thecretical predictions (Alexaader/Qrback and Rammal/ Touiouse).

1. Iniroduction :

Recently, there has been a good deal of interest in fractal structures (Mandelbrot
1977), mainly due to their diiation symmetry (scaling invariance) in contrast to
transiationally invariant systems. A random waik in free space, linear polymers and
percolation clusters at threshold are just a few examples of fractals. Ia the latter case,
recsnt observations by several authors (Voss er al 1982, Kapituinik and Deutscher
1982) show the importance of fractals in representing these disordered structures.
From this viewpoint, fractals are expected to bridge the gap between crystailine
materials and disordered systems. In general, two kinds of fractals can be distinguished:
deterministic fractals (self-similar) such as the family of the Sierpinsii gaskets (Gefen
et al 1981, Rammal and Toulouse 1982) and random fractals {statistically self-similar)
such as the percolation clusters (Stauffer 1979, 1981, Deutscher 1981},

Whereas Euclidean space is well characterised oy one space dimension d, fractals
require the definition of (at least) three dimensions: d, the dimension of the embedding
Euclidean space. 4, the fractal dimension (Mandelbrot 1977), 4, the spectral dimension
(Alexander and Orbach 1982). In general, d describes the power law p{w)~w? ™! of
harmonic excitations (elastic vibrations for instance) close to w~0. In a recent
publication (Rammal and ’I‘oulpuse 1983, referred to hereafter as ) the importance
of the spectral dimensionality d in many physical problems was investigated: classica]
diffusion, quantum localisation, self avoidance ete. In particular, a number of interesting
predictions relative to the diffusion on fractal spaces were stated in [ range of a random
walk, renewal theory, etc. One of the objects of the present work is to check numerically
some of ihe predictions given in . New results relative to random walk statistics (RwW)

© 1983 The Institute of Physics 4039
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on fractals, such as the spatial distribution, mean first-passage time, zero-crossing set,
et¢ are also stated, as an extension of those of 1,

This paper is organised as follows. In § 2, numerical results obtained for rRws on
the Sierpinski gasket in two dimensions are reported. We focus our attention on three
statistical properzies of Rws. The first is the range Ry of the walk {number of distinet
visited sites during N steps). In particular, we investigate the average Sy =(Ry), the
variance o of Ry and the asymptotic distribution of Ry, at N » 1. For instance, we
find that Sy and ow are given at N » 1 by the same power of N with the sxponent
d/2. It is argued that this particular behaviour of Ry is common to all fractals with
d <2. The second property of the rws is relative to the renewal theory: probability
Py(N) and number vy of returns to the original site of the walk, after N steps. The
result stated in paper I, Po(N)~N"%2, is verified with a good numerical accuracy
(less than 1%). The third property investigated in § 2 concerns the spatial distribution
of the walk. We show in particular the consistency of the scaling behaviour of this
distribution (Rammal and Vannimenus 1983) with the obrtained numerical results,
New results, relative to the mean first-passage time, zero-crossing set, etc, are deduced
from the spatial distribution of the rw.

In § 3, we investigate the same properties as in § 2 for Rws on the percolation
clusters (at threshold) on a square lattice. The scaling behaviour for S, Py(N), etc,
stated in I, is recovered, from which we deduce the value of the exponent 4. Within
aumerical accuracy, a relatively good agreement with the conjecture {Alexander and
Orbach 1982) 4 =3 is observed. In addition to the above statistics, we investigate aiso
the behaviour of the "open frontier' defined in L, in the asymptotic regime N » 1.
Section 4 is mainly devoted to discussion of open problems. and the possible extension
of this work. In particular, we argue that rRw statistics provide an alternative method
for the calculation of dynamical exponents, such as the conductivity expenent !, in
percolation preblems.

2. Random waik statistics on the Sierpinski gasket

The Sierpinski gaskets form a family of self-similar structures, whick can be built in
any Euclidear dimension d (see figure 1 for 4 =7} and which have been applied to
studies (Gefen er af 1981, Rammal and Toulouse 1982, Alexander 1983), because it
lends itself particularly conveniently to scaling computations. At stage n, the total

nad =t

Figure 1. The Sierpinski gasket {d=2) at successive stages: n=0, [ and 2. Stage
n+1is obtained by the juxtaposition of three r-stage structares. For r=1and n = 2. we
have shown the labelling of the plaquettes (up triangles) used in the site coding.
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number of sites in the gasket is given by N, =(d + 1){1 +(d+1)")/2. The scaling factor
of the gasket is 5=2 and the fractal dimensionality is {Qefen et afl 1981) d=
In{d+1)/1n 2. The spectral dimensionality d was found in I: d =2 In(d+1)/in(d+3).
In the following, we shall study the Rws on the gasket at ¢ =2, ir order to check some
statistical properties of Rws on this non-trivial fractal structure.

2.1, Labelling procedure

Starting {rom the lowest left corner of the gasket, a natural coding of sites is easily
obtained, using p-adic numbers (Bachman 1964, Mahler 1973). We shall illustrate
briefly this coding at ¢ =2. Each up triangle (plaquette) is labeiled on the gasket at
stage n by a word of n elements: {x,x;%;...x,) where x,=0,1 or 2 (1=</=nr) are
defined recursively from stage n to stage n+1. Beside the corners, every plaquette
has three neighbouring ones, which labels are triviaily found using the above coding.
In this way, the sites of the gasket are labelled with the two plaquette iabels sharing
the considered site. These labels are the ‘normal’ coordinates on the gasket, in
epposition to Cartesian coordinates usually used in Euclidean lattices.

Starting from an arbitrary site on the lattice, a Rw trajectory is generated by a
standard Monte Carlo procedure. The lattice size {i.e. n) was chosen to be much
larger than the span of the walks (7 >10), so as to avoid end effects. A large number
of steps IV for each trajectory was needed to reach the asymptotic regime, and sampling
over a very large aumber of trajectories was used to obtain accurate results.

2.2. Range of the random walk

The range of a Rw Ry is defined as the number of distinet sites visitad up to step N
The behaviour of the expectation value Sy =(Ry) is well known on Euclidean latrices
of dimension 4 (Montroll and West 1979), For instance,

Sp=(8/m)!/IN? atd=1, Sy=N/lnN at d=2

The numerical results obtained for the gasket at d =2 are shown in figure 2. Averages
are taken over 4 X107 walks of N = 500 steps. The asymptotic region is reached for

T T T T T

"
T
-
]

o 5,

)
T
.
1

s 1
3 B
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1 2 3 L
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Figure 2. Plot of In Sy against In NV for a set of 4 x 10" walks of N < 500 steps each. for
the Sierpinski gasket {5G).
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N=350, where a power law is observed. The deduced value of the exponent is
0.682+0.003, in very good agreement with the predicted value {(Snv ~N%?) given in
I: d/2=0.682 60.

The same results were used to extract the behaviour of the variance of the random
variable Ry:

on =Var Ry ={Ri)= (R (2)

The variance of Ry increases with N, showing a power law as a function of N. More
precisely, we have used the ratio p defined by

p(N)=(Var Ry)Y?/ Sy (3)

L 1 1 L

L
o 200 A0
#

Figure 3. Plot of the ratio p(N) =(Var Ru1M%/ 8y as a function of N, for the sG.

to study the asymptotic behaviour of Var Ry, The obtajned results are shown in figure
3. After a transient regime, p as a function of N converges towards a limiting value
given by p=0.244 £0.002. This special behaviour

Var Ry ~ N4 N»1 (4)

is known to ocecur at d =1 at long times (Feller 1951). The obtained numerical value
of theratio pat d=11s p;, =0.29820.002. Such behaviour of the rRw on fractals with
d <1 is to be contrasted with that on Euclidean space of dimension d = 2. In fact, the
asymptotic behaviour of Var Ry in these cases is well known {Jain and Pruitt 1971):

Var Ry = N/ (N) and p(N)=1/In N atd=12 (5)
Var Ry=Nla N and pa(N) = (In N/ N)/2 atd=3. (6)

The common bekaviour at d =1 and d=2 of the family of the Sierpinski gaskets is
expected to oceur for every value of d. The constant value of the ratio o is expected
to be a decreasing function of d, reaching the value p=0 only at ¢ = where d = 2.
We conjecture that lim . #(N) exists and remains ﬁnite,jor every fractal structure
with a spectral dimensionality d <2, For structures with 4 =3, this limiting value of
p(N) is expected to be zero. It will be interesting to check this conjecture numerically
on fractals with different values of d.

The conjectured behaviour of p(N) suggests that the limiting law of Ry is not
normal at d < 2. Such behaviour is known in the case of 2 linear chain (d=d=d=1).
The reduced variable x =Ry/Sy is known {Feller 1951, Jain and Pruitt 1972) to
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plxl

plx)
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()

Figure 4. Successive distributions £{z) of the ratio x = Ry/ Sy for incressing vaives of N,

(a), N =300, Sy =65.16; (b), ¥ =350, Sp=72.38; (¢}, N=400, S,y =79.44; {d), N =
420, Sy =81.85; (e), N =440, Sy =84.44; {

89.46; (h), N'=500, 8y =92.06; for the sG.

X

£, N=460, Sy =87.02; (g) N =480, Sy =

4043
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converge in distribution to a proper law. The limiting law is that of
1.-31/2 R
(o) {Jé‘i’i Y- oz, Y(’)} (7

where Y(t) is standard one-dimensional Brownian motion. .

According to the above conjecture relative to Var Ry at d <2, we expect that a
similar behaviour of the distribution of x must occur on fractals with d <?2. More
precisely, for these structures, the reduced variable x is expected to converge in
distribution to a proper law. In figure 4, we show the obtained distribution P{z) of
the variable x on the gasket for different values of N, This figure exhibits the limiting
distribution of the ratio x {as for d=1), in contrast with the Euciidean lattice case,
where Ry/Sy converges to 1 with a probability of unity at d=2. The presence of a
distribution for the ratio x reveals the strong fuctuations of the random variable Ry
at N»1. Such a behaviour of the rw range is then also expected to occur on any
fractal structure where d <2, A qualitative change must occur at d 2 2 as for Euclidean
lattices. . .

To summarise, the value d =2 is not only associated with a modification in the
asymptotic behaviour (N » 1) of the expected value Sy ={R,} as was argued in I:

Sy ~ N2 at d <2, Sy~N at d>2. (8)

A profound modification of the distribution of the variable Ry seems also to oceur at
this ‘critical’ value of d. For d =2, logarithmic corrections to simple power laws are
expected in the expression of Sy, Var Ru, ..., as for Euclidean iattices.

2.3. Renewal theory

As was shown above, the study of the range of the rw provides a direct measurement
of the spectral dimensionality d. Another measurement of 4 is given by the renewal
theory (Prohorov and Rozanov 1969), which is related to the spatial distribution of
the position of the walk. Let 7, be the time of the kth return to the origin (i.e. starting
point of the walk), and let #, =0 and &, = 7, — 7., be the time between the (k=1)th
and kth return; thus

= 3 A (9)

For a simple Rw, the time intervals between two successive returns are independert
identically distributed random variables. Then, the time until the nth return is the
sum of n of these variables. When properly normalised, we then expect an asymptoti-
cally stable distribution p{x; . ) for this variable r, (Levy 1937, Gnedenko and
Kolmogorov 1968). This stable law is closely related to the value of the spectral
dimensionality d of the space. A direct connection is provided by the number v, of

. returns to the original site w within the time t=MN. The obvious relation

Priz, = n}=Pr{r, =} (10)

allows us to obtain the asymptotic distribution of », for t -+, The left-hand side of
equation {10) is related 1o the cumuiative time Spent at the origin between time 0 and
t. The last is expected (see equation (19) beiow) to scale like », ~ 1% (f-o0) with

a=1-d/2 at d<2, a=0 at d>2. {11)
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From these considerations, we expect the following asymptotic behaviour of 7.:

1, ~nve 7 {12)
This means that the time until the nth return increases approximately as #'/*; more
precisely,

Prir,/n' "= x}=x"" at x»iandn»l (13a)

Privy/N* < x}=0(1) at x»land N»1, {135)

Equations (11)-{13) are simply the generalisation of the corresponding laws at d =1
(Prohorev and Rozanov 1969) to fractals with 4 <2, The known results for », are
recovered on the Euclidean lattices, Culy the parameter « of the stable law is expected
to be different, 7,/n'’" is then expected to converge to the stable law with density
p(x; 1), For d =1, we recover the known results for the renewal theory, where
a=4%and p(x;3, 1) is given by

(x:4, 1) =(27) 2 2 g Vs >0
g (14)
=0 <0,
According to (12) we deduce
lim (r./n)=tima™" ¥ Ay=co at d<2. (15)
i k=1

If v is the time of the first return to the original site, then 7 is finite with probability
one, whereas its mean value given by (15) is infinite. This particular sitvation is
common to all fractal structures with 4 < 2.

In the same way, according to (134%), it appears that for N -0, the number of
returns to the origin in N steps increases proportionally to ¥ and not N, as might
be expected from the recurrence property of the walk. Finally, the probability of
return to the origin after N steps, i.e. the probability of closed walks of length N, is
given by {Alexander and Orbach 1982, see also I)

Po(NY~ 1/ N¥2, (16)

In order to check the above renswal theory, we have calculated separately the average
number of refurns vy given by vy ~N® (N>» 1) and the probability of return after
N steps Py N) given by (16). The resuits ocbtained for vy (average over 4 X 10* walks
with different origins w) are shown in figure 3. As can be-seen, the asymptotic power
law is reached at N =S50, and the deduced value of the corresponding exponent is
0.3229=0.0003. in good agreement with the predicted value @ =1—4d/2.

In figure 6, we have shown the results obtained for Py(N), in the same range of
N values. The power faw (16} is well reproduced. and the extracted exponent is
0.681 =0.003, which is in agreement with (16). In addition to the known results for
d =1, the good agreement between the predictions of the above renewal theory and
the obtained numerical results on the gasket support the validity of this theory on
fractals. Therefore, the renewal theory provides a new method [or the measurement
of the spectral dimensiounality d. The consistency of the results obtained from the
renewal theory and those from the range theory, support fully the predictions of I and
those given here.
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Figure 5. Plot of In vy against In N for a set of 4% 10* walks of & < 500 steps. Here, v,
denotes the mean aumber of returns to the origin in N steps for the sG.

-
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Figure 6. Plot of I PN} against In & as in figure 3, Po(N) is the probability of return
to the origin at step M

2.4, Spatal distribution P(N, R) and mean first-passage time

In addition to the range and renewal theories discussed in §9 2.2 and 2.3, the sparia]
distribution of the walk is another statistical property of the Rw. A lot of relatively
interesting quantities are extracted from this distribution. In the following, the distances
on fractals are measured with the Euclidean metric of the d-dimensional embedding
Euclidean space. Using this measure, the normalised spatial distribution of the rw
position r, starting from a chosen site r =90, is given by (Rammal and Vannimenus 1983)

PIN, 1) =(1/REF(+/R,) (n

where 7={r| denotes the distance from the origin at step N. [n {17}, R, is the ‘radial’
extension of the wajk {Alexander and Orbach 1982) Ro~ N"** where vgw=d/2d is
the exponent of the rw. The universal function f{ue) of the reduced variable in (17
is expected to scale like

flu) ~exp{—u®) atu»1 {18)

where § i\s given (des Cloizeaux 1982) by §=1/(1~-vaw}. In particuiar, Pr(r> &)~
Eﬁu"Rw at E-—)CO
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From (17), we recover casily the expression Po(N)}~N—%2 given by (16). The
cumulative time spent at the origin between step 0 and N is also given by

N
J P(N, r=0)dN ~N"¥212 y= (19)
0

Accordingly, the fractal dimensionality D of the Zero-crossing set is given by
D=1-ds2 ifd<2, D=0 it d>2. (20)

An interesting quantity which can be extracted from the spatial distribution P(N, r}
is given by the mean first-passage time T,(£) at a distance ¢ from the origin (Seshardi
and West 1982}, Let #(N, r) be the probability that the walker has not crossed the
boundaries |r{ = & given that he starts at the origin at time N =0: ={N =0, N)=5(r)
and w(N, 7= ¢) =0. The expression of T;(£) is given by

© £ .
T1<£)=f de P2l (N, £y dr, 1)
0 0

The scaling behaviour of T,{£) is also given by the approximation {(£>m); (N, ) =
P(N, r). Therefore,

@

[
T8 =-J dNJ‘ rUPUN, P dr
1]

0

Ti(€)~ gY/ nw at {0, (22)

The result (22) which generalises the known resulis for Euclidean spaces (Barber and
Ninham 1970, Feller 1971} provides a useful method for the measurement of the
exponent vpw. No numerical results for T,(£) are given here, [t will be interesting
to check (22) for various valuss of £, because it provides an indirect verification of
the result given by {17).

Tosummarise. we have investigated in this section some statistical properties relative
to RWs on the d =2 Sierpinski gasket. All the numerical results obtained are in Very
good agreement with theoretical predicticns. This preliminary ‘exercise’ i{s to be
considered as a first step in the study of dynamical behaviour of more complicated
fractals, such as the percolation clusters studied in § 3.

3. Application: random waiks on 2p percoiation clusters

In the following, we present the results of Monte Carlo calculations of rRw statistics
on percolation clusters in two dimensions at the critical point g.. For convenience, we
have used the bond percolation clusters, where p-=1 is known exactly (Sykes and
Essam 1963). The clusters were generated by a cluster-growth method (Leath 1976).
A Rw was generated on these clusters. The clusters were chosen to be much larger
than the span of the walks so as to avoid end effzcts. The diffusion was rastricted to
ciusters larger than the span of each walk. In order to take into account this restriction,
the notion of ‘open frontier’ (see below) was used in our simulation,

As mentioned in the introduction, the infinite cluster {ar a percolation threshold)
is a fractal object, of fractal dimensionality (Stauffer 1981)

J=d—;3p/vp
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and spectral dimensionality {Alexander and Orbach 1982)
d=2(dv,~ B/ (1= Bp+21,) (23)

where d is the Euclidean dimension of the lattice, »,, 8, are the critical exponents of
the percolation tramsition, and ¢ is the conductivity exponent. As stated in I, d and 4
are the only ingredients needed to characterise the Rw statistics.

- Averages over unrestricted Rws traced on a distribution of finite clustess imply a
modification of the above results (Ben-Avraham and Havlin 1982, Gefen er al 1983),
In order to check the conjecture d = $ { Alexander and Orbach 1982), we limit ourselves
here to the restricted rw only.

3.1. Range of the random walk

The average value Sy of the RW range Ry after N steps is shown in figure 7. The
statistics were taken over 35x 10’ walks, with different starting points, on bond
percolation clusters restricted to be larger than the span of each walk. The power law,
predicted in I, is reached after N2 100, The extracted value of the siope of this curve,
given by the best fit, yields the value 0.65+0.01 for the exponent of Sy against N

)
T

10y Sy
v

i 1 |
p] ! T3 3 A
109Gy, ¥

wn

Figure 7. Plot of log,q Sy against logg ¥ for a set of 35X 107 walks of & steps tracsd
on bord percolation clusters restricted to be larger than the span of each walk.

This value is in feir agreement with the conjectured one: d/2=3% Using the same
daza, the dispersion around the mean value Sy is shown in figure 8. (Var R, )'?
exhibits a power law behavicur at large N, as predicted (equation (4}). The deduced
value of the exponent of {Var Rx)"" is in good agreement with that of Sx. In order
to show the accuracy reached in our calculation, we have plotted the ratio

p{N)={Var R\)V¥/ Sy

as a function of N, in figure 9. The fuctuation of this ratio over the large interval of
N vaiues is due mainly to the fiuctuations in the percolation cluster shapes at threshold.
Such a fluctuation was not present in the case of the gasket studied in § 2. Nevertheless,
for large vaiues of &, p{V) seems to Huctuate around a fixed value: p(N » 13=0.1,
in good agreement with the conjecture of § 2.

In I, the concept of ‘open frontier’ was introduced in the context of the range
theory of the Rw. This quantity is defined as the product of the probability of access
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Figure 8. Same piot as in figure 7 for the variance {Var Ry}'/* of the random walk range
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Figure 9, Variation of the rato p(~)=(Var Ry )"/ Sx as a function of M,

to a fresh site dSy/dN, by the number of accessible sites after N steps Ly, Given a
rRw on a fractal with 4 <2, we have Iy~ Sy ~NT? (at N» 1) and then the open
frontier Fyy after IV steps is given by

Fy=8ydSy/dN (24)

&=

which must scale like

h

Fu =N, (25)

In figure 19, we have shown the obtained results for Fy in the same interval of NV
values. As can be seen, the values of Fy ure smalier when compared with N, The
best fit of the data gives the slope 0.31£0.02 in good agreement with the conjectured
valie d -1 =% The deviation due mainly to statistical fluctuation is of Ihf: same sign
as that obtained in the determination of 4 from 8w against V.

3.2, Renewal theory

As for the Sierpinski gasket, we have used renewal theory to obrtain another estima-
tion of the spectral dimensicnality of percolation clusters 4. In figure 11, the probability
of return to the origin P,( M}, after ¥V steps, is plotted against N. Averages were taken
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Figure 10. Piot of log,, Fy as a function of log,y & for the same set of walks as in figure
7 {F.; denotes the open frontier ar step Y).
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Figure 11. Behaviour of the probability of raturn to the origin at step N taken from
L3 < {07 walks, .

over 15x10° waiks, Clearly Po{N) exhibits the predicted power law as a function of
N. The best fit gives the value 0.65=0.02 of the corresponding exponent. As for Se.
Fy and Var Ry, the calculated vajue of the associated exponent is smaller than the
predicted value, implied -by the conjecture d =3, The differences in all these cases
have the same signs, but the relative accuracy reachesd in our calculations is not sufficient
to prove the exactness of the conjecture 4 =3 Accuracy better than 1% in the values

of this exponent is needed for this task.

4. Conclusion

Ir: this paper. the second in a series. we have investigated some statisrical properties
of the rRw on fractal structures, New analytical results were given for fractals in general:
range theory. renewal theory and spatial distribution. Seme of these results have been
checked numerically on the Sierpinski gasket at d = 2. Using the rangs theory, or the
renewal theory, we have proposed a new numerical method, in order 10 extract directly
the spectral dimensionality 4.

Our method provides a direct measurement of the spectral dimensionality in contrast
with previous methods (Ben-Avraham and Havlin 1982) using the spatial extension
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Ry of the rw, which mvolves together the fractal and spectral dimensionalities. As
an application, we have investigated the case of the bond percolation clusters at
threshold p, int two dimensions (4 = 2). Up to the numerical accuracy of our calculation,
the obtained numerical value of the spectral dimensionality d is in relatively good
agreement with the conjectured value (Alexander and Orbach 1982) d=% The.
extension of this study (in progress) to other values d=3, 4, Sand & provides & direct
check of this conjecture on these spaces. Using the method proposed in this paper,
new precise determinations of the conductivity exponent ¢, given by{23)atd=3,4,...,
are expected from these calculations. At d =2, the direct measurement of the exponent

t (Derrida and Vannimenus 1982) is in good agreement with the value d =42,
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Abstract. A scaling analysis for some random walk properties (range, renewal theory) on
percolation clusters {s outlined. Numerical simulations performed in the Bethe lattice case
are in good agreement with the predictions of the scaling theory. The valuesd = fand d =
4 for the spectral and fractal dimensions are also confirmed.

Anomalous diffusion near the percolation threshotd of a randomly diluted network has
been of considerable interest in recent years. Receuntly there have been many contri-
butions tc the theory of the ‘ant in the labvrinth’ problem (Alexander and Orbach 1982,
Angles d' Auriac er af 1983, Gefen er af 1983, Havlin et @/ 1983, Rammal and Touiouse
1983). The recent progress results from the basic observationthar the infinite percolation
cluster at threshold behaves essentially as a fractal (self-similar} structure (Mandelbrot
1582). Scaling analysis (Gefen era/ 1983) for the average diffusion constant was outlined
both above and below the threshold p, aad recent numerical results (Havlin er of 1983}
are in good agreement with the prediction of the scaling theory. The main ingredient in
this scaling theory is given by the anomalous behaviour of the mean square distance
travelled by the random walker on a fractal structure (Alexander and Orbach 1982);

(R == (o = df2d) (1)

where d and 4 are respectively the fractal and the spectral dimensionalities of the
structure. For instance. for the percolating clusters, d and d are given by

d=d- Bol v d= dw, — ﬂp)z'f(f =B =21 (2)

In addition, it was observed (Alexander and Otbach 1982) that d, so determined. with
xnown estimates of ¢, v, and j3,. appears to be numerically close 1o § for all Euclidean
dimensions 1 < d =< 6, Howaver, the previously introduced exponent wrw appears as a
combination of the fractal and spectral dimensions. L1 order to obtain ‘pure’ quantities,
where the spectral dimension enters alone. one has to consider other random walk
properties such as the probability Py(¢) of presence at the origin after ¢ steps:

Po(t) ~ % (t>1) - (3a)

@ 1983 The Institute of Physics L825
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or the average number of distinct sites visisted during a r-steps random walk § ()
(Rammal and Toulouse 1983); ,

S5(t) ~ 42 ‘ (3)

{provided d < 2).

This [aw has been checked numerically (Angles d’ Auriac et af 1683) on a Sierpinski
gasket in dimension d = 2, for which d is easily calculated: d = 2 In 3/In5. The numer-
ically determined value of the exponent in equations (3a, b) is 0.682 = 0.003, to be
compared with d/2 = 0.68260. In the same spirit, the corresponding behaviour on a
percolating cluster in two dimensions has also been checked. The exponent has been
determined as 0.65 = 0.01 to be compared with 3. )

In this Letter the scaling theory is extended to quantities like Py(r) and S(r) which
are ofinterestin some physical problems (diffusionin presence of traps, spectral diffusion
ete). The resuits obtained are also checked aumerically for bond percolation in the
Bethe lattice case.

Let us consider a simple random walk on a finire cluster of size n. The behaviour of
sn{¢), the average number of distiner visited sites, after 7 steps, is given by the following
scaling form:

$nl) = s52{1) p(n/s (1)) {4a)

where y(x < 1) = xand y(x 1) = 1. This expression for s, {r) describes the crossover
between the free regime (equation (36)) and the saturation regime reached when
s={£) ~ ** becomes comparable to the finite size n of the clusrer. Similariy, the expres-
sion of P (1) giving the probability of return to the original site after ¢ steps can be
written as

P®(1) = n™ gl nfe??y . (46)

where @(x > 1) = vand @(x <€ 1) = |. _

The above expressions for s5,(r) and P™(s} are expected to hold in any fractal
structure {provided d < 2 for equation (4a) and particularly for percolation clusters,
Indeed, percolation clusters are weil represented as fractal structures. at short distances.
up to the percolation correlation length &,. Averaged expressions are then obtained
with the help of the Stauffer cluster distribution (Stauffer 1979)

pa=n'"" {n<n® (5)
=) (n>n*

where n* *—-;-'g_ and p, denotes the probability for a given site to belong to a cluster of size
n. At threshold p., one obtains simply from equations (4.5} the following results;

(S(r)) = 3 a2 (62)
and

(P(r) = P()) ==l (65)
Below p., analogous calculations lead to similar expressions. For instance,

(S(0)) = My T2y | 7

where f(x} denotes a universal function, with the foilowing behaviour: f{x < )=
X" fand flx > 1) = 1. A crossover in the behaviour of (S(£)) is therefore expected to




60

Letter to the Editor Lg27

occur, for a given value of p, at time * ~£49 where the mean square distance travelled
becomes comparable to the correlation length &, The equation (7) shows that the
average number of visited sites up to time ¢ is described by a single scaling furcticon in
which the crossover between two power regimes (in time) near p. and below it occurs at
time ¢*. This result is analogous to that predicted for the diffusion constant {Gefen er al
1983) and can be extended to p > p. in a similar fashion. Similar expressions for P(¢) at
p < pcand p > p.can be derived following the same previcus analysis.

In the following, we present some numerical simulations of random waiks on bond
percolation clusters, on a Bethe lattice of coordination number z. The results are studied
on the basis of the scaling functions (equations {6), (7)). Both the scaling ansaiz and the
resulting scaling relations are obeyed quite well by the numerical data, thus supporting
the physical assumptions abour the scaling properties near the percolation threshold
{(Ip/p. — 1] < 1). For the sake of simplicity, the diffusion was performed by a standard
Monte Carlo method, on a Bethe lattice of coordination number z = 3 or 4. Each walk
starts from a site {the origin) which is assumed to belong to a cluster. The cluster, of
arbitrary size, is constructed at the beginning of the walk. and all measured quantities
are obtained by averaging over the cluster distribution thus generated. We have studied
{P{r) = P(=))and {S(¢)} in the range {1 = p/p.| 020 for z = 3 and 4. We reached a
maximum diffusion time of about 2000 steps. To increase the statistics, we have averaged
over 10% walks for (P{s) — P(=)) and 10° walks for {5{2)}.

0.55

et
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o 207 0.0z 0.03 .04 . 6.05

1t
Figure 1. Monte Carlo results of diffusion on percolation clusters, at threshold p. = 1/
{z - 1) inaBethe lattice with 2 = Jand 4: the probability P(¢) of retumn to the origin at time
¢, as a function of #™*. The asymprotic value P ) resuiting from the configuration average
isiforz=3and #forz=4¢,
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Figure 2. Plot of the average number of distinct visited sites {5(1}} during z r-step random
walk for z = 3. (5{r)} exhibits the expected asymprotic behaviour {5{)y ~ ** for large 1.
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Figure 3. Scaling plot of {S{/))" "% a5 a funcrion of the scaling varilable x'3, where x =
n%/ef Differant points are taken from Monte Carlo results for 10° s 15 2 x 10% and 5 in

therange {1 - p/p| < 0.20, p. = 0.3. Values of 2 are as follows: Q0405 +0.43; x 0,44 A
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Taking the value 7 = # for the Bethe lartice, the slope of P(¢) as function of ¢ in a
log-log plot was used (at p = p.) to extract the value of d, We found: d = 1,33 = 0.01 in
good agreement with the prediction d = $ of equation (2), when written as

&:'Zapﬁp/(r_ﬁp_‘z%) (2)

where &, = 1, v, =4, §, = 2and r = 3 (Stauffer 1979). 3

In figure 1, (P(r); is shown as a function of the variable r~™~U92 = -1 for 7 = 3 and
4and 20 = ¢ = 300. The expected asymptotic linear variation is wefl obeyed, asit should
be. |

A remarkable feature is that at P > pcthe system hag at least one infinite cluster with
probability unity and the amplitude Py(¢) on this cluster decays to zero for t—
according to equation (34}, However, (P(1)) is finite for p = pe(asfor p<p,)in the
limit t— = because of the fnite clusters, which are also reflected of course in the
configuration average, Taking into account ciusters with zero bond, the value of
(P(})at p < p. can be written as

(P(=))=Q2-pz) - (1 =p)* (8)

The last term in equation (8) comes from isolated sites (orzero bond clusters) and similar
calculations permit us to obtain (P(=)) at P > pe, which remains finite at p < 1.

Similar resuits for (5(1)) have been used in order to extract the value of 4 (equation
(6a)). The vaiue obtainedis d/4 = 0.335 + 00.005 to be compared with §. The correspond-
ing data are shown in figure 2, where (5()) is plotted directly as & function of 7, It is
interesting to note the influence of the averaging process over the cluster distribution on
the asymptotic behaviour of the number of distinct visized sites. For restricted walks on
the percolating cluster, equation (36} predicts $(r) ~ 2%, in contrast with (S(e)s ~ 143
resulting irom the configuration average over the cluster distribution at threshoid,
However, for a direct determination of d, ¢quation (3b6) is more appropriate than
equation {6a) or equation {6h), because the exponent T is not required in such a
determination.

Finally, in order to check the scaling law (equation (7)), we have studied ($(¢)) for
about 10’ diffusions in the range Pe/p = 1= 0.20. For each value of 2. 10° percolations
clusters have been used and 10 diffusions of length ¢ = 2000 steps on each ¢luster are
petformed, The results for z = 3 and different values of p are shown in figure 3 in the
scaling form of equation (7). The symbols mark different concentrations below p.. As
a function of the reduced variable x = n*//% = (Ap) =243 the scaling tunction f(x) =
{8(r))e~ "W exhibits clearly the expected behaviour: linear in x¥* at small v and asaturation
for large x. The crossover behavicur berween these two regimes as well as the scaling
behaviour are therefore confirmed. This universal behaviour confirms a posterior! the
value & = 4 in the case studied (see equation 2.

In conclusion, we have shown in this Letter that various properties of random walks
on percolation clusters are well described by the scaling theory. The above approach
can be extended to study other properties relative to diffusion on percolation clusters
both above and below the threshold p,. Numerical simulations for quantities like P(r)
or {5(¢)) provide a direct determination of the spectral dimension d, and therefore
permit a reliable check of conjectures refative to its precise value,
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We have calculated, via an extensive Monte Carlo simutation. the spectral dimension d of infinite per-
colation' clusters, at different Euclidean dimensions 2< d=6 and 4 =0, dis extracted from the asymp-
totic behavior of the average number Sy of distinct visited sites during an #-step random walk. Correc-
tion to scaling is shown to be very important. For all 422, Sy takes the following form:

Sy=aNi(1+bN"%/a), where s =d/2, 0.66] < 5 < 0.666, and w =1,

ing. theories or conjectures refative to the value of d.

It is now recognized that percolating clusters and their
backbones are fractal objects at short length scales up to the
connectivity length £~ (p —p,) ™. For instance, the fractal
dimension D of a percolating cluster at threshold (p=p.}
can be expressed in terms of the Euclidesn dimension o and
the critical exponens of the percolation transirion:
D=d—Bfv for d<6, and D=4 for 4=6. The fractal
dimension D emerges, therefore, as a first operative mea-
sure of the fractal geometry. Recently, it has been shownl~
that linear physical problems on fractals (classical diffusion,
quantum localization, etc.) are governed by another index:
the spectral dimension 4 This aew index is naturally asso-
clated with the power iaw of the low-frequency density of
states (e.g., for elastic vibration ) plw)~w'~!. For Eg-
clidean lattices, the three dimensions 4, D, and 7 are equal.
For the percolation clusters, the expression of 4 is given by

d=22dv=38){t—3+2) (1}

for 46, and d-=% for 426. Here ¢ denotes the ex-
ponent of the classical conductivity near Pe. This result, as
well as its implication for various thermodynamical proper-
ties of dilute sysiems (e.g., ferromagnet), was first given by
Shender! some years ago. Equation (1) was discussed later
in more generality by different authors."? In particular, it
was found empirically! that d/2, as determined by Eq. {1},
with known estimates of ¢ v, and 8,7 appeared to be nu-
merically close to -32- for all dimensions 2==d <5 The
meaning of this “universality’” has been discussed by dif-
ferent authors,? but is not really understood.

s the -f— law exact or merely an accidentally very good
preciction, like the Flory vaiue for the polymer exponenis?
At stake is the existence of a relation (the existence of
which has long been questioned} between dvnamic () and
static {8, v) percolation exponents.

tfv=3(d -3 ~3{3v)/2 . (2

The above prediction is clearly in contradiction with vari-
ous previous proposals for the expression of the gxponent 1.
For instance,® r/fv =4 — 1 and (Ref. ). :

t=(d-2Ww+1%, [=1. {3)

Use has been previously made of Monta Carlo meathods in’
order to check the —32— law at two and three dimensions. Dif-
ferant methods have been used: {i) caleulation of the ratio

30

We compare cur results with exist-

t/v for random-resistor networks,” and {ii) diffusion on per-
colating clusters.! However, almost all these methods are
Hmited to lower dimensions and require the knowledge of
various exponents (8, v} with a very high accuracy in ordsr
te check the -f— law, Fortunately, a direct measurement of &
is provided by the random-walk (R'W) statistics on percolat-
ing clusters. Recently,” various statistical properties of
RW’s on fractals have been studied in great detail. In par-
ticular, it was shown that at threshold (p =p.), the average
number Sy of distinct sites visited during an ¥ -step RW
benaves as (¥ >> 1):

Sy= Nﬁu . (8)

This result shows that a practical 'way to measure d is to
look at the asymptotic behavior of Sy. Such a method for
the measurement of the spectral dimension of fracrals was
iliustrated previously®!® at d =2 and d=co.. In this Rapid
Communication, we present new numerical results for & [or
all dimensicns 25 d <6, and on the Bethe iattice (d=eo},
which were obtained with this mathod of Eq. (4),

In Fig. i, we show Sy vs ¥ for differsnt Euclidean dimen-
sions 4, inctuding the Bethe iattice case of coordination
number z=23. Let us briefly describe the details of the nu-
merical simulations. The clusters were generaisd using a
standard ciuster—gi‘owth methed and the most accurate
values of site percolation threshold Pe QN cubic lattices. A
set of RW’s was then generated on each cluster. The clus-
ter sizes M werz chosen to be much targer than Sy,
Sw/M << 1, so as 10 aveid finite-size effects.® All the cal-
culations were performed (in assembly langusge) on
Motorola 68000 and 6502 miicroprocessors. Each set of
points (Figs. | and 2} corresponds to an average over
10%-2%10*  rums  of N-step  walks (up 1o
N=4x10%4x10°) of randomly. chosen origins on the
cluster. Note that jumps were restricted between the cluster
sites only. Attempts to jump toward external sites? are ex-
pected to dilatz [by a factor ~ (1—p,)/p,] the time scale.
At all dimensions. the size of the simulated clusters was
much greater than 10°-10°. More extensive caiculations
were also performed at 4=2 and 3, up to & ~ 10% on clus-
ters containing much more than 10° sites, and inscribed in-
side boxes of size 12801280 ar 4 =2, and 300x 300x 300
at d==3,

As can be seen in Fig, 1, Sy is very nearly the same func-
tion of & for all dimensions. Fitting to the form Sy~ N,
without including corrections ta scaling, leads o the follow-
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FIG. |. Double |ogarithmic plot of the average number 5 of distinct visited sites during an ¥ -step random walk ogn infinite percolation
custers at threshold p,. Various symbols refer to different Euclidean dimensions. (4}, The line corresponds to the Bethe lattice of coordina-

tion aumber z =13 (i.e., g, =0.5).

ing estimation: 0.65=s=<066, for all 4 At 4=2, this
result agrees with our previous  determination®
3=0.65 £0.01 obtained lor bond percolation on square lat-
tice, However, a systematic curvature is ciearly observed at
ail 4, before reaching the asymptotic behavior. In Fig. 2,
‘the ratio Sy/V¥’ is shown as a function of ¥ This piot
shows that the observed deviations foilow the same pattern
for all 4 In particular, for =6 and d ==, where s==%-
holds exactly, the deviations to the expected horizontal line
are more important. At lower dimensions (d=2,3), the
long-time behavior up to & — 10° exhibits the same form as

in Fig. 2. These deviations cannot be attributed to finite-
size effects,'’ nor to the inaccuracy of the values of g,.!!
Wa conclude, therefore, that correction to the asymptotic
law [Eq. (4})] must be taken into account in order to analyze
the data. The appropriate expressicn for Sy takes the fol-
lowing form:

Sy=aN{1+6N"%a+ - ), (5)

where s =4/2, and » denotes the leading correction to scal-
ing exponent. We were abie io discard other correction
terms such as, for example, logarithmic ones.

1]

jo

t OMPEIO A
B ]

FIG. 2. Log-log plot of §y /&3
visibie on Fig. 1,

5

InN

against ¥ with the same data as in Fig. 1. This plot shows the deviation from the

;) . .
% law which is not
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In order to find the exponent w, trial values for @ were

used first at d =6 and 4 =o0. To obtain the most precise.

estimate of s, a proper least-squares fit with parameters. a, b,
5, and o was performed for sach 4. From the analysis of
our data, we deduced the values of these parameters. The
numerical results can be surimarized as follows. At d =<8,
the difference s{(d=6)—s5{(d) appears to be of order
$x10™3, which is also the accuracy of our fits (X? test).
More: precisely, we obtained 0.661 < s =5 0.666 for all 4. On
the other hand, for 4 =6 and d =, one obtains w‘—-“-é.

The values of the exponent w are very close to + in ail
dimensions. Including error bars, one obtains the following
estimation: +<w < . Finally, for the amplitude factors a
and 5, we. find that 0.56 <p <060 at 4 =6, and b =0.74
at d = o, whereas g decreazses monotonically from 0.93 at
d=2to 0.55 at d =eo. -Using Eq. (1) 2t d =2, where v=1
and g = -3%, we get /y=0,972.

These numerical results naturally call for some comments.
An argument in favor of the —§— law at d 22 has already ap-
peared ln the literature>>'? and can be summarized as fol-
lows. Define, by Fy, the number of fresh sites adjacent to
the visited sites, up to step N, [t is given by Fy=SydSy/dN
and behaves asymptotically as zero for p < p,, and Sy for
P > p.. If one assumes that at threshold p = p., the number
of fresh sites so described is marginally equal to the Gauss-
ian fluctuation in the aumber of accessible sitas, due to the
random percolation process, then Fy~ S¥/? and the 32- law
follows. At 426, this argument reproduces the exact
result. At d=1 (p.=1), Fy=2 and the known result
Sy~ XY is also reproduced. Our numerical results show,
however, that s iy definitelv below -§-, although the differ-
ence is very small. This implies that the above argument is
only an approximate one and therefore breaks down at
d < 6. On the other hand, the correction term N*~% ~ y¥2
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must be contrasted with the analytical? correction, N9/?~!
to- Sy, occurring on a regular fractai structure (e.g., Sierpin-
ski gaskets). This leads to the comclusion that a singular
correction to scaling, specific to the percolation problem, oc-
curs in the expression of Sy on percolating clusters. Our
study provides the first estimation for the value of the cor-
responding exponernt.

Our second comment is relative: to the e-expansion
results. Very recently,'* a reanalysis of the renormal-
ization-group calcufation to first order in e==6- & has been
performed. The main result, {=1+¢/42 (see Ea. (3)],
leads to the following expression for & d=4/(3 + ¢/42), in-
stead of d= %+ ke?, where k=761/833 349, deduced from
previous® e-expansion caiculations. This result (if correct)
shows that the + law breaks down at order ¢ instead of €2,

contrary to a previous belief. Furthermore, d appears as a
weak function of ¢ such that d/2=10.6614 for 4 =35, and
0.6461 for d =2. Agreement with the numerical results is
better for e=1 than for e =4. Further examination of the ¢
expansion will be welcome in order 1o clarify the situaticn at
lower dimensions.

In summary, we have shown that the 32- law is a very
good pradiction which hoids up to a very high numerical ac-
curacy, However, our results show that the spectrai dimen-
sion is slightty below + at ail dimensions (4 < 6). The re-
cent reanalysis of the ¢ expansion implies that -§- is actually
a very good approximation, but not an exact result for all 4.
Flory-like arguments in polymer physics give us another ex-
ample of nonexact, but numericaily very accurate predie-
tions for exponents.
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B. Effets de mémoire

Les deux articles joints (Ram{f)) et (Ang(d)) &étudient un
processus de diffusion avec mémoire : le "True self Avoiding Walk (TSAW)".
Le TSAW est un type de diffusion qui interpole continument, via un
paramétre réel g, entre la diffusion normale g2 =0 et le modé&le des
polyméres (g = =) : "Self Avoiding Walk (SAW). Le premier de ces arti-
cles propose une analyseen termes de loi d'échelle pour le TSAW 3 une
dimension, qui est confirmée par les simulations numériques. Le deuxiZme
reprend la méme &tude sur le tamis de Sierpinski. La valeur trouvée pour

'

v' et s', exposants associds 3 R(t) et S(t) sont en accord avec un argu-

ment simple du type Flory.
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Statistics of the true self-avoiding walk in one dimension

R Rammal, J C Angles d’Auriac and A Benott

Centre de Recherches sur les Trés Basses Températures, CNRS, BP 166 X, 38042 Grenoble
Cedex. France

Received 29 Seprember 1983

Abstract. Mumerical results of a Monte Carlo study for the true seif-avoiding walk in one
dimension are presented. For any positive value of the strength parameter (0 < g <o),
the root-mean-square displacement Ry and the range Sy of the walk are characterised
by two universal exponents v =%=0.003 and s=3=0.01 respectively. For negative g
(self-attracting walk) bath R, and S exhibit a saturation effect: limy_ . Ry = R(g) and
My e Sy = S{g) with Rolg)~(—5)"" and So{g)~(—~g) ' at g=0. A simpie scaling
analysis in ¥ and g is proposed and found to be consistent with the Monte Carlo results.

Recently Amit er af (1983) have introduced a novel class of non-trivial correlated
random waiks on a lattice: the true self-avoiding walks {Tsaw). They have introduced
a self-avoidance parameter g and shown that the upper critical dimensionality for this
problem is two (d. =2}, whereas it is four for the polymer problem (sAw) (see de
Gennes 197%). Logarithmic corrections at d =2 have beesn studied both numerically
{Amit ef al 1983) and by ¢ =2 — d expansions (Obukhov and Peliti 1983, Peliti 1983).
Finally, a seif-consistent argument {Pietronero 1983) has been formulated to compute
d. and the exponent » of a Tsaw. The resuit reproduces correctly d. =2 and suggests
a non-trivial value for »: »=2/{2+ d} ar d < d.. Of particular interest is the prediction
of a non-diffusive behaviour. »=3 at d =1 for any fnite value of the parameter L
The purpose of this letter is to present & brief report of a Monte Carlo study for the
TSAW in ene dimension, which permits us in particular to check this prediction. Two
statistical properties are investigated for positive as well as for negative values of g:
the root-mean-square (Rms) displacement Ry and the average number of Sy of distinct
visited sites during N-step walks range. Illustrations are limited here to Ry only.
More detailed results, in particular for Sy, will be reported elsewhere (Rammal er af
1983). :

The Tsaw probiem in one dimension can be formulated as follows: 4 walker may
move at each step to one of the two nearest neighbeurs of its current position. The
{(normalised) probability for moving from site { 1o i+ 1 is given by

Wi ={t+explxg(n., —n )]} (1)

where #; denotes the total number of previous visits of site . Three trivial limits of
the Tsaw in one dimension are respectively identified: g =0, © and —oc. In the first
case {g =0) we recover the standard random waik problem (rRw), where » =4, The
second case (g =c0) corresponds to the saw problem in one dimension, with v=1.
In the last case (g = —o0), the walker oscillates indefinitely between the first two visited
sites, For other values of ¢ we have a non-trivial stochastic process with infinitely

0305-4470/010009+06302.25 © 1984 The Institute of Physics L9
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long memory. For g >0 (resp g < 0) the walker is discouraged (resp encouraged) from
stepping toward previously visited regions. The particular dependence (equation (1))
of W7 on {n;} is at the urigin of non-trivial statistical properties of the Tsaw.

In figure 1 are shown the Monte Carlo results for Ry at different values of the
repuision parameter g. R, denotes here the RMs displacement at step N: R% = (x%,).
All calculations were performed (in assembly language) on processors M 6502 and
M 68000. Each set of points corresponds to an average over 10°—2x10* runs of
N-step walks, up to N=2'%. As can be seen, Ry crosses over from a rRw behaviour
at small g (resp saw at g» 1} for small N to a Tsaw behaviour for larger N. The
asymptotic slope converges towards a well defined value v, independent of g and very
close to 3. From the best fit of data and using a plot enhancing eventual deviations
from this value, we have obtained the following estimation for the exponent »: 2= .003.
This remarkable result, which differs from % only by a very small amount, provides
strong support for the corresponding value predicted by the selé-consistent argument,
A similar behaviour was obtained for the range Sy of the Tsaw. A power law Sy ~ N
is reached asymptotically (N » 1) in the same range of g values. The crossover observed
for Ry is also observed for Sy. The sstimated value of the exponent s is 5=2:£0.01,
which supports ar intuitive argument (see below} teading to the prediction s = ».

I
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Figure 1. rms displacement R., of the Tsaw. for different vaiues of the repulsion
parameter: 07" g=10. For cach value of g an average over 10%=2% {0* runs of up
to N =2'" steps wag performed. Broken lines correspond to g=w {le. v=1} and g=

5

0 (» =4) respectively. Convergence towards a well defined expenent v~ 5 is clearly shown,

Motivated by the symmetry property W7 (g)= W7 (—g}, we have extended the
above study to negative valués of g In the extreme limit g = — the Tsaw reduces
trivially to a simple oscillation betwsen two sites. Such a self-trapping effect was shown
to oceur also for all other negative vaiues of g This feature, leading to a saturation
of Ry and Sy as functions of ¥, has been checkad by using enumeration methods as
well as Monte Carlo calculation. By the former method, we have exactly calculated
properties up to a given number of steps (N =20) determined by limitations of

€
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computer time, for arbitrary values of g The resuits behave sufficiently smoothly with
N and g that the definition of Ro(g) =limpy_o Ry(g) and S.(g) =limy.o Sn{g) is
generally possible. To illustrate the resuits, we have shown, in figure 2, typical variations
of Ry as a function of N for different values of negative g, in the vicinity of g=0.
As expected R.(g) increases monotonically when g is increased from g=-® to g =0.
No special behaviour is associated with g=—c0o, in contrast with the case g=w
corresponding to the saw. Both R.(g) and S.(g) diverge at g=0, following an
appropriate power law: R(g)=(—g) " and S.(g)=(—g)~". The best fit of data,
close to g =0, leads to the following estimation for exponents: »'=0.98+0.02 and
5’ =0.99+0.02 respectively. These values are 1o be compared with the predictions of
the scaling analysis: »’=s'=1 {see below)}. It should be noted that errors in ¢’ and
s' estimations reflect the range of plateau levels and extrapolation procedure.

3000

2000

)
b8

1000

it 5000 10096
N

Figure 2. Variation of Ry against M, for different negative values of the strength parameter
g in the vicinity of g=0. An average over 4% 10 runs was performed for cach value of g.

The asymptotic properties of the Tsaw are therefore very sensitive to the relative
sign of the parameter g. In contrast with more simple choices for W7, the above one
{equation {1)} leads to a remarkabie phenomenon for g >0 as for g<0. The ‘seif-
attracting’ Rw has received little study in the past. It is not clear for us to what extent
the result obtained here is universal. Other behaviours, corresponding to other choices
tor W7, are also possible and cannort be excluded. Our results show the richness of
the seif-attracting Rw and call for further work following similar lines of investigation.

In what follows we will show that the main asymptotical properties of the Tsaw
can be analysed with the help of a simple scaling argument. From the work of Amit
et al {1983}, it is easy to show that, in a perturbation caleulation around g =0, the
expansion parameter is gN' ™% ? rather than g. For d =1, this leads to a ‘virial expansion’
in the reduced parameter z = gN'/*. The resuit for Ry can be stated as follows:

Ry =N¢(gN'"?) (2)

where ¢{z) =1+a,z+a,z>+...,and a4, a, . . . denote numerical factors. The validity
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of equation (2) was proved by Amit et al {1983) up to second order in z. We assume
here its validity at all orders in z

For g >0, equation (2) shows that a Rw-to-Tsaw crossover takes place at N = N* ~
g7% Assume the following behaviour of Ry in the TsAw regime,

Ry =a({g)}N", {3)

where a(g) is a prefactor which depends on the repulsion parameter g Matching
equation (3) with the rw regime at N~ N*, one obtains finaily

a(g)~g¥ 1, ' . {4
From (3), (4) we deduce the scaling law for Ry:
Tsaw: gRy = (g%, RW: gRy = (gN'/%). (5}

Stated otherwise, ¢(z) = R /N isa universal function of the scaling variable z = gN /2,
with the following limits:

d{z)=1+a,z+a.z+. .. atz« 1,
H2emh atz»1, (6)

Perturbation calculation at large g involves the reduced variable Ne™ . The saw-to-
TSAW crossover can be analysed following the same line of argument. This point will
not be discussed further here. In figure 3, we have shown the universal plot for Ry,
which exhibits clearly the Rw-to-Tsaw crossover, according to {5).

=2z

12

InlgRy)

(=]

-4 -4 -2 ¢ 4 b 3
in(ghte)

Figure 3. Universal plot of Ry against N, with scaling variables: gR., against g2,
showing the Rw-to-TSAW crossover, Broken lines, of slopes 1 and 3 respectively, are
shown for comparison, (3,g=1; &,2=3;%,2=0.1: 0, £=0.03;%,¢=0.01,0.003,0.001.

For g <0, the scaling variable z =gN'/? implies, in a saturation regime; the result
RL(g)=(—g) (7)
with »"=1. The corresponding plot is shown in fgure 4.

The same scaling analysis leads to the prediction s’ =1 for the exponent of S.(g),
and similar expressions at g > 0, with s=» In one dimension S~ and Ry have the
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Figure 4. Power law behaviour of the limiting vaiue R (g} =limpy.w R (g) as function
of g (negative) close to g=0. The broken line has the slope 2, predicted by the scaling
anaiysis.

same exponents. The meaning of this is evident from the consideration that the rRMs
excursion of the walker is proportional to N*, and in one dimension, while sites inside
this distance will almost always have been visited, sites outside it will not. This argument
is known to be exact for g =0. Our results support its validity for all g.

Using the numerical results, we have checked that'the expressio'n of ¢{z} in powers
of z gives the correct slope of R /N at z=0; a, =27'"*/3=1.1816.... Thesingular
behaviour at g <0 leads to the fotlowing conclusion. The expansion of R%/N in
powers of z has a radius of convergence near |z{~ N""%, gives the correct slope a,
at z =0, but such a function cannot be generally used for finite z. The perturbation
series for Ry /N is not convergent except at z =0. It is doubtful that the first few
terms of this series can provide any insight into the asymptotic behaviour of Ry at
finite 2. This suggests strongly that the perturbational approach is fruitless.

In summary, we have presented in this letter a brief report on a Monte Carlo study
for the Tsaw in one dimension. Our results provide strong support for the value v =3%
of the rms displacement exponent Ry ~ N, for all values (0 < g <e¢) of the repulsion
parameter, A similar behaviour was found also for the range Sy ~ N° of the Tsaw.
For negative g {self-attracting walks), we have shown a saturation effect, corresponding
to a seif-trapping of the walker, with Re(g)~{—g)"" and S.{g)~(—g) 'at g<0. A
simple scaling analysis of the Tsaw statistics was outlined, providing in particular a
simple explanation of the singular behaviour at g <0. In this respect, it is of interest
to extend this study (g ==0) to d =2, Extension to fractal structures is now in progress
{Angles d’Auriac and Rammal 1983). Comparison with other models of correlated

_—RW and more defailed results will be reported in a forthcoming paper {Rammal et al
1983).

We are grateful to Dt/ G Toulouse and Professor L Peliti for stimulating discussions.

After this work was | ompleted, we learned that J Bernasconi and L Pietronero {1983
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preprint} have also performed similar calculations for » at g> 0. Their results are in
very good agreement with ours. We thank Professor L Peliti for bringing this work
to our attention.
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LETTER TO THE EDITOR

‘True’ self-avoiding walk on fractals

jC .A;ng]es d’Auriac and R Rammai

Centre de Recherches sur Les Trés Basses Températures, CNRS, BP 166X, 38042 Grenobie
Cedex, France .
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Abstract, We investigate the 'true’ self-avoiding waik on fracral spaces, The number Sy
of sites visited during an N-step walk and the rcot-mean-square displacement R, are
caleulated via extensive Monte Carlo simulations on the 2D Sierpinski gasket. For all

i

positive ‘values of the repulsion parameter g, we found the same exponents: s'=
0.815+0.00! and »' =0.510+0.005 respectively. Both Ry and Sy are shown to exhibit
a simple scaling behaviour in & and g We compare our results with a simpie Flory-like
prediction for the exponent v

Recently there has been an increasing interest in the problem of random walks on
fractal lattices and on percolation clusters. The infinite percolation cluster at percola-
tion threshold is just a simple example of fractal structures in physics. The next step
is naturally the study of the self-avoiding waiks (saws) on fractals. Different types of
walks are expected to probe in general different properties of a fractal space. For
instance the simple random waiks (rRws) have simple properties { Alexander and Orbach
1982, Rammal and Toulouse 1983, Angles d’Auriac era/ 1983) and provide a powerful
probe giving direct access to the spectral dimension 4 which governs the density of
states of low energy excitations. Similarly, it was argued recently (Rammal et al 1983}
that saws will probe the fractal dg and spectral dy dimensionalities of the backbone
{i.e. doubly connected component) of the fractal structure. Following the same line
of ideas, we investigate in this paper the ‘true’ self-avoiding walk (Tsaw) on fractais.
Only recently, Amit ef af (1983) have shown that the problem of a walker who steps
randomly, but tries to avoid places he has already visited, is actually different from
the saw problem. They called this problem the Tsaw and show that the upper critical
dimensionaiity d. of such a walk is two while it is known to be four for saws (see
Peliti 1983, Obukhov and Peliti 1983), The Tsaw on a given lattice corresponds to
a walker who can move to one of the nearest neighbours of the site he is at. The
probability to move to a site j depends on the number of times n; that the site has
already been visited and is given by

Poi= exp(—gnf)/ Z exp(—gn;). {1}
!

The normalising sum runs over all nearest neighbours f of i The parameter g measures
the intensity with which the path avoids itself (g>0). The limit g =0 corresponds to
the rRw problem but, except in the case of the linear chain, the Tsaw is not equivalent
to the standard saw at g =<, The parameter g evidently becomes irrelevant at d > d,
and the Tsaw reduces o the rRw problem.

0303-4470/84/010015+06302.25 @ 1984 The Institute of Physics L15
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. We first consider a fractal structure of fractal and spectral dimensionalities 4 and
d respectively. The following heuristic argument (see Amit et af 1983} can be used
for the estimation of the mean-square displacement R% for large N. Foraaw (g=0),
one would of course have R3 = N*'=w, where vaw =d/2d. The number of self-
intersections of such a walk is of order N2/ RZ ~ N*~9/2 Tpe self-repulsion has the
net effect to increase RY. We obtain, therefore, the following estimation:

Ri’ - NZ”RW + CNz—J/z - NZva (1 + CNz~J;z~:zunw) (2)

where C denotes a aumerical factor, The correction due to the fact that the walk is
self-avoiding is asymptotically negligible for: 2—~d/2—~2u4,<0, and may alter the
asymptotic behaviour for

k=2~-d/2-d/d=o. (3)

Otherwise, if (3) is fulfilled the seli-repulsion parameter g becomes relevant and
deviations from Rw statistics are expected to occur. The condition (3) is to be compared
with the analogous resuit (Rammal an_d Toulouse 1983) for the saw: 4—d > 0, which
involves only the spectral dimension 4 without any reference to the fractal dimension
5._‘ As it should, (3) reducss to the known result: 2-d>0 on Euclidean spaces
(d=d=4d). In the latter case, important corrections due to g are mainly limited to
d=1. In opposition, {3) is fulfilled for all d, in two important exampies of fractal
spaces: the family of Sierpinski gaskets and the infinite percolation clusters at threshold,
In the first example, Ei'=ln(d+1)/1n 2, d=21In{d+1)/In{d+3} and k>0 for all 4
For percolation clusters, (3) reduces to d> 1, which holds for_all 4, if the value
=3 (Rammal and Toulouse 1983) is used as an estimation for 4,

The above result shows that fractai structures provide a rich field for the investigation
of the Tsaw statistics. In the following, we consider results for Tsaws on the 2p
Sierpinski gasket. Using the same methods we presented previously (Angles d’Auriac
et al 1983, Rammal et al 1984} we simulated about 10* Tsaws of N ~5G00 steps,
for different values of the repulsion parameter g =0. All the calculations were per-
formed (in assembly language) on processor M 68000. The gaskets were generated
iteratively, and chosen to contain some 107 sites (being of 8th order of iteration for
d=12). For each realisation of the TsAw, both starting points and displacements
{equation (1)) were randomly chosen according to standard Monte Carlo procedure,
Two statistical properties were investigated: the root-mean-square displacement Ry
and the average number Sy of distinet visited sites during N-step walks (range). The
usual Evclidean metric has been used to measure the displacements of the walker.

In figure 1 are shown the Monte Carlo results for S at different values of the
repulsion parameter 0 < g <o, After a short transient regime, different initial slopes
converge towards a well defined vajue 5 independent of g > 0. For g =0, we recover
with a very high accuracy the known value s = d/2=0.682, which corresponds to the
Rw limit. For all positive values of g, including g = c0, we obtain a different value for
the corresponding exponent: Sy~ N®. From the best fit of data at large N, we have
obtained the following estimation: s’ =0.815=0.001. This estimation of 5 is also
supported by a much more extended anaiysis at g = 0.5, where averages over 3 x 10*
runs were performed. As expected, the exponent ' is enhanced (s'>s) by the
self-repulsion, The {imiting case.g =0 appears to be controlled by the same exponent,
making a net difference with Euclidean spaces where g =<0 plays'a special role in the
TSAW problem.
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Fignre 1. Average range Sy of the TSAW, on a 2D Sierpinski gasket, {or different values
of the repulsion parameter: g=<, 1.5, 1, 0.5, 0.3, 0.2, 0.1 and 0. For each value of g,
average over 10“ runs of up to N =5000 steps was performed. Broken lines. of stopes
s=land s=d/2 respectively, are shown for companson {d=1.365, d=1.585). Different
initial slopes merge into the asymptotical slope 5" =0.815 {or large v, independent of the
value of g=> 0,

Figure 2 gives the results for the root-mean- square displacement Ry Again,
different initial slopes merge into an asymptotical slope »’ at large N, for ali values of
g>0. As it should be, v = d/ 24 is recovered in the Rw limit {g =0). However, the
estimation of »’ is less accurate than that of 5. Indeed, using the best fit of our data

in Ry

Figure 2. The same plot as figure 1, for the root-mean-square displacement R.. Broken
lines of slopes »=d/2d and »'=0.51 corresponding to g =0 and g >0 are showa for
comparison.
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at large N, we have found »’ =0.510+0.005. In trying to extract v’ (or ») on fractal
Space, one encounters several difficulties, mainly refated to spatial fluctuations of the
structure. Itshould be noticed that such a complication is not present in the calculations
of Sy, which provide very accurate results for s’ {or 8. : .

Within the aceuracy of our estimations, we conclude that on a gasket, the exploration
is compact, in the following sense: S, ~Ra, Le. s =v'd This is the case for g=0
and seems to occur also for all positive values of g, Already visited sites have a high
probability of revisitation (in spite of the repulsion!), so that, given a compact volume
which contains the walker, most points inside this voiume are visited before a new sits
outside the volume is explored. An example of compact exploration is of course the
one-dimensional *w or Tsaw (Rammal et al 1984),

The value of the exponent »’ so obtained lies between {seetable 1) the corresponding
value for the Rw and that recently calculated for the saw (Rammal er a/ 1983). In
particular, this shows that the Tsaw statistics at g =co is definitely distinct from that
of the saw on the same structure. In table 1, we have summarised the relevant results
for different rw problems on the gaskets,

Table 1. Random walks exponents on the Sierpinski gaskets. rw: simple random waik,
Saw; self-avoiding walk, TS Aw: true self-avoiding walk., »= exponent of the RMS displace-
ment Ry ~N"); 5 =exponent of the average range {Sy ~ N); d = Euclidean dimension;

d=1In(d+1)/In 2: fractal dimension; d =2 ln{d + 1)/Intd + 3}: spectral dimension.

RW SAW TSAW
4 d - d v 5 v § v s
1 1 i 1/2 1/2 1 1 2/3 2/3
2 1.584% 1.3632 0.4306 0.6826 0.798 { 0.310  0.815
3 2 13474 0.3868 0.7737 0.729

In what follows we will show that the main asymptotical properties of the Tsaw
can be analysed with the help of a simple scaling argument. Following previous work
on d=1, it is natural to consider z=gN* as a reduced parameter for the Tsaw
statistics. For instance, matching together the respective Rw and Tsaw power laws

for Sy Sv~ N* and Sw ~ N7, one obtains the simple scaling function

Sn=Np(gN") (4)
with the following limits
d(z)~1 atz« |,
. 3)
— gtk atz»1,

Stated otherwise, gS¥* is a universal function (z) of the scaling variable z, with

dl{z)~z atz« 1, 7
s'/s (6)

~z atz»1,

In figure 3, we have shown some of our data, according to the scaling suggested
by equation {(6). All points fall on the same universal curve, which shows in particular

the expected Rw-to-Tsaw crossover at z ~ 1. In trying to extract k from this kind of
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Figure 3. Universal piot of the average range Su: g5%/* against gN*, where k=
2-dj2—d/d(=0.45604). For the sake of clarity, only data for g =0.1 and 1.5 were used
in this plot. The expected crossover between two distinet regimes is clearly observed, at
gN* ~ 1.

plot, we have checked the validity of the heuristic argument leading to the proposed
vajue (equation {3)) of the dimension of g. The universal plot of figure 3 strongly
supports this argument as well as the scaling (equation (6)) in N and g

We now discuss a simple Flory-like argument for the exponent »'. Following a
previous study of saws on fractals (Rammal et al 1983), a first important guess is
that the combination »'d is an intrinsic property, independent of the space in which
the fractal is embedded, whereas 4 and v’ both depend on this embedding. The
simplest assumption is that »'d depends only on d On the other hand, the Flory-like
argument {Pietronero 1983, Bernasconi and Pietronero 1983} provides a satisfactory
interpolation between the values of »" for Euclidean lattices: ‘

v =2/(d+2) N

for d=2. It is exact for d =2 and probably for d=1. This suggests a similar
approximation for fractals, under the assumption that only & plays a role

v =(d/ 2/ (d+2). (8)

This is the simplest approximation that reduces to {7) for Euclidean spaces. However,
(8) must be considered only as a working hypothesis. For the 2p Sierpinski gasket,
(8) gives v =0.5119 which is surprisingly close to our numerical estimation for »'.
This ‘agreement’ is probably accidental, because ' (as given by (8)) becomes lower
than »=d/2d for d > 2. ‘

In summary we have presented the first results for the TsAw statistics on fractal
spaces. Our Monte Carlo simulation for the 2D Sierpinski gasket exhibits a compact
exploraticn of space and a net deviation due to the self-repulsion parameter. A new
type of critical behaviour with universal exponents »' and s :(independent of the
repulsive parameter g) was found. The proposed sealing analysis in N and g is found
to be consistent with the Monte Carlo results, and can be used to understand the
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self-attracting regime (g < 0). In view of the validity of the relation »* = (d/ d)2/{d+2),
it is of great interest to check this working hypothesis on different fractal structures,
A more detaijfed understanding of the universality classes for saws and TSAWS oft
fractals will be necessary to resolve that question.

It is a pleasure to thank Drs G Touiouse, G Paladin and Professor L Peliti for many
valuable discussions and interesting remarks,
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III - DYNAMIQUE DE SPINS SUR RESEAU FRACTAL

L'article suivant porte sur 1'Stude du comportement critique
d'un syst@me de spins d'Ising sur un r&seau fractal. La statique et la
dynamique ecritique ont &té Etudiées. On détermine les principaux expo-
sants critiques décrivant le systéme 3 1'&quilibre, la valeur de la
température critique TC et 1'exposant dynamique z, Le réseau fractal
étudié est le tapis de Sierpinski. Les r&sultats numfriques sont en
désaccord avec deux prédictioms thBoriques différentes pour z. Une de
ses prédictions, obtenue pour les fractals quasi-lindaires,relie z &
detwv :z=4d+ 1/v, tandis que l'autre prédiction, utilisant des

arguments de paroi, est z =d + 1.
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CRITICAL BEHAVIOR OF THE KINETIC ISING MODEL ON A FRACTAL

LATTICE
J.C. ANGLES d'AURIAC and R. RAMMAL

Centre de Recherches sur les Tr&s Basses Temp&ratures, CNRS, B.P. 166 X,
38042 Grencble C&dex, FRANCE

ABSTRACT

We study the critical behavior (static and dynamics) of the
Ising model, defined ﬁn a fractal Sierpinski carpet. Using Monte Carlo
calculations,estimates for various critical exponents are obtained from
a finite size scaling amalysis. Our results are compared with the

available predictions for the dynamical critical expoment z.




1. INTRODUCTION

Dynamic phenomena associated with fractal geometries have bheen
the object of various studies in recent years (Aromalous diffusion,
transport in random media,...). On the other hand, a systematic study
of static c?itical phenomena on fractal lattices has been carried out.
More recently, thé critical dynemics of the kinetic Ising model on fractal
lactices (Achiam 1985,Luscomb and Desai 1983 ,Rammal 1955 and percola-
ticn clusters {Henley 1985, Rammal and Beneit 1985 a,b) has been
investigated. Some of the obtained results have received a numerical
confirmation {Rammal and Bepoit 1985b, Chowdhury and Stauffer 1985,

Jain 1985) particularly for the percolation clusters, which are known

to be relevant for diluted magnetic systems (Stinchcomb 1983). Further—
more, a lower bound for fhe dynamic critical exponent =, cn finitely
ramified fractals has been suggested (Luscomb and Desai, 1985) : z = ¢
where d refers to the fractal dimension of the lattice. The value

z =4d + % has been obtained for quasi-linear fractals (Achiam, 1985).
Finally, for infinitely ramified fractals such as the Sierpinski Carpet,

a2 domain wall argument has been used (Rammal 1985) to obtain z = 1 + d,
which is argued to held at d = 1 + €, whare TC veg, vy l/fe and e « 1.

Our main purpose in this letter is to present the results of
a numerical study of the eritical behavior (static and dynamics) of the Ising
model on a fractal lattice. We used a fractal structure of the Sierpinski
carpet type, with parameters b = 1, ¢ = 3 and & = 1. The static critical
behavior of this type of fractal lattices has been studied previocusly
both numerically (Bhanmot et al., 1983) and using Migdal-Kadanoff decima-

tion scheme (Gefen et al., 1983). The fractal dimension of this lattice

is given by d = fn [b2 c2 - 22)] /%n(bec). In the case considered here,
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d = 2n8/%n3 = 1.89278. The Carpet has been chosen for two reasons
Firstly because of the finite value of the critical temperature T, and
secondly becausa of the presence of holes inside the lattice, and this
at all length scales. At stage n 2 | of iteration, the linear length
scale of Fhe embedding lattice is L = | + 3™ and the total number of
sites is Nn = (46 . 8% + 355, 3%+ 40)/35. For large n, the ratio of

the number of sites having a coordination number 3 and 4, has a

limiting finite value given by 33/332 = 0.09943.

2. CRITICAL TEMPEBRATURE T _

On the sites of the Sierpinski Carpet are located Ising spins,

o

coupled by a nearest-neighbour interaction J : #=-J I Uicj,
<ij»

di = £ l. The same coupling constant J has been used for internal and
boundary bonds. Critical temperature and critical exponents have been
ocbtained, through a finite siée scaling, over three stage iterations.

The corresponding lattices have respectively : N = 96 (n = 2), N = 668
(n=3) and N = 5280 (n = 4) sites. The results presented below have been
extracted from a Mente—Carle simulation, performed up to 105 MCS/spin.

On figure | and 2 are shown the results for the magnetic susceptibility
¥(T) and for the specific heat C(T) corresponding to the three studied
sizes. For both ¥(T) and C(T) a sharp peak takes place at T ~ 2J. An
accurate value for the critical temperature T, has been determined,

using the rencrmalized coupling constant method (Binder, 1585). For

this, we have calculated, during the Monte-Carlo simulations, the first
mements of the thermal equilibrium values of the normalized magnetization

. 2 4
m= — L P More precisely, <Im:>, <m > and <m > have been recorded,
i

and the renocrmalized eccupling constant UL has been calculated
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UL=1—<m4>L/3<m2>§

The behavior of this reduced cumulant makes it rather suitable for
obtaining estimates for TC which are not biased by any assumption
about the critical expoments. On figure 3, are shewn the results so
obtained for the temperature variation of UL, and this for the three
stage iteration (n = 2, 3 and 4). The commen intersection point of
these three curves, vields the folleowing value for T, ¢ TC/J = 2.02 + 0.02
(J/TC = 0,495), This value is to be compared with the estimates

J/TC = 0.511 £ 0.03, 0.500 * 0.005 and 0.498 * 0.805 obtained by Bhanot
et al. for the carpet b =2, ¢ = 4 and £ = 2 (d = 4n48/2n8 = 1.8616).
Note that beth values of Tc are lower than the cricical temperature of
the 2D Ising model : TC/J = 2,269, The numerical results agree there-
fore with the increasing of T. with d, from T = 0 at d = | (linear

s

Ising chain) to the 2D limiting value.

3. STATIC CRITICAL EXPONENTS

The correlation length exponent Vv , associated to the transi-
tion at T = Tc, can be deduced from the behavior of Uﬁ close to the
fixed point U" (= 0.577).

Q,n(BUbL/BUL) |
Iy = et |¥.

Lnb U
For the lattices studied here, it 1s more convenient to use the follo-
wing equivalent form

tn t3u__/su ] |
n+l n .

1/vd = _ :
in [Nm_l/ﬂn} ) U
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giving directly the intrinsic product vd. Here Nn denotes the

number of spins at stage n. The extracted values of v and vd are
respectively : v = 1.0904 and vd = 2.063. Using the hyperscaling
relation 2-¢ = dv, oune deduces the following negative value for the
specific heat exponent : o = = 0.06.

It is interesting to notice that the e-expansion value of v,

at d =1 +¢, gives ¢ v = 1/(d=1) and then v = 1.1202 at d = 1.8927%
and v = 1.1606 at d = 1.8616 respectively. This value of v in our
case (d = 1.892783) is slightly higher than the numerical one., This

contrast with the finding of Bhanot et al., where v = 1.28 has been
obtained from the decay of the spin-spin correlation function along
lines which enmcountered no holes. We believe that the value of v so
obtained here is the apnropriate one and refers actuzally to the
averaged correlatiocn function overall pairs of spins, at a given
distance. This distipetion would arises in any inhomogeneous structure,
such as the Carpet comnsidered here.

On figure 4 the temperature variations of the magnetization
m(T) are shown for the three jattice sizes N. The same date ara used
B/vd

in Fig. 5 in a finite size scaling plot, mi as a funetion of

(T—TC)NL/OE, in ordér to extract the ratio g/vd. The best fit in the
plot leads to : 8/vd = 0.045 and then a rather small value for the
exponent 3 : B = 0.0928.

The same procedure has been used for the megnetic susceptibi-

lity y(T), as shown on figure 6, where XNHY/UE is given as a function
of (T-TC)NI/QE. The best fit in this plot gives : Y/va = 0,925 and
then v = 1.908. The accuracy of our estimation for different exponents
(3,v,v) in easily checked om the value of (26+y}/aﬁ = 1.015, instead

of 1.000 according to scaling relations. The set of exporents, we
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obtained in this work, is summarized in table 1, where the results of
Bhanot et al. have also been included. As can be seen, a monotonic
variation of the expoments is observed, when d increases from d = | to

d = 2, Note that n and o given here where extracted from the szcaling

relations : 2 - o = dv and 2 -n= vy/vrespectively.

4. CRITICAL RELAXATION AND DYNAMIC EXPONENTS

Using the single-spin flips dynamics, we have studied the
critical relaxzation on the Sierpinski Carpet. For this we have calcula-
ted the non linear relaxation times of the magnetization m{t) and the
energy E(t). Our simulation always starts with all spins up, m(0} = I.
The non linear relaxatiou time for the magnetization m(t) is defined,

as usualy, by

4 n{t)dt/m(0)

Similarly, for the energy relaxation, we have used

nf_ E{t) - E()
g T ¢ Ty T Em)
0

In order to achieve sufficient accuracy, the present calculations where

-

restricted to T =_T_ . The dynamics exponents have been extracted using

finite size scaling. Indeed, scaling arguments show that at T 2 Tc’ Ty

and'TE increasa according to : Ty Ez and Tg v gz respectively. The

non linear exponents are related to the linear one z (Racz, 1976} through:

g . .
ZM =% - g/y and b =% - —;ﬁ respectively. Here z is assumed to be the

same for the magnetization and for the energy relaxation. At critical
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temperature and for a finite system, this leads to the fclliowing

expressions for Ty and Tg as functicns of the size N :

(z - g/v)/d

A
2
=
<

i

and

!
c
=
&

]

-, —
(z - _G_)/d

Only the expoments x and X are measured here. Let us consider first

the relaxation of m(t). T, as defined above, has been measured for

M
three stage iterations. From the log-log plot of Ty a8 funetion of N
(fig. 7), we have deduced the following value for the exponent :

Xy = 1.113. Using the previously obtained values for 8§ and v, one
cbtains z = 2.20 + 0,06,

The same analysis has been carried out for the energy relaxa-
tion. We obtained X = C.573, which leads to =z = 2.06 £ (.06,

The value of z (at least that deduced from zM) is larger than
the most accurate ome : z= 2.12 * 0.06 (Jan et al., 1983), for the 2D
Ising model. The increasing of the dynamic exponent is in good agreement
with the recent predictions gummarized in the introduction. However the
values for z, obtained here are defimitely lowef than the predicted ones.

Indeed, the first onez =d + !1/v leads to z = 2.8098 whereas the

second one gives z=d + | = 2,8927,
5. CONCLUSION

Let us conclude this work with two remarks. Firstly, the static
eritical exponents on the Sierpinski Carpet appear to follow the expec—

ted pattern and this is shown on table 1. Similarly, due to the pressence

of holes in the lattice (defective structure), the dynamic critical




90

exponent z is increased, in comparison with the 2D Ising model. This
means that, details of the structure, not described by E'alone, must
be involved in the calculation of z. Secondly, the obtained value of z
does not fit the predictions made recently for its value, and this call

for further investigationg.
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FIGURE CAPTIONS

Magnetic susceptibility per spin ¥ (T) as function of tempera-
ture T, for three lattice sizes N =98 (n=2), H=26388 (n=23)
and N = 5280 (n = 3), corresponding to stage iteratiomn n.

Same plot as inm figure !, for the specific heat C(T). We have
used the same symbols for the different sizes.

Temperature variation of the renormalized coupling constant U, .
Magnetization per spin as function of the temperature T.

Finite size scaling plet for the magnetization m(T), at

different lattice sizes.

: The same plot as in figure 5 for the magnetic susceptibility.

: Log-log plot of the relaxation times (TM and TE) as function

of the lattice size N.
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TABLE 1
d T v A v n o
o4
1 Q H J0) S (D) (1) (1
1.8616 1,957 0.005/ 1.28 0.05]0.10 0.05/ 1.90 0.05 0.51586 - 2.10
1.8927 2,03 0.02 1.090 0.0928 1.908 0.3155 - 0.063
2 2.269 1 1/8 7/4 1/4 0(in)

Table caption : Numerical walues of the eritical temperatura TC and
statid critical expeonments for two Sierpinski Carpets of
fractal dimension d. For comparison, the corresponding
value for 1D Ising medel (d = 1) and 2D Ising model

(d = 2) are included.
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APPENDTICE

PROCEDURE DE CODAGE DES SITES DU TAMIS DE SIERPINSKI






102

Partant du coin le plus bas 3 gauche du tamis, un codage
naturel des sites est facilement obtenu en suivant les régles suivantes.
Chaque triangle vers le haut (plaquette) est codé sur le tamis construit
jusqu'au pas n, par un mot de n &léments : (xl, Kyserns xn) od
X, = 0, 1ou 2 (1 €1 <n) et sont définis récursivement du pas u au
pas n+l (fig. 1). Chaque plaquette a trois plaquettes voisines, dont le
code est trouvé facilement en utilisant le codage ci-dessus, De cette
mani&re chaque site du tamis (en dehors des trois sites externes) est

codé avec les deux plaquettes auxquelles il appartient,

i) Deux plaguettes P et p, sont adjacentes 81 et seulement sl leurs

codes respectifs sont de la forme sulvante

L
—_—
Py POX K ... xk’y ZZ ... 2
3
Py P K K| ... X Z Y e , B0
ol x,, y et z sont &léments de A = {0,1,2} et X, £ v,2Z.

Le gite commun i p; et p, est codg avec le mot de n &léments

suivants

o K e. ¥ 33 o 3

oﬁ ue A- {Y,Z}-
Inversement, un site cod& par

KK e Xy u 33... 3

[

est le site commun aux deux plaquettes suivantes :

%

‘ .
K X oo X, VIWW. ..., W et
1 k

ces w’ .
X % ®, WY ; v,







103

ot fu,v,v} = 4.
ii) Régles pour trouver les sites voisins d'um site donné.

Pour trouver les quatre voisins du site Kyeew % U 3 ... 3
2
deux cas sont 3 distinguer :

a) L =0 (i.e. k = n-1) : les deux premiers voisins sont

donnés par

et X X ot {u,v,w} = A.

e X
o "1 °

kw
Les deux autres volsins sont donnés par

X, X Xj ¥ 2 ve. Z

o]

(depuis la droite), tel que xj # u et {Xj+

et E Xj ZY .. ¥ ol j (5% k) désigne le premler entier

i, bR Z} = A.

b) b # 0. Aucun des quatre veoisins n'a 3 dans son code et

les voisins du site X oeee XU ERNN sont donnés par :
L
—
XX, ave X V.UWW 200 W
o1 k

X X e X, VWU U ... U
ol

Xxi e X WU VV e ¥V

x X

veso X, W,V U U ..U

of {u,v,wr =A .




A
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L ~- INTRODUCTION

Beaucoup de mod&les de physique statistique cherchent i mettre
en évidence des propri&tés remarquables sur des systimes les plus simples
posgibles. On est zlors souvent amené 2 envisager das problimes sur réseaux
et oi les variables ont un nombre fini d'&tats possibles. Le plus célabre
de ces modéles a &té proposé par Ising en 1925 (Isi). Depuis de nombreux
problémes 3 spins d'Ising ont &t& résolus, ou &tudiés abondamment. On
peut citer les mod&les de verre de spins (ofi les couplages entre spins
sont de signe aléatoire), les mod8les 3 vertex, le mod&le de Potts (Bax),
et les modéles purs ou frustrés sur des réseaux particuliers (fractals

réguliers, amas de percolatiom,etc.).

Lz résolution d'un tel probléme passe toujours par une bonne
compréhension du comportement 4 T = O, ofi seuls les &tats de moindre
énergie sont probables. Pour certains modéles,par exemple le modéle
d'Ising pur ou le mod&le & interactioms aléatcires 4 1D, les états fon-
damentaux sont triviaux & trouver ; mais pour d'autres modéles, typique-
ment ceux comprenant désordre et frustratiom, les &tats de bass peuvent
8tre trés difficiles & trouver, bien que le nombre d'états du systdme
soit fini. Pour N objets (spins, atomes,...) & q &tats chacun, consti-
tuant le gystéme, il s'agit de trouver parmi les qN configuraticns Ci’
ayant chacune une Bnergie E(Ci), la (ou les) configuration(s) qui
réalise(nt) le minimum des E(Ci). Le nombre qN devenant vite trés grasnd,
toute solution é&numérative est intractable. Il reste cependant parfeis
des méthodes d'optimisation combinatoire qui peuvent stre appliquées,
comme il va 8tre développé dans les paragraphes suivants. On peut noter
ici que, réciproquement, des méthodes de mécanique statistique ont pu
apporter en refour une aide pour aborder des problémes d'optimisation
combinatoire (Xir) (Pre).

Il est aussi naturel de se demancer si la transformation en
probléme d'optimisation d'un probléme de mécanique statistique n'z pas
un sens plus profond. Plus précis@ment, on d&finit en optimisatiom combi-

nateire  différents types de problémes (Gar). Pour rester assez précis,
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sans toutefois trop rentrer dans les détails, définissons un probléme

comme
1° une instance : c'est-i-dire 1'ensemble des données
t + M

2° une question dont la réponse sera "oui' ou "non'.

Exemple : le probléme du voyageur de commerce.

Instance :
, un ensemble C de m villes
. des distances d(Ci, Cj) ezt pour tout couple de villes
. un entier B.

Question ;

Existe-t-il un tour de longueur totale au plus B ?

c'est-B-dire existe-t—il une permutation m  telle que

m
T d(c
i=1

w(i)°? cﬁ(i+1)>:g B 7 (mn+l)= mn))
11 est clair que ce problZme est &quivalent au probl2me de trouver "la
plus courte tournée'". Pour des problémes ainsi définis, on distingue

plusieurs classes

- la catdgorie NP trés générale des problémes tels que le temps nécessaire
pour vérifier par un ordinateur qu'une solution est bien optimale croit
polynomialement avec ia taille des données. Une définition plus rigou-
reuse nécessiterait L'introduction de la notion de machine de Turing,
inutile ici.

- la catégorie P des problémes NP tels que 1'on connait un algorithme
pour les résoudre dont le nomEre d'opératiecns croit comme une pulssance

de la taille des données. Ce sont des problémes "faciles.

- la catégorie des problémes NP-complets. Ce sont des problémes NP dont
on n'a pag su montrer qu'ils &taient P, mals dont on a su montrer que,
s'ils étaient P, tous les autres problémes de la catégorie NP (histo-

riguement tous &quivalents au probléme de la satisfiabilité), le
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seraient aussi. Ce sont des problémes difficiles et il est tris

probaﬁle que P # NP.

Les travaux sur les modSles de frustration (voir sectionm IT)
ont Indiqué la possibilité d'une relation entre la complexité de 1'espace
des phases d'un systéme et la difficultd du probléme d'optimisation
combinatoire associf. Plus précisément, la question est la suivante
(Ang(a)) :‘”Y a=t-il une relation entre l'existence, pour um systéme
non trivial (c'est-d-dire avec frustration et désordre) d'une transition
de phase & température non nulle et la complexité (appartenance & P
ou & NP-complet) du probl2me d'optimisation associé ?".Les paragraphes

suivants vont montrer que la réponse 3 cette question est négative.
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IT - LE PROBLEME DES VERRES DE SPINS ET LE PROBLEME DU COUPLAGE

II.1. Le probléme des verres de spins.

Le premier exemple d'utilisation de méthodes d'optimisation
combinatoire dans le domaine de la mécanique statistique est le probléme

des verres de spins.

Les verres de spins sont des systémes magnétiques caractérisés
principalement par deux 8léments : le désordre de la pesition des moments
magnétiques et la frustration due au conflit des interactions entre spins
{interaction RKKY). Un ordre conventionnel 3 longue distance {(ferromagné-
tique, antiferromagnétique,...) ne peut avoir lieu. Cependant la
susceptibilité présente un accident & une température Tc sans gue la
chaleur spécifique n' en présente (Ram). Le fait que ce phénoméne se
produise aussi bien dans des alliages dilués (CuMn, AuFe,...) que dans

des alliages non métalliques (EuXSr xS) ou des amorphes concentrés

1-
(deAll_X) justifie le mod&le simple suivant (Edw) : les interactions
sont & courte portée (ler voisin), ce sont des variables aléatoires

indépendantes {(gaussiennes ou binaires) : = - ¥ J, 0.0, 0, =12%1

<i,j>» i L 1

<i,j>est l'ar8te entre les sites i« j du réseau, ou par exemple la

distribution P(Jij) a la forme binaire suivante
Y = (1 - x)6 - + %8
P(Jij) ( x) (Jij J) + x (Jij + J)

x est la concentration de liaisonsantiferromagnériques. Variant x de 0 a 1,
on passe du ferromagnétisme (x = 0) & 1l'antiferromagnétisme (x = 1), au

moins dans le cas des réseaux simples (cubique, carré).

Les &tats de base associds 2 H, i.e. les configurations de
spins {Gi} telles que ¥ soit minimum ne sont, en général, pas simplas

i trouver. L'exemple ci-dessous
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3]

+|a]

12
montre que l'&tat de base n'est pas unique, et que dans un Ztat de base
certaines liaisons pourront ne pas 8tre satisfaites (i.e. J,.7.0, >0
ijTivy ’
Pour un réseau assez grand, cette dégénérescence est i l'origine de 1la

difficulté d'optimisation de K.

I1.2. Formulations du probléme d'optimisation associé.

Les formulations du probl@me de la recherche du fondamental
en terme d'optimisation peuvent Btre classdes en deux catégories

(Bar(a)), (Bar(b)), {(Bac), {(Biea)), (Bie(b))

La premiére formulation nous apprend que dans sa généralité
ce probléme est NP-complet : il est trds difficile {impossible ?) de
trouver un algorithme polynomial de recherche du fondamental poutr un

réseau quelconque,

Pour le voir, rappelons la définition d'un cocycle(Gon)
soit un graphe G = {X,E} , &tant donné un ensemble de sommets § C X, on
appelle cocycle w(s) l'ensemble des arBtes de E ayant une extrémité
dans S et l'autre dans § I E-S. Si les arétes portent des poids S

le poids du cocycle sera défini par

P [w(s)l = ¢ J
e € w(s)

L'énergie d'une configuration {Gi} peut s'écrire
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=~ I J,, +2 L J, (1)

E({Gi}) = - I J y i3
<4,3> <1,3>/0 49,

,.9.0,
<i,3> YR
En effet, une liaison telle que Gi = Uj ne sera comptée que dans la
premi&re .somme et contribuera pour - Jij’ tandis qu'une liaison telle
que Gi # Oj gera comptée dans les deux sommes et contrilbuera poutr
=J,, + 2Jij = Jij' Associons au résesu des spins un graphe dont les

i3
sommets sont les sites et les ar8tes les liaisons. A une configuration

de spins {Ui} on peut associer l'ensemble U = {i € X! 9, = +1}  des

sites portadt un gpin +(up). Le terme z J., de {1} est le
s i,4> /o3 f gy : -

poids du coeyele w(U). Ainsi & chaque conflgura%lon de spins Gi on peut

associer un cocycle w(U) et

loh=- T g, +22[ w (W]

i . ij
<i,j> .

A un cocycle correspond deux configurations ol tous les spins sont opposés

{donc de méme &nergie).

Ainsi la recherche d'un fondamental se rédult & la recherche
d'un cocyele de poids minimum dans le graphe associ. Or ce dernler
probléme est connu comme &tant un probléme NP-complet (Edm(a)), (Car).
Donc, dms le cas d'un graphe quelconque, la recherche du fondamental du

systZme de spins d&fini par le modéle de frustration est NP-complet.

II.2.b. Cas_du graphe planaire :

Lorsque l'on se restreint au cas d'un graphe planaire, le

probléme devient polynomial.

Notons d'abord que l'énergie que nous aviens su paragraphe

précédent Ecrite

- L J., +2 b J
<ij> H g, # o,

peut aussi s'exprimer
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P+ 2 z (7.1
J,, violées H
]

Cette remarque, pourtant triviale, est i la base de la preuve que le
probléme devient polynomial en 2 dimensions. Pour vair cela, rappelons

que le probléme P suivant est polynomial :

Etant donné um graphe G = {X,E} dont les arétes portent des
poids et une partie TCY telle que II] soit pair, coupler deux 3
deux les sommets de I par des chaines d'ar@tes de E, telles que

1z somme des poids des ariZtes soit minimale.

Ce résultat a &tZ obtenu par Edmonds (Edm{a)) pour résoudre le probl &ne
du postier chinois. Dans ce probléme, un postier doit effectuer une
tournée dans une ville en parcourant toutes les rues, il cherche la
tournée la plus courte. Si tous les carrefours sont constitués d'un
nombre pair de rues, le graphe est eulerien et une plus courte tournée
n'empruntera chaque rue qu'une seule fois (Eul). $'il y a des carrefours
impairs, on rajoute des arftes fictives, copies des arftes qu'elles
doublent, qui couplent entre eux et deux d deux les carrefours impairs,
rendant ainsi le graphe eulérien. On cherche bien sir i rajouter des
coplies dont la somme des poids soit minimum, car elles devront &tre
parcourues pendant la tourn€e., On reconnalt aisément le probléme P of
1'ensemble I est constitud de l'ensemble des sommets impairs. On peut
d'ailleurs facilement montrer qu'aucune rue ne sera parcourue plus de

deux fois.

Le probiéme de la frustration peut 8tre ramen& au problZme P

de 1a manidre suivante :

De notre graphe initial (réseau), choisissons une base de cycles
qui ait la propri&t& 7 suivante : "toute ard8te du graphe appartient & au
plus deux cycles de cette base". Une telle base existe pulsque ie graphe
est planaire et c'est une propridté caractéristique nom triviale des
graphes planaires (Mac). Elle correspond & 1'ensemble des contours des

faces finies dans une représentation planaire,
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Construisens alors un graphe associé (dual) de la manidre

suivante :

- A chaque cycle de la base choisie, vérifiant % correspond .-
un sommet du graphe associé ; et on ajoute un sommet supplémentaire s

{correspondant & la face infinde).
- A chaque ar@te du graphe initial :

. si elle appartient & deux cycles,correspond une ar&te dans le graphe
assoclé, de méme poids, et qui joint les deux sommets correspondants

aux deux cycles qui la contiennent ;

. si elle appartient A un seul cycle, correspond une ardte de méme
poids qui joint le sommet correspondant i ce cycle au sommet supplé-

mentaire s.

Ainsi il'vy a correspondance bi-univoque entre les ar8tes du graphe
initial et celles du graphe associ&. Minimiser 1'énergie dans le problime
de la frustration, revient domc i résoudre le probléme P sur le graphe
associd oii 1'ensemble T est pris comme l'ensemble des sommets correspon-
dants 4 des cycles frustrés, c'est-&~dire contenant un nombre impair
d'arétes négatives. A toute aréte du couplage optimum correspondra une

ar8te viclée dans le fondamental, En effet :

i) lorsgque 1'cn réalise un couplage dans le graphe asgsocié, on définit

une configuration de spins (en fait 2 configurations conjuguées {Gi}et

{_Gi P . En gBnéral d toute configuration de liaisons violées ne -
correspond pas une configuration de spins (variables non indZpendantes) .

Mais une condition nécessaire et suffisante pour qu'une configuration de
liaisons violées soit admissible (c'est-d-dire corresponde & une configu-

ration de spins) est gue le nombre de liaisons retournantes (pesitives

violées ou négatives satisfaites) de chaque cycle d'une Base de cycles

soit pair. Les liaisons violdes dé&finies par le couplage vérifieat bien

cette condition.




118

ii) L'état de chaque liaison (viol&e ou non) n'est d&fini qu'une fois car

une aréte appartient & deux cycles au plus.

1ii) Le poids du couplage vaut la somme des poids des aré8tes violées et

est bien minimum.

Remarque 1 : Le graphe que lfon construit est le graphe dual et 1'ensemble
des cycles est 1'ensemble des contours des faces {(finies ou infinies). On

retrouve le schéma du couplage des plaquettes frustrées proposé dans (Tou).
Remarque 2 : Le point 1i) est primordial et explique bilen pourquoi 1'al-

gorithme qui consisterait & coupler entre elles les plaquettes frustrées

ne marche pas 3 3d. Dans 1'exemple de la figure ci-contre :

{d

—— - +

L T

L'ar8te (1) appartient d 4 plaquettes et devrait &tre violde comme
appartenant au couplage (1) ofi les plaquettes {a) et (b) sont couplées
et & la fols satisfaite comme n'appartenant pas au couplage (2) de
{c) et (d).

Cette remarque s'appliqu§ a4 tout graphe non planaire , tel
que les modéles de frustration & longue portée (graphe complet). Mais
ceci n'exclut pas la possibilité de trouver, pour une sous-classe de

graphes autres que les graphes planaires un algorithme polynomial.
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IT.3. Résolution du probléme P.

Le problBme lin&aire associé€ au probléme P peut se formuler

ainsi
min I {J | x
el e
@
z , = .
. %o - impair , ¥ x plaquette frustrée
e € wl(x) .
r
b X pair , ¥ " plaquette non frustrée
¥, e
e € wlx)
X, < {o,1}

x, = 0 signifie que 1l'argte est satisfaite, X, = 1 signifie que 1'aréte e
egt violée, et plaquette frustrée signifie cycle &lémentaire ayant un

nombre impair de liaisons négatives,

Suivant la premiére démarche d'Edmonds (Edm(a)), on peut alcrs
construire un graphe complet sur les plaquettes frustrBes, oli les arétes
portent comme poids la longueur d'une plus courte chaine entre les sommets
définissant cette ar&te. Il s'agit alors de trouver un couplage parfait
dans ce graphe {Bie(a)). Mais ultérieurement, Edmonds et Johnsom ont pu
montrar que ce probléme P peut ramener au probléme suivant P'

(Fdm (b))

pour tout 8 € X tel que :

;S-fn\ﬂ impair

dont le probléme dual P'd est
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{ Max Z Yy
s €Qq
Py 4Ey8<|Je:,Ve€E
yﬁ?O s SEQ
ol g = {5 tel que [3N 1T impair}

L'algorithme proposé dans (Bar (b)) maintient une soluticn réalisable x

/
de P ainsi qu'une solution y de P’E vérifiant

x_ >0 = z Yo = | T
¢ /e € w(g) ° e
v, > 0 = L x =1
5 e € w(s) &

L'algorithme de (Bar(b)) modifie x et y juasqu'd ce que y devienne réazli-

sable.

Remarque ! : En pratique, les deux algoritlmes utilisés sont en fait les
deux algorithmes d'Edmonds pasaés de "dual" & "primal", de facon & avoir
toujours une configuration de spins ({(Bie(a))(Bar(b)). Le premier algo-
rittme, er réduisant le réseau un graphe complet des plaquettes frustrées,

perd les détalls du couplage, 3 la différence du deuxiéme algorithme.

Remarque 2 : Un algorithme post-optimal (Bar(b)) permet aussi de trouver
les liaisons qui sont violées dans tous les fondamentaux cu qui ne le
sont dans aucun : ce sont les liaisons rigides, et celles dont 1l'état

(violZe ou non) varie selon les fondamentaux (liaisons non rigides).

Remarque 3 : Les conditions de bord choisies sont particuliBres et bien
adapt@es 4 1'&tude de l'existence d'une paroi magnétique dans un &chan-
tillon {Jij} donné. L'idée initiale serait de représenter le réseau sur le

tore. Mais un tel graphe n'est pas planaire et 1'algorithme d'Zdmonds ne

peut plus 8tre utilisé a priori. Sur um tel graphe ayant n-x 1u sommets,
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gne base de cycle aura, d'aprés la relation d'Euiler,

2
2n2 - n2 + 1= n2 + 1 eycles,on peut prendre comme base les n plaquettes

&lémentaires et le cycle (1,2,..., n) des m sommets de la premigre ligne.

S1i on enléve par exemple ce dernier cycle, l'ensemEle des cycles restant

v&rifie bien la propridté m et 1'on pourra continuer & utiliser l'algo-

rithme d'Edmonds. L'interprétation des résultats se fait alors de la

maniére suivante :

- 5i le cycle enlevé n'est pas violé : on obtient bien une configuration
de spins et on peut paver le plan infini avec la grille obtenue, les

"hords" se raccordent correctement.

- si le cycle enlevé est violé : alors les spims des sites 1 i n sont
"doublement valu&s' (voir figure ci-apras). Selon qu'ils sont vus par
leurs voisins des sites {n+l, n+2, ..., 2n} ou par leurs voisins des

2

. 2 2y
sites {n” - n+l, n° - n+2, ..., n } ils voudront une valeur ou son

opposée. Le pavage du plan se fera donc alternativemeat avec les deux

choix possibles.

M

CO—0—0r

(eI ! ¢l ¢ G el
G |¢C ¢l G TICIG G
G ia ¢l ¢ el el G
¢ | al| ¢ el clé G

Le cycle n'est pas violé Le ecycle est violé (oij(ﬁ) = -Gij(G))
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IT.4. Ligne T = O du diagramme de phases : anti-phasesaldatoireg,

Les, puBlications sur le proﬁléme des verres de spinsg sont trés
nombreuses, voir 1'article de Revue (Ram) autant que les questions tho-
riques, expérimentales ou numériques non encore résolues. La méthode
proposée au paragraphe précédent est la seule, & notre connaissance, qui
permette d'avoir des résultats sur le syst@me & température nulle, T1
est tr@s intéressant de comparer les ré&sultats qu'elle domne avec les
extrapolations T + 0 des autres méthodes {(Monte-Carlo, Matrice de trans-

fert,...).

Cette méthode est adaptée pour l'é€tude des modé&les de frustra-
tiom & 2D et cecl pour toutes les lois P({Jij}).Le caleul de la rigidité
des €tats de base nous contraint i limiter 1'étude pratique au moddle *J.
En effet, pour une distribution P({Jij}) continue, il n'y a que deux
fondamentaux, les nombreuses excitations de tré@s basse é&nergie refléte
alors la d8géndrescence du cas P(Jij) = t+ J, Les résultats de 1'3tude

numérique présenté& danms (Ang(b}) ci-joint se rapportent i

H= o« ¥ 7

..UiU. .
<i,j> T *

ot P(Jij) =x &8(J +Jij) + (1 - %8s —Jij)

x représente la concentration en liaisons négatives (x = 0 : cas pur) .
Sar un réseau carré simple, le diagramme de phase d'un tel systéme,
déterminé par une méthode de renormalisation dans 1'espace direct et
indépendamment par la méthode énoncée précédemment, a &té proposéd dans

(May), Bie(b )y, (Bar(c)).
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Te(x)/T<(0)

Ferro, Pdra.
Xt <¥

0 | A X
0 005 Q1 Q.15

Pour commenter ce diagramme de phase, il convient d'introduire deux types

de lignes de dé&faut :

- les contours d'énergie nulle (Vam) (Bra), faits d'autant de liaisons
violées que de liaisons satisfaites (appelées ausel "ligne de fracture"
(Bar(c)) (May) et "boucle non triviale" (Mor)), correspendant & des

excitations d'2nergie nulle ;

- les parois magnétiques failtes de liaisoms positives viclées ou néga-

tives mon vloléas : elles séparent des domaines d'orientations opposées.
Les trois phases du diagramme sont les suivantes

Phage ferromagndticue I : il n'y a pas de contour d'énergie nulle, ni de
g q P 2 3

paroi traversant l'é&chantillen (percolante). Cette phase est done carac-
térisée par un fond de spins rigides de mZme orientation avec une faible
fraction de spins orient&s dans la direction oppos€e : l'échantillon est

rigide et l'aimantation macroscopique est nom nulle.
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Phase paramagnétique IT : prolifération des contours d'énergie mulle

dafinissant des amas libres de spins solidaires entre eux : il n'y-a ni

rigidité ni aimantation résultante.

Phase "anti-phase alatoire III : dans cette phase, bien qu'il n'y ait

pas de contour d'énergie nulle percolant, il y a des parois géparant des
domaines macroscopiques d'aimantations opposées : il vy a rigidité, mais

pas d'aimantation résultante.

L'existence de cette troisiéme phase n'est pas admise par
tous les auteurs (Mor). Notons qu'elle n'apparalt qu'Z des températures
si basses qu'elle est difficile 4 mettre en Evidence avec des techniques
telles que la simulation ou les matrices de transfert, Par contre, la
méthode du couplage est particuli&rement bilen adaptée & 1'&tude de cette

région et en particulier pour :

- trouver les contours d'énergie nmulle : par l'utilisation de la méthode

post-optimale ;

- trouver les parois magnétigues : choix libre par l'aiporithme des

conditions de boxrds.

Les résultats numdriques, voir l'article joint (Ang(b)), ont
confirmd 1'existence d'anti-phase al8atoire. Toutefois, si L'utilisaticn
d'un CRAYI pendant plusieurs heures nous a permis d'étudier une famille
d'échantillons (20) de 50 x 50 spins, les deux objections suivantes

peuvent &tre failtes :

~ une taille beaucoup plus grande (? x ?) montrerait peut-8tre que les
lignes de fractures encerclent les parois magnétiques, auquel cas la

phase AFA serait en effet de taille finie ;

- la taille &tudide : 50 x 50 n'est pas assez grande peur justifier

1'absence de moyenne sur le désordre (différentes réalisatioms des Jij}.

Fn conclusion, les résultats numériques obtenus constituent

de sérieuses indications qu'il existe & 2D une phase anti-phase
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aldatoire", sorte de trace & 2D de la phase "yerre de spins'" & 3D, Ce

résultat est confirmé, par des méthodes exactes (Geo), d'analyse de la

topologie du diagrame de phase (x,T). Cette guestion est toujours

contreversée aujourd'hui, ef elle n'a pas encore de riponse tranchée.
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III - LE MODELE DU CHAMP ALEATQIRE

T11.l. Le modéle.

Un chapitre complet (chap.III) porte sur l'étude des résultats
que 1l'on a obtenus pour ce mod&le, utilisant en partie la méthode exposée
dans cette gection. L'objet des sections suivantes est 1'étude de la
complexité de ce mod&le. Rappelons trés brivement qu'il s'agit de spins
d'Ising {Oi} couplés avec I = J uniforme et soumis d un champ alZa-—

toire externe ihi} :

H=- % Jo,o. ~L h,o, R g, =121 ,J3>0
.k i7] , i“i
<i,j> i
Les hi sont indépendants et de mEme loi. Le désordre sst ici représenté
par les hi. L'exemple ci-dessous prouve qu'il y a dans ce syst8me une
compétition entre 1l'interaction d4'échange Jij et les champs hi vus par

les spins,

Le spin du site 3 devra satisfaire L1 et L2 et vicler h,, ou satisfaire

h., et vipoler L

3 1 et L2'
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Ii1,2. La recherche des &tats de base.

Le proBléme de la recherche du fondamental du mod&le du para-
graphe précident peut Ztre transformé en un probliZme classique d'optimi-
sation combinatoire : la recherche d'une coupe minimum (Ang(a)), (Bar(d)),
ce dernier probléme &tant soluble par un algorithme puissant dd &

Ford et Fulkerson (F & ¥). Donc le probliZme de la recherche d'un état de

base est en principe un probléme facile.

Un graphe G = (V,E) est un couple oii V est un ensemble
1'ensemble des sommets et E est une partie de V x V, c'est 1'ensembie des
arcs 2 = (x,y), x est 1l'extrémité initiale, y est 1'extrémité finale,
8i 1l'arc (x,y) n'est pas orient&, c'est une aréte notde {x,y} . Une
arte {x,y} est équivalente & 2 arcs (x,y) et (y,x) (dans notre cas,

nous aurons principalsment & considérer des ar8tes).

+ -
Soit A CV ; w (A} (resp. w (A)) est l'ensemble des arcg ayant
leur extrémité initiale (resp. f£inale) dans A st leur extrémité finale

(resp. initialej dans V-4 .

Une coupe séparant ?2 sommets distincts a et b est un ensemble

d'arcs de la forme w+(A) oli a ©A et b &A.

+ A
On définit une fonctiom C de E dans R, C(e) est la capacité
de l'aréte e, On appelle capacité C de la coupe la somme des capacités

de seg arcs

+ .
Clw (&) = o e v
e €w (A)
Quant aux spins, ils sont sur les sites d'un réseau. Ces sites sont reliés
par des liaisons, chaque site porte aussi un champ local zléatoire, mais

fixe.
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ITI.2.b. Transformation du probléme de la recherche du fondamental :

Au réseau de spins, nous allons agsocier un graphe de la

maniére suivante :
- & chaque site du r&seau est gssocié un sommet du graphe ;

- & chaque liaison du réseau est assocife une ar8te du graphe ayant pour

capacité la valeur de la liaigom ;

- on adjoint un premier sommet supplémentaire, noté s, correspondant &
un premier "'super-spin' fictif ; ce premier sommet est relid 3 tous les
sommets correspondant 4 des sites portant un champ négatif. la capacité

de 1'ar8te est la valeur absolue du champ local dudit site H

- on adjoint un second sommet supplémentaire, not& p, correspondant 2

un deuxiéme "super-spin’ fictif ; ce deuxiZme sommet est relid i tous

les sommets correspondant 3 des sites portant un champ positif.

Remgrque:une aréte qui relie deux sommets s; et 8y est &quivalente & deux
arcs (Sq, SZ) et (52, Sl) . On ne considére dans ce probléme que des

arstes.
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Soit maintenant une configuration quelconque I' de spins :
c'est une partltlon de l’ensemble des gites en deux ensembles Det U, o
D est L'engemble des 51tes portant un spin'down"et U l'ensemble deg sites
portant un spin''up’ A cette partition de 1' ensemble des sping correspond
une partition de l'ensemble des sommets en 2 ensembles S et P oll S est
1'ensemble des sommets associds aux sites de D plus le sommet s, et ol
P est 1l'ensemble des sommets associ&s aux sites U plus le sommet p. On
définit donc sur le graphe une coupe Yy séparant s de p. Si on appelle

E(T) l'énergie de la configuration I' et v la coupe assocciée alors !

() = - 5+ 20(y)
oll Ef= % in |+ 1§ I,
1 .Y 1]

i ij

En effet
1) Soit une liaison assocife 3 une ar@te de la coupe :

- ou bien elle relie s 3 un sommet de U différent de p ce qui correspond
i un spin up sur un site ol le champ est négatif : le champ est violé
et sa contribution & 1'énergie vaut - h,, c'est-d~-dire la capacité

de 1'aréte ;

- ou bien elle relie un sommet de D différent de s & p, ce qui correspond
i un spin down sur un site oll le champ est positif : le champ est violé
et sa contribution & 1'énergie vaut +hi, ¢'est-d-dire la capacité de

1laréte 3

~ ou bien elle relie un sommet de D différent de s 4 un sommet de U
différent de p ce qui correspond & une liaison ferromagnétique entre
un spin up et un spin down : la liaiscn est viol&e et sa contribution

& 1l'énergie vaut Jij’ c'est-i-dire la capacitd de l'ar8te,

Dang tous les cas la liaison ou le champ associ est violé et sa contribu-

tion & 1l'&nergie vaut la capacité de l'aréte, .
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2) Soit une ar&te hors coupe :

- ou bien elle relie deux sommets de D ce qui correspond soit & une liai-
son ferromagnétique entre deux spins down, soit 3 um champ local négatif
appliqué & un spin down. Il n'y a pas de violation et la contribution i

1'énergie vaut la capacité de 1'arBte ;

- ou bien elle relie deux sommets de U, ce qui correspond soit i une
liaisen ferromagnétique entre deux spins up, soit i un champ local
positif appliqué 4 un spin up. Dans tous les cas, la liaison ou le
champ n'est pas vioclé et la contribution a 1'énergie vauti~ la capacité

de 1'ar8te. On en d&duit aisBment :
E=-% + 2C(Y)

La recherche du fondamental revient donc 3 la recherche d"une

coupe minimim séparant s de p. Tous les spins sur un site associd 5 un

sommet de § seront down, tous les autres seront up. Remarquons que si
1'on &numére toutes les coupes minimums on Enumdre ainsi tous les fonda-

mentaux.

ITT.3. Recherche d'une coupe minimum,

Il s'agit d'un probléme trés classique en Optimisation Combina-
toire. La méthode consiste & transformer ce probléme de recherche de coupe
minimum en un probléme de flot maximum .Ce dernier probléme étant solu-
ble par un algorithme efficace (F & F). Ainsi le problémé initial de la
recherche du fondamental est d'abord transformd em un probléme de recher-
che de coupe minimum, qui lui-méme est transformé& en un probléme de

flot maximum.

Probléme du flot maximum :

1} Etant donn un graphe dont les arcs sont numérotds de

1 @ m, on appelle flot sur ce graphe un vecteur ¢ = (¢1,...,¢m) s R

vérifiant
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L p, = z + e, . ¥x &€V
P€w(x) - i€uw ®

Cette 8galité traduit une conservation du flux & chaque sommet {loi de

Kirch'hoff) ; on interpridte v, comme le flux sur 1'arc i.

2) 81 chaque arc i porte une capacilté ¢, on dit que le flot

est compatible avec ces capacit@s si

PN

0<y, Se, , 1 <i<sn
i i
3) Etant donné un graphe dont les arcs portent des capacités,
le probléme du flot maximum consiste & trouver un flot compatible qudi

maximise la valeur du flot sur un arc donné.

Remarque 1 : Ce probléme peut 8tre défini de manidre plus générale en
imposant des valeurs minimum du fiot sur chague arc. Ce n'est pas utile
iei.

Remarque 2 : Si 1'on a un flot compatible ¥ = (Wl,...,w m) avec des
capacités c = (cl,..., cm),(xw = Qx¢l,...;xwm) sera aussi un flot : il
sera compatible avec dc = (acl,..., ucm). Supposons que ¢, cq,

P i m, e, = pi/qi, en choisissant © = ppcm (qi) on se ramé&ne i des
capacités enti@res. On supposera dorénavant que 1'on est toujours dans

ce cas, c'est-&-dire que les capacltés sont entidrass.

Reprencns le probléme de la coupe minimum s@parant s de p,

ajoutons au graphe un arc fictif (p,s) de capacitéd infinie :

Théoréme (F & ¥) : La valeur du flct maximum sur l'arc (p,s) est égale

i la valeur de la coupe minimum séparant s de p.
Preuve !

a) Soit un flot quelcongue de valeur £ et une coupe quelconque de
valeur C, c'est-d-dire ume partition de l'ensemble des sommets en
S D s et PDp. Tout le flot quittant s pour p devra passer de 5 a P

done emprunter les arcs de la coupe,donc £ < (¢, Tout flot est inférieur
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ou &gal 3 toute coupe.

b) La suite de la démonstration est constructive et donne aussi 1l'algo-
rithme de recherche du flot. Partons d'un flot compatible, par exemple

le flot nul, et définissons la r8gle de marquage suivante :
- s est toujours marquable ;

- y ©V est marquable s'il existe x € V dé1d merqué et un arc {x,v)

telle que v{(x,y) < clx,y) ;

- v €V est marquable s'il existe x € V d&ja marqué et umarc (y,x)

telle que 0 < ¢ (y,x).
L'algorlthme est le suilvant :
1. Marquer s.
2. Marquer tous les sommets marquables.
3. 5i p n'est pas marqué : terminer.

4. 81 p est marqué: om a trouvd un chemin de s & p ne passant que par
des sommets marqués, donc n'empruntant que des arcs non saturds dans
le sens positif ou des arcs i flots non nuls dans le sens négatif.
Modifier les flots sur ce chemin de manidre 4 le saturer. Retournar

g l.

A chaque pas de 1'algorithme, le flot augmente (en restant
compatible), il s'arr@tera donc forcément. Scit 5 1'ensemble des sommets
marqués en 3 et P l'epsemble des sommets non mérqués. nas€g, pEP
SUP=Vet3sNPpP=29, on définit done une coupe sur G. Tous les arcs
qui sortent de 5 sont saturés, tous ceux qui y entrent portent un flot
nul. Done le flot sur l'are (p,s), c¢’est~d-dire qui va de s 3 p est
Sgal & la somme des capacités des arcs de § vers P, qui est la capacitéd
de la coupe ! on a trouvé ume coupe et un flot égal, ils sont donec opti-

maux tous les deux (cf § a.). c.q.F.d.



133

Remarque 1 : Le probléme du flot maximum peut Stre considéré comme un
probléme de programmation linfaire et le probléme de la coupe minimum

est alors son dual.

Remarque 2 : Les graphes que nous considérons sont toujours trég parti-
culiers : chaque sommet est reliéd soit & la source, soit au puits. Donc
le flot final sera long (au sens du nombre de pas de l'algorithme) &
trouver, presque chaque arc portant du flot dans la solution optimzle,
I1 sera alors nécessaire, mais facile, de partir d'un flot initial nom

nul.

Remarque 3 : Un flot compatible pour un graphe G et ses capacités {ci}
reste compatible pour le mEme graphe G et des capacités {c'i} telles que
cy S;C!i’ 1 €1 %m. Cette remarque est d'un grand intér&t pratique,
puisque nous serons amenés 3 &tudier le comportement d'un systdme lorsque
1'on augmente H (en fait e - ﬁ'j? JY. Ainsi on constituera des

familles : aprés avoilr trouvé le flot optimal sur un graphe G, on
augmentera de maniBre ad-hoc les capacités des arcs correspondant & des
champs et on prendra comme flot initial du nouveau probléme le flot final

de l'ancien.

III.4. Etude de la rigidité.

Le réseau de départ est donc transformé en un graphe
¢ = {V,E} et une fonction ¢ de E dans IB%. Une aréte e de E est soit
igssue d'une liaison J (int&grale d'échange entre deux spins) dans ce
cas c(e) = J, soit d'un champ local hi, dans ce cas_c(e) = 1hi[.11 est
possible par un calcul simple de déterminer si une ar@te est dans toutes
les coupes, si elle n'est dans aucune coupe ou sl elle appartient 3
certaines coupes optimales sans appartenir aux autres. On va donc pouvelr

déterminer

- des spins rigides : ce sont des spins dans le m@me &tat dans tous les
fondamentaux. En effet, si on montre qu'une ar8te assocife & un champ
local est dans toutes (resp. aucune) coupes, alors on en déduira que
le spin correspondant n'est jamais {resp. toujours) aligné sur le

champ local qu'il voit.
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~ des liaisons rigides : ce sont des liaisons dans le méme &tat {(violdes

ou satisfailtes)dans tous lea fondamentaux. En effet, de méme si une

ar8te assocife Z une liaison n'est dans aucune (resp. toutes les)

coupe(s)

alors la liafson correspondante (ne) sera jamais (resp.

toujours) vioclée,

TII.4.2. Etude_en termes de théorie des graphes :

Soit les notations

Probléme P :

Etant donné un graphe ¢ = {V,E} et une fonction ¢ : E +]R+
définissant des capacits, trouver une coupe minimum de G
séparant s et p (sommet source et sommet puits) . On note v
la valeur de cette coupe {(c'est aussi la valeur du flot

maximum entre p et s).

Probléme Pla,s) :

2 £ PIPUSIE
Pour le m@me graphe G et pour la fonction ca:E +R défini

par
€ ‘ £

v # €L , c (e) = cle) ; ca(a) = c(a) + ¢

trouver une coupe minimum séparant s et p, On notera vx(a,e)

la capacité de cette coupe (¢ € R peut Btre positif ou

négatif),

A CFE est l'ensemble des ar8tes n'appartenant 3 aucune coupe cptimale,

°

T C E est 1'ensemble des ar8tes appartenant & toutes les coupes optimales.

C < E est l'ensemble complémentaire de AUT. On a donc AUTUC = E

(AUT) NC=1¢ . On définit de plus,K &tant une coupe :

C(R) = I cle) etCHR) = 3 <o)
e &K a a€g ¢
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Il est &vident que l'on a les 4 propridtés suivantes :

¥ K c;lgl(x) <ok < C;IEICK)‘ [ p1l
via,-le[) € v© < v (a,+|e|) [P2)

aEK = stkK) = C;iEI(K) = G(K) [ 23]

a €K = c;|€|(1<}'+\e|= cilEI(K)-{e[ =c(xy [p4l

Théordme (Ang(a))} : avec les notations précédentes, et en posant :
.o = min {cxy - v}
{K/c(r) # v}
On a : i
1Yy ¥ ¢ >0 , a€T * v (a,+£)

2°) ¥e0<e<a a€4a @ v = vx(a,—s)

Preuve : Démontrons la contraposée de 1°) plutdt que 1°)

* - vﬁ(a,+e) > a ET .

a) Supposons Ve o= v?a,+€) et soit K/C;(K) = vx(a,+€). a ne peut appartenir
i K sinon oan aurait C(X) = C;e(K) - ¢ [P4 ] d'ot 1'on déduirait

v'o< vx(a,+E) contraire & 1'hypoth&se. On a donc une coupe optimale K

de P(a,+£) & laguelle a n'appartient pas. Mais C(X) = Cz(K) [ P3 ]done

K est aussi optimale pour P, ainsi a ¥ T.

b) 81 a & T, il existe une coupe K telle que a ¥ X et C(K) = vﬁ, donc
ng(K) = C(R) = v~ (d'aprés{P3] ce qui rapproché de [P1] et [P2] conduit

. =
a vx(a,+€) = v

Démontrons maintenant 2°)
c) Si vx(a,~E) = ¢, Raisonnons par 1'absurde et supposons au'il existe K telle
que a €K et C(K) = v, Op aurait (d'aprés [PA})C;E(K} = CK) -eg=v -¢&

€

Z * 3 # .
or vx(a,—e)‘g Ca (X),donc v (a,—-g) v =£<v en contradiction avec

1'hypoth&se. Donc ¥ K/C(K) = v = g €K et finalement a € A.
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d) si a € A. Soit K une coupe, il y a deux possibilités
. K est minimale pour P,dans ce cas a & X donc

C;E (K) = v {(d'apras [P3}])

v + o par définition de o d'oii

X

. K n'est pas minimale donc C(EK} =
C;E R) Z CR)-e2 vivg -¢ =2y (car € €a) et donc C;E(K) =,

-c = % , .
Done, pour toute coupek , C (K) > v, donc v {a,-€) & v qui rapproché

de{P2]donne v"(a,~€) = v*. Le théordme est ainsi démontré,
Cons&quence 1 : S1 une ardte n'est pas saturde dans un flot optimal,
elle n'est dans aucune coupe.Il suffit d'appliquer le théoréme avec

£ = -f{a) + cla) olt f(a) est le flot sur 1l'ardte a.

Conséquence 2 : Comment décider si une ar8te est rigide ? Apré&s avoir

trouvé un flok maximum du probléme P et donc une coupe minimum, on

décide de 1'&tat de 1'ar8te a par lea rdgles suivantes
- 81 a n'est pas saturée alors a € A

- 51 a est saturée et est dans la coupe trouvEe, on augmente sa capacitd
de 1 :
< 81 la valeur de l'optimum est la m&me alors a € C ;

si la valeur de l'oPﬁimum est différente alors a € T ;

- si a est saturée et hors de la coupe trouvée, on diminue sa capacitd
de 1 {toutes les capacités J et hi sont choisies entigres) :
. si laivaleur de l'optimum est la méme, alors a A

. 81 la valeur de 1'optimum est différente,alors a € C.

Remarque : On a d&ji not@ qu'une &numération de toutes les coupes &nu-
mérait tous les fondamentaux,cependant en énumérant tous les flots
maximums, on n'é&numére pas toutes les coupes optimales ni donc tous
les fondamentauz. Notre algorithme ne peut dome trouver tous les
fondamentaux . Cependant la méthode présentée ci-dessus détermine des

propriétés communes 3 absolument tous les fondamentaux !



137

IIT.4.b. Application asu champ aléatoire :

Le nombre o du paragraphe préc&dent a une interprétation trés
simple ! c'est la différence d'&nergie entre le premier &tat excité et
le fondamental. Cependant enrn se limitant au cas J/hi €Q (ce qui est
une contrainte obligatoire en utilisant un ordinateur !), on peut

prendre J et hi entiers . Oacholsira alors € = 1, et aprés avoir trouvé

un fondamental, on appliquera pour toutes les liaisons et tous les champs

locaux, les régles suivantes. Si une liaison est assocife 3 une ar8te

~ appartenant & (: cette liaison est non rigide

-~ appartenant 4 A : cette liaison est toujours satisfaite

.
==t

- appartenant : cette liaison est toujours violée.
Si un champ local est asgoci@ 3 une ardte

- appartenant 4 C: le spin correspondant est parfois up, parfois down

- appartenant & A : le spin correspondant est aligné sur le champ qu'il

voit

- appartenant & T ; le spin correspondant est & l'inverse du champ

- qu'il voit.
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Auw réseau de spins suivant :

liaison 1
J1=1

h,=10 [Spin I

liaison 4
J4=1

liaikon 5

On associe le graphe suivant :

Seul le site (1) est marqué. Il sera dome le seul spin valant R LN

J5 =10
Spin 3
h,=2
C7=
2

les spins (2) (3) et (&) wvalant "+1".

liaison 2

J,=1

2

Spin 4

liaison 3

J,=1

3
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. f .
Un flot optimal figure sous la forme 3. 1a coupe correspondante

cst constitude des arBtes 1, 4 et 8. Les ar@wes 9, 5 et 6 ne sont pas
saturées : 19,5,6} € A3,'donc le spin (1) est toujours down et le spin (3

toujours up et les spins (2) et (4) toujours paralléles.

les arétes 1, 2, 3, 4, 7 et 8 sont saturées. En augmentant la
capacité-de 1'ardte 1 jusqu'd la valeur 2, le flot optimum reste a2,
done 1 € C. Finalement les spins (2) et (4) peuvent 8tre tous les

deux up ou tous les deux down.

III.5, Extension au modéle de Potts

On peut &tendre le mod&le &tudi& ici au cas ci les spins sont
des variables & q &tats (modéle de Potﬁs) {Bax) .L 'hamiltonien considéré

sera

H=- =z J(q(ﬁG o

- 1) - Z H{qS -1
<i,i> i3 i

£.,0,
1 1

ol Gi €{1,2,...,qr .. Le désordre est introduit icipar les £y indépen-
L

dants tals que P(Ei = k) ='a3 1 <k<= ¢, 8igq= 2, on retrouve le

mod&le précédent. Pour trouver les fondamentaux d'un tel systéme, il

convient d'introduire les g-coupes

Etant domné un graphe G = {X,E} dont les ar@tes portent des
poids Je et ¢ sommets S8y, ..., Sq on appelle g-coupe séparant S1»> Sgsee
et Sq une partition des sommets en ¢ sous-ensembles Sl,'..., Sq deux 3
deux disjoints et tels que s, = 8. | i < g idgle poids d'une g-coupe
gera la somme des poids des arZtes ayant leurs extrémités dans des sous-

ensembles différents.

Nous pouvons maintenant utiliser la méme construction que pour
le cas précédent. A partir du réseau de spins, on construit un graphe
en adjoignant ¢ sommets S., ..., Sq. Chagque Si est relié par une aréte
de polds H a tous les sommets affectés de €, 3 les autres arétes portent

un peids J. A toute configuration de spins d'énergie E, il correspond
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une q-coupe séparant S1» 855 ... €L Sq de valeur ¢ avec

E= (g~1) (mJ + nH) + qb

'}

nombre d'argtes

nombre de sommets.
Ta recherche d'une configuration d'énergie minimum se raméne

donc 3 la recherche d'une g~coupe de polds minimum. La complexitd de ce

dernier probléme n'est pas connue.

IIT.6. Antiferromagnétique sous champs aléatcires.

Le mod&le précédent peut auassi &tre envisagé avec
Jij <0 c'est un antiferromagnétique sous champ. Trouver un fondamental
revient alors & trouver une configuration d'énergie maximum du cas
ferromagnétique, en inversant le signe de tous les hi {ang(a)). On peut
discuter la complexitd du probléme de 1'&tat d'énergie maximum (pour un

ferromagnétique) domc d'une coupe maximum.
Montrons pour cela lg proposition Pl suivante :

Proposition Pl : Le probléme d'une q-coupe de poids maximum séparant

q sommets donnés est de méme complexitd que le probléme d'une g-coupe

maximum. En effet, on utilise 2 transformations :

a) transformation du problime d'une q-ccupe maximum en une g-coupe maximum
séparant q sommets dcands : on cherche le maximum des C% (v N coupes

séparant chacun des g-uplets sommet s ;

b) transformation du problime d'une g-coupe maximem sdparant q sommets

En une g-coupe maximum : on adjoint des arftes de poids & Je +1
e & F

entre les q sommets S (Je = polds de 1l'ar8te e ; la somme porte sur

i
toutes les ar8tes).
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IfI.6.a. Cag g = 2 : mod@le d'Ising

Le probléme de la recherche d'une coupe maximum séparant
P P P

2 sommets est NP-complet.

Pour démontrer ceci, on utilise la proposition Pl du paragraphe

précédent et on se ram@ne au probléme MAX-CUT (ND 16) page 210 de (Gar).

III.6.b% Cas ¢ > 2 ! modEle de Potts
Le probléme de ia recherche d'une g-coupe {q > 2) séparant

q sommets est NP-complet.

En effet, on utilise encore la proposition Pl et on se raméne
au ptobléme d'une g-coupe maximum. Le probl&me de la gq-coloriabilicé
d'un graphe (GT4) page 191 de (Gar) se transforme alors en un prokbléme
de la recherche d'une g-coupe maximum de la manidre suivante. On
affecte 3 chaque ar@te un poids 1 et on cherche une coupe de cardinalité
maximum. Celle-ci vaut |E| = n si et seulement si le graphe est q-

coloriable,

On peut alots résumer ce paragraphe par le tableau suivant :

Etat fondamental Etat le plus excité
gq-coupe séparante minimum gq-coupe séparante maximum
q=2 Polynomial _ NP-complet

q > 2 ? NP-complet
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IV - CONCLUSION

Les deux exemples des paragraphes II et IIT montrent que l'apport
pratiquede 1'optimisation combinatoire au physicien est indé&niable, Une
" fois la r8alisation du désordre choisie, 1'optimisation combinatoire
fournit un outil puissant d'&tude. Notons que 1'aspect "&chantillonnage”
de la simulation n'est pas complEtement abandonné puisque seules les
r8alisations les plus probables du désordre sont 8tudiées, on peut parler

de "simulation exacte'.

Mais de plus, la question posée dans 1'introducticn concernant
une relation possible entre une transition de phase i une température
non nulle et la complexité du problZme d'optimisation associd peut

maintenant 2tre examinZe avec l'aide des paragraphes précédents :

i) Au mod&le des verres de spins & 2D, comme au mod&le du champ aléatoire

d 2D, tous deux réputds avoir une tempdrature de transition de phage TC

nulle, est associé un probléme d'optimisation polynomial.

ii) Au mod&le des verres de spins i 3D dont la température ecritique Tc
est strictement positive (comme il est communément admis) est associd un

probléme d'optimisation NP-complet.
Mais

1ii) Auv mod&le du champ al&atoire & 3D {ou plus) dont le'Tc est fini,

est associf un problime polynomial.

iv) Le cas de deux plans couplés, ol les interactions sont aléatoires
(en verres de spins en dimension 2 + £) est un exemple d'un systéme qui
n'a pas de transition 3 une température finie, mais dont le probléme

d'optimisation associd est NP-complet.

Cette discussion peut &tre résumée dans le tableau suivant,

prouvant que L'existence d'une température de transition de phase non
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nulle pour un systéme de mécanique statistique avec interactions en

compétition. n'est pas 1i€ & la complexité du probléme d'optimisation

associf gqu'est la recherche des &tats d'énergie minimum.

Probléme d'optimisa-
tion polynomial

Verre de spimns ou
modéle du champ
aléatoire & 2D

Modéle du champ
aléatoire & 3D

Prebléme d'optimisa-~
tion WP-complet

Verre de spins
en 2+£ dimensions
(voir texte)

Verre de spins
& 3D
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Numerical calculations of a ground state and the dgidity have been made
for samples of 50 x 50 Ising spins interacting via £/ bonds on a square
lattice using Edmond’s algorithim, a method well established in optimization
theory. For some value of the concentration (0.1 < x < 0.2} of anti-
ferromagnetic bonids (— /), an ordered (rigid) state occurs with zero
magnetization due to magnetic wall separating domains of opposite

spins. This new phase, here named a random antiphase state, could be an
intermediate phase between ferromagnetism and paramagnetizsm.

1. INTRODUCTION

IN THE £/ MODEL, the ferromagnetic (+ /) and anti-
ferromagnetic (—J) bonds are distributed at random

on a square lattice of [sing spins. By increasing the con-
centration x of antiferromagnetic bonds from 0 to 0.5
at very low temperatures, the ferromagnetism disappears
and a dislocated phase appears which resembles a super-
paramagnet. This property is well established, but there
has been some controversy as to whether a random
antiphase occurs between the ferromagastic phase and
superparamagnetic at T= 0 K. This postulated phase
has been suggested [, 2] from the observation of a
serfes of exact ground szates axhibiting both rigidity
and a magnetic wall at intermediate concentrations
0.1<x <015,

On the other hand. Morgenstern {3} has obtained
the correlation function {SpSg)* at the temperature
T =0.1J by exact calculation based on the transfer-
matrix method: this function does pot show a change
" in its form as x increased through the intermediate
concentration. The author is thus not in favour of the
existence of a random antiphase. [t is useful to use
the concept of defect lines to analyse this problem,

In fact two types of defect lines are present here! the
first type is known variously as a “contour of zero
energy” [4], a “fracture iine™ [1, 2] or a “non trivial
loop” [3] made up of equal numbers of violated and
non-violated bonds, such that the energy is invariant

on reversing ail the spins in the ciuster surrounded

by the contour. The second type of line has been called
a “magnetic wall” [1, 2] and is made up of non-violated
negative bonds and violated positive bonds which
separate two domains of oppositely directed spins in a
rigid configuration of spins (with the same orientation
for all the ground states). Therefore the random anti-
phase state will exist only if the magnetic walls surround
the fracture lines. This is in contrast to the conciusion of

[3]. 1t seemed clear to us that further numerical studies
on larger samples were necessary. Morsover, the study
of the interface energy {51 at T=0X on strips of
width up to 9 spins is rather imprecise in this inter-
mediate range of concentration and further investi-
gations on large samples using this technique would
be required to improve the accuracy. In this paper,

we report new simulations on samples 50 X 50 which
exhibit random antiphase at x = 0.103 and x = 0.176.
As far as we know they are the biggest samples for
which ground states and rigidity have been calcuiated.

2. CHINESE POSTMAN PROBLEM AND THE
EDMONDS'S ALGORITHM

The problem of the ground state in the £/ model
is formulated as an optimization problem: the minimum
length of the strings between plaquettes corresponds
to the ground state. This problem is then mapped into
the problem of the Chinese postman, i.e, achievement
of the minimum round (= minimum energy) of a
postman delivering the mail along a set of streets con-
necting cross-roads: When odd cross-roads {frustrated
plaguettes) are present, the minimum round must use
repeated streets (strings) between odd nodes.

The polynomial algorithm of Edmonds s then used
to sclve the ground state problem. This algorithm is
described elsewhere [1, 2] and only two aspects are
emphasized here: firstly, not only one particular exact
ground state can be generated by this algorithm: but the
rigidity of alf the ground states is cbtained {a ziven
rigid bond is either always violated or always non-
violated in all the ground states). Let us recall that the
accepted estimate of the residual entropy per spin in
the £/ model [6] is 0.075 kp; the number of equivaient
ground states of a sample of 2500 spins is about 10%°
atx = 0.5 {1), which is indeed beyond any enumerative
algorithm, Secondly, periodic or antiperiodic boundary

785
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Fig. 1. The sample contains S0 x 50 spins; full circles represent the up spins and open circles the down spins. The
concentration of antiferromagnetic bonds is 0.1036. Rigid bonds (i.e. with same state in all the ground states) are
represented by straight segments while non-rigid bonds are omitted, The whole sample is tigid and therefore ordered,
because the rigid bonds constitute a large percolating cluster. Periodic boundary couditions are applied on the
vertical edges of the sample whereas the horizontal edges are submitted to the antiperiodic conditions. The magnetic
wall separates the domain of up spins from the"domain of down spins. It cuts the rigid bonds (straight lines) as well

as non-rigid bonds (dashed lines) where the path is not uniquely defined.

conditions can be chosen by the algorithm for 5000 bonds and 2500 spins, The characteristics of the
optimality, This additional degree of freedom for the 11 samples are reported in Table 1.

samiple is important since it reveals presence of a mag- Several remarks can be made about these data: first
netic wall. the snergy of the ground states are systematically

inferior by about 2% to the previous restlts on smaller
1 NUME samples [7]. Although no sample averaging has been
3N RICAL RESULTS done, we believe that this difference is significant, This
A single family of samples, with varying concen- property can be understood in terms of the pressure
trations x of negative bonds has been generated on the {(—0Fs/dL*, L* = number of-spins) arising from the
CRAY-ONE computer. The size 50 x 50 corresponds to matching of frustrated plaquettes in restricted geomerry.
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Fig. 2. This figure shows a sample with antiferromagnetic bonds concentration of 0.1258 (cf. Fig. 1). Here the
rigidity is destroyed by a fracture line which crosses the sample horizontally,

In large samples, all the contours of zero energy can
grow up to their naturat size and there is an improve-
ment in the optimum matching. Second, the decrease
of the number of rigid bonds, when x increases is non
monotonic,

From Table 1, it is apparent that no simple relation
exists between the number of rigid bonds and the
percolation of the corresponding cluster. This shows
the strong correlation in the distribution of rigid bonds.
Third, the proper choice of periodic or antiperiodic
boundary conditions is meaningful only for a rigid
sample. The two samples which exhibit antiperiodicity
are identified as random antiphase states [2]. If the

sample had been forced to obey periodic conditions, the
energy would have been higher.

Among the eleven samples, three are filustrated in
Figs. 1,2 and 3. On Fig. 1, the antiphase state of the
sample x = 0.1036 is shown (we present maps of the
rigid bonds). The magnetic wall separates the regions of
up and down. Only a few parts of the boundary
line cross the non-rigid regions of the map (dashed line),
where the path is not uniquely defined. By virtue of
boundary conditions, periodic on vertical edges and anti-
periodic on the horizontal edges, the magnstic wall is
infinite in a repeated zone scheme, it separates the two
domains of oppositely directed spins. When x = 0.1258
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Fig. 3. This figure shows a sample with an antiferromagnetic bond concentration of 0.1766. Here, the antiperiodic

boundary conditions appear on the vertical edges in Fig. |
Fig. 1 crossing a larger region of non-rigid bonds.

the cluster of rigid bonds cannot percolate in ths vertical
direction because of the presence of a fracture line {see
Fig. 2); therefore it is a non-rigid sample and the prob-
lem of defining an antiphase does not exist. The rigidity
recurs at x = 0.1766 and the magnetic wall has a more
tortuous path (see Fig. 3). Subportion of this line
crosses the non-rigid demains on the map.

4. DISCUSSION

The occurence of spontaneous “macroscopic” walls
as in case of the random field model in 2 dimensions has
been found in two sampies of very large size 50 x 50,

. The magnetic wall has a more tortuous path than in

indicating that the ground states are made up of rigid
domains of oppositely directed spins. This is the main
result of this paper and confirms the previous obser-
vations on smaller sized samples 20 x 20, This obser-
vation is rather a presumption than a firmly settled
resulis, since no sarpling average has been performed
for such large latiices. The non observation by other
methods [3] of the random antiphase state arises from
the use of samples of too small a size as well as from the
use of too high a temperature. Moreover the employ-
ment of the correlation function (§,.5," is a less sensi-
tive probe than direct observation of a magnetic wall in
a rigid ground state.
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From the present study the characteristic length &
of the domains is comparable to the size of the sample,
L.e. 50 interspin distances. In fact, & must be x-dependent
diverging at the ferromagnetic critical concentration.
Studies of the dependence on size are currently in
progress in order to obtain the function £(x).

The increase of the tortuous character of the wall as
x is increased from 0.1036 to Q.1766 i3 in agreement
with previous observations by Kirkpatrick (8] on large
samples 80 x 80, the low energy states of which were
generated by a2 Monte Carlo method. However, the
occurrence of the antiphase at both ands of the intear-
mediate range of concentration is puzzling: it differs
from previous determinations of the range of the ran-
dom antiphase state. Further-study seems necessary to
clear up this point. Our results can be generalized to a
continuous distribution of J (as a Gaussian distribution
of non-zero mean value J) for the following reason;
taking advantage of the huge degeneracy of the ground
state, we may calculats the rigidity by thermal averaging
over the low energy excited states of the continuous
J-distribution model. One can then expect a pocket of
random antiphase states near the critical value J, of the
ferromagnetism.

Finally, the exact ground states can be used in quite
different studies {in spin dynamics for example). The list

THE £/ SPIN GLASS MODEL IN TWO DIMENSIONS

of ferromagnetic, antiferromagnetic, violated and rigid
bonds can be sent on request.
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The random field Ising model :
algorithmic complexity and phase transition
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Résumé. — Le modele d'Tsing en champ aléatoire (RFIM) est dtudié du point de vue dela complexité
algorithmique. On montre que le probiéme d'optimisation de la techerche d'un état de base du
modéte ferromagnétique est polynomial (P) en toutes dimensions. Un nouvel algorithme de rigidicé
pour I'étude de la morphologie des états de base est aussi doané, Par opposition, fe probléme associé
au modéle antiferromagnétique est démontré étre NP-complet. L'absence d'une dépendance explicite
de la complexité du RFTM avec la dimensionnalité contraste avec les résultats connus pour le modéle
de frustration des verres de spins. Nos résultats montrent en particulier 'absence d’une COTTESDOI-
dance simple entre les propriétés : NP-complet et existence d'une transition de phase & T_ fini dans
les modéles de mécanique statistique avec des interactions en compétition.

Abstract. — The random field Ising model (RFTM) is investigated from the complexity point of view.
We prove that finding 2 ground state of the ferromagnetic RFIM is a polynomial (P) optimization
problem in any dimension . A new rigidity algorithm for the search of the ground state morphology
is also given. in contrast. the problem associated to the antiferromagnetic RFIM is shown to be an
NP-complete cptimization problem. The absence of any sensivity to o contrasts sharply with the
known results previously obtained for the frustration modei of spin glasses. Our results show, in
pariicular, the absence of a simple one to one correspondence between finite T. phase transition and
"NP-completeness properties in statistical mechanics models with competing interactions.

1. — Recent studies {1-3] of spin-glass models suggest the possibility of some connections between
the computational complexity of the problem of finding a ground state and the existence of a
finite T, phase transition in a given model (e.g. + J {sing modeis). More precisely, it has besn
proved [3, 4] that the spin-glass problem defined as an optimization problem (i.e. find the ground
states) is NP-complete in dimensions larger than 2. Though it is polynomial {1, 21in 2D, it becomes
NP-complete for two coupled planes [3] {i.e. at d = 2 + ¢). Accordingly, it is tempting to link
NP-completeness [3] with the occurrence of a sharp phase transition at finite temperature T,

(*} Permanent address : Laboratoire ARTEMIS, IMAG, B.P. 68, 38402 Saint Martin d’Héres, Grenoble,
France. ’
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in the thermodynamic (large size) limit. Indeed, according to current wisdom 16, 7], it is generally
believed that there is a sharp spin-glass transition for d = 3 and above, and none in ¢ = 2 which
would agree with the preceding suggestion. It doés seem first that NP-completeness is generally
essociated with some sort of ergodicity breaking, leading to non trivia; configuration space
landscapes (valley structure, large number of metastable states, ...). The purpose of this Letter
is to show that such a direct connection between finite T, and NP-completeness is incornplete
and a more refined classification of these NP-complete problems is in order. More precisely,
we shall show that the random feld Ising models (RFIM) provide a simple exampie where
algorithmic compiexity and finite T, phase transition can be compared and understced in simple
terms.

[n section 2, we show that the optimization problem associated with the ferromagnetic RFIM
is a polynomial (P) problem in any dimension and can be selved using a polynomial-time flow
algorithm. As a byproduct of this result, a new rigidity algorithm, outlined in section 3, is given
for the search of ground state morphology. In section 4, the optimization problem associated
with the antiferromagnetic RFIM is shown to be, in generai, an NP-complete probiem in sharp
contrast with the ferromagnetic case. The extension of our results to the g-state Potts model is
cutlined and proposed o shed a new light on the connection between NP-completeness and
finite T, transition in random Systems with competing interactions. In our conclusion we indicare
some new directions for the search of such a connection,

2. Ferromagnetic RFIM.

Let us consider the random field Ising model. defined by the foliowing Hamiltonian
.}€=-ZJ,»ja£aj—Zfzfa,- i

i) i

where { o, } denote Ising spins (g = = 1) located at the vertices of a given lartice and ¢ J., )

are the interaction constants. The first sum runs over all bonds (if) of the considered lattice

whereas the second runs over all nodes (/). The random magnetic fields { 4, } are taken according

to a given probability distribution P{ A 3). For a given set of random fields. the search for a

ground state of the model can be formulated as the following optimization problem.

Problem P1: minimize the objective function

E=—%Jy000,=Yho, Jy =0
tify i .
subject to g, { — 1,1} for all ¢

[n what follows, we shall show that P1 can be converted into a Min-cut problem and then can
be solved using a poiynomial-time flow algorithm. In order to show this transformation some
notations and basic concepts from graph theary are of some help (for more complete discussion.
we direct the reader to classical textbooks [8]L

A graph G = (V| E) consists of a set of vertices V and asubset E = V x V of pairs of vertices
called arcs and denoted e = (7, ), ie V. /€Y. An undirected arc is called an edge and is denoted
{4/} The edge { i j } is equivalent to the two arcs (i /) and (j, .

For a given subset of vertices A Y, w*{(A) (resp. @ {A)} denotes the set of arcs originating
{resp. terminating) in A and terminating (resp. originating} in V — A,

A cutset is a set of arcs of the form @ (A), A = V. An (g, b)-cutset separating two given ver-
tices a and b of G is a set of arcs of the form w™(A), where ae A and b ¢ A. Such (a. 5)-cutset
can then be « viewed » as a partition of V into A and V — A.withaeAandheV — A,

Suppose that each arc ¢ of G has assigned to it a non negative number C,. cailed capacity of e,
the capacity of a given cuzset is defined by

Clw*{A)) = > C..

ggw " (A)
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To the problem P1. we shall associate the following graph structure G = (V, E). To each node
of the considered lattice is associated a vertex of G. To each bond of the lattice is associated an
edge e and a capacity C, = J, given by the ferromagnetic coupling constant. Two ghost vertices,
denoted 5 and ¢, respectively, are added to the set of vertices, The first new vertex s is connected
to all vertices where the local magnetic field 4, is negative, by new edges each having a capacity
C; =1h | = — h.Similarly, ¢ is connected to each vertex where £, > 0 by new edges of capacity
| A | = A {see Fig. 1). It is clear that any configuration of spins I' can be viewed as a partition
into two disjoint subsets : D, the subset of spins down and 2 the subset of spins up. Let us denote
§ =Du{s}and T =AUy {¢} This construction defines a naturai {s, f)-cutset v, associated
with 7w 8, and it is not difficult to show the following result.

h2
1 Jz
-y hy
Ie I3
—hl‘
@ ®

Fig. |. —{a) A set of 4 Ising spins with the corresponding ferromagnetic interactions J, and the local
magnetic fields A, (4, > 0. (b} The corresponding graph is obtained by adding two ghost vertices s and 1,
and the associated edge capacities.

Proposition [9] : Let £(") be the energy associated with the configuration [ and 7 the cor-
responding (s, £)-cutset. Then

E(T) = — £% +20(5)
where E* = > J,. 4+ ¥ | ;| a constant quantity independent of I

Ui i

According to this result, problem P! reduces 1o the search for an {s. r)-Min-cutset iie. of
minimum capacity) separating the vertices s and ¢. This correspondence is one to one : o each
Min-cutset is associated one ground state of the RFTM and vice-versa. Furthermore, the exhibited
mapping between these two problems holds for any lattice. i.e. independently of the dimensionality
d of the considered lattice, and does not invoive the particular distribution p{{ /1, }) of random
fields.

A classical result in combinatorial optimization [10] shows that the minimum capacity of a
(5, £)-cutset is equal to the maximum valué of a flow ir the considered structure (Max-flow Min-
cut theorem). where an extra arc (4, 5) of capacity C,, = ¢ has been added. However, the Max-
flow problem is known to be a polynomial (P) problem [ 11}, ie, there is an algerithm giving a
Max-flow and then a Min-cut in a polynomial-bounded number of steps, for any real number
capacities. .

In general, for an RFIM on a lattice consisting of L? vertices, the number of steps increases as
L. Considered as a linear programming problem. the Max-flow is the dual to the Min-cut
problem. Such a program has been implemented at ¢ = 2 and 3{L < 128 at d = 2, L < 20at
d = 3) for the investigation of the ground state structure. Further details and numerical results
will be given elsewhere [12).

The above result calls for two comments. First, the problem of finding a ground state for the
ferromagnetic RFIM is poiynomial, whatever the dimensionality d of the lattice. Therefore, the
algorithmic complexity of the associated cptimization problem is not related to the existence
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of a finite T, phase transition {13] : T,=0atd=2and T, # Gatd = 3, Second, this situation
contrasts with the £ J frustration model of spin glasses, where the algorithmic complexity of
the associated optimization probiem is very sensitive to d[1-41, For the sake of clarity, some of the
relevant results are summarized in table I,

Table L. — Algorithmic complexity (P : polynomial, NPC : NP-complete) of the optimization
problems associated to different spin models. Here d = 1 + & refers to two coupled planes.

T, =0 T, #0 N
P d =2 Spin glass Ferromagnetic RFIM
dz3)
NPC d =2+ & Spin glass d = 3 Spin glass

3. Ground state rigidity,

In general, many spin configurations are associated to the ground state energy. In arder to study
the degeneracy of the ground state we introduce the notion of rigid spins and rigid bonds. A spin
is rigid if its value { + 1 or — 1) is the same in all ground states. [t is clear that f the edge of capa-
city C,, associated to the local field h;, belongs to all the {s, /)-Min-cutset, then the corresponding
Spin g is in the opposite direction of its local field h; in all ground states (i.e. 4, o, <.0). Inversely,
if the associated edge does not belong to any (s. t)-Min-cutset, then 4, o, > 0 in all ground states.
Similarly. a lattice edge ¢ (bond) of capacity C, = J, is rigid if it is sither satisfisd or unsarisfied
in all ground states {i.e. ¢ is associated to two solidary spins), It is clear that if ¢ does not belong
to any (s, 1)-Min-cutset, then e is satisfied in all ground states. Inversely, if ¢ belongs to all the
(s, t)-Min-cutset then e is unsatisfied.

In a given sampie : G = (V, E), { Ji;yand { A ) let us denote by T < E the set of edges that
belong to all the (s, /)-Min-cutsets, A = E that of edges not belonging to any {5, -Min-cutset
and C = E — A u T. Using these notations a bond is rigid and always satisfied if the associated
edge ¢ £ A. This bond is rigid and never satisfied if e e T. Finally, this bond is non-rigid if e  C.
Similarly, a spin o, is always in the same resp. inverse) direction of the local field 4, if the associated
edges ¢ € C (resp. e ¢ T). Therefore. the search for the morphology of the ground states reduces
to finding the sets A, T and C. This can be carried out efficiently with a post-optimality procedure
[14]. In the following we outline such a procedure. For this we use the following notation.

Problem P : Given a graph G = (V. E) and a capacity function € : E - ®*. find an (s, )=
Min-cutset separating s (source} and ¢ (sink). v* will be the value of the capacity of such a cutset,

Let 2 € E and ¢ be a positive real aumber.

Problem Py, &) : For the same graph G = (V, E) and the capacity function C* defined by

Ci=C,+¢ and C'=C, for ea

I ¢

find an (5, £)-Min-cutset separating s and 1. v*(a, &) will be the value of the capacity of such a cutset,
Finally, for a given cutset K, let us denote :

CK)= Y C, and CHK) = § C.

eeR eci
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Using the previous notation, one can show, as in reference [2]
Proposition : Given a cutset K, an edge a and ¢ > 0, we have

@ C Gy K) < C(K) < €i(K)
(i) v*la, — &) < v* < v¥a, 8)
(iii) if a¢ K then C %K) = CF{(K) = C(K)
(iv) faeK then C9K) +&=CHK) -z =(K).
This leads to the following theorem :
Theorem : Letd = min { Ky~ *, then
- {KiGIK) =)
(i} forg > 0: aeT ¥ < v*a, &)
(i) for0<e<d: aeAsrv* = Ma — g).

This theorem yields an efficient algorithm for the search of rigidity {12}, the corresponding
algorithm is actually polynomial as expected. Let us notice that the number 4 which appears in
the above theorem has a simple physical meaning : it is nothing else other than the energy gap
between the first excited siate and the ground state energy. Note also that we can limit ourselves
to the cases where { J,; } and { A, } are rational, ie. Ji; and h; are integers and then take e = |
In practice,

4, Antiferrorﬁagnetic RFIM.

Let us now consider the following Potts model [13] :

. = 1 (2)

STy

K== 3% Jifqd,,, - 1) — 2. Higs

i

where?,. is a Potts spin variable, located at vertex / of a given lattice, which can attain q different
values (o, = 1. 2...., ¢). Here J,; = 0 and H, 2 0 have the same meaning as defined previously.
The random field variables ¢ favour the state o, = 2, and have the same probability 1,4 to be
along each one of the ¢ availabie states, It is clear that for ¢ = 2, equation (2) reproduces the
RFIM discussed in the previous sections.

As for the RFT medel. we use the concept of cutset in the investigation of the optimization
problems associated with equation (2). Given a graph G = (V, E) and an integer g = 2, a g-

cutset is a partition of V into ¢ subsets S, S,, ..., Sq(u S, =V,5,n8, = for{ T—éj). A g-

cutset separating ¢ given Vertces s,, 5. ... s, is a g-cutset such that: 5,68, (1 € i g q}:

To the model defined by (2) we asscciate as above a graph structure, by adding g ghost vertices
51y 820 5, Bach s{1 < 7 < g)is connected to the vertices having a local field /, using new edges
of capacity H,. The capacity of the lattice edges (bonds) are w, = J,, as before. Following the
same line of ideas, one can show that there is one to one correspondence between the spin con-
figurations, of energy E and the g-cutsers separating s, s;, ..., s, of capacity @

- E=—(gy—-DE* + g0,
where
E*:ZJiJ+ZHi'

5] i
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In the limiting case g = 2 we recover the RE] model, and we have shown that the corresponding
optimization problem (i.e, min £) is polynomial. For ¢ > 2, the situation is more complicated
and the search for max £ can be carried out using the following resuits. Detailed proof will be
given eisewhere [16).

Proposition 1 : The problem of finding a maximum g-cutset has the same algorithmic com-
plexity as the problem of finding a maximum g-Cutset separating g given vertices,

Proof : Based mainly on two transformations

a} Max g-cutset into Max g-cutset separating g given vertices : add g new vertices
{511 €4 < q), use edges of zero capagcities to connect them to the graph vertices and then
find a Max g-cutset separating the new vertices {s1}

b) Max g-cutset separating q given vertices into a Max g-cutset : for this we add g(g — 1)/2

new edges each of capacity [ + Z w, between the vertices s, (I < / < q).
. ecE

Note that Proposition | holds even in the televant case where the set V ~ T 5}
is partitioned into V, with V, = {aeVi{asicE i 1 <7< gand for any capacities {16].

Proposition 2 : The problem of finding a Max Z-cuset separating two given vertices $y and 5,
is an NP-complete problem.

Proof : Using Proposition 1, we reduce the so-called MAX-CUT problem ((ND 18], p. 210,
Ref 3] which is known to be NP-complete, to our problem,

Proposition 3 : The problem of the Max g-cutset (g > 2) separating g given vertices is NP-
complete, ’

Proof : Using again Proposition 1. we have to find the complexity of the probiem of a Max
q-cutset. The answer is given by the following transformation of the so-called « K-colourability
of a graph » problem ((GT 4], p. 191 of Ref, [3]): to each edge is assigned a capacity + L If &
denotes the value of a Max cutset. then @ = | E[ifand only if the considered graph is colourable
with g colours.

The results of this section are summarized in tabie I1. Two combinatorial optimization problems
are associated with the model defined by equation (2). For ¢ > 2 we have shown that finding the
maximum of £ is equivalent to the search for a Max g-cutset and therefore is an NP-complete
problem. For g = 2 the problem of finding the minimum of E reduces 10 the search for a 2-cutset
separating two given vertices and then a polynomial problem. The case g > 2 which corresponds
to finding a ground state of the g-state Potts mode! remains unsolved. .

Note that all the previous resalts are general and independent of the lattice dimensionality
The result of Proposition 2 has a transparent physical signification, In fact, it is 2asy to see that
forq = 2 the maximum of £ is nothing else than the ground state energy of the antiferromagnetic
RFI model (Eq. {1) with negative J,;'s}). This implies simply that the optimization problem (e
find & ground state) associated with the antiferromagnetic RFIM is an NP-complete problem,
and hence probably intractable [57 in the sense that no algorithm requiring a time bounded by a

Table 1. — Aleorithmic complexity of the probiem of Jinding a Min- or Max-cutset separating
q given vertices,

min £ max E |

P NPC

)
[
3%

g>2 ? NPC
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polynomial of the volume can exactly sotve it. This result is somewhat surprising but probably
related to the fact that the magnetic field is not conjugate to the magnetization in this case, already
in the absence of disorder. This suggests that the ground states morphology is probably more
rich in the antiferromagnetic case than the ferromagnetic one. it is important to notice that in
some special cases the antiferromagnetic RFIM can lead to a polynomial problem. This is actuaily
the case of lattices which can be viewed as bipartite graphs, ie. can be decomposed into two
independent sublattices. In such a case {for instance the square lattice), a simple gauge trans-
formation reduces the actual probiem to that of the ferromagnetic case, even in the presence of
random fields. This particular example does not contradict our general statement holding for
general graph structure.

5. Conclusion.
We conclude with two remarks,

a) It is not difficult to find trivial examples of spin modeis with random interactions, where
the assoctated optimization problem is trivial. This is the case of random ferromagnetic inter-
actions (J;; = 0) : equation (1) with &, = 0 for all i On the other hand, the presence of the frus-
traticn in a planar antiferromagnetic Ising model under a uniform magnetic field (special case
of Proposition 2. see also Ref| [3]) leads to NP-completeness. Therefore. frustration and competing
interactions appear as the first ingredients for drawing the connection between statistical mecha-
nics models and the combinatorial optimization problems. The concepts of dimensionality and
symmetry {i.e. number of components of the spin variables) as weil as the nature of interactions
are ceriainly of basic importance for the search of a possible connection between the two fields.
We believe that the valley structure (large or small number of valleys. dominant valleys, ...)
is the key of the solution, In this respect. it would be very interesting to investigate the nature
of the phase transition of the RFIM. for instance atd 3 : is it a spin-glass like transition (infinity
of thermodynamic equilibrium states. fluctuation from sample to sample, ...) or rather of a more
trivial character ? ‘

&} The recent progress in solving the Travelling Salesman problem {17, 18] tells us the impor-
tance of using statistical mechanics methods (e.g. Monte Carlo simulation) in the investigation
of NP-complete problems. We believe that. more generzlly, the probabilistic analysis of com-
binatorial optimization problems. as outlined in reference [19] will provide a natural framework
for a cross fertilization of statistical mechanics and combinatorial problems and this will call
for further extensions.
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ABSTRACT

The max-cut problem in general is NP-complete. But it has
been shown polynomially solvable in the case of (a,b)~nearly bipartite
graphs, that is for graphs with two vertices a and b, whose deletion
leads to a bipartite graph. We give here polymomial algorithms for
finding 2 maximum (a,b)-separating cut and a maximum (a,b)-joining
cut in such graphs.

We show how they can be applied and understood in statisti-

cal mechanics framework,
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INTRODUCTION

We first give scome definitions, notations and-known results
(the reader is referred.to (5) for general definitions).

Let G = (V,E} be an undirect graph.

Let A be a subset of V. We denote by (2(A) the set of edges

of G having exactly one extremity in A,

A cut K is a set of edges such that there exists A C vV gyeh

- . _
that (a) = K. Let w : E +/7 be a weight function defined on the sdges of

Let FCE,the weight of F is

(R = L w(e)
e EF

The problem of finding & max-cut {(that is a cut of maximum weight)
is known to be N.P. complete (8,12) for gemeral graphs, but it can be solved

in polynomial time in some particular cases (2,3,4,9,10,11,14).

4n {a,b)-nearly bipartite graph is a granh

¢ = (xuyuia,b} , E) such that the delzrion of a,b and the edges

having a or b as extremity leads to a bipartite graph.

F. Barahcna {4) has shown that the max-cut problem is
polynomially selvable for such graphs. More precisely a max-cut of an
(a, by nearly bipartite graph G is the complement of an edge set corres-

pending to a minimum two-commodity cut in a graph‘a associated to G.
But the search of a2 minimum two-commodity cut in a graph is

carried cut through two max-flow algerithms. In this paper, we will show

that each of them corresponds to a subproblem of the max-cut problem in
(a,b)-nearly bipartite graphs.

Let K = Q1(A) be a cut of a graph G. Two vertices 2 and b

of G are said to be separated by K if one is in A and the other in the
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complement of A dencted by _E In that case K is said to be an (a,b)

separating cut. Otherwise a and b are said to be join by ¥ and ¥ ig

an (a,b)-joinins cut,

Here we consider the following two problems
Pl : find a maximum (a,b)-joining cut in an (a2,b)-nearly bipartite graph:
P2 : find a maximum (a,b)-separating cut in an (a,b)-neariy bipartite graph.
We will show that such max-cuts can be explicitely obtained
from ainimum (s,p)-separating cuts in two graphs GJ and GS associated
to the initial graph 6.
But a minimum (spp)-separating cut is easy ro find by a

max-flow from s to p (max-flow,min~cut theorem of Ford and Fulkerson (7)).

1. The preblem Pl

Find a ma¥imum (a,b)~joining cut in an (a,b)-nearly bipartite
graph.
Let 6 = @ JYWa,b} , E) be an (a,b)-nearly tipartite graph,

whose edges are weighted by w : E -*Z". Lat GJ = (V_, E}) be the graph

J!
obtained from G as fcllows

V= XVY U {s,p]

E, = Ux,yby 2 € X, vy €Y, {x,y} € £}
Vils,xt ; x €%, {a,x} €E or {b,x} € E}

Voo {ipyl s vy €1, {2,y €Eor {b,y} € £}

It is clear that there is a oné-to-one correspondince between tha edges

of G and those of Gj and this define obviously a weight function W, on

the edges of GJ.
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Theorem 1 :

Let Kmax be a maxioum {a,b)~joining cut of G and Kmin be a

minimum (s, p)~-separating cut of G; Then we have

WK ) = W(E) - WK )

Proof : Let us define a one-to-cne correspondence of complementarity

" between the (a,b)~joining cuts of G and the (s,p)-separating cuts of GJ

as follows :

To each (a,b)-joining cut ¥ = Q ({a,b} Y a) of G,one associates

a {(s,p)-separating cut 'K of Gy where

K; = Q s}V @EN DU (amy))

It is =aszy te verify that this correspondence is one~tuv—cne and that

W(K} = W{E) - WJ(KJ) Q.E.D.

2. The problem P2

Find a maximum (a,b)-separating cut in an (a,b)-nearly

bipartite graph.
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let G = (X‘L‘Y U{a,b} , E) be an (a,b)~nearly bipartite
graph, whose edges are weighted by w : E *ZZT.

Now let GS = (\g, ES) be the graph obtained from G as
follows

Vo = XYy U {sp}

E ={{x,v};x€x yery, {x,y} € £}
v {{S,K} ; x € X, {a,X} EE}U.{{S:Y} HE EY: {b,}’} € E}

Vo{{p,x} ; x €%, (b, x} €8}V {{p,y}; y & Y, {a,y)C B}

It is clear that there is a one-to-cne correspondence between the
edges of G and those of GS and this defines obviously a weight function
wg on the edges of GS.
Theorem 2
- _ , -
Lat K ax be @ maximum (a,b) separating cut of G and Kmin be

a minizum (s,p)-separating cut of Gg. Then, we have

W(Kmax) = W{E) - WS(Kmin)
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Proof : Let us define a one-to-one correspondence of complementarity
between the (a,b)-separating cuts of G and the (s,p)-separating cuts
of GS as follows :

To each (z,b)-separating cut K = @ ({a} Y 4) of G,one

associatesa {(s,p)-separating cut K, of GS where

]
Rg = 0 ({s} U aNX VYVt

It is easy to verify that this correspondence is one-to-one and

that

W(X)y = W(E) - wS(KS)

3, Statistical mechanics and (g, by-separating cutrs in (&, b)=nearly

bipartite graphs.

A random field Ising model (RFIM) is defimed (1) by

- an undirected graph G ,5),
- an interacticn constant Jij associated to each edge {i,3j},
- a random magnetic field hi associated to each vertex I,
chocsen according to a given probability distribution,
-a two states variable Gi of value +1 or -1 called Ising spin,
associated to each vertex 1.
For a given set c¢f random magretic £ield ihi} the search for a
ground state of the R.F.I. Model can be formulated as the following
optimization prcblem P :

Minimize the objective function

a<{oi}) = <L j..gg, - L h, o,
{1,j} € E i €V

subject to a, € {-1,+l} for all i in V. E({Gi}) is the enerpy of the

configuration of spins{cil
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An antiferromagnetic RFIN is such that all Jij are negative,
We will first show that in that case the problem P can be converted
into a maximum (a,b)—separating cut problem. ‘

Indeed let G' = (V',E') be the following associated graph :

V' = v U{a,b}
E' = {{4,i} ;5 {4,353} €8} U {{s,i} ; 1 & v, b, > 0}
cuw{db,3} 5 5 e, h, < G}

Let w' be the weight function :

if (1,51 SE then w'({i,j}) = = J

'}
o

if {a,i}€E'then w'({a,i}

if {b,3}€E"then w'({b,i})

]
1
o

y
(w'(e'y 20 \f e' € E' results trivially from the definiticn).
It is clear that any configuration [' of spins can be viewed
4s a partition into two disjoint subsets:g) the set of spins down
(&i = =13 andrthhe set of spins up (Ui = +1).
Te such 2 partition, onecan assoclate an (a,b)-separating cut
cf G' defined by K = Q(A) where A = {z} La). Inversely we czn asscciate

a configuration of spins {01} from an (a,b)-separating cut of G (1).

Proposition : let &(I) be the energy of 2 spins configuratioen T,
2nd X be the corresponding (a,b)-separating cut in G'. We have
(M = % -2 ww
. % :
whare £ = = F I, + I i, |
i3 i
{i,5} €= 1€y

According to this result, the problem P reduces to the search

0f a naximum (a.b)-separating cut in G',
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This result is of wain importance, because usuzlly the
lattices considered in statistical lfechanics are square or simple cubics
lattices {see fig. 1), and so are bipartite graphs.

In that cases, we know from § 2. that one can find a ground
state by finding a minimum (s,p)-separating cut in graph Gs' But it

is easy to verify (1) that such a minimum cut corresponds to a ground

state of a ferrcmagnetic RFIM'(all Jij are positive) defined on the
same lattice where the interaction constant associated to the edgs
{1,371} is equal to -Jij and where the random magnetic field on a
vertex x in X is h, and on a vertex y in Y is -h_.

The transformation from G' te G, can be viewed as the trans-

g

positien in combinatorial optimizatien field of the well~imown gauge
transformation {16) which reduces all non frustrated models to the
ferromagnetic model on the same lattice. Indeed an antiferromagnetic

on a bipartite graph is a2 non frustrated medel.

CbNCLUSION
Having an algorithm for finding a max-cut in an (a,’)-nearly
bipartite graph (4), it is not difficult to find
- a maximum {a,o0)-separating cut, by adding a sufficiently large
weighted edge between a and b ;
- a maximum (a2,b)-joining cut, by replacing a and b by a2 single vertex

adjacent to all vertices which were adjacent to a or b .

Nevertheless the method presented here permits to f£ind such
cuts with the use of only one max £low algorithm(instead two). Horeover

the corresponding bipartitions of the vertices are explicitely cbtain.

Note that the algorithms exhibited here have 2 ceomplexity of.

0(}v|%)like the best max-flow algoritims (6,13,15).
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FIGURE CAPTION

Figure 1 : 4 square lattice in 2 dimensions viewed as a bipartite graph.
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APPENDICE A

ALGORITHME POUR LA RECHERCHE DU FONDAMENTAL
DANS LE MODELE DE LA FRUSTRATICN
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L'algorithme que nous présentons ici est l'un des plus
sophistiqué de l'optimisation combinatoire. Nous allons l'exposer sans
donner toutes les justifications. La mise en ceuvre pratique ne sera

pas non plus discut@e (voir (Bal) pour une telle discussion).
Rappelons brifvement que le probléme de la recherche du
fondamental d'un mod&le de verres de spins se raméne & 1'un ou 1'autre

des deux problémes d'optimisation &quivalents suivants :

1)  recherche d'un couplage par des arétes de poids minimum dans un

graphe complet |

ii) recherche d'un couplage par des chaines d'ar@tes de poids minimum

dans un graphe quelcongque ;

La résolution directe de ii) est plus compliquée que celle de i). Cepen—
dant elle permet une &tude de post—optimale (rigidit&) et c'est ells que

nous exposerons ici.

Du point de vue algorithmique, la transformation du probléme
des spins en un probléme de couplage ne présente pas de difficultés. On
suppose donc donnés un graphe G = {V,B} ofi les arétes e portent des
poids @, > 0 et un ensemble ICV de cordinalité& paire. On cherche un
couplage entre les sommets de I par des chalnes d'ar@tes de poids mini-

MUIm.

A. Programmes lipéaires assoclés

On a donné au paragraphe I1.3 le probléme lin€aire associé
et le preobléme dual., L'utilisation <du th&or&me des 8carts complémentaires
nous permet de domner la forme définitive suivante au probléme (les nota-

tions sont celles du chapitre II).
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Trouver X, et Yg» X, et Yg réels, tels que -

=

(1) b xe>1 ;0 WSSV, |s_ﬂI| impair

e Ew (8
(2) xe>O : ¥e&E
{3) T3>0 ; ¥ 6<v, |8$NTI| impair
4 =_»0 = > To=w, ,¥eEE

© e € u(5) ©
(5) Yg >0 = T =1 , ¥ 8 <7,[s N1I| impair
e ©x
a

(6) X ys~<= G, , ¥ e€E

e € w(s)

Les variables x_ sont des variables associfes aux arltes qui valent O

ou | suivant que 1'ardte e appartient ou non au couplage (il y en a |E]).
Les variables Y, sont associfes aux ensembles dits impairs (i.e. ayant
un nombre impair de sommets impairs). Un dénombrement simple montre qu'il
y a 2{V|—1 (si T # @) variable 7, Bien slr parmi les : |E| + 2|V§m1
variables trés peu sont non nulles et c'est ce qui rend 1'algorithme

d!Edmonds posgible.

B. Méthode générale - idée de 1'algorithme

L'idde générale de 1'algorithme est la sulvante. On part
d'une "solution" imitiale (trouvée grice & la procédure décrite en ),
c¢'est—3-dire d'un jeu de variables {xe} et{yg } qui vérifie (1),{5) mais
pas (6). A chaque pas de l'algorithme on améliore la solution courante.
Trds globalement, 1'algorithme peut se décrire ainsi

-

- déds que (6) est vérifige pour tout e & E on s'arréte ;

- 5'il existe e telle que (6) n'est pas vérifige alors on augmente le
cofit réduit o = @ - by Ya jusqu'd le rendre positif ou nul
e e
e € w(s)
afin que (6) soit vérifige pour cette aréte. Cela se fait en changeant
les valeurs primales ({xe}) ou duales ({YS}) en assurant (1)-{5) vraies

et (6) vraie pour les ar@tes pour lesquelles elle 1'&taic prZcé&demment.
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]
€. Solution initiale

On part d'une solution initiale en rajoutant des arcs fictifs

de la mani€re suivante :

Soient v, Vys +ess Vo les sommets de I (I1] = 2 k) et Qi
la longueur d'un chemin quelconque de Voiog & Voi (I £1 =<k).0n rajoute
les k ardtes {vI,vz} se {v2k—1’ VZR} au graphe et on leur affecte les

poids s 22,... Rk (il est clair que si la solution finale utilise I'une
de ses ardtes cn peut la remplacer par le chemin correspondant). Puis

on pose @

= = <15
x, I pour tout e {VZi—l’ vzi} » 1 S 1Sk
x, = 0  pour les autres -artes
= = it = 1<
YSe !, pour tout Se {vi} ol e {v2i_1, Vzi} 1sisk
Y5 =0 pour tous les autres sommets impairs,
-e

Remarquons que sur les !E[ + ZJVI_ ! variables seules II[ seront non
nulles ! On peut montrer que les valeurs des x, et yg ainsi déterminées

vErifient bien (1)-(5). On a donc bien une solution initiale.

D. Algorithme

L'algorithme n'cpére pas directement sur la forme "programme
lingaire", mais sur le graphe lui-méme en le modifiant 3 chaque pas. 11 v a
effectivement |E| variables représentant les X, En revanche il n'y a pas
ZEVIHI variables pour les T ! Seuls les Yg non nuls sont représentés et

cecl sous forme de pseudo-sommets. Un pseudo—sommet est la contraction de

somuets cu de pseudo-sommets (structure emboitée). Un pseudo-sommat
contient donc toujours un nombre impair de sommets impairs. Il est
toujours adjacents & une et une seule ardte du couplage et toute arédte
du couplage est adjacente 3 au moins un pseudo-scmmet (&ventuellement

deux).
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Au cours de 1'algorithme, on modifie le graphe en contractant

des sommets et pseudo-sommets en pseudo-sommets et, en &clatant des
pseudo~sommets. Ces opérations sont expliquées plus loin en E. On montre
que si l'ensemble des pseudo-sommets vérifie les conditions ci-dessus,
alors les propri&t&s (1)}-(5) du paragraphe C. sont satisfaites. L'algo-

rithme est alors le suivant

1°) trouver ume solution initiale ;

2°) il existe une ar@te e telle que le coflit réduit E; T - I ¥

oui ; aller en 10

non : aller en 3
3°) e a forcément au moins une extrémité dans un pseudo-sommet P.
Soit x 1'autre extr@mité de e (x est un sommet ou un pseudo-sommet)

et e = (P,x).

4°) faire le marquage & partir de P (cette &tape est expliquée au
quag P P Pilq

paragraphe E).
5°) exigte-t-il un pseudo-sommet margqué + contenant x ?
oul : aller en 67)

non !t aller en 8°)

6°) modification primale (cette &tape est expliqude au paragraphe 3).

C'est une modification du couplage.
7°) effacer les marques et aller en 2°).
8°) modification duale (cette &tape est expliquée au paragraphe H).
9°) effacer les marques et aller en 2°).
10°) 8clater tous les pseudo-sommets.
FIN. : les ar8tes du couplage sont celles scut la variable X

agsociée wvalent I,

Les différentes étapes de 1'algorithme sont expliquées dans la suite.
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E. Marquage 3 partir d'un pseudo-sommet P, contraction

Le marquage se fait par la comstruction d'um arbre alterné dont
les sommets sont tous marqués alternativement + et — . La racine de 1'arbre
sera P, on la marque -.

(Une marque + signifie que l'oun va augmenter la variable YS associée,

une marque - signifie qu’on va la diminuer).
Les régles de marquage sont les suivantes :

i) & partir d'un pseudo-sommet Q marqué-:

Soit v le sommet ou pseudo-sommet relié % Q par ume ardte du

couplage (v existe forcément et n'est pas déja marqué) :

= 51 v est un pseudo-sommet : le marguer +

- 81 v est un sommet : considérer l'ensemble A des pseudo~sommets
différents de Q et reli& & v par des arétes du couplage. Contracter

A et v en un pseudo-sommet dit de type I. Le marquer + et lui associer

un poids nul.

ii) A& _partir d'un pseudo-scmmet Q marqué + :

Considérer une & une les ardtes e d'extrémité Q telle que

le cofit réduit Ez soit nul. Soit j l'autre extrémité :

~ si1 j est un pseudo-sommet marqué + : om remonte C1 et C2
Les deux chaines qui ont permis de marquer j et P. Elles ne peuvent
se rencentrer qu'en un pseudo-sommet marqué +. On contracte Cl’ GZ’ b
et Q en un pseudo-sommet dit de type II. On marque ce pseudo-sommet +

et on lui affecte un poids nul.
- si j est un pseudo—sommet marqué — : on ne fait rien.

- si j est un pseudo-sommet non marqué : le marquer - et marquer ses

successeurs ilmmédiatement selon i),

- 8l j est un sommet : faire une liste ~ de tous les pseudo—sormets
reli&s 3 j par une ardte du couplage. Ajouter Q et j & cette liste et
contracter 1l'ensemble obtenu en un pseudo-sommet dit de type III. Lui

affecter la marque + et un poids nul.
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-~

Pour construire 1'arbre alterné, on marque & partir de la
racine (marquée -) suivant la r&gle 1), Puis on marque Z partir des
sommets + suivant les régles ii) jusqu'Z &puiser 1'ensemble des
sommets gque l'on peut marquer. Notoms que l'ordre dans lequel on traite
les sommets + est indifférent. En particulier om peut utiliser une
pile (LIFO, Deepth First Search) aussi bien qu'une queue (FIFO, Breath-

First Search).

F. Forme générale et Eclatement. des pseudo-sommets

Au paragraphe précédent E, on a introduit trois types
(I, IX et III} de pseudo-sommets. Au cours de l'algorithme (pas 6, 8
et 9) 1l est nécessaire d'éclater ces pseudo—sommets. Avant de présenter
les r&gles d'8clatement, précisons les conventions utilisées sur les
figures. Un sommet est reprfsent par un cercle, un pseudo-sommet par
un carré ; une aréte du couplage par un trait interrompu, une aréte hors
couplage de cofit réduit nul par un trait &pais et une ar8te hors
couplage de court ré&duit non nul par un trait fin., Les r3gles d'écla-

tement sont les suivantes :

- pseudo-sommet de_type I :

Les pgeudo~sommets de type L ont, lors de leur crZation, la forme

sulvante :

]
/f
-
-
-
) p
0] X -
-
-_._._____-O-_-_____
b
LY
Yy
‘9\
.~'~
.
A
L
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N.B. : Les éventuelles ar&tes hors du couplage ne sont pas indiquées.

Appelons R le pseudo~sommet de type I 3 &clater. Soit e 1'aréte du

couplage adjacente & R lors de 1'éclatement de R.

= 81 e a toujours x pour extrémité, 1'éclatement est exactement 1'opé~-
ration inverse de la contraction (il n'y a pas de modification du

couplage) ;

- si e n'a plus x pour extrémité, cette extrémitd est un pseudo-sommet ¥y
de R relié 2 x par une ardte du couplage. Cette aréte sort du couplage

lors de 1'é&clatement.

TR T —
b e mm

4
- v - ¥y
- -
- -
- -
- -
f’ f"
X -
- s -
O.-------- O._......_-__
~ ~
\\ .~'b
. ~
- L
~ ~
- \\
~
‘Ir.. ."\

avant &clatement aprés &clatement

— pseudo—-sommets de type IT :

Ces pseudo—sommets ont, lors de leur crZation, la forme

générale suivante :

______ D___ e R
D..._-___ x

______D__ -
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Soit e l'ar&te du couplage adjacente & R lors de 1'&clatement de R.

- si e a toujours x pour extrémitd, l'éclatement est exactement 1'op&ra-
tion inverse de la contractiom.

-~ si e n'a plus x pour extrémité, celle—ci est un psetdo-sommet yde R
relié & x par une chaine alternée dont Ll'aréte adjacente 4 y est

dans le couplage. Lors de 1'éclatement cette chaine alternée est

inversée.
1
|
|
|
y
X .
avant &clatement
1
H
i
i
- -
-
-
-
-
X

aprés éclatement
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.
.

Ces pseudo-sommets ont lors de leur création la forme

sulvante 1

— o -

Soit e 1'aréte du couplage adiacente

’-’
’/
’/
j: 8 -
-
O_---___-
-
\'\
[
\\
LY
..’\

4 R lors de son &clatement,

= sl e a toujours Q pour extrémité, 1'Bclatement est exactement 1'opéra-

tion inverse de la contractionm.

- sl e a x pour extrémité, 1'aréte {Q.x} reste dans le couplage lors de

1'éclatement.

- sinon, e a pour extrémité un pseudo~sommet y rellé 3 % par une ardte f

du couplage. Lors de 1'dclatement f sort du couplage et {Q,x} y rentre.

e = - -

jor - - -

’d
’-'
L
-
X »”
-
Q.___-____
\'lu
...\
LY
\\
o
LY

avant Eclatement

X

f

- - ——

aprés Bclatement
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G. Modification primale

On a trouvé une chaine d'arBtes reliant P & x. En rajoutant e
i cette chaine, on obtient um cycle C altern? de lomgueur paire. ¢'est-i-
dire que les drétes de C sont alternativement dans le couplage et hors

=

du couplage. La suite des copératidns & effectuer est la suivante :

1) pour tout £ dans C,faire X1 @ 1 - =g

2) tant que §e< O,faire

soit § un pseudo-sommet de e tel que Y. > O

Q

YQ:= YQ - min {YQ, - We}

modifier les cofits réduits en conséquence

s1 YQ= 0 Eclater Q.

3) Eclater tous les pseudo—sommets Q tel que Y. = 0.

Q

H, Medification duale

Soient 61 = min {;e/Z ‘ ;e > 0 et les deux extrémités de =
solent +}, 62 = min {Ge [ Ge > 0 et une extrémité de e soit marquée +,
l'autre n'étant pas marquée } et 8y = min {yQE Q solt marqué -} .
Posons § = min (61, 62, §3). La suite des opérations i effectuer est

la suivante

1®) pour tous les Yd marqués -, faire YQ = YQ -8
2°) pour tous les Yd marqués +, faire YQ = Yé + 8
39) Bclater tous les sommets Q tels que ¥ = 0.

Q
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I -~ Exemple illustratif

Soit le graphe suivant

I ={b,d,f,g} . On va chercher un couplage minimum sur I
par des chaines d'ar&tes. Pour cela on adoptera les mémes conventlons
que celles utilisées dans les sections précédentes et on indiquera sur
chaque ar&te son poids suivi de son cofit réduit. Le poids d'un pseudo-
sommet sera noté i 1'int&rieur de celui-ci. Partons du couplage initial

sulvant

o 2/-2 all

3/-1
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On choisit {b,c} parmi les ardtes de colit réduit négatif.
L'exécution du premier pas de 1'algorithme amdne i créer un pseudo-
sommet contenant b et marqué -, ainsi qu'un pseudo-sommet contenant d
et marqué +. La modification duale se fait avec & = min (=, 1, 4).

On obtlent donc

w

3/-3

5/0

Oi 2/-1 3_---j£?.__-_ 1

L/0

3/0 2/1

On choisit alors 1'aréte {a,bl. Apriés le marquage la medification

duale a lieu avec § =min (=, 1, 3) = 1.

L

3/-3

Ln
.
o

2/0 N

3/1 2/P

—
—
)
e
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Il reste 1'ar8te {d, f}! de cofit réduit négatif. Ses deux
extrémit&s sont 3 l'int&rieur du mlme pseudo-sommet que 1'on marque -,

On est conduit 3 une modification duale et 1l'cn obtient

3/-3

1

I

)

2/0 4/0 !

(0) 2P —m———— 1 15/0

I

I

}

]

3/0 271

On doit prendre l'aréte {d,f! et on choisit f comme pseudo-

sommet initial, On est alors conduit 3 une medification duale (8 = 1),
4
3/~1 !
I 2/0 4/0 \
( } D bt - —— 1 5/0
1
I
i
!
!
3/0 2/2 1/0 N
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On doit maintenant prendre {d,fl comme ar8te & traiter et f

comme pseudo—sommet initial. Le marquage donme le résultat suivant.

\

O

L'autre extrémité de l'ardte initiale a &té marquée +. On

effectue donc une modification primale qui donne

(:> 2/0

A3
-
3/0 -7
-
/”’
5/1
\\
1/0 *~~\
-
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Toutes les ar@tes ont un cofit r&duit positif. Il ne reste

donc qu'd éclater tous les pseudo-sommets et on obtient le couplage

minimum de poids 8 suivant

On vérifie bien que I w, x, = by Ys’ sur la solution finale

g = I, Xgp = L, xdg = 1,les "autres x, €tant nuls.
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APPENDICE B

ALGORITHME POUR LA RECHERCHE DU FONDAMENTAL
DU MODELE DU CHAMP ALEATOIRE
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L'algorithme de Ford et Fulkerson (F.F.) a &té largement

décrit dans ce chapitre. On ne présente ici que sa mise en oeuvre.

11 convient tout d'abord de transformer le réseaudes spins

(site) en un graphe sur lequel on cherchera un flot mazimum. On suppose
cette transformation réalisée. Le graphe constitu& de n sommets et

n arBtes est donc donné (rappeloms que l'ensemble des sommets consiste
en les sites du réseau ainsi que les deux sites supplémentaires). Les
sites sont numérotés de O & n-1. Les voisins du site i sur un réseau
sont déterminés par une fonction trés simple que mous mne décrivons pas.

La place mémoire nécessaire se décompose ainsi :

1) deux tableaux de m entiers, l'un pour les flots et 1'autre pour les

capacités;

2) deux tablezux de n entiers : l'un pour mémoriser d partir de quel
site un site donné a 8td marqué ou s'il ne 1'a pas &té&. L'autre sert
de pile. En représentant chaque entier sur deux octets, la place
mémoire requise est de 4{m+n) octets. Par exemple pour un régeau
cerré périodique i trols dimensiocns de taille LxixL, il faut réserver

4 X(3L3 + LS) = 16L3 octets.

L'algorithme comporte deux phases distinctes répétées un
grand nombre de fois. La premidre phase consiste en la recherche d'un
chemin ol 1'on peut augmenter le flot. La deuxi&me consiste & augmenter
effectivement le flot sur ce chemin. Pour cela différentes méthodes sont
possibles. On présente ici la variante dite "recherche en profondeur
d'abord" (Deepth First Search) qui consiste & comstruire une pile qui
ost une file d'attente oll le dernier entré@ est le premier traité
(LIFO : Last In First Out). Nous appelleroms, par couvention, A le
dernier sommet empilé. On notera fAB = flot sur 1l'ar&te AB. Si fAB > 0
le flot va de A vers B, si fAB < 0 le flot va de B vers A. La capacité
de l'ar8te AB est notée Gy, et €5 = Cypq = }CABE. Si un sommet A permet

de marquer un sommet B, A sera le prédécesseur de B et noté pred (B).

Dans ce cas, B est dit le successeur de A et est notd succ (A). On







191

. ]
appellera "gain" 1'amélioration du flot que 1'on a trouvé au pas consi-
PP g q

déré, L'algorithme est alors le suivant :
1?) -construire un flot ipitial.
2°) empiler la source § (8 - A) 3 gain = 0.

Q : _._’ P bl
3°) existe-t-il B non marqué tel que fAB # CAB 7
non : aller en 4

gui : zller en 6.
4°y dépiler A.

5°) la pile est—elle vide ?
non : aller en 3.
oui : FIN. Tous les sommets marquds correspondent a un spin (=) (si
la convention adoptée consiste & relier les sites of hi < 0 4 la

gouxrce 38).

6°) B = Pults ? .
non ¢ aller en 7.

oui : aller en 8.

o c s . . _ . _
7°) gain := min (gain, si f,,< 0 alors -f,, sinon Can fAB)'
marquer B avec son prédécesseur A
empiler B

aller en 3.

8°) tant que B # source ™
début Ci:= pred (B) ; fBC = ch + sgn (fBC)x gain ; B:= C ; fin,
aller en 2.




(Ang(a))
(Ang (b))
(Bac)

(Bal)

(Bar(a))
(Bar(b))
(Bar(e))
(Baréd})

(BaX)

(Bie(a))
{Bie(b))
{Bra)

{Edm. (a})

(Edm(b))

(Edwr)

192

REFERENCES DU CHAPITRE II

J.C. ANGLES D'AURTAC, M. PREISSMANN, R. RAMMAL,

J. Physique Lett. 46 (1985), L173-L180 (ci-joint).
J.C. ANGLES D'AURTAC, R. MAYNARD,

Solid State Comm. 49 (1984), pp. 785-798 (ci-joint).
C.P. BACHAS,

J. Phys. A : Math. CGen. 17 (1984), L709-L712,.

M.0. BALL, U. DERIGS,

Networks, vol. 13 (1983), 517-549,

F. BARAHONA

J. Phys. A, Math. Gen. 15 (1982), 3241.

F. BARAHONA,

Thése de 38me Cycle, Université de Gremoble (1380).
F. BARAHONA, R. MAYNARD, R. RAMMAL, J.P. UHRY,

J. Phys. A : Math, Gem. 15 {1982), #73.

F. BARAHONA,

J. Phys. A : Math, Gen. 18 (1985), L673-675.

R.J. BAXTER,

Exactly solved models in statistical Mechanics,
Academic Press, 1982,

I. BIECHE,

Thése de 32me Cycle, Universit& de Grenmoble (1979).
I. BIECHE, R. MAYNARD, R. RAMMAL, J.P. UHRY,

J. Phys. A : Math. Gen. 13 (1980), 2553,

A.J. BRAY, M.A. MOORE, P. REED,

J. Phys. C 11 (1878), 1187,

7. EDMONDS,

Journal of Research of the National Bureau of Standards R69
(1965), 125-130.

J. EDMONDS, E. JOENSON,

Math. Prog. 5 (1973), 88-124,

S.F. EDWARDS, P.W. ANDERSON,

J. Phys. F 5 §1975), 965,



{(Eul)

(F & ¥)
(Gar)
(Geo)
{Gon)
(Isi)
(Rir)
(Mac)
(May)
{Mor)
(Pre)
{Tou)

(Van)

193

L. EULER,
Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis,

Comment. Academiae Sci. I. Petropolitanae 8 (1736), 128-130.

L.R. FORD, D.,R. FULKERSON,

Can. J. Math, 8 {1956}, 399.

M.R. GAREY, D.S. JOHNSON,

Computers and interactibility : A guide te the theory of NP
Completeness (San Francisco : Freeman), 1979,
A. GEORGES, P. HANSEL, P. LE DOUSSAL, J.P. BOUCHAUD, Preprint.
M. GONDRAN, M. MINOUX,

Graphes et Algorithems, Paris, Eyrolles {1579}.
£, ISING,

Z. Physik 31 (1923), 235-238,

S. KIRKPATRICK, S. CELATT, P.M. VECCHI,

Sciemce 220 (1983), number 4598, 671.

S. MAC LANE,

Duke Math, J3 (1937), 340-472,

R. MAYNARD, R. RAMMAL,

J. Physique Lettres 43 (1982), L347-354.

I. MORGENSTERN,

Phys. Rev. B 25 (1982), 6071,

M. PREISSMANN, ANGLES D' AURIAC,

soumis (ci-joint).

G. TOULOUSE,

Comm. on Physics 2 (1977), 115-119.

J. VAINIMENUS, G. TOULOUSE,

J. Phys. C 10 (1977), L537.







195
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DIAGRAMME DE PHASE DU MODELE D'ISING SOUS CHAMP ALEATOIRE
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INTRODUCTION

Ce chapitre est divis& en quatre paragraphes. Le paragraphe I
est une présentation générale du problBme. Certains aspects num@riques,
expérimentaux et théoriques déji publids y sont évoqués. Les problanes
étudiés dans la suite sont posés. L'approche de type champ moyen est
1'cbjet du paragraphe II. L'accent est particulirement mis sur 1'&tude
& temp&rature nulle, le cas de la chafne est aussi évoqué . Le paragra-
phe ILT est consacré au cas de la dimension 2, oll seule la limite de
température nulle a &té &tudife. Le paragraphe IV traite du moddle en
dimension 3 2 température nulle ainsi qu'i température finie od les
techniques de simulation numérique utilis&es sont exposées et commentées.

Aprés la conclusion, un complément présente des calculs des zEros de la

fonction de partition de ce mod&le en dimension 3.
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I — PRESENTATION GENERALE

Les syst&mes & désordre trempé sont int&ressants pour au moins
deux raisoms : d'abord on les remcontre en fait partout (les modé&les
purs sont souvent une idéalisation), ensuite ils constituent des pro-
blémes fondamentaux de la mécanique statistique. Om peut introduire le
désordre dans un mod&le pur de différentes fagons. Une des manidres
les plus simples est d'introduire un champ extérieur aléatoire, couplé
au paramétre d'ordre. Ce programme a &t@ initié par (Lac) pour la con—
densation de Bose-Einstein. Le résultat est que la transition subsiste,
mais avec de nouveaux exposants critiques et que certaines relations
d'écheile (Fisher, Josephson) peuvent &tre modifi&es. Un autre Lype
d'exemple peut &tre trouvé chaque fois que des défauts ou des impuretés
perturbent un ordre cristallin : la destruction du réseau des Vortex
dans un supraconducteur de type II (Lar) par des "accrochages aléatoires",
1'adsorption sur des surfaces présentant des défauts (Vil(a)), les
ondes de densité de charge commensurables dans un solide contenant des
impuretés en sont des réalisations. Les systémes expérimentaux relevant
de ce type de modéles sont nombreux. L'hydrogéne dissous dans l'alliage
Niobium-Molybd&ne {Nb Mo, _) a 8té@ étudié expérimentalement et par

0.95 0.05
: un réseau cubique centr@ est constitu& d'atomes

simulation par (Hal)
de Niobium ou d'atomes de Molybdéne, o, associé& au site a vaut 0 ou I
suivant que l'atome du site & est un Molybdéne ou un Niobium. Les

sites inmterstitiels sont occupés par un atome d'hydrogdne, ou inoccupés.
La variable dynamique T, asgocide au site interstitiel a vaut O ou 1
suivant que le site a est, ou non, occupé par un atome d'hydrogéne.
C'est un modéle de gaz sur réseau (Lattice Gas). L'hamiltonien peut
s'8crire

-

1 -
=~ L U _ttT +2ZhtT oith =LU ©
2 ab "a’b a'a a ac ¢
a,b c
et U est 1'&quivalent d'une &nergie d'&change. On reconnait ainsi un
hamiltonien d'Ising qui fait partie de la classe des mod&les tudiés

dans ce chapitre. Une autre réalisation expérimentale consiste A placer

un liquide bimaire (par exemple de 1'acide isobutyrique et de 1'eau)




200

dans un gel (par exemple de la silice) pour en étudier le comportement
critique (opalescence). Le gel semble agir comme un champ aléatoire
{Mah). Dans un autre contexte {Azb) a propos& 1'utilisation de ce type
de mod&les pour décrire les propriétés optiques de 1'ADN. Enfin les
réalisations les plus courantes sont dans le domaine du magnétisge :
il g'agit principélement d'antiferromagnétiques dilués sous champ
magnétique uniforme dont 1'appartenance i cotte classe de mcdéles va
8tre précisée dans la suite. On voit done qu'il s'agit d'un probléme
trés général, néanmoins le mod&le envisagé ici est particularisé aux
systémes magnétiques.Plus précisément ,des spins d'Tsing (Ui = % 1) sont
disposés sur un réseau (généralement unme partie de Zd). L'Hamiltonien
est composé de deux parties ¥ = ﬂb + }q oil ﬁé est 1'Hamiltonien du

systéme pur

. =- % 1., 09.0. .. ,
<i, > ij 717 ij i

ol la somme porte sur les proches voisinsg et X est le terme de déscrdre :

1

3% = -1 h,o. T

. i'i
Les hi sont des champs aléatoires fixes (désordre trempé)}indépendants
les uns des autres et de méme loi dea probabilica P(hi). Le mod&le pur
($q Z 0} est connu depuis longtemps.Ising (Isi) en 1925 a proposé ce
modéle et 1'a résolu i ! dimension. En 1944, Onsager {(Ons) 1'a résolu
4 2 dimensions. Il n'y a pas une solution analytique analogue &
3 dimensions. Toutefois les valeurs des exposants critiques et de la
température critique sont connues tras précisément & partir des dévelop-
pements en séries ou des simulations numériques. La th8orie de champ
moyen, valable pour d supérieur i la dimension critique supérieure

dC = 4 est aussi cornue depuis longtemps.

Bien sfir la présence du terme. 5% dans 1'Hamiltonien ¥ peut
modifier le comportement du systéme pur. L'étude de ces changements, en

fonction de la dimension d sera l'objet de ce chapitre.
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Précisons d'abord gquelques réalisations expérimentales, de
type magnétique. Pour cela patticularisons la distribution de champ

aléatoire hi i la forme sulvante

1

1
P(hi) = E—ﬁ(hi - h) + 5 B{hi + h) (I.1)

at J.. = J.
1]

On peut done poser hi =€ h ol ey = * 1. I1 vient
 =-JC 0.0, -hLce.0,
1] i"i
<ij> i

que 1l'on &crit

Les Jij ne sont pas indépendants mais de méme loi de probabilité .
Lorsque 1'on calcule la fonction de partition Z, on somme sur tous les

{ ay } , donc sur tous les { ui} ot 1'on recomnait dans la deuxiZme
forme de J un mod&le de Mattis (Mat) sous champ uniforme. Ainsi avec

le P(hi) choisi le mod&le de champ aléatoire est &quivalent & un
mod&le de Mattis sous champ. Cette remarque a permis i (Fis 1) de .
constater qu'un antiferromagnétique dilu& sous champ uniforme peut &tre
considéré comme une réalisation expérimentale d'un modgle ferromagnéti-
que sous champ alBatoire. Les composés du type RbZMF4 ol M est un atome
métallique sont bien modélisés par des r&seaux 3 deux dimensions, tandis
que les composé@s du type MFZ sont, eux, bien modé&iis&s par un réseau 3

3 dimensions. C'est pourquol de nombreux compasés Rb2000’7Mg0,3F4,
Rb,Mn d = 2), CoCMn F, et MnCZb

0,58%0,5%4 1=cl2 1-c
&tudiés (voir (Bir), pour une revue)avec des techniques de bi-refringence

{(d = 3) ont &té

ou de diffraction desneutrons. Les résultats des différents groupes
expérimentaux semblent indiquer plusieurs points : i) le dEsordre,
aussi faible soit-il, suffit & dédtruire 1'ordre ferrcmagnétique &

iongue distance & 2 dimensions, mais pas & 3 dimensions (Jace);
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i1} on obsetrve 3 2 dimensions une ligne TF(H) dans le plan (T-H)
séparant une région dite d'dquilibre d'une région geld@e ofi la méthode
de refroidissement (refroidissement sous champ ou refroidissement sans
champ puis &tablissement du champ) produit des comportements différents
{Kin) ; 1ii) % 3 dimensions une transitiom apparemment discontinue
survient & une température TN(H) entre un régime ol le comportement
dépend de 1'histoire de 1'&chantillon et un régime ofi il n'en dépend
pas. On observe aussi des relaxations logarithmiques avec le temps et

de 1'hystérésis (Bel) (Bir) dams la région de Ta transition.

Parmi les problémes soulevés par ces €tudes, seules les
questicns relatives au comportement & 1'équilibre seront aborddes dans
La suite de ce chapitre. Les problémes de dynamique (hystérésis,
ralentissement critique,...) ne seront pas aborcdés ici. Plus préciss-
meht l'objectif va &8tre de préciser i) la valeur de d. ot dC est la
dimension critique inférieure, c'est-i-dire la plus grande dimension
ol un désordre aussi faible soit-il détruit 1'ordre ferromagnétique ;
i1} de déterminer le diagramme de phase (champ, température) de ce
modéle. Ce programme est l'é&quivalent,aussi bien sur le plan théorique
que sur le plan de 1l'expérimentation numérique, des moddles du type
Verres de Spins, qui sont aussi des moddlas d'Ising désordonnés, mais
ol le désordre porte sur les variables de couplage des variables de
spins (Jij aléatoire}. Les deux concepts dégagés par (Tou) dans le
cadre des verres de spins : désordre et frustration sont aussi présents
dans les deux classes de mod&les. Dans le cas du modile du champ
aléatoire, le désordre est explicite, et la frustration se manifeste

tré@s bien sur l'exemple suivant :

+H

+J +J

+H +J -H
FIGURE 1
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ofi 1'on ne peut satisfaire i la fois les troils liaisons et les trois
champs. La présence de la frustration rend la recherche des &tats
d'énergie minimum difficile (voir chapitre II). La présence d'un

autre désordre que le désordre thermique a de nombreuses conséquences.
Par exemple, om peut s'attendre & une violation de la relation
d'hyperscaling (Josephson) lorsque la transitiom du 28me ordre subsiste.
En effet, om peut comprendre cette relation de la manidre suivante :

4 une température T proche de T, (# 0}, £ est la tallle typique des
domaines qui peuvent &tre inclus dans la "mauvaise phase', 3 cause des
fluctuations thermiques. Ces domazines mettent en jeu Ed spins et ont

Ed g20 L mdvrima o

= &t = |T-T |/T . Cette
el e
gnergie libre doit &tre de 1l'ordre de kI, domnc

12

une énergie libre

g27ovd e (I.2)

dtoli dy = 2 -~ o. Le raisonnement ci—dessus valable pour le cas pur
P P

deit 8tre modifié, dans le cas d'un désordre tremp&, puisque 1'Energie

dut2-g

libre t~ n'est plus seulement compensée par 1'énergie de l'agita-

tion thermique kT, mais. aussi par la fluctuatiom des champs aldatoires.

Dans un volume Sd,la fluctuation des champs est de l'ordre de

d/2 -yd/2 U . . . .
g / oY / , elle est couplée i 1l’aimantation m ~ 1:B et {I.2) devient

tZ—Ci_\“d n, tB - vd/2 soit 2-g~vwd = B - %;—. Donc en utilisant
28 =2 — - (Z-n)vw il vient (Imr{b)} :
2 -g= yid=-2+ n) (I.3)

L'argument précédent a &t& avancé dans le cadre de la controverse sur

l1a dimension critique inférieure d . Cette controverse peut se résumer
ainsi : bien sfir dC > | puisque méme le modéle pur 3 | dimension (chaine
d'Ising) n'admet pas d'ordre pour T > O, La discussion est alors de
savoir si dc = 2 ou si dC = 3. Différentes approches donnent des résul-
tats contradictoires. La plupart des arguments en faveur de dC = 3 re-
posent sur un argument de réduction dimensionnelle qui pré&tend qu'un
mod&le avec désordre couplé au paramétre d'ordre en d dimensions
Bquivaut du point de vue des classes d'universalitZ & un mod&le pur

en (d-2) dimensions. Les dimensions critiques inférieures et supérieures
du mod&le d'Ising pur &tant respectivement | et 4, on prédit alors des

dimensions critiques inférieures et supérieures de 3 et de 6.
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Ceci semble vrai pour la dimenmsion critiqué supérieure (8},

d"aprés les approches du type théorie des champs. Plusieurs

auteurs ont alors tenté de justifier cet argument de réduction dimen-
sionnelle pour tout d, en comparant le développement en 4-¢ du moddle
pur et le développement en 6-£ du modsle avec désordre 3 tout ordre

en €. {(Fri{c)), (Aha{ad), {(Youi{a), {Par) ont intreduir une

formulation supersymétrique du probl@me. Enfin, um modZle d'interface
sous champ aléatoire {Pyt) semblait aussi aller dans le sens de
1'hypothdse d, = 3 (Muk), (Kog). L'argument de réduction dimemsionnelle
semble en fait vrai lorsque la dimensionelit du spin est supérieure

ou &gale & 2 (spin XY, spin d'Heisenberg), mais dans le cas des spins
d'Ising beaucoup de travaux le mettent en doute. L'argument original

de Imry et Ma (Imr(a)) en faveur de dC = 2 est le suivant : envisageons
un état ordonné ferromagnétique 3 température nulle sur un réseau i

d dimensions, le retournement d'un amas de spins de taille lindaire L
colite une énergie "™ JLd_I. L'énergie due au couplage avec le champ
al&atoire sera en moyenne nulle, mais on peut espérer, en cholsissant
correctement la peosition de 1"amas, gagner la fluctuation de cette

Energie, soit hLd/z.

* + +
+
+
+
+
] +
+
+ + +

FIGURE 2
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Ainsi 1'#pmergie du retournement sera &gale &
d-1 d/2

AE = JL - hL , donc i
AE é-1 h, d/2
_— = pn e I_.
+ =L L (I-4)

8i d =1 : pour tout x = h/J on trouvera donc un L assez grand qui
rende AR négatif. Si d = 3 le terme L2 1'emportera sur % L3/2 pour L
grand et le retournement de 1'amas me sera pas favcrable. Finalement,
la dimensicn critigque inférieure dC sera donnée par d_ - 1 = - soit

c
température nulle par (Cha),{(Fis(c)) (Imb).Cependant les deux termes de

d_ - 3, Ce résultat a &té€ confirmé par des calculs plus raffinés &

(I.4) sont peut—&tre sous—évolués ou sur—-&valués si 1'amas n'a pas un
profil Euclidien (notons que si la dimensionalité du spin devient
supdrieure & ! 1'énergie des liaisons violdes sera 37? ce qui conduit
& dc = 4), Pour &tayer cet argument, l"8tude d'un interface sous champ
aléatoire a &té reprise (Vil (a)(b)) (Gri(a) (b)) (Bin(a)) par des
arguments <'8chelle et par des méthodes numBriques utilisant les
matrices de transfert (Fer), Cette 8tude est reprise largement dans la
suite en utilisant la techaique originale du chapitre II bien adaptée

3 la température nulle. D'autres simulations indiquent aussi d, = 2
des simulations utilisant la m&thode de Monte-Carlc (Lan) portent sur
des tailles trop faibles pour &tre convaincantes. Enfin (You(b)) trouvent
3 3 dimensions un comportement quasi-critique & une température TC(H)

avec une transition qu'ils suggérent &tre du ler ordre.

On s'est limité dans cette-présentation aux aspects statiques
de la transition. Les publications sur les aspects dynamiques sont aussi
nombreuses. Les arguments en faveur de l'ume ou l'autre des hypoth&ses
dc = 2 at dc = 3 sont nombreux.lé consensus des théories et des
expériences semble - néanmoins s'établir sur l'hypothé&se dc = 2. Le
travail numérique des paragraphes qui suivent indique tr&s nettement une

évidence dans ce sems. Il reste alors 4 comprendre ce qul est erromé

dans les arguments indiquant dC = 3.
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II - RESULTATS EXACTS ET CAS SOLUBLES

Un nombre 1imit& de résultats analytiques sont disponibles

pour le modéle d'Ising sous champ al&atoire.

IT.1. Limite du champ moyen.

Pour N spins, 1l'Hamiltenien s'derit :

JC:—% & g.0, - I h,o,
<ij> Y3 <> *

Par commodité, on prendra J = | dans la suite. Dang le cas pur (hi = 0),

on a TC=J=1. A la différence du probléme des verres de spins oll le

calcul en champ moyen ne se conduit pas aussi simplement, la moyenne

de 1'énergie libre du moddle de champ aléatoire peut se calculer faci-

lement. TLa difficulté principale, pour les systidmes désordonnés en

général, réside dans le fait qu'il convient de calculer

(...) désigne la moyenne sur le désordre) pour représenter un mod&le

ol les impuretés qui créent le désordre ne sont pas des variables dyna-

miques {désordre trempé). Ceci est 3 opposer aux mod@les dit recuits

oft 1'on calcule &n Z. Cette distinection est 2 1'origine des difficultés

rencontrées dans le cas des verres de spins, que Parisi 4 proposéd

de résoudre par son "schéma de brisure de symétrie des répliques".

Cependant, dans le cas du champ aléatoire, il apparait que 1'on peut se

limiter & des solutions ne brisant pas la symétrie des répliques (Ram}.

Différentes méthodes (Sch} (Kle) conduisent & la solution suivante pour

1'énergie libre f et 1'aimantation m

- Bf =J dh P(h)l%n2 chf(m + h) - % mz]
m =]d4dh P{h)[th B3{m + h)]
ol 8 est l'inverse de la température (3 = 1/T) et ol P(R) est la

distributicn du champ aléatoire.

(II.1.a)

(IT.1.b)
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IT1.1.a. Cas d'une distribution continue P (h)

Le cas ol P(k) est une distribution uniforme de largeur 2H
. 1
centrée autour de 0 : P(h) = 5H 6[—H,+H]

Le plan (H-T) comporte 2 régions :'la région paramagnétique d'aimanta-

est particuliérement simple.
tion moyenne nulle, et la région ferromagnétique d'aimantation moyenne
non nulle :

1 ch B(m + H)
S Y )

Ces deux régions sont séparées par une ligne de transition du 28me ordre

d'8quation th % = H.
1.3
T
m=0
1.0 |
0.5
H
0.0 ' -
0.0 0.5 1.0 1.5

FIGURE 3

IT.1.b. Cas d'une distribution discré&te :

‘Le cas de la distribution P(hi) = % [S(hi—h) + S(hi + h)l est
particulidrement riche, bien qu'en fait et malgré les apparences ce
mod&le ne scit pas un modéle désordonné. En effet, tous les sites &tant
Equivalents, seul le nombre de sites portant un champ négatif intervient
dans le caléuf de %nZ. De plus seule la r&alisation du dé&sordre (i.e. le

nombre de champs né&gatifs) la plus probable contribue a
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enZ = P({hi})gnz{hi} .I1 suffit alors de calculer la fonction de

partition du mod&le sans désordre suivant :

; N/2 y
=-% % o0, -h 5 g, +h % a.
Toag M b e R

ol la premidre somme porte sur tous les couples.

En posant
+ N/2 _ N . _
M = % o et M = b oy et M =M + 1

i=1 i=N/2+1

il vient

. B B 2 _ BJ -
ZNKB,h)— {é} exp{mM 5> + Bh(M M)}

Pour linéariser par rapport 3 M, remarguons que

2 o
2
exp 81 M2 =L dt exp {- L v £J Mt}
2N 2 2N
VT o
(S o
d’ol z 0y 2 N/2 N
Z = ——axp(- 5 dt exp{- 5 L0 exp(AUi) I  exp B ci}
V2T {g} i=l i=N/2

=0

ol

—
A=/BN—Jt+;3h' at B=/%lt-8h

o

Pour linEariser par rapport i 0, Temarquons que exp Aci =(chA)(1+UithA)

la somme § peut 8tre effectude et il vient

{5} BJ

e f e

T2 2
_J_W_ N ot
ZN(B,h) = a7 27 e dt axp N( 8T

N 2n(cﬁ(t+sh))+2n(ch(t—8h)))
2

—_00

Pour N grand on peut &valuer 1'intégrale par la méthode du col. On
g P g

trouve :

2
£
-Bf(h,T) = lim T = - ng + % Qn{Zch(tO+Bh)} +n ZGh(toﬂﬁh)}

N0

oll t, est le point col défini par
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t th(tO + ph) + th(to - gh)

0.
RJ 2
%o
L'identification de m avec a7 raméne bien ce modéle sans désordre i

celul &tudié.

Une démonstration encore plus directe est la suivante. Notons :

N/2 N
m = 2 L o et m, = g- = o)
o N 501 L 1 N 12N/ 241 i

1'aimantation de chacun des deux '"sous-r8seaux'". L'énergie interne par

spin peut s'&crire

E J . 2 h
F v g myrmp” -3
N-+co

On peut aussi calculer facilement i'entropie

N+ N+
o 7M1
S (mo,ml) = in

N/2 ~ N/2

+ + . ~ ) N
oll NO(rESP'Nl) est le nombre de spins du sous-réseau des sites oll le

champ est positif (resp. négatif)

+ N _ + _ N -
Ng =7 —my) Nl—b{(i m;)

d'oll en utilisant la formule de Stirling

I-m l+m l-m 1+m

o L1 (mm) a2 + (m ) 2 (=2 + (1=mp) g0 () + (Lo, Jgm (—)]

Z|w

On peut alors facilement &crire 1'énergie libre sous la forme :

1-m 1+m
- -J 2_h h Trei- 0
£(my,m) = gmtm )= s mt 5w 7 [ my) 4 (— )+ (H+m ) 4n ()

1-m [+m

75 + (1% a)in(—)]

+ (lﬂml)zn(
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La minimisation de f par rapport 3 m, et m, conduit & :

_ J
TArgthmO—+—2-(mo+mI)+h
T Argth m, = - 3 (m., + m,) - h
g 1 2 o 1
it ot tm=l2 = + m
SOL en n an N UiFmO 1
1
m:‘.

7 th g{dm + h) + th 4(Jm - h)

est alors le sulvant :

On retrouve bien le r&sultat attendu plus haut. Le diagramme de phase

1.5
.
1.0
\
L. 1
0.5 ‘
1
i
]
1
- h
0.0 .
0.0 0.5 1.0
FIGURE 14

-
H

La ligne de transition du 23me ordre z pour E&guation
B=TArgthv | =T {(2/3 ST/JTS 1)

Le reste de 1la ligne est du premier ordre (0 < T/J < 2/3)
=2/3, b=

cribution des

14 nature du point tri-critique (T

. Pour comprendre
un chawp sxrerieur e

2/3 Arth —LQ il faut ajouter

73 -
chamos locaux. qui n'est nlus
centrée davient:

I i
=——6 — — -
P(hi) 5 (H+nh hi) + oy S§(H-h hi)
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Le diagramme de phase ast alors le sulvant :

(seule la partie ccrraspondant g H>0 est rapresentee)

FIGURE S

Les surfaces spinodales (hachurées sur la figure) sont donndes

par les deux Equations

1

2m = th Blm + B + h) + th B{m + H - h) (IL.2.2)

o3
i

a2 - th’(m + H + h) - thB(m +H - 0] (11.2.5)

On vérifie bien que pour h = 0 on retrouve la ligne spinodale du cas pur :
H, = +(Argth/ I=T - ¥ [-T). Le point tricritique correspond au raccorde-
ment des 3 lignes critiques de deuxifme ordre qui sont les bords des

surfaces de transitiom du premier ordre : (I) : bord de la surface
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contenue dans le plan H = 0, (II) et (III) &tant les deux bords des
surfaces sym@triques par rapport & H = 0. Leur &quation s'obtieat en

ajoutant 1'équationm -

2 2h

I - 2T th L 0 (II1.3)

aux deux E@quations préciédentes (II1.2.a) et (II.2.b).

COn peut finalement obtenir 1'&quation des intersections des
surfaces du ler ordre avec le plan T = 0. Ce sont deux droites d'Zqua-

tion : h = 1/2 £ B (lignes en pointillé sur la figure 5).

La figure 6 ci-dessous repr@sente l'intersection du diagramme
de la figure 5 avec le plan T = 0,2. Sur la figure 6a,b,c et d, sont
montrées les différentes courbes d'aimantation m(H) pour T = 0.2 et 4
valeurs différentes de h. On peut facilement voir le comportement m{H)

a4 1"équilibre, ou dans un &tat métastabla.

1
H
D
h
-1 L
0.0 0.5 1.0

FIGURE &
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| 1/\M ' lf\M

> >
H < H
1 1
FIGURE 6 @ (T=0.2 , h=0.13 FIGURE 6 b) (T=0.2 , h=0.4)
<115M I’EM
— Y .y
” P
H H

D '

FIGURE B o (T=0.2 , h=0.86 FIGURE B o (T=0.2 . h=0.8
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Le cas ofi 1'on dilue les champs aldatoires, c'est-i-dire que

l'on introduit une probabilité o de présence du champ aléatoire
- - a -
P(hi) = (1 a)ﬁ(hi) * 3 [G(hi k) + S(hi + h)]

conduit 3 des résultats semblables, ofi 1'axe du champ extdrieur H est

remplacg par 1'axe o,

IT.l.e. Nature de la transition a température nulle

Il est trés remarquable que l'ordre de la tramsition dépende de
la distribution de probabilité des champs. Lorsque le désordre est absent,
la tramsition est toujours du 28me ordre, mais 4 1'autre extrémitd de
la ligne de transitiom, c‘est~é—di;e pour T ~ 0 la transition peut Btre
du premier ordre (distribution discrdte) ou continue (distributicn
gaussienne). Un crit@re pour d&terminer 1'ordre de la transition & tem-

pérature nulle a été propos® dans (aha (b)) (Sax). Dans la rigion eritique

on peut &crire m v Am - Bm3... ol
A = ﬁJf dh P(h) th2pJ
®
- e’ f 2 2
B =—3—J dh P(h) [ 1 - en” (@] [1 - 3tp®(30)]
6

Le changement de variable x = Bh et 1'hypoth&se qu'autour de h = 0,
P(h) est analytigue,conduisent i :

A = 23P(D) + 0(T2) et B = - ?I,)- J3P"(O) + O(Tz)

D'oli 1'on déduit pour une distributicn symétrique, (P(h) = P(~h)),

une transition du premier ordre lorsgue P'(0) > Q.

Lorsque la transition est du 28me ordre, 1l est possible de
. e -2 . .. -
considérer x = // h® /J comme mesure de 1'intensitd du désordre, et de
calculer les exposants critiques, associ@s & la transition au point

(T =0, X = XC). Le paramétre d'ordre est m(x) et 1'exposant § est



215

définl comme

B

m{x) v (xC - x)

X > X
[

On peut aussi définir lfgxpééant Y par

x@ v e - x [

%+ X
C

En ajoutant un champ ext&rieur uniforme, on dé&finit § par la
relation m{x = X . H) Hlfé.

P s . LH.V.0 P P P
associé & la 31ngu1ar1%e dé la chaleur spéeifique, mais 3 la dérivée

L'exposant o pe doit plus &tre

seconde de 1'énergie libre. En effet, la chaleur spécifique, considérée

.

comme la réponse en Snergie interme & une fluctuation du paramdtre de
- , dE sa s P -

désordre thermique C = Iz est associée 3 une dérivée premiére de

1'énergie libre (et nom seconde comme pour les transitions habituelles

en température} car i température nulle £ = B,
2 -
d E/dx2 v [x—xcl @

Hoter que C et ¥ ainsi d&finies ne peuvent plus &tre associées aux

fluctuations thermiques de e et de m (thécorie de la répomse linéaire,

théoréme de fluctuation-dissipation).

Les équations obtenues plus haut

£(m) = % 2 P(h)dh fn 2ch 8(m + h + H)

-1
B

et m P(h)th £{m + H + h)dh
deviennent i température nulle
Il o

flm) = % m2 -2 (m + 5~ h)dh ~ 2 hP (h)dh (IT.3.2)

m+H

et m= 2 P (h)dh (I1.3.b)




ol H est un champ extérieur uniforme (rappelons que P (h)est supposé

symétrique). Différents cas sont i distinguer :

i} Cas d'une distribution gaussienne :

216

Les figures 7a, b, ¢, d montrent le comportement de :

m, X ,
dx

<m>

CFIGURE 7 )

al
o
v

Qo
Fa

]

FIGURE

c)

400

200

“% en fonection de x et de m en fonction de H.

X

FIGURE 7 b

H

FIGURE 7 o

0.5
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Dang le cas présent i

(II.3.a) devient

o
f(n) = é—mz - év{% {(m/H~h)exp[ - %—(gﬂzldh - x/[%T- (IT.4.a)
0
et (II.3.b) devient
mt+H
o om = % Jf%T- expl - %- ; )Zldh (IT.4.b)
0

Le développement da (II.4.a) autour du point critique (x = x_ =/ % s
H = 0) conduit 3

m = —“—%—75 El/z + 0(e) €

ot

(x, = x)

De méme en dérivant (IT.3.b) par rapport & H il vient

Bm(X,H) n ZP (m)

X = lim VT
Ho 0 oH 1-2P (m)
d'oil (2 » X v E-(x -x ) our X > X
KR L e T c P c

¥ (x S xc)m (xc - x)_lpour X <X,

v In

Finalement § peut &tre calculé de la mdme fagon. On trouve § = 3.

En résumé :

@ =03 B=1/2 3 yvy=1 3 § =3 f(x, = %-)

qui vérifie bien les relations de Ruskbrooke et de Widom. Noter que
c'ast le méme jeu d'exposants gui déerit la transition en température
ax=0,T=T_ = l. C'est d'ailleurs la méme situation le long de

la ligne de tramsition dans le plan (x,T).

ii} Cas d'une distribution uniforme :

Le fait que toutes leg dérivées de P(h) soient nulles & 1'origine
(h = 0) rend cette distribution continue des champs intéressante. Le

plan {H,x) se divise comme le montne la figure 3.
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N
1L H
m=1 / m=H/ (1 -x)
N
”
1 X
-1k
FIGURE 8
En posant £ = x - 1, "1'8quation d'&tat" peut s'dcrire

m = = (II 5). Or une conséquence de l'hypothZse d'échelle est que, si t

est 1a variable réduite, 1'dquation d'état peut s'éecrire

m = H1/6¢(t/HI/BG) (Bax). On reconnait cette forme dans (IT.5) avec

1

= = £ = i,

5 0 et RS

De § == et B§ = 1, on déduit B = 0. De plus il est clair que

1]

Y = H(x - 1)_I done v I et la relaticon de Widom Y = B8 =~ B est
verlflee. De la relation de Rushbrooke, on d&duit o = 2 - 28 =y =1,

ce qui est compatlble avec le saut de dE/dx 3 x = X .

En conclusion, cette transition, bien que pré&sentant un saut
d'aimantation est du deuxiBme ordre. Elle est exactement du type de la
transition d'un mod&le ferromagnétique 4 | dimension oii T = 0.
L'ambiguité venant ici du fait qu'il n'y a pas de longueur de corréla-

tion £ , et que 1'on ne peut pas définir £ qui diverge au point critigque.
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FIGURE S >
1 *
- FIGURE 9 o)

Notons que le jeu d'exposants que l'on trouve dans ce casg :

1 est différent de celul qui décrit le transition

B =0, a=1, v

en temp&rature {TC 1y 2 x =0,
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IT.2. Cas de la chaine lingaire (d = 1),

Alors que le mod&le des verres de spins sur une chaine
linaire est presgue trivial en champ nul (en fait il se ramd@ne au
modéle ferromagnétique), le cas du modZle de champ algatoire 3 1D
n'est pas aussi simple. La présence de champ al@atoire introduit de
la frustration, tandis que la présence de liaisons antiferromagnétiques
pour le mod@le des verres de spins n'en introduisait pas. L'&8tude
analytique 3 T = 0 a pu &tre mende i bien (Gri(e)), (Der(b)) & 1'zide de la
méthode des matrices de transfert. Des &tudes numériques 3 haute
température par des m8thodes de matrice de transfert (Pum), ainsi que
d'autres par 1'itération des relatioms de récursion fonctionnelle
(Brz), (Bru), vérifides par la fonction de partition conduisent toutes

aux résultats suivants :

Dans le cas d' une distribution P(h Yy = —-S(h ~h, )+ = 6(h+h )
on cobtient une courbe mC—) qui présente une infinité denombrable de
discontinuit&s., Plus précisément 1'aimantation projetée m =<0isgn hi>
se comporte(Der (b)lcomme m'(x) = 2/ 2+E(2/%) o x = % et E(x) désigne
la partie entiZre de x. De méme l'entropie présente des sauts pour

toutes les valeurs critiques x = x et elle est constante

r  2+p °
entre ces valeurs. Notons que 1'entropie par spins n'est pas &vanescente

aT=0.
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T1IT - ETUDE NUMERIQUE EN DIMENSION 2

La question principale concernant la dimension 2 est de savoir
g% le ferromagnétisme peut ou nom subsister sous un champ aléatoire
d'intensité donnée. Il est donc naturel defiligtéresser 4 1lTaimantation
en fonction de l'intensité& du désordre x=+/E2/J. Nous avons &tudié ce
probléme & T = O en utilisant la méthode décrite -au chapitre II pour
générer les &tats de base du modéle 4 d = 2, pour différentes tailles
LxL et différentes valeurs de x. Les quantités Etudiées sont respective-

ment m ( aimantation), m' (aimantation projet8e), E (Znergie).

ITI.1, Aimantation spontanfe et aimantation projetée.

1) Cas d'une distribution discréte

La distribution utilisée ici est P(hi) =~% [G(hwhi)+6(h+hi)3.

h
On notera x = j-et 0 posera

1 i

0=

sgn(hi)ci

= —
=

i 1
oll {qi} désigne la configuration de spins dans un fondamental. Dans le
cas ol il y a dégénérescence, m et m' sont calculées sans moyenne sur

toutes les configuratioms. Ici (...} dé&signe la meyenne sur le

désordre, c'est—3-dire sur différentes réalisations de la distribution

?(hi).

Sur la figure l0 ci-dessous est représentée 1'aimantation m(x)
en fometion de x pour différentes tailles, LxL, avec des conditiens
aux bords Libreg. L = 10 (2000 échantillons), L = 20 (500 &chantillons),
L = 50 (20 échantillons) et L = 100 {4 &chantillons}.
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4

FIGURE 10

Notons que 1la valeur x = 4 correspond & celle du champ 3 partir
de laquelle tous les spins s'alignent dans Leurs champs locaux. En effet
quelque soit 1'8tat des spins voisins J J O, = 4J < h, On trouve

) . . voigin .
donc une aimantation pour x 2 4 qui tend vers O avec la taille comme

;%; = % . Les discontinuités observées sur la courbe m(x) s'expliquent
mﬁeux en terme de 1'aimantation projetée m'(x) et ce point sera discuté
plus loin. D'aprés la figura {0, il semble que le ferromagné&tisme
subsiste pour des valeurs de x = 0,6. Cependant, comme les résultats
suivants vont le montrer, il s'agit en fait d'effets de taille fimis
les domaines de spins de 1'argument d'Imry et Ma présenté dans 1'intro-
duction n'ont pas la place de se développer dans la grille simuide,

. 2 - N - -
meme pour L Vv 107. Un argument trds qualitatif peut &tre donné pour
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justifier cette assertion. Le mod&le proposé dans (Der(g)consiste &
diluer sur un réseau carré de spins couplés ferromagnétiquement des

champs aléatoires infinis hy = & o, Cecl revient en fait i prendre
p(h,) =5 f8lng + 47 + gl+ sl-h, + 43 + el }+ (1 - p)6(hy)

I1 a &té prouvé dans(ver(a)que la fonction de corrélation sur un tel

systé&me se comporte & T = 0 comme

cr

< olr) ox™) >~ |r -1 oi n{p) = Zmp

|™ )
dans 1a limite p + €. La correspondance entre ce mod&le et le modéle
standard peut s'effectuer de la mani&re suivante : le gain d'Energie

obtenu en retournant dans le moddle standard un amas de taille linéaire L
hLd/2

Pe

est de 1'ordre de ~ hL. Ce gain est 4 comparer 4 celul obtenu dans
le mod&le des champs infinis dilués en retournant tous les spins d'un
amas de taille L. Ce dernier peut 3tre &valud comme la fluctuation du

nombre de sites ol le champ est positif, moins le nombre de sites o

/
le champ est négatif dans un amas de taille L, c'est-d-dire v szJ.

On obtient denc : kL = L ¥p J seit p = x>, Ainsi on ne pourra développer

" daps une mer de spins "moins” que si x et L

2

un amas de spins ''plus

4 -2mx .
vErifient : L T = Constante, solt X

onl = constante. Cecl implique
que la variable d'&chelle ast ngn L {(x~ 0) et c'est avec cette combi-

naison qu'il faut comparer les résultats sur différentes tailles. Par

exemple, si 1l'on note XTO te plus petit x pour représenter le modéle
sur une grille 10xl0 et XTOO celui pour une grille 100x100, on aura
XXZ en 10 = XxZ ¢n 100, soit
10 100 ~P 4
<5
= 10 ®
b:d = — = 0,71 x
100 /T 10

Ceci implique donc des tailles LxL tr&s différentes pour comparer les

comportements assoclés 3 des valeurs volsines de x.

La figure 11 repré@sente, pour différentes valeurs de L,
1'aimantation projetde,m'(x) en fonction de x. m' a d&ji &té définie et,
pour cette distribution discrdte, peut &tre interprété comme 1'aimanta-
tion d'un med&le de Mattis sous champ {Mat). En effet, la fonction de

partition
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7 = E equ'B(ZJO'in*—?hEi)
{o} i

du modé€le de champ aléatoire s'dcrit aussi

7 = {g} exp B (% Jij “i“j + h ¢ ui) .

en pesant Jij = Eigj J ety ='éioi. On reconnalt sous cette derniére

forme la fonction de partition d'un modéle de Mattis sous champ,

d'aimantation m',

1.0

4+t =100

vL=10

FIGURE 11

Les sauts caract@ristiques de m'(x) peuvent &tre expliquds de

. . h . .
la manidre suivante : Lorsque x = I > 4 tous les spins s'alignent sur

leurs chemps locaux, quelque soit leurs voisins et done m'(x) = 1 .

h . N .
Lorsque = = 4, un spin o, situé sur un site ot le champ local est

J 0]
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négatif et dont les quatre voisins {Gi} sont positifs (ci = +1) n'a

pas une direction privilégide : gy = % i, c’est-i-dire que l'Energie
du systéme est invariante par le renversement de Ty Par contre
lorsque x < 4, un tel spin s'criente comme ses voising : ay = +1 pour

satisfaire ses liszisons avec les - {oi}. DPonc la comtribution & 1'aiman-

tation projetée m'(x) de ces spins sera + I sl x > 4, 0 sl x = 4 et
=1 si x < 4.
$ | /% %
x < 4 x = 4 X > 4
X désigne un champ négatif 0 désigne un chawp négatif
FIGURE 12

L'approximation de (Mor) consiste 3 &crire

n'(x) = § (I x Pr(aA))+ ¥ =(0 x Pr(A))+ T ({(~Dyx Pe(A)Y (III.1)
AE &* AS gt AER

+ . v
ot ét désigne 1'ensemble des amas de spins tel que le rapport

Erimétre = , érimétre

PRI Ae "t x.ét 1'ensemble des amas de spins tel que P e x

surface Grimatre surface

et(ﬂf 1'ensemble des amas tel que BELITECEE o x. On prédit donc des
surface

sauts de m'(x) pour toutes les valeurs de x telles qu'il existe un amas
de périmétre p (nombre de sites voisinsg d'un site de 1l'amas) et de

surface s avec

rapport % n E% % + 0 (L taille linéaire). Les amas les moins compacts

- Arima + 2

sont les amas filiformes . Leur rapport 2—3%235551 sera 2142 2+ =
surface L L

x. Les amas trd&s compacts de type rectangle ont un

k w g

-
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X X x x X
X o] o o 0 o X
X x X X X

o designe un champ < Q0 X designe un champ > 0.

(L=5)

FIGURE 13

On attend done des discontinuités de m'(x) pour des valeurs de
x de la forme x = 2 +2/n {n = entier), cette suite x admet 2 pour
point d'accumulation. En utilisant la formule {(III.1},on neut &valuer m'({x)

< x < ox, i.e. 3 < x < 4, la

entre les points x . Par exemple pour x
5

2

probabilité d'un amas en forme de croix est (%J x 2 (le facteur 2

désigne la dégénérescence du signe du champ au site OO). Donc

caf v
ol ~1

. o ol Loy _ oy L
m(3<x <& = (1 o L+ g D) =1

alors que pour x = 4(III1.1) devient :

I

15

1
) = ] -
m'(x = 4)=(1 16)X l +0x i

1

Lot

On peut alors évaluer les probabilit@s des amas de petites tailles, et
avoir une approximation de m'(x). Noter que la formule (III.l) est
toutefols une approximation pour m'(x). En effet, 1'exemple suivant

montre que 1l'on néglige les situations comme celle ci-dessous
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o>

[

O

14

C) designe un champ < O

[] desigrne un champ > O

Les spins des sites | et 2 seront alignés sur leurs champs

quand x > 4. L'arpument précddent suggdre qu'ils se retournent d&s que

x < 4. Or en considérant | et 2 ensemble, on voit qu'ils se retournent

en fait dés que 7J - 2h = 5] + 2h, clest—&-dire pour x = 3. En résumé,

on aura

m' (x) =

1

15/16

7/8

27/32

13/16
£01/512
193/256

747 /1024
361/512
22479/32768
10927/16384

— K orofu )

o] ~i M
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Ces r@sultats sont montrés en trait continu sur la figure 11,
en comparaison avec les résultats numériques. L'algorithme utilisé ne
permet pas de calculer m'(x = xn} car 1l a'y a pas de moyenne sur les

différents fondamentaux d'une m8me grille.

ii) Cag d'une distribution uniforme :

On a vu que le caractére discret de P(h) entraine 1l'existence

de sauts sur m(x) et m'(x). Nous avons &tudié& une disgribution P(hi)

continue uniforme

I
2(hy) =3¢ pour | h.| < h
+h
21 2 n?
ol h™ = 5 x"dx = 5 - Dans la sulte, on notera :
~h
h
X:—w—
Y31

La figure 15 ci-dessous présente 1'aimantation m en fenction
de x avec des conditions aux bords libres pour différentes tailles
L = 10 (5000 &chantillons ),I, = 20 (500 &chantilions),L = 30 (25 &chan-
tillons),

La figure 16 pré@sente,pour les mdmes &chantillons que ceux de
la figure 15 1'aimantation projetée m'(x) en fonction de x. Il n'y a

plus les sauts caractéristiques du moddle discrat.
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1.0 »&

P uniforme

2D L=10, 20, S0

0.5+
1 ] i
D'Do 1 2 3
FIGURE 15
1.0

P) uniforme

- 20 L=10, 20, 50

0.

FIGURE 16




230

IIL.2. Epergie interne e.

i) Cas d'une distribution discraére :

En reprenant exactement les mémes &chantillons qu'au paragraphe
III.1.i), on a &tudié l'&nergie du fondamental en fonction de x. Cette

énergie est définie comme

E=- L Jo,g, - Ih.o,
. i73 . 1i
<i,j> i
C e 2, -
La premidre somme porte sur les 2L°-21 liaisons car les bords sont
libres, et la deuxi®me sur tous les spins. Cette courbe est représentie

sur la figure (17.a).

P () discret P{hY Uniforme
20 L=10, 20,54, 100 20 L=10, 20, s0

FIGURE 17 o FIGURE 17 b
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Pour une taille donnée, il est intéressant de comparer
1'énergie moyenne obtenue dans les deux situatioms extrémes oll les
spins sont tous paralliles (ferrcmagn@tisme) et celle ot ils sont tous
alignés sur leurs champs locaux. Si tous les spins sont paralléles
entre eux, ils s'alignent selon la direction de la ré&sultante des

champs aléatoires et

E=E0=-J(2L2 -y < [T om >
i
E
_JQ-= - 2L(L - 1)- xA
y 2
oli A =< | X Eil > avec N = L".
i=t

On peut évaluer A de la mani&re suivante : supposons un nombre 2N de
spins. On a donc 2N variables aléatoires qui valent chacune * 1 avec

probabilité 1/2, denc

2N , K
pr| | T Eif=2(b¥—k)]=ﬁ; , 0SSk < N-l
i=1 2 v 2N -
2N 1 Tk
et pr[] ¢ e =0 =—=%:
i=1 * 22N vy
: N Sk
dioll A = W z (N - k) ’
4 k=0 Lo2N
Aimsi pour N » 1+ A = 0,8 . N1/2.

- L'autre limite ol chaque spin s’aligne sur son champ lecal

aldatoire h, conduit 3 E = &, = - HL2 - J <% @.0, >, lci<ig.o,» =0
1 1 173 i~ ]
et — = — XLZ.
J
Eq E
La figure 18 représente 5 TT'Et les résultats de la

simulation pour L = 20.
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-6008
E
T Fr T
+ 4
+
-1200 F
20%20 spins
P discret
X
~-1800 . . .
0 1 2 3 4

FIGURE 18

Les résultats numériques coTncident avec ces estimations dans

les deux limites considérées.

ii) Cas d'une distribution continue :

Avec les échantillons du paragraphe ITL.l.a., on a tracé

1'énergie moyenne en fonction de x. Nous 1'avons représentée sur la

figure 17.b.
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ITI.3, Etude de la tension de ligne.

L'étude précédente n'a pas clairement montrg quun faible champ
aléatoire détruisait l'ordre ferromagnétique 3 temp&rature nulle. Ceci
a pour cause les effets de taille finie. Il est donc nécessaire de
trouver une autre graideur plus senmsible & la présence du champ

aléatoire et c'est le but de ce paragraphe.

Les fluctuations dans le mod&le du champ aléatoire ne sont
plus seulement thermiques, mais aussi dues a la présence des champs
aldatoires. Une grandeur certainement tré&s sensible sera la rugositd
d'un interface entre deux domaines de spins d'orientations omposies.
Plusiecurs atudes (voir (Imr(b)) pour ume revue) ont porté sur la
largeur W d'une paroi, comme fonction de la taille L de l'é@chantillon
auquel on impose la paroi et de l'intensité& h du champ aléatoire.
Initialement (Vil(a)} (Vil(b)) (Gri@)ont suggéré qu'en dimension d et
i temp8rature nulle, W(L,h) se comporte comme (%)2/3 Ls—d/3, h ~ 0,

L » 1 qui prodult W{h,L) (—51-)2/3 L en dimension 2 pour P(h) gaussien.
Des mod&les Solid om Sclid (80S)-prédisent plutét un comportement
W(h,L} ~ (%)2 L (Bin(a)), (Nat). Des &tudes numériques utilisant des
méthodes de la matrice de tramsfert (Fer) conduisent au méme résultat

9(h,L) (-?)ZL.

La méchode présentde au chapitre II permet de faire une &tude
3 température exactement nulle, et sans faire d'hypoth@ses particuliéres
(ex S08) sur la forme g@ométrique de la paroi. La méthode que 1'on a
adoptée est la suivante. On tire au hasard les champs sur les sites
internes. Puis les champs des bords sont choisis de la maniére
suivante. D'abord ils sont tous +» (fig. 19), on calcule l'Energie 5
du fondamental dans ce cas. Puls sulvant que 1'on désire créer une
paroi 'pincée" ou "libre'" on choisira les champs aux bords suivant la
figure 19b ou l9%c. On calcule alors l'énergie E; ou Eg suivant le cas

. - . . P + - .
choisi. I'énergie de la paroi sera dé&finie par AE = E = E;. La tension
AE

de surface ¢ sera dome o(x,L) = 2T
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11
I
a) b )
- c:hc:mp + imfinmi. champ - in?ini.
FIGURE 19

La série de la figure 20 ci-apr@s présente le comportement
de la paroi libre (fig. 19.c) pour L = 50 lorsque x = % croit de 0 3 4.

Pour x = % > 4 on a tout simplement la "carte des champs" puisque

chaque spin s'aligne sur son champ local.

I1 apparait clairement que mBme pour des valeurs de x trés

petites, la paroi présente des surplombs.

Avant de discuter les résultats numériques, il est utile de
faire la remarque suivante : pour x v 0 il n'y a pas‘auto—moyennage
de 1'Energie de la paroi pincde ou libre. En effet, supposons
% suffisamment petit pour que, malgrd la présence des champs aléatoires
hi, la paroi, supposée pincée soit rectiligne et sépgre deux domaines +
et —. Dans ce cas on peut calculer AE comme : AE = 2JL + 2 3! hi' Ici

la somme I' porte sur les spins du domaine (région I, fig. 19.h). On
' L el
_ L

On a A = 0, mais asymptotiquement A suit une lei normale de moyenne 0
%T x I = 7 - Dome si 1'on moyenne Ne &chantillons

de taille L x L on observera g(x,L ; Ne) =1+ x AN oii AN sult une
= e

aura done o(x,L) =1 + x A oli A =

avec €5 = signe du champ hi'

et de variance — X
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Fesdbvitavseed
23T3ETTRCRL

e

x=0.017
x=0. 536

x=1.323

FIGURE 2D

x=1, 058
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841

1.568

1

x:

=

FIGURE 20
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loi normale de moyenne nulle et de variance 5%_ . Ainsi un trés grand
Echantillon pourra domner une pente non nulle Sour g(x,L » 1) &

X = 0, ce qui est absurde, tandis qu'une moyenne de beaucoup de petits
&chantillons donnera toujours une pente nulle. Il convient donc de
faire beaucoup de moyennes, mé&me sur des grands &chantillons. Une
différence importante est Z noter entre une paroi pincéde (fig. 19.h)

et une parol libre (fig. 19.c). Reprenons le cas oll x ~ 0 avec cette
fois une paroi libre et des conditions de bord périodiques pour assurer
que la paroi se referme sur les bords, Pour x suffisamment petit, la
paroi sera encore une ligne droite, mais son degré de liberté supplé-

mentaire fera qu'elle sfajustera & une distance i du bord, afin de

minimiser son énergie :

champ - infini.

— champ + infini.

FIGURE 21

Pour &valuer 1'@nergie de la paroil libre, om peut procéder de
la mani&re suivante : la parol ajustée 3 1 = 1 4 une énergie en
moyenne nulle EI = 0, En déplagant la paroi en L = 2 on va avec une
égale probabilité@ augmenter ou diminuer son &nergie d'ume quantité
qui a pour variance hv/L et ainsi de suite jusqu'a 1 = L. L'&nergie
de la paroi libre pour x v Q0 est donc &gale 4 2JL + A oli A est

le déplacement maximum d'une promenade alBatoire symétrique (p = q = 1/2),
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de pas d'amplitude hv/L 3 une dimension. Domec o(x,L) v 1 - %/2. Ce
terme 1/2 x provient du degré de libertd supplZmentaire de la parol et
se trouve vErifi& sur les résultats numériques. Cependant, il faut le
gsoustraire si 17on veut trouver la variable d'échelle pour G {x,L).
Afin de trouver o(x,L) en fonction d'ume variable réduite, la maniére
la plus simple est 1'utilisation des pﬁrois pincées (fig. 19,b). La
figure 22 ci~dessous compare 1'émergie d'une paroi pincée i 1'énergie

d'une parei libre, en fonctiom de x et confirme le résultat précédent.

1B
s |\ Y
E
& \ -
'm \
’ \ Ve - ‘
i \é/’_p1n6éa ]
| _ A\ .
L / \ T
\
L librea \ ; 4
.
. \ i
- i
i Y
*\\
L '\.\.\ x'
- w0 e ,,L_,,-::;é
2 K1

FIGURE 22

La figure 23 suivante présente pour différentes tailles LxL ,
o{x,L). Il s'agit d'une paroi pincie avec une distribution continue
uniforme de champ al@atoire. Les moyennes portent sur 5000 &chantillons

pour L = 10, sur 350 pour L = 30 et sur 62 pour L = 50.
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1.0

0.5

PARDOI PINCEE

P Uniforme

L=10, 30, 30

FIGURE 23

A la diffdrence des courbes d'aimantation m(x), il est clair
sur ce faisceau de courbes que 1'ordre ferromagnétique est détruit la

courbe limite pour L+ =« apparaissant comme}

. o{x,L
o(x,L

Plus précisément, con a cherché la variable d'&chelle en x et en L pour

@)y =0 , X #0
0y =1

i

ddcrire ce faisceau de courbes. Rappelons # ce propos l'argument de
(Bin(a}) qui conduit & une variable d'&chelle en xzinL :

o{x,L) =1 - Ax?%n L + ... . Dans un &chantillon LxL, un déplacement
de W (figure 24.a) conduit, lors d'un déplacement favorable, 3 une

variation d'énergie AU ™ 4WJ - HKY WL ol K est une constante.
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"""""""""""""""""""""""""""""""" \IA/ WL, ko

FIGURE 24

)( WL /n, h

FIGURE 24 b L/

FIGURE 24

La minimisation de AU par rapport 4 W condult i W = (%-X)ZL et
(AU) i =T 4JL(-E x)z. Pour x = %-GZ l ce gain (AU) ne peut compenser
L energle d' 1nterface 2JL. Mais on peut recommencer 1‘opération du
déplacement de 1la paroi, sur une plus petite Echelle L/n, n > 1
{(figure 24.b) et 3 une écheila L/nz,etc. (fig. 24.c), I1 est clair que
la paroi ainsi construite ne présentera pas de surplomb. Appliquant la

A
formule precedente dun morceau de largeur L/ i1 on trouve

v, (x) = ( x)z j%—et le gain d'énergie assoc1e AUl = - 4J(§ X)2 j% .
i
La plus grande valeur de i possible correspond 3 n "&F - L, n

nL i
= 4oL - On peut alors &valuer AU ; en tenant compte des n
max  imn

marches possibles au pas i :

soit i

i
max .
AU =~ T n' AU, Vv - xhr 2R
1 fnn
i=0
done AU A ngnL.

JL
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Cet argument de type 5.0.S. prédit donc une variable

d'échelle en xzﬂnL. La figure 25 présente pour diffé&rentes valeurs de L,

g(x,L) en fonctiom de %290, L'accord n'est pas bozl.

1n @9

20

B{h) wupmiforme

x#x# 1 (LD

Ces mémes données, ainsi que d'autres correspondant 4 un autre

FIGURE 25

choix de la distribution P(hi) ou d'autres Bchantillons, sont montrées

avec comme variable réduite xZRnZL, comme sur la figure 26,
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1.0

sigma

Paroci Pincee

20 P uniforme

L=10<a); L=30/m); L=50 ¢+

x¥x* 1 (L) *1n (L)
1 ] |

1 ]
0.0 i ! i ! 1 L L
0 13
FIGURE 286
L'accord est plus satisfaisant et une régression lindaire
conduit & o(x,L) = 1 - 0,06 XZQDZL. Ce résultat appelle deux remarques

-

i) La variable d'échelle est xzﬁnZL et nen XZQnL qui provient
de 1'hypoth@se $.0.3. rappelée plus haut. D'ailleurs la série de
figure 20 indique clairement la non~validité de cette hypothisa,

ii) Le ré@sultat g(x,L) = f(szd—z) suggéré par les arguments
d'échelle (voir paragraphe I) est conforme & nos résultats. La différence
étant 1l'exposant du (4nL) dans la forme analytigue de la tension de

ligne o(x,L). Rappelons toutefois que ces arguments supposent gque



243

x« |l et L» 1, ce qui donne a 1'expression proposée pour 0(x,L) une
valeur asymptotique sans préciser le domaine de validité@ (permutation

des limites x + 0, L + = par exemple).

Une autre fagon d'interpréter le résultat précédent comnsiste &
définir une longueur £(x) définie par o(x, L = £) = 0. Selon la forme

S0S, on aura &£(x) v exp(ji), tandis que le choix de la variable

d'échelle XZRnZL conduit®s &' () ~ exp é-. Avec ces définitions on
aura
ox,1) = 1 =28k = L"sz (s08)
, e ces
_ 2nl 2 - _ Aal 2
ol G(XaL) =1 (,Q.ﬂg') R eXp (/ang].)

avec l'autre variable d'&chelle. Ces deux lois indiquent que pour x fini
et L » = , g(x,L) + 0 et 1'ordre ferromagnétique est immédiatement
d&truit par le champ aléatoire. Remarquons qu'il est difficile de
distinguer ces deux lois. Mais il est clalr que pour x assez petit,

E(x) et §'(x) peuvent devenir tr8s grands. Par exemple pour x = 0,1,

E(x) = 1043, El(x) = 1017. Ceci explique en particulier les effets de
taille finle obtenus sur m{x) et m'(x). Il est utile de rappeler

1'expression analogue de lz tension de surface du modéle d'Ising & une

dimension

1+e L8 1 1

+e 2
G(T,L) =-T Q;Il ﬁ_— E = AV (t:exp— F}
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11I.4. Conclusion.

En dimension 2, et ind&pendamment du choix de la distribution
{non pathologique) P(hi)’ un champ aléatoire fhi} couplé & 1'aimanta-
tion, aussi petit soit-il, détruit 1'ordre ferrcmagnétique. Le mécanisme
de formation d'amas nécessite des échantillons tr3s grands lorsque les
valeurs de x sont petites. Plus précisément, la tension superficielle
d'une paroi dans un échantillon de taille L se comporte pour x <« |
et L » | comme o(x,L} v 1 - szgngL. Cette parcl trEs rugueuse présente

des surplombs négiigés dans 1'approche $0S. D'eli le diagramme de phase :

T/Te

m>)

FIGURE 27
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IV - ETUDE NUMERIQUE EN DIMENSTON 3

A 3 dimensioms, 1'influence du champ aléatoire sur 1l'ordre
ferromagnétique n'est pas du tout la méme qu'd deux dimensions. En
effet, un champ alatoire faible ne détruit par l'ordre et seule la
tempdrature critique ol cet ordre apparait est modifife. Au contraire
un champ aléatoire fort brisera l'ordre ferromagnétique & toute tempé-
rature, méme nulle. L'objectif de ce paragraphe est de vérifier ceci
et de préciser le diagramme de phase (champ-tempé&rature). Les résultats
du champ moyen prouvant que i'ordre de la transition dépend de la
nature de la distribution P(hi), plusieurs distributions ont &t& ainsi
envisagdes. L'étude comporte deux parties. Une premi&re partie & tempé-
rature nulle utilise les techniques du chapitre II. Une deuxi&me partie
utilise les m&thodes connues de simulation Monte-Carle pour 1'&tude i
température finle. Les aspects dynamiques du probléme (ralentissement

critique) n'ont pas &€ envisagEs.

IV.1l. Etude & température nulle.

Comme pour le cas de la dimension 2, le comportement de

. . 1 LT e
l'aimantation moyemne m = zI0; ol {(...) désigne la moyenne sur le

désordre, le comportement de 1'aimantation projetée m' = %@]sgn(hi)gi et
1 . . .
le comportement de e = - ﬁ-(z Jcigj + Zhioi} en fonction de l'intensité

du désordre

1

2
/i h e , ~ .
X /5 ont &té analysés. De méme, la tension de surface

(i.e. énergie de parol) a &t &tudiée et ceci en utilisant les mémes

distributions de champ P(hi) qu'en dimension 2.

IV.l.a. Btude de 1'aimantation :

Les figures 28 et 29 ci-dessous présentent 1'aimantation en

fonction de x. La figure 28 se rapporte & une distribution discréte du
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champ P(hi) = %GCh-hi)+ %5(h+hi}' Les moyennes sont faltes pour diffé-
rentes tailles LxLxL avec des conditions aux bords libres, L = 5

(16800 &chantillons), L = 10 (1030 échantillons), L = 15 (10 &chantil-
lons), L = 20 (20 &échantillons). Sur la figure 22, sont montrés des
résultats analogues obtenus pour une distribution continue des champs
P(h) = 1/2 u, Ihii < H avec différentes tailles : L = 5 (1775 &chantil-
lons), L = 10 (140 Echantilloms) ; L = 15 (30 &chantillons), L = 20

(12 &chantillons).

1.0
_ o m
10.5
3 DIMENSIONS - n 3 DIMENSIONS
L=5, 10, 15, 20 - 2 L=5, 10, 15
P discret - N P uniforme
1 [ i . | | I
0.0
1 2 3 4 0 1 ' e 3

FIGURE 28 FIGURE 28
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Dang le cas de la distribetion discréte des champs, la valeur

x > 6 &quivaut i un champ infini, comme la valeur x = 4 pour 2d (3 d
dimension x = 2d). Il apparait clairement sur ces courbes que l'aimanta-
tion reste saturée i m(x) = | pour les faibles valeurs de x (x =< X, = 2y.
Pour montrer que cette saturation n'est pas un effet de taille comme

ce fut le cas & 2 dimensions,qon a 8tudid le comportement de la tension
de surface g(x,L). Les résultats sont report@s au paragraphe suivant,

et montrent que x_ est bien une valeur critique séparant deux régimes

différents.

Les points 3 préciser sont donc les suivants : i) quelle est la
valeur numérique précise de X, ? 1i) dans la limite des grandes tailles
(L+w), quel est le comportement critique de m(x) au veisinage de X, ?
ii1) vy a-t-il une leongueur de corrélation divergente & L ? La tdchnique
employée pour répondre & ces trois questions est développe dans les
paragraphes suivants relatifs & 1'analyse des résultats de simulation.
Il s'agit de la méthode des lois d'&chelles en taille finie, appliquée
au cas particulier d'une quantitd qui présente une discontinuité, Pour
1'illustrer, le cas de la chaleur spécifique d'un modéle ferromagnétique
3 portée infinie est discutd ici briZvement. Dans la limite thermodyna-
mique {Bax), cette chaleur spécifique est nulle & T > TCE 1 et devient
finie pour T < TC : C(TZ) - C(T;) = 3/2. Il est d'usage d'associer &

cette discontinuitd 1'exposant ¢ = 0. Partant de
DOSE

H= - =T z e
décrivant ce mod3le & N spins, 1'expression de la chaleur spécifique

C(I,N) = BZ PANFAE (BZ'/Z)2 ol Z(8,N) désigne la fonction de partition

Z= I exp{-p#}
{Ui}

et Z' = dz/dg, Z" = dZZ/dB2 peut 8tre calcul&ecomme somme finie.La figqure
présente C(T,N) pour N = 50, 100, 300, 600. La variable d'échelle pour
un syst&me comportant N gpins est Nle_O%T—TC), i.e. ¥ N(T-1) dans le
cas présent. Sur la figure 31,C(N,T) est portée en fonction de la
variable réduite (T—Tc) VN. L'accord est satisfaisant pour T 2‘Tc oli
toutes les courbes se superposent. Ceci n'est pas le cas 8 T < T, da

aux corrections aux lois d'échelle. Toutefois le saut de C(T) se manifeste

30
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par l'intersection des courbes C(T,N) a TC et ceci pour tout N, comme

le montre la figure 30, Noter que le maximum de la chaleur spécifique

pour une taille N est atteint pour T = TC(N) =1 - A/ VN et ceci est

Ll'origine du d&placement des maximas sur la figure 31I.

c (T

1.5

CHAMP MOYEN
N=50, 100, 300

N=800

CHAMP MOYEN
L=30, 100, 300, 600

A

(T-1> *N

FIGURE 30

FIGURE 31

Revenons aux données de m{x) et m'(x) et cherchons i analyser

le comportement critique 3 ¥, {exposants

B et v), En prenant pour

variables d'échelles (x—xc)LI/vet LB/v m(x), nous avons reporté les

domnées des figures 20 et 29 sur les figures 32 et 33, Les courbes 34

et 35 correspondent aux mdmes points gue les courbes 32 et 33 et

suggérent, comme 1'exemple précédent,

R =0 au cas ofl 1a transition

est du deuxi@me ordre, ou bien une transitionm du premier ordre. Dams le
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1.0

0.5

30 P discrat
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2.0

FIGURE 34
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L

0
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cas de la premi&re hypoth&se, les meilleures valeurs de vy et z, ainsi
obtenues sont y = 2,0 + 0,1 et X, = 2,2 + 0,1 pour le cas de la distri-
bution discréte (fig. 32) et v = 2,0 + 0,1 et x, = 2,0 £ 0,1 pour la
distribution continue uniforme (fig. 33). Ce saut de mi(x} & x = X, et
1'apparition d'une longueur caractéristique E(x) ~ {x—xcl_v vont dans
le sens d'une transition du deuxilme ordre 4 x = x_ . Ce n'est pas le
premier exemple oli ce comportement apparait en mécanique statistique.
Citons deux exemples : i) la chaine d'Ising (d = 1) on I, =0,
Enexp(2J/T) ta=13; B=0, yv=1, y=1, ii) le modéle du champ
aléétoire a portée infinie & T = O (paragraphe II). Dans ce sens, le

cas d = 3 vessemble au cas d = 2 : seule X, devient finie 8 d = 3 et 1la

forme de £ change.

Dans le cas de la distribution discrdte nous avons effectuéd
la méme analyse qu'a deux dimensions de l'aimantation projetée m'(x)
(fig. 36). On retrouve les sauts caractéristiques de m'(x). Les amas
filiformes denmnent lieu 3 de tels sauts. Par exemple pour des chaines
linaires on trouve les positions des sauts 4 x = x =4+ 2/m

(n entier). Certains sauts sont indiquéds sur la figure 36,

Par comparaison nous avemns représenté sur la figure 37 le
comportement de m' (x) pour le cas de la distribution continue uniforme.
Les sauts caractéristiques ont disparu. A la différence de m(x), m'(x)
ne semble pas pré&senter de saﬁts dans le cas de cette distribution.
Notons cependant que m'(x) n'a pas ici de sens physique, 4 la différence

du cas discret.

Iv.1.bFluctuations de l'aimantation :

Les fluctuations de 1'aimantation vont nous renseigner sur la
présence ou non d'une longueur caractéristique £(x) n |X—Xcl-v au
volsinage de x,+ Ces fluctuations sont des fluctuations dues au désordre
trempé et non pas i 1’agitation thermique puisque T = 0. Remarquons gue
dans le cas du mod&ie 3 portée infinie nous avions associé un exposant v
4 la dérivée :

. dm(x,H)
x(®) = lim ——2=Sax - Xcl—Y

B0
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oli ¥ désigne un champ ext&rieur uniforme. Toutefois, sans appliquer H
dans le cas pré&sent, on peut Ztudier la distribution PL(m) de l'aimanta-
tion 3 température nulle. m(x) &tudifeplus haut fournit une description
du comportement du premier moment de PL(m) ax X, ¥l ast naturel de
considérer le second moment de PL(m). Plus précis@ment nous avons porté
sur la figure 38 y(x) = [< > - <m> ZDLB gn foncticn de x. On
remarque gque les courbes se superposent dans la phase désordonmie(x v 4)
(x > xc), ce qui justifie la normalisation utilisée pour la variance

de m. Il est domec maturel de tenter une transformation d'échelle pour
ramener ce faisceau de courbes A une courbe universelle (fig. 39) en
introduisant un exposant vy pour décrire le comportement de

¥(x) v ix—xcl M axn X, Cette courbe montre un accord relativement
bon & x <‘xc et ainsi que pour les valeurs sulvantes !

/v = 0,50+ 0,03 ) v/v =1,0 £ 0, et xé = 2,2 +0,1.

La dispersion des points est trEs probablement due au nombre limité
d'&chantillons. On dé&duit dome de ¥(x) : v =2,02% 0,2 vy =2,020,2
at X, = 2,2 £0,1. Ces yaleurs sont bien compatibles avec les valeurs

obtenues i partir de 1'analyse de m(x) plus haut.

IV.l.c. L'Energie interne

Comme cette &tude est menfe 3 T = 0, 1'énergie interne est
. . . . . 3. . p o
aussi l'@nergie libre. Pour chaque taille L” 1'énergie trouvée peut &tre

comparée aux deux cas limites x € [ et x » 1.

Tout comme le cas d = 2, on peut calculer 1'énergie Eo’ COrres—

pondant 3 un ordre ferromagnétique(x <« x I_g = 3L{L-1} - 0,8 x L3 et

e

1'énergie &, dans l'autre limite : EI/J - XL3. Les figures 40 et 41

1
présentent cette comparaison pour N = 5 et N = 20 (conditions aux bords

libres, P{(H) discret). B_. et E, sont des bornes supérieures de E(x),

0
comme ce fut le cas 4d = 2.
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On peut en déduire une borne supérieure X de X, en égalant

2
d Ld/““-’

EO(X) =L - Ax - de avec EI(X) N =% Ld, ce qui donne x., = d.

6]
Dot x < d, ce qui est bien confirmé par les résultats numériques.
c s q D q

Remarque : Cette borne X, ainsl dé&finie par Eo(x) = El(x), colncide

avec la valeur exacte de x dans la limite du mod&le & portée infinie.

Pour d&finir un exposant critique @, on peut soit mesurer les
dérivées (premilre ou seconde) de 1'énergie E{(x), soit mesurer ses

fluctuations. Le manque de pré&cisiom di au nombre insuffisant
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d'@chantillons pour la premiire d&finition et 1'absence de données

pour la deuxiéme nous limitent dans cette analyse. On peut néanmoins
remarquer qu'il n'y aura pas de fluctuations dans la phase ordonnée

X < X, puisque 1'8tat fondamental correspondant est toujours ferroma-
gnétique. Tandis que pour x R X ces flaoctuations auront ume valeur non
aulle et probablement finie. Cette remarque nous conduit i postuler

que l'exposant ¢ est nul. Ceci satisfait la relation de Rushbrooke

a + 28 + vy =2, si on utilise les valeurs trouvées précédemment pour

B(= 0) et (= 2).

Nous concluons done que la transition & x = X, est du deuxiéme
ordre (Xé = 2,0 £ 0,1 pour p(h) uniforme, x, = 2,2 £ 0,1 pour p(h)
discret) avec le jeu d'exposants o = 0, 3=0, vy =2e v =2, 1I1 fautr
noter que la relation de Josephson : dv = 2 - g se trouve donc vielée
ix = X, et il faudrait la remplacer par une nouvelle relation (Vil(e)),
(Bra), (Fis(d)).

IV.l.d. Energie d'interface :

Pour confirmer nos résultats pricédents (persistance de la
phase ordonnée ferromagnétique # x < ¥ ) et pour déterminer X, d'une
wanidre différeate, 1'8tude de 1'Gnergie d'une paroi séparant deux
domaines a &t& effectuée. Le méme procéda qu'3 deux dimensions pour
créer la parol a &té utilis&. Les figures suivantes présentent
pour le cas p(h) discret et le cag pvh) uniforme le compor-- )
tement de la tension de surface o(x ; L) définie par o{x,L) = égiéfkl
pour différentes valeurs de L : pour le cas continy L = 5 L
(330 Gchantillons), L - 8 (304 &chantillons), L = 10 (115 &chantillons),
L

L = 8 (400 échantilloms), L = 10 (125 &chantillons), L = 15 (45 &chan-

Il

15 (26 Echantillons) et pour le cas discret L = 6 (1164 &chantillons),

tilloms) et L = 20 (12 &chantillons). La figure 42 se rapporte au cas

continu et représente o(x ;L) en fonction de x.
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1.0
g’ P) unmiforma
30 L=5,8, 10, 12
0.5}
) X
0.0 L ' |
g 1 2 3 4

FIGURE 42

On voit clairement que ¢(x ; L) gardera ume valeur non nulle
quand 1, croit pour x < ¥, prouvant ainsi que la phase ordonnée
ferromagnétique est stable pour x < x - Le comportement en taille de
g (x,L) est caractéristique d'ume quantité pré&sentant un saut. On peut
alors, comme pour 1'aimantation,utiliser les variables réduites
v et g{x ; L) IP/v

d'échelle at estimer des valeurs des exposants v, 1 et £, Tei

(x-z )L our tester l'hypothdse d'imvariance
. p yp

1'exposant y décrit le comportement de ¢(x,L =) : g =~ (x—xc)u

Le saut de o (x,L) observé nous conduit & tester 1'hypoth&se p= 0. La

figure 43 correspond au cas p(h) discret.
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La valedar trouvée pour v &tant l/v = 0,50 * 0,05

en parfait accord avec la détermination précédente de v. Les valeurs
de X, ainsi trouvées sont X, = 1,9 pour le cas p(h) uniforme et

X, = 2,1 £ 0,1 pour le cas p{(h) discret sont aussi compatibles avec les
valeurs trouvées plus haut. Noter que ces résultats sont coh8rents avec

notre choix p = O pour l'exposant de la tension de surface (saut &

X = xc).
4.0 o= : : :
”~ =N
_i k4
X o4, 3D L=5, 10, 15, 20
: a —
o P(R) Discret
0 Oy .
0.5 1 ]
"o
7 1
4 0 !
(x=x) L7 e
O . . - - '

=

-4 '®) . k<l

FIGURE 43
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L'analyse des ré@sultats pour g(x ; L) nous permet une autre
gstimation de X, - Une premi&re détermination consiste 2 assimiler X
au point d'intersection de 2 courbes g(x ; L) pour deux valeurs diffé-
rentes de L, ce qul fournit autant de x, que de couples (L,L'). Une
deuxisme détermination qui ne fait intervemir qu'une seule valeur de L
cgnsiste 3 assimiler %, & 1'abscisse du maximum de la dérivée de
d
dx
ces courbes s'intersectent entre elles au point ot leur d&rivEe est

(x ; L). Ces deux déterminations sont cohBrentes, c'est~d-dire que

maximum (voir la figure 44 correspondant 4 ume distribution p(hi)
continue). Ces nouvelles déterminations de ¥, sont compatibles mais
lég@rement inférieures aux valeurs détermines 4 partir de E(x) et m(x).

La cause en est certainement lide aux problémes de taille finie.

d@) /dx)
PR uniforme

-0. 3
L=5 {(+)

—0.4F L=8 (A)

L=10 (O
0.5 }

L=12 M
_D_ s =

x
~0.7 . .
0 1 2 3 4

FIGCURE 44
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-

En conclusion, cette &tude suggére qu'id température nulle, le
mod&le d'Ising sous champ al&atoire présente une transition de phase
ix = X, ot l'aimantation qui est le paramétre d'ordre saute disconti-
nuement tandis qu'une longueur de corrélation £(x) prend place et
diverge i X, Le jeu d'exposants décrivant cette transition est
a =0, B=0,vy=2,v=2ety=0. C'est-i~dire que la relation
de Rushbrooke g+23+y = 2 est bien vérifiée tandis que la relation de
Josephson 2y = dy devient 2-q = (d-8)v oli 8 = 2. Ce nouvel exposant g
a €té introduit dans (Vil{d)), (Bra),(Fis{(d)). On peut lui donner le
sens suivant : d = d - 5 oll d désigne la dimension fractale de 1'en-
semble des spins responsables des fluctuations 4 x = X . Pour un
systéme homogéne ¢ = O et 1'on retrouve la relation biern connue. Pour
le mod&le &tudié ici, % - §~$;6 Sd~-1{8=23dd>26) en
accord avec mos ré@sultats. La présence de 6 (ou d) est 13 pour traduire
les inhomogénéités des fluctuations, et peut intervenir dans diffirentes
quantités. Par exemple, l'exposant u de la tension de surface
o(x,L) = AE/Ld_1 est 118 directement 3 6 :

O-d+1

glx) v £ n(x - xc)“ , 1= v(d=1-8)

Cette relation est parfaitement compatible avec nos résultats,d la

fois 83d =3 (B =2, u=0)ecd=2 (8 =1, u=0).
Il faut noter que les valeurs numériques trouvées & d = 3 sont

en désaccord avec la prédiction du développement 2 d = 2 + ¢ (Bra)

qui conduit 3 0 =1 + g/2,

IV.l.e. Morphologie de 1'état fondamental

Une étude de la morphologie des amas de spins (+ et =) nous a
semblé utile pour comprendre la transition 4 x = x, . Les résultats de
cette &tude se résument ainsi. Lorsque x < X, il y a un seul amas de
spins tous orient@s dans la méme direction. D'un autre c6té lorsque
x > 6 (pour le modéle P(h) = £ h) chaque spin est aligné sur un champ
local et i1 y a autant d'amas de spins que d'amas de sites (modéle de

percolation 34 3 dimensions).
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Comment passe—-t—on d'un seul amas 3 x < %, i beaucoup d'amas
pour x > 6 ? L'&tude faitem'a porté que sur un nombre limité d'échan—
tillons (20 familles, O < x < 6), ol L'on a effectud 1'analyse de la
distribution des tailles des amas, ainsi que leur forme. Pour toutes
les families d"&chantillons &tudiés, lorsque x devient plus grand que
L 2,0, l'unique smas de spins ordonnés se casse en deux dcemaines
uniquement, qui percolent i travers 1'échantillon. Lersque x aucmente
encore tout en restant inférieur & une valeur de l'ordre de x v 3,
les deux domalnes se d&forment, mais il n'y en a toujours que deux. Leur
déformation consiste 3 ajuster leur frontidre afin de s'adapter aux
frontidres séparant les amas de sites définis par le signe du champ.
Qualitativement cette déformation se traduit, en baissant x, par la
disparition des bras morts d'une phase (+) dans l'autre phase (-)

(figure 45).
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A ma EB':E- eir=:2
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frontiere des amas de champs

frontiare des amas de spins.

FIGURE 45

Le caractére filiforme de ces dendrites est 3 rapprocher de
la valeur d = 1 trouvde plus haut comme dimension fractale des régions
sources de fluctuations. Enfin pour x grand le nombre des domaines
augmente pour atteindre un nombre ~ L3 & x > 6. On voit ici la

différence lmportante pour ce modéle entre la dimension 2 et la
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dimension 3 . En effet, en gé&ndral, & 2 dimensions, 3 rZgimes sont
possiﬁles pour le probléme de la percolation de sites : si p < l"pc
seuls les amas de sites &teints percolent, si I--pc < P < p_ aucun amas
ne percole et sip » P, seuls les amas de sites allumds percolent

(p probabilité pour un site d'8tre allumé). Par contre, 3 3 dimen-
sions dans le r&gime intermddiaire P, <P < 1~pc les 2 types d'amas
(amas de sites allumés et amas de sites Eteints) percolent. Puisque,
pour le preobléme du champ aléatoire, um site porte un champ positif ou
négatif avec la probabilité p = 1/2 on est dans le régime intermédiaire

qui différencie fortement la dimension 2 de la dimensionm 3.

IV.2 Etude & température finie.

Pour compléter le diagramme de phase (x,T), nous avons &tudia
la transition 3 Tc(x), en fonction de la température. Pour cela on
s'est limité aux propriétds d'équilibre, sans &tudier les effets dyna~
miques & la transition. L'algorithme utilisé dans 1'dtyde précédente
4 T = 0 permet d'obtenir les &tats de base uniquement. Done 1l faut le
remplacer par un autre qui &échantillonne tous les &tatg d'équilibre 3

T # 0.

Le paragraphe suivant décrit bridvement cet algorithme.

L'analyse des résultats est précédée d'un résumé des méthodes d'analyse.

IV.2.a. Méthode de MEtropolis et algorithme de Monte~Carlo :

La méthode de MEtropolis (Met) est une méthode trés géndrale
qui permet de construire une chaine de Markov dont la distribution

limite est une distribution dornnée 3 1'avance. Rappeleons qu'on appelle

une chaine de Markov un processus alBatoire {Xn S iN}Il e p o tel que

Pr(x = x| =i s Xo=1i) =Pr(Xx_ =3j|X

n~-1 n~1 ln—l)

51 Pr,(Xn = il X .y = 1) est indépendant de n, la chaine de Markov est

alors dite homogéne et la matrice P = (Pij) est stochastique.
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A la matrice P d'une chaine de Markov {Xn € 4{1l, ..., p}}n e w
on associe un graphe i p sommets. A chaque &tat ied{l ,..., p} de la
chaine de Markov correspond un sommet, Deux sommets i ét j sont reliés
par un arc (i,j) si Pij > 0. Une chaine de Markov homoggne est dite
irréductible, si le graphe associé€ est fortement connexe. Si
Pi? 1€ {i,...,p} est 1'Elément (i,j) de la matrice Pn, i est la proba-
bilité d'aller de l'8tat i & 1'état i en n pas. Un &tat 1 est dit
" périodique de période ) si Pi? n'est non nul que pour n multiple de ).
Une chaine de Markov est périodique de période A si tous ses &tats
“sont de période ) (dans ce cas, on peut se ramener a ) chalines de
Markov de période 1). Une chaine de Markov de péricde 1 est dite

apéricdique. Toutes des définitions permettent d'énoncer le théordme de

base sur le comportement asymptotigue des chaines de Markov.

Si P est la matrice de transition d'une chalne de Markov
irréductible, homogéne et apériodique et g'il existe un vecteur ligne

tel que [P = ]I alors

i) T est unique
ii) Wi >0 ¥ 1
111) lim P.T =m. ¥ i
i] ]
n—)-oo

C'est-a-dire que, quelque soit la distribution de départ, on converge

vers la distribution 1.

On peut maintenant exposer bri&vement la méthode de MEtropolis
(Met). Soit donc une distribution de probabilité [, comment construire
une chaine de Markov qui converge vers II 7 A partir d'une matrice
stochastique apériodique et irr&ductible quelgongue Px, on comstruit

une matrice, elle-méme stochastique P, de la manigdre suivante :

* . .
P,. x L si < 1
i] Wi T
P,. = i #
ij " ﬁj J
P, gi =% > 1
iji T
P =1- P

i1 i3 i]
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Il est clair que P est bien stochastique et que ﬂiPij = “ﬁPji pour
tout {i,j). On en d&duit facilement que P = T . De plus le passaga

z . 5 oz birq sz PSR
de 7 & P conserve les caractdres d’'irréductibilité et dfapériodicité

= sk - . -
de P, On a ainsi trouvé, avec P, la matrice d'une chaine de Markov

qui comverge vers Il,

La méthode de Monte-Carlo (Met) réside dans le choix de la

‘matrice P de i). Si le systéme comporte N spins d'Ising, la chaine de
Markov comporte vl états X, & {O,I}N.Si le iéme  &lément de x
vaut 1, c'est que le spin i est (+) % la date n, sinon il est (=). 11
faut choisir une matrice P stochastique de taille ZN X ZN. Le cheix de
la méthode de Monte~Carlo est le suivant P?j = % si les &tats i et j

ne diff8rent que par un spin ; P?j = 0 gincn. C}est la m&theda du
"single-spin flip”. I1 est &vident que P* est stochastique. En terme de

spins,l'algorithme s'&nonce ainsi :

. .. ; ; =
i) choisir un spin au hasard (ce pas correspond au choix de P7)

T
ii} envisager la tramsition et &valuer le —i-correspondant, c'est-3-dire
AE B T een < o
exp = = ol T est la températura et AR ta différence d'énergie

associée au retournement du spin 1.

La transition (i.e. le retournement du spin choisi) est

_AE/T). Beaucoup de variantes de

effectuée avec la probabilité min(l,e
cet algorithme ont &té proposées, soit pour accélérer la convergence de
cette méthode (c'est-F-dire diminuer le nombre de pas nécessaires avant
d'étre dans le régime asymptotique oll 1'on &chantillonne r&ellement les
&tats d'équilibre de la température T), soit pour Etudier la dynamique
(c'est~3~dire différents types de relaxations) (Bin{d})) Dans le chapitre I,
une &tude du temps de relaxation non linéaire de 1'&nergie et de 1'aiman-
tation d'un mod&le ferromagnétique sur un réseau fractal est présenté,

oli 1'on a2 utilisé cette méthode de Monte-Carlo.

La variante de la m#thode standard, effectivement utilisde ieci,
s'appuie sur les considérations suivantes : soit f{AE) la fonction
exprimant la probabilité de retournement d'un spin en fonction de la
différence d'énergie AE associ& 2 son retournement. Dans la méthode

standard £(AE) = min (I, exp - %;-). Notons §E 1'8nergie de la
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configuration si le spin tird est (+) moins l'8nergie si le spin tirs

est (_) s (SE = E(O’ = |r+||) - E(O' = r1_u).
Spin tiré (+) Spin tiré (=)
Probabilité de mettre 1 - #(8E) f(-68)
le spin tiré (+) {pas de retournement) (retournement)
Probabilité de mettre £ (8E) I =£(SE)
le spin tiré (=) (retournement) {pas de retournement)

Si 1'on choisit f tel que 1~f{SE) = f(-8E) et E(SE} = 1 -~ £{-6E)
alors la probabilité pour un spin d'8tre mis (+) & un instant ne dépend

pas de gon etat 3 cet instant, mais seulement de 1'&tat de ses voising.
o e s ms C e 1

t = —
La fonction f qui vérifie cette propriété est f£(3E) Tvexp (BE/T)

C'est la dynamique de Glauber (Gla). Ce nouveau choix de la dynamigue

revient donc a4 rempliacer f{AE) = min(l, exp - %?) dans 1a méthode

standard, par

axp{- %?)

£(AE) =

1 + exp(- é?ﬁ



264

Pr lretournement)

AE/T

FIGURE 486

L'algorithme devient efficace dans sa mise en ceuvre sous

la forme suivante :

i) choisir um spin au hasard

Vs cqs, - exp—{SE/T)
ii) le mettre (+) avec probabilita T+exp (-SE/T) °

Un exemple détaillé d'utilisation pratique est douné en Appendice 3

ce chapitre.

Lféchantillonnage des &tats d'&quilibre permet de mesurer les
valeurs moyennes d’un observable 2 1'équilibre, Une transition de
phase se traduira par un comportement singulier de certaines quantités,
Le paragraphe suivant présente une mé&thode tré&s fine d'analyse des

résultats.
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IV.2.t. Méthodes d'analyse des résultats : loi d'échelles_en taille

finie et otrdre de la tramsition

A. On peut voir Bin(c) pour une revue sur ce sujet. Pour
un syst@me de taille finie Ld,;l'énergie libre £ (T) par
spin d'un wod&le pur comme d'un mod&le désordonné est toujours ume
fonction analytique (Z est une somme finie d'exponentielles). Les
singularit&s ne peuvent apparaitre que lors du passage 2 la limite
L -+ «, La difficulté de 1'expérimentation numérique réside dans ia
recherche des traces dans la fonction analytique fL(T) des singularités
de la fonction £(T) = lim fL(T). Cette tiche est d'autant plus mal -
alsée qu'en géndral on'te comnait fL(T) que par des simulations et
donc imparfaitement. La méthode utilisée couramment a &t& proposée
par (Fis (a)(b)). Fondamentalement, elle consiste & supposer a priori
comment la suite de fometion fL(T,H) converge vers la limite
fL:m(T,H) autour du point critique (T = Tc’ H = 0 par exemple). Elle
s'applique principalement donc aux transitions de deuxi@me ordre.
Un point particuliBrement délicat est la détermination du domaine ol
les lois d'échelles s'appliquent, c'est-a~dire de AT tel que ces lois

sotent vraies pour T € {TC - AT, TC + AT] .

Rappelons que ~ la seule hypothése que l'&nergie libre
puisse se mettre dans la région critique, sous la forme universelle
B ) A . . .
£(T,H) = freg(T,H) + |t fu(H/t Y, (freg ast une fonction rdgulidre de
t= T - Tc) conduit aux principales relations entre exposants criti-

-

ques. De mani®re analogue, les lois d'échelles en tailles finies
peuvent s'exprimer 3 partir d'une seule hypoth&se auesi. Cette
hypoth&se consiste i supposer une forme particuligre pour la distri-
bution de probabilité PL(m : T) de 1'aimantation sur un é&chantillon

de taille L, & ia température T (Bim(b),{c)).

Diffsrentes Bvaluations sont possibles pour 1'aimantation
moyenne mL(T,H). Dans le cas pur, les deux configurations {oi} et
{—gi} sont de méme probabilité et dome pour toutes températuras
mL(T, g =0) = 0. Clest~-&~dire que si 1'on calcule

I

(D

N

pe 1
a
v

B=0,T
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et si 1'échantillonnage est correct on trouvera toujours m(l)E Q.
En pratique lorsque 1'on est 2 T <« TC et T pas trop proche de T.» on
n'échantillonne qu'une moitié de la distribution 3 cause de la

TL(m s Ty,

= 0. Par contre, pour T n Tc il convient

symétrie brisée (ou pour des temps< temps ergodique )

(1

On ne trouvera donc pas m

de calculer

o™

>

91> g 2o,

N
bien que la d&finition correcte serait

oas 1
= 1lim < = T, g, >

3
m
H+0 N

H,T

Une gquatriéme expression

m(4) =y <(§-Z o) ">

H=0,T

peut 8tre aussi utilis@e. En ré&sumé, la valeur moyenne mL(H,T) sera
calculée en pratique avec

s t

m (H,T)=—= 5
L (t q)k=q i

ol t désigne un temps suffisamment grand, et oil le systéme est
suppos€ 4 l'Equilibre & 1'instant ofi 1'on commence le calcul de la

moyenne (¢ assez grand).

La théorie des lois d'échelles en taille finie suppose que
PL(m s T) = £{(L, m, T) ne s'exprime pas comme une fonction de trois
variables indépendantes mais prd&s du point critique, comme fonction

de 2 wvariables ré&duites :
/
p ) » P Vq/e, ety (1v.1)
pour L + =, L/f fini (£ = longueur de corrélation). De (Iv.1) on déduit

mL(T,H) =lm PL(m)dm = L_B/:!.M Q(L/g,M)dM
B/fv

en posant M = L .
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dloli :

B/

wy (T,H) v ou ViL/o)

ol m ast une fonctior d'é&chelle.

De méme, la susceptibilité par spimn s'écrit

_ L3 < m2 > - <4m> :
XL— T
d'foit Xp Ld—ZS/v i (L/E) ol i est une fonction d'échelle,
. +y fAVE
soit %V L x (L/8)

ofi L'on 2 utilisé la relation d'hyperscaling et la relation de
Rushbrooke,Lorsque la relation d'hyperscaling n'est pas vérifiée

(par exemple pour un modéle d'Ising en dimension d > 4), la longueur

de corrélation £ est remplacée par une "longueur thermique' 2 & laquelle
i1 convient de comparer la taille L de 1'échantillon. Prés de Tc’ 2 se
comporte comme  (Bin{e)) :

_ Y28
gl =T | d
&

Enfin, les mémes considératioms s'appliquent & la chaleur
spécifique CL% Ld/v E(L/g), ot C est une fonction d'échelle.g ~ [T—Tclv
est suppcsée &tre la seule longueur caractéristique. La méthode des
lois d'échelles en taille finie consiste & vérifier qu'uﬁ jeu
d'"exposants ¢, 8, y, v et une valeur TC sont compatibles en vérifiant
que pour lT—TCL suffisamment petit les courbes mLS/vvs Ll/v|T—Tc| ,
XL_B/vvs Lllv[T—Tcl et G L—a/v vs ET—TC| gont bien deé courbes uni-
verselles indépendantes de L. La difficulté@ pratique que 1'on rencontre
est que chacun de ces ajustements fait intervenir au moins 3 paraméFres

(par exemple B, v et T, pour 1'aimantation).

Pour trouver une méthode qui permette de déterminer les
différents exposants indépendamment les uns des autres, (Bin(b))

a proposé la méthode des cumulants.
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Méthode des cumulants ou de la constante de couplage

renormalisde : (voir (Bin))

Pour illustrer cette méthode, considérons le cas simple d'um
systéme de spins d'Ising ferromagndtique (couplagé J) sous un champ
extérieur (H). L'hypoth&se de hase de cette méthode, inspirée des
techniques MCRG (Monte Carlo Renormalization Group (Swe)) est gue la

probabilité PL(m ; T) est de la forme suivante :

' 1 I
P@m; T>T) =———— oxp = =~ —%
L ¢ d 2y 1l
2m(y T/L7) L
(mm_)° (mtn_ )7
m-m m+m
P T <T) = L { 1 exp - E&————EE——J+ 1 exp _(l_____fﬂ;_a}
L c —— 2 2z 27 /Ld) 2 2 27y /Ld
/21 (¢ T/L%) L T
ol msp =< !ml > et ol X, est la susceptibilité par. spin pour une taille Ld

et 3 la température T. Cette forme se d&duit d'une é&nergie libre

"4 la Ginzburg-Landau'

Pour H # O on observera le d&placement de la gaussienne vers
msp(T, H# 0) ou 1l'abaissement d'un des deux maximums par rapport i
l'autre. Ceci est illustré sur les figures 47(a) et 47(b) qui repré-
sentent les distributioqs d'aimantation calculées par énumération sur
un réseau 3x3x3. La figure 47(2) présente le cas T = 5,75 (> TC(L=3)},
4 =20 en trait fort, ainsi que ¥ = 0,05, # = 0,10, H = 0,15,
H= 0,20, H=0,25, H=0,30 en traits fins. La figure 47(b) présente
pour les mémes valeurs de H le cas T = 4,75 (< Tc(L = 3)). Sur
l'axe H = 0, on voit clairement les modifications de PL(m) en
augmentant la temp&rature depuis T = 0 jusqu'a T =® , A T < TC,

PL(m) présenté est bimodale, 3 T > Tc’ PL(m) devient unimodale.

D'autre part, 3 température fixe T, en se déplagant en champ

depuis H > 0 vers H < 0, on observe le compor tement sulvant de PL(m)
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i)y T< T : PL(m) est bimodale asymétrique & H # O, et devient symé-
trique, juste au point de transition du premier crdre &
H = 0. Au point de transition, PL(m) peut Eétre approximée

par une double gaussienne symétrigue.

i) T » TC : PL(m) reste une simple gaussienne quelque solt B, centrée
i une valeur positive (H < 0), négative (H > 0} ou nulle
(H=0).

11T = Tc : PL(m) n'est ni une geussienne, ni une double gaussienne.

Un critére simple permettant de trancher entre ces trois
possibilités sur l'ordre et l'existence de la transition ayant lieu

en fonction de B 34 T donné est la constante de couplage renormaligée
K4
U = -

L 32

<

, iel K4 est le quatriéme cumulant de la loi PL(m) et M2
le deuxiéme moment.

En effet, si x désigne une variable zl&atoire de densité

- 1 _a Sl d e - Lo 1 <o <
f{x) = [ G ) exp { 2(_5") PG+ Frexp L= 5 Y] (ml Sa< 1)
Piile] -
alors
K 2
4 2
- el - nEe? - At
23 2 2
3M2 u to
_ ~ 2 2 _ 2 =
Dans le cas présent u = < im| >y, 4 +g" =<m > et g =0, Donc,

dans la limite thermodynamique (L =) UL - % dans la phase ordonnée
(L=0,Tc« Tc)' Par contre, si les fluctuations sont gaussiennes

UL > 0 <K4 = 0) (phase paramagnétique, H = 0, T > Tc)' Finalement, au
point de lz transition du deuxi&me ordre (T = Tc) ol apparaissent les
fluctuations critiques, la distribution ne sera nl une gaussienne, ni
ung double gaussienne et UL tend vers une valeur différente de O et

de 2/3. Ceci est illustré par les figures 48 a-d, La figure 483a)montre
UL(T) pour un syst&me de 5x5 spins et différents H. La figure 48b)
présente UL(H) pour la méme taille et pour différentes températures :
la croix correspond &8 H = Q, UL = 2/3. Les distributions d'aimantation
pour un systéme de 3x3x3 spins, H = 0 et différentes valdurs de T sont
représentées sur la figure 48c). La figure 48d) représente les mémes

quantitds que sur la figure 48a) mais pour un systéme de 3x3x3 spins.
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T T T T LIS

P (m) 3%3%3 spins
H=0(trait aepais), H=0, 05, H=0. 10

H=0. 15, H=0. 20, H=0. 25, H=0. 30

T=5.75>Tec (L=3

D

FIGURE 47

P (m> 3#3+#3 spins
H=0(troit epais), H=0. 0S
H=0. 10, H=0. 15, H=0. 20
H=0. 25, H=0. 30

T=4, 75<Tc (L=3)

0
FIGURE 47 b)
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H=0, 0. 001,0.01,0.1,0.2

S*5 spins

.78

O
T
_0% . 5 o
Q ) § -ov o oty
FIGURE 48 FIGURE 48 p»
O-"l T T T N — T o; — T T
P{m 3#3%3 spins H=0 3*3I*3 spins
' ’ H=0 (epais)
H=0. 01
H=0. 05
1 H=0. 1
205 | -
O
O . ' -03
4.0 © m A0 E O S -10

FIGURE 48

FIGURE 48 o
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I1 est intéressant donc d'8tudier le comportement de UL en
fonetion de L afin de clarifier l'ordre et 1'existence de la transi-
tion. Mais U, peut servir aussi pour calculer I, et d'autres expo-
sants. Pour cela exprimons UL en fonction des diff@rents moments < m™ >

de PL(m) :

0 = - K4 - - <m4> - 3<m2>2 = 4<m> <m3> + 12em%> <m>2 - 6<m>4
L 3M§ 3< m2 >2
< m4 >
Tous les moments impairs de m sont nuls donc UL =1 - 75 5 . Or
1l'hypoth&se d&ji faite sur la distribution PL(m) dems >
conduit a
7
emt s =] @" LdB/v QCL/E; LB/v)dm
donc <m'"> prend la forme suivante <m’s = L—nB/v it (L/Z) et
&, (L/€)
i
35 (L/E)

ﬁ4 et ﬁz désignant des fonctions d'&chelle. L'étude en fonction de
la taille consiste & comparer UbL et UL pour L grand., De l'&quation
précédente, on déduit

1 “(anL/aUL)
v on b u*

- 4 . .
o U est le point fixe.

La détermination de vy et T, se fait alers indé&pendamment.

T1 suffit de représenter U,y en fonction de U . Le point d'intersection

L
o N 4 = - - i
avec la premi&re bissectrice dounera U° d'oii 1'on d&duit Tc et la

pente dounera 1/v.

i} Exemple de la chaine linfaire

I1 est bien connu (Tsi) gue la fonction de partition de 1a

chaine d'Ising peut s'dcrire sous la forme suivante :
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ZN(T,H) = KE + ?\f d'oli A% = eK ch(h) * /eZKShZ(h) + e_ZK

avec K=J/T et h = H/T (N = nombre de spins}. |

D'autre part, en d8rivant Zy» on en déduit

n
< mrl.> =___'1_____ g...._. ZN(T’H)

Nz, (T,1)  dh”
d'oii 1'on tire :

— oK By N1 Ky 3Ky g Ko Ky N1 K 3K

mz(N,T) = % e
' [Fea™N 4 [N
ef
;Z{N T) = RS LeK+e—K]N_2{‘388K+(3N—5)e6K+(6N—2)e4K+(3N+2)e2K+1} + 1
N3 [ QK+e_K]N + [eK—e_K] N N3
[ KK N-2 3B, a6y o o2y R (ae2) 75 - 1)
+
[ EK+Q-K]N ¥ [ EK“QHK] N
43 U200 o
Chaine d’Ising o
A/3
O U1c0
O . A% 2/3

FIGURE 49

La figure 49 présente U,ny en fonction de Uy00 calculées

chacune 3 la méme température T. On voit clairement que la transition

est rejetée 2 T = O,
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ii) Cas du mod&le 3 portde infinje :

Le m@me calcul de U peut se faire aussi pour lea cas du

mod&le def1n1 par 1'Hamiltonien

r--5 I 939}
<i,j>
ol N est le nombre de spins et ofl la somme porte sur tous les
couples. Il est facile de voir que la probabiiité P (M) d'avoir une
configuration d'aimantation M 3 la température T s ecrlt
~ N+M

== 2
1 ) J M°-N
R = ZL N exp i~y =

o 7 se calcule simplement en normant les probabilité&s. Tl est alors

facile de calculer numériquement < m2>< m4> at UV ofi m = % . Les

figures suivantes (flg 50a)b)c)) présentent <m?> en fonction de 1/VW,
d T=T.=1, (a), N<m4> en fonction de 1/vN{b) et U en fenction de 1/vN(c).0n
trouve : <m%> A& L 1LI3/VE, § < m% » a2 6158//_4- 2,9925 et

0,3625

Ug v ——= + 0,2696. Finalement la figure 51 teprésente U en

VN
fonction de Usgo et est conforme 3 ce que 1'on attend. Toutefois, le

point d'intersection U™ ainsi trouvé n'est pas identique 3 celuil que

1'on attend (U = 0,2696), et ceci 3 cause des effets de taille finie.

iii) Cas général :

Za
— 2-qg B
On peut Eerire f{m) ~ t Uom pour T proche de T,
Or Eég =38 + 1 d'oii £f(m) ~ m6+l. On peut alors calculer P(m,T ) qulﬁ )
Y AP
est la probabilité d'avoir une aimantation maT, = P(m,Tc) o tim
d'oii
;" co fee]
< m2k > = f/ dm m2k exp —~N m6+1) !/ ( dm exp—Nm6+I)
”—{-OO
& -i =
En posant u = Nm ! at en remarquant que| . uk Ie Yay = F(u), il

vient -
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et finalement

vt =

(=0}

r
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2lk+1
L&+ PG

O

5 1
Q§:T)FCg:TJ

L'application numérique au cas du champ moyen oli § = 3 conduit i

ui(T,)

précédent. Le cas du modéle d'Ising & 2 dimensions ofi § = 15 conduit 2

0, (T.)

= 0,3875, Cette valeur n'est pas du tout en accord avec les

ré&sultats des simulations numériques de (Bin{k)) qui trouve 0,52.

B. Ordre d'une transition.

Pour déterminer 1'ordre d'une transition,

sont utilisées

(métastabilité) et distribution du paramétre d’

l. Cycles thermiques

différentes méthodes

cycles thermiques, sensibilité 3 1'état initial

.
M

ordre (ou de 1'énergie),

Un cycle thermique est la succession des opérations suivantes

i) Aprés avoir stabilisé le systéme (4 trds basse température) dans un
état d'équilibre,
on augmente la température T par des pas de AT

A chaque pas, le systéme s'dquilibre pendant un temps Ak,

m(T), e(T),

.

etc.,sont mesurés,

et puis

ii) Aprés avoir dépassé Tc’ le systéme est refroidi en suivant le méme

trajet en sens inverse.

11 n'est pas surprenant d'observer de 1'hystérésis lors d'un

cycle, et ceci quelque soit le cas &tudid. En effet l'hystérésis en

lui-méme n'est pas le signe d'une transition du premizr ordre. On

de 1'hystérésis lorsque le temps nécessaire pour atteindre 1'@quilibre

croft (4 une certaine température) pour devenir plus grand que le nombre

= 0,270509 qui est en trds bon accord avec la résultat numérique

que 1'on obtient aprés un grand nombre de MCS/S.in,
-oT_ (1072 <a <10

I

cbserve

).
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L ]
de MCS/S effectué. Donc,l'hystérésis, sur 1'énergie interne par exemple,
peut avoir lieu lorsque la transition est du second ordre et méme

lorsque la transition n'existe pas.

Afin de préciser la nature de la transition, il est donc utile
d'utiliser un grand systéme et d'effectuer des cycles ralentis au

voisinage de TC.

i) grande taille : une petite taille pourra relever un comportement

continu et donc masquer une éventuelle discontinuité sur e(T), qui

pourra &tre la signature d'une transitiom du premier ordre.

1i) cycles ralentis & T~ T, afin de permettre 1'équilibre du sysiéme.

Sur la figure 52, on a montré le comportement typique de l'énergie
interme e{T) pour deux vitesses AT/At, pour une transition du
premier ordre. En pointillé sont marquées les branches de mé&tasta-—

bilité.

e (T . © T

N\
W

a) : AT/48t grand b)Y : AT/At petit

FIGURE 52
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Dans le cas considérd, le saut de de e(T) 3 Tc correspond
2 une entropie de transition 4s = le/T,. Cette discontinuité n'existe
pas pour les transitions continues, mais elle peut &tre masquée par :
L petit ou AT/At grand. Donc, l'observation de l'hystérésis ne suffit

pas pour conclure sur 1'ordre de la tramsition.

2. Semsibilit& 3 1'état initial (métastabilité) ;

a. Aspects qualitatifs :

Partons d'un &tat ordonné et laissons relaxer le syst3me 2 une
température T = T, Apr&s un passage par un {(ou plusieurs) paliers, aux
temps courts, le systZme finit par rejoindre son état d'8quilibre (phase
désordonnée). L'existence de ces paliers traduit le s&jour du systime
dans un &tat (ou &tats) métastables avant de rsjoiundre son état d'équi-

libre (fig. 53a).

a (L) a(t)

T

paliar de metastabilite

t (MCS/S) t (MC5/%)
~, : ~
-~ P
a) ¢+ T>Te B v+ T<Te
FIGURE 353

La méme situation se produit, en partant (A T < Tc) d'un état

désordonné (fig. 53b).
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La présence de. la métastabilité (un ou plusieurs paliers) peut
stre 1'indication d'une transition du premier ordre, se traduisant par
une discontinuité de e(T). Cependant la présence de plusieurs phases
(6tats purs) & basse température, comme clest le cas des verres de
spins, peut compliquer i'image préciédente. Il y a toutefols une fagon
de dEterminer l'ordre de la transition (si elle existe) qui consiste i

dtudier le centre du cycle d'hystérésis.

Pour cela, on fixe T au centre du cycle, et omn construit e(T)
au cours du temps, en effectuant un grand nombre de MCS/3. Si Tc
correspond & une transition du premier ordre, on peut avoir deux {cu
plusieurs) valeurs limites, bien définies pour e(T), et ceci dépendra
de 1'&tat initial du syst@me. Si T, correspond par contre i une transi-
tion du second ordre, ies 8nergies des deux phases seraient identiques

(Fig. 54).

a(t) e(t)

AT AN AN

etot initicl desordonne etat initiol desordonne

AR A APPSO SIS

atat initial ordonne

atot initicl ordonna

t (MES/S) t (MCS/S)
~ ~
> e
a : Tramsition du ler ordre BY : Transition continue
FIGURE 54

Dans le cas (a), 1'un des Btats est métastable, & la valeur
considérde de T (car on ne conmait pas a priori le vrai TC) et le systéme
finira par quitter cet &tat pour aller dans la phase stable. Ce passage
aura lieu au bout d'un temps court devant la durée de vie de la phase

métastable. La situation décrite dans la figure 54a, pourra servir
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B
comme une Evidence en faveur d'une tramsition du premier ordre, Dans

le cas (b), la cenvergence (lente) est toujours vers la méme valeur

asymptotique de e(T),

b. Dé&termination de Tc :

Le centre du cycle d"hyst&résis fournit une estimation de T ,

que 1'on peut raffiner de la fagon suivante.

Pour cela, on utilise comme &tat inirial du systéme un &tat
mixte ! moitié de 1'&chantillon remplie avec la phase ordonnge, et

l'autre avec la phase désordonnde.

Par exemple,

+ 1 sur la moiti& des sites {phase ordonnée)

Q
1]

I {avec probabilité 1/2) sur 1'autre moitié (phase désordonnge)

dans le cas dei:la transition i T, d'un ferromagnétique.

On Etudie par la suite 1'évolution d'un tel Etat, & différentes

valeurs de T, dans l'intervalle du cycle (fig. 55).

Cas (a) : tramsition du premier ordre

Trés vite, le syst&me entre dans 1'un des deux états ot la
phase stable occupe tout le réseau. Si T = Tc, ile temps de relaxation
augmente et les deux phases coexistent. La valeur de e(T) reste voisine

de sa valeur initiale, ce qui permet de d&terminer TC.

Cas (b) : le temps de relaxation dépend peu de T
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e(t) T>Te. a (L)

t (MCS/S) t (MCS/S)
S 5,

al) =)

FIGURE 55

3. Distribution de m_et_e_ :

Dans tous les cas, il est plus avantageux de calculer P(m) ou
P(e), ol m = < ﬁ% z G4§> désigne le paramétre d'ordre de la transition.
Au volisinage de Tc,lune transition du premier ordre se caractérise par
i'apparition de deux maxima pour P(m), qui sont bien sépards. L'un
correspond 3 1'état ordonné, 1'autre 3 L'&tat d&@sordonné (voir fig. 50,

Il en est de méme pour E(e)).

P (md P (w2

N4
N4

Transition du ler ordre b)Y : Tramsition du 2eme ordre

FIGURE 56
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Iv.2.c. R8sultats numériques ¢

La mise en oeuvre des différentes mé&thodes Présentées aux
paragraphes pré&cédents a &t& réalisée de la manidre suivante. Les
réseaux cubiques &tudiés ont pour. taille LxLxL, avec L = 8, 16 ot 32
(voir 1'appendice pour une description détaillée). La distribution

choisie pour les champs al&atoires est binaire :
P(n) = 1/2 8(n-h,) + % §(h - hy).

On construit d'abord une réalisation du ddsordre {un &chan-
tillon). Puis ume configuration initiale aléatoire de spins est choisie
(correspondant & T = » ). La température est alors diminuée par palies.
Un palier 3 la température T ccnsiste & effectuer d'abord un nombre E (T)
de pas Monte-Carlo par spins (MCS/spins) durant lequel rien n'est mesurd,
Ce temps t, correspond & un temps tramsitoire au cours duquel le systéme
relaxe depuis son &tat d'équilibre % 1’ancienne température vers son
&tat d'8guilibre 3 la nouvalle temp&rature. tl(T) est en géndral choisi

empiriquement et doit &tre sup8rieur au temps de relaxation T(T).

Aprés ce régime transitoire, on mesure les principales guantités
intéressantes pendant un intervalle de temps t, et ceci 4% des instants
séparés de t MCS/spin. Un cycle thermique consiste & refroidir le systéme
par paliers jusqu'd T = 0, puis i le réchauffer de nouveau en sens inverse.
Un cycle typique comprend un nombre de 1'ordre de 75 paliers de refroidis—
sement et un nombre de 1'ordre de 75 paliers de réchauffement, sur un

intervalle de variation de température entre TI VLT et Ty, v 10 7,

Les valeurs employ@es pour les différents paramdtres s ty, At
et AT sont prises entre les valeurs extrdmes indiquées dans le tableau ci-
dessous.

£y £y At AT Situations
500 MCS/spin | qq 10 MCS/spin 5 0.25 |L= 8; T~ 10
aa 10%MCS/spin | qq 10% MCS/spin 5 0.02 [L =323 TnT

Le cycle le plus long (L = 32) représente IOIO MCS/spin {et un

temps de calcul de 10 jours sur unp processeur M6800Q),
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Différents cas ont été étudiés

i) .8 x 8 x & spins : troig Echantillons correspondent 3 h = J,

h=1,5J et h = 2 J.

ii) 16 x 16 x 16 spins : 7 échantillons correspondent 3

h= 13, 0 =1,5], h =23, = 2,5J, h = 3], h = 3,5J et h = 4.

1i}) 32 x 32 = 32 spins : trois Echantilions différents correspondent i

la médme valeur h = 1,5 7T,

iv) afin de tester les méthodes d'analyse utilisées et pour fournir
une référence, le cas pur (h = 0) a &t& &tudié (1. = §,16,32).
L'étude de 1'ordre de la tramsition a &td effectude avec des
relaxations rapides depuis T = ® jusqu'a T < T . Ces relaxations
dtudides sur trois dchantillons : 16° a n = I,g et

T=3,2¢7T (h=1,5 =3,45,

» (Cas de référence h = 0 @

A titre de référence le cas pur a &té analysé, et les résulcats
comparés # ceux de la litt@rature la plus récente (Bar), (Ad1).T =4.5116=0.0001 ;

0=0.125%0,003 ; B=0.,313%0.001 ; vy=1.231%0.001 ; vw=0,b2520.005.

L]
Six cycles thermiques différents pour chaque taille ont &té reéalisés

sur des é&chantillons comportant L3 spins (L = 8,16 et 32).

Pour chaque tallle, ces cycles se comparent trds bien entre
eux. Il est domc possible de les moyenmer. Deux critdres ont &t&
utilisés pour vérifier que, & chaque température, 1'8quilibre thermique
a bien &té atteint {un temps transitoire tl(T) assez grand). Le premier
critére consiste & comparer l'@nergie interne moyenne obtenue en

refroidissant <e> ref 3vec 1'énergie interne obtenue en ré&chauffant ;

14

< e> . La figure 57 repré&sente les variations relatives
T <e> - <a> <e> + <e> en fonction de la

p(T) ( rec ref)/( rec ref) n

température pour une taille de 327,
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0.018
rolT)
32%32%32 spins
h7J=0 (pur>
0. 000 - — } —l
T
-0. 015 : :
4.0 4.5 5.0 5.5

FIGURE 57

On observe qui'd la température T = T, = 4,50, il existe une

déviation notable entre < e >re“ et < e > rec ¢ °F cacl en contraste
T

avec les autres températures. Cecl signifie que la valeur tl(Tc)
utilis8e n‘ﬁst pas suffisamment grande. Cette dé&viation n'existe pas
pour les autres tailles 83 et 103. Cecl est en parfait accord avec le
ralentissement critique & T = Tc et ne dolt pas &tre confondu avec un

&ventuel hystérésis 3 Tc'

Le deuxiéme critére employé pour vérifier que 1l'@quilibre a

bien &té atteint consiste & comparer les deux déterminations de la chaleur

spécifique C(T) par spin : CI(T) -4 < e > et cZ(T) = I—€—2~==—(< e2

>—<e\2)
dT T
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ot e{T) représente 1l'énergie interne par spin. Ces deux quantités
CI(T) et CZ(T) doivent &tre &gales si 1'eon est & 1'équilibre (théoréme
fluctuation—-dissipation}. La figure 58 représente la comparaiscn de

e (T) et cz(T). On retrouve que pour T = T = 4,50 le systdme n'est
pas & l'équilibre (L = 32), En revanche pour les autres valeurs de

L (L =8 et L = 16) on.constate un parfait accord entre ces deux
déterminations c](T) et cz(T) pourtant calculées de deux manidres

indépendantes.

a 3
=] c
al(T>
-1 =12
32#32*32 spins
ISING PUR
-2 | -1
T
-3 ] 1 1 ] I =——
| 5 10
FIGURE 5B

Dans la suite, la valeur retenue pour les quantités mesurées
représente la moyenne entre la valeur obtenue en réchauffant celle
obtemue en refroidissant. Le faisceau de courbe d'aimantation <ImL(T)!>
est représenté sur la figure 59. Ce comportement en fonction de L est

caractéristique d'une transition ceoatinue.
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1.0 =
m
L ISING PUR -
" L*L*L spins N
R L=8g, 16, 32 -
0.5 F .
0.0 1 ] L 1 'L:# e —
o 5 i0

FIGURE 58

2

el 2 " -
La susceptibilité ¥ = N (< m">=~ < m>) est représentée sur

la figure 60a pour les mémes vafeurs deL (L=28, L =16, L = 32). Le
jeu d'exposants qui permet la meilleure représentation en variables
réduites pour <|mL(T}[> et X(I) est le suivant ; ‘

T, = 4,50 £ 0,03, /v = 1,60 + 0,05, v/v=2,00% 0,08.

La représentation de la susceptibilité en variable d'&dchelle est donnée

sur la figure 60.b.

Une détermination indépendante de T. et de v peut &tre obtenue
& 1'aide de la constante de couplage renormalisée UL. La figure 6l.a
représente UL(T) pour différentes valeurs de L. Le comportement de

UL(T) ast caractéristique d'une quantité pré&sentant un saut 4 T = Te.-

8
. . . = .
U32 vs US' Le point d'intersection U de ces courbes avec la premidre

La figure 61.b représenté les 3 courbes U32 vs U16’ UI6 vs U, et

bissectrice donne Tc tandis que la pente p 4 U = 7" donie v par la

. . Anp _
relation : Toh /v
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0. 0B = 40
7 v
8 T 3 X
4
ISING PUR 4 cla ISING PUR 3D
., L=8 @& V[ L-g, L=1B L=32
0.04 } A
v e L=16 (&)
+
< : L=32 (+) 20 +
%
0.02 b v 3
x @ g
1 -
g A
“ -
¥o
+
D. DD i 1 1 ] 1 W]ﬂvﬂ- D
~100 0 100 3 4 5
FIGURE 60 a) FIGURE B0 b)
2/3 2/3
UL’
L=16 L =32 : (+) ISING PUR
L=8 L'=16 : (&) L=8 ("
1/3 - L=8 L’=32 : - /fs = L=16 (A)
L=32 (T |
UL
U A [] i
o 1/3 ‘ 2/3. 3 4 3
FIGURE 61 b

FIGUR

E 61 o
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Ceci domne : v = 0,63 et Tc = 4,51,

L'utilisation des lois d'échelle en taille finies permet, comme
on 1'a vu ci-dessus, une détermination assez précise des exposants
critiques,avec un nombre de spins inférieurs 3 323. Cependant dans
certaines situations, comme celle du paragraphe suivant, une telle
analyse des effets de taille n'est pas aussi facile. On doit donc
tenter d'extraire directement les différents exposants critiques. La

figure ci-dessus montre schématiquement un cas typique.

Y

Te

La coutbe en trait &pais représente 1a moyenne de la valeur
absolue de 1'aimantationm m(T} en fonction de la tempé&rature dans la
limite thermodynamique (L + ), La courbe en trait fin est 1'aimanta-
tion mesurée mL(T) sur ume taille finie{(dans le cas pur). Le régime oii
dans la limite thermodynamique m(T) se comporte effectivement comme
(r-1 )"

condition que celle=-ci solt assez grande pour que la courbe mL(T)

est hachuré. Ce r&gime se retrouve sur une taille finie L &

se conionde avec 1a courbe m(T) pour des tempdratures suffisamment

proches de Tc' Ainsi, si L est assez grand, et pour T de 1'ordre de T

Bn

ol

mais pas tr&s proches on aura : mL(T) u (T~TC) L'exposant B pourra
alors Btre déterminé€ par une r&gression linaire sur la courbe Rn(mL)

en fonction de Qn{TC—T) dans la ré&gion oii m 4" LI
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Cette analyse est beaucoup moins précise que celle utilisée
plus haut et peut s'appliquer 3 d'autres quantits comme la suscepti-
bilité ou la chaleur spécifique. Nous 1'avons ytiliséde sur les données
d&i3 discutées plus haut. Comme on pouvait s'y attendre, les résultats
ne sont pas trés précis. Le meilleur accord est obtenu pour la suscep-
£ibilité au~dessus de Tc' On trouve v = 1,21 * 0,06 (& comparexr
a la valeur admise vy = 1,231). Les autres exposants trouvés
g = 0,27 *+ 0,05 (& comparer & B = 0,31) et a = 0,4 £ 0,3 (& comparer
i o = 0,125) sont beaucoup woins précises. Il est toutefois possible
de trouver une estimation de y/B en représentant directement X en

fonction de m : Y} v m_Y/B pour T < T . Cette dernidre détermination

a l'avantage de ne pas faire intervenir T, On a trouvé ainsi @

X-
B

4,0 * 0,1 en bon accord avec la valeur attendue 3,%2 * 0,08.

En conclusion 1'étude des cycles thermiques conjointement avec
les méthodes de loi d'échelle en taille finie, produit des résultats
assez précis dans le cas pur.lette méthode a &t testie au chapitre [
dans 1'&tude du moddle d¢'Ising sur un fractal (tapis de Sierpinski).
Les limites d'une analyse directe ne faisant pas intervenir les effets
de taille finis ont aussi 8té dégagées. Enfin, le critére de 1a compa-—
raison des fluctuations d'é&nergie avec la chaleur sp8cifique calculée
comme I e >, asgsocié au critére du comportement avec la température

dT

de < e> - < g >
rec ref

un"artefact!, ou la signature d'une transition du ter ordre.

permet de décider si 1l'hysteresis observé est
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®xh #0 : cas du champ al8atoire

L'objectif, ici, est double :

i) préciser le diagramme de phase complet (h-T)

ii) étudier la transition elle-méme : ordre, exposants,..., etc.

1) Diagramme de phase :

Pour différentes valeurs du champ zl2atoire h la température de
transition Tc(h) a été déterminée. En appliquant des cycles thermiques
sur des réseaux 163 on détermine Tc(h) comme la valeur de T pour laguelle
la chaleur spdcifique ou la susceptibilité présente un maximum. Les
deux crit@res utilisés dans le cas h = O montrent que l'on est bien 2 a
1'équilibre. Les différents cycles effectués sur un méme échantillon se
comparent trds bien entre eux. Une seule réalisation du désordre peur
chaque valeur de h/J a &té& utilisde. Pour illustrer ceci, la figure 62
présente 1'é&nergie interne e(T) en fonction de la température pour

L =16 et % = 1. Sur cette m@me figura, les deux déterminations de

C(T) CI(T) = gf < a > at cz(T) = E_ {< e2> - <a> ) ont &té porties.
La concordance de cl(T) et CZ(T) nogs montre que 1l'on est bhien 3

1'8quilibre.

La figure 63 représente,pour % = 2, l'aimantation m(T) et la
susceptibilité& ¥ en fonction de la température. Le pic de susceptibilita
est trés marqué et permet de définir la température critique T . Pour
chaque valeur de h/J, le pic de chaleur spécifique C et celui de
susceptibilité ¥ fournissent deux déterminations cohérentes de T o qui

ge comparent bien i celles pour des tailles plus petites (L = ).
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0 2
a C
..1 .
%FT1‘~3 16#16%16 spins
h/J=1 1,
—.2 -
.
-3 ! 1 ] i ) i ! 1 I a
0 5 10
FIGURE 62
1.0 4
| 16%16%16 spins N1
B h/J=2
/jﬂ {3
C nD
0.5} T 2
X
1
0.0 — 0
o 5 10

FIGURE B3

En portant les trois valeurs de Tc(h) obtenues pour % = 0.1,

1.5 et 2, ainsi que la valeur de x, = (h/J)C aT =20, on dbtient le

diagramme de phase suivant :
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Tr7d

(1D

h7J

FIGURE B4

Ce diagramme est compatible avec les résultats numériques
dYou(b) et (Jacia) )~Notous toutafoig que les tailles inférieures dans
(Jac{a))conduisent 3 des valeurs de Tc(h) l&gérement supérieures
(You(b)): TC/J 3,91 * 0,03 pour h/J =1
(Jac(a): TC/J 4,3 £ 0,1 pour h/J = 0,5.

1l

La ligne ainsi définie ne semble pas présenter de singularités.
Les deux points extr@mes de cette ligne sont des points de transition
du 28me ordreymais associ& i deux jeux.d'exposants critiques différents :
@ =0,125 5 8 =0,3125 ; vy = [,2312 ; v = 0,625 pour le point
T

e
et hc = 2,2. Il est naturel alors de se demander ce qu'il en est sur

4,5, h =0 et a=0,B8=0 vy =2cetv=2 pour le point Tc =0

la ligne elle-méme.



293

i1) Etude de la ligne de transition :

a. Hystérésis et fluctuations d'&chantillon 3 &chantillon :

Une &étude plus approfondie a &té effectuée pour la valeur
particuliere % = 1,5, Cette valeur a &t& choisie car elle est suffisam-
ment grande pour gque le comportement du syst&me ne soit pas contrdlé
par celui du cas pur (h = 0) et suffisamment petite pour &tre voisine
de h /2. Comme on 1'a déecrit au paragraphe precedent des trempes
rapldes ont &té effectufes sur des &chantilloms 16 a une valeur
T<T (h) La figure 65 présente 1'enregistrement de 1'&nergie lors
d’une telle trempe. Les premiers pas correspondent 3 des valeurs de e

hors d'échelle.

-2.3
a (e
-2. 4 .
. t (MCS/spins)
-2.5 L . .
a 100000 200000 300000 400000

FIGURE &5

. . 4 . o s .
I1 est clair qu'aprds 10  MCS/spins, le régime asymptotique est
atteint. Nous avons alors effectué 1'opération suivante sur chaque
échantillon (16 spins). Om se place & T % Tc(h) et effectue une trempe

rapide depuis T = «. On mesure par la suite la moyenne de l'Energie <e>




294

Les moyennes sont prises entre 1'instant t; = 104 MCS/spins et
1'instant te = 106 MCS/spins. Cette opérationm est recommencée un grand
nombre de fois, 3 partir de configurations initiales différentes. Les
figures 66 et 67 présentent les résultats pour deux &chantillons dif-
férents. En abscisse est portd le numdro de la trempe (de [ jusqu'z
250}, En ordemnd, la croix représente < e >,les triangles représentent

< e +Aat < e > =-A o0l Az =< e2 >=< g >2 .

J -0
e e
16*18*18 spil’ls A v T g Vv v v g 7 v v v ¥
L h! -02~j. + o+ F o+ 5 4 + + . + e F w4+ 4 + o e o+
-
Tx£Te v
YT TTvvog 0w v T v ¥ v og o T v v v v

v v
A A - v v vTev T v ke
A L e e oy W Yy T LAt S
v 9 ¥ o v o vvvwvvvvv vvvv vavvv"vvwwvw A4 vvv‘
v
o+ EEE T + =23
R s e, + + A R Rt + -
+++M++‘++ Ry P ++ﬁ++*+++*m.+++ PCURE ST S b " v
2y A A& A & & i

AAMAAAQM%“ By AAAAAMAAAAAAAMAMAAAAAAAA L LTIt C AP, s B0 16%] B+16 Spins

| ol

TsTe
L_ TREMPE 5 TREMPE

FIGURE B6 FIGURE &7
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Sur la figure 66 il est clair que 1l'on converge toujours vers
1a méme valeur de < e >, quelque soit la condition initiale.Ceci
constitue une preuve que la tramsition est du deuxilme ordre. Sur la
figure 67, des données analogues correspondant & un autre Bchantillon

sont montrZes.Mis i part 3 trempes anormales, on a un comportement

identique au cas précédent.

.

La conclusion de cette étude de 1'hystérésis indique qu'il
s'agit d'une tranmsition du deuxiéme ordre, en contradiction avec la

suggestion de (Yow(b)).

Afin d'apporter d'autres arguments pour clarifier 1'ordre de
la transition, les critires présent&s dans le paragraphe A ont &té
utilisés. Trois &chantillons différents, correspondant & une valeur

8/J = 1.5, et comportant 323 spins ont &tE étudils.

La premiZre observation que 1'on peut faire est gue sur le
méme &chantillon, les diffé@rents cycles ﬁhermiques ne se comparent
pas entre eux {deux 2 deux) aussi bien,comme ce fut le cas 4 h = 0.
On peut relier ce fait simplement 2 une valeur faible de tZ(T). Cette
fluctuation entre différentes histoires sur le .méme &chantillon est
trés petite par rapport & la fluctuation que 1'on obtient en comparant
4ifférents échantillons (voir plus loin). La moyenne des différents
cycles représentent une moyenne sur un plus grand nombre de points et
sera retenue comme donnde & analyser par la suite. La deuxime obser—
vation se référe i la comparaison des trois &chantillons entre eux.Il
apparait en effet,comme cela va atre développé dams la suite, que les

trois échantillons étudiés présentent des comportements trés différents

les uns des autres bien que subissant exactement le mme cycle thermique.

.

Cette remarque a déjd &té faite dans (You(b))et{Jac(a)) et est & la base
de toutes les difficultds rencontrées dans 1'analyse des résultats. Pour
les plus grandeé cailles accessibles  la simulation numérique (jusqu'a
64° spins chez{You(b)),il y a des grandes fluctuations d'échantillon a
Zchantillon, méme pour les quantités auto-moyennantes comme par exemple
1'aimantation. La figure 658 montre p(T)§(<e>ref -~ <eg> rec)/(< e >ref+< e > )

ec
en fonction de la tempdrature T pour trois &chantillons différents.
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2

FIGURE &8

L'&chantillon (1) représent@ par des triangles montre clairement
que l‘énergié, dans la région de la transition, est plus basse en
réchauffant qu'en refroidissant. En revanche 1'échantillon (3), repré-
senté par des croix, n'exhibe pas ce comportement. L'&chantillon {2),
représenté@ par des carrds, présente un comportement similaire 3 celui
de 1'&chantillon (1)},mais avec un plus petit p(T)}. Pour décider si
l'hystérésis constaté sur 1'@chantillon (1) correspond 3 une transition
de phase au premier ordre, ou si cet effet est di au fait que 1l'on se
trouve hors &quilibre, le deuxi&me critére d8fini au paragraphe pré&cé-
dent a &té& appliqué. La figure 69.a présente la comparaison de

2

cI(T) = gf < e > et cz(T) - N (< 2> = <. >2) pour l'&chantillon (I),

2
La figure 69.b présente les mémes quantités pour l'8chantillen (2).
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I1 apparait clairement que 1'&chantillon (1) est hors &quilibre
et que 1'effet observd sur g(T) n'est pas la signature d'ume &ventuelle
transition du premier ordre. Par contre 1'échantillon (3) est bien &
L'équilibre. Tl est & noter que les trois &chantillons, dans 1'ordre
croissant du temps de thermalisation, sont (1), (3) et (2). Les valeurs
correspondantes de la somme des champs aléatoires § h; sont : - 28,114
at 298. Il s'ensuit donc que les &chancillons sonr d' autant plus diffi-
ciles 3 thermaliser que la somme des champs locaux E h ast faible. Cecil
explique la raison pour laquelle (Jaco) observe de 1 hystere31s sur des
petites tailles (L < 12) car il impose une contrainte artificielle :
§ hi = 0. Notons que cet effet d'"hystérésis" se retrouve aussi sur
L'&chantillon (1) (fig. 70.a) pour 1'aimantation, et est absent sur

1'&chantillon (2) (fig. 70.b).

1.0
Refroidi 6‘.““h""“Rar:l'iz:xu~f-'-F'a.'-_’
0.5 |
32#32+32 spins
j h/J=1.5
B Echantillon (1)
T
D E] ] ) 1 {
2.6 2.8 3.0 3.2 3.4 3.6

FIGURE 70

Notex les échelles différen;es pour les figures 70a) et 70b). La figure
70a) rappelle le comportement observé dans (You{a)}) oit ces avteurs 1'ont

interprété comme de l'hystérésis associé 3 une transition de premier ordre.
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La conclusion principale de cetfe section est donc la sulvante.
Pour h = 1,5, la transition est continue et du deuxidme ordre. En
particulier, les temp&ratures critiques déterminées par le maximum de
la chaleur spécifique ou de la susceptibilit& sont respectivement
3,15 £ 0,05 ; 3,45 £ 0,05 et 3,50 £ 0,05, Il est donc tout & fait
naturel de conjecturer que la ligne de transition est toute entiére

du deuxidwme ordre.

Une rematque importante est la suivante (You(bY)La contrainte
artificielle [ hizo (exactement), que certains suteurs impesent afin
d'améliorer lalstatistique est périlleuse. Dans notre €tude nous
n'avons pas imposé une telle contrainte. Le ralentissement des relaxa-

tions & T " Tc’ est trés sensible i ce facteur, gqui apparait comme

un ingrédient essentiel du probléme,
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b. Estimation des exposants critigues :

Ayant déterming la ligne critique (T,h), il est raturel de
chercher les exposants critiques associés. On sait que pour une
transition du second ordre (ex : h = 0}, o la relation d'"hyperscaling
est vérifide : dv = 2 - g, il suffit de calculer seulement deux des
exposants de la transition. Cependant, si la relation d'hyperscaling
est violée (ex : T=03 R = hc), alors il est ﬁécessaire d'introduire
un nouvel exposant 6, comme on 1'a fait & T = 0. Sur la ligne du
second ordre (T,h), on a calculd daps les sections précédentes, les

exposants associfs aux exrrémitZs

cas pur h = 0, T = Tc P o=0.125 , B=0.313 y Y=1.231 » V=0,625

transition 8 T = 0, h = hC a=0 s, B=10 y Y= 2, v= 2 et 0O=3
La question naturelle qui se pose est alors la suivante :
quelles sont les valeurs des exposants critiques sur la ligne {(T,h) 7.
Malgré les difficultés que l'on a rencontrées pour le calcul de ces

exposants, deux conclusions peuvent &tre faites :

1) il s'agit d'exposants différents de ceux du cas pur {(h = 0)
2) 1'exposant B est tras petit, comparé 3 celui du cas pur, ce qui va
dans le sens d'une ligne de transition contrdlée par le point

critique 3 T = 0, h = hc'

Une &tude plus approfondie est nécessaire pour affirmer davantage cette

conclusion.

Dans 1'analyse de nos données, nous avons utilisé la méme
méthodologie que celle adoptée dans le cas Pur. En présence d'un champ
aléatoire, plusieyrs complications ont &t@ rencontrées. La plus signi=-
ficative est probablement la fluctuation d'échantillon i Echantillon,
comme on peut le voir sur la courbe de susceptibilité ¥(T), montrée sur
la figure 71. En effet, pour les trois &chantillons 1y, (2) et (3)
déerits pius haut (L = 32, h = 1,5), & la fois la position T du

maximum de y, ainsi que sa valeur varient appréciablement en passant
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d'un 8chantillon 1 1'autre (I = 3,15 + 0,05 pour (1), 3,34 £ 0,05
pour (2) et 3,50 * 0,05 pour (3)).Il est donc illusoire d'effectuer une

moyenne d’Echantillonspour extraire la singularitd@ de y .

A cette difficulté vient s'ajouter 1'impossibilité d'utiliser
des variables réduites pour comparer des tailles différentes (méme h,
L = 8, 16 et 32), Cette remarque est valable pour : 1'aimantation, la
susceptibilit@ et la chaleur spécifique. Ceci nous empdche d'utiliser
la méthode de la constante de couplage renormalisée UL’ qui en principe
doit fournir, A la fois v et TC avec une grande précision. Une estima-
tion grossigre de v, obtenue avec cette méthode est : v = 1,0 * 0,5
(voir figures 72 et 73), Notoms que la valeur v = 1,3 * 0,3 a &té
proposée récemment par (Ogl), & partir de l'analyse d'un seul Echantil-
lon sur un antiferromagnétique dilué. Cette difficulté d'aveir v avec
une précision raisonnable, nous indique qu'il sera difficile d'avoir

des précisions analogues & celles du cas pur.

Ne pouvant pas utiliser les lois d'échelle en taille finie,
nous avons utilisé un seul &chantillon pour avoir la meilleure détermi-
nation de 3 et v . La comparaison entre différents &chantillons nous
donne les incertitudes sur nos valeurs. La d&termination directe de B
et v a 8té effectuée dans un diagramme en ¥ vs fnm et fn ¥vs Rn(T—TC).

Pour les trois &chantillons, on a trouvd(h = 1,5, L = 32).

échantilleon (1)

4.
]
o))

+ 0,4
&chantillon (2) + 0,25
&chantillon {3) : v = 1,35 %+ 0,35

i
—
-
]
w

Ainsi une estimation possible de y pourrait 8tre vy = 1,4 * 0,3. De
méme, pour Yy/8 om trouve v/B = 7,5 £ 2,5,
Ces valeurs indiquent que v augmente et R diminue (pratiquement

nulle) lorsque h prend une valeur finie.

Rappelons que les valeurs suggdrges par (Ogi) sont
v = 1,3 +£0,3, v=2,0£0,5,8=0,l0%0,l0et 8 =1,520,4, et

sont donc comparables aux nbtres.
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c. Limite d'un fort champ alatoire :

Afin d"“&tudier la limite h > hc’ nous avons effectug des calculs
analogues pour 6 &chantillons (163 spins) : deux & B/J = 3, deux &
h/J = 3,5 et deux 2 h/J = 4, On s'est limité i h/J < 6, puisgque pour
des champs plus &levés, 1'état 38 T = 0 egt trivial (chaque spin est
aligné dans son champ local). Pour les &chantillons Btudi&s, deux

remargues sont 3 noter

i) Méme jusqu'2 T = 0, m(T) reste volgin de z&ro et cecl pour h/J et
tous ies dchantilions. Ve plus la suscencivilitd ¥ ({T) n'exhive aucune
singularité, comme ce fut le cas 3 h < hc. Ces comportements sont
iliustrés sur la figure 74 oli 1'on a montré m(T) et X(T) en fonction
de la température pour un échantillonm & h/J = 3,5. En plus, il faut

P

noter l'absence de fluctuations notables d'@chantillon & &chantillon.

ii) La m@me remarque subsiste pour 1'€nergie interne, e(T), ainsi que
la chaleur spécifique C(T). Nous avons testé au passage l'8quilibre
d

dans nos mesures, en comparant C,{T) = == e(T) avec
N 2 1 dT

CZ(T) == (< e” »= < e >2)(figure 75 pour h/J = 3, L =-16).
T

Pour comparer la nature de 1'état du systéme 3 h < hc at
h > hc’ nous avons analysé le comportement de C(T) & basse température.
Pour h < hc’ C(T) augmente depuls C(T = 0) = 0, comme une loi exponen-

tielle C(T) n e_A/T

n

, ofi A(h) indique l'existence d'un "gap" d'excitations

de basse @énergie. A(h) décroit en fonction de h lorsque h augmente depuis
h =0 jusqu'id h = hc. Ce régime est modifié pour h = hc’ oft CLTY ~ T" &
T~ 0K oll 2 est voisin de 1 pour les &chantillons &tudigs. a(h) décroit
de fagon monctone lorsque h augmente, pour rejoindre la valeur 1 & h > 4
{ath) = 1.5 pour h/J = 3,a(h) = i.4 pour h/J = 3.5 et alh) = 1.l pour
h/J = 4.0). |
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CONCLUSIONS

Les conclusions de ce chapitre sont les suivantes. La dimension
critique inférieure du mod2le d'Ising sous champ al&atoire est deux.
Donc en deux dimensions un champ alatoire aussi petit soit-il désta-
bilise l'ordre ferromagndtique. En trois dimensions au contraire, il
faut un champ aléatoire critique hc # 0, pour détruire 1l'ordre ferroma-~
gnétique. Par exemple, pour une distribution binaire de champ aléatoire
P(hi) = %—[6(h+hi) + 5(h—hi)], nous avons obtenu hc/J = 2,2, A tempé~
rature nulle et en fonetion de h/J, il existe une transition de phase
analogue 4 celle de la transition de phase de la chaine d'lsing. Le
diagramme de phase 3 trois dimensions est donné sur la figure 64. La
ligne est du deuxilme ordre et les exposants critiques ne sont pas ceux
du cas pur. La transition n'est donc pas contrdlée par les fluctuations
thermiques gseules mais aussi par les fluctuations dues au champ
aldatoire. L'écriturediibilan d'énergie libre des amas qui fluctuent
prés de T, conduit # une viclation de la relation d'hyperscaling, et 3
la nécessitd d'introduire un nouvel exposant critique. Cette transition
semble &tre contrdlée par le point critique & T = 0. Nous pensons qu'une
détermination plus précise des exposants nécessite une &tude plus

approfondie.

11 reste ndanmoins plusieurs points intéressants possibies &

préciser avec les techniques actuelles

1) quelle est 1a nature en trois dimensions et & temp&rature nulle de la
transition de phase en fonction du champ alatoire h/J pour umne

distribution gaussienne des.champs ?

1i) lorsque h/J est supérieur # la valeur critique de h/Jet & température
nulle, comment 1'aimantation projet&e m'(T) passe-t-elle de m'(®) =0
pour T infinie 3 m'(0) = 1 pour T nulle ? Son comportement est-il
de type paramétre d'ordre et y a-t-il finalement dans la région II

du diagramme de phase de la figure 64 une phase type verre de spins ?
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CoOoMPLEMENT

STUDE NUMERIQUE DES ZEROS DE LA FONCTION DE PARTITION D' UN
MODELE D' ISING SOUS CHAMP ALEATOIRE
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Il s'agit de chercher les zfros de la fonction de partition

du mod&le d'Ising sous champ aléatoire.

I1 est d'usage de se limiter dans 1'8tude de 1'énergie libre
i des valeurs réelles de la température et du champ. En prenant des
valeurs complexes pour ces variables, 1a fonction de partition devient
une fonction complexe & variables complexes, et peut donc révéler avec

ses z8ros une transition de phase &ventuelle (Lee), (Yan).

Nous avons appliqué cette méthode au cas suivant, d'un réseau
cubique 3 % 3 x 3, avec des conditions de bords "twistées'. La distribu-
tion de champ al&atoire &tant binaire : P(hi) = é—[&(h+hi)+ 6(h~hi)] ,
avec h = J (x = h/J = 1}.

Sur un tel mod&le la fonction de partition Z s'écrit :

Z= 1 exp -8 H {5}
{o}
26
> = - 2o 030059 % 053 05 F Ty POy T i T gy
(Et =+ 1] ;qg, =+1; les sommes et les différences des indices sont

i
modulo 27).

Une r8alisation du dé&sordre consiste en un cheix des €. Les
champs €, dtant choisis,la fonction de partition Z est calculée pax
Gnumération. Une technique voisine du "Multispin Coding" {(Jac(b)) a &té
utilisée. Cette méthode est efficace pour un nembre de spins de 1'ordre

de 27 mais pratiquement inutilisable pour des tailles sup&rieures.

La figure la) représente la valeur absolue de 1'aimantation
m(T) obtenue pour différentes réalisations du désordre. La figure !%)
représente l'&nergie interne ¢(T) pour les mémes r&alisations du désordre.

Le cas pur (h = O) est représenté en trait &pais. On obhserve :
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i) des courbes trds différentes pour des réalisations différentes. La
méme observation persiste sur les fluctuations < &” >- < e” > et

2
< m2 > - < m> .

11} le cas pur (h = 0) ne se distingue pas du faisceau des courbes

correspondant aux différentes réalisations du désordre.

Cependant la méthode des zéros est plus fine pour distinguer le cas pur

du cas désordonné.

Tl ast facile de voir que la fonction de partition Z peut
s'exprimer comme un polyndme en fonction de la variable z = exp (~2/T).
A chaque réalisation du désordre correspond un polyndme de degré ZIN et
donc 28 zéros dans le plan complexe z (N = nombre de spins). Sulvant
1'approche de Lee et Yang ., on s'intéresse au comportement des zéros

proches de 1'axe r&el et en particulier sux questions suivantes (Lee)({Yan) :

i) les =zd8ros sont—ils distribufs sur une courbe (id) ou sur une

surface (2d) lorsque le nombre de spins N tend vers 1'infini.

1i) queile est la position du point d'intersection (s'il existe) de la
courbe limite avec 1l'axze réel 7
Quel est le comportement de la densité des zEros au voisinage de ce

point ?
La question i) n'a pas pu &tre abord&e. Lz réponse & ii) se résume ainsi.

La figure 2a) présente la carte des zéros de 19 réalisations
différentes du désordre. Cette figure est & comparer 4 la figure 2b)
qui représente le cas pur (h = 0). La région critique est aggrandie sur
la figure 3, olt les carrés représentent le cas pur, et les croix les
cas désordonnés. Il est clair que dans le cas désordonné, les zércs
s'organisent,dans cette région en "nuages", détachEs des croix représen-

tant le cas pur (h = 0).

La figure 4 représente la "moyenne"” des 19 rgalisaticns du
désordre prise au sems suivant : les moyennes des abscisses {resp.
ordonnée) des points d'un méme nuage de point est prise comme abscisse

(resp. ordomnée) du point moyen. Le cas pur (h = 0) est représenté aussi
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(triangles) sur la méme figure. Il est int&ressant q' envisager différents
schémas d'extrapolation de ces points pour déterminer une valeur de T .
La valeur obtenue de T pour le cas pur (h = Q) &tant consid&r& comme un
critdre pour choisir la meilleure 1nterpolatlon. L'interpolation bicarrée
Re(z) = 9,90868 (Imz)* - 1,86743 (Imz) + 0,64207 donne pour T une
valeur pratiquement confondue aiec la valeur admise T = 4 51162 (Bar).
Cette interpolation est présentde en trait plein sur la figure C4. Un
accord aussi bon est &tonnant. En effet on peut montrer (Ram) que

l'angle § de la courbe diminue avec 1' axe réel est relid i la digsymétrie
de 1a chaleur spécifiquea C(T) = gT 4 gauche et i droite de T . On ge

s'attend donc pas d ¢ = pour le cas pur. N&ammoins cette méme

.

interpolation pour le cas désordopmé conduit &

Re(z) = 8,57588 (Ime)* - 1,7242 (1m2)? + 0, 63555

Ce qui donne exp - %L = 0,63555, soit T = 4,41, Cette valeur de T est
plus grande que les futzes determlnatlons que l'on peut obtenir avec
d'autres mdthodes (Monte-Carlo):TC = 4,15 * 0,10, Ceci refldte probable-

ment les effets de taille finie.

En conclusion, on peut dire que cette méthode des zéros révale
bien les différences entre ls cas pur (h = 0) et le cas désordonné
(b = £ J), Il serait intéressant de trouver une mé&thode efficace pour
calculer Z afin d'envisager des tailles plus grandes, qui pourront

servir i une meilleure détermination de Tc (méthedes des lois d'Echelles

en taille finie), ainsi que les exposants critiques.
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APPENDTICE

EXEMPLE DETAILLE D'UN ALGORITHME DE MONTE-CARLO
ECRIT EN ASSEMBLEUR







316

Toute 1'efficacité d'un prugramme trés simple comme celul quer
nous allons décrire ici réside dans le mode d'adressage utiligg. Le
choix du meilleur mede d'adressage dépend beaucoup de l'ordinateur uti-
1isé. Nous présentons un exemple pour assembleur 68000.

Le choix du moddle suivant est bilen adapté & une programmation
efficace :

o}

i)  un nombre de spin N = L3 de 1la forme N = 2~ n < 16.

‘s L s .. . L2 . c g .
i1) 1les voisins du spim i sont les spims i-L7, i-L, i-1, 1i+l, 1+L, 1+L2.
Ceci correspond 3 des conditions de bords "twist@es' (les sites

0 4 L-1 et L3-L2 a L3—1 sont représentés deux fois).

iii) les champs locaux aléatoires sont +H ou -H.

Une premiZre procddure, appelée seulement une fois, et domc &crite en langage
évolué calcule le tableau des probabilitds de 32 entiers ion signés.Ce tableau
est pointé par un registre d'adresses que l'on appellera APR. Un

deuxidme tableau de N octets pointé par un registre d'adresses appelé

ASPT contient les spins et les champs. La représemtation (champs et

spins) est la suivante. Le bit numéro un (le bit le moins signifiant

ayant pour numéro zéro) représente le spin §. Le bit num&ro quatre

représente le champ H et les autres bits sont mis & z&ro. Un octet sera

done de la forme O00HOO0SO. La macro appelée HAS charge le registre de
données, appeld DHAS, avec un nombre de 32 bits., Les 16 bits de polds

forts représentent un entier nen signé€ entre O et 216—1 pour décider du
retournement. Par countre, les }6 autres bits de polids faibles représentent
directement un entier entre O et N-l pour choisir au hasard le spim &
envisager. Il y aura donc un seul appel 4 cette macro par pas d'algorithme,
et 1'on n'a pas besoin d'un masque. Un registred'adresses dit AAUX

ainsi qu'un registre de domnées dit DAUX sont aussi nécessaires. Un pas

dfalgorithme est alors :







SPINUP

F1N

3

17

Nombre

de

Instruction cycles Commentaires
HAS , AAUX 24 Macro de nomﬁre au hasard
movea-f  ASPIL , DAUX 4
moves 4 DUAS , AAUX 4
Adda-W DAUX , DAUX 8 AAUX pointé sur le spin traité
move-b (AAUX) , DAUX 8
roreb # o1 , DAUX 8
add- b -1 (AATXD) . DAUX 4+ b
add -b 1 (AAUX) , DAUX bty
add .b —I {AAUR) , DAUX b4t
add .b L (AAUX) , DAUX bl
add.b ~L2 aar , DAUX b4kl
add .b LZ(AAUK) , DAUX 3 DAUX = offset pour le tableau PR
andi .W # SOOME A
Swap DHAS 4+10 comparaiscn pour décision
Zmp.w O (APR,DAUX-W), DHAS 10
3¢c. 3 SPINUP ' 10
Bset # 1 , (AATUX) 10
Bra.s FIN Io
BTCLR # 1 , (AAUX) 10

170 cycles de base

Un pas d'algorithme dure en moyemne 170 cycles de base. Donc avec une

horloge & 12,5 MHz un pas d'algorithme dure

170 x 80

= 13 600 manosecondes = 13,6 us.




Al

AHALA)

AHA )

AR

BAR

BAX

BEL

BIN{a)

BIMCE)

BIMOz)

BIMCA)

BRA

BRG

BRL

CH&

DER(a)

DER(E)

FER

FISta)

FIS(h)

"

an

316

REFERENCES du CHAPITRE III

Jo ADLER
Jo PHYSE. A s

. AHARDNY Y,
FHYES. REV. LETT

A. AHARDMNY

AL {

IMRY 3,k

1953)

« MA

- 37 1347 (1974)

PHYZ. REV. B 12 7 3315 ¢

i, AZBEL
FHYZ. REM., & 2

0 1671

M. BARBER  R. PEARSCN 0.

FHYS., REY. B 2

R..l. BA&XTER

£ 03 PL7

1578)

(1273}

TEHESATNT .
{1sEs) |

RICHARDUSIN

EXAALTLY SOLVED MODELE IM STATISTICAL MEDHAMICS

ACATDEMIC FRESS

[1.F. BELANGER
Jdoo AFFLL PHYSE,

F. BINDER -

Z. FHYZ. B S0 3

K. BINDER
Z. FHYZ., B 43 1

k. BINDER
e OF COME, PRy
k. BINDER
SFRIMGER-VERLLAG

F..b. BIRGEMEAL
JOURMAL OF 5TAT

A.d. BRAY  M.A.
o PHYS, 13 9

L. ERANDT 238
Z. PHYSIE B 31

R. BRUINSMA &,

Claas)

S.M. REZE

43 (LPEE)

19 {176t

Se03P 1 (

NDE AR, FING
B7 A1) Twd (1wEn)

)

Y

MOTE-CARLD METHOIME IM STATISTICALE FHYSICS

AACTAR TG

BERLIN HEIDELBERG NEW-YORE  (197%)

Raf. COW

LEY 0.

. PHYS, 34 S/4

MOERE
2T(1EE)

GROSE
2E7 (1=

AEPPLT

T

SHIRANE
{1224 )

FHYS, REV. LETT. S0 19 1494 (1983

LHALKER

v PHYS, O 14 A&1S (1983)

B. DERRIDA VY.
e PHYE. LETT.

B. DERRIDA .
S PHYS. otd

J.F. FERMAMDEZ
FHYS. REV. LETT

M.E. FISHER N,
PHYS, REV. LETT

M.E. FISHER

SHNIDMAN

FARLS 43 LE77 {(1934)

VAMIMENLES
4749 (197

G, GRIMSZTEIN V¥

- G31a

BARBER

. EEEE

IN "CRITICAL PHEMOMEMNA"

ACADEMIC PRES

NE W~ 1RE

Y. FOMESL

=

203 |

14 (

(M. 3.
(19713

MRY
}

« 1
1933
197D

GREENM EIN

H.

=

YWOEHT ZAMA

KIRKFATRICK



319

FIS{c)

Lo, FISHER 4. FROHLICH T. SPENCER
SJe BTAT. PHYS. 34 S/4 0 243 (1934)

Fiz(d) : B. 3. FISHER
FREPRIMT

FIs1 25, FISHMAN A, AHARONY

o PHYSEL, TO12 0 L7 (1R7%)
GLA i R.J. GLAUEER

Jo MATHL. PHYS. 40 294 (19433
GRI(a) 1t O. GRINSTEIN S.E. M&

FHYS. REV. LETT. 4% 9 A5 (1982)

GRICRY ¢ &0 GREINSTEIN 5.K.  MA
vOPHYS. REVY. 2EOETEE (1993

GRIGe)Y ¢ G. GRIMSTEIM
PHYZ. REV. LETT. 27 %44 (19740

L

GRICA?) G GRIMNZITEIN
oo APPLL PHYS. S5 40 23710 (1E4)

ax

G. GRINSTEIN I, MURAMED
FHYZ. REV. B 27 7 4303 (1933

BRI )

HAL. ¢oDLK. HALLL ALIL SHIRLEY F.m, SAHNT
FHYS, REY. LETT. S3Z 0 13 12346 (i#:4d)

IHH

Joo Zo IMBRIE
FHY. BREY. LETT. S3 18 1747 (i%a4d4)

IMR¢a) = Y. IMRY S.E. MA
PHYS, REV. LETT. 325 1399 (1975)

IMR(E) @ ¥, IMRY
JOURNAL OF STAT. PHYS. 34 S/4 B4% (1994)

IZ1 PR, ISING
: Z. PHYZIE 21 23% (1¥25)

JAC(R )

L. SJACORES M. NAUENBERD
FPHYZTICA 128 A ) (1%24)

JET (R toBEL. JAZDBE M. REBBI
Jo OF COMPL PHYR,. 410 203 (1921

AL PVL JACCARIMG ALR. KING D.P. BELANGER
o AFPLL PHYS. 57 (1) (1w

EIN fAGR. KING V. JACCARIMC M. MOTOEAWA K. SUGIYAMS M. DATE
JLARFLL PHYS. 57 (1) (1985)

EILLE : Mo, ELEIM
Jo PHYE. OFO7 R BAT7 O (19T77)

RO POHLE. EOGON D.Jd. WALLACE
o PHYS. A 5 MATH. GEN. 14 527 (1981)

LG

F. LACOUR-GAYET G, TOULDUSE
do PHYSEL FARTS 2% 425 (1974)

[AYN]

. M
EBE& (1973

L AN T ORLF. LANDALG H.H. LEE W
oo APPLL PHYEL. 4% () 1




320

I-AR 3 AT, LOARKIN
SOV. PHYS. JETP 31 7234 (19709
LEE : T.O. LEE  C.N. YANG
FHYS. REV. 87 410 (1952
MaH oV, MAHER W.I. GOLDBURG O, W, POMHL M. LANZ
FHYS. REV. LETT. S22 1 40 (1984
HMaT DL MATTIS ‘
FHYS., LETT. B4 A 421 (1974&)
MET PN METROFOLIE ALk, ROSENBLUTH  M.N., ROSEMBLUTH
A.H. TELLER E.TELLER
Je CHEM, PHYS. 21 1087 (1993
MR . MORGERNSTERM K. BINDER R.N. HORMNREICH
PHYE, REV. B 23 1 2ET O (iwH)
R : DL MUKAMEL E. FYTTE
FHYS. REV. B EEOF OATTR O (1vER)
MaT P T.  MATTERMANM
Z. PHYS. B =4 247  {(i954)
AIEY T AT, DGIELSKI C.a. HMUSE
FREFRINT (1985)
O T L. OMSAGER
FHYS., REV &3 117 {1744)
F&R PG, PARISI M. SOURLAS
FHYS., REV. LETT. 43 11 744 (197%)
FHiM ¢ M. PUMA  I.F. FERMANDEZ
FHYS., fREY. B 183 3 1391 {1%73)
FYT t E. PYTTE Y. IMRY D, HMUEAMEL
FHYSZ. REY LETT. 46 12 1173 (198
=AM ! R, RAMMAL
THESE GREMOBLE  (1#%31)
S V. SAXENS
PHY®, REV. B 30 7 3034 (1934)
S0H ¢ T. SCHNEINER E. PYTTE
PHYS, REV. B 15 2 1519 (1977) .
Sl 7 R.H. SHENDESEN
FPHYZ. REV. B 20 T 2080 (1979%)
Tl B, TOULOUSE

COMM. 0N PHYSICE 2 115 (1%77)

VI (= o+ . VILLAIN
e FHYE, FARTE 43 LEE1 (1ws)

VILCeY ot 4 VILLAIN B. SEMERIA F. LAMCON L., BILLARD
Jde PHYS. O 1A ALSE C1enm

YILtzy o d. VILLAIN
A PARAITRE IN "SCALING PHENOMENA IN DISORDERED SYSTEM®
FLEMHM (1985) )



321

YIL(dy @ Jd. VILLAIM

J, PHYS. LETT. FARIS 44 1343 (19585}
YN CL.M.  YAMG T.p. LEE
FHYS, REV. & 404  (1952)

Vel (a) AP YOG

d. PHYS. © 10 257 (1977)

YOA(RY ¢ ALGF. YOUNG M. NAUENBERDG
PHYS. REY. LETT. 954 232 2429  (1929)







323

ARTICLES SUPPLEMENTAIRES







325

Tome 46 No 20 [5 OCTOBRE 1985

LE JOURNAL DE PHYSIQUE.-LETTRES

J. Physique Lert, 46 (1983) L-945-L-952 13 ocToBRE 1985, PAGE L-945

Classification
Physics Abstracts
02.76 — 05.20 — 05.50

On the degree of uitrametricity

R. Rammal. J. C. Angles d’Auriac and B. Doucot

Centre de Recherches sur les Trés Basses Températures, CNRS,
B.P. 166 X, 38042 Grenoble Cedex. France

{Regu le 17 juitler 1985, acceptd le 30 aout [1985)

Résumé, — La notion de degré d'ultramétricité T d'un espace métrique donné est introduite 4 partir
de ultraméirigue sous-dominante. On décrit une procédure simple et efficace pour le caleul de D.
On montre que ) fournit une mesure quantitative simple de la déviation par rappert & l'ultramétricisé
exacte. Cetie notion est illustrée pour des exemples explicites et nous suggérons son intérdr dans les
medeles de mécanique statistique ainsi que les problémes d'optimisation combinatoire.

Abstract. — Using the notion of ithe subdominant ultrametric, the degree of uitrametricity D of a
ziven metric space {e.g. phase space) is introduced. A simpte and efficient method for the calculation
of ‘D is outlined, © is shown to provide a simple quantitative measure of the deviation from exact
ultrametricity. Explicit examples are used to illustrate this noticn which is argued to be of some
interest in siatistical-mechanical models and combinatorial optimization probiems.

1. Introduction.

During the past few years, a considerable amount of work has been done in the study of spin glass
models. In particular. it has been suggested (1] that configuration space of pure states is endowed
with a non-trivial ultrametric structure {2]. This suggestion has been checked numericaliy by
various authors [3] for different spin glass models. The same kind of configuration space analysis
hes also been carried outl for some combinatorial oplirhization problems [4]. In both cases, the
direct method of the statistics of triangies has been used in order to check the ultrametricity of
cenfiguration spaces. In finite spin modeis for instance. a finite set of representative configurations
is used to perform such an analysis usually. A further step in that direction would be a quanti-
tative measure of the degree of ultrametricity of a given configuration space. The control of
iinite size effects is just an example of a practical use of such notion. Actually, the ultrametric
inequality [5] is so stringent (all triangles are either isosceles with a small base or equilateral)
that the modification of one spin configuration orly may result in the loss of this property.
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This may occur for instance in spin modefs because of thermal fluctuations which lead to fluc-
tuating distances. Whereas at zero temperature the search for ultrametricity in the whole set
of ground states is actually altered by finite size effects.

In this paper, we present a new method for the measurement of the degree of ultrametricity of
a given configuration space. This method is a very general one and can be used in various contexts,
The basic ingredient is the notion of the subdominant ultrametric. This concept, widely used in
Taxonomy [6] is recalled in the next section. In order to be self-contained, the main properties
of subdominant ultrametrics will be summarized in that section. A simpie and efficient method
for the calculation of the degree of ultrametricity, for a given metric space, is outlined, Mustrative
examples are the object of the remaining part of the paper.

2, The subdominant ultrametric.

First we define the problem and recall some basic results. Let us consider a finite metric space
(£2. d), where the distance between x £ 2 and ¥ € Qis denoted by d(x, y). In order to measure the
degree of ultrametricity of (£, /) one asks for an ultrametric denoted (UM hereafter} 4°, defined
on 2 such as 4" is the closest UM to . This uaturally defines an optimization problem on the set
U of ultrameirics defined on ¢ The pertinent formulation of such a problem sutfers actually
from two intrinsic difficuities. The first one is the choice of the measure of proximity of two metrics
dand &' on Q. The second one is the problem of unicity of ¢”. An elegant and simple solution,
but stiil a partial one, is provided by the notion of the subdominant ultrametric,

Formally, the subdominant UM associated wich o can be defined as follows. Note ficst that the
whole set of metrics. defined on £, can actually be ordered in a natural way, as |

d<dedxy) <dx ) foral (el x Q.

Consider now the set U® = {d'eU|d <4} of the ultrametrics on 2 which are smaller
than d. The maximal element ¢ < of U< exists and can be shown to be unique [6} The ultrame-
tric 4~ so detined is called the subdominant UM associated with 4 Note thar the restriction
d' = dinthesearchford < isa very important condition, insuring the unicity of 7 <, In this respect,
it is important to notice that the minimal slement of U< — {d'eUld 2 d} is not uniquely
defined. Before describing a simple method for the construction of o =, let us mention two mpor-
tant properties of &<,

D) Oprimality. — Assume that the proximity 4 of two metrics & and & is measured by the
Minkowski distance :

dutd d) = Max-| d(x, y) — d'{x, 1) [

xX.yE2

or

1

1/
dfd dY = [ Fd(x, 5) — d'(y, 1) JJ . x>0,

[e]

ih

X,

Then, among all the elements of U<, ¢< is the only uitrametric for which d.(d, 4" and more
generally 4,(d, d') assume their minimal values {71,

i) Stability. — 1 d is transformed into id (4> 0)ie 1dlx, 3) = jd(x, ¥), x e Q. ye L, then
Ad ™ is the subdominant ultrametric associated with ad. More generally, this stability property
remains true when d is transformed into @{dy where @ denotes a positive non-decreasing function
such that @la + h) € p(a) + oh), az0 b20

Given the metric 4 on Q. there are different methods {8] for the construction of <. [n what
follows, we shall describe a simple procedure giving ¢ in a very transparent wav : the minimal
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spanning tree construction method. We shall outline briefly the main step of this construction
using a graph theoretic language. Tc a given metric space (@2, d) corresponds a simpte, undirected
graph whose vertices are the elements of Q. A length d(x, y} is assigned to each edge (x, y). The
basic step for obtaining d © is the construction of a minimal spanning tree (MST) on the connected
graph structure so obtained. Recall [9] that MST refers to a tree A, having the same vertices as (2,
but of minimal total length, Note that A may not be uniquely defined and more than one MST
can be constructed on {&. However, despite this possible non unicity of A, 4~ as obtained below,
is unique and does not depend on the particular choice of A. Having a MST on Q, the distance
d*(x, y) between two elements x and y in Q is given by :

d¥x, ) = Max {dlw, w, ), L €ig€n—1}

where (wy = x, w,), {wy, wa), .., (w,_, w, = y) are the n — | successive edges of the unique
chain between x and y on the tree. This defines precisely the subdominant ultrametric <,

A yery simple procedure for constructing a MST on 2 is provided by Kruskal's algorithm [9]
which can be summarized as follows. Start with A = (& (the empty set) and order the set of dis-
tances d(w;, w;) of @ in increasing order. Each distance d{w,, w,) is associated with an edge (w,, w i)
on the graph of £2. Put in A the first edge of the list. Next edges in the list are then added successi-
vely to A, such as to avoid the formation of cycles with edges aiready present in A. This procedure
will stop after | 2| — | steps, giving a MST on 2 and then 4. Schematic examples are shown
in figures | and 2.

Fig. 1. — A schematic example of @ = { 1.2, 3. 4, 5,6 } showing a minimal spanning tree (MST), repre-
sented by double lines. used in the construction of the subdominant ultrametric 4. For instance, d%(1, 2) =
Max { di1,3). 4(5.6), d16,2} }, ¢ “(2.3) = Max { 4(2.6}, d(6,3) 1.

Fig. 2. — Example of a metric space (. a), 2 = { x, v, = t } with the associated hierarchy defined by 4 ~.
Double lines denote the edges of a MST on Q. In this example. the degree of ultrametricity D of (2, &) is

gven by D =1 — > = <.
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3. Degree of ultrametricity. Exampie.

How can we define and measure a degree of ultrametricity for a metric space (£2, &) which is not
exactly ultrametric 7 What is the « minimal distortion » of « in order to become an ultrametric ?
One possible answer to these questions is actually provided by the direct comparison of ¢ with ¢ <.
A measure of the proximity of & and 4% will be given for instance by one of the Minkowski’s
distar.ces 4, defined above. For the sake of simpiicity, the following expression for the degree of
ultrametricity D, or relative distortion, will be used :

D= 3 (dxy)—d(x, ) ZQ dix, ¥}y, (D

xyefl Xy e

Here dis the input metric on Q and < is the ultrametric characterizing the output hierarchy on 2,
In general, D is such that 0 < D % |, and vanishes if 4 is initially an ultrametric (/< = ¢). D
as defined by equation (1) provides actually a quantitative measure of the degree of ultramerricity
of (@, ). Small values of D indicate that 7is not very far from being uitrametric. this being realized
through a slight distortion of 4, Whereas values of D close to one tell us that large distortions of
d are actually needed in order to transform 4 into an ultrametric.

Exampre. — A simpie class of examples, where the construction of a MST is trivial, is provided
by 2 ={x, x,, .., x,} where x; denotes # points on the real line. The distance dixy %) = |x, — )]
is the Euclidean distance. In the particular case. where x, = { {1 €/ < 7). the subdominant
ultrametric 4~ reduces to the trivial ultrametric @ *(x, x;) = L : all irfangles are equilateral,
For this exampie, D = | — 3in + I} ~ 1 at large n, in perfect agreement with the intuitive
expectation : Euclidean spaces are far from being ultrametric spaces. This conclusion is not
modified when @ = { x, x,, .., Xy« } cotresponds o (n + 1) randomly chosen points on the
real line. Indeed. let us denote by X, € X.< - g Xa+, the corresponding ordered sequence
andlet L, ="X, . — X, & = I, 2. .., , be the length of the interval [Xe, X, ). Then a simple

calculation leads to the following expression for D 1 D= 1—§"5, where § = > okindl—k) L,
k=g

and §' = ) Z Max (L, ..., L) respectively. Assuming that the L, s are # independent random
k=1 =k

variables having 2 probability density p(1) = dF ‘dL, then the average deviation from 4 to d=
r

takesthefoilowingform (S =85> = Z(n + i —=kk{LY = i) Here { I 5 = i LdFi{L)
K o

and i, is the average value of Max (Ly, .., Lg). For non-singufar PLL Sy ~n*tn» 1) and

(5" can also be calculated : ¢ § > ~ n* tor uniform p(1L), {8y ~ »n®ln(#n) for exponential

P(L} ete. In all these cases. as well as for other variants (e.g. different probability distribution for

{ x; }) of this example, one has D ~ 1 at large n, as anticipated above,

4. Explicit example.

A more suggestive example is given by the set of B-bir words. As a space {2 we shail consider a

subset consisting of W words, randomly taken among the wheie set of 1 = 28 possible B-bit

words. The elements of  can be viewed as spin configurations of a system consisting of B [sing

spins. The set of 2% words represents the vertices of the elementary Euclidean hypercube in B
L]

dimensions. The distance{ Hamming) between two words will be defined by: dix, vi= dlx—ri,
i=1

forx = (xy, 3, .., Xp), v = (Y1 Vas o, b in Q. ue{0,1},»e{0, 1. The relevant questions

are the following : How does the degree of ultrametricity Dglx) behave as a function of 8 and the

filling factor x = 34/2% ? What is the asymptotic behaviour {8 » {) of Dyl ?
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4.1 GENERAL FEATURES. — The following two limits are easy to understand. The first one
corresponds to x = 1, i.e. M = 25 In this limit, 4 © is trivially given by @ “(x, y} = Land Dg(1) =
1 — 2/B. The second limit corresponds to a small number of words : x <€ 1. For instance, at
M = 3, the probability distribution of the triangle sides is binomial, with an average d{x, ¥} ~ B/2
and a variance ¢ ~ B. This leads to Dy(x < 1} ~ B~ Y2 showing that, in spaces with large 5,
almost all triangles are equilateral and ultrametricity is obtained in a rather natural way.

For a fixed B, the function Dg{x) is expected to increase uniformly with x, in order to interpolate
between these two limits, The limiting behaviour at B = < is a trivial one, with D_(x) = 0
for x = 0 and D_{x) = 1 for x # 0. This is easily understood because, for a given x = /25,
D4(x) must be an increasing function of B. In fact assume that & — B + | and M is doubied.
The new 2 M words, having each one more bit (the last one) can be obtained from the previous M
ones, by adding 0 or | as a new bit. This is not so restrictive an assumption, and the new hierarchy
can be deduced from the one previously known. Indeed, one can show :

Dyar(x) = 1 = [43d<0@) + M[43 dli j) + M*]

which implies Dy, (x) > Dylx), at least for large A Here the sums are taken over the set of
couples (i, j) in Q.

4.2 NUMERICAL STUDY, — The degree Dg{x) has been calculated numerically, in the whole
interval 0 € x € |, fordifferentvaluesof 8 : 3 € B < 160. Typical results are shown in figures 3
and 4. Instead of a smoothly behaved function, Dy(x) actually exhibits a staircase behaviour.
Already for small B (B ~ 19), Dy(x) is characterized by jumps between « quantized » vaiues :
1 — 2kiB(k 2 1), the stairs are stable (small fluctuations from sample to sample) and the jumps
become sharper and sharper when B increases and appear at very precise vaiues of x. For simall

Fig. 3. — Step-like behaviour (heavy sclid line) of the degree of ultrametricity D), calculated for 300 sam-
ples of M words (8 = 16). The probability distribution P, for the nearest-neighbour distances is shown
for different values of k. Solid lines represent the calculated distributions whereas points { +) reproduce the
expression given in the text (Eq, {(2)). Arrows indicate the centres of stairs defined by £, = P,_,.
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< i.8/8
————— 1-10,5

0~ a

1 ¢ 4 ¥ In (M}

8

Fig. 4. -— The same Dplx) as in figure 3, for B = 14, The lowest part shows the variance o of the same
quantity calculated for 500 samples.

values of x. Dy(x) becomes smooth, due to finite size effects and for large x, Dylx) ends with a
stair corresponding to the expected value Dy(v) = | — 2/8. Each Jump between two stairs is
actually accompanied with a large increase of the magritude of sample to sample fluctuations.
This is clearly shown in figure 4, where the calculated variance o is shown together with Dglx)
for B = 14,

This behaviour is actually obtained for larger values of B, where an increasing number of
robust stairs and sharp jumps appear. This picture becomes clearer for increasing B with the
appearance of successive plateaus. These jumps are reminiscent of instability phenomena and,
as will be shown below, the robust stairs can be viewed as coexistence [egions.

4.3 GEOMETRICAL PICTURE. — The obtained behaviour of Dp{x) can be understood by keeping
in mind the MST construction method and the sphere coverage problem [10]. Using the repre-
sentation of 2 as a part of the B-dimensional hypercube, it is useful to consider each ¢lement of @

as the centre of a k-sphere, having a radius equal to an integer £ {1 < k& < B/2). This defines a
k

P
aeighbour for each point in @, containing w, = ¥ { . ) points of the hypercube, The coverage
=0\ i
problem of the hypercube is the following. For M randomly chosen centres and a given value of &,
find the probability p,, fora complete coverage with the Mk-spheres, Clearly, py € 1 — (1 — wy, 25,
and for large M burt small w28 by S 1 — exp(— x.w,). As will be shown below, the particular
values of x, x, ~ 1/w, are cailed to play a key role in the behaviour of D 2(X).

Now consider the probability distribution of the nearest-neighbour distances in 2, as a function
of M and B. In fact, the structure exhibited by Dy(x) wrms out to be intimately related to that
probability distribution. Given a peint in {2, the probability that all the M — 1 other points are
at a distance strictly larger than & is given by 1w, ~ (1 — w251 Thig expression becomes
accurate when the overlap between the k-spheres is negligible, Therefore, the probability distri-
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bution for the nearest-neighbour distances is given by
Pom oy~ me = (1 — w2570 — (1 — w28t el

This expression is shown in figure 3, for different values of k (k = 1), The numerical results, for
different values of k, M and B follow equation (2) and small deviations are obtained for large k
and smalt x.

The first stair at 1 - 2/8 actually corresponds to a close packing configuration, where the
hypercube is covered, with a probability ~ 1, by l-spheres. Indeed, a simple calcufation, giving
the corresponding MST, leads to Dy{x) = 1 — 2/B in that region. This stair ends up at a value
of M (see below) given by M/2% ~ Uw , le.x ~ 1B + 1).

For each value k = 2, 7, assumes {ts maximal value at x = «,, where almost ail nearest-
neighbour distances are equal and the hypercube is almost surely covered by k-spheres. These
values of the filling factor are associated with the unstability of regular hierarchies and give the
positions of the jumps. Indeed. adding (or removing) few points in 2 results in a strong modifica-
tion of the hierarchy, making Dpg(x) have a sharp jump. Large fluctuations occur in the neighbour-
hood of x = «,, because of this unstability in the hierarchy associated with subdominant ultra-
metrics,

The centres of stairs can also be calculated from the condition : P, = P,_,. Indeed, for such
values x, defined by this condition, the iwo distances k and k — 1 are equiprobable and are the
most probable ones. A simple calculation leads to x, ~ 1/w, which becomes an exact expression
at2 £ k <€ B/2, ang gives the centres of the first stairs. For these values of x, one can show that
Dpisgiven by : | - 24/B, k > 2, in perfect agreement with numerical calculations. A simple
parametrization of Dg(x) is then given by

k—1 B
X =1/ Z ( ), k= 2,3,.. (centres of the stairs)

<o \{

(3
Dglxp =1-2k7B {height of the stairs) .

Note that, close to x,, adding or removing a few points in 2 does not modify the hierarchy in an
appreciable way, leading to the appearance of robust stairs, The resuit of equation (3) becomes
more and more accurate at large B and for k <€ B/2. For x € 1, however. some deviations occur
for various reasons. Beside trivial finite size effects. the most important source of deviations is the
broadening of the probability distribution of nearest-neighbour distances. Indeed. at x < |,
different values of these distances {Fig. 3) become eguiprobable, and lead to a fluctuation of
distances of order 82 Such fluctuations result in an overestimation of Dg(x) at small x, as
given by equation (3).

5, Conclusion

Our main conclusions are summarized in the introduction of this paper. The degree of ultrame-
tricity D, as introduced in this paper, may provide some insight in the geometrical structure of
phase spaces. This is clearly shown in the worked example of section 4. It would be seful to
extend such an analysis of the subdominant ultrametric, and the measure of the degree of ultra-
metricity D to specific statistical-mechanical models or combinatorial optimization problems.
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Abstract. We investigate numerically the magnetic properties of a random superconducting
network, which models random superconductor-insulator mixtures. Bonds between
nearest-neighbour sites on a square lattice are chosen to be indgpendently superconducting
with probability p, and insulating with probability 1 — p. A new numerical merhod is used
to investigate loop statistics in these percolating networks, The diamagnetic susceptibility
# as a function of the superconducting fraction p is calculared. Close to the percolation
threshold pe, ¥ shows a singular behaviour as a function of (p, — p). The numericai results
exhibit a finite-size scaling which enables us to deduce the ¢ritical exporent of 7 from
calculations on relatively small samples. Qur numerical results are in good agreement with
the predictions of recent scaling theory and differ from those made by previous workers,

1. Introduction

One important application of the percolation problem (see Stauffer 1979) has been the
description of conductivity in random conductor-insulator and conductor-supercon-
ductor mixtures (Deutscher 1981). Recently, the diamagnetism of percolating clusters
composed of superconducting grains has been discussed by many authors. The diamag-
netic susceptibility of a cluster is related to the fraction of grains in connected loops and
the effective area of these loops. Close to the percolation threshold, clusters are known
to be ramified, and previous studies of the degree of compactness or ramification was
limited to the site percolation problem (Domb and Stoll 1$77). From this viewpoint, the
diamagnetic susceptibility 7 per grain provides a direct measurement of the topological
features of the percolation clusters. In addition to 7, an analogue o diamagnetism exists
for normal clusters (Stephen 1981), when a time-varying magnetic field is applied. The
total dissipation in a given cluster can be expressed in the same terms as 7, which aiso
provides another measurement of the geometrical features of the percoiation clusters.
The recent revival of interest in the magnetic properties of superconducting networks
was inspired by the experiments of Deutscher ezl (1982). The diamagnetic super-
conducting currents are viewed as a sensitive tool for studying the topology of network
structures. The networks considered fall into three categories: simple finite geometry
(Fink er al 1982), infinite regular arrays (Rammal er af 1983a, b, Alexander 1983) and
disordered structures. In the last case, a natural question, first formulated by de Gennes

© 1983 The Institute of Physics 3933
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(1981), arises: does 7 diverge at the percolation threshold p,? In this paper, we shall give
a positive answer to this question, showing {numerically) that § diverges in the vicinity
of p., with an exponent &: = (p, - p)~°.

Inthe § 2, the problem is formulated in a seif-contained manner and we give some
examples for the caiculation of 7 on simple geometries. In § 3, we present numerical
resuits for the loop statistics on a percolating network and we compare our results with
the available exact ones. Section4isdevotedto the study ofthe diamagnetic susceptibility
as a function of the concentration p of the superconducting component. In particular,
we show that ¥ exhibits a finite-size scaling law close to p,, permitting us to find the
numerical value of its critical exponent b. The behaviour of 7on both sides of Plp = pe,
p = p.andp = 1 are examined as weli as the discrepancies with the de Gennes prediction
for the value of the exponent b.

2. Diamagnetic susceptibility of a superconducting network

2.1, Anillustrative example

In order to introduce our notation, we shall consider firs: the case of a ring made of
superconducting wires of area § and perimeter L. Using the London (linear respense)
relation between the current density j and the vector potential A, in the London gauge:

N
] dah?

where A is the London penetration length, the diamagnetic current 7 in a wire of cross
sectional area ois found to be:

o S
d7At L

in the presence of a magnetic field H, orthogonal to the plane of the ring. The ring with
current [ has a total magnetic moment M:

[=-

M = I8/c

and a total magnetic susceptibility:
L__ a8 :
AT TTEL

Defining an effective area

5% = 47( /L)

from the squared ratio of area over length which appears naturally in diamagnetic
problems (Tinkham 1975), one obtains for the susceptibility per unit volume of super-
conducting matter : :

— 7= 5"/(162°4%).

Note that 7 is unitless, as it should be. The last formula shows that 7 and 5% carry the
same information about the geometry. For this reason, we shall hereafter study §¢
instead of 3.
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2.2. General expression for $°%

The above linear response result was generalised by de Gennes (1981) in order to obtain
the effective areaof agiven network, with arbitrary geometry. The diamagnetic response
due to finite netwerks comes only from the networks which contain closed loops. For
simplicity, we can then assume that no tres-like ‘dead’ arms exist on the network
(biconnected network}. Considered as a planar graph, we choose a fundamental set
{a}of cycles (elementary loops), denoting the length of the cycle & by [, and the enctosed
area inside this cycle by §,. We aiso define the ‘loop’ matrix (5£),z as follows:

=1, fa=5
_ =lg Ha+f
“where | /45| is the length of any part common to cycles wand 8. The Maxwell convention

is adopted for the signs of the £,z matrix elements: /3 > 0if currents in the loops erand
S have the same sign on the common part, and /.3 << 0 in the opposite case (see figure 1).

Figure 1. Current patterns in a network of two loops.

In the presence of a magnetic field A, orthogonal to the plane of the network, the total
magnetic energy is expressed as

EGD =3 ZjoLapis = 2 jon

where /. is the current around the loop «, and ¢, = HS, is the magnetic flux through the
same loop. The equilibrium starte is given by the condition aE/3j, = 0 for all &, from
which we deduce:

H

2
)

E(D == 5 ZSL S

The expressicn of the effective area is given as above by:
-7=0"E[oH* = SYdx
i.e.

S = (d77/L 1) ;ﬁsa(z"l)aﬁsﬁ

where L., is the total length of wires in the network, and £~ is the inverse of the matrix
Z. This formula, which is an obvious generalisation of that derived above for the ring
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geometry expresses S°T as a function of the network topology only. One should also
note that §° is independent of the particular choice of the fundamental set of cycles,
and is also vaiid for general topologies with or without tree-like arms.

2.3. Examples

2.3.1. Pair of plaquettes. Consider a pair of ideatical plaquettes, shearing a common
edge of length /. If we choose these two plaquettes as elementary cycles {figure 2(a)), we
obtain

Si=8=s=p
Ly =Fp=4
Lrp=Ey=~]
and
~ 4~ L1 LY
T ~{ 4 * —Bﬁ/! 4!/
leading to:

Sag = (2/21) (s/1)*.

!

)

f
f

el

f

@ i)t 2 3 N

Figure 2. Examples of elementary networks; (a) a pair of identical plaguettes, {F} and ()
two networks with the same effective area, and (d) the ladder network with  identical
plaquettes,
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- The same number is obtained with any other choice of elementary cycies.

2.3.2. Additive property of S¥. The two networks (b) and (c) shown in figure 2 have the
same effective area:
b
eff off
5 zl+125 [1+1252

showing the additive property of the effective area, when weighted properly, This
property is very useful when disconnected structures are considered.

2.3.3. Finite regular nerwork. consider a ladder made with N identical plaquettes (figure
2(d)). With a fundamentai set of cycles, analogous to that of the example () above, one
easily obtains:

N

(Z N =/(N+ )] 2 Ginap,sinfp)/h, 1@ fsN
where

o =as/(N+1)
and

Ay =4l = 2 cos[ns/ (N + 1)]
denotes an eigenvalue of the matrix £. We deduce:

NN P
I ( 2 smzd&—sm;@)

AN+ 1

eff -
S ant N+1i=1i=1 4 -2 cos ¢,

The above result can be generalised for a ¥ X M regular network:

. 1 1
eff 2
S = N TN ((M DN+ D
. i ' A, )
SSvi=tdsinf[as/2(N + 1)} + 4 sin[z/2(M + 1)]
where

A; =[1 = (~1)°] cos?

2(N +1) ( 2(Nni 1))_2‘

For instance, at M = N =2; $*%/4/% = 1/6. Taking the asymprotic limit, with ¥ ="
M — < one finds that the effective area diverges as

§e8/41% = 0,223 N2,

3. Loop statistics
We have chosen to treat the problem of two-dimensional square bond-percolation

lattices with free boundaries, defined as a lattice of N X ¥ sites and 2N¥( N — 1) bonds.
Ifwe assume the bonds present have probability p of being superconducting, the resulting

C20—H
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lattices have, when all bonds are pbresent, an effective area given by the expression
obtained above (§ 2.3.3). Networks based on this lattice have the property of being
self-dual; this latter leads to the exact critical percolation probability p, = 1/2. The
calculation of the effective area of the percolation networks can be reduced, as was
shown above, to finding a fundamental set of cycles of an undirected graph. Such a set
can be found on each cluster (connected component) using the efficient search algorithm
of Syslo (1973). A spanning tree is grown and the vertices examined in turn, unexamined
vertices being stored in a list to awaijt examination. For a large number 7 of vertices on
the graph, the store required increases as #2 and the computation time as n?. During the
search procedure, we have used an appropriate labelling of sites in order to obtain at the
same time the matrix elements £.sand the enclosed areag S for each cluster,

The preceeding procedure was used to calculate the effective area for each cluster
and, as a by product, the loop statistics of the percolation clusters: the average number
of cycles per site, the fraction of bonds belonging to cycles, etc. Previous work on loop
statistics has only been performed for the Ising model! clusters (Domb and Stoil 1977,
which represent a correlated site percolation problem.

3.1. Mean number of cycles persite

The degree of ramification of the percolation cluster car be ‘measured’ with the number
of cycles per site. For finite lattices, we define the average number of cycles per site as
follows. N.(p) is the number of elementary cycles as a fraction of the total number of
elementarycyclesatp = 1, Ne(p)wasnormalised such thatN.(p) = latp = 1. Averages
are taken over about 100 samples on N x N lattices, where 10 < ¥ < 30. The chosen
definition is suitable for square lattices and provides a global statistics for laops. Ascan
be seen in figure 3, N.{p) coaverges monotonically for ail vaiues of P, as N increases,
toward a limiting curve, without any visible singularity at p = p_. In the same figure. we
have shown the corresponding behaviour at p < 1 and £ ~ 0, which are extracied from
series expansions (Gaunt and Ruskin 1978):

Ne(p) =p* +2p° = 2p7 + Tp® — 12p° + 28p10 —~ Sapii 4 | atp <1

Ne(p)=1-2q+g'+2¢5- 29"+ 74° - 124°
# 28 —Sdgt + . arg(=l -pr <l

The precise value of N,(p) at the threshold Pe = 1/2 is known exactly (Temperley and
Lieb 1971): N.(p.) = 0.098007 at N> 1. This value is reproduced numerically with a
correction of the order of N ™! due to finite sizes,

The results obtained for N.(p) are obviously related (via the Fuler relation) to the
mean number of clusters per site, as a functicn of F-3

3.2. Loop fraction F(p)

The fraction of bonds belonging to elementary cycies is denoted by F(p). This parameter
which goes from zero for completely ramified clusters to one for completely compact
ciusters provides another measurement of the degree of ramification. & (p) can be
defined locally on each cluster. We have performed averages over the whole sample,
because of the relative importance of F{p) on the behaviour of diamagnetic suscepti-
bility. The numericai results are shown in figure 4. As for N.(p), the loop fraction: £{ p)
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Tigure 3. The mean number of cycles No(p) per site plotted against the concentration of
honds p.

converges monotonically, throughout the entire p interval. as the lattice size increases,
towards a limiting curve without any visible singularity.

4, Effective area 5*%( p}

The behaviour of the effective area $*%(p) as a function of p is the main subject of this
work, We shall present below the results of our Monte Carlo calculations for lattices
from 10 x 10 to 50 x 50; the generai properties of the effective area S(p) of such a
lattice, and the prediction of scaling theories and the resultant caleulation of the critical

expontents below and above p..

4.1. Exact results for small square lattices

Exact results for the effective area, S§f(p), on a ¥ X N square lattice can be obtained
for small values of N. I general, S5 (p) isa polynomiai of order k = 2N(V — 1), k being
the total number of bonds in the N X N lattice, with -

k

Ssf/am? = Z,Dcipi(l - p)ti

where the coefficient ¢; corresponds to the total number of configurations on the ¥ X N
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Figure 4. The loop fraction F{p} in a percolation nerwork,

lattice having { bands present and & ~ i broken bonds. For instance, we have trivially at
N=2 s
p(p) = SE(p)/S(p = 1) =p*

For ¥ = 3, the expression is less trivial. The result is expressed in terms of the effective
areas g (1 <7< 12) corresponding to different non-trivial configurations of loops.

S (p)dnt = 1x p2ay,
+ i gp*i{daie + 8oyy)
+ 19’0 (don + 2405 + 1607 + 404 + 205 + 160y)
+dq’p°(4ou + 4005 + 805 + 1120, + 80, + 807 + 4003)
+44'0* (200 + 2005 + 0; + 2003 + doy + 23607)
+ Ig°p"(45 + 200, + 2160,) '
+4g°pMda; + 11207)
+1q'p°(3201) + ig°p*(day)

where:
=14, 0,=23,0=98, 0, =2, os=1,05=2,
01=1/2, 0y =2, 05 = 26/23, 510 =2, o0 = 1, oy = 2.

en(p) =1 - #g + O(¢?)

In particular
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close to p = 1. The slope of the function p(p) at p = 1 can also be calculated for a finite
lattice. By considering all configurations with one missing bond, we have calculated the

exact value of the slope ax:
pnip)=1—-ay(1—-p)+ O((l - p)Z) for N =11

If o, denotes the effective area at p = 1 and o; the corresponding quantities associated
with distinct configurations where only one bond is missed {#; in number}, we have:
1 i
aN—k(l k-l;njob)"
The values of ay 6btained are tabulated below for all lattices from 2 X 2 through to
11 % 11. As Nincreases, ay decreases slowly (see figure 5) and seems to converge toward
the asymptotic value a- = 1. We have found that the slopes tabulated above are well
approximated by the function:
o, 0:4223 169412 24,4704
NTOTOUN NN

which explains the slowing down of the convergence.

4.2. Effective area as function of p

Using the de Gennes matrix formulation for calculating the effective area, we have been
able to obtain S%(p) throughout the whole p intervai. The sample sizes N X Nused were
between 4 X 4 and 50 x 50 up to p = 0.35 (p. = 0.5). Such a limitation was due mainly

0 T T T
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N

Figare 3. The slope of the effective area $*%p) (ay) atp = 1 for N x N lattices of increasing
size 2 = ¥ < 11.
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Figure 6. The effective ares as a function of concentration p, for different lattice sizes,

0

©
w»

to the growth of the ¥ matrix dimensionality (to be inverted) with p and &, Below Pe,
some simplifications were taken into account: clusters are small and Z is reduced to a
block matrix. Numerical results for S¥(p) are shown in figure 6 atp < p,. Inthis region,
S (p) grows monotenicaily with p and &, At P = pe, S¥'(p) grows without fimitation,
exhibiting the divergence of the diamagnetic susceptibility at the percolation threshold,

Alp > p., we have plotted the ratio
ov(p) = SE(p)/S5(p = 1)

in figure 7. This reduced variable was chosen because # (p = 1) ~ N2 is i) defined at
N— @, Ascan ba seen, pn(p) decreases with increasing N at p < p,. On the contrary,
Pl p) increases with M at P > peand, for fixed N as function of D, exhibits an inflection
point near p ~ 00.7.

4.3. Finite-size scaling analysis

A recent scaling theory was advanced to describe the behaviour of superconducting—
insulator mixtures near the percolation threshold (Rammal er of 1983b}. For finite
samples L X L, the main prediction of this theory can be cast as the finite scaling laws

plp) = L™ p(LV"Ap) at p=p,
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Figure 7. The rado of pu{ p) =58 p}/S5p = 1) as a function of p.

5*(p) = LY p(LY*Ap) at psp.

witha + b = 2v, v being the percolation critical exponent, and @ and  are finite scaling
functions. From these scaling laws, one obtains (using $*¥(p = 1) ~ L)

(i)

S psp) ~{p.—p)~" as L—w

S p = po) ~ L& at finite L
(if)

Ap=p)~(p —po) as L—>w

ofp =po) ~ L-w at finite L.

In addition, it was argued from the scaling analysis that exponent b is given by
b =2y~ (¢t - B from which we deduce a = ¢ — 3 In these expressions, ¢is the critical
exponent for conductivity Z ~ (Ap), 8 is the percolation exponent P(p).~ (Ap)f and
v the correlation length exponent Z, ~ (Ap)~". From known values of different expo-
nents: £~ 1.26 (Derrida and Vannimenus 1982), = 0.14 and v = 4/3 (Stauffer 1979)
one obtains a/v = 0.84 and b = 1.34.
Infigure 8, alog-log plot of p(p = p,) is shown as a function of L. The deduced value
oftheexponenta(using » = 4/3)isa = 1.12 + (.05, in good agreement with the predicted
value @ = t = Bof the scaling theory. In figures 9 and 10, we have piotted our numerical
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Figure 8. The log-log plot of puf p = p.} against the lattice lengrh V. The slope gives a/s {see
text).
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lattice sizes I (= ),
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results as a function of the corresponding reduced variables at p < p. and p > p.. The
finite-size scaling is relatively well reproduced, thus supporting the scaling theory. The
numerical result for the exponent b shows that §is dominated, close to p., by the ‘infinite’
cluster in the percolation network.

4.4. Comparison with other theories

The divergence of 7 at p < p., with the exponent b contradicts the conclusion reached
by Stephen (1981) who predicted b < 0. On the other hand, the numerical value of 5
obtained from our aumerical simulations disagrees with the estimates of de Gennes
(1981): & = 2w — 1. This value was obtained through the analysis of the response of finite

3 T T T
X
o
Q.
2 -
&
= 2
2, % a N=10
= x 15
= a W
- 25
[ 29
1 b ~
9o
&
-]
o
o9
LA
} =]
1 L . !
q 1 Z
(p-p,)L”"

Figure 10, The same plot as figure 9, where p{p)}L™" is plotted as 4 functien of the scaling
variable L¥*Ap, .

clusters and scaling assumptions. The main difference lies in the role of the infinite
cluster in the divergence of 3.
5. Conclusion

We have given in this paper new numerical results for the geometrical statistics of the
percolation clusters. The loop stasistics are relevant for the description of some physical
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Tabie 1.
dy
2 4.0000
3 3.27272
4 1.92823
5 1.80415
6 1.71348
7 1.6d4244
g 1.58495
9 1.53808
10 1.49700
11 1.46284

phenomena such as the diamagnetism of disordered materials. Our study was {imited to
d = 2 networks. It would be interesting to extend this work to three-dimensional lattices,
Our results are in agreement with the prediction of the sealing theory of Rammal er al
(1983b). However, the numerical vajues of critical exponents disagree with the previous
estimates of Stephen and of de Gennes. More eXtensive numerical investigations are
needed in order to clarify the discrepancy with de Gennes's prediction. Of particular
interest are the calculations of the probability distribution of the loap fraction £,, the
effective area S, etc of finite a-clusters. Our global approach cannot give directly reliabie
results for these quantities. A comparison batween the two lines of approach must give
more insight into this problem.
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Les conclusions relatives aux probl3mes abordss dans ce
mémoire se trouvent 3 la fin de chacun des trois chapitres. Nous allocns
conclure avec quelques remarques générales sur 1'intérét de 1" expéri-
mentation numérique dans 1'étude des modéles désordonnés en mécanique
statistique. Face aux difficult&s rencontrées dans les approches
usuelles, les méthodes numériques ont une double vocation, avec des

avantages et des inconvénients.

La premifre vocation est d'ordre qualitatif et permet de
répondre & des questions bien précises,telles que L'existence ou non
d'une transition de phase. Un exenple simple est donmé par la dimension
critique inférieure (dc = 2) dumod&le de champ aldatoire décrit dans le
troisiZme chapitre. D'autres exemples pourront stre trouvés dans ce
travail ou silleurs,

+

La deuxiZme vocation est d'ordre quantitatif. Par exemple :
d = 4/3 ou non (chap. 1), le diagramme de phase (h~T) 3 d = 3 {chap.3),...,
etc. Il faut noter i ce propos que 1'exp8rimentation numérique sur ordi-
nateur n'est pas pour autant la "Méthode Universelle'. Ses limitations
irchérentes font que des réponses tr3s précises sont parfois difficiles &
avoir. Citons deux exemples rencontrds dans ce travail. Le premier est
relatif & la valeur exacte d = 4/3 (?) de la dimension spectrale des
amas de percolation. Dans ce cas il a &té possible de donner la valeur
de d i toutes dimensions mais avec 1'incertitude qui s'impcse.Le deuxidme
exemple est donné par les valeurs numériques des exposants de la transi-
tion en température du moddle du champ aldatoire.Vue 1la complexité de
ce probléme, nous n'avons £té capables que de donmner des estimations qui
moutrent néanmoins qu'il s'agit d'une nouvelle classe d'universalité

(exposants différents du cas pur).

Le travail présent@& ici montre encore une fois 1'importance,
mais aussi les limitations, de l'expérimentation numérique dans 1'&tude
du désordre. Il s'agit d'une technique puissante 4 mi-chemin entre la
physique expérimentale et la physique théorique, C'est une discipline
qui joue le rdle d'intermédiaire, en permettant de d&gager de nouveaux
concepts pour les thé€oriciens et de suggérer de nouvelles expériences

pour les expérimentateurs,
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