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Résumé

La simulation multiphysique de l'interaction rayonnement-matiere, des effets
thermiques et mécaniques induits dans un matériau nanostructuré a un in-
térét notamment lorsqu’il s’agit d’élaborer des capteurs voire de les optimiser. En
effet, les effets thermiques peuvent étre utilisés pour des applications chimiques
ou biologiques et les dilatations mécaniques peuvent influer sur la durabilité du
capteur et sur son efficacité.

A T'échelle nanométrique, les longueurs caractéristiques des effets thermo-électro-
magnétique-mécaniques ne sont pas du méme ordre de grandeur et la simulation
éléments finis doit étre adaptée a chaque probleme avec un controle adapté a l'er-
reur de la solution physique. Une procédure utilisant un remailleur adaptatif 3D
Optiform et Comsol Multiphysics permet une relaxation du maillage ou un raffine-
ment adapté afin d’accélérer la résolution (RAM et CPU) et améliorer la solution
physique.

Des simulations numériques des nano-objets de formes simples et des nanoan-
tennes pour lesquelles I'exaltation du champ électromagnétique est localisée dans
des zones de quelques nanometres, alors que le gradient de température est beau-
coup plus homogene dans le domaine de calcul et les dilatations sont nanomé-
triques sont effectuées.

Mots clés : Physique mathématique ; Nanotechnologie ; Modéles mathématiques ;

Thermique; Electromagnétisme ; Mécanique; Eléments finis, Méthode des; Calcul
adaptatif.
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Abstract

Multiphysics simulation of light-matter interaction, induced temperature
and dilation in nanostructures is of interest especially when it comes
to develop or optimize sensors.

Indeed, thermal effects can be used for chemical or biological applications, and
mechanical dilation can affect the durability of the sensor and its effectiveness. Ho-
wever, the characteristic lengths of electromagnetic fields, temperature and dilation
are not of the same magnitude and the mesh used in a finite element multiphy-
sics model must be adapted to each problem. An efficient numerical model for
controlling the error in the computational domain is necessary while allowing the
relaxation or the refinement of the mesh, in order to decrease the computational
time and memory.

The purpose of this thesis is to show that the adaptation loop of the mesh for
solving a multiphysics 3D problem using Comsol Multiphysics in OPTIFORM me-
sher, based on the error estimation of the physical solution, is more efficient than a
conventional remeshing process.

The proposed procedure is applied to simulate nano-objects with simple shapes
and to nanoantennas for which the confinement of the electromagnetic field is
localized on a few nanometers, while the gradient of the temperature is much
smoother in the computational domain but leading to nanoscale dilation.

Keywords : Mathematical physics ; Nanoscience ; Mathematical models ; Heat en-

gineering ; Electromagnetis ; Mechanics; Finite element method ; Adaptive compu-
tation.
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Introduction générale

Aprés une période de recherches intenses, rendues possibles par le dévelop-
pement d’appareils permettant de « voir » la matiére et de fabriquer des
objets a I’échelle de I’Angstr’om et du nanométre, des applications technologiques
ont vu le jour. La miniaturisation et le contréle de phénomeénes a ces échelles ont
permis un nouvel essor dans différent secteurs d’activité tels que 1'électronique,
la médecine, 1'opto-électronique, les matériaux pour la mécanique etc. En effet, a
’échelle nanométrique, des phénomenes physiques différents de ceux observables
a l'échelle micrométrique apparaissent. En particulier, le confinement du champ
électromagnétique a I’échelle nanométrique lié au confinement spatial des électrons
est décrit par un phénomene de résonance [2, 3, 4]. Les propriétés optiques, liées au
concept de plasmon-polariton, ont été étudiées dés les années 60 et sont maintenant
bien connues. La maitrise de ces phénomeénes pour produire de nouveaux compo-
sants, capteurs ou dispositifs ouvrent des perspectives mais nécessite 1’adaptation
des processus de fabrication industrielle et un accompagnement par une recherche
fondamentale. Le développement d’objets fonctionnels a 1’échelle nanométrique
demande un contrdle de la fabrication qui s’accompagne de méthodes numéri-
ques d’optimisation. En physique, il est parfois possible de se contenter d’ordres
de grandeurs et de tendances données par des modeles simples. A l'inverse, la
technologie nécessite des modeles réalistes, des calculs précis, notamment lorsqu’il
s’agit d’optimiser des dispositifs en évitant des plans d’expérience complexes et
cotiteux. L'objectif de cette these est de développer des modéles numériques précis
et rapides dans le domaine scientifique complexe des phénomenes multiphysiques.
En effet, 1'utilisation de nanostructures pour induire des effets thermiques locaux
sous éclairage laser est une application récente. De plus, les effets thermiques in-
duits provoquent des dilatations qui peuvent dérégler des composants comme les
nanoantennes, dont l'efficacité repose sur le maintien précis d'une distance entre
deux nanostructures. Il est donc nécessaire de produire des modeles numériques
précis, permettant d’évaluer ces dilatations.

L'étude de l'échauffement induit par absorption d’énergie électromagnétique
dans les nanoparticules est récent [5, 6], méme si cet effet physique est déja uti-
lisé en médecine et a été modélisé dans des cas particuliers [7, 8]. Le principe en est
le suivant : une nanoparticule optiquement excitée absorbe une partie de 1’énergie
électromagnétique qui peut non seulement chauffer la particule elle-méme mais
aussi son environnement [5, 7, 8, 6]. L'élévation de température dépend de la fré-
quence de l'onde électromagnétique excitatrice et un lien fort est attendu avec la
fréquence de résonance de plasmon de la nanoparticule [9, 10]. Ce induit par un
« chauffage plasmonique » a I’échelle nanométrique, utilisé pour le traitement de
cancer (en utilisant une nécrose thermique des cellules tumorales [11, 8, 6]) est
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également mis en ceuvre pour ’administration des médicaments avec libération lo-
calisée des médicament, a partir d'une capsule contenant des nanoparticules d’or,
déclenchée a distance lorsqu’elle est excitée par une source laser [12, 13, 14]. Des
capteurs et des composants dont la partie sensible est de taille nanométrique sont
également développés [15]. Parmi ces capteurs on trouve des structures périodiques
de type réseau et des objets souvent appelés dimeres ou nanoantennes composés
de deux nanostructures téte-béche, dont la partie active, nanométrique, est l'in-
tervalle entre ces objets. Ici se pose le probleme des éventuelles dilatations des
nanostructures qui peuvent avoir un impact sur 'efficacité du capteur liée a la fois
au désaccord de résonance plasmon, sensible a la géométrie, mais aussi sur sa du-
rée de vie : la dilatation peut induire un décollement des nanostructure du substrat
sur lequel elles sont déposées. Le design, l'optimisation et la caractérisation de ces
capteurs est grandement aidée par les simulations, les plans d’expérience nécessi-
tant de faire varier un nombre de parameétres souvent supérieur a la dizaine. Le
calcul de I’échauffement avait déja été réalisé en éléments finis 2D dans la these
d’Eric Kremer [16] et le probléme en 3D avait été ébauché dans la these de Sameh
Kessentini, en utilisant la méthode des dipoles couplés [17], dans le cadre du projet
européen Nanonatenna (Project reference : 241818 Funded under : FP7-HEALTH).
Cette derniere méthode pose des problemes de convergence, d’évaluation précise
de l'exaltation du champ électrique qui nous ont poussé a revenir a la méthode
des éléments finis, cette fois en 3D. Pour simuler une élévation de température
ou une dilatation a 1’échelle nanométrique, il est nécessaire d’élaborer un modele
multiphysique cohérent et un schéma numérique stable, qui fournit des résultats
dimensionnés. Des valeurs en unités arbitraires n’est pas suffisant, il s’agit de cal-
culer des grandeurs dimensionnées. La question de recherche principale peut étre
formulée a ce stade : « Le phénoméne de chauffage plasmonique par une source
de lumiére, peut-il provoquer une modification de la géométrie? »

Cette these a donc pour objectif le calcul multiphysique (électro-thermo-mécanique)
a l'échelle nanométrique . Les contraintes sont les suivantes, en ayant pour cible
l'utilisation des codes numériques dans un processus d’optimisation :

— limiter I'espace mémoire nécessaire;

— limiter le temps de calcul;

— calculer des grandeurs dimensionnées avec précision.

La description des phénomenes nécessite une modélisation des lois de compor-
tement électromagnétique, thermique et mécanique avec la prise en compte des
caractéristiques modifiées des matériaux a I'échelle nanométrique (géométrie et
constantes matérielles). Ce probleme peut étre décrit de deux manieéres, en faisant
intervenir soit un couplage faible soit un couplage fort des équations aux dérivées
partielles décrivant les problemes électromagnétiques, thermique et mécaniques.
La premiere étape consiste a produire un modele numérique stable sous une hy-
pothese de couplage faible. Méme si le modele physique choisi correspond a une
description physique de la matiere a 1'échelle macro (équations aux dérivées par-
tielles classiques), 1’objectif de contrdler la précision du calcul tout en obéissant
aux contraintes ci-dessus, peut étre atteint par différents schémas numériques qu’il



convient de comparer. Le choix technique repose sur l'interfacage du logiciel de
remaillage OPTIFORM adapté a notre probléme, avec le solveur de Comsol mul-
tiphysics. L'optimisation des codes de calcul est toujours recherchée, ainsi que le
contrdle de la précision de calcul. Les applications proposées dans ce manuscrit
concernent :

— le champ électromagnétique au voisinage de nanoparticules facettées;

— la température au voisinage de nanoparticules, induite par un éclairage laser;

— la dilatation de nanostructures ainsi chauffées.

La premiere partie de cette these présente la partie théorique notamment les lois

physiques choisies en électromagnétisme, en thermique et en mécanique et leur
couplage. Elle est composée de deux chapitres.
Le chapitre 1 sera consacré a la modélisation multiphysique des effets photo-
thermo-mécaniques dans des structures plasmonique. Successivement seront mo-
délisés : l'interaction de la lumiére (source laser) avec des nanoparticules d’or,
I'élévation de température puis la dilatation induite. Les équations aux dérivées
partielles, les parametres utilisés et les inconnues calculées seront précisés. Le cou-
plage entre ces problemes sera décrit. Dans le chapitre 2 , nous présenterons les
outils utilisés pour la résolution numérique des équations aux dérivées partielles
relatives aux problemes électro-thermo-mécaniques. Nous rappellerons les étapes
de base de la méthode des éléments finis et le principe des schémas d’adaptation
de maillage. Les résultats numériques seront comparés a ceux obtenus par des mo-
deles analytiques pour des géométrie simples.

La seconde partie de cette these est consacrée aux applications de 'approche

numérique proposée aux problemes multiphysiques. Elle est composée de quatre
chapitres.
Dans le chapitre 3, 'objectif sera de valider le calcul du champ électromagnétique,
origine de 1’élévation de température et des dilatations. La théorie de Mie sera
utilisée comme référence. Une application au controle de la précision du champ
électrique calculé au voisinage de nanoparticules facettées sera proposée [1, 18]. Ce
probléme ne peut étre traité correctement avec les logiciels de maillage classiques
intégrés dans Comsol.

Dans le chapitre 3, nous développerons une méthode optimisée du processus d’adap-

tation de maillage pour la simulation de 1’élévation de température de nanoparti-
cules d’or. Nous comparerons trois stratégies d’optimisation du maillage qui se
distinguent par la solution physique utilisée pour le processus s’adaptation de
maillage. Les comparaisons se feront suivant trois critéres : le cotit de calcul (RAM
et temps CPU), la précision des solutions numériques et la convergence de la mé-
thode.

Dans le chapitre 6.1, les résultats du chapitre précédent seront utilisés pour évaluer
I'influence de la distance entre deux nanoparticules d’or sur la réponse thermique
du systeme sous excitation par une source laser.

Le chapitre 6 présentera l'application de 1’adaptation de maillage en éléments finis
au calcul de la dilatation thermique dans les nanostructures pour des puissances
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laser compatibles avec 1’expérience. Nous commencerons par décrire des objets de
forme simple (sphere) pour évaluer I'ordre de grandeur de la dilatation que nous
comparerons aux résultats 2D effectués par Eric Kremer [16]. Ensuite nous présen-
tons les résultats pour une nanoantenne comportant deux nanostructures séparées
par un espace nanométrique. Cette étude s’ouvrira sur une conclusion et des pers-
pectives.
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1.1 Introduction

La modélisation multiphysique est nécessaire lorsque plusieurs phénomenes
physiques, décrits par des grandeurs dépendantes, interviennent dans le
probléme a résoudre. Le couplage des problemes contribue a compliquer l'interpré-
tation directe mais est nécessaire pour une description complete et fine. Le principe
de base de la modélisation mutiphysique consiste a faire appel a plusieurs équa-
tions aux dérivées partielles, couplées soit par des termes sources, soit par des
parametres. Le probleme multiphysique traité dans cette thése repose sur les équa-
tions de Maxwell pour I’électromagnétisme. L'inconnue est le champ électromagné-
tique, dont l'intensité intervient dans le terme source de 1’équation de la chaleur.
La résolution de 1'équation de la chaleur donne 1’élévation de température, qui in-
tervient explicitement dans le probleme mécanique de la dilatation thermique ou
du champ de déplacement (équation aux dérivées partielles de Navier-Duhamel).
De maniére générale, la dilatation peut modifier les parametres électromagnétiques
et thermiques (propriétés physiques : indice de réfraction, conductivité thermique,
chaleur massique. . .) et donc le probleme général est fortement couplé. Si ces dilata-
tions sont négligeables, le probléme est considéré comme faiblement couplé. Dans
ce cas, les parametres matériels sont indépendants des inconnues du probleme : le
champ électromagnétique, la température et la dilatation. Chaque probleme, élec-
tromagnétique, thermique, mécanique peut alors étre résolu de maniere séquen-
tielle. Méme dans le cas du couplage faible, se pose la question du remaillage.
En effet les constantes spatiales caractéristiques des variations des inconnues dans
le domaine de calcul peuvent étre de différents ordres de grandeur et donc un
maillage adapté pour le probleme électromagnétique peut ne pas l'étre pour le
thermique (par exemple). La description précise de chaque probleme physique,
l'identification des parametres physiques dimensionnés et les caractéristiques des
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inconnues sont ’objet de ce chapitre. En éléments finis, dans le cas d’un probleme
dépendant du temps, le probleme spatial est résolu a chaque étape de temps dis-
crétisé. Il est donc nécessaire de controler la précision du calcul spatial. Nous nous
focaliserons sur ce dernier probléme, sous une hypothese statique, correspondant
a un éclairage continu.

L'interaction de la lumiére (source laser) avec la matiére (nanoparticule d’or) sera

décrite dans le cadre de 1'électromagnétique classique avec une prise en compte élé-
mentaire des spécificités de 1’échelle nano. Le calcul du champ électrique dans tout
I'espace de calcul permettra d’évaluer la puissance électromagnétique absorbée par
les nanoparticules, source de 1’élévation de température (effet Joule). La distribu-
tion de température pourra alors étre calculée, la nanoparticule jouant le role de
source de chaleur (statique). Nous présenterons le cadre théorique et les différents
mécanismes thermiques mis en jeu. L'influence de la dimension nanométrique des
objets sur les parameétres physique sera discutée. Une fois chauffée la nanoparti-
cule se dilate. Nous cherchons a comprendre le cadre théorique de la mécanique
des milieux déformable afin de modéliser le calcul des déplacements provoqué par
les contraintes thermiques.
Ce chapitre est organisé comme suit : La section 1.2 présente le modele électro-
magnétique. Dans un premier lieu, les notions de base de l'interaction de la lu-
mieére avec la matiere. Ensuite, les propriétés optiques des nanoparticules de mé-
taux nobles en particulier la résonance plasmon. Finalement, les lois et équations
qui permettent de modéliser le phénoméne en commencant par les équations de
Maxwell jusqu’au l'apparition de 1'équation de Helmholtz. Nous terminons cette
section par présenter une méthode de résolution analytique connue sous le nom
de la théorie de Mie qui va nous servir comme une référence pour évaluer la pré-
cision du résultat éléments finis. La section 1.3 présente le modele thermique. Les
différents modes de transfert thermique seront cités afin de préciser notre modele
physique. Ensuite nous discutons les conditions aux limites associés. La section
1.4 présente le modele mécanique. Le comportement élastique linéaire permettra
d’établir 1’équation d’élasticité. Avant de conclure, nous terminons ce chapitre par
présenter la forme du couplage entre problemes choisie pour cette étude.

1.2 Modele électromagnétique

L'objectif de cette section est d’introduire brievement les notions de base de
I"électromagnétisme, les notations qui interviennent dans la modélisation de la ré-
ponse optique des nanoparticules des métaux nobles illuminés, notamment dans
des conditions de résonance plasmon. Les parametres physiques seront identifiés.
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1.2.1 Formulation du probléeme électromagnétique pour les élé-
ments finis

Lorsqu’un rayonnement électromagnétique rencontre une nanoparticule, une frac-
tion de I'énergie de I'onde incidente est absorbée par la nanoparticule, une fraction
est diffusée, la derniére est transmise (Figure 1.1). La partie absorbée va étre dis-
sipée sous forme de chaleur dans la nanoparticule par effet Joule. Cet effet contri-
buera a I’élévation de température de la particule et de son environnement [19, 10,
20, 21, 22]. Seule la diffusion élastique est considérée dans cette these [19, 23]. L'in-
tensité du rayonnement électromagnétique incident est atténuée a la fois par ’ab-
sorption et par la diffusion. Cette atténuation au passage d'un nuage de particules
par exemple, s’appelle 'extinction : (extinction = absorption + diffusion). De nom-
breux ouvrages présentent 1’étude de l'interaction rayonnement-nanostructures de
maniere classique, sans l'introduction de la mécanique quantique [24, 25, 26]. Ceci
est justifié lorsque les nansotructures comportent plus de quelques centaines d’atomes.

Une onde électromagnétique est caractérisée par un couple de fonctions vecto-
rielles dépendant du temps et des variables d’espace : le champ électrique E (en
V.m~! dans le SI) et le champ magnétique H (en A.m~! dans le SI). Nous choisis-
sons ici les appellations et notations en électromagnétisme, recommandées par le
BIPM . Dans les milieux LHI, en tout point de 'espace, le champ électromagné-
tique est tel que le champ électrique, le champ magnétique et le vecteur d’onde
forment un triedre direct. La figure 1.1 synthétise les phénomenes mentionnés et

les notations.
absorbée \
E incident
_K. '

diffusée

FIGURE 1.1: Nanoparticule métallique illuminée par un champ électromagnétique.

Equations de Maxwell

Les équations de Maxwell régissent les variations spatio-temporelle des champs
électrique E et magnétique H [19, 27]. Dans le probleme traité, aucune charge ex-

1. http://www.bipm.org/fr/publications/si-brochure/download.html.
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térieure n’est apportée aux matériaux, de méme, aucun courant électrique n’est
appliqué. Seuls les porteurs de charge de la matiere sont considérés. Les notations
V x et V. sont utilisées pour signifier rotationnel et divergence, les courants induits
dans les matériaux par le champ électromgnétique sont notés j; (charges libres), la
densité volumique de charge correspondante est notée p; :

( - ouH
V X E == —7
. 0¢E
VxH=j+—- (1.1)
V.(eE) = o
V. <Eﬁ) =0

Dans le cas général, les propriétés optiques des milieux se présentent par des
tenseurs pour les milieux anisotropes. Les matériaux considérés sont linéaire, ho-
mogenes , isotropes (LHI) et non magnétiques. La perméabilité magnétique se ré-
duit donc a un scalaire y = y, o ot pr = 1 est la perméabilité magnétique relative,
po est la perméabilité du vide2. La permittivité électrique est notée & = ¢ge,, avec
¢, la permittivité relative, eg = ! “Co 2 est la permittivité du vide3 Les courants
de charges libres j; sont reliés au champ électrique E qui les met en mouvement,
par la loi d’'Ohm locale : N

ji1 = 0E, (1.2)

ot1 07 est la conductivité électrique du matériau (en S.-m~! dans le ST ou A.V-L.m™1)

Equations de Maxwell harmoniques et permittivité électrique complexe

Soulignons que les équations de Maxwell sont des équations aux dérivées par-
tielles linéaires, les milieux considérés étant linéaires, la transformée de Fourier
temporelle permet I'étude spectrale (dans le domaine fréquentiel). Un faisceau li-
mité dans le temps, d’énergie finie, admet une transformée de Fourier temporelle.
En conséquence, il est possible sans diminuer la généralité, de considérer une seule
pulsation w et donc une onde monochromatique. Un élément de la base de Fourier
des solutions des champs électromagnétiques peuvent se présenter sous la forme
harmonique suivante, avec 1> = —1 :

{ E=E(r)e !

H= H(r)e*l“’t ’ (1:3)

2. po = 1,256 637 061 44(86).107® H.m~! (ou N.A~2).
3. g0 ~ 8,854.10712 Em~!, ¢y = 299 792 458 m.s~! est la célérité des ondes électromagnétiques
dans le vide.
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avec E(r), B(r) les amplitudes des champs électrique et magnétique respective-
ment, qui ne dépendent plus que des variables d’espace. Les dérivées temporelles
s’algébrisent et les équations de Maxwell deviennent (en éliminant la dépendance
explicite des variables d’espace) :

V x E = wuoH
V x H = ¢1E — gpe,1wE

(1.4)
V.(&E) = py
VH=0
Le second terme de la deuxiéme équation peut étre factorisé :
1
- — E :
1w (lsow —1—3) (1.5)

-4
Er

La permittivité relative complexe est introduite sous 1’hypothese harmonique. On
notera que le signe de la partie imaginaire dépend de la notation arbitraire choi-
sie dans la notation de la dépendance temporelle harmonique des champs (equa-
tions 1.3), ceci est important a identifier lorsqu’on utilise un logiciel commercial de
calcul de champs électromagnétiques :

& =& + zi (1.6)
- Eow

g, = ¢ +1¢ oula partie imaginaire ¢ caractérise les pertes d’énergies par effet
Joule, induites par 'absorption du rayonnement électromagnétique. Ces proprié-
tés matérielles sont indépendantes du temps a l'échelle de la période de 'onde
électromagnétique, par contre elles dépendent de la pulsation w. Les équations de
Maxwell harmoniques s’écrivent en fonction de ce parametre physique :

V x E = wuoH
V x H = 1gpey(w)wE
V.(&(w)E) =0
VH=0

(1.7)

On notera la disparition explicite de la densité de charges libres dans la troisieme
équation, justifiée par 1'équation de conservation de la charge en régime harmo-
nique, sous I’hypothese donnée dans les équations (1.3) :

V.j—wwp; =0 (1.8)
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Equations de Helmhotz

Pour calculer les champs électromagnétiques, il est possible de découpler les
équations de Maxwell. On obtient alors des équations aux dérivées partielles d’ordre
deux, que I’on pourra résoudre analytiquement ou numériquement suivant la com-
plexité des systemes étudiés :

2
V x (VXE) -2 eE=0

CZ
0 (1.9)
1 w?
V x (—VxH) - H=0
Er C0

Rappelons les hypothéses utilisées pour écrire ces équations aux dérivées par-
tielles :

— milieux linéaires, homogeénes, isotropes, non magnétiques et sans charge exté-

rieure apportée;

— dépendance harmonique des champs électromagnétique;;

— milieux isolants ¢, est réel, ou conducteurs ¢, est complexe.

Les inconnues sont les trois composantes de chaque champ E(r) et H(r) (fonctions
complexes de 1’espace) et le parametre matériel est la permittivité relative ¢,(r, w)
(sans dimension), fonction complexe de la pulsation w et de I'espace puisqu’elle
change d'un matériau a l’autre.

Dans ce qui suit nous nous intéresserons principalement a 1'équation de Helm-
holtz pour le champ électrique parce que ce dernier est la grandeur d’intérét qui
va nous permettre de calculer directement la quantité de chaleur absorbé par les
nanoparticules, terme source permettant de calculer I'élévation de température.
Rappelons que pour obtenir la totalité des champs électromagnétiques, il suffit
de résoudre I’équation de Helmholtz pour le champ électrique E et de déduire le
champ magnétique H a 'aide des équations de Maxwell est vice-versa.

Conditions de passage

Les conditions de passage d'un matériau a un autres sont contenues dans les
équations de Maxwell écrites au sens des distributions. Les équations en rotationnel
donnent la continuité des composantes tangentielles des champs, les équations en
divergence donnent la continuité des composantes normales, n étant le vecteur
local normal a la surface de séparation entre deux milieux non magnétiques :

V x E = wpupH — E X ii continu
V x H = 1gpe(w)wE — H x #i continu (1.10)
1.10

V.(e;wE) = 0 — ¢,E.ii continu

V.H = 0 — H.# continu
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Le champ magnétique est donc continu mais seules les composantes tangentielles
du champ électrique a la surface de séparation de deux matériaux sont conti-

nues [28] :

(1.11)

nr, X(Ez—El):O
nr, X (Ho—H;) =0’

ou nr, est le vecteur unité normal localement a l'interface de séparation I'y (fi-
gure 1.2).

milieu Q2
- &2
I Tt (Etot, Htot)
Air e
v milieu Q1 .
X mLEL yatal R
;/ (E]_,Hj_)

FIGURE 1.2: Domaine et interfaces considérés pour la résolution de l'equation de
Helmhotz

Conditions aux limites, champ incident, champ diffusé

La résolution de toute équation aux dérivées partielles oblige a définir des condi-
tions aux limites pour garantir 1'unicité de la solution, lorsqu’elles ne sont pas inté-
grées initialement dans la formulation mathématique du probleme. On parle ainsi
d’un probleme bien posé [29].

En éléments finis, pour un probléme ouvert constitué de structures matérielles
bornées (dont la géométrie est limitée dans l’espace de calcul), un domaine de
calcul Q) extérieur a ces structures matérielles, souvent constitué d’air, est défini
(figure 1.2). C’est un probleme de diffusion ou de diffraction qui est ainsi posé.
A la frontiere du domaine extérieur, il n’ y a pas de changement de milieu. On
parle alors de propagation libre. Le champ électromagnétique incident entre dans
le domaine et le champ diffusé en sort.
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Condition de champ incident

Le champ incident qui éclaire la nanostructure est supposé étre une onde plane
polarisée linéairement, monochromatique (une seule pulsation w), d’amplitudes
constantes E? et H? et de vecteur d’onde kg :

E; = EY exp(iko.r) exp(—1wt)
(1.12)

H; = HY exp(iko.r) exp(—1wt)

Aux frontiéres du domaine extérieur, le champ incident est connu. En conséquence :

{ V x E;(r) = ikg x E;(r) (1.13)

V X Hi(r) = lk() X Hi(l’) .

Condition de champ diffusé

Aux frontieres du domaine extérieur I';, on peut imposer une condition appro-
chée pour le champ diffusé, faisant intervenir la normale locale a cette frontiere
nr, :

{ V x Es(r) = tkoir, X Es(r) (1.14)

V X H; (I‘) = lkofirz X HS(I')

Cette condition approchée est d’autant plus rigoureuse que le domaine extérieur est
grand et donc que le systeme matériel est caractérisé par une symétrie sphérique,
concentrique avec le domaine extérieur, sphérique.

Condition de champ total

Le champ total, somme du champ diffusé et du champ incident vérifie donc :

{ V x E(r) = 1(ko + kofir,) x E(r) (1.15)

V X H(I‘) = l(ko + koﬁrz) X H(I‘) .

Le probleme numérique peut consister a calculer le champ électromagnétique
diffusé ou total.

vecteur d’onde, relation de dispersion, vecteur de Poynting

Les milieux étant linéaires, les vecteurs d’onde pourront étre définis en tout point
de l'espace de calcul, dans la direction et le sens de E(r timesH(r et vérifieront la
relation de dispersion :

2
k(rk(r=¢, (7\_0) = srg. (1.16)
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Les milieux étant linéaires, homogenes et isotropes, en tout point de I'espace, la
direction de propagation de I'énergie, définie par le vecteurs de Poynting S(r =
E(r x H(r (en V.A.m~2 ou W.m~2) est colinéaire au vecteur d’onde k(r.

1.2.2 Synthése du probleme électromagnétique pour les éléments
finis

Pour le probleme électromagnétique, les inconnues sont les trois composantes de
chaque champ E(r) (électrique) et H(r) (magnétique). Chaque composante est une
fonctions complexes de 'espace. et le parameétre matériel est la permittivité rela-
tive &,(r, w) (sans dimension), fonction complexe de la pulsation w et de 1'espace
puisqu’elle change d’un matériau a l’autre.

Le probléme traité est défini sous les hypotheses suivantes :

— tous les milieux sont linéaires, homogenes, isotropes, non magnétiques et sans

charge extérieure apportée ;

— les champs électromagnétiques ont une dépendance temporelle harmonique et

sont donc monochromatiques (pulsation w) ;

— les milieux considérés sont isolants (le parametres matériel ¢, est réel, c’est la

permittivité relative), ou conducteurs ¢, est complexe.

— Le champ incident qui excite la nanostructure est une onde plane polarisée li-

néairement, monochromatique (une seule pulsation w), d’amplitudes constantes
E? et H? et de vecteur d’onde k; :

(1.17)

E; = EY exp(iko.r) exp(—1wt)
H; = HY exp(iko.r) exp(—1wt)

La valeur de I'amplitude du champ incident est obtenue a partir des caractéris-
tiques P et D du source laser :

4p

0

PR p— . 8
El C0€07'L'D2 (1 ! )

Avec P est la puissance du faisceau laser et D son diametre.

Le vecteur d’onde incident, ky dans le vide a pour carré scalaire :
0

21\?  w?
ko.ko = (7\_0) = g. (1.19)

Le probleme de simulation consistera a résoudre numériquement les équations
de Helmholtz, dans lesquelles la dépendance des variables d’espace est mention-
née :
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V x (V x E(r)) — k3e,(w)E(r) = 0
v x (Lv < H(r)) —KH(r) = 0 (1.20)

&r(w)

Les conditions naturelles de continuité aux interfaces matérielles s’écrivent :

{ nr, x (B2 —E1) = (1.21)

Les conditions au bord du domaine de calcul sont :

{ V x E(r) = 1(ko + kofir,) x E(r) (1.22)

V X H(I‘) = l(ko + koﬁrz) X H(I‘) .
Résumons maintenant les caractéristiques de la résonance plasmon.

1.2.3 Propriétés optiques des nanoparticules de métaux nobles et
résonance plasmon

1.2.3.1 Permittivité relative des nanoparticules métalliques

Dans les simulations numériques les valeurs de de la permittivité relative ¢(w)
sont souvent extraites d’articles et de manuels de référence [30, 31, 32, 33, 34]. Les
mesures y ont été effectuées pour les matériaux massifs. Les méthodes d’ajuste-
ment permettant de déduire les valeurs manquantes de la permittivité relative,
hors des points de mesure, sont basées sur l'ajustement de fonctions mathéma-
tiques (splines, polyndmes) ou de fonctions déduites de modeles physiques. Parmi
ceux-ci, citons le modele de Drude [27, 24] souvent inadapté pour les métaux,
le modéle de Drude-Lorentz (permettant de décrire la résonance plasmon de vo-
lume), le modéle des points critiques [35, 36, 37, 38, 39, 40] ou toute combinaison
de ces modeles. Néanmoins, les données expérimentales pour les nanoparticules
ont montré des différences remarquables, notamment par rapport aux valeurs me-
surées pour les matériaux massifs, surtout sur la partie imaginaire [41, 42].

L'utilisation des propriétés optiques des matériaux massifs induit de possibles
erreurs dans l'évaluation des champs électromagnétiques en interaction avec des
nanoparticules mais les mesures pour ce type de structures sont rares. La per-
mittivité relative des nanoparticules peut étre modifiée par un effet taille lorsque
ces dernieres sont du méme ordre de grandeur que le libre parcours moyen des
électrons de conduction du métal. En outre, elle est affectée aussi par l'effet de col-
lisions des électrons de surface de métal. Lorsque ce sera possible, dans cette étude,
nous utiliserons les données expérimentales des valeurs de permittivité électrique
des nanoparticules.
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1.2.3.2 Résonance plasmon localisée

Une caractéristique fascinante de l'interaction lumiére matiere a ’échelle nano-
métrique est la résonance plasmon. Ce phénomene physique a été utilisé des 1’anti-
quité pour la coloration des verres [43]. De nos jours, mieux comprise, elle constitue
un élément important en nanophotonique [2, 26, 24, 6] .

[lluminée par une onde électromagnétique, une nanostructure métallique de di-
mension beaucoup plus faible que la longueur d’onde, peut voir les électrons de
la bande de conduction excités par le champ électrique osciller de maniére cohé-
rente. Sous I'hypothese de sa petite taille, les variation spatiales du champ incident
sont faibles au niveau de la nanostructure et on peut considérer que les électrons
de conduction subissent le méme champ (approximation électrostatique) mais une
description plus rigoureuse est préférable. Le confinement géométrique des élec-
trons liée a la taille nanométrique de la nanostructure permet d’imaginer que le
nuage se comporte comme un résonateur, excité par le champ électrique. La ré-
sonance plasmon localisée dépend donc a la fois de la géométrie de la particule
et de sa composition [44]. En conséquence, ce nuage d’électrons oscillent créant
ainsi un exces de charge négative alternativement sur chacune des surface de la
nanostructure. En revanche, la surface opposée va étre chargé positivement a cause
de migration des électrons. Si les électrons sont parfaitement libres, Il résulte une
oscillation collective et en phase des électrons de conduction le long de la direc-
tion du champ électrique incident (figure 1.1). En outre, lorsque la fréquence de
I'onde excitatrice correspond a la fréquence propre du nuage électronique confiné,
on parle de résonance plasmon.

La résonance plasmon localisée conduit a une amplification locale des champs ab-
sorbés et des champs diffusés au voisinage immédiats de la nanostructure. Cette
résonance se produit a une ou plusieurs longueurs d’ondes dans le spectre de vi-
sible pour l'argent, 1'or, le cuivre, le titane etc. Ce phénomeéne, peut étre décrit en
général par la physique classique pour des nanostructures de quelques dizaines de
nanometres. Lorsque certaines distances ou tailles sont inférieures a la dizaine de
nanometres, des effets quantiques peuvent apparaitre.
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Nanoparticule
métallique

~

illumination laser

&2

FIGURE 1.3: Représentation schématique d’un oscillation de plasmon dans une na-
noparticules sphérique sous I’action d"une excitation électromagnétique
incidente E.

La variation de la taille des nanoparticules entraine la variation de la fréquence
de résonance plasmon. Cette propriété est mise a profit pour accorder la résonance
plasmon, afin notamment de s’adapter a des applications bio-médicales (biocap-
teurs). Lorsque la taille de nanoparticule augmente on remarque un décalage vers
le rouge et on observe l'apparition des modes multipolaires..

Plusieurs études ont montré que méme un petit changement de forme peut avoir
un impact significatif sur la quantité d’énergie électromagnétique absorbée et dif-
fusée ainsi que sur le spectre de résonance [45]. Par exemple, la concentration des
porteurs de charge dans les parties étroites et facettées de la nanostructure pro-
voque une exaltation des champs électromagnétique au voisinage de ces surfaces.
Au cours de ces derniere années, une évolution des procedes de synthése des na-
noparticules fournit une large gamme de forme spécifique pour différentes appli-
cations pratiques.

Le milieu environnant des nanoparticules modifie aussi la réponse optique. En
effet, une augmentation de l'indice optique du milieu environnant entraine en gé-
néral un décalage du spectre de résonance vers le rouge. Les supports des nano-
structures ou substrats aussi ont une influence sur leur réponse optique.

Une analyse plus mathématique assimile la résonance plasmon a un pole dans
I'espace complexe. La fonction de la variable considérée est par exemple l'inten-
sité maximale du champ électrique au niveau de la surface de la nanoparticule qui
dépend directement de la partie réelle et de la partie imaginaire de la permittivité
relative. La représentation de cette fonction montre alors des pics dont la position
peut étre plus ou moins éloignée des valeurs connues des permittivités d’un maté-
riau. Pour un matériau donné, la courbe représentant la permittivité dans le plan
(¢/,€") projetée sur la surface correspondant a la fonction, une courbe qui montre
la distance au pole et explique 'élargissement de la résonance [46, 47, 48]. Dans
le cas de modeles analytiques, comme celui des multicouches matériels ou celui
donné par la théorie de Mie, I'identification des poles est facilitée.
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1.2.4 Modele électromagnétique de référence : la théorie de Lorentz-
Mie-Debye

Dans la partie précédente, nous avons formulé les hypotheses générales et défini
le modele de l'interaction lumiére-nanostructures pour une résolution en éléments
finis. Nous avons identifié les parametres physiques et introduit les notations qui
seront reprises ici. Pour tester notre méthode numérique de remaillage, il est né-
cessaire de disposer d'une référence analytique. La solution analytique exacte est
connue que pour des structures sphériques et quelques autres géométries simples
telles que des sphéroides, des coquilles et des cylindre infinis [49, 45]. La théorie
de Mie, publiée par I’Allemand Gustav Mie en 1908, fournit une solution exacte
de l'interaction d'une particule sphérique homogene de taille arbitraire entourée
par un milieu non absorbant et une onde plane monochromatique [49]. Cette théo-
rie permet d’obtenir I'expression des champs absorbés, incident et diffusés sous la
forme d’une série infinie d’harmoniques sphériques par la méthode de séparation
des variables. Résumons les étapes clés du calcul. Nous avons besoin de calculer la
champ partout autour de la sphere et dans la sphere, aussi, il ne suffit pas de cal-
culer les sections efficaces comme dans la majorité des codes libres, il faut évaluer
numériquement les harmoniques sphériques (vecteurs de base, solutions de 'équa-
tion de Helmholtz en coordonnées sphériques) et le champ électrique. L'objectif est
de le calculer aux noeuds d’un maillage, afin de comparer la solution analytique
avec celle obtenue par éléments finis. Donnons quelques détails du calcul.

On considere une sphére métallique de rayon R, d’indice de réfraction N; = el/?
(nombre réel ou complexe) immergée dans un milieu diélectrique d’indice N (réel,
souvent de l'air donc N = 1). Comme dans ce qui précede, les milieux sont linéaires
homogéne isotrope et non absorbant en interaction avec onde monochromatique
plane. Comme on a vu précédemment ce probleme est modélisé par 1'équation de
Helmholtz (équation d’onde). Les vecteurs de base du développement du champ
seront calculés, puis les conditions de passage permettront d’exprimer les coeffi-
cients du champ diffusé et du champ intérieur a la sphere matérielle.

1.2.4.1 Harmoniques sphériques vectorielles : base du développement

(1.23)

V x (V x E(r)) —k*E(r) = 0
V x (V xH(r)) —kK*H(r) = 0

avec k2 = w?e,/ C% est le nombre d’onde de 'onde incidente. Cette écriture a été
exprimée en coordonnées cartésiennes par défaut : r = (x,y,z). Ces équations
peuvent étre réécrites en faisant intervenir le laplacien, les divergences des champs
considérés dans chaque milieu étant nulles :
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V2E(x,y,z) + kK*E(x,y,z) = 0
(1.24)

VZH(x, v,z)+ sz(x, y,z)=0

Pour simplifier le calcul, 'équation d’onde est résolue pour une fonction scalaire,
puis la base de solutions (harmoniques sphériques vectorielles) sera déduite. Le
passage naturel en coordonnées sphériques centrées en l'origine de la particule
sphérique et la méthode de séparation des variables permet de déduire trois équa-
tions différentielles pour les dépendances radiales (R(r)), azimutale (©(8)) et pour
la longitude (®(¢)). Ces trois fonctions sont donc indépendantes et sont solutions
des trois équations différentielles [419]. Dans la suite, les solutions paires (even e) et
impaires (odd o) seront distinguées pour des raisons pratiques.

1. Equation pour la longitude :

0%®
W +m?*® =0 (1.25)

La solution de cette est : &, = cos(m¢) et O, = sin(m¢), avec m entier relatif.

2. Equation azimutale :

1 0,. 00 m?
ﬁﬁ(Slﬂ@g)"‘ [(7’1(1/1"‘1)) — m]@—o (126)
Ot 11 est un entier naturel et m un entier relatif. Les solutions de cette equation
sont les fonctions de Legendre de premiere espece P)'(cos6) . Les fonctions

suivantes seront utiles dans le développement [49, p. 94-95] :

_ Pl(cosb)
" sinf (1:27)
1
Ty = w (1.28)

Ces fonctions sont calculées par récurrence montante a partir de relations de
récurrence, avec 71p = 0 et 711 = 1 pour initialisation :

2n—1 n
Ty, = —] cosfrm,_1 — — cos O, _», (1.29)
avec 1p = 0 et 11 = 1.
T, = ncosOm, — (n+1)m, 1. (1.30)
3. Equation radiale :
d  ,dR 2.2 _
g(r a)—i—[k r"—nn+1)]R=0 (1.31)
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avec n est un entier.

La solution de cette équation est la fonction de Riccati-Bessel Z,(p = kr).

De maniere générale, ces fonctions de « Bessel sphériques » [49, p. 86] sont
définies a partir des fonctions de Bessel d’ordre demi-entier, de premiere et
de seconde espéce respectivement, [, et Y :

jn(p) = \/g]nﬂ/z(!)) (1.32)
T

ynlp) = @nm(p) (1.33)

Les fonctions de Hankel (fonctions de Bessel de troisieme espece) sont égale-
ment solutions de I'équation différentielle radiale [49, p. 87] :

ha(p) = ju(p) + 1yn(p) (1.34)

A partir de cette solution de I'équation d’onde scalaire, on peut déduire une
base des vecteurs harmoniques sphériques [49, p. 100-102], sur laquelle le champ
électromagnétique pourra étre développé :

—m dP"(cos 0
Mo = % sin(mg) P} (cos )Z,(0) % — cos(mg) "4 V) 7, ()22 (1.35)

Momn = ﬂ cos(m¢) P (cos6)Z, (p)e_g> — sin(m(p)w

%
sin @ 20 Zn(p)ey  (1.36)

Newn = Zn(p) cos(m¢)n(n+ 1)P"(cos G)Zn(p)e_r>

4
cos0) 1 9[0Zy(p)] =

m 1.
+cos(mq>)apn (ae a:) eg — msin(me) loZn(p)] 5> (1.37)

P (cos )
Cp

1
sinf o  dp

1
P

Nomn = 242 sin(me)n(n + 1) Py (cos 0) Zy (p) &

P! (cos )

m 1.38
+Sll’l(m¢) ge P (cos0) 19[pZu(p)] = ( 3 )

pZn(p)] >
[Pap(p)] eg + mcos(me) =" ;17 B

1
0

Le harmoniques sphériques constituant donc une base pour le développement
du champ électromagnétique, appliquons les conditions de passage pour calculer
les coordonnées du champ électromagnétique, sous éclairage par une onde plane
polarisée linéairement et monochromatique.
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1.2.4.2 Développements des champs incident, diffusé et intérieur

Champ incident

Comme dans la formulation pour les éléments finis, considérons un éclairage
sous forme d’une onde incident plane monochromatique polarisée suivant 1’axe x
et se propage suivant 'axe z. Le vecteur d’onde est donc précisé en coordonnées
cartésiennes :

E; = E exp(ikz) exp(—1wt)ey
(1.39)

H; = HY exp(tkz) exp(—1wt)ey

Le champ électrique incident s’écrit en coordonnées sphériques [49, p. 89] :

E; = EY exp(tkr cos(8)) exp(—1wt) [sin O cos e, cos O cos pe: — sin pe]  (1.40)

Les notations sont adaptées a celles de la formulation éléments finis précédente.
Le champ électrique incident est développé sur la base des harmoniques sphé-

riques [49, p. 92] :

2n+1
B 59 52 ) - ) (4

Le coefficient E,, = E0 " 2(”:[%) se retrouvera naturellement en facteur des coeffi-
cients du champ d1ffuse et intérieur.

En appliquant les conditions de passage (continuité des composantes tangen-
tielles) au niveau de la surface de la sphere, le champ intérieur a la sphere E; et le

champ diffusé Es sont déduites.

Champ intérieur a la sphere

[0,]
E1 = Z E, (CHMSL 1d Ngli) (1.42)

n=1
La notation (1) signifie que seules les fonction de Bessel de premiere espéce sont
les harmoniques sphériques vectorielles. En effet, les fonctions de seconde espece
admettant une singularite en l'origine, point du domaine ot le champ doit étre
défini, ici avec p = 81/ kor, €1 étant la permittivité relative de la sphere (nombre
complexe si elle est conductrice, métallique). Les vecteurs de base mobilisés pour

le champ intérieur a la sphere sont :

M) = cos() 7tu(cos 0)ju(0) & — sin(¢)Tujn(p) 24 (1.43)
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NY = cos(¢p)n(n+ 1) sin 67, (cos (9)]‘”7(’6_,>

el i N i I (1-44)
+ cos(¢) 1, (cos 9) M eg — sin(¢) 7, (cos 6) [p]”p(p)] e
Les coefficients du développement de ce champ sont :
N VG <”<x>]’ # h<”< ) [xjin ()]
; . ,
ﬂlfn(@X)[ (SX)] W (x ()[mXJn(mX)] | (1.45)
() el () = i () [ ()]
U i) [l ()] = sl () () )
oux =k R=N % est le parameétre taille, et m = ’% = %

Champ diffusé

Le champ diffusé obtenu a partir des conditions de passage s’écrit [49, p. 94] :

Es = Z En(zanNgln bnMglzl) (1.46)

avec les harmoniques sphériques et les notations introduites ci-dessus pour les
diverses fonctions impliquées :

M) = cos(¢)u(cos 0) 1, (p) & — sin(¢)Tulu(p) g (1.47)

N$) = cos(¢p)n(n + 1) sin 07, (cos 0) 0 2} s
' / 1.
+ cos()u(cos 0) 20 75— in(¢) , (cos ) 201 5 4

Les coefficients du développement du champ diffusé s’écrivent :

—wn( ) [mxju(mx))’
— i) (x) [maji (ma))’

e o (m26) X (X)

o |
p () [P (o))

_ , (1.49)
b uun(mx)[x (X)]’ - wn( ) [mxjin (mx))’
() [ ()] = el () [ (i)
ol x = kgR = N=&° 2”R est le parametre taille, et m = ]% = I\I\]}, avec Nj l'indice de

réfraction de la partlcule (N7 = €’2), N l'indice optique du milieu ambiant, non
absorbant. R est le rayon de la particule.

Soulignons que le calcul via la théorie de Mie fournis des solutions sous forme
de série infinie, pour des particules de taille arbitraire. Les résultats au premier
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ordre n = 1 correspondent au mode dipolaire et les ordres supérieurs n > 1 cor-
respondent aux modes multipolaires.

1.2.5 Résumé et algorithmes

Pour calculer le champ électrique en tout nceud d’un maillage repéré en coor-
données cartésiennes, il est d’abord nécessaire de convertir les coordonnées car-
tésiennes en coordonnées sphériques. Ceci permet de définir r,6, ¢ pour chaque
point. Ensuite, les harmoniques sphériques doivent étre calculées pour chaque do-
maine. Le calcul de chaque fonction impliquée dans ces vecteurs de base est indé-
pendant.

1.2.5.1 Calcul des dépendances angulaires

Les fonctions 7, et 7, d’origine les fonctions de Legendre, sont calculées par
récurrence montante, avec 77p = 0 et 717 = 1 pour initialisation :

2n—1 n
T, = — cos 07,1 — — cosOrm,_», (1.50)
avec g = 0 et 11 = 1.
T, =ncosfm, — (n+1)m, 1. (1.51)

1.2.5.2  Calcul des dépendances radiales

Les fonctions de Bessel sont implémentées dans nombre de librairies. Suivant la
version de Matlab, il est nécessaire de se méfier du calcul direct des fonctions de
Hankel qui est étonnamment moins stable que celui de chaque fonction de Bessel. 11
est nécessaire de calculer le parametre de taille x = 27TR/Ag, R étant le rayon de la
particule et Ag la longueur d’onde du rayonnement incident (Ag = 27tco/w. A plu-
sieurs reprises, aussi bien dans 1’expression des harmoniques sphériques que dans
les coefficients des développements, apparait une dérivée qui doit étre exprimée en
fonction des fonctions de Bessel [49, p. 86]

1
[0Z4(0)]" = Zn(p) + pZy,(0) = Zn(p) +p (Jﬁznl — %Zm) (1.52)

1.2.5.3 Limitation de la série

La série obtenue pour calculer le champ doit étre limitée en nombres de termes
pour effectuer une évaluation numérique. Le nombre de termes évalués numéri-
quement est directement relié a la taille des particules. Les criteres de troncature
de Wiscomb peuvent étre utilisés [50], E[] étant la fonction partie entiére :
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nstop = E[x +4x3 +1]  0.002 < x <8
Nstop = E[x +4.05x3 +2] 8 < x <2400 - (1.53)
Hstop = E[x +4x3 +2] 2400 < x < 20000

Notons que le calcul d’'un champ avec une précision controlée est plus exigeant
en nombre de termes que le calcul des sections efficaces, que 1’'on trouve dans
nombre de programmes disponibles sur internet. Pour le développement du champ
incident, un critére d’arrét peut étre défini en fonction de la précision sur I’ampli-
tude de l'intensité qui doit étre égale a | E?||%, dans tout le domaine de calcul. Cette
méthode est également applicable au maximum du champ total qui est localisé, si
la particule est de rayon suffisamment petit, dans la direction de polarisation (di-
rection du champ électrique incident) et au niveau de la surface de la particule [51].
Il est possible d’évaluer cette exaltation de champ a l'aide du modéle de Mie.

1.2.6 Résonance de l’exaltation de l'intensité du champ électrique

Dans la suite de ce manuscrit, une particule d’or, sphérique de rayon 20 nm sera
considérée. La figure 1.4 montre le maximum de l'intensité, les efficacités d’absorp-
tion Qs et de diffusion Qs,; comme définies dans la référence [49]. Les données
de permittivité relative de Johnson et Christy sont utilisées pour ce calcul [32]. La
résonance du maximum de l'intensité correspond a Ag = 520 nm, celle de 'ab-
sorption a 500 nm et celle de la diffusion a 515 nm. La dynamique de la résonance
en intensité n’est que de 53% sur tout le spectre visible. En conséquence, la lon-
gueur d’onde importe peu dans ce domaine et A\yg = 632,8 nm sera choisie dans la
suite de ce travail (raie rouge du laser He-Ne). La discontinuité de la composante
normale du champ électrique et l'effet géométrique lié a la courbure de la nanopar-
ticule priment sur l'effet lié aux variations de la permittivité relative. De plus, les
incertitudes sur les valeurs de cette propriété matérielle, notamment induite par
la nanostructuration, nous encouragent a faire ce choix qui permettra de ne pas
surévaluer 'élévation de température et les dilatations.
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FIGURE 1.4: Maximum de l'intensité dans tout le domaine de calcul et efficacités
d’absorption Qs et de diffusion Qseq.

La section suivante est dédiée a la présentation du modele d’échauffement de la
nanoparticule.

1.3 Modélisation thermique

La description thermique du probleme nécessite la compréhension du cadre

théorique des lois physiques et équations mathématiques qui traitent les échanges
thermique dans un systeme matériel [52, 53, 25, 54, 55, 56, 57].
La physique de transfert thermique dans des nanostructures a été étudiée depuis
que la fabrication de tels objets a été controlé [53, 25, 58, 59]. Le modele classique
et macroscopique des phénomenes thermiques repose sur la loi de Fourier qui
permettra d’établir 1'équation aux dérivées partielles a résoudre, dont 'inconnue
est la température. Les conditions de validité de cette loi dans le domaine nanomé-
trique doivent étre rappelées. Les divers modes de transfert thermique (conduction,
convection, rayonnement) méritent ensuite d’étre précisés, puisqu’ils conditionnent
les conditions de passage et les conditions aux limites qui devront étre choisies
pour résoudre le probleme éléments finis. L'équation de la chaleur résolue dans
cette these sera ensuite présentée et discutée.
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1.3.1 Les modes de transferts thermiques

Trois modes de transferts thermiques seront successivement décrits : la conduc-
tion, la convection et le rayonnement. Ces modes de transfert pourront étre utilisés
pour décrire les conditions frontiéres imposées au bord du domaine de calcul ou
au passage d'un matériau a un autre, a l'intérieur du domaine de calcul.

1.3.1.1 La conduction thermique

La conduction thermique est le mode de transfert de chaleur dans un systeme
matériel (solide, liquide, ou gaz) dans lequel il existe un gradient de température.
A T’échelle microscopique, il se traduit par l'interaction entre les atomes ou molé-
cules constituants un matériau [52] . L'énergie thermique est transportée dans les
solides ou les fluides de proche en proche sans déplacement macroscopique de la
matiere. Pour les solides ces échanges résultent des vibrations du réseau cristallin
des élections libres, alors que pour les fluides ils sont en relation avec 'agitation
moléculaire [25, 56, 57] .

Dans le cas des solides, la conduction est assurée par deux processus couplés,
le premier est di a la contribution des électrons et 1’autre a la contribution des
phonons. On trouve alors deux composantes dans la conductivité thermique qui
représentent ces deux contributions. Cependant, dans le cas de métaux, la contri-
bution des phonons est négligeable devant celle des électrons en raison de forte
concentration des électrons de conductions. Alors que, pour les matériaux non mé-
talliques la conductivité thermique est dominée par la contribution des phonons.
Dans le cadre de cette étude, nous intéressons a I’élévation de température dans les
métaux nobles émergés dans un fluide. La théorie de la cinétique permet de définir
une expression analytique de la conductivité thermique d’un métal [59]. Elle est
définie pour les macromatériaux par la loi de Wiedmann-Franz :

2 .2

n(T) = LR (159

Ou kp est la constante de Boltzmann, n, est le nombre d’électrons libres par
atomes, I, est le libre parcours moyen des électrons et Vr la vitesse de Fermi.
L’équation (1.54) montre que la conductivité thermique est influencée par la tem-
pérature selon une loi linéaire. Cependant, pour les grandes variations de tempé-
rature, il faut prendre en considération la modification du parametre thermique.

La principale limitation de I'approche macroscopique en régime continu, appa-
rait a I’échelle nanométrique lorsque la taille caractéristique des nanostructures est
du méme ordre de grandeur que le libre parcours moyen des électrons [60, 25]. En
conséquence, a 1’échelle nanométrique une correction de la valeur de la conducti-
vité thermique en fonction de la taille caractéristique est nécessaire a fin de tenir
compte des limitations dues au facteur d’échelle [25, 59] :
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_ M
1+
La substitution de la valeur de la conductivité thermique macroscopique en fonc-

tion de la température dans 1’'équation (1.55) conduit a une relation qui traduit la
dépendance de la température :

Ap

(1.55)

2 -2
an neleb

AP(T) = (1.56)

3meVe(1+ )

Avec une taille caractéristique L qui tend vers I'infini la valeur de la conductivité
thermique tend vers celle du macromatériau. Suivant le cas considéré les conduc-
tivités thermiques ci-dessus pourront étre utilisées. Nous noterons a présent A’ la
conductivité thermique. La densité de flux de chaleur ®.,,q (en W.m~2) corres-
pondant a la conduction s’écrit a partir de la loi de Fourier :

DPond = —A'VT (1.57)

Elle caractérise le sens de propagation spontané de la chaleur selon la direction
de température élevée vers la région de température plus basse. V étant 'opéra-
teur vectoriel gradient. A' (en W.m~1.K~! représente la conductivité thermique. En
général elle est un tenseur qui se réduit a un scalaire dans le cas d’un milieu iso-
trope. Pour un milieu isotrope la conductivité thermique est une constante positive
qui dépend de la nature, la taille et la température d’un matériau. Dans le cas des
solides, la conduction est assurée par deux processus couplés, le premier est dii a
la contribution des électrons et 1’autre a la contribution des phonons. On trouve
alors deux composantes dans la conductivité thermique qui représentent ces deux
contributions. Cependant, dans le cas de métaux, la contribution des phonons est
négligeable devant celle des électrons en raison de forte concentration des électrons
de conductions. Pour les matériaux non métalliques la conductivité thermique est
dominée par la contribution des phonons. Dans le cadre de cette étude, nous in-
téressons a 1’élévation de température dans les métaux nobles émergés dans un
fluide.

L'ordre de grandeur du flux thermique lié a la conduction est, pour un gradient
de température de 100 K sur une centaine de nanometres, et une particule en or
(A approx315 W.m~1.K~1), est voisin de 3.10'" W.m~1.

Un deuxiéme mode de transfert thermique peut étre considéré, notamment lorsque
I’on considere les nanoparticules dans 1’air ou dans 1’eau : la convection.

1.3.1.2 La convection thermique

La convection thermique est un mode de transfert de chaleur spécifique aux
fluides en mouvements. Dans le cas d'un fluide, les molécules ou atomes qui consti-
tuent la matiére sont faiblement liée. Sous 1'effet d’un flux de chaleur, la modifica-
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tion locale de la masse volumique entraine les mouvements des particules consti-
tuant le fluide [52, 54, 61, 25]. A la différence de la conduction, ce mode de transfert
se produit avec un déplacement macroscopique de la matiére. On le trouve souvent
couplé au phénomeéne de conduction dans le milieu extérieur d'un corps solide et
engendre un changement de la température du corps solide et du voisinage immé-
diat de sa paroi.

Lors d’un écoulement d’un fluide a une température Ty autour d’une surface d'un
corps solide de température Ty, un échange d’énergie se produit. La loi fondamen-
tale de base qui décrit ce phénomene d’une maniére analogue a la loi de Fourier
est la loi de Newton qui correspond a une relation linéaire entre la densité de flux
et 'écart de température du solide T; et celle du fluide Ty [52] :

Deonp = h(Ts — Tf)/ (1.58)

ol Doy s'appelle la densité de flux de chaleur et 1 en W.m 2K ! est le coeffi-
cient d’échange thermique par convection, c’est une constante physique qui dépend
de la nature du couple solide-fluide.

On classe généralement deux types de convection en fonction du régime d’écoule-
ment : la convection naturelle et la convection forcée. La convection naturelle est ob-
tenue lorsque les mouvements des fluides sont engendrés uniquement par la force
d’Archimede, induite par la différence de masse volumique au sein du fluide. La
convection forcée est obtenue lorsque les mouvements du fluide est conséquence
dun écoulement extérieure imposé. Dans ce cas, ces écoulements impliquent la
force qui engendre les mouvements des molécules ou atomes constituant le fluide.
Les forces d”Archiméde sont négligeables dans ce cas.

Pour ces deux types de convection, la résolution du probleme nécessite de connaitre
le coefficient d’échange thermique h. Cependant, I'importance de flux de chaleur
échangé dépend d’une maniére complexe de la géométrie, des propriétés physiques
du fluide (conductivité, chaleur, viscosité), de la température du couple fluide so-
lide et de la vitesse d’écoulement du fluide. En conséquence, la difficulté réside
toujours dans l'évaluation de la bonne valeur de h. Ce coefficient peut étre soit
estimé par calcul (analytique ou numérique) dans des cas limités et tres simples
(haut degré de symétrie), soit a travers des relations empiriques mesurées expéri-
mentalement. Soulignons que dans les deux cas, des variations sont liées au type de
convection, a la vitesse imposée du fluide, a la forme des objets et a la température.
A priori, les données empiriques deh pourront étre utilisées pour le milieu extérieur
a la nanoparticule et donc aux frontieres du domaine de calcul. Nous étudierons
la sensibilité du modeéle numérique a ce parameétre. Dans la littérature on trouve
la gamme des valeurs de /1 pour les deux types de fluides utilisé dans cette étude,
I'eau et l'air.
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Convection libre Convection forcée

Wm2K! Wm2K!
Air 5-25 10-500
Eau 100-500 100-1500

Donnons quelques bases sur les modeles permettant de prendre en compte la
vitesse du fluide. La modélisation mathématique du phénomeéne de convection est
relativement complexe. En effet, elle fait appel aux équations des bilans de masse
(1), de quantité de mouvement (2) et d’énergie (3). La synthese des équations bilan
est donnée par le systeme d’équations suivant, dans un matériau [57] :

V.U=0

oU , (1.59)

ou U désigne le vecteur vitesse des particules des fluides, P la pression (en Pa),
u est le coefficient de viscosité dynamique (en Pa.s) et pg est la masse volumique a
Ty et Py du fluide.
La résolution analytique du probleme lors de 1’étude d'un corps solide immergé
dans un fluide est souvent quasi impossible. Une méthode de simplification du
probleme thermique consiste a poser le flux de la chaleur a la paroi du corps solide
de la fagon suivante [62, 63] :

® = (T — Tf). 7 (1.60)

Ou T; est la température de la surface du corps solide, Ty étant la température
du fluide extérieur, 71 étant le vecteur normal dirigé du solide vers le fluide. Avec
cette condition, le coefficient d’échange thermique est le parametre qui traduit les
échanges de température entre le corps solide et le fluide.

L'ordre de grandeur du flux de chaleur est voisin de 10* W.m~2 pour une diffé-
rence de température de 100 K.

Le dernier mode de transfert thermique est le rayonnement. Un corps chauffé
émet un rayonnement électromagnétique.

1.3.1.3 Le rayonnement thermique

Le phénomene de rayonnement constitue le troisieme mode de transfert ther-
mique. Contrairement aux autres modes, le porteur d’énergie n’est plus un sup-
port matériel, 1’énergie est transférée par émission d’ondes électromagnétiques. Le
rayonnement thermique se situe principalement dans l'infrarouge, le visible et une
partie de l'ultraviolet (0.1 a 100um). Ce phénomeéne peut se produire dans un mi-
lieu transparent au rayonnement ou encore dans le vide. La puissance thermique
issue du rayonnement est gouvernée par des lois semblables a celles présentées
dans le chapitre précédent. Dans le cas général, pour un objet de volume ) déli-
mité par une surface S, on note ®; le flux radiatif incident sur S, ®, le flux radiatif
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réfléchi par S, @, le flux absorbé par (3 , P4 le flux transmis dans Q) et P, le flux

émis par () .
S

Q
@

FIGURE 1.5: fig1

Ce rayonnement diminue 1’énergie thermique interne d’un corps chaud. Ce mode
de transfert a une grande importance en présence de convection naturelle a tem-
pérature ambiante. Il contribue a I'équilibrage thermique. Son effet devient domi-
nant pour les températures élevées. Le flux radiatif échangé entre deux corps a
des températures différentes, placés en face I'un de l'autre, est issue de la loi de
Stephan-Boltzmann (corps noir) [25, 57] :

D, = eo(T}—TH W, (1.61)

avec o = 5,670373.1078 W.m~2.K*, la constante de Stephan-Boltzmann, € étant
le coefficient d’émissivité du rayonnement thermique (grandeur sans dimension
qui caractérise la capacité d’'un matériau a émettre, elle est comprise entre 0 et 1,
pour l'or elle vaut 0.9) .
Dans notre cas, 1’élévation de la température de la nanoparticule d’or peut engen-
drer une émission radiative vers le milieu environnant d’ot1 le refroidissement de
la nanoparticule. Il est intéressant donc, d’étudier I'influence de ce phénomene sur
notre modele thermique en imposant un flux de chaleur a la surface extérieure de
la nanoparticule sous la forme suivante :

®. = eo (Tt —TH. 7 (1.62)

Ou T représente la température a la surface du nanoparticule et T, la tempéra-
ture ambiante. L'ordre de grandeur de ce flux est, pour une différence de tempéra-
ture de 100 K par rapport a la température ambiante, et pour ’or : 3.10~* W.m 2.
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1.3.1.4 Synthése

Les résultats numériques donnés pour une élévation de température de 100 K de
la nanoparticule pour les trois modes de transfert précédents montrent la prédo-
minance du mode de conduction sur le mode de convection, et de ce dernier sur
le transfert par rayonnement. Bien évidemment, suivant les conditions d’illumina-
tion, 1’élévation de température pourra étre plus grande et les différents modes de
transfert de chaleur devront étre comparés, en situation de résolution de 1’équation
de la chaleur.

1.3.2 Equation de la chaleur et conduction

L’équation de chaleur, est une équation aux dérivées partielles de type parabo-
lique permettant de déterminer le champ de température d’un systéme thermalisé
par conduction. Elle est établie en appliquant le premier principe de la thermody-
namique, la loi de conservation d’énergie, sur un systéme matériel [52]. L'équation
de la chaleur permet de relier la variation temporelle de la température et sa varia-
tion spatiale, elle s’écrit en 1’absence de convection :

AoT) _ Q

Cette équation aux dérivées partielles, de type parabolique, fait intervenir des
constantes propres au matériau : D le coefficient de diffusivité thermique (en
m2.s71), p la masse volumique (en kg.m~3), C, la chaleur spécifique massique (en
J K 1kg™1). Q est la densité volumique de puissance en W.m?, terme source de
I’échauffement.

Dans le cas du transfert de chaleur dans les matériaux, sans déplacement de ma-
tiere macroscopique (sans convection), ce qui est le cas sans approximation dans un
solide, la loi de Fourier fait intervenir la conductivité thermique A! (en W.m~1.k™1),
nombre positif pour un matériau isotrope. Le flux thermique ou flux de tempéra-
ture est alors défini :

®. = -\VT. (1.64)

Dans ce cas, ’équation de la chaleur s’écrit :

@ —VMVT = Q
pCs

o (1.65)

1.3.3 Temps et longueur caractéristique

L’ équation de la chaleur dans un matériaux homogene et isotrope (dans lequel
la conductivité thermique A' est une constante) est une équation de conservation
de I'énergie. Elle peut s’écrire de maniére a déduire la diffusivité thermique :
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")SS % _AT=0Q, (1.66)

d'ou D = p)‘—cts. La dimension de cette constante matérielle est celle du carré d"une
longueur divisé par un temps. Pour évaluer la pertinence d"une simplification de
I'équation de la chaleur (suppression de la dérivée temporelle) dans nos applica-
tions, il est possible d utiliser les ordres de grandeur caractéristiques des problemes
traités. A 1’échelle nanométrique, lorsque 1'échauffement est produit par une onde
électromagnétique dans le domaine du visible, la longueur caractéristique est de
l'ordre de 10~? m et la période des oscillations de la source de chaleur est de 1'ordre
de 10~!* 5. Le rapport des variations de la dérivée temporelle a la variation spatiale
de la température est alors voisin de 107* m~2.s’.

On pourrait des a présent considérer que le probléme pourrait étre considéré
comme statique. Cependant, pour s’en convaincre, il est possible de faire une hy-
pothese de dépendance harmonique de la source de chaleur et de déduire la tem-
pérature.

1.3.3.1 Onde thermique

Si on suppose, dans un probléeme unidimensionnel :

Q(x, t) = Qpexp(1wt) exp (1w x), (1.67)

la solution de 1’équation aux dérivées partielles peut étre trouvée en la supposant
de la méme forme que la source (onde thermique) :

T(x,t) = Toexp(1wt) exp(1wrx). (1.68)

La remplacer dans 1’équation de la chaleur donne :

Cso(T Cs
pAt %—AT:TO (—w%+zwpk ) (1.69)

La source de chaleur étant une fonction réelle, il est nécessaire que :

C
w% << K, (1.70)
donc que la longueur d’onde thermique At soit tres petite devant la période des
oscillations thermique T1 donc que [53] :

Ar << +/21nDTr. (1.71)

Si on considere que la période des oscillations thermiques est celle de 'onde
électromagnétique, en considérant D ~ 10~* m?.s~! pour un métal, on trouve :
At << 810710, Ceci permet de justifier le fait que 'on puisse, a 1’échelle nanomé-
trique, considérer une valeur moyenne de la source et donc négliger le caractere
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ondulatoire de 'onde thermique. Cet ordre de grandeur montre également que les
phénomenes a I’échelle atomique devraient étre considérés (phonons et électrons) .

L’hypotheése de source thermique menant a une onde thermique peut étre cepen-
dant considérée comme restrictive. Une dépendance harmonique temporelle et la
méthode de séparation des variables peut suffire au raisonnement.

1.3.3.2 Séparation des variables

Considérons un probléme mono-dimensionnel et une source de chaleur sous la
forme :

Q(t) = Qo exp(iwt). (1.72)
L’équation de la chaleur s’écrit :

Cso(T) 0°T
pCAUD 9T qu, (173)

Supposons T(x,t) = ToTs(x).Ts4(t), avec Tgy(t) sous forme harmonique, le rem-
placement de cette expression dans I'équation de la chaleur donne :

2
Ty P Y10 T (x) — ags—;jz(x)] Tsa(t) = Qoexp(iwt). (1.74)

La solution de I’équation aux dérivées partielles entre crochets est de la forme :

A2

La solution générale pour la température s’écrit donc :

Toa(x) = exp ( pes 14 Zﬁx) . (1.75)

pCs1+1 1 G
X 5 \/Zx> exp (1wt) 7 Qo exp (1wt). (1.76)

Méme si cette solution ne vérifie pas les conditions aux limites attendues, elle
permet de déduire une longueur caractéristique du phénomeéne thermique :

T(x,t) = Toexp (

At 1 1
VG vavar \/5\/5\/%

La diffusivité thermique D pour l'or étant voisine de 127,2 x 107® m2.s~! et de
20 x 10~ m2.s~! pour I'air, il est possible d’évaluer Lt pour des pulsations d’ondes
électromagnétiques dans le domaine du visible (w ~ 3.10'° rad/s) : Lt ~ 107! m.
Il est alors évident qu'une valeur moyenne peut étre considérée, méme a 1’échelle

Lt (1.77)
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nanométrique et qu’il serait nécessaire de considérer les phénomeénes a 1’échelle
atomique (électrons et phonons).

A l'inverse, a 'échelle nanométrique, I’équation (1.77) peut permettre de déduire
un temps caractéristique des phénomenes thermiques :

(107%)2
D
Cette valeur est environ dix fois plus grande que la période de 1'onde électroma-
gnétique. Ceci permet de justifier la valeur moyenne considérée dans 1’'équation
(1.84) et le fait que 1’on puisse négliger la dérivée temporelle dans 1’équation de la

chaleur et donc considérer dans la suite une formulation statique :

V.AVT) = —p% (1.79)

Tr = ~ 10 45 (1.78)

Dans une formulation éléments finis, il est nécessaire de fixer des conditions au
bord du domaine de calcul et donc de choisir parmi les différents modes de trans-
fert thermique. De plus, une correction de la conductivité thermique est proposée
pour tenir compte du confinement des charges lié a la taille nanométrique des
objets considérés. Précisions la source de chaleur.

1.3.4 Source de chaleur

L’absorption de la lumiere par la matiere produit son échauffement [64, 10, 58, 22,
6, 2]. Pour évaluer cette transformation d’énergie, il est nécessaire d’introduire des
considérations énergétiques des ondes électromagnétiques a l'intérieur des maté-
riaux absorbant. Dans le cas d'une onde monochromatique plane, la densité d’éner-
gie électromagnétique moyenne sur une période peut s’exprimer sur un élément de
domaine défini par () et sa surface S comme suit [24] :

u— //S R(—77.P)dS = ///Q R(—7.P)dT, (1.80)
p = ExH"

S étant le vecteur de Poynting complexe exprimé en V.A.m ™2, () désigne
le volume d’un matériau fermé par un surface S. En utilisant les équations de
Maxwell :

V X E =1wBV x H* = wD*. (1.81)

Et encore, en exploitant I'identité vectorielle suivante :

V.(Ex H") = —wwE.D* + 1wH".B, (1.82)

u= %///Q ROwE.D*)dt + % ///Q R(—wH*.B)dt (1.83)

On obtient :



1.3 MODELISATION THERMIQUE

Cette énergie est a 1'origine de la chaleur dans les matériaux lors de son inter-
action avec la lumiere. Elle correspond aux pertes électromagnétiques a l'intérieur
d’un matériau. Compte tenue a ’hypotheése des milieux non magnétique (y = 1)
utilisé dans le cadre de cette étude, on peut éliminer la perte magnétique. On définit
alors, la quantité volumique Q exprimé en W.m 2 qui désigne la perte électroma-
gnétique ou encore le source de chaleur thermique.

Q= 2|, (1.84)

La partie imaginaire de la permittivité électrique, caractérise donc la nature d’un
matériau et sa capacité d’absorption. Les nanoparticules de métaux nobles peuvent
absorber efficacement I'énergie électromagnétique incidente. s’exprime en fonction
du champ électrique et de la partie imaginaire de la permittivité relative du métal
¢’ et de la valeur moyenne de l'intensité du champ électrique E, pour les raisons
évoquées ci-dessus. L'unité SI de Q est kg.m~1.s73 ou W.m 3. Cette densité volu-
mique de puissance absorbée contribue a 1’élévation de température par effet Joule
de la particule, qui devient une source de chaleur pour le milieu extérieur a la
nanoparticule.

1.3.5 Synthese du probléme thermique pour les éléments finis

La conséquence directe des trois modes fondamentaux de transfert thermique
est toujours la variation de température des systémes matériels. La puissance du
chauffage laser sera supposée suffisamment faible pour ne pas induire de change-
ment d’état des matériaux, notamment des nanostructures d’or. En effet, dans les
différentes études expérimentales les nanostructures restent solides sous l'effet de
chauffage induit par 1'éclairage avec un laser continu. Dans la plupart des applica-
tions, ces nanostructures sont immergées dans 1’air ou dans un milieu biologique
(fluide). Sous ces conditions, les nanostructures métalliques et les fluides sont le
lieu du phénomene de conduction. Le contact du solide (I’or) chauffé avec le fluide
produit une convection naturelle et la présence d"une nanostructure d’or chauffée
dans un milieu transparent (fluide) peut produire un rayonnement thermique. En
général, tous les modes de transfert thermiques doivent étre considérés, méme si
la comparaison des valeurs des flux thermiques de ces trois modes de transfert
apreés une élévation de température de quelques centaines de degrés, la conduction
domine [16] .

La mise en équation de tous ces modes de transfert thermique peut sembler
complexe. Si on considére le transfert par conduction comme dominant, les phéno-
menes de rayonnement et de convection peuvent étre seulement appliqués comme
conditions de passage ou aux limites [62, 63]. Dans ce cas, nous n’avons plus qu’a
résoudre 1’équation de chaleur de conduction dans les nanostructures ainsi que
dans le milieu environnement, on appliquant des conditions aux limites qui tra-
duisent la contribution du rayonnement et de convection au probleme thermique.
Il nous faut alors résoudre ce systeme d’équations :
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V.(AMVT) + {% =0 alintérieur du nanoparticule
S
V.(ALVT) =0 dans le milieu environnement (1.85)

1.3.5.1 Conditions aux limites

En général, les conditions aux limites peuvent garatinr 1'unicité des solutions
lors de la résolution des équations aux dérivées partielles. En conséquence, le bon
choix des conditions aux limites est tres important a la résolution de 1'équation de
chaleur. Typiquement, il existe trois types des conditions aux limites possibles [57].
Afin de modéliser le probleme thermique, les conditions aux limites doivent avoir
un sens physique [62] :

— Conditions de bord type Dirichlet dans laquelle la valeur de la température est

imposée.

T =T (1.86)

— Conditions de bord type Neumann dans laquelle la valeur du flux thermique
est imposée.

— Condition de convection :
—n.(A'VT) = h(T, — Ty), (1.87)

avec Ty est la température de fluide et T, est la température de la paroi
de la nanoparticule. Cette condition traduit la contribution de la convection
naturelle dans le fluide au transfert thermique.
— Condition de rayonnement :
~n.(AMVT) = eo (TS - T3 ,) (1.88)
Avec T; est la température a la surface de la nanoparticule et T,,,;, est la tem-
pérature ambiante. Cette condition traduit la contribution du rayonnement
au transfert thermique.
— Conditions de bord type Mixte dans laquelle la valeur de la température et la
valeur du flux thermique sont imposées.

En général, en formulation forte, il est nécessaire d’imposer les conditions de
continuité naturelle a I'interface entre deux matériaux de nature différente (1-2) :

— La continuité de flux :
n.(A'VT); = n.(A'VT), (1.89)
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— La continuité de température :

=T (1.90)

Parfois, une discontinuité de la température est envisageable, c’est la tempéra-
ture de contact.

Le probléme thermique peut maintenant étre résolu numériquement. La sensi-

bilité de la solution pour les différentes conditions de bord présentées ci-dessus

sera étudiée numériquement. Abordons maintenant le dernier probleme de la mo-

délisation multiphysique : le probleme mécanique qui va permettre de décrire la
dilatation des nanoparticules chauffées.
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1.4 Modele mécanique

1.4.0.2 Introduction

Une fois que la nanostructure est chauffée, elle se dilate sous 'effet de la varia-
tion de la température. Le calcul de la variation de la géométrie de la nanostructure
en fonction de la variation de la température nécessite la compréhension des bases
théorique de la mécanique des solides déformable afin d’établir les lois est les équa-
tions qui décrivent ce phénomeéne [65, 66, 67, 68] .

Tout matériau est constitué par des molécules et des atomes reliés par des forces
d’interaction desquelles résultent une énergie potentielle d’interaction. Les maté-
riaux solides peuvent étre structurés sous forme amorphe (les atomes sont désor-
donnés) ou sous forme cristalline. Les matériaux métalliques notamment 1’or sont
souvent structurés sous forme cristalline.

Lorsqu'un solide est soumis a des efforts extérieurs, les forces de liaison agissent
afin d’équilibrer le systeme. En conséquence, les variation des distances interato-
miques par rapport a ces valeurs initiales d’équilibre. A 1’échelle macroscopique,
ce changement se traduit par la déformation, un changement de la forme géomsé-
trique de 1’objet. La distance entre deux points arbitraires A; et A au sein du corps
solide varie, ce qui donne naissance a la notion de déplacement [65] .

Dans cette étude 1'origine des déformations sont les contraintes thermiques, ce qui
nous conduit a la notion de la dilatation thermique (thermoélasticité). Sous l'effet
d’une variation de température AT une variation relative de volume AV se produit
selon une loi linéaire :

AV
- =
avec & (K~1) le coefficient de dilatation thermique.

L'origine physique de cette dilatation thermique est 1’énergie d’agitation ther-
mique qui s'oppose a l'énergie potentielle d’interaction et engendre une modifi-
cation des forces interatomiques. Ces deux énergies sont complémentaires afin de
maintenir le systeme en équilibre, ce qui engendre une augmentation de la distance
moyenne entre les atomes qui constituent le solide [66]. En général, la variation du
volume des corps solides due a la dilatation thermique est faible. Nous sommes
alors sous 'hypotheése des faibles déformations, ce qui nous ramene dans le do-
maine élastique linéaire. En outre, le volume des nanostructures est trés faible, ce
qui permet de négliger 'influence de la contrainte mécaniques sur les constantes
optiques et thermiques.

Rappelons que l'illumination laser est continue et donne lieu a un probleme ther-
mique stationnaire pour lequel la température n’est qu'une fonction des variables
d’espace. Par conséquent, le temps n’intervient pas dans le calcul des déplace-
ments, on s’intéresse alors aux déformations statiques des solides.

Afin d’évaluer la pertinence du modele théorique a une telle petite échelle, il est

a(T)AT, (1.91)
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primordial de se référer a des travaux qui décrivent les déformations des nano-
structures soumises a des contraintes [65, 69, 70, 71, 72, 73, 74].

1.4.0.3 Modélisation du comportement élastique linéaire

La relation entre le couple contrainte-déformation définit le comportement d’un
matériau. En effet, un matériau est dit élastique s’il retrouve toujours sa forme
et sa taille initiale si 'on supprime les contraintes extérieures. Un comportement
plastique correspond a une déformation permanente lorsque les contraintes exer-
cées sont supérieures a un point critique appelé limite élastique. Cette déformation
plastique est caractérisée par une réponse non linéaire. Dans notre cas, une consé-
quence de I'hypothése de faible déformation est que les matériaux a un comporte-
ment élastique linéaire.

La description formelle de la théorie pour les solides élastiques linéaires a été éta-
blie par Robert Hooke en 1676. La loi de Hooke est une relation de proportionnalité
régissant la déformation élastique en fonction des contraintes :

vij = Njjer ou g =C.e (1.92)

Avec ¢ est le tenseur des contraintes de coefficients 0;;, C est le tenseur des rigi-

dités élastique de coefficient A;j, et ¢ est le tenseur de déformation de coefficient

Ekl-
Le tenseur des déformations ¢ est un tenseur d’ordre 2 symétrique. Par conséquent,
il existe seulement 6 valeurs indépendantes parmi les valeurs de ces coefficients.

€11 €12 €13
€= |e1p € €23 (1.93)

€13 €23 €33

ou les termes €1, €5 et e3 décrivent les élongations relatives suivant les directions
7,7, et 7 respectivement. Les termes ¢4, €5 et ¢ décrivent les déformations angu-
laires (cisaillement) relatives dans les plans (7, Z), (¥, Z) et (¥, /) respective-
ment. Les coefficients de ¢ définissent les composantes des champ de déplacements
U qui est notre inconnue pour cette étude mécanique. Dans le cas général, la rela-
tion entre la déformation et le déplacement est définie par la relation non linéaire
suivante, avec V l'opérateur gradient :

€= %[(€U+€TU)+€U€TU] (1.94)

Sous sa forme indicielle, la relation s’écrit :

13U aup\ | AU ay, (.99
R=5\1 " ok ol ok’ 95
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avec k,l € {x,y,z}.
Sous I'hypothése de faible déplacement la partie non linéaire est négligeable. Le
tenseur de déformation est défini alors par :

1 ; 10U, U
g—i(eu—F? U) ou gy = 2( o +W) (1.96)

Le tenseur ¢ de déformation s’écrit alors en cordonnés cartésiennes :

U U ol ou U
Bxx %( 2 y) %( - Z)
ou. au au
e=|3(% + au’“) Ty (5 + auz) (1.97)
au au ou ol ou
%( -+ azx) %( i y) 9z

Le tenseur des contraintes de Cauchy noté ¢ est un tenseur d’ordre 2 symétrique.
Les coefficients de ¢ modélisent les efforts extérieurs exercées sur le systeme ma-
tériel. Il existe 6 valeurs indépendantes parmi les valeurs des coefficients de ¢. Le
tenseur ¢ se présente sous la forme : a

011 023 013
g = |93 022 012 (1.98)
013 012 033
Le tenseur de rigidité élastique C est un tenseur d’ordre 4 traduisant les proprié-

tés du comportement mécanique du matériau selon la relation de Hooke (Eq.( 1.92))
est représenté par 3* = 81 termes indépendants A;j; dans le cas général. Cepen-
dant, compte tenue de la symétrie du tenseur des déformations S et du tenseur
des contraintes ¢, les coefficients A;j; sont symétriques aussi. Par &)nséquent, une
inversion des indices i et j aussi bien que k et [ conserve les valeurs de A;j;. Le
nombre de parametres indépendants se réduit alors de 81 a 36. On peut alors noter
les coefficients Ajjp en fonction de deux indices A, avec o désigne le couple (i, f)
et m désigne le couple (k,I). En exploitant certaines propriétés des matériaux, des
réductions supplémentaires peuvent étre réalisées pour la matrice de rigidité élas-
tique.

Nous nous plagons maintenant dans le cas plus général d’'un matériau isotrope.
Un matériau est dit isotrope lorsqu’il conserve ses propriétés physiques par change-
ment de direction. Autrement dit, son tenseur de rigidité élastique est indépendant
du repere choisi. Dans ce cas le tenseur de rigidité s’écrit sous la forme suivante :



llij@
I

Seuls deux coefficients sont indépendants : Cyq =

C11C2C2 O
CpC1Cpp O
C2C2Cpp O
0 0 0 Cy
0 0 0 0 Cyq O
(000 0 0 0 Cuf

0
0
0
0

o O o O

Ci1—Cpo
2
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(1.99)

. Dans cette étude, nous

nous intéressons a l'or, qui est le matériau le plus utilisé en nanotechnologie, il
posséde une structure cristalline cubique a face centrée. En conséquence, c’est un

matériau isotrope.

L’hypothese d’isotropie conduit a restreindre le nombre des composantes indépen-
dants a 2 dans le tenseur de rigidité élastique. Les deux parametres caractéristiques
qui décrivent le tenseur de rigidité ont été introduits par Gabriel Lamé, et ils portent
son nom. En utilisant les coefficients de Lamé A et u le tenseur de rigidité élastique

g devient :

llij@
I

A
A
0
0
0

2u+A A A

000]

2u+A A 000
A 2u+A000
0 0 100
0 0 0uo0
0 0 00

(1.100)

Les coefficients de Lamé ne sont pas mesurés directement, mais dépendent du
module de Young E (en Pa) et du coefficient de Poisson v (sans dimension). Cette

dépendance est donnée par les relations suivantes :

Inversement :

A=

A+
A

Y

Ev

u(3A +2u)

(1+v)(1—2v)

_ E
H= 20 1)

(1.101)

(1.102)

(1.103)

(1.104)

La loi de Hooke présenté par l'equation 1.92 exprime les contraintes en fonction
des déformations. Néanmoins, dans cette étude nous nous intéressons au calcul des
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déformations dans les nanostructures chauffées par illumination laser. Il s’agit de
toute évidence d"une relation inverse qui peut exprimer la déformation en fonction
des contraintes en utilisant la matrice inverse de rigidité élastique :

S,':A;]--U'j ou S= .c! (1.105)

s

L. . . det
~1 est la matrice inverse de C de coefficients A;]-, avec A;]- = (—1)* 265( )), M;;

étant la matrice mineure de C obtenue en supprimant la ligne i et la colonne ;.

Jusqu'a présent, nous avons présenté les relations liant les déformations aux
contraintes ainsi que les déformations aux déplacements pour un solide homogene
et isotrope. Afin de résoudre le probleme élastique, les champs des déplacements et
des contraintes doivent vérifier I'équation d’équilibre locale établie en appliquant
le principe fondamental de la dynamique [66] :

V.oij+fi=0 avec i,j € {x,y,z}, (1.106)

et f; les composantes de I'ensemble des forces volumiques extérieures qui agissent
sur le volume du matériau.

Il existe deux approches de résolution, en choisissant le champ de déplacement
ou le champ de contrainte comme inconnue principale : on trouve 'approche en
contrainte et 'approche en déplacement.

1.4.0.4 Approche en contraintes

Comme on a vu précédemment, le couple (0, U) doit vérifier la loi de com-
portement élastique (loi de Hooke : Eq. (1.92)), la relation cinématique liant les
déformations aux déplacements (1.96), ainsi que 1’équation d’équilibre (1.106). Par
conséquent, le probleme élastique revient a un systéme de 9 équations, auxquelles
on ajoute les conditions aux limites :

( _ oUy

€ = o %(‘711 — V(02 +033))
&£ = 3y = (020 — v(o91 + 033))
&3 = aa—gza = %( —v(o1 + 02))
u U, 2 1
e = F(FH k7 ) = ey,
2 1
£5 = ( 3 ) = 24y, 031 (1.107)
gg = (aux b uy) = 2(1 %) gy
8011 _|_ 80’21 + 8(731 + fx O
80’12 + 80'22 + 8(732 + fy — O
\ 85;3 _|_ 30'23 + 80'33 +fz — 0

Cette méthode consiste a rechercher les contraintes ¢, ensuite il sera alors pos-
sible d’intégrer le champ de déformations ¢ et d’obtenir le déplacement U. Le
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champ de déplacement doit satisfaire les conditions aux limites. Soulignons que
la méthode des contraintes est lourde au niveau des calculs dans laquelle l'in-
tégration des déformations est assez compliquée. Par conséquent, la méthode en
déplacements est préférée dans la résolution de ce type de probleme.

1.4.0.5 Approche en déplacements : équations de Lamé-Navier

Une méthode alternative de résolution permet d’obtenir les équations aux déri-
vées partielles qui décrivent les composantes de champ de déplacements en fonc-
tion des forces extérieures seulement. Ceci évite le recours aux tenseurs des contraintes
et des déformations. Dans le cas d’'un matériau isotrope, la loi de comportement
peut prendre la forme suivante en utilisant les coefficients de Lamé :

o =2ue + A Tr[g] (1.108)

avec [ est le tenseur identité d’ordre 2, ou encore, en utilisant le module de Young
E et le coefficient de Poisson v :

Ev
201 )T T rna—2)

En combinant la loi de comportement (1.92) et I'équation d’équilibre locale (1.106)
on obtient :

g = Tr [g]

|1~

(1.109)

V-(2ue +ATr[e]I) +£=0 (1.110)

Les propriétés de I'analyse vectorielle permettent d’obtenir, avec ? I'opérateur
gradient :

V. (Tefe]l) = V- (UL) = V - (VU) (1.111)

En introduisant maintenant la relation cinématique en obtient :

AV(V-U) +uV(V - W)+ V- (YT-U)+£=0 (1.112)

Nous déduisons alors en utilisant V(?T U) = ?T( V -U), I'équation de dépla-
cement de Navier :

UVAU+ (A + )V (V-U) +£=0, (1.113)

avec V2 = A est 'opérateur Laplacien.

La formulation de Navier est une représentation compacte du probleme méca-
nique. En effet, elle modélise le probleme par trois équations aux dérivées partielles
du second ordre dont les inconnues sont les composantes de champ des déplace-
ments. Il est important de rappeler que cette équation n’est valable que pour un
matériau isotrope dans le cadre d’élasticité linéaire.
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1.4.0.6 Contrainte thermique

Dans notre étude nous examinons la dilatation des nanostructures sous l'effet de
la variation de température AT = T — Ty, par rapport a la température de bain Tp.
La loi de comportement dans le cas ol le matériau est soumis a une variation de
température devient [67] :

IS

aAT, (1.114)

ey
Ilm
e

a étant le tenseur des dilatations thermiques. Sous sa forme indicielle, on peut
écrire :

0; = Aijsi + le'ATéi]', (1.115)
ou ¢;; est symbole de Kronecker :
oij = {0 Zf l 7&] (1.116)
1ifi=j

Dans le cas d'un matériau isotrope la loi de comportement prend la forme sui-
vante en utilisant les coefficients de Lamé :

g =2uS + ATr[S]I — (3A + 2u)aATI (1.117)

1.4.1 Synthése du probléme mécanique avec échauffement ther-
mique

Le probleme mécanique s’écrit en utilisant le module de Young et le coefficient
de Poisson, sous I'hypothese linéaire, homogene et isotrope pour les matériaux en
présence : (le systeme de 9 équations (1.107) qui résume la loi de comportement,
la relation cinématique et 1’équation locale) subit un changement dans ces trois
premieres équations afin de traduire la déformation engendrée par la dilatation
thermique (& = "% + gthe),

& = Za% = (011 —v(o + 033)) +aAT
£ = a—yy = %((722 —v(oy1 + 033)) + aAT (1.118)
& = azgz = 1(o33 —v(on + om)) + AT

En combinant la nouvelle loi de comportement (1.117) et la relation cinéma-
tique (1.96) dans I'équation d’équilibre locale (1.106), nous obtenons 1’équation de
Navier-Duhamel :

UV2U 4+ (A + 1)V (V-U) — (3A +21)a ™ (AT) + £ =0 (1.119)
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On obtient alors avec cette forme compacte, trois équations aux dérivés par-
tielles qui donnent les composantes des champs de déplacement par contrainte
thermique.

Les nanostructures sont libres de se dilater, la force extérieure appliquée au vo-
lume du matériau est la force thermique qui est prise en compte par le terme
—(BA+2)aV(AT).

L'équation aux dérivées partielles 1.119 décrit le probleme de déformation élas-
tique linéaire par contrainte thermique pour un matériau linéaire, homogeéne et
isotrope. Pour résoudre ce probleme nous devons ajouter a ces équations les condi-
tions de bord afin de garantir 1'unicité de la solution. D’une fagon générale, on
distingue trois catégories classiques de conditions de bord [66].

1. Conditions de bord de Dirichlet : les déplacements sont imposés sur la fron-
tiere externe I' du matériau () :

UM)=Uy(M) VMeT (1.120)

2. Conditions de bord de Neumann : les contraintes sont imposées sur la fron-
tiere externe I' du matériau () :

c(M) n(M)=0y VYMEeT (1.121)

avec n(M) est le vecteur normal a la surface T.

3. Conditions de bord mixtes : les déplacements et les contraintes sont impo-
sées chacun sur une partie de la frontiére externe I' du matériau (2 :

UM) =Uy(M) YMeTl

" (1.122)
c(M)-n(M) =0p(M) VMEeT,

avecT’'NT" =0etI’ UT" =T.

Dans notre étude les nanostructures sont immergées dans un milieu fluide et
elles sont libres de se déformer sous l'effet de la variation de température. SI le
domaine est suffisamment grand, il nous suffit de définir une condition aux limites
en déplacement (encastrement) sur le contour du milieu extérieur sous la forme :

UM)=0 VMEeT, (1.123)

En outre, les conditions de passage d'un matériau a un autre s'imposent a la
surface I'y, il y a donc une continuité des déplacements sur I';. Les constantes
mécaniques dépendent en général de la température.
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1.4.2 Influence de température sur les constantes mécaniques

1.4.2.1 Module d’élasticité

La variation de température engendre un changement de la valeur du module
de Young E. De nombreuses études ont étudié la valeur de E expérimentalement
pour des structure a de petites échelles [75, 73]. Ils ont montré une forte dépen-
dance du module de Young en fonction de la température. En outre, la valeur de
Edes nanostructures sont bien inférieures a celle des matériaux macroscopiques a
des faibles températures. En revanche, a des températures élevées, la valeur de E
se rapproche de celle du matériau macroscopique. On considére alors la loi d’évo-
lution du module de Young en fonction de la température pour les nanostructures
d’or [75] :

—+-Matériau macroscopique
—&-Matériau nanométrique

50r ]

400200 400 600 800 1000 1200 1400

Température (K)

FIGURE 1.6: Module de Young (E) de I’or en fonction de la température a différentes
échelles.

1.4.2.2 Coefficient de dilatation thermique

La variation de la température engendre un changement de la valeur du coeffi-
cient de dilatation thermique pour les métaux. L'évolution de « en fonction de la
température peut étre décrite par la loi suivante [76] :

a(T) = (?37\/—)22 : Tf_%-T%, (1.124)

avec Ty la température de fusion (Ty = 1337.15 K pour 'or).
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1.5 Conclusion : mode de couplage utilisé

Dans ce chapitre nous avons présenté le probleme multiphysique couplé. Le
probleme électromagnétique est modélisé par une équation aux dérivées partielles
(équation de Helmholtz) associée a des conditions aux limites. L'inconnue champ
électrique E de 1'équation de Helmholtz est exportée vers I'équation de chaleur qui
modélise le probleme thermique. L'équation de chaleur est aussi une équation aux
dérivées partielles associées a des conditions aux limites. L'inconnue température
T donnée par 1'équation de chaleur est introduite dans les équations des déplace-
ments par contraintes thermique qui nous permet de calculer les déformations des
nanostructures. Les différents phénomenes physiques étudiés (électromagnétique,
thermique et mécanique) sont donc liés par des termes sources (couplage faible).
Le couplage est principalement piloté par les termes source Q (source de chaleur)
et T (source des déplacements). Nous pouvons résumer le couplage par le systeme
d’équations aux dérivées partielles suivant :

V2E — k3e,E =0
\

V- (A'VT) + JeowS(e)[|E[[* = 0 (1.125)
Y

UV2U + (A + 1)V (V-U) — (3 +21)a ¥ (AT) = 0

Si l'on introduit la dépendance des constantes caractéristiques des matériaux,

le couplage devient fort (probléme non linéaire). Dans ce dernier cas le probleme
devient complexe a résoudre surtout dans le cas 3D (temps de calcul, mémoire,
convergence de calcul).
Dans le cadre de cette étude nous considérons un couplage faible en négligeant
en particulier l'influence de la dilatation sur les constantes physiques de 1’élec-
tromagnétique et de la thermique. De plus, nous négligerons la dépendance des
constantes physiques en fonction de la température. Ainsi, nous pourrons résoudre
le systéme de maniere séquentielle en exportant/important le terme source pour
chaque phénomene. Nous prendrons en compte les lois de dépendance des para-
metres matériels en fonction de la température et du facteur échelle a posteriori.

Dans les prochains chapitres, on va intéresser a la résolution numérique de ce
modele multiphysique pour des structures tridimensionnelles.
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre sont introduites les méthodes numériques nécessaire a la
résolution des équations aux dérivées partielles et a la simulation des pro-
blemes multiphysiques couplés. La méthode des éléments finis est reconnue pour
son efficacité a résoudre des probléemes dans lesquels la géométrie des objets est
complexe, par une discrétisation de I'espace. L'adaptation du maillage de 1'espace
est une méthode d’amélioration de la qualité des éléments finis qui permet de
produire des résultats de haute précision en minimisant les ressources de calcul
(RAM et temps CPU). Compte-tenu de la complexité des méthodes numériques
appliquées aux problemes multiphysique couplés, il est utile d'introduire les bases
théoriques qui vont nous permettre de mieux juger la qualité des résultats obtenus.
Ce chapitre est organisé comme suit : la section 2.2 introduit les différentes étapes
de base de la méthode des éléments finis. La section 2.3 présente une premiere ré-
solution du probleme multiphysique avec un maillage classique. Une validation du
modele électromagnétique par la solution exacte de la théorie de Mie est produite
(section 2.4). Ainsi, une interprétation des résultats nous a permis d’évaluer la
qualité de la solution et de détecter les faiblesses du mailleur classique inclus dans
Comsol. Les sections 2.5 et 2.6 présente le principe de schémas d’adaptation de
maillage par I’approche itérative et détaille les différentes étapes qui interviennent
dans ce processus. Enfin la méthode de remaillage adaptatif est utilisée. A chaque
étape, des définitions en lien avec les possibilités de choix disponibles dans Comsol
seront rapidement expliquées.

2.2 Modélisation numérique

La méthodes des éléments finis (MEF) est une méthode numérique qui permet
de fournir une solution approximative a tous problémes qui peuvent étre modélisés
par des équations aux dérivées partielles, accompagnées de conditions aux limites.
Elle a été introduite en 1950 pour résoudre les problemes d’élasticité dans des
structures mécaniques complexes. Aujourd’hui, elle s’applique a une large classe de
problémes physiques, incluant notamment les problemes d’électromagnétisme [28],
de transfert de chaleur [77], et d’élasticité mécanique [78]. La méthode des éléments
finis repose sur les bases mathématiques de la formulation variationelle. L'idée
fondamentale consiste a discrétiser le domaine de calcul () en sous domaines ();
de formes géométriques simples (tétraedre, triangle, quadrangle. ..). La famille des
sous domaines (); doit étre une partition de (), autrement dit :
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Q=UQ; , Vi#j=0;NQ;=0 (2.1)

En appliquant la méthode variationelle sur tous les (;, un espace d’approxima-
tion E peut étre définit sur tous le sous domaines ();. Les fonctions de 1'espace E
sont généralement choisis sous forme d'un polynéme. Elles définissent a la fois la
position des noeuds de calcul dans les (); et I’évaluation des champs locaux sur
chaque segment du sous domaine en fonction des valeurs sur les noeuds consti-
tuant le segment. Si on résume, le probleme initial de dimension infinie est présenté
maintenant en dimension finie. En d’autre terme, la solution recherchée (champ)
dans un sous domaine est évaluée a partir de la valeur du champ sur un nombre
fini des nceuds de calcul, ensuite une interpolation permet de déterminer le champ
local sur les arétes d'un sous domaine. Le probléme est présenté alors par un sys-
teme matriciel qui a comme inconnues les valeurs aux noeuds. Il reste a résoudre
ce systeme matriciel pour obtenir les champs locaux sur tous les sous domaines de
I'espace de calcul. Par assemblage de ces champs locaux, une solution approchée
du champ global U de la solution de I'équation aux dérivé partielle est obtenue,
elle est définie par morceaux sur les sous domaines ();. Par conséquent, la précision
de la solution dépend fortement de la qualité de la discrétisation du domaine.

Au niveau pratique, ces différentes étapes sont automatisées a travers des lo-
giciels spécialisés. Cependant, I’analyse des solutions pour garantir des solutions
réalistes en minimisant les erreurs d’approximation, oblige a la compréhension et
a la maitrise des bases théoriques de la méthode des éléments finis. La résolution
d’un probleme par la méthode des éléments finis repose essentiellement sur diffé-
rentes étapes successives [28, 77, 77] :

— discrétisation du domaine : maillage;

— choix des fonctions d’interpolation;

— formulation variationnelle du probleme;

— formulation du systeme matriciel : discrétisation des équations;

— résolution du probleme discret.

2.2.1 Discrétisation spatiale du domaine : maillage

L'étape de la discrétisation du domaine () est une étape clé dans la résolution
numérique par élément finis. En effet, c’est une discrétisation spatiale du domaine
en petits objets géométriques simples appelés mailles, le champ inconnu est calculé
par la suite a chaque noeuds des éléments composant le maillage. Par conséquent,
la précision de la solution calculée et le temps de calcul sont fortement liés a la
qualité et a la taille du maillage.

De maniere générale, il existe trois types de domaines qui correspondent a un objet
a modéliser selon la dimension de l'espace considéré.

51/ 172



52/ 172 SIMULATION NUMERIQUE

— Dans le cas « 1D », le domaine () est un segment de droite plongé dans R}, R?
ou IR3, les éléments de base qui discrétisent un tel domaine sont des segments
de droites.

— Le cas « 2D » correspond a un domaine surfacique plongé dans R? ou IR?, les
éléments de base qui discrétisent un tel domaine sont des surfaces. Deux types
d’éléments (figure 2.1) sont envisageables : le triangle et le quadrilatere.

liéaire Quadratique cubique

Triangle / \ // \ /\
g / \\ //4% ﬁ\.\*).

3 noeuds 6 noeuds 9 noeuds

Quadrilatére (/‘

4 noeuds 8 noeuds 12 noeuds

FIGURE 2.1: Eléments surfaciques de base.

— Le cas « 3D », le plus général, correspond a un domaine volumique plongé
dans RR3, les éléments de base sont des volumes (figure 2.2). Ce sont les tétra-
edres : généralisation des triangles en 2D, les hexaédres : généralisation des
quadrilateres 2D, les prismes et les pyramides. Ces derniers sont des éléments
de connexion qui permettent de connecter les tétraédres et les hexaedres.
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linéaire P1 Quadratique P2 cubiqye P3
Tétraédre ‘
4 noeuds 10 noeuds 15 noeuds
Heéxaédre @
8 noeuds 20 noeuds 32 noeuds
Prisme - @ @
6 noeuds 15 noeuds 24 noeuds
Pyramides ‘ @ '(ﬁ;
L 2
5 noeuds 13 noeuds 29 noeuds

FIGURE 2.2: Eléments volumiques de base.

Donnons maintenant quelques détails sur les fonctions d’interpolation.

2.2.2 Fonctions d’interpolation

Dans la MEF, la solution approchée Ugr est une interpolation entre les valeurs
du champ inconnu calculé sur les noeuds de chaque élément. Apres avoir discré-
tisé le domaine, les positions des noeuds sont fixées. En choisissant le degré des
éléments utilisés dans le maillage, la deuxieme étapes consiste a choisir le type
de fonction d’interpolation pour calculer un champ approché du champ inconnu
U sur les arétes de chaque élément en se basant sur les valeurs aux noeuds. Par
ailleurs, le nombre des composantes scalaires sur chaque noeud dépend de la na-
ture vectorielle ou scalaire de la fonction inconnue U. Le nombre total de compo-
santes inconnues sur tous les noeuds du domaine est appelé « nombre de degré
de liberté » (NDL ou DOF en anglais). Dans le cas vectoriel, il faut construire une
interpolation pour chaque composante inconnue. Par la suite, on ne va considérer
qu'une seule composante du champ U par noeud a titre d’illustration.
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En général, le champ inconnu U est continu en passant d’un élément a un autre.
C’est pourquoi les noeuds de calcul sont placés généralement sur la frontiere des
éléments.

D’une maniére analogue a la méthode de vérification de la validité des éléments
(section 2.5.1.1), la construction de I’ensemble des fonctions d’interpolations se fait
dans un premier temps sur des éléments de référence ensuite on ramene ces fonc-
tions aux éléments réels.

En pratique, les fonctions d’interpolations sont généralement des polyndomes de
degré 1,2 ou plus élevé, dont le nombre des monémes dépend du type d’éléments
(linéique, surfacique ou volumique) des éléments. La forme générale de la fonction
inconnue U sur un élément de référence est définie par :

U(xj) = ) UiNi(x;), (2.2)
1

ou x; représente les coordonnées des noeuds de calcul, U; sont les valeurs du
champ inconnu au noeuds, N;(x;) sont les fonctions d’interpolation polynomiale et
n désigne le nombre des noeuds.
A titre d’illustration nous prenons le cas 1D et nous représentons les types des
fonctions d’interpolations les plus connues.

2.2.2.1 Fonction d’interpolation linéaire

: élément a deux noeuds.

1=

Nixr). NG

) Ni(x1) =1-x (2.3)
FIGURE 2.3: Elément linéique linéaire. Nao(x1) = x1 (2.4)
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2.2.2.2 Fonction d’interpolation quadratique

: élément a trois noeuds.

1 | Nige) /NEQ‘J)\ \ Na()/(’ﬂ
Ni(x1) = Zx% —3x1 +1 (2.5)
FIGURE 2.4: Elément quadratique de La- Na(x1) = 4x; — 4x3 (2.6)
srange. N3(x1> = Zx% - X1 (2-7)

2.2.2.3 Fonction d’interpolation cubique

: élément a deux noeuds.

1}—N1 ‘(‘x1) Ng(ng,
/Nim,ix‘ T T
I —— Ni(x1) =1-32+23 (28
Ny(x1) = x1 — Zx% + x? (2.9)
FIGURE 2.5: Elément cubique de type Her- N3(x;1) = 3x% — 2x3 (2.10)
mite.

Ny(x1) = =3 + x5 (2.11)

En pratique le choix de 'espace des fonctions d’interpolations se fait sur la base
du choix du degré des éléments (figure 2.2) du maillage. Avec un degré plus élevé,
la qualité du champ approché calculé est meilleure, mais une explosion du cotit de
calcul accompagne cette précision. C’est pourquoi, dans cette étude, les éléments
et les fonctions d’interpolation les plus utilisées sont de type linéaire.

2.2.3 Formulation variationnelle

La formulation variationnelle est la premiere étape de résolution d"un probleme
physique régi par des equations aux dérivées partielles associées a des conditions
de bord (aux frontieres du domaine de calcul) et de passage d'un matériau a un
autre. Sous cette forme, la théoreme de Lax-Milgram a montré 'existence et 1'uni-
cité d’une solution approchée définie par morceaux sur une partition d'un do-
maine. Pour cela, la MEF utilise ce passage par la forme variationnelle au lieu de
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résoudre le systeme différentiel directement. La forme mathématique générale de
la plupart des problémes physiques est définie par [28] :

0 ou d ou 0, adUu
D: Uy z) — —(5 (g ) + @(“y@) o (o)) +pU—g (212)
U—p sur Iy

sl , @13)
(0BT B+ 0 382) 7+ U~ g ur T

C: U(x,yz) — {

avec U(x,y,z) le champ recherché en chaque point du domaine. Q), ay, &y, a; et
B désignent des parametres physiques, ¢ la source d’excitation (elle peut étre de
type thermique, mécanique, électrique...), p et g sont des constantes, D désigne
un opérateur qui symbolise 1’equation différentielle, C désigne un opérateur qui
symbolise les conditions de bord, et I' = I'1 UT'; désigne la frontiere du domaine
Otel queI't NI = 0.

Le probleme considéré consiste a :
— évaluer U(M) telle que : D(U(M)) =0 VM(x,y,z) € Q,
—avec:C(U(N)) =0 VN € T.

En appliquant les propriétés de 'analyse fonctionnelle, on peut montrer que la
résolution de systéme 2.2.3 est équivalent a résoudre :

— évaluer U(M) telle que : [ P(M)-D(U(M)) =0 YP(M),

—avec: C(U(N)) =0 VN € T.

Ou P(M) est une fonction quelconque définie sur le domaine Q) appelée fonction
test.
Cette écriture est une forme préliminaire de formulation variationnelle. Cependant,
cette forme n’a pas de grand avantage comparé a la formulation différentielle ini-
tiale (Equation (2.12)). Une éventuelle transformation permet de faire apparaitre
des intégrales dans cette premiére formulation variationnelle, correspondant a tout
ou a une partie des conditions de bord sur la frontiere en transformant cette équa-
tion par intégration par partie ou encore en appliquant le théoréme d’Ostrogradsky.
De plus, si la frontiere I' est partitionnée en plusieurs parties avec différents types
de conditions aux limites(Dirichlet, Neumann,ou mixte), nous pouvons réécrire
l'intégrale de bord et obtenir plusieurs termes correspondants. Par conséquent,
cette formulation minimise le nombre de conditions aux limites. Une formulation
faible du probleme aux limites initial peut s’écrire sous la forme :

— évaluer U(M) telle que : [ P(M) D (U(M)) + frl Bi(U(M))+ frz B, (U(M)) =

0 VP(M),

—avec:C(U(N))=0 YN € T

Avec D désigne un opérateur qui symbolise une équation différentielle, B; et
B, désignent des opérateurs qui symbolisent une partie des conditions frontieres

sur I'y etl'’; respectivement et C désigne un opérateur qui symbolise le reste des
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conditions de bord.
Nous allons voir que, a partir des grandeurs locales, la simulation des phénomeénes
physiques font la plupart du temps intervenir des expressions intégrées des equa-
tions de la physique. Le probléme électromagnétique est régi par I'équation de
Helmbholtz, décrivant la répartition et 1’évolution des champs électromagnétiques,
et par les conditions de bord (conservation du flux). Les conditions de passage sur
les surfaces des matériaux (continuité des composantes tangentielles) sont auto-
matiquement vérifiées en formulation faible. Le probléme thermique est régi par
I'equation de la chaleur, permettant de décrire la répartition et I’évolution de la
température, et par les conditions de bord (convection, rayonnement ou conduc-
tion, température de bain). Les conditions de passage (conservation du flux) sot
automatiquement vérifiées. Il est possible de rajouter des conditions de passage
supplémentaires comme celle de rayonnement. Le probléme mécanique est régi
par l'equation d’équilibre, permettant de décrire 1’évolution et la répartition des
contraintes et des déformations, et par les conditions de bord (dilatation, frontiere
fixe, déformation nulle. . .)

La formulation variationnelle faible étant établie, décrivons rapidement sa forme
discrétisée.

2.2.4 Discrétisation

En utilisant I'interpolation de U sur tout le domaine (), nous pouvons reformuler
le probleme (équation (2.2.3)) par :

— Evaluer f(M) tel que : [, P(M)-D'(U*(M)) + J. B1(U¢(M)) + [r, Bo(U¢(M)) =
0 VP(M) ou Ue(x]') = Z? UiNi(x]-)
— Avec:C(f(N))=0 VN € T

Cet assemblage représente le principe de la discrétisation. La discrétisation est une
étape clé qui va nous permet de mettre le probléme sous une forme discrete ou
matricielle grace aux méthodes de Galerkine ou de Ritz [28, 78]. Apres cette étape
le probleme initial peut s’écrire sous sa forme matricielle :

[K]-[u] = [B], (2.14)

out [K] est appelé la matrice rigidité et [U] la matrice solution. La taille des matrices
dépend du nombre de degrés de liberté du probleme. En général, elles sont de
grande taille.

2.2.5 Résolution du systeme d’équations

Une fois le probleme présenté sous sa forme matricielle, la derniere étape consiste
a résoudre le systeme linéaire. On distingue deux catégories de méthodes.
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La méthode directe : cette méthode est généralement inutilisable pour des pro-
blemes de taille importante (grand NDL). En effet, le temps de calcul et la taille
mémoire utilisée pour le stockage des matrices est tres sensible au NDL. En re-
vanche, elle est plus précise. Parmi les algorithmes connus on cite notamment la
méthode « d’élimination de Gauss-Jordan » et la « décomposition LU ».

La méthode itérative : cette méthode est généralement moins précise mais elle est
plus pratique pour les problemes de grande taille. En effet, elle part d’une solution
initiale approchée et elle cherche ensuite a améliorer cette solution par itération
successives. Cette méthode transforme le systeme (2.14) en :

IR] = [[[K] - [ui] = [BI]], (2.15)

avec [U;] la solution a l'étape i. Le critere d’arrét dépend de la précision sou-
haitée. En effet, le calcul s’arréte lorsque qu’on estime que ||[U;11 — [Uj]|| est tres
faible. Parmi les algorithmes utilisés on cite notamment la méthode « du gradient
conjugué CG » et la méthode de « généralisation de la méthode de minimisation
du résidu GMRES ». Nous allons maintenant préciser les points importants des
formulations électromagnétiques, thermiques et mécaniques pour la MEF.

2.3 Description et approximation des problemes par la
MEF

2.3.1 Simulation électromagnétique

La résolution du probléme électromagnétique consiste a résoudre I'équation de
Helmholtz associée aux conditions de passage et a la condition de bord. Elle cor-
respond a une onde plane entrante dans le domaine et une condition approchée de
sortie du champ diffracté. Cette condition est d’autant plus précise que 'objet dif-
fractant est petit et situé au centre d'un grand domaine sphérique. Suite a 'étude
théorique, le probleme revient a :

— évaluer E(M) tel que :
V2E — k(z)er =0 VM(x,y,z) € Q (2.16)

—avec: V X E =1[koniz X (E—E;) +ko X E;] surT

Pour appliquer la méthode des éléments finis au systeme d’équation précédent,
nous utilisons la méthode de Galerkine. En formulation faible, avec E** 1a fonction
test, résoudre le systeme (2.16) est équivalent a :

— évaluer E(M) tel que :

/Q [V % V x E - Ke,E] - EdQ = 0 VE', (2.17)
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—avec: V X E=1lkonip X (E—E;) + ko X E;] surT
La condition de bord peut également s’écrire :

V x E = tkgnqo XE+l(k0—n12k0) XE =flXE+® (2.18)

Avec fl = 1tkgn1s et @ = 1(ko — ny2ko) X E;
En appliquant le premier théoréme de Green pour les vecteurs et en integrant la
condition frontiere, le systéme d’équation (2.17) devient :

/ V x E¥*'V x EdQ) — / E'St(fl x E+ ®).nypdl — / ke, E.E*$td) = 0 VE'est
QO r Q

(2.19)
Cette formulation est appelé formulation intégrale faible du probleme électro-

magnétique.
Avec la discrétisation spatiale du domaine (2 en sous domaine ()¢ (avece € 1,2, 3, .., 1),
chaque composante du champ électrique a pour expression :

(012) = 1Ny = [NGo .2 (B} (2:20)

Ou n est le nombre de noeuds dans le maillage, Nj(x, y,z) sont les fonctions
d’interpolations, [N(x,y,z)] est la matrice de rigidité et {E} est la composante du
champ évaluée aux nceuds. En utilisant les relations :

N,  ON;
?=0(aa; - aaéy)Ej
Ni, N,
VxE= |yl O(aN] — az?f]cl )E;| = [ON]{E}, (2.21)
i—o(5t — af)Ei
et:
V x E'est — ON]{E"*st} = {Etst}T[9N]T, (2.22)

la formulation intégrale faible (2.19) devient :

{E**'}([KI{E} — {F}) =0 V{E"}, (2.23)
o [K] = [[ON][ON]TdQy — [, k3e,[N][N]TdQ) — [[N][7][N]TdT

et {F} = fl" &4l = Zfr k() — 1112](0) {El}dl“
Il ne reste maintenant qu’a résoudre le systeme matricielle suivant :

KI{E} = {F} (2.24)

Ou [K] est une matrice carré n x n et {E} le vecteur solution.
Notons que pour satisfaire les conditions de passage, on peut subdiviser le domaine
en deux sous domaines (telque Q) = ()1 U () et Q1 N Q) = 0) et faire apparaitre les
termes correspondantes aux conditions de passage dans la formulation faible.
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2.3.2 Simulation thermique

La résolution du probleme thermique consiste a résoudre 1’équation de la cha-
leur stationnaire associée aux conditions de passage et a la condition frontiere.
Suite a 1'étude théorique, le probleme a résoudre consiste a :

— évaluer T(M) telle que :
V-(AVT)+ Q=0 VM(x,y,z) € Q, (2.25)

—avec: T =Ty surT
La condition frontiére est une condition de bain : la température au bord du do-
maine est fixée a la valeur de la température a l'infini. Pour appliquer la méthode
des éléments finis au systeme d’équation précédent, nous utilisons la méthode de
Galerkine. Avec la formulation faible, résoudre le systeme (2.25) revient a :

— évaluer T(M) telle que :

/Q V- (AVT) + QIT'*'dQ = 0 VT'* (M), (2.26)
—avec: T =Ty surT

La fonction T'! désigne la fonction test. En appliquant la théoréeme de Green-
Ostrogradski, le probleme devient :
— évaluer T(M) telle que :

/ AVTSI Y TdO — / TSI QA0 = 0 VT, (2.27)
QO Q
—avec: T =Ty surT

C’est une formulation intégrale faible. Apres discrétisation du domaine () en sous
domaine Q)¢ (avece € 1,2, 3, ..,n), le champ de température a pour expression :

n

T(x,y,2) = ;}NiTi = [N(x,y, 2){T}, (2:28)

ot n est le nombre de noeuds dans le maillage, Nj(x,y,z) sont les fonctions
d’interpolations, [N(x,y,z)] est le matrice d’interpolation, {T} est le vecteur des
températures aux nceuds du maillage. En utilisant les relations :

n BN,

i=0 ox 1

VT = |y 5. Ti| = ON{T}, (2.29)
1

i=0 oz
et:
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Ttest — [N]{Ttest} — {Ttest}T[N]T et VTtest — {TtESt}T[aN]T, (2'30)

la formulation intégrale faible () devient :

{T*"HK{T} - {F}) =0 w{T*'}, (2.31)

avec : T = Ty sur T, ou [K] = [,[ON]T[A][ON]dQ) est la matrice de conductivité
thermique, {F} = [[N]TQdQ) est le vecteur des flux aux nceuds. Il ne reste main-
tenant qu’a introduire la condition frontiére de température dans 1’écriture matri-
cielle en modifiant les valeurs correspondantes aux noeuds situé sur I'. Le probleme
a résoudre devient alors :

[K){T} = {F}. (2.32)

[K'] est une matrice carré n x n qui inclut les modifications correspondantes au
condition frontiere et {T} est le vecteur des températures solutions du probleme.
Notons que pour satisfaire les conditions aux passage, on peut subdiviser le do-
maine en deux sous domaines (tels que QO = O Uy et Q1 N, = 0) et faire
apparaitre le terme de (n12(AMVTy) + n21(A2VTy))dl; dans la formulation faible.

2.3.3 Simulation mécanique

Pour le probléme mécanique, il existe deux approches de résolution : on trouve
I'approche en contrainte et 'approche en déplacement. Ici nous présentons 1'ap-
proche en déplacement. Cette méthode consiste a choisir le champ de déplacement
U comme inconnue principale. La résolution consiste a résoudre 1'équation de dé-
placement associée aux conditions de passage et a la condition frontiere. Suite a
I’étude théorique, le probléeme consiste a :

— Evaluer U(M) telle que :

uVeU+ A4+ u)V(V-U) — BA +2u)aV(AT) =0 VM(x,y,z) €Q  (2.33)

- Avec: U =0 surTl

Pour appliquer la méthode des éléments finis au systeme d’équation précédent,
nous utilisons la méthode de Galerkine. En formulation faible, résoudre le systeme
(2.33) équivaut a :

— évaluer U(M) telle que :

/ VU + (A + 1)V (V- U) — (37 + 20)aV (AT)|USIQ = 0 VUt (M),
Q
(2.34)
—avec: U=0 surT
La fonction U'st désigne la fonction test. En appliquant la théoreme de Green,
on peut écrire le probléme en formulation intégrale faible :
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— évaluer U(M) telle que :

/Q W(V-U)(V - U0 + /Q (A + 1) (V-U)(V-Utt)d0

(2:35)
- / (3A + 21)aV(AT)USS IO = 0 VU™,
QO

—avec: U=0 surl
Apres discrétisation du domaine () en sous domaine Q)¢ (avec e € 1,2, 3, .., 1), le
champ de déplacement a pour expression :

Ulxy.2) = 1 NUs = NGy 20} 236)

ou 1 est le nombre de noeuds dans le maillage, N;(x,y,z) sont les fonctions
d’interpolations, [N(x,y,z)| est le matrice d’interpolation, {U} est le vecteur des
déplacements nodaux.
En utilisant la relation :

o Ui
VU= | T, 5| = PNI{U}, (237)
=0 aa];]l U;
et:
V.utest = {utt}TaN] ", (2:38)
avec :
?Oag;u Yie oaQJ;XU Yo oag;’“ i
VU= |y el Ty Uy Yy Uy | = PNH{UYT (230)
?oagézu Yic oaIa\’y'Z | Lo oa]a\]zlz i
et:

VUteSt [aN]{UteSt}T {Utest} [aN] (2_40)

la formulation intégrale faible () revient a :
— évaluer U(M) tel que :

{U N (KI{U} — {F}) = 0 v{u'1}, (2.41)

- avec U=0 surT
Ou [K] = [ u[oN]- [ON]TdQ + [ (A + u)[dN]T - [ON]dQ
et {F} = fQ 3A+2u)a[oN]- {AT}dQ.
Il ne reste maintenant qu’a introduire la condition frontiere de déplacement nul
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dans I’écriture matricielle. Cela se fait par modification des valeurs correspondantes
aux noeuds situé sur I'. Le probleme a résoudre s’écrit alors sous forme matricielle :

K){U} = {F} (2.42)

Ou [K/] est une matrice carré n x n qui inclut les modifications correspondantes
au condition frontiére et {U} le vecteur solution.
Notons que pour satisfaire les conditions aux passage, on peut subdivisé le do-
maine en deux sous domaines (telque Q3 = O Uy et O3 Ny = 0) et faire
apparaitre les termes correspondants dans la formulation faible.

Les trois formulations correspondant aux probléemes électromagnétiques, ther-
miques et mécaniques étant données, le choix des paramétres dans Comsol est

possible en toute connaissance de cause. Un test numérique est maintenant pos-
sible.

2.4 Tests et validation de I'approche numérique

Pour évaluer la validité du modele numérique considéré, il est recommandé de
comparer les résultats de calcul a des solutions analytiques, dans le cas d’objets de
forme géométrique simple. Une fois le modele est validé, une généralisation sur des
formes géométriques complexes ou sur un ensemble de plusieurs nanoparticules
est possible. La réolsution du probleme multiphysique est séquentielle : 1’éner-
gie de la source laser est absorbée par la nanoparticule, ceci constitue une source
de chaleur qui conduit a une élévation de température a l'intérieur de la parti-
cule et par conséquent, conduit a une dilatation de la nanoparticule. Les champs
inconnus sont donc successivement, le champ électrique E, le champ de tempé-
rature T et le champ des déplacements U. Dans cette approche séquentielle, les
parametres physiques sont supposés étre des constantes et ne dépendent pas des
champs inconnus, notamment de la température. Une étape clé de la modélisation
numérique par élément finis est celle du maillage qui exige un raffinement dans
les zones de discontinuité et dans les zones de forte variation des champs incon-
nus tout en gardant un nombre d’éléments raisonnable. Les logiciels commerciaux
proposent généralement des mailleurs classiques (section 2.5.2) qui ne permettent
pas de controler finement la taille du maillage dans des régions fixes de 'espace
de calcul, méme dans une boucle de remaillage. En effet, 'erreur par rapport une
solution de référence permet d’analyser la qualité du maillage. Néanmoins, cette
solution de référence n’existe pas a priori pour la plupart des cas surtout en 3D.
Le principe d’'OPTIFORM est de fabriquer une solution de référence a partir de
lI'interpolation du champ obtenu a I'étape précédente de remaillage et de l'utiliser
comme estimateur d’erreur.

Illustrons notre propos par la modélisation d"une nanoparticule sphérique d’or
de rayon r = 20 nm immergé dans un milieu diélectrique qui est 1’air de rayon
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R = 100 nm et illuminé par une une onde monochromatique plane polarisée li-
néairement suivant 1’axe des x.

E = Egexp(1wt) (2.43)

Avec Eg = 8.10°(1,0,0) V.m~! et Ay = 632.8 nm. Les parametres numériques
spécifiques aux matériaux, considérés linéaires, homogenes et isotropes sont :
Electromagnétisme c€pir =1, €0 = —11+1,31
Thermique : A,; = 0.026 WK~'.m™!, A,, = 131.33 WK .m™!

Mécanique : a,, = 1/273.15 K~' , ap, = 14,6.107° K~' , E;;, = 142.10% Pa,
or = 70.10° Pa, 1, = 0 et v,, = 0,44

Le maillage initial est présenté sur la figure 2.6. Elle permet de respecter la géo-
métrie sphérique de la nanoparticule. Il est basé sur la triangulation de Delaunay
et il contient 36 184 éléments.

(a) (b)

FIGURE 2.6: Coupe selon le plan médian : une vue 3D du maillage (a), coupe suivant

le plan (xz)(b).
2.4.1 Electromagnetisme

Les figures 2.7(a-b) montrent I'intensité du champ électrique || E||? calculé par la
MEF et a partir de la solution exacte de MIE, on observe clairement une exaltation
de l'intensité du champ électrique au voisinage de la nanoparticule métallique et
'effet sur l'intensité de la discontinuité de la composante normale a l'interface I'y
du champ, entre les deux matériaux. La calcul de référence par la théorie de Mie
est réalisé aux noeuds du maillage [79].
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(c) (d)

FIGURE 2.7: Coupe selon le plan médian y=o0 : de la distribution de l'intensité du
champ électrique || E||? calculé par la MEF (a), la théorie de MIE (b), de
I’erreur absolue (c) et de I'erreur relative (d)

Les figures 2.7(c-d) montrent 'erreur et I’erreur relative entre la solution élément
finis et la solution exacte de Mie. On observe un accord global des résultats mais
une erreur importante a l'interface particule-air est liée a la discontinuité de la
composante normale du champ électrique. L'erreur relative atteint 50%. D’ou la
nécessité de raffinement de maillage dans cette partie afin de minimiser cette erreur.
La figure 2.8 montre la représentation de I'intensité du champ | E||? selon I'axe des
x et ’axe des z ainsi que les erreurs relatives correspondantes. L'erreur relative ne
dépasse pas les 5%.
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FIGURE 2.8: Intensité du champ électrique ||E||? calculé par la MEF selon 1’axe des
x (a), 'axe des z (b), 'erreur relative par rapport a la solution de Mie
selon x (c) et l'erreur relative par rapport a la solution de MIE selon x

(d)
2.4.2 Thermique

La deuxieme étape est la résolution de I’équation de chaleur. La figure 2.9 montre
la représentation graphique de la température. On observe une localisation spatiale
homogene a l'intérieur de la nanoparticule d’or qui conduit au chauffage de I'en-
vironnement au voisinage de la nanoparticule. Une comparaison avec une solution
analytique exacte aurait été utile, mais nous n’en avons pas développé dans ce
travail. La brisure de symétrie sphérique de la source de chaleur demanderait un
développement sur une base adéquate non calculé ici.
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FIGURE 2.9: Coupe selon le plan médian y=o : de la distribution du champ de tem-
pérature T calculé par la MEF.

Afin de résoudre correctement le probleme thermique, il est nécessaire de bien
poser le probleme notamment bien choisir les conditions aux limites. En effet le
champ de température est extrémement sensible a ces conditions. Sans solution
analytique de référence, nous proposons d’étudier la sensibilité de la solution MEF
pour différentes conditions aux limites qui peuvent étre appliquées. Trouver une
zone de stabilité de la solution permet d’au moins assurer que la limitation du
domaine extérieur qui devrait étre infini et les conditions frontieres fixées sont
pertinentes.

Comme il est présenté dans le chapitre précédent, il existe trois types de condi-
tions aux limites possibles en pratique pour résoudre I'équation de chaleur. Nous
entamons notre raisonnement par appliquer ces trois types de conditions sur le
probleme thermique.

1. Cas 1 : conduction et bain.
— Sur la frontiere extérieure I'; du domaine de calcul Q) :

T = Tomp = To, (2.44)

ou T, est la température ambiante a l'extérieur (température de bain).
— A l'interface entre deux matériaux Iy , les conditions naturelles de conti-
nuité s’écrivent :
n(AVT); = n(AVT); (2.45)
=T (2.46)

2. Cas 2 : conduction et convection.
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— Sur la frontiere extérieure I'y du domaine de calcul (), la condition de flux
de chaleur par convection :

—1n(=AVT) = h(Tymp — T) = h(To — T) (2.47)

h est le coefficient de transfert de chaleur par convection. La valeur de / est
généralement déterminée par 1'expérience. Pour l'air, sa valeur varie de 5 a
25 Wm 2K 1.

— A linterface entre deux matériaux I, les conditions naturelles de conti-
nuité s’acrivent :

n(AVT)y = n(AVT), (2.48)
T =T (2.49)

3. Cas 3 : rayonnement, convection et conduction.
— Sur la frontiere extérieur I'; du domaine de calcul Q) :

—n(=AVT) = h(Ty — T) (2.50)

— A l'interface entre deux matériaux Iy :

n(AVT); = n(AVT), (2.51)
T =T (2.52)
—n(=AVT) = eo (Tt , — T}), (2.53)

ou T est la température a la surface de la nanoparticule, T,,,;, est la tempé-
rature de la zone a I'extérieur, qui est I’air dans notre cas et € est I'émissivité,
e =0,9 pour l'or.

Sil’élévation de la température est tres importante, il est plus logique de considérer
le phénoméne du rayonnement thermique a la surface des nanoparticules d’or. Ce
phénomene est modélisé comme une condition aux limites sur la surface extérieure
de la nanosphere d’or. Il peut participer au refroidissement de la nanoparticule
avec les conditions imposées sur le domaine extérieur. C’est le rayonnement de la
surface vers le milieu ambiant.
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FIGURE 2.10: Flévation de la température en fonction du rayon du domaine exté-
rieur : solution de I'équation de la chaleur dans le cas 1 (conduction +
bain), cas 2 (conduction + convection) (avec h = 5 et h = 25) et cas 3
(conduction + convection + rayonnement) (avec 1 = 5 et h = 25).

L’évolution de la température en fonction du rayon du domaine extérieur Rq,
pour les différents cas présentés ci-dessus, figure. 2.10, montre qu’a partir de R =
1400 nm, la variation de température est la méme pour les différents choix de
conditions frontieres. Méme l'influence du coefficient de transfert de la chaleur
par convection h est sans importance. Pour généraliser, avec un rapport d’aspect
% = % = 0,014 (1,4%) le choix des conditions frontiéres n’a pas d’influence
sur la précision de 1’évolution de la température calculée. Dans ce qui suit, nous
utilisons la condition de Dirichlet, T = 293.15 K (température ambiante) a la fron-
tiere extérieure I'; et la continuité du flux et de la température a l'interface entre
deux matériaux I'y. Le rayon du milieu extérieur Rq, est fixé a 1400 nm et celui de
la nanoparticule d’or étudiée est r = 20 nm.

Compte tenu de I'importance de la taille du domaine de calcul par rapport a
la taille du nanoparticule, en plus de la forte variation du champ électrique dans
les régions proche de la nanoparticule, la génération d’un maillage de qualité qui
peut garantir des solutions précises est compliquée. En effet, avec les méthodes
de maillage classique, la précision des solutions nécessite un treés grand nombre
d’élément et par suite une consommation énorme de mémoire RAM et un temps
de calcul excessivement long. Par conséquent, utilisation des nouvelles techniques

de maillage et de remaillage adaptatif, qui sont rarement disponibles dans les logi-
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ciels commerciaux, est indispensable pour une bonne modélisation numérique des
problemes physiques étudiés (OPTIFORM).

2.4.3 Mécanique

La derniére étape est la résolution de 1'équation de déplacement. La figure 2.11
montre le champ de déplacement ||U||. On remarque la validité de I"approximation
des faibles déformations. La faible déformation de la nanoparticule nécessite plus
de raffinement dans les zones proche du contour de la nanoparticule afin de bien
représenter la déformation et de pouvoir générer la géométrie déformée.

4 1526E—-02 1.2549E-01
o o
0.0000E+00 g.3657E-02 1.6731E-M

FIGURE 2.11: Coupe selon le plan médian y = 0 de la distribution du champ des
déplacements ||U|| calculé par la MEFE.

Durant tous les étapes de modélisation, électromagnétique, thermique et méca-
nique, on a remarqué la nécessité d’adapter le maillage. Chaque probleme nécessite
un raffinement du maillage dans des zones différentes. Considérer la résolution du
probléme global avec un unique maillage n’est donc pas envisageable. Des mé-
thodes de remaillage adaptatif avancées ont fait la preuve de leur efficacité a géné-
rer un maillage de bonne qualité produisant des résultats numériques précis avec
le minimum d’éléments possible. C’est pourquoi un interfacage entre le mailleur
adaptatif OPTIFORM et un solveur élément fini a été développé pour cette these.
Par la suite la méthode de remaillage adaptatif sur laquelle est basée OPTIFORM
est détaillée.
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2.5 Génération de maillage

2.5.1 Validité et la qualité en forme des éléments de maillage

Lorsqu’on parle d'un élément de maillage, il faut toujours vérifier deux critéres
tres importants : la validité de 1’élément et sa qualité [8o] . Pour vérifier la va-
lidité d'un élément, il faut paramétrer 1'élément en utilisant les fonctions forme
sur chaque noeud de 1’élément dans 1'espace de référence. Ensuite, en utilisant la
technique de Lagrange, on définit une application F qui envoie cet élément dans
I'espace réel. Une fois que la fonction F est définie, on calcule le Jacobien de F (dé-
terminant de la matrice des dérivées partielles premiéres). Par la suite, I'analyse est
simple : un élément est valide lorsque le Jacobien est strictement positif. En effet,
cette condition sur le Jacobien provient du fait qu’en élément finis, on integre les
fonctions sur un élément dans 'espace de référence :

/k G dx dy (2.54)
| (2.55)
/,; G J(F) d% dj (2.56)

Pour calculer I'intégrale il faut que le Jacobien soit strictement positif.

Le deuxiéme critere de qualité est une vérification de 1'aspect géométrique d'un
élément. Pour cela on mesure la quantité Qy qui représente 1'écart de 1'élément
par rapport a I'élément idéal qui est connu pour chaque type d’élément. En effet,
l'utilisation d"un élément idéal assure la convergence du calcul et la précision de la
solution [80]. On a donc intérét a ce que tous les éléments soient les plus proches
que possible des éléments idéaux.

2.5.1.1 Les éléments surfaciques : condition de validité

A titre d’illustration, nous discutons le cas d’un triangle de degré 1 (P;) puisque
c’est 1’élément utilisé pour mailler les surfaces dans le cadre de cette these. Nous
introduirons ainsi les fonctions formes, le Jacobien et la qualité Q.

Soit le triangle K dans 'espace de référence (o, %,7,%), qui envoie le triangle k
dans 'espace réel (o, x,y, z) (figure 2.12).
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Ya

FIGURE 2.12: Triangle de référence et sa projection dans 1’espace réel.

Ce triangle est défini par trois noeuds, par conséquent, il existe donc trois fonc-
tions forme ¢y, @1 et @2 qui sont les suivantes :

Po(£,9) =1-2—7 (257)
p1(%,9) =% (2.58)
P2(%,9) = §- (2.59)

La fonction F est définie par :
F(2,9) =) ¢i(®,0)Ai=(1—-%—19) Ao+ % A1+ 7 As. (2.60)

i
Le Jacobien est :
oF OF —_— —

](F): % a_ﬁ| = |—A0+A1 —Ao—l—Az‘ = |A0A1 AOA2| (2.61)

Par la suite, on dit que le triangle est valide si et seulement si J(F) > 0.

Pour les élément triangulaires, 1'élément idéal est le triangle équilatéral. La me-
sure de "écart d’un triangle k par rapport I'élément idéal peut étre définit par la

mesure de la qualité suivante [80] :

Qr = 2\/5;1—’;, (2.62)

avec hy et [y respectivement le plus grand coté et le rayon de plus grand cercle
inscrit dans le triangle k . La mesure Qj varie de 0 a 1, 0 est le mesure pour le plus
mauvaise élément, le triangle plat, et 1 pour 1’élément idéal, le triangle équilatéral.

Il faut que Qy > % pour garantir la qualité en forme.
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2.5.1.2 Les éléments volumiques : condition de validité

Dans le cas d'un tétraedre de degré 1 (P;), élément utilisé pour mailler les vo-
lumes dans le cadre de cette thése, nous introduisons les fonctions de forme, le

Jacobien et la qualité Q.

Soit le tétraedre K dans 'espace de référence (o, £, 7,2), qui envoie le tétraedre k
dans l'espace réel (o, x,y, z).(figure 2.13)

FIGURE 2.13: Tétraédre de référence et sa projection dans ’espace réel

Ce tétraedre est défini par quatres noeuds, par conséquent, il existe quatre fonc-
tions forme @g, ¢1, P2 et @3 :

go(2,9,2) =1-2—9—2 (2.63)
¢1(2,9,2) = 2 (2.64)
P2(%,9,2) =9 (2.65)
93(2,7,2) = 2 (2.66)

F(%,9,2) = Zcpi(f,y,z)Ai =(1—-2—9—-2) Ag+2 A1 +7 Ar+2 A3 (2.67)

oF oF OoF > 5 5
J(F) = 9% 9y o2 = |ApA1 ApAy AoAr

(2.68)
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Le tétraédre est valide si et seulement si J(F) > 0. L'élément idéal est le tétraedre
régulier. La mesure de 1’écart entre le tétraedre k et 1'élément idéal est défini par la
mesure de la qualité suivante :

Qi =2V, (2.69)

avec hy et [ le plus grand coté et le rayon de la plus grande sphere inscrite dans le
tétraédre k respectivement.

La mesure Qj varie de 0 a 1, 0 est le mesure pour le plus mauvaise élément, le
tétraedre plat, et 1 est celle pour 1'élément idéal, le tétraedre régulier. Il faut que
Qx > % pour garantir la qualité en forme.

La qualité des éléments étant définie, il est utile d’introduire les spécificités du
mailleur OPTIFORM, afin de comprendre la différence avec les mailleurs clas-
siques.

2.5.2 Généralités sur la génération de maillage

Dans le cas général, pour définir un maillage on utilise souvent la notion de
métrique, ou distance. Nous allons tout d’abord rappeler la notion de métrique
définie dans R ainsi que celle de longueur relative a une métrique donnée [62, 81,
82].

Métriques M : Soit P un point d’un domaine Q) fermé borné dans IR?, la forme
générale d’un métrique ou encore d'un tenseur métrique est une matrice (3 x 3)
symétrique définie positive M (P).

a(P) b(P) c(P)
M(P) = |b(P) d(P) e(P) (2.70)
c(P) e(P) f(P)

Pour que M (P) soit définie positive, il faut que a(P) > 0, ad —b*> > 0 et
det(M(P)) > 0. Les coefficients 4, b, c, d, e et f sont proportionnels a 1'unité de
mesure h(P) qui peut changer suivant une direction donné.

Longueur dans la métrique M : Soit P et Q deux points de (), la distance de A a
B dans I'espace euclidien muni d’une métrique M est définie par [8o] :

i (P.Q) = IPOllae = /< PO, PG >0 = V/POT-M-PO  (271)

Avec < lﬁ, lﬁ > ¢ désigne le produit scalaire dans la métrique M.
A la différence de l'espace euclidien classique ot1 la métrique M n’est que la ma-
trice identité I; autrement dit 'unité de mesure est constante dans toutes les direc-
tions, la métrique riemannienne sur () ou 'unité de mesure change dans chaque
direction. Par la suite, le domaine () muni de la métrique M sera désigné par
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(Q, M).

Avec la métrique riemannienne, la longueur Ly entre P et Q est donnée par :

Ly =du(PQ) = [ /PO M+ 180 PO (2.72)

Avec t € [0,1]. Le terme M (P + tl@) englobe les distances pour chaque point
X; € [P;Ql.

Maillage classique : uniforme ou géométrique [83] : Par définition, le maillage

du (Q), M) est une triangulation de Q). Typiquement, un maillage de qualité idéale
est un maillage équilatéral : tous les éléments qui composent le maillage sont équi-
latéraux. En pratique, la réalisation d"un tel maillage est impossible pour un géo-
métrique quelconque. Par conséquent, on cherche le meilleur maillage possible.
Ceci reste un probléme d’optimisation ouvert et trés complexe.
En toute généralité, il existe deux approches de discrétisation de domaine envisa-
geables pour générer un maillage de qualité. La premiere approche est dite maillage
uniforme dans laquelle la longueur de toutes les arrétes est de taille constante / dans
une métrique M. Cette approche permet de fournir un maillage de qualité proche
de celle du maillage équilatéral. D’autre part, la discrétisation d'un domaine qui
présente des courbures transforme généralement ce domaine en polygones dans
le cas 2D ou en polyedres dans le cas 3D. Par conséquent, une bonne représenta-
tion des frontiéres d’'un domaine lors du maillage uniforme nécessite un trés grand
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