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Résumé

Des prédictions de changements pour des réseaux de réactions avec information
cinétique partielle peuvent étre obtenues par raisonnement qualitatif avec I’inter-
prétation abstraite. Un probleme de prédiction classique en biologie systémique
est de savoir quels knock-outs de genes peuvent, ou doivent, augmenter le flux de
sortie d’une espece ciblée a I’état stationnaire. Répondre a une telle question pour
un réseau de réactions donné demande de raisonner avec des différences abstraites
telles que “augmenter” et “diminuer”.

Une tache fondamentale pour des prédictions de changements a été présentée
par ( ). I s’agit du probléme de calcul de I’abstraction de dif-
férences d’un ensemble de solutions positives d’un systeme d’équations linéaires
avec des contraintes de différences non linéaires. Précédemment, des algorithmes
de surapproximation pour cette tache ont été proposés en utilisant différentes heu-
ristiques, par exemple basées sur la réécriture des équations linéaires. Dans cette
theése, nous présentons les premiers algorithmes exacts pouvant résoudre cette
tache pour les deux abstractions de différences utilisées dans la littérature.

En guise de premiere contribution, nous montrons pour un systeme d’équa-
tions linéaires, comment caractériser 1’ abstraction booléenne de 1’ensemble de ces
solutions positives. Cette abstraction associe 1 a n’importe quel réel strictement
positif, et 0 a 0. La caractérisation est donnée par I’ensemble des solutions boo-
léennes d’un autre systeme d’équations, qui est obtenu a partir des modes élémen-
taires. Les solutions booléennes de ce systeme caractéristique peuvent étre cal-
culées en pratique a 1’aide de la programmation par contraintes sur les domaines
finis. Nous pensons que ce résultat est intéressant pour I’analyse de programmes
fonctionnels avec arithmétiques linéaires.

Comme seconde contribution, nous présentons deux algorithmes qui calculent,
pour un systeme d’équations linéaires et de contraintes a différences non linéaires
donné, I’abstraction de différences en Aj; et respectivement en Ag. Ces algorithmes
s’appuient sur la caractérisation des abstractions booléennes pour les systeémes
d’équations linéaires issue de la premiere contribution. Le lien entre ces abstrac-
tions est défini en logique du premier-ordre, tel que I’ abstraction peut étre calculée
par la programmation par contraintes sur les domaines finis également.

Nous avons implémenté nos algorithmes exacts et les avons appliqués a la pré-
diction de knock-outs de genes qui peuvent mener a une surproduction de leucine
dans B. Subtilis, nécessaire pour la surproduction de surfactine en biotechnolo-
gie. Le calcul des prédictions précises avec 1’algorithme exact peut tout de méme
prendre plusieurs heures. Pour cela, nous présentons aussi une nouvelle heuris-
tique, basée sur les modes élémentaires, pour le calcul de I’abstraction de diffé-
rences. Celle-ci fournit un bon compromis entre précision et efficacité en temps.



Mots clés: Interprétation abstraite, biologie systémique, équations linéaires, pro-
grammation par contraintes, réseaux de réactions avec cinétique partielle.



Abstract

Change predictions for reaction networks with partial kinetic information can be
obtained by qualitative reasoning with abstract interpretation. A typical change
prediction problem in systems biology is which gene knockouts may, or must, in-
crease the outflow of a target species at steady state. Answering such questions for
reaction networks requires to reason about abstract difference such as “increases”
and “decreases”.

A task fundamental for change predictions was introduced by
( ). It is the problem to compute for a given system of linear equations with
nonlinear difference constraints, the difference abstraction of the set of its positive
solutions. Previous approaches provided overapproximation algorithms for this
task based on various heuristics, for instance by rewriting the linear equations. In
this thesis we present the first algorithms that can solve this task exactly for the
two difference abstractions used in the literature so far.

As a first contribution, we show how to characterize for a linear equation sys-
tem the boolean abstraction of its set of positive solutions. This abstraction maps
any strictly positive real numbers to 1 and O to 0. The characterization is given by
the set of boolean solutions for another equation system, that we compute based on
elementary modes. The boolean solutions of the characterizing equation system
can then be computed based on finite domain constraint programming in practice.
We believe that this result is relevant for the analysis of functional programs with
linear arithmetics.

As a second contribution, we present two algorithms that compute for a given
system of linear equations and nonlinear difference constraints, the exact diffe-
rence abstraction into Az and A4 respectively. These algorithms rely on the cha-
racterization of boolean abstractions for linear equation systems from the first
contribution. The bridge between these abstractions is defined in first-order logic.
In this way, the difference abstraction can be computed by finite set constraint
programming too.

We implemented our exact algorithms and applied them to predicting gene
knockouts that may lead to leucine overproduction in B. Subtilis, as needed for
surfactin overproduction in biotechnology. Computing the precise predictions with
the exact algorithm may take several hours though. Therefore, we also present a
new heuristics for computing difference abstraction based on elementary modes,
that provides a good compromise between precision and time efficiency.

Keywords: Abstract interpretation, systems biology, linear equation systems,
constraint programming, reaction networks with partial kinetic information.
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1.1 Contexte général

1.1.1 Biologie des systemes

Le fonctionnement de tout organisme vivant repose sur ses interactions molé-
culaires. La compréhension de ces interactions et de leurs dynamiques est le sujet
de la biologie des systemes ( , ). C’est un domaine interdisciplinaire
alliant mathématiques, informatique, physique, chimie, biologie, et biotechnolo-
gie, dont I’approche est d’analyser les systemes biologiques a I’aide de modeles.
La biologie des systemes en informatique est apparue récemment, méme si

( ) a commencé des travaux bien avant, la conférence principale sur le
domaine CMSB (Conference on Computational Methods in Systems Biology) n’a
été fondée qu’en 2005.

La connaissance du génome, du transcriptome et du protéome est fondamen-
tale pour la biologie de systemes, mais insuffisante étant donné qu’il s’agit unique-
ment de données statiques, et non dynamiques. Ces connaissances sont fournies
par la bioinformatique. Pour analyser le génome, une approche fréquente est la re-
cherche de motifs et I’alignement de séquences. La bioinformatique a par la suite
été étendue a d’autres types de données statiques venant de 1’étude du transcrip-
tome et du protéome. On cherche par exemple a savoir quelle partie du génome
encode un certain ARN messager (le transcriptome), qui lui-méme permet d’ex-
primer des protéines (le protéome). De cette facon on peut déterminer quelles
protéines peuvent €tre produites a partir de ce gene.

1.1.2 Modélisation de systemes biologiques

Un probleéme de la biologie des systemes est de reconstruire des connaissances
pertinentes de la dynamique de systémes biologiques a partir de données expéri-
mentales. Par exemple, on peut acquérir la connaissance de dépendances entre les
molécules par des méthodes d’apprentissage ( , ). Méme si celles-ci
peuvent permettre la compréhension de la dynamique des systemes biologiques,
elles restent insuffisantes pour les simuler ou prédire les conséquences d’un chan-
gement de systémes, comme par exemple un knock-out de genes.

Une idée générale de la biologie des systemes est donc de créer des modeles de
systeme biologique, qui peuvent €tre simulés ou qui permettent de faire des pré-
dictions du comportement de ce systeme. La modélisation est 1’art de créer de tels



modeles. Ceci est souvent fait par la coopération interdisciplinaire de biologistes,
de chimistes, d’informaticiens et de mathématiciens. Différentes techniques de
modélisation existent pour répondre a différents problemes ( , ), qui
peuvent étre faites a de multiples échelles ( , ) : organisme,
tissu, cellule, molécule, gene, etc ... Ces interactions se passent souvent au cours
d’une boucle de création de modeles, suivie par une validation via des simulations
ou des prédictions. Si la validation échoue, il faut comprendre les raisons, et pas-
ser de nouveau a la création d’un meilleur modele. Ceci peut aussi nécessiter de
refaire des expériences pour valider ou réfuter des hypotheses biologiques. Mais
dans la plupart des cas, le probleme a déja été résolu dans la littérature biologique,
qu’on doit donc parcourir pour chercher et extraire les connaissances manquantes.

1.1.3 Modeles mathématiques déterministes

Les modeles les plus fréquents de la dynamique de systemes biologiques sont
des modeles mathématiques qui sont des systemes d’équations différentielles.

Les équations les plus fréquentes sont les équations différentielles ordinaires
(EDOs). Elles permettent de représenter I’évolution au cours du temps des concen-
trations de chaque espece d’un systéme de réactions chimiques de fagon détermi-
niste et continue. Lorsque les parametres des EDOs et les concentrations initiales
des especes sont fixés (par connaissance ou approximation), il est possible de si-
muler I’évolution des concentrations au cours de temps par ordinateur (

, ). On peut voir, a titre d’exemple, avec la FIGURE le modele
d’EDOs du cas classique de la dégradation enzymatique. Il décrit la transforma-
tion d’un substrat S en un produit P, en présence d’une enzyme E, avec la forma-
tion d’un complexe intermédiaire C. La vitesse des réactions dépend de la valeur
réelle positive que prennent leurs parametres cinétiques k, k_; et k;:

ky
S+E=—=C

k-1

ko
C—E+P

La FIGURE montre une simulation de ce modele, chaque courbe représente
I’évolution de la concentration d’une espece du systeme dans le temps. Pour
cette simulation nous avons fixé la valeur des concentrations initiales comme suit
:C@0) = 0,P0) = 0,EQ0) = 10,5(0) = 20 ; et les valeurs des parametres :
ky = 10.0,k_; = 5.0,k = 8.0.
On retrouve les EDOs par exemple avec le controle du cycle cellulaire (

, ), ou encore, pour I’analyse de réseau moléculaire impliqué dans
la formation des rythmes circadiens ( , ). Des bases de
données, telles que BioModels ( , ), fournissent des collections



LD = _fEDS (1) + k-1 C(t) + ko C(2)
% =~k EDS (1) + k_,C (1)
LW — [ EMS (£) — k-, C(t) — ka C(1)

dlglft)
= k,C(1)

Ficure 1.1 — Modele d’EDOs de la dégradation enzymatique.

oowmm

Ficure 1.2 — Trace de la simulation du modele d’EDOs de la FIGURE avec les
valeurs des concentrations initiales fixées comme suit : C(0) = 0, P(0) = 0, E(0) =
10,5 (0) = 20 ; et les valeurs des parametres : k; = 10.0,k_; = 5.0, k, = 8.0.

de modeles de ce type, elles sont souvent exprimées dans le langage SBML (sys-
tems biology markup language) ( , ).

Les EDOs peuvent aussi modéliser des aspects de systeémes biologiques, qui
ne sont pas directement dérivés a partir d’un réseau de réactions. Par exemple,
le pancréas peut €tre modélisé comme un contréleur de la glycémie — la concen-
tration du glucose dans le sang. Quand la glycémie augmente au-dela d’un seuil,
de I’insuline est sécrétée par le pancréas pour la réduire. ( )
utilise des systemes d’EDOs pour modéliser le pancréas comme un contréleur
de la glycémie, tel que les modeles puissent simuler 1’évolution de la glycémie
postprandiale humaine — apres un repas.

Quand les parametres d’un systeme d’EDOs sont inconnus, on peut essayer
de les estimer a partir de données expérimentales. C’est le cas, par exemple, dans
le modele de ( ). Cependant, en général, la qualité des va-



leurs estimées des parametres ne sera bonne que si les données expérimentales
disponibles sont suffisantes pour bien caractériser les parametres manquants.
Nous notons finalement que des systeémes d’équations différentielles partielles
(EDPs) sont utilisés pour modéliser des systemes biologiques spatiales (voir par
exemple ( )). Les systemes d’équations de réaction-diffusion qui
prennent en compte des données spatiales sont des EDPs. On peut voir I’exemple
simple de 1’équation de Kolmogorov—Petrovsky—Piskunov ( ,
) qui considere la concentration d’une espece dans un espace a une dimen-
sion. Les solutions des équations de réaction-diffusion permettent de représenter
de nombreux comportements, ( ) par exemple décrit I’apparition auto-
nome et naturelle de patterns a partir d’un état uniforme et homogene.

1.1.4 Modeles stochastiques

Les approches de modélisation déterministes basées sur des équations diffé-
rentielles font I’hypothese implicite que les concentrations des especes considé-
rées sont présentes en grande quantité, elles ne varient pas énormément sur plu-
sieurs instances d’un méme systeme biologique modélisé. Cependant, lorsque des
especes sont présentes en petit nombre cette hypothese ne s’applique plus, et il
faut passer a la modélisation stochastique.

Les modeles stochastiques les plus fréquents sont les chaines de Markov a
temps continu (CTMC) ( ). Elles formalisent I’évolution
d’un systeme par des transitions entre différents états, et a chaque transition est
affectée une probabilité de se produire. Puis, il est possible simuler I’évolution

dynamique d’'une CMTC a I’aide d’un algorithme de Gillespie ( , ).

Un exemple pour un modele stochastique basé sur des CTMCs est 1I’étude de

la régulation de I’expression du bactériophage lambda ( , ), ou

I’activité des promoteurs transcriptionnels de faible activité ( , ).

( ) montre, qu’a partir des CTMCs de ces modeles ont

également été produits des programmes dans le w-calcul stochastique ( ,
; , )-

1.1.5 Modeles par réseaux de réactions

Des systémes biologiques peuvent étre aussi modélisés directement par des
réseaux de réactions chimiques.
Modeles de graphes informels

Des biologistes et biochimistes ont représenté des réseaux de réactions chi-
miques sous de multiples formes graphiques, pour regrouper leurs connaissances.



‘[ Lpdv }[ BkdAA BkdAB H BkaB }l Bed Ywah YhoE
2 e

valer tdhyug

Ficure 1.3 — Exemple de modele informel du SubtiWiki, représentant une partie
de la voie de synthese des acides gras chez la bactérie B. Subitilis.
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FiGure 1.4 — Graphe de la réaction chimique avec cinétique (n).

On retrouve, par exemple, le SubtiWiki ( , ) qui regroupe I’en-
semble des connaissances biologiques concernant le métabolisme de la bactérie
Bacillus Subtilis, ou encore la base de données KEGG ( , )
et EcoCyc ( , ) qui regroupent un ensemble de données relatives
aux génomes, aux voies métaboliques et aux composés biochimiques. Un graphe
exemple du SubtiWiki est illustré dans la FIGURE

Il est possible de faire de la simulation de ces graphes lorsque les données nu-
mériques sont disponibles, par I’utilisation d’outils tels que E-cell, Gepasi, BioS-
pice. Cependant, il n’est pas possible d’appliquer des raisonnements biologiques
sur ces modeles, méme pour ceux contenant des valeurs quantitatives, ils ne four-
nissent pas de sémantique formelle permettant de simuler ou analyser le compor-
tement des systémes biologiques modélisés.

Modeéles formels

Une approche formelle de la définition de systémes de réactions chimiques a
été introduite par ( , ). Son formalisme considere un ensemble
d’especes, dont on fait I’abstraction de toute structure interne (on ne regarde ni
sa structure, ni sa composition atomique). Une réaction chimique avec de telles
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FiGure 1.5 — Graphe du réseau de réactions avec cinétique de la dégradation en-
zymatique, avec les parametres cinétiques ki, k,, k_; respectifs des réactions nom-
mées 1,2, et —1.

especes transforme un multiensemble d’especes comme 2S + S’ dans un autre
multiensemble d’especes P + 3P’ avec une vitesse définie par une expression ci-
nétique, comme par exemple S? S’ E?/(1.4+1). Ici les espéces agissent comme
des variables pour I’évolution de leurs concentrations dans le temps, donc du type
R, — R,. Cette réaction, qui est illustrée graphiquement par la FIGURE s’écrit
comme suit :

(n) 2S+S > P+3P;8*«S «E*/(14+1)

Les especes S et S’ sont appelées les substrats, comme elles sont consommées
par la réaction, et les especes P et P’ sont appelées les produits, qui sont produites
par la réaction. Les especes E et I ne sont ni un substrat, ni un produit, mais elles
apparaissent dans 1’expression cinétique. On dit qu’elles sont des modificateurs de
la réaction. L’expression cinétique de cet exemple exprime que E est une enzyme,
qui active et accélere la réaction, tandis que / un inhibiteur, il ralentit la réaction.
Bien entendu, il est possible d’avoir de multiples enzymes et inhibiteurs dans
ce type de réaction chimique abstraite. Finalement, nous assumons que chaque
réaction porte un nom unique, ici (n), pour pouvoir les identifier plus facilement
dans des représentations graphiques.

Un réseau de réactions est un ensemble de réactions chimiques. Chaque ré-
seau peut étre représenté graphiquement par un graphe biparti, suivant 1’esprit des

graphes de réseaux de ( ), aussi appliqué en biologie des systémes (
, ). Le graphe du réseau, avec I’unique réaction décrite ci-dessus,
est donné en FIGURE |.4. Dans le graphe biparti, a chaque réaction est assigné un

nceud “boite”, dans lequel le nom de la réaction est inscrit, et auquel 1’expression
cinétique est annotée. Puis, a chaque espece est associé¢ un nceud “cercle” dans
le graphe, dans lequel le nom de I’espece est inscrit. Chaque substrat est lié a sa
réaction par une aréte orientée vers la réaction, sur laquelle la multiplicité du sub-
strat est annotée, si elle est différente de 1. Symétriquement, chaque produit est 11é



a sa réaction par une aréte orientée vers le produit, sur laquelle 1la multiplicité du
produit est annotée, si elle est différente de 1.

Les graphes bipartis d’un réseau représentent toute 1’information du réseau
sans perte. De ce fait, nous pouvons et allons définir des réseaux de réactions
chimiques par leur graphe. Par exemple le réseau de la dégradation enzymatique
en FIGURE contient quatre especes: un substrat S, un complexe C, un produit
P, et une enzyme E. Et il a trois réactions: la réaction nommée 1 qui combine un
substrat § avec une enzyme E dans un complexe C, sa réaction inverse nommée
—1, et la réaction nommée 2 qui transforme le complexe C en un produit P en
libérant une enzyme E.

Sémantiques des réseaux

Un modele formel est obtenu par le choix de la sémantique d’un réseau de
réaction. ( ) montrent qu’a chaque réseau de réactions
chimiques peut étre assigné plusieurs s€émantiques : stochastique, déterministe,
non-déterministe, booléenne; et que ces sémantiques sont de plus en plus abs-
traites.

La sémantique déterministe est donnée par 1’ensemble d’équations différen-
tielles inférées du réseau de réactions, qui décrit 1’évolution des concentrations
de chaque espece du systeme dans le temps. Ainsi, pour chaque espece A le sys-
teéme contient une équation différentielle qui correspond a la dérivé %. Le systeme
d’EDOs obtenu a partir du réseau de la dégradation enzymatique a été donné au-
paravant avec la FIGURE |.1. De plus, une simulation de ce systeme d’EDOs avec
des valeurs fixées pour les parametres et les concentrations initiales est donnée
par la FIGURE

La sémantique stochastique en terme de CTMC peut étre définie pour tous les
réseaux de réactions. Les expressions cinétiques servent dans les transitions des
CTMCs, voir par exemple ( , ).

Une sémantique non-déterministe est obtenue en considérant des réactions
chimiques comme des regles de réécriture de solutions chimiques, et en ignorant
les expressions cinétiques. Cela est élaboré par ( ) ;

( ). Il s’agit de la sémantique des réseaux de ( ) classiques. Si
lors de la réécriture, plusieurs réactions peuvent étre applicables en méme temps,
on doit choisir une des possibilités d’'une maniere asynchrone, et regarder tous
ses choix possibles. Ainsi, on construit un graphe de réécriture représentant I’en-
semble de tous les comportements possibles, et 1’on regarde si un attracteur peut
ou doit étre atteint.

La sémantique booléenne offre une sémantique de réécriture non-déterministe
alternative, ou I’on ne regarde pas le nombre d’especes a chaque instant, mais
uniquement leur existence.



Analyses des réseaux

Selon la sémantique utilisée nous pouvons faire différentes analyses de ces ré-
seaux de réactions, qui servent a comprendre leurs fonctionnements.
Simulation. L’analyse la plus répandue est la simulation de la dynamique d’un
réseau de réactions. Des algorithmes de simulation différents s’appliquent a la
sémantique déterministe différentielle et a la sémantique stochastique avec des
CTMC, cela nécessite que les parametres cinétiques soient connus, et que les
concentrations ou le nombre d’especes initiales soient donnés. La sémantique non-
déterministe par réécriture, peut également étre simulée étape par étape, en pro-
duisant un digraphe de solutions chimiques, et non pas une trace réelle du méme
type que celle de la FIGURE
Vérification de propriétés de modeles. L' outil BioCham permet la vérification de
propriétés de modeles, qui ici correspondent a la sémantique, déterministe, sto-

chastique ou booléenne d’un réseau de réactions chimiques ( , ).
Ces propriétés peuvent étre définies dans une logique temporelle comme LTL,
CTL, ou pCTL ( , ) adaptée a la sémantique considérée.

Dans le cas de la sémantique déterministe, on peut vérifier par exemple I’ atteign-
abilité d’une solution chimique telle que la concentration d’une espece d’intérét
soit plus grande que 5.1, ou encore, vérifier si la concentration d’une espece va
osciller, étant donné un état de départ. Puis, il est possible de corriger des réseaux
pour qu’une propriété logique devienne vraie, ou encore, de chercher la valeur de
parametres cinétiques permettant aux traces du réseau de satisfaire une propriété
logique.

Dans le cas de la sémantique stochastique, on peut vérifier par exemple, si la

probabilité d’atteindre une solution chimique avec une propriété logique est plus
grande que 0.9.
Analyse de sensibilité. 1. outil Copasi ( , ) offre une analyse de
sensibilité des concentrations a I’état stable a partir de la valeur des parametres
du réseau. Il permet aussi d’estimer ces parametres de sorte que les traces de
simulation du réseau s’approchent au mieux des données expérimentales.

1.1.6 Réseaux sans information cinétique

Les expressions cinétiques sont souvent inconnues pour réactions chimiques.
Cela est vrai en particulier pour des réactions de réseaux informels, sous forme
graphique, comme on peut en trouver dans le SubtiWiki ( , ). Une
des raisons vient du fait que certaines de leurs réactions sont utilisées pour repré-
senter de facon simplifiée des sous-réseaux plus complexes.

Un autre probleme apparait pour les réseaux métaboliques qui peuvent étre
fortement régulés mais dont la régulation n’est connue que partiellement. De ce



fait, il n’est pas possible de connaitre 1’expression cinétique de fagon a n’avoir
plus qu’a estimer les parametres.

De plus, les données expérimentales mesurables en métabolomique concernent
uniquement les concentrations des métabolites, et non les vitesses de flux qui nous
intéresseraient.

Pour toutes ces raisons, nous nous sommes intéressés aux réseaux de réactions
chimiques sans information cinétique. Par contre, les analyses quantitatives par
simulation ne sont plus applicables. En réponse a cela d’autres types d’analyses
basées sur des états stables ont été proposées.

Analyse de I’équilibre des flux

Des réseaux de réactions chimiques, dont les expressions cinétiques sont in-
connues, sont utilisés, par exemple, pour décrire les réactions purement métabo-
liques sans aucune régulation. A 1’état stable, ces réseaux décrivent un systeme de
flux a I’équilibre.

L’analyse de flux a équilibre est une approche tres utilisée ( , )
pour les réseaux métaboliques sans information cinétique. Son objectif est de pré-
dire le taux de croissance d’un organisme ou le taux de production d’un métabolite
d’intérét. Pour ce faire, la sémantique déterministe du réseau, en termes de EDOs,
peut étre simplifiée par un systeme d’équations linéaires dont les variables re-
présentent les vitesses des réactions. Les équations linéaires caractérisent 1’état
stable : la vitesse de production de chaque espece doit étre égale a la vitesse de sa
consommation. Les équations linéaires peuvent aussi étre exprimées de manicre
équivalente par une équation matricielle Ax = 0 ou A est la matrice stoechio-
métrique du réseau et x le vecteur de variables de vitesse de ces réactions. Cette
approche utilise donc la stoechiométrie du réseau pour inférer des contraintes sur
les flux métaboliques. Grace a la programmation linéaire, on cherche a optimiser
une fonction objective fixée selon la prédiction que I’on souhaite faire. Cette ap-
proche basée sur I’optimisation est la plus couramment utilisée ( ,

: , ; , ). Cependant, la solution n’est pas
forcément unique, elle retourne souvent un ensemble de solutions optimales.
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FiGure 1.6 — Graphe du sous-réseau métabolique de la bactérie B. Subtilis produi-
sant la leucine a partir de pyruvate.



1.2 Contexte local

Nous présentons dans cette section les travaux de I’équipe BioComputing aux-
quels cette these fait suite. Il s’agit d’'une méthode d’analyse qualitative mise en
place pour faire la prédiction de knock-out de genes a partir de réseaux de réac-
tions avec information cinétique partielle ayant pour cible I’augmentation d’une
espece produite par 1’organisme modélisé.

1.2.1 Réseaux avec information cinétique partielle

Nous pouvons modéliser les réactions purement métaboliques par un réseau de
réactions chimiques sans information cinétique. La FIGURE représente graphi-
quement une partie du métabolisme, sans sa régulation, de la bactérie B. Subtilis:
la voie de production des acides aminés branchés: valine, leucine et isoleucine a
partir du pyruvate et de la thréonine.

Flux d’entrée et flux de sortie. Certaines réactions sont distinguées graphiquement
comme des flux d’entrée et d’autres comme des flux de sortie. Dans la FIGURE 1.6,
on voit par exemple le flux d’entrée de pyruvate et le flux de sortie de la
leucine . La vitesse des flux d’entrée est controlée par I’environnement, qui
peut modéliser le milieu dans le bioréacteur ou un réseau adjacent. Les vitesses
des flux de sortie sont, par contre elles, controlées par la concentration de 1’espece
qui sort.

Régulation. Le métabolisme de tout organisme est régulé par I’intervention d’en-
zymes régulatrices, qui peuvent activer, accélérer ou réprimer une réaction. Pour
représenter cela, nous allons considérer des réactions avec des modificateurs qui
peuvent étre des :

inhibiteurs qui diminuent la vitesse d’une réaction,
activateurs qui activent et augmentent la vitesse d’une réaction,

accélérateurs qui augmentent la vitesse d’une réaction.

0 ® 0 O
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Ficure 1.7 — La réaction nommée 1 contient un substrat S, un produit P, un
activateur A et un inhibiteur /. La réaction 1 est en gris et n’est donc pas candidate

pour un knock-out. La réaction 2 est similaire sauf qu’elle est en orange et est
donc candidate pour un knock-out.



La ricure |.7 donne la représentation graphique d’une réaction nommée 1, qui
consomme un substrat S et produit P sous le contrdle inhibiteur de [ et 1’activation
de A. Notre formalisme graphique permet aussi de prendre en compte des réac-
tions chimiques possédant plusieurs substrats, produits, activateurs et répresseurs.

Cette réaction est colorée en gris, cela signifie qu’elle n’est pas candidate pour
un knock-out. Elle peut donc s’écrire sous forme textuelle comme suit :

(1) S —> PS5« Axinh(l)

ou Inh : R, — R, est la fonction telle que Inh(r) = 1/(1 + r) pour tout
r € R,. Des réactions comme la réaction nommée 2, dont la boite la représentant
est orangée, sont candidates pour un knock-out. Elles s’écrivent quant a elles de
la sorte :
(2) S > Pi00% 5= AxInh(l)

ou 0, est une variable booléenne, telle que o, = 1 si et seulement si la réaction 2
est active, et donc ne subit pas de knock-out.

Expressions cinétiques similaires. Cependant, avec ce type de réseaux, nous n’avons
pas d’information cinétique précise pour savoir de combien la vitesse d’une réac-
tion est impactée par un de ces régulateurs. Nous pouvons juste constater que si
la concentration de | diminue, son impact répresseur diminuera et donc la vitesse
de la réaction augmentera. La vraie expression cinétique de la réaction 1 est donc
similaire a I’expression:

w A s Inh(l)

dans le sens qu’elle a le méme comportement monotonique. Par exemple, si la
concentration du produit § augmente alors la valeur de la vraie expression ci-
nétique augmente. De méme dans le cas ou la concentration de I’activateur A
augmente, ou si la concentration du répresseur / diminue.

1.2.2 Sémantique de différences des réseaux

Les réseaux sont étudiés a 1’état stationnaire, on peut donc de fagon clas-
sique obtenir un ensemble d’équations linéaires pour la partie métabolique, et
des contraintes non linéaires pour la régulation modulo similarité. Ceci peut €tre
formalisé en se basant sur les notions de différences concretes et abstraites.
Différences concretes et abstraites. Une différence concrete est une paire de réels
POSitifs (Vavant> Vapres) € R2. Elle peut décrire, relativement a un changement d’état
stable, la paire composée de la valeur assignée a une variable avant v, et apres
Vapres Un changement. Les variables pourraient par exemple étre la vitesse d’un
flux d’entrée, d’un flux de sortie, d’une réaction, ou encore la concentration d’une
espece.



R
_>
¢

~ 4

Ficure 1.9 — L’abstraction de
différences hy, : R2 — Ag.

Ficure 1.8 — L’abstraction de
différences hy, : R2 — A;.

Les différences abstraites partitionnent les différences concretes dans un en-
semble de classe finie. Nous considérons le domaine A; = {/\,\/, #} avec trois
différences abstraites, représentant une augmentation, une diminution, et le non
changement respectivement. La partition des différences concretes par les diffé-
rences abstraites en Ajz est illustrée par la FIGURE | .8. Elle est définie par la fonction
d’abstraction A, : Ri — A3, telle que pour tout (r,7') € Ri :

/\ sir<r’ augmentation
ha,(r, ')y =14 \/ sir>r diminution

~

~ sir=r" pasdechangement

[ abstraction que nous considérons dans notre outil de prédiction est plus fine,
elle spécifie le cas ou un changement commence a zéro ou finit a zéro. Cette
abstraction partitionne les différences concretes dans les six différences concretes
en Ay = {I,71,U,1,~,~} comme I'illustre la FIGURE . Plus formellement, la
partition est définie par la fonction d’abstraction s, : R2 — Ag, telle que pour
tout r, ¥’ € R,, nous avons:

T siO#r</r augmentation, mais pas a partir de 0
g pasap
L sir>r#0 diminution, mais pas jusqu’a 0
, ~ sir=r#0 pas de changement, a valeur non 0
hag(r,1’) = . , o
N si0=r<r augmentation a partir de 0
Y sir>r=0 diminution jusqu’a 0
~ sir=r =90 pas de changement a 0

Sémantique de différences. Pour tout affectation de variables @, @’ : V — R, nous
définissons leur différence concrete comme 1’affectation diff (o, @’) : V — Ri tel
que pour toute variable x € V:



Ficure 1.10 — Représentation graphique du réseau de réactions avec cinétique par-
tielle pour la régulation d’un promoteur du métabolisme de la bactérie B. Subtilis.

diff (@, @')(x) =ger (@(x), @' (x))

Considérons maintenant un réseau R avec information cinétique partielle. Soit L
son ensemble d’équations linéaires décrivant ses états stables et C I’ensemble de
ses contraintes cinétiques. Soit A € {A3, Ag} un domaine de différences abstraites
avec partition /5 : R2 — A. La sémantique de A-différences de R est définie par:

sem(R) =get {ha o diff (@, @) | @, @’ € sol**(L)} N sol*(C)

L’intersection avec sol*(C) signifie que nous ne considérons que les affec-
tations de variables vers des différences abstraites, qui satisfont les contraintes
cinétiques de C. Plus formellement, nous considérons A ici comme une structure
relationnelle définissant une opération d’addition +2, une opération de multiplica-
tion 2, et une opération d’inversion Ink". Les tables de ces relations sont données
pour A; et Ag en FIGURE 3.3 et FIGURE 3.4 respectivement. Les résultats de ces opé-
rations peuvent étre non-déterministes, en particulier les valeurs de /\ +% |/ et
A\ 2 {/ sont égales , de fagon non déterministe, 2 n’importe quel élément de A;.



1.2.3 Tache de prédiction de changements

Un changement est une modification apportée a un flux d’entrée, a savoir une
diminution ou une augmentation de la valeur de sa vitesse, ou le knock-out d’une
réaction candidate, qui revient a réduire a zéro sa vitesse. Les variables de contrdle
d’un réseau sont donc les variables pour les flux d’entrée et les réactions candi-
dates pour un knock-out.

On va chercher a prédire quel changement ou combinaison de changements
doivent étre appliqués au réseau pour qu’il ait le comportement souhaité. Pour cela
on doit fixer la contrainte cible qui doit étre satisfaite, dans notre cas il s’agira de
I’augmentation du flux de sortie d’une espece ciblée. Dans cette contrainte, nous
ajouterons aussi une limite maximale qui permet de fixer le nombre de change-
ments que I’on autorise. Dans le cas de la prédiction de knock-out unique, nous
indiquerons que seulement un changement sur une réaction candidate au knock-
out est autorisé. Cette contrainte cible 7 sera a interpréter sur Ag.

Si I’on regarde le réseau de la FIGURE , ses variables de controle sont
{VxCodY» VxTnra, V1, V7, V8, Vi) €t la contrainte vy, =T sera la contrainte cible qui
vise a augmenter le flux de sortie de . Soient V I’ensemble des variables de

sem(R) et Veonnsle € V I'ensemble des variables de controle de R. Afin de prédire
les changements sur les variables de contrdle qui satisfont la cible, nous allons de-
voir projeter I’ensemble de solutions abstraites générées sur celles-ci. Nous vou-
lons donc calculer pour un réseau R et une cible 7 donnés 1’ensemble de solutions
suivant :

semS™ (T = {ayy,..... | @ € sem(R) N s0l*(T)}

Pour notre application nous sommes particulierement intéressés a prédire quel
knock-out de réaction unique permettra d’atteindre la cible. Les changements pré-
dits devront donc contenir un knock-out seulement pour étre valides.

1.2.4 Algorithme de prédiction de changements

La tache de prédiction ne peut pas étre résolue telle quelle, nous expliquerons
pourquoi plus en détail dans la problématique. L’algorithme d’approximation de
John ( , ) nous permet de calculer une surapproximation de cet
ensemble de solutions par I'utilisation de I’interprétation abstraite, le théoreme
montre que ’on a I’inclusion :

sem;ontr()le(T) - SOZAG(EI(V \ Vcontréle- (L ACA T))

Cet algorithme reste une heuristique puisqu’il approxime sem$™'*(T'). Ainsi chaque
contrainte du systeme sera interprétée sur la structure A¢. L’algorithme mise en
place prend donc en entrée :



— Un réseau de réactions R avec information cinétique partielle C

— Une contrainte cible T
Etil retourne I’ensemble de prédictions obtenues apres interprétation des solutions
de I’ensemble :

SOZA(’(EI(V \ Vcontr()le- (L ANCA T))

Comme la structure Ag est finie, cet ensemble peut étre calculé par la program-
mation par contraintes. L ensemble des solutions générées pourra €tre ensuite in-
terprété comme des prédictions, il permet d’énumérer quel changement sur les
variables de contrdle permettra d’atteindre la cible.

1.2.5 Application a la surproduction de la Surfactine

Un prototype de I’outil Reaction-networks a été développé par 1’équipe Bio-
Computing, pour tester et appliquer cet algorithme de prédiction sur des pro-
bleémes concrets de la biologie des systeémes.

Lapplication principale jusqu’a ce jour est la prédiction de knock-out de genes
menant a la surproduction d’un métabolite, la leucine, chez la bactérie B.Subtilis.
La leucine est un acide aminé branché, c’est un des précurseurs de la surfactine, un
peptide non ribosomique demandé dans bien des domaines (pharmacologie, agri-
culture, environnement). Il a été prouvé dans ( ) qu’une surpro-
duction de leucine chez cette bactérie entrainait une surproduction de surfactine.
Cette application a ét€é mise en place en partenariat avec 1’équipe ProBioGEM.
La FIGURE montre le graphe du réseau de réaction avec information cinétique
partielle développé pour cette application. Il ne représente qu’une partie du mé-
tabolisme de la bactérie, il s’agit de la voie des acides aminés branchés: valine,
leucine et isoleucine.

L’ outil permet depuis 2018 de créer des réseaux de réactions avec information
cinétique partielle depuis un navigateur Web, par 1’ utilisation d’une interface gra-
phique affichant le graphe du réseau. Cette interface est accessible, pour preuve il
a été utilisé avec succes par des biologistes sans formation en informatique.

L’ outil permet de faire des prédictions de knock-out a partir de réseau de réac-
tion avec information cinétique partielle. Cela demande par contre aux utilisateurs
une expertise dans ce domaine de recherche en informatique pour pouvoir le ma-
nipuler.

L application de I’algorithme de prédiction sur ce réseau de réactions, présenté
dans ( ) montre que si I’on fixe pour cible une augmentation du
flux de sortie de la leucine avec un maximum de deux changements 1’algorithme
retourne 16 prédictions de knock-outs de réaction. Nous reviendrons dessus plus
tard dans cette these.



1.3 Problématique

Notre objectif principal est le calcul exact de sem™™(T) pour des réseaux de
réactions a information cinétique partielle R et une cible 7. Ceci nous demande,
en particulier pour le systeme d’équations linéaires L de R, de calculer I’ensemble
de différences abstraites obtenues a partir des différences concretes de solutions
réelles de L, en appliquant I’abstraction £, : Ri — Aou A € {A;, A¢}, c’est-a-dire:

{ha o diff (@, @) | @, @ € sol™ (L)}

Il s’agit d’éviter I’interprétation abstraite basée sur I’approximation de John, pour
arriver a un calcul exact de 1’abstraction.

1.3.1 DL approximation de John

La partition hy : R?2 — A devient un homomorphisme, si nous équipons R?
avec I’addition et la multiplication appliquées sur chaque composante a 1’aide de
+%+ et +™ respectivement. Puis, il n’est pas difficile de voir que :

sol* (L) = {diff (@, ) | a, @ € sol™ (L)}
L’ objectif est donc de calculer I’ensemble des solutions abstraites :
hp o sol™ (L)

Nous appelons un homomorphisme 4 : § — A, tel que dom(A) € dom(S), une
abstraction. Puis, nous considérons I’inclusion A C Rﬁ en identifiant chaque é1¢é-
ment § € A par un élément p € R? fixé tel que ha(p) = 6. Donc, hy, : R2 — Aj et
ha, : R2 — Ag sont bien des abstractions avec la définition donnée ci-dessus.

Notre premiere observation est que le Théoréeme de John peut étre généralisé
a toute abstraction 4 : § — A. Il montre que pour toute formule du premier-ordre
¢, existentielle et positive, I’ensemble des abstractions des solutions de ¢ dans
la structure concrete S est inclus dans I’ensemble des solutions de la structure
abstraite A :

ha o sol® (¢) C sol®(¢)

Ici nous sommes particulierement intéressés dans le cas ou ¢ est un systeme
d’équations linéaires L, obtenu par les équations issues d’un réseau de réactions
métaboliques a 1’état stable sans connaissance des parametres cinétiques.



1.3.2 Un exemple de surapproximation

En guise d’illustration de cette approximation, nous considérons 1’abstraction
de différences hy, : R2 — A, et application a la prédiction de changements au
réseau métabolique en FIGURE . Ce réseau contient un cycle entre deux especes

et B données par une réaction | qui transforme A en B et la réaction inverse
Puis, ’espece A a un flux d’entrée et I’espece B un flux de sortie.

Le flux d’entrée est controlé a I’externe, tandis que toutes les autres ré-
actions, incluant le flux de sortie , sont contrdlées a I’interne du réseau (par
les concentrations des especes et les cinétiques du réseau). Les seuls changements
sous contrdle externe pour ce réseau sont I’augmentation ou la diminution du flux
d’entrée . Ceci correspond aux équations avec des constantes de Ag :

Vin- iT or Vin- il

Si maintenant nous voulons augmenter le flux de sortie, c’est-a-dire v,,,.; =T, le
seul changement qui peut nous amener a cette cible est I’augmentation du flux
d’entrée , alors : v;,_» =T. Pour illustrer ce type de raisonnement avec notre
méthode formelle, nous considérons le systeme d’équations linéaires ¢ qui décrit
I’équilibre des flux de toutes les réactions a 1’état stationnaire ( , ;

, ; ; )-
Vv = + vy A v = + vy
La FIGURE nous donne les trois solutions de sol*(¢) qui satisfont la cible

=T. Les deux premieres de ces trois solutions, par contre, ne sont pas des
ha-abstractions de solutions réelles, puisque toute solution réelle doit satisfaire :

Comme cette égalité est une conséquence directe de ¢ sur les réels, donc aussi bien
sur la structure R, que sur la structure R2: la vitesse du flux d’entrée doit étre égale
a la vitesse du flux de sortie a I’état stationnaire. Considérons le systeme linéaire
¢’ suivant, dans laquelle la cible du changement est incluse et les variables non
contrOlables sont quantifiées existentiellement :

3\/]3\/23\/0”1_ . (¢ A Vout- :T)
Nous avons donc bien le fait que 1’abstraction h,, o solRi(qb’) = {[vina/ TI

est surapproximée par 1’interprétation abstraite sol®(¢') = {[Vip-rn/ T, Vinn/ L
1, [Vin-a/ ~]} comme impliqué par I’approximation de John.



1.3.3 Calcul exact d’abstractions versus heuristiques

L’exemple montre aussi que la surapproximation de I’abstraction /5, o sol™ (®)
par I’interprétation abstraite sol“6(¢) peut empécher la prédiction de changements
valides. La cause de la surapproximation est due ici au fait que ¢ n’est pas clos
par conséquences linéaires, c’est-a-dire qu’il ne contient pas toutes les équations
linéaires qui sont impliquées par ¢ dans la structure R,, et donc également R2.
Puis, I’addition des conséquences linéaires manquantes a ¢ avant I’interprétation
abstraite empéche la surapproximation.

Par contre, comme I’ensemble de conséquences linéaires est généralement in-
fini, il n’est pas possible d’ajouter toutes les conséquences linéaires du systeme
avant de calculer son interprétation abstraite. De ce fait, le probleme du cal-
cul exact ne peut pas étre résolu comme tel. Nous pouvons seulement obtenir
une meilleure approximation en nous basant sur des heuristiques qui ajoutent un
nombre fini de conséquences linéaires. La qualité des heuristiques existantes, par
contre, est difficile a argumenter, sans pouvoir calculer I’ abstraction exactement.

1.3.4 L’ajout de contraintes cinétiques

Pour des réseaux de réactions avec cinétique partielle le probleme est en-
core plus compliqué puisque les cinétiques possibles peuvent €tre contraintes. Ces
contraintes peuvent étre exprimées par des formules logiques a interpréter sur Ag.
Le probleme a résoudre est donc de calculer exactement les /5 -abstractions des
solutions de systemes linéaires qui satisfont des contraintes supplémentaires. Et
ceci, pas uniquement en théorie, mais de telle sorte que cela puisse €tre appliqué
pour la prédiction de changement de réseau de réactions avec information ciné-
tique partielle, et en particulier a la prédiction de knock-out de genes pour de tels
réseaux.

1.4 Contributions

Notre objectif principal est le calcul exact de 1’abstraction de différence en A;
ou Ag de I’ensemble des solutions en R? d’un systeme linéaire, et 1’application
de ce calcul a la prédiction de changement de réseau de réactions avec cinétique
partielle.

Plus généralement, étant donné une abstraction /i, d’une structure concrete
S vers une structure abstraite A, nous appelons une formule ¢ hj-exacte si pour
chaque solution abstraite de ¢, il existe une solution concrete qui correspond apres
abstraction a cette solution abstraite. Donc, ¢ sera hj-exacte si et seulement si :

ha o sol° (¢) = sol®(¢)



Supposons maintenant que le domaine de la structure abstraite A est fini. Si nous
pouvions en plus réécrire chaque formule ¢ comme une formule ¢’ qui est h,-
exacte, nous pourrions résoudre le probléme du calcul exact de hy o sol®(¢) en
calculant sol*(¢’) par I'intermédiaire de la programmation par contraintes a do-
maine fini. Malheureusement, apres de longues réflexions faites au cours de ce
projet de these, cela nous parait difficilement envisageable pour les abstractions
ha, et ha, méme si les formules sont réduites a des systemes d’équations linéaires.

1.4.1 Réécriture exacte pour I’abstraction booléenne

Dans cette optique, nous proposons d’étudier, en premier lieu, I’abstraction
booléenne hp : R, — B définie pour tout r € R, par :

1 sir>0
hB(’):{o sir=0

Nous considérons comme formules des systemes d’équations linéaires a coef-
ficients entiers Ay = 0. Les solutions de telles formules dans la structure des réels
positifs R, peuvent donc étre abstraites par I’abstraction booléenne /.

Notre premiere observation est que tout systeme d’équations linéaires avec
des matrices a coefficients positifs est hg-exact. Si par contre nous prenons des
matrices d’entiers possédant aussi des entiers négatifs, ce n’est plus nécessaire-
ment le cas. L’idée pour un calcul exact de 1’abstraction booléenne est donc de
réécrire des équations linéaires avec des coefficients négatifs de maniere positive,
sans changer les solutions en R,. C’est ce que nous allons montrer en guise de
premiere contribution.

En effet, nous montrerons que chaque systeme d’équations linéaires a coeffi-
cients entiers et sans terme constant, ou d’une maniere équivalente, chaque équa-
tion matricielle :

Ay =0

avec A une matrice a coeflicients entiers et y un vecteur de variables distinctes, se
réécrit dans un autre systeme linéaire R-équivalent de la forme

dx.EX = ny

ou E est une matrice d’entiers positifs, X un vecteur de variables distinctes et n
un vecteur de naturels. Puis, nous montrerons que ce nouveau systeme est en effet
hg-exact. La réécriture dans un systeme Ix.EX = ny revient a faire le calcul des
modes élémentaires ( , ) du systtme Ay = 0. Dans notre
cas, les modes élémentaires sont les directions extrémes du cdne des solutions
positives de Ay = 0. Ils sont bien connus, et des librairies de géométrie (

, ; , ) permettent de faire leur calcul de facon efficace



méme dans le pire des cas qui est exponentiel en temps de calcul . Nous allons voir
qu’il est possible de faire ce calcul dans des temps raisonnables pour les modeles
biologiques qui nous intéressent, cela reste vrai tant que les modeles ont une taille
raisonnable, cela ne serait probablement pas faisable si on lancait le calcul sur un
modele représentant I’ensemble du métabolisme d’une espece par exemple.

Par la suite, nous aurions besoin d’étendre ce résultat des systemes d’équations
linéaires a d’autres systemes d’équations que nous appelons /g-mixtes. Pour notre
application, ils auront la forme :

AyiO/\/n\p,‘iO

i=1

ou pi,...,p, sont des polyndmes a coeflicients entiers positifs et sans terme
constant. Nous montrerons que chaque formule hg-mixte peut étre réécrite dans
une formule hg-exacte, par réécriture de sa partie linéaire comme discuté précé-
demment.

Avec I’'implémentation de ce nouvel algorithme de réécriture, il est a présent
possible de calculer de fagon exacte 1’abstraction booléenne de systemes d’équa-
tions Ag-mixtes en calculant I’ensemble des solutions abstraites de :

IxX.Ex=nyA /\ p;=0

n
i=1

en se basant sur la programmation par contraintes a domaine fini. La complexité
du calcul de dx.Ex = ny est bornée par le temps du calcul des modes élémentaires
de A, et donc simplement exponentiel dans la taille de A dans le pire des cas. Le
calcul des solutions abstraites de Ix.Ex = ny A A\, p; = 0 peut étre fait en temps
exponentiel de la taille de E, et donc doublement exponentiel dans la taille de A.
En pratique, le pire des cas est souvent évité par les techniques de propagation de
contraintes.

1.4.2 Calcul exact d’abstractions de différence

Notre contribution majeure est un nouvel algorithme pour le calcul exact des
abstractions de différences h,, et iy, de systemes d’équations linéaires interprétés
sur des paires de réels positifs. Toute solution abstraite retenue sera 1’abstraction
de différences de deux solutions réelles positives du systeme linéaire.

Cet algorithme repose sur le fait que les deux abstractions de différences /i,
ou A € {As, Ag}, peuvent étre définies a partir de 1’abstraction booléenne Ay en
logique du premier ordre. En utilisant la réécriture exacte en formules Ag-mixtes et
des transformations de logique du premier-ordre, nous montrerons que I’ensemble



des abstractions de différences, avec h,, d’un systeme linéaire peut étre décrit par
une formule de logique de premier-ordre avec des variables booléennes et des
variables pour des différences en A.

Nous remarquerons que le cas de Aq est considérablement plus difficile que le
cas de Aj;. Puis nous montrons que notre solution peut-étre étendue au cas avec
des contraintes cinétiques. L’ajout de telles contraintes, par contre, demande un
effort supplémentaire non trivial dans les deux cas.

La formule produite sur les domaines finis peut étre résolue par la program-
mation par contraintes a domaine fini. La production de cette formule pour un
systtme Ax = 0 demande le calcul des modes élémentaires d’une autre matrice
qui contient deux copies de A. Ceci reste en temps exponentiel dans le pire des
cas, mais peut €tre considérablement plus coliteux que le calcul des modes élé-
mentaires de A.

1.4.3 Outil de prédiction de changements et heuristiques

J’ai implémenté mon algorithme de calcul exact d’abstractions d’un systeme
d’équations linéaires sous contraintes cinétiques pour le cas A = Ag, et je I’ai in-
tégré dans I’outil de prédiction de Reaction-networks de I’équipe BioComputing.
Ceci m’a permis de tester mon algorithme exact pour la prédiction de change-
ments de réseau de réactions avec information cinétique partielle. Sur 1I’exemple
de la prédiction de knock-out pour la surproduction de leucine, le temps de calcul
se fait en quelques heures. Ceci montre que les techniques exactes sont réalistes
pour des réseaux de taille modérée, disons jusqu’a 100 réactions, si on est prét a
accepter quelques heures de calcul sur une seule machine du type PC standard. Je
n’ai pas encore essayé de paralléliser le calcul sur plusieurs machines.

Pour réduire le temps de 1’algorithme exact, j’ai donc mis en place une nou-
velle heuristique, qui consiste a calculer toutes les conséquences linéaires avec
un nombre minimal de variables, que nous appelons les conséquences a support
minimal. Je montrerai que le calcul de cette heuristique peut aussi étre réduit a
un calcul de modes élémentaires, mais d’une maniere assez différente. Par consé-
quent, la prédiction de cette nouvelle méthode heuristique se calcule en quelques
minutes dans le cas de la leucine.

Finalement, j’ai comparé la précision des heuristiques existantes, et la nou-
velle heuristique, avec la méthode exacte. Il se trouve que la précision de la nou-
velle heuristique de conséquences linéaires avec support minimal est comparable
avec la qualité du calcul exact pour le cas du modele de la production de Leucine,
et meilleure que les heuristiques précédentes de 1’outil de BioComputing.



1.5 Autres travaux liés

1.5.1 Prédiction de knock-out par I’optimisation a deux niveaux

Il existe des approches permettant de résoudre les problemes de knock-out

de réactions grace a l’utilisation d’optimisation a deux niveaux ( ,

; , ; , ; , ).

Le premier niveau utilise 1’équilibre de flux pour assurer que I’organisme étudié
optimise ses chances de survie ( , ; , ;

, ; , ) (croissance de sa biomasse ( ,

; , ), ou encore une production d’ ATP, pour avoir une

énergie optimale ( , )). Le deuxieéme niveau, quant a lui, se

charge de trouver la stratégie de knock-out de gene qui augmente le taux de la

réaction ciblée. Ces deux problemes d’optimisation sont résolus en utilisant des
approches de programmation linéaire sur les entiers ( , ;

, ) ou des algorithmes génétiques ( , ).

[’ utilisation de méthodes d’optimisation a deux niveaux permet d’utiliser un
domaine mathématique bien connu. Cependant, par cette approche nous perdons
le lien entre les concentrations des especes et les taux des réactions. Par exemple,
on perd I’'information que I’augmentation de concentration d’une espece mene a
I’augmentation du taux de la réaction qui la consomme. En particulier, les feed-
backs négatifs ne peuvent donc pas étre représentés.

De plus, savoir si le choix des fonctions objectives est approprié reste discu-
table ( , ; , ). En effet, par cette approche
on ne représente pas 1’adaptabilité de I’organisme, sous de nouvelles contraintes
il peut modifier son métabolisme de facon improbable. L’ approche ( ,

) tente d’y remédier en utilisant un raisonnement basé€ sur des bornes mini-
male et maximale pour les taux des réactions. Dans ( , ), il
est plutot proposé de minimiser les ajustements métaboliques. Cette approche se
rapproche de la notre, elle compare la valeur des taux de réaction avant et apres
une modification. Les premieres valeurs sont obtenues avant modification par une
optimisation de la croissance de 1’organisme. Puis les deuxiemes résultent des
modifications qui sont optimisées pour s’éloigner le moins possible des valeurs
originales.

En supplément, les approches d’optimisation ne permettent pas d’appliquer
un raisonnement local sur une partie du métabolisme. Elles ont besoin de modeles
assez grands, contenant au moins le cycle TCA ou la voie de la glycolyse, pour
fonctionner. Mais avec la taille du modele, le taux d’incertitude augmente. En
addition, ces approches ne prévoient pas les effets de bord non souhaités apres la
mutation ( , ).



1.5.2 Interprétation abstraite

En interprétation abstraite il est possible d’abstraire la semanthue de pro-
grammes avec des opérations arithmétiques ( , ;

, ). Mais I’interprétation abstraite est aussi utilisée dans le domaine de la
biologie des systemes afin d’analyser le comportement des systeémes sans tenir
compte de leur information cinétique qui est souvent incompléte, voir manquante.
En effet, il est pos51ble de faire de la modélisation basée sur les contraintes (

, ; , ; , ). Au lieu de prédire exactement
ce que le systeme métabolique fait, la méthode basée sur les contraintes fournit
I’ensemble des comportements que peut avoir le systeme si on lui impose cer-
taines contraintes. A partir du réseau un ensemble de contraintes concernant sa
stoechiométrie et sa régulation sont inférées.

Il existe en effet d’autres méthodes d’analyse de réseaux de réactions chi-
miques basées sur I’interprétation abstraite . Nous avons comme point commun
I’abstraction de domaines de valeurs. En effet, il est possible d’identifier dans
notre approche, avec I’abstraction i, : S — A, la classique connexion de Galois
( : ).

Les autres approches se concentrent sur la dynamique du systeme, elles consi-
derent des changements dans le nombre d’especes au cours du temps ( ,

). Cela repose sur I’'idée que les vecteurs de concentration d’especes four-
nissent des états et que la présence de réactions représente des états de transitions.
Dans ( , ), 'espace des états permet de donner une sémantique
d’étape qui est ensuite abstraite en une sémantique de collection. Dans notre cas,
nous ne considérons qu’un seul état de changement, un changement entre deux
états stationnaires, qui est directement interprété sur notre domaine abstrait et ne
tient pas, de ce fait, compte d’une sémantique d’étape.

1.5.3 Réseaux booléens

L’approche ( , ) représente la concentration de toute espeéce mo-
léculaire par une variable logique, c’est-a-dire a valeur booléenne. Dans cette
approche une variable ne peut prendre que deux valeurs, 0 ou 1 (cela peut étre
généralisé a plusieurs valeurs entieres). Ces valeurs sont interprétées comme 1’ ab-
sence ou la présence de la molécule en question. Des équations logiques décrivent
I’évolution au cours du temps de la valeur des variables. Ainsi, la valeur de chaque
variable dépendra de la valeur des variables au temps précédent.

La sémantique booléenne est donc purement qualitative, elle néglige totale-
ment les informations cinétiques et fournit la sémantique la plus abstraite des
réseaux de réactions ( , ; , ; , ;



, ; , ; ; ). On
en distingue plusieurs 1’approche synchrone, 1’approche pleinement asynchrone
et ’approche asynchrone. L approche synchrone actualise les valeurs de toutes
les variables simultanément a chaque itération. A 1’inverse 1’approche pleinement
asynchrone actualise a chaque itération uniquement une variable choisie de fa-
con non-déterministe. L.’approche synchrone regroupe la grande partie des autres
sémantiques de mise a jour introduites dans la littérature des réseaux booléens.

Ces approches abstraient un grand nombre d’information mais permettent tout
de méme de relever les comportements caractéristiques dans la dynamique des
systemes biologiques.

Les récents travaux de recherche de ( ) démontrent que ces
sémantiques booléennes peuvent manquer certains comportements, que 1’on ob-
serve dans le systeme quantitatif. De plus, le colit important de leur analyse limite
leur application pour de grands modeles. Pour répondre a cette problématique, il
propose une nouvelle sémantique, la sémantique MP (“Most Permissive seman-
tics”). Elle permet de donner une nouvelle interprétation des réseaux booléens,
efficace en temps de calcul donc applicable aux grands modeles, et qui elle cap-
ture I’ensemble des comportements réalisables du systéme pour tout raffinement
quantitatif sans nécessité d’ajout d’information ou de parametres. Cette séman-
tique prend en compte deux états supplémentaires, dit dynamiques: / et ™\ re-
présentant une augmentation, et respectivement une diminution. Ils servent de
transition entre les états, de 0 vers 1 pour ', et inversement pour \,. De plus,
il compare cette approche avec les réseaux multivalués et les EDOs qui rajoutent
des informations sur les vitesses et les durées des réactions, ou, sur les quanti-
tés des molécules. En faisant une binarisation des configurations multivaluées, il
montre que la sémantique MP est une abstraction correcte des raffinements multi-
valués.

Une autre analyse des réseaux booléens intéressante est celle de

( ), qui s’intéresse a la reprogrammation séquentielle de réseaux booléens. 11
cherche a savoir quel contrdle doit étre apporté au modele pour arriver a un état
d’intéreét, a partir d’un certain état de départ. Cela s’applique a 1’étude de la repro-
grammation cellulaire, c’est une grande avancée pour la médecine régénératrice.

1.5.4 Projet BestBioSurf

Le projet BestBioSurf ( , ) s’intéresse a 1’optimisation de la
production d’un biosurfactant en minimisant son colt de production et son éco-
toxicité. Les biosurfactants, produits par des micro-organismes, en plus d’étre bio-
dégradables et compatibles avec 1’environnement, partagent de nombreuses pro-



priétés intéressantes comme: émulsifiant, détergeant, aide a la solubilisation, la
lubrification et la dispersion de phase.

Le projet fait donc appel aux domaines de la bioinformatique, la biologie syn-
thétique et I’ingénierie moléculaire pour trouver une forme de biosurfactant la plus
efficace tout en étant peu toxique et tres biodégradable. Et il demande également
de prédire et d’effectuer de I’'ingénierie génétique sur les micro-organismes dans
le but d’augmenter leur productivité a moindre cofit. C’est a ce niveau que nous
intervenons, nous faisons des prédictions de knock-out de geénes a effectuer sur la
bactérie B. Subtilis visant a augmenter sa production de surfactine, un biosurfac-
tant d’intérét.
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Ficure 1.11 — Le graphe d’une partie d’un réseau métabolique de la bactérie B.
Subtilis avec sa régulation, produisant la Leucine.
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[1]

FiGure 1.12 — Réseau métabolique avec un cycle simple.

£
Solution 1:

-\

Solution 2:

A
Solution 3:

Ficure 1.13 — Les trois solutions en Ag du systeme linéaire ¢ compatibles avec
out-B = 1.



42

Introduction




Chapitre

Préliminaires

Nous rappelons les bases des outils de la logique du premier-ordre, que
nous allons utiliser tout au long de ce manuscrit. Puis nous détaillons les
systemes d’équations linéaires et polynomiales qui nous intéressent, et
qui sont des formules de la logique du premier-ordre. Et finalement, nous
rappelons les notions de modes élémentaires pour des équations linéaires
sous forme matricielle.

Sommaire

2.1 Ensembles et fonctions

Commengons avec les notations usuelles sur les ensembles. Soit N I’ensemble
des nombres naturels et R, 1’ensemble des nombres positifs réels, tous deux com-



prennent O.

Pour chaque ensemble A et n € N, I’ensemble des n-uplets d’éléments de A
est noté A”. La i-eme fonction de projection d’un élément de A sur un n-uplet,
ou 1 <i < nestlafonction m; : A" — A telle que m;(ay,...,a,) = a; pour tout
ai,...,a, €A. SiA est fini, le nombre d’éléments de A est noté |A|.

Nous continuons avec la notion de fonction totale et partielle. Une fonction
partielle est une relation f C A X B telle que pour tout a € A il existe au plus un
b € Btel que (a,b) € f. Dans ce cas, on écrit f(a) = b. Le domaine de la fonction
partielle est dom(f) = {a | db € B.f(a) = b} et son rang ran(f) = {b | da €
A. f/(a) = b}.

Etant données une fonction totale f : A — B et une fonction partielle g :
B x C telles que ran(f) C dom(g), on définit la fonction de composition comme
la fonction totale go f : A — C telle que (g o f)(x) = g(f(x)) pour tout x € A. De
plus, si R C {f : A — B} alors on définit :

goR={gof:A—> C|feR, ran(f) C dom(g)}

A noter que les fonctions f € R ne respectant pas ran(f) € dom(g) seront ignorées
lors de la composition g o R. Cela vient du fait que I’on veut que toute fonction de
g o R soit totale méme si g est partielle.

2.2 X-algebres

Nous rappelons ensuite les notions de Z-algebre. Soit £ = (J,,ey F™ U C une
signature rangée. Les éléments de f € F™ sont appelés les symboles de fonction
de X d’arité m et les éléments de ¢ € C ses constantes.

Définition 1. Une X-algebre S = (dom(S), .5) consiste en un ensemble dom(S) et
une interprétation .S telle que ¢ € dom(S) pour toute ¢ € C, et f5 : dom(S)" —
dom(S) pour tout f € F'™ et m € N.

Nous réinterprétons ensuite les symboles de fonction de X d’arité m comme
des symboles de relation d’arité m+1,ainsi nous pouvons réutiliser la méme signa-
ture pour définir les Z-structures.

La signature X la plus fréquente dans nos applications sera la signature arith-
métique positive X, o5 qrin = F @ urd U Cpos-aricn @vec deux symboles de

. o pos-arith - pos-arith -
fonction binaire, un symbole de fonction monadique et deux constantes :

2

H))s—arith = {+’ *}
Fpos—arith = {ll’lh}

Cpos—arith =10, 1}



Pour toutes X,,,.q-i-algebres S, les opérateurs +5 et =5 seront associatifs et com-
mutatifs avec leur élément neutre respectif 05 et 15. Et, si un inverse pour la mul-
tiplication est disponible pour toute valeur non nulle, et satisfait 15 +5 r # 05 pour
tout r € dom(S), alors:

inh® (r) = 1/5V0)(1 45 p)

Exemple 2. L’ensemble des nombres réels positifs R, peut étre décrit par une
2 pos-arith-algébre a domaine dans R, en interprétant + comme [’addition sur les
nombres réels positifs +*+, x comme la multiplication sur les nombres réels po-
sitifs ™+, et en interprétant les constantes par elles-mémes, a savoir, 0% = 0
et 1™ = 1. Et pour tout r € dom(R.), inh est interprété comme ci-dessus, vue
r+1+#0.

Par la suite pour toute Z-algebre, ou Z-structure, le nom de celle-ci sera confondu
avec son domaine dans le cas ou ils sont identiques. Par exemple, nous allons
délibérément confondre I’ensemble R, avec la X, 4.im-algebre (R, £+) dont le
domaine dom(R,) est égal a ’ensemble des réels positifs R, .

Exemple 3. L’ensemble de booléens B = {0,1} C R, peut étre vu comme une
2 pos-arith-algeébre avec domaine B en interprétant +8 = VB comme disjonction,
B = AB comme conjonction, et encore une fois les constantes par elles-mémes
0% = 0 et 12 = 1. Et pour tout b € dom(B), inh est interprété par inh®(b) = 1.

*

2.3 X-structures

Nous rappelons la généralisation des Z-algebres a des Z-structures, ou les va-
leurs des opérateurs peuvent étre interprétées d’une maniere non-déterministe.

Définition 4. Une X-structure A = (dom(A), .*) consiste en un ensemble dom(A)
et une interprétation .* telle que ¢* € dom(A) pour tout ¢ € C et f* C dom(A)"!
pour tout f € F™ et m € N,

De cette facon, chaque X-algebre est aussi une X-structure puisqu’une fonction
d’arité n est une relation d’arité n + 1. A noter aussi que les symboles de F© sont
interprétés comme des relations monadiques dans les Z-structures, c¢’est-a-dire
comme un sous-ensemble du domaine, contrairement aux constantes de C qui
sont interprétées comme des éléments du domaine.

Exemple 5. Les nombres réels avec division forment une structure relationnelle
mais pas une algebre, étant donné que la division par zéro n’est pas définie. Plus



formellement, nous considérons la signature arithmétique Xy, = F @ yFD U

arith arith
Carith ol :
@ _ - 3
Farith - Fpos-arith U { ’ /}
FO g
arith pos-arith

Carith = Cpos-arith
L’ensemble des nombres réels R peut étre vu comme une X,;;,-structure a domaine
dans R, en interprétant le symbole | comme division, tel que pour tout ri,r, € R :

ri /Ry = 0 sir, =0
V27 (reRInsfr=r) sin+0

Le résultat r1/*0 = 0 modélise le fait que la division par zéro n’est pas définie. Si
par contre r, # 0, alors r/®r, est toujours un singleton. L’interprétation de inh

pour tout r € R est :
inh"™(r) = 1/7°(1 +" r)

Cet opérateur est donc redondant pour R, mais ne l’était pas pour R.. Nous le
gardons tout de méme dans la signature pour des raisons de cohérence. L’inter-
prétation des autres opérateurs et constantes est définie comme a l'usuel.

Exemple 6. Les fonctions réelles du type R, — R avec division forment une
structure relationnelle, qui elle non plus n’est pas une algebre. Plus formellement,

. . . L. 2 1 N
nous considérons la signature arithmétique X ..;, = F c(ie)riv UF Ele)m.v U Ceriv OUL:
2 _ @

Fz(if)riv - Farith "
Fderiv = {o} v Farith

Cleriv = Cpos—arith

L’ensemble des fonctions réelles de type R, — R peut étre vu comme une X4,,;,-
structure avec domaine {f | f : R, — R} en généralisant ’interprétation des
opérateurs en {0 | © € F ézo)s_a”.th} sur des fonctions dans les réels, tel que pour
lOle],fz Ry - R:

fio" fi={feR, > R|VreR,. f(r) € fi(r) " fo(r)}
La généralisation de I’opérateur monadique inh est :
inh™(f) = {f e R, = R|VreR,. f(r) € inh™(r)}

Dans les deux cas ci-dessus, la division donnera un résultat non vide si on divise
par une fonction non nulle partout.
L’interprétation de I’opérateur monadique de dérivation ° dans cette structure

o

envoie toute fonction dérivable f : R, — R vers le singleton {f} contenant sa
dérivée, et toute autre fonction vers l’ensemble vide.



2.4 X-abstractions

Nous introduisons maintenant notre concept de X-abstraction pour des signa-
tures générales. Elle est basée sur la notation standard des homomorphismes entre
X-structures. Le fait de pouvoir généraliser le théoreme de ( ) a
cette notion d’abstraction est une contribution de ce projet de these.

Définition 7. Un homomorphisme entre deux X-structures S et A est une fonction
h : dom(S) — dom(A) telle que pour c € C,n € N, f € F™, et s1,...,5,41 €
dom(S) :

1. h(cS)=c et

2. Si(S1y...,8041) € f5 alors (h(sy), ..., h(sps1)) € f2

Si nous considérons des relations d’arité n + 1 comme des fonctions multiva-
luées d’arité n, la seconde condition peut étre réécrite de facon similaire comme :

h(f> (5155 50)) € ARG, - - h(sn)

Pour les X-algebres, cette condition est équivalente a :

h(f* (5155 80)) = ARG, - B(sn)

Définition 8. Une Z-abstraction est un homomorphisme entre X-structures S et A
tel que dom(A) C dom(S).

Par exemple, nous pouvons abstraire les nombres positifs réels en booléens en
définissant une fonction sy : R, — B telle que h5(0) = 0 et hg(r) = 1 pour tout
re R, \ {0}

Lemme 9. La fonction hg : R, — B est une X,,s.qrim-abstraction entre X o5 arion-
algebres.

Démonstration. Par définition, nous avons B C R., comme nous identifions les
booléens avec O et 1. Il reste a montrer, que Ag est un homomorphisme. Pour tout
r,r' € R, nous avons:

he(r+%1r)=1 o r+%r £0 © r+0vr 0
o hy()=1Vhs(r) =1

ha(r+*r)=1 & rsfr £0 © r#0Ar#0
& hg(r)=1Ahg(r)=1

Ainsi hg(r +* ') = hg(r) +2 he(r) et hg(r ™ ') = hg(r) +° hg(r’"). En ce qui
concerne I’opérateur inh, pour tout r € R, nous notons que

inh™ (r) = 1/*01 +%r) >0

et donc hg(inh™ (r)) = 1 = inh®(r). Et pour les deux constantes ¢ € C, nous avons
he(c™) = hg(c) = ¢ = B. O



Dans la plupart des X-abstractions que nous allons étudier, nous allons abs-
traire des Z-algebres dans des Z-structures, qui ne sont pas des X-algebres.

2.5 Ajout de constantes

Il est souvent utile d’ajouter les éléments d’une X-structure A aux constantes.
Pour ceci, nous définissons la signature étendue :

Z[dom(A)] = £ W dom(A)

Les arités de tous les symboles de X sont maintenues dans X[dom(A)]. La %-
structure A devient aussi une X[dom(A)]-structure, si nous interprétons les nou-
velles constantes a € dom(A) elles-mémes :

a =d

2.6 X-expressions

Soit £ = U, F™ U C une signature rangée et V un ensemble de variables.
Les 2-expressions sont tous les termes que I’on peut construire avec les opérateurs
f € F™ oum €N, les constantes ¢ € C, et les variables x € V:

e,el,...,e, €& = x| c| fler,...,en)

Les X,,s-ari-€Xpressions contiennent des polyndmes positifs avec coeflicients na-
turels, tel que :

A+1T+Dsxsx+(1+Dxxxy+1+1+1+1

Les X,,in-expressions, elles, peuvent contenir en supplément des fractions de po-
lyndmes, et ce sans restriction de positivité.

Attention voir cohérence avec les exemples suivants

Elles permettent, par exemple, d’écrire des expressions telles que la cinétique
de Michaelis et Menten qui décrit la vitesse initiale stationnaire d’une réaction

enzymatique :

Vonax * X 981 45
- U Vmax = T nn th = TA
K,+x 0 1000 © 10

A savoir que toute constante rationnelle peut étre obtenue en &y, en faisant des
fractions de somme n’utilisant que les constantes 1 et 0, qui elles sont définies dans
la signature X,,;,. L’ensemble des variables libres fv(e) C V d’une expression est
I’ensemble de toutes les variables qui apparaissent en e.



[c1™ = {c*) [x1™° = {a(x))

[fer,...,e, ™ = U{f5(s1,...,5,) | si€le]*S foralll <i<n)

FiGURE 2.1 — Interprétation ensembliste des X-expressions. Etant donné une Z-
structure S et un assignement de variables @ : V — dom(S) pour toutes les va-
riables libres nous définissons I’interprétation [e]** C dom(S).

La sémantique des Z-expressions e € &y peut étre définie pour toute X-structure
S. Un assignement de variables dans une Z-structure S est une fonction partielle
a : 'V — dom(S) pour un sous-ensemble V C V. Soit § une X-structure et @ un
assignement de variables dans S. Chaque Z-expression e avec fv(e) C V peut €tre
interprétée comme un élément

[el™S € dom(S)

suivant FIGURE .. Les opérations et constantes y sont interprétées et appliquées
d’une maniere ascendante suivant la structure du terme. Comme les opérations
des structures peuvent étre non déterministes, un ensemble est retourné dans tous
les cas.

2.7 Polynomes

Des polynomes avec des coeflicients rationnels sont des X,,;;,-expressions.
Dans la plupart des cas, nous allons seulement considérer des polyndomes a co-
efficients entiers ou positifs. Ces derniers sont des X,,,,.qis-€Xpressions, excluant
ainsi la soustraction et la division.

Pour pouvoir écrire des polyndmes avec des coefficients entiers plus direc-
tement, nous introduisons les notations suivantes. Pour tout naturel n et expres-
sions arithmétiques e, ey,...,e, € &y, .., nous définissons I’expression arithmé-
tique [].,e; = ey *...%e,, quiestégalealsin=0,et ) e, =€ +...+e, qui
vaut 0 si n = 0. De plus " =q4¢r [, € et ne =4er 21, e. Pour chaque expression
e € &y, nous définissons —e par 0 — e et pour chaque entier négatif z € Z \ N,
nous définissons : ze =g.f —(ne) ot n = —z.

N

Définition 10. Un polynome a coefficients entiers est une X-expression de la
forme suivante :



ou l et ij sont des naturels, z; des entiers non nuls, m;y des naturels non nuls, et
X115 ..., Xy des variables.

Les z; sont les coefficients du polynome et ces monomes sont les produits
7 [T, xT,ik Le polyndme est dit a coefficients naturels si tous ses coeflicients
sont naturels, autrement dit z; € N. Naturellement, tout polyndome a coeflicients
naturels est en &y, ., On dit d’un polynéme qu’il n’a pas de terme constant si
aucun de ses mondmes est €gal a z;, ¢’est-a-dire, i; # 0 pour tout 1 < j < /.

Un polyndme est dit linéaire si tous ses mondmes sont des variables, ¢’est-a-
dire, i; = letm’' = ... =m/i = 1 pourtout 1 < j < /. A noter que tout polyndme
linéaire a la forme 2321 Z;x;1, ou l et tout z; # 0 sont des entiers, et tout x;;, sont
des variables. En particulier, les polyndomes linéaires n’ont pas de terme constant.
De plus, notez que la constante 0 est égale au polyndme linéaire avec [ = 0.

2.8 Equations

Une X-équation est une paire (e;, e;) € E que nous écrivons plus simplement
e; = e,. Pour tout X-structure S et assignement de variables a : V — dom(S) avec
V 2 fv(e) Ufv(e’) nous définissons une valeur booléenne [[e = ¢’]*5 € B telle que:

_ 1 sife]™ Nne]*s #0
o maLS —
le =™ = { 0 sinon

La sémantique des X-équations e = ¢’ doit prendre en compte le non déterminisme
des X-structures. Lorsqu’elles sont interprétées sur une X-algebre 1’unique valeur
de e et de ¢’ dans S doivent étre égales. Pour le cas des X-structures, chaque
expression e dénote un sous-ensemble de la X-structure possible, et non juste un
élément unique. Dans ce cas, non déterministe, 1’égalité est interprétée comme
I’intersection non vide, c’est-a-dire que e = e’ est vraie pour une X-structure S si
les interprétations de e et ¢’ contiennent au moins un élément commun.

Définition 11. Une X ,,;..,in-€équation est appelée positive si elle a la forme e = 0
et quasi-positive si elle a la forme e = ny, oun e N, ye V, ete € E

pos-arith*®

Cette définition a du sens comme toutes les constantes des X, .qrin-€Xpressions
sont positives, et que tous les opérateurs des X ,,,,.q-i-€Xpressions préservent la po-
sitivité quand ils sont interprétés sur R, .

A noter aussi qu'une X,...i;-€quation positive est quasi-positive, puisque la
constante 0 est égale au polyndome Oy.

Définition 12.



— Une équation polynomiale (a coefficients entiers) est une X,,,-équation
p = p’ entre polyndomes (a coefficients entiers).

— Une équation linéaire (homogene) est une équation polynomiale avec des
polynomes linéaires, et donc sans terme constant.

2.9 Systemes d’équations

Un systeme de Z-équations est une formule conjonctive de la forme AL, e; =
e;. Nous appelons quasi-positif respectivement positif un systeme de X, aritn-
équations, si toutes ses équations le sont.

Une solution d’un systeme de X-équations sur une X-structure S est un assi-
gnement de variables « tel que [¢;]*5 = [[elf]]“’s pour tout 1 <i <n.

Nous rappelons, ci-dessous, que tout systeme de X, q.n-€quations linéaires
avec coeflicients naturels positifs peut tre exprimé comme une équation linéaire
matricielle d’entiers homogeénes, et vice versa. Des telles équations ont la forme :

Ay =0

ou A € Z™ est une matrice d’entiers, m, n des naturels, ety € V" un vecteur de
variables. Soit A;; € Z la valeur de la matrice se trouvant a la ligne i et la colonne
J> etsoity; = mi(y) le j-ieme €lément de y. Avec ces notations, on peut donner
la sémantique d’une équation matricielle en imposant son équivalence au systeme
de Z,,;»-équations linéaires suivant :

3

n

A D Ay, =0

i=1 j=1

Et réciproquement, chaque systeme de X,,;;,-€quations linéaires peut étre réécrit
comme une équation linéaire matricielle d’entiers, en regroupant les multiples
coeflicients pour une méme variable du c6té gauche de I’équation dans le cas
ou les coeflicients sont entiers et non rationnels. Si une X,,,-équation linéaire
possede des coefficients rationnels, il faudra multiplier celle-ci par un facteur égal
au produit des dénominateurs de chaque monome de 1’équation.

Ensuite, nous pouvons réécrire chaque systeme de X,,;,-€quations linéaires
comme un systeme de X,,,;.qri-€quations. Pour faire cela, soit A", A~ € N"™" les
matrices positives, tel que pourtout 1 <i<netl < j<m:

A’ = max{0,A,}

ij
o= —min{0, A; j}

Par construction, nous avons A = A*— A~ dans la structure R™”. Ceci montre, que
Ay = Oest R-équivalenta A"y = A~y et donc R-équivalent a la X4 €quation :



De cette maniere, chaque systeme de X,,;,-équations peut €tre normalisé en
un systeme de X, qqim-€quations R-équivalent.

Exemple 13. Soit un systeme de X ,,s.qim-équations linéaires a coefficients natu-
rels :

3x=0A2x =15y

Celui-ci est la normalisation d’un systeme de X,,;,-équations linéaires a coeffi-
cients entiers suivant :

3x=0A2x-5y=0

Et il donnera I’équation linéaire matricielle d’entiers ci-dessous

3 55

Le systeme normalisé ci-dessus est quasi-positif, mais pas positif puisque Sy
apparait sur le coté droit d’une équation. Plus généralement, le systeme d’équa-
tions linéaires d’une équation linéaire matricielle d’entiers Ay = 0 est positif, si et
seulement si, tous les entiers dans A sont positifs, et quasi-positif, si chaque ligne
de A contient au plus un entier négatif. De plus, ce systeme d’équations linéaires
est triangulaire comme expliqué ci-dessous, mais pas fortement triangulaire.

Définition 14. Nous appelons triangulaire un systeme de X ,,s.qrin-équations quasi-
positif s’il a la forme N\, e; = nyy, telle que les variables y, sont [-fraiches pour
tout 1 <1 < n, c’est-a-dire:

yi & UZifv(e)) U f(e)) et sing # 0 alors y, & fu(e)).

Le systeme est dit fortement triangulaire si il est triangulaire et satisfait n; # 0
pour tout 1 <1< n.

Considérons une équation linéaire matricielle d’entiers Ay = 0. Si A est posi-
tive et triangulaire, alors le systeme d’équations linéaires correspondant est positif
et triangulaire aussi. Pour étre quasi-positif et fortement triangulaire, les entiers
sous la diagonale de A doivent étre négatifs, ceux sur la diagonale doivent étre
strictement négatifs, et ceux au-dessus de la diagonale doivent étre positifs.



2.10 Modes élémentaires

Nous allons introduire le concept bien connu des modes élémentaires d’un
réseau de réactions, qui sont I’ensemble des chemins minimaux et uniques réali-
sables dans le graphe qui garantissent 1’état stable. On recherche pour cela toutes
les combinaisons linéaires des réactions du réseau conduisant a 1’état stable.

Nous verrons ensuite que les modes élémentaires ( , ;

, ) peuvent étre utilisés pour obtenir un systeme d’équations
quasi-positif et fortement triangulaire a partir d’'une équation linéaire matricielle
d’entiers.

Lorsque I’on suppose qu’un réseau métabolique se trouve dans un état stable,
la concentration de chacun de ses métabolites internes est constante. Soit A € Z"™"
sa matrice de stoechiométrie, on obtient le systeme d’équations :

Ay =0 2.1)

ouy € V" représente le vecteur de flux. La valeur réelle assignée a chacune de ses
variables donne le taux de chaque réaction dans un flux. L’ensemble des solutions
pour les flux qui satisfont cette équation matricielle est appelé le nullspace de A.
Dans notre cas, toutes les réactions sont irréversibles. Ainsi chaque variable du
vecteur y ont la contrainte d’€tre positive, on a donc :

y>0 (2.2)
Un vecteur de flux répondant a ces contraintes est appelé un mode.

Définition 15. On définit le support du vecteur'y par supp(y) = {i | y;, # 0}. On
dit qu’un vecteury € V", non nul, est a support minimal s’il n’existe pas d’autre
vecteury’ € V" non nul tel que supp(y’) C supp(y).

On dit qu'un mode est un mode élémentaire s’il est a support minimal (

, ). Contrairement a I’ensemble des modes, 1’ensemble des
modes élémentaires d’un réseau est fini modulo une normalisation. N’importe
quelle solution du nullspace (c’est-a-dire n’importe quel mode) peut se réécrire
comme une combinaison linéaire non négative des modes élémentaires (

: )-
De cette facon les modes élémentaires sont une représentation finie de 1’en-
semble des solutions.
Il est possible, comme nous allons le voir avec la double description method de
( , ; , ), d’exprimer ce probleme de fagon plus
géométrique. L’ensemble des contraintes homogenes et sur les vecteurs



de flux forme un cone polyhédrale convexe CF, appelé un cone de flux dans le
domaine de I’analyse de réseau métabolique :

CF={yeR' | Ay=0Ay >0} (2.3)

C’est un cas particulier des cones polyhédrales qui eux pour une matrice N €
R se définissent plus généralement comme :

C={xeR"| Nx >0} (2.4)
Les cones de flux peuvent aussi s’exprimer sous la forme générale en prenant :

A
N=| -A
I

Définition 16. Les modes élémentaires d’un réseau de réactions, noté R.-EFMs,
ayant A € Z"™" pour matrice de steechiométrie, représentent les vecteurs a sup-
port minimal non nuls du cone de flux {y € R" | Ay = 0 Ay > 0}. Un vecteur
e € FC non nul est un R, -EFM si n’existe pas de vecteur non nul y € FC tel que :

supp(y) < supp(e)

D’apres cette définition, il est clair que pour un R,-EFM e donné, n’importe
quelle multiplication scalaire A - e, avec 4 € N donne aussi un R,-EFM. Nous
fixons donc un ensemble unique R,-EFMs sans considérer les doublons engen-
drés par les scalaires A. Un grande propriété des modes élémentaires est que tout
élément d’un cone de flux FC peut €tre écrit comme une combinaison linéaire non
négative de ces modes élémentaires. On peut ainsi donner la Proposition qui suit.

Proposition 17. Pour tout systeme d’équations linéaires matricielles a coefficients
entiers, noté Ay = 0, il existe une matrice E de naturels, un vecteur de naturels n,
et un vecteur de variables fraiches x, tel que Ay = 0 est R, -équivalent a Ax. Ex =

ny.

Démonstration. Nous allons utiliser dans cette preuve la méthode de la descrip-
tion double de MotzKin ( , ; , ;

, ) qui décrit un cone de fagon équivalente par sa H-représentation, cor-
respondant a I’énumération de semi-espaces, et sa V-représentation qui elle repose
sur I’énumération de vecteur générateur et de sommets (dans notre cas, le cone
étant pointu, le seul sommet est I’origine). Géométriquement,l’espace de solutions
de Ay = 0 sur les réels est un sous-espace linéaire de RV"Y). En se restreignant aux
réels positifs, comme nous le faisons, ce sous-espace linéaire doit étre intersecté



avec le cone positif R, VY. Ainsi, sol*+(Ay = 0) est le cone rationnel obtenu par
une intersection finie de plusieurs semi-espaces : sa H-représentation est définie
par les inéquations Ay < 0 A Ay > 0 Ay > 0, on retrouve I’équation 2.3. Les
modes élémentaires (R,-EFMs) de Ay = 0 permettent sa V-représentation. Etant
donné que nous considérons I’ensemble R, -EFMs normalisé, il y a un nombre fini
de vecteur a support minimal. De plus, puisque le cone est rationnel et Ay = 0 est
homogene, les modes élémentaires peuvent étre normalisés de telle sorte que la V-
représentation ne contienne que des coefficients entiers. Les modes élémentaires
normalisés seront des vecteurs de naturels dans NV®, Soit ey,. .., e, I’ensemble
des modes élémentaires normalisés dans un ordre total arbitraire et E la matrice
avec les colonnes ey,...,e,. Par construction, les variables de y sont distinctes
I’une de I’autre. Selon la V-représentation normalisée du systeme, chaque point du
cone est une combinaison positive linéaire des modes élémentaires Ix. EX = ny,
ol n contient les facteurs de normalisation. O

Théoréme 18 (Modes élémentaires). Pour n’importe quel systéme d’équations
linéaires ¢ a coefficients entiers, il est possible de calculer en temps au plus expo-
nentiel une formule R ,-équivalente Ax.¢’" telle que ¢’ est un systeme d’équations
linéaires a coefficients naturels quasi-positif et fortement triangulaire et x est la
séquence de variables sur le coté droit des équations.

Démonstration. Le systeme lin€aire EX = ny est quasi-positif, puisque E et n sont
positifs. Les variables de x peuvent étre choisies fraiches, et ainsi distinctes une
a une avec y. Le systeme linéaire Ex = ny est fortement triangulaire, puisque
chaque variable de y apparait exactement dans une équation et jamais sur la
gauche. De plus, nous pouvons définir ¢’ comme Ex = ny. Le calcul des modes
élémentaires, et donc de E, peut étre fait au plus en temps exponentiel dans la
taille de ¢ avec la méthode de la double description de Motzkin (

2 2 ’ ; ] )~ O

2.11 Lalogique du premier-ordre

Rappelons d’abord la logique du premier-ordre standard. Pour ceci nous pre-
nons V un ensemble de variables, T = | J,,cr F™ U C une signature rangée, et Ex
les X-expressions avec variables dans V.

L’ensemble des formules logiques ¢ € ¥ sont construites selon la syntaxe
abstraite de la figure FIGURE 2.3 a partir de X-équations e = e’ entre des expressions
e, e’ € Ey dont les variables sont contenues dans V, et des connectives du premier-
ordre.

Pour simplifier, nous définissons la formule true =4 1 = 1. Etant donné une
séquence de formules ¢, ..., ¢,, nous pouvons définir A ¢; comme la formule



. €Fy = e=¢€ | Axp | pANP | ¢ ouxeVetee €8

FiGure 2.2 — Formules de la logique du premier-ordre
[[¢ A ¢/]]&,S — [[¢]](r,S /\B [[¢/]](I,S

1 if exists s € dom(S).
[Fx.p]*S = [pe/s1S = 1
0 else

[-¢15 = =" ([¢]1*%)

Ficure 2.3 — Interprétation booléenne des formules [¢]%° € B.

¢1 A ... A ¢, qui est égale a true dans le cas ou n vaut zéro. De plus, les formules
e#0 sont définies par —e = 0. Il est aussi possible de définir des formules ¢’ € E
pour toute expression e’ € Ey et sous-ensemble d’expressions E C &y :

e’EE:def\/e'ie

ecE

Cela sera utilisé par la suite pour les formules de ?Epm.m,-m[ dom(agy dutype v € {fl, ~}.

La sémantique d’une formule ¢ € ¥ est une valeur booléenne, qui dépend
de la X-structure S d’interprétation et d’un assignement de variables @ : V —
dom(S).

L’ensemble des variables libres fi(¢) € V d’une formule ¢ est défini comme
suit :

fvle = ¢') = fv(e) U fu(e') f(@x.¢) = fo(@) \ {x}
(@ AY) = (@) U(d)  fu(=p) = fu(d)

Soit § une X-structure et @ un assignement de variables dans S. Nous avons
déja défini une interprétation ensembliste [e]]** C dom(S) pour les Z-expressions
e € &y avec fv(e) € V en FIGURE 2. |. Nous rappelons que 1’égalité est interprétée de
facon non déterministe lorsque S est une X-structure sans €tre une algebre. Puis,
nous avons assigné une valeur booléenne [[e = ¢’]*5 € B a chaque Z-équation en
SECTION

En se basant sur cela, nous définissons maintenant dans FIGURE 2.3, pour chaque
formule ¢ € F, avec fu(¢) C V, une valeur booléenne [¢]]*° € B. L’ensemble de
solutions d’une formule ¢ € ¥ sur une X-structure S, dans le respect d’un en-
semble de variables V 2 fu(¢), est défini par :

soly(@)=ta : V — dom(S) | [¢]™* = 1}
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Lorsque V = fu(¢) 'index V sera omis et donc sol® (¢) = solj().
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Préliminaires




Chapitre

Descriptions logiques de différences

pos-arith

néaires.

Nous montrons comment abstraire les différences concretes en R? en dif-
[férences abstraites. Pour ceci, nous regardons deux X-structures finies de
différences abstraites A3 et Ag, ou X = F @ U Cpos-arinn €St la signa-
ture arithmétique positive. Puis, nous présentons une logique du premier
ordre avec des n-uplets permettant de décrire des différences concretes
et de raisonner avec des X-abstractions par le Théoreme de John dans
sa forme généralisée. Finalement, nous présentons des résultats nova-
teurs sur les définitions d’application de fonctions en logique du premier
ordre, qui seront une clé du résultat majeur de cette these, le calcul exact
de I’abstraction de différences des solutions d’un systeme d’équations li-

Sommaire




3.1 La X-algebre de n-uplets S”

Soit £ une signature de symboles de fonction. Pour chaque X-algebre S et
nombre naturel n € N nous définissons la X-algebre de n-uplets S = (dom(S )", )
telle que pour tout sy, ..., Sy, 8},..., s, € dom(S) et f € F™ oum € N:

fS"((sl,...,s},),...,(s’l",...,sf)) = (fS(s},...,s’I”),...,fS(s,ll,...,s;”))

Les constantes ¢ € C sont interprétées comme ¢ = (c5,...,c5).

Dans le cas de X = X5 qrisn = Fﬁ;_arim UF ;l(fs_arilh U C pos-arirh» DOtons que si 0°
est I’élément neutre de +5, alors 05" est aussi 1’élément neutre de +5". De facon
similaire, si 15 est I’élément neutre de =° alors 13" est aussi I’élément neutre de
5", De plus, I’associativité et la commutativité de +5" et *5" découlent de +5 et
*5 respectivement.

Etant donné cela, ’algebre R? a I’élément neutre (0, 0) pour +% et I’élément
neutre (1, 1) pour *R-z*, et ces opérations sont associatives et commutatives.

Pour chaque fonction 7 : A — B etn € N nous pouvons définir la fonction

h': A" — B" telle que h'(ay,...,a,) = (h(ay),...,h(a,)) pour tout ay, ..., a, € A.

Lemme 19. Si & est une X-abstraction de S a A alors h" est une X-abstraction de
S™*a A"

Démonstration. Soit f € F™ oum e Nets' = (t],...,t}),...,0" = ({],...,10) €
dom(S)". Alors nous avons:

(S, ..., ") = h"(fsn((z‘l,...,t,i),...,(t’l”,...,t,T)))

définitions de 1" et S

= (h(fs(tl,...,t’ln)),...,h(fs(t,ll,...,tn’")))
puisque /4 est un homomorphisme

C (SR, ... h@E)), .. (AR, . . . h(E))))
définition de A"

= (Y@, ... k@), ..., (R(ED), ... k("))
définition de A"

= fA: (GR35 N L (AN 1))

= YR, .. R



Pour résumer, on a bien 2*(fS"(¢',...,t") € f~(h*(t"),..., " (t")). Finale-
ment, pour les constantes ¢ € C nous avons :

sy = m(s,...,c%) définition S
= (h(cS),...,h(c®)) définition 1"
= (ch,...,cM puisque 4 est un homomorphisme
= définition de A"

3.2 Abstraction de différences

Notre prochain objectif est d’abstraire des différences concrétes en R? dans
2 (3

des différences abstraites comme “augmentation”, “réduction” et “sans change-
ment”.

3.2.1 De partition vers abstraction

Une fagon générique d’abstraire les différences concrétes de R? est de com-
mencer avec un ensemble fini A C R? de différences abstraites, et une fonction

h:Ri—)A

qui établit comment abstraire n’importe quelle différence concrete en différence
abstraite. La fonction & définie une partition de R? en classes d’équivalence des
différences concretes qui sont regroupées par leur méme différence abstraite.

Etant donné une telle fonction A, il y a une maniere unique de définir une
interprétation .* telle que (A, .*) devienne une X-structure et 4 une X-abstraction.
Pour chaque constante ¢ € C nous devons définir

A= h(cRi)

et pour chaque symbole de fonction f € F™, o m € N, nous devons définir une
relation ternaire f*, qui est vue comme une fonction multivaluée, f* : A" — 24
doit satisfaire pour toutes valeurs abstraites 0, ..., 0, € A:

A _ R Pls-..sPm €R2,
f(51""’5m)‘{h(f (Pro-ee Pl h<p1>=61,...,h(pm>:6m}

Lemme 20. 4 : Ri — A est une X,o;.qrim-abstraction.
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Ficure 3.2 — La X-abstraction

Ficure 3.1 — La X-abstraction 5
hA3 : Ri - A3. hA6 : R"’ - A3'

Démonstration. Pour tout opérateur f € F o
pos-arith
de réels positifs p' = (r],r}), ..., p" = (¥, ry) € R3, la deuxieéme condition des

homomorphismes s’applique comme suit :

RGPS p™) = (s P, S5, ) € FAGR(PY), - h(p™))

La premiere condition sur les constantes ¢ € C,,,.4ri S applique €également, comme
pos-arit,
L, . 2
nous avons par définition a(c™) = ¢, O

oum € {1,2}, et toutes m paires

3.2.2 L’abstraction vers A3

Nous continuons avec la signature arithmétique X, ... Notre objectif ici
est de présenter 1’abstraction des différences concretes de la X, 4.i-algebre Ri
vers la X, 4im-structure a domaine fini A3 = {/\,\/,#}, qui fournit les diffé-
rences abstraites pour toute “augmentation”, “réduction”, et “sans changement”,
bien connues du raisonnement qualitatif (voir ( ).

Pour définir une X,,,,_4im-abstraction de Ri vers Az, nous regardons la partition

ha,(r, ") € Az telle que pour chaque r, 7" € R,:

A\ =(0,1) sir<pr augmentation
ha,(r,r") =4 \/ =(1,0) sir>r" réduction
~# =(0,0) sir=r"sanschangement

Comme expliqué en sous-section , chaque partition d’une X-structure
tourne I’ensemble des parties dans une X-structure, tel que la partition devienne
une X-abstraction par le Lemme

Les interprétations des opérateurs de la X, qim-structure Az = { A\, \/, %} sont
les relations dans les tables de la FIGURE , les opérateurs binaires doivent €tre
clos par symétrie. Puis, la partition Ay, : Ri — Az est une X,,,.qrirp-abstraction.
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Ficure 3.3 — Interprétation de la Z-structure Aj.

3.2.3 L’abstraction vers A¢

Tout d’abord, rappelons 1’abstraction des différences concretes dans la X-structure

finie avec domaine Ag = {T,|,~, 1, |, =} qui était introduite pour la prédiction
d’extinction de genes dans ( ). Pour définir cette X-structure,
nous commengons avec la fonction hy, : R2 — Ag telle que pour chaque nombre
r,r € R,, nous avons:

T=(1,2) si0O#r<v¥ augmentation, mais pas de zéro
1=@2,1) sir>r #0 réduction, mais pas a zéro
ha(ro ) = ~=(1,1) sir=r #0 sans changement, mais pas a z¢éro
o 1=(0,2) si0=r<7r augmentation de zéro
=2,0) sir>r =0 réduction a zéro
~=(0,0) sir=r =90 sans changement a zéro

L’interprétation des opérateurs de la X,,,,.q-imn-structure Aq est faite par les re-

lations dans les tables de la FIGURE 3.4, les opérateurs binaires doivent étre clos
par symétrie. Par le Lemme 20, la partition hy, : R2 — Ag est une 2 pos-arith™
abstraction.

3.3 Logique du premier-ordre avec n-uplets

Nous proposons maintenant d’étendre la logique du premier-ordre avec des
n-uplets pour un parametre n € N fixé sans étendre son expressivité. Le cas des
paires ou n = 2 sera utilisé, dans les applications, pour parler des différences.

Nous montrons a présent comment compiler la logique du premier ordre avec
n-uplets en logique du premier-ordre standard, et donc comment décrire des n-
uplets, plus précisément des paires, d’une maniere systématique en logique du
premier-ordre standard.



Sl [6+2 8 [6be o | [6]6 [6+De 6 [P | [5]6 [0 +0 & [ xle ¢
T AT {1} T~ {n ~0 {U}
T L~ L~ 0] () {n ~l~ | {~ {~}
T~ AT {1} T~ = ~ 1 {U}
T (T {n T~ {0 {~} ~ | {U {U}
T L L~ U ~~ {~} L {1}
T~ | {1} {~} ~l= {~} U U {U}
mLHL~ 4 ~d {} Gy U {U}
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0l = T |~
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FiGure 3.4 — Interprétation de la Z-structure Ag.

3.3.1 Syntaxe et sémantique

Nous fixons un naturel n € N comme parametre de la logique et une signature
relationnelle ¥ = | J,o¢ F™ U C. Pour augmenter la lisibilité, nous supposons que
F" = ( pour tout n > 2. Chaque variable dénotera un n-uplet d’éléments du do-
maine de la Z-structure d’interprétation, alors que I'interprétation des constantes
et des symboles de fonction en X restera inchangée.

La syntaxe de la logique du premier-ordre avec n-uplets est donnée par la
FIGURE 3.5. Ses expressions o € Of sont comme I’expression de la logique standard
e € &y excepté le fait que les variables x sont maintenant remplacées par les
expressions de projection 7;(x) ot 1 < i < n. Cela prend son explication dans le
fait que dans cette logique chaque variable correspond a un n-uplet de valeurs,
plutdt qu’a une unique valeur. Le seul changement dans la sémantique est que les
affectations de variables g utilisent des n-uplets de valeurs du domaine, et donc
que:

[0 = {m(B(x)))

L’ensemble des solutions d’une formule ¢ € ¥ sur une Z-structure S est défini
comme suit:

n-sol’ W={B : fr(y) — dom(S)" | [yIP* = 1}



0€0L=m(x) | c| 000 | f(o) outl<i<nceC, feFVetoeF?,
yeFgu=o=0 | IxY | YAy |y ouxeV

FiGure 3.5 — Les expressions et formules de la logique du premier-ordre avec
n-uplets.

Interprétation des expressions 0 € O% comme les ensembles [o]** C

S:

[ooo P’ =U{(s®° ) | s € [o]P, s € [o'1P¢)

Lf(@)P° = UI(f* () | 5 € [0}

[c]P = {c*), (0175 = {m(B(x))}
Interprétation des formules ¢ € F¢ comme des valeurs vraies
[v1S € B:

s [ 1 Aol o1 £ 0
Lo =o'l _{ 0 else
s _J 1 ifexists s € dom(S)". [y P/ =1
[Hxy ] = { 0 else
v Ay 1PS = [yl A" ' 1P° -y 1P = =*([y 1)

FiGure 3.6 — Sémantique des Z-formules du premier-ordre avec n-uplets, ou S est
une X-structure et 5 : V — dom(S)" un affectation de variables.

3.3.2 Liens avec I’algebre des n-uplets

Voyons a présent comment exprimer toute formule du premier-ordre de 7,
interprétée sur une algebre de n-uplet $”, par une formule de 7' interprétée sur
S. Premierement, une expression du premier ordre e € &y est convertie — celle
qui est interprétée sur la Z-algebre S” — en n expressions projetées I1;(e) € Of ou
1 <i < n. Pour tout opérateur f € FIV, © € F? et constante ¢ € C il est défini :

ILi(f(e)) =¢t fUIi(e)) Ili(e0e) =4 Ili(e)OIl(e")
IL(x) =g 7mi(x) Ili(c) =g ¢

Deuxi¢mement, toute formule ¢ € ¥ sans n-uplets est convertie — celle qui
est interprétée sur I’algébre des n-uplets S” — en une formule (¢)" € ¥y avec des



n-uplets.
(e = €)' =qet N 11i(e) = I1;(e") (@A) =ger (D) NLP')"
()" =ger ()" (dx.¢)" =ger AxAP)"

Lemme 21. Pour chaque e € Ex et -algebre S, n > 1, et §: V — dom(S)" avec
cCVCwv:
[el™*" = [Ti(e), ... . ()P

Démonstration. Par induction sur la structure des expressions de Ey.
Cas constantes ¢ € C.

[l =" = (5,....c¢%) = [T(e), ..., TL(eN]PS
Cas variables x € V.

[P = Bx) = BT (x), . .., m, (1) = [AT; (), ..., L) P
Cas expressions f(e)olie € Eg et f € FV,

Lf@FF" =Uu{(fS" () | s €[]S}
ind.hyp. = U{(f" () | s € [dLi(e),... M)}
= [(f* @y (e)), ..., f* AL (NP

Cas expressions e; @ e; oll e, e, € Eg et © € F@,

[e1 @ e]PS" = Uf(s1 &% s52) | S; € [[ej]],B,S"}
ind.hyp. =U{(s; &% s52) | s; € [(Iy(ej),. .. ,Hn(ej))]]ﬁ’s}
= [T (er) @° i(ea), ..., I, (er) ©° I (e)IP*

Proposition 22. Pour chaque n > 1, formule ¢ € F et X-algebre S :
sol*' () = n-sol’ (($)")

Démonstration. Par induction sur la structure des formules de #5. Le cas de base
des X-équations vient essentiellement du Lemme 2 1. Soit ¢ une X-équation de la
forme e = ¢’ ol e,¢’ € Ex et B un affectation de variables 8 : V. — dom(S)" tel
que V(p) €V C V. Ainsi :

Case=¢ oue,e €&Es.

sol" (e = ¢e’) Blle=elPs =1)
par Prop. préc. = 1{B | [A\L, Hi(e) = Ti(e)PS = 1}
B 1 Ke=eYPs =1)

n-sol’ ({e = ')



Casp A ¢’ ou ¢, ¢ € Fy.

solS"(pAng) =8| [dAPdIS" =1}
=8| [61"5" Ao’ TPS" = 1}
ind.hyp. =B | [&)'TPS A [ TS = 1)
=B Ko A YT =1}
= n-sol’ (¢ A ¢')")

Cas ¢ ou ¢ € Fs.

sol¥'(=¢) =18 | [-¢FF*" = 1)
={B | -1 =1}

ind.hyp.  =1{B | =[{¢)"1PS = 1}
=8| [o)'P* =1}

| [{-¢)'1P° = 1)
= n-sol® ((-¢)")

Cas dx.¢ ol ¢ € 7.

solS"(Ax. ¢) ={B | [Ax. 15" =1}
={B | exists s € dom(S)". [¢JP¥/*15" = 1}
ind.hyp. = (B | exists s € dom(S)". [{¢)"TP/*}5 = 1)
|

[Ex. (@) 1% = 1}
| [(3Fx. ¢)" 17 =1}
= n-sol® ((Ax. p)")

3.3.3 Application aux équations polynomiales

Les différences concretes en R? peuvent étre décrites par des systemes d’équa-
tions polynomiales ¢ € &y, .., de lalogique du premier-ordre interprétés sur R.2.
Comme le montre la Proposition 22, de tels systemes peuvent étre décrits par des
systtmes d’équations polynomiales (¢)> € ?‘Zzlmm_m dans la logique du premier-
ordre avec des paires, mais €tre interprétés sur R.. Ceci est fait en dupliquant
chaque équation sur R, en deux équations sur R., comme I’illustre I’exemple
ci-dessous.

Exemple 23. Soit ¢ € T
ordre standard suivante :

[’équation polynomiale en logique du premier-

pos-arith

3x+4y° =0



La Proposition 22 montre que ¢ a les mémes solutions sur R que la formule

() € Fg . de la logique du premier-ordre avec des n-uplets sur R,. Cette
‘pos-arit

derniere correspond au systeme d’équations polynomiales avec n-uplets :

3m1(x) + 471(y)° = 0 A 37m5(x) + 472 (y)° = 0

Ce systeme est une formule de la logique du premier-ordre avec n-uplets, la pré-
sence des projections en témoigne. Chaque équation du systeme original est dou-
blée de facon a avoir deux projections des différences concrétes en R?.

3.3.4 Encoder les n-uplets en logique standard

Le prochain objectif est de réduire la logique avec n-uplet a la logique stan-
dard. L"idée est d’introduire des variables fraiches pour les projections.

Exemple 24. Etant donné deux générateurs de variables fraiches v, et v», le sys-
teme d’équations polynomiales

37(x) + 4711 ()’ = 0 A 37m5(x) + 47m5(y)° = 0

dans la logique du premier-ordre avec des paires peut étre traduit en systéeme
d’équations polynomiales :

3v1(x) + 4v1(¥)° = 0 A 3va(x) + 4va(y)’ = 0

dans la logique du premier-ordre standard. Les 2 variables fraiches v;(x) et v(y)
correspondent aux projections 7;(x) et 7,(y) respectives.

Plus généralement, nous souhaitons réécrire n’importe quelle formule de la
logique avec des n-uplets ¢ € ¥ en formule de la logique du premier-ordre
standard ¥(¢) € ¥ en introduisant des variables fraiches pour les projections.
Pour ce faire, nous fixons n générateurs de variables fraiches v, ..., v, : V — V.
Et nous associons chaque expression o € Of avec des projections a une expression
¥(0) € &y sans nouvelle variable:

V(X)) =der Vi(X), V(f(0)) =gt f(¥(0)),

V(€) =qet €, V(0 © 0") =ge ¥(0) © V(0).

Pour finir, chaque formule avec projections ¢ € ¥ est associ€e a une formule
V() € Fy avec des variables fraiches :

V(0 = 0") =gt ¥(0) = ¥(0') V(W) =ger V()

VW AY) =ger V) AVWY) V(Ax) =ger vi(x) ... Ivu(x). V()



Etant donné un affectation de variables B:V — dom(S)" avec V C V, nous

définissons v(B) : W, v;(V) — dom(S) tel que pour tout x € V:

v(B)(vi(x)) = mi(B(x)))

La fonction v est une bijection avec rang {« | a : WY_,vi(V) — dom(S)}. L'inverse
de cette fonction satisfait v'!(a)(x) = (a(vi(x)),...,a(v,(x)) pour tout & du rang

ettout x € V.

Lemme 25. Pour chaque expression o € O% et affectation de variables B : V —

dom(S)" avec V(o) CV CV nous avons [#(0)]"®S = [o]P5.

Démonstration. Par induction sur la structure des Z-expressions o € Of.

Cas constantes ¢ € C.
[FOI?S = [elPS

Casmi(x)ouxeVetl <i<n.
[P NI PS = (v(B)(vi(x))

= {m(B(x))}
= [o]?$

Cas f(o)ouoeOLet f € F.

(NI ?* = [LfFon]PS

=U{(f3(s) | s € [70)]"P}
ind.hyp. = U{(f5(s) | s € [o]P5}

= [fIF*

Cas 01 ® 0, 0u 01,0, EO; eto € F®.

[7(01 © 0)"PS = [#(01) © Ho) ]+
= U{(s1 ©° 52 | s; € [7(0)]"P5}

ind.hyp. =U{(s51 @ 52 | s5; € [0:]P5}
= [0 © 0, 1P°
Cas (0, ...,0,) Ol 0y,...,0, € O%.
[(i(or, ... oNTPS = [P
ind.hyp. = [o:1°

= [[7;[1‘(01’ e On)]]ﬁ’s

O

Proposition 26. Pour chaque € FP, -structure S, et n > 1: n-sol’>(y) =

v (sol® (7).



Démonstration. Tout d’abord prouvons la Proposition qui suit par induction sur
la structure des X-formules de 7, ot le cas de base découle du Lemme

Proposition 27. Pour chaque affectation de variables 8 : V. — dom(S)" avec
V €V et formule y € ¥, nous avons [FHPS = [yw]PS.

Démonstration. La preuve de la Proposition est par induction sur la structure des
Z-formules de 7.
Caso =o' ollo,0" € O%.

[o=01 =1 & [0S N[olP* #0

Lemme & [7)]"PS N [#o)]'?S 0
& [7(0) = WP = 1
& [¥o = HI'PS =1

Casy Ay ouy, ' € F.

[y Ayl =1 o Wl Ay P =1

ind.hyp e [WT'PS A [Fw) 1P = 1
& VW) ATy TP =1
& [y Ay =1

Cas ~y ouy € 7.
[ =1 & =[yls =1
ind.hyp. e [P =1
& [-7 IS = 1
& [FEwI®s =1
Cas dx.y ou y € 7.

[ExylPS =1 & exist s € dom(S ) .[WP/S =1
ind.hyp. & exist s € dom(S )" [F() P EDS = |
& exist 51 € dom(S)... s, € dom(S).[y]"FVi/sidS =1
e [Ii(x)... Iv,(x).7W)]PS =1
& [Axs@)P®s =1

O

La preuve de la Proposition est directe par induction sur la structure des -
formules de . Finalement, la Proposition implique la Proposition par :

Ben-sol’(Yy) & v(B) € n-sol’ F)) prop. préc.
& vIv(PB) € v'(n-sol’ (7(y)))
& Bevi(n-sol 7))



3.3.5 Propriété de commutation

Comme auparavant, considérons n générateurs de variables fraiches vy, ..., v,
et I'opérateur v'! qui associe les affectations des variables fraichement générées
aux affectations de n-uplets. Nous allons montrer la propriété de commutation de
I’opérateur v'! avec les T-abstractions.

Lemme 28. Pour chaque Z-abstraction h : S — A et affectation de variables
fraiches a : W vi(V) — dom(S) :

vithoa)=h'ov'(a)

Démonstration. Pour chaque variable x € V nous avons :

v!(h o a)(x) (h(a(v1(X))), ... ., h(a(vy(x))))
R'((@(v1(x))), . ..., a(vy(x)))
n'(v ! (@)(x))

(1" o v (@)(x)

O

Proposition 29. Pour chaque ensemble fini V C V, sous-ensemble R d’affecta-
tions de variables du type W_,vi(V) — dom(S), et de Z-abstraction h : § — A:

vi(hoR) = " ov(R)

Démonstration. Par le lemme 28: v'(hoR) = {v''(h(@)) | @ € R} = {"(v(@)) |
@ € R} =hov!(R) O

3.4 Abstraire les différences de solutions

Revoyons la notion d’abstraction des différences de ( );
( ) ( ) en appliquant notre notion de X-abstraction
aux différences concretes dans la Z-algebre Ri ou Xos-arith = F ,(Jzo)s-arizh UF So)s_arim U

Cpos-arith .

Plus généralement, soit S une X-algebre, telle que I’algebre R? des différences
concretes, et V C V est un sous-ensemble de variables. Pour chaque affectation de
variables a,a’ : V — dom(S), on définit un affectation de variables a des paires
d’éléments du domaine de la structure

diffla, @) : V — dom(S)*



que nous appelons les différences de a et @', telle que pour chaque variable x €
V, diffla, @’)(x) = (a(x), @’ (x)). Pour chaque sous-ensemble R d’affectations de
variables du type V. — dom(S) nous définissons [’ensemble des affectations de
différence de R par:

diff(R) = {diffe,@’) | @, @’ € R}

De plus, pour chaque X-abstraction / : §? — A et sous-ensemble R’ d’affecta-
tions de différences concretes du type V — dom(S)? , on définit 1’application de
I’abstraction:

hoR' =g {hoB|B€R’}

Définition 30. Pour chaque X-abstraction h : S* — A et formule ¢ € Fy on
définit I’abstraction des différences de I’ensemble de S -solutions de ¢ par:

sol® ($)* = h o diff(sol® (¢)))

La définition originale de sol(¢)** dans ( ) était similaire,
mais ne rendait pas explicite le role de diff et hy, : R2 — Aq. En faisant ainsi, il
est a présent possible de dire que 1’abstraction des différences de 1I’ensemble de
R, -solutions d’une formule est I’ensemble de R2-solutions de la méme formule.

Lemme 31. Pour chaque formule ¢ € F et Z-algébre S : diff(sol* (¢)) = sol® (o).

Démonstration. Pour tout @ : V — dom(S),a’ : V — dom(S),a,a’ € sol®(¢)
on peut construire 1’affectation de variables a” : V — dom(S)? avec diff(a, a’) =
(a(x), @' (x)) = " (x). Pour avoir ainsi diff(sol® (¢)) C sol5’ ().
Dans I’autre sens, pour tout affectation de variables o” : V — dom(S)?,
a” € sol 2(¢’>)0n peut générer deux affectations de variables @ : V — dom(S), a’ :
V — dom(S) € sol®(¢) avec Vx € V, a(x) = mi(a”’(x)) A’ (x) = my(a’’(x)). Donc
sol’ 2(¢) C diff(sol’ (¢)), et finalement diff(sol® (¢)) = sol® 2(qb)
O

Comme conséquence immédiate on a pour chaque Z-abstraction 4 : §2 — A
la propriété sol(¢)® = hy o sol’ 2(¢). Notre prochain objectif est de montrer que
nous pouvons surapproximer 1’ensemble sol(¢)* par sol*(¢) (Corollaire 35).

Lemme 32. Soit i’ : S’ — A une Z-abstraction, et @ : V — dom(S’) un affec-

tation de variables Pour chaque expression e € Es avec V(e) C V: I ([e]*®) C
[[e]]h’oa,A-



Démonstration. La preuve est par induction sur la structure des expressions e €
Es. Soit @ un affectation de variables de dom(S’). Pour chaque expression e =
f(er) ou f € F nous avons:

H({fEe)I™) = K {ed™)
AW ([e1]1*%")) homomorph.
fAle oA hyp. ind.

[f(eny ="

I NN

Pour chaque expression e = ¢; © ¢, ol ® € F® nous avons:

H(ler©e]™) = H([e]™ 0% [e2]™)
K ([e]™) ©* B ([e2]™*")  homomorph.
[e "o " [en] >4 hyp. ind.

1 © ea] o

N N 1

Pour chaque expression e = x € V nous avons:
W ([ = B ({0} =[x
Pour chaque constante e = ¢ € C nous avons:
W ([c]l*) =) = = [c]™™*  homomorph.
O

Proposition 33. Soit h : S' — A une X-abstraction et « : V — dom(S’) un
affectation de variables. Pour chaque formule positive ¢ € Fy avec V(¢) C V:

[41°" < g2,

Démonstration. La preuve est par induction sur la structure de la X-formule posi-
tive ¢. Si ¢ est une équation e = ¢’ alors il suit par le Lemme 32 que: h([e]*") €
[[e]]hoa,A et h([[e/]]a,s’) C [[6,]]hoa’A. D’ou:

[[e]]a,S’ N [[e/]](t,S’ + 0

h([e]™S") N h([e'T™") # 0

[el™** N [e' ] # 0 Lemme
[e = e'*A =1

[[e - e/]](x,S/ =1

titge

ontre que [[e = '] <[e = e , requis. On consideére ensuite
Cela montre 18" < Tre*A comme On considere ensuit
le cas ou ¢ est une conjonction de la forme ¢” A ¢”.

[[¢/ A ¢//]]Q,S' [[¢/]]0[,S' /\B [[¢H]]a,S’
[[¢/]]hoa,A /\B [[¢//]]hoa/,A hyp lnd
[[¢/ A ¢l/]]hoa,A

A 1



Pour le dernier cas ou ¢ est une formule avec quantificateur existentiel de la forme
dx.¢’.

[Ax.¢’'1* =1 o (existe s € dom(S’). [¢' ]85y =1
= (existe s € dom(S"). [¢']"°*"/*4) = 1 hyp. ind.
o [[3X.¢/]]hoa’A — 1

Cela montre que [Ix.¢']**" < [FAx.¢’ 1% comme requis. ]

Théoréme 34 ((Théoréeme de John généralisé)). Soith : S — A une Z-abstraction
eta : V. — dom(S) un affectation de variables. Pour chaque formule positive
¢ € Fs avec V(¢) C V:

ho sol®(¢) C sol*(¢)

Démonstration. Soit h une X-abstraction de S a A et ¢ € ¥ une formule posi-
tive. Pour chaque affectation de variables a de dom(S), nous savons que [¢]*° <
[#]"°* par la Proposition 33 puisque ¢ est positive. Cela équivaut 2 {hoa | @ €
sol8 (¢)} C sol®(¢) et ainsi ho sol5'(¢) C sol*(¢) comme requis o

Corollaire 35 (( , ; , ). Pour A € {Az, Ag} et
chaque formule positive du premier-ordre ¢ € Fy.:

sol™ (¢)" C sol®(¢)

Démonstration. Avec la -structure S = R2 et h : R2 — A equal to hy, ou hy,,
cela découle de la Définition 30, du Lemme 31 et du Théoréeme

SOZR+(¢)A = hodi]T(SOZR*((]ﬁ)) —ho SOlRi(qﬁ) C SOZA(¢)

O

Si A est fini alors I’ensemble sol®(¢) est fini, alors que sol*+(¢) est infini. De
plus, si ¢ est une formule conjonctive, on peut calculer 1’ensemble sol*(¢) par un
solveur de contrainte a domaine fini a partir de ¢ et des tables de A (tel que Mini-
zinc ( )). Par contre, le calcul de I’ensemble fini £ o diff(sol® (¢)),
pour des structures infinies S, reste flou. Ce probleme est ouvert, méme pour le
cas ou ¢ est un systetme d’équations linéaires homogenes et S = R,, tel que
I’ensemble infini sol’ (¢) peut étre représenté de fagon fini par une matrice trian-
gulaire.

Ceci est le cceur de la question que nous allons résoudre dans ce chapitre.
L’approche que nous allons utiliser se base sur une réécriture de formule ¢ en une
formule R, -équivalente qui est h-exacte sous le sens suivant :



Définition 36. Soit h : S — A une Z-abstraction. Une Z-formule ¢ est dite h-
exacte si :

h(sol’(¢)) = sol*(¢).

Pour chaque formule h-exacte ¢, h(solf,(d))) peut étre calculé exactement en
calculant solé(¢) comme décrit au-dessus.

3.5 Description logique d’application de fonctions

Nous rappelons ce que cela signifie pour une fonction ou une relation d’étre
définie par une formule de logique des tuples du premier-ordre et comment définir
en logique I’application d’une fonction définie en logique du premier-ordre. Puis
nous prouvons des propriétés pour de telles definitions d’application de fonction.

Ces propriétés novatrices serviront plus tard pour calculer des abstractions des
différences, par décomposition en abstraction booléenne et des fonctions définis-
sables en logique du premier-ordre.

Définition 37. Une ¥'-définition d’arité m est une fonction F : V" — F' pour
laquelle il existe une formule € F]' et une séquence de variables distinctes
x € V" telle que V() = {x} et F(y) = Ylx/y] pour touty € V™. Pour chaque
S-structure S, F définie la relation m-aire suivante F5" sur dom(S )":

F*" = {(a(m(x)), ..., (@, (x))) | @ € n-sol’ ()}

La formule F(y) représente le fait que les valeurs de y appartiennent a la re-
lation définie par la formule . Savoir précisemment quelle séquence de variables
distinctes y est choisie n’a pas d’importance car F(y) = F(x)[x/y], étant donné
que les solutions de F(y) et F(x) sur la structure S sont identiques exception faite
du renommage de variables.

Lemme 38. Pour chaque définition du premier-ordre F : V" — F{' et séquence
Y =1 ...Yn de variables distinctes:

n-50l (FW) = {y1/S1,- - Yn/Sm] | (51, ,5) € F').

Démonstration. Cela suit directement le Lemme. O

L’ objectif maintenant est de généraliser la définition de 1’application de fonc-
tions de logique du premier-ordre aux fonctions d’arités supérieures et de prouver
les propriétés formelles de telles définitions.

La notation vectorielle sera utilisée tout au long de ce chapitre. Fixons ¢, k,n €
N et considérons les définitions du premier-ordre F : V! x V¥ — F7 qui défi-
nissent une fonction partielle 5" C dom(S™)¢ x dom(S™)* pour la Z-structure S



considérée. Pour chaque m, nous pouvons adapter la définition du premier-ordre
F a une définition du premier-ordre F™ : V™ x V™ — FI ot F est appliquée
m-fois, de telle sorte que pour toutes séquences x',...,x", y', ...,y € V™

Frx'. . xly' . yE) =g /\F(xil Lxbyloyh
i=1

Pour chaque définition du premier-ordre G : V™ — ¥, nous introduisons une
définition du premier-ordre F"(G) : V™ — ¥ telle que pour tout y € V"

FU(G)(Y) =der IX. GX) A FI'(X,Y)

ot X = (x'...x%) € V" est une séquence de variables fraiches. A noter que
SY(F™(G)(y)) = {y} et donc le choix de x n’a pas d’importance.

Lemme 39. Soit F : V™ — Flet G : V™ — F des définitions du premier-
ordre et S une X-structure S. Si la relation FS" C dom(S™)™** est une fonction
partielle du type dom(S™)¢ x dom(S™* alors la relation (F™)5"est une fonction
partielle du type dom(S")" x dom(S")"™ telle que :

(Fm)S"(GS") — Fm(G)S"

Démonstration. SoitX =x'...x" € V" ety =y'...y* € V"™ des séquences de
variables telles qu’aucune variable n’apparait deux fois dans Xy. Alors:

(F™S'(G*") (F™¥" (a(X)) | @ € n-sol’ (G(X))}

() | & € n-sol’ (F"(Xy)), a/l’{i} € n-sol’ (G(X))}
a'(y) | & € n-sol* (G(X) A F"(xy))}

a”(y) | @ € n-sol’(3X. GX) A F™(Xy))}

= F'(G)

{
{
{
{

Notons, pour la derniere étape précédente, que pour chaque @’ € n-sol’ (G(X) A
F™(Xy)) nous pouvons choisir @”” comme la restriction O‘fq/\{i}' Inversement, pour
chaque a”’ € n-sol’ (IX.G(X)AF™(Xy)) il doit exister une solution a’ € n-sol’ (G(X)A
F"(xy)) telle que o est la restriction a/l’(v\{i}.
O

Pourle cas k = 1 et £ = 1 le Lemme 39 mene a la conséquence suivante.

Proposition 40 (({ = 1 et k = 1)). Pour chaque définition du premier-ordre G :
V" > FletF : VXV — F, séquence de variables y € V" et X-structure S
pour laquelle la relation FS" est une fonction partielle du type dom(S™) X dom(S")

F5" o n-sol’(G(y)) = n-sol’ (F™(G)(y))



Démonstration. A partir des Lemmes 38 et

F5" o n-sol’ (G(y))

Lemme =F5" o{[y/s]|s € G*")
={ly/s] s € (F")*"(G*"))

Lemme ={[y/s] | s € F"(G)*"}

Lemme = n-sol> (F"(G)(y))

O

Pour le cas ou ¢ est général et k = 1, la Proposition 40 peut étre généralisée
comme Ssuit :

Proposition 41 (¢ > L etk = 1)). Soit G : V™ — Fllet F : V!XV - Fr
des définitions du premier-ordre, et S une X-structure telle que la relation FS" est
une fonction partielle du type dom(S™)" x dom(S™). Alors pour chaquey € V™
et générateur de variables fraiches vy, ...,V la séquence de variables v(y) =

vi(y)...ve(y) satisfait :
F*" o v'(n-s0l*(G(v(y)))) = n-sol* (F"(G)(y))

ot vi(@)(y) = (@), ..., a(ve(y))) pour tout y € V(y) et a : U_ V(vi(y)) —
dom(S").

Démonstration. De nouveau a partir des Lemmes 38 et 39, par généralisation et
adaptation de la preuve de la Proposition

F*" o v (n-sol* (GO/(y))))

Lemme = F5" o (v'[W(y)/s] | s € G5}

={[y/s]|s € (F")*"(G*")}
Lemme = {[y/s] | s € F"(G)>"}
Lemme = n-sol® (F"(G)(y))

O

Pour le cas général k > 1 et/ = 1, le Lemme 39 mene a la généralisation
suivante de la Proposition

Proposition 42 (¢ = 1 et k > 1)). Pour chaque définition du premier-ordre G :
YV - Flet F: VXV - Flet chaque structure S telle que la relation
FS" est une fonction partielle du type dom(S™) x dom(S")¥, et chaque séquence de
variables fraiches y,y',...,y* € V™" :

(F™" o n-sol* (G(y)) = {ly/(@(y"),...,a®")] | @ € n-sol’ (F"(G)(y',...,y)}
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Démonstration. Cela est une autre généralisation de la preuve de la Proposition
40 :

F5" o n-sol® (G(y))

Lemme 38 = FS" o{[y/s]|s € G}
={ly/(s',....sD1 1 (s',....85 e FMS'(G*")
Lemme 39 = {[y/(sl, LSO ., sH e FGYST)
Lemme 38 ={ly/(a(y"),...,a(y)] | @ € n-sol> (F"(G)(y',...,y")}



Chapitre

Réseaux de réactions avec cinétique
partielle

Nous introduisons des systemes de réactions chimiques avec information
cinétique partielle, et discutons leur sémantique, qui est définie modulo
similarité d’expressions cinétiques. Nous sommes particulierement inté-
ressés par la sémantique d’équilibre de flux, aussi appelée sémantique a
’état stable. Puis nous verrons un exemple concret de ce formalisme avec
la présentation des modeles biologiques sur lesquels nous allons appli-
quer nos analyses.

Sommaire




4.1 Systemes de réactions chimiques

4.1.1 Sans cinétique

Soit S un ensemble fini d’especes qui peuvent représenter biologiquement une
protéine, un enzyme, un gene, de I’ ARN messager, . . . Une solution chimique avec
des especes en S est un multi-ensemble d’especes:

s:S—> N

La multiplicité s(A) est appelée le coefficient steechiométrique de 1’espece A dans
la solution s. L’ensemble des solutions constructibles avec les especes S est noté
Sols. Quand I’ensemble d’especes est fixé dans le contexte, on dénotera le méme
ensemble par Sol. Pour des especes différentes Ay,...,A, € S et des naturels
ni,...,n, on utilisera la notation

s=mA,+...+nA,

pour désigner la solution s avec s(A;) = n; pour tout 1 < i < n, et s(A) = 0 pour
toute autre espece dans A € S\ {Ay,...,A,}. La solution vide sera notée 0, ou
0:S — Nesttel que 0(A) = 0 pour tout A € S.

Définition 43. Soit N's un ensemble fini de noms de réactions.

— Une réaction (chimique) sans cinétique est un triplet r = (n, s1, s) com-
posé d’'un nom de la réaction n € N, et de deux solutions chimiques
s1, 52 € Sol.

— Un réseau de réactions (chimiques) sans cinétique est un ensemble fini de
réactions, tel que les noms des réactions sont tous différents.

Nous dénoterons par nom, = n le nom de la réaction et par r, = r la réaction
elle-méme, que nous écrivons comme suit :

(n) :51 > 5

Puis, nous appellerons react, = s, les réactants et prod, = s, les produits de la
réaction.

Notons que seules les réactions irréversibles sont considérées, c’est-a-dire
celles qui ne peuvent transformer que s; en s,, et ne peuvent pas faire la transfor-
mation inverse. Une réaction réversible sera donc modélisée par deux réactions,
une dans chaque sens.

Un réseau de réactions R peut étre vu comme un graphe biparti avec des arétes
labellisées par des naturels non nuls. Ce graphe est comme un réseau de Petri,
mais sans marquage de place (comme R manque de concentration ou de solution
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FiGure 4.1 — Graphe du réseau de réactions de la dégradation enzymatique.

r r; r
E -1 1 1
S -1 1 O
(1) E+S->C C I -1 -1
(-1) C—-E+S P 0O 0 1
2) CH>E+P
Ficure 4.3 — La matrice de steechiomé-
FiGure 4.2 — Le réseau de la dégra- trie du réseau de la dégradation enzyma-
dation enzymatique. tique.

initiale). Le graphe R contient des nceuds de deux types appelés places et tran-
sitions. Pour chaque espece apparaissant dans R le graphe contient une place, et
pour chaque réaction de R une transition. Nous dessinerons le nceud de type place,
pour une espece A, par un cercle contenant A et le nceud de type transition, pour
une réaction r, € R, par une boite contenant son nom #.

Pour toute réaction r € R et toute espece A avec react,(A) > 0 le graphe
contient une aréte a partir du nceud place de A vers le nceud transition de r. Cette
aréte est labellisée par react,(A). Symétriquement, pour toute réaction r € R et
toute espece A avec prod,(A) > 0, le graphe contient une aréte a partir du nceud
transition de r vers le noeud place de A, qui est labellisée par prod,(A). Lorsque
nous dessinerons des graphes de réseau de réactions, seuls les labels stcechiomé-
triques différents de 1 seront représentés. Une aréte sans label sera donc implici-
tement labellisée par 1.

Exemple 44. Un exemple classique est celui de la dégradation enzymatique. Ce
réseau de réactions avec les especes S, E, P,C € S contient les 3 réactions avec
noms 1,—1,2 € N comme nous pouvons le voir avec la FIGURE 4.2.Ce réseau de
réactions est représenté graphiquement par la FIGURE 4. /. Nous pouvons aussi voir
I’ensemble de réactions qui décrit la transformation d’un substrat S en un produit



P, en présence d’une enzyme E, avec la formation d’un complexe intermédiaire
C.

Biologiquement, une réaction peut représenter la liaison ou la désunion de
deux molécules, le transport d’'une molécule d’'un compartiment vers un autre
compartiment, la transcription d’ADN en ARN messager, la traduction de I’ARN
messager en protéine, . . .

Nous appelons la steechiométrie d’une réaction r la fonction stoic, : S — Z
définie par:

stoic,(A) = prod,(A) — react,(A)

Le coefficient steechiométrique d’une espece A pour une réaction r donnée corres-
pond a la valeur stoic,(A). Si sa valeur est positive, resp. négative, elle signifie que
I’espece A est produite, resp. consommée, par la réaction r.

Une espece A avec stoic,(A) = 0 a la méme multiplicité dans les réactants et
produits de la réaction r. A noter qu’une réaction A + B — A + C sera équivalente
a B — C dans la sémantique stable. Il est donc possible mais pas obligatoire de
faire apparaitre les enzymes et répresseurs qui modifient la vitesse de la réaction
dans les réactants et produits.

Soit R un ensemble de réactions. La collection (stoic,(A))es.rcr cOntient toute
I’information de la matrice de steechiométrie de R, qui est un élément A € Z™",
oun = |S|etm = |R|. Les lignes de A correspondent aux especes dans S et les
colonnes aux réactions de R, les deux ont un ordre fixé arbitrairement. Si A est la
i-ieme espece dans 1’ordre, et r la j-ieme réaction de R, alors :

A;j = stoic,(A)

Exemple 45. Si I’on cherche a avoir la matrice de steechiométrie du réseau sans
cinétique représentant la dégradation enzymatique en FIGURE 4./, qui a été vue
avec ’exemple FIGURE 44, en fixant [’ordre v < r_; < 1, sur les réactions et
E < § < C < P sur les espéeces, on obtient le résultat en FIGURE

Nous donnons a un réseau de réactions chimiques R sans cinétique une séman-
tique stable — aussi appelée sémantique de 1’équilibre de flux. Pour ceci, le réseau
est vu comme une transformation de fonctions qui assigne des concentrations aux
especes.

Intuitivement, nous souhaitons assigner des vitesses aux réactions du réseau,
telles que les vitesses de toutes les réactions se stabilisent. Nous nous intéressons
a des vitesses positives puisque les réactions considérées sont irréversibles.

A chaque réseau R nous associons le systeme de X,,;-€équations linéaires L,
suivant, avec des variables fraiches v, € V pour chaque réaction r € R, qui dési-

gnera sa vitesse:
R = /\ 0= Z stoic, (A)v,

AeS reR



L’expression a droite désigne la vitesse totale du changement de la concentration
de I’espece A en appliquant en méme temps toutes les réactions de r € R. Si
cette vitesse totale pour A vaut z€ro, la concentration de A restera stable quand on
appliquera toutes les réactions de R simultanément.

Définition 46. Soit {v,,,, | ¥ € R} C V C V. Un assignement positif« : V — R,
est dit stable pour R, si « est une solution de Lj, dans la structure R, c’est-a-dire,
sia € solR(L;e).

Le systeme d’équations Lj, peut &tre réécrit d’une maniere R-équivalente dans
une équation matricielle : Ax = 0O tel que A est la matrice de steechiométrie de
R et x le vecteur des variables v, pour les réactions r € R dans I’ordre fixé (pour
définir la matrice de stoechiométrie).

Les coeflicients stoic,(A) de la matrice A et de L} peuvent étre négatifs. De
ce fait, nous devons utiliser la signature arithmétique complete X,,;;, pour écrire
les équations de Ly, et ne pouvons donc pas interpréter ces équations sur toute
2 pos-aritn-Structure R, . Pour éviter ceci, nous pouvons reformuler le systeme d’équa-
tions L, comme un systtme L de X, qim-€quations en €vitant les coeflicients
négatifs comme suit:

L = /\ Z react,(A)nom, = Z prod . (A)Vyom,

A€eS reR rerR

Définition 47. La sémantique stable d’un réseau de réactions R sans cinétique est

sol*+(Ly), c’est-a-dire, I’ensemble des assignements positifs, qui sont stables pour
R.

Exemple 48. Soit R le réseau de réactions représenté graphiquement en FIGURE

L’ensemble de ses especes est S = {A,B,C}, et l'ensemble de ses réactions
{ri,ry, 13,14, 15}, On peut ainsi inférer les systemes d’équations linéaires équi-
valentes L}, € TEamh et Lg € ¥y

pox-arirh.
V3—2V1 =0 2V1 i\/’3
L;Q: AN va—vy=0 Lp=3S AN vy =y
A Vi+va—vs=0 A Vs =V +V

Puis, on peut réécrire Ly encore d’une maniére équivalente comme 1’équation
matricielle avec des entiers :

Vi
-2 0 01 0 Vv
0O -1 10 O v |=0
1 1 0 0 -1 V4
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Ficure 4.4 — Représentation graphique d’un réseau de réactions simple.

(1) 24->C ry r, rs Iy Is

2 B-—-C
FiGure 4.5 — Le réseau de réactions FiGure 4.6 — La matrice de stoechiomé-
de I’exemple simple. trie du réseau de 1’exemple simple.

Ici, nous multiplions la matrice de steechiométrie du réseau donnée en FIGURE
avec le vecteur de variable pour les réactions dans [’ordre utilisé dans la matrice
de steechiométrie.

Alternativement, on peut donner aux réseaux de réactions chimiques sans ciné-
tique une sémantique non déterministe ( , ; , ),
qui ne sera pas définie formellement dans cette these. L'idée est de voir chaque
réaction chimique comme une régle de réécriture de solutions chimiques. Etant
donné une solution chimique initiale, cette régle de réécriture définie un graphe
de solutions chimiques, obtenu par 1’application de regles de réécriture d’une ma-
niere soit synchrone, soit asynchrone. On peut ensuite s’intéresser aux attracteurs
de tels graphes pour savoir s’il est possible ou obligatoire d’y accéder a partir de
la solution chimique initiale.

4.1.2 Avec cinétique

Pour pouvoir contraindre les vitesses des réactions dans un réseau R, nous
devons ajouter des cinétiques aux réactions. Celles-ci sont des expressions arith-
métiques, avec des variables pour les concentrations des especes. Pour ceci, nous
utiliserons les especes elles mémes comme variables pour la concentration, et puis



les variables pour les vitesses des réactions de R:
V2 S Vyom, | 7 € R)

Une expression cinétique est une expression arithmétique e € Ey
tout assignement @ : S — R, :

— la valeur de e est bien définie en évitant toute division par zéro, ainsi [e]**

est un singleton, et

— la valeur de e est positive, ¢’est-a-dire, [e]** C R,,

Une expression cinétique comme k * A * B ou k = 912/10 exprime une loi
d’action de masse pour une réaction avec réactants A,B € S et un parametre
ke Szariﬂl’

En effet, une expression cinétique possede un parametre cinétique, noté k, qui
est un descripteur de réel positif non nul. Tout parametre est vu comme une ex-
pression &y, ., formée par combinaison des opérateurs de la signature X,,;;, et de
ses constantes O et 1. Il indique la probabilité qu’a une réaction de se produire.
En biologie systémique, une des problématiques réside dans la détermination de
la valeur de ces parametres. Une fois interprété sur R, il représente un réel, alors
que sur Ag il devient I’élément ~. Son abstraction nous permet d’ignorer ce para-
metre et donc de ne plus avoir besoin de connaitre sa valeur. C’est la motivation
principale de I’utilisation de ces abstractions.

telle que pour

arith®

Définition 49. — Une réaction avec cinétique est un quadruplet r = (n, sy, s,
e) constitué d’une réaction sans cinétique (n, sy, s2) et d’une expression
cinétique e.

— Un réseau de réactions avec cinétique est un ensemble fini R de réactions
avec cinétique, tel que toutes les réactions de R ont un nom différent.

La réaction s’écrira (n) s; — $;; e, et son expression cinétique est cin, = e.

Exemple 50. Considérons la réaction simple qui transforme une espéce S en une
espece P. En appliquant la loi de Michaelis-Menten a la réaction on obtient la
réaction avec cinétique Yy, -

(MM, v,.) S = P (Viax % S)/(Kin + S)

max

ot Vyax € Es,,., est la vitesse maximale calculée en fonction de la concentration
de S et K,, € &y, est la constante de Michaelis de I’enzyme qui catalyse la
réaction, elles sont toutes les deux vues comme des parametres.

Le graphe d’un réseau de réactions avec cinétique est défini comme pour un
réseau sans cinétique, excepté que les nceuds pour les réactions sont annotés par
I’expression cinétique de la réaction. Un exemple pour le graphe du réseau avec
cinétique de la dégradation enzymatique est donné en FIGURE 4.7. Les lois ciné-
tiques sont toutes des lois de masse-action.
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FiGurE 4.7 — Graphe du réseau de réactions avec cinétique de la dégradation enzy-
matique , avec ki, kp, k_; € Es_ . les parametres cinétiques respectifs des réactions
ry,rp,r_.

arith

Exemple 51. Si l’on reprend le réseau de la FIGURE 4. /, il serait possible de |’ enri-
chir en'y ajoutant une description des cinétiques de chaque réaction en appliquant
la loi d’action de masse. Le réseau avec cinétique de la dégradation enzymatique

deviendrait alors:
(1) E+S >C;ki+S=E

(1) C—>E+S:;k,+C
(2) C—oE+Pk*C

avec ki, k_1,ky € Es, . des parametres respectifs des réactions ry,r_; et r».

arith

La sémantique stable d’un réseau de réactions chimiques avec cinétique R est
obtenue en enrichissant le systeme d’équations linaires Lg. Chaque réaction r € R
donne ainsi I’équation cinétique :

Vnom, = Cly

L’ensemble de toutes les équations de réseau avec cinétique R est le systeéme
d’équations arithmétiques Ex défini comme suit :

Ex=ILxACr ot Cg= A Voom, = Cily
rer

Pour toute expression e € Ey
y *y dans ¥y

on définit e > 0 la formule existentielle dy.e =

arith
arith

Définition 52. La sémantique stable des réseaux de réactions avec cinétique R est
SOZR(ER AN /\foV(ER) X > O)

Ceci est I’ensemble des solutions réelles positives du systeme d’équations
arithmétiques Er. Nous montrons maintenant que des X, qim-€quations inter-
prétées sur R, sont suffisantes pour exprimer cet ensemble de solutions. Dans le
cas des lois de masse-action, cela provient déja du résultat suivant:



Lemme 53. Si R est un réseau de réactions avec cinétique tel que cin, € &y
pour tout r € R, alors :

pos-arith

sol*(Cg A A x > 0) = sol™(C)
x€fv(Cg)

Démonstration. 11 n’y a pas de différence dans I’interprétation sur les deux struc-
tures R et R, pour des X, qriz-€quations et des assignements de variables vers
R,. |

Autrement dit, comme pour les lois du type Michaelis-Menten, le systeme
d’équations C peut étre réécrit dans un systeme avec signature X,,,.qrir-

Lemme 54. Pour chaque réseau de réactions avec cinétique, le systeme de X,,i,-
équations Cyg peut étre réécrit en temps linéaire dans un systeme d’équations avec
quantificateurs existentiels Cy, € ¥ tel que :

pos-arith

sol* (Cx A\ x20) = 50l (Cp)
xefv(CR)

Démonstration. LaZ,;;,-formule e—e’ = ¢’ peut se redéfinir dz.z = e—e’Az = €”.
On peut ainsi se séparer de I’opérateur de soustraction, avec la X, 4i-formule
équivalente égale a dz.z + ¢/ = e A z = €”. Dans la méme idée, la X,,;;,-formule
e/e’ = e” est équivalente a la X, .ip-formule Jz.z % ¢’ = e A z = €¢”. On définit
un systeme de X,,,,.q-inn-€quations Cy, en appliquant ce changement a chaque X,;-
formule de Cg. On a donc sol*(Cg) = sol*(Cy). Pour finir d’apres le Lemme

ona : 50l"(Cp) A N eicyynso == 501 (Cp) m

Alternativement, on considere souvent la sémantique déterministe d’un réseau
de réactions avec cinétique qui décrit I’évolution dynamique des concentrations
d’espece dans le temps. Mais pour nous, les vitesses des réactions et les concentra-
tions sont des fonctions allant du temps vers des réels positifs, donc des fonctions
du type R, — R,. Ces fonctions sont contraintes par des systemes d’équations
différentielles ordinaires (ODEs), qui sont des Z;,.,-équations ODEpg. Syntaxi-
quement, ces X4, -€quations contiennent les équations arithmétiques lin€aires Lj
avec signature X,,,,, mais sémantiquement, I’interprétation changede RaR, — R
pour ajouter 1’axe du temps.

ODE, = /\ A= Z §10iC,(A)Vpom, N /\ Vnom, = Cin,
AeS reR reR

Il est facile de voir que Ex a les mémes solutions dans la structure R, — R que
ODER A N pes A= 0.



cin_R k*S
C2 /
C1

S1 S2 S

Fiure 4.8 — Graphique représentant I’évolution de la cinétique de la réaction ry4,
entre deux états stationnaires différents en fonction de la concentration de 1’espece
réactante S

Définition 55. La sémantique déterministe de R avec cinétique est sol*+ " (ODEy),
c’est-a-dire, I’ensemble de solutions du systeme d’équations dérivées ordinaires
de R dans la X 4,,;,-structure des fonctions réelles du type R, — R.

Exemple 56. Si [’on reprend la réaction simple de I’exemple 50 qui transforme
une espece S en une espece P. En appliquant la loi d’action de masse cette fois-ci,
nous obtenons la réaction avec cinétique Yy, :

(MAY) S - P;k«S

avec k € Es,., le paramétre cinétique de la réaction.

Le graphe nous permet de représenter l’évolution de la vitesse de la réac-
tion Ty, entre deux états stables qui fixent la valeur de concentration d’espéce
S, que I’on note S et S,. Si I’on compare la valeur des vitesses a |’état stable 1
et a l’état stable 2, on voit que sa valeur augmente puisque la différence entre S
et S, augmente. Ceci est un exemple d’application de I’abstraction hy, de diffé-
rences des états stables. Ici, si S vaut ) (qui représente une augmentation) alors
la valeur abstraite de sa cinétique k " S vaudra |} également. On voit que le
parametre, qui est forcément strictement positif, ne change pas la monotonie de la
courbe évolutive, il peut donc étre ignoré lors de I’abstraction des différences. Et
c’est, en effet, ce qu’il se passe en pratique étant donné que toute abstraction de
parametres vaut ~, il n’ajoutent aucune contrainte au systeme.

4.1.3 Avec cinétique modulo similarité

Deux expressions cinétiques de réaction peuvent étre interprétées modulo si-
milarité relativement a un domaine abstrait A € {As3, Ag}. Ainsi deux expressions
e, e €&Es sont dites similaires modulo A ssi :

pos-arith

e~e e VYa:fule)Uf(e) = dom(A). [e]™* = [T



De méme, un réseau R de réactions avec cinétique peut étre vu comme un ré-
seau de réactions avec information cinétique partielle, qui décrit tout réseau R’
similaire, c’est-a-dire, pour tout n, s1, 53, €,¢€’ :

(n, s1,8,¢)eER = de. (n,s1,5,¢) ER Ne~¢'
(n,s1,82,e) ER=> de’. (n, s1,5,,)ER Ne~¢

Deux réactions similaires contiennent donc les mémes réactions si on enleve les
expressions cinétiques. Ces deux expressions cinétiques doivent étre similaires
modulo A, et non nécessairement égales.

Pour des réseaux de réactions R avec cinétique, qui sont a interpréter mo-
dulo similarité, nous définissons 1’abstraction des différences sous contraintes ci-
nétiques comme suit, out V = fv(Ey) est I’ensemble des variables de R :

Dy = {B1 € ha o 5oLy (Lg) (1 50L3( [\ Vaom, = cin)}

reR

Tout réseau R’ similaire a nécessairement la méme abstraction de différence sous
contraintes cinétiques, puisque les équations arithmétiques Lg ne dépendent pas
des cinétiques. Et que, sol‘A,(v,mmr = cin,) ne change pas si on remplace cin, par
une expression similaire modulo A.

4.2 Cinétique partielle des modificateurs

En modélisation biologique, on connait souvent les enzymes, qui activent et
accélerent une réaction et les inhibiteurs qui ralentissent une réaction. Par contre,
on connait plus rarement sa cinétique précise.

Il est argumenté dans ( , ), que les expressions cinétiques
des modificateurs peuvent toujours étre spécifiées modulo similarité comme ci-
dessous. Pour rappeler ceci, nous considérons pour chaque solution chimique s
des expressions avec signature &y, .., qui modélisent les cinétiques possibles
dans le cas ou s contient des activateurs, des accélérateurs, ou des inhibiteurs res-
pectivement.

Act(s) = [Tges A*W
Acc(s) = Taes(1 +AYP@
Inh(s) = inh(YLpes S(A)A)

Notons que celles-ci sont des expressions avec signature X4z, COMME NOUS
y avons permis le symbole inh. Cela évite tout probleme posé par la division par
z€ro pour I’opérateur de division (qui n’est pas admis en X ,.qrin). Nous définis-
sons la cinétique d’expression avec activateurs s;, accélérateurs s, et inhibiteurs



S53.
Mod(sy, 52, 53) = Acc(sy) * Act(sy) * Inh(s3)

Notons que les valeurs des expressions Act(0), Act(0) et Inh(0), interprétées
sur R ou R, valent toujours 1, il en va donc de méme pour Mod(0, 0, 0).

4.3 Réseaux avec cinétiques partielles: le langage de

modélisation
Un langage de modélisation pour des réseaux de réactions avec information
cinétique partielle a été proposé dans ( , ), et nous allons 1’évoquer
ci-dessous.

L’ objectif est de spécifier pour chaque réaction d’un réseau, ses réactants, pro-
duits, activateurs, accélérateurs et inhibiteurs, ainsi qu’une expression cinétique
pour capter la dépendance des réactions.

Définition 57. Une réaction avec cinétique partielle est un sixuplet r = (n, sy, 2,
$3, S4, S5) tel que (n, sy, s,) est une réaction sans cinétique et sz, 4, S5 € Sol des
solutions chimiques.

Nous appellerons act, = s3 la solution des activateurs, acc, = s4 la solution des
accélérateurs, inhi, = ss la solution des inhibiteurs. Une réaction avec cinétique
partielle, qui ne sera pas candidate de knock-out, décrit la réaction chimique avec
cinétique modulo similarité suivante :

(n) s1 = s2; Act(s1) * Mod(s3, 54, 55)

Pour modéliser le fait qu’une réaction r soit candidate pour un knock-out, nous
considérons des nouvelles variables booléennes o, € V pour chaque réaction r €
R. Cette variable sera utilisée dans la cinétique de la réaction comme suit :

(n) s1 = $2;0, % Act(sy) * Mod(s3, s4, 55)

Sio, = 0 alors laréaction r ne sera pas active, elle aura ainsi une vitesse Vo, =
0. Si par contre o, = 1, la réaction r sera activée avec la méme vitesse qu’une
réaction qui n’est pas candidate pour un knock-out vy, = Act(sy)*Mod(s3, Sa, Ss).

Nous nous intéressons aux réseaux de réactions avec des flux d’entrée et de
sortie. Ceux-ci seront utiles, en modélisation, pour connecter un sous-réseau du
métabolisme avec d’autres, ou encore pour décrire la dépendance du réseau a son
contexte, autrement dit son milieu d’expérimentation en laboratoire.

Pour cette raison, nous pouvons considérer pour chaque espece A € S une
nouvelle variable x4 représentant la vitesse du flux d’entrée de A et une variable



va pour la vitesse du flux de sortie de A. Le flux d’entrée sera contrdlé par I’envi-
ronnement. Pour représenter cela, sa vitesse ne sera pas contrainte et on aura :

(li’l-A) 00— A; Vin-A

L’équation pour la vitesse de chaque flux d’entrée est donc v;,4 = V4, c€ qui
n’impose aucune contrainte. Les flux de sortie seront quant a eux controlés par
le réseau lui-méme, en suivant une cinétique similaire a la loi de masse d’action,
c’est-a-dire :

(out-A) A — 0; A

La vitesse du flux de sortie satisfera donc y4, = A modulo similarité. En résumé,
nous considérons 1’ensemble de variables suivant :

V= {Vnomr’ Onom, | re R} U {A, Vin-As Vour-A | A€ S}

Définition 58. Un réseau de réactions avec cinétique partielle est un quadruple
P = (R, 1,0, K), tel que R est un ensemble fini de réactions avec cinétique par-
tielle, chacune avec un nom différent, I, O C S sont des sous-ensembles finis d’es-
peces, et les éléments de K C R sont des réactions candidates pour un knock-out.

Les éléments de K C R sont les réactions qui sont des candidates de knock-
out. Le réseau avec cinétique partielle P définit un réseau avec cinétique modulo
similarité unique :

sim(P) = {(nom,) react, — prod,; Act(react,) * Mod(act,, acc,,inhi,) | r € R\ K}
(nom,) react, — prod,; o, * Act(react,) * Mod(act,, acc,, inhi,) | r € K}
(in-A) 0 - A;via | A €1}

U
U
U {(out-A) A — 0;A | A € O}

L’ensemble de toutes les variables d’un réseau P de réactions avec cinétique
partielle est :

Sv(P) = fu(Limpy) U fU(Coimcp))

Les abstractions de différences pour le réseau de réactions avec information
cinétique partielle P doivent donc appartenir a I’ensemble d’assignements suivant
ouV = fu(P):

Dp = s © 50l (Lyiniy) 01 501 Coimiir A\ 0, € 1 ~])
rek

Ici, la formule o, € {|}, ~} est un raccourci pour la disjonction o, =|} Vo, =~. Cela
exprime le fait que la réaction r est candidate pour un knock-out, par conséquent
la variable o, peut soit étre réduite a 0 en cas de knock-out, soit rester a 1 lorsque
la réaction n’est pas altérée. La signature de cette formule est X,,,;_qrim[dom(Ae)].



4.4 Syntaxe graphique

Afin de représenter I’ensemble des variables d’un réseau de réactions avec ci-
nétique partielle, des regles de syntaxe graphique ont été mises en place. Ainsi on
utilisera les notations suivantes:

Une espece A € S est représentée par un rond O Une réaction r, est représentée
par une boite grise . Dans le cas ou la réaction est candidate pour un knock-out,

elle est représentée par une boite orange claire . Comme il a été expliqué aupa-
ravant, concernant une réaction r,, on va pour chaque A € S réactant de cette ré-
action dessiner une fleche orientée de A vers r, et labellisée par react, (S ),; et pour
chaque espece P € § produit de la réaction, une fleche labellisée par prod,(P)
allant de r,, vers P sera représentée. Pour rappel, le label n’est présent que dans le
cas ou react,(S) > 1 et respectivement prod,(P) > 1. La réaction transformant le

réactant A en produit B sera donc représentée comme suit O .
Le flux d’entrée in-A pour une espeéce A € S est représenté par un rond gris en-

—in-A:
touré de pointillés et est relié a A par une fleche continue — . Le flux
de sortie nommé out-A pour une espeéce A € S est représenté par un rond gI‘lS
— out-A

entouré de pointillés et est relié a v;, 4 par une fleche continue
Concernant les modificateurs, 1’activation, 1’accélération et I’inhibition de A € S

p < . ---e|N
sur r € N seront représentés respectivement par O .

---o|n O ----l|n . . .
O , et . Dans la section suivante, nous pouvons voir avec
la FIGURE un exemple de représentation graphique d’un réseau de réactions

avec cinétique partielle. Une simplification sur les réactions notées O I:I,
est la simplification de deux réactions celle qui produit S et celle qui la dégrade.

Nous utiliserons cette notation dorénavant, elle permet d’alléger le réseau en
ne rendant pas explicite la réaction de dégradation qui sera nécessaire pour respec-
ter I’équilibre du systeme notamment en ce qui concerne la régulation. En effet, la
présence des genes régulateurs reste en interne et ils ne peuvent pas étre des en-
trées du systeme. Ils sont considérés présents en continu et seul un knock-out peut
stopper leur activité. De ce fait, ils doivent tous avoir une réaction de production
et une de dégradation pour étre représentés correctement. C’est le cas par exemple
de qui est produit et dégradé par la réaction ry4 et respectivement r_;4 dans
le réseau de réactions représenté dans la FIGURE



4.5 Exemple du réseau de régulation P//v — Leu

Avant de montrer 1’application de la formalisation que nous venons de mettre
en place, nous allons voir le sens biologique du réseau de régulation Pllv — Leu.

4.5.1 Modélisation biologique

Reprenons I’explication faite pour la partie du métabolisme de la biosynthese
de la leucine chez la bactérie B. subtilis. Intéressons nous plus particulierement a
I’opéron ilv — leu qui encode des enzymes responsables de la production de leu-
cine, a savoir que sa surproduction sera notre cible pour la prédiction. Cet opéron
est régulé par le promoteur Py;,_;.,. Toute cette information est contenue dans la
réaction rg.

La réaction r,, sous I’influence de , et qui représentent
I’activité des sites de fixation de respectivement , et , permet
I’activation du promoteur qui est responsable de la production de leucine.
Les protéines et sont les especes d’entrée du réseau, leur ajout a
partir du contexte est représenté par et , et leur dégradation par
respectivement rs; etrs;. Ces deux protéines jouent un role dans la régulation de
la dégradation de la leucine par I’inhibition de la réaction r,. La protéine
est exprimée et dégradée par la réaction ry4 et respectivement r_yy

Il est connu de la littérature, que la transcription au niveau du promoteur
Piiy—1en €st inhibée par lors de sa fixation sur celui-ci. C’est pourquoi la
réaction r; est introduite, elle active le site de liaison du promoteur pour
Cela déclenche le ralentissement de la réaction r; et, de ce fait, ralentit I’activité
du promoteur.

Cette liaison de au site de liaison du promoteur peut étre bloquée lorsque

est lié au promoteur. C’est pourquoi il est modélisé que ralentit la
réaction r,

L’action du promoteur Pj;,_;., est aussi réprimé par la leucine au niveau
de la boite TAT A. Cela est capturé par le controle négatif de sur la réaction
;.

La protéine , tout comme , réprimee 1’activité du promoteur en se
fixant au site de liaison avec la réaction r.

Indépendamment, la protéine accentue la transcription de I’opéron ilv —
leu en se fixant dessus, ce qui accélere la réaction r;. La fixation de est
représentée par la réaction ry. De plus, I’accélération de la réaction r, par 1’ac-
tivation du site de liaison est inhibée lorsque est actif. Ces deux
sites de liaison peuvent se lier 'un a 1’autre en formant une boucle d’ADN. Ce
phénomene est capturé par I’inhibition de la réaction rg par



94 Réseaux de réactions avec cinétique partielle

4.5.2 Modélisation formelle
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Ficure 4.9 — Représentation graphique du réseau de réaction avec cinétique par-
tielle Pyjy—ren pour la régulation du promoteur Pry_y cy-

(1) 00— BScogv; 01 % CodY s inh(CcpA)
(_1) BS(,’O(]Y - 07 BS(’(K]Y
(2) 0—- Pll\fl_cu; inh(BSCodY + Leu + BSTm'/\) N (1 + BSCL‘[)/\)
(_2) Pll\'chu - 0; Pll\’—Lcu
(7) 0 —> BSt,a;07 % TnrA
(=7) BStua = 0;BS51,4
(9) 0 — BSc,n; CepA s inh(BSt,0)
(_9) BSCcp/\ - 0a BSCcp/\
(51) CodY — 0;CodY
(52) TnrA — 0;TnrA
(14) 0 — CcpAsop
(-14) CcpA — 0;CepA
(8) PI]\'chu - LSU; Pll\'chu
(in-CodY) 0 — CodY; v, cour
(in-TnrA) 0 — TnrA; v a4
(out-Leu) Leu — 0;Leu

FiGure 4.10 — Réseau de réactions sim(Pyy,—r.,) avec cinétique modulo similarité.
Dans cet exemple, pour modéliser la régulation du promoteur de Ilv — Leu



Vi = 0] * * ll’ll’l( ) V1 =

vy = inh( + + ) Vo, =
*(1 + ) V7 = 07 %
Vg = Vg = x inh( )
Vg = Vs =
Vsy = Vig = 014
Vo4 = Vg = 0g *
Vin-Cody = Vin-Cody Vin-TnrA = Vin-TnrA
Vout-Leu =

FiGure 4.11 — Systeme de contraintes non linéaires de similarité cinétique Cp,, _, .-
des X,o5-arin[dom(Ag)]-€quations a interpréter sur Ag.

Leu : Vour-Leu = V38 CcpA: v_oig = v
CodY © V51 = Vin-Coar TnrA = V52 = Vet
BS coay © Vo1 = Vi Pinvrew: vaa+vg=w
BS 40 v =g BScepn i vog = vg

FiGure 4.12 — Systeme d’équations linéaires Lp,, _,,, de X, qrin-€quations a 1’ état
stable, a interpréter sur R, .

dans la bactérie B. subtilis, nous définissons le réseau de réactions avec cinétique
partielle Pry_reu = (Rpiv-reus Ipiv—reus Opiiv—Leus Kpitv—rLeu) OU

S ={lLeu, , , , , , , } I’ensemble des
especes.

Rppiy—reu = {r1,X_1,12, 3, 17,¥_7,F9, ¥_9,T51, 53, 14, F_14, T} €st 'ensemble

des réactions avec cinétique partielle données graphiquement dans la FIGURE
Iptiv—ren = { , } est I’ensemble des especes en entrée.

Opitv-ren = { } est I’ensemble des especes en sortie.

Kpiiy-rew = {11,114, 17,13} est I’ensemble de réactions candidates pour le knock-out.

Nous pouvons voir dans FIGURE la définition du modele sous la forme
d’un réseau de réactions sim(Pyp,—_r.,) avec cinétique modulo similarité. Et sa re-
présentation graphique est donnée par la FIGURE 4.9. En appliquant le formalisme
mis en place nous obtenons donc le systeme de contraintes non linéaires de simi-
larité cinétique Cp,,_,.., avec la FIGURE , et le systeme d’équations linéaires
Lp,, ;.. d€ X0 ari-€quations a 1’ état stable avec la FIGURE



4.6 Exemple de réseau métabolique

La syntaxe graphique a été enrichie de quelques notations permettant de gar-
der les modeles lisibles et d’ajouter des informations. Tout d’abord, nous pouvons
voir que les especes possedent une couleur. Cette couleur dépend du type de re-
présentation que 1’on souhaite faire. En jaune on retrouve les métabolites, en bleu
les protéines et en marron les especes dites artificielles qui représentent des com-
plexes, comme par exemple le promoteur d’un opéron ou un site de liaison. On

aura donc les notations respectives suivantes: O, O, et O De plus, la produc-
tion de certaines especes dans un réseau est essentielle, leur absence entrainant
un dysfonctionnement dans le systéme biologique représenté. On peut représen-
ter cette contrainte de facon graphique en entourant 1I’espece concernée de rouge

comme suit O Il est aussi possible d’intégrer des especes artificielles (des
clusters de protéines) qui représentent un groupe de protéines participant a une

méme réaction. Par exemple, avec , on représente toutes les protéines
générées par I’opéron . Et pour garder les graphes lisibles méme avec les ré-
seaux de grande taille, nous utilisons des split-points qui relient différentes copies

de la méme espece. Par exemple, nous voyons que I’espece O est relié a sa

!

copie Jis n’y a pas de différence entre ’espece et sa copie, cela allege
juste la lecture en évitant d’entrecroiser trop d’arcs. Il est également possible de
créer des edgeclusters, qui sont des points permettant de relier les arcs partageant
le méme effet. A titre d’exemple, les arcs d’activation de et sur les
réactions Iy, I's; €t I35 sont partagés a I’aide d’un edgecluster. Avec 1’utilisation
de ces différents sucres syntactiques, la lecture s’en trouve facilitée.

Ce formalisme a été mis en place pour permettre 1I’étude et la modélisation
de réseaux bien plus complexes et plus grands. La figure suivante nous donne la
représentation graphique du réseau de réactions représentant une partie du méta-
bolisme de la bactérie B. subtilis avec sa régulation. Il s’agit de la voie de synthese
des acides aminés branchés : valine, leucine et isoleucine.

Sa description a été faite dans les travaux précédents, nous allons en reprendre
la traduction ici.

Production de Leucine, Valine et Isoleucine.
Si nous regardons uniquement les especes intermédiaires qui produisent les sor-

ties, a savoir pour [le par la réaction ry, pour par la réaction rsg,
et pour par la réaction rys. Ces trois réactions doivent tre activées par
, ce qui revient a étre activées soit par avec rg, soit avec rs.

Il y a également les réactions inverses I;g, I's; €t I35 avec des activateurs différents



: les protéines et . Les especes intermédiaires , , peuvent
aussi étre transformées en par les réactions rog,I3; et rsq.
peut ensuite sortir dans le contexte pour servir a la biosynthese d’acides gras.
Cela est régulé par Bkl. La création de , et [le a partir de , ,
est toujours associée a une transformation parallele de en , et les ré-
actions inverses sont couplées a la transformation inverse de en . Le
entre par le cycle de biosynthese du glutamate du contexte et peut lui
sortir dans le contexte (il sera utile par exemple dans le cycle TCA). Les especes
intermédiaires, quant a elles, sont produites comme suit: est produit a partir
de par ry7, est produit a partir de par r3, et a partir de par
Is3. est produit a partir de par ry;. Et entre dans le contexte par la
voie de biosynthese de la thréonine (qui est liée a la voie glycolytique par la voie
de biosynthese de I’aspartate). peut lui entrer via la voie glycolytique dans le
contexte. active la conversion de en . (un cluster de et
) et activent la transformation de en . Les protéines
et (un cluster de , et ) forment une succession de réac-
tions justifiant la transformation de en . Les genes des protéines ,
, et sont localisés dans le méme opéron, donc ils sont sous la
dépendance du méme promoteur

Régulation.
Les expressions des différentes enzymes impliquées dans la production des acides
aminés branchés, présentées juste au-dessus, sont caractérisées par les réactions

suivantes : Iy, pour ; Tps pour ; T23 pour ; Tp4 pour ; I'sg pour
, I'37 pour ; 1 pour ; T1o pour ; F47 pour et I'y6 pour

. Toutes ces réactions d’expressions sont controlées par un complexe de ré-
gulation. En effet, nous considérons les protéines , , et qui

ont des fonctions de régulation et sont exprimées respectivement par les réactions
ri4, I'is, I'yg, I'p2 €t ry3. Les réactions d’expression de ces régulateurs peuvent étre
liées a différents facteurs du contexte que nous ne modélisons pas ici. vient
du contexte et peut étre dégradé par la réaction r;. Ce métabolite augmente 1’af-
finité de a son site de liaison, de méme pour et lle. L’expression de

, et sont dépendants de leur propre promoteur et leur expression
est sous-régulée par au niveau de la transcription. Cela est illustré par les
réactions I'yy, I'zs €t I'y Tespectivement. est désactivé par lle et avec rp, et
r;;. La transcription des protéines , , et commence avec
I’activation de leur promoteur qui contrOle les réactions rp3, I'y4, I'37 €t I'sg
respectivement. Sa régulation est représentée par la réaction r; et est dépendante
de plusieurs mécanismes décrits plus tard. De plus, il y a une sous-régulation
de par , et désactive également par la réaction rjo. Les
protéines et reposent sur 1’action de deux promoteurs dont 1’activité est



représentée par I’acteur . Une partie n’est pas régulée via la réaction ry,
et ’autre est impactée positivement par et sous-régulée par et
comme I’illustre la réaction r;. Bien que non régulée au niveau transcriptionnelle,
la protéine est activée par lle et Val, ce qui est modélisé par I’introduction
de deux produisant les réactions ry; et ry3. La protéine , exprimée par
T4, €st sous-régulée par . Il n’y a pas de régulation connue pour qui
est exprimée par ry47.
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FiGure 4.13 — Representatlon graphlque d’une partie du métabolisme de la bacté-
rie B. subtilis avec sa régulation.



4.7 Modes élémentaires

A I’aide du calcul des modes élémentaires d’un réseau de réactions décrit for-
mellement en section , on peut obtenir la description des flux métaboliques
d’un réseau.

Comme nous avons pu le voir, en étudiant un réseau métabolique a 1’état sta-
tionnaire on obtient une équation linéaire matricielle Ay = 0, ou A représente sa
matrice de stoechiométrie et y un vecteur de variables distinctes représentant ses
especes. Notre ensemble de réactions étant irréversibles nous cherchons a trouver
I’ensemble de valeur des variables de y satisfiants le cone de flux :

CF={yeR," | Ay = 0}

Soit e;,..., e, I’ensemble des modes élémentaires normalisés dans un ordre
total arbitraire du cone CF et E la matrice ayant pour colonne ey,...,e,. Par
la Proposition |7, nous avons vu que cette équation linéaire matricielle inférée
Ay = 0 est équivalente sur R, au systeme Ix. EX = ny.

En effet, chaque point dans le cone CF peut s’exprimer comme une combinai-
son linéaire non négative de ses R,-EFMs.

Un mode élémentaire est le plus petit sous-ensemble de réactions qui se trouve
a I’état stable ainsi toute espece produite dans ce flux, sera consommée dans les
mémes proportions. Au cours de cette these, nous avons développé un module
permettant la visualisation de ces flux dans la représentation graphique de nos
réseaux de réactions faite par 1’outil graphique existant. On peut, par exemple, voir
avec la FIGURE I’ensemble des flux métaboliques du réseau vu précédemment
qui sont chacun représentés par une couleur différente.
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FiGure 4.14 — Modele du métabolisme de la bactérie B. subtilis Leu.
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Chapitre

Prédiction de changements de réseau

Dans cette section, nous présenterons le probleme étudié dans cette these:
le calcul d’une maniere exacte de I’abstraction des différences de réseaux
de réactions avec information cinétique partielle. Pour ceci, nous rever-
rons en premier lieu les travaux mis en place par I’équipe BioComputing
pour la prédiction de changements de réseaux ( , ;

, ; , ), qui motivent cet objectif. Ils posent
les fondements des réseaux de réactions qui nous intéressent ainsi que
leur algorithme de prédiction qualitative via I’abstraction approximative
de John et la programmation par contraintes sur des domaines finis. L’ap-
proximation de John peut étre améliorée par des heuristiques dont nous
allons aborder le principe. Elle sera appliquée a d’autres heuristiques au
cours de cette these. Nous démontrerons l'intérét de ces algorithmes avec
un exemple de prédiction sur un réseau biologique, la surproduction d’un
métabolite la leucine qui est un acide aminé branché utilisé lors de la
production de la surfactine (un peptide non ribosomique) par la bacté-
rie B. Subtilis. Nous discuterons finalement [’outil développé par I’équipe
BioComputing dont le but principal est de faire la prédiction de change-
ments de réseau.

Sommaire
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Ficure 5.1 — Explication de la prédiction du changement d’influx v;,_c,qy =1 pour
obtenir la cible v 10, =T.

5.1 Raisonnement intuitif

Commencons par voir I’explication intuitive de 1’approche pour prédire com-
ment surproduire la leucine dans le modele Pyy,_p., représenté graphiquement
par la FIGURE 4.9. Les changements de modeles que nous admettons sont une aug-
mentation ou une réduction des vitesses des flux d’entrées de et .

Sachant que la leucine est produite uniquement a partir de par la réac-
tion rg, pour atteindre notre cible, a savoir augmenter la concentration de leucine,
il faut augmenter le taux de cette réaction. Cela est fait en augmentant 1’activité de



FiGure 5.2 — Explication de la prédiction du changement d’influx v;,.7,,,4 = pour
obtenir la cible v,,;.10, =T.

. Pour ce faire, il y a 3 possibilités qui consistent a diminuer I’effet d’inhibi-
tion d’un des trois inhibiteurs , ou , Ou une autre en augmentant
I’effet d’accélération de . Sachant que I’on veut augmenter la production
de , 1l n’est pas dans notre intérét de diminuer sa concentration, cette solution
n’est donc pas a prendre en compte. Pour cette augmentation de I’activation du
site de liaison , on peut soit réduire I’activité de son inhibiteur , ou
augmenter la concentration de son activateur . Etant donné que ,n’'a
pas de flux d’entrée, nous n’avons pas la main sur ce changement il peut donc étre
enlevé des solutions.

Avec ces informations on en arrive a vouloir réduire 1’activité de ou
celle de . Si I’on ne considere que les changements de flux, les prédictions
d’un changement seront :

— une augmentation du flux d’entrée de
— une augmentation du flux d’entrée de

Pour illustrer cette explication intuitive, nous pouvons voir la représentation
graphique de deux solutions avec la FIGURE 5.1, et la FIGURE 5.2, correspondant a
une augmentation du flux d’entrée de ou respectivement de



5.2 Abstraction de différences exacte

L’abstraction de différences /5, nous sera utile pour prédire des changements
d’un réseau de réactions avec information cinétique partielle P. La cible du chan-
gement sera spécifiée par une formule 7' € ?}_mamh[ dom(ngy» Ul sera a interpréter
en Ag. En particulier, la cible peut contenir des égalités comme :

Vout-Leu = T

pour dire que la vitesse du flux de sortie de Leu doit étre augmentée. La cible
permet aussi de restreindre les valeurs abstraites que peuvent prendre les variables
de flux d’entrée en incluant des contraintes de la forme :

J\ Vina €~ 1,1}

Ael

On peut aussi exprimer la contrainte sur les knock-outs qui a été présentée aupa-
ravant, elle s’écrira donc :
Onom, € {N’ U}
rek
Les abstractions de différences pour le réseau de réactions avec information
cinétique partielle P avec ces contraintes cibles T doivent donc appartenir a 1’en-
semble d’assignements suivant, ou V = fu(P) U fi(T) :

Dp(T) = hp o SOllsi(Lsim(P)) N SOZ‘A/()(CSim(P) A /\ Onom, E{~ U} AT)
rek

Pour la prédiction de changement, nous ne nous intéresserons qu’a la valeur
des variables de controle définies :

controle(P) = {Opom, | ¥ € K} U {vipa | A € I}

Les autres variables de Dp(T) peuvent étre projetées, elles sont donc quanti-
fiées existentiellement. Les valeurs des variables de contrdle de P sont controlées
a I’extérieur du réseau P. Par exemple, par un knock-out de géne qui éteint la
réaction représentant I’expression du gene, ou par des changements du milieu.

Ainsi, les projections de ces abstractions de différences sur les variables de
contrble, dont on veut fixer les valeurs avec les contraintes 7', sont décrites ainsi :

Dg’mmle(T) = {B|c(mtr016(P) |ﬁ € DP(T)}

L’intérét de cette projection est qu’elle réduit considérablement le nombre
d’assignements de différences abstraites, ce qui rend le calcul de la prédiction
réalisable en temps de calcul.



Ainsi, pour tout sous-ensemble fini d’expressions X,S C &g, ..ldomag) €t

n € N nous définissons une formule de ?;po‘x_m[ dom(Ag)] -

#(X,S) < n =gt /\ ﬂAxeS

X'cX  xeX!
IX'|=n+1

disant qu’il n’y a pas plus de n expressions inclues dans X qui sont égales a des
expressions de S. Si I’on souhaite, par exemple, que le nombre maximum de chan-
gements de variable de contrdle soit égal a 2, alors pour les variables de contrdle
O1s...s0 Vin-a,s- - Vina,» 12 contrainte s’écrira :

#{o1, ..., 0nVinays - Vinah 101, TH <2

ou {Ay,...,A,} = I sont les especes ayant un flux d’entrée et K = {1,...,1} les
noms des candidats au knock-out.

Les variables candidates pour un knock-out sont colorées en orange clair sur
la représentation graphique du modele. Si lorsque 1’on affiche une solution une
réaction est sélectionnée pour un knock-out, elle sera colorée en orange foncé.

Exemple 59. Si I'on reprend ’exemple du réseau Pj,_;.,, les contraintes ad-
ditionnelles nécessaires pour la prédiction de 2 changements a appliquer pour
surproduire ’espece Leu sont :

T = Vicoar €{~ 1, T} % inflows {CodY, TnrA} € I
A VipTura € {~’ ~La T}
A oy €{~, |} % knockout candidates {1,7,14,8} € Kp,, ,..
A o7 €f{~ 1}
A oy € 1{~ U}
A og € {~, |}
A #({01, 07,014, 08, Vin-coays Vin-ra}s {U, L, T}) < 2 % at most 2 changes
AN VourLew =T 9 overproduction target

Pour faire une prédiction exacte, nous aimerions résoudre le probleme algo-
rithmique ABSTRACTION ExXAcTE définie en FIGURE 5.3. Ce probleme demande de
calculer D$"(T) pour un réseau P et une cible 7 donnés.

La résolution de ce probleme exact n’est pas trivial, étant donné que 1’en-
semble des solutions réelles d’un systeme linéaire est infinie, et donc il en va de
méme pour I’ensemble de solution sol&i (Lsim(p))-

En effet, il n’est pas possible de générer toutes ces solutions en premier lieu,
puis de les abstraire ensuite. Pour éviter ce probleme algorithmique, il a été pro-
posé de surapproximer 1’abstraction exacte.



entrées:
— un réseau de réactions avec cinétique partielle P, et
— unecible T € .
sortie:
trol
DCPOVL ro. e(T)

pos-arith [d()l’l’l(A(, )] .

FiGure 5.3 — Le probleme algorithmique ABSTRACTION EXACTE.

entrées:
— un réseau de réactions avec cinétique partielle P, et
— unecible T € 5
sortie:
sol®(AV\controle(P). Lgimp)ACsimp) N\ rex Onom, € {~, UIAT)

pos-arith [dom(A6 )] :

FiGurE 5.4 — Le probleme algorithmique APPROXIMATION DE JOHN.

5.3 Approximation de John

Nous rappelons par la section , que Ag est bien une X, im[dom(Ag)]-

os . . 2 7
structure. Une premiere surapproximation de s, o solil%+ (Lgim(py) est donc donnée
par le Théoreme 34 de John. Ainsion a :

R2 A
hag © 50l (Lgimpy) S SOL,° (Lgimp))

6

En se basant sur cette surapproximation, nous considérons le probleme algo-
rithmique APPROXIMATION DE JOHN en FIGURE 5.4. Etant donné un réseau P et une
cible T € F. _ , 1l s’agit de calculer dans la structure finie A¢ I’ensemble

. Zpus-arlrh[dom(A6)]
de solutions de la formule :

AV \ controle(P). Lunce A Coimpy A [\ Onom, € (~ U AT

rek

L’ensemble de ces solutions est une surapproximation de D"™"*(T) qui sera cal-
culé par I’ APPROXIMATION EXACTE.

5.4 Programmation par contraintes a domaine fini

La programmation par contraintes a domaine fini ( , )
permet d’énumérer 1I’ensemble des solutions d’une X-formule de la logique du
premier-ordre sur une X-structure a domaine fini. Pour voir cela, il faut noter
que les relations de la X-structure peuvent €tre spécifiées par des tables. De plus,
comme le domaine de la Z-structure est fini, des quantificateurs existentiels peuvent



étre réécrits en disjonctions et les quantificateurs universels en conjonctions. Nous
utiliserons le langage MiniZinc ( , ) pour écrire les contraintes, et
le solveur Gecode ( , ) pour leur résolution. La syntaxe de Mini-
Zinc est proche du raisonnement mathématiques et rend son utilisation plus facile.

Par conséquent, toute X, qrin[dom(Ag)]-formule du premier-ordre peut étre
résolue dans la X, .in[dom(Ag)]-structure finie Ag avec I’utilisation d’un solveur
de contrainte a domaine fini.

Les problemes de satisfaction de contraintes, ou de formules de logique de
premier-ordre, sont des problemes durs d’un point de vue de complexité. Le pro-
bleme de satisfiabilité de contraintes conjonctives booléennes est NP-complet, et
le probleme de satisfiabilité de formule booléenne de logique de premier ordre
est PSPACE-complet. La complexité devrait €tre similaire pour des contraintes ou
formules sur la X ,,_qin[dom(Ag)]-structure Ag.

Méme si elle est dure dans le pire des cas, la programmation par contraintes
nous donne de bons résultats pour les cas qui nous intéressent, mais ce n’est pas
le cas en général. C’est pourquoi il est important de réduire le nombre de valeurs
possibles pour les variables, comme par exemple, par I’ajout de la contrainte du
type #(X,S) < n, qui pose une limite maximale sur le nombre n de variables de
X autorisées a prendre des valeurs dans S. Il est également important de réduire
le nombre de variables libres, comme le fait la restriction de variables de contrdle
avec la quantification existentielle dans 1’approximation de John en FIGURE

5.5 Résoudre des contraintes a différences sur Ag

Pour résoudre des contraintes a différences, il faut donc d’abord définir dans
le langage MiniZinc notre structure Ag avec le domaine abstrait dom(A¢) = {~
T, 1, =, 1M, U} . Linterprétation de chaque symbole de X4 doit étre spécifiée,
on voit que le prédicat abstractSumTable permet d’identifier chaque élément de
la table sumTable comme un élément satisfaisant la relation de somme abstraite.
Le prédicat abstractSum quant a lui permet de mettre en relation les 3 variables
qui lui sont passées en parametre. Nous ne les verrons pas ici mais nous donnons
aussi la définition en terme de contraintes de 1’accélération (abstractAccelerator),
I’inhibition (abstractInhibitor), le produit (abstractProduct) et les constantes.

A titre d’exemple, I’équation v; = 07+ devient en MiniZinc la contrainte
relationnelle :

constraint abstractSum(o-, ,V7);
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Ficure 5.5 — Définition de I’opérateur abstrait de somme en Aq dans le langage
MiniZinc.

5.6 Des solutions de contraintes a la prédiction

Nous allons voir comment sont utilisés les ensembles de solutions des contraintes
a différence pour faire un raisonnement qualitatif sur les réseaux de réactions avec
information cinétique partielle.

5.6.1 Algorithme

Actuellement pour faire nos prédictions, nous ne nous intéressons qu’aux so-
lutions qui ont un seul changement (non nul). Pour faire de la prédiction de
single knock-out de geénes, nous nous intéressons uniquement aux solutions qui
appliquent comme unique changement un knock-out.

L’ algorithme de prédiction a la forme :

entrée :

— Un réseau de réactions P

— Un ensemble de contraintes cibles T

sortie:

— Un ensemble de prédictions

Avec I’approximation de John, nous résolvons le systeme a différences sol*¢(IV\
controle(P). Lgypy A Cyimpy N /\ ek 0r € {~, |} AT) avec un solveur de contraintes
a domaine fini.

A titre d’exemple, pour savoir quels changements sur les flux d’entrée du ré-
seau Ppy,_re, permettent d’engendrer une augmentation du flux de sortie de [.cu,



nous devons interpréter les contraintes a différences inférées a partir du réseau sur
Ag, que nous retrouvons avec la FIGURE et la FIGURE , et les contraintes
cibles décrites dans I’exemple 59. Nous ajoutons la contrainte:

#({o1,07,014,08},{1}) <0

a T pour indiquer qu’il n’y a pas de knock-out de réaction autorisée. Puisqu’on
ne s’intéresse qu’aux changements de flux d’entrées, les variables de controle
conservées apres projection sur les solutions abstraites seront donc ici les variables

Vin-CodY et Vin-TnrA-

Vin-CodY | Vin-TnrA
l ~
~ l

FiGure 5.6 — Ensemble de solutions abstraites calculé a partir de I’ensemble de
contraintes avec cible inféré du réseau Pjj,_pe, SUr Ag.

La riGURE 5.6 nous donne I’ensemble de solutions générées.

Une ligne représente une solution, et pour chaque colonne on a une valeur
qui est associée a la variable concernée, ici Vi,.coays €t Vin.mnra. Chaque ligne sera
ensuite interprétée en prédiction. Ici il y a 2 solutions donnant 2 prédictions, a
savoir une diminution de , ou une diminution de

Une fois 1’analyse faite, on peut représenter une solution générée directement
sur le graphe en annexant chaque nceud (especes et réactions) par la valeur de Ag
qui lui est assignée.

Nous pouvons voire la représentation graphique d’une solution avec la FI-
GURE 5.1 pour laquelle les deux entrées diminuent.

En prenant les solutions minimales, notre algorithme nous dit que pour avoir
une augmentation de Leu les deux solutions existantes sont une diminution de
Vin-Tnra OU Une diminution de v;,_coqy.

5.6.2 Exemple d’application

Si I’on applique une fois de plus I’heuristique approximative de John, pour
2 changements maximum, la FIGURE donne la table de solutions pour les 11
meilleures prédictions. On y retrouve bien les changements expliqués précédem-
ment, seul ou combiné, a savoir le knock-out de la réaction r; et ry et les diminu-
tions des flux v;,-coay €t Vin-Tra-

Si1’on prend les changements minimaux, la prédiction se restreint 4 premieres
solutions, ou aux 2 premieres si I’on ne s’intéresse qu’au single knock-out.



01 07 08 O14 Vip-CodY Vin-TnrA

U ~ o~ ~ ~ ~

~U~~~ ~
~ v~~~
~~~~l ~
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FIGURE 5.7 — Table des 11 meilleures solutions de 1’heuristique approximative de
John.

5.7 Heuristiques

Afin d’améliorer la précision de 1’approximation, des heuristiques ont été mise
en place. Elles partagent la méme idée qui est I’ajout de contraintes linéaires au
systeme de départ avant de faire son interprétation abstraite.

5.7.1 Réécriture

Si I’on considere un réseau de réactions avec cinétique partielle P, pour obte-
nir ces contraintes G, il suffit d’appliquer un algorithme de Gauss sur le systeme
linéaire Lg;,(P), on a G = Gauss(Ly;,,(P)) . On obtient donc I’algorithme suivant :

entrée

— un réseau de réactions avec cinétique partielle P, et

— une cible T € F

sortie:

5ol (IAV \ controle(P). Lgimpy A Csimpy A N\yek 0r € {~ U} AT A G)

Cependant, cette heuristique reste faible comme 1’algorithme de Gauss n’est
appliqué qu’une fois sur un seul ordre du systeme linéaire. Des contraintes ad-
ditionnelles seraient obtenues si 1’on appliquait le Gauss sur le systéme avec un
ordre différent sur les équations. Sur les réseaux simples vus jusqu’a présent cette
heuristique n’améliore pas les résultats. Sil’on regarde a présent le réseau de réac-
tions représentant une partie plus large du métabolisme de la bactérie B. Subtilis,
on voit que le nombre de solutions pour une prédiction de 2 changements maxi-
mum dans le but d’augmenter la leucine passe de 292 solutions dont 16 doubles

pos-arith [dom(Aﬁ )]



knock-outs avec la méthode approximative de John a 249 dont 14 doubles kno-
ckouts. Cette approche permet donc de réduire un peu le nombre de fausses solu-
tions sans rajouter de différence en terme de temps de calcul.

5.7.2 Conséquences immédiates des modes élémentaires

Basée sur le méme principe d’ajout de contraintes, une autre heuristique a été
mise en place au cours de cette these. Ces contraintes additionnelles reposent sur
I’étude des flux dans la partie métabolique du réseau de réactions, et met en lien
les variables de flux d’entrée et de flux de sortie selon les flux qui les traversent.

Si on définit une variable ¢;, ou 0 < i < n avec n les nombre de modes élé-
mentaire, pour chaque mode élémentaire du réseau, nous pouvons décrire chaque
réaction du réseau comme la somme des modes qui la composent, et créer de
nouvelles équations mettant en lien les flux d’entrée et de sortie par leur décom-
position. En analysant la décomposition en flux métabolique, on voit que 1’on a
I’égalité v, G = Vour-oxoGiu €ar ces variables ont toutes les deux les 5 méme flux
qui les décrivent. On note aussi que v;,. 7, = Iy; = Ip7. Ces 3 égalités forment I’en-
semble de contraintes additionnelles, noté F', on obtient ainsi 1’algorithme suivant:

entrée

— un réseau de réactions avec cinétique partielle P, et

— unecible T € F

sortie:

sol®(3AV \ controle(P). Limpy N Csimpy A Nrex 0r E{~UAT AF)

Cependant, le nombre de conséquences engendrées méme si elles sont essen-
tielles ne sont pas suffisantes pour donner de réelles améliorations. En effet, si I’on
regarde les solutions qui sont générées pour la prédiction qui a été faite avec 1’heu-
ristique précédente, on obtient 250 solutions dont 16 knockouts. Cela améliore
I’approximation de John, mais n’est toujours pas satisfaisant. Nous verrons par
la suite qu'une contribution majeure de cette these repose sur 1’étude des modes
élémentaires utilisés d’une autre facon.

pos-arith [dom (Ae)]”

5.8 Prédiction pour la surproduction de surfactine

Cette analyse qualitative est mise en application sur un vrai modele biolo-
gique, 1’objectif étant de prédire quels changements effectuer sur la bactérie B.
Subtilis pour qu’elle surproduise la surfactine, un peptide non ribosomique, en
grande quantité. Dans un article de ( ), il a été prouvé qu’une
augmentation de la production de leucine, qui est un précurseur de la surfactine,
amenée a une augmentation de la production en surfactine. L’augmentation de
la production de surfactine est donc notre cible. Le réseau de réactions qui a été



modélisé pour I’étude de I’approximation de John représente une partie du méta-
bolisme de la bactérie avec sa régulation. Il s’agit de la chalne des acides aminés
: 1soleucine, leucine et valine. Nous retrouvons dans sa représentation graphique
sur la partie en haut a droite le sous-réseau Pj;,_;.,, que nous avons expliqué en
détail juste au dessus.

Nous ajoutons la possibilité de définir une contrainte abstraite lorsque qu’une
espece S est essentielle pour imposer que sa valeur ne tombe jamais a zéro. Au-
trement dit une formule du type S ¢ {{, 1, =}.

D’apres la table de solutions retournées lors de 1’approximation de John, pour
la prédiction de single knock-out du réseau de réactions représentant le cycle car-
bone des acides aminés branchés, nous avons la prédiction qu'une des variables
parmi I’ensemble qui suit doit étre stoppée par un knock-out :

{01,03,04,07,010, 011,012, 013, 014, 015, 016, 037, 038, 040, 046, 047}

On retrouve un résumé du comparatif avec les heuristiques dans la table ,
il représente le nombre de solutions obtenues pour I’analyse de ce réseau lors
de la prédiction de 1 changement avec 1’approximation de John et les 2 autres
heuristiques présentées précédemment. On voit que ces heuristiques permettent
d’améliorer un peu les prédictions.

5.9 D’outil BioComputing’s Reaction-networks

Les travaux effectués par 1I’équipe BioComputing pour la prédiction de chan-
gements de réseaux ( , ),( , ),( , )
ont abouti a la mise en place d’un outil : BioComputing’s Reaction-networks. Bien
que cet outil n’ait pas encore d’interface adapté pour une utilisation externe, il est
complet.

Cet outil permet de modéliser des réseaux de réactions avec le langage que
nous avons présenté en section et d’effectuer des prédictions de changements
via la méthode approximative de John.

Il prend en entrée un fichier XML décrivant un réseau de réactions, et un autre
contenant les contraintes cibles. A 1’aide de la sémantique stable, I’ensemble des
contraintes a différences est traduit en MiniZinc puis résolu par le solveur GeCode.

De plus par une transformation XSLT, I’outil produit la représentation gra-
phique des réseaux sous le format LaTeX par I’utilisation de la librairie Tikz. Les
syntaxes graphiques et XML, étant équivalentes il est également possible d’in-
férer la syntaxe XML a partir d’une représentation graphique. L’ outil offre donc
une sortie LATEX complete contenant le détail concernant le réseau de réactions
: sa représentation graphique, I’ensemble de contraintes a différences issues de la



sémantique stable et les contraintes cibles additionnelles; et les résultats de la pré-
diction sous forme de table comme nous 1’avons vu et quelques prédictions sont
représentées graphiquement également.

Lors de cette these nous verrons que nous avons étendu cet outil en y ajoutant
et intégrant un module permettant la représentation graphique de flux, ainsi qu’un
module pour chaque nouvel algorithme développé, a savoir, I’algorithme exact et
I’heuristique EFM-conséquences.
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Ficure 5.8 — Modele du métabolisme avec régulation de la bactérie B. Subtilis
Leu



01 03 04 07 0190 011 O12 013 O14 015 O16 037 038 040 046 047

Ficure 5.9 — Table de solutions pour la prédiction de single knock-out pour le
réseau de réaction Leu avec 1’approximation de John.

John | Flux | Réécriture
Knock — outs | 16 14 14
Solutions 25 23 23

FiGure 5.10 — Comparatif des algorithmes pour la prédiction de double knock-out
du réseau de réactions représentant le cycle carbone des acides aminés.
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Chapitre

Abstraction booléenne de systeme
mixte réel

Dans ce chapitre, nous présentons la premiere contribution en montrant
qu’il est possible de calculer exactement I’abstraction booléenne de sys-
teme mixte. Nous verrons qu’il fournit un environnement permettant le
calcul d’abstractions finies de systéemes linéaires d’équations, en se pen-
chant plus particulierement sur le calcul de I’abstraction de signes de
systemes linéaires d’équations.

Sommaire

6.1 Introduction

Les systemes d’équations linéaires sont utilisés en interprétation abstraite pour
abstraire la sémantique de programmes avec des opérations arithmétiques (

, ; , ). En biologie des systemes, les systemes

d’équations linéaires sont utilisés pour décrire les flux d’un réseau réactions a



I’état stationnaire ( , ; , ). Les deux
applications souleévent une question treés similaire sur le calcul de 1’abstraction
d’un systeme linéaire d’équations.

Pour I’analyse de programme basée sur I’interprétation abstraite ( , ),
on peut se demander par exemple si la valeur d’une variable x dans un programme
est strictement positive lorsque la valeur d’une autre variable y I’est. Cette question
concerne 1’abstraction de signes d’un ensemble de solutions réelles d’un systeme
d’équations linéaires (qui lui-méme est abstrait de la sémantique du programme).
L’abstraction de signes hs : R — {—1,0, 1} satisfait :

1 sir>0,
hs(r) =% hs(r)=-1 sir<0,
hs(0) =0  sinon.

En biologie des systemes ( , ; , ; ,

; , ) on peut vouloir savoir si pour un réseau de flux, un

flux x doit augmenter (resp. diminuer) si un autre flux y le fait. Cette question

concerne 1’abstraction des différences d’une paire de solutions réelles positives

d’un systeme d’équations. Nous montrerons dans le chapitre suivant que le calcul

de cette abstraction peut se ramener a un probleme d’abstraction booléenne d’un
systeme étendu.

Dans les deux cas, le calcul de ces abstractions de systemes d’équations li-
néaires peut se ramener a un probleme d’abstraction booléenne de systemes mixtes,
nous reviendrons sur cela plus tard. En admettant cela, si nous souhaitons calcu-
ler exactement ces abstractions pour des systemes d’équations linéaires, il faut
montrer que 1’abstraction booléenne d’un systeme mixte est hg-exact. C’est le
fondement de la problématique de ce chapitre.

Dans un premier temps, nous montrons que n’importe quelle équation linéaire
de matrice d’entiers Ax=0 peut étre transformée en une X-formule R, -équivalente
qui est quasi-positive et quasi-triangulaire et ainsi hg-exacte. Cette transformation
est basée sur le calcul des modes élémentaires ( , ;

, ; , : , ) qui peut étre fait en
pratique par différentes librairies venant de la géométrie algorithmique (
, ). La conversion peut prendre un temps exponentiel dans le pire des
cas, mais se comporte bien en général.

La correction de la conversion est due au fait que les X-algebre R, et B per-
mettent la division unique par un nombre naturel non nul.

Dans un second temps, nous introduisons les systemes hg-mixte, qui géné-
ralisent les systémes linéaires d’équations, avec les équations polynomiales po-
sitives p=0 et les inéquations p#0 ou le polyndme p n’a pas de terme constant.
Nous montrons ensuite que les systeémes /z-mixtes peuvent étre convertis en une



formule hg-exacte elle aussi. Pour faire cela, nous étendons les résultats de la pre-
micre étape en introduisant la notion de X-formules /g-invariantes, qui englobent
les équations polynomiales p=0 et les inéquations p#0 pour tout polyndome positif
p sans terme constant.

Nous verrons ensuite la difficulté du calcul de I’abstraction de signe d’un
systeme d’équations linéaires ¢ avec les méthodes existantes, cela se formalise
hs o sol*(¢). A noter que 1’ensemble sol*(¢) ne peut pas étre énuméré puisqu’il
est infini. A la place nous pouvons énumérer 1’ensemble d’assignement de signe
a:V — {-1,0,1} qui est fini. De plus, puisque hg(x) = —1 est équivalent a
x < 0ethg(x) =120 < x, lesysttme ¢ A A ey hs(x) = a(x) est équivalent a
un systeme d’équations linéaires et d’inéquations strictes. La satisfiabilité d’un tel
systeme peut €tre décidée en temps exponentiel ( , ). Cependant, cette
méthode n’est pas faisable en pratique étant donné que le nombre d’assignements
de signe croit exponentiellement avec le nombre de variables. Donc la question
est de savoir s’il existe un algorithme plus efficace pour calculer hs o sol*(¢).

Ainsi dans un troisieme temps, nous réécrivons les systemes ¢ en formules
¢’ hg-mixtes, en décomposant chaque variable en deux variables représentant son
signe, et en se basant sur les deux premieres étapes. De cette facon, 1’abstrac-
tion de signes hg o sol*(¢) peut étre calculée 2 partir de 1’abstraction booléenne
hs o sol*(¢") = sol®(¢). 1l suffit ensuite de calculer I’ensemble de solutions boo-
léennes sol®(¢’) avec la programmation par contraintes a domaine fini.

L’approche de réécriture basée sur les résultats autour des systemes hp-mixtes
a été utilisée ( , ) pour faire le calcul de I’abstraction des diffé-
rences hy, : R.? = {1, l,~}, et, pour un raffinement avec une X-structure finie
6 éléments, comme nous le verrons dans le chapitre suivant. Cela montre que les
résultats présentés dans ce chapitre fournissent un environnement permettant le
calcul de différentes abstractions finies de systemes linéaires d’équations.

6.2 Exemple d’analyse de programme

Nous illustrons nos résultats en appliquant 1’abstraction de signes pour 1’ana-
lyse de programme basée sur I’interprétation abstraite. Nous considérons 1’implé-
mentation Python FIGURE 6.1 de la fonction integral : R> — R avec f : R — R.
Un appel integral(a, step) calcule I’approximation de I’intégrale foa f(x)dx avec
un pas step. Linterprétation abstraite appliquée a ce programme avec un domaine
abstrait peut produire la formule du premier ordre ¢integra1 Suivante :

(throw_exception =1 &= a <0) A (do_recursion =1 <= step < a) A
Qe = a — Step N step,,. = step



def integral(a: float, step: float):
if a < 0: raise ValueError(’This should never happen’)
if step > a:
return 0
else:
return step = f(a) + integral(a — step, step)

Ficure 6.1 — Function Python approximant I’intégrale foa f(x)dx pour une fonction
donnée f : R — R.

Cette formule utilise les variables suivantes: throw_exception qui est vraie au dé-
clenchement d’une exception; do_recursion qui est vraie quand un appel récursif
est fait; les deux variables a,.., step,,. représentent les parametres passés récursi-
vement a integral.

Pour savoir si une exception serait levée, nous sommes intéressés par 1’abs-
traction de signe pour cette formule &g o solR(qbintegral). Selon le Théoréme John
( , ), cette abstraction peut étre sur-approximée par solS(qﬁintegral)
qui elle peut étre calculée par la programmation par contraintes a domaine fini.
Cependant, cette approximation ne reléve pas que a,.. peut étre strictement néga-
tive quand do_recursion est vraie, aussi, cette condition n’est pas atteinte par le
programme. A I’inverse, cela est correctement reflété par I’abstraction de son in-
terprétation abstraite hg o solR(qbintegral), qui peut étre calculée en le convertissant
en un systéme hp-mixte qui est ensuite résolu avec les méthodes citées ci-dessus.

6.3 Exactitude de I’abstraction

Le Théoréeme de John 34 sur la surapproximation montre que I’ensemble de
solutions sur le domaine abstrait sol®(¢) est une approximation par abstraction
de ’ensemble concret de solutions A(sol® (¢)) pour n’importe quelle abstraction
h : S — A d’une structure concrete vers une abstraite et n’importe quelle formule
du premier ordre ¢. On dit que ¢ est h-exact si méme 1’égalité tient.

Définition 60 (Exactitude). Soit h : S — A une X-abstraction, ¢ une Z-formule et
V 2 V(¢). ¢ est dite h-exacte selon V si h(soly(¢)) = soly(¢). ¢ est dite h-exacte
si ¢ est h-exacte selon V().

L’ objectif suivant est d’étudier la préservation de la h-exactitude par les opé-
rateurs logiques. La principale difficulté est le fait que la s-exactitude n’est pas
préservée par conjonction. Néanmoins, comme il sera montré plus tard, elle est
préservée par disjonction et quantification existentielle.

Montrons que la s-exactitude est préservée par 1’ajout de variables. Pour cela,
il faut supposer que 1’abstraction / est surjective, ce qui sera le cas de toutes les
abstractions d’intérét.



Lemme 61 (L’extension de variables préserve I’exactitude). Soit h : S — A une
X-abstraction qui est surjective, ¢ € Ty une formule, et V.2 V(¢). Alors la h-
exactitude de ¢ implique la h-exactitude de ¢ selon'V.

Démonstration. Cela suit le fait que les solutions d’une formule peuvent étre éten-
dues arbitrairement aux variables qui n’apparaissent pas librement dans la for-
mule, comme évoqué dans la Propositionqui suit.

Proposition 62. N’importe quel affectation de variables o : V — A satisfait
o € ho sol5() ssi Ty € h o sol* (¢).

Dans un sens, soit o € ho soly(¢). Alors il existe & € sol§ () tel que o = hoa.
Puisque V 2 v, il découle que @y 4 € s0l®(¢). De plus oy = h o ) donc
Tiv) € ho sol’(¢).

Dans I'autre sens, soit oy € h o sol*(¢). Alors il existe @ € sol*(¢) tel
que oy = h o a. Pour n’importe quel y € V \ V(¢) soit s, € dom(S) tel
que h(sy) = o(y). Une telle valeur existe puisque £ est surjective. On définit o’ =
aly/sy |y € V\V(¢)]. Puisque V 2 v, il suit que @’ € solf,(q&). De plus, o = hod/,
donc o € h o sol(¢). O

Pour le cas de la disjonction, une propriété de I’union, qui échoue pour I’in-
tersection, est nécessaire.

Lemme 63. Soit V un ensemble de variables, R, et R, un sous-ensemble d’affec-
tations du type V. — dom(S) et h : S — A une X-abstraction. h o (R{ UR,) =
ho Rl Uho Rg.

Démonstration. Ce Lemme vient des équivalences suivantes :

BeEho(RIUR)) & daaceR URAB=hoa
da(aeRiVaeR)ANB=hoa
da(@eRiANB=hoa)V(@eRyAB=hoa)
BehoR VBehoR,

ﬁehOR1UhOR2

tg0¢

Proposition 64. La disjonction de formules h-exactes est h-exacte.

Démonstration. Soit ¢; et ¢, des formules non négatives h-exactes. Soit V =
V(¢1) U V(g,). Le Lemme 61 montre que ¢, et ¢, sont aussi h-exactes selon V,
c’est-a-dire, pour i € {1, 2} :

hosoly(¢)) = soli(¢;)



La h-exactitude de la disjonction ¢; V ¢, peut a présent étre montrée comme suit :

ho sol* (1 V ¢,) h o (soly(¢1) U soly(¢,))
h o sol(¢1) U h o sol§(¢,) par le Lemme
solé(qﬁl) U sol‘A,(qbz) par h-exactitude des ¢; selon V

= sol™(¢1 V ¢2)

O

Lemme 65 (La projection se propage avec 1’abstraction). Pour n’importe quelle
Y-abstraction h : S — A, sous-ensemble R d’affectations du type V. — S, et
variable x € V: hon,(R) = n.(h o R).

Démonstration. Pour tout @ : V — dom(S) on obtient s o my (@) = h o apy\(y =
(ho @)\ = m(h o ). o

Proposition 66 (La quantification préserve 1’exactitude). Pour n’importe quelle
X-abstraction surjective h : S — A et formule Ax.¢p € Fy, si ¢ est h-exacte alors
dx.¢ est h-exact.

Démonstration. Soit ¢ h-exact. Par définition ¢ est h-exact selon V. Puisque h
est supposée surjective, le Lemme 61 implique que ¢ est h-exact selon V U {x}
(indépendamment du fait que x apparait librement ou non dans ¢). Ainsi :

h(sol’ (Ax.¢)) = h(n(sol($)))
= n(h(sol’(¢))) by Lemma
= n(sol*(¢)) since ¢ is h-exact
= sol*(Ax.¢)

O

La partie qui suit étudie la h-exactitude des systemes fortement triangulaires
de X-équations, sous la condition que 4 est une abstraction entre X-algebres avec
division unique.

Lemme 67 (Propriété singleton). Si S est une X-algébre, e € Eg, et : v. — S
un affectation de variables, alors I’ensemble [e]|*S est un singleton.

Démonstration. Par induction sur la structure des expressions e € &:
Cas des constantes ¢ € {0, 1}. L’ensemble [c]]*° = {c¢®} est un singleton.
Cas des variables x € V. L’ensemble [x]*5 = {a(x)} est un singleton.
Case  ©ey;ole, e € Eset® e {+, ).

[e;0e]™ = {s0% s |sele]™,s €le]™}



L’ensemble est un singleton puisque [e;]*5 et [e,]*° sont des singletons par
hypothése d’induction. Cela engendre le fait que s @° s” est aussi un singleton
puisque S est une X-algebre O

Une Z-algebre est une X-structure avec la propriété singleton. Soit ele la fonc-
tion qui associe chaque singleton a I’élément qu’il contient.

Définition 68. Une X-structure S a la division unique, si elle satisfait la formule
du premier-ordre ¥x.37'y. ny = x pour tout nombre naturel n € N \ {0}.

Il est clair que les X-algebres R, et B ont la division unique. Pour chaque
élément s du domaine de la structure S avec la division unique et chaque nombre
naturel n € N \ {0}, on dénote par 2 I"'unique €élément de {a(y) | a € sol® (ny =
2), a(z) = s}.

Lemme 69. Soit ¢ € ¥y une X-formule et S une X-algebre avec la division unique.
Pour chaque nombre naturel non nul n, chaque variable y ¢ V(¢), et expression
e € Es avec v, C

ele([e]™)
n

sol* (¢ Any = e) = {aly/ 1| @€ sol’(¢))

Démonstration. On fixe de fagon arbitraire a : v, — dom(S). Puisque S est une
T-algebre, [e]*5 est un singleton et v. C V(¢), ele([e]*®) est défini de fagon
unique. De plus, S a la division unique, d’ou ele([[+]]as) est un élément de dom(S)
bien défini. Ainsi et puisque y € v, aly/ ele([[+l]]s)] est I’unique solution de 1’équa-
tion ny = e qui étend a.

Cas “D”. Soit a € sol’(¢), y & V(¢), et a[y/%ﬂlms)] est une solution de ny = e,

il suit que aly/ %] est une solution de ¢ A ny = e.
. . . (’Y’S . .
Cas “C”. Soit @ € sol*(¢p A ny = e). Puisque « /M] est I’unique solution
y q ,, q

. . o« L , . . a5 ’ N

de I’équation ny = e qui étend o’ = ay,, 1l suit uea):mdoua:
q y q | q n

@,S

a'[y/ %] avec @’ € sol5(¢). o

Proposition 70. Soit ¢ € F; une Z—formule, n # 0 un nombre naturel, e € Es une
X-expression avec V. C v, ety & v, et la X-abstraction h : S — A avec S et A
deux X-algebres avec la division unique. Puis si ¢ est h-exact, cela implique que
¢ A e = ny est h-exact.



Idées de la preuve. Il peut étre montrer que h(ele([e]*)) = ele([e]"**) et
h() = @ Donc:

hosols(¢ Ne=ny) = ho {a[y/%ﬂms)] | @ € sol’ ()} par le Lemme
= {(hoa)ly/h(ZUX2)| | o € s0l5(¢)) élémentaire
(o ly/h(2AX2] | o € 5ol (¢)) h-exactitude de ¢

{oly/ MU | o € s0l(¢))

= {oly/ =2 | o € sol*(9))
= sol*¢ A e = ny) par le Lemme

Démonstration. Soit e € Es une X-expression.

Proposition 71. Pour chaque a : V — R, avec V. 2 V(e): h(ele([e]*)) =
ele([e]**%).

Pour chaque a : V(¢) — S le Théoréme 34 sur I’homomorphisme entraine
h([e]*%) < [e]"™®*. Puisque S et A sont toutes deux des X-algebres, les en-

sembles [e]™ et [e]™** sont tout deux des singletons par le Lemme 67, ainsi
h(ele([e]™)) = ele([e]"**)

(s)
),

Proposition 72. Pour chaque s € dom(S) et n # 0 un nombre naturel : h(:) =

Puisque S est supposée avoir la division unique, s’ = 3 est bien défini comme
’unique élément de dom(S) tel que 5" +° ... +° &' = 5. Ainsi, h(s’ +° ... +° &) =
S————— S————
n n
h(s) et puisque & est un homomorphisme, il découle que A(s") +2 AR =

h(s). Comme A est supposée avoir la division unique , cela implique que h(s") =
h(s)

La Proposition peut a présent étre démontrée avec ces deux Propositions. Soit
¢ h-exact, y ¢ V(¢), et V(e) € V(¢). Il faut montrer que ¢ A ny = e est h-exact
aussi:

hosols(¢ Ne=ny) = ho {a[y/@] | a € sol’ (¢)} par le Lemme
= {(ho a)[y/h(%ﬂms))] | a € sol’(¢)} élémentaire
= {O'[y/h(ele([[+]]n’s))] | o € sol(¢)) h-exactitude de ¢
{oly/ %ﬂlms»] | o € s0l*(¢)} par la Proposition
= {oly/ MEETM] | o € sol®(¢)} par la Proposition
= s0l*(¢ A e = ny) par le Lemme

O



Proposition 73. Soit h : S — A une X-abstraction entre Z-algeébres avec divi-
sion unique. Chaque systeme fortement triangulaire de X-équations a coefficients
naturels est h-exact.

Idées de la preuve. Par induction sur le nombre d’équations et la Proposition

Démonstration. Chaque systeme d’équations fortement triangulaire a la forme

AL e = my; ounetn; # 0 sont des naturels et y; est i-frais pour tout 1 < i < n.

La preuve est par induction sur n. Dans le cas n = 0, la conjonction est égal a

true qui est h-exact car h(sol®(true)) = h([]) = sol®(true). Dans le cas n > 0,

par hypothese d’induction on a /\j-jl ej = n;y; est h-exact. Comme n; # 0 avec la
4

Proposition 70 on a e; = n;y; A )\ j—=11 ej = njy; est h-exact.

O

Notons que la Proposition 73 reste vraie pour les systemes triangulaires qui ne
sont pas fortement triangulaires. A voir dans la prochaine section (Théoreme
et Proposition 83) car cela requiert différents arguments.

Théoreme 74 (Exactitude). Les systemes polynomiaux quasi-positifs fortement
triangulaires sont hg-exacts.

Démonstration. Les Z-algebres R, et B ont la division unique, la Proposition
peut donc s’appliquer. O

Le Théoréeme des modes élémentaires |8 montre que n’importe quelle équa-
tion matricielle d’entiers Ax = 0 est R -équivalente a un systeme d’équations
linéaire quasi-positif fortement triangulaire. Le Théoreme 74 est donc appliqué
pour obtenir le corollaire suivant.

Corollaire 75. Chaque équation matricielle d’entiers peut étre convertie en temps
au plus exponentiel en une X-formule hg-exacte R, -équivalente.

Ce corollaire permet de calculer la hg-abstraction d’une équation matricielle
d’entiers en calculant les B-solutions de la formule R,-équivalente hg-exacte.
Pour calculer les abstractions entre structures sans division unique les résultats
doivent Etre consolidés.

6.4 Invariance de I’abstraction

Le probleme principal de ce chapitre est que la conjonction de deux formules
h-exactes peut ne pas étre h-exacte. La situation change quand en supposant la
notion de A-invariance pour au moins une des deux formules.



Définition 76 (Invariance). Soit h : S — A une Z-abstraction et V. .C V un sous-
ensemble de variables. Un sous-ensemble R d’affectations de variable de type
V — dom(S) est dit h-invariant ssi :

Ya,a' : V > dom(S). (@€ RAhoa=hoad — a €R).
Une X-formule ¢ est dites h-invariante si sont ensemble de solutions sol® (¢) I’est.

L’importance de la notion d’invariance pour I’exactitude de la conjonction —
qui est formalisée par la Proposition 83 — vient du Lemme suivant :

Lemme 77. Si soit R| ou R, est h-invariant alors : ho(Ri N Ry) = hoRyNhoR,.

Démonstration. Une des inclusions est indépendante de I’invariance.

ho(RyNR,) {hoa|a € Ry, a € Ry}
fhoalaeR}N{hoa|a€R,}

hoR NhoR,

N

Pour ’autre, il faut supposer sans perte de généralité que R, est h-invariant. Soit
BeEhoR NhoR,. Alorsilexiste @ € Rjeta, € Rytelsque S =hoa; =hoa;.
Par h-invariance de R; il résulte que a; € R;. Alors @) € Ry N R,, et ainsi, 8 €
ho(RiNRy) O

La suite fournit une caractérisation algébrique de la h-invariance. Etant donné
une X-abstraction 2 : S — A, et un ensemble R d’affectations de variable a
dom(A), 1l est possible de définir la décomposition gauche de R respectivement
a h comme I’ensemble d’affectations de variable a dom(S) suivant :

heR =4tfa | hoa € R}

Naturellement, R C h e(h o R). L’inclusion inverse caractérise la h-invariance de
R.

Lemme 78 (La caractérisation algébrique). Un sous-ensemble R d’affectations de
variable du type V. — dom(S) est h-invariant pour une X-abstraction h : § — A
ssiheo(hoR) CR.

Démonstration. “=". Soit R h-invariant et « € he(h o R). Alors il existe @’ € R
tel que ho @ = ho @’'. La h-invariance de R implique ainsi que « € R.
“<”. Supposons que ie(hoR) C R. Soita, @’ : V — dom(S) tels que hoa = hod’
et @ € R. Il faut montrer que @’ € R.
Depuis hoa = hoa’ eta € Ril suit que &’ € h-e(hoR) etdonc @’ € R comme
requis.
O



Lemme 79 (L’extension de variables préserve I’invariance). Soit h une abstrac-
tion surjective et R un sous-ensemble de fonctions du type V' — dom(S) et V un
sous-ensemble de variables disjoint de V'. Si R est h-invariant alors extf,(R) est
h-invariant aussi.

Démonstration. Ceci découle directement de la caractérisation de la A-invariance
du Lemme 7% et les deux Propositions suivantes :

Proposition 80. Si h est surjective alors h o ext;(R) = exty(h o R).

Ceci vientde ho ext(R) = {hoa | a € ext}(R)} = exty({hoa’ | @ € R}) ol la
surjectivité de h est utilisée en derniere étape.

Proposition 81. & eexté(R’) = ext“g,(h eR’) pour chaque sous-ensemble R’ de
fonctions du type V' — dom(A).

heext{(R') {a: VUV - dom(S) | hoa e exty(R)}
= {a: VUV = dom(S)|hoay €R'}
extf,({a’ V> dom(S) | hoa € R}

= extf,(h oR)

O

Lemme 82. Soit h : S — A une Z-abstraction surjective, ¢ une X-formule, et
V 2 V(o). La h-invariance de ¢ entraine la h-invariance de solf/(¢)).

Démonstration. Ceci vient de la cylindrification, Lemme 61, et du fait que 1’ex-
tension de variables préserve la h-invariance comme montré dans le Lemme
O

Proposition 83 (L’exactitude est préservée par la conjonction en présence de I’in-
variance). Soit h une Z-abstraction surjective. Si ¢, et ¢, sont des Z-formules
h-exactes et ¢y ou ¢, est h-invariant alors la conjonction ¢, A ¢, est h-exacte.

Démonstration. Soit ¢, et ¢, des X-formules h-exactes. On suppose sans perte de
généralité que ¢; est h-invariante. Soit V = . Puisque V(¢,) C V I’ensemble
soly,(¢,) est h-invariant aussi par le Lemme 82. On peut montrer que ¢; A ¢, est
h-exact comme suit:

ho solf (g1 Ady) = ho(soly(¢1) N soly(¢))
h o sol3(¢1) N ho soly(¢,) parle Lemme
sol‘A,(qb]) N sol‘A,(qbz) par h-exactitude des ¢; selon V

= sol(¢1 A $2)



L objectif suivant est de montrer que les formules /-invariantes sont closes par
conjonction, disjonction, négation et quantification existentielle. Les deux pre-
mieres propriétés viennent des deux propriétés algébriques de la décomposition
de I’abstraction qui suivent.

Lemme 84. Pour chaque X-abstraction h : S — A, chaque sous-ensemble d’af-
fectations du type V. — dom(S) R, et R, et V un sous-ensemble de variables:

— I’le(Rl N Rz) = heRl N heRz.

— h'G(Rl U Rz) = ]’Z'GR] U h'eRz.

Démonstration. Le cas de 1’union vient directement des définitions:

he(RiUR,) = {a| hoae€ R UR,}

{a | hoae Ry Vhoae€R,}

{a | hoaeR}U{a | hoa € R,}
heR; Uh-eR,

Le cas de I’intersection est symétrique:

h-e(leRz) {a | ]’lOCL’EleRz}
{a | hoae Ry Ahoa € Ry}
{a | hoaeR}N{a | hoa € R,}

h'GRl N h'GRz

O

Lemme 85 (L’intersection et I’'union préservent I’invariance). Soith : S — A une
X-abstraction. Alors intersection et [’union de deux sous-ensembles h-invariants
R\ et R, d’affectations de variable du type V- — dom(S) est h-invariant.

Démonstration. Ceci découle de la caractérisation algébrique issue du Lemme
de I'invariance, En combinaison avec les propriétés algébriques de la composition
et de la décomposition donnée par les Lemmes 63, 77, et

O

Lemme 86 (La projection se propage avec la décomposition gauche).

hen(R) = m.(heR)

Démonstration. Pour tout @ : V — dom(A) on a

hen (@) =h S|y \(x}

= (hoa)y\y
m(hea)



Proposition 87 (L’invariance est préservée par conjonction, disjonction, et quanti-
fication). Si h est une abstraction surjective alors la classe de formules du premier-
ordre h-invariantes est close sous conjonction, disjonction, et quantification exis-
tentielle.

Démonstration. Soit h : § — A une X-abstraction.

Cas de la conjonction: Soit ¢; et ¢, h-invariants et V = . Par le Lemme
les ensembles solf,(a&l) et solf,(gbz) sont tout deux A-invariants, et par le Lemme
leur intersection 1’est aussi. Ainsi :

h-e(h o (solj(¢1) N soly($2)))
solf,(qﬁl) N solf,(gbz) par h-invariance
sol5 () A ¢») et Lemme

he(h o sol’ (¢1 A ¢2))

N

Par le Lemme 78 dans 1’autre sens, cela implique que ¢, A ¢, est h-invariant.
Cas de la disjonction: Analogue au cas de la conjonction.
Cas de la quantification existentielle:

he(ho sol*(Ax.¢1)) = he(hom(sol®(¢)))
= he(my(h o sol’(¢))) parle Lemme
= n(he(h o sol’(¢))) parle Lemme
C m (sol’ (¢)) par h-invariance de ¢,
= sol’ Ax.¢) et le Lemme

Par le Lemme 78, cela implique que dx.¢, est h-invariant
O

Proposition 88. Soit h une X-abstraction surjective. La classe de X-formulas h-
exactes et h-invariantes est close par la conjonction, disjonction et quantification
existentielle.

Démonstration. La cloture de la conjonction vient des Propositions 83 et 87, celle
de la disjonction vient des Propositions 64 et 87, et la quantification existentielle
vient des Propositions 66 et 87. O

Théoreme 89 (Invariance). Chaque équation polynomiale positive p = O telle que
p n’a pas de terme constant est hg-exacte et hg-invariante.

Démonstration. Considérons une équation polynomiale positive p = 0 telle que
p n’a pas de terme constant et uniquement des coeflicients positifs. Ainsi p a la

ij Mmjg - .
forme Zé‘:1 n; [1,_, xj’]f" =0where!>0,etn;,ijmj > 0.



Proposition 90. Pour les deux algébres S € {B,R.}: sol* (p = 0) = sol’( /\i-=1 \/2’;1 Xjx =
0).

. N ij mj,
Le polynome a une valeur 0 ssi tout ses monomes sont nuls, d’ou : [],_, X, li" =

0 pour tout 1 < j < [. Puisque les termes constants sont exclus, nous avons
ij # 0. De plus, nous assumons pour tout polynomes que m;; # 0. Alors pour tout
1 < j<lildoitexister 1 <k <i;tel que xj; = 0.

Proposition 91. L’équation x = 0 est hg-exacte et hg-invariante.

Ceci découle directement des définitions. Avec ces deux Propositions nous
sommes en position pour prouver le Lemme. Puisque la classe de formules /-
exactes et hg-invariantes est close par conjonction et disjonction d’apres la Pro-
position 88, il suit de la Proposition 91 que /\i.:1 VZZI Xjx = 0 est hg-exact et
hg-invariant. Puisque cette formule est équivalente sur R, a 1’équation polyno-
miale d’apres la Proposition 90, la hg-invariance couvre p = 0. La hg-exactitude
elle aussi la couvre en se basant sur 1’équivalence pour les deux structures R, et
B:

hg o sol**(p =0) = hgo sol%*(/\szl \/;’:l x;x = 0) par la Proposition 90 pour R,
= solP(N'_; ViL, X = 0) par hy exactitude
= sol’(p =0) par la Proposition 90 pour B.
O

6.5 Abstraction booléenne de systemes mixtes

Dans cette section, nous prouvons notre principal résultat qui est de savoir
comment calculer exactement la /g-abstraction d’un ensemble de R, -solutions de
systémes mixtes.

Définition 92. Un systéme mixte est une formule dans ¥, de la forme Jz. ¢ N\ ¢’
ou ¢ est un systeme linéaire d’équation et ¢" une formule du premier ordre hg-
invariante et hg-exacte.

A noter que les systemes d’équations linéaires Ay = 0, avec A une matrice
d’entiers et y une séquence de variables une a une distinctes, n’est pas forcé-
ment hg-exact, si A n’est pas positive. Cependant, n’importe quel systeme li-
néaire d’équations de cette forme est R,-équivalent a un systéme polynomial
quasi-positif fortement triangulaire, comme montré dans le Théoreme Modes ¢é1¢é-
mentaires | 8. Et un systeme polynomial quasi-positive fortement triangulaire est
prouvé étre hg-exact par le Théoreme Exactitude



Théoreéme 93 (Principal). Chaque systeme mixte peut étre converti en temps
exponentiel en une X-formule R, -équivalente qui est hg-exacte.

Démonstration. Considérons un systeme mixte Ix. (¢ A ¢’) ou ¢ est un sys-
teme linéaire d’équations et ¢’ une formule du premier-ordre qui est hg-exacte
et hg-invariante. Selon le Théoreme Modes élémentaires |8, le systeéme linéaire
d’équations ¢ peut étre transformé en temps exponentiel en formule Jz.¢” ou ¢”
est un systeme d’équation linéaires quasi-positif et fortement triangulaire. De tels
systemes d’équations polynomiales sont /g-exacts par le Théoreme 74, donc ¢’
aussi. La Proposition Invariance 83 montre que la conjonction ¢” A¢’ est hg-exacte
aussi, puisque ¢’ était supposée étre hg-exacte and hg-invariante. Finalement, la
hg-exactitude est préservée par la quantification existentielle d’apres la Proposi-
tion 66, donc la formule Ix.dz. ¢” A ¢’ est hg-exacte aussi. O

Corollaire 94. La hg-abstraction d’'un ensemble de R -solutions d’un systeme
mixte ¢, noté hg o sol™(¢), peut étre calculé en temps au plus exponentiel en la
taille du systeme ¢.

Démonstration. Etant donné un systeme mixte ¢, nous pouvons appliquer le
Théoreme 93 pour calculer en temps au plus exponentiel une formule R, -équivalente
@” qui est hz-exacte. Il est ensuite suffisant de calculer sol®(¢’) en temps expo-
nentiel en la taille de ¢. Cela peut étre fait de facon naive, qui est d’évaluer la
formule ¢”” — qui peut étre de taille exponentielle — sur I’ensemble des affectations
de variables booléens possible — qui peuvent étre exponentiel dans leur nombre.
Pour chaque affectation I’évaluation peut étre faite dans le PSpack et cela en temps
exponentiel. L’ensemble du temps requit est ainsi un produit de deux exponentiels,
ce qui reste exponentiel

O

L’algorithme de la preuve du Corollaire 94 peut étre amélioré pour étre suf-
fisamment efficace en pratique. Pour cela, les deux étapes avec une complexité
exponentielle dans le pire des cas doivent étre rendues polynomiales pour les ins-
tances particulieres. A noter d’abord que le calcul des modes élémentaires (Théo-
reme |8) est connu pour étre faisable par ordinateur. Plusieurs algorithmes dans
ce but ont ét€ implémentés ( , ; , ; ,

; , ) et appliqués avec succes a des problemes de biologie des
systemes ( , ). La seconde étape exponentielle concerne
I’énumération de tout les affectations de variables booléens. Cette énumération
peut étre évitée en utilisant des techniques de programmation par contraintes pour
calculer I’ensemble de solutions sol®(¢”). Pour ces systémes mixtes pour lesquels
les deux étapes peuvent €tre faites en temps polynomial, nous pouvons calculer



I’abstraction booléenne de 1I’ensemble de solutions en temps polynomial aussi. La
faisabilité en pratique de cette approche a été démontré récemment avec I’applica-
tion pour la prédiction de knock-outs en biologie des systemes ( , ),
pour laquelle auparavant seule une sur-approximations pouvait étre calculée.

6.6 Calcul de ’abstraction de signe

Dans cette section, nous montrons comment calculer 1’abstraction de signe
hs o sol*(¢) de I’ensemble de R-solutions d’un systeme d’équations linéaires ¢.
Pour cela, ¢ est convertie en une formule du premier-ordre ¢’ selon le Théoreme
principal 93. Ainsi hg o sol*(¢) peut étre calculé par sol®(¢") en temps polynomial.
Dans cette optique, nous faisons d’abord le lien entre 1’abstraction de signe et
I’abstraction booléenne, et montrons dans un second temps que cette relation peut
étre définie en logique du premier ordre de facon a pouvoir appliquer le Théoréme
principal pour I’abstraction booléenne.

Dans un premier temps, relions 1’abstraction de signe a 1’abstraction boo-
léenne. Pour cela, chaque nombre réel r est décomposé en deux nombres po-
sitifs, sa partie négative ©(r) et sa partie positive &(r), tel que si r > 0 alors
o(r) = 0et®d(r) = r, et sinon &(r) = —r et &(r) = 0. La fonction de décomposi-
tion dec : R — ({0} x R,) U (R, X {0}) est définie ci-dessous avec r € R:

dec(r) = (&(r), ®(r))

Cette fonction est une bijection, elle a donc une fonction inverse dec™! : ({0} x
R,) U (R, X {0}) — R, qui satisfait dec’'((r, 2)) = r» — r; pour toute paire(ry, r,)
dans son domaine.

Lemme 95 (Décomposition). hs = dec™ o h2 o dec

Démonstration. Si r est négatif alors dec™ (hZ(dec(r))) = dec(hZ((-r,0))) =
dec'((ha(-r),0)) = —hg(—r) = hs(r). Sinon si r est positif alors dec™! (hZ(dec(r))) =
dec' (h3,((0, r))) = dec™'((0, he(r)) = hg(r) = hs(r)

o

Nous allons d’abord montrer que les formules du premier ordre sur les réels
peuvent €tre réécrites de telle sorte que leur interprétation sur les réels positifs est
suffisante. Commencons avec une définition de la positivité des réels en logique du
premier ordre. Pour chaque variable x € V nous définissons la formule pos(x) €
¥ par :

pos(x) =qef A2.X = 7% 2

Clairement, si @ € sol*(pos(x)) alors a(x) € R,. Cette formule peut étre
utilisée pour relier les R, -solutions aux R-solutions de formules particulicres.



Définition 96. Une formule ¢ € F est dite a domaine positif si ¢ a la forme
¢ A Nyewvig) Pos(y) de méme pour toute formule ¢" pour laquelle Ax.¢” est une
sous-formule de ¢.

Lemme 97. Toute formule a domaine positif ¢ € F5, satisfait sol**(¢) = sol™(¢).

Démonstration. Par induction sur la structure des formules. L’étape d’induction
est directement due au fait que pos(y) impose la positivé de la valeur de y. O

Nous montrons ensuite comment faire des formules du premier ordre a do-
maine positif en se basant sur la décomposition de nombres réels en deux nombres
positifs présentée auparavant. Nous fixons deux générateurs de variables fraiches
Vo, Vo : V — V. Pour chaque x € V, I'intention est que vg(x) représente la
partie positive de x et vo(x) sa partie négative. Nous conserverons les invariants
que x = vg(x) — vg(x) et vg(x) * vo(x) = 0. De plus, soit v : V — V? tel que
v(x) = (vg(x), vo(x)) pour tout x € V.

Proposition 98 (Positivité). Pour chaque formule ¢ € Fy nous pouvons calculer
en temps linéaire dec,(¢) € T tel que:

dec o s0I*() = {a® 0 Vg | @ € 5ol (dec, @) A [\ Vo(x) % vo(x) = 0))
x€V(¢)

De plus, si ¢ est un systeme d’équations linéaires, alors dec,(¢) est un systeme
mixte .

Démonstration. Nous pouvons supposer sans perte de généralité que toutes les
équations de ¢ sont applaties, c’est-a-dire, de la forme x = x; + x5, X = X1 * Xp,
x=0,oux=1.

Nous définissons les formules dec,(¢), dec,(¢) € F5 pour toute formule ¢
dans ¥ avec des équations aplaties récursivement comme Ceci :

dec,(Ax.0) =ger IVe(x).Avg(x). dec, (@) A Ve(x) * vo(x) = 0
A pos(Ve(x)) A pos(ve(x))
dec, (¢ A ¢') =qer dec,(¢) A dec, (@)
dec, (=) =qer ~dec,(¢)
dec,(x = x1 + x2) =gef Vo(X) + ve(x1) + ve(x2)
= Vo(X) + va(x1) + va(x2)
X1 * X2) =def Vao(X) + Vo(x1) * ve(X2) + ve(X)) * Ve(x2)
= Vo(X) + ve(x1) * vg(x2) + ve(xy) * ve(x2)
dec,(x = 0) =gef Va(x) = vo(x)
dec,(x = 1) =gef Va(X) = vo(x) + 1

dec,(x



La réécriture pour les équations avec multiplication s’ appuie sur la loi de distribu-
tivité€. Nous utilisons aussi les inverses pour 1’addition dans la structure des réels.
Soit

dec)(¢) = dec,(¢) A /\ Va(X) * vg(x) = 0 A pos(ve(x)) A pos(Ve(x)).
xeV(¢)

Nous pouvons montrer par induction sur la structure des formules que toutes for-
mules dec/(¢) sont & domaine positif et satisfont dec o s0l*(¢) = {@? o Vi) | @ €
solR(dec’v(qb))}. La Proposition vient, avec R, au lieu de R, du Lemme 97 et de la
positivité de domaine de dec; (¢)

O

Théoreme 99 (Calcul de I’abstraction de signe). Pour chaque systeme d’équation
linéaire ¢ € F, il est possible de calculer en temps au plus exponentiel une
formule ¢’ € F telle que :

hs o s0l"(¢) = {[y/B(Ve() = Bve)) | y € V()] | B € sol*(¢))

Démonstration. Soit¢ € ¥ un systeme d’équations linéaires. La formule dec, (¢)A
A zevg) Vo(X) * vo(x) = 0 est un systtme mixte par la Proposition de positivé

, nous pouvons donc appliquer le Théoreme principal 93. Ainsi, nous pouvons
calculer en temps au plus exponentiel une formule R, -équivalente ¢’ qui est hp-
exacte.

hs o sol*(¢)

= dec™ o 2 o dec o sol*(¢) par le Lemme
= dec™ o hZ o {a? o Viyy) | @ € sol**(dec,(P)A par la Proposition
/\xe(V(qb) Ve (x) * ve(x) = 0)}
= dec™! o hZ o {a? o Vi) | @ € sol*(¢')} avec ¢’ du Théoréme 93 principal
= {dec™! o % 0 Vi) | B € s0l* (')} par hg-exactitude de ¢’

= {[y/B(ve() — Bve(y)) | y € V()] | B € sol2(¢')} par définition de dec’!

O



Chapitre

Calcul exact des abstractions de
différences

Ce chapitre montre comment les problemes d’abstraction de différences
de systeme d’équations linéaires sur les domaines Az et Ag sont traduits
en questions d’abstraction booléenne de systemes enrichis mixtes. Le ma-
tériel présenté au chapitre précédent permet ainsi de montrer qu’il est
possible de calculer ces abstractions exactement. Cela permettra de pré-
senter les algorithmes exactes pour Az et Ag.

Sommaire

7.1 Introduction

Les heuristiques qui ont été proposées auparavant, et celle présentée dans le
chapitre 8, ne contiennent pas toutes les conséquences avec le systeme abstrait,



c’est-a-dire qu’elles ne calculent pas 1’abstraction exacte du systeéme linéaire en
général.

Intuitivement, cela se produit car 1’approche prend pour acquis que le raison-
nement abstrait est basé sur le systeme linéaire a 1’état stationnaire, ce qui nous
ramene a 1’équation matricielle Ax = 0 ol A est la matrice de stoechiométrie asso-
ciée au réseau métabolique, et x est ’ensemble des flux métaboliques représentant
les variables du systemes. Cependant, il est facile de noter que des que les diffé-
rences concretes sont introduites dans le raisonnement, il n’y a plus un, mais bien
2 systemes linéaires a considérer: un avant les changements d’environnement, et
un apres. Ce qui donne un systeme pour chaque valeur des pairs représentant un
changement concret. Pour faire simple, nous devons considérer une grande équa-
tion matricielle incluant les deux systémes Ax®4 = () et Ax%"® = (),

Cette idée est le point de départ du développement de la contribution majeure
de ce these présentée dans ce chapitre. Nous présentons donc dans ce chapitre,
une méthode pour le calcul exacte de 1’abstraction d’un systeme linéaire, que nous
appelons 1’algorithme exact.

Dans ces algorithmes, propre a Az et Ag, il s’agit de caractériser les abstrac-
tions de différence de 1I’ensemble de solutions d’un systeme linéaire d’équations.
On montre comment le caractériser par 1’ensemble de solutions de formules du
premier-ordre interprétées sur la structure finie B. Ne sachant pas comment trou-
ver une formule /5-exacte et équivalente comme celle fournit par le Théoreme
pour le cas de I’abstraction booléenne, nous utilisons ce Théoreme pour trouver un
caractérisation booléenne finie des abstractions de différence. Pour ce faire, nous
allons fortement nous appuyer sur les propriétés de définition dans la logique du
premier-ordre des tuples, commencons donc par I’introduire.

Cette méthode donne une bonne mesure pour étudier la qualité de nos heuris-
tiques. Il sera intéressant de voir que 1’heuristique présentée par la suite et cette
méthode exacte, repose toutes les deux sur la réécriture d’un systeme linéaire via
’utilisation de leurs modes élémentaires. La différence clé entre les deux mé-
thodes réside sur le choix du systéme linéaire utilisé initialement pour calculer
ces modes.

7.2 Exact As;-abstraction

Nous commengons avec la As-abstraction, nous donnons en premier lieu les
différentes étapes menant a sa caractérisation par un ensemble de solutions de for-
mules du premier-ordre interprétées sur la structure finie B. Puis nous présentons
la logique mixte B U A; qui permet de traiter également les contraintes cibles ad-
ditionnelles. Ainsi, nous pourrons présenter le théoreme présentant 1’algorithme
capable de résoudre I’abstraction des différences avec contraintes pour /,,.
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y1=(1,0)

Ficure 7.1 — Deux exemples de projection sur la diagonale: y; = projli'z*(x]) et

R2
Y2 = proj; (x2).

7.2.1 Systemes linéaires

Nous décomposons d’abord 1’abstraction s, en I’abstraction booléenne hp
et la projection sur la diagonale en R? définie par le systéme mixte dans 72,
contenant une équation non positive linéaire et une équation a produit nul, qui
est donc non linéaire mais positif comme défini ci-dessous. Pour chaque paire de
variables x,y € V on définit:

Proj(x,y) =dger T1(x) + ma(y) = ma(x) + 71 (y) A 71 (y) * 7o(y) = 0

La fonction de projection sur la diagonale proj]ii est illustrée de facon géo-
métrique sur la FIGURE 7.1. La valeur de y détermine le signe et la distance de la
valeur de x par rapport a la diagonale.

Pour les points sous la diagonale leur distance est prise avec la projection
horizontale, et pour les points au-dessus de la diagonale la distance est prise verti-
calement. Pour chaque solution a € solRi(projG(x, y)), certains composants de
a(y) doivent étre égal a zéro puisque ma(y) * m(a(y)) = 0. Les autres com-
posant doivent étre égal a |m(a(x)) — m(a(x))| puisque mi(a(x)) — m(a(x)) =
mi(a(y)) — mo(a(y)). Ainsi :

projc = (((r,r), 0,7 =) | r <)
U (), (r=r,00) | r=r)

Lemme 100. pijRi est une fonction totale du type R> — R? qui satisfait hp, =
hZ o projGRi.

Démonstration. Par définition projGRi est une relation binaire sur R?. Cette rela-
tion binaire est une fonction totale qui satisfait I’équation du Lemme comme le
décrit I’équation qui précede le Lemme.

O



Pour chaque définition du premier-ordre G : V"™ — ¥ nous avons défini dans
la Section une définition du premier-ordre proj;"(G) : V" — F2 qui décrit
I’application de fonction définie par proj, aux m composants de la relation définie
par G.

Lemme 101. Pour chaque définition du premier-ordre G : V™ — F¢ et séquence
yewyn: i
projg o 2-s50l"(G(y)) = 2-sol™ (proj5"(G)()))

Démonstration. Ce Lemme est une conséquence du fait que projGRi définit une
fonction totale par le Lemme et une propriété générale des définitions du
premier-ordre énoncé par la Proposition 40 de la Section 3.5. Pour assouplir la
lecture de cette these nous trouverons cette section en fin de chapitre. Pour I’ap-
plication de la Proposition 40 nous choisissons F = proj,; : V* —» F2, ¢ = 1,
k=1,n=2.

O

Fixons deux générateurs de variables fraiches vi,v, : V — V et définissons
v(x) et v'!(x) comme il a été fait auparavant.

Théoreme 102. Pour chaque formule linéaire L(y) € ¥ avec variables libres {y},
on peut calculer en temps au plus exponentiel une formule conjonctive positive
avec quantificateurs existentiels ¢(v(y)) € ¥ et variables libres {v(y)} telle que :

hay o diff(sol™* (L)) = v (sol* (¢(v(¥))))

Démonstration. Le temps pour calculer ¢(v(y)) est dominé par le temps de calcul
des modes élémentaires, qui peut étre fait en temps au plus exponentiel.

hy, o diff(sol*+ (L(y)))
Proposition = hy, 0 sol® (L(y))
Pair FO Proposition = hy, © 2-s0* (Ly(y)) with Ly(y) = (L(y))*
Decomposition Lemma = hé o projG]Ri 0 2-s0l* (L»(y)))
FO-Definition Lemma = hi o 2-sol* (proj ;" (L)(y))
Proposition = hé o v!(sol* (V(proj ;" (L)(¥))))
Proposition = v l(hg o sol* (V(proj ;" (L2)(¥))))

Definition of proj " (Ls(y)) | = v (hs o sol™ (#3z. La(z) A NI, proje(zis y))))
ouz=2z...z,frais

Théoréme de systeme mixte =v1(sol(¢(v(y)))) ou ¢(v(y)) est une formule

conjonctive hg-exacte et R, -équivalente au
systeme mixte ¥(z. Ly(z) A N\, proj;(zi, yi))

O



A noter que sol®(¢(v(y))) peut étre calculé par la programmation par contraintes
a domaine fini. Cela meéne a un algorithme exact pour calculer la Az-abstraction
du systeme linéaire d’équations L(y).

7.2.2 Les Structures Mixtes

Pour ajouter un traitement des contraintes cinétiques sur A, ou n € {3,6},
on considere 'union B U A, comme une structure relationnelle, réunissant les
fonctionnalitésdes deux structures B et A,,. Pour cela, on définit la signature mixte
par:

Zrtxte — {+B’*B, +A,l’ *An} U B U An

Ici on réutilise les fonctions binaires de B et A, comme les symboles de fonction
binaire de X" et les valeurs de B U A, comme les constantes de X",

Définition 103. Pour chaque n € {3,6},la structure mixte B U A, est la "™-
structure avec le domaine mixte B U A, dans lequel tous les symboles de Z"™"
sont eux-mémes, mais maintenant avec le respect du domaine mixte.

7.2.3 Avec contraintes de différences

Chaque paire de booléens dans B2 \ (1, 1) est une abstraction de différences de
As, et vice versa. Pour résoudre le probleme général en A; on a besoin d’encapsu-
ler les relations dans la logique du permier-ordre mixte sur B U Az. Pour cela, on
considere la fonction partielle pair,, € (B U A3)? x (B U A3) telle que pour tout
Vi,V € BUA;:

. (i, o)  sivy 2 vy = 0tel que (vi,vy) € A3

pairy (vi, vy) = { indéfini sinon

Le domaine de cette fonction partielle est dom(pair,,) = B*\{(1, 1)} = A’. Chaque

paire du domaine est associée a elle-méme. On peut définir la relation ternaire

pair,, dans lalogique du premier-ordre de la structure mixte BUA; par la fonction

Pairy, : V> XV — szmf telle que pour toutes variables yy, y,,y € V:

3

Pairy,(y1,2,Y) =aet 1 =0Ay2=0Ay=7%)
Vo 01=0Ap=1Ay=/)
V.o 1=1A»=0Ay=1)

Selon la définition 37, la définition du premier-ordre Pair,, définie en effet la

. . . . . . BUA
relation pair,, dans la structure mixte, qui est pair,, = Pair, ™. Dans le but

de gérer les deux entrées de pair,,, On considere deux nouveaux générateurs de



variables vi,v, : V — V. Rappelons que pour chaque sous-ensemble V C V,
structure S, et affectation de variables a : v{(V) U v2(V) — dom(S) on définit
vi(@) : V — dom(S)* tel que : v'(a)(y) = (@(vi(y)), a(v2(y))) pour tout y € V.
Ensuite on définit pour chaque définition du premier-ordre G : V>" — 7—; e UNE

définition du premier-ordre Pair{f3 G): V" - ?'zm,m telle que PairX’3 (G)(y) décrit
3
une application de Pair,, a tous les composants des solutions de G(y) pour toute

séquence de variablesy = y; ...y, :

Pairy (G)(y) = Iv(y). GO(y) A /\ Paira,(vi(yi), v2(yi), yi)

i=1

Lemme 104. Soitm € N, G : V" — F.
3

Emixte

une définition du premier-ordre, y

une séquence de variables et v(y) = vi(y)v2(y).

v (s0l* (Grv(y) N{a : {y} = Az} = sol” S (Pair} (G)(y))

Démonstration. La fonction pair,, associe toutes les paires de bool€ens de Az a
elles-mémes, alors qu’elle reste indéfinie pour tout les éléments de (A3 UB)? \ A;.
Ainsi :

vi(soF (GO(y)) N e : {y) = As} = pairy, o v (50" (G(/(¥)))

La composition avec les fonctions partielles pair,, sur la droite est définie dans la
Section 2. 1. Comme ennoncé€ ici, la composition pair,, o a est définie seulement
pour les fonctions totales a telles que ran(a) € dom(pair,,) = Az. Donc une fonc-
tion totale pair,, o a peut appartenir a la partie droite de la composition seulement
si « satisfait cette condition.

La Proposition 4 | sur les définitions du premier-ordre avec F = Pairy, : V? X
Vo F, i montre que :

Pairy ™ o v (50" (G(A(y)))) = sol*"™ (Pair} (G)(y))

Ici, les parametres sont £ = 2, k = 1 et n = 1. En combinaison avec pair,, =

BUA3

Pair A, > CeS deux équations cela entraine ce Lemme.

O

Puisque nous allons travailler sur la structure BUA3, nous avons besoin d’intro-
duire pour chaque formule ¢ € 5 les formules ¢” et ¢ qui imposent I'utilisation
de +® et +2, et respectivement *** et +* lors de I'interprétation de ¢. Il suit que
S0P () = 50l ().



Théoreme 105 ((Résoudre I’ Abstraction des Différences avec Contraintes pour
ha,)). Pour chaque formule linéaire L(y) € ¥ avec I’ensemble de variables libres
¥}, et chaque contrainte C(y’) € ¥, ,,, avec I"ensemble de variables libres {y'}, et
V C {ylUly’'} = V', on peut calculer en temps au plus exponentiel une formule
sur la signature mixte M € 7';,3”,”2 telle que :

SOV (M) = By | B € ha, 0 sol (L(y)) N sol(C(y))

Démonstration. Sans perte de généralités on peut assumer que y = y’. Si ce n’est
pas le cas, cela peut tre obtenu naivement en ajoutant pour tout z € V' une équa-
tion redondante v(z) = v(z) en conjonction avec L(y) et C(y’). Une fois que cela
estfaitona V' = {y} = {y’}.

Par le Théoreme on peut calculer en temps au plus exponentiel une for-
mule ¢(v(y)) € F telle que :

hay o diff(sol** (L)) = v (sol* (¢(1(y))))

La formule M € ¥_,.. peut ensuite étre définie comme suit :

Ersnixlc
M =4t AV'\ V. Pair’y (¢(/(y))®) A C(y' )™

A noter que M peut étre calculé en temps linéaire a partir de ¢(v(y)) et C(y’).
On a besoin de montrer que la formule M satisfait I’équation du Théoreme. Tout
d’abord notons que :

sol*(§(y)) = sol" S (¢(y)")
Le Lemme sur la définition du premier-ordre de pair,, montre que :
v(s0P S (¢(1)%)) N{a < {y} = As) = sol*V (Pairy ($(y)°)
Ainsi :
v (508 (¢(9)%)) N s0lVM(C(y)™)) = sol™*% (Pairly, (¢(y)*) N sol”*(C(y)™))

Avec les équations on peut a présent conclure que :

B | B € v'(s0l(¢(y))) N 50l (C(y)))
= {Bv | B € v (s0lPU(p(¥)®) N s0lP (C(y)™))
= {By | B € s0l*% (Pairyy (¢(y)®) N 5029 (C(y)™))
= {B'|B € solP @V’ \ V. Pairy ($(y)®) A C(y)*)}
sol*% (M) ‘



L’ensemble sol2Y23(M) peut étre calculé par la programmation par contraintes
a domaine fini, puisque BUA; est une strucuture finie. C’est pourquoi le Théoréeme
retourne un algorithme pour résoudre le probleme générale de 1’abstraction

des différences avec contraintes pour le cas Asj.

7.3 Exact Ag-abstraction

Le cas de A4 suit la méme approche que pour A3, mais il est bien plus évolué
dans I’usage des définitions du premier-ordre. Il utilise d’ailleurs la caractérisation
booléenne de A; dans sa propre caractérisation, il est donc intéressant de traiter le
cas de A; avant celui-ci. Apres analyse de chacune des étapes de transformation du
systeéme, nous pourrons voir le théoreme qui nous donne 1’algorithme exact
permettant de résoudre 1’abstraction des différences avec contraintes pour /.

7.3.1 Systemes linéaires

Considérons 1’abstraction s1,, comme un €élément de la X-algebre de fonction
totale du type R2 — R2, ot Zppsarin = F. . UF')  UC ppg.qrisn- Pour chacune

pos-arith pos-arith
. , . , .- Lo 2 R2
des deu>2( fonctions f, f’ : R? — R2, I’addition st d‘eﬁ‘me par f +% ]§+ f (p) =
f(p) +* f’(p) pour chaque p € R?2, et de facon similaire pour la multiplication,
elle est définie par £+~ f/(p) = f(p)*** f'(p). Le Lemme suivant montre que

ha, est la somme de hy, et i dans la -algebre.

Lemme 106. hy, = h% + hp, o0 + = +RI-RE

Démonstration. Soit p = (r,7’) € R2. Nous distinguons les cas pour toutes les
valeurs possibles de hp,(p) € Ag.
Cas hp(p) =T. Alors 0 < r < ¥’ tel que hé(p) =1, ethx(p)=/\ =(0,1).
Dol (1 + ha,)(p) = (1,2) =1= ha (p).
Cas hp(p) =1, Alors 0 = r < 1 tel que hIZB(p) = (0, 1) et ha,(p) = \ = (0, 1).
Dol (h + ha,)(p) = (0,2) =N= hay(p).
Cas hp(p) =l. Alors 0 < 7’ < rtel que hé(p) =1, ethy(p) ="\ =(1,0).
Dol (13 + ha)(p) = (2,1) =1= ha (p).
Cas hy,(p) =J. Alors 0 =¥ < rtel que hé(p) = (1,0) et ha,(p) = \/ = (1,0).
Dol (h + ha,)(p) = (2,0) == ha(p).
Cas hy,(p) =~. Alors 0 < r = 1’ tel que hé(p) = (1,1) et ha,(p) = & = (0,0).
Dol (13 +ha,)(p) = (1,1) =~= hp,(p).
Cas /5 (p) =~. Alors 0 = r = 1’ tel que h(p) = (0,0) et ha,(p) = & = (0,0).
D’olt (1 + ha,)(p) = (0,0) =~= hy,(p).



O

Soit ia’—pijRi : R?2 — (R?)? tel que pour chaque p € R? id—projGRi(p) =
(p, projGM (p)). De plus, nous définissons pour chaque fonctions g : A - Bx C
et f: BxC — D lapseudo composition f e g: A — D telle que pour tout a € A
L (f o g)a) = f(mi(g(a)), m2(g(a))). La Z-abstraction /i : R} — B? nous permet
de définir (h2)* : (R3)* — (B?)?

Lemme 107 (Décomposition). ha, = +** e (h2)* o id—projGRz.

Démonstration. Pour chaque p € R2, nous avons:

ha(p) = Bi(p) + B2 (proj S (p))
=+ R(p). K (projg™ (p)
(B2 (p, proj ™ (p))
(B2 )2(id(p), proj .~ (p)))
=+ o (1) 0 id-proj," (p)

O

On peut définir la relation ternaire ia’—projG]Ra : R?2 — R2 x R? dans la logique
des paires du premier-ordre par id-proj,; : V x V* — F7 telle que pour tout
X, y,y2 €V:

id-proj;(x,y1,y2) =der (X = Y1>2 A projg(x,y2)

Nous définissons ensuite les applications de fonction définie par id-proj; en lo-
gique du premier-ordre. Pour pouvoir gérer les deux arguments de sortie, nous
utilisons deux générateurs de variables fraiches uy, i, : V — V. Pour chaque dé-
finition du premier-ordre G : V™ — 7 on définit une définition du premier-ordre
id—projG#m(G) : V¥ — F2, telle que pour chaque séquence de variables y € V"™
et avec p(y) = pi(y)ua(y) :

id-projg,"(GYu(y)) =ast Ay. GW) A\ id-projo i 1115, p237)

i=1

Lemme 108.

l'd'pI’OjGR% o 2_SOZR+(G(y)) — { [V/(Ol(/«ll()’))aa(ﬂz()’))] | }

a € 2-sol*+ (id-projGﬂm(G)(ll(.Y))))



Démonstration. Ce Lemme est une conséquence de la propriété de définition en
logique des tuples du premier-ordre que nous pouvons voir dans la Proposition
de la Section 3.5. Ici nous choisissons comme parametres la définition du premier-
ordre F = id-proj;,: VXV > F etl=1,k=2,n=2.

O

Théoreéme 109. Pour chaque formule linéaire L(y) avec ses variables libres dis-
tinctes dans 'y, nous pouvons calculer en temps au plus exponentiel une formule
conjonctive positive avec quantifieurs existentiels p(v(u(y))) € Fy. Celle-ci, avec
ses variables libres dans v(u(y)), est telle que hy, o diff(sol*(L(y))) peut étre cal-
culer en temps polynomial a partir de sol®(¢(v(u(y)))). De plus :

ha © diff(soF* (L(y)))
2 RZ 2
— pair-sum,, o { /B 0G0 +5 B |y € )] }
| B € sol” (¢(v(u(y))))

Démonstration. Le fait que hy, o diff(sol*(L(y))) peut étre calculé en temps po-
lynomial a partir de sol®(y’) vient de I’égalité énoncé dans le Théoréme, donc
cette égalité est ce qu’il faut prouver ici. Soit L : V" — ¥ la définition du

premier-ordre qui une fois appliquée a yretourne la formule linéaire L(y).

s, o diff(sol*(L(y)))

Proposition = hy, © sol® (L(y))

Proposition = hp, © 2-s0l*+ (Ly(y)) with Ly(y) = (L(y))*
Dec. Lemma = +F o (h%)2 o id—projGRi 0 2-s0l* (Ly(y))

[y /(e (ui(y)), a(ua(y))] }
| @ € 2-s0l* (id-proj;," (L) (u(y)))
2 O{ Ly/ (B (¥)), Blpa(y))] }
| B € i 0 2-s0l*(id-proj," (L) ((Y)))

_ { ¥/ B (¥) + Bz (y)] }
| 1B € h} 0 2-sol* (id-projg," (La)((y)))

2
FO Lemma =+% o (hé)2 o

On peut calculer I’abstraction /42 de I’ensemble de solutions ci-dessus de fagon
similaire au cas de As.

I 0 2-s0l* (id-projg, " (L2)(u(¥)))
Proposition = h]é o v!(sol* (T/(id-projcﬂm (Ly)(u(y)))))
Proposition =vl(hg o solR+(V(id—pijﬂm(Lg)(,u(y)))))

Def. of id-proj,,,"(L) | = v (hs o sol**(3(3y. Lo(y)

A Ny id-proj o (yis 1 (¥i), 12(3i)))

v (sol® (¢’ (V(u(¥)))))

Théoreme



ou ¢’ (v(u(y))) est une formule conjonctive équivalente au systeme /g-mixte

m

vAy. L) A\ id-projo i i (5, p2()

i=1
Finalement on obtient :

hag © diff(sol* (L(y))) i
(/B +5 B |y € (Y} B € sol*(¢(ry)))}

7.3.2 Avec contraintes de différences

Considérons maintenant la fonction partielle pair-sum, C (BU Ag)* X (BUAg)
qui associe deux paires de booléens a 1’abstraction de différences en Ag sous le
sens que pour tout by, b, € B?:

: b, +% b, sibj,b, € B2 etb; +% by € Ag
air-sum, (by,by) =< . . .
P 2, (b1 b2) { indéfini  sinon
En utilisant cette fonction partielle et le Théoreme on peut réécrire
ha, o diff(sol*+(L(y))) pour chaque systéme d’équation linéaire L(y) comme suit,
avec U, v, ¢qui sont choisis comme décrit dans le Théoréme :

{y/pair-sumy (B> (v (), B V() | y € {y}] | B € sol* ($(v(u(y))))

On définit ensuite les relations des paires pair-sum, dans la logique des paires du
premier-ordre et mixte B U Aq par la fonction Pair-Sum,, : VixVe 7"2,,”-).,( telle
6

que pour toutes variables yy, y2,y3, 4,y € V :

Pair-Sumpay(y1,¥2,¥3:4,Y) =aet (Y1 =0A2 =0Ay; =0Ay, =0Ay =~
V1 =1TAy» =1Ay; =0Ays =0Ay=~)
Vi =1Ay»=0Ays =0Ay,=1Ay =M
Vyr =1TAy» =1TAy; =0Ays =1Ay=T)
Vi =0Ay =1TAys=1Ays=0Ay =)
Vi =TAy=1Ay; =1Ays=0Ay=])

Selon la Définition 37, la définition du premier-ordre Pair-Sum,, définit bien la
fonction partielle pair-sum,_dans la structure mixte, qui est

BUAg

pair-sumy = Pair-Sum,



On continue avec quatre générateurs de variables fraiches uy, s, vi,va @ V —
V. Pour chaque définition du premier-ordre G : V*" — sz,-m on définit une
6

définition du premier-ordre Pair-Sumy (G) : V" — ¥ .. Pour toute séquence
6
de variables y = y;...y,, la formule Pair—Sum’XG(G)(y) décrit 1’application de

la fonction partielle, définit par Pair-Sumy,, sur les paires de paires définies par
G(v(u(y))), c’est-a-dire :

Pair-Sumy (G)(y) = Iv(u(y)). GO (u(y)) A /\ Pair-Suma,(v(1(yi), v(2(yi), yi)
i=1

Lemme 110.
sol**% (Pair-Sumly (G)(y))

_ { [y/pair-sum, (B> (e (), B2 ()) | y € {y}] }
| B € sol”*2(G(v(u())))

Démonstration. On utilise le fait que pair-sum, = Pair-Sum]f;)A" et la propriété
générale de la définition du premier-ordre de la Proposition 4| avec F = Pair-Sumy,,
{ =4,k =1etn = 1. Les quatre générateurs de variables fraiches que nous utili-
serons sont {v; o u; | i, j € {1,2}}.

solBY% (Pair-S umy (G)(y))
 pairsum, o { @ : {y} = B U Aq | 38 € s0P (GO (uy)). }
8 7 Vy € {yh @) = BN, B2 ()
O
Proposition 111. Pour chaque formule ¢(v(u(y))) € Fy et contrainte C(y) € Fy, Ag

avec les mémes variables libres {y}, et chaque sous-ensemble V C {y} on peut
calculer en temps linéaire une formule M € szm avec fv(M) =V telle que :
6

solBY2s (M) =
{a a= [y/pair-sum, (B*(v(u1 (), B2 |y € ()], }
V1 B € solP (¢(v(u(»)))))

Niay | @ € sol*(C(y)))

Démonstration. On peut choisir M = A{y} \ V. Pair—SumZ’G(L(y)) A C(y)™.

{a 2= [y/pair-sum, (B> (v (), B2 (2 () | y € {y}]. }
VB e solP ¢y}

Nlay | @ € sol*(C(y)))

= solBY% (Pair-Sumy (p(y)} N{ay | a € 50BY%(C(y)™) By Lemma
= solPY%(M)



Théoreéme 112 ((Résoudre 1’ Abstraction de Différences avec Contraintes pour
hay)). Pour chaque formule linéaire L(y) € F avec I’ensemble de variables libres
¥}, et chaque contrainte C(y’) € ¥, avec Iensemble de variables libres {y'}, et
V C{ytuly’} = V' on peut calculer en temps au plus exponentiel une formule sur
la signature mixte M € 7';21;,“ telle que :

SOlEY (M) = (B | B € ha, 0 sl (L(y)) N s0l2(C(y'))

Démonstration. Comme pour 1’abstraction de différences avec contraintes en Aj,
sans perte de généralité on peut assumer que y = y’. Une fois cela faitona V' =
{y} = {y’}. Par le Théoreme , on peut calculer en temps au plus exponentiel
une formule ¢(v(u(y))) € ¥ telle que:

hag © diff(sol* (L(y))) i
= /(B0 +5 B0 |y € (¥} | B € 50l (@0 (u(y))))}

Avec la définition de pair-sum, on obtient :

hag o diff(sol™(L(y)))
P [y/pair-sum, (B> (i), B () | y € {y}],
VB e solP (60 uy)))
Finalement, a partir de la Proposition , on peut calculer en temps linéaire
une formule M € 7:2,,".”3 telle que :
6

{a | a = [y/pair-sumy, (B*v( (), B0 (())) | ye{y}],}
solPY% (M) = V1B e solP(¢(r(u(y)))}
Ny | @ € sol®(C(y))}

O

L’ensemble solZY25(M) peut étre calculé par la programmation par contraintes

a domaine fini, puisque B U A¢ est une structure finie. En combinant le Théoréeme

et la Proposition on obtient un algorithme pour résoudre le probleme
général pour la cas de Ag.
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Chapitre

Heuristique et comparaison

Dans ce chapitre, nous voyons une heuristique pour le calcul de !’in-
terprétation abstraite de réseau de réactions qui repose une fois de plus
sur I’ajout d’équations a notre systeme linéaire avant son abstraction.
Son implémentation permet une comparaison avec l’algorithme exact, et
nous verrons qu’elle n’est pas exacte, mais qu’elle reste tout de méme
une bonne heuristique si I’on compare son temps de calcul avec celui de
I’algorithme exact.

Sommaire

8.1 Heuristique des conséquences a support mini-
mal

Je propose une nouvelle heuristique pour approximer le probleme d’abstrac-
tion de différence avec contraintes. Nous verrons plus tard que cette heuristique
est exacte si 1’on regarde les applications, et requiert peu de temps de calcul en
comparaison avec I’algorithme exact.

Soit 4 : R? — A une Z-abstraction dans une E-structure finie A. Voyons 1’idée
générale des heuristiques existantes (voir ( )) pour approximer
le probleme d’abstraction des différences avec contraintes . Soit un systeme

linéaire d’équations L € ¥, une contrainte C € TZ[dom( Ay €t un sous-ensemble



de variables V C V' = V(L) U V(C). Premierement, il faut calculer un systeme
lin€aire d’équations L’ € ¥ qui est une conséquence logique de L sur R, avec
V(L") C V’. Ensuite vient le calcul de I’ensemble de solutions abstraites :

sol*AV.(LA L A C))

Ceci est fait par I'intermédiaire de la programmation par contrainte a domaine
fini. Avec le Théoréme de John dans le corollaire 35, cet ensemble est une surap-
proximation de la cible du probleme {8y | B € sol%,+ (L)* N sols, (O)}.

Le choix de quelle R,-conséquence L’ de L a ajouter a L est compliqué.
En général, L’ est une conjonction finie d’équations linéaires qui sont des R, -
conséquences de L. Celles-ci sont toutes des combinaisons linéaires des équations
de L. Cependant, il existe une infinit€ de combinaisons linéaires, et pour obtenir
L’ il faut choisir un sous-ensemble fini.

Une équation E € F; est dite linéaire si E est de la forme njx; +...mx; =
miy +...my;, avec des variables x; et y; distinctes, k, [ > 0 des nombres naturels
et n;,m; > 0 des nombres naturels non nuls. E est dit non trivial si n’y a pas
k = 0etl = 0. Le support de E est ’ensemble de ses variables libres V(E). E
est normalisé s’il n’existe pas de nombres naturels p,n/,...n;,m},...m, tels que
ni = p ' njetm; = p+"m) pour tout i, j.

Définition 113 ((R,-conséquences linéaire a support minimal)). Une équation
linéaire E € F est une R -conséquence linéaire a support minimal du systeme
d’équations linéaires L € F si elle satisfait les trois conditions suivantes :
— FE est une R, -conséquence non triviale de L,
— il n’existe pas d’autre R, -conséquence non triviale de L avec un support
plus petit que E, et
— E est normalisé.

Naturellement, deux R,-conséquences différentes de L ne peuvent pas avoir
le méme support. De ce fait, I’ensemble de R,-conséquences de L est fini et a
une cardinalité maximale de 2/V®. Etant donné un systéme d’équations linéaires
L € ¥, la conjonction de toutes les R.-conséquences linéaires a support minimal
s’écrit :
Ly € Fs

Nous pouvons maintenant voir comment calculer L, a partir de L. Tout
d’abord, nous transformons en temps linéaire L en une matrice d’entiers A telle
que L est équivalente a Ax = 0, ou V(L) = {x}. Les R -conséquences de L sont
donc des combinaisons linéaires des lignes de A. Comme nous souhaitons combi-
ner les lignes de A, et non ses colonnes, nous allons utiliser la matrice transposée
AT . Fixons une séquence de variables fraiches z dont le nombre est égal au nombre



de lignes. Les combinaisons linéaires des lignes de A (le rowspace) peuvent €tre
vues comme I’ensemble de solutions entieres suivant :

sol*(Ay.ATy = z)

Puisque le rowspace est le complément orthogonal du nullspace de A, sol*(Ax =
0), tout vecteur correspond a une R,-conséquence de L doit €tre orthogonal a
chaque vecteur du nullspace, et donc a n’importe quelle base de celui-ci.

Soit A+ une base du nullspace de A, qui peut étre calculer par le biais de
I’algorithme de GauB3. Le rowspace est ensuite donné par :

sol*(A*z = 0)

Puisque nous sommes uniquement intéressé par le sous-ensemble de solutions
de ce systeme qui sont non nulles, normalisées et avec un support minimal, il
s’agit dans ce cas particulier de calculer les modes élémentaires du complément
orthogonal du nullspace de A. 1l faut prendre garde a calculer aussi les solutions
non positives pour ce cas.

L’outil habituel de calcul des modes élémentaires peut donc étre utilisé sur A+
pour calculer ces modes élémentaires “réversibles” ( ). De
maniere équivalente, ce probleme peut se ramener au calcul des direction extrémes
d’un cone et étre résolu avec n’importe quelle librairie concernant les polytopes
telles que ( ) ( ).

8.2 Résultats expérimentaux

Comparons expérimentalement les trois algorithmes pour surapproximer I’ ob-
jectif {Byy | B € hp, © sol;lg* (L(y)) N sol‘A,?(C(y’))} étant donné un systeme linéaire
d’équations L(y), des contraintes cinétiques C(y’), et un ensemble de variables
observables V. Le premier algorithme applique directement I’interprétation abs-
traite pure a L(y) pour calculer solAﬁ(H‘_/.(L(y) A C(y’))) par la programmation par
contraintes sur un domaine fini ot V = f(L(y))\ V, comme I’énonce le Théoreme

il surapproxime 1’objectif. Le second algorithme enrichit le systeme linéaire
L(y) avec ses conséquences linéaires a support minimal, voir la Section 8.1, avant
d’appliquer I’interprétation abstraite.

Le troisieme algorithme est 1’algorithme exact qui découle du Théoreme

Les résultats expérimentaux sont synthétisés dans la FIGURE &.1. La premiere
instance vérifie nos attentes sur le réseau métabolique simple contenant un cycle,
Voir la FIGURE , sans contrainte cinétique et V = {X, Y} représente les variables
observables. L’algorithme exact montre qu’il y a 6 solutions abstraites, une pour



Réseau Type Abstr. pure | Support min. | Exact
Interpr. Conséquences

Cycle simple (FIGURE ) solutions 19 6 6
suproduction de Leucine knockputs 16 14 14
solutions 292 228 228
Contre-exemple solutions > 10000 4454 4374

Ficure 8.1 — Prédictions pour I’analyse de réseaux de ce papier, obtenu respective-
ment par 1’interprétation abstraite pure, 1’heuristique basée sur les conséquences
a support minimale et 1’algorithme exact.

chaque valeur de Ag. L’heuristique avec les conséquences linéaires a support mini-
mal trouve exactement les mémes 6 solutions abstraites. Et en appliquant I’ inter-
prétation abstraite pure on trouve 19 solutions abstraites (sur les 36 assignements
possibles), c’est donc une grande surapproximation.

La seconde instance a 1’échelle traite de la surproduction de la Leucine avec
le réseau de la Figure FIGURE . L’heuristique et 1’algorithme exact produisent
le méme résultat avec 226 solutions abstraites, alors que pour I’interprétation abs-
traite pure 292 solutions abstraites ont été€ trouvées. Ainsi, les deux nouveaux
algorithmes enlevent les 2 mémes knok-outs invalides qui étaient retournés par

I’algorithme de base de I’interprétation abstraite pure.
Cependant, I’heuristique avec les consé-

quences a support minimal n’est pas tou-

jours exacte : Nous avons trouvé un contre X3 K EE
exemple, donné sur la droite, qui surap- \ J /
proxime légerement I’ensemble de solutions ® ©® ®
exactes. J M/ X
D’un autre co6té, 1’algorithme (heuristique) ,,

avec les EFM-consequences est bien plus ra-

pide que I’algorithme exact —pour référence \ j /

sur la surapproximation de la Leucine, on g —©

met 5 minutes au lieu de 5 heures — tout en
restant équivalent dans la plupart des cas.



Chapitre

Conclusion et perspectives

L’ objectif principal de cette these était de pouvoir proposer un algorithme qui
calcule de fagon exacte I’abstraction de systemes linéaires dans le but d’améliorer
I’approche qualitative pour la prédiction de knock-outs de genes qui entrainent
une surproduction d’un métabolite cible pour un organisme donné.

Conclusion

Pour ce faire, nous avons introduit la notion de X-abstraction en utilisant des
homomorphismes entre Z-structures relationnelles. Cela a permis de considérer
des abstractions de différences comme des homomorphismes de la -structure R>
vers des X-structures finies.

Puis, nous avons développé des techniques de logique du premier-ordre, qui
permettent de décomposer des abstractions de différences dans 1’abstraction boo-
léenne et des applications de fonctions définies en logique du premier-ordre.

Une premiere avancée essentielle a ét€ de montrer formellement qu’il était
possible de réécrire des systemes mixtes comme des formules exactes pour 1’ abs-
traction booléenne. Cette réécriture est basée sur une application non triviale des
modes élémentaires.

Une autre contribution importante est le développement de 1’heuristique a sup-
port minimal, qui consiste en une application des modes élémentaires différente de
la premiere, et la comparaison de la précision de 1’heuristique a support minimal
avec I’algorithme exacte.

Ces deux algorithmes montrent la méme précision pour les applications exis-
tantes. Par contre, cette heuristique est plus efficace en temps de calcul, elle ne
prend que quelques minutes la ou I’algorithme exact mettra quelques heures.

Pour montrer cela, nous avons implanté 1’algorithme exact et I’heuristique a
support minimal, et nous les avons intégrés a 1’outil Reactions-network de I’équipe



BioComputing.

Perspectives

Premierement, il serait intéressant de raffiner les abstractions de différence
vers un traitement plus quantitatif. Dans ce cas, il faudrait des systemes de ré-
actions chimiques avec des informations cinétiques plus quantitatives également.
Il serait possible, par exemple, de préciser les types de cinétique. Concernant le
raffinement des abstractions, on peut penser a des méthodes par intervalles.

Deuxiemement, étre en mesure de prédire des knock-outs multiples aurait un
grand impact, comme de telles prédictions ne peuvent pas étre effectuées in vivo
compte tenu de la combinatoire du probleme. Cependant, I’obtention de telle capa-
cité demanderait une augmentation de la précision des algorithmes de prédiction
existants conséquente.

Troisiemement, méme si 1’algorithme exact calcule les abstractions de diffé-
rences sans perte, il est possible d’imaginer I’ajout de contraintes supplémentaires
pour améliorer les prédictions de I’algorithme. Ou alors, on peut chercher a trou-
ver des cibles plus pertinentes, comme par exemple, comment supprimer tous les
feedbacks négatifs dans la régulation du métabolite a surproduire.

Et finalement, les algorithmes mis en place devraient étre testés sur d’autres
modeles biologiques pour avoir plus de retours expérimentaux. Cela nécessite la
modélisation de réseaux s’intéressant a d’autres métabolites ou micro-organismes,
ou encore a développer des applications dans d’autres domaines, tel que la santé
par exemple.
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