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Interaction Fluide-Structure dans un dispositif vasculaire actif.
Résumé :

Le recours a la simulation numérique de problemes d’interaction fluide-structure est
de plus en plus utilisée dans la plupart des secteurs d’activité. Pour résoudre ce type de
probleme, la majorité des études se concentre sur des approches lagrangiennes réputées tres
précises. Leur mise en oeuvre peut néanmoins devenir difficile pour certaines applications,
notamment lorsque les déformations de la structure deviennent importantes ou que des
variations topologiques se manifestent.

Pour simuler de maniere tres versatile une grande diversité de problemes d’interaction
fluide-structure en deux dimensions impliquant des matériaux hyper-élastiques rigides, une
méthode purement eulérienne a été favorisée. Dans le contexte des méthodes de domaines
fictifs, la géométrie d’une structure est suivie de maniere implicite via le formalisme [evel
set, qui permet de définir une interface fluide-structure diffuse. Un modele unifié a "un
seul milieu" est résolu de maniere monolithique a ’aide d’une méthode Volume Fini sur
maillages cartésiens hiérarchiques de type quadtree. Cette approche offre un bon com-
promis entre précision du schéma numérique et faisabilité de la simulation du probleme
multi-physiques, notamment grace au processus d’adaptation de maillage AMR dyna-
mique. La construction des schémas de discrétisation en espace repose sur I'utilisation de
stencils compacts, de sorte a garantir une efficacité optimale du parallélisme.

La méthode numérique est validée conformément a la littérature et le bénéfice obtenu,
en termes de temps de calcul, via I'utilisation de maillages adaptatifs dynamiques est mise
en évidence. En s’appuyant sur une analyse asymptotique en une dimension du schéma de
discrétisation, une stabilisation de la méthode Volume Fini est effectuée afin d’améliorer sa
robustesse, en particulier pour une meilleure prise en compte de matériaux tres rigides. La
simulation d’un écoulement axi-symétrique bidimensionnel dans un dispositif d’assistance
cardiaque (géométrie LVAD) est proposée comme application bio-médicale.

Mots-clés : Interaction Fluide-Structure, approche Volume Fini, maillages AMR de
type quadtree, méthode d’interface diffuse, membranes hyper-élastiques, application bio-
médicale.




Fluid-Structure Interaction in an active vascular device

Abstract :

The numerical simulation of fluid-structure interaction problems is increasingly used
in most fields of activity. To solve this kind of problem, most studies are based on Lagran-
gian approaches which are known to be very accurate. However, their implementation can
become difficult for specific applications, especially when the deformations of the structure
become important or when topological variations occur.

In order to simulate in a very versatile way a wide range of two-dimensional fluid-
structure interaction problems involving rigid hyper-elastic materials, a fully Eulerian me-
thod has been adopted. In the context of Fictitious Domain methods, the geometry of
the structure is followed implicitly through the level-set formalism, which allows defining
a diffuse fluid-structure interface. A unified "single-continuum" model is solved monolithi-
cally using a Finite Volume method on quadtree-kind hierarchical Cartesian meshes. This
approach provides a good trade-off between the numerical accuracy and the feasibility
of the simulation of the multi-physics problem, especially thanks to the dynamic mesh
adaptation AMR process. The construction of the discretization schemes in space is based
on the use of compact stencils, which guarantees an optimal efficiency of the parallelism.

The numerical method has been validated with respect to the literature and the
benefit obtained in terms of computational costs through the use of dynamic adaptive
meshes is highlighted. Using the one-dimensional asymptotic analysis of the discretization
scheme, a stabilization of the Finite Volume method is performed in order to improve its
robustness, in particular for a better consideration of very stiff materials. The simulation
of a two-dimensional axi-symmetric flow in a cardiac assist device (LVAD geometry) is
proposed as a bio-medical application.

Keywords : Fluid-Structure Interaction, Finite Volume approach, quadtree-based AMR
meshes, diffuse interface method, hyperelastic membranes, application bio-médicale.
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"I am looking for someone to share in an adventure that I am arranging,
and it’s very difficult to find anyone.

I should think so — in these parts! We are plain quiet folk and have no use for
adventures. Nasty disturbing uncomfortable things! Make you late for dinner!"

— J.R.R. Tolkien, The Hobbit, or There and Back Again —
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Introduction

Contexte et environnement de recherche

Depuis quelques décennies, le recours a la simulation numérique est en plein essor. Tout
d’abord employée dans les domaines aéronautique et automobile, elle est maintenant uti-
lisée dans la plupart des secteurs d’activité, tels que la finance ou la médecine. Cette
expansion est due en grosse partie au développement de la modélisation et aux progres
techniques réalisés en termes de structures informatiques, notamment par le biais de pro-
cesseurs toujours plus performants, de plus grandes capacités dans la gestion des données
mais aussi via 'apparition du calcul parallele. Dans le cadre de I'ingénierie, la simulation
numérique offre de multiples possibilités notamment pour une meilleure compréhension
des phénomenes physiques. Sa fonction est devenue majeure dans le cadre de 'innovation,
puisque les outils numériques permettent, d’un coté la réduction des délais de conception
d’une technologie, et d’un autre c6té 'amélioration de sa qualité et sa fiabilité. Associée
aux tests expérimentaux, elle offre une aide a la décision, a I'optimisation et au dévelop-
pement de technologies innovantes.

Le projet de these est né d'une collaboration recherche/industrie entre le laboratoire Inria
Bordeaux Sud-Ouest et la société CorWave SA'. Cette derniére est a 1’origine d’un nou-
veau dispositif d’assistance cardiaque (LVAD), reposant sur une technologie de membrane
ondulante de type élastomere. Une fois activée, cette membrane permet de reproduire
un débit sanguin pulsatile en sortie de pompe. D’un point de vue physique, I'interaction
entre cette membrane et le sang est un phénomene trés complexe a appréhender. Dans un
contexte d’optimisation de la géométrie de pompe, 'utilisation d’un outil de simulation
performant est primordiale pour deux raisons principales. Premierement, un tel dispositif
possede une géométrie complexe, il est extrémement cotiteux a produire et difficile a usi-
ner. Le recours a une série de tests expérimentaux présente par conséquent une certaine
limite. Deuxiemement, le diametre de cette géométrie de pompe quasi-cylindrique est de
lordre de 4 c¢m, les phénomenes se manifestant a l'intérieur sont donc difficilement ob-
servables par des moyens humains. L’outil numérique offre ainsi I'opportunité de mieux
comprendre et mieux visualiser 'interaction a I’échelle microscopique.

1. https ://www.corwave.com/
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INTRODUCTION

D’un point de vue modélisation, cette these est dédiée a la résolution de probléemes d’in-
teraction fluide-structure (FSI). Les problémes FSI apparaissent dans un grand nombre
d’applications industrielles. Leur simulation est un vrai challenge et les méthodes nu-
mériques pré-existantes sont généralement développées pour répondre a des applications
spécifiques. Au sein de ’équipe Inria BSO Memphis de Bordeaux, ce type de problemes
est résolu historiquement par des méthodes de frontieres immergées (IBM). On pourra
notamment faire référence a la méthode de pénalisation introduite par C.H. Bruneau
[2] pour la simulation d’écoulements visqueux incompressibles autour de corps immergés.
Dans cette équipe, deux codes de calculs ont été notamment développés pour résoudre des
problémes FSI, ou plus généralement CED (Computational Fluid Dynamics). Le premier
d’entre eux, le code NaSCar congu par Bergmann, repose sur une méthode de résolution
Différence Finie sur maillage cartésien uniforme. Cette méthode est décrite plus en détails
dans [10]. En guise de preuve du concept, une simulation préliminaire d’un écoulement
dans une géométrie de pompe a été effectuée a partir de ce code, comme l'illustre la
Figure 1. Le second code de calcul HiWind, développé par Taymans [107], est basé sur
'utilisation de maillages cartésiens hiérarchiques de type Quadtree/Octree. Il est dédié a
la simulation de I’écoulement fluide autour d’une pale d’éolienne. D’abord implémenté en
2D puis généralisé en 3D pour des écoulements turbulents via un modele LES, ce code
est construit autour d’une librairie de génération de maillage Quadtree/Octree, appelée
Bitpit/PABLO 2. Cette librairie open source est développée et maintenue par la société
Optimad Engineering, entreprise composée en partie d’anciens doctorants de 1’équipe de
recherche. En utilisant les recherches réalisées au sein de ’équipe et en s’appuyant sur les
codes pré-existants, I’objectif de cette these est de proposer une méthode numérique basée
sur la librairie Bitpit/PABLO pour la résolution de problémes FSI, faisant intervenir des
matériaux hyper-élastiques de type élastomere.

(a) Membrane oscillante 3D. (b) Géométrie globale d’un dis-
positif LVAD.

Figure 1 — Simulation préliminaire en trois dimensions, inspirée du dispositif LVAD de
CorWave, réalisée au sein de ['équipe [10].

2. https ://optimad.github.io/bitpit/
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INTRODUCTION

Originalité de I’approche

Pour résoudre un probleme fluide-structure, le modele eulérien initialement introduit par
Cottet et al. [24] est considéré. Ce modele a trés récemment été étudié par Deborde et al.
[28] dans le cadre de maillages cartésiens uniformes, pour la simulation de l'interaction
entre une vague solitaire et une série de structures élastiques immergées. Dans notre ap-
proche, on propose une nouvelle méthode numérique Volume Finie pour la résolution de
ce modele eulérien sur maillages cartésiens hiérarchiques. De par I'utilisation de la librairie
Bitpit/PABLO, le maillage peut étre généré et adapté de maniére simplifiée et optimale.
Cette librairie donne la possibilité d’effectuer des calculs massivement paralléles, tout en
préservant une bonne scalabilité du parallélisme. En outre, le niveau de raffinement du
maillage peut étre choisi maximal de sorte & assurer une bonne précision dans les zones a
fort intérét, autrement dit 1a ou la solution varie beaucoup, et minimal dans les zones ou
la solution est suffisamment réguliere. Une adaptation dynamique du maillage est d’au-
tant plus intéressante dans le cas de problemes multi-échelles. Cependant, 1'utilisation
de la structure de données quadtree impose certaines contraintes au développement de
la méthode. La premiere contrainte fondamentale est relative au parallélisme. Pour as-
surer l'efficacité du parallélisme, les communications inter-processeurs sont limitées a la
premiere couche de voisins. En d’autres termes, chaque cellule du maillage quadtree ne
peut accéder qu’a ses voisins adjacents. Cette limitation est assez restrictive dans le sens
ou elle contraint la construction des schémas de discrétisation a des stencils compacts
uniquement. Cette contrainte remet en question par conséquent l'ordre de précision de la
méthode. De plus, la numérotation en Z-order employée pour la construction du maillage
rend plus complexe I'implémentation de la méthode.

Organisation de la these

Le premier chapitre est dédié a la présentation du modele FSI étudié au cours de cette
these. Le modele repose sur une formulation completement eulérienne du probléme. Le
modele unifié, c¢’est-a-dire a un seul milieu, propose la résolution des différents sous-
problémes physiques de maniere monolithique, permettant un couplage fluide-structure
fort. En d’autres termes, la solution du probléeme d’interaction est donnée sur ’ensemble
du domaine de calcul, sans faire de distinction entre les différents milieux considérés pour
la simulation. L’évolution en temps de 'interface est suivie implicitement par une fonc-
tion level set. Cette méthode d’interface diffuse s’inscrit parmi les méthodes de domaine
fictif et permet I'imposition naturelle des conditions aux bords, par continuité. Cette for-
mulation est favorisée car elle offre une certaine polyvalence comparée aux formulations
lagrangiennes classiquement adoptées dans la littérature.

Ensuite, la méthode numérique développée au cours de cette these est détaillée dans un
deuxieme chapitre. Les équations du modele sont résolues de maniere découplée, soit en
deux temps. Le choix de I'intégration explicite en temps ainsi que la méthode a pas frac-
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INTRODUCTION

tionnaire sont détaillés. Concernant la discrétisation en espace des opérateurs différentiels,
les schémas Volumes Finis sur maillage cartésien hiérarchique de type quadtree sont éga-
lement présentés. Une validation numérique est proposée pour chaque opérateur et les
possibles avantages / inconvénients liés a ces discrétisations sont argumentés. Quelques
exemples numériques pour des problemes de transport sont par ailleurs étudiés afin de
comparer les différents schémas Volumes Finis implémentés pour la discrétisation de ’opé-
rateur d’advection. Enfin, on évoque les différentes contraintes numériques relatives a la
méthode, notamment la nécessité de (re)mettre a jour fréquemment certaines quantités.
Une stratégie est alors proposée pour outrepasser ces difficultés.

Dans le troisieme chapitre, les questions relatives a la stabilité de la méthode sont soule-
vées. Par I'analyse asymptotique d’un modele simplifié en une dimension d’espace, 'im-
portance du schéma d’intégration en temps et de la stratégie de couplage est mise en
avant. On verra également qu'une conservation exacte de 'asymptotique doit étre satis-
faite par le schéma de transport pour garantir la robustesse de la méthode, en particulier
pour la prise en compte de matériaux tres rigides. De par le caractere explicite de cette
méthode, le choix du pas de temps est finalement motivé, conformément a la contrainte
Courant-Lax-Friedrichs (CFL).

Le dernier chapitre est consacré a la validation de la méthode, ainsi qu’aux simulations
numériques. Différents cas tests sont présentés, classés par ordre croissant de complexité.
L’ordre de convergence en espace est tout d’abord vérifié dans un cas purement analy-
tique. Différents écoulements autour de corps immergés, immobiles et mobiles, sont ensuite
étudiés. Une comparaison des résultats CFD obtenus sur maillages cartésiens uniformes
et non uniformes est dressée, mettant en évidence d’une part le ratio précision / temps
de calcul, et d’autre part 'efficacité de ’adaptation dynamique de maillage. La méthode
numérique sera aussi validée pour des problemes FSI, a la fois dans le cas de matériaux
rigides et peu rigides. Enfin, la méthode numérique sera mise en valeur a travers une
application bio-médicale, inspirée du dispositif LVAD de CorWave.
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Chapitre 1

Modéle eulérien d’interaction
fluide-structure

Sommaire
1 Modélisation du comportement fluide . . . ... ... ... .. 19
2 Modélisation du comportement élastique . ... ... ... .. 20
2.1 Lois de déformation d’une structure . . . . .. ... ... ... 20
2.2 Déformations et contraintes . . . . . . . .. .. ... ... ... 24
2.3 Elasticité linéaire . . . . . . . . . . . ... ... ... 27
2.4 Matériaux hyper-élastiques . . . . . .. ... ... ... ... 32
3 Méthode de couplage fluide/structure . . . . . ... ... ... 38
3.1 Suivi implicite de linterface I'. . . . . . . . . ... .. .. ... 39
3.2 Approche monolithique : couplage fort . . . . . ... ... ... 41
3.3 Méthode de pénalisation volumique . . . ... ... ... ... 44
4 Modele complet a un seul milieu . ... ... .......... 45

Ce chapitre est dédié a la présentation du modele eulérien considéré pour la résolution
de problemes d’interaction fluide-structure (FSI). Ce modéle eulérien a été initialement
introduit par Cottet et Maitre [22], et utilisé par la suite pour simuler la déformation de
membranes pressurisées [23]. Ces travaux ont été repris par ailleurs pour des applications
bio-physiques par Maitre et al. [67] afin de calculer la forme d’équilibre de vaisseaux et
simuler la contraction d'un cardiomyocyte isolé. Plus récemment, ce modele a été employé
pour la simulation de l'interaction entre une vague solitaire et une série de structures
¢lastiques immergées [28].

On s’intéressera en particulier a U'interaction entre un fluide visqueux et un maté-
riau hyper-élastique de type élastomere, tous les deux incompressibles. On distinguera les
solides déformables, gouvernés par une loi de comportement élastique, des solides non-
déformables ou rigides, pour lesquels le mouvement et la position du centre de masse
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CHAPITRE 1. MODELE EULERIEN D’INTERACTION FLUIDE-STRUCTURE

sont connus au cours du temps. La configuration de mise en oeuvre d’une simulation FSI
est schématisée par la Figure 1.1. Le domaine de calcul Q C R? est divisé en trois sous-
domaines distincts associés a chaque milieu de telle sorte que €2 = Q,UQ.US),. Le domaine
fluide est noté ¢, le domaine relatif au matériau élastique est €2, et les domaines rigides
sont couverts par 2,. De maniére générale, on identifiera une quantité relative aux milieux
fluide, solide élastique, et solide rigide respectivement via les indices f, e et s. Dans ce qui
suit, les domaines solides peuvent étre inclus soit dans le matériau élastique, soit dans le
fluide. Dans le premier cas, le matériau rigide représente un support permettant de mettre
en mouvement et engendrer une certaine déformation de la structure élastique. Dans le
second cas, il désigne un obstacle immergé dans le fluide, donnant lieu a des écoulements
complexes. Excepté le domaine tout entier €2, tous les sous-domaines évoluent dans le
temps.

Figure 1.1 — Notations utilisées dans le cadre d’un probléme d’interaction fluide-
structure.

L’interface entre le matériau élastique et le fluide est notée I',, et les interfaces entre
le solide non-déformable et un autre milieu (élastique ou fluide) sont notées I'y;. Comme
tout probleme d’interaction, le systéme est fermé en imposant des conditions aux limites,
sur chacune des interfaces. En ce qui concerne l'interface élastique I'., des conditions
de transmission doivent étre satisfaites pour coupler fluide et structures élastiques. En
particulier, la vitesse u et les composantes normales du tenseur des contraintes o sont
continues a l'interface I'.. En d’autres termes, les sauts a l'interface [-|r, sont nuls :

[u]Fe =0,

SN (0.1)

ol n, est le vecteur normal a l'interface I'., pointant de maniere arbitraire vers le fluide.
Les expressions du tenseur des contraintes seront explicitées par la suite.
De méme, une condition de continuité doit étre imposée sur 'interface I' :

u = u,(t) sur Is(?), (0.2)
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1. MODELISATION DU COMPORTEMENT FLUIDE

ou ug désigne la vitesse de l'interface I'y. Cette vitesse correspond en général a une don-
née du probleme, définie pour caractériser un objet immobile (u; = 0) ou effectuant un
mouvement prédéfini relatif a la simulation.

Deux types de systemes de coordonnées ont été examinés au cours de cette these.
D’une part, la simulation en deux dimensions (2D) est effectuée de maniere classique
dans le systéme de coordonnées cartésien x = (x,y). Un champ de vecteur v € R?
est alors décomposé dans la base orthonormée comme v = v,e, + v,e,, ou v, et v,
désignent les composantes du vecteur. D’autre part, la simulation de phénomenes 3D sous
hypothese d’axi-symétrie (2D axi-symétrique) est réalisée dans le systeme de coordonnées
cylindriques x = (r, 6, z). Sous cette hypothese, la composante azimutale vy d'un vecteur
v et la variation azimutale 9/06 sont nulles. Par conséquent, le domaine de calcul € est
inclus dans le demi-plan (O, 7, z) avec r > 0. Le vecteur v est alors identifié & partir de
ses composantes radiale v, et axiale v,.

1 Modélisation du comportement fluide

La dynamique du fluide est décrite par le modele de Navier-Stokes en régime incompres-
sible. Ce systeme de lois de conservation s’écrit sous la forme d’un couple d’Equations aux
Dérivées Partielles (EDPs) :

0
p<a‘;+(u-V)u) V4 V-o 48, (1.1a)
V-ou=0, (1.1b)
+ conditions aux limites (1.1c)

ou p fait référence a la densité, et u € R? et p représentent le champ de vitesse et la
pression. Le terme source S désigne les éventuelles forces extérieures exercées sur le fluide
(la gravité ou autres). Les deux équations représentent respectivement la conservation de
la quantité de mouvement et la conservation de masse. Le fluide visqueux est supposé
Newtonien, autrement dit, sa viscosité p reste constante au cours du temps, et en tout
point de €2¢. Le tenseur des contraintes visqueuses est par conséquent défini par :

o; = uy([Vu] + [Vul"). (1.2)

u 3 nservation m .1b), I'équation nservation
Sous I'hypothése de conservation de masse (1.1b), I’équation de la conservation de la
quantité de mouvement peut étre réécrite sous forme conservative comme :

Ju
p(at%—v-(u@)u)) =V - (=pl+ psVu) + pS. (1.3)

Pour résoudre ce probleme, le systeme est muni de conditions aux limites pour la
vitesse. Dans le cadre de cette these, des conditions de type Dirichlet ou Neumann ho-
mogenes sont considérées au bord du domaine (2. Selon la configuration du cas test de
simulation mis en ceuvre, on pourra notamment imposer :

19



CHAPITRE 1. MODELE EULERIEN D’INTERACTION FLUIDE-STRUCTURE

— des conditions d’entrée u = w;,; Si la vitesse d’écoulement en entrée est connue
au préalable,

— des conditions de sortie Ju/dn = 0 si un bord du domaine est situé suffisamment
loin de toute perturbation importante,

— des conditions de non-glissement sur un mur pour lesquelles les composantes nor-
male et tangentielle de la vitesse sont respectivement fixées a zéro et a la vitesse
du mur,

— une condition d’axi-symétrie en r = 0 pour des simulations 2D axi-symétriques.
Sur le bord de gauche, on impose alors u,, = 0 et du,/0r = 0.

Pour chacune des simulations effectuées dans le Chapitre 4, les conditions aux bords seront
plus précisément argumentées.

2 Modélisation du comportement élastique

Cette these vise a étudier l'interaction entre un fluide visqueux incompressible et des
matériaux hyper-élastiques. En particulier, les membranes de type élastomere sont natu-
rellement susceptibles de subir de larges déformations lorsqu’elles sont excitées, pouvant
traduire un comportement non-linéaire. On verra par la suite dans la Section 2.4 que le
comportement des élastomeres a été étudié par de multiples auteurs, proposant différents
modeles d’hyper-élasticité. Une analyse comparative des modeles est par ailleurs dressée
par Marckmann et Verron [68]. En raison du type de déformations envisagées lors de nos
simulations, le modele de Mooney-Rivlin [72, 94] & deux parameétres sera privilégié.

Dans cette section, on décrira tout d’abord les lois de déformations d’une structure,
plus spécifiquement pour le formalisme de représentation eulérien. Par la suite, on s’inté-
ressera aux notions de déformations et contraintes, ainsi qu’a leur relation dans le cadre
de la théorie de 'élasticité linéaire. On argumentera finalement le choix du modele hyper-
élastique en introduisant les lois de comportement de matériaux hyper-élastiques isotropes
et incompressibles. Cette section s’appuie sur la théorie de I’élasticité non-linéaire élaborée
par Ogden [78, 79].

2.1 Lois de déformation d’une structure

Dans cette partie, on se focalise sur la cinématique de la structure élastique €2, au cours
du temps. La déformation et le mouvement de ce matériau peuvent s’exprimer aux sens
des formalismes lagrangien et eulérien. En guise de notations, on note €2, la configuration
initiale ou de référence du matériau (a t = 0) et €2; sa configuration déformée au temps
t. On se placera dans la suite de ce chapitre dans une configuration de représentation 3D
pour mieux détailler les lois de comportement élastique.
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2. MODELISATION DU COMPORTEMENT ELASTIQUE

Formalisme lagrangien.

Dans un contexte lagrangien, un observateur situé dans la configuration de référence €2
suit le comportement et la position en espace des particules de la structure au fil du temps.
Autrement dit, cette formulation se focalise sur les particules, de facon individuelle. La
déformation de la structure est décrite a partir de la configuration de référence par le biais
de fonctions dites de mapping, appelées caractéristiques directes :

X: [OaTmaI] X QO — Qt,
(t,€) — X(1,£).

A un instant ¢ > 0, une particule lagrangienne, initialement positionnée en :

E=X(t=0,¢) (2.1)

s’est déplacée jusqu’a un point x = X(¢,&) de la configuration €2;, comme lillustre la
Figure 1.2. Dans ce systeme de représentation, la vitesse au temps ¢ de cette particule est
alors donnée par :

0X ox

ulag(t7€> - E(tug) -

X(t,€)

Figure 1.2 — Les caractéristiques directes X et rétrogrades Y sont utilisées pour décrire
la déformation d’une structure.

La dérivée particulaire (ou dérivée matérielle) d’une fonction ¢ est alors simplement
la dérivée partielle de ¢ par rapport a ¢, i.e.

Dy

_ 9
E(t’f) = E(tyﬁ)-

La déformation d’un matériau est ainsi décrite par U'intermédiaire de 'EDO (2.2), munie
de la condition initiale (2.1).

Le tenseur des déformations (ou gradient de déformation), défini par :

_dx
o
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CHAPITRE 1. MODELE EULERIEN D’INTERACTION FLUIDE-STRUCTURE

permet de caractériser la variation de la longueur d’un segment apres déformation. Par
développement limité au voisinage de &, on peut en effet obtenir la relation :

dx = X(t, & + d€) — X(t,€) = F(t, £)dé + O(d€?).

De la méme maniere, il est également possible d’exprimer la variation d’une surface ou
d’un volume en fonction de ce gradient des déformations F. Via le changement de variable
x = X(t,&), on peut en effet exprimer une intégrale volumique sur §2; (ou surfacique sur
08 par exemple) a partir de l'intégrale volumique sur la configuration de référence g
(ou surfacique sur 9€). Des éléments de volume dV; et de surface dS; sont alors reliés
respectivement aux éléments de référence dVj et dSy par :

AV, = det(F) dV,

2.4
dS, = Cof(F) dS,. (24)

Le déterminant de F représente la dilatation volumique locale de la structure. Pour des
matériaux incompressibles, le volume de la structure reste inchangé apres déformation, de
ce fait, on peut ainsi extraire de la relation (2.4) que :

J = det(F) = 1. (2.5)

Formalisme eulérien.
A contrario, la représentation eulérienne se focalise sur la configuration déformée §2;, en
regardant plus particulierement ce qui se passe en un point matériel en mouvement au
cours du temps. Autrement dit, ce systeme de coordonnées est mobile puisqu’il est relatif
aux mouvements des particules situées dans le corps en mouvement.

Suivre de maniere eulérienne la déformation d’une structure revient a trouver la
position initiale & € 2y d’un point x € §2; en utilisant des fonctions de mapping, appelées
caractéristiques rétrogrades :

Y : [OaTmaJ:] X Qt — Qo,
(t,x) — Y (t,x).

Par définition, les caractéristiques rétrogrades représentent ’application inverse des ca-
ractéristiques directes, i.e. X = Y ! (voir la Figure 1.2) car on peut facilement remarquer
les relations :

X(t,Y(t,x)) =x et Y(t,X(t,&)) =&. (2.6)

A un instant ¢, la vitesse d’un point x et la dérivée matérielle d'une fonction ¢ dans le
systeme de représentation eulérien sont alors données respectivement par :

u(t, x) = Way(t, Y(t, %)), (2.7)

D

E(p(t’x) = a(,;:(t,x) + u(t,x) - Vo(t, x). (2.7b)
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2. MODELISATION DU COMPORTEMENT ELASTIQUE

Au temps initial ¢ = 0, les caractéristiques rétrogrades sont simplement définies
comme l'identité I, ou en d’autres termes : Y(0,x) = x. En dérivant la seconde équation
de (2.6) par rapport au temps, on obtient une équation d’advection & vitesse u portant
sur les caractéristiques rétrogrades :

oY
E(t’ x)+u(t,x) -V, Y(t,x) =0, (2.8)
Y'(O7 x) = X.

Cette équation de transport est généralement employée par les méthodes eulériennes pour
décrire la déformation d’une structure au cours du temps. La relation (2.8) est totalement
équivalente a la formulation lagrangienne (2.1)-(2.2).

Il est également possible d’exprimer le gradient des déformations F au sens du for-
malisme eulérien. En effet, en dérivant 'une des équations de (2.6) par rapport a & ou x,
on obtient naturellement que :

F = [VX] = [V, Y] (2.9)
Par la relation d’incompressibilité (2.5), a savoir det(F) = 1, on peut aussi en déduire que

det[VY] = 1.

En s’appuyant sur ces deux formalismes, on peut répertorier trois classes de méthodes,
a savoir purement lagrangiennes, lagrangiennes-eulériennes, et purement eulériennes. Pour
la premiere classe, les équations fluides et solides sont écrites conformément au formalisme
lagrangien. Parmi ce type de méthodes, on peut faire référence entre autres aux méthodes
SPH (Smoothed Particle Hydrodynamics, voir [71, 90]) ou encore PFEM (Particle Fi-
nite Element Method, voir [50, 97]). Dans la seconde classe, la méthode ALE (Arbitrary
Lagrangian-Eulerian, voir par exemple les travaux de Nitikitpaiboon et Bathe [76], Turek
et Hron [113] ou encore Chabannes et al. [19]) est classiquement employée. Cette méthode
consiste a faire évoluer le maillage afin de suivre I'interface fluide-solide. Le comportement
fluide est décrit de maniere eulérienne tandis que la déformation des structures est suivie
de maniere lagrangienne. Au cours de cette these, on se place dans le contexte d’une ap-
proche totalement eulérienne pour décrire la déformation de la structure hyper-élastique.
Cette stratégie a notamment été privilégiée par Dunne et Rannacher [36], Rannacher et
Richter [91], Valkov et al. [114], Sugiyama et al. [103] ou encore Deborde et al. [28]. A
cette fin, les caractéristiques rétrogrades Y seront considérées par la suite, notamment
pour calculer le gradient de déformation F via la relation (2.9). On verra dans la pro-
chaine section qu’il sera alors utilisé pour évaluer le tenseur des contraintes élastiques o..
L’évolution en temps de ces caractéristiques sera alors décrite par la résolution numérique
du probleme de transport (2.8).
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2.2 Déformations et contraintes

Dans cette partie, x; désignera la i-éme composante d'un vecteur x = (xy, T2, x3) €
R3. Ce vecteur pourra également étre écrit sous la forme cartésienne classique x = (z,y, 2)
par commodité.

Tenseurs des déformations
On considere un point P de coordonnées € € )y situé en un point P’ de coordonnées

x = X(&) € Q; apres déformation. Via le vecteur de déplacement PP’, le déplacement
(lagrangien) de la particule P est alors défini par :

Ug) =x-€=X(§) - ¢ (2.10)

ou par u(x) = x — Y(x) pour un déplacement eulérien.

Afin de mettre en relation déformation et contrainte, la variation de distance (due a
la déformation) entre deux points arbitrairement choisis est étudiée. Soit un point Q) =
(&1 + d€1, & + d&o, &3 + dE3) situé a une distance |d€| = (d€? + d€2 + dé2)Y/? du point P.
Son image Q' = X(Q) = (v1 + dx1,x2 + dxe,x3 + dxs) est alors située a une distance
|dx| = (dx? + do2 + dz2)'/? de I'image P’. Comme nous avons pu le voir dans la section
précédente (cf équation (2.3)), le gradient des déformations F permet de mesurer cette
variation de distance de par la relation dx = Fd§.

Dans une configuration lagrangienne, on peut en effet écrire :

|dx|* — |dg|* = (dx)"dx — (d€)" d€

o (2.11)
= (d§)" (F'F —I)(d¢)

Le tenseur lagrangien symétrique

E = ;(FTF -1 (2.12)

qui se dégage de cette formulation est appelé tenseur des déformations de Green-Lagrange,
introduit par Green et Saint-Venant. Il permet d’évaluer la variation du produit scalaire
entre deux vecteurs. Si la configuration déformée ) satisfait FIF — I = 0, la structure
n’est pas déformée, elle a alors simplement effectué un mouvement rigide (de translation
ou rotation par exemple).

En utilisant le tenseur gradient F et le déplacement lagrangien (2.10), on peut égale-
ment définir le "vrai” gradient des déformations :

VU= [VU =F-1. (2.13)

Il est alors possible d’exprimer le tenseur des déformations de Green-Lagrange E en fonc-
tion du déplacement U par la relation :

E = ;([VU] +[VUI" + [VU]"[VU])). (2.14)
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2. MODELISATION DU COMPORTEMENT ELASTIQUE

Sous cette forme, ce tenseur des déformations est composé d’une partie linéaire et d’une
partie non-linéaire. Sa partie linéaire

€= ;([VU] +[VUI") (2.15)

est appelée tenseur des déformations linéarisé de Green-Lagrange, il est fréquemment em-
ployé dans les modeles d’élasticité linéaire. En effet, les deux tenseurs (2.14) et (2.15)
coincident dans la limite de petites déformations. Au contraire, le tenseur de Green-
Lagrange complet (2.14) est notamment utilisé pour le modele non-linéaire de Saint-
Venant-Kirchhoff.

En examinant désormais la variation de ’angle entre les deux configurations )y et
), on introduit le tenseur de Cauchy-Green a droite C = FTF. Ce tenseur fait le lien
entre le produit scalaire de deux vecteurs (d€ et d¢') de la configuration de référence et le
produit scalaire de 'image des deux vecteurs (dx et dx’) dans la configuration déformée :

dx - dx' = (Fdg) - (Fd¢') = C(d¢ - de').

Lorsque le matériau est sujet a un mouvement rigide (translation et rotation uniquement),
on obtient C = I. On peut notamment faire I’analogie avec le tenseur des déformations de
Green-Lagrange E = £ (F'F —I) = 1(C —I) = 0 dans le cas ot le solide ne subit aucune
déformation.

Le tenseur de Cauchy-Green a droite C est naturellement symétrique, il est donc
diagonalisable. Ses valeurs propres Ai, A2, A3 sont appelées les déformations principales.
Dans le repeére principal (= base composée des vecteurs propres ou directions principales),
le tenseur est dit diagonal, i.e. C;; = A;0;; ou 0 désigne le symbole de Kronecker. Les
déformations principales \; sont obtenues par résolution de ’équation caractéristique :

Pce(A) i=det(C — AI) = —=\* + [A* — LA + I3 = 0, (2.16)

ou I, I, et I3 désignent les invariants du tenseur C, définis par :

Il = TI'(C) = )\1 + /\2 -+ >\3, (217&)
1

= [Tr(C)? = Tr(C?)] = Mdz + dods + M s, (2.17Db)

[3 = det(C) = )\1)\2)\3. (217C)

Ces invariants sont notamment utilisés pour exprimer les fonctions de densité d’énergie
de déformation, comme on pourra le voir dans la Section 2.4.

Jusqu’ici, on s’est placé dans le cadre de déformations lagrangiennes. Pour une description

eulérienne des déformations, la variation des distances (2.11) peut étre réécrite de maniere
analogue en utilisant la relation dé = F~ldx :

ldx|? — |d€]? = (dx)T(I — FTF)(dx). (2.18)
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Cette formulation permet de mettre en évidence le tenseur eulérien des déformations e,
qui s’exprime & partir du tenseur de Cauchy-Green d gauche noté B = FFT comme :

e= ;(I ~FF) = ;(I ~B™). (2.19)

Le tenseur eulérien des déformations est également appelé tenseur d’Almansi dans la
littérature. A partir de la relation eulérienne existant entre déplacement et déformation
de la structure, a savoir Vu = I — F~!, le tenseur eulérien e s’écrit de maniere similaire
au tenseur lagrangien E sous la forme :

o— ;([w T [Vul” — [Vu]’ [Vu]). (2.20)

Enfin, les invariants du tenseur de Cauchy-Green a gauche B sont également ceux de C
(équations (2.17)) puisque det(B) = det(C) = J2.

Tenseurs des contraintes

Une contrainte est homogene a une pression puisqu’elle quantifie la force exercée par unité

de surface. Son unité est le Pascal Pa (ou N/m?), mais elle est habituellement exprimée

en M Pa = 10°Pa lorsqu’on s’intéresse a I’étude de matériaux élastiques. La notion de

contrainte a été initialement introduite par Cauchy. On définit le vecteur contrainte par :
dF

™™ = | 2.21
|ds<lnr)ﬂl—>o dS®)’ (221)

dans le cas ol une force F est appliquée sur une surface dS™ de vecteur normal extérieur
n = (ng, ny,n,), comme lillustre la Figure 1.3a. Pour connaitre les contraintes en un point
donné de la surface du matériau, la formule de Cauchy exprime le vecteur contrainte T™
comme fonction des vecteurs contraintes associés aux trois vecteurs de la base orthonormée
{ez, ey, €.} :

Tg“) = Oy + Oyally + O o1,

n

T = ouyn, + oyyn, + oyn.
n

Tg ) = OpNy + OyNy + 0.0,

ou écrite de maniere plus compacte :
T® = ¢'n. (2.22)

Le tenseur o ainsi défini est le tenseur des contraintes de Cauchy. Comme le montre la
Figure 1.3b, les composantes diagonales o, o, 0 .. correspondent aux contraintes nor-
males a la surface, tandis que les composantes extra-diagonales 0.y, 0., Oys, Oy, Oy,
0., représentent les contraintes tangentielles ou de cisaillement. La symétrie du tenseur
des contraintes exprime 1’égalité des contraintes de cisaillement associées respectivement
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2. MODELISATION DU COMPORTEMENT ELASTIQUE

a deux plans orthogonaux. Le tenseur de Cauchy o relie les forces exercées sur la configu-
ration actuelle €2, a partir de cette méme configuration €2;. Ce tenseur de Cauchy désigne
par conséquent le tenseur eulérien des contraintes.

oy y
e e —a— - — e
/ 9z
/ Tzy
/ yz
/

y 4:::':

J

(a) Vecteur des contraintes agissant sur une (b) Composantes du tenseur des contraintes o .
surface dS™) du matériau.

Figure 1.3 — [llustration géométrique des contraintes exercées sur un matériau.

De maniere analogue, le premier tenseur de Piola-Kirchhoff, noté P, est appelé tenseur
lagrangien des contraintes, puisqu’il relie les forces exercées sur la configuration actuelle
), a partir de la configuration initiale ) : dF = PnydSy. La relation entre le tenseur de
Cauchy o et le premier tenseur de Piola-Kirchhoff est donnée par :

P =det(F)oF 7 ou o = det(F) "PF”. (2.23)

On remarque que P n’est en général pas symétrique puisque F ne l'est pas.

De plus, le second tenseur de Piola-Kirchhoff, noté S relie les forces exercées sur la
configuration de référence )y a partir de cette méme configuration initiale €2o. Ce tenseur
lagrangien est défini comme :

S=F"'P =det(F)F 'oF . (2.24)

Sous cette forme, on peut voir que ce second tenseur S est symétrique alors que le premier
P ne l'est pas. De ce fait, le tenseur S peut étre plus facilement utilisé pour définir des
lois de comportement déformation/contrainte. Dans la limite de petites déformations, ces
trois tenseurs des contraintes sont identiques.

2.3 Elasticité linéaire

Lorsqu’un matériau solide est soumis & une force extérieure, il se déforme. Pendant cette
phase dite "de charge', le matériau est déformé conformément a ses propriétés physiques,
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suivant une certaine loi de comportement. Si on décide d’arréter subitement d’appliquer
cette force extérieure, le matériau chargé passe alors en phase de "décharge". Un matériau
est dit élastique s’il tend a revenir a sa forme initiale (non déformée), en d’autres termes
si sa déformation est réversible. Dans le cas contraire, si 'arrét de la sollicitation entraine
une déformation définitive (ou irréversible), le comportement est dit plastique.

Diagramme Contrainte-Déformation.

L’élasticité des matériaux peut étre décrite par un diagramme contrainte-déformation,
défini pour une déformation élémentaire (traction, compression, etc.). Si on analyse 1’al-
lure de ces courbes, on peut remarquer que trois comportements matériels se dégagent,
a savoir les comportements fragile, ductile et élastique non-linéaire. Un exemple de ces
courbes obtenues pour un essai de traction est illustré par la Figure 1.4. Un matériau
fragile ne possede pas de comportement plastique, il se déforme de maniere totalement
élastique jusqu’a un certain point de rupture. Les céramiques ou le verre font notam-
ment partie de cette catégorie. Pour un matériau ductile, la déformation élastique est
suivie d’une déformation plastique a partir d’un certain seuil de contraintes appelé limite
d’élasticité. La déformation totale se décompose alors comme la somme de déformations
élastique et plastique. Ce type de comportement peut étre observé pour une majorité de
métaux et certains alliages. Un comportement élastique non-linéaire se distingue des
deux autres car la déformation élastique n’est pas proportionnelle a la contrainte de solli-
citation. Entre autres, les élastomeres et certains polymeres thermo-plastiques possedent
un comportement non-linéaire, ils peuvent étre radicalement différents selon la nature
méme du matériau.

rupture résistance
5 5 a la traction 5
[} [} [}
g & =] ]
2 & 2 - 3
= 5 o limite o
= F = g P rupture =
S ° 3 d’élasticité rupture g
! o O :
Zlastique non-linéaire
Déformation € Déformation € Déformation €
(a) Comportement fragile. (b) Comportement ductile. (c) Comportement élastique non-
linéaire.

Figure 1.4 — Diagramme contrainte-déformation en traction de différents types de ma-
tériauz.

Durant cette these, on s’est plus particulierement intéressé a cette troisieme catégorie
de matériaux non-linéaires pour lesquels les déformations demeurent relatives au domaine
élastique. En effet, les contraintes mises en jeu lors de nos simulations se trouvent net-
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2. MODELISATION DU COMPORTEMENT ELASTIQUE

tement inférieures a la limite d’élasticité, les effets élasto-plastiques sont par conséquent
négligeables.

Solide Hookéen.

La loi de comportement énoncée par Hooke en 1676 est fréquemment utilisée dans dif-
férents domaines de la physique pour modéliser les petites déformations élastiques. Sous
la loi de Hooke, la déformation élastique est considérée proportionnelle a la contrainte
exercée sur le matériau. Dans la limite de faibles déformations, la plupart des métaux par
exemple vérifie une relation de quasi-linéarité. Cependant, on a pu voir précédemment
que pour certains matériaux notamment ductiles, cette loi ne convient pas a partir d’un
certain seuil de contraintes puisque la déformation devient irréversible.

En dimension un, le matériau peut étre assimilé a un ressort de rigidité k. Pour un
léger étirement ou une faible compression, la variation de longueur dl est proportionnelle
a la force de traction/compression f, i.e. f = —kol. De maniere plus générale, la loi de
Hooke s’écrit :

o= Fe (2.25)

ou F est appelé module de Young ou module d’élasticité. Il est homogene a une pression
(exprimée en Pa) et caractérise la rigidité du matériau.

En plusieurs dimensions, il est possible de généraliser la loi de Hooke en exprimant
la relation déformation-contrainte sous forme matricielle ou tensorielle. Le comportement
élastique est alors modélisé via un tenseur de rigidité d’ordre 4 noté [c] de coefficients
Cijkl -

o = |[cle. (2.26)
ou de maniere équivalente, o;; = >°) | Ciju€r pour chaque élément ¢j de la matrice. Ici,
les tenseurs des contraintes o et des déformations € sont respectivement le tenseur de
Cauchy et le tenseur des déformations de Green-Lagrange linéarisé € = ([Vu] +[Vu]?)/2
(voir Equation (2.15)). Dans la limite de petites déformations, les formalismes lagrangien
et eulérien sont totalement équivalents.

Dans le cas ou le matériau est isotrope, autrement dit que toutes les propriétés phy-
siques du milieu sont invariantes dans toutes les directions, le tenseur de rigidité [c] est
également isotrope, la relation de Hooke s’écrit alors :

o = \Tr(e)I + 2pue, (2.27)

ou A et p désignent ici les coefficients de Lamé relatifs au matériau. Le deuxieme coeffi-
cient de Lamé, également appelé module de cisaillement, sera introduit dans le prochain
paragraphe.

Exemples de déformations élémentaires et modules élastiques
On propose I’étude de trois déformations sous contraintes, a savoir la traction uni-axiale,
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la compression isostatique (ou uniforme) et le cisaillement. Pour les deux premieres dé-
formations, la force est exercée dans la direction normale alors que la troisieme est due a
une contrainte tangentielle. Ces trois déformations sont représentées sur la Figure 1.5. On
cherche & écrire le tenseur des déformations linéarisé € = ([Vu] + [Vu]T)/2 & partir du
vecteur déplacement u = (u,, uy, u,), ainsi que le tenseur des contraintes o. On suppose
que le matériau est isotrope et que les déformations sont petites.

(a) Traction uniaziale. (b) Compression isostatique. (c) Cisaillement simple.

Figure 1.5 — Ezemples de déformations élémentaires.

— Traction uni-axiale.
Le matériau est étiré dans une direction (ici e,) via une force extérieure f = f,e,
(Figure 1.5a). Dans ce cas, la seule contrainte non nulle est donc o,, = f,/A, ou
A désigne l'aire de la surface sur laquelle la force est appliquée. Ici, la surface
correspond au rectangle de taille A = L, x L. L’allongement relatif du matériau
€, = dx /L, est relié a cette contrainte par le module de Young E conformément
a la loi de Hooke (2.25) :

f, dx
= =F —.
A L,

La relation précédente est évidemment tres approximative et reste vraie unique-
ment pour de petites déformations. Si la contrainte est uni-directionnelle, le ma-
tériau se déforme néanmoins dans les trois directions. En effet, si 'objet s’allonge
dans la direction (Ozx) :

U, = €.,

il subit également une contraction transverse :
u, = —Vey et u, = —vez,

ou le coefficient de proportionnalité v est appelé coefficient de Poisson. Ce
coeflicient sans unité représente le ratio entre le rétrécissement transversal relatif
et I'allongement longitudinal relatif. On peut remarquer de plus que la variation
relative de volume s’écrit :

v dr dy  dz

LWL (-2
o, L
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on peut donc conclure que pour v — 1/2; le matériau est alors incompressible.
Les tenseurs des déformations et des contraintes s’écrivent alors :

€x 0 0 f./A 0 0
e=|0 —ve 0 et o= 0 00
0 0 —VE, 0O 00

L’essai de traction expérimental est notamment effectué en laboratoire afin d’esti-
mer le comportement élastique du matériau, a savoir son module de Young et son
coefficient de Poisson. Pour des contraintes plus élevées, il permet également de
déterminer sa résistance a la rupture (via la limite d’élasticité, la ductilité, etc.)
qui traduit son comportement élasto-plastique.

Compression isostatique ou uniforme.

La déformation du matériau est provoquée par une force de pression isotrope, i.e.
de méme intensité dans toutes les directions (Figure 1.5b). La force est appliquée
sur chaque surface dS dans la direction normale f = —pn avec une intensité p. La
variation de volume dV/V; du matériau est alors proportionnelle & cette variation

de pression :
av

p=-K 7

ou K désigne le module d’élasticité a la compression isostatique (ou bulk modu-
lus en anglais). Il s’exprime en fonction du module de Young E et du coefficient
de Poisson v par la relation 3K = E/(1—2v). Cette quantité mesure la résistance
du matériau face aux effets de compression. Dans la limite d’incompressibilité
v — 1/2, ce coefficient K ~ (1 — 2v)~! tend a linfini.

De maniere équivalente, la variation relative de la longueur est la méme dans
chaque direction :

de dy dz P D
Le Ly L- 3K 7 3K"

Les tenseurs des déformations et des contraintes sont par conséquent diagonaux :

ez—g%I et o = —pL.

Cisaillement simple.

Comme le présente la Figure 1.5¢, une force tangentielle f = f, e, est appliquée
dans la direction (Ox) sur la face supérieure de normale n = e,. La seule com-
posante non-nulle du tenseur des contraintes est donc o,, = f./A (= 0., par
symétrie), ou A désigne l'aire de la face supérieure. La déformation est caractéri-
sée par la variation de ’angle . Pour de petites déformations, cet angle peut étre
approché par v =~ tan(y) = dx/L,, et le déplacement dans la direction (Ox) est
alors :
u, = 2.
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Classiquement, le cisaillement est exprimé a partir du module de cisaillement
(ou de glissement) G défini comme le ratio contrainte / déplacement relatif :

0zs L.L, B FE

¢= Y :Adx_2(1+y)'

Cette contrainte, exprimée en Pa, est également appelée module de rigidité et
est proportionnelle au module de Young E. Les tenseurs des déformations et
contraintes sont :

0 0 % 0 0 Gy
e=|(0 0 O et o= 0 0 O
% 0 0 Gy 0 0

2.4 Matériaux hyper-élastiques

On se place dans le contexte de I’étude du comportement hyper-élastique d’élastomeres (de
type caoutchouc). Dans ce cas de figure, les propriétés des matériaux sont classiquement
caractérisées en termes de densité d’énergie volumique notée W = W(F, &), qui dépend
du gradient des déformations F. Dans le cas de matériaux homogenes, cette quantité ne
dépend pas de la position & puisque les propriétés restent invariantes en espace. L’énergie
élastique &£ associée au matériau est définie a partir de cette densité d’énergie par la
formule :

£= | WE®E)de. (2.28)

Pour un matériau hyper-élastique, le premier tenseur de Piola-Kirchhoff P est donné par :
ow

et dans le cas incompressible (det(F) = 1) par :

ow
P=-———pF7" 2.30
ou p* est le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte d’incompressibilité, égale-
ment appelée pression hydrostatique arbitraire. Ces relations nous permettent de calculer
les contraintes en fonction de 1’énergie. De maniere naturelle, la densité d’énergie et le

tenseur P sont nuls pour la configuration non-contrainte ) i.e.

ow
W) =0 et —=(F)=0 (2.31)
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Axiome d’indifférence matérielle (AIM).

Face a une transformation rigide, une loi de comportement matériel doit respecter I'inva-
riance des formes. Ceci peut se traduire par une densité d’énergie W qui reste indépendante
de lorientation et de la position du matériau. Autrement dit, pour une transformation
rigide X : Qg — €); définie comme composée d’une rotation Q et d’une translation c, i.e.
X(t, &) = Q(t)€ + c(t), la densité d’énergie est identique avant et apres transformation :

W (QF) = W(F). (2.32)

Si la densité d’énergie W satisfait la relation (2.32) pour toute rotation orthogonale Q, elle
satisfait alors le principe d’indifférence matérielle. On peut montrer que I’énergie élastique
associée a un matériau vérifiant I’AIM s’écrit en fonction du tenseur de Cauchy-Green a
droite C = FTF :

£ = . W(C(t, €)) dE. (2.33)

ot W (F) = W(FTF) = W(C). L’énergie ne dépend ainsi que du tenseur de Cauchy-Green
a droite C, dans un contexte purement lagrangien.

Par la formulation (2.29), le premier tenseur de Piola-Kirchhoff P dérive de W, on
peut ainsi 'exprimer en fonction du tenseur C. En effet, par un développement de Taylor
a l'ordre 1 de W, on obtient :

W(F +H) =W ((F+H)"(F + H))

~ w
=W (F'F F'F): (F"H + (FTH)” H|?
( )+8F~TF< ): (FPH+ (F H)") + O(|[H|)
ow
Cette décomposition repose notamment sur la symétrie de tenseur C et donc de %.

Par identification avec la formule (2.29), les tenseurs de Piola-Kirchhoff P et S s’écrivent
respectivement :

oW oW
P = oF = oF %(C), (2.34)
et -
oW
_ 1 _
S=F1p= Q*ac (C). (2.35)

La formulation eulérienne correspondante est simplement obtenue via le changement
de variable & = Y (¢,x). A partir de sa formulation lagrangienne (2.33), I’énergie élastique
eulérienne est donnée de maniere équivalente en fonction du tenseur de Cauchy-Green a
gauche B = FFT par :

€= W(B(t,x))J " dx. (2.36)
Par analogie, le développement limité & 1'ordre 1 de W(F) = W (B) en fonction de B
s’écrit : ~
. ow 9
W(F +H) =W (B)+ 2= (B)F : H+ O(|[H[|7)
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ce qui permet de déduire une nouvelle expression du premier tenseur de Piola-Kirchhoff :

ow oW oW
P= g =2F 55(C) =2 o (BF. (2.37)

Isotropie.

D’autres restrictions sur la forme de la densité d’énergie W proviennent des éventuelles
symétries existantes dans la configuration initiale {2y. Une symétrie matérielle est caracté-
risée par l'invariance du comportement du milieu pour une autre configuration de référence
Q). Parmi les matériaux possédant une symétrie matérielle, on considere les matériaux
élastiques isotropes, pour lesquels le groupe de symétrie est le groupe spécial orthogonal
SO(3) défini par SO(3) = {Q € R3 rotation t.q. det(Q) = 1}. Dans ce cas, I'énergie
élastique associée vérifie, pour toute rotation Q € SO(3) :

W(FQ) = W(F). (2.38)

Pour un matériau isotrope vérifiant I’AIM, I’énergie élastique peut étre exprimée comme
fonction des invariants de C' (définis précédemment par I’équation (2.17)) :

€= /Q W) d, (2.39)

ouc = (I, I, I3) = (Tr(C),Tr(Cof(C)),det(C)). Ce résultat est en particulier obtenu
en utilisant la décomposition polaire du gradient de déformation, a savoir F = RU = VR,
ou R € SO(3), U et V désignent respectivement les tenseurs des déformations "pures', a
droite et a gauche. Ces tenseurs symétriques sont définis positifs et leurs valeurs propres
sont les déformations principales Ai, Ag, A9, que l'on retrouve notamment dans I'expres-
sion des invariants de C ou B. En combinant les équations (2.32) et (2.38), on obtient
également les relations W (U) = W(QUQT) et W (V) = W(QVQT). On peut donc re-
marquer de cette décomposition spectrale que W dépend uniquement de U (ou de V) et
donc des déformations principales .

La formulation de I’énergie associée (2.39) est valable dans le contexte lagrangien. La
formulation eulérienne est équivalente, elle repose sur le fait que les invariants de C sont
également les invariants de B. En utilisant (2.36) et (2.39), I’énergie élastique est décrite
de maniere eulérienne comme :

£= | Wp)dg = /Q W) T dx, (2.40)
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Tenseurs des contraintes en fonction des invariants.

On a vu précédemment que I’énergie élastique d’'un matériau hyper-élastique isotrope
s’écrit en fonction de ses invariants. On se place désormais dans un contexte eulérien,
les tenseurs seront de ce fait exprimés en fonction de B. Pour exprimer le tenseur des
contraintes de Cauchy o, il nous faut dériver W = W (B) = W ([;(B), [2(B), I3(B)) par

rapport a B :
ow 8W% 8W% 8W%

—_ = —_— —_— . 2.41
9B ~ I, 9B ' 0L, 0B ' 0L, 0B (2.41)
Si on injecte les formules :
oL  0Tx(B) _ 09I, 0Tr(Cof(B)) 0l  0det(B) 1
B~ B s~ o BB gg=Tgp —diBBE
obtenues par développement de Taylor a 'ordre 1, I’équation (2.41) se réécrit comme :
ow
aiB = OéoI + OélB + CY,lBil, (242)
ou :
oW ow, o aw oW
*Ton oL ' oL YT AL

Cette formule nous permet d’exprimer le tenseur de Cauchy o en fonction de B. Pour cela,
on utilise la relation (2.23) entre o et le premier tenseur de Piola-Kirchhoff P ainsi que
les expressions de P en termes de densité d’énergie W respectivement pour des matériaux
compressibles (2.37) et incompressibles (2.30).

Pour un matériau isotrope compressible (J # 1), le tenseur de Cauchy o est

donné par :

ow
o719 5 2
o=2/"-B =2/ (01T + agB + ay B?) (2.43)
Par le théoreme de Cayley-Hamilton, le tenseur B satisfait son équation caractéristique
(2.16), a savoir :

B® - 1B* + LB — 31 = 0. (2.44)

A partir de la relation précédente (2.44), le tenseur des contraintes de Cauchy peut étre
reformulé comme :

g — B()I -+ ﬁlB -+ 6,1B_1 (245)
avee: oW oW oW oW
Bo = 37[1 + 87[2]1’ B = _37[27 B = 57[3]3'

Pour un matériau isotrope incompressible, I’expression correspondante est beau-
coup plus simple de par la contrainte d’incompressibilité J = det(F). En effet, I'invariant
I3 est fixé puisque I3 = J? = 1. La densité d’énergie ne dépend alors que des deux premiers
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invariants W = W (I, I5). En utilisant (2.30), (2.37) et le théoréeme de Cayley-Hamilton
(2.44), le tenseur o s’écrit de maniere analogue sous la forme :

o= J 'PFT
oW
=-—pl+255B (2.46)
oW oW
— p1+220 B 2% g1,
T2 a1,

Pour une approche eulérienne, cette écriture est tres pratique puisqu’elle dépend des
caractéristiques directes Y via le tenseur de Cauchy-Green a gauche B = B(Y) =
[VY]HVY]™". On peut déja remarquer que cette expression est fortement non-linéaire
en Y puisque B l'est également. La pression hydrostatique associée a la contrainte d’in-
compressibilité p* est arbitraire, elle dépend du modele utilisé. Elle est choisi de sorte que
les contraintes sont nulles pour un milieu non-déformé, i.e. & = 0. En d’autres termes,
comme un matériau non contraint vérifie F = B = I, la pression hydrostatique pour un
matériau hyper-élastique isotrope incompressible est définie par :
ow oW
=25~ an)

24
oL, 0l (2.47)

p:

conformément a 1'équation (2.46).

Quelques exemples de modeles hyper-élastiques incompressibles.

Il existe une multitude de modeéles non-linéaires afin de décrire le comportement de maté-
riaux hyper-élastiques isotropes incompressibles. Certains d’entre-eux sont basés sur des
approches phénoménologiques, qui s’appuient sur un développement mathématique de la
densité d’énergie W en fonction des invariants I}, ou des déformations principales A\;. La
densité d’énergie W peut alors étre exprimée a partir d'une série de Rivlin [94] ou de
Ogden [80] comme :

o0

WRivlin = Z Cij (Il - 3)2(]2 - 3)j7 (248>

,7=0

ou les ¢;; sont les parametres du modele de Rivlin (avec ¢gp = 0), et :

N
Wogden = 3 L2 (XS + A" + Ag" — 3), (2.49)

n=1 "7

ou N et (fn, p)n=1,.. v désignent les parametres du modele de Ogden. Les parametres
des modeles phénoménologiques sont en général difficiles a déterminer.

Dans une autre classe d’approches, les données expérimentales sont utilisées pour
déterminer les fonctions matérielles 0W/0I, et OW/0I,. Les modeles de Gent et Thomas
ou encore Hart-Smith proposent notamment une formulation basée sur 'observation de
certains phénomenes lors de tests mécaniques.

36



2. MODELISATION DU COMPORTEMENT ELASTIQUE

Le troisieme type de modeles repose sur les caractéristiques physiques des matériaux,
a savoir la structure interne des polymeres (réseau de chaines moléculaires spécifiques),
ainsi que sur des méthodes statistiques. Les formulations mathématiques sont souvent
complexes et dépendantes du matériau puisqu’elles prennent en compte les phénomenes
microscopiques afin de déterminer la densité d’énergie W. Pour un matériau de Van der
Walls d'un c6té, le réseau interne de 1’élastomere est assimilé a un gaz ou les forces d’inter-
actions s’appliquent entre les particules. D’un autre c6té, Arruda et Boyce [3] (également
appelé modele 8-chain) proposent une distribution de chaines dans 8 directions corres-
pondant aux sommets d’'un cube inscrit dans la sphére unité.

Une comparaison détaillée d’un grand nombre de modeles hyper-élastiques a été pro-
posée par Marckmann et Verron [68]. Elle dresse notamment un classement des modeles,
prenant en compte différents critéres, en particulier la plage de validité du modele (i.e.
fourchette de déformation en %) ou le nombre de parametres du modele. De maniére
peu surprenante, les modeles s’appuyant sur un grand nombre de parametres sont par-
ticulierement efficients pour tout type de déformation. Cette étude mentionne également
I'incapacité pour les modeles a 2 ou 3 parametres de décrire correctement un large éventail
de déformations, méme si ces modeles sont congus pour les fortes contraintes.

Dans cette these, on a recours au modele de Mooney-Rivlin [72; 94] & deux parametres
c1,c9 > 0. La densité d’énergie W associée a ce modele s’écrit :

W = Cl([l — 3) -+ 62([2 — 3) (250)

Ce modele peut étre vu comme un cas particulier a la fois du modele de Rivlin (2.48)
en prenant N = 1, ¢j90 = ¢; et ¢p; = ¢2, mais également du modele d’Ogden (2.49) avec
N =2, a; = 2 et ag = —2. Pour des questions de consistance du modele dans la limite de
faibles déformations, les parametres ¢; et ¢y sont reliés au module de cisaillement G par :

G =2(c1 + ). (2.51)

Le tenseur des contraintes o employé par la suite est alors déterminé a partir des équations
(2.46) et (2.50) :
o=—pT+2B—2¢,B7!, (2.52)

avec p* = 2¢11; —2cy15. Le modele de Mooney-Rivlin coincide avec le modele Neo-Hookéen
pour le choix de parametres co = 0, ¢; = G/2. D’apres I'étude [68], le modele de Mooney-
Rivlin est le plus efficient pour décrire les déformations de 'ordre de 200% & 250%. Ce
modele est donc particulierement adapté pour décrire précisément la déformation d’une
membrane élastique. Pour des déformations inférieures & 150%, le modele Néo-Hookéen
doit étre favorisé d'une part car il ne dépend que d’un seul parametre ¢; et d’autre part
car il est capable de prédire précisément le comportement du matériau pour les différents
types de contraintes (les tests expérimentaux de traction, compression, cisaillement, etc.
fournissent des estimations proches concernant la valeur de ce parametre).
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3 Méthode de couplage fluide/structure

Cette these vise a étudier l'interaction entre un fluide visqueux incompressible et des
matériaux hyper-élastiques. Pour résoudre numériquement un tel probleme d’interaction,
il existe deux types d’approches distinctes. Comme l'illustre la Figure 1.6, elles reposent
sur des formalismes de représentation différents, en particulier pour la prise en compte
des propriétés physiques des milieux (éventuellement discontinues), et en ce qui concerne
I'imposition des conditions aux bords.

Classiquement, la modélisation de l'interaction fluide-structure est basée sur des ap-
proches lagrangiennes. La description lagrangienne repose essentiellement sur un suivi pré-
cis de l'interface (front tracking) via I'utilisation de maillages body-fitted. Il devient alors
possible de séparer les modeles fluide et élastique. Les méthodes Arbitrary Lagrangian-
Fulerian (ALE, voir les travaux de Nitikitpaiboon et Bathe [76], Turek et Hron [113] ou
encore Chabannes et al. [19]) ou les méthodes de déformation du domaine spatial/espace-
temps (DSD/ST, voir les travaux de Tezduyar et al. [109, 110]) appartiennent a cette
classe d’approches. L'interface fluide-structure est explicitement suivie, ce qui assure une
représentation précise de la géométrie et une imposition simple et directe des conditions
de transmission a l'interface. Lorsque les déformations sont importantes, ou que des va-
riations topologiques (séparation ou fusion) se manifestent, les méthodes lagrangiennes
deviennent problématiques en raison de la déformation et de la distorsion de la grille qui
entrainent souvent la nécessité de remailler le domaine de calcul. En outre, 'utilisation
d’un partitionneur robuste est nécessaire pour préserver les performances de l'outil de
calcul parallele.

configuration
de référence

configuration
actuelle

Figure 1.6 — Deux types d’approches pour décrire la déformation d’un corps élastique. A
gauche : approche lagrangienne, a droite : approche eulérienne.

D’un autre c6té, 'approche eulérienne regroupe les méthodes dites de capture d’in-
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terface, pour lesquelles la position de l'interface est connue de maniere implicite. Pour
les méthodes Volume-Of-Fluid (VOF) [85], phase-field [102] ou level-set [81], une fonction
scalaire est définie dans I’ensemble du domaine de calcul sur un maillage fixe. L’évolution
de cette fonction est alors décrite par une équation de transport. Ce type de méthodes
est généralement basé sur des méthodes de domaine fictif, ou encore sur la méthode aux
frontieres immergées (IBM) introduites par Peskin [83, 84]. Cette approche eulérienne
n’est pas aussi précise que 'approche lagrangienne, mais elle est beaucoup plus polyva-
lente, plus facile a mettre en ceuvre, permettant 1'usage de discrétisations simples et une
manipulation plus transparente du maillage.

De ce fait, le développement d’une méthode eulérienne sur maillage cartésien hiérar-
chique prend tout son sens. Une telle méthode offre un bon compromis entre précision
du schéma numérique et faisabilité de la simulation. De sorte a représenter convenable-
ment une configuration de pompe complexe, ce type de maillage peut étre facilement
adapté pour garantir une bonne résolution de la géométrie. Pour ce type d’application
entre autres, une stratégie lagrangienne se trouvera confrontée a un probleme de taille,
a savoir le remaillage au cours du temps. La déformation du maillage sera un réel défi,
notamment pour la considération de phénomeénes de contact, pour lesquels il existe une
fine couche de mailles fluide, située entre deux matériaux solides. Dans ce cas, une mé-
thode lagrangienne body-fitted doit faire appel a un mailleur anisotrope afin d’effectuer
des adaptations de maillage au cours du temps. Pour ce genre de phénomene, il faut éga-
lement développer un schéma de discrétisation a fortiori complexe qui assure la stabilité
de la méthode numérique sur maillages fortement anisotropes.

3.1 Suivi implicite de l’interface I',

En général, 'interface fluide-structure ne coincide pas a priori avec le maillage cartésien
hiérarchique. La position de l'interface n’est par conséquent pas connue explicitement.
Notre approche eulérienne s’inscrit parmi les méthodes de domaines fictifs (FDM). Les
FDM sont couramment employées pour la simulation numérique de probléemes mettant
en jeu des corps mobiles a géométries complexes. La méthode de domaine fictif la plus
connue est I’approche par multiplicateur de Lagrange introduite par Glowinski et al. [42].

Dans cette these, on considere une approche de type interface diffuse, utilisée pour
de multiples applications en mécanique des fluides notamment pour des problemes multi-
fluides (voir la review [1]). Ce type d’approche est en particulier tres efficace pour des pro-
blémes d’interactions faisant intervenir de nombreuses géométries complexes, qui peuvent
éventuellement subir d’importants changements topologiques. L’interface I', est définie de
maniere implicite via une fonction scalaire auxiliaire, notée ¢. L’évolution de cette fonc-
tion ¢ est alors décrite par une équation de transport en utilisant la vitesse sur tout le
domaine, indépendamment du milieu. Parmi les méthodes d’interface diffuse, il se dégage
trois types d’approches distinctes.
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— L’approche Volume-Of-Fluid (VOF) [85] est la plus couramment utilisée dans
la littérature. La fonction ¢ est définie comme la portion volumique de solide
(ou fluide) dans une cellule du maillage. Autrement dit, le domaine de calcul est
décomposé en trois zones distinctes, a savoir la zone fluide ou ¢ = 0, la zone
solide o ¢ = 1 et le voisinage de l'interface ot 0 < ¢ < 1. L’efficacité de cette
méthode repose essentiellement sur le schéma d’advection utilisé. Les techniques
SLIC, PLIC et THINC ont notamment été introduites afin de limiter la diffusion
numérique du schéma de transport et ainsi obtenir une meilleure description de
I'interface. Ces méthodes sont notamment reconnues pour garantir une bonne
conservation du volume, mais l'implémentation d'une telle méthode reste une
difficulté majeure. On peut également citer la méthode Moment-Of-Fluid (MOF)
[37] qui est une amélioration de la méthode VOF, et qui affiche de meilleurs
résultats pour suivre 1'évolution de géométries irrégulieres [53].

— Les méthodes Level Set ont été initiées par Osher et Sethian [81] dans le contexte
de I'infographie et le traitement d’images. La fonction ¢ est classiquement défi-
nie comme la fonction distance signée a 'interface. Pour ces méthodes, I’équation
d’advection est résolue au moyen de schémas HJ-WENO en espace et TVD-RK
en temps. La propriété de fonction distance signée ne peut étre conservée apres
quelques étapes d’advection, la fonction level set doit donc étre fréquemment
ré-initialisée en utilisant un algorithme de re-distanciation. Une méthode level
set est peu cotiteuse et offre un calcul simple et précis de la courbure ou de la
normale a l'interface en tout point du domaine. Le gros désavantage demeure
la non-conservation de masse pour des maillages peu raffinés. Cependant, une
telle méthode prend son sens par l'utilisation de maillages adaptatifs comme le
démontrent Gibou et al. [41]. On peut également noter le développement de mé-
thodes hybrides Level Set / VOF. Parmi ces méthodes hybrides, les méthodes
CLSVOF et CLSMOF (voir les travaux respectivement de Sussman et Puckett
[104] et Jemison et al. [52]) tirent parti des fonctions level-set pour le calcul pré-
cis des normales et de la courbure, et améliorent également la conservation de la
masse en utilisant les reconstructions VOF et MOF.

— Dans l'approche Phase-Field (PF) [102], I’évolution de l'indicateur de phases ¢
est gouvernée par une équation de transport modifiée pour prendre en compte
les effets physiques provenant de l'interface. La fonction ¢ est définie comme un
profil hyperbolique tangent a l'interface d’épaisseur fixée, compris entre —1 et
+1. Traditionnellement, la dynamique de l'indicateur est gouvernée par 1'équa-
tion de Cahn-Hilliard. Cette loi de conservation peut se résumer a une équation
d’advection-diffusion avec terme source, faisant intervenir les dérivées d’ordre 4
de ¢. Cette méthode est notamment appréciée puisqu’elle garantit la conservation
de la masse totale du systeme. Pour cette approche, il n’est pas nécessaire d’avoir
recours a un schéma numérique qui inclut une compression artificielle comme pour
I’approche VOF, ou a un algorithme de re-initialisation comme pour I’approche
level set.
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Dans ce travail de these, on a recours a une méthode level set. La fonction distance
signée ¢, est définie sur ’ensemble du domaine €2 comme la distance minimale a I'interface.
Le signe de cette fonction est arbitrairement choisi comme :

-1 si x € Q.(t),
sgn(o)(t,x) = 0 six € I'e(t),

+1 sinon.

et I'interface est par conséquent définie comme :
Ie(t) ={x € Nt.q. ¢(t,x)=0}. (3.1)

L’évolution de la fonction distance est décrite par une équation de transport dans tout
le domaine 2 a partir de la vitesse u, écrite sous forme conservative (sous réserve que la
condition d’incompressibilité V - u = 0 soit précisément vérifiée) :

0

99 +V - (ugp) =0. (3.2)
ot

En utilisant une formulation conservative de ce probleme, la perte de volume est relative-
ment limitée comparativement a sa version non-conservative.

3.2 Approche monolithique : couplage fort

A partir de la fonction level set ¢, on est capable de définir a quel milieu un point
appartient. En accord avec les propriétés des milieux, une quantité ¢ peut étre décomposée
comme :

q = Xe(9)qe + (1 — xe(®))qy, (3.3)

ou Y. désigne la fonction Heaviside relative a 2., qui vaut 1 si ¢ < 0 et 0si ¢ > 0. La
méthode d’interface diffuse s’appuie sur cette distance pour définir de maniere continue
une quantité sur tout le domaine de calcul. Comme l'illustre la Figure 1.7, la fonction de
Heaviside est alors régularisée sur une fine couche d’épaisseur 26 :

1 if p <—0
Xe(¢) =14 0 if ¢ > 40 (3.4)
1- %(1 +2+1 Sin(ﬂ%)) else.

En pratique, I’épaisseur de cette couche de régularisation est généralement limitée a
seulement quelques cellules de maillage, de sorte a assurer la consistance de la méthode
numérique. On choisit ici = 3h, ou h désigne la taille caractéristique des cellules situées
au voisinage de 'interface I',.. Ce choix a été réalisé de maniére empirique, il permet d’as-
surer la robustesse de la méthode numérique, notamment dans le cas ou les problemes FSI
considérés par la suite mettent en jeu des structures tres rigides. En lissant les propriétés
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Figure 1.7 — Fonction Heaviside x. régqularisée sur une distance 20.

matérielles a travers 'interface, les conditions de couplage (0.1) sont ainsi naturellement
satisfaites par continuité.

D’un point de vue algorithmique, il existe deux stratégies de couplage en temps.
Dans la premiere approche, dite partitionnée, les résolutions des problemes fluide et struc-
ture sont découplées, autrement dit effectuées de maniere indépendante sur chaque sous-
domaine a partir de solveurs dédiés a chacun des sous-problemes. Cette technique offre de
ce fait une certaine souplesse quant au choix des méthodes et de leurs implémentations
numériques. Le couplage est alors effectué par échanges de données entre les deux solveurs,
puis par synchronisation de ces deux solveurs. Cette stratégie de couplage est la plus ré-
pandue dans la littérature, elle est employée par la plupart des méthodes lagrangiennes,
ou encore par les méthodes aux frontieres immergées (cf review [58]).

Au sein de cette famille, on distingue les approches partitionnées explicites et impli-
cites. Le couplage explicite offre une certaine modularité, c’est-a-dire qu’il donne le choix a
I'utilisateur. Ce dernier peut par exemple utiliser des solveurs adaptés selon le phénomene
considéré, mettre en oeuvre des méthodes numériques différentes, changer les conditions
aux limites assez aisément ou encore faire évoluer les milieux fluide et élastique avec des
pas de temps différents. Cette technique est notamment utilisée par les logiciels com-
merciaux car elle permet la création simple d’interfaces entre différents codes et solveurs
numériques. Les conditions de couplage ne sont, la plupart du temps, pas exactement
satisfaites pour les méthodes de couplage explicites, on parle alors de couplage numérique
faible.

Il existe un grand nombre de schémas de couplage explicites, comme le présentent
Lesoinne et Farhat [62]. Certains sont dits synchrones (Figure 1.8a) lorsque les résolu-
tions des sous-problémes sont réalisées au méme instant et d’autres asynchrones (Figure
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1.8b) dans le cas contraire. Généralement, les algorithmes synchrones ne peuvent satis-
faire correctement les conditions de continuité a l'interface conduisant a des schémas non
conservatifs. Les schémas asynchrones sont plus intéressants d’'un point de vue précision
et stabilité numériques mais la synchronisation des solveurs fluide et structure est plus
complexe.

Fr Foil Fo-1/2 Foil/2
o O g, O N
o0 . —
So Sl Sn Quil

(a) Procédure CSS. (b) Procédure ISS.

Figure 1.8 — Deux procédures de couplage partitionné proposées par Farhat [38]. Les
quantités d’intérét pour le fluide et la structure sont dénotées respectivement par F et S.

Dans le cadre des approches de couplage physique faible, les méthodes partitionnées
implicites, ou itératives, permettent la limitation du décalage entre les instants de réso-
lution des problémes fluide et élastique. En respectant plus précisément les conditions de
continuité a l'interface, un couplage numérique fort est réalisé. La précision obtenue est par
conséquent bien plus importante. Ces algorithmes sont néanmoins plus cotiteux en termes
de calculs, plus complexes a mettre en oeuvre et le nombre de sous-itérations nécessaires
a la convergence est difficile a réduire. Les algorithmes de couplage implicites sont géné-
ralement basés sur des méthodes du point fixe, de relaxation ou de Newton-Raphson [115].

Par opposition a ’approche partitionnée, I’approche monolithique consiste a résoudre
en méme temps les sous-problemes fluide et élastique ainsi que les conditions de cou-
plage, sous la forme d’un unique solveur numérique. On parle alors de couplage physique
fort puisque les conditions de couplage sont exactement respectées a chaque itération en
temps. Ce type de couplage offre une trés grande stabilité numérique mais la méthode
limite les possibilités de développement. En effet, fluide et structure sont régis par les
mémes équations et doivent étre résolues de la méme maniere. Or, les sous-problémes
décrivent des physiques ou des comportements tres différents qui nécessitent idéalement
le développement de méthodes de résolution adaptées a chaque milieu.

Dans cette these, on considere un modele eulérien "a un milieu', reposant sur un
couplage monolithique. L’ensemble du probléeme couplé est discrétisé sur le domaine de
calcul tout entier €2 de maniere unifiée, sans distinction des milieux, en spécifiant une loi
de comportement propre a chaque sous-domaine. Le modele complet est exposé dans la
Section 4.
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3.3 Meéthode de pénalisation volumique

Dans les sections précédentes, on a décrit la modélisation numérique de l'interaction entre
le fluide et les solides hyper-élastiques. Pour fermer le systeme, on doit également consi-
dérer 'interaction des milieux fluides et élastiques avec les corps rigides. En effet, on doit
imposer sur le bord du domaine rigide €2, la condition de continuité u = u,.

Dans le contexte d’une approche de domaine fictif, les corps rigides sont représentés
de maniére implicite & 1'aide d’une fonction indicatrice. La condition au bord (0.2) est
imposée via la méthode de pénalisation volumique introduite a l’origine par Angot et al.
[2], ou plus précisément via son extension a l'ordre 2, a savoir la méthode IPC (Image
Point Correction, voir [10]). Le principe de la méthode IPC est de corriger la valeur de la
vitesse dans le solide en utilisant une approche Ghost-Cell afin d’obtenir la bonne vitesse
de l'interface. En se référant aux notations de la Figure 1.9, la vitesse ug en un point
solide S est déterminée a partir de la vitesse imposée a 'interface u, et de la vitesse fluide
interpolée au point F' :

us = 2u,(xy) — u(xp).

Seules les cellules solides proches de 'interface sont mises a jour. Cette méthode IPC a été
validée a plusieurs reprises notamment par [11, 12]. Par la suite, dans le cas ou le corps
rigide est immergé dans une structure élastique, i.e. 2, C €., on opte plutét pour une
pénalisation a 'ordre 1 (ug = us(xg)) afin d’assurer la continuité de la vitesse a l'intérieur
de la structure élastique. La méthode IPC pourrait en effet entrainer des perturbations
lors du transport des caractéristiques rétrogrades Y (2.8).

L’idée principale de la méthode de pénalisation est de considérer I’ensemble du sys-
téme comme un milieu poreux, avec une perméabilité variable e. A cet égard, une structure
rigide a une tres faible perméabilité ¢ < 1. L’approche consiste a ajouter un terme de
pénalisation supplémentaire a 1’équation de conservation de la quantité de mouvement
(1.3) :

0 s
p(altlJrV-(u@u)——Vp+V-a+pS+>Z(us—u) (3.5)

ou la fonction indicatrice y, est relative a € :

1 ifx €€y,
Yo(x) = {

0 else.

Dans le cas ou il y a plusieurs corps rigides N, > 1, le terme de pénalisation est simplement

@,
remplacé par YN X (ul” — u). Comme le montre [2], la solution du systeme (3.5)-(1.1D)

converge vers la solution du systeme découplé (1.3)-(1.1b)-(0.2) quand ¢ — 0, en /&
[56]. Dans cette these, on fixe e = 107142 . ol A,y désigne la taille caractéristique du

maillage, qui sera introduite dans le chapitre suivant.
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Figure 1.9 — [llustration de la pénalisation a l’ordre 2 pour imposer précisément la vitesse
u; de la structure rigide sur sa frontiére Iy(t).

4 Modele complet a un seul milieu

Pour résumer I’ensemble du chapitre, on considere au cours de cette these un modele
eulérien d’interaction fluide-structure, qui s’inscrit dans le cadre des méthodes de do-
maine fictif. La dynamique des trois milieux (fluide, structure élastique et solides non
déformables) est décrite de fagon unifiée par une méthode d’interface diffuse, par le biais
d’une fonction distance ou level set ¢. Le milieu unifié est alors gouverné par un sys-
teme de lois de conservation, qui est résolu de maniére monolithique. Les conditions de
couplage a I'interface sont ainsi précisément imposées par continuité. A partir de la fonc-
tion Heaviside régularisée (3.4), une propriété du milieu 7 peut étre écrite sous la forme
n = (1 — xe)ns + XeMe- La densité et la viscosité dynamique sont par conséquent définies
comme suit :

=(1- e + XePe,
p=(1—Xe)ps+ Xep (4.1)
= (1= Xe)tts + XeHe-

Pour synthétiser, le modele eulérien d’interaction fluide-structure a un milieu s’écrit sous
forme conservative comme suit :

ou _ Xs
v rven) s S|
V-u= 07
Y V. uaY)=o,
8@; (4.2b)
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ou p et p sont les variables mixtes données par les équations (4.1). La vitesse des corps
rigides non déformables u, est imposée par pénalisation volumique. Les évolutions des
caractéristiques rétrogrades Y et de la fonction distance signée ¢ sont décrites par les
équations de transport (4.2b). Le tenseur mixte des contraintes o est également défini de
maniere continue comme :

o(w,Y,¢) = os(u) + xe()o.(Y), (4.3)

de sorte a associer les lois de comportement fluide et hyper-élastique a chacun des deux
milieux. D’une part, le tenseur des contraintes visqueuses o, (équation (1.2)) est calculé
dans I’ensemble du domaine pour renforcer la stabilité du systéme couplé. D’autre part,
le tenseur des contraintes élastiques o, dérive du modele de Mooney-Rivlin a deux para-
metres, introduit précédemment par 1’équation (2.50).

Une analyse mathématique de ce modeéle eulérien a été proposée par Cottet et al. [24].
Ce modele a été plus récemment employé pour la simulation de l'interaction entre une
vague solitaire et une série de structures élastiques immergées [28]. Les auteurs mettent
en évidence le phénomene de 'atténuation de vagues dans les zones cotieres. Au cours des
dernieres décennies, plusieurs modeles eulériens pour la simulation de problemes FSI ont
été proposés [28, 36, 91, 93, 103, 114]. Pour ce type d’approche, la déformation du matériau
est décrite généralement a partir du champ des caractéristiques rétrogrades Y. Sugiyama
et al. [103] propose plutdt de suivre I’évolution du tenseur symétrique de Cauchy-Green
a gauche B via une équation d’advection avec terme source qui dépend explicitement du
gradient de vitesse.

La résolution du systeme en question est effectuée dans ’ensemble du domaine de cal-
cul €1, c’est-a-dire a la fois dans le matériau et dans le fluide. Lorsque le fluide est soumis
a des contraintes de cisaillement élevées, 'allongement des caractéristiques rétrogrades
peut devenir critique et entrainer une croissance exponentielle de certaines composantes
du gradient de déformation F au voisinage de 'interface. Cette croissance exponentielle
peut induire de fortes instabilités numériques, en particulier en présence de matériaux tres
rigides ou lorsque la déformation devient trop importante. Pour surmonter ce probleme,
les différents auteurs adoptent des stratégies différentes. Dans les travaux de Sugiyama
et al. [103], le tenseur B est remis & zéro de maniere continue a l'intérieur du fluide afin de
prévenir les éventuelles instabilités a proximité de l'interface. Une deuxieme approche est
basée sur la méthode Initial Point Set (IPS). D’une part, Dunne et Rannacher [36] pro-
posent de définir la vitesse d’advection a l'intérieur du fluide par prolongation harmonique
de la vitesse de la structure via une fonction IPS. D’autre part, Rannacher et Richter [91]
utilisent une technique plus similaire aux approches ALE. La vitesse du fluide est alors
mise & jour en résolvant un probléme elliptique dans le fluide, muni des conditions limites
a l'interface sur laquelle la vitesse est bien définie. Dans 1'idée d'une généralisation de ces
méthodes IPS, Richter [93] a introduit une nouvelle approche, basée sur une extension
constante de la déformation solide sur une petite couche de cellules uniquement, située
a l'extérieur de la structure élastique. Récemment, Deborde et al. [28] ont proposé une
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amélioration de cette méthode en utilisant une méthode d’extrapolation linéaire des ca-
ractéristiques a l'intérieur du fluide. Dans notre étude, cette technique d’extrapolation
est également employée. Couplé a une méthode Fast-Marching pour la ré-initialisation de
la fonction level set, cet algorithme permet de garantir un calcul convenable des forces
élastiques pendant toute la durée de la simulation.

Pour la résolution des modeles eulériens, les travaux de [36, 91, 93] sont basés sur
des approches par Eléments Finis sur maillages cartésiens avec adaptation heuristique
du maillage ou sur maillages non structurés. D’'un autre coté, les modeles de [103, 114]
sont discrétisés sur maillages cartésiens uniformes par des schémas Différences Finies.
L’étude de Deborde et al. [28] sur maillages cartésiens uniformes fait intervenir une mé-
thode Volumes-Finis pour résoudre les lois de conservation et une méthode Différences
Finies (Weno 5) pour suivre I’évolution des caractéristiques rétrogrades Y et de la fonc-
tion distance ¢. Dans cette theése, on propose une approche totalement Volumes Finis
conservative sur maillages cartésiens hiérarchiques de type Quadtree/Octree, en utilisant
la bibliotheque open-source Bitpit/PABLO. Le prochain chapitre est dédié¢ a la méthode
numérique développée pour la résolution du modele eulérien (4.2).
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Méthode numérique
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Pour résoudre numériquement le modele eulérien introduit dans le chapitre précédent,
on propose une méthode numérique de type Volumes Finis sur maillage cartésien hié-
rarchique. Tout d’abord, la Section 1 est dédiée a la discrétisation en temps ainsi qu’a
la méthode a pas fractionnaire utilisée pour résoudre de maniere découplée le systeme
d’EDPs (4.2) du chapitre précédent. Ensuite, ’ensemble des discrétisations en espace sur
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maillage quadtree sera détaillé en Section 2. Quelques illustrations numériques seront ajou-
tées pour valider les discrétisations des opérateurs. On exposera également la procédure
d’adaptation dynamique de maillage utilisée pour nos simulations. Les différents incon-
vénients de cette méthode seront également mis en évidence en Section 3, on expliquera
alors les stratégies mises en oeuvre pour pallier ces contraintes. On finira par quelques
exemples numériques d’applications pour des problemes de transport dans la Section 4,
afin de mettre en avant les différents schémas d’advection étudiés.

1 Intégration en temps

Dans cette section, les discrétisations en temps pour la résolution du modele fluide-
structure (Chapitre 1 - systeme (4.2)) sont détaillées. En guise de définition, on adoptera
la notation temporelle discréte ¢" := ¢(¢™) pour une fonction ¢ quelconque, n désignant
la n-ieme itération en temps. Pour faire évoluer la solution au cours du temps sur un in-
tervalle [0, T}q.), on introduit un pas de temps noté At qui permet de passer du temps ¢"
au temps t" ie. At =" —t". Le pas de temps At peut varier au cours du temps mais
on supposera par la suite qu’il est fixé pour simplifier I’écriture des schémas numériques,
la généralisation a des pas de temps variables étant tres accessible pour le lecteur. Comme
pour toute méthode numérique explicite permettant de résoudre une EDP (ou systéme
d’EDPs), le choix du pas de temps est directement soumis a une condition de stabilité
appelée condition Courant-Lax-Friedrichs (CFL). La fin du Chapitre 3 (Section 3.2) est
dédiée a la détermination de cette condition CFL.

Les équations du modele eulérien sont résolues alternativement, les unes apres les
autres, c’est-a-dire de maniere découplée. En effet, le systeme est fortement non linéaire
enu, Y, ¢ et la linéarisation est délicate. Par ailleurs, il serait envisageable de résoudre ce
systeme d’EDPs de maniere implicite en utilisant un algorithme itératif de Newton. Cette
stratégie serait particulierement intéressante car elle offrirait la possibilité de s’affranchir
de la contrainte CFL relative aux matériaux élastiques, qui peut devenir sévere pour de
fortes rigidités. L’inconvénient réside toutefois dans les temps de calcul nécessaires pour
construire et résoudre le systéme non linéaire. De ce fait, les caractéristiques rétrogrades Y
ainsi que la fonction level set ¢ seront tout d’abord transportées du temps t* au temps t"+!
via les équations de transport (4.2b). Ces quantités seront alors utilisées dans un second
temps pour déterminer u"™! par résolution des équations (4.2a). Le choix du couplage
en temps, exposé dans ce qui suit, est motivé par 'analyse de stabilité réalisée dans le
Chapitre 3 Section 2.
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1.1 Transport des caractéristiques rétrogrades et de la fonction
level set

Les équations de transport sont discrétisées par la méthode explicite classique de Heun
(Runge-Kutta TVD d’ordre 2). Concernant la fonction distance (et de maniére analogue
pour les caractéristiques rétrogrades), le schéma s’écrit :

¢F =" — AtV - (oU)", (1.1a)
o ="+ §(¢ — AtV - (¢U)"), (1.1b)

ou U fait référence a un champ de vitesse vérifiant la conservation de masse discrete, i.e.
V - U = 0. Cette quantité sera introduite plus tard dans la Section 2.3. Utiliser cette
vitesse U permet d’assurer I'équivalence des formes conservative et non-conservative de
I'équation d'un point de vue discret. La vitesse U* introduite dans 1’équation (1.1b) est
définie par extrapolation des itérations précédentes n et (n—1), & savoir : U* ~ 2U"—U""L.

L’intégration d’ordre 2 en temps est ici nécessaire. En effet, on réalisera un schéma
en espace précis a l'ordre 2 (au moins) dans la Section 2.3. Dans ce contexte, se suffire
d’une intégration temporelle d’ordre un, de type Euler explicite par exemple, est réputé
instable d’apres ’étude de Carpentier [18]. Dans ce cas de figure, le pas de temps At
doit étre choisi extrémement petit afin de garantir la stabilité du schéma numérique. Pour
plus de détails concernant ce phénomene, une étude de stabilité sur un cas académique
de I’équation d’advection 1D est proposée en Annexe A.

1.2 Meéthode a pas fractionnaire

Comme pour la plupart des approches relatives a 1’étude d’écoulements incompressibles,
la méthode a pas fractionnaire, introduite par Chorin [20] et Temam [108], est utilisée.
D’autres méthodes de projection ont été référencées dans 'article de Brown et al. [15]. La
méthode consiste a prédire une vitesse a partir de I’équation de quantité de mouvement,
puis a résoudre une équation elliptique afin d’imposer la contrainte de conservation de
masse et déterminer la pression.

Tout d’abord, I'étape de prédiction est réalisée pour obtenir une premiere estimation
de la vitesse notée u*. Pour ce faire, on choisit un schéma de Gear a ’ordre 2 :

3u* —4u” +u" !
2At

+(2V- (ueU)" - V- (uaU)"")
n+1
— ;( _ VP* + V - O'(ll*,Yn+l’ ¢n+1) + Xse (u?Jrl . u*)) + Sn+1

(1.2)
ou p* désigne une approximation de la pression. La version incrémentale de la méthode de
projection proposée par Goda [44] est adoptée, en considérant p* := p". Dans cette étape
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de prédiction, le terme visqueux est discrétisé de facon implicite. Les quantités Y+ et
@™ sont ici connues car déterminées au préalable (équations (1.1) de la Section 1.1) &
partir des itérations précédentes n et (n—1). Elles peuvent par conséquent étre exploitées
afin de calculer explicitement le tenseur des contraintes élastiques y.(¢)o.(Y).

Suite a I'étape de prédiction, rien ne garantit que la conservation de masse est res-
pectée, autrement dit V - u* # 0. De ce fait, on applique une étape de projection :

u"tt —u* 1 n+1 *
A —;(Vp - Vp ) (1.3)

En utilisant le fait qu’on souhaite garantir V - u™*! = 0, si on applique l'opérateur diver-
gence a 1’équation (1.3), on obtient I’équation de Poisson suivante :

Ap =V -u*, (1.4)

ol on désigne par p' := (At/p)(p"™! — p*) lincrément de pression. Aprés résolution du
systéme linéaire précédent (1.4), une étape de correction est effectuée. La pression p™+!

et la vitesse u”t! sont alors déterminées comme suit :
{ p PP (1.5a)
"l =ut - Vp. (1.5Db)

2 Schémas Volumes Finis sur maillages cartésiens hié-
rarchiques

Le modele eulérien introduit dans le Chapitre 1 a été tres récemment étudié par Deborde
et al. [28] dans le cadre de maillages cartésiens uniformes. L’originalité de cette these
repose sur l'utilisation de maillages cartésiens hiérarchiques, de type quadtree, pour la
résolution de problemes fluide-structure, notamment pour la considération de structures
élastiques rigides de type élastomeres. Par le biais d’'un Raffinement de Maillage Adapté
(AMR), on offre alors la possibilité d’optimiser le temps de calcul tout en garantissant
une bonne précision numérique. En raffinant par exemple au voisinage des interfaces et
dans le sillage de corps immergés, et en déraffinant dans les zones dites plus régulieres,
le nombre d’inconnues du maillage est alors significativement réduit par rapport a un
maillage totalement uniforme. De plus, avoir recours a une adaptation dynamique de
maillage devient pertinent lorsqu’on souhaite suivre précisément 1’évolution de corps en
mouvement, pouvant subir de grandes déformations.

Dans cette section, on introduira tout d’abord la structure du maillage quadtree ainsi
que la librairie de génération de maillage utilisée au cours de cette these. On mettra
notamment en avant les différents avantages et les contraintes auxquels on a di faire face.
On détaillera ensuite les discrétisations Volumes Finis des différents opérateurs employés
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dans le modele, a savoir I'opérateur divergence, laplacien et d’advection. On présentera
enfin le processus d’adaptation du maillage cartésien hiérarchique.

2.1 Maillage de type quadtree

Pour résoudre numériquement le modele FSI, différentes catégories de maillages peuvent
étre considérées pour discrétiser le domaine de calcul €2. Les maillages cartésiens hiérar-
chiques sont nativement faciles a générer et a manipuler, et donnent lieu a des schémas
de discrétisation relativement simples a mettre en oeuvre. Les discrétisations resteront
classiques dans les zones ou le maillage est uniforme, par conséquent, une attention toute
particuliere sera portée sur le développement des schémas aux sauts de niveau.

La structure de données quadtree

La structure de données 1D de type quadtree permet de représenter une structure de don-
nées 2D par le biais d’une courbe de remplissage de I’espace. Comme le montre la Figure
2.1, une grille quadtree est composée de cellules carrées qui possedent différents niveaux
de raffinement. En partant de la racine de arbre (niveau 0), qui correspond au domaine
carré €) tout entier, la grille est raffinée récursivement jusqu’a un niveau de raffinement
souhaité. Lors d'un raffinement, une cellule mere de niveau [ est divisée en quatre cellules
filles de niveau (I + 1). Inversement, quatre cellules filles peuvent fusionner en une seule
cellule meére lors d'un déraffinement de maillage. Si une cellule n’a pas d’enfant, ce qui
signifie qu’elle est située a la cime de I'arbre, la cellule est appelée feuille. Dans cette these,
on considere une structure d’arbre particuliere, appelée quadtree linéaire, pour lequel seul
le feuillage de 'arbre est stocké en mémoire. Ce type de structure possede un avantage
immédiat en ce qui concerne le faible colit en mémoire ainsi que sa gestion lors d’une
éventuelle adaptation du maillage. Ici, le maillage est défini comme gradué (ou balancé
2 : 1), ce qui signifie que la différence de niveaux entre une cellule et ses voisines (cellules
qui lui sont adjacentes) est au maximum de un.

La librairie Bitpit/PABLO

Pour gérer efficacement et automatiquement la structure de données, on a recours a la
librairie Bitpit/PABLO'. Cette librairie a été¢ développée par la société Optimad Enginee-
ring localisée & Turin (Italie), entreprise créée essentiellement par d’anciens doctorants de
I'équipe de recherche. Plusieurs theses ([88, 107] notamment) ont par la suite été réalisées
en collaboration avec cette entreprise.

En suivant la numérotation Z-order proposée par Morton [73] en 1966, I'acces aux
données/informations provenant des cellules voisines est effectué de maniére optimale en
termes de cofits, d'un point de vue temps de calcul et mémoire. Cette stratégie de raffi-
nement adaptatif du maillage (AMR) offre la possibilité de définir le maillage de maniere

1. https ://optimad.github.io/bitpit
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Figure 2.1 — Numérotation globale suivant le Z-order pour un maillage quadtree balancé
2 :1 en deux dimensions. L’équilibrage des charges en paralléle est illustré par les couleurs.

transparente et peu cotiteuse, éventuellement de maniere dynamique au cours de la simu-
lation. La procédure d’adaptation de maillage est décrite plus tard dans la Section 2.4.
Cet outil fournit un stockage vectoriel optimal, nécessitant le moins de communications
possibles, dans le cadre d’une parallélisation efficace du code de calcul. Pour préserver une
tres grande scalabilité du parallélisme, le nombre de communications inter-processeurs est
limité a une seule couche de cellules voisines, appelées cellules fantomes. Compte tenu
de cette contrainte de parallélisme, les schémas de discrétisation des opérateurs
reposent sur 'utilisation de stencils compacts, ce qui limite a fortiori ordre
de précision de la méthode.

Les courbes de remplissage sont utilisées généralement pour réduire un probléme mul-
tidimensionnel, faisant intervenir la recherche de voisins proches, en un probléeme unidi-
mensionnel. Campbell et al. [17] dressent une comparaison de trois courbes de remplissage
fréquemment utilisées dans la littérature, basées respectivement sur les codes de Hilbert,
Morton et Gray. Selon le probleme étudié, la numérotation suivant le code de Hilbert
fournit en général les meilleures performances en termes de partitionnement. Cependant,
la courbe de Hilbert ne convient que pour des applications faisant intervenir des ensembles
de points reliés par un court chemin. Les processus de mapping et de mapping inverse
sont aussi plus complexes par rapport au code de Morton. Par ailleurs, le cotit de 'acces
a une donnée en n’importe quel point de la courbe est peu cher et reste constant via le
code de Morton, ce qui n’est pas forcément le cas pour les deux autres codes.

Parmi les librairies de génération/gestion de maillages Quadtree/Octree, on peut no-
tamment citer Point Cloud Library? (PCL), DENDRO * ou encore p4est?. A notre

2. https ://pointclouds.org/documentation/group___octree.html
3. https ://github.com/hsundar/dendro
4. https ://pdest.org/
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connaissance, cette derniere librairie est aujourd’hui la plus performante. Elle est spécia-
lement concue pour des calculs massivement paralleles, plus particulierement pour des
approches AMR [16]. Les librairies pdest et Bitpit/PABLO possedent toutefois quelques
similarités, a savoir 'utilisation du code de Morton, la possibilité de définir un maillage
balancé 2 :1 (gradué), ou encore la pondération de la charge du partitionnement entre les
processeurs, non pas par rapport au nombre de cellules global, mais relativement a un
colit opératoire estimé localement par cellule.

Notre intérét pour la librairie Bitpit/PABLO s’explique notamment par les avantages
qu’elle peut offrir pour nos applications. Tout d’abord, du point de vue de 'utilisateur,
I'intégration de la librairie dans un code de calcul est assez naturelle et la prise en main
est relativement accessible, notamment pour la gestion transparente et automatique des
connectivités et des intersections. De plus, l'acces a des données non contigués en mé-
moire est optimisé par les communications internes gérées par Bitpit/PABLO, ce qui est
un atout indéniable pour notre application. Enfin, la librairie Bitpit/PABLO gere des
octrees linéaires, ce qui permet de bénéficier de cotits de calculs raisonnables et compé-
titifs. En s’appuyant sur la courbe de remplissage de type Z-order, 'accés aux données
relatives a une cellule (et ses voisines) du maillage est naturel. Au contraire, accéder di-
rectement aux informations relatives aux noeuds n’est pas optimal et doit étre évité. Les
méthodes centre-cellules (cell-centered) sont par conséquent favorisées. Récemment, un
schéma Différence Finie d’ordre 2, avec inconnues au centre des cellules, a été développé
au sein de I’équipe par Raeli et al. [89] pour la résolution de problemes elliptiques. Son
implémentation se révele complexe car il est nécessaire d’identifier précisément la configu-
ration de chaque stencil. Autrement dit, la discrétisation est adaptée pour chaque cellule
en fonction de la répartition des différentes cellules du stencil, ce qui donne naissance a
un grand nombre de cas de figure. Au cours de cette these, 'approche Volume Fini est
préférée car elle se montre beaucoup plus versatile. De plus, la librairie Bitpit/PABLO
favorise la manipulation des objets relatifs aux intersections, ce qui est un réel avantage,
en particulier pour le calcul des flux.

Notations

Afin de décrire les discrétisations spatiales, on introduit les notations utilisées par la suite.
Dans le cadre de cette these, on s’intéressera a la simulation numérique de phénomenes 2D
et 2D axisymétrique. Dans le premier cas, on utilise le systeme de coordonnées cartésiennes
classique (x = (z,y)) alors que dans le second cas, on privilégie le systéme de coordonnées
cylindriques dans lequel la variation dans la direction azimutale est nulle (x = (r, z)). Dans
cette section, les schémas seront décrits pour des quantités arbitraires, a savoir ¢ : R*> — R
pour une fonction scalaire, et v : R?> — R? pour un champ de vecteurs. Pour discrétiser
le domaine de calcul Q de taille D x D, on définit une configuration de maillage quadtree
notée (Lyin — Limaz) pour laquelle le niveau de raffinement de chaque cellule [ est compris
entre un niveau de raffinement minimal L,,;, et un niveau de raffinement maximal L,,,,
ie. Lyin <1 < L,... En d’autres termes, les tailles caractéristiques de la plus petite cellule
et de la plus grande cellule sont respectivement A, = D/2Emew et Ry, = D/2Emin, Le
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maillage ainsi construit contient N5 cellules.

Pour une cellule €); de taille h; comprise entre h,,;, €t hqz, ON NOte X; son centre
et ¢; = ¢(x;) la valeur discréte de la fonction ¢ évaluée en x;. Le volume de cette cellule
est |Q;] = h? en 2D et |Q;] = 27r;h? en 2D axisymétrique. On définit enfin son stencil
compact S;. Il comprend toutes les cellules voisines ou adjacentes de €); :

SZ:{QkCQﬁﬁzﬁﬁﬁk#w},

ou 0f); désigne la frontiere de €);. Ce stencil sera dit uniforme si toutes les cellules du
stencil ont la méme taille caractéristique h; et non uniforme dans le cas contraire.

Sa frontiere 0€2; est décomposée en plusieurs faces f. De maniere générale, une face
f de centre xy. est définie comme l'intersection de deux cellules €, et €2,,. Le vecteur
normal a la face ny est alors défini par convention comme pointant de €2;, vers €2,,;. La
taille caractéristique de cette face est hy = min(hs,, how) €t son aire est |f| = hy en 2D
et |f| = 2nrp.hy en 2D axisymétrique. Son stencil compact est simplement défini comme
I'intersection des stencils de €, et Qo :

Sf:SmﬂSOm:{QkCQZfﬂan#m}.

Pour une face f, on parlera de configuration de stencil dite uniforme si les deux cellules
Qi et Qo possedent la méme taille caractéristique, i.e. hy = hi, = hou, €t non uniforme
ou "saut de niveau" dans le cas contraire.

Enfin chaque cellule posséde 4 noeuds notés N, , (p = 0, - - - , 3), situés sur sa frontiere
0€;. De maniere analogue, leurs stencils compacts Sy, , sont composés des cellules voisines
au noeud, c’est-a-dire que pour tout p =0,---,3, on a :

SNz‘,p = {Qk CQ: XN, , € an}

Ainsi, le stencil compact de la cellule peut étre reconstruit a partir des stencils relatifs
aux faces ou relatifs aux noeuds, i.e.

S=U 8= U 8w,
3

J o8y p=0,-,

2.2 Interpolations et reconstructions polynomiales

Interpolation "centre-cellule" a "centre-face" 7

On introduit ici interpolation Z utilisée pour approcher la valeur d’une fonction ¢ quel-
conque au centre d’une face a partir des valeurs de la fonction aux centres des cellules,
ie. pre = o(xsc) = Z(pee). Comme lillustre la Figure 2.2, on distingue les faces ayant
un stencil uniforme des faces ayant un stencil non uniforme. Dans un premier cas, si le
stencil de la face est uniforme, on peut définir simplement ¢;. comme la moyenne uni-
directionnelle de ;, et .. Dans le cas contraire, si le stencil n’est pas uniforme, il

56



2. SCHEMAS VOLUMES FINIS SUR MAILLAGES CARTESIENS
HIERARCHIQUES

A interpolated boundary node

® selected nodes for interpolations

. >
me n ,out
Y
o selected nodes for the discretization
(a) Configuration de stencil uniforme. (b) Configuration de stencil non uniforme ou

"saut de niveau".

Figure 2.2 — [llustration du stencil Sy d’une face f = Qi N Qoue. Le quadrilatére rouge
représente la cellule duale diamant définie par la suite dans la Section 2 et les points noirs
représentent les points d’interpolation.

faut procéder différemment. Pour un maillage quadtree balancé 2 :1, chaque stencil non
uniforme est composé nécessairement de 5 cellules. Puisque |Sy| = 5, 'interpolation sera
au mieux d’ordre 2. On définit de ce fait ¢y, comme la moyenne unidirectionnelle de 7
et pp. Procédant ainsi, il est alors possible d’approcher la valeur de la fonction a partir
des stencils de chacun des noeuds T et B (St et Sg) composés de 4 ou 3 cellules. Une
interpolation de type Q; a 4 points (resp. P; a 3 points) est alors employée par 'inter-
médiaire d’'une base bilinéaire {1, z,y, zy} (resp. linéaire {1, z,y}). Une approximation de
type RBF ou des moindres carrés peut convenir ici mais en pratique, la précision obtenue
via l'interpolation moyenne décrite ci-dessus est un peu plus élevée.

Reconstructions polynomiales
On considere la reconstruction compacte d’ordre 3 de type WENO introduite par Semplice
et al. [98] dans le cadre de la résolution de systemes hyperboliques. On cherche a construire
un polynéme quadratique dans chaque cellule €2;, noté P?3, qui conserve la moyenne ;,
i.e. .

o |, PO dx = (2.1)

Pour un méme maillage quadtree, le nombre et la répartition des voisins peuvent étre
totalement différents d’une cellule a I’autre, selon la configuration géométrique du stencil.
L’étude de toutes les configurations de stencil devient alors une difficulté insurmontable
en 2D, et encore plus en 3D. Pour contourner ce probleme, on considere ’ensemble du
stencil compact S; de la cellule afin d’obtenir une distribution appropriée des points d’in-
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terpolation. L’interpolation est alors réalisée au sens des moindres carrés. Conformément
a la répartition des cellules dans le stencil compact, il n’est pas possible d’obtenir une
reconstruction d’ordre supérieur a 3 puisque la taille du stencil est comprise entre 7 et
13. De ce fait, la base quadratique est la meilleure base que nous puissions considérer. Le
polynéome quadratique P?% est défini par :

PP(x) = ¢ + (2 — 2i) + ¢, (y — i)

2 2 2.2
+ (@ — i) (y — i) + C;x((m - )" - hi) + c”((y — )’ - TQ) .
Le vecteur des coefficients C = [co, ¢z, €y, Cays Cans cyy]T doit étre déterminé en utilisant les
valeurs moyennes de la fonction ¢ des cellules du stencil S;. Sous cette forme, on peut
voir que ¢y = ¢; puisqu’on souhaite garantir la conservation de la valeur moyenne (2.1).
Outre la précision d’ordre 3 de l'interpolation, la procédure de reconstruction nécessite
une conservation de moyenne non seulement dans €2;, mais également dans le stencil tout
entier. Ceci est assuré en imposant que le polynéme reconstruit coincide avec les valeurs
moyennes des cellules au sens des moindres carrés. En d’autres termes, on détermine le

vecteur des coefficients C qui réalise :

2
1/— 1
min N — = | PP (x) dx) (2.3)
052 k.
A partir de la définition du polynome PP? (2.2) et du probléme de minimisation (2.3),
les coefficients sont déterminés en résolvant le systeme linéaire sur-déterminé AC = ® de
taille |S;| x 6 ou :

D = (¢
(¢ )’“@’i (2.4)
A= (Ak)ke&'

pour lequel la k-ieme ligne A, de la matrice A est :

1
Tk — T4
g (zr — i) (yr — i)

gm0+ gl — 1)

3 Wk — yi)* + 55 (hi — 1)
En pratique, la résolution de ce systeme linéaire n’est réalisée qu'une seule fois pour un
maillage donné. Le cofit de 'interpolation est donc négligeable devant le cofit du reste de
la simulation.

On définit également le polynome linéaire PP? associé au polynoéme quadratique P73
Ce polynome est obtenu simplement a partir de la valeur du gradient Vi au centre de la
cellule ©; :

PP%(x) = ¢i + (x — %) (V)i (2.5)
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Ces reconstructions polynomiales seront utilisées dans la Section suivante 2.3.

2.3 Discrétisation des opérateurs différentiels

On présente dans cette section les différents opérateurs employés, discrétisés au sens des
Volumes Finis.

Opérateur divergence

Cet opérateur est omniprésent, que ce soit dans I’étape de projection pour laquelle on
doit calculer la divergence de u*, mais également dans ’étape de prédiction pour laquelle
on considere la forme conservative des équations de Navier-Stokes. Par le théoreme de
Green-Ostrogradski, la divergence d'un champ v au centre d'une cellule €; s’écrit au sens
des Volumes Finis comme :

(v-n)ds (2.6)

Pour calculer cette intégrale de surface, on pourra utiliser deux formules de quadrature
de Gauss-Legendre, selon 'ordre d’approximation désiré :
— la formule & 1 point (méthode point milieu x.) d’ordre 2 :

1
(V-v)i= ol Z Vfc'nf|f‘+0(h?)7 (2.7)
| Z’| fCoQ;
— la formule a 2 points d’ordre 3 :
1 1

(V-v)i=17 3 (Ve +va) 0y |+ O(R3), (2.8)
4] &6, 2

ou ¢ et ¢o sont les points de quadratures de Gauss, situés sur la face f a une
distance hy/(2+/3) de part et d’autre de x ..

Afin de quantifier précisément ’erreur d’approximation commise lors du calcul de
la divergence discrete, on considere un petit exemple numérique pour lequel on souhaite
calculer la divergence de v = (—y, [E)Toﬁgs = sur [—2,2]” ott R est la distance euclidienne
(R =22+ ¢?) et f = tanh(R)/cosh?’(R). On consideére pour cela la formule de quadra-
ture a deux points. Afin d’évaluer les flux v,, -ny et vy, -ny, on a recours aux reconstructions
polynomiales P92 et P?3 introduites dans la Section 2.2. Les flux sont approchés comme

moyennes des reconstructions réalisées de part et d’autre de la face :
y p

Pout(xq) + Pm(xq)
5 )

Vq:

La Figure 2.3 montre la distribution de I'erreur de troncature sur cet exemple, pour
les deux reconstructions polynomiales P92 et P?3. Le test est réalisé a la fois sur maillage
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uniforme et sur maillage quadtree, avec raffinement par boites imbriquées (cf Annexe
B). On peut constater que, pour les deux reconstructions, I'erreur est significativement
plus élevée aux sauts de niveaux. En réalité, si 'erreur est d’ordre 3 (resp. d’ordre 2)
en utilisant la reconstruction P93 (resp. PY?) dans les zones uniformes, le schéma est
détériorié a l'ordre 2 (resp. ordre 1) aux sauts de niveaux. L’étude de convergence en
Annexe C atteste de cette perte d’un ordre de précision.

(a) (b)
(c) (d)

Figure 2.3 — Validation du schéma de discrétisation de l’opérateur divergence : répartition
de Uerreur sur maillages uniforme (d gauche) et quadtree (a droite) a parité de niveau
Lymin = 7. Les deux reconstructions polynomiales P9* (en haut) et P9% (en bas) sont
utilisées pour le calcul du flur (v -n);y.
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Obtenir une discrétisation de 'opérateur divergence précise a 'ordre 3 n’est ici pas
indispensable car on ne pourra pas garantir ’ordre 3 pour I’ensemble des opérateurs. De
plus, on évoque dans le prochain paragraphe la nécessité de stocker la vitesse normale
aux faces Uy, de sorte a obtenir une distribution délocalisée des variables. Avoir recours
a deux points de quadratures par face peut donc se révéler cotiteux, d’autant plus qu’un
point de quadrature suffit pour les cellules possédant un stencil uniforme. Dans I’Annexe
C, on propose aussi une étude de 'erreur de troncature pour cet opérateur dans un cas
simplifié. On cherche en effet a savoir s’il est possible d’empécher la perte d’un ordre de
précision aux sauts de niveaux. On examine en particulier I'impact du choix des points de
quadrature sur l'erreur de troncature. On peut conclure de cette étude que la construction
d’un schéma de discrétisation qui soit a la fois conservatif et du second ordre aux
sauts de niveaux pour 'opérateur divergence ne peut étre réalisée de maniere aisée.

Distribution délocalisée des variables

Lors de I'étape de projection, le calcul du second membre de 1’équation de Poisson V - u*
ne doit pas étre réalisé a partir de la vitesse prédite u*, localisée au centre des cellules. En
effet, des oscillations parasites peuvent apparaitre en raison du découplage odd-even entre
la vitesse et la pression. C’est I'un des principaux inconvénients des méthodes reposant sur
une distribution colocalisée des variables pour lesquelles le découplage provoque de fortes
variations de pression. Ce phénomene devient encore plus critique pour des maillages car-
tésiens hiérarchiques, car ce probleme peut entrainer des instabilités numériques aux sauts
de niveaux. Comme le montrent Ferziger et Peric [39], les méthodes classiques de coloca-
lisation ne peuvent garantir simultanément la régularité de la pression et la conservation
de la masse. Pour surmonter ce probléme, Patankar [82] propose une méthode de type
Marker And Cell (MAC) basée sur un maillage décalé, pour laquelle les localisations des
inconnues de pression et de vitesse sont distinctes. En général, les inconnues de pression
sont situées au centre des cellules du maillage primal et les inconnues normales de vitesse
sont situées au centre des faces. Pour ce type de méthodes, 1'étape de prédiction (1.2) et
I'équation de Poisson (1.4) sont alors résolues en des positions distinctes, ce qui conduit
a des discrétisations spatiales différentes. En ce sens, les distributions de variables délo-
calisées deviennent plus difficiles dans le cas de maillages cartésiens non uniformes. En
particulier, la librairie Bitpit/PABLO est adaptée et optimisée pour la construction de
schémas cell-centered, notamment en ce qui concerne la recherche des cellules voisines.
Une méthode face-centered se révelerait a plus forte raison difficile a mettre en oeuvre sur
le plan algorithmique, et inefficace du point de vue du temps de calcul.

Afin de stabiliser la méthode, on considere ’approche colocalisée introduite par Rhie
et Chow [92] pour les écoulements stationnaires, et Zang et al. [118] pour les écoulements
instationnaires. Une vitesse normale aux faces notée Uj, est définie dans € (voir [70])
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comme :
i 2 (V) (2.92)
Us, = F(0) (2.9D)
Ui = Ure = SHT)s (2.90)

ou F est 'opérateur réalisant 'interpolation de la vitesse normale définie au centre de la
face, calculée a partir de la vitesse obtenue au centre des cellules. Un choix naturel pour
lopérateur F serait de prendre l'interpolation Z définie précédemment dans la Section
2.2. On verra dans la Section 3.3 qu’une stabilisation de 'opérateur est nécessaire. Cette
délocalisation des vitesses est illustrée par la Figure 2.4.

Figure 2.4 — Représentation de la distribution des vitesses relatives auz cellules (carrés
rouges) et aux faces (points bleus) sur maillage cartésien hiérarchique.

La vitesse normale aux faces U}, est alors utilisée pour résoudre I'équation de Poisson
durant 1’étape de projection. L’équation de Poisson (1.4) s’écrit désormais :

/ 1Y %
Ap ==V -U 2.1

. . /7 . / / . Ve . .
Une fois l'incrément de pression p déterminé, les deux vitesses (relatives aux cellules et
aux faces) sont finalement corrigées indépendamment :

u"t = u" = (Vp)ee (2.11a)
Ut = U;, — (V) e (2.11b)
Ainsi définie, la vitesse normale U]’}cJr ! satisfait la propriété de conservation de masse

discrete dans la limite de la tolérance e imposée lors de la résolution du solveur de
Poisson, c’est-a-dire :

S (UL -ng|f| = O(ea) < 1, YQ; C Q.
fCoQ;
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En revanche, ce n’est pas le cas pour F(u"™). Dans ce cas, la conservation de masse
discrete est respectée dans la limite de ordre du schéma numérique (en pratique O(h?)).

Par conséquent, les deux vitesses u et Uy, doivent étre stockées pour assurer la conser-
vation de la masse. Cela peut représenter un colit important en termes de mémoire. Ce-
pendant, le stockage de la vitesse Uy, se résume a une unique dimension puisque seule la
composante normale est considérée. On va voir par la suite que cette vitesse normale Uy,
est utilisée notamment pour la discrétisation de I'opérateur d’advection.

Opérateur laplacien A =V -V

L’intérét pour la résolution de problémes elliptiques du type —V - (KVu) = f a fait naitre
une multitude de schémas numériques, que 1'on peut regrouper en familles de méthodes
(Différences Finis, Volumes Finis, Eléments Finis ou Galerkin Discontinu). Les travaux
de Droniou [34] et Klemetsdal et al. [59] par exemple, décrivent plus particulierement
la famille des schémas Volumes Finis sur maillage générique de type polyédral. Ils exa-
minent notamment les propriétés de coercivité et convergence, les principes du minimum
et maximum, ou encore la monotonie de certains schémas. On citera les méthodes TPFA
et MPFA (two-point and multi-point flux approximation), HMM (Hybrid Mimetic Mixed)
et DDFV (Discrete Duality Finite Volume). Pour plus de détails concernant ces méthodes,
le lecteur peut se référer a ces deux articles.

Parmi les approches sur maillages cartésiens hiérarchiques, on fera notamment ré-
férence a la méthode aux frontieres immergées introduite par Johansen et Colella [54].
L’équation de Poisson est résolue au centre des mailles via une discrétisation des flux a
I'ordre 2 obtenue par interpolation des valeurs d’une grille fine a partir de la grille gros-
siere. Ce schéma fait cependant intervenir un stencil a 5 points par face, ne correspondant
pas au stencil compact Sy. En d’autres termes, 'interpolation fait appel a des cellules ap-
partenant au stencil d'une cellule S;, (par exemple) mais pas au stencil de 'autre cellule
Sour- Par conséquent, cette méthode ne peut étre considérée de par notre contrainte de
parallélisme et par le soucis de garantir la conservativité du schéma. Dans ’approche de
Guittet et al. [46] pour la résolution des équations de Navier-Stokes incompressibles, le
terme diffusif est discrétisé par une méthode Volumes Finis sur un diagramme de Voro-
noi, construit a partir des données aux centres des faces. En effet, cette méthode est basée
sur une répartition délocalisée des variables pour laquelle la vitesse normale aux faces
est considérée. La reconstruction des flux pour une cellule de Voronoi est alors réalisée a
partir des données de vitesses normales.

De notre c6té, on a recours a une version simplifiée de la méthode DDF'V proposée par
Coudiere et al. [26] et Delcourte et al. [29]. Le schéma DDFV a notamment été appliqué
par Coudiere et Hubert [25] pour la résolution de problemes de diffusion anisotrope, ou
par Lakhlili et al. [60] pour simuler I’érosion d'un sol sous l'effet d'un écoulement fluide.
Elle est basée sur le choix de cellules polygonales artificielles, dites duales, semblables a des
diamants, comme le montre la Figure 2.2. Sur chaque face f = 02, N 0y, on souhaite
approcher la dérivée normale d'une fonction ¢ au centre de cette face. Pour cela, le vecteur
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normal ny est décomposé comme combinaison linéaire de deux vecteurs n = X, — X;p €t
T = Xp — Xp. En d’autres termes, Jc-, ¢, € R: ny = ¢, 7 + ¢;m. Pour les deux directions
introduites 1) et 7, les dérivées directionnelles sont naturellement calculées comme :

{ Vo - N = Pout — Pin, (2.12a)
Vo T =¢r—¢p. (2.12b)

Dans le cas ou les deux cellules €, et €,,; ont la méme taille, les vecteurs ny et n sont
colinéaires, I’équation (2.12a) devient alors I'approximation centrée classique d’ordre 2,
au sens des différences finies. Dans le cas contraire, les valeurs ¢ et pp sont interpolées
en utilisant les stencils St et Sp relatifs aux noeuds 1" et B. Selon la taille du stencil (3
ou 4), interpolation Py ou Q; est choisie. De cette maniere, la dérivée normale peut étre
exprimée linéairement a partir du stencil compact Ny relatif a la face f :

Vo ng = c(or — B) + co(Pous — Pin) = D WP (2.13)
keN;

Validation de la discrétisation

On considére le probléme de Poisson —Au = f sur Q = [0,27]?, muni de conditions
aux limites de type Dirichlet. La fonction définie par u(x,y) = cos(x + y) sin(x — y) est
solution de ce probleme pour f = 4u. Le Tableau 2.1 présente les résultats obtenus sur
maillages uniforme et quadtree, pour deux types de raffinements avec 3 sauts de niveaux
(Limaz = Limin+3), & parité de niveau L,,;,. Les raffinements par boites et pseudo-aléatoire
sont représentés en Annexe B.

grille uniforme quadtree : raff. par boites quadtree : raff. pseudo-aléatoire

Lunin Lt ¢ L> oo Lt ¢ L> oo L ¢ L> oo
5 | 4.96e3 | / | 1.24e2 | / || 1483 | / | 14be2 | / || 7.62e4 | / | 1.38¢2 |
6 1.17e-3 | 2.08 | 3.12e-3 | 1.99 || 4.05e-4 | 1.87 | 3.48¢e-3 | 2.06 || 1.83e-4 | 2.06 | 3.44e-3 | 2.00
7 2.85e-4 | 2.04 | 7.88e-4 | 1.99 || 9.52e-5 | 2.09 | 8.56e-4 | 2.02 || 4.53e-5 | 2.01 | 8.53e-4 | 2.01
8 7.01e-5 | 2.02 | 1.98e-4 | 1.99 || 2.29e-5 | 2.06 | 2.12e-4 | 2.01 || 1.11e-5 | 2.03 | 2.15e-4 | 1.99
9 1.74e-5 | 2.01 | 4.96e-5 | 2.00 || 5.77e-6 | 1.99 | 5.27e-5 | 2.01 || 2.79e-6 | 1.99 | 5.47e-5 | 1.97

Table 2.1 — Validation du schéma de discrétisation de 'opérateur Laplacien : étude

de convergence sur maillages uniforme et quadtree a parité de niveau Ly,;,. Le taux de
convergence q; (resp. qso) au sens de la norme L' (resp. L*°) indique une précision d’ordre
2.

On observe que les erreurs de discrétisation convergent a l'ordre 2 pour les trois
types de maillage. Cependant, il est facile de vérifier que 'erreur de troncature est en
O(1) aux sauts de niveau. Ceci est dii au calcul de la dérivée normale (2.13) effectué
a l'ordre 1. Barbeiro [5] a précédemment prouvé qu’il est possible d’obtenir une erreur
de discrétisation "supra-convergente" a l'ordre 2 pour une discrétisation “inconsistante”
d’équations elliptiques 2D sur maillage non uniforme. De méme, un constat similaire a été
dressé par Diskin et Thomas [32] pour des maillages irréguliers. On observe de maniéere
analogue ce phénomene de supra-convergence pour des maillages cartésiens hiérarchiques.
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Pour un niveau de référence donné L,,;,, la configuration de maillage quadtree est
(Lmin —{ Lmin+3}). En raffinant trois fois, on obtient logiquement une erreur L' beaucoup
plus faible. Cependant, I'erreur L™ est légerement plus grande car l'erreur induite par un
saut de niveau peut étre importante.

Opérateur d’advection (u- V)

En régime incompressible, 'opérateur d’advection peut étre écrit sous forme conservative
(u-V)p = V- (pu). On se place ainsi dans le cadre de la résolution de problémes
hyperboliques, pour lesquels il existe une multitude de méthodes numériques Volumes
Finis (voir LeVeque et al. [63]). On considére notamment trois schémas numériques, a
savoir :

1. FV2 : extension du schéma de Godunov upwind a l'ordre 2. Ce schéma non-
monotone repose sur la reconstruction linéaire par morceaux P2, Ce schéma
convient notamment pour le transport de solutions régulieres, ce qui est en parti-
culier le cas pour des écoulements incompressibles.

2. MOOD : schéma de Détection Multidimensionnelle de I’Ordre Optimal & I'ordre
2, proposé par Diot et al. [31]. Ce schéma TVD peut étre vu comme une ex-
tension du schéma FV2 pour des solutions irrégulieres. Ce schéma repose sur un
critere de détection des discontinuités u2. D'un point de vue discret, 1’algorithme
peut étre résumé comme suit : dans une cellule, si la solution ne respecte pas le
principe du maximum discret et que sa courbure n’est pas réguliere, alors I'ordre
d’approximation est diminué. En d’autres termes, une reconstruction constante
par morceaux est préférée au voisinage d’une singularité, afin de garantir la mo-
notonie du schéma. Pour le transport de solutions régulieres, les schémas FV2 et
MOOD sont totalement équivalents.

3. CWeno3 : schéma Weno Compact d’ordre 3. Ce schéma a été introduit par Levy
et al. [64] pour des maillages uniformes et étendu plus tard pour des maillages
cartésiens hiérarchiques par Semplice et al. [98]. Les schémas Weno sont parti-
culierement appréciés car ils possedent une certaine propriété de non-oscillation,
qui permet de controler et limiter la variation totale de la solution. Dans chaque
cellule €2;, un polynome central Pp est défini comme combinaison linéaire convexe
de 5 polyndmes, a savoir un polyndéme quadratique centré P93 (dit optimal) et 4
reconstructions linéaires décentrées P9? (une par diagonale) :

4
(PC)i = U}()PZ-O3 + Z kakOQ’
k=1
Les poids de cette combinaison linéaire sont alors déterminés de sorte a assurer
la régularité de la solution. Cette méthode est particulierement adaptée a notre
situation, puisqu’elle fait intervenir exclusivement le stencil compact de la cellule.
De ce schéma CWeno3, on définit également un schéma FV3 adapté au transport
de solutions régulieres. En imposant Po = P93, on garantit une précision optimale
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du schéma numérique pour un coftit de calcul considérablement réduit. Le schéma
FV3 peut également étre vu comme une généralisation a l’ordre 3 du schéma FV2.

Comme on a déja pu le voir précédemment pour la discrétisation de l'opérateur di-
vergence, il faut choisir une formule de quadrature adaptée. Pour les schémas d’ordre 3
(CWeno3 et FV3), on aura en effet besoin de la formule de quadrature a 2 points (2.8) alors
que la formule "point milieu" (2.7) suffira pour les schémas d’ordre 2 (FV2 et MOOD). En
chaque point de quadrature ¢ d’une face f, le flux F(p) = Uyp est calculé en utilisant les
reconstructions polynomiales de part et d’autre de la face. Comme l'illustre la Figure 2.5,
on note ¢ = Piu(x,) et gpj{ = P,1(X,) les reconstructions de ¢ au point de quadrature
g provenant respectivement des cellules €2, et {2,,;. Pour garantir la stabilité du schéma
numérique, on privilégie le flux numérique de Rusanov ou Lax-Friedrichs local :

_ Uy, _ « B
Flo)g = Fleg 0q) = 5 (eg +95) = 5lUl(eg —#y), (2.14)
ou « est le parametre de stabilisation. Ce parametre est choisi égal a 1 de sorte a ce que
le flux soit calculé de maniere totalement décentrée.

Revenons maintenant au modele eulérien. Comme on a pu l'expliquer précédemment,
la vitesse normale U, doit ici vérifier la conservation de masse discrete. Il n’est donc
pas opportun d’avoir recours a un schéma d’ordre 3 qui fait intervenir deux points de
quadrature par face. En effet, seule la vitesse normale au centre de la face Uy, permet
d’assurer cette propriété. Stocker deux vitesses normales par face entrainerait un coit
considérable d'un point de vue mémoire et temps de calcul. Ainsi, seuls les schémas d’ordre
2 (FV2 et MOOD) sont considérés pour la discrétisation du modele eulérien. Cependant,
on pourra également apprécier la précision obtenue pour les schémas d’ordre 3 dans la
Section 4 pour la résolution de problemes de pur transport.

2.4 Algorithme d’adaptation de maillage

Parmi les méthodes de raffinement adaptatif de maillage existant dans la littérature, on
peut distinguer deux types d’approches. La premiére repose sur une estimation a priori de
la régularité locale de la solution, en se basant sur un critere de raffinement ad hoc. Parmi
ce type de méthodes, on peut également inclure les techniques de raffinement adapté a la
géométrie, en particulier pour la simulation d’écoulements autour de corps immergés [30]
ou a surface libre [117]. De multiples critéres ont été introduits pour définir la régularité
de la solution. En régime compressible, des criteres définis a partir des variables physiques
telles que le gradient de la densité [74] ou la différence de vitesses dans le stencil [30] se
montrent particulierement adaptés. En régime incompressible, certaines études proposent
notamment des critéres basés sur le gradient de pression [116], la vorticité [87, 116], le Q-
criterion [57], ou encore la hessienne de la vitesse [116, 117]. Chacun de ces critéres convient
plus ou moins selon le phénomene physique considéré. Ces méthodes de raffinement a
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(a) Pour une cellule intérieure. (b) Pour une cellule de bord.

Figure 2.5 — [llustration de la reconstruction polynomiale d’ordre 3 d’'une quantité ¢ aux
points de quadrature de Gauss q (points noirs). Les cellules incluses dans le stencil de €,
sont représentées par des carrés blancs.

priori sont tres intuitives et restent relativement simples a implémenter. Cependant, elles
dépendent explicitement de parametres de calibrage appelés seuils qu’il faut définir 'a
la main" afin de controler le nombre de degrés de libertés au cours de la simulation. Le
choix de ces seuils dépend bien souvent du cas-test considéré, ce type de méthode est par
conséquent difficile a automatiser.

La seconde approche repose sur une estimation a posteriori de ’erreur de troncature.
Le principe de cette procédure d’adaptation est de représenter la solution du maillage
fin comme la somme des solutions obtenues sur un maillage plus grossier virtuel et d’une
série de différences, pour différents niveaux de raffinement du maillage. Les différences
contiennent alors I'information de la résolution lors du passage d’une grille grossiere a
une grille plus fine. Pour cela, ’estimateur d’erreur peut étre fourni par extrapolation de
Richardson [7, 8] ou via une analyse multi-résolution par ondelettes [33, 95]. Ces méthodes
d’estimation d’erreur a posteriori sont tres intéressantes car elles permettent de définir
le maillage optimal, pour une résolution de maillage donné, qui offre une précision maxi-
male de la solution numérique. Cependant, le coiit de calcul est conséquent pour ce type
d’approche puisqu’il s’agit de faire évoluer la solution sur deux maillages alternativement.
En faisant appel a la librairie Bitpit/PABLO, cela devient méme délicat puisque seul le
"feuillage" de 'arborescence est conservé, ce qui complique 'utilisation d’un maillage de
niveau inférieur.

Dans le cadre de cette these, on utilise deux critéres, I'un basé sur la géométrie,
lautre sur la hessienne de la vitesse. Le premier critére, reposant sur la fonction level
set ¢, permet de garantir une bonne précision au voisinage des interfaces I'; et I'.. Pour
une cellule €, le niveau optimal relativement au critére level set L;? BLS est défini comme
maximal L7” BLS — Lae sila cellule est située a une distance inférieure a une distance
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seuil n™°, ie. ¢; < n*. En pratique, le choix n¥ = 10h,,;, assure que le maillage est
toujours uniforme dans les matériaux (élastiques et rigides) si la procédure AMR est
activée de maniere suffisamment fréquente. De plus, si un solide €2, est immobile pendant
la simulation, le maillage peut étre déraffiné a I'intérieur de ce solide, sans impacter outre
mesure la précision globale du schéma numérique.

Le deuxieme critere, relatif a la solution numérique, est défini a partir de la Hessienne
de la vitesse :

C = |[H)|[r, Y CQ, (2.15)

ou || - || fait référence a la norme de Frobenius. La hessienne de la vitesse est approchée
par une méthode des moindres carrés afin de régulariser le critere dans tout le domaine.
A partir de seuils prédéfinis notés n™. et n2 . le niveau optimal de raffinement L est
alors simplement déterminé comme la fonction linéaire satisfaisant L' (n™. ) = Ly, et
L () = Linac-

Ce critere peut cependant faire apparaitre des configurations de maillages inappro-
priées. En effet, dans les zones ot la solution varie le plus, conserver des sauts de niveaux
trop proches a tendance a provoquer de fortes instabilités numériques. On a pu en effet
constater que 2 sauts de niveaux consécutifs [L, 1 — L,| et [L, — L,+1] ne doivent étre
positionnés a 3-4 mailles I'un de l'autre. Pour éviter ces configurations de maillage, il faut
lisser le critere plusieurs fois en utilisant les voisins proches. En pratique, le critere est
lissé 20 fois.

Mise a jour des données
Il n’est pas nécessaire de modifier le maillage a chaque itération en temps, surtout en
présence de matériaux rigides pour lesquels le pas de temps est tres petit devant le pas
de temps fluide classique (Aty < At.). De plus, il est facile de constater que ce processus
introduit inévitablement de petites perturbations dues a la mise a jour par interpolation
des données de I'ancienne grille M 3 la nouvelle grille M™%, La procédure d’adaptation
de maillage est par conséquent activée selon une fréquence donnée (relative au temps
physique). Il serait également possible de s’en remettre a un critere de régularité de la
solution afin d’optimiser le nombre d’adaptation de maillage pour chaque simulation.
Gréce a la librairie Bitpit/Pablo, une fonction de mapping reliant une cellule mére a ses
cellules filles est définie de maniere naturelle, a partir de I'héritage parent-enfant basé sur
le code de Morton. Pour réduire cette perte de précision, la reconstruction linéaire par
morceaux P9? (cf Section 2.2) est considérée pour mettre & jour la fonction " & partir
de la fonction ©°?. De la grille M 3 la grille M" la cellule Q24 peut étre :

— inchangée, sa taille reste alors la méme. Pour la nouvelle cellule Q7 = Qold | a

valeur de la fonction est simplement transmise d'une grille a 'autre, i.e. @7 =

J
old
P

— raffinée, la cellule meére est alors divisée en 4 cellules filles Q7" j = 1,--- 4.
Chacune des valeurs " est alors reconstruite a partir de la cellule mére : 7" =

i
02,0ld
Pro7(xy).

new
J
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— dé-raffinée, la cellule fusionne alors avec 3 autres cellules filles Q¢ pour former
une seule cellule mére Q7. La valeur ¢} est alors calculée comme la moyenne
des reconstructions obtenues a partir des 4 cellules filles, i.e.

1 3
QD;-Lew _ Z (Pi02,01d<xj) + Z P]?2,old(xj)>
k=1

La Figure 2.6 illustre la procédure de mise a jour des données.

Puisque le maillage a changé, la vitesse normale aux faces Uy, doit également étre
recalculée sur la nouvelle grille. Cependant, comme il n’existe pas de fonction de mapping
relative aux faces, cette vitesse Uy, est alors simplement interpolée. Pour conserver au
mieux la masse d’un point de vue discret, ’adaptation du maillage est effectuée entre les
¢tapes de prédiction et de projection. L’interpolation de U}, est effectuée selon I'interpo-
lateur centre-cellule a centre-face Z, précédemment introduit dans la Section 2.2.

I\ /I
| |
adaptation
[ ) [ de maillage
[ [
Maillage MOld Maillage Mnew

Figure 2.6 — Procédure d’adapation de maillage : mise a jour des données d’un maillage
M G un maillage M".

3 Contraintes numériques liées au modele

Dans le Chapitre 1, on a pu détailler le modele eulérien considéré durant cette these.
Dans cette approche, le fluide et les solides sont représentés comme un seul milieu dans
lequel les propriétés different. Ainsi, les dynamiques de chaque milieu sont décrites d’une
seule maniere, ce qui permet de surmonter bon nombre de problemes que les approches
Lagrangiennes peuvent induire. Parmi ces difficultés, on pourra faire référence notamment
a la génération et I’évolution des maillages, ou encore 'imposition des conditions limites
a 'interface. Cette méthode eulérienne présente toutefois deux inconvénients majeurs.
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Dans le contexte des méthodes level set, il est nécessaire d’avoir fréquemment re-
cours a un algorithme dit de ré-initialisation afin de remettre a jour la fonction level set
¢. En pratique, si la fonction distance définie initialement satisfait ||Vo(t = 0,-)|| = 1,
cela n’est plus vrai apres un certain nombre d’itérations en temps. Suite aux transports
successifs permettant de décrire ’évolution de cette fonction, il n’est pas possible de ga-
rantir que ¢ reste une fonction distance tout au long de la simulation. Ce défaut de la
méthode est source de nombreuses instabilités numériques, spécifiquement lorsque le ten-
seur des contraintes o devient irrégulier. Pour ré-initialiser la fonction distance signée, il
existe un large éventail de stratégies dans la littérature. Dans la Section 3.1, on présentera
d’une part la méthode de relaxation proposée par Russo et Smereka [96]. D’autre part,
on proposera une méthode Fast-Marching précise a 'ordre 3, particulierement adaptée a
la ré-initialisation de la fonction distance pour des maillages cartésiennes hiérarchiques.
Une comparaison des deux méthodes sera également mise en évidence.

Deuxiemement, il convient de souligner que le modele décrit I'interaction entre des
milieux gouvernés par des dynamiques radicalement différentes. Dans un matériau incom-
pressible élastique, les particules se déplacent de maniére organisée et restent proches les
unes des autres (vérifiant ainsi det|VX] ~ det[VY] =~ 1). La déformation d’un fluide in-
compressible est généralement plus grande et le temps caractéristique lié a la sollicitation
est inférieur. Ainsi, les caractéristiques rétrogrades Y peuvent devenir irréguliéres a proxi-
mité de l'interface I'.(t), pouvant engendrer des problémes de stabilité. Pour régulariser
ces caractéristiques, un algorithme d’extrapolation d’ordre élevé est adopté afin de mettre
A jour Y & lintérieur du fluide. A cette fin, on a recours a la stratégie d’extrapolation
linéaire introduite par Aslam [4], et utilisé précédemment par [28]. Les détails concernant
I’algorithme sont présentés dans la Section 3.2.

En plus de ces deux inconvénients majeurs, une stabilisation de la méthode est né-
cessaire. D’une part, on a pu constater que le manque de précision aux sauts de niveaux
peut provoquer 'apparition d’oscillations non-négligeables qui se propagent a travers tout
le domaine, surtout pour de petits pas de temps. On verra qu’il est possible de limiter
considérablement ces instabilités numériques. D’autre part, la prise en compte de struc-
tures a haute rigidité (i.e. cyave > ||ul|) s’avere étre une source de nombreuses instabilités
numériques, dues a la nature multi-physique du probléme (différentes échelles de temps,
différentes propriétés, etc.). On introduira notamment une viscosité artificielle pour le cas
de figure ou Qg C Q.. En s’inspirant des méthodes Continuum Surface Force (CSF) pour
des problemes d’interaction bi-fluide, on proposera également ’ajout d'un terme de ten-
sion de surface afin de stabiliser 'interface. Les détails relatifs a la stabilisation du schéma
numérique sont donnés en Section 3.3.
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3.1 Reé-initialisation de la fonction level set

Comme on a pu I'évoquer précédemment, il existe pléthore d’algorithmes de re-distanciation
dans la littérature. En premier lieu, nous pouvons mentionner la méthode de relaxation
introduite par Sussman et al. [105]. Cette méthode populaire consiste en la résolution de
I’équation Eikonale ||V¢|| = 1 par transports successifs depuis U'interface via des discré-
tisations décentrées (upwind) des dérivées premieres. Par la suite, une amélioration a été
apportée par Russo et Smereka [96] pour obtenir une meilleure préservation de la ligne
0 de la fonction distance. Plus précisément, cette méthode linear subcell fiz garantit une
précision a l'ordre 2 concernant la position de l'interface, et a 'ordre 1 pour la mise a
jour de la fonction distance signée dans tout le domaine. Une généralisation a des ordres
supérieurs est possible en ayant recours a des discrétisations d’ordre plus élevé faisant in-
tervenir de plus grands stencils. Dans le cadre de cette these, il est inconcevable de mettre
en place de telles améliorations de par la contrainte de parallélisme, a savoir que chaque
cellule n’a acces qu’a son stencil compact (une seule couche de voisins).

En outre, les méthodes de Fast-Sweeping [112, 119] ne conviennent pas non plus car
la numérotation en Z-order ne permet pas de résoudre 1’équation d’Eikonale de maniere
efficace et peu cotiteuse. Ce type de méthode repose en effet sur une succession de ba-
layages pour propager l'information de l'interface vers le reste du domaine. Le coftit de
la méthode devient limité des lors que la direction de propagation suit la numérotation
globale du maillage. Avec la numérotation de type Z-order, deux cellules adjacentes ne
sont pas forcément consécutives du point de vue du vecteur des données, ce qui empéche
la définition d’une direction optimale de balayage.

Les méthodes de Fast-Marching introduites par Sethian [99, 100] restent plus inté-
ressantes dans notre cas. Via cette méthodologie, I'information est propagée comme un
front dans la direction normale, en couches successives depuis l'interface. Cette méthode
est généralement plus efficace car elle est rapide en termes de temps de calcul, mais la
scalabilité de I'algorithme demeure dégradée.

Méthode de relaxation linear subcell fix
Introduite par Russo et Smereka [96], cette méthode itérative consiste a la résolution de
I’EDP instationnaire suivante :

% — sen(é")(1 ~ (|76

¢(r =0,x) = ¢"(x)

(3.1)

jusqu’a obtention de la solution d’équilibre. Ici, ¢" représente la fonction distance signée
initiale et sgn fait référence a la fonction signe. A 7 = 0, 'interface I' est définie comme
la ligne 0 de la level set, i.e. T = {x € Q : ¢"(x) = 0}. La résolution de 'équation (3.1)
est effectuée via un schéma d’Euler explicite en temps. Pour chaque cellule €2;, le schéma

71



CHAPITRE 2. METHODE NUMERIQUE

discret s’écrit :

(sgn(¢)]¢f| — D7) six; €T
o7 = - { sen(¢?)G(o)* sinon, " (3.2)

ol G(¢) = [|[Ve|| — 1, et D° = ¢°/||V¢°|| désigne la distance signée initiale. Dans cette
formulation, il est nécessaire de distinguer les cellules situées au voisinage de 'interface
dans la premiére couche notée I')  (narrow band) des autres afin de garantir que I'in-
terface est bien préservée. Ce premier groupe est constitué des cellules pour lesquelles
on peut trouver un voisin par face (}; situé de l'autre coté de l'interface, autrement dit
vérifiant ¢Y qb? < 0.

On désigne les quatre dérivées décentrées (upwind) par a = 9, ¢, b = 0; ¢, c = 0, ¢ et
d= 8; ¢. Ces quantités sont calculées au premier ordre via les discrétisations des dérivées
normales aux faces (V¢ - n)y. utilisées précédemment pour l'opérateur Laplacien (voir
Section 2.3). En utilisant ces notations, 'opérateur G est discrétisé comme :

\/max a%,b%) + max(c2, d?) — si @) >0, (3.3)
\/max a?,b%) + max(c 2,,di)—1 si ¢? <0, '
ou, pour tout réel h, hy = max(h,0) et h_ = min(h,0). Via cette discrétisation décentrée

de Topérateur G, le schéma est stable sous la condition CFL : A7 < h,,;, puisque la
vitesse de propagation sgn(¢")n est de norme 1. L’algorithme est finalement arrété lorsque
la solution a convergé, a savoir, lorsque |[¢**! — ¢*||, . < 10710

Méthode Fast-Marching pour maillage cartésien hiérarchique

On propose une nouvelle version de la méthode Fast-Marching introduite par Sethian
[99, 100]. La stratégie de la méthode repose sur une reconstruction d’ordre supérieur de
I'interface, suivie de la propagation de 'information par fronts successifs dans tout le do-
maine. Par la suite, on suppose que le maillage est uniforme pres de 'interface ; en d’autres
termes, les stencils des cellules situées dans la premiere bande autour de I'interface I',
sont toujours uniformes.

min

Dans un premier temps, la fonction distance est reconstruite avec une précision d’ordre
3 dans la premiere couche Iy, , . La Figure 2.7a illustre la technique employée pour re-
construire l'interface I'. Par définition, la premiere bande I', . est composée de toutes
les cellules situées a une distance inférieure a h,,;, de 'interface, comme introduit dans le
paragraphe précédent. Pour chaque cellule €2; concernée, la position du I' est approximée.
Avec I'ensemble de son stencil compact a 9 points S;, une reconstruction polynomiale est
définie a partir d’une base bi-quadratique :

- rx Crx Cy Cox
Gi(x) = co + cx + cyy + coyry + 7352 + ;y v+ 2yx2y + 2yyxy2 + 4yy zy?. (3.4)

Via cette approximation, I'interface est représentée localement dans le stencil S; par
Fi = {X eQ: le(X) = O}
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On peut ainsi définir le projeté orthogonal de x;, appelé x,,, sur I'interface reconstruite
I'; en résolvant un probléeme de minimisation sous contrainte d’égalité :

1
min  —||x — x| [? (3.5)
¢i(x)=0

Ce probleme est résolu par une méthode de Lagrangien augmenté. Pour ce faire, le pro-
bleme (3.5) est réécrit de maniere équivalente sous la forme d’un probleme de minimisation
sans contrainte pour lequel on cherche le minimum du Lagrangien augmenté :

£0x: ) = 5]l — il + AG(x), (3.6)

ou A € R fait référence a un multiplicateur de Lagrange, ce qui revient a trouver la solution
couple (Xopt, Aopt) de :
Vo L(x; M) = 0. (3.7)

La solution locale de cette équation est obtenue a I'aide d'un algorithme SQP de Newton.
Etant donné que la reconstruction polynomiale ¢; € C®(R?) est réguliere, I'algorithme
SQP converge quadratiquement vers la solution locale du probléme (3.5), & condition que
la donnée initiale xy de 'algorithme soit suffisamment proche de x,,;. En tant que condi-
tion initiale, on dispose de deux candidats évidents et simples a déterminer a savoir les
intersections entre I'; et les axes vertical z = z; et horizontal y = y;. Déterminer ces inter-
sections revient a calculer les racines réelles d'un polynome quadratique unidimensionnel.
Il est toujours possible de trouver au moins une condition initiale puisqu’au moins un voi-
sin de face est situé de l'autre c6té de l'interface I'. S’il existe plusieurs conditions initiales
admissibles, on choisit celle qui est la plus proche de x;. En pratique, xq est suffisamment
proche de la position optimale x,, pour garantir que ’algorithme SQP converge en 3-4
itérations. Une fois que X, est déterminée, les valeurs de la fonction distance et de son
gradient sont définies par :

i = sgn(87)|[x; — Xop |,

Vo, = (Xi - Xopt)/(bi'

Comme la reconstruction ggz est bi-quadratique, on obtient ainsi une approximation a
I'ordre 3 de la fonction level set et a I'ordre 2 de son gradient au voisinage de I'interface.

(3.8)

Une fois la fonction distance ¢ et le vecteur normal n = V¢ /||V¢|| déterminés dans la
premiere couche de cellules I'y, . . ils peuvent étre utilisés comme données initiales pour la
propagation de la fonction distance dans la direction normale. Dans la deuxieme étape de
I’algorithme, on sépare le domaine de calcul en 3 groupes de cellules. Le premier groupe est
constitué de cellules dites acceptées (au départ [, . ), pour lesquelles la paire (¢, Vo) a
déja été mise a jour et peut donc étre choisie pour extrapoler les cellules voisines. Parmi les
cellules non acceptées, on distingue les cellules considérées et les cellules lointaines. Les
cellules considérées, qui représentent le front de propagation, peuvent étre mises a jour
puisqu’elles posseédent au moins 3 voisins acceptés. En revanche, une cellule lointaine
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ne peut pas encore étre mise a jour car moins de 3 de ses cellules voisines sont acceptées.
A chaque étape de l'algorithme, certaines cellules considérées deviennent acceptées
deés qu’elles sont mises a jour et certaines cellules lointaines deviennent considérées
a leur tour, et par conséquent, le nombre de cellules acceptées augmente par couches
successives.

Pour une cellule considérée, nous avons généralement 3 ou 4 cellules acceptées (),
situées dans le sens opposé au sens de propagation, pour lesquelles le couple (¢, Voy)
est connu. L’idée de la méthode est de définir de nouveaux marqueurs extrapolés a partir
des cellules acceptées. En effet, des valeurs de la fonction level set peuvent étre définies
le long des droites caractéristiques de direction nj passant pas x;. A partir de chaque
cellule €2, on identifie deux nouveaux marqueurs situés sur cette droite caractéristique
a une distance dy et 2dj respectivement, ou dy := ||x; — x||. Ce choix est motivé par
la nécessité d’assurer une bonne distribution des points d’interpolation. Les valeurs de
la fonction distance évaluée en ces marqueurs sont donc respectivement ¢y + sign(¢Y)dy
et ¢ + 2sign(¢?)dy. La Figure 2.7 illustre la construction de ce stencil d’interpolation.
On peut alors effectuer une interpolation au sens des moindres carrés dans un stencil a 9
points (ou 12 points), pour lequel le polynoéme reconstruit s’écrit :

50x) = 91+ (x = %)V + 5 (x — ) (HO)i(x — 1), (3.9

ou H ¢ fait référence a la Hessienne de la fonction distance. En utilisant cette formulation,
on obtient ainsi une approximation précise a l'ordre 3 de ¢; et a 'ordre 2 de V¢;. Cette
cellule considérée devient alors acceptée et pourra étre utilisée par la suite pour mettre
a jour les cellules voisines situées en aval du front de propagation.

Selon la configuration du maillage et la géométrie de l'interface, la propagation du
front peut cependant étre désorganisée. En effet, le front peut se déplacer a des vitesses
différentes dans la direction normale. Dans le cas de géométries localement concaves (voir
la Figure 2.8a), au moins une composante du vecteur normal est discontinue, ce qui donne
lieu a l'apparition d’une ligne de singularité. Dans ce cas, il est essentiel que les deux
fronts opposés se déplacent a la méme vitesse de part et d’autre de la ligne de singularité.
Par conséquent, on définit une condition de mise a jour afin de controler la vitesse de
propagation du front. Cette condition est définie comme suit : si une cellule considérée
Q); peut étre mise & jour avec ¢¥*! au cours de I'étape (k + 1), alors elle doit satisfaire la
condition suivante :

|61 < |gE| + V2 Ry, (3.10)

ou, parmi toutes les cellules précédemment acceptées lors de l'itération k, €2, désigne la
cellule la plus proche de 'interface. La taille caractéristique de la cellule €2, est désignée
par h’;. Avec cette condition, le front avance couche apres couche, ce qui garantit également
que toutes les cellules acceptées demeurent situées en amont des cellules considérées.
Cependant, dans les cas ou deux fronts se rencontrent dans des directions réellement
opposées, effectuer de telles extrapolations n’a pas de sens (voir Figure 2.8b). La procédure
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I'(t)

m accepted cell
[} 3 P
O extrapolated markers

interpolation stencil

Ok + 25gn (9 ) di

N
O + Sgn(¢2)d}§"ﬂ‘ o I \

(a) étape 1 : reconstruction de Uinterface.  (b) étape 2 : mise d jour d’une cellule considérée.

Figure 2.7 — lllustration de la méthode Fast-Marching utilisée pour ré-initialiser une
fonction distance signée ¢.

classique décrite précédemment n’est alors plus possible puisque les valeurs extrapolées
sont fausses. Il n’est pas facile de trouver un critere approprié pour détecter ces lignes de
singularité. On propose ici le critere suivant : s’il existe deux cellules acceptées () et
Qs voisines de €; satisfaisant n; - ny < 0, alors la procédure d’extrapolation ne peut pas
étre utilisée. Pour mettre a jour et régulariser ces cellules pathologiques, une interpolation
moyenne est effectuée :

¢i = — > (n+ (% — %) Vy) (3.11)

ou N}, est le nombre de cellules acceptées appartenant au stencil de la cellule considérée
Q;. Certaines configurations ne sont pas identifiées par cette procédure, comme l'illustre
par exemple la Figure 2.8a. En pratique, la procédure classique donne des résultats accep-
tables (précision d’ordre 1) malgré la ligne de singularité. Dans tous les cas, la précision
au voisinage des lignes de singularité est au mieux d’ordre 1.

Distance maximale de re-distanciation

Si on remonte maintenant a l'origine de 'utilisation d’un tel algorithme, on peut se rendre
compte qu’il n’est pas nécessaire de connaitre précisément les valeurs de la fonction level
set ¢ loin de l'interface. En effet, cette fonction est utilisée exclusivement pour estimer la
fonction Heaviside régularisée Y. nécessaire au calcul du tenseur des contraintes o. Pour
cette raison, on introduit un seuil d,,,, représentant la distance maximale jusqu’a laquelle
il est important de garantir une bonne précision de la fonction distance. Plus précisément,
I’algorithme de relaxation est considéré comme convergé lorsque, pour toutes les cellules
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(a) Configuration dans laquelle ny - ng > 0. (b) Configuration dans laquelle ny - ng < 0.

Figure 2.8 — Meéthode Fuast-Marching : deux types de configurations pour lesquelles
une composante de la normale est discontinue. L’interface I' est représentée par la ligne
blanche, la ligne pointillée rouge correspond a la ligne de singularité et les fleches noires
aux vecteurs normauz. Les extrapolations classiques sont considérées acceptables dans la
configuration de gauche mais pas dans la configuration de droite.

vérifiant @7 < dpaz, on a également |¢I'tt — | < 1071°. Concernant la méthode Fast-
Marching, I'algorithme est stoppé lorsque le front de propagation dépasse cette distance
Amaz, 1.€. |¢’;| > dynas- Cette procédure de limitation est motivée par le colit exorbitant en
temps de calcul d'un tel algorithme.

Pour éviter que la solution soit trop irréguliere dans l'autre partie du domaine ¢ >
dmaz, 1la fonction level set est tronquée en imposant la valeur ¢ = d,,q.. Par cette simpli-
fication, on introduit néanmoins une source potentielle d’instabilités puisque ¢ n’est plus
différentiable pres de cette interface. On note cependant que ce manque de régularité n’a
pas de réelle influence sur les résultats tant que cette distance d,,q, reste suffisamment
grande (en pratique, dyqp > 20h,,;, convient). Cette procédure permet une diminution
considérable du temps de calcul nécessaire a la ré-initialisation de la fonction level set.

Pour une meilleure compréhension de la méthode Fast-Marching présentée ci-dessus,
I’Algorithme 1 répertorie et ordonne les différentes étapes de la méthode.

Comparaison des deux méthodes de re-distanciation

Afin de tester la précision obtenue via ces deux algorithmes, on introduit un cas-test de
validation. Dans un domaine 2 = [0, 5]%, on souhaite re-distancier une distance perturbée
autour d'un cercle I" de centre (0,0) et de rayon 2. La condition initiale perturbée est

définie par :
#"(0) = f(x) (/2 + 42 - 2)
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Algorithme 1 : Méthode Fast-Marching d’ordre 3 pour la re-distanciation

Entrées : Fonction initiale & redistancier ¢°
Toutes les cellules sont initialement lointaines;

Etape 1 : reconstruction de l’interface

— identification des cellules situées dans la premiere couche I',

pour chaque cellule ©; C I';,_ . faire

— reconstruction locale bi-quadratique de ¢° (Eq. (3.4));

— Résolution du probleme d’optimisation local sous contrainte (3.5) :
résolution de I'Eq. (3.7) par un algorithme SQP de Newton;

— mise a jour du couple (¢;, V;) (Eq. (3.8));

— la cellule €; est désormais acceptée;

min )

Etape 2 : Propagation du front couche par couche

tant que la solution itérée ¢* n’a pas convergé (voir paragraphe
"Distance maximale de redistanciation" faire

pour chaque cellule £2; non acceptée faire
— identification des Nyeeeptea cellules acceptées €2, du stencil;

N,

si accepted 2 3 alors
— la cellule €2; est désormais considérée;

si Jk, k" =1, -+, Noccepted t-q- N - Ny < 0 alors
‘ (2; est une cellule pathologique = interpolation (3.11) ;
sinon

— pour chaque cellule €2, reconstruction des deux marqueurs dans
la direction normale n; situés a une distance respective dj, et 2dy;
— interpolation quadratique au sens des moindres carrés (3.9) =

couple candidat (¢F™, (Vp)F™);

si la condition (3.10) est respectée alors
‘ la cellule €2; est maintenant acceptée;
sinon
L la cellule €2; redevient lointaine;

— mise a jour de la solution itérée ¢*;

Sorties : Nouvelle fonction distance ¢***.
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ol f(x)=0.1+ (z+ 3.5)? + (y + 2)? représente la perturbation. La fonction distance de
référence ¢ est ainsi analytique et sera utilisée pour le calcul de 'erreur. Les distances

initiale perturbée et de référence sont représentées respectivement sur les Figures 2.9a et
2.9b.

(a) Distance initiale perturbée (b) Distance de référence ¢°*. (c¢)  Maillage non uniforme
¢°. considéré.

Figure 2.9 — Cus-test de validation : re-distanciation autour d’un cercle.

Les algorithmes sont validés a la fois sur maillages uniformes et non uniformes. En ce
qui concerne la construction des maillages hiérarchiques, on définit un critere de raffine-
ment de type level set, basé sur la distance elleeméme ¢“*. On choisit ainsi d’imposer un
raffinement maximal L,,,, autour du cercle et de déraffiner deux fois a partir d’une certaine
distance. La Figure 2.9¢ décrit le type de maillage considéré ici. Pour évaluer la précision
des algorithmes, les erreurs au sens Ly [|¢™"™ — ¢||; et au sens Lo ||¢™"™ — ¢*||o sont
examinées. De plus, il est important d’évaluer dans quelle mesure la position de 'inter-
face est conservée. Pour ce faire, il suffit d’estimer [ |¢(¢,x)|ds. Dans un cas idéal, cette
quantité est égale a zéro puisque I' représente la ligne zéro de la fonction distance. Cette
intégrale est approximée en définissant N; = 10000 marqueurs de coordonnées x,; équi-
distants sur l'interface T'. La valeur ¢, = ¢(xys) est interpolée de maniere quadratique
en utilisant le stencil de la cellule dans laquelle le marqueur est situé. Cette intégrale est
ainsi estimée par :

Ny

Jlonx)lds ~ 3

1 n n
5 (1930 + 168l iarss = el
M=1

Les résultats obtenus sont présentés sur la Figure 2.10. Tout d’abord, les études de
convergence sur maillage uniforme (Figure 2.10a) et sur maillage non uniforme (Figure
2.10b) valident la précision des deux méthodes, pour les deux types de maillage. On
observe d'un co6té que la méthode de relaxation fournit une précision a ’ordre 1 concernant
la fonction distance signée dans ’ensemble du domaine, et une précision d’ordre 2 pour
la position de l'interface. De 'autre c6té, la méthode Fast-Marching est bien plus précise
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3. CONTRAINTES NUMERIQUES LIEES AU MODELE

puisqu’elle garantit une précision a 'ordre 3 a la fois pour la fonction distance et pour la
conservation de I'interface.

On pourra apprécier par la suite, dans la Section 4, I'utilité de I'algorithme de re-
distanciation pour des problemes de transport. L’influence de ces deux méthodes y sera
également comparée.

107 T 10 T F
102k 102l - Z‘ e g ]
méthode de méthode de
10°E relaxation 10°F relaxation E
10k 104 3
g 00 méthode % 10° méthode 3
Fast-Marching Fast-Marching
10°F 10 E
107E ¥ E 107 F E
A R erreur Ly AR e erreur Ly
e 1y — — = erreur Loo ook & — = = errewr Lo 1
" erreur interface Kt erreur interface
o L L -0 L I
%40% 102 107! 10° 500 102 107 10°
hmin hmin
. . . ) .
(a) étude de convergence sur maillage uniforme. (b) étude de convergence sur maillage quadtree.

Error Error
0.0e+00 4e-5 6e-5 8e-50.0010000D000H000H00 TBOOMRO002DO0AN0026  3.0e-04 0.0e+00 4e-5 6e-5 8e-50.0010000D000H000H00 TBOOTR0002D00AN0026  3.0e-04
| | . | | b .

(¢) Distribution de Uerreur pour la méthode de  (d)  Distribution de Uerreur pour la méthode
relaxation. Fast-Marching.

Figure 2.10 — Résultats obtenus pour les deux méthodes de re-distanciation. Ftudes de
convergence (en haut) et distributions de ’erreur sur le maillage quadtree Ly — Lo (cf
Figure 2.9c¢).
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3.2 Extrapolation des caractéristiques rétrogrades

Comme on a pu l'introduire au début de la section, des problemes de stabilité peuvent
étre engendrés par des caractéristiques rétrogrades Y devenues irrégulieres au voisinage
de l'interface. Dans le cas ou le fluide exerce une importante force de cisaillement sur le
solide, ces caractéristiques peuvent en effet devenir discontinues au cours de la simulation.

Pour garantir la régularité de Y, Dunne [35] propose de modifier la vitesse d’advection
utilisée pour transporter Y a l'intérieur du fluide. Ceci se traduit par un prolongement
continu du champ de vitesse a travers l'interface a chaque itération en temps, ce qui per-
met de régulariser Y au voisinage de l'interface. Cependant, cette régularisation itérative
reste cotliteuse car nécessaire a chaque itération en temps. De plus, en prolongeant ou mo-
difiant localement la vitesse normale Uy, dans le fluide, la conservation de masse discrete
n’est plus garantie, il faudrait alors développer un schéma d’advection qui ne repose pas
sur une formulation conservative. Une autre possibilité consisterait a calculer le tenseur
des contraintes élastiques o, de maniere décentrée, en utilisant uniquement 'information
provenant de I'intérieur du solide. Cette idée est cependant insuffisante car les irrégularités
naissant dans le fluide tendent (& long terme) a dégrader les caractéristiques a l'intérieur
du solide par transports successifs.

Pour régulariser Y, un algorithme d’extrapolation d’ordre élevé est adopté afin de
mettre & jour information dans le fluide & partir de I'information solide. A cette fin, on
utilise la technique d’extrapolation linéaire introduite par Aslam [4].

Pour détailler I'algorithme, on se place dans le cadre de 'extrapolation quadratique.
Soit ¢ la fonction scalaire que 'on souhaite extrapoler dans le fluide, c¢’est-a-dire pour
¢ > 0. Les dérivées normales du premier et second ordre sont définies respectivement
par :

on =V -n,

3.12
Onn =V, -n=V(Vy-n)- n. ( )

La méthode consiste en la résolution successive de trois équations de transport a vitesse
n = V¢/||Ve|| jusqu’a convergence :

Oprn B

or + H<¢)v90nn n= 07

Do
Op B
§+H(¢)(V<ﬁ-n—s&n) = 0.

L’opérateur Heaviside H(¢) garantit ici que la fonction scalaire ¢ demeure inchangée a
I'intérieur du solide. En résolvant chaque équation de (3.13) jusqu’a 1'état d’équilibre,
on a alors reconstruit la solution pour laquelle la dérivée seconde directionnelle ¢, est
constante dans la direction normale. Ceci permet d’assurer la régularité C? de 'extrapo-
lation. L’extrapolation linéaire (resp. constante) associée peut étre obtenue en imposant
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©nn = 0 (resp. ¢, = 0), ce qui revient a résoudre les deux derniéres équations (resp. la
derniére équation). Pour ce modeéle, on souhaite garantir au moins la continuité du tenseur
[VY], ce qui correspond & une régularité C!, par conséquent, 'extrapolation linéaire suffit.
De plus, 'extrapolation quadratique est environ 50% plus cofiteuse et n’est pas indispen-
sable en pratique. Apres extrapolation linéaire, le tenseur des contraintes élastiques est
ainsi constant dans la direction normale.

Ces équations de transport sont résolues numériquement via un schéma semi-Lagrangien.
Comme la vitesse de propagation ¢ = H(¢)n est constante, identique pour chaque équa-
tion et indépendante de ¢, le calcul des poids d’interpolation dans chaque cellule n’est
effectué qu’une seule fois, ce qui limite considérablement le cotit de calcul de I’algo-
rithme. Dans chaque cellule €;, la discrétisation de la dérivée particulaire (Lagrangienne)

B2 = 92 4 (c- V)p s'écrit :

(Do) - 0] =) 510

Dt AT

ou AT est le pseudo pas de temps et x4 = x; — A7c; correspond au pied de la caractéris-
tique. Le schéma semi-Lagrangien est inconditionnellement stable, cependant, de par les
contraintes de parallélisme auxquelles on est confronté, seul le stencil compact de la cellule
peut étre utilisé. Pour que l'interpolation reste réalisable, on doit s’assurer que le pied de
la caractéristique demeure situé a l'intérieur de la cellule, autrement dit que la distance
entre x; et x4 reste inférieure a hy,;,/2. Par conséquent, on impose AT = h;,/2. Une
interpolation linéaire a 3 (ou bilinéaire & 4) points est réalisée pour calculer p(x4). Comme
I'illustre la Figure 2.11, cette interpolation est réalisée en utilisant le stencil du noeud le
plus proche. A titre d’exemple, la Figure 2.12 montre le résultat des trois extrapolations
(constante, linéaire et quadratique).

Distance maximale d’extrapolation

De maniere analogue a 'algorithme de ré-initialisation de la fonction level set, il n’est
pas nécessaire de suivre précisément le comportement des caractéristiques rétrogrades
loin du matériau élastique. En effet, la contribution élastique X.(¢)o.(Y) est nulle dans
la partie fluide ¢ > +0. De ce fait, les caractéristiques Y sont extrapolées jusqu’a la
distance seuil d,,.,. A partir de cette distance, les caractéristiques sont simplement ré-
initialisées relativement a la configuration non-déformée, i.e. Y(¢,x) = Y(0,x) = x. Les
caractéristiques sont alors discontinues mais en pratique, cette discontinuité n’a aucune
influence sur les résultats tant que cette distance d,,q, reste suffisamment grande (d,,q, >
20hin). Le cotit considérable que représente cet algorithme est ainsi drastiquement réduit.

Distance minimale d’extrapolation

Se pose également la question de la distance a partir de laquelle les caractéristiques doivent
étre mises a jour. En effet, s’il ne faut surtout pas modifier I'information a l'intérieur
du matériau (¢ < —9) au risque de modifier son comportement, la question se pose
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/

¥ x; — A7n,;

Le

Figure 2.11 — Illustration du schéma semi-lagrangien. La zone grise représente le stencil
d’interpolation, correspondant au stencil du noeud le plus proche du pied de la caractéris-
tique Xgq.

pour la zone intermédiaire multi-matériaux —d < ¢ < §. Dans le cas ou le matériau est
mou (Cyave = ||ul]), les contraintes a l'interface sont assez limitées, les caractéristiques
restent de ce fait assez régulieres proche de l'interface. Cependant, dans le cas rigide
(Cwave >> ||u]]), les contraintes sont beaucoup plus importantes et une discontinuité peut
apparaitre a la limite ¢ — +d (ou encore Y, — 0). En réalité, la zone intermédiaire peut
étre vue comme un matériau assez rigide, les caractéristiques restent ainsi tres régulieres.
Pour limiter I'introduction d’instabilités numériques liées aux extrapolations (proportion-
nelles a la rigidité du matériau), seule la zone fluide est mise a jour. Par conséquent, les
extrapolations des caractéristiques rétrogrades sont effectuées pour ¢ > +4.

3.3 Stabilisation de la méthode numérique

Ajout d’une viscosité artificielle pour la configuration €2, C (..

En pratique, lorsqu’on souhaite simuler l'interaction solide impliquant un corps rigide
immergé dans une structure élastique, c¢’est-a-dire €2, C €., certaines instabilités peuvent
apparaitre au voisinage de 'interface I';. Plus précisément, ce phénomeéne peut étre observé
en particulier pour des matériaux tres rigides pour lesquels le ratio de vitesse ryjesse =
Cwave/ ||| est significatif (ryiesse > 1). Pour pallier ce probléme, on introduit une
viscosité artificielle régularisée par rapport a 2,4(¢). Comme la position et le mouvement
de Q4(t) sont imposés durant la simulation, la fonction distance signée a I's(¢) est connue
au cours du temps. Ainsi, de maniere analogue a la fonction de régularisation y. définie
relativement a €. (¢) (Chapitre 1 - équation (3.4)), on peut définir simplement la fonction
Heaviside régularisée x, relative a 4(¢). La viscosité mixte est alors définie par :

= (1= Xe)pty + Xette(1 4 10%x,) (3.15)
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(a) solution avant extrapolation.

(c) solution aprés extrapolation linéaire. (d) solution aprés extrapolation quadratique.

Figure 2.12 — Ezemple illustratif de [’algorithme d’extrapolation. La solution initiale
#°(x) = cos(x)sin(y) est imposée a lintérieur d’une structure non-convexe (a) puis ex-
trapolée de maniére constante (b), linéaire (c) ou quadratique (d).

Ajout d’une tension de surface.

En présence de structures rigides, on a pu observer une perte de régularité de la solution
au voisinage de l'interface fluide-structure I'.. Ce phénomene s’explique tout d’abord par
'existence d’un saut significatif dans le tenseur de contrainte de Cauchy o (u,Y, ¢) malgré
la fonction de régularisation x.. En effet, ce saut peut étre tres important puisqu’il dépend
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linéairement du module de cisaillement G. De plus, nous avons observé que ’extrapolation
des caractéristiques rétrogrades Y est également une source d’instabilités numériques. Afin
de maintenir la régularité de cette interface I'. et de limiter 'impact de ces instabilités
sur la fonction level set, une tension de surface S est artificiellement ajoutée dans I'étape
de prédiction. Cette technique s’inspire des méthodes Continuum Surface Force (CSF)
employées dans le cadre de la résolution de problemes bi-fluidiques [13, 40]. Ce terme
source peut s’écrire comme :

S = —0kV X, (3.16)

ou kK = V - n désigne la courbure de l'interface et o est un parametre faisant référence,
pour des problemes bi-fluidiques, au coefficient de tension de surface entre les deux fluides.
Dans le cadre d’une interaction fluide-solide, ce parameétre n’a pas de réelle signification
physique, il est empiriquement défini par o = 107°Ghpn;n. Avec un tel choix de parameétre,
le terme de tension de surface S devient négligeable pour des matériaux mous, pour
lesquels ce terme de stabilisation n’est pas nécessaire pour garantir la stabilité de la
méthode. De plus, le schéma numérique reste consistant.

Limitation des perturbations aux sauts de niveaux pour At petit.
Dans le contexte FSI mettant en jeu des structures rigides, il convient de s’intéresser a
I'influence de petits pas de temps At < h,,;, sur la stabilité du schéma numérique. Dans
la limite ou At — 0, la solution numérique ne doit pas varier (ou presque) d’une itération
a Dautre, autrement dit : [[u"™ — u”|| — 0. En Détat, la méthode décrite jusqu’ici ne
permet pas de respecter cette condition sur maillage cartésien hiérarchique.

En effet, lors de I’étape de projection (2.10), et plus particulierement lors de I'interpo-
lation de la vitesse normale Uy, des perturbations non-négligeables sont introduites aux
sauts de niveaux. Suite a I’étape de prédiction, il est facile de remarquer que ||[u*—u"|| —
0 quand At — 0. Pendant 1’étape de projection, il est cependant impossible de garantir
que |[Uf. — UL|| — 0 puisque la vitesse normale U7, = Z(u*) est obtenue par I'inter-
polation "centre-cellule a centre-face" introduite dans la Section 2.2. Si la perturbation
introduite est tres limitée pour une configuration de stencil uniforme, ce n’est pas le cas
pour un saut de niveaux. En d’autres termes, si une cellule €2; posseéde un stencil uniforme,
alors on peut vérifier que V - Uj, — 0, mais pas dans le cas contraire. Par conséquent,
apres projection, un gradient de pression apparait naturellement dans chaque cellule ad-
jacente a un saut de niveaux, ce qui traduit logiquement une évolution non-physique de
la solution.

Pour pallier ce probleme, on propose donc de redéfinir Popérateur F qui permet de
calculer la vitesse normale Uy, :

Z(a) si le stencil Sy est uniforme,

Upe = F (1) := { Uf. +Z(t—u") sinon. (3.17)

Ce choix possede un autre avantage indéniable. L’interpolation est effectuée sur une pe-
tite quantité ( — u™) correspondant a la variation induite par 1’étape de prédiction. La
perturbation introduite lors de cette interpolation est donc tres faible.
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4 Quelques exemples de problemes de transport

Dans cette section, on s’intéresse a la résolution de problemes de transport 2D. La vitesse
de transport est choisie au préalable a divergence nulle, de sorte a conserver la masse
du systeme. On pourra alors comparer les schémas d’advection initialement présentés en
Section 2.3, a savoir 'extension a l'ordre 2 et 3 du schéma de Godunov (FV2 et FV3), le
schéma MOOD d’ordre 2 (MOOD) et le schéma compact Weno d’ordre 3 (CWeno3). On
vérifiera notamment les propriétés des schémas pour le transport de fonctions discontinues.
On pourra également comparer les différents schémas de discrétisations, d’un point de
vue précision numérique et temps de calcul, sur maillages uniforme et non uniforme. On
mesurera enfin le gain d’une simulation numérique réalisée sur maillage AMR dynamique
vis-a-vis d'une simulation sur maillage purement uniforme, pour des problemes faisant
intervenir des fonctions level set.

4.1 Advection d’une fonction indicatrice

On considere une fonction discontinue de type fonction indicatrice sur un sous- ensemble
A(t) de @ = [-1,1] x [-1,1] : ¢° = X a¢=0)cq. Comme illustré sur la Figure 2.13a, ce sous-
ensemble A(t = 0) est arbitrairement défini comme 1'union de disques et d’un rectangle,
afin de considérer différentes configurations géométriques, régulieres ou non. En choisissant
une vitesse d’advection u = 27(y, —x), le sous-ensemble revient a sa position initiale au
temps Thar = 1, i.e. A(t = Thae) = A(t = 0), ce qui implique que @(Thae, -) = ¢°.

Trois simulations sur maillage uniforme L7 sont effectuées, en ayant recours aux trois
schémas d’advection FV2, MOOD et CWeno3. Sur ce type de cas-test, la précision obtenue
est d’ordre 1, une étude de convergence est de ce fait superflue. Néanmoins, on peut
vérifier les propriétés de ces schémas. On utilise pour cela le schéma RK2-TVD pour la
discrétisation en temps. On peut constater en effet que le schéma FV2 (Figure 2.13b)
est non-monotone et conserve tres mal la discontinuité. De méme, le schéma CWeno3
(Figure 2.13c) n’est pas TVD mais il permet de limiter la dégradation au voisinage de
la discontinuité de par son caractere non-oscillatoire. A l'inverse, le schéma monotone
MOOD (Figure 2.13d) garantit une bonne préservation de la discontinuité ainsi que la
solution constante a 'intérieur du sous-ensemble A(t). Ces observations concordent donc
bien avec les propriétés connues de ces schémas numériques.

4.2 Probleme d’instabilité atmosphérique

On considere désormais un probléme possédant une solution réguliere analytique afin de
réaliser une étude de convergence. Ce probleme est parfois appelé "probleme d’instabilité
atmosphérique’ car il imite le mélange de fronts froid et chaud. On définit un champ de
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(a) Condition initiale. (b) solution finale : schéma FV2.

(c) solution finale : schéma CWeno3. (d) solution finale : schéma MOOD.

Figure 2.13 — Advection d’une fonction indicatrice : condition initiale et solution numé-
rique obtenue pour les trois schémas de discrétisation.

vitesse de rotation :

u(x) = (mé;R(—y,x)T,

ou f = tanh(R)/(cosh(R)) avec R = ||x|| = v/z? + y?. La solution associée a ce probléme

s’écrit alors :

Y ft ) T . ( ft ))
t = —tanh | £ — — .
ltx) an <ZCOS<0.385R 2 "\ 03351

Afin de tester différentes configurations de maillage hiérarchique, on utilise deux types
de raffinement, a savoir les raffinements par boites imbriquées et pseudo-aléatoire, pré-
sentés en Annexe B. Les simulations sont effectuées sur le domaine Q = [—4, 4]? jusqu’au
temps final T,,,, = 3. La solution finale de ce probléeme ¢(T},4s, ) est présentée sur la
Figure 2.14a. Sur la Figure 2.14, on peut également voir la répartition de ’erreur obtenue
via le schéma RK3-FV3 sur tout le domaine pour les maillages uniforme et non uniformes,
pour les deux types de raffinement. Ici, les maillages sont choisis a parité de niveau L,,;, ;
en d’autres termes, la taille caractéristique de la plus grosse maille h,,,, est la méme. On
peut constater sur la Figure 2.14c¢ que 'erreur est drastiquement diminuée dans la zone
la plus raffinée au centre et que la présence de sauts de niveaux n’a pas d’effet indésirable
sur la précision globale du schéma numérique. De méme pour la Figure 2.14d, malgré le
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nombre considérable de sauts de niveaux, I'erreur reste toujours inférieure a celle obtenue
sur maillage uniforme.

(a) Solution dat = 3s. (b) Distribution de Uerreur sur le maillage
uniforme Lg.

(c) Distribution de lerreur sur le maillage (d) Distribution de Uerreur sur le maillage
quadtree Lg — Lqg avec raffinement par quadtree Lg — L1o avec raffinement pseudo-
boites. aléatoire.

Figure 2.14 — Probléme d’instabilité atmosphérique : solution a t = 3 et répartition de
l’erreur obtenue via le schéma RKS3-FV3 pour chaque type de maillage.

Sur un plan quantitatif, la Figure 2.15 présente les études de convergence pour la
validation des schémas numériques. En adoptant les schémas du méme ordre pour 'in-
tégration en temps, a savoir RK2 et RK3 (TVD), on compare tout d’abord les résultats
obtenus sur maillage uniforme avec les schémas RK2-FV2 et RK3-FV3. Comme le montre
la Figure 2.15a, les ordres de précisions respectivement 2 et 3 sont obtenus de maniere

87



CHAPITRE 2. METHODE NUMERIQUE

cohérente. Ici, les schémas F'V3 et CWeno3 ainsi que FV2 et MOOD donnent des résultats
tres similaires car les solutions sont suffisamment régulieres. De méme, la Figure 2.15b
met également en évidence la précision d’ordre 3 obtenue sur maillages non uniformes.

—e_RR2-FV2(L)
—a—RK2-FV2 (L )

—e—RK3-FV3 (L))

. —e—uniforme

107 4 107k
—=—RK3-FV3 (L) ‘ —éo—raffinement par boites
........ Order 2 raffinement pseudo-aléatoire
— = Order 3 — = Order 3

-8 1 -8 1 1
103 10?2 10” 103 102 107!

(a) FErreur Ly et Ly pour les schémas RK2-  (b) Erreur Ly pour le schémas RK3-FV3 sur
FV2 et RK3-FV38 sur maillage uniforme. différents types de maillage.

Figure 2.15 — Probleme d’instabilité atmosphérique : études de convergence. A droite, la
comparaison est effectuée a parité de niveau L;,.

Enfin, une estimation du ratio précision / temps de calcul est proposée dans le tableau
2.2. 11 est évident que, pour une simulation donnée (méme maillage), le schéma RK3-FV3
demeure toujours plus cotiteux que le schéma RK2-FV2. Cependant, ce n’est pas le cas
a parité d’erreur. En effet, il faut constater que pour atteindre une certaine précision, le
maillage doit étre beaucoup plus fin pour le schéma RK2-FV2. Ainsi, la généralisation a
I'ordre 3 prend tout son sens.

seuil d’erreur Lo, || RK3-FV3 | RK2-FV2 ratio
1073 1.86 1.23 0.66
10~4 12.35 30.53 2.47
107 86.11 619.17 7.19
106 674.84 21376.25 31.68
10~ 5555.41 909558.9 163.72
1078 45236.76 | 11954944.46 || 264.27

Table 2.2 — Probléme d’instabilité atmosphérique : comparaison des temps de calculs (en
s) pour les schémas RK2-FV2 et RK3-FV3 a parité d’erreur Lo,. Les calculs sont réalisés
sur des maillages uniformes pour N, = 192 processeurs.
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4.3 Advection d’un cercle

On s’intéresse désormais au transport de fonctions level set. Un cercle de centre (0,1/2)
et de rayon 0.15 est transporté dans un domaine [—1,1]? via le champ de vitesse de
rotation u = 27 (y, —x)T. La position de ce cercle est connue au cours du temps, on pourra,
par conséquent déterminer de maniere précise I'erreur du schéma numérique. Durant la
simulation, le cercle fait 3 rotations completes, i.e. T},., = 3. Comme lillustre la Figure
2.16, les simulations sont effectuées sur maillages AMR, avec adaptation dynamique de
maillage basée sur le critere distance toutes les 0.01s. Cette fréquence d’adaptation de
maillage est motivée par la nécessité d’assurer la meilleure précision possible proche de
I'interface.

IT su
his sus
doc 1T
T sus
T T

5 b 6 b
T
25

5 b b b

08 06 04 02

Figure 2.16 — Advection d’un cercle : lignes de niveauz de la fonction level set (I'interface
est représentée en noir) et le maillage AMR Lg — Lg induit au temps t = Tpyop-

Dans ce cas-test, le cercle ne subit aucune déformation, il n’est donc pas nécessaire
d’avoir recours a un algorithme de ré-initialisation de la fonction level set. Cependant, afin
de minimiser I’erreur mesurée, la fonction level set est re-distanciée une fois a la fin de la
simulation via la méthode Fast-Marching. Cette ré-initialisation est également importante
afin d’évaluer la conservation du volume du disque Qp. En effet, le volume du disque est
calculé via la fonction Heaviside régularisée xp (pour § = hyin) :

Ncells

Voo (1) = [, Xp(6(%) dx~ 3 Xp(o(t, %I

Les simulations sont réalisées a la fois sur maillages uniforme et AMR. Le Tableau 2.3
présente les résultats obtenus en utilisant le schéma RK3-FV3, a savoir I’erreur au sens de
la norme L, la perte relative de volume |V, () — Vo, (0)|/Va,(0) et le temps de calcul.
Pour chacune des quantités reportées dans le tableau, le ratio correspond au ratio entre la
quantité obtenue sur maillage uniforme et celle obtenue sur maillage AMR. On peut ainsi
constater que, pour un calcul environ 7 fois plus rapide, la simulation réalisée sur maillage
AMR fournit des résultats comparables a ceux obtenus sur maillage uniforme. En effet,
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lerreur L., et la perte de volume sont respectivement 6% et 3% plus importantes, ce qui

reste relativement faible si on prend en compte le gain de calcul.

Lo 8 9 10 11

Ponin 7.813E-03 | 3.906E-03 | 1.953E-03 | 9.766E-04
Erreur L 1.592E-04 | 1.959E-05 | 2.452E-06 | 3.072E-07
Uniforme PRV 1.195E-03 | 1.458E-04 | 1.835E-05 | 2.299E-06
Temps de calcul 631.32 4936.48 41499.43 | 370285.71
Erreur L 1.799E-04 | 2.167E-05 | 2.585E-06 | 3.280E-07
AMR PRV 1.302E-03 | 1.517E-04 | 1.879E-05 | 2.354E-06
Temps de calcul 126.39 814.88 6142.61 51245.60
Comparaison Erreur L. +12.51% | +9.61% | + 5.15% | + 6.34%
AMR VS PRV + 8.20% | + 3.87% | + 2.36% | + 2.30%

Uniforme Temps de calcul =+ 4.99 = 5.06 =+ 6.76 =+ 7.23

Table 2.3 — Advection d’un cercle : comparaison en termes de précision, perte relative de
volume (PRV) et temps de calcul (en s) obtenus sur maillages uniforme et AMR d parité
de niveau Ly,q,. Les simulations ont été réalisées avec N, = 24 processeurs.

4.4 Le serpentin

Ce cas test level set est un moyen efficace permettant de quantifier les performances
d’une méthode de suivi d’interface. Au cours de la simulation, I'interface s’étire jusqu’a
devenir un long filament, soumis a un important flux de cisaillement.

Dans le domaine [0, 1]?, I'interface est d’abord définie comme un cercle centré en

xo = (1,3) et de rayon R = 0,15, comme l'isoline 0 de la fonction distance :

6(L,%) = |Ix - xol| — .
Cette fonction level set est déformée par le champ de vitesse a divergence nulle :

u(t,x) = sin (;j{i) ( — sin®(7x) sin(2my), sin®(7y) sin(27rx)>T.

La simulation est composée de deux phases : le serpentin s’étire dans la premiere
phase 0 < t < Tju42/2, puis se rétracte dans la seconde phase T)4./2 < t < Thpae pour
finalement revenir a sa position initiale. On effectue ici deux simulations en choisissant
respectivement 1,,,. = 3 et 11,4 = 10. Pour ces deux simulations, la Figure 2.17 montre
la position de l'interface, d'une part a mi-parcours (lorsque le serpentin est complétement
déplié) et d’autre part a la fin de la simulation (lorsque le serpentin retrouve sa forme
initiale). Ce test est treés critique car la résolution du maillage dans la queue du serpentin
peut devenir insuffisante, ce qui entraine des problemes de conservation du volume ou de
la courbure, comme le montre la Figure 2.17d. Pour ce cas applicatif, des méthodes telles
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que Moment Of Fluid (MOF) ou Coupled Level Set MOF (CLSMOF) sont beaucoup plus
appropriées, comme l'illustrent les études de Jemison et al. [52, 53]. Les méthodes level set
sont beaucoup moins cofiteuses et plus faciles a mettre en oeuvre, mais le prix a payer reste
son incapacité a préserver les géométries irrégulieres (dites sharp). Il est alors nécessaire
d’imposer une résolution de maillage tres fine pour limiter le lissage de 'interface dans les
zones irrégulieres.

Les simulations sont réalisées sur maillages AMR en utilisant le schéma RK3-FV3, en
fixant les parametres d’adaptation de maillage a 1,,;, = 0,05 et N0 = 0,1 avec Lyyip = 2
pour limiter le calcul du temps total. Dans cet exemple, on teste également I'influence de
I’algorithme de ré-initialisation de la fonction level set, a savoir les méthodes de relaxation
et Fast-Marching. La procédure de re-distanciation est activée avec une fréquence de 0, 05s.

Le Tableau 2.4 montre les résultats, c’est-a-dire les erreurs L; et L., ainsi que la
perte relative de volume, obtenus pour 7},.,, = 3. On peut constater que 1'utilisation de
la méthode Fast-Marching conduit & de meilleurs résultats (ordre > 2 contre 1.4 pour la
méthode de relaxation). Cependant, 'ordre 3 vérifié dans les cas-tests précédents n’est
pas obtenu ici. Cette perte de précision est principalement due a l’existence d’une ligne
de singularité (colonne vertébrale du serpentin). Au voisinage de cette singularité, la
solution est au mieux d’ordre 1. Si les précisions restent proches en termes d’erreur, ce
n’est cependant pas le cas en ce qui concerne la conservation de volume. L’algorithme de
re-distanciation employé a donc un réel impact d’un point de vue quantitatif.

Algorithme de Lz 8 9 10 11
re-distanciation R 7.813E-03 | 3.906E-03 | 1.953E-03 | 9.766E-04
erreur L, || 4.434E-04 | 1.215E-04 | 4.236E-05 | 1.464E-05
q1 / 1.868 1.520 1.532
méthode de erreur L., || 4.573E-03 | 4.804E-04 | 1.466E-04 | 5.706E-05
relaxation oo / 3.251 1.712 1.362
PRV 0.277% 0.094% 0.033% 0.013%
PRV / 1.555 1.529 1.363
erreur L, || 3.434E-04 | 4.916E-05 | 1.123E-05 | 2.094E-06
q / 2.804 2.130 2.423
méthode erreur Lo, || 5.731E-03 | 7.905E-04 | 2.310E-04 | 5.658E-05
Fast-Marching Joo / 2.858 1.775 2.029
PRV 0.0365% | 0.0242% | 0.0098% | 0.0021%

Table 2.4 — Le serpentin : erreurs Ly et Lo, et perte relative de volume (PRV) a Tpaw = 3.
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 2.17 — Le serpentin : simulations avec le schéma RKS3-FV3 sur maillage AMR
(Limaz = 10). Simulations pour Te. = 3 (d gauche) et Thar = 10 (a droite). En haut :
position de linterface a mi-parcours t = Tpa/2; en bas : position de l'interface finale a
t=Thaz-
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5 Implémentation du code de calcul

Pour compléter la présentation de cette méthode, I'implémentation est détaillée dans
cette section. Tout d’abord, I’Algorithme 2 situé en fin de chapitre présente brievement
I'organisation du code de calcul développé pour résoudre un probleme d’interaction fluide-
structure. Il permet de répertorier et résumer les différentes étapes évoquées au cours de
ce chapitre, afin d’apporter une meilleure lisibilité au lecteur.

Le code de calcul C++ / MPI est construit autour de la librairie Bitpit/PABLO pour
la génération et la gestion de maillages AMR. L’ensemble des fonctions et routines ont
été implémentées en utilisant I’essentiel des fonctions intrinseques de cette librairie afin
de profiter de la structure vectorielle de données quadtree.

Comme expliqué précédemment, chaque itération en temps fait intervenir deux réso-
lutions de systemes linéaires. D'une part, I’étape de prédiction est résolue par un schéma
de Gear (voir Equation (1.2)), ce qui se traduit par une prise en compte implicite du terme
diffusif. Ce choix nous permet entre autres de nous affranchir de la contrainte CFL tres
restrictive At ~ O(h?). D’autre part, 1’étape de projection (Equation (1.4) puis (2.10))
consiste en la résolution d’un probléeme de Poisson. La résolution de ces systemes linéaires
est effectuée en utilisant la librairie PETSc”. Parmi I'ensemble des méthodes itératives
existantes, deux méthodes de Krylov ont été testées, a savoir les méthodes du gradient
bi-conjugué stabilisé (BiCGStab) et du résidu minimal généralisé (GMRes). Si les deux
méthodes convergent convenablement, la méthode BiCGStab se révele néanmoins plus
rapide en ce qui concerne le cofit global d’une résolution du systeme de Poisson. Pour ac-
célérer la convergence de la méthode itérative BiCGStab, une méthode de Schwarz additif
restreint (PCASM) est employée en tant que préconditionneur.

Une simulation FSI s’avere extrémement chronophage, les calculs paralleles sont par
conséquent réalisés sur des clusters HPC locaux et régionaux, donnant acces a un tres
grand nombre de ressources et noeuds inter-connectés. Les simulations présentées dans le
Chapitre 4 ont été réalisées en ayant recours a la plateforme expérimentale PlaFRIM ©,
soutenue par I'Inria, le CNRS (LABRI et IMB), I’Université de Bordeaux, Bordeaux INP
et le Conseil Régional Aquitaine, ainsi que la machine Curta’, fournie par le Mésocentre
de Calcul Intensif Aquain (MCIA). Je remercie par conséquent l’ensemble des acteurs
intervenant dans le développement et la maintenance de ces clusters.

5. https ://www.mes.anl.gov/petsc/
6. https ://www.plafrim.fr/
7. https ://redmine.mcia.fr/
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Algorithme 2 : Code de Calcul FSI

Entrées : Mise en place du cas-test de simulation
définition des différentes géométries;

définition du maillage adapté;

initialisation des variables, t < 0;

tant que t < T,,,,, faire
— définition du pas de temps At (Chap. 3, Section 3.2);

— transport des caractéristiques rétrogrades Y et de la fonction level-set ¢ (Eq.
(1.1)) : schéma RK2-TVD en temps, schéma FV2 en espace (avec terme de
stabilisation pour Y, cf Chap. 3 Section 3.1);

— mise a jour éventuelle de Y et ¢, selon une fréquence donnée :

— re-distanciation de ¢ (Section 3.1);

— extrapolation linéaire de Y dans le fluide (Section 3.2);

— étape de prédiction (Eq. (1.2)) : schéma de Gear en temps, schémas VF en
espace (Section 2.3), calcul du terme de pénalisation (Chap. 1, Section 3.3);

— adaptation éventuelle du maillage, selon une fréquence donnée (Section 2.4);
— interpolation de la vitesse normale aux faces Uy, (Egs. (2.9) et (3.17));
— étape de projection : résolution d’'une équation de Poisson (Eq. (2.10));

— étape de correction (Eq. (2.11));

— mise a jour des variables, t < t + At;

Sorties : Série de fichiers + données.
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Chapitre 3

Stabilité de la méthode numeérique
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La méthode numérique présentée précédemment fait intervenir des schémas de discrétisa-
tions Volumes Finis (VF) sur maillages cartésiens hiérarchiques. En particulier, les équa-
tions de transport sont résolues de maniere conservative, ce qui est intéressant notamment
pour garantir précisément la propriété de conservation de masse. Pour un probleme d’in-
teraction fluide-structure, cette propriété est indispensable, surtout lorsqu’il met en jeu
des matériaux tres rigides et /ou hautement déformables. De plus, la construction de sché-
mas Volumes-Finis sur maillage de type quadtree est relativement aisée et peu cofiteuse,
si on se réfere a la contrainte de parallélisme (chaque cellule n’a acces qu’a ses voisins
adjacents). Sous cette contrainte, un schéma Différence Finie d’ordre 2, avec inconnues
au centre des cellules, a été développé au sein de 'équipe par Raeli et al. [89] pour la ré-
solution de problemes elliptiques sur maillages quadtree/octree. Son implémentation est
complexe puisqu’il faut adapter les poids d’interpolation et de discrétisation a la configu-
ration du stencil, c’est-a-dire en prenant en compte la répartition des différentes cellules
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voisines. Pour cela, il faut au préalable identifier les différentes configurations de maillages,
ce qui devient délicat en 3D ou pour des maillages non gradués. Au contraire, les schémas
Volumes Finis développés au cours de cette these sont beaucoup plus versatiles et nati-
vement simples a mettre en oeuvre. En effet, les discrétisations reposent sur 1'utilisation
de I'ensemble du stencil compact (relatif & un noeud, une face ou une cellule), sans préter
d’attention particuliere a la configuration de ce stencil.

Cependant, on a pu observer sur de nombreux cas tests numériques que 'utilisation
du schéma FV2, décrit dans le Chapitre 2 Section 2.3 pour la résolution de problémes de
transport, peut introduire de nombreuses instabilités numériques. En pratique, la solution
obtenue peut devenir oscillante, en particulier au voisinage de I'interface. Ces oscillations
sont d’autant plus critiques pour des rigidités élevées puisqu’elles peuvent conduire a
un calcul instable. Ces perturbations demeurent néanmoins consistantes dans le sens ou
I’amplitude de ces oscillations diminue avec un maillage plus raffiné. Pour déceler I'origine
de ces perturbations, on introduit un schéma Différence Finie d’ordre 2 classique (FD2).
On étudie alors 'impact du schéma de discrétisation utilisé (FD2 ou FV2) sur la régularité
de la solution, et ce pour chacun des termes advectifs A := (u - V) (pour la convection
et les transports des caractéristiques rétrogrades Y et de la fonction level set ¢). Les
résultats sont répertoriés dans le Tableau 3.1.

H terme advectif H schéma de discrétisation H

A(u) (convection) FV2 | FD2 | FD2 | FV2 | FV2
A() (transport de ¢) || FV2 | FD2 | FV2 | FD2 | FV2
A(Y) (transport de Y) || FV2 | FD2 | FV2 | FV2 | FD2

| stabilité de laméthode | X | v | X | X [ V/ |

Table 3.1 — Influence du schéma de discrétisation pour 'opérateur d’advection A =
(u-V) sur la stabilité de la méthode numérique. Le symbole v (resp. X) indique que la
solution numérique reste réquliere (resp. oscillante) au cours de la simulation.

On a donc pu constater de maniere numérique que ces instabilités sont dues a 1'uti-
lisation d’un schéma Volume Fini pour résoudre ’équation de transport portant sur les
caractéristiques rétrogrades :

a7Y—1—V-(u®Y):O. (0.1)
ot

Pour vérifier ces observations purement numériques, on propose une analyse de sta-
bilité en une dimension d’espace. Pour ce faire, on introduit une simplification du modele
eulérien d’interaction fluide-structure pour une configuration unidimensionnelle (1D). Le
modele se résume ainsi a un systeme de deux EDPs non linéaires ou les inconnues sont la
vitesse u et la caractéristique rétrograde Y :

Ou + udyu = 0,0.(Y), (0.2a)
BY +ud,Y = 0. (0.2b)
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Sans perte de généralité, le modele néo-hookéen est choisi (¢; = G/2, c; = 0 ou G est le
module de cisaillement), le tenseur des contraintes s’écrit alors :

oY) = G[0,Y) 2 ~1]. (0.3)

Dans ce cas de figure, on considere un domaine de calcul purement élastique, de sorte que
Q) = Q.. Il n’est donc pas nécessaire de considérer la fonction level set dans ce modele.

Dans la suite du chapitre, on étudiera tout d’abord la consistance asymptotique de nos
schémas de discrétisation au sens des Différences Finies et des Volumes Finis, notamment
pour le terme d’advection. L'importance du choix de 'intégration en temps sera ensuite
mise en évidence. On verra notamment que selon la méthode numérique, la contrainte de
stabilité (condition CFL) est plus ou moins restrictive. Par analogie avec les observations
réalisées en 2D, le probleme lié a la discrétisation du transport des caractéristiques rétro-
grades sera examiné. On constatera en particulier qu'une formulation Volume Fini pour
résoudre cette équation de transport conduit a une solution beaucoup plus oscillatoire.
Un test numérique 1D sera par ailleurs effectué afin de confirmer les résultats 2D reportés
dans le Tableau 3.1.

1 Analyse de stabilité du modele simplifié 1D

Pour faire ’analyse de ce modele 1D, il est nécessaire de le linéariser. A partir du systeme
linéarisé, on pourra alors vérifier si les schémas de discrétisation des termes élastique 0,0,
et advectif u0,Y préservent ou non l'asymptotique.

Par la suite, on s’intéressera en particulier a la consistance asymptotique des différents
schémas de discrétisation des opérateurs. Il est important de distinguer 1’étude réalisée ici
des travaux faisant référence a I’analyse asymptotique du régime incompressible pour des
écoulements compressibles dans la limite bas Mach Ma — 0. La théorie initiale de Lions
et Masmoudi [65] (1998) a donné lieu & de nombreuses recherches dédiées a la construction
de schémas numériques pour la résolution des équations de Navier-Stokes compressibles
préservant 'asymptotique bas Mach (voir notamment [49] et ses références).

A contrario, I'objectif de ce chapitre est de vérifier la convergence asymptotique des
schémas numériques dans la limite de petites perturbations de la solution. Dans cette
optique, un schéma sera dit préservant la linéarité (LP) si le schéma discret limite, ob-
tenu apres linéarisation, est consistant avec I'opérateur continu limite (ou linéarisé). La
propriété de consistance asymptotique est schématisée par la Figure 3.1.
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Opérateur Opérateur
continu o discret
O Schéma consistant Oh
On 0
Linéarisation Linéarisation
Opérateur Schéma LP Opérateur
continu limite O ;= discret limite
¢ 0;,

Figure 3.1 — Schématisation de la consistance asymptotique.

1.1 Linéarisation

On décompose le couple solution (u,Y’) comme la somme d’une solution non perturbée
(uo, Yp) et d'une petite perturbation homogene a (u,Y) :
u(t, ) = uo(t, ) + eult, z), (1.1a)
Y(t,x) = Yo(t,z) + €Y (t,z). (1.1b)
Au temps initial ¢ = 0, les caractéristiques rétrogrades sont définies comme l'identité. De
ce fait, Y peut étre pergue comme une perturbation de l'identité en imposant Yy (¢, x) := x.

En introduisant la décomposition (1.1) dans la seconde équation du modele (0.2b),

on obtient : _ _
0=0(z+¢eY)+ (ug + )0 (x +€Y)

= O + €0,Y + (ug + £0)dpx + (g + €10)0,Y (1.2)
= uy + 5(@}7 +u+ uoé?xf/) + O(e?).

Par identification des termes d’ordre 0 et €, et en négligeant les termes d’ordre supérieur,
on peut remarquer que ug = 0 si Y est une perturbation de I'identité, et :

Y 4+ 1 =0. (1.3)

On opere de la méme maniére avec la premiere équation (0.2a) du modele. En utilisant le
développement de Taylor (1+xz)* ~ 14 ax au voisinage de zéro, le tenseur des contraintes
(0.3) peut tout d’abord étre approché comme :

0.(Y) = G[(1 4+ €0,Y) 2 — 1] = —2Ged,Y + O(£?).
L’équation (0.2a) devient alors :

0 = dyug + £0,Y + updytig + £(updyll + Uug) — 0, (—2Ge0,Y) + O(e?)
— £0,Y + 2Ged,Y + O(£?) (1.4)
= 9,Y +2G02Y + O(e).
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En conclusion, le modele linéarisé associé au modele 1D non linéaire (0.2) s’écrit :

O = —2Gd2Y (1.5a)
oY = —. (1.5b)

En dérivant chaque équation par rapport au temps, ces équations peuvent étre réécrites
sous la forme d’équations d’ondes :

Oiu = a® 92 1, (1.6a)
DY =a* 2Y. (1.6b)

pour lesquelles la vitesse de propagation a vérifie :
a* = 2G. (1.7)

Cette vitesse a = v2G correspond plus précisément a la vitesse des ondes élastiques se
propageant a l'intérieur du matériau.

1.2 Comportement asymptotique des schémas numériques

Pour simplifier les écritures, on se limite ici a une discrétisation uniforme du domaine de
calcul 2 = [0, 1]. Si © est décomposé en N cellules distinctes, chaque cellule §2; est alors
centrée en z; = (i +1/2)Ax ou Az = 1/N est le pas en espace ou la taille caractéristique
du maillage.

Tout d’abord, la consistance asymptotique du schéma de discrétisation du terme
élastique peut étre vérifiée de maniere assez naturelle. En une dimension, le schéma s’écrit
simplement dans chaque cellule 2; comme :

(9eoe (V) = Alx(oemm; —0e(Y)|;1) + O(Az?).

En utilisant une discrétisation centrée classique des dérivées premieres, le tenseur des
contraintes (0.3) est approché par :
() -
Yien = Y, ‘

Le schéma de discrétisation a l'ordre 2 du terme élastique 0,0, se résume ainsi a :

06(Y>|z‘j:l =G

2

(d0.(1)), = G| - | (1.8)

Yi —Yi)2 (Yi—Yi)?

Pour vérifier la consistance asymptotique du schéma (1.8), la valeur discréte de Y est linéa-
risée. De maniére analogue a (1.1b), Y; est définie comme une perturbation de I'identité,
a savoir :
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En injectant la décomposition (1.9) dans le schéma (1.8), on obtient alors :

e(0u0(Y)) = Gar Gar
b (i —wite(Yin = Y9)E (w—wia +e(Ys = Yi))?

= [0 e (T = T2 = (1 (= Fia)) ]
= 0= (i -V - (-2 W= T vo)] Y
= —Zii(ffm —2Y; + Y1) + O(?)
= —2Ge(32,Y); + O(Az® 4 €2).
Dans la limite € — 0, la relation discréte
(0:0(Y)), = —2G(2,Y);i + O(A?) (1.11)

est par conséquent en accord avec 1’équation du modele linéarisé (1.5a), d’ou la consis-
tance asymptotique du schéma numérique (1.8).

On examine désormais le comportement asymptotique des schémas d’advection, a la
fois pour des approches Différences Finies et Volumes Finis. D’apres I'équation du modele
linéarisé (1.5b), le schéma d’advection préserve la linéarité a l'ordre p si, et seulement si,
pour € — 0, B

(0,Y); = —tu; + O(AxP).

Tout d’abord, on se place dans le contexte Différence Finie. En particulier, le schéma
Différence Finie décentré amont (u; > 0) a 'ordre 1, noté FD1, s’écrit :

Y —Yia

(u0,Y); = u; Ayt O(Ax). (1.12)

Par linéarisation du schéma FD1, on a immédiatement :

8(815}7)1 — e, (x; +eY5) —A(f;z‘—l +eYiq) (1.13)

(8,Y); = —; + O(e).

On peut de ce fait constater que la propriété LP est naturellement garantie, de maniere
exacte, par le schéma FD1. Cette observation peut d’ailleurs étre faite pour n’importe
quel schéma Différence Finie consistant. En d’autres termes, la consistance numérique
d’un schéma Différence Finie pour une équation d’advection entraine a forciori la consis-
tance asymptotique. Ce résultat provient du caractere "centré" pour la prise en compte
de la vitesse.
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1. ANALYSE DE STABILITE DU MODELE SIMPLIFIE 1D

Si on procede de la méme maniere avec un schéma Volume Fini quelconque, on peut
constater que la propriété LP n’est pas assurée de maniere exacte. En effet, considérons
dans un premier temps le schéma Volume Fini d’ordre 1 classique, noté FV1, basé sur une
reconstruction constante par morceaux. Le schéma de discrétisation FV1 de 'opérateur
u0,Y = 0, (uY) — YO, u est :

1
(ud,Y); = E(FLLF(%Y”H% - FLLF(“’Y)|i—%) — Y

Uppl — Uy L

Az ’
ou Fypr désigne le flux numérique Local Lax-Friedrichs ou de Rusanov défini en (i + %)
par :

(1.14)

;4 1 ]u 1‘
i+3 it+3
Fror(u,Y)|;, 5 5
Le flux va alors étre calculé dans la direction décentrée (dite upwind), selon le signe de
;1. Ici, cette vitesse est définie comme la moyenne arithmétique : w1 = 2 (u; + uins).
/7 . . 7/ . N 2 .
Pour le schéma FV1, il faut donc considérer quatre configurations, a savoir :

(Yi +Yip) — (Yigr — Y5). (1.15)

[N

Uiy L > 0, Uiy 1 <0, (UH_% >0 et U1 <0), et (uH% <O0et U1 >O).

Par exemple, choisissons le premier cas ou u,,1 > 0. Par linéarisation du schéma FV1
2
(1.14), on a :

(0rY)i = —(ud,Y);

N 1 - -
e(0Y); = A (sﬂiJr;(x,; +¢eY;) — €1~Li_%($i_1 + 5Yi_1)>
+ (21 + V) 3 (lyy = Tiy)
1
(0,Y); = —A(ﬁZJréxz — Uy 1wig — (U1 — ﬂl_1)> + O(e),
T

et donc : B
(0Y); = —u; 1 + O(e) si upr > 0.

De la méme maniere pour les trois autres configurations, on peut montrer que le schéma
FV1 préserve la linéarité a l'ordre 1. Considérons maintenant un schéma Volume Fini
d’ordre plus élevé. On choisit la généralisation a 1’ordre 2 du schéma FV1, notée FV2,
basée sur une reconstruction linéaire par morceaux de Y. Par le calcul, on obtient alors :

~ 1 A A ﬁi 1 —U;_1
@) = =5 [Fars (24 57 )~y (= 5| 0 1 000)
1
= _§<az+l +uz—%) + 0(8),
et de ce fait,
Py =, = AT e o !
(0Y); = —u; S (0,,0); + O(e)(+O(Az?)). (1.16)
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CHAPITRE 3. STABILITE DE LA METHODE NUMERIQUE

Cette formulation est identique pour les quatre configurations de vitesse énoncées précé-
demment. Le schéma FV2 préserve ainsi la linéarité a 'ordre 2.

En conclusion, la formulation Différence Finie FD1 préserve la linéarité de maniere
exacte d’apres la relation (1.13). De maniere immédiate, ceci entraine a fortiori la pré-
servation exacte de I'asymptotique pour le modele continu linéarisé. La formulation FV2,
quant a elle, ne vérifie la consistance asymptotique qu’a ’ordre 2. En dérivant par rapport
au temps la relation (1.16), on obtient alors :

~ _ Ax? _
(BB ): = —(@)s — (@}, 1) + O(2)

. ,ZA/;Q
— PPV )i+

(1.17)

Par identification avec le modele linéarisé continu écrit sous la forme d’équations d’ondes
(1.6), on peut constater 'apparition d’un terme dispersif, proportionnel & (a?Axz?). Le
résultat obtenu permet d’expliquer les observations réalisées précédemment, a savoir que
I’amplitude des instabilités numériques est plus importante en présence de matériaux
rigides (lorsque a = 2G est grand) mais reste consistante dans le sens ou elle diminue en
raffinant le maillage (lorsque Az est petit).

Par la suite, on pourra confirmer que ce terme dispersif joue un role majeur concernant
la stabilité de la méthode numérique couplée, utilisée pour la résolution du modele 1D
(0.2).

2 Analyse de stabilité pour I’intégration en temps du
modele

Afin de mieux appréhender l'influence de l'intégration en temps sur la stabilité de la
méthode numérique, on effectue une analyse de Von Neumann. Pour cela, on étudiera
différents choix de discrétisation en temps du modele linéarisé (1.5). Comme pour le
modele 2D d’interaction fluide-structure, le modele est résolu de maniere découplée. Pour
ce faire, on fait évoluer la caractéristique rétrograde Y puis la vitesse u du temps t" au
temps " ! en résolvant de maniére explicite :

Y =G(u,Y) := —ud,Y, (2.1a)
Ou = F(u,Y) := —ud,u + 0,0.. (2.1b)

Précédemment, on a pu constater que les schémas de discrétisation introduits dans
la Section 1.2 pour la résolution de I’équation d’advection (2.1a) possedent des comporte-
ments asymptotiques différents. Par conséquent, on étudiera dans un premier temps, les
schémas vérifiant la préservation de la linéarité de maniere exacte (schémas DF). Ils se-
ront notés ELP, pour Ezxactly Linearity Preserving. Les schémas non ELP (FV1 et FV2)
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2. ANALYSE DE STABILITE POUR L INTEGRATION EN TEMPS DU MODELE

seront examinés dans un second temps. On utilisera désormais les indices j dans nos
discrétisations pour éviter toute confusion avec le nombre imaginaire ¢ = v/ —1.

2.1 Schémas préservant la linéarité de maniére exacte (ELP)

On effectue une analyse de Von-Neumann. Sous 1'hypothese de conditions aux limites
périodiques, le couple solution (ﬂ,f/) est décomposé comme une série de Fourier. Pour
simplifier I’écriture, cette série est restreinte a un seul mode de Fourier. Les valeurs dis-
cretes uj et }7]-” sont alors écrites sous la forme :

ﬂ? — u(g)ne%wﬁij,

Yy — y(g)ne%ﬂfij’

J

ou de maniere plus adéquate : B
ul = Uu()e?
yn = Y(h)"e?

J

(2.2)

en posant 0 := 27{Ax € R. Pour faciliter I'étude, un schéma Euler explicite d’ordre 1 est
privilégié pour la discrétisation des dérivées en temps.

Schéma (T1) : les deux équations sont totalement découplées en temps.

ytt—yn
L =G Y,
A7 J f‘](unjyn)

Si on considére un schéma ELP pour la résolution de ’équation d’advection (0.2b), on
obtient dans la limite ou € — 0 le systeme discrétisé suivant :

N?‘L—‘y—l vn
YooY i
At 7
~n-+1 ~n vn vn un (24)
U oY T2 Y
At Ax? ’

En introduisant les formulations de Fourier (2.2) dans le systeme (2.4), et en utilisant le
fait que B o
(Vi1 = 2Y + Y1) = (¢ + 7 = 2)Y = (—4sin*(0/2))),

on obtient :
yrt = yn — At UY”,
At ) (2.5)
n+1l __ n a2 (7 n
U = 3G sin (5) 7,
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CHAPITRE 3. STABILITE DE LA METHODE NUMERIQUE

qui peut étre réécrite de maniere compacte sous la forme matricielle :

)" (g V@) -4Q) o

A = A(0) représente ici la matrice d’amplification de Fourier et C' est le nombre réel
positif défini par :

Y
VNS

C (2.7)

a = V/2G désignant la vitesse de propagation des ondes élastiques définie précédemment
(équation (1.7)). La méthode numérique est alors dite asymptotiquement stable si le rayon
spectral p(A) de la matrice A est inférieur a 1, autrement dit :

mase{ |31} < 1. (23

ot les )\, désignent les valeurs propres de la matrice .A. Comme les valeurs propres de la
matrice A issue de I’équation (2.6) sont :

A = 1+2iC'sin(0/2),
son rayon spectral est :
p(A) =1+4C%*sin*(0/2) > 1, V0, (2.9)

Cette derniere inégalité montre que le schéma totalement découplé (T1) (2.3) est instable
pour le régime asymptotique.

Schéma (T2) : la caractéristique Y™ résultant de la premiére équation est
prise en compte dans la seconde équation.

yth—yn

T =Gy,

i (2.10)
— Ay = Hn YT,

Dans la limite € — 0, le systeme discrétisé est :
vntl _ un ~n
YT =Y - Aty
YﬂJrl _ 2Y}n+1 4 Y;njgl

~n+l _ ~n j+1

En injectant dans la deuxieme équation 17]-”“, provenant du résultat de la premiere équa-

tion, on obtient alors :

At At?
2

~n+1 ~n \n N Y u” u’? uy
it =y = 2G5 (Vi = 2V + Y 4 2G5 (@, — 20) + ),
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ce qui se traduit en termes de développement de Fourier par :

@))W B <4gjsiln2(g> 1- 452;2(3)) @)n (2.11)

Les valeurs propres de la matrice d’amplification issue de 1’équation (2.11) sont alors :

A = 1—2C2sin®(0/2) + 2Csin(60/2),/C2 sin?(6/2) — 1,

On peut facilement remarquer ici que p(A) > 1 si C > 1. Apres calculs, on trouve
également que pour C' < 1, p(A) = 1, de maniére exacte pour tout 6. Ce résultat est
illustré par la Figure (3.2a). Autrement dit, par la définition de C', la méthode de résolution
est asymptotiquement stable sous la condition :

At <1- H (2.12)
a
Cependant, le rayon spectral étant exactement 1 sous cette condition CFL, les hautes
et basses fréquences ne sont pas amorties au cours de la simulation, ce qui peut devenir
problématique a long terme. En d’autres termes, le schéma (T2) est stable sous condition
CFL, mais la solution numérique peut rester oscillante en cas de petites perturbations.

min value = 1.000000, max value = 1.000000 min value = 0.000000, max value = 1.000000

—

08

06

04

0z

-3 2 -1 [ 1 2 3 -a 2 1 [ 1 2 3

o o
(a) pour le schéma (T2). (b) pour le schéma (T3).
Figure 3.2 — Stabilité asymptotique du modele FSI 1D : rayons spectraux en fonction

de 0 et C' obtenus via des schémas ELP en espace, pour deux schémas d’intégration en
temps. Dans les zones blanches, le rayon spectral p(A) est supérieur a 1.

Schéma (T3) : la caractéristique Y"*! est obtenue a partir d’une extrapolation
en temps de la vitesse (u! = 2u® — u®1').
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YnJrl Yn 7
J A — g]( IL+17YTL)7 avec un+l — 2un - un—lj
n+1 t (213)
w” —u"
Sa =AY,

Dans la limite ¢ — 0, le systeme discrétisé est :

Y = Y- oA + At

Y"“ =2y Y
~n+l _ ~n Jj+1 J j—1
uiltt =y — 2G At = )

Si on injecte Y}"H, provenant de la premiere équation, dans la deuxieme équation, on
obtient alors :

At
= — 26—

J J Az (Yﬂrl - QY}TL + an—l)
At?
+4GAx2(J+1 2uy +ui )
At2 ~n = ~n—
— 2GM2( uii =2l ul ).

Le développement de Fourier associé s’écrit alors sous forme matricielle comme :

yntl 1 —2At At yr
Ut = 14C sin?(9) 1-8C%sin?(%) 4C%sin?(2) | | U |. (2.14)
ur 0 1 0 u

Les valeurs propres de la matrice d’amplification issue de I’équation (2.14) sont Ay = 0
et :

Ai = 1 —4C%sin®(0/2) + 20 sin(0/2),/4C? sin2(0/2) — 1,

Par le calcul, on peut montrer que la méthode est asymptotiquement stable sous la condi-
tion C' < v/3/3, c’est-a-dire :
3A
At < i—x
3 a

(2.15)

Cette condition de stabilité est vérifiée numériquement via la Figure (3.2b). La condition
CFL (2.15) de ce schéma (T3) est un peu plus restrictive que celle du schéma (T2) mais le
rayon spectral est ici strictement inférieur a 1, assurant une meilleure stabilité du couplage.

Pour conclure, les résultats obtenus montrent I'importance du choix de I'intégration
en temps. Les équations étant résolues alternativement, il est nécessaire de coupler correc-
tement la vitesse u et la caractéristique rétrograde Y. Le schéma d’intégration utilisé pour
I'intégration en temps du modele eulérien 2D correspond a une généralisation a 1’ordre 2
du schéma (T3).
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2.2 Schémas ne préservant pas exactement la linéarité (non ELP)

Dans la section précédente, la stabilité asymptotique a été étudiée dans le cas ou I’équation
d’advection portant sur la caractéristique rétrograde Y (0.2b) est résolue par un schéma
ELP, ce qui est notamment le cas pour les méthodes de discrétisation Différences Finies.

On considere désormais les schémas FV1 et FV2 pour lesquels la consistance asymp-
totique est assurée avec des précisions respectivement d’ordres 1 et 2. On suppose ici
que U;+1/2 > 0. Dans la limite ¢ — 0, les deux schémas linéarisés peuvent étre réécrits
respectivement sous la forme :

1

(B,Y); = —5(@- + 1), (2.16)
et N 1 1
(B,Y); = —5(% + 5 (4 + 1)), (2.17)

Pour effectuer I'analyse asymptotique, la méthode de discrétisation en temps (T3) est
préférée. On a en effet pu constater dans la section précédente que le schéma (T3) offre
une meilleure stabilité par rapport aux deux autres. On rappelle que ce schéma est défini
comme :

y/t —yr

J At J gj(un+l’yn>’ avec un+1 — 2un _ un—l7

el (2.18)
S = FBw Y.

Par les décompositions de Fourier suivantes :
(@ +i1j-1) = (14 e7) U = (14 cos(0) — isin(0)) U,

et , ,
1 _ el 4 e~
U+ 5 (@41 + 1) = (1 e

la discrétisation de la premiere équation donne la relation :

) U=2cos*(0/2) U,

Y=Y — At(1 + cos(f) — isin(6)) U™ + Azt(l + cos(f) —isin(9)) U™ (2.19)
pour le schéma FV1, et :
Y=Y —2Atcos?*(0/2) U™ + Atcos®(0/2) U™ (2.20)

pour le schéma FV2. Apres calculs, les matrices d’amplification Apy, et Apyo relatives
aux schémas FV1 et FV2 sont finalement :

1 —At(1+ cos(d) —isin()) £L(1+ cos(d) —isin(6))
Apvi = [4S sin?(0/2) 1+ C?k(6) —C?k(6) , (2.21)
0 1 0
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avec 1(0) := —sin?(0) + 2isin() sin*(0/2), et :
1 —2Atcos?(0/2) Atcos?*(0/2)
Apvs = [4S sin?(0/2) 1-2C?sin?(0)  C?sin®(0) |- (2.22)
0 1 0

Il serait délicat d’écrire explicitement les valeurs propres non nulles de ces deux matrices
Arvi et Apys. De plus, déterminer analytiquement leur rayon spectral est réellement
inextricable. Par conséquent, le comportement des rayons spectraux est analysé de ma-
niére numérique. La Figure 3.3 présente les rayons spectraux p(Agy1) et p(Apy2) obtenus.

min value = 0.266551, max value = 1.000000

=

@

e

" N

3 2 -1 ] 1 2 3 3 ] -1 ] 1 2 3

? ?
(@) p(Arvi). (b) p(Apya).

Figure 3.3 — Stabilité asymptotique du modele FSI 1D : rayons spectraux en fonction de
0 et C obtenus via des schémas en espace non ELP (FV1 et FV2), et le schéma (T3) pour
Uintégration en temps. Dans les zones blanches, le rayon spectral p(A) est supérieur a 1.

A partir de ces figures, on peut constater que la méthode de résolution du probleme
(0.2) est asymptotiquement instable si le terme advectif est discrétisé par un schéma
Volume Fini d’ordre 1. En considérant une généralisation de cette discrétisation a 1’ordre
2, le schéma est alors stabilisé. Numériquement, la méthode numérique devient stable
pour C' < 1.15, autrement dit :

At <1152% (2.23)
a

Cette condition de stabilité est nettement moins restrictive que celle obtenue via les mé-
thodes de discrétisation Différences Finies (équation (2.15)). Cependant, on peut s’aper-
cevoir que les hautes fréquences (pour # = ) ne sont pas amorties. Cette étude fournit
ainsi un élément de réponse quant au caractere oscillatoire de la solution obtenue via le
schéma F'V2 pour le transport des caractéristiques rétrogrades. Dans le cas ou le problemes
est raide, autrement dit pour des rigidités élevées, la régularité du tenseur des contraintes
X0 devient insuffisante, ce qui peut conduire a I’apparition de quelques instabilités pa-
rasites. Pour stabiliser la méthode numérique, il convient par conséquent d’imposer la

108



2. ANALYSE DE STABILITE POUR L INTEGRATION EN TEMPS DU MODELE

propriété ELP afin de favoriser I'amortissement des hautes fréquences, et par conséquent
empécher la prolifération de ces oscillations.

2.3 Test numérique 1D

Afin de confirmer les résultats du Tableau 3.1 obtenus en 2D, un test numérique 1D est
effectué. Le domaine de calcul 2 = €. est discrétisé de maniére uniforme en N = 200
sous-intervalles. Comme l'illustre la Figure 3.4a, une condition initiale discontinue de type
fonction Heaviside est prescrite :

1 si|z] < 0.003,

] (2.24)
0 sinon.

u(t=0,z) = {
de sorte a favoriser I'apparition d’instabilités numériques. L’ensemble des parametres utiles
pour la reproduction de ce test numérique est reporté dans le Tableau 3.4b. Afin de
vérifier 'influence du choix de discrétisation pour l'opérateur d’advection A(Y'), deux
tests numériques sont effectués en utilisant alternativement les schémas Volume Fini FV2
et Différence Finie FD2 (détaillés dans la Section 1.2). Les solutions ainsi obtenues sont
représentées sur la Figure 3.5 pour deux instants ¢ = 0.5 ms et £ = 1 ms. On peut en
effet observer que le schéma FV2 produit une solution beaucoup plus oscillatoire ce qui
traduit un caractere dispersif. Le schéma reste stable puisque 'amplitude des oscillations
reste limité et n’explose pas. Ces résultats sont donc bien conformes a I’étude de stabilité
réalisée précédemment. Elle met ainsi en évidence la nécessité de stabiliser le schéma FV2.

| Parametres Valeurs

HE Q (=) [-0.03,0.03]
T 1 Structure Shear modulus G 1 MPa

| intégration en temps (T3)

o) ] Schémas CFL 0.25

it | = k 1 terme convectif A(u) FVv2

T e terme advectif A(Y) | FV2/FD2
(a) Condition initiale u(t =0, -). (b) Paramétres du test numérique.

Figure 3.4 — Test numérique de la méthode en 1D : mise en oeuvre.

2.4 Stabilisation en une dimension d’espace

La construction du schéma FV2 ELP est présentée dans cette section. Pour mieux com-
prendre ce qui différencie les schémas FV2 et FD2, on propose de comparer leurs erreurs
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LiE: Q
o4 04
ozE 0z
o
- z
a a
s

Advection of Y
——FD2 scheme
—— FV2 scheme

Advection of
——FD2 scheme
FV2 scheme

[ [
x-coordinate x-coomdinate

(a) Solution dt = 0.5ms. (b) Solution a t = 1ms.

Figure 3.5 — Test numérique de la méthode en 1D : solutions obtenues via les schémas
de discrétisation FV2 et FD2 pour l'opérateur d’advection A(Y').

de troncatures. Considérons le cas ou u > 0 sur tout le domaine 2. D’un point de vue dis-
cret, les schémas de discrétisation FD2 et FV2 pour 'opérateur d’advection A(Y’) peuvent
étre reformulés comme :

~ U;
(Arpa(Y), = 5= (Yia +3Ys = 5Yiy + Vi), (2.252)
(Arva(Y)) = "8 (Vg = Yig) = <2 (=3Y; 4+ 4V, — Vi 2.25b)

FV2 TN 1) — 4Aa:(_ i +4Yi 1 =Y ), (2.
pour chaque cellule 2; C €2, ¢ =1,--- , N. En effectuant un développement limité jusqu’a

I'ordre 3 au moins, il en découle que les erreurs de troncatures respectives eppo et epya
sont données par :

(eFD2>i = {— 1121%(32“3/)1] Az + O(Ax?), (2.26a)
(erva), = | - (0, )+ ;(agmi(azm} Az? + O(Aa?). (2.26b)

On peut déduire que (eFDQ) — (epvg)i = —(Spvg) + O(Ax?), avec :

i i
Az?

Ce résultat est conforme a I’étude asymptotique réalisée dans la Section 1. En résumé, si

I’approximation du terme advectif par le schéma FV2

A(Y)s = (Apva(Y)), (2.28)
ne préserve pas la linéarité de maniere exacte, le schéma défini par :

AY); = (AFVQ(Y)>Z. - (Ssz)

(Srv2)

(2.29)

%
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est ELP. Par l'ajout d'un terme de stabilisation consistant avec le terme (2.27) pour
le transport des caractéristiques rétrogrades, la méthode numérique est stabilisée. La
méthode Volume Fini décrite précédemment bénéficie par conséquent du caractere "non
oscillatoire" dont sont naturellement pourvues les méthodes Différences Finies.

3 Généralisation en deux dimensions

L’analyse 1D effectuée dans la section précédente permet d’expliquer en partie les phéno-
menes observés en deux dimensions. En effet, I’étude asymptotique confirme de maniere
théorique les observations numériques. D’un c6té, il faut préter une grande attention au
schéma d’intégration en temps. La méthode numérique peut conduire a une solution oscil-
lante (via le schéma (T2)), voire pire, peut étre carrément instable (via le schéma (T1)).
D’un autre coté, il est nécessaire de résoudre 1’équation de transport portant sur les ca-
ractéristiques rétrogrades par un schéma ELP en espace pour garantir la régularité de la
solution au cours de la simulation. Par identification avec le schéma FD2, qui est naturel-
lement ELP, on a pu conclure qu’il est possible de stabiliser la méthode FV2 par 'ajout
d’un terme source.

Dans un premier temps, une généralisation a deux dimensions de cette stabilisation
est proposée, pour des configurations 2D et 2D axi-symétrique. On détaillera également le
calcul du terme source, de sorte a assurer que le schéma FV2 est bien ELP. Par la suite,
on explicitera la contrainte CFL utilisée pour nos simulations.

3.1 Schéma FV2 stabilisé pour le transport des caractéristiques
rétrogrades
De par I'utilisation de maillages cartésiens hiérarchiques de type quadtree, la généralisa-

tion a deux dimensions est assez simple. Le terme de stabilisation Sgy o pour 'opérateur
d’advection (u- V)Y peut étre traité direction par direction, de maniére indépendante,

i.e. SFVQ = (Sx)pvg + (Sy)FVQ avec .
Ast
8
Ay?
(Sy)rva = T(aZyuy)@yY)a

(Se)rve = (@Zum)(@cY)a

(3.1)

dans le cas ou le maillage est purement uniforme. De maniere plus compacte, le terme de
stabilisation peut étre réécrit sous la forme :

h? h?

Srvo = g(a;‘;guw, 02 u,) (VY] = §(v - [V¥e9u)) VY], (3.2)
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ott [V449u] désigne la matrice diagonale issue du gradient de vitesse [Vu], i.e.
[V&@9u); = [Vuli;dy.

Par le calcul, il est possible de vérifier que le terme de stabilisation (3.2) est le méme dans
le cas d’une configuration 2D axi-symétrique et pour un maillage quadtree quelconque.

Pour que le schéma FV2 stabilisé soit réellement ELP, la discrétisation du terme de
stabilisation doit étre effectuée a partir de la vitesse normale aux faces Uy.. Pour plus de
clarté, on rappelle le schéma de discrétisation de 'opérateur d’advection FV2 employé au
cours de cette these. Ce schéma a été décrit au préalable dans le Chapitre 2 Section 2.3.
Tout d’abord, une reconstruction linéaire par morceaux de ¢ est effectuée. Dans chaque
cellule ©; du maillage, le polynome linéaire $92 est déterminé au sens des moindres carrés,
a partir des valeurs de la fonction provenant du stencil compact de la cellule S;.

Ecrit sous sa forme conservative, 'opérateur d’advection (u- V) est discrétisé dans
chaque cellule par la formule de quadrature "point milieu" :

(V- Flp))i > F(@)ge nylfl, (3-3)
|Q |

Co8Y;

ou F = uyp. Le flux numérique de Rusanov (ou Local Lax-Friedrichs) est considéré de
sorte que le flux soit calculé de maniere totalement upwind :

Ur. 1 _
L7+ ok - §|Ufc|(90?c — ©7)- (3.4)

F(@)ge = F(per }e) = )

lei, ¢}, = gp’Qm(xfc) et wf, = ¢ Qm(><:fc) sont obtenus par reconstruction de part et
d’autre de la face f = 0, U 08, La vitesse normale a la face Uy, correspond a la
vitesse vérifiant la conservation de masse discréte dans chaque cellule dans la limite de la

tolérance du solveur de Poisson e :

> (Upd) -ny = Ofea).
fc8y

Puisque l'opérateur d’advection est déterminé a partir de cette vitesse normale Uy,,
la discrétisation du terme de stabilisation doit I’étre également. Par conséquent, le terme
de stabilisation est calculé pour chaque cellule €2; comme :

hy |f]
2 ||

(SFVQ)Z. =-u;- (VY); + Z

fCcoQ;

Use (VY); - e (3.5)

Ici, ef (# ny) désigne le vecteur unitaire a la face f. L’approximation de l'opérateur gra-
dient (VY) est réalisée de maniere classique, c’est-a-dire centrée.
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Pour conclure, la formulation Volume Fini stabilisée

(w-V)Y) ~ (V- ]—"(Y))i ~ (Srv2)

7 7

(3.6)

ne sera jamais exactement identique a une formulation équivalente Différence Finie mais
la différence des deux approximations restera a I'ordre trois. La formulation (3.6) est ainsi
adoptée comme schéma de discrétisation pour I’équation de transport des caractéristiques
rétrogrades, de sorte a remédier aux problemes d’instabilités numériques observées au
voisinage de 'interface.

3.2 Condition de stabilité

Dans la limite de rigidité faible ou nulle, le choix du pas de temps est limité par la condition
de stabilité classique, reliée a la vitesse d’advection u du fluide. Le terme de diffusion étant
traité de maniere implicite, la stabilité du schéma est assurée par la condition CFL :

hmin

Aty <
T [l fmas

(3.7)
qui est reliée a la dimension caractéristique du maillage h,,,;, basée sur la plus petite cellule
du maillage et sur la vitesse maximale du fluide ||ul|nq: dans le domaine, au sens de la
norme L.

Dans le contexte d'une modélisation de la déformation de structures hyper-élastiques,
il est naturel de prendre également en compte la célérité des ondes élastiques se propageant
dans un matériau. En effet, les méthodes d’intégration en temps sont en grande partie
explicites. Dans un milieu isotrope, il en existe 2 types :

— les ondes longitudinales (ou dites de pression) se propageant dans la direction

normale & la direction de déformation avec une célérité Cp = /(A + u)/p,
— les ondes transversales (ou de cisaillement) se propageant (tangentiellement) dans

la direction de déformation avec une célérité Cr = \/u/p,
ou \ et u désignent ici les coefficients de Lamé propres au matériau. De maniére équiva-
lente, ces vitesses peuvent étre réécrites a partir des modules de Young E et de Poisson v

par les relations :

E(l—-v E
e Ll Mo S
(1+v)(1—2v) 2(1+v)
Dans la limite d’incompressibilité d’'un matériau élastique v — 1/2, les ondes longitudi-
nales se propagent avec une vitesse infinie alors que la vitesse des ondes de cisaillement

reste finie : Cp = \/ E/(3p) = \/ G/p si G désigne le module de cisaillement.
A partir de I'étude de Gorsse et al. [45], reprise plus tard par De Brauer et al.
[27] pour des modeéles multi-matériaux compressibles, il est également possible de faire
I’analogie pour des régimes incompressibles. Si on restreint 1’étude a un probleme a une

(3.8)
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seule dimension (considérons z ici par exemple) 9y + 0, H(¢p) = 0, les valeurs propres
de la jacobienne de H sont :

{ux,ux,uxi ai/p,u, £ 042//)}

ol a; et o sont les valeurs propres du produit matriciel —[Veo.][VY]. Dans le cas d'un
modele néo-hookéen (parametres ¢; = G/2, ¢ = 0), et dans la limite d’'un matériau
incompressible, ces valeurs propres deviennent {u,,u,,u, £+ /G/p}. Cette observation
permet de conclure que la condition de stabilité est bien basée sur la célérité des ondes
élastiques cyape = /G/p.

Par la suite, le pas de temps sera ainsi défini par :

hmin

||l_1| |max + Cwave

At, = cfl

(3.9)

ou cfl < 1 est le nombre CFL. Pour des cas tests faisant intervenir des matériaux élas-
tiques, on prendra cfl = i, dans le cas contraire, cette contrainte pourra étre relaxée a
cfl = % Dans le cas de structures tres rigides (G > 1), cette contrainte est tres restrictive,
ce qui a un effet considérable sur le cofit de calcul total d’'une simulation FSI.
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Chapitre 4

Validation et simulations numeériques

Sommaire

1 Etude de convergence : le vortex de Taylor-Green. . . . . .. 116
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Dans ce chapitre, la validation de la méthode numérique est effectuée via différents cas
tests, classés par ordre croissant de complexité. Dans un premier temps, le cas du vortex de
Taylor-Green est étudié afin de vérifier 'ordre de convergence du solveur fluide. Ensuite,
différents écoulements fluides mettant en jeu des corps immergés, immobiles et mobiles,
sont présentés et confrontés a la littérature. Quelques problemes FSI sont proposés dans
un troisieme temps, permettant la validation de la méthode numérique développée, et
mettant en avant l'utilisation de I’adaptation dynamique de maillage. On finira ce chapitre
par une application biomédicale, dédiée a la simulation de I’écoulement dans une géométrie
de pompe cardiaque de type LVAD.
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(a) Composante x. (b) Composante y.

Figure 4.1 — Vortex de Taylor-Green : champ de vitesse pour un nombre de Reynolds
Re =100 a t = 0.1 sur le maillage quadtree avec raffinement par boites. Ici, Ly = 7.

1 Etude de convergence : le vortex de Taylor-Green

Pour vérifier 'ordre de convergence du solveur fluide, le cas test du vortex de Taylor-Green
est étudié. Les propriétés du fluide sont fixées a p = py =1 et u = puy = 0.01. La solution
est connue de maniere analytique au cours du temps. La vitesse définie par :

U, (t,x) = (cos(x) sin(y), — sin(x) cos(y))F(t), (1.1)

avec F(t) = e 2! est solution des équations de Navier-Stokes incompressibles pour une
pression donnée par :

Pex(t, X) = Z(cos(Qx) + cos(Qy))FZ(t). (1.2)

Le domaine de calcul est fixé a Q = [0, 27]* de sorte que la dérivée normale de la pression
soit nulle sur 0f). Des conditions aux limites de type Dirichlet sont imposées pour la
vitesse. Le solveur numérique est testé pour des maillages uniformes et non uniformes,
pour 2 sauts de niveaux (Lqz — Limin = 2). La solution ainsi que le maillage quadtree
considéré (avec raffinement par boites imbriquées) sont illustrés sur la Figure 4.1.

Les maillages sont comparés a parité de niveau de raffinement maximal L,,.,. La
vitesse u, obtenue de maniere numérique, est comparée a la solution exacte u., au temps
final T}, = 0.1 & partir des normes L' et L™ discreétes :

1
€1 = ﬁ Z e (Trnaz, Xi) — wif |1 [€2i],

et :
€oo = mzax ||ueac(TmaI?Xi) o 111”00

L’étude de convergence présentée par le biais de la Figure 4.2 montre une convergence
d’ordre 2 en espace a la fois sur maillages uniformes et non uniformes. Pour ce cas test,
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2. ECOULEMENTS AUTOUR DE CORPS RIGIDES

la solution ne varie que peu au cours du temps, l'erreur liée a la discrétisation en temps
devient par conséquent négligeable. Cependant, il faut noter que la méthode de projection
considérée dans cette these n’est précise qu’a 'ordre 1 en temps. Une extension au second
ordre de la méthode de projection a été proposée par Bell et al. et pourrait étre intégrée
a la méthode numérique. Cependant, I'objectif de cette these demeure la simulation de
problemes FSI impliquant des matériaux rigides, pour laquelle le pas de temps est extré-
mement petit. L’erreur en temps étant insignifiante, garantir 'ordre 2 en temps n’est pas
primordial.

Les erreurs en espace obtenues sur les maillages de type quadtree sont significative-
ment plus importantes que sur maillages uniformes car les sauts de niveaux sont définis
arbitrairement. Dans cette configuration de maillage, certains sauts de niveau passent par
des zones a forts gradients, ce qui peut introduire une erreur localement significative.

—=—uniform (L1)
~B- Uniform (Loo)
—e—Quadtree (L1)
—& Quadtree (Loo)

~~~~~~~ Order 2

o lu-gex|| 2

Figure 4.2 — Vortex de Taylor-Green : études de convergence sur maillages uniformes et
non uniformes, a parité de niveau marimum Liq;.

2 Ecoulements autour de corps rigides

Un moyen efficace pour évaluer la précision de notre solveur numérique consiste a calculer
les forces hydrodynamiques agissant sur les corps immergés. Calculée a partir du tenseur
des contraintes visqueux o, la force exercée par le fluide sur une structure rigide €2 est
définie comme :

F = —/ T(u,p) - ndx, (2.1)
Ts
ou T(u,p) = —pI + o.(u) est le tenseur des contraintes totales. En général, il est plus
naturel de comparer les résultats numériques en termes de coefficients sans dimension :
F
C=+——77—, 2.2
2P UL S 22

ou U, est la vitesse d’entrée "non perturbée" du fluide, et S est une surface de référence
relative au corps rigide.
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Pour calculer ces forces extérieures, une premiere méthode, dite lagrangienne, est
naturellement utilisée dans la littérature. Elle repose sur la discrétisation de la frontiere
du corps en n petites surfaces disjointes Sy, tel que I'y = USg. Sur chacune de ces
surfaces, le tenseur des contraintes est alors interpolé a partir de la solution discrete. Une
approximation a ’ordre 2 de cette force est ainsi donnée par :

F = g’r(u(xk)m(xk)) - | Sk, (2.3)

ol x;, et ng désignent respectivement le centre de masse (ou marqueur lagrangien) et le
vecteur normal de la surface Sk, pointant vers l'extérieur. La Figure 4.3a illustre cette
méthode lagrangienne.

Comme les points du maillage ne coincident pas avec I'interface fluide-solide, ce calcul
de la force peut étre imprécis, surtout pour des méthodes de pénalisation, pour lesquelles
les conditions aux limites sur I'y ne sont pas parfaitement imposées. De plus, la méthode
lagrangienne n’est pas tres pratique pour prendre en considération les corps en mouvement,
car la position des marqueurs lagrangiens doit étre suivie dans le temps et donc calculée a
chaque pas de temps. Pour contourner ce probleéme, on privilégie une approche eulérienne.
Un domaine fictif €, appelé volume de contrdle, contenant le domaine solide €2 est
arbitrairement défini dans le domaine de calcul 2. En pratique, ce nouveau domaine est
choisi rectangulaire, de sorte qu’il s’adapte au maillage utilis¢ pour la simulation, comme
le montre la Figure 4.3b. De ce fait, le volume entier de ()4 est exactement connu. Dans
ce contexte, la force peut étre reformulée de maniere équivalente comme :

d
F = _dt/?ipu dx—l—/BQNS (T(u,p)—pu@(u—us)).n ds— pu® (u—u,)-nds. (2.4)

00

En particulier, puisque u = u, sur I'y, la troisieme intégrale est nulle. La force est finale-
ment calculée comme :

F:—jt/agpu dX+/8§2: (T(u,p)—pu@(u—us)) -1 ds. (2.5)

Pour plus de détails, le lecteur peut se référer aux travaux de Noca [77]. L’avantage de
cette méthode est indéniable sur le plan de la précision du calcul, notamment dans le cadre
des méthodes de pénalisation. En effet, toutes les interpolations peuvent étre effectuées
dans le fluide, a une distance suffisante de la structure. De plus, le calcul de ’équation
(2.5) ne dépend pas du volume de controle. Une interpolation compacte a l'ordre 3 est
adoptée ici pour garantir la précision numérique. Pour chaque marqueur défini sur (75, on
utilise le stencil compact de la cellule fluide a laquelle il appartient.

2.1 Le cylindre

Un cylindre immobile, de diametre D = 1 et centré en (0,0), est immergé dans un
fluide a vitesse constante Uy, = 1. Le domaine de calcul 2 = [-8D, 16 D] x[—12D, 12D] est
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(a) méthode lagrangienne (marqueurs lagran- (b) méthode eulérienne (volume de controle).

giens).

Figure 4.3 — M¢éthodes pour le calcul des forces et coefficients hydrodynamiques.

choisi suffisamment large, de sorte que les bords du domaine ne soient pas trop proches du
cylindre. Dans le sens de I’écoulement, les conditions aux limites de Dirichlet u = Uy e,
sont imposées a l'entrée, et des conditions de Neumann homogenes sont employées en
sortie du domaine. Pour les autres bords du domaine, des conditions de non écoulement
(no-flow) sont choisies. Les propriétés dimensionnelles du fluide sont fixées a p = 1 et
p= Re L.

Les simulations sont réalisées sur différents types de maillages non uniformes. Le
premier est basé sur un raffinement par boites, pour lequel la géométrie du solide n’est
pas prise en compte, tandis que le second est basé sur la fonction level set relative a €2,
critére plus naturel pour mieux prendre en compte la géométrie du solide (voir Figure
4.4).

(a) Raffinement par boites autour du cylindre. (b) Raffinement via un critére level set.

Figure 4.4 — FEcoulement autour d’un cylindre : différents raffinements de maillages
utilisés.
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Re = 550.
On examine dans un premier temps le régime d’écoulement pour Re = 550 sur une courte
durée t € [0, 5]. Le coefficient de trainée Cp est calculé au cours du temps et comparé aux
résultats donnés par Ploumhans et Winckelmans [86]. La Figure 4.5 présente ’évolution
de ce coefficient, pour des simulations réalisées sur les maillages cartésiens hiérarchiques
de types 4.4a et 4.4b. Au regard de la Figure 4.5a, on constate d’une part la convergence
en maillage, et d’autre part que les résultats obtenus sont bien conformes a ceux reportés
par Ploumhans. A partir des Figures 4.5b et 4.5¢, on peut également remarquer que la
solution obtenue n’est pas tres sensible au choix du raffinement. En effet, les résultats sont
équivalents d'un point de vue qualitatif pour les deux types de raffinement considérés. Pour
la configuration Lg— L5 par exemple, la différence relative est plus précisément inférieure
a 0.007%.

Dans tous les prochains tests, on optera pour le raffinement par boites imbriquées car
il permet d’adapter le maillage de maniére plus adéquate au sillage du corps rigide.

Re = 200.
On s’intéresse dans un second temps au régime Re = 200 sur une plus longue durée de
simulation. A partir d’un certain moment, ’écoulement se déstabilise, devient perturbé,
ce qui entraine une production de tourbillons dans le sillage du cylindre. Ce test met
en évidence la capacité de la méthode numérique pour décrire la propagation de ces
tourbillons.

L’évolution temporelle des coefficients de trainée Cp et de portance C obtenus sur
maillage non uniforme, avec raffinement par boites imbriquées, est présentée sur la Figure
4.6a. Afin de comparer avec les études précédentes, le coefficient de trainée moyen est
calculé et le nombre de Strouhal S; = fD/U, est déterminé a partir de la fréquence
des oscillations f. Ces quantités, reportées dans le Tableau 4.6b, sont en accord avec la
littérature.

On s’intéresse maintenant a l'effet du déraffinement sur la précision globale du sol-
veur. A partir du maillage uniforme de niveau L., le calcul est également effectué sur
trois maillages intermédiaires non uniformes avec respectivement un, deux et trois niveaux
de déraffinement. Pour les quatre calculs, les maillages sont choisis identiques au voisi-
nage du cylindre. A titre de comparaison, les coefficients hydrodynamiques, le nombre de
Strouhal St et le temps de calcul sont donnés dans le Tableau 4.1. La Figure 4.7 illustre
également 1'évolution des coefficients hydrodynamiques sur deux périodes d’oscillation
pour ces quatre maillages.

Pour un ou deux niveaux de déraffinement, les résultats sont extrémement proches de
ceux obtenus sur maillage uniforme. D’un point de vue quantitatif, pour les deux premiers
maillages quadtree, les différences relatives en ce qui concerne le nombre de Strouhal et
lamplitude des oscillations sont respectivement inférieures a 0.4% et 1.4%. Avec trois
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Ploumhans ======
L7 to L10 ——
L8to L1l ——
L9toll2 ——

o 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
time (in 5)

(a) Convergence en maillage pour le maillage
avec raffinements par boites.

Ploumhans ====-=- Ploumhans ====-=-
L7 to L10, by-boxes ref. L7 to L10, by-boxes ref.
L8 to L11, by-boxes ref. L8 to L11, by-boxes ref.

L7 to L10, LS based ref. - L9 to L12, by-boxes ref.
L8 to L11, LS based ref.  + L7 to L10, LS based ref.
2 11 L8 to L11, LS based ref.
L9 to L12, LS based ref.

0 1 2 3 4 5 4 a1 42 43 44 45
time (in's) time (in s)

(b) Comparaison pour les deux types de raffi- (¢) Comparaison pour les deux types de raffine-
nement : t € [0, 5]. ments : zoom sur l'intervalle t € [4,4.5].

Figure 4.5 — FEcoulement autour d’un cylindre a Re = 550 : évolution du coefficient
de trainée Cp au cours du temps. Les simulations sont effectuées sur maillages non uni-
formes, pour deux types de raffinement.

niveaux de déraffinement, la différence est plus importante mais reste raisonnable. Cepen-
dant, le cott de calcul est environ six fois moins important, le rapport précision / temps
de calcul est donc tres intéressant. Ces comparaisons montrent par conséquent comment
un déraffinement approprié du maillage permet une diminution significative du cott de
la simulation, tout en garantissant une dégradation limitée de la précision du solveur
numérique. Finalement, on peut constater qu’avec un déraffinement trop important, la
précision ne peut étre assurée de maniere assez naturelle.
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UWNWWMWWWWWMM ] Auteurs \ Cp \ S, ‘

Braza et al. [14] | 1.4000 | 0.2000
| Henderson [48] | 1.3412 | 0.1971
He et al. [47] 1.3560 | 0.1978
Bergmann [9] 1.3900 | 0.1999
Taymans [107] | 1.3951 | 0.2039
Présente étude | 1.3920 | 0.2013

‘‘‘‘‘‘‘‘‘

(a) Coefficients aérodynamiques Cp et Cr. (b) Comparaison avec la littérature.

Figure 4.6 — FEcoulement autour d’un cylindre a Re = 200 : résultats obtenus pour un
maillage quadtree Ls — L1y (raffinement par boites) et comparaison avec la littérature en
termes de coefficient de trainée moyen Cp et nombre de Strouhal St.

Niveau Nombre de C C g Temps de calcul
Lyin cellules b L (# processeurs)
11 4194304 1.392 + 0.061 | 0+ 0.352 | 0.2013 || 29h48min (288)
10 1081600 1.392 4+ 0.062 | 0+ 0.351 | 0.2012 || 6h09min (600)

9 312832 1.391 + 0.061 | 0+ 0.347 | 0.2006 || 4h02min (600)

8 125824 1.369 4 0.054 | 0+ 0.313 | 0.1956 || 3h02min (480)

Table 4.1 — Ecoulement autour d’un cylindre a Re = 200 : influence quantitative du
déraffinement sur les coefficients hydrodynamiques, le nombre de Strouhal St et le temps
de calcul. Le niveau maximum de raffinement est fixé a Lyq. = 11.

2.2 La sphere en régime 2D axi-symétrique

L’écoulement autour d’une sphere est classiquement étudié dans la littérature afin de va-
lider la méthode numérique en trois dimensions d’espace. Comme 1’évoquent notamment
Johnson et Patel [55], on peut répertorier trois types de régimes laminaires d’écoulement.
Pour un nombre de Reynolds Re < 210, I’écoulement est stationnaire et axi-symétrique,
dans l'intervalle 210 < Re < 270, I’écoulement n’est plus axi-symétrique mais reste sta-
tionnaire, et pour Re > 270 il devient instationnaire. De ce fait, il est opportun de va-
lider I'outil numérique dans une configuration 2D axi-symétrique pour le premier régime
Re < 210.

Pour ce faire, une sphere immobile de diametre D = 1 centrée au point (0,0) est im-
mergée dans une configuration cylindrique. Sous 'hypothese d’axi-symétrie, le domaine de
calcul (plan a 6 fixé) est alors défini comme Q2 = [0D,20D] x [-5D, 15D]. Ce domaine est
choisi intentionnellement grand, de sorte que ses limites droite, supérieure et inférieure
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from L11 to L11 ——
from L11 to L11 — "ﬁommﬂ :g Hi
from L10 to L11 —— from L8 to L11 ——

from L9 to L11
from L8 to L11 ——

time (in s) time (in s)

(a) Coefficient de trainée Cp. (b) Coefficient de portance Cr,.

Figure 4.7 — Ecoulement autour d’un cylindre a Re = 200 : influence qualitative du
déraffinement sur les coefficients hydrodynamiques. Le niveau mazximum de raffinement
est firé a Lyyae = 11.

soient suffisamment éloignées de la sphere. Sur le bord de gauche a r = 0, des condi-
tions de symétrie sont naturellement choisies et en bas, des conditions d’entrée u, = 0 et
u, = U = 1 sont imposées. A la sortie et & droite, on privilégie les conditions limites de
type no flow. Au départ, la vitesse axiale du fluide est initialisée a U,..

Pour ce cas test de validation, on s’intéresse a l’estimation de la position du vortex
généré en aval de la sphere. Selon le nombre de Reynolds, la re-circulation du fluide n’est
pas la méme. En effet, plus le nombre de Reynolds est élevé, plus la zone de re-circulation
est large, comme le montre la Figure 4.8. Pour définir le vortex, on identifie son centre
X, = (re, 2¢), et la coordonnée z; du point de stagnation situé sur I'axe de symétrie r = 0.
En ces deux points de stagnation x. et (0, z,), la vitesse tend a zéro.

Les simulations sont effectuées sur des maillages non uniformes, avec raffinement par
boites imbriquées avec trois niveaux de déraffinement, comme dans la Section 2.1 (Figure
4.4a). Les simulations sont arrétées lorsque la solution est devenue stationnaire, autrement
dit que la solution a convergé en temps. Pour différents nombres de Reynolds, les points
de stagnation obtenus pour la configuration de maillage L; — Lqy sont présentés sur la
Figure 4.9. Ces résultats sont comparés avec la littérature, a savoir avec les travaux de
Johnson et Patel [55], Taneda [106], Magnaudet et al. [66] et Tomboulides [111]. Le centre
du vortex x. est plutot difficile a déterminer visuellement. Ceci peut expliquer les 1égeres
différences avec les autres études. Cependant, sa position reste plutét bien approchée pour
les différents nombres de Reynolds. En ce qui concerne le point de stagnation (0, z;), la
distance entre ce point et la sphere est tres proche de celle rapportée par Magnaudet et al.
[66].
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z

Figure 4.8 — La sphere en régime 2D axi-symétrique : vitesse axiale u, et lignes d’écoule-
ment obtenues pour différentes valeurs du nombre de Reynolds Re. Zoom sur le domaine
[0,1] x [—1,4]. Les ronds bleus et les carrés verts correspondent respectivement auz points
de stagnation x. et (0, zs).

2.3 Le cylindre a vitesse constante

Le cas du cylindre a vitesse constante est analogue au cas test du cylindre fixe (Section 2.1).
Le cylindre se déplace alors avec une vitesse uy = —Uye,, avec U,, = 1, dans un fluide
initialement au repos. Pour ces deux configurations d’écoulement, les forces appliquées sur
le cylindre sont identiques, ce qui conduit en théorie aux mémes coefficients de trainée.
Les simulations sont effectuées sur des maillages non uniformes. Dans un premier
temps, le maillage est choisi fixe. Dans ce cas, on utilise un raffinement par boites de sorte
que le cylindre reste situé a l'intérieur de la zone la plus raffinée (Figure 4.10a). Dans un
second temps, le maillage est adapté de maniere dynamique via la procédure d’adaptation
de maillage décrite dans le Chapitre 2 Section 2.4. Les parametres d’adaptation sont fixés
anm., =0.5etn =05 etlaprocédure est déclenchée toutes les 0.1s. En tant qu’illustra-
tion, la composante z de la vorticité a t = 5 est représentée via la Figure 4.10, sur laquelle
le maillage AMR est affiché en arriere-plan. Le nombre de cellules du maillage AMR est
considérablement inférieur (environ 4 fois moins) a celui du maillage fixé, ce qui a un effet
significatif sur le temps de calcul total (-75% en théorie). Plus précisément, une simulation
sur la grille AMR est environ 65% moins cofiteuse qu’une simulation sur maillage fixé,
pour la méme configuration de maillage Lg — L15. Cette légere perte d’accélération du cal-
cul peut s’expliquer par le cotit de la procédure d’adaptation de maillage. A titre indicatif,
ce colit est compris entre 70 et 80% du cotit d’'une itération en temps du solveur numérique.

L’évolution en temps du coefficient de trainée C'p pour les maillages fixes et dyna-
miques est en bon accord avec les résultats de Ploumhans et Winckelmans [86], comme
en atteste la Figure 4.11. Le coefficient de trainée oscille en raison du mouvement du
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Vortex center (riz}

o0
Reynolds number Re Reynoids number Re

(a) Centre du vortex x. = (¢, 2c)- (b) Distance au point de stagnation zs.

Figure 4.9 — La sphére en régime 2D axi-symétrique : caractéristiques du vortex présent
en aval de la sphere en fonction du nombre de Reynolds Re.

Zvorticity Zwvorticity
(10es018 6 4 2 0 2 4 6 81Des) 064018 -6 420 0 2 4 6 810es0)
i 7 2 £ dueyt

(a) Maillage fize : raffinement par boites. (b) Maillage dynamique : processus d’adapta-
tion AMR.

Figure 4.10 — Cylindre a vitesse constante : composante z de la vorticité w a t = 5.
La configuration du maillage Ly — Lo est visible en arriere-plan et les contours sont
représentés pour |w,(x)| = 0.1,0.5,1,2,3,4,5.

cylindre, mais on observe que 'amplitude des oscillations diminue de fagon consistante
avec le raffinement du maillage. De plus, on peut constater I'apparition périodique de
pics, par le biais des maillages AMR, a chaque fois qu'une adaptation du maillage est
effectuée. Ces oscillations parasites sont dues a la perturbation introduite entre deux pas
de temps consécutifs. Apres adaptation du maillage, les quantités sont définies sur le nou-
veau maillage par interpolation des quantités définies sur I’ancien maillage. Le calcul des
forces hydrodynamiques est par conséquent perturbé mais la solution se re-stabilise apres
quelques itérations.
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(a) Convergence en maillage, pour des (b) Comparaison maillage fixre VS maillage dy-
maillages fizes. namique (configuration Lo — L13).

Figure 4.11 — Cylindre a vitesse constante : coefficients de trainée Cp pour des maillages
non uniformes.

2.4 Sédimentation d’un cylindre

On s’intéresse maintenant a la sédimentation d’un disque, soumis a la gravité. Dans une
cavité étroite contenant un fluide visqueux, un cylindre de rayon r et centré en x.(t = 0)
est initialement au repos. Le déplacement du cylindre est di a la force gravitationnelle,
via 'accélération de la pesanteur g = 980. Deux cas sont ensuite étudiés, pour des valeurs
différentes de densité du disque ps et de viscosité du fluide py. L’ensemble des valeurs
utilisées pour les simulations est donné dans le Tableau 4.2.

Le canal est relativement étroit, le domaine de calcul considéré Q = [—2 —n/2,4 +
n/2] x [-n,6] (avec n = 0.1 de sorte a ajouter une petite zone de pénalisation en bas)
est donc principalement composé de zones inutiles au calcul. De ce fait, le maillage est
déraffiné autant que possible a I'extérieur de la cavité. Des conditions de limites de type
non-glissement sont naturellement imposées par pénalisation a gauche et a droite du canal,
mais également en bas. En haut, des conditions de Neumann homogenes sont prescrites.

Parametres Valeurs
Taille du canal 2x6
Fluide Pf 1
fif 0.01 ou 0.1
centre x.(t = 0) (1,4)
Cylindre rayon r 1/8
Ps 1.5 0ou 1.25

Table 4.2 — Sédimentation d’un cylindre : paramétres du cas test.
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Les maillages non uniformes AMR, avec adaptation dynamique, sont préférés ici. En
effet, le cylindre est transporté sur toute la longueur du canal, un maillage fixe et optimisé
est par conséquent difficile a définir. Les résultats qui suivent, obtenus sur des maillages
AMR, sont quasiment identiques a ceux obtenus pour des maillages purement uniformes,
a parité de niveau maximum L,,q,.

Le mouvement du cylindre est modélisé via les équations de Newton-Euler. Pour
simplifier, on choisit de négliger la vitesse angulaire car elle influence peu le déplacement
du matériau. La vitesse du disque u, est donc définie comme la vitesse de translation
du centre de masse x.. Par conséquent, la vitesse du solide et la position de son centre
vérifient :

dug
p8|98|% = thdro + (pf - ps)|Qs|g

dx,

(2.6)

U,
dt

ot Fjyaro est la force hydrodynamique agissant sur le cylindre, et g = (0, g) est la force
gravitationnelle. Ces EDOs sont résolues en utilisant un schéma classique de Runge-Kutta
(Heun) a l'ordre deux. Les forces Fj, 4., sont calculées en utilisant la formulation lagran-
gienne (2.1), car cette derniére formulation produit un peu moins d’oscillations, comparée
a la formulation eulérienne (2.5). Aucun modele de collision n’est utilisé dans ce solveur.
Une réduction du pas de temps At est nécessaire et améliore considérablement la précision
numérique lorsque le cylindre se rapproche du mur. Pour cette raison, le nombre CFL est
fixé a cfl =0.1.

Cas1:p;,=1.5et uy = 0.01.

Ce cas a notamment été étudié par Bergmann et al. [10] et Coquerelle et Cottet [21]. La
Figure 4.12 montre la composante z de la vorticité ainsi que le maillage AMR, a certains
instants ¢ € {0.2,0.3,0.4,0.5,0.6}. Apres collision, le cylindre reste relativement stable
malgré les fortes instabilités numériques introduites lors du calcul des forces. Les résultats
présentés sur la Figure 4.13 sont en accord avec les résultats obtenus dans la littérature.
Concernant la Figure 4.13b, les deux pics de vitesse observés en z = +r sont issus de
I'utilisation de la méthode de pénalisation d’ordre deux.

Cas 2: p, =1.25 et uy = 0.1.

Dans ce cas, le cylindre tombe plus lentement que dans le cas 1, notamment parce que le
fluide est beaucoup plus visqueux. On compare les résultats obtenus sur maillage AMR a
ceux de Glowinski et al. [43] et de Lee et al. [61], voir Figure 4.14. On peut observer que
la vitesse maximale de chute est 1égerement surestimée apres un certain temps mais reste
raisonnable. En pratique, on a pu vérifier que, dans la limite ou I'accélération du corps
tend a 0, a savoir du,/dt — 0, la force de trainée déterminée par le calcul fluctue bien
autour de (py — ps)|€2s]g. Ceci est bien cohérent avec I’équation (2.6).
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4

(a) t = 0.2. (b) t = 0.3. (©i=04 (d)i=05

Figure 4.12 — Sédimentation d’un cylindre - Cas 1 : composante z de la vorticité pour
différents instants. Le maillage AMR Lg — Lyy est visible en arriére-plan.

velocity

Coquerelle and Cottet -~
0 \ Bergmann — — |
Present work: L 10 ——
Present work: L11 =———

0 14
0 0.1 02 03 04 05 o 05 1 15
time (i 5)

(a) FEvolution en temps de la composante y du (b) Profil de la vitesse verticale (uy) le long de
centre de masse X.. laxe y = y. au temps t = 0.1.

Figure 4.13 — Sédimentation d’un cylindre - Cas 1 : validation par comparaison avec les
études [10] et [21].

3 Problemes d’interaction fluide-structure (FSI)

En premier lieu, une validation numérique de notre méthode est effectuée a partir d'un
cas test de référence, pour lequel un écoulement fluide conduit a la déformation d’une
structures. Par la suite, la déformation induite par le déplacement d’un corps immergé
a l'intérieur d’un matériau est étudié afin d’estimer quel est 'impact de TAMR sur la
précision numérique de la méthode. Enfin, un exemple introductif a ’application bio-
médicale (Section 4) est proposé pour analyser le comportement de fines membranes
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time (in s) time (in s)

(a) Ewvolution en temps de la composante y du (b) Ewolution de la vitesse verticale (uy)s du
centre de masse X.. cylindre.

Figure 4.14 — Sédimentation d’un cylindre - Cas 2 : validation par comparaison avec les
études [43] et [61].

hyper-élastiques, mises en mouvement par un support oscillant. L’écoulement généré pour
des configurations 2D et 2D axi-symétrique est également présenté.

3.1 Validation : structure élastique immergée dans une cavité
entrainée

Dans le but de valider la méthode numérique, on étudie la déformation d'un cylindre
immergé dans une cavité entrainée. Ce cas test a été analysé a plusieurs reprises, dans les
contextes lagrangien et eulérien, par Zhao et al. [120], Sugiyama et al. [103] ou Deborde
et al. [28]. Dans une cavité Q = [0, 1]%, un cylindre élastique est immergé dans un fluide
de densité p; = 1 et de viscosité p; = 1072 Initialement, le cylindre est centré au point
x.(t =0) = (0.6,0.5)T et son diametre est de 0.4. La Figure 4.15 montre la mise en oeuvre
de la simulation. Les propriétés de la structure élastique et du fluide sont identiques,
autrement dit, on a p. = py et . = p1y. La déformation du matériau néo-hookéen (c; = 0)
est testée pour deux modules de cisaillement différents afin de considérer a la fois des
matériaux peu rigide (G = 0.1) et tres rigide (G = 10).

Au temps t = 0, le fluide et la structure sont au repos. L’écoulement est alors généré en
imposant une vitesse horizontale u = (U, 0)7 sur la paroi supérieure. Ici, on choisit U,, =
1. Sur les autres murs, des conditions limites de non-glissement sont imposées. Pour valider
le modele d’interaction fluide-structure a un seul milieu, les simulations sont effectuées
sur des maillages uniformes. La fonction level set ¢ et les caractéristiques rétrogrades Y
sont mises a jour toutes les 0.01s, jusqu’a une distance maximale de d,,q, = 0.2.
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u=(0,0) X :£0~06720~5) u=(0,0)

u=(0,0)

Figure 4.15 — Structure élastique immergée dans une cavité entrainée : configuration de
simulation.

Matériau peu rigide (G = 0.1).
La position de l'interface est calculée pour différents instants, a savoir ¢t = 1.17, 2.34,
3.52, 4.69, 5.86, 7.03 et 8.20. En tant qu’illustration, la composante y de la vitesse et la
composante z de la vorticité au temps ¢t = 4.69 sont présentées sur la Figure 4.16. Comme
I'interface I'.(t) n’est connue qu’implicitement, on reconstruit des marqueurs sur U'interface
a partir de la fonction level-set. Pour ce faire, il faut définir la projection orthogonale
sur I'.(t) pour toutes les cellules situées dans le voisinage de I'interface, en utilisant la
valeur de la fonction level-set et le vecteur normal n = V¢/||V¢||. Cette approximation a
I'ordre trois de la projection orthogonale est réalisée par une reconstruction bi-quadratique
a partir du stencil compact de la cellule. Pour plus de détails, cette reconstruction de
I'interface est expliquée dans le Chapitre 2 Section 3.1. Les interfaces obtenues au cours
de la simulation sont présentées sur la Figure 4.17. Les résultats obtenus coincident bien
avec ceux reportés par Zhao et al. [120].

De plus, la Figure 4.18 décrit I’évolution temporelle du centroide (ou centre de masse)
X.(t) du matériau. La position du centroide est calculée via la formule :

NCE s
' 1 Qf(t) X;
X, (t) ~ ]—Vlu—N (3.1)

Q5 (¢)
i=1
ou ﬁ% est une approximation de la fraction volumique de la structure dans la cellule
QQ;, autrement dit : Q2 = x.(¢;)|€%|. La fonction de Heaviside régularisée x. est calculée
comme pour le tenseur de contrainte de couplage. La courbe obtenue sur des maillages
uniformes est en accord avec les résultats de Sugiyama et al. [103] et Deborde et al. [28].

Matériau relativement rigide (G = 10).
De maniere analogue, on évalue l'efficacité de la méthode numérique pour décrire la dé-
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(a) Composante y de la vitesse. En blanc, les (b) Composante z de la vorticité. Les fléches
contours des caractéristiques rétrogrades. correspondent au champ de vitesse.

Figure 4.16 — Structure élastique immergée dans une cavité entrainée (G = 0.1) : aper¢us
de la vitesse et de la vorticité au temps t = 4.69.

formation de matériaux assez rigides. Comme dans le paragraphe précédent, la position
de I'interface de la structure est calculée pour différents instants, a savoir t = 2.34, 4.63 et
7.03. Une comparaison avec les travaux de Zhao et al. [120] est effectuée, comme l'atteste
la Figure 4.19. La déformation et le mouvement de la structure rigide obtenus ici sont en
accord avec la littérature. On peut constater de plus que la convergence en maillage est
correctement atteinte pour ces deux niveaux de raffinement L, ;.

L’un des principaux défauts des méthodes level set demeure la non conservation de
la masse de chaque phase au cours de la simulation, une condition essentielle pour la mo-
délisation numérique de probléemes multi-physiques [101]. Pour quantifier la conservation
de masse, une estimation du volume de la structure est donnée par :

Neeiis _

[92(1)] ~ ; §Q5(t) (3.2)

en utilisant la fonction Heaviside régularisée x.. Pour les deux rigidités, la variation relative
de volume est reportée sur la Figure 4.20. Malgré la grande déformation de la structure
peu rigide (G = 0.1), la conservation de la masse est plutét bien respectée. En effet, pour
le maillage le plus finLg, l'erreur relative reste toujours en dessous de 0.02% au cours de
la simulation, ce qui est inférieur aux résultats obtenus par Nishiguchi et al. [75]. Dans
le cas plus rigide (G = 10), la déformation est treés faible. On aurait pu s’attendre a ce
que la perte de volume soit beaucoup moins importante que dans le premier cas, mais
leurs ordres de grandeur sont les mémes. Cette perte de volume est certainement due aux
instabilités induites proche de l'interface, qui peuvent devenir plus importantes pour des
problemes rigides. Cependant, cette erreur reste vraiment limitée et diminue avec une
précision d’ordre un.

On met également en avant 'importance de 'algorithme d’extrapolation des carac-
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Figure 4.17 — Structure élastique immergée dans une cavité entrainée (G = 0.1) : position
de Uinterface T'.(t) pour différents instants t. La comparaison est réalisée avec les résultats
de [120] (ligne noire). Les marqueurs + et x font référence aux résultats obtenus sur les
maillages Ly and Ly respectivement.

téristiques rétrogrades, présenté dans le Chapitre 2 Section 3.2. La Figure 4.21 montre
en particulier les contours des caractéristiques rétrogrades a ¢t = 4.25s résultant d’une
simulation sans extrapolation des caractéristiques Y. Pour les cas faiblement rigide et
assez rigide, la régularité de ces fonctions de mapping est completement perdue. Si les
contours restent bien ordonnés a l'intérieur de la structure élastique, ce n’est pas le cas
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y-position of the centroid

Figure 4.18 — Structure élastique immergée dans une cavité entrainée (G = 0.1)
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lution du centre de masse jusqu’au temps t = 20s. Les simulations sont effectuées sur les
maillages uniformes Lg a Lyg.

Figure 4.19 — Structure élastique immergée dans une cavité entrainée (G = 10) : position
de Uinterface I'.(t) pour différents instants t. La comparaison est réalisée avec les résultats
de [120] (ligne noire). Les marqueurs + et x font référence aux résultats obtenus sur les
maillages Lg et Lyg respectivement.

dans le fluide. Cette perte de régularité provoque une perte évidente de précision, qui peut
méme se traduire par un calcul instable au long terme. En effet, le tenseur des contraintes
connait alors une croissance exponentielle et irréversible au voisinage de l'interface, plus
particulierement pour des cas tres rigides G > 1.
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Figure 4.20 — Structure élastique immergée dans une cavité entrainée : estimation de la
variation relative de masse au cours du temps.

Figure 4.21 — Structure élastique immergée dans une cavité entrainée : vitesse u, et
contours des caractéristiques rétrogrades Y a t = 4.25s dans le cas ou l'algorithme d’ex-
trapolation n’est pas activé.

3.2 Déformation induite par un corps immergé tournant autour
d’un axe

On s’intéresse désormais a la simulation de la déformation élastique induite par un dépla-
cement rigide interne. Un cylindre est immergé a l'intérieur de cette structure et se déplace
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autour d’un axe. Dans ce cas de figure, on dresse une comparaison entre les simulations
réalisées sur un maillage uniforme et sur des maillages non uniformes avec adaptation
dynamique, en termes de précision et de cotit de calcul.

Le cas test est configuré de maniere similaire a la section précédente. Dans une cavité
Q = [0, 1%, un cylindre élastique est immergé dans un fluide visqueux, comme représenté
sur la Figure 4.15. Les propriétés du fluide et de la structure sont définies de maniere
identique a celles de la Section 3.1.

Le cylindre déformable est défini comme un matériau néo-Hookean de rigidité modérée
G = 1. Au départ, le fluide et la structure sont au repos et la paroi supérieure reste
immobile (U, = 0) pendant la simulation. A Uintérieur du cylindre élastique, un petit
cylindre rigide,de diametre 0.12, est immergé. Son mouvement est imposé, la trajectoire
du cylindre rigide décrit un cercle autour du centre du domaine, avec un rayon s = 0.15.
La vitesse imposée u, est définie analytiquement comme :

T
0 777“515( — sin(7t?/2), cos(7rt2/2)> if t < 2,
u,(t) =

s T
27r7"s( — sin(27t), cos(27rt)) itt>2

Jusqu’a t = 2, une vitesse transitoire du cylindre rigide est imposée pour éviter les éven-
tuels effets de compression. A partir de ¢ > 2, le régime périodique permanent est alors
atteint.

(a) Composante x de la vitesse. (b) Maillage AMR L7 — Lyg.

Figure 4.22 — Déformation induite par un corps immergé tournant autour d’un aze :
apercu de la vitesse et du maillage AMR da t = 5s. Les lignes noires fine et épaisse repré-
sentent respectivement les interfaces I'y et T'..

Les simulations sont effectuées d’une part sur le maillage uniforme Ly, et d’autre part
sur des maillages non uniformes avec adaptation dynamique. La Figure 4.22 présente la
composante = de la vitesse au temps t = 5 obtenue sur le maillage AMR avec 2 niveaux
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de déraffinement (configuration L; — Lg). Afin de comparer convenablement les résultats
obtenus sur chaque type de maillage, la méme résolution de maillage est imposée a l'inter-
face I', afin de garantir une précision comparable au voisinage de cette interface. Durant
la procédure d’adaptation de maillage, seul le critére level set est utilisé ici pour définir le
niveau de raffinement de chaque cellule. Pour ces simulations, la distance minimum a par-
tir de laquelle le maillage peut étre déraffiné est fixée a 10h,,,;,, et le processus d’adaptation
est activé toutes les 0.05s.

Pour évaluer I'impact du déraffinement sur la précision globale, les simulations sont
effectuées pour différents nombres de déraffinement (L,,q0 — Linin), allant de 1 & 3. Pour
comparer les résultats, la position de l'interface est examinée pour les quatre simulations.
Les positions de ', aux temps ¢t = 2 et t = 5 sont représentées sur la Figure 4.23. Malgré
la grande différence en ce qui concerne le nombre de points de maillage, les déformations
restent assez similaires. De plus, comme le montre la Figure 4.24, les variations relatives de
la masse du matériau restent du méme ordre de grandeur dans tous les cas. Par conséquent,
on peut conclure que le déraffinement a un impact non négligeable sur la solution mais
qu’il reste tres limité tant que le nombre de déraffinement n’est pas trop élevé.

min level 9 (uniform) min level 9 (uniform)
min level 8 1 09 min level 8
min level 7 min level 7
min level 6 1 081 min level 6

t=2 | | t=5

! ! 1 1 1 1 1 L 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
x x

(a) (b)

Figure 4.23 — Déformation induite par un corps immergé tournant autour d’un aze :
position de l'interface I, auz temps t = 2s (a gauche) et t = 5s (a droite). La comparaison
est réalisée pour des maillages AMR, a parité de niveau Ly, =9 proche de l'interface.

Toutefois, il existe une différence significative entre les quatre simulations du point de
vue des temps de calcul. Le nombre moyen de cellules du maillage N, et le temps de cal-
cul de chaque simulation sont reportés dans le Tableau 4.3. Les temps de calcul présentés
ici ont été obtenus pour un méme nombre de processeurs N, = 64. Pour mesurer 'efficacité
de la méthode numérique, les gains par rapport a la simulation sur maillage uniforme sont
calculés. On observe que le cotit d’une simulation sur maillage AMR est considérablement
réduit. La corrélation entre N, et le temps de calcul est de plus intéressante puisque les
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Figure 4.24 — Déformation induite par un corps immergé tournant autour d’un azxe :

estimation de la variation relative de la masse au cours du temps. La comparaison est

réalisée pour des maillages AMR, a parité de niveau L., =9 proche de 'interface.

gains sont presque identiques, ce qui atteste de la bonne scalabilité du code de calcul. La
différence entre les gains s’explique par le cotit important des adaptations de maillage et
des communications inter-processeurs qui en résultent.

H niveau minimum L,,;, H nombre moyen N, \ gain H temps de calcul (in s) \ gain H

[ 9 (uniforme) | 262144 | /] 13406 /]
8 86909 -67% 5618 -58%
7 43016 -84% 3432 -74%
6 31882 -88% 3015 -78%

Table 4.3 — Déformation induite par un corps immergé tournant autour d’un axe :
cotts de calcul des simulations effectuées sur les différents maillages AMR. Les gains sont
calculés par rapport a la simulation sur le maillage uniforme Lg. Les résultats ont été
obtenus pour N, = 64 processeurs.

3.3 Membranes oscillantes

La simulation du comportement de fines membranes hyper-élastiques, pour lesquelles le
ratio longueur/épaisseur est assez élevé, est un réel challenge. Pour garantir une résolution
précise aux extrémités de cette membrane, il faut pour cela construire un maillage suffi-
samment fin. Pour des méthodes cartésiennes purement uniformes, la densité du maillage
peut devenir excessivement élevée, méme dans les zones ou la solution reste tres réguliere.
L’utilisation de maillages cartésiens hiérarchiques prend de ce fait tout son sens pour ce
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type de problemes d’interactions.

Le domaine de calcul Q = [0,4] x [—2, 2] cm est rempli d’eau (p; = 10° kg/m? et pup =
1073 Pa.s), initialement au repos. Dans ce domaine, une membrane de type élastomere
est immergée comme le décrit la Figure 4.25a. Elle possede une épaisseur non constante,
et le ratio longueur/épaisseur minimale est supérieur de l'ordre de 8 dans notre cas. La
membrane est mise en mouvement par un support rigide, introduit a I'intérieur, proche de
son extrémité la plus épaisse. Ce support décrit un mouvement imposé oscillatoire de haut
en bas, avec une amplitude et une fréquence données. Le support est activé de maniere
transitoire de sorte a limiter les effets de compression. Les propriétés de la membrane et
de son support sont reportées dans le Tableau 4.25b. Ce probléeme d’interaction fluide-
structure est hautement rigide si on se réfere au ratio cyave/Csupport.maz = 49, OU Cyape €t
Csupport, maz désignent respectivement la célérité des ondes élastiques et la célérité maximale
du support.

Parametres Valeurs
G 1 MPa
Pe Pf
. membrane He 1223
point A support Membrane | longueur L 1.95 cm
épaisseur N, | 2.4 mm
épaisseur A, | 3.4 mm
honba point A(t = 0) | (0.005,0)
centre (0.022,0)
rayon 0.7 mm
Support fréquence f 100 Hz
L amplitude 2 mm
(a) Schématisation de la membrane. (b) Propriétés des solides.

Figure 4.25 — Membranes oscillantes : configuration et propriétés de la membrane et de
son support.

Le fluide, la membrane et le support sont initialement au repos. Une condition aux
limites de type symétrie est imposée a gauche et des conditions limites de type non glis-
sement sont choisies pour les autres bords du domaine de calcul. Les simulations sont
effectuées sur des maillages AMR, avec adaptation dynamique de maillage basée sur les
deux criteres d’adaptation level set et hessienne de la vitesse. Les parametres utilisés pour
ce dernier critere sont %, = 10° et n% = 10°. Le niveau de raffinement du maillage
uniforme initial est fixé & L,,,, = 9 de sorte a assurer une bonne résolution a l'intérieur de
la membrane (au moins 20 cellules dans ’épaisseur minimale de la membrane). Le niveau
minimal du maillage est fixé a L,,;,, = 6. L’adaptation du maillage est déclenchée 100 fois
par période d’oscillation T'= 1/ f. La fonction level-set et les caractéristiques rétrogrades
sont mises a jour, quant a elles, 200 fois par période.

Deux types de simulations sont réalisées, dans un premier temps pour une configu-
ration 2D et dans un second temps pour une configuration 2D axi-symétrique. Dans le
premier cas, la membrane s’apparente a un drapeau, c’est-a-dire a une fine plaque, mise en

138



4. APPLICATION : SIMULATION D'UN ECOULEMENT DANS UNE POMPE
CARDIAQUE

mouvement par un cylindre rigide. Dans le second cas, la membrane représente un disque
troué en son centre, excité par un anneau placé a son extrémité extérieure, c¢’est-a-dire la
plus éloignée de 'axe de symétrie. La composante z de la vorticité ainsi que le maillage
AMR (configuration L; — Lg) utilisé sont présentés pour différents instants apres trois
périodes d’oscillations T'. Les Figures 4.26 et 4.27 font référence aux configurations 2D et
2D axi-symétrique respectivement. Ici, on a recours au modele néo-hookéen (¢; = G/2,
ca = 0). On peut constater que la déformation de la membrane ainsi que la quantité de
fluide entrainée sont a fortiori bien plus grandes dans le cas axi-symétrique. Le disque
troué en son centre reproduit un débit anti-symétrique pulsatile vers le haut et le bas.

On se place désormais dans la configuration axi-symétrique exclusivement pour re-
garder I'influence d’un parametre de calibration, noté o, du modele Mooney-Rivlin a deux
parametres. Comme évoqué dans le Chapitre 1 Section 2.4, pour des questions de consis-
tance du modele dans la limite de faibles déformations, les deux parametres ¢; et ¢, sont
reliés au module de cisaillement :

G =2(c; + ¢2).

En pratique, ces deux parametres, qui sont relatifs & un matériau donné, sont déterminés
de maniere empirique a partir de données expérimentales. Ces données sont généralement
obtenues par l'intermédiaire de tests élémentaires tels que la traction, I’extension uni-
axiale et bi-axiale ou encore le cisaillement. Pour tester différentes valeurs de parametres,
¢y et ¢y sont définis ici comme :

1l -«

o = %G et ¢y = G. (3.3)
Les simulations sont effectuées pour trois valeurs de «, a savoir & = 1 (coincide avec le
modele néo-hookéen), o = 1/2 et a = 0. Le déplacement dans chaque direction (radiale
et axiale) d'un point de référence A situé au bout de la membrane est suivi de maniere
lagrangienne au cours du temps pour les trois simulations. Ce point A correspond au point
ol la courbure de l'interface I', est la plus forte. Les résultats sont présentés sur la Figure
4.28.

On peut observer qu’a partir de la troisieme période, le déplacement du point de
référence est périodique et d’amplitude quasi constante. Le modele néo-hookéen conduit
a une amplitude de déformation plus faible dans la direction axiale et par conséquent plus
grande dans la direction radiale.

4 Application : simulation d’un écoulement dans une
pompe cardiaque

Comme énoncé en introduction, la méthode numérique est appliquée a un probléme bio-
médical d’interaction fluide-structure. Ce travail de these, initié en collaboration avec
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Figure 4.26 — Membrane oscillante 2D : composante z de la vorticité et maillage AMR.
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Figure 4.27 — Membrane oscillante 2D axi-symétrique : composante z de la vorticité et maillage AMR.
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Figure 4.28 — Membrane oscillante 2D axi-symétrique : déplacement du point de réfé-
rence A au cours du temps dans les deux directions pour différentes valeurs de a.

la société CorWave SA !, est dédié a la simulation d’un écoulement sanguin dans une
géométrie de pompe cardiaque, généré par une membrane oscillante de type élastomere.
Grace a cette technologie de membrane ondulatoire, le dispositif d’assistance du ventricule
gauche (LVAD) permet de rétablir un flux sanguin tout en préservant une pulsatilité,
contrairement aux pompes rotatives a flux continu (de type turbines) pré-existant sur
le marché, qui fournissent une pulsatilité limitée et artificielle. Son fonctionnement se
rapproche par conséquent plus de celui du coeur humain, puisqu’il peut recréer fidelement
les phases d’éjection et de remplissage (systole et diastole). Dans le cadre de 1'optimisation
d’un tel dispositif, un objectif principal est de déterminer le ou les parametres impactants
du dispositif, qui permettent de limiter au maximum les dommages infligés au sang, tout
en reproduisant un débit sanguin cible.

En tant que preuve du concept, une simulation préliminaire du dispositif LVAD de
CorWave a été effectuée au sein de 1’équipe de recherche par Bergmann (voir la Figure 1
en introduction). Les résultats ont été obtenus sur maillage cartésien uniforme via le code
NaSCar présenté dans [10]. La méthode numérique développée est utilisée pour simuler
un écoulement dans ce type de dispositif LVAD, en configuration 2D axi-symétrique. Le
dispositif étant proche d’'une géométrie cylindrique, que ce soit pour la membrane ou la
structure interne de la pompe, et pour le régime de viscosité mis en jeu, une simulation
2D axi-symétrique représente une bonne approximation du phénomene 3D.

A Tintérieur d'un domaine 2D axi-symétrique Q = [0,4] x [~2,2] cm est défini un
circuit fermé dans lequel un fluide peut circuler, de maniere a imiter la géométrie LVAD
de CorWave. La Figure 4.29a illustre le dispositif utilisé pour nos simulations. La mise en

1. https ://www.corwave.com/
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‘
| Axe de symetrie
4 Parametres Valeurs
|
| G 1 MPa
|
! Géomeétrie de pompe (statique) Pe Pf
: He 23
| Membrane rayon intérieur 0.5 cm
‘ rayon extérieur 2.45 cm
| (Membrane hyper-élastique —=—==) Fluide , . e s
. épaisseur intérieure | 1 mm
: épaisseur extérieure | 1.7 mm
§ e .
i Support oscillant position radiale 2.2 cm
§ . s .
i rayon intérieur 2.0 cm
: rayon extérieur 2.4 cm
i Support L.
S épaisseur 0.35 mm
:ZL fréquence 100 Hz
| .

3 amplitude 0.6 mm

(a) Schématisation de la géométrie de pompe. (b) Propriétés des solides.

Figure 4.29 — Ecoulement dans une pompe cardiaque : configuration et propriétés de la
membrane et de son support.

oeuvre de la simulation est réalisée de maniere tres similaire a la précédente. Les éléments
de compréhension non fournis ici sont identiques a ceux énoncés dans la Section 3.3.
Dans cette configuration d’écoulement, on assimile le fluide a de l'eau, étant un fluide
newtonien qui possede des propriétés proches de celles du sang. A I'intérieur du fluide est
immergée une membrane circulaire de type élastomere, trouée en son centre, d’épaisseur
non constante. La membrane est entrainée par un support rigide annulaire, qui oscille
de haut en bas avec une amplitude et une fréquence données. Toutes les propriétés de la
membrane et du support sont indiquées dans le Tableau 4.29b.

Le fluide, la membrane et le support sont initialement au repos. Une condition aux
limites de type symétrie est imposée a gauche. Les trois autres bords du domaine sont
inclus dans la géométrie de pompe qui est statique, les conditions de type mur sont donc
naturellement satisfaites par pénalisation. Les simulations sont effectuées sur des maillages
AMR, avec adaptation dynamique de maillage basée sur les deux criteres d’adaptation
level set et hessienne de la vitesse. Les parametres utilisés pour ce dernier critere sont
ne. =10°et n2,,. = 107. A lintérieur de la géométrie de pompe, le maillage est déraffiné
autant que possible pour limiter au maximum la taille du maillage. De plus, pour assurer
une bonne résolution de maillage a l'intérieur de la membrane, une vingtaine de cellules
dans I’épaisseur minimale de la membrane est nécessaire. Le niveau de raffinement de
maillage uniforme initial est donc fixé a L,,,, = 10. Le niveau minimal du maillage dans
la zone fluide est fixé a L,,;, = 6. L’adaptation du maillage est déclenchée 100 fois par
période d’oscillation. La fonction level-set et les caractéristiques rétrogrades sont mises a
jour 500 fois par période car un grand nombre de mises a jour est important ici du fait
des possibles contacts entre la membrane et la géométrie de pompe. Enfin, les parametres
de calibration du modele de Mooney-Rivlin sont choisis identiques, a savoir ¢; = ¢o = G /4.
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La composante z de la vorticité et la magnitude de la vitesse sont présentées sur
la Figure 4.31, a différents instants. Pour mieux comprendre le phénomene, les images
correspondent au moment ou le support revient a sa position initiale, c¢’est-a-dire apres
2, 3, 4 et 5 périodes d’oscillation. On peut constater un phénomene de pompage par
I’apparition d’un débit en sortie de canal. Le fluide est bien expulsé vers le bas et une
certaine périodicité est observable a partir d'un certain nombre de périodes.

Pour quantifier I'efficacité de la méthode, la conservation de la masse de la membrane
est suivie au cours de la simulation. La Figure 4.30a présente la perte relative de masse
de la membrane pendant les sept premieres périodes d’oscillation du support. Avec une
perte relative inférieure & 1%, on peut considérer que la masse est plutot bien conservée.
De plus, cette perte reste relativement stable, dans le sens ou elle n’explose pas a partir
d’un certain temps mais semble osciller autour d’une valeur fixe. Comme le montre la
Figure 4.30b, la déformation de la membrane permet de reproduire un débit en sortie
de pompe. Apres 7 périodes, le régime d’écoulement n’est pas encore établi, mais un
caractere oscillatoire semble se dessiner. Afin d’observer un débit réellement pulsatile, il
faudrait poursuivre les calculs un peu plus longtemps, sur une dizaine de périodes. On
peut néanmoins remarquer que plus on augmente la fréquence d’oscillation du holder, plus
le débit et la perte de volume sont importants.

——f=50Hz

flow rate (in L/min)

time t (in ms) time t (in ms)

(a) Perte relative de volume. (b) Débit généré (en L/s).

Figure 4.30 — FEcoulement dans une pompe cardiaque : perte relative de volume de la
membrane et débit sanguin généré au cours du temps.
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Figure 4.31 — Ecoulement dans une pompe cardiaque : composante z de la vorticité (a
gauche) et magnitude de la vitesse (da droite). De haut en bas : solution auzx temps t = 2T,
3T, 4T et 5T. Le maillage AMR est visible en arriére-plan.
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Conclusion et perspectives

Les problemes d’interaction fluide-structure apparaissent dans bon nombre d’applications
industrielles. Leur simulation demeure aujourd’hui encore un défi et les méthodes numé-
riques développées sont le plus souvent dédiées a des applications bien spécifiques. L’objec-
tif principal de cette these est de proposer une méthode numérique versatile, dans le sens
ou elle permet la simulation d’une multitude de problemes d’interaction fluide-structure,
mettant en jeu des géométries complexes. Pour cela, on a eu recours a un modele eulérien
unifié, autrement dit a un seul milieu, qui s’inscrit parmi les méthodes de domaine fic-
tif. Le modele considéré, expliqué intégralement dans le Chapitre 1, favorise 'utilisation
de maillages cartésiens, ce qui facilite le développement de la méthode numérique. Pour
les méthodes lagrangiennes, une part importante du travail est en effet consacrée a la
construction de maillages adaptés a la géométrie, et ce pour chaque simulation. Pour ré-
soudre des problemes d’interaction fluide-structure, les maillages cartésiens hiérarchiques
sont d’autant plus intéressants puisqu’ils permettent de prendre en compte le caractere
multi-échelles du probleme. Par comparaison avec les méthodes body-fitted, la précision
reste modeste, mais elle offre néanmoins un bon compromis entre précision et faisabilité
de la simulation.

La contribution principale de cette theése repose sur la méthode numérique 2D / 2D
axi-symétrique développée pour la résolution de ce modele eulérien d’interaction fluide-
structure. Cette méthode numérique, détaillée dans le Chapitre 2, repose sur des schémas
de discrétisation Volumes Finis centre-cellule, développés pour des maillages cartésiens
hiérarchiques de type quadtree. Pour des questions relatives au parallélisme, la construc-
tion de ces schémas Volumes Finis est contrainte par l'utilisation de stencils compacts.
Cette contrainte est tres restrictive en ce qui concerne les choix de discrétisation et limite
lordre de précision des schémas. Cependant, elle garantit une bonne efficacité du calcul
parallele et la scalabilité de la méthode. Par 'utilisation de schémas conservatifs, notam-
ment pour le transport de la fonction level set, des propriétés telles que la conservation de
masse sont convenablement assurées. Toutefois, on a pu expérimenter en pratique, puis
confirmer analytiquement dans le Chapitre 3, que la robustesse de la méthode est remise
en question pour des rigidités tres élevées. Plus précisément, on a mis en évidence I'im-
portance du schéma en espace pour le transport des caractéristiques rétrogrades. Celui-ci
doit préserver exactement I'asymptotique (EAP) afin de prévenir le caractere oscillatoire
de la solution. Le schéma FV2, utilisé notamment pour le transport de la fonction level
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set ou pour la discrétisation des termes convectifs, ne vérifie pas cette propriété. Pour
remédier a ces instabilités numériques, le schéma FV2 peut étre stabilisé via ’ajout d'un
terme source, terme qui a été déterminé par comparaison des erreurs de troncatures avec
une méthode Différence Finie classique, naturellement EAP par construction.

Dans le Chapitre 4, 'outil numérique a été validé a travers différents cas tests. Dans
un premier temps, la convergence d’ordre deux en espace a été confirmée. On a pu en-
suite apprécier 1'utilisation de maillages AMR pour la simulation d’écoulements libres,
autrement dit non confinés. Par un déraffinement bien choisi, le cofit de calcul peut étre
fortement réduit sans perte de précision significative. Dans le cas d’écoulements confi-
nés comme dans un canal ou dans une cavité, la perte de précision est plus importante.
Cette observation s’explique notamment par la difficulté liée a la définition d'un maillage
adapté. Comme on a pu le voir dans le Chapitre 2, le manque de précision aux sauts de
niveau pour la discrétisation de certains opérateurs se fait ressentir puisqu’il a une réelle
incidence sur la précision globale du solveur numérique. S’il est impossible de définir des
zones du domaine pour lesquelles la solution est suffisamment réguliere, la précision est
nécessairement dégradée.

Perspectives

Comme on a pu le voir, la méthode de résolution est explicite en temps. Les problemes
d’interaction fluide-structure considérés font intervenir des milieux possédant des échelles
de temps tres différentes. Dans le cas de membranes oscillantes par exemple (Section 3.3),
la célérité des ondes élastiques est environ 50 fois plus grande que la vitesse du fluide. De ce
fait, le pas de temps nécessaire pour assurer la stabilité de la méthode est considérablement
réduit, augmentant le cotit de calcul global d'une simulation. Développer une formulation
implicite de cette méthode pour s’affranchir de la contrainte CFL At ~ h/cypape serait une
réelle opportunité de sorte a améliorer la faisabilité d’une simulation FSI. De plus, 1'utili-
sation d’une formulation implicite apporterait une plus grande stabilité dans la limite des
tres fortes rigidités. Le développement d’une formulation réellement implicite du systeme
couplé fortement non linéaire est complexe, puisqu’elle repose sur une approche itérative.
Le systeme linéaire a construire est a fortiori mal conditionné, ce qui rend sa résolution
délicate et cofiteuse. Il serait également possible d’envisager la formulation implicite non
itérative développée par Ii et al. [51]. Pour s’affranchir de la contrainte du pas de temps
relative aux ondes élastiques, les auteurs proposent d’introduire une expansion linéaire
du tenseur des contraintes élastiques via un tenseur jacobien, qui répond a la nature
multi-physique du probleme, découlant des différentes échelles de temps et propriétés des
milieux.

Du point de vue du schéma numérique, une vraie amélioration de la méthode consisterait
en le développement de nouvelles discrétisations des opérateurs de sorte a diminuer les
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erreurs de troncature aux sauts de niveau. Les pertes de précision observées ont un réel
impact sur la précision globale du solveur, au moins pour la simulation d’écoulements
confinés. De plus, 'utilisation d’une méthode phase field plutot que level set pourrait se
révéler intéressante dans l'objectif de limiter la dissipation et ainsi améliorer la conserva-
tion de la masse. A premiere vue, 'implémentation semble réalisable sous la contrainte de
parallélisme, et les résultats sont encourageants dans le cadre d’applications bi-fluidiques,
comme le montre [69].

A la fin du Chapitre 4, une application a été proposée via la simulation d’un écoule-
ment dans une géométrie de pompe cardiaque. Les résultats obtenus ici sont purement
académiques dans le sens ou ils ne sont pas comparés avec l'expérience. Il serait donc
opportun de confronter ces résultats a de vraies données expérimentales. Cet outil numé-
rique pourrait également étre utilisé pour d’autres applications bio-médicales, telles que
la simulation de I’écoulement sanguin dans une aorte, lors d’une dissection aortique ou en
présence d'un anévrisme. La dissection aortique est une affection grave caractérisée par
I'irruption de sang a l'intérieur de la paroi de 'aorte suite a une déchirure. Le sang entre
dans la paroi élastique de 'aorte et décolle les feuillets superposés dont elle est constituée.
L’outil numérique développé au cours de cette theése offre par exemple la possibilité de
simuler cette perturbation de I’écoulement sanguin suite a cette dissection aortique.

149



CONCLUSION ET PERSPECTIVES

150



Annexes

A. Etude de stabilité pour une équation d’advection
1D : influence de l’'intégration en temps

Pour résoudre un probleme d’advection, réaliser une discrétisation spatiale d’ordre 2 et
se suffire d’une intégration temporelle simple est réputé instable, comme le mentionne
Carpentier [18]. Pour vérifier cette conjecture, on propose de réaliser une étude de stabilité
simple dans le cadre de la résolution de I’équation d’advection 1D a vitesse constante
positive a > 0 :

Orp + a0y = 0. (4.1)

On étudiera ici deux discrétisations Volumes-Finis respectivement d’ordres 1 et 2 notées
FV1 et FV2. Ces discrétisations en espace seront couplées a deux discrétisations explicites
en temps, a savoir Euler explicite et Runge-Kutta d’ordre 2 notées RK1 et RK2. Le schéma
RK1-FV utilisé pour la résolution de ’équation (4.1) s’écrit :

nt+l _  n _ n_ _ m
pit =l = O — FL) (4.2)

ou C' = %L et F, -1 est le flux d’advection reconstruit en (i + 3). La discrétisation FV1

correspond au schéma de Rusanov (ou local Lax-Friedrichs) pour lequel les flux sont définis
de fagon décentrée par :

i1 =i, Fi1 =i (4.3)

De méme, on définit le schéma FV2 comme une généralisation du schéma FV1. Les flux
sont reconstruits linéairement de fagon décentrée :

Az Az

=i + —(0:9)i, F_1=pi1+ —(0:0)i-1- (4.4)

Firs 2 3 2
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En utilisant des approximations centrées des dérivées premieres, on obtient les schémas
explicites suivants :

(RK1—-FV1): ¢t = O+ (1 - O)el,

(]

(RKl - FV?) . (,DZH_I == —ZQDI 2 + 50(,0?_1 + < ) 2 4(pzn+1’
(RK2=FV2): @' = Gobt, = 5ol +§

+( — % — )(,02 %(30 4)90z+1 +5 32 901+2

(310 8)% 2 %(70_ 10)‘??71

On réalise une analyse de von-Neumann. Pour cela, on cherche une solution de la forme
ot = O (k) kUAD/L “avec k € Z ou de maniére équivalente :

. A
= &"(k)e, avec 0 = 27?ka eR. (4.5)

En appliquant cette solution a chacun des schémas numériques, on peut alors déterminer
les coefficients d’amplification G(6y,) € C vérifiant ®" (k) = G(6;)®" (k). Un schéma sera
alors stable si |G(6;)]? < 1, V6. Par le calcul, on obtient pour chacun des schémas les
expressions suivantes :

(RK1—FV1): |GOp)]? = (Ccos(fy) —C +1)*+ C?sin(0)?,

(RK1—FV2): |GO)? = S(6sin(6y) — cos(6y) sin(0x))?
+ L(C+ Ccos(Bk)? — 2C cos(by) — 2)?,

(RK2—FV2): |G)] = £(C?cos(by) —2C cos(by)* — 2C + 7C? cos(b)? — 5C? cos(by)?

+  C?cos(by)* 4 4C cos(0) — 4C? + 4)? + 7557 (C?*(8sin(26;) —

— 30C sin(26y) + 10C sin(36;) — C'sin(46) + 34C sin(6y))?).

Ainsi développées, il est difficile de déterminer une condition simple pour laquelle
|G(6;)]* < 1. De ce fait, on trace numériquement la valeur de ces coefficients d’amplifi-
cation en fonction de C' et ;. On remarque que ces coefficients sont 27-périodiques, on
considere alors 6, € [0,27] et C' € [0,1]. On sait en effet que pour C' > 1, un schéma
explicite est instable pour un probleme d’advection.

La Figure 4.32 montre la variation de |G(6)|? en fonction de C' et 65 pour chacun
des trois schémas numériques. On peut déja re-vérifier que le schéma d’ordre 1 décentré
classique (RK1-FV1) est évidemment stable sous la condition CFL classique At < Ax/a.
Cependant, on constate qu’avec une discrétisation d’ordre 2 (FV2) couplé au schéma
d’Euler explicite en temps, le schéma est instable pour une CFL acceptable C' > 0.
Cependant, il n’est pas inconditionnellement instable, il faut choisir un pas de temps
excessivement petit. En considérant une intégration en temps d’ordre plus élevé, le schéma
est alors stable sous la condition CFL classique.
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ANNEXE B : TYPES DE MAILLAGE CONSIDERES

On vient ainsi de re-vérifier la remarque de Carpentier [18]. On peut donc conclure
qu’il est préférable d’utiliser un schéma Runge-Kutta 2 TVD pour assurer la stabilité
du schéma numérique relatif aux transports des caractéristiques rétrogrades Y et de la
fonction level-set ¢, comme indiqué dans le Chapitre 2 Section 1.1.

|G ()]

(a) Schéma (RK1-FV1). (b) Schéma (RK1-FV2).

]
K
Jefe
et
" l";; fl?";“]"”ﬂ
gl

N om o =

2
|G(6:)]*
o o8 oo o e
~—o = Rk @& O o@ :
: R S N T S Ny

(c) Schéma (RK2-FV2).

Figure 4.32 — Représentation graphique de |G(0y)|* pour chacun des schémas numériques
étudiés pour résoudre un probléeme d’advection 1D a vitesse constante.

B. Types de maillage considérés pour les validations

Afin de tester différentes configurations de maillage Cartésien hiérarchique, on introduit
deux types de raffinement. Le premier maillage quadtree repose sur un raffinement par
boites (Figure 4.33a) pour lequel on définit des boites imbriquées les unes dans les autres.
Cette configuration simple permet de se focaliser sur l'effet des sauts de niveaux a long
terme. Le second type de maillage est caractérisé par un raffinement pseudo-aléatoire
(Figure 4.33b). En utilisant la numérotation globale en 'Z-order", une cellule est alors
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raffinée si son identifiant est divisible par un entier donné. Avec ce type de maillage, on
s’assure alors que toutes les configurations de stencils sont bien testées.
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(a) Raffinement par boites. (b) Raffinement pseudo-aléatoire.

Figure 4.33 — Illustration des deux types de maillage quadtree utilisés pour les validations
d’opérateurs. Exemples pour une configuration Lg — Lg.

C. Erreur de troncature pour l'opérateur divergence
sur maillage quadtree

Pour mieux comprendre les résultats obtenus lors de la validation de l'opérateur diver-
gence (Chapitre 2 Section 2.3), on étudie l'erreur de troncature dans un cas simplifié. On
a pu observer précédemment la perte de précision aux sauts de niveaux comparativement
a lerreur obtenue sur maillage uniforme. La Figure 4.34 représente les études de conver-
gence obtenues pour la validation de 'opérateur divergence, pour les deux reconstructions
polynomiales P93 et P9%. On peut observer la perte d'un ordre de précision aux sauts de
niveaux par rapport a 'ordre de précision de la reconstruction polynomiale.

On souhaite également regarder l'influence du choix des points de quadrature sur
Ierreur de troncature a un saut de niveaux et plus particulierement pour la cellule la plus
grosse pour laquelle I'erreur est la plus forte. Pour cela, la reconstruction quadratique
P93 est considérée afin de minimiser l'erreur liée & 'interpolation. La solution sera de
toute maniere au mieux d’ordre 2 puisque la fonction est évaluée de maniére ponctuelle
v; = v(x;) et non par valeur moyenne dans la cellule v; = Qi Jo, v(x) dx. On cherche
ainsi a tester s’il est possible d’obtenir une erreur d’ordre 2 dans la cellule grossiere, tout
en restant conservatif.
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error
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(a) Avec la reconstruction PO3. (b) Avec la reconstruction PO?.

Figure 4.34 — Validation du schéma de discrétisation de l'opérateur divergence : étude
de convergence sur maillages uniforme (a gauche) et quadtree (a droite) a parité de niveau

La formule de quadrature de Gauss a deux points s’écrit :

S (v +ve) g f] + OG2), (46)

Coy 2

1
V'Vz‘:
(V-v) o,

ou ¢, et go désignent les points de quadrature relatifs a la face f. Sur chaque face, le flux
v - n est évalué a partir de la valeur moyenne des valeurs reconstruites de part et d’autre

. T
de la face, ie. v, = w. On choisit le cas ou v(z,y) = ((x —y)3, O) de sorte

que le cas soit unidimensionnel. On a alors V-v = 9,v, = 3(x —y)%. Par le calcul, on peut
constater que la différence (9,v7?*™ — 9, vE*“*¢) pour ce probléme peut étre décomposée
comme suit :

(D™ — ,vemeete) = 19, vy h+ Cy h2 + O(h?) (4.7)

En effet, on peut constater que si C; = 0, 'erreur de troncature sera d’ordre 2.

La Figure 4.35 montre les résultats obtenus pour différentes configurations de maillage
et choix de parametre 6 € [0, 1]. Dans la configuration 1, seul § = 0 permet de garantir
Iordre 2, ce qui est tout a fait évident puisque les points de quadrature coincident au
centre de la face, comme pour le stencil uniforme (configuration 2). Avec un point de
quadrature par face, on ne peut atteindre 'ordre 2. De méme, la configuration 2 montre
que choisir un point d’un c6té et deux de 'autre introduit une erreur d’ordre 1.

Si on considere deux points de quadrature par face (configuration 3), on peut s’aper-
cevoir qu’il est possible d’obtenir 'ordre 2. En effet, la valeur pour laquelle C; = 0
correspond & 6 = 1/+/3, ce qui correspond aux points de quadratures de Gauss. Ceci est
donc cohérent avec les résultats obtenus. Cependant, si on considere la configuration 4
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pour laquelle on choisit un seul point pour la face ayant un stencil uniforme, ’ordre 2 est
perdu.

On peut ainsi déduire de ces calculs que pour obtenir une erreur de troncature d’ordre
2 aux sauts de niveaux, tout en garantissant la conservativité du schéma numérique, il
faut considérer deux points de quadrature par face, méme pour les faces ayant un stencil
uniforme. Cependant, conserver deux points de quadrature pour chaque face n’est pas
envisageable durant cette theése, d'une part pour des questions de cofits (de calcul et
de mémoire), d’autre part, car il faudrait adapter la discrétisation des autres opérateurs
(laplacien et d’advection) de sorte & garantir la conservation de masse discreéte.
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Figure 4.35 — FErreur de troncature pour [‘opérateur divergence dans un cas uni-

directionnel. A gauche : illustration des chdfs de points de quadrature, a droite : coef-
ficients Cy et Cy obtenus, conformément a l’équation (4.7).
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