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Notations

Sigles

HPP Hypothèse des Petites Perturbations
IFR Interdependency condition Flow Rule
MMC Mécanique des Milieux Continus
NFR Normality Flow Rule
SVG-EC 3D Saint-Venant Généralisé à Écrouissage Cyclique 3D
SVG-HP 1D Saint-Venant Généralisé à Hystérésis Pure 1D
SVG-HP 3D Saint-Venant Généralisé à Hystérésis Pure 3D

Opérateurs et fonctions mathématiques

X scalaire
~X vecteur
X̃ tenseur d’ordre deux˜̃X tenseur d’ordre quatre
X scalaire de nature déviatoire
〈X〉 opérateur de Macaulay
~X vecteur de nature déviatoire
‖ ~X‖ norme euclidienne de ~X
~X · ~Y produit scalaire de ~X et ~Y
Mat X̃ matrice des composantes de X̃
Col X̃ matrice colonne des composantes de X̃
X̃ déviateur de X̃
‖X̃‖ norme euclidienne de X̃
Tr X̃ trace de X̃
X̃T transposée de X̃
X̃−1 inverse de X̃
◦j

X̃ dérivée de Jaumann de X̃
•

X̃ dérivée temporelle de X̃
X̃ : Ỹ produit doublement contracté de X̃ et Ỹ
C(x) fonction de densification des seuils
H(x) fonction de Heaviside
M(x) fonction module tangent
Γ(x) fonction gamma
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Symboles

c coefficient de courbure de la fonction générative s1

c1, c2 paramètres de la loi d’écrouissage cyclique
d paramètre de la fonction générative s

D endommagement total
Dc endommagement critique
D sous-espace de dimension cinq des tenseurs déviatoires
D̃ taux de déformation
ek rayon d’une surface seuil d’indice k dans l’espace

déviatoire des déformations
e∗k seuil de déclenchement d’un frotteur d’indice k
e∗n seuil limite
E module d’Young
E∞ rigidité résiduelle en traction
E∗ cumul de la valeur absolue du taux d’énergie interne
E∗/cycle cumul de la valeur absolue du taux d’énergie interne

sur un cycle
Ė taux d’énergie interne
fk fonction de charge
F̃ gradient de la transformation
G0 module d’élasticité à l’origine
Gk module d’élasticité d’un ressort d’indice k
G∞ module d’élasticité résiduelle
hm module de la partie sphérique de h̃
H sous-espace de dimension un des tenseurs sphériques
h̃ déformation de Hencky gauche
I cumul du taux de dissipation de type entropique
I/cycle cumul du taux de dissipation de type entropique

sur un cycle
İ taux de dissipation de type entropique
Ĩ tenseur identité
J changement de volume˜̃J matrice Jacobienne
K module de compressibilité volumique
L̃ gradient eulérien des vitesses
Mp module de la déformation plastique
n nombre d’éléments de Saint-Venant
N nombre de cycles
Nf nombre de cycles à rupture
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−P i puissance des efforts intérieurs
Q0 rayon de la surface seuil de von Mises
Qc déformation cumulée
Qε module de la déformation dans le plan déviatoire
Qσ module de la contrainte dans le plan déviatoire
−Q̇

ii
taux de chaleur interne intrinsèque

R̃ rotation propre
R̃bj rotation entre le référentiel j et le référentiel b
s, s1, s2, s3 fonctions génératives
sBM facteur de sécurité du critère de Brown-Miller
sDV facteur de sécurité du critère de Dang Van
S seuil de plasticité actuel
S0 seuil de plasticité en cisaillement
SS seuil de saturation
S∞S seuil de saturation limite
S espace des tenseurs du second ordre symétriques
t temps
−−→
V k vecteur d’écoulement
Ṽ tenseur de déformation pure gauche
Wi travail des efforts intérieurs
Wp travail plastique
W̃ taux de rotation
x paramètre de seuil limite
Y0 seuil de plasticité en traction
α paramètre de la fonction de densification des seuils
α1, α2 paramètres de la loi d’écrouissage cyclique (chapitre 4)

ou paramètres du critère de fatigue (chapitre 8)
αj angle de rotation du référentiel j
γ paramètre de la loi d’écrouissage cyclique
γ, γe, γp distorsion totale, élastique, plastique
γ
c

distorsion au point d’inflexion
δ coefficient de courbure de la fonction générative s2

∆k écart entre le seuil e∗k et la distorsion au point d’inflexion
ε, εe, εp déformation totale, élastique, plastique
εa amplitude de déformation
ε̃ tenseur des petites déformations
µ module de cisaillement
ν coefficient de Poisson
ξ cumul d’énergie (E∗ ou I)
ξ/cycle cumul d’énergie (E∗ ou I) sur un cycle
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π puissance réversible
σa amplitude de contrainte
σm module de la partie sphérique de σ̃
σD limite d’endurance
σDV contrainte équivalente au sens de Dang Van
σ̃ contrainte de Cauchy
σ̃\j contrainte observée depuis le référentiel de Jaumann
σ̃e somme des contraintes des éléments en élasticité
σ̃f somme des contraintes des éléments en plasticité
σ̃k contrainte dans l’élément d’indice k
τ̃ ∗ contrainte conjuguée Jaumann-Hencky gauche
φ angle de torsion ou twist
φ dissipation intrinsèque
χf constante énergétique critique
χf/cycle fonction énergétique critique par cycle



Chapitre 1

Introduction

Sommaire
1.1 Contexte et verrous scientifiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2 Objectifs du travail de thèse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.3 Présentation du manuscrit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

Ce premier chapitre, composé de trois paragraphes, consiste tout d’abord à présenter
le contexte ainsi que les verrous scientifiques associés à ce travail de thèse (§ 1.1). Les
objectifs fixés pour lever ces verrous scientifiques seront présentés dans le paragraphe 1.2.
Enfin, le dernier paragraphe sera dédié à une présentation synthétique du manuscrit, dans
le but de guider le lecteur vers les différents chapitres proposés (§ 1.3).

1.1 Contexte et verrous scientifiques

L’hystérésis pure, à fermeture parfaite des cycles, est un phénomène universel qui
se manifeste dans de nombreux domaines de la physique, et notamment en mécanique
des solides. Pour étudier ce phénomène, Persoz a proposé le modèle symbolique discret
de Saint-Venant généralisé [Persoz 1960]. Ce modèle est constitué de l’assemblage d’un
grand nombre de modèles symboliques élémentaires de Saint-Venant. Par la suite, Persoz a
proposé une extension de ce modèle au cas continu, qui a débouché sur le modèle de Saint-
Venant généralisé continu. Ce dernier modèle a ensuite été étudié de façon plus complète
par Guélin en 1980, qui a d’une part proposé une étude thermomécanique complète du
modèle. D’autre part, il s’est inspiré des propriétés de ce modèle pour initier, à Grenoble,
une approche phénoménologique basée sur la notion de mémoire discrète d’évènements,
que le modèle est capable de mémoriser, à des instants privilégiés que sont les instants
d’inversions de la sollicitation [Guélin 1980]. Cette approche a permis de construire un
schéma théorique d’hystérésis pure, pour décrire le comportement thermomécanique irré-
versible des solides, sous sollicitations cycliques tridimensionnelles. Ce schéma théorique
à mémoire discrète a montré de réelles aptitudes à reproduire les propriétés essentielles du
comportement élastoplastique [Favier et al. 1988]. Ces aptitudes, le schéma à mémoire dis-
crète les a héritées du modèle de Saint-Venant généralisé, dont les propriétés mécaniques
trouvent une justification physique consistante, grâce à un parallèle micro-macro qualita-
tif, s’appuyant sur les mécanismes microstructuraux liés au mouvement des dislocations
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[Wack & Tourabi 1992]. Ce schéma a ensuite été développé pour décrire une large gamme
de comportements thermomécaniques cycliques, concernant : les matériaux métalliques
[Pégon & Guélin 1987, Favier et al. 1988, Guélin & Nowacki 2000, Siret et al. 2012], les
matériaux granulaires [Pégon et al. 1991], les effets du second ordre de type rochet [Guélin
et al. 1999], les alliages à mémoire de forme [Rio et al. 1995, Manach et al. 1996, Guélin
et al. 1997], les élastomères [Vandenbroucke et al. 2010, Rey et al. 2014], les matériaux
ferroélectriques et ferromagnétiques [Tourabi et al. 1995] ainsi que les matériaux tissés
et les polymères solides [Blès et al. 2000, Blès et al. 2002, Blès et al. 2009, Laurent
et al. 2011, Dib et al. 2018].

Néanmoins, l’étude et la modélisation du comportement élastoplastique des matériaux
solides, sous chargement cyclique, présentent toujours des questions ouvertes et des verrous
scientifiques importants, auxquels le projet de thèse s’intéresse :

a De par sa définition, le schéma à mémoire discrète pose une difficulté pour son im-
plémentation dans les codes de calcul par éléments finis commerciaux. Ceci est lié
au fait que ce schéma nécessite la mémorisation des états mécaniques aux instants
d’inversions, tels que la contrainte, la déformation et certaines autres variables ther-
modynamiques [Guélin et al. 1985]. Le nombre de mémorisations dépend du trajet
de chargement, qui se révèle difficilement prévisible, dans le cas d’un calcul de struc-
ture. Cette limitation devient de plus en plus sévère si l’on considère des trajets à
grand nombre de cycles ou des trajets non proportionnels, à niveaux de contrainte
décroissants. Du point de vue numérique, ceci est essentiellement lié à la notion
d’allocation dynamique de mémoire, que les codes de calcul par éléments finis com-
merciaux, comme Abaqus, n’offrent pas toujours aux utilisateurs.

Notons que cette difficulté a été contournée par le code universitaire Herezh++,
développé par Rio, qui permet d’une part une allocation dynamique de la mémoire
[Rio et al. 2009] ; d’autre part, ce code peut être couplé à un code éléments finis
commercial, tel qu’Abaqus [Rio et al. 2008].

Malgré ces travaux, les simulations de structures en sollicitations à grand nombre
de cycles, avec le schéma à mémoire discrète, amènent une augmentation de la taille
mémoire requise, non contrôlée par l’utilisateur. Ceci peut se révéler, dans certains
cas, une limitation aléatoire contraignante pour l’ingénieur simulateur ; il devra se
limiter en nombre d’éléments ou bien augmenter les capacités de mémoire de son
calculateur. Ainsi, l’implémentation du schéma à mémoire discrète dans les codes de
calcul par éléments finis, pour un déploiement en bureau d’études, constitue toujours
un verrou scientifique que le projet de thèse s’est proposé de lever. La méthode
que nous nous proposons d’adopter consiste à étendre le modèle de Saint-Venant
généralisé au cas tridimensionnel. Cette méthode nous permet de nous affranchir de
la notion de mémoire discrète, tout en préservant les qualités du modèle de Saint-
Venant généralisé, qui traduit fidèlement les différentes propriétés de l’hystérésis
pure.
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b Le phénomène de rochet de torsion, ou effets du second ordre de Poynting-Swift [Poyn-
ting 1909, Swift 1947], sont des effets difficiles à modéliser [Wack 1989, Delobelle
et al. 1995]. Cet aspect constitue à la fois un verrou scientifique sérieux et un test sé-
vère pour les lois de comportement élastoplastique cyclique [Majors & Krempl 1994].
La modélisation de ce phénomène complexe est étroitement liée à l’usage des défor-
mations finies et au choix de la dérivée objective ou au choix du repère privilégié
adopté pour l’écriture de la loi de comportement irréversible multiaxiale [Guélin
et al. 1999, Kuroda 1999, Khan et al. 2007].

Au cours de ces dernières décennies, le comportement élastoplastique cyclique a fait
l’objet d’une multitude de travaux, afin de proposer des modèles aptes à prendre en
compte les effets de rochet, en général, et les effets du second ordre de Poynting-
Swift, en particulier [Zhu et al. 2014]. A titre d’exemple, le modèle proposé par Zhu
et al. repose sur une approche classique, comportant un écrouissage cinématique,
un écrouissage isotrope, et défini par vingt-trois paramètres matériau. Ce travail,
qui adopte le formalisme des grandes déformations, s’attache à simuler les résultats
expérimentaux de rochet obtenus par Khan et al. sur un alliage de cuivre [Khan
et al. 2007]. Le projet de thèse intègre la levée de ce verrou scientifique dans son
programme de travail.

c Mróz a proposé un modèle multisurface réputé dans le domaine du comportement mul-
tiaxial cyclique [Mróz 1967]. Ce modèle repose sur une condition d’interdépendance
du mouvement des surfaces seuil, ou condition de non-intersection. La pertinence
physique de cette condition est toujours une question ouverte et suscite un débat
dans la communauté scientifique [Brokate et al. 1996, Montans & Caminero 2007].
Le projet de thèse se propose d’apporter des éléments de réponse à cette ques-
tion fondamentale, qui peut être considérée comme un verrou scientifique dans le
domaine de l’étude du comportement élastoplastique cyclique multiaxial.

d L’étude de l’endurance des matériaux métalliques en fatigue oligocyclique et polycy-
clique, sous chargements multiaxiaux complexes, se heurte à des difficultés concep-
tuelles essentiellement liées à deux aspects, que sont la prise en compte de la nature
de la sollicitation et la définition des lois de cumul de dommage sous sollicitations
cycliques d’amplitudes variables.

Unifier l’étude de l’endurance dans les domaines de la fatigue oligocyclique et celui de
la fatigue polycyclique est un verrou scientifique auquel le projet de thèse s’intéresse.
Pour lever ce verrou, nous proposons de développer une approche de type énergétique
reposant, d’une part, sur une définition thermodynamique de variables scalaires de
suivi de la fatigue multiaxiale [Tourabi et al. 1996] ; d’autre part, sur la proposition
d’un critère de fatigue multiaxiale. Cette approche énergétique sera ensuite éprouvée
par la comparaison de ses prévisions à celles de critères reconnus et utilisés dans le
milieu industriel.
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1.2 Objectifs du travail de thèse

Dans le cadre de ce travail de thèse, deux applications sont envisagées. La première
concerne l’étude du comportement élastoplastique des matériaux métalliques en char-
gements cycliques multiaxiaux dans le domaine des petites déformations. La deuxième
concerne l’étude de l’endurance des matériaux métalliques en fatigue oligocyclique et po-
lycyclique. Pour lever les verrous scientifiques développés dans le paragraphe précédent,
il est nécessaire d’adopter des choix méthodologiques pertinents. Dans le programme de
travail de thèse, ces choix se traduisent par les objectifs suivants :

i Un objectif majeur de ce travail de thèse consiste à proposer un modèle mécanique de
comportement élastoplastique cyclique multiaxial. Ce modèle sera appelé modèle
de Saint-Venant Généralisé à Hystérésis Pure tridimensionnel, auquel nous ferons
référence sous le sigle SVG-HP 3D. Ce modèle sera issu d’une extension au cas
tridimensionnel du modèle de Saint-Venant Généralisé à Hystérésis Pure unidimen-
sionnel (SVG-HP 1D) et reposera sur une approche multisurface dans l’espace des
déformations. Cette extension sera effectuée dans le cas isotrope et le comportement
du modèle SVG-HP 3D sera indépendant du temps, non visqueux, à température
ambiante, sans écrouissage cyclique, sans endommagement ni vieillissement et sans
transformations de phases. Ce modèle sera validé par une comparaison de ses pré-
dictions à des résultats expérimentaux, disponibles dans la littérature ou obtenus
au laboratoire par des essais réalisés sur des matériaux métalliques. Cette valida-
tion sera effectuée à travers des cycles complexes de chargements mécaniques non
proportionnels.

Ce modèle sera développé dans le cadre des déformations finies. Ce choix se justifie
par deux arguments essentiels. Le premier argument est issu d’une stratégie de dé-
veloppement qui permettrait, à terme, d’appliquer ce modèle à l’étude de la mise en
forme des matériaux solides, au comportement de matériaux tels que les matériaux
métalliques ductiles 1, les polymères solides, les matériaux tissés, ou les élastomères
et de valoriser ce travail au-delà de l’application actuelle sur les matériaux métal-
liques en petites déformations. Notons que ce choix ne constitue aucunement une
contre-indication, dans le cas présent d’une application sur les matériaux métal-
liques, limitée aux petites déformations. Le deuxième argument, le plus important
et à caractère fondamental, concerne la prise en compte des effets de rochet du se-
cond ordre, qui sont des effets étroitement liés à l’usage des déformations finies et
au choix de la dérivée objective (cf. § 1.1, point b).

1. Les matériaux métalliques ductiles peuvent atteindre des déformations importantes. En effet,
[Rodriguez-Martinez et al. 2011] présentent des essais mécaniques de traction sur aluminium jusqu’à
15% à 20% de déformation plastique. [Rusinek et al. 2007] présentent des essais mécaniques sur un acier
doux "mild steel ES" jusqu’à 40% de déformation vraie. [Borvik et al. 2001] présentent un acier "Weldox
460 E" qui a une déformation à rupture de 150% de déformation vraie.
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ii Un deuxième objectif majeur de ce travail de thèse concerne les aspects numériques
et consiste notamment à l’implémentation du modèle SVG-HP 3D dans le code
commercial de calcul par éléments finis Abaqus/Standard (cf. § 1.1, point a).

iii En complément du modèle SVG-HP 3D, à fermeture parfaite des cycles, un modèle de
Saint-Venant Généralisé à Écrouissage Cyclique tridimensionnel, auquel nous ferons
référence sous le sigle SVG-EC 3D, sera proposé pour décrire les effets d’écrouissage
cyclique et les effets de rochet d’écrouissage cyclique sur les trajets proportionnels
(cf. § 1.1, point b). Ainsi, la démarche proposée consiste à considérer le modèle SVG-
HP 3D comme le noyau central du comportement mécanique élastoplastique cyclique
multiaxial, auquel des modèles particuliers peuvent être adjoints pour décrire des
propriétés spécifiques, telles que l’écrouissage cyclique, dans ce cas. L’objectif ici est
de proposer un modèle d’écrouissage cyclique SVG-EC 3D limité aux cas des trajets
proportionnels. Cette limitation est motivée par un choix méthodologique, qui tient
compte du grand volume de travail déjà inscrit dans le programme de thèse. Une
étude complémentaire à ce travail de thèse pourra étendre ce modèle d’écrouissage
cyclique au cas des trajets non proportionnels.

iv Une analyse énergétique et thermodynamique du modèle SVG-HP 3D, limitée au cas
de l’Hypothèse des Petites Perturbations (HPP), sera réalisée et un modèle ther-
modynamique sera proposé afin d’extraire des variables pertinentes pour le déve-
loppement ultérieur d’une approche de la fatigue des matériaux métalliques (cf. §
1.1, point d). En adoptant la démarche proposée au point iii, le modèle thermody-
namique envisagé ici doit être défini de sorte qu’il soit valable pour un couplage au
modèle SVG-HP 3D ou pour un couplage au modèle SVG-EC 3D.

v Un critère de fatigue multiaxiale de type énergétique sera proposé. Ce critère reposera
sur l’évolution de variables de suivi de la fatigue multiaxiale, fournies par le modèle
thermodynamique, du point iv. L’évolution de ces variables est basée sur le modèle
SVG-HP 3D. Ce critère sera validé par une comparaison de ses prévisions à celles
de modèles reconnus et utilisés dans le milieu industriel (cf. § 1.1, point d).

vi Mettre en œuvre un modèle multisurface SVG-HP 3D avec une règle d’écoulement
caractérisée par une condition de non-intersection des surfaces seuil, équivalente
à celle proposée par Mróz. Ce modèle sera éprouvé par une comparaison de ses
prévisions aux résultats expérimentaux (cf. § 1.1, point c).
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1.3 Présentation du manuscrit

Le manuscrit est composé d’une introduction (chapitre 1), d’une conclusion générale et
perspectives (chapitre 9) ainsi que de sept chapitres, qui constituent le corps du mémoire
de thèse. Le chapitre 2 donne des éléments bibliographiques liés au sujet traité. Une
étude détaillée du modèle SVG-HP 1D est proposée au chapitre 3. Nous présentons au
chapitre 4 le modèle SVG-HP 3D, que nous proposons dans le cadre de ce travail de thèse
pour décrire le comportement élastoplastique cyclique multiaxial. Le chapitre 5 propose
la mise en œuvre et la validation du modèle SVG-HP 3D. Le chapitre 6 propose d’étudier
une règle d’écoulement particulière, caractérisée par une condition d’interdépendance des
mouvements des surfaces seuil. Dans le chapitre 7, nous proposons une analyse énergétique
et thermodynamique du modèle de Saint-Venant. Enfin, le chapitre 8 présente un critère
de fatigue multiaxiale que nous proposons dans le cadre de cette étude.
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Dans le paragraphe 2.1, le modèle de Saint-Venant généralisé unidimensionnel sera
présenté. Deux modèles multisurface seront ensuite introduits dans le paragraphe 2.2. La
notion de plasticité dans l’espace des déformations sera ensuite détaillée dans le para-
graphe 2.3. Les modèles de plasticité utilisés et développés dans les travaux de thèse de
Calloch seront présentés au paragraphe 2.4. Le phénomène de rochet de torsion, ou effet
Poynting-Swift, sera présenté au paragraphe 2.5. Enfin, pour clore ce chapitre, la notion
de décomposition élastique-plastique des grandes transformations sera discutée (§ 2.6).
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2.1 Rappels sur le modèle de Saint-Venant Généralisé
à Hystérésis Pure 1D (SVG-HP 1D)

2.1.1 Modèles élastoplastiques de Saint-Venant

2.1.1.1 Modèle de Saint-Venant élémentaire

Le modèle de Saint-Venant élémentaire unidimensionnel, qui sera dans la suite désigné
simplement par élément de Saint-Venant, est composé d’un ressort de comportement
élastique linéaire, caractérisé par un module d’élasticité G, et d’un frotteur de Tresca
caractérisé par un seuil de déclenchement en déformation constant e∗. Ce modèle, repré-
senté sur la figure 2.1a, correspond au modèle plasto-élastique simple introduit par
Persoz dans [Persoz 1960], qui a ensuite étudié son comportement plus en détails dans
[Persoz 1969]. Le modèle était alors appelé modèle M, par rapport à sa ressemblance
au modèle viscoélastique de Maxwell. Le ressort et le frotteur sont associés en série pour
former un élément de Saint-Venant dont les paramètres sont définis par le couple (G, e∗).

Fig. 2.1 – Modèle de Saint-Venant élémentaire (a) et sa réponse mécanique typique en
comportement cyclique (b).

La déformation totale γ du modèle peut être partitionnée en la somme d’une déforma-
tion élastique γe relative au ressort et d’une déformation plastique γp relative au frotteur.
Ce modèle élémentaire permet de reproduire le comportement du solide élastique parfaite-
ment plastique [Lemaitre et al. 2009], illustré sur la figure 2.1b. En effet, si la déformation
totale de l’élément est inférieure à la valeur du seuil de déclenchement en déformation de
son frotteur, celui-ci reste bloqué. Le comportement du modèle se résume alors au com-
portement du ressort, soit un comportement purement élastique. La déformation élastique
γe est alors égale à la déformation totale γ. La contrainte dans le modèle, notée σ, prend
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ainsi la valeur Gγ. Cependant, si la déformation totale atteint ou dépasse le seuil de dé-
clenchement e∗, le frotteur se met à glisser et, dès lors, la déformation du ressort reste
constante. Dans ce cas, la déformation élastique γe n’évolue plus et devient égale à e∗, le
seuil du frotteur. Le comportement devient parfaitement plastique et la contrainte dans
le modèle σ, qui reste constante, prend alors la valeur Ge∗. En tenant compte des deux
régimes de sollicitation décrits précédemment, à savoir l’élasticité pure puis la plasticité
parfaite, nous pouvons définir à tout moment la contrainte dans le modèle par la relation
suivante :

σ = Gγe avec γe = γ − γp (2.1)

Sur la figure 2.1b, nous pouvons noter qu’après une inversion au point B, la courbe
de décharge BCD est l’image de la courbe de première charge OAB par une homothétie
de rapport −2 et de centre H. Ceci montre que le modèle de Saint-Venant élémentaire
unidimensionnel obéit à la règle de Masing [Masing 1926]. On notera également que le
comportement du modèle est indépendant du temps.

Le modèle de Saint-Venant élémentaire est un modèle unidimensionnel scalaire que
nous associons à un comportement unidimensionnel de cisaillement. Par conséquent, σ
représente une contrainte de cisaillement et γ représente une distorsion. La notation avec
une barre inférieure souligne la nature déviatoire du comportement du modèle. Notons
qu’il est possible d’adopter une autre définition pour décrire la déformation, telle que :

ε =
γ

2
(2.2)

Dans ce cas, les deux paramètres du modèle seront définis par le couple (2G, e∗

2
),

comme illustré sur la figure 2.2, où la déformation élastique est notée εe et la déformation
plastique est notée εp.

2.1.1.2 Modèle de Saint-Venant à deux éléments

Le modèle de Saint-Venant unidimensionnel à deux éléments est composé de deux
éléments de Saint-Venant associés en parallèle. Ce modèle est caractérisé par les couples
(G1, e∗1) et (G2, e∗2), tels que e∗1 < e∗2 (figure 2.3a). Son comportement mécanique résulte
de la sommation des contraintes σ1 et σ2, respectives des éléments indicés 1 et 2. La défor-
mation totale est la même pour les deux éléments, du fait de la construction en parallèle
du modèle. Si la déformation totale du modèle est inférieure au seuil de déclenchement
en déformation e∗1 du premier frotteur, le comportement est purement élastique et les
deux frotteurs sont bloqués. Cependant, si la déformation totale devient supérieure ou
égale au seuil e∗1, le premier frotteur se met à glisser et le premier ressort se bloque, ce
qui amène une perte de rigidité de valeur G1 (figure 2.3b). Finalement, si la déformation
totale du modèle devient supérieure ou égale au seuil de déclenchement e∗2 du second frot-
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teur, le comportement devient parfaitement plastique. Ainsi, nous pouvons à tout moment
exprimer la contrainte totale dans le modèle par :

σ = G1γ
e

1
+G2γ

e

2
avec

{
γe

1
= γ − γp

1

γe
2

= γ − γp
2

(2.3)

Fig. 2.2 – Modèle de Saint-Venant élémentaire (a) et sa réponse mécanique dans un
diagramme rhéologique (σ, ε) (b).

Fig. 2.3 – Modèle de Saint-Venant à deux éléments (a) et sa réponse mécanique typique
en comportement cyclique (b).
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2.1.1.3 Modèle de Saint-Venant Généralisé à Hystérésis Pure unidimension-
nel (SVG-HP 1D)

Le modèle de Saint-Venant Généralisé à Hystérésis Pure unidimensionnel (SVG-HP
1D), qu’on appelle aussi modèle à n éléments de Saint-Venant, avec n un entier, est carac-
térisé par une suite discrète de couples (G1, e∗1),(G2, e∗2),...,(Gk, e∗k),...,(Gn, e∗n). Cette suite
est organisée par ordre croissant des seuils de déclenchement en déformation des frotteurs
e∗1 < e∗2 < ... < e∗k < ... < e∗n (figure 2.4a). Pour un grand nombre n d’éléments, le premier
seuil tend vers 0 de manière à ce que le comportement du modèle soit toujours irréver-
sible, même aux faibles déformations proches de l’origine. Cependant, un comportement
quasi réversible peut être révélé par un chargement cyclique d’amplitude de déformation
infinitésimale autour de l’origine ; il correspond à un module d’élasticité initial G0 égal à

la somme de tous les modules des ressorts Gk, i.e G0 =
n∑
k=1

Gk (figure 2.4b). La déforma-

tion totale dans le modèle SVG-HP 1D est la même pour tous les éléments du fait de la
construction en parallèle. Au fur et à mesure de l’augmentation de la déformation totale,
on observe des pertes de rigidité successives qui, de la même manière qu’avec le modèle
à deux éléments, correspondent aux déclenchements successifs des seuils e∗k des frotteurs.
Pour un très grand nombre n d’éléments de Saint-Venant, le comportement résultant du
modèle dans le diagramme (σ, γ) tend vers un comportement élastoplastique avec une
évolution continue du module tangent, qui évolue de sa valeur initiale G0 à l’origine vers
une valeur nulle sur le seuil de plasticité S0 telle que S0 =

∑n
k=1Gke

∗
k (figure 2.4b). Ainsi,

la contrainte totale dans le modèle est définie à tout moment par :

σ =
n∑
k=1

Gkγ
e

k
avec γe

k
= γ − γp

k
pour k ∈ [1, n] (2.4)

En adoptant la définition 2.2, la contrainte totale dans le modèle définie par la relation
2.4 s’écrit :

σ =
n∑
k=1

2Gkε
e
k avec εek = ε− εpk pour k ∈ [1, n] (2.5)

où εek et εpk représentent respectivement la déformation élastique et la déformation
plastique de l’élément de Saint-Venant d’indice k, telles que :

εek =
γe
k

2
et εpk =

γp
k

2
(2.6)

De la même manière qu’avec le modèle élémentaire et le modèle à deux éléments, le
modèle SVG-HP 1D obéit à la règle de Masing. C’est un modèle unidimensionnel scalaire
que nous associons à un comportement unidimensionnel de cisaillement.
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Fig. 2.4 – Modèle SVG-HP 1D (n éléments) (a) et sa réponse mécanique typique en
comportement cyclique (b).

2.1.1.4 Diagramme topologique du modèle de Saint-Venant généralisé

Le fonctionnement du modèle de Saint-Venant élémentaire et celui à deux éléments
est relativement simple à appréhender. Lorsque le nombre d’éléments devient important,
le fonctionnement interne du modèle devient plus complexe. Un outil de représentation
de l’état du modèle est introduit afin de mieux saisir et comprendre le fonctionnement du
modèle en chargement complexe dans le cas d’un grand nombre d’éléments.

Considérons un modèle SVG-HP 1D avec un grand nombre n d’éléments. L’état de ce
modèle peut être décrit à tout instant par la représentation de Nayroles [Persoz 1969],
aussi appelée diagramme topologique [Blès 2002]. Dans cette représentation, dont un
exemple est donné figure 2.5b, chaque élément du modèle est représenté par un point dont
l’abscisse fixe représente le seuil de son frotteur. Un point est aussi repéré par son ordonnée
qui représente la déformation de son ressort, correspondant à la déformation élastique de
l’élément. Ainsi, dans ce diagramme, chaque point pourra se déplacer verticalement, selon
le chargement, entre la première bissectrice OA et la quatrième bissectrice OB. Un point
situé sur l’une ou l’autre de ces bissectrices signifiera que l’élément qu’il représente est
en plasticité : le seuil de déclenchement de son frotteur est atteint. Nous nous proposons
d’expliquer le fonctionnement de cette représentation sur un exemple simple, illustré sur
la figure 2.5a.

Initialement, tous les points se situent sur l’axe des abscisses (segment OO′ sur la
figure 2.5b). Considérons une première déformation du modèle γ

1
. Les éléments dont le

seuil est atteint, c’est à dire pour γ
1
≥ e∗k, s’alignent sur la première bissectrice (segment

O1′). Les autres s’alignent sur une droite horizontale d’ordonnée γ
1
, qui correspond à

la déformation actuelle dans tous les ressorts qui ne sont pas bloqués (segment 1′1). Si



2.1. Rappels sur le modèle de Saint-Venant Généralisé à Hystérésis Pure 1D (SVG-HP 1D) 17

l’on inverse le chargement vers une déformation γ
2
, la ligne brisée O1′1 se voit translatée

vers le bas. Cependant, certains éléments ont à nouveau déclenché leur seuil en sens
inverse : leurs points représentatifs s’alignent cette fois-ci sur la quatrième bissectrice
(segment O2′). L’état du modèle est alors représenté par la ligne brisée O2′2′′2. Si l’on
inverse la sollicitation jusqu’à une nouvelle déformation γ

3
, l’état du modèle est désormais

caractérisé par la ligne brisée O3′3′′3′′′3. De cette manière, l’état du modèle peut être
représenté à tout instant par une ligne brisée dans ce diagramme. Cela illustre la capacité
du modèle à être son propre support de mémoire de l’histoire du chargement et notamment
des instants privilégiés que sont les inversions de la sollicitation.

Fig. 2.5 – Diagramme topologique dans le cas d’un chargement OABAD : réponse du
modèle dans le diagramme (σ, ε) (a) et diagramme topologique correspondant (b).
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Poursuivons maintenant le chargement du point C vers le point D (figure 2.5a), en
augmentant la déformation de γ

3
vers γ

4
. Au passage du point A, nous observons une

coïncidence, caractérisée par la disparition d’une ligne brisée, symbolisée par un trait
discontinu sur la figure 2.5b. Cette coïncidence correspond à l’effacement de la mémoire
des deux inversions en A et B. Après cet évènement, le diagramme topologique de la
figure 2.5b montre une évolution O4′4, dans le prolongement de l’évolution O1′1, entamée
au cours de la première charge OA (figure 2.5a). Ainsi, au cours du chargement AD, la
réponse du modèle se caractérise par un retour sur la première charge, comme si les deux
inversions en A et B n’avaient jamais eu lieu. Au point A, cela correspond à une chute
de la rigidité du modèle qui passe de GA− à GA+ (figure 2.5a). Cette chute de rigidité est
liée à une plastification simultanée d’un ensemble d’éléments, correspondant au segment
3′′3′′′, lors de la coïncidence au point A.

Après un chargement irréversible quelconque du modèle, la mémoire peut être effacée.
Pour cela, on applique un chargement cyclique symétrique OAB préalable dont l’ampli-
tude de déformation est supérieure à celle de tous les chargements précédents, suivi d’un
cyclage fondamental (figure 2.6a). Ce dernier consiste à appliquer au modèle des cycles en
déformation d’amplitude très lentement décroissante, jusqu’à la déformation nulle. Après
un cyclage fondamental, la ligne représentative de l’état du modèle, dans le diagramme
topologique, est une ligne brisée autour de l’axe des abscisses (figure 2.6b). Pour effacer
la mémoire du modèle, cette ligne brisée doit être confondue avec l’axe des abscisses aussi
finement que possible. Cette finesse est directement liée au choix de la valeur du pas de
déformation adopté pour décrire le cyclage fondamental.

Fig. 2.6 – Effacement de la mémoire du modèle par un cyclage fondamental (a) et
diagramme topologique correspondant (b).
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2.1.2 Propriétés intrinsèques du modèle SVG-HP 1D

Le modèle SVG-HP 1D possède des propriétés remarquables, qui découlent directement
de sa structure : on parle de propriétés intrinsèques. Ces propriétés doivent être distinguées
soigneusement, dès à présent, en vue de l’extension tridimensionnelle de ce modèle. En
effet, ces propriétés intrinsèques sont à la base du comportement cyclique du modèle
SVG-HP 1D ; elles devront se retrouver dans l’extension 3D de ce modèle.

Ces propriétés sont les suivantes :

i) La déformation totale γ dans le modèle est la même pour tous les éléments de
Saint-Venant (figure 2.4a) ;

ii) Le modèle comporte un grand nombre n d’éléments et le seuil de déclenchement
du premier frotteur e∗1 tend vers 0, ce qui conduit à un comportement toujours
irréversible du modèle, même aux faibles déformations proches de l’origine (figure
2.4b) ;

iii) A chaque inversion, tous les frotteurs se bloquent et le modèle retrouve sa rigidité

initiale caractérisée par un module d’élasticité de valeur G0 =
n∑
k=1

Gk (figure 2.4b) ;

iv) Lors d’un chargement cyclique, le modèle obéit à la règle de Masing. Ce compor-
tement est illustré sur la figure 2.4b, où la courbe de décharge AB est l’image de
la courbe de première charge OA, par une homothétie de rapport −2 et de centre
H. Ainsi, le point N′ situé sur la branche AB, est l’image du point N situé sur la
branche OA ;

v) Au cours d’un chargement complexe, le modèle peut mémoriser des événements tels
que les inversions. Ceci est illustré sur la figure 2.5a par la recharge BCAD et plus
particulièrement par le retour au comportement de première charge OAD, après
une coïncidence au point A. Cette capacité de mémorisation peut aussi être mise en
évidence par un diagramme topologique (figure 2.5b) ;

vi) Bien que le modèle fasse preuve d’un comportement irréversible, il existe un état
neutre qui, après un chargement quelconque, peut être restauré au moyen d’un
cyclage fondamental (figure 2.6).

2.2 Modèles de plasticité multisurface

Il existe un nombre important de modèles de plasticité que nous ne citerons pas ici. Le
lecteur pourra s’orienter vers les articles de [Jiang & Kurath 1996] et [Chaboche 2008] ou
les ouvrages de [Lemaitre et al. 2009] et [Hashiguchi 2014] pour se documenter de manière
plus exhaustive sur le sujet. Dans ce paragraphe, nous ferons une présentation de quelques
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modèles de plasticité multisurface en lien avec notre travail. Par modèles multisurface, il
faut entendre des modèles qui peuvent être constitués d’un ensemble de surfaces seuil, nous
exclurons donc les modèles à deux surfaces seuil (two surface models) comme les modèles
de [Dafalias & Popov 1975], [Krieg 1975] ou encore [Yoshida & Uemori 2002]. On se
restreindra volontairement à la présentation de deux modèles multisurface majeurs, mais
le lecteur pourra s’orienter vers [Prévost 1977], [Navarro & Brown 1997], [Montans 2001]
ou encore [Khoei & Jamali 2005] pour des détails sur d’autres modèles moins connus
mais toutefois intéressants. Par rapport aux modèles de plasticité plus classiques, on
notera que les modèles multisurface présentent de très bons résultats en multiaxial sous
chargements proportionnels, mais montrent des faiblesses pour décrire des chargements
non proportionnels [Montans & Caminero 2007].

2.2.1 Modèle multisurface de Mróz

Le modèle de Mróz propose un emboîtement de n hypersurfaces dans l’espace des
contraintes, chacune étant décrite par un critère de von Mises [Mróz 1967]. Ces surfaces
seuil notées f0, f1, ..., fn et illustrées sur la figure 2.7a, sont décrites par un centre X̃k et
un rayon Rk. La fonction de charge associée à chaque surface d’indice k est de la forme :

fk = J2(σ̃ − X̃k)−Rk = 0 (2.7)

Fig. 2.7 – Représentation des différentes surfaces seuil dans l’espace des contraintes (a) et
approximation de la courbe contrainte-déformation par des segments de modules tangents
constants (b) [Mróz 1967].

Lorsque la contrainte se situe à l’intérieur de la plus petite surface seuil (surface f0 sur
la figure 2.7a), le comportement du modèle est élastique. Lorsque la contrainte rencontre
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une surface seuil, celle-ci devient active (on la signale avec l’indice a), et l’écoulement
plastique est alors défini par la règle d’écoulement :

dε̃p = dλ
∂fa
∂σ̃

(2.8)

Au cours de l’écoulement, la surface active respecte donc la condition fa = 0. Dans
son modèle, Mróz a défini un certain nombres de conditions sur le comportement des
surfaces seuil. Une première condition est que la contrainte ne peut, à aucun moment du
chargement, sortir de l’une des surfaces. Cela implique, lors d’un écoulement, les conditions
suivantes sur les surfaces seuil de rayon inférieur à la surface active :

f0 = f1 = ... = fa−1 = fa = 0

dε̃p = dλ0
∂f0
∂σ̃

= dλ1
∂f1
∂σ̃

= ... = dλa−1
∂fa−1

∂σ̃
= dλ

∂fa
∂σ̃

(2.9)

Ces deux conditions réunies amènent l’égalité des multiplicateurs plastiques et des
mouvements des centres des surfaces seuil de sorte que :

dλ0 = dλ1 = ... = dλa−1 = dλ

dX̃0 = dX̃1 = ... = dX̃a−1 = dX̃a (2.10)

Une hypothèse forte de ce modèle est que Mróz a choisi d’interdire l’intersection des
surfaces seuil. Les raisons et conséquences de ce choix étant discutées dans le paragraphe
2.2.3, nous nous contenterons ici de donner les équations qui permettent de respecter cette
condition de non-intersection :

dX̃a = ((Ra+1 −Ra)σ̃ − (Ra+1X̃a −RaX̃a+1))
dµ

Ra

(2.11)

où dµ est donné par :

dµ = H(fa)

〈
∂fa
∂σ̃

: dσ̃

〉
∂fa
∂σ̃

: (σ̃a+1 − σ̃)

(2.12)

où H désigne la fonction de Heaviside. Enfin, dans la règle d’écoulement donnée par
la relation 2.8, le multiplicateur plastique dλ est donné par :

dλ =
H(fa)

Ca(σ̃)

〈
∂fa
∂σ̃

: dσ̃

〉
∂fa
∂σ̃

:
∂fa
∂σ̃

(2.13)
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Le modèle de Mróz a été étudié du point de vue mathématique de manière poussée
dans [Brokate et al. 1996] et [Brokate et al. 1998]. Certaines limites de ce modèle, no-
tamment son incapacité à décrire correctement le rochet, ont été pointées par [Jiang &
Sehitoglu 1996].

Aussi, la réponse de ce modèle possède une dépendance au nombre de surfaces seuil.
Plus particulièrement, la translation de chacune des surfaces est affectée par leur nombre,
phénomène à nouveau pointé par [Jiang & Sehitoglu 1996]. Dans le même article, l’auteur
arrive à la conclusion que, bien que le modèle de Mróz cherche à éviter l’intersection des
surfaces seuil, celle-ci peut intervenir dans le cas d’incréments de contrainte de grande
amplitude. Une modification du modèle de Mróz, proposée par [Garud 1981], ajoute une
condition permettant de rendre dépendante la translation des surfaces seuil et l’incrément
de contrainte. Cela empêche notamment toute intersection des surfaces seuil même pour
des incréments de contrainte importants.

2.2.2 Modèle à éléments distribués d’Iwan (modèle DEM)

Iwan propose deux modèles dans son article fondateur [Iwan 1966]. Parmi eux, le
modèle DEM (Distributed-Element Model) est particulièrement intéressant. Ce modèle
unidimensionnel est notamment très proche du modèle de Saint-Venant généralisé présenté
au paragraphe 2.1. En effet, le modèle DEM est composé d’un assemblage en parallèle de
n éléments, chaque élément étant lui-même constitué d’un ressort linéaire de rigidité Ei
et d’un frotteur de seuil de déclenchement σi associés en série, comme illustré sur la figure
2.8a.

Fig. 2.8 – Représentation symbolique du modèle DEM (a) et comportement unidimen-
sionnel d’un élément constitutif (b) [Iwan 1966]
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Au fur et à mesure de l’augmentation de la force F appliquée sur le modèle, les
frotteurs entrent en action et chaque élément du modèle adopte un comportement tel que
celui décrit sur la figure 2.8b.

Un an après la publication du modèle DEM, Iwan propose une extension au cas multi-
dimensionnel [Iwan 1967]. Ce faisant, il obtient un modèle multisurface, écrit dans l’espace
des contraintes, et proche du modèle de Mróz. On parle même parfois de classes de mo-
dèles Iwan-Mróz dans certains ouvrages tant leur similitude est remarquable [Kolymbas
& Viggiani 2009].

2.2.3 Discussion sur la non-intersection des surfaces seuil

Un modèle multisurface, écrit dans l’espace des contraintes ou des déformations, et au
sein duquel les surfaces seuil sont mobiles, peut se révéler compliqué à implémenter numé-
riquement. Cette difficulté est majoritairement due à la détection de la surface seuil active.
Pour résoudre ce problème, [Mróz 1967] et [Prévost 1977] ont notamment abandonné la
règle de Prager, au profit d’une règle d’écoulement qui force les surfaces seuil à s’aligner
tangentiellement au cours du chargement. Cette règle implique que les petites surfaces ne
peuvent pas sortir des grandes, et aucune intersection n’est possible entre les différentes
surfaces seuil. Ces travaux ont amené les spécialistes à se demander si l’intersection (ou
la non-intersection) des surfaces seuil est justifiée.

Sur ce sujet, les travaux de [Puzrin & Houlsby 2001] font figure de référence. Sans entrer
dans les détails, qui peuvent être trouvés dans l’article, on notera les points suivants à
retenir sur l’intersection ou la non-intersection des surfaces seuil :

• Il n’est pas toujours nécessaire de forcer la non-intersection des surfaces seuil, sauf
dans le cas de l’utilisation d’une loi de comportement bilinéaire ;

• Une condition de non-intersection est une difficulté supplémentaire dans l’écriture
d’un modèle ;

• La non-intersection peut parfois amener à des résultats incorrects pour des modèles
pourtant simples ;

• L’intersection et la non-intersection ne violent pas les grands principes de la ther-
modynamique.

En conclusion, on retiendra qu’il n’y a pas de contre-indication théorique majeure
à avoir des surfaces seuil qui peuvent s’intersecter. Dans le cas général, l’ajout d’une
condition de non-intersection amène de la complexité dans l’écriture d’un modèle et dans
son implémentation numérique. Si rien ne le justifie, on préconisera donc de laisser les
surfaces seuil libres de s’intersecter entre elles. De manière générale, le choix pertinent
entre ces deux possibilités sera celui conduisant à une prédiction réaliste du comportement
mécanique.
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2.3 Plasticité exprimée dans l’espace des déformations

Un modèle de plasticité tridimensionnel peut être écrit dans l’espace des contraintes ou
dans l’espace des déformations. Ces deux cas se distinguent par l’écriture des principales
équations régissant leur fonctionnement. Le premier formalisme concerne la majorité des
modèles développés jusqu’à maintenant. Le second est plus rare et concerne un nombre
de modèles relativement restreint. Il n’y a pas de raison particulière au fait que ce dernier
formalisme soit moins usité, si ce n’est l’habitude de travailler dans l’espace des contraintes
issue des premiers travaux en plasticité.

2.3.1 Avantages de ce formalisme

De nombreux auteurs se sont demandé s’il est plus indiqué d’écrire les modèles de
plasticité dans l’espace des contraintes ou dans l’espace des déformations. Dans un premier
temps, il convient de souligner que les fondements de ce formalisme ont été définis par
Iliushin dans son postulat de la plasticité [Iliushin 1961]. On pourra également noter que
ce formalisme est compatible avec les résultats expérimentaux. C’est ce qu’ont montré
notamment [Brown et al. 2003] au travers d’essais de traction-torsion avec lesquels ils
ont obtenu des surfaces seuil conformes à la théorie proposée par [Naghdi & Trapp 1975].
Dans cet article, les auteurs précisent notamment certaines relations permettant de passer
d’une écriture en déformation à une écriture en contrainte ; pour le critère de charge en
particulier. Cette équivalence possible entre les deux formalismes a été soulignée par
[Yoder 1980], [Yoder & Iwan 1981] ainsi que [Lu & Vaziri 1997], et cependant remise
en question par [Casey & Naghdi 1983]. Dans un cadre en grandes transformations, un
modèle formulé dans l’espace des déformations est intéressant notamment si l’on utilise
une déformation logarithmique, qui permet de séparer simplement les parties sphérique
et déviatoire de la loi de comportement [Heiduschke 1995]. Toutefois, selon le couple
contrainte-déformation choisi, une écriture dans l’espace des contraintes peut s’avérer
plus judicieuse [Lubarda 1994]. Lubarda et Lu sont d’accord avec Drucker pour dire que
l’usage de l’espace des contraintes ou des déformations est possible mais l’un n’est pas
toujours aussi pratique que l’autre pour une situation donnée [Drucker 1988].

Notons également que l’utilisation de l’espace des déformations est très appréciée dans
des cas bien spécifiques, comme par exemple la modélisation des phénomènes d’adoucis-
sement dans le béton [Han & Chen 1986, Farahat et al. 1995]. Les matériaux métalliques
présentent aussi de l’adoucissement et de l’endommagement ; [Bendarma et al. 2017] mo-
délise l’endommagement d’un alliage d’aluminium réduisant la contrainte vraie jusqu’à
zéro. Il est possible que, pour ces cas d’adoucissement et d’endommagement, une modé-
lisation élastoplastique dans l’espace des déformations apporte des avantages.

Du point de vue de l’implémentation numérique, [Iwan & Yoder 1983] et [Lee 1995]
soulignent la facilité d’implémentation supérieure dans le cas de l’utilisation de l’espace
des déformations, par rapport à une formulation dans l’espace des contraintes.
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2.3.2 Quelques modèles de plasticité dans l’espace des déforma-
tions

Certains auteurs ont mis en lumière la possibilité, pour un modèle écrit dans l’es-
pace des contraintes, d’écrire son équivalent dans l’espace des déformations et vice versa.
On peut effectivement dire que les modèles de plasticité classiques écrits dans l’espace
des contraintes possèdent un équivalent dans l’espace des déformations. C’est le cas par
exemple du modèle d’Armstrong-Frederick, dont un équivalent dans l’espace des déforma-
tions est proposé par [Wang & Barkey 1999]. Ce modèle possède des propriétés étendues
par rapport aux modèles de type Armstrong-Frederick classiques, en ce qu’il a la possibi-
lité de reproduire un comportement adoucissant du matériau. Il peut également modéliser
le comportement élastique-parfaitement plastique.

Un autre modèle classique, écrit dans l’espace des contraintes, possède un équivalent
dans l’espace des déformations. Il s’agit du modèle d’Iwan, présenté plus haut, au para-
graphe 2.2.2. Yoder propose, dans sa thèse supervisée par Iwan, une variante du modèle
DEM, qu’il écrit dans l’espace des déformations [Yoder 1980]. Yoder et Iwan publient
notamment un article qui définit les bases de ce nouveau modèle qu’ils jugent parfaite-
ment équivalent à celui écrit dans l’espace des contraintes [Yoder & Iwan 1981]. Il possède
l’avantage d’être plus simple à implémenter numériquement ; du moins avec les outils de
l’époque.

2.4 Modélisation de la plasticité sous chargement non
proportionnel

Nous donnons dans ce paragraphe des éléments sur deux modèles proposés par [Cal-
loch 1997], appelés ECNL et LMTNP2, et utilisés pour modéliser le comportement élas-
toplastique sous chargement non proportionnel.

2.4.1 Modèle ECNL

Dans ses travaux de thèse, Calloch utilise un modèle à Écrouissage Cinématique Non
Linéaire (ECNL) [Calloch 1997]. Les équations de ce modèle sont données sur la figure
2.9. Ce modèle est essentiellement défini par sept équations. Par ailleurs, il comprend
neuf paramètres E, ν, k, Q, Φ∞, Φ0, ω, γ et c. Ces paramètres matériau sont identifiables
par un essai cyclique uniaxial de traction-compression. Pour cela, Calloch met en œuvre
une méthode d’identification inverse en utilisant le logiciel SiDoLo. Cette identification
est réalisée en utilisant trois cycles (le premier, le troisième et le septième) et le cycle
stabilisé.

L’auteur constate un écart important entre les prévisions du modèle ECNL et les
résultats expérimentaux. Ceci est illustré sur la figure 2.10, qui donne la comparaison
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entre un résultat expérimental et le résultat obtenu avec le modèle ECNL. Le cas étudié
est un chargement non proportionnel de type "sablier" dans le plan de Traction-Torsion
Combinées (TTC) des déformations.

2.4.2 Modèle LMTNP2

Les résultats de la figure 2.10 conduisent l’auteur à conclure sur "la nécessité d’in-
troduire dans le modèle une dépendance vis-à-vis de la non-proportionnalité du trajet de
chargement". Calloch propose en conséquence un modèle avec sur-écrouissage cyclique
prenant en compte la non-proportionnalité du trajet de chargement. Ce modèle, appelé
LMTNP2, est décrit à la figure 2.11. Ce modèle est construit à partir du modèle ECNL,
auquel quatre équations sont ajoutées ; un paramètre scalaire A, appelé « paramètre de
non proportionnalité », est calculé à partir du produit doublement contracté de la variable
d’écrouissage cinématique tensorielle X, et de sa vitesse. Ce paramètre introduit la dé-
pendance vis-à-vis de la non-proportionnalité du trajet de chargement. Si le chargement
est proportionnel, ce paramètre vaut zéro. Plus le caractère du chargement est non pro-
portionnel, plus ce paramètre approche la valeur 1. Les trois autres équations se basent
sur ce paramètre A de non-proportionnalité pour modifier la valeur asymptotique Q de la
variable d’écrouissage isotrope R du modèle ECNL. Si le trajet est proportionnel, la valeur
Q aura celle du paramètre Q0, si le trajet est non proportionnel et de type circulaire, Q
aura la valeur Q∞. Ainsi, en résumé, les équations LMTNP2 de modélisation de l’effet
de la non-proportionnalité du trajet de chargement, appelé par l’auteur sur-écrouissage
cyclique, augmentent la valeur de la variable R d’écrouissage isotrope du modèle clas-
sique ECNL, lorsque le trajet de chargement passe du type proportionnel au type non
proportionnel.

Le modèle LMTNP2 est défini par quinze paramètres. L’identification de ces para-
mètres a été réalisée avec le logiciel SiDoLo sur l’ensemble des essais expérimentaux
suivants : essai de traction-compression (premier, troisième, septième cycles et le cycle
stabilisé), et les cycles stabilisés de sept essais de traction-torsion dont ceux utilisés pour
la validation du modèle. Ce dernier, permet d’améliorer les résultats de modélisation
présentés sur la figure 2.10 ; en effet, ceci est illustré par la figure 2.12.
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Fig. 2.9 – Définition du modèle à Écrouissage Cinématique Non Linéaire (ECNL) proposé
par [Calloch 1997].
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Fig. 2.10 – Comparaison des prévisions du modèle ECNL (trait plein) aux résultats
expérimentaux (losanges) d’un essai de traction-torsion combinées [Calloch 1997].
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Fig. 2.11 – Définition du modèle LMTNP2 proposé par [Calloch 1997].
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Fig. 2.12 – Comparaison des prévisions du modèle LMTNP2 (trait plein) aux résultats
expérimentaux (losanges) d’un essai de traction-torsion combinées [Calloch 1997].
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2.5 Phénomène de rochet de torsion ou effet Poynting-
Swift

Ce paragraphe a pour objectif de présenter le phénomène de rochet de torsion, aussi
appelé effet Poynting-Swift, du nom des auteurs précurseurs sur le sujet. Dans un premier
temps, le phénomène sera présenté du point de vue expérimental. Puis, le point de vue de
différents auteurs sur l’origine de ce phénomène sera exposé et leurs pistes de modélisation
seront données. Ce paragraphe prend appui sur les travaux de [Han 1985], qui seront
enrichis en présentant des avancées récentes sur le sujet.

2.5.1 Mise en évidence expérimentale

Au début du xxe siècle, Poynting réalise des essais de torsion simple sur des cordes à
piano, des fils de cuivre ou encore des fils de laiton [Poynting 1909, Poynting 1912]. Les fils
sont libres de déplacement dans la direction axiale. Au cours de ces essais, Poynting fait
deux observations. Premièrement, la torsion du fil s’accompagne d’un allongement axial,
d’un rétrécissement radial et d’une augmentation de volume réversibles. Deuxièmement,
l’allongement axial est proportionnel au carré de l’angle de torsion. Ces résultats ont
ensuite été confirmés par les travaux de [Foux 1962], illustrés sur la figure 2.13, qui cherche
à étendre les résultats de Poynting sur des cas autres que les fils. Dans la littérature, on
fait classiquement référence à ce phénomène réversible sous le terme d’effet Poynting.

Les essais réalisés par Poynting et Foux ont mis en évidence des effets secondaires
réversibles. Des essais de torsion à effort axial nul ont été menés par [Swift 1947], avec
des sollicitations cycliques en grandes déformations. Pour la première fois, Swift a mis
en évidence un allongement axial irréversible qui se cumule au cours du chargement cy-
clique, comme illustré sur la figure 2.14, qui est une reproduction proposée par [Majors
& Krempl 1994].

Ce phénomène sera alors qualifié de rochet de torsion. Depuis ces travaux, on parle
aussi d’effet Swift ou Poynting-Swift.

Plus récemment, des auteurs se sont attachés à caractériser le rochet de torsion sur des
éprouvettes métalliques tubulaires. C’est notamment le cas de [Wack 1989], qui présente
des résultats d’essais de torsion alternée sur tube réalisés dans le cadre de la thèse de
[Han 1985]. Les essais ont été réalisés sur un acier de type 316L.

L’essai 206, présenté sur la figure 2.15, présente trois niveaux de déformation de tor-
sion εθz croissants (±0, 45% ; ±0, 90% ; ±1, 37%) avec trois cycles en torsion pour chaque
niveau. Nous remarquons une courbure orientée vers les déformations positives, et l’ap-
parition d’une déformation axiale non nulle croissante au fur et à mesure du cyclage.

L’essai 208 de Wack, présenté sur la figure 2.16, est similaire à l’essai 206 à ceci près
que les niveaux de déformations changent (±0, 55% ; ±1, 10% ; ±1, 65%) et la dernière
amplitude fait l’objet de neuf cycles.
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Encore plus récemment, [Khan et al. 2007] ont réalisé des essais de torsion à effort
axial nul sur des éprouvettes tubulaires en cuivre, en grandes déformations. Les résultats
obtenus par ces auteurs sont présentés sur la figure 2.17. Nous remarquons là encore une
courbure orientée vers les déformations axiales positives et une translation des cycles dans
la même direction, typiques de l’effet Poynting-Swift.

Fig. 2.13 – Mise en évidence de l’effet Poynting par [Foux 1962].

2.5.2 Explications théoriques et modélisation

Immédiatement après la mise en évidence expérimentale de l’effet Poynting-Swift,
plusieurs auteurs ont travaillé à fournir une explication théorique, associée à des moyens
de modéliser ce phénomène. [Rivlin 1953] montre que, dans le cas de la torsion d’un
tube à effort axial nul, les trois composantes diagonales du tenseur de déformation sont
proportionnelles au carré de la déformation de torsion.

Nous pouvons également citer l’explication de [Freudenthal & Gou 1969] qui, à partir
d’un potentiel plastique particulier, arrivent à montrer que la déformation axiale est pro-
portionnelle au carré de la déformation de cisaillement. Il convient de noter que toutes les
explications précitées reposent essentiellement sur la non-linéarité de la loi de comporte-
ment.
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Pour modéliser cet effet, plusieurs pistes ont été mises en oeuvre. Dans sa thèse,
[Han 1985] propose une modélisation basée sur la notion de contrainte de référence vir-
tuelle dans un modèle à mémoire discrète, couplée notamment à la dérivée de Jaumann.
L’auteur montre que la modélisation du rochet de torsion est influencée par la dérivée de
Jaumann, et que cette influence diminue si l’on considère un effort axial non-nul. [Majors
& Krempl 1994] considèrent eux que l’effet Poynting-Swift est une manifestation de l’ani-
sotropie induite. Ils montrent que les modèles dont la règle d’écoulement est anisotrope
sont plus à même de modéliser correctement cet effet ; par opposition aux modèles uni-
quement basés sur une contrainte de rappel. Enfin, on peut citer une proposition récente
de [Abdel-Karim & Khan 2010], qui parviennent à modéliser le phénomène sans pour
autant reproduire le sens attendu de la courbure et au prix d’un modèle à grand nombre
de paramètres.

Fig. 2.14 – Allongement axial irréversible observé par Swift lors d’un essai de torsion à
effort axial nul [Majors & Krempl 1994].
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Fig. 2.15 – Résultat d’essai de torsion alternée sur un tube en acier 316L : essai 206
[Wack 1989].

Fig. 2.16 – Résultat d’essai de torsion alternée sur un tube en acier 316L : essai 208
[Wack 1989].
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Fig. 2.17 – Résultat d’essai de torsion à effort axial nul sur éprouvette tubulaire en
cuivre [Khan et al. 2007].
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2.6 Décomposition élastique-plastique des grandes trans-
formations

Dans [Naghdi 1990], une revue des travaux de recherche sur l’élastoplasticité en grandes
transformations est faite. Il constate que le développement des recherches dans les grandes
transformations des matériaux élastoplastiques a démarré dans les années 1960. Avant ces
années, les développements de la théorie des matériaux élastoplastiques étaient limités aux
petites déformations et en grande partie traitaient de réponses particulières des matériaux
comme l’élasticité-plasticité parfaite ou de lois d’écrouissage particulières comme celles
isotropes et cinématiques.

À la deuxième moitié de la décennie 1960-1970, deux écoles de pensée qui portent des
philosophies différentes, ont émergé. L’une a été initiée par Lee [Lee 1968, Lee & Liu 1968,
Lee 1969] et l’autre a été initiée par Green et Naghdi [Green & Naghdi 1965, Green &
Naghdi 1968].

La première pose le principe d’une décomposition élastique-plastique multiplicative du
gradient de la transformation :

F̃ = F̃ e ◦ F̃ p (2.14)

Il en résulte une équation constitutive entre la contrainte et la transformation élastique,
posée ainsi :

σ̃ = H̃(F̃ e) (2.15)

où σ̃ est la contrainte de Cauchy et H̃ est une fonction tensorielle issue d’un poten-
tiel hyperélastique. Bon nombre d’auteurs ont adopté ce principe pour développer leur
modélisation du comportement de matériaux élastoplastiques en grandes transformations.

La seconde école, elle, choisit d’écrire l’équation constitutive entre la contrainte et la
déformation sous la forme suivante :

S̃(m) = G̃(Ẽ(m) − Ẽ(m)
p ) (2.16)

où G̃ est une fonction tensorielle qui peut être une loi élastique de Hooke, par exemple,
ou, plus généralement, une loi non linéaire hyperélastique, Ẽ(m) est la déformation lagran-
gienne de Hill, telle que pour m = 0, par exemple, elle coïncide avec la déformation loga-

rithmique droite et Ẽ(m)
p est la déformation plastique. Le couple contrainte-déformation

(S̃(m), Ẽ(m)) est un couple conjugué thermodynamiquement. Si la fonction G̃ est isotrope,
alors l’équation 2.16 peut être tournée par la rotation propre R̃. Dans le cas m = 0, nous
obtenons une équation constitutive eulérienne comme suit :
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R̃ ◦ S̃(0) ◦ R̃T = G̃(L̃nV − L̃nV p) (2.17)

Parmi les auteurs qui adoptent cette démarche, citons par exemple les travaux de
[Green & Naghdi 1965, Eterovic & Bathe 1990, Papadopoulos & Lu 1998, Miehe et al. 2002,
Schröder et al. 2002, Horak & Jirasek 2013, Shutov & Ihlemann 2014].

D’autres auteurs suivent l’exemple de [Nemat-Nasser 1979, Nemat-Nasser 1982] et
décomposent additivement le taux de déformation D̃ en la somme d’un tenseur élastique
et d’un tenseur plastique :

D̃ = D̃e + D̃p (2.18)

Parfois, selon leur choix de mesure de déformation et de dérivée temporelle, leurs travaux
aboutissent à une approche incluse dans le principe de la deuxième école, équation 2.16
[Perić et al. 1992, Xiao et al. 2000, Zhu et al. 2014].

[Del Piero 2018] propose et argumente de façon consistante pour un autre type de
décomposition de la transformation en une partie élastique et une partie plastique :

F̃ = F̃ e + F̃ p (2.19)

Pour cela, il se base sur un milieu continu avec une représentation à deux échelles de la
transformation.

Il apparaît donc que différentes options de décomposition élastique-plastique de la
transformation sont pratiquées par les modélisateurs de matériaux élastoplastiques en
grandes transformations. [Naghdi 1990] relève que les formulations sur la théorie générale
des matériaux élastoplastiques en présence de grandes transformations sont controversées
et il persiste de forts désaccords sur un nombre important de questions entre plusieurs
écoles de plasticité existantes. Et, [Naghdi 1990] explique que la définition précise du
concept de déformation plastique est controversée parmi les auteurs, et qu’aucune pro-
position ne permet de rendre compte de toutes les caractéristiques de la déformation
permanente pour un matériau élastoplastique en grandes transformations.

Par ailleurs, quelques auteurs ont comparé les prédictions de modèles élastoplastiques
en grandes transformations, basés sur les deux décompositions élastique-plastique : mul-
tiplicative (relation 2.14) et additive (relation 2.16). À titre d’exemple, les résultats de
[Miehe et al. 2002] de simulation de structures en grandes transformations sont donnés
aux figures 2.18, 2.19, 2.20 et 2.21. Ces résultats montrent une forte proximité dans les
prédictions des deux principes de décomposition élastique-plastique, multiplicative et ad-
ditive.
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Fig. 2.18 – Simulation de la striction d’un barreau circulaire en grandes transformations
[Miehe et al. 2002].

Fig. 2.19 – Comparaison des deux décompositions élastique-plastique, soit multiplicative,
soit additive, pour un cas de striction de barreau circulaire en grandes transformations
[Miehe et al. 2002].
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Fig. 2.20 – Simulation de la déformation plastique d’une plaque annulaire en grandes
transformations [Miehe et al. 2002].

Fig. 2.21 – Comparaison des deux décompositions élastique-plastique, soit multiplicative,
soit additive, pour la simulation de la figure 2.20 [Miehe et al. 2002].
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Le modèle SVG-HP 1D ainsi que sa réponse à une sollicitation cyclique ont été pré-
sentés au paragraphe 2.1.1. Puis, les propriétés intrinsèques qui caractérisent ce modèle
ont été présentées au paragraphe 2.1.2. Dans ce chapitre, le paragraphe 3.1 donne la mé-
thode adoptée pour distribuer les seuils de déclenchement en déformation des frotteurs et
les modules d’élasticité des ressorts composant le modèle. Ensuite, une méthode visant à
optimiser la distribution des seuils et des modules est détaillée dans le paragraphe 3.2.
Pour conclure ce chapitre, une version du modèle de Saint-Venant généralisé comportant
un ressort célibataire supplémentaire sera présentée (§ 3.3).

Notons que, dans le cas d’un comportement élastoplastique 3D, les états de contrainte
et de déformation plastiques sont de nature déviatoire. Bien que ce chapitre traite du cas
1D, les quantités scalaires de contrainte et de déformation seront notées σ et γ respecti-
vement, où la barre inférieure rappelle la nature déviatoire des états de contrainte et de
déformation considérés. Cette notation facilitera la transition vers le cas 3D, abordée au
chapitre 4.
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3.1 Définition des paramètres du modèle

3.1.1 Répartition homogène des seuils

La distribution discrète des seuils de déclenchement des frotteurs du modèle SVG-HP
1D est définie par un couple de paramètres (n, e∗n) où n désigne le nombre total d’éléments
de Saint-Venant et e∗n désigne le seuil limite, qui est le seuil de déclenchement du frotteur
du dernier élément, d’indice n. Les seuils de déclenchement des frotteurs sont définis par :

e∗k = kde∗ avec de∗ =
e∗n
n

et k ∈ [1, n] (3.1)

On parle ici de distribution homogène car l’écart entre deux seuils consécutifs e∗k et
e∗k+1 est constant, tel que e∗k+1 − e∗k = de∗.

Fig. 3.1 – Modèle de Saint-Venant généralisé continu (a) et sa réponse mécanique typique
en comportement cyclique (b) [Blès 2002].

3.1.2 Fonction générative des modules d’élasticité

Pour définir la distribution des modules d’élasticité Gk, une fonction s(γ) est adoptée ;
elle est appelée fonction générative. Cette fonction caractérise le comportement du
modèle par la définition de la courbe contrainte-déformation (σ–γ) de première charge.

Considérons sur la figure 3.1 le cas du modèle SVG-HP 1D continu, tel que proposé
dans [Persoz 1960]. Cela consiste à remplacer la suite discrète des seuils de déclenchement
en déformation e∗k par une suite continue d’éléments indexés par un seuil de déclenchement
en déformation continu e∗, pouvant varier de 0 à +∞. Dans ce cas, une section comprise
entre e∗ et e∗+de∗ est équivalente à un élément de Saint-Venant dont le module d’élasticité
vaut −ds′(e∗) ou −s′′(e∗)de∗, tel que :

G[e∗;e+de∗] = −ds′(e∗) = −s′′(e∗)de∗ (3.2)
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Cette relation a été discrétisée comme suit :

G1 = s′(0)− s′(e∗1) et Gk = s′(e∗k−1)− s′(e∗k) ∀k ∈ {2, . . . , n} (3.3)

La figure 3.2 illustre la forme de la distribution des modules d’élasticité Gk des ressorts,
avec une fonction générative typique.

Fig. 3.2 – Distribution typique des modules d’élasticité Gk des ressorts.

Pour décrire le comportement élastoplastique cyclique d’un matériau donné, avec le
modèle SVG-HP 1D, il est donc nécessaire d’identifier préalablement la fonction générative
s(γ) ou sa dérivée s′(γ) à partir du comportement du matériau en cisaillement, ce qui
correspond à un comportement déviatoire unidimensionnel.

Ce comportement est caractérisé, d’une part, par deux comportements limites : le
comportement quasi élastique, défini par le module tangent à l’origine G0 et le comporte-
ment quasi plastique défini par le seuil limite d’écoulement S0 (figure 3.3). D’autre part,
ce comportement est caractérisé par une zone de transition entre les comportements quasi
élastique et quasi plastique (figure 3.3).

Le choix d’une fonction générative dépend de la forme de la courbe de première charge
en cisaillement du matériau dont on se propose de modéliser le comportement. Il n’existe
pas à notre connaissance une fonction générative unique pouvant s’adapter à tous les
matériaux dont le comportement est élastoplastique, avec suffisamment de précision. Une
définition sous forme différentielle peut toutefois être proposée [Wack & Tourabi 1992] :

s′ =
ds

dγ
= G0

(
1−

(
s

S0

)d)
(3.4)

où d est un paramètre qui caractérise la forme de la zone de transition. L’équation
différentielle 3.4 n’a pas de solution analytique générale et doit être intégrée numérique-
ment.
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Fig. 3.3 – Fonction générative s1(γ) (a), dérivée première s′1(γ) (b) et dérivée seconde
s′′1(γ) (c) pour différentes valeurs du paramètre c.
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Par ailleurs, l’équation 3.4 présente un couplage entre le module tangent et la valeur
de la contrainte. Ceci rend son usage difficile sans une intégration qui permet de détermi-
ner la valeur de la contrainte. Bien que cette équation différentielle admette des solutions
analytiques pour des valeurs particulières du paramètre d, elle reste difficile à mettre en
œuvre, notamment dans le cadre d’une implémentation dans un code de calcul par élé-
ments finis. Afin de pouvoir modéliser un large spectre de comportements élastoplastiques,
nous proposons dans ce paragraphe trois définitions de fonctions génératives, notées s1(γ),
s2(γ) et s3(γ). Notons toutefois que dans l’intégralité des chapitres suivants, nous nous
restreindrons à l’utilisation de la fonction générative s1(γ), définie par la relation 3.5.

• Définition de la fonction générative s1(γ) :

La fonction générative s1(γ) est basée sur l’utilisation de la fonction gamma [Whittaker
& Watson 1920]. Cette fonction, notée Γ(x), est implémentée dans de nombreux outils
numériques tels que Excel, MATLAB, Fortran, etc. La fonction générative s1(γ) est définie
également par trois paramètres G0, S0 et c. La forme de la courbe représentative de cette
fonction est illustrée sur la figure 3.3a. Cette fonction est définie par sa dérivée s′1(γ)

représentée sur la figure 3.3b et dont l’expression analytique est donnée par la relation
suivante :

s′1(γ) =
ds1

dγ
(γ) = G0e

−
( γ
γΓ

)c

avec γΓ = γ∗
c

Γ

(
1

c

) avec γ∗ =
S0

G0

, γ ∈ R+ et c ∈
]
1, 102

]
⊂ R

(3.5)

où G0 représente le module d’élasticité à l’origine, S0 représente le seuil de plasticité,
c est un paramètre qui caractérise le rayon de courbure de la zone de transition de la
courbe contrainte-déformation et Γ(x) représente la fonction gamma. La fonction s′1(γ),
qui caractérise le module tangent, ne dépend que de la déformation totale γ et permet de
définir la distribution des modules d’élasticité Gk, sans obligation de calcul de la fonction
s1(γ). Notons qu’il n’existe pas, à notre connaissance, de forme analytique pour la fonction
générative s1(γ), dont la dérivée est exprimée par la relation 3.5. Cependant, son évolution
peut être obtenue aisément par une intégration numérique, en utilisant la méthode des
trapèzes par exemple.

Les figures 3.3a et 3.3b illustrent les formes successives de la fonction générative s1(γ)

ainsi que de sa dérivée première pour un couple de paramètres (G0, S0) donné et pour diffé-
rentes valeurs du paramètre de courbure c. Aussi, sa dérivée seconde s′′1(γ) est représentée
sur la figure 3.3c, pour différentes valeurs de c. Elle est définie par :

s′′1(γ) =
d2s1

dγ2
(γ) = −c

γc−1

(γΓ)c
s′1(γ) (3.6)
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La forme de la fonction générative s1(γ), représentée sur la figure 3.3a, a été proposée
uniquement pour illustrer la signification physique des trois paramètres du modèle : G0,
S0 et c. Une expression analytique ou une intégration numérique de cette fonction ne sont
pas requises pour la définition du modèle. En effet, la distribution des modules d’élasticité
Gk des ressorts est définie par la fonction s′1(e∗k), selon l’équation 3.3, qui dépend de la
suite discrète des seuils e∗k définis par la relation 3.1.

Notons que les courbes de modules d’élasticité s′1(γ) (figure 3.3b) présentent chacune
un point d’inflexion, c’est-à-dire un point en lequel la courbe coupe sa tangente. Nous
pouvons déterminer la déformation γ

c
pour laquelle la courbe s′1(γ) présente un point

d’inflexion. Il s’agit de la déformation pour laquelle la courbe s′′1(γ) admet un minimum
et vérifie s′′′1 (γ) = 0. La dérivée tierce de la fonction générative s′′′1 (γ) est définie par :

s′′′1 (γ) =
d3s1

dγ3
(γ) = c

γc−2

(γΓ)c

(
c

(
γ

γΓ

)c
− (c− 1)

)
s′1(γ) (3.7)

Nous pouvons maintenant déterminer la valeur de γ
c
en résolvant s′′′1 (γ) = 0 :

s′′′1 (γ
c
) = 0⇔ γ

c
= 0 ou γ

c
= γΓ

(
c− 1

c

)1

c (3.8)

En première charge pour γ
c
≥ 0, la relation 3.8 impose un domaine de variation pour

le paramètre c, tel que c ≥ 1. Pour c = 1, l’équation 3.8 donne γ
c

= 0 ; dans ce cas il
n’y a pas de point d’inflexion. Ainsi, un point d’inflexion existe sur la courbe des modules
s′1(γ), si et seulement si c > 1. La figure 3.4 illustre les formes successives de la fonction
générative ainsi que de ses dérivées premières et secondes, pour un couple de paramètres
(G0, S0) donné et pour c = 1 et c > 1. Les courbes s′1(γ) pour c > 1 sont du type courbe
en S inversé et correspondent bien à l’évolution typique des modules tangents pour les
matériaux métalliques [Wack & Tourabi 1992]. La courbe s′1(γ) pour c = 1 a une forme
d’exponentielle décroissante, ce qui ne correspond pas à l’évolution typique des modules
tangents pour ces mêmes matériaux. Ainsi, pour se conformer au comportement typique
des matériaux métalliques, nous choisissons d’exclure la valeur 1 du domaine de variation
du paramètre c, même si cette valeur est mathématiquement admissible.

Notons que pour des valeurs du paramètre c proches de 102, le comportement en pre-
mière charge tend vers un comportement élastique parfaitement plastique (figure 3.5).
Au-delà de cette valeur, l’évolution du paramètre c n’a que peu d’influence sur l’évolution
de la fonction générative. C’est pourquoi nous limitons le domaine de variation de ce pa-
ramètre à ]1, 102] (cf. relation 3.5).
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Fig. 3.4 – Fonction générative s1(γ) (a), dérivée première s′1(γ) (b) et dérivée seconde
s′′1(γ) (c) pour c = 1 et c > 1.
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Fig. 3.5 – Fonction générative s1(γ) pour c = 5, 10, 20, 50 et 102.

Ainsi, avec ce choix de fonction générative s1(γ) définie par la relation 3.5, les modules
d’élasticité du modèle de Saint-Venant généralisé sont calculés comme suit :

G1 = G0

1− e
−

 e∗1
γΓ

c et Gk = G0

e−
e∗k−1

γΓ

c
− e

−

 e∗k
γΓ

c ∀k ∈ {2, . . . , n}

(3.9)

• Définition de la fonction générative s2(γ) :

La fonction générative s2(γ) proposée est du même type que la fonction générative s1(γ)

et vient compléter son domaine d’utilisation. Elle peut notamment être utilisée pour mo-
déliser le comportement de matériaux qui présentent une zone de transition relativement
étendue entre le comportement quasi élastique et le comportement quasi plastique. En
effet, nous illustrons sur la figure 3.6 les domaines de comportement A et B, caractéris-
tiques des fonctions génératives s1(γ) et s2(γ) respectivement. Cette dernière est définie
analytiquement par :

s2(γ) = S0 tanh

(
δ
γ

γ∗
+ (δ − 1) tanh

(
γ

γ∗

))
avec γ∗ =

S0

G0

; γ ∈ R+ et δ ∈ ]0, 0.5] ⊂ R
(3.10)

où δ est un paramètre de courbure de la courbe contrainte-déformation, équivalent au
paramètre c pour la fonction s1(γ). Le domaine de variation du paramètre δ, représenté par
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le domaine B de la figure 3.6, a été choisi afin de compléter la gamme de comportements
inclus dans le domaine A.

La figure 3.7 illustre les différentes formes des courbes représentatives de la fonction
générative s2(γ) définie par la relation 3.10, pour un couple de paramètres (G0, S0) donné
et pour différentes valeurs du paramètres δ. Le comportement illustré par la figure 3.7
montre une large gamme de zones de transition, entre le comportement quasi élastique et
le comportement quasi plastique. D’une part, pour les valeurs de δ proches de 0, 5, la zone
de raccordement est peu étendue et rappelle l’allure des courbes du domaine A (figure 3.6
et figure 3.7a).

A B

Fig. 3.6 – Domaines A et B de comportement en première charge définis respectivement
par les relations 3.5 et 3.10.

D’autre part, pour les valeurs de δ qui tendent vers zéro, la zone de raccordement
devient plus étendue et s’éloigne de l’allure des courbes du domaine A (figure 3.6, figure
3.7.a et 3.7.b).

• Définition de la fonction générative s3(γ) :

La fonction générative s3(γ) proposée est définie à partir de la fonction tangente hy-
perbolique. Elle peut être utilisée pour un certain nombre de matériaux métalliques. Cette
fonction s3(γ), qui ne dépend que des deux paramètres G0 et S0, a pour expression ana-
lytique :

s3(γ) = S0 tanh

(
G0

S0

γ

)
(3.11)

Contrairement aux deux fonctions génératives proposées précédemment, celle-ci ne per-
met pas de modifier la courbure au niveau du coude de la courbe contrainte-déformation.
Malgré cette faiblesse, cette fonction peut convenir pour certains matériaux ou être utilisée
à des fins de développement.
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Fig. 3.7 – Domaine B de comportement en première charge défini par la relation 3.10 :
pour γ ∈ [0, 4γ∗] (a) et pour γ ∈ [0, 100γ∗] (b).

3.2 Optimisation du choix des paramètres du modèle

Dans le paragraphe 3.1.1, nous avons introduit une distribution homogène des seuils de
déclenchement en déformation des frotteurs. Cette distribution homogène peut se révéler
problématique dans le cas où le nombre n d’éléments de Saint-Venant dans le modèle
est relativement faible. Plus particulièrement, la zone de transition élastique-plastique,
située autour du coude de la courbe contrainte-déformation, peut souffrir d’un manque de
précision et apparaître comme une courbe affine par morceaux, comme c’est le cas pour
les modèles de Saint-Venant élémentaire et/ou à deux éléments, par exemple (figures 2.1
et 2.3). Dans ce paragraphe, nous étudierons l’influence du couple de paramètres (n, e∗n)
et ferons des propositions pour optimiser le choix de ces paramètres.
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3.2.1 Influence et choix du nombre d’éléments de Saint-Venant

Le nombre n d’éléments de Saint-Venant dans le modèle permet, s’il est suffisamment
important, d’obtenir une réponse en contrainte continue ou du moins quasi continue.
La figure 3.8a montre les réponses en contrainte du modèle SVG-HP 1D comportant un
nombre croissant d’éléments (5, 10, 20, 50). Ces réponses sont comparées avec la courbe
représentative de la fonction générative s1(γ) qui a permis de générer la distribution des
modules d’élasticité du modèle. Elle a été obtenue par intégration de la fonction s′1(γ)

par la méthode des trapèzes. Nous remarquons tout d’abord que les courbes contrainte-
déformation pour 5 et 10 éléments sont saccadées du fait du nombre d’éléments trop faible.
Aussi, nous pouvons voir que toutes les courbes sont situées au-dessus de la courbe repré-
sentative de la fonction s1(γ). Pour expliquer ce phénomène, nous calculons l’évolution
du module tangent, défini par :

M(γ) =
dσ

dγ
(γ) (3.12)

La figure 3.8b montre les courbes d’évolution du module tangent du modèle de Saint-
Venant pour les différents nombres d’éléments. La courbe s′1(γ) est également représentée.
Nous remarquons que pour 5 éléments, la courbe de modules est en forme de marches
d’escalier, toujours située au-dessus de la courbe analytique s′1(γ). Sur une marche d’es-
calier donnée, un ressort est toujours sollicité et le seuil de déclenchement du frotteur
correspondant n’est pas atteint. Dans le même temps, la contrainte calculée par le modèle
augmente, ce qui amène une surestimation de cette contrainte par rapport à la valeur
voulue (figure 3.8a). Augmenter le nombre d’éléments dans le modèle permet d’augmen-
ter le nombre de marches d’escalier et de réduire leur largeur. Ainsi, on comprend que
pour un grand nombre d’éléments de Saint-Venant, la courbe de modules en marches
d’escalier convergera vers la courbe analytique s′1(γ), et ainsi la contrainte sera estimée
correctement.

Pour valider cette hypothèse, nous avons calculé l’erreur entre la contrainte calculée
par le modèle et celle obtenue analytiquement. Ces courbes d’erreur sont représentées sur
la figure 3.8.c, où nous avons ajouté un calcul pour 100 éléments.

La figure 3.8.c montre que l’erreur diminue lorsque le nombre d’éléments augmente,
passant de plus de 20% pour 5 éléments à environ 1% pour 100 éléments. Au vu de ces
résultats, nous recommandons de définir le modèle SVG-HP 1D avec un minimum de 50
éléments ; l’erreur sur l’estimation de la contrainte est alors de l’ordre de 2%. Selon le
degré de précision souhaité, on pourra envisager d’insérer plus d’éléments dans le modèle.
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Fig. 3.8 – Réponse normalisée du modèle en contrainte (a), dérivée première normalisée
de cette réponse (b) et évolution de l’erreur entre la réponse en contrainte et la fonction
générative pour plusieurs valeurs de n (c).



3.2. Optimisation du choix des paramètres du modèle 53

3.2.2 Détermination du seuil limite

Le choix du seuil limite e∗n, le seuil de déclenchement du dernier frotteur, est un aspect
important pour une définition correcte du modèle. Nous proposons dans ce paragraphe
une méthode pour choisir la valeur de e∗n. Tout d’abord, il est nécessaire de fixer la valeur
optimale du nombre d’éléments (cf. § 3.2.1). Puis, nous considérons une variable x, telle
que :

x ∈]0; 1] et s′1(e∗n) = xG0 (3.13)

où s′1(γ) est la dérivée de la fonction générative, qui caractérise l’évolution du module
tangent. Par conséquent, la variable x permet d’affecter une valeur du module tangent,
pour le dernier seuil en déformation e∗n.

Les relations 3.5 et 3.13 conduisent à une définition de e∗n en fonction de la variable x
et du paramètre c, qui caractérise la courbure de la zone de transition, soit :

e∗n(x) = γΓ (− lnx)

1

c (3.14)

Considérons, sur la figure 3.9a, la courbe de la dérivée première s′1(γ) de la fonction
générative s1(γ) normalisée par G0. Trois domaines de définition sont possibles pour le
seuil limite, selon la valeur de x choisie. De manière générale, pour x ∈ [0, 1; 1], le seuil
limite sera défini dans le domaine A représenté sur la figure 3.9a. Si x ∈ [0, 01; 0, 1], alors
e∗n appartiendra au domaine B. Enfin, si x < 0, 01, alors le seuil limite appartiendra au
domaine C.

Les conséquences de la définition de e∗n dans chacun des domaines précités sont dé-
taillées ci-dessous :

• Si e∗n se trouve dans le domaine A, alors on estime que la valeur du seuil li-
mite est trop faible ; on perd de l’information. Plus précisément, la somme des
modules du modèle de Saint-Venant ainsi défini sera très inférieure au module
initial G0 de la fonction générative ; la courbe contrainte-déformation ainsi obte-
nue aura un seuil d’écoulement quasi plastique inférieur à S0. Ce cas est illus-
tré, d’une part, par les deux courbes de modules correspondant à e∗n(x = 0, 5)

et e∗n(x = 0, 25) représentées sur la figure 3.9b. D’autre part, les conséquences sur
la courbe contrainte-déformation sont illustrées sur la figure 3.9c par les courbes
e∗n(x = 0, 5) et e∗n(x = 0, 25) correspondantes ;

• Si e∗n se trouve dans le domaine B, alors la valeur du seuil limite est acceptable. La
courbe de s′1(γ) est bien prise en compte ; la partie qui ne l’est pas est suffisamment
faible pour ne pas avoir une incidence trop importante sur les résultats. Ce cas est
illustré par les courbes correspondant à e∗n(x = 0, 01) sur les figures 3.9b et 3.9c ;
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Fig. 3.9 – Domaines de définition de e∗n (a), courbes de modules pour différentes valeurs
de e∗n (b) et réponses en contrainte associées (c).
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• Enfin, si e∗n se trouve dans le domaine C, le nombre n d’éléments peut se révéler insuf-
fisant, conduisant à un seuil d’écoulement quasi plastique de la courbe contrainte-
déformation plus élevé que S0. Ceci est dû à des marches d’escalier de la courbe
de modules trop larges ce qui conduit la courbe contrainte-déformation à se situer
au-dessus de la courbe souhaitée (cf. § 3.2.1).

Ainsi, il faut absolument éviter de choisir une valeur de e∗n située dans le domaine A.
La répartition des seuils devient acceptable à partir du domaine B, soit x ∈ [0, 01; 0, 1].
Enfin, selon le nombre n d’éléments dans le modèle, il est possible de définir un seuil limite
e∗n dans le domaine C. Dans tous les cas, il convient d’analyser la réponse du modèle pour
s’assurer que les paramètres choisis donnent des résultats acceptables. Par exemple, en
choisissant n = 50, nous avons déterminé que la valeur du paramètre x = 0, 005 donne
des résultats satisfaisants.

3.2.3 Fonction de densification des seuils

Le choix d’un nombre n d’éléments et d’un seuil limite e∗n adéquats permet d’ob-
tenir une répartition des seuils offrant une modélisation relativement fine de la courbe
contrainte-déformation. Néanmoins, si le nombre d’éléments est limité, la courbe de mo-
dule présente alors des marches d’escalier. Ces marches sont évidemment plus critiques
lorsqu’elles se situent dans la zone de transition, où la courbe de module possède la plus
forte pente. C’est justement dans cette zone que se situe le point d’inflexion γ

c
de la fonc-

tion générative. Pour améliorer la capacité du modèle à décrire au mieux le comportement
élastoplastique visé, même dans le cas où le nombre n d’éléments est limité, nous pouvons
proposer une répartition des seuils non homogène qui consiste à augmenter la densité
de seuils autour du point d’inflexion. Dans un premier temps, nous calculons les écarts
∆k entre chaque seuil e∗k et le point d’inflexion γ

c
:

∆k = |γ
c
− e∗k| (3.15)

Nous définissons notre fonction de densification de sorte que l’écart calculé par la
relation 3.15 soit réduit autour du point d’inflexion :

C(e∗k) = 1 + α
s′′1(e∗k)

s′′1(γ
c
)

avec α ∈ [0, 5] (3.16)

où α est un paramètre positif qui permet d’obtenir une répartition plus ou moins dense
des seuils autour du point d’inflexion. Nous pouvons désormais calculer les nouveaux écarts
∆′k :

∆′k =
∆k

C(e∗k)
(3.17)
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Connaissant ces nouveaux écarts, les nouvelles valeurs de seuils densifiés e∗′k sont ob-
tenues par :

e∗
′

k = γ
c
−∆′k si e∗k ≤ γ

c

e∗
′

k = γ
c

+ ∆′k si e∗k > γ
c

(3.18)

L’effet de cette fonction de densification sur la répartition des seuils est illustré sur la
figure 3.10. Plus précisèment, sur la figure 3.10a, les seuils sont répartis de façon homogène.
Sur la figure 3.10b, la fonction de densification, avec α = 1, a été utilisée pour rapprocher
les seuils du point d’inflexion γ

c
. Notons que si α est nul, les seuils sont répartis de façon

homogène. Lorsque α augmente, les seuils se rapprochent du point d’inflexion. Attention,
pour des valeurs importantes de α, supérieures à 102 typiquement, les seuils peuvent se
confondre avec le point d’inflexion. C’est pourquoi en pratique, pour ne pas dégrader la
modélisation loin du point d’inflexion, on se limite à des valeurs de α comprises entre 0
et 5.

Fig. 3.10 – Distribution homogène des seuils représentée sur la courbe contrainte-
déformation (a) et distribution obtenue avec la fonction de densification pour α = 1

(b).
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3.3 Ajout d’un ressort célibataire

Le modèle SVG-HP 1D peut être complété par l’ajout en parallèle d’un ressort cé-
libataire, de rigidité G∞ (figure 3.11a), comme proposé dans [Persoz 1969]. Ce ressort
célibataire correspond alors à un élément de Saint-Venant dont le seuil de déclenchement
en déformation du frotteur serait infini. Dans ce cas, le comportement quasi réversible à
l’origine et aux inversions correspond à un module d’élasticité égal à la somme de tous

les modules d’élasticité des ressorts dont le ressort célibataire, soit
n∑
k=1

Gk + G∞ (figure

3.11b). Les intersections entre les droites correspondant au module d’élasticité résiduelle
G∞ et l’axe des contraintes, pour σ > 0 et σ < 0, sont les seuils de plasticité du modèle(

+
n∑
k=1

Gke
∗
k

)
et
(
−

n∑
k=1

Gke
∗
k

)
respectivement, comme illustré sur la figure 3.11.b. Ainsi,

la contrainte totale dans le modèle SVG-HP 1D complété du ressort célibataire est définie
par :

σ =
n∑
k=1

Gkγ
e

k
+G∞γ avec γe

k
= γ − γp

k
pour k ∈ [1, n] (3.19)

En adoptant la définition 2.2 et compte tenu de la figure 2.2, la relation 3.19 s’écrit :

σ =
n∑
k=1

2Gkε
e
k + 2G∞ε avec εek = ε− εpk pour k ∈ [1, n] (3.20)

La définition complète du comportement du modèle SVG-HP 1D complété par un
ressort célibataire, illustré sur la figure 3.11, est synthétisée dans le tableau donné par la
figure 3.12.

Fig. 3.11 – Modèle SVG-HP 1D complété par un ressort célibataire de module d’élasticité
G∞ (a) et sa réponse mécanique typique en comportement cyclique (b).
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Fig. 3.12 – Définition du comportement du modèle SVG-HP 1D complété par un ressort
célibataire illustré sur la figure 3.11.

Conclusion du chapitre

Le modèle de Saint-Venant Généralisé à Hystérésis Pure unidimensionnel (SVG-HP
1D) a été présenté et son comportement typique illustré.

Une analyse approfondie a été menée pour la définition des paramètres du modèle.
Ainsi, trois fonctions génératives ont été proposées ; elles permettent de couvrir un large
spectre de modélisation du comportement des matériaux métalliques. Dans cette thèse,
la première fonction générative proposée a été adoptée.

Des recommandations ont été faites concernant le nombre d’élément de Saint-Venant
et la valeur optimale du seuil le plus grand.

Une fonction de densification des seuils des éléments de Saint-Venant a été proposée
afin de mieux décrire le comportement des matériaux dans la région de transition entre
l’élasticité et la plasticité.

Enfin, le modèle SVG-HP 1D a été complété par l’ajout d’un ressort célibataire.
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L’objectif de ce chapitre est de proposer une définition d’un modèle de comportement
élastoplastique 3D. Le modèle proposé est une extension tridimensionnelle du modèle
SVG-HP 1D, introduit au chapitre 2 et étudié au chapitre 3. Cette extension au cas 3D
est réalisée dans un cadre caractérisé par des hypothèses, des choix et un parallèle entre les
propriétés du modèle SVG-HP 1D et celles du modèle 3D proposé. Ce cadre est présenté au
paragraphe 4.1. Au paragraphe 4.2, une définition précise du comportement du modèle 3D
est donnée. Cette définition est basée sur une expression de la loi de comportement 3D et
sur une règle d’écoulement appliquée à chacun des éléments de Saint-Venant. Une méthode
d’identification du modèle est présentée au paragraphe 4.3. Enfin, une loi d’écrouissage
cyclique pour les trajets proportionnels est proposée au paragraphe 4.4.
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4.1 Vers un modèle de Saint-Venant Généralisé à Hys-
térésis Pure 3D

4.1.1 Hypothèses et choix adoptés

En partant du modèle de Saint-Venant Généralisé à Hystérésis Pure 1D (SVG-HP
1D), notre objectif est d’étendre ce modèle au cas tridimensionnel ; ceci afin d’aboutir à
un modèle constitutif pertinent de nature phénoménologique pour décrire le comportement
cyclique des milieux continus élastoplastiques, non visqueux. Il s’agit du modèle que nous
avons appelé, au chapitre 1, le modèle SVG-HP 3D.

Le modèle recherché est à caractère élastoplastique ; il possède des propriétés intrin-
sèques qui le distinguent des modèles élastoplastiques classiques (cf. § 2.1.2). En effet,
ce modèle exhibe au premier ordre un comportement typique, qui correspond à une ir-
réversibilité dès le début du chargement, à droite de l’origine et présente une fermeture
parfaite des cycles. Par ailleurs, ce modèle doit permettre un traitement consistant des
effets du second ordre, tels que par exemple, les effets de rochet de torsion ou effets de
Poynting-Swift (cf. § 1.2, point ii). Notons que dans le cadre du présent travail de thèse,
l’application envisagée de ce modèle est l’étude du comportement cyclique des matériaux
métalliques, dans le domaine des petites déformations (cf. § 1.2, point i).

Pour construire ce modèle, nous avons adopté un cadre défini par plusieurs hypothèses,
qui seront exposées dans la suite de ce paragraphe.

Hypothèse H1 Le comportement est limité au cas isotrope à température ambiante.

Hypothèse H2 Le comportement du modèle est indépendant du temps et ne tient pas
compte des phénomènes de viscosité, d’écrouissage cyclique, ou de tout autre phénomène
d’altération ou de modification des propriétés mécaniques, tels que l’endommagement,
le vieillissement ou les transformations de phases. Ainsi, le comportement du modèle
au première ordre est celui d’un cycle stabilisé, qui se répète indéfiniment et de façon
identique à lui-même, tant que le cycle de chargement est identique à lui-même.

Hypothèse H3 La déformation totale du modèle est la même pour tous les éléments de
Saint-Venant et la contrainte totale est la somme des contraintes individuelles de chaque
modèle élémentaire (cf. § 2.1.2, point i). Pour tenir compte de cette propriété intrin-
sèque, le modèle SVG-HP 3D adoptera une approche multisurface définie dans l’espace
des déformations (cf. § 2.3).

Hypothèse H4 Compte tenu des objectifs fixés au paragraphe 1.2, points i et ii, et
notamment la nécessité de la prise en compte des effets du second ordre, le modèle sera
construit dans le cadre des transformations finies, malgré son application au domaine des
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petites déformations envisagée dans le cadre de ce travail sur l’étude du comportement
cyclique des matériaux métalliques. En effet, la prise en compte des effets du second ordre
est étroitement liée à l’usage des transformations finies et plus particulièrement au choix
de la dérivée objective (cf. § 1.1, point b). De nombreuses propositions de taux objectifs
sont disponibles dans la littérature. Parmi les plus classiques nous pouvons mentionner
la dérivée de Jaumann, la dérivée de Green–Naghdi, la dérivée de Lee ou la dérivée lo-
garithmique. D’autres contributions originales ont été proposées récemment, telles que la
dérivée logarithmique cinétique [Jiao & Fish 2017] ou un formalisme à quatre dimensions
d’espace-temps [Panicaud & Rouhaud 2014, Wang et al. 2016]. Parmi les nombreuses pos-
sibilités, une étude comparative complète est nécessaire pour distinguer le meilleur choix,
apte à rendre compte de façon consistante des effets du second ordre, dans le cadre de
notre approche. Un tel projet peut faire l’objet d’une ou de plusieurs études ultérieures ;
néanmoins, il est hors de portée du cadre actuel de notre travail, qui est nécessairement
limité dans le temps. Dans le cadre de cette première approche pour la définition d’un
modèle 3D multisurface, reposant sur les propriétés du modèle SVG-HP 1D, nous avons
fait le choix provisoire de la dérivée objective classique de Jaumann ou taux corotationnel
de Jaumann, tel que pour un tenseur Ã, on a :

◦j

Ã =
•

Ã+ Ã ◦ W̃ − W̃ ◦ Ã (4.1)

Où le symbole "◦j. " désigne la dérivée de Jaumann et W̃ représente le tenseur taux de
rotation ou partie antisymétrique du gradient eulérien des vitesses.

Hypothèse H5 - Choix de la mesure de déformation Différentes mesures de dé-
formation existent. D’un point vue pratique, le choix d’une mesure de déformation est en
général effectué afin d’obtenir une formulation de la loi de comportement la plus simple
possible et la plus aisée à mettre en œuvre. Dans ce contexte, notre choix s’est orienté
vers le tenseur de déformation de Hencky gauche, noté h̃. Ce tenseur est défini comme le
logarithme népérien du tenseur de déformation pure gauche Ṽ :

h̃ = ln Ṽ (4.2)

Le choix du tenseur de déformation de Hencky gauche est motivé par plusieurs pro-
priétés intéressantes de cette mesure de la déformation :

a On peut décomposer le tenseur de déformation de Hencky gauche en la somme d’une
partie sphérique hmĨ et d’une partie déviatoire h̃ sous la forme suivante :

h̃ = hmĨ + h̃ (4.3)

avec
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h̃ = h̃− hmĨ ; hm =
1

3
Tr h̃ =

1

3
ln J (4.4)

où Ĩ représente le tenseur identité. Cette décomposition de la mesure de déformation
logarithmique permet de séparer les déformations de changement de volume et celles
à volume constant, comme les déformations plastiques des matériaux métalliques.

b En adoptant l’option de la décomposition additive de la déformation (§ 2.6, relation
2.17), le tenseur h̃ se décompose en une partie élastique h̃e et en une partie plastique
h̃p, telles que :

h̃ = h̃e + h̃p (4.5)

Cette méthode a été proposée par [Miehe et al. 2002] et d’autres auteurs. Des élé-
ments bibliographiques sur la pertinence de cette méthode de décomposition de la
déformation logarithmique sont donnés au paragraphe 2.6.

c Par définition d’une mesure de déformation, l’hypothèse des petites déformations conduit
à :

h̃ ≈ ε̃ et ε̃ = ε̃e + ε̃p (4.6)

Où ε̃ désigne le tenseur des petites déformations, ε̃e sa partie élastique et ε̃p sa
partie plastique. Ainsi, le choix du tenseur de Henky gauche et de la décomposition
additive de la déformation conduisent à une continuité de définition entre le domaine
des petites et des grandes déformations.

d La dérivée de Jaumann de la déformation de Hencky gauche est proche du taux de
déformation D̃ ; elle s’exprime par une relation proposée par [Scheidler 1991], telle
que :

◦j

h̃ =

◦j(
ln Ṽ

)
= ˜̃δ(Ṽ ) . D̃ (4.7)

où ˜̃δ(Ṽ ) est un tenseur d’ordre quatre défini par Scheidler en 1991 et égal à l’unité˜̃I dans le cas d’une sollicitation irrotationnelle. La relation 4.7 ne joue pas un rôle
fondamental dans la suite de la définition théorique du modèle SVG-HP 3D ; néan-
moins, elle a une portée pratique très utile du point de vue de la mise en œuvre
numérique de la modélisation 1.

1. La mise en œuvre numérique du modèle SVG-HP 3D dans le code d’éléments finis Abaqus nécessite
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Hypothèse H6 - Choix du tenseur de contrainte Nous choisissons d’utiliser le
tenseur de contrainte de Cauchy, pour lequel nous utiliserons la notation classique σ̃.
La contrainte de Cauchy et la déformation de Hencky gauche ne sont pas conjuguées du
point de vue thermodynamique. Ainsi, dans le cas général des transformations finies, la
relation 4.7 ne peut pas être utile pour une définition rigoureuse de la puissance des efforts
intérieurs, par exemple. La contrainte σ̃ est thermodynamiquement conjuguée au taux de
déformation D̃. Ainsi, la puissance des efforts intérieurs doit par conséquent être calculée
en utilisant le taux de déformation D̃. Néanmoins, pour envisager les applications futures
en transformations finies, citées au point i du paragraphe 1.2, et une thermodynamique
associée, il est nécessaire d’adopter un tenseur de contrainte conjugué à la déformation
logarithmique de Hencky gauche, selon la dérivée objective de Jaumann, noté τ̃ ∗, que
nous appelons contrainte conjuguée Jaumann-Hencky gauche (cf. annexe E).

Hypothèse H7 - Comportement élastique isotrope La définition complète de la loi
multisurface nécessite la définition du comportement élastique à l’intérieur d’une surface
seuil donnée. Pour cela, nous adoptons la loi élastique isotrope, telle que :

σ̃ = K
(

Tr h̃
)
Ĩ + 2µh̃ (4.8)

où K représente le module de compressibilité volumique et µ le module de cisaille-
ment. Notons que la loi 4.8 est simplement une loi élastique et non une loi hyperélastique
avec un potentiel préétabli. Dans le cadre de l’application actuelle, qui est l’étude du
comportement des matériaux métalliques en petites déformations, un potentiel existe ; il
correspond au potentiel classique de la loi élastique linéaire de Hooke. Dans le cas général
des transformations finies, pour que la relation 4.8 conduise à l’existence d’un potentiel
hyperélastique, il est nécessaire d’adopter, à la place du tenseur de contrainte de Cauchy,
le tenseur τ̃ ∗ de la contrainte conjuguée Jaumann-Hencky gauche (cf. annexe E).

Hypothèse H8 - Sous-espace déviatoire multidimensionnel d’Ilyushin En trans-
formations finies, le suivi de la déformation plastique en sollicitation rotationnelle ne peut
se faire en considérant le plan déviatoire classique à deux dimensions. En effet, les trois
paramètres d’orientation des axes principaux de déformation dans le repère corotationnel
lié à la matière, qui correspondent aux trois angles d’Euler, comptent et ne peuvent pas

le calcul d’une matrice jacobienne, notée ˜̃J, définie par : ◦jσ̃ = ˜̃J.D̃ où σ̃ et D̃ représentent respectivement
la contrainte de Cauchy et le taux de déformation. Pour résoudre les équations d’équilibre de la structure,
le solveur d’Abaqus utilise, dans sa version implicite, une méthode de Newton-Raphson. La matrice
jacobienne est indispensable pour cette méthode. Une matrice jacobienne définie précisément améliorera
le temps de calcul en réduisant le nombre d’itérations par incrément. Au contraire, une matrice jacobienne
trop approximative, ou trop imprécise, allongera le temps de calcul et pourra même conduire à une
absence de convergence. La matrice jacobienne est plus ou moins sollicitée par le solveur selon la méthode
de résolution employée (quasi-Newton, full-Newton ou autre) et selon la finesse du maillage.
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être négligés. Par conséquent, nous considérons le sous-espace déviatoire d’Ilyushin de
dimension cinq, issu de l’espace des tenseurs du second ordre symétriques de dimension
six (annexe B).

4.1.2 Extension du modèle SVG-HP 1D au cas 3D

Dans le cadre de ce travail de thèse, les applications envisagées concernent l’étude du
comportement élastoplastique cyclique multiaxial et l’étude de l’endurance des matériaux
métalliques dans le domaine des petites déformations. Dans un souci de clarté, le modèle
sera présenté dans la suite en considérant son domaine d’application actuel, à savoir le
domaine des petites déformations.

Pour illustrer l’extension du modèle SVG-HP 1D au cas 3D, nous adoptons la repré-
sentation dans le plan déviatoire classique à deux dimensions (2D). Dans ce plan, un
tenseur déviatoire Ã donné est représenté à un instant donné par un vecteur

−−→
A dont les

coordonnées polaires sont le rayon QA et la phase ΦA du tenseur Ã. Ainsi, le tenseur
déviatoire Ã sera représenté par le scalaire A dans le cas 1D et par le vecteur

−−→
A à deux

composantes dans le cas 2D du plan déviatoire classique ou à cinq composantes dans le
cas 5D du sous-espace déviatoire d’Ilyushin D (cf. annexe B). La distance ou rayon QA

dans le plan déviatoire classique 2D correspond à la norme euclidienne du vecteur à cinq
composantes

−−→
A . Dans le cas de la surface seuil classique de von Mises, cette norme permet

de définir le rayon du cercle de von Mises dans le plan déviatoire classique 2D et le rayon
de l’hypersphère de von Mises dans l’espace déviatoire d’Ilyushin D (cf. relation B.13). Si
l’on note Q0 le rayon de la surface seuil de von Mises, sachant que le seuil S0 du modèle
de Saint-Venant 1D est associé à un seuil en cisaillement (cf. § 2.1), on a :

Q0 =
√

2S0 (4.9)

L’extension 3D d’un élément de Saint-Venant 1D courant d’indice k est illustrée par la
figure 4.1. Dans le cas 1D (figure 4.1a), en adoptant la définition 2.2, cet élément est défini

par le couple de paramètres (2Gk,
e∗k
2
). Nous associons au ressort 1D un comportement

élastique isotrope 3D, caractérisé par un module d’élasticité en cisaillementGk. Dans le cas
isotrope adopté ici, nous associons au frotteur une surface seuil de von Mises fixe, centrée
à l’origine dans l’espace déviatoire des contraintes (figure 4.1b et § 4.1.1 hypothèse H1). À
cette surface seuil, on considère une surface seuil duale mobile dans l’espace déviatoire des
déformations, dont le mouvement de son centre est paramétré par le vecteur déformation
plastique −→ε pk (figure 4.1c). Dans le cas 1D, les seuils de déclenchement des frotteurs en

déformation et en contrainte correspondent respectivement à
e∗k
2

et Gke
∗
k (figure 4.1a).

Compte tenu de la relation 4.9, les rayons respectifs des surfaces seuil dans les espaces

déviatoires des déformations et des contraintes sont
e∗k√

2
et
√

2Gke
∗
k respectivement (figures

4.1b et 4.1c).
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Fig. 4.1 – Elément de Saint-Venant 1D (a), représentations 3D dans le plan déviatoire
des contraintes (b) et des déformations (c).

Notons ek le rayon de la surface seuil dans l’espace déviatoire des déformations (figure
4.1c), tel que :

ek =
e∗k√

2
(4.10)

Il en résulte que le rayon de la surface seuil dans l’espace déviatoire des contraintes
est égal à 2Gkek (figure 4.1b).

Au cours du chargement, le rayon de la surface seuil dans l’espace des déformations
reste constant, égal à ek.

Cependant le glissement du frotteur, dans le cas unidimensionnel, se traduit par un
écoulement plastique dans le cas tridimensionnel. Cet écoulement correspond à l’évolu-
tion de la position du centre de la surface seuil dans l’espace des déformations. Cette
position est paramétrée par le vecteur déformation plastique −→ε pk (figure 4.1c). Le vecteur
déformation élastique −→ε ek peut alors être déduit du vecteur déformation −→ε totale par :

−→
ε ek =

−→
ε − −→ε pk (4.11)

L’extension vers le cas tridimensionnel, présentée ci-dessus dans le cas d’un seul élé-
ment de Saint-Venant, est valable pour chaque élément du modèle de Saint-Venant géné-
ralisé. Ainsi, le modèle de Saint-Venant généralisé 3D est caractérisé par une suite discrète
de surfaces seuil de rayons ek, définis par les équations 3.1 et 4.10, et par une distribu-
tion de modules d’élasticité Gk, définis par l’équation 3.3. La figure 4.2 illustre, dans le
plan déviatoire des déformations, les surfaces seuil successives correspondant à la suite
discrète des seuils de déclenchement des frotteurs. Initialement, toutes les surfaces seuil
sont centrées sur l’origine du plan déviatoire des déformations (figure 4.2a). Au cours
d’un chargement radial OC, toutes les surfaces seuil subissent la même déformation totale
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Fig. 4.2 – Illustration du comportement des surfaces seuil dans le plan déviatoire des
déformations : état initial (a) et état après un chargement radial OC (b).

−→
ε (figure 4.2b). Les surfaces seuil, dont le seuil de déclenchement en déformation a été
atteint, glissent ; il s’agit des surfaces en blanc sur la figure 4.2b. Ce déplacement a lieu
selon une règle d’écoulement qui sera définie au paragraphe 4.2.2. Les surfaces seuil dont
le seuil de déclenchement en déformation n’a pas été atteint restent fixes ; il s’agit des
surfaces en gris sur la figure 4.2b. La pointe du vecteur déformation totale −→ε est toujours
à l’intérieur ou sur l’ensemble des cercles représentant les surfaces seuil. Il ne peut jamais
être situé à l’extérieur d’aucune surface seuil k telle que k ∈ [1, n], quelle que soit la règle
d’écoulement adoptée.

Ainsi, l’extension 3D proposée conduit à un modèle multisurface, dont l’écoulement
est défini dans l’espace des déformations (cf. § 4.1.1, hypothèse H3). Cette approche dans
l’espace des déformations offre de façon naturelle la possibilité d’étendre le comportement
du modèle SVG-HP 1D au cas 3D et de tenir compte de la propriété fondamentale du
modèle qui requiert que la déformation totale du modèle soit la même pour tous les
éléments individuels de Saint-Venant, qui correspondent ici à des surfaces seuil distinctes,
dans l’espace des déformations.

Plusieurs auteurs ont souligné les avantages de la description du comportement plas-
tique dans l’espace des déformations [Naghdi & Trapp 1975, Han & Chen 1986, Heidu-
schke 1995, Farahat et al. 1995, Lee 1995, Brown et al. 2003]. Par ailleurs, il existe une
équivalence à travailler dans l’espace des contraintes ou dans l’espace des déformations (cf.
§ 2.3). Néanmoins, travailler dans l’espace des déformations est plus simple, quand il s’agit
de l’implémentation des lois de comportement dans les codes de calcul par éléments finis.
En effet, lorsque la plasticité est écrite dans l’espace des contraintes et pour un incrément
de déformation imposé donné, alors la contrainte finale doit être calculée par la résolution
d’équations non linéaires. Si la plasticité est écrite dans l’espace des déformations pour un
incrément de déformation imposé donné, cette difficulté est évitée. Également, le calcul
des matrices Jacobiennes de la loi s’en trouve grandement simplifié.
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4.2 Définition du modèle SVG-HP 3D

4.2.1 Expression de la loi de comportement 3D

En mécanique des solides déformables, il est classique et souvent utile de représenter
un tenseur de contrainte comme la somme d’un traceur, aussi appelé partie sphérique
ou isotrope, et d’un déviateur, aussi appelé partie déviatoire [Curnier 2005]. Le traceur
concerne le changement de volume, tandis que le déviateur concerne le changement de
forme. Dans le cas du tenseur de contrainte de Cauchy σ̃ à six dimensions, on a :

σ̃ = σmĨ + σ̃ (4.12)

où σm est un scalaire représentant le traceur du tenseur des contraintes, Ĩ le tenseur
identité et σ̃ représente le déviateur de σ̃, qui est un tenseur du second ordre à cinq
dimensions.

Un modèle de comportement peut ainsi être composé d’une partie sphérique et d’une
partie déviatoire. Comme précisé au paragraphe 2.1 et en introduction du chapitre 3, le
modèle de Saint-Venant généralisé permet de modéliser des états de contrainte purement
déviatoires. Pour obtenir un modèle de comportement complet, il est nécessaire de prendre
en compte les états de contrainte sphériques. Pour cela, il convient de tirer parti de
la décomposition additive des tenseurs du second ordre dans l’expression de la loi de
comportement, notée σ̃(ε̃). La partie déviatoire de la loi, notée σ̃(ε̃), est définie par le
modèle SVG-HP 1D étendu au cas 3D. On a donc, par extension de la relation 2.5 au cas
tensoriel :

σ̃(ε̃) =
n∑
k=1

2Gkε̃
e
k (4.13)

et en considérant le cas de l’addition d’un ressort célibataire de module d’élasticité
G∞, la relation 3.20 donne :

σ̃(ε̃) =
n∑
k=1

2Gkε̃
e
k + 2G∞ε̃ (4.14)

La partie sphérique σm de la loi est, quant à elle, définie par une loi de comportement
élastique isotrope, plus particulièrement la partie sphérique de la loi de Hooke linéaire
isotrope, ce qui donne :

σm = K Tr (ε̃) (4.15)

où K représente le module de compressibilité volumique, défini par :

K =
E

3(1− 2ν)
(4.16)
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où E et ν représentent respectivement le module d’Young et le coefficient de Poisson
du matériau. Ainsi, en tenant compte des parties sphérique (relation 4.15) et déviatoire
(relation 4.14), nous obtenons l’expression complète de la loi de comportement globale :

σ̃(ε̃) = K Tr (ε̃)Ĩ +
n∑
k=1

2Gk(ε̃− ε̃pk) + 2G∞ε̃ (4.17)

La relation 4.17 représente une fonction isotrope de la déformation totale ε̃ et des
déformations plastiques individuelles ε̃pk de chaque élément de Saint-Venant.

Dans le paragraphe suivant, l’expression 4.17 de la loi de comportement du modèle
SVG-HP 3D sera complétée par la définition d’une règle d’écoulement, qui permettra de
préciser les déformations plastiques ε̃pk.

Notons que la loi de comportement définie par la relation 4.17 est conforme aux hy-
pothèses H5, H6 et H7 décrites au paragraphe 4.1.1.

Le modèle SVG-HP 3D est ainsi défini par cinq paramètres matériau : K, G0, G∞,
S0 et c. Ces paramètres ont un sens physique précis et peuvent être identifiés par des
mesures expérimentales directes ; nous reviendrons sur cet aspect au paragraphe 4.3. En
effet, G0, S0 et c correspondent respectivement au module initial en cisaillement, au seuil
en cisaillement et au paramètre de courbure de la fonction générative de la distribution
des modules Gk (relations 3.3, 3.9 et figure 3.3). Le paramètre K correspond au module
de compressibilité volumique, lié à la partie isotrope de la loi et au comportement quasi
élastique à droite de l’origine (relation 4.16). Le paramètre G∞ correspond à la modélisa-
tion de la rigidité résiduelle révelée par un essai de cisaillement (figure 3.11). A ces cinq
paramètres essentiels liés directement au comportement du matériau, il faut ajouter les
deux paramètres accessoires n et e∗n, respectivement le nombre d’éléments de Saint-Venant
et le seuil limite (relation 3.13). Ces deux paramètres sont plutôt liés à la nature discrète
de ce modèle multisurface et sont à optimiser en fonction de l’application et des capacités
de calcul disponibles (§ 3.2.1 et § 3.2.2). Enfin, un paramètre de même nature α peut être
ajouté si une fonction de densification des seuils est utilisée, qui permet de mieux repartir
les seuils pour un couple de paramètres (n, e∗n) donné (§ 3.2.3).

4.2.2 Règle d’écoulement de type normalité (NFR)

Dans le cas unidimensionnel, la déformation plastique est un scalaire qui correspond à
la déformation du frotteur. Dans le cas tridimensionnel, la déformation plastique devient
un tenseur du second ordre, déviatoire, qui nécessite la définition d’une règle d’écoulement.
Plusieurs règles d’écoulement sont possibles. Il est donc nécessaire de faire un choix et de
sélectionner une règle d’écoulement bien fondée liée à des propriétés physiques pertinentes.
Dans le cadre de cette étude, chaque frotteur du modèle unidimensionnel de Saint-Venant
est représenté par une surface seuil de type von Mises, dont la position dans l’espace des
déformations est repérée par sa déformation plastique. Pour chaque surface seuil, nous
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adoptons la règle d’écoulement de normalité dans l’espace des déformations.
Ce choix, classique et relativement simple, implique ici que l’incrément de déformation
plastique soit toujours normal à la surface seuil actuelle dans l’espace des déformations,
ceci pour tout chargement irréversible. Dans la suite du manuscrit, nous utiliserons le
sigle NFR (de l’anglais Normality Flow Rule) pour y faire référence.

En adoptant la règle d’écoulement NFR, la définition complète du modèle SVG-HP
3D, dans le cadre de l’hypothèse HPP, est synthétisée dans le tableau donné par la figure
4.3. La loi ainsi définie apparaît comme l’extension au cas 3D du comportement 1D défini
par la figure 3.12 du chapitre 3, en utilisant la règle d’écoulement NFR.

Si l’on considère l’hypothèse H4 du paragraphe 4.1.1, la loi d’évolution issue de la règle
d’écoulement NFR devient :

◦j

h̃
p

k = H (fk)

〈
Ũk :

◦j

h̃

〉
Ũk (4.18)

Nous proposons dans la suite de ce paragraphe d’illustrer la règle d’écoulement NFR,
dans le cadre de l’hypothèse HPP et dans le plan déviatoire classique 2D. Ceci nous per-
mettra de révéler des propriétés intéressantes qui en découlent et de donner des éléments
pratiques nécessaires à l’implémentation numérique.

Pour chaque surface seuil d’indice k, de centre Ok repéré par son vecteur de déforma-
tion plastique −→ε pk à l’instant t, nous définissons un vecteur d’écoulement

−−→
V k, tel que :

∀k ∈ [1, n],
−−→
V k =

−→
ε + d

−→
ε − −→ε pk (4.19)

où −→
ε désigne la déformation totale du modèle, subie par toutes les surfaces seuil à

l’instant t et d
−→
ε désigne l’incrément de déformation totale imposé au cours du chargement

entre l’instant t et l’instant t+ dt (figure 4.4).
D’une part, si la norme du vecteur

−−→
V k est inférieure ou égale au rayon de la surface

seuil, i.e ‖
−−→
V k‖ ≤ ek, le comportement de l’élément k est élastique et le centre de la surface

seuil reste fixe entre les instants t et t+ dt (figure 4.4a) :

∀k ∈ [1, n], si ‖
−−→
V k‖ ≤ ek, alors d

−→
ε pk =

−→
0 et d

−→
ε ek = d

−→
ε (4.20)

D’autre part, si la norme du vecteur
−−→
V k est strictement supérieure au rayon de la

surface seuil, i.e ‖
−−→
V k‖ > ek, alors le comportement de l’élément k est élastoplastique.

Dans ce cas, à l’instant t + dt, le centre de la surface seuil se déplace vers le point O′k
le long d’un incrément de déformation plastique d

−→
ε pk, colinéaire au vecteur d’écoulement

−−→
V k. Cet écoulement est alors orthogonal à la surface seuil et obéit donc à la règle de la
normalité (figure 4.4b) :

∀k ∈ [1, n], si ‖
−−→
V k‖ > ek, alors d

−→
ε pk =

−−→
V k −

−−→
V k

‖
−−→
V k‖

ek et d
−→
ε ek = d

−→
ε − d

−→
ε pk (4.21)
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Fig. 4.3 – Définition complète de la loi du modèle SVG-HP 3D qui découle de la règle

d’écoulement NFR, où ek =
e∗k√

2
.
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A

A

Fig. 4.4 – Illustration de la règle d’écoulement NFR : ‖
−−→
V k‖ ≤ ek (a) et ‖

−−→
V k‖ > ek (b).

De la règle d’écoulement NFR définie par les relations 4.19 à 4.21, nous pouvons définir
l’incrément de contrainte pour la surface seuil d’indice k par :

d
−→
σ k = 2Gkd

−→
ε ek (4.22)

Cette relation montre que l’incrément de contrainte de l’élément k est toujours aligné
avec l’incrément de déformation élastique correspondant. Cette relation est directement
liée à la loi de comportement 4.13, dans le cas d’une seul surface seuil d’indice k.

Comme dans le cas 1D, pour une surface seuil courante k, la déformation élastique ne
peut excéder la valeur limite du seuil en déformation ek. Ceci nous permet d’en déduire
une propriété importante de la règle d’écoulement NFR, valable à chaque instant et quel
que soit le chargement :

∀k ∈ [1, n], ‖−→ε − −→ε pk‖ ≤ ek (4.23)

Cette propriété est illustrée par la figure 4.5. Pour un état de déformation donné et
une surface seuil d’indice k donnée, le lieu possible des centres de la surface seuil se situe
à l’intérieur (cas (a) de la figure 4.5) ou sur le cercle A (cas (b) de la figure 4.5), qui
représente une hypersphère de rayon ek et dont le centre est paramétré par l’état de
déformation −→ε .
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Si le centre de la surface seuil d’indice k est à l’intérieur du cercle A , le comportement
de l’élément k est élastique. Cette situation est illustrée par le cas (a) de la figure 4.5, qui
correspond à la relation 4.20 et à la figure 4.4a, et on a donc :

‖−→ε − −→ε pk‖ < ek (4.24)

Si le centre de la surface seuil d’indice k est sur le cercle A , le comportement de
l’élément k est plastique. Cette situation est illustrée par le cas (b) de la figure 4.5, qui
correspond à la relation 4.21 et à la figure 4.4b, et on a alors :

‖−→ε − −→ε pk‖ = ek (4.25)

Pour chaque surface seuil, la règle d’écoulement NFR, définie par les relations 4.19,
4.20 et 4.21, est adoptée. Il en résulte un mouvement indépendant de chacune des
surfaces seuil par rapport aux autres.

AA

Fig. 4.5 – Illustration de la propriété 4.23 de la règle d’écoulement NFR dans le cas
élastique (a) et dans le cas plastique (b).

La loi du modèle SVG-HP 3D de type multisurface, ainsi définie, a été implémentée
dans un outil heuristique de simulation numérique 2D, dans l’environnement MATLAB,
en considérant l’espace déviatoire 2D. Cet outil permet de visualiser le mouvement des
surfaces seuil, où les déformations et les contraintes sont considérées comme des vecteurs
et les surfaces seuil comme des cercles. La figure 4.6 montre des résultats de simulations
dans le plan déviatoire bidimensionnel des déformations, obtenus avec l’outil heuristique
2D implémenté dans MATLAB.
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Fig. 4.6 – Résultats de simulations dans le plan déviatoire des déformations pour trois
chemins de chargement : OC, OAbC et OABC (a) ; positions des surfaces seuil à la fin
des chargements : OA (b), OAB (c), OAb (d), OABC (e) et OAbC (f). Les paramètres du
modèle sont E = 210 GPa, ν = 0, 3, Y0 = 299 MPa, E∞ = 4602 MPa, c = 2, 0 et n = 10

(cf. § 4.3).
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Fig. 4.7 – Réponses OC1, OAbC2 et OABC3 dans le plan déviatoire des contraintes (a),
réponses dans le diagramme rhéologique (Qε, Qσ) (b) et déphasage dans le plan déviatoire
entre la contrainte et la déformation (c) pour les trajets de la figure 4.6a.

Sur la figure 4.6a, trois chemins de chargement distincts conduisant au même point C
sont proposés : OC, OAbC, OABC. La figure 4.6b montre les positions des surfaces seuil
à la fin du trajet OA.

Les figures 4.6c et 4.6d montrent quant à elles les positions des surfaces seuil aux points
B et b (qui est un point courant entre les points A et C) respectivement. Enfin, les figures
4.2b, 4.6e et 4.6f illustrent la position finale au point C des surfaces seuil, pour chacun
des trois trajets de chargement, respectivement OC, OABC et OAbC. Ces trois figures,
qui illustrent des configurations de surfaces seuil relativement différentes, montrent que
le modèle est sensible à l’histoire du chargement. Ceci est confirmé sur la figure 4.7a,
qui donne trois réponses distinctes OC1, OAbC2 et OABC3 dans le plan déviatoire des
contraintes, pour les trois cas de chargement considérés.

Le diagramme rhéologique (Qε, Qσ) (figure 4.7b) montre que la réponse à deux trajets
radiaux OA et OC1 se confondent, même si leurs orientations sont différentes dans le plan
déviatoire. De plus, cette figure montre clairement que les points C1, C2 et C3 diffèrent
en contrainte tout en ayant la même déformation totale (figure 4.6a). Aussi, la figure 4.7c
montre un déphasage entre la déformation dans le plan déviatoire des déformations et la
réponse en contrainte dans le plan déviatoire des contraintes.
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4.3 Méthode d’identification du modèle

Le comportement du modèle SVG-HP 3D est caractérisé par une hystérésis pure à
fermeture parfaite des cycles, sans effet d’écrouissage cyclique. Pour identifier K, G0, G∞,
c et S0 (cf. § 4.2.1), les cinq paramètres matériau du modèle, deux essais monotones sont
nécessaires : un essai de traction simple et un essai de torsion (figure 4.8).

Fig. 4.8 – Identification des paramètres du modèle de Saint-Venant généralisé 3D : essai
de traction simple (a) et essai de torsion (b).

En partant de l’expression de la loi de comportement (relation 4.17), le comportement
quasi élastique à droite de l’origine peut être révélé pour :

ε̃pk = 0̃ ; ∀k ∈ [1, n] (4.26)

Ce qui conduit à la loi de Hooke linéaire isotrope :

σ̃(ε̃) = K Tr (ε̃)Ĩ + 2µε̃ (4.27)

où µ = G0 +G∞ (cf. § 3.3). La mesure de (E, ν) donnée par l’essai de traction simple
(figure 4.8a) permet de caractériser les effets volumiques et d’identifier le module de
compressibilité K, en vertu de la relation 4.16. Le résultat de l’essai de torsion monotone
permet de faire une mesure directe des paramètres S0, G∞ et µ ainsi que d’en déduire
la valeur de G0 (figure 4.8b). L’identification du paramètre de courbure c nécessite la
comparaison directe de la courbe expérimentale de torsion à la simulation de la fonction
générative s1(γ) et de les faire coïncider pour une valeur optimale de c (cf. relation 3.5 et
figure 3.3).

Ainsi, les cinq paramètres K, G0, G∞, c et S0 sont entièrement identifiés à partir des
deux resultats d’essais monotones de traction simple et de torsion. Il est alors possible de
déterminer les valeurs de Y0 et E∞, en utilisant l’expression de la loi de comportement
(annexe C) :
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Y0 =
√

3S0
6K

6K + 2G∞
(4.28)

E∞ = 2G∞
9K

6K + 2G∞
(4.29)

Si l’on adopte une modélisation sans rigidité résiduelle en cisaillement (G∞ = 0), les
relations 4.28 et 4.29 donnent respectivement une correspondance classique de von Mises
entre les seuils d’écoulement en traction simple et en cisaillement (Y0 =

√
3S0) ainsi qu’une

rigidité résiduelle nulle en traction simple (E∞ = 0).

4.4 Loi d’écrouissage cyclique pour les trajets propor-
tionnels (SVG-EC 3D)

Le modèle SVG-HP 3D, tel qu’il a été défini aux paragraphes précédents, présente un
comportement élastoplastique sans écrouissage cyclique, aussi qualifié de comportement
d’hystérésis pure (cf. § 4.1.1, hypothèse H2).

Pour les matériaux métalliques, un phénomène de sur-écrouissage cyclique a été ob-
servé et modélisé lors de sollicitations multiaxiales non proportionnelles [Tanaka et al. 1985,
Calloch & Marquis 1999, Keller & Trusov 1999]. Ce sur-écrouissage dépend à la fois du
matériau et de la forme du trajet multiaxial (figure 4.9). Mais la modélisation de ce
phénomène sort des objectifs de cette thèse (cf. § 1.2, point iii).

Ainsi, pour compléter la définition du modèle SVG-HP 3D, nous proposons une loi
d’écrouissage cyclique, dont le champ d’application a été limité aux chargements propor-
tionnels et ne prend pas en compte le phénomène de sur-écrouissage en chargements non
proportionnels.

Considérons le cas d’un chargement en cisaillement cyclique, symétrique, à vitesse
et amplitude de déformation constantes ; la figure 4.10 illustre la réponse à une telle
sollicitation, dans le cas d’un écrouissage cyclique durcissant. Pour une amplitude de
déformation ∆εi donnée, l’écrouissage cyclique se manifeste par une évolution du seuil de
la contrainte en fonction du nombre de cycles, de la valeur initiale S0 à la valeur actuelle S.
Cette évolution présente en général une limite, définie par un seuil de saturation SS (∆εi),
qui dépend de l’amplitude de déformation ∆εi adoptée. L’évolution du seuil de contrainte
actuel, en fonction du nombre de cycles ou en fonction du numéro d’ordre de l’inversion
Ni, est généralement caractérisé par une courbe S (Ni), appelée courbe de consolidation
cyclique (figure 4.11a). Le phénomène de saturation de l’écrouissage cyclique est, quant à
lui, caractérisé par la courbe d’écrouissage cyclique SS (∆εi) (figure 4.11b). Cette courbe
présente en général un seuil limite, noté S∞S , de sorte que :

SS ∈ [S0, S
∞
S [ (4.30)
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Fig. 4.9 – Mise en évidence de l’effet de la forme du trajet cyclique de traction-torsion
combinées sur le niveau de contrainte stabilisé pour un acier inoxydable de type 316 ;
niveau de contrainte en fonction de la déformation plastique cumulée au cours des cycles
[Tanaka et al. 1985].

Fig. 4.10 – Illustration dans le cas unidimensionnel du comportement d’écrouissage
cyclique durcissant pour deux amplitudes de déformation ∆ε1 et ∆ε2.
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Fig. 4.11 – Courbe de consolidation cyclique (a) et courbe d’écrouissage cyclique (b).

La loi d’écrouissage cyclique SVG-EC 3D proposée ici consiste à définir l’évolution du
seuil de contrainte actuel S au cours du chargement cyclique, en fonction de paramètres
d’écrouissage consistants. Par ailleurs, nous nous sommes fixé comme objectif, dans le
cadre de ce travail, de proposer une loi d’écrouissage cyclique robuste et relativement
simple, qui permet de rendre compte de façon qualitative et relativement réaliste du
comportement d’écrouissage cyclique durcissant et adoucissant. Cette loi affecte très peu
la définition du modèle SVG-HP 3D. En effet, la loi d’écrouissage propose de remplacer
le seuil de contrainte constant S0, par un seuil de contrainte S variable en fonction des
conditions du chargement cyclique. Ainsi, la loi d’écrouissage cyclique peut être considérée
comme une couche additionnelle à la définition du modèle de Saint-Venant généralisé
tridimensionnel. Nous pouvons alors soit choisir de l’utiliser, auquel cas on aura un modèle
élastoplastique 3D avec écrouissage cyclique (SVG-EC 3D), soit nous pouvons choisir de
nous en passer et rester sur le modèle d’hystérésis pure 3D (SVG-HP 3D).

Dans le cas des matériaux métalliques, le comportement élastoplastique présente un
écrouissage cyclique durcissant ou adoucissant, étroitement lié au comportement plastique
et aux mécanismes irréversibles de la déformation, eux-même liés aux mouvements et aux
réarrangements des dislocations au sein de la microstructure. Il est donc nécessaire de
définir une variable physique de base pour le suivi de l’écrouissage cyclique. Nous appelons
cette variable déformation plastique équivalente. Plusieurs choix sont possibles pour
la définition de cette variable. Néanmoins, une des propriétés intrinsèques du modèle de
Saint-Venant généralisé nous offre l’opportunité de proposer une définition pertinente et
relativement simple. En effet, le comportement du modèle est toujours irréversible, même
aux faibles déformations (cf. § 2.1.2). Ceci, car le seuil de déclenchement en déformation
du premier frotteur est très proche de zéro. De fait, cela implique que la déformation
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déviatoire totale du modèle de Saint-Venant généralisé ne comporte pas de partie élastique,
elle est donc plastique à tout instant. Ainsi, la déformation plastique équivalente sera
définie comme la déformation déviatoire totale du modèle, soit :

ε̃peq = ε̃ (4.31)

Cette définition a pour avantage de garantir une déformation plastique équivalente
constante lorsque le second invariant de la déformation totale est constant. Ainsi, ε̃peq est
une variable intéressante pour l’estimation de l’amplitude des cycles. En effet, cette am-
plitude correspond à une mesure de la déformation plastique ou module de la déformation
plastique, qui sera noté Mp. Le module de la déformation plastique Mp est nul à l’instant
initial ; il est calculé de la façon suivante au cours du chargement :

Si dεpeq(t+ dt) ≥ 0 et ‖ε̃peq(t+ dt)‖ ≥Mp(t) alors Mp(t+ dt) = ‖ε̃peq(t+ dt)‖
où dεpeq(t+ dt) = ‖ε̃peq(t+ dt)‖ − ‖ε̃peq(t)‖

(4.32)

Si dεpeq(t+ dt) < 0 et dεpeq(t) < 0 et ‖ε̃peq(t+ dt)‖ < Mp(t)

alors Mp(t+ dt) = ‖ε̃peq(t+ dt)‖
(4.33)

Ainsi l’amplitude de déformation ∆ε, utilisée dans le cas unidimensionnel pour carac-
tériser la courbe d’écrouissage cyclique, sera remplacée par la variable Mp. La relation
4.32 permet d’augmenter la valeur du module de la déformation plastique. La relation
4.33 permet, lors d’une inversion, qui correspond à un module de la déformation plastique
équivalente inférieur au moduleMp actuel, de faire évoluer la valeur de celui-ci à la baisse.

Nous définissons également un paramètre de cumul, notéWp, correspondant au travail
plastique développé au cours du chargement cyclique. Ce paramètre permet de remplacer
la variable Ni ou le nombre de cycles, utilisée dans le cas unidimensionnel pour caractériser
la courbe de consolidation cyclique. Ainsi,Wp apparaît comme l’équivalent d’un compteur
de cycles. Il est défini par :

dWp = ‖d̃ε
p

eq‖S0 où d̃ε
p

eq = ε̃peq(t+ dt)− ε̃peq(t) (4.34)

Nous adoptons la propriété d’écrouissage cyclique effaçable. Cette propriété est illus-
trée par la figure 4.12, dans le cas d’un chargement caractérisé par deux amplitudes
de cyclage respectives Mp1 et Mp2, telles que Mp2 > Mp1. La courbe d’écrouissage cy-
clique SS (Mp) permet de définir les valeurs des seuils de saturation respectifs SS (Mp1) et
SS (Mp2) (figure 4.12a). La courbe de consolidation cyclique S (Wp) permet de caractéri-
ser l’évolution du seuil de contrainte actuel S vers les seuils de saturations respectifs, en
fonction du paramètre de cumul Wp (figure 4.12b). Le passage de l’amplitude de cyclage
Mp1 à l’amplitude de cyclage Mp2 correspond à une augmentation de la valeur du seuil
de contrainte actuel S, ainsi qu’une augmentation de la valeur du seuil de saturation cor-
respondant. Si nous revenons à une amplitude de cyclage Mp1, nous retrouvons le seuil
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Fig. 4.12 – Illustration de la propriété d’écrouissage cyclique effaçable : courbe d’écrouis-
sage cyclique (a) et courbe de consolidation cyclique (b).

SS (Mp1), défini lors de la phase de montée ; cette propriété correspond au comportement
d’écrouissage cyclique effaçable.

La courbe d’écrouissage cyclique SS (Mp), qui caractérise le seuil de saturation actuel,
est définie par la fonction scalaire suivante :

SS(Mp) =
S01− γ

1− e

−Mp

α1M0




1

c1

(4.35)

où γ, α1 et c1 sont des paramètres matériau constants, et M0 est défini par :

M0 =
1

2

S0
2

2µ
(4.36)

Ainsi, le seuil de saturation limite S∞S de la courbe d’écrouissage cyclique est tel que :

S∞S =
S0

(1− γ)

1

c1

(4.37)

et la pente à l’origine de la courbe d’écrouissage cyclique est telle que :

dSS
dMp

(Mp) =
S0

M0

· γ

α1c1

(4.38)
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La courbe de consolidation cyclique S (Wp), qui caractérise l’évolution du seuil de
contrainte actuel, est définie par une équation différentielle ; ceci permet d’éviter de réac-
tualiser à chaque incrément la valeur originale du seuil de contrainte :

dS(t+ dt) = α2

(
1−

(
S(t)− S0

SS(t+ dt)− S0

)c2)( SS(t+ dt)− S0

‖SS(t+ dt)− S0‖

)
dWp (4.39)

où α2 et c2 sont deux paramètres constants. Et :

S(t+ dt) = S(t) + dS(t+ dt) (4.40)

L’équation différentielle 4.39 définit une évolution entre la position actuelle donnée
par S (t) et une position à atteindre SS(t+ dt).

Ainsi, le modèle est défini par les deux équations 4.35 et 4.39 et par cinq paramètres
matériau γ, α1, c1, α2 et c2. Le seuil de cisaillement S0 est identifié en utilisant un résultat
expérimental de première charge en cisaillement ou en torsion (cf. § 4.3 et figure 4.8).
L’identification des paramètres γ, α1 et c1 est réalisée à l’aide d’une courbe d’écrouis-
sage cyclique et les deux relations 4.37 et 4.38. L’identification des paramètres α2 et c2

est réalisée à l’aide d’une courbe expérimentale de consolidation cyclique. Notons que le
paramètre α2 caractérise la vitesse de montée ou de descente du seuil actuel S(t) vers le
seuil de stabilisation de l’écrouissage cyclique, tandis que le paramètre c2 caractérise la
zone de transition de la courbe de consolidation entre le début de montée ou le début de
descente et la stabilisation.

Les figures 4.13 et 4.14 illustrent respectivement les capacités du modèle SVG-EC 3D
à modéliser les comportements d’écrouissage cyclique durcissant et adoucissant.

Concernant la simulation de l’écrouissage cyclique durcissant, de la figure 4.13, les
valeurs des cinq paramètres matériau adoptés pour le comportement d’hystérésis pure
sont : K = 175 GPa, G0 = 79 GPa, G∞ = 1, 5 GPa, S0 = 173 MPa et c = 2. Les
valeurs des cinq paramètres complémentaires du modèle d’écrouissage cyclique durcissant
sont : γ = 0, 94, α1 = 10, c1 = 2, α2 = 0, 01 et c2 = 0, 5. Concernant la simulation
de l’écrouissage cyclique adoucissant, de la figure 4.14, les valeurs des paramètres sont
identiques, sauf celles des trois paramètres suivants : S0 = 400 MPa, γ = −0, 78 et
α1 = 1.

La figure 4.15 illustre la capacité du modèle d’écrouissage à rendre compte de l’effet
de rochet d’écrouissage cyclique en traction-compression à contrainte imposée, dans le cas
d’un matériau à écrouissage cyclique adoucissant.

Pour la simulation de la figure 4.15, les valeurs des cinq paramètres matériau adoptés
pour le comportement d’hystérésis pure sont : K = 120 GPa, G0 = 70 GPa, G∞ =

1, 6 GPa, S0 = 479 MPa et c = 2. Les valeurs des cinq paramètres complémentaires du
modèle d’écrouissage cyclique adoucissant sont : γ = −0, 78, α1 = 5, c1 = 2, α2 = 0, 001

et c2 = 0, 5.
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Les simulations présentées sur les figures 4.13, 4.14 et 4.15 sont données à titre indica-
tif, afin d’illustrer qualitativement la capacité du modèle d’écrouissage cyclique à rendre
compte de l’écrouissage cyclique par durcissement, par adoucissement ainsi que le rochet
d’écrouissage cyclique. Les valeurs des paramètres matériau adoptées pour ces simulations
ne correspondent pas à celles de matériaux particuliers. Néanmoins, nous avons choisi des
valeurs réalistes pour ces paramètres, qui correspondent à celles de matériaux tels que les
aciers ordinaires au carbone ou des aciers faiblement alliés.

Fig. 4.13 – Illustration des propriétés du modèle SVG-EC 3D : cisaillement cyclique et
écrouissage durcissant.
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Fig. 4.14 – Illustration des propriétés du modèle SVG-EC 3D : cisaillement cyclique et
écrouissage adoucissant.

Fig. 4.15 – Illustration des propriétés du modèle SVG-EC 3D : modélisation du rochet
axial.
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Conclusion du chapitre

Un modèle de Saint-Venant Généralisé à Hystérésis Pure tridimensionnel (SVG-HP
3D) a été proposé. Ce modèle est une extension au cas 3D du modèle SVG-HP 1D,
dans le cas des transformations finies ; ceci malgré son application au domaine des petites
déformations, dans le cadre de ce travail. Ce choix est exigé par la nécessité de prise en
compte des effets du second ordre.

Le modèle SVG-HP 3D correspond à une loi multisurface, définie dans l’espace des
déformations. Les surfaces seuil sont des hypersphères de von Mises, exprimées dans l’es-
pace déviatoire multidimensionnel d’Ilyushin. Ainsi cette loi prend en compte les grandes
rotations de la matière et les grandes déformations.

Pour l’extension au cas 3D du modèle SVG-HP 1D, nous avons adopté le tenseur de
déformation de Hencky gauche, l’option de décomposition additive de la déformation, la
dérivée objective de Jaumann et une règle d’écoulement de type normalité pour chaque
surface seuil du modèle. Ceci conduit à une indépendance totale des mouvements des
surfaces seuil, les unes par rapport aux autres. La définition de la règle d’écoulement de
normalité, qui est généralement explicitée dans l’espace des contraintes, a été transposée
dans l’espace des déformations.

Le modèle multisurface SVG-HP 3D, ainsi obtenu, a été implémenté dans le code de
calcul de structures par éléments finis Abaqus. Ce modèle a également été implémenté
dans un outil heuristique de simulation numérique 2D, dans l’environnement MATLAB,
en considérant l’espace déviatoire 2D classique. Cet outil permet de visualiser le mouve-
ment des surfaces seuil, où les déformations et les contraintes sont considérées comme des
vecteurs dans le plan et les surfaces seuil comme des cercles.

La loi élastoplastique tridimensionnelle SVG-HP 3D a été complétée par la superposi-
tion d’une loi d’écrouissage cyclique, relativement simple et efficace, permettant de définir
un modèle de Saint-Venant Généralisé à Ecrouissage Cyclique tridimensionnel (SVG-EC
3D). Néanmoins, dans le cadre de ce travail, son champ d’application a été limité aux
chargements proportionnels et ne prend pas en compte le phénomène de sur-écrouissage.
Dans la suite, le modèle SVG-HP 3D sera à la base du développement d’une approche
thermodynamique valable en petites déformations (cf. chapitre 7) et d’un critère de fa-
tigue indépendant des effets d’écrouissage cyclique (cf. chapitre 8). La finalité correspond
à l’application de cette approche à l’étude de la fatigue des matériaux métalliques. Ainsi
le projet d’une étude complète des effets d’écrouissage cyclique sur des trajets non pro-
portionnels a été écarté des objectifs de ce travail de thèse, compte tenu du fait que
l’application visée par ce travail ne nécessite pas fondamentalement une telle étude.
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Le modèle SVG-HP 3D a été implémenté dans le code éléments finis Abaqus/Standard,
grâce à l’utilisation d’une routine utilisateur UMAT (User-Subroutine UMAT). L’objectif
essentiel du chapitre est de mettre en œuvre le modèle, afin d’illustrer son comporte-
ment et de confronter ses prédictions à des résultats expérimentaux disponibles dans la
littérature ou obtenus au laboratoire, par des essais sur des matériaux métalliques. Cette
confrontation sera effectuée à travers des cycles complexes de chargements mécaniques
non proportionnels. Le but est d’analyser le comportement du modèle afin de le valider
et d’apprécier sa pertinence ainsi que de constater ses limites à prédire les manifestations
complexes du comportement mécanique réel des matériaux métalliques.

Ce chapitre est composé de quatre sections. La première section présente la méthode
utilisée pour simuler un essai TTC avec Abaqus, et plus particulièrement le modèle élé-
ments finis mis en place pour représenter l’éprouvette de traction-torsion (§ 5.1). La
deuxième section présente des simulations de chargements non proportionnels de traction-
torsion combinées et leurs comparaisons à des résultats expérimentaux (§ 5.2). La troi-
sième section analyse les capacités du modèle SVG-HP 3D à rendre compte de l’effet
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du second ordre de Poynting-Swift et utilise le modèle comme un outil heuristique pour
donner une interprétation phénoménologique de ce phénomène complexe (§ 5.3). Enfin, la
quatrième section donne une validation du modèle élément finis utilisé pour représenter
l’éprouvette de traction-torsion et expose des résultats de calcul de structure (§ 5.4).

5.1 Modèle éléments finis de traction-torsion combi-
nées

Il est possible de modéliser une éprouvette de traction-torsion en éléments finis volu-
miques. La simulation de la partie centrale cylindrique seule de l’éprouvette requiert des
conditions aux limites en déplacement non triviales, difficiles à mettre en œuvre avec les
outils disponibles dans le code éléments finis Abaqus. Ainsi, pour éviter cette difficulté, il
est nécessaire de simuler l’éprouvette entière avec ses extrémités massives. Cependant, ce
type de modélisation demande un grand nombre d’éléments, ainsi qu’un temps de calcul
important. Or, le code Abaqus offre la possibilité de modéliser un anneau situé au milieu
de la zone utile de l’éprouvette (figure 5.1a), en utilisant un modèle axisymétrique. Le
modèle axisymétrique mis en place pour ces calculs est représenté sur la figure 5.1b.

Fig. 5.1 – Localisation de la zone modélisée (a) et modèle éléments finis mis en place
pour simuler les essais de traction-torsion combinées (b).

Le modèle axisymétrique est un domaine rectangulaire, positionné au rayon intérieur
initial de l’éprouvette Rint0 = 12 mm, de largeur initiale e0 = 2 mm, qui représente
l’épaisseur initiale du tube et de hauteur initiale h0 = 0, 2 mm. Il est constitué de dix
éléments axisymétriques généralisés, disponibles dans la bibliothèque du code Abaqus
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[ABAQUS 2013]. Ces éléments, quadrangles à quatre nœuds, référencés CGAX4, sont
identiques aux éléments axisymétriques standard CAX4 à deux degrés de liberté de dé-
placement des nœuds ur et uz, à ceci près qu’ils possèdent un degré de liberté supplémen-
taire qui correspond à l’angle de torsion ou twist, noté φ. Cet angle, exprimé en radian,
représente la rotation du nœud autour de l’axe z d’axisymétrie. Sur la partie inférieure des
éléments, le déplacement uz et l’angle de torsion φ sont bloqués. Sur la partie supérieure,
nous imposons le déplacement uz et l’angle de torsion φ, afin de contrôler la simulation
en déformation imposée de traction-torsion combinées. Ainsi, en considérant le cas des
petites déformations, le déplacement uz peut se déduire de la déformation axiale εzz par :

εzz =
uz
h0

et uz = h0εzz (5.1)

De même, la rotation φ peut se déduire de la déformation de cisaillement εθz par :

εθz =
γθz
2

=
φRext0

2h0

(5.2)

d’où

φ =
2h0εθz
Rext0

(5.3)

Le code Abaqus fournit les composantes de la contrainte de Cauchy axiale σzz et
de cisaillement σθz. Ces deux paramètres peuvent être utilisés pour une comparaison
directe avec des données expérimentales. La force axiale et le couple de torsion appliqués
à l’éprouvette sont alors :

Fz = 2π

∫ Rext

Rint

σzzrdr (5.4)

et

Cθz = 2π

∫ Rext

Rint

σθzr
2dr (5.5)

5.2 Simulation de la traction-torsion combinées en char-
gement non proportionnel

Pour évaluer la capacité du modèle SVG-HP 3D à rendre compte des propriétés gé-
nériques du comportement des matériaux métalliques, nous considérons des chargements
complexes non proportionnels en traction-torsion combinées. L’annexe A présente des ré-
sultats expérimentaux de traction-torsion combinées obtenus au laboratoire, sur un acier
inoxydable 316L, en petites déformations. Ces essais caractérisent le comportement de
ce matériau métallique sur le cycle stabilisé, après saturation de l’écrouissage cyclique.
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Plusieurs chargements non proportionnels ont été réalisés et les essais ont été contrôlés en
déformation locale imposée. Dans le plan des déformations de traction-torsion, les possibi-
lités de chargement sont infinies. L’objectif de cette campagne d’essai est de constituer une
base de résultats expérimentaux la plus complète possible, pouvant servir de benchmark,
afin d’éprouver les lois mécaniques développées pour décrire le comportement des maté-
riaux métalliques. C’est pourquoi les essais ont été réalisés avec une variété de chargement
la plus large possible et des formes de cycles les plus complexes possibles.

Les valeurs des paramètres matériau définissant le modèle SVG-HP 3D ont été iden-
tifiées au paragraphe A, relation A.11. Nous adoptons ces valeurs pour réaliser les simu-
lations de l’ensemble des résultats expérimentaux présentés à l’annexe A. Les valeurs des
trois paramètres accessoires supplémentaires, liés à la nature discrète du modèle, sont :
n = 50 (relation 3.1), x = 0, 005 (relation 3.14) et α = 1 (relation 3.16).

Comparaison des simulations aux résultats expérimentaux La réponse du mo-
dèle et sa comparaison avec les résultats expérimentaux de l’annexe A pour les différents
trajets sont données sur les figures 5.2 à 5.10.

Qualitativement, le modèle reproduit de façon très satisfaisante les propriétés géné-
riques du comportement et ses manifestations complexes. En effet, le modèle reproduit
très bien la forme générique des cycles dans le plan des contraintes, notamment pour les
formes relativement complexes des chargements sablier, trèfle à 3 et 4 pétales et croix 1
et 2 (sous-figures (b) des figures 5.6 à 5.10). Sur les diagrammes rhéologiques contrainte-
déformation dans le sens axial ou en cisaillement, quel que soit le type de chargement, la
réponse du modèle est fidèle aux propriétés génériques du comportement réel, même pour
les évolutions les plus intriquées (sous-figures (c) et (d) des figures 5.2 à 5.10). Par ailleurs,
le modèle prédit remarquablement bien l’évolution du déphasage entre la contrainte et la
déformation, quelle que soit la complexité du chargement. Ces évolutions non intuitives
pour des chargements relativement simples, deviennent très sophistiquées et de plus en
plus complexes d’un chargement à l’autre (sous-figures (e) des figures 5.2 à 5.10).

Notons, néanmoins, un léger écart d’orientation de la simulation par rapport aux
résultats expérimentaux, dans le plan des contraintes. Cet écart est observé pour les
trajets carré, hexagone et octogone dans le plan des contraintes (sous-figures (b) des
figures 5.3 à 5.5). En effet, on observe que la simulation est tournée de quelques degrés
dans le sens trigonométrique par rapport à la réponse du matériau.

Du point de vue quantitatif et quel que soit le type de chargement, nous observons
une différence sensible en contrainte entre les simulations et le comportement réel. En
effet, considérons le plan des contraintes et inscrivons la simulation ainsi que la réponse
réelle correspondante du matériau, chacune dans un cercle ; on constate que le seuil limite
en contrainte de la simulation, ainsi défini, est plus faible que celui du comportement
réel du matériau (sous-figures (b) des figures 5.2 à 5.10). Cet aspect est compréhensible.
En effet, l’identification du seuil limite S0 du modèle SVG-HP 3D a été réalisé sur la
base d’un cycle stabilisé en torsion (cf § A, relation A.11). Néanmoins, compte tenu des
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Fig. 5.2 – Comparaison expérience-simulation lors d’une sollicitation de traction-torsion
combinée en trajet en forme de cercle : expérience (trait pointillé) et simulation (trait
continu) ; trajet en déformation (a), réponse en contrainte (b), réponse contrainte-
déformation dans le direction axiale (c), réponse contrainte-déformation dans la direction
de cisaillement (d) et caractérisation du déphasage contrainte-déformation (e).
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Fig. 5.3 – Comparaison expérience-simulation lors d’une sollicitation de traction-torsion
combinée en trajet en forme de carré : expérience (trait pointillé) et simulation (trait
continu) ; trajet en déformation (a), réponse en contrainte (b), réponse contrainte-
déformation dans le direction axiale (c), réponse contrainte-déformation dans la direction
de cisaillement (d) et caractérisation du déphasage contrainte-déformation (e).
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Fig. 5.4 – Comparaison expérience-simulation lors d’une sollicitation de traction-torsion
combinée en trajet en forme d’hexagone : expérience (trait pointillé) et simulation
(trait continu) ; trajet en déformation (a), réponse en contrainte (b), réponse contrainte-
déformation dans le direction axiale (c), réponse contrainte-déformation dans la direction
de cisaillement (d) et caractérisation du déphasage contrainte-déformation (e).
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Fig. 5.5 – Comparaison expérience-simulation lors d’une sollicitation de traction-torsion
combinée en trajet en forme d’octogone : expérience (trait pointillé) et simulation
(trait continu) ; trajet en déformation (a), réponse en contrainte (b), réponse contrainte-
déformation dans le direction axiale (c), réponse contrainte-déformation dans la direction
de cisaillement (d) et caractérisation du déphasage contrainte-déformation (e).
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Fig. 5.6 – Comparaison expérience-simulation lors d’une sollicitation de traction-torsion
combinée en trajet en forme de sablier : expérience (trait pointillé) et simulation
(trait continu) ; trajet en déformation (a), réponse en contrainte (b), réponse contrainte-
déformation dans le direction axiale (c), réponse contrainte-déformation dans la direction
de cisaillement (d) et caractérisation du déphasage contrainte-déformation (e).
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Fig. 5.7 – Comparaison expérience-simulation lors d’une sollicitation de traction-torsion
combinée en trajet en forme de trèfle à 3 pétales : expérience (trait pointillé) et si-
mulation (trait continu) ; trajet en déformation (a), réponse en contrainte (b), réponse
contrainte-déformation dans le direction axiale (c), réponse contrainte-déformation dans
la direction de cisaillement (d) et caractérisation du déphasage contrainte-déformation
(e).
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Fig. 5.8 – Comparaison expérience-simulation lors d’une sollicitation de traction-torsion
combinée en trajet en forme de trèfle à 4 pétales : expérience (trait pointillé) et si-
mulation (trait continu) ; trajet en déformation (a), réponse en contrainte (b), réponse
contrainte-déformation dans le direction axiale (c), réponse contrainte-déformation dans
la direction de cisaillement (d) et caractérisation du déphasage contrainte-déformation
(e).
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Fig. 5.9 – Comparaison expérience-simulation lors d’une sollicitation de traction-torsion
combinée en trajet en forme de croix numéro 1 : expérience (trait pointillé) et simulation
(trait continu) ; trajet en déformation (a), réponse en contrainte (b), réponse contrainte-
déformation dans le direction axiale (c), réponse contrainte-déformation dans la direction
de cisaillement (d) et caractérisation du déphasage contrainte-déformation (e).
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Fig. 5.10 – Comparaison expérience-simulation lors d’une sollicitation de traction-torsion
combinée en trajet en forme de croix numéro 2 : expérience (trait pointillé) et simulation
(trait continu) ; trajet en déformation (a), réponse en contrainte (b), réponse contrainte-
déformation dans le direction axiale (c), réponse contrainte-déformation dans la direction
de cisaillement (d) et caractérisation du déphasage contrainte-déformation (e).
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travaux de [Tanaka et al. 1985], par exemple, évoqués au début du paragraphe 4.4, le
seuil en contrainte du cycle stabilisé est sensible à la forme du trajet de chargement
(figure 4.9) : c’est le phénomène d’écrouissage cyclique en chargement non proportionnel
(cf. § 2.4), appelé aussi phénomène de sur-écrouissage cyclique [Calloch 1997], pour le
différencier de l’écrouissage cyclique sur les trajets proportionnels (§ 4.4). Le modèle
SVG-HP 3D ne tient pas compte de l’écrouissage cyclique. Par définition et comme son
nom l’indique, c’est un modèle qui décrit un comportement d’hystérésis pure avec un
seuil en contrainte constant, quel que soit le type de chargement. Il est donc cohérent
d’observer une différence en contrainte entre les simulations et le comportement réel du
matériau puisque le chargement en torsion, de nature unidimensionnelle, donne la valeur
du seuil en contrainte du cycle stabilisé la plus faible relativement aux autres chargements
de TTC.

Étude paramétrique On se propose dans ce paragraphe de réaliser une étude para-
métrique afin de déterminer le seuil limite en contrainte du cycle stabilisé en fonction de
la forme du trajet de chargement. Nous utilisons ainsi le modèle SVG-HP 3D comme un
outil pour mesurer le seuil de saturation en fonction de la forme du trajet de chargement.
Le seuil ainsi obtenu sera noté SS au lieu de S0, le seuil initial identifié sur le cycle stabi-
lisé en torsion. Le tableau 5.1 donne les valeurs du seuil de saturation SS en cisaillement
identifiées à l’aide du modèle SVG-HP 3D, ainsi que les valeurs correspondantes du seuil
de saturation YS en traction, calculées en utilisant la relation 4.28 du chapitre 4.

Trajet de chargement SS YS
MPa MPa

Cercle, carré, hexagone et octogone 375,2 649
Sablier, trèfle à 3 et 4 pétales et croix 1 288,5 499

Croix 2 230,7 399

Table 5.1 – Valeurs des seuils de saturation SS et YS en cisaillement et en traction,
respectivement, selon le type de chargement non proportionnel.

Ainsi, dans le modèle SVG-HP 3D, nous remplaçons S0, le seuil initial, par SS, le seuil
de saturation, pour chacun des trajets. Les comparaisons des nouvelles simulations et des
résultats expérimentaux de l’annexe A sont alors données sur les figures de 5.11 à 5.19.

Ces résultats montrent de façon plus évidente la pertinence du modèle SVG-HP 3D et
ses capacités à prédire les propriétés génériques du comportement et ses manifestations
complexes.

Notons aussi, concernant les trajets carré, hexagone et octogone dans le plan des
contraintes (sous-figures (b) des figures 5.12 à 5.14), que l’écart observé précédemment
dans l’orientation de la simulation dans le plan des contraintes, par rapport aux résultats
expérimentaux, s’estompe avec la correction du seuil.
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Fig. 5.11 – Comparaison expérience-simulation lors d’une sollicitation de traction-
torsion combinée en trajet en forme de cercle : expérience (trait pointillé) et simulation
(trait continu) ; trajet en déformation (a), réponse en contrainte (b), réponse contrainte-
déformation dans le direction axiale (c), réponse contrainte-déformation dans la direction
de cisaillement (d) et caractérisation du déphasage contrainte-déformation (e).
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Fig. 5.12 – Comparaison expérience-simulation lors d’une sollicitation de traction-
torsion combinée en trajet en forme de carré : expérience (trait pointillé) et simulation
(trait continu) ; trajet en déformation (a), réponse en contrainte (b), réponse contrainte-
déformation dans le direction axiale (c), réponse contrainte-déformation dans la direction
de cisaillement (d) et caractérisation du déphasage contrainte-déformation (e).
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Fig. 5.13 – Comparaison expérience-simulation lors d’une sollicitation de traction-torsion
combinée en trajet en forme d’hexagone : expérience (trait pointillé) et simulation
(trait continu) ; trajet en déformation (a), réponse en contrainte (b), réponse contrainte-
déformation dans le direction axiale (c), réponse contrainte-déformation dans la direction
de cisaillement (d) et caractérisation du déphasage contrainte-déformation (e).
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Fig. 5.14 – Comparaison expérience-simulation lors d’une sollicitation de traction-torsion
combinée en trajet en forme d’octogone : expérience (trait pointillé) et simulation
(trait continu) ; trajet en déformation (a), réponse en contrainte (b), réponse contrainte-
déformation dans le direction axiale (c), réponse contrainte-déformation dans la direction
de cisaillement (d) et caractérisation du déphasage contrainte-déformation (e).
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Fig. 5.15 – Comparaison expérience-simulation lors d’une sollicitation de traction-
torsion combinée en trajet en forme de sablier : expérience (trait pointillé) et simulation
(trait continu) ; trajet en déformation (a), réponse en contrainte (b), réponse contrainte-
déformation dans le direction axiale (c), réponse contrainte-déformation dans la direction
de cisaillement (d) et caractérisation du déphasage contrainte-déformation (e).
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Fig. 5.16 – Comparaison expérience-simulation lors d’une sollicitation de traction-torsion
combinée en trajet en forme de trèfle à 3 pétales : expérience (trait pointillé) et si-
mulation (trait continu) ; trajet en déformation (a), réponse en contrainte (b), réponse
contrainte-déformation dans le direction axiale (c), réponse contrainte-déformation dans
la direction de cisaillement (d) et caractérisation du déphasage contrainte-déformation
(e).
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Fig. 5.17 – Comparaison expérience-simulation lors d’une sollicitation de traction-torsion
combinée en trajet en forme de trèfle à 4 pétales : expérience (trait pointillé) et si-
mulation (trait continu) ; trajet en déformation (a), réponse en contrainte (b), réponse
contrainte-déformation dans le direction axiale (c), réponse contrainte-déformation dans
la direction de cisaillement (d) et caractérisation du déphasage contrainte-déformation
(e).
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Fig. 5.18 – Comparaison expérience-simulation lors d’une sollicitation de traction-torsion
combinée en trajet en forme de croix numéro 1 : expérience (trait pointillé) et simulation
(trait continu) ; trajet en déformation (a), réponse en contrainte (b), réponse contrainte-
déformation dans le direction axiale (c), réponse contrainte-déformation dans la direction
de cisaillement (d) et caractérisation du déphasage contrainte-déformation (e).
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Fig. 5.19 – Comparaison expérience-simulation lors d’une sollicitation de traction-torsion
combinée en trajet en forme de croix numéro 2 : expérience (trait pointillé) et simulation
(trait continu) ; trajet en déformation (a), réponse en contrainte (b), réponse contrainte-
déformation dans le direction axiale (c), réponse contrainte-déformation dans la direction
de cisaillement (d) et caractérisation du déphasage contrainte-déformation (e).
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5.3 Prédiction de l’effet Poynting-Swift

Le modèle SVG-HP 3D, à fermeture parfaite des cycles, développé dans le cadre du
formalisme de grandes transformations, est capable de prédire les effets du second ordre
de Poynting-Swift, observés dans le cas de la torsion alternée de tubes minces, à effort
axial nul. Ce résultat est obtenu sans aucune équation dédiée ni paramètre d’ajustement
supplémentaire (chapitre 4). Ce paragraphe se propose d’illustrer cet aspect et d’utiliser
le modèle comme support pour analyser ce phénomène complexe.

Pour modéliser un tube en torsion et simuler numériquement l’effet Poynting-Swift,
nous adoptons le modèle éléments finis axisymétrique présenté au paragraphe 5.1.

Pour l’ensemble des illustrations et simulations présentés dans ce paragraphe, nous
adoptons un jeu de paramètres matériau correspondant à ceux d’un matériau métallique
courant, tels que : K = 164 GPa, G0 = 75 GPa, G∞ = 0, 75 GPa, S0 = 202 MPa et c = 2.
Ceci correspond encore à : E = 197 GPa, ν = 0, 3, E∞ = 2, 25 GPa, Y0 = 349 MPa et
c = 2 (cf. § 4.3).

5.3.1 Illustration de la prédiction de l’effet Poynting-Swift par le
modèle SVG-HP 3D

Comme indiqué dans le paragraphe 2.5, l’effet Poynting-Swift se compose de deux
effets : l’effet Poynting, réversible, et l’effet Swift, irréversible. Pour illustrer l’effet Poyn-
ting seul, considérons une loi élastique à la place de la loi élastoplastique de Saint-Venant
généralisé. Dans ce cas, un chargement en torsion OAB tel que γθz = ±0, 04 donne une
courbe représentée sur la figure 5.20. On remarque que la courbe de première charge OA
et la première moitié de la courbe de décharge AB sont parfaitement superposées. Aussi,
la seconde moitié de la courbe de décharge AB est symétrique à la première moitié par
rapport à l’axe des ordonnées : c’est l’effet réversible de Poynting seul. La forme typique
de cet effet est illustrée expérimentalement sur les figure 2.13b et 2.13c. On notera égale-
ment, sur la figure 5.20, que la déformation axiale est de l’ordre du carré de la déformation
de torsion. En revenant à la loi élastoplastique du modèle SVG-HP 3D et en considérant
le même chargement adopté précédemment, à la figure 5.20, nous obtenons la réponse
décrite sur la figure 5.21. Nous pouvons faire plusieurs remarques. Premièrement, le ni-
veau de déformation axiale obtenu en première charge OA est plus faible que celui atteint
avec la loi purement élastique. Deuxièmement, après la première charge, à droite du point
A, nous observons un comportement irréversible, au cours duquel la déformation axiale
continue à croître et se cumule au cours de la branche de chargement AB. Là encore,
dans ce cas irréversible, la déformation axiale est de l’ordre du carré de la déformation de
torsion.

Il est important de noter que l’effet Poynting-Swift peut être caractérisé par différentes
mesures de déformation. Sur la figure 5.22, trois mesures de déformation différentes issues
du même calcul sont représentées.
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Fig. 5.20 – Effet Poynting seul mis en évidence avec une loi de comportement purement
élastique dans le cas d’une première charge OA en torsion suivie d’une décharge AO et
une recharge OB de même amplitude.

Fig. 5.21 – Effet Poynting-Swift mis en évidence avec la loi du modèle SVG-HP 3D dans
le cas d’une première charge OA en torsion suivie d’une décharge AB.
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Fig. 5.22 – Caractérisation de l’effet Poynting-Swift par différentes mesures de déforma-
tion.

On remarque que, selon la déformation considérée, le sens de la courbure de la dé-
formation axiale diffère. Ainsi, on portera une attention particulière lorsqu’il s’agira de
comparer des résultats expérimentaux avec des résultats de simulation. Plus particuliè-
rement, les expérimentateurs utilisent la déformation dite conventionnelle, définie par la
relation 5.1. On s’attachera alors à calculer la même déformation à partir des modèles
éléments finis.

Pour analyser le comportement du modèle, nous nous intéressons aux essais présentés
dans [Wack 1989]. En appliquant les mêmes conditions de chargement que celles utilisées
au cours de ses essais numérotés 206 et 208, nous obtenons les réponses présentées aux
figures 5.23 et 5.24. Sur la première figure, la réponse n’est pas stabilisée sur le troisième
palier de déformation, ce qui est conforme aux résultats illustrés sur la figure 2.15. La
comparaison des résultats expérimentaux, présentés sur les figures 2.15 et 2.16 avec les
simulations présentées sur les figures 5.23 et 5.24, respectivement, montre que le modèle
sous estime la valeur de l’effet réversible de Poynting. Quant à l’effet de cumul irréversible
de Swift, le résultat expérimental (figure 2.15) montre une déformation axiale cumulée
de 6.10−4, contre 4.10−4 pour le résultat de modélisation présenté sur la figure 5.23. Sur
la figure 5.24, le modèle prévoit une saturation de la déformation axiale, sur le troisième
palier de déformation, tandis que les expériences montrent une augmentation continue
de celle-ci. Ainsi, la déformation axiale calculée est de l’ordre de 7.10−4, après les deux
paliers de déformation et neuf cycles sur le grand palier, contre une déformation axiale de
15.10−4 mesurée au cours de l’essai (figure 2.16).
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Fig. 5.23 – Réponse du modèle SVG-HP 3D à un chargement similaire à celui adopté
par [Wack 1989] dans l’essai 206 (cf. figure 2.15 page 34).

Fig. 5.24 – Réponse du modèle SVG-HP 3D à un chargement similaire à celui adopté
par [Wack 1989] dans l’essai 208 (cf. figure 2.16 page 34).
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5.3.2 Analyse de l’effet Poynting-Swift avec le modèle

Nous nous proposons, dans ce paragraphe, d’utiliser le modèle SVG-HP 3D comme un
outil heuristique pour analyser l’effet complexe de Poynting-Swift et tenter de lui apporter
une interprétation.

Pour cela, considérons un chargement de torsion d’un tube à effort axial nul, de sorte
que le tenseur de contrainte soit de la forme donnée à l’équation 5.6. Les axes choisis sont
les suivants ; l’axe 1 est le long de la circonférence θ du tube, l’axe 2 est le long de l’axe
z et l’axe 3 est radial au tube (figure 5.25). Ainsi, la base (~e1, ~e2, ~e3) est orientée selon les
axes cylindriques. Appelons b, le référentiel lié à la base (~ei).

Mat σ̃(~ei) =

0 τ 0

τ 0 0

0 0 0

 (5.6)

Lors de ce chargement de torsion, nous supposerons que le référentiel corotationnel de
Jaumann j tourne par rapport au référentiel de base b d’un angle αj, comme dans le cas
d’un cisaillement simple, et comme illustré sur la figure 5.25.

Fig. 5.25 – Rotation du référentiel corotationnel j par rapport au référentiel fixe b.

La rotation entre le référentiel j et le référentiel b est caractérisée par le tenseur de
rotation R̃bj, dont les composantes sont :

Mat R̃bj
(~ei) =

cosαj − sinαj 0

sinαj cosαj 0

0 0 1

 (5.7)

La contrainte observée depuis le référentiel de Jaumann en rotation est définie par la
relation suivante :

σ̃\j = R̃bjT ◦ σ̃ ◦ R̃bj (5.8)

Ainsi, on a :
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Mat σ̃\j(~ei) = τ

sin 2αj cos 2αj 0

cos 2αj − sin 2αj 0

0 0 0

 (5.9)

et en considérant la notation de Voigt Modifiée (relation B.4 de l’annexe B), on obtient :

Col σ̃\j(Ẽi) = τ



sin 2αj
− sin 2αj

0√
2 cos 2αj

0

0


(5.10)

où Ẽi est la base de l’espace S, définie par la relation B.5. A partir des deux premiers
tenseurs Ẽ1 et Ẽ2 de la base Ẽi, nous définissons un seul tenseur K̃ tel que :

K̃ =
Ẽ1 − Ẽ2√

2
(5.11)

et :

Mat K̃(~ei) =
1√
2

1 0 0

0 −1 0

0 0 0

 (5.12)

où K̃ est un tenseur du second ordre, symétrique, orthogonal au quatrième tenseur
Ẽ4 de la base Ẽi et de norme 1, de sorte que la contrainte observée depuis le référentiel
de Jaumann soit définie par deux composantes uniquement dans la base (Ẽ4, K̃) :

σ̃\j = τ
√

2
(

(cos 2αj)Ẽ4 + (sin 2αj)K̃
)

(5.13)

Si l’on adopte la notation vectorielle ( ~E4, ~K) pour représenter les tenseurs (Ẽ4, K̃),
introduite au paragraphe 4.1.2, cette écriture permet de représenter la contrainte observée
depuis le référentiel corotationnel j dans un plan comme illustré sur la figure 5.26. Le plan
( ~E4, ~K) ainsi défini correspond à une coupe de l’espace à six dimensions S et peut être
assimilé à l’équivalent du plan déviatoire classique bidimensionnel, où l’axe ~E4 représente
le cisaillement et l’axe ~K représente la traction ou la compression.

En cisaillement simple, l’angle de rotation du référentiel j se déduit de la distorsion
par la relation suivante (cf. annexe D) :

αj = −γ
2

(5.14)

La contrainte de cisaillement τ évolue aussi en fonction de la distorsion γ et donc de
la rotation αj. La figure 5.27 illustre le comportement cyclique en torsion et définit la
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Fig. 5.26 – Plan de représentation ( ~E4, ~K) de la contrainte σ̃\j observée depuis le réfé-
rentiel corotationnel j.

Fig. 5.27 – Comportement d’hystérésis pure à fermeture parfaite des cycles en cisaille-
ment sans écrouissage cyclique.

relation entre la contrainte de cisaillement τ et la distorsion γ. Nous considérons ici un
comportement élastoplastique parfait sans écrouissage cyclique.

En considérant les relations 5.13, 5.14 et le comportement d’hystérésis pure en cisaille-
ment défini sur la figure 5.27, le trajet de cisaillement cyclique OABA dans le plan ( ~E4, ~K)

décrit une forme caractéristique que nous nommons trajet "papillon", illustré sur la figure
5.28.

Ce trajet papillon est la conséquence directe de l’utilisation de la dérivée de Jaumann
dans le modèle SVG-HP 3D. Nous avons implémenté ce trajet papillon dans l’outil heu-
ristique 2D de Saint-Venant généralisé, piloté en contrainte (cf. §4.2.2). La réponse en
déformation du modèle est illustrée dans le plan ( ~E4, ~K) de la déformation, sur la figure
5.29.

Nous constatons que la réponse en déformation présente un effet Poynting-Swift qui
évolue vers − ~K. Au vu de la relation 5.12 et du choix des axes ~e1 et ~e2 défini sur la figure
5.25, cela implique que la déformation axiale ε22 = εzz évolue positivement, on en déduit
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Fig. 5.28 – Trajet papillon résultant de la rotation de Jaumann dans le cas d’un essai
de torsion à effort axial nul - représentation dans le plan 2D de la contrainte σ̃\j.

Fig. 5.29 – Réponse en déformation du modèle soumis à 15 cycles du trajet papillon en
contrainte représenté sur la figure 5.28 - représentation dans le plan 2D de la déformation.

donc un allongement axial irréversible du tube, soumis à la torsion avec un effort axial nul.
Nous remarquons également que l’effet semble se diriger vers une saturation. Aussi, nous
retrouvons l’ordre de grandeur caractéristique du rochet de torsion, soit une déformation
axiale de l’ordre du carré de la déformation de torsion.

La figure 5.30 présente l’évolution des centres des cercles du modèle, dans l’espace des
déformations, lors d’un chargement cyclique en contrainte au cours d’un trajet papillon.
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Le trajet papillon en contrainte présente une concavité orientée dans la direction − ~K.
Ceci amène également une concavité du trajet en déformation dans la même direction.
Cette concavité du trajet de déformation dans le plan déviatoire a pour effet de dépla-
cer globalement les centres des cercles du modèle vers le centre de cette concavité, donc
dans la direction − ~K. Les centres des cercles sont les déformations plastiques du modèle.
Ainsi, lors d’une torsion cyclique de tube à effort axial nul, une déformation plastique se
développe dans la direction − ~K. Ceci conduit à l’effet Poynting-Swift, c’est-à-dire à une
déformation axiale positive irréversible du tube et une réduction de son diamètre.

Par conséquent, selon notre analyse du modèle lors de la torsion cyclique d’un tube
à effort axial nul, l’effet Poynting-Swift trouve son origine dans les deux effets couplés
suivants :

Rotation de la matière La torsion du tube amène localement un cisaillement de la
matière qui est accompagné d’une rotation de celle-ci. Cette rotation est ici prise en
compte par la dérivée objective de Jaumann. Nous avons montré que cela conduit
à un trajet en contrainte déviatoire assez particulier, que nous avons désigné par
trajet papillon, avec notamment une concavité dans la direction de la composante
de déformation axiale du tube (direction − ~K).

Règle d’écoulement La concavité du trajet en contrainte amène une concavité similaire
du trajet en déformation. Cette concavité conjuguée à la règle d’écoulement NFR
du modèle développent une déformation plastique axiale positive du tube qui se
cumule au cours du chargement cyclique.

Ainsi pour conclure notons que sans la rotation de la matière, la courbure du trajet
en contrainte n’existerait pas et celle de la réponse en déformation, non plus. Sans cette
courbure, aucune déformation axiale plastique ne peut se développer, ni se cumuler. Ceci
traduit l’importance du choix de la dérivée objective à adopter pour décrire le comporte-
ment. Par ailleurs, ceci révèle clairement l’importance de la description du phénomène de
rochet du second ordre, qui apparait en effet comme un test sévère pour les lois de com-
portement élastoplastique cyclique indépendant du temps, mais apparait aussi comme un
guide précieux pour produire une modélisation pertinente par rapport à la réalité physique
(cf. § 1.1, point b). Ainsi, une perspective prometteuse à notre travail apparait et consiste
à étudier l’influence du choix de la dérivée objective, afin de distinguer un meilleur choix
que celui de la dérivée corotationnelle de Jaumann, adoptée dans le cadre de notre tra-
vail et qui a permis d’obtenir un résultat qualitativement très encourageant (cf. § 4.1.1,
hypothèse 4).

Avec un choix pertinent de dérivée objective et la production d’une courbure dans le
plan déviatoire de la contrainte, du type « papillon », il est possible qu’un autre modèle
élastoplastique puisse manifester une déformation plastique axiale qui se cumule, et donc
produire un effet de Poynting-Swift. Cependant, il nous semble que l’apparition de cet effet
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est fortement liée à la nature même et à la définition de notre modèle. En effet, la nature
multisurface du modèle joue un rôle important dans l’apparition de ce phénomène, par le
déplacement des centres des surfaces seuil. D’autre part, le choix de la règle d’écoulement
NFR, associée à ce modèle, joue un rôle central à l’origine de ce phénomène. Néanmoins,
en partant de cette dernière conclusion, la définition des critères portant sur la défini-
tion d’une règle d’écoulement donnée, garantissant l’apparition d’un effet Poynting-Swift
conforme au comportement réel, n’est pas aisée à établir (cf. § 1.1, point c).

Fig. 5.30 – Réponse en déformation du modèle soumis à une première charge du trajet
papillon en contrainte (a), après 5 cycles (b), après 10,5 cycles (c) et après 15 cycles (d).
L’évolution des centres des cercles du modèle est représentée en pointillé.
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5.4 Résultats typiques de calcul de structure

5.4.1 Validation du modèle axisymétrique de traction-torsion com-
binées

Pour la simulation des essais de TTC, nous avons adopté au paragraphe 5.1 un modèle
élément finis axisymétrique 2D. L’objectif ici est de valider ce modèle. Pour cela, nous
proposons de comparer les prévisions d’un modèle éléments finis axisymétrique 2D d’une
éprouvette de TTC avec celles d’un modèle éléments finis volumiques 3D d’une éprou-
vette entière de TTC. Pour cette comparaison, nous utilisons le modèle SVG-HP 3D, sans
écrouissage cyclique, à fermeture parfaite des cycles. Les valeurs des paramètres matériau
adoptées sont celles de la relation A.11. Les valeurs des trois paramètres accessoires sup-
plémentaires, liés à la nature discrète du modèle, sont : n = 50 (relation 3.1), x = 0, 005

(relation 3.14) et α = 1 (relation 3.16). La figure 5.31 montre les deux modèles éléments
finis adoptés pour cette comparaison. Le modèle axisymétrique 2D, de la figure 5.31a, est
composé de 479 éléments axisymétriques généralisés quadrangulaires linéaires à 4 nœuds
(élément Abaqus CGAX4), où les nœuds ont trois degrés de liberté : le déplacement radial
ur, le déplacement axial uz et l’angle de torsion φ.

Fig. 5.31 – Modèle éléments finis axisymétrique 2D d’une demi éprouvette de TTC (a)
et modèle élément finis 3D d’une éprouvette entière de TTC (b).

Le modèle 3D, de la figure 5.31b, est composé de 50900 éléments hexaédriques linéaires
à 8 nœuds classiques (élément Abaqus C3D4). Le chargement de TTC est appliqué au
niveau des deux surfaces supérieure et inférieure des mors de l’éprouvette, comme le
montre la figure 5.31b. Une des deux surfaces est encastrée ; sur la seconde surface, on
impose un déplacement axial et une rotation autour de l’axe de l’éprouvette (figure 5.31b).

De la même manière, sur l’éprouvette TTC axisymétrique 2D, de la figure 5.31a, le
bord inférieur correspond à un plan de symétrie, où le déplacement uz = 0 ainsi que la
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rotation φ = 0 et on impose au niveau de la surface supérieure du mors de l’éprouvette
un déplacement axial uz et une rotation φ, avec un déplacement radial ur = 0.

La figure 5.32 donne la comparaison des réponses du modèle éléments finis axisymé-
trique 2D et du modèle éléments finis 3D au cours d’un chargement de TTC défini par la
figure 5.32a. Ce chargement est défini dans le plan du déplacement axial et de la rotation
relatifs des mors. Il est constitué d’une première charge Oa, de 6 cycles abcdea et, pour
le modèle axisymétrique seul, d’une décharge aO, vers zéro.
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Fig. 5.32 – Comparaison des réponses du modèle éléments finis axisymétrique 2D et du
modèle éléments finis 3D au cours d’un chargement de TTC : chargement en déplacement
axial et rotation des mors (a), réponses des deux modèles en force axiale et en couple de
torsion (b), réponses des deux modèles en déformation axiale et de torsion dans la zone
utile de l’éprouvette (c), réponses des deux modèles en contrainte axiale et de torsion dans
la zone utile de l’éprouvette (d).

Les figures 5.32b, 5.32c et 5.32d donnent les comparaisons des réponses des deux mo-
dèles dans les plans respectifs des efforts appliqués à l’éprouvette, des déformations et
contraintes dans la partie centrale de l’éprouvette. Ces comparaisons montrent une coïn-
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cidence parfaite des résultats. Pour illustrer cette coïncidence et permettre la distinction
d’un résultat par rapport à l’autre, seuls les résultats du modèle éléments finis axisy-
métrique 2D sont représentés au cours de la décharge a′O′, à la fin du programme de
chargement.

Les composantes axiale et de cisaillement de la contrainte (Π̂zz, Π̂θz) et les composantes
axiale et de distorsion de la déformation (Ezz, Eθz), dont les évolutions sont présentées
sur les figures 5.32c et 5.32d, sont calculées, d’une part, à partir de la force axiale Fz et du
couple Cθz appliqués à l’éprouvette ; d’autre part, à partir du déplacement et de l’angle
de rotation des éléments au centre de la partie utile de l’éprouvette (figure 5.1 et § A).

Les figures 5.32c et 5.32d révèlent le phénomène de déphasage entre l’orientation dans
le plan des contraintes et celle dans le plan des déformations, déjà observé sur les ré-
sultats expérimentaux et sur les simulations du paragraphe 5.2. Ce phénomène peut être
distingué en comparant l’orientation du rayon d’un point remarquable sur les deux figures
respectivement, tel que le rayon Ob par exemple. Cette comparaison montre, comme précé-
demment, une avance de phase de la contrainte par rapport à la déformation. Par ailleurs,
même si le modèle SVG-HP 3D est à fermeture parfaite des cycles, nous observons sur les
figures 5.32b, 5.32c et 5.32d, une accommodation progressive des cycles. Ce résultat est
probablement lié à l’effet complexe de Poynting-Swift étudié au paragraphe précédent.

La coïncidence parfaite des résultats obtenus avec les deux modèles, observée sur la
figure 5.32, est confortée par la comparaison des champs de contrainte et de déformation
obtenus avec ces deux modèles, au même point du programme de chargement. Ce résultat
est donné par la figure 5.33. En effet, la comparaison des champs de la composante prin-
cipale majeure de la déformation logarithmique, du modèle 2D et du modèle 3D, montre
un accord parfait de ces deux résultats (figures 5.33a et 5.33b). Dans le cas des deux
champs de contrainte, les figures 5.33b et 5.33c donnent le même type de résultat, avec
une correspondance parfaite de la répartition des contraintes dans l’éprouvette.

Ainsi, ces résultats montrent que la loi de comportement implémentée dans le code
Abaqus/Standard donne des comportements identiques en traction-torsion avec des élé-
ments finis classiques volumiques ou avec des éléments finis axisymétriques généralisés.
La simulation en axisymétrie est plus intéressante, dans ce cas, car, d’une part, elle est
plus rapide en raison du nombre plus faible de degrés de liberté. D’autre part, si nous
admettons l’homogénéité du champ de déformation dans la partie utile de l’éprouvette de
TTC, il est possible de ne modéliser qu’une tranche de cette partie utile par un modèle en
éléments axisymétriques généralisés (cf. § 5.1). En effet les conditions aux limites en dé-
placement et rotation pour un chargement de TTC peuvent être appliquées selon un mode
classique très simple, autorisé par les éléments axisymétriques généralisés, qui consiste à
imposer un déplacement axial uz et une torsion d’angle φ sur une section droite de l’éprou-
vette. Alors que ceci n’est pas possible à appliquer avec des éléments volumiques, sans
contraindre les changements de diamètre et d’épaisseur de la partie utile de l’éprouvette
de TTC.
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Fig. 5.33 – Comparaison des champs de contrainte et de déformation du modèle éléments
finis axisymétrique 2D et du modèle éléments finis 3D, au cours d’un point commun du
programme de chargement de TTC : champs de la composante principale majeure de la
déformation logarithmique du modèle 2D (a) et du modèle 3D (b) ; champs de la contrainte
de Mises du modèle 2D (c) et du modèle 3D (d).

5.4.2 Chargement d’une structure en grande déformation

Afin d’éprouver l’implémentation de la loi du modèle SVG-HP 3D dans le code Abaqus,
nous envisageons dans ce paragraphe un chargement d’une structure en grande déforma-
tion. Le chargement envisagé, loin au-delà des limites de l’hypothèse des petites pertur-
bations, n’a pas l’ambition d’être représentatif d’une réalité donnée, il permet simplement
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d’éprouver de façon sévère et du point de vue numérique, la qualité de l’implémentation de
la loi de comportement dans le code Abaqus et notamment celle de la matrice jacobienne.

La structure envisagée est une pale de turbine d’une hydrolienne à axe vertical [Zanette
et al. 2010]. Le principe de fonctionnement d’une hydrolienne à axe vertical est décrit par
la figure 5.34. Une colonne constituée d’un ensemble de turbines, reliées entre elles par
un axe vertical, est exposée à un courant marin ou fluvial transversal. La rotation de
l’hydrolienne ainsi définie est convertie en énergie électrique grâce à un générateur, fixé
au sommet.

Tower

Electric 
generator

Transverse 
flow

Turbine 
module 

Ring

Blade

Rotation axis

Fig. 5.34 – Principe de fonctionnement d’une hydrolienne à axe vertical [Zanette
et al. 2010].

Une turbine à axe vertical est constituée de trois pales (figure 5.35a). La pale a une
section variable et la forme d’une queue de baleine (figures 5.35b et 5.35c). Chaque pale
est reliée au moyeu de la turbine par un bras, situé dans le plan horizontal de symétrie S
de la turbine. Dans la suite nous appellerons pale de turbine, l’ensemble constitué de la
pale en queue de baleine proprement dite, du bras et du moyeu (figure 5.35c).

Les dimensions principales d’une turbine à axe vertical sont définies par les paramètres
de la figure 5.36. Pour réaliser notre chargement en grande déformation, nous adoptons
une turbine de petite taille, avec un profil d’aile NACA0018, un diamètre 2R = 165 mm,
une hauteur H = 180 mm, Cu = 22, 7 mm, Cl = 48, 2 mm et γ = 57, 5◦ [Zanette
et al. 2010]. Le modèle de comportement est celui du modèle SVG-HP 3D, sans écrouis-
sage cyclique, à fermeture parfaite des cycles. La fonction générative adoptée est celle
en tangente hyperbolique (cf. relation 3.11). Nous avons adopté un module d’élasticité
résiduelle nul (E∞ = 0). Le modèle est ainsi défini par trois paramètres matériau unique-
ment, soient : E = 200 GPa, ν = 1

3
et Y0 = 400 MPa. Les valeurs des trois paramètres

accessoires supplémentaires, liés à la nature discrète du modèle, sont : n = 50 (relation
3.1), x = 0, 005 (relation 3.14) et α = 1 (relation 3.16). La figure 5.37 montre le modèle
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S

Fig. 5.35 – Géométrie d’une turbine à axe vertical : turbine complète (a), vue de des-
sus d’une pale de turbine (b) et vue en perspective d’une pale de turbine (c) [Zanette
et al. 2010].

Fig. 5.36 – Dimensions principales d’une turbine à axe vertical : vue en perspective d’une
pale de turbine (a) et vue de dessus d’une pale de turbine (b) [Zanette et al. 2010].

éléments finis mis en place pour réaliser la simulation. Ce modèle est composé de 97674
éléments tétraédriques linéaires à 4 nœuds (élément Abaqus C3D4). La pale est encastrée
au niveau de la surface interne du moyeu, dans la position de la figure 5.37. La pale ainsi
orientée dans un repère (O, ~X, ~Y , ~Z), a une aile droite et une aile gauche.

Le chargement de la pale consiste à appliquer une pression sous l’aile gauche. Le
programme de chargement est décrit sur la figure 5.38. Ce programme consiste à appliquer
un cycle de pression : en charge OAI et en décharge IBO′. La pression maximale au point
d’inversion I est de 3, 75 MPa. Les points A et B correspondent à la même pression, à
mi-parcours et se situent respectivement le long du processus de charge et de décharge.

Les résultats de la simulation du chargement de la pale en grande déformation sont
donnés sur les figures 5.39 et 5.40. Ces résultats correspondent respectivement aux champs
de la norme du tenseur déformation logarithmique déviatoire et de la norme du tenseur
contrainte de Cauchy déviatoire, en fonction de la situation dans le processus de char-
gement de la figure 5.38. La figure 5.39c montre qu’au point d’inversion à la pression
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O

Fig. 5.37 – Modèle éléments finis 3D d’une pale de turbine à axe vertical composé de
97674 éléments tétraédriques linéaires à 4 nœuds.

Fig. 5.38 – Programme de chargement de la pale de turbine de la figure 5.37, avec une
pression appliquée sous l’aile gauche. La pression maximale à l’inversion au point I est de
3, 75 MPa.

maximale, la norme du tenseur de déformation logarithmique, au pied de la pale, au ni-
veau du moyeu est de l’ordre de 160%. Cette simulation constitue un test sévère, qui
montre la robustesse du modèle et son implémentation dans le code d’éléments finis Aba-
qus/Standard en analyse quasi statique, i.e. avec l’utilisation d’une matrice jacobienne de
la loi.

La comparaison des figures 5.39b et 5.39d montre des états de déformation très dif-
férents malgré un chargement à une pression identique. Cet aspect se constate aussi sur
les champs de contraintes des figures 5.40b et 5.40d. À l’état final, à pression nulle au
point O’, la figure 5.39e montre un champ de déformation résiduelle hétérogène et très
intense au niveau du pied de la pale à la jonction avec le moyeu. Pour la contrainte, la
figure 5.40e montre que le champ de contrainte n’est pas entièrement relaxé, malgré une
pression nulle sous l’aile.
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Fig. 5.39 – Champs de la norme du tenseur déformation logarithmique déviatoire ou
rayon dans le plan déviatoire (cf. relation B.12), en fonction de la situation dans le pro-
cessus de chargement de la figure 5.38 : à l’origine O (a), au point A (b), à l’inversion au
point I (c), au point B (d) et à l’état final en décharge complète au point O′ (e).



126 Chapitre 5. Analyse des prévisions du modèle SVG-HP 3D

Fig. 5.40 – Champs de la norme du tenseur contrainte de Cauchy déviatoire ou rayon
dans le plan déviatoire (cf. relation B.12), en fonction de la situation dans le processus
de chargement de la figure 5.38 : à l’origine O (a), au point A (b), à l’inversion au point
I (c), au point B (d) et à l’état final en décharge complète au point O′ (e).
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5.4.3 Chargement cyclique d’une structure

Nous nous proposons dans ce paragraphe d’illustrer le comportement cyclique d’une
structure avec un effet d’écrouissage cyclique, en utilisant le modèle SVG-EC 3D. De la
même manière que dans le paragraphe précédent, nous considérons la structure formée
par une pale de turbine à axe vertical et son modèle éléments finis présenté à la figure
5.37. Nous gardons la même orientation de la pale dans le repère (O, ~X, ~Y , ~Z) et le même
encastrement au niveau de la surface interne du moyeu. Néanmoins, afin de modéliser
plus finement les liaisons du bras avec la pale et avec le moyeu, nous adoptons un modèle
composé de 589068 éléments tétraédriques linéaires à 4 nœuds (élément Abaqus C3D4).
La figure 5.41 donne le détail du maillage de la zone de liaison bras-moyeu (figure 5.41a)
et le détail du maillage de la pale avec une vue suivant la direction (−~Z).

Fig. 5.41 – Modèle éléments finis 3D d’une pale de turbine à axe vertical composé de
589068 éléments tétraédriques linéaires à 4 nœuds : détail du maillage de la zone de liaison
bras-moyeu (a) et détail du maillage de la pale avec une vue suivant la direction (−~Z)
(b).

Pour cette simulation, nous utilisons le modèle SVG-EC 3D, avec un écrouissage cy-
clique adoucissant (cf. § 4.4). Les valeurs des cinq paramètres matériau adoptés pour le
comportement d’hystérésis pure sont : K = 175 GPa, G0 = 79 GPa, G∞ = 1, 5 GPa, c = 2

et S0 = 347 MPa. Les valeurs des six paramètres complémentaires du modèle d’écrouis-
sage cyclique adoucissant sont : γ = −1.25, α1 = 0.01, c1 = 2, α2 = 0.5 et c2 = 0.5 (cf. §
4.4). Les valeurs des trois paramètres accessoires supplémentaires, liés à la nature discrète
du modèle SVG-EC 3D, sont : n = 50 (relation 3.1), x = 0, 005 (relation 3.14) et α = 1

(relation 3.16).
Considérons deux points A et B sur le bord de fuite de la pale en bout d’aile gauche

et droit, respectivement, définis sur la figure 5.41b ; nous définissons Um le déplacement
moyen des extrémités des ailes selon l’axe ~Z, tel que :

Um =
UA
z + UB

z

2
(5.15)

Où UA
z et UB

z représentent le déplacement, selon l’axe ~Z, des points A et B.
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Nous définissons aussi l’angle αz, qui désigne la rotation des extrémités des ailes autour
de l’axe ~Z, tel que :

tanαz =
UA
x − UB

x

dAB
(5.16)

Où UA
x et UB

x représentent respectivement le déplacement, selon l’axe ~X, des points
A et B ; dAB représente la distance initiale entre les points A et B.

Le chargement est défini, d’une part, par une pression variable entre ±4 MPa, appli-
quée identiquement sous les ailes gauche et droite de la pale, qui provoque une force, de
module Fz, selon l’axe ~Z. D’autre part, on applique sous les ailes gauche et droite une
force surfacique dans les directions ~X et − ~X respectivement. Cette force surfacique varie
en intensité entre ±1 MPa. Cette force provoque un moment, de module Mz, autour de
l’axe ~Z. Trois chargements A, B et C ont été envisagés. Ces chargements sont définis
respectivement sur les figures 5.42a, 5.42c et 5.42e, dans des diagrammes (Fz, Mz).

Les réponses du modèle aux trois chargements A, B et C sont donnés respectivement
sur les figures 5.42b, 5.42d et 5.42f, dans des diagrammes (Um, αz). Ces résultats révèlent
un comportement complexe, non intuitif. Le point représentatif de l’état final de la pale
dans le diagramme (Um, αz) est étroitement lié à l’histoire du chargement.

La figure 5.43 donne pour chacun des chargements A, B et C, les réponses du modèle
dans les deux diagrammes (Fz, Um) et (Mz, αz), respectivement. Ainsi les figures 5.43a
et 5.43b correspondent au chargement A, les figures 5.43c et 5.43d correspondent au
chargement B et les figures 5.43e et 5.43f correspondent au chargement C. Ces résultats
confirment les remarques précédentes.

La figure 5.44 donne pour chacun des chargements A, B et C, à l’état final au point
représentatif O’ de la figure 5.42, le champ de la composante principale majeure de la
déformation logarithmique et le champ de la contrainte équivalente de Mises. Ces champs
sont représentés respectivement sur les figures 5.44a et 5.44b pour le chargement A, sur
les figures 5.44c et 5.44d pour le chargement B et sur les figures 5.44e et 5.44f pour le
chargement C. Ces résultats illustrent l’influence de l’histoire du chargement sur l’état
final de la pale en contrainte et en déformation.

À l’état final, à l’annulation du chargement extérieur sur la pale, la figure 5.44 montre
que l’état de contrainte n’est pas entièrement relaxé et le champ de déformation rési-
duelle est hétérogène et intense au niveau du pied de la pale à la jonction avec le moyeu.
Par ailleurs, les états de déformation et de contrainte résiduelles sont étroitement liés à
l’histoire du chargement.
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Fig. 5.42 – Chargement de la pale dans le diagramme (Fz, Mz) et réponse du modèle
dans le diagramme (Um, αz) : chargement de type A (a, b), chargement de type B (c, d)
et chargement de type C (e, f).
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Fig. 5.43 – Réponses du modèle dans les diagrammes (Fz, Um) et (Mz, αz), respective-
ment : chargement de type A (a, b), chargement de type B (c, d) et chargement de type
C (e, f).
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Fig. 5.44 – Champ de la composante principale majeure de la déformation logarithmique
résiduelle et champ résiduel de la contrainte équivalente de Mises, respectivement, sur
une pale déformée sans amplification des déplacements : chargement de type A (a, b),
chargement de type B (c, d), chargement de type C (e, f).
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Conclusion du chapitre

Le modèle SVG-HP 3D a été validé par la comparaison de ses prévisions à des résultats
expérimentaux de TTC et des chargements non proportionnels complexes.

Ce modèle a montré sa capacité à reproduire de façon remarquable les propriétés
génériques du comportement cyclique des matériaux métalliques sur un large éventail de
trajets de nature non proportionnelle.

Les résultats de modélisation ont montré la capacité du modèle à reproduire les évolu-
tions complexes du déphasage entre le plan de la contrainte et le plan de la déformation,
au cours du chargement. Ceci nous conforte d’une part dans notre choix du modèle phéno-
ménologique de SVG-HP 1D, comme base de départ de notre approche de modélisation.
D’autre part, ceci nous conforte dans le choix de la règle d’écoulement NFR dans l’es-
pace des déformations, pour la généralisation 3D de la modélisation, qui a conduit à la
définition du modèle SVG-HP 3D.

Par ailleurs, le modèle SVG-HP 3D, à fermeture parfaite des cycles, i.e. sans écrouissage
cyclique, est capable de prédire, qualitativement et avec les bons ordres de grandeurs, les
effets du second ordre de Poynting-Swift, observés dans le cas de la torsion alternée de
tubes minces, à effort axial nul. Ce résultat est obtenu sans aucune équation dédiée ni
paramètre d’ajustement supplémentaire. Par la suite, ce modèle a servi comme support
heuristique pour donner une interprétation à ce phénomène complexe. En effet, les rôles
combinés de la rotation de la matière et de la règle d’écoulement plastique ont été mis en
évidence.

Ainsi, un modèle SVG-HP 3D a été proposé et implémenté dans le code éléments finis
commercial Abaqus. Ce modèle est performant et prédictif. Ceci correspond à un objectif
central du travail de thèse.

D’une part, l’implémentation numérique du modèle SVG-HP 3D dans le code éléments
finis commercial Abaqus a été illustrée par le chargement cyclique d’une structure avec
un effet d’écrouissage cyclique. D’autre part, cette implémentation a été éprouvée par un
chargement d’une structure en grande déformation, loin au-delà des limites de l’hypothèse
des petites perturbations. Ceci a permis de montrer l’efficience et la robustesse du modèle
et son implémentation dans le code Abaqus.
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Le choix d’une règle d’écoulement plastique n’est pas unique. Nous avons adopté la
règle d’écoulement de type normalité, ou règle d’écoulement NFR, pour étendre le modèle
SVG-HP 1D au cas tridimensionnel (§ 4.2.2). Ce choix a montré sa pertinence avec des
prévisions du modèle SVG-HP 3D en adéquation avec les résultats expérimentaux (cf.
chapitre 5). D’autres choix existent, tels que la règle d’écoulement proposée par Mróz
dans l’espace des contraintes [Mróz 1967], celle proposée par Pégon et Guélin [Guélin 1980,
Pegon 1988, Guélin et al. 1997] et celle proposée par Blès [Blès 2002]. Ces choix considèrent
un mouvement interdépendant des surfaces seuil. En effet, en plus de la normalité, la
règle d’écoulement avec interdépendance des mouvements des surfaces seuil introduit une
condition sur le mouvement d’une surface seuil par rapport à celui des autres. Nous
proposons dans ce chapitre une seconde règle d’écoulement, définie dans l’espace des
déformations, qui introduit une interdépendance des mouvements des surfaces seuil. Et,
nous proposons d’éprouver ce choix par une comparaison aux résultats expérimentaux.

Dans la suite du manuscrit, nous utiliserons le sigle IFR (Interdependency condition
Flow Rule) pour désigner la règle d’écoulement interdépendante présentée dans ce cha-
pitre.

Une présentation synthétique et une illustration de la règle IFR seront données au
paragraphe 6.1. La paragraphe 6.2 donnera une définition précise provisoire de la règle
d’écoulement IFR. Nous révèlerons au paragraphe 6.3 un problème de saut des surfaces
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seuil. Ce problème sera corrigé au paragraphe 6.4 et une définition définitive sera proposée.
Le paragraphe 6.5 sera destiné à la comparaison des prédictions du modèle SVG-HP 3D,
qui résulte de la règle d’écoulement IFR, aux résultats expérimentaux et à la conclusion
sur la pertinence de cette règle d’écoulement.

6.1 Présentation synthétique et illustration de la règle
IFR

La règle d’écoulement IFR est caractérisée à la fois par une règle de normalité et
une règle de non-intersection des surfaces seuil. Elle est équivalente à celle proposée par
[Mróz 1967], mais elle est définie dans l’espace des déformations. En adoptant la règle
d’écoulement IFR, la définition du modèle SVG-HP 3D est synthétisée dans le tableau
donnée par la figure 6.1.

Le mouvement des surfaces seuil suit une loi d’écrouissage de type Mróz [Mróz 1967,
Brokate et al. 1996]. Cette loi est définie essentiellement par trois règles :

1. ∀k ∈ [1, n], fk ≤ 0, où fk désigne le domaine d’élasticité d’indice k

2. ∀k ∈ [1, n], si fk < 0, ˙̃εpk = 0̃

3. une condition de non-intersection des n surfaces seuil :

∀k1, k2 ∈ [1, n] avec ek1 < ek2

Domaine d’élasticité fk1 ⊂ Domaine d’élasticité fk2

⇔
‖ε̃pk1 − ε̃

p
k2
‖ ≤ (ek2 − ek1)

(6.1)

Le modèle SVG-HP 3D, issu de la règle d’écoulement IFR, a été implémenté dans l’outil
heuristique de simulation numérique 2D, dans l’environnement MATLAB, en considérant
l’espace déviatoire 2D. Cet outil nous permet de visualiser la cinématique des surfaces
seuil, où les déformations et les contraintes sont considérées comme des vecteurs dans le
plan et les surfaces seuil comme des cercles.

A partir de ce modèle, nous avons adopté une simulation avec des chargements, dans
le plan déviatoire bidimensionnel des déformations, identiques à ceux de la figure 4.6a
de la règle d’écoulement NFR. Ceci, d’une part, pour avoir un point de comparaison
avec la règle d’écoulement NFR et, d’autre part, pour illustrer le mouvement des surfaces
seuil résultant de la condition de non-intersection de ces surfaces. Les résultats de cette
simulation, dans le plan déviatoire bidimensionnel des déformations, sont donnés sur la
figure 6.2.
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Fig. 6.1 – Présentation synthétique du modèle SVG-HP 3D qui découle de la règle
d’écoulement IFR.
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Fig. 6.2 – Résultats de simulations dans le plan déviatoire des déformations pour trois
chemins de chargement : OC, OAbC et OABC (a) ; positions des surfaces seuil à la fin
des chargements : OA (b), OAB (c), OAb (d), OABC (e) et OAbC (f). Les paramètres du
modèle sont E = 210 GPa, ν = 0, 3, Y0 = 299 MPa, E∞ = 4602 MPa, c = 2, 0 et n = 10.
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Sur la figure 6.2a, trois chemins de chargement distincts conduisant au même point C
sont proposés : OC, OAbC, OABC. La figure 6.2b montre les positions des surfaces seuil
à la fin du trajet OA.

Les figures 6.2c et 6.2d montrent quant à elles les positions des surfaces seuil aux
points B et b (qui est un point courant entre les points A et C) respectivement. Enfin,
les figures 4.2b, 6.2e et 6.2f illustrent la position finale au point C des surfaces seuil,
pour chacun des trois trajets de chargement, respectivement OC, OABC et OAbC. Ces
trois figures montrent des configurations de surfaces seuil, au point C, assez proches. Ces
configurations, proches entre elles, sont relativement éloignées de celles obtenues pour les
mêmes trajets dans le cas NFR (figures 4.6e et 4.6f).

Le diagramme rhéologique (Qε, Qσ) (figure 6.3b) montre que les réponses des trois
trajets se confondent. Ainsi, cette figure montre que les points C1, C2 et C3, obtenus à
la fin des trois trajets respectivement, sont confondues. Ce résultat aussi présente une
différence sensible avec celui obtenu par la règle d’écoulement NFR (figure 4.7b).

En comparaison avec les résultats obtenus avec la règle d’écoulement NFR, la figure
6.3c montre un déphasage faible entre la déformation dans le plan déviatoire des défor-
mations et la réponse en contrainte dans le plan déviatoire des contraintes (figure 4.7c),
sur les trajets circulaires (trajet OAbC2) ou proche du circulaire AB.
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0 360

Fig. 6.3 – Réponses OC1, OAbC2 et OABC3 dans le plan déviatoire des contraintes (a),
réponses dans le diagramme rhéologique (Qε, Qσ) (b) et déphasage dans le plan déviatoire
entre la contrainte et la déformation (c) pour les trajets de la figure 6.2a.

6.2 Définition provisoire

Pour illustrer la définition de la règle d’écoulement IFR, nous nous intéressons au
mouvement d’une surface seuil courante d’indice k, représentée par un cercle de rayon ek,
dont le centre se déplace de Ok à O′k, le long d’un chemin de chargement radial Oa, à
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partir de l’origine sur la figure 6.4a et le long d’un chemin ab, après une inversion en a,
sur la figure 6.5a. L’état de déformation actuel à l’instant t est représenté par le vecteur −→ε
(repérant les points A, a ou b), composé de la somme d’un vecteur déformation plastique
−→
ε pk (repérant les points Ok ou O′k) et d’un vecteur déformation élastique −→ε ek (

−→
ε =

−−−−→
OA sur la

figure 6.4b et −→ε =
−−−→
Oa sur la figure 6.5b). Nous introduisons un vecteur d’écoulement

−−→
V k,

défini comme précédemment par la relation 4.19. Dans le cas de la figure 6.4,
−−→
V k =

−−−−−→
Oka .

Dans le cas de la figure 6.5,
−−→
V k =

−−−−−→
Okb . Au cours d’un chargement caractérisé par un

incrément de déformation totale d
−→
ε (d−→ε =

−−−→
Aa sur la figure 6.4b et d

−→
ε =

−−−→
ab sur la figure

6.5b), trois cas se présentent :

Cas 1 : Aucune surface seuil ne glisse si :

∀k ∈ [1, n], si ‖
−−→
V k‖ ≤ ek, alors d

−→
ε pk =

−→
0 ;

d
−→
ε ek = d

−→
ε et d

−→
σ k = Gkd

−→
ε ek

(6.2)

Cas 2 : Les surfaces seuil du modèle se scindent en deux groupes, tels que :

∀k ∈ [1, r − 1]; ‖
−−→
V k‖ > ek; Groupe des surfaces seuil qui glissent (6.3)

∀k ∈ [r, n]; ‖
−−→
V k‖ ≤ ek; Groupe des surfaces seuil qui ne glissent pas (6.4)

La surface seuil d’indice r − 1 est la plus grande surface qui glisse. La surface seuil
d’indice r est la plus petite surface qui ne glisse pas. Dans le cas d’un modèle de Saint-
Venant avec un nombre n d’éléments tendant vers l’infini, la surface d’indice r vérifiera
la condition ‖

−−→
V r‖ = er. Cette surface d’indice r est une surface de référence pour le

positionnement de l’ensemble des surfaces seuil de rayon strictement inférieur à er. Cette
surface est représentée sur les figures 6.4a et 6.4b par le cercle en gras d’indice r et de
centre O. Sur les figures 6.5a et 6.5b, la surface de référence est représentée par le cercle
en gras d’indice r et de centre Or.

• Pour les surfaces seuil qui ne glissent pas, on a :

∀k ∈ [r, n], si ‖
−−→
V k‖ ≤ ek, alors d

−→
ε pk =

−→
0 ;

d
−→
ε ek = d

−→
ε et d

−→
σ k = Gkd

−→
ε ek

(6.5)

Dans ce cas le comportement est élastique. Il correspond à celui décrit par la figure
4.4a.

• Pour les surfaces seuil qui glissent, on a :

∀k ∈ [1, r − 1], si ‖
−−→
V k‖ > ek, alors d

−→
ε pk =

−−→
V k −

−−→
V r

‖
−−→
V r‖

ek;

d
−→
ε ek = d

−→
ε − d

−→
ε pk et d

−→
σ k = Gkd

−→
ε ek

(6.6)
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où
−−→
V r est le vecteur d’écoulement de la surface de référence d’indice r et −→ε pr désigne le

vecteur déformation plastique de la surface de référence d’indice r. Dans le cas de la figure
6.4b, la surface de référence d’indice r est centrée à l’origine O, par conséquent −→ε pr =

−→
0 et

−−→
V r =

−→
ε + d

−→
ε =

−−−→
Oa . Dans le cas de la figure 6.5b, la surface de référence d’indice r est

centrée en Or et
−−→
V r =

−−−−−→
Orb . La relation 6.6 se traduit sur les figures 6.4b et 6.5b par un

déplacement de la surface seuil d’indice k, à partir de sa position à l’instant t, centrée en
Ok, d’un vecteur

−−→
V k suivi d’un déplacement le long du vecteur −

−−→
V r d’une distance ek,

ce qui déplace son centre de Ok à O′k.

Cas 3 : Toutes les surfaces seuil glissent si :

∀k ∈ [1, n], si ‖
−−→
V k‖ > ek, alors d

−→
ε pk =

−−→
V k −

−−→
V n

‖
−−→
V n‖

ek;

d
−→
ε ek = d

−→
ε − d

−→
ε pk et d

−→
σ k = Gkd

−→
ε ek

(6.7)

où
−−→
V n est le vecteur d’écoulement de la surface seuil d’indice n. Dans ce cas la dernière

surface d’indice n joue le rôle de la surface de référence pour toutes les autres et son
mouvement est simplement dicté par la règle de normalité.
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Fig. 6.4 – Modèle SVG-HP 3D avec règle d’écoulement IFR : positions des surfaces seuil
à la suite d’une charge radiale Oa.
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Fig. 6.5 – Modèle SVG-HP 3D avec règle d’écoulement IFR : positions des surfaces seuil
à la suite d’une charge radiale Oa et d’une décharge ab.
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6.3 Problème de saut des surfaces seuil

Pour un faible nombre n d’éléments de Saint-Venant, la définition provisoire de la règle
d’écoulement IFR conduit à un phénomène de saut des surfaces seuil et à des disconti-
nuités dans la réponse du modèle qui dépendent de la valeur du nombre n d’éléments de
Saint-Venant. Pour illustrer ce phénomène, considérons le cas d’une surface seuil courante
d’indice k, représentée par un cercle de rayon ek, initialement centrée en Ok à l’instant t
et qui se déplace au cours d’une décharge ab, après une inversion du chargement au point
a (figure 6.6a). La décharge ab se compose d’un incrément de déformation élastique

−−−→
aa′

et d’un très petit incrément de déformation plastique
−−−→
a′b . Dans le cas limite où le nombre

n d’éléments de Saint-Venant tend vers l’infini, il existe toujours une surface de référence
d’indice r qui vérifie ‖

−−→
V r‖ = er et qui passe simultanément par le point d’inversion a

et le point b, telle que d
−→
ε =

−−−→
ab =

−−−→
aa′ +

−−−→
a′b (figure 6.6a). En appliquant la définition

provisoire de la règle d’écoulement IFR, la surface seuil d’indice k se déplace à partir de
sa position initiale à l’instant t centrée en Ok d’un vecteur

−−→
V k, suivi d’un déplacement

le long du vecteur −
−−→
V r d’une distance ek, ce qui se traduit par un déplacement de son

centre de Ok à O′k (relation 6.6). Dans ce cas, le module du vecteur
−−−−−−−→

OkO′k , qui correspond
à l’écoulement plastique de la surface seuil d’indice k, est du même ordre de grandeur que
le module du vecteur

−−−→
a′b ; par conséquent, le mouvement de la surface seuil d’indice k

est continu et ne présente pas d’effet de saut (figure 6.6a).
Dans le cas où le nombre n d’éléments de Saint-Venant est fini, il n’existe pas toujours

une surface de référence d’indice r vérifiant ‖
−−→
V r‖ = er. Dans ce cas, la surface de référence

d’indice r est telle que ‖
−−→
V r‖ ≤ er ; elle passe nécessairement par le point a, mais pas

nécessairement par le point b (figure 6.6b).
De la même façon que précédemment, si l’on applique la définition provisoire de la règle

d’écoulement IFR, la surface seuil d’indice k se déplace à partir de sa position initiale à
l’instant t centrée en Ok d’un vecteur

−−→
V k, suivi d’un déplacement le long du vecteur −

−−→
V r

d’une distance ek, ce qui se traduit par un déplacement de son centre de Ok à O′′k. Dans
ce cas, le module du vecteur

−−−−−−−→

OkO′′k , qui correspond à l’écoulement plastique de la surface
seuil d’indice k, a une valeur beaucoup plus importante que celle du module du vecteur
−−−→
a′b ; ceci révèle l’effet de saut induit par la définition provisoire de la règle d’écoulement
IFR conjuguée avec un nombre n d’éléments de Saint-Venant fini (figure 6.6b). Cet effet
est aussi illustré par la figure 6.7 qui donne la comparaison des déplacements de la surface
seuil courante d’indice k de la figure 6.6a en k′, d’un vecteur

−−−−−−−→

OkO′k , dans le cas limite
où le nombre n d’éléments de Saint-Venant tend vers l’infini et celle de la figure 6.6b en
k′′, d’un vecteur

−−−−−−−→

OkO′′k , dans le cas où le nombre n d’éléments de Saint-Venant est fini.
Cette figure montre bien l’effet de saut qui a tendance à exagérer l’écoulement plastique
de la surface seuil d’indice k : ‖

−−−−−−−→

OkO′′k ‖ � ‖
−−−−−−−→

OkO′k ‖.
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Fig. 6.6 – Modèle SVG-HP 3D avec règle d’écoulement IFR provisoire : évolution du
centre du cercle k de Ok à O′k (a) et de Ok à O′′k (b) en décharge ab avec beaucoup (a) et
peu (b) d’éléments de Saint-Venant.
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Fig. 6.7 – Modèle SVG-HP 3D avec règle d’écoulement IFR provisoire : saut du cercle
k (Ok → O′′k) si le nombre d’éléments de Saint-Venant est fini.

La figure 6.8 illustre l’influence du nombre d’éléments de Saint-Venant sur la réponse
en contrainte du modèle, liée à l’effet de saut des surfaces seuil en déformation.

Plus particulièrement, cette figure montre la réponse du modèle issue d’un charge-
ment Oabc imposé en déformation (figure 6.8a), pour différentes valeurs du nombre n
d’éléments de Saint-Venant. Pour n compris entre cinq et dix éléments de Saint-Venant,
les figures 6.8b et 6.8c révèlent des discontinuités très marquées dans la réponse du mo-
dèle en contrainte. L’amplitude des discontinuités est réduite pour n = 50 (figure 6.8d) ;
néanmoins, ces discontinuités ne disparaissent pas totalement et nous pouvons les obser-
ver au niveau du point b et du point c. Il faut un grand nombre d’éléments pour éliminer
totalement ces discontinuités de la réponse du modèle (n = 500, figure 6.8e).

Ce résultat montre que le modèle 3D résultant de la définition provisoire de la règle
d’écoulement IFR nécessite un très grand nombre d’éléments de Saint-Venant. Du point
de vue pratique, l’implémentation d’un tel modèle dans un code éléments finis conduit très
rapidement à des besoins très importants en espace de mémorisation et augmente sensible-
ment les temps de calcul. C’est pourquoi la définition provisoire de la règle d’écoulement
IFR est abandonnée, au profit d’une définition qui conduit à un modèle SVG-HP 3D dont
la réponse en contrainte ne présente plus de discontinuités liées au faible nombre d’élé-
ments de Saint-Venant. Cette définition sera proposée et étudiée au paragraphe suivant.
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Fig. 6.8 – Modèle SVG-HP 3D avec règle d’écoulement IFR provisoire : chargement
en déformation Oabc (a) et réponses en contrainte pour 5 (b), 10 (c), 50 (d) et 500 (e)
éléments de Saint-Venant dans le modèle.

6.4 Définition définitive

Pour illustrer la définition finale adoptée pour la règle d’écoulement IFR, nous nous
intéressons au mouvement de la surface seuil d’indice r − 1 par rapport à la surface seuil
d’indice r, compte tenu des relations 6.3 et 6.4 ; à savoir le mouvement, respectivement,
de la plus grande surface seuil qui glisse par rapport à la plus petite surface seuil qui
ne glisse pas. Notons les deux propriétés importantes que doit respecter la surface seuil
d’indice r − 1 au cours de son mouvement par rapport à la surface seuil d’indice r :

• Au cours de l’écoulement, le centre Or−1 de la surface seuil d’indice r − 1 doit
se déplacer en un point qui se situe sur le cercle A tel que le point O′r−1, par
exemple (figure 6.9). Ceci compte tenu de la propriété 4.23, illustrée par la figure
4.5 et les relations 4.24 et 4.25. En effet, au temps t + dt et conformément à la
relation 4.23 appliquée au mouvement de la surface seuil d’indice r−1, nous avons :
‖(−→ε + d

−→
ε)− (

−→
ε pr−1 + d

−→
ε pr−1)‖ ≤ er−1, avec d

−→
ε pr−1 =

−−−−−−−−−−−−−→

Or−1O
′
r−1 . La position exacte

du point O′r−1 sur le cercle A sera définie par la règle d’écoulement.

• Au cours de l’écoulement, le centre Or−1 de la surface seuil d’indice r − 1 doit se
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A

B

Fig. 6.9 – Modèle SVG-HP 3D avec règle d’écoulement IFR : problématique du dépla-
cement des surfaces seuil (r − 1) en décharge ab.

déplacer sur un point qui se situe à l’intérieur du cercle B ou à la limite sur le cercle
B , tel que le point O′r−1, par exemple (figure 6.9). Ceci compte tenu de la condition
d’interdépendance du mouvement des surfaces seuil dans l’espace des déformations,
qui impose qu’une surface seuil de faible rayon reste toujours à l’intérieur d’une
surface de plus grand rayon. En effet, au temps t + dt, si O′r−1 est à l’intérieur ou
sur le cercle B , de rayon er − er−1, la surface seuil d’indice r− 1, de rayon er−1, ne
peut jamais sortir de la surface seuil d’indice r et de rayon er.

Ainsi, compte tenu des deux propriétés précédentes, le centre O′r−1 doit se situer à
la fois sur le cercle A et sur ou dans le cercle B après un écoulement plastique. Ceci
permet une multitude de solutions. Pour définir la règle d’écoulement IFR, il est nécessaire
donc de faire un choix pour le positionnement du centre O′r−1. La figure 6.10 donne
un agrandissement autour de l’intersection des cercles A et B , afin de montrer les
possibilités de positionnement du centre O′r−1 de la surface seuil d’indice r−1 et d’illustrer
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le choix à adopter pour la définition finale de la règle d’écoulement IFR.
La figure 6.10 propose plusieurs vecteurs incréments de déformation plastique d

−→
ε pr−1,

caractérisant le déplacement du point Or−1. Deux positions particulières O′′r−1 et O′′′r−1 se
distinguent :

• Le point O′′r−1 correspond à la règle d’écoulement NFR ; le déplacement
−−−−−−−−−−−−−→

Or−1O
′′
r−1

du centre de la surface seuil d’indice r− 1 correspond à la règle d’écoulement NFR,
définie par les relations 4.20 et 4.21 et illustrée par la figure 4.4. En effet, dans ce
cas, le déplacement d

−→
ε pr−1 du centre Or−1 est orienté le long du vecteur d’écoulement

−−→
V r−1. Ainsi, la surface seuil se déplace à partir de sa position initiale à l’instant
t centrée en Or−1 d’un vecteur

−−→
V r−1, suivi d’un déplacement le long du vecteur

−
−−→
V r−1 d’une distance er−1, ce qui se traduit par un déplacement de son centre de

Or−1 à O′′r−1, situé sur le cercle A .

• Le point O′′′r−1 correspond à la définition provisoire de la règle d’écoulement IFR :
Le déplacement

−−−−−−−−−−−−−→

Or−1O
′′′
r−1 du centre de la surface seuil d’indice r− 1 correspond à

la définition provisoire de la règle d’écoulement IFR, définie par les équations 6.2 à
6.7 et illustrée par les figures 6.4 et 6.5. En effet, la surface seuil se déplace à partir
de sa position initiale à l’instant t, centrée en Or−1, d’un vecteur

−−→
V r−1 suivi d’un

déplacement le long du vecteur −
−−→
V r d’une distance er−1, ce qui se traduit par un

déplacement de son centre de Or−1 à O′′′r−1, situé sur le cercle A .

Soit I le point d’intersection du segment bOr avec le cercle B , sur la figure 6.10.
Ce point existe à la condition que le point b se situe à l’extérieur du cercle B , ce qui
correspond à la condition : ‖

−−→
V r‖ > (er − er−1). Le point O′r−1 situé à l’intersection entre

le segment Or−1I et le cercle A , définit une position intermédiaire entre les points O′′r−1

et O′′′r−1. L’incrément de déformation plastique d
−→
ε pr−1 =

−−−−−−−−−−−−−→

Or−1O
′
r−1 peut être un choix

pertinent pour la définition finale de la règle d’écoulement IFR. Pour justifier ce choix,
considérons sur la figure 6.11 le cas où le point b se situe sur le cercle de référence d’indice
r. Dans ce cas, les cercles A et B sont tangents en I. Le point O′r−1, qui appartient à la
fois au cercle A et se trouve à l’intérieur ou sur le cercle B , se retrouve alors situé en
I. De même, sur la figure 6.10, le point O′′′r−1 sera confondu avec le point O′r−1 et le point
I. Ainsi, la définition finale de la règle d’écoulement IFR se retrouve confondue avec sa
définition provisoire. Cette situation peut correspondre, d’une part, à un choix particulier
de l’incrément de déformation totale d

−→
ε (figure 6.11). D’autre part, cette situation peut

correspondre au cas où le nombre d’éléments n du modèle SVG-HP 3D tend vers l’infini ;
dans ce cas, le diamètre du cercle B tend vers zéro. Ainsi, une règle d’écoulement basée
sur la donnée du point I est applicable dans tous les cas où le point b est à l’intérieur ou
sur le cercle de référence d’indice r et à l’extérieur du cercle B . Cette méthode permet
une unicité dans la définition et une continuité entre les différents cas cités plus haut.
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BA

Fig. 6.10 – Modèle SVG-HP 3D avec règle d’écoulement IFR : zoom dans la figure 6.9.

Une fois que le mouvement de la surface seuil d’indice r − 1 est défini, par la donnée
de l’incrément de déformation plastique d

−→
ε pr−1 =

−−−−−−−−−−−−−→

Or−1O
′
r−1 , le mouvement d’une surface

seuil courante de rayon ek inférieur à er−1 se déduit du mouvement de la surface seuil
d’indice r − 1.

La définition adoptée pour la règle d’écoulement IFR comporte, comme pour la défi-
nition provisoire, trois cas (relations 6.2 à 6.7) qui se réécrivent de la façon suivante :

Cas 1 : Aucune surface seuil ne glisse si :

∀k ∈ [1, n], si ‖
−−→
V k‖ ≤ ek, alors d

−→
ε pk =

−→
0 ;

d
−→
ε ek = d

−→
ε et d

−→
σ k = Gkd

−→
ε ek

(6.8)
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BA

Fig. 6.11 – Modèle SVG-HP 3D avec règle d’écoulement IFR : cas particulier où le point
b se situe sur le cercle de référence d’indice r.

Cas 2 : Les surfaces seuil du modèle se scindent en deux groupes, tels que :

∀k ∈ [1, r − 1]; ‖
−−→
V k‖ > ek; Groupe des surfaces seuil qui glissent (6.9)

∀k ∈ [r, n]; ‖
−−→
V k‖ ≤ ek; Groupe des surfaces seuil qui ne glissent pas (6.10)

i) Pour les surfaces seuil qui ne glissent pas, on a :

∀k ∈ [r, n], si ‖
−−→
V k‖ ≤ ek, alors d

−→
ε pk =

−→
0 ;

d
−→
ε ek = d

−→
ε et d

−→
σ k = Gkd

−→
ε ek

(6.11)

Dans ce cas le comportement est élastique. Il correspond à celui décrit par la figure
4.4a.



150 Chapitre 6. Proposition d’une règle d’écoulement interdépendante (IFR)

ii) Nous devons définir le mouvement de la surface seuil d’indice k = r − 1. Dans
ce deuxième cas, la surface seuil d’indice r est la surface fixe de référence pour le
positionnement de la surface seuil d’indice r−1, dont le mouvement comporte deux
possibilités distinctes :

• La première possibilité concerne le cas où ‖
−−→
V r‖ ≤ (er − er−1) (le point b se

situe dans le cercle B ). Alors, l’écoulement de la surface seuil d’indice r − 1

est tel que :

d
−→
ε pr−1 =

−−→
V r−1 −

−−→
V r−1

‖
−−→
V r−1‖

er−1; d
−→
ε ek = d

−→
ε − d

−→
ε pk et d

−→
σ k = Gkd

−→
ε ek (6.12)

Ce cas est illustré par la figure 6.12. Cette figure présente quatre combinaisons
possibles pour les positions des points b et Or−1. Plus particulièrement, le
point b, qui donne la position du vecteur −→ε + d

−→
ε , peut être positionné sur ou

à l’intérieur du cercle B , centré en Or et de rayon (er − er−1). Ainsi dans
ce cas le point I de la figure 6.10 n’existe pas, par définition ; on ne peut
donc pas s’en servir pour définir d

−→
ε pr−1, le déplacement de la surface seuil

d’indice r − 1. Par ailleurs, le centre Or−1, qui caractérise la position actuelle
au temps t de la surface seuil d’indice r− 1, est aussi situé sur ou à l’intérieur
du cercle B , conformément à la condition d’interdépendance du mouvement
des surfaces seuil dans l’espace des déformations. Par conséquent, le vecteur
d’écoulement

−−→
V r−1 =

−−−−−−−−→
Or−1b se trouve également à l’intérieur du cercle B .

Compte tenu de la relation 6.14, le vecteur d
−→
ε pr−1 est orienté le long de

−−→
V r−1 et

son module est plus faible que ‖
−−→
V r−1‖, donc d

−→
ε pr−1 =

−−−−−−−−−−−−−→

Or−1O
′
r−1 est également

à l’intérieur du cercle B . Cela implique que le point O′r−1 se situe à l’intérieur
du cercle B . Ceci garantit que le cercle d’indice r− 1 ne pourra pas sortir du
cercle de référence d’indice r. Notons que la relation 6.12 est équivalente à la
règle d’écoulement NFR et plus particulièrement à la relation 4.21. La règle
d’écoulement NFR peut être utilisée ici, car la condition d’interdépendance du
mouvement des surfaces seuil est respectée. De plus, cette règle nous permet
d’éviter le phénomène de saut, contrairement au cas de la définition provisoire
de la règle IFR et plus précisément au cas défini par la relation 6.6.
• La seconde possibilité concerne le cas où ‖

−−→
V r‖ > (er−er−1). Alors, l’écoulement

de la surface seuil d’indice r− 1 est caractérisé par I, le point d’intersection du
segment bOr avec le cercle B (figure 6.10), tel que :

d
−→
ε pr−1 =

(
−−→
V r−1 ·

−−→
U −

√
e2
r−1 +

(−−→
V r−1 ·

−−→
U
)2

− ‖
−−→
V r−1‖2

)
−−→
U (6.13)

où :
−−→
U =

−→
ε I − −→ε pr−1

‖−→ε I − −→ε pr−1‖
(6.14)
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B

Fig. 6.12 – Modèle SVG-HP 3D avec règle d’écoulement IFR : cas où le point b se situe
dans le cercle B .

et
−→
ε I =

−→
ε pr +

−−→
V r

‖
−−→
V r‖

(er − er−1) (6.15)

Le vecteur −→ε I caractérise la position du point I à partir du vecteur −→ε pr, qui
définit la position de la surface de référence d’indice r. La relation 6.14 définit
un vecteur unitaire

−−→
U , le long de

−−−−−−−→
Or−1I . Le module de d

−→
ε pr−1, défini par la

relation 6.13 et illustré sur la figure 6.10, est tel que ‖d−→ε pr−1‖ =
−−→
V r−1 ·

−−→
U −

O′r−1c. La distance O′r−1c peut être déterminée par l’application du théorème
de Pythagore dans les triangles rectangles Or−1bc et O′r−1bc représentés sur la
figure 6.10. Notons que le vecteur

−−→
U , défini par la relation 6.14, ne pourra pas

être calculé si ‖−→ε I − −→ε pr−1‖ est proche de zéro ; c’est à dire si le point Or−1 est
trop proche du point I. Ceci peut se produire dans deux situations :

– Lorsque le nombre d’éléments de Saint-Venant tend vers l’infini et pour
tous les cas de chargement. En effet, dans ce cas (er− er−1) tend vers zéro
et −→ε I tend vers −→ε pr compte tenu de la relation 6.15. La quantité ‖−→ε I − −→ε pr−1‖
est alors proche zéro, sachant que −→ε pr tend vers −→ε pr−1.

– Lorsque le nombre d’éléments de Saint-Venant est fini et pour des cas de



152 Chapitre 6. Proposition d’une règle d’écoulement interdépendante (IFR)

chargement particuliers où le point Or−1 se retrouve très proche du point
I.

Ces deux situations correspondent au cas où le point b se situe sur le cercle
de référence d’indice r ou est très proche de celui-ci. Les cercles A et B
sont alors tangents en I (figure 6.11). Dans ces conditions, nous avons montré
que la définition provisoire de la règle d’écoulement IFR ne présente pas de
phénomène de saut (figure 6.6). Ceci nous conduit donc à adopter, pour la
surface seuil d’indice r − 1, un écoulement basé sur l’équation 6.6, tel que :

Si ‖−→ε I − −→ε pr−1‖ est très proche de zéro, alors d
−→
ε pr−1 =

−−→
V r−1 −

−−→
V r

‖
−−→
V r‖

er−1

(6.16)

iii) Le mouvement des surfaces seuil de rayon inférieur à er−1 est défini à l’aide de celui
de la surface seuil d’indice r − 1, tel que :

∀k ∈ [1, r − 2], d
−→
ε pk =

−−→
V k −

−−→
V r−1 − d

−→
ε pr−1

‖
−−→
V r−1 − d

−→
ε pr−1‖

ek;

d
−→
ε ek = d

−→
ε et d

−→
σ k = Gkd

−→
ε ek

(6.17)

Les centres des surfaces seuil s’alignent sur le segment bO′r−1 (figure 6.13). Nous
pouvons constater qu’au cours de l’incrément de déformation totale, les incréments
de déformation plastique respectifs des différentes surfaces seuil gardent leur direc-
tion, ce qui n’était pas toujours vrai dans le cas de la définition provisoire (figure
6.6b).

Cas 3 : Toutes les surfaces seuil glissent si :

∀k ∈ [1, n], ‖
−−→
V k‖ > ek, alors d

−→
ε pk =

−−→
V k −

−−→
V n

‖
−−→
V n‖

ek;

d
−→
ε ek = d

−→
ε − d

−→
ε pk et d

−→
σ k = Gkd

−→
ε ek

(6.18)

où
−−→
V n est le vecteur d’écoulement de la surface d’indice n. Dans ce cas, la dernière

surface d’indice n joue le rôle de la surface de référence pour toutes les autres et son
mouvement est simplement dicté par la règle de la normalité.

Il est à noter que dans ce cas, le comportement du modèle est assez différent du cas 2 ;
dans le cas 2, en effet, l’évolution des surfaces seuil en mouvement se base sur les surfaces
seuil immobiles. Ici, ce n’est plus possible et ainsi le mouvement des surfaces seuil change
notablement entre les cas 2 et 3. Par conséquent, nous recommandons de ne pas se trouver
dans le cas 3 ; ceci est possible par un choix adapté du dernier seuil en, qui ne devra alors
ne jamais être atteint lors de la sollicitation mécanique.
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Fig. 6.13 – Modèle SVG-HP 3D avec règle d’écoulement IFR : alignement du centre des
surfaces seuil par rapport à la surface seuil d’indice r − 1.

La définition adoptée de la règle d’écoulement IFR, définie par les relations 6.8 à 6.18,
permet d’éviter le phénomène de saut évoqué dans le paragraphe 6.3 et illustré par les
figures 6.6 et 6.7. Pour montrer cette absence de saut, nous réalisons le même trajet de
chargement que sur la figure 6.6b, dans les mêmes conditions, mais cette fois-ci en utilisant
la définition adoptée de la règle d’écoulement IFR. Le résultat est illustré sur la figure
6.14.

Nous remarquons sur cette figure que le module du vecteur
−−−−−−−−−−−−−→

Or−1O
′
r−1 , qui correspond

à l’écoulement plastique de la surface seuil d’indice r− 1, est du même ordre de grandeur
que le module du vecteur

−−−→
a′b ; par conséquent, le mouvement de la surface seuil d’indice

r − 1 est continu et ne présente pas d’effet de saut. Comme les surfaces seuil suivantes
d’indice compris entre 1 et r− 2 s’alignent sur le mouvement de la surface d’indice r− 1,
il n’apparaît plus d’effet de saut pour aucune des surfaces seuil.
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B

A

Fig. 6.14 – Modèle SVG-HP 3D avec règle d’écoulement IFR : absence de saut pour un
chargement identique à celui de la figure 6.6b.

La définition adoptée de la règle d’écoulement IFR permet d’éviter le phénomène
de saut et les instabilités qu’il implique même pour un faible nombre d’éléments. La
figure 6.15, qui reprend le chargement en déformation Oabc illustré sur la figure 6.8,
montre la réponse du modèle avec la définition définitive de la règle d’écoulement IFR.
Nous pouvons remarquer que la définition définitive améliore grandement l’allure de la
réponse en contrainte pour cinq et dix éléments de Saint-Venant (figures 6.15b et 6.15c
respectivement) par rapport à la définition provisoire (figures 6.8b et 6.8c respectivement).
Pour cinquante éléments (figure 6.15d), l’amélioration est encore visible. Dans le cadre
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d’une implémentation numérique du modèle, à nombre d’éléments égal, on obtiendra donc
une meilleure réponse du modèle avec la définition définitive de la règle d’écoulement IFR,
tout en respectant la condition de non-intersection des surfaces seuil.
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Fig. 6.15 – Modèle SVG-HP 3D avec règle d’écoulement IFR définitive : chargement
en déformation Oabc (a) et réponses en contrainte pour 5 (b), 10 (c), 50 (d) et 500 (e)
éléments de Saint-Venant dans le modèle.
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6.5 Analyse des prévisions du modèle SVG-HP 3D avec
la règle d’écoulement IFR

6.5.1 Réponse sous chargement multiaxial de traction-torsion com-
binées

Dans le paragraphe 5.2, nous avons confronté les prédictions du modèle SVG-HP 3D,
avec la règle d’écoulement NFR, aux résultats expérimentaux de TTC, afin de qualifier
sa capacité à modéliser le comportement élastoplastique en chargements multiaxiaux non
proportionnels. L’objectif de ce paragraphe est de suivre la même démarche en utilisant
la règle d’écoulement IFR, dans sa définition définitive. Ceci nous permet de comparer
les performances de ces deux modélisations. Pour cela, nous avons adopté les mêmes
paramètres du modèle SVG-HP 3D que précédemment, avec la règle d’écoulement NFR.
Pour la simulation des résultats d’essais présentés en annexe A, nous avons substitué le
paramètre S0, le seuil initial identifié à l’annexe A, par le paramètre SS, le seuil limite
sur le cycle stabilisé en fonction de la forme du trajet de chargement, issu de l’étude
paramétrique du paragraphe 5.2 (table 5.1). Ceci nous permet de faire abstraction du
phénomène d’écrouissage cyclique et de focaliser l’attention sur la qualité de modélisation
des propriétés génériques du comportement ; sachant que, par ailleurs, ces deux modèles
sont des modèles d’hystérésis pure à fermeture parfaite des cycles et qu’ils n’ont pas la
capacité de rendre compte de l’écrouissage cyclique sur les trajets non proportionnels.

Les résultats des simulations avec la règle d’écoulement IFR sont donnés aux figures
6.16 à 6.22.
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Fig. 6.16 – Comparaison expérience-simulation règle IFR, lors d’une sollicitation de
traction-torsion combinées en trajet en forme de cercle : expérience (trait pointillé) et
simulation (trait continu) ; trajet en déformation (a), réponse en contrainte (b), réponse
contrainte-déformation dans le direction axiale (c), réponse contrainte-déformation dans
la direction de cisaillement (d) et caractérisation du déphasage contrainte-déformation
(e). Cette même comparaison avec la règle NFR est donnée à la figure 5.11 page 99.
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Fig. 6.17 – Comparaison expérience-simulation règle IFR, lors d’une sollicitation de
traction-torsion combinées en trajet en forme de carré : expérience (trait pointillé) et
simulation (trait continu) ; trajet en déformation (a), réponse en contrainte (b), réponse
contrainte-déformation dans le direction axiale (c), réponse contrainte-déformation dans
la direction de cisaillement (d) et caractérisation du déphasage contrainte-déformation
(e). Cette même comparaison avec la règle NFR est donnée à la figure 5.12 page 100.
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Fig. 6.18 – Comparaison expérience-simulation règle IFR, lors d’une sollicitation de
traction-torsion combinées en trajet en forme d’hexagone : expérience (trait pointillé) et
simulation (trait continu) ; trajet en déformation (a), réponse en contrainte (b), réponse
contrainte-déformation dans le direction axiale (c), réponse contrainte-déformation dans
la direction de cisaillement (d) et caractérisation du déphasage contrainte-déformation
(e). Cette même comparaison avec la règle NFR est donnée à la figure 5.13 page 101.
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Fig. 6.19 – Comparaison expérience-simulation règle IFR, lors d’une sollicitation de
traction-torsion combinées en trajet en forme d’octogone : expérience (trait pointillé) et
simulation (trait continu) ; trajet en déformation (a), réponse en contrainte (b), réponse
contrainte-déformation dans le direction axiale (c), réponse contrainte-déformation dans
la direction de cisaillement (d) et caractérisation du déphasage contrainte-déformation
(e). Cette même comparaison avec la règle NFR est donnée à la figure 5.14 page 102.
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Fig. 6.20 – Comparaison expérience-simulation règle IFR, lors d’une sollicitation de
traction-torsion combinées en trajet en forme de trèfle à 4 pétales : expérience
(trait pointillé) et simulation (trait continu) ; trajet en déformation (a), réponse en
contrainte (b), réponse contrainte-déformation dans le direction axiale (c), réponse
contrainte-déformation dans la direction de cisaillement (d) et caractérisation du dépha-
sage contrainte-déformation (e). Cette même comparaison avec la règle NFR est donnée
à la figure 5.17 page 105.
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Fig. 6.21 – Comparaison expérience-simulation règle IFR, lors d’une sollicitation
de traction-torsion combinées en trajet en forme de croix numéro 1 : expérience
(trait pointillé) et simulation (trait continu) ; trajet en déformation (a), réponse en
contrainte (b), réponse contrainte-déformation dans le direction axiale (c), réponse
contrainte-déformation dans la direction de cisaillement (d) et caractérisation du dépha-
sage contrainte-déformation (e). Cette même comparaison avec la règle NFR est donnée
à la figure 5.18 page 106.
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Fig. 6.22 – Comparaison expérience-simulation règle IFR, lors d’une sollicitation
de traction-torsion combinées en trajet en forme de croix numéro 2 : expérience
(trait pointillé) et simulation (trait continu) ; trajet en déformation (a), réponse en
contrainte (b), réponse contrainte-déformation dans le direction axiale (c), réponse
contrainte-déformation dans la direction de cisaillement (d) et caractérisation du dépha-
sage contrainte-déformation (e). Cette même comparaison avec la règle NFR est donnée
à la figure 5.19 page 107.
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Sur les trajets cercle, carré, hexagone et octogone des figures 6.16 à 6.19, les résul-
tats des simulations montrent que la règle d’écoulement IFR ne permet pas de prédire
le déphasage entre la contrainte et la déformation. Par ailleurs, les simulations corres-
pondantes rhéologiques contrainte-déformation dans le sens axial comme en cisaillement
sont assez éloignées des résultats expérimentaux. Sur les trajets carré, hexagone et octo-
gone, l’incapacité du modèle à rendre compte du déphasage se constate dans le plan des
contraintes (sous-figures (b) des figures 6.17, 6.18 et 6.19). En effet, contrairement aux
simulations avec la règle NFR, sur les figures 5.12, 5.13 et 5.14 respectivement, les figures
6.17, 6.18 et 6.19 montrent que la réponse en contrainte est en phase avec la sollicitation
en déformation et elle est complètement déphasée par rapport aux résultats expérimen-
taux. Sur les trajets trèfle à 4 pétales et croix numéro 1, des figures 6.20 et 6.21, les
résultats des simulations montrent que le déphasage entre la contrainte et la déformation
est qualitativement bien estimé ; néanmoins, les résultats de ces simulations sont de moins
bonne qualité que ceux obtenus avec la règle d’écoulement NFR (figure 5.17 et 5.18). Le
trajet croix numéro 2, qui présente des séquences de chargement qui traversent l’origine,
semble présenter des simulations de meilleure qualité dans le plan des contraintes, sur
les diagrammes rhéologiques contrainte-déformation dans le sens axial et en cisaillement,
ainsi que la prédiction du déphasage (figure 6.22). Cependant, la réponse en contrainte du
modèle se distingue des résultats expérimentaux ; notamment dans le motif de petit carré
au centre du plan des contraintes, de taille très sous-estimée par rapport à l’expérience et
mal orienté. Ceci contrairement à la figure 5.19, pour le même trajet avec la règle NFR.
Notons enfin que la réponse en contrainte du trèfle à 4 pétales est relativement bonne,
mais celle de la croix numéro 1 est sous estimée par le modèle, notamment le carré central
sous estimé et mal orienté de la même façon que la croix numéro 2.

Finalement, on constate que la règle d’écoulement IFR possède une faiblesse dans
la modélisation du déphasage entre la contrainte et la déformation. Elle se révèle aussi
imprécise sur la prédiction de la réponse dans le plan des contraintes. Comparativement,
la règle d’écoulement NFR donne de bien meilleurs résultats.

6.5.2 Prévision de l’effet Poynting-Swift

Dans la section 5.3, nous avons simulé, avec notre modèle doté de la règle d’écoulement
NFR, un chargement de torsion alternée à effort axial nul sur tube mince, en appliquant les
mêmes conditions de chargement que celles de l’essai 206 de [Wack 1989] (cf. § 2.5). Ceci,
afin de constater si le comportement du modèle correspondant à la règle d’écoulement
NFR manifeste l’effet Poynting-Swift. L’objectif de ce paragraphe est de suivre la même
démarche pour la règle d’écoulement IFR, dans sa définition définitive.

Les paramètres du modèle choisis pour cette simulation sont les mêmes que ceux uti-
lisés pour le modèle avec la règle d’écoulement NFR. Le résultat de simulation avec un
chargement similaire à celui de l’essai 206 de [Wack 1989] avec la règle d’écoulement IFR
est donné à la figure 6.23.
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Fig. 6.23 – Réponse du modèle SVG-HP 3D, avec la règle d’écoulement IFR, à un
chargement similaire à celui imposé par [Wack 1989] dans l’essai 206 (figure 2.15 page
34). La même simulation avec le modèle NFR est donnée à la figure 5.23 page 111.

Nous constatons que le modèle avec la règle d’écoulement IFR manifeste une aug-
mentation de la déformation axiale, au cours du chargement cyclique en torsion, mais le
comportement observé est qualitativement différent des résultats expérimentaux d’effet
Poynting-Swift (cf. figures 2.15, 2.16 et 2.17) sur deux points :

1. La forme incurvée ou concave des courbes de déformation axiale en fonction de la
déformation de torsion n’est pas présente avec la règle d’écoulement IFR ;

2. L’effet de rochet ou cumul de la déformation axiale à chaque cycle de déformation
de torsion n’est pas présent dans la réponse du modèle IFR. Seule une augmentation
de la déformation axiale est présente lorsque l’amplitude de déformation de torsion
augmente d’un palier à un autre.

L’amplitude de la déformation axiale est relativement faible par rapport à celle obte-
nue avec la règle NFR et celle obtenue expérimentalement [Wack 1989].

Ce résultat de simulation avec la règle d’écoulement IFR a été produit dans les mêmes
conditions que celui de la figure 5.23 avec la règle d’écoulement NFR. Le seul élément
qui diffère est la règle d’écoulement. Notamment, la prise en compte de la rotation de
la matière est identique entre ces deux résultats de simulation. Une conclusion de la
section 5.3.2 était qu’à la fois la rotation de la matière et la règle d’écoulement sont à
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l’origine de l’effet Poynting-Swift. Les points 1 et 2 ci-dessus renforcent cette conclusion,
sur le fait que la règle d’écoulement est un élément d’importance pour la manifestation
de l’effet de rochet du second ordre ou effet Poynting-Swift.

Conclusion du chapitre

Une règle d’écoulement, définie dans l’espace des déformations, avec une condition
d’interdépendance des mouvements des surfaces seuil, ou règle d’écoulement IFR, a été
proposée. La règle d’écoulement IFR a été implémentée dans le code de calcul de structures
par éléments finis Abaqus et dans l’outil heuristique de simulation dans un espace dévia-
toire 2D qui permet de visualiser le mouvement des surfaces seuil, dans l’environnement
MATLAB.

Le modèle obtenu en utilisant la règle d’écoulement IFR donne des résultats moins
satisfaisants que celui doté de la règle d’écoulement NFR. En effet, la règle d’écoulement
IFR conduit à une sous-estimation des déphasages entre la contrainte et la déformation.
Certains trajets, tels que le trajet en croix, montrent un écart important entre les résultats
expérimentaux et la modélisation. Étonnamment, le trajet en forme de trèfle à quatre
pétales est assez correctement modélisé par la règle d’écoulement IFR.

Enfin, les effets du second ordre de Poynting-Swift sont relativement mal reproduits
par la règle d’écoulement IFR ; à la fois pour la forme typique incurvée des courbes comme
pour l’effet de cumul de déformation axiale.



Chapitre 7

Thermomécanique du modèle de
Saint-Venant généralisé 3D

Sommaire
7.1 Préambule et hypothèses de base . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167

7.2 Cas du modèle SVG-HP 1D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168

7.2.1 Analyse énergétique du modèle - Premier principe de la thermody-
namique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168

7.2.2 Analyse thermodynamique du modèle - Second principe de la ther-
modynamique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172

7.3 Extension de l’analyse thermodynamique au cas 3D . . . . . . . . 175

7.3.1 Cas du modèle de Saint-Venant élémentaire 3D . . . . . . . . . . . . 175

7.3.2 Généralisation au cas du modèle SVG-HP 3D . . . . . . . . . . . . . 179

L’objectif de ce chapitre est de proposer une analyse énergétique et thermodynamique
du modèle SVG-HP 3D, limitée au cas de l’Hypothèse des Petites Perturbations (HPP).
Cette analyse conduira à une modélisation thermodynamique qui permettra de fournir des
variables pertinentes pour le développement d’une approche de la fatigue des matériaux
métalliques.

Ce chapitre est constitué de trois paragraphes. Le premier paragraphe donne des élé-
ments d’introduction et les hypothèses de base (§ 7.1). Les paragraphes 7.2 et 7.3 sont
quant à eux consacrés aux modèles SVG-HP 1D et SVG-HP 3D, respectivement.

7.1 Préambule et hypothèses de base

Le modèle ressorts-frotteurs SVG-HP 1D est une entité symbolique, qui représente
de façon schématique simplifiée le comportement du volume élémentaire de matière de
la Mécanique des Milieux Continus (MMC). Le modèle joue ainsi un rôle heuristique
phénoménologique. L’étude proposée ici s’attache à exploiter ce caractère heuristique du
modèle pour aboutir à une analyse énergétique et thermodynamique consistante. Cette
analyse du comportement du modèle est du type phénoménologique. Elle ne s’attache à



168 Chapitre 7. Thermomécanique du modèle de Saint-Venant généralisé 3D

aucun domaine matériel particulier, ni à aucune frontière de séparation extérieur-intérieur.
C’est une analyse phénoménologique, qui s’intéresse à l’examen mécanique, énergétique
et thermodynamique de la structure interne du modèle et s’attache particulièrement à
l’identification des sources internes d’irréversibilité. Elle fait abstraction de la notion de
domaine matériel, de cycles de transformation, de transfert thermique, d’équation de la
chaleur et de toute équation de bilan d’échange avec l’extérieur.

• Hypothèse 1 - L’analyse énergétique et thermodynamique envisagée sera valable
dans le cadre de l’application aux matériaux métalliques, en petites déformations.

• Hypothèse 2 - Le modèle SVG-HP 1D est considéré comme un système ther-
modynamique, et nous adoptons la convention classique qui considère négatives la
puissance et la chaleur fournies par ce système.

• Hypothèse 3 - Nous excluons toutes sources d’irréversibilités internes par actions
à distance sur le modèle.

Le comportement élastoplastique du modèle SVG-HP 1D est de nature déviatoire.
Bien que ce chapitre traite de quantités de nature énergétique scalaires, les variables
énergétiques se rapportant au modèle SVG-HP 1D seront notées avec une barre inférieure.
Cette notation permet de rappeler cet aspect.

Considérant le modèle SVG-HP 1D, nous notons les quantités correspondantes Ė,
−Q̇

ii
, φ, İ et π, respectivement le taux d’énergie interne, le taux de chaleur interne

intrinsèque, la dissipation intrinsèque, le taux de dissipation de type entropique et la
puissance réversible reçue.

7.2 Cas du modèle SVG-HP 1D

7.2.1 Analyse énergétique du modèle - Premier principe de la
thermodynamique

Considérons le cas du modèle SVG-HP 1D, composé de n éléments de Saint-Venant
et caractérisé par une suite discrète de seuils de déclenchement e∗k (cf. relation 3.1) et une
distribution des modules d’élasticité Gk des ressorts (cf. relation 3.3).

La puissance des efforts intérieurs (−P i) est telle que :

(−P i) = σ · ε̇ avec σ =
n∑
k=1

σk et (−P i)k = σk · ε̇ (7.1)

où σ est la contrainte totale du modèle, σk et (−P i)k représentent respectivement la
contrainte et la puissance des efforts intérieurs dans l’élément courant d’indice k.
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La figure 7.1 donne la réponse du modèle SVG-HP 1D, dans un diagramme contrainte-
déformation (σ, ε), au cours d’un cycle symétrique OABA, à vitesse de déformation ε̇

constante. Pour simplifier la lecture et la comparaison des différents diagrammes rhéo-
logiques, on considère une vitesse de déformation ε̇ = ±10−2 s−1. La figure 7.2 donne
le diagramme de la puissance des efforts intérieurs du modèle unidimensionnel de Saint-
Venant généralisé, correspondant au cycle de la figure 7.1.

Fig. 7.1 – Diagramme contrainte-déformation du modèle SVG-HP 1D lors d’un cycle
symétrique OABA (G0 = 105 GPa ; S0 = 173, 2 MPa ; c = 2, 0 ; n = 200, e∗n = 0, 0043 ;
ε̇ = ±10−2 s−1).

Le premier principe de la thermodynamique permet d’exprimer la puissance des efforts
intérieurs, comme la somme de deux termes :

(−P i) = Ė + (−Q̇
ii
) (7.2)

le taux d’énergie interne Ė lié au stockage de l’énergie dans les ressorts et le taux de
chaleur interne intrinsèque (−Q̇

ii
) lié à la dissipation de chaleur par les frotteurs.

Pour un élément courant de Saint-Venant, d’indice k, appartenant au modèle SVG-HP
1D, nous désignons par σek la contrainte de l’élément quand le ressort se déforme alors que
le frotteur est figé et par σfk la contrainte de l’élément quand le frotteur glisse alors que le
ressort est figé. Ainsi, σek traduit l’activité du ressort et σfk traduit l’activité du frotteur.
Les expressions de σek et σfk sont accessibles par une analyse mécanique du modèle. En
effet, la contrainte σk dans l’élément courant de Saint-Venant, d’indice k, est telle que :

σk = Gkε
e
k et εek = ε− εpk (7.3)
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Fig. 7.2 – Diagramme de la puissance des efforts intérieurs du modèle SVG-HP 1D lors
du cycle symétrique OABA de la figure 7.1.

où εek et εpk sont respectivement la déformation élastique et plastique de l’élément k.
Si la déformation totale ε est inférieure ou égale à la valeur du seuil en déformation e∗k
de l’élément, alors le frotteur est bloqué et sa déformation plastique n’évolue pas. Cela se
traduit par un incrément de déformation plastique nul : dεpk = 0. Dans ce cas, la contrainte
dans l’élément de Saint-Venant traduit l’activité du ressort : σk = σek. Si au contraire la
déformation totale ε est strictement supérieure à la valeur du seuil en déformation e∗k de
l’élément, alors le frotteur glisse et sa déformation plastique évolue. Cela se traduit par
un incrément de déformation plastique non nul : dεpk 6= 0. Dans ce cas la contrainte dans
l’élément de Saint-Venant traduit l’activité du frotteur : σk = σfk . Ainsi :

Si dεpk = 0 ; σfk = 0 ; σek = Gkε
e
k (7.4)

et

Si dεpk 6= 0 ; σfk = Gke
∗
k ; σek = 0 (7.5)

Avec les relations 7.4 et 7.5, le taux d’énergie interne Ė et le taux de chaleur interne
intrinsèque (−Q̇

ii
), sont définis par :

Ė = σeε̇ ; σe =
n∑
k=1

σek (7.6)

et

(
−Q̇

ii

)
= σf ε̇ ; σf =

n∑
k=1

σfk (7.7)
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Les figures 7.3 et 7.4 donnent respectivement les diagrammes du taux d’énergie interne
Ė et du taux de chaleur interne intrinsèque (−Q̇

ii
) du modèle SVG-HP 1D, correspondant

au cycle de la figure 7.1. Les relations 7.1 à 7.7 sont issues d’analyses purement mécaniques
et énergétiques du modèle et ne font appel à aucune hypothèse thermodynamique.

Fig. 7.3 – Diagramme du taux de d’énergie interne du modèle SVG-HP 1D lors du cycle
symétrique OABA de la figure 7.1.

Fig. 7.4 – Diagramme du taux de chaleur interne intrinsèque du modèle SVG-HP 1D
lors du cycle symétrique OABA de la figure 7.1.
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7.2.2 Analyse thermodynamique du modèle - Second principe de
la thermodynamique

• Hypothèse 4 - L’équation fondamentale de Gibbs du modèle SVG-HP 1D s’écrit
sous la forme suivante [Germain 1973, Vidal et al. 1994, Coirier & Nadot-Martin 2013] :

İ = Ė − π (7.8)

Où İ est un taux de dissipation de type entropique et π est une puissance réver-
sible. Dans le cadre de ce travail de thèse, nous proposons une définition de la puissance
réversible du modèle, telle que :

π =
n∑
k=1

πk avec

{
πk = σkε̇ si (−P i)k ≤ 0,

πk = 0 si (−P i)k > 0.
(7.9)

Les figures 7.5 et 7.6 donnent respectivement les évolutions de la puissance réversible
π et le taux de dissipation de type entropique İ du modèle SVG-HP 1D, correspondant
au cycle de la figure 7.1.

Ainsi, l’hypothèse 4, caractérisée par l’équation de Gibbs 7.8 et la définition 7.9 de
la puissance réversible que nous avons adoptée, constitue la charnière entre les analyses
mécanique et énergétique, effectuées précédemment, puis l’analyse thermodynamique ac-
tuelle du modèle. Cette hypothèse conduit à une dissipation intrinsèque, notée φ, toujours
positive, en accord avec le second principe de la thermodynamique :

φ = (−P i)− π ≥ 0 (7.10)

La dissipation intrinsèque du modèle, qui en résulte, apparaît comme la somme de deux
taux, le premier İ est du type entropique et le deuxième (−Q̇

ii
) est de type calorifique,

telle que :

φ = İ +
(
−Q̇

ii

)
≥ 0 (7.11)

La figure 7.7 donne l’évolution de la dissipation intrinsèque φ du modèle SVG-HP 1D,
correspondant au cycle de la figure 7.1.

Remarque Cette analyse thermodynamique et notamment l’équation 7.11 nous per-
mettent d’identifier deux sources internes d’irréversibilité. La première et de nature
calorifique et correspond à l’activité des frotteurs. La seconde est plus subtile et cor-
respond au désordre créé dans la structure du modèle au cours du cyclage. En effet,
pour un chargement cyclique donné constitué d’une suite de charges et décharges
d’amplitudes différentes, un désordre est créé dans le modèle, suite aux déclenche-
ments successifs des différents modèles élémentaires de Saint-Venant. Cet aspect est
illustré par le diagramme topologique de la figure 2.5 (cf. § 2.1.1.4). Ainsi, deux
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chargements cycliques différents conduisent à deux états de désordre différents. No-
tons par ailleurs que la puissance réversible π ne correspond pas à toute la puissance
disponible dans les ressorts Ė, qui coïncide avec le taux d’énergie interne, défini par
les relations 7.4 à 7.6, mais à une partie seulement de cette dernière. Compte tenu de
sa définition, la puissance réversible π dépend du chargement cyclique adopté. Ainsi,
pour les mêmes raisons, liées au désordre dans la structure du modèle, deux charge-
ments cycliques différents conduisent à deux évolutions différentes de la puissance
réversible. Ceci conduit finalement à des situations en nombre illimité en fonction du
choix du chargement cyclique. Par conséquent, la démarche classique de la « ther-
modynamique des processus irréversibles », développée par Germain, qui consiste à
proposer un potentiel pour définir la puissance réversible, qui tient compte de toutes
les situations, est difficile à mettre en œuvre, dans la mesure où la structure interne
du modèle est connue [Germain 1973, Lemaitre & Chaboche 1985]. D’un autre côté,
cette démarche de modélisation n’est pas unique 1. L’essentiel est de proposer une
modélisation qui respecte le premier principe de la thermodynamique et qui aboutit
à une définition consistante de la dissipation intrinsèque, respectant le second prin-
cipe de la thermodynamique. L’approche de modélisation thermodynamique que
nous adoptons est une approche originale, qui ne postule pas de potentiel pour dé-
crire les propriétés du système thermodynamique. Cette approche se distingue donc
de la démarche classique. Elle est basée sur la définition originale 7.9 de la puissance
réversible.

Fig. 7.5 – Diagramme de la puissance réversible du modèle SVG-HP 1D lors du cycle
symétrique OABA de la figure 7.1.

1. Paul GERMAIN, dans son livre « Mécanique des milieux continus », édition de 1973, page 144,
en application de l’équation de Gibbs (Eq. 8), écrit : « Une des manières de décrire complètement les
propriétés d’un système thermostatique est de donner un potentiel ».
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Fig. 7.6 – Diagramme du taux de dissipation de type entropique du modèle SVG-HP 1D
lors du cycle symétrique OABA de la figure 7.1.

Fig. 7.7 – Diagramme de la dissipation intrinsèque du modèle SVG-HP 1D lors du cycle
symétrique OABA de la figure 7.1.
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7.3 Extension de l’analyse thermodynamique au cas 3D

7.3.1 Cas du modèle de Saint-Venant élémentaire 3D

Considérons le cas d’un modèle de Saint-Venant élémentaire d’indice k, associé à un
comportement élastique isotrope défini par un module d’élasticité en cisaillement Gk, et
à une surface seuil de type von Mises, définie dans l’espace déviatoire des déformations
appartenant à D le sous-espace de dimension cinq des tenseurs déviatoires, par une hy-
persphère de rayon ek (cf. relation 4.10). La contrainte σ̃k dans l’élément est telle que :

σ̃k = Gkε̃
e
k et ε̃ek = ε̃− ε̃pk (7.12)

où ε̃ek et ε̃pk correspondent respectivement aux tenseurs déformation élastique et dé-
formation plastique de l’élément k. Les tenseurs de contrainte σ̃ek et σ̃fk , qui traduisent
symboliquement l’activité du ressort et du frotteur respectivement, sont tels que :

Si dε̃pk = 0̃ alors σ̃fk = 0̃ et σ̃ek = Gkε̃
e
k (7.13)

et

Si dε̃pk 6= 0̃ alors σ̃ek = 0̃ et σ̃fk = Gkek
ε̃ek
‖ε̃ek‖

(7.14)

où ‖ε̃ek‖ représente la norme du tenseur ε̃ek. La description énergétique et thermody-
namique du modèle de Saint-Venant élémentaire tridimensionnel se traduit alors par :

(−P i)k = (Ė)k + (−Q̇
ii
)k = σ̃k : D̃

(Ė)k = σ̃ek : D̃

(−Q̇
ii
)k = σ̃fk : D̃

(7.15)

(π)k = σ̃k : D̃ si (−P i)k ≤ 0 et (π)k = 0 si (−P i)k > 0 (7.16)

(İ)k = (Ė)k − (π)k ≥ 0

φ = (−P i)k − (π)k ≥ 0

φ = İ + (−Q̇
ii
) ≥ 0

(7.17)

où le symbole " :" représente le produit doublement contracté de deux tenseurs, 0̃

l’élément neutre de l’ensemble D et D̃ le tenseur taux de déformation. Notons que dans
les relations 7.15 et 7.16, il n’est pas nécessaire d’envisager la décomposition du tenseur
taux de déformation D̃ en deux tenseurs isotrope et déviatoire, dans la mesure où cette
opération est implicite dans ces deux relations, compte tenu de la nature du tenseur σ̃k.
La définition de la puissance réversible (π)k, donnée par la relation 7.16, est illustrée sur
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la figure 7.8. Sur cette figure, les tenseurs sont représentés dans le plan déviatoire bidi-
mensionnel par des vecteurs (cf. § 4.1.2 et figure 4.1). Par ailleurs, pour cette illustration
et pour simplifier, dans le cadre des transformations infinitésimales, nous faisons l’ap-
proximation d

−→
ε ≈

−−→
Ddt, où

−−→
D représente le tenseur déviatoire du taux de déformation.

La surface seuil se trouve dans une position courante sur la figure 7.8a. A partir de cette
position, nous envisageons une décharge radiale ACD. Au cours de la décharge AC et
conformément à la définition de la puissance réversible, d(π)k =

−→
σ k ·d

−→
ε car dans ce cas le

produit scalaire est tel que : −→σ k · d
−→
ε ≤ 0, sachant que le vecteur contrainte −→σ k est aligné

avec le vecteur −→ε ek sur ce trajet en vertu de la relation 7.12, telle que −→σ k = Gk
−→
ε ek (figure

7.8b). Sur le trajet CD, d(π)k = 0 et −→σ k · d
−→
ε > 0 (figure 7.8c). La figure 7.9 illustre la

définition de la puissance réversible (π)k dans le cas d’un chemin rectiligne non radial. La
surface seuil d’indice k se trouve dans une position courante, paramétrée par le vecteur
−→
ε pk, à partir de laquelle on envisage une décharge rectiligne non radiale AB′C. Au cours
de cette décharge, le trajet est décrit par des incréments successifs de déformation d

−→
ε i,

avec i ∈ [1, α]. Le long du trajet AB′, −→σ k · d
−→
ε i ≤ 0 et par conséquent, d(π)k =

−→
σ k · d

−→
ε i,

∀i. Sur le trajet B′C, −→σ k · d
−→
ε i > 0 et par conséquent, d(π)k = 0, ∀i.
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Fig. 7.8 – Illustration de la définition 7.16 de la puissance réversible : position courante
de la surface seuil d’indice k (a), décharge AC (b) et décharge CD (c).
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Fig. 7.9 – Cas d’une décharge le long d’un chemin rectiligne AC : le long du trajet AB′

où d(π)k = ~σk.d~εi ≤ 0 et le long du trajet B′C où d(π)k = 0 et ~σk.d~εi > 0.
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7.3.2 Généralisation au cas du modèle SVG-HP 3D

Considérons le cas du modèle SVG-HP 3D, défini par n modèles de Saint-Venant
élémentaires caractérisés par n hypersphères dont les seuils de déclenchement sont définis
par une suite discrète ek (cf. relations 3.1 et 4.10), et par une distribution des modules
d’élasticité en cisaillement Gk (relation 3.3). La contrainte totale σ̃ du modèle est telle
que :

σ̃ =
n∑
k=1

σ̃k (7.18)

où σ̃k est la contrainte dans un élément courant de Saint-Venant, définie par la re-
lation 7.12. La contrainte σ̃e, qui traduit l’activité élastique de l’ensemble des modèles
élémentaires, est telle que :

σ̃e =
n∑
k=1

σ̃ek (7.19)

où σ̃ek est la contrainte dans un élément courant de Saint-Venant, définie par les
relations 7.13 et 7.14. La contrainte σ̃f , qui traduit l’activité plastique de l’ensemble
des modèles élémentaires, est telle que :

σ̃f =
n∑
k=1

σ̃fk (7.20)

où σ̃fk est la contrainte dans un élément courant de Saint-Venant, définie par les
relations 7.13 et 7.14.

La description énergétique et thermodynamique du modèle SVG-HP 3D se déduit de
celle du modèle de Saint-Venant élémentaire tridimensionnel et des relations 7.18 à 7.20,
telle que :

−P i = Ė + (−Q̇
ii
) = σ̃ : D̃

Ė = σ̃e : D̃

−Q̇
ii

= σ̃f : D̃

π =
n∑
k=1

(π)k avec (π)k = σ̃k : D̃ si (−P i)k ≤ 0 et (π)k = 0 si (−P i)k > 0

İ = Ė − π ≥ 0

φ = P e − π ≥ 0

φ = İ + (−Q̇
ii
) ≥ 0

(7.21)
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Pour illustrer le comportement du modèle SVG-HP 3D et les résultats correspondants
à son analyse énergétique et thermodynamique, nous considérons deux chargements dans
le plan déviatoire classique de la déformation ; le premier est défini sur la figure 7.10a
par un trajet radial OA suivi d’un trajet circulaire ABCA ; le second est défini sur la
figure 7.11 par un trajet radial OA suivi d’un trajet de forme triangulaire ABCA. Pour
illustrer l’évolution des variables énergétiques et thermodynamiques, nous définissons une
déformation cumulée, telle que :

Qc =

∫ t

0

‖ε̇‖dt (7.22)

où ‖ε̇‖ représente le rayon dans le plan déviatoire de la vitesse de déformation. Dans
le cas de la figure 7.10, la réponse du modèle est donnée dans le plan déviatoire des
contraintes sur la figure 7.10b. Cette figure montre que le point représentatif de l’état de
contrainte est en avance de phase par rapport à celui de la déformation, aux points B et
C, ainsi qu’à la fin du trajet au point A en déformation et A′′ en contrainte. Ce trajet
étant caractérisé par l’absence d’inversion, la définition 7.21 conduit donc à une puissance
réversible nulle : π = 0. Ceci conduit aux égalités suivantes : φ = −P i et İ = Ė, compte
tenu de la relation 7.21. La figure 7.10c donne l’évolution des différentes variables ther-
modynamiques du modèle en fonction de la déformation cumulée Qc. Au cours du trajet
radial OA, la dissipation intrinsèque présente une contribution de type entropique et une
contribution de type calorifique, non nulles. Au point A, lors du passage du trajet radial
au trajet circulaire, le comportement du modèle se modifie. Le taux d’énergie interne
et la dissipation de type entropique deviennent nulles et le comportement du modèle se
caractérise alors par une dissipation de type purement calorifique. Ce phénomène est lié
symboliquement au glissement des frotteurs et par conséquent au mouvement des hyper-
sphères qui caractérisent les différents seuils des modèles de Saint-Venant élémentaires.
Ceci peut être illustré par le glissement des surfaces seuil de la figure 4.6 au cours du trajet
circulaire AbC. En effet, cette figure montre que la déformation amène un mouvement des
surfaces seuil, lié à un comportement plastique de chacun des modèles de Saint-Venant
élémentaires. Dans le cas de la figure 7.11, la réponse du modèle est donnée dans le plan
déviatoire des contraintes sur la figure 7.12. Dans ce cas aussi, nous constatons que la
contrainte est en avance de phase par rapport à la déformation, aux points B et C ainsi
qu’à la fin du trajet au point A en déformation et A′ en contrainte. La différence de niveau
qu’on observe entre le point A et les points B et C sur le diagramme de la puissance des
efforts intérieurs est lié à une variation de la vitesse de chargement entre le trajet OA et
les trajets AB, BC, et CA (figure 7.13). Nous pouvons également observer cet aspect sur
les diagrammes de la dissipation intrinsèque (figure 7.15) et du taux de chaleur (figure
7.16). Les figures 7.14, 7.17 et 7.18 donnent respectivement les diagrammes de la puissance
réversible, du taux d’énergie interne et de la dissipation de type entropique.
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Fig. 7.10 – Chargement du modèle SVG-HP 3D dans le plan déviatoire ; chargement
OABCA défini en déformation par un trajet radial OA, suivi d’un trajet circulaire ABC
(a), réponse du modèle en contrainte (b) et évolution de la puissance et des différents
taux énergétiques en fonction de la déformation cumulée (c) (E = 210 GPa ; ν = 0, 3 ;
Y0 = 300 MPa ; c = 2, 0 ; n = 200 ; e∗n = 0, 0043).
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Fig. 7.11 – Chargement du modèle SVG-HP 3D dans le plan déviatoire des déformations
par un cycle OABCA sous la forme d’un triangle.

Fig. 7.12 – Réponse du modèle SVG-HP 3D au chargement de la figure 7.11 dans le plan
déviatoire des contraintes (E = 210 GPa ; ν = 0, 3 ; Y0 = 300 MPa ; c = 2, 0 ; n = 200 ;
e∗n = 0, 0043).
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Fig. 7.13 – Diagramme de la puissance des efforts intérieurs correspondant au chargement
de la figure 7.11 (E = 210 GPa ; ν = 0, 3 ; Y0 = 300 MPa ; c = 2, 0 ; n = 200 ; e∗n = 0, 0043).

Fig. 7.14 – Diagramme de la puissance réversible correspondant au chargement de la
figure 7.11 (E = 210 GPa ; ν = 0, 3 ; Y0 = 300 MPa ; c = 2, 0 ; n = 200 ; e∗n = 0, 0043).
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Fig. 7.15 – Diagramme de la dissipation intrinsèque correspondant au chargement de la
figure 7.11 (E = 210 GPa ; ν = 0, 3 ; Y0 = 300 MPa ; c = 2, 0 ; n = 200 ; e∗n = 0, 0043).

Fig. 7.16 – Diagramme du taux de chaleur interne intrinsèque correspondant au char-
gement de la figure 7.11 (E = 210 GPa ; ν = 0, 3 ; Y0 = 300 MPa ; c = 2, 0 ; n = 200 ;
e∗n = 0, 0043).
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Fig. 7.17 – Diagramme du taux d’énergie interne correspondant au chargement de la
figure 7.11 (E = 210 GPa ; ν = 0, 3 ; Y0 = 300 MPa ; c = 2, 0 ; n = 200 ; e∗n = 0, 0043).

Fig. 7.18 – Diagramme du taux de dissipation de type entropique correspondant au
chargement de la figure 7.11 (E = 210 GPa ; ν = 0, 3 ; Y0 = 300 MPa ; c = 2, 0 ; n = 200 ;
e∗n = 0, 0043).
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Conclusion du chapitre

Une analyse énergétique et thermodynamique du modèle SVG-HP 1D a été proposée
et étendue au cas général du modèle SVG-HP 3D. Cette analyse est applicable à l’étude du
comportement des matériaux métalliques, dans le domaine des petites déformations. Elle
nous permet d’extraire, à partir des évolutions mécaniques cycliques complexes du modèle
SVG-HP 3D, les évolutions des différentes variables énergétiques et thermodynamiques.
Les évolutions de ces variables sont alors basées sur le modèle mécanique complet du
comportement élastoplastique tridimensionnel.

L’analyse énergétique et thermodynamique du modèle SVG-HP 3D réalisée dans le
cadre de ce travail s’inspire de celle du modèle de Saint-Venant généralisé continu, consti-
tué d’une infinité de modèles de Saint-Venant élémentaires [Guélin 1980, Tourabi et al. 1996,
Blès et al. 2000, Siret et al. 2012]. Néanmoins, notons que cette dernière, initiée par Guélin
en 1980, repose sur la notion de mémoire discrète et ne s’intéresse pas au comportement
individuel à l’échelle des modèles élémentaires. Dans le cas présent, l’analyse proposée ne
fait pas appel à la notion de mémoire discrète, et s’intéresse au comportement individuel
de chaque modèle élastoplastique élémentaire. La superposition de l’ensemble des compor-
tements élémentaires conduit à la prédiction du comportement thermomécanique global.
Notre analyse se distingue aussi par une nouvelle définition de la puissance réversible qui,
au travers de l’équation fondamentale de Gibbs, permet une définition plus précise du
taux de dissipation du type entropique, ce qui est essentiel dans la perspective de déve-
loppement d’un modèle de suivi de l’endommagement par fatigue. Notons, néanmoins,
que la définition de la puissance réversible, que nous adoptons ici, est difficile à envisager
avec le modèle à mémoire discrète, qui n’a pas accès directement aux comportements
élémentaires des éléments élastoplastiques de Saint-Venant.
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Dans ce chapitre, nous proposons un critère de fatigue multiaxiale reposant sur l’ana-
lyse thermodynamique présentée au chapitre précédent. Ce chapitre est constitué de trois
paragraphes. Dans le premier paragraphe, nous donnons la définition des variables éner-
gétiques adoptés pour la définition du critère (§ 8.1). Le critère est défini au deuxième
paragraphe (§ 8.2). Dans le dernier paragraphe, les prédictions du critère sont comparées
à celles des critères de Brown-Miller et de Dang Van (§ 8.3).
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8.1 Variables énergétiques de suivi de la fatigue mul-
tiaxiale

L’analyse énergétique et thermodynamique développée au chapitre 7 nous permet d’ex-
traire, à partir d’évolutions mécaniques cycliques complexes, des variables scalaires de
suivi de la fatigue multiaxiale reposant sur le modèle mécanique complet du compor-
tement élastoplastique tridimensionnel. Deux variables en particulier ont été identifiées
comme pouvant décrire le comportement en fatigue [Tourabi et al. 1996]. La définition de
ces deux variables constitue un choix préliminaire relativement simple, que nous adoptons
dans le cadre de ce travail. La première variable est associée au taux d’énergie interne et
la seconde variable est associée au taux de dissipation non calorifique du type entropique.
Ces variables sont définies de la façon suivante :

E∗ =

∫ t

0

|Ė|dt (8.1)

I =

∫ t

0

İdt (8.2)

où t désigne le temps actuel, E∗ représente le cumul de la valeur absolue du taux
d’énergie interne Ė et I désigne le cumul du taux de dissipation du type entropique İ.
La variable E∗ peut être interprétée comme un indicateur des échanges d’énergie entre
le matériau et le milieu extérieur. La variable I, qui correspond à l’énergie dissipée de
type entropique, peut être interprétée comme un indicateur du désordre provoqué dans
la structure.

Les variables énergétiques E∗ et I ne représentent qu’une fraction du travail des efforts
intérieurs Wi :

Wi =

∫ t

0

(−P i) dt (8.3)

où P i désigne la puissance des efforts intérieurs. En effet, cet aspect est illustré par la
figure 8.1. Plus particulièrement, sur la figure 8.1a, trois cycles de traction-compression
d’amplitudes de déformation croissantes sont considérés : il s’agit des cycles OABA, OCDC
et OEFE. Pour chacun de ces cycles, les figures 8.1b, 8.1c et 8.1d donnent respectivement
les évolutions des variables Wi, E∗ et I. Considérons par exemple les évolutions AEFE′

des variables E∗ et I ; ces évolutions montrent qu’à la fin du grand cycle de traction-
compression, les valeurs de ces variables ne représentent qu’une fraction du travail des
efforts intérieurs Wi, à la fin du cycle.

Lorsqu’un chargement cyclique uniaxial ou multiaxial est défini par la répétition d’un
cycle de chargement donné, nous notons E∗/cycle et I/cycle les valeurs des variables E

∗ et I
obtenues au cours du cycle répété, soit :
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Fig. 8.1 – Trois cycles de traction cyclique OABA, OCDC et OEFE (a) et évolutions
correspondantes : du travail des efforts intérieurs Wi (b), de la variable E∗ (c) et de la
variable I (d).

E∗/cycle =

∫ tf

t0

|Ė|dt (8.4)

I/cycle =

∫ tf

t0

İdt (8.5)

où t0 représente le temps au début du cycle et tf représente le temps à la fin du cycle.
Ainsi, si nous considérons, à titre d’exemple, le cycle ABA′ sur les figures 8.1c et 8.1d :
t0 = tA et tf = tA′ où tA est le temps au début du cycle, au point A et tA′ est le temps à
la fin du cycle, au point A′. Les deux variables E∗/cycle et I/cycle seront considérées par la
suite lors de la mise en œuvre du modèle de fatigue proposé, afin de comparer leurs effets
et évaluer leur pertinence. L’utilisation de l’une ou l’autre de ces variables n’ayant pas
d’influence sur la suite des développements et de la définition du critère de fatigue, nous
adopterons la notation ξ pour désigner indépendamment E∗ ou I et la notation ξ/cycle
pour désigner indépendamment E∗/cycle ou I/cycle.
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8.2 Critère de fatigue multiaxiale

8.2.1 Hypothèses de bases

La définition du critère de fatigue multiaxiale est basée sur les hypothèses suivantes :

• Hypothèse 1 - Pour le calcul des variables énergétiques ξ et ξ/cycle, le modèle mé-
canique de comportement élastoplastique tridimensionnel considéré est le modèle
SVG-HP 3D, à la saturation de l’écrouissage cyclique. Cette hypothèse revient à
négliger les effets de l’écrouissage cyclique sur le comportement en fatigue du maté-
riau.

• Hypothèse 2 - Pour le calcul des variables énergétiques ξ et ξ/cycle, nous négligeons
l’effet de la première charge, par rapport à l’effet des cycles fermés à la stabilisation
de l’écrouissage cyclique.

• Hypothèse 3 - Nous postulons l’existence d’une constante énergétique critique,
notée χf , qui une fois atteinte conduit à la rupture par fatigue [Naderi et al. 2010].
Cette constante énergétique caractérise le matériau. Elle est indépendante de la
nature de la sollicitation : type, amplitude, fréquence, uniaxiale ou multiaxiale.

8.2.2 Énoncé du critère

Le critère de fatigue multiaxiale est basé sur le postulat de l’hypothèse 3. À la constante
énergétique critique χf , nous associons une fonction énergétique critique par cycle, notée
χf/cycle, dont la valeur dépend du type de la sollicitation multiaxiale adoptée et de la
nature du cycle appliqué au matériau, telle que :

Nfχf/cycle = χf (8.6)

où Nf représente le nombre de cycles appliqués à la rupture par fatigue.
Pour un nombre de cycles N appliqués au matériau, tel que N ≤ Nf , le critère de

fatigue multiaxiale peut être énoncé par la relation suivante :

Nχf/cycle ≤ χf (8.7)

La relation 8.6 apparaît alors comme la limite de la relation 8.7 au point de rupture
par fatigue.

Pour la mise en œuvre effective du critère de fatigue multiaxiale, il est nécessaire de dé-
finir dans l’expression 8.7 la constante énergétique critique χf , qui caractérise le matériau,
et la fonction énergétique critique par cycle χf/cycle, qui caractérise la sollicitation.
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8.2.3 Courbe d’endurance en énergie

La détermination expérimentale d’une courbe d’endurance d’un matériau est généra-
lement déterminée par des essais cycliques en traction-compression, en flexion rotative,
en flexion alternée ou autre type de sollicitation. La courbe d’endurance peut être carac-
térisée par une courbe de Wöhler ou par une courbe de Manson-Coffin (figures 8.2a et
8.2b).

Un diagramme de Wöhler est caractérisé par le couple (σa, Nf ), respectivement l’am-
plitude de contrainte imposée et le nombre de cycles à la rupture. La courbe expéri-
mentale d’endurance de Wöhler peut être décrite par le modèle de Palmgren [Bathias &
Baïlon 1980] :

σa = σD +

(
α

Nf

)β
(8.8)

Ce modèle est défini par σD, la limite d’endurance, et deux paramètres α et β. La figure
8.2a donne une illustration sommaire de la forme de la courbe d’endurance de Wöhler et
la relation 8.8 correspondante.

Un diagramme de Manson-Coffin est caractérisé par le couple (εa, Nf ), respective-
ment l’amplitude de déformation imposée et le nombre de cycles à la rupture. La courbe
expérimentale d’endurance correspondante peut être décrite par la loi de Manson-Coffin
[Hénaff & Morel 2005] :

εa =
σ′f
E

(2Nf )
b + ε′f (2Nf )

c (8.9)

Cette loi est définie par cinq paramètres : E, σ′f , ε′f , b et c. La figure 8.2b donne une
illustration sommaire de la forme de la courbe d’endurance de Manson-Coffin, issue de la
relation 8.9.

Une courbe expérimentale d’endurance classique peut être convertie en une courbe
d’endurance exprimée en énergie, notée ξ(Nf ), grâce au modèle SVG-HP 3D et à l’ana-
lyse énergétique et thermodynamique associées. Ceci est illustré par la figure 8.2. La
courbe d’endurance est découpée en n paliers σa ou εa (figures 8.2a et 8.2b). Pour chaque
palier et pour le type de sollicitation adopté, nous utilisons le modèle SVG-HP 3D et
l’analyse énergétique et thermodynamique, implémentés dans le code Abaqus, pour cal-
culer l’énergie pour un seul cycle ABA, soit l’énergie par cycle. Cette énergie, notée ξ/cycle,
est obtenue pour une amplitude donnée σa ou εa. Ce calcul est réalisé grâce au jeu de
paramètres matériau du modèle mécanique de Saint-Venant généralisé 3D (E ; ν ; Y0 ; E∞ ;
c).

Ainsi, pour un palier de chargement donné σa ou εa, l’énergie à la rupture ξ(Nf ), est
telle que :

ξ(Nf ) = Nfξ/cycle (8.10)
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La courbe d’endurance ξ(Nf ) ainsi obtenue présente une allure typique et peut être
décrite par une loi puissance [Naderi et al. 2010] :

ξ(Nf ) = α1N
α2
f (8.11)

où α1 et α2 sont deux paramètres.

+

Fig. 8.2 – Schématisation de la procédure de conversion de la courbe d’endurance σa (Nf )

(a) ou εa (Nf ) (b) en une courbe d’endurance exprimée en énergie ξ (Nf ) (c).

Les cinq paramètres du comportement élastoplastique du matériau peuvent être me-
surés sur un cycle symétrique stabilisé de traction-compression (cycle AB figure 8.3), en
adoptant la méthode employée à l’annexe A (cf. figure A.1). Ces paramètres peuvent
aussi être mesurés sur la courbe de Ramberg-Osgood [Suresh 2008] ou courbe de première
charge après saturation de l’écrouissage cyclique [Wack & Tourabi 1992]. Cette courbe
est obtenue par un cyclage à amplitude lentement décroissante ou cyclage fondamental,
appliqué à partir d’un cycle stabilisé (figure 8.3). Ces mesures permettent de déterminer
les cinq paramètres du modèle de Saint-Venant généralisé (K ; G0 ; S0 ; G∞ ; c), en uti-
lisant les relations classiques de l’élasticité linéaire (cf. relation 4.16) et en inversant les
relations 4.28 et 4.29.

8.2.4 Constante énergétique critique

La constante énergétique critique χf est une caractéristique du matériau, indépendante
de la nature de la sollicitation, de son amplitude et de sa fréquence. La relation 8.6, suggère
que cette constante s’écrive sous la forme d’un produit de Nf par une fonction qui dépend
de la nature de la sollicitation. Par conséquent, en partant de l’expression 8.11 de la
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Fig. 8.3 – Courbe de première charge OA après la saturation de l’écrouissage cyclique,
en traction-compression, ou courbe de Ramberg-Osgood.

courbe d’endurance en énergie, et en inversant cette relation , nous pouvons aboutir à
une définition de la constante énergétique critique χf , telle que :

χf = Nfξ(Nf )

−1

α2 = α

−1

α2
1 (8.12)

Où α1 et α2 sont les deux paramètres matériau qui caractérisent la courbe d’endurance
en énergie.

Par ailleurs, en utilisant la relation 8.10 et en comparant le critère de fatigue sous sa
forme 8.6 et la définition de la constante énergétique critique 8.12, on en déduit par iden-
tification une expression de la fonction énergétique critique par cycle χf/cycle en fonction
de l’énergie par cycle ξ/cycle, telle que :

χf/cycle = (Nf )
−

1

α2
(
ξ/cycle

)− 1

α2 (8.13)

8.2.5 Fonction énergétique critique par cycle

Pour appliquer le critère de fatigue multiaxiale 8.7, il est nécessaire d’avoir une expres-
sion générale de la fonction énergétique critique par cycle χf/cycle, valable quelle que soit
la nature de la sollicitation. Pour cela, il est nécessaire d’éliminer Nf dans l’expression
8.13, à l’aide de la définition 8.12 de la constante énergétique critique et de la relation
8.10, telle que :
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Nf = (α1)

1

1− α2 (ξ/cycle)

1

α2 − 1 (8.14)

D’où :

χf/cycle = (α1)

1

α2(α2 − 1) (ξ/cycle)

1

1− α2 (8.15)

Cette expression définit une fonction énergétique critique par cycle χf/cycle en fonction
de l’énergie par cycle ξ/cycle développée au cours d’un cycle de chargement donné.

8.2.6 Expression finale du critère de fatigue

L’énoncé du critère 8.7, la définition de la constante énergétique critique 8.12 et la
définition de la fonction énergétique critique par cycle 8.15, donnent l’expression finale du
critère de fatigue multiaxiale, sous sa forme explicite, telle que :

(ξ/cycle)

1

1− α2 (α1)

1

α2(α2 − 1) ·N ≤ α

−1

α2
1 (8.16)

Ce qui peut encore s’écrire :

N ·
(
ξ/cycle

) 1

1− α2 ≤ α

1

1− α2
1 (8.17)

Ainsi, pour un cycle de chargement donné, quelle que soit la nature de la sollicitation
adoptée, qui produit une énergie ξ/cycle et qui est répétée N fois, la relation 8.16 ou la
relation 8.17 exprime le critère de fatigue en fonction des deux paramètres matériau α1

et α2, qui caractérisent la courbe d’endurance en énergie.

8.2.7 Paramètre de suivi de l’endommagement

Afin de caractériser le niveau de dégradation du matériau par fatigue, nous introdui-
sons la notion de paramètre d’endommagement, qui permet de qualifier l’état du matériau
en fonction de l’histoire du chargement cyclique composée d’une succession de différentes
séquences de cycles identiques. Deux lois de cumul d’endommagement ont été envisagées.
Ces deux lois sont présentées dans les deux paragraphes suivants.

8.2.7.1 Généralisation du critère - Loi de Miner

Une généralisation du critère de fatigue exprimé sous la forme 8.7, peut s’écrire :



8.2. Critère de fatigue multiaxiale 195

n∑
k=1

(
Nkχ

k
f/cycle

)
≤ χf (8.18)

où χkf/cycle est l’énergie critique produite par un cycle appartenant au bloc k, au cours
d’un chargement défini par la sommation de n blocs d’indice k. Chaque bloc est caractérisé
par un nombre de cyclesNk de même amplitude et de même nature. En utilisant la relation
8.6, la généralisation du critère 8.18 conduit à la loi classique de cumul de Miner, telle
que :

D =
n∑
k=1

δk =
n∑
k=1

Nk

Nfk

≤ 1 (8.19)

Où D et δk représentent respectivement l’endommagement total et l’endommagement
partiel dû au bloc d’indice k. Le nombre de cycles à la rupture dû au bloc d’indice k seul
correspond à Nfk et le nombre de cycles effectifs appliqués est noté Nk.

La généralisation du critère de fatigue 8.16, exprimé sous sa forme explicite, conduit
à :

D =
n∑
k=1

δk =
n∑
k=1

Nk

(
α1

ξk/cycle

) 1

α2 − 1

 (8.20)

Où ξk/cycle représente l’énergie développée au cours d’un cycle du bloc d’indice k.

8.2.7.2 Loi d’endommagement non linéaire

Nous adoptons dans ce cas la loi d’endommagement non linéaire proposée par [Naderi
& Khonsari 2010b] et définie par :

D =
n∑
k=1

Dk+1 +
Dc −Dk−1

ln

(
1−Dc

1− δk−1

) ln

(
1− δk

1− δk−1

) (8.21)

Le paramètre d’endommagement D évolue d’une valeur initiale D0, pour k = 1, vers
une valeur critique Dc, qui traduit un endommagement total du matériau par fatigue.
Le paramètre δk représente l’endommagement partiel dû au bloc d’indice k, défini par la
relation 8.20, issue de notre critère énergétique multiaxial.
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8.3 Validation du critère de fatigue multiaxiale

Les hypothèses adoptées au paragraphe 8.2.1 et le choix des deux variables énergé-
tiques proposés dans les relations 8.1 et 8.2 (§ 8.1), conduisent-ils à un critère de fatigue
consistant ? C’est la question à laquelle nous nous proposons de répondre dans ce para-
graphe. Du point de vue méthodologique, cette question peut se scinder en deux questions
plus précises :

• En se limitant au cas des sollicitations biaxiales, quel est le degré de validité du
critère de fatigue proposé ?

• Parmi les deux variables adoptées dans les relations 8.1 et 8.2 du paragraphe 8.1,
quelle est la variable énergétique la plus pertinente ?

Pour répondre à ces deux questions, nous nous proposons de comparer les prévisions
de notre critère à celles de deux critères de fatigue multiaxiaux, utilisés dans le milieu
industriel. Ces critères sont ceux de Dang Van et de Brown-Miller, disponibles dans le
logiciel de calcul de durabilité fe-safe, couplé au code commercial Abaqus.

Le critère de Brown-Miller est un critère de fatigue multiaxiale de type plan critique,
exprimé en déformation. Il est notamment réputé performant dans le domaine de la fatigue
oligocyclique. Le critère de Dang Van est aussi un critère multiaxial de type plan critique.
Il est quant à lui réputé performant dans le domaine de la fatigue polycyclique. Ainsi,
la comparaison des prévisions de notre critère à celles de ces deux critères de fatigue
multiaxiaux correspond à un choix méthodologique pertinent, au regard de notre volonté
de proposer un critère permettant d’unifier les domaines de la fatigue oligocyclique et de
la fatigue polycyclique.

Pour réaliser cette comparaison et positionner les prévisions de notre modèle par rap-
port à celles des deux critères précités, nous adoptons une structure sous la forme d’une
éprouvette dont la forme est inspirée du dispositif d’essai Arcan [Biner 2001]. Cette éprou-
vette, que nous appellerons éprouvette Arcan, nous permet de générer, dans sa partie utile,
un champ de contrainte cyclique biaxial hétérogène, à partir d’une sollicitation cyclique
uniaxiale de traction-compression.

Ce paragraphe est constitué de trois partie. La première partie présente l’éprouvette
Arcan et les paramètres matériau adoptés (§ 8.3.1). La deuxième partie propose une
évaluation des lois de cumul d’endommagement présentées au paragraphe précédent (§
8.3.2). La troisième partie est consacrée à la validation du critère de fatigue multiaxiale
proposé (§ 8.3.3).
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8.3.1 Éprouvette Arcan et matériau adopté

8.3.1.1 Forme géométrique de l’éprouvette Arcan

La figure 8.4 définit la forme et les dimensions de l’éprouvette Arcan adoptée. Comme
cela est indiqué par la figure 8.4, l’éprouvette a la forme d’une plaque d’épaisseur 5 mm.
Elle est constituée de deux têtes d’amarrage, munies chacune de cinq trous de fixation et
d’une partie utile au centre, de forme en S.

Le détail A de la figure 8.4 donne le positionnement et les dimensions des trous de
fixation de l’éprouvette au niveau des têtes d’amarrage. Ainsi, l’éprouvette est fixée par
cinq trous de diamètre 5 mm, régulièrement répartis sur la tête d’amarrage de l’éprouvette.

Le détail B de la figure 8.4 précise la forme et les dimensions de la partie utile de
l’éprouvette, de forme en S. Ainsi, l’éprouvette subit un chargement uniaxial de traction
simple le long de son axe (Axe Y sur la figure 8.4). La forme de la zone centrale de
l’éprouvette permet de générer un champ de contrainte hétérogène complexe.

8.3.1.2 Modèle numérique de l’éprouvette Arcan

Le modèle éléments finis de l’éprouvette Arcan est illustré sur la figure 8.5. Il comprend
4230 éléments C3D8, qui sont des hexaèdres à 8 nœuds et 8 points d’intégration. Le
modèle contient 6348 nœuds au total. Les trous de fixation inférieurs de l’éprouvette sont
encastrés, tandis que les trous de fixation supérieurs sont pilotés en déplacement.

L’éprouvette Arcan est sollicitée par un effort axial. Cependant, sa géométrie induit
une réponse complexe à ce chargement pourtant simple. La complexité de la réponse de
l’éprouvette Arcan à un chargement piloté en déplacement est illustrée sur la figure 8.6. Le
deuxième invariant de la déformation et de la contrainte sont illustrés sur les figures 8.6a
et 8.6b respectivement. Les zones les plus contraintes apparaissent en rouge et coïncident
logiquement avec les zones où la durée de vie est la plus faible. Dans la suite, nous adoptons
un point particulier unique sur l’éprouvette, que nous appelons point de comparaison.
Ce point nous servira de point de référence pour toutes les valeurs numériques comparées
issues des prévisions de notre critère et celles des deux critères de fatigue de Brown-Miller
et de Dang Van. Ce point correspond au point d’intégration 7 de l’élément 2753 et se
situe dans la zone centrale de l’éprouvette. Il a été choisi car il correspond au point le plus
sollicité de la structure et coïncide avec la durée de vie la plus faible.

La figure 8.7 donne, au point de comparaison, les évolutions des composantes axiale
σyy et de cisaillement σxy de la contrainte, au cours d’un cycle de chargement en dé-
placement de ±1 mm à une vitesse constante de 10−2 mm.s−1. Cette figure montre que
le chargement cyclique uniaxial de traction-compression génère dans la zone centrale de
l’éprouvette un état de contrainte biaxial de traction-cisaillement. Ainsi, les figures 8.6 et
8.7 montrent qu’un chargement cyclique uniaxial de l’éprouvette Arcan conduit, au centre
de l’éprouvette, à une sollicitation cyclique biaxiale de traction-cisaillement et un champ
de contrainte hétérogène.
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Fig. 8.4 – Plan de l’éprouvette Arcan.
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Fig. 8.5 – Modèle éléments finis de l’éprouvette Arcan.
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Fig. 8.6 – Cartographie du deuxième invariant de la déformation (a) et de la contrainte
(b) en réponse à une sollicitation uniaxiale.
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Fig. 8.7 – Evolution des composantes axiale σyy et de cisaillement σxy de la contrainte,
au point de comparaison, au cours d’un cycle d’amplitude ±1 mm à une vitesse constante
10−2 mm.s−1.

8.3.1.3 Choix d’un matériau pour la validation du critère

Pour confronter les prédictions de notre critère de fatigue multiaxiale à celles des
deux critères de référence, qui sont les critères de Brown-Miller et de Dang Van, il est
nécessaire d’adopter un matériau métallique, pour lequel nous disposons des paramètres
matériaux nécessaires à ces trois critères. Le logiciel de calcul de durabilité fe-safe, couplé
au code commercial Abaqus, possède une base de données sur les matériaux métalliques
relativement fournie, qui permet d’alimenter les deux critères de Brown-Miller et de Dang
Van. Dans cette base de données, nous avons choisi un acier de type 316L, pour lequel
nous disposons des données matériaux nécessaires permettant d’utiliser les deux critères
de référence, et nous avons extrait les données nécessaires pour la mise en œuvre de notre
critère ; plus particulièrement, la courbe de Ramberg-Osgood et une courbe d’endurance
de ce matériau. Le matériau choisi sera appelé dans la suite matériau modèle.

La courbe de Ramberg-Osgood du matériau modèle proposé dans fe-safe nous permet
de mesurer les cinq paramètres matériau de notre modèle de SVG-HP 3D (E ; ν ; Y0 ;
E∞ ; c), comme illustré sur la figure 8.3. La comparaison de la courbe de Ramberg-
Osgood du matériau modèle et sa modélisation par le modèle SVG-HP 3D est illustrée
sur la figure 8.8. La légende de cette figure indique les valeurs adoptées pour les des
cinq paramètres matériau du modèle. Notons que la précision de cette modélisation du
comportement mécanique conditionnera la précision des calculs des variables énergétiques,
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et par conséquent affectera les valeurs de durée de vie estimées par notre critère. La figure
8.8 montre que la modélisation de la courbe de Ramberg-Osgood du matériau modèle est
suffisamment précise compte tenu de la nature exploratoire de notre étude actuelle.

Fig. 8.8 – Comparaison de la courbe de Ramberg-Osgood du matériau modèle (trait
discontinu) avec la modélisation issue du modèle de Saint-Venant 3D (trait plein) (E =

193468 MPa ; ν = 0, 33 ; Y0 = 299 MPa ; c = 1, 2 ; E∞ = 4499 MPa).

La courbe d’endurance du matériau modèle proposée dans fe-safe est celle de Manson-
Coffin. Cette courbe est illustrée sur la figure 8.9. Elle est caractérisée par les cinq pa-
ramètres correspondant à la relation 8.9. Les valeurs de ces paramètres sont données
dans la légende de la figure 8.9. Les deux courbes d’endurance en énergie correspondantes
aux variables énergétiques E∗ et I (cf. relations 8.1 et 8.2) sont données sur les figures
8.10 et 8.11, respectivement. Ces courbes correspondent aux conversions respectives de la
courbe d’endurance de Manson-Coffin du matériau modèle, selon la méthode proposée au
paragraphe 8.2.3.
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Fig. 8.9 – Courbe de Manson-Coffin du matériau modèle proposé dans le logiciel fe-safe
(paramètres de la relation 8.9 : E = 193468 MPa ; σ′f = 703, 4 ; ε′f = 0, 476 ; b = −0, 0835 ;
c = −0, 5142).

Fig. 8.10 – Courbe de fatigue exprimée en énergie et basée sur le cumul de la valeur ab-
solue du taux d’énergie interne E∗ (paramètres de la relation 8.11 : α1 = 20, 631 mJ.mm−3

et α2 = 0, 717).
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Fig. 8.11 – Courbe de fatigue exprimée en énergie et basée sur le cumul du taux d’entropie
I (paramètres de la relation 8.11 : α1 = 10, 282 mJ.mm−3 et α2 = 0, 717).

8.3.2 Évaluation des lois de cumul d’endommagement

Il s’agit dans ce paragraphe de mettre en œuvre et d’évaluer le comportement de la loi
de cumul d’endommagement non linéaire définie par la relation 8.21 et de comparer ses
prévisions à celle de la loi de cumul linéaire de Miner (relation 8.19). Pour cela, considérons
le cas du chargement défini par la figure 8.12.

Fig. 8.12 – Chargement cyclique symétrique de l’éprouvette Arcan, contrôlé en déplace-
ment.
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Pour un chargement allant jusqu’àN = 20.103 cycles, les figures 8.13a et 8.13b donnent
la comparaison des évolutions de la loi d’endommagement non linéaire avec celles de
la loi linéaire de Miner. Nous pouvons remarquer tout d’abord que le type d’énergie
considéré, E∗ ou I, n’a quasiment pas d’influence sur la valeur de l’endommagement.
En effet, pour l’endommagement non linéaire, par exemple, l’écart entre les évolutions
de l’endommagement calculées avec ces deux variables est de l’ordre de 2%. Ensuite,
nous remarquons que la valeur de l’endommagement non linéaire est toujours inférieure
à celle de l’endommagement calculé par la loi de Miner. Compte tenu des travaux de
Naderi et Khonsari, ce résultat est plus proche de la réalité des expériences [Naderi &
Khonsari 2010b, Naderi & Khonsari 2010a].

Fig. 8.13 – Cumul d’endommagement linéaire (trait discontinu) et non linéaire (trait
continu) dans le cas où la durée de vie est calculée à partir de la valeur absolue du taux
d’énergie interne (a) et à partir du taux d’entropie (b).

Afin d’étudier le comportement de la loi d’endommagement non linéaire, au cours d’un
chargement défini par la succession de blocs, considérons le cas du chargement cyclique de
la figure 8.14, constitué de deux blocs. Ce chargement est caractérisé par un bloc 1 et un
bloc 2. Le bloc 1 correspond à un chargement de 60.103 cycles symétriques de ±0, 09 mm ;
le bloc 2 correspond à un chargement de 30.103 cycles symétriques de ±0, 11 mm. Dans
un premier cas, nous simulons une séquence commençant par le bloc 1 et se terminant par
le bloc 2 (figure 8.14a). Dans un second cas, l’ordre des blocs est inversé (figure 8.14b).
La comparaison de l’endommagement obtenu dans ces deux cas permet d’étudier l’effet
de la non linéarité sur le cumul de l’endommagement. La figure 8.15 donne le résultat de
cette comparaison, en utilisant la variable énergétique E∗.

Selon que l’on commence par le bloc 1 ou par le bloc 2, le nombre de cycles final à
rupture n’est pas le même. Notons toutefois que cette différence dans le nombre de cycles
à rupture en fin de séquence de chargement serait aussi présente en utilisant la loi de
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Miner. Nous remarquons également que l’allure de la courbe de cumul de chaque bloc est
identique, que le bloc concerné arrive en première ou en seconde position dans la séquence
de chargement. Ainsi, nous confirmons que la loi d’endommagement est bien non linéaire,
mais elle ne permet pas de reproduire l’effet de séquence souvent recherché en fatigue, qui
consiste à avoir, pour un bloc donné, l’influence du bloc précédent. Ceci conduirait à un
cumul d’endommagement différent, pour un bloc donné, selon son ordre dans la séquence
de chargement.

Fig. 8.14 – Représentation de deux séquences de chargement ; bloc 1 suivi du bloc 2 (a)
et bloc 2 suivi du bloc 1 (b).

Fig. 8.15 – Cumul d’endommagement basé sur E∗ pour deux séquences composées des
blocs 1 (trait discontinu) et 2 (trait continu).



206 Chapitre 8. Proposition d’un critère de fatigue multiaxiale

8.3.3 Validation du critère de fatigue multiaxiale

Nous considérons le chargement cyclique symétrique de l’éprouvette Arcan contrôlé en
déplacement et présenté sur la figure 8.12. Notre modèle SVG-HP 3D, sans écrouissage, la
thermodynamique associée et le critère de fatigue proposé, implémentés dans Abaqus et la
subroutine utilisateur UMAT, permettent de déterminer la durée de vie de l’éprouvette.
La figure 8.16 illustre la cartographie de durée de vie obtenue, en utilisant la valeur
absolue du taux d’énergie interne comme variable énergétique de cumul. L’utilisation du
taux d’entropie comme variable énergétique de cumul donne une cartographie de durée
de vie très proche de celle de la figure 8.16 et n’est par conséquent pas présentée ici.

(Avg: 75%)
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Fig. 8.16 – Cartographie de la durée de vie calculée en nombre de cycles à rupture avec
notre critère de fatigue basé sur la valeur absolue du taux d’énergie interne, correspondant
au chargement cyclique défini par la figure 8.12.

Le tableau 8.1 donne les résultats des calculs de durée de vie, obtenus au point de
comparaison, en considérant d’une part la variable énergétique de cumul basée sur la
valeur absolue du taux d’énergie interne et d’autre part sur le cumul du taux d’entropie.
Ce tableau montre que le choix de la variable énergétique de cumul a peu d’influence sur
la durée de vie finale obtenue, exprimée en nombre de cycles à la rupture. Ceci même si
les valeurs de E∗/cycle et I/cycle se distinguent nettement, ce qui est aussi le cas des valeurs
de E∗f/cycle et If/cycle.
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E∗/cycle I/cycle E∗f/cycle If/cycle Nf (E
∗
/cycle) Nf (I/cycle)

mJ.mm−3 mJ.mm−3 mJ.mm−3 mJ.mm−3 cycles cycles
0, 99 0, 49 3, 2.10−7 8, 3.10−7 45822 45563

Table 8.1 – Valeurs caractéristiques calculées au point de comparaison, correspondant
au chargement cyclique illustré sur la figure 8.12.

La réponse mécanique élastoplastique au chargement cyclique de la figure 8.12 de
l’éprouvette Arcan, obtenue avec le modèle SVG-HP 3D, a été utilisée comme donnée
d’entrée pour le calcul de durée de vie avec fe-safe et le critère de Brown-Miller. La figure
8.17 illustre la cartographie de durée de vie obtenue avec le critère de Brown-Miller. La
comparaison des figures 8.16 et 8.17 montre un très bon accord entre les prévisions des
deux modèles, au niveau de la répartition géométrique des durées de vie, ainsi que des
ordres de grandeur de celles-ci.

(Avg: 75%)
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Fig. 8.17 – Cartographie de la durée de vie calculée en nombre de cycles à rupture avec le
critère de Brown-Miller mis en œuvre avec le logiciel fe-safe, correspondant au chargement
cyclique illustré sur la figure 8.12.

La valeur de durée de vie obtenue avec le critère Brown-Miller, au point de comparai-
son, est :

Nf = 31974 cycles (8.22)

En comparaison des résultats obtenus au tableau 8.1, ce résultat est très encourageant.
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En effet, la mise en œuvre de notre démarche énergétique pour le calcul de la durée de
vie donne des ordres de grandeurs très réalistes en comparaison avec le critère de Brown-
Miller. Par ailleurs, la zone d’initiation de fissure est correctement prédite par le modèle.
En termes de perspectives de poursuite de cette étude, d’une part une validation en se
basant sur des données expérimentales doit être réalisée, afin de confirmer la pertinence
des prédictions de notre modèle ; d’autre part, une modélisation plus fine de la courbe de
Ramberg-Osgood pourra affiner les prévisions du modèle, car cette courbe, qui définit le
comportement mécanique, a un impact important sur le calcul des variables énergétiques
et par conséquent sur les prévisions du modèle de fatigue.

En se basant sur la réponse de l’éprouvette Arcan à la sollicitation présentée sur
la figure 8.12, il est possible de déterminer les coefficients de sécurité sBM et sDV liés
aux critères de Brown-Miller et de Dang Van respectivement. La détermination de ces
coefficients est réalisée directement par le logiciel fe-safe et nécessite un calcul élastique.
Les cartographies des deux coefficients de sécurité sont illustrées sur la figure 8.18. Nous
pouvons constater que dans la zone la plus sollicitée de l’éprouvette, les valeurs de sDV
sont environ deux fois supérieures aux valeurs de sBM . Plus particulièrement, au point de
comparaison, on a :

sDV = 0, 617

sBM = 0, 363 (8.23)

Le critère de Dang Van, tel qu’implémenté dans le logiciel fe-safe, ne permet pas de
déterminer un nombre de cycles à rupture. Le critère est utilisé dans sa forme originale.
Cependant, [Fouché-Sanseigne & Bracq 2011] ont proposé une méthode de calcul d’un
nombre de cycles à rupture à partir du critère de Dang Van. Nous avons utilisé l’ou-
til proposé par les auteurs pour déterminer le nombre de cycles à rupture au point de
comparaison, pour la sollicitation présentée sur la figure 8.12.

La sollicitation de l’éprouvette Arcan présente une composante de contrainte σzz nulle
dans la direction de l’épaisseur. Par conséquent, nous avons considéré un état de contrainte
plane σxx, σyy et σxy pour la recherche du plan critique.

Les paramètres de la loi de Basquin, issus de la base de données fe-safe, sont σ′f =

703, 4 MPa et b = −0, 0835 (figure 8.9). Ces valeurs sont utilisées pour déterminer le
paramètre α du critère de Dang Van. Ainsi, la contrainte équivalente au sens de Dang
Van peut être calculée et injectée dans la loi de Basquin, ce qui donne :

σDV = 283 MPa

Nf = 54390 cycles (8.24)
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Fig. 8.18 – Cartographie des facteurs de sécurités liés au critère de Brown-Miller (a) et
de Dang Van (b) en réponse à la sollicitation illustrée sur la figure 8.12 et pour un calcul
élastique.

Ce résultat est relativement proche de la durée de vie calculée avec notre critère et
de celle calculée avec le critère de Brown-Miller. Le tableau 8.2 propose une synthèse des
durées de vie calculées au point de comparaison avec les différents critères évoqués, à
partir de la sollicitation présentée sur la figure 8.12.

Brown-Miller Dang Van Nf (E
∗
/cycle) Nf (I/cycle)

Nf 31974 54390 45822 45563

Table 8.2 – Durées de vie calculées au point de comparaison avec les critères de Brown-
Miller, Dang Van, notre critère et ce pour la sollication présentée sur la figure 8.12.

Nous remarquons que les prévisions de notre critère sont encadrées par celles des
critères de Brown-Miller et de Dang Van. Rappelons que le critère de Brown-Miller est
réputé performant dans le domaine de la fatigue oligocyclique et celui de Dang Van est
réputé performant dans le domaine de la fatigue à grand nombre de cycle. Par conséquent,
ce résultat est très encourageant. Il est nécessaire de poursuivre l’étude en faisant des
comparaisons sur d’autres amplitudes de chargement et avec des résultats expérimentaux.
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Conclusion du chapitre

Une approche énergétique originale a été proposée afin de prédire la durée de vie de
structures en matériaux métalliques. Cette approche, implémentée dans le code de calcul
de structures par éléments finis Abaqus, est basée d’une part sur la loi de comportement
élastoplastique multiaxiale multisurface SVG-HP 3D, en chargements cycliques complexes.
D’autre part, cette loi est complétée par une analyse énergétique et thermodynamique, qui
fournit les variables énergétiques nécessaires au suivi de l’endommagement par fatigue.

Cette approche a été illustrée, dans son intégralité, par la proposition d’un critère de
fatigue relativement simple. Les prédictions de ce critère ont été comparées à celles de
deux critères reconnus, celui de Dang Van et celui de Brown-Miller. Les résultats obtenus
sont très encourageants.

L’étude réalisée ne permet pas de discriminer une des deux variables énergétiques pro-
posées, même si la pertinence physique de la variable de type entropique paraît plus évi-
dente. L’analyse énergétique et thermodynamique permet un choix très large de variables
ou de combinaison de variables énergétiques de cumul, pour le suivi de l’endommagement
par fatigue. Un choix consistant ne peut se faire sans des arguments physiques pertinents,
au niveau microstructural. Ceci sort du cadre de ce travail de thèse. Cette étude doit alors
se poursuivre pour affiner le choix des variables énergétiques de cumul et pour améliorer
la modélisation proposée dans le cadre de ce travail.
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Conclusion et perspectives

Une analyse approfondie du modèle SVG-HP 1D a été menée. Trois fonctions généra-
tives ont été proposées ; elles permettent de couvrir un large spectre de modélisation du
comportement de matériaux métalliques.

Des recommandations ont été faites concernant le nombre d’éléments de Saint-Venant
et la valeur optimale du seuil le plus grand. Une fonction de densification des seuils des
éléments de Saint-Venant a été proposée afin de mieux décrire le comportement des ma-
tériaux dans la région de transition entre l’élasticité et la plasticité. Enfin, le modèle
SVG-HP 1D a été complété par l’ajout d’un ressort célibataire.

Un modèle SVG-HP 3D a été proposé, dans le cas des transformations finies et consiste
en une extension au cas tridimensionnel du modèle SVG-HP 1D ; ceci malgré son applica-
tion au domaine des petites déformations, dans le cadre de ce travail. Ce choix est motivé
par la nécessité de prise en compte des effets du second ordre. Ce modèle correspond à une
loi multisurface dans l’espace des déformations. Les surfaces seuil sont des hypersphères
de von Mises, exprimées dans l’espace déviatoire multidimensionnel d’Ilyushin.

Pour l’extension tridimensionnelle du modèle SVG-HP 1D, nous avons adopté le ten-
seur de déformation de Hencky gauche, l’option de décomposition additive de la déforma-
tion, la dérivée objective de Jaumann et une règle d’écoulement de type normalité pour
chaque surface seuil du modèle, dans l’espace déviatoire multidimensionnel d’Ilyushin des
déformations. Ceci conduit à une indépendance totale des mouvements des surfaces seuil,
les uns par rapport aux autres.

Le modèle mécanique SVG-HP 3D, ainsi obtenu, a été implémenté dans le code de
calcul de structures par éléments finis Abaqus, dans le cas des éléments finis volumiques
3D. Il a également été implémenté dans un outil heuristique de simulation numérique 2D,
dans l’environnement MATLAB, en considérant l’espace déviatoire 2D classique. Cet outil
permet de visualiser le mouvement des surfaces seuil, où les déformations et les contraintes
sont considérées comme des vecteurs dans le plan et les surfaces seuil comme des cercles.
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La loi élastoplastique du modèle SVG-HP 3D a été complétée par la superposition
d’une loi d’écrouissage cyclique valable pour les chargements proportionnels, ne prenant
pas en compte le phénomène de sur-écrouissage, aboutissant au modèle SVG-EC 3D.

Le modèle SVG-HP 3D a été validé par la comparaison de ses prévisions à des résultats
expérimentaux de TTC et des chargements non proportionnels complexes. Il a montré sa
capacité à reproduire de façon remarquable les propriétés génériques du comportement
cyclique des matériaux métalliques sur un large éventail de trajets de nature non propor-
tionnelle.

Ainsi, la réponse du modèle reproduit les évolutions complexes de la contrainte et du
déphasage entre la contrainte et la déformation, pour des chargements très variés. Ceci
valide d’une part notre choix du modèle phénoménologique de Saint-Venant généralisé,
comme base de départ pour notre approche de modélisation. D’autre part, ceci valide le
choix de la règle d’écoulement NFR dans l’espace des déformations.

Nous avons aussi montré que le modèle SVG-HP 3D, à fermeture parfaite des cycles,
i.e. sans écrouissage cyclique, est capable de prédire, qualitativement et avec les bons
ordres de grandeurs, les effets du second ordre de Poynting-Swift, observés dans le cas de
la torsion alternée de tubes minces, à effort axial nul. Ce résultat est obtenu sans aucune
équation dédiée ni paramètre d’ajustement supplémentaire. Par la suite, ce modèle a servi
comme support heuristique pour donner une interprétation à ce phénomène complexe. En
effet, les rôles combinés de la rotation de la matière et de la règle d’écoulement plastique
ont été mis en évidence.

L’implémentation numérique du modèle SVG-HP 3D dans le code Abaqus, avec sa ci-
nématique des hypersphères dans l’espace déviatoire multidimensionnel d’Ilyushin, a été
illustrée et éprouvée en chargement cyclique, en petites déformations et en transforma-
tions finies. Le modèle a montré son efficience et sa robustesse.

Une règle d’écoulement définie dans l’espace des déformations, avec une condition
d’interdépendance des mouvements des surfaces seuil, ou règle d’écoulement IFR, a été
proposée. Cette règle d’écoulement a été implémentée dans le code de calcul de structures
par éléments finis Abaqus et dans l’outil heuristique de simulation 2D, dans l’environne-
ment MATLAB. Le modèle obtenu donne des résultats moins satisfaisants que celui avec
la règle d’écoulement NFR. En effet, l’effet Poynting-Swift, est relativement mal reproduit
par la règle d’écoulement IFR ; le rochet de déformation axiale du second d’ordre n’est
pas prédit par ce modèle. Par ailleurs, la règle d’écoulement IFR conduit en général à
une sous-estimation des déphasages entre la contrainte et la déformation et produit un
écart important entre les résultats expérimentaux et la modélisation sur certains trajets
de chargement.
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Une analyse énergétique et thermodynamique du modèle SVG-HP 1D a été proposée
et étendue au cas du modèle SVG-HP 3D. Cette analyse est applicable à l’étude du
comportement des matériaux métalliques, dans le domaine des petites déformations. Elle
nous permet d’extraire, à partir des évolutions mécaniques cycliques complexes du modèle
SVG-HP 3D, les évolutions des différentes variables énergétiques et thermodynamiques.
Les évolutions de ces variables sont alors basées sur le modèle mécanique complet.

L’analyse thermodynamique du modèle de Saint-Venant est basée sur une définition
originale de la puissance réversible qui, au travers de l’équation fondamentale de Gibbs,
permet une distinguer un taux de dissipation du type calorifique et un taux de dissipation
de type entropique.

Enfin, une approche énergétique a été proposée afin de prédire la durée de vie de
structures en matériaux métalliques. Cette approche, implémentée dans le code de calcul
de structure par éléments finis Abaqus, repose d’une part sur la loi de comportement élas-
toplastique multiaxiale multisurface, en chargements cycliques complexes. D’autre part,
cette loi est complétée par une analyse énergétique et thermodynamique, qui fournit les va-
riables énergétiques nécessaires au suivi de l’endommagement par fatigue. Cette approche
a été illustrée, dans son intégralité, par la proposition d’un critère de fatigue relativement
simple. Les prédictions de ce critère ont été comparées à celles des critères de Dang Van
et de Brown-Miller. Les résultats obtenus sont très encourageants.

F F

F

Cette contribution à l’étude du comportement thermomécanique cyclique des matériaux
métalliques ouvre des perspectives de développements futurs.

1) Le modèle SVG-HP 3D a été complété par la superposition d’une loi d’écrouissage
cyclique, relativement simple et efficace. Néanmoins, dans le cadre de ce travail, son champ
d’application a été limité aux chargements proportionnels et ne prend pas en compte le
phénomène de sur-écrouissage. Une perspective naturelle à ce travail, dans le cadre de la
thèse, est de proposer un modèle d’écrouissage cyclique valable dans le cas général des
chargements non proportionnels et d’étendre ainsi le modèle d’écrouissage cyclique pro-
posé. Ce travail en perspective pourra s’appuyer sur les données expérimentales obtenues
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à l’annexe A et sur la méthode proposée par notre modèle d’écrouissage cyclique, qui
consiste à faire varier le seuil actuel en fonction de paramètres consistants calculés en se
basant sur le modèle SVG-HP 3D complet et sur sa définition.

2) La prise en compte des effets du second ordre est étroitement liée au choix de
la dérivée objective ou au choix du repère privilégié adopté pour l’écriture de la loi de
comportement irréversible multiaxiale. Dans le cadre de notre travail, nous avons adopté
la dérivée objective de Jaumann et nous avons constaté la sensibilité des effets du second
ordre, aux rôles combinés de la rotation de la matière et de la règle d’écoulement plastique.

Parmi la multitude d’options possibles, une analyse systématique est nécessaire pour
distinguer le meilleur choix, apte à rendre compte de façon consistante des effets du
second ordre. Une telle perspective peut faire l’objet de plusieurs études théoriques et/ou
expérimentales ultérieures. Ces études futures doivent permettre d’étudier plus finement
l’influence du choix de la dérivée objective sur le comportement des effets du second ordre.

3) Les prévisions de l’approche énergétique proposée dans le cadre de ce travail,
comparées à celles des deux critères de Dang Van et de Brown-Miller, donnent des ré-
sultats très encourageants. Néanmoins, les prévisions du modèle de fatigue doivent être
évaluées en se basant directement sur des données expérimentales, dans le cadre d’une
étude spécifique.

4) L’étude que nous avons réalisée ne permet pas de discriminer une des deux va-
riables énergétiques proposées, même si la pertinence physique de la variable de type
entropique paraît plus évidente. L’analyse énergétique et thermodynamique permet un
large choix de variables ou de combinaisons de variables énergétiques de cumul, pour le
suivi de l’endommagement par fatigue. Un choix consistant ne peut se faire sans des ar-
guments physiques pertinents, au niveau microstructural. Cet aspect doit être étudié de
manière plus approfondie dans l’avenir, pour affiner le choix des variables énergétiques de
cumul et pour améliorer la modélisation proposée dans le cadre de notre travail.

5) Le modèle SVG-HP 3D, avec son implémentation numérique dans le code Abaqus,
ouvre des perspectives très intéressantes pour l’étude de la mise en forme des matériaux
métalliques ductiles, des polymères ou d’autres types de matériaux qui présentent des
grandes déformations.

En effet, ce modèle possède les ingrédients nécessaires pour aborder un tel domaine
d’étude. Ces ingrédients sont liés à la spécificité du modèle SVG-HP 3D et à son fonction-
nement, reposant sur la déformation et sur la cinématique des surfaces seuil, exprimées
dans l’espace déviatoire multidimensionnel d’Ilyushin.

Dans la perspective d’une utilisation future du modèle SVG-HP 3D en transformations
finies, il est nécessaire d’adopter, à la place du tenseur de contrainte de Cauchy, le tenseur
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de contrainte conjuguée Jaumann-Hencky gauche. Ce travail n’était pas nécessaire pour
l’application actuelle sur l’étude du comportement des matériaux métalliques, en petites
déformation.

Du point de vue numérique, l’implémentation du tenseur de contrainte conjuguée
Jaumann-Hencky gauche ne présente pas de difficulté majeure. Notons que les aspects
fondamentaux du modèle, dans l’espace des déformations, sont déjà traités des points de
vue théorique et numérique.





Annexe A

Résultats de traction-torsion combinées

Cette annexe présente des résultats expérimentaux de Traction-Torsion Combinées
(TTC), réalisés au laboratoire sur un matériau métallique.

Matériau et éprouvettes

Le matériau adopté est un acier inoxydable austénitique de type AISI 316L, de la
nuance UGIMA 4404 HM commercialisé par Ugitech. Le tableau A.1 donne la composition
chimique du matériau fourni par Ugitech.

C Si Mn Ni Cr Mo S P N
% % % % % % % % %

Min. 10,0 16,5 2,0 0,015
Max. 0,03 1,0 2,0 12,0 17,5 2,5 0,030 0,045 0,1

Table A.1 – Composition chimique du matériau (source Ugitech).

Les éprouvettes sont des tubes minces de diamètres extérieur φext = 28 mm et de dia-
mètre intérieur φext = 24 mm, avec une zone utile de hauteur h = 30 mm. Ces éprouvettes
ont été usinées à partir de barres rondes laminées de diamètre 80 mm fournie par Ugitech.

Mesures des contraintes et des déformations

Nous adoptons la mesure de contrainte de Piola-Kirchhoff de type 1 (PK1). Ainsi, la
contrainte axiale, notée Π̂zz, est donnée par :

Π̂zz =
Fz

π(R2
ext0 −R2

int0)
(A.1)

où Fz est la force axiale appliquée, Rext0 et Rint0 sont respectivement les rayons ex-
térieur et intérieur de l’éprouvette avant déformation. Pour le calcul de la contrainte de
cisaillement, notée Π̂θz, nous considérons une répartition linéaire dans l’épaisseur du tube,
telle que :

Π̂θz =
2CθzRext0

π (R4
ext0 −R4

int0)
(A.2)
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Pour la mesure de la déformation, nous adoptons l’hypothèse des petites déformations.
Ainsi, les déformations conventionnelles axiale Ezz, circonférentielle Eθθ et de cisaillement
Eθz sont définies telles que :

Ezz =
h− h0

h0

Eθθ =
Rext −Rext0

Rext0

Eθz =
γθz
2

=
θRext0

2h0

(A.3)

où h0, h sont respectivement les bases de mesure initiale et actuelle de l’éprouvette,
Rext le rayon extérieur actuel de l’éprouvette, θ l’angle de torsion de la zone utile de
l’éprouvette de hauteur h0 et γθz son angle de distorsion.

A partir des relations A.1 à A.3, on définit la déformation et la contrainte équivalentes,
notées respectivement Eeq et Π̂eq :

Eeq =

√
E2
zz +

γ2
θz

3
(A.4)

et :

Π̂eq =

√
Π̂2
zz + 3Π̂2

θz (A.5)

Par ailleurs, il est intéressant de mesurer le déphasage entre la contrainte dans le plan(
Π̂zz,
√

3Π̂θz

)
et la déformation dans le plan

(
Ezz,

γθz√
3

)
. Pour cela, nous définissons la

phase de la contrainte ϕΠ̂ par :

ϕΠ̂ = arctan

(
Π̂θz

|Π̂zz|

)
(A.6)

et la phase de la déformation ϕE par :

ϕE = arctan

(
Eθz
|Ezz|

)
(A.7)

Contrôle des essais et caractérisation du comportement
en TTC

L’objectif des essais est de révéler les caractéristiques essentielles du comportement
d’hystérésis pure du matériau en chargements non proportionnels de TTC. Pour at-
teindre ce comportement, il est nécessaire d’une part d’atteindre la stabilisation des ef-
fets d’écrouissage cyclique, après un chargement cyclique de quelques dizaines de cycles,
d’autre part d’effectuer un contrôle des essais en déformation locale dans la zone utile
de l’éprouvette, en temps réel. Nous avons réalisé ce contrôle grâce à l’utilisation d’un
extensomètre optique disponible au laboratoire.
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Ainsi, pour un cycle de chargement imposé en déformation dans le plan (Ezz,
γθz√

3
), la

réponse en contrainte sera représentée par un cycle stabilisé dans le plan (Π̂zz,
√

3Π̂θz).
Plusieurs cycles de chargement différents ont été envisagés. Chaque cycle correspond

à un essai TTC. Ces cycles correspondent à des trajets dans le plan des déformations
(Ezz,

γθz√
3

) qui forment à chaque fois une boucle, qui a le même point de départ et d’arrivée.

Les trajets ont été définis de sorte que leur amplitude maximum soit de 0, 5%, c’est
à dire que dans le plan (Ezz,

γθz√
3

), le trajet en déformation soit inscrit dans un cercle de

rayon 0, 5%. Les essais TTC sont pilotés de sorte que la vitesse de déformation apparente
dans le plan (Ezz,

γθz√
3

), notée
?

Eeq, reste constante. Cette vitesse est définie par :

?

Eeq =

√
(dEzz)

2 +

(
dγθz√

3

)2

dt
(A.8)

Pour tous les essais la vitesse de déformation adoptée est telle que
?

Eeq = 10−4 s−1.
Cette vitesse de chargement relativement faible a été adoptée afin de considérer la réponse
du matériau comme une réponse dans le domaine quasi statique et de négliger les effets
visqueux, qui sont par ailleurs relativement faibles dans le cas des matériaux métalliques.

Caractérisation des paramètres matériau du modèle SVG-
HP 3D

La méthode d’identification des cinq paramètresK, G0, G∞, c et S0 du modèle d’hysté-
résis pure de Saint-Venant généralisé 3D est présentée au paragraphe § 4.3. Cette méthode
concerne un comportement d’hystérésis pure à fermeture parfaite des cycles. Dans ce cas,
elle est basée sur les résultats de deux essais monotones de traction simple et de torsion.

Dans le cas présent, le comportement d’hystérésis pure à fermeture parfaite des cycles
correspond au cycle stabilisé après saturation de l’écrouissage cyclique. Ainsi, dans le cas
présent, les effets volumiques seront caractérisés, de la même façon, à l’aide du résultat
d’un essai monotone de traction simple, comme cela est indiqué au paragraphe 4.3 ; quant
au comportement déviatoire d’hystérésis pure, il sera caractérisé par un résultat cyclique
de torsion alternée, sur le cycle stabilisé.

Ainsi, un essai monotone de traction simple a permis de mesurer le module d’Young et
le coefficient de Poisson du comportement quasi élastique, à droite de l’origine, tels que :

E = 175000 MPa et ν = 0, 28 (A.9)

Un essai de torsion alternée à Eθz = ±0, 6 % et Ėθz = 10−4 s−1 a permis d’obtenir un
cycle stabilisé donné par la figure A.1.
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Fig. A.1 – Identification des paramètres du comportement d’hystérésis pure par un cycle
stabilisé de torsion alternée : résultat d’essai obtenu après saturation de l’écrouissage
cyclique (trait plein) et résultat de simulation numérique par le modèle d’hystérésis pure,
i.e. sans écrouissage cyclique (trait pointillé).

Sur ce cycle stabilisé, nous superposons une simulation numérique obtenue par le
modèle d’hystérésis pure de Saint-Venant généralisé. Le résultat expérimental permet
de faire une mesure directe des paramètres µ, S0 et G∞, et la comparaison expérience-
modélisation permet de déterminer la valeur du paramètre de courbure c.

La mesure du module de cisaillement du comportement quasi élastique est compatible
avec les mesures A.9, telle que :

µ = 68359 MPa (A.10)

Ces mesures permettent de déterminer entièrement les valeurs des cinq paramètres du
modèle d’hystérésis pure de Saint-Venant généralisé, tels que :

K = 132576 MPa

G0 = 67774 MPa

G∞ = 586 MPa

S0 = 173, 5 MPa

c = 1, 01

(A.11)

Les relations 4.28 et 4.29 et les valeurs des paramètres A.11 permettent de déterminer
les valeurs de Y0 et E∞, telles que :

Y0 = 300 MPa et E∞ = 1755 MPa (A.12)
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Résultats expérimentaux de TTC

Les résultats expérimentaux de traction-torsion combinées sont donnés aux figures A.2,
A.3, A.4, A.5, A.6, A.7, A.8, A.9 et A.10.

Les sous-figures (a) représentent les trajets imposés en déformation dans le diagramme
(Ezz,

γθz√
3
). Ces trajets comportent quelques oscillations de faible amplitude, aussi bien

dans la direction de traction que dans la direction de torsion. Ceci est dû à la faible
amplitude de la déformation imposée, dont la valeur est proche des limites d’utilisation
de l’extensomètre optique disponible au laboratoire.

Les sous-figures (b) représentent les réponses en contrainte dans le diagramme (Π̂zz,
√

3Π̂θz).
L’allure de la réponse en contrainte peut être proche (trajet circulaire, par exemple) ou au
contraire très différente (trajet en croix, par exemple) du trajet imposé en déformation.
Ceci confirme la complexité du comportement élastoplastique sous chargement multiaxial.

Les sous-figures (c) et (d) représentent les réponses contrainte-déformation dans les
directions axiale et de torsion respectivement. Ces figures permettent notamment de qua-
lifier le matériau dans les deux directions et ainsi détecter une éventuelle anisotropie. Sauf
lorsque le trajet imposé en déformation est dissymétrique entre la traction et la torsion,
ces réponses (c) et (d) sont très proches ; ceci semble montrer une isotropie initiale du
matériau.

Enfin, les sous-figures (e) et (f) montrent qu’il existe un déphasage entre le trajet dans
l’espace des déformations et la réponse dans l’espace des contraintes. Nous remarquons
que pour tous les cas de chargement, la contrainte est en avance de phase par rapport
à la déformation. Aussi, pour les chargements cercle, carré, hexagone et octogone, les
sous-figures (f) semblent montrer un déphasage moyen de l’ordre de π

6
.
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Fig. A.2 – Résultat d’un essai de traction-torsion combinées, pour un trajet non propor-
tionnel en forme de cercle : trajet en déformation (a), réponse en contrainte (b), réponse
dans le direction axiale (c), réponse dans la direction de cisaillement (d) et déphasage entre
la déformation et la contrainte (e, f). Seul le comportement stabilisé, après écrouissage
cyclique, est représenté.
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Fig. A.3 – Résultat d’un essai de traction-torsion combinées, pour un trajet non propor-
tionnel en forme de carré : trajet en déformation (a), réponse en contrainte (b), réponse
dans le direction axiale (c), réponse dans la direction de cisaillement (d) et déphasage entre
la déformation et la contrainte (e, f). Seul le comportement stabilisé, après écrouissage
cyclique, est représenté.
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Fig. A.4 – Résultat d’un essai de traction-torsion combinées, pour un trajet non pro-
portionnel en forme d’hexagone : trajet en déformation (a), réponse en contrainte (b),
réponse dans le direction axiale (c), réponse dans la direction de cisaillement (d) et dé-
phasage entre la déformation et la contrainte (e, f). Seul le comportement stabilisé, après
écrouissage cyclique, est représenté.
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Fig. A.5 – Résultat d’un essai de traction-torsion combinées, pour un trajet non pro-
portionnel en forme d’octogone : trajet en déformation (a), réponse en contrainte (b),
réponse dans le direction axiale (c), réponse dans la direction de cisaillement (d) et dé-
phasage entre la déformation et la contrainte (e, f). Seul le comportement stabilisé, après
écrouissage cyclique, est représenté.
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Fig. A.6 – Résultat d’un essai de traction-torsion combinées, pour un trajet non pro-
portionnel en forme de sablier : trajet en déformation (a), réponse en contrainte (b),
réponse dans le direction axiale (c), réponse dans la direction de cisaillement (d) et dé-
phasage entre la déformation et la contrainte (e). Seul le comportement stabilisé, après
écrouissage cyclique, est représenté.



227

Fig. A.7 – Résultat d’un essai de traction-torsion combinées, pour un trajet non propor-
tionnel en forme de trèfle à 3 pétales : trajet en déformation (a), réponse en contrainte
(b), réponse dans le direction axiale (c), réponse dans la direction de cisaillement (d) et
déphasage entre la déformation et la contrainte (e). Seul le comportement stabilisé, après
écrouissage cyclique, est représenté.
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Fig. A.8 – Résultat d’un essai de traction-torsion combinées, pour un trajet non propor-
tionnel en forme de trèfle à 4 pétales : trajet en déformation (a), réponse en contrainte
(b), réponse dans le direction axiale (c), réponse dans la direction de cisaillement (d) et
déphasage entre la déformation et la contrainte (e). Seul le comportement stabilisé, après
écrouissage cyclique, est représenté.
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Fig. A.9 – Résultat d’un essai de traction-torsion combinées, pour un trajet non propor-
tionnel en forme de croix numéro 1 : trajet en déformation (a), réponse en contrainte
(b), réponse dans le direction axiale (c), réponse dans la direction de cisaillement (d) et
déphasage entre la déformation et la contrainte (e). Seul le comportement stabilisé, après
écrouissage cyclique, est représenté.
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Fig. A.10 – Résultat d’un essai de traction-torsion combinées, pour un trajet non pro-
portionnel en forme de croix numéro 2 : trajet en déformation (a), réponse en contrainte
(b), réponse dans le direction axiale (c), réponse dans la direction de cisaillement (d) et
déphasage entre la déformation et la contrainte (e). Seul le comportement stabilisé, après
écrouissage cyclique, est représenté.



Annexe B

Espace multidimensionnel d’Ilyushin

Un tenseur du second ordre symétrique Ã est exprimé par une matrice de compo-
santes Mat Ã(~ei) définie dans une base orthonormée (~ei) = (~e1, ~e2, ~e3) de l’espace matériel
tridimensionnel E, telle que :

Mat Ã(~ei) =

A11 A12 A13

A12 A22 A23

A13 A23 A33

 (B.1)

où la base orthonormée (~ei) dans l’espace E est telle que :

(~ei) = (~ei)
0 base orthonormée directe au temps t = 0

et ∀t > 0,
◦j

(~ei) = 0, i ∈ [1, 3] (B.2)

où "◦j" désigne la dérivée objective corotationnelle de Jaumann. On notera que, au
cours du temps, (~ei) dépend du point M car le tenseur vitesse de rotation W̃ dépend
lui-même de M . La dérivée objective de Jaumann et la relation B.2 garantissent l’ortho-
normalité de la base (~ei) à tout instant t. Avec une dérivée objective de Lie (convective),
ceci n’aurait pas été possible.

L’espace des tenseurs du second ordre symétriques S est composé de deux sous-espaces
supplémentaires orthogonaux, D le sous-espace de dimension 5 des tenseurs déviatoires
et H le sous-espace de dimension 1 des tenseurs sphériques, tels que :

S = H⊕D et Ã =
1

3

(
Tr Ã

)
Ĩ + Ã (B.3)

où Ĩ représente le tenseur identité, Ã représente le déviateur du tenseur Ã et 1
3
(Tr Ã)Ĩ

sa partie sphérique.
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Nous pouvons adopter une notation de Voigt Modifiée, qui est parfois appelée notation
de Mandel, telle que le tenseur Ã soit exprimé par une matrice colonne Col Ã(Ẽi)

telle
que :

Col Ã(Ẽi) =



A11

A22

A33√
2A12√
2A13√
2A23


(B.4)

dans la base (Ẽi) de l’espace S, définie par :

Mat Ẽ1(~ei) =

1 0 0

0 0 0

0 0 0

 ; Mat Ẽ2(~ei) =

0 0 0

0 1 0

0 0 0


Mat Ẽ3(~ei) =

0 0 0

0 0 0

0 0 1

 ; Mat Ẽ4(~ei) =
1√
2

0 1 0

1 0 0

0 0 0


Mat Ẽ5(~ei) =

1√
2

0 0 1

0 0 0

1 0 0

 ; Mat Ẽ6(~ei) =
1√
2

0 0 0

0 0 1

0 1 0


avec

◦j

Ẽi = 0̃ ∀t avec i ∈ [1, 6]

(B.5)

Cette notation de Voigt modifiée est définie de sorte que le produit scalaire de (Col Ã)T

par Col B̃ coïncide avec la trace du produit contracté des deux tenseurs Ã et B̃, ou produit
doublement contracté, soit :

(
Col Ã

)T
· Col B̃ = Tr

(
Ã ◦ B̃T

)
= Ã : B̃ (B.6)

Avec ce produit scalaire dans S, la base Ẽi est orthonormée. Nous pouvons également
adopter une notation de Voigt Isotrope Déviatoire, qui permet comme son nom l’indique
de distinguer les parties isotrope et déviatoire du tenseur symétrique considéré.
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Pour cette notation de Voigt Isotrope Déviatoire, une base (f̃i) de l’espace S est définie
par :

Mat f̃1(~ei) =
1√
3

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 ; Mat f̃2(~ei) =
1√
6

2 0 0

0 −1 0

0 0 −1


Mat f̃3(~ei) =

1√
2

0 0 0

0 1 0

0 0 −1

 ; Mat f̃4(~ei) =
1√
2

0 1 0

1 0 0

0 0 0


Mat f̃5(~ei) =

1√
2

0 0 1

0 0 0

1 0 0

 ; Mat f̃6(~ei) =
1√
2

0 0 0

0 0 1

0 1 0


(B.7)

La base (f̃i) est orthonormée, en effet :

∀i, j ∈ [1, 6],Tr
(
f̃i ◦ f̃Tj

)
= δij (B.8)

Le sous-espace H admet une base (k̃) où k̃ = f̃1. Dans cette base, la composante

Col (
1

3
(Tr Ã)Ĩ)

(k̃)
de la partie sphérique de Ã se déduit des composantes de Ã dans la

base (Ẽi) par la relation suivante :

Col

(
1

3

(
Tr Ã

)
Ĩ

)
(k̃)

=

(
1√
3

1√
3

1√
3

0 0 0

)


A11

A22

A33√
2A12√
2A13√
2A23


(B.9)

Une base orthonormée du sous-espace D, notée (d̃j), peut être définie par les cinq
tenseurs unitaires d̃j avec j ∈ [1, 5], tels que :

d̃j = f̃j+1 avec j ∈ [1, 5] (B.10)



234 Annexe B. Espace multidimensionnel d’Ilyushin

Ainsi, dans cette base, les composantes Col Ã(d̃j) de la partie déviatoire du tenseur Ã,

notée Ã, se déduisent des composantes de Ã dans la base (Ẽi) par la relation suivante :

Col Ã(d̃j) =



√
2

3

−1√
6

−1√
6

0 0 0

0
1√
2

−1√
2

0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1





A11

A22

A33√
2A12√
2A13√
2A23


(B.11)

Ainsi, Col Ã(d̃j) représente les coordonnées d’un vecteur
−−→
A , dont la norme euclidienne

est confondue avec le deuxième invariant du déviateur Ã, tel que :

‖
−−→
A‖ =

√
Tr
(
Ã ◦ Ã

T
)

(B.12)

où ‖
−−→
A‖ représente une distance ou rayon dans le sous-espace déviatoire D.

Par conséquent, la relation B.11, appliquée à la partie déviatoire du tenseur de contrainte
de Cauchy σ̃, conduit à un vecteur à cinq composantes −→σ qui permet d’exprimer l’équa-
tion de la surface seuil de von Mises dans le sous-espace déviatoire D, qui correspond à
une hypersphère. Le rayon de cette surface seuil coïncide avec la norme euclidienne du
vecteur à cinq composantes −→σ , telle que :

‖−→σ‖ =

√
Tr
(
σ̃ ◦ σ̃T

)
=

1√
3

√
(σ11 − σ22)2 + (σ22 − σ33)2 + (σ33 − σ11)2 + 6(σ2

12 + σ2
13 + σ2

23) =

√
2

3
σy

(B.13)

où σy représente la limite d’élasticité en traction simple.
Ainsi, le sous-espace D correspond à un espace à cinq dimensions d’Ilyushin. Le choix

d’une matrice de projection permettant de passer d’un espace à six dimensions à un espace
à cinq dimensions, telle que celle proposée par l’équation B.11, n’est pas unique. En effet,
la généralisation de la matrice de projection de la transformation classique d’Ilyushin,
détaillée par [Meggiolaro et al. 2016], est telle que :
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Col Ã(d̃j) = ks



cosφs cos

(
φs +

2π

3

)
cos

(
φs +

4π

3

)
0 0 0

sinφs sin

(
φs +

2π

3

)
sin

(
φs +

4π

3

)
0 0 0

0 0 0

√
3

2
0 0

0 0 0 0

√
3

2
0

0 0 0 0 0

√
3

2





A11

A22

A33√
2A12√
2A13√
2A23



(B.14)
où ks and φs sont deux paramètres permettant de définir une norme cohérente avec

l’espace de dimension 6. Plus particulièrement, les choix définis par les relations B.11 et

B.13 impliquent ks =

√
2

3
et φs = 0. Finalement, dans la base (f̃i), les composantes

Col Ã(f̃i) du tenseur Ã se déduisent des composantes de Ã dans la base (Ẽi) par la
relation suivante :

Col Ã(f̃i) =



1√
3

1√
3

1√
3

0 0 0√
2

3

−1√
6

−1√
6

0 0 0

0
1√
2

−1√
2

0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1





A11

A22

A33√
2A12√
2A13√
2A23


(B.15)

Les déformations plastiques déviatoires du modèle doivent être stockées en mémoire
vive lors d’un calcul de structure par éléments finis. Ces déformations exprimées dans
la base (d̃j) sont représentées par cinq composantes au lieu de six en notation de Voigt
Modifiée. Ceci nous permet de réduire de 1

6
l’espace mémoire occupé par ces variables

internes du modèle.





Annexe C

Application du modèle SVG-HP 3D au
cas de la traction simple

Dans le cas de la traction simple, on a :

Mat σ̃(~ei) =

σ 0 0

0 0 0

0 0 0

 ; Mat h̃(~ei) =

ha 0 0

0 ht 0

0 0 ht

 (C.1)

Soit :

σ̃ = σẼ1

h̃ = haẼ1 + ht(Ẽ2 + Ẽ3)

Ĩ =
3∑
i=1

Ẽi

(C.2)

où (Ẽi) est une base orthonormée de l’espace S (annexe B), et :

σ̃ =
2

3
σẼ1 −

1

3
σ(Ẽ2 + Ẽ3) =

√
2

3
σf̃2

h̃ = (ha − ht)

(
2

3
Ẽ1 −

Ẽ2 + Ẽ3

3

)
=

√
2

3
(ha − ht)f̃2

(C.3)

où (f̃i) est une base orthonormée de l’espace S (annexe B). La partie déviatoire de
l’expression 4.17 de la loi de comportement s’écrit sous la forme :

σ̃(h̃) =
n∑
k=1

2Gkh̃
e

k + 2G∞h̃ (C.4)

Dans le cas de la traction simple, le chargement est radial, ce qui implique :

h̃

‖h̃‖
=

h̃
e

k

‖h̃
e

k‖
=

h̃
p

k

‖h̃
p

k‖
∀k ∈ [1, n] (C.5)
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où le symbole ‖Ã‖ exprime la norme du tenseur Ã, définie par la relation B.13.
Dans le cas d’une plastification totale du modèle, on a :

‖h̃
e

k‖ = ek ∀k ∈ [1, n] (C.6)

En considérant les relations C.3, C.5 et C.6, on a :

n∑
k=1

2Gkh̃
e

k =
n∑
k=1

2Gkekf̃2 =
√

2S0f̃2 (C.7)

où S0 représente le seuil de plasticité en cisaillement. En remplaçant dans la relation
C.4 et en considérant la partie isotrope de la loi 4.17, on a :

σẼ1 = K (ha + 2ht)
3∑
i=1

Ẽi +
2
√

2√
3
G∞ (ha − ht) f̃2 +

√
2S0f̃2 (C.8)

En exploitant la deuxième équation scalaire dans C.8, on peut écrire :

√
3S0 = ha (3K − 2G∞) + ht (6K + 2G∞) (C.9)

Sachant que
d(
√

3S0)

dha
= 0, on en déduit l’expression du coefficient de contraction sur

le plateau de plasticité, noté ν∞, quand ha tend vers l’infini, soit :

dht
dha

= −ν∞ = −3K − 2G∞
6K + 2G∞

(C.10)

ht =

√
3S0

6K + 2G∞
− ν∞ha (C.11)

En éliminant ht avec les relations C.10 et C.11 dans la relation C.8, on obtient :

σ =
√

3S0
6K

6K + 2G∞
+

(
2G∞

9K

6K + 2G∞

)
ha (C.12)

Cette relation peut s’écrire sous la forme :

σ = Y0 + E∞ha (C.13)

Avec :

E∞ = 2G∞
9K

6K + 2G∞
(C.14)

Y0 =
√

3S0
6K

6K + 2G∞
(C.15)



Annexe D

Rotation de Jaumann en cisaillement
simple

Fig. D.1 – Transformation de cisaillement simple : la configuration de référence Ω0 est en
bleu et celle actuelle Ωt est en rouge. La base (~e1, ~e2, ~e3) est orthonormée. Les dimensions
dans la configuration de référence sont la largeur b, la hauteur h et l’épaisseur e. Un
paramètre γ est défini comme la ratio de ∆ sur h ; γ = ∆

h
. Sur le schéma γ est positif.

Nous nous plaçons dans le cas d’une transformation de cisaillement ou glissement
simple comme décrit à la figure D.1 dans un référentiel d’observation appelé b. Une base
(~e1, ~e2, ~e3) est choisie fixe dans le référentiel b.

La finalité du propos est de démontrer que la rotation de Jaumann αj dans ce cas est,
fonction du paramètre γ selon :

αj = −γ
2

(D.1)

à condition qu’à un instant nous ayons

αj = γ = 0 . (D.2)

La rotation de Jaumann est définie par

~ji = R̃bj . ~ei i = 1, 2, 3 (D.3)

où (~j1,~j2,~j3) est une base entraînée par la rotation de Jaumann et égale à (~e1, ~e2, ~e3), à
l’instant où γ est nul.
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Nous choisissons de chercher la solution de cette rotation de Jaumann de la forme
suivante

Mat R̃bj
(~ei) =

cosαj − sinαj 0

sinαj cosαj 0

0 0 1

 (D.4)

Choix de trois vecteurs libres Nous choisissons trois vecteurs matériels libres dans
la configuration de référence Ω0 pour lesquels il est simple de déduire de la transformation
comment ils sont entraînés par cette transformation de cisaillement simple. Ces vecteurs
représentent ce que certains appellent des fibres de matières. Il est admis que cette trans-
formation conduit à un champ de déformation homogène. Ainsi, il n’est pas nécessaire de
choisir des vecteurs matériels infinitésimaux. Notre choix est le suivant

•
−−−−→
∆x0 =

−−−−→
DC

•
−−−−→
∆y0 =

−−−−→
DA

•
−−−−→
∆z0 = e.~e3 .

Transformation des trois vecteurs libres D’après la transformation, ces vecteurs
ou fibres matérielles sont transformées en les vecteurs suivants, respectivement

•
−−−−→
∆xt =

−−−−→
DC

•
−−−−→
∆yt =

−−−−→
DA′ =

−−−−→
DA +

−−−−→
AA′

•
−−−−→
∆zt = e.~e3 .

Gradient de la transformation Le gradient de la transformation F̃ peut être défini
ainsi

~dxt = F̃ . ~dx0 (D.5)

pour toute fibre de matière infinitésimale ~dx. Ainsi, appliquons cette définition aux trois
vecteurs matériels choisis

−−−−→
∆xt = F̃ .

−−−−→
∆x0 (D.6)

−−−−→
∆yt = F̃ .

−−−−→
∆y0 (D.7)

−−−−→
∆zt = F̃ .

−−−−→
∆z0 (D.8)

ce qui donne
−−−−→
DC = F̃ .

−−−−→
DC (D.9)

−−−−→
DA +

−−−−→
AA′ = F̃ .

−−−−→
DA (D.10)

e.~e3 = F̃ . e.~e3 (D.11)
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Ces trois équations vectorielles constituent un système linéaire à 9 équations et 9 in-
connues, qui sont les composantes du tenseur F̃ . Après résolution de ce système nous
obtenons

Mat F̃ (~ei) =

1
∆

h
0

0 1 0

0 0 1

 =

1 γ 0

0 1 0

0 0 1

 (D.12)

Gradient eulérien des vitesses La dérivée par rapport au temps du gradient de la
transformation va alors être

Mat
•

F̃ (~ei) =

0 γ̇ 0

0 0 0

0 0 0

 (D.13)

tandis que son inverse sera

Mat F̃−1(~ei) =

1 −γ 0

0 1 0

0 0 1

 (D.14)

Le tenseur gradient eulérien des vitesses L̃ peut être calculée ainsi

L̃ =
•

F̃ ◦ F̃−1 (D.15)

Ainsi, sa matrice est

Mat L̃(~ei) =

0 γ̇ 0

0 0 0

0 0 0

 (D.16)

Taux de rotation Le taux de rotation W̃ peut être défini ainsi

W̃ =
1

2

(
L̃− L̃T

)
(D.17)

Ainsi, sa matrice est

Mat W̃ (~ei) =
γ̇

2

 0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 (D.18)

Vitesse de rotation de Jaumann La dérivée par rapport au temps de la rotation de
Jaumann est

Mat
•

R̃bj
(~ei) = α̇j

− sinαj − cosαj 0

cosαj − sinαj 0

0 0 0

 (D.19)
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La vitesse de rotation de Jaumann Ω̃bj peut être définie ainsi

Ω̃bj =
•

R̃bj ◦ R̃bjT (D.20)

Ainsi, sa matrice est

Mat Ω̃bj
(~ei) = α̇j

0 −1 0

1 0 0

0 0 0

 (D.21)

Définition de la vitesse de rotation de Jaumann La vitesse de rotation de Jaumann
est définie comme étant égale à tout instant au taux de rotation

∀ t Ω̃bj = W̃ (D.22)

Ainsi cela nous amène à l’équation suivante

∀ t (−α̇j)

 0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 =
γ̇

2

 0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 (D.23)

⇐⇒ ∀ t
(
α̇j +

γ̇

2

)
= 0 (D.24)

⇐⇒ ∀ t
˙(

αj +
γ

2

)
= 0 (D.25)

⇐⇒ ∀ t
(
αj +

γ

2

)
= θ0 (D.26)

où θ0 est une constante au cours du temps. Or, par hypothèse, il existe un instant tel que

αj = γ = 0 (D.27)

donc
θ0 = 0 (D.28)

et ainsi
∀ t αj = −γ

2
(D.29)



Annexe E

Contrainte conjuguée à la déformation
logarithmique

Soit pi la puissance des efforts intérieurs par unité de volume de référence :

pi = −J Tr
(
σ̃ ◦ D̃

)
(E.1)

Ainsi, la puissance des efforts intérieurs d’un corps B est :

Pi =

∫∫∫
B0
pi (M) dV0 (E.2)

où B0 est le domaine dans la configuration de référence du corps.
Soit τ̃ ∗ la contrainte eulérienne conjuguée à la déformation logarithmique h̃ selon la

dérivée de Jaumann. Nous appellerons ce tenseur, la contrainte conjuguée Jaumann-
Hencky gauche. Elle est définie par :

Tr

(
τ̃ ∗ ◦

◦j

h̃

)
= −pi (E.3)

pour tout état mécanique et toute vitesse d’évolution de cet état.
D’après la relation 4.7, on a :

Tr

(
τ̃ ∗ ◦

◦j

h̃

)
= Tr

(
τ̃ ∗ ◦

(˜̃δ(Ṽ ) . D̃
))

= Tr

(
D̃ ◦

(˜̃δT(Ṽ ) . τ̃
∗
))

= Tr
(
D̃ ◦

(˜̃δ(Ṽ ) . τ̃
∗
))

= Tr
((˜̃δ(Ṽ ) . τ̃

∗
)
◦ D̃

)
Donc

∀D̃ symétrique,Tr
((˜̃δ(Ṽ ) . τ̃

∗
)
◦ D̃

)
= −pi = J Tr

(
σ̃ ◦ D̃

)
Donc

Tr
((˜̃δ(Ṽ ) . τ̃

∗ − Jσ̃
)
◦ D̃

)
= 0 ∀D̃ symétrique

(E.4)
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Donc le tenseur d’ordre deux
(˜̃δ(Ṽ ) . τ̃

∗ − Jσ̃
)

est antisymétrique. Or ce tenseur
est aussi symétrique, donc il est nécessairement nul. D’où la définition de la contrainte
conjuguée Jaumann-Hencky gauche :

˜̃δ(Ṽ ) . τ̃
∗ = Jσ̃ ⇐⇒ τ̃ ∗ = J ˜̃δ−1

(Ṽ ) . σ̃ (E.5)

[Eterovic & Bathe 1990, Perić et al. 1992, Xiao et al. 2000, Miehe et al. 2002, Its-
kov 2004, Shutov & Ihlemann 2014] définissent Σ̃ une contrainte conjuguée à la déforma-
tion lagrangienne logarithmique H̃ = ln Ũ ainsi :

Tr

(
Σ̃ ◦

•

H̃

)
= −pi (E.6)

Or

R̃ ◦
•

H̃ ◦ R̃T =
◦rp

h̃ (E.7)

où R̃ est la rotation propre et ◦rp. la dérivée objective corotationnelle de Green-Naghdi.
Ainsi,

Tr

(
Σ̃ ◦

•

H̃

)
= Tr

(
R̃ ◦ Σ̃ ◦ R̃T ◦ R̃ ◦

•

H̃ ◦ R̃T

)
= Tr

(
Σ̃′ ◦

◦rp

h̃

)
(E.8)

où Σ̃′ = (R̃◦Σ̃◦R̃T ) est alors la contrainte eulérienne conjuguée à la déformation loga-
rithmique h̃ selon la dérivée de Green-Naghdi, que nous appellerons contrainte conjuguée
Green-Naghdi-Hencky gauche.

Ils aboutissent à la relation suivante :

Σ̃′ = J ˜̃γ−1

(Ṽ ) . σ̃ (E.9)

où ˜̃γ(Ṽ ) satisfait la relation [Hoger 1986] :

◦rp

h̃ = ˜̃γ(Ṽ ) . D̃ (E.10)

Ainsi, les relations 4.7 et E.10 sont analogues ; La première exprime la relation entre
le taux de déformation D̃ et la dérivée de Jaumann de la déformation logarithmique h̃,
tandis que la seconde exprime la relation entre ce taux D̃ et la dérivée de Green-Naghdi
de cette déformation h̃. Les tenseurs de contrainte eulériens conjugués respectifs, notés
τ̃ ∗ et Σ̃′, sont alors définis par les relations E.5 et E.9.
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Résumé 
Ce travail concerne l’étude théorique, numérique et expérimentale du comportement 
mécanique élastoplastique en chargements cycliques complexes multiaxiaux de 
matériaux métalliques. Le comportement élastoplastique est décrit par un modèle 
multisurface, avec une prise en compte des grandes transformations. Ce modèle est 
écrit dans l’espace multidimensionnel d’Ilyushin des déformations, de dimension 5. La 
modélisation qui en résulte permet de décrire le comportement multiaxial des 
matériaux métalliques, en chargements cycliques complexes, notamment non 
proportionnels, avec une prise en compte des déformations finies, de l’irréversibilité 
indépendante du temps, des effets secondaires cumulés (effet Poynting-Swift) et des 
effets d’écrouissage cyclique. Le modèle ainsi développé a été implémenté dans un 
code commercial de calcul par éléments finis, afin de produire un outil opérationnel de 
calcul des structures telles que les équipements mécaniques et les composants 
internes des centrales hydroélectriques (turbines, alternateurs, etc.). Le modèle 
proposé a été validé par comparaison à des résultats d’essais biaxiaux de traction-
torsion combinées, réalisés sur un acier inoxydable. Ce modèle a été complété par 
une analyse énergétique et thermodynamique qui permet la mise en place, à terme, 
d’une approche énergétique pertinente pour le suivi de l’endommagement par fatigue. 
Dans le cadre de ce travail, cette approche a été illustrée par la proposition d’un critère 
de fatigue, validé par la comparaison de ses prédictions à celles d’autres critères de 
fatigue classiques, proposés dans la littérature. 
 
Mots-clés : Plasticité cyclique, comportement thermomécanique, fatigue des métaux, 
effets du second ordre, écrouissage cyclique, grandes transformations 
 
 
 
 
Abstract 
This work deals with the theoretical, numerical and experimental study of the 
elastoplastic mechanical behavior of metallic materials in complex multiaxial cyclic 
loadings. The elastoplastic behavior is described by a multisurface model, within the 
finite strain theory. This model is written in the five-dimensional Ilyushin strain space. 
The resulting model is able to describe the multiaxial behavior of metallic materials, in 
complex cyclic loadings, in particular non-proportional, taking into account finite strain, 
time-independent irreversibility, cumulative second order effects (Poynting-Swift 
effect) and cyclic hardening. The model has been implemented in a commercial finite 
element calculation code, in order to produce an operational tool for calculating 
structures such as mechanical equipment and internal components of hydroelectric 
power plants (turbines, alternators, etc.). The proposed model was validated by 
comparison with combined tensile-torsion biaxial test results obtained on stainless 
steel. This model has been completed by an energy and thermodynamic analysis that 
allows the implementation of a relevant energy approach for the monitoring of fatigue 
damage. As part of this work, this approach was illustrated by the proposal of a fatigue 
criterion, validated by the comparison of its predictions with those of other classical 
fatigue criteria proposed in the literature. 
 
Keywords: Cyclic plasticity, thermomechanical behavior, fatigue of metals, second 
order effects, cyclic hardening, finite strain 
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