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" La maladie est le côté nocturne de la vie, une
citoyenneté plus coûteuse. Chacun détient à la

naissance deux citoyennetés, l’une du royaume
de la santé, l’autre de la maladie. Bien que nous

préférions tous n’utiliser que le bon passeport,
chacun de nous est obligé, tôt ou tard, au moins
un temps, de nous identifier comme citoyen de

l’autre endroit."
SUASAN SONTAG
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Chapitre 1
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1.1 Introduction

La définition la plus commune et élémentaire de la modélisation est la
conception d’un modèle pour établir et instaurer une loi qui nous permet de
prédire la dynamique d’un système donnée dans le but d’anticiper ou d’opti-
miser certaines évolutions. Le mathématicien français Ivar Ekeland défini la
modélisation comme : "la construction (intellectuelle) d’un modèle mathé-
matique c’est-à-dire d’un réseau d’équations censé décrire la réalité". Cette
définition est pertinente quand il s’agit d’une modélisation mathématiques.
Cependant, elle est très restrictive si on se met dans le contexte plus large,
d’une épistémologie postulant l’unité des sciences. Dans ce cadre, la défini-
tion de la modélisation serait : "La modélisation est un processus de construc-
tion intentionnelle représentant, par un système de symboles, quelques per-
ceptions d’une expérience de la réalité perçue par le sujet modélisant". Dés
lors, un modèle n’est pas, et n’a pas, à être parfaitement ressemblant à la
réalité. Le but est d’atteindre une ressemblance suffisante qui dépend de
l’utilisation souhaitée et motivée par une question précise. Les modèles sont
donc hypothétiques et ils sont pertinents pour certains problèmes dans leurs
contextes.

Largement associée aux sciences de l’ingénieur et aux sciences physiques
et mécaniques, la modélisation mathématique appliquée à la biologie et au
contexte biomédical s’est diffusée d’une manière relativement rapide au fil
des vingt dernières années, vu les enjeux majeurs de la médecine.

C’est dans ce cadre qu’intervient ce chapitre, consacré aux définitions et
aux concepts de bases où nous présentons notre approche de modélisation
d’un phénomène qui se trouve au carrefour des sciences : le cancer. Nous
commençons en premier lieu, par donner une définition générique du cancer
qui soit en harmonie avec les sciences physiques et sociales. Par la suite, nous
nous arrêtons sur quelques concepts de bases de biologie relatifs aux cancer.
Après cela, nous introduisons brièvement la théorie du contrôle optimal, le
principal outil mathématique utilisé dans l’optimisation des traitements anti-
cancéreux. Finalement, et avant de conclure nous décrivons et synthétisons le
manuscrit.
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1.2 Qu’est ce que le cancer?

1.2.1 Le cancer : une population inertielle

Le prix Nobel de physiologie ou médecine a été remis en 1973, pour la
première fois à des spécialistes du comportement : Konrad Lorenz, Nikolaas
Tinbergen et Karl von Frisch, pour leurs découvertes au sujet de "l’orga-
nisation et la mise en évidence des modes de comportements individuels et
social". Sans trop s’étaler à propos de ce sujet, ce trio d’ethologues a large-
ment étudié le comportement des espèces animales dans leurs environnement
et a surtout abordé la question de l’instinct, l’innée et l’acquis : une question,
à ce jour, controversée.

A la recherche d’une définition générique du cancer, nous allons nous ar-
rêter sur le concept d’instinct tel qu’il est défini par Lorenz et ses collègues :
l’acte élémentaire à l’état pur qui s’efforce de faire dériver tout comportement
animal et humain de réflexes conditionnés [Lorenz, 1970]. D’un autre coté,
Jean- Baptiste Lamarck, l’un des premiers naturalistes à avoir compris la né-
cessité théorique de l’évolution des êtres vivants, définit l’instinct comme
étant :" le produit d’un sentiment intérieur qu’il possède ; sentiment très-
obscur qui, dans certaines circonstances, l’entraîne à exécuter des actions
à son insu, sans détermination préalable, sans l’emploi d’aucune idée, et par
suite, sans la participation de la volonté : telle est, pour moi, la véritable
définition de l’instinct" [Deterville and Jean-François-Pierre, 1817]. Ce qu’il
y a en commun entre ces deux définitions c’est le fait que l’instinct pour-
rait être défini comme une force, une action ou une énergie emmagasinée,
intrinsèque à l’individu ou à son espèce et qui résiste aux forces physiques
environnantes ; une action non conditionnée.

Afin d’analyser un peu plus ces définitions nous allons nous inspirer d’une
analogie, entre le mouvement des astres et la dynamique des populations,
faite par Lev Ginzburg et Mark Colyvan [Ginzburg et al., 2004]. Il est vrai
que la physique et l’écologie sont deux disciplines qui ont peu de choses en
commun. Cependant, en écologie, nous définissons l’instinct par la tendance
naturelle commune chez les individus de la même espèce. Cela nous renvoie
à un concept assez similaire, en physique newtonienne, celui de l’inertie que
nous définissons comme étant la tendance naturelle commune de tout objet
physique. Au XVIIe siècle, la physique a connu un bouleversement extrême-
ment important, une nouvelle vision a été annoncée par Galilée et Newton,
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qui ont vu le mouvement rectiligne uniforme comme étant l’état naturel, ou
pour employer les termes de Konrad Lorenz, l’état pur de tout objet physique,
contrairement à l’idée reçue, dictée par la physique aristotélicienne, qui at-
testait que l’état naturel de n’importe quel objet physique est l’immobilité
et que la tendance naturelle de cet objet s’est d’y retourner et de retrouver
cet état de repos. Ainsi, selon Aristote, si un objet est en mouvement, il est
sans doute soumis à une force le contraignant à se déplacer. Par contre, se-
lon le principe d’inertie newtonienne, si un corps est en mouvement, alors, il
resterait en mouvement à moins qu’une force l’oblige à s’immobiliser. Dés
lors, selon la vision aristotélicienne, pour que les planètes continuent à tour-
ner autour du soleil, elles doivent être soutenues par une force. De plus, cette
force doit changer constamment de direction pour rester en orbite. Elles ont
besoin, pour ainsi dire, de «la main de Dieu». Par contre, selon le principe de
Newton, les planètes n’ont besoin d’aucune force externe pour les maintenir
en mouvement, au contraire, c’est même leur état pur, leur "instinct". Ainsi,
pour synthétiser, ce que représente l’instinct en éthologie représente l’inertie
en physique.

Une question à tirer de cette analogie : que se passerait-t-il si rien ne se
passe? La réponse la plus intuitive c’est le repos, l’état par défaut, et donc
rien ne se passe en absence de forces agissant sur les objets, alors que le
vrai état par défaut, quelque peu étonnamment, se révèle être un mouvement
rectiligne uniforme.

Revenons maintenant à notre problématique de base, celle du cancer. Nous
aborderons la question en considérant la tumeur comme une population for-
mant un organisme à part entier et essayons d’y appliquer les principes de la
dynamique des populations.

De toute évidence, le nombre d’individus d’une population peut augmen-
ter de deux manières : la naissance et l’immigration. De même, la population
peut décroître de deux manières : décès et émigration. On peut donc dire que
la population à un moment donné est égale à la population initiale plus les
nouveaux immigrants et toutes les naissances moins les émigrants et les dé-
cès. Puisque le processus de naissance et de mort nous intéresse le plus, nous
négligeant la migration et donc la seule manière avec laquelle les nouveaux
individus apparaissent est la reproduction, de la même manière, la seule fa-
çon avec laquelle ils disparaissent est la mort. Le nombre d’individu à tout
moment est alors égal à la population initiale plus les nouveaux nés, moins
les décès. Il est important ici, de ne pas confondre le taux de naissance et
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le nombre de naissance. Le taux de naissance ou de natalité p est la vitesse
normalisée de naissance. De même, pour le taux de mortalité m. Ainsi, nous
exprimons le taux d’accroissement r (i.e. vitesse d’accroissement normalisée
d’une population) d’une population donnée par :

r = p−m.

Il est aussi à noté que travailler avec des entiers comme le nombre de nais-
sance n’est pas adéquat pour des modèles mathématiques, il convient donc de
se ramener à des variables d’états réelles. De ce fait, nous considérons la va-
riables d’états comme étant des densités d’individus (e.g. nombre d’individu
par unité d’espace).

Supposons maintenant que la densité de la population à un moment donné
t0 est N(0). Après un certain temps, la population sera égale au nombre ini-
tiale N(0), plus toutes les naissances dans la période intérimaire moins tous
les décès au cours de la même période. En absence de toute force externe
sur cette dynamique, le taux d’accroissement r de la population demeure
constant. Cette dynamique est centrale dans l’écologie des populations et dé-
crit une croissance exponentielle ou malthusienne des populations (nous y
reviendrons un peu plus en détail dans la section suivante). Cette dynamique
décrit la situation par défaut, l’état pur, de toute population en absence de
toute force externe. Par conséquent, en dehors des forces externes agissant
sur la population, si le nombre de naissance est supérieur au nombre de décès
(i.e. un taux d’accroissement positif), la population va croître exponentiel-
lement, par analogie aux planètes qui vont tourner indéfiniment au tour du
soleil. La dynamique, décrite ci dessus, représente donc l’instinct ou l’inertie
de toute population.

Nous supposons maintenant que nos individus sont en réalité des cellules
vivantes. Nous pourrons, ainsi, définir le cancer comme une population de
cellules inertielles qui ne se fient qu’à leur instinct celui de croître indéfini-
ment. En d’autres termes, le cancer est une population de cellules qui évo-
lue en absence de toute force externe et dont l’environnement a perdu tout
contrôle. Une population de cellules qui se trouvent à leur état pur et naturel.

1.2.2 Le cancer : une organisation sociale pluricellulaire

Le corps humain a longtemps été considéré plus compliqué que le mé-
canisme d’horlogerie fine jamais conçu. Et comme tout mécanisme d’hor-
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logerie, on pensait qu’il pourrait être réduit à de nombreux composants qui
pourraient être isolés et examinés. Ce genre d’approche, longuement adoptée,
est considéré comme mécaniste, réductionniste qui, par sa nature, nécessite
un regard de plus en plus petit sur les choses. Sauf qu’en adoptant cette ap-
proche, et en regardant de plus en plus petit, la grande image pourrait être
omise et non reconnue. D’où la nécessité d’adopter une nouvelle approche
qui, contrairement à la pensée réductionniste, considère que tout système
complexe est un phénomène indivisible, que nous devons l’étudier dans sa
totalité et surtout dans son contexte social, conformément au dicton : "le tout
est plus que la somme de ses parties". Ceci s’explique par le fait que les
interactions sociales entre les éléments d’un système induit l’émergence de
nouvelles propriétés non déductibles de ces entités. C’est dans ce contexte,
que Charles Darwin évoque la loi de corrélation de croissance : "les formes
déterminées de diverses parties d’un être organique sont toujours liées à cer-
taines formes d’autres parties qui apparemment n’ont aucun lien avec elles"
[Darwin, 1880]. Ce qui nous renvoie à une définition élémentaire du système
complexe qui considère tout phénomène comme une entité avec des caracté-
ristiques liées à sa totalité et des propriétés non déductibles de ses éléments.

En sociologie, et par opposition à l’approche réductionniste, l’approche
complexe considère les individus d’une société comme des agents qui sont
conditionnés, d’une manière relativement inconsciente par un phénomène de
socialisation à travers des normes, des règles et des valeurs. Par ailleurs, ce
qui détermine l’existence et la valeur de l’individu c’est son existence sociale
et son interaction avec son milieu (voir figure 1.1). Dans [Durkheim, 2017]
Émile Durkheim expliqua que : “La cause déterminante d’un fait social doit
être cherchée parmi les faits sociaux antécédents, et non parmi les états de la
conscience individuelle".

Cette approche représente donc le problème clé et le fil conducteur de
la sociologie cellulaire. En effet, un organisme biologique est composé, à
toutes les échelles (moléculaire, cellulaire, organes, individuelle,. . . ) d’entité
structurales et fonctionnelles qui sont en interaction permanente. Dés lors, en
s’inspirant de l’explication de Durkheim, l’expansion d’une population cel-
lulaire ou son extinction est un fait social dont la cause déterminante réside
dans les interactions cellulaires antécédentes. Le cancer n’en fait pas une ex-
ception. Effectivement, un cancer est composé d’un bon nombre de cellules
cancéreuses qui interagissent ensemble pour former un organisme pluricellu-
laire dont le seul objectif c’est l’expansion. En interagissant ensemble cette
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FIGURE 1.1 – Approche complexe VS approche réductionniste.

agglomération de cellules cancéreuses a pu trouver, à travers les interactions
sociales antécédentes, un objectif commun. C’est ce qui nous amène à aban-
donner la vision réductionniste "individualiste" de la cellule et à adopter une
perspective sociale qui pourrait expliquer la formation et l’évolution des can-
cers. Il y a donc deux principes qui illustrent l’approche complexe au niveau
écologique :

— Changer tout élément affecte à terme le système.
— Changer le système affecte à terme tout élément.
En ce sens, nous allons percevoir le cancer comme un "tout", tout en consi-

dérant la cellule individuelle comme un système en équilibre et en interac-
tion constante avec son environnement. Ainsi, le cancer est considéré comme
étant un organisme qui conditionnera les interactions cellulaires (le comporte-
ment des cellules) et répondra comme une totalité, à la fois aux changements
intérieurs et extérieurs.

Ceci rejoint le concept de holon, introduit par le philosophe Arthur Koest-
ler qui a largement étudié les organismes vivants et les organisations sociales
[Adam et al., 1999]. Ce concept met en évidence le fait que dans la vie réelle,
une entité peut être un tout ou une partie, et ne peut pas être considérée
comme "un absolu". Dés lors, un holon est défini comme étant, un ensemble
et est inclus dans un autre Holon. Il est donc une partie de quelque chose de
plus grand que lui-même, qu’on appelle superholon, et ainsi de suite.
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FIGURE 1.2 – Organisation holonique sous forme de holarchie. (figure inspirée de la repré-
sentation d’organisations agents de [Ferber]

Plusieurs holons en interactions forment alors une hiérarchie dite holar-
chie (voir figure 1.2). Ceci nous renvoie à la définition de la cellule, qui pour-
rait être perçue comme un être vivant à part entier, mais fait aussi partie d’un
autre organisme vivant.

Il est à noter aussi, qu’un superholon est influencé par les entités qui le
composent, en même temps qu’il les influence. Par analogie, il y a une in-
terdépendance entre les cellules et le groupe cellulaire formé, un tissu, un
organe, un organisme, etc...

Dans une structure holarchique, si cette communication bidirectionnelle
entre les niveaux est compromise, tout le système s’effondre, ce qui est le cas
pour les systèmes biologiques. Quand l’interdépendance entre les cellules et
le tissu est rompue nous remarquons le déclenchement d’anomalies d’ordre
systémique tel que le cancer.

1.3 Modélisation du cancer

1.3.1 Développement du cancer : contexte biomédical

Le cycle cellulaire : Les cellules représentent les briques élémentaires de la
construction de toute vie. Elles se renouvellent et se reproduisent constam-
ment par division cellulaire avec un cycle périodique appelé le cycle cellu-
laire (voir la figure 1.3). Ce cycle cellulaire couvre la durée de vie d’une
cellule et représente la transition d’une cellule de sa naissance à sa division.
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Au cous de cette transition, chaque cellule passe par une séquence complexe
d’événements moléculaires régulées et codées dans l’ADN (acide désoxyri-
bonucléique).

La première phase du cycle cellulaire est une phase de croissance qu’on
appel la phase G1. Au cours de cette phase, la taille de la cellule augmente
et la synthèse des enzymes nécessaires à la réplication de l’ADN est réalisée.
Ensuite, la cellule passe à une deuxième phase, qu’on note S, où se produit
la synthèse de l’ADN et où tous les chromosomes sont dupliqués, doublant
ainsi la quantité d’ADN dans la cellule. Par la suite, la cellule entre dans
une deuxième phase de croissance G2 durant laquelle d’autres composants
cellulaires tels que les microtubules nécessaires à la mitose sont synthétisés.
La phase qui suit, c’est la phase M , la dernière phase du cycle cellulaire.
Durant cette phase, la croissance cellulaire s’arrête, la mitose se produit, et on
obtient donc deux cellules filles génétiquement identiques à la cellule mère,
modulo des mutations. Chacune des deux cellules filles rentre ensuite dans le
cycle cellulaire et recommence le processus entier.

Tout au long de ce cycle cellulaire il y a des mécanismes de contrôle, gé-
néralement à la fin de chaque phase, afin de vérifier que les processus ont été
correctement exécutés avant le début de la phase suivante. Ainsi, des points de
contrôle sont situés à la fin de la phaseG1 pour vérifier si l’ADN a été endom-
magé et si les conditions environnementales (par exemple, apport d’oxygène
et de nutriments) sont adéquates pour la duplication cellulaire. À ce stade, il
est décidé si la cellule doit avancer dans le cycle cellulaire pour se diviser ou
retarder la division et entrer dans un stade de repos qu’on noteG0. Dés lors, si
tous les points de contrôle sont passés, la duplication de la cellule commence.

Les points de contrôle représentent donc, l’interface de communication
entre une population cellulaire (tissu, organe, etc...) et son environnement.
Ce dernier, condionne la croissance de la population, en intervenant sur les
mécanismes de contrôle du cycle cellulaire. C’est ce que nous appelons les
forces externes dûes à l’environnement.

Cependant, des erreurs de mitose peuvent survenir et provoquer des mu-
tations pouvant éventuellement mener à une coupure de communication et
ainsi, au développement de maladie comme le cancer. C’est pourquoi, il est
dit généralement que le cancer est une maladie de l’ADN c’est-à-dire, le ré-
sultat d’une altération ou d’une succession de mutations au niveau du matériel
génétique.
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FIGURE 1.3 – Le cycle cellulaire.

Classification des cancers : Les mots cancer ou tumeur sont couramment uti-
lisés pour décrire toute croissance non contrôlée des cellules. Une définition
générique qui regroupe une centaine de maladies très différentes avec cha-
cune ses propres stratégies thérapeutiques. En effet, en fonction du type de
cellule, de l’organe concerné et du type de mutations qui se sont produites,
nous distinguons différent type de cancer. Par exemple, on repère les tumeurs
solides qui forment une masse bien définie et qui se développent dans les tis-
sus et les organes (reins, prostate, etc...) des tumeurs liquides du sang (lym-
phome et myélome). De ce fait, une classification dite histologique (i.e. en
fonction de la nature du tissu dans lequel le cancer se développe) est effec-
tuée pour distinguer les différents types de cancer (voir tableau 1.1).

Les principales caractéristiques des cellules cancéreuses : La prolifération et la
division des cellules normales sont conditionnées par le milieu où elles évo-
luent. Dé lors, la croissance d’un tissu sain est finement régulée par son en-
vironnement. En effet, les cellules normales ne se divisent que lorsqu’elles
sont stimulées par des facteurs de croissance présents dans leur milieu. De
plus, si elles sont endommagées, des mécanismes se mettent en place les
empêchant de se diviser davantage, jusqu’à ce qu’elles soient entièrement ré-
parées. Si non, les cellules endommagées et non réparées subissent une mort
programmée (apoptose). D’autre part, les cellules normales ne peuvent se di-
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Principaux type
de cancers

Tissu d’origine de la tumeur Localisation

Adénocarcinome Épithélium (tissu de recouvrement
des glandes)

Sein, foie, rein, prostate, ovaire,
thyroïde, colon, estomac, glandes

salivaires, poumon,...
Carcinome

épidermoïde
Épithélium malpighien (peau,

muqueuses, épiderme)
Peau, voies digestives, poumon,
sphère ORL (larynx, pharynx,
cavité buccale), col utérin,...

Sarcome Tissu de soutien ou
musculo-squelettique (os, muscles,

tissu conjonctif ou graisseux,...)

Os, cartilage, tissu graisseux,
vaisseaux,...

Lymphome de
Hodgkin

Lymphocytes B ou T, cancer
caractérisé par la présence de

grosses cellules atypiques

Ganglions, rate

Lymphome
non-Hodgkinien

Lymphocytes B ou T Ganglions, voies digestives, peau,
cerveau, os, organes génitaux,

poumon,...
Leucémie Cellules de la moelle osseuse

(blastes)
Sang

Myélome Cellules de la moelle osseuse
(plasmocytes)

Moelle osseuse

TABLE 1.1 – Les différents types de cancer selon le tissu dont ils sont originaires

viser qu’un nombre limité de fois et elles ont besoin d’un apport constant en
nutriments.

Contrairement aux cellules normales, les cellules cancéreuses ont échappé
à leurs environnement et à leur contexte social, ne se fiant qu’à leurs instincts.
De ce fait, elles ont acquis de nouvelles capacités, qui les différencient des
cellules normales.

Dans une première étude, publiée en 2000, dans la revue Cell, Douglas
Hanahan et Robert A. Weinberg distinguent 6 caractéristiques pour les cel-
lules cancéreuses [Hanahan and Weinberg, 2000] (voir figure 1.4) :

Auto-stimulation de signaux de croissance : L’une des caractéristiques les
plus importantes est l’auto-stimulation des signaux de prolifération. Ainsi,
pour proliférer, les cellules cancéreuses ne dépendent plus des signaux de
croissance émis par l’environnement, et elles vont désormais, répondre aux
signaux qu’elles produisent elles-mêmes, il s’agit ici de stimulation auto-
crine. Ces signaux de croissance, sécrétés par les cellules cancéreuses sti-
mulent aussi les cellules voisines, on parle alors de stimulation paracrine.
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FIGURE 1.4 – Les caractéristiques d’une cellule cancéreuse [Hanahan and Weinberg, 2000]

En plus, la présence des cellules cancéreuses stimule les composants de
la matrice extracelullaire tels que les fibroblastes, qui sécrètent en retour, des
facteurs de croissance.

D’autre part la quantité de récepteurs membranaires d’une cellule cancé-
reuse augmente, ce qui amplifie la réponse cellulaire à ces facteurs de crois-
sance. D’un autre côté, les boucles de rétroaction, censées atténuer cette ré-
ponse, sont inactivées, conduisant à une croissance accrue et à une division
cellulaire anormale [Evan and Vousden, 2001].

Insensibilité aux signaux d’anti-croissance : Les cellules cancéreuses sont
généralement résistantes aux signaux qui empêchent leurs croissance.

La progression dans le cycle cellulaire est normalement contrôlée et condi-
tionnée par un ensemble de mécanismes de contrôle moléculaires. Si des
erreurs de réplication génétique sont repérées (mutation(s) au niveau de
l’ADN), des protéines interviennent pour arrêter le cycle cellulaire, empê-
chant ainsi, la cellule de se diviser et de proliférer. Sauf que, dans de nom-
breuses cellules cancéreuses, ces protéines sont altérées ou considérablement
inhibées. C’est le cas, par exemple, des complexes Cyclin-CDKs.

Une autre façon, avec laquelle le milieu contrôle la croissance des cel-
lules normales, c’est l’inhibition de contact. Les cellules cessent de se diviser
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lorsqu’elles sont en contact avec d’autres cellules voisines. En effet, des pro-
téines, dites de jonction, s’instaurent entre les cellules et empêchent la divi-
sion cellulaire lorsque les cellules entrent en contact les unes avec les autres
[Abercrombie, 1970].

Les cellules cancéreuses perdent généralement cette propriété et se di-
visent et se développent les unes sur les autres de manière incontrôlée, même
au contact des cellules voisines [McClatchey and Yap, 2012].

Evasion aux mécanismes d’apoptose : Les cellules cancéreuses se caracté-
risent par leurs insensibilités aux signaux d’apoptose ou de mort cellulaire.
Ces signaux empêchent la duplication des cellules endommagées, et donc le
développement des tumeurs.

L’insensibilité à ces signaux de régulation entraîne la réplication des cel-
lules dont le matériel génétique est altéré. Plusieurs types d’altération géné-
tiques induisent cette insensibilité. L’une des mutations les plus classiques
est l’inactivation du gène codant la protéine p53, une protéine suppresseur de
tumeur responsable de la mort cellulaire programmée [Elmore, 2007].

Le potentiel de réplication infinie : Les cellules saines du corps n’ont pas
la capacité de se diviser indéfiniment. Elles ont un nombre limité de divi-
sions avant d’entrer irréversiblement en sénescence, un état stable mais non
prolifératif. Ce processus est régulé par l’érosion des télomères, les parties
terminales des chromosomes (i.e. la taille du télomère diminue et il perd les
nucléotides aux extrémités des chromosomes, au cours de chaque cycle cel-
lulaire). Ainsi, une cellule ayant des télomères trop érodés cesse de se divi-
ser. Par exemple, les cellules de mammifères sont limitées à environ 50 à 70
multiplications, point à partir duquel elles atteignent un stade de sénescence.
Cette limite est dite la limite de Hayflick [Marieb and Hoehn, 2014].

Cependant, on observe, chez les cellules cancéreuses, une surproduction
de télomèrases, une protéines qui reconstruisent les télomères érodés, ce qui
permet à la cellule de se reproduire indéfiniment [Greenberg, 2005]. Envi-
ron 85% des cancers régulent positivement la télomérase et les 15% restants
utilisent une méthode appelée allongement alternatif des télomères [Reddel,
2003].
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La capacité à stimuler la croissance de vaisseaux sanguins : L’angiogenèse est
le processus par lequel de nouveaux vaisseaux sanguins se forment. Les cel-
lules cancéreuses semblent être en mesure de relancer ce processus afin de
s’assurer qu’elles reçoivent un apport continu d’oxygène et d’autres nutri-
ments nécessaire à leurs survies.

Les tissus normaux du corps sont traversés par des vaisseaux sanguins qui
délivrent l’oxygène circulant dans le sang. Les cellules doivent être à proxi-
mité des vaisseaux sanguins, pour obtenir suffisamment d’oxygène afin de
subvenir à leurs besoins. De nouveaux vaisseaux sanguins se forment lors
du développement des embryons ou par exemple lors de la réparation d’une
plaie. Une tumeur en expansion nécessite de nouveaux vaisseaux sanguins
pour fournir suffisamment d’oxygène, surtout aux cellules cancéreuses qui
se trouvent à l’intérieur du volume tumoral, exploitant ainsi ces processus
physiologiques normaux à son avantage. Pour ce faire, les cellules cancé-
reuses acquièrent la capacité de créer un nouveau système vasculaire, en ac-
tivant le commutateur angiogénique [Bergers and Benjamin, 2003]. Ainsi,
elles contrôlent les cellules non cancéreuses présentes dans la tumeur, qui
peuvent former des vaisseaux sanguins, à la fois, en réduisant la production
de facteurs inhibant la production de vaisseaux sanguins et en augmentant la
production de facteurs favorisant leur formation [Folkman, 2006].

Invasion d’autres tissus en formant des métastases : L’une des propriétés les
plus connues des cellules cancéreuses est leur capacité à envahir les tissus
voisins et former des métastases. C’est ce qui différencie une tumeur maligne
d’une tumeur bénigne.

Les cellules cancéreuses doivent subir plusieurs modifications pour ac-
quérir la capacité de métastaser. C’est un processus comprenant plusieurs
étapes qui commence par une invasion locale des cellules dans les tissus en-
vironnants. Ils doivent ensuite, envahir les vaisseaux sanguins, survivre dans
l’environnement hostile du système circulatoire, quitter ce système et com-
mencer à se diviser dans le nouveau tissu. Pour pouvoir se déplacer, plusieurs
classes de protéines impliquées dans la fixation des cellules à leur tissu sont
modifiées. Ces protéines sont principalement les cadhérines et les intégrines.
De plus, les cellules cancéreuses favorisent la sécrétion des enzymes de pro-
téolyse ou de métalloprotéinases (MMP) qui dégradent la matrice extracellu-
laire. Ainsi, les cellules cancéreuses acquièrent une mobilité et peuvent dés
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lors migrer dans les tissus voisins [van Zijl et al., 2011].
Dans une deuxième étude plus récente, publiée en 2011, Weinberg et Ha-

nahan proposent 4 nouvelles caractéristiques [Hanahan and Weinberg, 2011],
qui sont :

Voies métaboliques anormales : La plupart des cellules cancéreuses utilisent
des voies métaboliques anormales pour générer de l’énergie. Otto Warburg a
même, émis le postulat, selon lequel ce changement dans le métabolisme
constitue la cause fondamentale du cancer [Warburg, 1956].

En fait, la majorité des cellules normales produisent de l’énergie grâce à
un taux relativement bas de glycolyse (i.e. morcellement du glucide en molé-
cules plus simples) suivie d’une oxydation du pyruvate dans la mitochondrie
[Alfarouk et al., 2011, Gatenby and Gillies, 2004, Kim and Dang, 2006].
Par contre, on observe, chez les cellules cancéreuses que la production de
l’énergie s’effectue moyennant un taux comparativement fort de glycolyse
suivie d’une fermentation d’acide lactique dans le cytosol en empêchant les
mitochondries de terminer leur respiration aérobie normale (oxydation du py-
ruvate, du cycle de l’acide citrique et de la chaîne de transport d’électrons)
[Alfarouk et al., 2014, Alfarouk, 2016]. Ce phénomène est appelé effet War-
burg.

Échappement à la surveillance et à l’action du système immunitaire : Notre or-
ganisme est doté de plusieurs mécanismes immunitaires, de surveillance et de
contrôle. En fait, un grand nombre de tumeurs restent à un stade bénin et ne
forment pas de métastases. C’est évidemment, la surveillance immunitaires
qui les empêche d’acquérir plus de mutations et de devenir invasives. Cepen-
dant, les tumeurs malignes sont insensibles à cette surveillance immunitaire.

Instabilité du génome : Les cellules cancéreuses présentent, généralement,
des anomalies chromosomiques importantes, qui s’aggravent au fur et à me-
sure de l’évolution de la maladie. Les cellules HeLa, par exemple, sont ex-
trêmement proliférantes, et présentent une tétraploïdie 12, des trisomies 6, 8
et 17 et un nombre de chromosomes modaux de 82 (plutôt que le nombre
diploïde normal de 46). La tumorigenèse (i.e. le déclenchement du proces-
sus tumoral) commence probablement, par de petites mutations génétiques,
mais une fois que le processus est déclenché les cellules cancéreuses sont
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capables de muter à des vitesses beaucoup plus rapides [Hanahan and Wein-
berg, 2011].

Le caractère inflammatoire : Des découvertes récentes ont mis en évidence
le rôle de l’inflammation chronique locale dans l’apparition de nombreux
types de cancer. En effet, les pathologistes reconnaissent depuis longtemps,
que certaines tumeurs sont infiltrées par des cellules du système immunitaire,
reflétant ainsi les conditions inflammatoires survenant dans les tissus non
néoplasiques (i.e. avant le déclenchement du processus tumoral) [Desmou-
lière, 2008]. Avec l’apparition de marqueurs permettant la détermination des
différents types de cellules immunitaire, il est maintenant clair que chaque
tumeur contient des cellules immunitaires présentes à des densités variables,
allant d’une petite quantité détectables uniquement avec des anticorps spé-
cifiques, à des inflammations importante qui sont apparentes même avec les
techniques de coloration histochimique standard [Pages et al., 2010].

Il est désormais évidement, que dans certains cas, l’inflammation inter-
vient aux premiers stades du processus tumoral et elle est capable de favoriser
le développement d’un petit volume tumoral en cancers à part entière [Qian
and Pollard, 2010].

Les différentes phases de la croissance tumorale : Pour les tumeurs solides, on
peut distinguer différentes phases de développement. Une phase avasculaire
qui représente la première étape de la croissance tumorale. Au fur et à mesure
de son développement, une tumeur nécessite un apport régulier d’oxygène et
de nutriments pour subvenir à ses besoins et se dupliquer. Au début de la ma-
ladie, les cellules tumorales se regroupent et forment une unité cohérente et
organisée. Au fil du temps, les cellules qui se trouvent au centre sont privées
des nutriments nécessaires pour se diviser. Dés lors, un noyau nécrotique de
cellules mortes se développe à l’intérieur de la tumeur [Anderson and Cha-
plain, 1998, Marušić et al., 1994]. Face à cette pénurie de nutriments, les
cellules tumorales déclenchent une sécrétion de facteurs de croissance endo-
thélial vasculaire (VEGF) qui favorisent la création d’un réseau de vaisseaux
sanguins qui permettent l’alimentation de la tumeur en nutriment. De nos
jours, plusieurs études et approches thérapeutiques sont basées sur cette phase
, en essayant de cibler ces facteurs de croissance [Folkman, 1971, 1972].

Avec la création de ce réseau vasculaire, la tumeur passe à la deuxième

28



phase appelée angiogenèse tumorale. Une fois que la tumeur a réussi à déve-
lopper son propre système vasculaire, sa taille devient suffisamment grande
et des petites parties de la tumeur se détachent et migrent, à travers la cir-
culation sanguine, vers d’autres organes ou parties du corps. C’est le dernier
stade du développement de la tumeur qu’on appel métastase. Cette phase de
développement tumorale est l’une des principales caractéristiques d’une tu-
meur maligne. Effectivement, dans ce cas, les chances de survie diminuent
et les options de traitement sont limitées. D’où l’importance de connaître le
degré de développement d’une tumeur dans le pronostic et l’évaluation de
la maladie. On définit 4 stades de développement qu’on note TNM (i.e. T
pour tumeur, N pour ganglion ou nodes en anglais et M pour métastase) de
classification des tumeurs solides :

— Le stade 1 correspond à une tumeur de petite taille.
— Le stade 2 correspond à un volume plus important.
— Le stade 3 correspond à un envahissement des ganglions lymphatiques.
— Le stade 4 correspond à une extension plus large sous forme de méta-

stases.
Cette classification nous permet d’évaluer l’évolution de la tumeur et d’af-

finer le pronostic. Cependant, elle ne constitue pas un verdict. Chaque per-
sonne est différente et chaque tumeur est différente. L’évolution de la tumeur
dépend de plusieurs autres paramètres, comme : les antécédents médicaux de
la personne et sa réponse au traitement.

Dans les modèles qui suivent, nous allons nous intéresser aux trois pre-
miers stades du développement, soit la phase avasculaire de la tumeur.

1.3.2 Approches thérapeutiques

Compte tenu du fait qu’il existe plusieurs types de cancer et que les per-
sonnes atteintes ne répondent pas toutes de la même manière au traitement,
il existe plusieurs thérapies contre le cancer et avec plusieurs modalités d’ad-
ministration. Elles peuvent être prescrites seules ou d’une manière combinée
en fonction de chaque situation.

On distingue deux grandes familles de traitements anticancéreux. Les trai-
tements curatifs dont l’objectif est l’éradication complète de la tumeur. On
adopte ce genre de traitement pour certains types de cancer, par exemple,
dans le cas du cancer de la prostate, si la tumeur est locale, l’ablation de la
prostate élimine généralement la maladie. Dans d’autres situations, une gué-
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rison totale n’est pas réaliste, dés lors l’objectif serait de gérer la maladie,
de retarder sa progression ou de la maintenir à un niveau tolérable avec un
minimum de symptômes.

On peut illustrer 5 grands types de traitements :

La chirurgie : Il s’agit du premier traitement proposé pour les personnes
atteintes d’un cancer. C’est la forme la plus ancienne du traitement des can-
cers dont le principe est assez simple ; une fois la tumeur est diagnostiquée et
localisée on opère le patient pour la soustraire. Tout dépend de la situation,
de la localisation de la tumeur et du type de la tumeur en question, l’objectif
est soit l’élimination totale de la tumeur, et ainsi la guérison du patient, soit
amoindrir la taille de la tumeur, dans la mesure du possible, afin de soulager
le patient.

La chimiothérapie : La chimiothérapie est un traitement basé sur l’ad-
ministration d’une ou de plusieurs substances chimiques cytotoxiques qui
permettent l’inhibition de la prolifération des cellules tumorales ou même
leurs destruction. Elle dépend de/des agent(s) cytotoxique(s) employé(s). La
chimiothérapie reste à ce jour la principale option non chirurgical pour le
traitement du cancer. On peut avoir recours à la chimiothérapie en tant que
procédure principale pour éliminer la tumeur ou comme traitement adjuvant
pour cibler les métastases microscopiques après une chirurgie ou une radio-
thérapie. En fonction de la situation, la chimiothérapie est planifiée sous la
forme d’un calendrier qui détermine les doses, les jours de traitement ainsi
que la durée totale du traitement et le mode d’administration des agents cyto-
toxiques. On appelle la séance de perfusion ou d’administration une cure. Elle
est généralement suivie par une période de repos permettant à l’organisme de
récupérer et de se préparer pour la cure suivante. Néanmoins, durant ces pé-
riodes de récupérations, la tumeur reprend elle aussi sa croissance et retrouve
son développement habituel. Les calendriers d’administration sont variables
d’un protocole de traitement à un autre. Ils comprennent habituellement 4 à
6 cures, le plus souvent espacées de 21 jours. La durée totale du traitement
s’étale donc souvent sur une période de 3 à 6 mois. La détermination de la
dose à administrer au patient s’effectue au préalable lors des essais cliniques.
Cette dose ne prend en compte que la substance utilisée et la surface cor-
porelle du patient. Elle est évaluée sur la base de la dose maximale tolérée
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(i.e. en fonction du maximum d’effets secondaires tolérables), appelée MTD.
L’évaluation de la dose optimale fera notre objet d’étude au deuxième cha-
pitre de ce manuscrit. La figure 1.5 illustre qualitativement certaines courbes
de réponse à la chimiothérapie avec des périodes de repos.

FIGURE 1.5 – Exemples de simulations in silico. Réponse à la chimiothérapie avec des pé-
riodes de repos, à gauche les cellules cancéreuses sont bien sensibles au traitement par contre
à droite les cellules cancéreuses échappent au traitement.

La radiothérapie : L’emploi de la radiothérapie est assez fréquent dans la
prise en charge des cancers. Elle consiste en l’exposition des cellules cancé-
reuses à des rayons qui provoquent une transformation des cellules, induisant
la perte de leur faculté à se diviser. Généralement, seule la zone tumorale est
exposée à ces rayons afin d’éviter que des cellules saines ne soient elles aussi
altérées. La radiothérapie peut être aussi réalisée avant ou après une interven-
tion chirurgicale, selon l’objectif à atteindre : diminuer la taille de la tumeur
ou, tout simplement, l’éliminer complètement.

L’hormonothérapie : L’hormonothérapie repose sur l’idée de bloquer la
production ou l’activité d’une ou de plusieurs hormones. En effet, l’une des
forces extérieurs exercées par l’environnement sur une population cellulaire,
s’effectue à travers plusieurs hormones qui peuvent avoir soit un effet posi-
tif, soit un effet négatif sur sa croissance. En fait, la présence de certaines
hormones produites naturellement par l’organisme favorisent la multiplica-
tion de certaines cellules cancéreuses. En bloquant l’action de ces hormones
moyennant une drogue, on peut réduire considérablement la croissance de la
tumeur.
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Les thérapies ciblées : Les thérapies ciblées présentent l’un des enjeux les
plus importants de la médecine personnalisée. Un concept qui tend à prendre
en compte avant la prescription du traitement le profil biologique du patient
et les caractéristiques moléculaires de la maladie dans le but d’adapter le bon
traitement pour chaque situation. Jusqu’à récemment, pour un même diagnos-
tic, les médecins prescrivaient exactement le même protocole thérapeutique
à tous les patients. Cependant, les patients sont différents biologiquement les
uns des autres.

Aujourd’hui, c’est surtout en cancérologie que le concept de thérapies ci-
blées a connu de grands progrès. Ces thérapies peuvent agir sur des récep-
teurs spécifiques pour bloquer la croissance de la tumeur, c’est le cas, par
exemple, du trastuzumab/Herceptin, du pertuzumab/Omnitarg ou du lapati-
nib/Tykerb [Badache and Hynes, 2004]. D’autres types de thérapies ciblées
agissent comme des anti-angiogéniques (par exemple bevacizumab/Avastin
ou sunitinib/Sutent) qui s’opposent à la formation des nouveaux vaisseaux
sanguins qui contribuent énormément à la croissance des tumeurs [Ferrara
et al., 2005].

Une autre perspective thérapeutique intervenant dans ce cadre, repose sur
l’existence d’une petite fraction de cellules dans la tumeur ayant les caracté-
ristiques de cellules souches, CSC, et qui sont directement responsables de
la croissance tumorale, de l’apparition des métastases, et expliquent la ré-
sistance au traitement [Donnenberg and Donnenberg, 2005]. De nombreuses
recherches et études expérimentales sur les tumeurs solides, renforcent cette
hypothèse. Dés lors, une thérapie ciblant les CSC semble être une voie pro-
metteuse pour lutter contre le cancer. Ceci fera l’objet d’étude aux troisième
et quatrième chapitre.

1.4 Les modèles écologiques et leurs limites

Les modèles mathématiques sont des représentations subjectives (percep-
tion) de la réalité qui traduisent un phénomène ou une situation en termes
et formules mathématiques afin de répondre à une question définie au préa-
lable. Les modèles sont donc pertinents seulement pour certains problèmes et
dans certains contextes. Deux types de modèles peuvent être distingués ; les
modèles descriptifs et les modèles prédictifs [par exemple, Rice, 1983].

Les modèles descriptifs sont un ensemble de tableaux, de relations et de
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données décrivant une situation ou un phénomène, sans prendre en compte
les fluctuations et les interactions par rapport au temps. L’objectif de ce type
de modélisation et de faire parler les données afin de décrire la réalité et de
comprendre ses mécanismes. Par contre, les modèles prédictifs sont une col-
lection de ces mêmes objets mais qui décrivent comment une situation ou un
phénomène change d’un état à l’autre dans le but d’anticiper des événements
ou des situations. L’avantage de ce type de modélisation, c’est qu’il peut être
implémenté sur un ordinateur pour produire et simuler des réponses à par-
tir de formules qui dépendent des données, des paramètres et des variables
connues, dites « explicatives » qui vont être utilisées pour identifier d’autres
variables inconnues, dites « à expliquer ».

Les deux objectifs majeurs des simulations sont : l’identification et la des-
cription de la dynamique et le contrôle du système. C’est dans ce cadre, que
la modélisation mathématique se met au service de la médecine en générale,
et de l’étude des différentes interactions intervenant dans le développement
d’un cancer en particulier.

Dans cette section, nous allons présenter les principaux types de modèles
mathématiques couramment utilisés pour décrire la croissance tumorale tout
en mettant l’accent sur leurs limites.

Pour commencer, un modèle qui décrit la croissance d’une population de
cellules cancéreuses peut simplement être écrit sous la forme générale sui-
vante :

dN

dt
= taux instantané de [Naissances - Décès + migration]. (1.1)

Avec N la densité des cellules cancéreuses.

1.4.1 Les modèles populationnels

La croissance exponentielle :

Le modèle de croissance exponentielle, souvent évoqué sous le terme de
croissance malthusienne et l’un des modèles linéaires les plus basiques et élé-
mentaires qui soient. En fait, en 1956, Collins a proposé que les tumeurs, en
absence de toutes forces extérieures, ne se fient qu’à leur instinct et donc se
développent d’une manière exponentielle, avec une cellule donnant naissance
à deux cellules, ces deux cellules à quatre cellules ... et ainsi de suite [Collins,
1956]. Effectivement, sur une courte période et dans des conditions environ-
nementales constantes et sans migration, les taux de naissance et de décès
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peuvent être considérés constants et proportionnels à la densité des cellules
N . Dans un tel cas, la loi de croissance générale (1.1) devient exponentielle
(i.e. malthusienne) c’est à dire de la forme :

dN

dt
= rN, (1.2)

avec r le taux d’accroissement de la population :

r = p−m,

où p et m sont des paramètres constants représentant respectivement le taux
de naissance et le taux de décès. Ainsi, si le volume tumoral initial à l’instant
t = 0 est donné par N0, alors la population tumorale évolue de la manière
suivante :

N(t) = N0e
rt. (1.3)

Dés lors, si r > 0 alors la population va croître d’une manière exponentielle,
si par contre r < 0 nous aurons une décroissance exponentielle de la popula-
tion des cellules cancéreuses qui tend vers l’extinction.

En utilisant ce modèle de croissance malthusien, on peut expliciter le
temps de dédoublement d’une tumeur (DT ) qui caractérise sa croissance :

DT =
ln(2)

r
. (1.4)

Ce temps de doublement représente la durée nécessaire pour qu’une une
tumeur double de volume. Au cours des années 60-70, les temps de double-
ment de nombreuses tumeurs ont été identifié [Spratt Jr and Spratt, 1964].

Le modèle malthusien (i.e. croissance exponentielle) est couramment uti-
lisé pour décrire la croissance tumorale au début de son développement, soit
au cours de la croissance avasculaire et au début de la phase de vascularisa-
tion. Néanmoins, l’utilisation de ce type de croissance pourrait ne pas être
applicable et réaliste sur de longues périodes du fait que, à un certain mo-
ment, des forces extérieures vont intervenir sur la dynamique de la tumeur et
ralentir sa croissance. En effet, la capacité écologique du milieu représentée
par, la limitation de l’espace et la pénurie des nutriments qui s’accentuent au
fur et à mesure de la croissance tumorale, induit des forces de compétitions
entre les cellules. Ces forces s’opposent à la dynamique de la tumeur.

C’est pourquoi, il est, cliniquement observable, que le taux d’accroisse-
ment net r diminue en fonction de N . Ceci s’explique simplement par le fait
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que, avec des quantités limitées d’oxygène et de nutriments disponibles et
une concurrence accrue pour ces ressources, le taux de naissance p diminue
en fonction de la taille de la population N tandis que le taux de décès m aug-
mente. Afin de remédier à ce problème, de nombreux modèles proposent une
croissance tumorale suivant une courbe sigmoïdale (i.e. S-shaped, voir figure
1.6), comme par exemple le modèle de Gompertz et le modèle logistique.

FIGURE 1.6 – Une croissance tumorale sigmoïdale. Leucémie humaine des cellules Jurkat T
[Reuss et al., 2004].

La croissance Gompertzienne :

La loi de croissance Gompertzienne, a été introduite en 1825 par Benja-
min Gompertz comme modèle démographique de la mortalité. Étant donné
que ce modèle, prend en considération les forces extérieures du milieu qui se
développent proportionnellement à la croissance tumorale et qui s’opposent
à son expansion, il est l’un des modèles les plus couramment utilisés pour dé-
crire la croissance tumorale, surtout à ses derniers stades. Ce modèle suggère
la diminution exponentielle de la densité des cellules proportionnellement à
la taille totale de la tumeur et c’est ce qui nous permet de tenir compte de
la capacité de l’environnement. Avec une telle approche de modélisation, le
taux d’accroissement net de la population cellulaire r dépend désormais de
la taille de la tumeur N et s’écrit de cette manière :

r(N) = λ−R ln(N),

avec λ un paramètre positif résumant les effets de l’inhibition mutuelle entre
les cellules et la compétition pour les nutriments et R un paramètre positif
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représentant un retard (i.e. une pénalité) de croissance pour les tumeurs ayant
un grand volume tumoral.

L’équation différentielle décrivant le volume de la tumeur (1.2), devient :

dN

dt
= (λ−R ln(N))N. (1.5)

Ainsi, le volume de la tumeur est donné par :

N(t) = exp

(
λ

R
(1− e−Rt)

)
. (1.6)

Le terme exp(λ/R), est souvent décrit comme la capacité limite du milieu.
Du fait que :

lim
t→∞

N(t) = exp(
λ

R
).

La loi de croissance Gompertzienne est assez descriptive pour la dynamique
des grands volumes de tumeurs qui se rapprochent de cette capacité limite.

La croissance logistique :

L’un des modèles le plus utilisé pour décrire la dynamique des cellules
tumorales. Tout comme le modèle de Gompertz le modèle logistique prend
en compte la capacité du milieu en proposant :

r(N) = λN(1− N

K
),

avec λ un paramètre positif résumant le taux intrinsèque d’accroissement de
la population et K la capacité limite du milieu appelé aussi charge utile de
l’environnement. Ainsi, selon la croissance logistique, l’équation différen-
tielle décrivant le volume de la tumeur (1.2), devient :

dN

dt
= λN(1− N

K
). (1.7)

Il est clair que 0 est une solution de l’équation (1.7). Supposons que N(t) 6=
0,∀t ≥ 0, et soit x(t) = 1

N(t) . Alors :

dx

dt
= λ(x− 1

K
).

Cette équation peut être résolue analytiquement et donne :
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x(t) = µeλ +
1

K
avec µ une constante.

donc

N(t) =
K

Kµeλ + 1

A l’équilibre nous avons :

dN

dt
= 0⇔ N ∗ = 0 ou N ∗ = K

Analysons maintenant la stabilité des différents points d’équilibre.
Nous avons r′(N) = λ(1− 2N

K ).
Dés lors :
— Stabilité locale de 0 : R′(0) = λ > 0 alors, 0 localement asymptotique-

ment instable.
— Stabilité locale de K : R′(0) = −λ < 0 alors, K localement asympto-

tiquement stable.
L’avantage de la croissance logistique se résume au fait qu’elle est très

polyvalente. En effet, si K est très grand, la cinétique devient presque expo-
nentielle pour de petites valeurs de temps. Effectivement, loin de la capacité
limite du milieu, la population se développe d’une manière exponentielle,
mais au fur et à mesure, les restrictions commencent à se faire sentir, la crois-
sance de la population s’amortie et la population finit par se stabiliser.

Le modèle logistique est essentiellement empirique et doit être ajuster à
des données cliniques. Il convient à plusieurs ensembles de données de tu-
meurs et il est très utilisé (voir [Choe et al., 2011]).

Tout comme les deux derniers modèles de croissance (Malthusienne et
Gompertizenne) le modèle de croissance logistique ne prend pas en compte
l’interaction entre l’organisme porteur de la tumeur et la tumeur elle-même.
Et étant donnée que chaque patient et différent et que chaque tumeur est dif-
férente, l’utilisation de ce genre de modèles classiques reste injustifié quand
il s’agit d’une médecine personnalisée. En fait, à aucun moment dans ces
modèles, on a fait intervenir des paramètres physiologiques qui caractérisent
le patient. Pour ce faire, nous avons besoin d’un cadre mathématique qui dé-
crit la physiologie de l’organisme, un tel cadre est fourni par la théorie DEB.
(Dynamic Energy Budget) [Kooijman, 2010].
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1.4.2 Modèle physiologique : La théorie DEB

La théorie DEB s’appuie sur un ensemble de règles métaboliques caracté-
risant les individus. Ces règles sont basées sur des mécanismes fondamentaux
que tous les organismes vivant semblent avoir en commun. A partir de ces
règles, nous sommes capables de fournir des expressions quantitatives pour
divers processus physiologiques.

Conformément à la théorie, tout organisme vivant est structuré en deux
composantes, la structure de la biomasse et la réserve. La structure de la bio-
masse peut être considérer comme étant le volume de l’organisme, qu’on
note V (t), et la réserve, c’est là où l’organisme stock l’énergie assimilée,
qu’on note E(t). Cette énergie sera, par la suite, mobilisée pour deux types
de processus physiologiques, les processus somatiques et les processus de
maturation et de reproduction.

L’innovation de DEB, par rapport aux autres théories physiologiques, est
le concept de la réserve : les nutriments absorbés de l’environnement sont
d’abord convertis en une réserve avant d’être utilisés pour un métabolisme
ultérieur [Kooijman, 2010]. Cette réserve est séparée de la structure et elle
est synthétisée à partir des nutriments assimilés pour subvenir aux besoins
métaboliques de l’organisme : maintenance somatique, croissance (augmen-
tation de la masse structurale, préparation à la reproduction, maintien des sys-
tèmes de défense, tel que le système immunitaire), maturation (augmentation
de l’état de maturité) et reproduction. Cette séparation entre la réserve et la
structure crée un environnement chimique interne plutôt constant, ce qui per-
met d’intégrer le concept de la mémoire métabolique. Ainsi, les fluctuations
de l’abondance des ressources n’affectent pas à terme l’individu [Kooijman,
2010].

De plus, la théorie DEB est en cohérence avec les principes physiques de
la conservation de la masse et de l’énergie. En effet, elle prend en compte les
contraintes stoechiométriques sur la production [Kooijman, 2010].

Le modèle standard de la théorie DEB décrit l’organisation métabolique
de base de l’individu. C’est le modèle élémentaire, non-dégénéré le plus
simple [Kooijman, 2010]. Il définit un individu par ses variables d’états qui
caractérisent son volume V et sa réserve E et fait intervenir plusieurs pa-
ramètres physiologique relatif au profil biologique de l’organisme. Dans le
deuxième chapitre, nous allons construire un modèle décrivant la réponse
tumorale au traitement en se basant sur les travaux de Van Leeuwen [van
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Leeuwen et al., 2003] qui a intégré au modèle standard de la théorie DEB
une deuxième structure représentant le volume tumoral. Ainsi, nous serons
en mesure de décrire la réponse d’une tumeur au traitement, tout en prenant
en considération le profil biologique du patient.

1.5 La théorie du contrôle optimal

La théorie du contrôle optimal est une branche du calcul des variations.
Elle est apparue après la seconde guerre mondiale, pour remédier à des pro-
blèmes pratiques surtout dans le domaine de l’aéronautique. Les problèmes
de contrôle optimaux concernent la minimisation de certains critères de per-
formance imposés à un système dynamique soumis à des contraintes. En fait,
le but de cette théorie est d’amener un système d’un état initial donné à un
certain état final, en respectant certains critères. L’objectif pourrait être soit
la stabilisation d’un système pour le rendre insensible aux perturbations ex-
ternes, soit le contrôler via une commande optimale [Trélat, 2008].

De nos jours, cette théorie est largement utilisée dans le domaine de la
biologie et en particulier dans la conception des protocoles thérapeutiques.

Au cours des essais cliniques et, en raison de la grande complexité des
phénomènes, la planification des agents et de leurs dosages se fait générale-
ment par des approches d’essais très coûteuses. C’est dans ce contexte qu’in-
tervient la théorie du contrôle optimal et ce afin d’identifier un traitement op-
timal qui maximise ou minimise une fonction de performance appelée aussi
fonction objectif. Cette fonction de performance peut représenter le volume
de la tumeur. Ainsi, l’inertie de la tumeur aura tendance à maximiser cette
fonction, ce qui est le cas du quatrième chapitre. Par contre, les forces exer-
cées par l’environnement et par le traitement auront tendance à minimiser
cette fonction, ce qui est le cas dans le troisième chapitre.

La figure 1.7 donne un aperçu sur les principaux composants impliqués
dans un tel problème.

1.6 Description de la thèse

Ce travail de recherche est structuré sur cinq chapitres : un premier cha-
pitre consacré aux définitions et aux concepts de base biologiques et mathé-
matiques, où nous avons développé notre approche conceptuelle et essayé
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FIGURE 1.7 – Représentation schématique des éléments structurels d’un problème de
contrôle optimal.

de former une définition générique du cancer qui soit en cohérence avec les
sciences physiques et sociales.

Le deuxième chapitre, a pour objectif de trouver et d’identifier la concen-
tration optimale de la dose du traitement à administrer au patient, tout en
prenant en considération son profil biologique et les caractéristiques molécu-
laires de la maladie. Ce chapitre s’inscrit dans le cadre d’une médecine per-
sonnalisée et permet une discussion au tour de la notion de la dose maximale
tolérée (MDT) qui ne prend en compte que la surface corporelle du patient.
Ce chapitre présente une nouvelle approche de modélisation de la dynamique
tumorale et de la réponse au traitement en se basant sur une théorie méta-
bolique dite la théorie DEB (Dynamic Energy Budget)[Kooijman, 2010]. Ce
travail a été soumis au journal theory in Bioscience.

Dans le chapitre 3, le modèle conçu est basé sur l’hypothèse des cellules
souches cancéreuses (CSC) et prend en compte l’hétérogénéité de la tumeur.
De plus, ce chapitre rentre dans le cadre des nouvelles tendances thérapeu-
tiques, où nous qualifions le cancer comme une maladie chronique qui doit
être traitée comme tout autre maladie chronique. En d’autres termes, nous ne
cherchons plus à éradiquer totalement le cancer mais plutôt à trouver un cer-
tain équilibre en essayant de stabiliser et de contrôler la croissance tumorale
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moyennant une thérapie ciblée composée de plusieurs agents chacun visant
un type cellulaire. L’objectif majeur de ce chapitre est d’identifier un calen-
drier optimal pour l’administration des agents thérapeutiques en utilisant la
théorie du contrôle optimal. Ce travail a été soumis au journal Mathematical
Biosciences and Engineering.

Le quatrième chapitre de ce manuscrit s’inscrit dans la continuité du cha-
pitre précédent dans la mesure où le modèle a été étendu de manière à ce
qu’il prend en considération d’autres phénomènes biologiques tel que la dé-
différenciation des CSC, ce qui nous a permis de modéliser la résistance au
traitement et l’adaptation de la tumeur.

Le chapitre 5, un peu en marge des études précédentes a pour but d’in-
troduire une nouvelle méthode de modélisation basée sur les systèmes dy-
namiques polynomiaux sur des corps finis. Nous montrons comment cette
approche permet de bien modéliser les réseaux de régulations de gènes.
D’autres part, cette approche nous permet d’introduire le niveau moléculaire,
complémentaire au niveau cellulaire, traité dans les chapitres précédents. Ce
travail a été soumis au journal Discrete Mathematics & Theoretical Computer
Science.
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Chapitre 2

Problèmes de métabolisme global dans
l’optimisation du traitement du cancer
avec la théorie du budget énergétique
dynamique

"Notre corps n’est pas une marchandise produite en masse fa-
briquée en usine sur un modèle unique" Haruki Murakami
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2.1 Introduction

Le problème thérapeutique majeur en oncologie est de limiter les effets se-
condaires toxiques des médicaments [Michalopoulos and DeFrances, 1997].
Ainsi, l’objectif est d’obtenir le meilleur contrôle de la tumeur avec un mini-
mum de complications dans les tissus sains. La durée de la chimiothérapie et
sa fréquence (quotidienne, hebdomadaire ou mensuelle) dépendent du type
de cancer dont souffre le patient, de l’agent cytotoxique utilisé et de la ma-
nière dont l’organisme porteur de la tumeur répond au traitement. En effet,
le médicament est généralement administré par cycles intermittents, en alter-
nance avec des périodes de repos pour permettre à l’organisme de reprendre
ses forces et de récupérer [Gasparini, 2001]. De plus, les périodes de traite-
ment courtes permettent de diminuer le risque de résistance aux médicaments
[Pouchol et al., 2018]. Dans ce cadre, le médecin devrait être en mesure de
donner au patient au moins un aperçu sur la durée du traitement de la chi-
miothérapie. Il est possible que le protocole thérapeutique planifié, au début,
soit légèrement modifié avec le temps pour l’adapter aux réactions de l’orga-
nisme.

En fait, généralement, dans de nombreux protocoles, on commence par es-
pacer les cycles de chimiothérapie, en retardant la prochaine administration
du médicament d’une semaine ou deux pour permettre une récupération hé-
matologique plus complète (une autre raison, moins souvent mentionnée dans
les études traitant principalement la minimisation des effets secondaires indé-
sirables est le fait d’administrer des doses importantes d’agents cytotoxiques
implique la sélection de populations cellulaires résistantes aux traitements ce
qui rend le processus de guérison plus compliqué [Pouchol et al., 2018]).

Parfois, il existe différentes règles d’adaptation impliquant une diminution
de la dose [Ewesuedo and Ratain, 2003]. En général, si après deux cycles
successifs, le traitement n’est pas efficace ou si on remarque d’importants
effets indésirables, la dose est réévaluée pour assurer un rythme plus ou moins
satisfaisant. Ainsi, la détermination du traitement approprié, et du temps de
récupération optimal nécessaire, diminuera la quantité de toxicité à laquelle
les patients sont exposés.

Généralement, les modèles conventionnels impliquent des fonctions de
croissance classiques largement utilisées en écologie, telles que les fonctions
malthusiennes, logistiques ou de Gompertz [Vaidya and Alexandro Jr., 2018].
Ce type de réponses fonctionnelles est très utile pour décrire la croissance
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d’une tumeur sphérique qui évolue in vitro. Néanmoins, leur application reste
moins justifiée quand il s’agit d’une tumeur qui évolue in vivo car aucun des
paramètres de ces modèles ne prend en compte l’interaction entre la tumeur
et l’hôte (i.e. l’organisme porteur de la tumeur). Pour surmonter cette diffi-
culté, on se propose d’introduire un modèle tenant compte de la physiolo-
gie de l’organisme basé sur la théorie du budget énergétique dynamique (i.e.
Théorie DEB) [Kooijman, 2010]. Cette approche nous permet d’introduire
des paramètres physiologiques cliniquement identifiables et adaptés à la fois
à la tumeur et au patient tels que la masse grasse du patient et la gourmandise
de la tumeur.

Ainsi, notre objectif est de déterminer la dose optimale (i.e. exprimée par
la durée d’absorption de l’agent cytotoxique) et l’agressivité optimale du trai-
tement (i.e. choix de l’agent cytotoxique) correspondant aux paramètres phy-
siologiques d’un patient donné et qui nous permettront de réduire la taille
de la tumeur à un volume étant quasiment nulle. Par conséquent, nous avons
conçu un modèle mathématique qui permet de simuler les protocoles de trai-
tement pour évaluer les stratégies optimales de la chimiothérapie qui per-
mettent l’éradication de la tumeur, dans les limites de la toxicité tolérable
pour l’organisme. Cette approche nous permet d’améliorer les protocoles de
chimiothérapie conventionnels pour un meilleur contrôle des tumeurs.

Dans la deuxième section de ce chapitre, nous introduisons deux modèles
de croissance tumorale intégrant les mêmes protocoles de traitement cyto-
toxique pour étudier et comparer la réponse des cellules tumorales à ce trai-
tement.

Le premier modèle (un modèle de croissance cellulaire malthusienne) est
un modèle linéaire explicatif que nous avons utilisé pour calculer analytique-
ment la durée optimale d’absorption du traitement (i.e. la dose optimale de
l’agent cytotoxique à administrer) et son agressivité optimale. Nous avons
étendu ce premier modèle en se référant à la théorie DEB, et nous avons,
par la suite, réalisé des simulations numériques pour évaluer les effets des
paramètres physiologiques de l’hôte et de la tumeur sur la durée optimale
d’absorption du traitement et sur son agressivité optimale (section 2.3). Le
traitement optimal est formulé en termes de résolution d’un problème d’opti-
misation dont le principal objectif est d’assurer l’éradication de la tumeur tout
en minimisant la dose du traitement, sous la contrainte de préserver toutes les
caractéristiques des tissus sains.

Dans la troisième section, nous avons effectué une analyse de sensibilité

44



pour identifier les paramètres les plus influents affectant la durée optimale
d’absorption. Enfin, dans la quatrième section, nous discuterons nos résultats.

2.2 Descriptions des modèles

Dans cette section, nous introduisons deux modèles avec différentes ré-
ponses fonctionnelles de croissance cellulaire pour simuler des traitements
cytotoxiques. (i.e. la réponse au traitement est considérée linéaire pour les
deux modèles). Le premier modèle utilise la fonction de Malthus pour dé-
crire la dynamique de croissance cellulaire [Steel, 1967]. Il nous permet de
définir les conditions d’efficacité du traitement en termes de cellules tumo-
rales et saines. Il est également utilisé comme référence de comparaison avec
le deuxième modèle. Ce modèle est ensuite étendu en se basant sur la théorie
DEB [van Leeuwen et al., 2003] qui nous permet d’introduire des paramètres
physiologiques afin de prendre en compte le profil biologique du patient et
les caractéristiques moléculaires de la tumeur. Nous appellerons ce dernier
modèle Tumor in host model.

Pour les deux modèles, nous supposons que le programme thérapeutique
suivi par le patient consiste en l’administration de n doses d’un seul agent
cytotoxique (toxique pour toute cellule vivante) [Drewinko et al., 1981, Fuse
et al., 1994, Schabel, 1969]. Nous supposons également que l’agressivité du
traitement ne dépend que du type d’agent administré. Par contre, la concen-
tration de la dose interfère avec la durée de l’absorption que nous notons, tpri.
Par conséquent, pendant tpri, le taux de croissance de toutes les cellules vi-
vantes (i.e. Les cellules tumorales et les cellules saines) est supposé constant.
Tenant compte du fait que le traitement est toxique, aussi bien pour les cel-
lules cancéreuses que pour les cellules saines, il y a un temps maximale (i.e.
limite temporelle) à ne pas dépasser que nous notons tf . Par conséquent, le
patient devra ingérer plusieurs doses séparées par des temps de récupération,
trec. Nous supposons ainsi que la période d’une cure, Tcourse = trec + tpri, est
constante tout au long du processus (voir la figure 2.1).

Enfin, nous définissons un protocole thérapeutique comme une séquence
de n doses d’ingestion d’agent cytotoxique et de temps de récupération,
(ti)0≤i≤n avec ti+1 − ti = Tcourse, ceci en respectant la limite temporelle tf
(i.e. tn ≤ tf ). Nous supposons, qu’au delà de cette limite, la tumeur échap-
pera au traitement et développera une résistance au traitement administré
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FIGURE 2.1 – Illustration des deux modèles de croissance cellulaire avec le protocole théra-
peutique.

par adaptation au nouvel environnement cytotoxique, une question largement
étudiée par [Pouchol et al., 2018].

Soit Vc et Vs respectivement la densité de la tumeur et la densité des cel-
lules saines, sachant qu’un agent cytotoxique agit négativement sur Vc et Vs,
alors, on a pour tous 0 < i < n et t ∈ [ti + trec, ti+1[ (ou t ∈ [ti+1− tpri, ti+1[
comme ti + trec = ti+1 − tpri) :

dVs(t)

dt
= −rsTVs(t) (2.1)

dVc(t)

dt
= −rcTVc(t) (2.2)

où rsT and rcT sont respectivement les taux de régression des cellules saines et
tumorales dûe au traitement.

Le taux de mortalité cellulaire dû au médicament (la relation dose-
réponse) agit proportionnellement à la concentration du médicament, β et
à la sensibilité des cellules [Holford and Sheiner, 1981, Keefe et al., 1982].
Par conséquent, le taux de régression spécifique au volume dû à la chimio-
thérapie s’écrit :

rcT = ascβ, (2.3)
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avec a représentant l’agressivité du traitement, qui ne dépend que du composé
administré et sc la sensibilité intrinsèque des cellules tumorales au traitement
administré.

Durant les périodes de récupération, ∀ 1 ≤ i < n et t ∈ [ti, ti + trec[,
le nombre des cellules tumorales et saines augmentent selon leurs réponses
fonctionnelles spécifiques. Soit f et g respectivement les réponses fonction-
nelles de croissance des cellules tumorales et des cellules saines (voir figure
2.1). Ainsi,

dVs(t)

dt
= g(Vc, Vs)Vs(t) (2.4)

dVc(t)

dt
= f(Vc, Vs)Vc(t) (2.5)

Habituellement, il y a un délai entre le diagnostic et l’administration de
la première dose ; pendant cette période de traitement, la tumeur continue de
croître. Soient t0 le temps de diagnostic, V diag

c et V diag
s respectivement, les

volumes de la tumeur et des cellules saines au moment du diagnostic (voir
figure 2.1). Ainsi on a : dVc(t)

dt
= f(Vc, Vs)Vc(t)

Vc(t0) = V diag
c

(2.6)

et  dVs(t)

dt
= g(Vc, Vs)Vs(t)

Vs(t0) = V diag
s

(2.7)

Notre objectif est donc de définir la dose efficace minimale t∗pri et l’agres-
sivité minimale du traitement a∗, qui nous permettent de minimiser les effets
secondaires après exactement n cures (i.e. t = tf ) :

t∗pri = min
{
tpri, t.q. Vc(tf) ≤ V ∗c et Vc(t0) = V diag

c

}
(2.8)

a∗ = min
{
a, t.q. Vc(tf) ≤ V ∗c et Vc(t0) = V diag

c

}
(2.9)

où V ∗c est un voisinage de 0, tel que :

Vs(tf) ≥ V ∗s (2.10)

où V ∗s est un seuil défini tel qu’au dessous de cette limite, l’organe porteur de
la tumeur perd sa fonction.
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2.2.1 Croissance malthusienne

Sur une courte période, et dans des conditions environnementales relati-
vement constantes, où nous supposons qu’il n’y a pas de migration, il est
raisonnable de supposer que les taux de naissance et de décès sont constants
et proportionnels à la densité des cellules. Dés lors, nous supposons, ∀i < n
et t ∈ [ti, ti + trec[, que le volume des cellules tumorales Vc suit une crois-
sance malthusienne (i.e. f(Vc, Vs) = rc) où rc est le taux d’accroissement de
la population des cellules cancéreuses que nous percevons ici comme étant
l’agressivité de la tumeur.

dVc(t)

dt
= rcVc, (2.11)

avec la condition initiale Vc(ti).
Ainsi,

t∗pri = min
{
tpri, t.q. Vc(tn) = Vc(t0)e

n(rcTcourse−(rc+r
c
T )tpri) ≤ V ∗c et Vs(tf) ≥ V ∗s

}
,

(2.12)

a∗ = min
{
a, t.q. Vc(tn) = Vc(t0)e

n(rcTcourse−(rc+r
c
T )tpri) ≤ V ∗c et Vs(tf) ≥ V ∗s

}
,

(2.13)

et par conséquent,

t∗pri =
rcTcourse − 1

n ln( V ∗
c

Vc(t0))

rcT + rc
(2.14)

a∗ =
rctrec − 1

n ln( V ∗
c

Vc(t0))

scβtpri
. (2.15)

De plus, les équations décrivant l’effet cytotoxique sur les cellules saines
(équations (2.1) et (2.3)) impliquent :

dVs(t)

dt
= −assβtpriVs(t), (2.16)

où ss est la sensibilité intrinsèque des cellules saines au traitement.
Tout comme les cellules tumorales, les cellules saines profitent du temps

de récupération pour se régénérer [Michalopoulos and DeFrances, 1997].
Nous supposons que les cellules saines suivent aussi une croissance malthu-
sienne avec un taux de croissance, rs, tel que rs > rc et devrait être toujours
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au-dessus d’une certaine limite fonctionnelle qu’on note V ∗s , (voir équation
(2.18)). Alors,

Vs(tn) = Vs(t0)e
n(rsTcourse−(rs+r

s
T )tpri) ≥ V ∗s (2.17)

Ainsi,

tpri ≤
rsTcourse − 1

n ln( V ∗
s

Vs(t0))

rsT + rs
(2.18)

En se référant aux équations (2.14) et (2.18), on obtient une condition
nécessaire à l’existence de t∗pri :

rcTcourse − 1
n ln( V ∗

c

Vc(t0))

rcT + rc
≤
rsTcourse − 1

n ln( V ∗
s

Vs(t0))

rsT + rs
(2.19)

Étant donnée que rs > rc, l’inégalité (2.19) est satisfaite dans le cas spé-
cial où :

Vc(t0)

Vs(t0)
≤ V ∗c
V ∗s

(2.20)

On remarque que l’équation (2.20) est valable dans le cadre d’un diagnos-
tique précoce (i.e. le ratio Vc(t0)

Vs(t0) est petit).

2.2.2 Le modèle "Tumor-in-host model"

Nous supposons maintenant que, ∀i < n et t ∈ [ti, ti + trec[, la tumeur
et les cellules saines suivent, cette fois-ci, une fonction de croissance non
linéaire qui dépend des ressources disponibles et qui est modélisée par une
formule dérivée du modèle standard de la théorie DEB [Kooijman, 2010].

Le modèle standard DEB : Le modèle standard de la théorie DEB représente
l’organisation métabolique de base de tout organisme vivant. Conformément
au modèle standard DEB, tout organisme vivant est structuré en deux com-
posantes : une, représentant la structure du biomasse et l’autre, la réserve.
La structure du biomasse peut être considérée comme étant le volume de
l’organisme qu’on note Vs(t), par contre, la réserve, qu’on note E(t) est là
où l’organisme mobilise son énergie assimilée C(t). Cette énergie est par la
suite dépensée sur deux types de processus physiologiques : les processus
somatiques (croissance et maintenance de la structure) et les processus de
reproduction (développement et maintenance de la maturation) (voir figure
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FIGURE 2.2 – Les flux énergétiques du modèle standard DEB.

3.1). En vertu de ce qu’on appelle κ− rule, chaque individu dépense, priori-
tairement, une fraction fixe, κ, de son énergie aux processus somatiques sous
forme d’un coût énergétique, tandis que le reste de son énergie 1−κ est alloué
aux processus de reproduction. En se basant sur des observations empiriques,
le modèle standard DEB suppose que la valeur de κ est constante et indépen-
dante de la dynamique de la réserve et de la structure. La fraction κ est alors
estimée à partir de données observables que nous désignons par paramètres
primaires qui caractérisent l’espèce en question [Kooijman, 2010], ainsi :

Coût de la croissance = κC(t)− coût de la maintenance (2.21)

De plus, la théorie DEB suppose que les coûts de maintenance par unité de
volume structurel et par unité de temps [M ] sont constants, ce qui implique
que les coûts de maintenance totaux s’élèvent à :

M(t) = [M ]Vs(t). (2.22)

En outre, les coûts de la croissance par unité de volume [G] sont proportion-
nels à la vitesse de croissance de la structure de l’individu. Ceci implique que
les coûts de croissance totaux sont :

G(t) = [G]
Vs
dt
. (2.23)

A partir des équations (2.21), (2.22) et (2.23) nous pouvons écrire la dyna-
mique de la structure de l’individu tel que :

dVs(t)

dt
=
κC(t)− [M ]Vs(t)

[G]
(2.24)

50



FIGURE 2.3 – Les flux énergétiques du modèle.

En posant g et m, respectivement les taux d’énergie dépensée dans la crois-
sance et la maintenance et e l’énergie normée, on obtient :

dVs(t)

dt
=

1

g[Em]
C(t)−mVs, (2.25)

avec g = [G]/κ[E], m = [M ]/[G] et e = [E]/[Em]Vs, où [Em] est le maxi-
mum d’énergie que l’individu pourrait mobiliser par unité de volume struc-
turel. De plus, selon la théorie DEB, l’énergie mobilisée est donnée par :

C =
E

Vs
(νV 2/3

s − dVs
dt

), (2.26)

avec ν est la conductivité de l’énergie relatif à l’organisme. Donc, en rempla-
çant l’équation (2.26) dans la dynamique de la structure, (2.25) on obtient une
expression quantitative décrivant la dynamique de la structure de l’individu
en prenant en considération plusieurs paramètres physiologiques :

dVs(t)

dt
=
νeV

2/3
s − gmVs
g + e

. (2.27)

La croissance tumorale selon DEB [van Leeuwen et al., 2003] : Nous rajoutons au
modèle précédent (le modèles DEB standard) une deuxième structure qu’on
note Vc qui représente une tumeur solide. Celle-ci puise de l’énergie mobili-
sée dans la réserve au dépend de tout l’organisme [van Leeuwen et al., 2003]
(voir figure 3.2). Ainsi, nous généralisons κ − rule de manière à ce que le
modèle prenne en considération cette nouvelle structure Vc qui représente la
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tumeur. Comme les tissus tumoraux sont généralement moins différenciés
que les autres tissus, les coûts de croissance et maintenance tumoral sont plus
faibles que pour les cellules normales, ce qui leurs permet de proliférer plus
rapidement. Néanmoins, compte tenu du fait que la tumeur se trouve dans
un environnement qui est hors de contrôle, l’énergie mobilisée est allouée
prioritairement à la croissance de la tumeur. Soit, donc κu(Vc) ∈ [0, 1] est
la fraction de l’énergie que la tumeur s’est appropriée et a alloué à ses pro-
cessus somatiques (croissance et maintenance de sa structure). En reprenant
l’équation du bilan énergétique (2.21), on obtient :

Gu = κκuC(t)− coût de la maintenance de la tumeur, (2.28)
G = κ(1− κu)C(t)− coût de la maintenance de l’hôte, (2.29)

avec Gu est le coût énergétique allouée à la croissance de la tumeur. Par
conséquent, on obtient (voir annexe A.1 pour la démonstration) :

dVs(t)

dt
=

(1− κu(Vc))νe(t)Vs(t)2/3 − gmVs(t)
g + (1− κu(Vc))e(t)

(2.30)

dVc(t)

dt
=

(νVs(t)
2/3 +mVs(t))gκu(Vc)e(t)

ggu + (1− κu(Vc))gue(t)
−muVc(t) (2.31)

de(t)

dt
=

ν

Vs(t)1/3

(
ρ

(
V∞

Vc(t) + Vs(t)

)2/3

− e(t)

)
(2.32)

où V∞ représente le volume structurel maximum asymptotique que peut
atteindre un individu avec des ressources abondantes (ad libitum), gu est le
ratios d’investissement énergétique de la tumeur, mu représente l’énergie al-
louée à la maintenance de la tumeur, et ρ est le coefficient d’approvisionne-
ment alimentaire (voir tableau 2.1 pour la définition et les valeurs de tous les
paramètres).

Nous caractérisons la gourmandise de la tumeur (demande en énergie)
par le coefficient µu. Si µu = 1, alors chaque cellule tumorale consomme
la même quantité d’énergie qu’une cellule normale moyenne, si par contre
µu > 1, alors une cellule tumorale consomme plus qu’une cellule normale
moyenne [van Leeuwen et al., 2003]. Nous supposons aussi que cette de-
mande énergétique µu augmente proportionnellement avec la taille de la tu-
meur, dés lors [van Leeuwen et al., 2003] :

κu(Vc) =
µuVc(t)

Vc(t) + µuVc(t)
.
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paramètres Interprétations Valeurs Unités
g Ratio d’investissement énergétique 7.1 -
gu Ratio d’investissement énergétique de la tumeur 3.5 -
ν Conductivité de l’énergie 2.22 cm.week−1

m L’énergie allouée à la maintenance 0.041 week−1

V∞ Le volume maximal que l’hôte peut atteindre 436.96 cm3

mu Energie allouée à la maintenance de la tumeur 0.33 week−1

ω Coefficient de conversion énergétique 0.75 -
ρ Coefficient d’approvisionnement alimentaire 1 -

TABLE 2.1 – Les paramètres du modèle selon [Kooijman, 2010] et les expériences de Hu-
bert2000 et al.

On obtient donc un système d’équations différentielles décrivant la dyna-
mique de la structure de l’hôte Vs (organisme porteur de la tumeur), sa réserve
énergétique e ainsi que la dynamique du volume tumorale Vc.

Il faut souligner ici le fait que quand dVc(t)
dt < 0, l’équilibre énergétique du

modèle est négatif dû à la dégradation de la structure sans ré-allocation de
cette énergie dissipée. C’est pourquoi, les équations (2.30), (2.31), et (2.32)
ne sont valables que pour dVc(t)

dt ≥ 0. Afin de remédier à ce problème, soit t̂
l’instant où dVc(t)

dt = 0 et on suppose V̂s = Vs(t̂), V̂c = Vc(t̂), et ê = e(t̂).
De plus, l’énergie dissipée dûe à la dégradation de la structure est ré-allouée
aux processus somatiques de l’organisme. Soit ω est le coefficient d’efficacité
relatif au taux de ré-allocation (i.e. pour ω = 1, l’efficacité est à 100% et la
totalité de la structure dégradée est reconvertie aux processus somatique de
l’hôte).

Par conséquent, en intégrant ce fait dans les équations (2.30) et (2.31), on
obtient pour t ≥ t̂ (voir annexe A.2 pour la démonstration) :

dVs(t)

dt
=

(1− κu(Vc))νe(t)Vs(t)2/3 − gmVs(t)
(ωg + e)(1− κu(Vc))

(2.33)

dVc(t)

dt
=

gmκu(Vc)Vs
gu(1− κu(Vc))

−muVc(t) (2.34)

avec les conditions initiales Vs(t̂) = V̂s, Vc(t̂) = V̂c and e(t̂) = ê.
Rappelons, que notre objectif est de trouver la dose efficace minimale t∗pri

et l’agressivité minimale du traitement a∗, qui nous permettent de minimiser
les effets secondaires après exactement n cures (i.e. t = tf ), telles qu’elles
sont définies, respectivement en (3.6) et (2.9).
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2.3 Résultats numériques

Nous avons résolu les équations décrivant l’effet de l’agent cytotoxique
sur les cellules saines et cancéreuses (2.1) et (2.2) et les équations du modèle
"Tumot-in-host" (2.30), (2.31), (2.32), (2.33), et (2.34), cure après cure en
fixant la durée d’absorption tpri le temps de récupération trec et le nombre
de cures n. La dose optimale est obtenue en implémentant une dichotomie
sur tpri ainsi que sur l’agressivité du traitement a pour atteindre un volume
tumoral très proche de 0 après exactement n = 4 cures (voir annexe A.3 pour
le choix de n = 4).

Les valeurs des paramètres dans le tableau 2.1 dépendent significativement
du patient et de sa tumeur. En pratique, ces paramètres devraient, idéalement,
être cliniquement évalués. Cependant, dans notre étude, nous avons utilisé
des données ajustées empiriquement [Hubert et al., 2000, van Leeuwen et al.,
2003].

2.3.1 Évaluation de la dose optimale, tpri, et l’agressivité optimale du
traitement, a∗ :

Nous avons résolu les équations (2.1), (2.2), (2.30), (2.31), (2.32), (2.33),
et (2.34) avec un raisonnement rétrograde (i.e. chaînage arrière) : en com-
mençant par une cure finale réussie (soit un volume tumoral au voisinage
de 0) et en calculant le volume de la tumeur au temps t = t0 tout en fixant
l’agressivité du traitement a et la période d’une cure Tcourse. Ainsi, en com-
parant le volume tumoral obtenu après n = 4 cures au volume tumoral à t0,
nous évaluons la durée optimale d’absorption t∗pri (i.e. soit la dose optimale).

Notons que pour une valeur fixe de tpri, si le volume de la tumeur obtenu
en simulant n cures est supérieur au volume de la tumeur au moment du
diagnostic, la tumeur est curable. Néanmoins, cette durée d’absorption tpri
et donc la concentration de la dose β (voir l’équation (2.3)) sont efficaces
mais non efficients car tpri est surestimée. Inversement, si le volume tumoral
simulé est inférieur au volume de la tumeur au moment du diagnostic, donc la
durée d’absorption tpri est insuffisante. On obtient t∗pri en implémentant une
dichotomie sur tpri. Étant donné que Tcourse = tpri + trec est constant alors
t∗pri maximise le temps de récupération trec.

L’évaluation de l’agressivité optimale du traitement a∗ est réalisée de la
même manière mais avec une résolution normale (i.e. en avant) : en com-
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mençant par les états initiaux à t0, on résout les équations, cure après cure,
tout en fixant, cette fois-ci, la durée d’absorption tpri et la durée d’une cure
Tcourse. Nous évaluons, par la suite, la valeur optimale de a∗ en comparant le
volume tumoral obtenu par simulation au volume tumoral objectif (i.e. soit
au voisinage de 0). Ainsi, l’agressivité optimale du traitement a∗ est obtenue
en implémentant un dichotomie sur a.

Sur la figure 2.4, nous avons tracé la durée optimale d’absorption t∗pri en
fonction du volume initial de la tumeur pour les deux modèles (i.e. le modèle
malthusien et le modèle "Tumor-in-host"). Nous constatons que la durée op-
timale de l’absorption augmente proportionnellement avec le volume tumoral
au moment du diagnostic. De plus, nous constatons que cette durée optimale
d’absorption t∗pri est plus sensible aux variations du volume de la tumeur au
moment du diagnostic avec le modèle "Tumoral-in-host" que dans le modèle
malthusien. En effet, il convient de noter que :(

dt∗pri
dVc(t0)

)
Tumor-in-host

>

(
dt∗pri
dVc(t0)

)
croissance malthusienne

.

Dans la figure 2.5, nous avons tracé l’agressivité optimale du traitement
a∗ en fonction du rapport tpri

trec
. Pour les deux modèles, nous remarquons que

a∗ est inversement proportionnel à tpri
trec

.

2.3.2 Analyse de sensibilité

Nous avons effectué une analyse de criblage au moyen d’une matrice de
Hadamard [Lewis et al., 1998] pour déterminer les paramètres physiologiques
DEB de la tumeur et de l’hôte (voir figure 2.6) pour identifier les paramètres
les plus significatifs pour la durée d’absorption optimale t∗pri.

Il apparaît que, l’énergie allouée à la maintenance de la tumeur, a un faible
effet sur t∗pri, quel que soit le volume tumoral. En fait, l’énergie allouée à la
maintenance de la tumeur est utilisée pour réparer les cellules endommagées.
Le fait que ce paramètre ait un faible effet explique le fait que la tumeur ré-
siste au traitement par la prolifération et division cellulaire (i.e. par reproduc-
tion) plutôt que par la réparation des cellules endommagées. Par conséquent,
l’efficacité d’un traitement dépend fortement de sa capacité à stabiliser cette
croissance et à cibler les processus de reproduction cellulaire.

De plus, le facteur le plus influent sur t∗pri est le volume maximal de la
structure de l’organisme porteur de la tumeur V∞.
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FIGURE 2.4 – Durée optimale d’absorption tpri en fonction du volume initial de la tumeur.
Nous observons que tpri est une fonction croissante du volume initial de la tumeur. Le
nombre de cures est n = 4, Tcourse = 8 jours (i.e. la durée totale du traitement est de
32 jours). Les valeurs initiales sont Vs(0) = 73cm3 et Vc(0) = 0.2cm3 [Hubert et al., 2000].
Nous supposons qu’au début de chaque cure, et après chaque temps de récupération, la ré-
serve de l’organisme vaut 1.
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FIGURE 2.5 – L’agressivité optimale du traitement en fonction de tpri
trec

. Nous observons que
a∗ est inversement proportionnelle à tpri

trec
. Le nombre de cures est n = 4, Tcourse = 8 jours

(i.e. la durée totale du traitement est de 32 jours). Les valeurs initiales sont Vs(0) = 73cm3 et
Vc(0) = 0.2cm3 [Hubert et al., 2000]. Nous supposons qu’au début de chaque cure, et après
chaque temps de récupération, la réserve de l’organisme vaut 1.
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FIGURE 2.6 – Effets de sensibilité des paramètres physiologiques sur la dose optimale t∗pri.

Ce résultat est, par conséquent conforme avec l’application de la propor-
tionnalité de la dose à administrer avec la surface corporelle de l’hôte.

Nous avons, dés lors, construit une surface de réponse (voir la figure 3.3)
qui décrit la dynamique de t∗pri par rapport à la gourmandise tumorale, µu, et
V∞.

Nous avons observé des effets, presque linéaires, de ces paramètres.

2.4 Discussion

Dans notre étude, nous nous sommes concentrés sur la durée optimale
d’absorption du traitement (i.e. la dose optimale à administrer au patient) qui
minimise le volume de la tumeur tout en minimisant les effets secondaires.

Nous avons déterminé cette dose optimale en utilisant deux modèles : un
modèle linéaire (i.e. croissance cellulaire malthusienne) et un modèle basé
sur la théorie DEB (i.e. modèle "Tumor-in-host").

Dans les deux cas, la dose optimale est une fonction croissante du volume
tumoral initial. Ce résultat nous permet de mieux ajuster la dose du traitement
en fonction de la taille de la tumeur diagnostiquée et d’améliorer les proto-
coles qui ne tiennent pas compte du volume initial de la tumeur et du profil
physiologique du patient.

De plus, nous avons identifié les paramètres physiologiques les plus im-
portants (e.g. κu et µu) intervenant dans la réponse tumorale au traitement
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FIGURE 2.7 – Surface de réponse : la dose optimale, t∗pri en fonction de µu et V∞

et qui peuvent être attribués à certaines mutations ou peuvent être le résultat
de la co-évolution de la tumeur et de son micro-environnement. Notre ap-
proche nous permet, ainsi, de travailler sur une échelle phénotypique tout en
tenant compte des caractères génétiques, sans ajouter le niveau de complexité
phénotype - génotype.

A travers ces paramètres physiologiques, nous avons montré que, pour
compenser la perte des cellules détruites par le traitement, la tumeur investit
moins d’énergie dans la réparation des cellules endommagées que dans la
division cellulaire. Cette situation peut être interprétée comme une sorte de
résistance collective au traitement. En effet, la tumeur réagit au traitement
en tant qu’organisme social unifié et auto-régulé. Les cellules appartenant
à ce corps tumoral ont un objectif commun : l’expansion de la tumeur. En
conséquence, pour compenser la perte induite par le traitement, la tumeur se
focalise sur la prolifération cellulaire plutôt que sur la réparation des cellules
endommagées une par une.

En fait, généralement, la dose conventionnelle du médicament administré
est évaluée et déterminée en fonction seulement de la surface corporelle du
patient. Elle est défini comme étant la dose la plus élevée d’un médicament
qui produira l’effet souhaité, sans entraîner des effets secondaires inaccep-
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(a) La dose conventionnelle (b) La dose optimale

FIGURE 2.8 – Dans la figure 2.8a : La dose conventionnelle efficace qui maximise les effets
secondaires tolérés. Dans la figure 2.8b : la dose optimale efficace qui minimise les effets
secondaires tolérés.

tables. Autrement dit, c’est la dose qui maximise les effets secondaires tolé-
rables, la dose maximum tolérée (DMT). Cette dose ne dépend pas du patient
et elle est évaluée au préalable par des essais cliniques. La DMT demeure
constante pendant toutes la période thérapeutique et elle n’est réévaluée que
si le patient subit une perte de poids significative et donc une modification de
sa surface corporelle (figure 2.8), sans pour autant prendre en considération
le volume de la tumeur. Dés lors, les patients ayant une très petite tumeur
subiront les mêmes effets secondaires que les patients qui souffrent d’une
grande tumeur, puisque la dose administrée ne prend pas en compte la taille
de la tumeur. C’est pourquoi, nous pensons que le modèle "Tumour-in-host"
est assez pertinent pour identifier la dose optimale. En effet, ce modèle prend
en compte le profil physiologique du patient et de la tumeur et c’est, à notre
connaissance, l’un des premiers modèles de traitement des tumeurs intégrant
à la fois les paramètres et les processus physiologiques de la tumeur et de
l’hôte.

Enfin, il faut souligner que nous n’avons pas pris en compte la dimension
spatiale de la tumeur. Des modèles spatiaux ont été validés spécifiquement
pour étudier les phénomènes métastatiques et la résistance au traitement ou
pour comprendre les interactions microscopiques [Hinow et al., 2009, An-
derson et al., 2000, Chaplain et al., 2006]. Par contre, l’approche DEB nous a
permis de prendre en compte le micro-environnement de la tumeur à travers
la variable e qui représente la densité énergétique, et à travers le volume maxi-
mal que peut atteindre l’organe hôte V∞ et le coefficient d’approvisionnement
alimentaire ρ. D’autre part, l’analyse de sensibilité a révélé que seul V∞ a un
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effet significatif sur la dose optimale à administrer. Cependant, même si notre
modèle est un modèle compartimental, notre approche reste extensible aux
modèles spatiaux.

2.5 Conclusion

Nous avons pu déterminer, dans ce travail, la durée optimale d’absorp-
tion du traitement (i.e. la dose optimale qui minimise les effets secondaires)
et l’agressivité optimale du traitement en prenant en compte la physiologie
du patient. Cette méthode nous permet de développer un plan de traitement
adapté et des stratégies de contrôle adaptatives en modulant la durée d’ab-
sorption du traitement.
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Chapitre 3

Un modèle de contrôle optimal pour le
traitement des tumeurs dans le contexte
des cellules souches cancéreuses

"Le cancer est une maladie chronique et devrait être traité
comme toute autre maladie chronique" Fidler et Ellis
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3.1 Introduction

Le développement d’une tumeur cancéreuse in vivo est un processus com-
plexe engageant un grand nombre d’interactions biologiques. De plus, au sein
d’une même tumeur, les cellules cancéreuses ne se ressemblent pas. Cette
différence entre les cellules cancéreuses est un caractère très important pour
l’évolution de la maladie et la résistance aux traitements. Plusieurs études
ont montré que les tumeurs hétérogènes sont susceptibles de développer des
métastases et favorisent le développement d’une sous-population résistante
aux traitements [Salk et al., 2010, Marusyk et al., 2012]. Ainsi, une tumeur
est considérée comme une organisation hiérarchique de sous-populations de
cellules ayant différentes capacités de prolifération.

Des progrès récents en oncologie ont démontré qu’à la base de cette hié-
rarchie, il existe une sous-population de cellules tumorales, dites cellules
souches cancéreuses (CSC), jouant un rôle central dans l’initiation, la mé-
tastase et la résistance aux traitements. Elles ont été identifiées dans tous les
types de tumeurs humaines. La première identification d’une cellule souche
cancéreuse a eu lieu au milieu des années 90, avec l’identification de la cel-
lule souche humaine de la leucémie myéloïde aiguë (LMA) par John Dick et
ses collègues [Lapidot et al., 1994]. Par la suite, et au début des années 2000,
des cellules souches cancéreuses ont été identifiées dans une tumeur solide
du sein, au laboratoire de Michael Clarke [Al-Hajj et al., 2003].

Les CSC forment une sous-population de cellules cancéreuses indifféren-
ciées, ou peu différenciées, qui se divisent très lentement et qui sont capables
de s’auto-renouveler et de produire, par différenciation, des lignées hétéro-
gènes de cellules cancéreuses. Ainsi, les tumeurs disposent d’une niche de
CSC qui ont acquis les principales propriétés des cellules souches saines e.g.
l’auto-renouvellement et le potentiel de repeuplement à long terme [Clarke
et al., 2006, Nguyen et al., 2012]. Comme les organes, la tumeur est donc
régulée par une niche de CSC qui se trouve dans une région anatomique-
ment distincte de son microenvironment. Les intéractions et la communica-
tion, entre les CSC et les cellules tumorales non souches, leurs confèrent une
certaine plasticité, ce qui explique sa capacité à échapper à l’apoptose ou
à développer des cellules résistantes aux produits chimiques ou radioactifs
[Kreso A, 2014, Kreso et al., 2013]. C’est pourquoi nous assistons, presque
inévitablement, à une récidive à plus ou moins long terme.

L’idée de thérapies ciblant spécifiquement les CSC offre, dès lors, un nou-
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vel avenir pour les traitements contre le cancer et constitue un défi majeur
qui pourrait limiter la croissance tumorale et prévenir les métastases (i.e. des
essais ont été concluants dans la lutte contre le mélanome). En effet, la possi-
bilité de cibler les CSC, ou du moins, à les atteindre pour les éliminer (i.e. en
ciblant des propriétés spécifiques aux CSC comme l’auto-renouvellement et
la différenciation ou en ciblant des marqueurs de surface spécifiques), devrait
permettre, à la fois, de toucher les cellules constitutives de la tumeur, mais
également de limiter les possibilités de récidive après traitement.

L’identification des CSC s’effectue à travers des marqueurs biologiques
moléculaires tels que CD34+ / CD38 pour les leucémies, CD44+ / CD24
pour le cancer du sein ou CD133+ pour le cancer du cerveau, le cancer co-
lorectal et le cancer de l’endomètre [Oliver and Wechsler-Reya, 2004, Fang
et al., 2005a,b, Dalerba et al., 2007, Sagiv et al., 2008]. Ces marqueurs ont
significativement contribuer à la genèse de la révolution des thérapies ciblées.

Ainsi, cette nouvelle approche thérapeutique remplace les anciennes mé-
thodes qui visent principalement à éradiquer complètement le cancer et qui
sont généralement basées sur des traitements cytotoxiques tel que la chimio-
thérapie. Ces anciennes méthodes sont trop risquées du fait qu’ils induisent
une toxicité élevée pour le patient. Ces thérapies induisent une nouvelle ten-
dance qui vise à contrôler le cancer, en agissant sur les CSC, offrant au patient
une vie saine et équilibrée.

Dans ce contexte, nous nous proposons de construire un modèle mathé-
matique qui décrit la croissance d’une population hétérogène de cellules can-
céreuses. Notre modèle comporte deux compartiments de populations de cel-
lules cancéreuses : le premier décrit la dynamique des différents types de
CSC, le second décrit la dynamique des différents types de cellules cancé-
reuses non souches (CC). Notre objectif est alors, d’identifier un calendrier
multidrogue optimal visant à stabiliser les populations des CC à un certain
équilibre compétitif, en ciblant les CSC, afin que la taille de la tumeur reste
relativement constante et que les CC résistantes restent contrôlées par la com-
pétition avec les cellules sensibles.

Dans la deuxième section, nous décrivons le modèle en détail, puis nous
utilisant la théorie du contrôle optimal afin d’identifier une planification op-
timale des médicaments, qui peut contrôler la tumeur en stabilisant et en ci-
blant les CSC.

Dans la troisième section, nous effectuons des simulations en utilisant une
méthode indirecte de la théorie du contrôle optimal. Enfin, dans la dernière
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section, nous discutons nos résultats tout en donnant des perspectives et des
éventuelles extensions du modèle.

3.2 Description du modèle

Nous nous sommes inspirés des travaux de Jinzhi Lei [Lei, 2014] pour
construire un modèle mathématique décrivant la croissance d’une tumeur en
tenant compte de l’hétérogénéité intra-tumorale, et en partant du principe que
la croissance de cette tumeur est contrôlée par une niche de CSC.

Les travaux de Jinzhi Lei décrivent la dynamique d’une niche de cel-
lules souches d’un tissu sain régulé génétiquement à travers des mutations
(long terme) et épigénétiquement, à travers le micro-environment des cel-
lules (court terme : à chaque itération) pour atteindre un certain équilibre ;
une homoéstasie tissulaire. Ce modèle est basé sur la modélisation du cycle
cellulaire [Mackey, 1978] : les cellules souches actives dans le cycle cellu-
laire peuvent être, soit en phase de repos (G0), soit en phase de prolifération
(G1,S et G2). Dans ce travail nous avons tenu compte des états épigénétiques
en relation avec les processus de différentiation, de prolifération et d’apop-
tose, c’est pourquoi, dans ce modèle, ces trois processus dépendent de l’état
épigénétique de la cellule et donc de son micro-environnement.

Dans notre modèle, nous avons repris ces mêmes processus de régulation
(i.e. différentiation, prolifération et apoptose), sauf qu’il s’agit, dans notre
cas, d’un modèle continu qui traite un tissu tumoral et donc une niche de CSC
dont le principal but n’est pas l’équilibre du tissu tumoral mais au contraire
son expansion.

Nous proposons ici un modèle mathématique structuré en deux compar-
timents : l’un pour la sous-population des CSC et l’autre pour la population
des CC. Nous supposons, ici, que la croissance du compartiment des CC est
stimulée par la différenciation des CSC. En effet, au cours du cycle cellulaire,
les CSC peuvent soit subir une apoptose ou se diviser indéfiniment (i.e. sans
mortalité naturelle) pour donner naissance chacune à deux cellules filles ou
se différencier en des CC. Quant aux CC, elles ne peuvent pas proliférer in-
définiment en raison du processus de vieillissement (i.e. taux de croissance
inférieur au taux de mortalité), ne se différencient pas et ne sont pas sujettes
à l’apoptose. Nous supposons que l’hétérogénéité de la tumeur est dûe à l’hé-
térogénéité de la sous-population des CSC. Ainsi, cette sous-population est
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FIGURE 3.1 – Illustration du modèle-Vue d’ensemble

structurée en n types et par différenciation, chaque CSC de type i donne
naissance à deux CC du même type. Il convient également de souligner que,
dans certains cas, les CC acquièrent la capacité de se dé-différencier et de
retrouver la sous-population des CSC avec toutes leurs propriétés [Quail DF,
2012]. Cependant, nous ignorons ce processus de dédifférenciation et suppo-
sons ensuite que le compartiment des CSC est indépendant du compartiment
des CC (voir la figure 3.1). Nous présentons ci-après la description des deux
compartiments séparément.

3.2.1 Le modèle sans traitement

La dynamique des CSC

Nous supposons que les CSC sont structurées par un nombre fini n de
traits épigénétiques. Soit donc ∀ i ∈ {1, . . . , n}, Mi(t) le nombre des CSC
à l’instant t et de trait épigénétique i, avec Mi(t) = fi(t)N(t), où fi(t) est
le pourcentage des CSC au repos, de caractère épigénétique i et à l’instant
t et N(t) est la population totale des CSC au repos et à l’instant t. Soit,
M = (M0, . . . ,Mn) le vecteur contenant toute les classes des CSC.

Au cours du cycle cellulaire, les CSC de type i passent de l’état de repos
à l’état de prolifération avec un taux βi. Sous certaines conditions, les CSC
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(a) Dynamique du Nombre totale des CSC. (b) Dynamique des CSC par trait épigénétiques.

FIGURE 3.2 – Illustration du processus de carcinogénèse en tenant compte de l’hétérogénéité
intra-tumorale.

au repos peuvent entamer un processus de différenciation avec un taux δi.
De plus, les CSC qui ont passé à l’état de prolifération et qui ont échappé à
l’apoptose, avec un taux (1 − µi), se divisent et donnent naissance à 2 CSC
filles. Compte tenu du fait que les CSC filles, de type i, peuvent provenir
d’une CSC mère de type j avec une probabilité p(i, j), la quantité des CSC
filles ajoutée au type i vaut : 2

∑n
j=1Mj(t) βj(1 − µj)p(i, j). C’est donc ce

terme que nous rajoutons aux CSC, en état de repos. De ce fait, l’évolution
des différentes classes de CSC est donnée, ∀ i ∈ {1, . . . , n}, par (voire fi-
gure3.2) :


dMi(t)

dt
= −Mi(t)(βi + δi) + 2

n∑
j=1

Mj(t)βj(1− µj)p(i, j),

Mi(0) = Mi0

(3.1)

La dynamique des CC

Soit, ∀ i ∈ {1, . . . , n}, Ci la densité des CC. Comme expliqué précédem-
ment, le principal apport en CC est dû à la différenciation δi des CSC. On a
donc, ∀ i ∈ {1, . . . , n} :

dCi
dt

= δi Mi.
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Nous ajoutons à ceci, un terme de naissance, dû au fait que les CC ont aussi
une capacité de prolifération βLi, et donc l’équation devient :

dCi
dt

= δi Mi + 2βLiCi.

Compte tenu du processus de vieillissement nous avons rajoutons un terme
de mortalité naturelle µLi. Nous supposons que pour chaque type de CC, nous
avons 2βLi − µLi < 0. L’évolution des différentes classes de CC est donnée,
∀ i ∈ {1, . . . , n}, par : dCi(t)

dt
= (2βLi − µLi)Ci + δi Mi

Ci(0) = Ci0
, (3.2)

Ainsi, les équations du modèle complet (i.e. CSC et CC) sont données,
∀ i ∈ {1, . . . , n}, par :

dMi(t)

dt
= −Mi(t)(βi + δi) + 2

n∑
j=1

Mj(t)βj(1− µj)p(i, j),

dCi(t)

dt
= (2βLi − µLi)Ci + δi Mi

Mi(0) = Mi0

Ci(0) = Ci0

,∀ i ∈ {1, . . . , n}

(3.3)
Soit T , la densité totale des cellules cancéreuses (i.e. CSC et CC), ainsi :

T =
n∑
i=1

Mi +
n∑
i=1

Ci.

3.2.2 Le modèle avec traitement

Nous nous sommes placés dans le cas d’une thérapie ciblée. En effet,
l’idée c’est de viser d’une manière spécifique les CSC en induisant leurs
apoptoses. De plus, dans le traitement du cancer, il est fréquent de délivrer
non pas un seul médicament, mais une combinaison d’agents thérapeutiques
agissant sur différentes voies de signalisation. C’est pourquoi, nous propo-
sons ici une combinaison de médicaments, chacun ciblant un type de CSC
bien spécifique. Généralement, la sensibilité des cellules au traitement n’est
pas absolue, mais dépend significativement des médicaments administrés. De
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plus, les expériences de culture cellulaire suggèrent que le taux de réponse
cellulaire, induit par le traitement (relation dose-réponse) est proportionnel
à la concentration du médicament [Holford and Sheiner, 1981, Keefe et al.,
1982]. soit, ui(t) la réponse au médicament spécifique au type i des CSC au
temps t.

Afin d’aider le patient à récupérer, le traitement est effectué sous cou-
vert d’une auto-greffe de moelle osseuse ou sous couvert de traitement par
cellules souches homologues périphériques (CSP) prélevées avant l’adminis-
tration du traitement grâce à l’utilisation des facteurs de croissance. Il s’agit
en fait de prélever les CSP qui se trouvent dans le sang normalement en quan-
tité réduite. Cette quantité augmente lorsque la moelle osseuse est stimulée
avec des médicaments à base de facteurs de croissance. Ce procédé est ap-
pelé cytaphérèse [Kessinger et al., 1988]. En fait, à l’arrêt du traitement, on
réalise une auto-greffe : les CSP prélevées sont réinjectées par voie intra-
veineuse (comme si on faisait une transfusion de globules rouges ou de pla-
quettes). Une fois dans l’organisme, les cellules souches s’acheminent vers
la moelle osseuse où elles peuvent alors donner naissance à de nouvelles cel-
lules sanguines. Ceci permet d’aider le patient à retrouver une densité normal
de cellules sanguines. Ainsi, ui(t) pourrait être soit positif (i.e. ui(t) > 0,
correspond à un taux de mortalité) ou négatif (i.e. ui(t) < 0, correspond à un
terme de recrutement).

Tenant compte de ce traitement, les équations du système (3.3) deviennent,
∀ i ∈ {1, . . . , n} :



dMi(t)

dt
= −Mi(t)(βi + δi + ui) + 2

n∑
j=1

Mj(t)βj(1− µj)p(i, j),

dCi(t)

dt
= (2βLi − µLi)Ci + δi Mi

Mi(0) = Mi0

Ci(0) = Ci0

,

(3.4)
Compte tenu du fait que nous ne considérons pas le processus de dé-

différenciation des CC et que le traitement n’agit que sur les CSC, le compar-
timent des CSC est totalement indépendant de celui des CC. C’est pourquoi
le système (3.4) est réduit à :
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{
dM

dt
= (−S(u) + PE)M,

M(0) = M0,
(3.5)

avec S(u) est la matrice des sorties qui dépend du contrôle u :

S(u) = diag(βi + δi + ui, i ∈ {1, . . . , n}),

P la matrice des probabilités de passages :

P = (p(i, j))0≤i,j≤n ,

E est la matrice des entrées :

E = diag(2βi(1− µi), i ∈ {1, . . . , n}),

et M est la matrice d’états de toutes les populations des CSC :

M =


M1

.

.

.

Mn

 .

3.3 Formulation du problème de contrôle optimal

Dans cette section, nous nous concentrons sur la planification optimale des
médicaments (i.e. agents cytotoxiques ciblant les CSC). Comme expliqué ci
dessus, nous nous plaçons dans le cas d’une thérapie ciblée. L’idée est donc
de conserver un certain équilibre compétitif entre les cellules résistantes aux
traitement et les cellules sensibles, surtout que les cellules résistantes sont
moins compétitive du fait que cette résistance nécessite une adaptation éner-
gétiquement très coûteuse et qui se fait au détriment de la compétitivité. Une
chimiothérapie traditionnelle intense, ou à forte dose, qui tend à éradiquer la
totalité de la tumeur, détruira sans doute la majorité des cellules cancéreuses.
Cependant, une minorité de cellules cancéreuses résistantes, non détruites,
pourrait se trouver dans un environnement sans compétiteurs et échappent
ainsi à toute régulation. Dans ce cas, le cancer serait résistant et beaucoup
plus agressif (voir figure 3.3).
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FIGURE 3.3 – Développement de la résistance aux médicaments cytotoxique.

Il ne s’agit donc plus d’éradiquer la tumeur mais plutôt de chercher à
la contrôler et à la maintenir à un certain équilibre compétitif. Pour ce faire,
nous avons eu recours aux outils de la théorie du contrôle optimal. Dans notre
modèle, on cherchera à identifier une planification optimale d’agents, ciblant
les CSC, dans le but de stabiliser la tumeur.

Nous formulons donc un problème de contrôle optimal pour le système
(3.5) où nous considérons n contrôle, u = (u1, . . . , un)

T , correspondant
aux réponses des CSC aux agents thérapeutiques administrés. [Rappel : Les
agents thérapeutiques administrés se font sous couvert d’une auto-greffe (cy-
taphérèse)]. Ainsi, ui(t) pourrait être soit positif (i.e. ui(t) > 0, correspond
à un taux de mortalité) ou négatif ( ie ui(t) < 0, correspond à un terme de
recrutement)].

L’optimalité du traitement pourrait être définie de plusieurs manières.
Dans certaines études, on a cherché à minimiser la quantité totale de médi-
cament administrée, dans d’autres, c’est le nombre de cellules tumorales qui
est minimisé [Swierniak A, 1996, Swierniak and Polanski, 1994, Swierniak,
1994].

Notre objectif est alors de trouver le contrôle û = (û1, . . . , ûn)
T qui mini-

mise la fonctionnelle suivante :

J(t) =

∫ T

0

n∑
j=1

λj
(
Mj(t)−M ∗

j

)2
dt, (3.6)

avec T la limite temporelle du protocole thérapeutique λj sont des poids
positifs par rapport à chaque type de CSC et M ∗

i une constante positive. La
fonctionnelle J mesure la différence entre la densité des populations des CSC
et la constanteM ∗

i . Par conséquent, minimiser J conduit à la minimisation de

71



la distance |Mi(t)−M ∗
i |. Evidemment, l’objectif principal est de stabiliser

le volume des populations des CSC,
∑n

i=1Mi(t), à un équilibre compétitif
caractérisé dans notre cas par :

∑n
i=1M

∗
i .

Nous supposons que la quantité totale de chaque agent thérapeutique à
administrer est spécifiée a priori sur la base d’une évaluation médicale repré-
sentée par ces contraintes, ∀ i ∈ {1, . . . , n} :

umini ≤ ûi(t) ≤ umaxi ∀ t ∈ [0, T ]

Ces contraintes représentent la concentration maximale tolérable par le pa-
tient.

Ainsi, le problème de contrôle optimal (OCP) peut être formulé comme
suit :

Minimiser la fonctionnelle J sur toutes les fonctions mesurables de Leb-
segue u = (u1, . . . , un)

T , tel que ui : [0, T ] → [umini , umaxi ], i ∈ {1, . . . , n},
tenant compte de la dynamique (3.5).

Afin de répondre au problème (OCP), nous proposons d’appliquer le prin-
cipe du maximum de Pontryagin, dont l’énoncé du théorème est comme suit
(par exemple [Trélat, 2008]) :

Théorème 1. On considère le système de contrôle dans Rn :

dx(t)

dt
= f(t, x(t), u(t)), (3.7)

où f : R × Rn × Rm −→ Rn est de classeC1 et où les contrôles sont des
applications mesurables et bornées définies sur un intervalle [0, te(u)[ de R+

et à valeurs dans Ω ⊂ Rm. Soit M0 et M1 deux sous-ensembles de Rn. On
note U l’ensemble des contrôles admissibles u dont les trajectoires associées
relient un point initial de M0 à un point final de M1 en temps t(u) ≤ te(u).

Par ailleurs on définit le coût d’un contrôle u sur [0, t] :

C(t, u) =

∫ T

0

f 0(s, x(s), u(s))ds+ g(t, x(t)), (3.8)

où f 0 : R× Rn × Rm −→ R et g : R× Rn −→ R sont C1, et x est la
trajectoire solution de (3.7) associée au contrôle u. On considère le problème
de contrôle optimal suivant : déterminer une trajectoire reliant M0 à M1 et
minimisant le coût. Le temps final peut être fixé ou non. Si le contrôle u ∈ U,
associé à la trajectoire x est optimal sur [0, T ], alors il existe une application
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p : [0, T ] −→ Rn absolument continue appelée vecteur adjoint, et un réel
p0 ≤ 0, tels que le couple (p, p0) est non trivial, et tels que, pour presque tout
t ∈ [0, T ],

dx(t)

dt
=

∂H

∂p
(t, x(t), p(t), p0, u(t)), (3.9)

dp(t)

dt
= −∂H

∂x
(t, x(t), p(t), p0, u(t)), (3.10)

où H(t, x, p, p0, u) = 〈p, f(t, x, u)〉 + p0f 0(t, x, u) est le Hamiltonien du
système. De plus, on a la condition de maximisation presque partout sur
[0, T ] :

H(t, x(t), p(t), p0, u(t)) = max
ν∈Ω

H(t, x(t), p(t), p0, ν), (3.11)

Si de plus le temps final pour joindre la cible M1 n’est pas fixée, alors la
condition au temps final T s’écrit :

max
ν∈Ω

H(T, x(T ), p(T ), p0, ν) = −p0∂g

∂t
(T, x(T ))

Si de plus M0 et M1 (ou juste l’un des deux ensembles) sont des variétés
de Rn ayant des espaces tangents en x(0) ∈ M0 et x(T ) ∈ M1 , alors
le vecteur adjoint peut être construit de manière à vérifier les conditions de
transversalité aux deux extrémités (ou juste l’une des deux)

p(0) ⊥ Tx(0)M0 (3.12)

et
p(T )− p0∂g

∂x
(T, x(T )) ⊥ Tx(T )M1. (3.13)

Dés lors, si le problème (OCP) défini sur l’intervalle [0, T ] est contrôlable,
alors il existe est une trajectoire contrôlée optimale pour le problème (OCP),
notée (M̂i, ûi), tel que û(.) minimise le coût (3.6).

Nous définissons l’Hamiltonien H de notre système (3.5) et (3.6) comme
suit :

H(t,M(t), u(t)) = −
n∑
j=1

λj
(
Mj(t)−M ∗

j

)2
+

n∑
k=1

ψk(t)Fk(t,M(t), uk(t)),

(3.14)
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avec :

Fk(t,M(t), uk(t)) = −Mk(t)(βk + δk + uk) + 2
n∑
j=1

Mj(t)βj(1−µj)p(k, j),

(3.15)
et ψ = (ψi, . . . , ψn)

T : [0, T ] → Rn\{(0, . . . , 0)} le vecteur adjoint qui
satisfait l’équation (3.10).

Proposition 1. Si le vecteur adjoint ψ satisfait l’équation :
dψi
dt

= − dH
dMi

, (3.16)

alors

ψ̇ = −t(PE) ψ + 2 Λ(M −M ∗) +t ψ S(u) U (3.17)

avec M ∗ =t (M ∗
1 , . . . ,M

∗
n) est la matrice cible, Λ = diag(λi, i ∈ 1, . . . , n

est la matrice des poids et U =t (1, . . . , 1) un vecteur unitaire.
De plus la condition de transversalité s’écrit :

ψ(T ) = 0. (3.18)

Démonstration. En remplaçant l’expression de l’Hamiltonien H (3.14) dans
(3.16), on obtient :

dψi
dt

= − d

dMi

(
−

n∑
i=1

λi (Mi(t)−M ∗
i )2 +

n∑
k=1

ψk(t)Fk(t,M(t), uk(t))

)

= −

(
−2λi(Mi −M ∗

i ) +
d

dMi

(
n∑
k=1

ψk(t)Fk(t,M(t), uk(t))

))
on a :

d

dMi

(
n∑
k=1

ψkFk

)
=

d

dMi

 n∑
k=1,k 6=i

ψkFk

+
d(ψiFi)

dMi

=
n∑

k=1,k 6=i

(
ψk

d

dMi
Fk

)
+
d(ψiFi)

dMi

Pour k 6= i on a :

ψk
dFk
dMi

= ψk
d

dMi

{
−Mk(βk + δk + uk) + 2

n∑
j=1

Mjβj(1− µj)p(k, j)

}
= 2ψkβi(1− µi)p(k, i)
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Donc

d

dMi

 n∑
k=1,k 6=i

ψkFk

 = 2
n∑

k=1,k 6=i

ψkβi(1− µi)p(k, i)

= 2βi(1− µi)
n∑

k=1,k 6=i

ψkp(k, i),

pour k = i on a :

dψiFi
dMi

= ψi
d

dMi

(
−Mi(βi + δi + ui) + 2

n∑
j=1

Mjβj(1− µj)p(i, j)

)
= ψi (−(βi + δi + ui) + 2βi(1− µi)p(i, i))

Finalement on obtient ∀ t ∈ [0, T ] :

dψi
dt

= −

−2λi(Mi −M ∗
i ) +

d

Mi

 n∑
k=1,k 6=i

ψkFk

+
dψiFi
dMi


dψi
dt

= 2βi(1−µi)
n∑
k=1

ψkp(k, i)+2λi(Mi−M ∗
i )+ψi (βi+ δi+ui), (3.19)

d’où l’expression (3.17).
Le coût du contrôle (3.8) de l’énoncé général du principe de Pontryagin

est donnée sous la forme Bolza. Si dans l’équation (3.8), g(t, x(t)) = 0, on
obtient un coût fonctionnel sous la forme de Lagrange (par exemple [Trélat,
2008]), dans ce cas le coût s’écrit :

C(t, u) =

∫ T

0

f 0(s, x(s), u(s))ds, (3.20)

Les conditions de transversalité (3.12) et (3.13) sur le vecteur adjoint s’écrivent
alors, d’après le théorème 1 :

p(0) ⊥ Tx(0)M0 (3.21)

et
p(T )⊥ Tx(T )M1. (3.22)
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Ce qui est le cas pour le problème (OCP) et la fonctionnelle (3.6). Étant
donné que les conditions initiales du système (3.5) sont fixés, et que ses points
finaux sont libres, alors l’ensemble des conditions de transversalité (3.21) est
vide et le vecteur adjoint ψ au temps final est nul, dés lors on obtient la
condition de transversalité (3.18).

Dans la proposition qui suit, nous montrons que le contrôle optimal re-
cherché est de type bang-bang du fait qu’il prend des valeurs uniquement
aux points limites de l’intervalle de contrôle.

Proposition 2. Si (M̂i, ûi) est une trajectoire contrôlée optimale pour le pro-
blème (OCP) tel que û(.) minimise le coût (3.6), alors la condition de maxi-
misation (3.11) implique que ∀ i ∈ {1, . . . , n} :

ûi =


umaxi si ψi > 0,
umini si ψi < 0,
sol. singulière si ψi = 0,

Démonstration. Étant donné que le contrôle optimal û(.) maximise l’Hamil-
tonien H , nous étudions la fonction dérivée de H par rapport à ui(t) :

dH

dui
=

d

dui

(
−

n∑
j=1

λj
(
Mj(t)−M ∗

j

)2
+

n∑
k=1

ψk(t)Fk(t,M(t), uk(t))

)
,

= −ψiMi.

Nous définissons la fonction Γi telle que :

Γi = −ψiMi.

Dés lors, si Γi est une fonction positive, alors le maximum de H est atteint
en umaxi . Si, au contraire, Γi est une fonction négative, alors le maximum
de H est atteint en umini . Ainsi les fonctions Γi sont dites des fonctions de
commutation. Ceci implique que ∀ i ∈ {1, . . . , n} :

ûi =


umaxi si Γi > 0,
umini si Γi < 0,
sol. singulière si Γi = 0,

Compte tenu du fait que ∀ i ∈ {1, . . . , n}, Mi est positive (i.e. les condi-
tions initiales Mio sont considérées positives), alors le multiplicateur ψi est la
fonction de commutation pour le système, d’où la proposition 2.

76



Par conséquent, le maximum de la dose du médicament cytotoxique umaxi

doit être injecté, quand la fonction de commutation est positive. Cependant,
quand elle est négative, on doit procédé, soit à une auto-greffe, soit à une
injection de cellules souches homologues prélevées en aval par cytaphérèse,
comme expliqué ci-dessus.

Most rapid approach path, MRAP : Étant donné la condition de transversalité
(3.18) et la continuité du vecteur (3.16), le sous intervalle de l’intervalle [0, T ]
où les contrôles ûi sont singuliers, est de la forme :

Ii = [τi, T ].

Dans l’intervalle Ii, nous avons ψi = dψi
dt = 0, dé lors l’équation (3.19)

devient :

Mi(t) = M ∗
i +

1

λi
2βi(1− µi)

n∑
k=1

ψkp(k, i). (3.23)

Soit I = [τ, T ], avec τ = max{τi}.
Dans l’intervalle I , nous avons ψi = dψi

dt = 0 et M atteint l’équilibre
désiré M ∗

i . Ceci n’est possible que si et seulement si :

u∗i =
2

M ∗
i

n∑
k=1

βj(1− µj)p(i, j)− βi − δi,

sous la condition d’admissibilité :

umini <
2

M ∗
i

n∑
k=1

βj(1− µj)p(i, j)− βi − δi < umaxi .

Ainsi, le protocole de traitement optimal est de type MRAP, ∀ i ∈
{1, . . . , n} :

ûi =


umaxi si Mi0 > M ∗

i ,
umini si Mi0 < M ∗

i ,

u∗i sur [τ, T ].

Dans tous ce qui va suivre, nous nous intéressons à la proposition 2, c’est à
dire seulement aux solution bang-bang.

Après avoir contrôler le système (3.5), nous intégrons la solution des CC
(i.e. système (3.2)) pour ainsi pouvoir étudier la dynamique totale de la tu-
meur, compte tenu du contrôle (i.e. du traitement).
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Proposition 3. Si le système (3.5) est contrôlé (i.e. Mi = M ∗
i ) et compte tenu

du processus de vieillissement i.e. (2βLi − µLi) < 0, nous avons :

lim
t→∞

Ci(t) =
δiM

∗
i

µLi − 2βLi
. (3.24)

La proposition 3 prouve que le contrôle optimal de la population des CSC
conduit à la stabilisation de la totalité de la tumeur.

Démonstration. Le système (3.2) est un système linéaire et donc ∀ i ∈
{1, . . . , n} la solution est donnée par :

Ci(t) = Ci0e
(2βLi−µLi)t + δi

∫ t

0

e(2βLi−µLi)(t−s)Mi(s)ds. (3.25)

Étant donné que le système (3.5) est maintenant contrôlé (i.e. Mi = M ∗
i ),

alors l’équation (3.25) se résume à :

Ci(t) =

{
e(2βLi−µLi)t(Ci0 + δiM

∗
i

2βLi−µLi )−
δiM

∗
i

2βLi−µLi si (2βLi − µLi) 6= 0,

Ci(t) = Ci0 + δiM
∗
i t si (2βLi − µLi) = 0,

et puisque nous considérons le processus de vieillissement i.e. (2βLi −
µLi) < 0 donc :

lim
t→∞

Ci(t) = lim
t→∞

(
e(2βLi−µLi)t(Ci0 +

δiM
∗
i

2βLi − µLi
)− δiM

∗
i

2βLi − µLi

)
= − δiM

∗
i

2βLi − µLi

(
Ci0 +

δiM
∗
i

2βLi − µLi

)
lim
t→∞

(
e(2βLi−µLi)t

)
= − δiM

∗
i

2βLi − µLi
,

d’où l’expression (3.24).

3.4 Résultats numériques

Les résultats de nos simulations sont analysés d’une manière qualitative
plutôt que quantitative, donc il n’y a aucune prétention que les valeurs des
paramètres soient entièrement réalistes. Ils ne sont pas basés sur des données
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médicales, mais reflètent qualitativement certaines propriétés biologiques tu-
morales.

Nous supposons que les cellules sont structurées en 2 types de CSC : le
type 1 (respectivement le type 2) a un taux de prolifération plus élevé (resp.
plus faible) avec un taux différenciation et un taux d’apoptose inférieur (resp.
supérieur) à celui du type 2 (resp. le type 1). Le temps a été normalisé afin de
fixer les points limites de l’intervalle de contrôle à umaxi = 1 et umini = −1.

Comme expliqué ci-dessus, nous cherchons à déterminer un contrôle qui
nous permettra de stabiliser les populations des CSC à l’équilibre M ∗

i (on
prend M ∗

1 = 2500 et M ∗
2 = 1500). En outre, nous considérons que le pro-

cessus de vieillissement agit sur les différents types de CC, donc ∀ i ∈
{1, . . . , n}, 2βLi − µLi < 0.

Nous résolvons numériquement le système Hamiltonien (3.26) en utilisant
la méthode du tir simple (par exemple [Trélat, 2008]) étant donné que le
problème est un problème dit aux deux bouts pour lequel les états initiaux
des variables d’état et les états finaux des variables adjointes sont connues.
Le contrôle est choisi en fonction du signe de la fonction de commutation
correspondante, Γ = −ψiMi :

dMi(t)
dt = Fi(t,Mi, ui)

ψi
dt = −2βi(1− µi)

∑n
k=1 ψkp(k, i) + 2λi(Mi −M ∗

i ) + ψi (βi + δi + ui)
Mi(0) = Mi0

ψi(T ) = 0
(3.26)

La méthode du tir simple : On distingue deux types de méthodes numériques
en contrôle optimal : les méthodes directes et les méthodes indirectes. Les
méthodes directes consistent à discrétiser l’état et le contrôle, et transforment
le problème en un problème d’optimisation non linéaire. Les méthodes in-
directes consistent à résoudre numériquement, par une méthode de tir, un
problème aux deux bouts obtenu après application du principe du maximum
de Pontryagin, ce qui est le cas pour notre problème. Nous avons donc, mis
en oeuvre une méthode de tir simple basée sur la méthode de Newton et pré-
développée dans la ToolBox optim de Matlab, à savoir la routine fsolve.m.
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(a) La population des CSC de type 1 en fonction du temps.

(b) La population des CSC de type 2 en fonction du temps.

FIGURE 3.4 – La figure 3.4a (respectivement la figure 3.4b) montre en bleue la dynamique
de la densité totale des CSC du type 1 (resp. type 2) et en rouge la planification optimale
des médicaments. (T = 5, β1 = 0.7, β2 = 0.3, δ1 = 0.15, δ2 = 0.3, µ1 = 0.15, µ2 =
0.4, p(1, 1) = p(1, 2) = p(2, 1) = p(2, 2) = 0.5, λ1 = λ2 = 1.)
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3.4.1 Protocole thérapeutique optimal

Les figures 3.4a et 3.4b illustrent respectivement la planification thérapeu-
tique adaptée aux CSC de type 1 et 2. Nous observons que les planifications
générées ont réussi à rééquilibrer ces populations de cellules au voisinage de
M ∗

1 et M ∗
2 .

Ce protocole répond parfaitement à nos attentes : soit prescrire un traite-
ment à vie pour le patient qui contrôlera le cancer sans totalement l’éliminer.
Le principe est, comme expliqué auparavant, de maintenir l’environnement
compétitif entre les cellules cancéreuses résistantes et sensibles. La planifi-
cation optimal obtenu par les simulations postule que les cures doivent être
de plus en plus denses (i.e. on parle de densification lorsque les cures sont
de plus en plus rapprochées) et de moins en moins intenses (i.e. soit la durée
d’absorption des cures est de moins en moins faible).

Cependant, l’équilibre M ∗
2 pour les CSC du type 2 est atteint plus rapi-

dement que pour le type 1 (voir la figure 3.4b). En effet, on observe que la
dynamique des cellules du type 2 montre des oscillations moins importantes
que le type 1. Cela s’explique par le fait que les cellules du type 1 sont plus
agressives que ceux du type 2, compte tenu de la configuration de nos para-
mètres. De plus, le ratio quantité d’agents cytotoxiques

quantité de traitement de récupération pour les CSC du type 2
est supérieur à celui des CSC du type 1. Ceci est cohérent avec l’hypothèse
selon laquelle, avec des cancers peu agressifs, il est relativement permis d’ad-
ministrer de fortes doses de traitement cytotoxique sans prolonger la période
de repos.

3.4.2 Monothérapie versus multithérapie

La monothérapie fait référence à un traitement médical qui repose sur
l’administration d’un seul médicament (i.e. agent cytotoxique) à la fois,
contrairement à la multithérapie, qui consiste en l’administration d’un trai-
tement composé de plusieurs agents en même temps. Bien que les taux de
réponse et les taux de survie observés dans les programmes de multithérapie
semblent être plus élevés que ceux observés en monothérapie, peu d’essais
ont été menés à cette fin [Broder et al., 1977, Bunn and Ihde, 1981].

La figure 3.5 montre que les deux planifications optimales générées pour
les deux type des CSC se chevauchent plusieurs fois (i.e. les deux médica-
ments doivent être injectés en même temps). En effet, à 45% de la période
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du traitement, nous observons que nous devons administrer les deux types
d’agents cytotoxiques en même temps. Cependant, à 52% de cette période
thérapeutique, nous devons alterner entre ces deux agents. Cela suggère que
la combinaison des deux stratégies (i.e. monothérapie et multithérapie) est
essentielle pour les cancers hétérogènes. L’efficacité de ces deux stratégies
dépend de leur planification.

3.4.3 L’influence du traitement adaptatif sur la totalité de la tumeur

Nous proposons d’étudier l’effet de la thérapie adaptative (ne ciblant que
les CSC) sur les CC et ainsi sur la totalité de la tumeur. Nous étudions trois
scénarios en fonction du signe de µLi − (δi + 2βLi), pour i = 1, 2 et en
s’assurant qu’au début du traitement (i.e. aux conditions initiales), la densité
des CC est beaucoup plus élevée que celle des CSC. Dans tous les cas, nous
observons qu’à travers cette thérapie, en ne ciblant que les CSC et en utilisant
la planification optimale générée on arrive à contrôler et à stabiliser toute la
tumeur (figure 3.6).

Nous observons que nous pouvons réduire la taille des populations des
CC jusqu’à ce qu’elle deviennent inférieure à celle des CSC dans les deux
cas où µLi > δi + 2βLi, pour tout i = 1, 2, et µLi > δi + 2βLi, pour i = 1
ou i = 2 (voir figure 3.6c). Par contre, dans le dernier cas, nous arrivons à
réduire seulement la taille de la population des CC non agressive, mais en
laissant la taille de la population des CC agressive relativement élevée. Par
conséquent, nous sommes en mesure de rendre la tumeur homogène, et dans
ce cas, il serait souhaitable d’ajouter un traitement cytotoxique ciblant juste
le type des CC résistante et qui sont à l’équilibre.

Néanmoins, si µLi < δi + 2βLi pour tout i = 1, 2, nous n’arrivons pas
à réduire la taille des populations des CC, dans ce cas, il serait souhaitable
d’ajouter un traitement cytotoxique pour éliminer les CC restantes (voir fi-
gure 3.6b).

De plus, on observe dans la figure 3.6 un délai significatif entre la stabili-
sation des CSC et la stabilisation des CC. En effet, le contrôle des CSC induit
celui des CC.
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3.5 Discussion

La planification optimale obtenue par les simulations de notre modèle sug-
gère que les médicaments doivent être administrés sur des périodes relative-
ment longues sans pour autant prolonger les périodes de repos et cela d’une
manière chronique. Ceci rejoint fortement la nouvelle modalité d’adminis-
tration des médicaments appelée «chimiothérapie métronomique» [Bahl and
Bakhshi, 2012, André et al., 2011, Pasquier et al., 2010].

Au début des années 2000, Fidler et Ellis ont introduit la notion que le
cancer : «est une maladie chronique et devrait être traité comme une autre
maladie chronique» [Hanahan et al., 2000]. Cette approche vient à la suite
d’une réflexion à propos des effets secondaires engendrés par les thérapies
traditionnelles.

Ces thérapies traditionnelles (i.e. chimiothérapie) ont été conçues pour
tuer autant de cellules tumorales que possible en les traitant avec des «doses
maximales tolérées» (DMT) d’agents cytotoxiques. Bon nombre de ces thé-
rapies s’avèrent efficaces et entraînent une régression, ou du moins, une sta-
bilisation de la tumeur. Cependant, ces réponses sont généralement de courte
durée et les rechutes sont souvent marquées par des cancers plus agressifs et
résistants. En outre, ces thérapies traditionnelles portent gravement atteinte à
la qualité de vie du patient.

Il est important de souligner qu’on a déjà acquis une certaine expérience
en matière de dosage métronomique en milieu clinique. En effet, des dizaines
d’agents chimiothérapeutiques ont été administrés par perfusion métrono-
mique [Lokich and Anderson, 1997]. Néanmoins, cela reste une pratique rare
dûe à l’absence d’une planification standard des perfusions. C’est dans ce
cadre que notre résultat se place. En effet, nous nous sommes concentrés sur
les temps de commutation entre traitement cytotoxique et temps de récupéra-
tion.

Par ailleurs, les résultats de notre modèle (voir figure 3.5) suggèrent que
la combinaison des deux stratégies multithérapie et monothérapie est plus
efficace que d’utiliser une seule stratégie (multithérapie ou monothérapie).
C’est dans ce contexte, que l’hypothèse de Goldie-Coldman a prédit que l’al-
ternance de deux médicaments (i.e. à savoir la monothérapie) serait plus ef-
ficace. Cependant, cette hypothèse a été contredite par des essais cliniques
chez des femmes atteintes d’un carcinome mammaire. En effet, Alberto et
al. ont montré un taux de réponse positif plus élevé lorsque quatre médica-
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ments sont injectés simultanément, que si les mêmes quatre agents étaient
administrés séparément[Alberto et al., 1976].

De plus, nos simulations confirment d’une part, le fait qu’en contrôlant et
en ciblant uniquement le CSC, nous parvenons à contrôler la totalité de la
tumeur et à prévenir ainsi toute récidive tumorale. D’autres part, nous remar-
quons un certain délai entre les CSC et les CC -les CSC atteignent l’équilibre
plus rapidement que les CC. Par conséquent, les thérapies de protocole op-
timale devraient cibler les cellules qui jouent un rôle clé dans l’écosystème
tumoral plutôt que les cellules les plus abondantes.

Peu d’études ont été menées sur le développement de molécules ciblant
spécifiquement les CSC. Cependant, Dontu et al. [2004] ont montré que les
voies de signalisation, Wnt, Notch et Shh, toutes trois impliquées dans la ré-
gulation de la différenciation et de la prolifération de la CSC, sont nécessaires
à la survie de ces cellules. D’autre part, Kanwar et al. [2010] ont démontré
que la voie de signalisation Wnt est exprimée de manière sélective dans les
CSC du côlon et favorise leur maintien et leur prolifération. En outre, la sur-
expression de la voie Wnt chez les CSC favoriserait la tolérance aux lésions
de l’ADN chez les patients atteints d’un cancer mammaire, entraînant leur
survie à partir d’une transformation des cellules souches en cellules néopla-
siques [Shiras et al., 2007]. De plus, l’inhibition des voies de Shh et Notch
dans les lignées cellulaires de glioblastome entraîne une sensibilité accrue du
CSC au témozolimide [Ulasov et al., 2011].

Enfin, l’origine exacte des CSC ne semble pas être clairement établie. Des
altérations génétiques pourraient survenir à différents stades de la matura-
tion cellulaire, conduisant à la dé-différenciation des différents précurseurs
en CSC [Reya et al., 2001]. Par exemple, il a été démontré que, chez des
souris, des cellules souches neurales ou des pro-géniteurs neuraux mutés,
peuvent être responsables de la formation de gliomes. Le processus de dé-
différentiation rendrait plus difficile l’équilibre de la population des cellules
souches en raison du nouveau terme de recrutement. Certaines hypothèses
suggèrent que la dé-différentiation pourrait être induite par un traitement,
ce qui expliquerait l’effet de la résistance et la récidive tumorale. Il serait
donc judicieux d’étendre notre modèle, en tenant compte de cette hypothèse.
Ainsi, nous pourrions étudier la résistance au traitement et le phénomène de
récidive.
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3.6 Conclusion

Pour conclure, nous avons formulé un problème de contrôle optimal pour
le traitement du cancer visant à stabiliser le volume d’une tumeur hétéro-
gène, contenant une niche de cellules souches, à un certain équilibre compé-
titif en administrant différents médicaments ciblant chacun un type de cel-
lules souches cancéreuses. Le but était de stabiliser la taille de la tumeur afin
qu’elle reste relativement constante et que les cellules cancéreuses résistantes
restent contrôlées par la compétition avec les éventuelles cellules sensibles
survivantes. L’analyse mathématique du modèle, nous a permis de trouver
des solutions du type bang-bang.
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FIGURE 3.5 – De haut en bas : Planification optimale de l’agent cytotoxique des CSC du
type 1, Planification optimale de l’agent cytotoxique des CSC du type 2, Chevauchement des
deux types d’agents (multithérapie), Administration d’un seul type d’agent (monotherapie).
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(a) Les deux types des CC sont non agressifs (µL1 = µL2 = 1, βL1 = βL2 = 0.1, δ1 = 0.15 and δ2 = 0.3).

(b) Les deux types des CC sont agressifs (µL1 = µL2 = .8, βL1 = βL2 = 0.1 and δ1 = δ2 = 0.8).

(c) Seulement un seul type de CC est agressif (µL1 = .8, βL1 = 0.1, δ1 = 0.8, µL2 = 1, βL2 = 0.1, δ2 = 0.3).

FIGURE 3.6 – En ligne pointillée, la dynamique de la densité des CC et en ligne continue la
dynamique de la densité des CSC. Le temps final normalisé est fixé à (T = 20).
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Chapitre 4

Modélisation de la résistance aux
traitements d’une tumeur hétérogène
contrôlée par une niche de cellules
souches cancéreuses.

"Conscience collective : somme des inconsciences indivi-
duelles." Georges Elgozy
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4.1 Introduction

Les tumeurs développent fréquemment une résistance aux médicaments,
qui se traduit généralement par un échec thérapeutique et une progression du
cancer qui semble repousser de cellules survivantes.

Dans la pratique, deux types de résistance aux traitements ont été obser-
vés : une résistance intrinsèque qui se manifeste directement lors de l’admi-
nistration des premières cures de traitement sans aucune phase de sensibilité.
En effet, de nombreuses tumeurs sont initialement résistantes à certain agents
thérapeutiques. Un bon exemple est la résistance à la cisplatine, au melpha-
lan et au chlorambucil chez les patients ayant une sur-expression de métallo-
thionéines [Kelley et al., 1988], un phénomène généralement observé après
intoxication par un métaux lourd. Or, plusieurs cancers peuvent être dûs à
ce genre d’intoxication. Une autre forme de résistance a été observée, dite :
"chimio-résistance acquise". La tumeur exprime initialement une grande sen-
sibilité au traitement où une régression importante du volume tumorale a été
remarquée. Cependant, après cette phase de sensibilité la maladie reprend
sa progression et exprime une résistance au traitement. C’est le cas de nom-
breuses tumeurs solides comme les cancers du sein et de l’ovaire. Plusieurs
études associent ce type de résistance à la présence des cellules souches can-
céreuses (CSC) [Donnenberg and Donnenberg, 2005]. L’hypothèse des CSC
indique que la cellule initiatrice du cancer est une cellule souche tissulaire
transformée, qui conserve la propriété essentielle de l’auto-protection grâce
à l’activité des transporteurs à résistance multiple aux médicaments (MDR).

Dans ce chapitre, une attention particulière est portée à l’effet des CSC sur
la réponse aux agents cytotoxiques et leurs rôles dans l’adaptation des cellules
au traitement. Ainsi, nous proposons un modèle qualitatif (une extension du
modèle du chapitre précédent) pour décrire l’interaction entre les CSC et le
micro-environnement tumoral pendant la chimiothérapie. Nous avons gardé
les deux compartiments du modèle précédent et les hypothèses sous-jacentes.
Cependant, dans ce modèle étendu, nous tenons compte d’une part, de la
compétition des cellules tumorales sur les ressources et d’autre part, de la
capacité des CSC à sélectionner les cellules cancéreuses résistantes au traite-
ment dans l’unique objectif et de maximiser la taille tumorale.
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4.2 Description du modèle

Nous proposons d’étendre le modèle du chapitre précédent tout en consi-
dérant ces deux nouvelles hypothèses :

— (H1) : Les cellules cancéreuses sont en compétition sur les ressources.
— (H2) : En réponse au traitement, la tumeur sélectionne la différentiation

des cellules cancéreuses résistantes.
L’accès aux ressources est un paramètre indispensable à la survie et la

reproduction de des cellule. Par exemple, nous savons qu’une cellule cancé-
reuse, comme toute autre cellule, se reproduit lorsque suffisamment de fer est
à sa disponibilité. De plus, il a été prouvé que les cellules traitées avec des
chélateurs de fer se détachent et meurent [Cazzola et al., 1990]. D’autre part,
le taux de prolifération élevé des cellules cancéreuses les rend particulière-
ment vulnérables à la privation en nutriments. Dés lors, lorsque la quantité
d’un nutriment essentiel est limitée dans l’environnement, le taux de crois-
sance d’une population de cellules est contrôlé par sa capacité de compétition
d’où, l’importance de l’hypothèse (H1).

Par ailleurs, le cancer est un système complexe qui peut être capable de
développer des schémas collectifs multicellulaires qui ressemblent à un com-
portement adaptatif, comme la détection collective des conditions environne-
mentales et la prise de décision collective [Coffey, 1998]. C’est dans ce cadre
que nous proposons un modèle qui pourrait expliquer partiellement la façon
dont ces propriétés pourraient apparaître dans les tumeurs et pourquoi l’émer-
gence de tels schémas conférerait des propriétés avantageuses à l’expansion
des tumeurs, surtout à la résistance aux traitements. Ce qui nous ramène à
l’hypothèse (H2).

Nous avons donc gardé le même modèle mathématique structuré en deux
compartiments (CSC et CC). La croissance du compartiment CC est toujours
stimulée par la différenciation des CSC. Néanmoins, contrairement au mo-
dèle précédent, nous considérons, maintenant que les CSC sont toutes iden-
tiques mais donnent naissances à différents type de CC.

Nous présentons ci-après la description des deux compartiments séparé-
ment.
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4.2.1 La dynamique des CSC

Soit S(t) la densité de CSC au temps t. Au cours du cycle cellulaire,
chaque cellule peut proliférer avec un taux β, ou se différencier avec un taux
δ. Ensuite, les cellules qui sont en état de prolifération et qui ont échappé
à l’apoptose avec un taux (1 − µ), se divisent et donnent naissance à deux
cellules filles.

L’évolution de la densité des CSC est ainsi donnée par : dS(t)

dt
= −S(t)(β + δ) + 2S(t)β(1− µ),

S(0) = S0

(4.1)

4.2.2 La dynamique des CC

Soit, ∀ i ∈ {1, . . . , n}, Ci la densité des CC de type i. Chaque cellule est
sujette à une mortalité naturelle avec un taux µi et à une prolifération avec
un taux βi. De plus, la croissance de la population des CC est stimulée par
la différentiation des CSC avec le taux δ, conditionnée par une probabilité

pi(t), (t.q.
n∑
i=1

pi = 1). Cette probabilité vient à la suite de l’hypothèse (H2)

et représente le comportement collectif de la tumeur.
De plus, compte tenu de l’hypothèse (H1), nous considérons que les dif-

férentes populations des CC sont en compétition sur les ressources avec une
capacité compétitive que nous notons ni.

Par conséquent, les équations de la dynamique des CC sont données par :
dCi(t)

dt
= (βi − µi)Ci + piδ S − ni

n∏
i=1

Ci

Ci(0) = Ci0

,∀ i ∈ {1, . . . , n} (4.2)

4.2.3 La dynamique du traitement

Nous proposons l’administration d’un traitement cytotoxique seulement
à la population des CC (Les CSC ne sont pas sensibles aux médicaments
cytotoxiques). Le taux de réponse cellulaire induit par le traitement (relation
dose-réponse) est proportionnel à la concentration du médicament. Ainsi, soit
u(t) la concentration du médicament et fi le taux de réponse spécifique au
type cellulaire au temps t.
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Par conséquent, les équations du modèle sont données par :

dS(t)

dt
= −S(t)(β + δ) + 2S(t)β(1− µ)

dCi(t)

dt
= (βi − µi)Ci + piδ S − ni

n∏
i=1

Ci − fiuCi

S(0) = S0

Ci(0) = Ci0

,∀ i ∈ {1, . . . , n}

(4.3)

4.3 Analyse du modèle

Dans cette section, nous nous intéressons à l’analyse de l’existence et de
la stabilité des points d’équilibre du système (4.3) dans le cas où n = 2, et
sans administration de traitement.

Ce qui nous ramène au système suivant :
dS(t)

dt
= −S(t)(β + δ) + 2S(t)β(1− µ)

dC1(t)

dt
= (β1 − µ1)C1 + pδ S − n1C1C2

dC2(t)

dt
= (β2 − µ2)C2 + (1− p)δ S − n2C1C2

(4.4)

Les paramètres du modèle sont supposés strictement positifs.
Le système (4.4) est bien posé. Nous remarquons que pour une condi-

tion initiale positive (S0, C10, C20) = (S(0), C1(0), C2(0)), et d’après le
théorème de Cauchy-Lipchitz, le système (4.4) admet une unique solution
(S(t), C1(t), C2(t)) = (S,C1, C2) positive, car tous les seconds membres du
système sont de classe C1 sur R+.

Équilibres et stabilité des équilibres : Dans cette partie, nous effectuons une
analyse du comportement asymptotique des populations de cellules souches
S et des cellules tumorale C1 et C2, de notre modèle.

Il est clair que le point trivial (0, 0, 0) est un point d’équilibre du système
(4.4) où la densité des cellules souches S et des cellules tumorales C1 et C2

sont nulles. Ce point d’équilibre est localement asymptotiquement stable, si
seulement si −β − δ + 2β(1 − µ) < 0, β1 − µ1 < 0 et β2 − µ2 < 0. Ceci
ne peut pas être le cas de notre système qui décrit une croissance tumorale,
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où forcément, les taux de prolifération sont supérieurs aux taux de mortalité
(i.e. β1 > µ1 et β2 > µ2). Dans le cas contraire, nous aurons un cancer qui
se guérit naturellement et dés lors, la question de contrôler le système ne se
poserait plus.

Dans la proposition qui suit, nous montrons l’existence d’un point d’équi-
libre non trivial.

Proposition 4. (0, β2−µ2

n2
, β1−µ1

n1
) est un point d’équilibre non trivial du sys-

tème (4.4).
Ce point d’équilibre est positif, si seulement si, β2 > µ2 et β1 > µ1, et

dans ce cas, ce point d’équilibre est instable.

Démonstration. Il est clair que (0, β2−µ2

n2
, β1−µ1

n1
) est le seul point d’équilibre

non nul du système (4.4), qui correspond à un état d’équilibre où la densité
des cellules souches S est nulle. Ce point d’équilibre est positif, si seulement
si, β2 − µ2 > 0 et β1 − µ1 > 0.

Par ailleurs, la stabilité locale de cet équilibre est donnée par la matrice
jacobienne du système (4.4) évaluée en ce point, J

(0,
β2−µ2
n2

,
β1−µ1
n1

)
:

J
(0,

β2−µ2
n2

,
β1−µ1
n1

)
=

−β − δ − 2β(µ− 1) 0 0

pδ 0 −n1
β2−µ2

n2

(1− p)δ −n2
β1−µ1
n1

0


Nous trouvons les valeurs propres réelles suivantes :

λ1 = −((β1 − µ1)(β2 − µ2))
1/2

λ2 = ((β1 − µ1)(β2 − µ2))
1/2

λ3 = β − δ − 2βµ

(4.5)

Étant donné que β1 − µ1 et β2 − µ2 sont forcément de même signe alors
λ1 et λ2 sont de signes différents et donc ce point d’équilibre est instable.

4.4 Comportement collectif optimal de la tumeur

Nous supposons que la croissance tumorale dépend de l’environnement
dans lequel elle évolue et qu’elle a une capacité d’adaptation au stress en-
vironnemental (tel qu’un traitement cytotoxique). Ainsi, une tumeur cherche
toujours à maximiser son aptitude à mieux s’adapter et à maximiser sa taille.
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Nous considérons que cette aptitude est donnée par la fonctionnelle sui-
vante :

J(T ) =
n∑
i=1

Ci(T ), (4.6)

avec T le temps final du protocole thérapeutique. Cette fonction mesure la
taille de la population des CC à l’instant T. Dé lors, la tumeur cherche à
maximiser la fonctionnelle (4.6) en contrôlant les pi. Autrement dit, la tumeur
sélectionne la différentiation des différents type de CC de manière à ce qu’elle
maximise la fonctionnelle (4.6).

Sachant que
n∑
i=1

pi = 1, nous formulons un problème de contrôle optimal

pour le système (4.3) où nous considérons n contrôles p = (p1, . . . , pn−1)
T .

Nous considérons que, ∀ i ∈ {1, . . . , n} :

0 ≤ p̂i(t) ≤ 1 ∀ t ∈ [0, T ].

Notre objectif est alors de trouver le contrôle p̂ = (p̂1, . . . , p̂n)
T , pour chaque

type de CC, de manière à maximiser J .
Ainsi, le problème de contrôle optimal (OCP) peut être énoncé comme

suit :
Maximiser la fonctionnelle J sur toutes les fonctions mesurables de Leb-

segue p = (p1, . . . , pn−1)
T , tel que pi : [0, T ]→ [0, 1], i ∈ {1, . . . , n}, tenant

compte de la dynamique (4.3).
Nous supposons que les cellules Ci sont structurées en 2 types : un type

présentant une grande sensibilité au traitement. L’autre, au contraire, est ré-
sistant au traitement. Nous réécrivons le modèle (4.3) pour n = 2 :

dS(t)

dt
= −S(t)(β + δ) + 2S(t)β(1− µ)

dC1(t)

dt
= (β1 − µ1)C1 + pδ S − n1C1C2 − f1uC1

dC2(t)

dt
= (β2 − µ2)C2 + (1− p)δ S − n2C1C2 − f2uC2

S(0) = S0

C1(0) = C10

C2(0) = C20

(4.7)

La fonctionnelle (4.6) s’écrit alors de la manière suivante :

J(T ) = C1(T ) + C2(T ), (4.8)
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.

4.5 Application du principe du maximum de Pontryagin

Afin de répondre au problème (OCP), nous proposons d’appliquer le prin-
cipe du maximum de Pontryagin (application du théorème 1 [Trélat, 2008]).

Dés lors, si le problème (OCP) défini sur l’intervalle [0, T ] est contrôlable,
alors (Ĉi, p̂i) est une trajectoire contrôlée optimale pour le problème (OCP)
tel que p̂(.) maximise le coût (4.8).

Nous définissons l’Hamiltonien H de notre système (4.7) et (4.8) comme
suit :

H(t, S(t), C(t), p(t)) =
n+1∑
i=1

ψiFi, (4.9)

avec :
F1 = −S(t)(β + δ) + 2S(t)β(1− µ),
F2 = (β1 − µ1)C1 + pδ S − n1C1C2 − f1uC1,

F3 = (β2 − µ2)C2 + (1− p)δ S − n2C1C2 − f2uC2,

(4.10)

et ψ = (ψ1, ψ2, ψ3)
T : [0, T ] → (Rn)\{(0, . . . , 0)} le vecteur adjoint qui

satisfait l’équation (3.10) du théorème (1).

Proposition 5. Si le vecteur adjoint ψ satisfait les équations :
dψ1

dt
= −dH

dS
, (4.11)

dψ2

dt
= − dH

dC1
, (4.12)

dψ3

dt
= − dH

dC2
, (4.13)

alors 
dψ1

dt = (β + δ − 2β(1− µ))ψ1 − pδψ2 − (1− p)ψ3,
dψ2

dt = (µ1 − β1 + n1C2 + f1u)ψ2 + n2C2ψ3,
dψ3

dt = (µ2 − β2 + n2C1 + f2u)ψ3 + n1C1ψ2,

(4.14)

et nous avons les conditions de transversalité suivantes :
ψ1(T ) = 0,
ψ2(T ) = 1,
ψ3(T ) = 1.

(4.15)
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Démonstration. En remplaçant l’expression de l’Hamiltonien H (4.9) dans
(4.11), on obtient :

dψ1

dt
=

d

dS

(
3∑
i=1

ψiFi

)
. (4.16)

En remplaçant les Fi par leurs expressions, nous obtenons :

dψ1

dt
=
d

dS
((−S(t)(β + δ) + 2S(t)β(1− µ)) ψ1 + ((β1 − µ1)C1 + pδ S

− n1C1C2 − f1uC1) ψ2 + ((β2 − µ2)C2 + (1− p)δ S − n2C1C2

− f2uC2) ψ3)

(4.17)

et donc :
dψ1

dt
= (β + δ − 2β(1− µ))ψ1 − pδψ2 − (1− p)ψ3. (4.18)

En remplaçant l’expression de l’Hamiltonien H (4.9) dans (4.12), on ob-
tient :

dψ2

dt
=

d

dC1

(
3∑
i=1

ψiFi

)
. (4.19)

En remplaçant les Fi par leurs expressions, nous obtenons :

dψ2

dt
=

d

dC1
((−S(t)(β + δ) + 2S(t)β(1− µ)) ψ1 + ((β1 − µ1)C1 + pδ S

− n1C1C2 − f1uC1) ψ2 + ((β2 − µ2)C2 + (1− p)δ S − n2C1C2

− f2uC2) ψ3)

(4.20)

et donc :
dψ2

dt
= (µ1 − β1 + n1C2 + f1u)ψ2 + n2C2ψ3. (4.21)

En remplaçant l’expression de l’Hamiltonien H (4.9) dans (4.13), on ob-
tient :

dψ3

dt
=

d

dC2

(
3∑
i=1

ψiFi

)
. (4.22)
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En remplaçant les Fi par leurs expressions, nous obtenons :

dψ3

dt
=

d

dC2
((−S(t)(β + δ) + 2S(t)β(1− µ)) ψ1 + ((β1 − µ1)C1 + pδ S

− n1C1C2 − f1uC1) ψ2 + ((β2 − µ2)C2 + (1− p)δ S − n2C1C2

− f2uC2) ψ3)

(4.23)

et donc :
dψ3

dt
= (µ2 − β2 + n2C1 + f2u)ψ3 + n1C1ψ2. (4.24)

d’où le système (4.14).
Le coût du contrôle (3.8) de l’énoncé général du principe de Pontryagin

est donnée sous la forme Bolza. Si en (3.8) f 0(s, x(s), u(s)) = 0, on obtient
un coût fonctionnel sous la forme de Mayer [Trélat, 2008], dans ce cas le coût
s’écrit :

C(t, u) = g(s, x(t)). (4.25)

Et puisque nous somme dans le cas particulier où les points finaux C1 et
C2 sont libre alors la condition de transversalité (3.13) du théorème 1 devient
[Trélat, 2008] :

p(T ) = p0∂g

∂x
(T, x(T )), (4.26)

dés lors, on obtient les conditions de transversalité (4.15).

Dans la proposition qui suit, nous montrons que le contrôle optimal que
nous cherchons est de type bang-bang du fait qu’il prend des valeurs unique-
ment aux points limites de l’intervalle de contrôle.

Proposition 6. Si (Ĉ1, Ĉ2, p̂) est une trajectoire contrôlée optimale pour le
problème (OCP) tel que p̂(.) minimise le coût (4.8), alors la condition de
maximisation (3.11) du théorème 1 implique que :

p̂ =
1 + signe(ψ2 − ψ3)

2
,

avec :

signe(ψ2 − ψ3) =

{
1 si ψ2 − ψ3 > 0,
−1 si ψ2 − ψ3 < 0,
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Démonstration. Étant donné que le contrôle optimal p̂(.) maximise l’Hamil-
tonien H , nous proposons d’étudier la fonction dérivée de H par rapport à
p(t) :

dH

dp
=
d

dp
((−S(t)(β + δ) + 2S(t)β(1− µ)) ψ1 + ((β1 − µ1)C1 + pδ S

− n1C1C2 − f1uC1) ψ2 + ((β2 − µ2)C2 + (1− p)δ S − n2C1C2

− f2uC2) ψ3),

et donc :

dH

dp
= δ S (ψ2 − ψ3).

Nous définissons la fonction Γ tel que :

Γ = δ S (ψ2 − ψ3).

Dés lors, si Γ est une fonction positive, alors le maximum de H est atteint en
pmax. Si, au contraire, Γ est une fonction négative, alors le maximum de H
est atteint en pmin.

Ainsi la fonction Γ est dite la fonction de commutation. Ceci implique
que :

p̂ =


pmax si Γ > 0,
pmin si Γ < 0,
sol. singulière si Γ = 0,

Compte tenu du fait que, δ et S sont positives (i.e. la condition initiale So
est considérée positive), alors la fonction de commutation pour le système
devient :

Γ = (ψ2 − ψ3).

Sachant que pmax = 1 et pmin = 0, nous obtenons la proposition 6.

Par conséquent, quand la fonction de commutation est positive on obtient
p = 1. Dés lors, une décision collective a été prise, qui stimule la différentia-
tion des cellules C1 dans l’intervalle de temps où Γ > 0 . Cependant, quand
la fonction de commutation est négative, on obtient p = 0, et donc sur l’in-
tervalle de temps où Γ < 0 cette fois ci, la tumeur stimule la différentiation
des cellules C2.
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Types de CC Sensibilité au traitement Vitesse de prolifération
C1 f1 : Insensible β1 − µ1 : Prolifération lente.
C2 f2 : Sensible β2 − µ2 :Prolifération rapide.

TABLE 4.1 – Tableau du choix des paramètres tel que : f1 << f2 et β1 − µ1 << β2 − µ2

Compte tenu du fait que ψ2 et ψ3 dépendent de la dose du traitement ad-
ministrée u(t) alors la décision optimale de la tumeur p̂ dépend aussi du trai-
tement. Ceci explique le caractère adaptatif de la tumeur et sa résistance au
traitement.

4.6 Résultats numériques

Les paramètres du modèle ne sont pas basés sur des données médicales,
mais reflètent qualitativement certaines propriétés biologiques tumorales.
Nous avons supposé que les cellules Ci sont structurées en 2 types : un type
présentant une grande sensibilité au traitement et une prolifération rapide.
L’autre, au contraire, est résistant au traitement et prolifère plus lentement
(voire tableau récapitulatif du choix des paramètres (4.1)).

Nous cherchons à simuler le contrôle p̂ de la proposition 6, qui permettra
à la tumeur de maximiser sa taille à l’instant T .

Pour ce faire, nous résolvons numériquement, avec Matlab, le système
Hamiltonien suivant :

dS(t)

dt
= −S(t)(β + δ) + 2S(t)β(1− µ)

dC1(t)

dt
= (β1 − µ1)C1 + p̂δ S − n1C1C2 − f1uC1

dC2(t)

dt
= (β2 − µ2)C2 + (1− p̂)δ S − n2C1C2 − f2uC2

dψ1

dt = (β + δ − 2β(1− µ))ψ1 − p̂δψ2 − (1− p̂)ψ3,
dψ2

dt = (µ1 − β1 + n1C2 + f1u)ψ2 + n2C2ψ3,
dψ3

dt = (µ2 − β2 + n2C1 + f2u)ψ3 + n1C1ψ2,

(4.27)

avec les conditions initiales : S(0) = S0, C1(0) = C10, C2(0) = C20 et les
conditions de transversalité (4.15). Le contrôle p̂ est choisi tel qu’énoncé dans
la proposition 6 :

p̂ =
1 + signe(ψ2 − ψ3)

2
,
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avec :

signe(ψ2 − ψ3) =

{
1 si ψ2 − ψ3 > 0,
−1 si ψ2 − ψ3 < 0,

Nous avons effectué trois scénarios : un premier scénario où la tumeur
n’est pas exposée à un stress cytotoxique (i.e. sans traitement), un deuxième
scénario, où nous administrons périodiquement une faible dose de traitement
et un troisième scénario, où nous administrons périodiquement une dose si-
gnificative de traitement cytotoxique.

Remarque : le protocole thérapeutique utilisé n’est pas optimal. Il repré-
sente qualitativement les protocoles thérapeutiques traditionnels d’une chi-
miothérapie administrée périodiquement (voir figure 4.1).

Dans le scénario sans traitement, la tumeur sélectionne la différentiation
des cellules qui prolifèrent rapidement (i.e. représentées par le type C2), pour
maximiser sa taille C1 + C2, à l’instant T , en affectant à la probabilité p̂ la
valeur 0 (voir figure 4.2a). Tandis qu’en présence d’une forte dose de traite-
ment (i.e. scénario avec une forte dose de traitement), la tumeur sélectionne
la différentiation des cellules qui sont les moins sensibles aux traitement (i.e.
représentées par le type C1), même si leur taux de prolifération et moins im-
portant, en affectant à la probabilité p̂ la valeur 1 (voir figure 4.2b). D’où le
caractère adaptatif de la tumeur, qui lui permet de développer une résistance
au traitement (voir figure 4.3).

4.7 Conclusion

Pour conclure dans ce chapitre, nous avons formulé un problème de
contrôle optimal décrivant le comportement collectif de la tumeur et son
caractère adaptatif par rapport au traitement.

100



FIGURE 4.1 – Protocole thérapeutique utilisé pour les simulations.

(a) Scénario sans traitement. (b) Scénario avec une forte dose de traitement.

FIGURE 4.2 – Sélection des CC.
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FIGURE 4.3 – Adaptation optimale de la tumeur au traitement.
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Chapitre 5

Séparateurs algébriques pour les modèles
polynomiaux de réseaux de régulation de
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5.1 Introduction

Une cellule vivante peut être comparée à un système complexe animée et
finement dirigée par une multitude de réseaux de gènes en interactions. Un
processus très complexes, entraînant le traitement d’un très grand nombre
d’informations. Avec l’avancée technologique, les données génétiques sont,
de plus en plus, disponibles, le défi consiste, dés lors, à traiter ces données
et à en extraire un sens biologique. De ce fait, le développement de nou-
velles méthodologies pour exploiter ces données dans le but de répondre à
une questions biologiques constitue aujourd’hui un enjeu majeur de la biolo-
gie systémique [Khatri and Drăghici, 2005].

Diverses approches ont été proposées pour remédier à ce problème [Schil-
stra and Bolouri, 2004], et les mathématiques sont omniprésentes. En effet,
la modélisation mathématique constitue aujourd’hui l’une des techniques les
plus utilisées, dans l’analyse du comportement dynamique des réseaux de
gènes. De plus, de nouveaux domaines mathématiques, auparavant considé-
rés comme non-applicables, contribuent fortement aujourd’hui et avec des
outils très puissants, à la biologie systémique. Par exemple, un système li-
néaire d’équations différentielles, généré à partir de l’expression de plusieurs
gènes, peut être utilisé pour identifier des réseaux de régulations génétiques
[de Hoon et al., 2003]. D’autre part, les réseaux bayésiens, sont utilisés pour
mesurer et modéliser les données d’expression de gènes [Imoto et al., 2002,
Friedman et al., 2000]. Les systèmes dynamiques polynomiaux, quant à eux,
constituent, une approche largement utilisée pour comprendre le comporte-
ment et la dynamique réelle des systèmes complexes [Thomas and D’Ari,
1990].

Des outils basés sur les équations différentielles, des réseaux bayésiens
ou des réseaux booléens sont couramment utilisés pour modéliser les réseaux
biologiques [cin, 2016]. Néanmoins, et malgré l’important travail effectué au
sein de l’équipe de R. Laubenbacher [Jarrah et al., October 2007], la mo-
délisation polynomiale reste sous-exploitée. Très peu de publications sont
disponibles dans la littérature traitant de la modélisation algébrique en bio-
logie. En raison de la grande quantité d’informations présentes dans un SDP,
d’autres formes de réseau peuvent facilement en être dérivées. Des travaux
supplémentaires sont nécessaires pour identifier des modèles équilibrant ces
besoins de manière optimale. Les questions relatives à la personnalisation du
modèle et au réglage des conditions aux limites sont particulièrement impor-
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tantes. Nous utilisons l’algèbre computationnelle pour analyser les réseaux
bio-chimiques en utilisant l’exemple des réseaux de régulation des gènes.
Nous proposons un algorithme linéaire qui effectue l’apprentissage dans les
systèmes dynamiques polynomiaux.

L’un des précurseurs de l’étude des systèmes dynamiques polynomiaux est
R. Thomas avec son système dynamique booléen [Thomas, 1979]. Il trouve
ses racines dans le calcul symbolique et la modélisation mathématique. Au
cours des dix dernières années, plusieurs études ont été effectuées, notam-
ment dans le contexte de la biologie des systèmes hybrides [Bortolussi and
Policriti, 2008]. L’une des premières utilisations du système dynamique po-
lynomial (SDP) sur la biologie des systèmes a été publiée par R. Lauben-
bacher et B. Stigler [Laubenbacher, 2003, Stigler, 2006]. Leur modèle est
un modèle graphique déterministe, qui dépend du degré de discrétisation des
données p (p = 2 dans la modélisation booléenne). Leur modèle décrit les
relations entre les maladies et les symptômes qu’elles induisent, en produi-
sant des graphes de dépendance (également appelé diagramme de câblage
[Laubenbacher and Stigler, 2004b]) et des graphes d’état spatial. A partir des
symptômes, le graphe d’état spatial peut être utilisé pour identifier la présence
ou l’absence de diverses maladies. Ainsi, lorsque n entrées évoluent dans le
temps, la fonction dynamique peut être représentée par n polynômes décri-
vant une table de pn états possibles. Nos recherches ont été inspirées d’une
méthode classique basée sur l’interpolation de Lagrange [Lagrange, 1770].
Nous proposons ici deux méthodes utilisant des séparateurs algébriques, les
deux étant des polynômes, abondamment étudiés dans la théorie de Galois.
Les séparateurs algébriques sont déterminés directement à l’aide de fonctions
symétriques ou de combinaisons linéaires de modules fondamentaux. Ces ap-
proches nous évitent les calculs lourds des bases de Gröbner et fournissent
un premier modèle polynomial en temps linéaire, similaire à celui produit par
l’équipe de R. Laubenbacher.

Dans ce travail, nous présentons une nouvelle méthode de modélisation
basée sur les champs polynômes sur des corps finis. Le reste du chapitre est
organisé comme suit : Dans la section 5.2 nous détaillerons une approche
permettant le calcul des séparateurs : nous commençons par introduire des
définitions et des notations utiles. Ensuite, nous illustrons une méthode ba-
sée sur les outils de la théorie de Galois comme les modules fondamentaux
ou les fonctions symétriques élémentaires. Par la suite, nous introduisons un
théorème principal pour le calcul des séparateurs algébriques au degré opti-
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mal, qui permet de calculer un nombre fini de SDP. Nous introduisons dans la
section 5.3, une application sur l’une des voies impliquée dans la réparation
de l’ADN : recombinaison homologue et nous décrivons le réseaux qui en
découle et qui comprend toutes les principales relations entre les gènes impli-
qués. Une application qui pourrait contribuer au développement des thérapies
qui sont en relation avec les mécanismes de réparation de l’ADN.

5.2 Système dynamique polynomial

Soit K un corps fini contenant p éléments, où p est un nombre premier, i.e.
Z/pZ.

Un système dynamique polynomial de dimension n, noté PDS, est une
fonction polynomiale f = (f1, . . . , fn), dont les composantes fi sont des
polynômes de l’anneau quotient K[x1, . . . , xn]/ < xp1 − x1, . . . , x

p
n − xn >,

i.e. des polynômes à n variables avec des coefficients dans K et un degré
inférieur à p− 1 pour chaque variable.

Les données, fréquemment utilisées dans la modélisation des systèmes
biologiques, sont les concentrations de n protéines et leurs évolution au cours
du temps. Généralement, nous avons besoin de données normalisées, mais
ce n’est pas suffisant, pour les modèles discrets, comme pour les réseaux
booléens ou polynomiaux, une discrétisation est également nécessaire. Cela
peut être fait, en utilisant la méthode de [Dimitrova et al., 2010]. Ce dernier
donne un entier p, appelé degré de discrétisation, et remplace chaque valeur
par xj, une valeur correspondante dans Z/pZ.

Soit donc, ∀t ∈ J1,mK, le vecteur st = (x1, x2, . . . , xn) l’état du système
à l’instant t. Nous considérons un SDP, qui est une fonction polynomiale
f = (f1, . . . , fn) satisfaisant, pour i ∈ J1,m− 1K :

f(si) = si+1. (5.1)

Etant donné qu’il s’agit d’une solution à un problème d’interpolation multi-
variable, alors il existe un nombre infini de SDP satisfaisant (5.1).

Soit I(V ) = {h ∈ K[x1, . . . , xn] | h(s) = 0,∀s ∈ V } l’idéal de la variété
affine de V ⊂ E . Soit ∀j ∈ J1, nK et ∀i ∈ J1,m − 1K, fj(si) = si+1,j. Nous
remarquons que, ∀g ∈ k[x1, . . . , xn], il existe h ∈ I(V ) tel que g = fj+h. Le
polynôme fj−g ∈ I(V ) vérifie également g(si) = si+1,j pour i ∈ J1,m−1K.

Il est possible de séparer un élément de V par rapport aux autres, grâce à
un polynôme de k[x1, . . . , xn] :
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Définition 1. Soit E = Kn l’ensemble de pn états, V ⊂ E et s un état dans
V . Le polynôme r(x) ∈ [̨x1, . . . , xn] qui est égale à 1 pour x = s et 0 pour
les autres éléments de V est appelé un séparateur (polynomial) de s dans V .

Les séparateurs polynomiaux ont le même objectif que les polynômes de
Lagrange dans un problème d’interpolation univarié.

Par exemple, en se référant aux résultats de [Laubenbacher, 2007] et en
prenant en compte le calcul de l’idéal I(V ) par une base de Gröbner, nous
obtenons des séparateurs rj de sj dans V pour j ∈ J1,m− 1K :

r1(x1, x2, x3) = −2x1x3 − 2x2x3 + 2x2
3 (5.2)

r2(x1, x2, x3) = x2
2 − 2x2x3 + 2x2

3 (5.3)
r3(x1, x2, x3) = −2x1 + 2x2 + x3 (5.4)
r4(x1, x2, x3) = −x2x3 − 2x2

3. (5.5)

Nous calculons le SDP f = (f1, . . . , fn) par une interpolation basée sur
les séparateurs. En commençant par les concentrations respectives (4, 3, 1, 0),
(4, 3, 2, 0) et (0, 1, 3, 4) des protéines 1, 2 et 3, nous calculons le SDP vérifiant
fj(si) = si+1,j pour j = 1, 2, 3 et i = 1, 2, 3, 4 :

f1(x1, x2, x3) = 4r1 + 3r2 + 1r3 + 0r4 (5.6)
= 3x2

2 + 2x1x3 + x2x3 − x2
3 + 3x1 + 2x2 + x3 (5.7)

f2(x1, x2, x3) = 4r1 + 3r2 + 2r3 + 0r4 (5.8)
= 3x2

2 + 2x1x3 + x2x3 − x2
3 + x1 − x2 + 2x3 (5.9)

f3(x1, x2, x3) = 0r1 + 1r2 + 3r3 + 4r4 (5.10)
= x2

2 − x2x3 − x2
3 − x1 + x2 + 3x3 (5.11)

Dés lors, nous pouvons déduire, à partir de f = (f1, f2, f3), toutes les
trajectoires utilisant un visualisateur discret de dynamique (DVD), développé
dans [Vastani et al.].

Cet exemple illustre un réseau polynomial reproduit par l’algorithme de
Buchberger-Moller qui est implémenté dans des systèmes de calcul algé-
brique tels que Macaulay 2 [Grayson and Stillman] ou Cocoa [Abbott and
Bigatti].

R. Laubenbacher et B. Stigler ont décrit l’interpolation de Lagrange, sans
pousser l’analyse à développer une méthode spécifique pour le calcul des
séparateurs algébriques. Cependant, ils ont adapté le calcul de la bases de
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Gröbner de I(V ) à tous les SDP, afin d’obtenir des séparateurs algébriques
dans o(n2m3 + nm2).

5.2.1 Les séparateurs algébriques

Soit s = (s1, . . . , sn) ∈ E où E = Kn est l’ensemble de pn états. Dans
[̨x1, . . . , xn], l’idéal maximalM(s) de s relations est généré par :

p1 = x1 − s1, p2 = x2 − s2, . . . , pn = xn − sn. (5.12)

L’ensemble p = {p1, . . . , pn} est dit l’ensemble des modules fondamen-
taux de s [Tchebotarev, 1950]. Les modules fondamentaux de s satisfont,
∀t ∈ E et ∀j ∈ [1, n] :

pj(t) = 0 ⇔ t = s ; (5.13)

Ce qui signifie que la variété de M(s) est réduite à l’élément unique s.
C’est un cas particulier de la théorie de Galois dans laquelle le groupe de
Galois sur le corps k du polynôme (x− s1) · · · (x− sn) est le groupe identité
[Valibouze, 2008].

Soit J l’ensemble des index j pour lequel tous les éléments de V =
{s1, s2, . . . , sm} ont la même coordonnée j :

J = {j ∈ [1, n] | ∀l ∈ [1,m] sl,j = s1,j},
Sur les coordonnées indexées par j, aucune séparation n’est possible.

Soit S = J1, nK\J , le sous-ensemble minimal de J1, nK qui sépare les élé-
ments de V . S est appelé l’ensemble séparateur de V . Notez que l’ensemble
J exclut les gènes/protéines dont la concentration est constante dans le temps.
En particulier, pour V = E , le jeu de séparateurs est S = J1, nK. Considérons
ce premier théorème qui nous éclaire sur le calcul algébrique des séparateurs :

Théorème 2. Soit le polynôme univarié suivant :

g(x) =
∏
j∈S

∏
l∈E

(pj(x)− l) (5.14)

où S est l’ensemble séparateur de V et E toutes les valeurs non nulles
prises par les points de V sur les générateurs d’idéaux de s-relations (à l’ex-
ception de ceux non nécessaires à la séparation) :
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E = {pj(t) | j ∈ S ; pj(t) 6= 0 ; t ∈ V } ⊂ {1, . . . , p− 1}. (5.15)

dés lors, le polynôme :

r(x) =
g(x)

g(s)
(5.16)

est le séparateur de s dans V .

Démonstration. Soit g(s) 6= 0 et r(s) = 1. Nous avons, ∀j ∈ S et l ∈ E :

pj(s)− l = −l 6= 0.

Le produit
∏
l∈E

−l 6= 0 dans k, étant donné que E ⊂ {1, . . . , p − 1} et p un

nombre premier.
Soit t ∈ V \{s}, alors il existe j ∈ [1, n] où pj(t) 6= 0 ; par définition,

l = pj(t) ∈ E ; comme le facteur de g, pj(x) − l 6= 0 pour x = t, nous
obtenons l’identité r(t) = g(t) = 0 ;

Proposition 7. La complexité du calcul proposé dans le théorème 2 est égale
à o(n(p− 1)).

Démonstration. Soit card(E) le cardinale de l’ensembleE et card(S) le car-
dinale de l’ensemble S.

Au plus, le calcul du polynôme univarié,

g(x) =
∏
j∈S

∏
l∈E

(pj(x)− l)

considère card(S) = n et card(E) = p − 1. D’autre part, pj(x) = xj − sj
et le calcul du séparateur r(x) requiert 2n(p − 1) additions, (n − 1)(p − 1)
multiplications et 1 division dans Z/pZ.

Pour obtenir un SDP associé à un chemin discret de longueur m, il suffit
de calculer les séparateurs m− 1. Il est vrai que, le résultat n’est pas optimal
(voir Corollaire 1) mais la complexité du calcul reste linéaire dans n, ce qui
est très intéressant pour trouver un premier modèle d’étude (nous rappelons
que les données biologiques sont telles que p etm sont très petites comparées
à n).

109



5.2.2 Séparateur algébrique optimal

Dans la section précédente, et spécialement dans le théorème 2, nous sé-
parons à plusieurs reprises le même état s d’un état t dans V . Pour éviter cette
opération redondante, nous proposons de réduire le degré de g. Pour t ∈ V et
j ∈ J1, nK, posons pt,j(x) = xj − tj.
Définition 2. Un ensemble de deux points distincts s et t séparés de V est
donné par :

S(s, t) = {j ∈ S | sj 6= tj} = {j ∈ S | ps,j(t) 6= 0}

où S est l’ensemble des séparateurs de V . L’ensemble initial des séparateurs
s et t est :

PS(s, t) = {pt,j(x) | j ∈ S(s, t)}.
Un ensemble de séparateur initial minimal de s dans V , notée Min(s, V ) est
composée de moins dem−1 polynômes distincts g la même chose s’applique
à chaque t ∈ V distinct de s, l’intersection de Min(s, V ) avec PS(s, t) est
réduit à un seul élément.

Pour chaque point distinct s et t dans V et pour chaque g ∈ PS(s, t), nous
avons :

g(t) = pt,j(t) = 0,

et
g(s) = pt,j(s) = −ps,j(t) 6= 0

car j ∈ S(s, t). Tout produit de séparateurs initiaux de s et t est un séparateur
entre ces deux points.

Corollaire 1. Soit Min(s, V ) l’ensemble des séparateurs initiaux minimaux
de s dans V et soit :

G =
∏

g∈Min(s,V )

g (5.17)

alors

r(x) =
G(x)

G(s)
(5.18)

est un séparateur de s dans V .
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Nous considérons rs = r ou ri = r lorsque s est indexé par i. Pour
illustrer les définitions ci-dessus, considérons les instructions s1 = (2, 1, 2),
s2 = (1, 1, 0), s3 = (0, 0, 1) et s4 = (1, 2, 0). Le jeu de séparateurs est
S = {1, 2, 3} et les jeux de séparateurs respectifs de la paire d’éléments
de V sont les suivants : S(s1, s2) = {1, 3}, S(s2, s4) = {2}, S(s1, s3) =
S(s1, s4)S(s2, s3) = S(s3, s4) = {1, 2, 3}.

Nous obtenons l’ensemble des séparateurs de s1 :

PS(s1, s2) = {x1 − 1, x3},

PS(s1, s3) = {x1, x2, x3 − 1},
PS(s1, s4) = {x1 − 1, x2 − 2, x3}.

Et voici quelques ensembles de séparateurs initiaux minimauxMin(s1, V )
de s1 dans V :

{x1 − 1, x1}, {x1 − 1, x2}, {x3, x2}.
Nous calculons le séparateur r1 de s1 = (2, 1, 2).
A partir de l’ensemble minimum {x3, x2} de s1 dans V , nous obtenons le

polynôme :
r1 = x2x3/2 = −x2x3

Ce qui équivaut à 1 dans s1 et 0 partout dans V . Ceci rejoint l’étude faite
par [Laubenbacher and Stigler, 2004a].

Un séparateur de s4 obtenu par le corollaire 1 est :

r4 = (x1−2)(x2−1)(x3−1) = x1x2x3−x1x2−x1x3+x2x3+x1−x2−x3+1.

Le calcul de chaque séparateur peut être effectué simultanément [Vali-
bouze et al., 2009]. En fait, les séparateurs des éléments de V sont indé-
pendants les uns des autres. Ainsi, le calcul d’un SDP peut être effectué en
parallèle en appliquant pour chaque séparateur le théorème 2.

Notez que les séparateurs obtenus par le corollaire 1 ont un degré infé-
rieur à n, tandis que ceux obtenus par le théorème 2 ont le degré inférieur
à ncard(E). Par exemple, pour n = 3 et E = {1, 2}, ncard(E) = 6 et le
séparateur s1 obtenu par application du théorème 2 est :

r1 = −x1(x1 − 1)(x2 − 2)x2x3(x3 − 1).
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5.2.3 Système dynamique booléen

Pour des raisons de simplicité, nous supposons l’ensemble des sépara-
teurs S de V est {1, . . . , n}. Dans le cas où p = 2, E est réduit à {1} et les
séparateurs sont sous une forme plus compacte. En fait, soit k = Z/pZ et
considérons deux polynômes dans k[x1, . . . , xn] données par :

q =
n∑
r=1

er(p) etr = q + 1,

où e1(p), . . . , en(p) sont des fonctions symétriques élémentaires dans les élé-
ments de p = {p1, . . . , pn}. Pour calculer, ei(p), nous utilisons des outils
développés dans [Valibouze, 1989]. Pour tout t ∈ E

q(t) = 0 ⇔ t = s

r(t) = 0 ⇔ t 6= s.

En particulier, q(t) = 1 ∀t 6= s et r(s) = 0. Pour voir ces propriétés sur
q et r, nous considérons le polynôme univarié g en y, avec les coefficients
dans k[x1, . . . , xn] et dont les racines sont les modules fondamentaux, qui
s’écrivent comme suit :

g(y)(x) =
n∏
j=1

(y − pj(x)).

Le polynôme g(1)(x) est le même que celui du théorème 2. Pour t ∈ E ,nous
avons l’équivalence suivante :

g(1)(t) = 0⇔ ∃j ∈ [1, n] : pj(t) = 1⇔ t 6= s.

Alors g(1) est un polynôme séparant, pour s dans E . De plus, selon l’identité
suivante sur les coefficients de polynômes univariés :

g(y) = yn − e1(p) · yn−1 + e2(p) · yn−2 · · ·+ (−1)n · en(p),

nous avons r = g(1) = q + 1 dans Z/2Z.
Pour illustrer ce résultat, soit m = 3, p = 2, s1 = (0, 1, 1), s2 = (1, 1, 0)

et s3 = (0, 1, 1). Les ensembles de modules fondamentaux associés à chaque
état si est noté par pi. Dés lors, nous obtenons :

p1 = {x1, x2 + 1, x3 + 1} et p2 = {x1 + 1, x2 + 1, x3}.
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Les fonctions symétriques élémentaires de p1 sont les suivantes :

e1(p1) = x1 + x2 + x3,

e2(p1) = x1x2 + x1x3 + x2x3 + x2 + x3 + 1,

et
e3(p1) = x1x2x3 + x1x2 + x1x3 + x1.

Donc un séparateur de s1 est,

r1(x1, x2, x3) = x1x2x3 + x2x3.

En parallèle, nous trouvons le séparateurs r2 de s2 :

r2(x1, x2, x3) = x1x2x3 + x1x2.

Pour t1 = (1, 0), t2 = (1, 1) et t3 = (0, 1), nous obtenons f1 = r1, f2 =
r1 + r2 et f3 = r2. Alors, f = (f1, f2, f3) est défini par :

f1 = x1x2x3 + x2x3 , f2 = x1x2 + x2x3 et f3 = x1x2x3 + x1x2.

(5.19)
La base de chaque composant du SDP f est utilisée pour dessiner le graphe

de dépendance (illustré dans la figure 5.1a). Il faut souligner le fait qu’en uti-
lisant Cocoa, nous devons considérer les états s1 et s2 qui donnent r1 = x3 et
r2 = x2 + x3. Par conséquent, en tenant compte de s3 : f = (x3, x2, x2 + x3),
ce système dynamique booléen nous permet d’obtenir le graphe de dépen-
dance de la figure 5.1b (graphe comportant un nombre d’arcs inférieur au
SDP (5.19)). Le graphe de dépendance est un graph dirigé avec le jeu de
sommets {x1, . . . , xn} et le jeu de bords {(t, xi) | t ∈ sup(fi), i = 1, . . . , n}
où le support de fi, noté sup(fi), est l’ensemble des variables qui apparaissent
dans fi.

5.2.4 Les séparateurs affines

Dans cette section, nous détaillons une méthode pour déterminer, dans
certains cas, les séparateurs affines.

Nous notons CL(t) l’ensemble de toutes les combinaisons linéaires de
générateurs etM(t) l’idéal de t-relations. Pour trouver le séparateur affine de
s dans V , nous devons déterminer

(∩t6=sCL(t))\CL(s).
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(a) Graphe de dépendance pour
f = (x3, x2, x2 + x3)

(b) Graphe de dépendance pour
f = (x1x2x3 + x2x3, x1x2 + x2x3, x1x2x3 +
x1x2).

FIGURE 5.1 – Graphe de dépendance de f où n = 3, m = 3 et p = 2.

Cet ensemble est un ensemble de séparateurs affines de s dans V . Pour déter-
miner si une relation n’appartient pas àM(s)(i.e. , à CL(s)), diviser simple-
ment dans les modules fondamentaux de M(s) (ce qui revient à évaluer s).
Généralement

rj ∈ ∩i6=jM(si) et rj /∈M(sj)

pour tout les séparateurs rj de sj dans V .
Soient s1 = (2, 1, 2), s2 = (4, 4, 0), s3 = (3, 3, 1), s4 = (1, 2, 3) and S =

{1, 2, 3, 4}. D’abord, nous additionnons, les générateurs 2 par 2 (pi,j + pi,k)
ensuite nous les soustrayons (pi,j − pi,k) et 2pi,j + pi,k, etc. Puis nous passons
à pi,1 + pi,2 + pi,3.

En voici un exemple :
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M(s1) = < x1 + 3, x2 + 4, x3 + 3 >

CL(s1) = {0, 2x1 + 3x2 + x3 + 1, 3x1 + 2x2 + 3x3 + 1, 3x1 − x2 + x3 + 3, . . . ,

x2 − x3 + 1, x1 + x2 + 2x3 + 3, 3x1 + 2x2 + 2, . . . ,2x1 + 2x2 − 1, . . .}
M(s2) = < x1 + 1, x2 + 1, x3 >

CL(s2) = {−x2 + 4,−x1 − x2 − x3 + 3, 3x1 + 2x2 + 3x3, 3x1 − x2 + x3 + 2,

−x1 − x3 + 4, 3x1 + x3 + 3, 2x1 + x2 + x3 + 3, x1 + x2 + 3x3 + 2,

3x1 + x2 + 2x3 + 4, x1 + 3x2 + x3 + 4 2x1 + 2x2 − 1, 2x1 + 2x2 + 3x3 + 4, . . .}
M(s3) = < x1 + 2, x2 + 2, x3 + 4 >

CL(s3) = {−x2 + 3, 3x1 + 3x2 + 2, 3x1 + 2x2 + 3x3 + 2, 3x1 − x2 + x3 + 3,

. . . , x1 − x2 + 3x3 + 2, x1 + 3x3 + 4}
M(s4) = < x1 + 4, x2 + 3, x3 + 2 >

CL(s4) = {−x1 − x2 − x3 + 1, 3x1 − x2 + x3 + 1,−x1 − x3 + 4, 3x1 + 2x2 + 3x3 + 4,

2x1 + 2x2 − 1, x1 + 3x3, 3x1 + 3x2 + x3 + 3,−x2 + 2 . . .}

Nous trouvons rapidement le séparateur 2x1 + 2x2−1 de s3 et nous pouvons
également trouver une identification linéaire. En effet, r3 = 2x1 + 2x2 −
1 est un élément de (∩i 6=3CL(si)) qui n’appartient pas à CL(s3). Dans cet
exemple, il n’est pas possible de trouver des séparateurs affines de s1, s2 et
s4.

Ce qui est intéressant, à propos de cette méthode, c’est qu’elle peut être,
entièrement, traitée de manière dynamique. Il n’est pas question de calculer
entièrementCL(t). Plusieurs stratégies sont possibles, y compris le calcul pa-
rallèle. D’autre part, pour éviter de répéter la même relation dans l’idéal (t)-
relationsM(t), nous choisissons un format standard pour chaque polynôme.
Par exemple, le polynôme a le même dénominateur (que nous avons retiré),
il est divisé par son contenu (le gcd de ses coefficients) et en multipliant le
coefficient de la plus petite variable par son signe pour le rendre positif. Les
auteurs de [Laubenbacher, 2007] expliquent que l’ordre de xi peut être pré-
déterminé par des informations concernant l’influence de certains gènes sur
d’autres : par exemple x1 < x2 < · · · < xn.

5.3 Application à la biologie systémique

La caractéristique principale des données générées par les puces à ADN,
appelées données d’expression génique, est qu’elles ont peu d’expériences
par comparaison au nombre de gènes testés simultanément. Malheureuse-
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ment, il est difficile d’obtenir toutes les informations nécessaires pour vérifier
la validité du modèle.

Afin de proposer un modèle mathématique basé sur les systèmes dyna-
miques polynomiaux, nous discrétisons les données en utilisant un double
filtre pour changer les expressions des gènes. Nous commençons par une
brève description et un rappel de certains concepts importants. Ensuite, nous
montrons comment exploiter le jeu de données que nous avons en utilisant
les SDP.

5.3.1 Background biologique

Les voies de réparation de l’ADN maintiennent l’intégrité du génome.
Il existe au moins 150 protéines différentes qui catalysent la réparation de
l’ADN [Alberts, 2009].

Plusieurs thérapies stimulent l’activité de ces protéines et implique la ré-
paration et le maintien du génome. Ceci offre de nouvelles approches pour le
traitement sélectif des tumeurs destiné à soulager ou à guérir la maladie. Des
recherches sont nécessaires pour explorer les conséquences d’une modifica-
tion de chacune de ces voies de réparation.

Nous avons sélectionné des gènes intervenant dans le processus de la voie
de recombinaison homologue [Tomasz, 2002]. Les informations utilisées dé-
crivent l’évolution des gènes dans différentes lignées cellulaires, en fonc-
tion des données à différents moments [Valsecchi et al., 2014]. De plus, nous
considérons l’évolution de chaque gène indépendamment tenant compte de la
discrétisation de leur expression [Irizarry et al., 2003]. Étant donné les petits
changements dans l’expression des gènes, nous supposons que la discréti-
sation booléenne est suffisante pour notre modèle. En effet, nous calculons
l’expression moyenne de chaque gène dans le temps et nous discrétisons en
deux états booléens par rapport à cette moyenne. Ensuite, nous avons sélec-
tionné des gènes qui ont un comportement cohérent par rapport au premier
filtre. Après ce filtrage, nous avons conservé les gènes communs à deux li-
gnées cellulaires, notées C1 et C2. Nous avons 8 gènes impliqués dans la
réparation de l’ADN. Parmi ces gènes, nous avons choisi de garder ceux qui
se comportent différemment sur chaque lignée cellulaire : nous n’obtenons
donc que 5 gènes (voir tableau 5.1).
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gènes / lignées cellulaires C1 C1 C1 C2 C2 C2

- 0h 24h 72h 0h 24h 72h
g1 1 1 0 1 0 0
g2 1 1 0 1 0 0
g3 0 1 1 1 1 0
g4 1 0 0 1 0 1
g5 1 1 0 0 1 0

TABLE 5.1 – Exemple de 5 gènes communs à 2 lignées cellulaires C1 et C2 en 3 pas de
temps.

5.3.2 Construction d’un réseau en utilisant les séparateurs

Nous pouvons maintenant supposer que le nombre de variables apparais-
sant dans chaque composant du SDP fera la différence. Ce qui compte, c’est
de disposer d’un modèle qui tienne compte de la réalité des données. Le jeu
de données consiste en 24 ensembles de 7 paires de transitions d’états, cha-
cune générée en appliquant f à 24 initialisations, s0, extraites de [Jarrah et al.,
October 2007]. Nous obtenons donc deux modèles : fC1

, fC2
qui décrivent

respectivement les lignées cellulaires C1 et C2 qui décrit la lignée cellulaire
C2. La simulation et le calcul ont été obtenus en utilisant [Stein and Joyner,
2005, Developers, 2013].

fC1 = (0, 0,−x1x2x3x4x5 + x1x2x3x4,

−x1x2x3x4x5 + x1x2x3x5 + x1x3x4x5 + x2x3x4x5 − x1x3x5 − x2x3x5 − x3x4x5 + x3x5,

−x1x2x3x4x5 + x1x2x3x4)

fC2 = (−x1x2x3x4x5 + x1x2x4x5,−x1x2x3x4x5 + x1x2x4x5, x1x2x3x5 + x1x2x4x5,

0,−x1x2x3x4x5 + x1x2x4x5)

Avec x1, x2, x3, x4 et x5 sont respectivement les concentration de g1, g2,
g3, g4 et g5. Une validation rigoureuse nécessite des techniques permettant de
mesurer la qualité des données d’entrée fournies.

Cet algorithme calcule un SDP dans un temps linéaire. Le SDP donné cor-
respond à un ensemble de données, de paires de transitions d’état. Nous avons
comparé deux algorithmes en les appliquant au même ensemble de données,
générés à partir d’un modèle booléen. Décrire un réseau de gènes en termes
de SDP présente des avantages. Premièrement, il décrit les interactions géné-
tiques sous une forme explicitement numérique. Deuxièmement, il s’agit de
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relations occasionnelles entre les gènes : un coefficient xi dans une fonction
fj détermine l’effet du gène i sur le gène j.

5.4 Conclusion

De nombreux systèmes biologiques sont modélisés avec des modèles
discrets. Les recherches qui ont été menées permettent de conclure qu’elle
constitue une alternative efficace à la base de Gröbner lorsque la modéli-
sation des systèmes biologiques est réalisable. Nous utilisons une méthode
classique basée sur l’interpolation de Lagrange. Ce travail détaille une ap-
proche permettant le calcul des séparateurs : nous présentons une méthode
basée sur les outils de la théorie de Galois en tant que modules fondamen-
taux ou fonctions symétriques élémentaires. Les résultats ont directement
une pertinence pratique. Nous proposons un algorithme qui effectue un ap-
prentissage dans les systèmes dynamiques polynomiaux. À cette fin, nous
introduisons un théorème principal pour le calcul des séparateurs algébriques
avec un degré optimal, il nous permet de calculer un nombre fini d’autres
systèmes dynamiques polynomiaux. Nous introduisons également quelques
techniques de base nous permettant de calculer des séparateurs affines.

Dans ce contexte, nous avons présenté une méthode analytique d’expres-
sion facilement lisible et de données spécifiques facilement interprétables.
Ainsi, nous obtenons un premier modèle sous la forme de SDP à complexité
linéaire. De nombreux autres systèmes dynamiques polynomiaux peuvent
être déterminés avec notre approche de manière optimale. En outre, il est
également possible d’obtenir tous les SDP d’un système algébrique. Le gain
est que très rapidement, nous proposons aux biologistes moléculaires et à
la bio-informatique des modèles avec lesquels ils peuvent avancer et affiner
leurs requêtes.

De toute évidence, des recherches supplémentaires seront nécessaires sur
les données expérimentales. La poursuite des recherches dans ce domaine
semble être pleinement justifiée en raison de la simplicité de cette approche.
Enfin, un seul paramètre p est introduit dans le modèle, à la différence du
modèle continu utilisant des équations différentielles auxquelles il faut ajou-
ter un certain nombre de contraintes et de paramètres pour une modélisation
réussie.
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Conclusion générale

La modélisation mathématique est très pratique dans l’étude et dans la
compréhension des phénomènes physiques et naturels qui nous entourent. De
nos jours, la modélisation est d’intérêt primordial pour la santé public, sur-
tout, quand il s’agit des phénomènes très complexes faisant intervenir nom-
breuses entités en interaction qui sont difficiles à étudier empiriquement et
surtout très coûteux, comme le cancer. La modélisation peut donc aider à ré-
pondre aux questions de médecine, et servir à optimiser les traitements ou
même à penser de nouvelles modalités thérapeutiques.

Dans le premier chapitre de cette thèse, nous avons essayé de donner une
définition au cancer en s’appuyant sur plusieurs concepts issus de la phy-
siques, la sociologie, etc... Ces liens nous ont permis en premier lieu, d’iden-
tifier le cancer comme étant un individu, à part entier, ayant un objectif à
atteindre, "instinctivement". En second lieu, ceci nous a permis d’aborder,
socialement, le phénomène du cancer, en le définissant comme étant une or-
ganisation sociale pluricellulaire.

Dans le deuxième chapitre, nous avons abordé la question du traitement.
Ce chapitre a été consacré principalement à deux problématiques : la pre-
mière est l’interaction du cancer avec son environnement en général et avec
l’organisme porteur de la tumeur, en particulier. Le but principal était de
prendre en considération le profil physiologique du patient avant l’adminis-
tration du traitement. Une approche qui rentre dans le cadre d’une médecine
personnalisée. La deuxième problématique s’articule autour de la notion de
dose optimale à administrer au patient. Le but était de déterminer la durée
optimale d’absorption du traitement (i.e. la dose optimale qui minimise les
effets secondaires) afin de contribuer à l’amélioration de la dose classique
utilisée en ce moment, la dose maximum tolérée (DMT).

Le troisième chapitre, rentre dans le cadre d’une nouvelle tendance thé-
rapeutique qui vise à contrôler le cancer plutôt qu’à l’éliminer, une vision
qui traite le cancer comme une maladie chronique. Partant de ce principe,
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la solution réside dans la régulation des cellules tumorales et non pas dans
leurs éradication. Nous avons, ainsi formulé un problème de contrôle optimal
pour le traitement du cancer dans le but de stabiliser le volume tumoral. Nous
nous sommes appuyés dans ce chapitre sur l’hypothèse des cellules souches
cancéreuses et nous avons pris en considération l’hétérogénéité de la tumeur.

Dans le chapitre 4, nous avons mis l’accent sur le comportement collectif
de la tumeur et de son caractère adaptatif par rapport au traitement.

Enfin dans le cinquième chapitre, nous nous sommes intéressé à un pro-
blème annexe qui s’articule autour de la modélisation à partir des systèmes
dynamiques polynomiaux sur des corps finis. Cette approche a permis d’in-
troduire le niveau moléculaire complémentaire au niveau cellulaire abordé
dans le reste de cette thèse.

Nous espérons ainsi contribuer à l’objectif général de la modélisation ma-
thématique du cancer : développer des outils numériques, d’aide à la déci-
sion, qui serviront comme support aux médecins dans leurs diagnostics. Ce
qui nous permet de développer un plan de traitement adapté et des stratégies
de contrôle adaptatives.
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Annexe A

Démonstrations

A.1 Tumor in host model :

On suppose que la tumeur s’approprie une fraction κu(Vc) ∈ [0, 1] de
l’énergie de la réserve pour ses processus somatiques et que cette demande
énergétique augmente proportionnellement à la taille de la tumeur [van Leeu-
wen et al., 2003]. Nous supposons donc :

κu(Vc) =
µuVc(t)

Vc(t) + µuVc(t)
,

.
avec µu un paramètre représentant "la gourmandise" de la tumeur.
En réécrivant les équations du bilan énergétique (2.21), et en tenant

compte de la nouvelle structure de la tumeur et donc de κu on obtient :

coût de la croissance tumorale = κκuC(t)− coût de la maintenance tumorale
coût de la croissance de l’hôte = κ(1− κu)C(t)− coût de la maintenance de l’hôte

Par conséquent, les équations (2.25) peuvent être écrites ainsi :

dVs(t)

dt
=

1− κu(Vc)
g[Em]

C(t)−mVs(t) (A.1)

dVc(t)

dt
=
κu(Vc)

gu[Em]
C(t)−muVu(t) (A.2)

où gu = [Gu]/κ[Em] et mu = [Mu]/[Gu], (voir tableau 2.1). En remplaçant
C(t) par son expression, on obtient : dVs

dt = (1−κu(Vc))νeV
2/3
s −gmVs

g+(1−κu(Vc))e

dVc
dt = (νV

2/3
s +mVs)gκu(Vc)e

ggu+(1−κu(Vc))gue
−muVc(t)

(A.3)
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A.2 L’équilibre thermodynamique :

Dans le système d’équations (A.3) toute l’énergie investie dans la construc-
tion d’une unité de biomasse serait récupérée, ce qui est thermodynamique-
ment impossible. C’est pourquoi, nous devons élargir les équations du bilan
énergétique pour tenir compte de la perte de poids corporel souvent observée
chez les organismes hébergeant une tumeur [van Leeuwen et al., 2003] :

coût de la croissance tumorale = κu(κC + S)− coût de la maintenance tumorale (A.4)

0 = (1− κu)(κC + S)− coût de la maintenance de l’hôte(A.5)

où S = −ω[G]dVs/dt représente la vitesse à laquelle l’énergie est récu-
pérée après la dégradation de la structure de l’organisme. La fonction de S
suppose que la quantité d’énergie disponible par unité de temps est inver-
sement proportionnelle au taux de dégradation de la structure (i.e. ω est un
coefficient d’efficacité(voir tableau 2.1)).

Par conséquent, quand dVc
dt < 0, le système d’équations (A.3), s’écrit de

cette manière [van Leeuwen et al., 2003] :

dVs(t)

dt
=

(1− κu(Vc))νe(t)Vs(t)2/3 − gmVs(t)
(ωg + e)(1− κu(Vc))

(A.6)

dVc(t)

dt
=

gmκu(Vc)Vs
gu(1− κu(Vc))

−muVc(t) (A.7)

A.3 Evaluation des écarts types relatifs σsback, σcback et σeback :

La résolution en arrière et la concaténation des différentes équations gé-
nèrent des erreurs que nous évaluons à travers les écarts types relatifs, σsback,
σcback et σeback respectivement pour Vs, Vc et e :

σsback =
Vsfb − Vs(t0)

Vs(t0)

σcback =
Vcfb − Vc(t0)

Vc(t0)

σeback =
efb − e(t0)
e(t0)
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avec respectivement Vsfb, Vcfb et efb tant le volume de l’organisme, le volume
de la tumeur et la réserve normalisée de l’organisme obtenue après des simu-
lations en avant et en arrière des valeurs initiales respectives Vs(t0), Vc(t0) et
e(t0).

Nous observons (voir la figure A.1a) que σjback, j ∈ {s, c, e} sont significa-
tivement proportionnels au nombre de cures de chimiothérapie. Cependant,
comme ces erreurs dépendent à la fois de Tcourse et du pas de temps de la
simulation, nous avons exécuté nos simulations avec Tcourse = 8jours et nor-
malisé les erreurs par le pas de temps de simulation, σ̂jback j ∈ {s, c, e}. On
remarque que σ̂jback est presque proche de zéro pour j = s et est très bas pour
j = c (voir figure A.1b). Pour cela, et pour être fidèle à la réalité, nous avons
limité le nombre de cours à 4 et la durée d’une cure à Tcourse = 8jours.
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(a) Variation de l’erreur relative

(b) L’écart type standard

FIGURE A.1 – Variation de l’erreur relative, σj
back (figure A.1a) et l’erreur normalisée

σ̂j
back j ∈ {s, c, e} (figure A.1b), en fonction du nombre de cures pour une durée Tcourse =

8 jours et avec tpri = 2 jours.
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Purvesh Khatri and Sorin Drăghici. Ontological analysis of gene expression
data : current tools, limitations, and open problems. Bioinformatics, 21
(18) :3587, 2005.

Jung-whan Kim and Chi V Dang. Cancer’s molecular sweet tooth and the
warburg effect. Cancer research, 66(18) :8927–8930, 2006.

Sebastiaan A. L. M. Kooijman. Dynamic energy budget theory for metabolic
organisation. Cambridge university press, 2010.

A Kreso, CA O’Brien, P van Galen, OI Gan, F Notta, AM Brown, K Ng,
J Ma, E Wienholds, C Dunant, A Pollett, S Gallinger, J McPherson,
CG Mullighan, D Shibata, and JE. Dick. Variable clonal repopulation dyna-
mics influence chemotherapy response in colorectal cancer. Science., 339 :
543–548., 2013.

131

http://dx.doi.org/10.1016/j.aam.2006.08.004


Dick JE2 Kreso A. Evolution of the cancer stem cell model. cell stem cell.,
14 :275–291., 2014.

Joseph-Louis Lagrange. Réflexions sur la résolution algébrique des équa-
tions. Prussian Academy, 1770.

Tsvee Lapidot, Christian Sirard, Josef Vormoor, Barbara Murdoch, Trang
Hoang, Julio Caceres-Cortes, Mark Minden, Bruce Paterson, Michael A
Caligiuri, and John E Dick. A cell initiating human acute myeloid leukae-
mia after transplantation into scid mice. Nature, 367(6464) :645, 1994.

Reinhard Laubenbacher. A computer algebra approach to biological systems.
In ISSAC, pages 5–6, 2003.

Reinhard Laubenbacher. Modeling and simulation in Applied Mathematics,
volume 64 of Modeling and Simulation of Biological Networks : American
Mathematical Society, Short Course. AMS Bookstore, 2007.

Reinhard Laubenbacher and Brandilyn Stigler. A computational algebra ap-
proach to the reverse engineering of gene regulatory networks. Journal of
Theoretical Biology, 229 :523, 2004a.

Reinhard Laubenbacher and Brandilyn Stigler. A computational algebra ap-
proach to the reverse engineering of gene regulatory networks. J Theor
Biol, 229(4) :523–537, Aug 2004b.

Gareth A Lewis, Didier Mathieu, and Roger Phan-Tan-Luu. Pharmaceutical
experimental design. CRC Press, 1998.

J Lokich and N Anderson. Dose intensity for bolus versus infusion chemothe-
rapy administration : review of the literature for 27 anti-neoplastic agents.
Annals of oncology, 8(1) :15–25, 1997.

Konrad Lorenz. Trois essais sur le comportement animal et humain : les
leçons de l’évolution de la théorie du comportement. Technical report,
1970.

Michael C. Mackey. Unified hypothesis for the origin aplastic anemia and
periodic hematopoiesis. Blood, 51(5) :941–956, 1978.

132



Elaine Marieb and Katja Hoehn. Anatomie et physiologie humaines : Livre+
eText+ plateforme numérique MonLab-Licence étudiant 60 mois. Pearson
Education France, 2014.
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