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AUTOUR DE g(2) EN ASTROPHYSIQUE

Résumé :
Ce travail est associé au développement d’un corrélomètre stellaire opérant dans le visible, sur le
plateau de Calern, site d’observation astronomique de l’Observatoire de la Côte d’Azur. La thèse
s’articule en trois parties : “Fondements”, “Réalisations”, et “Explorations”. Il y a six résultats
principaux originaux.
La première partie “Fondements” propose une comparaison des fonctions de corrélation g(1)

(champ-champ), g(3/2) (intensité-champ), et g(2) (intensité-intensité), pour un champ chaotique
ricien (i.e. dont l’amplitude possède une densité de probabilité de Rice) crée selon une modélisa-
tion proposée pour le milieu interstellaire “Weigelt blob B” voisin du système stellaire η Carinæ.
Le champ résultant est une radiation cohérente superposée à une radiation chaotique Rayleigh
(i.e. dont l’amplitude possède une densité de probabilité de Rayleigh) issue d’une multitude d’os-
cillateurs, libres et indépendants, en mouvement brownien non-relativiste dans un gaz support,
relativement à un observateur inertiel. Cette étude a débouché sur :
(i) La création d’un modèle basé sur un modèle cinétique classique ab-initio. Le modèle ci-

nétique ab-initio est analysé de manière originale, la description repose sur des processus
markoviens à sauts avec continuum d’états. Le modèle crée permet alors 1- de calculer
les fonctions de corrélation du champ résultant de la situation d’intérêt pour le processus
de transport normal des oscillateurs, et 2- d’explorer comment ces fonctions de corréla-
tion rendraient compte d’un transport anormal des oscillateurs (des transports anormaux
pertinents en astrophysique sont considérés).

(ii) La preuve théorique de la sensibilité accrue de g(3/2) aux fluctuations non-classiques du
champ, et à la composante cohérente dans un champ chaotique ricien. Cette fonction
de corrélation présente de plus un meilleur rapport signal sur bruit statistique que g(2)

en théorie. Le calcul des rapports signal sur bruit est mené avec une méthode (classique)
différente et consistante avec celle d’Hanbury Brown et Twiss. La méthode de calcul semble
plus adaptée aux corrélomètres stellaires modernes.

(iii) La preuve théorique de l’avantage du corrélomètre hybride (ou hétérodyne), mesurant
également g(2), en terme de rapport signal sur bruit. Même remarque sur la méthode de
calcul des rapports signal sur bruit qu’en (ii).

La partie “Réalisations” rapporte la caractérisation en laboratoire du corrélomètre et les résultats
d’une campagne de mesures astrophysiques :
(iv) La mesure de g(2) sur la raie Hα de l’étoile P Cygni. Cette mesure a permis de confirmer

sa nature chaotique Rayleigh, puis de caractériser quantitativement le temps de cohérence
de cette raie.

(v) La mesure de la distance Terre - P Cygni par la mesure de g(2) pour deux bases projetées.

La partie “Explorations” teste le potentiel de la mesure de g(2) pour identifier un laser aléatoire
quasi-unidimensionnel relativement à un champ chaotique Rayleigh. Elle constitue une première
étape dont les résultats sont :
(vi) La découverte d’une transition dans g(2) en-dessous et au-dessus du seuil laser, et la créa-

tion d’un modèle décrivant l’intensité du champ au dessus du seuil via un processus de
Poisson composé homogène, en accord avec la mesure.

Mots clefs : Fonctions de corrélation, Processus markoviens à sauts avec continuum d’états,
Radiation cohérente, Oscillateurs browniens, Astrophysique, Processus de transport.
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AROUND g(2) IN ASTROPHYSICS

Abstract :
This work is linked to the development of a stellar correlometer operating in the visible spec-
trum, on the plateau de Calern, a site of the Observatoire de la Côte d’Azur for observations in
astronomy/astrophysics. The dissertation has three parts: “Fundamentals”, “Realizations”, and
“Explorations”. There are six main original results.
The first part “Fundamentals” compares the field’s correlation functions g(1) (field-field), g(3/2)

(intensity-field), and g(2) (intensity-intensity), for a Rician chaotic field (i.e. whose amplitude
has a Rician probability density) created according to a devised modelling of the interstellar
medium “Weigelt blob B” in the vicinity of the stellar system η Carinæ. The created field is the
superposition of a coherent radiation, with a Rayleigh chaotic radiation (i.e. whose amplitude
has a Rayleigh probability density) resulting from a multitude of free independent oscillators in
non-relativistic Brownian motion in a support gas, with respect to an inertial observer. Three
main achievements result from this study:
(i) The creation of a model based on a classical Newton’s law kinetic model. The analysis

of this Newton’s law kinetic model is original, the description is based on Jump Markov
Processes with Continuum States. Then, the devised model allows 1- the field’s correlation
functions derivation for the normal transport process of the oscillators, and 2- the explo-
ration on how these correlation functions would highlight an anomalous transport of the
oscillators (some relevant anomalous transports in astrophysics are considered).

(ii) The theoretical proof of the greater sensitivity of g(3/2) to non-classical fluctuations, and
to a coherent component in the field. Furthermore, this correlation function has a better
signal to noise ratio than g(2), in theory. The derivation of the signal to noise ratios uses a
different but consistent method with the one of Hanbury Brown and Twiss. This proposed
method seems to be more relevant for modern stellar correlometers.

(iii) The theoretical highlighting of the advantage of an heterodyne (or hybrid) stellar correlo-
meter measuring g(2), in terms of signal to noise ratio. The same remark on the signal to
noise ratios’ derivation method than the one in (ii) applies.

The part “Realizations” reports the experimental characterization of the correlometer, and the
results of an on-star measurements campaign:
(iv) The measurement of g(2) on the Hα emission line of the star P Cygni. It confirmed its

Rayleigh chaotic nature and allowed to quantify the coherence time of this emission line.
(v) The measurement of the Earth - P Cygni’s distance through g(2) for two on-sky projected

baselines.

The part “Explorations” tests the potential in measuring g(2) in order to distinguish a quasi-
unidimensional random laser from a Rayleigh chaotic radiation. It is a first step whose results
are:
(vi) 1- The discovery of a transition ’below-above threshold’ in g(2) for the random fibered

laser. 2- A first model depicting the field’s intensity above threshold with a homogeneous
compound Poisson process, consistent with the measurement.

Keywords : Correlation Functions, Jump Markov Processes with Continuum States, Co-
herent Radiation, Brownian Oscillators, Astrophysics, Transport Process.
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Note liminaire

Ce travail a été associé au développement d’un corrélomètre stellaire sur le plateau de Ca-
lern, site d’observation astronomique de l’Observatoire de la Côte d’Azur. Cette thèse est la
première reliée à ce projet, et il est espéré qu’elle profitera au (à la) prochain(e) doctorant(e) qui
travaillera sur le sujet. Cette dissertation est également destinée aux rapporteurs de thèse, et à
cet égard, il a été choisi de ne présenter que les productions scientifiques originales et abouties.
De nombreux ouvrages existent pour rappeler les notions de bases en jeu (d’un niveau inférieur
à la fin du M2), et il a été jugé inutile d’écrire un chapitre pour le faire. Cependant, afin que la
thèse puisse servir au groupe du Directeur de Recherche CNRS Robin Kaiser dont la spécialité
n’est pas l’astrophysique, quelques rappels, qui seront superflus pour le lecteur astrophysicien,
sont parfois donnés (en priorité en annexe, et quand cela n’est pas adéquat, dans le corps).

L’étude concernant la fonction de corrélation g(3/2), développée dans la première partie de cette
thèse, fut motivée par une curiosité initiale de Robin Kaiser, sur son rapport signal sur bruit.
La situation physique originale, et sa modélisation, sont le fait de l’auteur. Ce travail a été mené
avec le soutien et l’aide du Professeur Luis A. Orozco du Joint Quantum Institute (JQI), et du
département de Physique de l’Université d’état du Maryland, Washington, D.C..
Le travail instrumental rapporté dans la deuxième partie partie de cette dissertation a été mené
en partie avec Jean-Pierre Rivet, Chargé de Recherche CNRS et Co-Directeur de thèse, qui est
l’inventeur du module opto-mécanique raccordé au foyer du télescope. La campagne de carac-
térisation du corrélomètre rapportée dans ce mémoire a comporté deux étapes ; une première
réalisée avec William Guérin, Chargé de Recherche CNRS, et une deuxième réalisée avec Clé-
ment Courde, Ingénieur de Recherche CNRS, et Jean-Pierre Rivet.
L’expérience présentée dans la dernière partie est due à une idée originale du Directeur de Re-
cherche CNRS Robin Kaiser. Elle fut réalisée avec le soutien et l’aide du Professeur Anderson
S.L. Gomes, du département de physique de l’Université fédérale de Pernambuco, Recife. La
tentative de modélisation est le fait de l’auteur.
Les ouvertures théoriques présentées en Conclusion sont le fait de l’auteur.

Quelques indications pratiques pour finir.
Les codes pour la modélisation/simulation ont été écrits en langage global Python c©(version
2.7.18), et les codes pour l’analyse des données expérimentales ont été écrits en langage global
Matlab c© R©(version R2016a).
La dissertation est rédigée en français, mais les figures et schémas ont majoritairement leurs
légendes en anglais.

L’auteur, Antonin Siciak.
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Notations

Constantes physiques

kB : constante de Boltzmann.
e : charge élémentaire.
c : vitesse de la lumière dans le vide pour un observateur inertiel.

Probabilités

V.A. : Variable Aléatoire.
P {C} : probabilité de l’événement C.

PX : densité de probabilité de la V.A. X.
X  L : X suit la loi de probabilité L
〈X〉 : espérance de la V.A. X.
δ(x) : distribution de Dirac (densité de la loi dégénérée).
〈〈X2〉〉 : variance de la V.A. X.
α : exposant de Lévy.
Sα : loi α-stable de Lévy.

N
(
〈X〉, 〈〈X2〉〉

)
: loi normale de X.

E(1/〈X〉) : loi exponentielle de paramètre 1/〈X〉.
PX(〈X〉) : loi d’un train d’impulsions de Poisson de densité homogène 〈X〉.

Processus stochastiques

CYY(t, τ) ≡ 〈〈Y (t), Y (t+ τ)〉〉 : fonction d’auto-covariance du processus Y .
δY : processus standardisé (ou centré).
SδY : densité spectrale des fluctuations de Y .

Φ(dt; y, t) : propagateur du processus Y (V.A.).
PΦ : densité de probabilité de Φ(dt; y, t).
Kn : coefficient de Kramers-Moyal d’ordre n.

T(y, t|y0, t0) : densité (de probabilité) de transition markovienne.
PMSCE : Processus Markovien à Sauts avec Continuum d’Etats.
O.U. : Ornstein-Uhlenbeck.

W.K.B. : Wiener-Khintchine-Bochner.
ν : densité du processus train d’impulsion de Poisson.
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xviii NOTATIONS

Modèle des cubes durs

O : observateur inertiel.
P(m) : oscillateur harmonique de masse m.
P0(m0) : particule support de masse m0.

% : côté du cube représentant P(m).
%0 : côté du cube représentant P0(m0).
n : densité du gaz support [m−3].
T : température canonique au sens de Boltzmann-Gibbs.

Γ(t) : facteur de Lorentz de P(m) par rapport à O à la date t.
α : indice d’une composante vectorielle.
Vα : processus composante α de la vitesse relative de P(m) par

rapport à O (réalisations vα).
Rα : processus composante α de la position relative de P(m)

par rapport à O.
Uα : processus composante α de la vitesse relative de P0(m0)

par rapport à O (réalisations uα).
W : V.A. temps d’attente, de réalisations τ .
J : V.A. changement de vitesse (par saut), de réalisations j.

PWJ(τ, j|vα, t) : densité de probabilité jointe W -J .
PJ|W(j|τ ; vα, t) : densité de probabilité conditionnelle J |W .

PW(τ |vα, t) : densité de probabilité de W .
a(vα, t) = PW(0|vα, t) : a(vα, t)dt est la probabilité que Vα, tel que Vα(t) = vα,

saute entre [t, t+ dt[.
limB (X) : limite brownienne de X.

τc : temps d’attente moyen entre deux collisions successives.
σu : écart-type de Uα dans son état stable.
σv : écart-type de Vα dans son état stable.
γ : coefficient de frottement visqueux du gaz unidimensionnel

de cubes durs.

Description du champ

E : représentation analytique d’un mode d’une polarisation
d’une composante vectorielle du vecteur champ électrique.

A : amplitude complexe de E .
I : intensité de E (∝[J]).
ω : pulsation harmonique de E .
c : vitesse de groupe de E .
Eβ : module de 〈A〉.
φ : phase de 〈A〉.
ϕt : saut de phase de E à la date t.
δωt : fluctuation de pulsation de E à la date t.
σω : écart-type de la distribution de pulsation.
Ra : Rayleigh.
Ri : Ricien.
στ : écart-type (∼temps de cohérence) de

∣∣∣g(1)
Ra

∣∣∣ si c’est une
gaussienne.

τcor : temps de cohérence dans
∣∣∣g(1)

∣∣∣ (en général).



xix

Description de la mesure
ν : densité de photo-événements (fréquence).
i : photo-courant.
T0 : durée d’observation.
h(t) : réponse impulsionnelle de la détection.
1/fi : constante de temps dans h(t).
σh : écart-type de h(t) (i.e. constante de temps dans h(t)), si

h(t) est une gaussienne.
Rδ : réponse impulsionnelle du corrélomètre.
σ : écart-type de Rδ.

2C0erfc (∆) : contraste de la mesure g(2)(0) (en général).
C1 : contraste de la mesure g(2)(0) si σ limite la mesure.
ρ : base projetée.

V (ρ) : visibilité pour la base ρ.
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Introduction générale

La fonction g(2) dans le titre de la dissertation désigne la fonction de corrélation de l’éner-
gie présente dans une radiation (ou intensité). Cette fonction est la quantité mesurée par un
corrélomètre stellaire. L’adverbe “Autour” sous-entend que g(2) n’est pas la seule fonction de
corrélation étudiée.
Avant d’exposer les grandes lignes du plan de cette dissertation, la présente “Introduction gé-
nérale” donne quelques précisions sur la notion de corrélation en physique, et sur la façon dont
elle est considérée dans cette thèse.

I. Sur la notion de corrélation

La notion de corrélation en physique peut être considérée dans au moins deux contextes.
Dans un contexte expérimental appliqué, c’est une opération qui permet d’extraire une infor-
mation d’un signal, et dans un cadre théorique fondamental, c’est une traduction mathématique
de phénomènes physiques tangibles.
Avec le point de vue physique appliquée, la corrélation est une technique d’ingénierie du signal
qui permet de mesurer une vitesse, une distance, mesurer un retard, réduire un bruit etc.. Un
premier exemple introductif présentant la mesure d’un temps de parcours par inter-corrélation
d’un signal émis et de son écho, peut être trouvé dans [1] chapitre 7, section 7.6.2.. L’ouvrage
[2], chapitre 4, section 4.5.2, présente simplement, selon le même principe, des applications à
localisation d’une source de bruit. Une revue assez complète des applications des fonctions de
corrélations peut-être trouvée dans [3], chapitre 14. Enfin, il est impossible de ne pas mention-
ner les RADARs [4] et LIDARs [5]. Ils sont peut-être les instruments basés sur la mesure de
corrélations, les plus utilisés aujourd’hui. Ils sont utilisés pour faire de la vélocimétrie, de la
topographie, des mesures de concentration de gaz dans l’atmosphère etc. [5].
Le deuxième contexte relève de la physique fondamentale via la mécanique (statistique ou quan-
tique selon le point de vue). La corrélation traduit dans ce cadre théorique des phénomènes
physiques observés. Un premier exemple : la notion de corrélation permet d’expliquer la pres-
sion dynamique d’un gaz monoatomique (voir par exemple le complément C du chapitre III de
[6], section IV.2). Un deuxième exemple fondamental concerne la théorie du transport. La notion
de corrélation est à la base de l’équation de Langevin et de la formule de Green-Kubo (voir par
exemple [7] chapitre 6, section 6.4) et permet d’établir un lien entre mobilité (propriété micro-
scopique) et diffusion (propriété macroscopique). En physique statistique classique, la notion
de corrélation est introduite par la notion des fonctions de distribution (réduites) de l’espace
des phases du système de N particules, fonctions introduites par Yvon [8] pour la première fois.
Ces fonctions permettent de définir les fonctions de corrélation (dîtes irréductibles) du système.
Le système de N particules est alors entièrement caractérisé par la donnée de la fonction de
distribution réduite à une particule et la donnée de l’ensemble des fonctions de corrélations
irréductibles. C’est ce qui est appelée la représentation de la corrélation du système, voir par
exemple [9], chapitre 4. L’évolution des fonctions de distributions réduites est donnée par la
hiérarchie BBGKY d’équations intégro-différentielles, cette hiérarchie permet aussi d’écrire une
dynamique des fonctions de corrélations, développée initialement par Prigogine [10]. La notion
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de corrélation trouve également une origine dans la mécanique analytique. Soit un système ha-
miltonien, avec un couple de variable angle-action, rendu non intégrable car subissant une petite
perturbation induisant une évolution de l’action. Alors pour ce système, la notion de corrélation
est à la base d’une identité (appelée la relation d’Einstein, voir [11] chapitre 8, section 3) entre
le premier moment de l’accroissement séculaire de l’action (espérance sur les angles initiaux), et
le gradient (par rapport aux actions initiales) de la corrélation (deuxième moment) de l’accrois-
sement périodique de l’action (périodique par rapport aux angles initiaux, et moment d’ordre 2
sur ces angles initiaux). Cette relation d’Einstein généralise l’exemple précédent de théorie du
transport concernant la formule de Green-Kubo, et lorsqu’appliquée à l’électrodynamique, elle
donne la relation entre émission spontanée et émission induite [11].
Quelques exemples concernant l’électrodynamique. La notion de corrélation appliquée au champ
électromagnétique permet, entre autre, de caractériser la nature d’une radiation. Par exemple,
la corrélation de l’énergie dans une radiation laser ou dans une radiation de type corps noir n’est
pas la même (ce sera rappelé dans la partie “Définitions des fonctions de corrélation utilisées”).
Plus encore, la notion de corrélation en électrodynamique est à la base de la notion de cohérence
[12, 13] qui est une condition nécessaire aux phénomènes d’interférence. La notion de cohérence,
trouve écho de l’optique [14], développée dans un cadre quantique initialement par Glauber [15],
jusqu’à la physique des particules, et ce, des fermions [16, 17, 18], aux bosons (hors ceux de
l’optique) [19, 20, 21], en passant par les hadrons [22, 23]. Le terme d’interférométrie de Bose-
Einstein ou d’interférométrie de Fermi-Dirac est parfois employé [24].
Enfin, deux théorèmes fondamentaux liés à la corrélation sont en jeu dans cette dissertation. Le
théorème de Wiener-Khintchine-Bochner, d’abord pressenti par Einstein [25], ensuite démontré
par Wiener [26], et généralisé par Bochner (théorème de Bochner en mathématique) [27]. Il fut
aussi démontré de manière indépendante par Khintchine [28]. Ce théorème permet de traduire
les corrélations dans l’espace de Fourier, et réciproquement de caractériser les corrélations via
une densité spectrale. Plus encore, ce théorème établit une dualité, via la transformée de Fourier,
entre corrélation et densité de probabilité (dite spectrale). Ce théorème est utilisé dans toutes
les branches de la physique qui sont concernées par l’étude de fluctuations. Le second théorème
fondamental est la réciproque du théorème de Doob [29, 30], qui permet, sous réserve que le
processus soit normal et stationnaire (au sens large), de déduire à partir de la forme de sa fonc-
tion d’auto-corrélation (en l’occurrence si elle est une exponentielle décroissante), si ce processus
est markovien ou non, et en fait s’il est le processus d’Ornstein-Uhlenbeck ou non. Ce théorème
explique pourquoi la forme fonctionnelle exponentielle décroissante est souvent rencontrée pour
une fonction d’auto-corrélation.
Dernier point. La notion de corrélation dépend du point de vue (classique ou quantique) choisi
pour effectuer la description physique. Un exemple de la physique statistique permet de saisir
ce fait. Les corrélations spatiales des fluctuations de densité pour un gaz parfait classique sont
inexistantes (voir par exemple [31] chapitre 12, section §116), tandis qu’avec une description
quantique du gaz parfait elles sont à prendre en compte (voir [31] chapitre 12, section §117). La
raison est qu’en mécanique statistique classique, les corrélations entre particules sont toujours la
conséquence d’interactions dynamiques (forces intermoléculaires etc.) entre elles. Alors que les
corrélations à l’échelle quantique sont conséquences des statistiques quantiques qui sont, elles,
complètement indépendantes de quelconques interactions dynamiques.

La notion de corrélation dans cette dissertation est appliquée à la corrélation spatiale et tempo-
relle du champ électromagnétique, champ décrit classiquement et engendré selon une situation
d’intérêt astrophysique, pour un observateur inertiel. La corrélation est considérée avec un point
de vue eulérien.
Lorsque l’accent est mis sur la corrélation spatiale, la corrélation est considérée comme une
technique pour déduire une information géométrique (diamètre, distance, etc.), de type image-
rie astronomique, sur la cible stellaire. Ce point de vue est celui de la partie II “Réalisations”.
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Lorsque l’accent est mis sur la corrélation temporelle, la corrélation est considérée d’un point
de vue plus fondamental, et pour deux finalités qui sont reliées. La première est de caractériser
le mouvement des particules qui engendrent la radiation. Cet objectif est présent dans la partie
I “Fondements”. Dans cette partie, les corrélations de la radiation permettent de traduire des
caractéristiques du processus de transport de la matière rayonnante. Ceci n’est évidemment pos-
sible que si le modèle de rayonnement est connu. D’où la deuxième finalité ; caractériser la nature
même du processus de radiation. C’est par exemple un objectif de la partie III “Explorations”.

II. Plan de la dissertation
Le reste de l’Introduction est composé comme suit. La seconde partie est dédiée à l’État de

l’art, et la présentation du plan de la thèse y est affinée par l’exposition des Motivations pour
chaque partie de la thèse. Le dernier développement de l’Introduction donne un glossaire des
fonctions de corrélation étudiées ensuite, et donne leurs premières propriétés. Ce glossaire a pour
finalité de faciliter la lecture de la suite de la dissertation.

Les problématiques physiciennes que cette dissertation touche sont les suivantes :
P1 : Comment mettre en exergue une radiation stellaire cohérente ?
P2 : Comment les fonctions de corrélations temporelles d’une radiation permettent-elles de

caractériser le processus de transport de la matière rayonnante ?
P3 : Comment un corrélomètre stellaire permet-il de déduire des informations géométriques

sur la cible ?
Ces problématiques ne sont que partiellement traitées avec cette thèse de doctorat qui n’a pas
la prétention d’y répondre, seulement d’y apporter quelques éléments de réponse, et ce en pri-
vilégiant le point de vue de la physique classique. A chaque fois qu’une sous-problématique ou
une conclusion concerne les problématiques P1, P2, et P3, elle est encadrée de la même couleur,
afin de faciliter une lecture synthétique de la dissertation.

Le corps de la dissertation est composé de trois grandes parties : “Fondements”, “Explora-
tions” et “Réalisations”.
La partie I “Fondements” développe un modèle simple de la physique fondamentale qui est,
d’une part, suffisant pour interpréter les mesures présentées dans la partie II “Réalisations”,
et d’autre part, qui a le niveau de détails suffisant pour envisager l’étude, via les fonctions de
corrélations considérées, de processus de transport de la matière rayonnante plus sophistiqués.
Cette étude de processus de transport plus sophistiqués est abordée dans la partie “Ouvertures
théoriques” de la Conclusion.
L’étude de radiations stellaires aux fluctuations non-classiques est une grande source de mo-
tivation pour ce travail, l’explication est donnée dans la sous-partie suivante “Etat de l’art et
motivations”. La partie III “Explorations” est un premier pas dans cette direction.
Le résumé synoptique du plan de la dissertation est donné sur la figure 1.

Quelques détails structurels. La partie I “Fondements” contient trois chapitres théoriques. La
partie II “Réalisations” contient un chapitre expérimental rapportant une caractérisation ins-
trumentale et des mesures sur cibles stellaires. La partie III “Exploration” contient un chapitre
expérimental, comportant un début de modélisation.
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Partie I : Fondements

P1, P2

‘Ouvertures’ de la  ‘Conclusion’

P2

Partie II : Réalisations

P1, P3

Partie III : Explorations

P1

donne un modèle pour l’exploration

donne l’interprétation des mesures
sort du cadre théorique

Introduction 
Définitions des fonctions de 

corrélations

donne les définitions de

Figure 1 – Résumé synoptique du plan général de la dissertation. Les différentes problématiques
P1, P2, et P3, abordées dans chaque partie sont notifiées.



État de l’art et Motivations

Avant de traiter d’une découverte
paléontologique, il convient de prendre en
compte différents facteurs : le temps,
l’espace et la morphologie, je veux dire
l’âge géologique du sédiment dans lequel
la découverte a été faite [...] enfin, bien
sûr, le stade évolutif atteint par le fossile
recueilli.

Le présent du passé, Yves Coppens.

Le titre l’indique ; cette partie se scinde en deux. Un premier développement regroupe les
parties III. et IV.. La partie V. constitue le deuxième.
Les travaux d’Hanbury Brown (qui était un physicien radio-astronome) et Twiss (qui était ma-
thématicien spécialiste du radar), ainsi que quelques problématiques auxquelles ils ont du faire
face, sont présentés dans la partie III. de manière succincte. L’état de l’art depuis le milieu des
années 2000, qui est un héritage des travaux d’Hanbury Brown et Twiss, suit partie IV..
La deuxième partie V. donne les motivations physiques derrière chacune des trois parties “Fon-
dements”, “Réalisations”, et “Explorations” de la dissertation. Certaines de ces motivations
permettent d’expliquer des avancées reportées dans l’État de l’art partie IV..
Plusieurs termes techniques sont employés, le lecteur trouvera leur définition rigoureuse dans le
glossaire clôturant cette Introduction, ou dans les chapitres concernés par le sujet.

III. Un peu d’histoire
Un corrélomètre stellaire (ou corrélomètre d’intensité en général) permet de mesurer les

corrélations temporelles et/ou spatiales de l’intensité (énergie) d’une onde électromagnétique,
avec, en pratique, une bande passante limitée. Un schéma de principe est donné figure 5. Le
principe est exposé de manière détaillée avec le point de vue de la physique classique dans [32]
chapitre 6 section 6.3, et avec un modèle semi-classique de la photo-détection chapitre 9 section
9.5 . Les sections 9.9 et 9.10 du chapitre 9 de [33], donnent également les éléments clefs avec
un traitement semi-classique. L’article [34] est une introduction quasi-autonome sur le sujet. La
section 17.4.3 du chapitre 17 de [35] donne une description quantique claire sur le phénomène.
Les ouvrages [36, 37] d’Hanbury Brown retracent en détail l’histoire des idées ayant amené à
cette innovation pour l’astrophysique et l’astronomie. Ce qui suit n’en est qu’un résumé concis
et incomplet.

III..1 Origines dans le domaine radio à cause d’une mauvaise prédiction

L’idée de mesurer les corrélations dans l’énergie résidant dans une radiation stellaire, fut
proposée pour la première fois par le physicien radio-astronome Hanbury Brown en 1949 [36]
section 1.2, dans la finalité de mesurer les tailles angulaires des deux sources radio très intenses
(à l’époque les plus intenses après le Soleil) : la radiogalaxie Cygnus A (Cyg A), et un rémanent
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de supernova Cassiopeia A (Cas A). Les tailles de ces deux sources n’étaient pas connues mais
semblaient être telles que la mesure n’aurait pas été accessible avec la radio-interférométrie
d’amplitude classique. L’idée de la mesure du diamètre angulaire par corrélation d’intensité fut
théorisée mathématiquement avec l’aide du mathématicien Twiss au début des années 1950.
Hanbury Brown et Twiss sont référés ci-après par l’acronyme “HBT”. Le corrélomètre stellaire
radio fut mis au point et la mesure effectuée à l’observatoire de Jodrell Bank en 1952 [38]. Il
s’avèrera alors que la mesure aurait pu être réalisée avec la radio-interférométrie d’amplitude
classique, et le résultat fut confirmé la même année par deux mesures indépendantes, à Sydney
et à Cambridge, [39, 40] utilisant précisément la radio-interférométrie d’amplitude classique.
L’innovation d’HBT n’aura pas été vaine car la confrontation des deux méthodes donnant les
mêmes résultats, confirmait la pertinence et la faisabilité de cette nouvelle technique pour la
radio-interférométrie [41]. Sans la chance que la borne supérieure du diamètre angulaire prédit
ait été fausse, et sans la confirmation des résultats par la radio-interférométrie d’amplitude
classique, il n’est pas garanti que le succès de l’innovation d’HBT eut été le même [37]. Plus
encore. Les deux sources radio scintillaient violemment à cause de l’interaction de la radiation
radio avec la ionosphère (pour une explication simple du phénomène voir par exemple [42] section
14.1.), mais cela n’affecta pas la mesure [38]. Cette observation révéla en fait la remarquable
propriété des corrélomètres stellaires à ne pas être limités par l’effet d’un milieu turbulent sur
la radiation détectée, voir table 4.

III..2 Avant la transposition au domaine visible

L’idée fût ensuite de transposer le principe au domaine visible [36]. Dans le domaine visible
la fréquence est typiquement un million de fois plus grande que dans le domaine radio. Par
conséquent, le quanta d’énergie correspondant à l’excitation élémentaire d’un mode de pulsation
ω de la radiation (photon), égal à ~ω, est plus important des mêmes ordres de grandeur. Ainsi à
égale intensité mesurée (en W.m−2), avec une même résolution temporelle δts = 1/fi (où fi est
la bande passante de la détection), sur une même durée d’observation T0, le nombre de photon
par δts d’un mode de pulsation dans le visible est en moyenne typiquement un million de fois plus
faible que le nombre de photon d’un mode de pulsation radio. La figure 2 schématise de manière
imagée cette différence. Cela dépend bien sûr de la luminance de la source, mais, dans le domaine
visible, les temps d’attente entre photons détectés sont plus grands que la résolution temporelle
de la détection actuelle, même pour des cibles de magnitude élevée. Par exemple, pour une étoile
de magnitude relative zéro (Véga [alf Lyr]), avec un détecteur de surface 1m2, dans le visible le
nombre de photon par δts est de 10−4, voir par exemple [43] section 7. Par conséquent, tous les
échantillons δts ne contiennent pas d’information physique, et la mesure est limitée par les photo-
électrons générés en l’absence des photons d’intérêt. Cette génération de faux photo-événements
est modélisable par un processus de Campbell (voir chapitre 3 partie II.) et donne le bruit
de grenaille (“shot-noise” en anglais). Dans le domaine radio, le signal résultant de la mesure
des corrélations d’intensité est uniquement dû aux corrélations d’intérêt (référées quelques fois
par HBT par le terme “wave interaction noise”[44]), et est limité uniquement par la taille de
l’échantillon des valeurs d’intensité crée. Dans le domaine visible, les corrélations d’intérêt sont
superposées à celle des faux photo-événements, la taille de l’échantillon des valeurs d’intensité
n’est plus le seul facteur limitant ; c’est surtout le bruit de grenaille qui limite la mesure des
corrélations d’intensité. Ainsi, le nombre de photons d’intérêt détecté est un paramètre critique,
et tout ce qui peut être fait pour l’augmenter, augmente le rapport signal sur bruit (RSB) de
la mesure. En particulier, au premier ordre du raisonnement, augmenter la taille du collecteur
augmente le rapport signal sur bruit. La densité ν de (vrais) photo-événements par détecteurs
(ν est une quantité homogène à une fréquence, elle est définie au chapitre 3) est proportionnelle
à la surface du collecteur donc à son diamètre DT au carré (si celui-ci est circulaire). C’est là
une différence avec le domaine radio ; dans le domaine radio si la taille du radio-télescope est
suffisante pour définir une température effective à partir du signal de la source (pour la définition
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Elementary excitation (energy) of the mode

𝛿𝑡𝑠

𝛿𝑡𝑠

Single visible mode

Single radio mode

𝛿𝑡𝑠 Temporal resolution of the detection

𝑡

Figure 2 – Comparaison imagée du nombre de photons présents dans une durée égale à la
résolution minimale δts de la détection, pour une radiation dans le visible et pour une radiation
radio, de même intensité.

voir par exemple [42] section 1.2.3.), augmenter sa taille ne changera pas la température effective,
et donc n’influera pas sur le rapport signal sur bruit. Dans le domaine radio, le RSB est limité
par la taille T0fi de l’échantillon crée durant la durée d’observation T0 (voir par exemple [42]
section 1.2.3.). La table 1 résume les quelques différences soulignées dans ce paragraphe, entre
le domaine visible et le domaine radio. Remarque. La dépendance du RSB de la mesure des
corrélations d’intensité (et non juste de l’intensité) avec le diamètre des collecteurs, est un peu
plus subtile dans le visible (voir section IV..1) : HBT démontrent qu’il existe en fait un diamètre
de télescope optimal (à partir du quel le RSB est maximal), voir [45] section 5.1.

Radio Visible
fréquence (typ.) ∼ 100MHz ∼ 100THz

énergie des photons
(typ. dans le vide) ∼ 0, 4µeV ∼ 0, 4eV

bruit de grenaille
dans une mesure d’intensité

(“shot noise”)
Négligeable Non Négligeable

Rapport Signal sur Bruit
d’une mesure d’intensité ∝

√
T0fi ∝

√
ν ∝ DT

Table 1 – Quelques différences pratiques entre le domaine radio et le domaine visible.

III..3 Les premiers corrélomètres stellaires dans le visible

La première étape a été d’élaborer la modélisation mathématique en présence du bruit de
grenaille, de justifier l’excès de corrélation avec un traitement semi-classique, et de calculer le
RSB attendu [44]. Ensuite il a fallu tester le principe en laboratoire [46, 47]. La source utilisée
était une lampe à décharge au Mercure purifiée isotopiquement, filtrée spectralement, et spatia-
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1943 : Derivation of the so-called

Siegert’s relation by Siegert

1952 : First on-sky measurement with two radio-sources

1956 : Laboratory test-bed with a visible-source 

(Mercury arc lamp) and First on-sky test with the 

visible-source Sirius

1964 - 1974 : The operation period of time of the 

Stellar Optical Correlometer of Narrabri

1949 : Birth of the idea of Hanbury brown

∼1950 : First theoretical modelling by Twiss

1957 - 1958 : Detailed theoretical description (SNR, 

excess of correlation, optimal telescope diameter…)

1954 : Report to defend a new radio-interferometry

based on intensity correlation

1974 : End of the stellar correlometry program of HBT

1963 : The birth of the quantum theory of 

the optical cohérence by Glauber 

Figure 3 – Années charnières dans les travaux d’HBT.

lement avec un diaphragme qui fixait la taille de la source. Pour donner un ordre de grandeur :
un diaphragme de diamètre 100µm observé à 23m donne un diamètre angulaire environ égal à
une arcseconde. La lampe à décharge a été choisie, à défaut d’une lampe à filament, afin d’avoir
une source la plus chaude possible pour maximiser le RSB en une durée d’observation donnée (en
1956-58 les lasers n’étaient pas encore présents, le premier effet laser est obtenu par Maiman en
1960). La détection se faisait à l’aide de deux tubes photo-multiplicateurs séparés d’une distance
variable mimant la longueur de base. Le résultat, publié avant les études détaillées [44, 47], fut
convainquant [46].
Le calcul du RSB fut ensuite affiné par rapport à l’étude [44]. Dans l’article [45], HBT dé-
montrent l’existence d’un diamètre de télescope optimal (à partir duquel le RSB n’augmente
plus), et une limitation des étoiles accessibles, paramétrée par la température de celles-ci ([45]
figure 6).
Toujours en 1956, HBT menèrent ensuite un premier test en conditions réelles sur l’étoile Sirius
(alf CMa), avec deux collecteurs de 1,56m de diamètre [48, 49]. Les conditions d’observation
étaient loin d’être idéales [48], mais la robustesse de la mesure face à la turbulence, déjà remar-
quée lors des mesures de l’année 1952 sur Cygnus A et Cassiopeia A, se confirma [48].
Ce premier corrélomètre stellaire opérant dans le visible donna lieu a une version plus ambi-
tieuse avec des collecteurs de diamètre 6,5m (plus de quatre fois la taille des collecteurs utilisés
sur Sirius) : le corrélomètre stellaire de Narrabri, en Australie. Ce corrélomètre présentait la
particularité d’avoir des télescopes se déplaçant sur une base (de rails) circulaire de diamètre
188m (donc donnant la possibilité d’atteindre des bases de 188m), tout en conservant les bases
projetées constantes du fait de la géométrie circulaire [50, 51, 52]. Le corrélomètre stellaire de
Narrabri opéra dans le visible de 1964 à 1972, et a permis d’élaborer le premier catalogue de
mesure de diamètres angulaires consistant. Ce catalogue était composé de 32 étoiles de type
spectral de O5 à F8 [53]. La figure 3 résume les années charnières des travaux d’HBT. La rela-
tion de Siegert [54, 55] est la relation qui relie la corrélation d’intensité au degré complexe de
cohérence pour un champ chaotique au sens de Glauber (dont la définition est rappelée dans
la sous-partie V..1), sans laquelle la méthode d’HBT n’aurait pas lieu d’être (voir chapitre 2
sous-partie III..3, table 2.1).
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IV. Les corrélomètres stellaires aujourd’hui

L’innovation d’HBT ébranla les certitudes ; l’excès de corrélation dans l’intensité pour des
temps proches de zéro, et la subséquente apparition d’un temps de cohérence dans la fonction
g(2)(τ) mesurée (pour une base donnée), provoqua polémique et suspicion [36]. Une bonne part
des critiques reposait sur le fait que les fluctuations d’intensité attendues devaient être Poisson-
niennes (auquel cas effectivement il n’y pas d’excès de corrélation, voir (24) dans la dernière
partie de l’Introduction) [36]. Une tentative d’explication positive indiqua que l’opération de
filtrage, comme ayant lieu dans [46] par exemple, était responsable de cet excès de corrélation
[56]. Il est reconnu aujourd’hui que l’excès de corrélation est lié uniquement à la nature stochas-
tique du champ, et que l’opération de filtrage spectral ne la modifie pas. Ce sont les travaux de
Glauber sur la cohérence quantique du champ électromagnétique, par exemple regroupés dans
le recueil [57], initiés en 1963 [58], qui ont été la clef dans l’explication de l’excès de corrélation
observé. Les travaux de Glauber sont à la base d’une nouvelle discipline de la physique : l’op-
tique quantique [59]. Les corrélomètres stellaires d’aujourd’hui bénéficient de ce cadre théorique,
de part la modernisation des détecteurs que l’optique quantique a apporté indirectement (voir
la table 5 dans le dernier paragraphe de la partie V..2), et de part les caractérisations que la
quantité g(2)(τ) (la fonction mesurée par un corrélomètre stellaire) permet désormais de faire
sur la nature de la radiation.

IV..1 Développements en laboratoire

Les développements en laboratoire ont servi à mettre au point des corrélomètres d’intensité
digitalisés. Le développement des corrélomètres en configuration g(2)(τ) (corrélations tempo-
relles de l’intensité) a permis d’accéder à des temps de cohérence sub-nanosecondes [60], et de
montrer qu’il est possible de caractériser des raies spectrales très fines [61]. Le développement
des corrélomètres en configuration g(2)(τ, ρ) [62] a permis de confirmer le potentiel des corré-
lomètres stellaires pour l’imagerie astronomique à ultra-haute résolution angulaire, déjà étudié
théoriquement, par exemple dans [63, 64].
Le couplage des nouveaux photo-compteurs, apparus au milieu des années 2000 (voir la table 5
de cette Introduction, ou la partie haute de la table 1 dans [65], ou encore la table II dans [66]),
avec des convertisseurs temps-digital (voir par exemple le bas de la table I de [65]) a permis
de moderniser la version du compteur de coïncidences d’HBT (voir sections 4.3 et 6.2 de [36]
ou l’annexe B dans [45]). L’aspect instrumental est discuté plus longuement dans la sous-partie
V..2 suivante. Les paragraphes suivants développent les avancées obtenues en laboratoire.

Développements en laboratoire concernant la mesure de g(2)(τ).
L’expérience d’HBT [46] a été répétée avec des photo-diodes à avalanche au silicium (SLiK)
en mode Geiger (mode photo-compteur), et un oscilloscope digital de résolution temporelle de
l’ordre de la nanoseconde dans le rôle du corrélateur [67]. Ce travail fût fondateur dans l’étape
de modernisation, car il a démontré la faisabilité de la mesure absolue de g(2)(0) pour trois
sources émettant un champ chaotique (“au sens de Glauber”, omis ci-après) : une lampe à dé-
charge au Mercure, un arc électrique d’Argon, et le soleil [67]. Ce travail fût suivi d’une étape de
modernisation supplémentaire [60], où le corrélateur est devenu un corrélateur digital (composé
d’un convertisseur temps-digital, ou TDC pour “Time to Digital Converter”, et d’un ordinateur)
et les photo-détecteurs sont devenus des modules photo-compteurs (“Single Photon Counting
Module”). Ces modifications ont permis d’atteindre une résolution temporelle sub-nanoseconde
(limitée par la résolution temporelle de l’ensemble du corrélomètre qui est de l’ordre de quelques
centaines de picosecondes, voir chapitre 4). La mesure a ainsi pu être effectuée avec un champ
chaotique de temps de cohérence d’environ un dixième de nanoseconde, sans filtrage spectral
[60]. La mesure de g(2)(τ) en laboratoire a également été menée dans le but d’examiner si la
présence de raie spectrale pouvait être mise en évidence dans un continuum de rayonnement
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chaotique [61]. Il s’avère de plus que la mesure de g(2)(τ) pour faire de la spectroscopie [68] est
d’autant plus pertinente que la raie spectrale est fine [69, 61]. Enfin, l’effet de la turbulence sur
une mesure de g(2)(τ) a également été évalué [70], cet aspect est abordé un peu plus en détail
dans la sous-partie V..2.

Développements en laboratoire concernant la mesure de g(2)(τ, ρ).
La mesure g(2)(τ, ρ) pour différents ρ permet d’accéder, via la relation de Siegert, au module du
degré complexe de cohérence g(1) et à la visibilité proportionnelle à g(1)(0, ρ) (voir un exemple
figure 8, la définition est par exemple donnée au chapitre 4, équations (4.33), (4.34)).
Le développement des corrélomètres stellaires à partir de tests en laboratoire est rendu possible
grâce à l’apparition des lasers (relativement récente >1960). L’utilisation des lasers permet en
pratique de simuler une mesure sur une cible réelle, avec un RSB donné, en un temps record.
En effet, en utilisant une radiation laser diffusée par des particules en mouvement brownien
(en mouvement dans un réservoir canonique à la température T ), il est possible de créer une
radiation chaotique (situation très similaire à celle qui est envisagée au chapitre 2, le terme
chaotique sera défini dans la sous-partie V..1 suivante) avec une température équivalente corps
noir de 105K en pratique [62]. Cette température corps noir est plus de 15 fois supérieure à
celle d’environ 5500K obtenue avec une lampe à décharge, comme celle utilisée par HBT dans
leur test en laboratoire en 1956 [46]. En conséquence, pour chaque base donnée en laboratoire
l’acquisition ne dure plus qu’une minute [62], alors qu’elle durait environ 4heures avec une lampe
à décharge [46, 47] ou [36] section 6.1.3.. La table 2 résume ces différences. Les deux paragraphes

Dravins, Lagadec et Nuñez [62] HBT [46, 47]
Température du rayonnement

équivalente corps noir ∼ 100000K ∼ 5500K

Durée d’acquisition
par base ρ ∼ 1min ∼ 4h

Table 2 – Modernisation des tests pour les corrélomètres stellaires en laboratoire.

suivants donnent la raison qui explique les différences de la table 2, et la raison pour laquelle la
température du rayonnement est le paramètre clé dans le RSB de la mesure de g(2)(τ, ρ).
L’influence de la température du rayonnement sur le RSB est détaillée de manière complète et
quantitative dans [45]. Cependant, il est possible d’en comprendre qualitativement la raison, par
exemple une explication claire et concise est donnée dans [71] section 3.3, qui est reprise dans
[62] section 4.2. Cette explication qualitative s’articule autour des deux options logiques pour
augmenter la densité de photo-événement ν par détecteur.
— La première est l’augmentation de ν via l’élargissement de la largeur spectrale. Dans l’ab-

solu, l’augmentation de ν réduit l’impact du bruit de grenaille sur le RSB. Cependant,
l’élargissement spectral réduit également le temps de cohérence τcor présent dans g(1) du
même facteur (dualité temps-fréquence). Le temps de cohérence dans g(2) qui est propor-
tionnel au temps de cohérence de g(1) (relation de Siegert), est également réduit du même
facteur. Or, chaque valeur mesurée des corrélations de l’intensité, avec une résolution
temporelle de σ, correspond en fait à une moyenne des corrélations sur cette résolution
σ. Ainsi, lorsque le temps de cohérence diminue, l’excès de corrélation, présent sur une
échelle de l’ordre du temps de cohérence, voit sa pondération dans cette moyenne sur σ
réduite d’autant que le temps de cohérence est diminué. Le paramètre C défini par

C := τcor
σ
, (1)

qui s’interpréterait comme le nombre de valeurs mesurées de g(2) dans τcor s’il n’était
pas très petit devant un en pratique, diminue et s’écarte du cas idéal où C ≥ 1. Ainsi,
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l’élargissement de la largeur spectrale augmente ν mais réduit la pondération de l’excès de
corrélation, et en conséquence le RSB de g(2) ne s’améliore pas. De manière quantitative
(mais un peu anticipée à ce stade, cela invoque des résultats du chapitre 3), en supposant
que l’augmentation de la largeur spectrale d’un facteur x augmente ν du même facteur,
l’expression obtenue pour le RSB en injectant (3.61) dans l’expression adéquate de la
table 3.1, avec la limite σh � στ ∼ τcor (i.e. : la résolution temporelle du corrélomètre
limite la mesure), dévoile clairement que le RSB reste inchangé lorsque la largeur spectrale
augmente.

— La deuxième est d’agrandir le diamètreDT des collecteurs (en laboratoire ou en observation
astronomique). Cette option augmente ν sans modifier le temps de cohérence de g(2).
Cependant, lorsque DT n’est plus négligeable devant la longueur de cohérence ρc présente
dans la visibilité ∝ g(1)(0, ρ) (voir un exemple en figure 8), la corrélation des intensités
qu’ils collectent correspond, non plus à un point sur la courbe de g(1)(0, ρ), mais à une
moyenne sur la zone de g(1)(0, ρ) correspondant à leur diamètre. Il existe ainsi un diamètre
optimal à partir duquel le RSB de g(2)(0, ρ) n’augmente plus, mais au contraire diminue
(voir [45] pour plus de détails). Autrement dit le paramètre

R := DT

ρc
, (2)

doit rester petit devant 1.
En conclusion, l’augmentation du RSB de la mesure de g(2)(τ, ρ) peut se résumer comme suit :

Augmenter ν en augmentant ou en laissant inchangé C, et en gardant R� 1.

Fondamentalement, cela revient à augmenter le nombre de photons dans un mode, tout en
conservant ce seul mode de pulsation ω, c’est à dire : augmenter la densité énergétique spectrale
ρω (schématiquement avec la figure 2 cela revient à augmenter le nombre de points dans une
case). Si l’observateur souhaite mimer une photosphère de type surface noire en laboratoire tout
en augmentant le RSB de la mesure, un moyen est d’augmenter la température T de la source
de rayonnement noir utilisée en laboratoire (parfois appelé rayonnement thermique ou de type
corps noir), car la densité énergétique spectrale s’écrit alors

ρω(ω;T ) = ~
π2c3

ω3

exp
( ~ω
kBT

)
− 1

. (3)

De manière plus précise, HBT ont calculé la dépendance exacte du RSB avec la température
corps noir de la cible, dans une configuration du corrélomètre stellaire à deux télescopes (avec
un diamètre optimal pour chaque température), voir [45] figure 6. Cette figure est reprise ici
figure 4 pour faciliter la lecture.
La deuxième étape est de rendre compte de la température équivalente corps noir d’une radiation
laser. A sa fréquence d’émission, un laser permet d’obtenir des luminances énergétiques spectrales
(puissance rayonnées par unité de surface, d’angle solide et de fréquence) équivalentes à celles
d’un corps noir porté à une température très élevée. La température équivalente “corps noir”
d’un laser peut s’estimer comme suit. Un élément de surface dS d’un corps noir émet dans sa
direction normale, dans un élément d’angle solide d2Ω et dans la bande de pulsation [ω, ω+ dω[
une puissance élémentaire

dP = ρω(ω;T )cdωdS d2Ω
4π ,

où ρω est la densité énergétique spectrale donnée par (3). Un moyen d’exprimer une relation qui
relie plus simplement puissance rayonnée et température, est de considérer le rayonnement dans
un cône de demi-angle au sommet dθ de sorte que d2Ω = π(dθ)2. En posant

dP0 = ~ω3

(2πc)2 dωdS(dθ)2,
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Figure 4 – Figure adaptée de [45]. Calcul de la dépendance du RSB de la mesure de
g(2)(0, Dopt(T )), pour une heure d’observation d’une cible disque circulaire uniforme de lon-
gueur d’onde λeff = 540, située au zénith de l’observateur, pour un corrélomètre à deux miroirs
circulaires de diamètre optimalDopt(T ) pour chaque température corps noir T , sans fond d’éclai-
rement parasite, avec les paramètres de résolution temporelle donnés dans la section 4 de [45].
La température de 105K est cinq fois plus grande que la valeur maximale de la plage de tem-
pératures représentées. Le “Weigelt blob” B d’Eta Car est décrit figure 6 de l’Introduction.

il vient :

T = ~ω
kB

1

ln
(dP0

dP + 1
) . (4)

Avec (4), un laser He-Ne (λ ' 633 nm, soit ω ' 29, 8.1014 rad/s) de largeur de raie dλ = 0.01 Å,
soit dω = 4, 70.109 rad/s, émettant dP = 1 mW dans un cône de demi-angle au sommet
dθ = 0.1 mrad à partir d’une surface de dS = 1 cm2 (exemple adapté pour reproduire un
diamètre angulaire stellaire), conduirait à une température équivalente corps noir de

TLaser ' 6.109 K. (5)

Pour mimer en laboratoire une photosphère assimilée à une surface noire de température très
élevée, il ne reste plus qu’à transformer la radiation laser en une radiation chaotique, ou du moins
qui donne un g(2)(τ) avec un excès de corrélation autour de τ = 0. Remarque. Le rayonnement
noir est rigoureusement une radiation chaotique, voir par exemple [14] chapitre 13. En pratique,
un moyen de créer une radiation chaotique à partir d’une radiation laser, est de faire diffuser
la radiation laser sur des particules en mouvement brownien, dans un gaz ou dans un liquide,
voir par exemple [62, 61]. Chaque particule diffusante se comporte alors comme un oscillateur
harmonique (à la pulsation du laser) indépendant des autres en bonne approximation. La diffu-
sion réduit la température du rayonnement (5) de manière non-négligeable, mais la température
résultante est toujours très élevée : typiquement 105K [62, 61], relativement aux températures
surfaciques des photosphères les plus chaudes connues ; par exemple entre 12000K et 18000K
pour les “Weigelt blobs” d’Eta Carinae, voir figure 6.
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IV..2 Un mode d’observation pour CTA?

Un réseau de corrélomètres stellaires donnant accès à plusieurs bases de longueur et d’orien-
tation très différentes, simultanément, est en principe un moyen pour mesurer le module du
degré de cohérence complexe g(1) avec un grand nombre de point de mesure, sur deux dimen-
sions, et de manière consistante (sans avoir de considérations quant à la variabilité de la cible).
Autrement dit, cela permettrait d’avoir un maillage dense du plan (u,v) des fréquences spatiales,
consistant, pour lequel il y aurait une carte de valeurs g(2)(0, ρ) et donc de valeurs du module de
la visibilité ∝ g(1)(0, ρ) (relation de Siegert). Cela permettrait en particulier de réduire l’incer-
titude sur des paramètres de fit comme la distance, et/ou le diamètre angulaire de la cible, ou
par exemple l’exposant dans le modèle d’assombrissement centre-bord (6) (cet aspect est abordé
dans la sous-partie V..2 suivante).
Le projet CTA (“Cherenkov Telescope Array”) [72, 73] avec ses dizaines de télescopes de dia-
mètres allant de 4m à 23m, fournirait un tel réseau de corrélomètres stellaires, et ce avec des
lignes de bases kilométriques. Ce potentiel a été identifié dès 2006 [74] et semble être le dé-
clencheur du renouveau des corrélomètres stellaires [75, 34]. Un consortium est né pour utiliser
le maillage de télescopes du projet CTA comme un réseau de corrélomètres stellaires [76]. Le
réseau de CTA offrirait une résolution angulaire largement sub-milliarcseconde ; par exemple
une ligne de base de 2km de CTA, avec un corrélomètre stellaire opérant à λ = 400nm, offrirait
une résolution franchement sous la centaine de micro-arcsecondes, ce qui serait une résolution
sans précedent [77, 78].
Plusieurs travaux théoriques ont déjà été menés pour déterminer les objets d’intérêt qui pour-
raient être observés [63, 64], les phénomènes et lois physiques qui pourraient être étudiés [79, 80],
et les limitations dues aux bruits [81]. Ces travaux bénéficient en partie d’une confirmation en
laboratoire [71, 62], et également en conditions d’observation réelles [82] avec les paires de téles-
copes de 12m de diamètre de VERITAS [83] (acronyme de “Very Energetic Radiation Imaging
Telescope Array System”) (Mt.Hopkins, Arizona) avec des lignes de bases entre 34 et 109m.
Des efforts conséquents, par exemple [84, 85, 86], ont été menés au VERITAS pour tester la
faisabilité d’un corrélomètre stellaire avec des collecteurs du même type que ceux de CTA, sur
une ligne de base nommée “StarBase”, initiée en 2010 [87], spécifiquement dédiée à la corrélation
d’intensité.
Cependant, les télescopes CTA ne sont pas faits pour être limités par la diffraction et ont une
ouverture numérique très grande [72]. Bien que la qualité du front d’onde ne limite pas in fine
la mesure de g(2) (discuté en sous-partie V..2, voir aussi table 4), il faut tout de même pou-
voir injecter la radiation collectée dans les modules opto-mécaniques couplés aux télescopes (du
type présenté au chapitre 4). La diffraction et l’ouverture numérique très grande (devant l’ou-
verture numérique d’une fibre optique par exemple) rendront difficile la réalisation pratique de
corrélomètres stellaires à partir du réseau CTA [88].

IV..3 Corrélomètres stellaires avec les télescopes existants

Le développement des corrélomètres stellaires dans le visible a suivi une autre approche, peu
après la suggestion d’utiliser CTA pour ce faire (en 2006 [74]). Cette approche consiste à utiliser
les télescopes déjà en place pour les transformer en corrélomètre stellaire.
Le groupe de l’observatoire astronomique de Padova, sur le site d’observation astronomique du
plateau d’Asiago [89] fût le premier à suivre cette voie. Leurs travaux donnent suite au projet
QuantEye initié en 2005 [90], qui visait à implémenter l’instrumentation de l’optique quantique
dans des applications astronomiques. Dès 2007 [91], la première mesure astronomique avec un
télescope (le télescope Copernicus) couplé à un module photo-compteur de haute technologie
“Aqueye” (pour “Asagio QUantum EYE”) [92] fut réalisée. Puis, une deuxième avec un module
photo-compteur amélioré : “Iqueye” (pour “Italian QUantum EYE”) [93]. Ces avancées ont
montré la possibilité d’observer l’excès de corrélation dans g(2)(τ) avec un télescope couplé à
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des photo-compteurs modernes pour la première fois, sur le télescope NTT (acronyme de “New
Technology Telescope” en anglais) de l’ESO au Chili à La Silla [94]. En 2015, une nouvelle
version du photo-compteur Aqueye, encore plus performante, est mise au point : Aqueye+ [95].
Avec Aqueye+ et Iqueye, un corrélomètre stellaire composé des télescopes Copernicus (1,82m
de diamètre) et Galileo (1,22m de diamètre) séparés de quelques kilomètres, commencent à être
mis au point en 2016 [96] ; c’est la première fois qu’un corrélomètre stellaire est envisagé avec
une longueur de base kilométrique. A ce stade, il n’a pas encore donné de mesure sur cible réelle.
En 2017, Pilyavsky et al. [65] ont simulé les résultats potentiels que des corrélomètres stellaires
construits avec les télescopes de l’observatoire national de Kitty Peak [97] (Arizona, USA),
de diamètres compris entre 0.4m et 4m, pourraient obtenir. Leur résultats démontrent que
l’implémentation d’un corrélomètre stellaire sur les télescopes existant, avec des modules photo-
compteurs commercialisés, permettrait de mesurer des diamètres d’étoiles de magnitude dans les
bandes AB inférieure ou égale à 6, et ce avec une précision de 5% en une seule nuit d’observation
[65].
Conclusion. La possibilité d’implémenter un corrélomètre stellaire sur des télescopes existants
avec des photo-compteurs de haute technologie a été démontrée par le groupe du plateau d’Asagio
[94, 96]. L’intérêt scientifique d’utiliser des télescopes existant a été appuyé par les simulations
[65]. Un corrélomètre digital a été mis au point, à l’Institut Non Linéaire de Nice, avec des photo-
compteurs commercialisés (par ExcelitasTM R©) et a donné des résultats concluants [60]. Toutes
ces raisons font que l’équipe I2C (“Intensity Interferometry at Calern”) [88, 98] s’est lancée dans
le développement d’un corrélomètre stellaire opérant dans le visible avec les télescopes Omicron
et Epsilon de C2PU [99]. Un premier succès en configuration g(2)(τ) (un télescope) sur cible
réelle en 2017 [100], a ouvert la voie, en 2018, à la première mesure de diamètres sur cibles
réelles depuis le corrélomètre stellaire de Narrabri [101].
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Figure 5 – Schématisation d’un corrélomètre stellaire opérant en configuration g(2)(τ, ρ). Les
détails sont donnés dans la légende de la figure 4.1.
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V. Motivations

Etant donné l’état de l’art présenté dans la partie IV. précédente, cette partie justifie la
pertinence des hypothèses très amonts considérées dans les différentes parties de la dissertation.
Plusieurs termes techniques sont d’ores et déjà utilisés, et le lecteur trouveras leurs définitions
précises dans les chapitres concernés ou dans le glossaire qui clôture cette Introduction. Au début
de chaque chapitre de la dissertation les motivations sont affinées, la finalité est ici d’exposer
une logique globale de la dissertation.

V..1 Partie I de la dissertation : “Fondements”

La partie I “Fondements” a pour finalité de comparer les trois premières fonctions de corré-
lation temporelles, notées g(1), g(3/2), et g(2), pour un champ électromagnétique résultant d’une
situation physique d’intérêt en astrophysique. Ces fonctions de corrélation sont rigoureusement
définies dans la partie suivante “Définitions des fonctions de corrélation utilisées”. La situation
physique d’intérêt est liée à la problématique P1, et elle est précisée dans le paragraphe “choix
de la situation physique”.
Par abus de langage, le terme “champ” sera employé pour “champ électromagnétique” ou “champ
électrique”. Une définition rigoureuse de ce terme est donnée dans la partie suivante “Définitions
des fonctions de corrélation utilisées”.

Choix de la situation physique

La situation physique considérée est motivée par la problématique P1, et sous-tend la ques-
tion : Comment g(1), g(3/2), et g(2) rendent compte de la présence d’une radiation cohérente
superposée, à l’endroit où se trouve l’observateur, à un fond radiatif chaotique au sens de Glau-
ber ?
Un champ chaotique au sens de Glauber (“au sens de Glauber” sous-entendu ci-après) est un
champ tel que son amplitude complexe soit un processus normal (complexe) [57] (chapitre 12,
section 12.7 ou section 12.8).
La raison pour laquelle une radiation cohérente est envisagée est motivée par la suspicion d’exis-
tence de lasers astrophysiques [102, 103, 104] (plus de détails sont donnés chapitre 2, partie
II..2). Ces lasers astrophysiques sont supposés exister en aval de l’étoile, sur le chemin étoile-
observateur, dans des structures de leur milieu interstellaire. Voir un exemple figure 6, le méca-
nisme y est décrit dans la légende.
Soit un observateur ciblant, mais ne pouvant pas résoudre, le milieu interstellaire dont l’une des
parties émettrait une radiation cohérente. La raison pour laquelle le fond radiatif chaotique est
envisagé repose sur une hypothèse : le rayonnement du reste du milieu interstellaire est chao-
tique. Cette hypothèse est motivée par la diversité des processus de rayonnement possibles [113],
couplée au principe de superposition et au théorème limite central.
La superposition des deux radiations, cohérente et chaotique, de même pulsation centrale, s’opère
à l’endroit où se trouve l’observateur. Ces deux radiations sont émises par des zones bien dis-
tinctes du même milieu interstellaire, voir figure 6. Ce milieu interstellaire est supposé non résolu
par l’observateur, et les deux radiations sont supposées se propager librement jusqu’à lui.
Une remarque générale sur le milieu interstellaire. En bonne approximation [114], le milieu in-
terstellaire d’une supernovæ est triphasique. Lorsque la sphère d’influence gravitationnelle de
l’étoile est suffisamment atténuée apparaît d’abord une zone de plasma dit coronal, c’est un
plasma chaud (souvent de protons et d’électrons), résultant de la formation stellaire, dont la
température est de l’ordre de 104-107K. Ensuite, apparaît un gaz neutre composé de molécules
simples (souvent du dihydrogène atomique). Enfin, un gaz froid formé d’autres molécules, qui
peut parfois être ionisé. Ces trois phases de températures, de densités, et d’espèces chimiques
différentes sont, quand il n’y a pas d’influences locales de la gravité, en équilibre de pression.



18 INTRODUCTION

Plasma coronal (H+ et 𝑒−)

Ion Fe2+ dans l’état excité sp4G0

Milieu neutre (H) et milieu  

moléculaire ionisé (Fe2+) 

Radiation HLy𝛼

Emission stimulée des transitions 

de Fe2+ à 999,7nm 

(ainsi qu’à 939,1nm et 961,7nm et 
991,3nm) 

Energie radiative d’𝜂 Car

Milieu interstellaire

« Weigelt blob » B𝑑𝑠−𝑖𝑚

Figure 6 – Schéma d’un mécanisme de laser astrophysique construit sur l’exemple d’“η Carinæ”.
Figure adaptée de [105]. La température de surface Ts de l’étoile η Car est comprise entre 36000K
et 41000K [106, 107, 108]. Les parties du milieu interstellaire sont appelées Weigelt “blob” du
nom du découvreur [109]. Ici il s’agit du Weigelt “blob” B, sphère d’un rayon estimé à 1017m
[110]. La température de surface du blob, est comprise entre 12000K et 18000K [105, 111], pour
des densités variant de 1013 à 1016 particules par m−3 [111]. La dispersion moyenne des vitesses
dans ce milieu interstellaire est de l’ordre de 10kms−1 [111]. La distance ds−im est évaluée à
1018,3m [112].
L’énergie radiative d’η Car provoque une transition Lymann-α des atomes d’hydrogène du milieu
neutre [105]. Cette radiation Lymann-α, d’une part ionise les atomes de Fer pour créer des
ions Fer II, et d’autre part s’élargit suffisamment en fréquence, après une certaine distance de
propagation dans le milieu d’hydrogène et d’ions Fer II, pour pouvoir amener ces ions Fe II dans
leur état excité sp4G0 [105]. Ce mécanisme se répète et l’inversion de population est maintenue,
une transition laser apparaît alors à 999,7nm [105].
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Cependant dans ce milieu, le bilan énergétique possède trois composantes à peu près égales : la
turbulence et l’énergie cinématique, le rayonnement et l’énergie radiative, les rayons cosmiques
et l’énergie de chauffage (particules d’énergie du GeV au TeV). Ce qui en fait donc un milieu avec
des interactions complexes (aucune composante ne peut-être négligée devant les deux autres),
et dont les sources de rayonnement potentielles, ajoutées à celles de l’étoile elle même, sont très
diverses, voir par exemple [113]. Cette diversité laisse à penser que si une radiation cohérente
existait, à une longueur d’onde donnée, au sein d’une partie du milieu interstellaire, ce ne serait
certainement pas le seul processus de rayonnement engendrant cette longueur d’onde donnée.

Choix du champ chaotique (au sens de Glauber)

Il a déjà été rappelé qu’un champ chaotique (au sens de Glauber) est un champ tel que son
amplitude complexe est un processus normal (complexe). Or, il existe une infinité de processus
gaussiens complexes. D’un point de vue mathématique, pour caractériser un processus normal,
il faut se donner sa fonction de covariance et son premier moment. Si ce processus est stable
(i.e. dont les densités sont stationnaires), cela suffit, c’est une conséquence du théorème sur les
moments d’un processus normal (ce théorème est mentionné au chapitre 2, partie III..1 avec
plus de détails).
Le travail du physicien est donc de proposer une situation physique précise dans laquelle cette
covariance et ce premier moment peuvent être déduits de lois naturelles portant sur la matière
rayonnante et/ou sur le champ et sa propagation jusqu’à l’observateur. Un des moyens de former
physiquement un champ chaotique est d’exploiter le théorème limite central (TLC, ci-après) et
le principe de superposition appliqué à des contributions radiatives élémentaires. Cependant,
même dans ce cadre, la subtilité du TLC généralisé est telle que plusieurs scénarios peuvent
encore amener à un champ chaotique. Ces scénarios impliquent des mécanismes physiques très
différents, notamment des situations d’équilibre tout comme des situations hors équilibre, au
sens de la physique statistique de Boltzmann-Gibbs. La considération du cas général risque
donc ici d’éloigner la modélisation d’une réalité physique, et il est plus prudent de choisir une
situation physique donnant un champ chaotique particulier, et de s’y tenir.
Ainsi, l’étude est menée pour champ chaotique résultant du rayonnement d’une multitude d’os-
cillateurs harmoniques en mouvement brownien non-relativiste, dans un gaz support, relative-
ment à un observateur inertiel. (La première forme du TLC assure la normalité de l’amplitude
complexe associée à ce champ, et en fait donc un champ chaotique). L’oscillateur harmonique
désigne une particule massive rayonnant un champ harmonique. Un modèle physique donnant
un tel champ sera décrit sur les fondements du chapitre 1. Ce choix peut-être justifié par une
description extrêmement grossière de la partie du milieu interstellaire qui rayonnerait ce champ :
un gaz à l’équilibre thermodynamique canonique, dans lequel certaines de ses particules, en un
grand nombre (devant un), en mouvement, rayonnent à la fréquence d’intérêt pour l’observateur
(supposé inertiel) souhaitant mesurer g(1), g(3/2), et g(2). Cette modélisation très simpliste de
l’équilibre du milieu interstellaire qui lui donne une température bien définie, est compatible
avec l’hypothèse d’un rayonnement noir (ou rayonnement de corps noir), pour une définition
précise voir par exemple [31] chapitre 5 section 63, ou [115] chapitre 13. Le rayonnement noir
est rigoureusement un exemple de rayonnement chaotique, voir par exemple [14] chapitre 13.
Ce modèle, aussi surprenant que cela puisse paraître, est suffisant, avec la résolution tempo-
relle du corrélomètre actuel, pour interpréter les mesures réelles et en laboratoire présentées
en partie II “Réalisations”. Si toutefois cette justification n’était pas suffisante pour le lecteur
astrophysicien, il y a la possibilité de le justifier par la volonté de comparer les trois premières
fonctions de corrélation temporelles du champ pour un système de la physique fondamentale
qui permet un couplage champ-matière relativement simple. Par couplage champ-matière, il est
ici sous-entendu que les fluctuations du champ sont considérées comme conséquences des lois et
mécanismes qui expliquent le transport de la matière rayonnante. Le modèle développé dans le
chapitre 1 permet ce couplage, et de part sa souplesse et son niveau de détails ouvre la voie à des
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situations physiques plus sophistiquées, dont il sera question dans les “Ouvertures théoriques”
de la Conclusion de cette dissertation.

Choix des trois premières fonctions de corrélations temporelles

Les raisons pour lesquelles ces trois fonctions sont considérées sont données dans ce para-
graphe. Elles correspondent chacune à un moment différent du champ : d’ordre 2 pour g(1),
d’ordre 3 pour g(3/2), et d’ordre 4 pour g(2), et :
— la transformée de Fourier de g(1) est connu sous le nom de spectre.
— g(3/2) est mesurée par un corrélomètre de la famille des corrélomètres à adjonction de bruit,

technique développée dans les années 1960 [116], [117].
— g(2) est la corrélation de l’énergie résidant dans le champ (intensité).

La première motivation est purement mathématique, c’est un théorème. Un processus aléatoire
(le champ électrique ici), est entièrement caractérisé par la hiérarchie de ses fonctions de cor-
rélations (ou plutôt des densités de probabilités jointes associées), c’est un théorème, voir par
exemple [118] chapitre 3 section 4. Donc, il faudrait idéalement travailler avec le plus de fonc-
tions de corrélation possible, c’est à dire avec g(n/2), où n ∈ N∗. La figure 7 illustre l’intérêt de
travailler avec plusieurs fonctions de corrélation, et deux exemples sont donnés ci-après.

𝑇

Black-surface radiation

Scattered radiation

Brownian oscillators

Coherent radiation

Random laser radiation

Synchrotron radiation

Polarisation and 

wavelength filters

?

Figure 7 – Schématisation de quelques processus de radiation, et de l’impossibilité qu’a l’obser-
vateur de les distinguer par la seule donnée du spectre (dont g(1) est la transformée de Fourier).
Figure adaptée de [119].

Premier exemple. Un champ chaotique et un champ cohérent, ou quasi-cohérent (laser conven-
tionnel), peuvent avoir une fonction g(1)(τ) identique. En effet, il suffit pour cela que le champ
chaotique soit filtré spectralement, par un procédé quelconque, de sorte que son spectre (trans-
formée de Fourier de la fonction g(1)(τ)) soit identique à celui du champ quasi-cohérent, et même
cohérent si le filtre imaginé sélectionne une seule composante spectrale. La fonction g(2)(τ) per-
met cependant de les différencier, voir la sous-partie IX. du glossaire “Définitions des fonctions
de corrélation utilisées”. Pour une démonstration expérimentale voir par exemple les expériences
pionnières [120, 121, 122].
Deuxième exemple. Soit un champ chaotique classique, i.e. dont les modules des deux quadra-
tures sont indépendants et identiquement (normalement) distribués, et soit un champ chaotique
non-classique, i.e. dont les modules des deux quadratures sont corrélés et/ou non-identiquement
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distribués (de lois normales différentes). Ces deux champs sont de plus supposés avoir les mêmes
constantes de temps dans leurs fonctions g(2)(τ). Un champ chaotique non-classique est aussi
appelé un état chaotique comprimé du champ (“squeezed chaotic state” en anglais), pour une
définition claire (quantique) voir par exemple [123] chapitre 6 et 9. Alors, ces deux champs, de
nature très différentes, ont en principe une fonction g(2)(τ) identique, mais la fonction d’inter-
corrélation intensité-champ g(3/2)(τ), dont la transformée de Fourier est appelée spectre de com-
pression (“squeezing”, ou “the spectrum of squeezing” en anglais), permet de les différencier,
voir par exemple [124] section 2.4.
Ainsi, la fonction g(2)(τ) permet en principe de différencier un champ chaotique d’un champ
cohérent. La fonction g(3/2)(τ) permet aussi de différencier un champ cohérent d’un champ
chaotique, et en plus de différencier un champ chaotique classique d’un champ chaotique non-
classique. Ces deux points sont résumés table 3. Il reste à examiner les expressions de ces deux

g(1)(τ) g(2)(τ) g(3/2)(τ)

chaotique VS cohérent non oui oui
chaotique VS

chaotique comprimé non non oui

Table 3 – Comment différentier une radiation chaotique classique de deux types de radiations
non-classiques : une radiation chaotique comprimée, et une radiation cohérente.

fonctions, et laquelle des deux est la plus pertinente pour répondre aux différentes probléma-
tiques P1, P2, et P3.
Évidemment, travailler avec une hiérarchie infinie de fonctions de corrélations est impossible
à réaliser d’un point de vue expérimental. En fonction de la zone du spectre électromagné-
tique dans laquelle l’observateur envisage sa mesure, seules quelques fonctions de corrélations
sont mesurables avec un RSB acceptable en un temps raisonnable. Cet aspect est développé
dans le chapitre 3. Le corrélomètre stellaire mis au point fonctionne dans le domaine visible,
et actuellement, seules les trois premières fonctions de corrélations du champ g(1) (bien connue
en spectroscopie, mais aussi lorsque le transport du champ est complexe, par exemple [125]),
g(3/2) (pour ne citer que ceux qui en ont démocratisé l’usage en optique [126, 127]), et g(2) (par
exemple [128, 60, 129]), sont accessibles en laboratoire. Par “accessibles”, il est entendu que leur
usage est actuellement démocratisé au moins en laboratoire. C’est pourquoi ces trois fonctions
de corrélations : g(1), g(3/2), et g(2), sont considérées.
Pour l’instant, dans le visible, seules g(1) (spectres énergétiques, degré de cohérence complexe
de l’interférométrie d’amplitude, ou de l’interférométrie des tavelures) et g(2) (discutée dans
les parties précédentes III. et IV.) ont été mesurées sur des cibles stellaires. L’utilisation de g(2)

pour détecter des raies lasers astrophysiques semble avoir été initiée par Lavrinovich et Letokhov
dans les années 1970 [130]. La fonction g(3/2) n’a donc pour l’instant jamais été mesurée sur cible
stellaire. Cependant la fonction g(2) a déjà été mesurée sur cible stellaire via un corrélomètre à
adjonction de bruit, aussi appelé par héterodynage ou technique de Brown-Twiss-Townes [131],
reporté avec succès pour la première fois par [132], et tenté au préalable par le projet SOIR-
DETE [133, 134]. La fonction g(3/2) appartient aux fonctions de corrélations mesurées par ce
type de corrélomètre.
Remarque. Ces trois fonctions de corrélations g(1), g(3/2), et g(2), ne sont pas restreintes à une
radiation de fréquence dans le domaine visible, elles sont définies dans la partie suivante “Défi-
nitions des fonctions de corrélation utilisées”.
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V..2 Partie II de la dissertation : “Réalisations”

La partie II de la dissertation s’inscrit dans les problématiques P1 et P3.

Mesurer g(2)(τ) sur une raie d’émission stellaire

La première motivation est d’exposer la pertinence de la mesure de g(2)(τ) sur une radiation
présentant des caractéristiques qui en font une cible potentielle pour la problématique P1. Sur
le principe, les motivations ont déjà été exposées dans la partie précédente V..1, voir aussi la
figure 7. D’un point de vue pratique, les motivations sont les suivantes. D’une part, il faut
montrer la faisabilité de la mesure sur une cible réelle, avec les conditions expérimentales d’un
site d’observation astronomique, et l’implémentation du corrélomètre au télescope. D’autre part,
il faut démontrer que la mesure de g(2)(τ) est exploitable pour caractériser la nature de cette
radiation. Pour cela, il faut au préalable (en laboratoire) identifier quelle est la quantité dans
l’analyse des données expérimentales la plus pertinente. Il faut ensuite donner l’incertitude de
la mesure, ce qui sous-entend de déterminer en amont la réponse temporelle de l’instrument.
La cible choisie est la raie Hα de P Cygni. Cette raie est très intense (environ 20 fois plus que le
continuum radiatif de l’étoile) et possède un spectre de largeur sub-nanométrique. La partie I.
du chapitre 4 est dédiée à la présentation de cette étoile et de cette raie (son origine, son profil
de raie,...), et donne les références qu’il convient de citer sur ce sujet. Cette partie s’appuie sur
l’annexe D.

Déduire des informations géométriques sur la cible stellaire

La deuxième motivation est de présenter la capacité du corrélomètre pour l’imagerie astro-
nomique dans un sens restreint, à savoir : déduire des informations géométriques sur la cible
stellaire. L’intérêt des corrélomètres stellaires pour ce faire est exposé de manière claire et concise
dans l’article [88]. Un peu plus de détails est donné dans ce qui suit. La compétition s’effectue
avec l’interférométrie d’amplitude classique. Des notions sur le sujet sont par exemple données
dans [135, 136, 137] ou dans la plus récente monographie [138] passant en revue les dernières
avancées du domaine. Il a été choisi de ne pas faire de rappels ici.
Aujourd’hui le contrôle de la différence de marche sous la milliseconde, et avec une précision
meilleure que λeff, ne présente plus de difficultés techniques pour l’interférométrie avec des bases
de quelques centaines de mètres au plus, dans le domaine optique (interféromètres comme VLTI,
CHARA et NPOI), par exemple [139, 140, 141]. Remarque, en radio-interférométrie le contrôle
des différences de marche ne présente également plus de difficultés pour des lignes de bases de
quelques dizaines de mètres (interféromètres comme ALMA, LOFAR, LWA, VLBI) [42].

Intérêts des lignes de bases kilométriques et limitations de l’IAC.
Un interféromètre peut mesurer le module du degré complexe de cohérence (parfois appelé
“equal-time degree of coherence” en anglais) qui correspond au module de g(1)(τ = 0, ρ) (voir,
par exemple, au chapitre 4 la relation (4.33)). Ce module peut renseigner sur la distance d entre
l’observateur et l’objet (si la taille caractéristique a de l’objet est connue indépendamment) ou
sur la taille caractéristique a (si la distance d est connue indépendamment), ainsi que sur la
forme de l’objet stellaire. L’évolution de cette fonction avec la longueur de base ρ est dictée par
une longueur caractéristique ρc (longueur de cohérence) qui est proportionnelle à

ρc ∝ λeff/ϑa,

où ϑa ≈ a/d est le diamètre apparent de la cible stellaire depuis le lieu d’observation, et où λeff
est la longueur d’onde centrale effective pour l’observateur.
Pour accéder aux détails fins de la forme de la cible stellaire, ou déterminer avec précision sa
taille caractéristique ou sa distance au lieu d’observation, il faut pouvoir accéder aux valeurs
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Equal-time degree of coherence for 

limb-darkened circular disks

n = 0
n = 1/2
n = 3/2

Figure 8 – Graphe de g(1)(0, ρ) pour plusieurs profils d’intensité de type assombrissement
centre-bord. Le comportement des différents degré de cohérence diffère significativement pour
ρ > ρc.

du module du degré complexe de cohérence pour ρ > ρc. D’où la motivation d’avoir de grandes
bases pour l’interféromètre, et ce d’autant plus que la taille caractéristique de la cible est petite.
Pour illustrer ce propos, la figure 8 présente le graphe du degré de cohérence g(1)(0, ρ) pour un
modèle de distribution d’intensité Ieff d’importance pour les étoiles présentant une photosphère
en bonne approximation à symétrie sphérique (Ieff ne dépend que de la coordonnée radiale r),
et en bonne approximation modélisable par une surface noire : le modèle d’assombrissement
centre-bord (“limb-darkening” en anglais).

Ieff

(
ϑ = r

d

)
= disq

(
ϑ

ϑa

)(
1− ϑ2

ϑ2
a

)n/2
, (6)

où n ∈ N, et la fonction disq(x) est une fonction disque (sa valeur vaut 1 si r ≤ a ⇔ ϑ ≤ ϑa).
Le graphe pour plusieurs n dévoile que les différences s’accentuent pour les longues bases, i.e.
ρ > ρc.
Les différences de marches doivent être contrôlées avec une précision spatiale plus petite que
la longueur d’onde dans le transport de l’onde lumineuse des télescopes jusqu’au plan focal de
l’interféromètre. Lorsque les bases sont longues (kilométriques), le maintien, ou la compensation,
des différences de marche en temps réel (sub-milliseconde), et le suivi des franges devient un pro-
blème, pour les courtes longueurs d’ondes comme celles du domaine visible, ou celles du domaine
radio. En effet, il faut assurer une précision spatiale de l’ordre de quelques dizaines de nanomètres
sur des chemins optiques de l’ordre du kilomètre (ou plus), et ce, en comptant les phénomènes de
diffraction qui ne sont plus négligeables sur ces longueurs de propagation, voir par exemple [142].

Avantages des corrélomètres stellaires.
Les corrélomètres stellaires mesurent des corrélations d’intensité (la fonction g(2)). Ils sont li-
mités par la résolution de la mesure des corrélations temporelles des intensités mesurées. La
résolution temporelle du corrélomètre est définie par la dispersion caractéristique de sa réponse
temporelle (réponse à un peigne de Dirac en principe, à une cadence d’impulsions non-résolues
temporellement en pratique). C’est ce qui est étudié chapitre 4, partie II.. La comparaison de la
précision opto-mécanique requise `CS pour un corrélomètre stellaire et de celle requise pour un
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IAC CS

`opt-mec

quelques nm
sur la ligne de base

(km)

quelques mm
jusqu’au photo-détecteur

(<1m)
qualité optique
des télescopes limite ne limite pas

turbulence
atmosphérique limite ne limite pas

Table 4 – Comparaison de l’interférométrie d’amplitude clasique (IAC) et des corrélomètres
stellaires (CS) pour l’imagerie astronomique dans le domaine visible avec des bases kilométriques.
L’échelle des contraintes opto-mécaniques est notée `opt-mec.

interféromètre à division d’amplitude avec typiquement `IAC = λeff/10 s’écrit

`IAC
`CS

= λeff/10
cσ

,

où σ est l’écart-type de la réponse temporelle du corrélomètre stellaire, et c la vitesse de propa-
gation dans les bras du corrélomètre. Application numérique. Pour λeff = 656, 3nm, σ = 756ps
(voir (4.4), chapitre 4), et c = 2.108m.s−1 (si les bras du corrélomètre sont en fibre optique de
silice)

`IAC
`CS

∼ 10−7.

Autrement dit, la contrainte de précision opto-mécanique dans un corrélomètre stellaire opérant
dans le domaine visible est de l’ordre de plusieurs dizaines de millimètres, alors qu’elle serait dans
un interféromètre d’amplitude classique de plusieurs dizaines de nanomètres. Pour les courtes
longueurs d’ondes (domaine visible et infrarouge), les contraintes opto-mécaniques sont donc
considérablement relâchées avec un corrélomètre stellaire.
De plus, le corrélomètre stellaire ne fait pas interférer la radiation captée par les télescopes
avec elle-même (dans une description classique, qui est suffisante). Il y a donc la possibilité de
positionner les détecteurs dans le voisinage des télescopes, sans contraintes particulières. Les
détecteurs sont ensuite reliés au convertisseur temps-digital par des câbles coaxiaux. Cela enlève
la nécessité d’avoir un contrôle à moins que la longueur d’onde, et en temps réel, sur le transport
des radiations, pour pouvoir les superposer physiquement et créer une figure d’interférence qui
reste stable au court de la durée d’observation.
Un guidage en temps réel correct est nécessaire, ainsi qu’une correction de type tip-tilt si pos-
sible, afin de maximiser l’intensité détectée. Cependant, les télescopes n’ont pas à être d’une
qualité optique optimale car ils jouent simplement le rôle de collecteurs d’énergie radiative pour
les détecteurs. La distorsion du front d’onde qu’ils peuvent induire n’impacte pas la mesure, tant
que la taille de la zone sensible du capteur est assez grande pour collecter la totalité de l’énergie.
De même, la turbulence atmosphérique et quelques sources lumineuses parasites (pleine lune par
exemple) ne nuisent pas à la mesure [143]. La table 4 résume les avantages des corrélomètres
stellaires par rapport à l’IAC pour des bases kilométriques.
Le développement des corrélomètres stellaires a été stoppé en 1974, le corrélomètre stellaire
de Narrabri avait atteint ses limites en terme de sensibilité, voir par exemple [36] chapitre 12,
section 12.1.. Depuis le milieu des années 2000 [144, 66], les photo-détecteurs ont connu une
modernisation par rapport aux tubes photo-multiplicateurs (TPM ci-après) utilisés par HBT.
Dans le domaine visible, des photo-diodes à avalanche en silicium (SLiK) opérant en mode
Geiger, de 400nm jusqu’à 1000nm, sont apparues en catalogue (appelée par abus de langage
“Single Photon Avalanche Diode”, d’acronyme SPAD en anglais). Elles sont plus sensibles et
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plus rapides que les TPM : leur résolution temporelle, leur sensibilité, et leur temps mort de
détection, sont environ cent fois meilleurs que ceux des TPM, voir la partie haute de la table
1 dans [65] ou la table II dans [66]. La table 5 ci-dessous donne la comparaison entre la résolu-
tion temporelle du tube photo-multiplicateur R.C.A de type 6342 [145] utilisé par HBT [47] et
une photo-diode à avalanche ultra-rapide. La valeur d’efficacité quantique obtenue pour le tube
photo-multiplicateur est déduite de la réponse de la cathode à une radiation (“radiant sensitvi-
ty” en anglais) qui est de 64mA/W [145]. Ces photo-diodes ont été implémentées en modules

Tube photo-multiplicateur
RCA 6342

Photo-diode à avalanche
ultra-rapide

Résolution temporelle
(ordre de grandeur) ∼ 10ns ∼ 100ps

efficacité quantique
maximale ' 12% ' 69%

Table 5 – Comparaison des résolutions temporelles, et de l’efficacité quantique, du photo-
multiplicateur (RCA type 6342A) utilisé par HBT, et de la photo-diode à avalanche ultra-rapide
présente dans le module photo-compteur (Excelitas SPCM-ARQH) utilisé dans le corrélomètre
développé.

photo-compteurs qui délivrent des impulsions de tension (voir figure 3.1), et permettent la di-
gitalisation de la photo-détection. Les dates des impulsions en tension, pour l’observateur, sont
appelées ici photo-événements. Ces modules sont commercialement appelés “modules compteurs
de photon” ou “module de comptage de photon unique” (“Single Photon Counting Module”
d’acronyme SPCM en anglais). L’appellation “photon unique”, présente aussi pour les photo-
diodes à avalanche ultra-rapides, est un abus de langage ; tous les photons ne donnent pas un
photo-électron ; l’efficacité quantique n’est pas parfaite (de l’ordre de 65% à 650nm pour les
modèles utilisés “SPCM-ARQH” [146]), de sorte qu’il faut plus qu’un seul photon pour engen-
drer un photo-événement. Les impulsions de tensions délivrées par les modules photo-compteurs
(voir figure 3.1) sont ensuite traitées par des convertisseurs temps-digital (“Time to Digital
Converter” d’acronyme TDC en anglais), qui permettent de convertir l’impulsion de tension
en photo-événement (une date), et ce pour des fréquences de photo-événements de plusieurs
MHz, avec une résolution temporelle de quelques dizaines de picosecondes, voir la partie basse
de la table 1 dans [65]. Il suffit alors de relier le convertisseur temps-digital à un ordinateur par
connexion USB pour effectuer le calcul en temps réel (si la puissance de calcul de l’ordinateur le
permet) des corrélations d’intensité, à partir des photo-événements générés par le convertisseur.
La deuxième option est de sauvegarder les photo-événements et d’effectuer le calcul de manière
différée. Dans les deux cas, ce calcul numérique prend la forme d’un histogramme ayant pour axe
de abscisses les délais avec une résolution de quelques dizaines de picosecondes. Le corrélomètre
stellaire digitalisé, ou photonique, ainsi construit est simplifié par rapport à celui mis au point
par HBT (cet aspect est par exemple discuté en sous-partie III..2 du chapitre 3), et possède une
résolution temporelle environ 30 fois plus fine. La table 6 résume les résolutions temporelles du
corrélomètre digital mis au point (voir chapitre 4) et de celui d’HBT (valeur du corrélomètre
construit à Narrabi, voir [36] section 12.8).
Or, le RSB dans la mesure de g(2)(0, ρ) (donnant accès au module de g(1)(0, ρ) pour une radia-
tion chaotique), pour une base projetée ρ donnée, et dans le domaine visible (où seul le bruit de
grenaille limite ultimement la mesure), est inversement proportionnel à la racine de σ,

RSB
{
g(2)(0, ρ)

}
∝ 1√

σ
, (7)

voir par exemple equation (12.1) dans [36] section 12.8.. Cette dépendance est retrouvée au
chapitre 3 dans la table 3.1 en prenant h(2)

nor ≡ Rδ et σh ∝ σ. La définition de Rδ est (4.1) son
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Corrélomètre stellaire
de Narrabi 1968 [52]

Corrélomètre stellaire
de Calern 2020 [147]

Résolution temporelle σ ∼ 17ns ∼ 600ps

Table 6 – Comparaison des résolutions temporelles des corrélomètres stellaires de Narrabi
(1968)(d’acronyme CSN), et de Calern (2020) (d’acronyme CSC). Pour le CSC, la valeur σ est
précisément déterminée au chapitre 4. Pour le CSN la valeur prise est l’inverse de la bande
passante de 60MHz indiquée dans, par exemple, [36] section 12.8.

expression est (4.2), celle de hnor est (3.21).
La réduction de σ d’un peu plus d’un facteur 30 implique un gain de presque 6 sur le RSB pour
une même durée d’observation avec (7). Ajoutés à cette rupture technologique, les avantages de la
table 4 permettent de considérer à nouveau les corrélomètres stellaires, comme une alternative
à l’IAC pour mesurer des caractéristiques géométriques de la cible stellaire, dans le domaine
visible et dans l’infrarouge proche.

V..3 Partie III de la dissertation : “Explorations”

Le travail de la partie III est motivé par la problématique P1. Si une radiation stellaire
cohérente est émise par un laser astrophysique, en suivant le mécanisme décrit figure 6, ce laser
astrophysique n’a rien de commun avec un laser de laboratoire : il n’a pas de cavité. Sans miroirs,

Amplifying

medium

Cavity Mirror Cavity partial 

reflector

Conventionnal laser Random laser

Multiple scattering

confinning medium 

and gain medium

Figure 9 – Schémas de principe d’un laser conventionnel (à gauche) et d’un laser aléatoire (à
droite). Figure adaptée de [148].

l’apparition de l’effet laser est conditionné à la capacité d’un milieu matériel à confiner la radia-
tion, et à l’amplifier par émission stimulée. Un ingrédient physique possible pouvant effectuer ce
confinement est la diffusion multiple, et du fait du caractère aléatoire de la diffusion, ce genre
de laser est qualifié de laser aléatoire [148, 149, 150]. La différence avec un laser conventionnel
est schématisée figure 9. A ce jour, il ne semble pas encore clairement établi qu’un tel système
rayonnerait un champ cohérent ou quasi-cohérent, similaire à celui d’un laser conventionnel. Des
propositions ont été faites pour répondre à cette question directement via la mesure de g(2)(τ)
[151], la première date semble dater de 1976 [130].
Pour les lasers aléatoires de “laboratoire”, plusieurs modèles existent, ils sont cités et rapide-
ment expliqués au chapitre 5, sous-partie I..2. Dans ces modèles, si le milieu diffusif est bonne
approximation de dimension 1 ou 2, l’intensité du champ émis par un laser aléatoire suit une
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loi de probabilité α-stable de Lévy, avec α = 2 loin du seuil (loi normale) et α < 2 près du seuil
[152, 153, 154]. Ce comportement de l’intensité semble également conservé si le milieu diffusif
est tri-dimensionnel, en théorie comme expérimentalement [155].
Expérimentalement, la confirmation n’a eu lieu qu’avec un laser quasi-unidimensionnel [156].
L’intensité d’un laser aléatoire, au moins pour un milieu diffusif mono ou bi-dimensionnel, n’est
donc pas l’intensité d’un champ chaotique (loi exponentielle) ni celle d’un champ cohérent (train
d’impulsions de Poisson). La mesure de la statistique des photons d’un mode d’un laser aléa-
toire tridimensionnel semble avoir été effectuée [157]. La mesure présentée consiste à compter les
impacts sur l’image (λ, t) d’une caméra à balayage (“streak camera” en anglais) [157]. Mesure
répétée un grand nombre de fois [157]. La statistique déduite pour un intervalle ∆λ (correspon-
dant à la résolution minimale de la caméra) est alors interprétée comme la distribution statistique
des photons pour un mode donné [157]. Cette statistique mesurée correspond à une statistique
Poissonienne près du seuil, et une statistique de Bose-Einstein loin du seuil [157]. Ce qui est
différent de la mesure avec un laser aléatoire unidimensionnel [156] ou tridimensionnel [155].
Remarque. La mesure réalisée dans [157] n’est pas la mesure de g(2)(τ).
La loi de probabilité des valeurs prises par l’intensité a été étudiée et modélisée, mais il semble
que rien n’est encore établi concernant le comportement temporel de l’intensité (caractériser
l’intensité en tant que processus stochastique) : sa fonction d’auto-corrélation n’a, semble-t-il,
jamais été encore ni mesurée, ni prédite. La mesure de g(2) sur un laser aléatoire de laboratoire
permettrait de vérifier, au moins, que la fonction g(2) différencie bien un laser aléatoire d’un
champ chaotique. Le travail reporté dans cette partie est une première exploration dans cette
direction ; la mesure de la fonction g(2) sur la radiation émise par un laser aléatoire unidimen-
sionnel, est analysée.
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Définitions des fonctions de
corrélation utilisées

[...] et, au fond, tu n’es pas responsable
de l’existence d’une bande de tordus
comme ces trois folles.

Elles se rendent pas compte, Boris Vian.

Cette partie est un glossaire qui donne les définitions, du point de vue de la physique clas-
sique, des fonctions de corrélation temporelles g(1)(τ), g(3/2)(τ), et g(2)(τ), utilisées dans la suite
de la dissertation. Il a été choisi de le faire dès l’introduction pour alléger les chapitres suivants,
et préciser rigoureusement d’emblée ce qui est sous-entendu lorsqu’il est mentionné champ, am-
plitude complexe, fonctions de corrélation, ou spectre. Aussi, il est espéré que le lecteur puisse
facilement se reporter à ce glossaire lorsqu’il recherche une définition précise.
Il n’est pas question ici de faire un exposé complet pour chaque fonction de corrélation. L’idée
est de donner, dans un cadre de la physique classique, pour chaque fonction de corrélation : sa
définition, la signification de sa densité spectrale des fluctuations, et un principe de mesure de
cette fonction dans le visible.
Dans ce qui suit, rien n’est nouveau concernant g(1) et g(2), mais concernant g(3/2) sa transposi-
tion au formalisme classique proposée ci-après, semble l’être. C’est pourquoi la patrie concernée
par g(3/2) est un peu plus détaillée. Elle reprend la section 2.3 de [158].
Le terme “processus” sera souvent employé pour raccourcir “processus stochastique”.
Les vecteurs sont accentués avec une flèche selon l’ancienne convention typographique.

VI. Hypothèses et notations

VI..1 Le “champ”

Soit une polarisation d’un champ électrique satisfaisant les équations de Maxwell, avec un
choix de jauge donné. Soient des modes (vectoriels) de composantes i, j, k dans l’espace euclidien
R3

~um (~r) = (um,i, um,j , um,k) (~r) ,

satisfaisant l’équation de propagation de ce champ, relativement à un observateur inertiel (i.e. :
dont les champs des quadri-accélérations et des quadri-rotations sont nuls le long de sa ligne
d’univers), pour des conditions aux limites et transverses usuelles.
La représentation analytique ~E(~r, t) (la transformée de Hilbert du vecteur champ électrique réel
est ajoutée à celui-ci) de ce champ vectoriel peut se développer selon les ~um(~r)

~E(~r, t) =
∑
m

cm~um(~r) exp (−iωmt). (8)

Le champ électrique est supposé déconnecté de sa source, de telle sorte que les coefficients
complexes cm dans (8) décrivent complètement le champ, voir par exemple [57] chapitre 12,
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section 12.2. Dans toute cette dissertation, une seule composante Ej du vecteur ~E(~r, t), et
un seul mode mode `, sont considérés. De plus, la description du champ est eulérienne, dans
le sens où le champ est considéré à un point ~r0 du référentiel d’un observateur inertiel, ainsi
~u`(~r0) est une constante. La quantité appelée, par abus de langage champ, dans la suite de la
dissertation (parfois aussi radiation) est alors :

E(t) := Ej(~r0, t) = A` exp (−iω`t), (9)

où la quantité A` := c`.u`,j est appelée amplitude complexe du champ. L’indice ` est omis par
la suite pour alléger les notations. L’amplitude complexe A est considérée comme un processus
stochastique, et par extension le champ scalaire complexe E également.

VI..2 Auto-corrélation et fluctuations

Soit Y un processus (complexe ou réel). Si 〈...〉 est l’espérance mathématique associée à Y ,
la fonction d’auto-covariance de Y est notée

CYY(t, τ) := 〈Y ∗(t)Y (t+ τ)〉 − 〈Y ∗(t)〉〈Y (t+ τ)〉, (10)

et si δY := Y − 〈Y 〉 est le processus centré, alors il est rappelé que

CYY(t, τ) = 〈δY ∗(t)δY (t+ τ)〉, (11)

et CYY est donc aussi mentionnée comme l’auto-corrélation (des fluctuations) de Y . Lorsqu’il
n’est pas nécessaire d’introduire une notation de type fonction, la notation 〈〈Y, Y 〉〉 ≡ 〈〈Y 2〉〉
sera utilisée.
Si CYY(t, τ) ≡ CYY(τ), le théorème de Wiener-Khintchine-Bochner (en acronyme “WKB” ci-
après), appliqué avec un couple de variables (ζ, τ) conjuguées par transformée de Fourier, et
définies positives, donne

SδY (ζ) = 1
π

� +∞

0
CYY(τ) cos (ζτ)dτ, (12)

CYY(τ) = 2
� +∞

0
SδY (ζ) cos (ζτ)dζ. (13)

La quantité SδY est une densité de probabilité qui est appelée densité spectrale (des fluctuations).
Dans ce qui suit, il est supposé que E est stationnaire au sens large, i.e. : CEE(t, τ) ≡ CEE(τ) et
〈E(t)〉 = 〈E〉, sur l’échelle de temps considérée. La date τ sera toujours considérée positive sauf
mention contraire.

VII. Fonction d’auto-corrélation du champ : g(1)(τ)
La fonction notée g(1)(τ) est l’auto-corrélation du champ normalisée par l’énergie qu’il

contient en moyenne 〈I〉 := 〈|E|2〉 (où : |E| est le module de E(t)),

g(1)(τ) := 〈E
∗(t)E(t+ τ)〉
〈I(t)〉 . (14)

Le lien entre CEE et g(1) est quasi-immédiat. Premièrement, il faut remarquer que

〈I〉 = |〈E〉|2 + 〈|δE|2〉,

il vient alors :
CEE(τ) = 〈I〉 · g(1)(τ)− |〈E〉|2 . (15)
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SOURCE

Figure 10 – Un principe de mesure de g(1)(τ) dans le domaine visible, à l’aide d’un interféro-
mètre de Michelson de miroirs M1 et M2. “BS” signifie “beam splitter”. La translation ∆L du
miroir permet de scanner τ = 2∆L/c, où c est la vitesse de propagation de la radiation.

Pour des fluctuations contenant une faible énergie, i.e. : 〈|δE|2〉 � |〈E〉|2, (15) se simplifie :

CEE(τ) = 〈I〉
(
g(1)(τ)− 1

)
. (16)

L’application du théorème de WKB donne alors la densité spectrale des fluctuations SδE en
fonction de g(1) en appliquant (12) avec (15) ou (16). Cette densité spectrale SδE est appelée
spectre par la suite. Un principe pour mesurer g(1)(τ) bien connu en optique est schématisé
figure 10. Ce principe repose sur un interféromètre de Michelson. En supposant l’ergodicité en
auto-covariance du champ considéré, le photo-courant résultant i(τ) est alors proportionnel à

i(τ) ∝ 1−Re
{
g(1)(τ)

}
.

VIII. Fonction d’inter-corrélation intensité-champ : g(3/2)(τ)

La fonction de corrélation g(3/2)(τ) est née à partir d’idées d’électrodynamique quantique
datant d’une trentaine d’années [159][160][161]. Elle a été ensuite développée de manière for-
melle et rigoureuse par H.J. Carmichael et al. dans [162], puis par d’autres [163], [164], et de
manière expérimentale [126], [127]. Une synthèse rédigée conjointement par les théoriciens et les
expérimentateurs ayant démocratisé l’usage de g(3/2), peut être trouvée dans [165]. Une autre
synthèse impliquant Glauber lui-même peut être trouvée dans [166].

Classiquement, cette fonction peut-être considérée comme un moment conjoint d’un champ
E , qui est l’inconnue à caractériser, et d’un oscillateur local Elo connu, d’ordre 3-1 (mettant en
jeu trois fois le champ E et une fois le champ Elo). Le champ E à caractériser apparaît trois fois,
donc il ne peut-être formé qu’une fois et demi son intensité, d’où l’exposant symbolique de (3/2).
D’un point de vue type traitement du signal, g(3/2) est l’hybridation du champ à caractériser
avec un bruit connu (l’oscillateur local). Seule l’énergie d’un champ peut actuellement être
mesurée, donc pour accéder à un moment d’ordre 3 du champ, cette hybridation est nécessaire.
Les corrélateurs à adjonction de bruits, voir par exemple [3] chapitre 10, section 10.2, utilisent
ce principe d’hybridation du signal avec un “bruit” connu et maîtrisé. Cette technique date des
années 1960 [116], [117].
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Soit un champ E d’amplitude complexe moyenne Eβ exp (iφ) et soit un oscillateur local Elo
d’amplitude complexe Alo exp (iθ). L’adaptation classique de la définition de Carmichael et al.
est alors :

g(3/2)(τ) := 1
2
〈E∗(t)E(t) [E∗(t+ τ)Elo(t+ τ) + E(t+ τ)E∗lo(t+ τ)]〉

〈E∗(t)E(t)〉 |〈A(t+ τ)〉| |〈Alo(t+ τ)〉| . (17)

La phase θ de Elo est un paramètre libre, ce qui revient à choisir la phase relative θ−φ entre Elo
et E . La fonction g(3/2)(τ) permet en fait de mesurer les fluctuations d’une ξ-quadrature (définie
ci-après) conditionnée sur l’énergie du champ I = E∗E , indépendamment de l’amplitude de Elo.
Pour le voir plus clairement, (17) peut se réécrire. Il faut tout d’abord rappeler le concept de
ξ-quadrature, aussi appelé quadrature d’amplitude pour une phase ξ [167], où ξ est une phase
constante :

Aξ(t) := 1√
2

[A(t) exp (−iξ) +A∗(t) exp (iξ)] . (18)

Ce concept est illustré figure 11.L’amplitude complexe A du champ E est supposée avoir des
fluctuations

δA := A− Eβ exp (iφ),

telles que les moments d’ordre trois ou plus soient négligeables devant les moments d’ordre deux
ou moins. Cette hypothèse n’est pas en fait une hypothèse nécessaire ; c’est une conséquence de
la réversibilité microscopique avec le formalisme quantique [168]. Elle est ici admise comme une
hypothèse ad-hoc. Avec cette hypothèse, et après quelques développements calculatoires (sans
difficultés), et si δAξ désigne la fluctuation de la ξ-quadrature, il vient :

g(3/2)(τ) = cos (φ− θ) + 〈δAφ(t)δAθ(t+ τ)〉
E2
β + 〈|δA(t)|2〉

+ o(〈|δA|2〉). (19)

Lorsque θ = φ, (19) devient simplement

g
(3/2)
θ=φ (τ) = 1 +

CAφAφ(τ)
E2
β + 〈|δA(t)|2〉

+ o(〈|δA|2〉), (20)

où CAφAφ(τ) est la fonction d’auto-covariance de la φ-quadrature de l’amplitude complexe du
champ. L’équation (20) démontre que g(3/2)(τ) permet de capturer les fluctuations de la φ-
quadrature du champ E définie par (18).
L’application du théorème de WKB ne pose pas de difficulté, la densité spectrale obtenue porte
le nom de spectre de compression (“spectrum of squeezing” en anglais). Le résultat figure dans
la table 7. L’appellation spectre de compression est parfois réservée à la transformée en cosinus
de CA0A0 , c’est à dire la densité spectrale des fluctuations de δAξ=0, voir par exemple [167]
section 4. La fonction d’inter-corrélation intensité-champ permet donc d’accéder au spectre de
compression du champ. Le paragraphe suivant donne plus de détails physiques sur le squeezing
d’un champ. Cette appellation squeezed field, en anglais, est un abus de langage. La compression
concerne la dispersion des fluctuations du champ selon une direction de l’espace des phases de
ce champ. Il est de plus sous-entendu que selon cette direction privilégiée de l’espace des phases
du champ, les fluctuations ne changent pas de nature (i.e. de loi de probabilité).

Un champ comprimé est un champ purement non-classique, il n’y a pas de correspon-
dance théorique classique pour le décrire, au moins en électrodynamique quantique, voir par
exemple [167] section 2 ou 3. Ce concept de compression des fluctuations, ou d’anisotropie des
fluctuations dans l’espace des phases, peut s’appliquer en principe à n’importe quel champ. Il
rend compte de la réduction de la dispersion des fluctuations du champ, selon une direction
privilégiée de l’espace des phases (q, p) de ce champ, par rapport aux fluctuations de ce même
champ non-comprimé. La figure 11 illustre ce propos ; la dispersion de l’amplitude complexe
selon la direction ξ, qui dans l’exemple choisi correspond au petit axe du champ comprimé, est
réduite par rapport à la dispersion du même champ non-comprimé. La relation d’incertitude
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Figure 11 – Un exemple d’espace des phases (q̂, p̂) ≡ (q, p), aussi appelé diagramme phaseur
à la pulsation centrale du champ, pour un champ non-comprimé et un champ comprimé. La
dispersion dans l’espace des phases est uniforme pour le champ non-comprimé.

d’Heisenberg s’applique sur les variables (opérateurs) conjuguées (q, p) de l’espace des phases,
et impose que la dispersion dans la direction orthogonale à ξ soit accentuée en conséquence.
En électrodynamique quantique, l’étude de la compression du champ a par exemple servi à ca-
ractériser des vides non-classiques du champ électromagnétique, voir par exemple [167] section 4.
Un vide classique du champ électromagnétique est représenté par un état cohérent qui possède
des fluctuations dont la dispersion est uniforme quelque soit la direction de l’espace des phases.
En revanche, un vide comprimé du champ électromagnétique possède un nombre de photons qui
augmente, dans la direction de compression, en sinus hyperbolique au carré avec le facteur (∼le
taux) de compression, voir par exemple [167] section 3.
Enfin, le lecteur familier avec la théorie des probabilités peut faire le rapprochement entre la
compression des fluctuations d’un champ selon une direction privilégiée de son espace des phases
(q, p), et la représentation dans le plan des ellipses d’égale densité d’un coupe de variables aléa-
toires normales. Si les deux V.A. normales (X,Y ) ont les mêmes variances, les ellipses d’égale
densité sont en fait des cercles (voir par exemple figure 2.5, chapitre 2), et aucune direction du
plan (X,Y ) ne possède des fluctuations plus ou moins dispersées. Par contre, si les deux V.A.
normales n’ont pas les mêmes variances, les ellipses d’égale densité sont des ellipses caractérisées
par un petit axe et un grand axe. La direction du grand axe possède alors des fluctuations avec
une dispersion exacerbée par rapport à la direction du petit axe.
Un principe de mesure de g(3/2)(τ) est présenté figure 12. La présence d’une amplitude complexe
de moyenne non nulle 〈A〉 est nécessaire pour deux raisons. La première pour la normalisation
par le terme |〈A(t+ τ)〉| au dénominateur de (17). La deuxième parce-que le numérateur est
également nul en vertu de la propriété de circularité des processus complexes centrés station-
naires. En effet, il peut-être montré, pour un processus circulaire, que les moments impliquant
un nombre différent de termes conjugués et non-conjugués sont nuls [169], voir chapitre 1, sec-
tion 1.3.3.. Donc sous réserve que Elo puisse être considéré comme déterministe, le numérateur
de (17) est la somme de deux moments impliquant un nombre différents de termes conjugués et
non-conjugués, il est donc nul. Ainsi, si 〈A〉 = 0, alors (17) est la forme indéterminée 0/0. Un
champ émis par un corps noir possède une amplitude complexe qui est un processus gaussien
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Figure 12 – Un principe de mesure de g(3/2)(τ) dans le domaine visible. Il est supposé que
〈A(t)〉 = 0. La moyenne non nulle est créée via une radiation cohérente d’amplitude complexe
Eβ exp (iφ) qui se superpose à E en BS1. BS2 envoie une partie de l’intensité, avec une probabilité
η, de la radiation vers un détecteur homodyne équilibré où Elo s’y superpose. Le photo-courant
résultant ih(t) est proportionnel à l’intensité de la φ-quadrature du champ si θ = φ. BS2 envoie
l’autre partie de l’intensité, avec une probabilité 1− q, vers un détecteur dont le photo-courant
it(t) déclenche le corrélateur. Le courant ih(t) est acquis seulement s’il y a une fluctuation dans
it(t).

centré (voir par exemple [14] chapitre 13, section 13.1.3) donc 〈A〉 = 0. Un tel champ est appelé
champ Rayleigh dans cette dissertation, en vertu de la densité de probabilité qui régit le module
de son amplitude complexe à chaque instant. C’est pourquoi la figure 12 introduit la moyenne
non nulle 〈A〉 = Eβ exp (iφ) dans l’amplitude complexe via un champ cohérent connu de l’uti-
lisateur. Le signal ih(t) est explicité au chapitre 3, il y est démontré qu’effectivement ih(t) est
proportionnel à l’intensité de la φ-quadrature du champ si θ = φ.

IX. Fonction d’auto-corrélation de l’intensité : g(2)(τ)
Cette fonction a pour la première fois été introduite pour le champ électromagnétique quan-

tifié par Glauber [58]. C’est l’auto-corrélation de l’intensité I du champ E , normalisée, dans un
formalisme classique

g(2)(τ) := 〈I(t)I(t+ τ)〉
〈I(t)〉2 . (21)

Les propriétés de g(2)(τ) ont largement été discutées dans les travaux de Glauber [57]. Le lien
de g(2) avec CII est immédiat :

CII(τ) = 〈I〉2
(
g(2)(τ)− 1

)
⇔ g(2)(τ) = 1 + CII(τ)

〈I〉2
, (22)

Deux remarques capitales pour la suite peuvent être faites dès maintenant.
L’intensité I (d’un mode) d’un champ cohérent peut être décrite classiquement par un processus
train d’impulsions de Poisson (dérivée d’un processus de Poisson qui représente le nombre de
photon du mode au cours du temps, les photons sont localisés sur l’axe du temps par des dates
(ti)i qui forment des points de Poisson) stable, i.e. avec une densité 〈I〉 homogène pour les



IX.. FONCTION D’AUTO-CORRÉLATION DE L’INTENSITÉ : G(2)(τ) 35

SOURCE

CORRELATOR

Figure 13 – Un principe de corrélomètre d’intensité dans le domaine visible. “BS” signifie
“beam splitter”, son ratio en intensité est “q/1− q”. La fonction g(2)(τ) est proportionnelle à la
corrélation des photo-courants i1 et i2.

impulsions de Poisson. A chaque instant I(t) est une V.A. de loi notée PX(〈I(t)〉), et s’écrit

I(t) = F0
∑
i

δ(t− ti),

où F0 est une constante qui a la dimension des unités de I multipliées à celles d’un temps, et
alors :

CII(τ) = 〈I〉F0δ(τ). (23)

Avec l’interprétation fonctionnelle de la distribution de Dirac : δ(τ) est infini en τ = 0 et nul
pour τ > 0, il vient alors (à la singularité en τ = 0 près) :

I(t) PX(〈I(t)〉)⇒ g(2)(τ) = 1. (24)

L’intensité I (d’un mode) d’un champ chaotique Rayleigh (i.e. dont l’amplitude complexe est un
processus gaussien centré) peut être décrite classiquement par un processus de loi exponentielle
E(1/〈I〉), stable, i.e. le paramètre 1/〈I〉 de la loi exponentielle est homogène. Alors :

CII(0) = 〈I〉2

et donc :
I(t) E

( 1
〈I(t)〉

)
⇒ g(2)(0) = 2. (25)

Les relations (24) et (25) ne mettent pas en jeu des équivalences ; c’est à dire qu’une valeur
g(2)(0+) = 1 (où 0+ est une valeur arbitrairement proche de τ = 0 mais non égale à 0, pour
rester consistant avec la description classique proposée) n’implique pas la nature Poissonienne
de I, et une valeur g(2)(0) = 2 n’implique pas la nature exponentielle de I.
L’application du théorème de WKB ne pose aucun problème pour exprimer la densité spectrale
des fluctuations SδI(ζ) en fonction de g(2)(τ). Voir table 7. Cette densité SδI(ζ) est appelée
spectre d’intensité.
Le principe de mesure de g(2)(τ) dans le domaine visible est schématisé sur la figure 13. La loi
de probabilité des fluctuations de l’intensité du champ se retrouve dans le photo-courant [170],
par conséquent g(2) est directement donnée par l’inter-corrélation des deux photo-courants, à
une constante de normalisation près.
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X. Résumé
Les définitions classiques des fonctions de corrélation g(1)(τ), g(3/2)(τ) et g(2)(τ), traduites en

terme de la fonction d’auto-covariance de la quantité physique en jeu, et leurs densités spectrales
de fluctuation, sont données dans la table 7. Chacune de ces fonctions de corrélation implique
un moment du champ E différent, par ordre croissant : g(1) implique un moment d’ordre 2, g(3/2)

un moment d’ordre 3, g(2) un moment d’ordre 4.

Écriture en fonction de CYY Densité spectrale

g(1)(τ)
E2
β + CEE(τ)
〈I(t)〉 SδE(ζ) = 〈I〉

π

� +∞

0

(
g(1)(τ)−

E2
β

〈I〉

)
cos (ζτ)dτ

g(3/2)(τ) ≈ 1 +
CAφAφ(τ)

E2
β + 〈|δA(t)|2〉

SδAφ(ζ) =
E2
β + 〈|δA|2〉

π

� +∞

0

(
g(3/2)(τ)− 1

)
cos (ζτ)dτ

g(2)(τ) 1 + CII(τ)
〈I〉2

SδI(ζ) = 〈I〉
2

π

� +∞

0

(
g(2)(τ)− 1

)
cos (ζτ)dτ

Table 7 – Résumé des définitions des fonctions de corrélation et de leurs densités spectrales
respectives : le spectre, le spectre de compression, et le spectre d’intensité. Le champ possède
une amplitude complexe A = 〈A〉+ δA, avec 〈A〉 = Eβ exp (iφ).
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Introduction

Cette partie I intitulée “Fondements” est, comme son nom l’indique, la partie la plus essen-
tielle de la présente dissertation. Chacun de ses chapitres développe une section principale de
l’article publié [158]. La correspondance est la suivante : le chapitre 1 développe la section 4 de
l’article, le chapitre 2 reprend la section 3, et le chapitre 3 détaille la section 5 de l’article. La
figure 14 présente un résumé synoptique des liens internes entre les différents chapitres de cette
partie, et du lien entre cette partie et le reste de la dissertation.
Par abus de langage, le terme oscillateur brownien est souvent employé pour raccourcir “oscil-
lateur rayonné par une particule massive en mouvement brownien”, où l’oscillateur modélise le
champ électrique rayonné par la particule massive.
Avec les motivations qui ont été introduites dans la partie “Introduction”, la finalité de cette
partie I “Fondements” est de proposer une réponse aux deux questions P1a et P2a qui suivent,
et qui sont des sous problématiques de, respectivement, P1 et P2 données dans l’Introduction
générale :
P1a : Comment g(1)(τ), g(3/2)(τ), et g(2)(τ) rendent comptent de la présence d’une radiation

cohérente superposée à une radiation chaotique issue d’une multitude d’oscillateurs
browniens libres, indépendants et non-relativistes, dans un gaz support, relativement
à un observateur inertiel ?

P2a : Comment g(1)(τ), g(3/2)(τ), et g(2)(τ) permettent de caractériser le mouvement brow-
nien libre non-relativiste, dans un gaz support, d’une matière rayonnante relativement
à un observateur inertiel ?

Les réponses proposées ont pour ambition d’être quantitatives.
Ces questions requièrent une description fondamentale qui découple deux dynamiques : celle du
mouvement brownien des oscillateurs, et celle des oscillations du champ rayonné. La raison est
donnée dans le chapitre 1, et ce chapitre développe un modèle du mouvement brownien pertinent
pour répondre aux questions P1a et P2a. Pour être quantitatif, il faut notamment établir les
constantes de temps des fonctions de corrélation en fonction des caractéristiques physiques des
oscillateurs (masse, dimensions spatiales), et des caractéristiques de leur mouvement brownien
(dispersion en vitesse ou température, densité, masse et dimension des particules qui forment le
gaz support). S’il est possible de le faire, il faut aussi bien identifier les relations qui changeraient
si un autre processus de transport était considéré.
La première partie de la réponse aux questions P1a et P2a concerne la forme sous-laquelle
apparaît l’information dans les fonctions de corrélation. Les calculs sont l’objet du chapitre 2
qui repose sur la modélisation du chapitre 1.
La deuxième partie de la réponse porte sur la durée nécessaire à l’observateur pour obtenir
l’information contenue dans l’une au l’autre des fonctions de corrélation en présence d’un bruit.
C’est le rôle du chapitre 3. Il aborde les estimations statistiques des rapports signal sur bruit
pour les principes de mesures des fonctions de corrélation présentés dans l’Introduction, figures
10, 12, et 13, en présence d’un bruit de type processus de Campbell (bruit de grenaille).
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A l’âge de trois ans, l’enfant moyen entre
dans une nouvelle phase graphique : il
commence à simplifier ses griffonages
confus. Du chaos excitant, il commence à
distiller les formes fondamentales, il fait
des expériences avec [...] des carrés [...].

Le singe nu, Desmond Morris, traduit de
l’anglais par Jean Rosenthal.

I. Introduction
Ce premier chapitre théorique est la base du chapitre suivant. La lecture de ce chapitre

requiert un savoir-faire en théorie des probabilités et des processus stochastiques. Le parti pris
de la rédaction est de supposer que le lecteur a des connaissances sur les processus markoviens
continus, et possède des bases sur l’équation de Langevin et le processus d’Ornstein-Uhlenbeck.

I..1 Objectifs

La finalité de ce chapitre est de proposer un modèle de la physique fondamentale qui permet :
1) un couplage champ-matière, au sens où les fluctuations du champ s’expliquent par les

fluctuations du processus de transport de la matière rayonnante,
2) de découpler la dynamique du mouvement de la matière rayonnante de celle des oscillations

du champ rayonné, pour pouvoir décrire ces dynamiques même si leurs échelles de temps
sont très différentes.

Rétrospectivement à la lecture du chapitre 2, ce présent chapitre peut également permettre de
saisir ce que peuvent capturer les fonctions de corrélation g(1)(τ), g(3/2)(τ), et g(2)(τ) sur un
processus de transport de la matière rayonnante.
Ce chapitre décrit le mouvement brownien (non-relativiste) d’une particule classique massive
non-chargée et libre (aucun potentiel n’est considéré), par rapport à un observateur inertiel
(i.e. : dont le champ des quadri-rotations et quadri-accélérations le long de sa ligne d’univers
sont nuls). Cette précision est importante pour la considération de l’effet Doppler-Fizeau qui
interviendra dans le chapitre 2. La sous-partie qui suit I..2 justifie la modélisation choisie afin de
découpler la dynamique du mouvement brownien des particules, de la dynamique des oscillations
d’un champ qu’elles rayonneraient.

I..2 Choix sur la modélisation du mouvement brownien

C’est la vitesse qui est l’observable physique privilégiée pour décrire le mouvement brow-
nien. La raison est rapidement rappelée dans les trois phrases suivantes afin de contextualiser le
modèle choisi. Les particules massives ont une inertie, aussi faible soit-elle, et l’inertie engendre
un caractère non-markovien de l’évolution de leur position : les positions successives qu’une par-
ticule occupe dépendent des positions précédentes (c’est la définition de l’inertie). L’évolution
de la position d’une particule a donc un caractère non-markovien. L’inertie n’affecte cependant
pas la vitesse, il faut donc privilégier la description du mouvement via la vitesse (relative à
l’observateur), en espérant profiter de la puissance opérationnelle de l’hypothèse markovienne.
La nature markovienne de la vitesse sera effectivement démontrée pour le modèle choisi dans la
sous-partie II..2.
Les collisions sont traitées classiquement, elles sont supposées élastiques (par soucis de simpli-
cité) et instantanées (devant les échelles de temps qui nous intéresse, de cinétique, i.e. : ns, à
pré-cinétique, i.e. : ≤ps, mais ≥fs), donc localisables dans l’espace-temps. De plus, du fait de
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la densité et de la température au sein d’un “blob” comme considéré figure 6, et du fait de la
faible masse des particules élémentaires rayonnantes, les effets d’amortissements (parfois appelés
effets inertiels) sur la vitesse entre deux collisions successives sont négligés. En conséquence de
ces derniers points, la vitesse d’une particule massive sera considérée comme évoluant par sauts
successifs dans le temps. La figure 1.1 schématise l’approximation faîte dans la modélisation par
sauts.
Le fait de considérer un caractère évolutif par sauts pour la vitesse, permet de découpler la dy-
namique régissant le mouvement brownien, de celle régissant l’oscillation du champ que rayon-
nerait la particule en mouvement brownien. Ces deux dynamiques peuvent être très différentes,
par exemple la fréquence de collision peut-être largement inférieure à la fréquence de la radia-
tion émise (entre deux collisions la radiation pourrait effectuer plusieurs milliers d’oscillations).
La description de la vitesse comme un processus markovien continu, via la première forme de
l’équation de Langevin, par exemple, permet de modéliser les changements de vitesses (incré-
ments positifs ou négatifs) dus aux collisions, mais ne renseigne en rien de l’état de la vitesse
entre deux collisions. Ce choix ne permet donc pas de décrire les fluctuations de la vitesse et une
autre dynamique dont l’échelle de temps serait plus petite que le temps d’attente moyen entre
deux collisions successives. (La description via les processus markoviens continus est souvent
pertinente lorsque l’échelle cinétique [ns] ou pré-cinétique [<ps], adaptée pour décrire ce qu’il
se passe entre deux collisions, peut-être “lissée” vers une échelle de temps plus grande, du type
hydrodynamique [µs]). Dans la volonté de coupler les fluctuations du champ à celle du processus
de transport de la matière rayonnante, tout en découplant les échelles de temps de ces deux
dynamiques, l’approche par les processus markoviens à sauts est privilégiée.

I..3 Organisation du chapitre

L’annexe A détaille le minimum de connaissances à avoir sur les Processus Markoviens à
Sauts avec un Continuum d’Etats (PMSCE, en acronyme), sans lequel il n’est pas possible
d’aborder ce qui suit. Ce contenu a été placé en annexe afin de ne pas alourdir la lecture du
lecteur accoutumé aux PMSCE. Pour le lecteur non-familier avec les PMSCE, mais ayant des
connaissances sur les processus markoviens continus, il est espéré que l’annexe A lui soit pro-
fitable. Sur le sujet, des ouvrages de référence, en physique, sont [118] et [171]. Un résumé des
notions fondamentales abordées dans l’annexe A est donné par la figure 1.2.
La partie II. se concentre sur la description microphysique du mouvement brownien. Le modèle
utilisé est le modèle cinétique de type “premiers principes” du gaz de cubes durs sans effets
inertiels. Ce modèle est parfois aussi appelé cubes durs sans friction, c’est à dire qu’aucun amor-
tissement de la vitesse entre deux collisions n’est considéré. L’invention de ce modèle cinétique
n’est pas originale à ce chapitre, le modèle peut par exemple être trouvé dans [171], chapitre 4.
Cependant, l’analyse proposée est originale et l’utilisation de ce modèle pour coupler les fluctua-
tions du champ à celle du processus de transport de la matière rayonnante (afin de comparer les
premières fonctions de corrélations temporelles du champ, voir chapitre 2), semble être propre à
cette dissertation et à la publication [158]. La partie II., en plus de justifier que chaque compo-
sante de la vitesse relative d’une particule soit un PMSCE, donne les résultats essentiels pour
l’algorithme de simulation Monte-Carlo, dont les figures de proues sont détaillées en partie IV..
La partie III. permet d’exhiber que ce modèle donne bien lieu au mouvement brownien, dans
une limite appelée à juste titre “limite brownienne”. Dans cette partie III., la consistance du
modèle est analysée, et la relation d’Einstein-Langevin obtenue est critiquée en partie IV..

II. Modèle de collisions de type cubes durs sans effets inertiels

Le modèle du gaz de cubes durs sans effets inertiels est un modèle connu de la théorie ciné-
tique, et donc ce qui suit n’est pas nouveau. L’analyse et les méthodes utilisées localement pour
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Figure 1.1 – Schématisation du principe de modélisation de la vitesse du mouvement brownien.
Vα représente une composante du vecteur vitesse relative à l’observateur, et les (τi) représentent
les temps d’attente entre deux collisions successives. Le modèle a) permet de décrire la distribu-
tion des temps d’attente entre chaque collisions, les changements de vitesse, et l’amortissement
durant τi. Le modèle b) permet de décrire la distribution des temps d’attentes entre chaque col-
lisions, les changements de vitesse, et suppose que Vα n’a pas le temps d’être amortie durant les
τi. Avec b), Vα constitue un Processus Markovien à Saut avec un Continuum d’Etat (PMSCE),
voir sous-partie II..2.
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ANNEXE A

Chapitre 1

Figure 1.2 – Résumé des notions essentielles à ce chapitre détaillées dans l’annexe A.

dériver les quantités d’intérêt n’utilisent pas de nouvelles techniques mathématiques, mais sont
originales. Les résultats finaux obtenus sont semblables à ceux de [171], chapitre 4, à quelques
facteurs numériques près, et à quelques conventions différentes près.
Remarque. Les hypothèses invoquées dans la sous-partie II..1, les hypothèses inhérentes au mo-
dèle microphysique mises à part, sont relativement faibles comparées aux hypothèses invoquées
dans une description de la vitesse via les processus markoviens continus (par exemple, l’équation
de Langevin n’est pas posée ad-hoc). La contrepartie est qu’il faut mener une analyse mathé-
matique plus conséquente.

II..1 Hypothèses et notations

Soit un gaz support de N particules libres P0 de masse m0, appelées particules “ordinaires”,
réparties dans une enceinte cubique C de côté L.
A la date t0 une particule libre P de masse m, appelée particule “extra-ordinaire” est injectée
dans C avec une vitesse initiale quelconque.
Les particules P(m) et P0(m0) peuvent être des atomes ou des molécules. Elles sont traitées
classiquement (i.e. : elles sont localisables dans l’espace-temps) et sont non-relativistes.
Soit un observateur inertiel O. L’évolution de la vitesse relative des particules par rapport à
l’observateur O peut être décrite dans le référentiel de O de manière globale. Les vecteurs de
base du référentiel de O sont notés : (~eα)α=x,y,z.
Les hypothèses du modèle du gaz de cubes durs (par abus de langage “modèle des cubes durs”,
ci-après) sont les suivantes :
(H0) : Les particules sont assimilées à des cubes. Tous les cubes sont parallèles entre eux. Pour

P0, le côté est %0, et pour P, le côté est %.
(H1) : Les collisions ne peuvent avoir lieu que sur les faces des cubes, et il n’est pas nécessaire

que les faces soient parfaitement superposées pour qu’une collision ait lieu.
(H2) : Aucune rotation n’est possible.
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Figure 1.3 – Modèle cinétique des cubes durs. Les particules sont en mouvement par rapport
à l’observateur O. Les variations de vitesses, notées δvx, δvy, δvz, ne sont engendrées que selon
l’axe de la collision, à savoir ~ex, ou ~ey, ou ~ez.

(H0)+(H1)+(H2) ⇒ Une collision n’engendre des fluctuations que selon une seule des trois
composantes de la vitesse à la fois.

(H3) : Cubes "durs" ⇒ les collisions sont élastiques.
Ces hypothèses forment ce qui est parfois appelé le modèle du gaz unidimensionnel. L’adjectif
“unidimensionnel” caractérise l’interaction collision, et non pas la liberté de mouvement des
particules. Une représentation d’un tel modèle est présentée figure 1.3.
A ces hypothèses sont ajoutées des hypothèses pour approximer la situation physique d’intérêt :
(H4) : Les effets d’amortissement de la vitesse sont négligés entre deux collisions successives.
(H5) : Les collisions avec l’enceinte C sont négligées.
(H6) : Les P0(m0) sont supposées à l’équilibre thermodynamique canonique au sens de Boltzmann-

Gibbs, où les mouvements de translations peuvent être décrits classiquement. Elles pos-
sèdent une température absolue T dans C .

La table 1.1 résume les différents paramètres micro-physiques introduits. La sous-partie suivante
II..2 établit chaque composante Vα de la vitesse relative de P par rapport à O comme étant un
PMSCE.

II..2 Nature d’une composante Vα de P(m)

Au vu du mécanisme de collision entre cubes durs, l’évolution d’une composante de la vitesse
(de P ou de P0) est indépendante des deux autres. En effet, d’après l’hypothèse (H1) une
collision entre deux cubes n’agit que selon un axe commun aux deux faces des cubes : celui
qui leur est perpendiculaire. De plus, les hypothèses (H0) et (H2) impliquent que les cubes
sont toujours parallèles entre eux. Par conséquent, la force qui s’applique sur un cube lors
d’une collision est dirigée selon un seul vecteur de base (~ex, ou ~ey, ou ~ez). La variation de
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Appellation Notation et unités

masse des particules ordinaires P0 m0 [kg]

masse de la particule extra-ordinaire P m [kg]

côté du cube ordinaire %0 [m]

côté du cube extra-ordinaire % [m]

densité du gaz dans C n [m−3]

nombre de particule P0 dans le gaz N [∅]

côté de l’enceinte cubique contenant le gaz L [m]

température canonique du gaz T [K]

composante α du vecteur vitesse de P relativement à O Vα(t) [m/s]

composante α du vecteur vitesse de P0 relativement à O Uα(t) [m/s]

Table 1.1 – Notations, unités, et appellation des paramètres microphysiques.
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vitesse induite est donc selon l’axe de la collision uniquement, les deux autres composantes de
la vitesse restent inchangées. Deux collisions d’axes différents peuvent avoir lieu simultanément
pour l’observateur O, au quel cas, des fluctuations de vitesse sont induites selon ces deux axes
de manière indépendante.
En conclusion, chaque composante Vα de la vitesse relative de P, et chaque composante Uα de la
vitesse relative de P0, est traitée comme un processus stochastique indépendant des deux autres
composantes de cette même vitesse. Les réalisations sont notées vα pour Vα, et uα pour Uα.
Suivant les notations introduites dans l’annexe A, et données dans la section concernée de la
liste des Notations page xvi, la V.A. temps d’attente est notée W , ses réalisations sont notées
τ , et la V.A. incrément de vitesse est notée J , et ses réalisations sont notées j. La densité de
probabilité jointe PWJ(τ, j|vα, t) définit la probabilité intersection de trois événements E1(τ),
E2(τ), et E3

PWJ(τ, j|vα, t)dτdj = P {E1(τ) ∩ E2(τ) ∩ E3} ,

où les (Ei)i sont :
E1(τ) : Vα ne saute pas dans l’intervalle de temps [t, t+ τ [ sachant que Vα(t) = vα.
E2(τ) : Vα saute dans l’intervalle de temps [t+ τ, t+ τ + dτ [ sachant que Vα(t+ τ) = vα.
E3 : Vα atteint l’intervalle d’états [vα + j, vα + j + dj[.
Si τ = 0, l’événement E1(0) se confond avec la condition Vα(t) = vα, et devient un événement
certain, ainsi : E1(0) ∩ E2(0) = E2(0). L’événement E2(0) devient :
E2(0) : Vα saute dans l’intervalle de temps [t, t+ dt[ sachant que Vα(t) = vα.
La probabilité PWJ(τ = 0, j|vα, t)dtdj est alors la probabilité que : sachant que Vα(t) = vα, Vα
saute entre [t, t+ dt[ et soit dans [vα, vα + j + dj[. L’objectif de cette présente sous-partie II..2
est d’expliciter la densité de probabilité PWJ(0, j|vα, t), ce qui est nécessaire et suffisant pour
montrer que Vα peut-être traité comme un PMSCE (voir annexe A).

La première étape est d’établir la probabilité que P(m), ayant une vitesse relative (par rap-
port à O), selon ~eα, vα à la date t, percute, dans la durée infinitésimale dt, une particule P0(m0)
dont la vitesse relative selon ~eα est dans [uα, uα+duα[. Cette probabilité est notée q(uα,dt|vα, t).
Soient (P0,i)i lesN particules P0(m0). La probabilité q peut-être considérée comme la probabilité
d’une réunion d’événements (Ci)i

q(uα,dt|vα, t) = P
(
N⋃
i=1

Ci

)
,

où l’événement Ci correspond à l’occurrence d’une collision, dans l’intervalle de temps [t, t+ dt[,
entre P, ayant la vitesse vα selon ~eα à la date t, et la particule P0,i ayant une vitesse, selon ~eα,
dans [uα, uα + duα[. La formule du crible donne alors :

q(uα, dt|vα, t) =
N∑
k=1

(−1)k+1 ∑
1≤i1≤...≤ik≤N

P {Ci1 ∩ Ci2 ∩ ... ∩ Cik} . (1.1)

Les événements Ci sont indépendants entre eux et la probabilité P {Ci} d’un événement Ci
possède une expression explicite, elle est déterminée ci-après.
Si la vitesse Uα d’une particule P0,i est déterministe, alors la probabilité P {Ci} s’interprète
géométriquement. C’est la probabilité que P soit dans le cylindre de collision d’axe ~eα d’une
particule P0,i, représenté figure 1.4. La probabilité P {Ci} est simplement donnée par le rapport
du volume du cylindre de collision (%+%0)2 ·d` (cf figure 1.4) sur le volume total de l’enceinte C
qui est L3. Dans un cadre non relativiste, la longueur du cylindre de collision dépend trivialement
de uα via : d` = |uα − vα|dt.
Maintenant, Uα n’est pas déterministe. Les N particules libres (P0,i)i sont supposées être à
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Figure 1.4 – Définition du cylindre de collision d’axe ~eα de longueur d` et de volume (%+%0)2·d`.

l’équilibre thermodynamique canonique où les mouvement de translations peuvent être décrits
classiquement, c’est l’hypothèse (H6). Dans la situation considérée, l’énergie d’interaction entre
elles est indépendante de leurs vitesses (collisions élastiques (H3)). Ces hypothèses amènent à
un résultat connu de la physique statistique : les lois de probabilités de chaque composante du
vecteur vitesse relative de P0,i et de P0,j 6=i sont indépendantes entre elles, et plus encore : elles
sont identiques. Cette loi de probabilité commune est, pour chaque composante Uα de la vitesse,
une loi normale centrée et de variance σ2

u = kBT/m0. La densité de probabilité (indépendante
du temps) est notée Puα(uα). Ainsi, la probabilité P {Ci} s’écrit de manière identique quelque
soit i :

P {Ci} = |uα − vα| dt(%+ %0)2

L3 Puα(uα)duα. (1.2)

La distribution de la vitesse de P0,i étant indépendante de P0,j 6=i, les événements Ci sont indé-
pendants entre eux (la collision entre P et P0,i, ne dépend pas de la collision entre P et P0,j 6=i).
La formule (1.1) s’écrit alors :

q(uα, dt|vα, t) =
N∑
k=1

(−1)k+1 ∑
1≤i1≤...≤ik≤N

ik∏
i=i1

P {Ci} . (1.3)

Or, le terme :
∏ik
i=i1 P {Ci}, au vu de (1.2), est proportionnel à l’infiniment petit : dtik−i1+1.

A l’ordre o(dt) (qui physiquement s’interprète comme le fait de ne considérer l’occurrence que
d’une collision entre P et P0,i durant [t, t+ dt[) la relation (1.3) devient donc :

q(uα, dt|vα, t) =
N∑
i=1

P {Ci}+ o(dt),

soit en posant n = N/L3,

q(uα,dt|vα, t) = n(%+ %0)2 |uα − vα|Puα(uα)duαdt+ o(dt). (1.4)

Il reste à essayer d’exprimer uα en fonction de l’incrément en vitesse j, qui apparaît dans
PWJ(τ = 0, j|vα, t). Par définition, la densité PWJ(τ = 0, j|vα, t) recherchée s’obtiendra alors en
utilisant l’expression (1.4) où uα s’exprime en fonction de j.
Soient u′α et v′α les vitesses de P0,i et de P après une collision. Par définition j := v′α − vα. La
conservation de l’impulsion et la conservation de l’énergie cinétique (hypothèse (H3)) permettent
d’obtenir un système à deux équations d’inconnues u′α et v′α. Après un peu d’algèbre, il vient :

v′α − vα = 2m0
m+m0

(uα − vα),
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Soit en posant :
µ := 2m0/(m+m0), (1.5)

j = µ(uα − vα)⇔ uα = vα + j

µ
. (1.6)

Si P ayant la vitesse vα percute P0,i ayant une vitesse dans [uα, uα + duα[ avec uα donnée par
(1.6) et donc avec : duα = dj/µ, alors Vα sera dans [vα + j, vα + j + dj[ en vertu de (1.6).
Les sauts de Vα n’étant dus qu’aux collisions, par définition de q et de PWJ(0, j|vα, t), il vient :

PWJ(0, j|vα, t)djdt = q

(
uα = vα + j

µ
,dt|vα, t

)
.

Puis avec (1.4), en divisant par djdt de chaque côté, et en passant à la limite dt→ 0 :

PWJ(0, j|vα, t) = η

µ2 |j|Puα

(
vα + j

µ

)
, (1.7)

où le paramètre η, correspond à l’inverse du libre parcours moyen, donc homogène à l’inverse
d’une distance, est défini par :

η := n(%+ %0)2, (1.8)

remarque : (%+ %0)2 correspond à la section efficace de collision. La densité de probabilité Puα
est une gaussienne centrée en zéro, donc :

Puα

(
vα + j

µ

)
= 1
σu
√

2π
exp

(
−(vα + j/µ)2

2σ2
u

)
, (1.9)

où :
σ2
u = kBT

m0
(1.10)

La densité PWJ(0, j|vα, t) a été explicitée en (1.7), son expression est déterminée par celle de
Puα

(
vα + j

µ

)
qui est donnée en (1.9). La quantité PWJ(0, j|vα, t) est donc bien définie. Cette

densité de probabilité jointe permet de définir :

PW(0|vα, t) =
�

PWJ(0, j|vα, t)dj, (1.11)

et :
PJ|W(j|0; vα, t) = PWJ(0, j|vα, t)�

PWJ(0, j′|vα, t)dj′
. (1.12)

D’après le résultat (A.11) de l’annexe A, cela revient à définir Vα comme un PMSCE. Il peut
de plus être remarqué que PWJ(0, j|vα, t) ne fait pas intervenir t dans son expression (1.7), il en
est donc de même pour (1.11) et (1.12), ainsi Vα est un PMSCE homogène temporellement.
Il reste à examiner si (1.11) et (1.12) ont des expressions analytiques, c’est ce qui est étudié dans
la sous partie II..3 qui suit.

II..3 Distribution des temps d’attente et des changements de vitesse

La connaissance de (1.11) et (1.12) est nécessaire et suffisante d’après (A.11). D’un point de
vue pratique, cette donnée permet de répondre à la question “quand et comment Vα saute ?”.
En effet, la connaissance de (1.11) permet de déduire PW(τ |vα, t) via (A.8). Puis PJ|W(j|τ ; vα, t)
est déduite de (1.12) car sa dépendance en τ se fait par définition en remplaçant t par t+ τ dans
PJ|W(j|0; vα, t).
Après avoir injecté (1.7) dans (1.11), et après quelques manipulations, certes un peu longues,
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Figure 1.5 – Exemple de résultat de la génération Monte-Carlo de la loi exponentielle (1.15)
de W par la méthode de l’inverse, pour 100000 tirages. Les paramètres microphysiques sont
précisés en figure 1.6.

mais typiques de celles sur les intégrales gaussiennes, une expression analytique pour PW(0|vα, t)
est obtenue :

PW(0|vα, t) ≡ PW(0|vα) = η

(
vα · erf

(
vα

σu
√

2

)
+ σu

√
2
π
· exp

(
− v2

α

2σ2
u

))
(1.13)

Pour rappel, voir l’annexe A, une fonction notée a est utilisée pour alléger le formalisme :

a(vα, t) := PW(0|vα, t). (1.14)

Dans la présente situation a(vα, t) ≡ a(vα), qui est donnée par (1.13), et donc en appliquant
(A.8), il vient :

PW(τ |vα, t) ≡ PW(τ |vα) = a(vα) exp (−a(vα)τ). (1.15)
En injectant (1.13) dans (1.15), l’expression obtenue n’est pas triviale mais reste analytique. La
simulation Monte-Carlo des temps d’attente W , pour un état (vα, t) donné, suivant (1.15), se
fait en générant la loi exponentielle (1.15) de paramètre a(vα) par la méthode de l’inverse (pour
un rappel sur cette méthode voir par exemple [172]). Un exemple de résultat de la génération
Monte-Carlo est donné figure 1.5.

Connaissant PWJ(0, j|vα) et PW(0|vα), l’expression de (1.12) ne pose pas de difficultés. Ce-
pendant afin d’alléger l’écriture deux fonctions sont introduites. Soit la fonction H définie par :

(H(vα))−1 := µ2σu
√

2π
(
vα · erf

(
vα

σu
√

2

)
+ σu

√
2
π
· exp

(
− v2

α

2σ2
u

))
, (1.16)

et soit la fonction Ψ définie par :

Ψ(j|vα) = |j| exp
(
−(vα + j/µ)2

2σ2
u

)
. (1.17)

Il vient alors pour (1.12) :

PJ|W(j|0; vα, t) ≡ PJ|W(j|0; vα) = H(vα)Ψ(j|vα). (1.18)
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Figure 1.6 – Graphe de PJ|W pour plusieurs valeurs de vα. Les paramètres microphysiques sont
tels que : µ = 10−3, m0 = 60, 23 · 10−27kg (gaz d’Argon 36), % = 100%0, et %0 = 0, 3nm. La
température et la pression sont standards : T = 300K, et P = 1, 013bar. Le comportement
est consistant avec la relaxation vers l’équilibre canonique : lorsque vα > 〈Vα〉 = 0, le saut en
vitesse a une plus grande probabilité d’avoir une valeur ramenant Vα vers 0. Lorsque vα = 0, les
incréments positifs sont équiprobables aux incréments négatifs, assurant le maintient en moyenne
autour de 0.

Par définition de PJ|W(j|τ ; vα, t), son expression est déduite de celle de PJ|W(j|0; vα, t), en rem-
plaçant t pat t+ τ . Comme ici (1.18) ne dépend pas du temps,

PJ|W(j|τ ; vα, t) ≡ PJ|W(j|vα) = H(vα)Ψ(j|vα). (1.19)

Le graphe de PJ|W est présenté figure 1.6 pour plusieurs valeurs vα.
La simulation Monte-Carlo pour les incréments de vitesses J peut se faire par la méthode du
rejet (pour un rappel sur cette méthode voir par exemple [172]). L’inversion analytique de la
fonction de répartition FJ|W n’est pas aisée. En effet, si y := FJ|W(j|vα), pour mettre en place
une méthode de l’inverse il faut résoudre l’équation suivante pour j :

y = H(vα)
� j

−∞
|j| exp

(
−(vα + j/µ)2

2σ2
u

)
dj′.

La méthode du rejet s’est avérée plus fructueuse. La fonction Ψ admet deux extrema, notés j+
et j−,

j− = −µ2

(
vα +

√
v2
α + 4σ2

u

)
< 0 (1.20)

j+ = µ

2

(
−vα +

√
v2
α + 4σ2

u

)
> 0 (1.21)

Une fonction majorante de Ψ(j|vα), notée β(j|vα), a été trouvée avec une contrainte de forme
gaussienne, elle s’écrit :

β(j|vα) = [Ψ(j+|vα) + Ψ(j−|vα)] exp
(
−(j − jc)2

2σ2
j

)
, (1.22)
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Figure 1.7 – Majoration de Ψ(j|vα) par la fonction β(j|vα) donnée par (1.22) pour différentes
valeurs de vα. Les paramètres microphysiques sont identiques à ceux de la figure 1.6.

où j+ et j− sont donnés par (1.20) et (1.21), où la variance σ2
j est définie par :

σ2
j = 2

(
σ2
uµ

2
)
, (1.23)

et où le centre jc de la gaussienne est défini comme le barycentre entre Ψ(j+|vα) et Ψ(j+|vα) :

jc = j+Ψ(j+|vα) + j−Ψ(j−|vα)
Ψ(j+|vα) + Ψ(j−|vα) . (1.24)

Quelques exemples de la majoration sont montrés en figure 1.7, et un exemple de génération
Monte-Carlo est présenté figure 1.8.

III. Mouvement brownien

Il reste à démontrer que le modèle précédent donne bien le mouvement brownien, au moins
dans une certaine limite. Il suffit pour cela de montrer que Vα tend, dans cette limite, vers le
processus d’Ornstein-Uhlenbeck, et qu’une figure de proue du mouvement brownien comme la
relation d’Einstein-Langevin est opérationnelle. Par opérationnelle, il est entendu que la relation
d’Einstein-Langevin trouve une écriture avec les différents paramètres microphysiques introduits
dans le modèle des cubes durs précédent.
Tout d’abord, la sous partie III..1 rappelle l’origine de la forme de la relation d’Einstein-Langevin
à partir de considérations générales. Cette sous-partie fait fréquemment appel à la partie V.
de l’annexe A. Ce travail en amont permet de déduire la relation d’Einstein-Langevin plus
efficacement dans la sous-partie III..2 (et l’expression finale de la relation d’Einstein-Langevin,
en fonction de tous les paramètres micro-physiques, est déduite dans la sous-partie IV..3).
Dans la sous-partie III..2, le modèle des cubes durs sans effets inertiels est examiné dans une
limite appelée, à juste titre, “limite brownienne”. Il y est montré que dans cette limite et sur
une échelle de temps qui est précisée, chaque composante Vα du vecteur vitesse relative de
P(m), peut-être vue comme un processus continu, qui n’est autre que le processus d’Ornstein-
Uhlenbeck.
La consistance du modèle est analysée en sous-partie III..3.
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Figure 1.8 – Exemple de résultat de la génération Monte-Carlo pour 100000 tirages de J par
la méthode du rejet avec (1.22). Les paramètres microphysiques sont les mêmes que ceux de la
figure 1.6.

III..1 Sur la forme de la relation d’Einstein-Langevin

La forme de la relation d’Einstein-Langevin est une conséquence générale de l’évolution
des moments d’un processus markovien, qu’il soit continu ou à saut. Quelques résultats sur
l’évolution des moments d’un processus markovien ont été développés dans la partie V. de
l’annexe A. Dans ce qui suit la forme de la relation d’Einstein-Langevin est dérivée à partir de
ces considérations générales.
Soit un processus markovien, noté Vα tel que ses deux premiers coefficients de Kramers-Moyal
s’écrivent à l’aide de deux constantes A et D :

K1(vα, t) = −A · vα, (1.25)
K2(vα, t) = D. (1.26)

Remarque-Rappel. Si Vα est continu, alors K1 et K2 sont ses seuls coefficients de Kramers-Moyal
non nuls, et avec les formes (1.25) et (1.26), Vα correspond au processus d’Ornstein-Uhlenbeck
(abrégé “O.U.” ci après).
Soit Rα le processus intégral de Vα.
Il s’agit d’expliciter l’évolution temporelle de l’écart-type de Rα. La relation (A.21), sous réserve
de pourvoir expliciter le terme 〈〈Rα(t), Vα(t)〉〉, et de pouvoir l’intégrer par rapport à t, permet
cela. Maintenant, 〈〈Rα(t), Vα(t)〉〉, fonction de t, est solution d’une équation différentielle linéaire
du premier ordre. En effet, en détaillant la dérivée de 〈〈Rα(t), Vα(t)〉〉 par rapport au temps, en
utilisant (A.20), en utilisant (A.17) [qui prend une forme particulière avec (1.25)], et en utilisant
(A.22) avec k = ` = 1, il vient :

d〈〈Rα(t), Vα(t)〉〉
dt = 〈V 2

α (t)〉 − 〈Vα(t)〉2 −A [〈Rα(t)Vα(t)〉 − 〈Rα(t)〉〈Vα(t)〉]

Soit :
dCrv

dt +A · Crv = 〈〈V 2
α (t)〉〉, (1.27)

Où, pour alléger l’écriture de (1.27), il est noté : Crv(t) = 〈〈Rα(t), Vα(t)〉〉.
Le terme 〈〈V 2

α (t)〉〉 dans (1.27) peut-être explicité. En effet, en utilisant (A.18) avec (1.25) et
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(1.26), il vient l’équation différentielle

d〈〈V 2
α (t)〉〉
dt + 2A〈〈V 2

α (t)〉〉 = D. (1.28)

Avec la condition initiale : Vα(t = t0) = vα,0, où : vα,0 est une constante, impliquant que
〈〈V 2

α (t = t0)〉〉 = 0, la solution de (1.28) s’écrit

〈〈V 2
α (t)〉〉 = D

2A (1− exp (−2A(t− t0))) , ∀t ≥ t0. (1.29)

Avec (1.29), l’équation (1.27) peut se résoudre à l’aide de la méthode de variation des constantes,
et il vient :

Crv(t) = D

2A2 [1 + exp (−2A(t− t0))− 2 exp (−A(t− t0))] . (1.30)

La relation (A.21) est une équation différentielle linéaire du premier ordre avec second membre,
elle s’intègre facilement entre t0 et t, et la solution s’écrit

〈〈R2
α(t)〉〉 = D

A2

[
(t− t0) + 1

2A [1− exp (−2A(t− t0))]− 2
A

[1− exp (−A(t− t0))]
]
. (1.31)

Posons
τv := 1

A
. (1.32)

Aux temps longs, c’est-à-dire pour

τ := (t− t0)� τv,

la forme de (1.31) se simplifie :

lim
τ�τv

[√
〈〈R2

α(t)〉〉
]

=
√
D

A
·
√
τ . (1.33)

La relation (1.33) est une forme généralisée de la relation d’Einstein-Langevin.
Remarque. La seule hypothèse qui a été faîte sur la nature de Vα concerne la forme de ses deux
premiers coefficients de Kramers-Moyal (1.25) et (1.26). L’équation de Langevin n’a pas été
introduite et Vα n’a pas été supposé comme continu.
Dans le contexte de la partie précédente II., Vα est une composante du vecteur vitesse relative
de P(m) et Rα est une composante du vecteur position relative.
La relation d’Einstein-Langevin fait intervenir le coefficient de frottement visqueux du fluide ou
du gaz, noté γ. C’est l’application de (1.33) dans la situation où une particule P(m) se déplace
dans un gaz à l’équilibre thermodynamique canonique de température T . S’il est supposé que
〈Vα〉 suit le principe fondamental de la dynamique, avec la condition initiale Vα(t = t0) = vα,0,
il vient :

〈Vα(t)〉 = vα,0 exp
(
− γ
m

(t− t0)
)
. (1.34)

De plus l’hypothèse de l’équilibre thermodynamique canonique donne

lim
τ→∞

[
〈〈V 2

α (t)〉〉
]

= kBT

m
. (1.35)

En comparant (1.34) à la solution de (A.17) avec (1.25) donnant 〈Vα(t)〉, et en comparant (1.35)
avec la limite en t→ +∞ de (1.29), il vient :

A = γ

m
, (1.36)

D = 2γkBT
m2 . (1.37)
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La relation (1.33) prend alors la forme de la relation d’Einstein-Langevin :

lim
τ→+∞

[√
〈〈R2

α(t)〉〉
]

=
√

2kBT
γ
·
√
τ . (1.38)

L’enjeu de la partie III..2 est d’examiner si le modèle permet d’exprimer γ, ou de manière équiva-
lente d’écrire (1.33), en fonction des paramètres microphysiques introduits. Il faudra alors vérifier
si la relation d’Einstein-Langevin ainsi obtenue possède des dépendances avec la température T
et la densité n du gaz consistantes.

III..2 Limite brownienne

Il est ici examiné dans quelle mesure le modèle précédent donne le mouvement brownien.
Il faut et suffit pour cela d’étudier la forme des coefficients de Kramers-Moyal de Vα. Plus
précisément, pour démontrer le mouvement brownien il faut et suffit de montrer que les deux
premiers coefficients ont la même forme que ceux du processus d’O.U., et de pouvoir dire si la
hiérarchie des (Kn(vα, t))n peut-être tronquée à n = 2 inclus, et si oui sous-quelle condition.
Les (Kn)n peuvent s’exprimer en fonction des paramètres microphysiques introduits en partie II..
En utilisant le résultat (A.15) avec l’expression (1.7) obtenue pour PWJ(0, j|vα, t), en effectuant
un changement de variable, et en adimensionnalisant l’intégrale présente dans l’expression, il
vient :

Kn(vα, t) ≡ Kn(vα) = ησu√
2π

(σuµ)n · In
(
vα
σu

)
, (1.39)

où :
In(y) =

� +∞

−∞
(x− y)n |x− y| exp (−x2/2)dx, (1.40)

et où η est donné par (1.8) et σu par (1.10).
Aucune expression analytique n’a été trouvée pour In(y). Pour vα/σu fini, l’analyse avec un
logiciel de calcul formel montre cependant qu’il n’y a pas de divergence avec n. La divergence
en n dans (1.39) est donc donnée par (σuµ)n. L’expression des (Kn)n est ensuite examinée dans
une certaine limite des paramètres microphysiques du modèle des cubes durs.

Cette limite est fondée sur deux hypothèses. La première concerne les tailles et masses des
particules :

%0 � % , et, m0 � m. (1.41)
La deuxième est une hypothèse rajoutée ad-hoc :

(1.41)⇒ ∀n ∈
s

1,E
(
m

m0

){
, 〈V 2n

α 〉 � σ2n
u , (1.42)

où E(X) désigne la partie entière de X. L’hypothèse (1.42) sera démontrée à posteriori.
La “limite brownienne” est l’ordre un dans les infiniment petits, c’est à dire, avec les notations
de Landau, les termes en O((vα/σu)2), ou en o(m0/m) (ou O((m0/m)2)), ou en o(%0/%) (ou
O((%0/%)2)). Une quantité X examinée dans cette limite est notée limB(X).
La forme de K1 et K2 est particulière dans cette limite. En remarquant tout d’abord que pour
tout n :

Kn(−vα) = (−1)nKn(vα),
il s’en suit que K1 est impaire et que K2 est paire. Les développements limités de K1 et K2 en
vα = 0 se ramènent en fait à des développement limités en (vα/σu)2 (vα � σu avec (1.42)). En
introduisant les coefficients (kij)ij et les coefficients sans dimensions (c(`,m)

n )`,m définis par

kn` := 1
`!

d`Kn

dv`α

∣∣∣∣∣
vα=0

, c(`,m)
n := σ`−mu

kn`
knm

, (1.43)
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les coefficients de Kramers-Moyal K1 et K2 s’écrivent avec (1.42) :

K1(vα) = k11vα

[
1 + c

(3,1)
1

(
vα
σu

)2
+ c

(5,1)
1

(
vα
σu

)4
+ o

((
vα
σu

)4
)]

(1.44)

K2(vα) = k20

[
1 + c

(2,0)
2

(
vα
σu

)2
+ c

(4,0)
2

(
vα
σu

)4
+ o

((
vα
σu

)4
)]

. (1.45)

Remarque. Il a été vérifié que les coefficients c(`,m)
n présents dans (1.44) et (1.45) ne divergent

pas : en utilisant (1.39) dans (1.43), et en inter-changeant dérivation et intégration, il a été
trouvé : c(3,1)

1 = 1, c(5,1)
1 = −2, c(2,0)

2 = 3/2, c(4,0)
2 = 1/8.

Dans la limite brownienne (1.44) et (1.45) deviennent :

lim
B

(K1(vα)) = −A · vα, où : A := − lim
B

(k11), (1.46)

lim
B

(K2(vα)) = D, où : D := lim
B

(k20). (1.47)

A ce stade, il peut déjà être remarqué que (1.46) et (1.47) sont les formes des coefficients de
Kramers-Moyal pour le processus d’O.U.. Il faut maintenant donner une expression de A et D
en fonction des paramètres microphysiques.
Pour calculer k11 il faut d’abord calculer K1(vα). En partant de l’expression (1.39), et après
quelques manipulations et résultats typiques des intégrales gaussiennes, il vient :

K1(vα) = −2ηµ
σu
√

2π

(� vα

0
(u2 + v2

α) exp
(
−u2

2σ2
u

)
du+ 2

� +∞

vα

uvα exp
(
−u2

2σ2
u

))
. (1.48)

Le coefficient k11 se déduit en injectant (1.48) dans (1.43). L’application de la règle de différen-
ciation de Leibniz donne, après quelques manipulations,

k11 = −4ηµ√
2π

σu. (1.49)

Le calcul de k20 = K2(vα = 0) n’impose pas de dérivation, et se réduit à un calcul typique
d’intégrale gaussienne. Ainsi après quelques étapes,

k20 = 4ηµ2
√

2π
σ3
u. (1.50)

Dans la limite brownienne

lim
B

(η) = n%2,

lim
B

(µ) = 2m0/m,

en injectant ces approximations dans (1.49) et (1.50) les deux constantes A := − limB(k11) et
D := limB(k20) s’expriment en fonction des paramètres microphysiques comme suit :

A = 8n%2√m0kBT

m
√

2π
, (1.51)

D = 16n%2√m0(kBT )3

m2
√

2π
. (1.52)

La relation d’Einstein-Langevin (1.33) peut donc s’écrire en fonction des paramètres microphy-
sique du modèle. Cependant, il reste à montrer comment (i.e. sur quelle échelle de temps) Vα
peut-être considéré comme un processus continu. Il adviendrait alors qu’avec (1.46) et (1.47)
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Vα soit le processus d’Ornstein-Uhlenbeck, et que le modèle des cubes durs donne effectivement
lieu au mouvement brownien.
Avant de chercher à déterminer cette échelle de temps, les conditions de son existence sont
étudiées. Si µ est supposé très petit devant 1 (i.e. m0 � m),

σuµ = 2
√
m0kBT

m
+ o

(
m0
m

)
,

et
σuµ > 1 m.s−1 ⇔ T >

m2

4m0kB
,

or le termem2/4m0kB est d’autant plus grand quem� m0 ⇔ µ� 1. Par exemple, si µ ∼ 10−3,
cela revient à supposer P(m) mille fois plus massive que les particules P0(m0), alors

σuµ > 1 m.s−1 ⇔ T > 1, 8.1028K,

ce qui impose une température arbitrairement grande. La température du “blob” considéré figure
6 est comprise entre 12000K et 18000K (voir les références dans la légende de cette figure). En
conclusion, pour des températures petites devant 1028K, et si (1.41) est vérifiée, ce qui implique
µ� 1, il existe nécessairement une échelle de vitesse usuelle telle que : σuµ� 1.
Soit ∆t l’échelle de temps minimale sur laquelle Vα peut-être considéré comme continu. Comme
un processus markovien continu ne possède que ses deux premiers coefficients de Kramers-Moyal
non nuls, cela revient à déterminer ∆t telle que les Kn soient négligeables devant K1 et K2. La
dépendance en n de (1.39) se fait via (σuµ)n. Il faut donc trouver ∆t telle que σuµ� 1.
En remarquant qu’avec (1.51) et (1.52),

D

2A = kBT

m
=: σ2

v , (1.53)

d’après (1.29), si ∆t est la durée sur laquelle le processus est considéré, il vient :

σ2
v = 〈〈V 2

α (t)〉〉
1− exp (−2∆t/τv)

,

où :
τv := 1

A
= m

√
2π

8n%2√m0kBT
. (1.54)

Comme σ2
v = σ2

u ·m0/m l’amplitude de σ2
u exprimée dans les unités de 〈〈V 2

α (t)〉〉 est

m/m0
1− exp (−2∆t/τv)

.

Pour ∆t ≥ 7τv, l’amplitude de σ2
u vaut ∼ m/m0, et alors dans ces mêmes unités puisquem� m0

[cf (1.41)] :

σuµ = 2
√
m0/m

1 +m0/m
= 2

√
m0
m

+ o

(
m0
m

)
� 1[unités de

√
〈〈V 2

α (t)〉〉]. (1.55)

Ainsi, sur une échelle de temps d’une dizaine de τv ou plus, le terme σuµ qui forme la dépendance
en n de (1.39) est de l’ordre de

√
m0/m, infiniment petit devant 1 avec (1.41). Donc seuls (σuµ)

et (σuµ)2 sont à l’ordre o(m0/m). Conclusion sur une échelle de temps d’une dizaine de τv ou
plus, et avec (1.41), tous les Kn>2 sont nuls à la limite brownienne[

∀τ ≥ 7τv, lim
B

(σuµ) = 2
√
m0
m

]
⇒ lim

B
(Kn>2) = 0. (1.56)
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Figure 1.9 – Simulations d’une composante Vα sur plusieurs échelles de temps. “HO” est l’acro-
nyme pour ”Harmonic Oscillator”, oscillateur harmonique, en anglais.
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L’équation de Kramers-Moyal se réduit alors à une équation de Fokker-Planck. Avec l’hypothèse
supplémentaire (1.42), les deux premiers coefficients de Kramers-Moyal deviennent (1.46) et
(1.47), et la solution de l’équation de Fokker-Planck est le processus d’O.U.. La figure (1.9)
représente le comportement de Vα sur plusieurs échelles temporelles. Plus de détails concernant
la confirmation de la théorie par la simulation suivent en partie IV..
Conclusion. Sur une échelle de temps d’une dizaine de τv au moins, chaque composante Vα du
vecteur vitesse relative de P(m) tend, dans la limite brownienne, vers le processus d’O.U. ayant
pour coefficient de Kramers-Moyal K1 donné par (1.46), avec la constante de dérive (1.51), et
K2 donné par (1.47), avec la constante de diffusion (1.52). La constante de temps τv donnée par
(1.54) est par définition le temps de relaxation vers l’équilibre thermodynamique, constante de
temps qui apparaît dans la densité de probabilité de transition markovienne T(vα, t|vα,0, t0) du
processus d’O.U.. Chaque composante Vα dans l’état stable du mouvement (pour t− t0 � τv),
i.e. lorsque T(vα, t|vα,0, t0) atteint son état stationnaire, est donc bien un processus normal
de moyenne nulle et de variance constante σ2

v = D/2A = kBT/m, comme attendu dans une
situation d’équilibre thermodynamique canonique (au sens de Boltzmann-Gibbs).

III..3 Analyse de la consistance du modèle

Pour s’assurer de la consistance du modèle, il faut premièrement s’assurer que (1.54) est
bien plus grand que le temps moyen entre deux collisions pour P(m), calculé dans la limite
brownienne, et noté τc. (Si la thermalisation a eu lieu alors qu’il n’y pas eu de collisions la
situation est absurde dans notre cas).
Le temps moyen entre deux collisions est défini comme le temps d’attente moyen 〈W 〉 entre deux
collisions, dans l’état stable du mouvement (i.e. : quand P(m) est thermalisée), pour le module
moyen du vecteur vitesse relative ~V de P(m)

~V (t) :=
∑

α=x,y,z
Vα(t)~eα.

Lorsque P(m) atteint l’état stable de son mouvement, i.e. lorsque la densité de transition mar-
kovienne de chaque composante Vα atteint son état stationnaire, autrement dit lorsque P(m)
atteint l’équilibre thermodynamique canonique, la densité de probabilité du module V de ~V

V := ‖~V ‖,

est une maxwellienne dont le premier moment 〈V 〉 est

〈V 〉 = 2

√
2kBT
πm

. (1.57)

Pour déterminer τc, il suffit de calculer, dans la limite brownienne, le premier moment de W
avec la densité exponentielle (1.15) prise en (1.57). C’est trivialement 1/a(〈V 〉) d’où

τc := lim
B

(
〈W 〉〈V 〉

)
= lim

B

( 1
a (〈V 〉)

)
.

Après quelques développements limités, il vient

τc =
√
πm0

n%2√2kBT

(
1− 4

π
.
m0
m

)
+ o

(
m0
m

)
. (1.58)

La comparaison avec (1.54) s’en suit directement :

τc
τv

= 4m0
m

+ o

(
m0
m

)
, (1.59)
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et m0 � m donc les ordering sont bien vérifiés : τc � τv.
Avec (1.54) la relation (1.59) au premier ordre en (m0/m), peut se réécrire en fonction de la
constante A (1.51) du premier coefficient de Kramers-Moyal pris dans la limite brownienne
(1.46) :

τc = 4m0
m
· 1
A

+ o

(
m0
m

)
⇔ lim

B
(τc) = 2 lim

B
(µ) · 1

A
. (1.60)

Les expressions (1.58) ou (1.60) peuvent se réécrire sous une forme peut-être plus facile à inter-
préter physiquement. Soit 〈Vrel〉 le module moyen de la vitesse relative entre P(m) (de vitesse ~V
relative à O) et P0(m0) (de vitesse ~U relative à O). Une fois que P(m) atteint l’état stable de
son mouvement, le module moyen de sa vitesse ~V est donné par (1.57), de même pour P0(m0)
en remplaçant m par m0 dans l’expression (1.57). Ainsi la vitesse relative moyenne devient dans
la limite brownienne (1.41) :

〈Vrel〉 := |〈V 〉 − 〈U〉| ,

〈Vrel〉 = 2
√

2kBT
πm0

+ o

(√
m0
m

)
,

et alors τc s’écrit en fonction de la densité des P0(m0), de 〈Vrel〉, et de la section efficace σcol des
collisions entre P(m) et P0(m0) (qui se réduit dans la limite brownienne à la surface du cercle
inscrit dans la face d’un cube représentant les P(m)) :

τc = 2π
nσcol〈Vrel〉

, (1.61)

où, avec la limite brownienne (1.41), σcol = π%2.
Il faut enfin tester l’hypothèse (1.42) faite ad-hoc.
Premièrement, dans l’état stable de Vα, i.e. pour : t� τv + t0.
Dans cet état stable Vα est un processus normal de moyenne nulle et de variance

〈V 2
α 〉 = σ2

v .

De plus, σ2
v = σ2

u.m0/m, donc 〈V 2
α 〉 = σ2

v � σ2
u. Pour n ≥ 2, la formule des moments gaussiens

avec l’approximation de Stirling pour n! (relativement bonne pour n ≥ 2), donne :

〈V 2n
α 〉 ≈

√
2σ2n

u . exp
(
n

(
ln(n) + ln

(
m

m0

)
+ ln(2)− 1

))
.

De plus : ln(2) < 1, donc tant que :

ln(n)− ln (m/m0) ≤ 0,

il vient
〈V 2n
α 〉 � σ2n

u ,

et donc :
∀t ≥ 7τv + t0, ∀n ∈

s
1,E

(
m

m0

){
, 〈V 2n

α 〉 � σ2n
u .

Pour n > E
(
m
m0

)
� 1, l’approximation 〈V 2n

α 〉 � σ2n
u n’est certes plus valable, mais en vertu

de (1.39) (obtenu sans supposer (1.42)) et de sa dépendance en (σuµ)n, les (Kn)n�1 sont négli-
geables devant K1 et K2 (sur une échelle de plus de 7τv et avec (1.41)).
Deuxièmement, il faut tester (1.42) dans l’état de transition vers l’équilibre, i.e. : pour t ∈
[t0, 7τv + t0[.
Dans ce régime transitoire, l’approximation 〈V 2n

α 〉 � σ2n
u est valide si en plus de (1.41), la vitesse

initiale vα,0 est de l’ordre de quelques σv. Plus m� m0 et plus vα,0 peut-être grande. Pour s’en
convaincre il suffit d’expliciter les moments 〈V 2n

α (t)〉 dans ce régime transitoire, et de factoriser
les expressions par σ2n

v /σ
2n
u .

Conclusion. Avec (1.41), l’hypothèse 〈V 2n
α 〉 � σ2n

u est consistante :
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i. ∀n ∈
r

1,E
(
m
m0

)z
, et donc en moyenne (v2n

α � σ2n) constitue une bonne approximation,
et ce pour :

— ∀t ≥ t0 + 7τv, quelque soit la vitesse d’injection (non-relativiste) de P(m) à la date t0
— ∀t ∈ [t0, t0 + 7τv[, pour une vitesse d’injection telle que ses composantes vα,0 soient

de l’ordre de quelques σv au plus.

ii. si n > E
(
m
m0

)
alors certes (V 2n

α � σ2n) n’est plus valide, mais avec (1.41) : n � 1 et les
(Kn)n�1, sur une échelle de temps d’une dizaine de τv, sont négligeables devant K1 et K2
en vertu de la dépendance en (σuµ)n de (1.39).

La partie suivante IV. présente les figures de mérite de la simulation réalisée.

IV. Simulations Monte-Carlo et vérifications

Le modèle précédent a été codé en python 2.7.18 [173]. Le seul générateur aléatoire non
construit et utilisé, est le générateur aléatoire uniforme de la bibliothèque “numpy”. Le généra-
teur aléatoire normal, nécessaire dans la méthode du rejet pour simuler PJ|W (voir sous partie
II..3) a été construit à l’aide d’une transformation de Box-Müller (pour un rappel sur cette
transformation voir par exemple [172]). Le générateur aléatoire exponentielle nécessaire pour
simuler PW (voir sous partie II..3) a lui été construit avec la méthode de l’inverse.
L’algorithme de simulation repose sur les expressions analytiques (1.15) et (1.19), qui déter-
minent quand et comment les composantes (Vα)α de la vitesse, qui sont indépendantes entre
elles (voir sous-partie II..2), sautent. Les routines pour simuler PW et PJ|W donnent les résultats
attendus, voir les exemples des figures 1.5 et 1.8.
L’extraction de l’état stable du mouvement est réalisée comme suit ; c’est la dernière composante
qui atteint l’état stable qui définit l’instant de date “début de l’état stable”. La création d’un
axe des temps communs aux trois composantes s’opère avec une interpolation de pas égal au
temps d’attente minimal enregistré, et chaque date de sauts est conservée.
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Figure 1.10 – Exemple de trajectoire brownienne de P(m) (appelée “Harmonic Oscillator” dans
le titre) à l’échelle microscopique. Les sauts sont visibles.
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Le comportement du mouvement est cohérent avec ce qui est attendu, les effets d’amortissements
de la vitesse entre deux collisions étant négligés (voir sous-partie I..2), les sauts sont décrits à
l’échelle microscopique cinétique, voir figures 1.10 et 1.14, et la transition vers l’échelle macro-
scopique hydrodynamique fait disparaître les sauts, voir figures 1.9 et 1.11, comme attendu.
Remarque. Les figures présentées résultent de la simulation avec les paramètres microphysiques
de la figure 1.6. Ce choix est arbitraire. La particule P(m) est appelée “Harmonic Oscillator”,
par rapport à ce qui suivra dans le chapitre 2.
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Figure 1.11 – Exemple de trajectoire brownienne de P(m) à l’échelle macroscopique.

IV..1 Relaxation vers l’équilibre

Le coefficient de frottement visqueux γ qui intervient dans (1.34) trouve une expression en
fonction des paramètres microphysiques dans la limite brownienne. Avec (1.51) dans (1.36), il
vient :

γ = m

τv
= 8n%2√m0kBT√

2π
. (1.62)

L’utilisation de (1.52) dans (1.37) donne le même résultat. L’état du mouvement de relaxation
vers l’équilibre a donc été étudié pour plusieurs valeurs de la vitesse initiale (vitesse relative à la
date t0 origine des temps). Comme expliqué en sous partie (III..3), pour des vitesses d’injection
largement supérieures à σv, cas de la figure 1.13, l’hypothèse de la limite brownienne (1.42)
n’est pas valide dans le régime transitoire, et donc l’expression (1.62) est une moins bonne
approximation que pour des vitesses d’injection de l’ordre de quelques σv, pour lesquelles (1.42)
est valide, cas de la figure 1.12.
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Figure 1.12 – Relaxation vers l’équilibre canonique pour la première composante de ~V . La
vitesse initiale vaut un peu plus que 4 fois σv, et ainsi (1.42) est valide dans le régime transitoire.
L’évolution attendue pour 〈Vα〉 est donnée par (1.34) avec γ donné par (1.62).
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Figure 1.13 – Relaxation vers l’équilibre canonique pour la première composante de ~V . La
vitesse initiale vaut ici un peu plus de 136 fois σv. Dans le régime transitoire l’hypothèse (1.42)
n’est pas valide avec une telle vitesse initiale, et donc l’expression obtenue (1.62) pour γ est une
approximation discutable ; c’est pourquoi la simulation ne reproduit pas parfaitement l’évolution
(1.34).

IV..2 Comportement de la vitesse relative

Les sauts de vitesse, et leur conséquence sur la position relative à l’observateur, sont fidè-
lement représentés, voir par exemple figure 1.14. Dans l’état stable du mouvement de P(m)
(i.e. pour : t ≥ t0 + 7τv), l’équilibre thermodynamique canonique de Boltzmann-Gibbs, où les
mouvements de translation peuvent être décrits classiquement, et où l’énergie d’interaction entre
les particules est indépendante de leur vitesse, est atteint. Chaque composante Vα est bien un
processus normal centré en zéro, de variance constante σ2

v = kBT/m, les trois histogrammes sont
consistants. Il est équivalent de vérifier que le module V du vecteur vitesse relative de P(m)
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Figure 1.14 – Comportement à l’échelle cinétique.

possède une densité de probabilité maxwellienne

PV(v) = 4π ·
( 1
σv
√

2π

)3
v2 exp (−v2/2σ2

v).

ce qui est bien le cas, voir figure 1.15.

� �� �� �� ��
v= || ⃗V||�
���−1]

����

����

����

����

����

����

����

���	

P v
⃗v
)


��������������������������������������
����������
������

Figure 1.15 – Contour de l’histogramme du module de ~V , pour plus d’un million d’échantillons
Monte-Carlo.
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IV..3 Relation d’Einstein-Langevin

Pour une composante Vα, la relation d’Einstein-Langevin (1.33), avec (1.51) et (1.52) s’écrit
en fonction des paramètres microphysiques. Pour en analyser les dépendances, la relation d’Einstein-
Langevin peut également être écrite pour le vecteur position relative ~R de P(m). Les trois
composantes de ~R sont indépendantes entre elles, car elles sont les processus intégraux des com-
posantes (Vα)α qui sont indépendants entre elles. L’écart-type de ~R s’écrit donc comme la somme
de trois écart-types identiques, et ainsi

lim
t�τv+t0

(
lim
B

(√
〈〈~R2(t)〉〉

))
=
√

3
4n%2 ·

(2πkBT
m0

)1/4
·
√
t. (1.63)

La dépendance attendue en
√
t est présente.

A T constante, plus les P(m0) sont légères, plus σ2
u augmente, donc plus le mouvement de P(m)

est sujet aux collisions, et donc plus la distance de diffusion, à une date fixée, est grande.
Toujours à T fixée, la pression P = nkBT joue le rôle de piège, comme attendu. C’est à dire
qu’à une date fixée donnée, plus la pression est élevée moins la distance de diffusion est grande.
Enfin à P fixée la température joue le rôle d’amplificateur du mouvement, comme attendu.
La relation d’Einstein-Langevin (1.63) obtenue avec ce modèle des cubes durs sans effets inertiels,
et dans sa limite brownienne, est donc opérationnelle et cohérente.

V. Conclusion
Le modèle cinétique (classique) des cubes durs sans effets inertiels est une description idéali-

sée : collisions élastiques, pas de rotations, pas d’amortissements entre deux collisions successives,
traitement classique des particules, pas de potentiel (particules libres). Dans ce chapitre ce mo-
dèle est considéré dans un cadre non-relativiste. Le modèle repose sur des “premiers principes”
tels que la conservation de la masse et la conservation de l’impulsion. Le traitement depuis les
“premiers principes” est analytique, avec une description fondée sur les processus markoviens à
sauts avec continuum d’états (PMSCE). Ce modèle s’avère fructueux pour décrire de manière
probabiliste le temps d’attente entre deux collisions et le changement de vitesse induit par une
collision, et ce en fonction des caractéristiques des espèces chimiques en présence (masse, di-
mension) et des propriétés du gaz support (distribution d’équilibre des vitesses, température,
densité). L’état de la vitesse entre deux collisions est donc décrit, et cela permet de considérer si-
multanément une autre dynamique, dont l’échelle de temps caractéristique serait plus petite que
le temps d’attente moyen entre deux collisions successives. Dans une certaine limite du modèle,
le mouvement brownien non-relativiste de particules indépendantes (qui, dans le prochain cha-
pitre, rayonnent un champ décrit comme un oscillateur), dans un gaz support, est correctement
modélisé jusqu’à une échelle temporelle pré-cinétique (≤ps, mais ≥fs), et jusqu’à une échelle
spatiale microscopique (≥nm). Le chapitre 2 suivant exploite ce modèle pour déterminer les
fonctions de corrélation d’un champ résultant de la superposition d’une multitude d’oscillateurs,
rayonnés par des particules indépendantes dans l’état stable de leur mouvement brownien, avec
une radiation cohérente.
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[...] si vous tenez à penser à l’aide d’idées
comme celle de champ, ce champ
désormais est toujours complètement
déterminé par le mouvement des
particules qui l’engendrent.

La nature de la physique, Richard
Feynman, traduit de l’américain par

Hélène Isaac, Jean-Marc Lévy-Leblond et
Françoise Balibar.

I. Introduction
Ce deuxième chapitre théorique utilise le modèle du chapitre 1 précédent. Sa lecture est né-

cessaire pour aborder le chapitre 3 suivant. La lecture requiert des connaissances en théorie des
probabilités (notamment la notion d’ellipse d’égale densité pour un couple de V.A. normales),
et des processus stochastiques.
Par abus de langage, le terme oscillateur brownien est souvent employé pour raccourcir “oscil-
lateur rayonné par une particule massive en mouvement brownien”, où l’oscillateur modélise le
champ électrique rayonné par la particule massive.
L’abréviation “O.U.” correspond toujours à Ornstein-Uhlenbeck.
Par abus de langage, l’emploi du terme “processus” signifie “processus stochastique”.

I..1 Objectifs

Ce chapitre propose une comparaison des premières fonctions de corrélations temporelles
g(1)(τ), g(3/2)(τ), et g(2)(τ), d’un mode d’une polarisation d’une composante vectorielle d’un
champ résultant d’une multitude d’oscillateurs browniens libres, indépendants, et non-relativistes,
relativement à un observateur inertiel, et superposé à une radiation cohérente.
Une propriété mathématique connue sur les moments gaussiens, rappelée en partie III..1, assure
que pour un tel champ, les moments joints du champ d’ordres supérieurs par rapport à g(1),
s’expriment en fonction de g(1). Il n’y a donc à priori pas plus d’information physique dans g(2) et
g(3/2) que dans g(1). Cependant, d’une part, la transformée de Fourier (à quelques facteurs près)
de g(3/2) permet d’accéder à une densité spectrale des fluctuations supplémentaire : le spectre de
compression, ce qui permet de différencier un champ chaotique classique d’un champ chaotique
non-classique (voir l’Introduction tables 3 et 7). D’autre part, le calcul de g(3/2)(τ) pour un tel
champ n’a semble-t-il jamais été fait, la forme sous-laquelle l’information physique apparaît dans
g(3/2)(τ) reste donc à préciser. La détermination de cette forme est essentielle pour le chapitre 3
suivant, qui aborde les rapports signal sur bruit relatifs aux différentes fonctions de corrélation.
Un autre prisme possible pour la lecture de ce chapitre, déjà indiqué au chapitre précédent partie
I..1, est d’examiner, dans le cadre du modèle cinétique du chapitre 1, comment g(1), g(3/2) et
g(2) permettent de rendre compte d’un processus de transport.

I..2 Choix de la situation physique

Le choix de ne considérer qu’un mode d’une polarisation d’une composante vectorielle d’un
champ électrique solution de l’équation de propagation (avec un choix de jauge, des conditions
transverses et limites usuels) relativement à O, est fait par soucis de simplicité. Quitte à munir
l’observateur inertiel O d’un polariseur, et d’un sélecteur de mode.
Les motivations de la situation étudiée ici ont été données dans la partie V..1 de l’Introduction.
Elles s’inscrivent dans la perspective d’établir l’existence d’un laser astrophysique. Voir notam-
ment l’exemple de la figure 6. Une certaine zone du milieu interstellaire, milieu observé, mais
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non résolu, par O, est supposée émettre une radiation de nature cohérente à une fréquence don-
née. Des observations et mesures supplémentaires justifiant cette hypothèse sont détaillées dans
la partie II. suivante. Étant donné la diversité des processus de rayonnement possibles dans ce
milieu interstellaire, il est supposé que d’autres processus de rayonnement existent à la fréquence
de la radiation cohérente. Ces processus prennent place dans une autre partie du milieu inter-
stellaire. Il est de plus supposé que cette partie émette une radiation de nature chaotique, plus
précisément selon les termes donnés par la problématique P1a (voir l’introduction de cette partie
“Fondements”). Cette autre partie du milieu interstellaire est (grossièrement) supposée être à
l’équilibre thermodynamique canonique (au sens de Boltzmann-Gibbs). De plus, son rayonne-
ment est supposé résulter d’une multitude d’oscillateurs browniens libres, non-relativistes, et
indépendants. Ces deux radiations, cohérente et chaotique, se propagent librement jusqu’à O,
où elles se superposent.
Des raisons mathématiques viennent aussi légitimer la situation considérée. La première est une
nécessité : g(3/2) n’est pas définie si cette radiation cohérente n’est pas considérée (voir la VIII.
de l’Introduction), quitte à ce qu’elle soit introduite artificiellement. Ensuite, c’est aussi dans
un soucis de généralité. Un champ chaotique est par définition (selon la définition de Glauber,
donnée par exemple dans [57] chapitre 12, section 12.7 ou section 12.8) un champ pour lequel
l’amplitude complexe est un processus (complexe) gaussien. Rien sur sa moyenne n’est donc à
priori supposé. La superposition de cette radiation cohérente assure une moyenne non nulle à
l’amplitude complexe du champ résultant de la multitude d’oscillateurs browniens, et permet de
mener l’étude de la partie III. de façon plus générale.

I..3 Organisation du chapitre

La situation physique est détaillée en partie II.. Il y est notamment précisé l’appellation de
champ ricien (champ gaussien de moyenne non nulle).
Les calculs de g(1)(τ), g(3/2)(τ), g(2)(τ) pour un champ ricien semblent être originaux dans le
cadre astrophysique. Ils ne présentent pas de difficultés particulières et n’ont pas été menés avec
des méthodes novatrices, seul celui de g(3/2)(τ) est exhibé. Les calculs ont été effectués selon
deux méthodes qui sont précisées en sous-partie III..1. Les résultats sont présentés en sous-partie
III..3 et commentés.
Une dialectique est ensuite proposée en partie IV.. Reposant sur le modèle cinétique “premiers
principes” du chapitre 1, la simulation Monte-Carlo teste les résultats de la partie III.. Cette
simulation basée sur des “premiers principes” utilise des hypothèses au caractère plus amont
que de celles de la partie III.. La sous-partie IV..3 dévoile la confirmation des calculs théoriques
par la simulation. Des tests sont effectués en sous-partie IV..2, afin de vérifier la consistance de
la simulation.

II. Situation physique

La situation physique envisagée peut-être modélisée à l’aide d’une certaine limite du modèle
des cubes durs sans effets inertiels du chapitre 1 précédent, elle est détaillée au II..1. Le champ
résultant de cette situation est développé en II..3.

II..1 Hypothèses

Les hypothèses du modèle des cubes durs sont données en II..1 du chapitre 1. En gardant
les mêmes notations, voici la situation physique considérée :

a) Soient Nho � 1 particules P(m) libres dans l’état stable de leur mouvement brownien
non-relativiste dans un gaz support de N � Nho particules P0(m0) à l’équilibre thermo-
dynamique canonique au sens de Boltzmann-Gibbs.



70 CHAPITRE 2. CORRELATIONS DE LA RADIATION D’OSC. BROWNIENS

b) Les P(m) sont supposées ne pas interagir entre elles, tant elles sont minoritaires devant
les P0(m0).

c) Chaque (P(m))`∈J1;NhoK est supposée rayonner un champ électrique E`. Lorsqu’une par-
ticule P(m) est au repos, son champ E` est décrit par un oscillateur harmonique à une
pulsation ω0 et une amplitude E0/

√
Nho. Ce champ E` est appelé oscillateur brownien

lorsque les P(m) sont dans l’état stable de leur mouvement brownien. La pulsation ω0 est
d’intérêt pour l’observateur inertiel O.

d) A chaque collision (élastique) un saut de phase uniformément distribué dans [0; 2π] appa-
raît dans le champ rayonné par une particule P(m). Ces sauts de phase sont indépendants
entre eux et indépendants des fluctuations de pulsation.

e) L’émission du rayonnement est supposée ne pas changer l’impulsion des particules P(m), et
les causes de l’émission ne sont pas discutées ici. La conservation de l’énergie des particules
P(m) (qui rayonnent) est assurée par un apport d’énergie radiative reçu par les P(m) selon
le scénario schématisé en figure 6 (Weigelt blob de l’étoile η Carinæ).

f) Les interactions champ-particule sont négligées. En particulier le gaz support est transpa-
rent (ou optiquement mince) à la pulsation ω0.

g) Une région de la zone observée émet une radiation cohérente qui a une amplitude Eβ et
une pulsation ω0 bien définies. Cette région est suffisamment distincte de celle où sont
localisés les P(m) et les P0(m0), pour qu’il n’y ait aucune interaction entre la radiation
cohérente et ces particules. La radiation cohérente arrive jusqu’à O sans interagir avec
quoi que ce soit d’autre qui modifierait sa nature cohérente.

h) L’ensemble des deux zones de rayonnement (la zone de radiation cohérente, et la zone où
sont localisés les P(m) et les P0(m0)) est non-résolu par l’observateur de sorte que les deux
types de rayonnement sont non-discernables géométriquement, les deux rayonnements se
superposent en O.

i) La vitesse de groupe et de phase des radiations est constante jusqu’à l’observateur, elle est
notée c.

𝒫 𝑚 Brownian oscillators

𝒫0 𝑚0 Support gaz

Coherent radiation emission

zone

Figure 2.1 – Modélisation de la situation physique envisagée. Le modèle des cubes durs analysé
au chapitre précédent est utilisé pour modéliser le transport des particules (P(m))`. L’observa-
teur O reçoit le champ provenant des deux zones représentées.
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Les hypothèses a) et b) impliquent que chaque composante vectorielle du processus vitesse re-
lative ~V d’une particule P(m), par rapport à O, est la forme stable d’un processus d’O.U.
indépendant des deux autres composantes. Dans cette forme stable la densité de transition mar-
kovienne ne dépend pas du temps.
Le modèle cinétique du chapitre 1, lorsque considéré sur une durée supérieure à 7τv (τv défini par
(1.32) et explicité par (1.54)), dans sa limite brownienne, donne le mouvement brownien ; chaque
composante de ~V est décrite par un processus d’O.U. (de mêmes coefficients de Kramers-Moyal
K1 et K2 que les deux autres composantes, et indépendant des deux autres composantes). De
plus, l’indépendance des Nho particules P(m) entre elles implique que l’analyse originale du mo-
dèle des cubes durs, présentée au chapitre 1 précédent, est valide pour chaque P(m). Le modèle
des cubes durs analysé au chapitre 1 précédent est donc pertinent pour décrire le transport des
particules (P(m))` dans la scénario physique envisagé. En particulier, la description des temps
d’attente (1.15) est utilisée pour caractériser les sauts de phase dans un oscillateur brownien
à chaque collision. La modélisation de la situation physique envisagée est présentée sur la fi-
gure 2.1.
Une précision. Le champ E` correspond à la représentation analytique d’une polarisation d’une
composante vectorielle et d’un mode du vecteur champ électrique satisfaisant l’équation de pro-
pagation (avec un choix de jauge, des conditions transverses et limites usuels), relativement à
O, et pris à l’endroit où se trouve O.

Interstellar medium« Weigelt blob » B

Radiation HLy𝛼

Stimulated emission from the Fe2+

transitions at 999.7nm 

(and at 939.1nm and 961.7nm and 
991.3nm) 

Coronal plasma (H+ and 𝑒−)

Ion Fe2+ in the excited state sp4G0

Atomic medium (H) and ionized

medium (Fe2+) 

Figure 2.2 – Milieu interstellaire Weigelt blob B dans le voisinage (à 1018,3m [112]) d’η Car.
C’est en bonne approximation une sphère de rayon estimé à 1017m [110]. La température de
surface du blob, est comprise entre 12000K et 18000K [105, 111], pour des densités variant
de 1013 à 1016 particules par m−3 [111]. La dispersion moyenne des vitesses dans ce milieu
interstellaire est de l’ordre de 10kms−1 [111].

La situation physique envisagée, dont une modélisation est présentée en figure 2.1, peut cor-
respondre à celle du Weigelt blob B d’η Car, représenté figure 2.2, avec les hypothèses (Hwbi)i
suivantes :
Hwb1 : La taille du plasma coronal est négligée devant le reste du milieu interstellaire. Ainsi

seul le milieu atomique (H I) et ionisé (Fe II) est considéré.
Hwb2 : Les particules (H I et Fe II) sont traitées classiquement et de manière non-relativiste.

Avec la température de surface entre 12000K et 18000K, l’énergie de ces particules est
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comprise entre 1,03 et 1,05 eV. Les atomes H I correspondent aux particules P0(m0) du
modèle schématisé en figure 2.1, et les ions Fe II correspondent aux particules P(m).

Hwb3 : Suivant le mécanisme d’excitation des ions Fe II, expliqué dans la légende de la figure
6, le milieu interstellaire est divisé en deux zones :

Hwb3a : Dans l’une, les ions Fe II sont supposés produire une radiation cohérente à la
pulsation ω0. Cela modélise de manière idéalisée l’action laser suspectée [105].

Hwb3a : Dans l’autre, les ions Fe II sont supposés produire une radiation chaotique Ray-
leigh (avec une composante à ω0), et ce, en étant à l’équilibre canonique de Blotzmann-
Gibbs, en mouvement brownien. Dans cette partie, les ions Fe II sont en sous nombre
devant les atomes H I qui forment un gaz support, de sorte que chaque ion Fe II
est indépendant des autres. L’hypothèse d’équilibre canonique de Boltzmann-Gibbs
est compatible avec la théorie du milieu interstellaire d’Ostriker et McKee [114], qui
décrit un équilibre de pression entre les trois composantes du milieu interstellaire.

Hwb4 : Les atomes H I sont supposés ne pas rayonner à ω0. La pulsation ω0 correspond à une
transition entre niveaux d’énergie de l’ion Fe II qui n’est pas reproductible avec les niveaux
d’énergie de l’atome H I.

Hwb5 : La radiation due à l’accélération des ions Fe II dans leur mouvement brownien est
négligée. L’application de la formule de Larmor :

P = 2
3

(2e)2

c3

∣∣∣∣∆V∆t

∣∣∣∣2 ,
pour ∆V de l’ordre de σv pour l’ion Fe II en mouvement brownien à une température de
18000K, et ∆t de l’ordre d’une femtoseconde, donne une valeur numérique de l’ordre de
10−27W , qui est négligée.

II..2 Considérations expérimentales

La situation physique II..1 est ici considérée d’un point de vue théorique. Le même type de
situation physique a été étudié expérimentalement dans [61] (voir la deuxième expérience pré-
sentée dans la section 6 de cet article). Le montage expérimental, schématisé figure 2.3, permet
de s’intéresser à un mode et à une polarisation, de la superposition d’une radiation laser et d’une
radiation de type corps noir provenant d’une lampe à décharge d’Argon. Dans cette expérience,
la lampe à décharge crée un plasma d’Argon possédant une température équivalente corps noir
bien définie.
Le modèle cinétique précédent concerne des particules non chargées et donc n’est pas adapté
pour décrire un plasma. Cependant, avec la température équivalente corps noir bien définie, le
plasma d’Argon est supposé être à l’équilibre thermodynamique, et le mouvement brownien pour
les émetteurs est une modélisation acceptable. Ainsi, la radiation de la lampe à décharge cor-
respond à la superposition d’oscillateurs browniens considérée ici. La radiation laser correspond
à la radiation cohérente. La radiation cohérente n’interagit avec aucun milieu qui modifierait
sa nature cohérente sur son chemin jusqu’à l’observateur, de même pour la radiation chaotique,
tout comme dans la situation qui est envisagée théoriquement ici.
Hors du laboratoire, des raies d’émission du milieu interstellaire de l’étoile η Carinæ anorma-
lement intenses ont été détectées, et sont suspectées d’être de nature cohérente (laser). Leurs
spectres sont suffisamment fins, et l’énergie radiative d’η Car est telle que les inversions de
population nécessaires peuvent être maintenues :

— à 999, 7nm et à 991, 3nm, transition de l’ion Fer II dans le Weigelt blob B d’η Car, reporté
pour la première fois par [174] et dont un possible mécanisme laser a été développé dans
[105].
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Figure 2.3 – Principe de l’expérience menée dans [61], correspondant à la situation étudiée ici
théoriquement.

— à 250, 7nm et à 250, 9nm, transition de l’ion Fer II dans le même Weigelt blob B d’η Car,
observé pour la première fois par [112, 175], et dont le mécanisme laser qui pourrait
l’expliquer a été mis au point dans [176].

— à 844, 6nm, transition de l’oxygène des Weigelt blobs d’η Car, observée pour la première
fois par [174], et dont le mécanisme d’émission laser a été étudié dans [177].

Ces raies d’émission ne proviendraient que d’une partie du Weigelt blob (voir figure 6 dans
l’Introduction ou figure 2.2). L’autre partie est ici supposée être localement à l’équilibre thermo-
dynamique, et produit un rayonnement qui peut être une superposition d’oscillateurs browniens.
La finalité est de quantifier l’effet d’une telle superposition dans les fonctions de corrélation.

II..3 Champ ricien

L’observateur étant inertiel, la description de l’effet Doppler-Fizeau peut se faire via des
vecteurs tridimensionnels de son référentiel. L’état stable du mouvement brownien induit des
fluctuations dans les vitesses ~V` relatives à l’observateur O. L’indice ` dénombre les oscillateurs
browniens, voir figure 2.1. Ces fluctuations de vitesses sont, pour chaque composante vectorielle
de ~V`, normalement distribuées, de moyenne nulle et de variance σ2

v = kBT/m. Cette variance
est donnée dans la limite brownienne du modèle des cubes durs, pris sur une échelle de temps de
plusieurs τv (définit par (1.54)), par la relation (1.53). Les fluctuations de vitesses engendrent
des fluctuations de pulsations via l’effet Doppler-Fizeau pour O, autour de la pulsation centrale
ω0. La relation (2.29) entre la fréquence ω`(t) perçue par l’observateur inertiel à la date t, et
correspondant à l’oscillateur brownien E`, et le terme ~n`(t) · ~V`(t) est telle que, pour

∥∥∥~V`∥∥∥ � c,
la loi de ω`(t) est normale, voir (2.30) et (2.31). Sa moyenne est 〈ω`〉 = ω0 et sa variance est

σ2
ω := 〈〈ω`(t)2〉〉 = ω2

0
c2 σ

2
v = ω2

0
c2
kBT

m
. (2.1)

Dans la limite brownienne du modèle des cubes durs, pris sur une échelle de temps de plusieurs
τv définit par (1.54), cette variance s’écrit en fonction de la constante de dérive A et de la
constante de diffusion D :

lim
B

(
σ2
ω

)
= ω2

0
c2 ·

D

2A. (2.2)

Rappels. Les constantes A et D s’expriment en fonction des paramètres microphysiques se-
lon, respectivement, (1.51) et (1.52), et apparaissent, respectivement, dans les coefficients de
Kramers-Moyal K1 et K2 donnés respectivement par (1.46) et (1.47) dans la limite brownienne.
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Figure 2.4 – Sauts de phases dans un seul oscillateur brownien. Les dates de sauts de phase
correspondent aux dates de saut de vitesse. Exemple tiré de la simulation Monte-Carlo détaillée
en IV.. L’appellation “HO” est utilisée pour “Harmonic Oscillator” qui désigne une particule
P(m) par abus de langage.

D’après l’hypothèse d), les collisions élastiques du mouvement brownien sont supposées induire
des sauts de phase ϕ`t uniformément distribués à chaque date de collision t, dans [0; 2π], et in-
dépendants des fluctuations de pulsation : δω`t := ω`t −ω0. La distribution de ces sauts de phase
est associée à la distribution des temps d’attente W donnée par (1.15) dans le modèle cinétique
du chapitre précédent. Un exemple tiré de la simulation Monte-Carlo, qui est détaillé en partie
IV., est donné figure 2.4 en guise de schéma.
Le champ E` reçu par O, i.e. un oscillateur brownien, est donc un oscillateur présentant des
sauts de phases ϕ`t et des fluctuations de pulsation δω`t :

E`(t) = E0√
Nho

exp (iϕ`t) exp (−iδω`t t) exp (−iω0t). (2.3)

En vertu du théorème limite central, la superposition de Nho � 1 champs (2.3) (indépendants et
identiquement distribués [les densités de probabilité de la partie réelle et de la partie imaginaire
du champ E`(t) peuvent se calculer, elles ne correspondent pas à une loi α-stable de Lévy, et
leurs variances sont définies]) donne en très bonne approximation un champ avec une amplitude
complexe ARa gaussienne

ERa(t) :=
Nho�1∑
`=1

E`(t) = ARa(t) exp (−iω0t), (2.4)

et donc (2.4) est bien un champ chaotique au sens de Glauber [57] (chapitre 12, section 12.7 ou
section 12.8). Le suffixe Ra est pour “Rayleigh” car il peut être montré que |ARa| suit une loi de
Rayleigh à chaque instant. Il reste à caractériser le processus gaussien complexe ARa. Comme les
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ϕ`t sont uniformément distribués sur [0; 2π], et indépendants des fluctuations de pulsation, 〈ARa〉
est nulle. Sa covariance se déduit également sans difficultés. Tout d’abord, cette covariance ne
dépend pas de t car ARa est un processus stable dans la situation considérée. En effet, dans l’état
stable du mouvement brownien ~V est la forme stable d’un processus d’O.U. tri-dimensionnel
(dans lequel la densité de transition markovienne des états de vitesse ne dépend pas de t). Par
conséquent, la densité des fluctuations de pulsation δω`t est également indépendante de t (car
l’effet Doppler-Fizeau fait intervenir t uniquement à travers V` et le facteur de Lorentz, voir
(2.29), mais celui-ci ne dépend que de V` pour un observateur inertiel). De plus, la densité
(1.15) ne dépend pas de t, donc la distribution des sauts de phase ϕ`t est stationnaire. Ainsi les
processus qui modélisent les fluctuations de pulsation et de phase sont stables (i.e. de densités
stationnaires), et donc ARa est stable. Ensuite, vient le calcul de l’auto-corrélation de ARa.
Premièrement, il faut remarquer qu’un saut de phase ϕ`t pour un oscillateur brownien ` est
indépendant du saut de phase d’un autre oscillateur brownien, en plus d’être indépendant des
δω`t , car les P(m) sont indépendantes (hypothèse b)). Ensuite, d’après l’hypothèse c), deux
phases ϕ`t et ϕ`t+τ a deux instants différents t et t + τ sont indépendantes, sauf si elles sont
identiques. Avec la distribution uniforme sur [0, 2π] (d’après l’hypothèse c) également) il vient :

〈exp (i(ϕ`t+τ − ϕ`t))〉 = P
{
ϕ`t+τ = ϕ`t|〈V`〉

}
,

où V` est la norme du vecteur vitesse relative de la particule P(m) formant l’oscillateur brownien `
par rapport à O. L’espérance de V` est la même pour tous les P(m) : 〈V`〉 ≡ 〈V 〉, elle est donnée
par (1.57) dans l’état stable du mouvement. La probabilité que les phases ϕ`t et ϕ`t+τ soient
égales, étant donnée une vitesse moyenne 〈V 〉, est égale à la probabilité que le temps d’attente
soit supérieur ou égal à τ , sachant un état de vitesse 〈V 〉. La loi exponentielle régissant les temps
d’attente W (1.15) permet alors de déduire 〈exp (i(ϕ`t+τ − ϕ`t))〉. Enfin, la vitesse (et donc la
pulsation) est supposée ne pas changer entre deux collisions, et la distribution normale centrée
des δω`t a pour fonction caractéristique exp (−σ2

ωt
2/2). Ainsi, il vient pour τ ≥ 0 :

〈E∗Ra(t)ERa(t+ τ)〉 = 〈E∗Ra(t− τ)ERa(t)〉 = 〈E∗Ra(0)ERa(τ)〉 = E2
0 exp (−τ/τc − σ2

ωτ
2/2), (2.5)

où τc est le temps moyen entre deux collisions, dans la limite brownienne, donné par (1.58).
En résumé, le processus gaussien qu’est l’amplitude complexe ARa, est donc de moyenne nulle,
et a pour fonction de d’auto-covariance : E2

0 exp (−τ/τc − σ2
ωτ

2/2).
Avec la radiation cohérente en fond d’amplitude complexe Eβ exp (iφ), le champ ERi(t) perçu
par O est en fait

ERi(t) = ARi(t) exp (−iω0t), (2.6)

où l’amplitude complexe ARi est simplement

ARi(t) = Eβ exp (iφ) +ARa(t). (2.7)

Le suffixe Ri est pour “Rice”. Avec ARa processus gaussien centré de covariance E2
0 à τ = 0, il

est en effet possible de montrer que le module |ARi|, de réalisations a, suit une loi de Rice de
paramètres Eβ et E2

0/2

P|ARi|(a) = a

E2
0/2
· exp

(
−
a2 + E2

β

E2
0

)
· I0

(
aEβ
E2

0/2

)
, (2.8)

où I0 est la fonction de Bessel modifiée de première espèce et d’ordre 0 :

I0(x) := 1
π

� π

0
exp (x) cos (y)dy.

Des tirages de ARi, issus de la simulation Monte-Carlo présentée dans la partie IV., sont donnés
figure 2.5 afin de donner une représentation du champ ricien. C’est la représentation typique
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Figure 2.5 – 40002 réalisations Monte-Carlo des quadratures Re {ARi(t)} et Im {ARi(t)} ré-
sultantes de la simulation Monte-Carlo IV.. L’ellipse de la corrélation e1 (qui contient théori-
quement ≈ 39, 4% de la probabilité totale) et l’ellipse d’égale densité e2 d’ordre 2 (qui contient
théoriquement ≈ 86, 5% de la probabilité totale) y sont représentées.

associée à un couple de V.A. normales que sont les deux quadratures Re {ARi(t)} et Im {ARi(t)}.
Ces deux quadratures ne sont pas corrélées et disposent de la même variance E2

0/2. Les ellipses
d’égale densité e1 et e2 sont donc des cercles. Pour un grand nombre de réalisations (autour de
100000 ou plus) il n’y a plus aucun écart entre la probabilité théorique contenue dans les ellipses
d’égales densité et le résultat de la simulation. Ces ellipses d’égales densité (des cercles ici) ont
permis d’établir la consistance de la simulation indépendamment des fonctions de corrélations.

III. Calculs de g(1)(τ), g(3/2)(τ), g(2)(τ)

Les calculs des fonctions g(1)(τ), g(3/2)(τ), g(2)(τ) avec un champ ricien (2.6) semblent être
originaux, dans un contexte astrophysique, à cette dissertation et à l’article publié [158]. Aucun
calcul ne présente de difficulté particulière, et aucun n’a été mené avec une méthode novatrice.
Seul le calcul de g(3/2)(τ) est détaillé.
Les calculs utilisent deux résultats finaux du modèle des cubes durs : la densité de probabilité
(1.15) pour les temps d’attente W , et la loi normale des pulsations, d’écart-type σω, proportion-
nel à (1.53), résultant de la transformation (2.30), due à l’effet Doppler-Fizeau non-relativiste.
Ces deux résultats déterminent le calcul de l’auto-corrélation de 〈E∗Ra(t)ERa(t + τ)〉, et donc
l’expression de g(1)(τ). Cependant, pour mener les calculs, ces deux résultats peuvent être consi-
dérés comme des hypothèses ad-hoc, i.e. il n’est pas nécessaire de préciser les expressions des
constantes caractéristiques dans les densités de probabilités des temps d’attente ou des pul-
sations. Le reste des calculs repose sur l’exploitation de la normalité supposée de l’amplitude
complexe, plus précisément sur l’utilisation d’une forme du théorème limite central comme un
moyen de former une amplitude complexe normale [(2.4) injectée dans (2.7)].
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III..1 Méthodes de calcul

La première méthode consiste à réécrire le champ E via une famille de fonctions possédant
des propriétés commodes, de type base pré-hilbertienne pour les fonctions de carré sommable
sur C, mais sans être une famille génératrice. Cette méthode conserve l’interprétation physique
du champ résultant de contributions élémentaires indépendantes. Elle est traditionnellement
utilisée par les physiciens [54], ou par exemple [178], chapitre 3, pour mener les calculs avec un
champ Rayleigh (2.4) pour g(1) et g(2) seulement. C’est donc dans un cadre moins général que
celui qui est considéré ici.
Soient les (e`(t))` dépendant du paramètre t définis par :

e`(t) := exp (i(ϕ`t − δω`t t)) =
√
Nho

E0
E`(t) exp (iω0t), (2.9)

le champ ERi (2.6) se ré-écrit alors :

ERi(t) =

Eβ exp (iφ) + E0
1√
Nho

Nho�1∑
i=1

e`(t)

 exp (−iω0t). (2.10)

Les calculs consistent à développer les produits de termes (2.10) impliqués dans les différents
moments en jeu, puis d’opérer l’espérance 〈...〉 qui est celle définie pour la densité de probabilité
jointe ϕ`t-δω`t . Les calculs sont menés dans la limite Nho →∞, c’est la limite “à la physicienne”
Nho � 1, et en remarquant les propriétés qui suivent. La distribution uniforme des ϕ`t sur [0; 2π],
indépendants entre eux, est indépendante avec la distribution normale des δω`t , donc :

〈e∗` (t)en(t)〉 = δ`n = 〈e∗` (t)en(t)〉∗. (2.11)

Avec le résultat (2.5) pour τ ≥ 0 :

∀τ ≥ 0, 〈e∗` (t)en(t+ τ)〉 = 〈e∗` (t− τ)en(t)〉 = 〈e∗` (0)en(τ)〉 = δ`n exp (−τ/τc − σ2
ωτ

2/2), (2.12)

où δ`n est le symbole de Kronecker. La distribution uniforme des ϕ`t donne également :

〈e`〉 = 〈e∗` 〉 = 0. (2.13)

Des moments des (e`)` d’ordres supérieurs à 2 interviennent dans le calcul de g(3/2)(τ) et g(2)(τ),
la distribution uniforme des ϕ`t sur [0, 2π], et leur indépendance entre eux, et avec les fluctuations
de pulsation, permettent de conclure :

〈e∗i (t)ej(t)e∗k(t+ τ)〉 = 0, (2.14)

〈e∗k(t)e∗` (t)em(t+ τ)e∗n(t+ τ)〉 6= 0⇔


k = ` = m = n,

k = n, et, ` = n,
k = `, et, m = n.

(2.15)

La deuxième méthode repose sur l’utilisation du théorème d’Isserlis [179], qui est connu sous le
nom de théorème de Wick en théorie des champs [180], et qui en mathématique est considéré
comme une propriété des moments gaussiens, qui ne porte pas de nom particulier. Cette méthode
a le mérite d’être moins fastidieuse que la précédente, et il est à noter que Glauber considère
également cette méthode dans [57] par exemple chapitre 12, section 12.8. Le théorème n’a d’in-
térêt que pour le calcul de moments d’ordre 4 ou plus, donc son utilisation n’est pertinente que
pour le calcul de g(2)(τ). Ce théorème s’applique pour les vecteurs gaussiens et les processus
gaussiens, standardisés. Il faut tout de même développer les produits de champs

ERi(t) = Eβ exp (iφ) exp (−iω0t) +ARa(t) exp (−iω0t)
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pris aux dates en jeu, et ensuite appliquer le théorème sur le processus ARa, sachant que c’est
processus gaussien centré de covariance E2

0 exp (−τ/τc − σ2
ωτ

2/2).
Un rappel de ce théorème. Soit un moment d’ordre n d’un processus gaussien centré Y , noté
〈Y1...Yn〉. Chaque Yi est une réalisation de Y à une date donnée. Alors d’après le théorème
d’Isserlis

〈Y1...Yn〉 =
{ ∑

p∈P (n,2) Π{i,j}∈p〈YiYj〉
0, si n impair , (2.16)

où P (n, 2) est l’ensemble des partitions p de J1, nK par paires absolument distinctes (deux paires
{i, j} et {i′, j′} sont absolument distinctes si i 6= i′ et j 6= j′). Le cardinal de P (n = 2q, 2) est
n!/(2qq!), par exemple pour n = 4, card [P (4, 2)] = 3.

III..2 Calcul de g(3/2)(τ)
Le calcul de g(3/2)(τ) fait intervenir un oscillateur local

Elo(t) := Elo exp (iθ) exp (−iωlot) (2.17)

qui, en premier lieu, est supposé posséder une pulsation ωlo déterministe, égale à ω0.
Le calcul est développé pour la méthode utilisant les (e`(t))`. L’utilisation du théorème d’Isserlis
n’est pas pertinente car le calcul ne fait intervenir que des moments pairs d’ordre 2 au plus.
A ce stade, il n’est pas évident que g(3/2) ne dépende que de τ , la notation g(3/2)(t, τ) est donc
pour l’instant employée.
La forme non-normalisée G(3/2) est composée de deux termes complexes conjugués :

G(3/2)(t, τ) = 〈E∗Ri(t)ERi(t)E∗Ri(t+ τ)Elo(t+ τ)〉+ c.c.. (2.18)

Il suffit donc de calculer un seul des deux, le deuxième s’en déduit.
Premièrement, il faut expliciter l’intensité I(t) := E∗Ri(t)ERi(t), ceci vient sans difficulté, et il en
découle

〈I(t)〉 = E2
0 + E2

β. (2.19)

et, en ne gardant que les termes qui ne sont pas nuls sous l’action de 〈〉, il vient :

〈I(t)E∗Ri(t+ τ)Elo(t+ τ)〉 =E3
βElo exp (i(θ − φ))

+ E2
0EβElo exp (i(θ − φ)) lim

Nho→+∞

1
Nho

Nho∑
k,`=1
〈e∗k(t)e`(t)〉

+ E2
0Eβ exp (i(θ − φ)) lim

Nho→+∞

1
Nho

Nho∑
k,`=1
〈e∗k(t)e`(t+ τ)〉

En appliquant les propriétés (2.11) et (2.12), en ajoutant le complexe conjugué, et en normalisant
par

2〈I(t)〉 |〈ARi〉| |〈Alo〉| = 2(E2
β + E2

lo)EβElo, (2.20)

il vient :

g(3/2)(t, τ) ≡ g(3/2)(τ) = cos (θ − φ)
(

1 + s

1 + s
exp (−τ/τc − τ2σ2

ω/2)
)
, (2.21)

où :
s := E2

0
E2
β

. (2.22)

Ce facteur s peut-être interprété comme un rapport d’aspect : c’est le carré du rapport entre
la distance du centre de l’ellipse de corrélation e1 à l’origine du plan complexe, et son rayon,
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la figure 2.5 aide a mieux le visualiser. En d’autres termes, c’est le carré du rapport entre la
dispersion et la moyenne de l’amplitude du champ.
Le résultat final peut être exprimé en fonction de g(1)(τ). Une fois g(1)(τ) calculé, il peut-être
remarqué que

s

1 + s
exp (−τ/τc − τ2σ2

ω/2) =
∣∣∣g(1)(τ)

∣∣∣− 1
1 + s

,

et alors g(3/2)(τ) se réécrit :

g(3/2)(τ) = cos (θ − φ)
(

s

1 + s
+
∣∣∣g(1)(τ)

∣∣∣) . (2.23)

Dans un second temps l’oscillateur local est supposé posséder une pulsation ωlo qui fluctue
également. Cette hypothèse est plus réaliste, si par exemple l’oscillateur local est un laser, la
cavité de celui-ci n’est pas parfaitement stable, et la fréquence centrale d’émission fluctue. Par
soucis de simplicité, ωlo a été considéré comme un processus gaussien de moyenne constante ω1 et
de variance constante σ2

ωlo
. Ce processus est considéré indépendant de tous les autres processus

en jeu. Remarque. Un modèle plus sophistiqué pour décrire le comportement stochastique d’un
laser peut par exemple être trouvé dans [181], chapitre 13.
En standardisant le processus ωlo = ω1 + δωlo, et en effectuant le changement de variable
t+ τ 7→ t′, le premier terme de G(3/2) devient

〈I(t)E∗Ri(t+ τ)Elo(t+ τ)〉 =
(
E3
βElo exp (i(θ − φ))

+ E2
0EβElo exp (i(θ − φ)) lim

Nho→+∞

1
Nho

Nho∑
k,`=1
〈e∗k(t′ − τ)e`(t′ − τ)〉

+ E2
0Eβ exp (i(θ − φ)) lim

Nho→+∞

1
Nho

Nho∑
k,`=1
〈e∗k(t′ − τ)e`(t′)〉

)

· exp (−i(ω1 − ω0)t′)〈exp (−iδωt′lot′)〉.

Le terme 〈exp (−iδωt′lot′)〉 est la fonction caractéristique de δωlo prise en t′. Avec l’ajout du
complexe conjugué, les propriétés (2.11) et (2.12), et la normalisation par (2.20), il vient :

g(3/2)(τ) = cos ((ω1 − ω0)τ + θ − φ)
(

s

1 + s
+
∣∣∣g(1)(τ)

∣∣∣) exp
(
−σ2

ωlo
τ2/2

)
. (2.24)

III..3 Résultats et commentaires

Les résultats obtenus sont résumés dans le tableau 2.1. Les résultats affichés dans les deux co-
lonnes sont consistants : le passage à la limite s→ +∞ de la colonne ‘champ ricien’ donne bien
les résultats de la colonne ‘champ Rayleigh’. A l’exception de g(3/2) qui n’est pas définie pour un
champ Rayleigh. Pour s → 0, la radiation devient parfaitement cohérente, il est alors attendu
une fonction g(1) sinusoïdale et une fonction g(2) qui ne présente pas d’extremum en τ = 0. Ce
qui est bien le cas. De plus la transition est en accord avec l’expérience menée dans [61] dans
laquelle les auteurs mesurent g(2) pour des s de plus en plus petits (donc pour Eβ de plus en
plus grand devant E0).
Les trois fonctions de corrélation permettent de capturer deux caractéristiques du phénomène
de transport considéré (le mouvement brownien non-relativiste de particules libres et indépen-
dantes) ; le temps d’attente moyen τc entre deux collisions donné dans le cadre du modèle dé-
veloppé sur le modèle cinétique des cubes durs par (1.60), et l’élargissement Doppler σω donné
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Table 2.1 – Expressions des fonctions de corrélations pour un champ Rayleigh (connu) et pour
un champ ricien (nouveau). Le facteur s est donné par (2.22).

Champ ricien ERi(t) Champ Rayleigh ERa(t)

g(1)
1 + s exp

(
− τ
τc
− σ2

ωτ
2

2

)
1 + s

exp (−iω0τ) exp
(
− τ
τc
− σ2

ωτ
2

2

)
exp (−iω0τ)

g(3/2)

cos (θ − φ)
(

s

1 + s
+
∣∣∣g(1)(τ)

∣∣∣)

cos ((ω1 − ω0)τ + θ − φ)
(

s

1 + s
+
∣∣∣g(1)(τ)

∣∣∣) exp
(
−
σ2
ωlo
τ2

2

) non définie

g(2)
∣∣∣g(1)(τ)

∣∣∣2 + 1− 1
(1 + s)2

∣∣∣g(1)(τ)
∣∣∣2 + 1

dans le cadre du modèle développé sur le modèle cinétique des cubes durs par (2.2). L’élargis-
sement Doppler donne la dispersion d’une composante de la vitesse relative σv à l’équilibre, via
la transformation (2.30), due à l’effet Doppler-Fizeau pour un observateur inertiel (2.29) pris
dans sa limite non-relativiste. Pour résumer : dans le cadre du modèle développé sur le modèle
cinétique des cubes durs pris sur une échelle de plusieurs τv, et dans sa limite brownienne, la
donnée d’une des trois fonctions de corrélation permet d’écrire un système de deux équations à
deux inconnues A et D :

(SB)⇔


limB(τc) = 2 limB(µ) · 1

A
,

limB

(
σ2
ω

)
= ω2

0
c2 ·

D

2A.

Rappel : les constantes A et D s’expriment en fonction des paramètres microphysiques selon,
respectivement, (1.51) et (1.52). La mesure d’une fonction de corrélation donne accès à limB(τc)
et limB

(
σ2
ω

)
, quitte à mesurer plusieurs fonctions de corrélation pour affiner les résultats. Cela

permet de résoudre le système (SB) d’inconnues A etD et de déterminer entièrement le processus
de transport normal (mouvement brownien), puisque A et D caractérisent entièrement K1 (1.46)
etK2 (1.47) qui définissent le processus d’O.U. tri-dimensionnel qu’est la vitesse relative ~V` d’une
particule libre P(m) relativement à O.
La relation obtenue pour g(2)(τ) pour le champ ricien généralise la relation connue dite de Siegert
[54, 55].
Le résultat pour g(3/2)(τ), lorsque l’oscillateur local présente des fluctuations de pulsation ωlo,
souligne l’importance d’avoir un oscillateur local avec une pulsation centrale la plus constante
possible, et la plus proche possible de la pulsation centrale du champ considéré. Le terme en
cosinus

cos ((ω1 − ω0)τ + θ − φ),

s’interprète comme un battement. Si l’expérimentateur peut choisir la phase de l’oscillateur
local, que Elo puisse être considéré comme déterministe ou non, cette phase θ doit être choisie
la plus proche possible de φ, pour maximiser l’amplitude du signal g(3/2)(τ). Il peut-être aussi
remarqué que si φ = θ alors

lim
τ→+∞

(
g(3/2)(τ)

)
= 1 = lim

τ→+∞

(
g(2)(τ)

)
. (2.25)
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Une remarque importante pour le chapitre suivant : g(3/2)(τ) dépend du module de g(1)(τ),
tandis que g(2)(τ) en dépend au carré. Par conséquent, si la mesure est limitée par la résolution
temporelle (ce qui est toujours le cas à partir d’une certaine échelle), g(3/2) permet d’accéder
à des τc deux fois plus petits, et des σω racine de deux fois plus grands. C’est à dire dans la
présente situation, avec (1.54), pour une même masse m0 donnée, l’accès à des températures
quatre fois plus élevées, ou pour une même température T donnée, l’accès à des masses m0
quatre fois plus petites. Et c’est à dire, avec (2.1), pour une même température T des masses
m deux fois plus petites, et pour une même masse m donnée, des températures deux fois plus
élevées.
Quand s → 0 et quand s = 1, les inégalités démontrées dans [165] entre g(3/2)(0) et

√
g(2)(0)

sont également vérifiées ici :

s� 1⇒
∣∣∣g(3/2)(0)

∣∣∣ ≤ √g(2)(0),

s = 1⇒
∣∣∣g(3/2)(0)

∣∣∣ ≤ √2g(2)(0).

Pour θ = φ ces inégalités peuvent être précisées, quelque soit s. Elles dévoilent alors encore plus
la “sensibilité” accrue de g(3/2)(0) à la présence d’une partie cohérente dans la radiation perçue,
relativement à celle de g(2)(0). Tout d’abord, il faut remarquer que la limite pour s � 1 de
g(3/2)(0) égale celle de g(2)(0)

lim
s�1

(
g(3/2)(0)

)
= 2 = lim

s�1

(
g(2)(0)

)
. (2.26)

Ensuite, les valeurs en τ = 0 peuvent se réécrire

θ = φ⇒ g(3/2)(0) = 2− 1
1 + s

, (2.27)

g(2)(0) = 2− 1
(1 + s)2 . (2.28)

Donc la présence d’une partie cohérente dans la radiation a un effet 1 + s fois plus élevé dans
g(3/2) relativement à celui dans g(2). Par exemple, pour s = 1, g(3/2)(0) = 1.5, c’est à dire que
la valeur en zéro a diminué de moitié par rapport à l’amplitude entre les deux limites (2.26) et
(2.25). Pour g(2) cette valeur n’a diminué que d’un quart par rapport à l’amplitude entre les
deux limites (2.26) et (2.25) : g(2)(0) = 1.75.
Les résultats sont confirmés par la simulation Monte-Carlo, voir la partie IV. suivante, qui repose
sur le modèle cinétique “premiers principes” du chapitre 1.

IV. Confirmation par simulations Monte-Carlo
La simulation Monte-Carlo repose sur des hypothèses du type “premiers principes” qui per-

mettent d’atteindre les hypothèses utilisées pour les calculs de la partie III. précédente. Le prin-
cipe de cette simulation est détaillé en sous-partie IV..1. Les figures de mérite qui permettent
de s’assurer que les hypothèses des calculs sont atteintes, sont présentées en sous-partie IV..2.
Enfin, les résultats, qui confirment les calculs, sont présentés dans une dernière sous-partie IV..3.

IV..1 Principes de la simulation

La simulation repose sur le modèles des cubes durs sans effets inertiels du chapitre 1, dans
sa limite brownienne, et l’algorithme qui en découle, voir partie IV. de ce chapitre 1.
Les (P(m))` n’interagissant pas les unes avec les autres (hypothèse d)), pour chacune d’entre
elles les trois composantes du vecteur vitesse ~V` relative à l’observateur inertiel O, sont simulées
suivant l’algorithme du chapitre 1. La vitesse initiale des (P(m))` n’importe pas, car seul l’état
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stable du mouvement est conservé, c’est à dire le mouvement après 7τv, τv défini par (1.32) et
explicité par (1.54). Dans cet état stable la durée considérée est également supérieure à 7τv,
pour que le modèle atteigne sa limite continue.
La position de chaque (P(m))` relativement à O est repérée par ~n`, voir figure 2.1, et l’effet
Doppler-Fizeau est calculé de manière exacte (2.29) pour générer la pulsation ω`(t) correspon-
dante à ~n`(t) et ~V`(t). L’observateur O est supposé inertiel, son espace local de repos est global
et la description peut se faire avec des vecteurs tri-dimensionnels

ω`(t) = ω0

Γ`(t)
(

1− ~n`(t)·~V`(t)
c

) , (2.29)

où Γ` est le facteur de Lorentz de la particule P`(m) par rapport à l’observateur O. L’observateur
O étant inertiel :

Γ`(t) =
(

1−
~V` · ~V`
c2

)−1/2

Pour chaque saut dans une composante de ~V`, un tirage uniforme entre [0, 2π] est effectué pour
générer un saut de phase ϕ`t, si t est la date du saut, dans la phase de E`. Voir figure 2.4. Pour
compléter cette figure, un exemple de l’effet produit dans un champ E` est présenté figure 2.6.
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Figure 2.6 – Effets des sauts de phase dus aux collisions élastiques dans un oscillateur brownien.
L’appellation “HO” est utilisée pour “Harmonic Oscillator” qui désigne une particule P(m) par
abus de langage.

Le champ reçu par l’observateur ERi est la somme des différents champs E`, superposée à la
radiation cohérente Elo.
Les paramètres libres sont le nombre Nho de particules (P(m))`, leur masse m, leur dimension
%. La masse m0 des particules du gaz support, leur dimension %0, leur température T et leur
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densité n sont également paramètres libres. La température T ne peut pas être choisie arbi-
trairement grande, elle doit rester inférieure à 1028K, voir la remarque de la partie III..2 du
chapitre 1, et doit être choisie de sorte que 〈V 〉 et 〈U〉 soient non-relativistes. Enfin, la pulsa-
tion d’intérêt ω0 peut-être choisie librement, même beaucoup plus grande que la fréquence de
collision, et ce grâce à la modélisation de ~V` par un PMSCE : les temps d’attente permettent de
découpler la dynamique de l’oscillation émise, de l’axe du temps de la dynamique du mouvement.
Les exemples montrés ont les paramètres microphysiques suivants : µ = 10−3,m0 = 60, 23.10−27kg
(gaz d’Argon 36), % = 100%0, et %0 = 0, 3nm. La température et la pression sont standards :
T = 300K, et P = 1, 013bar (n = P/kBT ). Leur choix est arbitraire (le choix de l’Argon 36 a
été fait car c’est un isotope stable de l’Argon dominant dans certaines atmosphères stellaires).
Avec ces paramètres le temps d’attente moyen entre deux collisions successives τc (1.58) est de
l’ordre de la ns, et le temps de relaxation vers l’équilibre τv (1.32), explicité par (1.54), est de
l’ordre de la µs.
La résolution numérique, pour l’interpolation de l’axe du temps, est fixée à la moitié du mi-
nimum Wmin des temps d’attente W générés (typiquement ∼ 1 − 100fs pour les paramètres
microphysiques précédents), ou, si la pulsation ω0 est telle que 2π/ω0 soit plus petit que Wmin,
la résolution est fixée pour respecter le théorème d’échantillonnage de Shanon.
Pour une simulation avec une trentaine d’oscillateurs browniens, sur une durée d’une centaine de
τv, répétée plusieurs fois pour générer quelques millions d’échantillons Monte-Carlo, la durée de
simulation est de plusieurs heures (typiquement 5− 10h) sur un ordinateur avec un processeur
intel i7 de première génération (i7-4720HQ @2.6GHz) et 8GO de RAM.

IV..2 Figures de mérite

La première figure de mérite, pour la génération Monte-Carlo du champ, est la densité de
probabilité PΩ des fluctuations de pulsations δω`t autour de ω0. Dans un cadre non relativiste
(2.29) se simplifie, et il est attendu que quelque soit ` quelque soit t :

PΩ(δω`t ) = c

ω0
· Pv`·n`

(
c

ω0
δω`t

)
. (2.30)

La densité Pv`·n` s’obtient facilement. Chaque composante de ~V` est indépendante et identique-
ment distribuée. Dans l’état stable du mouvement, chaque composante est un processus normal
de moyenne nulle et de variance σ2

v . Donc la variable aléatoire ~V` ·~n est à chaque instant la somme
de trois V.A. indépendantes niVi,`  N (0, n2

`,iσ
2
v), et donc comme ~n` est unitaire

∑
i n

2
`,i = 1,

Pv`·n` est, à chaque instant, gaussienne centrée de variance σ2
v , ainsi, avec σω = ω0σv/c :

PΩ(δω`t ) = 1
σω
√

2π
exp (−(δω`t )2/2σ2

ω). (2.31)

La maxwellienne des vitesses était obtenue par la simulation, voir figure 1.15, donc sans surprise
l’effet Doppler-Fizeau est simulé avec succès, voir un exemple figure 2.7.
Les autres figures de mérite pour le champ ont déjà été présentées :
— la consistance des dates de sauts de phases avec les dates de sauts dans les composantes

des ~V`, voir un exemple figure 2.4 et l’effet produit dans le champ, un exemple est donné
figure 2.6.

— la représentation des réalisations du champ dans le plan complexe de ses quadratures, et
la vérification du contenu en terme de probabilité des ellipses d’égales densité, voir un
exemple figure 2.5.

Toutes sont en accord avec la théorie. Pour finir, un exemple de l’intensité du champ ricien
généré est également donnée figure 2.8, à l’échelle cinétique (ns). Les apparences de l’intensité
pour un champ chaotique sont bien retrouvées : Dans le cas où l’effet Doppler-Fizeau prédomine
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Figure 2.7 – Contour de l’histogramme des ω`(t) superposée à la densité théorique PΩ attendue.
La simulation Monte-Carlo comporte 1 162 170 réalisations. La pulsation centrale ω0 est fixée
arbitrairement (tirage au sort) à 6900 + 11, 92731GHz.
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Figure 2.8 – Intensité à l’échelle cinétique (ns) de ERi pour σvτc � λ0 (à gauche) et pour
σvτc � λ0 (à droite). La pulsation ω0 = 2πc/λ0 est 106 fois plus importante pour le cas de
gauche.
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sur l’effet des collisions, i.e. : σvτc � λ0 (voir discussion partie IV..3), les fluctuations dans
l’intensité sont plus lisses, voir figure 2.8 cas de gauche, et possèdent une échelle de temps
déterminée ∼ 1/σω. En effet, dans ce cas, le spectre, densité de probabilité de la fréquence des
fluctuations, est une gaussienne centrée sur ω0, de variance σ2

ω, à la singularité en ω = 0 près
(voir discussion sous-partie suivante IV..3). Les fréquences possibles des fluctuations du champ
sont donc concentrées dans une région autour de ω0 de largeur de quelques σω. Dans le cas
opposé σvτc � λ0, voir figure 2.8 cas de droite, la densité de probabilité des fluctuations est
une lorentzienne (à la singularité en ω = 0 près, voir discussion sous-partie suivante IV..3) ;
les fréquences de fluctuations probables sont plus diverses que dans le cas de la gaussienne, et
les fréquences élevées devant ω0 ont une probabilité de survenir moins négligeable que dans le
cas de la densité gaussienne. De plus dans ce cas “lorentzien”, les fluctuations d’intensité sont
de nature fractale. C’est à dire que les fluctuations persistent de manière similaire sur plusieurs
échelles de temps, très différentes, qui peuvent être arbitrairement petites. En effet, la densité de
probabilité lorentzienne (loi de Cauchy), centrée ici sur ω0 et de largeur caractéristique (2.34),
possède ses deux premiers moments qui divergent. Ainsi, en principe il y a des fluctuations de
fréquence infinie. C’est ce qui explique qu’il y ait des fluctuations similaires quelque soit l’échelle
de temps considérée.

IV..3 Résultats pour g(1)(τ), g(3/2)(τ), g(2)(τ)
Les résultats des fonctions de corrélation sont en accord avec les résultats de la table 2.1.

Les cas limites s → 0 (radiation purement cohérente) et s → +∞ (radiation Rayleigh) sont
également retrouvés par la simulation.
Les fonctions de corrélation permettent de capturer le temps d’attente moyen entre deux col-
lisions τc donné par (1.58), ou par (1.60), et la dispersion σv d’une composante de la vitesse
relative, donnée fondamentalement par (1.53), via σω résultant de la transformation (2.30), due
à l’effet Doppler-Fizeau non-relativiste. La résolution de ce système de deux équations (1.60)
et (1.53) d’inconnues A, définie par (1.46), et D, définie par (1.47), permet de déduire les deux
premiers coefficients de Kramers-Moyal d’une composante Vα (α = 1, 2, 3) de la vitesse relative
d’une particule P(m) formant un oscillateur brownien relativement à l’observateur O.
Les exemples présentés concernent un cas où l’énergie présente dans la radiation cohérente
d’amplitude complexe Eβ exp (iφ), et l’énergie dans la radiation chaotique Rayleigh résultant
des oscillateurs browniens indépendants, sont égales (i.e. : s = 1).
Deux situations limites bien connues sont présentées. Dans l’une l’effet Doppler-Fizeau est le
principal responsable de la forme de g(1)(τ), et dans l’autre ce sont les collisions qui donnent la
dépendance en τ dans g(1). Ces deux situations dépendent de l’ordering entre τc et 1/σω. Cet
ordering peut s’interpréter simplement en considérant l’écart-type du libre parcours moyen σvτc
et la longueur d’onde centrale λ0 = 2πc/ω0 de la radiation :

exp (−τ/τc − σ2
ωτ

2/2) ≈
{

exp (−τ/τc) si : σvτc � λ0 (2.32)
exp (−σ2

ωτ
2/2) si : σvτc � λ0. (2.33)

Les transformées de Fourier (spectres, voir table 7) de (2.32) et (2.33) permettent d’identifier
les constantes d’élargissement spectral. Pour (2.32) le spectre est lorentzien, à la singularité en
ω = 0 près (singularité due à 〈ERi〉) centré en ω0, et de largeur caractéristique avec (1.61) :

∆ω = nσcol〈Vrel〉, (2.34)

comme attendu, voir par exemple [182] chapitre 10, section 10.6. Cela confirme la pertinence
du modèle des cubes durs du chapitre 1. Pour (2.33), le spectre est gaussien, à la singularité en
ω = 0 près (singularité due à 〈ERi〉), centré en ω0 et de largeur caractéristique :

∆ω = σω.



86 CHAPITRE 2. CORRELATIONS DE LA RADIATION D’OSC. BROWNIENS

Les figures 2.9, 2.10, et 2.11, présentent les résultats de la simulation Monte-Carlo “premiers
principes” superposés à la prédiction théorique, dans les deux limites (2.32), et (2.33), pour
g(1)(τ), g(3/2)(τ), et g(2)(τ). La différence entre les deux sous-figures est à chaque fois la pulsation
centrale, 106 fois plus grande pour les sous-figures du haut. Les paramètres microphysiques sont
ceux énoncés en sous-partie IV..1.
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Figure 2.9 – Fonction de corrélation g(1)(τ) pour σvτc � λ0 (en haut) et σvτc � λ0 (en bas),
pour un champ ricien avec s = 1. Le nombre de réalisations Monte-Carlo est d’un peu plus d’un
million, l’accord entre la théorie et la simulation est parfait.
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Figure 2.10 – Fonction de corrélation g(3/2)(τ) pour σvτc � λ0 (en haut) et σvτc � λ0 (en
bas), pour un champ ricien avec s = 1. Le nombre de réalisations Monte-Carlo est d’un peu plus
d’un million, l’accord entre la théorie et la simulation est parfait.
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Figure 2.11 – Fonction de corrélation g(2)(τ) pour σvτc � λ0 (en haut) et σvτc � λ0 (en bas),
pour un champ ricien avec s = 1. Le nombre de réalisations Monte-Carlo est d’un peu plus d’un
million, l’accord entre la théorie et la simulation est parfait.
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V. Conclusion
La situation physique considérée d’un point de vue théorique, dans un contexte astrophy-

sique, est originale et s’inscrit dans un contexte bien défini [130, 102, 104, 174, 183]. Elle est
également appuyée par une étude expérimentale [61] qui lui correspond à peu de choses près.
Les calculs des fonctions de corrélation pour un champ ricien, voir table 2.1, dans ce contexte
astrophysique, semblent être originaux. Ces calculs s’inscrivent dans le modèle des cubes durs
sans effets inertiels, développé au chapitre 1. En pratique, ils reposent surtout sur la normalité
du champ qui est due à la multitude d’oscillateurs browniens indépendants en jeu. Le modèle
des cubes durs permet de proposer une simulation Monte-Carlo basée sur des hypothèses de
type ab initio (conservation de la masse, de l’impulsion). Une dialectique analytique-numérique
s’installe donc, et les calculs et les simulations sont en parfait accord.
La présence d’une composante cohérente dans la radiation a un effet de réduction de la valeur
g(2)(0) (2.28), mais cet effet de réduction est 1 + s fois plus élevé sur la valeur g(3/2)(0) (2.27).
Sachant que les limites de g(3/2)(0) et g(2)(0) sont identiques pour une composante cohérente
négligeable (2.26), et identiques pour τ → +∞ (2.25), cela peut se traduire par le fait que g(3/2)

est plus sensible à la présence d’une composante cohérente dans un champ chaotique que g(2).
Les fonctions de corrélation permettent de capturer le temps d’attente moyen entre deux colli-
sions : τc, donné par (1.60), et la dispersion σv d’une composante de la vitesse relative, donnée par
(1.53), via σω résultant de la transformation (2.30), due à l’effet Doppler-Fizeau non-relativiste.
La résolution du système de deux équations (1.60) et (2.2) d’inconnues A, définie par (1.46),
et D, définie par (1.47), permet de déduire les deux premiers coefficients de Kramers-Moyal de
chacune des composantes de ~V . Dans la limite brownienne ces coefficients déterminent entière-
ment ~V sur l’échelle de temps d’une dizaine de τv définit par (1.54). Les fonctions de corrélation
permettent donc de caractériser le processus de transport de la matière rayonnante étudié au
chapitre 1.

Enfin, avec les hypothèses de la situation physique considérée, la fonction g(3/2) fait intervenir le
module de g(1) et non son carré comme g(2). Elle permet donc d’accéder directement au module
de la visibilité, quantité mesurée en interférométrie d’amplitude classique.
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Et le bruit retentissait comme je m’y
attendais le moins, emportant tout mon
échafaudage de comptes et de calculs. Je
courais à la cuvette pour contrôler le fait.
Au fond, le trou nauséabond était
immobile comme un miroir. En me
penchant dessus, je l’obscurcissais tout.
Je m’étais trompé.

Moravagine, Blaise Cendrars.

I. Introduction

Ce troisième chapitre est également théorique et porte sur l’estimation de rapports signal
sur bruit. Il repose sur les résultats de la table 2.1 du chapitre 2 précédent. Sa lecture requiert
un savoir-faire en théorie des probabilités et des processus stochastiques (entre autres ; des bases
sur le processus de Campbell [aussi appelé processus de grenaille par abus d’extension du bruit
qui porte ce nom], le théorème de Campbell, le théorème de Slutsky [pour un rappel sur ce
théorème voir par exemple [184] chapitre 12, section 12.1] et l’ergodicité).
Le terme “densité” est utilisé au sens de la densité d’un processus de Poisson (le terme “intensité”
est également employé, mais il est évité ici en raison de la confusion qu’il pourrait engendrer
avec l’intensité I). Dans le cadre de ce chapitre cette densité correspond à une fréquence de
photo-électrons. Par conséquent le terme “densité” est également employé hors du cadre des
processus de Poisson, par abus de langage, pour signifier fréquence de photo-électrons.
Comme au chapitre précédent, les qualificatifs “Rayleigh” et “ricien” sont utilisés pour le champ
chaotique considéré, et ce en vertu des lois de probabilité associées au module de l’amplitude
complexe.
L’acronyme “RSB” est employé pour “Rapport Signal sur Bruit”.
Si n = 2, 3, 4, la notation g(n/2)

Ri (τ) réfère à la colonne de gauche de la table 2.1, et la notation
g

(n/2)
Ra (τ) réfère à la colonne de droite de cette même table.

I..1 Objectifs

Ce chapitre propose un calcul théorique des rapports signal sur bruit statistiques associés aux
mesures des fonctions de corrélation g(1)(τ), g(3/2)(τ), et g(2)(τ). Les résultats sont dépendants du
principe de mesure considéré, et du type de bruit considéré. Les principes de mesures sont ceux
introduits dans l’Introduction de la dissertation, schématisés figures 10, 12, et 13. La mesure de
l’intensité de la radiation est faite avec une photo-détection linéaire, et la corrélation est estimée
dans l’espace direct (pas d’estimation de la corrélation par Transformée de Fourier Directe). Le
choix du type de bruit considéré est justifié dans la sous-partie I..2 suivante.
Deux méthodes pour estimer la corrélation dans l’espace direct sont étudiées et comparées.
La première est appelée méthode (d’estimation) continue (ou régime continu), du fait que la
corrélation est estimée par un opérateur linéaire continu. La deuxième méthode est appelée
méthode (d’estimation) conditionnelle (ou régime conditionnel), du fait que la corrélation est
estimée via les probabilités conditionnelles. Cette méthode est souvent utilisée dans des situations
d’électrodynamique quantique [185, 186, 162, 126, 187].
La finalité est d’examiner s’il y a un avantage à mesurer l’une au l’autre des fonctions de
corrélation, avec l’une ou l’autre des méthodes d’estimation, en terme de RSB, et/ou en terme
de résolution temporelle, et de quantifier cet (ces) avantage(s). Les considérations techniques de
la photo-détection ne sont pas développées outre de ce qui est nécessaire, l’accent est d’abord
mis sur les principes.
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Figure 3.1 – Tension en sortie du module photo-compteur (SPCM-ARQH fabriqué par Exce-
litas, voir annexe C) utilisé dans [100, 101, 147]. Cette tension est proportionnelle à la réponse
impulsionnelle h de la photo-détection.

I..2 Choix sur le type de bruit et sur la détection

Les mesures sur cibles stellaires, avec le corrélomètre stellaire développé, ont toutes été
limitées par le bruit de grenaille [100, 101, 147]. L’évolution du RSB est en racine du temps
d’observation pour chacune de ces campagnes expérimentales. Par conséquent, et dans un soucis
de simplicité, seul le bruit de grenaille est considéré comme source de bruit. Donc, par exemple,
le bruit de quantification du corrélateur, [3] chapitre 10, section 10.1, n’est pas pris en compte.
Le bruit Johnson, ou le bruit en 1/f sont également ignorés (voir par exemple [188] pour un
rappel sur ces bruits).
La photo-détection est considérée comme linéaire. Ceci est aussi justifié par des observations
expérimentales. La réponse impulsionnelle de la photo-détection, notée h(t), homogène à un
courant [C.s−1] est considérée comme une exponentielle décroissante de paramètre fi, définie
pour les temps t positifs par

h(t) = efi exp (−fit)Θ(t), (3.1)

où Θ(t) = 0 si t < 0 et Θ(t) = 1 si t ≥ 0. La figure 3.1 donne la réponse impulsionnelle observée
sur laquelle l’approximation (3.1) repose. La valeur de fi est de l’ordre de 10GHz [146].

I..3 Organisation du chapitre

La partie suivante II. précise les notations et définitions. Elle précise notamment ce qui est
considéré comme étant le signal, et comment est défini le bruit. La mesure de g(1)(τ) est égale-
ment étudiée dans cette partie, comme application directe des définitions.
La partie III. traite la méthode d’estimation continue, avec laquelle la corrélation est estimée via
un opérateur linéaire continu. Les calculs sont menés pour g(3/2)(τ) et g(2)(τ), et exhibés pour les
deux types de champs ; Rayleigh et ricien. Le calcul du RSB de g(3/2) pour un champ chaotique
(Rayleigh ou ricien) et le calcul du RSB de g(2) dans le cas ricien, semblent être originaux. La
méthode de calcul du bruit de la mesure est différente de celle proposée par HBT dans l’article
référence sur le sujet [44].
La partie IV. fait de même mais lorsque la corrélation est estimée via les probabilités condition-
nelles. Les calculs des RSB de g(3/2) et g(2), pour un champ chaotique ricien ou Rayleigh, avec
cette méthode semblent être originaux.
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La dernière partie V. compare les deux méthodes d’estimations étudiées, et quelques situations
d’intérêt énoncées ci-après :
Q0 : Soit un champ chaotique ricien ERi, généré suivant le modèle du chapitre 2, vaut-il mieux

mesurer g(3/2) ou g(2) pour quantifier sa composante cohérente ?
Q1 : Soit un champ chaotique Rayleigh ERa, généré suivant le modèle du chapitre 2, vaut-il

mieux (en terme de RSB) mesurer g(2)(τ) ou, en superposant à ERa une radiation cohérente
connue et maîtrisée, mesurer g(3/2)(τ) ?
(Sachant que g(3/2)(τ) et g(2)(τ) comportent les mêmes informations τc, σω, et une valeur
en τ = 0 identique si s→ 0.)

Q2 : Soit un champ chaotique Rayleigh ERa, généré suivant le modèle du chapitre 2, vaut-il
mieux (en terme de RSB) mesurer directement g(2)(τ), ou ajouter à ERa une radiation
cohérente connue et maîtrisée, puis mesurer g(2)(τ) ?

Cette partie V. répond donc à la finalité principale de ce chapitre.

II. Définitions et exemple
La sous-partie II..1 précise les définitions du “signal” et du “bruit” pour les rapports signal

sur bruit qui sont calculés dans les parties suivantes. La sous-partie II..2 justifie rigoureusement
l’ergodicité. Cette justification est essentielle pour les parties suivantes III..1, III..2, IV..1, et
IV..2, où la corrélation est considérée d’un point de vue de la mesure, via un estimateur qui opère
dans le temps. Enfin la dernière sous-partie II..3 met en application les définitions proposées pour
calculer du RSB de la mesure de g(1)(τ), à titre d’exemple.

II..1 Définitions

La grandeur physique mesurée est l’énergie résidant dans le champ, appelée depuis le chapitre
2 intensité I. Cette mesure est supposée se faire par photo-détection linéaire de réponse (3.1),
elle donne lieu à un signal i qui est un photo-courant composé de photo-électrons de charge e.

Signal

Le “signal” est le résultat d’une mesure parfaite (sans bruit) de la fonction de corrélation
pour le champ d’intérêt, champ représenté par un processus stable. Le signal est défini en terme
de photo-courant. L’espérance d’un photo-courant est caractérisée en terme d’une fréquence ν de
photo-électrons, appelée densité, proportionnelle à l’intensité I (carré du module son amplitude
complexe A du champ). Dans le cas du champ ricien d’amplitude complexe

ARi(t) = Eβ exp (iφ) +ARa(t),

où ARa(t) est donné par la somme dans (2.10), l’espérance du photo-courant s’exprime en fonc-
tion des densités ν0 et νβ respectivement associées à 〈|ARa|2〉 = E2

0 et E2
β :

〈i〉 ∝ 〈I〉 := 〈|ARi|2〉 = E2
β + E2

0 ⇔ 〈i〉 = (νβ + ν0)e. (3.2)

Il peut déjà être remarqué que le rapport d’aspect s donné par (2.22) fait disparaître les
constantes dans la proportionnalité et donc :

s = ν0/νβ. (3.3)

La partie comportant du signal dans les fonctions de corrélation est définie comme l’amplitude
de la fonction de corrélation par rapport à sa limite en τ → +∞, ainsi pour n = 2, 3, 4 :

information
{
g(n/2)(τ)

}
:= g(n/2)(τ)− lim

τ→+∞

(
g(n/2)(τ)

)
. (3.4)
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Bruit

Le “bruit” est défini comme étant l’écart-type de la quantité constituant la mesure (de la
fonction de corrélation) lorsque i est un processus de Campbell, de réponse (3.1) à des impulsions
de Poisson de densité homogène notée ν (cela correspond à une fréquence de photo-électrons).
(Remarque. N’importe quelle détection avec une fonction de réponse impulsionnelle soumise à
un train d’impulsions de Poisson de densité homogène, engendre un processus de Campbell i).
Avec l’estimation continue de la corrélation, développée en partie III., la mesure de g(3/2), et
de g(2), consiste en l’estimation d’une inter-corrélation (moment d’ordre 2) de deux photo-
courants détectés indépendamment. Dans ce cas le bruit est l’écart-type de l’estimation de l’inter-
corrélation entre deux processus de Campbell. Avec l’estimation conditionnelle de la corrélation,
détaillée en partie IV., ou dans le cas de la mesure de g(1), voir partie II..3, la mesure consiste en
l’estimation d’une moyenne (moment d’ordre 1) d’un photo-courant (conditionnée dans le cas
de g(3/2) et g(2)). Dans ce cas le bruit est l’écart-type de l’estimation de la moyenne pour un
photo-courant étant un processus de Campbell.
La densité ν étant homogène, le processus de Campbell i est stationnaire au second-ordre, et
s’écrit de manière générique

i(t) = 〈i〉+ δi(t),

et l’appellation bruit de grenaille est employée pour
√
δi2(0). Rigoureusement, cela correspond

à la racine de l’auto-covariance de i prise en τ = 0, voir (3.7), (i.e. : à l’écart-type de i(t) à
chaque instant t)

σi = e

√
fiν

2 , (3.5)

où l’espérance du processus de Campbell i est donné par le théorème de Campbell :

〈i〉 = ν

� +∞

−∞
h(t)dt = νe,

La dépendance de (3.5) est en racine de ν, le rapport 〈i〉/σi se comporte donc en
√
ν.

II..2 Justification de l’ergodicité et conséquences

L’expression de la corrélation pour cette étude de RSB, doit modéliser la façon dont elle
est mesurée expérimentalement. Expérimentalement un échantillon (série de valeurs à différents
instants) de la quantité constituant la mesure est construit pendant une durée T0 donnée. Il faut
tout d’abord s’assurer que l’ergodicité est vérifiée dans le cas du signal considéré comme dans le
cas du bruit considéré, afin d’expliciter le signal et le bruit via les échantillons construits.

Signal

Dans le cas du “‘signal” où le champ considéré est un champ chaotique ricien ou Rayleigh,
l’intensité I est ergodique en covariance. En effet, soit le processus Z dont les réalisations sont

Z(t; ta) := I(t)I(t+ ta),

où ta est un paramètre de type origine. L’ auto-covariance de Z, notée CZZ(τ) implique un
moment d’ordre 4 de I donc d’ordre 8 du champ. Or, le théorème d’Isserlis (2.16) implique que
ce moment sera une combinaison linéaire de g(1)(τ). Avec la forme de g(1)(τ), produit d’une
exponentielle décroissante et d’une gaussienne, voir table 2.1, il vient

lim
T0→+∞

(
1
T0

� T0

0
CZZ(τ)dτ

)
= 0. (3.6)
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Donc d’après le théorème de Slutsky, (3.6) équivaut à ce que Z soit ergodique en moyenne,
et donc cela implique que I est ergodique en covariance. De plus, il est établi qu’avec une
photo-détection linéaire les propriétés statistiques de l’intensité d’un champ sont codées dans le
photo-courant [170] ; en particulier si I est ergodique en auto-covariance alors i l’est également.

Bruit

Dans le cas du “bruit”, le photo-courant i est un processus de Campbell de réponse (3.1) à
des impulsions de poisson de densité homogène ν = 〈i〉/e. Son auto-covariance Cii(τ) est

∀τ ≥ 0, Cii(τ) = e2 νfi
2 exp (−fiτ). (3.7)

Avec (3.7) le théorème de Slutsky est vérifié et i est donc ergodique en moyenne. Il reste à exa-
miner l’ergodicité en covariance. Soit (tk)k l’ensemble des points de Poisson de densité homogène
ν, qui forme le train d’impulsions de Poisson :

I(t) = F0
∑
k

δ(t− tk),

où F0 est une constante introduite pour l’homogénéité de l’équation. Le processus de Campbell
i peut être vu comme la réponse de (3.1) au processus I, i.e. : si ∗ est le produit de convolution
usuel,

i = I ∗ h. (3.8)

Soit le processus z tel que ses réalisations soient

z(t; ta) = i(t)i(t+ ta),

où ta est un paramètre de type origine. Notons Czz la fonction d’autocovariance de z, elle ne
doit pas dépendre de ta. Son calcul est détaillé en annexe B. Les grandes lignes du calcul sont
esquissées ci-après. Avec la linéarité (3.8), et les inversions successives ’opérateur de convolution-
espérance’, Czz s’exprime comme la convolution d’un moment joint d’ordre 4 de I, avec un produit
de trois convolutions de h, auquel est soustrait 〈z〉2. Maintenant, I peut-être considéré comme
une transformation linéaire d’un processus de Poisson, c’est sa dérivée (au sens des distributions).
Ainsi, par linéarité de la dérivée, et inversion ’dérivée-espérance’, le moment d’ordre 4 de I est
obtenu en dérivant quatre fois le moment joint d’ordre 4 d’un processus de poisson homogène de
densité ν. Après calcul (fastidieux), voir (B.13), ce moment d’ordre 4 de I est un polynôme en ν,
et la dépendance dans les dates respectives n’apparaît que sous forme de distribution Dirac (car
en fonction de l’ordering des dates, des distributions d’Heaviside apparaissent, qui deviennent
des distributions de Dirac avec la dérivation au sens des distributions). Les actions successives
des opérateurs linéaires de convolution sont traitées au sens des distributions, et après quelques
manipulations

∀τ ≥ 0, Czz(τ) = e4ν3fi exp (−fiτ) + e4ν2f2
i

4 exp (−2fiτ). (3.9)

Avec (3.9), le théorème de Slutsky est vérifié pour z :

lim
T0→+∞

(
1
T0

� T0

0
Czz(τ)dτ

)
= 0,

donc z est ergodique en moyenne, et donc i est ergodique en covariance.
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Conséquences

En conclusion, l’ergodicité en covariance est valide dans le cas du “signal” comme dans
le cas du “bruit”. La corrélation trouve alors un estimateur opérationnel d’un point de vue
expérimental :

〈i(t)i(t+ τ)〉 =
L2

lim
T0→+∞

(
1
T0

� T0

0
i(t)i(t+ τ)dt

)
. (3.10)

Remarques. Le membre de droite (dont la limite est prise en T0 → +∞) dans (3.10) est ici
appelé estimateur de la corrélation dans l’espace direct, il est noté Eii(τ, T0) :

Eii(τ, T0) := 1
T0

� T0

0
i(t)i(t+ τ)dt. (3.11)

Le symbole ’=’ dans (3.10) n’est pas à prendre au sens de l’égalité stricte, il signifie que cet esti-
mateur Eii(τ, T0) converge dans L2 vers 〈i(t)i(t+τ)〉 (c’est à dire que 〈|〈i(t)i(t+ τ)〉 − Eii(τ, T0)|2〉
tend vers 0 quand T0 tend vers +∞, voir par exemple [189], chapitre 3, section 3.7.1.). Donc
cet estimateur converge en loi vers la corrélation au sens de l’espérance 〈...〉, et donc le calcul
des statistiques, en particulier l’écart-type, peut s’effectuer sur cet estimateur, avant de les pas-
ser à la limite T0 → +∞ pour déduire les statistiques portant sur 〈i(t)i(t + τ)〉. Cette limite
T0 → +∞ signifie physiquement que : T0 � τcor,i, avec T0 fini, pour rendre compte de la réalité
expérimentale, où τcor,i est le temps de corrélation de i défini de manière générale (sous-réserve
de stationnarité au second ordre) à partir de la fonction d’auto-covariance de i par

τcor,i :=
� +∞

0 Cii(τ)dτ
Cii(0) . (3.12)

Avec la stationnarité
〈i(t)i(t+ τ)〉 = 〈i(t)i(t− τ)〉,

l’équation (3.10) peut se réécrire en définissant un produit de convolution à partir de Eii(−τ, T0) :

〈i(t)i(t+ τ)〉 =
L2
i ∗ i[τ ]. (3.13)

Le symbole ’L2’ sous ce signe ’=’ est omis par la suite pour alléger l’écriture.

II..3 Exemple : RSB de la mesure de g(1)(τ)
Afin d’appliquer les définitions proposées précédemment, le cas de la mesure de g(1)(τ) est

traité comme un exemple. Il est supposé que fi ne limite par la mesure, c’est à dire que la densité
ν = 〈i〉/e engendrée par la radiation est bien plus petite (i.e. d’un facteur 100) que fi.
La mesure de g(1)(τ) considérée est celle de la figure 10 de l’Introduction, rappelée en figure 3.2,
via un interféromètre de Michelson. Le courant moyenné en sortie est

〈i(τ)〉 = ν
(
1−Re

{
g(1)

})
∗ h[τ ]. (3.14)

La quantité mesurée est : 〈i(τ)〉, pour chaque τ . Le résultat obtenu pour l’ensemble des τ (avec
une résolution discrète finie en pratique), à un plateau près, et une fois normalisé, correspond à
Re
{
g(1)

}
.

Avec l’ergodicité en covariance (3.6) qui implique l’ergodicité en moyenne, la mesure de 〈i(τ)〉
peut-être assimilée à la mesure d’une moyenne temporelle sur une durée d’observation T0, pour
chaque ∆L créant un échantillon de ns = νT0 valeurs de i, pour chaque τ . C’est à dire :

〈i(τ)〉 ≡ mi(τ) = 1
ns

ns∑
k=1

ik(τ). (3.15)
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SOURCE

Figure 3.2 – Rappel de la figure 10 de l’Introduction.

Signal

En se débarrassant du niveau constant ν ∗h[τ ] = eν, la partie signal dans la quantité mesurée
est simplement proportionnelle à

νRe
{
g(1)

}
∗ h[τ ]. (3.16)

Avec la définition (3.4), et la table 2.1, l’information contenue dans g(1)(τ) est

information
{
g(1)(τ)

}
= s

1 + s

∣∣∣g(1)
Ra(τ)

∣∣∣ exp (−iω0t). (3.17)

Comme ν ≡ ν0 + νβ, et s = ν0/νβ, l’expression du signal en terme de photo-courant est obtenue
en injectant (3.17) dans (3.16) :

signal
{
g(1)(τ)

}
= ν0

∣∣∣g(1)
Ra(τ)

∣∣∣ cos (ω0τ) ∗ h(τ). (3.18)

Bruit

Le bruit correspond à l’écart-type sur la mesure, donc sur (3.15), et ce, selon la définition
proposée, lorsque i est un processus de Campbell. Il s’agit donc de calculer l’écart-type sur une
moyenne évaluée, pour un τ donné, avec un nombre fini, noté ns, d’échantillons indépendants
(la valeurs d’un ik(τ) ne dépend pas des autres) et identiquement distribués (le processus de
Campbell i est stable). Pour chaque ik l’écart-type est donné par

√
Cii(0) (voir (3.7) ou (3.5)),

ainsi, pour chaque valeur de τ , la racine de

〈〈mi(τ)2〉〉 := 〈mi(τ)2〉 − 〈mi(τ)〉2,

vaut avec ns = (ν0 + νβ)T0 :

√
〈〈mi(τ)2〉〉 =

√
Cii(0)
ns

= e

√
fi

2T0
. (3.19)

RSB

Le rapport signal sur bruit se déduit alors :

SNR
{
g(1)(τ)

}
=
√

2T0
fi
ν0
∣∣∣g(1)

Ra(τ)
∣∣∣ cos (ω0τ) ∗ hnor(τ), (3.20)
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où :
hnor(t) := h(t)

e
, (3.21)

l’indice “nor” signifie que hnor est normalisée dans le sens où :
�
hnor(t)dt = 1.

Dans une application astrophysique de type interférométrie d’amplitude, la quantité mesurée
est le module de g(1)

Ra(0, ρ), qui correspond (à une normalisation près) à la visibilité (ρ est une
base projetée donnée). Seule la valeur τ = 0 importe, et la mesure est le contraste de la figure
d’interférence. Il n’y a donc pas besoin de prendre en compte la réponse temporelle h. Il faut
que la durée d’observation T0 soit suffisante pour que (3.20) ait une valeur acceptable (typique-
ment ≥3), cela dépend de la magnitude de l’étoile (à la longueur d’onde considérée), qui est
indirectement ν0. La difficulté expérimentale réside dans le maintien de la différence de marche,
qui dépend du mouvement sidéral de la cible. Le maintient doit être effectué en temps réel (i.e.
sous la milliseconde) avec une précision opto-mécanique plus fine que l’incrément de différence
de marche correspondant à l’interfrange (donc une précision plus petite que la longueur d’onde).
Sans cela, la figure d’interférence n’est pas stable au cours du temps, et le contraste des franges
disparaît. La dépendance en ν0 est consistante avec celle obtenue par exemple dans [190], ou
dans [137] équation (8.11) pour le calcul du RSB de g(1)(0, ρ).

III. Mesure de g(3/2)(τ) et g(2)(τ) via une estimation continue
Cette partie traite le cas de la méthode d’estimation continue de la corrélation, dans laquelle

la corrélation est estimée via Ei1i2(τ, T0) (3.11). Les signaux sont évalués à l’aide du produit de
convolution (3.13). Le bruit correspond l’écart type de Ei1i2(τ, T0), pris dans la limite T0 � 1.
Les cas d’un champ Rayleigh et d’un champ ricien sont tous les deux traités.
La première partie s’occupe d’établir les expressions des signaux selon les principes de mesures
schématisés figure 12 et 13. Afin de faciliter la lecture, ces figures sont reproduites ici, figure 3.3
et 3.4.
La deuxième partie contient un calcul de l’écart-type de Ei1i2 avec une méthode originale par
rapport à celle utilisée dans [44].
La dernière partie présente synthétiquement les rapports signal sur bruit.

III..1 Signaux

Cette sous-partie s’appuie sur les principes de mesures présentés dans l’Introduction. Les
définitions (17) pour g(3/2)(τ), et (21) pour g(2)(τ), sont également utilisées. Les expressions
des signaux sont données dans le cas d’un champ naturellement ricien, comme dans le cas d’un
champ Rayleigh auquel l’observateur a superposé une radiation cohérente connue et maîtrisée.

Signal de la mesure de g(3/2)(τ)

Le photo-courant homodyne ih est la soustraction des deux photo-courants ibs1 and ibs2 qui
correspondent respectivement au signal après transmission, et après réflexion, sur le séparateur
BS3 supposé équilibré, voir figure 12. En supposant de plus q = 1/2, ils s’écrivent

ibs1(t) ∝

∣∣∣E/√2− Eα
∣∣∣2

2 ∗ h[t], (3.22)

ibs2(t) ∝

∣∣∣E/√2 + Eα
∣∣∣2

2 ∗ h[t], (3.23)

la soustraction ibs2 − ibs1 donne alors

ih(t) ∝ 1√
2

(E∗Eα + EE∗α) ∗ h[t]. (3.24)
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Balanced homodyne detector

Rayleigh 

mono-mode

field

CORRELATOR
Local oscillator

Bias coherent field

Figure 3.3 – Rappel du principe de mesure considéré pour g(3/2), voir légende de la figure 12.
Cas où la radiation incidente n’est pas ricienne naturellement.

Le photo-courant direct it est directement donné par la convolution de l’intensité I avec la
réponse impulsionnelle h

it = I ∗ h. (3.25)

Avec la conséquence (3.13) de l’ergodicité, l’intercorrélation de it avec ih peut-être considérée
comme une opération de convolution

〈it(t)ih(t+ τ)〉 = it ∗ ih[τ ],

et avec la définition (17) de g(3/2), si h(2) := h ∗ h, et en terme de densité ν0, νβ, telles que
〈I(t)〉 ∝ e(ν0 + νβ) = eνβ(1 + s), et νlo, telle que 〈Ilo〉 ∝ eνlo, il vient :

〈it(t)ih(t+ τ)〉 = νβ(1 + s)
√

2νβνlo · g(3/2) ∗ h(2)[τ ].

L’information contenue dans g(3/2) se déduit selon (3.4), avec le résultat de la table 2.1

information
{
g(3/2)(τ)

}
= cos (θ − φ)

(∣∣∣g(1)
Ri (τ)

∣∣∣− 1
1 + s

)
, (3.26)

et ainsi

signal
{
g(3/2)(τ)

}
= νβ(1 + s)

√
2νβνlo cos (θ − φ)

(∣∣∣g(1)
Ri

∣∣∣ ∗ h(2)[τ ]− e2

1 + s

)
. (3.27)

Pour traiter le cas du champ Rayleigh, l’opération s→ +∞ n’est pas possible avec g(3/2) car elle
n’est pas définie dans cette limite. Il faut nécessairement considérer que l’observateur superpose
au champ Rayleigh naturel une radiation cohérente, connue et maîtrisée, d’amplitude complexe
Eβ exp (iφ), créant ainsi un champ ricien artificiel. Alors le signal doit être modifié car la véritable
information est g(1)

Ra , et pour rappel (voir table 2.1)

∣∣∣g(1)
Ri (τ)

∣∣∣ =
1 + s

∣∣∣g(1)
Ra(τ)

∣∣∣
1 + s

, (3.28)
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SOURCE

CORRELATOR

Figure 3.4 – Rappel de la figure 13.

ainsi l’information dans g(3/2), notée g(3/2)
a où l’indice a est pour “artificiel”, qui signifie que le

champ est rendu ricien artificiellement, devient

information
{
g(3/2)
a (τ)

}
= cos (θ − φ)

(
s

1 + s

∣∣∣g(1)
Ra(τ)

∣∣∣) , (3.29)

et le signal s’écrit donc :

signal
{
g(3/2)
a (τ)

}
= ν0

√
2νβνlo cos (θ − φ) ·

∣∣∣g(1)
Ra

∣∣∣ ∗ h(2)[τ ]. (3.30)

Signal de la mesure de g(2)(τ)

Le principe de la mesure supposé est celui de la figure 13. Pour commencer, le cas du champ
ricien est considéré (cas le plus général).
Avec (3.13) l’auto-corrélation du photo-courant i est traitée comme une convolution, et avec

〈i〉 = e(νβ + ν0) = eνβ(1 + s),

il vient :

〈i(t)i(t+ τ)〉 = ν2
β(1 + s)2 · g(2)

Ri ∗ h
(2)[τ ]. (3.31)

L’information contenue dans g(2)
Ri se déduit selon (3.4), avec le résultat de la table 2.1

information
{
g

(2)
Ri (τ)

}
=
(∣∣∣g(1)

Ri (τ)
∣∣∣2 − 1

(1 + s)2

)
, (3.32)

d’où :
signal

{
g

(2)
Ri (τ)

}
= ν2

β(1 + s)2
(∣∣∣g(1)

Ri

∣∣∣2 ∗ h(2)[τ ]− e2

(1 + s)2

)
. (3.33)

Dans le cas d’un champ Rayleigh dont le module de son amplitude complexe est E0, il faut et
suffit de passer à la limite s→ +∞ (i.e. : νβ → 0), y compris dans l’expression de

∣∣∣g(1)
Ri

∣∣∣ (3.28),
et

signal
{
g

(2)
Ra(τ)

}
= ν2

0

(∣∣∣g(1)
Ra

∣∣∣2 ∗ h(2)[τ ]
)
. (3.34)

Enfin, le champ Rayleigh peut-être superposé à une radiation cohérente connue et maîtrisée,
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c’est ce qui est ici appelé l’héterodynage. Dans ce cas la véritable information est g(1)
Ra et avec

(3.28), l’information (3.32) devient

information
{
g

(2)
Ri,a(τ)

}
= s2

(1 + s)2

∣∣∣g(1)
Ra(τ)

∣∣∣ (2
s

+
∣∣∣g(1)

Ra(τ)
∣∣∣) , (3.35)

où l’indice a dans g(2)
Ri,a signifie que le champ est rendu ricien artificiellement.

Le signal s’écrit donc

signal
{
g

(2)
Ri,a(τ)

}
= ν2

0

∣∣∣g(1)
Ra

∣∣∣ (2
s

+
∣∣∣g(1)

Ra

∣∣∣) ∗ h(2)[τ ]. (3.36)

Il peut déjà être remarqué qu’avec Eβ choisi tel que νβ � ν0, le signal (3.36) implique une
convolution de

∣∣∣g(1)
Ra

∣∣∣ par h(2), tandis que dans (3.34) c’est une convolution de
∣∣∣g(1)

Ra

∣∣∣2 par h(2) qui
est en jeu.

III..2 Bruit

Cette sous-partie aborde le calcul du bruit associé à la mesure de g(3/2) et de g(2). Dans
les deux cas, la mesure consiste en l’estimation de l’inter-corrélation de deux photo-courants
i1 et i2, engendré par la même radiation, mais généré par deux détecteurs indépendants. Selon
la définition du bruit posée dans la sous-partie II..1, le bruit correspond à l’écart-type de l’es-
timation de l’inter-corrélation de deux processus de Campbell. La démarche développée ici se
concentre sur le principe de la mesure en laboratoire, elle n’est donc pas aussi complète que celle
de [44, 45] menée spécifiquement pour une application astrophysique. Les calculs présentés ici
sont plus simples, ils tiennent comptent de l’évolution technologique de la détection depuis les
expériences d’HBT (voir partie V..2 de l’Introduction), et, enfin, ils permettent de répondre aux
questions posées en I..3.

Commentaires sur le calcul d’HBT

L’article pionnier dans le calcul du bruit pour le corrélomètre stellaire est [44], l’étude y
est menée dans le cadre de mesure sur cible stellaire. Cet article fait référence dans les travaux
d’HBT pour le calcul du RSB.
Le calcul proposé en sous-partie III..2 est plus simple. Ceci est notamment dû à la simplification
de la description grâce à la digitalisation du corrélomètre (voir partie V..2 de l’Introduction),
digitalisation qui n’existait pas encore en 1958. En effet, dans le corrélomètre d’HBT, [47] figure
4 ou [36] figure 6.2 par exemple, le courant de sortie des tubes photo-multiplicateurs est amplifié
puis entre dans un multiplicateur linéaire et s’en suit une série de filtrages. Le calcul de l’écart
type sur Ei1i2 nécessite donc de décomposer en série de Fourier les courants afin de prendre en
compte les effets du filtrage. Avec la digitalisation du corrélomètre, le mulitplicateur linéaire,
les filtres, et les amplificateurs disparaissent. Ainsi, le calcul de l’écart type sur Ei1i2 mené en
sous-partie III..2 n’implique pas nécessairement une décomposition en série de Fourier de i1 et
i2. Remarque. Le calcul de l’écart-type sur Ei1i2 avec une décomposition de Fourier, sous réserve
de justifier son existence, requerrait : 1) d’établir la loi de probabilité des coefficients de Fourier,
2) de pouvoir intervertir somme et intégrale. Deux points non triviaux qui sont évités avec le
calcul proposé en sous-partie III..2.
Remarque importante. La méthode spectrale utilisée dans [44] n’est valable que dans la limite
ν � fi. Dans cette limite la loi d’une réalisation du processus de Campbell est une loi normale, la
preuve est donnée dans la section 1.6 de [191], qui repose sur la section 1.4 de ce même article,
qui établit la densité de probabilité Pi associée à une réalisation du processus de Campbell.
Remarque. Dans la section 1.6 de [191], l’auteur mathématicien écrit une série d’Edgeworth (voir
par exemple [192]), qui permet de développer Pi en série de puissances de 1/ν dans une limite
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mathématicienne 1/ν → 0. C’est bien en fonction du rapport (fi/ν) que la série d’Edgeworth
s’écrit, dans une limite fi/ν → 0 plus physicienne.
Le calcul mené dans [44] repose se déroule comme suit. Dans la limite ν � fi la densité Pi tend
donc vers une gaussienne, i.e. une réalisation de i est une V.A. normale, et ainsi, les coefficients
de Fourier, notés ici an(i) et bn(i), qui sont des transformations linéaires d’une V.A. normale,
sont également des VA normales. En supposant de plus la stabilité harmonique, c’est à dire
qu’une harmonique ξk[i] au sens de l’analyse de Fourier,

ξn[i](t) = an(i) cos
(2πn
T0

t

)
+ bn(i) sin

(2πn
T0

t

)
,

doit être stationnaire lorsque considérée comme un processus, il peut-être montré que cela équi-
vaut à ce que les coefficients de Fourier soient décorrélés et orthogonaux (au sens des probabili-
tés), et comme de plus ils sont de loi normale, ils sont indépendants. Ainsi, si

χ2
n := a2

n + b2n,

αn := arctan (bn/an) ,

les (χn)n sont des VA mutuellement indépendantes de loi de Rayleigh, et sont indépendantes des
(αn)n, qui sont, quant à elles, des VA mutuellement indépendantes de loi uniforme sur [0; 2π].
En supposant la T0-périodicité, et sous réserve d’application du théorème de Dirichlet, la série
de Fourier de i s’écrit en fonction de χn et αn

i(t) =
+∞∑
n=0

χn cos
(2πn
T0

t− αn
)
.

Les séries de Fourier (III..2) de i1 et i2 sont alors injectées dans Ei1i2(τ, T0) pour calculer

〈E2
i1i2〉 − 〈Ei1i2〉2,

dans la limite T0 → +∞, puis l’écart-type
√
〈〈E2

i1i2〉〉 est déduit. Le calcul mené dans [44]
utilise surtout l’hypothèse d’indépendance entre les (χn)n et les (αn)n, leurs indépendances
mutuelles respectives, et la loi uniforme des (αn)n sur [0, 2π]. Rappel : ces propriétés découlent
de l’approximation de la loi d’une réalisation du processus de Campbell, dans la limite ν � fi,
par la loi normale.
A l’époque de [44], fi ∼ 100MHz, i.e. la réponse temporelle de la photo-détection était de
plusieurs dizaines de ns, réponse d’un tube photo-multiplicateur R.C.A de type 6342 [47]. En
réalité diminuée d’un facteur conséquent (10-100) par les filtrages et opérations successives après
la multiplication [47]. Soixante ans plus tard, la photo-détection a une réponse temporelle cent
fois plus fine : fi ∼ 10GHz, i.e. la résolution temporelle d’une photo-diode à avalanche en silicium
utilisée pour former un module photo-compteur, est de l’ordre de la centaine de picosecondes
(voir partie V..2 de l’Introduction). L’approximation ν � fi n’est donc plus systématiquement
valide.

Calcul de l’écart-type de l’estimateur de la corrélation

Soient deux processus de Campbell indépendants i1 et i2, de même réponse h aux mêmes
impulsions de Poisson de densité homogène ν. Il s’agit d’évaluer la limite de la racine de

〈〈E2
i1i2〉〉 ≡ 〈〈Ei1i2 , Ei1i2〉〉 := 〈E2

i1i2〉 − 〈Ei1i2〉2, (3.37)

lorsque T0 � 1.
Par linéarité intégrale-espérance, le calcul de 〈E2

i1i2〉 implique le calcul d’un moment joint i1-i2
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d’ordre 2-2 (donc d’ordre 4). Avec l’indépendance de i1 et i2, ce moment joint i1-i2 d’ordre 2-2
se réduit à un produit de l’autocorrélation de i1 par l’autocorrélation de i2 :

〈E2
i1i2〉 = 1

T 2
0

�
[0,T0]2

(
Ci1i1(|v − u|) + 〈i1〉2

) (
Ci2i2(|v − u|) + 〈i2〉2

)
dudv, (3.38)

où Ci1i1(|v − u|) et Ci2i2(|v − u|) sont données par (3.7).
Par commutation intégrale-espérance, le calcul de 〈Ei1i2〉2 se réduit à l’intégrale de l’inter-
corrélation de i1 et i2. Avec leur indépendance, le calcul devient trivial à l’aide du théorème
de Campbell

〈Ei1i2〉2 = e4ν2
1ν

2
2 . (3.39)

La soustraction des deux termes (3.38) et (3.39) fait disparaître les termes en ν2
1ν

2
2 , et après

intégration, il vient

〈〈E2
i1i2〉〉 =

(
e4ν1ν2fi

4 + e4(ν2
1ν2 + ν1ν

2
2)
)

1
T0

−
(
e4ν1ν2

8
[
1− exp (−2fiT0)

]
+ e4(ν2

1ν2 + ν1ν
2
2)
[
1− exp (−fiT0)

]) 1
T 2

0
. (3.40)

Le passage à la limite T0 → +∞ s’opère en appliquant T0 � τcor,i, en ne gardant que les termes
proportionnels à 1/T0 (ordre 1), et ainsi :

lim
T0�τcor,i

(
〈〈E2

i1i2〉〉
)

= e4ν1ν2fi
4T0

(
1 + ν1 + ν2

fi

)
+ o

(
τcor,i
T0

)
. (3.41)

Les régimes asymptotiques dans les deux limites ν1, ν2 � 1 et ν1, ν2 � fi, sont

lim
T0�τcor,i

(
〈〈E2

i1i2〉〉
)

=


e4ν1ν2(ν1 + ν2)

4T0
+ o

(
τcor,i
T0

)
, si : ν1, ν2 � fi, (3.42)

e4ν1ν2fi
4T0

+ o

(
τcor,i
T0

)
, si : ν1, ν2 � fi (3.43)

Dans ce qui suit, l’étude est menée dans le cas où fi ne limite pas la mesure, c’est à dire que
ν1, ν2 � fi. Typiquement, ν ∼ 105, 106 photo-électrons/s tandis que fi ∼ 10GHz. Ainsi, le bruit
considéré dans la présente étude s’écrit comme la racine de (3.43) :

σii :=
√

lim
T0�τcor,i

(
〈〈E2

i1i2〉〉
)

= e2√ν1ν2fi
2
√
T0

. (3.44)

III..3 Rapports signal sur bruit

Dans le cas de la mesure de g(3/2), le bruit est σii donné par (3.44) où les deux processus de
Campbell indépendants sont : i1 = it et i2 = ih, de densités respectives :

ν1 = (ν0 + νβ)/2,
ν2 ≈ νlo,

dans la limite où νlo � ν0 + νβ, et q = 1/2, voir figure 3.3.
Dans le cas de la mesure de g(2) le bruit (3.44) est calculé pour deux processus de Campbell
indépendants de même densité (séparateur équilibré)

ν1 = ν2 = (ν0 + νβ)/2.

L’indépendance est justifiée dans les principes de mesure considérés, figure 12 et figure 13, car
il y a deux détecteurs, indépendants, en jeu.
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Il suffit alors d’effectuer la division de (3.27), (3.30), (3.34), (3.33), et (3.36), par le bruit σi
correspondant. Les résultats sont présentés en table 3.1. Il y a trois cas considérés, un champ
Rayleigh ERa, un champ ricien naturellement ERi, et un champ rendu ricien artificiellement ERi,a.
Pour la colonne de g(3/2), la phase θ de l’oscillateur local, d’amplitude complexe Elo exp (iθ),
vérifie θ = φ, et le bruit est calculé dans la limite où l’oscillateur local domine, i.e. : fi � νlo �
ν0 + νβ. Pour avoir les expressions du RSB de g(3/2) en fonction de la phase relative θ − φ, il
suffit de multiplier les résultats par cos (θ − φ).

Table 3.1 – Expressions des rapports signal sur bruit (RSB) de g(3/2)(τ) et g(2)(τ) dans le cas
où ν0 + νβ � fi mesure non limitée par la détection, avec la méthode d’estimation continue.

RSB
Ei1i2

g(3/2)(τ) g(2)(τ)

ERa non défini 4ν0

√
T0
fi
·
(∣∣∣g(1)

Ra

∣∣∣2 ∗ h(2)
nor[τ ]

)

ERi 4νβ
√

(1 + s)
√
T0
fi
·
(∣∣∣g(1)

Ri

∣∣∣ ∗ h(2)
nor[τ ]− 1

1 + s

)
4νβ(1 + s)

√
T0
fi
·
(∣∣∣g(1)

Ri

∣∣∣2 ∗ h(2)
nor[τ ]− 1

(1 + s)2

)

ERi,a 4 ν0√
1 + s

√
T0
fi
·
∣∣∣g(1)

Ra

∣∣∣ ∗ h(2)
nor[τ ] 4 ν0s

1 + s

√
T0
fi
·
∣∣∣g(1)

Ra

∣∣∣ (2
s

+
∣∣∣g(1)

Ra

∣∣∣) ∗ h(2)
nor[τ ]

Remarques. Le RSB de la mesure de g(3/2) ne dépend pas de νlo, ce qui est attendu puisque
l’oscillateur local crée le signal, mais il est également la source de bruit (νlo � ν0 + νβ).
Les RSB des mesures de g(3/2) et g(2)

Ri présentent deux contributions opposées, toutes les deux
renforcées par l’augmentation de νβ relativement à ν0. Il existe une valeur de νβ, fonction de
ν0, qui maximise le RSB, et au delà de laquelle le RSB décroit rapidement. Ce qui est attendu
puisque si s diminue les amplitudes de g(3/2) et g(2)

Ri en τ = 0, se rapprochent de 1 qui est la
limite en τ → +∞, et donc selon la définition du signal employée ici, le signal disparaît. Il n’est
pas jugé bon d’analyser plus en détail ce comportement puisque l’observateur n’a pas la main
mise sur νβ dans ce cas.
Dans le cas de la mesure de g(3/2)

a ou de g(2)
Ri,a, l’observateur a cette fois un degré de liberté sur

νβ, comment doit-il le choisir afin de maximiser le RSB ?
Pour la mesure de g(3/2)

a , νβ doit être choisi le plus grand possible, mais dans la limite νβ �
νlo � fi (sinon l’oscillateur local n’est plus la seule contribution pour ν2 dans (3.44)). Ce qui
est, en quelque sorte, attendu puisque νβ est nécessaire pour définir g(3/2) : au vu de (3.36) le
signal est précisément multiplié par νβ.
Pour la mesure de g(2)

Ri,a, la limite νβ � ν0 ⇔ s� 1, est intéressante parce-qu’elle ne met en jeu
que

∣∣∣g(1)
Ra

∣∣∣ pour le terme dominant, et non son carré. Ce qui permet d’accéder à des temps de
cohérence deux fois plus petits. Le terme dominant est alors en ν0/(1 + s), et donc là aussi νβ
doit être choisi le plus grand possible relativement à ν0, mais dans la limite νβ � fi (sinon le
bruit calculé n’est plus correct, il faut prendre la racine de (3.42)). Ce résultat n’est pas intuitif,
valide, au risque de se répéter, uniquement si ν0 � νβ � fi, il provient du fait que le signal est
proportionnel au produit de ν0 > 1photo-électron.s−1, et νβ tandis que le bruit en dépend via
leur somme.
Enfin, il y a une erreur dans l’article publié [158], un facteur racine de deux a été oublié au
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dénominateur dans le calcul de (3.44), et les résultats de l’article sont donnés avec la convention
qu’avant les séparateurs la densité est 2ν (∀ν). Ce qui fait que les résultats des RSB dans l’article
[158] doivent être multipliés par 2

√
2.

IV. Mesure de g(3/2)(τ) et g(2)(τ) via estimation conditionnelle

Cette partie développe un autre principe de mesure des fonctions g(3/2) et g(2), qui repose
sur la formalisation de la corrélation avec les probabilités conditionnelles. Quelques rappels sur
ce principe de mesure sont d’abord donnés en sous-partie IV..1, avant d’expliciter les signaux
dans cette même sous-partie. Le bruit est calculé dans la sous-partie IV..2 suivante, et enfin les
RSB sont présentés dans la dernière sous-partie IV..3.

IV..1 Principe et signaux

De manière générale, l’inter-corrélation de i1 et i2 se réécrit avec le théorème de Bayes :

〈i1(t1)i2(t2)〉 =
�

i1,1i2,2P1|1
i2|i1(i2,2, t2|i1,1, t1)Pi1(i1,1, t1)di1,1di2,2, (3.45)

où P1|1
i2|i1 est la densité conditionnelle de probabilité jointe i2-i1, d’ordre 1-1. Les valeurs i1,1 et

i2,2 correspondent respectivement à i1(t1), et i2(t2). La relation (3.45) permet de construire le
principe de mesure d’une fonction de corrélation par conditionnement (i.e. via les probabilités
conditionnelles). En supposant la stationnarité au second ordre sur l’échelle de temps de la
mesure, P1|1

i2 ne dépend que de i1,1, i2,2 et τ := |t2 − t1|. La notation utilisée est dans ce cas :

〈i1(t)i2(t+ τ)〉 := 〈i2(τ)〉c, (3.46)

Le principe de la mesure repose sur la capacité à générer un “click” i1(tc) déclenchant une acqui-
sition de i2 sur une durée donnée [165]. Aujourd’hui le “click” peut-être généré avec un module
photo-compteur (type de détecteur discuté en Introduction, sous-partie V..2 par exemple). La
durée ∆tacq de l’acquisition de i2 est de l’ordre de plusieurs temps de cohérence Nτcor,h (N = 7
par exemple) de i2. Ce temps de cohérence τcor,h est la constante de temps caractéristique pré-
sente dans le module de la fonction g(1) (ou dans le module au carré de g(1)) convoluée avec la
réponse h (auto-convoluée avec elle-même ou non). Ce temps τcor,h dépend des constantes de
temps présente dans g(1)(τ), à savoir : τc, donné par (1.58), et σω = ω0σv/c où σv est donnée par
(1.53), et il dépend de f−1

i . Il peut par exemple être défini comme la largeur à mi hauteur de
cette convolution, ou comme la moyenne quadratique de f−1

i , τc, et σ−1
ω . Ce temps de cohérence

τcor,h peut-être très grand devant τc et σ−1
ω si f−1

i � τc, σ
−1
ω .

L’opération est ensuite réitérée pour chaque “click” i1(tc), il se forme alors un échantillon de
ns = ν1T0 acquisitions de i2, toutes sur une durée de Nτcor. Pour chaque τ ∈ [0, 7τcor,h] il y a ns
valeurs de i2. Avec l’ergodicité en auto-covariance dans le cas du signal considéré, comme dans
le cas du bruit considéré, cette moyenne peut-être remplacée par une moyenne temporelle sur les
valeurs acquises au cours du temps. Ainsi pour chaque τ , la mesure de 〈i2(τ)〉c peut donc être
assimilée à la moyenne sur ces ns valeurs mesurées, voir par exemple [193] section 3. Il convient
d’introduire la résolution temporelle d’échantillonnage ∆tsam de l’électronique qui permet de
créer l’échantillon de i2. C’est cette résolution qui donne le nombre de points τ pour i2 dans une
durée d’acquisition ∆tacq, elle est à priori différente de la résolution f−1

i de la photo-détection.
Avec les instruments d’aujourd’hui [144] elles sont du même ordre de grandeur.
Remarque. Le principe de mesure perd son sens si le déclenchement des acquisitions de i2 est
saturé, i.e. : ν1 � fi. Ce n’est pas simplement une précaution instrumentale à prendre. En effet,
si ν1 > fi, à la fin d’une acquisition de i2, il est presque certain qu’une nouvelle acquisition soit
déclenchée. Le nombre d’acquisition de i2 n’est plus alors causé par les fluctuations de i1, mais
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𝑖1(𝑡)

𝑡

𝑖2(𝑡)

𝑡𝜏0 𝜏6

𝑖2,6𝑖2,0 𝑖2,15

𝜏15

… …

……

Δ𝑡acq ∼ 𝑁. 𝜏cor,h

Δ𝑡sam ∼ 𝑓𝑖
−1

𝜏 ∼ 𝜈2
−1 ≫ 𝑓𝑖

−1

𝑡1,1

Figure 3.5 – Principe de mesure de 〈i1(t)i2(t + τ)〉 par conditionnement, valide si ν1 � fi. A
chaque i1,k, k = 0, 1, ..., ns, non nul, quitte à placer un seuil, une acquisition de i2 est lancée pour
une durée de N.τcor,h. L’échantillonnage s’opère avec une résolution ∆tsam. Soit l’intégrale de
i2 sur la durée infinitésimale ∆tsam donne une valeur i2(τ`). Soit un histogramme, de résolution
∆tsam, est construit. Dès qu’il y a une valeur de i2 non nulle dans un τ`, quitte à mettre un
seuil, la barre τ` de l’histogramme est incrémentée de 1.

devient périodique de période ∆tacq. Le conditionnement est alors déterministe, ou aléatoire si
∆tacq fluctue pour une raison quelconque, mais dans les deux cas Pi1 n’intervient pas, et donc
P1|1

i2|i1 dans (3.45) perd son sens. La mesure devient la mesure d’un échantillon de ns = T0/∆tacq
valeurs de i2 en chaque τ ∈ [0, 7τcor,h].

Signal de la mesure de g(3/2)

La définition de g(3/2)(τ) s’écrit avec le point de vue des probabilités conditionnelles [165] :

2g(3/2)(τ) = 〈E
∗(t+ τ)Eα(t+ τ) + E(t+ τ)E∗α(t+ τ)〉c

EβEα
. (3.47)

Or le photo-courant i2 = ih est donné par (3.24), donc :

〈ih(τ)〉c =
√

2νloνβ · g(3/2) ∗ h[τ ]. (3.48)

Avec (3.26), le signal se déduit directement

signal
{
g(3/2)(τ)

}
=
√

2νloνβ cos (θ − φ) ·
(∣∣∣g(1)

Ri

∣∣∣− 1
1 + s

)
∗ h[τ ]. (3.49)

Dans le cas d’une mesure de g(3/2) sur un champ Rayleigh, il faut nécessairement que l’ob-
servateur lui superpose une radiation cohérente, connue et maîtrisée, d’amplitude complexe
Eβ exp (iφ), créant ainsi un champ ricien artificiel. Alors le signal doit être modifié car la véri-
table information est

∣∣∣g(1)
Ra

∣∣∣ qui est reliée à
∣∣∣g(1)

Ri

∣∣∣ par (3.28), et il vient
signal

{
g(3/2)
a (τ)

}
=
s
√

2νloνβ
1 + s

cos (θ − φ) ·
∣∣∣g(1)

Ra

∣∣∣ ∗ h[τ ]. (3.50)
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Signal de la mesure de g(2)

La définition de g(2)(τ) s’écrit avec le point de vue des probabilités conditionnelles [126] :

g(2)(τ) := 〈I(τ)〉c
〈I〉2

. (3.51)

Or la mesure de 〈i2(τ)〉c est proportionnelle à 〈I(τ)〉c, soit avec (3.51) :

〈i2(τ)〉c = (ν0 + νβ) g(2) ∗ h[τ ]. (3.52)

Avec (3.32), le signal se déduit directement

signal
{
g

(2)
Ri (τ)

}
= νβ(1 + s) ·

(∣∣∣g(1)
Ri

∣∣∣2 − 1
(1 + s)2

)
∗ h[τ ]. (3.53)

Dans le cas d’un champ Rayleigh dont le module de l’amplitude complexe est E0, il faut et suffit
de passer à la limite s→ +∞ (i.e. : νβ → 0), y compris dans l’expression de

∣∣∣g(1)
Ri

∣∣∣ (3.28), et
signal

{
g

(2)
Ra(τ)

}
= ν0 ·

∣∣∣g(1)
Ra

∣∣∣2 ∗ h[τ ]. (3.54)

Enfin, le cas de l’héterodynage. L’information est alors donnée par (3.35) et en l’injectant dans
(3.52), le signal s’en déduit

signal
{
g

(2)
Ri,a(τ)

}
= ν0s

1 + s
·
∣∣∣g(1)

Ra

∣∣∣ (2
s

+
∣∣∣g(1)

Ra

∣∣∣) ∗ h[τ ]. (3.55)

IV..2 Bruit

Avec l’ergodicité en auto-covariance, 〈i2(τ)〉c peut-être assimilée à une moyenne temporelle,
c’est à dire à une moyenne sur les ns valeurs collectées au cours du temps pour ce τ donné.
Ces valeurs de i2 sont identiquement distribuées si i2 est un processus stable, et indépendantes
(la valeurs de i2 lors d’une acquisition de durée Nτcor,h, ne dépendent pas de l’acquisition
précédente). Selon la définition choisie pour le bruit, pour chaque valeur de τ , le bruit correspond
à l’écart-type sur l’estimation de la moyenne de i2, lorsque i2 est un processus de Campbell.
C’est à dire, pour chaque valeur de τ ∈ [0, 7τcor,h] :

σi,c =
√

Ci2i2(0)
ns

,

où Ci2i2 est donnée par (3.7). Or ns = ν1T0, donc :

σi,c = e

√
ν2fi

2ν1T0
. (3.56)

Dans le cas de la mesure de g(2) pour un champ ricien d’intensité E2
0 + E2

β (3.2),

ν1 = ν2 = (ν0 + νβ)/2,

et donc

σi,c = e

√
fi

2T0
. (3.57)

Dans le cas de la mesure de g(3/2) pour un champ ricien d’intensité E2
0 +E2

β (3.2), avec q = 1/2
(voir figure 3.3), et avec un oscillateur local tel que νlo � ν0 + νβ,

ν1 = (ν0 + νβ)/2,
ν2 ≈ νlo,

et donc

σi,c = e

√
νlofi

νβ(1 + s)T0
. (3.58)
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IV..3 RSB

Les RSB sont obtenus en divisant (3.49) et (3.50) par (3.58), et, (3.53), (3.54), et (3.55) par
(3.57). Les résultats sont synthétisés dans le tableau 3.2. Il y a trois cas considérés, un champ
Rayleigh ERa, un champ ricien naturellement ERi, et un champ rendu ricien artificiellement ERi,a.
Pour la colonne de g(3/2), la phase θ de l’oscillateur local, d’amplitude complexe Elo exp (iθ),
vérifie θ = φ, et le bruit est calculé dans la limite où l’oscillateur local domine, i.e. : fi � νlo �
ν0 + νβ. Pour avoir les expressions du RSB de g(3/2) en fonction de la phase relative θ − φ, il
suffit de multiplier les résultats par cos (θ − φ).
Dans le cas de la mesure de g(2)

Ri , et g(3/2), il y a deux contributions de signe opposées, toutes
deux dépendantes de s, le RSB peut donc en principe s’annuler. Il existe une valeur de νβ,
fonction de ν0, pour laquelle le RSB est maximal. Comme l’observateur ne contrôle pas νβ dans
ce cas, il n’a pas été jugé bon d’en discuter plus longuement.
Dans le cas de la mesure de g(2)

Ri,a, et g
(3/2)
a , l’observateur peut paramétrer νβ. Comment doit-il

le choisir pour maximiser le RSB ?
Pour la mesure de g(3/2)

a , νβ doit être choisi le plus grand possible dans la limite νβ � νlo � fi.
L’effet d’amélioration sur le RSB évolue en racine avec l’augmentation de νβ relativement à ν0.
Sachant que νβ doit rester bien inférieur à νlo, pour ne pas contribuer au bruit dans la détection
homodyne, l’effet d’amélioration sur le RSB est limité.
Pour la mesure sur g(2)

Ri,a la limite νβ � ν0 est intéressante, de même qu’elle l’était pour le régime
continu, car le terme dominant ne fait intervenir que

∣∣∣g(1)
Ra

∣∣∣ et non son carré. Ce qui permet
d’accéder à des temps de cohérence deux fois plus petits. Le terme dominant se comporte en
ν0/(1 + s) et donc νβ doit être choisi le plus grand possible relativement à ν0, dans la limite
νβ � fi.
Enfin, les résultats qui sont présentés dans l’article [158] utilisent la convention qu’avant le
séparateur (BS) les densités sont de 2ν (∀ν). Dans le cas de la mesure de g(2) les résultats
exhibés dans l’article et les résultats de la table 3.2 sont identiques car (3.57) ne dépend pas de
ν. Dans le cas de la mesure de g(3/2), le résultat de l’article [158] doit être divisé par

√
2 si la

densité engendrée par le champ est ν0 + νβ, car avec un séparateur équilibré : ν1 = (ν0 + νβ)/2.

Table 3.2 – Expressions des rapports signal sur bruit (RSB) de g(3/2)(τ) et g(2)(τ) dans le cas où
ν0 +νβ � fi, mesure non limitée par la détection, avec la méthode d’estimation conditionnelle.

RSB
〈...〉c

g(3/2)(τ) g(2)(τ)

ERa non défini ν0

√
2T0
fi
·
(∣∣∣g(1)

Ra

∣∣∣2 ∗ hnor[τ ]
)

ERi νβ
√

(1 + s)
√

2T0
fi
·
(∣∣∣g(1)

Ri

∣∣∣ ∗ hnor[τ ]− 1
1 + s

)
νβ(1 + s)

√
2T0
fi
·
(∣∣∣g(1)

Ri

∣∣∣2 ∗ hnor[τ ]− 1
(1 + s)2

)

ERi,a
ν0√
1 + s

√
2T0
fi
·
∣∣∣g(1)

Ra

∣∣∣ ∗ hnor[τ ] ν0s

1 + s

√
2T0
fi
·
∣∣∣g(1)

Ra

∣∣∣ (2
s

+
∣∣∣g(1)

Ra

∣∣∣) ∗ hnor[τ ]
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V. Quelques comparaisons et conclusions
Pour effectuer les comparaisons qui suivent, il a été choisi d’évaluer les RSB en τ = 0. Ce

choix est motivé par la problématique P1, pour laquelle la valeur des fonctions de corrélations
g(3/2) et g(2) en τ = 0 apporte un élément de réponse clé.
La convolution du module de g(1)

Ra avec hnor (auto-convoluée ou non), a été évaluée dans le pire
des scénarios pour la corrélation temporelle ; le cas où

∣∣∣g(1)
Ra

∣∣∣ et hnor sont gaussiens, de variances
respectives σ2

τ ∼ τ2
c + σ−2

ω et σ2
h ∼ f

−2
i .

∣∣∣g(1)
Ra

∣∣∣ (t) = exp
(
− t2

2σ2
τ

)
, (3.59)

hnor(t) = 1
σh
√

2π
exp

(
− t2

2σ2
h

)
. (3.60)

Dans un espace unidimensionnel, en l’occurrence le domaine temporel, les signaux gaussiens sont
ceux qui maximisent l’entropie au sens de la théorie de l’information (i.e. au sens de Shannon),
voir par exemple [3] section 9.2.3.. Dans un espace bi-dimensionnel, formé d’un espace et de son
dual par transformée de Fourier, le domaine temps-fréquence par exemple, c’est le contraire : les
signaux gaussiens minimisent l’entropie : ils sont la condition d’égalité du principe d’incertitude
d’Heisenberg. Par conséquent, la variance de l’estimation des fonctions de corrélation est bornée
supérieurement par la variance obtenue dans le cas gaussien. Les prédictions ainsi effectuées sont
pessimistes. La convolution

∣∣∣g(1)
∣∣∣n ∗h(q)

nor[τ ] s’exprime alors analytiquement pour (n, q) ∈ J1, 2K2,

εn,q(τ) :=
∣∣∣g(1)

∣∣∣n ∗ h(q)
nor[τ ] = 1√

1 + nq

(
σh
στ

)2
exp

 −τ2

2σ
2
τ

n

(
1 + nq

(
σh
στ

)2
)
. (3.61)

Une première sous-partie propose de comparer les deux méthodes de mesures : la méthode
continue et la méthode conditionnelle, bien sûr pour un cas où il est possible d’utiliser l’une ou
l’autre sans conséquences sur le résultat de la mesure.
Les deuxième et troisième sous-parties répondent respectivement aux questions Q1 et Q2 posées
en sous-partie I..3.

V..1 Comparaison des méthodes

La principale différence entre les deux méthodes est que le module de g(1)
Ra apparaît au carré

dans la méthode continue. Ce qui implique que la méthode conditionnelle permet d’accéder à
des temps de cohérence στ racine de deux fois plus petits avant que la mesure ne soit limitée
par σh. Ce gain en résolution est au prix d’un RSB 2 (quand σh � στ ) à 2

√
2 (quand σh � στ )

fois plus faible pour la méthode conditionnelle.
Lorsque l’expérimentateur peut mettre en place la méthode d’estimation continue (qui nécessite
un corrélateur), que la détection n’est limitée que par le bruit de grenaille, et que la mesure
implique des densités faibles devant fi, mais qui sont tout de même grandes devant un, la
méthode d’estimation continue est à privilégier.
La méthode d’estimation conditionnelle est à privilégier lorsque les densités sont de l’ordre du
photo-événement unique (situation rencontrée en électrodynamique quantique par exemple) par
seconde, ou moins. Dans ce cas la méthode d’estimation continue ne fait pas sens car le signal ne
peut pas être traité de manière continue. Cette situation requiert une description quantique qui
sort du traitement classique proposé ici. La formulation quantique est donnée de manière claire
dans [165], et [194] présente ce que la méthode continue permettrait de “mesurer” dans ce cadre
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(ou plutôt ce qu’elle ne permet pas de mesurer), la comparaison avec la méthode conditionnelle
y est également donnée.
Dans les comparaisons qui suivent, seule la méthode d’estimation continue est retenue.

V..2 Comparaisons des mesures

La première sous-sous-partie compare la mesure de g(2) par rapport à celle g(3/2) pour un
champ ricien, et répond ainsi à la question Q0 énoncée au I..3. La deuxième sous-sous-partie
examine l’impact de l’héterodynage, et répond aux deux questions Q1 et Q2 posées dans cette
même sous-partie I..3.

Mesure de g(3/2) versus mesure de g(2)
Ri

Cette sous-sous-partie tente de répondre à la question Q0, amenée par la problématique P1.
Un observateur souhaite quantifier la composante cohérente d’un champ ricien, formé suivant le
scénario développé au chapitre 2. A-t-il intérêt à mesurer g(2) plutôt que g(3/2), ou l’inverse ?
Dans ce qui suit, le cas où la résolution de la détection limite la mesure de τc, et/ou σ−1

ω , i.e. :
σh � στ , est considéré en priorité.
Au chapitre 2, la sensibilité accrue de g(3/2), relativement à g(2), à la présence d’une partie
cohérente dans le champ ricien incident avait déjà été exhibée, (2.28) et (2.27). Par rapport à
la valeur de 2 attendue pour s � 1 (composante cohérente du champ ricien négligeable devant
sa composante Rayleigh), l’effet d’une partie cohérente dans le champ incident sur la valeur en
τ = 0 est 1 + s fois plus fort sur g(3/2)(0) que sur g(2)(0). Cette sensibilité est conjointe avec un
meilleur RSB lorsque la résolution de la détection limite la mesure. En effet, le rapport du RSB
de g(3/2) sur celui de g(3/2)

Ri , voir table 3.1,

RSB
{
g(3/2)(0)

}
RSB

{
g

(2)
Ri (0)

} = 1√
1 + s

·
ε12(0)− 1

1 + s

ε22(0)− 1
(1 + s)2

, (3.62)

est toujours supérieur à un lorsque σh � στ , le résultat (3.62) est tracé figure (3.6).
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Figure 3.6 – Graphe du rapport du RSB en τ = 0 de la mesure de g(3/2) sur celui de la mesure
de g(2)

Ri , pour estimation continue de la corrélation, et lorsque la résolution temporelle de h limite
la mesure, i.e. σh ∼ f−1

i � στ ∼
√
τ2
c + σ−2

ω .

Pour s < 1, i.e. : νβ > ν0 (la composante cohérente du champ ricien est plus intense que sa
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composante Rayleigh), le gain en terme de RSB est compris entre 1 et '
√

2, en fonction du
rapport σh/στ , ce qui réduit au mieux de moitié la durée d’observation T0 pour un RSB donné.
Le cas s > 1 correspond au cas où la partie cohérente du champ est moins intense que la partie
chaotique. Dans ce cas les gains en RSB sont plus significatifs, et la durée d’observation pour
un même RSB est au moins réduite de moitié.
Exemple. Pour νβ = 3ν0 ⇔ s = 1/3, mesurer g(3/2) au lieu de g(2), quand σh � στ , donne un
gain de 1.16 en terme de RSB, soit un gain de 1.35 en terme de durée d’observation. Il faut
combiner cela au fait que la valeur en τ = 0 pour g(3/2) s’écarte plus de 2 : pour s = 1/3,
g(3/2)(0) = 1.25 tandis que g(2)(0) = 1.44. La présence de la composante cohérente est plus
rapidement et plus clairement quantifiée en mesurant g(3/2).
Remarque. Du fait des deux contributions de signes opposés dans le RSB de la mesure de g(2)

Ri ,
ce RSB peut s’annuler. De même pour le RSB de g(3/2), mais la valeur de s qui l’annule n’est
pas la même que celle qui annule le RSB de la mesure de g(2)

Ri . Le rapport des RSB présente donc
une singularité, pour une combinaison de σh, στ , ν0, νβ qui annule le RSB de la mesure de g(2)

Ri
mais pas celui de la mesure de g(3/2). Cette singularité explique le comportement de la courbe
en bleu du graphe de droite de la figure 3.6. Cette singularité est due au fait de considérer un
rapport de RSB, et ce rapport de RSB n’a aucune signification physique. De plus, il est rappelé
que l’observateur ne maîtrise ni νβ, ni ν0, ni στ .
Lorsque la détection ne limite pas la mesure, i.e. : σh � στ , le RSB de la mesure de g(2) est
meilleur de plus d’un facteur 2, et plus s diminue plus cet avantage se confirme.
Conclusion. Lorsque la résolution temporelle de la détection limite la mesure de de τc, et/ou
σ−1
ω , i.e. : σh � στ , l’observateur a tout intérêt à mesurer g(3/2) plutôt que g(2)

Ri pour quantifier
le poids de la composante cohérente dans le champ ricien incident.

Impact de l’héterodynage

Cette sous-partie s’occupe de répondre aux questions Q1 et Q2 posées dans l’introduction, en
sous-partie I..3. L’observateur est supposé avoir la possibilité de superposer au champ Rayleigh
incident, un champ cohérent dont il maîtrise l’intensité, et donc νβ. C’est ce qui est appelé
l’héterodynage.
L’analyse cherche à déterminer s’il y a un intérêt en terme de RSB à opérer de la sorte dans la
mesure de g(2)

Ra . L’analyse examine aussi si la mesure de g(3/2)
a possède un meilleur RSB que la

mesure de g(2)
Ra .

Sur le choix de mesurer g(3/2)
a à la place de mesurer g(2)

Ra .
Le rapport des RSB s’écrit

RSB
{
g

(3/2)
a (0)

}
RSB

{
g

(2)
Ra(0)

} = 1√
1 + s

· ε12(0)
ε22(0) . (3.63)

Lorsque σh limite la mesure (i.e. στ � σh), il est possible d’obtenir un gain proche de
√

2 sur le
RSB grâce à l’hétérodynage. La figure 3.7 présente les graphes de (3.63). Lorsque σh ne limite
pas la mesure, il n’y a pas de gain à espérer, au mieux les RSB sont identiques (voir courbe en
trait plein bleu de la figure 3.7).
Exemple. Pour ν0 = 500kcps (5.105photo-événements par seconde ≡ Hz), qui est l’ordre de
grandeur mesuré lors de la campagne expérimentale présentée dans [147], νβ = 10ν0 est encore
acceptable pour la limite ν0 � fi ∼ 10GHz. Ce paramétrage permet d’atteindre un gain de
1.35 en terme de RSB, soit un gain de 1.82 en terme de durée d’observation, pour σh ∼ 10ns et
στ ∼ 1ps.
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Figure 3.7 – Graphe du rapport du RSB en τ = 0 de la mesure de g(3/2)
a sur celui de la mesure

de g(2)
Ra , pour estimation continue de la corrélation, et lorsque la résolution temporelle de h limite

la mesure σh � στ , lorsque σh ∼ στ , et lorsque h ne limite pas la mesure σh � στ . Le curseur
en pointillé indique un paramétrage de νβ dix fois plus grand que ν0.

Sur la mesure de g(2)
Ri,a à la place de mesurer g(2)

Ra .
Le rapport des RSB s’écrit

RSB
{
g

(2)
Ri,a(0)

}
RSB

{
g

(2)
Ra(0)

} = s

1 + s
·

2
s
ε12(0) + ε22(0)

ε22(0) . (3.64)

Que h limite ou non la mesure de στ , que s soit plus grand ou plus petit que 1, (3.64) est toujours
supérieur à un, le graphe est représenté figure 3.8 pour νβ > ν0 et pour νβ < ν0. En fonction
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Figure 3.8 – Graphe du rapport du RSB en τ = 0 de la mesure de g(2)
Ri,a sur celui de la mesure

de g(2)
Ra , pour estimation continue de la corrélation, lorsque la résolution temporelle de h limite

la mesure σh � στ , lorsque σh ∼ στ , et lorsque h ne limite pas la mesure σh � στ . Le curseur
en pointillé indique un paramétrage de νβ dix fois plus grand que ν0

de l’intensité du champ Rayleigh incident, les gains en terme de RSB sont très disparates (mais
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toujours plus grand que un). Ils sont d’autant plus importants que σh � στ .
Exemple. Pour ν0 = 500kcps, νβ = 10ν0 est encore acceptable pour la limite ν0 � fi ∼ 10GHz.
Ce paramétrage permet d’atteindre un gain de 2,66 en terme de RSB, soit un gain de 7,08 en
terme de durée d’observation, pour σh ∼ 10ns et στ ∼ 1ps.

Conclusion. L’héterodynage permet de gagner dans tous les cas, et ce de manière particu-
lièrement significative lorsque la réponse temporelle de la détection limite la mesure du temps
de cohérence présent dans g(1).
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V..3 Conclusions

Les calculs des rapports signal sur bruit menés dans ce chapitre concernent deux méthodes
d’estimation de la corrélation, et semblent être originaux concernant la mesure de g(3/2) pour un
champ ricien ou Rayleigh. Pour la mesure de g(2) les expressions du RSB pour un champ ricien
avec la méthode d’estimation continue, et des RSB pour un champ Rayleigh ou ricien avec la
méthode conditionnelle, semblent également être originaux. La méthode utilisée pour calculer
la variance de l’estimateur continu de la corrélation est différente de celle utilisée par HBT dans
l’article pionnier de [44], et permet de considérer le cas ν � fi.
Dans le cas où la réponse temporelle de la détection limite la mesure, c’est à dire que f−1

i est
supérieur aux temps caractéristiques présents dans le module de g(1), à savoir τc donné par
(1.58) et σ−1

ω donné par (2.1), l’observateur a tout intérêt à mesurer g(3/2) plutôt que g(2)
Ri . En

effet, la mesure de g(3/2) est plus sensible au poids de la composante cohérente dans le champ
ricien incident (fait remarqué au chapitre 2), et offre un meilleur rapport signal sur bruit.

La fonction g(3/2) fait intervenir le module de g(1) et non son carré comme g(2), propriété déjà
remarquée au chapitre 2. Par conséquent, pour une limitation de la résolution temporelle donnée,
imposée par la convolution avec la réponse impulsionnelle h de constante de temps f−1

i , la mesure
de g(3/2) permet, par rapport à la mesure de g(2), d’accéder à des τc deux fois plus petits et
des σω racine de deux fois plus grands. La capture d’un τc (1.58) deux fois plus petit, permet
pour une masse m0 donnée, l’accès à des températures T quatre fois plus élevées, ou, pour une
température T donnée, l’accès à des masses m0 quatre fois plus petites. La capture d’un σω (2.1)
racine de deux fois plus grand permet, pour une température T donnée, l’accès à des masses m
deux fois plus petites, et pour une masse m donnée, l’accès à des températures T deux fois plus
élevées. La finalité de mesurer les temps caractéristiques apparaissant dans g(1), justifie donc la
mesure de g(3/2)

a plutôt que la mesure de g(2)
Ra , d’autant plus que le rapport signal sur bruit est

légèrement meilleur lorsque f−1
i limite la mesure.

L’héterodynage permet de gagner dans tous les cas, et ce de manière particulièrement significa-
tive lorsque la réponse temporelle de la détection limite la mesure. Notamment, mesurer g(2)

Ri,a

à la place de g(2)
Ra , pour un champ Rayleigh incident engendrant une densité ν0 typique de la

dernière campagne de mesure [147], apporte un gain d’au moins 7 sur le temps d’observation.
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C’est ce qu’on pourrait appeler du
petit-nègre allemand :
Demain, pas travailler,
Machine kapoutt !
Toujours, toujours dormir !
Dormir, extra bon !
Jusqu’après dimanche, au revoir,
Au revoir, au revoir.
Travailler, pas comprendre !
Travailler, pas comprendre !
Moi, je suis en plein Michel Strogoff.

Les Russkoffs, Cavanna.

I. Introduction

Ce chapitre est le premier chapitre expérimental. L’interprétation des mesures repose sur les
éléments théoriques développés dans la partie I “Fondements”. Quelques notions sur le transfert
radiatif peuvent aider à la lecture de l’annexe D associée à la partie IV..
Le mot anglais technique fit (ajustement, en français) est conservé, comme il est souvent toléré
de le faire dans ce contexte technique.
L’appellation “densité” de photo-électrons ou photo-événements du chapitre 2 est conservée, et
sa notation est toujours ν.
Les fits des données expérimentales sont effectués avec la méthode des moindres carrés, sauf
mention contraire.
Dans ce chapitre, et uniquement pour des raisons de mises en évidence expérimentales, les
fonctions de corrélation sont également considérées pour τ < 0. Il suffit de remplacer τ par sa
valeur absolue dans les expressions utilisées dans les chapitres précédents.

I..1 Objectifs

Un premier objectif est de déterminer expérimentalement la réponse impusionnelle Rδ (aussi
appelée réponse temporelle) du corrélomètre développé. Les éléments constituant ce corrélomètre
sont détaillés dans la sous-partie I..2 suivante. Cette réponse temporelle est étudiée paramétri-
quement en fonction de l’intensité, des composants (détecteurs, connecteurs, paramètres intrin-
sèques du corrélateur). La connaissance de Rδ permet de rendre la mesure de g(2) quantitative.
Vient ensuite, le rapport d’une campagne de mesure sur l’étoile P Cygni (HD 193237, HR 7763,
HIP 100044), abrégée “P Cyg” dans ce qui suit.
Premièrement, la campagne de mesure souhaite caractériser la nature de la raie d’émission de
la transition H-alpha avec la mesure de g(2), dans le contexte de la problématique P1. A priori,
cette raie d’émission est de nature chaotique Rayleigh mais elle possède de nombreuses caracté-
ristiques spectrales similaires aux raies d’émission suspectées d’être de nature cohérente. Ensuite,
si la nature chaotique Rayleigh est avérée, proposer une estimation du temps de cohérence de la
raie, dans une perspective spectroscopiste [69, 68, 61]. Enfin, d’un point de vue technique, cette
campagne expérimentale dévoile la faisabilité de la mesure de g(2), avec l’instrument développé,
en condition d’observation astronomique.
Deuxièmement, la campagne de mesure veut démontrer qu’un corrélomètre stellaire peut déduire
des informations géométriques sur la cible avec des télescopes très modestes, de la classe des
1 mètre.
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Figure 4.1 – Schéma de principe du corrélomètre stellaire, permettant une mesure de g(2)(τ).

I..2 Présentation de l’instrument

La fiche technique de l’instrument développé est placée en annexe C afin de ne pas alourdir
de détails cette sous-partie. La figure 4.1 donne le principe de l’instrument dans le cadre d’une
mesure de g(2)(τ) sur cible stellaire. Dans le contexte d’une mesure de g(2)(ρ, τ) il suffit de ra-
jouter un télescope, et d’associer un seul module photo-compteur par télescope, voir figure 5 de
l’Introduction. Les sorties des photo-compteurs convergent ensuite vers le corrélateur digital. Le
corrélateur digital est composé d’un convertisseur temps digital qui crée des photo-événements
(date les impulsions générées par les photo-compteurs), et d’un ordinateur qui effectue le calcul
de l’histogramme des coïncidences de photo-événements. La figure 4.2 présente le montage réa-
lisé en laboratoire pour effectuer les tests et réglages.

Un module optique permet d’injecter la lumière stellaire concentrée par le télescope dans une
fibre multimode (dont le coeur est en silice, les détails techniques sont indiqués en annexe C). Ce
module optique est détaillé figure 4.3 et 4.2. Il permet également de sélectionner une polarisation
(linéaire) et d’effectuer un filtrage spectral. Il assure aussi une voie de sortie vers une caméra
de guidage, essentielle à l’observateur lors d’une mesure en conditions réelles. Le réglage de l’in-
jection de la lumière, via la lentille de chambre, dans la fibre en sortie du module est effectué
en laboratoire grâce à un télescope artificiel, le schéma est présenté figure 4.2. Le paragraphe
suivant détaille le protocole suivi pour ce réglage.
La première étape est de positionner la lentille de chambre (convergente) de sorte que son foyer
corresponde avec l’entrée de la fibre. Le réglage est effectué par auto-collimation en injectant de
la lumière dans le sens de propagation inverse. Ensuite, il faut s’assurer du positionnement de
la lentille collimatrice (divergente), tel que le faisceau de lumière soit collimaté en traversant le
filtre et l’élément polariseur. Là encore, le réglage est effectué par auto-collimation en injectant
de la lumière dans le sens de propagation inverse. Remarque. Les lentilles sont disposées dans
des supports qui se translatent en se vissant/dévissant le long de l’axe de révolution de cylindres.
Ces cylindres ont le même axe de révolution. L’axe optique est donc géométriquement l’axe des
cylindres. Le télescope artificiel est composé d’un collimateur (relié à la source de laboratoire)
placé sur un support qui permet de le translater dans le plan perpendiculaire à l’axe optique.
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Figure 4.2 – Schéma du montage télescope artificiel-module optique réalisé et réglé en labo-
ratoire. La partie du montage concernant la caméra de guidage, voir la figure 4.3, n’est pas
représentée ici afin de ne pas alourdir le schéma.

Vient ensuite une lentille focalisatrice (convergente) disposée dans un support qui se translate
en se vissant/dévissant le long de l’axe de révolution d’un cylindre. Ce cylindre est géométri-
quement fixé au module de sorte que son axe de révolution corresponde à l’axe optique. Le
télescope artificiel possède donc, comme un télescope réel, trois degrés de liberté ; deux dans
le plan perpendiculaire à l’axe optique, et un le long de l’axe optique, permettant de régler
la focalisation. Le réglage de la focalisation s’effectue de sorte à confondre le foyer objet de la
lentille collimatrice avec le foyer image de la lentille focalisatrice. Les réglages sont affinés en
maximisant la densité de photo-événements ν obtenue sur la détection. Le réglage de la position
du capteur de la caméra image est ensuite effectué, de sorte que l’injection optimale corresponde
à une position plutôt centrée sur l’image de la caméra.

En sortie du module, le coupleur fibré, équilibré (en bonne approximation), crée deux voies
de détection (les modules photo-compteurs disposent d’une connexion fibrée). Cette astuce per-
met de contourner la limitation en résolution temporelle due au temps mort de la détection
(caractéristique des modules photo-compteurs, environ 24ns [146]).
Les modules photo-compteurs sont disposés dans des boîtes métalliques spécifiquement conçues
pour les isoler des perturbations électromagnétiques, et leurs alimentations sont distinctes.
Chaque détecteur est ainsi, dans une bonne approximation, indépendant de l’autre. Leurs si-
gnaux de sorties (tensions) sont directement envoyés vers le convertisseur temps-digital via des
câbles coaxiaux, dont l’un dispose d’un second blindage externe, afin de garantir l’isolation élec-
tromagnétique, et d’éviter les potentielles interactions d’une voie de détection avec l’autre. Les
longueurs des voies de détection (en terme de fibres multimodes et de câbles coaxiaux) ne sont
pas identiques. Un déséquilibre permet de déplacer l’origine des temps τ de la valeur nulle, vers
une valeur différente. Le corrélateur digital présente en effet une singularité dans sa mesure de
g(2) autour du délais de valeur nulle et autour de quelques dates correspondantes aux durées de
propagation, au sein des fibres, de réflexions internes (dues aux interfaces fibrées). La longueur
des câbles coaxiaux doit être choisie pour déplacer l’origine du délai nul, loin des dates où il y
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Figure 4.3 – Vue éclatée du module optique couplé au télescope, courtoisie de Jean-Pierre
Rivet.

a un excès de corrélations dû aux réflexions parasites sur les interfaces des fibres multimodes.
Remarque. Ces réflexions parasites peuvent être atténuées avec des fibres avec un connecteur
“APC”, acronyme en anglais pour “Angled Physical Contact”.
Le corrélateur digital mesure en temps réel un histogramme des coïncidences de photo-événements
avec une résolution minimale possible de 10ps, pour une fenêtre temporelle de largeur variable.
La durée de cette fenêtre temporelle a été fixée à 600ns, la largeur possible dépend de la résolu-
tion choisie, de la puissance de calcul de l’ordinateur relié au convertisseur temps-digital, et du
taux de transfert de données possible entre ce convertisseur et cet ordinateur. Cet histogramme
correspond à la mesure de g(2)(τ). La différence de délai opto-électronique est calculable grâce
à la mesure des longueurs de câbles coaxiaux et des fibres mutlimodes, et des vitesses de groupe
de leurs milieux. La date correspondant à un délai nul physiquement est calculée sans difficultés
et de manière suffisamment précise pour retrouver la zone d’intérêt dans la mesure de g(2)(τ).

I..3 Organisation du chapitre

La partie II. s’organise en deux sous-parties. La première sous-partie II..2 caractérise la ré-
ponse impulsionnelle globale Rδ du corrélomètre. L’étude analyse l’influence de l’intensité inci-
dente sur la largeur caractéristique de Rδ. La principale cause est la différence du comportement
des modules photo-compteurs à basse intensité et à forte intensité. La deuxième sous-partie
II..3 quantifie l’influence de chaque composant sur la réponse impulsionnelle globale. L’étude se
concentre sur l’influence de la longueur des connecteurs électroniques, et le seuil de datation,
d’une impulsion générée par un module photo-compteur, du convertisseur temps-digital.
La troisième partie aborde l’exploitation des mesures. Connaissant Rδ, et la fonction g(2) théo-
rique, quelles sont les caractéristiques de la fonction g(2) ∗ Rδ mesurée ? Cette partie identifie la
figure de mérite du fit des données expérimentales la plus robuste, c’est à dire la figure de mérite
du fit la moins fluctuante mesure à mesure dans des conditions expérimentales identiques. Le
cas où Rδ limite la mesure, qui est le cas rencontré dans la campagne de mesures astrophysiques
présentée partie IV., est également analysé en détail.
La partie IV. présente les résultats de la campagne de mesure sur la raie d’émission Hα de
l’étoile P Cygni, qui ont donné lieu à la publication [147]. Une première sous-partie I., reléguée
à l’annexe D, présente quelques éléments sur P Cyg, sa variabilité et la forme du profil de sa



124 Caractérisations et Mesures

raie Hα. Cette sous-partie permet de justifier la pertinence de la mesure sur l’échelle de temps
de la campagne d’observation. Les deux sous-parties suivantes IV..2 et IV..3, présentent respec-
tivement les résultats de la mesure de g(2)(τ) (un télescope) et ceux de la mesure de g(2)(τ, ρ)
(deux télescopes).

II. Caractérisation de la réponse temporelle
Le montage considéré par défaut est celui présenté en sous-partie I..2, figure 4.1 et dont les

détails sont donnés en annexe C, sauf mention contraire. Le module optique n’est plus couplé
au télescope mais à une source de laboratoire selon le schéma de la figure 4.2.

II..1 Définitions et indications

La caractérisation temporelle s’est faite pour deux régimes de densité ν de photo-événements :
1 ≤ ν ≤ 18Mcps (moyenne à forte) et ν ≤ 1Mcps. La caractérisation dans ces deux régimes n’a
pas pu se faire avec la même source impulsionnelle : un laser femto-seconde (voir détails dans
la prochaine sous-partie) pour le régime de ν moyenne à forte, et une diode laser impulsionnelle
(voir détails dans la prochaine sous-partie) pour le régime de ν faible. Remarque. Le filtre Hα
(centré sur 653,6nm, de distribution spectrique rectangulaire de largeur 1nm) a été enlevé car
il ne correspondait pas aux longueurs d’ondes disponibles. Les longueurs d’ondes utilisées (voir
détails dans la prochaine sous-partie) restent relativement proches de 653,6nm.
La source (un laser femtoseconde ou une diode laser impulsionnelle) délivre des impulsions
d’intensité Fpδ(t−kT ), avec une période T , de largeur temporelle non résolue par le corrélomètre.
Dans les deux cas tout se passe donc comme si le corrélomètre était soumis à une intensité de
type peigne de Dirac

I(t) = Fp
∑
k

δ(t− kT ).

Pour une telle intensité, l’auto-corrélation attendue est également un peigne de Dirac

∀τ ≥ 0,Rδ(τ) ≡ g(2)(τ) = 〈I(t)I(t+ τ)〉
〈I(t)〉2 ∝

∑
k

δ(τ − kT ). (4.1)

La mesure de g(2) (4.1) correspond directement à Rδ.

II..2 Influence de l’intensité incidente

Régime de ν moyen à fort

La source utilisée est un laser femtoseconde cadencé à 80MHz. Les impulsions sont de l’ordre
de quelques dizaines de femtosecondes, de longueur d’onde 662nm (relativement proche de la
longueur d’onde Hα qui est de 656,3nm, l’efficacité de détection est identique pour ces deux
longueurs d’ondes). La puissance du laser femtoseconde est scannée sur une dizaine de points
pour des densités ν de photo-événements entre 1Mcps et 18Mcps, quitte à placer une densité
optique. La figure 4.4 dévoile la forme de la réponse impulsionnelle Rδ autour de la date qui
correspond physiquement à un délai nul, c’est à dire au multiple k = 1 de T . Pour des ν
standards (entre 1 et 7Mcps), la fonction Rδ est en très bonne approximation gaussienne : fit
avec un SSE (“the Sum of Squares due to Error”, plus la valeur de cette somme est faible plus le
fit est pertinent pour la prédiction) de 0,0005 et un R-square (indique dans quelle proportion le
modèle de fit explique la variabilité des données, une valeur de 1 indique que le modèle explique
en totalité la variation des données) de 0,9995. Pour ν ≥ 8Mcps, la forme est un profil de
Voigt avec une composante lorentzienne de faible largeur devant la largeur de la composante
gaussienne.
A chaque point de puissance du laser femtoseconde, correspond un ν, et un écart-type σ de Rδ.
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Figure 4.4 – Réponse impulsionnelle globale Rδ, divisée par sa valeur en zéro 1/σ(ν)
√

2π
(pour des raisons de présentation), mesurée pour différentes densités de photo-événements ν,
de 0,99Mcps à 17,5Mcps, autour de la date qui correspond physiquement à un délai nul. La
réponse Rδ idéale est représentée par la flèche rouge (distribution de Dirac). Les trois courbes
avec les largeurs les plus grandes, qui se distinguent clairement, correspondent à des ν ≥ 8Mcps,
pour lesquels Rδ est un profil de Voigt avec une composante lorentzienne de faible largeur devant
la largeur de la composante gaussienne.

Le temps d’acquisition est de quelques minutes par point (le RSB est très grand devant 1). La
mesure de g(2) obtenue est corrigée d’une mesure obtenue, au même ν, avec une source de temps
de cohérence nul pour la résolution de l’instrument. Cela permet de corriger les corrélations
parasites dues à des biais instrumentaux. L’écart-type σ de Rδ est déduit précisément par un fit
utilisant la méthode des moindres carrés (basé sur un algorithme de type ‘Trust-Region’). La
figure 4.5 donne l’évolution de la largeur à mi-hauteur 2σ

√
2 ln (2) de Rδ avec ν. La loi empirique

trouvée pour la réponse impulsionnelle globale du corrélomètre est ainsi

∀ν ∈ [0.99, 17.5]Mcps, Rδ(τ, ν) = 1
σ(ν)
√

2π
exp

(
− τ2

2σ2(ν)

)
, (4.2)

où l’écart-type σ(ν) est la fonction

σ(ν) = 1
2
√

2 ln (2)
(0, 9500. exp (−0, 9835.ν) + 1, 196. exp (0, 03633.ν)) , (4.3)

avec ν en Mcps et σ(ν) donnée en ns.

Régime de faible ν

La cadence du laser femtoseconde est de 80MHz, ce qui correspond à une période de T =
12.5ns. Avec le coupleur fibré équilibré (en principe, et en pratique c’est une bonne approximation
à 2% près autour de 660nm), une voie de détection est soumise (probabilistiquement) à une
cadence d’impulsion de période de l’ordre du temps mort de détection (d’environ 24ns). Pour
étudier le comportement de Rδ en régime de basse intensité, il faut que les photo-événements
soient rares relativement au temps mort de la détection. Il ne faut donc pas seulement atténuer la
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Figure 4.5 – Evolution de la largeur à mi-hauteur 2σ
√

2 ln (2) de la réponse impulsionnelle avec
la densité de photo-événements. Les points en bleu représentent les données expérimentales avec
leurs barres d’erreur (résultat de l’écart-type du fit gaussien sur la fonction g(2)(τ) mesurée).
Le modèle déduit par fit (méthode des moindres carrés, algorithme type ‘Trust-Region’) est une
somme de deux exponentielles. Les paramètres sont : a = 0, 9500; b = −0, 9835; c = 1, 196; d =
0, 03633. Les résultats du fit sont très bons : SSE= 0, 0031 ; le modèle est approprié pour la
prédiction, R-square= 0, 9947 ; le modèle explique 99,5% des variations observées.

puissance de la source impulsionnelle, il faut aussi changer sa cadence pour que la période T soit
plus grande que le temps mort de la détection. Cela n’était pas possible avec le laser femtoseconde
utilisé, et il a fallut changer de source. La source utilisée pour ce faire a été une Diode Laser
Impulsionnelle (DLI). Les impulsions délivrées s’étalent sur une durée comprise entre 33 et 35ps,
qui reste donc suffisamment faible pour être considérée comme une distribution de Dirac pour
la résolution du corrélomètre. La longueur d’onde est 778nm, et le comportement des modules
photo-compteurs est sensiblement le même qu’à la longueur d’onde de 660nm ou Hα (environ
69% à 656.3nm et à 660nm d’efficacité de détection, contre 65% à 778nm).
La première étape est de vérifier l’absence de dispersion temporelle qui serait induite par les
fibres multimodes. En particulier par la longue fibre (20m) reliant la sortie du module optique à
l’entrée du coupleur fibré qui crée les deux voies de détections. La longueur de 20m est imposée
par la disposition des salles du bâtiment abritant les télescopes. Cette précaution est davantage
nécessaire qu’avec le laser femtoseconde, car les impulsions ont cette fois une durée de l’ordre de
quelques picosecondes, donc plus proche de la résolution temporelle de l’instrument (de quelques
centaines de picosecondes). La largeur temporelle des impulsions mesurée en entrée du coupleur
(avec un oscilloscope moderne) , après les vingt mètres de fibre multimode, est toujours comprise
entre 33 et 35ps.
Ensuite les points de mesure pour les différents ν sont obtenus en faisant varier la cadence de la
DLI, et/ou en atténuant à l’aide de densité(s) optique(s). En fonction de la valeur de ν plusieurs
heures d’acquisitions sont nécessaires par point de mesure afin d’avoir un RSB correct (i.e. : ≥
5). Les densités optiques sont placées en amont du module optique. De même qu’à plus fort ν,
pour chaque ν une mesure de g(2) avec une source de temps de cohérence nul pour la résolution
temporelle de l’instrument (une lampe à filament) est réalisée. Lorsque ν est proche de la densité
de photo-événements obtenue dans le noir total, la mesure de g(2) est corrigée de celle obtenue
dans le noir total. Les corrélations parasites sont ainsi corrigées avant de réaliser le fit de Rδ. La
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figure 4.6 donne un exemple de Rδ obtenue.
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Figure 4.6 – Exemple de réponse impulsionnelle non normalisée mesurée dans le régime de très
basse intensité pour un RSB de 25. Les impulsions de la DLI sont espacées de 100ns (environ 10
fois le temps mort de la détection) et attenuée de sorte que ν = 360cps (au moins trois fois le ν
obtenu dans le noir total). Le fit gaussien est très bon : SSE de 0,009 et un R-square de 0,992.

En bonne approximation Rδ est une gaussienne, le fit gaussien est réalisé avec la même méthode
qu’à plus fort ν, et ses résultats sont très bons : typiquement un SSE de 0,009 et un R-square de
0,992. Pour chaque ν un écart-type σ du fit gaussien de Rδ est obtenu. Il n’y a pas de tendance
particulière relevée pour l’évolution de σ en fonction de ν. L’évolution de σ en fonction de ν
fluctue autour d’une valeur moyenne 756±39ps. L’incertitude du fit est au maximum de quelques
picosecondes, 9ps au maximum. L’incertitude statistique de la série de mesure est de 39ps. Ces
deux incertitudes sont indépendantes. L’incertitude finale retenue sur la mesure de σ est donc
de
√

392 + 92 = 40ps :
∀ν ∈ [0, 1]Mcps, σ(ν) = 756± 40ps. (4.4)

L’incertitude sur ν est au plus de 3,85% de sa valeur, de même qu’à plus fort ν (figure 4.5). Le
résultat de σ pour le dernier point de mesure où ν =1,3249Mcps est consistant avec celui de la
figure 4.5 aux barres d’erreurs près.

Analyse supplémentaire

Enfin, une analyse supplémentaire a été menée pour déterminer le comportement de la ré-
ponse impulsionnelle en fonction de l’énergie présente dans les impulsions. Une même densité
ν (grandeur moyenne par définition) peut correspondre à une faible cadence avec une énergie
importante par impulsion, mais également à une cadence dix fois plus forte avec une énergie
dix fois plus faible par impulsion. La réponse impulsionnelle Rδ doit en principe dépendre de ν
uniquement, bien sûr pour la gamme d’acceptance énergétique des détecteurs. Cette étude est
donc une vérification qui permet de valider le résultat (4.4) tiré des données présentées figure
4.7.
Pour réaliser cette étude il faut établir l’évolution de l’écart-type σ de Rδ avec l’énergie d’une
impulsion, ou le nombre de photons présent en moyenne dans une impulsion, noté npp, arrivant
sur une voie de détection. Pour mesurer npp, une façon de faire est de mesurer la puissance des
impulsions PT pour une cadence 1/T donnée (ou mesurée), à l’aide d’un bolomètre par exemple,
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Figure 4.7 – Écart-type de la réponse impulsionnelle à basse intensité en fonction de ν. L’échelle
des abscisses est logarithmique. L’écart-type σ est déduit d’un fit gaussien (avec la même mé-
thode que pour la figure 4.5) sur la fonction g(2) mesurée.

et d’en déduire npp avec la connaissance de la longueur d’onde λp = 2πcg/ωp, où cg est la vitesse
de groupe des impulsions dans les fibres multimodes en silice.

npp = α
PTT

~ωp
, (4.5)

où α est le coefficient d’atténuation qui prend en compte le facteur 2 dû au coupleur fibré.
Une densité de photo-événements ν peut correspondre à plusieurs couples (npp, 1/T ). Un couple
(npp, 1/T ) est obtenu en faisant varier 1/T et l’atténuation α. Les atténuations α possibles
sont bien sûr fixées par le jeu de densités optiques disponible. Le protocole expérimental est le
suivant : pour une atténuation α donnée (mesurée dans un premier temps), et pour une cadence
1/T donnée les mesures de PT et g(2) sont effectuées. La mesure de PT s’effectue au bolomètre
quand cela est possible, sinon elle est déduite de la mesure des différentes atténuations α, et de
la caractérisation puissance-fréquence de la DLI réalisée au préalable. La mesure de g(2) avec
un RSB suffisant (i.e. ≥ 5) peut prendre quelques dizaines de minutes comme plusieurs heures
en fonction de l’atténuation α en jeu. La fonction g(2) = Rδ obtenue est ensuite corrigée des
corrélations parasites, et le fit gaussien est effectué pour déduire σ (écart-type de Rδ). Pour
un α donné, la mesure de g(2) est effectuée pour 5 cadences : 1kHz, 10kHz, 100kHz, 1MHz,
10MHz (qui donnent toutes une période T entre les impulsions plus grandes que le temps mort
de la détection). La figure 4.8 présente les résultats. La barre d’erreur verticale est donnée par
(4.4), soit ±40ps. Quelque soit la cadence, l’incertitude sur la cadence est tout à fait négligeable
devant celle de la mesure de PT . La barre d’erreur horizontale est donc principalement due
à la mesure de la puissance PT . Le bolomètre à disposition était optimal pour une mesure de
puissance entre 1 et 500µW. A faible puissance (∼ 0, 100µW) et à forte puissance (∼ 900µW), les
incertitudes sont plus grandes qu’en régime de mesure nominal. L’incertitude maximale retenue
horizontalement est 8% de la valeur npp. Aux barres d’incertitudes près, l’écart-type σ de Rδ
correspondant à un ν = nppe(λp)/T , où e(λp) est l’efficacité de détection à la longueur d’onde
λp, est identique pour les différents couples (npp, 1/T ) qui correspondent à ce ν. Conclusion : le
résultat (4.4) est bien validé.
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Figure 4.8 – Evolution de l’écart-type de Rδ en fonction de l’énergie présente dans les im-
pulsions. L’échelle des abscisses est logarithmique. Pour un ν donné correspondant à plusieurs
couples (npp, 1/T ) l’écart-type σ ne change pas, aux barres d’erreur près (non représentées,
verticalement : ±40ps, horizontalement ±8% de npp). Exemple. Le ν correspondant à une ca-
dence de 100kHz avec 3, 5.104 photons par impulsions, correspond aussi à une cadence de 1MHz
avec 3, 5.103 photons par impulsions, et l’écart-type σ est bien le même pour ces deux couples
(npp, 1/T ) correspondant à ce ν.

II..3 Influence des composants

La section précédente donne l’écart-type σ de la réponse Rδ, qui est la réponse impulsion-
nelle globale du corrélomètre. Afin d’identifier les contributions des différents composants du
corrélomètre dans cet écart-type, quelques études supplémentaires sont résumées ci-après.
La réponse Rδ du corrélomètre à une cadence d’impulsions (picosecondes ou moins) est, dans
le cas d’un instrument parfait, un peigne Dirac (4.1) de paramètre la période T de la cadence
des impulsions. Dans la réalité, voir figure 4.4, autour d’un instant de date de multiple kT la
réponse impulsionnelle Rδ est une gaussienne (4.2) de variance σ2, qui évolue en fonction de ν.
Cependant, une question demeure : pour un ν donné, cette variance est-elle identique à tous les
instants de date de multiple kT ? Cette question permet de déterminer s’il y a une limitation
sur la fenêtre temporelle pour laquelle l’histogramme des coïncidences entre photo-événements
est calculé. Si le comportement du corrélateur digital varie significativement (relativement à la
valeur moyenne de l’écart-type de σ) entre des τ grands et des τ petits, il faut alors paramé-
trer les chemins opto-électroniques des deux voies de détection, et donc la longueur des câbles
coaxiaux et des fibres multimodes, pour translater l’origine physique τ = 0 dans la plage de
plus faible σ (vers les τ grands ou vers les τ petits). Cette question se pose dans un contexte
astrophysique car la longueur des câbles et des fibres est contrainte par la distance entre les
télescopes, et la disposition du bâtiment. Les longueurs de câbles coaxiaux nécessaires peuvent
atteindre plusieurs dizaine de mètres (33m en l’occurrence, voir annexe C). La figure 4.9 donne
les résultats de la largeur à mi-hauteur 2σ

√
2 ln (2) résultant du fit gaussien de Rδ pour tous

les multiples kT sur une fenêtre de 600ns, avec une résolution minimale de 10ps, pour un ν
autour de 3Mcps. L’origine physique τ = 0 se situe autour de la date de 203ns. L’étude à été
répétée pour plusieurs ν entre 100kcps et 8Mcps, et aucune tendance particulière n’est à si-
gnaler, quelque soit ν. L’incertitude du fit (entre 9 et 15ps) quant à σ est plus importante que
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Figure 4.9 – Evolution de la largeur à mi-hauteur 2σ
√

2 ln (2) résultant du fit gaussien de Rδ
en fonction des multiples kT pour ν = 3.1742Mcps. Il n’y a aucune tendance, et l’écart-type de
cette série de mesure est de 7ps, inférieur à l’incertitude du fit de Rδ.

l’incertitude statistique sur la série de mesure, qui est au plus de 8ps. Conclusion, le calcul de
l’histogramme des coïncidences par le corrélateur digital est homogène sur une fenêtre de 600ns,
avec une résolution minimale de 10ps, quelque soit ν ∈ [0, 8]Mcps.

Le seuil à partir duquel le convertisseur temps-digital transforme une impulsion générée par
un module photo-compteur en un photo-événement est appelé seuil de comptage. Son influence
a été quantifiée pour un ν donné entre 100kcps et 8Mcps. La figure 4.10 dévoile le résultat. Il
n’y a pas d’influence significative relativement à la valeur de σ, l’effet est inférieur à 20ps pour
un même ν, soit moins de 2,6% de σ.

Enfin, l’influence de la longueur des câbles coaxiaux a été mesurée pour un ν donné entre
100kcps et 8Mcps. La figure 4.11 donne le résultat de la comparaison de deux configurations du
corrélomètre impliquant des longueurs de câbles coaxiaux très différentes (d’un facteur 6). Là
encore, l’influence est négligeable relativement à la valeur de σ. La réduction d’un facteur ∼ 6
de la longueur d’un câble coaxial a un effet de réduction de l’ordre de 20ps, soit 2.6% de σ.

Conclusion. La principale contribution dans l’écart-type de la réponse impulsionnelle Rδ vient
donc des modules photo-compteurs.
Le constructeur indique un écart-type de 350ps pour la réponse impulsionnelle d’un module
photo-compteur. L’auto-corrélation d’une réponse impulsionnelle gaussienne avec cet écart-type
donnerait une réponse impulsionnelle gaussienne d’écart-type égal à 495ps, soit 66% de la valeur
trouvée en (4.4). L’ordre de grandeur de la contribution manquante ne peut pas s’expliquer par
les autres composants. L’écart-type de la réponse impulsionnelle d’un module photo-compteur,
au moment de la campagne expérimentale rapportée dans la partie IV., est donc plus élevé que
ce qui est annoncé par le constructeur.
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Figure 4.10 – Influence du seuil de comptage d’un photo-événement du convertisseur temps-
digital, sur l’écart-type σ, pour ν autour de 4Mcps. Les barres d’erreur verticales indiquent
l’incertitude du fit gaussien, les barres d’erreur horizontales indiquent l’écart-type associé à la
valeur moyenne ν.
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Figure 4.11 – Influence de la longueur des câbles coaxiaux sur σ pour ν autour de 3Mcps. Les
barres d’erreur verticales indiquent l’incertitude du fit gaussien, les barres d’erreur horizontales
indiquent l’écart-type associé à la valeur moyenne ν.
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III. Méthode pour l’exploitation des mesures

Cette présente sous-partie s’appuie sur les deux sous-parties précédentes pour déterminer
la forme attendue de la fonction g(2) mesurée avec le corrélomètre de réponse Rδ. Une fois le
modèle de fit identifié, il faut examiner la figure de mérite la plus robuste, afin d’établir une
procédure de mesure rigoureuse.

III..1 Justification du modèle de fit pour la mesure de g(2)

Il faut premièrement justifier le modèle (de fit) attendu pour une mesure de g(2), donné par
table 2.1, avec un corrélomètre de réponse impulsionnelle Rδ, donnée par (4.2).
Par soucis de simplicité le calcul est effectué dans la limite s→ +∞ (champ Rayleigh), mais le
cas où s est fini ne change rien à la conclusion quant au modèle de fit approprié. Dans ce cas,
s→ +∞, il est rappelé que :

∀τ, g(2)(τ) = 1 + exp (−2 |τ | /τc − σ2
ωτ

2), (4.6)

où la constante τc est donnée par (1.60), la constante σω donnée par (2.1), est reliée à σv donnée
par (1.53) via la transformation (2.30), résultant de l’effet Doppler-Fizeau non-relativiste par
rapport à l’observateur.
La convolution de g(2) avec Rδ ne pose pas de difficultés calculatoires particulières, après quelques
manipulations d’intégrales gaussiennes, il vient :

∀τ, g(2) ∗ Rδ[τ ] = 1 + C0 · exp
(
−
(
1−Υ2

) τ2

2σ2

)
·
[
exp

(
Υ2 τ

τc

)
· erfc

(
∆ + Υ τ

σ
√

2

)
+ exp

(
−Υ2 τ

τc

)
· erfc

(
∆−Υ τ

σ
√

2

)]
, (4.7)

où :
— Υ est une constante sans dimension faisant intervenir le rapport ε1 sans dimension

ε1 := 1
σσω

, (4.8)

Υ :=
√

ε21
2 + ε21

=
√

1
1 + 2(σσω)2 , (4.9)

— ∆ est une constante sans dimension faisant intervenir le rapport ε2 sans dimension

ε2 := τc
σ
, (4.10)

∆ := Υ
√

2
ε2

=

σ
√

2
τc√

1 + 2(σσω)2 , (4.11)

— C0 est une constante vis-à-vis de τ , sans dimension, définie par :

C0 := Υ
2 · exp

(
∆2
)
, (4.12)

— où erfc (...) est la fonction d’erreur de Gauss complémentaire :

erfc (X) := 1− erf (X) = 2√
π

� +∞

X
exp (−u2)du.
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Figure 4.12 – Le graphe donne la convolution (4.7) pour quelques valeurs ε1, ε2 ≥ 1, avec
τc = σ−1

ω . La définition choisie pour la constante τcor est donnée par (4.21), c’est la largeur à
mi-hauteur de g(1)(τ) pour le champ considéré.

Deux exemples de graphe de (4.7) sont donnés, un en figure 4.12 et un en figure 4.14. La figure
4.12 donne la représentation graphique pour différentes valeurs de ε1 et ε2, grandes devant 1
(i.e. : l’écart-type σ de Rδ ne limite pas la mesure), et la figure 4.14 pour ε1, ε2 � 1 (i.e. :
l’écart-type σ de Rδ limite la mesure). Remarque ; pour définir rigoureusement la limitation ou
non de la mesure par σ, la quantité à comparer à σ est la largeur caractéristique du spectre g(1)

(voir (4.21)).
Quelques commentaires sur le résultat (4.7). La dépendance gaussienne en facteur des exponen-
tielles que multiplie les fonctions d’erreur complémentaires de Gauss erfc (...), assure la conver-
gence vers 1 du résultat lorsque τ →∞.
Aussi, il n’y a pas de difficultés à vérifier que

lim
σ→0

(4.7) = 1 + exp (−2 |τ | /τc − σ2
ωτ

2), (4.13)

comme attendu puisque, au sens des distributions, Rδ converge dans ce cas vers la distribution
de Dirac, élément neutre pour le produit de convolution.
La valeur maximale est en τ = 0, elle vaut :

g(2) ∗ Rδ[0] = 1 + 2C0 · erfc (∆) (4.14)

La quantité 2C0 · erfc (∆) est appelée dans ce qui suit contraste. Dans un cas idéal où σ est petit
devant le temps de cohérence τcor, le contraste est maximal et vaut 1. Le temps τcor est défini
comme la largeur caractéristique associée à g(1), dont une définition possible est la largeur à
mi-hauteur. Pour une fonction g(1) pour un champ Rayleigh ou ricien de la table 2.1, la largeur
à mi-hauteur est

τcor := σ−1
ω

√
4 ln (2) + ς2, (4.15)

où ς := ε1/ε2. Dans le cas d’un champ chaotique ricien la valeur maximale du contraste vaut
g(2)(0)− 1 = 1− 1/(1 + s)2, voir (2.28), qui est donc inférieure à 1. La figure 4.13 donne l’évo-
lution du contraste 2C0 · erfc (∆) en fonction de ε1, pour différentes valeurs de ε2 relativement
à ε1 (i.e. : τc plus ou moins grand devant σ−1

ω ). La valeur en τ = 0 chute très rapidement (loi
de puissance) de la valeur idéale, égale à 1, vers 0 au fur et à mesure que σ limite la mesure.
Ce phénomène est appelé ci-après chute de contraste, au sens ou la valeur du contraste chute
de sa valeur maximale de 1 pour se rapprocher de zéro. C’est la première valeur entre celle de
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Figure 4.13 – Le graphe donne la valeur en τ = 0 (4.14) moins un, qui est appelé le contraste,
pour ε1 ∈ [0.01, 100], et pour différents ε2 (relativement à ε1). Les échelles des abscisses et des
ordonnées sont logarithmiques.

ε1 et celle de ε2 à être inférieure à 1 qui fixe la valeur de σ pour laquelle la chute de contraste
commence. Un ordre de grandeur qui est peut-être à retenir : pour une valeur de σ dix fois plus
grande que (4.21) le contraste a chuté de plus de 90% de son amplitude maximale de 1.

En fonction du classement des temps σ, τc, σ−1
ω , l’équation (4.7) peut se simplifier. Dans le cas

où σ � τc, σ
−1
ω , il vient au premier ordre de ce qui devient, avec cette hiérarchie, des infiniments

petits ε1 et ε2,

lim
σ�τc,σ−1

ω

(
g(2) ∗ Rδ[τ ]

)
= 1 + C1 · exp

(
−τ2

2σ2

)
+ o (ε1) + o (ε2) , (4.16)

où la quantité C1 est une constante vis-à-vis de τ , qui est l’approximation du contraste avec
l’ordering en jeu, et qui est définie par :

C1 := ε1√
2
· exp

(
ς2
)
erfc (ς) , (4.17)

où ς est le rapport sans dimension :

ς := 1/σω
τc

= ε1
ε2
. (4.18)

Le résultat (4.16) est une gaussienne, le graphe est donné figure (4.14). Pour la figure 4.14, il a
été choisi (arbitraire) de prendre τc ∼ σ−1

ω , autrement dit, l’élargissement dû aux collisions et
l’élargissement dû à l’effet Doppler-Fizeau ont le même poids. Pour ε1, ε2 � 1 la convolution
(4.7) devient gaussienne (4.16).
En toute rigueur, les données expérimentales suivent bien (4.7). Cependant, l’approximation
(4.16) est très bonne dans le cadre des mesures effectuées, où σ � τc, σ

−1
ω : en effet, en pratique

il n’y aucune différence appréciable entre le fit des données par (4.7) et le fit des données par
(4.16). Les données sont fittées par (4.7), mais par abus de langage, justifié par (4.16), c’est le
terme de fit gaussien de la mesure de g(2) qui est employé dans ce qui suit. L’écart-type associé
au fit est mentionné comme l’écart-type d’une densité de probabilité gaussienne.
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Figure 4.14 – Le graphe donne la convolution (4.7) pour quelques valeurs ε1, ε2 � 1, avec
τc = σ−1

ω . La définition choisie pour la constante τcor est défini par (4.21) comme la largeur à
mi-hauteur de g(1)(τ) pour le champ considéré. Une constante de temps plus pertinente, dans
ce cas où (4.16) est une bonne approximation, est σ.

III..2 Interprétation du contraste lorsque σ limite la mesure

Il s’agit ici de discuter l’interprétation de la notion de contraste définie via (4.14), dans le
cas où σ limite la mesure. Cette quantité C1 est établie dans la sous-sous-partie suivante comme
la figure de mérite du fit des données expérimentales, la plus pertinente.
Il peut être remarqué que C1 prend une forme particulière lorsque ς � 1

(σ−1
ω � τc ⇔ ς � 1)⇒ C1 = ε1√

2
+ o (ε1) +O (ς) , (4.19)

et lorsque ς � 1,

(σ−1
ω � τc ⇔ ς � 1)⇒ C1 = ε2√

2π
+ o (ε2) +O

(
ς−1

)
, (4.20)

Dans les cas limites d’un spectre lorentzien qui correspond à (4.20), et d’un spectre gaussien qui
correspond à (4.19), C1 ne fait respectivement intervenir que τc et σ−1

ω . La donnée de C1, avec
celle de σ, permet donc de déduire, dans ces cas limites, quantitativement la constante de temps
régissant l’évolution des fonctions de corrélation avec τ .
Cependant, lorsque ς ∼ 1, i.e. : τc ne peut être négligé devant σ−1

ω , et vice versa, la mesure de
C1 ne permet pas de déduire τc ou σ−1

ω , car il y a deux inconnues (τc, σω) pour une équation :
(4.17). De plus, comme σ limite la mesure, i.e. σ � σ−1

ω , τc, la forme de g(2) ∗Rδ est uniquement
déterminée par σ, voir (4.16). Par conséquent la forme fonctionnelle de g(2) ∗ Rδ ne permet
pas non plus de déduire τc et σω. Dans le cas σ � σ−1

ω , τc, et lorsque ς ∼ 1, l’accès à τc
et σω est donc impossible avec la mesure considérée. Dans ce cas limitant, la mesure de C1
permet seulement d’apprécier qualitativement la largeur caractéristique associée à g(1), notée
τcor, dont une définition possible est la largeur à mi-hauteur, pour une fonction g(1) pour un
champ Rayleigh ou ricien de la table 2.1, la largeur à mi-hauteur est

τcor := σ−1
ω

√
4 ln (2) + ς2. (4.21)

Remarque. Il peut aussi être choisi de définir τcor comme la moyenne quadratique de τc et σ−1
ω :

τcor =
√
σ−2
ω + τ2

c = σ−1
ω

√
1 + ς−2.
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Quelque soit la définition choisie pour τcor, le contraste C1 se réécrit en fonction de τcor et de ς,
par exemple avec (4.21) :

C1 = τcor
σ
· 1√

2
exp

(
ς2)erfc (ς)√

ς2 + 4 ln (2)
. (4.22)

La constante qui multiplie le rapport τcor/σ est fixée en fonction du ratio ς entre σ−1
ω et τc.

La donnée de C1 ne permet pas plus de déterminer le couple d’inconnues (τcor, ς) que le couple
d’inconnues équivalent (τc, σ−1

ω ).
En conclusion ; lorsque : σ � (σ−1

ω , τc), le contraste C1 est proportionnel à la constante de temps
caractéristique τcor (quelque soit sa définition précise) régissant l’évolution de g(1)

C1 ∝
τcor
σ

+ o (ε1) + o (ε2) , (4.23)

et cette relation qualitative ne peut être quantitative que lorsque le spectre est gaussien, ce qui
correspond à (4.19), ou lorentzien, ce qui correspond à (4.20).

III..3 Figure de mérite du fit

Maintenant que le modèle du fit de la mesure de g(2) a été justifié, l’objectif est d’identifier
la figure de mérite de ce fit la moins sujette aux variations aléatoires. Ce qui est appelé ici
variations aléatoires, ce sont les variations de mesures à mesures, dans des conditions identiques.
Pour ce faire, un ensemble statistique de trois mesures de g(2) pour un même ν, dans des condi-
tions expérimentales, aussi identiques que possible, a été étudié. Ces conditions expérimentales
sont celles de la figure 4.2, où la source est une source thermique filtrée par le filtre Hα de
distribution spectrique un rectangle de ∆λ = 1nm de large centré sur 653,6nm.
Avec le filtre Hα de largeur ∆λ et la source thermique utilisée, le spectre en sortie du filtre
est en bonne approximation une gaussienne, et donc g(1) est également une gaussienne. C’est
à dire que τc → +∞ dans l’expression (4.6) de g(2) ou encore que le rapport (4.18) tend vers
0. Autrement dit, C1 est donné par (4.19). La constante de temps apparaissant dans g(2) ne
correspond cependant pas à σ−1

ω car le filtre utilisé possède un temps de cohérence beaucoup
plus petit ; τfil, qui impose la constante de temps dans g(1) :

τfil := λ2
0

c∆λ. (4.24)

La constante de temps σ−1
ω apparaissant dans g(2) équation (4.6), est reliée à la constante de

temps apparaissant dans g(1) par la relation de Siegert (dans le cas Rayleigh, table (2.1) colonne
de droite) :

σ−1
ω ≡ τfil

√
2, (4.25)

le contraste attendu (4.19) devient alors :

C1 = τfil
σ

+ o

(
τfil
σ

)
, (4.26)

avec τfil donné par (4.24).
L’intensité est fixée de manière à minimiser σ, de sorte à maximiser C1 (4.26), afin d’obtenir
un signal g(2) ∗ Rδ d’amplitude la plus forte possible. Au vu de (4.3), le minimum de σ est
attendu pour ν ∈ [2, 4]Mcps. Les valeurs étant sensiblement les mêmes dans cette plage, la
valeur ν ∼ 2Mcps a été choisie.
Application numérique. Avec σ = 598± 40ps (c’est à dire pour ν autour de 2Mcps), ∆λ = 1nm
et λ0 = 656, 3nm ; (4.24) vaut :

τfil = 1, 43± 0, 14ps (4.27)

et le contraste attendu :
C1 ' 1, 43/598 = (2, 39± 0.24).10−3 (4.28)
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L’incertitude de (4.27) a été calculée avec une incertitude de 0,1nm sur ∆λ, indiquée par le
constructeur (Alluxa). Elle a ensuite été propagée dans (4.28).
Pour chacune des trois mesures, la durée d’acquisition fût choisie pour atteindre un très bon
RSB (12, 20, et 21), pour que l’incertitude du fit limite le moins possible l’analyse. Un RSB
autour de 20 est bien sûr très difficile à atteindre en condition réelle (pour ν ∼ 2Mcps, la durée
d’observation est d’environ 45heures). Des figures de mérite du fit gaussien de g(2) peuvent être :
— la valeur en τ = 0 (4.14) qui est le maximum attendu, ou le contraste égal à C1 dans

l’approximation (4.16)
— l’écart-type σ
— la surface sous la courbe de g(2) ∗ Rδ égale à C1σ

√
2π

La table 4.1 donne les résultats des trois figures de mérite énoncées, avec l’incertitude du fit sur
celles-ci.

Table 4.1 – Résultats pour trois figures de mérite du fit gaussien de g(2). Le fit est réalisé
avec la méthode des moindres carrés. Les mesures sont réalisées dans les mêmes conditions
expérimentales. A chaque fois le fit est très bon, en moyenne sur les trois mesures : SSE=3.10−6,
R-square : 85%.

σ[ps] C1 [10−3pas d’unité] C1σ
√

2π[ps]
mesure 1 (ν = 2.1165Mcps, RSB=12) 556,9±101,1 2,168±0,350 2,140±0,435
mesure 2 (ν = 2.0807Mcps, RSB=20) 529,2±76,7 2,238±0,202 2,099±0,323
mesure 3 (ν = 2.0909Mcps, RSB=21) 512,7±67,4 2,214±0,196 2,012±0,283
incertitude du fit relative à la valeur

(moyenne sur les trois mesures) 15,34% 11,30% 16,61%

dispersion statistique en %
de la moyenne 4,19% 1,61% 3,14%

écart-type global en %
de la moyenne 15,91% 11,41% 16,90%

La dispersion statistique de leurs valeurs sur les trois mesures est donnée relativement à la valeur
moyenne sur ces trois mesures. Enfin, l’écart-type total comprenant la dispersion statistique et
l’incertitude moyenne du fit sur les trois mesures, toutes deux supposées indépendantes, est
également précisé relativement à la valeur moyenne. Il a été choisi d’exhiber les résultats afin de
donner une appréciation numérique typique des variations mesures à mesures.
Remarque. L’aire est déduite de l’écart-type σ et de C1, tous deux donnés par le fit. Calculer
l’aire sous la courbe de manière indépendante du fit, donne des incertitudes beaucoup plus
importantes que celles affichées table 4.1, et dépend très fortement de l’intervalle de τ considéré.
Cette incertitude se réduit au fur et à mesure que la résolution temporelle augmente, mais reste
supérieur d’un ordre de grandeur (au moins) à l’incertitude sur l’aire lorsqu’elle est déduite
directement du modèle de fit.
Il en ressort que la figure de mérite la plus robuste (i.e. : avec la plus faible dispersion d’une
mesure à l’autre) est C1, et que la valeur la plus précise au regard du fit est aussi C1.
Conclusion. La figure de mérite du fit de la mesure correspondant à g(2) ∗ Rδ la plus pertinente
est le contraste C1.
Remarque. Les valeurs de σ obtenues en table 4.1, pour ν ∼ 2Mcps, sont consistantes avec les
résultats de la partie II..2. Pour ν ∼ 2Mcps, la valeur attendue avec (4.3), voir aussi la figure 4.4,
est de 598± 40ps, ce qui est cohérent avec les résultats de la table 4.1. Les valeurs de contrastes
obtenues en table 4.1 sont également consistantes avec la prédiction (4.28).
Le résultat de la mesure 1 de g(2) est donné figure 4.15 à titre d’exemple.
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Figure 4.15 – Données expérimentales de la mesure 1, fittées par (4.16).

IV. Mesures de g(2) sur la raie d’émission Hα de P Cygni

P Cyg est une étoile classée au stade évolutif de variable bleue lumineuse (VBL, ci après),
malgré quelques singularités qui dénotent avec le reste des étoiles classées à ce stade. Elle possède
également une propriété des étoiles de type Wolf-Rayet [195], i.e. : l’éjection de matière depuis le
noyau sous forme de vent stellaire à haute vitesse ∼ 100, 1000 km.s−1. La première sous-partie
I. présente rapidement la fiche d’identité de P Cygni et ses propriétés qui font consensus actuel-
lement. Ce système étoile - vent stellaire a été mis en évidence par la particularité des profils
de raie d’émission, profils de raie atypiques, dit profils de raie de type P Cygni. L’origine et les
particularités de ce profil de raie sont qualitativement décrits en II.. Ces deux premières sous-
parties n’ont pas grand intérêt pour le lecteur astrophysicien familier avec les systèmes étoile -
enveloppe de vent [196], et c’est pourquoi elles ont été placées en annexe D.
Parmi les raies d’émissions de P Cyg, la raie d’émission Hα de largeur, à priori, sub-nanométrique,
constitue une cible test dans le contexte de la problématique P1 de cette dissertation. L’expé-
rience proposée, à savoir la mesure de g(2) sur cette raie, a pour finalité de i) déterminer si la
nature de cette raie n’est pas chaotique ii) si la nature chaotique n’est pas infirmée, proposer une
estimation du temps de cohérence (4.21) (constante de temps dans g(2)(τ)). Cette expérience
est rapportée en sous-partie IV..2. La nature chaotique (Rayleigh) étant confirmée, la dernière
sous-partie IV..3 rapporte la mesure de g(2)(τ, ρ) (configuration à deux télescopes) pour deux
bases projetées. Cette mesure a permis de fournir une nouvelle estimation de la distance Terre-P
Cygni avec une incertitude acceptable.

IV..1 Quelques éléments sur l’étoile P Cygni, sa variabilité, et sa raie Hα

Le contenu de cette sous-partie est placé en annexe D afin d’alléger ce chapitre pour le lecteur
astrophysicien.
L’annexe D contient deux tables originales, D.1 et D.2, permettant d’apprécier clairement que la
variabilité spectro-photométrique de P Cyg sur une durée d’une semaine (durée de la campagne
expérimentale) n’est, à priori, pas à prendre en compte.
L’annexe D contient également une figure originale permettant d’expliquer qualitativement,
mais le plus précisément possible, l’origine du profil de raie P Cygni, et sa forme atypique.
Enfin, l’annexe D contient la comparaison du spectre mesuré sur P Cygni, peu de temps après
la campagne de mesure, et la comparaison avec la modélisation basée sur un code de transfert
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radiatif avancé le CMFGEN, voir figure D.5.

IV..2 Résultat de la mesure de g(2)(τ) et interprétation
A priori, voir les tables D.1 et D.2, les variations spectro-photométriques de P Cyg sur une

durée de l’ordre de la semaine sont négligeables. La mesure de g(2)(τ) (un télescope) effectuée
du 1er au 6 août 2018 a donc à priori un sens. La table 4.2 résume les conditions d’observations.

Table 4.2 – Conditions d’observation pour les 4 nuits de mesure de g(2)(τ) sur la raie Hα de P
Cyg du 1er au 6 août 2018. “Début” et “Fin” indiquent respectivement la date UTC (Univer-
sal Time Coordinate) de début d’observation et la date de fin. Le paramètre a est l’intervalle
de masse d’air durant la nuit. La dernière colonne donne le seeing (grandeur exprimant le ni-
veau de dégradation des images astronomiques sous l’effet de la turbulence atmosphérique).
Cette quantité, qui s’exprime en secondes d’arc, est mesurée en temps réel sur le site de Ca-
lern par l’instrument GDIMM [197, 198] de la station CATS (Calern Atmospheric Turbulence
Station)[199]. Les chiffres du seeing sont les médianes sur la durée d’observation.

Configuration Début Fin a seeing
g(2)(τ) 1 Août, 23h02 2 Août 3h11 1.00→ 1.10 1.29′′
g(2)(τ) 2 Août 22h25 3 Août 3h54 1.00→ 1.18 0.66′′
g(2)(τ) 4 Août 2h04 4 Août 5h09 1.06→ 1.44 1.10′′
g(2)(τ) 6 Août 21h43 7 Août 0h05 1.02→ 1.22 0.56′′

Il faut cependant noter que des variations spectro-photométriques en Hα sur des VBL furent
déjà relevées sur des périodes de quelques jours seulement ; l’étoile HD 188001 est un exemple
[200].
Le montage expérimental utilisé est celui décrit en partie I..2. Le filtre Hα est celui utilisé pour
les caractérisations en laboratoire, voir sous-partie III..3.
Avec les intensités mesurées au cours de ces 8 nuits, engendrant des densités ν en dessous de
1Mcps, la valeur de l’écart-type de la réponse temporelle Rδ attendu est (4.4) : σ = 756± 40ps.
Une radiation chaotique Rayleigh centrée sur λ0 = 656, 3, de spectre gaussien, donc de g(1)(τ)
gaussien, de constante de temps τfil (4.24) fixée par ∆λ = 1nm, donnerait un contraste mesuré
(fit de g(2)(τ)) de :

C1 ' 1, 43/756 = (1, 89± 0, 24).10−3. (4.29)

Etant donné que la raie Hα a une largeur caractéristique inférieure à 1nm, voir figure D.5 ou
figure 4.16 graphe de gauche, trois scénarios sont possibles. Ils se déclinent suivant leurs valeurs
de C1, comparativement à la valeur C1 mesurée en laboratoire avec une radiation chaotique
Rayleigh, avec un g(1)(τ) en bonne approximation gaussien ∝ exp (−τ2/2τ2

fil), et de constante
de temps τfil contrôlée par le filtre ∆λ (4.27).

i) Si la raie Hα de P Cyg est de nature cohérente, la valeur du contraste C1 = g(2) ∗Rδ[0]− 1
est censée être égale à 0, en vertu de (24) ou en vertu de la limite s→ 0 dans la table 2.1.

ii) Si la raie Hα de P Cyg est de nature chaotique ricienne (i.e. avec une composante cohérente,
voir chapitre 2), le contraste C1 attendu doit être plus faible que celui obtenu en laboratoire
avec une radiation chaotique Rayleigh, et ce d’autant plus que la composante cohérente
est forte devant la composante Rayleigh, voir (2.28).

iii) Si la raie Hα de P Cyg est de nature chaotique Rayleigh, comme la largeur caractéristique
de son spectre est plus petite que la largeur du filtre ∆λ = 1nm (voir figure D.5 ou figure
4.16 graphe de gauche), le temps de cohérence τcor associé à g(1) est donc plus grand
que τfil = 1, 43ps, calculé en (4.27). Donc le contraste C1 attendu (4.23) doit être plus
élevé que celui obtenu en laboratoire. Une estimation numérique de τcor peut même être
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Figure 4.16 – A gauche, superposition du spectre mesuré par J.Guarro i Flò [201] et du spectre
du filtre de largeur 1nm (donnée du constructeur Alluxa). A droite, spectre résultant (après
filtrage). Le fit gaussien est bon (R-square de 86%, SSE de 5.10−6).

déduite en supposant que g(1)(τ) est une gaussienne, ce qui n’est pas, au vu du spectre
résultant après filtrage voir figure 4.16 graphe de gauche, une approximation absurde (le fit
gaussien est bon sur le spectre). En effet, (4.21) s’écrit dans la limite gaussienne (ζ � 1) :
τcor = 2σ−1

ω

√
2 ln (2), et σ−1

ω se déduit de C1 avec (4.19).

Les résultats de la mesure sont présentés figure 4.17. Le contraste C1 mesuré est donné table
4.4, il est plus de deux fois et demi supérieur à (4.29).
Conclusion : C’est le scénario iii) qui est validé par l’expérience.
En propageant les incertitudes sur C1 et σ, l’estimation de τcor s’écrit :

(4.19)⇒ σ−1
ω = C1.σ = 3, 63± 0.73ps, (4.30)
⇒ τcor = 8, 55± 1, 72ps. (4.31)

Même avec les barres d’incertitudes, le résultat (4.30) est supérieur à
√

2 fois le résultat (4.27).
Remarque. L’incertitude sur C1 est beaucoup plus importante que celles affichées en table 4.1
car la durée d’observation T0 est de 14,5 heures et que la densité ν est plus de 5 fois plus faible,
le RSB obtenu est compris entre 3 et 4, il est donc 4 à 5 fois plus faible que les RSB de la table
4.1.

IV..3 Résultat de la mesure de g(2)(τ, ρ) et interprétation

Une série de mesure fut menée dans une configuration g(2)(τ, ρ) à deux télescopes les nuits
du 7, 8 et 10 août 2018. Voir table 4.3 pour le résumé des conditions d’observation.
Avec une radiation chaotique, la mesure de g(2)(τ, ρ) permet d’accéder directement au module
carré de g(1)(τ, ρ)

g(2)(τ, ρ) = 1− 1
(1 + s)2 + p.

∣∣∣g(1)(τ, ρ)
∣∣∣2 , (4.32)

où :

— p = 1/2 si la partie imaginaire et la partie réelle de E sont décorrélées (E non polarisé), et
p = 1 si elles sont corrélées (E polarisé), voir [36] chapitre 3, équation (3.43), la preuve est
donnée par exemple dans [202] section 2.4.
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Figure 4.17 – Résultat de la mesure de g(2)(τ) sur la raie Hα de P Cyg, après 14,5 heures
d’acquisition. A gauche résultats brut de g(2) ∗Rδ[τ ] (courbe rouge) superposés à une acquisition
(courbe noire) au même flux avec une radiation au temps de cohérence non résolu par le corrélo-
mètre. Cette acquisition (courbe noire) permet de corriger la mesure des corrélations parasites,
voir la figure de droite sur laquelle le fit gaussien est réalisé et C1 est déduit.

Table 4.3 – Conditions d’observation pour les 3 nuits de mesure de g(2)(τ, ρ) sur la raie Hα de P
Cyg du 7 au 10 août 2018. Les indications concernant les 4 colonnes du tableau sont identiques
à celles données en table 4.2.

Configuration Début Fin a seeing
g(2)(τ, ρ) 7 Août 2h54 7 Août 5h56 1.10→ 1.79 0.56′′
g(2)(τ, ρ) 8 Août 0h12 8 Août 5h53 1.00→ 1.80 0.60′′
g(2)(τ, ρ) 8 Août 22h11 9 Août 5h50 1.00→ 1.81 0.74′′
g(2)(τ, ρ) 10 Août 1h11 10 Août 5h30 1.01→ 1.71 n.a.
g(2)(τ, ρ) 10 Août 21h40 11 Août 5h37 1.00→ 1.70 1.19′′
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—
g(1)(τ, ρ) := E∗(r1, t)E(r2, t+ τ)√

〈I(r1, t)〉〈I(r2, t+ τ)〉
, (4.33)

où : ρ := |r2 − r1|.
La fonction g(1)(τ, ρ) est souvent appelée degré complexe de cohérence, sa valeur g(1)(τ = 0, ρ),
normalisée par g(1)(0, 0), est appelée visibilité. Elle est définie pour une fréquence spatiale ρ/λeff
donnée,

V (ρ/λeff) := g(1)(0, ρ/λeff)
g(1)(0, 0)

. (4.34)

L’enveloppe de vent de P Cyg est à priori à symétrie sphérique, voir discussion dans l’annexe
D sous-partie I..2. Cette enveloppe est vue depuis un observateur terrestre comme une zone
émissive dont le profil d’intensité effectif Ieff peut se paramétrer par une coordonnée angulaire
o sur le plan tangent à la sphère céleste, et par une coordonnée radiale locale r. En fonction de
la distance d de la source à l’observateur, cette coordonnée radiale peut se remplacer par une
coordonnée apparente ϑ = r/d. Si cette zone émet une radiation monochromatique de longueur
d’onde λeff (ici ' 656, 3 nm), alors le profil d’intensité est relié à g(1)(0, ρ) défini en (4.33) par le
théorème de vanCittert-Zernike en champ lointain :

g(1)(0, ρ/λeff) = exp (ikeffρ)
� +∞
r=0

� 2π
o=0 Ieff(ϑ, o) exp (−ikeffρϑ)ϑdϑdo� +∞

r=0
� 2π
o=0 Ieff(ϑ, o)ϑdϑdo

, (4.35)

où keff = 2π/λeff. En supposant que la symétrie sphérique, géométrique, de l’enveloppe engendre
la symétrie circulaire de l’émission, i.e. : Ieff est indépendant de l’angle o, la transformée de
Fourier dans (4.35) se réécrit comme une transformée d’Hankel, et le module au carré de la
visibilité (4.34) devient :

|V (ρ/λeff)|2 =
∣∣∣∣∣
� +∞

0 Ieff(ϑ)J0 (2πϑρ/λeff) 2πϑdϑ� +∞
0 Ieff(ϑ)2πϑdϑ

∣∣∣∣∣
2

, (4.36)

où J0 est la fonction de Bessel non-modifiée de première espèce et d’ordre 0. Le profil d’intensité
effectif Ieff(r) est donné par le code CMFGEN qui permet de reproduire fidèlement le spectre
observé (voir figure D.5).
Dans le cas de la mesure : s→ +∞ la radiation est chaotique Rayleigh, et le champ est polarisé
linéairement p = 1. Il vient donc directement pour un ρ donné :

C1(ρ/λeff) =
∣∣∣g(1)(0, ρ/λeff)

∣∣∣2 ,
autrement dit, si C1(ρ = 0) est le contraste de g(2)(τ), la visibilité (4.34) s’obtient directement
en fonction de la quantité mesurée C1 :

|V (ρ/λeff)|2 = C1(ρ/λeff)
C1(ρ = 0) . (4.37)

Ainsi, la mesure de g(2) pour différents ρ, donne les points |V (ρ/λeff)|2 correspondants via (4.37),
et la reconstruction de la fonction ρ 7→ |V (ρ/λeff)|2 permet de déduire l’inconnue d via le modèle
attendu (4.36).
L’évolution de la base projetée au cours des différentes nuits d’observation, et la durée d’observa-
tion, ont été telles que deux intervalles de valeurs de ρ ; 9, 5 < ρ < 12m et 12 < ρ < 15m, en plus
de celui ρ = 0, sont exploitables (RSB≥ 3) pour reconstruire la courbe de visibilité. Les mesures
de C1 pour ces deux intervalles sont données en table 4.4, 〈ρ〉 est la base projetée moyenne dans
ces intervalles. L’incertitude sur 〈ρ〉 est l’écart-type des distributions dans ces deux intervalles.
T0 est la durée d’observation totale, ν est la densité (moyenne sur T0) de photo-événements par
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Table 4.4 – Résumé des résultats de la mesure de C1 pour la configuration g(2)(τ) et
g(2)(τ, ρ/λeff).

〈ρ〉 [m] T0 [h] ν [kcps] C1 (×10−3)
0 14.5 380 4.80± 0.93
10.7± 0.7 8 826 1.72± 0.46
13.9± 0.9 19 905 1.01± 0.29

détecteur. L’incertitude sur C1 est l’incertitude du fit gaussien sur la mesure (voir partie III.),
ou l’écart-type des données sur un intervalle où g(2)(τ) est en moyenne égal à 1 (pour τ � τcor).
Ces deux incertitudes sont les mêmes à 1 ou 2 pour cents près.
La courbe de visibilité obtenue contient donc deux points en plus de |V (0)|2 qui vaut 1 par
définition. Un fit utilisant la méthode des moindres carrés permet de déduire d. Pour rappel,
l’hypothèse initiale est un disque d’émission circulaire qui repose sur la sphéricité de l’enveloppe
de vent de P Cygni. Les résultats sont présentés figure 4.18. Les trois points de mesures sont
affichés avec leurs barres d’erreur ; les barres d’erreur horizontales n’existent que pour 〈ρ〉 6= 0,
elles correspondent à l’écart-type de la distribution de ρ dans les intervalles en question. Le point
de mesure |V (0)|2 n’est pas représenté car il vaut 1 par définition. La normalisation par |V (0)|2
ne s’est pas faîte via C1(0) résultant de la mesure g(2)(τ), mais via la valeur C1(0) attendue
connaissant le spectre (donc g(1)(τ)), et Rδ. Ce choix est fait pour éviter la propagation, avec
l’opération de normalisation, de l’incertitude du fit sur C1(0) qui est importante par rapport
aux autres barres d’erreur. Le médiocre RSB de la mesure g(2)(τ) en est la raison. Cela peut
être critiqué car Rδ n’a pas été caractérisée juste avant la mesure, dans les conditions du site
d’observation, et sa stabilité n’a pas été étudiée sur l’échelle de temps d’une semaine. Il est
supposé que la stabilité de Rδ est suffisante pour faire confiance à la caractérisation effectuée
en laboratoire. Les barres d’erreur verticales des points 〈ρ〉 6= 0 correspondent uniquement à la
propagation de l’incertitude sur l’écart-type σ de Rδ, avec l’incertitude du fit sur les C1(ρ/λeff)
résultant des mesures g(2)(τ, ρ/λeff). Le fit est opéré via la méthode des moindres carrés. Avec
un écart-type des deux points de mesures par rapport au modèle de 0,25 kpc, le résultat obtenu
est :

d = 1, 56± 0, 25 kpc. (4.38)
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Figure 4.18 – Résultat du fit de la courbe de visibilité via (4.36).
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V. Conclusion
Le corrélomètre mis au point possède une réponse temporelle Rδ gaussienne dont l’écart-type

σ est de l’ordre d’une demi-nanoseconde. La méthode d’exploitation des mesures a été élaborée
en s’appuyant sur des calculs et une analyse statistique des mesures en laboratoire. Cela aura
permis d’identifier la quantité adéquate pour quantifier une mesure limitée par la résolution
temporelle σ. Le corrélomètre stellaire développé est opérable en conditions d’observations as-
tronomiques réelles.
La raie Hα de P Cyg présente toutes les caractéristiques spectrales des raies d’émission suspec-
tées d’être de nature quasi-cohérente : une forte intensité spectrique (plus de 20 fois celle du
continuum), une largeur spectrale sub-nanométrique. Le mécanisme de formation de cette raie
semble bien connu, et rien ne laisse penser que cette raie est de nature cohérente. La mesure
de g(2)(τ) effectuée a permis de confirmer la nature chaotique Rayleigh de cette raie, pour la
première fois.

La nature chaotique Rayleigh confirmée, la mesure de g(2)(τ) a donné une estimation de σ−1
ω

(4.30). Les barres d’incertitudes sont telles que le résultat de la mesure n’est pas comparable
avec le même résultat de σ−1

ω donné par la mesure directe du spectre. La mesure de g(2)(τ) reste
cependant une perspective spectroscopiste pour des raies d’émission chaotiques de largeur spec-
trale encore plus fine. En effet, contrairement à une mesure avec un spectromètre de résolution
donnée, plus la largeur spectrale de la raie est fine, plus la mesure de g(2)(τ) donne un résultat
clair (C1 est d’autant plus grand que τcor est grand (4.23)).

Enfin, la mesure de g(2)(τ, ρ/λeff) a confirmé un potentiel pour les mesures astrophysiques puis-
qu’elle a permis de déduire une information géométrique ; la distance de l’étoile à l’observateur
(4.38). Avec seulement deux bases disponibles (10,7m et 13,9m), et un RSB d’environ trois pour
ces deux points de mesure de g(2)(0, ρ/λeff), les barres d’erreur sont encore élevées (16% du
résultat). Cependant, la simplicité technique de la mesure n’est pas comparable à une mesure
de g(1)(0, ρ/λeff) par interférométrie d’amplitude classique.
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Chapitre 5

Mesures sur un laser aléatoire
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CONCLUSION. Les acteurs sont mal
définis - l’expérience n’est pas contrôlée -
l’expérience n’a pas été répétée. Jusqu’à
plus ample informé le mystère doit être
considéré comme n’ayant pas eu lieu.

Simon l’embaumeur ou la solitude du magicien,
Jacques Testart.

I. Introduction

Ce chapitre utilise les notations, les définitions, et appellations des chapitres 2 et 4. Il requiert
quelques notions sur les lois α-stables de Lévy, et sur les processus de Poisson composés.
Le laser aléatoire unidimensionnel, où laser aléatoire fibré, est dans ce qui suit souvent abrégé
en acronyme : LAF. Il est parfois référé par “système” ou “source radiative”. Le champ qu’il
rayonne est noté : Erfl, dont l’intensité est notée : Irfl. L’indice “rfl” est l’acronyme de “Random
Fiber Laser” en anglais. Le seuil désigne la valeur du paramètre de pompe pour lequel la raie
d’émission “laser” du LAF apparaît (une raie d’émission de largeur spectrale très fine apparaît
au dessus d’un continuum). Le terme “laser” est utilisé pour le LAF tout du long de ce chapitre,
sans certitude aucune si l’appellation est rigoureusement exacte. Ce chapitre n’a pas d’autre
prétention que celle d’être une première exploration de la fonction g(2) pour le champ Erfl, avec
toutes les imperfections inhérentes à une première exploration.

I..1 Objectifs

Ce chapitre rapporte une mesure de g(2)(τ) sur une source radiative, un LAF mis au point il
y a une dizaine d’année [203]. Cette source est décrite comme un laser aléatoire unidimensionnel
au sens des modèles [204, 152]. Cette source est similaire à celle décrite dans [205]. Le qualificatif
aléatoire est précisé en partie I..2, tout comme les caractéristiques de cette source radiative.
La mesure de g(2)(τ) pour le champ Erfl rayonné par le LAF, a pour finalité de tester une propriété
acceptée dans la théorie des lasers aléatoires tels que définis, par exemple, dans [150, 149]. Cette
propriété est la suivante ; un laser aléatoire, au dessus de son seuil, dans un régime de diffusion
forte (libre parcours moyen très petit devant la taille du système) et dans un milieu très actif
(probabilité d’absorption d’un photon, dans un certain intervalle, élevée devant la probabilité
d’émission spontanée), génère un état cohérent du champ électromagnétique [206]. La propriété
de cohérence est défendue, notamment, par une expérience reportée en 2001 [157] qui dévoile
une loi de probabilité de Poisson des photons émis par un laser aléatoire (tri-dimensionnel) au
dessus de son seuil.
L’étude rapportée dans ce chapitre est motivée par la possibilité de tester, via la mesure de
g(2)(τ), l’existence de laser en milieu astrophysique, par exemple dans un plasma coronal d’une
étoile suffisamment chaude, voir la discussion associé à la figure 6 de l’Introduction. A priori
un tel laser n’a rien de comparable à un laser conventionnel crée à partir d’une cavité à miroirs
avec un mode optique bien défini.
Les hypothèses nécessaires pour la création d’un laser aléatoire sont [207, 149] :

— la diffusion multiple dans un milieu actif (i.e. : où une inversion de population est possible
avec un apport d’énergie) qui permet de confiner la radiation (l’onde)

— l’amplification de l’intensité de la radiation, dans ce milieu, par émission stimulée
— l’existence d’un seuil (dû à la diffusion multiple) en deçà duquel les pertes en amplification

dominent, et au dessus duquel les gains dominent.
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Exemple. Dans [205] la diffusion est la diffusion Rayleigh et l’amplification est obtenue par effet
Raman. Un milieu gazeux avec une absorption négative (un plasma de décharge par exemple)
couplé à une source externe d’énergie radiative pour créer l’inversion de population est un bon
candidat de milieu “naturel” pour créer un laser aléatoire [208]. Ces ingrédients physiques se
retrouvent dans certains environnements stellaires [209].
L’étude rapportée dans ce chapitre est un test préliminaire afin d’examiner comment la mesure
de g(2)(τ) permet d’identifier une radiation de laser aléatoire. Il n’est pas certain, à ce stade, que
la mesure de g(2) effectuée ait rigoureusement un sens, car la stationnarité au second ordre de
Irfl n’a pas encore été établie, et l’hypothèse d’ergodicité en auto-covariance pour Irfl est posée
ad-hoc, et n’a pas été testée. Des éléments présentés dans la sous-section I..2 apportent plus de
précisions.

I..2 État de l’art de la source radiative utilisée

La source radiative utilisée repose sur une fibre de silice mono-mode dopée à l’Erbium (Z =
68) et au Germanium (Z = 32), dans laquelle des sous-réseaux de Bragg ont été gravés de manière
aléatoire. Ces sous-réseaux de Bragg ont pour fonction d’engendrer une diffusion multiple des
photons, telle qu’elle prendrait place dans un milieu désordonné. Le caractère aléatoire (au sens :
loi uniforme) de leurs périodes spatiales respectives, ainsi que l’indépendance statistique de celles-
ci, est essentiel pour engendrer une diffusion multiple de type milieu désordonné [210, 203].

Sur la création de sous-réseaux de Bragg aléatoires

La fabrication du réseau de Bragg à l’intérieur de la fibre optique, requiert un ajout, lors de la
fabrication de cette dernière, de constituants photosensibles, ici l’Erbium et le Germanium. Ceux-
ci ont la propriété de modifier définitivement l’indice de réfraction local du milieu s’ils sont soumis
à une radiation UV. Ainsi, l’illumination UV de la fibre par une figure d’interférence crée une
modulation de l’indice de réfraction le long de la fibre. Cette modulation transforme l’intérieur
de la fibre en un réseau de Bragg. Si la figure d’interférence est composée de franges rectilignes
d’interfrange bien déterminé, cet interfrange correspond à la période spatiale du réseau de Bragg.
L’interfrange est adapté pour correspondre à la longueur d’onde à laquelle le réseau de Bragg
doit réfléchir. Si la figure d’interférence possède un interfrange aléatoire alors la modulation de
l’indice de réfraction le long de la fibre n’est plus périodique, cette modulation est une succession
de sous-réseaux de Bragg de périodes spatiales différentes et aléatoires. La variation aléatoire
de l’interfrange de la figure d’interférence peut s’effectuer à l’aide de modulateur de phase opto-
électronique couplé à un générateur de bruit analogique [210], et/ou en exploitant la friction
(non contrôlée) du déplacement de la fibre devant la figure d’interférence [210]. L’exploitation du
phénomène naturel de friction permet en pratique d’assurer une distribution aléatoire uniforme
(dans un intervalle donné) de la période spatiale des sous-réseaux de Bragg successifs. La friction
permet également de garantir l’indépendance (en terme de loi de probabilité) entre les périodes
spatiales des sous-réseaux de Bragg dans la fibre [210]. La figure 5.1 schématise le procédé de
fabrication des sous-réseaux de Bragg aléatoires.

Résonance de la cavité et modes laser

La succession des sous-réseaux de Bragg le long de la fibre, avec des périodes spatiales uni-
formément et indépendamment distribuées, transforme la fibre en une cavité unidimensionnelle
désordonnée [203]. En pratique, cette cavité créée une radiation intense dans un intervalle de
longueur d’onde centré en λB = 1535, 5 nm, de largeur ∆λB ' 0, 2 nm, lorsqu’elle est soumise
à une radiation laser centrée sur 980 nm [203]. La radiation laser centrée sur 980 nm est ap-
pelée dans ce qui suit la pompe. La radiation Erfl créée dans la cavité, est suspectée être une
radiation de type laser au dessus du seuil [203], pour deux raisons. Premièrement, il existe un
phénomène de seuil sur l’intensité de la pompe entrant dans la cavité, qui régit l’apparition de la
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Figure 5.1 – Procédé de fabrication des réseaux de Bragg le long de la fibre, avec des périodes
spatiales aléatoires. Figure adaptée de [210].

raie d’émission [203]. Deuxièmement, au dessus du seuil le profil spectral de Erfl prend la forme
d’une raie d’émission de largeur très fine ' 0, 2 nm, et Irfl devient trois fois plus forte que le
continuum [203]. Ce seuil fluctue en pratique, car il ne serait pas identique pour les différents
modes “lasers” et la durée d’activation d’un mode possède un comportement erratique [211]. Ce
seuil dépendrait de caractéristiques propres à chaque mode : sa durée d’activation moyenne, et
son amplitude [204, 212, 211].
Pour confirmer l’appellation “laser” de la radiation émise, il reste à établir que les fluctuations
d’énergie dans celle-ci correspondent à celle d’un état cohérent du champ électromagnétique.
Une autre discussion s’impose sur les modes de la cavité. Les modes (de propagation) propres de
la cavité unidimensionnelle en jeu, ou ses résonances, correspondent-ils, même que partiellement,
aux modes de la radiation “laser” ? Les modes propres de la cavité sont aussi appelés les états
quasi-liés [212] (“Quasi-Bound states” en anglais). Cette question s’inscrit dans le cadre général
de la propagation d’une onde dans un milieu diffusif désordonné [213, 214]. En toute rigueur,
la réponse est négative [212] : les modes “laser” et les modes de la cavité aléatoire sont bien
distincts, et ils ne sont même pas en nombre égal dans un même intervalle spectral donné [211].
Les modes “lasers” peuvent correspondre à des modes de flux constants [212] (“constant-flux
states” en anglais), mais peuvent également avoir des sauts d’amplitude, avec une amplitude
non-stationnaire [211]. Dans la limite de forte diffusion, et autour du seuil d’émission “laser”, les
modes de flux constants et les modes propres de la cavité aléatoire tendent à se confondre [212].
Au dessus du seuil ce n’est pas nécessairement le cas [212], et les modes de flux constants sont
moins probables car il y a une compétition entre les modes “laser” actifs simultanément pour
le gain disponible [212, 154]. Les modes ont tendances à se repousser, (selon une répulsion de
mode de type Wigner [152]) ; il y a une très forte corrélation entre la disparition d’un mode et
l’apparition d’un autre [211]. Cette compétition entre les modes est une caractéristique générale
des lasers aléatoires et s’accompagne d’un échange d’énergie entre les modes [215]. Elle engendre
la saturation des modes laser actifs [215, 152, 212]. En pratique, cette compétition se traduit
par une grande variabilité spectrale et par une amplitude des modes “laser” non-stationnaire
et discontinue. Elle est modélisée de manière phénoménologique par un mécanisme d’excitation
des modes “lasers” par sauts et avec des seuils sur leurs amplitudes (un mécanisme discontinu
et erratique, qualifié de “hard excitation mecanism” en anglais) [211]. Chaque mode “laser” est
activé par effet de seuil [211], voir figure 5.2. La signification physique des seuils et des sauts sur
les amplitudes des différents modes “laser” reste à comprendre [211], mais le principe du modèle
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Figure 5.2 – Un mécanisme d’excitation des modes “lasers” permettant de reproduire le spectre
observé, figure adaptée de [211]. La sous-figure a) représente l’amplitude bm des modes “laser”
m (une couleur correspond à un mode) localisés en une position ξ (normalisée à la longueur
totale de la cavité de sous-réseaux de Bragg). Un mode laser s’active par effet de seuil, et reste
actif durant une durée finie, plus petite que le temps de vie d’un niveau excité du milieu actif
(observation expérimentale) [211]. La durée d’activation des modes est représentée en sous-
figure b). Un mode “laser” peut être actif simultanément à d’autres modes ou non, et durant
son activation son amplitude peut présenter des sauts.

permet d’expliquer le comportement spectral observé [211].

Sur les fluctuations de l’intensité

La compétition entre les modes discutée dans le paragraphe précédent, engendre une dépen-
dance non-monotone de Irfl avec l’énergie apportée dans le milieu actif par la pompe [152].
La loi de probabilité des réalisations de Irfl exhibe un comportement complexe ; plusieurs régimes
semblent coexister, et ce, en fonction de la taille effective du milieu actif, et de l’énergie apportée
par la pompe [156]. Le schéma d’un tel comportement est donné figure 5.3, il y est précisé les
différentes lois suivies par les réalisations de Irfl. Ces lois sont expliquées théoriquement (quelque
soit la dimension de la cavité) [216, 152, 153, 155], et observées expérimentalement pour une
cavité tri-dimensionnelle [154] comme pour la cavité unidimensionnelle en jeu [156]. La loi de
probabilité des réalisations de Irfl transite d’une loi normale en dessous du seuil “laser”, à des
lois de Lévy α-stables au voisinage du seuil “laser”, puis à nouveau à une loi normale au dessus
du seuil [154, 156]. Il ne semble pas y avoir encore d’éléments pour caractériser Irfl en tant que
processus stochastique, c’est à dire pour décrire la probabilité conditionnelle d’une réalisation de
Irfl à une date donnée, sachant qu’une réalisation donnée a eu lieu à telle autre date antérieure.
En particulier g(2) (l’auto-corrélation de Irfl) n’est pas connue.
De manière plus précise près du seuil “laser”, l’intensité d’un laser aléatoire (quelque qu’il soit
tant que c’est sur un mécanisme de diffusion [et non de sub ou super-diffusion] responsable du
confinement de la radiation) doit suivre une loi de Lévy stable de paramètre [216]

α = 〈l〉/la,
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Figure 5.3 – Schématisation des lois de probabilité de l’intensité I d’un laser aléatoire uni-
dimensionnel, figure adaptée de [216]. L’axe des abscisses est la taille L de la cavité (quasi-)
unidimensionnelle, l’axe des ordonnées est la longueur de gain la qui dépend de l’énergie ap-
portée par la pompe dans le milieu actif. Loin du seuil laser pour un mode donné, l’intensité
suit une loi normale N . Au voisinage du seuil elle suit une loi α-stable de Lévy Sα d’exposant
1/2 < α ≤ 1 en dessous du seuil, 1 < α < 2 au dessus du seuil. Le seuil laser dépend du mode
[204], c’est pourquoi la figure est rigoureusement pertinente pour un seul mode laser m.

où 〈l〉 est le libre parcours moyen d’un photon dans le milieu diffusif, et la la longueur de gain
dans ce même milieu (i.e. : la longueur caractéristique à partir de laquelle l’amplitude de la
radiation est amplifiée d’un facteur “e”). Elle dépend de la quantité d’énergie apportée par la
pompe dans le milieu actif. Le raisonnement permettant d’obtenir ce résultat est direct : il s’ap-
puie sur la définition de l’amplification de l’émission spontanée, et sur la loi de probabilité du
libre parcours moyen due à la diffusion dans le milieu actif [216].
Un raisonnement plus sophistiqué [153] permet de décrire la diffusion isotropique dans le milieu
actif via une marche aléatoire de “porteur” d’énergie (correspondant à un nombre de photons)
interagissant avec une population atomique apportant un gain par émission stimulée. L’hy-
pothèse principale est de supposer que les photons générés par émission stimulée sont tous
diffusés dans la même direction. C’est une hypothèse particulièrement adaptée à la situation
quasi-unidimensionnelle du LAF. Ce modèle aboutit à la même conclusion que [216] : la loi de
l’intensité est une loi de puissance [153], et la loi de α-stable de Lévy apparaît en faible dimen-
sion, par exemple pour un système de dimension 2 [153]. Pour le LAF étudié, en négligeant le
diamètre de la fibre devant sa longueur, la dimension 1 est une bonne approximation.

La mesure de g(2)(τ) a un sens si Irfl peut-être décrite comme un processus stationnaire au
second ordre, pour pouvoir écrire g(2)(τ) et non g(2)(t, τ). Cette propriété n’a rien d’évident au
vu du caractère erratique et non-stationnaire de l’excitation des modes “lasers”, voir la discus-
sion du paragraphe précédent “Résonances de la cavité et modes lasers”. La mesure de g(2)(τ)
peut en principe donner un résultat identique à celui d’un champ cohérent sans que Erfl soit
pour autant un champ cohérent (au sens où le nombre de photon dans un mode est un processus
de Poisson). Comme précisé dans l’Introduction, sous-partie IX., g(2) = I (à une singularité
éventuelle en τ = 0) n’est pas exclusif à l’état cohérent, mathématiquement. Un exemple est
justement donné partie IV..
Les travaux pour décrire Irfl en tant que processus, (d’après les résultats [154, 156] gaussien, loin



II.. MONTAGE EXPÉRIMENTAL 153

du seuil, ou de Lévy, près du seuil) ne semblent pas avoir encore abouti sur la forme attendue
pour son auto-corrélation g(2). Le mécanisme de compétition entre les modes n’est pas encore
bien compris [211], et donc la variabilité (i.e. : les fluctuations temporelles) de Irfl au dessus du
seuil n’est pas encore comprise. Ainsi, la mesure proposée, malgré le risque que g(2)(τ) ne soit
pas définie, présente donc un intérêt, au moins exploratoire, afin de faire un premier pas pour
caractériser le processus Irfl, via une tentative de mesure de son auto-corrélation. Rappel. Un
commentaire sur la mesure effectuée dans [157], qui n’est pas la mesure de g(2), est donné dans
l’Introduction partie V..3.

I..3 Organisation du chapitre

Ce chapitre présente tout d’abord les observations et mesures effectuées, et tente de faire le
lien avec les modèles développés jusqu’à présent. Un début d’effort théorique est mené, partie
IV., pour proposer un modèle décrivant Irfl au dessus du seuil sur une échelle temporelle de
l’ordre de la nanoseconde.
La première partie II. se concentre sur les préparatifs nécessaires à la mesure de g(2)(τ) pour
l’action “laser” du LAF au dessus du seuil. Pour ce faire, la première sous-partie II..1 présente
le montage réalisé. Ce montage est plus compliqué que la simple injection de Erfl dans le corrélo-
mètre, car il a fallut effectuer un doublage en fréquence pour adapter la longueur d’onde centrale
de Erfl au dessus du seuil à la chaîne de détection disponible. Le doublage en fréquence a né-
cessité une amplification optique en amont. La sous-partie II..2 expose les mesures de spectres,
et confirme certaines des propriétés de variabilité décrites dans [211]. Enfin, la sous-partie II..3
présente les résultats de la mesure de g(2)(τ) sur Erfl sous le seuil “laser”, une fois l’amplification
et le doublage en fréquence effectué, et après un filtrage spectral centré sur 780 nm de largeur
1 nm.
La deuxième partie III. présente les résultats de la mesure de g(2)(τ) autour du seuil “laser”, et
bien au dessus. Il apparaît deux échelles de temps distinctes : une échelle temporelle de l’ordre de
la nanoseconde III..1, et une échelle de l’ordre de la microseconde III..2. Il s’en suit une tentative
de caractérisation, à l’échelle microseconde, de la dépendance de Irfl avec l’énergie apportée par
la pompe, menée dans la sous-partie III..3. Enfin, la partie IV. est une tentative de modélisation
du comportement observé à l’échelle nanoseconde.

II. Montage expérimental

En principe il suffit d’injecter la radiation Erfl dans le corrélomètre présenté au chapitre 4. Il
se trouve que la longueur d’onde centrale de Erfl est dans l’infrarouge, autour de 1542,6 nm, mais
que la chaîne de photo-détection n’est pas opérationnelle dans ce domaine de longueurs d’ondes.
Il a donc fallut trouver un moyen de déplacer la longueur d’onde dans un intervalle acceptable
pour la photo-détection, ce qui complexifie le montage expérimental.
C’est la génération de seconde harmonique (ou doublage en fréquence), [217] section 7.1, ou
[218] chapitre 3, qui a été choisie pour déplacer spectralement Erfl dans un domaine de longueur
d’onde accessible à la photo-détection. Son effet sur le spectre de Erfl est discuté dans la partie
II..2, et son effet sur la nature stochastique de Irfl est discuté dans la partie II..3.
Pour effectuer une génération de seconde harmonique efficace il a fallu amplifier l’intensité avant
que la radiation ne soit focalisée dans le cristal non-linéaire. L’effet d’une telle amplification
optique, externe et indépendante de la source, sur le spectre de Erfl est abordé dans la partie
II..2. Son effet sur la nature des fluctuations de Irfl est lui étudié en sous-partie II..3.
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II..1 Présentation du montage

L’intensité Irfl est amplifiée pour pouvoir rendre effectif le doublage en fréquence, réalisé avec
un cristal non-linéaire (KDP, phosphate de mono-potassium) de forme cubique de côté L égal
à environ 1 cm. Le transport de la radiation depuis le système jusqu’à l’amplificateur, puis en
sortie de l’amplificateur jusqu’au système optique focalisant dans le cristal, est réalisé avec des
fibres mono-modes qui acceptent les longueurs d’ondes infrarouge (fibres mono-modes à main-
tien de polarisation avec connecteurs FC/APC). La radiation est ensuite focalisée au centre du
cristal puis collimatée pour passer à travers d’éventuelles densités optiques, et un filtre spectral
qui est utilisé uniquement quand le LAF est sous son seuil. Le fait d’utiliser un filtre permet
de créer un temps de cohérence, à partir d’une radiation de spectre large, résolu par le cor-
rélomètre. Cette technique est utilisée pour les calibrations du contraste en laboratoire, voir
chapitre 4 sous-partie III..3. Le filtre à disposition n’est pas le filtre idéal, il aurait du être centré
sur 771,3 nm (qui correspond à la longueur d’onde centrale de la raie du LAF après doublage
en fréquence), voir figure 5.8. Le spectre en dessous du seuil du LAF est un spectre large sans
structure fine, voir par exemple la figure 3 dans [203], courbe noire. Les parties du spectre dans
un intervalle de 1 nm autour de 1542,6 nm et autour de 1560 nm sont supposées identiques en
dessous du seuil. Il est de plus supposé que la mesure de la fonction g(2) dans ces deux parties
du spectre, en dessous du seuil, donne le même résultat. Ces deux hypothèses sont rappelées
en sous-partie II..3. La radiation est ensuite ré-injectée dans une fibre multimode qui constitue
l’entrée du corrélomètre présenté au chapitre 4. Le coupleur fibré utilisé dans le corrélomètre est
équilibré pour une longueur d’onde de 780 nm (il diffère donc de celui utilisé pour la mesure sur
la raie Hα de l’étoile P Cygni, voir chapitre 4). L’ensemble est schématisé figure 5.4.
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Figure 5.4 – Montage expérimental réalisé pour mesurer g(2)(τ) sur l’intensité émise par le LAF
(nommé “System” sur la figure). Le filtre spectral centré sur 780 nm est retiré lorsque le LAF
est au-dessus de son seuil. L’analyseur de spectre (mentionné en sous-partie II..2) est toujours
utilisé avant doublage. Une photo du montage est donnée en annexe E.

Le réglage du doublage en fréquence consiste à trouver l’angle optimal de l’axe du cristal relati-
vement au faisceau incident, et à s’assurer que la focalisation prenne place au centre du cristal.
Ce réglage est effectué au-dessus du seuil du LAF pour avoir une intensité maximale. Pour se
faire, un pré-réglage (qu’il n’est pas nécessaire d’effectuer au dessus du seuil du LAF) permet de
régler le système des deux lentilles convergentes L1 et L2 : le faisceau est collimaté avant L1 et
doit être collimaté après L2, il s’agit de confondre le foyer image de L1 avec le foyer objet de L2.
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Une fois ce réglage effectué, le cristal (de forme cubique) est placé sur une platine qui permet de
le translater le long de l’axe optique, et verticalement, et dans une bague de rotation qui permet
de le faire tourner autour de l’axe optique. Le réglage de l’angle du cristal et de sa position
le long de l’axe optique, s’effectue avec la mesure de la densité de photo-événements ν d’un
module photo-compteur en temps réel. Deux indicateurs permettent d’effectuer avec précision
le réglage : l’optimisation de valeur de ν, et l’équilibrage de ν sur les deux voies de détection. Le
coupleur fibré 50/50 est en effet équilibré, typiquement à 0,40% près, pour une longueur d’onde
autour de 780 nm, mais un déséquilibre plus grand apparaît au fur et à mesure que la longueur
d’onde s’écarte de cette valeur. Les modules photo-compteurs ont une efficacité quantique nulle
à partir de 1100 nm, donc ne peuvent pas détecter la partie du spectre qui n’aurait pas été
doublée. L’efficacité du doublage n’a pas été analysée en détail.
Le spectre du LAF au dessus du seuil, après amplification mais avant doublage, sur la totalité
de l’intervalle de longueurs d’ondes accessibles avec l’analyseur de spectre, est présenté figure
5.9 : la raie d’émission du LAF possède une intensité sans égale avec le continuum de 600 nm à
1700 nm. Pour s’assurer que la radiation du LAF est bien la radiation injectée dans le corrélo-
mètre après doublage, il aurait fallu un filtre à 771,3 nm (qui correspond à la longueur d’onde
centrale de la raie du LAF après doublage, voir figure 5.8). Un tel filtre n’était pas à disposition.
Les tests qui ont été effectués pour s’assurer que la raie d’émission du LAF (donc lorsque le LAF
est au dessus de son seuil) est bien la radiation principale injectée dans le corrélomètre sont les
suivants :

1) Constatation d’une densité ν de photo-événements largement supérieure à celle obtenue
en dessous du seuil.

2) Constatation d’un équilibrage de la densité de photo-événements par photo-compteur à
2,35% près (au plus) sur les deux voies de détections (dans le corrélomètre le coupleur
fibré, adapté pour 780 nm, crée deux voies de détection). Cet équilibrage des deux voies de
détection est typiquement de 0,40% à 780 nm. La valeur d’équilibrage entre les deux voies
de détection à 2,35% près est consistante avec un écart de la longueur d’onde d’environ
10 nm : la raie d’émission du LAF est centrée sur 771,3 nm après doublage.

3) Constatation de la chute (très importante) de ν lorsque le filtre spectral centré sur la
longueur d’onde 780 nm de largeur 1 nm est placé sur le trajet du faisceau.

Le réglage de l’amplificateur du laser de pompe (dont l’énergie radiative vient exciter les atomes
d’Erbium et de Germanium de la fibre) s’effectue à l’aide d’un tournevis. Cet amplificateur
est un appareil fabriqué en laboratoire. L’unité du paramètre qui contrôle l’intensité du laser de
pompe n’est pas connue, ni le type de grandeur que constitue ce paramètre (tension, courant,...).
C’est de manière certaine une quantité proportionnelle au paramètre de pompe. C’est pour cela
qu’il est appelé ci-après, par abus de langage, paramètre de pompe, et est noté : r. L’intervalle
observé des valeurs de r étant des valeurs seuils est [0, 084; 0, 095].
La distinction de l’état “en dessous du seuil” - ”au dessus du seuil” s’effectue à l’aide d’un
analyseur de spectre optique, voir sous-partie suivante II..2. A chaque valeur réglée de r le
spectre est observé, avant doublage et après amplification, s’il n’y a pas de structure particulière
autour de λB (5.1), l’état est défini en dessous du seuil. A la moindre apparition d’une raie
d’émission (voir par exemple figure 5.7) l’état est défini “au dessus du seuil”.

Observation expérimentale importante. Il y a un phénomène d’hystérésis sur le réglage
de r. Ainsi, d’un jour à l’autre une même valeur de r peut correspondre à un état “au dessus du
seuil” tout comme à un état “en dessous du seuil”. L’observateur ne peut pas se fier à la valeur
affichée de r de manière absolue, la valeur de r n’a de sens que relativement à une même série
de mesure. L’état “au dessus du seuil” ou “en dessous du seuil” est systématiquement vérifié par
une mesure de spectre à chaque modification de la valeur de r.
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Figure 5.5 – Spectres mesurés pour les différentes sources, avant et après amplification.

II..2 Spectres mesurés

Quelque soit la mesure effectuée, les spectres sont mesurés avant et après amplification. Ils
n’ont jamais été mesurés après doublage en fréquence en raison de la trop faible intensité de la
radiation relativement à la sensibilité de l’analyseur de spectre optique à disposition (AQ6370D
de Yokogawa TM R©). La figure 5.5 présente les spectres de Erfl avant et après amplification, le
spectre de l’amplificateur seul, et le spectre d’un laser conventionnel centré sur une longueur
d’onde proche de λB (avant et après amplification). L’amplificateur utilisé (non-sensible à la
phase, “phase insensitive amplifier” en anglais) ne déforme pas les spectres dans presque toute
sa plage d’amplification, excepté au voisinage du gain d’amplification maximal. Cette observation
est bien sûr relative à la résolution de l’analyseur de spectre optique, d’échantillonnage minimal
0,001 nm (donnée constructeur) avec une précision minimale de 0,01 nm, et une résolution
minimale de 0,02 nm (données constructeurs). Il peut déjà être remarqué que la longueur d’onde
centrale du profil de raie est légèrement différente de [203] :

λB = 1542, 6 nm. (5.1)

Ceci peut s’expliquer par un nombre de sous-réseaux de Bragg différents [203]. La variabilité du
spectre de la raie d’émission du LAF avec l’énergie radiative apportée par la pompe est présentée
figure 5.6. Les spectres correspondant aux premiers états “au dessus du seuil” sont présentés
figure 5.7.
Le spectre présente également une variabilité pour une valeur du paramètre de pompe donnée,
et ce même bien au dessus du seuil “laser”. Cette variabilité s’exprime sur une échelle de temps
de la milliseconde (durée d’acquisition minimale de l’analyseur de spectre optique), au moins.
L’emploi du temps pour cette expérience n’aura pas permis de déterminer précisément l’échelle
de temps caractéristique de cette variabilité. Il peut cependant déjà être constaté que deux
acquisitions de spectre successives, c’est à dire avec 1 ms d’écart, présentent des différences
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Figure 5.6 – Spectres mesurés au dessus du seuil pour différentes valeur du paramètre de pompe
(dont l’unité est inconnue). Les premières courbes (en vert) pour lesquelles la raie d’émission a
une faible intensité, relativement aux autres valeurs, sont zoomées en figure 5.7.
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Figure 5.7 – Spectres mesurés pour différentes valeurs du paramètre de pompe r (dont l’unité
est inconnue) juste au dessus (avec le pas de réglage accessible) du seuil du LAF. Ces valeurs de
r proches du seuil du LAF par valeurs supérieures, sont sujettes à un phénomène d’hysterésis
dont l’origine n’est pas comprise à ce jour, et ont donc un sens uniquement pour cette figure.
Le spectre en dessous du seuil est plat, avec une puissance autour -38,3dBm pour la valeur
d’amplification utilisée ici.
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Figure 5.8 – Spectre mesuré de la raie d’émission du LAF. L’échantillonnage de l’analyseur de
spectre optique est de 0,001 nm pour la moyenne de 100 spectres mesurés successivement sur
un intervalle de moins de 0,5 nm, et dans une durée de moins de 0,1 s. Les spectres mesurés à
deux instants de dates différentes, sont affichés pour rendre compte de la variabilité spectrale
de Erfl. L’échantillonnage pour ces deux spectres est de 0,005 nm.

significatives ; voir figure 5.8. La moyenne temporelle sur 0,1 s (soit sur 100 spectres) dévoile un
profil de raie à la forme non-triviale, voir figure 5.8. Cette variabilité spectrale s’expliquerait par
une compétition entre les différents modes “laser”, discutée dans la partie I..2 précédente.
Sur l’échelle de temps de la mesure de g(2)(τ) (typiquement une trentaine d’heures) le spectre
pris au début et à la fin de l’acquisition présente des différences qui sont similaires à celles
affichées figure 5.8. Le spectre dépend du temps, et donc sa transformée de Fourier inverse : g(1)

dépend également du temps, i.e. :
g(1) ≡ g(1)(t, τ).

La radiation Erfl en tant que processus n’est donc pas stationnaire au second ordre sur l’échelle
de temps de la mesure de g(2). Sans hypothèses supplémentaires, il est impossible de dire si g(2)

dépendra uniquement de τ , ou si comme g(1), elle dépendra de t et τ . Les variations spectrales
sont confinées sur un support de longueur d’onde restreint et bien déterminé ; entre 1542,45 nm
et 1542,75 nm. L’amplitude des variations de puissance, sur 1 ms, relativement au maximum en
λB = 1542, 6 nm est de 10% au plus.

Effet du doublage en fréquence sur le spectre

La connaissance du spectre de Erfl après doublage en fréquence est importante car une mesure
de contraste C1 = 0 peut correspondre à une radiation chaotique de temps de cohérence non-
résolu par le corrélomètre. A la longueur d’onde en jeu, autour de 771, 3 nm, si Erfl est un champ
chaotique tel que la largeur caractéristique de son spectre soit de plus de 3 nm, alors la valeur
de C1 n’est plus mesurable avec la précision du corrélomètre, et Erfl n’est plus distinguable d’un
champ cohérent. Si le doublage en fréquence élargit le spectre (plusieurs phénomènes détaillés
dans le prochain paragraphe peuvent en être la cause), il est alors impossible de conclure sur
la nature stochastique de Irfl. La mesure directe du spectre de Erfl après doublage s’est avérée
impossible avec l’analyseur de spectre à disposition du fait de la trop faible intensité devant
le seuil de détection de l’appareil (et ce même avec une valeur d’amplification maximale). Par
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Figure 5.9 – Spectre du LAF amplifié, avant doublage en fréquence, mesuré avec l’analyseur
de spectre sur la totalité de l’intervalle de longueurs d’ondes accessibles. “‘RFL” est l’acronyme
de Random Fiber Laser en anglais, et “OSA” est l’acronyme de Optical Spectrum Analyser en
anglais. La raie du LAF est visible autour de 1542 nm. Le gain d’amplification paramétré est
propre à la mesure présentée sur cette figure. La partie du spectre dans un intervalle de 1 nm
autour de 2× 780 = 1560 nm est sans structure fine sous le seuil du LAF.

conséquent, il faut passer en revue les phénomènes physiques qui prennent place lorsque qu’une
radiation se propage dans un milieu non-linéaire, comme le cristal KDP, et qui seraient suscep-
tibles de modifier le spectre de la radiation.
La radiation Erfl émise par le LAF en dessous du seuil, est de nature continue et possède un
spectre large, voir figure 5.6. Si l’intensité pour chacune des composantes spectrales en jeu est
suffisante pour être doublée, ce qui serait le cas avec l’amplification apportée car l’amplification
ne modifie pas le spectre (exceptée pour des valeurs d’amplification extrêmes), le spectre après
doublage en fréquence est à priori large également. Dans la configuration expérimentale mise
en place, le spectre de Erfl en dessous du seuil serait donc essentiellement déterminé par le filtre
spectral placé avant l’entrée du corrélomètre, et après le cristal non-linéaire, voir figure 5.4. Ce
filtre est utilisé pour effectuer une mesure de g(2)(τ) sur Erfl en dessous du seuil, puis retiré
lorsque Erfl est généré au dessus du seuil.
Au dessus du seuil, si Erfl n’est pas sous forme d’impulsions, et si chaque composante spec-
trale est suffisamment amplifiée pour être doublée en fréquence, la fréquence centrale du spectre
(correspondant au maximum d’intensité) est davantage doublée en fréquence que le bord du
spectre. En effet, le doublage en fréquence dépend de l’intensité au carré (effet non-linéaire).
Cela a pour conséquence de réduire la largeur caractéristique du spectre, par exemple pour un
spectre gaussien après doublage l’écart-type du spectre est réduit d’un facteur

√
2. Ce phéno-

mène ne participe donc pas à élargir le spectre, ce qui va dans le bon sens pour la mesure.
Cependant, il est probable que Erfl soit sous forme d’impulsions, comme il est envisagé théori-
quement [216, 154, 155]. Ces impulsions résulteraient du mécanisme de compétition entre les
modes [212, 211], et de leur soudaine et erratique synchronisation [152, 154, 211]. En toute ri-
gueur, la propagation d’une impulsion dans un milieu non-linéaire (et dispersif), comme le cristal
KDP utilisé, modifie le spectre de la radiation si l’impulsion est suffisamment intense pour être
doublée en fréquence. Ce qui est le cas dans l’expérience menée ; Erfl est effectivement doublé
en fréquence. En effet, pour ces impulsions, le phénomène d’auto-modulation de phase, et celui
de la dispersion de la vitesse de groupe dans le cristal, prennent place simultanément, voir par
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exemple la section 7.5 du chapitre 7 de [219]. Le phénomène de dispersion de la vitesse de groupe
de l’impulsion tend à élargir l’impulsion temporellement, donc à réduire sa largeur spectrale.
Ce phénomène ne tend donc pas à élargir le spectre de Erfl. Le phénomène d’auto-modulation
de phase déplace spectralement le front avant de l’impulsion vers des fréquences plus basses de
δωspm, et de la même quantité δωspm le front arrière de l’impulsion vers des fréquences plus
hautes. Le phénomène d’auto-modulation de phase engendre donc un élargissement de l’ordre
de (voir par exemple [219], section 7.5)

2δωspm = 2
n2

ω0
c I0L

τp
, (5.2)

où : τp est la durée des impulsions, n2 est relié à la susceptibilité Kerr χ(3) par (voir par exemple
[218], chapitre 5)

n2 := 3χ(3)(ω,−ω, ω)
4ε0n2

0c
,

la pulsation centrale est ω0, et qui a pour vitesse de groupe dans le vide, de permittivité ε0, la
constante c. L’intensité I0 est définie par :

I0 := 2n0ε0c |Erfl|2 (5.3)
où n0 est l’indice de réfraction usuel relié à susceptibilité du premier ordre χ(1).
L’élargissement (5.2) peut se réécrire en fonction des quantités mesurées par l’analyseur de
spectre : la largeur spectrale ∆λrfl, et la puissance P0 pour la surface δs du disque de la fibre
mono-mode en entrée de l’analyseur de spectre. La largeur spectrale ∆λrfl est reliée à τp par :
1/τp = c∆λrfl/λ

2
B. La puissance P0 est reliée à l’intensité par : I0 = 2n0

P0
δs . Ainsi :

2δωspm = 8πc∆λrfl
λ3
B

P0
δs
Ln0n2,

ou en terme de longueur d’onde :

2δλspm = 4∆λrfl
λB

P0
δs
Ln0n2. (5.4)

Application numérique. La puissance mesurée correspondant à I0 avant doublage est de P0 '
1 µW pour une surface δs correspondant à l’aire du disque de la fibre mono-mode de diamètre
125 µm, l’intensité dans le KDP d’indice n0 ' 1, 48 à λB, est donc

I0 ' 241W.m−2.

La largeur spectrale de l’impulsion est environ égale à ∆λrfl = 0, 15 nm, et la longueur L
correspond au côté du cube de 1 cm formant le cristal de KDP. L’élargissement spectral (5.4)
s’écrit alors

2δλspm ' 4, 7 ∗ 10−4n2 [m].
L’effet non-linéaire dans le cristal KDP est généré par un mécanisme de polarisation électronique,
l’indice de réfraction non-linéaire n2 est de l’ordre de 10−20 m2.W−1 pour ce type de mécanisme,
voir [218] table 5.1. Par conséquent l’élargissement spectral 2δλspm dû à l’auto-modulation de
phase dans le cristal est tout à fait négligeable devant la largeur spectrale ∆λrfl.
Par conséquent, au dessus du seuil, en toute rigueur il faut s’attendre à une modification du
spectre de Erfl si la radiation est sous-forme d’impulsions. Cependant l’élargissement spectral
induit par le phénomène non-linéaire d’auto-modulation de phase au sein du cristal non-linéaire
est tout à fait négligeable devant ∆λrfl. Le phénomène de dispersion de vitesse de groupe au
sein du cristal non-linéaire tend à élargir temporellement l’impulsion donc à réduire la largeur
spectrale, ce qui va dans le bon sens pour l’expérience. En dessous du seuil, où Erfl est à priori
une radiation continue, il n’y a pas de modification spectrale attendue pour Erfl tant que chaque
composante spectrale est suffisamment amplifiée pour être doublée.
Remarque. Les bandes d’acceptance spectrale et angulaire du doublage n’ont pas été caractéri-
sées.
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Effet de l’amplification sur le spectre

L’amplification utilisée modifie la forme du spectre pour les valeurs d’amplification les plus
élevées du paramétrage de gain possible. En dehors de ce voisinage de valeurs élevées aucune
modification du spectre n’est observée, relativement à un échantillonnage de 0,005 nm et une
résolution de 0,02 nm de l’analyseur de spectre utilisé.

II..3 Mesure de g(2)(τ) sans action “laser”

Doublage en fréquence et nature des fluctuations de l’intensité

Le doublage en fréquence conserve l’état cohérent du champ [220]. Cependant, un état chao-
tique Rayleigh est transformé par le doublage en fréquence : il exhibe des fluctuations supra-
thermiques (i.e. : g(2)(0) > 2) après doublage, qu’il soit multi-mode [221], ou mono-mode [220].
Autrement dit, le doublage en fréquence conserve les fluctuations poissoniennes mais accentue
les fluctuations du champ chaotique Rayleigh, dans le sens où l’excès de corrélation à τ = 0
dans g(2) est accentué [220]. Par conséquent, malgré l’influence du doublage en fréquence sur les
fluctuations du champ chaotique Rayleigh, il est tout de même possible de mettre en exergue
une transition d’un état chaotique Rayleigh vers un état cohérent du champ.

Amplification externe et nature des fluctuations de l’intensité

L’amplification avec un amplificateur standard indépendant de la source modifie la nature
des fluctuations de l’intensité de la radiation [222, 223]. La transformation du processus stochas-
tique champ Erfl par l’amplification dépend précisément de la nature de ce processus. Lorsque le
processus Erfl avant amplification est l’inconnue, il est impossible de déduire la nature de Erfl par
la seule donnée des deux fonctions de corrélation g(1)(τ) et g(2)(τ), car un processus stochas-
tique est caractérisé par la hiérarchie (infinie) de ses fonctions de corrélation (théorème discuté
en Introduction, en sous-partie V..1, paragraphe “Choix des trois premières fonctions de cor-
rélation”). La seule exception est le processus gaussien où la seule donnée de l’auto-corrélation
(et du premier moment) suffit. Cependant, un processus Erfl gaussien de moyenne nulle (donc
un processus Irfl exponentiel, voir (25) dans l’Introduction) donne g(2)(0) = 2, certes, mais la
réciproque est fausse ; g(2)(0) = 2 n’implique pas que Erfl soit gaussien de moyenne nulle (voir le
paragraphe suivant (25) dans l’Introduction).

Conséquence sur la caractérisation de Erfl en tant que processus aléatoire

Du fait du doublage en fréquence, l’identification d’un champ chaotique Rayleigh avec la
seule donnée de g(2)(0) est délicate, car si l’action du doublage sur un champ chaotique Ray-
leigh semble connue (g(2)(0) devient plus grand que 2 [221, 220]), l’action du doublage sur un
champ donné, non chaotique Rayleigh, peut très bien donner g(2)(0) > 2 également. Ainsi, les
étapes d’amplification et de doublage en fréquence font qu’aucune conclusion absolue ne peut
être déduite sur la nature du processus Erfl, au dessus comme en dessous du seuil. Seules des
conclusions négatives peuvent-être données.

Mesures

Dans l’idéal la mesure en dessous du seuil (et aussi celle au-dessus du seuil) aurait dû être
effectuée avec un filtre centré sur 771,3 nm (qui correspond à la longueur d’onde centrale de la
raie du LAF après doublage), de largeur 1 nm. Le seul filtre qui était à disposition était centré
sur 780 nm de largeur 1 nm. Les hypothèses qui sont faites sont les suivantes :
H-LAF-1) Les parties du spectre dans un intervalle de 1 nm autour de 1542,6 nm et autour de

1560 nm sont identiques en dessous du seuil,
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Figure 5.10 – Mesure de g(2)(τ) sur le LAF en dessous du seuil après amplification, doublage en
fréquence, et filtrage spectral par une porte centrée sur 780 nm de largeur 1 nm. L’autre graphe
est la mesure de g(2)(τ) pour un laser conventionnel (émettant à 1550 nm) après amplification
et doublage en fréquence (et sans filtrage spectral). Ces deux mesures ont été effectuées avec un
même ν et une même valeur de gain d’amplification. L’origine du plateau dans la mesure de g(2)

sur le LAF au dessus du seuil n’est pas encore comprise.

H-LAF-2) Les radiations correspondantes ont la même nature stochastique en dessous du seuil.
Ces hypothèses sont acceptables du fait qu’il n’y ait pas de structure spectrale particulière en
dessous du seuil du LAF.
La figure 5.10 dévoile la mesure de g(2)(τ) obtenue pour Erfl en dessous du seuil filtré spectra-
lement par un filtre centré sur 780 nm de largeur 1 nm, ainsi que la mesure de g(2)(τ) obtenue
pour un laser conventionnel centré sur 1550 nm (au dessus de son seuil laser).
Pour ces deux sources, la radiation est amplifiée avant d’être doublée en fréquence et d’être
injectée dans le corrélomètre. La densité de photo-événements par détecteur ν est de 968 kcps
pour chacune des deux mesures. Pour cette valeur l’écart-type σ de la réponse temporelle du
corrélomètre Rδ est donné par (4.4). La valeur de ν n’a pas pu être choisie pour minimiser σ
selon (4.3) car il aurait fallu paramétrer l’amplificateur dans la zone où il déforme les spectres.
La durée d’acquisition a été fixée à environ 20 heures pour avoir un RSB d’environ 13. Le spectre
de Erfl en dessous du seuil après filtrage, mais sans doublage, a pu être observé. Il est en bonne
approximation gaussien. En conséquence, g(1)(τ) est aussi une gaussienne en bonne approxima-
tion. Si Erfl est un champ chaotique Rayleigh, alors la relation (4.19) s’applique, et la constante
de temps caractéristique dans g(2)(τ) est reliée à celle imposée par le filtre (4.24)

τfil = λ2
0

c∆λ = 2, 03± 0, 20 ps, (5.5)

par la relation (4.25). L’incertitude a été calculée à partir de l’incertitude sur la largeur spectrale
du filtre donnée par le constructeur. Le contraste attendu (4.19) est alors de :

C1 = τfil
σ

= (2, 68± 0, 30).10−3 (5.6)

L’incertitude de (5.5), et celle portant sur l’écart-type σ de la réponse temporelle du corrélomètre,
ont été propagées pour obtenir l’incertitude dans (5.6).
La valeur de C1 mesurée (avec un fit gaussien, voir chapitre 4, sous-partie III..1) est

C1 = (3, 22± 0, 36).10−3 (5.7)
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L’incertitude est celle donnée par le fit, qui est bon (SSE = 3, 5.10−6, R-square = 80%). L’in-
certitude du fit est cependant très influencée par le plateau qui apparaît autour de la valeur de
1,001. L’origine de ce plateau n’est pas comprise à ce jour. Les barres d’erreur entre (5.6) et
(5.7) s’intersectent, il ne peut donc rien être conclu rigoureusement sur la nature stochastique
de Erfl. Cependant, sachant que le doublage en fréquence a tendance à exacerber les fluctuations
d’intensité exponentielles (radiation chaotique Rayleigh), c’est à dire à augmenter g(2)(0), la
tendance observée sur C1 est consistante avec la nature chaotique Rayleigh de Erfl en dessous
du seuil, modulo l’influence de l’amplification.

La valeur g(2)
L ∗Rδ[0] mesurée avec le laser conventionnel n’est pas égale à 1 même au bruit de

grenaille près. Elle est du même ordre de grandeur que C1 mesuré sur Erfl en dessous du seuil :

g
(2)
L ∗ Rδ[0] ' 2, 90.10−3 (5.8)

La même mesure sans doublage n’a pas pu être effectuée car les modules photo-compteurs ont
une efficacité quantique nulle à 1550 nm. En pratique, un laser conventionnel possède une valeur
g(2)(0) plus au moins égale à 1 en fonction de sa qualité, mais n’est jamais comparable à la
valeur obtenue pour un champ chaotique Rayleigh (5.7). Par exemple, avec un laser Helium-
Neon de longueur d’onde centrale ' 633 nm (conventionnel), sans doublage en fréquence et sans
amplification, un pic apparaît en g(2)

L ∗Rδ[0] avec la résolution temporelle minimale de 10 ps du
corrélateur digital. Cependant, ce pic a une amplitude trois fois plus faible que (5.8), et présente
une largeur caractéristique de moins de 20ps, cette largeur n’a pas de signification physique
car elle est inférieure à la résolution temporelle du corrélomètre. Elle est interprétée comme un
biais du convertisseur temps-digital. La figure 5.10 dévoile une largeur 20 fois plus importante
que celle obtenue avec un laser He-Ne en pratique, une largeur d’environ 400 ps. Cette largeur
caractéristique est également inférieure à la résolution temporelle σ du corrélomètre, mais reste
du même ordre de grandeur, et il est difficile d’interpréter sa signification physique.
Conclusion. La valeur g(2) ∗ Rδ[0] mesurée avec un laser conventionnel, après doublage en fré-
quence et amplification, ne correspond pas à celle obtenue pour une mesure de g(2) sur un laser
He-Ne sans doublage et sans amplification. Cependant, la mesure est difficilement interprétable
car la largeur caractéristique de la fonction g(2) mesurée est inférieure à σ.
Il est possible que la mesure ait été effectuée avec une composante du fond d’émission stimulée
amplifié (ASE) superposée à la raie laser à 1550 nm, voir uniquement sur l’ASE dont le temps de
cohérence ne serait pas résolu par le corrélomètre. C’est ce qui expliquerait la différence avec la
mesure de g(2) avec un laser He-Ne sans amplification et sans doublage. Pour dissiper ce doute il
aurait fallu placer un filtre spectral centré sur 775 nm en entrée du corrélomètre. Cependant, la
valeur de la densité de photo-événement obtenue après doublage tend à confirmer que la mesure
a bien été effectuée avec une radiation composée, au moins en grande partie, de la raie laser
à 1550 nm. En effet, si la densité de photo-événement correspondait à une mesure de g(2) sur
l’ASE, alors cela impliquerait que le ν mesuré correspondant à la raie laser à 1550 nm soit 10
fois plus important, voir figure 5.5 : le niveau de l’ASE correspond à environ -27 dBm, alors que
celui de la raie laser à 1550 nm correspond à -17 dBm. C’est à dire que le ν mesuré correspon-
dant à la raie laser aurait été de ' 10 Mcps. Or, sur la raie laser du LAF, avec la même valeur
d’amplification, il n’a jamais été mesuré un tel ν, et la raie laser du LAF est plus intense que
celle du laser conventionnel à 1550nm, voir figure 5.5. Donc la mesure de g(2) semble bien avoir
été effectuée sur la raie laser à 1550 nm.
Par conséquent, il n’est pas impossible que les procédés d’amplification puis de génération de
seconde harmonique utilisés, biaisent la nature stochastique d’une radiation laser convention-
nelle. Il est aussi possible que la valeur de C1 anormalement élevée soit un biais du convertisseur
temps-digital, différent du biais constaté avec la mesure de g(2) sur un laser He-Ne sans doublage
et sans amplification. Avec les données disponibles, il est ici impossible de conclure rigoureu-
sement sur l’effet combiné de l’amplification et du doublage en fréquence sur la nature d’une
radiation laser.
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Ainsi, étant données les incertitudes qui demeurent sur l’effet de l’amplification utilisée combinée
à un doublage en fréquence sur la nature stochastique d’une radiation (quasi)cohérente, il est
choisi de ne rien conclure de manière affirmative sur la nature stochastique de Erfl au-dessus du
seuil du LAF avec les mesures effectuées.
D’autre part, la valeur C1 mesurée avec Erfl, de g(1) gaussien de largeur fixée par (5.5), sous
le seuil du LAF est plus haute que la valeur attendue pour une radiation chaotique Rayleigh.
Sous réserve que l’amplification accentue la valeur g(2)(0) d’un champ chaotique Rayleigh, ou la
laisse inchangée, cette observation est consistante avec le fait que Erfl soit un champ chaotique
Rayleigh sous le seuil, car le procédé de génération de seconde harmonique accentue la valeur
g(2)(0) d’un champ chaotique Rayleigh (voir les références données dans le premier paragraphe
de cette sous-partie).

III. Une action “laser” cohérente ?
Le protocole de l’expérience est le suivant : augmenter l’énergie apportée par la pompe pour

franchir le seuil du LAF et mesurer g(2)(τ) au dessus du seuil.

III..1 Mesure de g(2)(τ) à l’échelle de la nanoseconde

Quelques observations sur la nature du seuil, dans la configuration expérimentale mise en
place.
— Seuil laser erratique. Le seuil “laser” ne possède pas une valeur bien définie, il varie. Cela

implique en pratique l’apparition de la raie “laser” sur le spectre pour une valeur du
paramètre de pompe, noté r, qui varie (en dehors des erreurs systématiques de lecture du
paramètre pompe). De plus, il y a des fluctuations dans les structures de la raie du LAF
sans modifier le paramètre de la pompe.

— Pulsations. Il est également possible d’observer près de la valeur “seuil”, sans toucher au
paramètre de pompe, des disparitions totales de la raie pendant des durées qui peuvent aller
jusqu’à l’ordre de la seconde. Ce qui pourrait s’interpréter comme des sortes de pulsations.

— Hystérésis. Remarque déjà faîte en sous-partie II..1. Une fois que la valeur seuil est franchie,
un comportement de type hystérésis apparaît : la raie laser persiste pour des valeurs
plus faibles de r que la valeur qui avait donné lieu à l’apparition de la raie initialement.
L’observateur ne peut se fier à la valeur de r affichée en absolu, elle peut correspondre à
un état “au dessus du seuil” un jour de mesure, et le lendemain correspondre à un état
“en dessous du seuil”. L’état “au dessus du seuil” est défini par l’apparition de la raie
d’émission du LAF avec l’analyseur de spectre.

Rappel. Le filtre spectral centré sur 780 nm de largeur 1 nm n’est présent qu’en dessous du
seuil. Le protocole est le suivant. En partant d’une valeur suffisamment en dessous du seuil, une
acquisition de g(2)(τ) est effectuée pour chaque pas de réglage de r (pas le plus fin possible). Il
se trouve que le pas de réglage de r n’est pas régulier. Dans l’idéal il faut choisir une valeur de
la densité de photo-événement ν qui minimise σ (voir figure 4.5). Cependant, pour ce faire, en
dessous du seuil il aurait fallu paramétrer le gain d’amplification proche de sa valeur maximale.
Cette option n’a pas été considérée. La densité de photo-événements ν est autour de 970 kcps,
en dessous du seuil et est maintenue à cette valeur au dessus du “seuil” grâce une atténuation
optique. Le spectre obtenu au dessus du seuil sur la totalité de l’intervalle de longueurs d’ondes
accessibles avec l’analyseur de spectre à disposition est présenté figure 5.9. L’intensité de la raie
d’émission du LAF est très largement supérieure au continuum de 600 nm à 1700 nm.
L’acquisition de g(2) dure plusieurs heures à chaque fois. La limite de temps pour réaliser l’ex-
périence, avec ν ∼ 1Mcps impose un RSB maximal d’environ 17 par point de mesure, soit en
moyenne 32 heures d’acquisition par point de mesure (i.e. pour chaque point de la courbe g(2)(τ)
de la figure 5.11). Ce RSB est simplement limité par le bruit de grenaille, cela a été vérifié avec
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les données expérimentales : l’écart-type dans une région de g(2) ∗ Rδ éloignée de l’origine phy-
sique des délais τ , diminue bien en racine du temps comme prévu (3.44).
Le résultat est présenté figure 5.11. En dessous du seuil, l’incertitude du fit sur C1 varie peu car
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Figure 5.11 – Évolution de C1 au voisinage du seuil du laser fibré aléatoire. En dessous du seuil
(filtre centré à 780 nm de largeur 1 nm présent) C1 > 0 et donc ln (1− C1) < 0. Les incertitudes
en dessous du seuil sont celles du fit gaussien. Au dessus du seuil (aucun filtre spectral), C1 → 0
et donc ln (1− C1) < 0 → 0. De plus, au dessus du seuil il n’y a plus de structure particulière
dans g(2) ∗ Rδ, les incertitudes correspondent au bruit de grenaille, et sont très similaires à
celles du fit (à 1% près). Les incertitudes sont ensuite propagées à travers la forme fonctionnelle
ln (1− x).

les points de mesures ont tous à peu près le même RSB. L’incertitude maximale est de 0, 36.10−3.
Au dessus du seuil, il n’y a plus de structure particulière dans g(2) ∗ Rδ, la valeur à τ = 0 est
donnée avec un écart-type de la mesure de g(2) dans l’intervalle considéré, qui correspond phy-
siquement au bruit de grenaille (racine carré de l’auto-corrélation de l’intensité à délai nul).
Sous réserve des deux hypothèses H-LAF-1 et H-LAF-2, données en sous-partie II..3, et sous
réserve que le spectre au dessus du seuil ne soit pas élargi d’une largeur spectrale de plus de
3nm, la mesure révèle une transition dans le comportement statistique de Erfl. La transformation
de la loi de probabilité de Irfl par l’amplification ne permet pas de conclure de manière absolue.
Cependant, la transition relative entre l’état de Erfl sous le seuil et au dessus du seuil est claire,
barres d’erreur comprises. Les figures 5.12, et 5.13, reportent l’observation de cette transition
statistique pour la plage totale de délais sur laquelle est construit l’histogramme des corrélations
de Irfl. Cette transition est compatible avec les résultats obtenus dans [157]. La figure 5.13 révèle
l’existence d’une autre constante de temps (de l’ordre de plusieurs microsecondes) au dessus du
seuil.

III..2 Mesure de g(2)(τ) à l’échelle de la microseconde

Rappel. Au dessus du seuil le filtre centré sur 780 nm de largeur 1 nm n’est pas présent.
Au dessus du seuil, la mesure de g(2)(τ) requiert d’agrandir la fenêtre temporelle sur laquelle
le convertisseur temps-digital génère les photo-événements servant au calcul de l’histogramme
des corrélations de Irfl. (Le calcul de l’histogramme des corrélations est réalisé par l’ordinateur).
D’une fenêtre de 600 ns, il faut passer à une fenêtre de 760 µs pour mesurer correctement g(2)(τ),
soit une fenêtre temporelle plus de mille fois plus grande. Le taux de transfert du convertisseur
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Figure 5.12 – Mesure de g(2)(τ) pour Erfl en dessous du seuil du LAF. La zone en pointillés
noirs correspond à l’intervalle de délais de la figure 5.10. Les “pics” centrés en -240 ns, -40 ns,
et +30 ns sont dus à des réflexions parasites au sein du corrélomètre.
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Figure 5.13 – Mesure de g(2)(τ) pour Erfl au dessus du seuil du LFA. L’axe des ordonnées est
non-normalisé. La zone en pointillés noirs correspond à l’intervalle de délais de la figure 5.10.
Il n’y a plus aucune structure dans cette zone au dessus du seuil, voir figure 5.14. L’apparition
d’une structure en cloche de largeur de plusieurs centaines de microsecondes est observée.
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Figure 5.14 – Mesure de g(2)(τ) pour Erfl au dessus du seuil du LFA. Résultat à comparer
directement avec celui de la figure 5.10.

temps-digital vers l’ordinateur, et la capacité de calcul en temps réel de cet ordinateur, étant
limités, il a fallu réduire la densité de photo-événements ν, qui était autour de 970 kcps, pour
obtenir une résolution temporelle de l’histogramme des corrélations la plus petite possible. Si
rien n’est fait pour atténuer ν, la résolution temporelle de l’histogramme des corrélations de
Irfl est de 253 ns (plus de mille fois celle de la fenêtre temporelle de 600 ns qui est de 200 ps).
La réduction de ν doit se faire telle que ν reste largement au dessus des valeurs mesurées en
l’absence de tout signal. L’atténuation s’est faite de sorte que ν (moyenne par définition), au
dessus du seuil, ait une valeur autour de 150 kcps, avec des maxima autour de 350 kcps et des
minimums autour de 40 kcps. En l’absence de tout signal ν vaut 7 kcps. Avec l’atténuation réa-
lisée, la résolution temporelle de l’histogramme des corrélations de Irfl peut alors être abaissée à
5 ns (relativement à 253 ns) sur la fenêtre de 760 µs. Pour abaisser cette résolution temporelle
de 5 ns sous la nanoseconde, il aurait fallu rapprocher ν des niveaux mesurés en l’absence de
signal. Cette option n’a pas été choisie. Avec le temps d’expérimentation disponible, la durée
d’une acquisition pour une valeur du paramètre pompe r au dessus du seuil (excepté pour les
trois points de la figure 5.11) a été fixée à la durée maximale envisageable, soit environ 20heures.
La mesure de g(2)(τ) révèle trois constantes de temps de l’ordre de la microseconde au dessus
du seuil, voir table 5.1. La première, notée τγ , de l’ordre de la centaine de micro-secondes, dessi-

Table 5.1 – Constantes de temps constatées dans la mesure de g(2)(τ) au dessus du seuil du
LAF.

notation proposée signification possible ordre de grandeur constaté
τγ temps de cohérence des impulsions ∼ 100 µs
τX pseudo-période des impulsions ∼ 10 µs
τL largeur du lobe central dans g(2) ∼ 1 µs

nerait une enveloppe de type exponentielle décroissante (elle se visualise figure 5.16). Le temps
de cohérence τγ serait la constante de temps caractéristique telle que, qualitativement, deux
impulsions séparées de moins de τγ ont tendance à être similaires, et deux impulsions séparées
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d’une durée de plus de τγ ne se ressemblent plus. La deuxième, notée τX de l’ordre de la dizaine
de microsecondes, caractériserait une pseudo-période de pseudo-oscillations modulées par l’enve-
loppe. L’indice X est utilisé pour rappeler la présence des impulsions du LAF. Cette observation
est compatible avec l’émission d’impulsions du LAF au dessus du seuil, qui s’expliquerait par de
soudaines synchronisations de modes “laser”. La pseudo-période des impulsions formant Irfl est
responsable de l’apparition de la constante τX dans g(2). La troisième, notée τL, correspond à
la largeur du lobe central dans la fonction g(2), c’est le pic centré sur τ = 0. Son interprétation
n’est pas encore claire, cette quantité est reliée à τγ . La table 5.1 résume cette observation et
des interprétations possibles.
La figure 5.15 présente les mesures de g(2)(τ) obtenues sur une échelle de plusieurs centaines de
microsecondes lorsque Erfl est en dessous du seuil (avec filtre à 780 nm) ou approchant le seuil
par valeurs supérieures (sans filtre à 780 nm). Les pseudo-oscillations apparaissent au fur et à
mesure que le seuil est franchi. La figure 5.16 fait de même mais lorsque le seuil est largement
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Figure 5.15 – Mesure de g(2)(τ) pour Erfl au voisinage du seuil du LAF, et pour une échelle de
temps de l’ordre de la centaine de microsecondes. Le paramètre r est appelé par abus de langage
le paramètre de pompe, en réalité c’est une constante qui lui est proportionnelle. La structure
fine qui se dessine en haut du lobe central (i.e., centré sur τ = 0) correspond en fait aux pics de
corrélations parasites présentés par exemple figure 5.13.

franchi. Une tentative de caractérisation de l’évolution des pseudo-oscillations avec le paramètre
de pompe est menée dans la sous-partie suivante.
Une observation importante. Au dessus du seuil, la forme stable du signal g(2) ∗ Rδ, comme
présenté figure 5.16, semble apparaître quasi-instantanément (durée en dessous de la minute).
Sans analyse plus fine, il peut alors être tentant de réaliser l’acquisition sur quelques minutes
seulement. Un test a été effectué pour vérifier si g(2)(τ) pouvait être estimé via (3.11) sur une
durée de l’ordre de la minute (sous réserve de l’ergodicité en auto-covariance). Il s’avère que
la mesure de g(2) à partir d’une date t0, et pour une durée T0 de l’ordre de quelques minutes,
n’est pas identique à la mesure de g(2) à partir d’une date t1 6= t0 pour la même durée T0. La
signification de ce comportement est difficile à déterminer. Il est possible que ce soit un fait
physique, mais il est aussi possible que ce soit dû aux fluctuations du paramètre pompe. La
figure 5.17 rend compte de cette non-stationnarité du second ordre lorsque l’acquisition ne dure
que quelques minutes. La valeur g(2) ∗ Rδ[0] pour 5 acquisitions indépendantes, d’une minute
chacune, et pour un même paramètre de pompe donné, y est affichée. Au voisinage du seuil les 5
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Figure 5.16 – Mesure de g(2)(τ) pour Erfl bien au dessus du seuil du LFA. Le paramètre r est
proportionnel au paramètre de pompe. Les pics de corrélations parasites sont moins visibles que
sur la figure 5.15 car l’amplitude du lobe central a plus que doublée.

acquisitions indépendantes, de même durée (1minute), réalisées à des dates différentes, donnent
le même résultat. Au delà de ce voisinage, les 5 acquisitions diffèrent ; la stationnarité au second
ordre n’est donc pas valide. Ce test a également été effectué pour une durée d’acquisition T0
de 5minutes, et suggère la même conclusion. Par conséquent, une durée d’observation T0 de
l’ordre de quelques minutes, ne permet pas de définir g(2)(τ). Même si la forme stable du signal
g(2) ∗Rδ semble apparaître quasi-instantanément, c’est une illusion, et il est nécessaire d’intégrer
le plus longtemps possible pour que (3.10) puisse être valide (si l’ergodicité en auto-covariance
est vérifiée, ce qui est supposé ad-hoc ici). Le manque de temps n’a pas permis de comparer
deux mesures de g(2), réalisées dans les mêmes conditions, mais à deux instants différents, et
pour des durées d’acquisition T0 longues (de quelques dizaines d’heures). Remarque ; à cause du
phénomène d’hystérésis mentionné en sous-partie III..1, le seuil du LAF pour la mesure présen-
tée figure 5.17 n’est pas le même que celui présenté figure 5.11. Pour la figure 5.17 le premier
point de mesure est le premier point au dessus du seuil.

III..3 Tentatives de caractérisation

Une tentative de caractérisation du comportement du LAF au dessus de son seuil est pré-
sentée dans cette sous-partie. La caractérisation est essentiellement basée sur l’évolution des
constantes de temps dévoilées en table 5.1, avec les variations du paramètre de pompe.
La première étude concerne la largeur caractéristique du lobe central présent dans la mesure de
g(2)(τ). Pour chaque valeur r, le lobe centrale est fitté par une gaussienne en très bonne approxi-
mation (en moyenne : R-square=88%, SSE=2.10−6), l’évolution de la largeur à mi-hauteur avec
le paramètre pompe est reportée figure 5.18. La largeur à mi-hauteur τL décroîtrait algébrique-
ment avec l’augmentation du paramètre de pompe r (en ∼ 1/r2)

τL(r) ∝ arb + c, (5.9)

où les constantes a, b et c sont données dans la légende de la figure 5.18. Le modèle exponentiel
semble aussi pertinent, le fit est légèrement moins bon, voir figure 5.18.
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Figure 5.17 – Valeurs de g(2) ∗ Rδ[0] pour 5 acquisitions indépendantes, de même durée (1mi-
nute), réalisées à des dates différentes. Le premier point au dessus du seuil (accessible avec le
pas de réglage disponible) est le premier point de mesure affiché.

La deuxième étude concerne le nombre de pseudo-oscillations présentes dans la fenêtre tempo-
relle, ce qui renseigne indirectement sur l’évolution de τX avec r (τX est obtenu en divisant la
durée de la fenêtre temporelle par le nombre de pseudo-oscillations présentes). Cette étude ne
dévoile aucune tendance particulière, voir figure 5.19. La pseudo-période entre les impulsions
serait indépendante de r, et donc le phénomène physique engendrant les impulsions au dessus
du seuil du LAF ne dépendrait pas de r.
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Figure 5.18 – Évolution de la largeur à mi-hauteur du lob central de g(2)(τ) pour Erfl au
dessus du seuil. Les paramètres du fit sont : a = 0, 04821 ± 0, 0500, b = −2, 055 ± 0, 444,
c = 1, 231±0, 306. Le modèle de fit est très bon R-square= 94, 7%, malgré des écarts au modèle,
localisés, significatifs SSE= 7, 4. Le modèle de fit exponentiel a pour paramètres : d = 26, 44,
e = 16, 61, et c = 1, 533. Le modèle est moins bon : R-square= 94, 2%, et le modèle est moins
pertinent pour la prédiction : SSE=8, 1.
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Figure 5.19 – Évolution du nombre des pseudo-oscillations présentes dans la fenêtre temporelle
avec r (comptées uniquement pour τ > 0). Aucune tendance particulière n’est à relever.

IV. Un modèle pour expliquer g(2)(0) = 1 à l’échelle de la nano-
seconde

Dans ce qui suit l’influence du doublage en fréquence, et l’influence de l’amplification sont
volontairement ignorées.
Soit le n(t) le nombre de photons présents dans une durée [0, t], où 0 est le choix arbitraire de
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l’origine des dates. Au dessus du seuil, Irfl pourrait résulter de synchronisations de différents
modes “laser” survenant sur une échelle de temps microseconde (voir table 5.1), donc rares
relativement à l’échelle nano-seconde, et à priori indépendantes (comme suggéré par le méca-
nisme d’excitation proposé dans [211]), le nombre de synchronisation Ns(t) dans un intervalle
[0, t] donné, suivrait alors une loi de Poisson. Ainsi, le nombre de photons n(t) peut être décrit
comme un processus de Poisson composé

n(t) =
Ns(t)∑
k=1

nk, (5.10)

où :
— Ns(t) est un processus de Poisson de densité homogène νs, représentant le nombre de

synchronisation. Les synchronisations sont donc des points de Poisson (tk)k sur l’axe du
temps, ayant eu lieu durant [0, t].

— Les (nk)k sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées. Elles
représentent le nombre de photons crées lors d’une synchronisation à la date tk, et sont
indépendantes des (tk)k. Ce nombre de photon est relié au nombre de modes qui se syn-
chronisent à la date tk. La loi des (nk)k est déduite ci-après à partir des prédictions et
observations.

L’intensité Irfl est le processus dérivée de n, et s’écrit alors (en [photon.s−1]) :

Irfl(t) =
∑
k

nkδ(t− tk). (5.11)

Pour que les réalisations Irfl(tk) soient des V.A. de loi α-stable de Lévy Sα [154, 155, 156], il faut
et suffit que les (nk)k suivent une loi Sα, tronquée pour que 〈n2

k〉 reste fini (car c’est indirectement
une énergie). Remarque. Dans [155] Irfl est également considérée comme une somme de V.A.
de Lévy α-stables tronquées pour étudier la statistique des réalisations de Irfl. Ici Irfl est décrit
comme un processus stochastique pour étudier sa fonction d’auto-corrélation. L’auto-covariance
de Irfl se déduit en dérivant (deux fois) l’auto-covariance de n :

CIrflIrfl(τ) =
(
〈nk〉2 + 〈n2

k〉
)
νsδ(τ). (5.12)

Le premier moment de Irfl se déduit sans difficulté en dérivant le premier moment de n qui se
calcule sans difficultés grâce à l’indépendance des (tk)k et des (nk)k,

〈Irfl〉 = 〈nk〉νs,

et par conséquent avec (22) (voir Introduction), exceptée la singularité en τ = 0,

∀τ > 0, g(2)(τ) = 1. (5.13)

Remarque. Le modèle ci-dessus permet de retrouver la description classique attendue pour un
mode d’un champ cohérent. En effet, avec une description classique, l’intensité (d’un mode) d’un
champ cohérent est distribuée selon un train d’impulsions de Poisson de densité homogène (voir
la sous-partie IX. de l’Introduction). Le fait qu’il n’y ait qu’un seul mode revient dans le modèle
ci-dessus à prendre les (nk)k comme des variables aléatoires dégénérées qui prennent la valeur 1
avec la probabilité 1. Par conséquent n(t) ≡ Ns(t) est un processus de Poisson homogène. Par
définition d’un processus de Poisson composé, Ns(t) représente le nombre d’occurrences qui ont
pour dates des points de Poisson (ti)i. Avec un seul mode, les occurrences sont le nombre de
photons présents dans [0, t], qui, classiquement, sont localisés (définition classique (d’un mode)
d’un champ cohérent). L’interprétation de Ns(t) devient donc le nombre de photons dans [0, t].
Cette interprétation est consistante avec le fait que n(t) = Ns(t) puisque c’est la définition posée
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pour n(t). L’intensité Irfl s’écrit alors comme la dérivée d’un processus de Poisson homogène,
c’est à dire un train d’impulsions de Poisson

Irfl = F0
∑
i

δ(t− ti),

où F0 est une constante qui a les unités de Irfl multipliées à celles d’un temps.

V. Conclusion
Trois résultats majeurs sont à retenir de l’expérience réalisée.

— La transition de la valeur g(2)(0) ; plus grande que 1 en dessous du seuil du LAF, et égale
à 1 au dessus du seuil. Voir figure 5.11. L’amplification et la génération de seconde harmo-
nique, empêchent toutes conclusions supplémentaires sur la nature du champ Erfl au dessus
du seuil comme en dessous du seuil. Les observations en dessous du seuil ne sont pas incom-
patibles avec une nature chaotique Rayleigh de Erfl, et la transition observée ne contredit
pas la transition de la loi de probabilité des réalisations de Irfl lors du franchissement du
seuil, mise en évidence expérimentalement dans [154, 155, 156].

— Deux constantes de temps apparaissent au dessus du seuil, τγ et τX, voir table 5.1. Le
temps τγ peut s’interpréter comme le temps de cohérence des impulsions émise par le LAF
(∼ 100 µs), et τX par leur pseudo-période (∼ 10 µs).

— Une troisième constante de temps remarquable est la largeur τL du lobe central dans g(2).
Elle diminuerait algébriquement avec l’augmentation du paramètre de pompe, voir (5.9).
Le modèle exponentiel semble aussi pertinent pour cette décroissance.

Une piste pour modéliser Irfl en tant que processus stochastique a été imaginée, et s’est avérée
fructueuse pour expliquer pourquoi g(2)(0) égal 1 au dessus du seuil. Il reste cependant à décrire
précisément la troncature effectuée dans la loi Sα pour garantir l’existence de 〈n2

k〉.
L’hypothèse de stationnarité au second ordre de Irfl pourrait être testée en effectuant deux me-
sures de g(2) dans des conditions identiques, de durées identiques, mais réalisées à des instants
différents. L’hypothèse d’ergodicité en auto-covariance, posée ad-hoc également, serait testable
en effectuant le calcul de g(2) sur un échantillon de Nv valeurs de Irfl construit à partir de me-
sures différentes et indépendantes, puis en comparant ce calcul à la mesure de g(2) obtenue via
(3.11), sur une durée d’acquisition T0 générant également Nv valeurs. Le temps aura manqué
pour tester ces deux hypothèses qui n’ont rien d’évident, étant donné le comportement très
singulier des fluctuations du champ Erfl généré par le LAF.
La transition observée dans g(2) suggère que la fonction g(2) permettrait d’identifier un laser
aléatoire unidimensionnel relativement à une radiation chaotique. Cette expérience doit être
reproduite et vérifiée, si possible sans doublage en fréquence et sans amplification. Ce résultat
constitue néanmoins une première étape afin de savoir si la fonction g(2) permet d’identifier un
laser astrophysique relativement à une radiation chaotique.
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Résultats et critiques

Camper dans la campagne française,
déjà, ça demande du coeur au ventre∗.
Les paysans n’aiment guère. Surtout, ils
ne comprennent pas. Un qui couche
dehors, c’est un va-nu-pieds, un
traîne-misère, un cagnagnoux∗∗.
∗ C’était en 1950 ! Depuis...
∗∗ Un cagnagnoux, c’est un romanichel,
en parler morvandiau. Féminin : une
cagnagnouse.

Bête et méchant, Cavanna

Chaque chapitre contient sa conclusion. La présente conclusion générale résume les résultats
avec moins de détails techniques, mais plus de recul, et de sorte à inclure chaque conclusion
locale dans un ensemble logique. Elle a également pour finalité de permettre au lecteur voulant
lire la conclusion générale avant le corps de la dissertation, d’y trouver suffisamment d’éléments
pour avoir une idée précise des travaux présentés.

I. Un modèle physique pour calculer les fonctions de corrélation

La première partie “Fondements” propose une comparaison originale des fonctions de corré-
lation g(1) (champ-champ), g(3/2) (intensité-champ), et g(2) (intensité-intensité), pour un champ
chaotique ricien (appellation proposée, l’amplitude possède une densité de probabilité de Rice)
crée selon une situation physique qui peut s’appliquer au milieu interstellaire “Weigelt blob B”
voisin du système stellaire Eta Carinæ. La comparaison est menée dans le cadre des probléma-
tiques P1 et P2. Remarque. Un travail préliminaire, également original, a été mené avant de
se lancer dans les calculs : la transposition de la définition de g(3/2) de nature quantique, au
domaine de la physique classique.
Dans la situation physique fondamentale considérée le champ ricien résulte de la superposition
d’une radiation cohérente avec une radiation chaotique Rayleigh (appellation proposée, l’ampli-
tude possède une densité de probabilité de Rayleigh) issue d’une multitude d’oscillateurs (un
oscillateur est une particule massive rayonnant au repos un champ décrit par un oscillateur
harmonique), libres et indépendants, en mouvement brownien non-relativiste dans un gaz sup-
port, relativement à un observateur inertiel. Ces oscillateurs sont appelés oscillateurs browniens.
Cette situation physique peut correspondre à celle du milieu interstellaire “Weigelt blob B”,
la modélisation imaginée est la suivante. La taille du plasma coronal du milieu interstellaire
est négligée, seul le milieu atomique (H I) et ionisé (Fe II) est considéré. Le milieu interstel-
laire est divisé (conceptuellement) en deux zones. Une dans laquelle les ions Fe II produisent
une radiation chaotique Rayleigh en étant dans l’état stable d’un mouvement brownien libre et
non-relativiste, relativement à un observateur inertiel, dans un gaz support d’hydrogène H I à
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l’équilibre canonique de Boltzmann-Gibbs. Les ions Fe II sont supposés indépendants les uns
des autres de part leur faible nombre comparé à celui des atomes H I. Les ions Fe II forment
alors des oscillateurs browniens indépendants selon l’appellation utilisée. Les atomes H I sont
supposés ne pas rayonner autour de la pulsation d’intérêt. Dans l’autre partie du milieu inter-
stellaire, les ions Fe II sont supposés produire une radiation cohérente modélisant de manière
idéalisée l’action laser suspectée. L’observateur inertiel ne peut pas résoudre les deux zones du
milieu interstellaire et les deux types de radiation se propagent librement jusqu’à lui.
La modélisation originale proposée repose sur un modèle cinétique de type “premiers principes”
pour décrire le transport des oscillateurs browniens (Fe II). Le modèle cinétique “premiers prin-
cipes” est le modèle du gaz de cubes durs, considéré sans amortissement de la vitesse entre deux
collisions (l’appellation “sans effets inertiels” est utilisée). Il est de plus traité dans un cadre
non-relativiste. Ce modèle est analysé de manière originale avec deux espèces chimiques : une
population d’oscillateurs (Fe II) créant la radiation d’intérêt pour un observateur inertiel, et
une population de particules formant un gaz support (H I). Ces deux espèces sont libres de
tout potentiel, et les oscillateurs sont indépendants entre eux du fait de leur faible nombre de-
vant les particules du gaz support. Les collisions sont élastiques. Des hypothèses au caractère
amont : la conservation de la masse, la conservation de l’impulsion, et l’équilibre canonique pour
le gaz support (au sens de la physique statistique de Boltzmann-Gibbs) permettent d’atteindre
le mouvement brownien pour les oscillateurs (dans une certaine limite du modèle, appelée limite
brownienne). Ce modèle possède des hypothèses simples, et son traitement est analytique avec
une description fondée sur les processus markoviens à sauts avec continuum d’états (PMSCE).
La nature de ce modèle permet de découpler la dynamique du mouvement brownien des oscil-
lateurs, des oscillations du champ qu’ils rayonnent. Ces deux dynamiques peuvent en effet être
très différentes en fonction de la pulsation considérée, et/ou de la température et de la densité
du gaz. Enfin, l’analyse laisse transparaître les modifications à apporter pour prendre en compte
un autre équilibre (une autre distribution des vitesses) pour le gaz support, et donc un autre
processus de transport pour les oscillateurs, ainsi que les changements intervenant dans un cas
relativiste.
Ainsi, la modélisation développée est suffisamment sophistiquée pour permettre d’examiner com-
ment les fonctions de corrélation rendraient compte de situations de transport anormal, cet as-
pect est développé plus précisément dans les “Ouvertures théoriques” qui suivent.
Les résultats des fonctions de corrélation semblent être originaux pour g(3/2), dans le cas ricien
et Rayleigh, et pour g(2) dans le cas ricien. Le niveau de détail permet de rendre compte de
l’influence de la masse et de la taille des espèces chimiques en présence, de la température et de
la densité du gaz, ainsi que de l’influence de la distribution des vitesses dans les constantes de
temps apparaissant dans les fonctions de corrélation. Des simulations Monte-Carlo basées sur le
modèle cinétique du gaz de cubes durs confirment les calculs analytiques.
Remarque. Le champ chaotique ricien est un champ chaotique général dans le sens où son am-
plitude complexe forme un processus (complexe) gaussien non centré. Son auto-corrélation est
cependant fixée par la situation physique particulière considérée. La considération d’un champ
ricien est faite pour trois raisons : par soucis de généralité (pour que les calculs puissent servir
dans un autre contexte), pour que g(3/2) soit définie, et pour examiner la situation du Weigelt
blob B, situation d’intérêt concernant la problématique P1.

II. Vers un corrélomètre hybride opérant dans le visible

Les résultats des calculs dévoilent que la fonction d’inter-corrélation intensité-champ, g(3/2),
est plus sensible à la présence de la radiation cohérente. De plus, la transformée de Fourier de
g(3/2) (spectre de compression) permet de rendre compte d’un champ chaotique non-classique,
tandis que g(2), ou sa transformée de Fourier, ne le permet pas. Ainsi, au moins en principe, la
fonction g(3/2) est plus pertinente que g(2) pour mettre en exergue des fluctuations non-classiques
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dans une radiation. La difficulté pratique, particulièrement dans une mesure astrophysique, est
double. Premièrement, il faut pouvoir maintenir la stabilité de la pulsation centrale de l’oscilla-
teur local, qui serait par exemple un laser de très bonne qualité. En effet, sur un site d’observation
astronomique, il n’est pas aisé de maintenir une pièce à température constante (et ce durant
toute une nuit), et l’espace disponible peut-être réduit (par rapport à une salle de laboratoire).
Deuxièmement, il faut s’assurer que la pulsation centrale de l’oscillateur local est bien identique
à la pulsation centrale de la radiation stellaire. Sous réserve de la stabilité de l’oscillateur local,
un filtre suffisamment étroit peut-être une solution efficace. Ces difficultés pratiques demandent
de s’assurer que le Rapport Signal sur Bruit de g(3/2) est au moins aussi bon que celui de g(2).
La comparaison des RSB de g(2) et de g(3/2) est originale. Les calculs de RSB sont menés en sup-
posant une limitation par le bruit de grenaille, inévitable dans le cas d’un corrélomètre stellaire
opérant dans le visible. Les constatations expérimentales confirment que c’est, en très bonne
approximation, le seul bruit à prendre en compte. L’estimation de la corrélation peut se faire
en principe selon deux méthodes. Une méthode utilisant un estimateur continu et une méthode
utilisant les probabilités conditionnelles. Les RSB sont calculés pour ces deux méthodes. Dans
le cas de l’estimation continue, le calcul est mené d’une façon différente de celle d’HBT. La mé-
thode proposée prend en compte la simplification technologique du corrélomètre. Les résultats
obtenus pour g(2) dans le cas Rayleigh sont consistants avec ceux d’HBT. Les résultats obtenus
pour g(3/2), et pour g(2) dans le cas ricien, sont originaux. Les résultats des RSB obtenus avec
une estimation conditionnelle de la corrélation sont originaux dans le cas de g(3/2), pour un
champ Rayleigh et pour un champ ricien. Le résultat du RSB obtenu pour g(2) dans le cas d’un
champ ricien, avec la méthode d’estimation conditionnelle, est également original. Ces calculs
aboutissent naturellement à leur comparaison : les comparaisons entre méthodes d’estimation
d’une part, et entre fonctions de corrélation d’autre part.
Avant d’énoncer les résultats, il convient de préciser une subtilité. Un champ ricien peut être
rendu ricien artificiellement. Il peut résulter de la superposition d’un champ Rayleigh (l’incon-
nue) avec un champ cohérent (maîtrisé et connu de l’observateur). Ce principe est celui de
l’hétérodynage, il est à la base des corrélomètres hybrides. Auquel cas la mesure de g(3/2) peut
avoir lieu pour un champ Rayleigh s’il est rendu ricien artificiellement.
D’après les calculs menés, dans un contexte astrophysique la méthode d’estimation continue de
la corrélation est à privilégier. Trois résultats sont à retenir sur les comparaisons entre les RSB
de g(2) et g(3/2) pour la méthode d’estimation continue de la corrélation. Le premier est que le
RSB de g(3/2) est meilleur que celui de g(2) pour un champ ricien. Ce résultat conforte donc la
pertinence, du point de vue théorique, de mesurer g(3/2) plutôt que g(2) pour mettre en exergue
des fluctuations non-classiques dans une radiation. Le deuxième résultat concerne la comparai-
son de la mesure de g(3/2) pour un champ Rayleigh rendu ricien artificiellement, avec la mesure
de g(2) pour ce champ Rayleigh. Il s’avère que le RSB de la mesure de g(3/2) est légèrement
meilleur (jusqu’à presque un facteur 2 sur le temps d’observation) que celui de la mesure de g(2)

quand la mesure est limitée par la réponse temporelle de la détection. Enfin, le troisième résultat
concerne la comparaison du RSB obtenu avec la mesure de g(2) via un corrélomètre standard,
et le RSB obtenu avec un corrélomètre hybride (le champ Rayleigh, qui est l’inconnue, est hy-
bridé à un champ cohérent connu et maîtrisé, dans chaque bras du corrélomètre). Les résultats
sont largement en faveur du corrélomètre hybride, et ce d’autant plus que la réponse temporelle
du corrélomètre limite la mesure. Le gain sur le temps d’observation dépend de la densité de
photo-événements détectée ; par exemple, un gain d’au moins 7 sur le temps d’observation peut-
être espéré avec les densités de photo-événements de la campagne de mesures astrophysiques
rapportée dans le chapitre 4. Ce gain potentiel pousse à envisager sérieusement un corrélomètre
stellaire hybride opérant dans le visible. Les difficultés pratiques identifiées sont les mêmes que
celles énoncées pour envisager la mesure de g(3/2).
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III. Tentatives d’applications pour l’astrophysique
La partie “Réalisations” contient deux mesures originales qui s’inscrivent dans les probléma-

tiques P1 et P3. Le travail rapporté s’appuie sur une caractérisation de la réponse temporelle
du corrélomètre, menée en laboratoire, ainsi que sur la mise au point et les réglages des modules
opto-mécaniques couplés aux foyers des télescopes.
La mesure de g(2)(τ) sur la raie Hα de P Cygni a été réalisée pour la première fois, permettant
de confirmer la nature chaotique Rayleigh de cette raie pour la première fois, et de déduire
quantitativement le temps de cohérence de cette raie. Ces résultats confirment la possibilité de
caractériser (en partie) la nature stochastique d’un champ d’une raie d’émission stellaire, de
largeur spectrale sub-nanométrique, et d’intensité bien supérieure celle du continuum rayonné
par la cible stellaire.
La deuxième mesure, résultant de la même campagne d’observation, est celle de la distance
Terre-P Cygni. L’utilisation du modèle CMFGEN de transfert radiatif, couplé à une mesure
de spectre, a permis d’établir un modèle de la visibilité consistant avec les mesures de g(2)(0, ρ)
pour deux bases ρ données. La distance Terre-P Cygni a été déduite de la visibilité. Ces résultats
sont une étape supplémentaire pour affirmer la capacité des corrélomètres stellaires à déduire
des informations géométriques sur la cible stellaire, avec des télescopes de taille modeste (de
la classe des 1 m de diamètre). Cette capacité repose sur la connaissance précise de la réponse
temporelle du corrélomètre. Pour ce faire, il faudrait idéalement caractériser cette réponse avant
chaque mesure.
La partie “Exploration” rapporte la mesure de g(2)(τ) sur un laser aléatoire unidimensionnel,
et une tentative de modélisation. Le travail entrepris n’a pas d’autre prétention que d’être une
exploration, c’est une première tentative, réalisée dans la finalité de caractériser la nature sto-
chastique de l’intensité de ce laser aléatoire quasi-unidimensionnel. Cette tentative s’inscrit dans
le cadre de la problématique P1, dans le sens où un laser astrophysique ne dispose pas de ca-
vité bien définie, et serait par essence un laser aléatoire. Dans la quête de la détection de raies
laser astrophysiques, initiée semble-t-il par Lavrinovich et Letokhov dans les années 1970, il
faut donc savoir si la mesure de la quantité g(2)(0) permet d’identifier une radiation de laser
aléatoire, relativement à une radiation chaotique. La mesure révèle une transition dans la valeur
g(2)(τ = 0) en dessous et au dessus du seuil. Des analyses supplémentaires sont poursuivies pour
identifier l’influence de certaines complexifications expérimentales. L’expérience doit également
être répétée, si possible par un autre groupe de recherche. Cependant, cette mesure reste une
première étape indispensable.
La mesure renseigne également sur le comportement intrinsèque du laser quasi-unidimensionnel
étudié. Au dessus du seuil, la fonction g(2)(τ) possède des variations à l’échelle de la centaine
de microsecondes. Trois constantes de temps apparaissent : une pseudo-période d’impulsions
qui seraient le résultat de soudaines synchronisations de modes lasers, un temps de cohérence
de ces impulsions, et la largeur du lobe central dans g(2). La largeur du lobe central dans g(2)

décroîtrait algébriquement ou exponentiellement avec l’augmentation du paramètre de pompe.
A l’échelle nanoseconde, une piste de modèle a été proposée pour décrire l’intensité au dessus
du seuil. Le nombre de photons dans une durée donnée est décrit par un processus de Poisson
composé homogène, pour rendre compte du caractère erratique des synchronisations de modes
lasers. Le nombre de photons crées lors d’une synchronisation suit une loi α-stable de Lévy tron-
quée. L’intensité résultante possède alors des réalisations qui suivent une statistique de Lévy, et
sa fonction d’auto-corrélation g(2) est consistante avec la mesure effectuée.
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Je connais vingt drogues dont une dose
minime suffirait à vous faire disparaître
comme le comprimé d’aspirine faisait
disparaître les petits éléphants roses de
l’ivrogne qui avait la gueule de bois. Rien
ne me prouve que vous ne soyez pas un
petit éléphant rose né de ma gueule de
bois métaphysique.

Lettre ouverte à Dieu, Robert Escarpit.

IV. Introduction
La partie VII. nécessite quelques notions sur la théorie des marches aléatoires à temps continu

(MATC ci-après). Outre les articles historiques [224, 225, 226, 227], la section 5 du chapitre
2 et la section 6 du chapitre 3 de [228], ou les chapitres 3 et 8 de [229], donnent les éléments
essentiels. La partie VI. demande quelques notions sur la théorie cinétique fractionnaire (TCF,
ci-après). Outre les articles historiques [230, 231], la lecture des monographies [232, 233, 234]
donne une introduction complète sur le sujet.
Le contenu de ce qui suit s’appuie sur les deux premiers chapitres de cette dissertation.
Les notations sont celles des chapitres 1 et 2. Les réalisations du processus vitesse relative ~U des
particules P0(m0) sont notées ~u.
Il y a deux conflits de notation ; l’indice α est utilisé comme indice d’une composante vectorielle
du vecteur vitesse relative, ou position relative, et aussi pour l’exposant générique de Lévy. La
lettre grecque Γ est soit la fonction facteur de Lorentz, soit la fonction gamma d’Euler.

IV..1 Objectifs

Cette partie de la conclusion aborde une perspective envisagée à la suite du travail théorique
de la partie I “Fondements”. La partie I se concentre sur une situation d’équilibre connue : le
transport normal de particules massives (non-chargées) rayonnant un champ d’intérêt dans un
gaz support. Le travail mené apporte une réponse quantitative, basée sur des premiers principes
physiques, pour dire comment les fonctions de corrélation temporelles g(1), g(3/2), et g(2), per-
mettent de caractériser ce transport. L’idée serait d’effectuer le même travail dans une situation
hors-équilibre (au sens de la physique statistique de Boltzmann-Gibbs). Plus précisément, pour
une situation de transport anormal qui pourrait prendre place dans un environnement stellaire.
Expérimentalement, la possibilité de rendre compte de processus de diffusion non-gaussiens par
la mesure de g(n)(τ) (n ≥ 2) a déjà été envisagée par [235]. L’article détaille comment mesurer
quelques g(n)(τ) (notamment pour n = 3, 4) et exhibe les résultats expérimentaux pour des
champs électriques “non-gaussiens”.
L’idée d’analyser un comportement critique via les fonctions de corrélation d’une quantité phy-
sique, pertinente, est répandue. Pour ne donner qu’un exemple, mettant en jeu des corrélations
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spatiales uniquement, dans un espace de dimension d, les fonctions de corrélations spatiales de
la densité particulaire permettent de dévoiler une structure géométrique de nature fractale. Pour
être plus précis ; pour des situations “normales” l’auto-covariance normalisée c(r) de la densité
particulaire n(r) a une dépendance exponentielle décroissante pour r � rc [236] chapitre 2

c(r) := 〈n(r)n(0)〉 − 〈n(0)〉2

〈n(0)2〉 − 〈n(0)〉2 ∝ exp (−r/rc).

Tandis que pour une structure fractale c(r) suit une loi de puissance [236] :

∀r � rc, c(r) ∝ 1
rd−df

.

où df est la dimension fractale.
La finalité de cette ouverture est d’analyser quantitativement un angle d’attaque pour décrire
comment les fonctions de corrélation g(1)(τ), g(3/2)(τ), et g(2)(τ), de la radiation permettraient
d’identifier une situation de transport anormale.

IV..2 Motivations (astro)physiques

Tout d’abord, quelques généralités. Le transport anormal est désormais révélé et modélisé
sur plusieurs échelles de temps et pour des phénomènes physiques divers et variés [237]. Il peut
s’expliquer par un caractère désordonné ou fractal de la structure spatiale du milieu dans lequel
le phénomène de transport prend place [238]. Il peut aussi s’expliquer (les deux cas peuvent
même se cumuler) par une dynamique qui modifie la distribution des vitesses d’équilibre (max-
wellienne) [239]. Cela peut-être dû à la présence d’un champ de forces extérieur [240], ou de
fluctuations intrinsèques des propriétés microscopiques du milieu [241]. Il est intimement lié à la
présence de la complexité au sens physique [242]. Un des premiers exemples de transport anor-
mal est peut-être la diffusion turbulente conjecturée par Richardson [243]. Cet exemple revu
avec précision dans [238], par exemple, montre qu’un transport advectif-diffusif peut donner
une situation de super-diffusion (donc de transport anormal). Un autre exemple amenant à une
situation de super-diffusion, est un mécanisme de convection-diffusion en présence de champ de
vitesse aléatoire dans l’espace, mais statique dans le temps, voir [244]. Un dernier exemple. Le
transport de particule dans un plasma turbulent avec un gradient de pression est : non-local
(transport non-fickien), a un caractère non-markovien (effets de mémoire), et est non-gaussien
(diffusion anormale) [245]. La complexité des situations physiques donnant lieu à du transport
anormal varie donc grandement.
Plusieurs publications dans des domaines de l’astrophysique révèlent des situations de transport
anormale dans les diverses plasmas astrophysiques, notamment via la mesure de spectre en éner-
gie, la subséquente distribution des vitesses n’est pas une maxwellienne [246, 247, 248, 249, 250,
251, 252, 253, 254, 255, 256]. Ces observations ont motivés des efforts théoriques remarquables ;
l’apparition d’une mécanique statistique non-extensive et des distributions kappa [257, 258, 259],
parfois appelées distributions de Lorentz généralisées, qui généralisent la distribution des vitesses
maxwellienne. Il en est plus longuement discuté dans la sous-partie VI..1 avec des références qu’il
convient de donner.
Physiquement, la turbulence quasi-stationnaire (des champs électromagnétiques et/ou des champs
de vitesses) engendrant une granulation de l’espace des phases, l’absence de collisions, et les cor-
rélations à longue portée (dues à l’interaction longue portée du potentiel coulombien) sont des
éléments typiques amenant au transport anormal dans les plasmas [260, 261, 262, 263]. Le trans-
port de particules chargées dans des champs magnétostatiques stochastiques amène également
à des situations de transport anormal [264, 265, 266].
L’observation du transport anormal dans les plasmas astrophysiques ne concerne pas seule-
ment la matière ; la diffusion anormale d’ondes électromagnétiques a également été relevée
[267, 268, 269, 270]. Le transport anormal dans les plasmas (astrophysiques) possède désormais
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un socle théorique avec la mécanique statistique non-extensive et les distributions κ [271, 272], et
d’autre part avec les modèles de MATC couplés à la TCF, par exemple [273, 245, 274, 275, 276],
ou encore la récente monographie [277].

IV..3 Organisation du chapitre

Dans une volonté de garder le modèle du gaz de cubes durs comme modèle de marche aléa-
toire, la première partie V. identifie les étapes clefs qui interviennent lorsque la distribution de
vitesse du gaz support Pu s’écarte de la maxwellienne. La justification de la volonté de conserver
le modèle des cubes durs est donnée en sous-partie V..1.
La deuxième partie VI. présente deux exemples clefs, qui résultent d’approches théoriques dif-
férentes pour traiter le transport anormal. Ces deux approches théoriques différentes sont celles
identifiées à la fin de la sous-partie IV..2. Le premier exemple VI..1 s’inscrit dans la mécanique
statistique non-extensive. La distribution de vitesse Pu du gaz support est décrite par une dis-
tribution kappa, décrivant fidèlement les distributions de vitesse d’électrons et/ou d’ions dans
les plasmas astrophysiques observées (voir citations en sous-partie IV..2). Un rapide tour d’hori-
zon des fondements de ces états stables non-maxwelliens est également donné dans cette même
sous-partie VI..1. Le deuxième exemple VI..2 s’inscrit lui dans la TCF. Il concerne aussi un
cas d’intérêt mis en évidence expérimentalement. La distribution de vitesse Pu du gaz support
est décrite par une distribution de Lévy-Feldheim. Enfin, une dernière sous-partie VI..3 fixe les
objectifs envisagés.
La dernière partie VII. évoque une autre modélisation possible ; l’abandon du modèle des cubes
durs pour un modèle de marche aléatoire dans l’espace des vitesses. Cette possibilité est discutée.
Cette dernière partie aborde également deux perspectives que la modélisation des chapitres 1 et
2 ne permet pas de prendre en compte : un régime relativiste, et le rayonnement de particules
chargées accélérées.

V. Méthode avec le modèles des cubes durs (sans effet inertiel)

Cette partie constitue une “feuille de route” pour traiter les exemples de la partie VI..
Elle commence par justifier l’attachement au modèle développé dans le chapitre 1. La situation
considérée dans le chapitre 2 ne change pas : une population d’oscillateurs harmoniques P(m) en
sous-effectif par rapport aux particules du gaz support P0(m0) (m0 � m), donc indépendants
entre eux, mais en nombre grand devant l’unité, de sorte à générer un champ chaotique au sens
de Glauber, rayonnent à une pulsations d’intérêt ω0 pour un observateur inertiel.

V..1 Sur le choix de la modélisation

L’ambition est de conserver l’approche avec le modèle du gaz de cubes durs du chapitre 1 et
la subséquente situation considérée au chapitre 2. Cette modélisation permet d’ancrer le travail
dans une réalité physique, aussi idéalisée soit-elle. Des modèles (et des codes) cinétiques plus
sophistiqués que le modèle du chapitre 1 existent, le code OSHUN [278] est un exemple, mais
l’objectif est d’utiliser un modèle avec un code peu couteux en temps de calcul, pour effectuer
des explorations préliminaires.
Dans le modèle des cubes durs développé au chapitre 1 les collisions de type dures considérées
sont celles entre P(m) et les particules support P0(m0). Si les P(m) représentent des neutres et
que les P0(m0) représentent des électrons (ou des ions) alors le modèle est une bonne approxi-
mation. En revanche, si les les P(m) représentent des ions et que les P0(m0) représentent des
électrons, alors la situation physique ne peut pas être fidèlement décrite par cette modélisation
car :

1) la répulsion coulombienne n’est pas prise en compte
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2) le champ rayonné par une particule chargée dont la vitesse fluctue (donc est accélérée)
n’est pas pris en compte

De plus, si le plasma est composé d’électrons, de neutres, et d’ions alors il faut modifier les
calculs pour considérer les collisions entre les neutres P(m) et les deux types de particules sup-
port ; les ions et les électrons. Les changements à apporter dans les calculs semblent réalistes ; il
suffit de rajouter des cubes Pi(mi) pour les ions, de même taille (ou presque), et de même masse
(ou presque), que les P(m) (les neutres), et de considérer des collisions dures entre les P(m) et
les Pi(mi). Les interactions entre les Pi(mi) (les ions) et les P0(m0) (les électrons) ne sont pas
directement à prendre en compte ; elles sont implicitement présentes dans les distributions de
vitesses.
Enfin le modèle est non-relativiste, donc non adapté aux plasmas à très haute densité d’énergie.
Cependant, pour un plasma composé d’ions qui seraient les particules P(m) et d’électrons qui
seraient les particules P0(m0), si la densité d’énergie cinétique est suffisamment élevée pour né-
gliger la répulsion coulombienne (i.e. : une énergie supérieure à 5keV pour un plasma deutérium-
tritium), mais reste tout de même non-relativiste (i.e. : les particules ont une énergie inférieure
à 100keV), le modèle des cubes durs sans effets inertiel reste une bonne approximation.

Pour rentrer dans les détails, l’objectif se ramène à l’analyse d’une modification de la den-
sité de probabilité Puα des composantes de la vitesse ~U des particules P0(m0) dans (1.7), qui
est rappelée ci-après pour faciliter la lecture

PWJ(0, j|vα, t) = η

µ2 |j|Puα

(
vα + j

µ

)
.

Il est aussi rappelé que si PWJ(0, j|vα, t) possède une expression bien définie, elle permet de
définir PW (1.11) et PJ|W (1.12), qui caractérisent alors entièrement un PMSCE (A.11) (annexe
A). La question de la nature markovienne de Vα sera donc équivalente à la possibilité, ou non,
d’obtenir une expression bien définie pour PWJ(0, j|vα, t). Cette question se ramène à la possi-
bilité d’obtenir une expression (implicite ou explicite) pour la distribution de vitesse Puα .
Reste la question d’une relaxation de Vα vers une distribution stable, qui conditionne le fait
que g(1), g(3/2), et g(2) ne dépendent que de τ . La réponse ne sera obtenue qu’une fois la den-
sité de transition markovienne T déduite. La déduction de T se fait en résolvant l’équation de
Kramers-Moyal (5.14), dont les coefficients sont déduits de PWJ(0, j|vα, t).

V..2 Champ de vitesse des oscillateurs harmoniques

Une fois le travail du physicien effectué pour déterminer Puα , il suffit de d’injecter l’expression
obtenue (si elle est analytique) dans (1.7). La densité jointe PWJ(0, j|vα, t) se déduit. Il faut alors
essayer de calculer
— la densité PW donnée par (1.11) à τ = 0, étape a.1 de la figure 5.20, puis par (A.8) pour

τ > 0, étape a.2 figure 5.20.
— la densité conditionnelle PJ|W donnée par (1.12) à τ = 0, étape c.1, puis effectuer le

changement t→ t+ τ pour déduire, par définition, son expression en τ , étape c.2.
— les coefficients de Kramers-Moyal Kn(vα, t) définis par (A.15). C’est l’étape b.1.

Si les (Kn)n peuvent être calculés, il faut ensuite essayer de résoudre l’équation de Kramers-
Moyal (équation aux dérivées partielles d’ordre infini) en T(vα, t|vα,0, t0), c’est l’étape b.2 de la
figure 5.20.

∂T
∂t

=
+∞∑
n=1

(−1)n

n!
∂n[Kn(v, t)T(v, t|v0, t0)]

∂vn
(5.14)

Une fois la densité de transition markovienne T déduite, il faut identifier sa forme stable Pv (si
elle existe), c’est l’étape b.3 indiquée sur la figure 5.20.
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a.1

a.2

a.3

b.1

b.2

b.3

b.4

c.1

c.2

Figure 5.20 – Résumé synoptique des étapes de calculs à effectuer. Les étiquettes (a.i)i, (b.i)i,
et (c.i)i constituent les différentes étapes. Elles sont expliquées dans le texte de la sous-partie
V..2.

La figure 5.20 indique ensuite les étapes restantes pour dériver les quantités (microphysiques)
intervenant dans g(1)(τ), g(3/2)(τ), et g(2)(τ), ainsi que les densités de probabilités intervenant
dans l’algorithme Monte-Carlo (savoir quand et comment incrémenter en vitesse).

V..3 Transformation Doppler-Fizeau et temps d’attente moyen

Il reste enfin à déterminer la loi de ω car elle intervient dans le calcul de g(1)(τ) (et donc de
g(3/2)(τ), et g(2)(τ)) via la fonction caractéristique 〈exp (−iωt)〉. C’est l’étape b.4 sur la figure
5.20. Le mécanisme qui lie la vitesse à la pulsation rayonnée est la transformation Doppler-Fizeau
(2.29), rappelée ci-après pour faciliter la lecture :

ω(t) = ω0

Γ(t)
(

1− ~n(t)·~V (t)
c

) .
Dans le cas de l’effet Doppler-Fizeau non-relativiste, la transformation entre la loi de probabilité
de ~V · ~n et celle de ω est linéaire : la transformation pour δΩ = Ω− 〈Ω〉 est donnée par (2.30),
rappelée ci-après

PδΩ(δω) = c

ω0
· Pv·n

(
c

ω0
δω

)
.

Remarque. Dans un cadre relativiste, les chances d’obtenir une expression analytique pour PΩ(ω)
seraient minces car le facteur de Lorentz Γ(t) dépend aussi de ~V .
Une fois PδΩ déterminée, il faut identifier une largeur caractéristique σω.
La détermination du temps d’attente moyen τc, étape a.3, entre deux collisions requiert la
connaissance de 〈v〉 (donc de la densité de probabilité du module de la vitesse relative Pv) et de
PW.
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VI. Deux exemples clefs

Cette partie aborde deux exemples de transport anormal, chacun inscrit dans un cadre
théorique différent pour déterminer Puα . Ils peuvent être tous deux directement implémentés à
la modélisation développée aux chapitres 1 et 2. Le premier VI..1 est plus qu’un exemple, au sens
où il aborde une distribution des vitesses sous une forme générale, qui généralise la maxwellienne
des vitesses, dans un cadre théorique consistant : la mécanique statistique non-extensive.

VI..1 Etats stables non-Maxwelliens de la physique statistique non-extensive

Les observations expérimentales, citées en IV..2, ont motivés les efforts théoriques : des nou-
velles distributions de vitesses non-maxwelliennes, dîtes distributions kappa, ont été introduites
pour interpréter les mesures [257, 258, 279].

Cadre théorique des distributions kappa

Ces fonctions de distributions non-maxwelliennes se sont en fait inscrites dans le dévelop-
pement d’une mécanique statistique non-extensive [280, 271] à partir d’une nouvelle définition
de l’entropie [281, 282], non-additive contrairement à l’entropie de Boltzmann-Gibbs, dite au
sens de Tsallis du nom de son inventeur. Mathématiquement, cette entropie est construite en
considérant les distributions exponentielles, omniprésentes dans les distributions en mécanique
statistique à cause de la définition de l’entropie de Boltzmann-Gibbs avec un logarithme, comme
la limite de la suite trouvée par Bernouilli pour obtenir : exp (−1). Cette construction repose
sur le concept de densité de probabilité escorte [283] qui requiert quelques précautions pour le
calcul des moments [284]. Pour une introduction pédagogique de ces notions voir par exemple
[272] chapitre 1, section 1.4.2, 1.4.3., et 1.4.4.. Il existe une version du théorème limite cen-
tral adaptée aux densités de probabilités escortes [285], ce qui confère à la mécanique statistique
non-extensive un théorème limite central opérationnel. Cette nouvelle version de l’entropie donne
aussi une équation de Fokker-Planck cinétique opérationnelle [286], et définit des états stables
hors-équilibre au sens où ils n’ont pas une distribution maxwellienne des vitesses, mais une dis-
tribution dite distribution kappa [287, 288]. Ces états d’équilibre peuvent de plus être atteint
adiabatiquement [287], et la distribution kappa est une distribution canonique de l’espace des
états [289, 290]. La notion de température est différente de celle résultant de l’optimisation de
l’entropie de Boltzmann-Gibbs, et les relations thermodynamiques usuelles se voient transfor-
mées en relation thermodynamiques dites non-extensives, et ce de manière consistante [291].
Cette nouvelle mécanique statistique non-extensive, combinée au théorème limite central gé-
néralisé, permet d’unifier la super-diffusion et la diffusion normale [292, 293]. Ce lien entre la
super-diffusion et la mécanique statistique non-extensive s’est d’abord exprimé via les distribu-
tions kappa [294] indépendamment de l’entropie au sens de Tsallis. En particulier, la diffusion
anormale engendrée par un potentiel extérieur (et une force qui en dérive) découle d’une équation
de Fokker-Planck cinétique non-linéaire, et de la recherche d’extremum sur l’entropie au sens
de Tsallis avec le même type de contraintes que celles utilisées pour rendre extrémal l’entropie
de Boltzmann-Gibbs (l’optimisation de l’entropie de Boltzmann-Gibbs et l’équation de Fokker-
Planck cinétique linéaire donnent le processus d’Ornstein-Uhlenbeck [diffusion normale]) [295].
Les contraintes physiques de l’ensemble canonique qui servent à rendre extremum l’entropie au
sens de Tsallis, en fonction des probabilités d’occupation individuelle, ont été analysées sur les
exemples concrets de l’oscillateur harmonique (classique et quantique) et du système à deux
niveaux non-dégénéré [296].
L’entropie de Tsallis, qui est une version paramétrée de l’entropie proposée dans [297], n’est
pas la seule qui permet d’expliquer l’origine des distributions kappa comme état stable, ou du
moins les lois de puissance dans les queues de distributions de vitesse. Une autre modification
de l’entropie a été proposée par exemple dans [298].
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Pourquoi cette nouvelle mécanique statistique ?

La définition de Boltzmann-Gibbs de l’entropie, via une exponentielle, implique que deux
sous-systèmes, d’un même système dynamique, sont indépendants : les probabilités qu’a le sys-
tème d’occuper les volumes de l’espace des phases concernés, se multiplient. La raison est que
l’exponentielle est un morphisme de groupe, donc que l’entropie de Boltzmann-Gibbs est addi-
tive, c’est à dire une grandeur extensive. Le fait que l’espace des phases de certains systèmes
dynamiques connaisse des attracteurs, implique la non-indépendance des éléments de volume de
cet espace des phases. L’entropie de Boltzmann-Gibbs, parce-qu’additive, ne peut pas rendre
compte de ces systèmes. C’est pourquoi des efforts sont menés pour généraliser l’entropie de
Boltzmann-Gibbs.
L’entropie au sens de Tsallis peut rigoureusement être obtenue à partir d’une équation fonction-
nelle non-linéaire représentant l’entropie d’un système complexe qui est composée d’une partie
additive linéaire (qui correspond à l’entropie de Boltzmann-Gibbs), et d’une partie multiplicative
(qui contient toute sorte de produit des entropies partielles) [289]. La partie multiplicative peut
s’interpréter comme la traduction des corrélations à longue portée responsable de la granulation
de l’espace des phases [289, 282].

Pourquoi les plasmas astrophysiques ?

Les plasmas astrophysiques sans collisions (dures), possèdent des corrélations à longue portée
entre leurs particules dues à l’interaction coulombienne. Cela suffit déjà à montrer que la distri-
bution d’équilibre des vitesses n’est pas une maxwellienne [260]. Des plasmas astrophysiques sans
collisions (dures) possèdent aussi une turbulence quasi-stationnaire qui peut se traduire par une
granulation de l’espace des phases, ou la présence d’attracteurs, [261]. Ces deux “ingrédients"
des plasmas astrophysiques expliquent pourquoi ils sont au centre des efforts théoriques pour
développer une nouvelle mécanique statistique non-extensive.
Différents scénarios pertinents pour les plasmas astrophysiques, et générant des distributions
kappa de vitesses sont discutés, par exemple, dans [258] et dans le chapitre 6 de [272]. Quelques
situations particulières sont résumées ci-après :
— le non-équilibre d’un plasma avec des photons [299]. L’approximation du corps noir est très

grossière pour un plasma astrophysique, le scénario de non-équilibre [299] est plus réaliste.
L’interaction coulombienne fluctue du fait du non-équilibre avec les photons et amène à
une super-diffusion des particules du plasma [299].

— un plasma avec interaction de Landau (interaction onde - particule chargée, souvent appe-
lée interaction de Cherenkov lorsqu’elle est quasi linéaire) [300, 301]. L’équation cinétique
de Fokker-Planck avec une diffusion quasi-linéaire engendrée par l’échange d’énergie onde
- particule, amène à une distribution kappa des vitesses, que ce soit en négligeant les
collisions coulombiennes [300, 301], ou en les incluant [302]. Remarque. Dans ce cas la dis-
tribution kappa n’est pas nécessairement la solution unique de l’équation de Fokker-Planck
cinétique, mais reste une solution [302]. Le chapitre 8 de [272] détaille ce mécanisme dans
la limite non-linéaire, non pas avec l’équation de Fokker-Planck cinétique, mais à l’aide de
la théorie de la turbulence dans les plasmas. La distribution kappa des vitesses reste la
solution du problème non-linéaire.

— une situation négligeant les interactions champs-particules (interactions de Landau), mais
incluant collisions coulombiennes, densités non-homogènes, non-localité, et transfert ra-
diatif dans l’équation cinétique de Boltzmann pour décrire la distribution de vitesse des
électrons du vent solaire [303]. Le comportement asymptotique de la distribution kappa
est trouvé [303] en accord avec les mesures [304].

Aussi, une nouvelle fonction de dispersion plasma a été inventée [305] pour s’adapter aux nou-
velles densités de probabilités kappa des vitesses. De plus, leurs propriétés commencent à être
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considérer pour caractériser d’autres grandeurs du plasma astrophysique, comme la forme fonc-
tionnelle, et les caractéristiques physiques, de l’énergie potentielle qui agit sur les particules du
plasma [306].

Conclusion

Il n’est maintenant plus à établir que les distributions kappa dérivent d’un cadre théorique
consistant et rigoureux, et qu’elles permettent d’expliquer la présence stable et omniprésente des
états non-maxwelliens dans les plasmas astrophysiques. Elles permettent, entre autre, d’unifier
la notion de température cinétique et physique pour ces états stables non-maxwelliens [290].
Elles permettent de définir une distance thermodynamique qui sépare l’état non-maxwellien
qu’elles décrivent, qui est rigoureusement un état méta-stable, de l’état d’équilibre maxwellien
[307]. Enfin, l’indice kappa, noté κ, de ces distributions a un sens physique profond, qui est
abordé dans le prochain paragraphe, et ses valeurs permettent déjà de mieux différencier ces
états (méta)stables non-maxwelliens dans les plasmas astrophysiques [308].

Expression d’une distribution kappa

Soit ~u le vecteur vitesse d’une particule de masse m0 ayant d degré de liberté. Soit (uα)α∈J1;dK
les coordonnées de ~u dans le référentiel d’un observateur inertiel O. Soit 〈~u〉 la vitesse moyenne
de cette particule (elle est non nulle si par exemple il existe un courant), de composantes 〈uα〉
dans le référentiel de O. La densité de probabilité de ~u, appelée distribution kappa, est la densité
de probabilité Pκ0

u , définie pour tout réel κ0 > 3/2 par ([259], ou [272] chapitre 1 section 1.2 par
exemple) :

∀κ0 > 0, Pκ0
u (~u;σu, d) := 1

(σu
√

2πκ0)d
Γ(κ0 + d

2 + 1)
Γ(κ0 + 1) ·

[
1 + 1

2κ0σ2
u

d∑
α=1

(uα − 〈uα〉)2
]−κ0−1− d2

,

(5.15)
où : σu = kBT/m0, où T est la température définie au sens de Boltzmann-Gibbs, et où Γ(x) est la
fonction gamma (d’Euler). Le graphe de la densité de probabilité d’une composante (d = 1) Puα
est donné figure 5.21 où il est à comparer avec la densité normale de l’équilibre thermodynamique
canonique κ0 → +∞. La différence principale est dans la décroissance de la densité vers 0 pour
uα grand.
La distribution kappa P κu dans un espace à trois dimensions d = 3, est souvent une densité de
probabilité donnée, en gardant les vecteurs dans l’expression, sous la forme ([309, 305, 301] par
exemple) :

∀κ > 3/2, Pκu(~u;σu) = 1(
σu
√

2π(κ− 3
2)
)3

Γ(κ+ 1)
Γ(κ− 1

2)
·
[
1 + (~u− 〈~u〉)2

2(κ− 3
2)σ2

u

]−κ−1

, (5.16)

où : κ = κ0 + 3/2. L’écriture de (5.16) est à privilégier avec κ0 = κ− 3/2 car κ0 est indépendant
de d, c’est même un invariant, qui possède une interprétation physique précise [259]. Il en sera
discuté dans la prochaine sous-sous-partie.
La densité de probabilité Pu de la norme u du vecteur vitesse, qui est la quantité à directement
comparer avec la maxwellienne des vitesses, est donnée en caractérisant le vecteur vitesse dans
(5.15) par sa norme et des coordonnées angulaires qui repère sa position dans l’espace de di-
mension d, et en intégrant sur ces coordonnées angulaires (ce qui revient à multiplier (5.15) par
la densité de module u dans l’espace des vitesses de dimension d), il vient alors [259]

∀κ0 > 0, Pu(u) =
√

2
(σu
√
κ0)d

Γ(κ0 + 1 + d
2)

Γ(κ0 + 1)Γ(d2)
· ud−1

[
1 + u2

2κ0σ2
u

]−1−κ0− d2
. (5.17)
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Figure 5.21 – kappa-densité d’une composante uα du vecteur vitesse ~u, pour une dispersion
σu = 300m.s−1. Le cas κ0 → +∞ correspond à la densité normale donnée par l’équilibre ther-
modynamique canonique de Boltzmann-Gibbs (pour des interactions qui ne dépendent pas de
la vitesse et un traitement classique des mouvements de translation).

Le graphe de (5.17) est donné figure 5.22 où il est comparé à la maxwellienne des vitesses
(κ0 → +∞). Là aussi, la différence principale réside dans la décroissance de la densité vers 0
pour u grand.
L’exemple qui suit introduit la distribution κ comme une fonction de distribution de l’espace
des phases d’un système dynamique, et non comme une simple distribution de vitesse. Soit
une particule P0(m0) possédant d degré de liberté, dont la dynamique peut être décrit par un
Hamiltonien H(~r, ~u), la κ-densité de cette particule peut aussi être une fonction de densité de
probabilité de l’espace des phases [310] :

∀κ0 > 0, Pκr,u(~r, ~u;σu, d) ∝
[
1 + 1

κ0

H(~r, ~u)− 〈H〉
kBT

]−κ0−1− d2
. (5.18)

Si l’hamiltonien est la somme d’une énergie cinétique εK(~u) s’exprimant suivant

dK = 2〈εK〉
kBT

, (5.19)

degrés de liberté, et d’une énergie potentielle Φ(~r), s’exprimant suivant

dΦ = 2〈|Φ|〉
kBT

, (5.20)

degrés de liberté, donnant un degré de liberté total d tel que :

d = dK + dΦ · sign(Φ) (5.21)
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Figure 5.22 – kappa-densité de la norme de la vitesse, pour une dispersion σu = 300m.s−1 et
trois degré de liberté. Le cas κ0 → +∞ correspond à la distribution maxwellienne des vitesses.

alors (5.18) devient [310] :

Pκ0
r,u(~r, ~u;σu, d) =

Γ
(
κ0 + 1 + d

2

)
Γ
(
κ0 + 1 + dΦsign(Φ)

2

)
(
σu
√

2πκ0
)dK � (

1 + 1
κ0

Φ(~r)
kBT

)−κ0−1− dΦsign(Φ)
2

d~r

[
1 + 1

κ0

H(~r, ~u)
kBT

]−κ0−1−d
.

(5.22)
Dans le cas où l’énergie potentielle est un potentiel d’énergie électrique et que la particule
P0(m0) possède une charge q, la distribution de Maxwell-Boltzmann (par exemple [311] chapitre
2 section 2.2.1) est obtenue à la limite κ→ +∞ (par exemple [272] chapitre 1 section 1.2)

lim
κ0→+∞

[
Pκ0

r,u(~r, ~u)
]

= PMB
r,u (~r, ~u) ∝ exp

(−qΦ(~r)
kBT

)
· 1

(σu
√

2π)3 exp
(
−~u2

2σ2
u

)
. (5.23)

Sens physique de l’indice κ0

L’indice κ0 est un invariant par rapport au nombre de degré de liberté d et par rapport au
nombre de particule considérées N [259]. Il possède une signification physique profonde :
— κ0 relié à l’écart-type σε de l’énergie interne moyenne 〈ε〉, si N est le nombre de particules

du système [259]
lim

N→+∞

(
σε
〈ε〉

)
= 1√

1− κ0
L’indice κ0 permet donc de définir un état méta-stable qui est proche de l’équilibre ther-
modynamique usuel κ0 ∈ [1,+∞[, et un état méta-stable qui en est très éloigné κ0 ∈]0, 1].

— κ0 est relié à la fonction de corrélation cu( ~u1, ~u2) de vitesse (ou d’énergie) entre deux
particules de vecteurs vitesses ~u1 et ~u2 [259]

cu( ~u1, ~u2) := 〈 ~u1. ~u2〉 − 〈 ~u1〉.〈 ~u2〉√
〈 ~u1

4〉 − 〈 ~u1
2〉2
√
〈 ~u2

4〉 − 〈 ~u2
2〉2

= d/2
κ0 + d/2
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Voir également les travaux précurseurs [312] sur le sujet. Cela implique donc que la fonction
de corrélation des vitesses permet entièrement caractériser l’état méta-stable.

— κ0 défini rigoureusement une mesure thermodynamique de l’écart de l’état méta-stable à
l’équilibre thermodynamique usuel, voir [308, 307]

Objectifs

L’angle d’attaque est de choisir Puα dans (1.7) comme étant égale à (5.15) avec d = 1, et
d’examiner comment les constantes associées au phénomène de collisions et à l’effet Doppler-
Fizeau, notées respectivement τc et σω, apparaissant dans g(1)(τ), g(3/2)(τ), et g(2)(τ), sont reliées
à l’indice invariant κ0 et aux constantes microphysiques (m,m0, T, etc.).

VI..2 Gaz support d’électrons de champ de vitesse de Lévy-Feldheim

Dans les plasmas la turbulence, voir par exemple [313, 314], peut s’organiser en structures
auto-similaires à différentes échelles de manière intermittente ou non. Cette observation ne
semble pas spécifique au plasma, mais plutôt à la turbulence elle même, l’observation expé-
rimentale fut reportée semble-t-il pour la première fois dans [315]. Les densités de probabilités
infiniment divisibles (qui peuvent être une densité de probabilité d’une somme de variables aléa-
toires indépendantes et identiquement distribuées) permettent de traduire cette auto-similarité
[316]. Par conséquent, les lois de Lévy α-stables (et donc la loi normale) ont un rôle privilégié
pour décrire les phénomènes qui engendrent ces structures auto-similaires. Remarque. La réci-
proque est fausse, une loi stable n’implique pas nécessairement un phénomène de transport qui
donne une structure auto-similaire, voir par exemple [317].
Dans les plasmas de Tokamaks par exemple, la mesure du champ électrique au bord de la zone
de confinement a dévoilé des structures auto-similaires dans la distribution spatiale de ce champ
[318] (voir également les références données dans [266]). S’inspirant de cette observation, la si-
tuation a été modélisée [265], ou [277] chapitre 3 section 3.5., et numérisée [266]. Soit un champ
magnétostatique constant et homogène qui agit sur un gaz support d’électrons P0(m0). (Rap-
pel : ce gaz est également composé des neutres P(m) qui sont les oscillateurs harmoniques). Ce
gaz d’électrons est supposé présenter une turbulence de champ électrique intermittente, c’est
à dire un champ électrique non-homogène dans l’espace qui fluctue dans le temps en un point
donné. L’origine de ce phénomène n’est pas discutée ici. Ce champ agit sur les électrons P0(m0).
Suivant les observations expérimentales [318], ce champ électrique est décrit par un processus
de Lévy stable, isotropique et stationnaire par incréments (qui sont indépendants). Ce processus
de Lévy a un exposant α compris entre 1,1 et 1,3 [318], et une intensité de bruit DE (unité
de (g/cm)α/2s−1). Les collisions entre électrons donnent une force de friction −γm0~u, avec le
coefficient γ donné dans le modèle des cubes durs par (1.62).
Une équation de Fokker-Planck fractionnaire peut s’écrire sur la distribution de vitesse

T(~u, t| ~u0, t0)

[265], ou [277] chapitre 3 section 3.5. La résolution donne T comme une densité de Lévy-Feldheim
(tridimensionnelle) [319]. La relaxation depuis ~u0 à t0 s’effectue vers un état stationnaire non-
maxwellien. Plus précisément, la densité de probabilité du vecteur vitesse ~u, istropique, s’exprime
avec une densité de probabilité de Lévy-Feldheim tridimensionnelle g3 [319], qui est dans sa limite
stationnaire (état stable du mouvement)

Pu(~u) =
(
DE

αγ

)−3/α
g3

((
DE

αγ

)−1/α
~u;α

)
. (5.24)



192 OUVERTURES THEORIQUES

Autrement dit, chaque composante Uα, indépendante des deux autres, est distribuée dans l’état
stable du mouvement selon

Puα(uα) = g
((

DE

αγ

)−1/α
uα;α

)
, (5.25)

où g(x, α) est une densité de probabilité α-stable de Lévy, de fonction caractéristique : exp (− |k|α)
([320], par exemple)

g(x, α) = 1
2π

�
exp (− |k|α) exp (−ikx)dx. (5.26)

Il est à noter que la dynamique d’une particule chargée dans ce scénario a été étudiée numéri-
quement, récemment, dans [266].

Objectifs

L’angle d’attaque est d’injecter (5.25) dans (1.7) et d’examiner comment les constantes
associées au phénomène de collisions et à l’effet Doppler-Fizeau, notées respectivement τc et
σω, sont reliées à l’exposant de Lévy α et aux constantes microphysiques.

VI..3 Mini-conclusion

Dans les deux exemples, si la route analytique n’aboutit pas, le code écrit pour les simu-
lations des chapitres 1 et 2, permettra tout de même de générer PW (1.11) et PJ|W (1.12). En
particulier la résolution de (5.14) peut s’effectuer numériquement. Les méthodes de génération
aléatoires seront simplement à adapter. Les fonctions g(1)(τ), g(3/2)(τ), et g(2)(τ), calculées nu-
mériquement, en découleront.
La finalité est de proposer une étude préliminaire (analytique-numérique) pour examiner quan-
titativement comment g(1)(τ), g(3/2)(τ), et g(2)(τ) rendent compte du transport anormal (non-
relativiste) du gaz support des oscillateurs harmoniques (et donc des oscillateurs harmoniques
eux mêmes). Avec les exemples considérés, il s’agit d’examiner comment g(1)(τ), g(3/2)(τ), et
g(2)(τ) capturent α et κ.

VII. Autre modèle envisagé et perspectives

Le modèle des cubes durs n’est pas la seule voie pour examiner la problématique de l’analyse
du transport anormal à travers g(1)(τ), g(3/2)(τ) et g(2)(τ).

VII..1 Modèle de MATC dans l’espace des vitesses

Une autre route est peut-être le modèle développé dans [321]. Ce modèle se concentre unique-
ment sur la grandeur vitesse relative. Il permet de générer une distribution kappa de la vitesse
en considérant un modèle de vols de Lévy pour les incréments de vitesse. L’origine des vols de
Lévy dans l’espace des vitesse n’est pas expliquée physiquement, mais permet effectivement de
générer une distribution kappa [321]. Comme attendu, la limite avec la maxwellienne est bien
retrouvée lorsque l’exposant de Lévy dans la distrbution des incréments de vitesse tend vers 2
[321].
Le modèle des vols de Lévy (voir par exemple [322] pour une introduction du concept, la gran-
deur x de l’article n’est pas nécessairement la position spatiale) pour les incréments de vitesse
est discutable car il induit une divergence de la variance des incréments de vitesse [322]. Cette
divergence signifie que les sauts de vitesse arbitrairement grands n’ont pas de “coût” temporel,
donc ont lieu avec une accélération infinie. Physiquement, ceci est discutable pour une particule
présentant une masse. En termes plus techniques de la théorie des MATC, le modèle de vols de



VII.. AUTRE MODÈLE ENVISAGÉ ET PERSPECTIVES 193

Lévy pour les incréments de vitesse ne présente pas de couplage entre la distribution des incré-
ments de vitesse par sauts (selon la composante α de la vitesse), et la distribution des temps
d’attente entre chaque saut de vitesse. Au contraire, un modèle de type marches de Lévy (voir
par exemple [323] chapitre 12, ou [322]) dans l’espace des vitesses possède une densité jointe
saut de vitesse - temps d’attente, non-séparable. Plusieurs modèles de marche de Lévy existent
[322], il y a notamment la possibilité d’introduire des fluctuations entre chaque saut. Il resterait
alors à donner une origine physique aux incréments de vitesse, à la non-séparabilité de la densité
jointe saut - temps d’attente, et éventuellement aux fluctuations entre deux sauts de vitesse.

VII..2 Mouvement brownien relativiste

Le traitement de hautes densités d’énergie, amenant à un mouvement relativiste, est une
perspective naturelle dans un contexte astrophysique. La finalité serait donc d’analyser g(1)(τ),
g(3/2)(τ), et g(2)(τ), pour le mouvement brownien relativiste [324], toujours relativement à un
observateur inertiel. Les conditions d’existence théorique du mouvement brownien relativiste
sont discutées dans, par exemple, [325]. Une monographie relativement récente sur le sujet est
[324]. La version relativiste du processus d’Ornstein-Uhlenbeck a par exemple été étudiée dans
[326]. L’approche se concentre sur la méthode de Langevin, et prend pour point de départ
une équation de Langevin relativiste. Les auteurs dérivent une équation cinétique de Kramers
relativiste, et une équation cinétique de Fokker-Planck relativiste. Il resterait donc à examiner
si cette équation peut-être obtenue en considérant une version relativiste du modèle des cubes
durs, notamment en considérant la transformation du parallélépipède de collision par effets
relativistes.
Une autre question se pose naturellement avec ces considérations relativistes : sachant que
fondamentalement le temps propre d’un observateur accéléré, ainsi que sa capacité à étiqueter
spatio-temporellement des événements hors de sa ligne d’univers, ne sont pas les mêmes qu’un
observateur inertiel, est-ce qu’un observateur accéléré peut percevoir une radiation cohérente
comme une radiation chaotique (ou réciproquement) ? Est-ce que g(1)(τ), g(3/2)(τ), et g(2)(τ),
sont des invariants relativistes (i.e. identiques pour tout type d’observateurs) pour une radiation
de nature stochastique donnée ?

VII..3 Radiation synchrotron

L’état de plasma est majoritaire dans les atmosphères stellaires et milieux interstellaires, il
est donc tentant d’essayer de déterminer les expressions de g(1)(τ), g(3/2)(τ), et g(2)(τ) pour un
champ rayonné par l’accélération (ou les fluctuations de vitesse) d’une particule chargée. Ce pro-
cessus de rayonnement diffère de celui imaginé dans la situation du chapitre 2, voir par exemple
[327] chapitre 14. Les sources de rayonnement générées par les particules chargées accélérées sont
nombreuses dans l’espace ; synchrotron, cyclotron (cas non-relativiste de la radiation synchro-
tron), bremsstrahlung (aussi appelée émission libre-libre, “free-free emission” en anglais), voir
par exemple l’ouvrage [113]. Une source synchrotron est accessible depuis l’hémisphère nord : la
radiation synchrotron dans le bleu (dans le visible) de la nébuleuse du crabe (NGC 1952, M1)
[328]. La figure 5.23 est une image astronomique de la nébuleuse du crabe. La composante dans
le bleu optique de la nébuleuse du crabe possède un spectre continu et est fortement polarisée
[329] (page 71). La magnitude absolue de la nébuleuse du crabe est de −3 [329] (page 71), sa
magnitude apparente est environ deux fois plus grande que celle de P Cygni dans le visible, par
conséquent la densité de photo-événements par détecteur est au moins 6,30 fois plus faible, et
par conséquent (voir la formule adéquate table 3.1), la mesure de g(2) prendrait au moins 40 fois
plus de temps pour un même RSB. Il faudrait alors effectuer une observation sur deux mois ou
plus. La mesure expérimentale est donc difficilement envisageable sur des télescopes de tailles
modestes de la classe des 1 m de diamètre.
Théoriquement, une question attrayante, pour l’astrophysicien, serait : peut-on à travers g(1)(τ),
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Figure 5.23 – Nébuleuse du crabe. Crédits pour l’image rayon-X : NASA/CXC/ASU/J. Hester
et al.. Crédits pour l’image optique : NASA/HST/ASU/J. Hester et al.

g(3/2)(τ), et g(2)(τ) accéder à la grandeur physique responsable de l’accélération des particules
chargées ? Par exemple dans le cas d’une radiation synchrotron, peut-on déduire des caractéris-
tiques du champ magnétique responsable de l’accélération des particules chargées ?

VIII. Conclusion
Le modèle des cubes durs du chapitre 1 et la situation qui en découle envisagée au chapitre 2,

peuvent d’ores et déjà servir à l’exploration de situations de transport anormal pertinentes dans
un contexte astrophysique, discutées en VI., en modifiant la distribution des vitesses du gaz sup-
port selon la méthode détaillée au V.. La finalité est de pouvoir dire quantitativement comment
g(1)(τ), g(3/2)(τ), et g(2)(τ), rendent compte du transport anormal du gaz support des oscilla-
teurs harmoniques (et donc des oscillateurs harmoniques eux-mêmes) ; comment permettent-elles
d’accéder à l’indice κ de la distribution des vitesses de l’état stable non-maxwellien (cas de la
sous-partie VI..1) ? ou à l’exposant α de processus de Lévy stable (cas de la sous-partie VI..2) ?
A la suite des développements menés au chapitre 1 et chapitre 2, deux pistes, qui peuvent éven-
tuellement être couplées, semblent accessibles pour enrichir le modèle : inclure une troisième
population de particules pour modéliser un plasma ions-neutres-électrons, et inclure un traite-
ment relativiste du mouvement brownien. La première permettrait de rendre plus fidèlement
compte d’un plasma, la deuxième permettrait de répondre aux interrogations fondamentales
posées dans la sous-partie VII..2, et permettrait également de modéliser un gaz support à haute
densité d’énergie.
Un modèle alternatif au modèle des cubes durs, qui resterait simple et donnerait un code peu
couteux en temps de calcul, est un modèle de marche de Lévy pour la vitesse, suivant l’approche
de [321]. Le développement actuel de la théorie des MATC offre une palette riche de possibilités
pour la modélisation. Il resterait cependant à donner une justification physique à cette MATC
dans l’espace des vitesses.
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Annexe A

Quelques généralités sur les PMSCE
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ANNEXE A

Chapitre 1

Figure A.1 – Résumé des notions essentielles au chapitre 1 détaillées dans cette l’annexe.

Le minimum de connaissance nécessaire à la compréhension du modèle présenté en II. du
chapitre 1 est rassemblé dans cette annexe. Les démonstrations amenant aux résultats sont ex-
pliquées dans le texte. Seules les formules essentielles pour la suite sont écrites.
Le premier objectif est de rappeler comment caractériser de manière unique un Processus Mar-
kovien à Saut avec Continuum d’Etat (PMSCE). Les objets mathématiques identifiés comme
nécessaires et suffisants sont alors explicités dans le cadre du modèle de cubes durs dans les
sous-parties II..2 et II..3 du chapitre 1. Le deuxième rappel est une conséquence du premier, il
concerne la forme particulière que prennent les coefficients de Kramers-Moyal pour un PMSCE.
C’est toute la sous-partie clef III..2 du chapitre 1 qui repose sur ce rappel. Enfin, une sous-partie
concernant l’évolution des moments d’un processus markovien (à sauts ou continu) est déve-
loppée. Elle permet de déduire la relation d’Einstein-Langevin, en toute généralité, sans faire
intervenir l’équation de Langevin et l’hypothèse de continuité. Ces liens, entre cette annexe et
le chapitre 1, sont résumés figure A.1. La première sous-partie I. pose le cadre et les notations.

I. Préliminaires

Soit V un PMSCE quelconque.
Pour caractériser V il faut, à fortiori, pouvoir prédire :
— quand V sautera d’un état donné (v, t)
— quel sera alors le nouvel état atteint

Le temps d’attente W entre deux sauts successifs est supposé être une V.A. à densité à tout
instant. L’existence de PW et sa forme fonctionnelle remarquable sont montrées en partie II., en
concédant une hypothèse peu restrictive sur l’existence d’une fréquence (probabiliste) de saut, et
en supposant l’existence d’une densité conjointe W -J . L’existence d’une densité conjointe W -J
implique l’existence d’une densité conditionnelle J |W (voir la relation générale (A.13)). Il est
donc indirectement supposé que le changement d’état par saut J |W est une V.A. à densité à
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tout instant. Une hypothèse supplémentaire de dérivabilité de cette densité, au premier ordre
par rapport à la variable temps d’attente, est faite. Cette hypothèse de dérivabilité est induite
par l’hypothèse d’une fréquence (probabiliste) de saut.
Les densités associées à W , J |W , et au couple W -J , seront notées : PW(τ |v, t), PJ|W(j|τ ; v, t),
et PWJ(τ, j|v, t). Elles définissent les probabilités :

— PW(τ |v, t)dτ ≡ probabilité que, sachant que : V (t) = v, V saute dans l’intervalle de date
[t+ τ, t+ τ + dτ [,

— PJ|W(j|τ ; v, t)dj ≡ probabilité que, sachant que : V (t) = v, et que : V saute à la date t+ τ ,
V atteigne une nouvelle valeur située dans [v + j, v + j + dj[,

— PWJ(τ, j|v, t)dτdj ≡ probabilité que, sachant que : V (t) = v, V saute dans l’intervalle de
date [t+ τ, t+ τ + dτ [, et atteigne une nouvelle valeur située dans [v + j, v + j + dj[.

Un point sur les notations.

— A un instant donné, une V.A. est notée par une lettre capitale X, ses réalisations sont
notées en minuscule x, et sa densité est notée : PX(x).

— Chaque densité est en fait une densité conditionnelle, par rapport à un état (v, t) donné.
— Dans la formulation : PJ|W(j|τ ; v, t), la réalisation τ deW est séparée de la réalisation “état

(v, t)” par un point virgule, pour indiquer qu’il est possible que la densité soit conditionnée
par τ mais pas par (v, t).

II. Existence et forme fonctionnelle de PW

Soit p(τ ; v, t) la probabilité que V saute, depuis la réalisation V (t) = v atteinte à la date t,
entre [t, t+ τ [. Deux hypothèses ad-hoc sont nécessaires pour la suite :

Ha : la fonction p est dérivable au moins une fois, par rapport à t et à τ . Ce qui s’interprète
comme le fait de pouvoir définir une fréquence de saut pour une réalisation v donnée.

Hb : la valeur en zéro est nulle : p(τ = 0; v, t) = 0. Ce qui se comprend bien : la probabilité de
tomber sur une date t de saut dans l’ensemble non-dénombrable R+ est nulle.

L’hypothèse de transition markovienne ajoutée aux deux hypothèses précédentes, suffit à jus-
tifier l’existence d’une fonction a(v, t) qui correspond en terme probabiliste à PW(τ = 0|v, t)
(dont l’existence à été supposée à priori), et qui définit entièrement PW(τ |v, t), dont la forme
fonctionnelle est remarquable. C’est ce qui est développé ci-après en deux étapes.
Première étape : existence PW(τ = 0|v, t).
Soit un intervalle infinitésimal [t, t + dt[. Il est tout à fait possible de le diviser en n ≥ 2 sous-
intervalles : [t, t1[, [t1, t2[, ..., [tn−1, t + dt[, où les points (ti)i∈J1,nK sont définis en sachant que la
distance de chaque sous-intervalle est dt/n.
En vertu de la nature markovienne de V , la probabilité que V ne saute pas dans un sous-intervalle
[ti−1, ti[ est indépendante que V saute ou ne saute pas dans [ti−2, ti−1[. Cette indépendance per-
met d’écrire la probabilité que V ne saute pas dans l’intervalle total [t, t+dt[ comme un produit
sur i des probabilités 1− p(dt/n; v, ti−1) :

1− p(dt; v, t) =
n∏
i=1

(1− p(dt/n; v, ti−1)) . (A.1)

Avec l’hypothèse (Ha) de dérivabilité de p et le théorème de Taylor, les probabilités 1−p(dt/n; v, ti−1)
sont indépendantes de i au premier ordre en dt, et ainsi :

1− p(dt; v, t) = (1− p(dt/n; v, t))n + o (dt) .
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Alors, en ne gardant que le premier ordre des infinitésimaux dt et np(dt/n; v, t) (car avec l’hy-
pothèse de départ (Hb) : limτ→0[p(τ ; v, t)] = 0 et n est fini), la probabilité que V saute entre t
et t+ dt, sachant que V (t) = v, prend une forme fonctionnelle remarquable :

p(dt; v, t) = n · p(dt/n; v, t). (A.2)

Enfin, avec (A.2) et l’hypothèse de dérivabilité de p, sa p′ dérivée par rapport à la variable τ = dt
vérifie :

∀n ≥ 2, p′(τ) = p′
(
τ

n

)
. (A.3)

La relation (A.3) est également vraie lorsque n→ +∞, et ainsi p′ s’avère être égale à la constante
p′(0), notée a(v, t). Il en découle :

p(τ = dt; v, t) = a(v, t)dt. (A.4)

Par définition de p, et de PW dont l’existence est supposée,

a(v, t) = PW(τ = 0|v, t).

Ce qui achève la première étape ; PW(τ = 0|v, t) existe bien.
Deuxième étape : existence et forme fonctionnelle de PW(τ |v, t).
La probabilité que V ne saute pas dans [t, t+τ+dτ [, notée p̄(τ+dτ ; v, t), peut s’écrire comme le
produit de la probabilité que V ne saute pas durant [t, t+ τ [, et de la probabilité que V ne saute
pas durant [t+ τ, t+ τ + dτ [, car ce sont deux événements indépendants à cause de l’hypothèse
markovienne sur V . Avec (A.4), il vient :

p̄(τ + dτ ; v, t) = p̄(τ ; v, t) [1− a(v, t+ τ)dτ ] . (A.5)

En passant à la limite dτ → 0, apparaît une équation différentielle d’ordre un sur p̄(τ ; v, t). Sa
résolution donne alors :

1− p(τ ; v, t) = exp
(
−
� τ

0
a(v, t+ t′)dt′

)
. (A.6)

L’existence de PW(τ = 0|v, t) est prouvée par (A.4), il n’est donc pas absurde de supposer l’exis-
tence de PW(τ |v, t) ad-hoc, afin de vérifier s’il est possible de lui trouver une expression explicite,
et si oui, sous quelle(s) condition(s). L’existence de la densité conjointe W -J : PWJ(τ, j|v, t), est
également supposée à priori (ce qui n’est pas absurde car PW(τ |v, t) peut-être défini à partir de
cette quantité, voir la relation générale (A.12)). Sa condition d’existence sera discutée à poste-
riori.
La probabilité que V saute entre [t + τ, t + τ + dτ [ et soit dans l’intervalle [v + j, v + j + dj[,
sachant que V (t) = v, s’écrit par définition avec la densité conjointe PWJ(τ, j|v, t) :

P(Ewj) = PWJ(τ, j|v, t)dτdj.

La probabilité P(Ewj) s’écrit d’autre part comme la réunion de trois événements :
Ea : Sachant que V (t) = v, V ne saute pas entre [t, t+ τ [,
Eb : Sachant que V (t+ τ) = v, V saute entre [t+ τ, t+ τ + dτ [,
Ec : Sachant l’événement Eb, V atteint [v + j, v + j + dj[.
L’hypothèse markovienne sur V garantit l’indépendance des événements Ea et Eb, ainsi que celle
des événements Ea et Ec. De plus : Ec|Eb ≡ Ec. La formule des probabilités composées pour ces
trois événements devient alors :

P(Ewj) = P(Ec) · P(Eb) · P(Ea).
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La probabilité de Ea correspond par définition à (A.6). La probabilité de Eb s’exprime directe-
ment avec la définition de a(v, t+ τ) :

P(Eb) = a(v, t+ τ)dτ.

La probabilité de Ec s’exprime par définition avec la densité conditionnelle PJ|W(j|τ + dτ ′; v, t)
(existe puisqu’elle est définie à partir de PWJ(τ, j|v, t) dont l’existence est supposée)

P(Ec) = PJ|W(j|τ + dτ ′; v, t)dj,

où dτ ′ ∈ [t+ τ, t+ τ + dτ [. Il est supposé que :
Ha-bis : PJ|W est dérivable au moins une fois par rapport à sa variable τ . Ce qui revient à

supposer l’existence d’une fréquence de saut pour un incrément j donné depuis un état
(v, t) donné. Cette hypothèse est induite par l’hypothèse (Ha) de dérivabilité de p.

Avec l’hypothèse (Ha-bis) de dérivabilité sur PJ|W, et en passant à la limite des infiniment petits,
il vient :

PWJ(τ, j|v, t) = PJ|W(j|τ ; v, t) · a(v, t+ τ) exp
(
−
� τ

0
a(v, t+ t′)dt′

)
, (A.7)

La densité conjointe PWJ est donc définie si et seulement si la densité conditionnelle PJ|W l’est. Si
le comportement par saut de V est tel qu’il est raisonnable de supposer l’existence d’une densité
de probabilité PJ|W pour décrire les incréments par sauts, alors, l’équivalent de la formule des
probabilités conditionnelles pour les densités de probabilité permet de conclure en la comparant
à (A.7) : la quantité PW(τ |v, t) possède une forme fonctionnelle explicite, entièrement définie
par la donnée de a(v, t) = PW(0|v, t) :

PW(τ ; v, t) = a(v, t+ τ) · exp
(
−
� τ

0
a(v, t+ t′)dt′

)
. (A.8)

Conclusion : la densité PW(τ ; v, t) est entièrement définie par a(v, t) = PW(0; v, t) selon (A.8).

III. Caractérisation des PMSCE
Il convient désormais de vérifier si les objets identifiés comme étant a priori nécessaires,

et dont l’existence et la forme fonctionnelle (pour PW) ont été établies dans la sous-partie
précédente, sont en toute rigueur suffisants.
De manière générale, un processus markovien (à sauts ou continu) est entièrement défini, à la
distribution initiale près, par la donnée de la densité de transition markovienne, qui est notée
ici T. Les objets précédents que sont PW et PJ|W permettent bien de définir de manière unique
T. C’est ce qui est développé dans cette présente sous-partie.
Pour le montrer, le propagateur du processus markovien V est introduit. C’est le processus
aléatoire dont les réalisations sont définies par, si v = V (t) :

Φ(dt; v, t) := V (t+ dt)− V (t). (A.9)

Il est supposé qu’à chaque instant la V.A. Φ est une V.A. à densité, dont la densité est notée :
PΦ(φ|dt; v, t). Cette densité de probabilité est par définition

PΦ(φ|dt; v, t) = T(v + φ, t+ dt|v, t).

La donnée de PΦ(φ|dt; v, t) définie donc T de manière unique et réciproquement.
La densité de probabilité PΦ(φ|dt; v, t) est reliée à PW et PJ|W via un développement en série de
Taylor, c’est ce qui démontré dans ce qui suit.
La probabilité PΦ(φ|dt; v, t)dφ peut s’interpréter comme la réunion de deux événements :

PΦ(φ|dt; v, t)dφ = P {A ∪B} ,
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événement A : Sachant que V (t) = v, V en sautant dans [t, t+ dt[, atteint [v + φ, v + φ+ dφ[,
événement B : V (t) ne saute pas dans [t, t+ dt[, et donc Φ est la V.A. dégénérée en 0.

Les deux évènements A et B sont disjoints, donc :

PΦ(φ|dt; v, t)dφ = P {A}+ P {B} (A.10)

L’évènement A est lui même l’intersection de deux sous-événements : l’événement A1) V saute
depuis la réalisation v, atteinte à la date t, à une date t′+ dt′ dans [t, t+ dt[, et l’événement A2)
V atteint [v + φ, v + φ+ dφ[. Avec la formule des probabilités conditionnelles, la probabilité de
l’événement A s’exprime par

P {A} = P {A2|A1} · P {A1} ,

où par définition :
P {A1} = PW(τ = 0|v, t)dt,

et
P {A2|A1} = PJ|W(φ|τ = dt′; v, t)dφ.

En supposant que PJ|W est dérivable au moins une fois par rapport à sa variable τ , la probabilité
de l’événement A se réécrit au premier ordre en dt′ en fonction de PW(τ = 0|v, t) et PJ|W(φ|τ =
0; v, t) :

P {A} = PW(0|v, t)dtPJ|W(φ|0; v, t)dφ+ o (dt)

L’événement B peut lui aussi être interprété comme l’intersection de deux événements : l’évé-
nement B1) V ne saute pas dans [t, t+ dt[, et l’événement B2) Φ est la V.A. dégénérée en 0 de
densité la distribution de Dirac δ(φ). La probabilité de B1 est par définition :

P {B1} = 1− PW(0|v, t)dt,

la probabilité conditionnelle B2|B1 est par définition

P {B2|B1} = δ(φ)dφ.

La probabilité de B se déduit alors avec la formule des probabilités conditionnelles :

P {B} = [1− PW(0|v, t)dt] δ(φ)dφ

L’équation (A.10) devient alors au premier ordre o(dt) :

PΦ(φ|dt; v, t) = PW(0|v, t)PJ|W(φ|0; v, t)dt+ [1− PW(0|v, t)dt] δ(φ) + o(dt) (A.11)

Ce qui achève la démonstration : T(v + φ, t + dt|v, t) = PΦ(φ|dt; v, t) est définie de manière
unique par la donnée de PW(0|v, t) et PJ|W(φ|0; v, t), ces objets sont donc nécessaires et suffisants
pour caractériser un processus markovien à sauts. Plus encore, il est nécessaire et suffisant de
déterminer PWJ(0, j|v, t) car :

PW(0|v, t) =
�

PWJ(0, j|v, t)dj, (A.12)

PJ|W(j|0; v, t) = PWJ(0, j|v, t)�
PWJ(0, j′|v, t)dj′ . (A.13)
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IV. Coefficients de Kramers-Moyal pour un PMSCE
Les coefficients de Kramers-Moyal, notés dans ce qui suit (Kn(v, t))n, permettent également

de caractériser complètement un processus markovien V (de réalisations notées v). En effet,
ils apparaissent dans l’équation de Kramers-Moyal, et la résolution de l’équation de Kramers-
Moyal, quand elle est possible, donne T à une distribution initiale près.
L’existence des (Kn)n suppose que les moments du propagateur (A.9) possèdent une forme
analytique dépendant de dt, la définition des (Kn)n est rappelée ici car la convention choisie est
de ne pas les faire dépendre de n! :

Kn(v, t) = lim
dt→0

[〈Φn(dt; v, t)〉
dt

]
. (A.14)

Le moment d’ordre n du propagateur (A.9) s’exprime directement via (A.11), et il vient :

Kn(v, t) =
� +∞

−∞
jnPWJ(0, j|v, t)dj. (A.15)

Ainsi, la densité jointe PWJ := PJ|W · PW définit de manière unique les (Kn(v, t))n, c’est consis-
tant car ils sont un autre moyen de caractériser le processus V (t).

V. Sur l’évolution des moments d’un PM
Du fait de la nature markovienne de V , les évolutions des moments de V et de son processus

intégral s’écrivent sous forme d’équations différentielles, et ce que V soit continu ou à sauts.
C’est ce qui est rappelé ici. Ces rappels servent dans le chapitre 1 sous-partie III..1.
Tout ce qui suit est valable pour t ≥ t0 où t0 défini l’état initial V (t0). La réalisation générique
v correspond à la valeur de V . Le processus V peut-être continu ou à sauts.
L’idée est de déduire une équation différentielle régissant l’évolution du moment d’ordre ` de V ,
noté : 〈V `(t)〉.
En utilisant la définition du propagateur (A.9) et la formule du binôme de Newton, une première
relation entre 〈V `(t+ dt)〉 et 〈V `(t)〉 peut-être déduite. Cette relation fait intervenir un moment
joint V - Φ, d’ordre (l − k, k). Ce moment joint s’exprime par définition comme un moment
associé à T et comme un moment associé à PΦ. Ainsi, en faisant apparaître le premier ordre en
dt de la définition (A.14), puis en passant à la limite dt → 0, la dérivée de 〈V `(t)〉 et il vient
l’équation différentielle du premier ordre :

d〈V `(t)〉
dt =

∑̀
k=1

(
`

k

)
〈Kk(v, t)V `−k(t)〉. (A.16)

L’application de (A.16) avec ` = 1 et ` = 2 donne respectivement l’évolution de la moyenne
〈V (t)〉 et de l’autocovariance de V , notée 〈〈V 2(t)〉〉 ≡ 〈〈V (t), V (t)〉〉, où de manière générique :

〈〈X,Y 〉〉 := 〈XY 〉 − 〈X〉〈Y 〉.

Les deux premiers coefficients de Kramers-Moyal sont impliqués :

d〈V (t)〉
dt = 〈K1(v, t)〉, (A.17)

d〈〈V 2(t)〉〉
dt = 2〈〈V (t),K1(v, t)〉〉+ 〈K2(v, t)〉. (A.18)

Les équations (A.17) et (A.18) sont utilisées dans la partie III. du chapitre 1.
Le processus intégral de V est supposé exister, il est noté R. Un processus markovien ne possède
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pas de dérivée bien définie, comme la dérivée de R est bien définie puisqu’elle vaut V , R ne
peut pas être un processus markovien. Cependant, l’évolution de ces moments prend une forme
synthétique.
L’expression de 〈R`(t + dt)〉, pour ` ≥ 1, dépend, au premier ordre o(dt), de 〈R`(t)〉 et du
moment joint R-V d’ordre (`− 1, 1). Il suffit d’utiliser le développement limité de R au premier
ordre en dt et la formule du binôme de Newton. En passant à la limite dt→ 0, il vient alors une
première équation d’évolution pour 〈R`(t)〉 :

d〈R`(t)〉
dt = `〈R`−1(t)V (t)〉. (A.19)

L’application de (A.19) avec ` = 1 et ` = 2, donne :

d〈R(t)〉
dt = 〈V (t)〉, (A.20)

et l’évolution de l’autocovariance de R, notée 〈〈R2(t)〉〉 :

d〈〈R2(t)〉〉
dt = 2〈〈R(t), V (t)〉〉 (A.21)

Les deux équations (A.20) et (A.21) sont utilisées dans la sous-partie III..1 du chapitre 1.
Enfin, une relation qui est la clef de voûte de la sous-partie III..1 du chapitre 1 est également
démontrée ici. Elle concerne l’évolution d’un moment croisé R - V d’ordre (k, `) ∈ N∗2 quel-
conque, 〈Rk(t)V `(t)〉.
Il faut commencer par écrire V `(t+ dt) et Rk(t+ dt) en fonction de, respectivement, V `(t) (en
procédant de la même façon que pour obtenir (A.16)) et Rk(t) (en procédant de la même façon
que pour obtenir (A.19)). Ensuite, il faut effectuer leur multiplication, toujours à l’ordre o(dt),
vient alors deux moments triplement joints ∀n ∈ J1, `K :
〈Rk(t)V `−n(t)Φn(dt; v, t)〉
et 〈Rk−1(t)V `−n+1(t)Φn(dt; v, t)〉.
Ces moments triplement joints s’expriment par définition via T et PΦ, les coefficients de Kramers-
Moyal apparaissent alors en utilisant la définition (A.14) au premier ordre en dt. En ne gardant
que l’ordre o(dt) dans le résultat final, et en passant à la limite dt → 0 pour faire apparaitre
l’opérateur dérivé, il vient finalement ∀t ≥ t0 et ∀k, ` ≥ 1 :

d〈Rk(t)V `(t)〉
dt = k〈Rk−1(t)V `−1(t)〉+

∑̀
n=1

(
`

n

)
〈Rk(t)V `−n(t)Kn(v, t)〉. (A.22)
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Cette annexe appuie les développements de la sous-partie II..2 du chapitre 3. Certains calculs
n’ont pas été exhibés dans ce chapitre afin d’en alléger la lecture. Plus de détails et des éléments
de preuve peuvent être trouvés ici. Il est certain que ces calculs ne sont pas originaux, car les
notions en jeu sont connues et maîtrisée depuis les travaux de Campbell [330, 331] et ceux de
Slutsky [332], mais aucune référence n’a été trouvée. Il convient donc de justifier le calcul (3.9)
utilisé dans la sous-partie II..2 du chapitre 3.
Sa lecture requiert des connaissances sur les processus de Poisson et les processus définis par
transformation linéaire d’un autre processus, en particulier sur le processus de Campbell.

I. Rappels de la problématique

Soit i un processus de Campbell de réponse h donnée par (3.1) à des impulsions de Poisson
I de densité homogène ν

I(t) = F0
∑
k

δ(t− tk), (B.1)

où F0 est une constante introduite pour l’homogénéité de l’équation.
Il s’agit de calculer l’auto-covariance du processus z de réalisations

z(t; ta) = i(t)i(t+ ta), (B.2)

où ta ≥ 0 est un paramètre.
Notons Ĥ, l’opérateur convolution avec h, de sorte que pour une fonction à deux variables, par
exemple,

Ĥt1 {f(t1, t2)}t := f(t1; t2) ∗
t1
h(t1)[t], (B.3)

où : ∗
t1
signifie l’opération de convolution par rapport à la variable t1, et où t2 a été séparé de t1

par un point virgule pour signifier qu’il est un paramètre dans l’opération, et non une variable,
et où [t] signifie que le résultat de la convolution ∗

t1
est pris en t1 = t.

Le processus de Campbell s’écrit :

i(t) = Ĥt1 {I(t1)}t . (B.4)

Alors, avec la commutation (i.e. inversion de l’ordre d’application) de l’espérance et des opéra-
teurs linéaires Ĥti {...}, où i = 1, 2, 3, 4, quitte à en changer l’ordre, il vient :

〈z(t; ta)z(t+ τ ; ta)〉 = Ĥt1

{
Ĥt2

{
Ĥt3

{
Ĥt4 {〈I1I2I3I4〉}t+ta+τ

}
t+τ

}
t+ta

}
t

, (B.5)

où : Ii := I(ti), il faut donc calculer le moment joint d’ordre 4 du train d’impulsion de Poisson
I :

〈I1I2I3I4〉.

II. Transformation de la problématique

Par définition I est la dérivée du processus de Poisson n de densité homogène ν, ses réalisa-
tions s’écrivent

I(t) := d̂t′
{
n(t′)

}
t , (B.6)

où d̂t est l’opérateur (linéaire) dérivée par rapport à t. Avec un point de vue classique, la
réalisation n(t) du processus de Poisson représente le nombre de photons localisés dans la durée
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[0, t]. Dans (B.6) l’intensité I s’exprime en photon par seconde. Par commutativité de l’espérance
et de l’opérateur dérivé

〈I1I2I3I4〉 = d̂t′1

{
d̂t′2

{
d̂t′3
{

d̂t′4 {〈n1n2n3n4〉}t4
}
t3

}
t2

}
t1

. (B.7)

Il faut et suffit donc de calculer 〈n1n2n3n4〉, où ni = n(t′i) est une variable poissonienne de
paramètre νt′i.

III. Calcul d’un moment joint d’ordre 4 d’un processus de Pois-
son

Pour mener le calcul de 〈n1n2n3n4〉, il faut commencer par remarquer que si t′1 < t′2 < t′3 < t′4,
alors n1, n2 − n1, n3 − n2, et n4 − n3 sont des V.A. poissoniennes indépendantes, de paramètre
respectifs νt′1, ν(t′2 − t′1), ν(t′3 − t′2), et ν(t′4 − t′3). De plus l’ordering inverse t′4 < t′3 < t′2 < t′1
doit donner le même résultat pour 〈n4n3n2n1〉. La stratégie est donc de mener le calcul pour
t′1 < t′2 < t′3 < t′4, en exploitant les variables poissoniennes indépendantes "cachées", et la
symétrie de renversement du temps, puis d’affiner le résultat en fonction des cas où un couple
ou deux couples de (t′i) sont égaux c’est à dire :

— t′1 = t′2 = t′3 = t′4 i.e. 〈n1n2n3n4〉 = 〈n4
1〉

— t′2 = t′3 = t′4 i.e. 〈n1n2n3n4〉 = 〈n1n
3
2〉

— t′1 = t′2 = t′3 i.e. 〈n1n2n3n4〉 = 〈n3
1n

3
4〉

— t′1 = t′2 i.e. 〈n1n2n3n4〉 = 〈n2
1n3n4〉

— t′2 = t′3 i.e. 〈n1n2n3n4〉 = 〈n1n
2
2n4〉

— t′3 = t′4 i.e. 〈n1n2n3n4〉 = 〈n1n2n
2
3〉

— t′1 = t′2 et t′3 = t′4 i.e. 〈n1n2n3n4〉 = 〈n2
1n

2
3〉

Après le développement de n1(n2 − n1)(n3 − n2)(n4 − n3), le moment recherché s’exprime en
fonction de moments joints à trois V.A., et du produit de quatre moments d’ordre 1 :

〈
4∏
i=1

ni〉 = 〈n1〉〈n2 − n1〉〈n3 − n2〉〈n4 − n3〉+ 〈n1n2n
2
3〉+ 〈n1n

2
2n4〉 − 〈n1n

2
2n3〉

+ 〈n2
1n3n4〉 − 〈n2

1n
2
3〉 − 〈n2

1n2n4〉+ 〈n2
1n2n3〉. (B.8)

Avec les moments joint à trois VA, il faut réitérer la stratégie qui vise à faire apparaître des VA
poissoniennes indépendantes, afin de ramener le calcul à un simple calcul de moments d’une VA
poissonienne. Il faut prendre garde à toujours se référer à la même date et à ne pas réécrire la
réalisation correspondante. Le choix est ici t′1 et n1 n’est pas modifiée. Par exemple :

n1n2n
2
3 = n1(n2 − n1 + n1)(n3 − n2 + n2)2, (B.9)

après quelques développements il vient

〈n1n2n
2
3〉 = 〈n4

1〉+ 〈n3
1〉 (2〈n3 − n2〉+ 3〈n3 − n2〉)

+ 〈n2
1〉
(
3〈(n2 − n1)2〉+ 4〈n3 − n2〉〈n2 − n1〉+ 〈(n3 − n2)2〉

)
+ 〈n1〉

(
2〈(n2 − n1)2〉〈n3 − n2〉+ 〈(n3 − n2)2〉〈n2 − n1〉+ 〈(n2 − n1)3〉

)
. (B.10)
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Les moments d’ordre m ≥ 1 d’une VA poissonienne se calculent sans difficultés.
En procédant de même pour les autres termes de (B.8), et en tenant compte de la symétrie par
renversement du temps, le résultat s’écrit :

〈
4∏
i=1

ni〉 = ν4t′1t
′
2t
′
3t
′
4

+ 3ν3 ·min
(
t′1, t

′
4
)
t′2t
′
3 + 2ν3 ·min

(
t′2, t

′
3
)
t′1t
′
4 + ν3 ·max

(
t′2, t

′
3
)
t′1t
′
4

+ 4ν2 ·min
(
t′1, t

′
4
)
·min

(
t′2, t

′
3
)

+ 2ν2 ·min
(
t′1, t

′
4
)
·max

(
t′2, t

′
3
)

+ ν2t′1t
′
4

+ ν ·min
(
t′1, t

′
4
)
. (B.11)

Les différents cas où des (t′i) sont égaux entre eux sont calculés selon les mêmes principes. Il
se trouve que l’application de la formule (B.11) permet de tous les retrouver, par conséquent le
résultat (B.11) est le résultat final quelque soient t1, t2, t3, t4 positifs.

IV. Résultat final
Il faut ensuite injecter le résultat (B.11) dans (B.7). Il faut également noter que :

d̂y {min (x, y)} = Θ(x− y)

où Θ est la distribution de Heaviside, et :

d̂x {Θ(x− y)} = δ(x− y). (B.12)

où δ est la distribution de Dirac. Les dérivées successives, au sens des distributions, ne posent
pas de difficultés, et ∀(t1, t2, t3, t4) ≥ 0,

〈c(t1)c(t2)c(t3)c(t4)〉 = ν4 + ν3 [3δ(t1 − t4) + δ(t2 − t3)] + 2ν2δ(t1 − t4)δ(t2 − t3) (B.13)

Les actions successives des opérateurs linéaires Ĥti {...} sont traitées au sens des distributions,
et après quelques manipulations

∀τ ≥ 0, 〈z(t; ta)z(t+ τ ; ta)〉 = e4
(
ν4 + 2ν3fi exp (−fiτ) + ν2f2

i

2 exp (−2fiτ)
)
. (B.14)

Le résultat (B.14) dépend uniquement de τ , et ne dépend pas du paramètre ta, comme attendu
avec la stationnarité au sens large (i.e. : du deuxième ordre). La covariance Czz est obtenue en
soustrayant 〈z(t; τ)〉2 à (B.14). Ce terme vaut

〈z(t; τ)〉2 = 〈i(t)i(t+ τ)〉2 = (Cii(τ) + 〈i〉)2 ,

où Cii est donnée par (3.7), et où 〈i〉 = eν. Ainsi

∀τ ≥ 0, Czz(τ) = e4ν3fi exp (−fiτ) + e4ν2f2
i

4 exp (−2fiτ), (B.15)

et la dépendance en τ sous forme d’exponentielle décroissante assure

lim
T0→+∞

(
1
T0

� T0

0
Czz(τ)dτ

)
= 0. (B.16)

Conclusion. Le processus de Campbell i défini par (3.8), ou (B.4) dans cette annexe, est ergodique
en covariance.
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Figure C.1 – Fiche technique du corrélomètre.
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Cette annexe donne quelques éléments sur l’étoile P Cygni et sa variabilité, ainsi que sur
l’origine de sa raie Hα. Les développements sont purement qualitatifs et avant tout destinés au
lecteur non astrophysicien ou non familier avec les systèmes étoiles-enveloppe de vent stellaire.
Cette annexe a un rôle important pour la suite du chapitre 4 car elle justifie que la variabilité
de P Cygni est à priori négligeable sur l’échelle de temps de la campagne de mesure (environ
une semaine), et renseigne sur le spectre de la raie d’émission en Hα.

I. Quelques éléments sur l’étoile P Cygni et sa variabilité

L’article [333] fait référence dans la présentation des principales caractéristiques de P Cyg
(HD 193237, HR 7763, HIP 100044)).

I..1 Localisation dans le diagramme d’Hertzprung-Russell

P Cyg a été établie comme une étoile similaire au type Wolf-Rayet à la fin des années 1930
[334, 335] grâce à l’analyse des profils de raies d’émission qui ont permis de conclure quant
à l’existence d’une enveloppe de vent en expansion autour du noyau. P Cyg est une étoile de
quelques dizaines de masses solaire (37M� [147]), sa position dans le diagramme d’Hertzprung-
Russell (suivant les paramètres trouvés dans [147]) est donnée figure D.1. P Cygni est la voisine

P Cygni
Main 

Sequence

Figure D.1 – Position de P Cygni dans le diagramme d’Hertzprung-Russell (suivant les para-
mètres trouvés dans [147] : Teff = 18700K, L∗ = 610000L�. Généré avec l’application NAAP
labs v1.1, https ://astro.unl.edu/nativeapps/.

d’étoiles supergéantes O3If/WN6, Ofpe/WN9, B[e], d’étoiles variables bleues lumineuses (VBL)
et d’étoiles de type Wolf-Rayet (WR). Ces trois catégories (supérgéantes, VBL, et WR) re-
présentent trois phases distinctes de l’évolution stellaire. Il est accepté que les étoiles massives
de type spectral O évoluent en étoile de type Wolf-Rayet [336], mais les étapes intermédiaires
de l’évolution, notamment avant et après le stade VBL, ne sont pas encore comprises malgré
d’importants travaux [337, 338]. P Cyg est communément classée au stade évolutif des variables
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bleues lumineuses, depuis [339, 340, 341], malgré sa variabilité spectro-photométrique exception-
nelle qui peut être de quelques jours [342], alors que les variations spectro-photométriques des
VBL apparaissent plutôt sur une année ou une dizaine d’année [343]. Ceci confère donc à P Cyg
une propriété qui la démarque des autres VBL, c’est la première étoile dont les variations photo-
métriques, à l’échelle de l’année (ou moins), sont directement liées à son évolution stellaire [333].
P Cyg constitue avec η Car, AG Car et S Dor, des étoiles clefs pour comprendre la transition
évolutive des étoiles massives O vers les étoiles de types Wolf-Rayet [333].

I..2 Variabilité séculaire et sphéricité de l’enveloppe de vent

La variabilité sur le très long terme, ∼ 100 ans, fut expliquée de manière phénoménologique
par la présence de geysers astrophysiques [343]. C’est une des caractéristiques que P Cyg partage
avec plusieurs autres VBL, dont η Car [111]. En particulier, P Cyg a connu des éruptions géantes
au cours desquelles sa luminosité a augmenté d’une ou deux magnitudes, voir figure D.2, et au
cours desquelles une quantité de matière de masse comprise entre une et deux masse solaire, a
été éjectée [344, 343]. C’est un point commun avec η Car [111], et ce sont les deux seules VBL

3
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Figure D.2 – Variabilité de la magnitude mvis de P Cyg basée sur des recherches historiques.
Figure reproduite à partir de la figure 1 dans [344].

à posséder cette caractéristique. Ces explosions si violentes font d’η Car et de P Cyg des VBL
particulières, si bien que la question de les placer à ce stade d’évolution stellaire se pose [333].
Les mécanismes physiques expliquant ces explosions géantes restent encore inconnus [333, 343].
Surtout, il n’est pas dit qu’ils soient les mêmes pour P Cyg et η Car. En effet, l’observation
des enveloppes de P Cyg et d’η Car révèle des différences significatives [345] : tandis que l’en-
veloppe d’η Car est similaire de celle des autres VBL, celle de P Cyg possède une enveloppe en
bonne approximation à symétrie sphérique [345]. La symétrie sphérique de l’enveloppe de vent
a également été établie expérimentalement plus récemment. Une mesure interferométrique et
spectroscopique en Hα a été réalisée de 2005 à 2008 [346] permettant de caractériser la forme de
l’enveloppe, et aucune asymétrie n’a été trouvée. Ensuite, une autre analyse spectroscopique en
Hα fut menée sur quatre ans de 2006 à 2010 [347], et confirme également la forme sphérique de
l’enveloppe. Enfin, une mesure interferométrique à plusieurs lignes de base menée en août 2010
et en septembre 2011 [348] ne relève également aucune asymétrie de l’enveloppe. La symétrie
sphérique a quelque fois été contestée par l’expérience. D’abord en 1991, suite à la première
mesure de spectro-polarimétrie linéaire, la symétrie sphérique de l’enveloppe est mise en défaut
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et plusieurs modèle d’enveloppe sont proposés [349]. Ensuite, en 1997 une analyse basée sur une
mesure interferométrique a mis en évidence une différence de phase entre deux sous-intervalles
de la zone d’absorption sur le flan de la raie d’émission Hα, section 4.2 de [350]. Ceci indique un
décentrage de l’enveloppe autour de P Cyg, ou la présence d’une sous nébuleuse, situé à quelques
rayons stellaires du noyau [350].
Le prochain paragraphe survole les variabilités spectro-photométriques si particulières de P Cyg
sur des échelles de temps plus courtes, i.e. < 100ans.

I..3 Variabilité spectro-photométrique à plus “court terme”

La variabilité photométrique de P Cyg s’exprime sur au moins trois échelles de temps et de
luminosité. La variabilité spectrale de P Cyg en Hα a été exhibée sur deux échelles de temps.
Comme expliqué précédemment, la variabilité spectro-photométrique de P Cyg est différente des
autres VBL. La variabilité photométrique de P Cyg et la variation spectrale en Hα sont corrélées
sur au moins une échelle de temps [351, 352]. Les mécanismes d’instabilités dynamiques de
l’enveloppe de vent, ou de l’étoile elle même, à l’origine de ces variabilités spectro-photométriques
ne font pas encore consensus [353].

Table D.1 – Trois échelles de variabilités photométriques reconnues sur P Cyg. La première
colonne donne l’échelle de temps caractéristique, la deuxième donne la variation en magnitude
(bande UBV), la troisième indique si la variabilité est corrélée ou non avec la variabilité spectrale,
enfin la quatrième colonne donne l’origine de la variabilité (quand elle est connue).

photométrique ∆t ∆mvis 〈photo, spectro〉 origine

micro-variabilité 17,3 jours 0,1 ? ?

macro-variabilité 60 ≤ 100 ≤ 130 jours 0,2 -1 éjection de blobs
de matière ?

variabilité de
type S Doradus 7,4 ans 0,1 +1 éjection de

matière accentuée

La variabilité photométrique de P Cyg dans les bandes UBV, a été caractérisée par [351] sur
une période de 13,8 ans de 1985 à 1999. Les résultats dévoilent une variation de la magnitude
de P Cyg de 0,1 mag dans les bandes photométriques UBV avec une pseudo-période de 7,4 ans.
Ce phénomène semble être une phase récurrente [351]. Cette observation suggère que P Cyg
ait un comportement similaire aux étoiles variables de type S Doradus faiblement actives [354].
Cette variabilité photométrique de faible magnitude et sur le long terme, typique des étoiles
variables S Doradus, est aussi soulignée dans [353]. Deux variabilités photométriques sur des
pseudo-périodes beaucoup plus courtes ont également été observées par exemple dans [355], et
dans [353]. La première est qualifiée de micro-variabilité de type P-Cygni, de pseudo-période
estimée à 17,3 jours et stable sur 6,5 ans, elle engendre une variation de magnitude de 0,1 [353].
La cause n’est pas encore identifiée [353]. La deuxième variabilité photométrique s’étale sur une
pseudo-période moyenne de 100 jours, elle engendre des variations de magnitude de l’ordre de
0,2, elle n’est pas stable (pseudo-période de valeurs comprises entre 60 et 130 jours) [353]. Cette
variabilité photométrique serait corrélée à l’apparition de zones d’absorption dans les spectres
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mesurés par le satellite IUE (International Ultraviolet Explorer) dues à des éjections de matières
récurrentes [356]. Dans ce qui suit et dans la table D.1 cette variabilité est qualifiée de macro-
variabilité.
Quasi-simultanément aux observations photométriques, une série de mesures du spectre autour
de la raie d’émission Hα a été effectuée sur une durée de 4 ans de 1990 à 1994 [352]. La série de
mesure révèle une variabilité de la largeur de raie Hα d’environ 30Å sur le long terme (≥ 1, 64ans)
[352, 351] en accord avec les résultats obtenus dans [349, 342]. Cette variabilité spectrale est
corrélée avec la variabilité photométrique dans la bande V, (variabilité “long terme”, de type
variable S Doradus) [351]. Cette constatation suggèrerait que l’augmentation de la luminosité
de P Cyg, durant sa phase de variation typique des étoiles de type S Doradus, soit accompagnée
d’une augmentation du taux d’éjection de matière depuis le noyau [351]. Sur le court terme une
variation du profil de raie Hα existerait également : une variation comprise entre 5 et 10Å sur
une pseudo-période de 40 à 60 jours a été observée [352]. Cette micro-variabilité spectrale n’est
pas clairement reliée à la micro-variabilité photométrique de pseudo période 17,3 jours. Elle a par
contre été mesurée comme étant anti-corrélée à la macro-variabilité photométrique [352]. Cette
observation impliquerait que ce soit un changement dans le continuum rayonné par l’étoile elle
même qui provoque une variabilité spectrale en Hα [352]. Si la micro-variabilité photométrique
peut s’expliquer par des éjections de matière récurrente, la micro-variabilité spectrale peine
a trouver une explication qui fasse l’unanimité. Dans les faits, elle a tendance à apparaître de
manière récurrente après une durée comprise entre 3 et 4 mois [352], ceci a laissé penser [354] à un
mécanisme d’oscillation de relaxation de l’opacité basé sur [357, 358, 359], mais cette instabilité,
avec la température de P Cyg, donnerait une micro-variabilité spectrale avec une échelle de
temps beaucoup plus courte (∼ 1jour) [353]. Les micro-variabilités spectrale et photométrique
pourraient aussi être engendrées par des oscillations gravitationnelles internes à l’étoile [360].
Pour les étoiles de type O (plus chaudes que P Cyg), cette variation du profil de raie Hα, corrélée
avec une variabilité photométrique, pour un système étoile - enveloppe de vent stellaire est causée
par une variation du taux d’éjection de masse depuis le noyau [361, 362]. Ce serait aussi le cas
pour les variables B super-géantes [363]. Il n’est pas certain que cela puisse s’appliquer à P Cyg,
mais c’est un scénario considéré [351]. Les figures D.3 et D.5 présentent la mesure du spectre
autour de λHα avec 21 ans d’écart. Cela donne un exemple concret de la variabilité spectrale en
Hα sur le “long terme”. En 2018, l’intensité de la raie a augmenté de 40% de la valeur de 1997 :
elle vaut cette fois 21 fois le continuum.

Table D.2 – Deux échelles de variabilités spectrales en Hα reconnues sur P Cyg. La première
colonne donne l’échelle de temps caractéristique, la deuxième donne la variation de la largeur
caractéristique σHα du profil de raie Hα, la troisième indique si la variabilité est corrélée ou
non avec la variabilité photométrique, enfin la quatrième colonne donne une cause possible de
la variabilité.

spectrale Hα ∆t ∆σHα 〈photo, spectro〉 origine

micro-variabilité 40-60 jours 5-6Å +1 (S Doradus)
oscillation de relaxation ?
oscillation gravitationnelles

internes ?

variabilité long terme ≥1,64 an 30Å -1 (macro-var.)
? ( micro-var.)

éjection de blobs
de matière ?
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Figure D.3 – Spectre de P Cyg dans l’intervalle de longueur d’onde autour de λHα mesuré en
1997 voir [350] pour plus de détails. Ce spectre est à comparer avec la mesure 21 ans plus tard
figure D.5.

II. Quelques éléments sur l’origine de la raie Hα

P Cyg éjecte de la matière à partir de son noyau. Cette éjection de matière prend la forme
d’une enveloppe de vent avec une vitesse terminale, notée v∞ ci-après, de quelques centaines de
km.s−1, mesurée pour la première fois par [364] à une valeur de 185km.s−1. Cette enveloppe, de
densité non-homogène dans l’espace à cause de l’éjection de matière, est constituée de plusieurs
éléments chimiques, voir table 1 dans [333] : Hydrogène, Hélium, Carbone, Azote, Oxygène,
Magnésium, Aluminium, Silicium, Souffre, Nickel, Calcium, Fer. Le continuum d’énergie rayonné
par le noyau ionise en partie, et jusqu’à une certaine distance (correspondant à une certaine
vitesse), ces éléments chimiques. Le fait que la zone de matière ionisée soit de taille finie, est dû
à la compétition entre la photo-ionisation et la recombinaison.

II..1 Sur la modélisation de l’enveloppe de vent

Cette enveloppe de vent est dans une bonne approximation sphérique, voir la discussion du
premier paragraphe de la sous-section I.. La modélisation de la formation de raies spectrales
dans cette enveloppe de vent est un problème de transfert radiatif. Elle repose sur les travaux
précurseurs de [365, 366, 367, 368, 369, 370] qui utilisaient une description à symétrie sphérique
idéalisée :
— l’étoile est un corps noir
— la vitesse dépend de la distance radiale en loi de puissance d’exposant β
— le vent est isotherme à la même température que la photosphère de l’étoile
— le taux d’éjection de matière, noté Ṁ ci-après, est constant
— le vent est totalement ionisé
— il y a quasi-équilibre thermodynamique localement (loi de Kirchhoff valable)
— l’opacité associée à la radiation Hα est beaucoup plus grande que celle associée au reste

du continuum, en conséquence de quoi le transfert radiatif de ces deux composantes du
rayonnement est découplé
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— le transfert radiatif de la radiation Hα se traite avec l’approximation de Sobolev (si la taille
typique des variations des grandeurs macroscopiques [comme la densité] est très grande
devant la longueur typique de l’agitation thermique, et si la vitesse du vent est très petite
devant la vitesse de la lumière, le problème de transfert radiatif se ramène à un problème
local : en un point du vent ionisé une unique fréquence est émise)

Plus récemment, une modélisation du transfert radiatif adaptée aux situations de non-équilibre
thermodynamique local dans les enveloppes de vent (tentative qui avait déjà été commencée
auparavant, voir par exemple [371]), et non restreinte par l’approximation de Sobolev, s’est dé-
veloppée [372]. Elle repose toujours sur une description à symétrie sphérique. Elle permet d’in-
clure des phénomènes physiques jusqu’alors ignorés comme la dissolution des niveaux d’énergie,
la diffusion d’électrons avec une redistribution de leur température, l’influence de résonances
dans les sections efficaces de photo-ionisation, l’ionisation Auger par rayon X, et l’obscurcisse-
ment (“line-blanketing” en anglais) du spectre par la présence de plusieurs raies d’absorption
trop faibles et trop rapprochées pour être résolues individuellement. (L’énergie absorbée doit
être réémise, lorsque cela se fait à des énergies plus faibles la partie rouge ou infrarouge du
spectre apparaîtra plus intense relativement à la partie violette ou UV du spectre). Ce code
CMFGEN permet de reproduire fidèlement le profil de raie P Cyg observé [373, 374].
Le profil de densité de la matière éjectée (toutes espèces chimiques confondues) est donné figure
D.4, à coté du profil de vitesse du vent.
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Figure D.4 – A gauche : Profil radial de la vitesse du vent. Les paramètres du modèle CMFGEN
sont déduits du spectre observé figure D.5 : β = 2, 3 ; R∗ = 75R� ; v∞ = 185km.s−1 [147]. A
droite le profil radial de la densité (toutes espèces chimiques confondues) déduit de l’équation
de continuité impliquant Ṁ et v(r). Le facteur correctif f(r) = f∞ + (1 − f∞) exp (−v(r)/vi)
permet de considérer une agglomération de matière à une distance donnée (correspondant à une
vitesse vi) près de l’étoile. Le paramètre f∞ = 0, 5 [147] a été déduit du modèle CMFGEN.

II..2 Sur le mécanisme de radiation Hα

Le mécanisme de création de radiation Hα est rappelé sommairement ci-après. L’hydrogène
est ionisée par photo-ionisation selon la réaction

H + ~ω → H+ + e−,

où le quanta d’énergie radiative ~ω est supérieur à l’énergie d’ionisation de l’hydrogène E0 '
13, 6eV. Ce qui correspond à des longueurs d’ondes inférieures à la limite de Lymann λ < λLy '
91, 2nm. La réaction inverse de recombinaison

H+ + e− → H + ~ω,
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crée les cascades vers l’état fondamental, dans lesquelles la transition responsable de l’émission
Hα apparaît avec une probabilité non-négligeable. Elle a lieu entre le niveaux d’énergie de nombre
quantique n = 3 vers celui de nombre quantique n = 2.

II..3 Sur la formation de la raie d’émission Hα

Le profil de la raie d’emission Hα peut s’expliquer qualitativement sans entrer dans la com-
plexité des calculs de transfert radiatif. Il faut d’abord remarquer que le profil de la raie d’émis-
sion en Hα possède une zone d’absorption sur le flan du profil de raie d’émission, dans sa partie
bleue (i.e. : vers les longueurs d’ondes plus courtes par rapport à la longueur d’onde Hα), voir
figure D.5. Cette particularité a valu au profil de cette raie une appellation profil de raie de
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Figure D.5 – Comparaison du spectre mesuré le 14 août 2018 par J.Guarro i Flò, avec une
résolution de masse ∆m/m = 9000 [201], et du spectre généré par le modèle CMFGEN. A titre
de comparaison voir la figure D.3.

type P Cygni. Dans tous les profils de raies dans le visible ce profil est présent [333]. Il peut
s’expliquer qualitativement à l’aide de la figure D.6.
Dans toute l’explication qualitative qui suit, l’effet Doppler-Fizeau est considéré de manière
non-relativiste, s’appliquant dans le référentiel local d’un observateur supposé inertiel.
La zone bleue dans le profil de raie (longueurs d’onde plus petites que 656,3nm) est la résultante
de deux contributions.
Premièrement, l’absorption du continuum rayonné par P Cyg dans la zone Z3, potentiellement
délimitée par une distance radiale rmax (correspondant à une vitesse de vent vmax), inférieure
à r∞ (correspondant à la vitesse terminale v∞). Il faut en effet que la densité de matière reste
suffisante pour que la probabilité d’absorption soit haute. (Si rmax < r∞, la partie restante de
l’enveloppe de vent, de volume négligeable devant Z3, rayonne en direction de l’observateur O,
y compris en Hα). Cette absorption s’effectue en particulier pour la contribution Hα du conti-
nuum, déplacée spectralement pour O à cause de l’effet Doppler-Fizeau engendré par la gamme
de vitesses de vent de Z3. Ces vitesses sont comprises entre 0 et -vmax, relativement à O. Le
sens du vent est vers O, le déplacement spectral engendré par l’effet Doppler-Fizeau est vers le
bleu, relativement à 656,3nm. Cette absorption du continuum, donc en particulier de la longueur
d’onde Hα, a uniquement lieu pour les longueurs d’onde déplacées spectralement (vers le bleu)
par la gamme de vitesses présente dans cette zone Z3. Le reste du continuum (vers le rouge) est
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Figure D.6 – Schéma du système “étoile - enveloppe de vent stellaire” accepté pour P Cyg.

perçu par O.
Deuxièmement, une émission provenant des zones Z2 et Z ′2. Dans ces zones, le continuum de
P Cyg n’est pas dirigé vers O, donc O n’en perçoit donc aucune contribution. Cependant, ce
continuum ionise l’hydrogène, qui émet la radiation Hα en se recombinant. Ce phénomène ap-
paraît dans le volume de ces zones, et l’émission Hα est quasi-isotrope, donc une partie cette
émission Hα arrive jusqu’à O. Dans ces deux zones le vent se dirige également vers l’observateur,
et la longueur d’onde α perçue par O via l’effet Doppler-Fizeau est déplacée vers le bleu selon
la gamme de vitesse de vent présente dans ces zones.
En résultante, la partie bleue (longueur d’onde plus petite que 656,3nm) est composée d’une
absorption de la longueur d’onde Hα présente dans le continuum de P Cyg et déplacée spectra-
lement par effet Doppler-Fizeau pour O selon les vitesses présentes dans Z3, et d’une émission
Hα déplacée en longueur d’onde par les vitesses présentes dans Z2 et Z ′2. Ces deux contributions
“opposées”, ne sont pas générées par les mêmes volumes, les volumes de Z2 et Z ′2 sont plus
importants que celui de Z3, et c’est pourquoi la partie bleue du profil de raie ne présente qu’un
léger trou d’absorption.

La zone rouge du profil de raie (longueurs d’ondes supérieures à 656,3nm) s’explique comme
suit. La zone d’émission Hα non modifiée en longueur d’onde par l’effet Doppler-Fizeau corres-
pond à une surface maximale, voir la ligne rouge correspondant à une vitesse projetée sur la
ligne de visée nulle sur la figure D.6. C’est ce qui explique que le profil de raie soit maximal à
la longueur d’onde au repos de la transition Hα (656,3nm). Les zones Z0 et Z ′0 contribuent en
émission Hα pour O. Le continuum rayonné par P Cyg n’est initialement pas dirigé vers O, donc
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O n’en perçoit donc aucune contribution directe. Ce continuum ionise cependant l’hydrogène,
et de manière similaire à ce qu’il se passe dans les zones Z ′2 et Z2. La seule différence est que
le vent est cette fois dirigé à l’opposé de O. Par conséquent, le déplacement en longueur d’onde
de l’émission Hα s’effectue vers le rouge selon la gamme de vitesses présente dans ces zones.
Cette contribution Hα perçue par O vers le rouge, s’ajoute à la contribution du continuum non
absorbée dans Z3 qui s’avère être aussi dans le rouge relativement à Hα.
En résultante, la partie rouge du profil de raie correspond à une émission Hα déplacée par effet
Doppler vers le rouge pour O, superposée au continuum non absorbé par Z3.

Le profil de raie de type P-Cygni figure D.5, ou D.3, s’explique ainsi qualitativement.
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Photo du montage avec le LAF
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Figure E.1 – Photo du montage réalisé pour mesurer g(2)(τ) avec le laser aléatoire fibré.



Liste des publications

— Siciak A, Orozco L, et al. A comparison of g(1)(τ), g(3/2)(τ), and g(2)(τ) for radiation from
harmonic oscillators in Brownian motion with a coherent background. Physica Scripta.
2020 sep ;95(10) :104001.

— Rivet JP, Siciak A, de Almeida ESG, Vakili F, Domiciano de Souza A, Fouché M, et al.
Intensity interferometry of P Cygni in the Ha emission line : towards distance calibra-
tion of LBV supergiant stars. Monthly Notices of the Royal Astronomical Society. 2020
02 ;494(1) :218-217.

223



Table des figures

1 Résumé synoptique du plan général de la dissertation. Les différentes probléma-
tiques P1, P2, et P3, abordées dans chaque partie sont notifiées. . . . . . . . . . 6

2 Comparaison imagée du nombre de photons présents dans une durée égale à la
résolution minimale δts de la détection, pour une radiation dans le visible et pour
une radiation radio, de même intensité. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

3 Années charnières dans les travaux d’HBT. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
4 Figure adaptée de [45]. Calcul de la dépendance du RSB de la mesure de g(2)(0, Dopt(T )),

pour une heure d’observation d’une cible disque circulaire uniforme de longueur
d’onde λeff = 540, située au zénith de l’observateur, pour un corrélomètre à deux
miroirs circulaires de diamètre optimal Dopt(T ) pour chaque température corps
noir T , sans fond d’éclairement parasite, avec les paramètres de résolution tem-
porelle donnés dans la section 4 de [45]. La température de 105K est cinq fois
plus grande que la valeur maximale de la plage de températures représentées. Le
“Weigelt blob” B d’Eta Car est décrit figure 6 de l’Introduction. . . . . . . . . . 14

5 Schématisation d’un corrélomètre stellaire opérant en configuration g(2)(τ, ρ). Les
détails sont donnés dans la légende de la figure 4.1. . . . . . . . . . . . . . . . . 16

6 Schéma d’un mécanisme de laser astrophysique construit sur l’exemple d’“η Ca-
rinæ”. Figure adaptée de [105]. La température de surface Ts de l’étoile η Car
est comprise entre 36000K et 41000K [106, 107, 108]. Les parties du milieu in-
terstellaire sont appelées Weigelt “blob” du nom du découvreur [109]. Ici il s’agit
du Weigelt “blob” B, sphère d’un rayon estimé à 1017m [110]. La température
de surface du blob, est comprise entre 12000K et 18000K [105, 111], pour des
densités variant de 1013 à 1016 particules par m−3 [111]. La dispersion moyenne
des vitesses dans ce milieu interstellaire est de l’ordre de 10kms−1 [111]. La dis-
tance ds−im est évaluée à 1018,3m [112]. L’énergie radiative d’η Car provoque une
transition Lymann-α des atomes d’hydrogène du milieu neutre [105]. Cette radia-
tion Lymann-α, d’une part ionise les atomes de Fer pour créer des ions Fer II, et
d’autre part s’élargit suffisamment en fréquence, après une certaine distance de
propagation dans le milieu d’hydrogène et d’ions Fer II, pour pouvoir amener ces
ions Fe II dans leur état excité sp4G0 [105]. Ce mécanisme se répète et l’inversion
de population est maintenue, une transition laser apparaît alors à 999,7nm [105]. 18

7 Schématisation de quelques processus de radiation, et de l’impossibilité qu’a l’ob-
servateur de les distinguer par la seule donnée du spectre (dont g(1) est la trans-
formée de Fourier). Figure adaptée de [119]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

8 Graphe de g(1)(0, ρ) pour plusieurs profils d’intensité de type assombrissement
centre-bord. Le comportement des différents degré de cohérence diffère significa-
tivement pour ρ > ρc. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

9 Schémas de principe d’un laser conventionnel (à gauche) et d’un laser aléatoire
(à droite). Figure adaptée de [148]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

224



TABLE DES FIGURES 225

10 Un principe de mesure de g(1)(τ) dans le domaine visible, à l’aide d’un inter-
féromètre de Michelson de miroirs M1 et M2. “BS” signifie “beam splitter”. La
translation ∆L du miroir permet de scanner τ = 2∆L/c, où c est la vitesse de
propagation de la radiation. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

11 Un exemple d’espace des phases (q̂, p̂) ≡ (q, p), aussi appelé diagramme phaseur
à la pulsation centrale du champ, pour un champ non-comprimé et un champ
comprimé. La dispersion dans l’espace des phases est uniforme pour le champ
non-comprimé. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

12 Un principe de mesure de g(3/2)(τ) dans le domaine visible. Il est supposé que
〈A(t)〉 = 0. La moyenne non nulle est créée via une radiation cohérente d’ampli-
tude complexe Eβ exp (iφ) qui se superpose à E en BS1. BS2 envoie une partie
de l’intensité, avec une probabilité η, de la radiation vers un détecteur homodyne
équilibré où Elo s’y superpose. Le photo-courant résultant ih(t) est proportionnel
à l’intensité de la φ-quadrature du champ si θ = φ. BS2 envoie l’autre partie de
l’intensité, avec une probabilité 1 − q, vers un détecteur dont le photo-courant
it(t) déclenche le corrélateur. Le courant ih(t) est acquis seulement s’il y a une
fluctuation dans it(t). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

13 Un principe de corrélomètre d’intensité dans le domaine visible. “BS” signifie
“beam splitter”, son ratio en intensité est “q/1 − q”. La fonction g(2)(τ) est pro-
portionnelle à la corrélation des photo-courants i1 et i2. . . . . . . . . . . . . . . 35

14 Résumé synoptique des liens entre les chapitres de cette partie I, et de ses liens
avec les autres parties de la dissertation. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

1.1 Schématisation du principe de modélisation de la vitesse du mouvement brow-
nien. Vα représente une composante du vecteur vitesse relative à l’observateur,
et les (τi) représentent les temps d’attente entre deux collisions successives. Le
modèle a) permet de décrire la distribution des temps d’attente entre chaque col-
lisions, les changements de vitesse, et l’amortissement durant τi. Le modèle b)
permet de décrire la distribution des temps d’attentes entre chaque collisions, les
changements de vitesse, et suppose que Vα n’a pas le temps d’être amortie durant
les τi. Avec b), Vα constitue un Processus Markovien à Saut avec un Continuum
d’Etat (PMSCE), voir sous-partie II..2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

1.2 Résumé des notions essentielles à ce chapitre détaillées dans l’annexe A. . . . . . 45
1.3 Modèle cinétique des cubes durs. Les particules sont en mouvement par rapport à

l’observateur O. Les variations de vitesses, notées δvx, δvy, δvz, ne sont engendrées
que selon l’axe de la collision, à savoir ~ex, ou ~ey, ou ~ez. . . . . . . . . . . . . . . . 46

1.4 Définition du cylindre de collision d’axe ~eα de longueur d` et de volume (%+%0)2 ·d`. 49
1.5 Exemple de résultat de la génération Monte-Carlo de la loi exponentielle (1.15)

de W par la méthode de l’inverse, pour 100000 tirages. Les paramètres microphy-
siques sont précisés en figure 1.6. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

1.6 Graphe de PJ|W pour plusieurs valeurs de vα. Les paramètres microphysiques
sont tels que : µ = 10−3, m0 = 60, 23 · 10−27kg (gaz d’Argon 36), % = 100%0,
et %0 = 0, 3nm. La température et la pression sont standards : T = 300K, et
P = 1, 013bar. Le comportement est consistant avec la relaxation vers l’équilibre
canonique : lorsque vα > 〈Vα〉 = 0, le saut en vitesse a une plus grande probabilité
d’avoir une valeur ramenant Vα vers 0. Lorsque vα = 0, les incréments positifs
sont équiprobables aux incréments négatifs, assurant le maintient en moyenne
autour de 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

1.7 Majoration de Ψ(j|vα) par la fonction β(j|vα) donnée par (1.22) pour différentes
valeurs de vα. Les paramètres microphysiques sont identiques à ceux de la figure
1.6. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53



226 TABLE DES FIGURES

1.8 Exemple de résultat de la génération Monte-Carlo pour 100000 tirages de J par
la méthode du rejet avec (1.22). Les paramètres microphysiques sont les mêmes
que ceux de la figure 1.6. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

1.9 Simulations d’une composante Vα sur plusieurs échelles de temps. “HO” est l’acro-
nyme pour ”Harmonic Oscillator”, oscillateur harmonique, en anglais. . . . . . . 59

1.10 Exemple de trajectoire brownienne de P(m) (appelée “Harmonic Oscillator” dans
le titre) à l’échelle microscopique. Les sauts sont visibles. . . . . . . . . . . . . . 62

1.11 Exemple de trajectoire brownienne de P(m) à l’échelle macroscopique. . . . . . . 63
1.12 Relaxation vers l’équilibre canonique pour la première composante de ~V . La vi-

tesse initiale vaut un peu plus que 4 fois σv, et ainsi (1.42) est valide dans le
régime transitoire. L’évolution attendue pour 〈Vα〉 est donnée par (1.34) avec γ
donné par (1.62). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

1.13 Relaxation vers l’équilibre canonique pour la première composante de ~V . La vi-
tesse initiale vaut ici un peu plus de 136 fois σv. Dans le régime transitoire l’hy-
pothèse (1.42) n’est pas valide avec une telle vitesse initiale, et donc l’expression
obtenue (1.62) pour γ est une approximation discutable ; c’est pourquoi la simu-
lation ne reproduit pas parfaitement l’évolution (1.34). . . . . . . . . . . . . . . . 64

1.14 Comportement à l’échelle cinétique. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
1.15 Contour de l’histogramme du module de ~V , pour plus d’un million d’échantillons

Monte-Carlo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

2.1 Modélisation de la situation physique envisagée. Le modèle des cubes durs ana-
lysé au chapitre précédent est utilisé pour modéliser le transport des particules
(P(m))`. L’observateur O reçoit le champ provenant des deux zones représentées. 70

2.2 Milieu interstellaire Weigelt blob B dans le voisinage (à 1018,3m [112]) d’η Car.
C’est en bonne approximation une sphère de rayon estimé à 1017m [110]. La
température de surface du blob, est comprise entre 12000K et 18000K [105, 111],
pour des densités variant de 1013 à 1016 particules par m−3 [111]. La dispersion
moyenne des vitesses dans ce milieu interstellaire est de l’ordre de 10kms−1 [111]. 71

2.3 Principe de l’expérience menée dans [61], correspondant à la situation étudiée ici
théoriquement. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

2.4 Sauts de phases dans un seul oscillateur brownien. Les dates de sauts de phase
correspondent aux dates de saut de vitesse. Exemple tiré de la simulation Monte-
Carlo détaillée en IV.. L’appellation “HO” est utilisée pour “Harmonic Oscillator”
qui désigne une particule P(m) par abus de langage. . . . . . . . . . . . . . . . . 74

2.5 40002 réalisations Monte-Carlo des quadratures Re {ARi(t)} et Im {ARi(t)} ré-
sultantes de la simulation Monte-Carlo IV.. L’ellipse de la corrélation e1 (qui
contient théoriquement ≈ 39, 4% de la probabilité totale) et l’ellipse d’égale den-
sité e2 d’ordre 2 (qui contient théoriquement ≈ 86, 5% de la probabilité totale) y
sont représentées. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

2.6 Effets des sauts de phase dus aux collisions élastiques dans un oscillateur brow-
nien. L’appellation “HO” est utilisée pour “Harmonic Oscillator” qui désigne une
particule P(m) par abus de langage. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

2.7 Contour de l’histogramme des ω`(t) superposée à la densité théorique PΩ atten-
due. La simulation Monte-Carlo comporte 1 162 170 réalisations. La pulsation
centrale ω0 est fixée arbitrairement (tirage au sort) à 6900 + 11, 92731GHz. . . . 84

2.8 Intensité à l’échelle cinétique (ns) de ERi pour σvτc � λ0 (à gauche) et pour
σvτc � λ0 (à droite). La pulsation ω0 = 2πc/λ0 est 106 fois plus importante pour
le cas de gauche. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

2.9 Fonction de corrélation g(1)(τ) pour σvτc � λ0 (en haut) et σvτc � λ0 (en bas),
pour un champ ricien avec s = 1. Le nombre de réalisations Monte-Carlo est d’un
peu plus d’un million, l’accord entre la théorie et la simulation est parfait. . . . 87



TABLE DES FIGURES 227

2.10 Fonction de corrélation g(3/2)(τ) pour σvτc � λ0 (en haut) et σvτc � λ0 (en bas),
pour un champ ricien avec s = 1. Le nombre de réalisations Monte-Carlo est d’un
peu plus d’un million, l’accord entre la théorie et la simulation est parfait. . . . . 88

2.11 Fonction de corrélation g(2)(τ) pour σvτc � λ0 (en haut) et σvτc � λ0 (en bas),
pour un champ ricien avec s = 1. Le nombre de réalisations Monte-Carlo est d’un
peu plus d’un million, l’accord entre la théorie et la simulation est parfait. . . . . 89

3.1 Tension en sortie du module photo-compteur (SPCM-ARQH fabriqué par Exceli-
tas, voir annexe C) utilisé dans [100, 101, 147]. Cette tension est proportionnelle
à la réponse impulsionnelle h de la photo-détection. . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

3.2 Rappel de la figure 10 de l’Introduction. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
3.3 Rappel du principe de mesure considéré pour g(3/2), voir légende de la figure 12.

Cas où la radiation incidente n’est pas ricienne naturellement. . . . . . . . . . . 100
3.4 Rappel de la figure 13. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
3.5 Principe de mesure de 〈i1(t)i2(t + τ)〉 par conditionnement, valide si ν1 � fi.

A chaque i1,k, k = 0, 1, ..., ns, non nul, quitte à placer un seuil, une acquisition
de i2 est lancée pour une durée de N.τcor,h. L’échantillonnage s’opère avec une
résolution ∆tsam. Soit l’intégrale de i2 sur la durée infinitésimale ∆tsam donne une
valeur i2(τ`). Soit un histogramme, de résolution ∆tsam, est construit. Dès qu’il
y a une valeur de i2 non nulle dans un τ`, quitte à mettre un seuil, la barre τ` de
l’histogramme est incrémentée de 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

3.6 Graphe du rapport du RSB en τ = 0 de la mesure de g(3/2) sur celui de la
mesure de g(2)

Ri , pour estimation continue de la corrélation, et lorsque la résolution
temporelle de h limite la mesure, i.e. σh ∼ f−1

i � στ ∼
√
τ2
c + σ−2

ω . . . . . . . . 111

3.7 Graphe du rapport du RSB en τ = 0 de la mesure de g(3/2)
a sur celui de la

mesure de g(2)
Ra , pour estimation continue de la corrélation, et lorsque la résolution

temporelle de h limite la mesure σh � στ , lorsque σh ∼ στ , et lorsque h ne limite
pas la mesure σh � στ . Le curseur en pointillé indique un paramétrage de νβ dix
fois plus grand que ν0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

3.8 Graphe du rapport du RSB en τ = 0 de la mesure de g(2)
Ri,a sur celui de la mesure de

g
(2)
Ra , pour estimation continue de la corrélation, lorsque la résolution temporelle
de h limite la mesure σh � στ , lorsque σh ∼ στ , et lorsque h ne limite pas la
mesure σh � στ . Le curseur en pointillé indique un paramétrage de νβ dix fois
plus grand que ν0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

4.1 Schéma de principe du corrélomètre stellaire, permettant une mesure de g(2)(τ). 121
4.2 Schéma du montage télescope artificiel-module optique réalisé et réglé en labora-

toire. La partie du montage concernant la caméra de guidage, voir la figure 4.3,
n’est pas représentée ici afin de ne pas alourdir le schéma. . . . . . . . . . . . . . 122

4.3 Vue éclatée du module optique couplé au télescope, courtoisie de Jean-Pierre
Rivet. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

4.4 Réponse impulsionnelle globale Rδ, divisée par sa valeur en zéro 1/σ(ν)
√

2π
(pour des raisons de présentation), mesurée pour différentes densités de photo-
événements ν, de 0,99Mcps à 17,5Mcps, autour de la date qui correspond physi-
quement à un délai nul. La réponse Rδ idéale est représentée par la flèche rouge
(distribution de Dirac). Les trois courbes avec les largeurs les plus grandes, qui
se distinguent clairement, correspondent à des ν ≥ 8Mcps, pour lesquels Rδ est
un profil de Voigt avec une composante lorentzienne de faible largeur devant la
largeur de la composante gaussienne. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125



228 TABLE DES FIGURES
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√
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