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INTRODUCTION

a stabilité du systéme économico-financier mondial est un probléme d’enjeu
majeur, dont le maintien est indispensable pour une économie mondiale viable.
Celui-ci peut étre vu comme un agrégat de plusieurs systémes économico-

financiers locaux *

connectés via différents canaux. Ces systémes locaux ont presque
la méme structure, a savoir une économie qui se finance via un réseau de banques,
et des marchés qui sont tous contrélés par une banque centrale et des organismes
chargés par I’état pour veiller sur le respect de la réglementation en vigueur. Les
banques ont une place centrale dans ce schéma, ce qui rend le systéme tres sensible
a leurs actions et état de santé. Celles-ci jouent un roéle essentiel dans 1’économie
réelle, notamment son alimentation en liquidité. La stabilité des plus grandes d’entre
elles releve donc de la stabilité politique du pays, la zone ou la région dans laquelle
elles concentrent leurs activités, d’ot1 la nécessité d’'une réglementation qui limite
les prises de risque que prennent ces institutions. En outre, le stress d’'une grande
banque dans un systéme se transmet a d’autres banques via leurs interactions dans
le marché interbancaire. Cette propagation est susceptible de contribuer grandement
a l'effondrement des marchés, et impacter séverement ’économie réelle qui a son
tour contribue au déclin des banques qui manquent de plus en plus de liquidité.
Par conséquent, les banques refusent de se préter mutuellement par manque de
confiance en leur solvabilité, ce qui nécessite 'intervention de la banque centrale
pour arréter cette dégradation en chaine en prenant des mesures souvent cotiteuses
comme l'injection de la liquidité dans les banques.

L'union européenne a un systéme économico-financier avec sa propre banque cen-
trale BCE (Banque Centrale Européenne) pour la zone euro, ainsi que sa propre
autorité bancaire ABE (ou EBA pour European Banking Autority). Les banques de
la zone euro sont soumises a la BCE et la réglementation européenne en plus de
celle en vigueur au niveau mondial, a savoir la réglementation baloise. De méme,
aux Etats-Unis le systéme en place repose sur une banque centrale dite réserve
fédérale ou FED (Federal Reserve), dont le but est de maintenir la stabilité du sys-

teme économico-financier américain auquel ’économie mondiale est dépendante. Ce

1. La localisation ici désigne un pays ou une zone.
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qui met en évidence la centralité des banques américaines au niveau local et global
du systéme. La crise de 2008 a été révélatrice de cette forte centralité des banques
américaines, mais aussi une démonstration de la particularité du réle de la banque
centrale. En effet, bien que cette crise soit financiere, elle s’est suivie d'une crise
de liquidité, par conséquent la FED doit fournir la liquidité nécessaire pour stabi-
liser le systeme. Or la majorité des grandes banques faisaient face a de grandes
difficultés de liquidité, la FED s’est retrouvée obligée d’abandonner une des grandes
banques, & savoir Lehman Brothers. La doctrine Too Big To Fail (TBTF)? était a
ce jour entretenue par différents sauvetages de grandes institutions financieres en
dépit des critiques qu’elle a engendré par la passé. A titre d’exemples, le sauvetage
de Continental en 1984, le renflouement de First Republic et le sauvetage de Long
Term Capital Management, avec I'intervention de la banque centrale de New York en
1988. Malgré cette doctrine, la grande banque Lehman Brothers dépose la bilan, ce
qui déclenche un cataclysme financier et économique par effet de contagion, a cause
de la grande taille et la forte connectivité de cette banque. Cet événement marque
le début d’'un grand changement au niveau de la réglementation, qui se matérialise
principalement par un durcissement des regles du jeu dont le but est de protéger

I’économie et sa croissance.

La centralité du réseau des grandes banques dans le systéme est a double tran-
chant. D’une part, celles-ci contribuent a la stabilité économique et financiére via
les différents services dont les sociétés nationales et internationales ont besoin, et
en soutenant leurs filiales dans les pays émergents ce qui contribue a leur stabilité.
Elles contribuent également a la diversification des risques liés a leurs flux d’actifs,
ou méme a la la résolution efficace des d’institutions défaillantes. A titre d’exemples,
Pachat de Bear Stearns par JP Morgan, et 'acquisition de First Republic par NCNB
Corporation. D’autre part, leur taille, complexité et interdépendance font d’elles des
entités dont la liquidation du bilan en cas de défaut peut ébranler le marché finan-
cier. En outre, la similarité de ces institutions (elles font face a des risques corrélés)
accentue la dégradation du réseau interbancaire en situation de stress. Il convient
de mentionner que méme avant la crise de 2008, la réglementation avait fait des
progres en matieére de gestion des risques, via les accords de Bale qui ont donné

Bale I et Bale I1%. Néanmoins, le secteur bancaire fiit toujours sous réglementé, et

2. Le concept du Too Big To Fail repose sur I'idée qu'une grande banque trés connectée a I’économie ne peut faire
défaut en raison des répercutions graves que cela peut engendré suite a un effet de contagion. Pour une vue global sur
cette doctrine et son histoire, les lecteurs intéressés peuvent se référer a l'article de C. Moenninghoff et A. Weiandi

3. Bale I introduit un seuil minial de fonds propres (ratio Cooke supérieur a 8%), et Bale II instaure une
surveillance interne des risques au sein des banques avec accent mis sur la transparence, en plus des éxigences en

fonds propres affinées par l'intégration du risque opérationnel et la notion du Tierl (fonds propres durs).
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la doctrine TBTF contribuait par la « garantie » qu’elle offrait aux grands risques
encouru par les banques. De plus, les banques de grande taille bénéficiaient de coftits
bas de refinancement grace aux notes élevées attribuées par les agences de notation,
qui prenaient le soutien de Iétat en considération *. La réglementation déja en place
en 2008 se concentrait sur les exigences en fonds propres en tenant en compte les
risques de crédit, de marché et les risques opérationnels. Cependant, la volonté bien
claire du G20 de l’'arrét des opérations de sauvetage des banques nouvellement dites
systémiques, en introduisant dans Béle III (BRI 2010;[145-147]) des marges de sécu-
rité sur les fonds propres et de méthodes de provisionnement ainsi que l'inclusion de
surcharges en capital pour répondre aux risques systématiques et a I'interdépendance
financiere. Dans le méme cadre, une centralisation des échanges des dérivés de gré a
gré et leur compensation dans des chambres de compensation est lancée. Le principal
objectif de Bale III est donc de renforcer la stireté des banques parallelement a une
réduction de la propagation d’un risque systémique dans le systéme financier aux
niveaux local et global. Outre les exigences en matiére de fonds propres, le Conseil
de Stabilité Financiére (CSF)® propose un cadre complet permettant une résolution
rapide et efficace des grandes institutions financiéres en cas de défaut. Dans cette
dynamique, aux Etats-Unis la réforme Dodd-Frank Act ® prévoit dans le titre II une
procédure de liquidation ordonnée (OLA)’ des grandes institutions financiéres, et
désigne la Federal Deposit Insurance Corporation FDIC & comme autorité responsable
de ces plans de résolution. Cette derniére propose une approche dite Single Point Of
Entry (SPOE) qui vise a concentrer le risque de défaut sur la maison meére, dont le
défaut ne devrait pas interrompre l’activité de ses filiales par la suite. En Europe,
LEBA est mandatée sous la Bank Recovery and Resolution Directive (BRRD)? pour
le développement de standards techniques et directives sur la résolution des banques,
dans le but de maintenir la stabilité financiere et la réduction de ’engagement des

états européens dans des plans de sauvetage. L'objectif est aussi d’éviter le scénario

4. Pour plus d’information sur le réle des agences de notation dans le niveau de confiance dans les grandes banques,
nous envoyons le lecteur a I'article de R.Bertrand [143]

5. Le Conseil de stabilité financiére est un organisme international qui surveille et formule des recommandations
sur le systéme financier mondial. Il a été créé apres le sommet du G20 a Londres en avril 2009 en tant que successeur
du Forum de stabilité financiere.

6. La loi Dodd-Frank, ou Dodd—Frank Wall Street Reform and Consumer Protection Act en anglais, est une loi
du Congres des Etats-Unis adoptée en 2010. Elle est le principal volet législatif de la réforme du marché financier
engagée durant la présidence de Barack Obama a la suite de la crise des subprimes et la crise financiére et économique
qui s’en est ensuivie.

7. OLA pour Orderly Liquidation Authority en anglais, est une politique qui permet la liquidation des institutions
financiéres systémiques.

8. La Federal Deposit Insurance Corporation est une agence indépendante du gouvernement des Etats-Unis dont
la principale responsabilité est de garantir les dépéts bancaires faits aux Etats-Unis jusqu’a concurrence de 250 000
dollars.

9. La BRRD est une directive adoptée en 2014 qui impose aux banques d’avoir des plans de résolution ou de
liquidation en cas défaut comme pour OLA aux Etats-Unis.
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de crise de la zone euro, principalement causée par le renflouement de certaines
banques européennes. Nous avons donc une tendance a réduire l'interdépendance
entre les différentes structures du systéme, notamment entre 1’état et le systéeme
bancaire.

D’autres aspects de cette réduction de 'interdépendance s’est faite naturellement,
comme par exemple la disparition des préts en blanc & long-terme dans le marché in-
terbancaire et le développement des REPO '° qui servent aux banques comme moyen
de refinancement a court-terme en échangeant des bons du trésor principalement.
Ces bons du trésor garantissent un risque minimal dans ces transactions, via la trans-
mission du risque a la banque centrale, et donc une sorte d’'indépendance des banques
qui utilisent ce genre de transactions. Cela rappelle le concept graphique d’indépen-
dance conditionnelle, qui se schématise comme I'’enlévement du noeud séparateur de
deux entités, ce qui les rend indépendantes 'une de I'autre. Cela renforce donc 'idée
d’une structure de dépendance dans laquelle les parties du contrat sont connectés
uniquement via la banque, qui annule le risque de contrepartie en par sa position
centrale. Dans le cas d’'un échange de bons entre plusieurs banques, la structure est
forcément centralisée par la banque centrale, et par indépendance conditionnelle ce
réseau est étoilé 1. Ce qui suggere des intuitions graphiques dans la modélisation de
ces structures d’interdépendance.

Les bons du trésor sont massivement achetés avec d’autres actifs par la banque
centrale pour injecter de la liquidité dans les banques, et ainsi relancer I’économie
dans une politique appelée Assouplissement Quantitatif ou Quantitative Easing
(QE) 2. Celle-ci a été utilisée pendant presque 10 ans par la FED afin d’alimenter le
marché en liquidité apres la crise de 2008. Cependant, cette politique a contribué a la
disparition du marché des REPO aux Etats-Unis, et a augmenté considérablement le
déficit du pays. Afin de baisser celui-ci, la FED a mis fin a cette politique en diminuant
son bilan, jusqu’a septembre 2019 ou le marché des REPO connaitra un pique histo-
rique di a une baisse des exces de réserves des banques de maniére plus rapide que
prévue, et donc une hausse des taux sur les REPO. Par conséquent, la FED agit tres
rapidement en revenant a sa politique d’assouplissement en affirmant que ce n’est
qu’une mesure provisoire par manque d’acheteurs. On parle officiellement de certains

primary dealers (grandes banques préteuses) avaient peu de liquidités disponibles

10. Un repo, dont les noms juridiques en francais sont notamment pension livrée ou pension de titres, est la
contraction utilisée aux Etats-Unis pour Iexpression "Sale and Repurchase Agreement", ou accord de rachat ou
opération de pension, importants instruments financiers du marché monétaire

11. Un réseau étoilé est un réseau avec un noeud central et des noeuds satellites qui ne sont connectés que via le
centre.

12. Le terme assouplissement quantitatif - traduction de ’anglais de Quantitative easing (QE) - désigne un type de
politique monétaire dite « non conventionnelle » consistant pour une banque centrale a racheter massivement des
titres de dettes aux acteurs financiers, notamment des bons du trésor ou des obligations d’entreprise, et dans certaines
circonstances des titres adossés a des actifs comme des titres hypothécaires.



puisqu’ils devaient payer les taxes fédérales et/ou faire face a des appels de marge
suite a 'envolée du prix du pétrole; et d’autres ne voulaient ou ne pouvaient pas parti-
ciper pour des raisons inconnues. En effet, deux des plus grands préteurs américains
(JP Morgan et Bank of America) ont retiré vraisemblablement une grande quantité
de liquidité du marché, et une enquéte est lancée par la FED sur cette affaire. Ce
qui nous pousse encore a s’interroger sur le role de la réglementation, qui régit cette
partie du systéme économico-financier, 2 maintenir une structure organisationnelle

dans laquelle ’état n’est pas fortement interdépendant de ses grandes banques.

Ces problématiques d’'interdépendance dans le systéme économico-financier sont
largement abordées en littérature d’économie financiére, dans laquelle I'utilisation
des modeles graphiques s’est popularisée au début des années deux-mille apres les
travaux de X.Freixas, B.Parigi et J.C.Rochet [148], F.Allen et D.Gale [150] et en 2001
par R.Lagunoff et S.Schreft [149]. Ces travaux étudient sous certaines hypotheses les
effets liés aux préts interbancaires face a un événement systémique. Ils considéerent
en général deux structures de réseau interbancaire, une dans laquelle chaque couple
de banques sont connectées, et une deuxiéme qui met un intermédiaire central aux
banques. Donc I’étude se restreint a deux topologies connues de graphes, a savoir les
réseaux complet et étoilé. D’autres travaux complémentaires sont apparurent, notam-
ment S. Vivier-Lirimont [151] et S. Vivier-Lirimont et A.Granik [152] qui étendent
Papproche d’Allen et Gale pour démontrer qu’en absence de banque centrale, les
banques ont intérét a agir en commun de maniére a réduire le montant des réserves
liquides et 4 augmenter le montant des investissements en actif de long terme d’aune
part. D’autre part, S. Vivier-Lirimont et A.Granik [152] étudient I'effet de la topologie
du réseau sur sa capacité distributive du risque face a un stress. Ils s’intéressent pour
cela a des réseaux symétriques dits £—réguliers, ce qui veut dire que chaque banque
est connectée a k autres banques dans le réseau. Il s’agit alors d’étudier I'effet du
degré de connexion du réseau sur sa capacité a absorber ou diffuser un stress.

Linterdépendance est un phénomeéne général qui n’est pas restreint qu'aux réseaux
financiers. En effet, 'économie est elle méme une structure d’'interdépendance dans
laquelle les entreprises sont reliées par des liens économiques (comme des relations
commerciales ou de concurrence) ou capitalistiques (comme des relations maison
mere et filiales). Les banques sont donc exposées a un risque de crédit qui peut étre
amplifié par les effets d’interdépendance. Un portefeuille de crédit d'une banque peut
donc étre vu comme un réseau de firmes connectées via différents types de relations,
dont la taille est beaucoup plus large que celle d'un réseau interbancaire ; ce qui rend
sa modélisation plus complexe. En effet, ces réseaux économiques suivent d'une part

la conjoncture et ses aléas, et sont sensibles aux différentes interactions des entités
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qui les constituent. Leffet de la topologie de tels réseaux sur le risque de crédit des
banques, car des réseaux concentrés en un cluster d’entités peut engendré en cas d'un
défaut une perte non seulement sur 'entité en faillite, mais également sur toutes les
entités qui lui sont connectées, et donc une concentration de I'exposition sur ce cluster.
D’autre part, le degré de connexion d’'un réseau (comme pour le cas symétrique des
réseaux k— réguliers) est un facteur déterminant dans la propagation des risques si
nous négligeons les types de relations tels que la concurrence.

En Europe, dans le cadre de la loi Capital Requirements Regulation (CRR) > 'EBA a
mis en place des directives appelées Large Exposures, dont I'objectif est de limiter la
taille de I'exposition de la banque a une conterpartie ou a un groupe de contreparties
connectées. Cette taille est limitée a 10% du capital de la banque, ce qui permet
de contenir la perte maximale en cas d’'une contagion de défaut sur ce groupe de
clients connectés. L'identification de ces groupes repose sur des liens qui peuvent étre
capitalistiques ou économiques. Elle est décrite dans des directives publiées pour la
premiére fois en 2016 [1]. Les entités assez connectées constituent ce qu’on appelle un
Single Risk, cette notion désigne un groupe d’entités tres connectées dont le défaut
total peut étre provoqué par le défaut d'une de ses entités. La part de 10% représente
la valeur maximale de la concentration, car ’exposition sur un groupe est considérée
comme une exposition sur une seule entité, ce qui révele une dualité concentration et
contagion.

La taille des réseaux économiques est un facteur important dans cette structure sur
plusieurs plans. D’une part, si le degré de connexion d’'un réseau augmente avec sa
taille, alors plus le réseau devient grand plus il est susceptible de transmettre le
risque. Des réseaux dans lesquels chaque entité est connectée a une portion fixe du
réseau en est un exemple. D’autre part, méme pour des réseaux dont le degré de
connexion est fixe (comme Z%), 1a taille du réseau peut agir sur la manifestation d’'un
phénomeéne critique dit changement de phase. Ce phénomeéne stipule I'existence d’'un
seuil d'interdépendance dans un réseau a partir duquel le défaut d’'une entité peut
entrainer le défaut du réseau en entier avec une probabilité qui tend vers 1 quand
la taille du réseau tend vers l'infini. Les modéles de percolation * sont des modeles
graphiques qui peuvent naturellement expliquer la manifestation instantanée du
changement de phase dans un systéme. La percolation peut également étre représen-

tée sous d’autres formalismes équivalents, comme par exemple via des modeles de

13. Reglement sur les exigences de fonds propres en frangais, est une loi de 'UE qui vise a réduire la probabilité

d’insolvabilité des banques; CRR/575/2013.

14. La théorie de la percolation est une branche de la physique statistique et mathématique qui s’intéresse aux
caractéristiques des milieux aléatoires, plus précisément aux ensembles de sommets connectés dans un graphe
aléatoire. Cette théorie s’applique notamment en science des matériaux pour formaliser les propriétés d’écoulement
dans les milieux poreux et pour la modélisation de phénomeénes naturels, comme les incendies et leur propagation.
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type Ising '°. Malgré toute I'attention que portent des physiciens et mathématiciens
a ces modeles, ceux-ci restent sous exploités dans I'étude de I'interdépendance dans
des problématiques financiéres ou en lien avec le risque de défaut. Les travaux de K.
Kitsukawa, S. Mori et M. Hisakado [89] traitent la problématique de dépendance en
crédit via un modele d’Ising, mais ceux-ci adoptent un point de vue "écono-physique”
sans évoquer les aspects économiques et financiers. Les articles de Molins, J. and E.
Vives [45, 46] traitent le risque de contagion par un modele d’Ising simplifié. Ils se
restreignent, tout comme dans les travaux de F.Allen et D.Gale [150], aux réseaux
complets et étoilés, avec d’autres hypotheses d’homogénéité. Bien que ces hypotheses
réduisent la portée de ces études, ils concluent néanmoins que dans un réseau tres
connecté, tel qu'un réseau complet, un changement de phase peut apparaitre par
concentration du risque. Ce phénomeéne est en fait semblable aux défauts en cascade
sans présignaux qui frappent ’économie en périodes de crise, ce qui représente un
des atouts majeurs de ce genre de modeles. Ce point de vue suit la méme intuition
de certains économistes, comme An.Haldane [13], qui stipule que la connectivité est
bonne pour une économie, mais un exceés de connectivité peut étre néfaste en cas du
défaut d’'une des entités les plus centrales du réseau économique. Cette intuition a
été confirmée lors de la crise de 2008 par plusieurs études empiriques, comme ceux
de S. Azizpour, K. Geisecke et G. Shwenkler [30] et de S. Das, D. Duffie, N. Kapadia
et L. Saita [29], qui rejettent 'hypotheése qu'un choc macroéconomique est a lui seul

capable d’engendrer des défauts en cluster.

En risque de crédit, 'appréciation du risque de défaut ou de dégradation d’une
entité se fait via des notes, qui refletent le niveau de confiance de la banque en cette
transaction. La note attribuée est fondée sur une connaissance de I'entité, de son
bilan, de ses activités et parfois méme, selon la politique de notation, ses relations de
support ou I'existence de garants qui couvrent une part du risque. Certaines politiques
de notation sont plus conservatrices que d’autres, selon la nature du métier sur lequel
elles sont positionnées. A titre d’exemple, une politique de notation LBO (Leverage
Buyout) '® est beaucoup plus conservatrice qu’une politique standard de notation
corporate. En effet, une entreprise financée par une acquisition par 'emprunt se
retrouve avec un ratio dette sur fonds propres élevé, ce qui rend le financement de

ces activités risqué. La BCE a émis des directives qui visent a définir de maniere

15. Le modele d’Ising est un modele de physique statistique. Il a été utilisé pour modéliser différents phénomenes
dans lesquels des effets collectifs sont produits par des interactions locales entre particules a deux états. Notamment
lexplication des changements de phase dans certains matériaux magnétiques a partir d’'un seuil de température

auquel ils sont exposés.

16. acquisition par 'emprunt de sorte que 'entreprise ainsi financée se retrouve avec un Leverage mesuré le ratio
dette sur fonds propres élevé. C’est ce qui rend le financement de ces activités risqués. L'enjeu de la réglementation

pour le LBO vise principalement a éviter que les conditions d’octroi de crédit ne s’assouplissent.
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cohérente ce qu’est une transaction a effet de levier, établir des normes en matiére de
risk management et de reporting de ces transactions. Le risque sur les portefeuilles
LBO est donc beaucoup plus important par la nature méme de cette activité, ce
qui exige une politique de notation stricte, que ce soit pour une premiere note ou
une migration vers une autre note. Les matrices de probabilités de transition d'une
note vers une autre refletent le comportement global du portefeuille, mais surtout
illustrent de maniére subtile comment les notes sont attribuées. En effet, une "bonne"
politique de notation devrait produire des matrices qui classifient le risque, ce qui
est formalisé par la notion de monotonie de ces matrices. Une politique conservatrice
n’est donc pas forcément une politique qui attribue des notes assez basses, mais
plutét une politique qui suit le risque de telle maniére a éviter des trés grandes
dégradations des entités dans le futur; ce qui meéne vers une bonne classification du
risque dans un sens que nous allons discuter plus loin. Donc si les notes prennent en
compte tous les parametres intrinseques et les interactions d’une entité, alors sous
cette philosophie les matrices empiriques devraient étre monotones, ce qui n’est pas
le cas en réalité. Les banques utilisent des procédures qui permettent de maintenir
au moins la colonne de défaut monotone, afin d’avoir une classification du risque
méme partielle qui garantit la cohérence des résultats d’un calcul des fonds propres
ou d’un test de résistance. Ces tests de résistance sont appelés Stress — Tests 7, et
nous y préterons attention dans le chapitre 1 en expliquant leur importance d’'un
point de vue réglementaire, leur déroulement, leurs problématiques de modélisation

ainsi que certains exemples de pratiques courantes dans ces exercices.

L'interdépendance est une problématique omniprésente sur toutes les échelles du
systéme économico-financier. Cependant, la compréhension de ses mécanismes a
P’échelle de ’économie réelle et I'exposition des banques au risque de concentration
qu’il génére demeure une problématique ouverte. On s’intéresse dans cette these
a cette problématique en se concentrant sur le risque de défaut et sa propagation
dans un réseau économique. On étudie également le lien entre le conservatisme
des politiques de notation des banques et la classification du risque par le prisme
de la monotonie des matrices de transition '®. Comme discuté dans le paragraphe
précédent, les politiques de notation doivent également prendre en compte les risques
de concentration et de contagion; on s’intéresse donc au risque de défaut dans un
cadre d’entités connectées ou interdépendantes. Le chapitre 1 est consacré a une in-

troduction de ces problématiques en discutant les pratiques internes des banques en

17. Un stress-test est un test de résistance bancaire qui vise a simuler des situations de stress selon des scénarios
de différentes sévérités, afin de voir si la banque est suffisamment capitalisée pour supporter ces derniers.

18. La monotonie d'une matrice de transition est définie par une décroissance de toutes les probabilités de
downgrade quand la note s’améliore, ce qui veut dire qu’'une note i est plus risquée qu'une note i — 1 ou la meilleur
note possible est 1.
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terme de modélisation. On y discute également les tests de résistance ou stress-tests
bancaires, les modéles utilisés dans ceux-ci ainsi que la littérature sur ses modeles.
Une partie est consacrée a la comparaison entre les stress-tests Européens et Améri-
cains dont les réglementations sont assez différentes. On y explicite les contributions
de cette these sur chaque problématique, les extensions possibles de nos travaux ainsi
que les problemes qui compléteront certains développements théoriques que nous
avons pu réaliser.

Le deuxiéme chapitre est dédié a I'étude de la monotonie des matrices de transition
et son lien avec la notion de conservatisme des politiques de notation. En effet, les
problématiques de notation sont associées a celle de 'appréciation du risque de crédit
et sa classification, en se basant sur les données intrinseques de 'emprunteur d'une
part, et des liens économiques et capitalistiques de celui-ci d’autre part. Toutefois,
les politiques de notation ne prennent pas le méme niveau de recule sur ces aspects
d’interdépendance, et donc certaines négligent ainsi une partie de I'information né-
cessaire pour mieux appréhender le risque de crédit. Les matrices de transitions
estimées sur le périmetre d’'une politique de notation sont alors une donnée qui en-
code le comportement propre a cette politique, via sa classification du risque associé
a chaque note; ce qui est représenté par la notion des matrices de transition. On
développe une méthode de calcul des matrices monotones de transition, en utilisant
une projection orthogonale sur le convexe fermé des matrices de transition monotones.
Cela suggere d’interpréter la distance entre la matrice empirique et sa projection
monotone comme un défaut de monotonie. Celui ci est nul si et seulement si la matrice
empirique est bien monotone, ce qui caractérise le niveau de monotonie de la matrice
empirique. Nous comparons trois estimateurs différents de matrices de transition
en terme de défaut de monotonie sur plusieurs périodes en utilisant des données de
notation d’'une banque européenne, et nous constatons d’une part que dans les trois
cas nous avons de trés grandes hausses de défaut de monotonie en périodes de crise.
Ce qui signifie que les matrices de transition estimées en périodes de crise violent
beaucoup de contraintes de monotonie. Comme I’échelle de notation est la méme pour
chaque sous-portefeuille associé a une politique de notation, nous justifions comment
le défauts de monotonie peut étre un indicateur de "performance" d’'une politique.
D’autre part, on constate que sur chaque période, I'estimation du générateur de
transition ¥ produit des matrices avec le moins de défaut de monotonie. Cependant,
il existe une notion de monotonie du générateur équivalente a la monotonie de sa
matrice de transition, ce qui suggere de la méme maniére que pour les matrices de

transition une projection du générateur sur ’ensemble des générateurs monotones.

19. Le générateur de transition est la matrice formée par les intensités de transition dans une période donnée. Ces
intensités sont définies comme les dérivées des probabilités de transition par rapport au temps. Dans le cadre d’'un
processus de notation Markovien homogeéne, 'exponentiel matriciel de ce générateur donne une matrice de transition.



Cette méthode produit non seulement des matrices monotones, car on démontre
que les matrices produites sont strictement monotones. En fait, la projection directe
de la matrice de transition empirique donne une matrice monotone de la frontiere
de I'ensemble, qui est une surface définie par des cas d’égalités des inégalités de
monotonie. Par conséquent, cela produit des matrices avec parfois des probabilités de
défaut égales pour des notes différentes, d’ot1 'importance d’'une matrice strictement
monotone qui classifie strictement le risque. Les observations du défaut de monotonie
dans le temps laissent penser qu'une matrice de transition en période de stress ne
peut pas étre monotone. Cette intuition est fausse, car la construction des matrices
de transition conditionnelles aux facteurs exogénes (macroéconomiques en pratique)
via une matrice moyenne (Through The Cycle) conserve la monotonie a travers le
cycle comme nous le démontrerons dans le chapitre 2. Cela veut dire qu’a travers
une matrice moyenne TTC monotone, il est possible d’avoir des matrices positionnées
en bas de cycle sans qu’elles perdent leur monotonie. Finalement, nous comparons
deux politiques de notation I'une plus conservatrice que 'autre, et on constate que la
politique conservatrice produit des matrices avec un défaut de monotonie inférieur

que celle de qu’une politique de notation "corporate" standard.

Pour les problématiques d’interdépendance, on développe dans les chapitres qui
suivent un modele général de défaut qui tient en compte I'interdépendance entre
les entités d’'un réseau économique. Celui-ci repose sur des idées empruntées a la
physique statistique, a savoir le modéle d’Ising et plus généralement les champs de
Markov. Ce style de modeles attire 'attention de plusieurs chercheurs de différentes
disciplines, notamment en biologie, traitement d’image et sociologie, par sa simplicité
et la complexité des phénomeénes qui peuvent étre modélisés. Depuis quelques années,
la recherche mathématique fondamentale s’intéresse a ces modeles, notamment celui
d’Ising, dit ferromagnétique *°, qui est dans la classe des modeles les plus simples. En
effet, ce modele posseéde des propriétés combinatoires, géométriques, analytiques tres
riches, et admet des représentations équivalentes en étude de la percolation et des
marches aléatoires. Les développements sur ce sujet ont fait progresser le domaine
des probabilités et ont valu la médaille Fields a Stanislav Smirnov et Wendelin Wer-
ner. Dans le modele d’Ising les états sont binaires, ce qui servira d’états de défaut et
de survie dans notre contexte. Toutefois, il ne prend en charge qu’un seul type d’inter-
action, alors qu’en réalité les entités interagissent différemment. Dans le chapitre 3,
nous faisons donc une extension du modéle d’Ising de telle sorte que les interactions

soient représentées par des fonctions, dites de couplage, propres a chaque interaction.

20. En physique statistique, un modele d’Ising ferromagnétique donne une distribution des états possible sur des
matériaux aimantés de telle sorte que les interaction entre ses particules favorise d’avoir le méme état du moment
magnétique ou spin.
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De cette manieére, on introduit de ’'asymétrie dans un modele en principe symétrique
(le réseau est non orienté), ce qui couvre des comportements d’interaction ente maison
meére et filiale, ou plus généralement une interaction entre deux entités de tailles tres
différentes. L'objectif est de comprendre, sous la structure de dépendance de ce mo-
dele, les phénomeénes que génere I'interdépendance décrits précédemment de maniére
théorique. On parvient a prouver plusieurs résultats mathématiques en utilisant des
techniques de courants aléatoires, qui contribuent a la confirmation de la bonne arti-
culation du modele avec des phénoménes de transmission du risque. Nous illustrons
cela avec des exemples numériques de propagation du risque dans un réseau pour
différentes configurations, ce qui permet de voir I'effet des relations de concurrence
ou de support et leur symétrie sur la transmission. Ces exemples montrent que la
propagation s’atténue pour certains réseaux, alors qu’elle continue sous une forme on-
dulatoire sa propagation dans le cas d’'un réseau fortement concurrentiel. Un résultat
d’atténuation exponentielle de la propagation pour les réseaux économiques cohérents
a été donc démontré, qui confirme par ailleurs ces observations expérimentales. Nous
étudions aussi, sur des réseaux cohérents, la sensibilité d'un groupe d’entités a la
dégradation d’une entité ou d'un groupe dans le réseau, et nous arrivons a prédire la
sensibilité de la probabilité de certains événements aux différentes entités du réseau.
De la méme manieére, on arrive a décrire la sensibilité aux intensités des interactions
que nous appellerons connectivités. Certains de ces résultats sont des conséquences
de résultats déja établis dans le cadre du modele d’Ising, que nous prolongeons a
notre cadre. D’autres résultats ont nécessité la démonstration de certaines inégalités
de corrélation non existantes dans la littérature de la mécanique statistique, et consti-
tuent 'une des contributions les plus intéressantes de ce chapitre. Un des résultats
théoriques établis parmi les plus importants, est celui dans lequel on démontre que
la corrélation de défaut entre deux groupe d’entités dans un réseau cohérent n’est
nulle que si ces deux groupes ne sont pas connectés par un chemin dans le réseau.
Ce résultat montre que cette corrélation de défaut issue du modele ne dépend que
des interactions entre les entités, et donc propre aux interactions que nous appelons
alors corrélation propre?!. Ces corrélations sont sensibles aux facteurs exogeénes
uniquement via les parameétres intrinséques de chaque entité, ainsi la matrice de
corrélation décrit comment la structure de dépendance véhicule les effets exogénes
dans le réseau économique. Ceci permet d’intégrer les facteurs exogenes dans le mo-
dele de maniére indépendante des interactions, et ouvre la voie pour des applications
aux tests de résistance bancaires (ou stress-tests). Nous pouvons ainsi confirmer

I'intuition d’Andrew Haldane sur I’exceés de connectivité associé a des phénomeénes

21. La notation de corrélation propre renforce I'idée de la séparation entre chocs exogénes qu'un réseau économique
peut subir, et les interactions dans celui-ci qui contribuent a I’absorber ou le propager selon la structure de dépendance.
Donc la dénomination propre vient du fait que cette corrélation est associée uniquement aux interactions.
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critiques comme les défauts simultanés, apparaissant brusquement en périodes de

crise.

Bien que ce modele soit tres riche, il souléve cependant plusieurs questions quand a
son insertion opérationnelle. En effet, hormis les problématiques de capacité de calcul,
I’absence d’observations de défaut simultanés rend la calibration tres difficile. Nous
traitons cette problématique dans le chapitre 4, on discute différentes alternatives de
calibration par un changement des états défaut/survie par deux catégories de notes
dites bonnes et mauvaises pour investement et non-investement grade. On démontre
que la calibration du modeéle via un maximum de vraissemblance est équivalent a une
calibration via les moments d’ordre au plus deux; nous calibrons le modele via des
probabilités marginales et jointes issues d’'une copule gaussienne afin de les comparer.
On trouve que le modele demeure plus conservateur que la copule gaussienne en
donnant une queue de distribution plus épaisse. Cela est lié aux moments d’ordre
supérieur qui sont différents, au fait que le modeéle prend en compte les interactions.
En effet, 1a probabilité jointe de défaut issue de la copule gaussienne ne dépend que
du couple en question, alors que celle issue du modele dépend de toutes les entités
du réseau. On observe également que I'existence de phénomenes critiques est due
a l’exceés de connectivité d'un réseau complet, a savoir le passage d'une perte de 0 a
100% de défaut suite a une perturbation infinitésimale. Ce phénomeéne se produit
par ailleurs dans notre modele de maniere plus rapide que celle du modele a copule
gaussiene. Cela est di a la prise en compte de toutes les relations possibles dans le
réseau ; dont le nombre est maximal dans le cas complet.

On peut donc s’interroger sur effet du nombre de connections de chaque entité sur
la distribution des pertes, notamment sa queue de distribution, la transmission du
risque, ainsi que sur Papparition des phénomenes critiques en cas de forte connectivité.
Nous étudions cette question dans le chapitre 5 en s’intéressant a des réseaux symé-
triques et homogenes avec un méme degré de connexion pour chaque entité (comme
étudié en économie financiére dans les réseaux k-réguliers par S. Vivier-Lirimont
[151]). On suppose que les relations dans ce réseau central sont des relations de
support positif??, et on rajoute & chaque entité de ce réseau un paquet d’entités
satellites qui représente les relations hors le réseau central régulier. Cela permet
d’étudier en particulier I'effet d'une concurrence externe sur un réseau de support, et
comment le degré de connexion de celui-ci peut propager ce risque exogéne au réseau.

On obtient une formule semi-fermée ?? de la distribution des pertes dans ce cadre,

22. Une relation de support positif entre deux entités est une relation selon laquelle leur corrélation de défaut est
positive, et que plus elles sont connectées plus elles sont sensibles 'une a 'autre.

23. Une formule semi-fermée est une formule qui présente une simplification majeure d’'une expression coiiteuse en
calculs, dont des termes restent encore assez cotiteux.
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dont le terme semi-fermé est une fonction qui encode les propriétés combinatoires du
réseau ; ce qui rend son calcul explicite trés difficile. Nous étudions théoriquement
et numériquement les effets de ces réseaux externes sur le réseau de support, en
prétant une attention particuliere a l'effet de la concurrence externe. La connectivité
d’une entité du réseau de support a ses concurrents externes, leur nombre et leur
probabilités intrinséques de défaut constituent des variables auxquelles le réseau
de support est sensible avec un niveau qui varie selon son degré de connexion, sa
connectivité et sa taille. Pour un degré de connexion maximal (réseau complet), on
donne une formule exacte et on démontre par la suite que la distribution large pool
(grand volume ou grand nombre d’entités) est une distribution de Dirac sur la perte
0. Cela signifie qu'un tel réseau de support devient de plus en plus résistant grace a
sa taille, en partie grace au nombre de relations de support qui accroit de maniére
quadratique. Pour un degré de connexion de deux, chaque entité a deux voisins, et
quand la taille du réseau devient infinie, le degré de connexion reste fixe contrai-
rement au cas précédent. Nous donnons une formule fermée de la distribution des
pertes, toutefois nous n’arrivons pas encore a calculer son équivalent asymptotique,
qui a priori ressemble a celui du cas d’indépendance, a savoir une loi normale, via les
résultats numériques que nous obtenons. Pour le cas général d’'un degré de connexion
arbitraire, il est trés difficile d’exprimer la partie semi-fermée de la formule établie de
la distribution des pertes explicitement comme réalisé pour les degré deux et maximal.
En effet, pour faire cela pour le degré deux, nous avons di résoudre des problemes de
dénombrement non triviaux, et qui se compliquent beaucoup plus dans le cas d'un de-
gré arbitraire. Cependant, nous avons étudié la possibilité de faire un développement
limité de cette formule dont chaque degré requiert le dénombrement d’'un certain
nombre de courants aléatoires sur le réseau ; mais qui demeure moins complexe que
la résolution du probléme principal. Nous donnons également un encadrement du
degré de développement nécessaire pour une erreur d’approximation arbitraire. Nous
étudions donc I'effet du degré de connexion du réseau sur la propagation du risque
de maniere numérique. On constate que plus le degré est comparable a la taille du
réseau, plus la distribution des pertes se concentre en une distribution de Dirac en 0,
en revanche si le degré est négligeable devant la taille du réseau, alors la distribution
suit une loi normale.

Il est connu que ce type de modeles a champs aléatoires est trés cotiteux en calcul,
ce qui entrave son utilisation pratique. Dans le but de parer a ces problemes de
calcul, nous démontrons qu'’il est possible d’encadrer la distribution des pertes sur
un réseau quelconque par celles de deux réseaux symétriques et homogenes; que
nous savons par ailleurs exprimer par des formules moins cotiteuses en calculs, ce

qui permet entre autres de réduire le temps de calcul. Toutefois, nous n’avons pas
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encore développé un moyen de construction de ces réseaux symétriques. En outre,
nous démontrons que si un réseau ressemble a un arbre par blocs %4, alors on peut
réduire la complexité des calculs de maniére exponentielle, et donc se ramener a une
complexité beaucoup plus faible en fonction du nombre de blocs. Plusieurs questions
restent encore en suspens, comme le comportement large pool d'un réseau de support
de degré arbitraire et 'expression exacte de la distribution des pertes. Nous avons
cependant pu calculer la formule exacte pour certains degrés de connexion, et nous
avons méme une formule générale conjecturée et vérifiée numériquement dont nous
avons pas encore établi une preuve rigoureuse. Finalement, Le chapitre 6 est dédié
a l'exposition de certains travaux futurs et des extensions possibles de nos travaux.
Nous y discutons le risque de concentration du point de vue du modele de I'interdé-
pendance et les premiers résultats obtenus d'une part, et une extension du modele au

cas multipériodique.

24. Nous entendons par arbre par blocs, un graphe avec des blocs ou clusters connectés par I'intermédiaire d'une
entité de chaque bloc.
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RISQUE DE CREDIT, STRESS TEST ET PROBLEMATIQUES DE LA

CHAPITRE

THESE

e chapitre est consacré a l'introduction de certaines notions en risque de crédit, en
particulier les tests de résistance bancaires appelés stress tests. Nous faisons une revue
de la littérature sur les modeles de défaut en risque de crédit, en se concentrant sur
ceux qui utilisent une structure de dépendance. Nous y abordons également I’évolution de la
réglementation, notamment celle qui régit ces exercices de stress test depuis la crise de 2008 ;
nous faisons une comparaison entre les stress tests Européens et Américains. Nous expliquons

enfin le positionnement de la theése, ses motivations et les contributions faites sur chaque des

problématiques traitées.

Mots-clés : Risque de crédit, Stress-test, modélisation des migrations et du défaut.
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1.1 Notions de risque de crédit

Il convient de noter que la majorité des éléments de rappel est extraite de Gourieroux et

Tiomo [135] qui propose une revue des approches classiques de modélisation du risque de crédit.

1.1.1 La notion du défaut

La solvabilité d’'une entreprise est sa capacité a rembourser 'intégralité de ses engagements

en cas de liquidation totale. Elle dépend de la qualité de ses actifs, particulierement de la facilité
avec laquelle ceux-ci peuvent étre liquidés, et du montant de ses engagements (dettes). La
solvabilité correspond au rapport Dettes / Actif net, et peut également étre mesurée par le rapport
Dettes / Capitaux propres.
Dans le cas d’'une banque, les dettes sont essentiellement constituées des dépots a vue. Les
actifs financiers sont constitués des crédits octroyés. La solvabilité d'une banque est définie
par sa capacité a faire face aux demandes de retrait de ses exposants. Cela fait partie de la
responsabilité des autorités de tutelle de s’assurer que les banques sont bien aptes a faire face a
leurs obligations. Le capital d'une banque est la seule protection contre les pertes susceptibles de
survenir. Ce principe est retenu par les autorités de tutelle qui imposent un niveau minimal de
capital.

La défaillance d’une entreprise exprime un état d’insolvabilité constaté a une échéance
donnée. Celui-ci engage I'entreprise dans un processus économique, juridique, voire judiciaire,
impliquant un ou plusieurs préteurs. Il existe cependant, avant la cessation des paiements et son
éventuelle conséquence judiciaire le dépot de bilan, une période de vulnérabilité durant laquelle
les créanciers, les actionnaires ou les régulateurs peuvent étre alertés des difficultés rencontrées
par l'entreprise et mettre oeuvre des mesures de prévention (provision ou renégociation de dette,
notamment). Le Comité de Bale définit le défaut de la facon suivante (Article 178 de la Capital
Requirement Regulation (CRR), Juin 2013) :
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— l’établissement estime que, sauf recours a des mesures telles que la réalisation de la garan-
tie, le débiteur ne pourra probablement pas s’acquitter intégralement de ses obligations de

crédit envers lui, son entreprise mere ou I'une de ses filiales;

— Tarriéré du débiteur sur une obligation de crédit significative envers I'établissement, son
entreprise meére ou I'une de ses filiales est supérieur a 90 jours. Les autorités compétentes
peuvent remplacer le délai de 90 jours par 180 jours pour les expositions garanties par des
biens immobiliers résidentiels ou commerciaux des Petites et Moyennes Entreprise (PME)
dans la catégorie des expositions sur la clientéle de détail, ainsi que pour les expositions

sur les entités du secteur public.

La définition du défaut laisse une certaine latitude au préteur, ainsi, la premiére condition peut
conduire a un défaut sans qu’il y ait de retard de paiement de la part du débiteur. En pratique, la
banque pourrait considérer qu’il y a défaut si les provisions introduites pour couvrir ce risque
potentiel dépassent un certain seuil. Les agences de notation (Moody’s, Standard Poor’s, et Fitch,
principalement) ne peuvent évidemment utiliser une définition a la latitude partielle du préteur.
Chez Moody’s par exemple, un débiteur est considéré en défaut lorsque 'un des trois événements

suivants se produit :

1. un défaut ou un retard de paiement des intéréts ou du principal (incluant les retards de

paiement ayant fait 'objet d'une négociation);
2. une faillite du débiteur;

3. une modification du contrat initial ot1 le débiteur donne au détenteur du titre de créance
de nouvelles valeurs dans le but de diminuer ses obligations financiéres, ou bien ou la

modification a pour but apparent d’aider ’emprunteur a éviter le défaut de paiement.

Il existe aussi des définitions de la défaillance spécifiques de chaque organisme préteur,
banque ou institution de crédit. Ainsi certaines institutions financiéres considérent une contre-
partie en défaut dés qu’elle est classée dans la catégorie des clients douteux” selon des régles
et conditions précisées par des normes internes. Ceci est di a 'interprétation laissée aux éta-
blissements bancaires quant aux critéres de définition des signes d’'une absence probable de
paiement ou encore des modalités de comptabilisation des arriérés de paiements. Clairement
révélée lors des études d’impact (QIS) ! menées par 'autorité bancaire européenne (ABE) 2, cette
hétérogénéité des approches entraine nécessairement une grande variabilité des résultats de
classification en défaut entre les banques de 'Union Européenne

L'Autorité Bancaire Européenne a publié en septembre 2016 ses orientations finales relatives a
la définition du défaut ( EBA/GL/2016/07 ). L'objectif du régulateur est d’harmoniser la définition
du défaut parmi les institutions financieres en Europe, dont I'hétérogénéité jusqu’a présent

a entraine des différences importantes en matiere d’exigences en capital. Ces orientations

1. Quantitative Impact Study.
2. ABE ou EBA désigne ’Autorité Bancaire Européenne.
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définissent de maniére tres détaillée les critéeres communs d’identification, de comptabilisation et
de traitement des situations de défaut de paiement avec un accent particulier sur les besoins de
mise en place d'une gouvernance claire, cohérente et effective. Les banques de leur coté doivent

adopter et implémenter ces nouvelles régles avant leur entrée en vigueur le premier janvier 2021.

1.1.2 Le risque de crédit

Le risque de crédit est le risque de perte inhérent au défaut d'un emprunteur par rapport au
remboursement de ses dettes (obligations, préts bancaires, créances commerciales...). Ce risque
se décompose en risque de défaut qui intervient en cas de manquement ou retard de la part de
Iemprunteur sur le paiement du principal et/ou des intéréts de sa dette, risque sur le taux de
recouvrement en cas de défaut, et risque de dégradation de la qualité du portefeuille de crédit. 11
s’agit de la forme la plus ancienne du risque sur les marchés des capitaux. Il existe divers types

de risques de crédit distingués selon les instruments financiers considérés.

— Instruments ou des mécanismes de remboursement sont prévus dans le contrat : Lexemple
le plus simple est celui des crédits classiques. Le risque se révele en cas de non-exécution
d’un paiement prévu : non-exécution d’'un paiement a la date d’échéance, paiement partiel
a la date d’échéance, ou report d’'un paiement prévu, ou de défaut d’'une contrepartie :
incapacité d'une contrepartie a respecter certaines de ses obligations, nécessité pour une
contrepartie de reporter certaines de ses obligations, ou encore incapacité d'une contrepartie

de continuer a émettre des produits de crédit.

— Instruments dont les dates de paiement et(ou) les montants ne sont pas connus a priori : Le
risque peut exister pour des instruments a vue, des crédits a taux variable, des instruments

ne portant que sur 'intérét, des instruments rachetables.

— Produit dont le paiement est fonction de certaines conditions : De tels actifs sont par
exemple les options, les swaps de crédit relatifs a des entreprises, ou le crédit bail. Le risque
provient du risque de défaut d’'une contrepartie, et non du risque de défaut sur 'instrument

lui-méme.

— Devise : La dévaluation d'une devise peut étre considérée comme une forme de risque de
crédit. Lorsqu’un émetteur promet de verser a un préteur des montants précis dans une
devise déterminée a des dates futures prédénies, on suppose de facon implicite que la devise
conservera sa valeur (ou au moins ne chutera pas en deca d’'une valeur plancher présumée
raisonnable). Cependant, compte tenu de la période parfois longue d’application de produits
du crédit, on peut assister a une détérioration soutenue de la valeur de devise dans les
pays les moins développés, mais aussi dans des pays industrialisés, ceci au détriment
des créanciers. La dévaluation d’'une devise constitue une question complexe, qui est

habituellement abordée de facon distincte dans le cadre du risque de taux de change.
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— Décotes : Les décotes, bien qu’elles ne constituent pas un défaut au plan technique, ont
un eet négatif sur la valeur marchande de l'instrument en rendant le placement moins
attrayant au plan commercial et en laissant supposer une probabilité accrue de défaut
a une date ultérieure. Au niveau du portefeuille, une décote peut, théoriquement, étre
compensée par une appréciation simultanée d’'un autre instrument. Cependant, il peut
exister une forte contagion des décotes rendant tres probable la survenance simultanée de
décotes multiples (corrélation de décote). Au niveau du portefeuille, la diversification peut
atténuer, mais non éliminer complétement ces risques. Sur les marchés financiers ou les
instruments de crédit sont cotés régulierement, le risque de défaut est souvent évalué par
les différentiels de taux (ou spreads), qui traduisent en termes monétaires la vraisemblance
de non-remboursement. L'évolution incertaine de ces différentiels constitue aussi une forme
de risque de crédit, qui influe sur la valeur de marché de ces titres. Dans ce cas, il n’est
pas nécessaire que le défaut se réalise pour que le risque de crédit affecte négativement la

valeur d’un actif ou d’un portefeuille d’actifs.

— Lignes de crédit : Enfin, le risque associé a une ligne de crédit accordée a une entreprise
ou a un particulier (carte de crédit) et non encore pleinement utilisée. Dans une mauvaise
situation financiere, ’emprunteur peut accroitre 'utilisation de sa ligne et donc I'exposition

a la date de défaut. Le risque passe par 'augmentation endogene de cette exposition.

1.1.3 Notation et score

La notation est ’évaluation du risque de non-paiement en temps et en heure de la totalité
du principal et des intéréts relatifs a une obligation financiére. Formellement, il s’agit d’une
évaluation de la probabilité de défaillance a un certain horizon. On distingue généralement les
notations présentées de fagon quantitative (score), de celles présentées de facon qualitative (nota-
tion). Un exemple de score est I’estimation d’'une probabilité de défaillance a un certain horizon, a
valeurs entre 0 et 100%. Des notations peuvent se déduire de scores sous jacents, en constituant
des classes de scores, la notation la plus élevée étant attribuée si la probabilité de défaillance
estimée est par exemple inférieure a 0.3 %, et ainsi de suite... Pour une note qualitative, I'échelle
de notation comporte généralement entre 8 et 10 échelons, chaque échelon représente un niveau
de risque subdivisé a des niveau encore plus granulaires qui représentent les notes. Les agences
de notation telles que Moody’s, S&P ou Fitch ont des échelles de notation différentes, dont la
correspondance est représentée dans le tableau 1.1. En pratique, les institutions financieres
associent a chaque note une probabilité de défaut calculée via I’historique de notation (dites
de backtesting) sur différents horizons. En cas de manque de données, celles-ci se réferent aux
probabilités de défaut fournies par les agences de notation dans les cas ou les clients sont des
institutions sont déja notées par ces agences. Les banques adoptent dans leurs approches internes
un systéeme de notation plus granulaire, qui repose sur une classification plus fine des risques; ce

qui forme une échelle de notes qui peut compter jusqu’a 30 notes. Ces notes sont attribuées en
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général par des méthodes dites jugement d’expert, qui reposent sur une connaissance approfondie
des bilans, des projets et sur une comparaison avec les notations des agences.

Les politiques de notation internes peuvent étre tres différentes, dont les méthodes peuvent
aller d'un avis d’experts uniquement jusqu’a des modeles qui intégrent I’état macroéconomique
du secteur d’activité; comme elles peuvent adopter des niveaux de conservatismes tres diffé-
rents. Certaines politiques de notation tiennent en compte également la dépendance a d’autres
contreparties ou la concurrence dans le marché, comme par exemple celles en vigueur sur es

portefeuilles de LBO (Levraged Buyout).

Signification de la note Moody’s | S&P Fitch
Premiere qualité Aaa AAA AAA
Aal AA+ AA+
Haute qualité Aa2 AA AA
Aa3 AA- AA-
Al A+ A+
Qualité moyenne supérieure A2 A A
A3 A- A-
Baal BBB+ | BBB+
Qualité moyenne inférieure Baa2 BBB BBB

Baa3 BBB- | BBB-
Bal BB+ BB+

Spéculatif Ba2 BB BB
Ba3 BB- BB-
B1 B+ B+
Tres spéculatif B2 B B
B3 B- B-
Risque élevé Caal CCC+
Ultra spéculatif Caa2 CCC CCC
Caa3 CCC-
Défaut avec possibilité de retour en sain Ca CC CC
C/CI/R C
Défaut sélectif C SD RD
Défaut D D

TABLE 1.1 — Table de notation pour différentes agences

La granularité des échelles de notation internes fournit une classification plus précise du
risque. Toutefois, les banques se confrontent 4 un manque de données a l'issue de I'utilisation
de ces notations, et donc se raménent a des échelles moins granulaires qui agrégent plusieurs
notations. De cette maniere, elles constituent des échantillons plus acceptables d'un point de vue
statistique qui servirons a analyser le comportement des portefeuilles d'une part, et calibrer des

modeles et faire des projections d’autre part.
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1.1.4 Modeles factoriels de défaut et de migration

Les modeles factoriels ou structurels sont des modéles qui découlent de la nécessité de relier
les probabilités de défaut ou les matrices de transition aux facteurs macroéconomiques. Introduits
par Tobin [131] et popularisés par Black et Scholes [132] puis Merton [133], ces modeles reposent
sur la définition de seuils de la valeur de l'actif du bilan a partir desquels une contrepartie change
de notation ou en particulier fait défaut. Ces modeles sont trés populaires aupres des banques
pour leur simplicité analytique d’une part, et pour leur facilité a calibrer en utilisant des données
historiques de notation d’autre part. En outre, ces modéles permettent d’exprimer les probabilités
de migration ou de défaut conditionnellement a la position dans le cycle macroéconomique. Cela
donne la possibilité de faire des prévisions et des d'implémenter des stress-tests en prenant des

positions basses dans le cycle.

1.1.4.1 Modele de défaut

Le modele de Vasicek [21], est un modele factoriel des plus populaires dans les banques, et
qu’on appel souvent modele Balois. Il permet de relier a la fois le risque idiosyncratique ¢; et le

risque systémique Z; d’'une firme i avec sa valeur V; ; a un instant ¢ sous la forme suivante :

Vie=V1-pi€it+/0iZ;

Ou Z; et €; ; sont indépendants et suivent une loi normale centrée réduite, et p; € [0, 1[ représente
la corrélation au risque systémique; par conséquent V; ; suit une loi normale centrée réduite.

Le défaut d’'une firme i est donc conditionné par I'existence d’'un seuil y; tel que V;; <7y;, ce qui
veut dire que la firme i ne peut plus rembourser sa dette. Par conséquent, on peut écrire une

probabilité de défaut conditionnelle au facteur commun Z; comme suite :

Yi = VPiZi :cp(n—\/mzt) w1
V1-p; V1-pi

ou ® est la fonction de répartition de la loi normale. D’autre part, le seuil y; peut étre déterminé

PV <yilZy) =P (ei,t <

en prenant la moyenne de ces probabilités de défaut par rapport a Z;, ce qui donne par la loi des

espérances itérées
Ez [PLV; ;< il Z/]] = f PIV; s <YilZ: = 2)pl2)dz
R

=PIV, s <7yl
=PD;

ou ¢ représente la densité de la loi de Z;, a savoir celle d’'une loi normale centrée réduite. Donc
PD; =P(Vj; <y;)=®(y;)

Par conséquent, y; = ®1(PD;) et PD; représente la probabilité de défaut inconditionnelle de

i Comme cette probabilité ne dépend que de la firme et du temps, alors elle représente une

7
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probabilité de défaut a partir d’'un rating qui est, dans ce cas, celui de I’entité i. Par conséquent,
il convient de noter celle-ci PD(r) ou r est le rating de I'entité i, ce qui classifie les entités du
portefeuille par rating. Nous appelons cette probabilité de défaut TTC (Trough The Cycle), car
elle représente une moyenne sur le cycle macroéconomique. Cependant, la probabilité de défaut
conditionnelle est appelée PIT (Pointed In Time) par son aspect "ponctuel” dans le temps via une
position dans le cycle Z; = z.

On fixe une période ¢ et on s’affranchit de noter le temps dans les variables (uni-période). La

perte totale sur un portefeuille de crédit constitué de N firmes s’écrit alors

Z ZEAD .LGD ) 1(y,<y,

; /
v~

=c;

ou n; représente le nombre de facilités sur la firme i, et :
e« EAD; : (Exposition At Default) pour la facilité ;.
e LGD; : (Loss Given Default) pour la facilité j.
* 1{v.<y; : Indicatrice de défaut de la firme .

Quelque soit ces parametres (pas forcément homogenes), la perte moyenne conditionnelle s’écrit

sous la forme :
\/_ Z
\/ 1-pi

et qu’on considérant que les V; sont conditionnellement indépendants, on a

" bR
1-pi 1-p;

Pour ce qui est de la distribution inconditionnelle, Gordy [114] démontre, en utilisant ’hypothese

E[L|Z]= Z i®

N
VILIZ]= ) ci®
=1

de granularité infinie , que asymptotiquement la perte espérée conditionnelle peut s’écrire sous

la forme :

N
qalL1 ~N—100 ) ;P (1.2)

i=1

(yl- —/pi® 11— a))
en particulier, le capital économique est donnée par ggg9%(L). La différence entre les deux
quantités de cette formule est dii au défaut de diversification du portefeuille. En d’autres termes,
si un portefeuille est assez large tel que le taux d’exposition sur chaque facilité de crédit est
presque nul, alors la VaR de la perte totale devient égale a la somme des VaR des pertes

marginales.

3. Cette hypotheése stipule que la concentration sur ce portefeuille est presque nulle, ce qu’on peut exprimer
formellement comme
Z wlz —N—+000
i=1
ou w; est le pourcentage I’EAD attribué a l'entité i. La formulation mathématique utilisée par Gordy est cependant

différente, celle-ci suppose que w; = O(ﬁ).
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Les banques calibrent le facteur Z et p annuellement via des méthodes d’estimation selon les
données disponibles. En effet, on note R le nombre de classes de ratings dans un portefeuille de
crédit, et soient n,(¢) et d,(t) respectivement le nombre de clients dans le rating i et le nombre de

défauts observés dans la période ¢. La vraisemblance suivante

R (nr(t))q)(yr_\/pzt)drm

L(Zs,pld(2)) = H 4.t T 1-9 (1.3)

r=1

¥ \/ﬁZ n(8)-d,(t)
r— t
1-p ))

ou d(t) :=(d1(2),...,dgr(1)).

Les banques utilisent en général une maximisation de cette vraisemblance pour chaque période ¢,
avec un p qui garantit la contrainte Var(Z) = 1. Cela fournit une trajectoire de Z qui représente
le cycle économique et un p constant. Il est possible, en cas de disponibilité de données, d’utiliser
un p, par classe de notes, ce qui permet d’établir une structure de dépendance plus fine. Il est
également possible de calibrer les Z = (Z;); et p de maniere jointe en maximisant la vraisemblance

compleéte suivante sous contrainte de normalité :

L(Z,p\d) =[] £L(Z:,pd(2) (1.4)
t

Apres cette calibration, les analystes essaient d’expliquer la trajectoire de Z obtenue par
des facteurs macroéconomiques (GDP, taux de chomage, PIB,...) selon les portefeuilles étudiés.
Les économistes de leur part fournissent des projections des facteurs macroéconomiques de
différentes sévérités pour certains exercices de stress-test, ce qui permet de construire des
projections de Z selon différents scénarios. La trajectoire de Z projetée dans le futur constitue
donc un scénario macroéconomique, auquel sont associés des parameétres du risque et un capital
économique décrivant son impact. La sélection des scénarios se fait de différentes manieres
selon le type de I'exercice. Pour des stress-tests réglementaires, les scénarios sont imposés, alors
que dans un exercice de nature interne, les scénarios sont générés de manieére quantitative.
Les méthodes quantitatives reposent sur les techniques de choix de modéles comme la BACE #
(Bayesian averaging of classical estimates), le critére d’information d’Akaike et le BIC ® (Bayesian
Information Criterion). L'idée consiste a considérer toutes les combinaisons de [ < L facteurs ou L
est fixe, et utiliser les critéres que nous venons de citer pour sélectionner un modele en pénalisant

par le nombre de facteurs.

1.1.4.2 Modele de migration

Le modéle de transition structurel reprend le méme principe que celui du défaut présenté
ci-dessus. Comme il est développé dans les travaux de B.Huajian Yang and Z.Du [22] et P.Miu,

B.Ozdemir [23], on définit des seuils de transition vers un niveau de notation plus bas quand

4. TTT Cette technique fournit une estimation comme une moyenne pondérée des des estimation par moindres
carrés sur toutes les combinaisons possibles des différents facteurs macroéconomiques considérés.
5. C’est un critere d’information dérivé du critére d’Akaike.
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la valeur V; de l'entité i est en dessous d’'un seuil. En effet, définit les seuils de migration
br1 <..<bpn = +oo tels quune entité i passe d'une note £ a une note moins bonne que j
dans la période ¢ si et seulement si V;(¢) < b; y_j+1. Cela nous définit alors des probabilités

conditionnelles ¢;j(Z;) d’aller d'une note i vers une note en dessous de j par

biN-j+1— \/ﬁzt)

Par conséquent, nous avons une matrice de transition conditionnelle P(Z;) dont les coefficients

tij(Z) =P(Vi(@®) < bp N-j+11Z) =D

s’expriment par

. . _ bii—piZ:
1‘ pl,N(Zt)_th(Zt)_Q( \/1—_[31 )

. biN-j+1—/PiZ bin-j—\/DiZ
2. Pour15J<N,pi,,-(zt):ti,-(zt)—ti,m(zt):(p( N\f/;__;iﬁ f)—cp( N\/f%

Sous ce schéma, la calibration des seuils b;; se fait de maniere naturelle par passage au matrices

de transition inconditionnelles. En effet, pour tout i, j, la probabilité de transition s’écrit
pij(Z) =P(b;N—; <Vi(t)<b; N—j+1lZ4)
donc la probabilité inconditionnelle est donnée par

pij=Ez(P(b;N_;j<Vi(t)<b; N_j+1|Z}+))

Or Ez ((D(bu_l—\/—ﬂpi?)) = ®(b;;) pour tout i,j, alors pour j <N on a p;; = P(b; n—j+1) —Pb; N-),
et p;n = @(b; 1). Par la suite, les seuils s’écrivent comme b;; = @ 1(¥;>;pir) ot Xi»;pir est la
probabilité inconditionnelle de migrer vers une note plus basse que j, ce qui représente Ez(¢;;(Z)).
Le facteur Z peut se calibrer via la méme méthode de maximum de vraisemblance vu dans le

section précédente, car le modele de transition coincide avec le modeéle de défaut.

1.1.5 Modeles Markoviens et estimation des matrices de migration
1.1.5.1 Modele a temps discret (Cohorte)

Soit (X,), un processus de notation dans {1,..., N} a temps discret, on suppose qu’il est
Markovien © (La note présente ne dépend que de la note passée). Pour estimer les probabilités de

transition p;; sur une période donnée, on maximise la vraisemblance multinomiale suivante
2®)=[]p;
l,]

ou N;; est le nombre de transitions de i vers j, et on note N; = Z;VZ 1Nij. Lestimateur qui

maximise cette vraisemblance est alors donné par

6. Le processus (X)), est de Markov si et seulement si P(X,|X,,_1,...,X1) =P(X, X -1).

10
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Cette méthode d’estimation est appelée Cohorte, et elle est tres utilisée au sein des banques sur
des historiques de notation internes ou externes provenant d’agences de notation comme Moody’s
et S&P. Cependant, cet estimateur produit des matrices avec beaucoup de coefficients nuls quand
les périodes ne sont pas assez grandes, a cause du manque d’observations. De plus, celui-ci ne
capte pas les transitions intermédiaires avant migration vers une note a cause de son caractere

discret. Une solution a ce probléme est le modele a temps continu.

1.1.5.2 Modele homogene a temps continu

On considere un processus de notation (X;); a temps continu a valeur dans {1,...,N}, et on
suppose que cest une chaine de Markov’ homogeéne ®. On considére la variable aléatoire S;
définie comme le temps passé dans une note i avant migration, il est connu que cette variable suit
une loi exponentielle grace a la propriété de Markov (voir Norris [128]). On note 1; le parameétre

de cette loi, alors la probabilité qu'une migration de i apparaisse dans une période dt s’écrit
P(Xti6: # 11Xy =10) = A;6t +0(51)

par homogénéité on définit alors pour tout i # j I'intensité

o P(Xg = jlXo=i)
Aij = lim 5t

D’autre part, en considérant les probabilités de saut de i vers définies par P(X; 5; = jI1X; =1, X #
I),ona
P(X;16: = JI1 X =10)
P(Xii5: #11X: =1,X: =1)
/1ij5t +0(6t)
= A5t +o(0t)

PXtrs:=JIX: =1, X #£1) =

donc en tendant 6¢ vers 0, on obtient

lim P(Xyi5: = jIXp- =1, X #1) = —
5;_%(t+§t JIXe-=1,X #10) y

13
Or} isiP(Xyyse = jI1X- =1,X #1) =1, alors A; =} j4; A;j pour tout i. On définit alors le généra-

teur infinitésimal de (X;); par

-1 A2 ... MN

Ao1 —A2 ... Aon
A=

AN1 An2 ... AN

On note P(z,s) la matrice de transition dans la période [#,s], on a alors

P(t,t+6t) =1+ Aot+0(6t)

7. Une chaine de Markov (X;); a temps continu vérifie la propriété P(Xg+¢| Xy ;u < s) = P(Xg4+¢|Xs).
8. Une chaine de Markov (X;); est homogene si P(Xs+¢|X) = P(X¢|X() pour tout ¢.

11
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donc si s — ¢t = mdt, alors on peut écrire P(¢,s) = +5tA)" + o(%). En tendant le nombre de pas

m vers I'infini, on a
P(t,s) =exp((s—t)A)

Donc estimer les coefficients du générateur permettrait d’estimer la matrice de transition. On
suppose qu’on dispose sur une période T' des observations de transitions. Alors la vraisemblance
d’observer une transition de i vers j & un instant ¢1, suivie d’'une transition de j vers & a ¢, ect

s’écrit comme un produit exp(—A;(t2 —t1))A;;exp(=1;(¢3 —t2))Aj;..., donc on a
LN = H H /11-]-” exp(—A;R;(T))
i=1li#j
ou N;; est le nombre de transitions de i vers j dans cette période, et R;(T) = fOT 1(Xs =i)ds.
L'estimateur de vraisemblance dérivé est alors donné par
Y Ri(T)

Comme pour la méthode cohorte, certaines intensités vont étre nulles sur des petites périodes,
mais Papplication de ’exponentielle matricielle comble ces valeurs nulles. Cela vient des puis-
sances successives du générateurs dont les coefficients encodent toutes les intensités de transition

en passant par un nombre de notes intermédiaires.

1.1.5.3 Modele non-homogéne a temps continu

On supprime maintenant ’hypothése d’homogénéité de la chaine de Markov ((X;); faite dans
la section précédente, donc la matrice de transition P(¢,s) ne dépend pas que de s — ¢, mais de

toute la période [¢,s]. De la meme manieére, on définit les intensités

@ (8) = lim P(Xyiot = JI X =1)

M S0 ot
pour tout i # j et a;(¢) 'intensité de la probabilité de sortie de l1a note i au voisinage de ¢. En
utilisant les memes arguments que pour le cas homogéne, on a

ai(t)=) ai;(t)
J#i

On définit les intensités cumulées A, ;(¢) := fot a;j(s)ds et A;;(¢):=—3 ;; Aij(t) pour tout ¢ et i # j.
La matrice P(t,s) vérifie les équations différentielles de Kolmogorov suivantes

— Equation Forward :

OPE8) _ ps s)AGs)
0s

— Equation Backward :
0P(t,s)

=A@)P(¢,s)

12
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ou A(t) = (A;;(t)); ;. Ce systeme d’équations admet une solution qui ne s’exprime pas sous forme
exponentielle comme pour le cas homogene, mais nécessite I'introduction du produit intégral &2

qui est une version continue du produit. Cette solution s’écrit alors
P(t,s) = Pyeir, eI +dAu))

On peut estimer sur un échantillon d’historique de notation les intensités cumulées en se référant

a lestimateur de Nelson-Aalen [129, ] suivant
X 1
Aijt)=) s
Y % Yi(T;;(k))

oules T';;(1) < T;;(2) < ... sont les instants de saut dans le processus de transition N;;(¢) = {s <
t|Xs- =1i,X; = j} pour tout i # j, et Y;(T;;(k)) le nombre d’entités dans le rating i a I'instant T'; ;(k).

De cette facon, on obtient I’estimateur d’Aalen-Johansen suivant

Bt,s) = [[(T +AATY)
k=1

ot les T'; sont les instants de saut du rating i dans |s, ], et AA(T) = A(T},)-A(Ty_1) qui s’exprime

comme

_ANy(T})  AN3(Ty) ANiN(Ty)
Y1(Ty) Y1(T}) e Y1(T})
ANy (Tr)  _ ANo(Ty) ANoN(T})
AA(Tk) — YZ(.Tk) YQ‘(Tk) " Y2(.Tk)
ANN1(Tr)  ANN2(Tp) _ ANN(T)
YN(T?) Yn(T%) e Yn(T})

Il est possible d’exprimer la matrice P(¢,s) sous forme exponentielle & condition que toutes
les matrices AA(Y},) commutent deux & deux. En effet, si A,B sont deux matrices de transition
qui commutent, alors leurs générateurs A4 et Agp commutent également via les équations de
Kolmogorov, par conséquent on a AB = exp(A4 + Ag). Donc on appliquant cela sur toutes les
estimations, on a P(¢,s) = exp( fst Ar,aAw)@uw)- Toutefois, cette condition n’est jamais vérifiée, et

forcer les matrices a avoir cette propriété est trés coliteux en terme d’erreur et de calculs.

1.2 Les stress tests bancaires

1.2.1 Nature et structure des stress tests

Un test de résistance bancaire, ou « stress test », est un exercice consistant a simuler des
conditions économiques et financiéres extrémes, mais plausibles, afin d’en étudier les consé-
quences sur les banques et de mesurer leur capacité de résistance a de telles situations. Ces tests
sont menés par les banques centrales (et superviseurs) ou par les banques elles mémes, on parle
respectivement de stress-tests réglementaires et internes. Les stress-tests ont été mis en place

par les banques centrales et les autorités de supervision bancaire vers la fin des années 1990.

13
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Des cette époque, les crises bancaires et financieres, devenues plus fréquentes qu’auparavant,
et notamment la crise asiatique de 1997, avaient mis en évidence le role de la détérioration
des facteurs macroéconomiques (évolution de la consommation et des investissements, taux de
chomage, inflation...) dans le déclenchement des crises bancaires. Ces facteurs n’étaient pas
suffisamment pris en compte a cette époque dans les méthodes de régulation et de supervision
bancaires (ratios prudentiels, contréle interne des risques, suivi individuel des établissements
financiers par les autorités de supervision comme par les agences de notation).

Un stress-test vise en outre a mesurer I'impact du choc macroéconomique sur les volumes et les
risques de crédit portés par les banques, sur la valeur de leurs actifs et bien évidemment leur
ratio de solvabilité, ce type de stress-tests sont dits macroéconomiques. Un stress test doit ainsi
mettre a 'épreuve la capacité des banques a affronter des cataclysmes économiques. Dans ce cas,
les banques doivent réagir aux résultats non favorables, soit en augmentant leurs fonds propres,
soit en opérant a des restructurations (réductions des engagements de crédits par exemple).

Le stress test est un exercice qui dépend de la structure qui 'applique, du choix des outils utilisés
pour la modélisation et des données disponibles pour calibrer les modeéles et construire les scéna-
rios. Par conséquent, la structure des exercices de stress-test differe d’une institution a une autre.
Cependant, les stress-tests reposent en général sur quatre piliers, a savoir le choix des scénarios,
le choix des modeles, le calcul d'impact et son analyse, et enfin la prise de décision et prise en
compte des effets de second ordre. La figure 1.1 schématise I'intégration de ces piliers dans le
processus d’'un stress-test. Les modeles utilisés dans les stress-tests peuvent contenir selon la
nature de I’exercice une modélisation de la contagion, comme par exemple dans un stress-test

interbancaire réalisé par la banque centrale, ou la prise en compte de I'interdépendance en risque

de crédit.
- Modeles Impacts Décisions

Reverses . Effetsde
stress-tests s second ordre

FIGURE 1.1 — Structure des stress-tests

Un stress-test consiste a définir plusieurs scénarios de différents horizons (en général d'un an
a 10 ans) qui peuvent étre historiques ou hypothétiques. Les scénarios historiques sont des scé-
narios économiques qui se sont déja produits, comme des anciennes crises, alors que les scénarios
hypothétiques sont des scénarios imaginés par des économistes et des experts. Les scénarios hy-
pothétiques doivent étre plausibles, dans la mesure ou leurs probabilités de réalisation ne soient
pas extrémement faibles, et leur construction devrait obéir a une logique économique rigoureuse.

Les scénarios doivent étre de différentes sévérités, on parle en général de scénario Favorable, de

14
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base ou baseline et adverse dans un ordre croissant de sévérité. Un scénario favorable reflete
une économie en bonne santé, et le scénario de base reflete un état neutre de ’économie, alors que
Padverse doit représenter une économie en mauvaise santé. Les scénarios dits macroéconomiques
sont construits via des hypotheses sur les facteurs macroéconomiques, comme le PIB ou le taux
de chomage, en fonction des portefeuilles stressés. Pour des scénarios adverses, on suppose en
général un fort ralentissement de la croissance, une hausse du chémage, une chute des marchés
boursiers ou une hausse des crédits non remboursés. Les stress-tests se déroulent sous deux
schémas différents, Bottom —up (du bas vers le haut) ou Top —down (du haut vers le bas). Le
principe d’'un stress-test Top-down est d’appliquer sur un ensemble d’institutions financieres
des scénarios, en utilisant les données agrégées de celles-ci, afin d’analyser leur résistance a des
scénarios catastrophes. Cette approche est dite aussi macro-prudentielle, elle est appliquée en
général par les banques centrales et les superviseurs sur les grandes institutions financieres. Il
en découle également une analyse de la stabilité financiére, en analysant les effets de contagion
susceptibles de transmettre une forte dégradation ou un éventuel défaut d'une institution.

Plusieurs modéles sont utilisés sur les réseaux financiers, afin de tenir en compte I'interdépen-
dance générée par les inter-expositions entre les banques. Celles-ci s'intéressent également a ce
genre d’approche, afin de s’assurer de leur résilience face au défaut d’'une banque a laquelle elles
sont reliées. Gouriéroux, C., Héam, J.C., et Monfort, A [137] utilisent un modeéle qui connecte les
bilans des banques d’'un réseau via les interexpositions, et les pourcentages de d’actifs détenus
croisés. Dans la méme optique, Amini, H., Cont R., and Minca, A [37] s’intéressent a la stabilité
des réseaux financiers face a un choc macroéconomique, ils analysent la taille des clusters de

défaut formés par des dépendances entre les bilans des différents membres du réseau.

Calibrage des scénarios de « stress »

\/
Simulations Simulations
des banques des superviseurs
(« bottom up ») (« top down »)
v
Impacts

sur variables
bancaires d'intérét

d :
4 \ 4
Impacts agrégés m_ Impacts agrégés
sur variables d'intérét g sur variables d'interét
| |
Vv v
Impact sur ratio ) _ Impact sur ratio
de solvabilité b I—— de solvabilité

FIGURE 1.2 — Les différences de structure entre les stress-tests bottom-up et top-down
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Les stress tests Bottom-up sont des approches beaucoup plus fines, qui peuvent atteindre
le niveau facilité en cas de disponibilité des données, et permettent a la banque de stresser ses
portefeuilles pour avoir une vision d’ensemble sur sa résilience en agrégeant ses résultats. Cette
approche est clairement plus précise qu'un stress-test Top-down, et donne une vision plus précise
sur les activités les plus vulnérables en cas d’une crise. En revanche, ’approche Bottom-up
nécessite beaucoup plus de données (données sur chaque facilité par client). De plus, elle génére
une grande complexité opérationnelle, quant a 'agrégation des scénarios, qui sont principalement
développés indépendamment les uns des autres sur chaque segment du portefeuille, et des résul-
tats qui provient de modeles différents. Bien que les stress-tests bottom-up et top-down soient
radicalement différents, ils constituent I'un pour I'autre un moyen de vérification et comparaison

des résultats comme le montre la figure 1.2.

Les superviseurs bancaires évaluent et mesurent régulierement les risques qui pésent sur
chaque banque. Cette activité essentielle est menée en Europe au titre du « processus de sur-
veillance et d’évaluation prudentielle » (Supervisory Review and Evaluation Process, SREP ?) qui
s’inscrit au pilier 2 de la réglementation Baloise. Le SREP fait la synthése des constats établis par
les autorités prudentielles au cours d’'une année et impose aux banques certaines améliorations.
Pour cette raison, des stress-tests sont mis en ceuvre afin de tester la conformité des banques
aux exigences réglementaires en terme de capital dans le cadre de 'ICAAP '°(Internal Capital
Adequacy Assessment Process), ainsi qu’aux exigences en terme de liquidité dans le cadre de
I'TLAAP ! (Internal liquidity Adequacy Assessment Process). Ce processus va encore plus loin en
examinant le modele d’activité, en d’autres termes, les superviseurs évaluent la soutenabilité
de la structure de chaque banque, en d’autres termes, la diversité de leurs activités. Ainsi, une
banque se concentrant sur les activités maritimes et pétrolieres serait trés vulnérable face & un
ralentissement des échanges commerciaux mondiaux ou a des préts risqués accordés aux chan-
tiers navals ou des compagnies pétroliéres. Le superviseur examine également la gouvernance et
la gestion des risques, en analysant la structure organisationnelle des banques, notamment leurs

organes de direction, et vérifient si leur gestion des risques est adéquate.

1.2.2 Plausibilité et choix des scénarios

La plausibilité des scénarios est une des bases d’'un stress-test réaliste et irréprochable. Les
guides de bonnes pratiques destinés aux régulateurs et aux institutions financieres indiquent
que le scénario considéré doit étre a la fois sévere et plausible (voir [142]). En cas d’'une modé-

lisation adéquate, un scénario plausible donnerait des résultats qui refletent la vraie capacité

9. Le concept de SREP a été introduit pour la premiere fois en 2004 avec les accords de Béle II définis par le
Comité de Bale sur le contrdle bancaire. Une mise a jour des régles a été mise en ceuvre dans I'Union européenne en
2006 et appliquée par les différentes autorités de surveillance nationales depuis lors.

10. Processus de contrdle de la solvabilité des banques sous bale III.
11. Processus de controle du ratio de liquidité LCR mis en place sous bale III.
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de résistance de la banque quelque soit sa sévérité. La plausibilité des scénarios est une notion
qui n’a pas de cadre théorique bien défini, car dans la littérature elle prend plusieurs formes
comme une probabilité, une entropie, ou parfois une distance d’'un espace de scénarios défini
de maniére géométrique. Les stress-tests dits de premiere génération reposent sur la donnée

t12 &4 qui on associe un risque, alors que les stress-tests dits de

d’un scénario comme un poin
deuxiéme génération utilisent un scénario probabiliste. Selon T.Breuer et I.Csiszar [6], les stress
tests de premiere génération qui se basaient sur approche ponctuelle, ne respectaient pas les
exigences requises par Béale II. En effet, Bale II exige que les scénarios doivent étre séveres et
plausibles, donc choisir un point ne donne aucune garantie sur la plausibilité du scénario d'un
point de vue quantitatif. Dans des travaux antérieurs, T.Breuer et Krenn [134] définissent les
scénarios comme étant des réalisations d’'une distribution elliptique, ce qui permet de borner
les possibilités des différentes composantes du scénario. Avoir un ensemble de scénarios borné
permet de calculer le maximum de la fonction des pertes qu’on lui associe, et de déterminer le
scénario dit worstcase ou catastrophique. Ils définissent la plausibilité du scénario comme étant
sa distance de Mahanalobis du scénario moyen, ce qui leur permet de trouver le worstcase en
maximisant la fonction de perte sous la contrainte d’'un niveau de plausibilité donné. T.Breuer et
I.Csiszar [6], définissent quant a eux le scénario comme une distribution dont la plausibilité est
mesurée via son entropie relative a une distribution de référence. Donc la recherche du worstcase
revient a la recherche de la distribution sous laquelle ’espérance de la perte est maximale, sous
contrainte d’'une entropie relative qui ne dépasse pas un certain niveau.

La plausibilité des scénarios et son lien avec Bale III comme étant une réglementation plus
contraignante est discutée dans les travaux de C.Schmieder, C.Puhr et M.Hasan [10]. Sur des
réglementations plus locales, comme discuté dans I’'article de la réserve fédérale [12], on s’'inté-
resse également a I'impact de la projection des scénarios et leur plausibilité. Une des difficultés
de simuler des scénarios extrémes réside dans leur rareté, M.Kalkbrener et N.Packham [7] et
M.Kalkbrener et N.Packham [8] s’intéressent aux queues de distributions des scénarios, ils four-
nissent une maniére de calculer les probabilités de pertes sous scénarios trés rares en utilisant

des méthodes asymptotiques.

1.2.3 Reverse stress tests

Contrairement aux stress-tests, un reverse stress test est un exercice qui permet de chercher
les scénarios qui produisent un niveau de perte donné. Un reverse stress test fait le chemin
inverse d’'un stress-test, d’'ou sa dénomination. Celui-ci fait partie des outils stratégiques de
pilotage et de gestion des risques de la banque en lien avec son business model. En effet, les
décisions du management d’'une banque peuvent parfois conduire vers des prises de risque, donc
en les considérant comme des scénarios stratégiques possibles, on peut via un reverse stress-test

savoir quelles sont les décisions a prendre ou a éviter. Bien que les reverse stress-tests sont des

12. On désigne par un point un vecteur de valeurs de facteurs macroéconomiques.
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exercices séparés des stress-tests, ils restent complémentaires dans la mesure ou ils apportent
des réponses sur les scénarios plausibles et séveres qui générent un certain niveau de risque.
Le reverse stress test trouve tout son intérét dans la possibilité qu’il offre aux banques et aux
régulateurs de confirmer ou redéfinir les scénarios adverses. En outre, les régulateurs demandent
aux banques de justifier la sévérité des scénarios des stress tests internes, ce qui pourrait étre

I'une des utilisations des reverses stress tests.

Le régulateur anglais FSA (Financial Services Authority) exige que les grandes banques
anglaises utilisent les résultats des reverses stress-tests comme étant un outil de pilotage et
de prise de décision complémentaire aux stress-tests (voir [86]). Il considére également que
I'utilisation de cet outil pour piloter les stratégies et définir les business models comme partie
intégrante du processus de gouvernance et par suite un facteur important des exigences qualita-
tives requises. Il existe peu d’approches pour faire des reverse stress-tests, P. Grundke [77, 79, 80]
propose un processus de reverse stress-test par étapes : la premiére étape consiste a résoudre
un probleme d’inversion d'un modeéle a facteur afin de calculer des scénarios macroéconomiques
et leurs probabilités de réalisation. La deuxiéme étape est une sélection des scénarios les plus
probables, la troisiéme est une application de ’ACP (Analyse de composantes principales) afin
de réduire la dimension des facteurs macroéconomiques et finalement I'estimation du risque
de modele associé a cette approche. Toujours dans I'optique des scénarios macroéconomique, .
Skoglund et W.Chen [81] utilisent la théorie de I'information, notamment I’entropie de Kullback,
pour extraire des facteurs macroéconomiques ceux qui expliquent un niveau de perte donné. Une
autre approche de A.Abdymomunov, S.Blei et B.Ergashev [83], cherche le scénario qui produit
le maximum de pertes sous des contraintes de plausibilité. Ces contraintes de plausibilité sont

définies comme la fréquence d’occurrence des scénarios.

1.2.4 Prise de décision et effets de second ordre

Liévolution de la réglementation ces derniéres années a donné aux stress-tests une importance
majeure dans le secteur bancaire. En effet, réussir les stress-tests réglementaires sur les plans
qualitatifs et quantitatifs est devenu indispensable pour les banques afin d’éviter les pénalités
imposées par le superviseur. Ces pénalités peuvent prendre la forme d’'un surplus de RWA,
des restrictions sur des décisions internes comme la distribution des dividendes, le payout aux
actionnaires et les rémunérations. Ce qui a un impact profond sur la banque dans son ensemble,
car cela peut parfois agir sur les parts variables des salaires des employés. Par conséquent, le "top
management” des banques a commencé a s’'intéresser sérieusement aux contraintes qualitatives
des stress-tests qui étaient encore considérées il y a quelques années comme résiduelles.
L'impact d’'un scénario constitue un output trés important, mais son interprétation et ce qui en
résulte au niveau décisionnel sont aussi au méme niveau d’importance, et ils sont regardés de pres

par le superviseur. Les décisions prises varient entre vente d’actions, réduction d’activité, arrét

18



CHAPITRE 1. RISQUE DE CREDIT, STRESS TEST ET PROBLEMATIQUES DE LA THESE

d’activité..., selon la sévérité d'un scénario, celle de son impact et des contraintes réglementaires.
Aux Etats-Unis, CCAR '? constitue aujourd’hui une contrainte trés pesante sur les banques, dés
son entrée en vigueur des banques ont renoncé a certaines activités. En d’autre termes, apres
avoir testé un scénario tres adverse, ces banques en sont arrivés a la conclusion qu’il fallait
beaucoup plus de capital pour se couvrir. Par conséquent, ils renoncent aux activités sur lesquels
les stress tests indiquent un besoin considérable de capital (voir [76] pour plus de détails).

Les décisions prises par les banques (vente d’actifs, arrét d'une activité,...) ont souvent un effet
de second ordre, qu'on appelle aussi en anglais feedback —ef fect ou knock —on. En général,
Ieffet de second ordre ne peut s’expliquer que par les répercutions d’'une décision. En effet, un
effet de second ordre ne provient pas nécessairement d’'une décision prise dans la banque, mais
peut étre également un effet de propagation du risque par effet de contagion. Un des cas les plus
concrets d’un effet de second ordre est celui d'une banque qui veut acheter des options pour se
couvrir d'un risque imminent, sauf que le risque a été percu par d’autres banques qui veulent
se couvrir de la méme maniere. Cela entraine une hausse du prix de l'option, et la banque se
retrouve face a une perte supplémentaire causée par la hausse des prix, qui est une conséquence
d’un scénario de détérioration. Toutefois, cet effet de second ordre n’est pas la conséquence d'une
décision faite par la banque, mais une combinaison de décisions des banques suite a un choix
économique. Donc il est extrémement compliqué de comprendre les retombées d’'une situation de
stress, notamment quand elle implique plusieurs acteurs de marché. Les effets de second ordre
résultants d’'une décision de la banque suite a des résultats de stress-tests sont également tres

difficiles a prédire. Ce qui explique la littérature inexistante sur ce sujet.

1.3 Les stress tests en Europe et aux Etats unis

1.3.1 Evolution des stress tests apres la crise des subprimes

En 2004, la comité de Bale a mis en place les accords de Béle II afin d’améliorer et complé-
ter celles de Bale I, qui n’a pas pu empécher des crises entre 1995 et 1998 (Crise mexicaine,
crise asiatique, faillite LTCM). Le pilier 2 des accords de Bale II exige une supervision avec
des échanges réguliers entre les banques et le superviseur, cela se matérialise notamment par
des tests de résistance qui défient les banques sur plusieurs niveaux faces a des scénarios de
crise. Les stress-tests effectués avant la crise des subprimes en 2008 n’avaient pas décelé la
gravité de la crise bancaire imminente dont les premiers signes ont été remarqués par trés peu
d’institutions financiéres qui s’intéressaient aux crédits immobiliers. Les notes tres favorables
fournies par les agences de notation, et les risques insensés pris par les banques faute des faibles
exigences en capital de Bale I ont amplifié les retombées de cette crise. Apres le choc lié a la

faillite de la banque Lehmann Brothers en septembre 2008, un test de résistance a grande échelle

13. Comprehensive Capital Analysis and Review est un dispositif mis en place par la FED afin d’assurer la
supervisions des grandes banques et institutions financiéres.
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a été effectué, dont les résultats sont publiés en mai 2009, aux Etats-Unis par le Gouvernement
et la Banque Centrale des Etats-Unis (la FED), afin d’apaiser les investisseurs et rassurer les
actionnaires, ce qui a donné une importance jamais connue auparavant aux stress-tests bancaires.
Ce stress test a été opéré sur les 19 banques les plus importantes, 9 de ces banques soumises
a l'exercice sont apparues suffisamment capitalisées. Les autorités ont exigé aux 10 banques
sous capitalisées de se couvrir a hauteur de 75 milliards de dollars pour 'ensemble d’entre elles.
Des critiques ont été portées notamment sur I'insuffisante sévérité des scénarios appliqués et
des enchainements retenus dans le scénario adverse. Les grandes banques américaines testées
ont pu, dans une certaine mesure, négocier leurs résultats avec les autorités, néanmoins la
transparence donnée a ces résultats ont cependant eu des effets positifs. Ils ont également aidé a
dissiper la méfiance généralisée des banques sur leur état de santé et a redonner vie au marché

interbancaire des préts indispensables au fonctionnement normal d’un systéme bancaire.

En 2010, un test de résistance a été réalisé en Europe afin d’apaiser les inquiétudes liées a la
crise et a la santé du systéme bancaire. Il a étudié la capacité de résistance de 91 grandes banques
européennes a deux scénarios négatifs. L'un correspond & une détérioration de I'’économie pendant
deux années consécutives, et I'autre incluant en plus un choc sur une dette souveraine. Quatre
banques frangaises ont été testées : BNP Paribas, Crédit agricole, BPCE et Société Générale. Les
résultats ont été publiés en juillet 2010, et ils étaient positifs pour les banques francaises testées.
Au niveau européen, sept établissements se sont révélés défaillants et trois n’ont supporté les
chocs que de justesse, toutefois, ce test a été critiqué pour son "indulgence" au niveau de la sévé-
rité des scénarios. De plus, il n’a pas apporté plus d’information que les notes attribuées par les
agences de notation, puisque la fragilité des sept banques ayant échoué au stress test était connue.
Ce résultat ne concernait pas les investisseurs et n’a donc pas eu l'effet rassurant escompté. En
outre, en juillet 2010, plusieurs banques ayant passé les tests avec succes ont ensuite connu de
graves difficultés, notamment les banques irlandaises qui ont di étre recapitalisées par I'Etat.
Ce qui a eu de graves répercutions sur le déficit public irlandais qui est passé de 14 % du PIB en

2009 a 32 % en 2010, en entrainant un rebond de la crise de la dette souveraine dans la zone Euro.

Malgré les résultats décevants des stress tests de 2010, les dirigeants européens se sont
mis d’accord sur le lancement d’'une nouvelle série de stress-tests en 2011 sous le controle de
la nouvelle Autorité Bancaire Européenne EBA en place depuis le ler janvier 2011. Pour se
constituer une crédibilité et justifier sont utilité, 'EBA a durci les contraintes réglementaires.
Le test a été fondé sur des hypotheses plus pessimistes quant a la conjoncture économique.
Les hypotheses retenues prévoyaient une baisse de 0,4 % du produit intérieur brut (PIB) de
la zone euro pour 2011 et 0 % en 2012, une chute de 15 % des Bourses européennes, un taux
de chomage moyen supérieur a 10 %; et des ratios de solvabilité plus stricts étaient exigés.

Les banques ont également da détailler, pour la premiere fois, leur exposition au risque dit
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"souverain", c’est-a-dire les montants de dette publique de pays en difficulté qu’elles ont accumulé.
Toutefois, celles-ci ont refusé de tester I'hypothése de défaillance d’'un Etat souverain, estimant
que cette hypotheése n’était pas plausible. Résultat, les quatre principales banques francgaises
(BNPP, Société Générale, BPCE et Crédit Agricole) ont passé 'examen avec succes, alors que 8
banques européennes ont échoué. Il s’agit de cinq banques espagnoles, de deux banques grecques
et d’'une banque autrichienne. Pour étre sécurisées, elles ont dii rapidement augmenter leurs
fonds propres (a hauteur de 2,5 milliards d’euros). A cela s’ajoute le cas litigieux de la banque
allemande régionale de Hesse-Thuringe (Helaba) qui a refusé que I'on publie ses résultats, apres
avoir contesté la méthodologie de '’EBA. En outre, 16 banques n’ont réussi 'examen que de
justesse, par conséquent elles devaient également annoncer des mesures de redressement. La
Gréce (2 banques en échec et 2 banques fragiles sur 6 testées), qui n’arrive plus a financer sa
dette publique aupres des investisseurs privés, a da trouver des ressources supplémentaires
pour réaliser cette consolidation bancaire. Le systéme bancaire espagnol (12 banques en échec
ou fragiles sur 25 testées) apparait également encore loin d’étre totalement assaini. Par contre,
le test a été positif pour les banques de I'Italie, du Portugal et de I'Irlande, et d’autres pays

actuellement au ceeur de la crise de la dette publique européenne.

Dans la méme période (2010), la FED n’a pas opté pour un stress-test, mais ce n’était pour
les banques qu’une question de temps avant 'entrée en vigueur de la grande réforme annoncée
par le président Obama, pour promouvoir la stabilité financiere des Etats-Unis, en améliorant la
"responsabilisation” et la transparence dans le systéme financier. Ainsi mettre fin au TBTF 4,
pour protéger le contribuable américain en mettant aussi fin aux sauvetages financiers (ending
bailouts), pour protéger le consommateur des pratiques de services financiers abusifs. Cette
réforme est appelée DFA 19, et vise & grandement contraindre les grandes banques américaines
dites BHC 6. En effet, le DFA exige beaucoup plus que la réglementation qui 'a précédé au
niveau du capital (regle Volcker : seulement 3% de leurs fonds propres dans 'investissement
du capital et les hedge funds) avec plus de contréle et d’interrogation par la FED, ainsi que
Iinstauration de stress-tests annuels dits DFAST 7. Les banques étaient dans une période de
préparation a ces stress-tests, en adoptant une stratégie de recapitalisation et de restructuration
de leurs processus internes qui seront testés sous CCAR '® qui était en préparation pour une

éventuelle entrée en vigueur en 2011. Lobjectif de celui-ci est de sonder la politique interne, et

14. Too Big To Fail : C’est un concept économique qui décrit la situation d'une banque ou toute autre institution
financiére dont la faillite aurait des conséquences systémiques désastreuses sur ’économie et qui par conséquent se
retrouve renflouée par les pouvoirs publics des lors que ce risque de faillite est avéré.

15. Dodd-Frank Act ou Dodd—Frank Wall Street Reform and Consumer Protection Act, est une loi du Congres des
Etats-Unis adoptée en 2010. Elle est le principal volet législatif de la réforme du marché financier engagée durant
la présidence de Barack Obama a la suite de la crise des subprimes et la crise financiére et économique qui s’en est
ensuivie.

16. Bank Holding Company : banques a plus de 10 milliards de dollars d’actifs

17. Dodd-Frank Act Stress Tests

18. Comprehensive Capital Analysis and Review : C’est une réglementation mise en place par la réserve fédérale
US afin de réglementer, mesurer et superviser les grandes banques et les institutions financiéres.
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le business plan des BHC a plus de 50 milliards de dollars d’actifs sous des scénarios de stress
qualitatifs définis par la FED. Les banques doivent répondre aux exigences de CCAR en envoyant
les résultats des stress-tests appliqués sous les scénarios élaborés par la FED. Les banques qui
ont entre 10 et 50 milliards d’actifs sont soumis seulement au DFAST, au dela de ce seuil, il faut
répondre a la fois au CCAR et au DFAST.

En 2011 et 2013, les grands établissements financiers européens et américains ont été soumis
a un nouveau stress-test avec des résultats plus satisfaisants en moyenne, a 'exception de
certaines banques espagnoles et grecques. De son coté la FED a mené un nouveau stress test
(sous DFAST et CCAR) sur les 18 plus grandes banques américaines. Ces banques représentent
a elles seules plus de 70 % des actifs bancaires du pays. La banque centrale américaine a choisi
des conditions extrémes pour mieux tester ces banques : taux de chomage de 12 %, chute des
actions de 50 % et recul du PIB de 5 %. Lobjectif principal est d’analyser le ratio de fonds propres
durs, c’est-a-dire le rapport entre les fonds propres de la banque et ses engagements pondérés
des risques ( de crédits, de marché et opérationnel), qui doit étre supérieur a 5 %. Il en résulte
que sur les 18 banques testées, seule une a échoué. Il s’agit de Ally Financial qui était en cours
de restructuration sous la tutelle de ’Etat américain. Les autres banques obtiennent un ratio de

fonds propres largement supérieur a 5 %, donc supérieur au ratio observé a la fin de 'année 2008.

Dans le cadre de la préparation a la mise en place de 'Union bancaire européenne, la BCE
a procédé entre mars et octobre 2014 a une revue de la qualité des actifs ainsi qu’a un stress-
test des quelques 130 plus grandes banques européennes qui passeront sous sa supervision
directe a partir du 4 novembre 2014. Lobjectif de cet exercice, qui portait sur la situation de
ces établissements de crédit au 31 décembre 2013, était de procéder a un examen détaillé a
Pensemble des banques visées afin de s’assurer qu’aucune d’entre elles ne recelait d’actifs de
mauvaise qualité, qui auraient pu étre dissimulés. Au cas d'une forte dégradation de la situation
économique dans la zone euro, leurs fonds propres seraient suffisants pour leur permettre de
supporter les pertes qui en résulteraient. Les superviseurs ont ainsi vérifié que les banques
parviendraient a maintenir un niveau de fonds propres durs minimum de 5,5% du montant de
leurs actifs pondérés des risques en cas de crise économique. Les banques ont été testées sur
deux scénarios, dont le premier est : deux années de récession dans ’'Union européenne (—0,7%
en 2014 et —1,5% en 2015), et le deuxiéme scénario consiste a une année de stagnation (+0,1%).
Dans cette vision pessimiste, le taux de chomage atteindrait 13% en 2016, contre 10,1% dans
le scénario baseline, et les prix de I'immobilier baisserait en moyenne de 21,2%. L'Europe se
trouverait en 2016 aux portes de la déflation, avec un indice des prix passant de +1,1% en 2014
a 0% en 2016. Dans ce scénario catastrophique, les banques doivent affronter une hausse des
taux obligataires souverains et privés, qui les contraindrait a faire de lourdes provisions pour
dépréciation d’actifs financiers. En outre, il y aura une forte détérioration de la qualité du crédit,

et une hausse des cotits de refinancement.
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Les résultats des stress-tests ont révélé que 25 des 130 établissements de crédit européens
n’avaient pas suffisamment de fonds propres pour répondre aux exigences prédéfinis par la
BCE. Toutefois, 'analyse a été faite a la date du 31/12/2013. 12 banques concernées avaient
procédé entre temps a une augmentation de capital pour environ 15 milliards d’euros au total. Il
ne restait donc plus que 13 établissements européens pour lesquels des recapitalisations sont
nécessaires pour environ 10 milliards d’euros. Les banques italiennes se sont particulierement
distinguées lors de ces stress-tests : sur les 25 ayant échoué a la date du 31/12/2013, 9 sont
italiennes et sur les 13 restantes apres les opérations de recapitalisation intervenues en 2014, on
en dénombre encore 4 (Monte Paschi di Siena, Banca Carige, Banca Popolare di Milano et Banca
Popolare di Vicenza). Avec un ratio de fonds propres durs de 11,5 % a fin 2013 dans le cadre du
scénario baseline et de 9% dans celui du scénario adverse, les banques francaises ont quant a
elles réalisé presque un sans faute. Seule la Caisse de Refinancement de I’'Habitat, établissement
de crédit refinancant des préts bancaires au logement, affichait un manque de fonds propres de
124 millions d’euros. Mais, ayant procédé en 2014 a4 une augmentation du capital de 250 millions
d’euros, elle respecte désormais les normes exigées.

L'année 2014 a également été 'année de la publication de la nouvelle norme comptable
IFRS9 ' qui remplacera progressivement la norme IAS39 2% pour une implémentation compléte
en 2018. Cette norme est vue comme une approche logique et unique pour la classification et
I’évaluation des actifs financiers qui reflete le modele économique dans lequel ils sont gérés, ainsi
que leurs flux de trésorerie contractuels. Celle-ci differe principalement de IAS39 par I'intégration
d’'un nouveau modele de dépréciation des actifs financiers. En effet, IAS39 se basait sur une
évaluation a juste valeur des actifs financiers, ce qui a été un facteur accélérateur de la crise
de 2008 d’apres le rapport [87] (daté du 13 octobre 2009) envoyé au ministre de I’économie, d’ou
I'intervention du G20 pour demander une réforme de la régle IAS39. Lientrée en vigueur de cette
nouvelle norme a mené plusieurs banques a commencer son implémentation dés 'année 2015.
Des stress-tests ont été développés également dans ce cadre, afin de comprendre les impacts de
cette norme, sous des scénarios de crise, sur le bilan de la banque. I'année 2015 a été une année
de répit pour les banques européennes. Les banques européennes n’ont pas été soumises a des
stress-tests, les prochains n’étant prévus qu’en 2016. Lannée 2015 a été aussi une année de gloire
pour les grandes banques américaines qui ont toutes réussi les stress-tests effectués par la FED.
Dans le pire scénario retenu - 383 milliards de dollars de pertes de crédits et chomage a 10% - le
ratio CET1 des 34 banques testées tomberait de 12,5% a 9,2%, malgré cela les banques ont été

jugées suffisamment capitalisées pour absorber ce choc.

19. International Financial Reporting Standards 9 : C’est un ensemble de normes comptables qui présente un
modele logique de classement des actifs financiers, fondé sur les caractéristiques des flux de trésorerie et le modele
économique dans lequel l'actif est détenu.

20. International Accounting Standard 39 : Elle traite de la comptabilisation et de I’évaluation des instruments
financiers, et elle est entrée en application le ler janvier 2001
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En 2016, 33 banques américaines dont 8 sont des filiales étrangeres ont été soumises a un
stress-test. L'exercice de Stress Test a débuté le ler janvier 2016 et les résultats ont été publiés
fin juin 2016. Les projections sont réalisées selon 3 scénarios — baseline, adverse et fortement
adverse - sur 9 trimestres, entre le Q4 2015 et le Q1 2018. Les pires scénarios se résument dans

le tableau 1.3.1 ci-dessous :

Table.1
Ce tableau montre en détail les hypothéses faites pour la construction des scénarios adverses et extrémes.
Source [3]
PIB Chémage Inflation Actions Taux d’intérét
Adverse -2,8% en Q2 | Pic a 7,5% en | Déflation de | Baisse de 5000 | Taux court
2016 puis re- | 2017 puis baisse | —0,9% en 2016 | pts du Down | terme nuls sur
montée puis retour de | Jonesen 2017 toute la période
I'inflation
Fortement ad- | -7,5% en Q2 | Pic a 10%, en | Inflation crois- | Baisse de 10 000 | Taux court
verse 2016 puis re- | 2017 puis baisse | sante pts du Down | terme négatifs
montée Jones en 2017 sur toute la
période

Résultats : toutes les banques ont réussi le test quantitatif, hormis les filiales de Santander
et Deutsche Bank qui échouent, avec un avis sous réserve pour Morgan Stanley.

En Europe, la BCE et ’EBA ont mis en place un stress-test des banques européennes en Q1
2016. 51 banques européennes (dont 6 groupes francais), représentant pres de 70% des actifs du
secteur bancaire européen, ont pris part a I’exercice de stress-test EBA [4]. Par ailleurs, dans le
cadre MSU 2!, 1a BCE a mené en paralléle son propre exercice de stress-test, sur une soixantaine
d’institutions significatives de la zone Euro, sur la base d'une méthodologie identique a celle
de 'EBA. Les résultats du stress test ont été utilisés par le MSU dans I’exercice SREP 2016 de
détermination des surcharges éventuelles en capital.

LEBA a opté pour deux scénarios de 3 ans (2016-2018), un scénario baseline et un scénario

adverse dont les hypothése sont représentés dans le tableau ci-dessous :

Table.2

Ce tableau montre en détail les hypotheses faites pour la construction du scénario adverse. Source [4]

21. Mécanisme de Supervision Unique : systéme de supervision bancaire européen. Il est composé de la BCE et
des autorités nationales de supervision des pays participants, dont les objectifs sont : d’assurer la sauvegarde et la
solidité du systeme bancaire européen, renforcer I'intégration et la stabilité financieres et garantir la cohérence de la
supervision bancaire
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Facteurs(en %) 2016 2017 2018
Inflation -0.5 0.5 1
Croissance -0.6 -1.1 0.6
Chémage 10.5 10.6 11.1
Immobilier résidentiel -8.7 -4.3 -1.5
Immobilier commercial -1.7 -4.4 -3.9
Souverain 10 ans 1.6 2 2
Euribor 3 Mois 0.3 0.3 0.1

Les dispositions transitoires de Bale III dans certains pays ont amplifié I'impact des stress-
tests, puisque la fin de la période transitoire coincide avec I’horizon des stress tests (2016-2018).
On observe que la qualité et le niveau des fonds propres ont progressé, ce qui constitue un indica-
teur clair d’'une plus forte stabilité et d'une meilleure résilience du systéme bancaire européen
comparé a 2014.

Pour la France, le scénario adverse conduit a une baisse de 316 bps de capital CET1 a horizon
2018. Malgré un écart qui s’accroit, les résultats des banques francaises confirment la qualité de

leurs actifs et leur capacité de résistance a des chocs séveres.

1.3.2 Comparaison entre les approches européennes et américaines

L'EBA conduit un stress-test pour mesurer la résistance des grandes banques européennes
sous 2 scénarios, un scénario baseline et un autre adverse. Comme présenté dans la section 2
(voir tableau 1.3.1), nous avons un seul scénario adverse en plus du baseline. Contrairement a
IEBA, la FED utilise 3 scénarios, un baseline, un adverse et un scénario extréme, visant a donner
plus de crédibilité au stress-tests américains, et a fortiori, aux banques américaines qui doivent
étre capables d’absorber des chocs largement plus violents que ceux testés par ’'EBA ou la BCE,
mais dans les faits les stress-tests américains sont parfois vu comme étant moins transparents
que leurs homologues européens. La figure 1.3 ci-dessous montre la différence entre les chocs

macroéconomiques exercés par la BCE et la FED.
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FIGURE 1.3 — Les différences de sévérité entre les scénarios US et UE des stress-tests de 2016

On remarque que les chocs macroéconomiques américains sont 2 a 3 fois plus violents que
ceux européens.
En Europe, la banque d’Angleterre (BOE : Bank Of England), dont 1a PRA (Prudential Regulatory
Autority) fait partie, fait exception au niveau du choix des scénarios autant qu’en réglementation.

La BOE utilise 3 types de scénarios, Baseline, annuel cyclique (ACS), bisannuel exploration (BES).

Le scénario annuel cyclique (ACS) représente non pas une projection, mais plutdt un risque
issu de la queue de distribution, ce qui implique qu’il est plausible et suffisamment sévere pour
mesurer la résistance du systéme bancaire anglais (d’apres le rapport officiel de la BOE sur le
stress-test de 2017 [17]). Par exemple une récession (-4.7% sur le UK GDP), une hausse des taux
d’intéréts ou une chute de 'immobilier, ces scénarios sont économiques et sur un horizon d’un an.
L'un des objectifs de ’ACS est de mesurer le niveau de capitalisation des banques afin de jauger

leur capacité a absorber des chocs macroéconomiques.
Le scénario bisannuel d’exploration (BES) est destiné a examiner les réponses de la banque
a des problématiques a long terme, qui pourrait porter sur des hypothéses de profitabilité, de

compétitivité ou méme une faible croissance sur un horizon de 5 ans.

En Suisse, la SNB (Swiss National Bank) utilise 4 scénarios adverses en plus du scénario
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baseline pour faire des stress-tests. Le scénario baseline stipule une vision optimiste sur I’écono-
mie de la suisse et de la zone euro. Le premier scénario adverse est de nature macroéconomique,
et suppose généralement une récession, une augmentation de la dette de la zone euro, ...; le
second scénario adverse se positionne en situation de crise de I'ordre de la crise de 1990. Le
troisiéme scénario est scénario de contagion dans lequel on suppose que les Etats-Unis rentre en
profonde récession, avec une transmission aux pays européens. Le quatriéme scénario est fait
pour analyser I'impact d’'une renormalisation de la politique globale du systeme monétaire.

La SNB adopte en 2016 une nouvelle approche dite building — blocks, qui remplace 'approche
classique Top — down pour ses nombreux inconvénients. Le principe de cette approche est de dé-
composer le portefeuille en blocs de business/type de risque, sur lesquels on applique des modeles
qui leurs sont adaptés. Pour finir avec une agrégation des résultats obtenues sur chaque bloc. Un
traitement différent est réservé aux G-SIBs ?? selon la nouvelle réglementation TBTF1/2 %% afin

de prendre en compte la taille, I'importance économique et stratégique de ces banques.

Table.3

Différences entre les stress-tests Européens et Américains

22. Les (G-SIBs) ou global systemically important banks, est une liste de grande banques pour lesquels les 3% de
capital minimal réglementaire en Bale III est estimé pas assez conservateur par la comité de Bale en 2013 (voir [18]),
et qui seront traités autrement que les banques normale via une réglementation dédiée, vu que leur dégradation
perturbe le systéme bancaire en entier.

23. TBTF'1 désigne la réglementation too big to fail initialement adoptée en 2012 pour une phase de transition
qui devait durer jusqu’a fin 2018. TBTF'1 est restée en vigueur jusqu’a fin juin 2016 pour céder sa place a TBTF2 qui
prendra effet jusqu’a fin 2019.
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Scénarios Processus Exigences
FED 3 scénarios : Baseline, Adverse,
Extréme. o La FED lance ses propres simula- « Bilan statique.
tions pour les pertes, le revenue o Les projections de pertes n’in-
net,. le bilan, RWA et le niveau de tégrent pas les effets spécifiques
capital. de chaque banque.

* Les projections de perte§ win- e Les projections du revenue net
tegrent pas les effets spécifiques est basé sur une approche top-
de chaque banque. down qui n’est pas assez granu-

e Les projections du revenue net laire.
est basé sur une approche top- « Lapproche avancée pour RWA
dqwn qui n'est pas assez granu- n'est pas autorisée (approche
laire. standard).

e Lapproche avancée pour RWA
n’est pas autorisée (approche
standard).

EBA 2 scénarios : Baseline et Adverse.

o Développer des méthodologies ap- o Floor de capital non définit.
pliquées par toutes les banques. ¢ Loutput des stress-tests doit &tre

¢ Les banques projettent leur reve- I'input de I'évaluation du proces-
nues nets. sus ainsi que pour la revue du su-

« Estimation I'impact des scénarios perviseur.
sur TRWA. ¢ CET1 a 5.5% minimum

BOE 3 scénarios : Baseline, Adverse
annuel cyclique et Adverse bisan- o Développer des méthodologies ap- ¢ Bilan dynamique.
nuel d’exploration. pliquées par toutes les banques. e CET1 & 4.5% minimum.

o Les banques projettent leur reve-
nues nets.

o Estimation 'impact des scénarios
sur 'RWA.

SNB 5 sénarios : Baseline, 4 adverses

dont 2 sont extrémes.

e Considération des actifs domes-
tiques seulement pour les 2 plus
grandes banques.

o Estimation 'impact des scénarios
sur le CETT/RWA.

« Bilan statique.

e CET1 a 7% minimum.
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1.4 Monotonie des matrices de transition

1.4.1 Problématique

La monotonie des matrices de transition est un ensemble de contraintes que les matrices
estimées doivent vérifier pour qu’elles soient classifiantes du risque. On entend par classifiantes
le fait qu’elles attribuent un niveau de risque décroissant par rapport a la qualité de la note, ce
qui veut que si i est une note plus risquée que j, alors la probabilité de dégradation a partir de i
est supérieure a celle de j. Soit P une matrice de transition de taille N x N, alors on dit qu’elle

est monotone si et seulement si pour tout i, tel que i <N on a

Z Dir= Z Dit+1k
k=j k=j

Autrement dit, la probabilité de se dégrader a partir de la note i vers une note en dessous de j est
inférieure de celle a partir de i + 1. En particulier, pour j = N, on a une croissance des probabilités
de défaut en partant de la meilleur note vers le défaut.

Les matrices estimées sur les historiques de notation ne sont jamais monotones en pratique,
car ces matrices traduisent ce qui a été uniquement observé. En effet, les politiques de notation
des banques ou des agences de notation reposent sur des critéres qualitatifs et des jugements
d’experts qui ne sont pas forcément efficients dans la classification du risque. Donc des notes
favorables sont alors attribuées a des firmes dont le niveau du risque réel est bien plus important,
donc quand des difficultés financieres de ces firmes font surface, on leur attribue des notes plus
basses ce qui se traduit par une grande mobilité sur les données. Par conséquent, les inégalités
de monotonie ci-dessus ne sont pas toutes vérifiées, encore moins dans les périodes de crise ou on
observe des défauts de firmes ayant de trés bonnes notes. En outre, la fréquence de revue des
notes pour certaines politiques n’est pas suffisante pour une mise a jour réguliére de 'appré-
ciation du risque, et ainsi des transitions de notes a longueurs modérées. Les notes attribuées
par les agences de notation sont souvent un sujet de débat pour 'ambiguité qui entoure les
politiques auxquelles elles obéissent. En effet, les agences sont censées attribuer des notes a
des firmes qui paient pour ce service d’'une part, et qui peuvent aller vers un concurrent qui
donne des notes plus favorables d’autre part. Cela alimente des hypothéses de conflit d’intéréts.
Les banques de leur coté ont plusieurs politiques internes qui correspondent a des portefeuilles
de crédit différents. Certaines politiques sont plus conservatrices que d’autres en fonction de
la réglementation, du secteur d’activité et de la nature du business. Cela produit une grande
variabilité dans les notes historiques de la banque, qu’on utilise de maniére agrégées afin d’avoir
suffisamment de données pour faire des estimations de matrices de transition. Ces matrices sont
utilisées pour effectuer des stress-tests et des projections, notamment via des matrices TTC ou
inconditionnelles positionnées dans le cycle macroéconomique via les méthodes citées 1.1.4.2.
Pour avoir une vision réaliste du risque, les banques essaient d’estimer des matrices de transition

TTC monotones avant passage au pointed in time PIT. La littérature sur ce sujet est assez pauvre,
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et tres peu d’articles abordent cette problématique en risque de crédit. D. Tasche [118, 1 s’est
intéressé a I'estimation des probabilités de défaut sous contrainte de monotonie, en proposant
une méthode dite Quasi Moment Matching qui utilise une transformation logistique d’un esti-
mateur. Dans le cadre de I’étude des matrices de transition sur des petites périodes, Moody’s
Analatics [127] propose une méthode qui calcule ces matrices via la résolution d'un probléeme
d’optimisation sous contraintes de monotonie. Comme nous allons le voir dans le chapitre 2, la
monotonie de la matrice de transition est équivalente a celle de son générateur infinitésimal
dans un sens similaire a celui des matrices de transition. Lapproche qui consiste a contraindre
un probléme d’optimisation est utilisée également par A.Kreinin et al [124] pour chercher un
générateur monotone qui induit une matrice de transition proche d'une matrice donnée. Celle-ci
est reprise dans des travaux plus récents par M.Hughes et al [126] cette fois sous des contraintes

de monotonie de la matrice de transition.

1.4.2 Contributions du chapitre 2 :

Dans le chapitre 2, on aborde cette problématique de monotonie d’'un point de vue géométrique
qui ne differe pas beaucoup des méthodes citées ci-dessus. Nous démontrons qu’il existe une
matrice monotone unique qui approche une matrice empirique donnée en exploitant la convexité
et la compacité de 'ensemble des matrices monotones, et on définit cette matrice optimale comme
la projection orthogonale de la matrice empirique sur celui-ci. Nous transportons ce concept aux
générateurs en définissant la projection orthogonale monotone d'un générateur empirique. On
dérive de ce formalisme une notion de défaut de monotonie qui représente la distance entre la ma-
trice empirique et sa projetée, et on calcule cette quantité sur une trajectoire de matrices estimées
sur les données d’'une grande banque européenne via les trois estimateurs définis précédemment.
On en déduit qu’en période de crise, tous les estimateurs produisent des matrices loin de la
monotonie dans le sens de la distance que nous venons de définir. En outre, on voit clairement
que 'estimateur via le modéle Markovien a temps continu homogéne présente moins de défaut de
monotonie par rapport aux autres. On applique ensuite la technique de projection du générateur,
que 'on compare avec la méthode de projection de la matrice en terme de défaut de monotonie,
et on trouve qu’elles produisent presque les méme matrices, a la différence que la projection
du générateur fournit des matrices de transition strictement monotones apres application de
Iexponentielle. On utilise alors cette approche pour comparer deux politiques de notation avec
deux niveaux de conservatisme assez différents. On trouve que la politique conservatrice produit
des matrices avec beaucoup moins de défaut de monotonie que celle qui ne I'est pas. On en déduit
que le défaut de monotonie permet de jauger le niveau d’erreur de notation commis par une
politique de notation.

Afin de mieux quantifier cette erreur de monotonie, on introduit la notion de profondeur de

monotonie qui permet d’approcher une matrice empirique par une matrice partiellement mono-
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tone, dans le sens ou elle respecte certaines inégalités de monotonie. En comparant le défaut de
monotonie sur une trajectoire de matrices estimées via des intensités, on trouve que les erreurs
de notations sont concentrées dans les bonnes notes. Autrement dit, les politiques de notation
en vigueur attribuent des notes assez hautes a des firmes dont le niveau de risque réel mérite
une note plus basse. On démontre finalement que le positionnement dans le cycle d'une matrice
TTC via le modele décrit dans 1.1.4.2 est une transformation qui conserve la monotonie. Par
conséquent, l'utilisation d'une matrice TTC monotone produit des matrices PIT dont la monotonie

est garantie.

1.5 Interdépendance et contagion

1.5.1 Problématique

En risque de crédit, I'interdépendance constitue une partie importante et non encore bien

maitrisée de la mesure du risque. La contagion est un mécanisme de transmission du risque d'un
pays, une banque ou d’'une compagnie vers une autre, via les liens capitalistiques, macroécono-
miques ou microéconomiques qui les unissent par leur interdépendance.
La crise de 2008 été révélatrice de 'ampleur de la contagion, des défauts en cascade de groupes
d’affaires ou de sociétés liées économiquement ont été constatés. En effet, S.R.Das, D.Dulffie,
N.Kapadia et L.Saita, [29] ou S.Azizpour et K.Giesecke [30] ménent des études empiriques qui
démontrent que I’hypothése selon laquelle les défauts observés sont indépendants condition-
nellement a la position dans le cycle est rejetée. Cela a fait réagir les banques centrales et les
superviseurs, qui ont commencé a insister sur ’analyse et la modélisation des dépendances entre
les clients d’'un portefeuille en risque de crédit. Aujourd’hui, en Europe 'EBA suit avec intérét
les progres réalisés en mesure du risque de contagion, et elle publie des Guidelines [24, 25] pour
aider les banques a mieux appréhender ce type de risque. UEBA propose une approche tres
conservatrice qui consiste a définir sous certaines conditions un groupe d’entités d’'un portefeuille
comme étant connectées et constituent ce qu’ils appellent un single risk. Cette dénomination
signifie que le risque de défaut d’'une des entités du groupe est le méme que celui d'un défaut
simultané de toutes les entités, ce qui implique de prendre comme exposition sur ce groupe la
somme de toutes les expositions; ce qui est trés cofiteux en capital.

La recherche en risque de contagion est de plus en plus grandissante, mais le premier cadre
théorique qui a connu une grande popularité est celui de M.Davis et V.Lo [26]. Il propose un
modele qui utilise des variables binaires de défaut Z;, pour i € {1,...,n} =V I’ensemble des entités,
qui valent 1 en cas de défaut de i et O sinon. Il introduit ensuite pour tout i,j €V tels que i #j

des variables de Bernoulli X;,Y;; indépendantes de paramétres p,q tels que

Z;=X; +(1-X)1-[[Q-X;Y;;))
i£j
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L'idée consiste a définir les variables X; comme intrinséques dans le sens ou X; = 1 signifie le
défaut de i, et X; = 0 signifie qu’elle ne I'est pas, mais elle peut quand méme faire défaut par
infection ; ce qui se traduirait par Z; = 1. Les variables Y;; sont dites variables d’infection, et qui
sont définies par Y;; = 1 si le défaut de i affecterait j, et Y;; = 0 sinon. De cette facon, on peut

obtenir une expression explicite de la distribution des pertes N =) ;cy Z; comme suite

P(N =k)=Ckay (p,q)

k-1 . . . .
ak,n(p,(I) :pk(l _p)n—k(l _ q)k(n—k) + C;epl(l _p)n—l(l _ (1 _ q)L)k—l(l _ q)l(n—k)
=1
D. Rulliére, D. Dorobantu et A. Cousin [27] font une extension multipériodes du modele de Davis

et Lo en introduisant le temps de la maniére suivante :

ZiW)=Z;t-1)+1A-Z;(t - D)X;(®)+ (1 - X;()(1 - H(l - X;(t)Y;i(t)), pour tout i e V
i#j
Zi(0)=X;(0)+(1-X;(0)(1- H(l - X;(0)Y;i(0))

i#]
ou Z;(t) =1 signifie que i est déclaré en défaut en fin de la période ¢ — 1. Sous cette dynamique, il
est possible de décrire dans le temps le phénomeéne de propagation de défaut via les variables
d’infection Y;;(¢). Ainsi ils calculent la distribution de N(#) = };cy Z;(¢) dans le temps, des
probabilités conditionnelles de défaut sachant le défaut d’un cluster d’entités du réseau. Plusieurs
extensions et applications sont apparues par la suite, comme celle de A.Sakata, M.Hisakado et
S.Mori [138] ou celle de D.Rosch and B.Winterfeldt [38].
Il existe également des approches structurelles pour la modélisation de la contagion en risque de
crédit, comme par exemple C.Zhou [139] qui propose un modele simple qui capte la corrélation de

défaut entre deux entités. Ce modéle se base sur I'équation

dIn(V-
n(Vy) _["), o dz1
d1In(Vy) H2 dzg
ou Vi et Vo sont les valeurs des deux entités dont p1, e sont drift, z1,z2 sont deux mouvements

Browniens indépendants et Q2 est une matrice telle que

Qo - ( a% p(710'2)
00109 ag
ou p = Cor(dIn(Vy),d In(Vy)). La deuxiéme hypothése du modele est que le défaut d’'une firme est
déclenché apres que sa valeur passe en dessous d’un seuil, qui est relié via la premiere équation
aux parametres des deux firmes. D.Egloff et M.Vanini [48] développent un modeéle structurel qui
consiste a rajouter des termes dits de microstructures qui relient les variables représentants
le risque idiosyncratique ¢; entre elles. De cette facon, ils distinguent la dépendance systéma-

tique causée par 'environnement macro-économique et les microstructures indépendantes des
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variables systémiques (comme dans le modele de Vasicek). Il en résulte une équation matricielle
qui encode les deux types de dépendance, et rend possible la compréhension de I'impact des
microstructures sur le risque de crédit. D’autres approches utilisent des intensités pour capter
la contagion, R.Jarrow et F.Yu [141] et P.J.Schonbucher [140] utilisent des sauts d’intensité de
transition en cas du défaut d’'une entité, via une relation affine entre celles-ci et les indicatrices
de défaut. J.P. Laurent, A. Cousin, J.D. Fermanian [31] tiennent compte de la contagion dans
un but de couverture des tranches de CDO. Ils utilisent une dépendance entre I'intensité de
pré-défaut et les indicatrices de défaut de toutes les entités sous certaines hypothéses de Markov
et ’homogénéité sur le nombre de défauts.

La littérature dans les modeles graphiques est assez riche, et donne lieu & d’innombrables possibi-
lités de modélisations. Toutefois, cette littérature est concentrée sur la modélisation des réseaux
financiers, et tres peu d’articles traitent du risque de contagion dans un portefeuille de crédit.
L’EBA a utilisé des modeles graphiques dans son exercice de stress-test macroprudentiel (voir
[44]) pour modéliser I'impact de la contagion sur les réseaux interbancaires, en s’appuyant sur
les travaux de M.Gross et C.Kok [66]; qui utilisent des simulations de réseaux aléatoires. Tou-
jours sur des réseaux financiers, L.Eisenberg and T.H.Noe [54] s’intéressent a I'interdépendance
entre les membres d’'une chambre de compensation en analysant des flux sur le réseau qu’elles
définissent. Il existe cependant des méthodes graphiques plus exotiques, comme les modeles de
percolation utilisés par D.S.Callaway et al [59]; T.R.Hurd et J.Gleeson [60] pour modéliser I'effet
critique de la connectivité sur le réseau quand elle dépasse un seuil donné. Cette notion est tres
étudiée en physique, car elle a des propriétés qui expliquent les changements de phase de la
matieére, et elle a un lien profond avec un modele qui provient de la physique également, a savoir
le modeéle d’Ising.

Les modeles cités jusqu’a présent n’ont pas cette propriété dite de changement de phase qui
représente des situations dans lesquels I'état des membres d'un réseau tendent vers le méme état
quand la connectivité entre eux dépasse un certain seuil de maniére immédiate. Cette propriété
est susceptible d’expliquer certaines intuitions d’économistes comme A.Haldane [105] qui parle de
Pexces d’'interdépendance ou de connectivité qui conduit vers des défauts simultanés. Le modéle
d’Ising fait partie d'une famille de modéles de Gibbs sur un réseau, qui consiste a considérer un
champs de Markov 24 X = (X;);ey sur un réseau non-orienté G = (V,M) a valeur dans QI el

que la distribution
exp(A(X))

Z

ot Z est une constante de normalisation, et #: Q!V! — R appelé Hamiltonien. Le modéle d’Ising

P(X)=

24. Un champs de Markov est une extension spatiale du concept de chaine de Markov, qui se définit de maniére
analogue comme suite :
P(Xi|Xj;j eV\{ih) = P(X; |XJ,J e N(®))

Ce qui veut dire que ’état d'un noeud ne dépend conditionnellement que de ceux de ses voisins directs.
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se caractérise par un Hamiltonien /# défini sur {-1, 1V par
H(x) = Z Bx; + Z m;;jxix;j
eV i<j
ou les B; sont des constantes, et les m;; sont les coefficients de la matrice des poids M. Donc la

constante de normalisation appelée fonction de partition s’exprime par

Z= ) exp(#(x))
xe{-1,1}VI

En considérant que le réseau G représente un portefeuille de crédit, et que les états du défaut
sont représentés par le champs de Markov X = (X;);cy tel que X; = —1 si i est en défaut, et
1 sinon. J.Molins et E.Vives [45, 46] modélisent la contagion sur un portefeuille de crédit. I1
considerent deux types de réseaux simples, a savoir les réseaux complets et étoilés. Sous la
symétrie de ces réseaux, et les hypotheses additionnelles dhomogénéité et B, = B et m;; = m, ils
expriment la distribution des pertes explicitement. Les cas étudiés dans ces travaux sont tres
restrictifs, cependant ils donnent une idée sur la fagon avec laquelle la distribution des pertes
se déforme en fonction de la topologie du réseau et son niveau de connexion. Le changement de
phase est interprété dans ces travaux comme une explication possible des défauts simultanés
sans pré-signaux alarmants observés en période de crise. I.O.Filiz et al [47] utilisent également
le modéle d’Ising sur des réseaux de structure arbitraire, en donnant une version multipériode
qui permet de faire de la valorisation des tranches de CDO. Ils considérent un cas particulier
de topologie en s’intéressant a des réseaux étoilées par blocs, et expriment la distribution des
pertes sur celui-ci de maniére explicite. En outre, ils démontrent par des arguments de géométrie
algébrique que la calibration des B; et des m;; est toujours possible par la donnée des moments de
premier et deuxiéme ordre 2°. Bien que ces travaux couvrent des topologies de réseau plus larges
contrairement aux travaux de Molins et Vives, ils sont contraints tout de méme a deux types
d’interactions symétriques X; X ; et —X; X ; par 'expression du Hamiltonien du modele d’Ising. En
effet, les interactions entre deux entités peuvent représenter une relation maison-meére et filiale,
une interaction économique ou commerciale entre deux acteurs du marché ou une interaction
entre deux concurrents. Certaines interactions ne sont pas symétriques, car le défaut par exemple
d’une maison-mere entraine forcément le défaut des filiales, alors que 'inverse n’est pas forcément
vrai. Il est donc clair que c’est I'une des limites du modele d’Ising, qui impose une structure
de dépendance restreinte a deux types d’interactions possibles. Ces restrictions ont pour cause
Porigine physique du modéle, car les deux types d’interactions représentent schématiquement
Pattraction et la répulsion entre deux particules, dont les états binaires sont les états de leurs
spins.

Les quelques rares travaux n’utilisant pas des champs de Markov et qui font apparaitre des

phénomeénes de changement de phase sont ceux de K.Giesecke et S.Weber [116]. Ils utilisent un

25. On entend par les moments de premier ordre les espérances E(X;) ou les probabilités de défaut P(X; = —1). Les
moments de deuxiéme ordre sont les espérances E(X; X ;) ou les probabilités de défauts joints P(X; = X; = —1).
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modele dit voter qui considére une économie constituée d’'une infinité de contreparties représentée
par un réseau Z%. La structure du réseau impose & chaque entité un nombre de voisins égal a
2d, qui interagissent selon les besoins de liquidité. Ils introduisent le temps en supposant que
les entités interagissent aprés un temps d’attente qui suit une loi exponentielle, ce qui donne
des propriétés de Markov au processus qui décrit I’état de liquidité de chaque entité. De ces
éléments, ils arrivent a exprimer la distribution des pertes asymptotiques en cas d’'un grand
nombre d’entités dans le réseau. Contrairement aux travaux présentés sur le modele d’Ising,
ceux-ci permettent d’étudier les distributions large pool 2 d'une part, et de 'effet du degré de

connexion 2d sur la diffusion de la dégradation d’autre part.

1.5.2 Contributions

On développe dans cette thése un modéle d’interdépendance, en utilisant une extension du
modele d’Ising. On s’intéresse par la suite a plusieurs problématiques via ce modéle, y compris
Ieffet du degré de connexion sur la propagation du risque et I’apparence des changements de

phase, et ’étude des distributions large pool pour certains réseaux.

1.5.2.1 Chapitre 3 :

Dans ce chapitre, on introduit notre modele en considérant le Hamiltonien défini sur {—1, 1}Vl

par
F(x) = Z Bix; + Z m;;j0;i(x;,x;)
eV i~j

ou les §;; sont des fonctions de {-1,1}2 dans R qu'on appelle relations. Pour des relations
0;j = X;X; on se ramene clairement au modele d’Ising, nous avons donc une extension de celui-ci.
Les parameétres B; sont calibrés en considérant le cas d'indépendance M = 0 et la probabilité de
défaut, dite intrinseque 2/, p; = P(X; = —1) ou la mesure est définie par P(x) = w. On en
déduit que B; = %ln(pii — 1), ou la probabilité de défaut intrinseque p; est supposée représenter
I’état de santé de i indépendamment de ses relations exogénes. On suppose alors que cette
probabilité est régie par des facteurs macroéconomiques Y, et donc la mesure P est considérée
conditionnelle a ces facteurs. Sous ce schéma, nous avons donc un modele qui sépare les effets
macroéconomiques sur un réseau des effets microstructurelles, décrits par les liens capitalistiques
et économiques qui relient les différentes entités d’'un portefeuille de crédit, ou une économie de
maniere générale.

Les relations sont des fonctions qui encodent le comportement propre a 'interaction de chaque
couple d’entités connectées. Cette fagon d’'intégrer différents types d’interaction nous permet

d’aller au dela des limites d'un modele d’Ising classique, et donne plus de degré de liberté au

26. Lexpression Large pool est utilisée pour désigner les portefeuilles de trés grande taille.
27. Cette dénomination vient du cas d’indépendance, qui suppose que toutes les entités sont deux a deux non
connectées.
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modele, ce qui génere une grande richesse en terme de comportements possibles. On établit sous
ce formalisme comment certaines classes de relations influencent le comportement global du
réseau. On démontre ainsi plusieurs résultats théoriques quand le réseau ne contient pas de
relations de concurrence. Certains de ces résultats sont une extension de résultats de mécanique
statistique sur le modele d’Ising, comme par exemple I'inégalité GKS (Cov([1;e4 X;,[ ;e Xi) =0
pour tout A,B c V), I'atténuation exponentielle de la convariance Cov(X;,X ;) en fonction de la
distance entre i et j, ou les inégalités de Griffiths. Ces résultats sont nécessaires pour mieux
comprendre les variations des probabilités de défaut d'une entité, d’'un cluster par rapport aux
connectivités m;; et les probabilité intrinséques de défaut p;. Toutefois, ces résultats théoriques
ne suffisent pas pour prédire les variations de la covariance ou la corrélation de défaut par
rapport aux m;; et p;. Nous démontrons alors de nouvelles inégalités qui, a notre meilleure
connaissance, n’existent pas dans la littérature, et qui nous ont permit d’aller plus loin dans
notre analyse de la covariance et la corrélation. Ces inégalités peuvent s’avérer tres utiles en
mécanique statistique dans le cadre d’'un modele d’Ising ferromégnetique 8, et constituent une
de nos contributions a cette littérature.

Une autre contribution de ce chapitre est I'introduction de la notion de relation équivalente.
Celle-ci permet une compréhension plus profonde de I'impact du réseau entier sur une relation,
et donc de voir comment une relation peut changer de type en passant par exemple d'une relation
de support & une relation de concurrence suite a 'influence externe. De plus, cette notion nous
permettra plus loin de démontrer des résultats théoriques sur la possibilité d’encadrement de la
distribution des pertes sur un portefeuille de crédit par des distributions de réseaux homogénes
que nous savons exprimer explicitement. Nous analysons également via cette notion I'effet de
la concurrence sur les changements de type de relation quand deux entités ont des partenaires
économiques qui sont concurrents. On en déduit qu’il existe des seuils de connectivité a partir
desquels la relation entre deux entités peut étre insensible a toute influence externe, ou bien la
relation devient par des effets de compensation presque inexistante.

La notion de Single Risk introduite par 'EBA et le changement de phase traité dans les tra-
vaux sur le modele d’Ising en risque de crédit sont deux faces de la méme piéce dans le cadre
de ce modele. En effet, ce modeéle en tant qu'une extension du modele d’Ising fait apparaitre
les phénomeénes de changement de phase. Nous formalisons cela par l'existence des seuils de
connectivités M a partir desquels I’état du systeme peut basculer de (1,...,1) a (-1,...,—1) avec
une certitude de a. Ce qui veut dire passer d’une perte de 0% a 100% en prenant comme métrique
la VaR,(L) ou L est la fonction des pertes agrégées. Quand a = 99.9%, ceci correspond en risque
de crédit a un capital économique susceptible de passer sous une petite perturbation de 0 a 100%,

synonyme de scénario catastrophique pour une banque. Cela coincide avec 'approche de 'EBA

28. C’est le modele qui suppose que toutes les interactions sont attractives, donc les connectivités sont positives. I1
détient son nom de ’étude des ferromagnestisme comme phénomeéne physique via le modéle d’Ising.
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sur les portefeuilles Large Exposure >° qui stipule qu’en cas de détection d’une interdépendance,

le risque considéré est celui d'une perte maximale sur les entités concernées.

1.5.2.2 Chapitre 4:

Liarticle de I.O.Filiz et al [47] démontre que la calibration du modéle d’Ising est possible via la
donnée des moments de premier et deuxiéme ordre ; ce qui est valable aussi pour notre modele. On
s’'intéresse dans ce chapitre aux problématiques de calibration, et on propose différentes maniéres
de calibration selon la disponibilité des données. Compte tenu de la complexité calculatoire du
modele, le maximum de vraisemblance n’est certainement pas un bon candidat pour la calibration
du modele sur un portefeuille assez large. On propose alors une méthode qui se base sur une
pseudo-vraisemblance, dont ’expression ne fait apparaitre que des probabilités conditionnelles
moins coliteuses en calcul. En outre, nous proposons une maniere d’utiliser les historiques de
notation pour calibrer a la fois les relations et les connectivités sous certaines hypotheses via
cette méthode. Toutefois, on démontre que le maximum de vraisemblance est équivalent a une
calibration via les moments de premier et deuxiéme ordre. Donc en cas de manque de données,
nous discutons la calibration via des probabilités marginales et jointes de défaut issues d’'une
copule Gaussienne. On observe que méme en effectuant ce mapping des deux modeles, notre
approche reste plus conservatrice par rapport au modele Gaussien. Il est clair que les deux
modeles sont conceptuellement tres différents, d'une part les probabilités de défauts joints du
modele Gaussien ne dépendent que des deux entités en question, alors que celle produite par
notre modeéle reste sensible a tout le réseau. D’autre part, le modéle Gaussien prend en compte

deux types d’interaction associées au signe des corrélations entre les entités.

1.5.2.3 Chapitre 5:

Nous abordons dans ce chapitre I'étude des réseaux symétriques et homogenes, et I'expression
de la distribution des pertes de maniére explicite. Ainsi qu’a la possibilité d’encadrer la distribu-
tion des pertes d'un réseau général par celles de deux réseaux homogenes et symétriques que
nous savons exprimer. Les travaux de K.Giesecke et al [30] portent sur des réseaux homogeénes
d’un degré de connexion 2d. Leffet de celui-ci apparait clairement dans la distribution des pertes,
mais sans avoir un effet qui change le comportement global du systeme. Cela est da au fait que le
réseau considéré Z¢ est ouvert, c’est pour cette raison que nous portons une attention particuliére
aux réseaux fermés homogenes et réguliers (ou symétriques) avec un degré de connexion fixe d.
Nous commencons tout d’abord par étudier les réseaux complets (degré de connexion maximal)
de support dont les entités possedent des réseaux satellites de concurrence. On démontre que
le nombre d’entités de ce réseau contribue directement dans I'augmentation de la connectivité

du réseau, ce qui conduit vers un single risk. Ce phénomene peut donc conduire a une diffusion

29. Ce sont des portefeuilles contenant des facilités a grand volume, sur lesquels un défaut peut engendrer des
pertes trés importantes.

37



CHAPITRE 1. RISQUE DE CREDIT, STRESS TEST ET PROBLEMATIQUES DE LA THESE

totale du risque en cas du défaut de I'une des entités a cause de la concurrence. On s’intéresse
de maniére générale a ce phénomene sur les réseaux de degré de connexion d, et on exprime de
maniére semi-fermée la distribution des pertes. On trouve que I'effet du degré est encodé dans une
fonction ¢4 assez difficile a exprimer explicitement, mais qu’on arrive a expliciter pour certains
degrés. En effet, I'expression de cette fonction passe par la résolution de plusieurs problemes de
coloriage de graphes assez difficiles, que nous avons pu résoudre dans le cas d = 2. On propose
également une facon d’approcher cette fonction par une série entiére dont les coefficients résultent
de la résolutions de problémes combinatoires. En outre, on donne une borne supérieur de 'ordre
du développement de Taylor nécessaire pour avoir une erreur d’approximation € arbitraire, en
fonction des différents parameétres.

A T’aide de 'expression de la distribution des pertes, on étudie le comportement large pool pour
un degré de connexion d. On constate qu’il existe un degré de connexion a partir duquel 'aug-
mentation du nombre d’entités du réseau meéne vers un single risk. En effet, si la taille du réseau
tend vers l'infini alors que le degré d est fixe, alors la distribution des pertes est distribuée
normalement comme dans le cas d’indépendance. Alors que si le degré d est égal a |V |—1 (réseau
complet), il tend également vers I'infini en large pool, ce qui est équivalent a avoir des connecti-
vités infinies. Par conséquent, le systéme tend rapidement vers un single risk dans le cas d'un
réseau de relations de support, et 50% uniquement des entités survivent dans le cas d’'un réseau
de concurrence. Pour les probléemes du temps de calcul, on démontre un résultat qui permet
de réduire les calculs de maniére exponentielle dans le cas des réseaux arbres par blocs. Nous
utilisons ce résultat également pour démontrer la possibilité d’encadrer de maniére optimale
la distribution des pertes d’un réseau par celles d’'un réseau symétrique et homogeéne dont les
expressions sont simples. Ce qui démontre qu’il est possible de réduire le temps de calcul trés

considérablement a condition de connaitre les deux réseaux dont nous démontrons l’existence.

1.5.2.4 Chapitre 6:

On expose dans ce chapitre certaines idées d’application du modele sur la concentration et une
extension multi-périodes comme des perspectives possibles. On définit un indice de concentration
qui généralise celui I'indice de concentration HHI tres utilisé en risque de crédit, en introduisant
la matrice de corrélation issue de la mesure définie dans notre modele d’interdépendance. Pour
montrer 'intérét de cet indice, on démontre qu’il tient en compte les phénomeénes d’exces de
connectivité, en ayant la possibilité de prendre des valeurs proches méme en cas d'un HHI
minimal. En considérant un exemple de réseau de cinq entités, on calcule cet indice sur toutes
les configurations possibles du réseau en utilisant uniquement deux relations élémentaires, a
savoir de support et concurrence. On constate que la concurrence pourrait avoir un effet diversifi-
cateur du risque en cas d’une distribution appropriée dans le réseau. Toutefois, sous certaines
configurations la concurrence peut étre nocive, ce qui releve plusieurs questions intéressantes

sur la meilleure distribution possible d'un nombre de relations de concurrences fixes, et comment
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celle-ci impacte la santé du portefeuille.

Pour 'extension du modeéle aux multi-périodes, on introduit une chaine de Markov de champs de
Markov dont les états sont tous les états possibles du réseau. Ce qui nous permet de calculer des
probabilités de transition entre un état du réseau et un autre, par conséquent une possibilité de
faire des projections. Cette technique repose sur la jonction des réseaux a deux instants t et £ +1
de telle maniére a ce que le champs joint (X;, X, 1) sur le réseau résultant soit de Markov. De cette
maniére, on peut définir la distribution jointe, et ainsi en déduire les probabilités conditionnelles

de transition.
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CHAPITRE

MONOTONIE DES MATRICES DE TRANSITION

e chapitre est consacré a la notion de monotonie des matrices de transition de rating. On

développe une technique de calcul de la meilleure matrice monotone qui approche une

matrice empirique donnée, et on étudie le défaut de monotonie de certains estimateurs.
On interprete I'erreur de cette approximation comme une mesure du défaut de monotonie associé
de la matrice, et comme le défaut de la politique de notation dans le cas d’'un portefeuille
homogeéne en politique de notation. On démontre également certains résultats sur la stabilité de
la monotonie des matrices de transition, dont les répercutions pratiques sont importantes.

Mots-clés : Matrices de transition, Politiques de notation, Monotonie.
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2.1 Introduction

Llestimation des matrices de transition est un sujet trés important en risque de crédit, auquel
plusieurs travaux ont été dédiés et ont produits plusieurs estimateurs comme discuté en introduc-
tion. Cependant, ces estimateurs génerent des matrices empiriques qui refletent uniquement les
observations sur une période donnée, et donc on peut trouver des probabilités de downgrade d’'un
rating faible inférieur a celle d’un rating fort. On constate ce phénomeéne surtout en périodes de
crise, car des entités AAA ou AA™ font défaut sans passer par des downgrades, par conséquent
les matrices sont biaisées. Dans les papiers de D. Tasche [118, ] on trouve une méthode d’esti-
mation des probabilités de défaut uniquement dite QMM (Quasi Moment Matching), mais qui
produit des probabilités monotones. Cette méthode se base sur une fonction de type x — m
ou g est une fonction croissante par rapport au rating (plus le rating est faible, plus I’entité est
risquée). Ce type de transformation garantit une décroissance des probabilités de défaut, et des
valeurs entre 0 et 1. De plus, la calibration d’une fonction paramétrique g ne présente pas de
difficultés, ce qui rend cette approche trés populaire aupres des banques, qui I'utilisent pour

affiner ou idéaliser leurs courbes de défaut.

La notion de monotonie ne concerne pas uniquement la colonne de défaut dans la matrice
de transition, mais requiert la monotonie de toutes les probabilités de downgrade, y compris
celles de défaut. Ces conditions de monotonie sont souvent intégrées dans les contraintes de
certains problémes d’optimisation. En effet, dans les problématiques de calcul des matrices de
transition dites haute-fréquence, qui sont des matrices sur de tres petites périodes qu’on estime
via des matrices de transition annuelles. Moody’s Analytics dans [127] traite cette question en
cherchant des matrices hautes fréquences dont une puissance est trés proche d’une matrice de
transition annuelle donnée sous contraintes de monotonie. Cette méme approche est utilisée par
A Kreinin et al [124] dans la recherche d’'un générateur infinitésimal associé & une matrice de
transition donnée. La monotonie est une notion assez vaste et s’exprime de maniéres différentes
sous d’autres formalismes (voir D.Jarrow et al [121]), comme par exemple I'ordre stochastique
des processus qui a des implications importantes sur le comportement des files d’attente comme
démontré dans les résultats de H.B.Yu [125].

Dans ce chapitre, nous allons discuter la notion de monotonie de maniere générale, en étudiant
différents estimateurs et leur défaut de monotonie. on développe une approche géométrique qui
permet de calculer la matrice monotone la plus proche d’'une matrice empirique, dont le défaut de
monotonie est défini comme la distance de sa matrice monotone la plus proche. Il convient de
citer un travail récent de M.Hughes et al [126] qui emploie les méme techniques que nous pour

approcher des matrices de transition par d’autres monotones, il est important de mentionner que
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nos travaux ont été développés indépendamment et avant toute publication de ceux de M.Hughes
et al[126]. Nous comparons sur un portefeuille de crédit, d'une grande banque européenne, le
défaut de monotonie de certaines politiques de notation. En effet, le défaut de monotonie jauge
les erreurs d’appréciation du risque d'une contrepartie dans une politique de notation donnée.
Cela permet de définir une mesure qui permet d’évaluer a quel point une politique de notation

classifie le risque.

En risque de crédit, les banques utilisent souvent des échelles de notation qui agregent
certaines notes pour avoir une vision plus "macro" sur le portefeuille de crédit. Nous démontrons
que la monotonie d’'une matrice obtenue sur une échelle est héritée par la matrice de transition
obtenue apres transformation de 'échelle de notation. Nous démontrons également que la passage
d’'une matrice inconditionnelle (Through The Cycle) & une matrice conditionnelle via un modele
de type Vasicek est une transformation qui conserve la monotonie. Donc si une banque utilise une
matrice de transition inconditionnelle monotone, alors les matrices de transition conditionnelles

seraient monotones quelque soit la position dans le cycle.

2.2 Matrices de transition monotones

2.2.1 Notion de monotonie et projection monotone.

Soit P une matrice carrée de taille N x N, on dit que P est stochastique si la somme de ses
lignes sont toutes égales a 1, et on note Gy 'ensemble des matrices stochastiques de taille N.
Les matrices de transition sont alors des matrices stochastiques, et on définit leur monotonie de

la maniére suivante :

Définition 2.1. Soit P € Gy, on dit que P est monotone si et seulement si

ViSN—letkSN, Zpi)jS ZleJ
jzk jzk

On note <y le sous-ensemble de G des matrices monotones.

On consideére une échelle de notes R ={1,..., N} ou N représente le défaut, et une chaine de
Markov (X;); sur R. Soit P(s,t) la matrice de transition du processus (X;); de la période [s, ], on
a donc pour tout i,j € R, p;;(s,t) = P(X; = j| X = i). La définition précédente est donc équivalente
a

Vi,keR, P(X; =2k X; =) <sP(X;=2k|X;=1+1)
ce qui veut dire que la probabilité de faire un downgrade depuis un rating i est moins importante
que celle d’'un rating i + 1. Donc i + 1 est plus risqué que i dans ce sens, ce qui induit une
classification du risque. On peut exprimer la condition de monotonie de maniére matricielle

comme le montre la proposition suivante.
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Proposition 2.1. Soit P € Gy, et T € 4N(R) une matrice triangulaire inférieure définie par

tij=1si j<iett;;=0sinon. Alors

P € ofn si et seulement si T1PT =0

Démonstration. 1l suffit de prendre la matrice T et développer coefficient par coefficient I'asser-

tion T~1PT =0 pour trouver toutes les contraintes de monotonie. O

Cette écriture est assez pratique d'un point de vu informatique, car elle permet assez ra-
pidement de vérifier la monotonie d'une matrice de transition. De plus, les coefficients de la
matrice TPT~! donnent un bon moyen de connaitre les inégalités de monotonie violées et aussi
mesurer le défaut de monotonie via le nombre de coefficients négatifs. On muni .#n(R) de la
norme quadratique usuelle [[.||2, si on se donne une matrice empirique, on peut se demander
quelle est sa distance de </y. Si elle est monotone, alors forcément cette distance est nulle, sinon
celle-ci peut représenter une mesure du défaut de monotonie, sous condition qu’elle soit bien
définie. On exploitant la géométrie de o/y !, on démontre dans le théoréme suivant que cette

distance est bien définie.

Théoreme 2.1. Soit M € Gy une matrice de transition, le probléeme
min ||[M - P||z
P€Q¢N

admet une unique solution qu’on note P, (M). On appelle P4, (M) la projection monotone de M,
et la distance d(M,sn) = ||M — P o, (M)||2 défaut de monotonie de M.

Démonstration. Voir 2.7.3.1 O

Nous avons donc une matrice monotone P4, (M) optimale (dans le sens de la distance usuelle)
qui approche la matrice empirique M. Le probléme de ce théoréme est un probléme d’optimisation
quadratique qu’on peut exprimer dans une forme standard (voir annexe A), ce qui facilite son

implémentation.

2.2.2 Résultats numériques

On utilise un historique de rating mensuel entre 2004 et 2015 de plus de 31000 clients d’une
grande banque européenne. Pour avoir plus d’observations, on agrége les notes de telle sorte a en
avoir 12, avec 1 représentant AAA,AA™ et 12 représentant le défaut. En utilisant la méthode
Cohorte sur la période 01/01/2004 — 01/01/2005 on estime la matrice de transition M suivante :

1. On démontre que cet ensemble est un convexe fermé, ce qui garantit ’'existence et I'unicité.

43



CHAPITRE 2. MONOTONIE DES MATRICES DE TRANSITION

M 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 86.57% 8.87% 0.47% 1.97% 0.89% 0.15% 0.12% 0.94% 0.01% 0.00% 0.00% 0.00%
2 5.23% 83.23% 6.11% 2.17% 1.43% 0.94% 0.59% 0.30% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00%
3 1.04% 12.05% 74.61% 5.62% 2.37% 3.18% 0.68% 0.41% 0.01% 0.01% 0.01% 0.00%
4 0.34% 2.51% 11.46% 71.87% 4.07% 2.64% 0.55% 0.20% 0.21% 0.11% 0.02% 0.00%
5 0.12% 0.51% 3.25% 14.64% 71.60% 7.74% 1.40% 0.61% 0.02% 0.01% 0.10% 0.00%
[ 0.09% 0.12% 0.44% 2.01% 8.07% 81.84% 5.22% 1.52% 0.32% 0.16% 0.20% 0.00%
7 0.05% 0.06% 0.07% 0.54% 1.30% 10.08% 79.66% 6.36% 1.16% 0.17% 0.50% 0.05%
8 0.01% 0.02% 0.19% 0.36% 0.45% 2.94% 11.58% 80.75% 1.73% 0.81% 1.06% 0.09%
9 0.00% 0.00% 0.34% 0.05% 0.48% 2.02% 6.98% 8.69% 74.08% 5.36% 1.96% 0.03%
10 0.00% 0.00% 0.01% 0.02% 0.08% 1.39% 3.02% 0.71% 1.83% 81.09% 11.41% 0.44%
11 0.00% 0.00% 0.01% 0.04% 0.20% 0.09% 0.62% 1.25% 1.10% 2.70% 91.49% 2.49%
12 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 100.00%
FIGURE 2.1 — La matrice M
On calcule sa projection monotone P, (M) en utilisant le procédé décrit dans 'annexe A et
on obtient :
P_A(M) 1 2 3 4 5 6 7 ] 9 10 11 12
1 86.62% 8.92% 0.51% 2.02% 0.94% 0.20% 0.16% 0.64% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00%
5.19% 83.18% 6.06% 2.13% 1.38% 0.90% 0.52% 0.41% 0.07% 0.07% 0.05% 0.04%
3 1.07% 12.08% 74.64% 5.64% 2.40% 3.01% 0.52% 0.41% 0.07% 0.07% 0.05% 0.04%
4 0.25% 2.43% 11.38% 77.78% 3.99% 2.76% 0.67% 0.32% 0.21% 0.12% 0.05% 0.04%
5 0.09% 0.47% 3.21% 14.60% 71.56% 7.71% 1.36% 0.58% 0.10% 0.10% 0.18% 0.04%
6 0.09% 0.12% 0.44% 2.01% 8.06% 81.84% 5.22% 1.51% 0.32% 0.16% 0.20% 0.04%
7 0.09% 0.09% 0.10% 0.53% 1.29% 10.07% 79.65% 6.35% 1.15% 0.16% 0.49% 0.04%
8 0.03% 0.04% 0.21% 0.35% 0.45% 2.94% 11.58% 80.75% 1.73% 0.81% 1.06% 0.06%
9 0.00% 0.00% 0.28% 0.06% 0.48% 2.02% 6.98% 8.69% 74.08% 5.37% 1.97% 0.06%
10 0.00% 0.00% 0.03% 0.05% 0.11% 1.38% 3.01% 0.70% 1.82% 81.08% 11.40% 0.43%
11 0.00% 0.00% 0.00% 0.01% 0.18% 0.10% 0.63% 1.25% 1.11% 2.71% 91.50% 2.50%
12 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 100.00%

FIGURE 2.2 — La matrice P, (M)

On constate que la projection monotone de M donne des probabilités de défaut qui ne sont

pas forcément strictement monotones, cela est dii au fait que la projection P, (M) est atteinte

sur 0</y la frontiére de ofy. Celle-ci est définie par certains cas d’égalité des inégalités qui

caractérisent la monotonie de la matrice, et dans ce cas en particulier on a ps 12 =... = p712 et

D812 = p9,12. Nous allons traiter plus loin qu’en passant par le générateur, et en "idéalisant”

celui-ci dans un sens que nous allons définir, on peut approcher notre matrice par une matrice

strictement monotone. D’autre part, on peut utiliser une technique simple qui se base sur la

convexité de «/iy. En effet, si on prend une matrice Py strictement monotone, alors pour tout
P € 0o/y, la suite (P,),, définie par P,, = %PO + ”T_lP est toujours dans S/ := /N \0o/y comme

le montre la figure 2.3. De plus, (P,), tend vers P, ce qui veut dire qu'on peut approcher la

matrice P a souhait par la suite (P,,),. Pour un choix convenable de Py, il est possible de rendre

la matrice P strictement monotone avec une erreur fixée.

0AN

P

FIGURE 2.3 — Approximation par la suite (Py),.
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On s’interroge maintenant sur 'impact de cette "idéalisation" de la matrice M, notamment
a quel point les coefficients de la matrice sont modifiés. Naturellement, on calcule la différence

M - P, (M) comme représenté ci-dessous :

M-P_A(M) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12
1 -0.05% -0.05% -0.05% -0.05% -0.05% -0.05% -0.05% 0.30% 0.01% 0.00% 0.00% 0.00%
2 0.05% 0.05% 0.05% 0.05% 0.05% 0.05% 0.07% -0.12% -0.06% -0.06% -0.05% -0.04%
3 -0.03% -0.03% -0.03% -0.03% -0.03% 0.18% 0.16% 0.00% -0.06% -0.06% -0.04% -0.04%
4 0.09% 0.09% 0.09% 0.09% 0.09% -0.12% -0.12% -0.12% 0.00% 0.00% -0.03% -0.04%
5 0.03% 0.04% 0.04% 0.04% 0.04% 0.04% 0.04% 0.04% -0.08% -0.08% -0.08% -0.04%
6 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% -0.04%
7 -0.03% -0.03% -0.03% 0.01% 0.01% 0.01% 0.01% 0.01% 0.01% 0.01% 0.01% 0.01%
8 -0.02% -0.02% -0.02% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.03%
9 0.00% 0.00% 0.06% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% -0.03%
10 0.00% 0.00% -0.02% -0.02% -0.02% 0.01% 0.01% 0.01% 0.01% 0.01% 0.01% 0.01%
11 0.00% 0.00% 0.01% 0.03% 0.03% -0.01% -0.01% -0.01% -0.01% -0.01% -0.01% -0.01%
12 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00%

FIGURE 24 - M - P ,(M)

On constate que la probabilité la plus impactée est celle de la transition 1 — 8 avec une

différence de 0.3%. On considére la norme ||M||o, = sup|m;;|, donc |[|M — P, (M)|| représente
i,J

la plus grande erreur de monotonie dans les coefficients de la matrice M. On utilise cette

norme car elle permet d’avoir une idée plus claire des décalages maximaux des coefficients, et

donc facilement interprétables, contrairement a la norme euclidienne qui donne une moyenne

quadratique. On estime la matrice de transition sur les périodes annuelles suivantes
t1 =101/01/2004,01/01/20051, ¢9 = [02/01/2004,02/01/2005],...,t121 =[01/01/2014,01/01/2015]

La figure suivante montre les variations de l'erreur ||[M — P, (M)||« sur toutes ces périodes.

Infinite error for the approximation during time

Ininite error(by %)

2004 2008 2008 2010 2012 2014

Periods

FIGURE 2.5 — Déviations maximales des coefficients de la matrice M.

On constate clairement que I'erreur est toujours en dessous de 0.5% sauf en période de crise,
ol nous avons des sauts d’erreurs qui atteignent 5% en 2008. D’un point de vue géométrique, cela
veut dire que la matrice M s’est éloignée du convexe de matrices monotones, et donc son défaut de
monotonie augmente drastiquement. Ceci est la résultante des notes trés favorables attribuées a

certaines contreparties du portefeuille avant la crise et qui ont brusquement diminuées lors de la
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crise. Les politiques de notation sont souvent reposent en général sur des avis d’experts, avec une
vision trés qualitative qui produit une appréciation partiale du risque de défaut. Beaucoup des
défauts ou dégradations observés en période de crise ont pour origine le défaut ou la dégradation
d’'un groupe d’affaires qui entraine le défaut ou la dégradation des filiales, ou une contagion

purement économique qui se propage par effet d’interdépendance.

Nous avons vu dans le chapitre précédent que les estimateurs utilisés en pratique sont en effet
des estimateurs par maximum de vraisemblance. Donc pour produire des matrices monotones, il
est possible de contraindre le probleme de maximisation de la vraisemblance avec les inégalités
de monotonie. En d’autres termes, I'estimateur P de ces matrices monotones est la solution du
probléme de maximum de vraisemblance

max L(P)
PEGN

ouL(P)= HPgij ™ est 1a vraisemblance cohorte comme nous lavons vu dans le chapitre précédent.
On appli(;{ie cette méthode en estimant des matrices monotones sur les périodes (¢3)z, et on
s'intéresse au défaut de monotonie de I’'estimateur par vraisemblance, qu'on définit comme
||IP — P|| ot P la matrice empirique . Celle-ci est la matrice qui maximise la vraisemblance L(P)
sans contraintes de monotonie. Donc cette quantité présente I'écart entre la matrice estimée en
maximisant la vraisemblance avec et sans contraintes. On compare cette quantité avec le défaut
de monotonie |[P — P, (P)|| comme il est présenté dans la figure 2.6. On constate que la méthode
de vraisemblance donne des matrices monotones éloignées des matrices empiriques par rapport a
la méthode de projection. De plus, en périodes de crise cet écart entre les deux méthodes devient
plus important, ce qui veut dire que les matrices estimées sur cette période sont assez différentes

des matrices empiriques ; par conséquent ne refletent pas précisément la réalité du portefeuille.

Défaut de monotonie par période

—— Projection
Vraissemblance

Défaut de monotonie

2004 2006 2008 2010 2012 2014
Dates

FIGURE 2.6 — Défaut de monotonie des matrices estimées par maximum de vraisemblance, et
celles obtenues par projection, normalisés par v N.
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Nous savons déja que la méthode de projection produit des matrices monotones optimales,
donc il été attendu que le défaut de monotonie de la méthode de vraisemblance soit plus grand
que celui atteint par la méthode de projection.

On estime maintenant des matrices de transition annuelles sur les périodes (1), en utilisant
trois estimateurs différents. Le premier est par la méthode cohorte, le deuxiéme en estimant le
générateur infinitésimal et le troisieéme est celui d’Aalen-Johansen 2. La figure 2.7 nous montre
comment le défaut de monotonie normalisé ? varie par rapport aux périodes (¢2). Il est clair que
Iestimateur d’Aalen-Johansen est celui qui produit les matrices les moins monotones, suivi de la
méthode cohorte qui produit des matrices beaucoup plus proches de la monotonie. La meilleure
méthode est alors d’estimer le générateur et puis calculer la matrice de transition, car celle-ci

donne les matrices les plus proches de la monotonie.

Déefaut de monotonie par période

0.08

Cohorte
Par générateur
0.07 —— Aalen-Johansen

0.05
0.04
0.03

0.02

0.01 |
G\'-—-J-\_ I—V\_j‘\/\A lfw\"’\m

2004 2006 2008 2010 2012 2014
Dates

Défaut de monotonie

FIGURE 2.7 — Défaut de monotonie normalisé par période.

Il est important de mentionner que le défaut de monotonie est influencé par le choix de
Pestimateur, donc pour comparer des politiques de notation ou des agences de notation en
utilisant le défaut de monotonie, il est nécessaire d’utiliser le méme estimateur ; et de préférence
en utilisant un modele a temps continu homogene. Nous allons voir dans la prochaine section qu’il

est possible de transférer les contraintes de monotonie de la matrices de transition au générateur.

2. Nous avons expliqué ces estimateurs dans le chapitre précédent.
3. On désigne par défaut de monotonie normalisé la quantité

AM, <) \/zi,j(mi,—(PdN(M)),-jﬂ
VN N
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Donc il est possible d’appliquer la méthode de projection sur les générateurs, et ainsi obtenir des

matrices de transition monotones.

2.3 Monotonie des générateurs

Soit P(7) une matrice de transition dans une période 7 issue d'une chaine de Markov homo-
géne (X;); a valeurs dans I’ensemble des notes R ={1,...,N}. On sait qu’il existe un générateur
infinitésimal A tel que

P(1)=exp(tA)

On définit la monotonie du générateur comme suite :

Définition 2.2. Soit A un générateur infinitésimal de taille N. On dit que A est monotone, si et

seulement si :

ViZk+1, Z Aij < Z Aiv1,j
j=k =k

et on note 2p I'ensemble de ces générateurs.

D.Jarrow et al [121], montre en utilisant les travaux de W.J.Anderson [120] I’équivalence
entre la notion de monotonie de la matrice de transition avec celle son générateur infinitésimal.
Donc P(7) est monotone si et seulement si A I'est aussi dans le sens de la définition ci-dessus.
On peut de la méme maniére que pour les matrices de transition prouver 'existence et I'unicité
d’un générateur monotone qui approche un générateur empirique de maniére optimale au sens de
la distance usuelle; et qu'on note P g, (A). On peut alors se demander s’il est préférable d’utiliser
un générateur monotone pour avoir une matrice de transition monotone, ou plutét "monotoniser"
la matrice directement. La deuxiéme réponse est la bonne, car si P(7) = exp(r A) est non-monotone,

la matrice exp(1Pg,(A\)) € oy et par conséquent
d(P(7),N) = ||P gy (P(1)) — P(7)ll2 < || exp(T P g, (A)) — P(7)lI2

Pour mieux voir la différence entre les deux méthodes, on représente dans la figure 2.8 le défaut
de monotonie sur les périodes (¢z); en ayant projeté le générateur avant d’appliquer I'exponentiel

matriciel, et le défaut de monotonie sur la matrice de transition.
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Defaut de monotonie par période

0.035 = Via |la matrice

n Via le générateur

0.03

0.025 [J

0.02 |

0.015 .

Défaut de monotonie

0.01 ' |

I | |.| ,
LA 2 Ifl'fj W\m«_

2004 2006 2008 2010 2012 2014

Dates

FIGURE 2.8 — Défaut de monotonie par période par projection de la matrice (bleu) et par projection
du générateur (orange).

On constate que les deux défauts de monotonie d(P(¢),/n) et énl'@n [lexp(Q) — P(t3)|| sont
EZN
presque identiques, et respectent I'inégalité ci-dessus. Nous avons également estimé sur toutes

[I1P oy (P(1))—exp(tP gy (A si  eiz
i a 0.0009, donc I'égalité

P4, (P(7)) = exp(1P g, (M)

les périodes une différence moyenne

est presque vérifiée. Toutefois, cette égalité n’est pas vraie, car la matrice P, (P(1)) n’est pas
strictement monotone contrairement a la matrice exp(rPg,(A)) qui I'est toujours comme le

montre le lemme suivant :

Lemme 2.1. Soit A un générateur associé a une chaine de Markov irréductible et apériodique, s’il

est monotone alors pour tout T > 0, la matrice exp(t A) est strictement monotone.

Ce lemme n’est pas difficile a prouver en se basant sur la proposition 2.1 et le théoréme 1.4
de A Keilson et al [122]. En effet, celui-ci prouve I'existence de % > 0 tel que A® soit strictement
monotone, ce qui donne immédiatement celle de I'exponentiel matriciel.

En calculant les matrices de transition empiriques, on trouve que leurs graphes d’états sont
toujours fortement connectés *, car le défaut n’est en réalité pas absorbant, et on observe des

retours en sain apres un certain temps en défaut grace a des restructurations de la dette,

4. Cela veut dire que chaque deux états sont connectés par un chemin, ce qui induit la propriété d’irréductibilité
et d’apériodicité.
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. k N Py
ou des paiements. D’autre part, on a exp(A) =Y 159 %, alors d’aprés ce lemme un générateur

monotone produit une matrice strictement monotone. En tenant en compte que la distance

1Py, (P(1))—exp(P oy, (M)I]
vN

projection strictement monotone de la matrice empirique P(7). Nous n’avons pas de preuve

est trés petite, il est 1égitime de penser que exp(7P g, (A)) est la meilleur

mathématique de cette affirmation, car plusieurs obstructions s’y opposent, a savoir le probléme
d’unicité du générateur associé a une matrice. En effet, la fonction exponentielle matricielle
n’est pas bijective sur <y, donc faire correspondre un générateur optimal 4 une matrice de
transition optimale n’est pas possible. Le probléme de surjectivité est étudié par R.B.Isael et al
[123], il donne en particulier une condition suffisante pour 'existence d’'un générateur pour une
matrice de transition P, a savoir que p(P —I) < 1°. D’apres le théoreme de Perron-Frobenius,
toute matrice de transition P donne un rayon spectral p(P —I) strictement inférieur a 1, donc
Pexistence du générateur est assurée.

Si on ne dispose pas d’historique de notations pour estimer un générateur, mais que nous dis-
posons uniquement d'une matrice de transition P que nous désirons "monotoniser", alors il
faudrait calculer d’abord son générateur A en se basant sur les méthodes de R.B.Isael et al [123];
et ensuite calculer Pg, (A) pour en déduire la matrice de transition strictement monotone qui

approche P (voir exemple de 'annexe B).

On applique ce procédé sur deux sous-portefeuilles LBO® et PGNC 7, en estimant les généra-
teurs sur les périodes (¢3);, avec lesquels on calcule les matrices de transition exp(P g, (A)). La
figure 2.9 représente le défaut de monotonie des matrices de transitions sur les deux politiques
de notation (qu’'on appelle défaut de monotonie de la politique de notation). On constate que la
politique LBO a un défaut de monotonie plus bas que celui de PGNC, ce qui veut dire que les
matrices de transition issues de cette politique violent moins d’inégalités de monotonie que celles
de PGNC.

5. p(A) est le module de la plus grande valeur propre de A, qu’on appelle rayon spectral de A.

6. Leveraged Buyout : Ces portefeuilles concernent les opérations d’acquisition par effet de levier (crédit) dont le
collatéral est souvent les actions de la compagnie. La politique de notation sur ce portefeuille est assez conservatrice
vu les volumes qui sont en jeu.

7. Politique Générale de Notation Corporate : C’est une politique standard utilisée dans le cadre de la notation des
contreparties corporates.
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Défaut de monotonie des politiques LBO et PGNC
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FIGURE 2.9 — Défaut de monotonie des politiques LBO et PGNC.

Dans le sens de la monotonie, la politique LBO classifie donc mieux le risque que PGNC, et
vu les valeurs faibles du défaut de monotonie méme en période de crise, il est clair que cette
politique est assez conservatrice. Ceci est en fait vrai, car le développement des activités de LBO
au sein des principaux établissements bancaires a suscité une interrogation sur la capacité des
banques a gérer les nouveaux risques engendrés par la sophistication croissante de ce marché; ce

qui explique cette prudence des établissements.

2.4 Notion de /-monotonie des matrices de transition

Nous avons vu jusqu’a présent que le défaut de monotonie est toujours présent dans les
matrices empiriques estimées sur toutes les périodes, en particulier en périodes de crise. L'objectif
maintenant est de déterminer sur quels types de notes les politiques de notation "commettent le
plus d’erreur” d’appréciation du risque. Pour répondre a cette question, nous allons introduire la
notion de /-monotonie afin de caractériser le nombre de contraintes respectées par une matrice
empirique.

Soit P une matrice stochastique, on dit que P est /-monotone si et seulement si :

Vie{l,.,.N-1L,VEe{N-1+1,.,N}, ) pi;j<) Pi+i;
=k Jj=k

Ce qui veut dire qu'une matrice 1-monotone est une matrice dont la colonne de défaut est
monotone, et N-monotone veut dire monotone au sens défini précédemment.

On note dI{] I'ensemble des matrices /-monotones. On a alors

Ay =y, dY coti e . cdy et oy =0l o,
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donc on a de plus
dP,sdy) <dP,stE) <...<d(P, oY)
ou d(P,af]f,) = minl [|IP — M]|g pour tout [ € {1,..,N}, et on appelle le maximal pour lequel une
Medty,

matrice P est [-monotone, profondeur de monotonie de P. La dénomination de profondeur
vient du fait que les ensembles de monotonie sont emboités comme il est illustré dans la figure

ci-dessous.

FIGURE 2.10 — Projections de M sur plusieurs niveaux de profondeur.

Comme il est illustré géométriquement dans cette figure, le défaut de monotonie devient de
plus en plus grand quand la profondeur de monotonie augmente. Mais la question qui se pose,
est de savoir si cette croissance du défaut de monotonie est uniforme, ou il existe des sauts pour
certaines notes ? Pour répondre a cette question, on utilise le méme procédé que dans la section

précédente en tracant sur les périodes ¢1,...,£121 les fonctions
¢y t— ||M(t)_Pd]6(M(t))||m

pour tout I < N =12. La figure 2.11 représente ces variations pour chaque niveau de profondeur /
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FIGURE 2.11 — Déviations maximales des coefficients de la matrice M(¢) pour chaque niveau de
profondeur.

Pour des profondeurs inférieures a 5, les courbes sont toutes en dessous de 0.5% méme en
périodes de crise, et vérifies de plus l'ordre ¢; <... < ¢p5. On observe qu’a partir de la profondeur
6 l'erreur devient plus importante en période de crise comme nous l'avons constaté pour la
monotonie dans la section précédente. Ce qui signifie que sur les notes au-dessus de 5 (de 4 a 1) il
y avait beaucoup d’erreur de notation, car ce sont ces notes qui éloignent le plus la matrice M(¢) de
la monotonie pour toute période ¢. Donc I'attribution de notes trés favorables sans conservatisme
fait qu’en périodes de crise les entités ayant ces notes font des dégradations importantes ou des

défauts, ce qui génere des matrices empiriques fortement non-monotones.

2.5 Stabilité de 1a monotonie

La monotonie est une propriété stable sous certaines transformations comme la puissance, le
produit ou la moyenne ( voir A.Keilson et al [122] pour plus de détails ). Dans cette section, nous

allons démontrer sa stabilité sous deux transformations trés différentes.

2.5.1 Stabilité par rapport au positionnement dans le cycle

macroéconomique.

Dans le cadre des stress-tests de crédit, une des pratiques internes des banques est d’utiliser
des matrices de transition conditionnelles a la position dans le cycle. Cette approche est une
extension du modele de Vasicek au probabilités de transition, qui contient plusieurs variantes
d’extension ; comme celle présentée dans le chapitre précédent 1.1.4.2. Soit P° une matrice de
transition inconditionnelle ® (Through The Cycle) de taille N x N, et on définit P(Z) la matrices

des probabilités cumulées de la méme taille, et conditionnelles a la variable latente Z. En d’autre

8. Cette matrice représente la moyenne des probabilités de transition, qu’on calcule habituellement en moyennant
sur les matrices empiriques sur une période.
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termes, pour tout i, la probabilité P; ;j est la probabilité de transition de i vers une note plus
basse ou égale a j. Un des modeles tres utilisés est celui qui considére que pour tout i # N on a
pour tout j
O (L= PY) ~ /PZ

1-p

P,(Z)=0

et PNJ-(Z) est égalea 0 si j<N —1 et 1 sinon.
Il est clair que pour j = N on retrouve le modele de Vasicek pour les probabilités de défaut. On
voit également que ce modele reprend la méme technique du modele 1.1.4.2 mais en prenant
comme seuils de transition b;; = ®™1(L ;> iPh).
On peut donc en déduire les probabilités de transition conditionnelles p;;(Z) en utilisant le fait
que pour tout i,j #N

pifZ)=P;{(Z)-P; j+1(Z)

Ce qui nous donne une matrice de transition conditionnelle P(Z) a partir de la matrice P°. De

plus, nous avons la propriété de stabilité suivante :
Proposition 2.2. Si P° est monotone, alors P(Z) l’est aussi.
Démonstration. Voir 2.7.3.2. O

I1 alors évident que pour avoir des matrices conditionnelles monotones sous ce modeéle, il

suffit d’utiliser une matrice TTC monotone.

2.5.2 Stabilité par rapport au changement de I’échelle de notation.

Il est courant en risque de crédit de faire des changements d’échelle de notation, en agrégeant
des notes pour s’adapter a certaines contraintes pratiques. A titre d’exemple, dans le cadre de la
norme comptable IFRS9 les banques utilisent des états dits stages qui agrégent des notes, et
s'intéressent aux changements des stages qui ont un impact sur le bilan de la banque en terme
de provisions. Ces matrices de transition entre stages sont déduites des matrices de transition
normales, et donc si celle-ci est monotone, alors qu’en est-il de la matrice de changement de
stage? On démontre dans cette section que quelque soit le changement d’échelle choisi, si la
matrice d’origine est monotone, alors la matrice induite hérite de cette monotonie.

Soit P une matrice de transition sur les états {1,...,N}. Soit {1,...,7} une partition de {1, ..., N} telle
que Vi=1,..,r,onai# @, les éléments de chaque i sont consécutifs et Ulefz {1,...,N}. Soit P la

matrice de transition obtenue sur I'échelle {1, ...,7}. On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 2.2. Soit P une matrice de transition, et P sa matrice associée pour un changement
d’échelle de notation, alors

1. Pedy=>Ped,.

2. PeSsly=>PeSd,.
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Démonstration. Voir 2.7.3.3. O

Donc la monotonie est conservée par agrégation des notes en plus de la stabilité par posi-
tionnement dans le cycle. En pratiques, les banques utilisent des matrices de transition TTC
pour pouvoir faire des projections via une dépendance a une variable latente de position dans le
cycle, alors stresser les matrices avant ou apres changement de ’échelle des notes n’enléve pas la

monotonie.

2.6 Conclusion

Nous avons étudié dans ce chapitre certaines problématiques sur la monotonie des matrices

de transition. Nous avons utilisé comme technique une approximation de la matrice empirique
par sa matrice monotone la plus proche pour la norme usuelle. Cette approche a 'avantage
de fournir une unique solution au probléme d’approximation, qui est meilleure que la matrice
estimée par maximum de vraisemblance sous contraintes de monotonie en terme de distance de
la matrice empirique. Toutefois, cette méthode produit des matrices qui ne sont pas strictement
monotones, ce qui signifie qu’elle attribue le méme niveau de risque a des notes différentes. Pour
résoudre ce probléme, nous avons eu recours a la monotonisation du générateur infinitésimal
avant d’appliquer I'exponentiel matriciel. Nous avons démontré que de cette facon, la matrice de
transition obtenue a un défaut de monotonie trés proche de celui de la projection monotone de
la matrice empirique, avec une monotonie qui est stricte. Cette mesure de défaut de monotonie
qui découle naturellement de cette approche, s’interpréte comme l’erreur de notation d’'une
ou plusieurs politiques de notation dans un portefeuille de crédit. En s’en sert pour faire une
comparaison entre les différents estimateurs qu’on utilise en pratique, et on en déduit que le
modele de transition d'une chaine de Markov homogene produit les matrices de transition dont le
défaut de monotonie est le moins élevé.
En se basant sur ce modele, on estime le défaut de monotonie dans le temps sur deux sous-
portefeuilles LBO et corporate. Compte tenu du fait que la politique de notation LBO est beaucoup
plus conservatrice que les autres, la comparaison entre les deux défauts de monotonie confirme
cela, car les matrices de transition de la politique LBO violent beaucoup moins de contraintes
de monotonie. Nous pensons que le défaut de monotonie vient des phénomeénes négligés par les
politiques de notation, comme par exemple 'interdépendance entre les entités d’'un portefeuille
qui peut se transformer a de la contagion en situation de stress. Or la politique LBO étudiée est
I'une des rares a appliquer des dégradations simultanées ou mettre en défaut des groupes en
entier d’entités tres interdépendantes, alors cela permet de se couvrir de ce genre de risque. Ces
effets d’interdépendance font 1'objet des chapitres suivants, dont nous étudions I'impact sur les
probabilités de défaut, en prenant en compte un large spectre de relations d’interdépendance
possibles.

Nous avons également introduit une notion de profondeur de monotonie qui se traduit par
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le nombre colonnes de la matrices qui vérifient les contraintes de monotonie. Nous avons pu
implémenter la méme méthode de projection en contrélant la profondeur de celle-ci, donc on
peut monotoniser les matrices de transition a un niveau souhaité. En outre, on compare le
défaut de monotonie des matrices sur différentes profondeurs afin de déterminer sur quelles
notes on commet plus d’erreurs de notation. On en déduit que les inégalités de monotonie qui
sont violées sont surtout celles qui concernent les notes au dessus de 5, a savoir les notes dites
d’investissement. Cela veut dire que empiriquement nous avons observé plusieurs migrations
d’'une bonne note vers des notes trés mauvaises. Deux explications sont alors possibles, soit la
politique de notation n’est pas assez conservatrice sur ce portefeuille, soit elle ne revoit pas la
note de maniére assez réguliére afin de s’assurer d'une appréciation dynamique du risque.

Nous nous sommes restreints dans cette étude a 'utilisation d'une norme usuelle, en regardant
également comment les variations de ’erreur avec la norme ||.||. Cependant, nous comptons
dans la version article de ce chapitre compléter cette étude en regardant les solutions du probleme
sous différentes normes, comme celle de Mahanalobis ou une autre norme qui n’est pas forcément

quadratique.
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2.7 Annexes

2.7.1 Annexe A : Reformulation du probleme d’optimisation

Soit M une matrice de transition empirique. Notre objectif est de reformuler le probleme

d’optimisation suivant comme un probléme quadratique sous contraintes.
min ||[M — Pl 2.1)
P EdN

Soit P € o/, on a

N
IM-Pl3=Y (m;;-pi;’

i,j=1
NN N

=) m; i+ > pij—2 Y. mijpij
ij=1 ij=1 ij=1

Donc le probléme (2.1) peut étre réécrit de la maniére suivante :

. 1vN .2 N
min , 224 j=1Pi ;" Xy j=1MijPi
(P1,1,P2,1,--sPN,1,P1,2---PN,N)E[0, 11V
Vi,k, Yjsk Pi,j < Xj=k Pi+l,j

Vi, Zﬁ‘vzlpi,j =1

(2.2)

On désire alors le reformuler sous la forme standard d'un probléme d’optimisation quadratique

comme suite

min iXTHX -XTh
X=(P1,1,p2,1,-~~,pN,1,p1,2,---,PN,N)T€[0,1]N2
AX<b (2.3)
BX =c

2
Dans notrecasona H =1p2 et h = (m1,1,...,mN,l,...,mN,N)T eRM". Donc

Vi, Y pij< Y Pis1,j < ArX <Oy_1

jzk jzk
ou
Oy Oy ... Opn e1—ey e1—eyg
Oy Ony ... On eg—eg eo—es
Ap=| . . . . : : : € My -1,n2(R)
Oy Oy ... Oy en-1—eN ... eN—1—eN

et Oy =(0,...,00eRN et e; =(0,...,0,1,0,...0) € RN les vecteurs de la base canonique. Les vecteurs

On apparaissent & — 1 fois dans la matrice A, car par exemple on a

e1—eg e1—ey e1—eg
eg—es eg—es eg—es
A=
eéN-1—€eN ... eN-1—€eN ... eN-1—€EnN
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On e1—ey e1—ey e1—ey
On eg—eg eg—eg eg—eg
As =
Oy en-1—eN ... eN—-1—eN ... eN—1—€eN
Oy Oy ... On e1—eg
Oy Oy ... Opn eg—es
An =
Oy Oy ... Oy en-1—en

On peut donc écrire la matrice A du probleme par blocs comme

Ay
Ag
A=l  |edna-1n®)
AN
et le vecteur de bornes b est égale a

Oz =(0,...,007 e RN

En outre, les contraintes Vi, ij: 1Pi,j =1 peuvent étre encodées dans BX = c en prenant

e1 ... e1 ... e
es ... ea ... eg

B= . . |€dNB®
eN ... eN ... en

et
c=(1,., DT erY

Cette reformulation du probleme (2.3) nous permet d’utiliser les outils informatiques adaptés, a
savoir les fonction d’optimisation sur R ou python qui prennent le probléme sous ce format.
2.7.2 Annexe B : Exemple d’estimation du générateur d’'une matrice.

On se donne une matrice empirique M estimée via la méthode cohorte, donc qui n’est pas

induite d’'un générateur.
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M 1 2 3 4 5 6 7 8 E] 10 11 12
1 87,21% 8,14% 0,00% 2,33% 1,16% 0,00% 0,00% 1,16% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00%
2 5,95% 82,94% 5,16% 2,78% 1,98% 0,79% 0,40% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00%
3 0,72% 15,27% 70,41% 5,92% 2,15% 3,82% 0,43% 0,24% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00%
4 0,26% 1,72% 13,77% 76,16% 4,64% 2,38% 0,53% 0,13% 0,26% 0,13% 0,00% 0,00%
5 0,11% 0,32% 2,23% 18,09% 58,94% 8,30% 1,38% 0,43% 0,00% 0,00% 0,21% 0,00%
5 0,09% 0,09% 0,23% 1,45% 9,94% 80,77% 5,25% 1,31% 0,38% 0,23% 0,23% 0,00%
7 0,00% 0,06% 0,06% 0,17% 1,03% 10,68% 79,68% 5,20% 1,44% 0,17% 0,46% 0,06%
g 0,00% 0,00% 0,18% 0,35% 0,18% 2,45% 10,42% 22,66% 1,75% 0,96% 1,05% 0,00%
9 0,00% 0,00% 0,44% 0,00% 0,44% 1,31% 8,30% 7,86% 75,55% 4,37% 1,75% 0,00%
10 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,90% 3,15% 0,45% 2,25% 86,04% 6,76% 0,45%
1 0,00% 0,00% 0,26% 0,00% 0,26% 0,00% 0,53% 1,32% 1,06% 2,38% 91,80% 2,38%
12 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 100,00%

FIGURE 2.12 — La matrice empirique M.

On constate que cette matrice a des coefficients nuls partout, et qui viole plusieurs conditions

de monotonie. On attribue a cette matrice le générateur G =log(M) défini par

log(M) = Z(—l)“@

n=1

Celui-ci existe pour les raisons citées dans la section 3, et il contient certains coefficients non

diagonaux négatifs comme on peut le constater dans la figure ci-dessous :

G G 2 3 4 3 6 7 8 9 10 11 12

i1 -0,139269 0,094571 -0,004606 0,025482 0,012956 -0,001318 -0,001033 0,013521 -0,000150 -0,000078 -0,000078 0,000000
2 0,068391 -0,193942 0,062867 0,028923 0,023030 0,006780 0,004227 -0,000732 -0,000083 -0,000023 -0,000033 0,000000
3 0,003209 0,192588 -0,355847 0,085410 0,022733 0,045880 0,004039 0,002459 -0,000258 -0,000120 -0,000096 0,000000
4 0,002185 0,007715 0,179434 -0,281027 0,057753 0,023574 0,004304 0,000823 0,003263 0,001439 -0,000182 0,000000
5

6

7,

8

9

0,000874 | 0000619 | 0013701 | 0237249 | -0,375464 | 0102100 | 0,014369 0,004129 | -0,000668 | -0,000321 | 0,002442 | -0,000031
0,000997 | 0,000677 | 0,000754 | 0,005440 | 0,127604 | -0,220948 | 0,062309 0,013410 | 0,004038 | 0,002530 0,002238 | -0,000050
-0,000084 | 0,000584 | 0,000295 0,000256 | 0,006574 | 0,129010 | -0,233420 | 0,0734a5 | 0,017043 0,001125 0,004591 | 0,000580
-0,000019 | -0,000226 | 0,001300 | 0,003884 | 0,000096 | 0,022514 | 0,124228 | 0,154243 | 0,020464 | 0,010563 0,011135 | -0,000187
-0,000017 | -0,000449 | 0,005570 | -0,000950 | 0,004485 | 0,009365 | 0,097710 | 0,093578 | -0,279320 | 0,052208 0,018180 | -0,000351

10 0,000000 0,000000 -0,000182 -0,000050 -0,000846 0,008501 0,035706 0,002531 0,026585 -0,151398 0,075197 0,003963
11 0,000000 -0,000243 0,003149 -0,000426 0,003162 -0,000841 0,004376 0,014338 0,011998 0,026275 -0,086542 0,024763
12 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000

FIGURE 2.13 — Le générateur de M défini par G = log(M).

Ces valeurs négatives ont pour origine les valeurs nulles de la matrice M, et ils sont tres
faibles a tel point qu’on peut les considérer comme nuls. On calcule la projection monotone
P9, (M) et on obtient :

P_aN(G) 1 7 3 4 5 5 7 8 s 10 1 12
1 -0,139052 | 0,094789 | 0,000000 | 0,025700 | 0,013174 | 0,000000 | 0,000000 | 0,005330 | 0,000000 | 0,000000 0,000000 | 0,000000
3 0,068467 | -0,194467 | 0062342 | 0028404 | 0022506 | 0,006255 | 0,001103 0,002008 | 0,000995 0,001049 0,000821 | 0,000517
3 0,004223 | 0,193601 | -0,354833 | 0086424 | 0,023746 | 0,040346 | 0,001103 0,002008 | 0,000953 0,001091 0,000821 | 0,000517
4 0,000515 | 0004894 | 0176663 | -0,283847 | 0,054332 | 0,027301 | 0,008631 | 0,003823 0,003758 | 0,001988 0,000821 | 0,000517
5 0,000515 | 0,000808 | 0,012662 | 0,236211 | -0,376502 | 0,102063 | 0,013331 | 0,003823 0,001531 | 0,001878 0,003158 | 0,000517
5 0,000519 | o,000808 | 0001408 | 0006234 | 0127399 | -0,221154 | 0062104 | 0,013205 0,003823 0,001968 0,003158 | 0,000517
7 0,000335 | 0,000992 | 0,001408 | 0,002228 | 0005922 | 0,128358 | -0,234072 | 0,072795 0,016391 | 0,000830 0,004295 | 0,000517
8 0,000335 | 0,000139 | 0,002165 0,002323 0,001158 | 0,022299 | 0124013 | -0,194458 | 0,020249 0,010348 0010910 | 0,000517
9 0,000000 | 0,000000 | 0,002640 | 0,000000 | 0,003481 | 0,009632 | 0,097984 | 0,093351 | -0,275046 | 0,052481 0,018454 | 0,000517
10 0,000000 | 0,000000 | 0,001345 0,001211 | 0,000415 0,007921 | 0035127 | 0001952 | 0,026005 | -0,151977 | 0074618 | 0,003383
1 0,000000 | 0,000000 | 0,001345 0,000000 | 0,001625 0,000000 | 0,004680 | 0014642 | 0012301 | 0,026579 | -0,086239 | 0,025066
12 0,000000 | 0,000000 | 0,000000 | 0,000000 | 0,000000 | 0,000000 | 0,000000 | 0,000000 | 0,000000 | 0,000000 0,000000 | 0,000000

FIGURE 2.14 — La projection monotone P g, (G) du générateur G.

Ce générateur est bien monotone, mais pas strictement monotone comme on peut le consta-
ter sur la derniére colonne. Toutefois, en calculant son exponentielle, on obtient une matrice

strictement monotone comme il est le cas pour la matrice obtenue ci-dessous :
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exp(P_QN(G}) 1 2 3 4 5 6 7 8 E] 10 11 12
1 87,30% 8.07% 0,43% 2,34% 1,17% 0,13% 0,05% 0,47% 0,01% 0,01% 0,01% 0,00%
3 5,83% 83,09% 4,99% 2,75% 1,90% 0,75% 0,15% 0,21% 0,09% 0,10% 0,08% 0,05%
3 0,87% 14,35% 71,17% 5,78% 2,20% 3,30% 0,25% 0,22% 0,10% 0,11% 0,09% 0,05%
4 0,12% 1,70% 12,97% 76,38% 4,29% 2,68% 0,82% 0,39% 0,31% 0,19% 0,10% 0,05%
5 0,06% 0,30% 2,39% 17,18% 69,60% 7,98% 1,35% 0,43% 0,18% 0,18% 0,29% 0,06%
5 0,05% 0,10% 0,28% 1,63% 9,55% 81,02% 5,13% 1,30% 0,37% 0,20% 0,32% 0,06%
7 0,04% 0,10% 0,15% 0,32% 1,08% 10,38% 73,89% 5,03% 1,36% 0,15% 0,44% 0,06%
g 0,03% 0,04% 0,20% 0,23% 0,26% 2,49% 10,20% 22,80% 1,71% 0,94% 1,03% 0,07%
9 0,00% 0,03% 0,22% 0,07% 0,36% 1,39% 8,18% 7,74% 75,86% 4,31% 1,77% 0,08%
10 0,00% 0,01% 0,12% 0,12% 0,10% 0,87% 3,06% 0,43% 2,17% 86,05% 6,66% 0,40%
1 0,00% 0,01% 0,12% 0,00% 0,14% 0,07% 0,57% 1,34% 1,07% 2,40% 91,85% 2,0%
12 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 100,00%

FIGURE 2.15 — La matrice de transition strictement monotone exp(P g, (G)).

2.7.3 Annexe C : Preuves
2.7.3.1 Preuve du théoréme 2.1

Soir oy :={P € 6n| Vi,k L;(P) < Lj.1x(P)} ou L;(P):=% ;> pij, on commence par

démontrer le lemme suivant :
Lemme 2.2. L'ensemble <fn est un compact convexe de Mn(R).

Preuve. Pour tout i # k£ on considére I'application @;; de .#n(R) dans R qui associe a P la
différence L;.1z(P)—L; ;(P). Ces applications sont continues, donc @;;([O, +o0l) est fermé pour
tout i # k. D’autre part, on a ’

AN = SN NNk P 4 ([0, +00D)

or i €{1,...N} I'ensemble Li’%(l) est fermé et Gy = ﬂg\ilL;}(l)n [O,l]NZ, alors Gy est fermé et
borné dans .4 (R), donc c’est un compact.
Soient ¢ €[0,1] et P1,P3 € o/y. Comme les fonctions L, ; sont linéaires, alors tP1 +(1-t)P3 € o,

d’ou la convexité. O

Maintenant on passe a la preuve du théoréme.
Existence : L'application P — ||M — P||2 est polynomiale en les coefficients de P, donc elle est
continue. De plus, d’apres le lemme <)y est un compact, alors P — ||M — P||2 est bornée sur </y
et atteint ses bornes. D’ou I'existence.

Unicité : L'unicité est directement déduite de la convexité de </ d’apres le lemme.

2.7.3.2 Preuve de la proposition 2.2.

Soit P° une matrice de transition inconditionnelle monotone. Par définition, on a pour tout i, j

ZP;) = ZP;)H,k
k=j k=j

or @ est croissante, alors pour tout p €[0,1] et Z, on a

q)(q)_l(Zksz?k)_ \/ﬁZ) q)(q)_l(zkszg+1,k)_ VpZ
1-p 1-p
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donc P;j(Z) < Piy1,;(Z). Or P;j(Z) = X}>;pir, alors la matrice P = (p;;) est monotone; d’ou le

résultat.

2.7.3.3 Preuve du théoréeme 2.2.

Soient A et B deux sous-ensembles bornées de R. On note A > B ssi max(A) <min(B), A>¢B

ssi max(A) < min(B) et .#(A) 'ensemble des barycentres de A. On a alors le lemme suivant :

Lemme 2.3. Si A et B sont finis, alors :
1. A>B=> H(A)> H(B).
2. A>;B= M(A)>; M(B).

Preuve. 1. Soient A ={ay,...,a|a)} et B=1{b1,....,b|p} telsque a1 <..<aja<b1=<..=<bjp|, ce qui
est équivalent a A> B.

Soit (x,y) € M (A) x 4 (B), il existe deux vecteurs A € [0,1]4] et nelo, 118! tels que x = Z'lill Arap
et y= leillﬂkbk avec leillﬂtk = Zl}il“k =1. Donc x € [a1,aj4/] et y € [b1,b)p|], par suite x < y
pour tout (x,y) € #(A) x 4 (B). Cela veut dire que .#(A)> 4 (B).

2. Méme preuve avecaj <...<ajg <b1=<..<bp. O

Preuve du théoréme :
1. Soit P € o/p. On note

Piv_ ji= 2 Pij
J= -
J=min(k)

onaalors Vie{l,...N-1}, p; v i<Pii1u i
i, j=k‘] 14 > J=k‘]

On écrit P; 7 comme une moyenne des probabilités p; i de la maniere suivante

P;;=PIX;€jIX; 1€l
_PIX;ejnX; €]
 P[X;_1€i]
_YiPIXiejnX; =il
B P[X;_1 €]
= Zpi,j/li

i€l
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ou pour tout i on a A; = %
t-1

Soient i,k €{1,...,r} telsque i #r. On a

Y Pi5=2 > pihi

=k j=kiei
=2 ) pijhi

i€ijzk
=) ) pijhi

icijzk

= Zpi,u;:kjli

i€l

qui vérifient }, -1, = 1.

d’ou Vi,k ijkp{j e MUp; kJ‘-Ii € i}). En outre, on a {p; kJ‘-Ii i ip; kili € i+1}, donc
, v v o
d’aprés le lemme on a
J%({pi’u;zkﬂi € Z})D%({pi,U;zkﬂi ci+ 1)

Dot P € o/y on a

ce qui prouve la monotonie de P.

2. La méme preuve pour les inégalités strictes.
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CHAPITRE

CHAMPS DE MARKOV ET MODELISATION DE L’INTERDEPENDANCE

ans ce chapitre nous introduisons un modeéle général d’interdépendance dans un

réseau économique en utilisant une distribution de Gibbs. Celui-ci permet de prendre en

compte un large spectre de relations, comme des relations maison filiale, concurrence ou
des relations de support. Nous explorons certaines propriétés du modele ainsi construit, et nous
démontrons via des techniques de courants aléatoires des résultats théoriques sur une classe de
réseaux, comme l'atténuation exponentielle de la propagation d'un choc macro-économique local,
ou la prédiction de la sensibilité d'un événement sur le réseau par rapport a ses différents
parameétres. Nous introduisons également de nouvelles inégalités de corrélation, afin de prédire
les variations des corrélations en fonction des caractéristiques du réseau. Finalement, nous
discutons comment la considération de 'interdépendance change les parametres du risque de
crédit, via les déformations que subit la distribution des pertes sous une structure de dépendance
donnée.
Mots-clés : Risque de crédit, Contagion, Champs de Markov , Courants aléatoires.
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Introduction

Le défaut est le sujet central du risque de crédit, son étude et sa modélisation est d'un enjeu
majeur a la fois pour les banques et les régulateurs. Bien que sa modélisation fait toujours l'objet
de plusieurs études, elle demeure assez difficile du fait de la rareté des observations de défaut.
Comme évoqué en introduction, la crise de 2008 a dévoilé I'incompréhension du défaut, et a mis en
évidence, via des observations de défauts en cascade, le role des mécanismes de 'interdépendance
dans la propagation de la crise dans ’économie. Ce phénomeéne de contagion est alors devenu 'un
des sujets les plus importants dans ’étude de la stabilité financiére et économique. Les banques,
en tant qu’entités centrales du systéeme et emprunteuses de I'’économie réelle, sont exposées aux
risques associés a leur interdépendance avec les institutions financiéres du systéeme. Celles-ci
sont également sensibles aux risques de concentration et de défaut associées a I'interdépendance
des entités qui constituent leurs portefeuilles de crédit. En risque de crédit, la réglementation
européenne s’intéresse aux aspects d’'interdépendance, notamment sur les portefeuilles de crédit
avec des expositions larges. En effet, 'autorité bancaire européenne (EBA) a mis en place des
directives sur ce qu’elle appelle Large Exposures, qui visent a identifier le risque de concentration
sur un groupe d’entités interconnectées (EBA/GL/2016;[1]). L’article 178 du CRR (CapitalRequi-
rement Regulation) limite ’exposition & 10% sur un groupe de clients connectés. Ce dispositif ne
repose pas sur une modélisation quantitative du probléme, mais plutdt sur une caractérisation
qualitative d'un groupe connecté de clients sur plusieurs criteres. Ces derniers portent sur les
types de relations et la structure du groupe, a savoir le nombre de relations qui le constituent
et si les relations sont économiques ou capitalistiques. Toutefois, il existe certains modéles qui
permettent d’intégrer 'effet de I'interdépendance sur la distribution des pertes d’un portefeuille.

Comme discuté dans la revue de littérature du chapitre 1, ces modeles ne prennent pas en compte
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la particularité des liens entre les différentes entités du portefeuille.

La classe des modeéles qui nous intéresse est celle utilisant les champs de Markov, plus
précisément des modeles empruntés a la physique comme celui d’Ising. J.Molins et E.Vives
[45, 46] utilisent ce modele dans deux papiers pour étudier les portefeuilles de crédit homogenes,
notamment leur distribution de pertes sur deux types de réseaux assez simples. Ils démontrent
que ce modele est "optimal" dans le sens du principe d’entropie maximale !. Ensuite, ils relient
de maniére qualitative la contagion observée en période de crise au phénomeéne de changement
de phase en mécanique statistique. Par analogie, ils mettent en exergue le role de celui-ci dans
Papparition des défauts simultanés de maniére brusque et sans signaux alarmants en période de
crise. Malgré les nombreuses analyses pertinentes de ces travaux, ceux-ci restent restreints a
deux types de réseaux tres particuliers, sur lesquels le modele d’Ising s’exprime de maniére assez
simple. De la méme manieére, K. Kitsukawa et al. [89] proposent un modele d’Ising pour modéliser
I'interdépendance en crédit, en donnant une application en valorisation des tranches de CDO
(Credit Default Swap). Malheureusement ce papier présente les choses d’'un angle purement
"éconophysique", sans mise en avant de I'interprétation économique et financiére des parametres
du modele. Les travaux 1.0. Filiz et al. [47] proposent un modele d’'Ising avec une extension
multipériodique, qu’ils appliquent principalement dans la valorisation des CDO. De plus, ils
démontrent par des arguments de géométrie algébrique que le modele se calibre de maniére
unique via la donnée des probabilités marginales et doubles de défaut. Un des avantages de
ce type de modeles réside dans ses propriétés dites critiques, qui correspondent en économie a
Pexistence d’un niveau d’interdépendance critique a partir duquel il y a un risque de contagion.
Cela rejoint I'intuition de 'économiste Britannique A.Haldane [103], qui considére que l'interdé-
pendance positive en économie est bénéfique tant qu’elle ne dépasse pas un seuil qui peut mener
a une contagion. Il explique ce phénomeéne en faisant une analogie avec les réseaux électriques
sécurisés par des connexions afin de garantir une alimentation en électricité. Ces connexions
peuvent générer en cas d’excés un risque de disfonctionnement du réseau électrique global par
propagation d’un incident de forte amplitude. Ceci montre I'intérét de ce type de modeles pour
les économistes, car celui-ci fournit un cadre dans lequel I'existence de phénomeénes critiques est
possible. Toutefois, le modele d’Ising classique demeure insuffisant pour décrire toute la richesse
des relations possibles dans un réseau économique. En effet, le modele d’Ising considére que les
entités du réseau interagissent uniquement de deux manieéres, soit une connexion positive ou
négative. Ceci s’interpréte soit par une relation de support ou de concurrence, car la connexion po-
sitive est synonyme d’intéréts communs, alors que c’est I'inverse pour le cas négatif. Les relations
économiques sont cependant beaucoup plus complexes, et nécessitent beaucoup plus de degrés de
liberté dans leur modélisation comme I'asymétrie. Cette problématique fait ’'objet des travaux

développés dans ce chapitre, dont le but est de construire un modele général d’interdépendance

1. Le principe d’entropie maximale donne la meilleure distribution dont les moments sont fixes qui maximise
Pentropie, voir [45].
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applicable en risque de crédit.

Nous allons construire dans ce chapitre un nouveau modele d’interdépendance, qui permet de
prendre en considération les particularités des relations entre les entités d’'un réseau économique.
Nous utilisons une distribution de Gibbs dont le Hamiltonien contient d'une part une partie
intrinséque a chaque entité, et d’autre part des fonctions de couplage qui permettent d’associer a
chaque couple un mode d’interaction qui lui est propre. Nous consacrons la premiére section du
chapitre aux rappels, notations et notions nécessaires pour l'introduction et I’étude du modele.
Dans la deuxiéme section, des propriétés élémentaires du modele seront démontrées, et nous y
expliquons la philosophie derriére cette approche tout en mettant en exergue son apport a la
modélisation des différents types d’interactions entre deux entités. Nous démontrons plusieurs
résultats mathématiques sur les effets de I'interdépendance sur les probabilités de défaut margi-
nales et jointes, ainsi que sur la formation de clusters. Nous montrons comment ces résultats
s’articulent de maniere trés cohérente, et donnent beaucoup d’information sur la sensibilité de
chaque entité a son environnement. Nous utilisons par la suite ces sensibilités pour distinguer les
effets de premier et de second ordre, en particulier la sensibilité d’'une entité aux voisins directs
et indirects.

Ensuite, nous introduisons dans la troisiéme section la notion de courant aléatoire et ses
propriétés qui nous permettrons d’établir des résultats théoriques sur certaines classes de
réseaux dans la quatriéme section. Ces résultats ont nécessité la démonstration de certaines
nouvelles inégalités de corrélation en utilisant le formalisme des courants. Nous consacrons la
cinquiéme section aux applications du modéle en risque de crédit, en particulier a ’étude de la
déformation de la distribution des pertes, et son impact sur les parameétres classiques du risque.
Nous discutons les phénomeénes de propagation du risque dans un réseau dans la section 6. Nous
étudions les modes de propagations possibles d’'un choc macréconomique local sur différentes
configurations d’un réseau, ainsi que 'atténuation de celui-ci par effet de distance. Nous discutons
dans la section 7 'apparition des phénomeénes critiques, que nous définissons d'une maniére
rigoureuse, et beaucoup plus adaptée a notre contexte que la définition classique de la mécanique

statistique.

3.1 Notions : théorie des graphes et champs de Markov

Le but de cette section est d’introduire certaines notions dont nous aurons besoin dans la

suite du chapitre :

Définition 3.1. (Graphe pondéré non-orienté)
Soit V ={1,2,...,n}, et M = (m, 1)y vev une matrice telle que :
— Yu,veV,my,=20et my, =0;

— Yu,veV, myy=myy.
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On appelle le couple G = (V,M) un graphe pondéré non-orienté, dont V est 'ensemble des noeuds
et M la matrice des poids. Les couples de noeuds dans E(V) :={(u,v) € Vzlmu,v # 0} sont appelés
arétes et on dit que les noeuds d’une arréte sont connectés. On notera parfois les arétes de E(V)
simplement e (pour edge) afin de simplifier les notations. On note de plus N(u) 'ensemble des
noeuds connectés a u qu’on appelle ensemble des voisins de u ; on dit qu'un graphe G =(V, M) est
complet si tout les noeuds sont deux a deux connectés. Autrement dit, pour tout i € V, N(i) = V\{i}

ou également les coefficients de M sont strictement positifs.

Définition 3.2. (Chemins et connexité) Soit G = (V,M) un graphe pondéré non-orienté, on
appelle chemin entre deux noeuds u et v toute suite de noeuds y = (u;);eo,..., p} dans V telle que
pour tout j, (uj,u;11) €E(V), uo=u et u, =v. On dit que u est connecté a v par le chemin v, et
p est appelé longueur du chemin y. Noter que si p =1 alors u € N(v).

Si tous les noeuds de G sont deux a deux connectés par un chemin, alors G est dit connexe.

Définition 3.3. (Clique) On appelle clique d’ordre % ou k-clique d'un graphe pondéré non-orienté
G =(V,M) tout sous ensemble C c V dont le graphe induit est complet de cardinal 2. On note
Cl,(G) I'ensemble des cliques d’ordre k& de G, et CI(G) := U, Cl;(G) I'ensemble des cliques de G.

Prenons comme exemples les graphes K33 et K5 dont la représentation est donnée par la

figure suivante :

Ks3 Ky

FIGURE 3.1 — Les graphes K3 3 et K5.

Le graphe K5 est complet, par conséquent on peut en extraire tous les k-cliques pour
k €{1,2,3,4,5} qui représentent respectivement les points, les arétes, les triangles, les carrés et

K5 en entier. En revanche, K3 3 ne contient que des 1-cliques et des 2-cliques.

Soit G = (V,M) un graphe pondéré non-orienté, et X = (X;);cyv une collection de variables
aléatoires X; a valeur dans Q de loi P;. On note Pg = ®,cv P; la loi jointe de X dans QY := [T Q,
eV
et X est appelé champs aléatoire sur G.
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Définition 3.4. X est dit champs de Markov dans G = (V, M) si et seulement si pour tout x € QY
Pa(X; = x;[(X; = xj)jev\iiy) = Pa(X; = x;[(X; = %) jen)) (3.1)
Cette définition est tiré de la propriété du plus proche voisin, et qui est une extension spatiale de

la propriété de chaine de Markov. Il existe cependant d’autres définitions comme :

1. Propriété couple : Pour tout couple de noeuds non-connectés u,veV ona:
Xy L XX ) jeviu,o

Ce qui veut dire que les variables X,,,X, sont indépendantes conditionnellement a toutes

les variables indexées par les autres noeuds.

2. Propriété locale : Pour tout u €V :

Xu L (X)) jev\@uNe)(X ) jeNw)

Cela veut dire que la variable X,, est indépendante avec toute variable X, non voisine

conditionnellement aux variables voisines.

3. Propriété globale : Pour toute parties A,BcV :
(Xuwuea L (Xy)peBl(Xj)jes
ou tout chemin qui relie un élément de A a un élément de B passe par S.

La propriété globale est plus forte que la propriété locale, qui est a son tour plus forte que la
propriété couple. De plus, les trois propriétés sont équivalentes si et seulement si la distribution
P est strictement positive (voir [90] pour plus de détailles), et dans ce cas nous avons la propriété
de factorisation suivante :

Pex)= [] ¢clxe) (3.2)
CeCl(@)

pour tout x € QY ou1 ¢¢ est une fonction qui ne dépend que du clique C.
Théoreme 3.1. (Hammersley-Clifford) Soit X un champs aléatoire sur G tel que Pg soit
strictement positive. X est un champs de Markov si et seulement si

exp(HAg(x))

Pa(X =x)=
fell x) Zc

ou Hg:QV — R est une fonction Hamiltonien du plus proche voisin 2 et

Zg = Z exp(AG(1))
leQvV

est la fonction de normalisation.

2. Dans la littérature cette fonction est définie comme —#7;, et le signe - est mis dans un soucis d’interprétation
physique.
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Remarque : On peut remarquer qu'un champs aléatoire X sur un graphe complet G vérifie
directement I’équation 3.1 and 3.2, par conséquent tout champs sur G est de Markov si sa
distribution est positive.

Suivant la propriété de factorisation 3.2, le Hamiltonien .#; peut se décomposer comme suite :

n

He=Y Y hc (3.3)
k=1CeCl,(G)

ou h¢ est une fonction qui ne dépend que du clique C. Cette décomposition suggere que le
comportement d’un tel systeme s’explique via les interactions locales sur chaque clique, cependant

la majorité des modeles connues utilisent uniquement les cliques d’ordre un et deux.

3.1.1 Exemples de champs de Markov :

Modele d’Ising : Le modele d’Ising est un modeéle de spin issue de la physique, dont les états
des noeuds sont dans Q ={-1,1}, et de Hamiltonien
%G(X): ZhiXi+ Z Jinin
iev (G, )EEV)

ou les h; et J;; sont ses parametres. Quand les J;; sont tous positifs (resp. négatifs), on parle

d’un modele ferromagnétique (resp. anti-ferromagnétique).

Le modele de Potts : Le modéle de Potts est une extension du modele d’Ising aux états
multiples sur Q ={1,...,n}, et il est défini par le Hamiltonien
HeX)=) hiXi+ ) JiXiX;
eV (G, )DEEV)
Il est également utilisé en physique, mais aussi en traitement d’image. Ce modéle pourrait étre

utilisé pour prendre en compte les changements de qualité de crédit et la dépendance du réseau

dans ces changements, dont les états seront les notes de crédit.

Le modele O(n) : Le modele O(n) est également une extension des deux derniers modeles aux

états continues sur la sphére Q = S”~! c R”. Son Hamiltonien est donné par

HeX)= Y  Ji;X.X;
@i,))eEV)

ou X.Y est le produit scalaire euclidien. Ce modele est invariant par rotation, ce qui veut dire
que pour toute rotation r € O(n) du groupe des rotation de R", on a A5 (r(X)) = #(X), qui est
une conséquence de 'invariance du produit scalaire par rotation, i.e r(X;).r(X;) = X;.X;. Sin =2,
on parle du modéle XY, et quand n = 3, il s’agit du modele d’'Heisenberg.

On remarque que ces modeéles sont écrit comme une somme sur les 1-cliques et 2-cliques avec

des fonctions h¢ de la forme J¢ [[;cc X; ou J¢ est un parametre constant pour tout C au plus
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d’ordre 2. Cela revient en effet a expliquer le systéme global uniquement avec les propriétés
locales (1-cliques) et les interactions simples deux a deux (2-cliques). Mais il est a noter qu’il
n’y a aucune obstruction théorique pour écrire un modele qui décrit un systéme via toutes les

interactions possibles, a savoir les interactions a 3, a 4 ou plus, avec un Hamiltonien de la forme :

n

HeX)=) > dJdcXc (3.4)
E=1CeCTH(G)

ou X¢ :=[l;ec X; avec X = (X;);ev € {—1,1}"*, ou plus simplement encore

HeX)= )Y JaXa
AcV
Les modeles de ce type possédent des propriétés assez pratiques, en particulier 'expression de la

sensibilité de la mesure Pg aux J4. En effet, on a pour tout événement & et AcV
07,Pc(&)=Covg(lg,X4) (3.5)
ou Covg est la covariance selon la mesure Pg. En particulier, pour tout B < V nous avons
0j,Eq(XB) = Covg(XpB,X4)

oul Eg est 'espérance selon la mesure Pg. Il est trés difficile de prédire en général le signe de ces
dérivées, cependant dans le cas oi1 J4 = 0 pour tout A c V le signe est toujours positif. Ce résultat
provient d'une des inégalités dites GKS (pour R.B.Griffiths, D.G.Kelly et S.Sherman [96, 97]) qui

s’expriment de la facon suivante :

Théoreme 3.2. (GKS) On suppose que pour tout A<V, on a Jo =0. Alors, pour tout A,BcV,

nous avons les inégalités suivantes :
1. [Eg(XA) = O,
2. Eg(XaXB) =2 Eqg(XA)Eq(XB).

La deuxiéme inégalité de ce théoreme donne automatiquement le signe de la dérivée 4,7, Eg(Xpg) =

0. La preuve donnée par GKS a ces inégalités est assez élémentaire, néanmoins il existe plusieurs
démonstrations beaucoup plus conceptuelles, dont nous allons en présenter une en particulier
plus loin. Cette derniére découle de manieére évidente d'une reformulation du modele via ce qu’on
appelle les courants aléatoires (voir section 3.3).

Le modele décrit par le Hamiltonien 3.4 fait intervenir des interactions d’ordre supérieur a 2,
mais en pratique, que ce soit en physique ou en traitement d’image, nous ne disposons d’aucun
moyen de mesure ou juste de quantification d'une interaction a trois ou plus, d’ot1 la forme des
Hamiltoniens des modéles d’Ising, Potts et Heisenberg. Si on considére un champs a deux états
avec un modele a deux cliques comme celui d’Ising, alors on a 'inégalité FKG (pour C.M.Fortuin,
P.W.Kasteleyn et J.Ginibre [95]).
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Théoréeme 3.3. (FKG)
Soit G un réseau muni d’'un modele d’Ising tel que h;,J;; =0 pour tout i,j € V, alors pour tout

couple de fonctions croissantes® (f,g), la covariance Covg(f(X), g(X)) est positive.

Le résultat de ce théoréeme est équivalent a dire, dans un vocabulaire probabiliste, que X
est positivement associé. L'association négative selon laquelle nous considérons des corrélations
négatives est un sujet relativement sous développé dans la littérature, car il est considéré comme
un sujet difficile. Cependant, plusieurs résultats intéressants sur le sujet sont trouvés, notamment
Iexistence d’inégalités de concentration pour ces variables (D. Wajc [156]), des applications en
échantillonage sans remplacement (J-D.Kumar et F.Proschan [154]), ou des résultats analytiques
sur la convergence de certaines limites de suites faisant intervenir des variables négativement
associées (Yu. Miao, W.Xu, S. Chen et A.Adler [155]). Nous donnons une preuve de ce théoreme
dans un cas plus général que celui du modeéle d’Ising, en se basant sur des arguments classiques;
voir 3.9.1.4. Nous utilisons I'inégalité Ahlswede—Daykin dans notre démonstration, ou I'inégalité
des quatre fonctions, celle-ci repose sur une hypothése qui généralise la log-supermodularité d’'une
fonction . Il est également possible de donner une preuve en utilisant uniquement le fait que Pg
est log-supermodulaire ou distribution MTP5 ® (voir Karlin, S. and Rinott, Y. [40]). L'inégalité
FKG permet de compléter les inégalités GKS aux fonctions croissantes, car les fonctions X 4 ne
sont pas forcément monotones. Nous allons étendre ce résultat plus loin & un modéle plus général,

que nous allons utiliser pour démontrer certains résultats sur les phénomeénes de clusturing.

3.2 Le modele

On considére une économie constituée de n entités qui interagissent via des liens économiques,
capitalistiques ou commerciaux. Cette économie peut représenter un portefeuille de crédit ou un
réseau interbancaire. Nous désirons construire dans cette section un modéle qui parvient a capter
les effets des interactions entre les entités sur ’économie considérée, ainsi que la sensibilité du
systeme globale a I’état intrinseque de chaque entité. Dans un contexte de risque de crédit, nous
cherchons a retranscrire mathématiquement la notion de Single Risk introduite par 'EBA, que
nous allons définir rigoureusement dans la derniére section de ce chapitre. Nous allons voir que
le modele permet de mesurer la contribution de I'interdépendance au risque de crédit a travers le

grossissement de la queue de distribution, ainsi que sur différents parameétres du risque.

3. Soient Q cR et n =1, on définit un ordre partiel sur QY tel que x < y si et seulement si x; < y; pour tout i. On
dit qu’une fonction f : QY — R est croissante si x < y=>f@)<fy).
4. Une fonction f :R"™ — R est dite supermodulaire, si

f@x)+ ()< fxvy)+f(xAy) pour tout x,y € R”.

On dit qu’elle est log-supermodulaire si son logarithme est supermodulaire.
5. Une fonction f : R® — R est dite Multiplicative Totally Positive of order two ou MTPs si elle est log-
supermodulaire, et on dit qu’une distribution P est MTPs si sa densité sta
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3.2.1 Formalisme mathématique

Soit V 'ensemble des n entités de '’économie, pour tout i € V, soit X; une variable aléatoire a
valeur dans Q = {-1,1} qui vaut -1 en cas de défaut de I’entité i, et 1 sinon, et on note X = (X;);ev
la collection de ces variables qui est & valeur dans QV := Q". On considere cette économie comme
un réseau G = (V,M) non-orienté pondéré par une matrice M que nous appellerons matrice de
connectivité, dont chaque coefficient m;; représente I'intensité du lien qui relie les entités i et ;.
Cette quantité est vue également comme une capacité du canal de risque qui relie i et j, et nous
Iappellerons connectvité entre i et j. Nous supposons que X est un champs de Markov dont la

mesure Pg s’écrit
exp(Ag(x))

Pa(X =x)=
e ) Zc
pour tout x € QV ot #g est un Hamiltonien de la forme 3.4 qui ne prend en compte que les

cliques d’ordre un et deux, et que nous exprimons sous la forme :
He(X) = ZBiXi+ Z mijéij(Xi,Xj) (3.6)

i€V @@, )NeEV)

ou B; sont des parametres que nous appellerons résistances, et qui décrivent les propriétés
intrinseques des entités. Les §;; sont des fonctions qui ne dépendent que du couple (X;,X ), qui

peuvent s’écrire sous la forme
6ij(Xi:Xj):aini +bl‘ij+Cinin +dij

et que nous appelons fonctions de couplage ou plus simplement relations. Contrairement aux
modeles présentés dans les exemples de la section précédente, ces fonctions contiennent des
parties "individuelles” a;;X; et b;;X; que nous introduisons afin de donner un degré de liberté
supplémentaire au modele. L'objectif de ceux-ci est de capter 'asymétrie des relations que
certaines entités peuvent avoir, comme une relation maison mere-filiale, ou simplement des
relations économiques de type fournisseur unique-client. Il est alors important de noter que 6;;
n’est pas forcément symétrique bien que le réseau soit non-orienté. De plus, la constante d;;
n’intervient pas car elle se simplifie dans I'expression de la mesure Pg.

Si la matrice M est nulle, ce qui signifie une indépendance des entités du réseau, alors

exp(B;x;)

P o X =x)=
&M=0 11 exp(B;) + exp(—B;)

exp(B;x;)

exp(B;)+exp(—B;) est la probablhté marginale

ou

Pey=0Xi=x)= Y Pgu=o)
éeQV
i =X

exp(=B;)

pB)+exp(<B) la probabilité marginale de défaut de i

On note alors p; := Pg y=0(X; = -1) =

en cas d'indépendance, et nous I'appellerons probabilité de défaut intrinseéque. Ce qui signifie
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que c’est la probabilité de défaut de i en supposant que la matrice M est nulle, qui représente
uniquement la santé de I'entité relative a sa position dans son secteur d’activité. Les résistances
peuvent alors s’écrire comme B; = %ln(pii —1). Nous supposons que cette probabilité ne dépend
que de la valeur de l’entité i et qu’elle est conditionnelle a des facteurs exogénes. De méme,
les relations ainsi que les connectivités peuvent dépendre de la position au cycle. En effet, les
entités peuvent en situation de stress étre plus dépendantes/connectées les unes aux autres, ce
qui signifie dans notre philosophie une augmentation des m;;. Les entités peuvent également
changer la facon avec laquelle elles interagissent, ce qui est synonyme de changement de relation
0;;. Prenons a titre d’exemple les relations qui régissent les groupes d’affaires, en situation de
stress il n’est surprenant de voir des changements de comportement de la maison mere dans
ses relations avec ses filiales. Car il est possible que des filiales soient "sacrifiées" dans le but
de la survie du groupe. Donc la mesure Pg est en fait une mesure conditionnelle Pg(|Z) aux
facteurs exogénes Z, mais nous allons conserver la notation sans conditionnement en guise de
simplification.
Le choix des relations §;; devrait se faire via la comparaison de ses valeurs. En effet, si nous
avons par exemple §;;(—1,-1) > §;;(1,-1), alors cela veut dire que la nature de I'interaction entre
i et j favorise un état de double défaut au défaut de I’entité j seulement. Cela conditionne alors
I'évolution des probabilités marginales et jointes par rapport aux p; et m;;; cela ne veut pas
forcément dire que leurs probabilités suivent la méme inégalité (Pg(-1,-1) = Pa(1,-1)), car
les parametres B; jouent aussi un role de "résistance” a ces facteurs d’interdépendance. Ces
résistances ont pour but de garder les mémes probabilités d’états en cas d’'indépendance. Car ce
rapport de force entre ce qui est intrinseque et ce qui provient des interactions se joue dans la
comparabilité entre la partie intrinséque du Hamiltonien et la partie de couplage. En effet, si les
entités ont des probabilités intrinseques de défaut tres faibles, alors leurs résistances seront tres
fortes et le terme de couplage Y ;cy m;;6;;(X;,X;) va étre assez faible comparé a } ;cy B; X; pour
des connectivités m;; suffisamment faibles; par la suite les entités seront presque insensibles
aux interactions, et garderont quasiment les mémes probabilités de défaut. En revanche, si les
interactions sont assez fortes, les entités ne pourrons pas "résister" aux effets de la dépendance
et par la suite leurs probabilités de défaut sous la mesure Pg changeront considérablement, d’ot1
la dénomination de résistance donnée aux termes B;.

Nous allons noter par la suite T la collection de relations (6;,); jcr(). Nous appellerons

réseau économique le réseau G muni de T qu’on note comme un triplet G =(V,M,T).

3.2.2 Sensibilité aux parametres

On s’intéresse maintenant a la sensibilité du modéle aux parameétres p;,m;; et §;;. Soit
G =(V,M,T) un réseau économique, nous avons vu que les relations §;; s’écrivent comme une

combinaison de X;,X; et X;X; a coefficients a;j,b;; et c;j. Nous allons noter désormais ces
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coefficients comme des opérateurs tels que
a(d;j) =a;j, b(6;j)=b;j et c(6;j) = cij (3.7
Ces coefficients caractérisent la relation, et décrivent ses effets unilatéraux et bilatéraux sur ses
parties. En effet, le coefficient a;; s’exprime
6:j(1,1)+6;;(1,-1)—6;;(-1,-1)-6;;(-1,1)
4

Celui-ci est interprétée comme le gain unilatéral de i via sa relation avec j, car la décomposition

aij=

a;;X;+b;;X;+c;;X;X;+d;j fait agir a;; sur la partie sur la partie intrinseque en I'intégrant
dans la résistance (B; est remplacé par B; +a;;jm;;). Donc si le signe de a;; est positif, alors celui
ci contribue & augmenter la résistance et donc diminuer la probabilité de défaut, et inversement

sinon. Le coefficient b;; s’exprime de manieére similaire

o 0;j(1,1)+6;;(-1,1)-6;j(-1,1)-6,,;(-1,-1)
ij=
4
et de la méme maniere, il représente le gain unilatéral de j de cette relation. Le coefficient c;;

s’exprime quand a lui s’exprime
6;j(1,1)+6;;(-1,-1)-6;;(1,-1)-6;;(-1,1)
4

Celui ci peut également étre interprété comme le gain bilatéral de i et j dans cette relation. Si

Cij =

celui-ci est positif, alors les deux entités bénéficient mutuellement de cette relation, sinon leur

relation est interprétée comme une concurrence comme nous allons I'expliquer dans la suite.

Remarques :

— Le gain de i dans cette relation peut étre vu comme ce que j apporte a i dans cette relation,
donc on peut par convention écrire a(;;) = b(5 j;) méme si les indices ij et ji sont identiques
par non orientation du graphe.

— Les signes de ces coefficients définissent les classes de relations possibles. Donc nous avons
3% — 1 classes de relations possibles, en supprimant le cas ot les trois coefficients sont nuls.
Par conséquent, nous avons 26 comportements possibles, que nous allons répartir sur trois

types de relations comme nous allons le voir en fin de section.

Pour simplifier certaines formules, on utilisera par la suite la notation en opérateur de ces

coefficients.

Proposition 3.1. Soient deux sous réseaux G1=(V1,M1,T1) et Go = (Vo,Ms,T9) de G, tels que
pour tout (i,j) € V1 x Vo, on ait m;jc(d;;) = 0. Alors pour tout x € Qv

Pe(X =x) =Pg,(X; = x;)iev,)Pg,(X; = xi)iev,)

ou Pg, est la mesure induite par Pg sur le réseau G;.
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Démonstration. Voir 3.9.1.1. O

M, .
Si en particulier la matrice s’écrit comme M = [ 0 ou M; est la matrice correspondante

0
M,
au sous réseau G, alors I'hypothese de la proposition est vérifiée, donc la mesure se décompose
comme la proposition I'indique. Cela veut dire que si le réseau G est composé de deux réseaux
indépendants, alors la mesure Pg n’est que le produit des deux mesures correspondantes a ceux-ci.
Par extension, la mesure Pg peut se décomposer selon le nombre de composantes connexes du
réseau. Si en revanche le réseau est connecté, et donc G1 et Go sont liés, alors ’hypothese de
la proposition est vérifiée si et seulement si pour tout (i, j) € V1 x Vg, ¢(d;;) = 0, donc la mesure
Pg se décompose comme dans la proposition. Mais a la différence du cas précédent, chacune des
deux mesures Pg, dépend des connectivités des liens qui séparent les deux sous réseaux via les

coefficients m;;a(5;;) et m;;b(5;;).

La sensibilité de P aux probabilités intrinseques peut étre exprimer via I’équation 3.5 comme
suite : Cove(le.X.)
ov , X
0y, P(8) = ——— &L (3.8)
2pi(1-p;)

en particulier pour tout i,j eV,

_ Covg(X;, X))

0, PaX;=-1)= 3.9)
Py G 4p;(1-p; )
Or la covariance peut étre écrite comme
Covge(X;, X)) =4(PeX; =X;=-1)-Ps(X; = -1)Pc(X; = -1)) (3.10)

alors si i et j font partie de deux sous réseaux de G séparés par des relations qui vérifient
I'’hypothése de la proposition précédente, alors par décomposition de la mesure Covg(X;,X;)=0;
par conséquent la sensibilité 0,,Pg(X; = x;) est nulle. De maniere générale, si deux sous réseaux
A et B ne sont connectés que via des chemins qui passent par des liens (iz, j;) tels que c(6;,,) =0
(voir figure ci-dessous), alors il existe une partition du réseau G en deux sous réseaux G4 et
G qui respectivement contiennent A et B. Donc en appliquant la proposition précédente, on
en déduit que Covg(X 4,Xp) = 0. La réciproque de ce résultat sera démontrée plus loin sous

certaines hypotheses.
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Remarquons que si 0, ,Pg(X; =—1) =0, alors Covg(X;,X) = 0, par conséquent on a via 3.10
U:D(;(Xi=—1|Xj=—1)Zpg(Xi=—1) (3.11)

Cette inégalité peut étre établie sans passer par la covariance, en regardant uniquement
cette sensibilité au voisinage de p; = 1. Plus généralement, la proposition suivante donne le com-

portement de la mesure Pg quand les probabilités intrinséques prennent des valeurs extrémes.

Proposition 3.2. Soient G =(V,M,T) un réseau économique et i € V une entité, on a les égalités

suivantes :
Vxe€ QV, }}iiinl PeX =x)=Pg(X =x|X; =-1) et ;jgoPg(X =x)=PgX =x|X;=1)
En particulier, l}ii{r}l PeX;=-1)=1et l}iiznho PeX;=1)=1
Démonstration. Voir 3.9.1.3 O
Sid,,Pe(X; =—-1)=0, alors de cette proposition on peut déduire directement que
plji_{I}lPG(Xi =-1)=Pe(X;=-11X;=-1) 2Pg(X; = -1)

Si deux entités du réseau sont séparées uniquement par i, alors par la propriété de Markov, celles-
ci deviennent indépendantes (voir figure 3.2), et 1a mesure peut se décomposer conditionnellement
au défaut de i. Cela revient a dire que la mesure ne prend plus en compte I'entité i apres son

défaut, et le Hamiltonien de celle-ci est associé a un réseau qui ne contient pas I'entité i.

Py Py(Xij=—1)

FIGURE 3.2 — Effet du défaut de i sur le réseau.

En pratique, une probabilité de défaut de 1 n’existe pas. Toutefois, des probabilités écono-
miques trés élevées peuvent étre synonymes de défaut, et par la suite peuvent étre considérées
comme étant égales a 1. Dans un exercice de stress-test, il est tout a fait plausible de prendre
comme scénario le défaut d'une entité ou plus. Il est alors possible d’apres la proposition pré-
cédente de prendre des probabilités intrinseques égales a 1, ce qui revient a conditionner par
des défauts. D’autre part, cette proposition représente une confirmation de la bonne articulation

du modele, et qu’il n’y a pas de restrictions particuliéres a faire sur les valeurs des probabilités
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intrinseques.

Nous avons vu via la proposition 3.1 comment des valeurs nulles de connectivités peuvent
jouer sur la réductibilité de la mesure, mais I’équation 3.5 nous donne beaucoup plus d’information
sur la sensibilité aux connectivités. En effet, d’apres cette équation on a pour tout événement &,
ettouti,jeV

Om;;Pc(&) = Covg(le, (X, X)) (3.12)

Cette formule décrit alors la sensibilité de la mesure Pg a m;; sous forme d’une covariance avec

la relation 6;; (voir 3.9.1.2 pour la preuve). En particulier, on a pour tout 2 € V

1
O, Pa(Xp=-1) = —QCOVG(Xk,aij(Xi,Xj))

Il est alors possible de prédire le signe de cette dérivée dans certains cas, en particulier lorsque
a(6;;), b(6;;), c(6;;) =0 et B; =0 pour tout i,j € V. En effet, sous ces conditions I'inégalité GKS
3.2 affirme que les termes Covg(Xy,X;), Covq(Xy,X;) et Covg(Xy,X;X;) sont positifs, par la
suite Covg(Xy,0;;(X;,X;)) = 0; par conséquent

amijPG(Xk =-1)<0

Cela veut dire que si toutes les probabilités intrinseques de défaut sont inférieurs a 50% (B; = 0),
et que les gains unilatéraux et bilatéraux sont positifs, alors 'augmentation de la connectivité
entre deux entités du réseau fait diminuer les probabilités marginales de défaut. En d’autres
termes, plus deux entités sont connectées via une telle relation, plus le réseau économique est
résilient. De la méme manieére, la sensibilité aux probabilités intrinseques de P est décrite par
la covariance comme I'exprime ’équation 3.9. Donc sous les mémes conditions, I'inégalité GKS 3.2
implique que 'augmentation de la probabilité intrinséque d'une entité dans le réseau affecte tout
le réseau. Ceci se matérialise par augmentation de toutes les probabilités marginales de défaut.
Nous avons donc une propagation du risque dans le réseau, qui a pour origine la dégradation
subie par une entité & cause d’un choc macro-économique, cela est synonyme de contagion ®. On
peut alors se poser des questions sur Pamplitude de cette propagation ainsi que son atténuation
en traversant le réseau économique. Il est connu que dans un modele d’Ising ferromagnétique
cette propagation diminue de maniére exponentielle, nous allons démontrer plus loin que ceci
s’étend a notre modéle de maniére générale.

Quand les coefficients a(6;;), b(6;;), c(;;) et les B; sont positifs pour tout i,j € V, on peut
utiliser plusieurs outils de la mécanique statistique sans contraintes supplémentaires ; comme les
inégalités GKS, ou 'inégalité FKG que nous allons voir par la suite. On remarque que I'inégalité

GKS nous donne en particulier Fg(X;) = 0, donc Pg(X; = —1) <0.5. Donc méme si p; =50%, on

6. Nous avons supposé que les p; dépendent de la position au cycle des entités, donc celle-ci peut les faire
augmenter ou baisser.
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aura toujours Pg(X; = —1) <50%. Un réseau économique G =(V,M,T) est appelé cohérent si les

résistances (B;);, termes unilatéraux et bilatéraux de ses relations sont tous positifs.

Théoreme 3.4. (FKG généralisé)
Soit G un réseau économique cohérent, alors pour tout couple de fonctions croissantes’ (f,g),
la covariance Covg(f(X),g(X)) est positive. En plus, si on remplace la croissance de f par une

décroissance, alors Covg(f(X),g(X)) est négatif:
Démonstration. Voir 3.9.1.4. O

Ce résultat est une généralisation de I'inégalité FKG 3.3 que nous avons introduit. Soient

A,BcV, f(X)=Tlica 1+TX‘ et g(X)=TlieB 1+2Xi . Les fonctions f et g représentent les indicatrices

de survie des groupes A et B, de plus elles sont croissantes, donc d’apres I'inégalité FKG on a

Pe(X;=1,Yic AUB) > Pg(X; = 1,Vi € APg(X; = 1,Yi € B) (3.13)

ce qu'on peut écrire autrement
Pa(X;=1,VieAuB|X;=1,VieB)=Pa(X; =1,Vi€e A)

Donc la survie d’'un groupe dans le réseau augmente la chance de survie de tout autre groupe.
Soient f(X) =[l;ea 1_TX‘ et g(X)=T1l;en I_TX", ces deux fonctions sont les indicatrices de défaut
de A et B respectivement. Remarquons que ces deux fonctions sont décroissantes, donc sous

hypothése de cohérence, on a également
Pe(X;=-1,Vie AUB)=Pg(X; =-1,Vie A)Pg(X; =-1,VieB) (3.14)

ce qui généralise I'inégalité 3.11 dans le cas cohérent. D’autre part, d’aprés 3.8 nous avons

1+X; 1+X;)
0p,Pa( =1)=——Covg(X;,
i il;lq 2 4pi(1-pi) ' il;[cx 2

)

Comme Cyg : X — [liea (1+2Xi) et X — X; sont croissantes, alors d’apres FKG plus la probabilité

de défaut intrinséque de i augmente, plus la probabilité de survie de tout group A du réseau

diminue. De la méme facon, I'indicatrice de défaut du groupe A s’écrit comme une fonction
a-X;)
2

Dy :X—Tlica (1_2Xi) décroissante ( car chaque fonction est décroissante et positive), donc
0p,Pa(D 4 =1) =0 d’apres FKG. Cela veut dire que 'augmentation de la probabilité de défaut de

i augmente la probabilité de défaut de tout groupe A du réseau.

7. Soient Q cR et n =1, on définit uin ordre partiel sur QY tel que x < y si et seulement si x; < y; pour tout i. On
dit qu'une fonction £ : Q" — R est croissante si x < y = f(x) < ().
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On peut également étudier la formation de clusters de méme état dans le réseau en considé-

1+X,X; . . . , .
rant Sa :=[l; jera) i 5— la fonction caractéristique d’avoir un cluster A 8 qu’on peut dévelop-

per de cette maniere ﬁ(l + 2., )cEA) @ijXj) ou les coefficients «;; est le nombre d’apparition

du bindéme X; X ; dans le développement de S4. Alors d’apres I'inégalité GKS 3.2, on a

1
pi(1=pi) . Herv)

0p,Pa(Sa=1)= apCovg(X;, X, X;)<0

" 9E(A)+1
Donc la probabilité d’avoir un cluster diminue quand 'une des entités se dégrade. D’autre

part,
1
amijPG(SA =1)= m Z aleOU(;(5ij(Xi,Xj),Xle)
(k,D)EE(V)
Comme Covg(6(X;,X;),XrX;) = 0 d’apres l'inégalité GKS, alors il en résulte que 0p,,;Pc(Sa =
1) = 0. Donc la probabilité de formation d'un cluster A augmente quand la connectivité dans le
réseau augmente.
I1 est plus difficile de prédire, méme dans le cas des réseaux cohérents, le signe de la sensibilité
des probabilités de défaut d'un groupe A €V aux m;;. En effet, on a
1-X;)
Oy, Pc(Da =1) = Covg(6;;(X;, X)), 11 T‘) (3.15)
1€

Or §;; n’est pas nécessairement monotone, ni le signe de ¢;;Covg(X; X;,[1;ca (1_2X")) n’est connu,

alors les inégalités GKS et FKG deviennent inutiles. Cela nous impose d’avoir recours a des
outils plus sophistiqués pour étudier ces sensibilités, a savoir les courants aléatoires, comme nous
allons le voir plus loin. Ces outils nous permettrons également de démontrer des inégalités de
corrélation qui permettent d’étudier la sensibilité de la covariance Covg(X;,X;) et la corrélation

Corg(X;,X;) aux parameétres pj, et m., pour tout k €V et e € E(V).

Nous avons vu que le conditionnement par le défaut d’'une entité j fait augmenter ou diminuer
la probabilité marginale de défaut d’une entité i, selon le signe de la covariance Covg(X;,X}).
On peut alors s’interroger sur la sensibilité de la probabilité Pg(X; = -1|X;=-1) a p; et m;;. Si

le réseau G contient uniquement les deux entités i et j, alors

1

Pe(X;=-1|X,=-1)=
! X;=-1 1+exp(2B; +m;;(0;;(1,—1)—8;;(~1,-1))

nous avons donc une probabilité décroissante en B;, donc croissante en p; quelque soit la relation

0;; et la connectivité. Pour la sensibilité & m;; nous avons trois cas :

8. Cette fonction n’est pas optimale, car elle fait apparaitre toutes les arétes alors que nous pouvons utiliser

. P . iz o . 1+X; X )(1+X X,
beaucoup moins pour caractériser un cluster. En effet, pour trois entités i, j, %, la fonction S; j; = w
caractérise bien le cluter {i, j, k}, car celle si est égale a 1 si et seulement si X; X ; =1 et X;X;, =1, ce qui est équivalent

a X; = X;j=X},. En général, nous avons besoin de |A| -1 arétes pour caractériser le cluster A.
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— S8i6;(1,-1) >6;(-1,-1), alors Pg(X; = —1|X; = —1) est décroissante en m,;, ce qui veut
dire que plus les deux entités sont connectées, plus le défaut de j va avoir un effet positif
sur i. Cela est d a la nature de la relation qui favorise I'état (1,—1) par rapport a (-1,-1);
autrement dit, la relation §;; est telle que la probabilité que i survive et j soit en défaut
est plus grande que la probabilité d'un défaut joint. D’autre part, 'inégalité §;;(1,-1) >
6;j(—=1,—-1) est équivalente a a;; > c;j, si de plus ¢;; = 0 alors 0, ;,Pg(X; = -1) = 0 (comme
nous allons montrer dans la section qui suit) et donc i se dégrade suite a la dégradation
de j avec une vitesse de moins en moins importante quand la connectivité augmente. Par
conséquent, on a

pi>Pe(X;=-11X;=-1)>PgX; =-1)

Donc i profite de cette relation méme en cas de défaut de j. De la méme maniere, la
sensibilité de j au défaut de i est régie par le signe de la différence b;; —c;; =6;;(-1,1) -
0;j(-1,-1).

— 0;;(1,-1)<6;j(=1,-1), alors cette fois-ci la probabilité Pg(X; = —1|X; = —1) est croissante

par rapport a la connectivité. Donc si de plus c;; = 0 alors
PaX;=-11X;=-1)>p; 2Pa(X; =-1)

Donc d’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires il existe une probabilité p;‘. intrinseque

de j pour laquelle p; = lim Pg(X; = —1). Par conséquent, cette relation profite a i tant
pj_'pj
que la probabilité de défaut intrinseque de j est inférieur au seuil p;f.
— Si6;;(1,-1)=6;;(-1,-1), alors clairement Pg(X; = —1|X; = —1) est constante et égale a p;.

Donc i est insensible au défaut de j, et si de plus ¢;; >0 alors
PeX;=-11X;=-1)=p; 2Pa(X; =-1)

Dans ce cas i profite de la relation avec j jusqu’a son défaut.

Pour les probabilités de défaut conditionnelles a la survie de j, la méme méthode s’applique pour
déterminer sa sensibilité a la connectivité. En effet,

1

Po(X; = -11X,;=1)=
1+exp(2B; +m;;(6;;(1,1)-06;;(~1,1)))

On voit donc clairement que I’évolution de ces probabilités dépend de la différence 6;;(1,1) -
0;;(=1,1) de la méme maniére qu’au cas précédent.

Maintenant que nous avons étudié le cas de deux entités, est-il possible de généraliser ce résultat
a un réseau quelconque? A-t-on toujours une sensibilité de Pg(X; = —1|X; = —1) régie par la
quantité 6;;(1,-1)—6;;(~1,-1)? La réponse est étonnamment oui, comme le montre la proposition

suivante :

Proposition 3.3. Soient G = (V,M,T) un réseau économique, et i,j € V différents. On a les

sensibilités suivantes :
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i _ e 2
1. 0p,Pa(X; =~-1|6)= PaXi= 1'?_”;‘;(&_ 116) pour tout événement & sur G.

2. Om;,PeXi=-11X;=-1)=-2a;; —cij)(Pe(X; =-1|1X; =-1)-Pg(X; = -11X; = -1)%).
Démonstration. Voir 3.9.1.5. O

Le premier point de cette proposition nous montre en particulier que quelque soit les rela-
tions de i dans le réseau, sa probabilité de défaut conditionnelle au défaut de j est croissante
par rapport a sa probabilité intrinseque. Le deuxieme point nous montre que la sensibilité
de cette probabilité a m;; ne dépend, comme dans le cas de deux entités, que de la différence

8i(1,-1)=5;,(~1,-1) : : ; i -
ajj—cij=— 5 quelque soit les autres relations avec le reste du réseau. Si le gain

unilatéral de i est nul, ce qui veut dire a;; = 0, alors la sensibilité & la connectivité ne dépend que
du signe de c;;. Cela signifie que le défaut de i conditionnellement a celui de j augmente avec la
connectivité si et seulement si son gain bilatéral ou mutuel est positif. D’autre part, par la conven-
tion a(d;;) = b(6,i), évoquée au début de la section, on a 9, P(X; = -11X; = -1) o< =2(b;; — cij;),
donc nous n’avons aucune obstruction pour un comportement différent du coté de j. Si nous
n’avons pas de gain bilatéraux, a savoir a;; = b;; = 0, alors la relation devient symétrique, et donc

les sensibilités aux défaut également ; ces derniers ne dépendent que du signe de c;;.

3.2.3 Effets de premier et second ordre

On s’intéresse maintenant aux effets du réseau sur la probabilité d'un évenement & localisé
sur un sous-ensemble U c V. Cet événement peut étre le défaut d’'une entité i € V (U = {i}),
la formation d’un cluster sur une partie A (pour tout i,j € A, X; = X;) et donc U = A, ou le
défaut d’'un cluster A cV (U = A). Nous allons dans cette sous-section isoler les effets directs
sur cet évenement, a savoir I'effet des entités j € N(i) pour tout i € U, et les effets indirectes sur
U. Ceux-ci peuvent représenter I'effet des entités de U sur elles mémes, les effets simultanés
d’entités extérieures a U ou l'effet d’entités éloignées de U via des entités intermédiaires. Pour
mieux illustrer cela, prenons I'exemple d’'un réseau de 7 entités qu'on note G7 comme représenté
dans la figure 3.3 ci-dessous. Soit & = {X; = —1} I'événement du défaut de 'entité 1, sa probabilité
fait intervenir toutes les relations de 1, a savoir avec les entités 2, 3, 4 et 5. Les effets de ces
dernieres sont directs, et ils sont appelés effets de premier ordre. La probabilité de défaut de 1
fait aussi intervenir les effets des entités 6 et 7 qui agissent indirectement sur celle-ci via 5 et 4
pour 'entité 7, et via 5 et 3 pour 'entité 6. Celles-ci peuvent également agir sur 1 via des chemins
de longueurs supérieurs a 2. On caractérise donc 'ordre d’'un effet par la longueur du chemin qu’il
traverse. Donc I'effet des voisins de 1 est de premier ordre s’il est direct, et si celui-ci passe par
un intermédiaire devient d’ordre 2. Par exemple, I'effet de 6 sur 1 via 5 ou 3 est de second ordre,
alors que via le chemin (5,7,4,1) il est d’ordre 4. L'entité 1 peut également agir sur elle méme via

son influence sur ses voisins, qui a leur tour impactent 1, et cet effet est de second ordre.
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FI1GURE 3.3 — Graphe G7.

11 est possible de faire la méme chose pour 'événement & = {X5 = X¢g = —1} qui est localisé en
U = {5,6}. Les effets de premier ordre seront alors ceux des voisins de 5 et 6 ({1,3,4,7}), et ceux du
second ordre seront celles de 5 et 6 sur elles mémes, les effets simultanés de 1 et 4 sur U et les
effets de 2 et 3 via les entités intermédiaires voisines de U.
Soit un réseau économique G = (V,M,T) tel que les connectivités M soient faibles. Intuitivement,
les effets d’ordres supérieurs a deux seront tres faibles, et donc pourraient étre considérés comme
négligeables. Cette intuition rappelle le principe d’'un développement limité a I'ordre 2 d'une
fonction a plusieurs variables. En effet, soit & un événement sur le réseau G. On remplace les

notations Pg, Eg et Covg par P, E et Cov quand M = 0, alors via la formule de Taylor généralisée ?,

on a
1 2
Pa(&)=PE)+ Y. Omm=0PcE)me+ . = 9m.Om, M=0Pc(E)mem s +O(IM]%)
ecE(V) ererw) 1+ Te=p)!
dopa@f’)(M) d%ﬂj’aj(g")(M)
ou ||.|]| est la norme euclidienne. Notre objectif est d’étudier sous quelles conditions I'effet de

premier ordre d’'une relation §, sur une arréte e € E(V) peut étre nul, positif ou négatif sur
I’ensemble U des entités concernées par ’événement &. Pour les effets de second ordre, nous
désirons également caractériser I'annulation des effets croisés de deux relations 6. et 6y ou
e et f sont deux arétes au moins adjacentes ' de E(V). Lidée est d’écrire chaque coefficient
Om;| Mm=-0Pg(&) comme une forme linéaire en (a(d;;),b(6;;),c(6;;)), et également le coefficient
Om;;0my, iM=0Pc(&) comme une forme bilinéaire en (a(5;;),b(5;;),c(8;))) et (@(5r),b(5r1),c(571))-
Donc le noyau de la forme linéaire caractérise les relations qui n’ont aucun impact directe sur les
entités de U, tandis que le noyau de la forme bilinéaire caractérise les relations dont les effets

combinés s’annulent.

9. La formule de Taylor pour une fonction f :RP — R de classe € n+l gy voisinage de a s’écrit

a

o _f
)= Y e -a)® + O(lll™)

a=(ay,...,ap)Ell,...,n}P

oud% _ f =07 0P F(@), al = ayl..ap!, et (x—a)® = [T;(x; —a;)%.

10. Deux arétes e =(i,j) et f = (k,l) sont au moins adjacentes sii =% ou j=1.
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Effets de premier ordre : Le terme du premier ordre est la différentielle doPg(&) : M —

doPg(&) M) au voisinage de 0, et on associe celui-ci a I'effet de 'interdépendance de premier

ordre sur la probabilité de 'évenement &. Soit e = (i,j) € E(V), on a
Om;;Pc(&) =Covg(le,0;;)

= (Eq(6j16) —Eg(6;,))P(&)

(3.16)

Donc
Om,;1M=0PG(&) = (E(8;;16) —E(8;;))P(E)

Si I’événement est localisé dans une partie U du graphe, alors E(6.|8)—E(5,.) # O si et seulement si
enU # & car la mesure utilisée P est celle de I'indépendance. Ce qui veut dire que cette quantité
s’annule quand aucun des sommets de e n’est pas dans U, ce qui élimine systématiquement les
effets d’ordre supérieur a 1. Pour mieux illustrer cela, prenons un événement local comme le
défaut de i € V. On a pour tout e € E(V), E(6.|X; = —1) —E(5,.) # O si et seulement e = (i, k) pour
k€ N(i). Soit k € N(i), en écrivant §;;, = a(6;1)X; + b(5;5) Xy +c(6;,)X; X}, on a

E(O;r|Xi=—-1)—E;) =-2(1 - pi)Na(6;z)+(1—2pr)c(di))
Donc

OmpM=0Pc(X; =—-1)=-2(1-p;)p;(a;r)+(1—2pp)c(6;r)) (3.17)
On en déduit 'expression de la différentielle de premier ordre
doP(X; =-1(M)=-2p;(1-p;) Y (al6i)+(1—2pp)c(8ir)mip (3.18)
ReN(i)
Donc les relations qui interviennent sont sans surprise celles associées aux voisins j € N(i).
Chacun de ces voisins agit sur i en faisant augmenter ou baisser sa probabilité marginale de
défaut selon le signe de la quantité a(6;;)+(1-2p;)c(6;;). On remarque que le coefficient p;(1-p;)
est croissant pour p; < 0.5, donc plus la probabilité intrinseéque de i augmente plus 'amplitude
de l'effet d’'interdépendance augmente. On peut confondre une relation §;; au vecteur v(;;) :=
(a(6;7),b(8;;),¢(6;)), on peut donc écrire cette différentielle d'une maniére plus géométrique

doPa(X; =-1D(M)=-2p;(1-p;) Y., v@Bir) qirmin (3.19)
keN(i)

ou q;r =(1,0,1—2py). Par conséquent,
Une relation §;; n’agit pas au premier ordre si et seulement si v(6;;) L q;;.

Ces relations forment donc un sous-espace vectoriel de dimension 2 engendré par (0,1,0) et
(1-2p;,0,-1). En d’autres termes, toute relation §;; dont I'effet de premier ordre est nul est une

combinaison linéaire des deux relations
1 2
6ij =Xj et §ij =(1—2pj)Xi —Xin
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La relation 5}1. n’est constitué que par le terme du grain de j, ce qui veut dire que j "profite"
de la relation sans que i y soit sensible. La relation 5?1. s'interpréte quand a elle comme une
relation de concurrence (car le coefficient de X;X; est négatif comme nous allons I'expliquer
dans la section qui suit). Cette concurrence est compensée par un gain unilatéral de i donné
par a(6?j) =(1-2p;)X; tant que p; <50%, ce qui annule I'effet de premier ordre de j sur i. Par
conséquent, toute combinaison de ces deux relations donnerai une relation §;; dont l'effet de

premier ordre est nul pour toute connectivité m;; suffisamment faible.

Effets de second ordre : La différentielle dg[P’(;(é“) est associée aux effets de second ordre, et

on démontre que

d2PG(E): M~ Y (Cou(b,,5/18)— Cov(8e,6)P(E)memy (3.20)
e,fEE(V)

En effet, soient e = (i,)),f =(k,1) e E(V), on a d’apres 3.12

Om;;0m;,PG(E) = 0m,;;Covg(lg,br1)
=0m,; (Ea(61118)PG(E) —Eg(611)PG (&)
= 0m;EG(0r11EWPG(E) + EG(01118)0m,; PG(E) = Om ;Ec(0r1)PG(E) —EG(0k1)0m,;PG(E)
=(Eg(6£10;;16) —Eq(6;;1E)EG(0111E)NPG(E) — (Eq(0r10ij) — Eq(0ij)Eq(Or))Pa(E)
=(Covg(0;},01118)—Covg(0;},0r1)Pg(E)
(3.21)

Donc
6mij6mkl|M:0|PG(g) = (COU(@ij,(Skl &) — COU(@ij,(skl))[P’(g) (3.22)

ce qui donne l'expression 3.20. Si I’événement & est restreint a une partie U du réseau, alors
la quantité Cov(6,,6¢1&) — Cov(6.,67) est non nulle, si et seulement si UnN(eU f) # &. On note
Ce.r:=(Cov(b.,67|8)—Cov(b,67))Pg(E), et on prend le cas de I'événement de défaut de i e V
(donc U = {i}). Les arétes e, f qui n’annulent pas le coefficient C, s vérifient soit e = f = (i, j), soit
e=0,)etf=(,k)oue=(i,j)et f=(,k),etona

2 2
doPe(X; =-DM)= 3, Cijijmi+ 3, Y Ciygmiymap+ 3, 3, Cijirmima
JENG) JENG)EENGNi JeNG)ReNG)\j
(3.23)

ou le coefficient C;; ;; codifie 'effet de second ordre de i sur lui méme via j, dont le calcul donne
Cij,ij =—-4(1 —pi)(pia?j +pi(1 - ij)zc?j + 4pj(1 —pj)bijcij + zpi(l - zpj)aijcij)

Le coefficient C;; ;, pour k € N(j)—i encode l'effet de k£ sur i via j, donc c’est 'effet des voisins de

second ordre (les voisins des voisins). Celui-ci s’exprime explicitement comme
Cijjr=—4pj(1—=p;)b;jair +(1=2p;)cija;r+2(1-2p;)1—pplcijcjr+bjrcij—bijbjr)
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Le coefficient C;; ;. représente 'effet simultané de deux relations de i, et celui-ci s’écrit
Cijir =—4pi(1—piNa;ra;j+(1—-2pj)1-2pr)cijcir +(1—-2pplaijcir +(1—2pjla;rcij)
Ces coefficients admettent également une écriture géométrique de la maniére suivante :

Cijij=v@i)TQi;:v6:i),Ciin =v©B:)TQ;jinv(6:z) et Cijjn = v )T Qi jxv(d2)

ol
Di 0 pi(1-2p;) 1 0 1-2p,
ijij= 0 0 2pj(1-py) |, Qij,ir = 0 0 0
pi(1-2p;) 2p;j(1-p;) 0 1-2p; 0 (1-2p;)X1-2ps)
et
0 0 1-2py,
Qijjr=|1 -1 0

0 1 2(1-2p;)1-pp)
La premiere forme bilinéaire associée & Q;; ;; est symétrique, car la configuration selon laquelle :
est sensible a lui méme via j est symétrique. Par conséquent, cet ef-
fet est annulé si et seulement si v(d;;) € Ker(®;; ;). Or det(Q;; ;) =
—4pjp§(1— pj)2, alors leffet de i sur lui méme via j ne san-
nule que si on conditionne par le défaut ou la survie de j (p; —
0,1).

La forme bilinéaire associée a @;; ;. est clairement dégénérée 1

car elle est de rang 1 pour
p;j # 0.5, donc on peut trouver une relation ik telle que pour toute relation
ij on ait C;;;; = 0. Ce qui veut que qu’il existe une relation §;, qui annule
I'effet de toute autre relation §;; par composition. Pour faire cela il suffit

donc de calculer le noyau de Q;; %, dont la dimension est égale a 2, et on a

Ker(Q;j,ir) = vect((0,1,0);(1-2p;,0,-1))

Par conséquent, toute combinaison des deux relations 6 ilk =X et 5?k =(1-2pp)X;—X; X}, annule

les effets des autres relations de i.

Pour la derniére configuration i, jk, la forme bilinéaire de @;; ;. encode l'effet de & sur i via ;.
On remarque que cette forme est non dégénérée pour p; # 50%, car

det(®;; jz) = 2pr — 1. Donc il n’est pas possible de choisir une relation §;;

qui bloque tous les effets des voisins de j sur i. Cependant, il est possible

11. Une forme biliéaire b sur R" x R" est dégénérée s’il existe x # 0 tel que pour tout y € R” on a b(,y) =0, et on
définit donc le noyau de b comme ’ensemble de ces x.
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d’annuler 'effet de % sur i en choisissant des relations intermédiaires i et
Jk orthogonales selon la forme biniléaire de @;; .. Si on fixe §,;, alors
la relation 6;; qui bloque l'effet de £ via j est toute relation du noyau

Ker(x — xTQij’jk v(6z)). Comme

b(6r1) —aldrr) 0
Ker(x’_’xTQij,ij(éjk))=Vect( c(6r)1=2pp) || 6Bk +2¢(61)(1—2p )1 - pp) |)
0 b(6r1) —aldrr)

Donc toute relation 6;; combinaison des deux relations représentées par les vecteurs générateurs
du noyau annule l'effet de %, et cela pour tout m;; et my;.

I1 est possible de généraliser cette analyse a tout événement &, en trouvant des 1-formes et
2-formes ' ¢, et Q.,r pour tout e, f € E(V) qui décrivent les effets de premier et de second ordre.
Celles-ci permettent de caractériser les effets directs et indirects des entités du réseau sur la
probabilité d'un événement &. On peut aussi aller plus loin en développant Pg(&) a des ordres

supérieurs, ce qui fera apparaitre des différentielles d’gﬂj’g(é") qui s’expriment sous la forme

diPa@& M= Y HW(Se,), .., 0,y .,
e1,,er€E(V)
ou H est une k-forme linéaire qui encode les effets d’ordre £ sur 'événement &.
L'avantage de cette approche se matérialise bien sur les ordres 1 et 2 par la simplicité de la
représentation géométrique qu’elle offre. Toutefois, une représentation géométrique devient
beaucoup moins évidente pour les ordres supérieurs, outre le fait que cela fonctionne uniquement
pour des connectivités faibles. Comme nous allons voir dans le chapitre 5, il existe une variante
non linéaire de ces résultats, qui apparait de maniére naturelle quand une entité posséde

plusieurs relations susceptibles de se compenser entre elles.

3.2.4 Sensibilité aux probabilités intrinseéques et les types de relations

A la différence d’'un modele d’Ising classique, nous avons remplacé les fonctions de couplage
usuelles par des fonctions plus riches §;; comme expliqué précédemment. L'idée est d’encoder
dans ces relations tous les comportements possibles que peuvent avoir deux entités reliés dans
un réseau économique. Ces comportements peuvent représenter des relations de support, de
concurrence ou simplement des relations économiques. Nous supposons dans ce modele que 1’état
du systeme s’explique uniquement par les états intrinséques et les relations deux a deux. Donc
nous allons considérer un réseau économique dans lequel deux entités i,; seront isolées, ce qui
veut dire qu’elles sont seules voisines I'une a ’autre. Nous rappelons que nous avons déja utilisé
cette méthode en isolant les cliques d’ordre 1 afin de définir les B; au début de la section, alors

nous procédons de méme pour définir les relations en isolant les cliques d’ordre 2. Cela revient

12. Les k-formes sont les formes k-linéaires.
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donc a considérer les sous réseaux G;; = ({i, j}, M;;,6;;) tels que

O ..
Mij:( m”)
mi;j 0

Dans ce réseau, la mesure Pg,; s’exprime tres simplement sous la forme :
exp(Bixi +Bjxj + mijﬁij(xi,xj))

Giji et e Z(Zi,lj)eQQeXp(Bili+lej+mij6ij(li;lj))

On peut en déduire par un calcul simple que

Op, P, (Xi = —1) o i) 1 (3.24)

J

A partir de cette équation on voit d’abord que le signe de la dérivée ne dépend que de la partie

mutuelle de la relation, et nous distinguons trois cas :

— ¢(6;j) >0 : Dans ce cas, le signe de 0p,Pg,,(Xi = —1) est positif, donc si 'une des entités se
dégrade alors I'autre se dégrade également avec des taux d’augmentation de la probabilité
de défaut qui peuvent étre différents. Ceux-ci dépendent de 'asymétrie de la relation et les
résistances (probabilités intrinseéques) que nous n’avons pas explicité dans la formule 3.24.
De méme si I'état de 'une des deux entités s’améliore, alors cela profite également a autre
entité. Nous appelons ce type de relations support, et il modélise les liens économiques, ou
capitalistiques dans lesquels deux contreparties sont liées et dépendent I'une de 'autre. A
titre d’exemple, le cas d’'une relation maison mere avec une filiale importante, et certains

cas de relations fournisseur-client obéissent au méme type de relations.

— ¢(6;;7) <0 : Alinverse du cas précédent, nous avons 0, ,Pg, (X; = —1) =0, cela veut dire que
la dégradation d’une entité profite a I'autre par une diminution de la probabilité marginale
de défaut. Donc on dit que cette relation est une concurrence, et elle modélise les relations
économiques dans lesquels deux entités ont des intéréts opposés.

— ¢(6;j) =0 : Dans ce cas, nous avons Opj[PGij(Xi = —1) = 0, ce qui nous fait revenir a la
proposition 3.1, qui prédit que I’état de i ne dépend pas de celui de j, et on a la décomposition

suivante
[FDGij(Xi = xi,Xj = xj) = [l:DGij(Xi = xi)IPGij(X' = xj)

Il faut noter que chacune des probabilités dans le coté droit de '’équation ci-dessus dépend

toujours de m;;, de la facon suivante :
[FDGij(‘Xi = xi) X exp(Bixi +aijxi) et [FDGij(Xj = xj) X exp(Bjxj + bijxj)

Ce type de relations est alors utile pour modéliser des liens économiques dans lesquels
chaque entité ne dépend pas systématiquement de sa voisine, mais dépend uniquement des
flux générés par la relation qui les relie. Ces derniers sont conditionnés par les coefficients
a(0ij),b(6;;) et la connectivité. Cette relation sera alors appelée relation détachée ou

purement économique.
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Les relations régissent la sensibilité de chaque entité a ’état intrinséque de ses voisines via les
valeurs des coefficients mutuels c(d;;), alors que les coefficients a(d;;),b(5;;) controlent une partie
de la sensibilité aux connectivités. Ces dernier contrdlent également ’asymétrie de la relation.

Pour mieux voir cela, considérons un réseau économique G = (V,M,T), on peut écrire

L7L0G(X)= ZBiXi+ Z Tnij5ij(Xi,Xj)

eV @@,))eEV)

:ZBiXi+ Z mijaini+mijbinj+ Z m,—jcinin
eV @i, ))eE(V) (i,/))eE(V)

= ZBL‘(M,T)XL‘+ Z mijcinin
i€V @@,))EEV)

ouB;(M,T):=B;+C;(M,T), et C;(M,T) est une fonction qui dépend des coefficients de X; dans
le bindme Y (; hegv)mij(a;;jX;+b;;X;). A travers cette écriture, on se raméne a un modéle avec
des relations symétriques comme dans un modele d’Ising, mais dont les parameétres intrinseques
B;(M,T) dépendent des connectivités et des coefficients a(d;;),b(5;;). Donc le signe de ces derniers
régit la sensibilité de la mesure Pg aux connectivités. Le role de ces coefficients se voit plus
nettement dans le cas des relations purement économiques (c(§;;) = 0). En effet, bien que les
termes de couplage sont annulés, il reste des termes de la relation et la connectivité qui font
varier les probabilités marginales. Si toutes les relations sont de ce type, alors on aura d’apres
la proposition 3.1 une décomposition compléte de la mesure dans laquelle chaque entité a une
probabilité intrinseque p;(M,T) = m. Cette probabilité augmente par rapport a m;;

quand a(6;;),b(6;;) sont négatifs, et diminue quand ils sont positifs.

3.2.5 Exemples de relations

Considérons quelques exemples de relations dont nous allons analyser les propriétés.

— Support mutuel (SM) : Soit §;; une relation qui vérifie
6ij(-1,-1)=6;;(1,1)>6,;(1,-1) = 6;;(-1,1)

cette relation est alors de support, car c(6;;) > 0. On peut démontrer aisément que dans ce
cas les fonctions m;; — Pg,; X; = -1),Pg,;(X; =-1) sont décroissantes (comme le montre la
figure 3.4 pour le cas d’absence de gains unilatéraux, a(d;;) = b(5;;) = 0), donc les entités
sont positivement sensibles a 'augmentation de la connectivité. De plus, les valeurs de la
relation favorisent les configurations (X;,X;) de méme états par rapport aux autres, de
telle maniere a annuler ces derniers en extréme connectivité comme I'exprime la limite
suivante
lim Pg, (X;=-1,X;=1D+Pg,(X;=1,X;=-1)=0

m;;—+00
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Dans ce cas les entités i et j aurons presque siirement les mémes états, le défaut/ la
survie de 'un entraine presque stirement le défaut/ la survie de ’autre. Ce phénomeéne de
dépendance extréme sera discuté dans la derniére section de ce chapitre, et qui sera appelé
Single Risk ou CoRisk.

SM

0.01] —i
0.008)
0.006,

0.004]

Probabilité de défaut

0.002]

FIGURE 3.4 — Probabilités de défaut pour p; =0.1%, pj=1% et §;;(+1,£1)=1, 6;j(F1,£1)=0

— Support non mutuel (SNM) : Soit § €]1,2[, on considére la relation suivante
8;j(-1,-1)=6,;(1,1)=1, 6;;(1,-1) =0 and §;;(-1,1)=6"

On a 4c¢(6;j) =2-6"* > 0, donc la relation est de support. Comme §* > 1 alors on peut
démontrer que m;; — Pg, (X; = —1) est croissante alors que m;; — Pg, (X = —1) décroit
comme le montre la figure 3.5. En outre, on a

lim Pg,(X;=-1,X;=1)=1

m;;—+0oo

Ce qui vient du fait que I'état (X; = —1,X; = 1) est le plus favorisé entre les quatre états
possibles. Bien que cette relation soit de support, 'augmentation de la connectivité n’est
pas forcément en faveur des deux entités. Cette relation décrit alors une relation de support
dans laquelle une entité survit en "consommant" sa voisine. En effet, ce comportement est
typique d’'une maison mere qui peut sacrifier une filiale pour sa propre survie en période de
crise. Comme évoqué précédemment, les relations dépendent de la situation économique
globale du secteur d’activité des entités, ce qui conditionne la maniere avec laquelle elle
peuvent se comporter les unes envers les autres. Par conséquent, une maison mere peut
changer son comportement et passer d’une relation de support mutuel a une relation comme
SNM quand elle se trouve en difficulté.
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SNM

0.007, j
0.008,
0.005,

0.004

abilité de défaut

0.003]

Frob

0.002]

0.001]

FIGURE 3.5 — Probabilités de défaut pour p; =p; =0.1% et 6 = 1.5

Ce comportement se voit également dans les gains unilatéraux, en effet a(d;;) = —% et
b(b;j) = %. On voit donc que i perd unilatéralement, ce qui fait baisser sa résistance
équivalente B;(M,T), alors que j a un gain positif, ce qui fait augmenter sa résistance
équivalente B;(M,T). Par conséquent, le fait que la connectivité augmente accentue les
variations de ces résistances, ce qui a un impact direct sur les probabilités de défaut

marginales comme transparait dans un la figure ci-dessus.
Concurrence mutuelle (CM) : A I'inverse de la relation SM, nous considérons une relation
qui vérifie

6ij(1,1)=6,;(-1,-1)<6;;(-1,1) =6;;(1,-1)
cette relation est clairement une concurrence. Et contrairement aux cas précédents fait
accroitre les probabilités de défaut marginales par rapport a m;;, et on a

lim PGij(Xi = —1,Xj =1+ PGij(Xi = l,Xj =-1)=1

m;;—+00

Cela veut dire que dans une telle relation de concurrence, 'augmentation de la connectivité
est synonyme d’augmentation de la concurrence, ce qui fragilise les entités comme le montre
les figures 3.6 et 3.7. Laugmentation de la concurrence n’est que le résultat de la diminution
des parts de marché ou la dégradation du secteur d’activité des entités, ce qui va de pair
avec la dégradation des entités. Quand cette connectivité est extréme, seulement une des

deux entités va survivre comme le montre la limite ci-dessus.
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FIGURE 3.6 — Probabilités de défaut pour p; = FIGURE 3.7 — Probabilités de défaut pour p; =
0.1%, pj= 0.1% et 5l‘j(i1,i1) =0, 5l‘j(¢1,i1) =1 0.1%, pj= 0.2% et 5ij(i1,il) =0, 5ij($1,i1) =1

En outre, on remarque d’apres les graphiques ci-dessus que lorsque les probabilités intrin-
seques de défaut sont égales, les deux entités ont les mémes probabilités marginales de
défaut, et ils se stabilisent a partir d'un seuil. Alors que quand il n’est pas le cas, ’entité la
plus faible (Celle qui a la plus grande probabilité intrinseque) va se dégrader beaucoup plus
que l'autre; et les probabilités vont se stabiliser sur des valeurs strictement inférieurs a 1
a partir du méme seuil. Cela est di a la symétrie de la relation considérée qui suppose que
les rapports de force entre les deux entités sont égaux. Donc c’est la résistance de chaque
entité qui régit le taux d’augmentation de la probabilité de défaut.

11 est possible de construire une relation de concurrence dans laquelle les rapports de force
sont différents. Il suffit alors d’introduire de 'asymétrie dans la relation en supposant par
exemple que §;;(—1,1) <§;;(1,-1), ce qui favorise la survie de I'entité i par rapport a celle

de j pour une connectivité assez grande.

Ces exemples montrent toute la richesse que I'introduction des relations §;; génére, ainsi que
toutes les possibilités offertes par cette approche dans la modélisation de I'interdépendance. Les
relations définissent comment deux entités vont évoluer si celles-ci sont isolées, mais en présence
d’autres relations elles peuvent se comporter différemment selon la configuration du réseau.
Nous verrons dans la suite comment un réseau peut perturber une relation entre deux entités,

via la notion de relation équivalente que nous introduisons dans la section qui suit.

3.2.6 Influence du réseau sur le comportement d’un couple : la relation

équivalente.

Dans un réseau économique, I’état d'un couple d’entités en relation dépend du réseau en
entier. En effet, si deux entités sont connectées par I'intermédiaire d'une ou plusieurs entités, ce

lien indirecte a un effet considérable sur leurs états. En présence de relations de différents types,
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la relation entre deux entités devient plus compliquée et peut changer subitement. Prenons par

exemple le cas d'un réseau économique de trois entités i,j and &, on pose A;; := 4c(d;;).

Cas non complet : Dans ce cas, on suppose que i,% ne sont pas connectés J

directement. En calculant la sensibilité 0,,Pq(X; =—1), on a ./.\.
i k
Covg(X;,Xp) x 0,,P(Xy = —1) o (eR™ii — 1)(e #™mit — 1) (3.25)

Donc si les deux relations sont de support, alors i et 2 vont se comporter comme dans une relation
de support, car A;;,A;; >0 et donc Covg(X;,X3) > 0. Sil'une des relations est une concurrence,
alors Covg(X;,X}p) <0 et par conséquent i et £ se comporterons comme des concurrents. Finale-
ment, Si I'une des relations est purement économique, alors Covg(X;,X3) =0, donc i et & seront

également dans une relation détachée.

Cas complet : Si i,j et £ sont toutes connectées, alors les calculs de- [
viennent subitement beaucoup plus complexes. Pour analyser l'interaction
entre i et j, il faut tenir en compte tous les parametres de k&, en écrivant
Covg(X;,Xp) x Pg(X; = Xp = -1) - Pg(X; = -1)Pg(X, = —1) on peut peut j k
développer chacun des termes et simplifier pour obtenir

Covg(X;,Xp) ox 0p,Pa(Xp = -1) ek Bin Tl tmijlis o gmikBik _ gminhij _ gMijBij (3.26)

e 2Bi(mindin _ 1)p®i+ @k 1 02Bj(gmirlin _ 1)oBistBir :

oua :=m @6 (-1,-1)-6(-1,1) et f.:=m (6.(1,1)-6.(1,-1)).
Cette formule se raméne a celle du cas précedent quand m;;A;; = 0, sauf que cette fois-ci i et %
peuvent étre connectés via une relation purement économique. On voit aussi que si i et £ sont en
relation de support, alors si 'une des deux relations est de concurrence, pour une connectivité
assez forte on peut rendre la covariance négative. En d’autres termes, si i se supporte avec j mais
en concurrence avec k, et & se supporte avec j, alors il est possible que la relation de concurrence
de i avec k rend i et £ comme des concurrents vu que k2 supporte le concurrent de i. De la méme
manieére, on peut avoir un changement du signe de la covariance de i et 2 quand ils sont en
concurrence.
Il est donc possible de trouver des relations entre i et les autres entités auxquelles elle est
connectée qui annulent la covariance sans que celles-ci soient purement économiques. Si un
réseau économique G = (V,M,T) est tel que toutes les covariances sont nulles, alors on dit qu’il
est équilibré, et la matrice M est appelée sa position d’équilibre. A titre d’exemple, un réseau
dont toutes les relations sont purement économiques est un réseau équilibré pour toute matrice
de connectivité M, alors qu'un réseau dont toutes les probabilités de défaut intrinseques sont

inférieurs a 50%, dont les relations sont de support n’a aucune position d’équilibre comme nous
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allons voir plus loin.
Soient G = (V,M,T) un réseau économique, et i,j € V deux entités. On sait calculer les
probabilités jointes Pg(X;, X ), ainsi que la covariance Covg(X;,X ;) qui dépendent non seulement

des entités i et j, mais aussi des autres entités du réseau. L'idée est de voir le réseau G comme un

réseau trivial de deux entités i, j qu’on note %;; comme le montre la figure 3.2.6 de telle sorte que

Pe(X; =x;,Xj=x;) =Py, (Xi =x;,X; = x) (3.27)

I [

Donc on dispose d’une relation D;; sur ¥;; qui résume l'effet du réseau G sur le lien entre i et

Jj. Nous avons alors un Hamiltonien qui s’écrit

Hy (X, Xj)=BiX;+B;X;+m;jD;;(X;,X;)
ouri;j:=mijlm,;#0+ Lm,;=0.- Ce qui veut dire que cette connectivité est égale a m;; quand i et j
sont connectés et 1 sinon. Donc D;; serait notre nouvelle relation que nous appellerons relation

équivalente.

On suppose que i et j sont connectés. Léquation 3.27 implique le systeme d’équations

Pe(X;=1,X;=1

92B; +m;j(D;j(1,1)- D;;(~1,1)) =1n(uj,GG(§(i:+ugj:l)))
Pe(X;=1,X;=1

2B+ mij(Dij(1,1)-Dyj(1,-1)) =In(pog el

9B o (Pe(X;=-1,X,=-1)

- j+mij(Dij(_17_1)_Dij(_171))_1n(m)

Pe(X;=—1,X;=—1
-2B; + mij(Dij(—l, -1) —Dij(]., _1)):111([!](’;(:(&:1—)(/:—1)))

6:;(1,1)+6;;(~1,-1)=6;;(1,-1)-6;,(-1,1 . .
Comme c(6;;) = J(LD+0i,( ) 7 J(L=D=0i¢ ), alors le coefficient ¢ de la fonction de couplage

D;; peut s’écrire :
n

(D)) = ) (3.28)

4m;;
Pe(1,DPa(-1,-1)
Pe(—1,DPc(1,-1)

<X, X;j>¢gx PgX;=X;=-1)-Pg(X; =-1)Pg(X; = -1)
=PeX;=X;=-1DPe(X; =X;=1)-PeX; =-1,X, =1DPe(X; =1,X, =-1)

Le rapport n’apparait pas par hasard dans ’expression ci-dessus. En effet, on a
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Donc

D’ot1 1a corrélation < X;,X; >¢ et le coefficient c(D;;) ont le méme signe.

<Xi,Xj >a20o

Il important de mentionner que le coefficient c¢(D;;) ne dépend pas des probabilités intrinseques
de i et j. En effet, dans le produit Pg(1,1)Pg(-1,-1) les parametres B;,B; se simplifient, et on
aPa(1,1)Pg(-1,-1) = e’"ii(aii(l’1)+5i1'(‘1"1))Aij ou A;; ne dépend pas de B;,B;,;; et m;;. De la

méme maniere, on a Pg(—1,1)Pg(1,-1) = emif(5if(1’_1)+5U(_1’D)Bij, donc

1 Aij
c(Djj)=c(d;j)+ Hijln(B_ij) (3.29)

Le coefficient c de la relation équivalente D;; dépend des parametres du réseau sauf p; et p;,
et on peut déja voir qu’il est égal a c(§;;) en deux situations. La premiére situation est quand le
couple i, est isolé du reste du réseau, et la deuxieme c’est quand m;; tend vers +oo. Donc les
deux situations sont équivalentes en terme de leur effet sur le comportement du couple i et j.
En fait, quand m;; est assez grand le coefficient c(D;;) devient presque égal a c(6,;), et donc le
couple se comporte comme s’ils sont seuls dans le réseau car ils sont tellement connectés qu’ils en
deviennent insensibles aux effets externes. Cela a été expliqué autrement dans I'introduction du
modele comme une négligence des termes de couplage devant m;;§;;, ce qui rend le modele sur le
réseau G équivalent a un modele sur le réseau G;;.

Pour comprendre I'effet des autres caractéristiques du réseau sur le comportement du couple
i,j, on considére dans un premier temps un réseau économique constitué de 5 entités de méme
probabilité intrinséques p ; qui sont toutes connectées via une méme relation de type SM telle que
6.(1,1)=2et 6.(1,-1) = 1. Soient i, j deux entités du réseau, si on fait varier m;; et p en fixant les
autres connectivités, alors la figure 3.9 nous montre que d’une part le co-

efficient c¢(D;;) reste positif, et qu’il diminue par rapport a m;; pour tout m

p. Cela veut dire que pour toute valeur de p, quand m;; est tres grand le

comportement du couple i, j n’est pas influencé par le reste du réseau comme
le prédit la formule 3.29. Quand la connectivité est faible, on peut voir que le
comportement du couple i,; devient trés sensible aux variations des proba-
bilités de défaut des autres entités du réseau. En outre, le coefficient c(D; ;)
atteint son maximum en p = 50%, ce qui veut dire qu’en cas d’incertitude totale dans le réseau

les entités i, j ont tendance a se supporter, en dépit de leurs états propres vu que c(9;;) ne dépend

pas de p;,p;.
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Coefficient ¢ de la relation équivalente

Coefficient ¢ de la relation équivalente

connectivité

connectivité

FIGURE 3.8 — Cas d’un réseau de support mutuel : FIGURE 3.9 — Cas d'un réseau de support mutuel :
c(D;;) en fonction de p et de la connectivité des autres

c¢(D; ;) en fonction de p et de m; ;.
entités du réseau. ij p ij

Si on fixe m;; et on varie les autres connectivités uniformément, alors comme le montre la
figure 3.8 pour un niveau de p fixe, plus les autres entités sont connectées plus c(D;;) augmente.
Cela peut sembler presque contradictoire, car en suivant 'intuition du cas précédent, on s’attend
a ce que 'augmentation des connectivités dans le réseau fasse disparaitre l'effet de m;; et par
la suite faire diminuer c(D;;). Mais c’est bien le cas car le terme m;;6,; dans le Hamiltonien
sera négligeable devant les autres termes de couplage, ce qui rend imperceptible I'effet de la
relation entre i et j. Lexplication de ce phénomeéne réside dans la topologie du réseau, en effet
on supposant que le réseau est complet, alors i et j sont connectés indirectement via plusieurs
chemins possibles. Or ces chemins ont une forte connectivité, alors i et j deviennent fortement
connectés. Si nous avons une topologie dans laquelle i et j sont connectés directement, mais
aussi indirectement via des chemins assez longs, alors I'effet de propagation est moins important
que dans un réseau complet, par conséquent le coefficient c(D;;) augmente moins fortement en

fonction des connectivités.

On peut se demander comment ce comportement serait influencé en présence de la concur-
rence
dans le réseau. Afin de répondre a cette question, on considére le réseau ;

précedent, et on garde les parametres du couple i, j tout en considérant que ¢ 5,

-

i a des concurrents dans le réseau, qui sont en relation de support avec j.
Les figures 3.11 et 3.10 montrent comment le coefficient c¢(D;;) varie quand
i a un/deux concurrents qui supportent j. On constate que la présence de
la concurrence perturbe la relation entre i et j, la figure 3.10 montre que
le couple se supporte de moins en moins quand la concurrence de i devient

de plus en plus intense. Comme le concurrent de i se supporte avec j, alors j se détache de i
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car c(D;;) tend vers 0, par conséquent la relation équivalente entre i et j devient purement

économique.

Coefficient ¢ de la relation équivalente Coefficient ¢ de la relation équivalente

connectivité connectivité

FIGURE 3.10 — Cas ol1 i a un concurrent qui supporte j: FIGURE 3.11 — Cas ou1 i a deux concurrents qui sup-
c(D; J-) en fonction de p et des connectivités des relations portent j :c(D; j) en fonction de p et des connectivités des
de concurrence. relations de concurrence.

La figure 3.11 montre que si i a 2 concurrents qui sont en support avec j, alors trés rapidement
J bascule du coté des concurrents et se comporte comme un concurrent de i. En revanche, si les
entités du réseau sont presque stirement en défaut ou ils ont des tres faibles probabilités de
défaut intrinseques alors i, j reprennent une relation de support. Le méme phénomeéne se produit
si on fait varier uniquement les probabilités de défaut p. des entités concurrentes avec i. En
effet, les figures 3.12 et 3.13 montrent qu’en cas d’une relation de concurrence, 'augmentation
de la probabilité de défaut du concurrent de i fait augmenter la chance que i, se détachent.
Cela résulte de la dégradation que subie j par contagion quand le concurrent de i se dégrade;
comme ceci profite a i, donc a j par relation de support, alors ceci crée un équilibre entre ces

effets opposés et rend j insensible a i.

96



CHAPITRE 3. CHAMPS DE MARKOV ET MODELISATION DE LINTERDEPENDANCE

Coefficient ¢ de la relation équivalente Coefficient ¢ de la relation équivalente

0.961 -
0,921
0.881-
0.841
0.801-
0.761-
0.721

connectivité connectivité

FIGURE 3.12 — Cas ol1 i a un concurrent qui supporte j: FIGURE 3.13 — Cas ot i a deux concurrents qui sup-
c(D; j) en fonction de p. et des connectivités des relations portent j :c(D; j) en fonction de p. et des connectivités des
de concurrence. relations de concurrence.

Dans le cas ou i a deux concurrents, la figure 3.13 montre le méme phénomeéne que dans le
cas d’'un concurrent, sauf que dans ce cas i et j peuvent aller au dela d'un détachement et se
comporter méme comme des concurrents pour .

Pour mieux comprendre I'effet de la concurrence sur une relation, on peut regarder comment un
couple en relation SM est sensible a des relations de concurrence externes ou communes. Si i, j
sont dans un réseau ou la concurrence est présente sans qu’ils aient des concurrents, la figure
3.14 indique que plus ces concurrences sont intenses, plus leur relation se renforce. Il en est de
méme pour 'augmentation des probabilités de défaut des entités en concurrence. D’autre part, la
figure 3.15 représente le cas ou i et j ont deux concurrents communs partenaires dans le réseau.
Celle-ci indique les variations par rapport aux connectivités des relations de concurrence; et
aux probabilités de défaut p. des entités concurrentes. On observe alors que i et j se supportent
encore plus que le cas précedent, ce qui est intuitif comme comportement. En effet, plus un
couple est en concurrence avec un groupe d’entités, plus il devient soudé pour faire face a cette

concurrence.
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Coefficient ¢ de la relation équivalente Coefficient ¢ de la relation équivalente

connectivité connectivite

FIGURE 3.14 — Cas de présence de concurrence dans FIGURE 3.15 — Cas de présence de concurrence dans
le réseau tel que i et j ne soient concernés par celle-ci : le réseau tel que i et j aient des concurrents communs :
c(D; j) en fonction de p. et des connectivités des relations ¢(D; j) en fonction de p. et des connectivités des relations
de concurrence. de concurrence.

Nous avons jusqu’a présent analysé 'effet du réseau sur le comportement d’'un couple d’entités
via le coefficient de leur relation équivalente c(D;;). Toutefois, ce coefficient ne représente que la
partie symétrique d’'une relation, contrairement a a(D;;) et b(D;;) qui encodent 'asymétrie de la
relation. Comme on a
6ij(1,1)+6;;(-1,1)-6;;(1,-1)-6,;(-1,-1)

4

5ij(1,1)+5ij(1,—1)—5ij(—1,1)—5ij(—1,—1)

a(b;j) = 1

et b(6ij)=

on peut écrire, comme pour c(d;;), ces coefficients pour la relation équivalente comme suite :

/ "

a(D;;)=a(d;;)+ iﬁln(c—;{) et b(D;;)=0b(d;;)+ ﬁﬁln(c—f{) (3.30)
J ij

ou les termes dans le logarithme ne dépendent pas du couple. Ces coefficients obéissent aux

mémes regles de variation que c¢(D;;) quand m;; varie, mais changent différemment quand les

variations sont asymétriques. Pour mieux illustrer cela, revenons au cas ol i a un concurrent

en relation de support avec j. Les figures 3.16 et 3.16 montrent que a(D;;) diminue quand la

connectivité avec le concurrent augmente, et qu’il augmente quand I’entité concurrente s’affaiblit,

alors que b(D;;) se varie exactement dans le sens opposé.
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Coefficient a de la relation équivalente Coefficient b de la relation équivalente

0.961 0.961
0.921 0.921
0.881 0.881
0.841 0.841
0.801 0.801
0.761 0.761
0.721 0.721
0.681 0.681
0.641 0.641
0.601 0.601
0.561 0.561
0.521 0.521

20,481 20.481
0.441 0.441
0.401 0.401
0.361 0.361
0.321 0.321
0.281 0.281
0.241 0.241
0.201 0.201
0.161 0.161
0.121 0.121
0.081 0.081
0.041 0.041
0.001 0.001
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connectivité connectivité

FIGURE 3.16 — Cas ol1 i a un concurrent qui supporte j: FIGURE 3.17 — Cas ol i a un concurrent qui supporte j :
a(D;;) en fonction de p. et des connectivités des relations 5(D;;) en fonction de p. et des connectivités des relations
de concurrence. de concurrence.

Cela montre que le coefficient a(D;;) traduit comment la relation de concurrence agit unila-
téralement sur i, et b(D;;) exprime la méme chose pour j. De plus, ces coefficients contribuent
positivement dans les résistances B;(M,T):=B; + ) jen)mija(d;;), donc font augmenter ou di-
minuer les probabilités marginales de défaut. Par conséquent, I'effet de la dégradation de I'entité
concurrente va profiter a i contrairement a j, or i est en relation de support avec j, alors cela va
profiter par effet de second ordre a j. Comme j est directement connecté au concurrent de i, alors

leffet de dégradation serait plus fort et donc la probabilité marginale de défaut de j va augmenter.

Les relations équivalentes permettent alors d’avoir une vision globale sur le comportement
d’un couple d’entités au sain d’un réseau, et ainsi comprendre les perturbations que leu relation
peut subir. Nous avons vu a travers cette notion comment des relations peuvent changer de
type pour certaines valeurs de connectivités. Ceci rend la prédiction de ces types de relations
équivalentes tres difficile, qui est identique a celle de prédire le signe de la covariance entre deux
entités. Toutefois, cette notion permet de mieux conceptualiser les effets externes a un couple sur
leur relation, et permet de simplifier la démonstration certains résultats théoriques comme nous

allons le voir plus loin dans cette these.

3.3 Courants aléatoires et représentation du modele

Dans cette section nous allons introduire une notion trés puissante appelée courant aléatoire.
Celle-ci permet de représenter le modeéle sous un formalisme différent, mais adapté pour établir
un certain nombre de résultats théoriques inaccessibles via le formalisme classique. Les courants

aléatoires sont apparus pour la premiere fois dans les travaux d’Aizenman [91] dans un but
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compléetement technique, a savoir la démonstration d’'un certain nombre de résultats sur le
modele d’Ising ferromagnétique '°. Ces résultats furent grandement utiles & la compréhension
du ferromagnétisme, en particulier les phénomenes de changement de phase qui sont au centre
de la recherche en mécanique statistique.

Nous allons suivre dans l'introduction de cette notion le méme schéma qu’utilisent la quasi-
totalité des ouvrages modernes sur le sujet '4. Nous aurons besoin d’introduire dans un premier

temps la notion d’entité fantéme ou ghost comme appelée dans la littérature.

3.3.1 L’entité fantome

Soit G = (V,M,T) un réseau économique, I'idée de ’entité fantome consiste a interpréter les
résistances B; des entités comme étant le résultat de I'interaction avec une entité imaginaire.
Cette entité peut étre interprétée dans notre contexte comme 1’économie entiere. En effet, nous
stipulons que les probabilités intrinseques de défaut sont conditionnelles aux facteurs macroéco-
nomiques, donc les résistances le sont également, par la suite ils résultent de la sensibilité de

chaque entité a ’économie. Pour tout i,j € V, on note
Jig =B,(M,T) et Jij = mijc((?ij)

Le Hamiltonien s’écrit

%G(X)Z ZJigXi"' Z Jinin
eV @@,))eE(V)

Cette écriture permet de voir g comme une entité imaginaire connectée aux entités V, et dont
I'état X; = 1. En effet, on considere la mesure Pg, sur le réseau Gy :=(Vy, #,T) ou Vy:=V U{g},
Ty= (xixj)i,jevg et ¢ := (Jij)i,jevg, dont le Hamiltonien s’écrit

J’ZLQGE(X):: Z Jinin
(@,))eE(Vy)

13. Il existe d’autres représentations du modele d’Ising, nous citons en particulier la représentation en marches
aléatoires, en lignes aléatoires, en cluster aléatoires et les représentations dites haute/basse-température. Nous
renvoyons les lecteurs intéressés a I'article de H.Duminil-Copin [94], ou pour plus de détails a son livre [94].

14. Les papiers dans lesquels cette notion a été introduite sont souvent tres difficiles d’acces et ne traitent pas
celle-ci comme une notion mais une simple technique. Le lecteur intéressé peut se référer au livre de S.Friedli et
Y.Velenik [103] qui introduit le sujet de maniére conceptuelle et beaucoup plus accessible.
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On a donc pour tout x € QY

| Pg,(X=2)
 Pg,(Xg=1)
exp( X  Jijxixj)
G, )EEV,)

Y exp( XY JiLiLj)

LeQVs i,/)EE(Vy)

L,=1

exp(Liev JigXi+ X Jijxix;)
(i,/)EEV)

Y exp(Yievdigli+ X Ji;L;Lj)

LeQV @@, )eEV)

=Pg((X;)iev =x)

Pa,(X)iev =x1Xg=1)

Comme le montre le calcul, la mesure Pg résulte de Pg, en conditionnant par I'évenement Xy =1,
synonyme de "fonctionnement du systéme" auquel le réseau économique G appartient. Si en
revanche X; = —1, alors cela veut dire I'effondrement total de 'économie, donc toutes les entités

du réseau seront en défaut, et on a
Pg,(Xi)iev =x|Xg=-1)= 11, -1)*)

Nous allons noter par la suite

exp( X  Jijxixj)

(i, ))EE(Vy)
Pe(X =x)= (3.31)
Z exp ( Z JijLiLj)
LeQV (@,))EE(Vy)

Ce qui revient a considérer 1’état de g toujours égal a 1.

3.3.2 Représentation du modele

Définition 3.5. Un courant aléatoire dans le réseau G = (V,M,T) est défini comme une collection
n=(n;;)q, JEEV,) d’entiers naturels. On dit que i € V est une source du courant n si la quantité
X(n,i7):= ) n;; est impaire, et on note 'ensemble des sources on.
JEVy
Soit A < V, nous rappelons la notation suivante X4 := [[;c4 X;. En posant Zg(X,) :=
Y Lei-1,1v L a exp(#(L)) on peut écrire

Zg(X4)

3.32
ZG(XQ) ( )

Eqg(X4) =
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En développant cette écriture, on obtient une formule qui fait apparaitre les courants aléatoires,

celle-ci représentera la formulation désirée. En effet,

ZgXa):= ), Laexp(#g(L))

Le{-1,1}V
= Y Laexp( Y  JiL;L))
Le{-1,1}V (@,)EE(Vy)

) iiLiL )"
= Z LA Z —(Jj J)

!
Le(-1,1)V G )eE(Vyn=0 T

€A
= ¥ qIries

. .. |
Le(-1,1)V i€V neNEVY) (i, DEE(Vy) g

(Ji;LiL ;)"

(Jij)m 3 l—[L]l(ieA)+X(n,i)
— i

.. . :
neNEVD) (i, )EE(Vy)  THJ* Le(-1,1)VieV

=w2(n)

ou wa(n) =1l j)e E(V,) (J:lj,),,” serait appelé poids du courant n, qu’on notera simplement w(n) en
, !

guise de simplification.

D’autre part, pour tout i € V, on note L(i) € {—1,1}" la configuration obtenue en inversant I’état
1(eA)+X(n,i) se

i

de i dans la configuration L. Les contributions de L et L(i) dans }.7.¢(_1 1yv [I;ev L
suppriment quand 1(; € A) + X (n, i) est impair, donc pour tout n e NZ(Ve)

HL}(iEA)+X(ﬂ,i) — H(1+(_1)1+X(n,i)) H (1+(_1)X(l’l,i))

Le{-1,1}VieV €A 1eV\A
=2VIT] 111+ X(n,i) even] ] 1[X(n,i) even]
i€A ieVN\A
2Vl ifon=A
0 else
D’ou
ZeXa) =21 Y wm)
nENE(Vg)
on=A

et en guise de simplicité, on note Zg(X4)=2Y" ¥ w(n). En faisant de méme pour le dénomina-
on=A
teur de 3.32, on obtient pour tout AcV

> w)

on=A

> wm)

on=g

Eq(X4) = (3.33)

Comme cette formule fait intervenir une somme sur les courants aléatoires, celle-ci est appelée

représentation en courants aléatoires du modele.
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On pose i :={(i, j) € E(Vy);n;; = 1}, pour toute partie E de E(V), on note G(E) le sous graphe de

G dont 'ensemble des arétes est E. Pour toute partie A c V, on consideére les ensembles suivants
Sa :={E cE(Vy);V C composante connexe de G(E),|A N C]| pair } si |A| est pair
et
Sa :={E c E(Vy);V C composante connexe de G(E),|(A U g)nC| pair } si |A| est impair

Si A est un singleton, alors I’événement {n € §y;} est équivalent a dire que i est connecté a g via
un chemin dont les arétes sont dans fi, et on note {i L g}. Si A est une paire, alors {n € §i; ;} veut
dire que i, sont dans la méme composante connexe de G(f), donc connectés par un chemin dont

~ A . [P | R .
les arétes sont dans i et on note cette fois-ci {i < j}. Nous avons alors le lemme suivant :

Lemme 3.1. (Switching lemma)

Pour toutes parties A,B c V, et toute fonction f:NEVe) — C, on a léquation suivante :
Y. fr+nwhpwng = Y fng+ngdwnpwng) L(ig +ng € Fa)
on=A o =2
6n2:B GIIQZAAB

ot AAB = AUB\(A NB) est la différence symétrique de A et B.

Ce lemme joue un role central en théorie des courants aléatoires, et permet comme son nom
I'indique de faire un changement de variable qui simplifie énormément les calculs comme nous
allons voir par la suite. Il est introduit dans le papier de Griffith [92] , et popularisé par Aizenman
dans [91].

Soit A €V, on définit la mesure [P’é sur 'ensemble des courants aléatoires n tels que on=A

comme suit :
w(m)

Zan:A w(n)
Comme w(n) n’est pas toujours positif, alors cette mesure n’est bien définit que sur les réseaux

PA(m):=

pour lesquels «/;; est non négatif pour tout (i, ;) € E(Vy). Cela veut dire que c(d;;) et B;(M,T)
doivent étre positifs, donc cette mesure se définit san peine sur les réseaux cohérents auxquels
nous allons nous restreindre. On suppose que G = (V,M,T) est un réseau économique cohérent,
donc P‘g est une mesure de probabilité, et on a les formules suivantes
Proposition 3.4. Soient A, BcV, Ona

1. Eg(X4)? =Pg®Pg (AT 12 € §a).

2 Ee(Xa)Eq(Xp) _ P(@} ® PéAB(m €F4)

Eq(XaXB)

Démonstration. Voir 3.9.2.1. O
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Ces formules montrent clairement comment la représentation en courants aléatoires traduit
les événements sur les noeuds du réseau a des événements sur les arétes. De plus, elle fournit
une formule simple de la covariance qui permet de montrer tres facilement les inégalités GKS.

En effet, on a

Covg(Xa,Xp) =E(XaXp)Pg 0 PG P (1 + 1z € Ta) (3.34)

et comme Fg(X 4) est positif d’apres la représentation 3.33 pour tout A <V, alors
COU(;(XA,XB) >0

Donc les inégalités GKS découlent directement de ces formules. Ces équations peuvent étre
écrites via d’autres mesures de probabilités. Soit n un courant aléatoire, pour tout e € E(V), on
associe a 1, une distribution de Poisson Q, de parameétre J,, ce qui induit une distribution de n

dans l'espace des courants aléatoires sans contraintes sur les sources Qg := ®.cgv)Q. définie par

Qe =weMexp(— Y J) (3.35)
eeE(Vy)
Donc pour tout A cV
Qgdn=A)
Ea(Xp4)=——— 3.36
c(X4) 0eOn=2) ( )

On note @g) = Qg ®Qg, alors le lemme 3.1 peut étre réécrit comme
QP (dny=A,0ng = B) = Q2 (ny = AAB,dng = @,ny +ng € Fy) (3.37)
il en advient que les équation de la proposition 3.4 s’écrivent

@g)(al‘ll =A,0ng =9, ny+ng € Fy)

Eg(Xa)? = )
Qg (Ong = ,0ng = )

(3.38)

EG(Xa)Eq(XB) Qg)(am =AAB,0ng =,n1+Nng € Fy)
[EG(XAXB) @g)(anl =J,0ng = J)

(3.39)

Cette écriture peut se révéler tres utile dans certains contextes pour manipuler les courants

aléatoires, elle sera notamment utilisée dans les démonstrations de 3.5 et 3.2.

3.3.3 Exemples de courants aléatoires sur des réseaux simples

Cas de trois entités : On considere le réseau économique G = ({i,j,k},M,T). Lobjectif est

d’expliciter Covg(X;,X;) en tirant profit du formalisme des courants aléatoires. La formule 2 de
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la proposition 3.4 nous donne

Cove(X;, X)) = Eg(X; X )PS @ P/ (h 12 ¢ 51)

Y whpdwhe) Y whpwhe)llng +ng ¢ Tyl
ony={i,j} ony={i,j}
_ ong=9 ong=2

Y. whpw(ng) Y. whpw(ng)

o= ony=(i. )
ony=2 Ony=0 (3.40)

Y whpwhe)lng +ng ¢ Fil
ony={i,j}
61’12:@

Y whpw(ng)
6111:@
ong=2

Comme Y whpwhy)=( ¥ wny))? alors
gnlzg 6:11:@
No=

COUG(Xi,Xj)O( Z w(n)w(m)ﬂ[meg{i}]
on={i,/}
om=g
Wit Wi; piip+my, pWjetWye gligtMig gljg+Mjg glig+Mrg
_ Z ij Jik ij Jig Jjg kg [ n+m g]
n={i,j} nij!nkj!nik!nig!njg!nkg!mij!mkj!mik!mig!mjg!mkg!
om=0g

Il faut maintenant trouver tous les couples (n,m) de courants qui vérifient les conditions dans
'équation ci-dessus. On note p(n;;) la parité de n;; qu’on notera sous forme de classe {1,0}. Pour

simplifier les calculs, on utilisera les diagrammes suivants

WM pip+my gWjp+tWje plig+Mig pljg+Mjg pleg+Meg

J; j Jik J Jjk Jig Jjg Jkg
an={i,j} nij!nkj!nik!nig!njg!nkg!mij!mkj!mik!mig!mjg!mkg!
om=g

n.=p(n,)(mod2)

me=p(m,)(mod2)

1[i y+m g] _
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Si une arréte n’a comme poids que 0, alors elle ne sera pas dessinée dans le diagramme.

On a alors les sommes partielles possibles qui s’écrivent

Covg(X;,X ;) x

On remarque que seules les configurations dans lesquelles i et j ne sont pas connectés directement
ou indirectement a I’entité fantome sont retenues. De plus, chaque diagramme représente la
somme partielle qui correspond a une classe de ces configurations. Ces sommes partielles ont

Pavantage d’avoir des expressions fermées comme le montre cet exemple :

2u,-j+2vij 2uip+1+2v;; 2ujk+l+20jk
Ji Jik ij

ij
Z (Zuij)!(2vij)!(2uik + 1)!(2Uik)!(2ujk + 1)!(2Ujk)!

UijsUik,Ujr=0
Vij,Vik V=0

cosh(Jij)2 sinh(eJ;z) cosh(dJ;;) sinh(<J ) cosh(eJ )
En exprimant de la méme maniére toutes les autres sommes, on obtient
Covg(X;,X ;) o sinh(J; )% sinh(Jiz) cosh(J;1,) sinh(J ;) cosh(J ;) + cosh(<J; ;) sinh(dJ; ;) cosh(J;1,)? cosh(dJ 3 )2

+sinh(J; ) cosh(eJ; ;) sinh(J;1,)* sinh(J ;3 ) + sinh(eJ; ;) sinh(J;1,) cosh(dJ; ) sinh(eJ j,) cosh(<J 1)
+ sinh(«J; ;) cosh(eJ; ;) cosh(Jq)>

Pour simplifier cette expression, on consideére f une fonction a valeur réelles, et on notera [f] sa

fonction signe (f = [f]h avec h une fonction positive). Si on a (Jq, jg,Jrg = 0), alors
Covg(X;,X ;) oc [J1+[JirllJp;] (3.42)

Donc le signe de la covariance dépendra des types de relations ainsi que leurs connectivités.
D’autre part, ce polynéme formel en [J,] est irréductible, donc ne permet pas d’étudier le signe
de la covariance via les signes de monémes comme il est le cas en existence d’indépendance

conditionnelle dans le réseau.
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Cas de 4 entités : On considere cette fois-ci le réseau économique G =

(i,j,k,1},M,T). En utilisant la technique du diagramme introduite dans le

cas précedent, on peut décomposer 6n_2{i j}w(n)w(m)]l[n/+\m ¢ §)] en somme I ke

om=g

de diagrammes dont les sommes partielles correspondantes s’expriment

de maniére élémentaire. Toutefois, nous avons dans ce cas 64 configurations possibles dans
lesquelles I'entité g est isolée, et 12 autres configurations avec connexion a g, que nous n’allons
pas exprimer. En revanche, si J, 4 = 0 pour u =i, j,k,l on peut exprimer le signe de la corrélation

comme suite
Covg(Xi, Xj) o< [l + [Jip ;1 + [y My ] + [T MeTip W T ;1 + [T 50 Ty N7 ]
+Sip W Wy T ;1 + [ T ey S ji ] + [ Ty WeTpi N g e 51

(3.43)

On voit que dans ce cas nous avons beaucoup plus de complexité que le cas précedent. Des chemins
possibles entre i et j qui passent 2 fois par i ou j figurent, ce qui rend la prévision du signe
de la covariance beaucoup plus difficile. Il est possible en détaillant les calculs de trouver des
simplifications entre les fonctions qui décrivent ces chemins, ce qui donnera une meilleur formule.
Mais il est déja clair a travers cette formule que la covariance est positive en cas d’absence de

concurrence dans le réseau.

3.4 Analyse des fonctions de corrélation sur les réseaux

économiques cohérents

En physique statistique, la recherche tourne autour du modele d’Ising ferromagnétique.
Celui-ci correspond au cas dans lequel les interactions ont des coefficients de couplage positifs,
ce qui rend les réseaux cohérents similaires a ce cas. De cette similarité résulte la possibilité
d’établir des propriétés connues comme la décente exponentielle de la covariance. Ce résultat est
da séparément a Aizenman, Barsky, McBryan, Jay, McCoy et T. Wu. [98—100], mais également

11, et il est généralisé en 2008 par Duminil-Copin, Goswami et Raoufi sur les

a Lee-Yang [
réseaux Z¢ pour d =2 [101]. Il faut noter que le modele est différent de celui d’Ising et produit
des propriétés plus complexes, nous allons voir qu’il est possible d’avoir certains résultats dans

les réseaux cohérents qui ne sont pas vrais dans un modele d’Ising ferromagnétique.

Théoreme 3.5. Soit G = (V,M,T) un réseau économique cohérent. Pour tout i,j €V, il existe
¢ >0 tel que
Covg(X;, X ;) < exp(—cy;;)

ou y;;j est la longueur du chemin entre i et j.

15. Il utilise un modéle d’Ising a variable complexe qui vérifie certaines conditions d’holomorphie qui permettent
d’établir rapidement non seulement la décente exponentielle, mais également plusieurs résultats tres utiles dans cette
théorie.
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Démonstration. Voir 3.9.2.5. O

Ce théoréme affirme que la sensibilité d'une entité & une autre diminue de maniére exponen-
tielle en fonction du nombre d’entités intérimaires qui les relient. La constante ¢ dépend des B;
et des connectivités du réseau (voir démonstration en annexes).

Soit i,j,k,s €V tels que i # j. Notre objectif maintenant est de prédire le signe des quantités
Om;;Pe(Xp =X =-1), 0p,Covg(Xp,X;) et 0y, Covg(Xy, Xs) comme annoncé dans la section sur
les sensibilités aux parametres. Nous aurons besoin dans un premier temps du lemme de Griffiths

[92] souvent appelé inégalité GHS pour Griffith, Hurst et Sherman :

Lemme 3.2. Soit G =(V,M,T) un réseau économique cohérent, pour tout i,j,k €V on a
Covg(X;,X;X}p) <Eq(Xp)Covq(X;,X ;) +Eq(X;)Cova(X;,Xp)
Démonstration. Voir 3.9.2.3. O

Cette inégalité représente également un résultat connu sur les fonctions dites d’Ursell 6. On

peut rétablir certaines inégalités a partir de ce lemme. En effet, on a

0y, Pe(Xp=Xo=-1)= (Covg(X:, X Xs) — Covg(X;,X1) — Covg(X;, X))

8pi(1-p;)

Comme Fg(X;) <1 pour tout i € V, alors le 3.2 implique
Covg(X;,XsX}) < Covg(X;,Xs) +Covg(X;,Xp)

D’ou

aping(Xk =X;=-1)=0

Ce qui veut dire que la dégradation d’'une entité du réseau fait augmenter toutes les probabilités

de défaut des couples du réseau. D’autre part, on a

0p; Covg(Xp,Xs) = — )(COUG(Xi,Xsz) —-Eq(X})Covg(X;,X;) - Eg(Xs)Cova(X;,X1))

2pi(1-p;
(3.44)
Donc d’apres le lemme 3.2 on a
0p,Covg(Xp,Xs)=0

ce qui veut dire que la covariance entre les entités augmente quand 'une d’elles se dégrade, ce
qui est en accord avec les résultats numériques sur les relations équivalentes. En d’autres termes,
cette inégalité montre que la dégradation d’une entité dans le réseau pousse les entités & et s a
se supporter d’avantage.

Ce lemme n’est malheureusement pas suffisant pour étudier les fonctions évoquées ci-dessus. En

%
16. Les fonction d'Ursell sont définit par u;(X7q,...,Xp) = ﬁ In(Zg), et le lemme3.2 correspond & ug < 0. voir
1By,
[103]
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effet, ces quantités font apparaitre des moments de degré 4, alors que le lemme précedent s’arréte
a ceux de degré 3. Cependant il existe des inégalités dans la littérature qui font apparaitre ces
moments, notamment I'inégalité de J.L. Lebowitz [103] qui prédit que la fonction d’'Ursell u4 est
positive. Mais ces inégalités ne permettent pas non plus de prédire le signe des quantités étudiées.
Nous démontrons des inégalités plus fortes qui permettent de résoudre le probléeme. Ces inégalités
constituent une des contributions de cette these dans 1’étude des inégalités de corrélation des

modeles graphiques, et pourraient étre appliquées également en mécanique statistique.

Lemme 3.3. Soit G =(V,M,T) un réseau économique cohérent, pour tout i,j,k,s €V tels que
I1#j,ona
1. Si(k,s)#(i,j)et (j,i), alors
Covg(X; X ;, X X;) < Eg(X})Cova(X; X ;,X;) + Eq(X5)Cova(X; X j, X})
2. Si(k,s)=(i,)) ou (j,i), alors
Covg(X; X, X, X) 2 Eq(X;)Covg(X; X, X))+ Eq(Xs)Covg(X; X, X1)
3. On a de plus,
COUG(Xin,Xin) = COUG(Xin,Xi) + COU(;(XL‘XJ‘,XJ')
Démonstration. Voir 3.9.2.4. O

La premieére et la troisieme inégalité de ce lemme nous donne pour tout i,j,k,s € V tels que
L#]:

Covg(X;X;, X Xs) < Covg(X;X;,Xp)+Covg(X; X ;,X;) (3.45)
ce qui est équivalent a Covg(X;X;,D} ) <0. Comme Covg(X;,Dyp s),Covg(X;,Dp, ) <0 d’apres
I'inégalité FKG, alors

amijﬂ:bg(Xk =X;=-1)<0
ce qui donne le premier résultat désiré. On en déduit que les probabilités de double défaut dimi-

nuent, tout comme les probabilités marginales, quand la connectivité dans le réseau augmente.

D’autre part, on a

Om;;,Covg(Xp,Xs) = a(§;;)(Covg(X;, X Xs) —Eg(Xp)Cova(X;,Xs) —Eg(Xs)Covg (X, X1))
+b(0;;)(Covg(Xj, X X;) —Eq(Xp)Cova(X;,X) —Eq(Xs)Cova(Xj,X3))
+¢(6;;)(Covg(X; X, X}, Xs) —Eq(Xp)Cova(X; X, X) - Eg(Xs)Cova(X; X, X))

(3.46)

Donc si (k,s) # (i,]), les deux premiers termes de cette dérivée sont négatifs d’apres 3.2, et le

lemme 3.3 montre que le troisiéme terme l'est aussi. D’ou

V(kys) # (I".]) aamijCOUG(Xk9XS) S O
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Ce résultat indique que 'augmentation de la connectivité entre deux entités i, j du réseau fait
diminuer la covariance entre les autres. Ceci est le résultat de 'affaiblissement de la relation
équivalente entre celles-ci, dont l'origine est 'affaiblissement du terme m 05 devant m;;6;;
dans le Hamiltonien. On peut également déduire de cette inégalité que la covariance décroit
en nombre d’entités dans le réseau. En effet, on considére deux entités v du réseau G, et G, le
réseau obtenu en supprimant tout les lien de v. Comme la covariance Covg(X}3,X,) décroit en

fonction des m;, pour tout k,s Zv et €V , alors
COUG(Xk,Xs) < COUGU(Xk,XS)

d’ot1 la décroissance de la covariance par rapport au nombre d’entités dans le réseau.
Contrairement au cas précedent, la quantité d,,;;Covg(X;,X;) change de signe quand a(4;;) et

b(6;;) sont strictement positifs. En revanche, si a(6;;) = b(6;;) = 0 alors
Om;;Covg(X;,X;j) = —c(6;j)(Covg(X;,X )+ 0x,0x NCova(X;,X;)—0x,0x%;) (3.47)

Comme Covg(X;, X)) < 0x,0x, dapres 'inégalité de Cauchy-Shwarz, et Covg(X;,X;)+0x,0x; =
0, alors
amijCOU(;(Xi,Xj) =0

Donc si la relation ne change pas les résistances B;(M,T), alors la covariance augmente si la

relation sans parties unilatérales §;; est de support et diminue si elle est de concurrence.

Nous allons maintenant nous intéresser a la corrélation et ses variations. A notre meilleur
connaissance, cette quantité n’est pas étudiée dans la littérature de mécanique statistique, ni
dans les quelques articles de finance qui appliquent ce type de modeéles. En effet, les physiciens
ne s’intéressent pas a la corrélation linéaire pour des états binaires ou discrets de maniere
générale, alors que celle-ci est tres importante dans I’étude du risque de défaut. Il est par

ailleurs plus difficile d’étudier la corrélation que la covariance, car elle s’écrit comme rapport un
_ Covg(X;,X))

<X;,X;>g=——"L dont les termes ont généralement les mémes variations. En effet, on a
J 0x,0%;
0,05 = —+ Eq(X;)Covg(X;,X;)=0
i . 1y -
PEX T 2p(1-pi) / /

comme la covariance s’accroit avec p; alors on ne peut pas prédire facilement les variations du
rapport. De la méme maniere, la covariance et ox,0x; varient dans le méme sens, d’'ou l'obligation
de calculer la dérivée de la corrélation.

Pour résoudre ce probleme, nous introduisons & nouveau une inégalité de corrélation assez

générale qui fait apparaitre les variances, et donc plus adaptée a I’étude de la corrélation.
Lemme 3.4. Soit G =(V,M,T) un réseau économique cohérent, on a

0%,0%,Cova(Xa, Xi X)) < 0% Covg(X; X, X)Covg(X4,X;) + 0%, Covg(Xi X, X;)Covc(Xa,X;)
pourtout AcVeti,j¢A.
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Démonstration. Voir 3.9.2.6. O

Soient i, j,k € V, en dérivant le log-corrélation par rapport a p; on obtient

0%, a§jcouG(Xk,XiX D+ a§j(a§(i Eg(X;) - Covg(X;,X )EG(X:))Cova(Xk,X;)

0,, In(<X;, X:>q)=—
12 4] 2pk(1—pk)COUG(Xi’Xj)Uiiggfj

a§i(a§jEG(Xi) —Covg(X;,X))Eg(X;))Cov(Xp,X;)

2pr(1 —pk)Cov(;(Xi,Xj)a?(ia%(j

Comme
U?(j[EG(Xi) -Covg(X;,X))Eg(X;)=-Covg(X;X;,X;)

alors

Opy, <X, X >G x ~0%,0%, Covg(Xp, X;X;) + 0% Covg(Xi X ;, X1)Cova(Xp, X;)
: (3.48)
+0%, Cova(X; X, X;)Covq(Xp, X,)

Donc d’apres le lemme précédent pour A ={k}, on a
apk <Xi,Xj >5=20

Donc au méme titre que la covariance, la corrélation augmente quand les probabilités p; aug-

mentent. D’autre part, on a

Om;; <Xp, Xs>g U?gkU%(SCOUG(&j(Xi,Xj),Xsz)—UggsCOUG(Xsz,Xk)COUG(5ij(Xi,Xj),Xk)
—Ui-kCovg(Xsz,Xs)COUG(5ij(Xi,Xj),Xs)
(3.49)

En développant les termes de §;, les coefficients de a;; et b;; sont négatifs via le lemme 3.4 pour
A ={i} et A ={j} respectivement, et le coefficient de c;; est également négatif via le méme lemme
pour A ={i, j}. D’ou

Y(k,s) #(i,7), Om,; < Xp,Xs>6=<0

Pour le cas (%,s) = (i,)), la corrélation n’est pas monotone comme nous allons pu le vérifier
numériquement sur certains cas de réseaux cohérents; ce qui rend son étude assez complexe.
Pour finir, nous énoncons un théoreme sur les cas d’égalité Covg(X;,X;) = 0. En fait, la proposi-
tion 3.1 montre que cette covariance peut étre nulle si la relation qui relie i et j est purement
économique ou les chemins qui les relient passent par des relations purement économiques. Donc
le théoréme qui suit donne en particulier une réciproque dans le cas des réseaux économiques
cohérents. Nous savons que dans ces réseaux, I'inégalité FKG est vérifiée 3.4, donc X est po-
sitivement associé. Dans ce cadre, Lebowitz [153] a démontré que si A,B c V sont disjoints,
alors
(Xi)iea L (X))ie © Cov(X,,X,) =0 pour tout u € A,v € B.
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Nous remplacons dans notre théoréme les covariances nulles pour u € A,v € B par ’équation
Covg(XA,XB)=0o0u X4 :=[l;ca Xi, et 'assertion de droite par une condition plus large. Contrai-
rement aux techniques qui se basent sur les fonctions d’Usell utilisées par Lebowitz, nous

utilisons le courants aléatoires pour prouver le résultat suivant :

Théoreme 3.6. Soient G =(V,M,T) un réseau économique cohérent, et A,BcV.Si Covg(X4,XB) =
0 alors soit A et B sont séparés par des chemins qui passent par des relations purement écono-

miques, soit il n’existe aucun chemin qui les relient.
Démonstration. Voir 3.9.2.2. O

Une premiere implication de ce théoréme concerne I’équilibre dans les réseaux cohérents.
En effet, il en résulte qu'un réseau cohérent est équilibré si et seulement si toutes ses relations
sont purement économiques. D’autre part, ce théoréme montre de maniére générale que les
éveénements sur une partie du réseau n’ont aucun impact sur les sous-réseaux desquels elle est
séparée par des relations purement économiques. Ces relations agissent comme des canaux qui
coupent toute transmission du risque, et gardent les parties séparées sensibles a leurs propres
connectivités d’une part, et d’autre part aux connectivités de ces relations purement économiques.
Ces relations constituent donc des "ponts économiques" entre les parties du réseau qu’elles

séparent, et leurs connectivités agissent sur I’état de chacune de ces parties.

3.5 Applications en risque de crédit : déformation de la

distribution des pertes

Nous avons jusqu'a présent analysé les réseaux économiques cohérents, dans lesquels la
concurrence est inexistante. Malgré la simplicité apparente de ces réseaux, les résultats mathé-
matiques établis ont nécessité 'utilisation de certains outils largement non élémentaires. L'état
de I'art en mathématique ou en physique statistique aujourd’hui ne permet pas malheureusement
d’étudier des réseaux économiques généraux. Toutefois, considérer des réseaux cohérents n’est
pas sans intéréts pratiques, car ceux-ci représentent une grande classe de réseaux économiques
que nous retrouvons souvent au coeur de plusieurs problématiques. En effet, ces réseaux peuvent
étre utilisés dans les problématiques de notation des groupes d’affaires, ou la notation des entités
d’un groups d’affaire en tenant en compte leurs interdépendances. En fait, les banques se basent
sur les relations de support positif de leurs clients afin de bien jauger leur capacité a honorer leurs
engagements. Les notes attribuées prennent donc en compte la santé des entités garantes ou des
maisons meres, qui different des notes intrinseques appelées "standalone grades". Certaines
politiques de notation ne prennent pas seulement les relations de support en considération,
mais aussi les relations de concurrence qui refletent la position de 'emprunteur dans le marché.
Lutilisation de notre modele pourrait servir dans ce contexte pour 'appréciation du risque de

crédit en considérant I'interdépendance. Une des problématiques centrales en risque de crédit
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est la déformation de la distribution des pertes et son impact sur le capital économique, dont
I'importance dans les exercices de stress-tests est de plus en plus grandissante pour les banques
et le régulateur. Dans cette section, nous allons discuter les variations des pertes agrégées ainsi

que les problématiques de notation sous I'effet de 'interdépendance.

On considere un portefeuille de crédit constitué de 10 entités. En guise de simplification, on
considere que les facilités des entités sont homogeénes en maturité, en probabilités de défaut
(probabilité de 1%), en perte en cas de défaut (LG D) ainsi qu’en montant d’exposition au défaut
(EAD) (que nous prenons tous égaux a 1). On consideére ce portefeuille comme un réseau écono-
mique G = (V,M,T), et nous analysons, sous différentes configurations les parametres du risque
usuels comme la VaR, la parte moyenne EL (Expected Loss), la perte moyenne non-attendues UL
(unexpected Loss) 7 ainsi que la perte extréme moyenne ES (Expected shortfall) '®. On suppose
que les probabilités de défaut intrinseques sont liées au cycle économique par une variable latente
Z 9. On utilisera trois valeurs de ce facteur qui représentent trois scénarios, favorable pour
Z =2, central pour Z =1 et sévere pour Z = —3. Ces valeurs ne sont pas arbitrairement choisies,
car le facteur est calibré, comme expliqué dan le chapitre 1, sur chaque période sur des données
de la banque. Cela permet de connaitre la magnitude de chaque valeur (par exemple Z = -3 est

équivalent a la crise de 2008) en I’associant a la période dans laquelle elle se réalise.

Cas d’un portefeuille positivement connecté : On considere que toutes les entités sont
connectées via des relations de type SM telles que 6;;(1,1)=3 et §,;(1,—-1) =1 pour tout i,j €V,
avec la méme connectivité m. La figure 3.18 montre comment les parameétres du risque évoluent
en fonction de la connectivité m pour 3 scénarios macro-économiques de différentes sévérités. On
constate que le risque diminue de maniére générale via la décroissance de 'EL, 1a VaR, 'UL et 'ES
quand la connectivité augmente. Cela signifie qu'une telle configuration du réseau/portefeuille ne
présente pas elle méme de risque pour les banques. Celle-ci fait diminuer trés considérablement
le capital économique donné par la VaR, et les risques pondérés RWA 2 qui s’écrivent en terme
de I'UL. Cela reste vrai pour tous les scénarios, et la sévérité des chocs macroéconomiques ne fait

que "retarder" la diminution par rapport a la connectivité.

17. EL(L)=VaR4(L)-Eg(L).

18. ES(L)=Eg(L|IL=VaR4(L)) = ﬁ f; VaRg(L)d0.

19. On utilise ici un modele de Merton avec une corrélation réglementaire uniforme pour toutes les entités de 15%,
appliqué sur des probabilités TTC (through the cycle) de 1%.

20. Risk-Weighted Assets (RWA), ou actifs a risques pondérés ou encore actifs pondérés par le risque, correspondent
au montant minimum de capital requis au sein d’'une banque ou d’autres institutions financiéres en fonction de leur
niveau de risque. Ce montant se calcule sur la base d'un pourcentage des actifs, pondérés par le risque.
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FIGURE 3.18 — Evolution des parameétres du risque dans le cas d’un réseau de support mutuel
complet.

La diminution rapide de ces parametres vient de celle des probabilités marginales de défaut
Pa(X; = —1), et la tres faible augmentation des probabilités jointes de défaut, ce qui rend la
queue de distribution des pertes de plus en plus faible. Cette forte diminution est également due
a la forte connexion du réseau, car le réseau est complet, donc chaque entité est supportée par
toutes les entités du réseau. Pour mieux voir I’effet de ce degré de connexion, on suppose que
chaque entité du réseau est connectée a seulement 4 entités des 9 restantes (réseau 4-régulier).
La figure 3.19 montre que le support mutuel est moins présent et la diminution par rapport a m
est moins forte. On observe que pour un scénario de faible sévérité le capital économique est de
30% pour m = 0.6, alors que dans le cas précedent il été déja a 0 pour m = 0.3. On en déduit que

la diminution du degré de connexion fait diminuer la capacité du réseau a absorber le risque.
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Expected Loss Unexpected Loss

0.2 0.4 0.6 0.2 0.4 0.6

VaR & 99.9% Expected Shortfall

—— Adverse —— Adverse

0.3
Baseline 0.3 Basleine
—— Favorable —— Favorable
0.25]
0.25]
0.2

VaR
°
G
E:

FIGURE 3.19 — Evolution des parameétres du risque dans le cas d’un réseau de support mutuel
non complet.

Cas d’un portefeuille avec des relations de support non-mutuel : On s’intéresse mainte-
nant a des relations de support non mutuelles (SNM). On suppose que toutes les entités du réseau
sont connectées via la relation définie par 6,;(1,1) =2, §;;(-1,-1)=3, §,;;(-1,1)=1et §;;(1,-1) =
0. La figure 3.20 montre que dans ce cadre les parameétres du risque diminuent quand la connecti-
vité augmente jusqu’a un certain seuil a partir duquel ils augmentent brusquement. Nous avons
alors un changement de comportement assez surprenant qui se produit a partir d'une valeur
critique de connectivité m = 0.5. D’autre part, la forme de ’évolution de 'EL témoigne de celle
des probabilités marginales Pg(X; = —1), et donc chaque entité converge vers un état de défaut
quand la connectivité tend vers I'infini. La nature de la relation considérée est responsable de ce
phénomene, car chaque entité fournit un support "cotiteux" qui se traduit par une augmentation
de sa probabilité de défaut. Si on regarde de pres cette relation, on a a(§;;) = -1 et b(5;;) =0,
donc s’apercoit que la relation pénalise I’entité i, car la résistance B;(M,T) contient le terme
—m;ja(6;;) qui la fait diminuer. Mais comme chaque entité est elle méme supportée de la méme
maniere, alors sa probabilité de défaut diminue jusqu’a ce que la connectivité soit suffisamment
forte pour que la diminution de B;(M,T) prend le dessus sur le support. On en déduit que
lorsqu’une relation de support a un coit, le systéeme peut avoir deux régimes selon le niveau de

connectivité. Il est donc clair qu'un tel segment d'un portefeuille est assez risqué pour une banque,
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car il peut brusquement changer de profil du risque si la connectivité augmente en période de

stress. De plus, ce seuil de connectivité critique est plus facilement atteignable en bas de cycle

comme le montre la figure pour les scénarios adverses.

Expected Loss
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—— Favorable

0 0.2 0.4

VaR & 99.9%
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Basleine
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Expected Shortfall

—— Adverse
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0.2 0.4 0.6 0.2 0.4 0.6
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FIGURE 3.20 — Evolution des parametres du risque dans le cas d’un réseau de support non-mutuel
complet.

Ce type de configurations produit des changements de comportement, et fait augmenter le
risque trés rapidement quand la connectivité est suffisamment forte. Certaines idées de stress-
test pratiquées dans les banques consistent a "compresser” plusieurs événements économiques
dans une période courte. Cette intuition vient de la rapidité des événements en période de crise,
potentiellement causée par les effets d’interdépendance forte. Le changement de comportement
observé dans notre cas semble bien expliquer I'apparition de ces phénomeénes rares en périodes de
crise, comme des défauts multiples sans pré-signaux, qui se produisent dans des périodes assez
courtes.

Cas des portefeuilles avec des relations de concurrence : Cette fois-ci on s’intéresse a la
concurrence dans un portefeuille de crédit. On suppose que toutes les entités de G sont connectées
les unes aux autres via la méme relation de concurrence définie par §,; = —-2X;X;, avec une
connectivité uniforme m. La figure 3.21 montre une augmentation de ’'EL, la Var et 'ES avec la

connectivité, qui deviennent stationnaires en 0.5 pour une connectivité assez forte pour tous les
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scénarios. En revanche, I'UL du portefeuille diminue de maniére forte apres quelques fluctuations
quand la connectivité augmente. En outre, plus le scénario est sévere plus I'UL diminue, ce qui

résulte de la stationnarité précoce de la VaR et 'EL pour les scénarios adverses.

Expected Loss Unexpected Loss

0.5 —— Adverse —— Adverse
Central Central
—— Favorable : —— Favorable

0.4

0.3

EL

0.2)

0.1

VaR & 99.9% Expected Shortfall

0] —— Adverse —— Adverse
Central 0.55| Central
—— Favorable —— Favorable

FIGURE 3.21 — Evolution des parameétres du risque dans le cas d’un réseau de concurrence
complet.

Ce comportement peut sembler contre-intuitif & premiere vue, car 'augmentation de la
concurrence (qui se traduit par celle de la connectivité dans ce contexte) veut dire une diminution
des parts du marché pour chaque entité, et donc une dégradation s’en suit. Mais la subtilité de ce
cas réside dans les symétries qu’il présente en terme de connectivité, de types de relations, de
probabilités de défaut intrinseques et en topologie du réseau. En effet, par définition la concur-
rence dégrade les entités quand la connectivité augmente, or la dégradation de chaque entité
profite a ses concurrents, alors il y a un effet de compensation, ce qui justifie le comportement
stationnaire. D’autre part, la borne supérieur de 50% des pertes vient du fait qu’on ne peut pas
avoir plus de 5 défauts sur 10. En effet, le défaut d’'une entité profite aux autres entités, et plus il
y a de défauts, plus cela profite aux entités restantes. Par symétrie, quand le nombre de défauts
atteint 5, la moitié du marché occupé par les entités en défaut est récupérée par celles qui restent,
ce qui les rend "moins concurrentes".

La symétrie de cette configuration de concurrence est alors une obstruction a la formation d’'un
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cluster de défaut dont la taille dépasse la moitié du réseau, mais celle-ci n’empéche pas la
distribution d’étre plus concentrée dans les événements extrémes. En effet, en regardant la
skewness %! et le kurtosis ?? de la distribution comme le montre la figure 3.22, on remarque que
la skewness devient tres négative a partir d'un certain rang de connectivité. Ceci revient a dire
que la distribution continue a devenir plus concentrée a droite de la médiane, et donc les défauts
multiples deviennent de plus en plus probables. En outre, le kurtosis continue d’augmenter
également malgré la stationnarité, et devient infiniment plus grand que 3 (Kurtosis de la loi

normale), ce qui veut dire que la distribution se concentre beaucoup plus autour de sa moyenne.

Skewness Kurtosis

o —— Adverse —— Adverse

Central Central
—— Favorable —— Favorable
0.8x10"

—aT|

°
5

a7
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moment centré réduit d'ordre 3
moment centré réduit d'ordre 4

0.2x10%
-8T|

-107]

FIGURE 3.22 — Evolution de la skewness et le kurtosis dans le cas d’un réseau de concurrence
complet.

Pour mieux voir l'effet de la concurrence sur un portefeuille, on considere des cas ou la
symétrie est brisée. On garde le méme réseau, et on suppose qu'une entité notée 1, rentre dans
une concurrence avec ses voisins plus fortement que dans le reste du réseau. La connectivité m
de ces relations vérifie alors m <m1; = m. ou m est la connectivité dans le reste du réseau. En

faisant varier m. entre m =1 et l'infini, on obtient les variations dans figure 3.23.

21. La skewness ou 'asymétrie de la distribution d’'une variable aléatoire X est définie par le moment centré
E(X - y)3). Celui-ci est positive si la queue de droite (a valeurs hautes) est plus longue ou grosse, et négative si la
queue de gauche (a valeurs basses) est plus longue ou grosse.

22. Il est aussi appelé coefficient d’aplatissement de la distribution d’'une variable aléatoire X, et il mesure la
répartition des masses de probabilité autour de leur centre, et il est calculé via le moment centré E((X — u)4).
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FIGURE 3.23 — Evolution des paramétres du risque dans le cas d’un réseau de concurrence (Une
entité vs tout le réseau).

On constate que cette fois-ci le risque diminue dans toutes ses composantes de maniere
graduelle sauf pour 'UL, donc le RWA fluctue avant de diminuer brusquement vers 0. De plus,
la figure 3.24 met en évidence le défaut de I’entité 1 quand la concurrence avec le reste du
réseau dépasse un certain seuil, alors que ce dernier en profite en diminuant sa probabilité de
défaut. Comme les expositions sont égaux, la diminution des probabilités de défaut des 9 entités
restantes fait diminuer les parameétres du risque méme si 1 fait défaut. Si 1 avait une exposition
trés grande par rapport aux autres (concentration du risque), alors dans ce cas les parameétres du

risque augmenterons fortement.
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Probabilites marginales de défaut
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FIGURE 3.24 — Evolution des Pg(X; = —1) dans le cas d’un réseau de concurrence (Une entité vs
tout le réseau).

Si on répete cette opération en faisant augmenter cette fois-ci la concurrence entre un cluster
de 2, 3 ou 4 entités avec le reste du réseau, la diminution des probabilités de défaut de celui-ci
s’accentue. Le cluster contient au plus 4 entités qui sont en infériorité numérique par rapport au
cluster des entités restantes qui contient au moins 6 entités. Comme le montre la figure 3.25 le
cluster en infériorité numérique fait défaut contrairement au cluster adversaire. En revanche, si
les clusters ont la méme taille, alors la symétrie change le comportement global ; et on revient
au premier cas stationnaire bien que les connectivités ne soient pas uniformes partout dans le

réseau.
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FIGURE 3.25 — Evolution des Pg(X; = —1) dans le cas d’un réseau de concurrence (4 entités vs 6
entités).

On en déduit que la concurrence joue un role treés bénéfique en terme de risque de crédit,
car elle constitue une diversification du risque de la banque dans ses portefeuilles de crédit.
Cela constitue donc une maniére de diminution du capital économique, en prenant en compte
la concurrence dans chaque secteur d’activité, ce qui aurai un impact direct sur le bilan de la

banque avec les nouvelles normes comptables IFRS9.

Remarque : Certains de ces résultats présentent des comportements assez étranges voir
extrémes. Cela ne veut pas dire que le modele présente un probléme, car nous avons délibérément
pris des valeurs de connectivité assez grandes pour montrer comment le modeéle fonctionne. En
effet, comme nous allons voir plus loin, il existe un seuil de connectivité a partir duquel le modele
se comporte de maniere étrange. Ce comportement est appelé changement de phase ou état
critique, et se traduit dans notre contexte par un exces de connectivité qui rend les entités du

réseau tres reliées a tel point qu'un défaut puisse entrainer le défaut de tout le réseau.

3.6 Propagation des chocs macréconomiques locaux dans un
réseau
Nous avons démontré que la propagation d'un choc macro-économique local dans un réseau
cohérent s’atténue de maniére exponentielle. Nous allons analyser ce phénomeéne pour des réseaux

non cohérents, en particulier des réseaux dans lesquels la cohérence est présente. On utilise

comme dans la partie précédente un modele a facteur qui relie les probabilités intrinseques a la
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position dans le cycle. On considére un réseau G de 21 entités dont la topologie est représentée

par la figure 3.26

OB

FIGURE 3.26 — Le réseau G.

Chacune des entités de G a une probabilité intrinséque qui s’écrit

©"YPD,)-pjz;

‘/l—p?

ou Z; est la position au cycle de j, p; la corrélation de la valeur de j & Z; et PD; la probabilité de

piZ;j=2j)=®

défaut de j moyenne ou TTC (through the cycle). Donc la sensibilité d’'une entité i a la position

au cycle de j peut s’exprimer de cette facon

@ 1PD)-p;z;)?

\/2m(1 - p?)e 216

4p;p;(1-p;)

0;,PeX;=-1)=- Covg(X;,X;)

Cette formule nous indique que cette sensibilité est exponentielle, mais diminue de maniére
exponentielle en fonction de la distance dans un réseau cohérent via le théoreme 3.5. La topologie
du réseau G a été choisi ainsi pour mieux voir le phénomeéne de propagation. En effet, nous avons
une entité centrale 1 qui a des voisins d’ordre 1, 2 et 3, en choquant I’entité 1 on peut alors mieux
voir la symétrie de la propagation d’'une part et atténuation par effet de distance d’autre part.
En outre, les entités périphériques sont connectées via des chemins de longueurs entre 2 et 6,
donc en choquant une entité périphérique on peut voir la portée de la propagation du stress. On
prend PD; =1%, p; = 15% et Z; = 1 pour tout i, et on applique pour un choc macroéconomique en

prenant Z; = —3 qui a une magnitude équivalente a celle observée dans la crise de 2008.
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Exemple de réseaux de support: On suppose que les entités de G sont toutes connectées via
des relations de support, avec une connectivité uniforme m = 1. Dans le cas ou toutes les relations
sont de support mutuel (SM), la figure 3.27 montre comment des chocs macroéconomiques locaux

sur les entités 1, 5 et 21 se propagent.
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FIGURE 3.27 — Propagation d’un choc local dans un réseau cohérent. (Ces trois réseaux sont les mémes malgré le
changement de position causé par des I'algorithme de dessin)

Les couleurs dans les graphes indiquent les valeurs de —0,,P(X; = —1) pour j € {1,5,21} et
i €{1,...,21}. La figure en haut a gauche montre la propagation du choc appliqué en 1, on observe
que les entités voisines 2, 4, 6 et 8 sont les plus impactées, suivies par les connexions de second
ordre 11, 14, 17 et 20 puis par 3, 5, 7 et 9 qui sont également de second ordre. Celles-ci sont moins
impactées que 11, 14, 17 et 20 car elles ont plus de relations de support, ce qui montre que le
degré de connection de chaque entité rentre dans I'atténuation de la propagation du choc. Enfin,
les entités périphériques sont les moins impactées vu qu’elles sont de distance 3 de 1, ce qui
implique une atténuation forte. La figure en haut a droite représente la propagation d’un choc
qui se propage depuis I'entité 5; On remarque que 15 et 16 sont tres fortement impactées car
elles sont directement liées a 5 et n’ont aucun autre support. Les entités 4 et 6 sont directement
connectées a 5 mais sont moins impactées que 15 et 16 vu qu’elles ont d’autres relations de

support. Elles sont suivies par 14 et 17 qui sont a distance 2 de 'origine du choc, qui est transmis
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par 4 et 6. Ensuite les entités a distance 3 de l'origine du choc (7, 1 et 3) sont impactées de
maniére presque équitable, qui elles mémes transmettent le risque a 12, 13, 18, 19 via 7 et 3. Les
entités 2 et 8 sont atteintes via 1, et elles sont moins impactées que 12, 13, 18, 19, car elles ont
des relations de support supplémentaires. Enfin, la propagation continue jusqu’a 9, 11, 20, 10 et
21 qui sont les moins impactés par effet d’atténuation. En appliquant le choc a I'entité 21 comme
il est le cas dans le graphe en bas, on peut garantir la plus longue propagation possible dans ce
réseau. Nous avons dans ce cas la méme symétrie que dans les cas précédent sauf, a 'exception
de I’entité 10 qui est liée a 21 de maniére indirecte.

Ces graphes mettent en évidence la propagation et sont atténuation exponentielle, car les
quantités |0;,Pg(X; = —1)| diminuent en moyenne de maniére & chaque pas supplémentaire de
la source du choc d’approximativement 1072, La symétrie observée dans cette propagation est
principalement due a la symétrie des relations SM. Pour mieux voir le rdle de la symétrie des

relations dans la propagation, on considéere les relations de support asymétriques définies par
0;j(Xi, Xj) = -X; + X; X;

et on suppose que les entités du réseau sont connectées via ces relations. Cette relation est un
support dans lequel I'entité i telle que i < j supporte j, avec une pénalisation de i (cotit de support
ou gain unilatéral négatif). La figure 3.28 montre que le choc recu par I’entité 1 se propage de
maniére asymétrique dans le reste du réseau. En effet, on remarque que 2 est plus impacté que
4, 6 et 8, car 2 supporte 3,9 et 20 alors que 8, 6 et 4 sont supportés respectivement par 7, 5 et
3. Donc plus I’'entité a un indice petit, plus elle doit supporter d’autres entités, et plus elle est
pénalisée, ce qui justifie 'asymétrie observée. Nous avons vu dans la section précédente que
pour des relations de ce type, le risque augmente brutalement a partir d’'un certain seuil de
connectivité. Donc si la connectivité augmente suffisamment dans le réseau, la propagation va
devenir tres forte par effet d’interdépendance et sont atténuation diminuera fortement, ce qui est

susceptible de faire augmenter les pertes espérées tres considérablement.

124



CHAPITRE 3. CHAMPS DE MARKOV ET MODELISATION DE LINTERDEPENDANCE

FIGURE 3.28 — Propagation d'un choc local dans un réseau avec des relations de support non
mutuelles.

Cette configuration de relations donne en fait un réseau non-cohérent, et donc nous n’avons
pas forcément une atténuation exponentielle comme dans le cas des réseaux cohérents. De plus,
la figure montre qu’elle ne I'est pas vu que I'entité 20 est plus impactée que 4 alors que celle-ci
est directement connectée a la source du stress. Nous avons alors un contre exemple du théoréme
3.5.

Exemple de réseaux avec concurrence : Nous allons maintenant nous intéresser a des
réseaux contenants de la concurrence. On suppose dans un premier temps que les entités du
réseau G sont connectées via des relations SM, sauf I'entité 1 qui est en relation de concurrence
avec ses voisins via la relation symétrique 6,;(X;,X;) = -2X;X ;. La figure 3.29 montre la pro-
pagation d’'un choc macroéconomique recu par 1 dans le reste du réseau. Les couleurs chaudes

représentent la dégradation alors que celles froides représentent I'inverse.
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FIGURE 3.29 — Propagation d’un choc local sur un concurrent central.

On constate que l’entité 1 se dégrade, alors que ses concurrents directes 2, 4, 6 et 8 en profitent.
De plus, les autres entités du réseau en profitent également car elles sont en relation de support
avec les concurrents de i. On constate également qu’il n’y a pas de décente exponentielle du choc,
car les quantités |0,,Pg(X; = —1)| ne diminuent pas exponentiellement par rapport a la distance,
mais plutot de maniere linéaire.
On suppose maintenant que toutes les relations de G sont des concurrences symétriques comme
nous les avons définit ci-dessus. La figure 3.30 de gauche nous montre comment un choc regu par
1 se propage dans le réseau, et celle de droite nous montre la méme chose pour un choc regu par

I’entité périphérique 21.
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FIGURE 3.30 — Propagation d’'un choc local dans un réseau de concurrence. (Ces trois réseaux sont les mémes

malgré le changement de position causé par des I'algorithme de dessin)

Les deux figures mettent en évidence que d’'une part, le choc change d’effet en fonction de
la parité de la distance. En effet, dans la figure de gauche, les concurrents de 1 profitent de sa

dégradation alors que les concurrents de ces concurrents se dégradent. De la méme manieére, les
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entités a distance 3 de 1 profitent de ce choc local. Le méme phénomeéne se produit quand le choc

est recu par l'entité 21 comme le montre la figure de droite.

On en déduit que le modele réplique les phénomenes de propagation et permet de voir
comment la concurrence inverse le risque, et produit une propagation alternée ou ondulatoire
dans le réseau. Dans le cas des réseaux cohérents, le théoreme 3.5 est bien vérifié, alors que si
le réseau n’est pas cohérent le modele produit une propagation qui ne s’atténue pas de maniere
exponentielle. Donc les réseaux de support absorbent bien les chocs exogénes, alors que les
réseaux de concurrence propagent ceux-ci plus loin en créant plus d’incertitude et de désordre.
Néanmoins, nous avons vu que cet effet alterné de propagation du risque profite & 50% des entités
du réseau alors qu’au méme temps qu’il dégrade la moitié restante. Ce montre que la concurrence

joue un role dans la diversification du risque.

3.7 Le concept de phénomene critique et son adaptation aux

réseaux économiques

L'étude des phénomenes critiques est de motivation tout d’abord physique, celle-ci vient de la
volonté d’expliquer des changements brusques de I’état de la matiére sous I'effet de la température.
L'introduction du modele d’Ising pour étudier ce phénomene a été le sujet de milliers d’articles
de recherche depuis son introduction par Wilhelm Lenz en 1920, qui est le directeur de thése
d’Ising; c’est d’ailleurs pour cette raison que le modele est appelé parfois de Lenz-Ising. Mais
la dénomination de "modele d’Ising" est créée par Rudolph Peierls en référence a la these de
d’Ernst Ising en 1925. La these d’Ising est consacrée a I'étude du modele en dimension 1, dans
laquelle il démontre I'absence de transition de phase. Quelques années plutard, Peierels [163]
utilise une approche devenue trés célebre 2%, avec laquelle il étudie le modéle bidimentionnel, et

“. ce travail amorca

prouve l’existence de transition de phase dans la limite thermodynamique 2
le développement de la théorie moderne des phénomeénes critiques. En physique statistique,
on s’intéresse a des réseaux bidimentionnels dits doublement périodiques, ce qui veut dire des
réseaux carrés dont les bords en face sont recollés. Cela signifie d'un point de vue topologique de
"quotienter” un réseau comme Z2 par la relation d’équivalence qui égalise les états des bords, ce
qui est en fait un plongement dans le tore de dimension 2 noté T2 comme il est montré dans la
figure 3.31. Les mathématiciens de leur coté s’intéressent au probleme dans ses formes les plus
générales, en particulier ils s'intéressent aux réseaux réguliers de Z% avec des conditions aux

bords périodiques (Donc un plongement dans le tore T?), positives, négatives ou libres 2°.

23. C’est en fait un argument utilisé par Peierels nommé "argument de Peierels", qui utilise la symétrie du modele
par permutation des états. Cet argument reste valable dans des cadres beaucoup plus généraux que celui du modele
d’Ising.

24. La limite thermodynamique désigne quand le nombre de particules est infini.

25. Les conditions de bord positives ou négatives consistent a dire que les noeuds au bords du réseau sont connectés
a un réseau extérieur dont ’état est +1 ou -1. En revanche, la condition libre consiste a dire qu’il n’y a aucune
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FIGURE 3.31 — Réseau doublement périodique plongé dans un tore de dimension 2.

La définition mathématique du changement de phase repose sur une quantité physique dite
l'énergie libre, qui se définit dans notre cadre comme

1
Fm,B)= lim —log(Z
(m,B) |V|1—’11:FIOO|V| 0g(Zg)

ou GG est homogene en connectivité m et en résistance B, et tend vers un réseau infini dans le sens
de Van Hove %°. Sans rentrer dans les interprétations physiques, les propriétés analytiques de
cette fonction décrivent les phénomenes critiques sur le réseau. En effet, les irrégularités de cette
fonction montrent certains comportements brutaux, et donc nous parlons de phénomeéne critique
d’ordre % en cas d’une singularité d’ordre %. Donc sans souci de classification de ces phénomeénes,
on peut s'intéresser au caractére analytique de ces fonctions, a savoir leur développabilité en série
entiere; c’est le célebre théoréeme du cercle de Lee-Yang [102]. Hormis son existence garantie,
I’énergie libre a une propriété d’invariance par rapport aux conditions de bord, et des propriétés
analytiques comme la convexité qui permettent de démontrer I'unicité de la mesure Pg en volume
infini, ce qui est par ailleurs équivalent a 'absence de phénomene critique. Pour mieux voir cela,
prenons le cas d’'un réseau unidimentionnel, donc qui peut étre vu comme une ligne avec n entités
ou un cercle (qui est aussi le tore T!) sur lequel nous avons 7 entités pour le cas périodique. La
these d’Ising [162] repose sur le calcul explicite de F' en dimension 1 dans le cas d’'un réseau
ligne, ce qui donne le méme résultat pour le réseau périodique par invariance par rapport aux

conditions de bord. Il considére un réseau G ligne de n entités avec le Hamiltonien s’écrit
JfG(X) =B Z +m Z XX
eV i~i+1
ou i ~i+1 désigne que I'entité i est connecté a i + 1, et X est considéré par convention égal a X,

pour la condition de périodicité. La fonction de partition Z; peut étre écrite comme suite :

Zg =) exp(Fc()
leQn

n (3.50)
= Z Z H exp(mli,lli +Bli)
l1=+1 [,=%+1i=1
interaction avec 'extérieur.
26. Ce qui veut que le bord devient négligeable quand le réseau devient trés grand, et donc quand _ li % =0.

[V|=+00
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Ay A,

On considere la matrice A = ( ) indexée par les états + et — telle que

Ay, =exp(ml;-1l; +Bl;)
Cette matrice est appelée matrice de transfert, et elle vérifie d’apres 3.50 ’égalité
Za =Tr(A")

En calculant les valeurs propres de cette matrice, on a

L =e™ch(B)+ Ve2mch2(B) — 2sh(2m) et A_ = ™ ch(B) -/ e2mch2(B) — 2sh(2m)
Ces valeurs propres vérifient pour m > 0 I'inégalité , > A_ =0, et donc en écrivant

A
Zg =M1+

+

On obtient pour tout m > 0 I'expression de I’énergie libre

F(m,B)= A, =e™ch(B) + Ve2mch2(B) — 2sh(2m)

La régularité de cette fonction est le principal argument d’absence de changement de phase. En
1936, Peierels [163] démontre que le changement de phase en dimension supérieurs (d = 2) existe
quand B =0, et réfute ainsi la conjecture d’Ising qui prédit une absence de transition de phase.
Motivé par ces résultats, le prix Nobel de chimie Lars Onsager [157] donne la formule exacte de

I’énergie libre en 1944 pour le cas périodique, celle-ci exprime comme

2n 27
F(m,0)=—-log(2) - 8_7112 f log (ch?(2m) — sh(2m)(cos(¢) + cos(9)))dpd O
o Jo

L'étude des singularités de cette fonction donne I'existence d'un phénomeéne critique pour m. =
M. La figure 3.32 montre les configurations dans un tel réseau en fonction de m et pour

B =0. En cas d'indépendance m = 0, le réseau ne comporte aucun ordre, tandis que pour m =

10g(12—+\/§) —0.01 la configuration devient un peu plus ordonnée et des petit clusters se forment. Pour

"= log(12+ V2)

maniére brutale. Pour m =

, nous avons une coexistence de clusters de différents états, ceux-ci apparaissent de

M +0.01 nous n’avons plus de coexistence, et seul un état 1 ou

_ 10g(12_+\/§), cette ambiguité du choix de I'un

-1 domine le réseau. Cela veut dire que pour m > m,
des deux états s’interpréte par la non unicité de la mesure en volume infini; la connectivité m.

est dite alors critique.

129



CHAPITRE 3. CHAMPS DE MARKOV ET MODELISATION DE LINTERDEPENDANCE

= 1ag(12+\®

m = 2BV g 01

FIGURE 3.32 — Phénomeéne de changement de phase en dimension 2 sur un réseau de grande
dimension plongé dans le tore T2 déplié. Cette simulation é été réalisée en utilisant le simulateur
disponible sur 'adresse suivante : https :/mattbierbaum.github.io/ising.js/ .

Le calcul de cette connectivité critique en dimension repose soit sur un calcul explicite de
I’énergie libre, ou bien sur la dualité de Kramers-Wannier [161] qui relie deux représentations
différentes du modele via la symétrie de I'énergie libre, ce qui permet facilement de déterminer
la constante m . (voir [104] pour une introduction plus accessible).

Ces concepts permettent de définir de maniere rigoureuse les phénomenes critiques, et ouvrent
la voie vers des développements de techniques qui donnent des résultats riches en information.
Toutefois, la criticalité semble restreinte au volume infini, ce qui constitue un obstacle pour
I’étude de ce phénomene sur des réseaux finis ou de degré variable (la dimension d est toujours
constante). De plus, il est connu que dans un modéle d’Ising avec champs magnétique strictement
positif (B; > 0 pour tout i) que la mesure en volume infini existe et qu’elle est unique, par
conséquent nous n’avons pas de phénomeénes critiques. Ces résultats nous servirons donc pour
étudier les portefeuilles tres large ou Large pool comme nous allons voir dans le chapitre 5. Nous

proposons donc une définition adaptée aux réseaux économiques de taille finie qui admet un sens
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en risque de crédit, a savoir celui de la notion Single Risk, dans le sens des directives de 'EBA,

discutée précédemment.

Définition 3.6. Soit G =(V,M,T) un réseau économique, on dit qu’il y a un phénomeéne critique,

g’il existe une matrice de connectivité M, telle que
Ve >0, il existe M > M, tel que Pg(1,...,1)+Pg(-1,...,-1)>1-¢.
ou M > M, est I'ordre partiel usuel.

Cette définition veut dire qu'un systéme est critique s’il existe un niveau de connectivité a
partir duquel les seuls états possibles dans le réseau sont soit le défaut soit 1a survie de I'ensemble
des entités. Cette notion coincide avec celle du single risk de 'EBA, car ce dernier envisage la
possibilité d'un défaut simultané d’'un groupe d’entités assez connectées. Pour mieux illustre cela,
considérons un réseau économique complet de 10 entités, avec des relations §;; = X; X; (SM). On
suppose que toutes les entités ont la méme probabilité intrinséque, et que les connectivités sont
uniformes sur le réseau. On considére la fonction de taux de perte sur ce réseau, particulierement
sa VaRgs9. La figure 3.33 nous montre les différentes valeurs de cette quantité en fonction de la

probabilité intrinséque et la connectivité.

VaR_95% dans le cas de 10 entités

Intrinseque

FIGURE 3.33 — VaRgs9 du taux de perte en fonction de m;; et la probabilité intrinseque p;.

On constate qu’il existe une valeur de m a partir de laquelle une forte augmentation de la
probabilité de défaut peut faire passer le réseau d’'une perte de 0% a 100%. L'absence des zones
colorées associées aux pertes intermédiaires a partir de la connectivité critique se traduit par une
forte probabilité de défaut ou survie simultanés; donc via la définition précédente nous avons

bien un phénomeéne critique.
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3.8 Conclusion et perspectives

Nous avons introduit dans ce chapitre un modele graphique d’interdépendance qui produit
une distribution jointe de défaut, celle-ci integre a la fois les propriétés intrinseques des entités
et leurs interactions. Ce modele a également une structure de dépendance reliée a la position
au cycle macro-économique pour chaque entité, ce qui permet d’appliquer des chocs exogénes
localement (niveau entité ou cluster) ou globalement (niveau réseau). Ce modele se distingue
des autres modeles de contagion de la littérature par sa capacité a intégrer différents types
d’interactions, notamment par I'introduction de la notion de relation. Celle-ci donne beaucoup
plus de degrés de liberté par rapport a un modeéle d’Ising classique, et permet ainsi de compléter
les comportements possibles entre deux entités d'un réseau. Le modéle peut étre vu comme un
modele d’Ising modifié dont les B; varient en fonction des caractéristiques des liens qu'une entité
a avec ses voisins, ce qui sort déja du cadre d’'un modele d’Ising. Cette représentation formelle
par un modele d’Ising a été faite en exploitant le développement quadratique de la relation,
dont les coefficients déterminent la nature de la relation. Ceci nous a permis entre autres de
dégager trois types de relations en fonction du signe du coefficients c(6;;) qui nous dit si la
relation est de support, de concurrence ou purement économique. Chacun de ces types contient
4 classes différentes de relations caractérisées par les signes du couple (a(6;;),b(6;;)); ceux-ci
déterminent comment chacune des entités de la relation y contribue individuellement, par le
biais de 'augmentation ou la diminution de sa résistance équivalente B;(M,T). Nous avons donc
une zoologie de relations beaucoup plus riche de ce que propose un modele d’Ising classique, et

donc une capacité a intégrer et capter un large spectre de comportements possibles.

Tout comme le modéle d’Ising, notre modéle exprime la sensibilité de la probabilité d’'un
éveénement aux différents parameétres sous forme d’une covariance. En particulier, la sensibilité
d’une entité a I'état de santé d’'une autre est principalement mesuré par la covariance entre leurs
indicatrices de défaut. Ces covariances encodent la dépendance propre créée par les connexions
directes ou indirectes établies entre les entités et les relations correspondantes, cela indépen-
damment de la structure de dépendance avec le cycle macro-économique. En d’autres termes,
la covariance entre deux entités est nulle si nous n’avons aucun lien direct ou indirect entre
elles. Plus généralement, nous avons démontré qu’il existe des configurations de relations sur
le réseau de telle maniére a ce que la covariance soi nulle méme en existence d’un lien direct.
Ceci est la motivation principale pour I'introduction des relation équivalentes qui traduisent
comment la configuration du réseau peut perturber une relation, en la faisant changer de nature;
en particulier la rendre purement économique, ce qui induit une covariance nulle. En outre, nous
avons vu que la covariance entre les indicatrices de défaut permet de connaitre la nature de
la relation équivalente, et jauger ainsi comment le réseau perturbe les relations. Nous avons
démontré que cette covariance s’atténue de maniére exponentielle dans des réseaux cohérents en

tirant profit des techniques utilisés en mécanique statistique, a savoir la représentation par des
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courants aléatoires. Ce résultat est faux dans des réseaux non-cohérents, comme nous ’avons
vu dans un réseau de concurrence, en analysant la propagation d’'un choc macro-économique.
Ce phénomeéne est particulierement intéressant, et nous incite a penser qu’il existe plusieurs
modes de propagation possibles analogues a la diffusion de chaleur, ou de la propagation d’une
onde. En effet, le cas cohérent présente une atténuation analogue a celle de la diffusion de la
chaleur dans un solide, alors que le cas de concurrence donne lieu a une propagation ondula-
toire. Il existe cependant des outils graphiques qui permettent de retranscrire ces phénomeénes
continues dans un réseau, avec des versions discrétes des opérateurs différentiels tels que le
Laplacien, la divergence ou le gradient. Cela représente une des problématiques que nous dé-

sirons traiter apres la thése, notamment une caractérisation des modes de transmission possibles.

Sur les phénomeénes de clustering, nous avons démontré que deux parties du réseau peuvent
étre indépendantes tout comme deux entités, s’il n’y a pas de chemins qui les relient ou quand
tous ces chemins traversent une relation purement économique. Ce résultat élémentaire admet
une réciproque moins évidente, que nous avons pu démontrer en utilisant les courants aléatoires,
et qui ne marche qu’en cas des réseaux cohérents. En outre, nous avons établit comment les
probabilités de formation d’'un cluster homogeéne (défaut ou non-défaut) sont sensibles a la santé
d’une entité ou a la connectivité d’un lien dans le réseau. Ces sensibilités s’expriment comme des
combinaisons linéaires de covariances de produits des indicatrices, et qui ne sont pas évidents a
étudier en présence de coefficients négatifs. Pour aller plus loin, nous avons étudié dans le cas
cohérent la sensibilité méme de la covariance et de la corrélation par rapport aux parametres
du modele, en démontrant des lemmes qui comblent ce que les inégalités classiques comme
GKS, FKG ou méme celle de Lebowitz ne peuvent pas faire. Toutefois, ces travaux restent assez
restreints aux réseaux cohérents, et I'un de nos objectifs futurs est de généraliser ces résultats a

des classes de réseaux plus larges, en tirant profit des différents outils de la mécanique statistique.

Nous avons vu dans les exemples comment ce modele change la mesure du risque de crédit,
et comment la nature des relations peut impacter profondément la distribution des pertes. Nous
avons souvent pris comme exemple les relations SM, car elles ont un caracteére conservateur en
attribuant aux états (1,1) et (—1,—-1) le méme poids. Cette equi-pondération mene les entités d’'un
réseau avec des relations de ce type vers le phénomeéne de criticalité ou de changement de phase
quand la connectivité devient assez grande, par conséquent la distribution des pertes devient
concentrée en 0 et 100% de pertes. Ce phénomene est particulierement important d’'un point de
vue réglementaire, car il constitue ce que 'EBA appelle Single Risk, et qui impose une couverture
du risque en envisageant un défaut total du réseau. En pratique, il est préférable dans un souci
de conservatisme de prendre des relations comme SM pour modéliser I'interdépendance entre les
entités d'un groupe d’affaire ou simplement des partenaires. Nous avons relié ce phénomeéne au

concept de changement de phase en discutant les travaux d’Ising, Peierels et Onsagers, et nous
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avons adopté une définition plus adapté a notre cadre.
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3.9 Annexes:

3.9.1 Preuves des propriétés élémentaires
3.9.1.1 Preuve de la proposition 3.1.
Si les sous-réseaux G1 =(V1,M1,T1) et Go =(Va,M3,T?) sont tels que m;;c(6;;) = 0 pour tout

(i,7) € V1 x Vs, alors

Zg = Z eXp(ZBi(M,T)li+ Z mijc(éij)lilj)
1eQV eV (i,)eEV)

=) eXP(ZBi(M1,T1)li+ Y Bi(Ms,T)li+ Y. myjbijilp+ Y. mje(dilil;
leQv iev, iV, (. )EEWVY) (i, ))EE (V)

=11 X exp

k=1,2(1;)icy, €Q*

Z B;(M, Tp)l; + Z mijc(éij)lilj)
1€V (T,))eE(Vy)

V)

=Zg,
D’ou
Zg=2g,Zqg,

D’autre part, pour tout X € Qv

Z Bi(Mk,Tk)Xi+ Z TTLijC(5ij)Xin

exp| Y B{(M,D)X;+ . mijC(5ij)XiX'): [] exp
i€V, (@,)EE(V})

eV (@,)EEV) k=12

Donc,

exp(ZBi(M,T)Xi+ Y mijc(5ij)Xin)
1124 (i,))EE(V)

Zg

Pe(X) =

eXp(ZBi(Mkka)Xi"' b mij0(5ij)Xin)
3 l_[ i€V (i,))EE(Vy)

B=12 Zg,

=Pg,(X})iev)Pq, (X})iev,)

Cette preuve montre 'utilité de ’écriture du Hamiltonien comme dans un modeéle d’Ising.

3.9.1.2 Preuve des formules 3.8 et 3.12

Soit & un événement sur G et i € V. Pour tout [ € QV, on a

liexp(#5(1)) exp(Ha(1))dB,Zg

0pPe(X =1)=
B, Pa( ) Za Z(z;
op.Z
—IiPe(X =)~ Pg(X = 1) 22C
Zg
—_——
=Eq(X;)
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Donc,
0B,Pa(&) = ) 1s()op,Pc(X =1)
1eQv
= Y LeMLiPe(X =D- Y le(Ee(X)Pa(X =1)
leQVv 1eQV
=Eg(1gX;) —Eg(1g)Eg(X;)
= Covg(lg,X;)
Orod,,B; = m, alors
0, Pa(Xe€&) 1 Covg(lg,X;)
: = 5———Covg(ls, X;
e 2pil-p) 0 °

Pour la formule 3.12, on a
Om,;Pe(X =x)=0;;(x;,x;)Pc(X =x) —Eg(5;(x;,x)))Pc(X = x) (3.51)

Comme Pg(&) =X jcqv le(DPq(X =1), alors

Om, Pa®)= Y 6;jl;,lple(Pe(X =1)-Eq(8;j(X;, X))Pa(X € &)
leQvV

=Eq(1gd;j(X;, X)) —Eq(6;j(X;, X )PG(E)
=Covg(lg,0;/(X;,X;)

D’ou le résultat.

3.9.1.3 Preuve de la proposition 3.2 :

Soit i € V. Pour calculer la limite quand p; — 0, nous allons changer de variable en calculant

la limite quand B; — +o00. on a

exp(Bixi+§Bjxj+ Y my8ijlxi,x))
J#L

G,))EEWV)

Pe(X =x)=
l%VeXp(Bili+Zj;£ilej+Z(i,j)eE(V)mij5ij(li,lj))
€

3 exp(Bixj + Cq(x))

B Y exp(Bijx; +Cqg(l)+ Y exp(—B;x;+Cga(l))
1eQV 1eQv
li:xi li:—xi

_ exp(Cg(x))
Y exp(Ca)+ Y exp(—2B;x;+Cg(l))
éeQV llEQV
=X i=TX
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ouCg(X):=Y B;X;j+ Y m;;6;j(X;,X;). Donc
J#l @@,))eE(V)

) exp(Cg(x))
lim Pe(X =x:X;=1)= — -G
plim PelX =x; )= 5 exp(Co)
leqy

exp(B; + Cg(x))
2 exp(B; +Cg()

1eQV
l;=1

exp(Bi + CG(x)) ZG

Zg Y expB;+Cq))
Leay

PeX=x;X;=1)
Pe(X;=1)

D’ou Blim Pe(X =x;X; = 1) =Pe(X =x;X; =1|X; =1). En utilisant la méme technique pour
i—+00
X; =-1, on obtient la formule désirée. Le cas ou p; — 1 correspond au changement de variable

B; — —00, de la méme maniere on obtient la limite quand p; tend vers 1.

3.9.1.4 Preuve du théoréme 3.4

Soient f, g deux fonctions croissantes, nous allons montrer que Covg(f(X), g(X)) est positif
dans le cas d'un réseau cohérent. Par bilnéarité de la covariance, on peut supposer sans perte de
généralité que f,g = 0. Nous aurons besoin de I'inégalité des quatre fonctions suivante générale

suivante :

Lemme 3.5. (Ahlswede-Daykin) Soit Q) un sous ensemble fini de R. On définit pour tout
x,y € Q" les opérations, xVy =(x; Vy;); et x Ny =(x; A y;); tels que x; A y; =min(x;,y;) et x; Vy; =
max(x;, y;).

Soient f1,..., f4 des fonctions booléennes telles que

f1@)f2(y) < f3lx A y)falx v y),Vx,y € Q"

Soit p =1 ®...® U, une mesure produit o-finie sur B(QQ"). On a,

Eu(FDE(F2) < Eu(F3)E,(Fy)

Démonstration. Voir [39] O

L'idée est de choisir convenablement des fonctions f7,...,f4 sur Q" = {—1,1}" de telle sorte
qu’elles vérifient la condition du lemme, afin d’utiliser 'inégalité des quatre fonctions pour
prouver notre résultat. Pour tout i, soit y; une mesure telle que y;(X; =-1)=p;, et P = ‘{%‘4 la

dérivée de Radon-Nikodym de P par rapport a u = 3 ®...® t,,. On choisit les fonctions suivantes
fi=Pf, fo=Pg, fs=Petf4=Pfg
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Maintenant il suffit de vérifier la condition du lemme pour tout x,y :
P@)P(y)f (x)g(y) = P(x Ay)P(x Vv y)f(x v y)g(x V y)
La croissance des fonctions f et g nous donne
x,y<xVy=flx)g(y)<flxvygxvy)
donc il ne reste qu’a prouver I'inégalité
Px)P(y)<P(xAy)P(xVy)
celle-ci est équivalente

Z mij(éij(xi,xj)+5ij(yi,yj))s Z mij(6ij(xiVyi,xj Vyj)+5ij(xi/\yi,xj/\yj)) (3.52)
(i,))EE(V) (i,))eE(V)

car pour tout A c Q" on a Pg(X € A) =E,(P1,), en particulier, Pg(x) = P(x)u(x).

D’autre part, on pose
AijCx,y) =6;5(x; V yi, x5V y;) +6;(xi ANy x; Nyj)—6;(xi,%5) = 6ij(yi,¥5)
donc

Aij(x,y):{ iij(l,1)+5ij(—1,—1)—5ij(1,_1)—5ij(—1,1):40(5ij) sixjx; =y;yj =%iy;i=—1

sinon

Or le réseau est cohérent, alors A;j(x,y) = 0 pour tout i, € V, donc

Y. mijAj(x,y)=0
(i, )EEV)

ce qui équivalent a 3.52, d’ou la condition
1) fa(y) < fa(x A y)falx v y),Vx,y e Q"
Alors d’aprés le lemme précédant
Ec(FEq(g) = Eu(f1EL(f2) < Eu(f3)Eu(fs) =Ea(f &)
et par suite Covg(f(X),g(X))=0.
Si f ou g est décroissante, alors il suffit de la multiplier par -1 pour se ramener a I'inégalité

précédente, ce qui donne Covg(f(X),g(X)) < 0. De la méme maniére, si f et g sont les deux

décroissantes, alors on a Covg(f(X),g(X)) =0.
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3.9.1.5 Preuve de la proposition 3.3

1.0n a d,,Pg(X; = -1) = e done

Pe(X;=-1)-Pg(X; =-1)?

0, Pa(X;=-1)=
PG pi(1-p;)

On peut démontrer qu’il est possible de remplacer la mesure Pg par Pg(|&), mais cette méthode
est beaucoup plus longe a justifier que le calcul direct. Nous procédons donc au calcul de cette

sensibilité, soit & un événement sur G. On a

0, Pe(X;=-1,8)= Covg(X;,(1-X;)1e)

1
4p;(1-p;)

1
=——(Eg(X;1lg) —Pg(&)Eg(X;) — Pa(8) + E(X;)E(X; 1))
4p;(1-p;)

on a également

1
OpiPG(éa)Z—mCOUG(Xi,]léf’)
1
e (Eg(Xilg)-PG(&)EG(X;
2pi(1—pi)( ¢Xilg) -Pg(&)Eq(X;))

Or [Eg(Xiﬂg) = Pg(éa)[EG(Xiléa) et U:Dg(Xi = —l,éb) = Pg(éa) - [Ec;(Xi ]lg) alors la dérivée

PeXi=-1,6) 1
Pg(&) ~ 4p;(1-p;)

0, Pe(X; = -116) = (1-Eg(X;16)%)

comme 1-Eg(X;|6)? = 4(Pg(X; = -118) - Pg(X; = —1|&)?), alors on a le résultat.
2. Nous savons que Omij[Pg(Xi =-1)= —%Covg(Xi,dij(Xi,Xj)), donc

1
amijPG(Xi =-1)= _E(aijCOUG(Xi,Xi)"' bijCovg(X;,X;)+ CijCOU(;(X,',Xin))

D’autre part, on a Covg(X;,X;) = l—ﬂfg(Xi)z, et Covg(X,-,Xin) = [Eg(Xj)—[E(;(Xi)lEG(Xin).

Donc d’apres la proposition 3.2, on a
I}Jiinlcovg(Xi,Xi) =1-Eg(X;1X;=-1)%et l}}igllCovg(Xi,Xin) =-1+Ea(X;1X; = -1)
De plus, on a ,}jﬁllcovG(Xi’Xf) =0, par conséquent
I}jgllaming(Xi =-1)= —%(aij —¢ij)1-Eq(X;|X; = -1)%)
J
Or la fonction paramétrique (p;,m;;) — Pg(X; = —1) est continue et que sa dérivée par rapport a

m;; est continue en p; =1, alors on peut intervertir la limite et la dérivée, ce qui donne d’apres

3.2 I'égalité 1im1 Om;Pe(Xi =-1) = 0p,;Pe(X; =-11X; = —1), ce qui termine la démonstration.
pj—
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3.9.2 Preuves utilisant des courants aléatoires
3.9.2.1 Preuve de la proposition 3.4

Soient A,B c V. En utilisant le lemme de switching pour f =1 and A = B, et la représentation
3.33ona

1.
Y wmn) Y wh)
A

on=A on=

Y wn) Y wh)

on=g on=o

Y whw(ng)
6n1:A
_6n2:A
T Y whpw(ng)
o =g
6112:®
Y whpwhg)l(ng +nz €F4)

on =9
6112:@

Eg(Xa)? =

> wnpw(ng)
6n1:®
one=0

=Pg 8PN+ 12 € )

2. De la méme maniere, d’apres la représentation en courants aléatoires on a,

Y. whpw(ng)

0]’11:A
aﬂzzB
Eqa(XA)Ea(Xp) =
AR Y ww(ng)
o =g
0112:@
Y whpwhg)l(ng +nz €F4)
o =g
_GnZ:AAB
Y whpw(ng)
6]’11:®
ong=9
Y whpwhe)l(nz+ngeFa) Y whypwng)
6]’11:® 6]’11:®
_ 0ny=AAB Ony=AAB
Y whpwng) Y whw(ng)
anlzz 61’11:®
dng=AAB ony=0
a %ABw(n)
=P2 ePAMB (AT + g € A
¢ ®Pg (M1 +ng€e§a) > o
on=g

=Pg @ P& By +1iz € §4)Eg(Xann)
—_——
=EG(XaXp)

Ce qui termine la démonstration.
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3.9.2.2 Preuve du théoréme 3.6

Soient A,B c V. Sans perte de généralité, on peut supposer que A et B sont connexes (en un
seul morceau). En effet, si A, est une composante connexe de A non connectée au reste du réseau,
alors Pg =Pg,, ou G4, est le réseau de noeuds A, ce qui donne la meme chose si A est connexe.
On notera i ~ j le lien entre i et j, et on suppose que les chemins entre les éléments de A et deux
B ne passent pas par des relations purement économiques.

-Si<Xp,Xp>g=0et AnB = @ tels que A and B ne soient pas séparés par des relation purement
économiques. On suppose par 'absurde qu’il existe un chemin entre A et B, en d’autres termes, il
existe (ig,12,...,im,) tel que iy ~ip1 pour tout k€ {0,m -1}, ip=a€cAeti,, =beB.

On a
1 Eqg(Xa)Eg(XB)

EG(XaXB)
ce qui est équivalent a

=Pg ePe B+ ¢ 34) =0 ©<X4,Xp>=0

Z wn)whg) (g +ng ¢ Fa)=0 (3.53)
6n1:®
6n2:AAB
L'idée est de trouver un couple de courants nq,ne qui vérifie
ony =@,0ng = AAB, i1 + g ¢ T4 et wng)wng) £0

pour avoir une contradiction avec 3.53.

— Si |A| est impair, alors on choisit ny = (0);~;. Comme A est connecté, alors il exite un chemin

(JRJE+1)k=1,.. A2 qui traverse toutes les entité de A\{a} une seule fois. On choisit alors

N2 j, s = LIk impair 1,ng ;5 = 1[i e Bu{a}]

FIGURE 3.34 — Courant ng.

On a clairement X (ne,i) = 1[i € A UB], car toutes les entité de A UB sont connectés a une

unique entité via le les arétes de ny. Par conséquent, ong = AAB and on; = &.
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D’autre part, on a

My +ng = {jp ~ jr+1tk=13,. 142U fa ~ gt U{i ~ glie

ce qui définit un sous-réseau G(ny +ng) =(AuBUg,N) qui a 'AlT_l composantes connexes

(comme montre la figure 3.35), car il est définit via les arétes de valeur non nulles de n; +no.

FIGURE 3.35 — Le chemin G(n1 + n9).

Sachant que G(n7 +n3) admet C = ({j1,j2}) comme composante connexe ol ji et jo sont un

couple isolé, alors |C N (A U g)| ne peut pas étre impair, d’oi1 1] + ng ¢ F4. De plus, on a
5
wmy)=letwmg)= T[] Jig [] Tjurju #0
ieBufa} k=1

ce qui contredit 3.53.

— Si |A] est pair, on choisit encore ny = 0. Soit ag € A tel que A\{a,ao} reste connexe, alors

il existe un chemin (s;s;+1)z=0,..|a|-2 qui traverse les entités de A\{a,ao}. Soit ng tel que

(voir figure 3.36)

ng ;g = 1[i € B\{b}U{ao}l,n2¢,s,,, = L[k impair ] and ng;,;,,, =1
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FIGURE 3.36 — Le courant ns.

On peut voir que si i € AUB, X(ng,i)=1 et 0 sinon, alors dng = A UB. Donc,

n1+n2 ={i ~ ghieB\ip)utao) Y iRl k+1}k=0,....m-1 U{SE ~ Sp11}k=13,..,A]-3
Ceci induit alors un sous réseau G(n1 + nz) comme le montre la figure 3.37 ci-dessous :

B

FIGURE 3.37 — Le réseau G(111 + ny).

En désigne dans cette figure en rouge la composante connexe de celui-ci dont 'intersection

avec A est {a}. Donc n] + 13 ¢ $4. De plus, on a

1A|
m—1 T -1
wnw(ng) = H Jig H Sirir H Ssop 1501 7 0
i~g k=0 k=1

ief{aoluB\{b}
Donc nous avons encore une fois un couple de courants qui contredit 3.53.

En conclusion, si AnNB = J alors
<X4,XB>g=0< A et B sont séparés par deux sous-réseaux indépendants.
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Pour le cas AnB # @,0on peut se ramener au cas précédant en prenant A\B et B\A et en
considérant deux courants ny,ny tels que on; = @, ong = ANBUB\A = AAB et iy + 13 ¢ 4 pour
garantir < X 4,Xp >3 # 0. De cette facon on obtient ANB # & =>< X4,Xp >g#0, ce qui termine

la démonstration du théoréme.

3.9.2.3 Preuve du lemme 3.2

Pour prouver ce lemme, nous allons utiliser les courants aléatoires et notamment la représen-

tation via la mesure Qg. Nous avons alors

QP(dny =i, j,k},0ny = 2,i 2% g)
@g)(anl =J,0ne = J)

Cove(X;,X;Xp) = (3.54)

Les conditions sur n; et ng dans le numérateur de cette formule impliquent que i devrait étre
connecté soit & j soit a k£ via ny + nz. En effet, si une entité est une source de ce courant (elle
dans d(ny +ng)) qui n’est pas connectée g dans G(n1 + ng), alors pour des raisons de parité des
X(.,nz) elle ne peut pas étre connectée aux deux entités qui restent. Soit Cy, 1n,(7) la composante
connexe de i dans G(n; +ng), on considére le cas ot j € Cy,4n,(i). On a alors % est connecté a
g puisque c’est une source isolée des autres sources. On peut alors décomposer le numérateur
de la formule 3.54 en conditionnant par I'évenement &¢ := {C,+n,(i) = C} ot C est un ensemble
connexe contenant j mais pas k. En effet, la frontiére de C sépare les événements sur C de ceux

sur G\C et les rend indépendant via la mesure utilisée. Par conséquent, on a

QPO =i, j,k},0na = @,i 22 gl&c) = Q2 (0n1 = (i, j},0ng = B,i 22 glEC)QR (0n1 = {k}, 003 = @)
(3.55)
D’autre part, si G' est un sous réseau de G avec une matrice de connectivités J', alors G’
pourrait étre obtenu G en prenant J, = 0 pour e € E(V\V’), par la suite J = J' = 0. En outre,
0B,Eq(X4) =Covg(X4,X;) =0 by GSK 3.2pour tout A cV, donc Eq(X 4) = Eg/(X4). En particulier,

on a

Ec(X) <Eg(Xp) (3.56)
D’ou
QR o(0ny = {k},0ng = @) = Ec(X)Q) (In1 = &,0n3 = D)
< Eg(Xp)Q) (0 = 2,005 = @)
< [Eg(Xk)

Donc de 3.55 et I'inégalité précédente on déduit que

QP00 =i, j,k},0ng = @,i 2% g, € Copany @) = Y. QP01 =i, j,k},0ng = &,i 22 g,8¢)

CcG
jeC,keC
<Ec(Xp) Y QP0n ={i,j},one=2,i 22 g,&c)
CcG
jEC?kGEC

<Eg(Xp)QP (0n1 = {i, j},0np = @i 22 g)
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En utilisant les méme arguments sur le cas k € Cy, 44,(i), on a

Q2@ =i, j,k},0ns = @,i 2% 9) < Eg(Xp)QP (Ony = (i, j},0n9 = @,i 22 g)
+Eq(X/)QZ 0N = {i, k},0ng = 2,1 22 g)

D’ou le résultat.

3.9.2.4 Preuve du lemme 3.3

1. Soient i,j,k,s €V tels que (k,s) # (i,). On a d’aprés la représentation en courants aléatoires

et le lemme 3.1 les formules suivantes :

Y whpwng)lk 22 s]
on;={i,j,k,s}
0n2:®

COUG(Xin,Xsz) =

Y whpw(ng)
6n1 :0112:@

Y whpwhgwng)llk A2 g]
ony={i,j,k}
ong=9
ong={s}

Eg(Xs5)Covg(XiX;,Xy) =
a ovg Jr Ak y w(nwngdw(ng)
ony=0ng=0nz=0

et
Y whpwhwng)ls 22 g]

ony={i,j,s}
6n2:®
ong={k}

> wnwmnglw(ng)
al’ll :al’lz :6n3:®

Eg(Xr)Cova(X;X;,Xs) =

La premiére inégalité du lemme est alors équivalente a

Y whwwhwmglls A= gl+ Y winpw(ngw(ng 1k 7= gl

ony={i,j,s} ony={i,j,k}
ong=9 ong=2
ong={k} ang={s} (3.57)
+n
> Y whpwhgwng)lls A k]
ony={i,j,s,k}
ong=0ng=g

Pour prouver 3.57, nous allons utiliser des techniques de combinatoire sur des multi-graphes
comme celles utilisées dans la preuve du lemme 3.1. A tout courant n on associe un multi-graphe
G tel que pour tout e € E(Vy), n, est le nombre t’arétes entre les noeuds de I'arréte e, donc
les sources on sont les noeuds possédant un nombre impair de connexions dans G,. Afin de

comparer les deux termes de I'inégalité en question, notre stratégie consiste a fixer ni +ng et ng

145



CHAPITRE 3. CHAMPS DE MARKOV ET MODELISATION DE LINTERDEPENDANCE

et décomposer le terme de droite de la maniere suivante :

Y wmwmdwmpls F2 k= Y Y whpwne)wns)lls € Cay (k) =C 3 gl
ony={i,j,s,k} CcVyon={i,j,s,k}
Ong=0n3=9g Ong=0n3=g

+ )Y whpwhgwng)lls,g ¢ Chyin,(k)=C]
CVy ony=(i.j.5.k)
Ong=0ng=9g

(3.58)

ou C c V; sont connexes car ils sont des composantes connexes de k. On fixe alors une telle

composante C, on a

Y whDwh)wng)llg,s¢ Con®=Cl= Y ¥ whpwhngwng)lig,s ¢ Cy, s, (k) =C]

ony={i,j,s,k} ong=g nitng=m
Ong=0nz=0 om={i,j,k,s}
= Y Y wmwm)[[ e, ¢ Oy () =C)
ong=g Nyt+ng=m ,€'n3,€
om={,j,k,s}
= Y wmuwhy)Nn(s,g},C,n)l
ong=2
om={i,j,k,s}

la quantité suivante Y., 1n—m[le F représente le nombre de sous-graphes de G, de sources

lns
{i,j,k,s}, et Nu({s,g},C,n) est 'ensemble des sous-graphes de G, de mémes sources et dont la
composante connexe de % est égale a C et ne contient ni s ni 'entité fantome g.
On remarque que pour tout C et ng, 'événement {g,s ¢ Cy,+4,(k) = C} est inclus dans {g ¢

Cu, 1y, (R) = C}, donc [Nyw({s, g}, C,n2)| est majoré par |[Ny({g}, C,n2)|. D’'out

Y whwhnrwng)llg,s ¢ Cuwn,(B)=Cl< Y wmwng)Nn({g},C,ng)|
Ony=(i.g,s,k) F e (3.59)
Ong=0n3=yg om={i,j,k,s}

Soit K un sous graphe de Ni({s,g},C,ng), on peut écrire m = ny +ng = n} +nj ot les courants n} et
ng vérifient on) = {i, j,k} et an} = {s} sans avoir changé C, ce qui vient de I'indépendance de C des
conditions de parité. Cela définit alors une injection de n — n’ de N({s, g},C,n2) vers 'ensemble
des sous-graphes de G, qui vérifient ces nouvelles conditions. Ce qui donne une majoration du

terme de droite de I'inégalité 3.59, et par suite

Y. whpwhg)wng)llg,s ¢ Con,(B)=Cls Y whpwhg)wng)llg ¢ Cp,in,(k) =C]

ony={i,j,s,k} ony={i,j,k}
ong=0ng3=9g ong=0
ong={s}

(3.60)
Pour la deuxiéme somme partielle du terme de droite de 3.58, on peut appliquer la méme

technique en procédant a quelques changements qui ramene a celle-ci. En effet, on a

nl

{S ¢ Cn1+n2(k) = C E g} = {k $ Cﬂ1+ﬂ2(s) = Cl) g} C {k g $ Cn1+n2(3)
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donc on a la majoration suivante :

Y whwhwng)lls € Cpany,()=C3gl<s Y whpwhew(ng)llk,g ¢ Cn,ny(s) =C']
6“1:{7:9.].157]3} 6“1:{iaj7s7k}
61’12261’13:@ 6!12:6!13:@
(3.61)
ce qui nous permet de majorer le terme de droite en permutant % et s. En sommant les termes
des inégalités 3.60 et 3.61sur C et C’ respectivement on déduit I'inégalité 3.57, ce qui prouve la

premiére inégalité du lemme.

2. Soient i,j €V, on pose a; :=Eq(X;), a; :=Eqg(X;) et a;; := Eg(X;X ;). La deuxiéme inégalité

du lemme peut s’écrire

2
1—aij—ai(ai—ajaij)—aj(aj—aiaij)so

ce qui est équivalent a I'inégalité de Cauchy-Schwartz Covg(X;,X;) = a;j—a;a; < /(1- a?)(l - a?),

ce qui prouve sa véracité.

3. En utilisant les méme notations que dans I'inégalité précédente, notre troisiéme inégalité
s’écrit
l—a?j—(ai —aja;j)—(a;—a;a;j)=0
Comme le terme de gauche se factorise de cette maniere (1 - a;;)(a;; —a; —a; +1), et Eg((1-

X))1-X;))=a;;—a;—a;+1=0, alors 'inégalité est vraie.

3.9.2.5 Preuve de la décente exponentielle de la covariance 3.5

En utilisant la représentation en courants, on a pour tout i et j :

Y whpwhg)lng +ng ¢ Fiil

ony={i,j}
6!12:@
Covg(X;,X;) =
v 2. whpw(ng)
o=
0]12:@

La cohérence nous donne <J, = 0 pour tout e € E(Vy), et par conséquent w(n) = 0 . D’autre part, on

a (A1 F 2 € §iy) = (i 2% gl < (i 2> g} = {17 ¢ Ty}, donc

Y whpwh)llng+ng ¢ Fpls Y, whpwng) 1Ry € Ty
oy ={i,j} ony={i,j}
61’12:@ al’\g:@
d’ou la majoration
Y wny)lng ¢ §ul
ony=i,j) U AxLD
2 wny) A(D)

0111:@

COVG(X,',XJ') =
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On considere pour toute partie C c V connexe les événements suivants,
Ao ={n;;=0;VieCet j¢C}

Be=on={i,hn{k>iVeeCin{k = jVkeCini{k A g,k € C}

on note n|c la restriction (n;;); jerc) de n = ;)i jegv) sur C, et ny-j := (njj)ier, jes. On décom-

posant le terme A({i,j}) comme suit :

Adi,jH= Y wmlliA gl

on={i,j}

= Y wmlli A glllon = {i, j}]

neNEVe)
= Y wm Y 1k S0k 2% VR e ClllE A5 g,VE € ClLon = i, 1]
neNEVD) C_gé
i,j€
=Y Y wmlk ik jVEeCIE A g,VE € Cl1[on = {i, }]1[Ac]
Cccv rlENE(VQ)
i,jeC

Ori,jeC, alors
{on={i,j}} ={onc ={i, j} et Ony\¢c = T et Iny\c~c = T}

Donc

Ali, =) Y wmlnecllony\c =2 et ony\c~c = D]11[ne B¢l
C<V neNEVY)
ijeC
’l‘lij
13
= Z Z H JY ]l[nE.ssz]]l[anvg\c = et ony\c~c = F1lIne %Bc]
Cgé neNEVS) (i,))eE(V,) Mij*
i,j€

Nij Nij

=Y Y I =5 I —Luonyc=ollne %]
,C;‘é neNEVY) (i,))EEC) Mij* (i,))eE(V\C) Wij*

ijE
= Z [V\C||C| Z w(n|C)w(n|V\C)]l[0n|V\c = @]ﬂ[mc € Bl

C;\é 10 ENE©)

ijE

iy ceNEVE\O)

= Y IV\ClICl Y, whe)lnge e %l > wy\o)lony\¢c = 21

ccv e eNE© nyceNEVEO)
i,jeC N N

v

=ch@c) =QV\C‘(r0n=®)

Pour décomposer cette fois-ci le terme A(2), on pose d’abord ¢ :={0n = 2}N{k =i ou k —
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Jj,VkeC},on a
A@)= ) w)

on=g

= Y wmllon=2] ) 1[k~iouk - j,VkeClllne o]
neNE(Vg) ccv

i,jeC

=Y Y wmlheéclline ol

CreenenY

n;; n;;

=y ¥ I1 ”: I1 Y 1ne€c]
CSV neNEVY) (i, /)eE(C) Yij* (i, )eE(V\C) Wij:

i,jeC

= Z |V\C||C| Z w(n|c)1l[n|c € ch] Z w(n|V\c)]l[6n|V\C = @]
C;‘é n‘ceNE(C) nlv\CENE(VQ\C)
i,j€ N N _

:Q(;%gc) =QV\;(0H=®)

Si on arrive a prouver qu’il existe ¢ >0 tel que VC <V,

Qc(%c)
——— < exp(—c|C))
Qc(%6c) p(=clC]
alors en utilisant le fait que |C| = y(i, j) on obtient
Qc(%c) .
———— <exp(—cy(i,))) (3.62)
Qc(6c) pieritg

ce qui résout le probleme vu que A(i,j) and A(D) contiennent les mémes termes.

Soit n un courants sur C tel que on={i,j} et i VA g. On associe a n 'ensemble de courants

Fo:={m=n+) 2rplle=(k,g]+1le=(,g]+1le=(j,g)lr €N,k €C}
keC

Chaque courant m de &, vérifie 0m = &, et connecte tout élément de C a i ou j, donc m € 6. De

plus, la collection des ensembles (%), est disjointe. En effet, si m € %, N %, alors

n-n'=3 2(r,—r))lle=(k,g)]
keC

et donc n—n' =0 sur les arétes e ¢ C ~ g, or ngg = n;eg =0 pour tout £ € C, alors n =n’, d’'ot la

disjonction.
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On considere maintenant les sommes partielles sur chaque ensemble %, on a

Tkg
Jle Jk
2 wmy= ) S5
meZ, (rneceNIClecE(C) Ve peC Tlhg:
or;+1 2ri+1 ory
n . .
Je* ig jg Jrg

e€E(C) ne! (rk)kECEN‘C‘ (27'1 + 1)! (27‘J + 1)! k€C\{l,J} (Zrk)‘
Jle
~ sinh(J;g)sinh(Jjq) [] cosh(Jkg)
ecE(C) Te: C\{i,j}

= w(n)sinh(J;4)sinh(J4) l_[ cosh(cJzq)
C\{i,j}

Par convexité de la fonction w — In(sinh(x)) on a
Jig+dJ; inh Jist i
sinh(J;4)sinh(J ) = sinh(%)z — ¢2In(sinh(—#5-2))

On peut démontrer aisément I'existence de a > 0 tel que pour tout x = 0, cosh(x) = e%, donc

(IC|-2)amin(J} )
1_[ cosh(Jzg) = e koo
keC\{i,j}

Or ¢(M, T) = min(In(sinh(Ze}%2)) min(ary)) > 0, alors
l)]

sinh(J;g)sinh(Jjg) [] cosh(Jg) = e2ICIminkecthe) = exp(—c(M, T)ICI)
C\{i,j}

En remarquant que 6¢ = Uyeg,%n, on obtient I'inégalité

Qc(Bc)= ), wh)

ne%Be
sinh(dJ;4) sinh(J ) [\ j cosh(Jpg)

nE%c

<exp(—cIC]) Y. Y w(m)

ne%Bec meF,

<exp(—c|C]) ) w(n)

neée

<exp(—cy(i,7)Qc(6c)

Ce qui nous donne l'inégalité désirée 3.62, d’ou

Covg(X;,X ;) < exp(—cy(i, )
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3.9.2.6 Preuve du lemme 3.4

1. Soient i,j €V et A cV tels que i,j ¢ A, la premiere inégalité du lemme est évidente
quand i = j, on suppose donc que i # j. La technique de "clustering" utilisée dans le lemme
3.2 est inefficace dans ce cas, car la variance décroit (U%’Xi > U(Q;’Xi pour toute partie C c V)
contrairement a l’espérance (E¢(X}p) < Eg(X})), et donc on ne peut pas majorer les sommes
partielles. Nous allons a nouveau utiliser la méthode des multi-graphes employée dans la preuve

du lemme 3.3, mais cette fois-ci avec deux clusters fixés. D’apreés la proposition 3.4 on a

Y whpwng)lli —42 g]

6]’11 :6n2:®

Y whpwng)
oy =0ne=9

0%, =1-Eq(X))’ =

)3 wnywng)1[i 242 g]
ony ={i,j}A{i}={j}
ong=0g

Covg(X;X;,X;)= Y wny)w(ng)

6n1:0n2:®
et
. Nt .
Y whpwng)lli <3 )
o =AA{,j}
ong=2

Covg(X;X;,X4)=
Gt aA Y whopwing
6]’1126112:@

En multipliant par les termes de 'inégalité en question par ( ¥ w(n))G, on peut I'exprimer de la

on=g
maniére suivante :
6
Ar= Y [T wnp)Lli <522 110 252 glij 252 g] <
=AU, j} =1
Vpels.0); onamcr
6
Ag= wny) 1 222 g1 252 g1y 222 g+
6n1:AU%,6n3:{j} pljl P (3.63)
Vpe{2,4,5,6};,0n,=0
6
A= )y [T wnp)Llj 2 glLlj 2% gl1li “27 g]

on;=Au{jhong={i} p=1
Vpe{2,4,5,6};0n,=2

Pour prouver que A; <Ay + Ag, on décompose A; en "conditionnant” par les évéenements j,g ¢
Ch 4n, (@) or j € Cy,1n,(7) 3 g qui constituent 'évenement {i iicR J} comme vu précédemment. On

a
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6
A=) > [T w®p) L), 8¢ Cuyny (i) = CI1IG € Cryin, (i) = C'T1L 252 g]
Cc,C'  onmp=Aufi,j} p=1
Vpel2,..,6}; on,=0

~B1(C,C")
6 . . . Np+ng . / . Ns+ng
Y Y [T w1l € Cryany() = Cyi 2% g111g ¢ Cry 40, () = C'ILL 27 g]
c,C' ong=Aufi,j} p=1
Vpei2,..,6}; on,=2
=32E6',C’)
(3.64)

Pour deux composantes fixes C,C’, on considére les sommes partielles pour m =n; +ng,ng et ny
fixes. Soit Ni,({7,g},C,C’ ,n2,ng) 'ensemble des sous-graphes du multi-graphe Gy, qui vérifient
J,8¢Cryiny (i) =C et g ¢ Cyyin, (i) = C'. Par le méme raisonnement que dans la preuve du lemme

3.3, cet ensemble est inclus dans Ny, ({g},C,C’,ng,n4). Donc

B1(C,C") = y wm) [] wmp)INadj,g,C,C' ng,n)l L[ 225 g]
om=AuU{i,j},0ng=0ny,=2 p#1,3
6n5:6n6:® (3 65)
< y wm) [] wny)Nulgh,C,C' ng,ng|1[j 2% g]
am=AU{i,j},0ng=0n,=2 p#1,3
6n5:6n6:®

Soit K un sous-graphe de Ny ({g},C,C’,ng,n4), comme utilisé dans la preuve de 3.3, on écrit
m = n} +nj tel que an’ = AA{i} et dnj = {j} (ce qui donne en conséquence dm = (AAI)A{j} = Au{i, j}
) sans changer les composantes C et C’. Comme n — n’ définit une injection, on a

6
B1(C,C" < Y [T wnp)1lg € Cuy4ny (@) = CILLG € Cryin, (0) = CIIL 2% g1 (3.66)
on;=AA{i},onz={j} p=1
Vpe{2,4,5,6};,0n,=0

D’autre part, 'évenement {i ¢ Cy, +1,(j) =C,i Dt g} est inclus dans {i,g ¢ Cy, +1,(j) = C}, donc

6
By(C,C) < Y [T w®p)1li, g€ Cayiny(f) = CILIG € Ciny i, (i) = C'11LE 2525 g]
oni=AA{i,j} p=1
Vpel{2,..,6}; on,=2
En appliquant la méme technique en permutant i et j, on obtient, comme pour B1(C,C’), I'inéga-

lité

6
Bs(C,C) < Y [T w®p)Llg € Caysn,() = CILIG € gy () = CI1LE 2% g1 (3.67)
ony=Au{j}ong={i} p=1
Vpe{2,4,5,6};,0n,=0

En sommant les deux termes des inégalités 3.66 et 3.67 sur C,C’ on obtient A; < Ag +Ag, ce qui

termine la démonstration.
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CHAPITRE

PROBLEMATIQUES DE CALIBRATION

n étudie dans ce chapitre la calibration du modele introduit dans le chapitre précédent

via différentes méthodes. On s’intéresse particulierement a la calibration des relations

par maximum de pseudo-vraisemblance qui permet de capter 'asymétrie des relations,
que nous implémentons sur un segment d'un portefeuille de crédit. On étudie également la
calibration via des moments d’ordre un et deux, notamment via des moments issues dune
copule Gaussienne. On compare par la suite les deux approches, et on en déduit que le modele
d’interdépendance et plus conservateur en mettant en exergue les points de différence entre les
deux approches qui font la différence.

Mots clés : Maximum de vraisemblance, Pseudo-vraisemblance, Copule Gaussienne.
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CHAPITRE 4. PROBLEMATIQUES DE CALIBRATION

4,1 Introduction

La calibration du modele d’Ising est un probléme important en statistique, qui consiste a
estimer les parametres du modele en partant d’observations. Cependant, deux obstructions
techniques font la difficulté de ce probléeme, a savoir la disponibilité des données, et le temps
de calcul si les données sont disponibles. Dans le cadre du modele d’Ising, ce probleme de
calibration est appelé "probleme inverse d’Ising" et il apparait dans plusieurs disciplines. Ces deux
dernieres décennies, plusieurs observables microscopiques sont devenues accessibles, mesurables,
notamment en biologie ot le modeéle d’Ising est utilisé dans la reconstruction des structures de
neurones ou de génes. Plusieurs travaux sont alors apparues pour la résolution de ce probléeme
de calibration de différentes maniéres, dont la pertinence réside principalement dans la rapidité
des calculs. En effet, les modeles de champs de Gibbs requiérent beaucoup de calculs, et donc
une approche standard de maximum de vraisemblance n’est pas pratique a partir d’'un réseau de
taille 20.

En risque de crédit, les observations de défaut sont tres rares, et ne suffisent pas pour calibrer
les modeles. Il est alors impossible d’utiliser des données historiques de défaut pour calibrer
un modele de type Ising. Toutefois, en disposant d’un historique de notations assez large, il est
possible de considérer un champs de Gibbs dont les états -1 représentent non pas le défaut mais
un état de non-investissement ', et donc 1 représente 'inverse. De cette manieére, il possible
d’avoir suffisamment d’observations pour calibrer le modeéle via un maximum de vraisemblance.
Pour palier au probleme de capacité de calcul que pose 'utilisation de la vraisemblance, des
méthodes qui utilisent une pseudo-vraisemblance sont développées. Celles-ci consistent a utili-
ser des probabilités conditionnelles moins cotiteuses en calculs, ce qui permet de passer d’'une
complexité algorithmique exponentielle & une polynomiale. En effet, la complexité exponentielle
vient des probabilités qui nécessitent le calcul de la constante de normalisation, ce qui est évité
par l'utilisation des probabilité conditionnelles. Cette méthode a été introduite par Julian Besag
en 1974 [109], et popularisée via plusieurs travaux relativement récents en physique [108, 1.
De plus, le maximum de pseudo-vraisemblance a ’avantage de converger vers un maximum de
vraisemblance quand le nombre d’observations tend vers I'infini. Plusieurs approches sont déve-
loppées sur la base de la pseudo-vraisemblance dans l'inférence du modeéle d’Ising, notamment
celle de P. Ravikumar et al [113]. Celle-ci consiste a régulariser le probleme d’optimisation de la
pseudo-vraisemblance via une /1-contrainte sur des réseaux de grande dimension, et fournit une
condition sur le nombre d’observations, le nombre de noeuds et la taille maximale du voisinage
de chaque entité pour laquelle 'estimation des parametres du modele est consistante. En cas
d’absence d’observations, il est possible de calibrer un tel modéle en utilisant les moments de
degré 1 et 2. En effet, [47] démontrent que le modéle est calibrable de maniére unique étant

données les probabilités marginales et jointes de défaut de chaque du réseau considéré. Comme

1. Un état de non-investissement est une note en dessous de la note BB, il représente un état de difficulté de la
firme.

154



CHAPITRE 4. PROBLEMATIQUES DE CALIBRATION

nous allons le voir dans la suite, cette approche a un lien avec le maximum de vraisemblance.

Dans ce chapitre, nous allons utiliser ces méthodes pour calibrer notre modele, et nous allons
discuter et comparer celles-ci pour déterminer lesquelles d’entre elles sont les plus adaptées
a un modele asymétrique comme le notre. La premiére section est consacrée aux méthodes de
d’inférence par vraisemblance, et la deuxiéme aux méthodes de calibration par moments. Nous
utiliserons dans cette derniére des probabilités issues d'une copule Gaussienne avec une matrice
de corrélations et des probabilités marginales qui varient. Nous nous en servirons par la suite
afin de comparer la structure de dépendance de notre modele avec celle d'un modele de copule

Gaussienne.

4.2 Inférence du modele d’interdépendance

On consideére des observations D = (X%)1<;<y, i.i.d d’'un champs de Gibbs X = (X;);cy sur un
réseau économique G = (V,M,T). Lobjectif est d’estimer les parametres m;;, a;;, b;j et c;; de
chaque relation en supposant que les probabilités intrinseques ( pf)iev sont connues a tout instant
t.

4.2.1 Maximum de vraisemblance

Nous allons présenter dans cette section deux facons de calibrer le modele. La premieére
concerne une calibration des relations étant données les observations D. L'idée est de normaliser
les relations pour réduire le nombre de parametres, en remplacant les m;;a;;, m;;b;; et m;;c;; de
chaque relation par des a;;,b;; et c¢;; qui incorporent les m; ;. Les parameétres a calibrer sont donc

les coefficients des relations a;;,b;; et c¢;; dont le nombre total est de 3C2, . Pour la deuxiéme

i
approche, nous cherchons a calibrer les probabilités intrinseques et les connectivités via un
maximum de vraisemblance. Cela suppose donc des relations fixes, le nombre de parameétres est
donc de |V| +C‘2V|.

4.2.1.1 Estimation des relations

Tout d’abord, on suppose que les relations sont unitaires, ce qui veut dire que c;; := c(d;;) €
{-1,0,1}. Sous cette hypothese, on peut remplacer m;;6;; dans le Hamiltonien par §;;, et estimer
seulement a;;, b;; et c;j, puis en extraire m;; en prenant r;; = |c(;;), et par la suite 5ij = Ti—ljj
On note la collections des relations estimées 7'. La vraisemblance du modéle s’écrit de la maniére
suivante :

LD =[[PeX" 4.1)
t

donc
In(Z(T)) = Z%G(Xt) -nln(Zg)
7
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ou

%G(X)Z ZBiXi"' Z aini-i—binj-i-Cinin
eV (i,)eEV)

et Zq est la fonction de normalisation. En dérivant par rapport aux parametres de la relation, on

a pour tout (i,j) e E(V) :

30, IN(L(T) = Y. X! —ndy,, In(Zg)
t

l; Heg(l
_ ZXlt _ nZl eXZp( G( ) 4.2)
t G

=) X —nEg(X;)
t

De la méme fagon, on a
0p,;,; In(ZL(T)) = ZX]t -nkg(X;) (4.3)
7

et
Oc,

J

In(L(T) =) X{X|~nEc(X; X)) (4.4)
t

Les deux premiéres formules définissent les mémes équations quand (i, j) varie dans E(V'), donc
nous avons plus d’inconnues que d’équations indépendantes. Il est alors clair que I'utilisation
du maximum de vraisemblance ne marche pas dans le cas ou les relations sont asymétriques
(aij # bij). On suppose alors dans la suite que toutes les relations sont symétriques, donc elles
s’écrivent sous la forme 6,;(X;,X;) =a,;;(X; + X;)+¢;;X;X;. Les parameétres a estimer sont donc
les a;; et les c;; pour (i, /) € E(V), qui sont les solutions du systéme d’équations

Y. X! Y. Xixt
Tl ZEg(X) et = =Eq(X,X))

V(i,))eEV),

La vraisemblance # est une fonction concave et de Hessienne semi-définie négative (voir [112]),
ce qui garantit 'unicité de la solution quand elle existe d’'une part; et permet application la

méthode d’apprentissage des machines de Boltzman (voir [111]).

4.2.1.2 Estimation des probabilités intrinséques et des connectivités

On suppose cette fois-ci que les relations sont connues, et que les probabilités intrinseques
ne varient pas. On cherche a estimer les autres parametres du modele, a savoir B = (B;);cy et la

matrice M, dont le Hamiltonien s’écrit

HeX)=) BiXi+ ) mi6;(Xi, X))
i€V @@,)eEV)

En dérivant le log-vraisemblance £(B,M) par rapport aux B; et m;;, on obtient pour tout
(i, )eEWV)
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0, In(Z(B,M)) =) X! -nEg(X;)
t

et
Om,; In(ZL(B,M)) = Z5ij(Xf,XJt~) -nkg(6;;(X;,X;))
¢
les parametres a estimer B; et m; ;j sont la solution du systéme d’équations :

Y. Xt Y, 6, (XE XY
t leg(Xi)et#

V@, ) e E(V), =Eq(6;;(Xi, X)) (4.5)

n

Il est clair que le maximum de vraisemblance ne fonctionne que sur des parameétres sy-
métriques comme les m;;, donc cette méthode a 'avantage, étant données des relations fixes
T =(6;j)i,j), d’estimer les intensités m;; de celles-ci en préservant leur asymétrie. Il est donc
préférable d’associer a chaque couple une relation bien choisie, qui peut étre asymétrique, et
estimer les parameétres du modéle en résolvant le systeme 4.5. Si certains 7i2;; sont négatifs, alors
la relation associée au couple (i, j) devrait étre remplacée par la relation —§;;, ce qui permet de

rendre 772;; positifs par homogénéité.

4.2.2 Maximum de pseudo-vraisemblance

Les méthodes d’estimation qui utilisent le maximum de vraisemblance sont beaucoup trop
coliteuses en calculs pour qu’elles soient utilisées en pratique. Ce probléme vient principalement
du calcul des moments qui nécessite a chaque fois le calcul de la fonction de normalisation Zg.
D’autre part, les probabilités conditionnelles issues du modele ne font pas apparaitre Zg, et
nécessitent en général beaucoup moins de calculs; en particulier la probabilité Pg(X;|(X;) ev\;)

qui peut s’écrire comme une fonction logistique de la maniére suivante :

1
1+exp(-2B;X; —2Y j+; m;;6;;(Xi, X))

Po(X; (X)) jev\i) =

A partir de ces probabilités conditionnelles on peut écrire la pseudo-vraisemblance qui correspond

aux observations D qui se définit comme suit :

%p =11 PeX{IX))jevi) (4.6)
tieV

Cette approche introduite par Julian Besag [109] fournit des estimations qui tendent vers celles
du maximum de vraisemblance quand le nombre d’observations n tend vers l'infini, d’ou1 la
nécessité d’avoir suffisamment de données. Comme pour le cas de la vraisemblance, nous allons
discuter par la suite la calibration des relations et celles des parametres dans le cas ou les

relations sont fixées.
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4.2.2.1 Estimation des relations

Nous allons appliquer la méme technique que dans la section précédente, en estimant des
relations unitaires pour en tirer également les connectivités. On dérive alors le log-pseudo-

vraisemblance In(Z,(T')) par rapport aux différents parametres :
00, IN(Lp(TN =YY 0a,, In(Pa(X; (X )sev 1))
t k

=2 00, In(Pa(X]I(X5) jev\i) + 0a,; INPG(X (X Drevr )
t

Car Pg(X fI(X;.) ievii) et Pg(X ;l(X]i)kQV\ ;j) sont les seuls qui contiennent le coefficient a;;. D’autre

part, on a
0q, In(Pa(XHI(XE) ) 2Xf
.. In . -)) =
i G R A T ] exp(@BIXT 425 1 01 (XT, X1))
et
0a,; In(Pa(XEIX}) ) 2Xf
aij G (&I eV 1+exp(2B§.XJt.+2Zk¢j6jk(XJt.,X£))
Donc
2x! 2x!
0a,, In(Lp(T)) = ). T t iy Tyt l t i
7 1+exp(2B;X; +23 1+ 0ir(X;,X})) 1+exp(2Bij+22k¢j5jk(Xj,Xk))
4.7
De la méme maniére, on a
2X§. 2X]t.
0p.. In(ZL,(T)) = +
Y P ; 1+exp(ZB§Xit+2Zk¢i5ik(Xf,X}’;)) 1+exp(2B§.XJt.+2Zk¢j6jk(XJt.,X,i))
(4.8)
et
2X!X' 2X!X'
Oc,. In(L,(T)) = +
T ; 1+exp2BiX! +2Y 4 0ip(X],X}))  1+exp(2B X' +2Y 1, 0,1(X ), X}))
(4.9)

On remarque d’abord que cette approche est plus adaptée a notre modele, car contrairement
a la vraisemblance, les dérivées par rapport a a;; et b;; ne définissent pas les mémes équations,
ce qui permet d’estimer des relations méme asymétriques. Les relations 7' sont alors estimées via

A

les coefficients d;;, b;; et ¢;; qui annulent les dérivées 4.7, 4.8 et 4.9.

4.2.2.2 Estimation des probabilités intrinseques et des connectivités

On suppose cette fois-ci que les relations T' sont connues, et que les probabilités marginales
ainsi que la matrice M sont invariants dans le temps. Pour estimer ceux-ci, nous appliquons la

méme stratégie que dans la section précédente en estimant B = (B;);cy et M qui maximisent
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Z»(B,M). 1l faut alors chercher I'unique couple (B,M) qui annule pour tout (i, /) € E(V) les

dérivées suivantes :

2X!
0B, In(Z£,(B,M)) = : (4.10)
BN ; 1+exp(2B; X! +2Y 4 mirdin (X!, X1))
et
28,;(X!,X?)
Om,, In(Z,(B,M)) =Y ! (4.11)

I 1+ exp(ZBin + sz# mikéik(X’.’L,X]i))

l
4.2.3 Application
4.2.3.1 Méthodologie et data

Nous disposons d’un historique mensuel de notations de 2004 a 2018 d’un portefeuille de crédit,
d’'une banque européenne, de plus de 31000 entités de différents secteurs, zones et politiques de
notation. Comme les observations de défaut sont rares et en plus des états absorbants, alors nous
allons considérer deux états investement grades et non-investement grades qui correspondent a
des bonnes et mauvaises notes. L'idée est de dire que les relations et les connectivités sont des
invariants par rapport aux états choisis, ce que veut dire que le couple (M, T) ne dépend pas du
choix du champs X = (X;);cy a valeurs dans {-1, 1V ouG=(V,M,T) représente le portefeuille.
Nous allons donc changer uniquement les probabilités intrinséques en replagant celles d’étre en
mauvais rating par celles de défaut. On dit alors que le couple (M, T) est universel.

En guise de simplification, en se restreint a un sous portefeuille de 20 entités d'un méme secteur
d’activité qu’on considére comme un réseau G = (V,M,T) complet. Il est plus facile de calibrer
le modele quand on connait les relations, mais comme nous n’avons pas cette information, nous
allons essayer de calibrer les relations comme décrit dans la section précédente. Quant a la
calibration sur tout le portefeuille, nous avons encore quelques optimisations d’algorithmes a

faire, chose qui sera présentée sans doute dans la version papier de ce chapitre.

4.2.3.2 Résultats

On utilise 'hypothése d’'universalité, et on attribue a chaque entité sa probabilité d’étre
non-investement qui remplacera sa probabilité intrinseque de défaut. On utilise le maximum de
pseudo-vraisemblance pour calibrer les coefficients a,b et ¢ de chaque relation, et on en déduit la
matrice M en utilisant 'unitarité des relations. En suite, on réutilise le couple (M, T') en revenant
aux états de défaut pour calculer les parametres du risque (VaR,, ES, et EL). En appliquant
cela, le modele détecte beaucoup de relations de concurrence, ce qui n’est pas surprenant vu que
les entités font partie du méme secteur. La figure 4.1 nous montre que toutes les entités ont au
moins trois concurrents, et au maximum 13 concurrents. Nous avons également 4 entités qui ont
plus de 9 relations de concurrence, et 7 entités qui ont 7 concurrents, qui est d’ailleurs le cas le

plus fréquent.
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Distribution du nombre de concurrences

Nombre d'entités

0 5 10 15
Nombre de concurrences

FIGURE 4.1 — Distribution du nombre de concurrences

En regardant la distribution des pertes dans le cas d’'indépendance et avec les parameétres
calibrés comme représenté dans la figure 4.2, on constate une grande augmentation des pertes.
En effet, nous avons une moyenne qui passe de 2.92% a 28.93%, ce qui correspond au deux
pics des distributions. De plus, le capital économique donné par VaRgg 99 passe de 20% a 35%,
et les pertes inattendues donnée par ESgg 99 passe 22.1% a 35.5%. Ce fort impact vient de la
concurrence concentrée dans 4 quatre entités dont les probabilités de défaut augmentent tres

considérablement.

B Indépendance

0.7 M Avecinterdépendance calibrée

0.6
0.5

0.4

Probabilité

0.3

0.2

0.1

FIGURE 4.2 — Distribution des pertes

Il est vrai que la concurrence a un effet de diversification du portefeuille, mais si sa dis-
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tribution dans le réseau n’est pas équilibrée, alors certaines entités seront tres affaiblies, ce
qui augmentera les pertes espérées. Lexemple étudié nous montre que ce phénomeéne est assez
présent dans des secteurs d’activité, sous réserve que les relations trouvées sont les seules qui
maximisent la vraisemblance. En effet, la pseudo-vraisemblance n’est pas forcément concave,
donc le maximum trouvé est a priori local, et donne des résultats qui peuvent étre différents de
ceux qu’on obtiendrait en choisissant un autre maximum. Cependant, cet exemple met en exergue
Pimpact qu’aurait la prise en compte de 'interdépendance quand nous avons une concurrence

concentrée sur une partie du portefeuille.

4.3 Calibration par moments d’ordre 1 et 2

Nous avons vu dans la section précédente que la calibration par maximum de vraisemblance
consiste a résoudre un systeme d’équation 4.5 qui égalise les moments empiriques aux moments
issus du modele. Nous avons alors une sorte d’équivalence entre le maximum de vraisemblance
et la calibration par moments d’ordre 1 et 2. Toutefois, 'approche maximum de vraisemblance
nécessite des données historiques sur les changements d’états des entités du réseau étudié, mais
ces données servent uniquement a calculer les moments empiriques. Par conséquent, des données
sur les moments d’ordre 1 et 2 suffisent pour calibrer notre modele. Dans cette section, nous allons
traiter ce cas en utilisant des probabilités marginales et jointes de défaut issues d’'un modéle a

copule Gaussienne, afin de calibrer a la fois les probabilités intrinseques et les connectivités.

4.3.1 Cas de deux entités sous relation de support

Nous traitons le cas simple de deux entités, qu’on suppose connectés via une relation SM
telle que
0;j(1,1)=6;;(-1,-1)=1et §;;(1,-1)=6;;(-1,1)=0 (4.12)

Nous avons alors un réseau G = ({i, j}, M, T') de deux entités, avec T' contenant uniquement la
relation 6;; et M = m;;. On considere les valeurs V;,V; des deux entités i, j données par le modele

a facteur sous la forme

Vi =vPZ+\/1-pep, keli,j}

ou Z et les epsilony sont des variables normales standards latentes iid. On suppose que les pro-
babilités marginales moyennes de défaut sont P; et P, en utilisant I'indépendance conditionnelle

a Z de V; et V; on peut exprimer la probabilité jointe de défaut comme suit :

+00
Po(Vi <@ 1(P),V; <0 }(P)) = f Po(V; <@ X(P;),V; < X (P))IZ = 2)d D(2)
o (4.13)

= f Po(Vi <@ HP)IZ = 2)P,(V; < @ H(P))|Z = 2)d D(2)

(e 0]
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(D_I(Pi)—PZ)_

avec Pp(Vi, <@ 1(Pp)IZ = 2) = ®( g
—-p

On se donne une corrélation p et des probabilités marginales P;,P;, notre objectif est de
calculer les probabilités intrinseques p; et p; et la connectivité m;; par la résolution du systéme

suivant :

Pe(X;i=X;=-1) Po(Vi <@ 1(P;),V; < ®7L(P)))
Pe(X;=-1) P; (4.14)
Pe(X;=-1) = P;

Nous allons faire cette calibration pour toutes les valeurs du triplet (P;,P;, p), et nous allons
étudier la fonction (P;,Pj,p) — (pi,pj,m;;). Il faut noter que la corrélation maximale p dépend

des valeurs de P; et P;, en effet la corrélation p s’écrit

P (Vi <@7XP),V; <D L(P)))-P;P;
- VPiA-P)P;(1-P))

Comme 0 <P,(V; < ®71(P;),V; < ®"1(P})) < min(P;,P,), alors

—P;P; min(P;,P;) - P;P;
Pmin = =p= = Pmax

VPi(1-P)P,1-P)) ~  /PA-P)P;(1-P)

Donc si pmax = 1 si et seulement si P; = P; et pyin = —1 si et seulement si P; + P; = 1. Cela veut
dire que la corrélation de défaut ne peut étre égale a 1 que si i et j ont la méme probabilité de
défaut, et qu’elle ne peut étre égale a -1 que si le défaut de I'un est équivalent a la survie de
lautre. Ces corrélations négatives représentent des cas de concurrences que nous n’allons pas

traiter, et nous allons nous contenter de la calibration sur des corrélations positives.

*Le cas homogeéne :

On suppose que P; = P; = P, ce qui nous permet de faire varier la corrélation de 0 a 1.

La résolution du systéme 4.14 pour toutes les valeurs de (P, p) € [0,1]? nous définit une fonction
(p,p)— (p; = pj,m;;), ce qui veut dire que nous avons deux fonctions m;;(P,p) et p;(P,p) que
nous devons étudier. On désire de plus qu’il y ait correspondance entre p =0 et m;; = 0, ainsi

quentre p =1 et m;; = +oo. On en déduit via le systéme que

1

/1
ﬁ_1+1

La figure 4.3 ci-dessous représente le graphe de la fonction m;; en fonction de P et p, et la figure

pi(P,0)=P et p;(P,1)=

4.4 représente des coupes sur la variables P.
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m_ij en fonction de la marginale et rho

m_ij 3

0.04

p_marginald).02

FIGURE 4.3 — m;; en fonction de p et P.

M en fonction de rho selon les niveaux de p

5 —— p=1le-04

—— p=0.0051
— p=0.0101
—— p=0.0151
— p=0.0201
—— p=0.0251
—— p=0.0301
—— p=0.0351
—— p=0.0401
—— p=0.0451
—— p=0.0501
—— p=0.0551
—— p=0.0601
—— p=0.0651
—— p=0.0701
—— p=0.0751
~—— p=0.0801
—— p=0.0851
—— p=0.0901
e p=0.0951

m_ij

FIGURE 4.4 — m;; en fonction de p pour différents niveaux de P.

On peut déduire des deux figures que plus la corrélation p augmente, plus la connectivité m;;
augmente pour un niveau de probabilité marginale P fixe, ce qui est naturellement attendu comme
résultat pour la relation considérée. Tandis que pour une corrélation p fixe, on remarque que m;;
décroit en fonction de P. Donc la dégradation des entités dans le modele a copule Gaussienne se
traduit par une diminution de la connectivité dans notre modeéle quand la corrélation est fixée.
Ce comportement vient de la nature de la relation SM qui fait baisser les probabilités de défaut

Pg(Xp, = —1) pour k& =i,j quand la connectivité augmente. En outre, quand une entité est de
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plus en plus systémique (augmentation de p dans le modele a copule) cela se traduit dans notre
modele par une augmentation de la connectivité si la probabilité marginale P est fixée. D’autre
part, les figures 4.5 et 4.6 représentent I'évolution de la probabilité intrinseque de défaut p; en
fonction de (P, p). On constate que p; est croissante par rapport a p et P, ce qui veut dire que
pour un P fixe, plus une entité est systémique plus sa probabilité intrinséque est grande dans
notre modele. Cela confirme I'intuition d’'une probabilité intrinseéque de défaut qui est reliée au

cycle macroéconomique.

Probabilité intrinseéque en fonction de la marginale et rho

0.02 p_marginale

FIGURE 4.5 — p; en fonction de p et P.
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Probabilité intrinséque en fonction de la marginale selon les rho

0.25 ——rho=0

rho=0.1

——rho=0.2

——rho=0.3

0.2 ——rho=0.4

——rho=p.5

rho=0.6

——rho=0.7

rho=0.8

——rho=0.9
——rho=1

0.05

0.02 0.04 0.06 0.08
p_marginal

FIGURE 4.6 — p; en fonction de P(pmarginal) pour différents niveaux de corrélation.

Il reste maintenant a comparer la corrélation p avec celle produite par le modele < X;,X; >¢.
La figure 4.7 nous les variations de < X;,X; > par rapport a p pour des niveaux fixes de P. On
constate que celle-ci augmente par rapport a p et P, ceci vient de 'augmentation des probabilités
intrinséques qui font augmenter a leur tour la corrélation < X;,X; > comme vu dans le chapitre

précedent.

<X_i,X_j>_G en fonction de rho selon les niveaux de p

<KX > G

FIGURE 4.7 — la corrélation < X;,X; > en fonction de p pour différents niveaux de P.

On constate également que 'augmentation de < X;,X; > par rapport a P se fait de maniere
de plus en plus stationnaire. En effet, quand P devient assez grand, nous obtenons une droite

<X;,X;>g= p et par conséquent les corrélations des deux modeles deviennent presque égales.
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*Le cas hétérogene :
Quand les deux entités n’ont pas forcément du méme niveau de risque, alors nous perdons

I'hypothése P; = P;. Nous faisons alors la calibration en faisant varier le triplet (P;,P;, p) tel que

min(P;,P;)-P;P;
=
VPi(1-P)P;(1-P))

0

Nous aurons en conséquence une fonction (P;, P}, p) — (p;,pj,m;;) qui nous définit trois paramé-

trisations p;(P;,Pj,p), p;(P;,Pj,p) et m;;(P;,P;,p) qui vérifient les conditions initiales
pi(P;,P;,0)=P;,p;(P;,P;,0)=P; et m;;(P;,P;,0)=0

La résolution du systéme pour P;,P; €[0.01%,10%] et p €[0,1] 2 nous donne la fonction (p, P;) —
p; de la probabilité intrinseque de i pour des P; qui varient comme dans la figure 4.9. On constate

que p; est croissante par rapport a P;, ce que nous constatons également dans la figure 4.8 qui

montre des coupes dans la surface pour des niveaux de (P, p) différents.

p_i en fonction de P_i selon les niveaux de P_j pour rho=0.2

p_i en fonction de P_i selon les niveaux de P_j pour rho=0.5

—— P_j=1e-04 ——P_j=1e-04
— p_j=0.0051 — P_j=0.0051
— P_j=0.0101 — p_j=0.0101
——P_j=0.0151 — P_j=0.0151
—— P_j=0.0201 — P_j=0.0201
——P_j=0.0251 — P_j=0.0251
= P_j=0.0201 —— P_j=0.0301
—— P_j=0.0351 —— P_j=0.0351
= P_j=0.0401 — P_j=0.0401
— P_j=0.0451 —— P_j=0.0451
= P_j=0.0501 — P_=0.0501
—— P_j=0.0551 —— P_j=0.0551
—— P_j=0.0601 — P_j=0.0601
—— P_j=0.0651 —— P_j=0.0651
—— P_j=0.0701 — P_j=0.0701
= P_j=0.0751 —— P_=0.0751
—— P_j=0.0801 —— P_j=0.0801
= P_j=0.0851 —— P_=0.0851
P —— P_j=0.0901 —— P_j=0.0901

p_i en fonction de P_i selon les niveaux de P_j pour rho=0.7

_i en fonction de P_i selon les niveaux de P_j pour rho=0.8

—P_j=1c-04 —P_j=1e-04
—— P_j-0.0051 — P_j=0.0051
—— P_j=0.0101 — P _j=0.0101
—P_j-0.0151
—— P_j=0.0201 ——PJ=00151
— P_j=0.0251 = P_j=0.0201
——P_j=0.0301 — P_j=0.0251
—P_j=0.0351 —— P_j=0.0301
— P_j-0.0401 —— P j=0.0351
_;J:Sz;zi —— P_j=0.0401
—P_j=0.
ey —— P _j=0.0451
P j-0.0601 —— P_j=0.0501
—— P_j=0.0651 =——P_j=0.0551
—P_j-0.0701 —— P_j=0.0601
——P_j-0.0751 — P_j=0.0651
——P_j=0.0801 — P_j=0.0701
——P_j-0.0851 — P 00751
—— P_j=0.0901 g

—— P_j=0.0801

—— P_j=0.0851

FIGURE 4.8 — La probabilité intrinséque p; en fonction de P; selon les niveaux de (P;, p).

On constate dans la figure 4.8 que les irrégularités des courbes apparaissent de plus en plus

"tot" quand la corrélation p augmente. Cela est di au dépassement de ppax par p pour certains

2. Bien que p soit majoré par une fonction de P; et P}, nous faisons la calibration pour des valeurs entre 0 et 1
afin de montrer comment le modéle réagit au dépassement de pmax-
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couples de (P;,P;), ce qui confirme que la calibration n’est pas possible pour des valeurs de p au

dessus de pmax.

Probabilité intrinséque en fonction de P_i et rho pour P_j=1e-04 Probabilité intrinséque p_i en fonction de P_i et rho pour P_j=0.0101

0.5

Probabilité intrinséque p_i en fonction de P_i et rho pour P_j=0.0451

Probabilité intrinséque p_i en fonction de P_i et rho pour P_j=0.0701 Probabilité intrinséque p_i en fonction de P_i et rho pour P_j=0.0951

FIGURE 4.9 — Les nappes de la probabilité intrinseque p; en fonction de (p,P;) selon les niveaux
de P;.

Nous constatons également que pour tous les niveaux de P; la probabilité intrinseque p;
est croissante par rapport a p comme le montre la figure 4.8. On en déduit comme dans le cas
homogeéne que plus une entité est systémique, plus sa probabilité intrinseque de défaut est grande.

Pour la fonction (P;,Pj,p) — m;;, la figure 4.10 nous donne les nappes (P;,P;) — m;; pour
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des niveaux différents de p. On constate tout d’abord qu’il y a une symétrie par rapport au plan
P; = Pj, ce qui résulte de la symétrie de la relation SM. De plus, plus le niveau de p est élevé
plus les valeurs de m;; sont également élevées, notamment sur le plan P; = P;. Cette maximalité
quatteint la connectivité sur le plan médian vient du fait que I’égalité P; = P; permet d’avoir
un p qui peut atteindre 1, et par conséquent le m;; correspondant peut prendre de trés grandes
valeurs. Nous observons également des irrégularités dans les nappes qui correspondent aux
valeurs du couple (P;,P;) pour lesquels le niveau de p dépasse pmax. De plus, on observe qu’au
voisinage de (P;,P;) =(0,0), la connectivité m;; est trés grande pour n’importe quel niveau de p.
Ceci est attendu car des probabilités marginales faibles dans une relation SM correspondent a

une forte connectivité.

m_ij en fonction de P_i et P_j pour cor=0.1 m_ij en fonction de P_i et P_j pour cor=0.3

m_ij en fonction de P_i et P_j pour cor=0.4 m_ij en fonction de P_i et P_j pour cor=0.6
4
3
3.5
2.5 3
2.5
m_ij : m_1j 2
1.5 i5
1 1
0.05 0.05 -
P_j .
P j 0.05 0.05
-
P_i 0 i) '

FIGURE 4.10 — Les nappes de m;; en fonction de (P;,P;) selon les niveaux de p

Nous nous intéressons maintenant a 'évolution de la corrélation de défaut < X;,X; > par
rapport a p. La figure 4.11 nous montre ces évolutions pour des niveaux de (P;,P;) fixes. La

premieére chose qui découle des ces graphiques est la correspondance
<X;,X;>g=1<P;=Pjetp=1
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On constate qu’a chaque fois une seule courbe atteint la valeur de 1 pour p = 1, cette courbe
correspond au cas ou P; = P;. Nous avons également la corrélation de défaut < X;,X; >g qui
est croissante par rapport a p, ce qui découle naturellement de la croissance de < X;,X; > par

rapport a M et celle de M par rapport a p dans le cas d’'une relation SM.

<i,j>_M en fonction de rho selon les niveaux de P_j et P_j fixe ale-04 <i,i>_M en fonction de rho selon les niveaux de P_i et P_j fixe 40.0451

1 — p_i=1e-04
—— P_i=0.0051

—— P_i=0.0151
0.8 —— P_i=0.0201
—— P_i=0.0251

—— P_i=0.0301
—— P_i=0.0351
—— P_i=0.0401

£ —— P_i=0.0501

0.4] —— P_i=0.0551
—— P_i=0.0601
—— P_i=0.0651
—— P_i=0.0701
0.2 —— P_i=0.0751
—— P_i=0.0801
—— P_i=0.0851
—— P_i=0.0901

02 04 0s 0s 1 02 04 0s 08 1
ho ho

<1.j>_M en fonction de rho selon les niveaux de P_T et P_j fixe 40.0201 <i,j>_M en fonction de rho selon les niveaux de P_i et P_j fixe 40.0701

1 —Pnle0d 4 — pi=te-04

FIGURE 4.11 — Corrélation de défaut < X;,X; > par rapport a p et les niveaux de (P;,P;).

De ces analyses on déduit que le "mapping” entre le modele a copule Gaussienne et notre
modele s’effectue sans peine pour la relation SM, ce qui montre que pour ce type de relations la
calibration du modeéle par un modele Gaussien est toujours possible. La calibration du modele
peut également se faire pour d’autres relations, a savoir celles dans lesquelles les probabilités
marginales de défaut ont la méme monotonie par rapport a la connectivité. Donc une relation
comme SNM que nous avons vu dans le chapitre précedent ne permet pas une calibration via les
premiers moments du modele Gaussien. Cela est une conséquence de la monotonie des probabili-
tés P; et P; par rapport a p qui est toujours la méme quand p est positif. La calibration avec les
probabilités du modele Gaussien est également possible quand la relation est de concurrence, car
il suffit de considérer les corrélation p négatives. Ceci est exclusivement vrai pour le cas de deux
entités. En effet, notre modele prend en compte les effets de second ordre, ce qui peut générer,
comme nous 'avons vu dans le chapitre précédent, des perturbations sous lesquels une relation
de concurrence peut devenir de support. Comme ceci n’est pas le cas dans le modeéle Gaussien,
car les probabilités jointes qu’il produit ne dépendent que du couple en question et non pas du

réseau en entier, alors la calibration entre les deux modeles n’est pas possible.

Intéressons nous maintenant aux variations de la VaR par rapport a (P;,P;,p), qui pour un
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(P;,P;) fixe, donne un niveau d’expected loss fixe

EADiLGDiPi +EADjLGDij

Eq(L) =
EADiLGDi +EADJ'LGDJ'

Pour simplifier, on considere que P; =P;j =P et EAD;LGD; = EAD;LGD ;. Comme nous n’avons

que deux entités, alors la perte peut prendre trois valeurs 0,0.5 ou 1 qui correspondent aux

non-défaut, un défaut et deux défauts. La figure 4.12 nous montre la VaR a 95% en fonction de
(P, p) pour les deux modeles.

en
1 1

- 0.8 5

.16 0.6 '

Z 0.4 E
0.2 i
0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 d 0.8 1
rho

FIGURE 4.12 — VaRgs59, en fonction de (P, p) pour les deux modéles.

Marginale

0 0.2 04 06
rho

Les zones sombres de la figure de gauche de 4.12 correspond a la région VaRgs59,(L) = 0, alors
que celle verte et jaune correspond respectivement a VaRgs59,(L) = 0.5 et VaRg59(L) = 1. Ce qui
veut dire que plus le couple (P, p) est grand plus la VaR est élevée. Pour P fixe (ELg fixe), on
peut remarquer que 'augmentation de p fait augmenter la VaR au méme titre que m;;, sauf pour
des valeurs de P inférieures a P* =5%. Car P* est la probabilité maximale a partir de laquelle
la probabilité de survie du couple est supérieure a 95% pour tout p, ce qui produit une VaRgsq
nulle. Pour 3% < P < P*, la probabilité marginale est telle que la VaR est égale a 50% jusqu’a un
seuil qui dépend de p a partir duquel la VaR devient nulle, car a partir de ce seuil la probabilité
de non-défaut augmente brusquement et dépasse 95% ; ce seuil est caractérisé par la courbe qui
sépare la partie violette de la partie verte. Finalement, pour P > 5%, nous avons une VaR qui
commence a 50% jusqu’a un seuil a partir duquel nous avons une probabilité de double défaut qui
devient supérieure a 5%. La figure de droite de 4.12 représente également la VaR sous la copule
Gaussienne, nous constatons une similitude avec la figure a gauche, ce qui veut dire qu’aprés
calibration la mesure Pg produit une VaR qui ressemble a celle du modele Gaussien. Il est aussi
remarquable que la probabilité a partir de laquelle on peut passer de 0% a 100% pour p =1
est égale a P* comme pour le cas de la mesure Pg. Toutefois, nous remarquons que la région

jaune pour la mesure Pg est plus large que celle pour la mesure Gaussienne, donc notre mo-
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dele est plus conservateur que le modele Gaussien bien que les relations soient de support mutuel.

La figure 4.13 représente la VaR pour la mesure P en fonction de (p;,m;;). On remarque
que pour des valeurs assez grandes de m;;, la VaR est égale a 0 ou 100%. De plus, la probabilité
intrinseque critique est p; = 18%, ce qui correspond dans le modele Gaussien au couple (P*, p) =

(5%,1) 3, ce qui explique la valeur de P*.

VaR_95% dans le cas de 2 entités

1
; 0.8
.16 0.6
g 0.4
. 0.2
0
: i ' ! ] J
0 2 4 6 8 10
m_ij

FIGURE 4.13 — VaRg59 en fonction de (p;,m;;)

Intrinséque

4.3.2 Cas d’un réseau homogene de 10 entités sous relations de support

Cette fois-ci nous disposons d'un réseau G = (V,M,T) de 10 entités connectées via des relations
SM. Nous allons appliquer la méme méthode que dans la section précédente en calibrant les p;

et la matrice M pour différentes valeurs des P; et de p. Il s’agit alors de résoudre le systéme

Pe(X;=X;=-1)
Pe(X; =-1)

Po(V; <@ X(P;),V; <D L(P)))
P;

V(i) e E(V), {

En guise de simplification, on se restreint au cas homogeéne P; = P pour tout i € V. Les résultats
sur I’évolution de (p;,m;;) en fonction de (P, p) restent similaires a ceux obtenues dans le cas
précédent (croissance de p; par rapport a P et p, et la croissance de m;; par rapport a p). Nous
avons également les distributions de la VaR en fonction de p et P pour la mesure Pg et le modeéle

Gaussien qui sont similaires comme le montre la figure 4.14

1

3. On obtient cette valeur en utilisant la formule p; = ———
1+ -12
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VaR_95% issue de la mesure IP_G VaR_95% issue du modéle Gaussien

FIGURE 4.14 — VaRgs59 en fonction de (P, p) dans le cas de 10 entités.

Comme pour le cas de deux entités, le modele Gaussien produit des zones de pertes moins
larges que celles produites par notre modele, notamment les zones de pertes extrémes. Donc a
nouveau le modele Gaussien est moins conservateur que notre modele. La probabilité marginale
critique P* est presque égale a 5% dans les deux modeéles, ce qui correspond a une probabilité

intrinseéque d’environs 42% comme le montre la figure 4.15.

VaR_95% dans le cas de 10 entites

Intrinséque

FIGURE 4.15 — VaRg59 en fonction de (p;,m;;) dans le cas de 10 entités.

Leffet de la taille d’'un réseau sur les classes du risque est trés important, car ils impactent
la connectivité critique et la probabilité intrinséque critique. En effet, on suppose que le réseau

G est constitué de n entités connectées via une relation SM avec une méme connectivité m et
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probabilité intrinseque p. Comme par définition de SM

alors on a les limites suivantes :

e—nB enB

P_= lim Pg(-1,..,-1)=———— et P, = lim Pg(l,..,1)=
m—+o00 m—+oo

T onB 4 onB (4.15)

e—nB + enB
ou B = %ln(% —1). On constate que la somme de ces deux limites est égale a 1, donc pour une
tres forte connectivité, les entités ne peuvent étre que dans le méme état. Par conséquent, la

VaR,(L) de la perte passe de 0 4 100% quand P_ = a, donc la probabilité critique p* vérifie
1

Iéquation P_ = a, ce qui donne p* = ———
1+(2-1)n

. En particulier, pour n = 10 et « = 95% on a

approximativement p* = 42%.

4.4 Calibration par les moments d’ordre 1 et le moment

maximal dans un réseau homogene de 10 entités

Dans cette section, nous allons faire une calibration via les probabilités marginales de défaut
et la probabilité de défaut du réseau entier. Nous nous placons dans un réseau G = (V,M,T) de 10
entités dont toutes les relations sont SM comme définit dans 4.12; avec des connectivités égales a
m et des probabilités intrinseques p; toutes égales a p. Comme réalisé dans la section précédente,
Pobjectif est de calculer pour différentes valeurs de (P, p) les parametres (p,m) solutions du

systéme d’équations

Po((V; < @ 1PYjeqn,.101)
P

Pe(X =(-1,...,-1))
Pa(X;=-1)

La figure 4.16 nous montre les variations de m en fonction de p pour différentes valeurs de P. On
voit que la connectivité m diminue en fonction de P et devient stationnaire a partir d'un certain
rang de P, et qu’elle augmente en fonction de p comme dans les calibrations précédentes. La
figure 4.17 montre que p augmente en fonction de P et p, qui devient stationnaire quand p se
rapproche de 1. Nous avons donc les mémes variations de p et m en fonction de (P, p) que dans la

section précédente.
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M en fonction de rho selon les niveaux de p Probabilité intrinséque en fenction de la marginale selon les rho
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FIGURE 4.16 — m;; en fonction de (P, p) pour FIGURE 4.17 — p en fonction de (P, p) pour
différents niveaux de p. différents niveaux de p.

Pour ce qui est de la VaRg5%, la figure 4.18 représente la VaR pour la mesure Pg (figure a
gauche) et celle issue du modele Gaussien. Nous constatons comme dans le cas précédent que les
probabilités marginales critiques sont identiques, a savoir P* = 5% et que la zone du défaut du
réseau (zone jaune) est plus importante pour la mesure Pg, ce qui confirme une fois de plus le
caractere conservateur du modele méme s’il est calibré au modele Gaussien. On remarque en
outre que via cette calibration, notre modele est encore plus conservateur que celui obtenu via la

calibration de la section précédente.

VaR_95% issue de la mesure IP_G VaR_95% issue du modéle Gaussien
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FIGURE 4.18 — VaRgs9 en fonction de (P, p) pour le modele Gaussien (a droite) et pour la mesure
Pg (a gauche).
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4.5 Conclusion

Nous avons étudié dans ce chapitre le probléeme de calibration du modéle via différentes
approches. Nous en avons déduit que parmi les méthodes d’inférence, le maximum de pseudo-
vraisemblance est celle qui est la plus adaptée aux contraintes pratiques du modeéle. Nous avons
vu que la vraisemblance ne permet pas de capter ’asymétrie introduite dans notre approche
d’'une part, et qu’elle est assez limitée dii aux probléemes liés a la complexité calculatoire. La
pseudo-vraisemblance s’adapte a 'asymétrie des relations, et donc permet en cas de disponibilité
des données de calibrer les relations via les coefficients a(d;;),b(5;;) et c(6;;). De plus, celle-ci a
Pavantage de s’exprimer via des probabilités conditionnelles qui rendent le probleme d’optimisa-
tion similaire a celui d’'une régression logistique, ce qui réduit drastiquement le temps de calculs.
Pour implémenter 'approche de pseudo-vraisemblance, nous avons exploité un historique de
notation d’'une grande banque européenne, en utilisant deux états différents que le défaut et
la survie. Ces deux états agregent les bons et les mauvais ratings, et donc permettent d’avoir
plus d’observations. Nous avons utilisé les relations calibrées dans le cas des états de défaut
par hypothése d’universalité du couple (M, T), et nous avons comparé le profil du risque obtenu
sous ces parameétres avec celui du cas d'indépendance. Nous avons remarqué une hausse trés
considérable de la perte moyenne, di a la configuration des relations sur le réseau qui favorisent
le défaut de certaines entités. Toutefois, le maximum de pseudo-vraisemblance trouvé peut étre
local, et il est possible dans ce cas de trouver d’autres maximum locaux qui décrivent des réseaux
avec des profils de risque différents.

Nous avons également vu que la calibration via une vraisemblance est équivalente a une cali-
bration par les moments d’ordre un et deux. Donc en cas de manque de données, cette approche
pourrait étre intéressante si on dispose des probabilités marginales et jointes de défaut. Nous
avons exploré cela en utilisant des probabilités issues d’'une copules Gaussienne; en calibrant les
parametres du modéle pour des relations simples de type SM. En effet, le modéle Gaussien est
symétrique, donc sa calibration pour toute corrélation p avec notre modele via les deux premiers
moments n’est pas possible si les relation considérées sont asymétriques. Nous avons également
étudié comment la probabilité intrinseque et la connectivité calibrées réagissent aux variations
de la probabilité marginale et la corrélation dans le modele Gaussien. On observe une cohérence
entre les deux modeles, mais on s’apercoit, en comparant le risque induit des deux structures
de dépendance, que notre modeéle demeure plus conservateur malgré que les premiers moments
sont identiques. Cela provient d’'un aspect fondamental qui distingue le modéle, a savoir que les
probabilités jointes issues de la mesure Pg dépendent du réseau en entier contrairement a celles
obtenues du modéle Gaussien.

Cette étude est encore loin de fournir une réponse au probléme de calibration du modele, cepen-
dant elle dévoile certains aspects rassurants pour la mise en pratique de cette approche pour le

moins différente.
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GRANDE TAILLE.

and ce chapitre, nous analysons certains réseaux réguliers et homogenes, sur lesquels

on peut exprimer la distribution des pertes de maniére explicite. Le but est de voir

comment la topologie d’un tel réseau économique, le degré de connexion, les connectivités,
les types de relations et la taille, agissent sur la distribution des pertes et les mesures du
risque. Nous étudions comment le risque se diffuse ainsi que 'apparition des phénomeénes
critiques en fonction du degré de connexion du réseau, et comment la distribution large pool
se comporte asymtotiquement. Nous développons des méthodes combinatoires afin d’approcher
certaines formules semi-fermées pour un souci de réduction des calculs d’'une part. Et d’autre
part, on démontre qu’il est possible d'utiliser des réseaux réguliers et homogénes pour approcher
des réseaux qu’il le sont pas, de telle maniére a encadrer leurs distributions de pertes. Cet
encadrement démontre la possibilité de réduire les calculs dans le cas d’'un grand portefeuille de
crédit, et permet d’établir des extensions des résultats obtenus sur le comportement en volume
infini dans le cas régulier.
Mots clés : Réseaux régulier et homogeénes, degré de connexion, volume infini, effet des réseaux

externes, phénomenes critiques.
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5.1 Introduction

Nous avons vu dans le chapitre précédent que la calibration du modele d’interdépendance
souléve un certain nombre de problématiques associées a ’absence de données ou la capacité de
calcul sur des réseaux de grande taille. Comme vu dans le chapitre 3, le modele possede toutefois
une certaine maniabilité mathématique qui permet d’étudier des réseaux de grande taille sous
des hypotheéses de régularité. Cela permet donc d’étudier la déformation de la distribution des
pertes d’'un portefeuille de crédit sous les effets de I'interdépendance. Les hypotheses de régularité
portent sur ’'homogénéité en probabilité de défaut intrinséque et en connectivité, ainsi que sur la
symétrie du réseau associé au portefeuille de crédit. En considérant un tel réseau économique
est régulier, il devient alors possible d’étudier en particulier le comportement de la distribution
des pertes de celui-ci quand sa taille est trés grande. En risque de crédit, ’effet du grand vo-
lume est utilisé pour justifier une diversification du risque, et donc un risque de concentration
tres faible. Cette hypothese de diversification par effet de volume est connue sous le nom de
granularité infinie, et elle est introduite par Gordy [114] pour '’étude du capital économique. Il
s’appuie sur des travaux comme ceux de C.Gouriéroux, J.P.Laurent, O.Scaillet [165], et R.Martin
et T.Wilde [166]. Cette approche fournit une formule explicite approchée du capital économique
d’un portefeuille infiniment granulaire, ou en d’autres termes un équivalent asymptotique quand
le nombre d’entités est tres grand. Les travaux de Gordy vont plus loin en rajoutant un terme
de correction de premier ordre au développement asymptotique du capital, dit ajustement de
granularité ou Granularity Adjustement. Cette correction permet de déterminer le montant de
réserves pour couvrir les effets, non complétement diversifiés, des risques individuels spécifiques.

Les simplifications qu’offre cette approche dans le calcul du risque de crédit lui ont attribué une
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certaine popularité non seulement dans les banques, mais également aupres du régulateur (voir
[115]). Comme discuté dans la section 7 du chapitre 3, un réseau favorisant I'apparition d'un
phénomeéne critique a tendance a concentrer le risque. En effet, quand la connectivité atteint
un certain seuil critique, le défaut d’'une entité augmente trés considérablement la probabilité
d’un défaut collectif de toutes les entités du réseau. Par conséquent, la concentration ne tend pas
vers 0, mais devient égale a 1. Donc si un segment assez large d’'un portefeuille de crédit favorise
Papparition d'un phénomene critique, alors I’hypothése de granularité infinie devient inadéquate.
Nous allons illustrer ce contre exemple par la suite en étudiant la distribution des pertes sur un

réseau complet en volume infini.

Lutilisation des modeles graphiques pour étudier des réseaux réguliers de grande taille en
risque de crédit est utilisée dans les travaux de K.Giesecke et S.Weber [116]. Ils s’appuient sur un
modele dit voter introduit par R.A. Holley et T.M. Liggett [117], construit sur un réseau Z¢ ot d
représente le degré de connexion du réseau; donc chaque entité admet 2d voisins. En utilisant ce
modele Giesecke et Weber partent d’une boite de n entités A,, de Z¢ pour expliciter la distribution
des pertes asymptotique quand n — +oo. Ils démontrent une convergence vers une loi normale de
la distribution des pertes a constantes pres qui dépendent du degré d. Ce recours aux réseaux
7% rappelle ce qui se fait en mécanique statistique, notamment dans I'étude du modele d’Ising
en volume infini. Dans ce domaine, I'utilisation des boites A, avant passage a la limite est une
technique tres utilisée pour démontrer I'existence de la mesure en volume infini. De plus, ces
réseaux bénéficient d'une géométrie exploitable et une invariance par translation qui facilite
I'obtention de certains résultats théoriques. Cependant, si on désire étudier des réseaux finis
dont le degré de connexion d est susceptible varier en fonction de la taille, nous ne pouvons plus
utiliser des techniques similaires. En effet, si nous voulons étudier un réseau de grande taille
dont chaque entité est connectée & la moitié des entités, alors le degré d =[5], par conséquent le
réseau Z% n’est plus fixe.

Les travaux de J.Molins et E.Vives [45, 46], et D.Egloff [48] exploitent I’hypothése de régularité
pour exprimer la distribution des pertes analytiquement dans le cas des réseaux complets et
étoilés dans un modele d’Ising. Toutefois, ils ne s’intéressent pas a la distribution des pertes
en volume infini pour les topologies considérées. A notre meilleure connaissance, I’étude des
distributions de pertes en volume infini via le modeéle d’Ising est une voie non encore explorée
dans la littérature. Dans ce chapitre nous allons étudier l'effet du degré de connexion sur la
transmission du risque dans un réseau de support. Nous démontrons également des formules
fermées et semi-fermées des distributions de pertes pour les réseaux réguliers de degré d. Nous
utilisons ensuite ces formules dans certains cas pour étudier les phénomeénes critiques d'une
part, et la distribution de perte en volume infini d’autre part. Nous discutons également la
problématique de calcul sur des réseaux non-réguliers, et on démontre que pour une certaine

classe de réseaux non-régulier qu’il est possible de réduire le temps de calcul de maniére tres
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considérable. En outre, nous étudions la possibilité d’encadrer la distribution des pertes par celle

de deux réseaux réguliers, et nous démontrons I'existence d’un tel encadrement.

5.2 Réseaux de support complets

Dans cette section nous considérons un portefeuille de crédit contenant un segment dans
lequel les entités sont en relations de support, et dont le réseau économique associé est tres
connecté. Nous allons donc nous intéresser dans cette section au cas extréme, a savoir celui d’'un

réseau complet, mais celui-ci est supposé au centre d'un réseau économique plus grand.

5.2.1 Effet de la concurrence externe : distribution des pertes et effet de

volume.

On considéere un réseau économique G, =(V,M,T) de taille n, homogéne en probabilité de
défaut intrinseque, en relations et en connectivité (m;; = m et p; = p pour tout (¢, j) € E(V)). Nous
considérons le réseau complet, dont les relations sont toutes de support et de la forme 6;; = X; X ;.
Afin d’étudier comment ce réseau absorbe ou propage un stress qui provient de I’extérieur, on
suppose que chaque entité i € V est connectée a un réseau satellite de concurrents externes
comme le montre la figure 5.1. Pour tout i € V, on note V; ’ensemble des concurrents de i, et
on suppose que V; est de taille s (on a 1a méme taille afin de garder la symétrie), que pour tout
(i,/))eV xV;onad;j=-X;X;, m;; =mg et que les probabilités intrinséques de ces concurrents

sont égales a py.

FIGURE 5.1 — Réseau central complet avec des réseaux satellites de concurrence.
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On note alors G, =(V U?:l Vi,M; »,Ts ) le réseau économique total ou

M moE1 moEs ... moE,
moE1 I 0, 05
Ms,n =
moE, 0, 0, I

avec E; la matrice dont la i®™ ligne est égale a (1,...,1) et le reste est nul. Ts n désigne la famille
de toutes les relations de G ;.

Notre objectif est d’étudier la distribution des pertes sur un segment d’'un portefeuille de crédit
dont le réseau associé est G,,. En considérant que le portefeuille est homogéne en LGD et en
EAD, la distribution des pertes sur G, est 1a méme que celle du taux de défaut Ny . Cela revient

a calculer la probabilité suivante

k
Pg,,(Ny==)= ) 3 Pg, (1,1(1),...,1(n))
. - .
ledt, , 1(1),...,l(n)eQ)®

ou o, :=1{l € QVIZievl ; = n— 2k}, donc chaque élément de cet ensemble correspond a une
configuration d’états de taille n qui contient 2 défauts. Nous avons alors la formule explicite

suivante :

Proposition 5.1. Pour tout k €{0,...,n}, on a

k Ck(1+e72mo=2Boyks(1 4 g2mo=2Bo )n=R)s = 2B=mos)k+2m(C3+C )
Pg,,(Nv = ;) =

" CY (14 e~2mo-2Bo)is(1 4 2mo-2Bo)(n—)s g ~2B=mos)j+2m(C+C7_))
pour tout s €N.

Démonstration. Voir 5.6.1. O

De cette proposition on peut déduire en particulier les formules de la distribution des pertes

étudiés par J.Molins et E.Vives [45, 46]. En effet, pour le réseau étoilé, il suffit de prendre n =1, et
on
obtient donc la probabilité de défaut de 'unique entité centrale avec s entités ®
concurrentes \
p No - 1)— e—2B+2sm0(1+e—2m0—2Bo)s —@
Gs,l( V= ) - e—ZB+28m0(1 + e—2m0—2Bo)s + (1 + e2m0—2Bo)S /
[ ]

Il est clair que si mq > 0, alors

FIGURE 5.2 — G4 1.
lim Pg, (Ny =1)=1 &1
s—+00 ’

Donc une entité qui fait face a un trés grand nombre de concurrents fait défaut presque stirement

quelque soit sa probabilité intrinseque de défaut, celle des concurrents et la connectivité de
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la relation de concurrence. D’autre part, quand la connectivité m( est assez grande, alors la

probabilité Pg, ,(Nv = 1) tend vers ﬁ. Si toutes les entités satellites font défaut, alors la

1
probabilité de défaut de I’entité centrale devient

. 1
pl(}gll [FDGs,l(NV = 1) = 1+ e2B+23mo

comme m < p, alors 'entité centrale bénéficie de ces défauts de plus en plus quand s et

mo augmentent.

On peut également se ramener au cas d’'un réseau de support complet sans relations de

concurrence en prenant s =0 ou mg =0, et on a pour tout & € {0,...,n}

CF o(n—2k)B+m(k(k—1)+(n—k)(n-1-k))
n

k
Pg,,(Nv =—)= - ‘ — : ‘ (5.1)
’ n Z;'l:o CJ, e=2)B+m(j(j=D+(n-j)n-1-)

Cette configuration est trés intéressante, car les entités du réseau sont trés connectées entre
elles et donc les effets de contagion sont trés présents malgré le support mutuel. On s’intéresse

donc au comportement de ce systéme en forte connectivité. Pour m assez grand, on a

k —2k)B k(-1 -k)(n—-1-k
Cne(” )B+m(k(k—1)+(n—k)(n )

k
Pg,,(Nv = —) = .
o noyn, CJ en=2/)B+m(j(j=1+(n=j)n-1-7)
k ,(n—2k)B
Cne(” )

B yn 0C{Le(n—zj)3+2mu—k)(j+k—n)
J:

1 L A
mSlk—O

e—ZnB

m—+oo 1+e2n
0 sinon

ssik=n

car (j—k)(j+k —n) <0 pour tout 0 < j < n si et seulement si j € {0,n}. Donc nous constatons que
seules des pertes de 0 ou 100% est possible, par conséquent nous avons un phénomeéne critique
d’apres la définition 5.27 du chapitre 3. Donc le risque n’est pas diversifiable sur ce réseau, par
conséquent en cas d’une forte exposition sur un segment du portefeuille, dont le réseau associé
est complet et fortement connecté, I’hypothése de granularité infinie n’est plus valable. On peut
se demander si la présence de la concurrence externe empéchera le réseau central G, de se

comporter ainsi. La réponse est non, car d’apres la proposition précédente on a
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Ciel(l + e—2m0—230)k3(1 + eZmO—ZBO)(n—k)se—(23—2mos)k+2m(C]%+Ciik)

Pg. (IV k )
Gy, NV = —)= : -
’ n ;‘L—O Ciz(l +e—2mo—2By )js(l + 82m0—2Bo)(n—j)se_(23_2m03)J+2m(C?+Cr2kj)

k ks ,~2Bk
Cr0%%e

yr o C{;ste—ZBj+2m(j—k)(j+k—n) (5.2)
J:
1 s L —
1+6nsefan S1 k - 0
ensef2nB . _
m—+oo 1+0nse—2nB sik=n
0 sinon
N e2m0 +e_2B0 . . .
ou 0 = 17e2mo—2B * Donc nous avons tOllJOllI'S une concentration du risque sur un segment du

portefeuille avec une telle structure de dépendance. Il convient de noter que si 0 <k < n alors il
existe au moins un 0 < j <n tel que (j —£)(j + & —n) > 0, donc la probabilité Pg, ,(Ny = %) tend au

moins exponentiellement vers 0 quand m tend vers l'infini. On en déduit que

k
Pg, (Ny = =)= 0(e~4™) Pour A > 0 (5.3)
’ n

Donc pour un tel réseau, un phénomeéne critique peut survenir tres vite quand la connectivité

augmente.

5.2.1.1 Comportement en volume infini

Regardons maintenant comment la distribution des pertes sur le réseau G, se comporte
quand n ou s devient tres grand. Nous avons vu qu'une forte connectivité conduit de maniére
exponentielle a une concentration du risque, mais est-il possible que la taille du réseau soit un
élément clé pour parer I'effet d’hyperconnectivité et ’apparition de phénomenes critiques? La

proposition suivante :

Proposition 5.2.
£2m0 4 o~2Bo
1+92m072BO

1. lim Pg,,(Ny = %) =8,(k)L(mo > 0)+Pg,,(Ny = £)L(mg = 0);

Soient m,my=0et B,By >0, on note 0 = . Pour tout k €{0,...,n} on a
2. SiB> %10g(6), alors [P’GSJL(NV = %) ~n—t00 00(R)1L(m > 0)+ ¢p(k)1(m = 0);
3. Si B < §log(0), alors Pg, ,(Ny = %) ~n—+00 On(R)1(m > 0)+ Pp(k)1(m =0);
4. Si B =£log(0), alors Pg,,(Nv = £) ~,_ 0o (360(R) + 26,(R)L(m > 0) + ¢(k)1(m = 0).
ou 6 est U'impulsion de Dirac en a et ¢ est la densité de la loi normale de moyenne Pg, ,(Nv =1)

Pg, ,(Nv=D(1-Pg_, (Ny=1))
~ .

et de variance

Démonstration. Nous démontrons dans 5.6.1.2 un cas plus général. O
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Le premier point de cette proposition nous montre que si le nombre de concurrents externes
par entité devient trés grand, alors la probabilité de défaut de toutes les entités centrales devient
tres importante. Ce qui généralise ce que nous avons vu dans le cas du réseau étoilé. Si le nombre
de concurrents est suffisamment faible tel que B > §1og(0), alors le deuxiéme point affirme que

lim PGs,n=6(1 1,.)

n—-+oo T

Donc le seul état possible est la survie de tout le réseau. La condition B > %log(@) peut également
s’écrire p < Tlgs, et donc nous avons donc une probabilité intrinseque de défaut limite au dessus
de laquelle le réseau central devient vulnérable aux effets de volume. Si B < glog(e), alors cette
fois-ci nous avons

nl_l,IPoo[FDGs,n =0(-1,..,-1,.)

Ce qui veut dire que le nombre de concurrents est assez élevé pour que I'effet de volume soit un
vecteur de propagation du risque de chaque entité dans le reste du réseau. Si B = §log(0), alors

nous avons une situation d’incertitude en volume infini via la limite

1 1
==6@1,. 1,7t 55(—1,...,—1,..)

n—+oo en 9

On peut remarquer que la fonction 6 est décroissante en pg, et croissante en m, par conséquent
il est possible d’avoir pour un faible nombre de concurrents s I'inégalité B < 5log(6) pour une
faible probabilité po et une forte connectivité. On peut déduire de cette proposition que l’effet
du volume méme dans un réseau de support peut étre négatif d’un point de vue risque. Car en
présence d’'une concurrence qui fragilise les différentes entités de ce réseau, la complétude du
réseau diffuse le risque plus qu’elle ’absorbe. Si le réseau central n’est pas connecté (m = 0),

alors la loi de Ny devient équivalente & une loi normale de moyenne moyenne Pg, ,(Ny =1) et de

Pg, , (Ny=1)(1-Pg, , (Ny=1)) ’
) s

devient composé de n réseaux étoilés Gy 1.

variance comme le montre la figure 5.3. Car quand m =0 le réseau G, ,,
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Distribution du taux de deéfaut pour |V|=500

1 W m=0
m=0.1

0.8

0.6

Probabilité

0.4

0.2

0__L

0 100 200 300 400 500

FIGURE 5.3 — Distribution du taux de défaut Ny quand n = 500, pour mg = 0.1, s = 20 et
p=po=2%.

I1 est donc clair qu’une diversification du risque sur un segment d’un portefeuille de crédit
n’est pas toujours garantie quand le réseau associé est du méme type que G ,. De plus, un tres
grand volume n’est pas toujours une solution, car le comportement dans ce cas dépend du rapport

de force entre chaque entité et ses concurrentes.

5.2.1.2 Analyse numérique

Pour mieux voir comment Ny se comporte, nous allons analyser comment le réseau central
réagit a la concurrence externe. En regarde les variations de la distribution des pertes de celui-ci
par rapport a sa taille n et au nombre de concurrents s, mais aussi en fonction des connectivités
m et mg et des probabilités intrinseques de défaut p et po.

La figure 5.4 représente les variations de VaRg59,(Ny) en fonction de la taille n du réseau V et s
le nombre de concurrents par entité de V. On observe tout d’abord que nous avons des passages
de 0 a 1 a partir d’'un certain seuil de s, celui-ci représente la valeur critique du nombre d’entités
concurrents, et elle dépend de n, m et mg. Ce phénomeéne est dii a la complétude du réseau
qui devient tres pénalisante pour ses entités quand elles deviennent assez nombreuses (plus
d’entités plus de connexions). Donc comme les entités centrales sont fortement connectées, alors
la diffusion du risque se fait de maniére trés rapide sans aucune atténuation par effet de distance.
L'augmentation du nombre de concurrents s fait donc grossir la queue de distribution des pertes
Ny brusquement quand le réseau est fortement connecté. Les figures (a) et (b) montrent que
pour le méme niveau de m, nous avons le méme seuil de s a partir duquel VaRg54(Ny) passe

de 0 a 1 quand n est assez grand, a savoir s = 40. En comparant ces deux figures, on constate
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que 'augmentation de m élimine de plus en plus les états intermédiaires entre 0 et 1. Donc
laugmentation de la connectivité m agit comme I'augmentation du nombre d’entités n, cette
dualité n’est vraie que quand le réseau est proche de la complétude en terme de connexion. Les
figures (c) et (d) montrent qu’il en ait de méme pour s et my qui font tous les deux tendre Ny
vers des états de pertes extrémes. Donc en augmentant simultanément m et mg ou s et n rend le

systéme critique dans le sens ou la perte ne peut étre que 0 ou 1.

VaR_95% en fonction du nombre d'entité dans G_s,n VaR_95% en fonction du nombre d'entité dans G_s,n

ci E-i

I
s s

T T
OPOHENMNMNUUWESLUIU GO G0 0000
NOORBONGOORBINOORONGOO RONG

(a) (m,mgp)=1(0.1,0.1) (b) (m,mg)=(0.5,0.1)

VaR_95% en fonction du nombre d'entité dans G_s,n VaR_95% en fonction du nombre d'entité dans G_s,n

(¢) (m,mg)=(0.5,0.5) (d) (m,mg)=(0.1,0.5)

FIGURE 5.4 — Variations de la VaR a 95% en fonction de la taille du réseau.

Pour étudier encore plus cette dualité connectivité-nombre de connexions, nous regardons les
variations de VaRg59,(Nv) en fonction de m et m présentées dans la figure 5.5. On remarque
tout d’abord qu’a l'instar des variations par rapport & n et s nous avons un phénomeéne de

criticalité a partir d’'un certain niveau de connectivité m* qui devient de plus en plus précoce
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quand n augmente. Nous avons également une connectivité critique m; qui diminue quand s
augmente. La seule différence avec les variations par rapport a n et s est que le nombre d’états
possibles de Ny reste fixe car n est fixé dans chaque cas. Par conséquent, les zones de pertes
intermédiaires se réduisent quand m augmente pour toutes les valeurs de n et s. En comparant
les figures de gauche (a,c et e) avec celles de droite (b,d et f) on constate que m* ne dépend pas de
s, ni de m, qui lui dépend de s, ce qui veut dire que le couple (n,m) seul définit la susceptibilité
du réseau central a diffuser le risque. On peut en déduire que si le nombre d’entités centrales
augmente considérablement, alors la topologie compléte du réseau fait augmenter le degré de
connexion ; et compresse les états des pertes intermédiaires de Ny dans les petites valeurs de m
bien que leur nombre augmente avec n. Par la suite une simple augmentation de la concurrence
externe rapproche 'état du réseau central d'un état de perte totale.

Malgré le fait que les relations sont de support, on voit clairement que 'augmentation de la
connexion dans un réseau fait grossir brusquement la queue de la distribution des pertes. Il est
alors important que des systémes tres connectés comme les groupes d’affaires ou les chambres de
compensation prennent en considération les effets néfastes d'un excés d’'interdépendance. Donc
en périodes de stress, il serait préférable pour les groupes d’affaires de réduire I'interdépendance

entre les filiales.
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VaR_95% en fonction des connectivités VaR_95% en fonction des connectivités

(a) n=10,s=5 (b) n=10,s=10

VaR_95% en fonction des connectivités VaR_95% en fonction des connectivités

(c) n=20,s=5 (d) n=20,s=10
VaR_95% en fonction des connectivités VaR_95% en fonction des connectivités
m_o
(e) n=50,s=5 ) n=50,s=10

FIGURE 5.5 — VaR a 95% pour différentes tailles du réseau central V et différentes valeurs de 67,
comme fonction de m et m. 187
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Jusqu’a présent nous avons étudié les variations de la queue de distribution des pertes en
fixant les probabilités intrinseéques p et pg a 2%. Nous avons vu dans le chapitre 3 qu’une
augmentation de la probabilité intrinseque de défaut d'une entité fait augmenter ou baisser la
probabilité marginale de défaut des ses voisins selon les types de relation qui les relient. Dans
notre cas, une diminution de p va profiter aux entités du réseau central en faisant baisser leurs
probabilités de défaut, tandis que les entités concurrentes vont étre impactées négativement par
une augmentation de la probabilité de défaut. Dans 'autre sens, une diminution de pg va faire
augmenter les probabilité marginales de défaut des entités centrales.

La figure 5.6 représente les variations de VaRg59(Ny) en fonction de p et py pour différentes
valeurs de (n,s) et (m,mo)=(0.1,0.1). On remarque d’abord que pour tout p 'augmentation de
po fait diminuer le risque en allant vers les zones ou les pertes sont moins importantes; car la
dégradation des entités périphériques profite au réseau central di a la relation de concurrence.
De méme, pour tout pg 'augmentation de p fait augmenter le risque en allant vers les zones
des pertes importantes, et que plus pg est petit plus il est facile d’avoir de grandes pertes. En
comparant les figures de gauche avec celles de droite, on s’apercoit que 'augmentation du nombre
s de concurrents par entité rend les probabilités critiques p* a partir desquelles on passe a une
zone de pertes extrémes plus facilement atteignables. D’autre part, 'augmentation de la taille du
réseau central n fait disparaitre les zones des pertes intermédiaires. En effet, dans la figure (a)
nous avons toutes les 11 zones qui correspondent a n = 10, alors que dans la figure (c) on ne voit
que 6 premieres zones et un condensé des zones restantes avant la zone rouge de perte totale.
Finalement dans la figure (e) il n’y plus que les zones de 0 et 100% de pertes alors qu’il y en a 51,
ce qui est di a 'augmentation de la connexion dans le réseau central qui le rend critique. Donc
dans un tel réseau critique, une petite dégradation des entités ou une amélioration des entités

concurrentes peut mettre le réseau entier en défaut.
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Var_95% en fonction de p et p_0 Var_95% en fonction de pet p_0

(a) (n,s)=(10,10) (b) (n,s)=(10,20)

Var_95% en fonction de p et p_0 Var_95% en fonction de pet p_0

(¢) (n,5)=(30,10) (d) (n,s)=1(30,20)

Var_95% en fonction de petp_0 Var_95% en fonctionde p et p_0
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(e) (n,s) =(50,10)

® (n,s)=(50,20)

FIGURE 5.6 — VaR a 95% pour un réseau central de taille n = 10 et un degré de concurrence
externe s. = 10, comme fonction de p et pg 189
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La figure 5.7.(a) montre que si on fait augmenter my, alors I’état du réseau devient de plus en
plus critique quand la concurrence s’améliore (décroissance de pg), et donc une augmentation de
la probabilité de défaut p assez faible peut mener a un défaut du réseau central. Si on augmente
également m comme dans la figure (b), alors la situation devient encore plus critique, car nous
n’avons plus de passage par des pertes intermédiaires, mais un passage brutal de 0 4 100% de

pertes.

Var_95% en fonction de pet p_0 E Var_95% en fonction de p et p_0

(a) (m,mg)=1(0.1,0.5) (b) (m,mg)=(0.5,0.5)

FIGURE 5.7 — VaR a 95% pour un réseau central de taille n = 30 et un degré de concurrence
externe s = 10, comme fonction de p et pg

On peut alors conclure que dans un réseau complet, le nombre d’entités joue le méme role
que la connectivité dans la transmission du risque exogéne a celui-ci; et que 'augmentation du
nombre d’entités dans une telle topologie ne renforce pas forcément le réseau. Comme dans la

section précédente, on considére que

5.2.2 Extension au cas de relations satellites arbitraires

Lobjectif de cette section est d’étendre ’étude dans la section précédente en permettant aux
réseaux satellites de contenir toute sorte de relations. L'idée est de comparer les différents effets
simultanés de ces relations sur le réseau central. Nous avons vu dans la section 6 du chapitre
3 que les effets de second ordre de deuxiéme espéce peuvent s’annuler au voisinage de 0. Nous
allons voir par la suite que certaines relations peuvent avoir des effets exactement opposés de
telle maniére a ne pas avoir d’impact.

On consideére alors un réseau G, ou s = (s1,...,5¢) € N9, constitué d'un réseau central G, =
(V,M,T) complet de n entités, de telle sorte que chaque entité i € V est reliée a des entités
satellites V; avec s; relations identiques qu’on note r; pour tout j € {1,...,q} comme le montre la

figure 5.8. Chaque type de relation r; est caractérisée par ces coefficients et elle s’exprime de la
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maniere suivante
0u(X;, X)) =a;X;+b;X;+c;X; X

ou l'entité de gauche i € V et [ € V;. De plus, on suppose que chaque entité satellite reliée au
réseau central par une relation de type r; a une probabilité intrinséque p; et une connectivité

m pour tout j € {1,...,q}. Le réseau central est également homogene avec une connectivité m et

q

les mémes probabilités intrinseques de défaut p. On note v:=|V;| =3,

s;, nous avons donc un

réseau G5, = (VU;ev Vi, M, T ) tel que

0s, 0s,
M F, Fy F, . )
Fi I, 0, ... 0,
Ms,=| . ) ) | ouF;i=|mus, ... mqus, de taillen xvetu; =(1,...,1).
13
F, 0, 0, I,
0Os, 0s,

FIGURE 5.8 — Le réseau G .

Comme dans le cas précédent, on note N4 le taux de défaut ou le taux de perte dans le

sous-réseau A c V. La proposition 5.1 se prolonge au résultat suivant :

Proposition 5.3. Pour tout k €{0,...,n}, on a

cke lefsj' oB(n-2k)+2m(C;+C2_))
n J= 7

k
Pg,,(Ny = —)=
sn n n M9 plSi B(r-200+2m(C2+C2 )
zl:()Cnszlerj e bl

—2(Bj+(cj-—bj)mj)

72(Bj+(aj7bj)mj) .

l+e
eZnLj(aj+cJ-)

ou pour tout j€{l,...,q}, 0, =

+e
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Démonstration. Voir 5.6.1.1. O

Les fonctions 6, représentent I'influence des entités reliées au réseau central via les relations

rj, et quand m; est nul pour j€{1,...,q}, alors 0, = 1, ce qui signifie qu’il n’y a plus d'influence.

B(n—2k)+2m(C2+C2

Le terme e -#) représente la contribution du réseau central dans la distribution

des pertes. Remarquons que si une relation r; est la concurrence 6; = —X; X; utilisée dans la
eZmO +e—2B0

1+e2m0’2BO .

On remarque que s’il existe I c {1,...q} tel que [l;¢f 9‘2 =1, alors la distribution des pertes

section précédente, la constante 0,, =0 =

ne dépendra pas des relations r; pour i € I, ce qui veut dire que les effets de ces relations
s’annulent mutuellement. Pour le cas de deux relations r;,r;, I'équation 0,0, = 1 est plus
forte que eﬁ;ei; = 1. La premiére équation rappelle deux relations opposées quelque soit leurs
multiplicités s,,,s,;. Comme les deux fonctions 60,, et 0,, sont des fonctions de m; et mj, alors la
premieére équation implique que les coefficients non triviaux du développement limité au second
ordre en (m;,m;) au voisinage de (0,0) de leur produit sont nuls. Ces annulations impliquent les
conditions "d’orthogonalité" des relations §;,0; discutées dans le chapitre 3 section 3.2.3. Donc les
équations de compensation des effets de relations de type [I;c; 0, = 1 généralisent les conditions
d’annulations des |I|-formes linéaires dg |IP’G définies dans le chapitre 3 section 3.2.3.
Nous avons vu dans la section précédente que lorsque la connectivité devient tres grande, les
seules pertes possibles sont 0 ou 100% avec des probabilités explicites 5.2. En fait, cette situation
est conservée en préséance de relations autres que la concurrence dans les réseaux satellites.En
effet, on a
Wﬁ sik=0

M, gj;j 208

— 4 ns; o o
m—+o0 1+Hg:1 Hrj./e—2nB

k
PGs,n(NV = ;) si k =n

0 sinon

-1
a g"%i ,—2nB
1+]'[j:16,j e

Nous avons donc Pa,, Anba,. 1)+ (1=2Ap)0(-1,. —1), 00 Ay = . Par conséquent,

m—+o00

pour tout i,j€V,on a

lim Pg (X;=-1= lim Pg (X;=X;=-1)=1-4,
’ m—+00 ’

m—+o00
Or COVGsyn(Xi,Xj) = 4(|]:DGS,n(Xi = Xj = —1) — PGM(Xi = 1)[FDGS,,L(Xj = —1)), alors

lim Covg,,(X;,X;)=41,(1-1,)et lim Corg,  (X;,X;)=1 (5.4)
m—+o00 ’ m—+o00 ,

La valeur de la corrélation de défaut illustre I'effet de la criticalité sur I'impossibilité d’annuler la
concentration du risque associé a une exposition sur un tel réseau. Cependant, les cas 1,, =0 ou 1
constituent des singularités, qui ne sont atteintes que pour un volume infini (n — +00); cela fait

I’'objet de la sous-section qui suit.
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5.2.2.1 Comportement en volume infini

Pour la relation de concurrence considérée dans la section précédente on a 8 > 1. Cette
inégalité n’est pas vraie pour toutes les relations, et donc il est possible d’avoir des relations telles

que 0,, < 1. En particulier, si m; >0, alors

B;
er =leaj+c;=0o0ubj-a;= —
m;
Donc contrairement a la proposition 5.1, le comportement en volume infini devient différent, car

il dépend des valeurs des fonctions 0r,, et on a le résultat suivant :
Proposition 5.4. Pour tout k €{0,...,n}, on a

1. Pourtout je{l,...,q}, on a
— Si6,,<1, lim Pg,, (Ny =£)=5¢(k)1(m;>0)+Pg
Sj—>+OO ’

— 8Si6,,>1, lim Pg,,(Ny =£)=5,()1(m;>0)+Pg
§j—+o0 >

(51008 =0s05
— S’il existe des relations (r;);es telles que ij [Lier Hﬁz =1, en particulier 0,, = 1, alors la
probabilité Pg, ,(Ny = %) est constante par rapport s ;.
2. Pour tout seN9, on a
— SiB> %Z?ZISjlog(Hrj), alors Pg, ,(Ny = %) ~n—+00 00(R)1(m > 0) + Pp(k)1(m = 0)
— SiB< %Zgzlsﬂog(erj), alors PGM(NV = %) ~n—+o00 On(R)1(m > 0) + Pp(k)1(m = 0)

— SiB=1¥? s;log0,,), alors Pg,,(Ny = &)~ .o (380 + 36,)1(m > 0) + p(k)L(m = 0)

PGs,l (NV:]-)(]-_'PGS’I (Ny=1))
) .

ou ¢ est la densité de la loi normale de moyenne Pg ,(Ny = 1) et de variance
Démonstration. Voir 5.6.1.2. O

On peut déduire de ce résultat que si pour une relation r; on a 6, > 1, alors cette relation est
"mauvaise" pour le groupe central V, et que plus celui-ci entretien des relations de ce type, plus
son état se dégrade. En revanche, I'inégalité 0, < 1 signifie que cette relation est "bonne" pour le
réseau central, et 6,, = 1 veut dire que cette relation n’a aucun impact.

Prenons maintenant deux relations de support SNM ( voir 3.2.5 ) que nous appellerons SNM*

et SNM ™ définies respectivement par
5i+j(J_r1,J_rl) =1, 6;}(1,—1) =6 et 6;}(—1, 1)=0

6;j(i1,il) =1, 6i_j(1,—1) =0et 5i_j(_1’1) =6

o1 €V et jeV;. Les parametres 6" et 6~ sont dans [0,2[ pour que les relations soient de
support, car c(d l.ij) =2-06*. La relation SNM™ est une relation dans laquelle I'entité centrale
i € V est supportée par I'entité satellite j € V; de telle sorte que j se dégrade quand m;; augmente.

Alors que dans la relation SNM™ les roles s’inversent, et c’est i € V qui supporte ses entités
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satellites j € V; ce qui la fait dégrader quand m;; augmente. On note 0, et 0,, les fonctions 6
correspondantes aux relations SNM ™' et SNM ™~ respectivement, on a

1 + e(l—6+)mp—2Bp 1 + emm_ZBm

bp = omp(1-0) 4 g-0"m, 2B, et Om =

eMm + e6’mm—23m

On peut facilement démontrer pour tout B,,By,,mp,mpy, >0 que 0, <1et 0, > 1, ce qui veut dire
que la relation SNM™ est "bonne" en terme de quantité pour le réseau central, contrairement a
SNM~. Nous allons analyse dans la sous-section qui suit comment ces relations agissent sur la
distribution des pertes.

Le deuxiéme point de cette est proposition est assez similaire a celui de 5.1, a ’exception de la
comparaison entre B et %Z?:l sjlog(6; ;). Cette comparaison se ramene a celle de la probabilité
ﬁ La probabilité pg
représente la valeur maximale de la probabilité intrinseque de défaut p pour laquelle I'effet

intrinseque de défaut p des entités centrales et la probabilité py =

du grand volume n’est pas négative. Si les relations sont fixes, alors cela nécessite avoir des
connectivités (m;) je(l,...,q} qui minimisent H;I.zl ij ! Donc pour de telles connectivités (si celles-ci
existent), I'inégalité B > %Z?zls jlog(8;,) est facile a obtenir, et donc le risque sur un segment
d’un portefeuille d'une telle structure est minimal par effet de volume. Si dans un tel segment
nous avons une configuration des relations satellites et de connectivités pour lesquelles le produit
H;I.Zl ij est assez grand, alors les paquets de relations de chacune des entités centrales les
rends fragiles. En effet, dans ce cas I'inégalité B < %Z?Zl s;jlog(6;;) devient vraisemblable si la
résistance B n’est pas suffisamment grande, donc l'effet de volume peut provoquer une perte
Ny =100% avec une probabilité tres élevée.

Pour les cas B # %Z?zlsﬂog(ﬁrj) avec m > 0, nous avons 1, — 0 ou 1, donc on a un une co-
variance nulle d’apres 5.4 car les probabilités de défaut sont toutes nulles ou égales a 1. Si
B = %Z?zlsj- log(ﬁrj), alors A,, — %, par conséquent la covariance 41,(1 - A,) quand m — +oco
devient maximale, et toutes les probabilités de défaut (marginales ou multiples) sont égales a %
La quantité B — %Z?zl sjlog(6;,) représente la résistance équivalente de chaque entité du réseau
central en imaginant que nous ne percevons que les effets des réseaux satellites et que le réseau
G, est ramené au réseau G,. Par conséquent, si cette quantité est nulle, les travaux de Peierels
[163] discutés dans le chapitre 3 3.7 sur les réseaux de degré fixe on peut imaginer qu’il existe un
changement de phase. Cependant, nous avons bien 'unicité de la limite de la mesure en volume
infini d’apres la proposition précédente, ce qui veut dire qu’il n’y a pas de changement de phase

dans le sens de la mécanique statistique.

11 est possible exprimer les probabilités marginales ou bivariées de défaut des entités du
réseau central, ou méme de celles des entités des réseaux satellites. La proposition suivante nous

donne ces probabilités de maniere explicite. Celle-ci repose sur les mémes technique de calcul de

1. Ce produit est une fonction bornée en (m ;) je(1, .. 4}, mais, mais nous avons aucune garantie sur 'existence d’'un
minimum.
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la distribution des pertes, mais les formules restent assez compliquées a exploiter. Nous avons vu
qu’il est possible d’analyser ces formules en volume infini via les résultats précédents, donc ces

formules sont données a titre illustratif.

Proposition 5.5.

Soient n>1et seNY,
1. PourtoutieV,ona

Zn 1 Ck H sj(k+1) oB(n—2k-2)+2m(C3+C2
-1

n—k— 1+k)

Pg. (X;=-1)=
s,n s -l 2 2
Zl OCZ H J B(n 2D+2m(C7+C;_)

2. Pourtout (i,j)e E(V),on a

¥ 2Ck Hq 68J<k+2) B(n—2k-4)+2m(C3+C2_, ,+2k+1)

Po. (Xi=X;=-1)=
Gs,n( i )= Cl ijleB(n 20)+2m(C2+C2_)

Démonstration. Voir 5.6.1.3. O

Leffet du volume dans un réseau complet est dii au nombre de relations qui grandit linéaire-
ment avec n. En effet, la partie de couplage du modéle s’écrit 2m(C,% + Crzl_ _1)> donc augmente de
maniére quadratique par rapport a n. Ceci crée une hyperconnectivité qui rend le réseau central
trés sensible a toute variation de I'état de santé de chacune de ses entités, et donc sensible aux
perturbations des réseaux satellites. Un des modeéles de spin utilisés dans ’étude des réseaux
complets est le modele de Curie-Weiss dont la partie de couplage est normalisée par n. De maniére
générale, la normalisation se fait par le degré du réseau, pour plus d’informations sur ce modéle,
voir le livre de S. Friedli et Y. Velenik [104]. Pour affiner davantage I’étude de ce phénomene, on
s'intéressera plus loin aux réseaux réguliers d'un degré de connexion d et leur comportement en

volume infini.

5.2.2.2 Analyse numérique :

Dans la section précédente, nous avons analysé numériquement l’effet de la concurrence
externe sur le réseau central, I'objectif est de ré-appliquer la méme méthodologie d’analyse sur
plusieurs relations externes. La ligne directive est de faire confronter des relations dont les effets
sur le réseau central sont opposés, c’est a dire dont les fonctions 6 n’ont pas la méme position par

rapport a 1.

A- Effet des réseaux externes SNM~ : On suppose que les réseaux satellites sont reliés
uniquement via les relations SNM ™~ au réseau central. Ces relations sont pénalisantes pour les
entités centrales du fait du support cotiteux qu’elles portent a leurs entités satellites, la proposi-

tion 5.4 nous indique qu'un nombre important de ces relations dégrade trés considérablement le
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réseau central. La figure 5.9 nous montre que l'effet du nombre des relation SNM ™ est similaire a
celui des relations de concurrence, comme vu précédemment dans la figure 5.4, méme si elles sont
de support. Quand on fait augmenter 6, I'effet de support "négatif’ pour les entités centrales
s’accentue, ce qui veut dire que 6~ traduit le cotit du support que chaque entité centrale apporte.
En effet, la figure (b) met en évidence le fait qu’il devient suffisant d’avoir un nombre faible
d’entités a supporter de la part des entités centrales pour que les pertes soient tres élevées. En
outre, les états intermédiaires disparaissent pour un nombre important d’entités centrales, ce
qui meéne également vers des situations de passage d’'une perte de 0 4 100% a partir d’'un seuil de
nombre d’entités supportées qui diminue quand 6~ augmente. Cet effet s’accentue d’avantage si
on fait augmenter m et m,,, car d'une part 'augmentation de m,, va rendre I’effet plus intense,

et celle de m va disperser la dégradation de chaque entité centrale aux autres.

VaR_95% VaR_95%

I
BN WL W WA R AU
£N0O U ONUIBR A

(L )
~N O Wao W

s5_m

(@ m=m;=0.1etd” =15 b)) m=my =01etd” =19

FIGURE 5.9 — VaRgs59 en fonction de la taille de V et s, et différentes valeurs de 6~ pour
P=DPm=1%.

Les variations de VaRgs59(Ny) par rapport a (m,m,,) sont similaires a celles dans le cas de
la concurrence. La figure 5.10 indique la disparition des états intermédiaires aprés augmentation
de m, et que le seuil de m,, a partir duquel on peut passer de 0 a 100% de pertes devient plus
proche quand s,, et le colit 6~ augmentent. En plus, si on fait augmenter la taille n du réseau
central, alors les états intermédiaires disparaitrons pour des connectivités m tres faibles, du fait

de 'augmentation de le degré de connexion dans le réseau.
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VaR_95% VaR_95%

(@) n=20,s;,=5etd6” =15 (b) n=20,sp,, =5etd =19

VaR_95% VaR_95%

() n=20,5,=10et 6 =15 (d) n=20,sp,=10et 6" =19

FIGURE 5.10 — VaRgs59 en fonction de m et m,, et différentes valeurs de 6~ pour p = p,, = 1%.

Analysons maintenant les variations de VaRgs54(Ny) en fonction de (p, p,,). La figure 5.11
montre que 'augmentation de la probabilité de la probabilité p,, fait augmenter la perte (les
lignes de niveau sont inclinées vers la droite), car SNM ™~ est une relation de support, et donc
Pg,,(X; = —1) augmente pour tout i € V et par la suite la perte sur V augmente. Toutefois,
on remarque que 'augmentation de 6~ diminue cet effet d’inclinaison des zones de pertes qui
deviennent presque horizontales (voir figures pour lesquels 6~ = 1.9). Ce phénomeéne vient
du fait que plus 6~ se rapproche de 2, plus la relation se rapproche d’'une relation purement
économique, car c(0;;) =2 -6~ pour tout i € V et j € V;. D’autre part, 'augmentation de 6~
provoque également une augmentation des pertes dans le réseau central qui s’accentue d’avantage
quand n augmente comme le montrent les figures (e) et (f) ; ceci fait également réduire les zones

de pertes intermédiaires.
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VaR_95%

VaR_95%

(@) n=20,s;,=5etd6” =15 (b) n=20,s8;, =5et6” =1.9

VaR_95% VaR_95%

() n=20, s,

10eté6™ =15 (d) n=20,sp,=10et 6" =19

VaR_95% VaR_95%

i
- ins
0

i 5153155 5 B 1 S 1515 S
DODDDODDORREEERERECREMNMMNMRORK
O-NWRO®-I®O NWEAU-NOODORWARNGOO
P WU SO W~ N O30 NpEOO®E— WU O
HNNWEOG
p_m
(e) n=25,8;,=15et6~ =15 Hn=25s,=15et6 =1.9

FIGURE 5.11 — VaRg59, en fonction de p et p,, et différentes valeurs de 6~ pour m =m,, = 1%.
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Nous avons alors une relation de support qui agit négativement sur ’entité qui supporte, qui
a son tour transmet cette difficulté a supporter a tout le réseau central. Par effet d’exces de degré
de connexion dans un réseau complet, cette transmission rend le colit du support encore plus

important au niveau du réseau central, et fait grossir la queue de la distribution des pertes.

B- Relations externes SNM* vs C: Nous allons voir maintenant comment les effets opposés
des deux relations SNM™* et C se confrontent. On suppose alors que les réseaux satellites
ne sont peuplés que par des entités concurrentes et d’autres qui supportent celles du réseau
central. Le support dont bénéficie le réseau central devrait baisser la perte alors que celui des
entités concurrentes devrait 'augmenter. Nous allons donc analyser I’effet du nombre de ces
entités satellites, leurs connectivités avec le réseau central ainsi que leurs probabilités de défaut
intrinséques sur la senté globale du réseau central.

La figure 5.12 nous montre comment le nombre de relations de concurrence et de support positif
agit sur la distribution des pertes. La figure (a) montre que plus le nombre de concurrents est
grand, plus la VaR de la perte sur le groupe V a tendance a se situer dans les zones de grandes
pertes, contrairement au nombre de relations de support qui fait diminuer les pertes. On observe
qu’il y a en général des frontieres droites entre les différentes zones de pertes, ce qui veut dire
que la VaR ne dépend que de s, —s,. Dans le cas de la figure (a), on peut déterminer a partir
de quel seuils de s, — s, on passe d'une région a une autre en se basant sur les valeurs de s,
quand s, = 0. Si on augmente §*, alors on observe comme dans la figure (b) que les frontiéres
entre les zones de pertes deviennent droites par morceaux, tout en augmentant la taille des zones
de faibles pertes et en diminuant les zones de fortes pertes. Cela confirme I’aspect positif de la
relation SNM™ pour un §* important.

Les figures (c),(d),(e) et (f) confirment le méme phénomeéne pour des tailles du réseaux V plus
importantes, mais nous remarquons également que les zones de pertes intermédiaires sont de

plus en plus réduites quand n augmente.
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VaR_95% dans le cas d'un groupe de 10 entités VaR_95% dans le cas d'un groupe de 10 entités

] s L s I e s L
0 3 6 912151821242730333639424548 51 5457 60636669 3 6 91215182124273033363942454851 5457 60636669

s € L5 v
(a) n=10,6t=1.5 (b) n=10,6*=1.9
VaR_95% dans le cas d'un groupe de 20 entités VaR_95% dans le cas d'un groupe de 20 entités

G N S N T I N L T
0 3 6 912151821242730333639424548 51 5457 60636669 1215182124 2730333639424548 51 5457 60 6366 69

S.C =
(¢) n=20,6t=15 (d) n=20,6t=1.9
VaR_95% dans le cas d'un groupe de 40 entités VaR_95% dans le cas d'un groupe de 40 entités

O O I L O OO L O S O s L B
0 3 6 912151821242730333639424548 515457 60636669 12151821242730333639424548515457 60636669

(e) n=40,6* =15 () n=40,6" =19

FIGURE 5.12 — VaRgsq pour différentes tailles du réseau central V et différentes valeurs de 67,
comme fonction de s, et s pour p =p,, =1% et m =m,, = 1%.
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La figure 5.13 met encore plus le point sur la disparition des zones de pertes intermédiaires
quand n augmente considérablement. Ce qui revient comme nous I’'avons expliqué précédemment

a l'augmentation du degré de connexion dans le réseau par complétude de ce dernier.

VaR_95% dans le cas d'un groupe de 60 entités VaR_95% dans le cas d'un groupe de 60 entites

.
0 3 6 912151821242730333639424548 515457 60636669 6 1215182124273033363942454851 5457 606366 63

(a) n=60,6" =15 (b) n=60,6"=1.9

VaR_95% dans le cas d'un groupe de 80 entités VaR_95% dans le cas d'un groupe de 80 entités

v R TS B
9 121518212427303336394245485154 576063 6669 6 912151821242730333063942454851545760636669

s.C s_cC
(¢) n=80,6"=1.5 (d) n=80,6t=1.9

FIGURE 5.13 — VaRgs9, pour différentes tailles du réseau central V et différentes valeurs de 67,
comme fonction de s, et s pour p = p,, =1% et m = m,, = 1%.

Pour ce qui est des variations par rapport aux connectivités, la figure 5.14 nous montre que

ces variations sont similaires a celles par rapport a s, et s..
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VaR 95% pour n=10 et d p=3 VaR 95% pour n=10etd p=3

T
[=1

(c) m=0.1 (d) m=0.5

FIGURE 5.14 — VaR a 95% pour les réseaux centraux large pool pour différentes valeurs de 67,
comme fonction de m, et m. pour s, =s. =5.

Les figures (a), (b), (c) et (d) nous indiquent que le fait d’augmenter la taille du réseau central
n simultanément avec sa connectivité m nous conduit rapidement vers une disparition des pertes
intermédiaires. En effet, sur la figure (d) on voit que pour n =30 et m = 0.5 on a cet état critique
du réseau, alors que pour m = 0.1 on a besoin de n = 80 pour I'atteindre comme le montre bien la
figure 5.13. Cela est da encore une fois au degré de connexion du réseau qui est maximal vu sa
complétude, ce qui nous meéne a étudier le méme phénomeéne dans des réseaux avec des degrés de

connexion moins importants, comme il est ’objet de la prochaine section.
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VaR_95% VaR_95%

(a) sp=sc=5et6* =15 (b) sp=sc=5etd" =19

VaR_95% VaR_95%

(c) sp=sc=10et6+=1.5 (d) sp=sc=109t6+=1.9

FIGURE 5.15 — VaRgs9 en fonction de (pp,pc), (sp,s¢) et 67 pour m=mp, =m,=0.1.

Nous avons alors un phénomeéne de conflit de relations dont les effets sur les entités centrales
sont opposés. On déduit des différentes analyses que si les entités qui supportent se dégradent,
alors ceci dégrade le réseau central par effet de contagion d’une part, et laisse la place a la concur-
rence qui dégrade le réseau central d’avantage. Comme nous I'avons expliqué analytiquement, le
produit 9:,” 03¢ joue un role essentiel dans I'effet combiné des deux relation par le fait de sa valeur

par rapport a 1. Comme

.
1+ o(1-6")m,-2B, s, &M + e 2Be

SppSec — Se
0p 0" = (emp(1—5+)+e—6+mp—23p (1+emc—2Bc)

alors on peut voir a titre d’exemple que 'augmentation de B, fait diminuer ce produit. Donc si

B, est suffisamment grand, ce qui dépend des parametres de la relation de concurrence, alors ce
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produit devient inférieur a 1, ce qui veut dire que I'effet positif de la relation de support 'emporte
sur celui de la concurrence. Il est alors intéressant pour les banques de regarder les différentes
relations dans leurs portefeuilles de crédit; et le produit des fonctions 6 correspondantes pour
déterminer si le portefeuille contient suffisamment de poids de bonnes relations pour limiter les

pertes.

C- Relations externes SNM* vs SNM~ : Cette fois ci nous allons analyser les effets opposés
quun réseau V de 20 entités subit en ayant des relations externes SNM™* et SNM~. Comme
nous I’avons vu dans le cas précedent, les variations par rapport au nombre de relations et par
rapport a la connectivité sont similaires par effet de complétude du réseau. Donc on s’intéresse
uniquement aux variations de VaRgs59(Ny) par rapport au nombre de relations.

La figure 5.16 représente les variations VaRg59(INv) pour V contenant 20 entités. On constate
que plus le nombre de relations SNM~ est grand devant celui de SNM™*, plus les pertes sont
importantes. En outre, quand 6* ou 6~ augmentent, alors ils font ’effet de leurs relations
respectives. La figure 5.17 représente les surfaces de 9;," 0, en fonction de (s, sp,) pour différentes
valeurs du couple (6%,67). On remarque que ce produit est en dessous de 1 dans les mémes
zones dans lesquels la VaRgs54,(Ny) atteint des niveaux de pertes assez grands, de plus le fait
d’augmenter 6* ou 6~ fait incliner la surface vers ’axe des s,, ou celui des s,. Ceci produit alors
Peffet de réduction de la zone des pertes extrémes comme on le voit sur la figure 5.16. Donc
cela confirme bien le réle du produit 9;" 0;" dans 'impact du mélange de relations sur le réseau

central.
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VaR_95% VaR_95%
s.m :
(a) (67,67)=(1.5,1.5) (b) (67,67)=(1.5,1.9)
VaR_95% VaR_95%

(¢) (67,67)=(1.9,1.5)

(d (6*,67)=(1.9,1.9)
FIGURE 5.16 — VaRgs9 pour un réseau central de taille n = 20 et différentes valeurs de (6*,67)
comme fonction de s, et s, pour p=pp =p;, =1%
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(a) (6%,67)=(1.5,1.5)

() (67,67)=(1.5,1.9)
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80 80 |

60
70 -

40

60 60

50
50 2

20

4

produit40 produit 40

(¢) (6%,67)=(1.9,1.5) @ (6%,67)=(1.9,1.9)

FIGURE 5.17 — 9;” 05" comme fonction de s p et s,,, pour différentes valeurs de (6%,67), et pour
P=Pp=Pm=1%.

5.3 Réseaux de support réguliers : effet du degré de connexion.

Lobjectif de cette section est d’étudier les réseaux de support connectés a des réseaux satel-
lites, mais a la différence du cas précédent, ces réseaux centraux ne seront pas complets. On
se donne un réseau central G, (d)=(V,M,T) de n entités et un entier naturel d <n —1 de telle
sorte que pour tout i € V, le nombre de voisins N(i) est fixe et égal a d que nous appelons degré

de connexion. Cela veut dire que chaque entité de V est connectée a exactement d autres entités
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de V, et le cas d =n —1 correspond a la complétude du réseau. L'idée est de reproduire 1’étude
faite dans la section précédente en prenant en compte le degré de connexion d et son effet sur la
propagation du risque ou du support qui vient des réseaux satellites propres a chaque entité de V.
Il est important de mentionner que dans un réseau de taille n impaire, les degrés de connexion
possibles d sont les degrés pairs. En guise de simplification, et sans perte de généralité des
résultats qu’on obtiendra, on s’intéresse uniquement aux degrés pairs peu importe la parité de
n, donc on suppose que d est pair. Comme discuté dans la section 7 du chapitre 3, si le degré d
est constant par rapport a n, alors on peut les considérer pour n = N d pour un certain N € N*
le réseau G,(d) comme doublement périodique, et donc comme un réseau sur le tore T%. Pour
d =2, nous avons vu que l'utilisation de la matrice de transfert permet via ses valeurs propres
d’expliciter assez facilement la fonction Zg. Cela permet uniquement d’étudier I'énergie libre,
ainsi que les phénomeénes critiques. Cependant, notre objectif est d’étudier la distribution des
pertes, ce qui nécessite le calcul des quantités ) ;¢ i Pa(1). Lutilisation dans le cas d = 2 des
matrices de transfert n’est pas adaptée pour le calcul de celles-ci, ce qui nécessiterait le recours a
de méthodes combinatoires comme nous allons voir par la site. La littérature sur ’expression du
modele de maniére plus simple dans le cas bidimentionnel périodique est trés large, notamment
sur la technique introduite par Kac et Ward [164]. Cette technique repose sur 'exploitation de la
géométrie du réseau et du tore T2 et 'utilisation de méthodes de cohomologie 2. Ces techniques
permettent d’exprimer la fonction de partition Zg via des matrices dites de Kac-Ward. Ces mé-
thodes sont trés techniques, et ne sont pas adaptées a des réseaux dont le degré varie en fonction
de la taille. Pour d = 2 contant, le probléme devient beaucoup plus compliqué, et I'utilisation
des matrices de transfert ni de celles de Kac-Ward n’est possible. Nous allons donc étudier le

probléme sous un angle différent, qui est plus conforme & nos motivations.

Comme dans la section précédente, on suppose pour tout i € V a un réseau satellite V;
constitué de s entités indépendantes dont s; sont connectées a i via une relation r; pour tout
J€{l1,...,q} ou q est le nombre de relations différentes. Nous avons alors un réseau G ,(d) :=

(VUiev Vi, M, ,(d), T »,(d)) comme le montre la figure suivante :

2. La cohomologie est un ensemble d’invariants topologiques associés & un espace, qui encode 'information de
I’espace dans des structures de groupe, de module ou d’espace vectoriel. Il existe plusieurs types de cohomologie,
comme la cohomologie galoisienne construite sur des structures de corps, la cohomologie de De Rham construite via
les formes différentielles sur une variété différentielle, et plusieurs d’autres cohomologies construites pour répondre a
des besoins techniques en mathématiques.
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/ [ X 151
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Ty

FIGURE 5.18 — Le réseau G ,(d).

On garde les mémes notations, les mémes hypothéses de symétrie ® et ’homogénéité * que la
section précédente. On s’'intéresse a la distribution des pertes Ny sur V, et nous avons le résultat

suivant :

Proposition 5.6. Pour tout k€{0,...,n}etd<n-1,ona

ks; _
?ZIGr;ngZd)(m)eB(n 2k)

Is; (d _
?:0 H?‘:l er’d)g )(m)eB(n 21)

k
P, @) Ny =—)=
n

ou pour tout k €{0,...,n}, (,bged)(m) = Y eMmrupermlili De plus, pour tout d <n—1 et tout k <n,
ZE.Q{]E,,L
_ 2.2 _(2
¢>§e" D(m) = em2C+C,s Cn)(pged)(—m) et <p£ld_)k(m) = <p§ed)(m)pour tout m > 0.
Démonstration. Voir 5.6.1. O

Si on suppose 'absence de réseaux satellites, alors G5 ,(d) = G(d), et on a

- - B ) ¢§ed)(m)eB(n—2k)
G, )Wy = —)=
n ?:0 ¢§d)(m)eB(n—2l)

ce qui donne une expression semi-fermée de la distribution des pertes pour le réseau de degré
d. Cette expression de la distribution des pertes nous montre comment le degré de connexion

dans un réseau change la distribution des pertes, ce qui s’exprime explicitement tout comme pour

3. Pour tout (i,j) e E(V), m; j =m, et pour toute entité satellite reliée a i € V avec une relation r s la connectivité
de sa relation est m ;.

4. Méme probabilités de défaut intrinséques p pour les entité centrales, et pour les entités satellites p; pour
Jefl,...,q}
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@ Nous n’avons pas de formule fermée

k
générale de cette fonction, cependant il est possible d’exprimer ¢§e2) dont la formule dépend de la ré-

les réseaux satellites par I'introduction d’'une fonction ¢

solution exacte d’'un probleme de dénombrement ; a savoir un probleme assez difficile de coloriage
d’un graphe comme nous allons le voir plus loin. Il est également facile 4 remarquer que sid = n—1,

ce qui veut dire que le graphe est complet, alors pour tout [ € &, ,,, la somme ¥ (; j)eg(v)lil; est

n(nfl))

constante et égale a 2m(Ci + C;Zz—k - %), et donc gbgen_l)(m) = Cﬁe2m(cz+ci—k_ 1

ramene a la formule de la section précédente. En outre, le lemme nous fournit une symétrie

, Ce qui nous

supplémentaire au niveau du degré qui nous permet de faire des calculs uniquement pour les
degrés inférieurs a [5]. Nous disposons également d'une symétrie par rapport a k qui, donc on
peut restreindre les calculs aux valeurs de % inférieurs a [§1, ce qui réduit considérablement les

calculs dans le cas des degrés assez grands.

5.3.1 Comportement en fortes connectivités

Nous avons vu dans les sections précédentes que quand la connectivité m dans le réseau
central devient forte, alors la distribution des pertes se concentre sur les pertes de 0 et 100%.
Ce comportement ne dépend pas du niveau de connexion du réseau, sauf pour la vitesse de

convergence quand m devient grand. Nous allons montrer que cela est vrai pour tout degré d en

utilisant la comparaison des fonctions (/)ged).
Pour tout m >0, on a
ndm
¢5(m) = ¢ P(m) = e"2
D’autre part, pour tout £ #0,n ona VI € of} n,on a }.; jherwv)lilj < %. Par conséquent, pour tout

(d)
k#0,n, ¢ M) _ 0, d’ou

lim “&H—
m—+oo ¢\ (m)

enB

P Ny =0)=
Gs,n(d) 14 Zn Hq Hlsj ¢§d)(m) eB(n_2l)
[=01t;=1"r; ¢E)d)(m)

enB

m—+oo ,nB q nsj ,—nB
et +] |j:16,j e
De la méme maniére, on a

q nsj ,—-nB
ITj_,0r;"e

ns;
r

PGS’"(d)(NV =D m—+oo onB | H;I:le J

e—nB

Or la somme de ces deux limites est 1, alors pour tout 2 # 0,n on a Pg, ,(a)(Nv = %) — 0.
’ —+00

Ce résultat est le méme que celui du cas complet, donc les limites ne dépendent pas du degré
de connexion du réseau. En outre, la fonction (/)(nd)(m) prend de plus en plus des exposants plus

Am

grands de la forme e”™ avec A € Z quand d augmente. Donc plus le degré d est grand, plus la

vitesse de convergence de la limite est forte. Donc le degré d joue un réle d’accélérateur pour
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Parrivée a I’état critique en cas d’un réseau de support. On voit également que ces limites sont
les mémes quantités A, et 1— A1, trouvées dans 5.2, et dont le comportement en volume infini

dépend de la comparaison entre B et %Z;I.:l sjlog(6;)).

5.3.2 Comportement au voisinage des faibles connectivités

Linconvénient de la proposition précédente 5.6 réside dans la fonction (,bged) qui n’est pas

adaptée aux calculs sur des réseaux de trés grandes tailles. En effet, pour / € o/, ,, 'expression
Y.i,jeEwv)lilj n’est pas constate et dépend du choix de /, donc le calcul de (,bged) nécessite de traver-
ser a chaque fois I'ensemble <7, ,, qui contient Cﬁ éléments; ce qui reste assez coliteux en calculs
malgré que Cﬁ est largement inférieure a 2. Cependant, on peut utiliser des approximations de

cette fonction pour des valeurs assez faibles de m comme nous montre la proposition qui suit.

Proposition 5.7. Pour tout k €{0,n} et d <n—1, la fonction ¢§€d) se développe en série entiere :

(P;d)(m) — Z armr

r=0
: o Cin(S v Sii
dont les coefficients s’écrivent a, = y AS?H avec Cpn(S):= ¥ I ZL.Z’EN() Y,
SeNEV)  (; heEW) lest, , 1€V
Y Sy=r
(i,))EE(V)
Démonstration. Voir 5.6.1.4. O

Nous disposons alors d’'une formule qui fait apparaitre des courants aléatoires S comme nous
avons vu dans la section 4 du chapitre 3. Celle-ci peut servir a faire des développements limités
pour des valeurs faibles de m, dont les coefficients a, sont calculables analytiquement. On notera

p(S) le coefficient multinomial afin de calculer chaque coefficient a,, il faut d’abord

1
Ha perv)(Sih?
trouver tous les courants S sur le réseau central G,(d) qui vérifient 3} S;;=r.
(i, )EEV)
— Pour r =0, le courant nul est le seul qui vérifie Y S;j=0,etonaag=>Ycy,, 1= Cﬁ.
(i,))EE(V) |
— Pour r =1, les courants S(e) = (1(e = (i, /) j)e(v) pour tout e € E(V) sont les seuls dont la

somme est 1. Donc

ar= Y p(S)Cha(SG, )
SeNE(V)
26, peEwv)Sij=1

= 2 Xl

G,NDEE(V) e, ,
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D’autre part, on a

Z lilj= Z lilj-i- Z lilj+ Z lilj+ Z lilj

ledy, , ledy , ledy, , ledy , ledty, ,
lLi=l;=—1 li=l;=1 lLi=—1;=-1 ~l;=1;=-1
= > 1+2 ) 1+ ) -1
lest, 902 lesty n-2 lesty 102

k k-2 k-1
= Cn—2 + Cn—2 - 2Cn—2
D’ou 4
n _ _
a1 = T(Cﬁ_z —2Ch 5 +CE)
— Pour r =2, les courants dont la somme est égale a 2 sont les courants S(i,j) = (21(e =
(Z,7))ecE(v) pour tout (i,7) € E(V), S(,j,p,q) = (1(e = (i,/)) + 1(e = (p,9)))ecE(v) pour tout

@,7),(p,@) € E(V) tels que i,j # p,q; et S(G, j,p) = (L(e = (i, 7)) + 1(e = (i, p))eek(v) pour tout
(i,j))e E(V) et pe N(i)\{j}, on a alors

as= Y, pSe) Y 1+ Y p@SGJ,p,a)Crn(SG,j,p,q)

e=(i,j))EE(V) lesty , @i,),(p,Q)EEV)
i1,j#D,q
+ ) > p(S@,j,p)Crn(SG,J,p)).

(i, ))EE(V) peNGUN()\{i,j}

Il s’agit cette fois-ci de calculer Cy, ,(S(i,,p,q)) = Lies,, liljlply. On a

Z liljlplq= Z liljlplq+ Z liljlplq-}- Z liljlplq+ Z liljlplq

lE.Q{k,n lE.Q{k,n lE.Q{k,n lE.ssz,n lE.Q{k,n
lg=lp=-1 lg=—1p=1 —lg=lp=1 lg=lp=1
= Z lilj+ Z lilj—Z Z lilj
lestyn2 lesty 92 lest, 1p-2
Comme

Cra(SG, =Y Lil;=Ct ,+CF2_2ock]

l€.sz¢k,n

alors

Y Liljlplg=Ck_  +CE2_oChT v CE A Chmy —2Ck TS — 2k + ChT — 20t E)

ZEMkn

=Ck_,—4C* L +6Ch 2 —ach3 + CF-
D’ou
az= Y 5ck Y ﬁ((c —4C* L v6Ch 2 —act 3 v R )
ecE(V) @0, (p,)EEV)
1,J#P,q
+ ) 2 H(Ck 2 +Cr5-2C375)

(1,))EE(V) peNGUN(H)\{i,j}
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ce qui nous donne finalement

nd nd nd d(d 1)

—(——2d+1)(C L—4Ch Tl eCh 2 _ach B ch Ty n——(CF ,+ P2 -

On remarque d’apres ces premiers calculs que les valeurs des coefficients a, font apparaitre dans
les sommes les sources S d’un courant S °, et leur nombre détermine la valeur de certaines

sommes partielles. En effet, soit 7 € N, on note pour tout g € {0, ...,n},

Gg):={SeN* V)| Y S;i=retldS|=
(I,))EE(V)

il est clair que U’qlzoﬁr(q) est une partition de I'ensemble des courants de somme r, donc

=Z Y p(S)Cha(S)
SeG,(q) (5.5)

n

=Y Crn(S) Y. p(S

q=0 Se6,(q)

car C}, ,(S) ne dépend que du nombre de sources g de S. On note alors A,(n,k):=Cj ,(S) et on a

le lemme suivant :

Lemme 5.1. Pour tout k,q <n,

q
1 Aq(n,k)=i§0(—1)lcﬁ iCi;

2. si q est impair ou q > 2r, alors S,(q) = & pour tout r e N\.
Démonstration. Voir 5.6.2.1 O

Nous avons donc une formule semi-fermée des coefficients a,, et il ne reste que le calcul des

Y p(S) que nous ne savons pas exprimer de maniére simple. Cependant, le calcul de celles-ci
Se6,(q)

ne présente pas de complexité calculatoire majeure pour des valeurs de r assez faibles; ce qui

() 5 partir d’'un

peut, pour des valeurs faibles de m, donner de trés bonnes approximations de ¢,
certain ordre.

En utilisant la formule 5.5, et en dénombrant pour r = 3 les courants de &,(q), on obtient

= ﬂ(g -1Ao(n,k)+ (2’1(; + nw ﬂ(ﬂ —3d +1))As(n,k)
+ (nC?l —(— —-3d +1))A4s(n,k)+ ﬁ(ﬁ -2d + 1)(— —4d +2)Ag(n, k)

La question qui se pose maintenant est quel est 'ordre minimal du développement limité
nécessaire pour une précision ¢ donnée? Comme le calcul des <p(d)(m) est coliteux, il serait
alors difficile de déterminer I'ordre minimal d’'un point de vue informatique. Toutefois, il est

possible d’étre conservateur en donnant une majoration de 'ordre minimal. L'idée est alors

5. Cette notion a été définie dans la section 3.3
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de majorer 'erreur d’approximation par une fonction assez "maniable" qui dépend de 'ordre
d’approximation N, qui va étre majorée par €. Le lemme suivant fournit cette majoration de

Perreur d’approximation pour un ordre N :
Lemme 5.2. Pour tout n,N =0, et tout degré paird<n-1et m>0, on a

N N+1

(d) r [%] ndm (mnd)
max m)— arm’'|<C e 2 —
(DR |y (m) ;0 rml = Cy 2N+L(N +1)!

Démonstration. Voir 5.6.2.2. O

Soit € > 0, on note

‘ (2] nin (mnd)N*!
Ne(m,n,d):=miniN €N| Cyf e™* Sy oo =<

€}

Ce nombre est alors une majoration de ’ordre minimal pour une approximation de précision ¢, et
la figure 5.19 nous donne ses valeurs en fonction de (n,d, m) pour un quart de degré de connexion
d = 2[g] et pour une demi connexion d = 2[%]. Pour les degré supérieurs, il suffit d'utiliser la

formule de symétrie de la proposition 5.6.

800k

600k

800k
400k 1.5m

600Kk
200k 1M

N_epsilggok N_epsilon

0.5M
200k

1000
800
0

200

(a) Réseau connecté a 25%. (b) Réseau connecté a 50%.

FIGURE 5.19 — N.(m,n,d) en fonction de (n,d,m) pour ¢ = 1075,

On peut clairement voir que 'augmentation du degré d, de la connectivité m ou de la taille n
fait augmenter 'ordre N.(m,n,d). En effet, dans la figure (a), pour m = 1 'augmentation de n de
200 a 1000 fait passer N.(m,n,d) de 10000 a 200000, ce qui veut dire qu’il faut calculer les 200K
premiers coefficients a, si m = 1 pour avoir une approximation de ¢>§ed). Ceci vient de la valeur de
m qui est assez forte pour un développement limité au voisinage de 0. De méme dans la figure
(b), si le degré d est égale a 2[%], alors les valeurs de N¢(m,n,d) sont en moyenne deux fois plus

grandes que si d = 2[g]. On constate également que N¢(m,n,d) augmente de maniére linéaire en
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fonction de n, alors qu’il augmente de maniére exponentielle en fonction de m.
Comme les valeurs de N.(m,n,d) sont assez grandes, alors pour pouvoir utiliser cette approxima-
tion pour des valeurs de m non faibles, il faudrait avoir une formule fermée ou un algorithme

suffisamment rapide pour calculer les quantités Y  p(S) pour tout r et ¢ <2r. D’autre part,
SeG,(q)

Porigine de la grande valeur de 'ordre minimal de la majoration "un peu grossiére" de l’erreur,
qui est tout a fait améliorable comme indiqué dans la démonstration du lemme. En effet, nous
faisons cette majoration pour avoir une fonction simple (sans intégrales), et nous prenons la
valeur maximale de l'erreur pour k& = [3], alors qu’on pourrait faire dépendre cette borne de
k, et par la suite on aura un ordre plus précis N¢(n,k,d,m). Un des objectifs post-thése est de
développer d’avantage cette technique en s’intéressant aux valeurs de < GZ( : p(S).
€6, (g

Le cas d =2 : Pour donner un apercu sur l'une des facons de dénombrer les éléments de
G,(q), on considere 'exemple d’'un réseau G,(d) dont le degré d = 2, qui est représentable par un
polygone de n cotés. Donc un courant G,(gq) sur ce réseau consiste a associer une valeur entiére a
chaque coté du polygone de telle sorte que la somme des valeurs soit r, et le nombre de sommets
dont la somme des valeurs des ses deux cotés est un nombre impair est égal a ¢. On fait appel aux
diagrammes 3.41 que nous avons utilisé dans la section 3. On définit ‘R la relation d’équivalence

sur I’ensemble des courants suivante :
vS,S8' € &,(q), SRS & V(i,)) e E(V), S;j et S;J- ont la méme parité.

On notera les classes d’équivalence comme un diagramme de la maniére suivante :

i 0 _k
. :
[S]= i
Finalement, on notera formellement 'ensemble &,(q) comme une somme G,(q) = Y [S].
Calculons maintenant G4(q), Se6,(q)
— Pour ¢ =0, |
1o e 0
G4(0) =

Cette expression veut dire que les courants de G4(0) sont ceux de coefficients pairs (pour le
nombre de sources ¢ soit nul) de somme égale a 4. Donc ces courants sont les n courants
dont un seul coefficient est non nul il est égal a 4, et les n(n — 1) courants dont seuls deux
coefficients sont égaux a 2, par conséquent |S4(0)| = n2. D’autre part, on a

Y p(S)=

nin-1) n
—+_
4!
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— Pour g =2,
ey
G4(2) = > >
i10#1117112 110£11171127113
(i10,11),(i11,212)€E(V) 110€N(i11),i11€N(I12)
i12€N(i13)

La premiere somme de cette expression signifie que nous avons une classe de courants
S a deux sources dont deux coefficients S;;,Sj, sont impairs, donc les valeurs possibles
pour ces deux coefficients sont (1,1),(1,3),(3,1). Pour (S;;,S jz) = (1,1), les sommets j,k sont
des sources, car };S;; =3 ; Sy, = 1 alors que }; S;; = 2. Si on choisi les autre coefficients
de telle sorte a avoir une somme égale a 4, alors il faut le faire de telle sorte a ne pas
avoir de sources supplémentaires car nous avons déja g = 2 sources. Donc le seul choix
possible est de compléter par un coefficient égal a 2. Donc nous avons n manieres de choisir
i dont les voisins j,k sont tels que (S;;,S;z) = (1,1), et n —2 manieres de choisir 'aréte
ou le coefficient de valeur 2; par conséquent nous avons n(n —2) possibilités. Pour les cas
(S;;,S ) =(1,3),(3,1), la somme de ces deux coefficient est déja égale a 4, donc les autres
coefficients sont nuls. Donc nous avons 2n possibilités pour ces deux cas, et par conséquent
cette premiere somme compte 2n + n(n — 2) courants. La deuxiéme somme signifie quand a
elle que nous avons une deuxiéme classe de courants contenant quatre coefficients égaux
a 1, dont le nombre est le nombre de quadruplet d’arétes adjacentes, a savoir n ; et par

conséquent |G4(2)| =n +2n + n(n —2). De plus, on a

nn-2) 2n n
2. PO= e * Tt T
S€64(2) . . . . . . . . .

— Pour q =4,
G4(4) = >

~ iuFlin#iig
(i10,211),(i12,113)EE(V)

)3

o lFiuFinfis
(i10,011),(i11,212),(i12,113)EE(V)
(i20,i2)€E(V)

+ >
_ ilp#in#ii
(10,211),(211,012)€E(V)
_ i0FianFlae
(i20,221),(i21,i22)EE(V)

Comme dans les cas précédents, nous avons une premiére classe de courants a 4 sources et
de somme quatre, représentés par la premiére somme de diagrammes, constituée par les
courants dont deux arétes non adjacentes portent des nombres impairs. Soit S dans cette
classe, et (i, ),(k,l) € E(V) les deux arétes qui portent ces nombres impairs, alors (S;;,Sz;) =
(1,1),(1,3),(3,1). En utilisant le méme raisonnement que dans le cas précedent, on a n(n—2)

maniéres pour positionner (1,1) et n — 2 pour placer 2 sur une des arétes restantes, donc
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n(n — 2)? possibilité pour ce premier cas; alors que pour (1,3) et sa permutation, on a
seulement 2 x n(n — 2) possibilités. La deuxiéme somme elle nous donne une classe de
courants dans laquelle on a une ligne de trois impairs et un impair sur une aréte non
adjacente. Donc le seul choix possible pour avoir une somme égale a 4 est de prendre que
des 1 dans les coefficients (S =(0,...,1,1,1,0,..,1,0,..,0)). Le nombre de possibilités pour
positionner la ligne de trois arétes est n, ce qui laisse n —5 facons de placer le dernier
1 sur une aréte non adjacente, ce qui donne n(n —5) possibilités dans cette classe. La
derniére somme propose une classe de courants dans laquelle nous avons deux lignes
non adjacentes de deux arétes avec des coefficients impairs chacune comme le montre le
diagramme. Nous avons pareillement une seule solution (0,...,1,1,0,..,1,1,..,0), et donc
nous avons n possibilités pour positionner la premieére ligne (1,1) et n — 7 possibilités pour
positionner la deuxiéme de telle maniére a ne pas avoir d’adjacence ; donc n(n — 7) en total.
Par conséquent, on a [S4(4)| = n(n —2)? +2n(n —2) + n(n —5) + n(n —7) et

nn-22 2n(n-2) nn-5 nn-17)

Y p(S)= + + +
SeGa(4) 11112! 1!3! o 1
— Pour q =6,
G4(6) = >

 lg0#lan#lgg :
(i20,221),(i21,i22)EE(V) i
(10,111),(i30,i31)EE(V)

Cette fois-ci nous avons une seule classe possible, celle-ci contient que les courants formés

par une ligne de deux arétes avec deux coefficients impairs, et deux arétes non adjacentes
portants des coefficients impairs afin d’avoir 6 sources comme le montre le diagramme. On
a donc n manieres de placer la ligne (1,1) et n —4 pour placer la premiére aréte avec un
coefficient 1, ce qui laisse a la troisiéme aréte n — 7 positions possibles pour ne pas avoir
d’adjacence, donc |G4(6)| =n(n—-4)(n—-"17) et

_nn—-4)(n-17)

Y, pS=
se= 6 11111111

— Pour q =8,

G4(8) = Y
L10#i11#lg0#io1#i317 40
(i20,221),(i40,141)EE(V)
(i10,211),(i30,231)EE(V)

Pour ce dernier cas, il faut disperser toutes les arétes de telle sorte a ne pas avoir d’adjacence

pour garantir 2 sources pour chaque aréte portant un coefficient impair. Donc les courants
n’ont que des coefficients égaux a 1 (S =(0,..,1,0,...,1,0,..,1,0,..1,0,...)), et nous avons n
maniére de placer la premieére aréte de coefficient 1, n — 3 pour la deuxiéme, n — 6 pour la
troisieme et n — 9 pour la derniere. D’ou |S4(8)| = n(n —3)(n —6)(n —9) et

B nn-3)n-6)(n-9)

Y pS)=
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On peut donc en déduire que
-1 -2) 4 —2) -2
= Ao(n,k)(% + %) +A2(n,k)(% + ?”) +A4(n,k)(n(n2 L ”("’3 P —

+Ag(n,k)n(n—4)(n—-"7)+Ag(n,k)n(n—-3)(n—-6)(n—-9)

Donc le calcul des coefficients a, via cette méthode consiste a résoudre des problémes de combina-
toire sur le graphe, mais il peut aussi étre vu comme un probléme d’arithmétique combinatoire,

car nous comptons les manieres avec lesquels un entier r se décompose en somme de pairs et
impairs. Il est également possible de trouver la formule exacte de ¢>§ed) pour certains degrés,
en résolvant certains probléemes de dénombrement de coloriages d'un graphe pour un nombre

chromatique 2°. Nous allons voir cela par la suite en calculant la formule exacte de (,bf).

Calcul explicite de gbg) : Le calcul de ¢§f) repose sur la connaissance de  }  [;/; pour

(i, )eE(V)
l € oy, ,. Donc il s’agit de décomposer <7, ,, a des sous-ensembles sur lesquels la somme )  /;/;
(i,))eE(V)
L;ili+1 1+1;1; _ 1+1;1;
est constante. On pose No(l):= Y ’2+ ,Ny)= ¥ +2 ‘et Ny (D)= X +2 L donc
(@,))eE(V) (@,))EE(V) (@,)EEV)

l;=1;=1 li=l;=—1
pour tout / on a No(l) = N;(l) + N, (1). Soit I € oy, , tel que k <[5], on peut écrire autrement

li+1; li+1;
Nyh= 3 Fo—etN;O=- 3 S
(i,/))EEV) (i,/))EE(V)
li:]- li:—l
Donc
lj+1; lj+1;
NyO-Ny= Y LT+ J o
GHEEV) 2 GpeBv) 2
;=1 ;=1
_ lj-f-li
GEEV) 2
= Z li=n-2k
eV
D’ou

Na(l) = n -2k + 2N, (1)

Par suite la somme } (; jcg(v)lil; est completement déterminée par la valeur de N, (/). On pose
B n(s) :={l € o ,IN, (1) = s} et on note son cardinal by, ,(s) pour tout s de I, 'ensemble des

valeurs possibles de N, (1), autrement dit I, = N, (<% »). On a alors le résultat suivant :

Proposition 5.8. Soit k <n,
1. Si k=0, alors I}, ={0} et bo ,(s) = 1.

6. Cela consiste & dénombrer le nombre de facons avec lesquels on peut colorer un graphe sous certaines contraintes,
avec un nombre de couleurs appelé nombre chromatique.
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2. Sil<k=<I[%) alors I, ={0,...k—1} et Vs € I}, by n(s) = C5CH 571,
3. ¢)(2)(m) = Y bpna(8)e™n 4449 pour tout m = 0.
SGIk
Démonstration. Voir 5.6.1.5. O

La proposition suivante montre que No(l) prend % valeurs différentes avec un nombre d’occur-
rences by, ,(s). La difficulté réside dans le dénombrement du nombre de fois qu’une valeur de N(7)
apparaisse, qui revient a dénombrer le nombre de fagons de colorer les noeuds du graphe G,(2)
de telle sorte que les noeuds de la méme couleur soient adjacents (voir preuve 5.6.1.5). D’autre
part, cette formule nous permet d’écrire explicitement la distribution des pertes en présence des
réseaux satellites de la maniére suivante :

q ks/ Yoer, bon(s)e™™ ~2k)B+(n—4k+4s)m

k
P, ,@Nv = ;)z i1 (5.6)

l
Hq 0 S ZSEI} bl n(s)e(n 21)B+(n—4l+4s)m

Nous avons donc une formule fermée qui nous permettra de voir numériquement comment
le taux de perte se comporte dans le cas d’'un réseau de degré de connexion d = 2 avec un
grand nombre d’entités. Cependant, elle demeure compliquée pour étre utilisée dans ’étude du
comportement en volume infini. De plus, il est possible d’éviter le calcul du dénominateur de

cette formule en utilisant I'expression Zg, (2) = A} + A démontrée dans 3.7.

5.3.3 Comportement en volume infini
5.3.3.1 Cas duréseau G;,(2):

Nous utilisons la formule 5.6 pour calculer la distribution des pertes pour un nombre d’entité
assez grand. On suppose dans un premier temps qu’il n’y a pas de réseaux satellites. Comme
le montre la figure 5.20, en augmentant la taille du réseau G,(2), la distribution des pertes
ressemble de plus en plus a celle du cas d’'indépendance pour des valeurs de m assez faibles. Cela
laisse penser qu’en volume infini le réseau G, (2) se comporte comme un réseau indépendant par
Peffet de la taille qui rend les entités insensibles les unes aux autres pour des valeurs faibles de
m. Cependant, il est évident que deux entités voisines ne seront pas insensibles I'une a I'autre si
m n’est pas faible, et donc la probabilité de défaut de chaque entité ne tend pas vers p. Autrement

dit, pour tout i € V

lim PGn(Z)(Xi = —1) #p
n—+oo

En effet, la figure 5.21 représente la perte moyenne en fonction de la taille du réseau pour
p=30%" et m =0.02, et on peut voir que la moyenne oscille autour d’une valeur de 0.293 qui

est bien inférieure a 0.3. De plus, pour certaines valeurs de la taille, et de maniére périodique,

7. Cette valeur est choisie uniquement pour faciliter les calculs et illustrer plus facilement la convergence de la
perte moyenne.
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nous avons des moyennes égales a 0.293 ; et pour d’autres nous avons une croissance avec une
convergence. Cela suggere que nous avons plusieurs valeurs d’adhérence, et donc pas d’existence
de la mesure en tres grand volume. Pourtant, cette limite existe bel et bien par I'absence de

phénomeéne critique en dimension 1 comme expliqué dans 3.7.

m
oo
N oo
-nm
oo

[N

0.1

Probabilité
Probabilité

(@) n=500et m=0.1 (b) n=1000 et m =0.1

EEm
aa
i
K-}
°
=)
@
EEm
aa
i
K-}

o 0.06

Probabilité
o
o
@
Probabilité

0.04

(c) n=500et m=0.01 (d) n=1000 et m =0.01

FIGURE 5.20 — Distribution des pertes Ny du réseau G,(2).
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0.292
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o
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0.289

0.288

200 400 600 800 1001
taille du réseau

FIGURE 5.21 — Perte moyenne en fonction de la taille du réseau.

Pour pouvoir étudier ce phénomene, nous reprenons la technique des matrices de transferts

utilisée par Ising pour expliciter la fonction de partition Zg, (2). Nous rappelons que cette matrice

A A,
A= +
Ay A__

ou Ali,lj =exp(ml;lj+Bj). Les valeurs propres A, > 1_ de A nous donne 'expression de Zg, (2)

s’exprime comme

par Tr(A™) = A + A". La matrice de changement de base pour laquelle A = P"'DP est égale a
e—m+B e—m+B
pP=
em+B Ay em+B —A_

avec D = diag(A4,A_), A4 = e™ch(B)+v/ 2™ ch2(B) — 2sh(2m) et A_ = e™ch(B)—+/e2™ch2(B) — 2sh(2m).

Nous avons alors le résultat suivant :

Proposition 5.9. Pourtoutn>1,eti#jeV,ona

THD"K*) TrH(K~DYiK~D" i)
= T otE X.X:)=
i Ry A7+ AR

Eg,@)(X;) =

N (1 0 3 1 0y _, . o .
ou K™ =P 0 1 P,K~— =P 0 1 P~ et yij la distance entre i et j dans le réseau.

Démonstration. Voir 5.6.1.6. O

Nous avons donc des formules qui donnent une expression beaucoup plus simple que celle
obtenue via le calcul de (/)22). Cependant, en utilisant les matrices de transfert, il est tres difficile
d’avoir une expression de la distribution des pertes. On peut simplifier d’avantage ces formules,

et on a le corollaire suivant :
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Corollaire 5.1. Pourtoutn>1l,eti#jeV,ona

2eBsh(B) A" — A"

/ﬁij/v—t_m + A?-_Yij/ﬁij o2B—4m
det(P) A" +An

2B 112
((e*®-1)"+4 T )

Eg,@(X;) =

et Eg,o)(X;X;) =

det(P)?2

Démonstration. Voir 5.6.3.1. O

On voit a travers ces formules que I'étude du volume infini devient tres accessible, et on peut
méme étudier la covariance et la corrélation en explicitant leurs formules exactes grace a ce

corollaire. On peut déduire également pour tout i e V

1 eBshB)Ar -A?

P X. =—-1)==-— 5.7
X =D =5 50py amyan &0
et pour touti #j€V,
1 Ayij AE_Yij + An_%’j A?_/ij A A"
Pg oXi=X,=-1)= ———((2P-1)2+4= + 2B-4m _ 4 det(P)e?Bsh(B)==——=
G Xi=X;=-D= oapp(e-D AT AR ¢ etP)esh(B) )
(5.8)

Sim=0,alors A, =eP +e B et A_ =0, et on trouve pour tout B
I]:DG,L(2)(X;' =-1)=pet IPG,L(Z)(Xi = Xj =-1)= p2

Si B =0, alors pour tout m>0ona A, =e™+e ™ et A =e™ +e ™, par conséquent on trouve

/lzijlf_%j + Az_yﬁﬂzij
4(A" 4+ A7)

1
|]:DG,L(Z)()(i =-1)=p= 5 et PGn(Z)(Xi =X;=-1)=

Donc si la résistance B est nulle (p = %) alors la probabilité de défaut de chaque entité est
également égale a % comme si elles sont disconnectées. Cependant, les probabilités jointes se
comportent différemment, et ne dépendent que de la connectivité m et la distance entre les
entités.

On suppose maintenant que des réseaux satellites sont présents, et on considere le réseau G ,(2)
en gardant les mémes notations utilisées précédemment. Comme chaque entité du réseau central
est indépendamment connectée a ses satellites, alors il est possible de se ramener au réseau G,(2)
en remplacant les résistances B par B — %Zgzls jlog(6;)). Donc les résultats 5.9 et 5.1 restent
valables en remplacant B par B; =B — %Zj‘:l sjlog(6;,). Lannulation de la résistance Bs ne vaut
pas dire forcément que la résistance de B est tres faible (probabilité de défaut p forte), mais
cela peut étre également causé par des relations externes, dont les indices 0,; sont inférieurs
a 1 comme discuté dans la section précédente. Donc si par exemple nous avons suffisamment
de relations de concurrence externes telles que Bs =0, alors Pg, ,@)(Xi=-1)= % Les effets des
relations externes ont un impact trés important quand le réseau devient trés grand comme prouvé
dans 5.2 pour le cas d'un réseau complet. Le résultat suivant montre partiellement comment le

réseau G ,(2) se comporte en volume infini.

221



CHAPITRE 5. RESEAUX DE SUPPORT ET LEUR COMPORTEMENT EN TRES GRANDE
TAILLE.

Proposition 5.10. Pour touti#jeV,ona

lim Pqg,, @X;i=-1)=—-- e sh(Bs)
n—+oo , 2 \/eszhz(Bs)—Qsh(Zm)

A5 .
2B 2 —\Yij 2Bs—4m 2B
~ Adet(P.)2 -1 TePs T — 4 det(P ssh(B

4det(Ps)2((e ) +(/13+) e et(Py)e*P sh(By))

De plus, nous avons la covariance et la corrélation vérifient

Jdim Pg,@)(X; =X =-1)

1 A% Ly
. . N T (=YY 2Bs—4m
nl_l)l}%)oCOUGs,n(Q)(XhXj)_ det(Ps)2(/11) e
e—2m A8

e2mch(2B;)—2sh(2m) (/li
o Ps, A5 et A% sont la matrice de passage et les valeurs propres quand en remplace B par
Bs=B-3Y_ s;10g0,).

. Y )= Yij
nl_l,{floo Corg, ,@(Xi,X;) = )

Démonstration. Voir 5.6.1.7. O

11 est clair de cette proposition que la corrélation ne s’annule que si 1° =0, ce qui est

équivalent a I'annulation de m. De plus, le terme (i—:’)y"

+

/ <1 nous donne explicitement la descente

exponentielle établie dans le chapitre 3.

Si la distance y; ; +00, alors la corrélation devient nulle. Ce qui veut dire que si la distance

entre i et j dépenré_i;ric()éairement de n, ce qui peut correspondre a des positions aux antipodes
pour lesquelles y;; =[5]), alors l'effet de I'éloignement annule la sensibilité de i a j.

On en déduit alors que dans le réseau G ,,(2) l'effet du volume ne produit pas de phénomene
critique comme dans le cas complet. Par suite, si un segment d'un portefeuille de crédit dont le
réseau associé est G ,(2) est assez large, la corrélation de défaut est tres petite par rapport a 1.
Cela se traduit par une faible dépendance si la connectivité m est raisonnable, et donc une faible

concentration du risque.

5.3.3.2 Le cas général de G, ,(d) pourd >2:

Létude des réseaux G,(d) pour d > 2 en mécanique statistique reste un sujet tres ouvert.
Nous rappelons que Onsager [157] a pu calculer la fonction de partition Zg, (4) pour B = 0, mais
la méthode qu’il utilise est connue par sa grande complexité. Cependant, des alternatives sont
apparues dans les années 60 qui proposent des méthodes relativement plus faciles d’acces, et
qui reposent sur une écriture des matrices de transfert en terme des opérateurs de Pauli. Ces
opérateurs sont des écritures matricielles des états 1 et -1, ce qui permet de mieux manipuler
la fonction de partition quand celles-ci subissent une transformation en fermion dite de Jordan-
Wigner. Nous n’allons pas explorer ces méthodes pour étudier le réseau G, (4) vu leur complexité
et le peu d’information qu’on peut en tirer pour calculer une distribution des pertes. On se

contente donc de renvoyer le lecteur intéressé aux travaux de T, D, Schultz, D. C. Mattis, et E.
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H. Lieb [167]. Concernant le comportement de la mesure Pg, (4), nous avons trés peu de choses,
et un des résultats sur cette problématique est le Théoreme d’Aizenman-Higuchi [158, 1 qui
nous donne

. _ + _ -
nEIIleGn(4) = APG&M) +(1 A)PG&(‘I)

oude[0,1] et IPZ—;C (4) Teprésente la limite quand n — +o0 pour un réseau G,(4) carré avec des

conditions aux bords +.

Remarques :

1- La méthode combinatoire utilisée dans la section pour calculer la fonction cpg) est susceptible
d’étre prolongée au cas général. En effet, dans la preuve de la proposition 5.6 nous utilisons
le dénombrement des configurations / € 7, ,, pour lesquelles on a s adjacence dans G,(2). Cela
revient a dénombrer de telles configurations sur un réseau L, avec des i

conditions au bords -1 comme le montre la figure ci-contre. Le nombre de N

configurations uy, ,,(s) vérifie une équation (voir 5.5) de type

Ugsi () =2ugn-1(s—-D+ ). YooY w3, j,(s)

i1+j1=n—1liz+j2=qiz+j3=s

En considérant la fonction holomorphe f(z1,22,23) = Y.; j Ui, j(k)zizézls" définie sur un domaine

2, I'équation précédente peut étre réécrite sous la forme
9 1 1
f(z1,22,23)" = —(f(21,22,23) — ——) — 223f(21,22,23)
21 1-—29

et on démontre par la suite que

2
4z12;
1—22

1-2z12923— \/(1 —2212923)% —

22129

V(z1,22,23) €9, f(21,22,23) =

En développant en série cette fonction, on retrouve les coefficients u; ,(s) avec lesquels nous
calculons by, ,(s). Nous travaillons actuellement sur une généralisation de cette approche en
essayant de ramener, dans le cas général, le probléme a la résolution d’'une équation de récurrence
de ce type, et ainsi utiliser des fonctions holomorphes a plusieurs variables pour en déduire
Pexpression. Cependant, cela reléve plusieurs défis combinatoires que nous n’avons pu résoudre
en entier durant cette these, mais ceux-ci représentent un des objectifs post-these. Limportance
de cette problématique réside dans I'expression d’'une distribution des pertes explicitement pour

tout degré d, mais également dans le rdole qu’elle peut jouer dans plusieurs disciplines.

2- Nous avons vu comment l'utilisation de la matrice de transfert A pour d = 2 permet
d’écrire la fonction de répartition de maniére la trace de la matrice A™. Il est cependant possible

d’étendre cette approche aux cas non homogene. En effet, si on a un réseau Go de degré de
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connexion 2 non homogéne en résistance et en connectivité, alors on aura non pas une matrice
de transfert A, mais des matrices de transfert Aq,...,A, telles que pour tout i € V ={1,...,n},
onaA;(lp_1,lp)=expBrly + mp_1lr-1l%) pour tout [ € Q" vérifiant /o =[,. Par conséquent, la
fonction de partition s’écrit

Zg,=Tr(A1..Ap)

Comme les matrices A; ne commutent pas forcément, alors le calcul explicite de cette trace
devient tres difficile. L'étude des valeurs propres du produit d'un grand nombre de matrices est
un sujet assez récent, notamment pour le cas des matrices aléatoires. L'utilisation de connectivités
aléatoires mene également a ce sujet, car les matrices A; deviennent aléatoires. Nous appelons
un modele d’Ising avec de telles connectivités "modele d’Ising désordonné”, dont l'utilisation dans
I’étude des réseau économiques serait une alternative quand la calibration des connectivités sur
un portefeuille de crédit n’est pas possible. Ce sujet fait également partie de notre theme de

recherche d’apres theése.

5.3.4 Analyse numérique

Nous allons maintenant analyser I'effet du degré de connexion sur un réseau Gs 14(d) ho-
mogene de 14 entités centrales avec un degré de connexion d, avec 5 relations de concurrence
externes pour chaque entité ( méme relation de concurrence considérée précédemment), ce qui
constitue un réseau de 70 entités. On suppose de plus que toutes les entités ont une probabilité
de défaut de 1%, et on note m la connectivité dans le réseau central et m . la connectivité de

chaque relation de concurrence.
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FIGURE 5.22 — VaRgs59,(L) en fonction de m et m. pour chaque degré de connexion d
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La figure 5.22 représente VaR(Ny) a 95% pour chaque degré de connectivité d en fonction
de (m,m.). On constate que plus le degré d augmente plus les zones de pertes intermédiaires se
réduisent, et que la connectivité critique m* a partir de laquelle on peut passer de 0 & 100% de
pertes diminue en fonction de d. Ce phénomeéne confirme les remarques faites dans le cas des
réseaux complets, a savoir la relation entre la taille du réseau et la haute connectivité qui meéne
a des états critiques. En effet, dans le cas complet le réseau a tendance a diffuser le risque dans
tout le réseau méme pour de faibles connectivités ; alors que dans le cas d’'un réseau de degré fixe
laugmentation de la taille n’affecte pas la connexion. La figure 5.23 nous montre comment la
VaRg59,(Nvy) varie en fonction de la taille n du réseau central et la taille des réseaux satellites
quand le degré d est égal a 2. Contrairement au cas complet (voir figure 5.4) 'augmentation de n
ne conduit pas vers un état critique, car celle-ci fait augmenter le nombre d’états possibles de Ny

sans qu'’ils se contractent par effet "d’hyper-connectivité".

VaR_95%
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FIGURE 5.23 — Vargs(Ny) en fonction (n,s.).

D’autre part, la figure 5.24 représente log(Pg, ,(Nv = %)) +C 8. Les figures de gauche de (a)
et (b) correspondent a un réseau sans concurrents satellites pour chaque degré d, et celle de
droite correspond au cas ol nous avons 5 concurrents par entité. On constate qu’en absence
de concurrence, plus le degré augmente plus les probabilités de défaut simultané et de survie
simultané augmentent alors que celles des défauts intermédiaires diminues pour m € {0.1,0.5}.
Tandis qu’en présence des concurrents les probabilités de pertes augmentent ou diminues par
rapport a d selon la valeur de m. En outre, on observe que le degré d = 2 représente le cas ou les
probabilités sont maximales, ce qui s’explique par le fait que ce degré n’est pas assez suffisant

pour que les relations de support réduisent le risque, et donc il ne fait que crée des canaux de

8. Nous rappelons que nous utilisons le logarithme de la distribution pour réduire les grandes différences de
probabilités qui rendent les figures illisibles, et ’addition d’'une constante permet de rendre toutes les quantités
positives.
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transmission du stress qui vient de la concurrence. Cette hypothese est renforcée par le fait que

Paugmentation de m ne fait qu’empirer les choses comme le montre la figure de droite de ().

d=0
d=2
d=4
d=6
d=8

d=0 70
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d=8

EEEER
a
]
F4
@
=]
EEEER

frequency
frequency

N_d N_d

(a) log-distribution des pertes pour m = m, = 0.1 et un nombre de concurrents par entité nul
dans la figure de gauche, et 5 pour la figure de droite.
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(b) log-distribution des pertes pour m = 0.5,m. = 0.1 et un nombre de concurrents par entité
nul dans la figure de gauche, et 5 pour la figure de droite.

FIGURE 5.24 —

Regardons maintenant comment la perte moyenne (EL) se comporte en fonction du degré,
on s’attend a ce que la moyenne suit ce qui a été constaté sur la VaR, comme I'augmentation
des pertes intermédiaires pour d = 2 ou un effet de contagion di a des degrés de connexion d
assez grands. La figure 5.25 représente les variations de I'EL en fonction m et m. pour différents
degrés. On remarque d’abord que plus m . est grand plus 'EL converge vers 100%, de plus on
observe que nous avons un seuil m} tel que pour tout m. < m; 'augmentation du degré d fait

baisser 'EL alors que pour m. > m} 'augmentation du degré d fait accroitre I'EL.
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EL en fonction de m_c pour un réseau de taille 14

—d=2
d=4
d=6
— d=8
— d=10
—d=12

14|

12|

10|

EL

FIGURE 5.25 — Sensibilité de 'EL aux degré de connexion d

On en déduit alors qu’a partir d'un seuil de stress, il est préférable que le réseau soit le moins

connecté possible pour éviter toute diffusion du risque.

5.4 Les réseaux de grande taille

Lutilisation du modele pour tenir en compte I'interdépendance en risque de crédit repose
sur la capacité a faire des calculs sur de grands portefeuilles. Nous savons que 1’application de
notre approche a des réseaux dont la taille dépasse 30 entités devient numériquement difficile,
toutefois il est possible de se ramener a des calculs moins cotiteux sur de grands réseaux. En effet,
les réseaux économiques associés a des portefeuilles de crédit peuvent étre considérés comme
peu connectés, en les réarrangeant par secteurs d’activité ou selon des segments plus fins. De
cette maniére, il est possible de réduire le calcul considérablement. D’autre part, on se demande
§’il est possible d’exploiter les résultats sur les réseaux réguliers homogeénes étudiés dans ce
chapitre, dans le but d’étudier des réseaux non-réguliers. Nous allons s’intéresser dans cette
section a ces problématiques, et nous allons voir qu’il est possible d’étendre certains résultats sur

le comportement en volume infini a des réseaux non-réguliers.

5.4.1 Probléeme de réduction des calculs

On se donne un réseau économique G =(V,M,T) de support avec des probabilités de défaut
intrinseques (p;);ev et des relations §;; pas forcément égales. Chaque entité i € V fait partie d'un
réseau externe G; = (V;,M;,T;) de telle sorte que pour tout i # j €V, G; n’est pas connecté a G
que par I'intermédiaire du réseau central G, donc a travers les chemins entre i et j dans G. On

notera alors ¥ =(7 =V U V;,.4,9) le réseau économique total.
eV
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N

FIGURE 5.26 — Le réseau ¥.

On rappelle que l'objectif est d’étudier la distribution des pertes sur G en tenant compte
des réseaux satellites G;, en utilisant un encadrement par des distributions de pertes associées
a des réseaux homogeénes et symétriques sur lesquels celles-ci s’expriment explicitement. La
premiére technique que nous allons utiliser consiste a réduire ’étude a des réseaux relativement
simples. En effet, le théoréme suivant nous montre que I’étude peut se ramener a ’'encadrement
des réseaux G; et G de maniére séparée par des réseaux homogenes symétriques. Soit X € Q7

on note Xy :=(X;);ev.

Théoreme 5.1.
Pour tout X € (27/, ona
Py(Xy) =Ps(Xv)

ot P(, est la mesure sur le réseau G dont les probabilités intrinseques sont Pg,(X; = -1). En

particulier, pour tout événement & localisé dans U cV, on a Pg(&) = I]J’Z‘;(éa).
Démonstration. Voir 5.6.4.1. O

Ce théoreme permet de résoudre plusieurs problemes techniques reliés a la capacité de calcul
et la mémoire. En effet, si le réseau ¥ est de taille 10000, alors il est pratiquement impossible
de stocker les états de X, outre la complexité qui devient extrémement grande. Le calcul de Zy
nécessite en réalité 2/ opérations, alors qu’en calculant les probabilités Pg,(X; =-1) et G sur
les sous-réseaux G; puis Zg nous avons Y ;cy 2!Vil + 21V opérations. Comme |7| = Y ;cy [V;l, alors
2hievlil . celui-ci peut atteindre de tres grandes

2‘V|+ZisV Vil »
valeurs quand les sous réseaux sont suffisamment grands. Pour mieux illustrer cela, on suppose

le gain de la réduction des opérations est

. . . . oN%?-N .
que les sous-réseaux G et les G; ont la méme taille N, alors le ratio est égal a 2N_+1 ; donc si
N =10 alors le nombre d’opérations se divise par 1026. De maniére générale, si les sous-réseaux
G, sont encore décomposables de la méme maniére, alors le nombre d’opération se réduit encore

plus. Donc il s’agit de trouver une structure arborée par bloc sur ¢ pour rendre le procédé décrit
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récursif.

Nous ne chercherons pas a décomposer les réseaux satellites G; dans ce chapitre, mais nous
allons nous contenter d’encadrer les probabilités de défaut Pg,(X; = —1) par d’autres issues de
réseaux étoilés et homogenes dont les centres sont les i. On associe a 1’espace des fonctions
Z(Q",R) la norme ||.|| définie par ||f]|| = (ZlEQn f(l)z)% pour tout f € F(Q",R). On dit quun

réseau G’ est une approximation ||.||—optimale de G si et seulement si ||.#; — || est minimal.

Lemme 5.3.
Pour tout réseau G = (V,M,T) et tout i € V, il existe deux réseaux étoilés G1 = (V,My,T1) et

G2 =(V,My,Ts) centrés en i et dans lesquels seules les relations sont changées telles que
Pe,(X; = -1)<Pg(X; = -1) <Pg,(X; = -1)

ou (My);; = m;j pour tout j € N(i) et T1, T2 deux collections de relations. De plus, ces deux réseaux

peuvent étre choisi homogenes tels que l'encadrement soit ||.||—optimal.
Démonstration. Voir 5.6.2.3. O

Ce lemme montre qu’il est possible de trouver un encadrement optimal dans le sens ou les
distributions des réseaux étoilés sont les plus proches possibles de la vraie distribution. Comme
le calcul de la norme |[|.|| est assez coliteux, alors cette technique est utilisable que pour des
réseaux G; de tailles raisonnables, sinon il est préférable de renoncer a I'optimalité. En outre, la
construction de ces deux réseaux étoilés dans la démonstration se fait de maniére récursive, donc
il est possible d’en tirer un moyen algorithmique pour la construction de ceux-ci en pratique.
Pour 'encadrement de la distribution des pertes de G nous ne disposons pas pour le moment d'un
moyen efficace pour construire des réseaux dont les distributions des pertes encadrent celle de G.
Néanmoins, on arrive & démontrer I’existence de réseaux homogenes d’'un degré arbitraire qui

donnent 'encadrement comme le montre le lemme suivant :

Lemme 5.4. Pour tout réseau économique de support® G = (V,M,T), il existe deux réseaux G1(d)

et Gao(d) de support homogénes et symétriques de degré de connexion d < |V|—1 tels que l'inégalité

k k k
Pg,@)(Nv = —) =Pg(Ny = —) < Pgyaq)(Ny = —>)
soit ||.||—optimale pour tout 1 <k <|V|.
Démonstration. Voir 5.6.2.4. O

Ce lemme argumente donc I’'existence de mesures qui permettent un encadrement explicite de
la distribution des pertes d’'un réseau de support arbitraire. Bien qu’il ne fournisse pas de moyen
de construction, ce lemme est d'une grande importance théorique pour 'analyse en volume infini

comme nous allons le montrer par la suite.

9. Un réseau de support est un réseau cohérent dont toutes les relations sont de support.
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5.4.2 Comportement en volume infini

On considére un réseau économique de support G, et on suppose qu’il est régulier de degré
D (sans qu’il soit homogeéne en B; et m;;). Le lemme précédent nous donne I'existence de deux
réseaux G1(d) et Ga(d) qui vérifient I'encadrement de la distribution des pertes. Par construction
de ceux-ci (voir preuve du lemme), le degré d serait égal a D. En particulier, si G est complet, alors
il existe un réseau complet G(]V|—1) homogene en probabilité intrinseéques et en connectivités
tel que pour tout 1 <% on ait
a

k
Pao(Ny =—)<P _n(Ny =
c(Nv IVI) c(vi-1(Ny V]

Or d’apres le proposition 5.4, on a |V}im Pgqvi-n(Ny = %) =do(k), alors tout 1 <k
—+00

k
i Pe(Ny=—)=0
|V|1—>Hioo a(Ny IVI)

Par conséquent, |V}im PNy =0) =1, ce qui démontre le théoreme suivant
—+00

Théoreme 5.2. Si le réseau 4 est composé d’un réseau économique de support complet G =
(V,M,T), et des réseaux satellites G; tels que pour tout i €V on ait Pg,(X; =-1) < %, alors pour
tout X e QV

lim Pg(X)=6¢,..1,.)

[V |—-+oo eeeydyen

ou 8. est Uimpulsion de Dirac sur QM.

Démonstration. 11 suffit d’utiliser le théoréme 5.1 pour se ramener aux réseaux G sans satellites
et dont les probabilités intrinseques de défaut sont données par Pg,(X; = —1). Les arguments dits

ci-dessus nous permettent alors de conclure. O

Ce théoréme généralise 5.4 par l'utilisation du lemme 5.4 a tout réseau de support complet.
Nous avons dans la proposition 5.2 que si les résistances s’annulent ou deviennent négatives
a cause des réseaux externes, alors le comportement en volume infini change. En fait, on peut
généraliser de la méme maniere le théoreme précédent en supprimant toutes contraintes sur les
réseaux satellites. Pour cela, nous démontrons un résultat assez précis qui permet de déterminer
la distribution en volume infini en fonction du taux des résistances négatives dans le réseau; et il

est donné dans la proposition suivante :

Proposition 5.11. Soit G, = (V,M,T) un réseau économique complet avec des relations 6;; =
X;X; homogene en connectivité (m;; = m). Si nous avons q, résistances négatives ou nulles B,

dans G, et n —q, résistances positives By, alors

r kq Ar=kq _2(r—k,)B,—2k,B,+m(r(r—1)+(n—r)n—1-r))
2,-0Cq.Cn-q,@ @PpT R

r
Pg, (Ny =—)=
G, (Nv n) yr vk e 0FRa g2k —ky)B, 2k By +m(k(k—1+(n—k)n—1-k)
k=02k,=0" ¢, n-q,
q

De plus, il existe A4 €10,1] qui vérifie
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— Si lim & <22 ou = =—L2—n+o(n), alors A, =0.
n—+oo Bp_Bq In Bp_Bq ( )’ q
— 8i lim &> -5 qlors A, =1.
n—+oo B,-B, q

— Sinon qp, = Bf_qun +o(%), etona Ay #0,1. En particulier, Ay = % Sl qp= %n +o(1).

tel que on ait la limite suivante :

lim Pg, =21¢601,..1,)+(1=2Ag)0(-1,..-1,.)

n—-+oo

ou 8_est Uimpulsion de Dirac sur QN.
Démonstration. Voir 5.6.1.8. O

Ce résultat nous montre que si le nombre d’entités est trés grand dans un réseau complet,
alors peut importe les résistances, la distribution devient concentrée sur les états d’'une perte
totale ou une zéro perte. Ceci est bien évidement d au grand degré de connexion du réseau
qui est ici maximal. Toutefois, le résultat nous donne les deux probabilités correspondantes en
fonction du taux d’entités proches du défaut si on considére un systéme de notation dans lequel -1

vaut dire note faible. Ce résultat nous permet d’étendre le théoréme 5.2 de la maniére suivante :

Théoreme 5.3. Soit 4 un réseau constitué d’un réseau économique de support complet G =
(V,M,T) avec un réseau satellites G; pour chaque entité i € V. On note Q¢ le nombre d’entités du
réseau G exposées a des mauvais réseaux satellites, i.e Qg :={i € V|Pg,(X; =-1) < %}. Si By et b,
sont la plus grande et la plus petite résistance positive dans G et By et by la plus grande et la
plus petite résistance négative, alors il existe Ag € [0,1] tel que on ait pour tout X € QV la limite
suivante :

lim Pg(X)=21bq,..1,)+(1-29)0(-1,..,-1,.)

[V|—+o00

et qui vérifie

N Q B B
— Si |V}1—>n+1—ooﬁ < Bp—qu alors Ag = 0.

o Q b 3
— Si lV}eriooﬁ > ﬁ alors Mg = 1.

— Sinon, 19 #0,1.

ou 8. est Vimpulsion de Dirac sur QM.
Démonstration. Voir 5.6.4.2 O

Ce théoreme nous montre tout d’abord que pour un quelconque réseau de support complet, la
distribution des pertes en volume infini est toujours concentrée en 0 et 100% avec des propositions
qui dépendent de l'effet des réseaux satellites sur les entités de G.

Pour le cas d’'un réseau non-complet et non symétrique, nous ne savons que l'existence de réseaux
d’'un degré d dont les distributions des pertes encadrent celle du réseau de support G. Nous

avons vu dans le cas d = 2 qu’il est difficile de décrire complétement la distribution des pertes en
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volume infini, ce qui montre qu’il est difficile d’étendre le théoréme précédent aux cas des réseaux
réguliers. Cependant, il est possible de prouver I'existence de la limite dans le cas général en
s’appuyant sur les résultats de la mécanique statistique sur le modele d’Ising. Nous avons donc

le théoréme suivant :

Théoréme 5.4.

Soit G =(V,M,T) est un réseau économique cohérent, alors la mesure Pg existe quand |V | — +oo.
Démonstration. Voir 5.6.4.3 O

Ce théoreme nous garantis alors I'existence de la mesure Pg, (q,) quand n — +oo pour toute

suite de degrés d,, < n — 1. Il est certain que la limite dépend du taux de connexion nlirP nd_”l
—+00

comme il est le cas pour le taux an des entités faibles (B < 0). Mais il est certain que celui-ci
ne suffit pas pour décrire la distribution en entier. En effet, dans le cas d’indépendance et pour
tout d,, constant, le taux de connexion est nul, toutefois les distributions en volume infini sont

différentes.

Pour finir, il convient de noter qu’il est possible d’étendre 1’étude des réseaux de support
réguliers a celle des réseaux réguliers pour des relations symétriques de la forme 6,; = bX; +
bX;+cX;X; pour tout b,c € R. En fait, nous avons regardé uniquement le cas b=0et c =1
qui restreint aux réseaux de support. Cependant, le hamiltonien d’'un réseau G, (d) ayant ces

relations peut s’écrire

JEG(d) = Z(B +mbd)X; + Z emX; X;
eV (i,))EE(V)
ce qui permet d’exprimer la distribution des pertes sur ce réseau en remplagant m dans les
termes de couplage par cm et les B dans la partie intrinseque par B + bdm. On obtient donc

Pexpression
¢§ed)(cm)e(3+bdm)(n—2k)

Pg, @@y = ~) =
Gu(d)Nv n) > ¢§d)(cm)e(B+bdm)(n—2l)

ce qui permet d’utiliser tout les résultats établit sur le comportement en volume infini.

5.5 Conclusion et perspectives

Nous avons vu dans ce chapitre comment les hypotheses de symétrie et d’homogénéité per-
mettent d’avoir une idée sur le comportement d’un réseau économique de support. Ces hypothéses
relevent les effets de la topologie du réseau sur la distribution des pertes, notamment via les
fonctions (,bged) dont I'expression explicite s’est révélée comme un probleme trés difficile. Leffet de
la topologie du réseau se résume en effet dans le degré d, qui conditionne la facon avec laquelle

le risque est distribué aux entités. Nous avons vu que pour le cas d = 2, nous avons pu exprimer
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explicitement ces fonctions, ce qui nous a permis d’étudier numériquement la distribution des
pertes pour des réseaux tres larges. Nous avons utilisé les méthodes basées sur la matrice de
transfert afin d’écrire explicitement les probabilités marginales et doubles de défaut, ainsi que
la corrélation. Nous en avons déduit les formules explicites en volume infini de celles-ci, mais
ces méthodes ne permettent pas de comprendre la distribution des pertes en entier. Nous avons
discuté en détail le cas d = n — 1 comme une entrée en matiére pour la simplicité du calcul de
la distribution des pertes. En analysant la VaR de la perte numériquement, on s’est apercu
que le support positif dans les réseaux est a effets opposés. En effet, plus le degré de connexion
augmente, plus les entités ont du support et plus les probabilités de perte diminuent. Mais d’'un
autre coté un niveau de connexion élevé entraine une diffusion du risque dans le réseau et ainsi
Pexistence d’'un état critique ; a savoir un passage directe de 0 & 100% des pertes. Donc si ce degré
de connexion augmente avec le nombre d’entités, alors il devient un des vecteurs de contagion,
comme il est le cas pour un réseau complet. Nous avons vu qu’il est tres difficile de décrire cela sur
des réseaux de degré arbitraire, et méme pour un degré 2 la distribution des pertes est difficile
a comprendre théoriquement. Bien que nous disposons d’'une formule fermée dans le cas d =2,
nous n’avons pas pu déterminer le comportement asymptotique de la distribution des pertes
en entier a cause des oscillations de la moyenne. Toutefois, 'existence d'une limite est assurée

comme nous I'avons démontré dans le cas des réseaux cohérents en toute généralité.

Nous avons démontré la possibilité de se servir des distributions de pertes sur les réseaux
réguliers et homogenes pour encadrer celles des réseaux non-homogeénes. Nous avons utilisé pour
cela la notion de relation équivalente introduite dans le chapitre 3 ainsi que les variations par
rapport aux probabilités intrinséques et les connectivités. Toutefois, ceci ne représente qu’une
démonstration d’existence, et ne fournit presque aucun moyen de calcul de ces réseaux homo-
génes qui servent d’encadrement. Cependant, pour I'aspect pratique de cette technique, nous
comptons bien développer dans le futur un moyen algorithmique d’encadrement en exploitant
la méme récursion employée dan la démonstration du lemme 5.3. Cette méthode permettrait
de réduire le temps de calcul sur de grands portefeuilles en exploitant les expressions fermées
des encadrements. Cela rend possible une meilleur appréhension du risque en tenant en compte
I'interdépendance sur des groupes d’affaires, des holdings ou des segments connectés de porte-
feuilles de grande taille. En outre, nous avons pu démontrer un théoréme qui permet de réduire
exponentiellement les calculs quand le réseau contient des branches par bloc, celui-ci nous a
également servit dans la démonstration de I'existence de 'encadrement homogene. D’autre part,
grace a ces techniques d’encadrement, nous avons pu généraliser les résultats en volume infini
obtenus sur des réseaux réguliers a des réseaux de support quelconques.

Nous avons donné dans ce chapitre quelques réponses aux questions de comportement en
volume infini, mais nous en avons soulevé plus que nous en avons résolu. Les questions qui

restent ouvertes dans ce chapitre vont sans doute faire partie des sujets qui vont alimenter
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nos travaux futurs, en priorité les expressions explicites des fonctions ¢§€d) et le comportement

asymptotique de la distribution des pertes sur des réseaux réguliers.
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5.6 Preuves

5.6.1 Preuves des propositions
5.6.1.1 Preuves des propositions 5.3, 5.6 et 5.1

Pour expliciter la formule de la distribution des pertes, il faut d’abord expliciter celle de la
fonction de partition Zg, (). Pour tout j € {1,...,q} on notera 17(i) la configuration du réseau
externe en relation r; avec i et / la configuration du réseau central. On notera également V;(r ;)
I'ensemble des entités connectées avec i via une relation r; On a d’'une part

) q 8j . q .
FG, @ (D1=jzg)= Y Bli+) Y Y Bjly+m ), Lilj+ Z(,)mj Yo Y bl l6))

i€V iev j=0ieV u=0 (i,/)EE(V) j= i€V ueVi(r;)

ol 5iu(li,l£(i)) =ajl; + bjl{;(i) + leil{;(i) pour tout j € {1,...,q}. D’autre part, on a

q .
Za,, = . [II1 X  exp(He, @ @isj=g)

le{-1,1}" j=1i€V [i(i)e{-1,1}*/ eV
n q Sj .

= 2 IIIT X Y exp(Ha, @l Disjsy)
k=01ecty, j=1i€V k;()=01I (et )5, eV

. q
Soient k<n, i€V, l €l et IV()i1<j<q € 1 S ,i)s,- Comme [ € oy, , alors ¥ ey l; = (n—2k),
j=1

de la méme maniére on a ZueV,-(rj) Z{t(i) =(s;j—2k(i)). Donc

Y Y b in=Y Y ajli+blL)+c,Lill)

i€V ueVi(r;) i€V ueVi(r;)
=8ja; Z li+bj Z(Sj—ij(i))+Cj Z(Sj—2kj(i))li
i€V i€V i€V

par conséquent,

. q
Fa, @)1, (izjzq) =(n—2k)B+m ) Lil;+) B;) (s;—2k;(i)
eV (Z,/))eE(V) j=1 eV
q
+ mj(n—Zk)sJ-aj+bj(sJ-—2kj(i))+0j(3j—2kj(i))li
j=1

q
=(n-2k)B+m Z Lilj+ Z sj(nBj+nm;b;+(n—2k)mj(a;+c;))
@i,))EE(V) Jj=1

q
—22 Z(Bj-f-mjbj-i'mjcjli)kj(i)
j=1liev
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D’ou pour tout / € o7}, ,,
o ‘ 2k)B L T B b +(n—2k
[1 X ¥ exp(He,@lEs)zg) = e 20 R T] g nBirnmibyn2bim,a; ;)
i€V kj()=0liG)ety ays; ieV J=1

1<j=<q
Sj .
ki) —2Bij+m bi+m c;l)k ()
x 1_[ Z Csj e JTMjOjTm;C; J
i€V k;(i)=0

q
— e(n_zk)B"'mZ(i,j)lilj 1_[ eSj(nBj+nmjbj+(n_2k)mj(aj+Cj))
J=1

x l_[ (1+e_2(Bj+mjbj+mjcjli))sj
ieV

Or pour tout j<q et tout / € o#;, ,, on a

l_[ (1+e—2(Bj+mjbj+mjcjli))3j — (1+e—2(Bj+mjbj—mjcj))ij(1+e—2(Bj+mjbj+mjcj))(n—k)3j

iev
alors
n q
ZGS,n(d) — Z ¢;ed)(m)e(n—2k)3 esj(nBj+nmjbj+(n—2k)mj(aj+cj))(1+e—2(Bj+mjbj—mjcj))ij(1+e—Z(Bj+mjbj+mjcj))(n—k)sj
k=0 j=1
(@) (1-20B T s
— n— J
—Ckzo(pk (m)e .1_[19’1'
= J:

ou C est une constante qui ne dépend pas de &, 0, est la fonction définie dans la proposition.

Comme pour tout &k <n,

q Sj .
Y IIm x Y exp(Ha,,@l, T (Dsj<g)
leddyn j=11€V kj(D)=01/ (e ), 1%

P, (Ny=—)=
GunldZEV =0 ZG,,(d)

k
C(P;ed)(m)e(n—Zk)B Hg:l 0r

ZGs ()

5j
.. En simplifiant par la constante C on obtient la

alors PGS,n(d)(NV = %) =

formule désirée.

Montrons maintenant les formules de symétrie de gbged). Soit d <[] pair, k <n et l € o, ,,
et on note E (V) I’ensemble des arétes quand le degré de connexion du réseau G,(d). Le calcul

de la somme > [l;l; peut se faire en sommant sur tous les couples (7, j) en supposant que
@@,))EE4(V)
le réseau est complet et puis enlever la somme > l;l; qui correspond aux connexions
@@,NEE (V)
rajoutées. Donc Y L= > Ll — > l;lj,or
@@,))eEq(V) @@,))EE,-1(V) (@, ))EE,q(V)

Iilj+1

lil;=2 - ) 1
@EE-1(V) G, J)eE,-1(V) 2 @, ))eE,-1(V)

=2(C2+C2%_,)-C2
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Alors

Yo Llj=2C3+C2 )-Ci- Y Ll
(@, )EE (V) @@, )EE (V)

D’ou
2,2 2 _
cpzd)(m)=em(2(ck+cn—k) C")(,bgen D(—m)

D’autre part, on remarque que sil € &/, ,, alors =l € o, ,. Comme }.; herv)lilj =X jerv)(—Li)=L}),

alors par changement de variable gbged) = ﬁld_) p» €€ qui termine la démonstration.
Le résultat suivant généralise les propositions 5.1 et 5.3, car il suffit de prendre que des relations

externes de concurrence pour la premieére, et un degré d = n — 1 pour la deuxiéme.

5.6.1.2 Preuve de la proposition 5.4

Soient £ <n et se N9,

1. Soit j < q tel que la relation r; ait une fonction 6; < 1. Alors pour tout 0 </ =<n,sim; #0

. ls; .
on a 111_{1 BJ. /' =0. Par conséquent, on a
S;j—

Cf; o(n=2k)B+2m(C}+C5_})

k
lim Pg. (Ny=—)= lim
oy e G 2 e T G 19 07 g 2B G

=0do(k)

si en revanche m ; =0, alors §; = 1 et donc le nombre s; disparait de la distribution, et on a
donc un réseau central avec s; = 0 connexion avec des relations r;, d'ou le résultat.
. . . . ls;
Si 0; > 1, ce qui veut dire que m; # 0, alors pour tout 0 </ <n, hr}rl Gj ’ = 400, par
j—+00

Sj
conséquent

Cfl o(n—2k)B+2m(C3+C5_})

k
lim Pg, , (Ny=-=)= lim
sj—Foo n’  sj—+oo N ct H?ZI eﬁl_k)sje(n—2k)B+2m(Clz+CfH)

Ce qui termine la démonstration.

2. 11 est possible de se ramener au cas d’'un réseau sans satellites en remplacant la probabilité
intrinséque p de i € V par sa probabilité marginale de défaut dans son réseau satellite.
Par conséquent, en remplacant donc la résistance B de i € V par B — % Z?zl sjlog(6;;) on se
raméne a un réseau sans réseaux satellites. Toutefois, la distribution Pg, , reste la méme
car B contient I'information nécessaire sur les réseaux satellites.

Pour le comportement asymptotique quand »n tend vers +oo, si m =0, alors chaque entité

du réseau a une probabilité de défaut égale a Pg, ,(Nv = %), et

k 1 1
Pe,,(Nv =)= Ckpg,,(Ny = I)kPGs,l(NV = 1)”_"”
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Or d’apres le théoréeme central limite, on sait que la moyenne de variables aléatoires qui

suivent une loi de Bernoulli de paramétre p suit asymptotiquement une loi normale de

. 1- . .
moyenne p et de variance ’%, alors pour n assez grand Ny qui une loi normale de

Pg,, Nv=1)1-Pg,, (Nv=1))
- .

moyenne Pg_ (Ny = 1) et de variance
y s,1 1

Sim >0, alors pour tout n on a

exp(nB +2mC%)
Pg,,(Nv =0) = - —
’ Y _oCrexp((n—2k)B+2m(C; +C%_,))

_ 1

B ZZ:O le’L exp(-2kB+m(k(k—1)+(n—-k)n—k—-1)—n(n-1)))
B 1

Y1_, Ck exp(—2kB + m(2k2 — 2nk))
1

=
Yr_,Ckexp(2km(k —n)—2kB)

D’autre part, si B = 0 (ce qui est équivalent au cas B > %zgzle jlog(6;)), alors

n n—1
Z Cﬁezkm(k—n)—%B =1 +e—2nB + Z Cﬁe2km(k—n)—2kB
k=0 k=1

n-1
<1 +e—2nB T Z CﬁeZk(k—n)m
k=1

n-1
<1+e 2By Cke22(G—mm
=1
_m2
<1+e 2"B one 2"

Or lim 27e %" =0alorssiB>0,0ona lim Pg,,(Ny =0) = 1, par suite
n—+oo n—+oo ’

k
lim Pqg, (Nv =—)=00(k)
n—+oo ; n

Si en revanche B = 0 (ce qui est équivalent au cas B = % Zg_l 0;10g(6;,)), alors nlil}l Pg,,(Nv =
= Ttoo Gs

0)=3.0r
1

Y7, Ckexp(2mk(k —n))

alors par changement de variable on retrouve le cas la probabilité Pg, ,(Nv = 0), donc

PG“(NV =1)=

lim Pg, (Ny=1)= % et par conséquent,
n—+oo :

k
lim Pg,  (Nv =—)=0.560(k)+0.56,(k)
n—+oo ’ n

Si B < 0 (ce qui est équivalent au cas B > %Z?ZIH jlog(6;)), alors on peut sans calculer

exploiter la symétrie du modele par transposition des états. En effet, en changeant les états
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X; par —X;, la relation de support choisie §;; = X;X; est invariante, alors que la partie
intrinséque du hamiltonien devient —BY ;. X;. Donc en prenant B’ = —B on se raméne
au cas précédent, en ayant I’état 1 pour le défaut et -1 pour la survie. Par conséquent, on
obtient

Jlim P, (Nv = %) =6n(k)

Ce qui termine la démonstration.

5.6.1.3 Preuve de la proposition 5.5

1. Soient ¢ €V et seN9?, on a

q .
Y OIIT1I Yy exp (Jst,n(l,(V(i))lstq))
lel{__l,ll}n Jj=1ieV 1i()e{-1,1}% eV
[FDGs,n(Xa = _1) = —

Zg

s,n

Nous avons vu comment le calcul de Zg,, se fait dans le cas général, donc nous allons
appliquer le méme principe pour le nominateur. Comme [, est fixé a -1, alors la somme porte
sur les n — 1 termes restants, donc nous allons sommer sur [ € {-1,1}""! en fixant [, = —1
dans le Hamiltonien. On a donc pour tout (/;)iev\a € @ n-1, LievBli =Blg+BY icy\qli =

B(n —2-2k). De plus, comme le réseau est complet, alors

Lli=-— Y Li+ Y llj=-(n-1-k)+2C2+2C% , ,-C2_,
@,))EE(V) ieN(a) @,))eE(V\a)

La somme ):;1-:1 Y.evB jl{;(i) elle dépend pas de [, et elle garde la méme valeur ):;1-:1 YievBj(sj—
2k j(i)) pour tout @) e <, (i),s; que dans la preuve de la proposition ??. En revanche, la

somme Z;I-:lmj Yiev Zuem(rj)5iu(li,l£(i)) dépend de [, donc on aura

q . q . q .
Ymiy Y SulnB@=Ym; Y Sa-Lu@)+Y m; > Y 8ulilh@)

j=1 ieV ueVi(rj) j=1 ueVi(r;) j=1 ieV\aueVi(r;)

q
=) mj(-sjaj+(bj—c;)sj—2k;(a))
=1

J

q
+ij Z (Sjajli+bj(8j—2kj(i))+0jli(8j—2kj(i)))
j=1 ieVi\a

q
ijj(—aj+bj—Cj)—2Zmj(bj—cj-)kj(a)
j=1

~
L
—

Il
.[\/JQ

q
mj3j((n—l—k)(aj+0j)+(n—1)bj)—2ij Z (bj+lei)kj(i)
j=1 ieV\a

+
M=

~
Il
-
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Donc
. q .
y o7 Csn LW D 1<j<qiiev) _ S TIT1I y o Hsnla==LLA D 1<j<q icV)
lel{—l,l}"j=1 1€V 1i(i)e(-1,1)% le{-1,1}"" 1 j=1ieV 1i(i)e{-1,1}%/
a:_l

:ni Z 1—“—[ Z Jst,n(Za:_Ll’(lj(i))lsjsq;ieV)

k=0lesly n-17=11€V Li(i)e{-1,1}*/

-y ¢k 1e(n—2—2k)B+m(—(n—1—k)+2cz+2c§_1_k—cﬁ_1)

.
11[ 1 Z’ Ok Bj(s -2k (0)-2m, b+ ()
S;
“1ieV\ak;(=0

_Cn_ Ct  o(n—2-2k)B+m(k+2C;+2C;_, ) ! gkt Ds;

ou C est une constante qui ne dépend pas de % et qui contient tous 1es termes résiduels.
Comme vu précédemment Zg, , =CY}_, Ckeln= 2k)B+m(2C;+2C7 ) ., 0; % done

n-1pk (n—2—2k)B+m(k+202+2C2 ) (k+1>sj
r=0Crn- k T, 0

k o(n— 2k)B+m(2C2+2C2 ) ksj
Y- OC Ty 0;

[FDGs’n(Xa =-1=

. Soient a,f€V,ona

q .
Y IIII Y exp(Hg,, I, ()i<j<q))
lle{zl,l}” J=1ieV 1iG)ef-1,1}"/ 1%
«=lp=—1

I]J’GM(Xa =Xpg=-1)= 7
G

s,n

Donc en procédant de la méme maniére, on somme sur / € {—1, 1} 2 en décomposant en
une somme sur k € {0,n -2} et ] € o4, ,_9. Donc on aura } ;cy Bl; = —-2B+(n—-2-2k)B =
(n—4-2k)B, et

Z liljzlalﬁ— Z l;i— Z L+ Z lilj
(i,/))eE(V) iEN(a)\p ieEN(B)\a @, ))eE(V\a,B)

Donc Y. herv)lilj =1-2(n—2-2k) + 202 +2C2_,—C2_,, et en effectuant les mémes

changements que pour la premiere formule, on trouve

q n-2 q
(5 . — E_(n—4-2k)B+m(1+2k+2C2+2C?%_, ) (k+2)s;
YT X exp(Ha,, 0,0 (hsjsg) =C Y- C_ye b0, 0 T] g%
le{-1,1}* j=1i€V [i(i)e{-1,1}% eV k=0 =1
lg=lg=—1

Ce qui donne le résultat apres simplifications des termes constants.
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5.6.1.4 Preuve de la proposition 5.7
En utilisant le développement en série entiére de la fonction exponentielle, on a
(pged)(m) — Z M iieEw Lilj
lE.ka’n
mr
=2 20 ) L%
. r!

led) , 720 (i,/)eE(V)

Or par la formule du multinéme on a pour tout r =0,
r! N
(Y = Y o [
()EEW) sengr ISPl j)
Y, pSij=r 't/
= ¥ r! I jTieN®Sij
SeNEV) H(Sij)! ieV !
YaipSi=r @)
Donc
1 Yjen)Sij
¢§€d)(m)zz Z S Z HliJN() im”
rz0 SeNEW) [T (S;)! lest, , i€V
LiipSij=r "/
JEN( Si' 2
En notant a, = ZE o H(+M Yiesty, iev liZJ NOZU pour tout 7 = 0, on a le résultat voulu.
SeN G.7)
Y. jSij=r

5.6.1.5 Preuve de la proposition 5.8

1. Si k£ =0, alors nous avons une seule configuration possible, a savoir [ =(1,...,1); or N, (1) =0,
alors I, = {0} et bo »(s) = 0.
2. Si 1<k <[3], alors les valeurs possibles de N, peuvent aller de 0 & £ — 1. En effet, sil € o7},
est la configuration dans laquelle les sommets ayant des états -1 sont séparés au moins par un
sommet d’état opposé 1, ce qui est possible car 2k <n; donc N, (1) =0. Si/ est la configuration
dans laquelle les sommets ayants I'état -1 sont tous alignés, alors N, (/) prend sa valeur maximale
k —1. Donc pour avoir les valeurs intermédiaires de N, (/) il suffit de détacher un sommet de
la configuration précédente, et donc on aura k£ — 1 sommets qui sont connectés 'un a 'autre et
un sommet d’état -1 entre deux autres sommets d’états 1; donc N, prend la valeur k£ —2 pour
cette configuration. En répétant cette opération, on construit des configurations avec lesquels on

obtient les valeurs k —2,...,1 de N, de maniere successive; par conséquent I, ={0,...,k — 1}.

Soit s € I, le nombre by, ,(s) correspond au nombre de maniéres avec lesquels
on peut attribuer I’état -1 a £ sommets du polygone G,(2) a n sommets de
telle sorte que s couples de sommets avec ’état -1 soient adjacents. Nous

avons d’abord n maniéres de positionner un -1 sur un des sommets, on choisit

242



CHAPITRE 5. RESEAUX DE SUPPORT ET LEUR COMPORTEMENT EN TRES GRANDE
TAILLE.

un sommet i et donc il reste £ —1 états -1 a distribuer sur le sous réseau
L,_1 constitué des n — 1 sommets qui restent comme le montre la figure
ci-contre. On notera donc u, ,(s) le nombre de facons avec lesquels on peut distribuer & états
-1 aux sommets de L, de telle sorte qu'on ait s sommets adjoints d’état -1. On a n maniéres de
choisir le premier sommet avec un état -1 dans G,(2), ce qui nous laisse uj_1 ,-1(s) facons pour
remplir le reste du réseau avec des états -1 de telle sorte & avoir une configuration de By, ,(s), or

procéder de cette maniere nous fait couvrir une méme configuration de By, ,,(s) & fois, alors
n
brn(s) = %uk—l,n—l(s) (5.9)

donc il s’agit de calculer uy, ,,(s). Il important de bien garder a 'esprit que le réseau L, a deux
sommets qui sont attachés 4 un sommet externe d’état -1. Donc attribuer a 'un des deux sommets
extrémes un
état -1 nous donne déja une adjacence d’états -1, tandis que l'attribution o
de -1 & un sommet au milieu n’est pas suffisant pour avoir une premiére

adjacence. Considérons le cas s = 0, alors u1 ,(0) représente le nombre de

manieres de choisir un sommet de L, sans avoir d’adjacence des états -1.

Donc il s’agit de choisir I'un des sommets sauf les deux qui sont reliés au sommet externe d’état
-1, donc on a u1,(0) = n — 2 facons de le faire. Pour u3 ,(0) il s’agit de placer deux états -1 sans
avoir d’adjacence, donc les deux sommets extrémaux ne sont pas permis et nous avons alors
Cp—2—(n—3) couples possibles; donc ug ,(0) = w. On remarque que uy, ,(0) peut étre un
polynome en n de degré &, ceci est comme nous le démontrons de maniére plus générale dans le

lemme suivant :

Lemme 5.5.
Pour tout k <[5]et s € I}, il existe un polynéme P}, ; de degré k — s tel que uy, ,(s) = Py s(n), dont

les k —s racines sont k+1,...,2k —s.

Preuve. On démontre ce résultat par récurrence sur 2. Pour £ = 1,on a I}, = {0}, donc uy, ,(s) =n—-2
est un polynoéme de degré k. On suppose ceci vrai pour tout k& < g, donc uy, ,(s) = Py, <(n) pour
tout & < g. D’autre part, si on veut placer g + 1 états -1 sur les sommets de L, soit on choisit le
premier sommet parmi les deux extrémaux, ce qui nous fait déja une adjacence avec le sommet
externe, et placer ensuite les £ — 1 états -1 sur les n — 1 sommets qui restent de telle maniere
a obtenir s — 1 adjacence. Ceci revient donc a 2uj_1 ,-1(s — 1) états possibles. Soit on choisit un
sommet au milieu, ce qui découpe le graphe L, en deux sous graphes L,_1_, et L,, et donc
nous avons ZZ;(l) Zj‘:& _ojp(MNup_1_jn1-p(s—r)facons de leur attribuer les & — 1 états -1 qui
restent de telle maniére a obtenir s adjacences. Donc

q s

n-1
Ugit () =2ugn-1(s=D+ > Y > uj,(Pug-jn-1-p(s—1)
p=0;=0r=0
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Par hypothese de récurrence, on a

n—1

q S
uq+l,n(3) = 2Pq,s—l(n -+ Z Z Z Pj,r(p)Pq—j,s—r(n -1 —P)
p=0;=0r=0
Comme deg(P;,Pqy_js—,) =deg(P;,)+deg(Py_js_,) = q—s, alors il existe un polynéme Qg ¢
de degré g +1—s tel que Q1 s(n) = ZZ;(l) Z?ZO Y oPjr(PPy—js—r(n—1-p). Donc ugi1,(s) =
Pyi1a(s) ot Pyi15=2P4 s 1+@Q4, qui est un polynome de degré g +1—s. Pour les racines, nous
procédons également par récurrence en utilisant I'égalité P, 1 = 2P, s 1+@Q4n. En effet, par
hypothese de récurrence les racines q +2,...,2q —s de P, s annulent @ , via 'égalité Q; ;(n) =
ZZ;(IJ Z;I-:o Yy -0Pjr(p)Py—js—r(n—1-p).le polynéme @, , admet également 2q +1-s et 2¢+2—-s
comme racines, et par hypothese de récurrence P, ;_1(X —1) admet pour racines g +2,...,2¢q +2—s.

Donc les g +1—s racines de Py .15 sont g +2,...,29 +2—s; ce qui termine la démonstration. [J

Soit n =2k —s, on a up, 9,_s(s) = 0, car en remplissant Lo, _s de k états -1 le nombre minimal
d’adjacence qu’on aura est s+ 1. Donc pour n =2k —s+1, on a u 2r—5+1(s) # 0, ce qui veut dire
que 2k —s + 1 est la taille minimale n de L, pour laquelle uy, ,(s) # 0. Donc up p1(s) = up p+2(s) =
.. =Up2r-s(s) =0, ce qui justifie autrement que £ +1,...,2k — s sont les & — s racines de P; ;. On a
par conséquent,

Pps=alk,s) X -k—-1)..(X -2k +5)
ou a(k,s) est une constante. Pour calculer a(k,s) il suffit de calculer Pj, ((2k —s + 1), car a(k,s) =
}%, ce qui veut dire qu’il faut calculer uy, o_s4+1(s). Comme la taille de Lg,_;,1 est mini-
male, alors il n’y a que & + 1 arétes possibles sur lesquels on peut placer des couples d’état -1,

donc up 9r—s+1(s) = C]sHl. Par conséquent, a(k,n) = (gf*sl)! ; donc

Ck+1

(k_s)l(n—k—l)...(n—2k+s)

Ppn(n) =upn(s) =

d’ou d’apres 5.9 on a
n _1-
bin(s)=7CLC T

Ce qui termine la démonstration.

3. Soient m =0, et kb < [%], comme <, , = U Bp ,(s) est une partition, alors
S€Ik

(Pf)(m): Y eMEajerwlil)
l€.52¢k,n

— em(ZNz(l)—n)
s€l, l€B}, »(s)

— em(2n—4k+4s—n)
s€l l€By »(s)

— Z bk n(s)em(n—4k+4s)
SEIk ’

d’ou le résultat.
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5.6.1.6 Preuve de la proposition 5.9

Soit i € V. On reprenant la technique avec la matrice de transfert A (voir section 7 du chapitre

3), on a sous 'hypothése de périodicité (1o =1,),

Z . Z lilﬁl[emljfllj-FBlj

Gu(2) ;=21 1,=%1 j=1

1 n
Yo LAy,

ZGn(z) Ii=#1 [,=+1 j=1
1

ZG,2)

1

Eg,@2)(X;) = 7

TI‘(Ai_lKAn_i+1)

1 0 . .
oun K = (0 1). Or Tr(A"" KA 1) = Tr(A"K), Zg, (99 = A" + A" et A=P~1DP, alors on a

Tr(D"P~1KP)

E X;)=
G,2X;) T

Ce qui preuve la premieére égalité. Soit maintenant i # j € V, on choisi une numérotation des

entités telle que j=1i+r avec r > 0. On a alors

1 n B
[EG,L(2)(XiXi+r):Z Yoo XY Ll [ emierberBle
Gn(2) [;=+1 1,=+1 k=1

1 n
o 2 Ll [TA
k=1

ZGn(z) llzil anil

— 1 Tr(Ai—lKAr—i+lKAn—i—r+l)
ZG,2)

1
= Tr(KA"KA™™)
26,2

Tr(KP 'D"PKP D" 7"P)

26,2

= Te(K " D"K-D™)
26,2

Or r représente la distance y;; entre les deux entités i et j, alors on obtient la deuxieme égalité.

5.6.1.7 Preuve de la proposition 5.10 :

D’apres le corollaire 5.1, on a pour tout i € V,

2¢Bsh(B) A" — A"
det(P) A} +A"

Eg,@2)(X;) =

Donc nlirglOo Eg,@2)(X;) = 2‘?:;%? ) en développant alors (P) on obtient la formule voulu pour s = 0.

11 suffit donc de remplacer B par B; =B — %Z;I':l sjlog(6,,), ce qui nous fait un passe de G,(2) a
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Gs,n(2) comme expliqué. Or [EGS,,L(2)(Xi) =1- 2I]3’GM(2)(XZ~ =-1), alors

1 9¢Msh(B
lim Pg, ,@X;=-1)=-- e"sh(Bs)
n—-+00 ’ 2 \/e2m0h2(Bs)—2Sh(2m)

De la méme maniére pour la deuxiéme formule, on se restreint au réseau G,(2) et puis on

remplace B par B;. On a d’apres le corollaire 5.1, pour tout i Zj€V,

Yij A =Yij n=Yij 1Yij
/1+ A- +A+ A= e2B—4m

Eg,oXX;) = A )

((e®-1)?+4

det(P)?

Donc par passage a la limite on obtient

Ay,
1 . ) — 2B _ 2 Ylj 2B—-4m
i G, @ (XiX)) = G (€% = 1%+ 4(3=) Ve 0)

D’autre part, Pg,o)(X; =X, =-1)= 4—1(1 —-2Eg,2)(X;) +Eg,2)(X; X)) . Par conséquent, en rempla-
cant B par B; on a

AS
((€2Bs —1)2 + (55) 7 e2Bsm4m _ 4 det(P,)e?Bsh(By))

lim Pg,,@)(X; =X;=-1) o

~ 4det(P,)?

Comme la covariance s’écrit
Covg, X, X)) =4(Pg,,@X; =X; =-1)-Pg, X, = -DPg, X, = -1)
Alors le calcul direct via les deux premieres formules nous donne

s
1 A )Yij 2Bs—4m

ol Cove., Ko X) = 3p 5 Gt

Covg; (X, X;)
UXi O'Xj

Comme COI‘GM(Q)(XL',XJ') = , ou U%&'- = 4PGs,n(2)(Xi = —1)(1 - IPGSJL(Z)(XIJ = —1)), alors

le calcul direct nous donne
e—2m A8

e2mch(2B;) — 2sh(2m) (/li

: . ) = Yij
im Corg, ,9)(Xi,X;) = )

Ce qui termine la démonstration.

5.6.1.8 Preuve de la proposition 5.11

On suppose que nous avons g, entités dans le réseau G, dont la résistance est est égale a
B, <0, et n—q, dont la résistance est B, > 0. Soit £ < nn, on note I, I'ensemble des entités de

résistance négatives ou nulles, on a

n
ZG — Z Z eZiEquqli+Zi€V\1qBpli+2m(ci+ci—k)
k:()lE.Q{kyn

Or distribuer k états -1 sur n revient a en distribuer &, sur les entités de I, et k — k4 sur ceux de
V\I,, alors
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Z Z eZielqBqli+zi€V\1qBpl;‘+2m(clzg+ci—k)
k=0 kq:()lE.kaq,qn llE&{k—kq,n—qn

Y

I
M=
M=

O R ) 2,02
— Z Z C an:qq e(qn—2kq)Bq+(n—qn—2(k—kq))Bp+2m(Ck+Cn_k)

Donc
. Zk o an— (qn —2k¢)By+(n—q,—2(r—ky))B, +2m(Cz+C,Zl,,)
Pg,(Ny = n) =

Zg

n

Par conséquent, en simplifiant par les termes constants on obtient

Zk e C o~ 2kqBq=2(r=kq)B,+2m(C7+C}_,)

r
Pg,(Ny = =)=
n Zk oz C —2quq—2(k—kq)Bp+2m(Ci+C,2kk)

k—k, _
Pour tout £ < n, on note uk—Zk OC 1Ch_qgie 2kqBq=2k=k9)Bp on a done

uo
ZZ:O up, e2mk(k—n)

0
Pg,(Ny = —) =
n
D’autre part, ug =1 et u, = e 2"2Br=20.Bs Jonc
n n-1
Z ukeka(k—n) =1+ Up + Z quka(k—n)

k=0 k=1

n-1
— 1+e—2(n_Qn)Bp—2anq + Z uke2mk(k—n)

k=1
gn=l
<1+ 2na0By~20:By | o= Y up
k=1

Or pur tout k<nona uj < Zk -C Cn gre” 2keBq cay B/, est positif, et comme B, <0, alors

up < Z C qC —ZkB Cﬁe_2kBq
kq=0
Donc
N 1
Z ukezmk(k n) _ —14e —2(n—qn)Bp—2q,B, te~ 2n Z up
k=0 k=1

<1+ e_z(n—Qn)Bp—2Qan + e—%nz(l + e—ZBq )n

. _mp2 _
comme lim e 2" (1+e 2Ba)? =0, alors
n—+oo

n 1
Z Uke2mk(k_n) — 1 + e—2(n_lIn)Bp_2‘Ian + O(_)
k=0 n
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d’ou
1

1+ e_2(n_Qn)Bp_2Qan + 0(%)

0
Pg,(Nv = ;) =

En utilisant la méme technique, on démontre que

e—Z(n—qn)Bp -2q,By

n
Peg (Ny =—)=
G,V n 1+e—2(n—Qn)Bp—2anq +0(%)

— Si lim L2 <5 B ,alors lim e 2"42B»=2¢1Bq = 1o donc
n P n—+oo

lim Pg (Ny = —)=1
n—+o0o n

et par suite lim [P’Gn =0(-1,.-1-
n—>

B,
— Si lim —">B , alors hm e 2(n=qn)Bp-2qxBq — () donc
n—+oo 1 P +00

0
lim [P’Gn(NV:—)El
n—+oo n

et de méme lim Pg, =61, 1)
n—-+oo

e g _ By gn _ By e ) o B
— Si nl_{gl(ﬁ n = B,-B, alors 2 = B,-B, t€n avece, tend vers 0 a I'infini. Donc —-2(n —q,)B),

2q,Bg = 2(Bp — Bg)ney,.
- Silim,—+0on€, =0, alors lim Pg, (Ny = 2),Pg, (Ny =2)= 1, done
n—+oo

1
lim Pg, :—5(1 1)+§5(—1,...,—1)

n—+oo

-Si lim ne, = +oo, alors hm Pg,(Nv =12)=1, dou

n—+oo n—+

lim Pg, =6c1,. -1

n—+oo
-Si lim ne, =L, alors

n—+oo

el

1+el

1
—et lim Pg,(Ny =)=
n—+oo n

0
lim Pg, (Ny =—)=
n—-+oco n l+e

Or liL + ﬁ =1, alors il existe A4 €]0,1[ tel que

JAim Pe, =A¢0a,...10)+(1=2¢)0¢-1,..-1)

Donc pour toute suite (¢,), telle que ¢, <n on a le résultat voulu.
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5.6.2 Preuves des lemmes :

5.6.2.1 Preuve du lemme 5.1

1. Par définition, on a Ay(n,k) = Yjey,, Iljerlj qui ne dépend que de |I| = ¢, donc pour
simplifier on choisi I ={1,...,q}. Nous allons procéder a une démonstration par récurrence

sur q. Pour g =0on a Ay(n,k) = Zle‘dk’n 1= Cf’l ce qui est vrai. On suppose le résultat pour
tout ¢ < p et démontrons le pourg=p+1.0On a

Apii(nk)= ) li.lpi

lE.sz{k,n
= Z Iy, - Z l1..1p
lE;ka,n lE;ka,n
lp+1:1 lp+1:_1
= Z I1.0p - Z I1..0p
ledy n1 lesty 101
2 ik—i i & ivk—1-i i
= Y C1iCk, 0 - Y c1fek i
1=0 1=0
k B kil ;i R k] mid h-1-
=Cr_y ,+ _ZO(—W— C 0y - ;)(—1)’cn:gipc;,— -nre, b
1= 1=

pzl : . :
=Choipt LTI G+ O 1RO
1=

p-1
_ ok i-1vk—i—1 i+l pk—1-p
- Cn—l—p + ;)(_1) Cn—l—pcp+1 (=1 Cnflfp
i=
Dou Api1(n,k)= Zf:ol Cfl:il_ » Cfn +1» ¢ qui termine la démonstration.

2. Comme le réseau est de degré d pair, alors pour tout courant S € N¥V) le nombre de sources

|0S| est pair. Donc si g est impair, alors 'ensemble des courants G,(q) est vide.

5.6.2.2 Preuve du lemme 5.2

Soient m > 0 et N e N*, d’apres la formule de Taylor-Laplace on a

@ N 1 [m NaN+l¢§ed)
r_
o (m)—rizoarm = !fo (m—t) P (t)dt

D’autre part, on a pour tout #
6N+1¢(d)

—r W= 3 (Y Ll et Remnll
om Lty (i, )EEV)
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or | X peev)liljl < % pour tout ! € o}, ,,, alors
N oN+1 (d)
6D m)- Y apm’| < — f =N | = (vld
r=0
nd nd
< —‘f (m-t)N Y (—)N*e!2 dt
N! 0 ledy 2
Ck(nd )N+1
f (m—-t)Ne''s dt
Cﬁ(ndzm)N+le"Cém
(N+1)!
comme pour tout 2 <n, on a Ck < CLE], alors
J N [%](ndm )N+1e”dT’"
(d) r 2
max m)—) a,m’|<
Okld)()zr | (N +1)!
k(nd )N+1 nd
Remarque : Il est possible de se contenter d'une majoration 32— fo (m-t)Nets dt, sachant
nd 2] 2N+l -1 .

que [y (m - Vet dt = — N”N'(Zj 0 N—j+Dlmnd)y (m(:d)ivﬂ )). Cette majoration est plus

fine, toutefois pour déterminer le N minimal qui garantit une précision ¢ il faudrait beaucoup

plus e calculs que la majoration précédente.

5.6.2.3 Preuve du lemme 5.3

Soit G =(V,M,T) un réseau économique et i € V. On démontre ce théoreme par récurrence
sur le degré de connexion n; := [N(i)| de i, on suppose donc que le résultat est vrai pour tout degré
de connexion n; <n.Sin =1, alors i est connecté a une seule entité @ comme le montre la figure ci-
contre,
donc d’aprés le théoréme 5.1 on peut écrire Pg(X; = -1) = IPZ‘;;“(X ;=-1)
ou Pg,m(X i = —1) est la probabilité de défaut de i sur le réseau G;a =

({i,a},m;q,0iq) dont les probabilités intrinseques de défaut sont p; et

Pg, (X =-1) ou G, est le réseau G privé de i. Comme G;, est étoilé, alors
le résultat est vrai pour n = 1. Supposons que n; =n + 1 et soit j € N(i), on
consideére la relation équivalente D;; entre i et j sur le réseau a deux entités %;; = ({i, j},m;;,D;;)
comme introduit dans la section 3.2.6 du chapitre 3. On note G; = (V\j,M;,T;) le réseau G
privé de j, en remplagant p; par Pg,(X; = —1) dans Py, (X; = —1) on obtient la probabilité de
défaut de i dans le réseau G;.l. dans le quel j est connecté uniquement a i et i est connecté
a G;. Par conséquent, si p; < [F"Gj(Xi = —1) alors Pg(X; = -1) = P%—(Xi =-1)< PG}i(Xi =-1)
si c(D;;) = 0 et I'inverse sinon. Dans le premier cas, Py, (X;=-1) < Pg}i (X; = —1) nous donne
donc une majoration de P (X; = —1), pour minorer cette probabilité dans le méme structure du
réseau G}i, on considere les relations dans G; entre les entités connectées a i qui rendent la

probabilité de défaut de i plus élevée que sa probabilité intrinseque. On peut alors changer ces
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relations de telle maniére a rendre leur impact sur i positif, on obtient donc un réseau G;.' pour
lequel Pg+(X; = —1) < p;, et on note G;Ti le réseau G;.l. dans lequel on remplace G; par G;.“. Par
J

conséquent, on a
PG;i(Xi =-1)< Pg(Xi =-1)= P(gij(Xi = —1) < PG}i(Xi = —1) (5.10)

Sic(Dij)<0oup; = Pg,;(X; =-1), les mémes arguments sont valables, et nous avons donc un
encadrement de la probabilité de défaut de i dans G par celles sur deux réseaux dans lesquels
Ientité j n’est connectées qu’a i, leurs connectivités ainsi que leur probabilités intrinseques sont

les mémes comme le montre la figure suivante

FIGURE 5.27 — Premiére itération dans I'encadrement du réseau G par des réseaux dans lesquels
J n’est connecté qu’a i.

L'idée maintenant est de réduire le nombre de connexions de i & n pour pouvoir utiliser
I’hypothese de récurrence, donc nous allons "injecter" j dans i par changement de mesure en
utilisant le théoreme 5.1, donc Pg: (X; = ~1) = ng(Xi =—1)et n»{;; (X;=-1)=Pg:(X; =-1) ot
ces mesures remplacent p; par la probabilité de défaut de i sur le réseau ¥;;. Or i est connecté a
au plus n entités de G; et G}“ alors on a d’apres I'hypothése de récurrence I'existence de deux

réseaux étoilés G et G2 tels quel
P (X;=-1) < IPJéj(Xi =-Det P, (X;=-1) <P, (X;=-1) (5.11)
J

ol G% est centré en i et contient en satellites tous les voisins de i sauf j, et s est le vecteur du
nombre de relations de méme classe. Or pour & = 1,2 on peut réécrire [Pék(X ; = —1) comme une
Pg,(X; = —1) ou G}, cette fois-ci contient aussi j, alors d’apres 5.10 et 5.11 on a I'encadrement
souhaité par des réseaux étoilés sur lesquels nous avons les mémes relations, et les mémes
probabilités intrinseques de défaut ainsi que les mémes connectivités.

Pour avoir 'optimalité deux réseaux homogénes G’f et Gg, il possible de choisir le regroupement
des classes de relations, des p; et des m;; tels que la norme ||.%#%, —JfGZII pour k& = 1,2 soit

minimale.
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5.6.2.4 Preuve du lemme 5.4

Soit G =(V,M,T) un réseau économique de support, on peut écrire le hamiltonien de G sous

la forme d’'un modeéle d’Ising

HeX)=) B{M,DX;+ Y, m;jc6;)X;X;
iev (G, ))EEV)
ou Bi(M,T) = B; + ¥ jen¢ymija(dij;) 10 Donc en fixant M on se ramener au cas d’un réseau
économique dans lequel les relations sont uniformes de la forme X; X; sans perte de généralité.
Soientd <n—1,k<netAcV tel que |A| = k. Nous avons vu que pour tout réseau cohérent G’, les
probabilités Pg/(D 4 = 1) sont croissantes par rapport aux probabilités intrinséques (décroissantes
par rapport aux résistances), donc pour tout réseau G(d) de degré d avec des relations X; X, il

existe des résistances (Bll =By et (B? = B?),cy uniformes pour lesquels on a
Pe,@)(Da=1)=PgDa=1) <Pgyq)(Da=1) (5.12)

ou Pg,)(Da =1) (respectivement Pg,(q)(Da = 1)) contient les résistances (B?)i (respectivement
(Bil)i). Il est donc possible de faire varier uniquement les a(§;;) tels que Bf =B;(M,T) pour
k =1,2, et de cette facon les résistances B; sont conservées. Par conséquent, nous avons des
relations 71 = (6 ilj)(i, HetTy= (6?j)(i, /) qui définissent deux réseaux économiques G1(d) et Ga(d)

qui donnent I'encadrement 5.12. Or pour tout 1<k <nona

k
Pc(Ny==)= ) PgDs=1)
n AcV
|Al=F

alors

k k k
Pga@)(Nv = ;) <Pc(Ny = ;) <Pg,@)(Nv = ;) (5.13)

Comme les relations ne sont pas homogenes, car ils dépendent des B;, alors il suffit de prendre
les valeurs des a = a(§;;) et b = b(§;;) qui vérifient 'inégalité de telle maniére a avoir la ||.||-
optimalité. Leur existence est assurée par le fait que la norme est quadratique, et ceci termine la

démonstration.

5.6.3 Preuve des corollaires

5.6.3.1 Preuve du corollaire 5.1

D’apres la proposition 5.9 on a pour tout i € V, Eg, (2)(X;) = %. D’autre part, on a

K+ _P—lKP _ 1 e—m+B(2em+B —As—Al) 2e—m+B(em+B -1.)
- - det(P) 26_m+B(A+ _em+B) e—m+B(A+ + A —2€m+B)

10. On ne voit que les coefficients a(d;;) car on a a(§;;) = b(4 ;).
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or A, +A_ =2e™ch(B), alors
AT 0 1 21" eBsh(B 2eBsh(B) A" — A
Tr(|"F e Tr( ve"sh(B) 8 )= e”sh(B) Ay~ A-
0 A* det(P) x —2A"eBsh(B) det(P) A" +An

ce qui donne la premieére formule.

Soient i # j € V, d’apres la proposition 5.9, on a Eg,2)(X; X ;) = Tr(K*D;fi;D ") on

. _PKP—l ~ 1 (1 _eZB 2e23—2m)

" det(P) | 2¢72m 2B _1

En calculant les termes diagonaux de K" D"K~D™" on obtient

1 A2(e®B —1)2 +4An T A7 2B 4m x
IEGn(Z)(Xin) = ( + +

r
det(P)2(A" + A™) x A" (e2B —1)2 4 4A7 T AT @2B-4m
Pour r =y;;, on obtient le résultat voulu

ij AP Yij n=Yij 4 Yij
A S L
+ + eZB 4m)
A+ AR

Eg,@)(XiX;) ((e®-1)%+4

~ det(P)?

Ce qui acheve la démonstration.

5.6.4 Preuves des théorémes
5.6.4.1 Preuve du théoréme 5.1

On consideére un réseau économique % comme défini dans les hypothéses, et on note pour tout
i € V la mesure sur le réseau satellite G; détaché du réseau central Pg,. Nous considérons que
G; contient toujours i, et on considére la mesure de Gibbs IP’E‘; définie sur QV dont le hamiltonien

est donné par

Jfg(X):ZB;Xi+ Z m;;j6;;(X;,X;)
eV (i,))EE(V)

pour tout X € QY ot B} = %log(m —1). SoitueV,ona

B;X,+Y B:X;+ Y m;;6;;(X;, X))
i (V)

. e iZu (i,))EE!
[I:DG(-X) = * * * *
BiXu+Y Bili+ Y my0ii(l5) -BiXy+Y Bili+ X my;6i(ll))
Z e iFu (@,)EEV) + e i#u (i,/))EE(V)
n,=X ,=-X
o S (5.14)
2B:X,+Y B! Xi+ ¥ my6,(X;,X))
e i#u (i,/))eE(V)
N 2B; X+ Y Bili+ Y  my;6;ilil)) L Bili+ Y  my;6;il))
Z e iu (i,))EE(V) + Z eitu (i,))EE(V)
l/lu:Xu l/lu:—Xu
Or on peut exprimer ¢2B«*: de 1la maniére suivante

Y 76, (L)
2B x, _ I]:DGu(Xu = xu) LeQVu/L,=x,

C Pg,(Xy = —xy) y e, (L)
LeQVu/L,=-x,
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ou#q,(L)= Y B,L;+ Y m;;6;;(L;,Lj), alors la mesure s’écrit pour X, = x, € {2 comme

1eVy (i,)EEWV,)
suit
LB Xi+ Y my6i(Xi, X))
P X)= IPGu(Xu = xu)et¢u (i,/))€E(V)
) _ S O D Y Bili+ ¥ om0l
Y Pg,(Xy=xy)e7 DBV T Pg,(Xe = —xge E
l/lu:xu l/lu:_xu
Y B:X;+ Y m;i6;;(X;,X;)
Z e']fGM(L)ei#u i B ijOij (A&, A
= LeQVu/L,=x,
= Y. Bili+ Y my;6(;l5) Y B+ Y mio,0ul)
> e7c, (L) gizu " Yapesany TP Ly > o Hau L) i ! i, 0k
l/lu:xu LEQVu/Lu =Xy l/lu:_xu LeQVu/Lu:—xu

(5.15)

En répétant cette opération sur tout u € V, on obtient

y eLicv HG; (Lv; )+ X ey M0 %))

LeQ"i<Vi
VieVL;=x;

Y y eLicv 76, L)+ pepw) mijoijlislj)

1eQV Leq"i€v;
VieVL;=l;

y e]f’gy(L)

LeQi€v;
_ ViEVLi =X

Zg

Pe(X = (x))iev) =

Par conséquent, on a
PLX =@)iev)= ), Py(l)
LEQUiGVi
\-/i€VLi:xi

Ce qui démontre le théoreme.

5.6.4.2 Preuve du théoréme 5.3

D’apres le théoreéme 5.1 il est possible de se restreindre au réseau central avec des résistances
qui contiennent I'information sur les réseaux satellites. Dans ce cas, @ représente le nombre de
résistances négatives dans le réseau central G.

On considere donc G = (V,M,T) un réseau économique de support de taille [V| =n avec des
résistances (B;);cv. On note Pg (), sa mesure correspondante, et PG.B,.B, si nous homogénéisons
par les plus grandes résistances positives et négatives B, et B,;. De la méme maniere pour
les plus petites résistances, on note la mesure Pg 5, 5. Par nature des relations de support, la

fonction Pg (g,), est décroissante en B;, donc

I]:DG,BP,BQ(_la ceey _1) = [FDG,(Bi)i(_la ceey _1) =< [FDG,bp,bq(_la ceey _1)

On suppose que la limite |V}im IQ\?’_GI existe. Il est possible de choisir la connectivité uniforme sur
—+00

les mesures Pg g, B, et Pg 5,5, tout en gardant I'inégalité précédente, et donc se ramener aux
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mesures Pg, B, B, et Pg, b,,5, Sur un réseau G, homogene en connectivité.

Q

. . B
Sionalimy|—+c IVGI < 52

B,-By’

alors d’apres la proposition 5.11ona lim Pgp g (-1,...,—-1)=
V=00 P71
1. Par conséquent,

lim PG (Bi)i(_l’ ceey -1=1
|V ]|—+o00o ’

et donc Ag = 0.

. . b n oy
Si lim %> ~—, la méme proposition nous donne 1, = 1, donc
IV ]—+oo IV~ 0p=0q

lim P -1,..,-1)=0
B G,B,,B,( )

par conséquent on a bien une concentration sur I'état de survie de tout le réseau G, d'ou1 g = 1.

Si la limite limy|— 400 le(;| diverge, alors il faut procéder différemment. L'idée est d’exploiter le
fait que les mesures limites ne dépendent pas des connectivités. Par continuité de la mesure Pg
par rapport aux connectivités et aux résistances, on peut choisir Q¢ résistances négatives B, et

bg et |V|-Qg positives B, b, telles que }% = 1),,17+l;,1’ et des connectivités m,m' telles que

[P)Gn,m,Bp,Bq(_l, v, —1) < PG,(B,-)i(_ly .,—1)=< PGn,m’,bp,bq(_l, e,—1)

PGn,m’,bp,bq(la ooy 1)< pG,(Bi)i(_l, ceey -1)< PGn,m,Bp,Bq(la ooy 1)
ou les indices m,m’ dans les mesures signifient que le réseau G,, 4 une connectivité homogene m
ou m'. Nous avons vu dans la proposition 5.11 que 14 ne dépend que de L%, par conséquent
les bornes supérieures et et inférieures des inégalités ci-dessus converge vers la méme valeur A,
et 1-1,. Ce qui donne

lim Pg@g,),(-1,...,-1)=1-A,et lim Pggg,)(1,..,1)=21
|V|1—>n-100 G,(Bl)l( PR ) qe |V|1—’n‘300 G,(Bz)z( 2 ) q

Ce qui montre que la mesure en volume infini se concentre sur les états +(1,...,1,..).

5.6.4.3 Preuve du théoréme 5.4

On considere une suite (G,), de réseaux économiques ((V,,,M,,T,)), de tailles n tels que
M, x

X X

Vo Vi1, TpncThi1 et My = ( ) On associe a chaque réseau G, la mesure Pg, définit

sur l'espace ({-1, l}V",ggn,[P’Gn), et on note V, := UV, la limite de (V},),,, et Q = {1, 1}V I'espace
n

d’état sur le réseau infini G, qui représente la limite de (G,),. Lensemble ) est un compact

pour la topologie produit d’aprés le théoreme de Tychonoff !, et on aimerais en faire un espace

métrique afin d’avoir une notion de convergence et continuité bien définie. On prend alors la

11. Le théoréme de Tychonoff : Tout produit dénombrable de compact est un compact.
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topologie discréte sur chaque copie de {—1,1} associée a la métrique do(x,y) = 1(x # y). Comme
Vo est dénombrable, alors il existe une bijection ¢ : N — V. On définit donc sur Q la métrique
1(X ) # Yopir))
d(X,Y) = sup M
keN 2
Soit €(£2) I'espace des fonctions continue pour la distance d. Une suite de mesures (Pg, ),

converge vers une mesure Pg_ si et seulement si
Vfe€(Q), lim Eq [f1=Eqg_[f]
n—+oo

et on note

Pg_ := lim Pg,

n—+oo
L'idée est de démontrer cette convergence pour une classe 6j,.(2) de fonctions dit locales
(B (D), |l.lloo) dense dans €(Q2). Une fonction f locale sur Q2 est définit comme une fonction telle
qu’il existe un sous-graphe G = (V,M) c G tel que pour tout X € Q, f(X) ne dépend que de
Xg :=(X})iev. On note supp(f) le support de f, qui est le plus petit sous ensemble de V,, dont

le graphe détermine f. On a le lemme densité suivant :
Lemme 5.1. 6,.(Q2) est dense dans €(Q2).

Preuve. Soit f € €(Q), f est continue sur le compact 2 donc par le théoréme de Hein elle est

uniformément continue. Cela veut dire que
Ve>0,In>0,VX, X' €Q,dX,X)<n=>|fX)-f( X <e
La condition d(X,X’) <n veut dire qu’il existe G € G tel que X =X IIG’ par conséquent

Ve>0,3G <Gy, sup IfX)-fFfXl<e
Xig=X],
On fixe € >0 et X' € Q, pour tout X € Q on a (XX = X|g et X\6X)6..-G :Xl’G _¢ doncla
fonction £ : X — f(X,GX') est locale, et vérifie

sup IFX)-fX<e

Ce qui prouve que f est une approximation locale de f pour une précision arbitraire ¢, d’ou la
densité. O

Désormais, le reste de la preuve ressemble au cas d'un modele d’Ising sur un réseau Z%, car
toute la difficulté réside dans le choix d'une métrique adéquate qui permet d’établir cette den-
sité 2. Pour tout A € Vi, On définit la fonction o4 : X — [];ea X;. Ces fonctions sont clairement

locales, et le lemme suivant nous montre qu'on peut se restreindre a celles-ci.

12. Le choix de la distance dans le cas ou le degré de connexion d est fixe est assez naturel, qui est

1Xy #Yy)

AXD= L 5T

vezd
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Lemme 5.2. Soit f € 6€(QQ), alors
f= Y faoa
Acsupp(f)
ou fu =27 suPP(f) Y vetc1, ety f ()0 A (%) et 0 4(%) = [Tiea %i.
Preuve. Soit X €Q,on a
Y faXoaX) =2 lsurp ¥ Y f@oax)oaX)
Acsupp(f) Acsupp(f)xe{-1,1}surp(f)
=g lsupp N fx) Y ga@)oaX)
xe{—1,1}supp(f) Acsupp(f)
D’autre part, on a
Y oa@oaX)=2""14,-x,
AcB
Donc par localité de f, on a
Z fAA(X)O.A(X) = Z f(x)l{x\supp(f):X|supp(f)} = f(X)
Acsupp(f) xe{—1,1}supp(f)
D’ou le résultat. O

Soit f une fonction locale, pour tout X € {—1,1}V»*! on a

lEGrH—l [f] = Z lEGn+1 [fl{L\Vn+1\Vn}]

L‘Vn+1\Vn

= Z [EGn [f][FDGn+1(L|Vn+1\Vn)

LV, 1\Va

=kg,[f1Pg, ., L, ,\v, =1)

1+L . .
Or 1{Ly,,,\v, =1D = %, alors par cohérence des réseaux et 'inégalité GK S, pour tout
AcVy,

tg,loal=Eg,loalLy,,\v, =1]
_Eg,.,loal(Ly,,,\v, = 1]
 Eg,,[1{Ly,.\v, = 1]
_ Ee,,loalkg, ., [1UL, ,\v, = 1D
B Eg,.,[1(Lv,.,\v, = 1D]

= [EGn+1 [UA]

donc d’apres le lemme 5.2 et la linéarité de 'espérance, on a pour toute fonction locale Eq, ,[f]1=
Eg,[f]. Donc la suite (Eg, [f]), est décroissante et minorée par 0, donc converge vers une limite

finie [g_(f) pour toute fonction f locale. Par conséquent, on a
VI €€loc(), kg [f1= g, (f)

Cela nous définit alors une forme linéaire L, : f — [g_(f), celle ci vérifie les conditions du

théoréme de représentation suivant :
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Théoreme 5.5 (Riesz). Soit E un espace métrique compact, et L une forme linéaire continue sur
lespace des fonction continues de E telle que :
i)-L(1)=1.

1)-IL() < |If lleo alors, il existe une mesure de probabilité unique u telle que

L(f) = f fdu

Ce théoreme établit alors I'existence d’'une mesure p qu’on notera Pg_ telle que

Y € 6100 ), Eg () 1= Loolf) = f Fdpe.

Et par densité des fonctions locales dans ’espace des fonctions continues sur (2, alors on a le
résultat.
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CHAPITRE

EXTENSIONS ET PERSPECTIVES

ans cette section nous discutons certaines idées qui feront 'objet de recherches futures,
et qui sont dans la continuité de ce qui a été développé dans cette these. Nous avons déja
pu creuser certaines d’entre elles, comme le modele multipériode ou les questions de
concentration et d’allocation sous les effets de 'interdépendance. Mots-clés : Modeéle multipé-

riodes, concentration.

Sommaire
6.1 Modele multi-périodes . . . . . . . . . ... e 259

6.2 Allocation dans un portefeuille de crédit avec interdépendance sous contraintes. 261

6.3 Concentration et I'interdépendance . . . . .. ... ... ... ............ 263

6.1 Modele multi-périodes

Nous avons construit dans cette theése un modele d’interdépendance sur une seule période,
avec une dimension temporelle implicite qu’on peut aisément faire apparaitre en faisant varier
les paramétres du Hamiltonien dans le temps. Etendre un modele d’'une période & un modéle
multi-périodes n’est pas nouveau, et plusieurs papiers ’ont fait pour des modeles classiques. En
effet, D. Rulliére, D. Dorobantu et A. Cousin [27] ont fait une extension multi-période du fameux
modele de Davis et Lo [26] en introduisant une dynamique (récursion) dans les indicatrices
de défaut des différentes entités du réseau. Pour le modele d’Ising, I.O.Filiz et al [47] fait une
extension multi-période du modéle de maniére "artificielle", dans le sens ou il n’y a aucune

dynamique, mais uniquement un calcul de la distribution des pertes en conditionnant par les
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défauts passés. Ces extensions sont essentielles pour le pricing des dérivés de crédit, car elles
permettent de voir se restreindre a une chaine de Markov dont les états sont le nombre de défauts,
et qui définissent les différentes tranches de CDO. Un de nos objectifs futurs est de faire une
extension multi-période de notre modele, et nous allons présenter briévement dans cette section
la philosophie que nous allons suivre. Introduisons d’abord la notion de jointure de réseaux dont

nous aurons besoin dans la suite.

Définition 6.1. Soient G1 :=(V1,M1) et Gg := (Vo,M3) deux réseaux, on appelle A-jonction de
G1 et Ggleréseau G1 x4 Go:=(V1UVy, M1 x4 Ms) ou

MixaMs=

M, A
A M,

et A est une matrice qui représente les connexions entre G et Ga.

Cette notion permet de voir un réseau a un instant ¢ — 1 comme relié a lui méme mais a

I'instant ¢ comme le montre ’exemple suivant :

Exemple : Soit (G); une suite de réseaux G; := (Vy,M;) ou V; = {1,2,3}. La A-jonction de
Gs-1 et Gy estle réseau Gy—1 X g Gy := (Vi1 UV, M;_1 x4 M;) comme le montre la figure 6.1. On
constate que la matrice A régit la dépendance entre le présent et le passé, car si A est la matrice
nulle, alors le présent serait indépendant du passé. Si A est diagonale, alors la dépendance entre
Ly=14,0l24,031)et Li—1=(14-1,l24-1,13 1) a valeurs dans Q3 est telle que /; ; soit indépendant
des (I ;-1)j#; conditionnellement a /; ;1. Ce qui veut dire I'interdépendance agit instantanément,

et que c’est uniquement son effet qui traverse les périodes via les coefficients A;;.

FIGURE 6.1 — Le réseau G;-1 ¥4 G; en deux situations, a gauche quand G est compléetement
connecté, a droite quand G n’est pas connecté et A est diagonale.

Comme le montre cette figure, il est possible d’avoir une structure de dépendance inter-
périodes, dans laquelle I'effet de I'interdépendance passe d’une entité i a I'instant £ —1 a une
entité j a 'instant ¢ via le coefficient A;;. Il faut également noter que si X; 1 et X; sont des

champs de Markov sur G- et G, alors (X;_1,X;) 'est également sur G;_1 x4 G;. Donc
Pa,, mAGt(Xt—l,Xt) X eXP(JfGH NAGt(Xt—l,Xt))
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ou

HG, 10,06, Xi-1,Xt) = Aq, (X1 + Hq,(X) + Z Aijjvi (X i-1,X )
(6,))EVi-1 xVy

Les fonctions v/;; régissent la facon avec laquelle les états X; ;1 et X ; sont couplés, et jouent
le méme role que les relations §;;. Si considére une suite temporelle de réseaux économiques
6 :=(G¢ = (Vy, My, T})); telle que pour tout ¢ nous avons une jonction G;_1 X4, G; via une matrice
A, ! alors la suite des champs d’états (X;); sur chaque réseau est clairement un champs de
Markov. Cela vient de la structure de réseaux économique induite sur & dont les noeuds sont

U Vs, et du fait que X = (Xy,...,Xt,...) est un champs de Markov sur &, ce qui implique que

s<t

Po(Xtl(Xs)s<t) =Pg, 1 x4,6,(Xel Xe-1)

ce qui nous donne une chaine de Markov de champs de Markov. On suppose que V; =V pour tout

t, si A; est diagonale, alors en

Pel(Xi-1)i,(X; )il
Pel(Xi-1)il
Pa, 24,6 [ Xkt X t-1]

PelX:X;—11=

-l

keV PLXp -1
= [1 P, 1x0a,6, [ X0l X p-1]
keV - ~ -
P(t)

ol Pp(¢) représente la probabilité de transition de & & I'instant ¢ de 'état X, ;_1 a X}, ;. De maniére
générale, nous avons une matrice de transition 2!V! x 21V! a P'instant ¢ qu’on note 2, associée a la
chaine de Markov (X;); qui vérifie :

=75 1.% (6.1)

ou 7 = (Pe[X: = w]),eqvi- Léquation 6.1 permet alors de faire des projections des probabilités
de I’état du réseau dans le temps. Nous avons donc un modele temporel qui s’articule tres bien,
mais la problématique sur laquelle nous n’avons pas encore avancé est le choix des matrices de

jonction et des fonctions v;; ; cela fera 'objet de recherches futures.

6.2 Allocation dans un portefeuille de crédit avec

interdépendance sous contraintes.

Notre objectif dans cette section est de discuter les problemes d’allocation d’EAD dans un
portefeuille de crédit, en tenant en compte I'interdépendance. On s’intéresse a deux problemes en
particulier, celui de la minimisation de la perte et celui de la minimisation de la VaR. Lidée est

d’appliquer le modele d’interdépendance développé dans cette thése pour étudier les allocations

1. Tautologiquement on considere que & = Gg X4, G1... X4, G¢ X ..., ce qui induit une structure de réseau écono-

mique avec un Hamiltonien # (X) = ¥ #g, (Xs)+ ¥ )y A (X -1,X 1)
s<t §=t(i,j)eVs-1x Vs

261



CHAPITRE 6. EXTENSIONS ET PERSPECTIVES

d’EAD qui minimisent la VaR de la perte ou la perte moyenne. On modélise un portefeuille de
crédit comme un réseau économique G =(V,M,T), et on se donne un champs de Markov X de
défaut/non-défaut comme défini précédemment, on suppose de plus que la LGD est uniforme,

donc on a

ELgw)=) wPe(X;=-1) (6.2)
eV

ou les w = (w;); représentent les pourcentages d’EAD attribués aux entités, donc w; = %.
Nous avons vu dans le chapitre 5 que dans les réseaux SM que ’hyperconnectivité conduit & une
situation de Single Risk, donc les défauts sont liés par contagion, et par suite ’exposition sur un
client dans du portefeuille est aussi une exposition sur les autres. Donc si un client i fait défaut,
il y aura une perte déterministe w; qui correspond a son exposition, et des pertes probabilistes
(w;;)jev qui correspondent a 'augmentation de la probabilité de défaut, ou méme le défaut, des
entités voisines impactées par le défaut de i par effet de contagion. Il est alors important de
répartir au maximum I’EAD, en d’autres termes minimiser la concentration pour se couvrir de
la propagation du risque. Dans les réseaux concurrentiels, la situation est différente. En effet,
nous avons vu que dans ce type de réseaux, les pertes agrégées sont majorées par 50% en cas
d’hyperconnectivité. On peut alors se demander comment distribuer ’'EAD de maniére a ce que
la perte espérée ou la VaR soit encore plus basse dans ce cas de figure. Nous comptons étudier les

solutions des deux problemes

min ELgw)et min VaR,(L) (6.3)

jevwi=1 ievWi=

en faisant changer les connectivités, les probabilités intrinséques ainsi que les relations. Ce-
pendant, des probléemes de calcul s'imposent, car si on prend uniquement deux relations, par
exemple T € {SM,CYEV)  alors le nombre de configurations possibles des relations sur le réseau
est de 2Vl Donc il faut trouver une méthode analytique ou semi-analytique pour résoudre ce
probléme, ce qui constitue I'un des sujets auxquels on s’intéresse activement. On désire également
rajouter des contraintes de concentrations aux problémes, et étudier leurs solutions en fonctions
des relations et des connectivités.

On adopte la définition des pertes probabilistes (w;;);en() suite au défaut de i comme étant
Pe(X; = -1|1X; = =1) - Pg(X; = —1) pour touti € V et j € N(i), et on note W = (w;;); ;. Cette
matrice encode comment pour une configuration donnée, le défaut d’une entité va impacter le
portefeuille de crédit. Il serait également intéressant de ’étudier pour des configurations solu-
tions des probleme ci-dessus, afin de voir si ces solutions pourraient étre caractérisées par une
matrice W. La premiere étape de cette étude serait sur des réseaux homogenes (méme p; et méme
m;;) qui bénéficient de certaines symétries, afin d’utiliser des formules fermées ou semi-fermées
qui pourraient donner par la suite des solutions analytiques au probleme. Il est clair que ces

problémes relévent du risque de concentration en portefeuille de crédit, c’est pour cette raison
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qu’il fait partie intégrante de I'étude que nous allons faire, comme nous allons expliquer dans la

section qui suit.

6.3 Concentration et 'interdépendance

La concentration est un sujet qui occupe une place centrale en risque crédit, car il constitue
I'un des cibles du dispositif réglementaire de Baile II. Il existe plusieurs maniéres de mesurer la
concentration, comme I'indice de Gini ou I'indice de Herfindahl-Hirschman HHI qui bénéficie
d’une certaine popularité pour son aspect trés élémentaire. En reprenant les notations de la
section précédente, celui ci s’exprime comme HHI =Y ;v wl2 Donc il est égale a 1 si et seulement
si le volume en entier est mis sur une seule entité, et il admet un minimum ﬁ pour une
équirépartition. Par 'intermédiaire de cet indice on formule I'une des hypotheses "réglementaires"
les plus importantes en risque de crédit, a savoir ’hypothése de granularité infinie. En effet,

Gordy et al [114] démontre que pour pouvoir utiliser la formule réglementaire

o (x)y/p- @ 1(PD)

P(L <x) = O -
-p

)

sur des portefeuilles hétérogenes, alors il faudrait que HHI =Y ;cy w? soit presque nul. Le souci
cet indice est qu’il ne prend pas en considération l'interdépendance entre les entités du porte-
feuille, en particulier les phénomeénes de contagion. On définit alors un indice de concentration
Ca(w) qui fait intervenir les effets de la structure de dépendance, en modélisant le portefeuille

comme un réseau économique G =(V,M,T), qui s’exprime par
Cow):= wTCor(;(X)w

o Corg(X):=(Corg(X;,X;)); ; est la matrice de corrélation du champs Markovien X = (X;);ev
sous la mesure Pg.
On observe en cas d'indépendance que Corg(X)=1,, et donc Cg(w) = HHI(w). Cela veut dire
que cet indice induit I'indice de concentration HHI usuel en cas d’indépendance, par conséquent
il constitue une extension de ’HHI. Nous avons alors la propriété suivante :
Proposition 6.1.

1. Pour toute répartition w, on a 0<Cg(w) < 1.

2. Cow)=1o3IcV telle que [l;c;w; #0, Y ;cfwi =1let V(i,j) € 12, Corg(X;,X;)=1.
En particulier, si I ={*} alors HHI(w)=1et Cg(w)=1.

Preuve.
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1. Soit w une répartition. La matrice Corg(X) étant semi-définie positive, alors 0 < wlCorg(X)w.

De plus, on a
wTCorg(X)w = ZCor(;(Xi,Xj)wiwj
i,Jj

SZwiwj
L,J

=‘Zwi’2 =1

2. S’il existe une telle partie I <V, alors on a wy\; =(0,...,0), et on peut écrire par réaronge-

( E )
Corg(X)=
k k

ou J7 est la matrice qui ne contient que des 1 dans ses coefficients et de taille || x |I|.

ment que w = (wy,0,...,0) et

Nous avons alors

Caw)= w?JIwI
=) w)?
iel

=1

Réciproquement, si Cg(w) = 1, alors wT(J — Corg(X)w = YijAijwiw;=0.CommeA;;,w;,w; >
—_—

=Ag
0 alors Vi,jeV, Ajjwijw; =0. On pose H :={i € V;w; = 0}, alors Vi,j e V\H, A;; =0, on

note I = V\H, alors I vérifie bien Vi,j €I, Corg(X;,X;)=1et ¥ ;c;w; =} ;cy w; =1 tel que
[Lierwi #0, ce qui termine la démonstration.

O

Pour étre plus précis, cet le rapport ;}?;L(Uu);) est compris entre la plus petite et la plus grande

des valeurs propres de la matrice de corrélation. Cette proposition nous montre que l'indice
est égal a 1 si et seulement si la répartition est sur un groupe du réseau dont les entités sont
parfaitement corrélées. Nous avons alors quelque chose qui compléte le HHI, et qui permet de
traduire I'effet de I'interdépendance forte en terme de concentration. Cet indice ce décompose de

plusieurs maniéres, comme par exemple
Cew) = (Sew)T (Sgw)

ou S, est la racine carrée de la matrice de corrélation, ce qui ressemble a un HHI avec une
pondération Sgw et dont la somme n’est pas égale a 1. Nous allons analyser cette pondération
par la suite en essayant de comprendre ses variations en fonction des réseaux que nous allons
étudier et les effets de connectivité sur ces derniers. Cela revient a chercher les poids dans le

cas d’indépendance pour lesquels nous avons le méme niveau concentration que dans le cas
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d’interdépendance.
On définit également le nombre d’entités équivalentes dans un réseau, comme dans le cas du
HHI, par

celui-ci atteint en cas d'indépendance est valeur maximale de |V| pour une équirépartition,
et égale a 1 en concentration maximale. A titre d’exemple, nous allons nous intéresser a ces
indices sur des réseaux homogeénes et complets, afin d’isoler 'effet des types de relation que nous
allons faire varier dans {SM,C} qu'on définit par X; X; pour SM et —X;X; pour C. Nous savons
que simuler toutes les configuration possibles sur le réseau est trop cotiteux en calculs ( 2n22;n
configurations avec n := |V'|), mais nous allons exploiter la symétrie du probleme afin de réduire
ce nombre en regardant uniquement les classes d’isomorphies des réseaux 2. On notera n = |V| et
a,(G) le nombre de classes d’isomorphie ou d’équivalence sur le réseau G.

Nous allons représenter chaque configuration des a,(G) classes par un réseau Gi ou i =
1,...,a,(G). A chaque configuration Gi on associe un vecteur 7(Gi) = (7;(Gi))o<j<n-1 tel que
7;(Gi) est le nombre d’entités ayant j relations de concurrence. Pour illustrer cela, prenons par
exemple un réseau de 3 entités. Le nombre de configurations possibles est 8, et le nombre de

classes d’équivalence est 4 comme représenté dans la figure ci-dessous :

@ o
A ’
: ;

G4 G3 G2 G1

FIGURE 6.2 — Classes d’équivalence des 8 configurations possibles, ou les traits en pointillé
représentent les relations de concurrence et les traits normaux les relations de support.

La classe de G1 contient une configuration, G2 contient 3 au méme titre que G3 et G4 contient

une seule, et on a
m(G1)=(3,0,0), n(G2)=(1,2,0), n(G3)=(0,2,1) et 7(G4) =(0,0,3)

Pour illustrer la complexité du probleme, prenons I'exemple d'un portefeuille homogeéne en
probabilités de défaut intrinseques (p = 1%) de 5 entités. Alors nous avons 210 configurations
possibles du réseau, mais par symétrie on peut réduire ce nombre a a5(G) = 31 configurations qui
constituent les classes d’isomorphie. L'idée est d’analyser la concentration Cg(w) sur chacune de
ces classes en fonction de la connectivité pour une allocation w fixe. Nous allons prendre dans un
premier temps wy tel que HHI1(w) soit minimal égal a % = 0.2, ce qui veut dire une équipartition
wo = (1/5,1/5,1/5,1/5,1/5). L'avantage de ce choix est qu’il nous permet de voir comment la

répartition des types de relations et la connectivité vont déformer une équirépartition.

2. Deux réseaux sont isomorphes si on peut déformer I'un pour obtenir 'autre.
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Nous mettons en évidence dans la figure 6.3 les différentes configurations Gi du réseau a leur
coté les variations de la concentration Cg(wg) et du nombre équivalent ng(wg) en fonction de la

connectivité.
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FIGURE 6.3 — Variations de la concentration Cg et du nombre ng en fonction de la connectivité
pour chaque classe d’équivalence des configurations possibles du réseau.

On remarque que chaque configuration a son propre comportement en terme de variations de
la concentration, et que nous avons des cas de croissance, décroissance, atteinte de la concentra-
tion 1 mais aussi des stationnarités. Le premier constat que nous pouvons faire est que plusil y a
de relations de concurrence dans un réseau moins la concentration est élevé ; donc nous avons
bien un effet diversificateur de la concurrence. De plus, pour un méme nombre de concurrences, la
maniére avec laquelle sont distribués peut complétement changer le comportement de la concen-
tration (cas G11 et G7 ont les deux 3 relations de concurrence, le cas G17 et G19 ont les deux 6
relations de concurrence,...). Il est alors évident que le comportement de chaque configuration est
intimement lié & son vecteur 7(Gi) qui encode la maniére avec laquelle la concurrence est concen-
trée ou non dans le réseau, et on entend par concentrée le fait qu’il y ait une entité ou deux qui
sont concurrentes avec beaucoup plus d’entités que les autres. On note a(Gi) le nombre de rela-
tions de concurrence sur le nombre de relations dans le réseau Gi, qu'on appellera pourcentage de

concentration. Comme le représente la tableau suivant, on a une classification des configurations :
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Configuration n(G1) a(Gi) Comportement de la concentration
G1 (5,0,0,0,0) | 0,00% Croissante et atteint 1 en single risk
G2 (3,2,0,0,0) | 10,00% Croissante et atteint 1 en single risk
G3 (1,4,0,0,0) | 20,00% Croissante et atteint 1 en single risk
G4 (2,2,1,0,0) | 20,00% Croissante et stationnaire en 0.68
G5 (0,4,1,0,0) | 30,00% Croissante et stationnaire en 0.31
G6 (1,2,2,0,0) | 30,00% Croissante et stationnaire en 0.22
G7 (2,0,3,0,0) | 30,00% Croissante et stationnaire en 0.27
G8 (0,2,3,0,0) | 40,00% Admet un maximum de 0.42 en m = 4.2 et stationnaire en 0.04
G9 (1,0,4,0,0) | 40,00% Admet un maximum de 0.33 en m = 3 et stationnaire en 0.04
G10 (0,0,5,0,0) | 50,00% | Admet un maximum de 0.331 en m = 2.5 et stationnaire en 0.0016
Gl1 (1,3,0,1,0) | 30,00% Admet un maximum de 0.65 en m = 6 et stationnaire en 0.36
G12 (0,3,1,1,0) | 40,00% Admet un maximum de 0.37 en m =5 et stationnaire en 0.2
G13 (1,1,2,1,0) | 40,00% Admet un maximum de 0.56 en m = 7.6 et stationnaire en 0.36
Gl4 (0,1,3,1,0) | 50,00% Admet un maximum de 0.35 en m = 2.2 et stationnaire en 0.04
G15 (0,2,1,2,0) | 50,00% Admet un minimum de 0.134 en m = 3.7 et stationnaire en 0.138
G16 (1,0,2,2,0) | 50,00% Admet un minimum de 0.189 en m = 2.5 et stationnaire en 0.19
G17 (0,0,3,2,0) | 60,00% Admet un maximum de 0.32 en m = 1.8 et stationnaire en 0.04
G18 (0,1,1,3,0) | 60,00% Décroissante et stationnaire en 0.04
G19 (1,0,0,4,0) | 60,00% Décroissante et stationnaire en 0.045
G20 (0,0,1,4,0) | 70,00% Décroissante et stationnaire en 0.04
G21 (0,4,0,0,1) | 40,00% Admet un maximum de 0.64 en m = 3.8 et stationnaire en 0.199
G22 (0,2,2,0,1) | 50,00% Admet un maximum de 0.64 en m =4 et stationnaire en 0.36
G23 (0,0,4,0,1) | 60,00% Croissante et stationnaire en 0.36
G24 (0,1,2,1,1) | 60,00% Admet un maximum de 0.64 en m = 3.8 et stationnaire en 0.2
G25 (0,0,2,2,1) | 70,00% Strictement décroissante et stationnaire en 0.12
G26 (0,1,0,3,1) | 70,00% Décroissante et stationnaire en 0.12
G27 (0,0,0,4,1) | 80,00% Admet un minimum de 0.007 en m = 3.2 et stationnaire en 0.04
G28 (0,0,3,0,2) | 70,00% Admet un maximum de 0.36 en m = 2.2 et stationnaire en 0.04
G29 (0,0,1,2,2) | 80,00% Admet un maximum de 0.25 en m = 3 et stationnaire en 0.04
G30 (0,0,0,2,3) | 90,00% Strictement décroissante et stationnaire en 0.005
G31 (0,0,0,0,5) | 100,00% Strictement décroissante et stationnaire en 0.0016

TABLE 6.1 — Tableau récapitulatif des différentes configurations et leur comportement

Le tableau 6.1 nous montre que la concurrence dans un portefeuille de crédit fait diminuer la

concentration ou au moins permet de la majorer par une valeur strictement inférieur a 1. En effet,

nous partons d’'une distribution equirépartie et nous regardons comment les configurations font

grandir ou baisser la concentration, et comment dans des situations de single risk la concentration

passe de son niveau minimal a 1; mais aussi comment une bonne répartition de la concurrence

dans le portefeuille permet de la diminuer la concentration jusqu’a des niveaux parfois tres bas.

L'indice ng nous montre que dans le cas d'une hyperconnectivité, nous passons de 5 entités a 1
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(les cas G1 ,G2 et G3), alors que dans les cas G10 et G31 nous passons de 5 clients a 600, ce qui
représente une bonne diversification.

Nous avons vu dans les chapitres précédents que la concurrence permet également de majorer
les pertes, et qu'un bon portefeuille devrait contenir des concurrents. Mais 'exemple étudié
ci-dessus montre que la présence de la concurrence ne suffit pas, car nous avons des cas a 40%,
50% ou méme de 60% de pourcentage de concurrence a (comme G16, G13 G22 ou G23) pour
lesquels la concentration augmente considérablement et peut atteindre 64%. L'approche tres
pratiquée par les banques est d’opérer a une diversification sectorielle, régionale ou industrielle.
L'inconvénient de cette approche est qu’on peut avoir des groupes d’affaires bien diversifiés, qui
opérent dans plusieurs secteurs, mais dont les liens capitalistiques qui relient ses filiales peuvent
engendrer des effets de contagion dans les périodes de stress. Par conséquent, les expositions
sur les filiales de ces groupes d’affaires sont plus ou moins concentrées en un nombre équivalent
d’entités inférieur au nombre d’entités du réseau. Donc la question est comment la concurrence
devrait-elle étre réparti de telle sorte a garantir une bonne diversification du portefeuille? Cette
question et tant d’autres fait partie des questions auxquels nous souhaitons répondre dans les

travaux post-these.
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CONCLUSION

ous avons exploré dans cette these deux problématiques différentes en risque de crédit,
a savoir la monotonie des matrices de transition et I'interdépendance dans les porte-
feuilles de crédit. La premiére problématique est assez pratique et releve d'un besoin
chez les banques, car celles-ci cherchent en général a avoir des matrices monotones. La deuxiéme
problématique quant a elle est beaucoup plus ouverte et transversale, car elle concerne plusieurs
problématiques paralléles comme la stabilité financiére, ce qui lui donne encore plus d’enjeu.
Cependant, nous nous sommes restreints a la modélisation de I'interdépendance en risque de

crédit pour mieux adapter et interpréter les notions et les outils introduits.

Sur la premiere problématique, nous avons pu proposer une méthode de projection des ma-
trices empiriques pour résoudre un probléme de praticiens, qui est de combler les défauts de
monotonie d'une matrice empirique. Nous en avons dérivé une mesure du défaut de monotonie
qui a été calculée sur des données internes sur une durée de 10 ans. Cette approche a été appro-
fondie en introduisant la notion de 2-monotonie pour pouvoir détecter les notes qui violent les
contraintes de monotonie. Certains problémes de saturation des contraintes par un effet de bord
ont été également résolues, nous avons proposé une approche de projection du générateur infini-
tésimal pour garantir une stricte monotonie. Nous avons pu établir également certains résultats
théoriques sur la conservation de la monotonie par des transformations souvent appliquées en
pratique.

La problématique d’interdépendance a pris beaucoup plus de place dans cette these. Le chapitre
3 est consacré a l'introduction du modeéle, de 1’étude de son articulation mathématique et son
interprétation. Ce modele peut étre vu comme une extension du modele d’Ising, avec I'introduction
des relations §;; qui est I'idée qui rend le modele aussi riche et adapté a des problématiques
économiques. Ces relations introduisent une asymétrie qui manque au modeéle d’Ising réservé aux
structures symétriques, celle-ci est essentielle pour modéliser des relations entre entités de tailles
différentes avec un comportement asymétrique. La structure du modeéle permet également une
intégration des facteurs exogenes, ce qui permet en cas d’application d’un choc local d’observer
la diffusion de I'impact sur le réseau. D’autre part, cette structure est adaptée pour faire des
stress-tests dont les scénarios peuvent étres macroéconomiques ou un événement dans le réseau.
Nous avons pu également démontrer un certain nombre de résultats théoriques sur la sensibilité

du modele a la distance de propagation, aux variations des connectivité et aux variations des
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probabilités intrinséques.

Une des caractéristiques les plus importantes de ce modéle est la présence de phénoménes de
transition de phase. Ces phénomeénes critiques expliquent certains effets de contagion observés
en périodes de crise. Nous avons mis en avant, via cette notion, 'importance de la prise en compte
de la connectivité des portefeuilles de crédit en prenant certaines configurations trés connectées
comme dans le chapitre 5. Dans ce méme chapitre, nous avons étudié des réseaux par leur degré
de connexion et leur résistance a des réseaux satellites constitués de concurrents ou de mauvaises
relations. Nous avons pu établir des formules fermées et semi-fermées de la distribution des
pertes sur ces réseaux, en donnant le comportement asymptotique en "large pool". Ces résultats
ont été par la suite utilisés pour démontrer la possibilité d’encadrer la distribution des pertes
d’un réseau arbitraire par celles de deux réseaux réguliers et homogenes. Une étude numérique
approfondie a été faite dans le chapitre 5, celle-ci montre en particulier comment le capital écono-
mique sur un portefeuille de crédit peut varier tres considérablement en fonction des relations
et de la structure de dépendance interne du portefeuille. Bien que nous ayons eu des soucis de
capacité de calcul, des résultats sur I'effet du degré de connexion sur la propagation du risque
et Papparition des phénomeénes critiques ont été obtenus. Cette problématique de complexité
exponentielle du modele a été soulevée plusieurs fois dans cette these avec des propositions de
solutions différentes. En particulier, nous démontrons dans le chapitre 5 un théoréme qui permet
de réduire le calcul de maniére drastique si le réseau contient des branches arborés. Ce résultat
est d'une grande importance pratique, car les réseaux économiques sont en général assez "sparse"
et peuvent contenir assez souvent des structures arborées. Cependant, nous avons pu développer
un algorithme d’approximation assez rapide qui rend la complexité des calculs polynomiale. A
I’heure actuelle, cet algorithme est en phase de test, mais il permet déja de faire des calculs assez
rapides sur des réseaux de taille 100. Ce travail ne fait pas partie de cette these vu son état
d’avancement au moment de I’écriture du manuscrit, mais il fera 'objet d'un papier.

Nous avons discuté dans le chapitre 4 'aspect pratique le plus contraignant du modele, a savoir
la calibration. La calibration des modeles 4 champs n’est pas toujours une téche facile, du fait des
problemes de calcul et de disponibilité des données. Nous avons pu proposer certaines méthodes
de calibration que nous avons appliqué sur des données de notation ou sur des probabilités issues
d’une copule Gaussienne selon la disponibilité des observations. Une méthode particulierement
intéressante qui ressort est 'estimation par maximum de pseudo-vraisemblance. Cette méthode
a 'avantage de capter 'asymétrie des relations d’une part, et d’étre beaucoup moins demandeuse
en calcul comme pour une vraisemblance classique. Nous construisons les états observés en
considérant les investement et non —investement grades en supposant que les connectivités
sont universelles. Cette hypothése suggeére que les connectvités sont uniquement des parametres
topologiques et qu’il ne sont pas controlés par la nature des états 1 et -1. Cela permet alors de les

calibrer et les utiliser sur des états de défaut non-défaut.
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Cette these ne fait qu’effleurer approche introduite, car le nombre de questions qui restent
ouvertes, de perspectives encore inexplorées ou des applications possibles est assez grand par rap-
port aux pistes explorées. Sans parler des développements possibles sur d’autres problématiques
comme la stabilité financiére ou celle des chambres de compensation. Il est cependant important
de bien maitriser les techniques de calcul nécessaire pour une utilisation sur de grands réseaux.
Cela fait partie des objectifs d’apres thése, des avancées trés importantes ont été déja réalisées
sur ce sujet. Ces avancées vont nous permettre de mieux comprendre I'impact de la distribu-
tion des relations sur un portefeuille de crédit de taille réaliste, notamment les déformations
de la distribution des pertes sans avoir a calculer toutes les pertes possibles. Des projets plus
mathématiques sont également prévus, comme la compréhension de la propagation du risque via
des équations de chaleur ou d’onde induites du modéele, étudier I'effet du degré de connexion de
maniére rigoureuse ou encore ’extension du modeéle en considérant des connectivités aléatoires

ou méme des relations aléatoires.
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RESUME

Risque de Crédit et Interdépendance

ette thése a pour objectif I'étude de certaines problématiques reliées au risque de crédit.

Ces problématiques se partagent deux themes principaux, a savoir la monotonie des

matrices de transition, et la modélisation de I'interdépendance en risque de crédit. Le
premier théme est motivé par I'idéalisation des matrices empiriques de transition pratiquée par
les banques. Nous proposons dans cette thése une solution optimale qui permet d’approcher une
matrice empirique par une matrice monotone et ainsi réaliser une idéalisation de toute la matrice.
Nous démontrons également certains résultats théoriques sur la stabilité de la monotonie sous
deux types de transformations.
Le deuxiéme theme de la thése concerne l'interdépendance en risque de crédit de maniére
générale, et nous étudions la contagion et sa propagation comme un cas particulier. L'idée
consiste a voir un portefeuille de crédit comme étant un réseau dont les nceuds sont les entités
du portefeuille connectées via des liens. Nous construisons donc un modele graphique a champ de
Markov capable de tenir compte a la fois des facteurs exogenes et des interactions entre les entités.
Sous le formalisme de ce modéle, nous étudions plusieurs aspects d'interdépendance en risque de
crédit, notamment 'apparition des phénomenes critiques, ’effet de la topologie du réseau sur
les facteurs du risque et la propagation du risque. Nous avons pu apporter sur ces sujets des
contributions théoriques en prouvant des théorémes et des propriétés assez intéressantes, qui
permettent de prédire le comportement du portefeuille sous certaines conditions. D’autre part,
nous proposons également plusieurs facons de résoudre les problemes de calcul et de calibration

qui rendaient ce type de modéles difficiles d’utilisation en pratique.

Mots clés : Risque de crédit, Monotonie des matrices de transition, Stress-tests, Interdépen-

dance et contagion, Champ de Markov, Modele d’Ising.
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SUMMARY

Credit Risk and Interdependence

he aim of this thesis is the study of some important problems in credit risk, namely the

monotony of transition matrices and interdependence in credit portfolios. On the first topic,

we provide a new way to idealise completely and optimally empirical transition matrices
in a geometric fashion. We study the produced monotone matrices through the distance from
their associated empirical matrices using historical data. We prove in addition some theoretical
results on the stability of monotony under classical transformations.
On the study of interdependence, we introduce a Markov field model on a graphical formalism that
takes into account exogenous factors and local interactions between the nodes that represents
the firms of a credit portfolio. Our main idea is the introduction of relations that are functions
describing the nature of the interaction between two firms. In that scheme, we study how risk
parameters can be deformed under a type of relations, the topology of the considered network or a
macroeconomic shock that can be local or global. Furthermore, we study numerically how critical
phenomenon can arises in some sufficiently connected network configurations. We underline
the role of this phenomenon in stress periods, and how contagion in that formalism can explain
the observed cluster defaults in such periods. We prove many theoretical results on how risk
can spread on certain class of networks, the explicit expression of loss distribution on regular
networks and how the later can be used in the study of general large scale networks. We developed
in addition some technics to overcome the limits that rise on large scale networks for calibration

or default probability computing.

Keywords : Credit Risk, Transition matrix monotony, Stress-tests, Interdependence adn conta-

gion, Markov Fields, Ising model.
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