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Ce travail de thèse vise à développer des outils de statistique bayésienne pour l’ana-
lyse de données longitudinales dans le domaine de l’agronomie et de l’amélioration
génétique. Il sera limité à des données ne contenant pas de données manquantes ainsi
qu’à des variables réponses univariées continues.

1.1 Contexte agronomique et génétique

Dans le domaine de l’agronomie, le besoin de produire en grande quantité, tout
en garantissant une qualité nutritive et de façon durable face aux changements cli-
matiques, conduit à optimiser les modes de production. Cela passe notamment par le
développement de nouvelles variétés plus performantes en cherchant à maximiser à la
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fois le rendement, la qualité et la résistance face aux maladies ainsi qu’à minimiser les
besoins en eau. Dans ce contexte, les programmes d’amélioration génétique ont pour
objectif de sélectionner les meilleurs individus (génotypes) d’une population pour en-
gendrer les générations suivantes. Le succès de ces programmes d’amélioration pro-
vient de leur capacité à optimiser un ou plusieurs caractères d’intérêt, en se basant sur
des dispositifs expérimentaux et sur l’utilisation de modèles statistiques. Dans le cadre
de l’amélioration des espèces pérennes, telles que l’eucalyptus ou le palmier à huile,
les schémas de sélection récurrente réciproque sont largement utilisés. Le principe de
ces schémas est d’améliorer conjointement deux groupes d’individus, de manière à ob-
tenir des hybrides combinant de façon optimale les caractéristiques des deux groupes
parentaux. L’analyse de ces dispositifs a pour objectif principal d’extraire la part gé-
nétique de la variation d’un phénotype d’intérêt et de l’isoler de la part des variations
environnementales en utilisant les modèles linéaires à effets aléatoires (Linear Mixed
Model, LMM) [Lynch et al., 1998].

Dans le cadre de la génétique quantitative avec des plans de croisements, deux mo-
dèles sont principalement utilisés selon l’information génétique disponible, le modèle
"père-mère" et le modèle "animal" [Sun et al., 2009, Mrode, 2014]. Le modèle "père-
mère" permet d’expliquer la variation d’un caractère d’intérêt avec une décomposi-
tion de la variance génétique individuelle comme la somme des variances "mère" et
"père". Cette décomposition permet d’estimer la valeur génétique individuelle comme
la moyenne des variances génétiques héritées de la mère et du père. Le modèle linéaire
mixte associé est le suivant :

y = Xβ + ZmM + ZpP + ε, (1.1)

avec y le vecteur des observations du caractère d’intérêt, X une matrice de variables
explicatives, β le vecteur des effets fixes, Zm et Zp des matrices de design associées
aux effets M et P respectivement. M et P sont considérés comme deux vecteurs à ef-
fet aléatoire car ils peuvent être vus comme le résultat d’un échantillonnage aléatoire
dans une population parentale plus large. M est l’effet mère supposé de loi normale
N(0, σ2

mId). P est l’effet père supposé de loi normale N(0, σ2
pId). Cette modélisation

considère que toutes les mères sont indépendantes, tous les pères sont indépendants et
que les mères sont indépendantes des pères. Enfin, ε est le vecteur des résidus supposé
distribué selon une loi normale N (0, σ2Id).

Dans le contexte de plans d’expériences avec une information pedigree sur plu-
sieurs générations, ce type de modèle n’est pas adapté. Prenons l’exemple de deux
individus cousins. Avec le modèle (1.1), la corrélation entre ces deux individus sera
nulle car les parents sont supposés tous indépendants entre eux. Or cette corrélation
n’est pas nulle. Pour pallier ce problème, les "modèles animaux" ont été développés,
initialement pour des études sur les bovins [Lynch et al., 1998, Wilson et al., 2010].
Ils permettent de tenir compte du pedigree en considérant une structure de dépen-
dance génétique entre les individus, aussi appelée structure d’apparentement. Le mo-
dèle "animal" est de la forme :

y = Xβ + ZAuA + ε, (1.2)
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avec uA l’effet aléatoire contenant un niveau pour chaque individu, il suit une loi nor-
male N(0, σ2

aA) où A est la structure d’apparentement connue. Les structures d’ap-
parentement les plus couramment utilisées sont les structures calculées à partir de la
connaissance du pedigree [Mrode, 2014].

Avec l’arrivée des outils de génomique et de génotypage haut débit, les enjeux
ont évolué. Il est alors possible d’utiliser l’information moléculaire pour assister la sé-
lection et ainsi accélérer les programmes d’amélioration en identifiant les régions du
génome impliquées dans la variation phénotypique du caractère d’intérêt. Toutefois,
l’utilisation de données génotypiques soulève des questions méthodologiques nou-
velles, en particulier en lien avec la sélection d’effets fixes et d’effets aléatoires.

En effet, depuis quelques années, l’acquisition d’un grand nombre de marqueurs
moléculaires a donné accès à une information sur l’ensemble du génome. Ces mar-
queurs sont intégrés dans les modèles statistiques de génétique quantitative comme
des variables à effet fixe. Cependant, la prise en compte des marqueurs sur l’ensemble
du génome mène à un sur-ajustement. Effectivement, le nombre de variables devient
bien souvent largement supérieur au nombre d’observations. De plus, seules quelques
régions du génome apportent de l’information sur le caractère d’intérêt. Une ques-
tion se pose donc : sélectionner les marqueurs moléculaires qui influencent la variation
d’un caractère phénotypique en présence d’information sur le pedigree. Autrement dit,
comment faire de la sélection d’effets fixes dans le contexte de modèles à effets aléa-
toires ?

Des méthodes développées en génétique humaine et plus récemment en génétique
des plantes ont permis, à partir de marqueurs moléculaires et/ou de l’information sur
le pedigree, d’obtenir une matrice d’apparentement (IBD pour Identity By Descent) plus
fine soit à l’échelle du génome, soit à chaque position [George et al., 2000, van Eeuwijk
et al., 2010, Tisné et al., 2015, Lu et al., 2015, Korontzis et al., 2020]. Ainsi il est pos-
sible de décomposer l’effet individuel global comme la somme d’effets individuels en
chaque position. Ces structures associées à différentes positions entraînent un grand
nombre d’effets aléatoires qui est souvent supérieur au nombre d’observations. Une
nouvelle question se pose alors : comment sélectionner les structures qui influencent
la variation d’un caractère phénotypique ? Autrement dit, comment sélectionner des
effets aléatoires ?

Parallèlement, des technologies de phénotypage haut débit ont fait leur appari-
tion, permettant d’avoir accès à des mesures répétées dans le temps (données longi-
tudinales). Il est alors possible de suivre plusieurs caractères phénotypiques au cours
du temps, conjointement à différentes variables environnementales (température, en-
soleillement, humidité, pluviométrie, ...) en milieu naturel [Bartholomé et al., 2020].
Mais on peut aussi contrôler complètement l’environnement en serre permettant ainsi
de simuler des scénarios environnementaux [Marchadier et al., 2019]. De telles expé-
rimentations ont pour but d’obtenir une compréhension plus fine du comportement
d’un ou plusieurs caractères phénotypiques d’intérêt face aux variations environne-
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mentales (contrôlées ou non) au travers de modèles statistiques évolués. Il est alors
possible d’étudier l’évolution de l’architecture génétique au cours du temps ou encore
de mieux comprendre les interactions Génotype × Environnement (cf chapitres 2 et
3). On peut aussi chercher à étudier comment certains facteurs environnementaux ou
écophysiologiques agissent au cours du temps sur certains processus biologiques pour
ensuite mieux comprendre comment les cultures s’adaptent face au changement des
conditions environnementales. L’analyse statistique de données longitudinales soulève
toutefois plusieurs enjeux en lien avec : la prise en compte de la dépendance temporelle
entre les observations et les variables, la sélection de variables, et l’estimation d’effets
évoluant au cours du temps.

La statistique bayésienne offre un cadre unifié pour répondre à ces différentes pro-
blématiques grâce à la flexibilité offerte par la construction de modèles hiérarchiques. Il
est alors possible de construire des priors permettant de sélectionner les variables per-
tinentes tout en tenant compte de diverses structurations des données. C’est l’objectif
de ce travail de thèse.

1.2 Analyse de données longitudinales

Comprendre la dynamique de processus d’intérêt constitue un enjeu majeur dans
de nombreux domaines. Quels facteurs influencent la croissance des arbres par exemple.
Comment l’influencent-ils ? Ont ils un impact restreint à une période de temps, ou au
contraire un impact sur l’ensemble de la croissance ? L’acquisition de données mesu-
rées au cours du temps, données longitudinales, permet une compréhension fine de
ces processus dynamiques. Toutefois, l’analyse jointe de ces données soulève de nom-
breuses questions méthodologiques telles que la modélisation de la dépendance entre
les observations, ou la modélisation des effets des variables explicatives au cours du
temps. Dans cette partie, nous introduisons les modèles les plus couramment utilisés
en nous focalisant sur le cas où la variable réponse est continue, avec l’objectif de com-
prendre l’influence d’un grand nombre de variables explicatives sur la dynamique de
la réponse. Nous supposerons de plus que la variable réponse est observée sur diffé-
rents pas de temps communs à tous les individus. Nous noterons l’indice des individus
i = 1, . . . , n, les variables explicatives seront indexées par j = 1, . . . , p et enfin l’indice
des pas de temps sera noté t = t1, . . . , tT .

1.2.1 Les modèles linéaires mixtes

Les modèles linéaires mixtes forment une classe de modèles qui permet de struc-
turer les dépendances selon un ou plusieurs facteurs groupant. Dans le contexte de
données longitudinales, ces modèles permettent une modélisation de la structure de
dépendance entre les observations réalisées sur un même individu. En particulier, les
modèles à intercept et pentes aléatoires (RIS pour random intercept and slopes), intro-
duits par Laird and Ware [1982], modélisent l’intercept et les pentes en fonction d’un
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facteur groupant. Dans la majorité des applications, l’individu est supposé être le fac-
teur groupant. Nous verrons par la suite un autre exemple où le facteur groupant est
le temps (cf chapitre 2). Le modèle RIS peut s’exprimer au niveau de l’individu et du
temps de la façon suivante :

yi,t =
p∑
j=0

xji,t
βj +

p∑
j=0

xji,t
β̃ij + εi,t, (1.3)

où yi,t est l’observation de l’individu i au temps t, xji,t
est la valeur de la jème variable

(j = 0, . . . , p) pour l’individu i au temps t avec x0i,t
= 1 pour l’intercept, βj le co-

efficient de régression associé à la jème variable avec β0 l’intercept. β̃ij est le terme
correcteur du coefficient de régression de la jème variable pour l’individu i, supposé
aléatoire. Ce terme est également nommé pente aléatoire. Le vecteur β̃i = (β̃i0 , . . . , β̃ip)′
de l’ensemble des intercept et pentes aléatoires de l’individu i est supposé suivre une
loi normale d’espérance nulle et de matrice de covariance V inconnue. εi,t est le résidu
de l’individu i au temps t. Le vecteur εi = (εi,1, . . . , εi,tT )′ de l’ensemble des résidus
de l’individu i est supposé suivre une loi normale d’espérance nulle et de matrice de
covariance Σ.

D’un point de vue matriciel (cf figure 1.1 pour plus de lisibilité), le modèle peut
ainsi se réécrire de la façon suivante :

y = Xβ + Zβ̃ + ε, (1.4)

avec y le vecteur de l’ensemble des observations y = (y′1, y′2, . . . , y′n)′, avec yi = (yi,t1 , . . . , yi,tT )′
le vecteur de longueur tT des observations pour l’individu i.X la matrice de dimension
(ntT )× (p+ 1) contenant les p régresseurs plus le vecteur unitaire : X = [1, X1, . . . , Xp]
avecXj = (Xj1,t1

, . . . , Xj1,tT
, . . . , Xjn,t1

, . . . , Xjn,tT
)′ pour j = 1, . . . , p. β = (β0, . . . , βp) est

le vecteur de longueur p + 1 des coefficients de régression. Z est la matrice de design
(bloc diagonale) de dimension (ntT )× (n(p + 1)) associée aux pentes et intercept aléa-
toires et construite à partir de la matrice X . β̃ est le vecteur de longueur n(p + 1) des
pentes et intercept aléatoires. Ce vecteur est la concaténation des vecteurs aléatoires
propres à chaque individu β̃ = (β̃′1, . . . , β̃′n)′. Ainsi β̃ est supposé suivre une loi nor-
male N (0, In ⊗ V ), où ⊗ désigne le produit de Kronecker. Enfin ε = (ε′1, . . . , ε′n)′ est le
vecteur de longueur ntT des résidus supposé suivre une loi normale N (0, In ⊗ Σ).

FIGURE 1.1 – Construction de l’équation (1.4) du modèle à intercept et pentes aléatoires.

Les structures de dépendance entre les observations sont construites à deux ni-
veaux par les matrices de covariance V et Σ. V permet de structurer les dépendances
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entre les effets aléatoires et ainsi de supposer une dépendance entre l’intercept et les
pentes. Celle-ci peut être supposée totalement libre ou prendre une forme particulière.
Par exemple, dans le contexte de l’analyse des données arabidospsis thaliana que nous
aborderons dans le chapitre 2, nous supposons que V est structurée en bloc où chaque
bloc est associé à un chromosome. Pour ce qui concerne la matrice Σ, elle permet de
tenir compte des dépendances résiduelles. Il est commun de supposer les résidus indé-
pendants et cette matrice est alors égale à l’identité. Toutefois, Li and Sillanpää [2013]
montrent que celle-ci peut jouer un rôle très important notamment lors de l’étape de
sélection des effets fixes. Par la suite, nous considérerons une structure de type au-
toregressive comme l’ont proposé différents auteurs précédemment [Ma et al., 2002,
Fahrmeir et al., 2011, Li and Sillanpää, 2013]. Ce choix sera discuté.

1.2.2 Les modèles à coefficients variants

Les modèles à coefficients variants (VCM pour Varying Coefficient Model), introduits
par Hastie and Tibshirani [1993], forment une large classe de modèles non-linéaires
permettant une modélisation flexible des données. Un VCM consiste à décrire les ob-
servations en fonction de deux ensembles de régresseurs X1, . . . , Xp et S1, . . . , Sp. Il est
donné par l’équation générale suivante :

y = µ+X1.f1(S1) + · · ·+Xp.fp(Sp) + ε, (1.5)

avec y = (y1,t1 , . . . , y1,tT , . . . , yn,t1 , . . . , yn,tT )′, le vecteur de l’ensemble des observations,
µ l’intercept, Xj = (Xj1,t1

, . . . , Xj1,tT
, . . . , Xjn,t1

, . . . , Xjn,tT
)′ et

Sj = (Sj1,t1
, . . . , Sj1,tT

, . . . , Sjn,t1
, . . . , Sjn,tT

)′, pour j = 1, . . . , p, les vecteurs de longueur
ntT des régresseurs. f1, . . . , fp sont des fonctions inconnues supposées continues. L’opé-
rateur "." désigne le produit élément par élément. ε est le vecteur de longueur ntT des
résidus. Il est la concaténation des résidus associés à chaque individu ε = (ε′1, . . . , ε′n)′,
où εi = (εi,t1 , . . . , εi,tT )′ est un vecteur de longueur tT supposé suivre une loi normale
N (0,Σ), pour i = 1, . . . , n. Σ est une matrice de covariance de dimension tT × tT com-
mune à tous les individus. Le vecteur de l’ensemble des résidus est alors supposé
suivre une loi normale N (0, In ⊗ Σ). Un VCM est linéaire par rapport aux régresseurs
X1, . . . , Xp mais leurs effets évoluent de manière non linéaire par rapport aux valeurs
des variables S1, . . . , Sp.
La classe des VCMs englobe de nombreux modèles.

• Fixer les variables S1, . . . , Sp en un unique vecteur correspondant aux indices du
temps dans l’équation (1.5) permet de retrouver un modèle linéaire dynamique
introduit par West et al. [1985]. Ce modèle permet de modéliser les paramètres de
régression par des fonctions du temps. Il a été introduit initialement pour l’ana-
lyse d’une variable réponse mesurée sur un unique individu à différents pas de
temps. Ce modèle a été largement utilisé pour l’analyse de séries temporelles et
a motivé différentes extensions, parmi lesquelles on peut citer par exemple les
modèles linéaires à tendance (dynamic linear trend model) [Hodrick and Prescott,
1997, Kim et al., 2009, Frühwirth-Schnatter and Wagner, 2010, Faulkner and Mi-
nin, 2018] largement utilisés pour extraire la tendance d’une série temporelle ou
débruiter/lisser un signal.
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• Fixer les variables X1, . . . , Xp à l’identité dans l’équation (1.5) conduit au modèle
additif introduit par Hastie and Tibshirani [1990]. Cette classe de modèles permet
de considérer une relation non linéaire entre les variables explicatives S1, . . . , Sp
et la variable réponse y.

• Fixer toutes les fonctions fj en une unique fonction f et fixer Sj = j permet de
retrouver un modèle de régression sur signaux dans lequel nous ferions l’hypo-
thèse que les coefficients de régression sont issus de réalisation d’une fonction
inconnue plus ou moins lisse [Land and Friedman, 1996, Marx and Eilers, 1999,
Tibshirani et al., 2005]. Les modèles de régression sur signaux sont adaptés pour
étudier une variable réponse y disposant d’une seule observation par individu
que l’on cherche à expliquer en fonction d’un ensemble de régresseurs ordonnés
issus de mesures répétées sur tT pas de temps. Le nombre de variables p corres-
pond alors au nombre de pas de temps tT . L’ensemble des observations des p/tT
régresseurs d’un même individu forme alors un signal évoluant dans le temps.
Ces signaux apparaissent dans de nombreux domaines. En agronomie par exemple,
on pourrait être intéressé par mettre en lien un indice de maturité d’un fruit (va-
riable réponse y mesurée une seule fois sur n individus) avec une variable en-
vironnementale. Pour chaque individu, on dispose d’une série de p/tT mesures
journalières de la variable environnementale pouvant être vues comme un signal
évoluant dans le temps. Cette application sera traitée dans le chapitre 4.

Estimation des effets fonctionnels

L’une des difficultés majeures dans les VCMs est l’estimation des effets fonction-
nels. Les fonctions inconnues fj , j = 1, . . . , p, peuvent être estimées de manière para-
métriques ou non-paramétriques [Li and Sillanpää, 2015]. Cette dernière approche per-
met de ne faire aucune hypothèse sur la forme des courbes. Parmi les approches non-
paramétriques, deux sous-classes ont alors émergé dans la littérature, les approches
fonctionnelles et non-fonctionnelles.

Les approches fonctionnelles consistent à interpoler une fonction inconnue fj par
une combinaison linéaire de q fonctions de base rangées dans une matrice Bj de di-
mension ntT × q tel que fj(Sj) = Bjbj avec bj le vecteur de poids associés à chacune
des fonctions de base. La matrice des fonctions de base Bj est construite à partir de la
variable Sj . Chaque ligne l de la matrice Bj est définie par les réalisations des fonc-
tions de base au point Sjl et chaque colonne k est définie par les réalisations de la kème

fonction de base sur les différentes valeurs du régresseur Sj . Le nombre de fonctions de
base étant inférieur au nombre de valeur du régresseur Sj , les approches fonctionnelles
permettent ainsi de réduire le nombre de paramètres à estimer. Parmi les fonctions de
base les plus couramment rencontrées, on retrouve la base des polynômes de Legendre
ou encore les bases splines. Les splines consistent à interpoler des morceaux de poly-
nômes d’ordre 1, 2 ou 3 entre différentes valeurs du régresseur Sj , appelées des noeuds,
fixées par l’utilisateur. Les polynômes sont reliés entre eux au niveau des noeuds en
imposant une continuité. Cette construction aboutit à un ensemble de m fonctions de
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base spline avec m égal au nombre de noeuds plus le degré des polynômes. Diffé-
rentes fonctions splines existent, on retrouve les fonctions de puissances tronquées, les
splines naturelles [Eubank, 1988] ainsi que les B-splines [De Boor et al., 1978, Wahba,
1990, Dierckx, 1995]. Notons que les B-splines sont des fonctions locales permettant
ainsi d’éviter les problèmes d’estimation qui peuvent survenir sur les bords du do-
maine de définition, faisant d’elles les fonctions de base les plus populaires. On pourra
se référer au livre de Fitzmaurice et al. [2008], chapitre 11, pour plus de détails sur les
différentes bases de splines. Le choix du nombre de noeuds ainsi que leurs positions
sont des considérations délicates et ont une forte incidence sur la qualité d’ajustement.
Considérer trop peu de noeuds mène à un sous-ajustement, tandis qu’en considérer un
trop grand nombre de noeuds mène à un sur-ajustement. Pour palier ce problème, il
est alors possible de considérer un nombre relativement large de noeuds équidistants
et de contraindre la dérivée (généralement d’ordre deux) de la fonction ainsi ajustée
(smoothing spline Wahba [1990]), ou encore de contraindre les différences successives
des poids bj (P-spline, Eilers and Marx [1996]). Cette dernière contrainte peut se voir
comme une estimation de la dérivée au travers des différences finies et peut être réali-
sée, d’un point de vue bayésien, à l’aide d’un processus de marche aléatoire placé sur
les poids [Lang and Brezger, 2004, Rue and Held, 2005]. Plus de détails sont apportés
dans la section 1.3.2.

Les approches non-fonctionnelles permettent d’estimer directement les réalisations
de la fonction fj inconnue supposée continue sur les différentes valeurs du régres-
seur fj(Sj) = bj . Notons que cette approche peut être réécrite comme une approche
fonctionnelle fj(Sj) = Bjbj dans laquelle nous considérons une matrice Bj identité. Le
nombre de paramètres à estimer est alors égal à la longueur du régresseur Sj . L’hypo-
thèse de continuité de la fonction fj implique la présence de lien entre les paramètres
successifs contenus dans le vecteur bj , et doit être prise en compte dans l’estimation de
ce dernier. Cette estimation peut se faire de diverses manières, notamment au moyen
d’un processus autorégressif ou plus largement à l’aide d’un processus gaussien [Rue
and Held, 2005, Rasmussen and Williams, 2006]. Plus de détails sont apportés dans la
section 1.3.2.

1.3 Sélection bayésienne de variables et régularisation de
modèle pour données longitudinales

L’utilisation des modèles présentés précédemment (section 1.2) pour l’analyse de
données longitudinales soulève des questions statistiques notamment en lien avec le
sur-ajustement lorsque le nombre de variables explicatives est grand. Par exemple,
dans le cadre des VCMs (cf équation (1.5)), un grand nombre de variables conduit
à l’estimation d’un grand nombre de fonctions fj et donc à l’estimation d’un grand
nombre de vecteurs de paramètre bj , j = 1, . . . , p, que cela soit dans le contexte fonc-
tionnel ou non-fonctionnel. Dans le cadre des modèles RIS (équation (1.4)), si le nombre
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de covariables p est grand, alors le nombre d’effets aléatoires peut potentiellement être
du même ordre de grandeur, voire égal à p. Cela implique que le nombre de compo-
santes de la variance est de l’ordre de p, auquel s’ajoute les covariances entre les effets.
Ainsi quelque soit le modèle considéré, le nombre de paramètres peut devenir très
important voire même supérieur au nombre d’observations.

Dans le contexte bayésien, la loi a priori, ou prior, joue un rôle central et permet na-
turellement une certaine forme de régularisation [Bickel et al., 2006]. Toutefois, le choix
de cette loi reste complexe en particulier lorsque le nombre de paramètres (coefficients
de régression ou composantes de la variance) est grand, ou que l’on souhaite sélection-
ner les variables influentes, ou bien encore quand on cherche à forcer les effets vers
zéro des variables sans intérêt et cela sans biaiser l’estimation des effets des variables
importantes. Dans la suite de cette partie, nous introduisons dans un premier temps
les lois a priori classiquement usitées pour un ensemble de paramètres non structurés,
supposés indépendants entre eux. Dans un deuxième temps, nous présentons les lois a
priori lorsque les paramètres sont structurés les uns avec les autres, par exemple au tra-
vers du temps. Enfin, la troisième et dernière partie montre comment ces lois peuvent
être transposées à la question de la sélection des composantes de la variance.

1.3.1 Lois a priori pour la sélection de variables et la régularisation
de modèles : cas où les paramètres sont non structurés

Dans cette première partie, nous nous positionnons dans le cadre de la régression
linéaire :

y = Xβ + ε, ε ∼ N (0, σ2Id), (1.6)

où y est le vecteur de longueur n des observations (une seule observation par individu),
X une matrice de dimension n× p contenant la collection des p variables explicatives,
β le vecteur de longueur p des coefficients de régression et ε le vecteur de longueur n
des résidus supposé gaussien d’espérance nulle et de variance σ2.

Dans ce contexte, une large littérature existe concernant le choix des lois a priori
pour sélectionner les variables d’intérêt ou pour réduire à zéro les effets des variables
explicatives non pertinentes. La première famille de lois repose sur ce qui est couram-
ment appelé les méthodes spike-and-slab. Cette classe de lois a priori consiste à supposer
que la loi a priori des paramètres est un mélange fini de deux distributions, l’une pour
la partie spike, l’autre pour la partie slab. La seconde classe de prior, plus récente, repose
sur l’hypothèse que les paramètres suivent une loi continue qui peut se réécrire comme
un mélange infini de lois gaussiennes sur la variance ou l’écart-type. Nous désignerons
ces lois sous le nom de lois a priori continues de réduction.

Priors de type spike-and-slab

Les priors de type spike-and-slab ont été introduits par Mitchell and Beauchamp
[1988]. Ils permettent de classer les paramètres βj sujets à la sélection en deux catégo-
ries : les paramètres non-nuls et nuls. Pour chaque paramètre βj , une variable latente
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binaire γj est introduite qui va prendre la valeur 1 si le paramètre est considéré comme
non-nul et zéro sinon. En fonction de la valeur prise par γj , le paramètre βj se voit alors
assigner une distribution a priori diffuse pslab si γj = 1, ou une distribution a priori pi-
quée autour de zéro pspike si γj = 0. La loi pslab, centrée en zéro doit avoir une variance
τ 2

1 suffisamment large pour permettre aux paramètres βj de prendre n’importe quelle
valeur sur l’axe des réels, tandis que la loi pspike, centrée en zéro est supposée avoir une
faible variance τ 2

0 ce qui permet aux βj de prendre une très faible valeur qui pourra être
considérée comme nulle. La variable indicatrice est supposée suivre une distribution
de Bernoulli dont le paramètre π peut-être considéré fixe ou aléatoire, le second choix
est généralement préféré [Scott and Berger, 2010]. Les variances τ 2

0 et τ 2
1 peuvent égale-

ment être inférées. Formellement, les lois a priori de type spike-and-slab peuvent s’écrire
de la façon suivante :

p(βj|γj, τ 2
1 , τ

2
0 ) = γjpslab(βj|τ 2

1 ) + (1− γj)pspike(βj|τ 2
0 ), (1.7)

γj|π ∼ Bern(π). (1.8)

L’utilisation d’un tel prior permet alors d’avoir accès à la probabilité a posteriori que le
paramètre βj soit nul ou non et donc à la probabilité d’inclusion de la variable explica-
tive Xj dans le modèle.

Différentes distributions pslab et pspike ont été étudiées dans la littérature. Générale-
ment, la distribution pslab est supposée être une distribution gaussienne. Ce cas particu-
lier est connu sous le non de prior stochastic search variable selection [George and McCul-
loch, 1993, 1997]. La distribution Laplace a également été proposée comme alternative
à la distribution gaussienne pour la partie diffuse, pslab, [Ročková and George, 2018].
La distribution pspike peut être identique à la distribution pslab avec une variance τ 2

0
suffisamment petite. Notons qu’une telle distribution pspike ne permet pas de réduire
exactement à zéro le paramètre mais offre de très bonnes propriétés algorithmiques
[Malsiner-Walli and Wagner, 2018]. L’utilisation d’une masse de Dirac en zéro comme
distribution pspike a également été proposée [Smith and Kohn, 1996, Geweke, 1996].
Cette distribution permet de mettre exactement à zéro les paramètres associés aux va-
riables explicatives non pertinentes. Toutefois, cela peut entraîner des problèmes de
convergence des algorithmes MCMC. L’utilisation de la vraisemblance intégrée en βj
pour échantillonner γj permet d’améliorer la convergence [Malsiner-Walli and Wag-
ner, 2018, van de Schoot et al., 2021].

Bien que l’équation (1.7) reste la forme la plus rencontrée du prior spike-and-slab,
d’autres paramétrisations ont également été explorées. Kuo and Mallick [1998] pro-
posent par exemple la reparamétrisation βj = γjαj , où les γj sont supposés suivre une
loi de Bernoulli de paramètre π et les αj une loi normaleN (0, τ 2

1 ). Cette reparamétrisa-
tion implique naturellement une masse de Dirac comme loi pspike. George and McCul-
loch [1993] reformulent le prior (1.7) comme un mélange d’échelle de loi normale de la
forme :

βj|γj, τ 2
1 ∼ N (0, γjτ 2

1 ), γj|π ∼ πδ1(γj) + (1− π)δc0(γj). (1.9)

Dans le cas où c0 est fixé à zéro, on retrouve alors une masse de Dirac en zéro pour la
loi pspike. Dans le cas où c0 est faible mais non nul, la loi pspike est alors une loi normale



1.3. Sélection bayésienne de variables et régularisation de modèle pour données longitudinales11

avec une variance τ 2
0 = c0τ

2
1 . Ishwaran et al. [2005] proposent une loi inverse-Gamma

sur τ 2
1 aboutissant à une variance v2

j = γjτ
2
1 suivant un mélange bimodal continu de loi

inverse-Gamma.

Reconnus pour leurs performances, les priors de type spike-and-slab ont été largement
utilisés avec succès dans différents domaines, notamment en génétique quantitative
pour aborder des questions liées à la cartographie de loci de caractères quantitatifs
(QTL mapping) ou à la génétique d’association pangénomique GWAS [Pérez and de Los Cam-
pos, 2014, Lu et al., 2015]

Priors continus de réduction

Les priors de type continu de réduction (CS pour Continuous Shrinkage priors) sont une
alternative aux priors de type spike-and-slab [Park and Casella, 2008, Polson and Scott,
2010]. Ils ont initialement été développés pour obtenir une version bayésienne des mé-
thodes de vraisemblance pénalisée introduites dans le cadre fréquentiste [Kyung et al.,
2010]. Ces dernières consistent à minimiser la fonction suivante :

arg minβ l(y, β) = 1
σ2 ||y −Xβ||

2 + ν
p∑
j=1

ψ(β2
j ) (1.10)

où ψ est une fonction de pénalisation et ν le paramètre de pénalisation. En effet, l’équa-
tion (1.10) peut s’interpréter comme l’opposé du logarithme de la densité a posteriori de
β dont le prior associé à βj serait proportionnel à exp{−νψ(β2

j )}. De façon générale, ces
priors reposent sur le formalisme hiérarchique suivant pour j = 1, . . . , p :

βj|θ2
j ∼ N (0, θ2

j ), (1.11)

θ2
j ∼ F(θ2

j ; 1/ν), (1.12)

où F est une certaine loi de distribution de la variance ou de la précision. Par exemple,
si tous les θ2

j sont identiques et queF est une loi inverse-Gamma, on retrouve la version
bayésienne de la pénalisation ridge [Hoerl and Kennard, 1970]. Si cette loi est égale
à une loi exponentielle, on retrouve la version bayésienne de la pénalisation Lasso
introduite par Tibshirani [1996].

Remarque. On peut noter d’une part que l’équation (1.11) définit les priors de type
continu de réduction comme un mélange infini de loi gaussienne, et d’autre part que la
loi marginale des paramètres βj n’est plus gaussienne :

L(βj) =
∫
φ
(
0, θ2

j

)
g(θ2

j )dθ2
j

où φ désigne la fonction de densité de la loi gaussienne, et g la fonction de densité de
la loi de θ2

j .

Pour obtenir de bonnes performances de sélection et de régularisation, un prior
de type continu de réduction doit satisfaire deux caractéristiques. La première est de
permettre d’assigner suffisamment de masse en zéro pour réduire les coefficients de
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régression non-pertinents vers zéro. La seconde est d’avoir des queues de distributions
suffisamment lourdes pour pouvoir estimer, sans biais, les coefficients non-nuls. Ces
deux propriétés ne sont pas respectées, par exemple, dans le cas du Lasso bayésien.
Ainsi de nombreux auteurs ont proposé de nouveaux priors tels que le prior Normal-
Exponentiel-Gamma (NEG) [Griffin and Brown, 2007], le Normal-Gamma-Double-Pareto
(NGDP) [Armagan et al., 2013], le Normal-Gamma (NG) [Griffin et al., 2010], le Normal-
Gamma-Gamma (NGG) [Griffin et al., 2017], le Normal-Beta-Prime (NBP) [Bai and Ghosh,
2019]. La construction hiérarchique de ces priors est détaillée dans le tableau 1.1.

Prior Prior sur τ2 Prior sur ω2
j R package

NIG
τ2 ∼ IG(s, r) ω2

j = 1 BGLR [Pérez and de Los Campos, 2014]

bayesreg [Makalic and Schmidt, 2016]

Student(d, v)
τ2 = 1 ω2

j = IG(d/2, v d/2) BGLR [Pérez and de Los Campos, 2014]

v ∼ G(s, r)
NE

τ2 ∼ IG(a, b) ω2
j ∼ Exp(1/2) BGLR [Pérez and de Los Campos, 2014]

[Park and Casella, 2008] bayesreg [Makalic and Schmidt, 2016]

NEG
τ2 = 1 ω2

j ∼ Exp(zj/2)
[Griffin and Brown, 2007] zj ∼ G(a, b)

NGDP
τ2 = 1 ω2

j ∼ Exp(λ2
j/2)

[Armagan et al., 2013] λj ∼ G(α, η)
DL

τ ∼ G(a p, 1/2)
ω2
j = ψjφ

2
j dlbayes [Zhang and Li, 2018]

[Bhattacharya et al., 2015] ψj ∼ Exp(1/2)
φ ∼ Dir(a, . . . , a)

R2D2
(τ2)2 ∼ G(b, 1)

ω2
j = ψj(σ2λj/2)1/2

[Zhang et al., 2020] ψj ∼ Exp(1/2)
λj |ξ ∼ G(a, 1)

NTPB
τ2 ∼ π(τ2) ω2

j ∼ B′(a, b)[Armagan et al., 2011]

NG
τ2 = 1 ω2

j ∼ G(λ, γ)
[Griffin et al., 2010]

NGG
τ2 = 1 ω2

j ∼ G(λ, γj)
[Griffin et al., 2017] γj ∼ G(a, b)

HS bayesreg [Makalic and Schmidt, 2016]

[Carvalho et al., 2009] τ ∼ C+(0, 1) ωj ∼ C+(0, 1) horseshoe [van der Pas et al., 2016]

[Carvalho et al., 2010] fastHorseshoe [Hahn et al., 2016]

HS+
τ ∼ C+(0, 1) ωj ∼ C+(0, ηi) bayesreg [Makalic and Schmidt, 2016]

[Bhadra et al., 2017] ηi ∼ C+(0, 1)
NBP

τ2 = 1 ω2
j ∼ B′(ap, b) NormalBetaPrime

[Bai and Ghosh, 2019] ap ∼ π(ap)1[1/p<ap<1] [Bai and Ghosh, 2019]

TABLE 1.1 – Priors bayésiens de sélection de variables (non-structurées) de type continu de ré-
duction sous la forme de priors globaux-locaux. p est le nombre de variables sujets à la sélection.

Polson and Scott [2010] proposent une modélisation alternative en supposant que
le paramètre θ2

j se décompose en un produit de deux termes :

θ2
j = τ 2ω2

j

où τ 2 contrôle le niveau de contraction autour de zéro de l’ensemble des coefficients
de régression, et ω2

j est un paramètre local propre à chaque coefficient qui permet de
faire ressortir le coefficient s’il est associé à une variable pertinente. Contrairement à
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FIGURE 1.2 – Graphiques des distributions a priori des priors HS, HS+, DL, NBP, R2D2 en com-
paraison aux priors Normale (N), Cauchy (C) et Laplace (L). Le graphique de gauche permet
de visualiser la masse en zéro des priors tandis que le graphique de droite permet de visualiser
les queues de distribution des priors.

l’approche précédente qui fait référence à une approche globale, cette paramétrisation
fait référence à une approche locale-globale en référence aux hyper-paramètres locaux
ω2
j et à l’hyper-paramètre global τ 2. Différentes lois ont été proposées pour modéli-

ser ces paramètres. En particulier, le prior horseshoe (HS) [Carvalho et al., 2009, 2010]
suppose que les ω2

j comme le paramètre τ 2 sont distribués selon une loi demi-Cauchy
d’espérance nulle et de variance unitaire. On remarquera que dans le prior HS les pa-
ramètres locaux peuvent être mis en relation avec la probabilité d’inclusion obtenue
dans les priors de type spike-and-slab. D’autres priors appartenant à cette classe ont
également été explorés tels que le prior Normal-Three-Parameter Beta (NTPB) [Armagan
et al., 2011], le Dirichlet-Laplace (DL) [Bhattacharya et al., 2015], le horseshoe plus (HS+)
[Bhadra et al., 2017] ou plus récemment le R2-induced Dirichlet Decomposition (R2D2)
[Zhang et al., 2020]. La construction hiérarchique de ces priors est détaillée dans le ta-
bleau 1.1.

Pour conclure cette partie, les priors continus de réduction peuvent toujours s’expri-
mer comme un mélange continu de lois normales :

βj|τ 2, ω2
j ∼ N (0, τ 2ω2

j ), j = 1, . . . , p. (1.13)

Selon les choix que l’on fait sur la distribution des paramètres τ 2 et ω2
j , il est possible de

proposer une gamme très importante de lois a priori pour les paramètres de régression.
Le tableau 1.1 résume de façon synthétique certaines de ces lois selon les distributions
assignées aux paramètres τ 2 et ω2

j . La figure 1.2 permet de visualiser le comportement
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autour de zéro ainsi que le poids des queues de distribution des priors HS, HS+, DL,
NBP, R2D2.

1.3.2 Lois a priori pour la sélection de variables et la régularisation
de modèles : cas où les paramètres sont structurés

La notion de données structurées est fréquente en statistique. Cette structuration
peut amener à considérer des groupes de paramètres et à vouloir les sélectionner. En
génétique, par exemple, les marqueurs moléculaires sont structurés le long du génome.
La structuration peut ainsi être au niveau des gènes ou des chromosomes, ou bien en-
core en fonction des groupes de déséquilibre de liaisons. On est alors en présence d’une
structuration de type groupe. Une structuration dans les données peut également im-
pliquer une dépendance entre les paramètres. Par exemple, les paramètres associés
à des variables mesurées à des temps successifs sont dépendants. L’utilisation d’un
VCM (cf équation (1.5)) fait également apparaître naturellement la notion de structu-
ration. En effet, inclure ou non une variable explicative Xj dans l’équation (1.5) revient
à mettre à zéro l’ensemble des paramètres bj liés à l’approximation dans une approche
non-paramétrique de la fonction fj(Sj). De plus, l’hypothèse d’une fonction fj conti-
nue plus ou moins lisse implique une structuration de dépendance entre les paramètres
contenus dans le vecteur bj .

Différentes approches ont alors été imaginées pour prendre en compte ces structu-
rations. La première forme que nous présentons porte sur une structure en groupe. La
seconde concerne une structuration induite par des dépendances (temporelle, spatiale
ou selon la distance entre les QTL au sein d’un chromosome). Enfin nous présentons
une stratégie pour combiner ces deux formes de structure.

Cas d’une structuration de type groupe : extension des priors spike-and-slab et conti-
nus de réduction

Pour généraliser les priors présentés dans la partie précédente (cf section 1.3.1) à
des paramètres associés à des variables groupées, la solution repose sur l’introduc-
tion d’un paramètre de variance spécifique au groupe. Celui-ci permet de contrôler
l’influence de l’ensemble des variables de chaque groupe séparément. Initialement, ce
sont les priors de type continus de réduction qui ont été étendus au cas de variables grou-
pées et qui, à nouveau, ont eu pour objectif de mimer les approches développées dans
le cas fréquentiste comme le group Lasso [Yuan and Lin, 2006] ou encore sa version
adaptative. Posons βk = (βk1 , . . . , βkpk

)′ le vecteur de longueur pk de paramètres asso-
ciés au groupe k. τ 2 le paramètre de variance global qui contrôle le niveau global de
réduction autour de 0. ξ2

k le paramètre de variance spécifique au groupe k qui permet
de faire sortir un groupe lorsque celui-ci est pertinent. Un prior de type groupe continu
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de réduction peut alors s’exprimer de la façon générale suivante :

βk|τ 2, ξ2
k ∼ Npk

(
0, τ 2ξ2

kIpk

)
, (1.14)

(τ 2, ξ2
k) ∼ F

(
τ 2, ξ2

k

)
, (1.15)

où F est une loi de distribution à spécifier dépendant de paramètres connus ou non.
Nous pouvons remarquer que tous les éléments du vecteur βk ont la même variance
et sont indépendants entre eux a priori. Des cas particuliers ont été développés. Par
exemple, Kyung et al. [2010] proposent le prior group Normal-Gamma :

βk|ξ2
k ∼ Npk

(0, ξ2
kIpk

), ξ2
k|τ 2 ∼ G

Å
pk + 1

2 ,
1

2τ 2

ã
. (1.16)

Ce prior est analogue à la pénalisation group Lasso fréquentiste λ
∑K
k=1 ||βk||2 introduit

par Yuan and Lin [2006] avec τ 2 = 1/λ. Xu et al. [2015] proposent d’étendre le prior
précédent à la double sélection de groupes de variables et de variables en considérant
le prior :

βk|ξ2
k, ω

2
k ∼ Npk

(0, Q−1
k ), (1.17)
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avec Qk = diag

ßÅ
1
ξ2

k
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kj

ã
, j = 1, . . . , pk

™
. Nous pouvons remarquer ici que la ma-

trice de précision Qk est la somme de deux matrices diagonales. La première matrice
dépend uniquement d’un paramètre de variance ξ2

k , propre au groupe k et ayant pour
but de réduire à zéro l’ensemble des éléments du groupe s’il n’est pas pertinent. La
seconde matrice dépend de paramètres locaux ω2

k qui permettent une action plus ci-
blée en réduisant à zéro certains éléments de βk. Là encore, ce prior est analogue à la
pénalisation sparse group Lasso égale à λ1

∑K
k=1 ||βk||2 + λ2

∑K
k=1

∑pk
j=1 |βkj

| introduit par
Friedman et al. [2010]. Toutefois, ces deux priors produisent, comme dans le cas non-
structuré, des estimations biaisées.

Plus récemment, le prior spike-and-slab a également été généralisé au cas de la sélec-
tion de groupe de variables. Initialement, l’approche proposée par Scheipl et al. [2012]
repose sur la version alternative du spike-and-slab introduite par Ishwaran et al. [2005]
et présentée dans la section 1.3.1. Scheipl et al. [2012] proposent également d’utiliser la
reparamétrisation des paramètres de variance, proposée par Gelman et al. [2006] pour
améliorer les performances de mélangeance des chaînes MCMC. La généralisation de
l’approche spike-and-slab au groupe est abordée par Xu et al. [2015]. Ils proposent de
combiner les priors de type groupe Normal-Gamma présentés précédemment pour la
partie slab avec une masse de Dirac pour la partie spike :

βk|ξ2
k ∼ γkNpk

(0, ξ2
kIpk

) + (1− γk)
pk∏
j=1

δ(0)

ξ2
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Å
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ã
et γk ∼ Bern (π) .
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La loi a posteriori de γk permet alors d’obtenir la probabilité d’inclusion du kème groupe
de variables dans le modèle. Liquet et al. [2017] étendent cette approche au cas d’une
variable réponse répétée. Xu et al. [2015] proposent également une version sparse du
prior group spike-and-slab en considérant un prior spike-and-slab sur des paramètres de
variance locaux avec une loi normale tronquée sur la partie slab :

βkj
|γ(1)
k , ω2

kj
∼ γ

(1)
k N (0, ω2

kj
) + (1− γ(1)

k )δ(0), γ
(1)
k ∼ Bern(π1),

ω2
kj
|γ(2)
kj
∼ γ

(2)
kj
N+(0, τ 2) + (1− γ(2)

kj
)δ(0), γ

(2)
kj
∼ Bern(π2).

Les propriétés statistiques du prior group spike-and-slab , notamment sa consistance, ont
été démontrées par Yang et al. [2020].

Les priors explicités jusque-là ont été spécifiquement développés pour mettre à zéro
ou non des groupes de paramètres. Cependant, ils ne permettent pas de prendre en
compte une structure de dépendance entre les paramètres. Pour ce genre de structura-
tion traditionnellement rencontrée dans l’analyse de séries chronologiques ou en geo-
statistique, une approche repose sur la théorie des processus gaussiens [Rasmussen
and Williams, 2006].

Cas d’une structuration de type dépendance : les processus gaussiens

Prendre en compte les dépendances entre les effets d’une variable explicative ob-
servée selon une structure donnée, peut s’avérer intéressant pour mieux représenter
des phénomènes physiques, biologiques ou environnementaux. Cette problématique a
été largement étudiée dans le cadre de l’analyse de données temporelles ou spatiales.
Posons β(S) = (β1(S1), . . . , βp(Sp))′ le vecteur de paramètres dépendants, avec S une
variable exogène informant de la structuration des paramètres. Par exemple, dans le
cas de paramètres évoluant au cours du temps, S serait alors le vecteur des indices du
temps. La solution repose sur l’utilisation de lois a priori gaussiennes multivariées :

β(S) ∼ Np
(
0, τ 2Q−1(S)

)
(1.19)

où Q(S) est une fonction de précision qui permet de refléter les dépendances entre les
paramètres βj(S), et τ 2 un paramètre de variance global. Différentes structures deQ(S)
ont été explorées. Par exemple, dans le cas où S est un vecteur d’indice de temps, Van-
hatalo et al. [2019] proposent l’emploi d’une fonction de covariance de Mátern dans le
cadre des VCMs appliqués à la cartographie pangénomique. Dans le cas où les mesures
sont réparties régulièrement, une stratégie classiquement utilisée consiste à modéliser
la structure de dépendance au travers d’une structure de type autorégressive :

Q(S) =

â 1 −ρ
−ρ 1 + ρ2 −ρ

. . .
. . .

. . .
−ρ 1 + ρ2 −ρ

−ρ 1

ì
. (1.20)

où ρ est un paramètre connu ou non. Ce prior conduit alors à considérer la dynamique
des paramètres de la façon suivante :

βt = ρβt−1 + εt, εt ∼ N (0, τ 2), |ρ| < 1, t ≥ 2.
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La structure de type marche aléatoire est également couramment rencontrée dans la
littérature. Cette structure peut être vue comme un cas particulier de la structure au-
torégressive avec ρ = 1 [Rue and Held, 2005]. La matrice de précision peut alors être
décomposée comme le produit croisé d’une matrice de différence finie Q(S) = D′D.
Certains auteurs proposent de combiner les priors continus de réduction, tels qu’intro-
duits dans la section 1.3.1, aux priors gaussiens multivariés de type marche aléatoire.
Des paramètres de variance locaux ω2

j propres à chaque différence sont ainsi introduits
dans la matrice de précision Q(ω2, S) = D′Ω−1D avec Ω = diag

{
ω2
j , j = 1, . . . , p− 1

}
.

Cette modélisation apporte plus de flexibilité dans l’estimation, permettant à certains
paramètres adjacents d’être fusionnés (égaux) ou au contraire éloignés. Ainsi, Rue and
Held [2005] considèrent une distribution de Student. Kyung et al. [2010] considèrent
une distribution de Laplace. Cette dernière distribution correspond à la pénalisation
fusion Lasso fréquentiste λ

∑tT
t=t2 |βt − βt−1| introduite par Land and Friedman [1996].

Faulkner and Minin [2018] considèrent quant à eux un prior horseshoe.

Comme indiqué précédemment, cette approche permet de tenir compte d’une struc-
ture de dépendance entre les paramètres mais ne permet pas une sélection des para-
mètres importants. Ročková and George [2018] proposent par exemple un prior spike-
and-slab sur chaque élément βj(S) combiné à un prior de type autorégressif sur la loi
pslab :

βj(S)|γj, τ 2
1 , τ

2
0 ∼ γjN (ρβj−1(S), τ 2

1 ) + (1− γj)N (0, τ 2
0 ).

Kyung et al. [2010] proposent une version bayésienne de la pénalisation fused Lasso
fréquentiste λ1

∑tT
t=t1 |βt| + λ2

∑tT
t=t2 |βt − βt−1| introduite par Tibshirani et al. [2005], en

considérant le prior :

β(S) ∼ NtT (0, (Ω−1
1 +D′Ω−1

2 D)−1), (1.21)
ω2

1t
|λ1 ∼ Exp(λ1/2), t = t1, . . . , tT , (1.22)

ω2
2t
|λ2 ∼ Exp(λ2/2), t = t2, . . . , tT , (1.23)

avec Ω1 = diag
{
ω2

1t
, t = t1, . . . , tT

}
et Ω2 = diag

{
ω2

2t
, t = t2, . . . , tT

}
. La matrice de pré-

cision se décompose comme la somme de deux matrices. La première matrice Ω−1
1 per-

met de réduire à zéro les paramètres βt non-importants, tandis que la deuxième partie
D′Ω−1

2 D permet de prendre en compte la structure de dépendance présente entre les
paramètres βt adjacents.

Cas d’une structuration de type groupe avec dépendance intra-groupe

Certains modèles, tels que les VCM, nous amènent à considérer des groupes de pa-
ramètres avec une dépendance intra-groupe. Il est alors nécessaire de tenir compte de
cette structuration complexe pour une régularisation optimale des modèles. Il est ainsi
possible de combiner les différents priors introduits précédemment pour répondre à
ce besoin. Cependant, peu de travaux ont été réalisés dans ce contexte.

Dans le cas d’une estimation P-spline des fonctions fj(Sj) = Bjbj de l’équation
(1.5) du VCM, bj est supposé suivre une loi gaussienne multivariée N (0, ξ2

j (D′D)−1).

Scheipl et al. [2012] proposent une reparamétrisation de la forme Bjbj = UjV
1
2
j βj tel
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que Bj(D′D)−1B′j = UjVjU
′
j , la décomposition SVD avec Uj une matrice orthogonale et

Vj une matrice diagonale de valeurs singulières. Le vecteur de paramètres dépendants
bj est alors transformé en un vecteur de paramètres indépendants βj . Scheipl et al.
[2012] décrivent alors un prior groupe spike-and-slab sous la forme d’un mélange de loi
normale sur la variance tel que discuté précédemment.
Dans le chapitre 3, nous proposons une alternative plus directe, adaptée à l’estimation
fonctionnelle (P-spline), ou non-fonctionnelle des fonctions fj dans le cas où Sj ≡ S est
un vecteur d’indice régulier de temps. Nous considérons un prior group spike-and-slab
avec une distribution gaussienne multivariée ayant une structure de précision de type
marche aléatoire sur la partie slab, et un produit de masse de Dirac en zéro sur la partie
spike.

Dans le cas particulier d’une régression sur différents signaux, chaque signal dé-
finit un groupe de variables ordonnées. Il est alors parfois nécessaire d’identifier les
variables pertinentes, en plus de vouloir identifier des groupes pertinents, tout en pre-
nant en compte l’ordre naturel intra-groupe. Dans cet objectif, Zhang et al. [2015] pro-
posent un prior group spike-and-slab combiné à un prior fused Lasso utilisé sur la partie
slab et une masse de Dirac sur la partie spike.
Finalement, aucun travail n’a été réalisé jusqu’à présent pour étendre des priors conti-
nus de réduction au cas de la double sélection de groupes et de variables avec dépen-
dance intra-groupe. Dans le cas de variables ordonnées, un tel prior pourrait ainsi être
construit en généralisant la décomposition de la matrice de précision introduite par
Kyung et al. [2010] dans le prior fused Lasso au cas de groupe de variables. Cette dé-
composition pourrait ainsi être combinée à des paramètres de variance à trois niveaux
permettant de contrôler l’ensemble des coefficients de régression, les groupes de coeffi-
cients, ainsi que les coefficients et leurs différences. Dans le chapitre 4, nous proposons
un tel prior avec des distributions demi-Cauchy sur les paramètres de variance abou-
tissant sur un prior sparse group fused horseshoe.

1.3.3 Priors de sélection de composantes de la variance et régularisa-
tion de modèles linéaires mixtes

La question de la sélection des effets aléatoires est moins développée. Les premières
approches pour sélectionner simultanément les effets fixes et les composantes de la va-
riance utilisent des critères de sélection de modèle [Rao and Wu, 1989, Vaida and Blan-
chard, 2005, Müller et al., 2013, Delattre and Poursat, 2020]. Toutefois, comme dans
le contexte des modèles linéaires, les approches de type vraisemblance pénalisée ont
également été développées, en particulier lorsque le nombre de prédicteurs augmente.
Par exemple, Bondell et al. [2010], Ibrahim et al. [2011] combinent des techniques de
vraisemblance pénalisée, utilisant soit une pénalisation Lasso adaptatif ou SCAD en
se basant sur la décomposition de Cholesky de la matrice de covariance des effets
aléatoires ou sa version modifiée. Dans le contexte de grande dimension, Fan and Li
[2012] proposent une approche en deux étapes tandis que Li et al. [2018] proposent
une double pénalisation pour estimer et sélectionner les effets fixes et aléatoires dans
le contexte longitudinal. La reparamétrisation du LMM par l’utilisation d’une décom-
position de Cholesky modifiée de la matrice de covariance des effets aléatoires est ini-
tialement proposée dans un cadre bayésien par Chen and Dunson [2003], Kinney and
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Dunson [2007]. Une telle technique permet de considérer les paramètres d’écarts types
des effets aléatoires comme des paramètres de régression. Dans leur approche, une loi
a priori de type spike-and-slab est utilisée pour les effets fixes et les écarts types, avec
une distribution gaussienne tronquée pour la partie diffuse associée aux écarts types.
Frühwirth-Schnatter and Tüchler [2008] proposent une approche connexe, modélisant
directement les éléments de la décomposition de Cholesky en utilisant un a priori
spike-and-slab où la distribution de la partie diffuse est une distribution gaussienne sans
contrainte. Des approches alternatives, basées sur des priors de type continus de réduc-
tion, ont également été proposées et comparées pour la sélection des composantes de
la variance. On peut citer entre autres les distributions de Student et Cauchy [Gelman
et al., 2006, Polson et al., 2012]. Les priors Laplace et Normal-Gamma ont également
été longuement discutés dans le cadre d’un modèle à intercept aléatoire [Frühwirth-
Schnatter and Wagner, 2011]. Enfin, notons que la question de savoir comment réduire
les paramètres de variance vers zéro ne s’est pas posée uniquement dans le contexte
des LMMs. Ces objectifs ont été étudiés dans différents contextes statistiques. Dans
les VCMs et les modèles d’espace-état, Bitto and Frühwirth-Schnatter [2019], Cadonna
et al. [2020] proposent l’utilisation de priors double ou triple Gamma étendant le prior
Normal-Gamma [Griffin et al., 2010], ou plus généralement la classe de distribution
scaled-Beta [Perez et al., 2017].

Dans le chapitre 2, nous proposons d’étudier le comportement de quatre priors
dans le contexte de la cartographie de QTL et fonctionnelle (functional mapping).

1.4 Plan de thèse

Après cette introduction, nos contributions sont présentées dans les trois chapitres
suivants. Chaque chapitre est constitué d’un article, dont nous faisons une courte intro-
duction visant à en décrire les grandes lignes. Nous terminons enfin par une conclusion
et différentes perspectives.

Le chapitre 2 s’intéresse à la sélection de composantes de la variance dans les mo-
dèles linéaires mixtes. Dans ce travail, nous montrons l’intérêt de considérer des priors
continus à queue lourde, et en particulier nous recommandons l’utilisation de priors
de type locaux-globaux (le prior horseshoe). Ces résultats sont obtenus en comparant
les performances de ce prior à celles d’autres méthodes déjà étudiées dans ce contexte.
Cette analyse est réalisée au travers de deux applications génétiques. La première est
tournée sur l’identification de QTL à l’aide de matrices d’apparentement (IBD-QTL
mapping), au travers d’un modèle "animal". La seconde s’intéresse à l’évolution au
cours du temps de l’architecture génétique de la compacité des feuilles de l’espèce
arabidopsis thaliana (L. Heynh), au travers d’un modèle à intercept et pentes aléatoires.
Le temps est considéré comme un facteur groupant aléatoire. Ainsi, à chaque pas de
temps, les effets des marqueurs sont modélisés par des réalisations d’effets aléatoires
supposées structurées à l’aide d’une matrice de corrélation inconnue. Les effets sont
supposés indépendants au cours du temps. Un article a été soumis à Biometrics.

Le chapitre 3 s’intéresse également à l’évolution au cours du temps de l’architecture
génétique d’un caractère d’intérêt, au travers l’utilisation d’un modèle à coefficients va-
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riants. Ce modèle permet de décrire l’évolution de l’effet de chaque marqueur comme
une fonction du temps, au travers soit d’une interpolation P-splines, soit d’une estima-
tion direct des effets. Pour chaque marqueur, ces deux modélisations font intervenir un
groupe de paramètres ordonnées (coefficients P-splines ou les effets au cours du temps
directement). Ainsi, l’identification des marqueurs pertinents passe par la sélection de
groupe de paramètres ordonnés. Nous proposons alors un prior group spike-and-slab
combiné à une distribution multivariée gaussienne de type marche aléatoire comme
loi diffuse (Pslab). Contrairement à la modélisation RIS proposée dans le chapitre pré-
cédent, ce prior suppose l’indépendance des effets entre les différents marqueurs à
chaque pas de temps, mais suppose une dépendance temporelle entre les effets d’un
même marqueur. De plus, il permet d’obtenir un profil d’effets dans le temps homo-
gène pour chaque marqueur. Cette étude a été publiée dans la revue Journal of the Royal
Statistical Society (Series C).

Le chapitre 4 est consacré à l’identification de facteurs environnementaux (tempéra-
ture, humidité, etc.) agissant sur un processus biologique, ainsi qu’à l’identification des
périodes au cours du processus sur lesquels ces facteurs influent. Nous nous sommes
notamment intéressés à l’abscission du fruit du palmier à huile. Cette problématique
peut se conceptualiser comme un problème de double sélection de groupes de para-
mètres (identification des facteurs) et de paramètres (identifications des période de
temps) tout en tenant compte de l’ordre naturel entre eux. Nous proposons alors un
prior group fused horseshoe pour répondre à cette question. Il généralise ainsi les priors
horseshoe et fused Lasso. Contrairement au prior introduit dans le chapitre précédent,
ce prior permet d’estimer des profils d’effets dans le temps pouvant être complexes
(changements abrupts, variabilité non homogène) ou encore non-nul uniquement sur
certaines périodes. Il permet ainsi de s’adapter à tout type de profil. Nous préparons
une soumission de ce travail à la revue Journal of Agricultural, Biological and Environ-
mental Statistics.

Dans cette thèse, nous avons adapté, analysé et comparé, dans le contexte de don-
nées longitudinales, différentes lois a priori classiquement utilisées en régression li-
néaire. Ces distributions a priori permettent de se prémunir du sur-ajustement tout
en identifiant les variables pertinentes, qu’elles soient à effet fixe ou aléatoire, et tout
en tenant compte de différentes structures de dépendance induites par la nature des
données répétées. Nous avons aussi montré pourquoi ces choix offrent une meilleure
compréhension des phénomènes biologiques étudiés grâce à une estimation plus effi-
caces et une modélisation parcimonieuse. L’utilisation de simulations et de nombreux
jeux de données a permis de valider l’intérêt et l’efficacité de ces lois a priori. Enfin,
dans le chapitre 5, nous proposons différentes perspectives concernant l’intérêt de tels
priors lorsque la variable réponse n’est plus gaussienne ou que les pas de temps d’ob-
servation ne sont pas réguliers. Nous discutons aussi de différents aspects plus métho-
dologiques notamment en lien avec la prise en compte de la multi-collinéarité entre les
variables explicatives, ou encore les interactions génotype×environnement.
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2.1 Introduction

Les modèles linéaires mixtes sont largement utilisés pour l’analyse de données. Ce-
pendant, le choix des facteurs aléatoires ainsi que des interactions possibles entre ré-
gresseurs et facteurs aléatoires, peut être délicat et peut mener à un sur-ajustement.
Dans ce chapitre, nous nous concentrons sur deux applications en génétique impli-
quant un grand nombre d’effets aléatoires. La première application prend place dans
le contexte de la cartographie IBD-QTL. Ce genre de cartographie consiste à combiner
l’information génétique et pedigree, aboutissant sur un ensemble de matrices d’ap-
parentement (IBD) associées à différentes positions sur l’ensemble du génome. L’ef-
fet génétique global est alors décomposé en une somme d’effets génétiques locaux.
L’identification des QTL reliés à un caractère phénotypique d’intérêt passe alors par
une sélection d’effets aléatoires. La seconde application prend place dans le contexte
de l’étude de l’évolution de l’architecture génétique d’un caractère au cours du temps.
Les technologies actuelles de génotypage haut débit et de phénotypage haut débit nous
permettent d’avoir accès à un grand nombre de marqueurs moléculaires ainsi qu’à des
mesures répétées d’un ou plusieurs caractères phénotypiques au cours du temps. Il
est alors possible de mettre en lien ces deux catégories de données pour étudier cette
évolution. L’analyse de telles données peut être réalisée à l’aide d’un modèle à inter-
cept et pentes aléatoires. Dans cette application, nous considérons le facteur temps
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comme un effet aléatoire venant corriger l’effet de chaque marqueur à chaque pas de
temps. L’identification des QTL ayant un effet sur le caractère phénotypique d’inté-
rêt implique à la fois une sélection des variables à effets fixes et aléatoires associées à
chaque marqueur.
Ces deux applications aboutissent à une même question : comment mettre à zéro des
effets aléatoires non pertinents ? Une solution consiste à chercher à mettre à zéro les
composantes de la variance associées aux effets aléatoires non pertinents. Dans ce cha-
pitre, nous proposons d’étendre le prior horseshoe pour la sélection de composantes de
la variance en présentant une version pliée (folded) de ce prior. Dans le cadre du mo-
dèle à intercept et pentes aléatoires, nous utilisons la reparamétrisation de la matrice
de covariance des pentes aléatoires proposée par Chen and Dunson [2003] permettant
de réécrire cette matrice comme le produit d’une matrice diagonale d’écart-type, de
la matrice de corrélation et de la même matrice diagonale d’écart-type. Nous mettons
également en œuvre la reparamétrisation angulaire de la matrice de corrélation des
pentes aléatoires introduite par Pinheiro and Bates [1996], permettant d’assurer qu’elle
soit définie positive. Le prior sinusoïdale introduit par Pourahmadi and Wang [2015]
est alors considérer sur les paramètres angulaires.
Nous appliquons les modèles bayésiens hiérarchiques proposés sur les deux jeux de
données ayant motivé ce développement. Nous comparons les performances du prior
horseshoe appliqué aux composantes de la variance, avec les priors zero-inflated half nor-
mal [Chen and Dunson, 2003, Kinney and Dunson, 2007] et Cauchy [Gelman et al., 2006]
qui ont également été proposés pour la sélection de composantes de la variance.

2.2 Article : Continuous shrinkage priors for fixed and
random effects selection in linear mixed models: ap-
plication to genetic mapping

L’article a été soumis dans la revue Biometrics.
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Summary: The identification of random factors to include in a linear mixed model is crucial for modeling dependence
structures while avoiding over-fitting. Random effects selection can be achieved by shrinking non-relevant variance parameters
towards zero. We propose extending the horseshoe prior for variance components selection in a folded version. Motivated by
two applications, the folded-horseshoe prior is evaluated either in a genetic breeding or in a functional mapping context. In
the latter, we use a polar parametrization of the correlation matrix of random effects, using sinusoidal priors for angular
parameters. Finally, we design efficient MCMC algorithms taking advantage of Kronecker product properties. From a
statistical point of view, we show that the folded-horseshoe prior outperforms the folded-Cauchy when the number of
parameters is close to the sample size. For variance component selection, it performs as well as the folded-spike-and-slab but
it is computationally more efficient. We also show the impact of erroneous dependence structures assumptions on the selection
and the estimation of variance components. From a genetic point of view, the numerical results highlight the efficiency of
the folded-horseshoe prior. In particular, this prior selects molecular markers already identified in these data but also new
markers. Finally, we discuss how and why linear mixed models are an interesting alternative to usual functional mapping
approaches.

Key words: Angular parametrization; Fixed and random effects selection; Horseshoe prior; Linear mixed model; Quanti-
tative genetics.

1. Introduction

Linear mixed models (LMM) are flexible tools for modeling
data from a wide range of data types in various applied fields
including ecology and evolution (Bolker et al., 2009; Ives
and Helmus, 2011), quantitative genetics (Lynch and Walsh,
1998) or medical research (Brown and Prescott, 2014). An
important practical point when using linear mixed models
is the choice of random effect components. Choosing which
random grouping factors to include is vital to model appro-
priate dependence structures within data. This issue com-
pounds when the possible number of random effects is large,
which also leads to identifiability problems and estimation
instability. With new technologies, high-resolution satellite
images, high-throughput genotyping/phenotyping techniques,
such contexts are now very common. For instance, in quan-
titative genetics, linear mixed models are commonly used
for IBD-QTL mapping (George et al., 2000; van Eeuwijk
et al., 2010; Tisné et al., 2015) or gene-set analyses (GSA)
(Fridley and Biernacka, 2011), allowing to decompose the
global genetic effect as a sum of local/specific effects related
to each position/block considered on the genome. In such

studies, the genetic effects are associated to random effects
that can vary from tens to a few hundreds.

This work has been motivated by two original applications.
The first one takes place in the IBD-QTL mapping context
and aims at identifying QTLs related to the oil palm produc-
tion (Elaeis guineensis, Jacq). In this application, 135 random
effects associated to 135 genetic positions are considered. In
the functional mapping framework, the second application
aims at modeling the effects of 38 genetic markers assumed
varying with time, and at selecting those involved in the
dynamics of shoot growth of Arabidopsis thaliana (L. Heynh)
(Marchadier et al., 2019). While providing an alternative
modeling approach to the usual functional mapping methods
based on non-parametric strategies (Ma et al., 2002), our
work also allows to estimate potential dependencies between
random effects.

The usual solution for dealing with identifiability and/or
inference instability problems is to reduce the number of
variables, using model choice procedures based on information
criteria (Müller, Scealy, and Welsh, 2013). An alternative
strategy relies on regularization approaches (Bickel et al.,

This paper has been submitted for consideration for publication in Biometrics
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2006). In linear models (LM), regularization procedures have
been widely studied and a large set of penalty functions has
been proposed (see for example Tibshirani (1996); Desboulets
(2018)). Most regularization methods, initially developed in
a frequentist context, have been proposed in the Bayesian
framework (Kyung et al., 2010). Prior distributions act as
penalty terms in the frequentist approach. A set of priors
has been extensively developed, among others: spike-and-
slab (George and McCulloch, 1993), Bayesian Lasso (Park
and Casella, 2008), Elastic-Net (Kyung et al., 2010), normal-
gamma (Griffin et al., 2010) or horseshoe (Carvalho et al.,
2009) priors.

In the LMM context, literature is less developed. The first
approaches to simultaneously select fixed effects and variance
components used model choice criteria (Rao and Wu, 1989;
Vaida and Blanchard, 2005; Müller et al., 2013; Delattre and
Poursat, 2020). As in the LM context, penalized likelihood
approaches have also been developed as alternatives,
especially when the number of predictors increases. For
instance, Bondell, Krishna, and Ghosh (2010) and Ibrahim
et al. (2011) combined penalized likelihood techniques,
using adaptive lasso or smoothly clipped absolute deviation
(SCAD) penalties, with the Cholesky decomposition of the
random effects covariance matrix or its modified version. In
the high dimensional context, Fan and Li (2012) proposed a
two steps approach, while Li et al. (2018) proposed a doubly
regularized estimation and selection of fixed and random
effects in longitudinal data. The reparametrization of the
LMM by the use of a modified Cholesky decomposition
of the random effects covariance matrix has initially been
put forward in a Bayesian framework by Chen and Dunson
(2003). Such a technique allows to consider the standard
deviations of random effects as regression parameters.
In their approach, a spike-and-slab prior is used for the
fixed effects and the standard deviations, with a truncated
Gaussian distribution for the slab part associated to the
standard deviations. Frühwirth-Schnatter and Tüchler
(2008) propose a related approach, modeling directly the
Cholesky decomposition elements using a spike-and-slab prior
where the slab distribution is an unconstrained Gaussian
distribution. As for the fixed effect selection, alternative
approaches to spike and-slab priors have also been developed
and compared for the selection of variance components. In
particular, continuous shrinkage priors, or their mixture
versions, such as Student and Cauchy distributions, Bayesian
Lasso and normal-gamma priors have been studied in the
context of random intercept models (Frühwirth-Schnatter
and Wagner, 2011). Finally, we note that the question
of shrinking variance parameters towards zero does not
raise only in the LMM context. Such objectives have
been studied in different statistical contexts. In structured
additive regression models (Fahrmeir, Kneib, and Lang,
2004) for instance, groups of fixed effects are selected using
a spike-and-slab prior on specific group variance components
based on a mixture of inverse gamma distributions (Scheipl,
Fahrmeir, and Kneib, 2012). In time varying parameters
and state-space models, Bitto and Frühwirth-Schnatter
(2019) and Cadonna, Frühwirth-Schnatter, and Knaus (2020)
propose the use of double or triple gamma priors extending
Normal-Gamma (Griffin et al., 2010) or more generally the

scaled-Beta distribution class (Pérez et al., 2017).

In this paper, we propose to combine the horseshoe prior
with its folded version to simultaneously select fixed and
random effects. We study the performances of the proposed
prior through the two applications and discuss results in
comparison with the two commonly used alternative priors:
the folded Cauchy prior and the folded spike-and-slab prior.
In the second application, to model dependency structures
between random slopes effects, we apply polar parametriza-
tion (Pinheiro and Bates, 1996) using sinusoidal prior on
angles (Pourahmadi and Wang, 2015) to ensure symmetry and
positive-definiteness of the unknown correlation matrix. The
paper is organized as follows. Section 2 presents the general
model, priors formulation, and the specific context associated
with each of the two applications along with their dedicated
models. In section 3, we present the computational aspects
of the Bayesian inference in order to optimize the MCMC
algorithms. In Section 4, we firstly discuss results obtained
by the three priors from a statistical point of view, and we
then interpret results from a biological point of view.

2. Model specification and priors formulation

2.1 General considerations

LMMs can be expressed in the following general form:

y = Xβ + Zũ+ ε (1)

where y is a n-response vector, X a n × (p + 1)-matrix of p
covariates with a first unitary column for the intercept, Z a
n × s known sparse random effects design matrix associated
to ũ a s-vector of random effects assumed to be distributed
as a multivariate Gaussian distribution with null expectation
and covariance matrix denoted by Ω. In the following, ũ and
ε are assumed independent. Such a formulation encompasses
a broad set of LMMs. Each model leads to consider different
design matrices X and Z, and variance matrices Ω.
For the variance component model, considering q independent
random effects ũl, with cl levels each, following a Gaussian
distribution centered on zero with covariance matrix Ωl
(l = 1, . . . , q), then Z =

⊕q
l=1 Zl with Zl the lth random

effect design matrix, ũ = (ũ′1, . . . , ũ
′
q)
′, Ω is a block

diagonal matrix where each block is the cl × cl matrix Ωl
(Ω = bdiag(Ω1, . . . ,Ωq)) and s =

∑q
l=1 cl. Here

⊕
denotes

the column concatenation operator. Zũ can be decomposed
as a sum of random effects Zũ = Z1ũ1 + · · · + Zqũq. Two
special cases of the variance component model may be
considered. The first one is the usual variance component
model where Ωl = λ2

l Icl with Icl the identity matrix of size
cl. In this case, levels of each random effect are assumed
independent. The second one is the animal model where
cl = n, Zl = In and Ωl = λ2

lAl, where Al is a known
n× n-IBD matrix.
In the random intercept and slope (RIS) context with one
grouping factor with c levels and p covariates, Z = J • X
where • is the face-splitting product (row-by-row Kronecker
product, see web appendix B for more details), J corresponds
to the n×c-0/1-design matrix associated to the random effect
and Ω is a block diagonal matrix such as Ω = Ic ⊗ Ω, where
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Ω is a (p + 1) × (p + 1) unknown correlation matrix related
to dependencies between random intercept and slopes. It is
straightforward to extend to q random effects with cl levels
each.

When p and s are large, such models (see equation 1)
must be regularized. The already proposed approaches are
mainly based on the Cholesky decomposition of Ω (Chen and
Dunson, 2003; Bondell et al., 2010). In this paper, we propose
to use this decomposition: Ω = ΛRΛ, where Λ is a diagonal
matrix and R the associated correlation matrix. A general
LMM model (see equation 1) can then be reformulated as:

y = Xβ + ZΛu+ ε

=
[
X,
(
u′ ⊗Z

)
P
] [ β

λ

]
+ ε (2)

where λ is the unique diagonal elements vector of Λ and P
is the matrix that transforms λ to vec(Λ) (Ibrahim et al.,
2011). Calculation details are presented in web appendix B.
Now, u is the vector of Gaussian random effects Ns (0,R).
Finally, when Ω is supposed to be unknown (RIS models),
we propose to write the correlation matrix R using the polar
parametrization (Pinheiro and Bates, 1996; Pourahmadi and
Wang, 2015). Such an approach ensures that the correlation
matrix R, sampled though the posterior distribution, is a valid
symmetric and positive-definite matrix with 1’s on the diag-
onal. More details are given in section 2.3.2 bellow. Finally,
ε is a multivariate Gaussian residual vector assumed to be
independent of u.

2.2 Priors formulation

To achieve the selection of fixed effects (β) and scale param-
eters (λ), we consider in this work local-global priors (Polson
and Scott, 2012; Piironen and Vehtari, 2017). Such priors,
initially used for the selection of fixed effects only, consist in
a scale mixture of Gaussian distribution on parameters aj
subjects to selection:

aj |τ2, ω2
j , σ

2 ∼ N
(
0, σ2τ2ω2

j

)
, j = 1, . . . , q, (3)

where σ2 is the residual variance, τ2 is the global parameter
while ω2

j are the local ones. τ2 allows to shrink all coefficients
towards zero while local parameters ω2

j highlight non-null
parameters. Such a prior encompasses a large set of well
known priors. Assuming ω2

j ≡ 1 leads to global priors
such as the well known normal-inverse-gamma (NIG) prior
(Gelman et al., 2004), while assuming τ2 ≡ 1 leads to local
priors such as the Laplace prior (Park and Casella, 2008),
the student prior (Gelman, 2006) or the normal-gamma
prior (Griffin et al., 2010) (see table 1 in web appendix
A). Among local-global priors, the horseshoe prior assumes
that local, as well as global parameters, are distributed
from folded-Cauchy distributions (Carvalho, Polson, and
Scott, 2009). The horseshoe prior has demonstrated high
performances for the selection of fixed effects, comparable
to the spike-and-slab prior (van Erp, Oberski, and Mulder,
2019). In this article, we propose to investigate horseshoe
priors to simultaneously select fixed effects and standard
deviations. We note that since λj is positive, the Gaussian
distribution is replaced by a folded-Gaussian distribution
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Figure 1: Prior density distribution of the angle θi,j (see
equation 5) according to different values of k: 0, 10 of 100.

N+
(
0, σ2τ2ω2

j

)
. The horseshoe prior is systematically

applied to fixed effect. For standard deviations, we evaluate
the folded horseshoe prior (fHS) addressing two specific
questions: (i) what are the performances of such priors to
select random effects, and (ii) which impacts on the fixed
and random effect estimations. These results are discussed
relatively to the use of alternative priors: folded Cauchy (fC)
and folded zero-inflated (spike-and-slab, fSS).

In the specific RIS context, random intercept and slopes
are commonly assumed to be non-independent through an
unknown correlation matrix R such that R = Ic ⊗ R. Dif-
ferent priors have been proposed (Lewandowski et al., 2009;
Pourahmadi and Wang, 2015). Here, we adopt the polar
parametrization introduced by Pinheiro and Bates (1996). It
consists in the use of a hyperspherical parametrization of the
Cholesky factors of the correlation matrix and an appropriate
distribution on related angles. Pinheiro and Bates (1996)
demonstrate that any correlation matrix R can be factorized
as BB′, with B1,1 = 1, Bi,1 = cos(θi,1), i = 2, . . . , q and

Bj,i =

{ ∏j−1
m=1 sin(θi,m) for i = j,

cos(θi,j)
∏j−1
l=1 sin(θi,l) for 2 6 j 6 i− 1,

(4)

Pourahmadi and Wang (2015) proposed the following θ’s
sinusoidal distribution :

θi,j ∝ sin(θ)2k+(p+1)−j
10<θ<π, i = j + 1, . . . , p, (5)

where k is a non-negative constant. This distribution ensures
that angles are centered on π/2 or equivalently that the
distribution of R is centered on the identity matrix. Moreover
and interestingly, parameter k can be interpreted as a
shrinkage parameter (Ghosh, Mallick, and Pourahmadi,
2020). For instance, if k = 0 then R is distributed as a
uniform distribution on the set of all (p + 1) × (p + 1)-
positive-definite correlation matrices, while if k tends to
infinity, the distribution of R tends to a point mass on the
unit diagonal (p+ 1)× (p+ 1)-matrix (see Figure 1). In this
work, k is chosen based on cross-validation procedure.
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2.3 Specific applied contexts

2.3.1 The oil palm dataset. We analyse this data set
within the animal model framework and give the results in
section 4.1. Indeed, this first application aims at identifying
the genomic positions involved in the variability of oil palm
production traits. A total of 144 palm trees belonging to
the breeding program of PalmElit, a Cirad subsidiary and
leading oil palm breeding company (www.palmelit.com), were
analyzed. Palm trees were genotyped with 226 molecular
markers and 1, 007 IBD matrices were estimated on a grid
of 3 centimorgan (cM) along the genome (Tisné et al., 2015).
Each genetic position l is associated to a random effect ul with
a variance equal to λ2

ul
and a correlation matrix Al equal

to the identity-by-descent (IBD) matrix (see equation 6).
Then, the identification of the genomic positions is equivalent
to the variance components selection. Due to the genetic
characteristics of the population, i.e. a moderate number of
individuals and generations, a subset of 135 genetic positions,
spaced 10 cM apart, was considered to avoid a redundant
information between consecutive genetic positions. In the next
section, we will present the results for the bunch number trait.

As previously explained in subsection 2.1, the animal model
can be formulated as follows:

y = µ+ u1λ1 + · · ·+ uqλq + ε, (6)

where µ is an intercept and ul is now assumed to follow
a Gaussian distribution Nn(0, Al), l = 1, . . . , q and λl is
the standard deviation associated to ul. Finally, the matrix
version of the animal model is given by:

y = µ+ Uλ+ ε, (7)

where U is a n× q-matrix of the concatenation of the random
effects U =

⊕q
l=1 ul.

In a fully Bayesian framework, the intercept µ is supposed to
be proportional to one and the residual variance σ2 is sup-
posed to follow an inverse-gamma distribution IG(sσ2 , rσ2)
(shape and rate parametrization). The Bayesian hierarchical
model is presented in web appendix C.

2.3.2 The arabidopsis thaliana dataset. We analyse this
data set within the RIS model framework and give the results
in section 4.2. Indeed, in this second application, we are
interested by disentangling the evolution over time of the
complex genetic architecture of shoot growth of Arabidopsis
thaliana (L. Heynh). Data consists of leaf compactness phe-
notypic trait measured over T = 21 time points on n = 358
individuals. We use genetic covariates X containing p = 38
markers (Marchadier et al., 2019; Heuclin et al., 2020). In
the RIS model framework, we consider time as the grouping
factor. This model is an alternative approach to the usual
non-parametric functional mapping (Ma et al., 2002). It can
be expressed as follows:

yi,t = xiβ + xiũt + αi + εi,t (8)

where yi,t is the observation of individual i at time t (i =
1, . . . , n and t = t1, . . . , tT ). xi is a (p + 1)-row vector of p
genetic markers (constant over time) associated to the ith

individual. The first element is fixed to one and is related
to the intercept. β is a (p + 1)-vector of fixed effects, ũt a
(p+ 1)-vector of random intercept and slopes effects assumed

to follow a Gaussian distribution Np+1(0,ΛRΛ), where Λ is
an unknown (p + 1) × (p + 1)-diagonal matrix of standard
deviation and R is an unknown (p + 1) × (p + 1)-correlation
matrix. In this application, R is assumed to be block diagonal
where each block is related to one chromosome (Ghosh et al.,
2020). The random intercept is also assumed independent
from the random slopes. αi is a Gaussian individual random
effect (N

(
0, σ2

α

)
) not subject to selection. εi,t corresponds to

the residual part such that εi = (εi,t1 , . . . , εi,tT ) is distributed
from a multivariate Gaussian distribution NtT (0, σ2

eΓ) where
Γ is a tT ×tT -correlation matrix of a first-order autoregressive
structure with unknown parameter ρ.

Let y = (y′t1 , . . . , y
′
tT )′ be the concatenation of all measure-

ments over time for all individuals where yt = (y1,t, . . . , yn,t)
′.

Since the genetic information varies between individuals but
is constant over time, X can be simplified such that X =
(1tT ⊗X) where X is the n× (p+ 1)-matrix containing the p
genetic markers (and the intercept) of all individuals. Matrix
J is here equal to ItT ⊗1n. The random effects design matrix
Z can also be simplified as:

Z = ItT ⊗X. (9)

Calculation details are presented in web appendix B. Finally,
Λ is decomposed as ItT ⊗Λ and R = ItT ⊗R. P is the matrix
that transforms λ to Vec(Λ) (or equivalently Λ = diag(λ) and
Vec(Λ) = Pλ). Then, as proposed in section 2.1, this model
can be expressed as:

y = [1tT ⊗X, (U ′ ⊗X)P ]

[
β
λ

]
+Dα+ ε. (10)

Calculation details are presented in web appendix B. U is a
(p+ 1)× tT -matrix of the collection of the tT reparametrized
vectors of random intercept and slopes associated to each
time U =

⊕tT
k uk (U follows a matrix Gaussian distribution

MN (p+1)×tT (0, R, ItT )). D = 1tT ⊗ In is the design matrix
associated to the individual random effects. ε = (ε′1, . . . , ε

′
tT )′

is the concatenation of all residuals over time and for all indi-
viduals, where εt = (ε1,t, . . . , εn,t)

′ is a n-vector of residuals
associated to all individuals at time t. ε is supposed to follow
a Gaussian distribution centered on zero with covariance σ2Γ
where Γ = Γ ⊗ In. While the introduction of time random
effects allows to capture dependencies between observations
within the same time measurement and to model dynamics of
genetic effects through the dependence structure. Moreover,
introducing a random individual effect combined with a spe-
cific residual correlation structure allows to take into account
dependencies between measurements over time.
Finally, in a fully bayesian framework, the variance associated
to the individual random effect σ2

α is supposed to follows
an inverse-gamma distribution IG(sα, rα), the residual vari-
ance σ2 is supposed to follows an inverse-gamma distribution
IG(sσ2 , rσ2) and the autoregressive parameter ρ is supposed
to follows a uniform distribution U(−1, 1). The Bayesian
hierarchical model is presented in web appendix C.

3. Computational aspects of the Bayesian inference

Both applications raise computational challenges mainly due
to the number of parameters, dependency structures but
also the number of latent variables. In the animal model,
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the number of parameters is equal to 137 (the intercept, 135
standard deviations and the residual variance) and 19440
unobserved latent variables should be updated (number of
elements of U). In the RIS model, the number of parameters
is equal to 214 (39 fixed effects, 39 standard deviations, one
individual and one residual variances, one autoregressive
parameter and 132 angles) and 1176 unobserved latent
variables should be updated (number of elements of U).
While the animal model looks simpler (with a simple
additive form) compared to the RIS model (involving
complex unknown dependency structures), both complexities
are high and the difference between them are not clear.
MCMC algorithms have to be appropriately designed for
optimization purposes. These optimizations are achieved
by reparametrizing standard deviations and by proposing
an efficient sampling scheme to avoid inversion of dense
posterior covariance matrices.

The first difficulty relies on sampling the standard
deviations λj according to their full conditional distributions.
These distributions are proportional to a non-central
multivariate folded-Gaussian distribution. Such a distribution
does not have a closed form and cannot easily be sampled.
To overcome this challenge, following Gelman’s work, we
propose to reparametrize λl as sign(ξl)ξl where ξl is a
parameter which can be positive or negative. It follows
that ξl is distributed from a Gaussian distribution (and
not from a folded-Gaussian): ξl ∼ N (0, σ2τ2ω2

l ). Thus, to
sample a standard deviation λl from its full conditional
distribution p(λl|.), we can more simply (i) sample ξl
from its full conditional distribution p(ξl|.) which is a
Gaussian distribution and then (ii) compute λl = sign(ξl)ξl.
Demonstrations are provided for both models in web
appendix C.
High dimensionality causes a second issue to arise. Indeed,
at each iteration of the MCMC algorithms, the random
effects sampling step involves either the inversion of q
n × n-dense covariance matrices for the animal model
(complexity O(qn3)) or one tT (p + 1) × tT (p + 1)-matrix for
the RIS model (complexity in O((tT (p + 1))3)). However,
these covariance matrices have the form Σu = (aA + bI)−1

(after a reparametrization under the RIS model), which is
the inverse of the addition of a dense matrix A and a unit
identity matrix (a and b are scalars, a, b and A depend on
the specific context). This form is very convenient because
SVD of the dense matrix A can be used to compute the
Cholesky decomposition of Σu efficiently. Thus, to sample
a random effect u from its full conditional distribution of
the form p(u|.) ∼ N (Σuh,Σu = (aA + bI)−1) (where h
is a vector), we can (i) compute A = WDW , the SVD of
A, where W is an orthogonal matrix of singular vectors
and D is a diagonal matrix of singular values, (ii) compute
L = W (aD+bI)−1/2, the Cholesky decomposition of Σu, (iii)
sample z from a standard Gaussian distribution and then
(iv) compute u = L(z + L′h). For the animal model context,
dense matrices A are known IBD matrices and SVD can be
computed only once at the beginning of the algorithm. Thus,
the complexity of the sample scheme is in O(qn2). For the
RIS model context, matrix A is unknown. However, using
specific reformulations of matrices B, Λ and Ω as Kronecker

products, matrix A can be reformulated as a Kronecker
product of two matrices and SVD of A can be computed
using SVDs of both matrices. Thus, the complexity of the
sample scheme is O((p+ 1)3) if p+ 1 > tT , O(t3T ) otherwise.
Such algebraic simplifications considerably accelerate MCMC
algorithms.
The third challenge, specific to the RIS context, is related
to the sampling of fixed effects, β, and of random individual
effects, from their full conditional Gaussian distributions.
Again, algebraic simplifications based on reformulations
of X, D and Ω matrices as Kronecker products allow the
simplification of posterior covariance matrices and highly
increase the speed of MCMC algorithms.

All these manipulations allow to deal with full conditional
posterior distributions and to propose an efficient Gibbs sam-
pler algorithm for the animal model (see web appendix C)
or a faster Metropolis-within Gibbs algorithm in the RIS
context. A Metropolis-Hasting step is proposed to update
angle parameters associated to the correlation matrix between
random intercept and random slopes (see web appendix C).
All results presented in the next section, are based on 3
MCMC chains initialized at random starting values, each with
50,000 iterations, a burn-in of 10,000 iterations and a thinning
of ten. All output statistics are based on the pooled 120,000
posterior samples. The Gelman and Rubin’s Potential Scale
Reduction Factors (PSRF) statistics (Gelman et al., 1992) is
used to evaluate chains convergence. For standard deviation
parameters, estimation is based on the posterior median.

4. Results

In the next subsections, we show that the fHS prior distribu-
tion is efficient to infer and select fixed effects and variance
component parameters. As expected, when the number of
parameters is large compared to the number of observations
(first application), the fC prior does not shrink enough param-
eters towards zero, leading to clear over-fitting. We highlight
that fHS and fSS priors perform similarly to select variance
components as it has been shown in the multivariate linear
context. In the second application, where the number of
parameters is low compared to the number of observations,
we show that the three priors perform well and no criteria,
based on cross-validation procedure, allows to favour one more
than the other.

4.1 The oil palm dataset (animal model)

Statistical results. Considering the algorithm does not
converge, we adopt a fC prior for standard derivations as
an alternative to the commonly used inverse-Gamma prior
for variance parameters. The fC prior is not dedicated to
selection but should allow for better model regularization
than the inverse-Gamma. However, results show that even
this prior does not shrink enough towards zero leading to
a systematic bias in the estimations (see figure 2), with
posterior medians varying around 0.17. The fC prior leads to
over-fitting, which is particularly noticeable when analyzing
the residual variance: it is estimated around zero (see figure
3) and it has a notable impact on the converge of the Gibbs
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sampling algorithm by leading to a PSRF greater than 2 for
a few continuous parameters. Comparatively, the fHS prior
exhibits a very different behavior. It shrinks towards zero
most standard deviations and let some of them be far from
zero. Thus, it enables the selection of random effects and
improves the MCMC convergence (PSRFs are always close
to one for all continuous parameters). In this application, we
propose the selection of variance components representing at
least 0.05 percent of the total phenotypic variance (0.0023
or equivalently a threshold of 0.048 on standard deviations).
This threshold leads to select 10 random effects (see figure
2 and table 1). The use of the fSS prior, with marginal
inclusion posterior probability threshold equal to 0.1, leads
to the selection of 7 standard deviations (see figure 2 and
table 1). Six markers are commonly selected by fHS or fSS
priors. The selection of variance components is comparable.
Such similarities have already been observed in the selection
of the fixed effects. Interestingly, the four markers selected
using the fHS prior that are not selected using the fSS prior,
have also been reported to impact phenotypic variability in
different studies.

Thus, the fHS prior seems to efficiently shrink towards zero
the non-relevant random effects while properly estimating
relevant parameters. Moreover, it presents better computa-
tional performances than the fSS prior. Indeed, computational
time for the fHS prior is twice faster than the fSS prior (40
and 80 minutes respectively for 50,000 iterations). Then, the
fHS prior should clearly be promoted in a high dimensional
quantitative genetic context.

Biological interpretation. We turn to biological interpre-
tations by focusing on the results obtained by the fHS prior.
Comparing with the Tisné et al. (2015) study that analyzed
the same data using maximum likelihood ratio tests combined
with a forward approach, all but one position identified in the
former study were found. Surprisingly, the common positions
were all identified at the 0.1% threshold selection, but none
for the 0.05% selection. This could be due to the genetic
design of the population studied derived from a breeding
pedigree with unequal contributions of contrasted genetic
groups: among the 144 palm trees, 73% were from La Mé
(LM) genetic background, 15% from Yangambi (YBI) and
3% from their combination. Several other studies analyzed
both genetic backgrounds with different genetic designs and
common genetic markers. Billotte et al. (2010), with 25% LM
and 25% YBI, found four common positions including two at
the 0.05% threshold, Ukoskit et al. (2014), with 50% YBI,
four common positions including two at the 0.05% threshold
and Seng et al. (2016), three common positions including
two at the 0.05% threshold. The ability of selecting positions
corresponding to YBI QTL that were segregating in a minor
fraction of the population indicates that the method evaluated
in this study performs well even with unbalanced genetic
designs and rare allele segregations. This result highlights that
a multivariate approach increases the power of detection of
subtle effects.

4.2 The arabidopsis thaliana dataset (RIS model)

In this second application, markers are labelled by their
chromosome numbers and their positions (within the whole
dataset of 538 markers) separated by a dash, such that

marker 1-2 corresponds to the second position on the first
chromosome. This notation was used by Heuclin et al. (2020)
and will be used for comparison purposes. We compare our
results with those of Heuclin et al. (2020), which used a non
parametric functional mapping method, but also with the
approach of Marchadier et al. (2019), which is based on a
stepwise strategy. For the three approaches, PSRF statistics
of all continuous parameters are lower than 1.1 indicating
chains’ convergence.

Selection of fixed effects.
Fixed effects are considered selected if zero does not belong
to their credible intervals, leading to three selected markers
(2-32, 2-62 and 5-104). Whatever the prior for variance com-
ponents, the selection of fixed effects using HS priors performs
well and provides the same results (see table 2).

Selection of variance components and impact of the corre-
lation matrix between random effects.
Using fC or fHS priors, a threshold representing 0.1 percent
of the total phenotypic variance (0.0068, or equivalently a
threshold of 0.083 on standard deviations) is used. For the fSS
prior, a threshold of 0.5 is considered. While the time random
intercept is systematically included in the model, the number
of selected random slopes varies according to priors but also
to the correlation matrix prior we use between random effects.
In particular, selection appears sensitive to the assumption we
make on the angle shrinkage global parameter k which plays
an important role on the correlation prior distribution (see
equation 5). For example, when k tends to infinity (identity
case) the number of selected random slopes is equal to 13,
10 and 10 for fC, fHS and fSS priors respectively. When k is
fixed to one, numbers increase to 24, 18 and 11 respectively. To
choose the most appropriate k value for each prior, a 10 cross-
validation scheme is performed. The log pointwise predictive
density (lppd, Gelman, Hwang, and Vehtari (2014)), related
to k = 1, 3, 5, 7, 10 and for independence assumption, are
reported on table 3. Small differences can be observed. For
parsimony reasons, random effects are assumed independent.
In this example, the fC prior leads to select only few more
markers (13) than the fHS or fSS (10) (see figure 4 and table
2). Differences between priors are less pronounced than in
the animal context where the use of the fC prior leads to
an estimation of the residual variance close to zero and then
to over-fitting problems. Here, residual variance is slightly
lower using the fC prior (2), than using fHS or fSS priors
(2.5). These differences cannot be used to evidence one prior
rather than another. To decide if a prior can be promoted, we
compare lppd between models (see table 3). But results are
very close and no clear conclusion can be drawn from these
results.

Selection of variance components and impact of the residual
correlation.
The selection of fixed effects is not impacted by the residual
correlation matrix, on the contrary this dependency structure
impacts the selection of variance components. Such conclu-
sions have already been observed in the functional map-
ping context (Ma et al., 2002; Li and Wu, 2010; Heuclin
et al., 2020). When we compare selection of random effects
taking into account an AR(1) residual correlation structure
or assuming independence between residuals, the number of
selected markers differs. It considerably increases with the
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Figure 2: Posterior median of standard deviation parameters λl for folded horseshoe (fHS) and folded Cauchy (fC) priors
on the oil palm trees dataset. Vertical dotted lines correspond to the selected positions using the fSS prior with posterior
marginal probability of inclusion upper than a threshold of 0.1. The horizontal red dashed line corresponds to a threshold of
0.048 which is the root of 0.05% of the response variance. The alternated white and grey areas delimit the 16 chromosomes.

Table 1: Selected standard deviation parameters λl for the oil palm trees dataset using folded horseshoe (fHS) and folded
spike-and-slab (fSS) priors.

Chromosome 1 4 5 6 8 11 15 nb

HS 1-17, 1-20 4-5, 4-7, 4-28 5-1 6-12 8-13 11-16 15-23 10
SS 1-17, 1-20 4-5, 4-28 11-16 15-21, 15-23 7
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Figure 3: Posterior density of the residual variance parame-
ter for folded Cauchy (fC), folded horseshoe (fHS) and folded
spike-and-slab (fSS) priors on the oil palm trees dataset.

independence assumption, leading to potential over-fitting
problems. Indeed, the 10 cross-validation lppd, considering an
AR(1) residual correlation structure and the fC prior, is equal
to −924, while considering an independent residual structure,
it is equal to −1148. Here, results are clear and the residual
correlation structure has to be included in the model.

Comparison with previous studies.
The initial study identified eight markers using the last time
measurement and a forward likelihood ratio test approach
(Marchadier et al., 2019). In a recent work, Heuclin et al.
(2020) reanalyses this data proposing a non-functional map-
ping technique combined with group spike-and-slab and tak-
ing into account the full phenotypic profile over time. They
identified the same eight markers but also highlighted five
more effects. In our current analysis, all positions already
identified by the previous approaches are selected except two
on chromosome three (3-1 and 3-25), compared to Heuclin
et al.’s approach. And we select two extra positions (2-47
and 5-46). Moreover, in our approach, decomposing effects as
fixed and random allows to more precisely dissociate the type
of effects (null, constant or varying effects). For instance, the
position 5-104 selected as random effect and varying over time
in Marchadier et al. or Heuclin et al. is mostly identified as
fixed effect (see table 2). Finally, comparing the lppd statistics



8 Biometrics, - 2021

Table 2: Selection of fixed effects β and scale parameters λ on arabidopsis thaliana dataset using HS-fC, HS-fHS and HS-fSS
approaches. Alternative methods proposed by Marchadier et al. (2019) and Heuclin et al. (2020) are also indicated.

Chromosome 1 2 3 4 5 nb

Marchadier et al. (2019) 1-20 2-62 3-3, 3-91 4-45 5-76, 5-104 8

Heuclin et al. (2020)
1-1, 1-20, 1-79,
1-97, 1-110

2-62 3-1, 3-25, 3-91 4-45 5-33, 5-76, 5-104 13

F
ix

e
d

e
ff

e
c
ts HS-fC 2-32, 2-62 5-104 3

HS-fHS 2-32, 2-62 5-104 3
HS-hSS 2-32, 2-62 5-104 3

S
c
a
le

p
a
ra

m
e
te

rs HS-fC
1-1, 1-20, 1-79,
1-97, 1-110

2-47, 2-62 3-91 4-45
5-33, 5-46, 5-76,
5-104

13

HS-fHS
1-1, 1-20, 1-79,
1-97, 1-110

3-91 4-45 5-33, 5-46, 5-76 10

HS-fSS
1-1, 1-20, 1-79,
1-97, 1-110

3-91 4-45 5-33, 5-46, 5-76 10
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Figure 4: Posterior median of standard deviation parameters λl on arabidopsis thaliana dataset. Bullets black and blue
correspond to the HS-fHS and HS-fC approaches. Vertical red dotted lines correspond to the selected positions using the
HS-fSS approach with posterior marginal probability of inclusion upper than a threshold of 50%. The horizontal red dashed
line corresponds to a threshold of 0.083 which is the root of 0.1% of the response variance. The alternated white and gray
areas delimit the 5 chromosomes.

Table 3: Log pointwise predictive density, considering ei-
ther an unknown RIS correlation matrix with different fixed
shrinkage parameters k, or an identity matrix.

k = 1 k = 3 k = 5 k = 7 k = 10 Identity

HS-fC -925 -923 -923 -923 -923 -925

HS-fHS -923 -924 -925 -924 -925 -926

HS-fSS -925 -925 -925 -925 -926 -927

using 10 cross-validation, favours the RIS model (-925 for the
HS-fC approach with R = I39) to the VCM model (-931).

5. Conclusion

In this paper, we show that the folded horseshoe prior should
be promoted as a prior distribution for regularization in linear
mixed models. Based on two real applications, we demon-
strate that the folded horseshoe prior seems insensitive to
high dimensional problems and leads to unbiased estimation
even in low dimension. In the first example, where the number
of parameters is close to the number of observations, the
folded horseshoe prior shows advantages compared to the
folded Cauchy and to the folded spike-and-slab priors. In
particular, where the folded Cauchy prior does not allow
to shrink parameters towards zero inducing a clear over-
fitting, the folded horseshoe prior performs well. Compared
to the folded spike-and-slab prior, the folded horseshoe prior
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presents similar effectiveness in terms of selection but a much
greater computational efficiency. In the second application,
where the number of observations is much greater than the
number of parameters, no prior seems to take advantage.
Such results observed in multivariate linear regression (van
Erp et al., 2019) can then be extended to the linear mixed
model framework. However, the folded horseshoe prior does
not lead to biased estimations or under or over-fitting of
models compared to the two other priors. Be that as it may,
we recommend to use local-global priors.

We also propose a polar reparametrization of the model
random effect correlation matrix. This approach has received
little attention in the past few decades. While Pourahmadi
and Wang were the first to develop a prior to generate high-
dimensional random correlation matrix, Ghosh et al. were the
first to infer, in a Bayesian framework, a correlation matrix
in a longitudinal context. In this article, we show how this
approach can be used to infer RIS correlation matrix. We also
show that assuming independence or not can impact variance
components selection. However, the number of parameters
(angles) is equal to the number of elements of the sub-diagonal
correlation matrix. Appropriate priors for the selection of
angles such as considered by Ghosh et al. (2020) should be
studied in combination with standard deviations shrinkage
priors.

From a biological point of view, in the palm oil context,
the folded horseshoe prior allows to identify positions which
were segregated in a minor fraction of the population due to
the unbalanced genetic design, while the frequentist stepwise
selection approach considered by Tisné et al. (2015) does not.
In the Arabidobsis context, as already noticed by Heuclin
et al. (2020), we show that a longitudinal approach allows a
better detection of relevant markers compared to an approach
that analyzes a single time point as proposed by Marchadier
et al. (2019). Both applications highlight that multivariate
approaches increase the statistical power.
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Table 1: Bayesian global-local shrinkage priors. p is the number of variables subject to selection.

Prior Prior sur τ2 Prior sur ω2
j R package

NIG
τ2 ∼ IG(s, r) ω2

j = 1
BGLR (Pérez and de Los Campos, 2014)

bayesreg

Student(d, v)
τ2 = 1

ω2
j = IG(d/2, v d/2) BGLR (Pérez and de Los Campos, 2014)

v ∼ G(s, r)
NE

τ2 ∼ IG(a, b) ω2
j ∼ Exp(1/2)

BGLR (Pérez and de Los Campos, 2014)

(Park and Casella, 2008) bayesreg (Makalic and Schmidt, 2016)

NEG
τ2 = 1

ω2
j ∼ Exp(zj/2)

(Griffin and Brown, 2007) zj ∼ G(a, b)
NGDP

τ2 = 1
ω2
j ∼ Exp(λ2

j/2)
(Armagan, Dunson, and Lee, 2013) λj ∼ G(α, η)

DL
τ ∼ G(a p, 1/2) ω2

j = ψjφ
2
j dlbayes (Zhang and Li, 2018)

(Bhattacharya et al., 2015) ψj ∼ Exp(1/2)
φ ∼ Dir(a, . . . , a)

R2D2
(τ2)

2 ∼ G(b, 1) ω2
j = ψj(σ

2λj/2)
1/2

(Zhang et al., 2020) ψj ∼ Exp(1/2)
λj |ξ ∼ G(a, 1)

NTPB
τ2 ∼ π(τ2) ω2

j ∼ B′(a, b)
(Armagan, Clyde, and Dunson, 2011)

NG
τ2 = 1 ω2

j ∼ G(λ, γ)
(Griffin et al., 2010)

NGG
τ2 = 1

ω2
j ∼ G(λ, γj)

(Griffin et al., 2017) γj ∼ G(a, b)
HS bayesreg (Makalic and Schmidt, 2016)

(Carvalho et al., 2009) τ ∼ C+(0, 1) ωj ∼ C+(0, 1) horseshoe (van der Pas et al., 2016)

(Carvalho, Polson, and Scott, 2010) fastHorseshoe (Hahn, He, and Lopes, 2016)

HS+
τ ∼ C+(0, 1) ωj ∼ C+(0, ηi) bayesreg (Makalic and Schmidt, 2016)

(Bhadra et al., 2017) ηi ∼ C+(0, 1)
NBP

τ2 = 1
ω2
j ∼ B′(ap, b) NormalBetaPrime

(Bai and Ghosh, 2019) ap ∼ π(ap)1[1/p<ap<1] (Bai and Ghosh, 2019)
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Web Appendix B: Details of calculations

The different calculations present in the article involve Kronecker product (“⊗”), Face-splitting product
(“•”) and element-wise multiplication (“◦”). Face-splitting product of two matrices A and B (with same
number of rows) is a row-by-row Kronecker products of two matrices and can be expressed as (Eilers and
Marx, 2003):

A •B = (A⊗ 1′nB ) ◦ (1′nA ⊗B), (1)

where 1v is unit vector of length v with v = nA or nB , the column number of matrices A and B respec-
tively. Before to detail the different calculations, we remind some useful properties of the Kronecker product.

Let A, B, C and D be matrices.

1. Reparametrization:
(B′ ⊗A)vec(C) = vec(ACB),

where vec(C) denotes the vectorization of the matrix C, formed by stacking the columns of C into a
single column vector.

2. The inversion of Kronecker product:

(A⊗B)−1 = A−1 ⊗B−1.

3. The transposition of Kronecker product:

(A⊗B)′ = A′ ⊗B′.

4. The mixed-product property:
If A, B, C and D are matrices of such size that one can form the matrix products AC and BD, then

(A⊗B)(C ⊗D) = (AC)⊗ (BD)

5. The orthonormal property: If W1 and W2 are two orthonormal matrices, then W = W1 ⊗W2 is also
an orthonormal matrix.

6. Hadamard product:
(A⊗B) ◦ (C ⊗D) = (A ◦ C)⊗ (B ◦D)

where ◦ is the Hadamard product.

Detail of the reparametrization of the general LMM (see equation (2) of the article):
Using the reparametrisation property 1 of the Kronecker product introduced above, a general LMM model
(see equation (1) of the article) can be reformulated as:

y = Xβ + ZΛu+ ε

= Xβ + vec(ZΛu) + ε

= Xβ + (u′ ⊗ Z) vec(Λ) + ε

= Xβ + (u′ ⊗ Z)Pλ+ ε

= [X, (u′ ⊗ Z)P ]

[
β
λ

]
+ ε

where λ is the unique diagonal elements vector of λ and P is the matrix that transforms λ to vec(Λ) (Ibrahim
et al., 2011).
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Detail of the calculation of the design matrix Z (see equation (10) of the article):
For the RIS model, the design matrix of the random effect Z is define by (J •X). In our specific context,
the matrix J is the design matrix associated to the time factor and can be constructed as J = ItT ⊗1n. and
we have X = ItT ⊗X. Thus, design matrix Z can also be simplified using the definition of the face-splitting
product (see equation (1)) and property 6 previously introduced:

Z = (J •X)

= (J ⊗ 1′p+1) ◦ (1′tT ⊗X)

= (ItT ⊗ 1n ⊗ 1′n) ◦ (1′tT ⊗ 1tT ⊗X)

= (ItT ⊗ 1n,p+1) ◦ (1tT ,tT ⊗X)

= (ItT ◦ 1tT ,tT )⊗ (1n,p+1 ◦X)

= ItT ⊗X,

where 1v is a v unit vector and 1v,v′ is a v × v′ uni matrix, v and v′ are equal to p+ 1, tT or n.

Detail of the reparametrization of the RIS model (see equation (11) of the article):
Using the joint parametrization of LMM (see equation (1) of the article), specific context simplifications
X = (1tT ⊗ X), Z = (ItT ⊗ X) and Λ = (ItT ⊗ Λ) in addition to the reparametrization property 1 and
mixed-product property 4 of the Kroneker product introduced above, the RIS model (see equation (9) of the
article) can be formulated as:

y = Dα+ Xβ + ZΛu+ ε

= Dα+ (1tT ⊗X)β + (ItT ⊗X)(ItT ⊗ Λ)u+ ε

= Dα+ (1tT ⊗X)β + (ItT ⊗XΛ)vec(U) + ε

= Dα+ (1tT ⊗X)β + (XΛU) + ε

= Dα+ (1tT ⊗X)β + (U ′ ⊗X)vec(Λ) + ε

= Dα+ (1tT ⊗X)β + (U ′ ⊗X)PΛ + ε

= Dα+ [1tT ⊗X, (U ′ ⊗X)P ]

[
β
λ

]
+ ε.

U is a (p+ 1)× tT matrix of the collection of the tT reparametrized vectors of random intercept and slopes
associated to each time U =

⊕tT
k uk (U follows a matrix Gaussian distribution MN (p+1)×tT (0, R, ItT ) and

D = (1tT ⊗ In) the design matrix associated to the individual random effects. ε = (ε′1, . . . , ε
′
tT )′ is the

concatenation of all residuals over time associated to all individuals where εt = (ε1,t, . . . , εn,t)
′ be a n vector

of residuals associated to all individuals at time t. varepsilon is supposed to follow a Gaussian distribution
centered on zero with covariance σ2Γ where Γ = (Γ⊗ In).
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Web Appendix C: Bayesian hierarchical models, Full conditional
distributions and MCMC algorithms

Animal model

The Bayesian hierarchical model for the animal model is given by:

y|µ, λ, U, σ2 ∼ Nn(µ+ Uλ, σ2In)

µ ∝ 1

λl|τ2, ω2
l , σ

2 ∼ N f (0, σ2τ2ω2
l )

τ ∼ C+(0, 1)

ωl ∼ C+(0, 1)

σ2 ∼ IG(s, r)

Half-Cauchy distribution can be represented as a scale mixture of of inverse-gamma distribution (Makalic
and Schmidt, 2015) :

τ ∼ C+(0, 1) ⇔ τ2|ξτ ∼ IG(1/2, 1/ξτ ), ξτ ∼ IG(1/2, 1/2),

and
ωl ∼ C+(0, 1) ⇔ ω2

l |ξωl ∼ IG(1/2, 1/ξωl), ξωl ∼ IG(1/2, 1/2).

This representation allows conjugate conditional posterior distribution.

Full conditional distributions are given by:

• For the intercept:
µ|. ∼ N (1′n(y − Uλ)/n, σ2/n)

• For the random effects, at each iteration, q = 135 by n = 144 random effects have to be updated.
Simple approach leads to the use of the following full conditional distribution for l = 1, . . . , q:

ul|. ∼ Nn
(

Σul
λl
σ2

(
y − µ−

∑

k 6=l
ukλk

)
,Σul

)
, (2)

where the dense variance matrix Σul = (λ2
l /σ

2In + A−1
l )−1 have to be updated for all random effects

at each iteration. However, within this matrix, only parameters λl and σ2 will be modified at each
iteration and linear algebra property of the SVD decomposition of known definite positive matrix Al
can be used to optimize the inverse matrix operation:

Σul = (λ2
l /σ

2In +A−1
l )−1

= (λ2
l /σ

2In + (WlDlW
′
l )
−1)−1

= (λ2
l /σ

2In +WlD
−1
l W ′l )

−1

= (Wl(λ
2
l /σ

2In +D−1
l )W ′l )

−1

= Wl(λ
2
l /σ

2In +D−1
l )−1W ′l ,

where Wl is an orthogonal matrix of singular vectors and Dl is a diagonal matrix of singular values
such as Al = WlDlW

′
l . The matrix (λ2

l /σ
2In +D−1)−1 can be calculate easily because it is simply the

inverse of diagonal matrix and the Cholesky decomposition of Σul can be computed easily:
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Lul = Wl(λ
2
l /σ

2In +D−1
l )−

1
2 .

Then, an efficient sampling scheme can be constructed to sample ul from its full conditional distribution
(see the Gibbs sampler algorithm bellow).

• Standard deviation parameters λl follow an a priori conditionally folded normal distribution. However,
dealing directly with the full conditional distribution of λl is not a simple task:

P (λl|.) ∝ P (y|.)P (λl), (3)

where P (y|.) is a Gaussian distribution and P (λl) is a folded Gaussian distribution. Instead, we
propose the following reparametrization ulλl = vlξl such as λl = |ξl| with ξl ∼ N (0, σ2τ2ω2

l ). This
reparametrization, inspired by the work of Gelman (2006), allows to deal with known full conditional
distribution instead of the unkwnown full conditional distribution (3):

ξl|. ∼ N


Σξl

sign(ξl)ul
σ2

(y − µ−
∑

j 6=l
ujλj),Σξl


 . (4)

with

Σξl =

(
u′lul
σ2

+
1

σ2τ2ω2
l

)−1

Then λl is can be updated by sampling ξ from its full conditional distribution (4) and then compute
λl = |ξl|.

• For the global variance parameter:

τ2|. ∼ IG
(

1 + q

2
,

1

ντ
+

1

2σ2

q∑

k=1

λ2
l

ω2
l

)
,

ντ |. ∼ IG
(

1, 1 +
1

τ2

)

• For local variance parameters:

ω2
l |. ∼ IG

(
1,

1

νωl
+

λ2
l

2σ2τ2

)
,

νωl |. ∼ IG
(

1, 1 +
1

ω2
l

)

• For the residual variance

σ2|. ∼ IG
(
s+

n

2
+
q

2
, r +

1

2
1
′
n(y − µ− Uλ) +

1

2τ2

q∑

k=1

λ2
k

ω2
l

)

All full conditional distributions are known and an efficient sampling scheme through a Gibbs sampler
algorithm (Gilks, Richardson, and Spiegelhalter, 1995) can be constructed:

Gibbs sampler algorithm for the animal model:

Choose starting values for all parameters µ, ξl, τ
2, ω2

l and σ2, set λl = |ξl|, j = 1, . . . , q and compute Wl

and Dl such as Al = WlDlW
′
l , the SVD decomposition of Al for l = 1, . . . , q. Repeat the following steps:
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(a) Sample µ from Gaussian distribution µ|. ∼ N (1′n(y − Uλ)/n, σ2/n).

(b) For l = 1, . . . , q, sample ul from multivariate Gaussian distribution p(ul|.) (see equation (2)) using the
following sampler scheme:

1. Calculate the lower triangular matrix Lul of the Cholesky decomposition of Σul :

Lul = Wl(λ
2
l /σ

2In +D−1
l )−

1
2

2. Sample zl from a Gaussian distribution Nn(0, In)

3. Compute ul = Lul

(
zl + L′ul

λl
σ2

(
y − µ−∑k 6=l ukλk

))
.

(c) For l = 1, . . . , q:

1. Sample ξ from Gaussian distribution:

ξl|. ∼ N


Σξl

sign(ξl)ul
σ2

(y − µ−
∑

j 6=l
ujλj),Σξl


 ,

2. Set λi = |ξl|.

(d) Sample τ2 from inverse gamma distribution τ2|. ∼ IG
(

1+q
2 , 1

ντ
+ 1

2σ2

∑q
k=1

λ2
l

ω2
l

)
.

(e) Sample ντ from inverse gamma distribution ντ |. ∼ IG
(
1, 1 + 1

τ2

)
.

(f) For l = 1, . . . , q, sample ω2
l from inverse gamma distribution ω2

l |. ∼ IG
(

1, 1
νωl

+
λ2
l

2σ2τ2

)
.

(g) For l = 1, . . . , q, sample νωl from inverse gamma distribution νωl |. ∼ IG
(

1, 1 + 1
ω2
l

)
.

(h) Sample σ2 from inverse gamma distribution:

σ2|. ∼ IG
(
s+

n

2
+
q

2
, r +

1

2
1
′
n(y − µ− Uλ) +

1

2τ2

q∑

k=1

λ2
k

ω2
l

)
.
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RIS model

Bayesian hierarchical model for the RIS model is given by:

y|v, β, u ∼ NntT (Dα+ (1tT ⊗X)β + (U ′ ⊗X)Pλ, σ2(Γ⊗ In))

α|σ2
α ∼ Nn(0, σ2

αIn), σ2
α ∼ IG(sα, rα)

β|ω2
β , τ

2
β , σ

2 ∼ Np+1(0, σ2Vβ), Vβ = diag(ω2
βl
τ2
β , l = 0, . . . , p)

τ2
β |υβ ∼ IG(1/2, 1/υβ), υβ ∼ IG(1/2, 1)

ω2
βl
|νβl ∼ IG(1/2, 1/νβl), νβl ∼ IG(1/2, 1), l = 0, . . . , p

λl|ω2
λl
, τ2
λ , σ

2 ∼ N f (0, σ2τ2
λω

2
λl

), l = 0, . . . , p

τ2
λ |υλ ∼ IG(1/2, 1/υλ), υλ ∼ IG(1/2, 1)

ω2
λl
|νλl ∼ IG(1/2, 1/νλl), νλl ∼ IG(1/2, 1), l = 0, . . . , p

u|R ∼ NtT (p+1)(0, (ItT ⊗R))

p(R|k) =

q−1∏

j=1

[
Γ( 2k+j

2 + 1)
√
πΓ( 2k+j+1

2 )

]j
[det(R)]k

k ∼ U(1, 100)

ρ ∼ U(0, 1) σ2 ∼ IG(sσ2 , rσ2).

Bayesian inference of the RIS hierarchical model using horseshoe prior presented is achieve using Markov
chain Monte Carlo (MCMC) algorithm sampling. It implies to calculate the full conditional distributions of
each parameters. Reminder: X = 1tT ⊗X, Z = ItT ⊗X.

• The full conditional distribution of the individual random effect α is given by:

α|. ∼ Nn
(

ΣαD
′Γ
−1

σ2
(y −Xβ − Z(U ′ ⊗ Ip+1)Pλ),Σα

)
, (5)

with

Σα =

(
D′Γ−1D

σ2
+
In
σ2
α

)−1

.

However, in our context, we have D = (1tT ⊗ In) and Ω = (Ω ⊗ In) and product D′(Γ−1 ⊗ In)D
leads to a diagonal matrix (1′tT Γ−1

1tT )In where 1′tT Γ−1
1tT = 2(1 − ρ) + (tT − 2)(1 − ρ)2 with ρ the

autoregressive decay parameter. Thus, Cholesky decomposition of Σα can be computed easily and an
effcieint sample scheme can be considered (see the Metropolis within Gibss algorithm bellow).

• The full condition distribution of the individual random effect variance σ2
α:

σ2
α|. ∼ IG

(
sα +

n

2
, rα +

α′α
2

)

• The full condition distribution of fixed effects β is:

β|. ∼ Np+1

(
Σβ

(1′tT Γ−1 ⊗X ′)
σ2

(y −Dα− (U ′ ⊗X)Pλ),Σβ

)
,
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with

Σβ = σ2
(

(1′tT Γ−1
1tT )X ′X + V −1

β

)−1

.

• Full conditional prior distributions for τ2
β and υβ :

τ2
β |. ∼ IG

(
1 + p

2
,

1

υβ
+

1

2σ2

p∑

l=0

β2
l ω

2
βl

)

υβ |. ∼ IG(1, 1 + 1/τ2
β)

• Full conditional prior distributions for ωβl and νβl :

ω2
βl
|. ∼ IG

(
1,

1

νβl
+

β2
l

2σ2τ2
β

)

νβl |. ∼ IG(1, 1 + 1/ω2
βl

)

• Full conditional distributions of standard deviations λj are proportional to a non-central multivariate
folded-Gaussian distribution and have not a closed form implying not simple sample step. To overcome
this difficulty, we propose the following reparametrisation of the model (11) of the article:

y = Dα+ (1tT ⊗X)β + ((SU)′ ⊗X)Pξ + ε

where ξ is an unconstrained scale parameter such as λ = |ξ| and S is a (p+1)× (p+1) diagonal matrix
of sign of ξ elements (λ = Sξ). ξ follows then an a priori Gaussian distribution Np+1(0, σ2Vλ where
Vλ is a (p+ 1)× (p+ 1) diagonal matrix with elements given by τ2

λω
2
λl

, for l = 0, . . . , p.

Then, the full conditional distribution of ξ can be calculated easily:

ξ|. ∼ Np+1

(
Σξ
σ2
P ′(SUΓ−1 ⊗X ′)(y −Dα− (1tT ⊗X)β),Σξ

)
, (6)

with
Σξ = σ2(P ′[(SUΓ−1U ′S)⊗X ′X]P + V −1

λ )−1.

Thus, λl can be updated by sampling ξl from its full conditional distribution (6) and then compute
λl = |ξl|.

• Full conditional prior distributions for τ2
λ and υλ:

τ2
λ |. ∼ IG

(
2 + p

2
,

1

υλ
+

1

2σ2

p∑

l=0

λl
2ω2

λl

)

υλ|. ∼ IG(1, 1 + 1/τ2
λ)

• Full conditional prior distributions for ωλl and νλl :

ω2
λl
|. ∼ IG

(
1,

1

νλl
+

λl
2

2σ2τ2
λ

)

νλl |. ∼ IG(1, 1 + 1/ω2
λl

)
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• For the random effect u:
Using the joint parametrization of model (9) of the article:

y = Dα+ (1tT ⊗X)β + (ItT ⊗XΛ)u+ ε,

the full condition distribution of the time random effect u may be easily calculated:

u|. ∼ NtT (p+1)

(
Σu
σ2

(Γ−1 ⊗ ΛX ′)(y −Dα− (ItT ⊗X)β),Σu

)
, (7)

with

Σu =

(
1

σ2
(Γ−1 ⊗ Λ′X ′XΛ) + (ItT ⊗R−1)

)−1

.

However this distribution imply the inversion of a (tT (p + 1) × tT (p + 1)) dense matrix and may be
time consuming in the MCMC sampler (complexity is of O((tT (p + 1))3)). To improve this step, we
reparametrize equation (11) of the article by dropping out the correlation matrix of the time random
effect u = (ItT ⊗ B)z where R = BB′ with z ∼ NtT (p+1)(0, ItT (p+1)). Posterior density of z is given
by:

z|. ∼ NtT (p+1)

(
Σz

σ2
(Γ
−1 ⊗ B′ΛX′)(y −Dα− (ItT ⊗X)β),Σz

)

with

Σz =

(
1

σ2
(Γ−1 ⊗B′ΛX ′XΛB) + ItT (p+1)

)−1

.

Now, as describing in section above, we can observe that this matrix is the inverse of the sum of a
dense matrix and a diagonal matrix. Thus, the Cholseky decomposition of the covariance matrix Σz
can be computed efficiently using the SVD decomposition and property of the Kronecker product.
Let WΓ−1DΓ−1W ′Γ−1 be the SVD decomposition of Γ−1 and WBDBW

′
B be the SVD decomposition of

B′ΛX ′XΛB where WΓ−1 and WB are orthonormal matrices of singular vectors and DΓ−1 and DB are
diagonal matrices of singular values. Then, we obtain the following relation:

Σz =

(
1

σ2
(Γ
−1 ⊗ B′ΛX′XΛB) + ItT (p+1)

)−1

=

(
(WΓ−1 ⊗WB)

(
1

σ2
DΓ−1 ⊗DB

)
(W
′
Γ−1 ⊗W ′B) + ItT (p+1)

)−1

=

(
(WΓ−1 ⊗WB)

(
1

σ2
DΓ−1 ⊗DB + ItT (p+1)

)
(W
′
Γ−1 ⊗W ′B)

)−1

= (WΓ−1 ⊗WB)

(
1

σ2
DΓ−1 ⊗DB + ItT (p+1)

)−1

(W
′
Γ−1 ⊗W ′B).

Note that (WΓ−1⊗WB) is also an orthonormal matrix. Now, the SVD decomposition of the covariance
matrix Σz is given by:

Lz = (WΓ−1 ⊗WB)

(
1

σ2
DΓ−1 ⊗DB + ItT (p+1)

)− 1
2

and an efficient sampling scheme can be considered (see the Metropolis within Gibss algorithm bellow).
Thus, using this transformation, the most difficult task to computed the Cholesky decomposition of
the covariance matrix Σz is SVD decompositions of Γ−1 and B′ΛX ′XΛB where the complexity if of
O(t3T ) and O((p+ 1)3) respectively.

• The full condition distribution of the angle parameter θi,j :

R|. ∝ exp
{
− 1

2

tT∑

t=1

u′tRut

}
|R|−tT /2
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• The full condition distribution of the residual autoregressive parameter ρ:

ρ|. ∼ 1(0<ρ<1)|Γ|−
n
2 exp

{
− 1

2σ2
(y−Dα−(1tT⊗X)β−(U ′⊗X)Pλ)′(Γ−1⊗In)(y−Dα−(1tT⊗X)β−(U ′⊗X)Pλ)

}

• The full condition distribution of the residual variance σ2:

σ2|. ∼ IG
(
sσ2+

ntT + 2(p+ 1)

2
, rσ2+

1

2
||y−Dα−(1tT⊗X)β−(U ′⊗X)Pλ||22+

1

2τ2
β

p∑

j=0

β2
jω

2
βj+

1

2τ2
λ

p∑

j=0

λ2
jω

2
λj

)

Full posterior conditional distributions of matrix R and parameter ρ have not a close form, thus, we use
a Metropolis within Gibbs sampler algorithm:

Metropolis within Gibbs sampler algorithm for RIS model:

Choose starting values for all parameters α, σ2
α, β, τ2

β , υβ , ω2
βj

, νβj , λ, τ2
λ , υλ, ω2

λj
, νλj , u, R, ρ and σ2 and

repeat the following steps:

(a) Sample α from the multivariate Gaussian distribution p(α|.) given in (5):

1. Compute L =

(
(1′tT Γ−1

1tT
)In

σ2 + In
σ2
α

)− 1
2

, the lower triangular matrix of the Cholesky decomposition

of Σα where 1′tT Γ−1
1tT = 2(1− ρ) + (tT − 2)(1− ρ)2

2. Sample a from a Gaussian distribution Nn(0, In)

3. Compute α = La+ LL′
(1′tT Γ−1⊗In)

σ2 (y − (1tT ⊗X)β − (U ′ ⊗X)Pλ)

(b) Sample σ2
α from inverse-gamma distribution σ2

α|. ∼ IG
(
sα + n

2 , rα + α′α
2

)

(c) Sample β from multivariate Gaussian distribution:

β|. ∼ Np+1

(
Σβ

(1′tT Γ−1 ⊗X ′)
σ2

(y − (Dα− (U ′ ⊗X)Pλ),Σβ

)

(d) Sample τ2
β from inverse-gamma distribution τ2

β |. ∼ IG
(

1+p
2 , 1

υβ
+ 1

2σ2

∑p
l=0 β

2
l ω

2
βl

)
.

(e) Sample υβ from inverse-gamma distribution υβ |. ∼ IG(1, 1 + 1/τ2
β).

(f) For l = 0, . . . , p, sample ω2
βl

from inverse-gamma distribution ω2
βl
|. ∼ IG

(
1, 1

νβl
+

β2
l

2σ2τ2
β

)
.

(g) For l = 0, . . . , p, sample νβl from inverse-gamma distribution νβl |. ∼ IG(1, 1 + 1/ω2
βl

).

(h) Sample λ from full conditional distribution p(λ|.):

1. Calculate S = diag{sign(ξl), l = 0, . . . , p}
2. Sample ξ from multivariate Gaussian distribution:

ξ|. ∼ Np+1

(
Σξ
σ2
P ′(SUΓ−1 ⊗X ′)(y −Dα− (1tT ⊗X)β),Σξ

)

3. Set λ = |ξ| (or λ = Sξ) .
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(i) Sample τ2
λ from inverse-gamma distribution τ2

λ |. ∼ IG
(

2+p
2 , 1

υλ
+ 1

2σ2

∑p
l=0 λl

2ω2
λl

)
.

(j) Sample υλ from inverse-gamma distribution υλ|. ∼ IG(1, 1 + 1/τ2
λ).

(k) For l = 0, . . . , p, sample ω2
λl

from inverse-gamma distribution ω2
λl
|. ∼ IG

(
1, 1

νλl
+ λl

2

2σ2τ2
λ

)
.

(l) For l = 0, . . . , p, sample νλl from inverse-gamma distribution νλl |. ∼ IG(1, 1 + 1/ω2
λl

).

(m) Sample u from multivariate Gaussian posterior given in (7):

1. Calculate WΓ−1 and DΓ−1 such as Γ−1 = WΓ−1DΓ−1W ′Γ−1 , the SVD decomposition of Γ−1

2. Calculate WB and DB such as B′ΛX ′XΛB = WBDBW
′
B , the SVD decomposition of B′ΛX ′XΛB

3. Calculate the lower triangular matrix Lz of the Cholesky decomposition of Σz:

Lz = (WΓ−1 ⊗WB)

(
1

σ2
DΓ−1 ⊗DB + ItT (p+1)

)− 1
2

4. Sample z̃ from a Gaussian distribution NtT (p+1)(0, ItT (p+1))

5. Compute z = Lz(z̃ + L′z
1
σ2 (Γ−1 ⊗B′ΛX ′)(y −Dα− (ItT ⊗X)β))

6. Compute u = (ItT ⊗B)z.

(n) Sample R using a random walk Metropolis-Hastings step:
For j = 0, . . . , p− 1, i = j + 1, . . . , p:
Let θold be the current angle matrix θ and Rold be the associated correlation matrix.

1. Let θ∗ = θold.

2. Sample θ∗[i,j] from truncated Gaussian distribution in (0, π) centering on the current value

q(θ∗[i,j]|θold[i,j]) = N (0,π)(θold[i,j], εθ).

3. Calculate correlation matrix R∗ from new angle matrix θ∗.

4. Calculate densities p(R∗|.) and p(Rold|.) from full conditional posterior distribution:

p(R|.) ∝ exp
{
− 1

2

tT∑

t=1

u′tRut

}
|R|−tT /2

.

5. Calculate densities q(θold[i,j]|θ∗[i,j]) and q(θ∗[i,j]|θold[i,j]) from proposal truncated Gaussian distribution.

6. Calculate acceptance ratio

r(θold, θ∗) = min

{
1, p(R∗|.)

p(Rold|.)
q(θold[i,j]|θ∗[i,j])
q(θ∗

[i,j]
|θold

[i,j]
)

}
.

7. Sample z from uniform distribution U(0, 1)

8. If z ≤ r(θold, θ∗) then θ = θ∗, R = R∗ else θ = θold, R = Rold.

(o) Sample ρ using a random walk Metropolis-Hastings step:
Let ρold be the current value of ρ

1. Sample ρ∗ from truncated Gaussian distribution in (−1, 1) centering on the current value
q(ρ∗|ρi) = N (−1,1)(ρold, ερ).

12



2. Calculate densities p(ρ∗|.) and p(ρold|.) from full conditional posterior distribution:

ρ|. ∼ 1(0<ρ<1)|Γ|−
n
2 exp

{
− 1

2σ2
(y−Dα−(1tT⊗X)β−(U ′⊗X)Pλ)′(Γ−1⊗In)(y−Dα−(1tT⊗X)β−(U ′⊗X)Pλ)

}

3. Calculate densities q(ρold|ρ∗) and q(ρ∗|ρold) from proposal truncated Gaussian distribution.

4. Calculate acceptance ratio r(ρold, ρ∗) = min
{

1, p(ρ∗|.)
p(ρold|.)

q(ρold|ρ∗)
q(ρ∗|ρold)

}

5. Sample z from uniform distribution U(0, 1)

6. If z ≤ r(ρold, ρ∗) then ρ = ρ∗ else ρ = ρold

(p) Sample σ2 from inverse-gamma distribution:

σ2|. ∼ IG
(
sσ2+

ntT + 2(p+ 1)

2
, rσ2+

1

2
||y−Dα−(1tT⊗X)β−(U ′⊗X)Pλ||22+

1

2τ2
β

p∑

j=0

β2
jω

2
βj+

1

2τ2
λ

p∑

j=0

λ2
jω

2
λj

)
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Sélection de groupe de paramètres
ordonnés dans un modèle à coefficients
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3.1 Introduction

L’architecture génétique d’un caractère d’intérêt évolue au cours des différents stades
de développement d’un individu. En agronomie par exemple, le rendement moyen
d’une espèce peut ne pas être le même en fonction de l’âge des individus. De plus,
face à certains changements de conditions environnementales, des mécanismes géné-
tiques peuvent se déclencher pour que les individus puissent s’adapter et survivre.
Mieux comprendre cette évolution de l’architecture génétique au cours du temps est
alors crucial en sélection végétale ou animale. Les technologies actuelles, telles que les
techniques génomiques à haut débit, ont été utilisées pour mieux comprendre les liens
entre l’information génétique et les traits quantitatifs. Récemment, des méthodes de
phénotypage à haut débit ont fait leur apparition, permettant de mesurer des carac-
tères phénotypiques sur un grand nombre d’individus ainsi que des facteurs environ-
nementaux au cours du temps. Certaines technologies permettent même de contrôler
les conditions environnementales en serre et ainsi de simuler différents scénarios de
stress environnemental. La combinaison de ces deux informations donne alors accès
à des données permettant d’étudier l’évolution de l’architecture génétique au cours
du temps. Cependant, de telles données soulèvent de nouveaux défis statistiques liés,
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entre autres, aux dimensions élevées, aux dépendances temporelles et aux effets évo-
luant dans le temps. Dans ce chapitre, nous proposons un modèle à coefficients va-
riants afin de modéliser un caractère phénotypique mesuré à différents temps sur plu-
sieurs individus par des variables environnementales ainsi que des marqueurs molé-
culaires. L’effet de chaque variable environnementale est modélisé de manière non-
linéaire à l’aide d’une interpolation P-spline. Les marqueurs, eux, ont des effets li-
néaires évoluant dans le temps. Nous proposons une modélisation non-paramétrique
de ces évolutions de manière, soit fonctionnelle au travers d’une interpolation P-spline,
soit non-fonctionnelle en estimant directement les effets au cours du temps pour chaque
marqueur. La première approche produit des estimations plus lisses et permet de ré-
duire le nombre de paramètres à estimer, tandis que la seconde permet d’obtenir des
estimations plus flexibles avec potentiellement des changements abruptes. Ces deux
approches font intervenir un groupe de paramètres ordonnés pour chaque marqueur.
L’identification des marqueurs pertinents passe alors pas la mise à zéro ou non de
groupe de paramètres dépendants. Dans cet objectif, nous proposons un prior group
spike-and-slab (cf section 1.3.1) combiné à une distribution multivariée gaussienne de
type marche aléatoire (cf section 1.3.2). Ce prior permet de tenir compte de l’ordre
naturel des paramètres lié à l’estimation des effets au cours du temps de chaque mar-
queur (coefficients P-spline ou effets dans le temps directement), et suppose que les
effets entre les différents marqueurs sont indépendants. Ainsi, pour chaque marqueur
sélectionné, ce prior permet d’estimer un profil d’effet homogène au cours du temps et
non nul.
Nous montrons sur simulation que les deux approches que nous proposons dépassent
les approches alternatives existantes en terme de sélection et d’estimation. Enfin nous
appliquons notre approche sur des données d’arabidopsis thaliana qui ont motivé ces
développements.

Notons que ces mêmes données ont aussi été analysées au travers d’un modèle à
intercept et pentes aléatoires (cf chapitre 2), où les effets à chaque pas de temps des
marqueurs sont modélisés par des réalisations d’effets aléatoires. Contrairement au
prior que nous proposons dans ce chapitre, cette modélisation suppose a priori une in-
dépendance temporelle entre les pentes aléatoires d’un même marqueur. Cependant, à
chaque pas de temps, elle suppose une corrélation inconnue entre les pentes aléatoires
des différents marqueurs. D’un point de vue bayésien, ces deux modélisations sont
donc proches, si ce n’est qu’elles structurent de manière différente et complémentaire,
l’évolution au cours du temps des effets des marqueurs.

3.2 Article : Bayesian varying coefficient model with se-
lection: An application to functional mapping

L’article a été accepté dans la revue Journal of the Royal Statistical Society: Series C
(DOI: 10.1111/rssc.12447)
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Forêts et Sociétés, Cirad, F-34398 Montpellier, France,
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Summary. How does the genetic architecture of quantitative traits evolve over time? An-
swering this question is crucial for many applied fields such as human genetics and plant
or animal breeding. In the last decades, high-throughput genome techniques have been
used to better understand links between genetic information and quantitative traits. Re-
cently, high-throughput phenotyping methods are also being used to provide huge infor-
mation at a phenotypic scale. In particular, these methods allow traits to be measured
over time, and this, for a large number of individuals. Combining both information might
provide evidence on how genetic architecture evolves over time. However, such data raise
new statistical challenges related to, among others, high dimensionality, time dependen-
cies, time varying effects. In this work, we propose a Bayesian varying coefficient model
allowing, in a single step, the identification of genetic markers involved in the variability of
phenotypic traits and the estimation of their dynamic effects. We evaluate the use of spike-
and-slab priors for the variable selection with either P-spline interpolation or non-functional
techniques to model the dynamic effects. Numerical results are shown on simulations and
on a functional mapping study performed on an Arabidopsis thaliana (L. Heynh) data which
motivated these developments.

Keywords: Arabidopsis thaliana (L. Heynh); Functional mapping; Group Spike-and-
Slab; P-Splines; Time Varying Parameters; Variable selection; Varying coefficient
models.

1. Introduction

Genetic architecture controls part of the variational properties of a phenotype. It has
been treated as constant over time while most biological processes of interest are dynamic
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by nature (Hansen, 2006). In agronomy, traits such as yield, quality or disease resis-
tance vary over seasons, age of individuals or various environmental conditions. Such
variations, so-called phenotypic plasticity, reflect the phenotypic responses of a given
genotype to a changing environment and may constitute adaptative processes. Until
recently, most analyses of dynamic traits have been based on mapping quantitative trait
loci (QTL) at each time point separately. Such analysis does not allow to take into
account dependencies between successive measures and can be less powerful to select
QTL. It also does not allow the inclusion of external information such as environmental
variables in case of identical conditions for all individuals at a given time. To overcome
these limitations, new classes of statistical models have been developed to analyze such
data. In particular, functional mapping (FM) has been proposed for QTL identification
associated with dynamic traits (Ma et al., 2002; Wu et al., 2003; Li and Sillanpää, 2015).

FM is based on simultaneously modeling the dynamic relationship between quanti-
tative traits and genotype information, and the residuals covariance matrix (Li and Wu,
2010). FM relied initially on the assumption that genetic effects are continuous functions
(Li and Sillanpää, 2013) and thus appear as a special case of varying coefficient (VC)
models (Hastie and Tibshirani, 1993). VC models encompass a broad class of statistical
approaches such as generalized additive models (Hastie and Tibshirani, 1986), structured
additive regression (STAR) models (Fahrmeir et al., 2004) or time varying parameters
(Bitto and Frühwirth-Schnatter, 2019). Parametric methods based on biological knowl-
edge have been initially developed using sigmoid or logistic functions to model the QTL
dynamic effects (Ma et al., 2002; Wu et al., 2003). But such assumptions limit the curve
flexibility and are restrictive to reflect the underlying processes. To overcome this re-
striction, non-parametric functional methods have been proposed such as those based
on Legendre polynomial (Min et al., 2011; Li et al., 2015), or B-spline (Wang et al.,
2008; Gong and Zou, 2012) interpolation techniques. While Legendre polynomial inter-
polation relies on global function bases that may lead to a decrease of goodness-of-fit
when the order of polynomials increases, especially at both ends of the curve, B-splines
use local function bases which greatly depend on the number of knots and their posi-
tions. Few knots do not provide enough flexibility to capture the variability in the data,
while many knots may lead to overfitting. To overcome such limitation, penalization
is usually applied to guarantee smoothness of the fitted curves and to limit overfitting
(O’Sullivan, 1986, 1988). In particular, P-spline interpolation (Eilers and Marx, 1996)
consisting in constraining the coefficients finite differences of adjacent B-splines, has
been widely advocated in the FM context (Li and Sillanpää, 2013; Ni et al., 2019). In
these previously mentioned approaches, FM was mainly based on the decomposition of a
particular functional basis. However, in the VC model context, non-functional methods
are an alternative approach consisting in directly modeling the varying coefficients (one
parameter per time point without assuming a decomposition in a given functional basis).
Such non-functional methods are widely used (Hastie and Tibshirani, 1993; Frühwirth-
Schnatter and Wagner, 2010), but an unrestricted estimation does not insure smoothness
and leads to overfitting problems (Bitto and Frühwirth-Schnatter, 2019; Franco-Villoria
et al., 2019). To overcome these limitations, as mentionned for P-splines, penalization
techniques are used. For example, the `2- or the `1-norm of the second differences has
been proposed to model trends in time series (Kim et al., 2009). From a Bayesian per-
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spective, such penalizations are equivalent to defining Gaussian prior distributions (Rue
and Held, 2005; Rasmussen and Williams, 2006). For example, the `2-norm of the first
or second differences correspond to first or second order random walk process priors, re-
spectively (Lang and Brezger, 2004). In a genetic context, non-functional methods have
been sparsely applied and compared to functional approaches (Li and Sillanpää, 2013;
Vanhatalo et al., 2019). In this paper, we propose to evaluate, in a Bayesian frame-
work, the impact of modeling choices focusing either on functional or non-functional
approaches, each combined with first or second random walk process priors to model
genetic effects over time.

With current technologies, such as high-throughput genotyping, the number of ge-
netic markers may be huge leading to a large set of time varying parameters. To simul-
taneously analyze all markers and phenotypes observed along time, variable selection
methods need to be performed in a FM context. In animal or plant genetics, selection is
also crucial to improve breeding programs. Classical variable selection methods focus on
a single coefficient. In FM, strategies are slightly different because all the sequences of
coefficients associated to a genetic information have to be selected simultaneously. Group
variables selection have been developed in such a context. Wang et al. (2008) extended
the SCAD penalized approach to grouped longitudinal data and (Li and Sillanpää, 2013;
Vanhatalo et al., 2019) adapted stepwise algorithms. In a Bayesian regression model,
various variable selection approaches have been proposed. In particular, the Bayesian
group LASSO with Legendre interpolation has been investigated by Li et al. (2015).
However, in high-dimensional data, this type of approach which shrinks towards zero
the effects of irrelevant variables without putting them exactly to zero, leads to biased
estimation (Fan and Li, 2001; Kyung et al., 2010) and requires fitting the model in
two steps. In time varying parameters, double Gamma prior is advocated (Bitto and
Frühwirth-Schnatter, 2019) as proposed by Pérez et al. (2017) in a linear mixed context.
In STAR models, Scheipl et al. (2012) proposed the use of a spike-and-slab prior based on
mixture of inverse gamma distributions (Ishwaran and Rao, 2005). The spike-and-slab
prior is a discrete mixture of two distributions (George and McCulloch, 1993, 1997). The
spike distribution is concentrated around zero and models coefficients associated to irrel-
evant variables while the slab distribution is flat and allows to describe the coefficients of
relevant variables (Ishwaran and Rao, 2005; Frühwirth-Schnatter and Wagner, 2010). In
this paper, we propose a group spike-and-slab prior with Dirac mass at zero allowing to
set to zero non relevant genetic information as proposed in Ghosh and Ghattas (2015);
Yang and Narisetty (2020).

To sum up, we propose to use a Bayesian P-spline interpolation or a direct approach
with first or second random walk process priors for the functional estimation of ge-
netic and environmental dynamic effects. Both methods are combined with a group
spike-and-slab prior for selection of time varying coefficients (functional effects). Our
approach allows, in a single step, to estimate complex functions associated to varying
coefficients and to select time-varying QTLs associated to phenotypic traits. Section
2 presents the full hierarchical Bayesian models. In section 3, model performances are
tested on simulations. Numerical results show that combining penalised functional or
non-functional method with a group spike-and-slab prior outperforms existing methods
such as B-splines or Legendre interpolation combined with group-LASSO or even with
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group spike-and-slab prior. Our approach compared to that of Vanhatalo et al.’, also
show better performances notably in terms of selection. Finally, section 4 is dedicated to
a real case study, investigating the dynamic genetic architecture of shoot growth natural
variations for Arabidopsis thaliana (L. Heynh) under two water availability conditions.

2. Statistical Models

Let yitk be the phenotype of individual i = 1, . . . , n at time tk (k = 1, . . . , T ). Let

t = (t1, . . . , tT )′ the time vector and el =
(
elt1 , . . . , e

l
tk , . . . , e

l
tT

)′
be L known environ-

mental variables varying over time but common to all individuals at any given time tk.
Finally let us assume that genotype information, xij , j = 1, . . . , J , is available for each
individual at each of J loci. J is potentially much larger than n. Note that markers are
constant over time but vary between individuals. We propose to model the phenotypes
according to environmental conditions and genotypes using the following multivariate
varying coefficient (VC) model:

yitk = α+ µ(tk) +

L∑

l=1

fl(e
l
tk) +

J∑

j=1

xijβj(tk) + εitk . (1)

α is the intercept, µ and fl are real smooth functions of time and of the lth environmental
variable respectively. Note that for the model to be identifiable (Hastie and Tibshirani,
1986), µ and fl have to be centered. The effect βj of the jth marker is assumed to
be an unknown real smooth function of time. εi = (εit1 , . . . , εitT )′ is a T -dimensional
vector of residuals associated to individual i assumed to follow a multivariate Gaussian
distribution, N (0, σ2Γ), with σ2 the residual variance and Γ the T×T correlation matrix
defined by a first-order autoregressive (AR(1)) structure with unknown parameter ρ
(Fahrmeir and Kneib, 2011).

Several functional methods have been proposed to approximate unknown functions
(De Boor et al., 1978). Among them, B-spline interpolation is widely used. It consists
of writing an unknown function h as a linear combination of B-spline basis functions:

h(x) =

df∑

r=1

Br(x, ν) cr

where (B1(., ν), . . . , Bdf (., ν)) is the collection of the νth-degree B-spline basis functions
defined using K knots leading to (K − 1) ordered subintervals on the x-domain and
c = (c1, . . . , cdf )′ is a vector of unknown B-spline coefficients. df is equal to K + ν and
is called the degree of freedom of the B-spline basis. In the following ν and K will be
assumed to be equal for all bases. Let us denote Bx the T ×df dimensional matrix where
Bx
i,r = Br(xi, ν). For h(.) functions to be centered, Bx and c require to be reparametrized

(see appendix A.1). In the following, B̃x and c̃ denote the re-parametrized versions of
Bx and c. An accurate use of the B-spline approach strongly depends on the number of
knots and the choice of their positions (Eilers and Marx, 1996). A misspecification may
lead to over- or under- fits. To overcome these limitations and to introduce smoothness,
penalized B-splines (P-splines) have been developed (Eilers and Marx, 1996). The idea
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is to penalize the first or second order finite differences in adjacent spline regression
coefficients.

Non-functional method presents an alternative to B-spline interpolation. It consists
in the discretization of coefficient functions (β1(t), . . . , βJ(t)) leading to the estimation
of T × J parameters as in a standard multivariate regression model (Li and Sillanpää,
2013). For smoothness reasons and due to the huge number of parameters, penalized
least squares methods have been proposed consisting, as already used in P-spline context,
to constrain the first or second differences of successive time regression parameters (Kim
et al., 2009; Bruder et al., 2011; Bitto and Frühwirth-Schnatter, 2019; Franco-Villoria
et al., 2019).

Finally, using either functional or non-functional methods, equation (1) can be written
for individual i over time as

yi = α1 + B̃tm̃+

L∑

l=1

B̃el ãl +

J∑

j=1

xijZbj + εi, εi ∼ N (0, σ2Γ) (2)

where yi = (yit1 , . . . , yitT )′ corresponds to the T -dimensional vector of phenotypic values
for individual i, m̃ and ãl are the (df − 1)-dimensional vectors of B-spline coefficients
associated to the smooth functions of time and of the lth environmental variable.

In case of B-spline or P-spline approaches, Z is then equal to Bt and bj are the
df -dimensional vectors of coefficients associated to the jth marker. Otherwise, Z ≡ IdT
where IdT is the T × T identity matrix and bj = (βjt1 , . . . , βjtT )′.

From a Bayesian perspective, penalties based on the first or second order finite differ-
ences on adjacent coefficients correspond to a multivariate first or second order random
walk prior (Lang and Brezger, 2004). In the following, prior distribution for m̃, ãl or bj
will be assumed to be:

N
(
0, τu(K)−1

)
(3)

where τu is a variance parameter specific for each group of unknown parameters: τm for
m̃, τal for ãl, l = 1, . . . , L, and τbj for bj , j = 1, . . . , J . K is equal to D̃′mD̃m, D̃′alD̃al ,
l = 1, . . . , L, or D′D, where D is the matrix representation of the first and second order
finite differentiating operator, D̃m and D̃al are the associated re-parametrized versions
of D (see appendix A.1 for more details).

In order to simultaneously select relevant markers j and estimate their associated
effects bj , group variable selection has to be performed. In a Bayesian regression model,
various variable selection approaches have been proposed (O’Hara et al., 2009). In
particular, the spike-and-slab prior has been widely and efficiently used (Malsiner-Walli
and Wagner, 2011; Ghosh and Ghattas, 2015). The spike-and-slab prior is a discrete
mixture of two distributions (George and McCulloch, 1993, 1997). The allocation to
both components is controlled by a latent indicator variable γj that follows a Bernoulli
distribution. Thus, if γj = 1 the coefficient will be assigned to the slab part and the
variable will be included in the model. To simultaneously select molecular markers and
estimate their effects, we propose to combine the random walk prior (see eq. (3)) of
the coefficients with a spike-and-slab prior. In our context, we consider each vector of
coefficients as a group and we specify on each vector a multivariate spike-and-slab prior
with the random walk prior on the slab component and a Dirac mass at zero (Ghosh
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and Ghattas, 2015; Yang and Narisetty, 2020) leading to the following prior:

bj |τbj , γj , σ2 ∼ γjN (0, σ2(τbjD
′D)−1) + (1− γj)δ(0), j = 1, . . . , J (4)

τbj ∼ IG(s, r), γj ∼ Ber(π) and π ∼ Beta(1, 1)

where IG(s, r) is the Inverse Gamma distribution with shape and rate respectively equal
to s and r. σ2 is the residual variance, π is the a priori inclusion probability and
Beta(1, 1) denote the Beta distribution.

Finally, the dynamic QTL mapping model can be expressed as the following Bayesian
hierarchical model:

yi|α, m̃, ã, b, ρ, σ2 ∼ N (α+ B̃tm̃+

L∑

l=1

B̃el ãl +

J∑

j=1

xijZbj , σ
2Γ)

α ∼ U(−∞,∞)

m̃|τm ∼ N (0, (τmD̃
′
mD̃m)−1)

ãl|τal ∼ N (0, (τalD̃
′
alD̃al)

−1), l = 1, . . . , L

bj |τbj , γj , σ2 ∼ γjN (0, σ2(τbjD
′D)−1) + (1− γj)δ(0), j = 1, . . . , J

τm, τal and τbj ∼ IG(0.1, 0.1), l = 1, . . . , L and j = 1, . . . , J

γj ∼ Ber(π), j = 1, . . . , J and π ∼ Beta(1, 1)

ρ ∼ U(−1,1), σ2 ∼ IG(0.1, 0.1) (5)

where U(−1,1) denotes the uniform distribution on the interval −1 to 1. The use of a
Dirac spike may imply reducibility of the Markov chain (γj = 0 implies bj = 0 and vice
versa). To avoid it, it is essential to draw γ from the marginal posterior integrating over
the regression coefficients b subject to selection, see Malsiner-Walli and Wagner (2011),
Geweke (1996) and Smith et al. (1996). The details of the integration are provided
in appendix A.2. This Bayesian hierarchical model (eq. (5)) relies on conditionally
conjugate distributions. It allows analytical integration over the regression effects b and
thus the development of an efficient Gibbs sampling algorithm (Gilks et al., 1995). The
full conditional distributions for the group spike-and-slab prior are given in appendix
A.3 and are available on https://github.com/Heuclin/VCGSS.

3. Simulations

This section aims to investigate through simulations the performance of the proposed
models, by varying different parameters such as the degree of freedom, the residual vari-
ance, the number of observations (time steps and individuals), the number of markers,
the correlation among them and considering several functional methods (Legendre poly-
nomials (L), B-spline (BS) or P-splines with first or second order difference penalty (PS 1
/ PS 2)) and non-functional methods (with first or second order difference penalty (RW 1
/ RW 2)) combined with two variable selection priors (group spike-and-slab (GSS) or
Bayesian group Lasso (BGL) (Kyung et al., 2010) (see appendix A.3 and A.4 for the full
conditional distributions)). We also planned to test the approach proposed by Scheipl
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et al. (2012) and implemented in the spikeSlabGAM R-package (Scheipl, 2011). Unfor-
tunately, from computational and modeling perspectives, this was not possible. This
method requires indeed data transformation, such as vectorization of matrices and Kro-
necker products, leading to manipulation of huge matrices, which is particularly the
case in the longitudinal context. For example, assuming n = 300 individuals, T = 100
time points, and J = 100 genetic markers, the algorithm crashes on a high performance
computer (28 cores, bi processor Intel Xeon E5-2680 v4 2,4 Ghz with 128 Go of RAM).
In addition, spikeSlabGAM does not permit to consider residual dependencies within
each individual to be structured over time, that may lead to spurious selection (Li and
Sillanpää, 2013). In our paper, an AR(1) is used. Assuming independence impacts the
variable selection process leading in particular to an increase of false positives. Further-
more, we also compare our different approaches with Vanhatalo et al.’s method that
models the functional effects βj with Gaussian process prior using a Mátern covariance
function combined with a stepwise selection approach and taking also into account an
AR(1) residual covariance structure. We will refer to this approach as S-GP. Note that in
a Bayesian framework, the Legendre interpolation combined with Bayesian group Lasso
has been already explored by Li and Sillanpää (2015).

In the following, whatever the number of markers J , only the first four markers are
non-zeros and their functional effects are defined as follows:

β1(t) = 4− 0.08t,

β2(t) = cos

(
π

15
(t− 25)

)
+

t

50
,

β3(t) =
60

25 + (t− T
2 )2

β4(t) = 2 ∗ 1t≤T
3

+ 0 ∗ 1 2T

3
<t≤ 2T

3
+ 1t> 2T

3
. (6)

The overall mean function is set to:

µ(t) = 1 + sin

(
πt

20

)
. (7)

Only one environmental variable is considered:

e1t = cos

(
π

2
(t− 25)

)
+

1

50
t (8)

and its effect on phenotypes is defined for all t as

f1(e
1
t ) = 0.5e1t + 0.3(e1t )

2. (9)

The ratio of false positives (FP) and false negatives (FN) as well as Matthews correlation
coefficient (MCC, Matthews (1975)) are recorded to evaluate the selection performances.
For the GSS prior, a variable is assumed to be selected if its marginal posterior prob-
ability is greater than 0.5. For the BGL prior, a variable is selected if zero does not
belong to the credible interval of at least one B-spline or Legendre coefficient. The es-
timation quality is assessed using the root mean square error (RMSE). For the additive
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part α+ µ(t) + f1(e
1
t ), the error is jointly calculated for identifiability reasons. For ease

of comparison, RMSEs calculated for each βj , j = 1, . . . , 4, are summed up in a unique

value (RMSEβ =
∑4

j=1RMSEβj ). All results are based on 100 replications.

Impact of functional and non-functional methods on estimation and prediction perfor-
mances
Functional methods depend on the degree of freedom (df) for the B- and P-spline inter-
polations and the polynomial degree (d) for the Legendre interpolation. In the following,
ν is set to three such that cubic spline basis functions are used. To understand the im-
pact of different methods, we first perform inference with different values of d ranging
from 9 to 70, df ranging from 9 to 100, and assuming the true model is known (no
variable selection, J = 4). The sample size n is set to 300, the number of time points T
to 100, the residual variance σ2 to 4 and the residual autocorrelation decay parameter
ρ to 0.

Figure 1 presents the RMSEs calculated using the first three smooth effects β1(t),
β2(t) and β3(t). It highlights the benefit of coefficient difference penalty. Indeed, among
functional methods, the error generated by non penalised methods decreases until 0.118
and then increases. It emphasizes the difficulty to choose the number of polynomial de-
gree / degree of freedom. The P-spline method generates an error that decreases to 0.1
and 0.092 for penalisation of order 1 and 2 respectively, then stabilizes when the degree
increases. Thus, it outperforms non penalised methods and avoids overfitting. Finally,
penalised non-functional methods perform equally well than non penalised functional
methods at optimal degree. Figure 1b presents the RMSE of the piecewise constant
effect β4(t). Because of the two jumps, the effect of β4(t) is a complicated task for
functional methods, as confirmed here. Indeed the optimal estimations are reached for a
degree of freedom equal to the number of time step T and are no better than the estima-
tion generated by non-functional penalised methods. To ensure that the P-spline results
showed in Figure 1a are not due to overfitting, a 10-folds cross-validation is performed
and predictive RMSEs are given in Figure 1c. This confirms that P-splines are more
robust to overfitting.

This simulation has showed that penalised methods outperform non-penalised method
and avoid overfitting. Functional penalised methods are suitable for very smooth func-
tions with no function values changing abruptly at any time point. On the contrary,
non-functional penalised methods are suitable for more complex functions which can
present jumps.

In the following, the df for B- or P-splines and d for Legendre interpolation will be
fixed at T/3.

Impact of priors on variable selection
The second set of simulations aims at comparing BGL and GSS priors under functional
and non-functional methods. These different prior combinations are also compared with
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Fig. 1. Panel (a) presents the mean of RMSEs for functional estimation of the smooth effects
β1(t), β2(t) and β3(t) for varying number of df and d. Panel (b) presents the RMSE for func-
tional estimation of the piecewise constant effect β4(t) for varying number of df and d. Panel
(c) presents the predictive RMSE using 10-folds cross-validation for varying number of df and
d. Green, red, blue and purple lines correspond to P-splines 2, P-splines 1, B-splines and
Legendre polynomial interpolation respectively. Dashed and dotted black lines correspond to
non-functional interpolation with order 1 and 2 respectively.

the stepwise approach of Vanhatalo et al. (2019) combined with Gaussian process using
Mátern covariance function to estimate functional effects (S-GP). The number of time
points T is set to 100, the number of individuals n is set to 100 or 300 and the number
of markers J is set to 3000 or 500 respectively. These scenarios are then coupled with
a residual variance σ2 set to 4 or 16 and a residual autocorrelation decay parameter ρ
set to 0.4. When the number of individuals is high and the number of markers is low
(n = 300 and J = 500, columns 1 and 2 in Table 1), BGL and GSS perform equally
well regardless of the estimation method used. Both priors allow efficient selection of
variables which leads to an MCC close to one. The S-GP approach also performs well
with slightly lower MCC when the residual variance increases due to some FN. However,
when the sample size is substantially smaller than the number of variables (n = 100 and
J = 3000, columns 3 and 4 in Table 1), BGL and GSS perform differently. BGL fails to
select 75% to 100% of the non-zero functions regardless of the estimation method used
and leads to a decrease of the MCC down to 0. In order to determine the reasons for this
behaviour, we calculated, for BGL combined with P-spline interpolation, the following
root mean square errors

(a) between the observations and their predictions

RMSEy =

√√√√ 1

nT

T∑

k=1

n∑

i=1

(ŷi,tk − yi,tk)2,

(b) between the true non-zero functions and their estimations using all markers

RMSEBtX =

√√√√ 1

nT

T∑

k=1

n∑

i=1

J∑

j=1

(xi,j [BT b̂j ]tk − xi,jβj(tk))2,
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Table 1. Matthews correlation coefficient (MCC), False negative (FN) in percentage and RMSEβ obtained
using different priors and approaches. Standard deviations are given in brackets.

Criteria Prior n=300, J=500, σ2=4 n=300, J=500, σ2=16 n=100, J=3000, σ2=4 n=100, J=3000, σ2=16

MCC

BGL-PS 0.91 (0.08) 0.9 (0.082) 0.51 (0.041) 0
BGL-BS 0.99 (0.041) 0.98 (0.046) 0.5 (0) 0
BGL-L 0.75 (0.099) 0.7 (0.092) 0.5 (0) 0.2 (0.274)
GSS-L 1 (1) 1 (1) 1 (1) 0.96 (0.962)
GSS-BS 1 (0) 1 (0) 1 (0) 1 (0.019)
GSS-PS 1 1 (0) 1 (0) 1 (0) 0.98 (0.044)
GSS-PS 2 1 (1) 1 (1) 1 (1) 0.94 (0.941)
GSS-RW 1 1 (0) 0.99 (0.027) 1 (0) 0.87 (0)
GSS-RW 2 1 (0) 0.99 (0.027) 1 (0) 0.87 (0)
S-GP 1 (0) 0.89 (0.05) 0.94 (0.063) 0.62 (0.141)

FN

BGL-PS 0 0 73.98 (4.998) 100 (0)
BGL-BS 0 0 75 (0) 100 (0)
BGL-L 0 0 75 (0) 90 (13.693)
GSS-L 0 0 0 7 (7)
GSS-BS 0 0 0 0.5 (3.536)
GSS-PS 1 0 0 0 3 (8.207)
GSS-PS 2 0 0 0 11 (11)
GSS-RW 1 0 1 (4.949) 0 25 (0)
GSS-RW 2 0 1 (4.949) 0 25 (0)
S-GP 0 20.5 (9.702) 7.5 (11.573) 59 (18.736)

RMSEβ

BGL-PS 0.47 (0.083) 0.86 (0.17) 3.48 (0.248) 5.62 (0)
BGL-BS 0.43 (0.042) 0.69 (0.091) 3.54 (0.065) 5.62 (0)
BGL-L 0.75 (0.187) 1.53 (0.391) 3.56 (0.108) 4.83 (1.077)
GSS-L 0.43 (0.429) 0.7 (0.695) 0.63 (0.628) 1.22 (1.224)
GSS-BS 0.42 (0.022) 0.66 (0.042) 0.6 (0.04) 1.03 (0.1)
GSS-PS 1 0.38 (0.024) 0.61 (0.041) 0.56 (0.04) 0.96 (0.176)
GSS-PS 2 0.39 (0.39) 0.66 (0.665) 0.58 (0.578) 1.23 (1.234)
GSS-RW 1 0.43 (0.024) 0.87 (0.106) 0.74 (0.041) 1.79 (0.054)
GSS-RW 2 0.42 (0.04) 0.89 (0.131) 0.76(0.043) 1.81 (0.057)
S-GP 0.44 (0.023) 1.05 (0.204) 0.76 (0.276) 2.87 (0.819)

(c) between the true non-zero functions and their estimations using the markers with
true non-zero effects

RMSEBtX1
=

√√√√ 1

nT

T∑

k=1

n∑

i=1

4∑

j=1

(xi,j [BT b̂j ]tk − xi,jβj(tk))2,

(d) between 0 and the estimation using the markers with true null effects

RMSEBtX0
=

√√√√ 1

nT

T∑

k=1

n∑

i=1

J∑

j=5

(xi,j [BT b̂j ]tk)
2.

RMSEy and RMSEBtX are very similar regardless of the number of individuals and
markers (see Table 2). This suggests that even when the model selection fails, the global
estimation remains acceptable. However, RMSEBtX1

and RMSEBtX0
clearly differ be-

tween the two cases (n = 300, J = 500 vs n = 100, J = 3000). In the first and more
favorable case, both RMSEs are low while for the case where the number of markers
is high compared to the number of individuals, the RMSEs increases substantially. In
particular, RMSEBtX0

is high demonstrating a clear over-estimation of the zero com-
ponents and thus an under-estimation of the true non-zero parts. That is, BGL is not
shrinking to zero the 2996 markers with no effect and is estimating them to have low
values, while biasing toward zero the estimation of the four markers with true effects.
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Table 2. RMSE between the observations and their predictions (RMSEy),
between the true non-zero functions and their estimations using all markers
(RMSEBtX) or using the markers with true non-zero effects (RMSEBtX1

) and be-
tween 0 and the estimation using the markers with true null effects (RMSEBtX0

).
All these quantities are obtained using BGL prior combined with P-spline inter-
polation. X denote the matrix associated to all markers, X1 the marker matrix
associated to the true non-zero effects and X0 the marker matrix associated to
the true zero effects.

n J σ2 RMSEy RMSEBtX RMSEBtX1
RMSEBtX0

300 500 4 2.64 0.89 0.44 0.93

100 3000 4 2.64 0.97 2.88 2.85

The biased estimations thereby impact the selection. The S-GP approach seems also
sensitive to the complexity of the data. Indeed, the S-GP’s MCC decreases to 0.62 due
to a FN which reaches 59%. It is affected by the ratio of the number of observations
to the number of variables and especially by the noise which degrades its selection abil-
ity. The selection performance of the GSS prior combined with non-functional methods
(GSS-RW 1 / GSS-RW 2) also appears to be slightly affected by the noise when the
number of individuals is low. Effectively, these combinations systematically miss vari-
able 3 which is the smallest non-zero effect leading to 25% FN. GSS prior combined with
functional method does not present the same comportment despite some false negatives
(see Table 1). Li and Sillanpää (2013) showed that the non-functional method performs
better when used with a diagonal covariance structure than with AR(1), in the sense that
it does not erroneously shrink the effects of any marker toward zero when the number
of observations is low and there is high temporal correlation among the residual errors.
However, assuming a simple diagonal residual covariance structure tends to significantly
underestimate the uncertainty, which may result in including some false positive markers
into the variable selection. Therefore, the AR(1) covariance structure might be a more
suitable choice. To investigate the limitations of the GSS prior combined with functional
and non-functional methods in response to the data complexity, we simulate datasets
with 100, 300 or 900 individuals, 20 time points, 500 markers, a residual variance equal
to 1, 4 or 16 and a residual autocorrelation decay parameter ρ of 0, 0.4, 0.7 and 0.9. Fig-
ure 2 presents the results for GSS prior combined with P-spline interpolation and with
non-functional method both with penalty of order 2. The GSS prior combined with
non-functional method presents FN which increases with the noise (ρ and σ2) when the
number of observations is low (see Figure 2a) while GSS prior combined with P-spline
interpolation does not. This phenomenon is less pronounced when the number of obser-
vations increases (see Figure 2b) and disappears totally when the number of individuals
is high (n = 900). Thus, non-functional methods assuming AR(1) residual covariance
may suffer from lack of statistical power when the data is complex (few observations
with high noise) and may have difficulties to identify the correct origin of the observed
dependency in this situation. The dimensional reduction caused by functional methods
(number of parameters is divided by 3 using P-splines with df = T/3) implicitly in-
creases the statistical power. Note that it also reduces the computation time (divided
by 10 using df = T/3, see Table 4).
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Fig. 2. Panel (a) presents the false negative (FN) rate in percentage for n = 100. Panel (b)
presents the FN rate in percentage for n = 300. Black line corresponds to the GSS prior
combined with P-spline interpolation and dashed line corresponds to the GSS prior combined
with non-functional method both with penalty of order 2.

(a)

ρ : 0 ρ : 0.4 ρ : 0.7 ρ : 0.9

n
:100

4 8 12 16 4 8 12 16 4 8 12 16 4 8 12 16

0

10

20

30

40

50

σ2

F
N

(b)

ρ : 0 ρ : 0.4 ρ : 0.7 ρ : 0.9

n
:300

4 8 12 16 4 8 12 16 4 8 12 16 4 8 12 16

0

10

20

30

40

50

σ2

F
N



Bayesian varying coefficient model with selection 13

Finally, the correct selection leads to accurate estimation of parameters (see RMSEβ
in Table 1). The RMSEβ in the first scenario where all approaches have a good selection
confirms the performance of the different estimation methods. In addition we can see
that the Gaussian process method has a comparable performance to the non-functional
methods RW 1 and RW 2.

Impact of the number of individuals and time steps on GSS prior performance
To go a step further and better understand the impact of the number of individuals and
time steps on the performance of GSS prior, we consider another set of simulations. In
the following, we assume that only three markers have significant and constant effects of
0.1, 0.2 and 0.3 over time. An additional marker is added with no effects. The number
of time points T varies from 1 to 50 and the number of individuals n is set to 100, 300,
500 or 1000. The residual variance σ2 is fixed to one and the residual autocorrelation
decay parameter ρ to 0. We focus on the marginal posterior probabilities of inclusion
(P (γj = 1|y,X), j = 1, . . . , 4) with all parameters fixed at their true values. Such an
approach has already been used by Malsiner-Walli and Wagner (2011) to evaluate the
performance of spike-and-slab priors. First, regardless of the number of individuals or
time steps, the marker with null effect is never selected (see Figure 3). Next, if we
focus on one time step, these simulations confirm that the number of individuals plays
a crucial role in variable selection as already mentioned in Malsiner-Walli and Wagner
(2011). Increasing the number of individuals leads to a clear improvement of all marginal
posterior probabilities. For example, for the strongest effect of 0.3, when the number of
individuals goes from 100 to 300 with one time step (T = 1), P (γ3 = 1|y,X) increases
from 0.44 to 0.92 (see Figures 3a, 3b). For the smallest effect of 0.1, with one time step,
P (γ1 = 1|y,X) increases from 0.01 to 0.34 when the number of individuals varies from
100 to 1000 (see Figures 3a, 3d). While increasing the number of individuals improves the
posterior probabilities of inclusion, the number of time steps also plays a significant role.
Indeed, in the first panel with n = 100, the probability of inclusion for the intermediate
effect of 0.2 increases from 0.10 for one time step to more than 0.35 using 50 time
steps. This phenomenon is more evident when n = 300 where P (γ2 = 1|y,X) jumps
from 0.52 to 1 when considering around 10 or more time steps, or when n = 1000 and
P (γ1 = 1|y,X) climbs from 0.01 for one time step to 1 with 20 or more time steps. Thus,
combining a high number of individuals with longitudinal data improves the variable
selection allowing the detection of small effects while strengthening the confidence in the
strongest ones. These results demonstrate the superiority of longitudinal data analyses
compared to a separate analysis at each time point.

Impact of correlation between markers

Correlation is a difficult task in practice especially when working with high-throughput
genotyping data where the fine discretization of the genome leads to very strong collinear-
ity between markers. So it is important to understand how the GSS prior will perform
under this constraint. To study this kind of situation, we consider a new simulated
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Fig. 3. Marginal probabilities of inclusion for each effect as a function of the number of time
points T . Dotted-dashed line, dotted line, dashed line and solid line correspond to effects equal
to 0.3, 0.2, 0.1 and 0 respectively. Figures a, b, c and d are based on 100, 300, 500 and 1000
individuals respectively.
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dataset constructed from markers provided from real case study on Arabidopsis thaliana
(L. Heynh) (Marchadier et al., 2019) presented in section 4. Phenotypic observations y
are simulated for 300 individuals over 100 time points from four independent groups of
9 correlated markers. The correlation between adjacent markers within group is set to
0.8, 0.9 and 0.95 following the data process described in section 4. For the jth group,
only the 5th marker has non-zero effect defined by βj(t) in equation (6), j = 1, 2, 3 or 4.
The residual variance is set to 4 and the residual autocorrelation decay parameter ρ to
0.9.
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Fig. 4. Marginal probabilities of inclusion for each effect associated to correlated markers within
four independent groups.

Figure 4 gives the marginal inclusion probability for each marker under different levels
of correlation among them. It shows a clear impact of the correlation among markers
on selection. The higher the correlation, the lower the marginal inclusion probabilities
of the non-zero markers and the higher the marginal inclusion probabilities of adjacent
zero markers. The correlation of 0.95 highlights this fact well. This is due to a switch
of selection among markers that are highly correlated (adjacent markers) with the true
non-zero markers. This result is in agreement with those of Malsiner-Walli and Wagner
(2011) and Ghosh and Ghattas (2015) who have also studied the spike-and-slab prior
under collinearity. Thus, when the data present high correlation, approaches using
spike-and-slab prior lead to identification of a set of physically related markers defining
genomic regions involved for the phenotypic observations. Ghosh and Ghattas (2015)
advise against the use of Zellner’s g-prior (leading to more false negative) and recommend
a routine examination of the correlation matrix and calculation of the joint inclusion
probabilities for correlated covariates, in addition to marginal inclusion probabilities, for
assessing the importance of covariates.
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4. Application

This application aims at disentangling the effects of the complex genetic architecture
of shoot growth of Arabidopsis thaliana (L. Heynh) (Marchadier et al., 2019) and the
impact of soil water conditions (SWC) on its dynamics. The complete phenotypic
dataset is freely available at: https://data.inra.fr/dataset.xhtml?persistentId=

doi:10.15454/OCOP9B (Loudet, 2018). The genotypic dataset is freely available at:
http://publiclines.versailles.inra.fr/page/8. We focus on the phenotypic trait
compactness of a recombinant inbred line (RIL) composed of 358 individuals followed
during the vegetative growth from days 8 to 29 after sowing (T = 21). Compactness
dynamics was observed along time using the high-throughput Phenoscope robot (Tisné
et al., 2013). Compactness is the ratio between the projected rosette area and the convex
hull area. Two environmental conditions are considered: well-watered (WW) and mod-
erate water deficit (MWD) conditions. WW slowly decreases SWC from 100% on day
one to 60% on day five, then maintains that level throughout the experiment. MWD let
natural evaporation act until a threshold of 30% humidity is reached (see Figure 5a). The
dynamics of compactness according to the two SWC are presented in Figures 5b and 5c.
From 113 Single Nucleotide Polymorphisms (SNPs), the parental genotype probabilities
were calculated at 538 positions for each individual using the calc.genoprob function in
R/QTL package (Broman et al., 2003). These probabilites lead to 538 genetic predic-
tors and are referred to “markers” in the following. Markers on different chromosomes
are independent (mean correlation between chromosomes lower than 0.05). However,
within a chromosome, markers are ordered such that adjacent markers share similar in-
formation and are highly correlated. Such dependencies among covariates is known to
impact variable selection and parameter estimation as showed on our simulations and
by others (Malsiner-Walli and Wagner, 2011; Ghosh and Ghattas, 2015). In order to
reduce the collinearity, we process the data as follows: starting from the marker at the
first position, we calculate its correlation with the subsequent markers. All markers with
correlations greater than 0.95 are discarded and the first marker with a correlation less
than 0.95 is retained, defining a new starting point. This procedure is repeated along the
genome and results in the selection of 125 markers denoted X0.95. Since this correlation
threshold is high, we apply the procedure on the subset X0.95 using a threshold of 0.7.
This results in the selection of 38 markers among the previous 125, which we denote
X0.7. Selected markers are labelled by their chromosome numbers and their positions
separated by an underscore, such that marker 1 1 corresponds to the first position on
the first chromosome. Both environmental conditions are initially related to time with
a linear decrease over the first few days then become constant for the remainder of the
experiment. During the first phase, environmental effects are fully correlated with time.
This raises identifiability problems and does not permit to model jointly a time varying
intercept and environmental effects. Thus, the environmental factors are not included
in the model. In addition, since genotype × environment interactions are not taken into
account, we analyse separately each environmental condition.

In a nutshell, the study data consist of one phenotypic trait (compactness) measured
over 21 time points (T = 21) on 358 individuals (n = 358) under two soil water con-
ditions. We used two sets of covariates X0.70 and X0.95 containing 38 and 125 markers
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Fig. 5. Panel (a) presents the soil water content under the well-watered (WW) condition in
solid line and the moderate water deficit (MWD) conditions in dashed line over time. Panel (b)
presents compactness trait observations for the 358 individuals under the WW condition over
21 days. Panel (c) presents compactness trait observations for the 358 individuals under the
MWD condition over 21 days.

respectively. The two SWC are analyzed separately to identify differences in the genetic
architecture between the conditions. The results are based on 100 MCMC chains initial-
ized at random starting values, each with 1,000,000 iterations, a burn-in of 500,000 and
a thinning of ten. Gelman and Rubin’s potential scale reduction factors (Gelman et al.,
1992) for all continuous parameters and log predictive density (log-likelihood) are close
to 1, indicating convergence. More details are presented in the supplementary materials.
All output statistics are based on the pooled five million posterior samples.

Selecting relevant markers for WW condition: in the case of low correlations be-
tween markers, the selection procedure is highly stable. Figure 6 presents the mean
of the marginal posterior inclusion probability for each marker using the PS 2 method
across the pooled 10 million posterior samples. Eight markers (1 1, 1 20, 1 110, 2 62,
4 45, 5 33, 5 76 and 5 104) are included in the model with marginal posterior proba-
bilities of one. Seven other markers have a marginal posterior inclusion probabilities
lower than one but strictly greater than zero. Among these, for the markers (1 79, 1 97)
and (3 14, 3 25) the algorithm tends to switch between the two adjacent markers. In-
deed, we first note that the joint inclusion probabilities P(γ1 79 = 1 ∩ γ1 97 = 1) and
P(γ3 14 = 1 ∩ γ3 25 = 1) are close to zero (lower than 10−4), demonstrating that these
two consecutive markers are hardly ever selected simultaneously. Second, the sum of
the marginal posterior inclusion probabilities for each pair is equal to one. Thus, the
algorithm switches from one marker to another. The three markers 2 47, 3 1 and 3 91
have marginal posterior inclusion probabilities of 0.07, 0.9, 0.97 respectively and have
no adjacent markers selected. The switch between included markers can be explained
by the pre-selection procedure. Using a threshold of 0.7 and starting from the first po-
sition may have led to the removal of other relevant markers or genomic regions, and
the retained markers may not actually be relevant but only be close to or encompassing
relevant regions. To validate this assumption, GSS-PS 2 is applied to the X0.95 dataset.
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Fig. 6. Marginal posterior inclusion probabilities for the 38 markers in the genetic data X0.7

using the PS 2 method. The alternation of white and gray area delimites the 5 chromosomes.
A line at 0.5 representing a threshold at 0.5 is plotted.

Revealing genomic regions for WW condition: markers in the X0.95 subset are highly
correlated but offer a better coverage of the genome. Strong collinearity between covari-
ates can lead to a multimodal posterior distribution and posterior distributions have to
be carefully analyzed Ghosh and Ghattas (2015). In particular, it can be troublesome for
variable selection where subsets are weakly separable (Rocková and George, 2014). For
highly correlated covariates, at a given MCMC iteration, one particular covariate can
switch with another as shown on simulations. This phenomenon is classically observed
using spike-and-slab priors. However, this drawback can be lifted to identify potential
genomic regions involved in phenotypic variations. Applying PS 2 method on the X0.95
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subset allows us to check this (see Figure 7). For the X0.70 subset, a model which contains
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Table 3. Table of the identified relevant regions. Columns 2 and 3 indicate the markers or the
range of markers corresponding to regions identified using the PS 2 method on the X0.7 and X0.95

subsets respectively. Column 4 indicates the markers or the range of markers corresponding to
regions identified using the RW 2 method on the X0.95 subset. The last column indicates if regions
were identified by Marchadier et al. (2019).

Region X0.70 & PS 2 X0.95 & PS 2 X0.95 & RW 2 Marchadier et al. (2019)
1 1 1 1 1 → 1 4 1 4 → 1 8
2 1 20 1 20 → 1 25 1 20 yes
3 1 79 → 1 97 1 85 →1 93 1 85 →1 89
4 1 110 1 110 → 1 115
5 2 62 2 57 → 2 64 2 57 → 2 64 yes
6 2 80 → 2 84
7 3 1 3 3 → 3 10 yes
8 3 14 → 3 25 3 14 → 3 18
9 3 97 3 97 3 97 yes
10 4 45 4 45 → 4 51 4 45 yes
11 4 79 → 4 87
12 5 33 5 33→ 5 42
13 5 76 5 76 → 5 80 5 64 yes
14 5 104 5 102 → 5 110 yes

12 markers (see Figure 6) is clearly favored with a joint posterior probability of 0.74,
while no consensus can be reached based on X0.95 as the joint posterior probabilities
of the top three models are only 0.027, 0.026 and 0.022. However and interestingly, the
selected positions and models are similar. For example, the first three markers, 1 1, 1 2
and 1 4 are never selected simultaneously (P (γ1 1 = ∩ γ1 2 = 1 ∩ γ1 4 = 1) = 0) but
are complementary: P (γ1 1 = 1) + P (γ1 2 = 1) + P (γ1 4 = 1) = 1. This phenomenon
is observed for most switching positions allowing the delimitation of 14 genetic regions
that may be involved in compactness variation (see Table 3). From Table 3 several ad-
ditional observations can be made. All markers or regions detected using X0.70 match
those identified with X0.95 (see columns 2 and 3 of Table 3 ). The use of X0.95 leads to
the selection of two additional regions (regions 6 and 11), and regions 3 and 8 seem nar-
rower with X0.95. Thus, a more intensive repartition of markers along the genome, while
avoiding extremely high correlations, allows the detection of genetic regions potentially
involved in the underlying genetic architecture.

We compare PS 1 and PS 2 methods applied on the subsets X0.70 and X0.95. The
results are identical demonstrating no impact of the order difference penalty (see Figure
8). We also compare the PS 2 and RW 2 methods. The results are different in terms of
selection. Indeed, the number of selected markers or regions are lower with RW 2 than
PS 2 with for instance 7 regions identified among the 14 of PS 2 using the X0.95 subset.
The estimation of the residual correlation is roughly equal to 0.9 using all methods.
This high correlation seems to influence the selection process when using RW 1 or RW 2
methods, as already observed on simulations.
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Fig. 8. Estimation of the effect for the marker which has the highest marginal posterior inclusion
probability within each region in the X0.95 subset. The blue, black, and red lines represent the
estimation using the PS 1, PS 2, and RW 2 methods respectively. Plots with box are associated
to markers which are identified by Marchadier et al. (2019).



Bayesian varying coefficient model with selection 21

Impact of MWD condition: applying the PS 2 method to compactness measured in
MWD condition using the X0.70 as well as X0.95 subsets reveals no clear impact of the
MWD condition on the complex genetic architecture of shoot growth and its dynamics.
Among the 12 positions selected in the WW condition using X0.70, seven positions are
also selected in the MWD condition. Using X0.95, 12 genomic regions in the MWD
condition overlap with the 14 selected regions in the WW condition. Interestingly,
among the 5 positions selected for WW but not MWD using X0.70, three positions
belong to the 12 shared genomic regions while the two last positions belong to the
two unselected regions in MWD. Two hypotheses can explain such differences: (i) a
genotype × environment interaction effect or (ii) an experimental effect. For the PS 2
method, when comparing cumulated effects estimated using the seven shared positions,
no difference can be observed between the two conditions (see Figure 9). Moreover,
when plotting the effects of the two markers selected in WW condition but not in the
MWD condition (see Figure 8, regions 7 and 12), it seems that these two positions
impact compactness from the beginning to the end of the experiment. Such results do
not support either hypotheses.
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ct

(a)
Fig. 9. Cumulative genetic effect of common markers selected in both conditions. The solid line
represents the effect for the WW condition and the dashed line represents the effect of MWD
conditions. Gray lines represent 95% credible intervals.

Comparative results: in an earlier study, Marchadier et al. (2019) identified in the
WW condition eight significant markers involved in compactness variability for the last
experimental day (T = 29) using a single time analysis. Seven of them match the re-
gions we identified (Table 3, column 6 and Figure 8). Using the PS 2 method, we also
identified seven additional regions that were not detected by Marchadier et al. (2019).
These additional regions are identified by taking into account the dynamics of the phe-
notypic trait. Indeed, considering the observations of all individuals over the T times
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selects markers which can have an effect only at a few times unlike a single time point
analysis as proposed by Marchadier et al. (2019). For example, marker “1 89”, which
has the highest posterior inclusion probability within the third region (see Figure 8),
shows an effect only at the early stage of the vegetative growth process. Thus, it can’t
be identified using the last day as in Marchadier et al. (2019). Another advantage of
considering functional variations of the effects allows a better understanding of the ge-
netic architecture.
Finally using functional methods such as P-spline interpolation compared to non-functional
approaches reduces the number of parameters and thus indirectly increases the statistical
power.

5. Conclusion

In this article we proposed a Bayesian varying coefficient model with variable selection
for studying the dynamic genetic architecture of a complex trait.

The model combines a group spike-and-slab prior for the selection of markers with a
P-spline interpolation or direct estimation of time coefficient functions. Both methods
use first or second order difference penalty to ensure smoothness of the genetic functional
effects. We evaluate the performance of the model through different simulations. We
show that our approaches outperform, in terms of estimation as well as prediction,
models using B-spline or Legendre interpolation in combination with group spike-and-
slab or Bayesian group LASSO priors, as well as the alternative approach of Vanhatalo
et al. (2019). P-spline interpolation is more suitable for very smooth genetic effect while
direct estimation of time coefficient functions with difference penalty is more suitable
for more complex effect with potential jumps. However, simulations demonstrate that
direct estimation of time coefficient functions with difference penalty is more sensitive to
noise (residual variance and residual time correlation) leading to false negative. P-spline
interpolation reduces the number of parameters which indirectly increases the statistical
power. Considering a point mass at zero for the spike part of the prior distribution of the
regression coefficients improves the selection and thereby the quality of the estimation
(George and McCulloch, 1997). Moreover, an investigation of the marginal inclusion
probability associated to each covariate reveals the importance of the number of time
points in the variable selection performance.

From a practical point of view, we show that a longitudinal approach allows a better
detection of relevant markers or genomic regions compared to an approach that analyzes
a single time point as proposed in Marchadier et al. (2019). In addition, as classically
observed in genetic studies, markers present high correlation, thus requiring pre-selection.
In this paper, we considered two correlation thresholds for the pre-selection leading to two
subsets of markers considered for the analysis. The first subset with moderate correlation
between markers allows a clear identification of positions and the estimation of their
associated functional effects. The second, with high correlation among markers and
more intensive coverage of the genome, allows the identification of genomic regions but
the estimation of their associated effects is unreliable due to identifiability issues. This
aspect has been observed on our simulations and was already reported by others (Ghosh
and Ghattas, 2015; Malsiner-Walli and Wagner, 2011). Further research is needed for
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variable selection in the presence of high collinearity between covariates, for example
considering alternative priors such as g-priors (Malsiner-Walli and Wagner, 2011; Ghosh
and Ghattas, 2015) or priors defined using the order structure information of markers
along the genome.

Finally, more or less complex extensions should be considered. In this work we
assumed that time points are common to all individuals. This could be restrictive in
some applications. However such assumption could be easily relaxed as done by (Li and
Sillanpää, 2015), who defined a B-spline basis for each individual. Moreover, our model
considered a time-varying environmental condition and genetic markers to have additive
effects. The functional estimation of the genetic effects captures the dynamics associated
to each marker. However, the additivity assumption does not permit to determine if these
estimated effects are directly related to the physiological processes or to the time-varying
environmental condition. Genotype-by-environment (GE) interactions may impact the
dynamic genetic architecture of complex traits and the selection procedure. One possible
solution for incorporating GE interactions could be the addition of a functional effect
depending on the environmental condition for each marker. But such an approach is
computationally challenging. Finally, in this paper, only one time-varying environmental
condition common to all individuals is considered. Another extension would involve the
integration of different environmental conditions for the same genotypes and evaluating
GE interactions.

Avaiability of the Arabidopsis thaliana (L. Heynh) dataset

The complete phenotypic dataset is freely available on: https://data.inra.fr/dataset.
xhtml?persistentId=doi:10.15454/OCOP9B (Loudet, 2018). The genotypic dataset is
freely available on: http://publiclines.versailles.inra.fr/page/8.
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A. Appendix

A.1. Estimation of centered function using interpolation approach
For identifiability reasons in VC models, the h functions to be interpolated for the
intercept and the environmental effect have to be centered. This means

∫
< h(x)dx = 0

(Hastie and Tibshirani, 1986; Wood, 2017). Let Bx denote the (T × df)-dimensional
matrix containing the basis functions calculated at x = (x1, .., xt)

′. Let also denote c a
df -dimensional vector of associated coefficients such that

h(x) = Bxc. (10)

To satisfy the centering constraint on h(.), the sum of the elements of h(x) must be zero
(1′Bxc = 0). This can be achieved by a re-parametrisation of Bx and c using a QR
decomposition as explained by Wood (2017) in section 1.8.1 and 4.2. Let

(1′Bx)′ = Q




R
0
...
0




the QR decomposition of (1′Bx)′ where Q is a (df × df)-dimensional orthogonal matrix
and R is a scalar in this case. By taking Z the df − 1 last columns of Q we obtain that

1′BxZ = (0 . . . 0).

Now, we can rewrite Equation (10) by defining a new (df − 1)-dimensional parameters

vector c̃ such that c = Zc̃ and a new T × (df − 1) basis functions matrix B̃x = BxZ

leading to Bxc = B̃xc̃ which satisfies the constraint.
If adjacent coefficients are penalized as in P-spline interpolation, the new parameters c̃
imply also a re-parametrisation of the matrix of the finite differentiating operator D by
D̃ = DZ. Thus c′D′Dc is equal to c̃′D̃′D̃c̃.
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A.2. Detail of the full conditional distribution of γk
Let Θ the set of all parameters {α, m̃, τm, ã1, . . . , ãL, τa1 , . . . , τaL , b1, . . . , bJ , γ1, . . . , γJ , τb1 , . . . , τbJ , π, ρ, σ

2}
in the Bayesian hierarchical model (5), Θk0 and Θk1 be Θ with γk = 0 and γk = 1 re-
spectively. Let

ȳi = yi − α1− B̃tm̃−
L∑

l=1

B̃el ãl −
J∑

j=1

xi,jZbj

and
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B̃el ãl −
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j=1;j 6=k
xi,jZbj .
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ȳ′i−kΓ−1ȳi−k
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P (γk = 1|Θ \ {bk, γk}) =
P (y|Θk1 \ {bk})P (γk = 1)

P (y|Θk1 \ {bk})P (γk = 1) + P (y|Θk0 \ {bk})P (γk = 0)

=
R

1 +R
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}

=
π

1− π |D
′D| 12 |Σbk |

1
2

1

(σ2τbk)
df
2

exp

{
1

2

n∑

i=1
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A.3. Full conditional distributions for group spike-and-slab prior

Let Θ the set of all parameters {α, m̃, τm, ã1, . . . , ãL, τa1 , . . . , τaL , b1, . . . , bJ , γ1, . . . , γJ , τb1 , . . . , τbJ , π, ρ, σ
2}

in the Bayesian hierarchical model (5), ȳi = yi−α1− B̃tm̃−∑L
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(xi,kȳi−k)

}

τbk |. ∼ IG
(
df

2
+ 0.001,

1

2σ2
b′kD

′Dbk + 0.001

)
, k = 1, . . . , J

π|. ∼ Beta(1 + |γ|, 1 + J − |γ|)

ρ|. ∼ |Γ|−n2 exp
{
− 1

2σ2

n∑

i=1

ȳi
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A.4. Bayesian group Lasso

A.4.1. Hierarchical model

yi|α, m̃, ã, b, ρ, σ2 ∼ N (α+ B̃tm̃+

L∑
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B̃el ãl +
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A.4.2. Full conditional distributions
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(ȳi + α1),Σα

)
with Σα =

(
n1′

Γ−1

σ2
1

)−1

m̃|. ∼ N
(

Σm̃

n∑

i=1

B̃t
′Γ−1

σ2
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(
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Table 4. Computational time (in minutes) obtained using different priors.
Prior n=300, J=500, σ2=4 n=300, J=500, σ2=16 n=100, J=3000, σ2=4 n=100, J=3000, σ2=16
BGL-PS

8 (0.5) 8 (0.5) 67 (1) 66 (2)BGL-BS
BGL-L

GSS-L
8 (1) 8 (1) 60 (5) 60 (5)

GSS-BS

GSS-PS 1
16 (5) 16 (5) 120 (10) 120 (10)

GSS-PS 2

GSS-RW 1
282 (9) 281 (10) 1500 (150) 1500 (150)

GSS-RW 2

S-GP 68 (13) 61 (9) 26 (6) 11 (4)
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4.1 Introduction

Comprendre comment l’environnement influence les cultures est essentiel pour ap-
préhender l’impact du changement climatique. Chez le palmier à huile par exemple,
l’abscission des fruits doit se produire au bon moment et dans des conditions appro-
priées pour permettre une dispersion optimale des graines et ainsi assurer la survie de
l’espèce. Cependant, il est connu que des facteurs environnementaux peuvent pertur-
ber ce processus de développement. Ces facteurs peuvent accélérer la chute du fruit
avant la maturation des graines et des embryons, ou au contraire la retarder. Toutefois,
une question subsiste : à quel stade du processus d’abscission ces facteurs influent ils
? Pour répondre à cette question, il est possible de mesurer différents facteurs environ-
nementaux tout au long de ce processus comme proposé par Tisné et al. [2020]. Ainsi
pour chaque indice d’abscission de fruit, des facteurs environnementaux sont enregis-
trés 180 jours avant la floraison et jusqu’à 180 jours après, par pas de temps de 3 jours,
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Chapitre 4. Double sélection bayésienne de groupes de variables et de variables en présence

d’une forte corrélation entre les variables au sein de chaque groupe

aboutissant à 121 mesures. Pour chaque individu (fruit), l’ensemble des 121 mesures de
chaque facteur forme alors un signal évoluant dans le temps propre à l’individu. Pour
chaque facteur environnemental, la collection des signaux aboutit alors à une matrice
de 121 variables ordonnées présentant une forte corrélation deux à deux. L’analyse
d’un tel jeu de données peut être réalisé au travers d’un modèle de régression en consi-
dérant des groupes de variables avec une forte dépendance intra-groupe. Ce modèle
peut également être vu comme un modèle de régression sur signaux étendue au cas
de groupes de signaux. Le double objectif d’identification des facteurs environnemen-
taux ayant un effet sur l’indice d’abscission, ainsi que l’identification des périodes de
temps sur lesquelles ces facteurs influent, implique une double sélection de groupes et
de variables sous la contrainte de la forte dépendance deux à deux intra-groupe.
Dans ce chapitre, nous proposons le prior group fused horseshoe permettant de généra-
liser le prior global-local au cas de la double sélection de groupes de paramètres et de
paramètres ordonnés. Dans l’idée du prior fused Lasso introduit par Kyung et al. [2010],
nous proposons de décomposer la matrice de précision associée à chaque groupe de co-
efficients lié à un facteur environnemental, comme la somme de deux matrices. La pre-
mière est diagonale contenant des paramètres de variance locaux. Elle permet d’iden-
tifier les coefficients de régression non nuls à l’intérieur du groupe et donc d’identi-
fier les périodes de temps où le facteur environnemental concerné influe sur l’indice
d’abscission. La seconde matrice, non diagonale, permet de refléter la structure de dé-
pendance présente à l’intérieur des groupes. Nous proposons de considérer une struc-
ture de type marche aléatoire avec des paramètres de variance locaux. Cette structure
permet d’introduire un lien de continuité entre les coefficients deux à deux avec po-
tentiellement des changements abrupts. Un paramètre de variance global ainsi qu’un
paramètre de variance propre à chaque groupe viennent également compléter le prior.
Le paramètre global à pour objectif de réduire l’ensemble des coefficients à zéro, tandis
que le paramètre propre au groupe a pour objectif d’identifier les groupes pertinents,
c’est à dire les facteurs ayant un effet sur l’indice d’abscission des fruits. Dans l’idée du
prior horseshoe [Carvalho et al., 2009], nous considérons des distributions demi-Cauchy
C+(0, 1) sur l’ensemble des paramètres de variance. Contrairement au prior proposé
dans le chapitre précédent (cf chapitre 3), ce prior permet une sélection des paramètres
à l’intérieur des groupes, aboutissant à une estimation de profils pouvant être non-
nuls uniquement sur certaines périodes. De plus, la considération d’un paramètre de
variance locale propre à chaque différence permet d’estimer des profils d’effets com-
plexes (non-homogènes au cours du temps, changements abrupts). Nous montrons
sur simulations que le prior proposé présente d’excellentes performances de sélection
et d’estimation des effets, ou encore de prédiction, en comparaison avec d’autres priors
tel que le fused Lasso [Kyung et al., 2010], fused Student [Rue and Held, 2005], ou encore
des approches alternatives telles que la régression PLS et SPLS. Enfin nous appliquons
le prior proposé sur les données réelles qui ont motivé ce développement. Quatre fac-
teurs sur neuf sont alors identifiés par l’approche, avec des effets essentiellement sur
les derniers stades du processus d’abscission.

Enfin, l’approche proposée ne se restreint pas uniquement à l’application l’ayant
motivée, mais peut être mise en œuvre sur une large gamme d’applications. Dans le
contexte de l’identification de positions génétiques influant sur un caractère phénoty-
pique par exemple, nous montrons comment cette approche peut être mise en œuvre
pour sélectionner les chromosomes et les marqueurs pertinents, tout en prenant en
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compte la forte corrélation entre les marqueurs deux à deux. Elle permet d’identifier
clairement les régions du génome impliquées dans la variabilité du caractère, et pré-
sente une réelle alternative aux approches classiquement utilisées telles que la régres-
sion Lasso ou Elastic-Net [Brault et al., 2020].

4.2 Article : Bayesian sparse group selection with indexed
regressors within groups: the group fused horseshoe
prior

L’article sera soumis à la revue Journal of Agricultural, Biological and Environmental
Statistics.
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Abstract

The abscission process is strongly involved in a series of physiological events; an optimal
execution of this process is of major importance for species survival. Environmental vari-
ables impact organ losses. Thus identifying their effects, as well as time periods involved
in abscission process stages, is crucial to deal with climate changes. It raises two statistical
challenges: selecting as a group each environmental variable impacting phenotypic variations,
and selecting some variables within these groups while these variables are serially correlated.
To answer both objectives we develop a group fused horseshoe prior. This prior encompasses
main priors already proposed but present much better properties in terms of selection and
estimation, allowing to identify either smooth or more complex effects. The fruit abscission
of oil palm trees has motivated this development. This application based on an impressive
experimental design in Benin Republic illustrates performances of the group fused horseshoe
prior to select environmental variables as well as successive past environmental variations
involved in bunch harvesting. Additional numerical simulations underline that this prior
outperforms known methods.

Keywords: Bayesian variable selection, Fusion and Fused priors, Horseshoe prior, Struc-
tured variables.
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1 Introduction

Understanding the impact of environmental variables on development and adaptation pro-
cesses is crucial face to climate changes. The abscission consists in the shedding of various
parts of organisms, such as leaves during autumn or flowers after fertilization. It is one of the
most important adaptation process. This biological mechanism is highly sensitive to climate
conditions and to their variations over the growing seasons and years, as illustrated by the
well-known leaf senescence and abscission of deciduous trees, which was delayed in response
to an increase in temperature between 1931 and 2010 in northern hemisphere (Gill et al.,
2015). Environmental stresses may severely impact abscission processes due to complex reg-
ulations involving exogenous and endogenous signals (Sawicki et al., 2015). For instance,
drought stress can induce activation and premature flower abscission in lupine (Wilmowicz
et al., 2021) or tomato (Reichardt et al., 2020) and so impact crop productivity negatively.

In many contexts, while it is clear that environmental variables have consequences on
organ losses, it is not yet clear which one, either exogenous or endogenous, are responsible
of the responses observed and at which stages of the organ development or the abscission
process the regulation occurs. The identification of the environmental variables and these
stages appears to be important to gain insights into the impact of environmental conditions
on adaptation abilities. In this paper, we aim to identify in the oil palm breeding context, the
optimal period of bunch harvesting according to past environmental variations. In oil palm,
the abscission time is critical because fruit bunches are harvested when the first fruits detach
and fall to the ground. A premature abscission of fruits can lower the oil yield if the optimal
maturity is not reached while too much abscission leads to extra work in order to collect
detached fruits on the ground. A recent study have shown that environmental variables,
such as temperature or solar radiation, alter the oil palm tree reproductive development by
modulating the timing of fruit drop (Tisné et al., 2020). Identifying the relevant environ-
mental variables and also the relevant time periods involved in the phenotypic variations of
fruit abscission, raise at least two challenges both related to model regularization and vari-
able selection. The first one is the selection of groups of variables (environmental variables).
The second one is the selection of the variables within groups (time step). However, natural
ordering of variables within groups can lead to potentially high correlation between consec-
utive variables. These dependencies have to be taken into account to avoid ill-conditioned
problems and over-fitting, but also to better reflect reality and detect successive meaningful
time periods.

Considerable attention has been paid in the last decades to variable and group selection.
Developed methods are mainly related to penalized likelihood techniques in a frequentist
context, or to the use of appropriate priors reflecting desired penalties in a Bayesian context.
Among others the Lasso (Tibshirani, 1996), the SCAD (Fan and Li, 2001) or yet the Elastic-
Net (Zou and Hastie, 2005) are classically used. Note that Elastic-Net is well adapted when
variables are correlated. It is based on the combination of `1- and `2-norms in the penal-
ization term, combining shrinkage properties from Lasso and regularization capacities from
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Ridge regression (Hoerl and Kennard, 1970). In Bayesian multiple linear regression, the
set of priors for variable selection has also been extensively developed, among others: the
spike-and-slab prior (Mitchell and Beauchamp, 1988; George and McCulloch, 1993, 1997),
the Bayesian Lasso prior (Park and Casella, 2008), the Elastic-Net prior (Kyung et al., 2010),
the normal-gamma prior (Griffin et al., 2010) and the horseshoe prior (Carvalho et al., 2009;
Piironen et al., 2017). Nevertheless, these methods do not take into account group structure
within covariates. Lasso extensions to group selection have been developed in frequentist
(Yuan and Lin, 2006) or Bayesian (Kyung et al., 2010; Liquet et al., 2017) contexts. To
select sparse groups as well as variables within groups, Xu et al. (2015) proposed the sparse
group Lasso prior. This approach mimics the frequentist sparse group Lasso penalty intro-
duced by Simon et al. (2013). Xu et al. (2016) extended such a prior considering a horseshoe
prior and a scale mixture of independent Gaussian distributions with three levels variance
parameters: one global and common to all coefficients, one specific to each group and one
for each coefficient.

The above methods do not allow to take into account serial correlations between suc-
cessive variables within groups. These dependencies may lead to identifiability problems
impacting the estimation task which aims to assign similar effects for two adjacent variables.
To allow the integration of this information and to constrain estimation, in a linear regres-
sion context, the fusion and fused Lasso are introduced by Land and Friedman (1997) and
Tibshirani et al. (2005). The fusion Lasso penalizes the `1-norm of successive differences of
parameters, the fused Lasso combines the fusion Lasso with the usual Lasso penalization on
individual coefficients. Kyung et al. (2010) proposed a Bayesian fused Lasso with a Laplace
distribution on differences and also on individual coefficients in the linear regression context.
However, various studies pointed out that the Bayesian Lasso prior does not shrink enough
individual coefficients or differences towards zero, leading to biased (Carvalho et al., 2009;
Polson and Scott, 2010) and smooth estimations without possible abrupt changes (Faulkner
and Minin, 2018). To allow more flexibility and sparser estimations, other shrinkage priors,
with stronger mass on zero and heavier tails, have been investigated. For instance, Rue
and Held (2005) and Song and Cheng (2018) used a Student distribution on the differences,
while Faulkner and Minin (2018) proposed the horseshoe prior in a Bayesian approach. These
methodologies show good properties allowing the estimation of smooth functions but also
to detect abrupt changes. However, all these approaches have been designed for only one
group. Recently, Zhang et al. (2014) introduced the group spike-and-slab prior combined
with the Bayesian fused Lasso. This method can suffer from low shrinkage properties of the
Bayesian Lasso and leads to poor estimations when the number of covariates within groups
is large. In this paper, to overcome such limitations, we propose the group fused horseshoe
prior encompassing some previously developed priors and allowing a double selection as well
as the estimation of either smooth or more complex effect profiles over time.

This paper is organized as follows. Section 2 is dedicated to the construction of the general
group fused horseshoe prior in a linear regression context. Section 3 presents how and why
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this class of prior is helpful to select environmental variables clearly involved in the abscission
process, but also to delineate crucial environmental time periods implicated. Section 4 is
finally dedicated, using simulated data, to evaluate the efficiency of the method derived
from this prior, but also to compare its performances face to more classical or already known
methods. In particular, we propose to compare our method to five alternative techniques:
(i) the sparse partial least squares regression (Hoerl and Kennard, 1970; Kim et al., 2009),
(ii) the Elastic-Net regression (Zou and Hastie, 2005), (iii) the bi-level selection using the
component MCP penalty (Breheny and Huang, 2009), (iv) the composite MCP penalty
combined with the Ridge penalty (Breheny and Huang, 2009) and (v) the group spike-and-
slab prior combined with the Bayesian fused Lasso (Zhang et al., 2014).

2 Statistical model and prior construction

Let y = (y1, . . . , yn)′ be the n−response vector of a phenotypic trait and Xg = [xg1, . . . ,xgT]
be the (n × T )-matrix associated to the gth environmental variable (g = 1, . . . , G) and
measured at T ordered time points (t = 1 < 2 < . . . < T ). The Xg matrix is thus considered
as a group of ordered variables. In our application, G = 9 environmental variables are
measured over T = 121 time points (one year measurements over a 3 days grid). We assume
that the response variable is related to time varying environmental variables through a linear
regression model:

y = µ+
G∑

g=1

Xgβg + ε, ε ∼ N (0, σ2In) (1)

where µ is an intercept, βg a T -vector of regression coefficients associated to variables of
group g and ε a n-vector of independent Gaussian residuals with zero mean and variance
equal to σ2.

In this paper, we propose to consider a prior combining the horseshoe (Carvalho et al.,
2009; Polson and Scott, 2010) and the fused (Tibshirani et al., 2005; Zhang et al., 2014) priors
to select groups and variables within groups, but also time periods involved in phenotypic
variations. This prior takes advantage of the effectiveness of the fused prior to take into
account serial correlation between variables, smoothing environmental signal, but also of
shrinkage properties of the horseshoe prior to allow possible abrupt changes in the estimation.
Hereafter, we will refer to this prior as the group fused horseshoe prior.
Our approach consists in modelling regression coefficients associated to each group g with
the following multivariate Gaussian distribution:

βg|υg, τ
2, λ2

g,ωg, σ
2 ∼ NT (0, σ2Qg

−1), g = 1, . . . , G (2)

where Qg is a precision matrix equal to:

Qg =

(
1

τ 2λ2
g

Dg
(k)′Ωg

−1D(k)
g + Υg

−1

)
. (3)
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Qg is divided into two parts. The first part is related to the differences, the second one to
the effect of each variable. τ 2 corresponds to the global variance parameter of independent
groups, λ2

g the specific group global variance parameter, D(k)
g a known T × (T − k)-matrix

associated to the finite differences operator of order k, and Ωg = diag(ω2
g1
, . . . , ω2

gT−k
) the

(T − k) × (T − k)-diagonal matrix of local variance parameters. The first part of the pre-
cision matrix aims to control dependencies between adjacent regression coefficients, leading
to more or less smooth coefficients profiles over time according to the k-th order difference.
In the following, we will focus on the first-order differences to estimate piecewise-constant
profile (Tibshirani et al., 2005) in order to identify relevant time periods. However, when
the number of variables is larger than the number of observations, considering only this
term, as proposed in trend filtering problems without group consideration (Faulkner and
Minin, 2018), turns out to be insufficient to shrink coefficients towards zero (Tibshirani
et al., 2005). To overcome such limitations, a T × T -diagonal matrix of local variance pa-
rameters Υg = diag(υ2

g1
, . . . , υ2

gT
) is added to shrink each regression coefficient. This prior

encompasses a broad class of local-global shrinkage priors classically used either in individual
variable selection or in structured variables contexts (Table 2 in Appendix A.1).

We complete the Bayesian formulation assuming that all unknown quantities in Qg and
the residual variance follow a half-Cauchy distribution, C+(0, 1). The intercept is assumed
to be uniformly distributed on R.
In this paper, we use the scale mixture representation of the half-Cauchy distribution
(Makalic and Schmidt, 2015). More precisely, the half-Cauchy distribution can be expressed
as a scale mixture of inverse-gamma distributions:

σ2 ∼ C+(0, 1) ⇔ σ2|a ∼ IG(1/2, 1/a), a ∼ IG(1/2, 1/2).

This representation allows to develop an efficient MCMC algorithm. Full conditional dis-
tributions have a closed form (see appendix A.2). We propose a Gibbs sampler algorithm
(Gilks et al., 1995). Code is available in the R language (Team et al., 2013) on GitHub:
https://github.com/Heuclin/GroupFusedHorseshoe.

3 The abscission dataset

This application aims at identifying environmental variables and time periods affecting the
oil palm fruit abscission process (Tisné et al., 2020). The dataset is provided by “le Centre de
Recherches Agricoles-Plantes Pérennes (CRA-PP)” from the republic of Benin which carried
out an experimental trial to follow-up, from 2014 until 2018, a self-pollinated population
of 138 oil palm trees planted between 2000 and 2005. For each tree, the pollination date
was recorded, and each pollinated bunch was monitored up to its harvest. 1, 173 bunches
were considered over multiple years, taking advantage of the climatic seasonality and the
continuous fruit production of this species. We used the days from pollination to fruit drop
(DFD) as the response variable. DFD is the classical harvest time indicator and its variation
integrates different underlying abscission processes at different developmental stages.
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Additionally, five climatic variables were recorded from 2014 until 2018: the maximum and
minimum temperature (Tmax, Tmin, in ◦C), the relative air humidity (RH, in %), the rain-
fall (R, in mm), and the solar radiation (SR, in cal.cm−2.d−1). Five ecophysiological variables
were calculated using climate and individual production data: three environmental variables
including the maximum daily vapor pressure deficit (VPD), the fraction of transpirable soil
water (FTSW), and two trophic variables: the supply–demand ratio (SD) and the daily
reproductive demand (DRD) (see Tisné et al. (2020) for details of the calculations). These
variables can have ponctual or cumulative effects, depending on the biological process or
the developmental stage. Hence, for example, temperature can have ponctual effects, for
instance the arrest of growing at low temperature, but also cumulative effects on develop-
mental rates that led to the thermal time development. A three-day time grid, from −180
(individualization of the floral meristem) to +180 (ripe fruit) days after pollination, was
used to calculate either the average values over three days (Tmax, Tmin, RH, VPD, FTSW,
DRD, and SD) or the cumulative values over 15 days (R and SR) of each variable. Nine
matrices of 1173 rows and 121 columns associated with each variable were then constructed.
Within each matrix the ith row corresponds to the ith bunch analyzed and the tth column
corresponds to the value of the corresponding climatic/ecophysiological variable at time t for
each bunch. All matrices have been scaled to obtain a similar order of magnitude. To apply
our group fused horseshoe prior, 50 MCMC chains are initialized at random starting values,
each with 50,000 iterations, a burn-in of 20,000 and a thining of 10. A group is considered
selected if at least one regression effect within it has a credible interval that does not contain
zero.

DRD SD SR Tmin

−180 −120 −60 0 60 120 180 −180 −120 −60 0 60 120 180 −180 −120 −60 0 60 120 180 −180 −120 −60 0 60 120 180

−1.0

−0.5

0.0

0.5

1.0

t

Figure 1: Non-zero coefficient profile estimation provided by the group fused horseshoe
prior on the abscission dataset. Gray shadows represent the 95% credible interval. Colors
represent the different categories of environmental variables, green is for photosynthesis
variables (DRD, SR, SD) and red is for temperature variable.
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Comparison with previous studies and biological interpretation

Estimated coefficient profiles provided by the group fused horseshoe prior are very clear
and allow to identify relevant time periods of four variables (Tmin, SR, DRD, and SD). Two
types of patterns are observed: with smooth effects for Tmin and SR and with punctual
effects for DRD and SD. The Tmin variable has a negative effect during the inflorescence
development from day −180 to −100, while the three other variables have an effect at the end
of the fruit bunch development. SR, the solar radiation variable, displays a positive effect
from day 120 to 180 at the final stage before the fruit drop. The DRD variable has punctual
effets at days 99 and 105 after pollination with first a positive effect before an inversion of its
effect direction at day 100. The SD factor has a negative effect that peaks at day 160. The
striking pattern of DRD around day 100 after pollination observed in Tisné et al. (2020), is
thus confirmed and corresponds to the “lag period” of the oil palm fruit bunch development
between the cell division/expansion phase and the maturation phase (Tranbarger et al.,
2011). The selection of the DRD variable at this key developmental stage suggests that
the considered fruit bunch integrates current and future whole plant photosynthate demand
due to concomitant developing bunches, and this, in order to modulate its maturation and
abscission timing. Such carbohydrate based regulation is commonly found in fruit tree
species and lead to the wave of abscission concerning fruitlets (Sawicki et al., 2015), the only
difference being that the oil palm regulates ripe fruit abscission timing instead of dropping
unripe fruits. In contrast with DRD and SD that have similar punctual patterns with those
of Tisné et al. (2020) study, Tmin effect profile is different, showing a continuous moderate
effect instead of many weak effects spread over the −180 to −100 period. The SR factor
was not selected by Tisné et al. (2020) while it has a positive effect from day 120 to 180
using our prior. These discrepancies may be due to the cumulative nature of both Tmin
and SR effects at their respective developmental stages. Hence, the Tmin effect at the
early inflorescence developmental stages could be related to thermal time which is known
to be associated with developmental rates. In the period identified, the differentiation of
floral organs occurs (Adam et al., 2011) and variation in cumulative thermal time could
modulate the developmental program and ultimately the fruit drop timing. Concerning the
cumulative effect of the radiation, it was identified all over the final stage before fruit drop
that corresponds to the fruit maturation with intensive lipid accumulation, which is highly
related to photosynthate availability (Tranbarger et al., 2011). Our proposed prior, which
has been designed to estimate smooth and flexible coefficient profile is then well suited to
study the effect of cumulative effect variables in addition to the punctual effect variables
that were identified consistently between both approaches.

4 Simulations

This section aims at investigating, through a simulation study, the performances of the group
fused horseshoe prior we propose, denoted in the following group fused HS 3L. We intend to
study the impact of the assumptions we made, such as considering sparsity of the coefficients
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and of their differences, but also to show the benefits of using three levels variance parame-
ters on coefficient differences. The first objective is achieved comparing the group fused HS
3L prior with a fusion version (the group fusion HS 3L). This latter prior consists in retaining
only the first part of the precision matrix Qg (cf equation 3) and thus applying penalties
only on differences. The second objective is realized by fixing the group specific variance
parameters λ2

g to one, leading to the group fusion/fused HS 2L/3L priors. We also compare
our results with those obtained using several other variable selection approaches that handle
the group structure and/or the correlation between variables. In particular, we focus on the
sparse PLS regression (SPLSR) and the Elastic-Net regression (ENR), which do not consider
the group structure information but handle the predictors’ correlation. We also compare the
proposed prior with the composite MCP penalty (cMCP), and (cMCP Ridge) (Breheny and
Huang, 2009). Those approaches perform a double selection (group and variable within
group), and the latter also allows to handle the correlation between variables within groups
but does not consider prior information on the structure between them. Note that we also try
to run the Bayesian hierarchical structured variable selection approach introduced by Zhang
et al. (2014). This approach allows a double selection of groups and structured parameters
within groups by combining a group spike-and-slab with a fused Laplace prior on the slab
part. Unfortunately, the results reveal a high sensitivity to the number of variables within
groups leading to very poor results.

To mimic a real case study, we consider n = 500 observations with G = 10 groups.
The number of variables within groups is set to T = 150, leading to a total number
of variables equal to 1, 500. Within each group, variables are generated from a multi-
variate Gaussian distribution with zero mean and a covariance matrix defined by a first-
order autoregressive structure with a parameter equal to 0.95. We consider that only
groups one, three and five have non-null coefficients with profiles defined by the functions
sin(4t/T − 2) + 2exp(−30(4t/T − 2)2), 1(0.1T≤t) and 1(0.8T≤t) respectively, with t = 1, . . . , T .
The first function was initially presented by DiMatteo et al. (2001) and frequently used by
others, including Faulkner and Minin (2018). Finally, we assume that the residuals are dis-
tributed from a normal distribution with 0 mean and variance equal to 2.

For the eight methods, results are based on 5 replicates of a 10-fold cross-validation (CV)
procedure, leading to 50 repetitions. For the Bayesian approaches, it results in 50 MCMC
chains randomly initialized. Each MCMC algorithm was run for 50, 000 iterations with a
burn-in of 10, 000 samples and a thinning of 10. For the frequentist approaches, different
R packages were used to run the four methods: the spls package (Chung et al., 2019) for
SPLSR, the glmnet R package (Friedman et al., 2010) for ENR , and the grpreg R package
(Breheny and Huang, 2009) for the cMCP and cMCP Ridge approaches. For all of the four
methods, penalty parameters were estimated using a 5-fold CV procedure.

To evaluate variable selection performances, we compute the rate (in percentage) of false
positives (FPRv) and false negatives (FNRv), as well as the Matthews correlation coefficient
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(MCCv) (Matthews, 1975). For the frequentist approaches, a variable is selected if its
coefficient is different from zero. For the Bayesian ones, a variable is assumed to be selected if
zero does not belong to its 95% credible interval. For all methods, a group is deemed relevant
if it contains at least one selected variable. Note that 95% credible intervals are calculated on
the estimations associated with all repetitions. The performance in terms of group selection is
assessed using the same criterion, but at the group level (FPRg, FNRg, MCCg respectively).
To access the estimation accuracy, we record the 95% credible interval width (CIW), the root
mean squared error (RMSE) of the non-null coefficients (RMSE1) and of the null coefficients
(RMSE0). We also compute the RMSE of the non-null coefficients associated with the varying
function (RMSEv) and with piecewise constant functions (RMSEc). Finally, to investigate
prediction performances, we compute the predictive RMSE (RMSEP ).

Approach RMSEp RMSE1 RMSEv RMSEc RMSE0 CIW

group fused HS 3L 1.28 0.044 0.064 0.002 0 0.040
group fused HS 2L 1.31 0.035 0.050 0.006 0 0.140

group fusion HS 3L 1.29 0.022 0.033 0.002 0 0.030
group fusion HS 2L 1.59 0.025 0.035 0.010 0.004 0.120

SPLSR 1.78 0.053 0.049 0.057 0.018
ENR 1.58 0.058 0.060 0.056 0.008

cMCP 6.04 0.409 0.379 0.435 0.012
cMCP Ridge 1.41 0.046 0.047 0.046 0.005

Approach FPRv FNRv MCCv FPRg FNRg MCCg

group fused HS 3L 0 2 0.99 0 0 1
group fused HS 2L 0 2 0.99 0 0 1

group fusion HS 3L 0.3 1 0.99 7 0 0.92
group fusion HS 2L 0.7 1 0.98 42 0 0.61

SPLSR 7 1 0.86 3 0 0.96
ENR 6 1 0.87 74 0 0.42

cMCP 2 67 0.45 0 0 1
cMCP Ridge 2 0 0.96 14 0 0.84

Table 1: RMSEp, RMSE1, RMSEv, RMSEc, RMSE0, CIW, FPRv, FNRv, MCCv, FPRg,
FNRg and MCCg criteria obtained using the different approaches on the simulated dataset
and averaged over repetitions.

Performances of the group fused HS 3L prior and comparison with alternative
sub-priors (group fused HS 2L and group fusion HS 2L and 3L)
In terms of variable selection, the group fused and fusion HS 3L and 2L priors give similar
results with MCCv values close to 1 (Table 1). However, we observe some differences: the
fused priors miss a few relevant variables (2% of FNRv), while the fusion priors tend to select
a small number of false positives (0.3% and 0.7% of FPRv respectively). Thus, by consider-
ing a double sparsity, fused priors encourage a strong shrinkage toward zero, whereas fusion
priors, which assume only sparsity of the differences, may not shrink enough. Although these
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differences do not impact the variable selection, this greatly affects the group selection, as
displayed in Table 1 where MCCg values are lower for fusion priors than for fused priors,
which end up with values equal to 1. In fact, in the case of fusion priors, most false positive
variables are detected in non relevant groups. This result, combined with the criterion chosen
to select groups (one group is deemed if at least one variable within the group is selected)
explains the poor group selection performances. In terms of estimation, fusion priors yield
better RMSE1 values along with narrower credible interval widths compared to fused priors.
Nevertheless, the RMSEv and RMSEc values reveal that the estimation accuracy depends on
the type of coefficient profiles. Using first-order differences, the fused priors encourage, as
expected, piecewise constant estimations, while the fusion versions tend to provide smoother
estimations involving lower RMSEv, and higher RMSEc and RMSE0. With regards to predic-
tive performances, fused priors outperform fusion priors. This result may be partly explained
by the fact that the double sparsity leads to less biased estimation of coefficients, especially
for the null coefficients, hence avoiding over-fitting. These results point out the necessity
to add coefficients’ sparsity for a better regularization of the model. We also examine the
results obtained with the 2L and 3L versions of each prior. The inclusion of group specific
variance parameters conducts to a better estimation with less variability in the coefficient
estimations (narrower CIW) and improves the quality of prediction. This also encourages
piecewise constant profiles and sparse estimations which results in slightly higher RMSEv,
and lower RMSEc and RMSE0 for the 3L versions.

All of these results support the interest of considering three levels variance parameters
combined with double sparsity of coefficients and of their differences either for selection,
estimation or prediction. The proposed prior provides a good trade-off between sparsity,
which is required in many applications, and flexibility in the estimation of different types of
profiles by encouraging piecewise constant estimations.

Comparison with alternative approaches
The group fused HS 3L prior outperforms all frequentist approaches considered in terms of
estimation, selection and prediction (Table 1). With regards to the methods considering the
correlation between variables but not the group structure (SPLSR and ENR approaches),
Table 1 shows that both approaches have worse performances for identifying the relevant vari-
ables, with MCCv values around 0.86. In the case of ENR, this affects greatly its ability to
identify relevant groups. Concerning approaches performing a double selection, cMCP Ridge
outperforms cMCP in terms of prediction and variable selection with a RMSEp three times
smaller and a MCCv two times greater. This result is mainly due to the fact that cMCP
tends to select only a few representatives among correlated variables, which leads to a high
number of false negatives (67%). Also, we observe that cMCP Ridge yields better results
than the SPLSR and ENR methods and provides the best results after the proposed prior.

Through these comparisons, we emphasize the interest of handling both structures in and
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within groups, but we also point out the necessity of considering the structure between co-
variates as done with the group fused HS 3L prior. For a better understanding, we display in
Figure 2 in Appendix A.3 the estimated coefficients profiles averaged over the 50 repetitions
along with the 95% confidence intervals for the eight approaches. While most approaches
are able to fit different types of profiles, we notice a higher variability of estimations for
frequentist approaches. Indeed, since the proposed prior takes into account the indexation
structure information, smoothness over adjacent coefficients is encouraged and conducts to
more stable results.

To go further, we also investigate more complicated simulations considering T = 300
variables within each group, leading to a total of 3, 000 variables, all other settings were
unchanged. We defer results to the Appendix (Table 3 and Figure 3 in Appendix A.3).
Globally, this scenario leads to the same conclusions than previously, but highlights more
pronounced differences between approaches. Thus, the importance of integrating sparsity
of the coefficients and their differences is clearly demonstrated with the systematic crash
of the fusion versions. We also observe that a higher number of variables impacts greatly
the quality of prediction of the SPLSR, ENR, and cMCP approaches with values of RMSEp

twice higher than under the scenario with 1, 500 variables. Finally, this simulation shows
again that group fused HS 3L prior gives the best results followed by cMCP Ridge approach.

5 Conclusion

We propose a group fused horseshoe prior, combining the horseshoe and fused priors, for se-
lecting groups and variables within groups while taking into account the structure between
variables. It extends the approach from Faulkner and Minin (2018) to the multi-group re-
gression context. It also can be considered as an alternative to the fused Laplace prior in
the case of a large number of variables within groups (Zhang et al., 2014). Finally, it encom-
passes some well known sub-priors as shown in Table 2 from Appendix A.1.

Through simulations, we demonstrate better performances of the proposed prior com-
pared to alternative approaches commonly used to analyze grouped and/or correlated vari-
ables. By investigating scenarios with a different number of variables, we show the impor-
tance of adding local variance parameters to shrink more strongly coefficients toward zero.
This helps for group selection and prevents over-fitting, especially when a high number of
predictors is considered. We also evidence the benefit of considering three levels variance
parameters on coefficient differences (global, group specific and local), which allows to ad-
dress various situations with different levels of sparsity between and within groups, while
ensuring an overall shrinkage. While the group specific variance parameters allow to con-
sider a group structure, the local variance parameters provide, as demonstrated in Faulkner
and Minin (2018), flexibility in the estimation of smooth and/or complex coefficient profiles
with abrupt changes. In addition, we show the importance of integrating the correlation
structure into models, which helps for model building and increases the detection power.
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Finally, whatever the number of variables considered, we demonstrate the robustness of our
approach, with more stable results and lower variability over repetitions than the other ap-
proaches. To sum up, we clearly point out the advantages of the group fused horseshoe prior
prior to integrate the group structure and to obtain sparse estimations, and the benefits of
the fused prior to consider the variable structure.

From a biological point of view, the proposed prior clearly identifies four environmental
variables as well as periods at which they affect the oil palm abscission process. By providing
flexibility in the estimation of regression coefficient profiles, we identify one supplementary
environmental variable than the previous study, and improve the interpretability of the re-
gression profiles. Moreover, by giving high predictive performances, the proposed prior may
be an useful tool to assist the biologists in identifying the best time to harvest the bunches.

Our proposed prior may be directly applied on a broad type of applications such as in the
near infrared spectroscopy context, which involves one group of ordered variables through
a spectrum, or in the genetic mapping context, where markers may be viewed as groups of
ordered variables at the chromosome level. Moreover, our prior may be used in various models
as varying coefficient models (Heuclin et al., 2020), additive models (Scheipl et al., 2012) or
TVP-VAR models (Koop and Korobilis, 2013; Bitto and Frühwirth-Schnatter, 2019), which
involve (independent) groups of ordered regression coefficients. Finally, some extensions may
be proposed. The first consists in extending the proposed model to analyze binary, binomial,
or Poisson responses. The second aims at considering a multi-dimensional indexation instead
of only one dimensional indexation (through time in our case). Indeed, in many applications,
variables may be structured according to various factors. For instance, in the disease mapping
context, observations are structured in time and space. This extension may be achieved by
considering a Kronecker product between finite difference operator matrices associated to
each dimension.
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and Tregear, J. W. (2011). Environmental regulation of sex determination in oil palm:
current knowledge and insights from other species. Annals of botany, 108(8):1529–1537.

12
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A Appendix

A.1 Known priors derived from the group fused horseshoe prior

Prior υ2
gt τ 2 λ2

g ω2
gj

O
n

e
g
ro

u
p

Random walk
Lang and Brezger (2004) - - IG(s, r) 1

Rue and Held (2005)

Fusion Laplace
- - 1 Exp(λ/2)

Kyung et al. (2010)

Fusion Student tdf (sσ)
Rue and Held (2005) - - 1 IG(df/2, s2df/2)

Song and Cheng (2018)

Fusion horseshoe
- - C+(0, 1) C+(0, 1)

Faulkner and Minin (2018)

Fused Laplace Exp(λ1/2) - 1 Exp(λ2/2)
Kyung et al. (2010)

Group fused horseshoe C+(0, 1) C+(0, 1) C+(0, 1) C+(0, 1)

Table 2: Priors included in the group fused local-global prior (see equation 2). A dash
indicates that the parameter is not considered in the prior, 1 indicates that the parameter
is fixed to one.
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A.2 Bayesian hierarchical model and inference

The Bayesian hierarchical model using our proposed group fused horseshoe prior is given by:

y|µ,β, σ2 ∼ Nn(µ1 +
G∑

g=1

Xgβg, σ
2In)

µ ∼ U(−∞,∞)

βg|υg, τ
2, λ2

g,ωg, σ
2 ∼ NT

(
0, σ2

(
1

τ 2λ2
g

D(k)
g

′
Ωg
−1D(k)

g + Υg
−1

)−1)

τ 2|ξ ∼ IG

(
1

2
,
1

ξ

)
, ξ ∼ IG

(
1

2
, 1

)

λ2
g|ψg ∼ IG

(
1

2
,

1

ψg

)
, ψg ∼ IG

(
1

2
, 1

)
, g = 1, . . . , G

ω2
gj
|φgj ∼ IG

(
1

2
,

1

φgj

)
, φgj ∼ IG

(
1

2
, 1

)
, g = 1, . . . , G, j = 1, . . . , T − k

υ2
gt |ηgt ∼ IG

(
1

2
,

1

ηgt

)
, ηgt ∼ IG

(
1

2
, 1

)
, g = 1, . . . , G, t = 1, . . . , T

σ2|a ∼ IG

(
1

2
,

1

a

)
, a ∼ IG

(
1

2
, 1

)

where Υg = diag(υ2
g1
, . . . , υ2

gT
) and Ωg = diag(ω2

g1
, . . . , ω2

gT−k
).
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Full conditional distributions are given by:

µ|. ∼ N
(

1

n
1
′(y −

G∑

g=1

Xgβg),
σ2

n

)

βg|. ∼ NT
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Σbg

Xg
′

σ2
(y − µ1−

∑

g̃ 6=g

Xg̃βg̃),Σbg = σ2
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′Xg +

D(k)
g

′
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−1D(k)

g

τ 2λ2
g
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2
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ξ
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2σ2λ2
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+
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g βg)[j])
2
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)
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2
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All full conditional distributions have a closed form and an efficient Gibbs sampler algo-
rithm can be constructed.
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A.3 Complementary results for multi-group simulations

Approach RMSEp RMSE1 RMSEv RMSEc RMSE0 CIW

group fused HS 3L 1.43 0.040 0.058 0.004 0 0.05
group fused HS 2L 1.47 0.043 0.047 0.039 0 0.27

group fusion HS 3L
group fusion HS 2L

SPLSR 3.41 0.063 0.056 0.070 0.017
ENR 3.07 0.078 0.072 0.083 0.006

cMCP 18.19 0.653 0.649 0.657 0.014
cMCP Ridge 1.70 0.042 0.040 0.044 0.007

Approach FPRv FNRv MCCv FPRg FNRg MCCg

group fused HS 3L 0 2 0.99 0 0 1
group fused HS 2L 0 2 0.99 0 0 1

group fusion HS 3L
group fusion HS 2L

SPLSR 3 3 0.92 0 0 1
ENR 2 1 0.95 26 0 0.73

cMCP 0.7 84 0.32 0 13 0.91
cMCP Ridge 2 0.2 0.96 14 0 0.83

Table 3: RMSEp, RMSE1, RMSE0, CIW, FPRv, FNRv, MCCv, FPRg, FNRg and MCCg cri-
teria averaged over repetitions and obtained using the different approaches on the simulated
dataset with T = 300 leading to 3000 variables.
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Figure 2: For the different approaches, coefficient profile estimations averaged over repeti-
tions for the simulated dataset with T = 150 (1, 500 variables). Gray shadows represent 95%
confidence intervals computed over repetitions. True coefficient profiles are displayed in red.
The alternation of gray and blue areas delimits the 10 groups.

20



group fused HS 3L group fused HS 2L

0 1000 2000 3000 0 1000 2000 3000

−1

0

1

2

t

be
ta

SPLSR ENR

0 1000 2000 3000 0 1000 2000 3000

−1

0

1

2

t

be
ta

cMCP cMCP_Ridge

0 1000 2000 3000 0 1000 2000 3000

−1

0

1

2

t

be
ta

Figure 3: For the different approaches, coefficient profile estimations averaged over repeti-
tions for the simulated dataset with T = 300 (3, 000 variables). Gray shadows represent 95%
confidence intervals computed over repetitions. True coefficient profiles are displayed in red.
The alternation of gray and blue areas delimits the 10 groups.
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4.3 Application à l’identification de positions génétiques
influant sur un caractère phénotypique

Dans le contexte de l’identification de positions génétiques influant sur un carac-
tère phénotypique, nous avons observé dans le chapitre précédent que la forte densité
de marqueurs tout au long du génome implique une forte corrélation deux à deux in-
tra chromosome (cf figure 4.1). Ainsi, les marqueurs contenus dans un chromosome
peuvent être vus comme un groupe de variables explicatives ordonnées le long du gé-
nome. En se concentrant uniquement sur un temps donné, leurs effets peuvent être
considérés comme un groupe de paramètres ordonnés. L’identification des marqueurs
pertinents peut alors être vue comme une double sélection de groupes de paramètres
et de paramètres indexés. L’approche développée dans ce chapitre peut ainsi être di-
rectement appliquée, permettant d’estimer un profil d’effet tout au long du génome,
pouvant être nul sur certaines régions.
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FIGURE 4.1 – Graphique ACF des marqueurs du chromosome d’un individu sur le jeu de don-
nées complet arabidopsis thaliana analysé dans les chapitres 2 et 3.

Nous présentons ici des résultats préliminaires de l’application des priors group fu-
sed horseshoe et group fusion horseshoe sur les données arabidopsis thaliana analysées dans
les chapitres 2 et 3, en se focalisant sur le dernier pas de temps. Le jeu de données
complet contient p = 532 marqueurs sur l’ensemble des 5 chromosomes. Nous nous
restreignons à n = 100 individus choisis aléatoirement sur les 357 disponibles pour
complexifier la situation (ratio nombre d’individus / nombre de variables plus faible).
En comparaison, nous appliquons également les approches alternatives (fréquentistes)
considérées dans l’article (SPLSR, EN, cMCP et cMCP_Ridge). 5 essais d’une valida-
tion croisée à 10 groupes ont été réalisés pour calculer le RMSE prédictif. Cela corres-
pond donc à 5 × 10 = 50 répétitions. Concernant les approches bayésiennes, 50.000
itérations MCMC ont été réalisées. Une itération sur dix est gardée, après avoir sup-
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Approche RMSEp
group fusion horseshoe 1.243

cMCP_Ridge 1.373
EN 1.380

group fused horseshoe 1.386
cMCP 1.394
SPLSR 1.412

TABLE 4.1 – RMSE prédictif obtenue sur des données arabidopsis thaliana à l’aide des différentes
approches.

primé les 10.000 premières. Les statistiques PSRF de Gelman et al. [1992] pour chacun
des paramètres sont inférieures à 1.1, indiquant la convergence des 50 chaînes MCMC.
Concernant les approches fréquentistes, les paramètres de pénalisation ont été estimés
par validation croisée à 5 groupes.

Les estimations moyennes ainsi que les intervalles de confiance obtenus sur l’en-
semble des 50 répétitions et pour l’ensemble des méthodes sont présentés dans la
figure 4.2. D’un point de vue prédictif (cf tableau 4.1), le group fusion horseshoe pré-
sente les meilleures performances. L’utilisation de ce prior permet, en considérant les
positions associées aux coefficients de régression dont les intervalles de confiance ne
contiennent pas zéro, d’identifier clairement 9 régions génomiques (1, 2, 2, 1 et 3 ré-
gions, sur les chromosomes 1 à 5 respectivement). Ces régions sont en accord avec
celles déjà identifiées dans les chapitres 2 et 3. Ces régions sont également observées
en utilisant les autres approches mais cela est nettement moins net. Le group fused hor-
seshoe tend à forcer vers zéro l’effet des paramètres, et ainsi à potentiellement sous-
estimer ces effets. Cela se traduit en particulier par des intervalles de confiance très
étroits autour de zéro. En revanche, les approches fréquentistes conduisent à des ré-
sultats instables d’une répétition à l’autre (cf figure 4.3), aboutissant à de larges inter-
valles de confiance contenant quasiment systématiquement zéro lorsqu’on agrège les
estimations sur l’ensemble des répétitions (cf figure 4.2). L’interprétation des résultats
devient donc difficile.

Ces résultats confirment que l’hypothèse d’indexation des marqueurs le long du
génome est pertinente et la prise en compte de cette structure de dépendance dans
l’estimation des effets aide à l’identification des régions génomiques. L’approche que
nous proposons semble prometteuse et présente une réelle alternative aux approches
classiquement utilisées telles que les régressions Lasso ou Elastic-Net pour la détection
de position comme pour la prédiction [Brault et al., 2020]. Ici, nous pouvons remarquer
que la version fusion de notre prior donne de meilleures performances que la version
fused. Cela peut s’expliquer par le fait que le nombre de variables est peu important.
Cela va dans le sens de ce que nous avions déjà observé dans l’article précédent. Ainsi,
des recherches et analyses doivent être approfondies pour mieux comprendre les per-
formances des priors group fusion/fused horseshoe selon la dimension des données. Ce-
pendant, l’algorithme MCMC proposé présente un temps de calcul bien supérieur aux
approches fréquentistes mises en œuvre (80 min pour 50.000 itérations vs moins d’une
minute). Plus de recherche doit également être menée pour proposer une méthode
d’inférence optimisée.
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FIGURE 4.2 – Profil d’effet des marqueurs le long du génome obtenu à partir des différentes ap-
proches sur 50 répétitions. L’ombre grise donne les intervalles de crédibilité à 95%. L’alternance
de fonds gris et bleu délimite les différents chromosomes.
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FIGURE 4.3 – Profil d’effet des marqueurs le long du génome obtenu à partir des différentes
approches sur une répétition. L’ombre grise donne les intervalles de crédibilité à 95%. L’alter-
nance de fonds gris et bleu délimite les différents chromosomes.
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Ce travail de recherche a visé à proposer des approches innovantes pour répondre
à des problématiques statistiques soulevées par des questionnements agronomiques et
génétiques concrets.

Le génotypage haut débit a été largement mis à profit ces dernières années pour
identifier les positions le long du génome impliquées dans la variabilité de caractères
d’intérêt. Il permet d’avoir accès à l’information génétique au travers l’acquisition
d’un grand nombre de marqueurs. Cependant, de récentes études ont montré les li-
mites des méthodes d’analyse menées pour ce type de données (nombre de marqueurs
bien supérieur au nombre d’individus, marqueurs peu informatifs, forte corrélation)
[Bonhomme et al., 2019]. Ainsi, de nouvelles approches visant à résumer l’information
génétique, parfois combinée à l’information pedigree, ont été explorées notamment
dans le contexte de plans d’expérience multi-parentaux. Ces résumés se traduisent par
un ensemble de matrices d’apparentement (IBDs) associées à différentes positions sur
l’ensemble du génome. L’analyse globale intégrant l’ensemble des matrices d’appa-
rentement fait intervenir un modèle linéaire mixte (LMM) intégrant un grand nombre
d’effets aléatoires, et dont l’objectif est d’identifier les positions impliquées dans la va-
riabilité du caractère étudié. Cette analyse soulève alors la question de l’identification
des effets aléatoires pertinents, et donc la question de la sélection de composantes de
la variance.

Toujours dans le contexte de la génétique quantitative, nous nous sommes intéres-
sés à l’étude de l’évolution de l’architecture génétique d’un caractère phénotypique.
Ce type d’étude est désormais rendu possible grâce aux technologies de phénotypage
haut débit qui permettent d’acquérir des mesures répétées dans le temps des caractères
phénotypiques, et ainsi de suivre leur évolution. L’analyse de telles données soulève



114 Chapitre 5. Conclusions et perspectives

plusieurs questions, notamment celles de la prise en compte des dépendances tempo-
relles, de l’identification des positions génétiques pertinentes, ou encore de l’estimation
de leurs effets évoluant au cours du temps. Une telle analyse peut être réalisée, entre
autres, grâce à un modèle à intercept et pentes aléatoires (RIS), ou encore au travers de
modèles à coefficients variants (VCM). La première approche soulève la question de
la sélection d’effets fixes et aléatoires dans les modèles linéaires mixtes (LMM), tandis
que la deuxième soulève la question de la sélection de groupes de coefficients structu-
rés (ordonnés) dans un VCM.

Enfin, nous nous sommes penchés sur l’étude de l’influence, au cours du temps,
de facteurs environnementaux sur des processus biologiques tels que l’abscission des
organes pour le palmier à huile. En particulier, la question de l’identification des pé-
riodes de temps dans le processus d’abscission sur lesquels les facteurs influent, a re-
tenu notre attention. Pour cela, le suivi des facteurs tout au long du processus est né-
cessaire. Ainsi, un suivi au cours du temps de chaque facteur a été réalisé, conduisant
à des groupes de variables ordonnées. Cependant, l’analyse de telles données soulève
la question de la double sélection de groupes de variables (facteurs) puis de variables
à l’intérieur des groupes (pas de temps), tout en tenant compte de la forte corrélation
temporelle présente entre les variables.

5.1 Contributions par rapport aux objectifs initiaux

Dans un cadre bayésien, l’objectif de ce travail de recherche a été de proposer des
priors innovants pour répondre à ces différentes problématiques. Ces priors ont pour
but de simultanément sélectionner les variables pertinentes, estimer des effets pou-
vant évoluer au cours du temps et prendre en compte diverses structurations de dé-
pendance présentes dans les données. L’utilisation de ces priors permet ainsi de se
prémunir d’un sur-ajustement et mène à des estimations parcimonieuses pouvant être
facilement interprétables d’un point de vue biologique.

Dans un premier temps (cf chapitre 2), nous nous sommes focalisés sur l’estima-
tion parcimonieuse de modèles linéaires mixtes au travers de la sélection d’effets fixes
et aléatoires. Dans l’objectif de réduire à zéro les écart-types associés aux effets aléa-
toires non-pertinents, nous avons proposé une version pliée du prior horseshoe. Nous
comparons ce prior avec des versions pliées des priors Cauchy et spike-and-slab. Un
prior horseshoe est systématiquement placé sur les effets fixes. La comparaison est réa-
lisée à l’aide de deux applications réelles. La première porte sur la cartographie de
QTL à l’aide de matrice d’apparentements et a pour objectif d’étudier le rendement du
palmier à huile grâce à un modèle animal. La deuxième est l’étude de la dynamique
évolutive au cours du temps de l’architecture génétique de la compacité des feuilles
pour arabidopsis thaliana, impliquant un modèle à intercept et pentes aléatoires. Nous
montrons que le prior horseshoe plié présente de bonnes performances, est robuste face
au grand nombre d’effets aléatoires et permet des estimations sans biais contrairement
au prior Cauchy plié. Il offre des performances similaires au prior spike-and-slab plié en
termes de sélection, mais a une efficacité de calcul supérieure. Le prior horseshoe est
donc à privilégier à la fois pour la sélection d’effets fixes et aléatoires.
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Nous avons également proposé de mettre en œuvre une reparamétrisation polaire pour
modéliser la matrice de corrélation des effets aléatoires pour le modèle RIS. Cette ap-
proche n’a reçu que peu d’attention jusqu’à ce jour et n’avait jamais été mise en œuvre
dans ce contexte. Nous montrons que supposer une dépendance (inconnue) entre les
pentes peut avoir un impact sur la sélection des composantes de la variance. De plus,
l’estimation de cette matrice permet d’identifier les marqueurs ayant des profils d’effet
similaires ou inversés au cours du temps.
D’un point de vue biologique, dans le contexte de l’application à la cartographie de
QTL pour le palmier à huile, le prior horseshoe plié permet d’identifier les positions qui
étaient en ségrégation dans une fraction mineure de la population, en raison d’un plan
génétique déséquilibré, tandis que l’approche de sélection fréquentiste de type step-
wise utilisée dans l’étude originelle [Tisné et al., 2015] ne le permettait pas. Dans le
contexte de l’étude de la dynamique de l’évolution de l’architecture génétique pour
arabidobsis thaliana, nous retrouvons des résultats proches de ceux trouvés au travers
de l’utilisation d’un modèle à coefficients variants (cf chapitre 3). Les deux applica-
tions soulignent que les approches multivariées augmentent la puissance statistique
comparativement à une approche uni-temporelle comme le propose Marchadier et al.
[2019].

Dans un deuxième temps (cf chapitre 3), nous nous sommes focalisés sur l’estima-
tion parcimonieuse de modèles à coefficients variants pour l’étude de la dynamique
d’évolution de l’architecture génétique d’un caractère d’intérêt. Nous proposons de
combiner le prior de sélection group spike-and-slab pour la sélection des marqueurs, avec
soit une interpolation P-spline, soit une estimation directe des effets évoluant au cours
du temps. Ces deux modélisations non-paramétriques font intervenir une pénalisation
sur les différences, qui, dans le contexte bayésien, est réalisée par l’emploi d’un prior
multivarié gaussien de type marche aléatoire comme loi diffuse du prior group spike-
and-slab. Ainsi, après une reparamétrisation du modèle dans le cas de l’interpolation
P-spline, ces deux approches aboutissent au même prior placé sur les paramètres liés
à la modélisation non-paramétrique. Les bonnes performances de ces deux approches,
en comparaison à des méthodes alternatives, sont démontrées sur simulations.
Les priors développés ont alors été mis en œuvre sur le jeu de données arabidopsis tha-
liana (suivi sur 21 pas de temps) dans l’objectif d’étudier l’évolution de l’architecture
génétique de la compacité des feuilles. D’un point de vue pratique, nous montrons que
l’approche longitudinale développée permet une meilleure détection des marqueurs
pertinents, comparativement aux approches temps par temps menées jusqu’alors. Le
prior group spike-and-slab combiné à une interpolation P-spline a permis de mettre en
évidence sept nouvelles régions génomiques. Les profils d’effets au cours du temps
des différents marqueurs sélectionnés, présentent une variabilité plus importante sur
les premiers stades de développement, et sont plus lisses sur les derniers. L’approche
a également été appliquée à un deuxième jeu de données issu d’une expérimentation
où les plantes ont subi un stress hydrique. Cependant, peu de différences dans l’esti-
mation et la sélection ont été observées, ne permettant pas d’identifier des mécanismes
de réaction de type génotype × environnement. Des recherches peuvent être menées
à ce sujet pour permettre aux méthodes proposées de prendre en compte simultané-
ment différentes conditions environnementales. Nous reviendrons sur ce point dans la
section "Perspectives".

Dans un troisième temps (cf chapitre 4), nous avons approfondi la question de la
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double sélection de groupes de variables puis de variables à l’intérieur des groupes,
tout en tenant compte de la forte corrélation entre les variables explicatives. Pour ré-
pondre à cet objectif, nous proposons le prior group fused horseshoe. Ce prior peut être
vu comme la généralisation du prior sparse group horseshoe et du prior fused Lasso, per-
mettant de réduire à zéro les groupes de coefficients, les coefficients ainsi que les dif-
férences des coefficients simultanément. Nous montrons sur des simulations que ce
prior présente d’excellentes performances, tant pour l’identification des groupes perti-
nents que pour l’identification des variables. Il permet une flexibilité dans l’estimation
des coefficients, et ainsi l’estimation de profils complexes ou au contraire très lisses. De
plus, nous montrons qu’il est peu sensible au ratio nombre d’observations / nombre
de variables, démontrant ainsi sa robustesse. Nous montrons également que notre ap-
proche surpasse clairement les approches classiquement utilisées pour l’analyse de
données fortement corrélées telles que les approches PLSR et SPLSR. Ce résultat sou-
ligne l’importance de prendre en compte l’information de structuration des variables,
lorsque celle-ci est connue, dans l’estimation de leurs effets.
L’application de notre prior au jeu de données portant sur l’abscission des fruits du
palmier à huile, a permis d’identifier quatre facteurs environnementaux. Elle a aussi per-
mis d’identifier clairement les différentes périodes de temps sur lesquelles ces facteurs
influent. Ces périodes correspondent essentiellement aux derniers jours du processus
d’abscission. Ces résultats sont validés par une bonne qualité de prédiction, meilleure
que celles des approches alternatives.

5.2 Perspectives

Ces différents travaux ouvrent un certain nombre de perspectives que nous avons
évoquées à différentes occasions dans le document. Nous reprenons et élargissons cer-
taines de ces pistes ci-dessous.

Tout d’abord, dans les approches développées, nous avons considéré une variable
réponse quantitative continue. Il est donc naturel d’envisager d’étendre ces approches
au cas d’une variable binaire ou de comptage (Poisson) en se positionnant dans le
contexte des modèles linéaires généralisés. Les enjeux applicatifs sont en effet nom-
breux et cela permettrait d’ouvrir plus largement l’étude de divers caractères phéno-
typiques tels que la présence d’infection ou le nombre d’arbres infectés dans chaque
parcelle élémentaire. La prise en compte d’une variable réponse binaire peut être réa-
lisée à l’aide d’un modèle probit. Nous avons déjà exploré cette approche et l’avons
intégrée dans l’algorithme du modèle hiérarchique bayésien associé au prior group fu-
sed horseshoe (cf chapitre 4, approche non discutée dans l’article). Les algorithmes dé-
veloppés dans ce travail de recherche peuvent être facilement généralisés au cas du
modèle probit, car sa fonction de lien est particulière et peut s’exprimer à l’aide de la
fonction de répartition de la loi gaussienne. Plus de recherches sont nécessaires pour
d’autres modèles binaires, ou encore pour des variables réponses multinomiales ou de
comptage. Des pistes sont apportées par Gelman et al. [2013].

Nous avons proposé un prior horseshoe plié pour la sélection d’effet aléatoire dans
le cadre d’un modèle animal et à intercept et pentes aléatoires (cf chapitre 2). Il serait
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intéressant de développer un package pour pouvoir faire de la sélection d’effet fixe et
aléatoire dans n’importe quel modèle linéaire mixte au travers de ce prior. Cela per-
mettrait de valoriser ce travail en le rendant accessible à l’ensemble de la communauté
scientifique.

En restant dans le cadre de la sélection d’effet aléatoire, et dans le contexte de la car-
tographie de QTL à l’aide de matrice d’apparentements, tout comme deux marqueurs
adjacents peuvent partager quasiment la même information, deux matrices d’appa-
rentement adjacentes peuvent présenter une forte similarité et donc mener à des pro-
blèmes de sur-ajustement. Il serait intéressant d’explorer la possibilité de fusionner les
écarts-types des effets aléatoires associés à des matrices d’apparentement adjacentes
dans l’idée du travail du chapitre 4. Un prior fusion horseshoe plié pourrait être réalisé
au travers d’un prior multivarié gaussien plié en considérant une matrice de précision
reflétant l’indexation des positions le long du génome :

λ|τ 2, ω2, σ2 ∼ N+
q (0, σ2τ 2(D(k)Ω−1D(k))−1),

où D(k) est la matrice de l’opérateur des différences finies d’ordre k et Ω une matrice
diagonale contenant les paramètres locaux de variance.

Dans un cadre bayésien, la question de la réduction à zéro de paramètres de va-
riance se retrouve également dans l’identification de groupes de paramètres pertinents
dans un modèle linéaire. Nous retrouvons cette méthodologie notamment dans les
modèles additifs [Scheipl et al., 2012], ou encore les modèles TVP-VAR [Koop and Ko-
robilis, 2013, Bitto and Frühwirth-Schnatter, 2019, Cadonna et al., 2020]. Notre prior
pourrait ainsi être mis en œuvre dans de nombreuses applications. En particulier, nous
pourrions imaginer l’appliquer pour le modèle à coefficients variants proposé dans le
chapitre 3. Le prior group spike-and-slab combiné au prior multivarié gaussien de type
marche aléatoire serait alors remplacé par une combinaison d’un prior multivarié gaus-
sien de type marche aléatoire, avec un prior horseshoe plié placé sur la racine carré du
paramètre de variance associé aux différences :

bj|τbj
, σ2 ∼ N (0, σ2(τbj

D′D)−1), 
1
τbj

|θ2ω2
j ∼ N+(0, θ2ω2

j ),

θ, ωj, ∼ C+(0, 1).

Ce prior devrait permettre de meilleures performances en termes de temps de calcul
comparativement au prior group spike-and-slab.

Par ailleurs, dans l’étude de l’évolution au cours du temps de l’architecture géné-
tique de la compacité des feuilles chez arabidopsis thaliana, les priors que nous propo-
sons dans les chapitres 2 et 3 permettent d’identifier si l’effet d’un marqueur évolue
dans le temps. Cependant, elles ne permettent pas de déterminer si cette évolution est
due à l’évolution physiologique de l’individu ou si c’est une réaction face à un change-
ment des conditions environnementales, faisant alors partie d’un mécanisme de survie
et d’adaptation de l’espèce. Pour répondre à cette question, deux pistes sont envisa-
geables selon l’expérimentation.
La première, dans le cas où l’on souhaite comparer plusieurs blocs ayant subi des
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conditions environnementales différentes (cf application arabidopsis thaliana chapitre
3), on pourrait considérer le facteur bloc comme facteur à effet fixe dans le modèle.
Que ce soit dans une analyse par un modèle RIS ou par un VCM, cela reviendrait alors
à considérer une triple interaction entre les marqueurs (fixes), le temps (fixe pour VCM
et aléatoire pour RIS) et le bloc (fixe).
Dans la deuxième, pour une expérimentation au champ, tous les individus subissent le
même environnement qui évolue au cours du temps. Dans le cas du VCM, on pourrait
alors imaginer décomposer le vecteur d’effets (au cours du temps) de chaque mar-
queur comme la somme d’une fonction de chaque variable environnementale et d’une
fonction du temps :

βjt = f1(env1t) + ...+ fq(envqt) + ftemps(t).

Cette décomposition, sous la forme d’un modèle additif, permettrait de déterminer si
l’effet d’un marqueur (βjt) est dû à une réaction face à une variation d’une variable
environnementale (f1(env1t), . . . , fq(envqt)), ou simplement dû à l’évolution physiolo-
gique de l’individu (ftemps(t)). Cette approche implique un grand nombre de para-
mètres dont peu sont pertinents. Un travail de recherche est nécessaire pour pouvoir
inférer un tel modèle tout en identifiant simultanément les marqueurs pertinents ainsi
que les facteurs environnementaux qui expliquent l’évolution de leurs effets au cours
du temps.

Toujours dans l’étude de l’évolution au cours du temps de l’architecture génétique
(cf chapitres 2 et 3), nous avons analysé le jeu de données au travers de deux mo-
délisations différentes. La première modélisation fait appel à un modèle à intercept
et pentes aléatoires, où les effets à chaque pas de temps des marqueurs sont modélisés
par des réalisations d’effets aléatoires. À un temps donné, les effets aléatoires sont sup-
posés structurés entre les marqueurs, mais ils sont indépendants au cours du temps.
La deuxième fait appel à un modèle à coefficients variants où l’évolution des effets de
chaque marqueur est modélisée par un prior multivarié gaussien de type marche aléa-
toire. Ce prior permet d’introduire une structuration des effets au cours du temps, et
suppose que les effets entre les différents marqueurs sont indépendants. D’un point de
vue bayésien, ces deux modélisations sont donc proches, si ce n’est qu’elles décrivent
de manière différente et complémentaire, l’évolution au cours du temps des effets des
marqueurs. Ces deux modélisations pourraient être combinées pour offrir une structu-
ration optimale des effets à la fois dans le temps et entre les marqueurs. Cela pourrait
être réalisé en considérant un prior multivarié gaussien centré en zéro ayant pour ma-
trice de précision un produit de Kronecker entre une matrice de différences finies pour
décrire les effets dans le temps, et une matrice inconnue pour décrire les effets entre
les marqueurs. Ce prior pourrait alors être considéré pour les effets aléatoires d’un
modèle RIS, ou directement sur des coefficients de régression dans le cas du modèle
à coefficients variants. Notons qu’une modélisation de type marche aléatoire pourrait
également être considérée pour structurer les pentes entre les marqueurs lorsque ceux-
ci présentent une forte corrélation deux à deux (cf chapitre 4).

Le prior group spike-and-slab combiné à une distribution multivariée gaussienne de
type marche aléatoire que nous proposons dans le chapitre 3, et le prior group fused
horseshoe que nous proposons dans le chapitre 4, permettent tous les deux de sélection-
ner des groupes de coefficients ordonnés et d’estimer un profil de coefficients évoluant
au cours du temps. Le premier considère une distribution gaussienne de type marche
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aléatoire sur chaque groupe de coefficients, avec un seul paramètre de variance spé-
cifique à chaque groupe. Ce prior ne permet pas la sélection de coefficients à l’inté-
rieur des groupes. Il est alors plus adapté pour estimer des coefficients ayant un profil
non nul sur l’ensemble des pas de temps, avec un niveau de lissage homogène. Le
second prior considère lui aussi une distribution multivariée gaussienne sur chaque
groupe de paramètres avec, quant à lui, une matrice de précision plus évoluée permet-
tant de réduire à zéro simultanément les coefficients et leurs différences. De plus, trois
niveaux de paramètres de variance (global, spécifique aux groupes et local) sont consi-
dérés pour une régularisation optimale du modèle. Ce prior est alors plus adapté pour
estimer des coefficients potentiellement nuls sur certaines périodes, et ayant un profil
pouvant être à la fois très lisse ou au contraire complexe. Il permet d’obtenir des profils
non-homogènes au cours du temps, présentant potentiellement des sauts ou encore un
profil constant par morceaux. Les simulations ainsi que l’application sur les données
réelles ont montré que ce prior est performant et qu’il permet de s’adapter à diverses
situations. Ainsi, même si sa mise en œuvre est plus compliquée, nous recommandons
l’utilisation de ce prior dans les modèles à coefficients variants (et les modèles qui
en découlent : modèle additif, modèle TVP-VAR, ...). Enfin, ce prior peut être directe-
ment utilisé dans un large éventail d’applications. Par exemple, il peut être appliqué
en chimiométrie pour la calibration de spectroscopie proche infrarouge, impliquant un
groupe de variables ordonnées à travers un spectre. Ou encore, comme nous l’avons
montré dans le chapitre 4, ce prior peut être directement utilisé pour des applications
de cartographie génétique (architecture génétique) où les marqueurs d’un même chro-
mosome peuvent être considérés comme un groupe de régresseurs ordonnés le long
du génome, présentant une forte corrélation deux à deux.

Le prior group fused horseshoe, développé dans le chapitre 4, permet de prendre en
compte une indexation unidimensionnelle (au cours du temps pour le jeu de données
abscission ou le long du génome dans le cas du jeu de données arabidopsis thaliana). Une
perspective intéressante serait d’appliquer ces approches à des données génétiques
dont les dimensions sont plus proches de la réalité : quelques centaines d’individus
avec quelques milliers de marqueurs voir plus.
Ce travail peut aussi être étendu à une indexation multidimensionnelle. Par exemple,
dans le cas de l’étude de l’évolution au cours du temps de l’architecture génétique
d’un caractère, la prise en compte simultanée de l’indexation des marqueurs le long
du génome et de l’indexation des effets au cours du temps, pourrait être réalisée par
une telle extension. Cette extension serait définie par un produit de Kronecker entre
des matrices de structuration associées à chaque dimension :
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)
ã
.

où D(k)
1g

et D(k)
2g

sont les matrices des différences finies associées au groupe g (le groupe
de marqueurs sur le gème chromosome) et respectivement à la position sur le génome
(1) ou au temps (2). Ω1g et Ω2g sont des matrices diagonales de paramètres locaux de
variance du groupe g et des dimensions 1 et 2 respectivement.

Enfin, au cours de ce travail, nous avons montré encore une fois la flexibilité des mo-
dèles hiérarchiques bayésiens, qui permettent une modélisation fine des données. Ce-
pendant, l’inférence de tels modèles au travers d’algorithmes d’échantillonnage MCMC
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(échantillonneurs de Gibbs, Metropolis-Hastings ou encore Metropolis within Gibbs) est
complexe à réaliser. En effet, pour chaque modèle hiérarchique, la mise en œuvre de
tels algorithmes nécessite un certain nombre de calculs préalables, ainsi qu’un temps
conséquent de programmation. Certains logiciels/librairies R ont fait leur apparition
tel que BUGS [Lunn et al., 2009], Nimble [de Valpine et al.], STAN [Carpenter et al.,
2017] ou encore INLA (integrated nested Laplace approximation, Rue et al. [2009]). Ils per-
mettent à l’utilisateur d’inférer facilement un modèle hiérarchique bayésien sans avoir
à construire l’algorithme d’inférence. Cependant, ils restent limités dans le panel des
modèles possibles, et ne permettent pas d’inférer les modèles que nous avons propo-
sés. De plus, les temps de calcul de ces algorithmes MCMC explosent avec le nombre
d’observations ou de variables, et cela, même au travers d’une implémentation op-
timisée dans le langage C++. Pour certains modèles, la librairie INLA propose une
alternative d’estimation rapide par approximation de Laplace. Ces dernières années,
certains auteurs ont exploré la parallélisation des algorithmes MCMC sur carte gra-
phique (GPU). Terenin et al. [2019] proposent ainsi un modèle probit avec un prior
horseshoe sur les effets fixes, inféré grâce à un algorithme de Gibbs parallélisé sur GPU.
Leur approche permet de gagner en temps de calcul considérablement, passant d’un
ordre de temps enO(jours) à un ordre enO(minutes). Cependant, ce genre d’approches
nécessite un niveau de connaissance élevé en programmation sur GPU et est donc
peu accessible. L’approche EM [Dempster et al., 1977] présente également une alterna-
tive intéressante aux algorithmes MCMC pour l’inférence de modèles hiérarchiques.
Ročková and George [2014], Rockova and McAlinn [2021] démontrent que cette classe
d’algorithme permet d’inférer des modèles complexes tout en présentant des temps
de calcul raisonnables. Cependant, leur mise en œuvre reste délicate. Finalement, une
solution serait de contribuer au développement de la librairie INLA pour étendre la
gamme de modèles et de priors.
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Résumé : En agronomie et plus spécifiquement en amélioration génétique, le génotypage haut débit
a été largement mis à profit, depuis maintenant plus de 20 ans, pour accéder à une information géné-
tique toujours plus riche et abondante. Celle-ci a permis d’identifier les positions le long du génome
impliquées dans la variabilité de caractères d’intérêt. Plus récemment, les méthodes de phénotypage
haut débit ont fait leur apparition. Elles donnent accès au suivi de l’évolution de plusieurs caractères
phénotypiques au cours du temps. Ces données, longitudinales, permettent d’étudier finement la dyna-
mique évolutive de ces caractères tout en identifiant les facteurs environnementaux qui influencent leur
variabilité selon les stades de développement.
Cependant, l’analyse de telles données soulève plusieurs défis statistiques. Cette thèse propose des dé-
veloppements méthodologiques afin de prendre en compte les dépendances entre observations et entre
variables, de sélectionner les variables génétiques ou environnementales pertinentes, ou encore d’esti-
mer des effets qui évoluent au cours du temps. Le cadre bayésien est un formalisme statistique élégant
pour répondre à ces différentes problématiques notamment au travers de la construction de lois a priori.
Nous étudions et comparons différentes lois a priori pour simultanément inférer et sélectionner les ef-
fets fixes et/ou aléatoires quand ceux-ci peuvent être nombreux. Nous considérons différents cadres de
modélisation statistique classiquement utilisés pour l’analyse de données longitudinales. En particulier,
nous nous focaliserons sur les modèles à coefficients variants, les modèles linéaires mixtes ou encore la
régression sur signal.
Ce travail a été motivé par différentes applications pratiques portant sur l’évolution temporelle de l’ar-
chitecture génétique, la détection de QTL ou l’impact des variations climatiques sur la variabilité phé-
notypique. Trois jeux de données, issus de contextes agronomiques variés, sont utilisés pour illustrer ces
nouvelles approches.

Mots clés : Données corrélées, Données longitudinales, Modèle linéaire mixte, Modèle à coefficients
variants, Sélection de variables à effets fixes et aléatoires.

Abstract: In agronomy, and more specifically in genetic breeding, high throughput genotyping has
been widely used for more than 20 years to access increasingly rich and abundant genetic information.
This has allowed the identification of positions along the genome involved in the variability of traits of
interest. More recently, high throughput phenotyping methods have been developed. They give access
to the monitoring of the evolution of several phenotypic traits over time. These longitudinal data allow
a fine study of the dynamics of these traits, while identifying the environmental factors that influence
their variability according to developmental stages.
However, the analysis of such data raises several statistical challenges. This thesis proposes methodolo-
gical developments in order to take into account the dependencies between observations and between
variables, to select relevant genetic or environmental variables, or to estimate effects that evolve over
time. The Bayesian framework is an elegant statistical formalism to address these different issues, espe-
cially through the construction of priors. We study and compare different priors to simultaneously infer
and select fixed and/or random effects when they can be numerous. We consider different statistical
modeling frameworks classically used for longitudinal data analysis. In particular, we focus on linear
mixed models, varying coefficient models or signal regression.
This work was motivated by various practical applications concerning the QTL detection, the temporal
evolution of genetic architecture or the impact of climatic variations on phenotypic variability. Three
datasets, from various agronomical contexts, are used to illustrate these new approaches.

Keywords: Correlated data, Longitudinal data, Linear mixed model, Varying coefficients model,
Fixed and random variables selection.
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