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Introduction générale

Introduction générale

Divers contaminants générés par les activités humaines et déposés a la surface du sol finissent
par s’infiltrer jusqu’a la nappe phréatique. En général, les premiers horizons de sol
conditionnent 1’essentiel de la migration de ces contaminants vers les eaux souterraines. De ce
fait, I’étude des transferts d’eau et de contaminants en milieu poreux non saturé requiert une
importance majeure afin de préserver la qualité des eaux et des sols. Dans cet objectif, la
modé¢lisation apparait comme un outil intéressant permettant de comprendre et de reproduire
les processus de transfert dans le sol. Ces processus sont décrits par des équations aux dérivées
partielles non linéaires incluant un certain nombre de parameétres qui dépendent de la nature du

sol et de celle du fluide qui le traverse.

\

Cependant, la modélisation fournit souvent des résultats entachés d’incertitudes a cause
notamment des erreurs de mesures et du manque de données. Dans ces conditions, il est
important de comprendre et d’évaluer la contribution de chaque parameétre (ou condition aux
limites) a I’incertitude du modele, c’est I’objet de ’analyse de sensibilité. Ainsi, en appelant la

sortie du modele ¥ = f(X) avec X les conditions aux limites et/ou les paramétres du modéle,

la question que nous nous posons est : comment chaque élément de X contribue a I’incertitude

sur Y?

Par ailleurs, ’utilisation des modéles sur des cas réels est souvent confrontée a une difficulté
majeure qui consiste a attribuer des valeurs aux parameétres que contient le modele. En effet,
certains de ces parametres ne sont pas directement mesurables et sont estimés par approche
inverse. Les problémes inverses sont généralement difficiles a résoudre a cause de la non-
identifiabilité des parametres. C’est par exemple le cas lorsque la sortie du modeéle est insensible
aux parametres ce qui implique la non unicité de la solution. C’est également le cas lors d’un
manque d’informations dans les mesures pour assurer une bonne estimation de ces parametres.
Généralement, le probleme inverse est résolu en cherchant les parameétres qui minimisent une
fonction objective mesurant 1’écart entre les observations et les valeurs calculées par le mode¢le.
La minimisation permet de trouver une valeur unique pour chaque parameétre, sans tenir compte
des différentes sources d’incertitude affectant le probléme inverse. Ces sources d’incertitude
sont souvent responsables de la non existence de solutions correspondant aux données

observées (existence), ou la présence d’une multiplicité de solutions vérifiant ces données
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(unicité). De plus, les petites erreurs de mesure peuvent conduire a d'énormes changements dans
le modele estimé (stabilité). Tout cela rend le probléme inverse mal-posé. Pour pallier ce
probléme, 'approche bayésienne offre une base rigoureuse pour l'estimation des parameétres a
partir de données bruitées et pour les modeles incertains, en intégrant les informations diverses

disponibles a priori.

L’objectif principal de cette these est ’utilisation des méthodes d’analyse de sensibilité globale
et d’estimation bayésienne des parameétres pour les transferts en milieux poreux non saturés.
Trois applications correspondant a des expériences de drainage et d’infiltration a I’échelle du
laboratoire sont considérées. Différentes variables (sorties) seront analysées parmi lesquelles le
potentiel spontané (PS) induit par 1I’écoulement d’eau dans la zone non saturée, le flux cumulé

et la concentration d’un contaminant non réactif a la sortie de la colonne.
Ce manuscrit est composé de cinq chapitre :

Dans le premier chapitre, nous rappelons d’une maniére succincte, les modeles mathématiques
qui régissent le transfert d’eau et de contaminants dans les milieux poreux non saturés ainsi que
le modele électrocinétique qui décrit le potentiel spontané a 1’intérieur du milieu poreux. Deux
modeles sont utilisés pour le transport de masse. Le premier fait I’hypothése d’un simple milieu
(une seule phase mobile), alors que le deuxieme fait I’hypothése d’un double milieux (deux
phases : 1’'une mobile et ’autre immobile). Dans ce chapitre, nous rappelons également le
couplage entre les différents modéles mathématiques a savoir le couplage hydrogéophysique et

le couplage écoulement-transport en milieu poreux non satur¢.

Dans le deuxiéme chapitre, nous rappelons les théories de base de I’analyse d’incertitude et de
I’analyse de sensibilité globale (GSA) basée sur les indices de Sobol. Plusieurs techniques
peuvent étre utilisées pour le calcul de ces indices parmi lesquelles le développement en chaos
polynomial qui sera détaillé dans ce chapitre. Dans un second temps, quelques approches
d’estimation de parametres et d’incertitude a posteriori seront présentées. Deux types
d’approches seront étudiés ; la premiére utilise 1’algorithme de Levenberg-Marquardt pour
I’estimation des parametres et une approximation de premier ordre (FOA) pour I’incertitude a
posteriori. La deuxiéme est une approche bayésienne utilisant un échantillonneur basé sur les
chaines de Markov (Markov Chain Monte Carlo, MCMC). Cette dernieére offre une base

rigoureuse pour I’estimation des parameétres a partir de données bruitées et pour les modeles

incertains, en intégrant toutes les informations disponibles a priori.
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Dans le troisieme chapitre, on présente la premiere application de la thése qui est consacrée au
couplage hydrogéophysique en milieu poreux non saturé. Le cas test étudi€, correspond a une
expérience de percolation drainage pendant laquelle le PS est mesuré a différentes altitudes. .
Ce signal PS est sensible aux propriétés hydrauliques et électriques du sol. L’analyse de
sensibilité globale du signal PS est basée sur les polyndmes de chaos (PC) comme métamodele.
L’estimation des paramétres a partir des mesures PS est effectuée a I’aide de 1’échantillonneur
MCMC. Les résultats sont ensuite comparés a ceux obtenus avec I’approche FOA. Cette étude
a fait I’objet d’un article publié¢ dans le journal Hydrology and Earth System Sciences (Y ounes
etal.,2018).

Le quatriéme chapitre est dédi¢ a 1’identification des propriétés hydrauliques caractérisant
I’écoulement non saturé dans un sol non remanié. L’étude comporte deux volets : un volet
expérimental et un volet analyse de sensibilité et estimation de parametres. Deux colonnes de
sol non remanié ont été extraites dans la région de Bekalta située dans le centre Est de la Tunisie.
Pour la premiére, on a effectué une expérience de percolation-drainage et pour la seconde une
expérience d’infiltration avec un débit d'eau constant a la surface du sol. Les parametres
hydrauliques du sol ont été étudiés a 1'aide d’'une modélisation inverse utilisant les mesures de
la pression a I’intérieur de la colonne ainsi que le débit cumulé a la sortie. Dans ce chapitre, les
GSA et les MCMC sont utilisés pour comparer et ensuite comprendre la différence entre les
résultats des deux expériences en terme d’incertitude associée aux parametres hydrauliques du
sol. Ce travail est présenté sous la forme d’un article publié dans Journal of Hydrology (Y ounes

etal., 2018).

Dans le cinquiéme et dernier chapitre de cette thése, une expérience de transfert d’eau et de
contaminant a été réalisée au laboratoire en injectant une solution de bromure a la surface d’un
sol non remanié. Durant I’infiltration, la pression a été mesurée a différentes altitudes, de méme
que la concentration a la sortie de la colonne. Ces observations sont ensuite utilisées pour une
estimation simultanée de tous les parametres hydrauliques et de transport. Deux modéles de
transport sont étudiés pour la modélisation de la propagation du bromure : le modele linéaire
d'advection-dispersion et le modele mobile-immobile. Ce dernier fait intervenir deux phases
(I'une mobile et 1’autre immobile) avec un terme d’échange entre les deux (non-équilibre).
L’inversion est effectuée dans un cadre bayésien a 1’aide de I’échantillonneur MCMC. Les
résultats de I’estimation des paramétres sont analysés et comparés en utilisant les deux modéeles
de transport. Cette étude a fait 1’objet d’une publication dans Water Journal (Younes et al.,

2019).
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Introduction

Ce premier chapitre a comme but de présenter, d'une manicre succincte, les principales notions
physiques liées aux équations aux dérivées partielles qui décrivent le transfert d’eau et de soluté
dans un milieu poreux non saturé ainsi que le modele couplé « hydrogéophysique ». Dans la
premiére partie de ce chapitre, nous définissons 1’aspect et les variables qui caractérisent les
milieux poreux non saturés ainsi que 1’équation de Richards qui décrit I’écoulement d’eau dans
ces milieux. Dans la deuxiéme partie, nous définissons le potentiel spontané et ces origines ainsi
que les équations couplées de 1’électrocinétique, basées sur la théorie de double couche
¢lectrique. La dernicre partie de ce chapitre sera consacrée au transport de soluté¢ dans les
milieux poreux non saturés dans I’hypothése d’un simple milieu (une seule phase mobile) ainsi

que dans I’hypothése d’un double milieu (deux phases : I’une mobile et I’autre immobile).

1.1 Ecoulement d'eau dans un milieu poreux non saturé

1.1.1 Caractéristiques d’un milieu poreux non saturé

Généralement, un milieu poreux est défini par un milieu solide qui contient des espaces vides
occupés par des fluides (liquide et/ou gaz). Ces espaces peuvent étre séparés ou interconnectés
et sont appelés les pores. Le sol est donc considéré comme un milieu poreux formé par des

particules solides entre lesquels I’eau ou 1’air peuvent circuler.

1.1.1.1 Texture granulométrique

La distribution des sols en différentes classes dépend des tailles des particules solides qui les
constituent. Cette classification est obtenue par ’analyse granulométrique qui consiste a
déterminer le pourcentage des particules dont les diameétres sont inférieurs ou égaux a une
valeur fixée. Il existe trois grandes classes de sol (argile, limon, sable) et leurs intersections

donnent plusieurs sous classes (Figure 1.1).
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Figure 1.1: Classification des sols suivant les diametres des particules
appelé « Triangle des textures »

1.1.1.2 Porosité

La porosité d’un sol est une caractéristique importante. Cette grandeur physique qui représente
la densité des pores, conditionne I’écoulement et la rétention de I’eau dans le sol. Elle est définie

par le rapport entre le volume de vides V, et le volume total 7, occupé par un échantillon de

sol :

P=— (1.1)

Elle est lice a la taille des constituants (texture), leurs arrangements et leurs orientations

(structure).

1.1.1.3 Teneur en eau

Un milieu poreux est dit saturé, lorsque la totalité du volume de ses pores est occupée par un
liquide (I’eau). Dans le cas de présence de phase gazeuse, le milieu est considéré non-saturg.
D’ou la nécessité de faire intervenir un autre parametre physique “ la teneur en eau‘ qui désigne

la quantité d’eau liquide contenue dans un échantillon.



Chapitrel. Modéles mathématiques

La teneur en eau volumique & [ r .L’3] est définie par le rapport entre le volume d’eau 7V

[L3] et le volume total ¥, [L3:| de I’échantillon :

-
6=-x
7 (1.2)

Cette derniére peut étre exprimée en pourcentage en la divisant par la porosité et elle est appelée

saturation en eau S, =6/¢. Pour un milieu saturé, V, =V, , 0=6,=¢ et S, =1 ou 100 %,

avec 6. la teneur en eau a saturation [L3 .L‘3] .

1.1.1.4 L’énergie potentielle de I'eau dans le sol

L'état énergétique de l'eau dans le sol se décompose en énergie potentielle et en énergie
cinétique (due a la vitesse de déplacement du liquide dans le sol). Cette dernicre est
généralement tres faible. L’énergie potentielle, ou "potentiel", est donc suffisante a représenter
I'état énergétique de l'eau dans le sol. Plusieurs facteurs sont a 1’origine de cette énergie
potentielle, certains sont négligeables telle que la variation des concentrations en sels dissous

qui donne le potentiel osmotique v/, , la déformabilité et la compressibilité du sol qui fournit le
potentiel d’enveloppe y, (Campbell, 1985). En un point donné, I’eau du sol présente un

potentiel total ,, qui est la somme des deux principaux potentiels v, et y,,

l//t =(//g—i_!r//m (1'3)

: le potentiel gravitaire associé aux forces liées a 1’accélération de la pesanteur dont la
g b

valeur dépend de la différence de cote z [L] entre un point donné et le niveau référence.
v,, . le potentiel matriciel ou de pression correspondant aux forces de liaison liquide/solide.

Physiquement, ce potentiel total est exprimé en énergie par unité de masse [LZ T _2} , néanmoins

souvent en hydraulique, en hydrologie, ou en hydrogéologie, il est défini comme une énergie

par unité de poids [L] et il est appel¢ la charge hydraulique ou charge totale H, =H =h, +h,
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h, est Ialtitude de I’eau [ L], si I'axe (Oz) est orienté vers le bas r, =—z.

h,=h=P/pg [L] est définie comme la hauteur de la colonne d’eau nécessaire pour

provoquer la pression effective de 1’eau dans le sol par rapport a la pression atmosphérique

P=P-P [M LT ’ﬂ (Bernoulli, 1738). Sachant que, p est la masse volumique de 1’eau
[M .L’3], g est I’accélération de pesanteur [L.T ’2], P et P sontrespectivement la pression

de I’eau du sol et la pression atmosphérique [M LT ] En résumant, la charge hydraulique

sera définie alors sous cette formule :
H=h—-z (1.4)

La présence de 1’air dans un milieu poreux non saturé provoque des forces d’adsorption et de

capillarité exercées par la matrice solide sur I’eau afin de la retenir. Ces forces qui s’opposent

a I’écoulement de I’eau donnent un potentiel de pression ¥/, négatif (/<0 ) car dans ce cas la

pression de I’eau du sol est inférieure a la pression atmosphérique (P, < P)).

1.1.2 Hydrodynamique des milieux poreux

1.1.2.1 Loide Darcy et Perméabilité

L’expérience de Darcy (1856) consiste a faire circuler de 1I’eau dans une colonne de sable de

section S [LZJ et de longueur L [L].Lamesure du débit Q [L3 .T"l] et la différence de charge

hydraulique entre le bas et le haut de la colonne AH donnent la fameuse relation suivante :

=K

s

Lo

AH

—= 1.5
74 (1.5)

Ou ¢ [L.T’l] est le flux surfacique appelé également vitesse de Darcy (filtration). La loi de

Darcy fait apparaitre une constante K [L.T_l] appelée conductivité hydraulique a saturation.

Elle caractérise la capacité de circulation de I’eau saturante dans le sable. Cette grandeur est

liée a la perméabilité intrinseéque k [Lz] du milieu poreux par la viscosité dynamique
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[M .L.T*I} du fluide et sa masse volumique p [M .L*3] a travers K = pgk/u, ou g est

I’accélération de la pesanteur [L.T_ZJ .

Dans le cas d’un sol non saturé, la loi de Darcyest généralisée en utilisant une conductivité
hydraulique K(0)=K_ .k.(0) qui est fonction de la teneur en eau du sol, ou £ (8) est la
perméabilité relative du sol. Pour un milieu poreux homogene et isotrope, la vitesse de filtration

d’un fluide incompressible en régime laminaire s’exprime en fonction du gradient de pression

et de la gravité sous la forme générale (Buckingham, 1907) :
- —( P
qz—K(G)V[——z] (1.6)
Prg

Ou P = pgh est la pression d’eau dans le sol [M .L_'.T_z} , h est la pression effective de I’eau
qui dépend de la teneur en eau [L], zest la profondeur orientée vers le bas [L]. La charge

hydraulique H [L] est définie par H = p/pg-z=h-z.

1.1.2.2 L’équation de continuité

Le principe de conservation de la masse d’un fluide en mouvement est exprimé par 1’équation
de continuité. Au niveau d’un volume élémentaire, la somme de la variation de la masse du
fluide durant un intervalle de temps élémentaire et des flux massiques traversant la surface de

ce volume est égale a la quantité de fluide prélevée ou injectée (terme puits/source massique)

S, [M.L?.T].

—

M+V.(pq):Sm (1.7)

ot

1.1.2.3 L’équation de Richards

Pour un fluide incompressible, de masse volumique et de viscosité dynamique constantes, la
combinaison de I’équation de continuité et de I’équation de Darcy généralisée donne I’équation

de Richards (Richards 1931) :
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00 -
E—V.[K(Q)V(h(e)—Z)} =, (1.8)

Ou K(0)=kk.(0) pg/u estlaconductivité hydraulique et S, =S, /o est le terme puits/source
[T].

Cette équation est basée sur la variable . Elle peut étre écrite avec 4 variable principale sous

la forme (Hillel 1980) :
oh -
c. (h)E—V.[K(h)V(h - z)] =S (1.9)

Avec ¢, (h)=06/0h est la capacité capillaire spécifique [L‘l} .
Elle peut également étre écrite sous sa forme mixe en fonction de & etde 4:

00 -
E—V.[K(h)v(h—z)}sv (1.10)

Plusieurs études (Milly 1985; Celia et al. 1990; Li 1993) ont montré que les solutions
numériques obtenues avec la forme mixte de 1’équation de Richards sont plus précises que

celles obtenues avec la forme en 4 ou la forme en 6.

1.1.2.4 Les relations constitutives

Pour résoudre I’équation de Richards, il est essentiel de connaitre la courbe de rétention d’eau
6(h) quirelie lapression /4 alateneur en eau du sol @, ainsi que I’expression de la conductivité
hydraulique K en fonction de la teneur en eau 6 ou la pression /. Ces relations qui dépendent
de plusieurs parametres sont des expressions empiriques. Les modeles les plus célébres sont
ceux de Gardner (1958), Brooks et Corey (1964), Brutsaert (1966), Mualem (1976) et van
Genuchten (1980).

10
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Brooks et Corey proposent une relation de rétention d’eau &(4) qui dépend de la teneur en eau

résiduelle 6 , la teneur en eau a saturation 6, , un parametre o [El] qui représente 1’inverse

de la pression d’entrée d’air ainsi que le paramétre A [—] qui caractérise la distribution de la

taille des pores. Cette relation est écrite sous la forme :

-0 2 pour
S = L= h
=2 {al)
1 pour

e Mod¢le Mualem (1976)

+2+2

K(Se):Ks'SeL 4

alh <1
(1.11)
a|h|21

(1.12)

Ce mode¢le utilise les paramétres du modele précédent en ajoutant un nouveau parametre L [—]

qui tient compte de la tortuosité du milieu.

Le couple de modéle Brooks et Corey — Mualem est souvent utilis¢ dans les mode¢les de

simulation des €coulements dans les milieux non saturés, ainsi que pour I’estimation des

parameétres de ces modeles (Riviere, 1977 ; Rawls et al, 1982).

e Modéle de van Genuchten (1980)

0—0 ! pour h<0
S == (1 (alnl) (1.13)
s 1 pour h=>0

Avec n et m [-] deux paramétres du modéle, reliés par I’expression : m =1—1/n. Ce modéle

vise a trouver une relation entre la teneur en eau et la pression d’eau pour tous les types de sols

(Figurel.2).

11
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Figure 1.2 : Teneur en eau en fonction de la pression d’eau calculée
par modele van Genuchten — Mualem pour trois classes de sols

Le deuxieme couple de modeles souvent utilisé¢, combine le modéle de rétention de van

Genuchten et la relation de Mualem K(6) modifiée (Figure 1.3):

2

K SeL[l—(l—Sel/’")m} pour h<0

K(S,)=4" (1.14)
K, pour h=0
—— Sable

15 ----Limon

Conductivité hydraulique (cm.mn™")

T T T T T T T 1
0 500 1000 1500 2000
Pression d'eau |h| (cm)

Figure 1.3: Conductivité hydraulique en fonction de la pression d’eau
calculée par modeéle van Genuchten-Mualem pour trois classes de sols

12
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Carsel et Parrish (1988) ont reli¢ les parametres hydrauliques du modele van Genuchten —
Mualem a la courbe granulométrique des sols. Les valeurs des paramétres du modele van

Genuchten — Mualem pour différents sols sont résumées dans le Tableau 1.1.

Tableau 1.1 : Valeurs moyenne des parametres du modele van Ge-
nuchten — Mualem pour douze classes de sols (Carsel et Parrish, 1988)

Texture K [emj™] 0. 0. alem™ ] "

Sand 712.80 0.43 0.045 0.145 2.68
Loamy Sand 350.20 0.41 0.057 0.124 2.28
Sandy Loam 106.10 0.41 0.065 0.075 1.89
Loam 24.96 0.43 0.078 0.036 1.56
Silt 6.00 0.46 0.034 0.016 1.37
Silt loam 10.80 0.45 0.067 0.020 1.41
Sandy clay loam 31.44 0.39 0.100 0.059 1.48
Clay loam 6.24 0.41 0.095 0.019 1.31
Silty clay loam 1.68 0.43 0.089 0.010 1.23
Sandy clay 2.88 0.38 0.100 0.027 1.23
Silty clay 0.48 0.36 0.070 0.005 1.09
Clay 4.80 0.38 0.068 0.008 1.09

Russo (1988), Lenhard et al. (1989), Russo et al. (1991) et Morel-Seytoux et al. (1996) ont
¢tudié 1’équivalence entre les modéles de Brooks et Corey — Mualem et van Genuchten —
Mualem. Les différents mod¢les ne caractérisent pas 1’écoulement de la méme manicre. Il faut

essayer différentes relations de K(6) et @(h) pour modéliser les écoulements d’eau dans un

sol.

1.2 Potentiel spontané

Le potentiel spontané est la mesure passive de la distribution électrique dans le sol sans injection
de courant. Il existe dans la nature plusieurs mécanismes de polarisation de charges ¢électriques
qui sont associés au potentiel spontané. On distingue les phénomenes d’électro-diffusion,
électro-rédox, thermoélectrique et le phénomene d’électrocinétique ou électrofiltration qui est

la source principale du potentiel spontané qui sera considéré dans la suite de ce travail.

13
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1.2.1 Principe de I'électrofiltration

Figure 1.4: Schéma illustratif du principe de l'électrofiltration

L’¢électrofiltration est le mécanisme physique principal, qui provoque un champ électrique
mesurable sous I’effet de la circulation d’un fluide dans un capillaire ou dans un milieu poreux.
En effet, lors d’un écoulement dans un milieu poreux engendré par un gradient de pression AP
les particules chargées transportées par I’eau génerent un courant de convection et afin d’assurer

I’¢lectroneutralité, un courant de conduction sera cré¢ (Figure 1.4).

Ce courant de conduction est li¢ par la loi d’Ohm a une différence de potentiel électrique AV

qui est proportionnelle au gradient de pression AP:

AV = C.AP (1.15)

Ou, C est le coefficient d’électrofiltration exprimé en V.Pa ™.

Ce coefficient est li¢ aux caractéristiques physico-chimiques de I’¢lectrolyte (I’eau) et du milieu
poreux ainsi que les interactions entre eux, ce qui nous conduit a revenir sur 1’origine
microscopique de 1’électrofiltration et a la théorie de double couche électrique (Electrical

Double Layer, EDL).

14



Chapitrel. Modéles mathématiques

1.2.2 Modele de double couche électrique

La surface des grains qui forment le milieu poreux posséde généralement une charge négative
provoquée par des interactions chimiques entre les hydroxyles existants a la surface du minéral
(silanol par exemple) et 1’¢électrolyte ( SiOH < SiO™ + H* pour la silice, e.g., Revil et al.,
1999). Cette surface chargée, génére un champ électrostatique qui influence les ions transportés
par les molécules d’eau selon leurs signes de charges : les cations sont attirés au voisinage de
la surface des grains alors que les anions sont repoussés. Donc, il existe deux couches entre la

surface des minéraux et le centre de 1’espace porale.

Le premier modele proposé par Helmholtz en 1879, simule le milieu poral comme deux
couches : la premiére est chargée négativement et la deuxiéme positivement. Gouy (1910) et
Chapman (1913) ont amélioré ce modele en ajoutant une couche intermédiaire, entre la surface
du minéral et I’¢lectrolyte, dite couche de diffuse, dans laquelle la concentration des especes
chargées diminue en s’¢loignant des grains suivant une distribution de Poisson-Boltzman. En
1924, Stern propose un modele qui prend en compte les dimensions réelles des particules. En
effet, Il décrit une couche compacte appelée couche de Stern et une couche diffuse séparées par
un plan de cisaillement qui présente la limite entre les particules fixes et les particules mobiles
lors d’un écoulement. La couche de Stern se divise elle-méme en deux sous-couches : une sous-
couche interne de Helmholtz (Inner Helmholtz Plane, IHP) ou les ions sont accolés
chimiquement a la surface du minéral, et une externe de Helmholtz (Outer Helmholtz Plane,
OHP) dans laquelle les ions sont a 1’équilibre électrostatique avec les charges adsorbées

(physisorption).

Cette distribution de charge fournit un potentiel électrique variable linéairement avec deux
pentes dans la couche de Stern, et il décroit en exponentielle dans la couche diffuse jusqu’a la
zone de ’¢lectrolyte libre, ou le potentiel électrique est nul grace a I’¢électroneutralité local (voir

la courbe sur la Figure 1.5).

15
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Figure 1.5: Schéma de la double couche électrique (Lorne et al. 1999)

L’expression du potentiel électrique dans la couche diffuse proposée par Debye et Hiickel en
1923 suit la distribution de Poisson-Boltzmann :

L N, ez
Vip=- 40 ex (—’ j
@ 12_1: v, P (1.16)

Ou ¢ est le potentiel électrique dans la couche diffuse, L est le nombre d’especes présentes,
e est la charge élémentaire (e =1.6x107""C), z, est la valence des ions de I’espéce / présents,
N, est le nombre d’ions de I’espece / présents par unit¢ de volume, g, et &, sont
respectivement les permittivités électriques du vide et du fluide (&, =8.85x107" F.m et

g, =80F.m™), k est la constante de Boltzmann (k =1.28x10J.K™") et T la température

exprimée en K .

La solution de cette équation est définie par la relation suivante (Pride, 1994) :

D

(p(;c):é“eXp(—ij (1.17)

Ou y est la distance normale a la surface des grains, ¢ est le potentiel zéta, qui correspond au

potentiel électrique de la surface de cisaillement entre la couche de Stern et la couche diffuse
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et y, présente I’épaisseur de la couche diffuse qui correspond a I’influence ¢électrique de la

surface de grain, qui est égale a la longueur de Debye, exprimée par :

(1.18)

Cette longueur qui est de I’ordre de 10 a 300 A (Revil et Glover, 1997) dépend de la
concentration de 1’¢lectrolyte en ions. Plus cette concentration est faible, plus 1’épaisseur de la
couche diffuse est grande, et par conséquent le potentiel mesuré important. Par exemple, la
conductivit¢ de I’eau douce est plus faible que la conductivité de I’eau de mer dont la
concentration en ions est plus élevée. De ce fait, la longueur de Debye pour 1’eau douce est plus

importante que pour I’eau de mer.

Plusieurs facteurs peuvent agir sur le potentiel spontané. La vitesse d’écoulement d’électrolyte
et le degré de saturation du milieu poreux sont les plus importants parameétres qui caractérisent
ce potentiel.

1.2.3 Couplage électrocinétique

Dans le cas d’un milieu poreux non saturé, isotrope et homogene dont I’écoulement est
laminaire, les flux associés au phénomene physique sont linéairement reliés aux forces

appliquées selon la formulation des processus thermodynamiques irréversibles de Onsager

(1931). La densité de courant électrique J [1 .L‘ZJ et le flux hydraulique ¢ [L T ‘1] s’écrivent:
J=-L Vo—L,VP (1.19)
qg=—L,Vo—L,VP (1.20)

Ou ¢ est le potentiel électrique (V) [M LPT1 ‘1:|, P = pgH estlapression hydrostatique
[M .L*I.TQ] qui décrit I’état énergétique de ’eau dans le milieu avec p est la masse

volumique de fluide [M .L’3] , g est I’accélération de pesanteur [L.T’ZJ et H est la charge

hydraulique [L]. Les coefficients propres L. sont obtenus a partir des lois physiques telles que

la loi d’Ohm et la loi de Darcy et les L, sont les paramétres phénoménologiques ou les

17
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coefficients de couplage. Ceci donne L, =—o, ou o est la conductivité électrique du milieu
(Sm™) [M TLOTC 2] et L,=k/u avec k [sz la perméabilité intrinséque du milieu
poreux et u [M .L.T”] la viscosité dynamique du fluide.

En utilisant la réciprocité d’Onsager (1931), les coefficients de couplage L, et L, sont égaux

et sont obtenus a partir de 1’expression du courant électrique généré par I’¢électrofiltration et du

flux hydrique généré par I’électro-osmose avec L, =L, =cC ou C est le coefficient

d’¢électrofiltration [L3 7' ‘1} .

En générale, le champ électrique a un effet négligeable sur la vitesse de Darcy. Le premier
terme de I’¢électro-osmose peut donc étre €liminé et on obtient les deux relations de couplage

¢lectrocinétique sous la forme :

J=-oVp—cCpgVH (1.21)

End k Ed
q= —;ngH (1.22)

Le milieu poreux est supposé conservatif, en 1’absence de source externe de courant, I’équation

de conservation de la charge s’écrit :

V.J=0 (1.23)

Si le milieu poreux est saturé, homogene et isotrope, le coefficient d’¢lectrofiltration C et la
conductivité électrique o sont constants, 1’équation 1.21 se réduit a 1’équation de Poisson

suivante :

Vip=Cp,gV’H (1.24)

18
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En réalité, le coefficient d’¢lectrofiltration C dépend de la conductivité électrique du milieu o
qui est variable dans le cas des milieux poreux non saturés. L’équation de couplage

électrocinétique s’écrit sous la forme :

V.(a‘?{p) = V.(O'prg§H) (1.25)

1.2.4 Coefficient d’infiltration

Pour un écoulement stationnaire d’un ¢électrolyte monovalent dans un capillaire cylindrique
saturé en eau dont le rayon est grand devant la longueur de Debye, le Coefficient

d’¢électrofiltration est exprimé suivant la formule de Helmholtz-Smoluchowski (1903) :

&€,
CHS: 0 ré’

(1.26)
noy

Avec g, et &, la permittivité électrique du vide et la permittivité électrique relative de fluide,
o, est la conductivité ¢lectrique du fluide (S m™"), u est sa viscosité dynamique et ¢ est le

potentiel zéta (V) définie comme le potentiel sur le plan de cisaillement de double couche
¢lectrique (Revil et al., 1999a). Cette expression est utilisée pour les milieux poreux saturés.
Dans notre cas d’étude il faut rajouter 1’effet de la variation de la teneur en eau. Le coefficient
d’¢lectrofiltration est reli¢ a la teneur en eau a travers la conductivité électrique du milieu
poreux o . Cette derniére est donnée par la loi d’Archie pour I’écoulement d’eau dans les sols

non saturés en fonction du degré de saturation S, (Archi, 1942) :
c=—=S§0, (1.27)
Ou F'=0" est le facteur de formation électrique, m est I’exposant de cimentation du sol, n,

est ’exposant de saturation d’Archie et o, est la conductivité €lectrique de ’eau. Cette

expression est valable en supposant négligeable la conductivité €lectrique de la surface des

grains.
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Plusieurs modeéles alternatifs ont été présentés pour la relation C(8) telle que Revil et al. (1999

b) qui proposent la définition suivante :

C — CS(II

s {Hz( F _1]5} (1.28)
Sena S(:‘

Ou C, , =C,q, le coefficient d’électrofiltration a la saturation définie par 1’équation de

Helmholtz-Smoluchowski, &£ est le rapport entre la conductivité électrique de surface et la

conductivité électrique du fluide et S, est la saturation effective définie par la relation suivante :

¢ _0-6,_S,-S.) 129
T 0.-0 1-S/ (1.29)

avec 6, 6. et 6 les teneurs en eau instantanée, résiduelle et a saturation aussi S, =6/60, et

S, =6,/6, sont les degrés de saturation en eau instantanée et résiduelle. Ce modele est utilisé

par Darnet et al. (2003) et Sailhac ef al. (2004) pour prédire le coefficient de filtration.

En supposant que la conductivité électrique de la surface est négligeable pour les matériaux

poreux dominés par de la silice (c'est-a-dire que & proche de zéro), I’équation (1.28) devient

(Darnet et Marquis, 2004) :

C=— (1.30)

La premicre expérience qui mesure la teneur en eau et les différences de potentiel spontané a
été effectuée par Guichet et al. (2003). Ces auteurs ont proposé un coefficient de couplage

dépendant linéairement de S, :

c=C_S (1.31)
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Par analogie a la relation constructive de la conductivité hydraulique dans les sols non saturés

K (0), des modeles du coefficient d’électrofiltration en fonction de la perméabilité relative &,

ont été proposés tels que le modele proposé par Perrier and Morat (2000) :

o (1.32)

Ou o, est la conductivité¢ électrique relative du milieu poreux définie par o, =S§,", la
perméabilité relative k. est définie par la relation constructive de Van Gunechten-Mualem

(équation 1.14).

Cette expression du coefficient d’¢électrofiltration a été modifiée par Linde et Revil (2007) ainsi

que Revil et al. (2007).

k, _ C.k
C=C, o=k (1.33)

sat - n,+1
S.o. S

Ce modele a été validé en comparaison avec des mesures expérimentales (Revil et Cerepi, 2004)

comme présenté dans la Figure 1.6.

0
10 T T T T T
Sample E3

Relative SP coupling coefficient (dimensionless)
3
T

— This model
| ) o (2+30)/ A
Cym | =2
107 s, 1=5s, -
n=27 s, =036
A= 0.87 C.
-4 1 1 | 1 1

0.3 04 05 06 07 08 09 1
Saturation of the pore water (dimensionless)

Figure 1.6: Comparaison du modele de coefficient d'électrofiltration
(1.33) avec des données mesurées sur des échantillons de calcaire
(Revil et Cerepi, 2004)
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1.2.5 Couplage hydrogéophysique

Les expressions du coefficient d’infiltration C (1.33) et de la conductivité électrique du milieu
poreux o (1.27) sont substituées dans 1’équation du couplage électrocinétique (1.25). Le
gradient de la pression dans cette équation est obtenu a partir de la vitesse de Darcy. Cette
derniére est calculée apreés la résolution de 1’équation de Richards a chaque instant t de la

discrétisation temporelle pour obtenir la relation suivante :

Csatkr(h) pwg _)J (134)

V.(i S " aﬁgoj v Ly g, Gukl
F F S, —K(h)
Sachant que le facteur de formation électrique F et la conductivité électrique de I’eau o, sont

supposés des constantes alors on peut les simplifier. En outre, on rappelle I’expression du degré

de saturation S, =6/6, et de la conductivité hydraulique K(h)=K_ k. (h), c’est-a-dire que

I’équation (1.34) peut étre formulé sous la forme de I’équation du couplage électrocinétique

représentée dans la figure 1.7.

Modg¢le hydraulique Mode¢le géophysique

* Vitesse de

. Equation de Richards Darcy ¢ Equation du couplage électrocinétique

00 - - B} [ﬁ Ve | ofCulrg
E-v.[zqh)v(h—z)}_sv oe kv |V (ej Vo —V.( oK q]

N

Figure 1.7: Schéma illustratif du couplage hydrogéophysique en mi-
lieux poreux non-saturé

1.3 Transport de soluté en milieux poreux non saturés

Naturellement, I’eau en mouvement dans les réseaux poreux du sol contient un grand nombre
d’especes chimiques produites par les processus géochimiques, biologiques et par les activités
anthropiques. Ces ¢éléments dissouts dans 1’eau sont transportés de la surface du sol vers la
nappe a travers la zone non saturée. Dans ce travail, nous nous intéressons au transport des
especes n’interagissant pas entre eux ou avec les minéraux des grains solides, appelées traceurs
de I’écoulement. Les mécanismes régissant le transfert d’un traceur en milieu poreux, sont

I’advection, la diffusion moléculaire et la dispersion cinématique.
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1.3.1 L’advection

La migration des solutés lors de 1’écoulement de I’eau dans les sols est appelée advection ou
convection. Elle présente l’entrainement des especes dissoutes sous la seule action du
mouvement du fluide. Le déplacement moyen du soluté est alors directement proportionnel a

la vitesse moyenne d’écoulement de 1’eau, régie par la loi de Darcy. Le flux convectif du soluté

s’exprime par le produit de la concentration C [M .L‘3] et de la vitesse de Darcy ¢ [L.T ’1] .

Pour un fluide incompressible, 1’équation de transport par convection est donnée par :

2(6C)
ot

+v.(§c) ) (1.35)

Ou @ est la teneur en eau du milieu poreux [—] et OC représente la concentration en soluté de

la phase liquide.

1.3.2 Diffusion moléculaire

La diffusion moléculaire est un processus indépendant de 1’écoulement de 1’eau dans le milieu
poreux. Elle est liée a la présence de gradient de concentration dans 1’eau. Ce mécanisme
produit un transfert de masse des zones a forte concentration vers les zones moins concentrées
en soluté¢ afin d’homogénéiser la composition du fluide. Ce transfert généré par 1’agitation

brownienne est mod¢lisé par la loi de Fick (1855) :

2(6C)
ot

—v.(&ﬁc)ﬁ (1.36)

Ou, D, [Lz T ] est le tenseur diagonal de diffusion moléculaire qui dépend du milieu poreux,

du soluté et de la température.

1.3.3 Dispersion cinématique

A D’échelle microscopique, le champ de vitesse de I’écoulement dans un milieu poreux est
hétérogene, ce qui engendre un phénoméne complexe appelé dispersion cinématique. Trois

processus sont principalement a I’origine de ce phénomene (Fried et Combarnous, 1971) :
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e En assimilant I’intérieur d’un pore a un capillaire, le profil de vitesse est parabolique a
cause du frottement engendré par la viscosité du fluide. (Figure 1.7 a)

e La variation des vitesses au sein d’'un méme pore due a la variation des dimensions des
pores. (Figure 1.7 b)

e Les lignes de courant fluctuent par rapport a la direction principale de I’écoulement,
engendrant alors des variations dans la direction des vitesses. (Figure 1.7 ¢)

o
. —— p—
; ; ; E 7 E ; ZZ/EZ//%/?/?; %///;

(@)  pirection de I'ccoulement

Figure 1.8: Les processus responsable a la dispersion cinématique
(Besnard K., 2003)

La dispersion cinématique dépend de la direction moyenne de I’écoulement ; on distingue une
dispersion longitudinale et une dispersion transversale qui a lieu dans le plan orthogonal a la

direction principale. A cause de I’anisotropie de ce phénomene, la dispersion cinématique D,

[Lz .T“] s’exprime sous une forme tensorielle, symétrique de second ordre :

D, D% D,
g = Dc,, D, Dc,., (1.37)
Dc Dcl-- Dc//

On définit D, comme le coefficient de dispersion dans la direction longitudinale et D,

comme le coefficient de dispersion dans la direction transversale a 1’écoulement. Ces
coefficients sont proportionnels au module de la vitesse de darcy par une forme similaire a la

loi de Frick (Scheidegger, 1974) :
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D, =a,|d (1.38)
D, =a|q (1.39)
q.4;
D, =(a,-a,) 5 (1.40)
q

Ou, «, et «, sont les coefficients de proportionnalités de la dispersion longitudinale et

transversale, en outre, g, et g, sont les composantes de la vitesse de darcy.

En générale, L’ordre de grandeur de la valeur du coefficient de dispersion transversale est

plus faible que celle de la dispersion longitudinale avec un rapport ¢, /¢, variant entre 6 et

20, d’apres Anderson (1979) et Koltz et al. (1980).

L’équation de transport par dispersion cinématique est donnée par la loi de Frick :

a(‘9(7)—v.(D 6’0):0 (1.41)

1.3.4 Dispersion hydrodynamique

En pratique, I’effet de la dispersion cinématique et 1’effet de la dispersion moléculaire sont
indissociables. C’est pourquoi ces deux contributions sont regroupés dans un méme tenseur

appelé tenseur de dispersion hydrodynamique.

IS

=D, +D, (1.42)

La variation de la concentration dans le temps et I’espace est exprimée par la loi de Frick :

a(oc) —V.(/ﬁc) ) (1.43)
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1.3.5 L’équation d’advection-dispersion

En tenant compte a la fois des phénomenes de convection, des phénomenes de dispersion, des

termes source Q, avec une concentration C,, le bilan de matiere du transport d’un soluté

conservatif ameéne a considérer une équation de la forme :

o(6C)
ot

+V.(qC)-v.(DVC)=0cC,

(1.44)

Ce type de modeles est généralement utilisé pour les transports des solutés dans les milieux ou
uniquement des phénomenes convectifs et dispersifs sont produits. Dans ce cas, on suppose que
la distribution des tailles des pores est monomodale et qu’il n’existe pas de phase immobile qui

¢change avec le fluide en circulation.

1.3.6 Modéle mobile-immobile

Coats et Smith (1964) puis Van Genuchten et Wierenga (1976) ont développé un modele de
transport qui permet de distinguer des régions du volume poral ou 1’écoulement est nul a cause
de la faible connectivité des pores. Par conséquent, le transport de masse s’y fait seulement par
I’échange diffusif qui dépend du gradient de concentration entre I’eau mobile et 1’eau immobile.
Ce modgele est représenté par une équation d’advection-dispersion dans le sous-domaine d’eau
mobile et uniquement par une €quation de diffusion moléculaire dans le sous-domaine d’eau
immobile. Cette représentation est exprimée par (van Genuchten and Wagenet,, 1989; Clothier

et al., 1998):

8(0,c,) (0,C.) - (- .
o | a +V'(‘1Cm>_v'(9m2VCm)—0 (1.45)
M:w(cm—cm) (1.46)

ot
=6, +06, (1.47)

avec (m) et (im) pour désigner respectivement la phase mobile et la phase immobile. L’échange
entre les deux phases est régi par une cinétique de premier ordre avec @ le coefficient de

transfert de masse entre les deux phases. La teneur en eau de la phase mobile et celle de la phase
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immobile peuvent varier dans 1’espace et dans le temps, mais nous supposons que le rapport :

teneur en eau mobile sur teneur en eau totale ( /=8, /@) reste constant. De ce fait, la fraction
0,,/0 reste également constante. Cette hypothése est moins restrictive que de supposer 6,

constant lors de la simulation du transfert de masse en milieu poreux non saturé car une telle

hypothéese peut influencer la résolution de 1’équation de Richards (Moreira et al., 2016).

1.3.7 Couplage écoulement-transport en milieux poreux non-saturé

La résolution numérique du probléme de transport, modélisé par 1’équation (1.42) dans le cas
d’un simple milieu et par le systétme d’équations (1.44)-(1.45) dans le cas d’un double milieu
nécessite la connaissance de la vitesse d’écoulement et de la teneur en eau. Ces deux variables
sont obtenues a partir de la résolution de I’équation de Richards a chaque instant t de la

discrétisation temporelle (Figure 1.8).

Résolution de 1’écoulement Résolution du transport

+ Equation d’advection-dispersion

2% v (4c)-v.(pve)-oc.

Ou

- : - ¢ Vitesse de
* Equation de Richards + Modéle mobile-immobile

0 Darcy
E_V.[K(h)v(h—z)]ﬂv —> 2(6.C.) , o G, +v.(c}c )
q=—K(h)\VH o Y m
qg=-
_V.(HmDéc’"]:O
= oz
oC.
0 —m —w(C -C.
im ﬁt a)( m ””)
9:0m+9im

Figure 1.9: Principe de couplage écoulement-transport en milieux po-
reux non-saturé
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Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les modeles mathématiques permettant de décrire les
phénomeénes physiques étudiés dans la suite des travaux de la thése. En effet, 1’écoulement
d’eau dans un milieu poreux saturé ou non saturé est modélis¢ par 1’équation de Richards
accompagnée par le modéle de van Genuchten — Mualem qui donne la conductivité hydraulique

en fonction de la pression K (h) et la relation de rétention d’eau &(4). De plus, le potentiel

spontané est représenté par 1’équation du couplage électrocinétique, enfin le phénoméne du
transport des solutés dans les milieux poreux est simulé par 1I’équation d’advection-dispersion

ou par le mode¢le mobile-immobile.

Tous ces modeles contiennent un nombre important des paramétres dont la plupart sont non
mesurables. Dans le chapitre suivant, nous allons présenter 1’analyse de sensibilité globale qui
permet I’évaluation de la contribution de chaque parametre a I’incertitude du modele, ainsi que

le probléme inverse qui permet d’estimer les valeurs des parameétres non mesurables.
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2.1 Introduction

La modélisation représente la meilleure solution pour comprendre et reproduire les processus
de transfert dans le sol. Cependant, elle fournit souvent des résultats entachés d’incertitudes a
cause des erreurs de mesures et du manque de données. Il est donc primordial d’identifier

I’origine de ces erreurs et de les quantifier avant d’estimer les parameétres du modéle.

Dans un premier temps, on décrira les théories de base de la propagation d’incertitude et
I’analyse de sensibilité globale basée sur les indices de Sobol. Plusieurs techniques peuvent étre
utilisées pour le calcul de ces indices parmi lesquelles le développement en chaos polynomial

qui sera détaillé dans ce chapitre.

Dans un second temps, quelques approches d’estimation de paramétres et d’incertitude a
posteriori vont étre présentées. On va s’intéresser spécialement a deux types d’approches ; la
premicere utilise I’algorithme de Levenberg-Marquardt pour 1’estimation des paramétres et une
approximation de premier ordre (FOA) pour I’incertitude a posteriori. La deuxiéme est une
approche bayésienne utilisant un échantillonneur basé sur les chaines de Markov. Cette dernicre
offre une base rigoureuse pour I’estimation des parameétres a partir de données bruitées et pour

les mode¢les incertains, en intégrant toutes les informations disponibles a priori.

35



Chapitre 2 Méthodes d'analyse de sensibilité globale et d'estimation des parameétres

2.2 Analyse de sensibilité globale

2.2.1 Introduction

Les modé¢les mathématiques développés dans le premier chapitre permettent de représenter les
processus de transfert dans la zone non saturée a 1’aide d’équations aux dérivées partielles non
linéaires. Ces modeles sont basés sur une simplification de la réalité et négligent I’influence de
plusieurs facteurs (température, hystérésis, géochimie, ...). Ces simplifications impactent la
précision et I’applicabilité des modeles dont la fiabilité peut étre mise en question. George Box
disait « Tous les modeles sont faux, certains sont utiles » (Box et Draper 1987). De plus, les
modeles mathématiques développés font intervenir plusieurs parametres et conditions aux
limites dont les valeurs ne sont pas connues avec grande précision. Ceci peut également
impacter la précision des modeles. La caractérisation a priori de ces incertitudes, permet de
donner des informations sur I’incertitude associée aux prédictions du modele et d’optimiser les

variables décisionnelles.

2.2.2 ldentification des sources d’incertitude

Kennedy et O'Hagan (2001) ont présenté diverses sources d’incertitude. Ces derniéres peuvent

étre classées en trois familles.

e [ncertitude des parametres :

Certains paramétres du modele mathématique aménent des incertitudes importantes. Ces
parametres sont les conditions aux limites, les valeurs initiales, la géométrie ainsi que des
constantes physiques des lois empiriques issue de faits expérimentaux ou validée par

l'expérience avec des erreurs d’observation et d’interpolation.

On peut distinguer dans ce cas deux types d’incertitudes :

L’incertitude aléatoires qui est liée a la qualité de mesurage réalisé par I’opérateur et a la

précision des instruments de mesure. Cette incertitude dite erreur de justesse est expliquée
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par I’obtention des valeurs mesurées différentes lorsqu’un méme opérateur répete plusieurs

fois le mesurage d’une méme grandeur, dans des conditions identiques.

L’incertitude systématique ou également connue sous le nom d’incertitude épistémique qui
est attachée au mal étalonnage ou a I’utilisation incorrecte de I’appareil de mesure. Elle peut
¢galement étre due au non-respect du protocole de I’expérience ou au choix d’un échantillon
non représentatif. Cette erreur conduit a des mesures proches les unes des autres mais

¢cartées de la valeur réelle d’ou I’appellation d’erreur de fidélité.

e [ncertitude structurelle :

Cette incertitude traduit I’insuffisance et le décalage du mod¢le. Elle dépend de la précision
avec laquelle un modele mathématique décrit le phénomene réel. En effet, la modélisation de
ce dernier est basée sur des différentes hypothéses simplificatrices afin d’approcher la réalité.

Ces simplifications fournissent une grande partie de I’incertitude du mode¢le.

e [ncertitude numérique :

Cette incertitude est €galement appelée incertitude algorithmique ou incertitude discrete.
Généralement, les modeles mathématiques sont définis par des équations aux dérivées partielles
difficiles a résoudre analytiquement. Des méthodes numériques telle que la méthode des
¢léments finis ou la méthode des différences finies sont souvent utilisées pour approcher le
systéme continu par un autre discret traduisant la variation dans 1’espace et dans le temps du
phénomene réel. Cette discrétisation provoque des incertitudes non éliminables, mais qui
peuvent étre contrélées en réduisant la taille des mailles spatiales et en diminuant les pas du

temps.

2.2.3 Propagation d’incertitude

Avoir une réponse du modele représenté par une distribution de probabilité qui dépend de
I’incertitude des parameétres d’entrée, est I’objectif de la propagation des incertitudes (Saltelli
et al., 2006). Les méthodes de propagation d’incertitude sont regroupées en trois grandes

familles :
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e  Meéthode des moments :

Soit un modele mathématique défini par une fonction f'(x) qui représente la sortie scalaire Y
du modéle avec x = {x,,...,x,} , les entrées scalaires définies sur I’hypercube unit¢ Q@ =[0,1]"

. Ces entrées sont des variables continues dont la distribution est définie par une fonction de

probabilité p_ . La moyenne et la variance de Y = f(x) s’écrivent :

#=E[f(x)] =Qf [ (x)p, (x)dx (3.1)
of = B[ (f (%)~ 1 )2}! (f ()= 1t,) po(x)dx (32)

Plusieurs méthodes sont utilisées pour I’évaluation de ces deux moments telle que la méthode
de quadrature, basée sur le principe de I’intégration numérique ou la méthode de perturbation,

basée sur un développement en série de Taylor.

e Meéthodes d’échantillonnage :

Ce sont les méthodes les plus utilisées pour quantifier I’incertitude de la réponse a partir de la

densité d’incertitude des entrées. Elles consistent a calculer la sortie ¥ = f(x) du modele N
fois en choisissant a chaque fois un vecteur de paramétres différent x' ={x/',...,x '} avec

ie [1, N ] . On calcule par la suite la moyenne et la variance a partir des N valeurs de la sortie :

1 z%izi:f(x[) (3.3)

o = Nl_l,-zj;(f(xi)_%)z (3-4)
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Le nombre d’échantillons N doit étre relativement grand afin d’assurer la précision des
statistiques de la distribution de la sortie du modele. Ceci peut nécessiter un temps de calcul
important. Malgré cet inconvénient, les méthodes d’échantillonnage sont les plus faciles a
utiliser, vu qu’elles utilisent le modele sans modification et elles le considérent comme une

boite noire.

La discordance entre les différentes méthodes d’échantillonnage est la manic¢re de choisir
I’échantillon x' ={x/,...,x,'} . Par exemple, pour la méthode de Monte Carlo, la génération des

¢chantillons est basée sur la distribution de probabilit¢ de chaque paramétre, ce qui provoque
une concentration des points autour de la région de forte probabilité et un manque d’information
dans les zones a faible probabilité. Afin de balayer tout le domaine d’existence des entrées du
modele, Eglajs et Audze (1977) ont développé la méthode du Latin Hypercube Sampling qui
divise le domaine de répartition des parameétres sur le nombre des échantillons N . Ensuite,
I'échantillonnage est réalisé en tirant une valeur dans chaque sous-domaine. McKay et al. (1979)
ont monté que méthode du Latin Hypercube Sampling donne une meilleure estimation des
statistiques de la sortie que la méthode Monte Carlo. Avec la méthode Latin Hypercube
Sampling, I’échantillonnage s’effectue d’une facon indépendante pour chaque parametre. Iman
et Conover (1982) et Iman & Davenport (1982) ont développé une procédure permettant

d'imposer des corrélations sur les valeurs de 1'échantillon.

o Meéthodes spectrales :

Les méthodes d’échantillonnage représentent une caractérisation ponctuelle de la réponse, c'est-
a-dire la réponse est calculée localement pour un ensemble de parameétres d’entrée. Ces
méthodes sont considérées comme une forme discrétisée d'une fonction continue reliant la
réponse aux parametres d'entrée. Ainsi, afin d’identifier ’aspect statistiques de la réponse, il est
nécessaire d’avoir une résolution suffisamment fine dans le domaine des paramétres, autrement,
un grand nombre de simulation. Au contraire, les méthodes de propagation d’incertitude
spectrales (surface de réponse) visent a réduire le temps de calcul en reconstruisant une
dépendance fonctionnelle entre la réponse du modele et les paramétres (Box et Draper 2007 ;
Myers et al. 2016). Ces méthodes utilisent des modéles de substitution, appelés des méta-

modeles qui remplacent le modele de calcul d'origine par une fonction facile a évaluer (Hastie
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et al. 2001 ; Forrester et al. 2008 ; Storlie et al., 2009). Ces fonctions qui représentent une

décomposition de la sortie ¥ = f(x), sont typiquement sous la forme suivante :

S =2 fiy.(x) (3.5)

ieN
ou, y,(x) constituent une base de second ordre adéquat a I'espace des variables aléatoires x et

/; sont les coordonnées de f'(x) sur cette base. Plusieurs techniques ont été développées pour

la construction des méta-modeles comme 1’expansions en polynomes de chaos (Le Maitre et
Knio, 2010 ; Xiu, 2010), la méta-modélisation par processus Gaussien (Santner et al., 2003 ;
Rasmussen et Williams, 2006) et le réseau de neurones artificiels (Bishop, 1995 ; Ripley, 1996).
Toutes ces techniques de substitution sont basées sur trois étapes principales (Simpson et al.,
2001 ; Forrester et al., 2008). Premiérement, on construit un plan d’expériences qui représente
un ensemble de jeux de paramétres aléatoires obtenu par une méthode d’échantillonnage. Puis,
on ¢évalue le modele direct pour chaque jeu de parametres du plan d’expérience. Ces données

sont ensuite utilisées afin d’identifier les inconnus du méta-modéle choisi.
2.2.4 Analyse de sensibilité
2.2.4.1 Introduction

On peut définir I’analyse de sensibilité (sensitivity analysis SA) comme I'é¢tude de la répartition
de l'incertitude de la sortie ¥ d'un modéle mathématique sur différentes sources d'incertitude

de ses variables d’entrée x = {x,,...,x,} . C’est I'é¢tude de la dépendance de la sortie d'un modele

vis a vis de ces facteurs (Saltelli et al., 1999). Elle permet de savoir quel est le paramétre qui a
le plus d'impact sur les résultats, celui qui en a le moins et ceux qui interagissent au sein du

modéle.

Les objectifs de ce type d’analyse sont multiples (Saltelli et al., 2000b). En effet, elle permet
d’analyser le role des parametres dans le modele, c'est-a-dire la contribution de chaque
parametre seul et les interactions entre eux. En plus, la SA sert a réduire la dimension du

probléme en identifiant et en négligeant les parameétres les moins influents dans le modele.
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Finalement, elle aide a diminuer I’incertitude et la dispersion de la sortie du modele en

minimisant la variabilité des paramétres les plus influents.

Dans la littérature, il existe un grand nombre de méthodes de SA (Helton et al. 2006 ; Xu et
Gertner 2008). On distingue deux grandes classes, a savoir 1’analyse de sensibilité locale et

globale :

L'analyse de sensibilité locale (LSA) est basée sur le calcul des dérivées partielles de la
sortie du modele par rapport aux parameétres, c.a.d. qu’elle évalue la variation de la réponse
en fonction de petites variations des parametres d’entrée au voisinage de leurs valeurs opti-
males. Plusieurs méthodes ont été¢ développées afin de calculer ces dérivées d’une manicre
efficace, tel que la méthode des différences finies, la méthode de différentiation directe ou
la méthode de différentiation adjointe (Cacuci 2003). Généralement, ces méthodes sont li-
mitées dans des exemples pratiques car, elles ne tiennent pas compte des interactions entre
les variables d'entrée.

Contrairement a LSA qui examine la variation a petite échelle autour d'une valeur nominale,
l'analyse de sensibilité globale (GSA) vise a quantifier I’incertitude de la sortie du mod¢ele

dépendant de toute la variation d’un param

¢tre d’entrée ou une combinaison de plusieurs parameétres. Saltelli et al., (2000a) ont classé
les méthodes GSA en des méthodes basées sur la régression et sur la variance. Les méthodes
basées sur la régression linéaire de la réponse du modele par rapport aux parameétres d’entrée

sont adaptées aux modeles linéaires ou quasi linéaires.

2.2.4.2 Les méthodes d’A.S.G. basées sur la variance

Ces méthodes, connues sous le nom d’ANOVA (acronyme de ANalysis Of VAriance) (Efron
et Stein 1981), décomposent la variance de la réponse du modele en une somme des
contributions de chaque parametre d’entrée ou de leurs combinaisons. On peut définir I’indice
de Sobol’ comme la part de la variance de la sortie due a la variation d’un parameétre (Sobol'
1993, 2001). Ces indices peuvent étre calculés par plusieurs méthodes telles que la méthode
FAST (acronyme de Fourier amplitude sensitivity test) (Cukier et al. 1973 ; Cukier et al. 1978
; Saltelli et al. 1999 ; Mara 2009), la simulation de Monte Carlo (Saltelli et Sobol’ 1995 ; Archer
et al. 1997 ; Sobol' et Kucherenko 2005, 2009) ou les méthodes utilisant un méta-modele telles
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que le processus Gaussien (Krige 1951 ; Matheron 1962) et le polynome de chaos (Wiener
1938 ; Cameron et Martin 1947).

2.2.4.2.1 Décomposition de Sobol’

Soit un modele mathématique définit par une fonction f(x) avec la sortie scalaire Y et les
entrées scalaires indépendantes x = {x,,...,x,} définies sur I’hypercube unité¢ Q, =[0, 1]" . Cette

fonction qui est de carré sommable ( f(x) € L), peut se décomposer en une somme de fonctions

de dimension croissante (Sobol' 1993):

f(X)Zinf,-(x,-)Jr D (5, )bt S (s, ) (3.6)

I<i<j<n

Ou f, est une constante et I’intégrale de chaque terme est nulle (I Ji. ( R )dxl.k =0

pour k € [ ] ). D’apres cette définition Homma et Saltelli (1996) ont déduit que le nombre des

termes de cette décomposition est égale a 2" —1. La constante /| est la valeur moyenne de la

fonction f(x) (f, =E ( f (x)) = .[Qn f(x)dx). Les termes de la décomposition sont orthogonaux
les uns aux autres _[fil,...,t;. (x,.l,...,xl.s)fjw.s (le, )dx 0 pour {i,....i;} #{j,...j,}. La
QH

variance totale de la réponse du modele 77 s’écrit sous la forme :
v =Var(f)=E(E(f*®)-E(f()) )= j [ (x)dx— £ 37)

Par conséquent, la variance de la réponse du modele peut étre décomposée sous cette forme :

N

V=>V+ Z AV (3.8)

i=1 I<i<j<n
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Ou 7, est la variance partielle due a la variation du parametre x, seul et

V. = I fl,l2 ; (xl.l,...,xl. )dxl.l,...,dx,. est la variance partielle due aux interactions entre les

parametres {x,- yeres X, } . Afin de donner plus de sens a ces variances partielles, on les divise par
1 s

la variance totale et on obtient alors les variances partielles ou indices de sensibilité, appelés les

indices de Sobol’:

S =l (3.9)

Les valeurs de ces indices appartiennent a 1'intervalle [0,1] et la somme de tous les indices de

sensibilité de la réponse du mod¢le est égale a 1.

1=>S+ > S, +.+5_, (3.10)
i=1 I<i<j<n
V(E A
La valeur de I’indice de sensibilité de premier ordre S, = Vi ( (f(x)/xl )) qui représente
4 V(f(x)

I’influence de chaque parameétre x, considéré seul, peut étre nulle. Cela ne signifie pas
forcément que x, n’a pas d’influence sur la sortie car il peut participer a la variance en
interagissant avec les autres paramétres. Pour évaluer ’effet total d’un parameétre d’entrée x, ,

on définit I'indice de sensibilité total comme la somme de toutes les variances partielles

relatives impliquant I’indice i (Homme et Saltelli, 1996) :

5 Viw _E(E(f )/ _x)) 3.11)
lioiioty ¥V V(f(x)

Dans la suite, on va rappeler quelques méthodes d’estimation de ces indices de sensibilité.
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2.2.4.2.2 Méthodes d’échantillonnage

Parmi les méthodes d’échantillonnage la méthode de Monte Carlo est la plus utilisé, elle
consiste a estimer les différentes intégrales dans le calcul de la moyenne et les variances par la
méthode de Monte Carlo en utilisant un plan d’expérience de N échantillons. La valeur

moyenne et la variance totale sont estimées par les deux sommes suivantes :

.1 &
":N;( 9) (3.12)
V= %kz]::fz(x“‘))—foz (3.13)

Afin d’estimer les variances partielles, on génére deux plans différents d’expérience en mixant

leurs composantes.

V= %gf( 1) (580250 = 77 (3.14)
%ﬁ £ (680 £ (6807 ) - 72 (3.15)

Avec x_, présente le vecteur des paramétres sauf le paramétre x, . L’indice de Sobol” de premier
ordre S =V /V et I'indice de sensibilité¢ total S, =1—V /¥ calculés par cette méthode

contiennent une incertitude importante qui peut étre réduite en augmentant le nombre
d’échantillons N et donc le colit en temps de calcul. Notons que pour décrire d’une fagon
compléte la sensibilité¢ du modele, il est nécessaire d’évaluer 2" fois le modéle direct, ce qui ne
peut étre faisable que si le nombre de parameétres est réduit. L’échantillonnage quasi-Monte
Carlo (Sobol’ 1998 ; Bratley et al. 1992 ; Joe et Kuo 2008) a été proposé pour augmenter la
vitesse de convergence et donc réduire le temps de calcul. Notons que souvent, on se limite a
estimer les indices de sensibilit¢ de premier ordre et les indices de sensibilité totale, ce qui est

équivalant a estimer les indices de sensibilité obtenu par la méthode FAST.
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2.2.4.3 Méthodes basées sur la méta-modélisation

Les méthodes standards de propagation de l'incertitude et d'analyse de sensibilité reposent sur
un grand nombre d'appels au modele direct. Cela peut conduire a des calculs intraitables si la
fonction de modele M est cotliteuse a évaluer. Pour contourner ce probléme, il est possible
d'approcher M par une fonction analytique dont I'évaluation est peu colteuse et cette
approximation est souvent appelée méta-modéele, modele de substitution ou surface de réponse.
Une fois le méta-modéle construit, les simulations intensives peuvent étre appliquées a un cout

de calcul négligeable.

Diverses techniques de méta-modélisation ont été proposées dans la littérature, telles que les
surfaces de réponse polynomiales, la régression multivariée par spline adaptative (MARS)
(Vapnik et al., 1997 ; Smola et Scholkopf, 2004), les arbres de régression, le réseau neural
artificiel (Chen et al., 2005 ; Chen et al., 2006), la modélisation de processus gaussiens (Sacks
etal., 1989 ; Santner et al., 2003) et les polyndmes de chaos. Dans la suite, nous nous intéressons
a ces deux derniers types d’émulateur qui sont généralement les moins couteux a construire

(Oakley et O’Hagan, 2004 ; sudret, 2008).

Le processus Gaussien est parmi les méthodes méta-modélisation les plus utilisées, il est connu
aussi par le nom de Krigeage (Matheron, 1967), est une méthode bien établie en géostatistique
afin de prédire la valeur d'un champ aléatoire du modele physique A4 en un point donné x a
partir d’un ensemble de données connus au voisinage de ce point (Sacks et al. 1989 ; Welch et
al. 1992 ; Koehler et Owen 1996). L’idée générale du processus Gaussien est proche des
méthodes de régression traditionnelles tel que la régression linéaire. En effet, les hypothéses
statistiques peuvent étre considérées comme un moyen de représenter l'intervalle d’incertitude
associ¢ a la prédiction (Santner et al. 2003; Vazquez et Walter 2003). Cette méthode a été
largement utilisée dans la littérature pour construire des surfaces de réponse car elle est capable

de modéliser précisément des comportements non linéaires (O'Hagan 2006 ; Vazquez 2005).
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e Représentation de la fonction de modeéle

Considérons le modéle M déterministe d'un systéme physique dont la réponse f(x) soit

uniquement connue en N points. La vraie réponse du modele M est supposée étre un exemple

de chemin d’un processus gaussien sous-jacent Y (x) qui est défini comme :

Y(x) = Z(x)+ u(x) (3.16)

Ou, Z(x) est un champ aléatoire centré (moyenne nulle) qui correspond a des fluctuations a
petites échelles de la réponse du modele. Ce terme est considéré comme un champ Gaussien
stochastique caractérisé par sa variance o’ et sa matrice d'autocorrélation p(x,x"). L’autre
terme de I’équation précédente u(x) est la moyenne du champ aléatoire Y(x) qui représente
une tendance a grande échelle de la sortie du modele. x(x) est généralement exprimé comme

une combinaison linéaire de fonctions déterministes connues :
p
w(x)=" B,¢,(x) (3.17)
j=1

Avec ¢;(x) un vecteur de fonction de régression et 3, les coefficients de régression. En

pratique, la séparation des deux termes est une tache compliquée vu que le choix du terme de
régression est souvent arbitraire. Afin de simplifier un peu le probléme, Sacks et al., 1989 ont

limité le choix de la fonction moyenne en une fonction constante ou linéaire.

e Distribution conditionnelle de la réponse du modele

Considérons un échantillon x = (x(l),...,x(N )) de dimension N du vecteur aléatoire d'entrée x

, également appelé plan d'expériences. Les évaluations correspondantes du modele direct, sont

stockées dans un échantillon unidimensionnel y:( W, y(N)). L’approximation du

processus gaussien consiste a construire un métamodele a partir de la distribution conditionnelle

de y. Par conséquent, il peut étre reformulé en tant que probléme d'optimisation sous

contrainte. En utilisant le théoréme fondamental de la prédiction, Santner et al., 2003 ont montré
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que la réponse conditionnelle du modéle en un point non évalué x suit la distribution

gaussienne N (u(x),c’R), o0 R, = p(x(i),x(f)).
e [Estimation des parameétres de krigeage

Afin de trouver le jeu de parameétres optimal de krigeage, on maximise la fonction de

vraisemblance qui est définie sous cette forme :

p(y

x,a,,B,R)ocﬁm:exp(— 2(1)_2 (y—,u(x))T R (y_y(x))j (3.18)

En supposant que R Rest donné, on peut déterminer le vecteur des parametres
d’autocorrélation @. Donc, on est capable de résumer les parametres optimaux du processus

Gaussien ci-dessous :

B=(¢" ()R 6(x)")(¢" ()R Y) A(x) =344, (x) (3.19)

6 =(v=a(x)) R (y-4()) (3.20)

6A'=argmin(&2 det(R)l/N) (321)
Le choix de la dimension N du plan d’expériences est un facteur important de 1’estimation des
parametres de krigeage, car une grande dimension induit un colt de calcul important. Par
conséquent, plusieurs tentatives de réduction de temps de calcul sont apparues tel que O’Hagan,
2006 qui a estimé tous les parameétres en une seule procédure d’optimisation et Welch et al.
(1992) et plus récemment de Marrel et al. (2008) qui ont basé leurs travaux sur la sélection des
variables afin de choisir des fonctions d’autocorrélation anisotropes pour des plans

d’expériences de grandes dimensions.
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e L’incertitude associée au processus Gaussien

Les indices de sensibilité basés sur la variance pour un nouveau vecteur d’entrée x* (Caniou et

al. 2011) :

2/ %N 2 T -1 1_}"TR_1V
s(x)=o0"|1-rRr+——— (3.22)

1"R™M

Pour une prédiction du processus Gaussien "= ,u(x*)+rT R ( y— y(x*)), ou

Dans le cadre stochastique, I’importance de déterminer 1’incertitude a 1’aide de krigeage est de
fournir des régions de I’espace des parametres, ou D’incertitude est faible, appelées des

intervalles de confiance.

Pour conclure, le processus gaussien est une des techniques de méta-modélisation les plus
utilisée dans la littérature (Kennedy et O’Hagan, 2001 ; Bayarri et al., 2007 ; Higdon et al.,
2008). L’idée générale de cette technique est de considérer la réponse du modele comme un
exemple de chemin d'un champ aléatoire gaussien dont les paramétres sont estimés par
maximum de vraisemblance. Ce métamodele est dérivable car il interpole les évaluations de
modele observées. De plus, vu I’absence d’erreur aléatoire en considérant une fonction de
modele déterministe, le krigeage est une méthode attrayante. Notons cependant que le krigeage
est laborieux a utiliser dans le cas ou le modele est fortement non linéaire. Une autre limitation
est la connaissance des parameétres qui caractérisent le domaine aléatoire sous-jacent. En effet,
ces parameétres sont estimés par maximum de vraisemblance, ce qui peut s'avérer coliteux en

calcul si le nombre de parametres inconnus ou le nombre de variables d'entrée est important.
2.2.5 Expansion en polyndmes de chaos
2.2.5.1 Introduction du PCE :

L’expansion en polyndome de chaos (polynomial chaos expansion : PCE) est une méthode de
méta-modélisation, basée sur la théorie du chaos Homogene introduite par Wiener (1938) et sur

les résultats des travaux de Cameron et Martin (1947) qui consistent a développer des fonctions
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de carré sommable suivant une base de polynomes deux a deux orthogonaux. Une telle
approche a été appliquée au début des années 90 aux problemes de mécanique des structures
comportant des parametres spatialement aléatoires (Ghanem et Spanos, 1991). Au cours de ces
deux dernieres décennies, le PCE a regu beaucoup d’attention tel que Xui et Karniadakis (2002),

Fajraoui et al. (2011) et Riva et al. (2015).

Revenons a la définition de la décomposition de Sobol et considérons un modele mathématique

défini par une fonction f(x) qui représente la sortie scalaire Y ou les entrées scalaires
indépendants x = {x,,...,x,} sont définies sur I’hypercube unité¢ 3". Selon la théorie du chaos

homogene, une fonction de carré sommable ( f(x) € I*) peut se décomposer sous la forme

suivante :

.f(X):=§ia#4(x) (3.23)

Ou, a, et y,(x) sont respectivement le coefficient du polynome de chaos et le polynome

multivarié¢ de degrés i.

Initialement, Wiener (1938) a concu le développement en polyndmes de chaos qui est
¢galement appelé développement de Wiener-Hermite pour modéliser les processus
stochastiques a partir de variables aléatoires gaussiennes standards sur une base de polynomes
d’Hermite multivarié¢s. En effet, Cameron et Martin (1947) ont constaté que la convergence de

ce développement est optimale lorsque les variables suivent une loi normale.

Afin d'¢largir le champ d'application de cette méthode et de répondre aux attentes des praticiens
utilisant non seulement des variables gaussiennes, Xiu et al., (2003) ont montré que la vitesse
de la convergence du développement dépend de la densité de probabilité des variables et selon
le schéma de Askey (Askey et Wilson,1985), ils ont trouvé une correspondance entre les
principales lois de probabilité et leurs familles de polynomes orthogonaux. Le Tableau 2-1
donne une partie de cette correspondance. Dans ce cas, la décomposition est appelée expansion
en polyndomes de chaos généralisée (GPCE). Pour des distributions de probabilité non usuelles,
le probléme peut étre reformulé en utilisant une transformation iso-probabiliste dans laquelle
GPCE est appliqué aux variables transformées (Wan and Karniadakis, 2006 ; Witteveen et al.,

2007).

49



Chapitre 2 Méthodes d'analyse de sensibilité globale et d'estimation des parameétres

Tableau 2-1 Correspondance entre les distributions et les familles de polynémes orthogonaux

Distribution Support Polynomes
Gaussienne R Hermite
Uniforme [a.5] Legendre
Gamma R, Laguerre
Beta [a.0] Jacobi
Poisson N Charlier
Binomiale {0,1,....n} Kravtchouk
Binomiale négative N Meixner
Hypergéométrique {0.1,...,n} Hahn

En pratique, le développement en polyndmes de chaos est généralement tronqué jusqu’a un

degré polynomial maximal p . Par conséquent, le nombre total de termes P peut étre calculé a
partir de ce dernier p et du nombre nde variable d’entrée comme suit :

_(n+p _(n+p)!
P—[ » j_n'—p' (3.24)

Ce développement est similaire a la décomposition de Sobol de point de vu orthogonalité des
termes de la décomposition. De plus, les indices de sensibilité sont directement déduits des

coefficients du polynéme de chaos a,, par conséquent, la décomposition devient sous cette

forme :

f(x)=2 ay,(x) (3.25)

2.2.5.2 Estimation des coefficients polynomiaux :

Les approches qui estiment les coefficients du PCE sont généralement classées en deux
catégories ; approches intrusives (Le Maitre et al. 2002, Matthies et Keese, 2005) ou des
extensions tronquées sont insérées dans le modele numérique et les coefficients du PCE sont
directement déduits en une seule exécution du modele, ou non intrusives (Tatang et al. 1997,

Berveiller, et al. 2006b et Blatman & Sudret 2008, 2010b, 2011).

Plusieurs méthodes sont développées pour obtenir ces coefficients, mais, la plus efficace est la

méthode des éléments finis stochastiques spectraux (SSFEM) qui peut étre considérée comme

50



Chapitre 2 Méthodes d'analyse de sensibilité globale et d'estimation des parameétres

une généralisation de la méthode de Galerkin. Cette méthode novatrice a ét¢ développée par

Xiu & Karniadakis (2002), Sudret et al. (2004), Wan & Karniadakis (2005, 2006).

L’inconvénient des techniques intrusives est la complexité de leur mise en ceuvre parce qu’elles
nécessitent des développements algorithmiques spécifiques qui dépendent de la nature du
probléme. En outre, elles sont gourmandes de point de vue du temps de calcul dans les cas des

modéles non linéaires (Berveiller, 2005).

Alternativement, les méthodes dites non intrusives consideérent le modéle numérique comme
une boite noire. La détermination des coefficients du PCE est basée sur de simples évaluations
du modéle a des points bien choisis de I’espace des paramétres sans aucune modification du
code de calcul. Le défi en utilisant ce type des méthodes est la détermination de la technique
adéquate qui limite le nombre d’appel du modéle direct sans perdre la précision. La simplicité
d’utilisation de ces approches non intrusives nous a encouragé a les adopter au cours de ces

travaux de thése. On va citer deux méthodes parmi les approches non intrusives par la suite.

2.2.5.2.1 La méthode de la projection spectrale :

La méthode de projection spectrale vise a estimer les coefficients a, du polynome de chaos en
exploitant I’orthogonalité de la base tronquée {1//‘]‘, j< p} . En effet, la projection de I’équation

(2.58) sur cette base donne :
E [f ‘//.,-] =E {i a,-l//,-w,} = ia,-E [l//,-l//_,-] (3.26)
Avee, E[]= [ (.)dg(x).

On peut déduire I’expression du coefficient de polyndome de chaos q, :

)
l E[’///z (x)]

(3.27)

Ou, le dénominateur dans cette expression est déterminé analytiquement tandis que le

numérateur nécessite un calcul d’intégrale :
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ELfv,]= [ 1(x)w,(x)dd(x) (3.28)

En pratique, ce calcul est estimé a I’aide des techniques d’échantillonnage dont la plus simple
méthode est I’estimation de Monte Carlo en considérant N échantillons de dimension n . Afin
d’améliorer la précision de I’estimation, on augmente le nombre des points N ou on utilise
d’autres méthodes telles que I'hypercube latin (LHS) ou le quasi-Monte Carlo (QMC) qui
proposent des stratégies d’échantillonnage plus sélectives. Généralement, la nature multivariée

des entrées implique I’emploi d’un schéma en quadrature multidimensionnelle qui sélectionne

un ensemble de points spécifiques x') et des poids associés @), de sorte que l'intégrale dans

Eq. (2.59) s’écrit de la maniére suivante :

£Lrv )= 2 () () 329

L’inconvénient principal des méthodes de projection est que les coefficients doivent étre

évalués un a un.

2.2.5.2.2 La méthode de régression :

Contrairement a I’approche précédente, la méthode de régression permet de calculer tous les

coefficients du polynome de chaos simultanément (Choi et al., 2004, Berveiller, 2005 et

Berveiller et al., 2006) sous la forme d’un vecteur a:{ao,...,a,,}T li¢ au vecteur des

polyndmes multivariés l//(x)Z{l//O (x),... 0, (x)}T. Le probléme de régression peut étre

limité a trouver la valeur @ qui minimise la fonction ci-dessous :

2
n(a)=E|(a"y (1)1 (x)) | (3.30
En considérant la condition de minimalité dn(a) / da =0, on obtient I’équation suivante :
Ely (x)y" (x)]a=E[y(x)f(x)] (3.31)
Puisque y (x) est un vecteur aléatoire dont les composantes sont décorrélées par définition

donc sa matrice de corrélation E [1// (x)y’ (x)] tend vers la matrice identité. Enfin, le vecteur

des coefficients du PCE s’écrit :
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a=E[y(x)f(x)] (332)

On peut remarquer que ce vecteur est équivalent formellement aux coefficients basés sur la
projection, donc on peut dire théoriquement que les coefficients de projection minimisent aussi

I’erreur quadratique moyenne.

On considére toujours les échantillons y = ( y W )) I’image de I’ensemble des vecteurs
aléatoires d'entrées xz(x(l),...,x(N )) de dimension N par la fonction f(x) qui définit le
modele  mathématique. En  outre, on  définit la  matrice 74 par
Y= {v,z/g./. =y, (x(i) )|z =1L....,N;j=1.. .,P} . Par conséquent, on peut représenter le vecteur des

coefficients du PCE basé sur la régression vectorielle sous la forme suivante :

a=(v'v) v’y (3.33)

La matrice "y est appelée matrice d’information de Ficher et la résolution de 1’équation

précédente est habituellement effectuée a 1’aide des méthodes numeériques telle que la

décomposition en valeurs singuliéres (SVD) (Bjorck, 1996).

Il est important de bien choisir le plan d’expérience en utilisant une telle méthode afin que la
matrice d’information soit de rang plein ; par exemple, il faut que la taille N de I'échantillon
soit supérieure au nombre de coefficients P. En ce qui concerne les techniques
d'échantillonnage, les techniques quasi-aléatoires telles que MC, LHS, QMC ou les racines de

Gauss peuvent étre utilisées (Isukapalli, 1999).
2.2.5.3 Précision du PCE :

Les expansions en polyndome de chaos représentent un moyen efficace de substitution des
modeles numériquement coliteux par des modeles analytiques moins coliteux. Toutefois, il est
important de quantifier I’erreur d’approximation afin de construire un intervalle de confiance.
Cette erreur est I’erreur quadratique moyenne qui est calculée par la sommation des carrés des
écarts entre la réponse du modele numérique et la valeur donnée par le PCE; on I’appelle

généralement I’erreur empirique et elle est définie comme suit :

=3y S ()7 () a3
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Pour évaluer la précision de I’approximation, on se réfere généralement au coefficient de

détermination R?:

RE=1- V(;n; (3.35)

Ou, V( y) désigne la variance empirique de I'échantillon de réponse y :

() == S (D) L B (.36

i=l1 i=1

Un coefficient de détermination R* proche de 1 indique généralement une bonne précision du
méta-modéle, alors qu'un R> proche de zéro caractérise une mauvaise représentation de la
réponse du mode¢le. Cependant, dans le cas ou N tend vers P, R*> converge systématiquement
vers 1. Effectivement, R* =1, si N =P vu qu’on interpole des exécutions du mod¢le, c'est ce
qu'on appelle le phénomeéne de sur-apprentissage et parmi ses cas extrémes, on considere 1’effet

Runge (Runge 1901).

Diverses méthodes fondées sur les pénalités ont été proposées dans la littérature afin de réduire
la sensibilité des estimations d'erreur au sur-apprentissage et parmi ces alternatives, on utilise

le coefficient de détermination ajusté R*" qui est déduit de I’erreur empirique ajusté :

Err, =Err, ——— (3.37)

De cette fagon, le coefficient de détermination ajusté R*" est pénalisé lorsque le nombre des

termes inclus dans le métamod¢le augmente.

Le probléme principal de la surestimation du R* est que sa détermination est basée sur le méme
plan d’expérience que celui utilisé pour construire le PCE. Par conséquent, on pourrait étre tenté
de calculer I'erreur a partir d’un autre ensemble de points différents, appelé ensemble de test ou
ensemble de validation. Donc, on divise 1’échantillon de données en deux sous-échantillons :
¢chantillon d'apprentissage et échantillon de validation, cette technique est dite validation
croisée (Stone, 1974 ; Geisser, 1975). Il existe un cas particulier de cette derniére appelé

« leave-one-out » qui consiste a calculer I’erreur quadratique moyenne de la maniére suivante :

N

Errpp = %Z(f(x(f))_f;% <X([)>j (3.38)

i=1
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(i)

Sachant que, f7¢ (x([)) désigne le métamodéle construit a partir du plan d’expérience x|

x‘x(i)
c’est-a-dire en supprimant la nieme observation et par analogie au coefficient de détermination

R’ , on peut définir le coefficient Q> par :

V(y) (3.39)

2.2.5.4 Expansion en polynémes de chaos creux :

L’approximation de la réponse du modele Y en fonction de I’expansion en PC s’écrit :

Yef, ()= Y aw,(x) . AV ={aeN':

ac A"

o] < p} (3.40)

Avec, A" un ensemble fini et non-vide des multi-indices & ={«,,...,e, } € N", il définit le

n
schéma de troncature qui considere tous les polynomes jusqu’a un degré total (x| =l = ) «a.
1 i

i=1

et 1l est limité par un degré¢ maximal p.

Notons que, selon I’équation (2.57) le nombre des coefficients du polyndme qui est égal a

card (ﬂl"“” ) , croit d’une maniere polynomiale en fonction du nombre n des variables et du

degré maximal p a la fois. Dans ce cas, un grand nombre d'évaluations de modeles est
nécessaire pour calculer 1'ensemble des coefficients du PCE, ¢’est ce qu’on dénomme le fléau
de la dimension. Plusieurs stratégies ont ét¢ proposées afin de réduire le nombre des coefficients

dont certaines sont rappelées ici.

2.2.5.4.1 Ensembles des indices aux rangs faibles :

Cette méthode est inspirée par le principe de hiérarchie des effets (the sparsity-of-effect
principle Montgomery, 2004, Yuan et al., 2007) qui stipule que la plupart des modeles sont
principalement régis par les effets principaux et les interactions d’ordre faible. D’ailleurs, la
stratégie des indices aux rangs faibles consiste a retenir seulement les multi-indices « dont le

rang est inférieur a un rang maximal ;< p (An and Owen, 2001 ; Todor and Schwab, 2007).

Dans ce cas I’ensemble des indices est défini comme :
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J’Zl;”” = {a eN":

a| < p,

al, < Jj} (3.41)

Avec,

0{||0 = Zl{a,w} le rang du multi-indice & qui désigne les termes non nuls, autrement
i=1

dit, il indique le nombre des variables actives du . De cette fagon, on peut limiter I’ordre
d’interaction des mod¢les dont le nombre des variables n et du degré maximal p sont élevés

et par conséquent, la cardinalité de I’ensemble “A"” est moins élevée que celle de A™”.

2.2.5.4.2 Ensembles des indices hyperboliques :

Blatman et Sudret (2009 ; 2010a) ont proposé une stratégie qui permet de sélectionner les
coefficients du polyndome ayant une contribution révélatrice sur le modele, donc, on définit

I’ensemble des indices hyperboliques basés sur la norme de ¢ :

A E{aeN” :

n 1/q
@, <0} . ||a||q=[21:aqu (3.42)

Cette norme pénalise les interactions d’ordre ¢élevé d’avantage lorsque ¢ est faible. Notons que

pour g =1, ’ensemble A" est équivalant a A™”, et lorsque ¢ <1 les polyndmes de base

conservés sont situés sous une hyperbole, d’ou I’appellation d’ensembles des indices

hyperboliques.

Dans la configuration simple de cette stratégie, les ensembles des indices hyperboliques sont
isotropes, ¢’est-a-dire que toutes les variables d’entrée ont la méme importance. Dans le but de
pénaliser plus I’interaction d’ordre élevé sur les variables qui ont une contribution faible a la
réponse du modele, Blatman et Sudret 2010a ont proposé un schéma de troncature basé sur un

ensembles des indices hyperboliques anisotrope :

q,0

AP E{a eN":

n /g
o, <5} el ~[Sloe | 643

On définit alors I’ensemble des poids @, qui sont inversement proportionnels aux indices de

sensibilités totaux S :
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T T

0, =1+ K Snee =50
S (3.44)
i=1

Avec, ST =max {Sf =1, ..,n} I’indice de sensibilité total le plus élevé et le coefficient K
désigne le taux d’anisotropie, ¢’est-a-dire lorsque K'=0, A" sera isotrope, alors qu’une

valeur élevé de K donne un ensemble A" plus anisotrope.

Les ensembles hyperboliques et surtout ceux qui sont anisotropes conduisent a une réduction
notable du nombre de termes du PCE, néanmoins, il est clair que les indices de sensibilité totaux

doivent étre connus a priori pour définir I’ensemble de pondérations approprié.

2.2.5.4.3 Algorithmes adaptatifs pour les PCE creux :
e Enutilisant la régression pas a pas (stepwise) :

En statistique, la régression pas a pas (appelée par étapes) est une méthode d’ajustement des
modeles de régression dans laquelle le choix des variables prédictives est effectué
automatiquement (Efroymson, 1960). La construction de la base du PC est effectuée suivant les

5 étapes suivantes (Blatman et Sudret, 2008a, 2010a, 2010b):

Etape 1 : Définition

- On choisit un plan d’expérience x, de taille initiale N,_;, issu d’un échantillonnage quasi-

aléatoire. Les évaluations du modele f(x) sont regroupées dans le vecteur y .

- On définit les parametres de 1’algorithme, ¢’est-a-dire le degré maximal du PC p, ., les
parametres K et g de la norme hyperbolique, le coefficient de précision cible Q,,,,. et les

valeurs de seuil ¢ et ¢,.

Etape 2 : Initialisation
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- Cet algorithme est initialisé par un degré du PC p =0, un ensemble des poids o, =1
(i=1,...,n) ensuite, I"ensemble des multi-indices A’ = {0} (avec 0 est I’¢lément nul de
N").

Etape 3 : Enrichissement de la base du PC

On répéte pour chaque pe{l,...,p,.}:

- Etape d'addition (Forward step) : Soit C") = {a eN':p-1< ||a||q - p} I’ensemble des

termes candidats, on ajoute chaque terme candidat a 1’ensemble ﬂlq"j" un par un et on
calcule les coefficients du PCE par régression (équation 2.66) et le coefficient de
détermination R> associé. On ne conserve éventuellement que les termes candidats qui

entrainent une augmentation significative du coefficient R’ (AR2 > & ) , ¢’est-a-dire qui

diminuent considérablement I’erreur empirique Err,,, .

- Etape d'élimination (Backward step) : A tour de rdle, on élimine, provisoirement, de notre

ensemble chaque multi-indice dont la norme |a|| = est strictement inferieur a p et on

estime, a chaque fois, le PCE et le coefficient de détermination R*. Si on constate une

diminution non considérable de R’ (AR2 <ég, ), c'est-a-dire une augmentation négligeable

de l'erreur empirique Err, ., on supprime ce terme d’une manicre permanente. Finalement,

mp 2

On obtient I’ensemble de troncature A"”.

- Apres avoir détermin¢ les coefficients de PCE basés sur A", on calcule les indices de

R2)

sensibilite totaux et on actualise les poids @,_, , (équation 2.77).

Etape 4 : Enrichissement du plan d’expérience

- Si le nombre des échantillons N, est inférieur au 2xcard (ﬂ;;’ ), on enrichit le plan

d’expérience. Dans ce cas, on répéte les étapes 2 et 3 en utilisant les nouveaux échantillons.

Cette étape est effectuée afin d’assurer un bon conditionnement de la matrice de Fisher.

Etape 5 : Test d'arrét
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- L algorithme s’arréte dés que Q° > Q,.,, ou bien évidemment lorsque p=p .

o Enutilisant la régression par le moindre angle :

La régression par le moindre angle est généralement connue par son appellation en anglais Least
Angle Regression (LAR). Cette technique statistique développée par Efron et al. (2004), est une
sorte d’algorithme permettant d'adapter les modeles de régression linéaire aux données de
grandes dimensions. Dans le contexte de PCE, Blatman et Sudret (2011) ont appliqué
l'algorithme LAR qui est basé sur le déplacement itératif des régresseurs d’un ensemble
candidat a un ensemble actif pour construire des PCE creux qui sont précis méme avec des
plans d’expérience tres petits. Le coefficient associé est directement augmenté jusqu’au point
ou un autre prédicteur de base a autant de corrélation avec le résidu. Cet algorithme est résumé

comme la suite :

1. Au début, les coefficients du PC sont nuls @, =0 et le résidu initial est égal au vecteur
des observation y. On commence par les polynomes de la base y/, en tant

qu’ensemble candidat et I’ensemble actif est initialement vide ¢ .

2. On cherche le vecteur y, ( régresseur) qui est le plus corrélé avec le résidu actuel.

3. On décale les coefficients de I’ensemble actif en cours a_ vers leurs valeurs de
o
J

moindres carrés jusqu'a ce qu'un autre régresseur de l'ensemble candidat aura la méme

corrélation avec le résidu actuel.

4. On calcule lerreur pour Err/,, litération actuel. On stocke I’erreur minimal dans

min
Err/p, .

5. On actualise tous les coefficients actifs et on déplace y, vers I’ensemble actif.

On répete les étapes précédentes (sauf 1) jusqu’a ce que la taille de I’ensemble actif

min

soit égale & min(P,n—1). L’algorithme peut étre aussi arréter si Erry, < Errg,,, .

Une fois que le processus est arrété, L’ensemble des régresseurs actifs A™" qui correspond a

min

la plus faible erreur Err/;, est sélectionné comme la meilleure base pour développer notre

polyndéme de chaos creux. Par ailleurs, I’estimation des coefficients de ce dernier est effectuée

a I’aide de la régression a moindres carrés ordinaire.
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2.2.5.5 PCE creux bayésien :

L’idée de générale de ce type d’expansion en polyndome de chaos creux est proposée par Shao
et al. (2017), elle est basée sur une approche statistique bayésienne qui effectue des
comparaisons quantitatives de modeles concurrents (Neuman , 2003) a I’aide du critére KIC

qui sélectionne le meilleur PCE creux pour un échantillon d'entrée/sortie donné.

Considérons N, approximations plausibles f, données par PCE creux :

f_ﬂk (X)Eaékaal//a(x) . kzl,...,Nm (345)

Cette équation peut étre écrite sous la forme vectorielle :

fa =ay; (3.46)

Avec, a, et y, sont respectivement le vecteur des coefficients et le vecteur des termes
T

polynomiaux. Les échantillons y = { yW y(N)} sont I’image de I’ensemble des vecteurs

aléatoires d'entrées x:{x('),...,x(N )} : x ={x,...,x,} par la fonction f(x) qui définit le

modele mathématique. Afin de sélectionner les modeles les plus pertinents parmi I’ensemble

{ Sa k=1...,N }, une approche statistique formelle basée sur le théoréme de Bayes est

m

utilisée et appelée Bayesian model averaging (BMA), elle estime les probabilités a posteriori
pour que chaque modele soit le meilleur parmi les autres concurrents. Ces probabilités sont

données par le théoréme de Bayes :

26l
P(fa|y) g?(y\fﬂ)?(fﬂ,) (3.47)

Ou, P ( Sa, ) représente la probabilité a priori que le modéle f 2, soit le meilleur de I’ensemble

des modeles avant 1’échantillonnage, I’expression du dénominateur est une constante de

normalisation qu’on peut négliger parfois, et ?( y‘ Sa ) est la probabilité que les échantillons

expriment une préférence pour le modéle f, . Le calcul de ce terme, connu sous le nom
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Bayesian model evidence (BME), est trés compliqué. Pour ce faire, Kayshap (1982) a défini un
critere, appelé Kashyap information criterion (KIC) a partir duquel on peut calculer le BME

facilement :

(2.48
)

KIC, =—2ln?(y‘fﬂk):_21ng)()"fﬂk ,dk)—2lnT<c7k ‘fﬂ, )_PL ln(zﬂ-)_ln Ca

Avec, [, le nombre des termes du modele f,, g =C.y.v/5] est I’ensemble des
coefficients les plus probable pour le modéle, avec &,fz%(y—y/kﬁk)r (y—w.a,).
C. =(l//le//k/&,f+CaTd)71 et ?(ék ‘fﬂfc)wﬂ\f(dk,Caﬁ) sont respectivement la matrice de
covariance et la distribution a priori associés a I’ensemble g,, et finalement,
T(y‘ Sa, ,sz)w,’]\f ( fA,&f) représente la fonction de vraisemblance qui exprime la
probabilité des échantillons pour différentes valeurs de I’ensemble g, . D'aprés son expression,

la plus petite valeur de K7C, correspond au meilleur modéle f, .

En se basant sur ce concept, Shao et al. (2017) ont propos¢ un algorithme qui permet de

sélectionner le PCE creux optimal. Les étapes de cet algorithme sont comme suit :
Etape 1 : Initialisation

- On choisit un plan d’expérience x, de taille N, issu d’un échantillonnage quasi-aléatoire.

Le vecteur y regroupe les évaluations du modéle f(x) . Ensuite, on transforme les vecteurs

x et y envecteurs normalisés ¥ = (x—E[x])/V[x] et ¥ =(y-E[»])/V[»].

- On définit le degré maximal p et le rang maximal ; initiaux (généralementp =2, =1).

Puis, le sous-ensemble des multi-indices est créé¢ A" = {a eN": af, < j} /{0}.

a|< p,
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Etape 2 : Classement par le coefficient de corrélation

- On calcule le coefficient de corrélation de Pearson 7, entre chaque polyndme multivarié
v, (x) Vi=1...,P= card(ﬂl}"p) associ¢ & A" et la réponse du modele normalisée y

avec la formule suivante :

_cov[rw ()]

)

(2.49)

Avec, COV[.,.] est I’opérateur covariance entre deux variables aléatoires.

- On trie les valeurs du vecteur (rlz,rzz,...,rpz) par ordre décroissant et selon ce tri, on

réorganise les polyndmes multivariés de la base dans un nouveau vecteur y .
Etape 3 : Classement par le coefficient de corrélation partiel

- On calcule le coefficient de corrélation partielle ’5\1,...,#1 entre chaque polynome 7, (x)

Vi=1,...,P et yselon:

A COV[)_/,!/?[ (x)|!/71 (x)seent,, (x)]

) D (s s (1))

(2.50)

\/ VT (x)y (x) [P0 (%)

Ou, Cov|.,.

:' est I’opérateur covariance conditionnelle et V[|:| est I’opérateur variance

conditionnelle.

. A2 A2 A2 ~2 7 : N 107
- On trie le vecteur (rl’rz\l’r:'a\l,z"'"rP\l,m,P—l) par ordre décroissant, et comme a I’étape

précédente, on classe les polyndomes de la base du PC dans le vecteur y selon le vecteur

des coefficients de corrélation partiel trié.

- On initialise KIC, =+, w, =y, et k=2.
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Etape 4 : Identification du PCE creux actuel

- On définit le méta-modele f,, donné par PCE creux basé sur y, = (., ) eton calcule

son critere K/C, .

- Si KIC, <KIC, ,,onactualise v, =y, et a, =a,,sinon KI/C, = KIC, . Puis, on passe

a I’itération suivante k =k +1.
Cette étape va étre répétée jusqu’a k= P.
Etape 5 : Enrichissement du le]'."p

- a la fin de I’¢tape précédente, on a obtenu le modele f, =a,w, basé sur le sous-
ensemble A . Si ce dernier contient des ¢léments de degré |a| =p-1l,alors p=p+2.0u
s’il posséde des éléments de rang (ordre d’interaction) ||, = j, alors j = j+1. Dans ces

deux cas, A"” = A et on reprend I"algorithme a partir de I'étape 2.

- Si le PCE creux actuellement identifié ne contient pas d'¢léments de base de degré
supérieur & p—1 ou d’interaction d’ordre ;. Alors, ce PCE représente fidelement notre
modéle mathématique et il est considéré comme le meilleur PCE creux bayésien et on arréte

le processus.
2.2.5.6 Post-traitement du PCE :

2.2.5.6.1 Les moments statistiques :

Considérons le méta-modéle 1, (x)= > a,p,(x) qui est I’approximation de la fonction
aeA

/(x) qui représente notre modéle mathématique. Les moments statistiques de la réponse de ce

modele peuvent étre estimés par leurs expressions analytiques (eq. 2.6 et 2.7). Cependant, ils
peuvent ¢également €tre obtenus directement a partir des coefficients du PCE dus aux propriétés
d'orthogonalités des fonctions de base polynomiales. Les moments du premier et du deuxiéme
ordre de la variable aléatoire c'est-a-dire la valeur moyenne et la variance se présentent

respectivement :
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fozlufﬂ:E[fA(x)J:ao (2.51)

D=oj =V|/a (X)JZEI:(fA(x)_'u.M )2}2 2.a (2.52)

aeA

2.2.5.6.2 Les indices de sensibilité

Une fois que le PCE pour une réponse du modele est construit, une analyse de sensibilité globale
peut étre réalisée a un colt de calcul supplémentaire négligeable en calculant analytiquement
les indices de Sobol. En effet, en utilisant la propriété d'ortho-normalité de la base polynomiale,
Sudret, (2006, 2008) a trouvé une relation entre le développement en PC et la décomposition

ANOVA. Pour ce faire, Il a défini I’ensemble des multi-indices A, qui dépend exactement du
sous-ensemble de variables u = {i,,...,i,} = {l,...,n}:

ﬂuz{aeN”:keu@ak?&O} (2.53)

L’unicité de la décomposition de Sobol permet d’obtenir (x, ={x,,...,x, }):

fx)=a+ 2 }fu(xu) (2.54)
Avec :
fo(x)= % ay, (x) (2.55)

Dans ce cas, on peut définir I'indice de sensibilit¢ de Sobol S, pour le sous-ensemble des

variables x, par:

S, = %‘ . D=V [fi(x)]=2 a (2.56)

acA,

Ou, D, est la variance partielle. L’indice de sensibilité total de x, est donné par :

T

S, = % ., DI=>'D => > a’ (2.57)

vou vou acA,
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donc, on peut définir comme un cas particulier de 1’équation (2.89), I’indice de Sobol de premier

.....

=Fal/p A={aecA:q>0a, =0 (2.58)
sfig,“f/l) . Al ={aeAie, >0 (2.59)
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2.3 Estimation des parametres

2.3.1 Introduction :

Le but principal d’un modéle mathématique défini par f'(x) est de comprendre et de reproduire

les phénomenes physiques compliqués, c'est ce qu'on appelle le probléme direct. Evidemment,
il permet de prévoir la réponse du systéme Y sous I’effet de conditions imposées, représentées

par un ensemble des parametres x ={x,,...,x,} . Par ailleurs, Iattribution des valeurs a ces

parametres présente généralement une difficulté majeure lors de I'utilisation de ce type de
modeles sur des cas concrets. En effet, certains parameétres ne sont pas mesurables d’une fagcon
directe, on doit alors les estimer a partir de mesures de la variable d’état (la réponse) en utilisant
I’approche inverse (Blum 1999; Kern 2008). Cette approche est souvent utilisée dans
différentes disciplines scientifiques principalement 1’économie 1’imagerie et 1’intelligence
artificielles. En ce qui concerne I’hydrogéologie, les problémes inverses sont des outils
primordiaux d’indentification des caractéristiques hydrauliques des sols (Sun 1995 ; Chavent
et al. 1995) ainsi que les parametres de transport ou de diffusion en milieu poreux (Cartalade et

al. 2003 ; Cartalade et al. 2005).

L’estimation des parameétres est une tache délicate a réaliser a cause de la non-identifiabilité
(Vrugt et al. 2001 ; Iskrev 2010). En effet, on risque souvent de tomber sur un probléme inverse
mal posé¢ au sens mathématique de Hadamard (1952), c’est-a-dire un modéle insensible aux
parametres avec un manque d’information dans les mesures. Ceci peut engendrer la non unicité,
I’instabilité ou I’inexistence de la solution. Ces difficultés imposent une étude préliminaire de
sensibilité du modele numérique afin d’éviter I’estimation des paramétres qui n’ont pas d’effet
sur la sortie du mod¢le. Par ailleurs, il est important de quantifier I’incertitude associée aux
parameétres puisqu’elle peut influencer la précision de la prédiction (Clément et al. 2004 ;

Allaire et al. 2004).

D’une fagon générale, la résolution du probléme inverse est basée sur la minimisation de la
fonction objectif qui mesure I’écart entre les valeurs calculées par le modéle et les observations.
Le défi a ce stade, est de définir la fonction objectif adéquate au probléme étudié¢ et de bien
choisir le schéma numérique qui la minimise ou la maximise quelquefois. Dans la suite, nous
allons présenter les différentes méthodes de résolution du probléme inverse et notamment

I’approche bayésienne qui va étre utilisée dans les chapitres suivants.
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2.3.2 Meéthodes de résolution du probleme inverse :

Le probléeme inverse est une approche trés utilisée avec un grand nombre de méthodes de
résolution de ce probléme dans la littérature. Le probléme inverse est trés dépendant de la
fonction objectif a optimiser qui le définit. A son tour, cette fonction varie beaucoup d’un
domaine d’application a un autre ; par exemple, en économie on ’appelle [ utilité et qui est
totalement différente a la fonction de récompense utilisée dans le domaine d’intelligence
artificielle ou la fonction fitness d’un code génétique etc. De plus, plusieurs chercheurs ont
développé différentes méthodes qui permettent d’obtenir des solutions aux problémes inverses

et qui peuvent étre classées selon les critéres suivants :

e Methodes directes ou indirectes :

Les méthodes directes de résolution du probléme inverse consistent a reformuler le mod¢le
étudié des le début en inversant les inconnus et les données (Nelson 1960 ; 1961), c’est-a-

dire, un autre modele représenté par une fonction F(Y) qui prend comme entrée la réponse
Y du modele direct et nous fournit les paramétres x = {x,,...,x,} a estimer. En revanche,

les méthodes d’inversion indirectes sont basées sur le calcul itératif de 1’écart entre les
mesures et les valeurs obtenues a la suite de la résolution du probléme direct en modifiant
a chaque fois les paramétres jusqu’a I’obtention d’un écart négligeable, c’est le principe de
I’optimisation. Généralement, la majorité des techniques d’estimation des paramétres sont

reposées sur une approche inverse indirecte.

o Meéthodes linéaires ou non-linéaires

Un probléme inverse lin€aire peut étre représenté par un systeme linéaire (Hoeksema et
Kitanidis, 1984 ; Rubin et Dangan, 1987). Cela signifie que le vecteur des mesures est égal
au vecteur des parametres optimaux multipliés par un opérateur linéaire appelé matrice
d’observation. Dans le cas d’un probléme inverse non-linéaire, cet opérateur n’est pas

linéaire. Notons que la plupart des problémes inverses étudiés sont non-linéaires.

o Méthodes déterministes ou stochastiques

On peut encore classifier les méthodes d’inversion selon la fagon d’interprétation de

I’espace de recherche des paramétres et on distingue : les méthodes déterministes qui
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considerent cet espace comme étant unique et les méthodes stochastiques qui 1’explorent
d’une manicre aléatoire. Autrement dit, en utilisant l'inversion déterministe on produit ce
qu’on considére comme une solution « optimale » unique, c’est-a-dire connue parfaitement.
Cependant, les méthodes du probléme inverse stochastiques (ou probabilistes) fournissent
de nombreuses solutions possibles suivant une distribution aléatoire, donc elles permettent

une idée sur la précision de la prédiction des parametres.

e Méthodes locales ou globales
Les méthodes d’estimation des parameétres locales visent a chercher un extremum local de
la fonction objectif en utilisant le calcul numérique de sa fonction dérivée. Ce type des
méthodes peut affronter quelques problémes dans le cas d’un probléme multimodal. Les
méthodes d’inversion globales recherchent 1I’extremum global de la fonction objectif en
parcourant tout I’espace des parametres. Dans le cas d’indentification d’un grand nombre

des parameétres, ce genre des méthodes devient trop couteux en terme de temps de calcul.

o Méthodes basées sur le gradient ou sans gradient

Les méthodes des problémes inverses basées sur le calcul du gradient, souvent appelées
méthodes de décente, font partie des plus anciennes et des plus utilisées. Par exemple, la
méthode de 1’état adjoint et la méthode de Levenberg Marquard qui sont basées sur le
gradient et sont généralement utilisées dans le domaine de 1’hydrogéologie (Kool et al.
1987 ; Lehmann et Ackerer, 1997) en raison de leur rapidité. L’inconvénient de ces
méthodes est qu’elles sont compatibles qu’avec les fonctions différentiables puisqu’elles
sont parmi les méthodes locales donc elles risquent de converger vers un extremum local.
Les méthodes d’inversion sans calcul de gradient sont plus robustes et peuvent étre utilisées

avec des fonctions non différentiables mais elles sont plus couteuses en temps de calcul.

e Methodes combinatoires ou continues

Les problemes inverses combinatoires consistent a trouver les paramétres a estimer parmi

un ensemble discret de réalisations c’est-a-dire ils ont un nombre fini de valeurs possibles
. L . . .

qui sont le plus souvent sous la forme d'entiers ou de binaires, c'est pourquoi on les appelle

aussi les méthodes discrétes. En revanche, les variables utilisées dans la fonction objectif
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en utilisant les méthodes d’inversion continues doivent étre des variables continues. Les

problémes d’inversion continue sont généralement plus simples a résoudre.

e Méthodes sous contraintes ou sans contraintes

Les méthodes inverses sous contraintes imposent des conditions sur le choix des paramétres.
L’insertion de ces contraintes est effectuée dans la fonction objectif sous forme d’égalités
ou d’inégalités entres les parameétres ou simplement sous forme des bornes. L’estimation
des parametres sans contraintes est exécutée d’une manicre libre, autrement dit, les

parametres peuvent prendre n’importe quelle valeur de I’espace de recherche.

o Méthodes mono-objectif ou multi-objectif

Les méthodes inverses mono-objectif sont définies par une seule fonction objectif, ce qui
est souvent le cas pour la modélisation des transferts dans les milieux poreux. Parfois, lors
d’un compromis entre plusieurs objectifs contradictoires, on utilise les méthodes
d’inversion multi-objectifs qui sont basées sur une liste de fonctions objectif a optimiser
simultanément. Ces méthodes peuvent étre converties en mono-objectif mais c’est une

procédure délicate.

Il existe dans la littérature encore plusieurs critéres qui servent a classifier les méthodes

inverses, tels que les méthodes a contraintes séparables ou non séparables, les méthodes

dépendantes du temps ou non et les méthodes monodimensionnelles ou multi-dimensionnelles.

Le choix de la méthode d’estimation dépend principalement de la nature du probléme étudié.
En effet, les problémes inverses qui sont appliqués en hydrogéologie sont généralement
indirects (vue la complexité de la formulation du probléme), continus et mono-objectif. Depuis
plus de trois décennies, la méthode de I’¢état adjoint a été largement utilisée pour estimer les
parametres de transfert dans les sols (Chavent, 1974 ; Sun, 1994). Récemment, une étude
comparative de deux types de cette méthode (discrete et continue) a été réalisée par Delay et al.

2017.

Dans le cadre de cette these, on a adopté une méthode basée sur I’inférence Bayésienne vu
qu’elle offre un cadre rigoureux pour I’estimation des parameétres en partant de données bruitées

et pour les modeles incertains. Les résultats de cette estimation pour la premiére application
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(Chapitre 3), sont comparés a ceux obtenus avec I’approximation de premier ordre (FOA) basé

sur I’algorithme Levenberg Marquardt.
2.3.3 Approximation de premier ordre (FOA)

L’approximation de premier ordre (First Order Approximation) est une approche basée sur une
méthode locale de recherche de I’optimum comme celle de Levenberg-Marquardt. L’objectif

est de déterminer les n paramétres x = {x,,...,x,} qui interviennent dans la fonction f(x) a

partir de ’ensemble de N, observations ¥ = {Y1 ¢

N, } Pour cela, on commence d’abord

par le choix de la fonction objectif qui est une étape décisive lors de ce processus. De
nombreuses approches ont été développées pour définir une fonction objectif adéquate a ce type
de probléme. Le critére quadratique est I'un des plus utilisé grace a son critere intuitif (Carrera
et Neuman 1986). Cette fonction vise a calculer la somme des carrés des écarts pondérés entre

les mesures Y, et la fonction f;(x) :

J(X)=(f)-Y) w(f(x)-Y) (2.60)
=§j%(ﬁ()¢)—x)2 (2.61)

Sachant que, w est une matrice diagonale de pondération et ses coefficients w,, appelés

souvent les poids des mesures sont définis a priori et nous permettent de favoriser une mesure

sur une autre selon leurs impacts sur I’optimisation.

Jusqu’a maintenant, on est dans le cadre des méthodes déterministes et afin d’ajouter un aspect
stochastique a ce type des méthodes, la matrice de pondération dépend des mesures d’erreur

pour chaque observation et des corrélations entre elles. Par exemple, elle peut étre ajustée a

l'inverse de la matrice de covariance des erreurs de mesure w=Cov, ', c’est-a-dire que les
coefficients de la diagonale prennent I’inverse des variances des mesures w, = 1/ o, . Dans ce

cas, la fonction objectif sera nommeée /e critere d'erreur du khi-carré car la somme des carrés

des écarts suit une loi du y? (khi-carré).

Puisque le probléme inverse considéré est non linéaire, sa résolution est réalisée en minimisant

la fonction objectif j(x) itérativement. En effet, a chaque itération &, on cherche I’ensemble
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des perturbations Ax" ={Ax*,.,Ax"} aux paramétres x""’ pour obtenir des
X =x®  AX® qui réduisent le critere quadratique j(x), cela signifie que,

J (x)(k”) <j (x)(k) jusqu’a un critére d’arrét prédéfini. Le défi dans ce genre de méthodes est

la maniére de trouver la valeur de perturbation. Il existe plusieurs algorithmes dans la littérature,

qui ont été développés pour résoudre ce probléme.
2.3.3.1 Ll'algorithme de la descente du gradient

Cet algorithme est aussi connu sous le nom de 1’algorithme de descente la plus rapide (steepest
descent) ; il permet de mettre a jour les valeurs des parametres dans la direction de la descente,

c’est-a-dire, la direction opposée au gradient de la fonction objectif par rapport aux parameétres :

Vj(x) =a_5x J(x)=2(f @) -1 w%( F@)-Y) (2.62)

=2(f(x)-Y) wJ (2.63)

Ou, J=0f (x) / Ox est la matrice Jacobienne, de dimensions N, xn, représente la sensibilité
de la fonction f(x) a la variation des paramétres x. Le coefficient de perturbation Ax qui

modifie les paramétres dans le sens de la descente la plus rapide est donné par :
Ax ==4Vj(x)=pJ w(Y - f(x)) (2.64)

Avec, p un scalaire positif prédéfini qui désigne la longueur d’un pas dans la direction de la

descente. Cette méthode converge bien pour les fonctions objectif simples (Madsen et al.,
2004 ; Lourakis, 2005). En outre, ce type de méthodes est le plus performant pour les problémes

ayant un grand nombre de parametres.
2.3.3.2 Ll'algorithme de Gauss-Newton

L’algorithme de Gauss-Newton (GN) est un processus robuste de résolution des problemes de
moindres carrés non linéaires ; il est spécifique a la minimisation des fonctions objectif de type
quadratique. Pour les problémes de taille moyenne, cet algorithme converge généralement
beaucoup plus rapidement que les méthodes du gradient et les autres méthodes qui nécessitent

les dérivées secondes (Hessien) tel que 1’algorithme de Newton.
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L’idée de base de I’algorithme de GN est d’appliquer I’approximation quadratique sur la
fonction objectif au voisinage de la solution optimale (Bjorck, 1996). Le développement en
série de Taylor du premier ordre (d’ou I’appellation de ce type de méthodes « I’approximation

de premier ordre ») permet d’écrire

o (x)

f(x+Ax) zf(x)+ Fw

Ax = f(x)+JAx (2.65)

Cette approximation est substituée dans I’expression de la fonction objectif (2.93) pour avoir

une approximation de j(x+Ax) :
J(x+Ax) = j(x)+2(£ () =Y) wIAx+Ax" T wJ Ax (2.66)

En appliquant cette procédure, on obtient une approximation de second ordre de la fonction

objectif sachant que J'wJ n’est qu’une approximation du Hessien V*j(x). Le gradient de

cette approximation est donné par :

aﬁ J(x+Ax)=2(f(x)=Y) wJ +2Ax" T wJ (2.67)
X

Enfin, les coefficients de perturbation Ax de GN qui minimisent la fonction objectif sont

trouvés a partir de I’équation &j(x+Ax)/oh=0. En effet, ils représentent la solution

particuliere du systéme suivant :

[T wJ |Ax =T w(Y - £(x)) (2.68)

2.3.3.3 L'algorithme de Levenberg-Marquardt

L’algorithme de Levenberg-Marquardt (LM) est une interpolation entre 1’algorithme de Gauss-
Newton et ’algorithme de la descente du gradient. L’ensemble des coefficients de perturbation

de LM est la solution particuliere du systéeme donné par Levenberg (1944) :
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[T wJ + AL |Ax=J"w(Y = f(x)) (2.69)

Le concept est d’ajouter un facteur positif d'amortissement A (Tikhonov, 1943 ;1963), qui est
ajusté a chaque itération. Un paramétre d'amortissement nul A =0 traduit une perturbation de
Gauss-Newton et quand A tend vers I’infinie, la perturbation est celle de la descente de

gradient.

Au début, le facteur d'amortissement A est initialisé a des grandes valeurs de sorte que les
premieres modifications des parametres sont effectuées avec des petits pas par la descente de
gradient qui est généralement efficace loin d’un minimum. Si tout se passe bien, c’est-a-dire
que la fonction objectif diminue, on diminue le facteur d'amortissement A afin de se rapprocher

de I’algorithme GN et d’avoir une convergence accélérée vers un minimum local. Sinon, dans

le cas d’une divergence ( Jj (x)(k“) > j (x)(k) ) , on augmente la valeur de A .

Marquardt (1963) a propos€ une mise a jour du systéme en normalisant les valeurs de A par

JwJ
(7w + 4 diag(J 7w ) |Ax =T w(Y - £(x)) (2.70)

Ce processus itératif est effectué¢ jusqu’a satisfaire un des critéres de convergence suivants :

o Convergence du gradient : max ‘JTW(Y - f(x))‘ <g
e Convergence des parametres : maX|Ax/ x| <ég,

o Convergence de la fonction objectif : j(x)/(NobS - n) <&

Sinon, I’algorithme s’arréte lorsque le nombre d'itérations dépasse une limite prédéfinie.
2.3.3.4 Analyse de précision

Une étude statistique peut étre effectuée une fois que 1’ajustement des parameétres est terminé ;
autrement dit, une quantification de la précision du probléme inverse est réalisée en attribuant
un intervalle de confiance a chaque parameétre estimé. Tout d’abord, on commence par

I’examination du critére de convergence de la fonction objectif j(x) / (N, — n) qui indique la

qualité de I'ajustement, en effet, une grande valeur de ce critére indique un mauvais ajustement,
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une valeur au voisinage de 1 montre que l'erreur d'ajustement est du méme ordre que I'erreur de
mesure (comme souhaité), et une petite valeur de ce critére (inférieure a 1) indique que le
modele ajuste trop les données, c’est-a-dire, un probléme de Sur-apprentissage (overfitting).

Ensuite, on calcule la matrice de covariance des parametres estimés Cov, a partir de la

covariance des erreurs des mesures Cov, connues a priori qui est I’'inverse de la matrice de

pondération w= Cov,":
Cov, =[J"wJ ]’ 2.71)

Cette matrice résume les variables statistiques des parameétres obtenus par le probléme inverse

qui sont les écarts type des parametres (les variances) et les corrélations entre eux :

o, =V, =diag(Cov,) ; V, =Cov, . (2.72)
Cov,
Cor, . =—==

i v, (2.73)

Lorsque les erreurs de mesures sont inconnues a priori, ¢’est-a-dire avant I’inversion, 1’analyse

d’erreur peut étre effectuée en considérant une erreur moyenne pour toutes les mesures :

oy =V, =ﬁ(f(x)—Y)T(f(x)—Y) (2.74)

obs
Dans ce cas, pour améliorer la précision de I’inversion, on peut réaliser une autre estimation
des parameétres en introduisant une nouvelle matrice de pondération w dont la diagonale est
I’inverse des erreurs calculés a posteriori w, =1/} . Ensuite, on calcule les erreurs de mesures

de nouveau, si les nouvelles valeurs sont voisines des valeurs précédentes, on ne peut pas
améliorer d’avantage la précision de notre probleme inverse. Sinon, on répete une autre fois

I’estimation en changent de nouveau la matrice de pondération jusqu’a atteindre ce critére :

max (‘aﬁ(k) — o2 ‘/aﬁ(k) ) <eg,.

Finalement, aprés avoir vérifié la précision de I’estimation, la largeur de I’intervalle de
confiance de 95% des parametres peut étre déterminé a partir de ses variances et la valeur de

I’erreur des mesures comme suit :
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IC(x) =Jo? Jol F(0.95|N,,, —n) (2.75)

Avec, x=F"" ( p|u) = {x F (x|u) = p} est une fonction de distribution cumulative inverse ou
A . _ " r((v+)2)
F' est définie par: F (x|u) = Lo /r( o12) M(MZ/U)MQ drt .

Au cours des travaux de cette these, on a utilisé I’approche FOA pour estimer les paramétres
hydrauliques ainsi que les parametres géophysiques d’un milieu poreux non saturé a partir des
mesures de potentiel spontané. Les résultats de cette estimation sont comparés de ceux obtenus

avec une méthode probabiliste appelée I’approche Bayésienne.
2.3.4 Approche Bayésienne

Dés son apparition, I’inférence bayésienne a envahi tous les domaines scientifiques ; elle
représente une base fondamentale pour collecter les données et les analyser méme si leur

nombre est limité. Le probléme inverse bayésien permet d’estimer des parameétres

x={x,,...,x,} a partir d’'un nombre réduit N, de données bruitées ¥ = {Yl,..., Y,

} et pour

un modéle incertain ‘M .

Réellement, trouver la meilleure solution n’est pas le but ultime des problémes inverses
bayésiens. En effet, ces méthodes visent a chercher un ensemble de solutions possibles décrites
par une densité de probabilité conjointe postérieure, en se servant de toutes les informations
disponibles a priori. Dans ce cas, on ne parle pas d’un solveur mais on parle d’un

¢chantillonneur. Pour simplifier, on peut distinguer deux types de distributions de probabilité
décrivant x ; une distribution de probabilité a priori fP(x|.7Vl) =7 qui représente « ce qu’on
pense des parametres avant 1’utilisation des données Y » et une distribution de probabilité a

posteriori P (x|Y , M ) =11 qui exprime « ce qu’on pense des parametres apres 1’utilisation des

données ». Ces deux probabilités sont liées par le fameux théoréme de Bayes :

P(Y

x, M)P(x|M)
P(r|M)

P(x|y, M) = (2.76)

Sachant que, T(Y

x,ﬂVl) est la vraisemblance L (Likelihood) et T(Y|M) est la

vraisemblance marginale qui est souvent appelée I’évidence, ce terme qui ne dépend pas des
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parametres joue le role d’un facteur de normalisation qui ne fait aucun effet lors de 1’estimation

de la distribution postérieur. La distribution a posteriori s’écrit donc :

?(x

)oc’P(Yx

M)P(x|M) , T Lz (2.77)

D’aprés cette équation, 1’approche bayésienne dépend beaucoup de la fonction de
vraisemblance (Pawitan, 2001 ; Rohde, 2014) vu que son processus consiste a « deviner » d’une
facon intelligente un ensemble de paramétres possédant une distribution de probabilité a priori,
ensuite, on calcule la probabilité postérieure de cette conjecture en utilisant la vraisemblance,

puis on répete ces étapes afin d’augmenter la probabilité a posteriori.
2.3.4.1 Lafonction de vraisemblance

Il est évident que les observations Y sont incertaines, c’est-a-dire, elles sont perturbées par des
bruits stochastiques dont les valeurs réelles sont indéterminables. L’idée de base de la

vraisemblance est de trouver une bonne approximation de ces bruits permettant au probléme
. . . . 2 .
inverse de tenir compte des mesures d’incertitude des mesures o . Par exemple, la fonction de

vraisemblance peut suivre une loi normale N (O, 02) comme ci-dessous :

f0)-Y)
L=P(Y (
( Py T X P{ 267 ] (2.78)
En pratique la forme logarithmique de L est souvent plus utilisée :
N 2
log (L Z (27) +log(a? )+ (f,(x)-Y,) [o? (2.79)
i=l1
1 T 1 1
- _E(f(x)—Y) w(f(x)—Y)—Elog(det(w))—ENabs log(27) (2.80)

Ou, w est la matrice de pondération dont la diagonale prend 1’inverse des incertitudes des
5 Nop ) 5 . )
mesures : w, = 1/ oy, . On remarque que le terme Z( f,(x)-Y) / o représente la fonction
i=1

objectif quadratique ;(x) plus précisément, le critére d'erreur du khi-carré y* . De plus, pour
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un cas particulier ; en supposant que toutes les mesures possédent une seule erreur

représentative o, le log de la vraisemblance devient : log(L)=c—1 z°.

Une fois que la fonction de vraisemblance est adoptée, le défi dans ce type de méthodes est de
choisir le prochain ensemble de parametres qui fait augmenter la probabilité a posteriori ; c’est

le role des échantillonneurs.
2.3.4.2 Types des échantillonneurs

Le point commun qui rassemble tous les types d’échantillonneurs utilisés dans la résolution des
problémes inverses bayésiens est le fait qu’ils font tous partie des méthodes d’échantillonnage
de Monte-Carlo (MC). Le but de ces méthodes est de générer les jeux de valeurs des parametres
qui satisfassent une loi de probabilité, c’est-a-dire les plus probable en parcourant tous 1’espace
d’existence de ces parametres. Il existe de nombreux échantillonneurs de type MC dans la
littérature que nous allons citer par la suite ainsi que les techniques basées sur les chaines de

Markov.

e [ ’échantillonnage par transformée inverse

La premicre méthode d’échantillonnage de MC classique qu’on présente est appelée la méthode

de la transformée inverse.

Soit F(x), VxelR, une fonction distribution cumulative (cdf). Ainsi, F:IR —[0,1] est une

fonction positive, strictement croissante et continue sur IR, en outre, sa limite a gauche

F(—»)=0 etadroite F(+00)=1. F estinversible et sa fonction inverse F™':[0,1] >R est

définie comme suit :

F’l(y):min{x:F(x)Zy}, vy e[0,1] (2.81)

Notre objectif est de créer une variable aléatoire X suivant F ; c’est-a-dire que

P(X <x)=F(x). Pour cela, on génére la variable aléatoire U a partir d’une distribution

uniforme sur I’intervalle [0,1]. On peut prouver que si X =F ' (U), alors, X est distribué

selon F'.
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e [’échantillonnage de rejet

Un algorithme d'échantillonnage de rejet (rejection sampling) est généralement utilis€¢ pour

engendrer indirectement une variable aléatoire suivant une densité de probabilité cible f,

lorsqu'il est impossible de 1’obtenir directement de f a cause de sa complexité par exemple.

On commence d’abord 1’échantillonnage a partir d’une autre distribution de probabilit¢ g qui

est appelée distribution d’enveloppe, ensuite, on ¢élimine les ¢éléments indésirables selon une

stratégie de rejet afin que notre échantillon suive la distribution cible f ; pour cela, on choisit

un facteur d’échelle M tel que f < Mg, ce facteur est défini par :

M= sgp{f (x)/g(0)} e[L,») (2.82)

L’algorithme qui permet de géner un échantillon de densité de probabilité f est résumé dans

les étapes suivantes :

e Générer un échantillon x de densité de probabilité g, ainsi qu’un échantillon U a
partir de la loi uniforme U(0,1).
e SiU<f(x) /Mg(x), On accepte x comme une variable aléatoire de densité f°, sinon

on la rejette et on retourne a I’étape précédente.

Cet algorithme doit étre répété au moyenne M fois pour obtenir un échantillon. Notant qu’il
est difficile de savoir a I’avance le nombre d’itérations a effectuer pour obtenir un échantillon

d’une taille donnée.

o [L'échantillonnage préférentiel

L'idée générale de I’échantillonnage préférentiel (importance sampling) est similaire au

principe de l'échantillonnage de rejet. En effet, on choisit encore une densité d’enveloppe g
qui se rapproche de la densité cible f et on n’a pas besoin de la limiter. C’est pourquoi,

I’échantillonnage préférentiel est jugé plus efficace que celui de rejet.

Le probléme fondamental de la mise en ceuvre de ce type d’échantillonnage est le choix de la

distribution d’enveloppe (appelée distribution biaisée). Une fois qu’elle est fixée, on géneére a
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partir d’elle un échantillon x, ensuite, on calcule les poids @_ pour mettre I’accent sur les
valeurs de x qui sont « préférés » pour la distribution cible f . Ces pondérations sont obtenues
par le ratio de vraisemblance des deux densité @, = f'(x)/g(x). Soit la distribution g* qui

contient I’échantillon du minimum de variance et qui est obtenue par la résolution du probleme

d’optimisation suivant :

¢’ =min {Varg Exg 8 J} (2.83)

La distribution qui minimise la variance ci-dessus, est :

N PAC))
g(x)—W (2.84)

On remarque que, la distribution g" n’est qu’une imitation de la distribution cible /', mais, il

est possible d’engendrer a partir de laquelle des variables aléatoires.

e [L'échantillonnage de Monte-Carlo par chaines de Markov

Comme tous les échantillonnages basés sur la méthode de Monte Carlo, 1’échantillonneur
MCMC (Markov Chain Monte Carlo) vise a générer aléatoirement des variables suivant une
distribution de probabilité cible en utilisant une autre distribution intermédiaire. L apport de la
méthode MCMC est que le choix des échantillons est effectué¢ selon leurs probabilités, au lieu
de parcourir I’espace des paramétres d’une manicre équivalente et indépendante. En effet, une
telle méthode engendre une séquence de valeurs dépendantes adoptant une procédure itérative
stochastique nommée « chaine de Markov » de maniere que I’échantillon final soit en harmonie

avec la densité cible.

Cet échantillonneur a été beaucoup adopté dans plusieurs probléemes, principalement,
I’estimation bayésienne des parameétres. Ce qui explique le nombre important des algorithmes

développés dans la littérature. On va citer les plus célébre dans la suite :
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- L’algorithme de Metropolis

L’algorithme de Metropolis (Metropolis et al., 1953), souvent appelé I’algorithme de
Metropolis a marche aléatoire (random walk Metropolis (RWM) algorithm), est la forme la plus
populaire de MCMC pour les débutants, grace a sa simplicité de compréhension, facilité de sa
mise en ceuvre et sa compatibilité avec la plupart des problémes. Cet algorithme est basé sur les

étapes suivantes :

e On définit un jeu de paramétres initiale x'” ={x*,..,x?}, i=0, a partir de la
distribution de probabilité a priori 7, et on évalue la distribution de probabilité a
posteriori non-normalisée T1 (éq. 2.110).

e On essaye un « saut » pour obtenir un jeu de paramétres candidat x" ~ J (x* |x“’”) a

partir de la densité de probabilité de proposition symétrique J et on calcule IT".

. * i \ . i+1 * .
e SiII">TI1?, on accepte le saut, c’est-a-dire x“*" = x", sinon on accepte le saut ayant

une probabilité égale a TT" /TT1 .
Les deux dernieres étapes vont étre répétées jusqu’a atteindre le nombre de chaines déja fixé.
Cet algorithme ne s’arréte pas méme s’il a trouvé « la bonne » solution, c¢’est-a-dire un
maximum de IT, il continu a effectuer des sauts a I’entour de cette solution afin d’étudier sa

précision, c’est le but de I’approche bayésienne.

Cette procédure engendre la distinction entre deux phases : (i) étapes de rodage (burn-in steps),
lorsqu’on cherche loin de la solution, et (ii) aprés rodage (post burn-in), quand on entre dans

une région ou IT est élevée.

Cette deuxiéme phase est ce qui compte pour le probléme inverse, c’est pour cela, on a besoin
d’un grand nombre de chaines dans la région de IT élevée (entre 10* et 10°), de plus, on élimine

les étapes de rodage lors de post-traitement des donnés, c’est-a-dire lors de 1’étude stochastique.

On remarque qu’on ne s’intéresse qu’aux rapports de distributions de probabilité a posteriori

IT" /T1?, c'est pourquoi les évidences ne comptent pas dans MCMC.
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- L’algorithme de Metropolis-Hastings

Comme son nom I’indique, I’algorithme de Metropolis-Hastings (MH) (Hastings, 1970) est
seulement une mise a jour de I’algorithme précédent. Il remplace la stratégie de saut définie
auparavant par une nouvelle densité de probabilité de proposition J qui est une distribution
asymétrique dépendante des parameétres retenus dans I’itération précédente. L’algorithme

s’écrit comme suit :

)

e Oninitialise x'”, a partir de la distribution de probabilité & priori 7.

e Onrépéte pour i de 1 a N, le nombre total des chaines.
o Ongénére x" ~ J(x* ‘x(""))
o On génere u ~ U ([0,1]) qui est indépendant de x*
o On calcule

H*J(x* x(’_l))

H(i)J(x(H) x*)

o Siu<x’,alors, on accepte le saut et xD =x

a=min| 1,

(2.85)

o Sinon x = x"™"

Ainsi, I’algorithme de de Metropolis est un cas particulier du processus ci-dessus ou la densité

de probabilité de proposition J est symétrique ¢’est-a-dire J (x([_') ‘x) =J (x* ‘x(i_')) :
- L’algorithme de Gibbs

Comme avec d'autres algorithmes MCMC, 1'échantillonnage de Gibbs (Geman S. and Geman
D., 1984) génére une chaine d'échantillons de Markov, chacun d'entre eux étant corrélé aux
échantillons voisins. En effet, I’échantillonnage est effectué en générant chaque variable a partir
de sa distribution postérieure conditionnelle sachant que les autres variables sont fixées a leurs

valeurs actuelles. Ce processus sera répété jusqu’a atteindre un nombre choisi d’itérations :

e On initialise x'* = {xl(o),...,xflo)}, i=0.

e Onrépéte pour i de 1 a N, le nombre des échantillons, et on génére :
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() =) .G=1) (i-1)
X, NJ(x1|x2 2X3 L X )

n

X~ J(x2 ‘x]("),xy*l),...,x(’;l))

n

(1) (1) .() (1) (1) (i-1)
X, NJ(x_i|x] Xy s XX s X, )

x J(xn

)G G
x](’ ,xz’),...,xn’f])

Comme toutes les méthodes MCMC, I’algorithme de Gibbs ne prend pas en compte les
premiceres itérations qui vont étre abandonnées (Gilks et al., 1996) afin d’obtenir un ensemble

de vecteurs 1 qui puissent étre considérés comme étant des réalisations de la distribution de

probabilité a posteriori P (x|¥,M).

Cet échantillonneur représente le meilleur choix lorsqu’il est possible de déterminer des
densités de probabilité conditionnelles, mais ce n’est pas toujours le cas. Afin de contourner ce
probléme, plusieurs alternatives ont été proposées telles que I’application des méthodes
d’échantillonnage de rejet adaptif (Martino and Miguez, 2010 ; Goriir and Teh, 2011) et
I’algorithme d'échantillonnage Metropolis avec réjection adaptative (Meyer et al., 2008 ;
Martino et al., 2015). De plus, une méthode hybride (Metropolis within Gibbs) est souvent
utilisée en remplagant la simulation sous la loi conditionnelle par une étape de Hastings-

Metropolis dont la distribution cible est cette loi conditionnelle.

- Les algorithmes MCMC adaptatifs

La mise en ceuvre des échantillonneurs de Monte-Carlo par chaines de Markov exige
I’intervention de I’utilisateur dans le choix de la loi de probabilité de proposition ou I’espace a
balayer des paramétres, par exemple. Les algorithmes MCMC adaptatifs sont congus afin de
limiter ces interventions ; ce type d’algorithmes apprend la mani¢re de modification des
parametres d’implémentation de son propre comportement passé, c’est-a-dire que chaque
itération actualise non seulement la chaine de Markov, mais encore, les parametres
d'implémentation. Comme résultats, on obtient des algorithmes plus performants et plus rapide

en les comparant avec les algorithmes originaux RWM et MH.
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Au cours des deux dernieres décennies, une variété d'approches différentes a été proposée pour

accroitre l'efficacit¢é de MCMC. Ces approches peuvent étre regroupées en deux groupes de

méthodes ; un a chaine unique et un a chaines multiples.

Une méthode a chaine unique suit une seule trajectoire en adaptant d une fagon continue

la covariance C, de la distribution de probabilit¢ de proposition Gaussienne

J (x(i") |) =N, (x(”') s, C, ) . Cette covariance est calculée en fonction de la trajectoire

de la chaine C, = cov(x(o) peneyx ) +e&l,. Sachant que, s, est un facteur d’échelle qui

dépend uniquement du nombre de parameétres 7, 7, est la matrice identité de dimension
n et ¢ représente le facteur de régulation qui empéche la singularité de la matrice, ce
facteur est généralement fixé a £ =107 . Roberts et al., (1997) ont montré que la valeur
optimale du facteur d’échelle est s =2.4° /d pour les distributions cibles et de

proposition Gaussienne.

Parmi les méthodes a chaine unique, nous pouvons citer : I’algorithme de Metropolis
adaptatif (AM) (Gilks et al., 1998 ; Haario et al., 2001 ; Roberts et Rosenthal, 2001 ;
Vihola, 2009); I’algorithme de Metropolis adaptatif de rejet retardé (DRAM) (Haario et
al., 2006 ; Andrieu et Moulines, 2006 ; Saksman et Vihola, 2010) ; I’algorithme de
Wang-Landau (Fort et al. 2014a ; 2014b) ; processus de Markov déterministes par
morceaux (PDMP) (Bierkens et al., 2016; 2017) et l’algorithme de gradient
stochastique avec la dynamique de Langevin (SGLD) (Welling and Teh, 2011 ; Ding et
al., 2014 ; Chen et al., 2014).

Les méthodes a chaines multiples utilisent différentes trajectoires en parallele afin
d’explorer d’une maniére plus efficace la distribution a posteriori. Ce type de méthodes
montre plusieurs avantages notamment, lorsqu'il s'agit de distributions postérieures
complexes impliquant de longues chaines, des paramétres corrélés, de nombreux
optimums locaux ou lorsqu’il s’agit des problémes multimodales (Liu et al., 2000 ; ter
Braak and Vrugt, 2008 ; Bédard et al., 2012 ; Wang et Dunson, 2013 ; Wang et al. 2015
; Martino, 2018). Les algorithmes pour les chaines multiples offrent une large gamme
de mesures statistiques afin de vérifier la convergence vers la distribution cible,

(Gelman and Rubin, 1992, Angelino et al. 2014).
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Divers algorithmes basés sur le principe de chaines multiples sont proposés dans la
littérature, 1’algorithme de 1’évolution complexe mélangée de Metropolis (SCEM-UA)
est parmi les plus utilisés, surtout dans le domaine d’hydrologie et d’hydrogéologie

(Vrugt et al. 2003).

En 2006, ter Braak, a développé une autre méthode plus facile a illustrer et implémenter,
appelée I’algorithme de 1’évolution différentielle par chaines de Markov (DE-MC), ou,

N, chaines différentes de Markov sont exécutées simultanément en paralléle pour

(1)

définir une population X, a chaque génération ¢, qui correspond a une matrice N, xn

, sachant que n est le nombre de paramétres et que chaque ligne représente une chaine.
L’échantillonnage est donc effectué a partir de cette matrice en utilisant I’évaluation
différentielle (Storn and Price, 1997 ; Price et al., 2005), ensuite, la condition de rejet

est celle de 1’algorithme de Metropolis.

DE-MC a été amélioré par Vrugt et al., 2008, 2009, en utilisant un échantillonnage
aléatoire auto-adaptatif en sous-espaces, pour donner un algorithme intitulé évolution
différentielle adaptative de Metropolis (DiffeRential Evolution Adaptive Metropolis
DREAM), cet algorithme a été revisité par Laloy et Vrugt (2012) pour fonctionner non
seulement en chaines multiple mais encore a plusieurs essais, il est mis a disposition

grace au logiciel DREAM(zs). L’idée est de diviser I’ensemble des paramétres en sous-

* \ .
ensembles de n paramétres afin de permettre une correction des valeurs aberrantes de

chaque chaine et par conséquent, une convergence plus rapide vers la distribution cible.

Au cours de cette these, I’estimation bayésienne des parameétres est effectuée a I’aide du
logiciel DREAMzs), grace a son efficacité qui a été testée avec succes sur plusieurs
problémes complexes, non linéaires et ayant un nombre énorme des parametres qui peut
aller jusqu'a 241 (Vrugt et al. 2009b ; Scharnagl et al., 2010 ; Laloy et al. 2010 ; Dekker
et al., 2012). Cet algorithme génére des candidats simultanément en échantillonnant a
partir d'une archive d'états antérieurs collectés dans I'échantillon. On remarque qu’au
bout seulement de quelques chaines parall¢les, I’échantillon commence a converger vers
la distribution a posteriori cible, c¢’est-a-dire que la période de rodage est trés petite

comparant aux autres méthodes (Laloy et Vrugt, 2012).
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2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons rappelé les outils et méthodes pour ’analyse de sensibilité et
I’estimation des paramétres dans le but de pouvoir les utiliser pour le transfert d’eau et de

polluants dans les milieux poreux non saturés.

Concernant la premiére partie de ce chapitre, on a défini I’analyse de sensibilité et son role pour
un modéle numérique, ensuite, on a dénombré différentes méthodes présentées dans la
littérature. La méta-modélisation est souvent utilisée comme une base rigoureuse pour
décomposer la variance du mode¢le, ainsi, elle facilite la détermination, avec un cott de calcul
réduit, des indices de sensibilité appelé souvent indices de Sobol. L’expansion en polynomes
de chaos est parmi les méthodes les plus efficace de méta-modélisation, c’est pourquoi, nous

avons choisi de I’utiliser dans la suite de cette these.

La deuxiéme partie du chapitre a été consacrée pour classifier les différentes méthodes
d’estimation des parametres. Principalement, on a présenté la méthode FOA, basée sur
I’algorithme de Levenberg Marquardt, ainsi que la méthode MCMC inspirée d’une approche
bayésienne. Cette dernicre sera appliquée a 1’estimation des parameétres hydraulique des sols
ainsi que les parametres de transport a partir d’expériences que nous avons effectuées au
laboratoire. Le prochain chapitre sera consacré a 1’analyse de sensibilité globale et a
I’estimation bayésienne de parameétres appliquées a un modele hydrogéophysique en milieu

poreux non saturé.
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Abstract. Fluid flow in a charged porous medium generates
electric potentials called streaming potential (SP). The SP
signal is related to both hydraulic and electrical properties of
the soil. In this work, global sensitivity analysis (GSA) and
parameter estimation procedures are performed to assess the
influence of hydraulic and geophysical parameters on the SP
signals and to investigate the identifiability of these parame-
ters from SP measurements. Both procedures are applied to
a synthetic column experiment involving a falling head infil-
tration phase followed by a drainage phase.

GSA is used through variance-based sensitivity indices,
calculated using sparse polynomial chaos expansion (PCE).
To allow high PCE orders, we use an efficient sparse PCE
algorithm which selects the best sparse PCE from a given
data set using the Kashyap information criterion (KIC). Pa-
rameter identifiability is performed using two approaches:
the Bayesian approach based on the Markov chain Monte
Carlo (MCMC) method and the first-order approximation
(FOA) approach based on the Levenberg-Marquardt algo-
rithm. The comparison between both approaches allows us
to check whether FOA can provide a reliable estimation of
parameters and associated uncertainties for the highly non-
linear hydrogeophysical problem investigated.

GSA results show that in short time periods, the saturated
hydraulic conductivity (Ks) and the voltage coupling coeffi-
cient at saturation (Cgy) are the most influential parameters,
whereas in long time periods, the residual water content (6s),
the Mualem—van Genuchten parameter (n) and the Archie
saturation exponent (1) become influential, with strong in-
teractions between them. The Mualem-van Genuchten pa-

rameter () has a very weak influence on the SP signals dur-
ing the whole experiment.

Results of parameter estimation show that although the
studied problem is highly nonlinear, when several SP data
collected at different altitudes inside the column are used
to calibrate the model, all hydraulic (K5, 6s,a,n) and geo-
physical parameters (n,, Csyr) can be reasonably estimated
from the SP measurements. Further, in this case, the FOA ap-
proach provides accurate estimations of both mean parameter
values and uncertainty regions. Conversely, when the num-
ber of SP measurements used for the calibration is strongly
reduced, the FOA approach yields accurate mean parame-
ter values (in agreement with MCMC results) but inaccurate
and even unphysical confidence intervals for parameters with
large uncertainty regions.

1 Introduction

Flow through a charged porous medium can generate an elec-
tric potential (Zablocki, 1978; Ishido and Mizutani, 1981; Al-
legre et al., 2010; Jougnot and Linde, 2013), called streaming
potential (SP). SP signals play an important role in several
applications related to hydrogeology and geothermal reser-
voir engineering as they are useful for examining subsurface
flow dynamics. During the last decade, surface SP anoma-
lies have been widely used to estimate aquifers’ hydraulic
properties (Darnet et al., 2003). Interest in SP is motivated
by its low cost and its high sensitivity to water flow. Either
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coupled or uncoupled approaches can be used for hydraulic
parameter estimation from SP signals (Mboh et al., 2012). In
the uncoupled approach, Darcy velocities (e.g., Jardani et al.,
2007; Boleve et al., 2009) are obtained from the tomographic
inversion of SP signals and are then used for the calibration
of the hydrologic model. In the coupled approach, anomalies
related to the tomographic inversion are avoided by invert-
ing the full coupled hydrogeophysical model (Hinnell et al.,
2010).

The SP signals have been widely studied in saturated
porous media (Bogoslovsky and Ogilvy, 1973; Patella, 1997,
Sailhac and Marquis, 2001; Richards et al., 2010; Boléve et
al., 2009, among others). Fewer studies focused on the appli-
cation of the SP signal in unsaturated flow despite the large
interest in such nonlinear problems (Linde et al., 2007; Alle-
gre et al., 2010; Mboh et al., 2012; Jougnot and Linde, 2013).
Hence, in this work we are interested in the SP signals in
unsaturated porous media. Our main objective is to investi-
gate the usefulness of the SP signals for the characterization
of soil parameters. For this purpose, we evaluate the impact
of uncertain hydraulic and geophysical parameters on the SP
signals and assess the identifiability of these parameters from
the SP measurements,

The impact of soil parameters on SP signals is investi-
gated using global sensitivity analysis (GSA). This is a use-
ful tool for characterizing the influential parameters that con-
tribute the most to the variability of model outputs (Saltelli et
al.,1999; Sudret, 2008) and for understanding the behavior of
the modeled system. GSA has been applied in several areas,
for risk assessment for groundwater pollution (e.g., Volkova
et al., 2008), nonreactive (Fajraoui et al., 2011) and reac-
tive transport experiments (Fajraoui et al., 2012; Younes et
al., 2016), for unsaturated flow experiments (Younes et al.,
2013), natural convection in porous media (Fajraoui et al.,
2017) and seawater intrusion (Rajabi et al., 2015; Riva et al.,
2015). To the best of our knowledge, GSA has never been
used for SP signals in unsaturated porous media. Hence, in
the first part of this study, GSA is performed on a conceptual
model inspired from the laboratory experiment of Mboh et
al. (2012) in which SP signals are measured at different alti-
tudes in a sandy soil column during a falling-head infiltration
phase followed by a drainage phase. Four uncertain hydraulic
parameters, saturated hydraulic conductivity (K), residual
water content (6;), fitting Mualem—van Genuchten parame-
ters (o, n) and two geophysical parameters (Archie’s satura-
tion exponent (rn,) and voltage coupling coefficient at satura-
tion (Csar)), are investigated. GSA of SP signals is performed
by computing the variance-based sensitivity indices using
polynomial chaos expansion (PCE). To reduce the number
of PCE coefficients while maintaining high PCE orders, we
use the efficient sparse PCE algorithm developed by Shao et
al. (2017) which selects the best sparse PCE from a given
data set using the Kashyap information criterion (KIC).

In the second part of this study, we investigate the identi-
fiability of hydrogeophysical parameters from SP measure-
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Figure 1. [llustration of the experimental device.

ments. For this purpose, parameter estimation is performed
using two different approaches. The first is a Bayesian ap-
proach in which model parameters are treated as random
variables and characterized by their probability density func-
tions. With this approach, the prior knowledge about the
model and the observed data is merged to define the joint
posterior probability distribution function of the parame-
ters. In the sequel, Bayesian analysis is conducted using the
DREAMzs) software (Laloy and Vrugt, 2012; Vrugt, 2016)
based on the Markov chain Monte Carlo (MCMC) method.
MCMC has been successfully used in various inverse prob-
lems (e.g., Vrugt et al., 2003, 2008; Arora et al., 2012;
Younes et al., 2017). The MCMC method yields an ensem-
ble of possible parameter sets that satisfactorily fit the avail-
able data. These sets are then employed to estimate the pos-
terior parameter distributions and hence the optimal parame-
ter values and the associated 95 % confidence intervals (Cls)
in order to quantify the parameters’ uncertainty. The second
inversion approach is the commonly used first-order approx-
imation (FOA) approach based on the standard Levenberg—
Marquardt algorithm. Two scenarios are considered to check
whether FOA can provide a reliable estimation of parame-
ters and associated uncertainties for the highly nonlinear hy-
drogeophysical problem investigated in the case of abundant
data (small uncertainty regions) and in the case of scarcity of
data (large uncertainty regions). In the first scenario, SP data
collected from sensors at five different locations are taken
into account for the calibration. In the second scenario, only
the SP data from one sensor are used for model calibration.

The present study is set out as follows. Section 2 presents
the hydrogeophysical model and the reference solution. Sec-
tion 3 reports on the GSA results of SP signals. Then, Sect. 4
discusses results of parameter estimation with both MCMC
and FOA approaches for the two investigated scenarios.
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2 Test case description and numerical solution
2.1 Test case description

The test case considered in this work is similar to the labo-
ratory experiment developed in Mboh et al. (2012), involv-
ing a falling-head infiltration phase followed by a drainage
phase (Fig. 1). This experiment is representative of several
laboratory SP experiments (Linde et al., 2007; Allégre et al.,
2010; Jougnot and Linde, 2013, among others). Quartz sand
is evenly packed in a plastic tube with an internal diameter
of 5cm to a height of Ly = 117.5 em. The column is initially
saturated with a ponding of Ly, =48 cm above the soil sur-
face. Five sensors allowing SP measurements are installed 5,
29, 53, 77 and 101 cm from the surface, respectively. The col-
umn has a zero pressure head maintained at its bottom. At the
top of the column, the boundary condition corresponds to a
Dirichlet condition with a prescribed pressure head condition
during the falling-head phase, followed by a Neumann con-
dition with zero infiltration flux during the drainage phase.
During the falling-head phase, the prescribed pressure head
hiop = 48 cm has an exponential behavior driven by the satu-

Ky
rated conductivity hiop = (Ls + Ly) e~ " — L. The falling-
head phase remains until the ponding vanishes at the critical

time f. = —ﬁ— (Lsilw)'

2.2 Mathematical model

The total electrical current density j (A m~2) is determined
from the generalized Ohm’s law as follows:

Jj=—0oVe+js, (1)

where ¢ (V) is the streaming potential, js (A m~—2) is the
streaming current density and o (Sm™"') is the electrical con-
ductivity distribution that is assumed to be isotropic.

Hence, the conservation equation (V - j = 0) is written as

V-(aVp)=V-j. @

In addition, the electrical conductivity distribution can be es-
timated using the saturation Sy = 6/6s as follows (Mboh et
al., 2012):

= GSH[S(:,", 3)

where o (Sm™!) is the electric conductivity at saturation
and n, is the Archie saturation exponent (Archie, 1942).

The streaming current density (js) can be related to the
Darcy velocity (¢ (cmmin—!)) by (Linde et al., 2007; Revil
et al., 2007)

: Pg

= (_Usal_csalsw) q, “)
Ky

where K (cmmin™") is the saturated hydraulic conductivity,

p (kemin—) is the water density, g (ms™") is the gravita-

tional acceleration and Csy¢ (V Pa™1) is the voltage coupling
coefficient at saturation.
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Hence, the combination of the previous Eqgs. (1)-(4) leads
to the following partial differential equation governing the
SP signals:

(5)

V. (ShVg)=V. (_gg_cﬁm_swq)‘

Ky

However, the flow through an unsaturated soil column can be
modeled by the one-dimensional Richard’s equation:

a0 6\ oH
—=(c(h)+ssa)—=—vq, ©)

at at

where H (cm) and A (cm) are, respectively, the hydraulic
and pressure head, such that H =h—z; z (cm) is the
depth (downward positive); Ss (-) is the specific storage;
s (cm®>cm™) and @ (cm®cm™3) are the saturated and ac-
tual water contents, respectively; (k) (em™ ") is the specific
moisture capacity; and K (h) (cm min~!) is the hydraulic
conductivity.

The water velocity (g) is given from Darcy’s law:

g=—K(h)VH. (@)

In the current study, the standard models of Mualem (1976)
and van Genuchten (1980) are used to relate pressure head,
hydraulic conductivity and water content:

1

—  —h <0
(1+ [ah]")
1h>0 ; 8)

K (S) = KSSCI/Z[I _ (] —Sc'/'")'"]“

where S. (=) is the effective saturation, 6, (cm®cm™2) is the
residual water content, K¢ (cmmin~") is the saturated hy-
draulic conductivity, m =1 —1/n, and @ (cm™!) and n (=)
are the Mualem—van Genuchten-shaped parameters.

0(h)—6: _

Se(h) = o —0
s — Ur

2.3 Numerical model

Although several numerical techniques have been developed
for the solution of the multidimensional Richards equation
(e.g., Fahs et al., 2009; Belfort et al., 2009; Younes et al.,
2013; Deng and Wang, 2017), the standard finite volume
method is used here for the spatial discretization of the one-
dimensional Richard’s equation (Eq. 6). The integration of
this equation over the finite volume (i) between (i —1/2)
and (i +1/2) gives

i+1/2
0\ oH

' (C(h)+559—5)?d2=ql'-|/2—qz'+|/2~ )

i-1/2

Using expressions of the Darcy velocity at the ele-

il
ment interfaces gi_12 = _T:Z(Hf —Hi_y) and gip1p=
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Figure 2. Reference SP signals. Solid lines represent the reference
SP solution and dots represent the sets of perturbed data serving as
conditioning information for model calibration.

K.
- —'A—'} (H;4+1— H;) in the case of a uniform spatial discretiza-
tion with a spatial step, we obtain

6;\ 0H;
Az|ci+ Ss— ) — = Kit12 (Hix1 — Hi) (10)
6] ot

—Ki_1p2(Hi — Hi_y). (11)

Using 7 = Sy* and § = ﬁg(;;;.,sw ]

r the integration of Eq. (5)
over the finite volume (7) yields

Ti41/2 Ti—-1/2

Z'Z” (@is1 — i) — A'z” (@i — ¢iz1) (12)
—8iv12Kiv172 (Hip1 — H)) (13)
+8i—12Ki—12(H; — Hi_1) =0, (14)

where the values at the interface 7;+1/2, 8i+1/2 and Ki+1,2
are calculated using the arithmetic mean between adjacent
elements (for instance, 7i41/2 = (7 + Tix1) /2).

Then, the temporal discretization of the obtained nonlin-
ear ODE/DAE system (9-10) is performed with the method
of lines (MOL) using the DASPK (Brown et al., 1994) time
solver. The MOL is suitable for strongly nonlinear systems
since it allows high-order temporal integration methods with
formal error estimation and control (Miller et al., 1998;
Younes et al., 2009; Fahs et al., 2009, 2011). In the current
study, the relative and absolute local error tolerances are fixed
to 1075,

Numerical simulations are performed assuming typical
MVG hydraulic parameters for the sandy soil with (accord-
ing to Carsel and Parrish, 1988) K5 = 0.495cmmin~!, 6 =
043cm?em™3, 6, =0.045cm’>ecm ™, @ =0.145cm™! and
n =2.68. The voltage coupling coefficient at saturation is
Csat =—2.9 x 1077V Pa~! and the Archie saturation expo-
nent is ny, = 1.6.
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Based on these hydraulic and geophysical parameters, a
reference (mesh-independent) solution is obtained using a
uniform mesh of 235 cells of 0.5 cm length. Data are gen-
erated by sampling the output SP signals every 10 min dur-
ing 1800 min. Figure 2 shows that the SP signals have an
almost linear behavior in the saturated falling-head phase.
During the drainage phase, they have a nonlinear behavior
and approach zero voltage for the dry conditions occurring
toward the end of the experiment. The SP signals are inde-
pendent Gaussian random noises with a standard deviation
of 2.731073 V. This noise level was obtained by Mboh et
al. (2012) from laboratory measurements. The noised data
(Fig. 2) are used as “observations” in the calibration exer-
cise.

3 Global sensitivity analysis of SP signals
3.1 GSA method

The aim of GSA is to assess the effect of the variation of
parameters on the model output (Mara and Tarantola, 2008).
Such knowledge is important for determining the most in-
fluential parameters as well as their regions and periods of
influence (Fajraoui et al., 2011). The sensitivity of a model
to its parameters can be assessed using variance-based sensi-
tivity indices. These indices evaluate the contribution of each
parameter to the variance of the model (Sobol’, 2001). Poly-
nomial chaos theory (Wiener, 1938) has been largely used
to perform variance-based sensitivity analysis of computer
models (see for instance, Sudret, 2008; Blatman and Sudret,
2010; Fajraoui et al., 2012; Younes et al., 2016; Shao et al.,
2017; Mara et al., 2017). It can be stated that the PCE method
is a surrogate-based approach. However, we argue that this
method employs ANOVA (analysis Of variance) decomposi-
tion and hence can be considered as a spectral method (such
as the Fourier amplitude sensitivity test; Cukier et al., 1973;
Saltelli et al., 1999). Indeed, with this method, the sensitiv-
ity indices are directly obtained from the PCE coefficients
without needing to run the surrogate model.

Let us consider a mathematical model with a random re-
sponse f (&) which depends on (d) independent random pa-
rameters & = {&,&,...,&;}. With PCE, f(&) is expanded
using a set of orthonormal multivariate polynomials (up to
a polynomial degree p):

5o Wo (£)

fe= D,

lee|<p

(15)

where & = a;...0q € R?is a dth-dimensional index. S, rep-
resents the polynomial coefficients and W, represents the
generalized polynomial chaos of degree |«| = Zf':,oz,-, such
as Hermite, Legendre and Jacobi polynomials, for instance.
In this work, Legendre polynomials are employed because
uniform distributions are considered for the parameters. The
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noninformative uniform distributions are used here to ex-
press the absence of prior information, which makes all pos-
sible values of the parameter equally likely.

Equation (12) is similar to an ANOVA representation of
the original model (Sobol’ 1993), from which it is straight-
forward to express V[ f(£)], the variance of f (&) as the sum
of the partial contribution of the inputs, as follows:

vir©]=3.

The first-order sensitivity index S; and the total sensitivity
index ST; are defined by

o VIE[/®l&]]

(16)

i e[0,1 (17)
VI[f®] e
E[V[f®l&]]
ST, =———== ¢[0,1], 18
VIF©] €[0,1] (18)
where §_; = £&;, E(]) is the conditional expectation operator

and V(1) the conditional variance. S; measures the amount of
variance of f(£) due to & alone, while ST; > S; measures
the amount of all contributions of & to the variance of (&),
including its cooperative nonlinear contributions with the
other parameters &;. The input/output relationship is said to
be additive when ST; = S;, ¥,i = 1,...,d, and in this case
Z;lzl Si = 1

In the sequel, a PCE is constructed for each SP signal at
each observable time. The number of coefficients for a full
PCE representation is P = (d + p)!/(d!p!). The evaluation
of the PCE coefficients requires at least P simulations of
the nonlinear hydrogeophysical model. Note that P increases
quickly with the order of the PCE and the number of param-
eters. Hence, several sparse PCE representations, in which
only the significant coefficients are sought, have been pro-
posed in the literature in order to reduce the computational
cost of the estimation of the Sobol indices. For instance, Blat-
man and Sudret (2010) developed a sparse PCE representa-
tion using an iterative forward-backward approach based on
nonintrusive regression. Fajraoui et al. (2012) developed a
technique whereby only the sensitive coefficients (that affect
significantly model variance) are retained in the PCE. Re-
cently, Shao et al. (2017) developed an algorithm based on
Bayesian model averaging (BMA) to select the best sparse
PCE from a given data set using the KIC (Kayshap, 1982).
The main idea of this algorithm is to increase the degree of
an initial PCE progressively and compute the KIC until a sat-
isfactory representation of the model responses is obtained.
This algorithm is used hereafter to compute the sensitivity
indices of the SP signals.

3.2 GSA results

The SP responses are considered for uniformly distributed
parameters over the large intervals shown in Table 1. These
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Figure 3. Time distribution of the SP variance at S cm (a) and 77 cm
(b) depth. The shaded area under the variance curve represents the
partial marginal contributions of the random input parameters; the
contribution of interactions between parameters is represented by
the blank region between the shaded area and the variance curve.

intervals include the reference values reported in Mboh et
al. (2012). The sensitivity indices of the six input parame-
ters (K, 6o, i, g, Cgar) are estimated using an experimental
design formed by N = 2'2 = 4096 parameter sets. The order
of the sparse PCE is automatically adapted for each observ-
able time and location. For some observable times, the PCE
is highly sparse; it reaches a degree of 31 but only contains
112 nonzero coefficients.

Figure 3 depicts the temporal distribution of the stream-
ing potential variance, represented by the blue curve, and the
relative contribution of the parameters, represented by the
shaded area. This figure corresponds to the temporal ANOVA
decomposition for sensor 1 (5 cm from the soil surface) and

Hydrol. Earth Syst. Sci., 22, 3561-3574, 2018

109



Chapitre 3. Analyse de sensibilité globale et estimation bayésienne des parametres

3566

pour le potentiel spontané en milieu poreux non saturé

A. Younes et al.: Hydrogeophysical parameters estimation

Table 1. Reference values, lower and upper bounds for hydraulic and geophysical parameters.

Parameters Lower bounds  Upper bounds  Reference values
Kg (cmmin—!) 0.1 2 0.495
6 (cm> min~—2) 0 0.2 0.045
@ (em™ ) 0.01 0.2 0.145
n I8 7 2.68
na () 1 3 1.6
Csat % (—=1077) (VPa™!) 2 4 29

for sensor 4 (77 cm from the soil surface). Interactions be-
tween parameters are represented by the blank region be-
tween the variance curves and the shaded area. Note that be-
cause a Dirichlet boundary condition with zero SP is main-
tained at the outlet boundary, the variance of the SP signal is
zero at the bottom and reaches its maximum value near the
soil surface. Hence, the variance is higher for the first sensor,
located 5 cm from the soil surface (Fig. 3a) than for sensor 4,
located 77 cm from the soil surface (Fig. 3b).

The SP signals at different altitudes exhibit similar behav-
ior (Fig. 3). In the following, we comment on the results
of sensor 1 (Fig. 3a). Because K varies between 0.1 and
2cmmin~!, the saturated falling-head phase remains until
e
the value of K (see Table 1), 7. varies between #; = 20 min
and 7, =403 min. Thus, in Fig. 3a, we can see that during
the first time period (¢ < #;), the SP signal is strongly influ-
enced by the value of the parameter Csy. The first-order and
total sensitivity indices at # = 10 min (Table 2a) confirm that
only the saturated parameters K and Cgy are influential. Cgy
is about 17 times more influential than K. As expected, the
remaining parameters have no influence during the first pe-
riod. The total variance is (.72 mv, and there is no interaction
between the two parameters K and Cgy since ST; = S; for
both of them and 3¢, §; = 1.

During the second period (#; <t < 1), the flow is either
saturated or unsaturated depending on the value of K. Fig-
ure 3a shows that the variance of the SP signal exhibits its
maximum value around 2.4 mv, with strong influences of
the parameters K and Cgy and weak interactions between
them (small blank region between the variance curve and the
shaded area). These results are confirmed by the sensitivity
indices calculated at # = 70 min and reported in Table 2a for
sensor 1. Both first-order and total sensitivity indices indi-
cate that K is the most influential parameter. The second
influential parameter is Cgy, which has a total sensitivity in-
dex about 12 times less than K. The parameter « is irrele-
vant since its total sensitivity index is 109 times less than K
and its partial variance is V; = S; x V; =0.01 mv, which is
less than the 95 % confidence interval associated with the SP
measurement (4=0.055 mv). The total variance at t = 70 min
is calculated to be 2.17 my, and the output—input relationship
is close to being additive since 3°¢_, S; = 0.94, which means

the ponding vanishes at 7, = -% In ( ) Depending on
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that interactions between parameters exist but are not signif-
icant.

During the third period (1 > #7), the variance of the SP sig-
nal reduces to 0.3 mv (Fig. 3a) and significant interactions are
observed between parameters (large blank region between
the shaded area and the variance curve). Table 2a shows that
for + = 800 min, which corresponds to dry conditions, the to-
tal variance is (.22. First-order sensitivity indices are very
small, except for 6;. The latter is highly influential since it
has a significant first-order sensitivity index (S; = 0.27) and
a more significant total-sensitivity index (ST; =0.74). The
parameters Cyy and K are irrelevant as they have very small
first-order and total sensitivity indices. Further, strong inter-
actions are observed between the parameters since the sum

of the first-order indices is far from 1 (Zd ¥ = ().47) .The

l':l

total sensitivity indices are significantly different from first-
order sensitivity indices for almost all parameters. For in-
stance, the ratio between these two indices is around 4 for «,
5 for n, and 7 for n. The total sensitivity index of & remains
small (0.065), whereas significant total sensitivity indices are
obtained for n (ST; = 0.27) and n, (ST; = 0.47), which indi-
cates that these two parameters are influential (although their
first-order sensitivity indices are small) because of the inter-
action between the parameters.

Figure 3b shows similar behavior for sensor 4 located
77 ¢cm from the soil surface. The results in Table 2b indicate
that the total variance observed at 7 = 10, 70 and 800 min
are around 8 times less than for sensor 1. For the first time
period, the first and total sensitivity indices are identical to
those observed for sensor 1 since saturated conditions occur
inside the whole column and the same effect of K and Cgye
can be observed whatever the location inside the column. For
the second time period, the sensitivity indices for sensor 4
(Table 2b) are similar to those observed for sensor 1. How-
ever, the results for the third time period show an improve-
ment of the relevance of the parameter «, with an increase
of both first and total sensitivity indices. Indeed, compared
to the results of sensor 1, both first-order and total sensitiv-
ity indices tripled. Moreover, the total sensitivity index for
« (ST; =0.22) becomes close to that of n (ST; = 0.24).

In summary, the GSA applied to SP signals identifies
the influential parameters and their periods of influence and
shows that
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Table 2. The first-order sensitivity index S; and the total sensitivity index ST; for the SP signal 5 (a) and 77 cm (b) below the soil surface at

different times.

Ks Oy o n ng Csat
(cmmin~1) (cm3 min_s) (cm_l) (V Pa—l)
(a) Sensor 1 (5 cm from the soil surface)
t = 10 min (total variance = 0.72)
S 0.055 0 0 0 0 0.942
ST; 0.057 0 0 0 0 0.945
t = 70 min (total variance =2.17)
S; 0.841 0.217 0.005 0.014 0.008 0.045
ST; 0.894 0.043 0.008 0.028 0.021 0.078
t = 800 min (total variance =0.224)
S 0.053 0.266 0.015 0.038 0.094 0.008
ST; 0.085 0.738 0.065 0.266 0.472 0.041
(b) Sensor 4 (77 cm from the soil surface)
t = 10 min (total variance = 0.094)
8; 0.055 0 0 0 0 0.942
ST; 0.057 0 0 0 0 0.945
t = 70 min (total variance =0.2744)
S; 0.839 0.015 0.014 0.013 0.005 0.053
ST; 0.891 0.028 0.024 0.025 0.011 0.086
t = 800 min (total variance =0.224)
S; 0.099 0.225 0.054 0.043 0.085 0.01
ST; 0.138 0.621 0.218 0.238 0.379 0.043

— the parameter Cgy is highly influential during the first
time period (¢ < t;) during which no interactions are ob-
served between parameters;

— the parameter K is highly influential during the sec-
ond time period (t; <t <t;) during which small inter-
actions occur between parameters;

— the parameters 6, n and n, are influential during the
third time period (¢ > ¢,) during which dry conditions
occur; during this period, strong interactions take place
between parameters;

- the parameter « has no influence on the SP signals dur-
ing the two first periods and presents a very small in-
fluence (S; = 0.015 and ST; = 0.065) during the third
period on sensor 1 (near the surface of the column);

— the relevance of the parameter o improves with the dis-
tance from the soil surface, although the total variance
diminishes with respect to this distance. The influence
of @ becomes significant (ST; = 0.22) on sensor 4 (lo-
cated 77 cm from the soil surface) during the third pe-
riod.

www.hydrol-earth-syst-sci.net/22/3561/2018/

4 Parameters’ estimation
4.1 MCMC and FOA approaches

Calibration of computer models is an essential task since
some parameters (like the Mualem—van Genuchten-shaped
parameters « and n) cannot be directly measured. In such
an exercise, the unknown model parameters are investigated
by comparing the model responses to the observations. Re-
cently, Mboh et al. (2012) showed that the inversion of SP
signals can yield an accurate estimate of the saturated hy-
draulic conductivity K, the MVG fitting parameters « and
n and the Archie saturation exponent (n,). Moreover, they
showed that the quality of the estimation was comparable to
that obtained from the calibration of pressure heads. In their
study, Mboh et al. (2012) used the FOA approach with the
shuffled complex evolution optimization algorithm SCE-UA
(Duan et al., 1993).

As important as the determination of the optimal parame-
ter sets are the associated 95 % confidence intervals (Cls) to
quantify the uncertainty of the estimated values. The deter-
mination of Cls is not straightforward if the observed model
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responses are highly nonlinear functions of model parame-
ters (Christensen and Cooley, 1999). In the sequel, the pa-
rameter estimation is performed using two approaches: the
popular FOA approach and the Bayesian approach based on
the MCMC sampler. Contrarily to FOA, the MCMC method
is robust since no assumptions of model linearity or differen-
tiability are required. Furthermore, prior information avail-
able for the parameters can be included. MCMC provides not
only an optimal point estimate of the parameters but also a
quantification of the entire parameter space. Several MCMC
strategies have been developed for Bayesian sampling of
the parameter space (Gallagher and Doherty, 2007; Vrugt,
2016). In a groundwater and vadose zone modeling context,
the most widely used of these strategies is the Metropolis—
Hastings algorithm (Metropolis et al., 1953; Hastings, 1970).
It proceeds as follows (Gelman et al., 1996).

i. Choose an initial candidate x” = (§°, o) formed by the
initial estimate of the parameter set £° and the hyperpa-
rameter 0¥ and a proposal distribution ¢ that depends
on the previous accepted candidate.

ii. A new candidate x' = (&',6") is generated from the
current one x'~! with the generator g (x' [x'~!) asso-
ciated with the transition probability p (E' |Vmes: 7).

iii. Calculate p (&'|ymes.o) and compute the ratio o =
p(Ej ‘Yn\es~a)‘l (xi !?(i_l )

P(E " |Ymes 0 )g (xI—1x' ) ] e

number « € [0, 1] from a uniform distribution.

. Additionally, draw a random

iv. If @ > u, then accept the new candidate, otherwise it is
rejected.

v. Resume from (ii) until the chain {x°,...,x*} converges
or a prescribed number of iterations iy, is reached.

Many improvements have been proposed in the literature
to accelerate the MCMC convergence rate (e.g., Haario et al.,
2006; ter Braak and Vrugt, 2008; Dostert et al., 2009, among
others). Vrugt et al. (2009a, b) developed the DREAM
MCMC sampler based on the differential evolution-Markov
chain method of ter Braak (2006) to improve sampling ef-
ficiency. DREAM runs multiple Markov chains in paral-
lel and uses subspace sampling and outlier chain correction
to speed up MCMC convergence (Vrugt, 2016). Laloy and
Vrugt (2012) developed the DREAMzs) MCMC sampler, in
which a candidate for each chain is drawn from an archive of
past states denoted Z, which plays the role of the generator
q. Interested readers are referred to Vrugt (2016) for more
details about the properties and implementation of DREAM
and DREAMzs. In the current study, the DREAMzs) soft-
ware is used for the MCMC estimation of the hydrogeo-
physical parameters. Note that because of the large number
of model evaluations required, the MCMC method remains
rarely used in practical applications compared to the FOA
approach. Indeed, with FOA, the Cls are estimated once by
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assuming that the Jacobian remains constant within the ClIs.
This assumption was found to be reasonably accurate in non-
linear problems by Donaldson and Scnabel (1987). However,
recently, several authors stated that parameter interdepen-
dences and model nonlinearities violate this assumption (see,
for instance, Vrugt and Bouten, 2002; Vurgin et al. 2007,
Gallagher and Doherty, 2007; Mertens et al., 2009; Kahl et
al., 2015).

In the following, both MCMC and FOA approaches are
employed for the inversion of the highly nonlinear hydro-
geophysical problem using SP measurements.

4.2 Parameters estimation results

Hydrogeophysical parameters are estimated using the
DREAMzsy MCMC sampler (Laloy and Vrugt, 2012). In-
dependent uniform distributions are considered for model pa-
rameter priors and likelihood hyperparameters (see Table 1).
The parameter posterior distribution is written as

SS@))_

202 o

P (&[Ymes, 0) g €Xp (_

: 2
where SS(£) = Zi.vzl (YI(l";e)s —,(:gd (E)) is the sum of the

squared differences between the observed y,‘,’,"gs and modeled
y%) SP signals at time 7 for N, the total number of SP ob-
servations.

The DREAMzs) software computes multiple sub-chains
in parallel to thoroughly explore the parameter space. Taking
the last 25 % of individuals (when the chains have converged)
yields multiple sets used to estimate the updated parameter
distributions and therefore the optimal parameter values and
their CIs. In the sequel, the DREAMzsy MCMC sampler is
used with three parallel chains.

We assume that the saturated water content has been ini-
tially measured with a fair degree of accuracy. However,
instead of fixing its value (as in Kool et al. , 1987, van
Dam et al., 1994, and Niitzmann et al., 1998, among oth-
ers), we assign a Gaussian distribution to 65 to take asso-
ciated uncertainty and its effect on the estimation of the
rest of the parameters into account. It is assumed here that
the saturated water content was accurately measured to be
65 = 0.43 cm? cm— by weighing the saturated soil. The cor-
responding error measurements are independently and nor-
mally distributed with a zero mean and a standard devia-
tion oy = 0.01 cm> cm 3. Hence a Gaussian distribution is
assigned to 6, with a mean value of 0.43cm®em™ and a
95 % CI [0.41 —0.45] cm® cm—>. The rest of the hydrogeo-
physical parameters have noninformative uniform distribu-
tions over the ranges reported in Table 1. The error (mea-
surement) variance is also considered to be unknown and is
simultaneously estimated with the physical parameters. Two
scenarios are considered to check whether the FOA approach
can provide a reliable estimation of parameters and associ-
ated uncertainties for the highly nonlinear hydrogeophysi-

www.hydrol-earth-syst-sci.net/22/3561/2018/

112



Chapitre 3. Analyse de sensibilité globale et estimation bayésienne des parametres
pour le potentiel spontané en milieu poreux non saturé

A. Younes et al.: Hydrogeophysical parameters estimation

Table 3. Estimated mean values (bold), confidence intervals (Cls)
and size of the posterior Cls (italic) with MCMC and FOA ap-
proaches for scenario 1.

MCMC FOA
Ks 0.49 0.49
(cmmin~!)  (0.487-0.498) (0.487-0.497)
0.01 0.01

05 0.43 0.43
(em> min™3) (0.41-0.45) (0.41-0.45)
0.04 0.04

6 0.046 0.046
(em®min™3)  (0.025-0.068)  (0.026-0.066)
0.04 0.04

o 0.14 0.14
(em™1) (0.12-0.17) (0.12-0.16)
0.05 0.04

n 2.64 2.64
(2.54-2.77) (2.54-2.76)

0.23 0.22

na 1.64 1.64
(1.37-1.98) (1.38-1.90)

0.6 0.5

iak 2.90 2.90
(VPa™h) (2.89-2.91) (2.89-2.91)
0.02 0.02

cal problem investigated, both in the case of abundant data
(small uncertainty regions) and in the case of scarcity of data
(large uncertainty regions). In the first scenario, SP data col-
lected from the sensors located at the five locations are taken
into account for the calibration. In the second scenario, only
the SP data from the first sensor located 5 cm from the soil
surface serve as conditioning information for model calibra-
tion. Results of the MCMC sampler are compared to those of
the FOA approach for both scenarios.

4.2.1 Scenario 1: inversion using all SP measurements

Figure 4 shows the results obtained with MCMC when the SP
data of the five sensors are used for the calibration. The “on-
diagonal™ plots in this figure display the posterior parameter
distributions, whereas the “off-diagonal” plots represent the
correlations between parameters in the MCMC sample. Fig-
ure 4 shows nearly bell-shaped posterior distributions for all
parameters. A strong correlation is observed between 6, and
ng (r =0.98).

From the obtained MCMC sample, it is straightforward to
estimate the posterior 95 % confidence interval of each pa-
rameter. This as well as the mean estimate value of each pa-
rameter obtained with both MCMC and FOA approaches are
reported in Table 3.
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Table 4. Estimated mean values (bold), confidence intervals (Cls)
and size of the posterior Cls (italic) with MCMC and FOA ap-
proaches for scenario 2.

MCMC FOA
s 0.49 0.49
(cmmin~!)  (0.481-0.495)  (0.474-0.503)
0.014 0.029

05 0.43 0.43
(cm? min™3) (0.41-0.45) (0.41-0.45)
0.04 0.04

I 0.053 0.053
(em®min™3)  (0.011-0.093)  (0.002-0.103)
0.08 0.1

o 0.13 0.13
(em™1) (0.07-0.20)  (-0.15-0.43)
0.13 0.58

n 2.54 2.56
(2.44-2.68) (2.44-2.68)

0.24 0.24

na 1.82 1.78
(1.36-2.41) (1.29-2.27)

1.05 0.98

Csat 2.89 2.89
(VPa~h (2.88-2.91) (2.88-2.91)
0.03 0.03

The results of this table show that the parameters are
well estimated from the SP measurements since (i) identi-
fied mean values are very close to the reference solution,
(ii) all confidence intervals include the reference solution and
(iii) the confidence intervals are rather narrow. The saturated
parameters K and Cgye are very well estimated (with Cls
around 2 %) because of data collected during the falling-head
phase during which only these two parameters are influential.

The posterior CI of the parameter 6 is similar to its prior
CI. The parameter « is reasonably well estimated, with a CI
around 35 %. Recall that this parameter had very small first-
order and total sensitivity indices for sensor | but had more
significant sensitivity indices for the sensors away from the
soil surface (see results for sensor 4 in Table 2b). The pa-
rameter 6 is estimated with a CI around 90 % although it
was highly influential for all sensors (for instance, a first-
order sensitivity index of 0.27 and a total order of 0.74 for
sensor 1). The parameters n and n, had similar GSA behav-
ior to small first-order sensitivities (0.038 and 0.094, respec-
tively, for sensor 1) and large total sensitivities (0.266 and
0.4715, respectively, for sensor 1); however, the inversion
shows that the parameter n is well estimated with a CI less
than 10 %, whereas the parameter 7, is less well estimated
with a CI around 35 %. These results suggest that GSA out-
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Figure 4. MCMC solutions in which all SP data are considered for the calibration. The diagonal plots represent the inferred posterior
probability distribution of the model parameters. The off-diagonal scatterplots represent the pairwise correlations in the MCMC drawing.
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Figure 5. MCMC solutions in which calibration is performed using only SP data located 5 cm from the surface. The diagonal plots represent
the posterior probability distribution of the parameters. The off-diagonal scatterplots represent the pairwise correlations in the MCMC
drawing.
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comes should be interpreted with caution in the context of
parameter estimation since (i) a parameter which is not rel-
evant for the model output in one sensor can be influential
for another sensor and (ii) GSA does not presume the quality
of the estimation since two parameters with similar sensitiv-
ity indices can have a different quality of estimation with the
inversion procedure.

Further, the results of Table 3 show that FOA and MCMC
approaches yield similar mean estimated values. Moreover,
very good agreement is observed between FOA and MCMC
uncertainty bounds. Concerning the efficiency of the two cal-
ibration methods for this scenario, the FOA approach is by
far the most efficient method since it requires only 95s of
CPU time. The MCMC method was terminated after 16 000
model runs, which required 14 116s. The convergence was
reached at around 12000 model runs. The last 4000 runs
were used to estimate the statistical measures of the poste-
rior distribution. Recall that contrarily to FOA, MCMC can
include prior information available for the parameters and al-
lows a quantification of the entire parameter space.

4,2.2 Scenario 2: inversion using only SP
measurements near the surface

In this scenario, the number of measurements used for the
calibration is strongly reduced. Only SP measurements from
sensor 1 (located 5 cm below the soil surface) are considered.

The results of MCMC are plotted in Fig. 5. The correlation
observed between 6; and n, decreases slightly to r =0.95.
Almost bell-shaped posterior distributions are observed for
all parameters except for the parameters 6; and c.

The results obtained with MCMC and FOA approaches
depicted in Table 4 show the following.

— The FOA approach yields accurate mean estimated val-
ues similar to MCMC results for all parameters.

— The MCMC and FOA mean estimated values are close
to the reference solution and to the previous scenario.
The maximum difference is observed for 6, for which
the mean estimated value with scenario 2 is 15 % greater
than for scenario 1.

— The MCMC CIs for the parameters Ky, 65, n and Cyy; are
close to the previous scenario. The parameters 65 and n
are well estimated (CIs < 10 %) and the parameters K
and Cgy are very well estimated (ClIs <5 %).

— Due to the reduction of the number of data used for
model calibration in scenario 2, the MCMC ClIs for the
parameters n,, @ and 6; are much larger than in the pre-
vious scenario. Indeed, compared to scenario 1, the CI
for n, and 6, increases by around 60 %, whereas the CI
of @ is 3 times larger than for scenario 1.

- The FOA method yields accurate Cls for the parameters
05, n, ny and Cgy, whereas it overestimates the Cls of
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0 (by 24 %), K (by 100 %) and « (by 427 %). An un-
physical uncertainty region (including negative values)
is obtained for the parameter «.

These results show that the FOA can fail to provide realis-
tic parameter uncertainties and can yield larger CIs than their
corresponding nonlinear MCMC counterpart. Indeed, the lin-
earization in the FOA method assumes that the Jacobian re-
mains constant across the CIs. This assumption was fulfilled
for the first scenario in which a large number of measure-
ments ensured small uncertainty regions. However, the as-
sumption is not fulfilled for some parameters of the current
scenario because of the large uncertainty regions induced by
the reduction of the number of SP measurements.

Concerning the efficiency of the calibration methods, the
FOA required approximately 174s of CPU time, and the
MCMC required many more runs to reach the convergence
than in the previous scenario. Indeed, the sampler was used
with 50 000 runs (35000 runs were necessary to reach the
convergence).

5 Conclusions

In this work, a synthetic test case dealing with SP signals
during a drainage experiment has been studied. The test case
is similar to the laboratory experiment developed in Mboh
et al. (2012), involving a falling-head infiltration phase fol-
lowed by a drainage phase. GSA and Bayesian parameter
inference have been applied to investigate (i) the influence
of hydraulic and geophysical parameters on the SP signals
and (ii) the identifiability of hydrogeophysical parameters us-
ing only SP measurements. The GSA was performed using
variance-based sensitivity indices which allow the contribu-
tion of each parameter (alone or by interaction with other pa-
rameters) to the output variance to be measured. The sensitiv-
ity indices have been calculated using a PCE representation
of the SP signals. To reduce the number of coefficients and
explore PCE with high orders, we used the efficient sparse
PCE algorithm developed by Shao et al. (2017), which se-
lects the best sparse PCE from a given data set using the
Kashyap information criterion (KIC).

The GSA applied to SP signals showed that the parameters
Csar and K are highly influential during the first period cor-
responding to saturated conditions. The parameters 6;, n and
n, are influential when dry conditions occur. In such condi-
tions, strong interactions take place between these parame-
ters. The parameter « has a very small influence on the SP
signals near the soil surface but its sensitivity increases with
depth although the total variance decreases with depth.

Parameter estimation has been performed using MCMC
and FOA approaches to check whether FOA can provide a re-
liable estimation of parameters and associated uncertainties
for the highly nonlinear hydrogeophysical problem investi-
gated. All hydraulic (K5, 6, o and n) and geophysical (n, and
Csat) parameters can be reasonably estimated in the first sce-
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nario for which the whole SP data (measured at five different
locations) are used as conditioning information for the model
calibration. The confrontation with GSA results shows that
the latter should be interpreted with caution when used in the
context of parameter estimation since (i) a parameter which
is not relevant for the model output in one sensor can be influ-
ential for another sensor and (ii) GSA does not presume the
quality of the estimation since two parameters with similar
sensitivity indices can have a different quality of estimation
with the inversion procedure (see, for instance, parameters n
and n,). Furthermore, although the studied problem is highly
nonlinear, the FOA approach provides accurate estimations
of both mean parameter values and ClIs in the first scenario.
These results are identical to those obtained with MCMC.

When the number of SP measurements used for the cal-
ibration is considerably reduced (i.e., data are scarce), the
MCMC inversion provides larger uncertainty regions of the
parameters. The FOA approach yields accurate mean param-
eter values (in agreement with MCMC results) but inaccurate
and even unphysical Cls for some parameters with large un-
certainty regions.
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In this work, we conducted two laboratory column experiments on an undisturbed sandy soil. The first deals with
a percolation-drainage experiment whereas the second deals with an infiltration of a constant water flux at the
surface of the unsaturated soil. A Bayesian assessment of the soil parameters is performed for both experiments
with the Markov Chain Monte Carlo (MCMC) method using measurements of pressure head inside the column
and cumulative outflow collected during the experiments. The results show that both experiments can be well
reproduced with the mathematical model based on the Richards equation and the van-Genchten/Mualem

models. Furthermore, the inversion of the two laboratory experiments yields similar results in terms of mean
estimated parameter values but strong discrepancies occur between confidence intervals used to quantify un-
certainty on the estimated parameters. Compared to the percolation-drainage experiment, the infiltration ex-
periment yields more accurate parameters with narrower uncertainty regions.

1. Introduction

Accurate knowledge of hydraulic soil parameters is essential before
simulation of water flow and/or contaminant transport through the
unsaturated zone. Generally, the soil parameters are not known a priori
and are estimated using inversion methods by fitting the simulated
model responses to the observed data. To this aim, undisturbed soil
samples are usually collected from the field and moved to laboratory to
perform experiments under controlled initial and boundary conditions.

In the literature, laboratory dynamic flow experiments have been
largely used to estimate unsaturated hydraulic soil parameters (e.g., van
Dam et al., 1994; Hopmans et al., 2002; Beydoun and Lehmann, 2006;
Schelle et al., 2010; Younes et al., 2013; Moreira et al., 2016). Many
types of transient flow experiments with different boundary conditions
have been investigated in the literature for a reliable estimation of the
soil properties. Among the laboratory flow experiments, we can men-
tion the one-step outflow experiment (Kool et al., 1985; Parker et al.,
1985), the multistep outflow experiment (van Dam et al., 1994; Durner
et al., 1999; Hopmans et al., 2002; Puhlmann et al., 2009), controlled
infiltration experiments (Mishra and Parker, 1989; Hudson et al.,
1996), extended multistep-outflow experiments (Durner and Iden,
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2011), evaporation experiments (Wind, 1968; Wendroth et al., 1993;
Kumar et al., 2010), a combination of extended multistep-outflow and
evaporation experiments (Schelle et al., 2011). Van Dam et al. (1994)
showed that multistep-outflow experiments yielded more accurate re-
sults than one-step outflow experiments. Durner and Iden (2011)
showed that the multistep outflow experiment can yield large un-
certainties, in particular with respect to the determination of the sa-
turated hydraulic conductivity. To overcome this drawback, they pro-
posed the extended multistep outflow experiment where a saturated
percolation phase is combined to the unsaturated multistep outflow
experiment (Durner and Iden, 2011). Schelle et al. (2010) have com-
pared hydraulic properties obtained from multistep-outflow and eva-
poration methods. They found that the two methods yield similar re-
sults in terms of estimated parameter values when the observations are
well reproduced by the simulations. If this condition is not fulfilled, a
disagreement is observed between the results of the two methods.

In the literature few studies have been devoted to investigate the
agreement of the soil properties obtained from different experiment
types (e.g. Stolte et al., 1994; Eching et al., 1994; Garnier et al., 1997,
Schelle et al., 2010). Furthermore, the comparison is often based on the
mean estimated parameter values and omits the associated
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uncertainties. In this work, we are concerned with the comparison of
the quality of parameter estimate, both in terms of mean estimated
parameter values and uncertainty ranges, between two types of la-
boratory experiments carried out on the same undisturbed sandy soil
column. The first experiment deals with a multi-step outflow experi-
ment where water is extracted from the initially saturated soil column
by applying different suctions at the lower soil boundary. The second
experiment deals with the infiltration of a constant water flux at the
surface of the initially unsaturated soil. For both experiments, the cu-
mulative outflow and the pressure head in three locations inside the
column are monitored. The cumulative outflow and pressure head data
were shown to be sufficient for estimating the hydraulic soil parameters
for a drainage experiment (Younes et al., 2013). The unsaturated flow
through the undisturbed soil column for both experiments is first
checked to be governed by the Richards equation and the standard
Mualem/van Genuchten models (Mualem, 1976; van Genuchten,
1980). Then, the hydraulic soil properties are sought in a Bayesian
framework using the Markov Chain Monte Carlo (MCMC) sampler
based on the Metropolis-Hastings (IHastings, 1970; Metropolis et al.,
1953: Lee, 2004) algorithm. The results of the two experiments are then
confronted in terms of mean estimated parameter values and un-
certainty ranges.

2. Materials and methods
2.1. Laboratory experiments

A cylindrical soil column (length 44 cm, diameter 15cm) was
carefully extracted from the BEKALTA province located in the east
center of Tunisia (35°35’24.3”N, 11°00’15.8”E) by inserting in the soil a
60 cm rigid PVC tube beveled to form a cutting edge. The soil is com-
posed of 93% sand (2-0.05 mm), 5% silt (0.05-0.002 mm) and 2% clay
particles (< 0.002 mm). The soil column is set on a container filled with
gravel (Fig. 1). The container is sealed to the PVC column with the
exception of an orifice located face to the soil bottom and connected to
a pressure reservoir which allows to fix the pressure head h [L] at the
column lower boundary.

The first laboratory experiment (Fig. 1) is similar to the extended
multistep outflow experiment proposed in Durner and Iden (2011).
Initially, the soil is progressively saturated from the bottom until
reaching a ponding of 3cm. To avoid disturbance of the soil, the sa-
turation was carried out during a long period of 24 h by slowly in-
creasing the pressure head at the bottom of the column using the
pressure reservoir. Three pressure sensors monitored the pressure head
near the top (Z; = 3.5cm), middle (Z; = 18.5 ¢cm) and bottom of the
column (Z3 = 33.5cm). Z is the vertical downward axis with the origin
located at the soil surface. The accuracies of the tensiometers (METER
T5 tensiometers) were approximately + 2 em. The cumulative outflow
was measured with an accuracy of + 2 g using a digital balance. Error
measurements for the two data series are assumed to be independently
and normally distributed with zero means and variances g, = 1 ¢m for
the pressure head and gy = 1 g for the cumulative outflow.

During the first 80 min, the head H = h—z at the lower boundary of
the column was fixed to 3 cm by placing the pressure reservoir 3 cm
upper the soil surface. To prevent evaporation, the upper end of the
PVC column is sealed with the exception of a small orifice to allow
equilibrium with atmospheric pressure. Then, six head steps corre-
sponding to a head H of 0.5, —5, —10, —19, —30 and —43cm at
respectively, =80, L=752, =888, £,=968, (s==1066 and t;=1164 min
were successively applied at the bottom of the soil column by moving
down the pressure reservoir. During percolation, the ponding was
filmed with a camera to monitor the water level decrease at the surface
of the soil. The column remained saturated during the first 741 min.
During this saturated phase, the ponding decreases exponentially
(Durner and Iden, 2011) until it vanishes. After that, the drainage
process replaces the percolation process.
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The second Laboratory experiment (Fig. 2) deals with an infiltration
experiment. The lower boundary condition is maintained at a head of
—44cmcem (i.e. a zero pressure head h is fixed at the bottom of the
column during the whole experiment by maintain the pressure reservoir
at the same level than the soil bottom). Initial conditions correspond to
hydrostatic equilibrium (ie. the value of the suction given by each
tensiometer corresponds to its distance to the bottom of the column).
Then, a constant water flow rate of 20 cm®/min was applied to the top
surface of the soil using a Masterflex® L/S peristaltic pump. Cotton fiber
wicks were applied at the surface of the column to allow a uniform
distribution of the flow rate over the area of the column. The three
pressure sensors were located far from the surface (at Z; = 18.5¢cm,
Zy = 23.5cm and Z; = 33.5cm) to insure a relatively uniform dis-
tribution of water across the area of the column. The infiltration occurs
during a period of 57.5 min. It starts at t = 17.5 min and was stopped at
t = 75min. The tensiometric data and the cumulative outflow were
monitored until t = 117.5 min.

3. Numerical model

The saturated-unsaturated water flow through the cylindrical soil
column is assumed to be one-dimensional and governed by the fol-
lowing Richards Equation (RE):

EL o\er _ &g
% ety + ss—)— =-2

gg ) ot

3h

g =-KMm(3-1) s
where 6 [L? L~ 2] is the water content, t [T '] is time, ¢ (h) [L '] is the
specific moisture capacity, S, [-] is the specific storage, &; (2L ¥is
the saturated water content, g [L T~ is the Darcy’s velocity, z [L] is
the positive downward vertical coordinate with the origin at the soil
surface and K (h) [L T '] is the hydraulic conductivity. The standard
models of Mualem (1976) and van Genuchten (1980) are used to de-
scribe the nonlinear relationships between pressure head, conductivity
and water content,

1
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where S, (=) is the effective saturation, 6, [L* L™2] is the residual water
content, K, [L T '] is the saturated hydraulic conductivity, m = 1-1/n,
a [L™1] and n [-] are the Mualem van Genuchten shape parameters.

In Eq. (2), the pore-connectivity parameter is fixed to 0.5 since we
deal with a sandy soil. For general soils, this parameter could be taken
unknown and its value estimated from the Bayesian inversion as in
Mara et al. (2016). The system of Egs. (1) and (2) is solved with the
corresponding initial and boundary conditions. For the percolation-
drainage experiment, the initial condition is a hydrostatic pressure
distribution corresponding to the pressure head of 3 cm at the surface of
the column. The boundary conditions are as follows: at the upper
boundary, a Dirichlet condition corresponding to the measured ponding
for the percolation phase (t < 741) followed by a Neumann condition,
with a zero flux, for the drainage phase. At the lower boundary, a Di-
richlet condition at the bottom column corresponding to the five ap-
plied pressure head steps.

For the infiltration experiment, the initial condition is a hydrostatic
pressure distribution with a zero pressure at the bottom of the column.
The upper boundary condition is a Neumann condition with a zero flux
except during the irrigation period (17.5 min < t < 117.5 min) where
the upper flux is Qs = 0.115 cm/min. The lower boundary condition is
of Dirichlet type with a zero pressure head maintained at the bottom of
the column during the whole experiment.

The system (1)-(2) with the corresponding initial and boundary
conditions is solved using the standard finite volume method for the
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Fig. 1. Schematic representation of the experimental device: percolation-drainage experiment.

spatial discretization. A mesh independent solution is obtained using a
uniform mesh of 215 cells of 0.2 cm. The high-order method of lines
(MOL) is used for the temporal discretization of the h form of the RE via
the DLSODIS (Double-precision Livermore Solver for ordinary differ-
ential equations — implicit form and sparse matrix) time solver
(Hindmarsh, 1980). MOL is well suited for solving the nonlinear RE
(e.g., Younes et al., 2009; Fahs et al., 2011, Farthing and Ogden, 2017)
since it allows variable time-step and variable order integration with
time error control (Miller et al., 2006). The algebraic nonlinear system
is solved with the modified Newton iteration method (Radhakrishnan
and Hindmarsh, 1993).

4. Bayesian parameter inference

Two types of observations were collected during the experiments.
The tensiometers provided the pressure head at three different locations
inside the column. The digital balance provided the cumulative outflow
at the column output. Hence, the vector of observations y, . is formed
by these two types of data. All unsaturated soil parameters are sought
by inverse modeling except the saturated water content which was
accurately measured by  weighing the saturated  soil
(6, = 0.417 cm” cm %), A very small value is used for the specific sto-
rage (S, =10"%cm™"). Hence, the vector of unknowns is
£ = (Ks, 6,, a, n). These parameters are estimated using a Bayesian
approach where the observations are merged with the prior parameter
knowledge to define the joint posterior probability distribution function
(jpdf) of the parameters. In this work, the jpdfs are evaluated using the
DREAM g, software (Laloy and Vrugt, 2012) relaying on the Markov
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Chain Monte Carlo (MCMC) sampler. The MCMC method has been
largely used in hydrogeology (e.g. Vrugt et al., 2008; Laloy and Vrugt,
2012; Moreira et al., 2016; Linde et al., 2017; Younes et al., 2017;
Hayek et al., 2018). With MCMC, the generated random sequences of
parameter sets converge asymptotically toward the target distribution
(Gelman et al., 1997). The statistical measures of the parameters such
as the mean estimated values and the variances are then computed
using the converged sets.

Using the Bayes theorem, the probability density function of the
parameters conditioned onto observations write:

PEes) & P Opes €D (), (3)

with p(&ly,,,) the likelihood function measuring how well the model
outputs are in agreement with the observations y,,,,, and p(§) is the
prior information on the parameters.

In this work, independent uniform distributions are assumed for all
parameters. The non-informative uniform distributions are used here to
express the absence of prior information which makes all possible va-
lues of the parameter equally likely. The parameter intervals (Table 1)
are based on the literature and are chosen large enough to reflect our
poor prior knowledge of the model parameter values.

Under the assumption that the error measurements for the two data
series are independently and normally distributed, the joint posterior
distribution matches the likelihood function, that is,

: Ny —No.. | SSh(E) SSo(§)
P (gl-’mm) & Jh UQ exp[ 26, p% 205 (4)
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mean estimated parameter values and the associated confidence inter-
vals. In this work, three parallel chains were used with the DREAMzs)
MCMC sampler. The posterior distribution is considered stationary if
the Gelman and Rubin (1992) criterion is less than 1.2 and the chains
are not autocorrelated.

A. Younes et al.
Data logger
Cotton fiber
wicks
Gravel
Fig. 2. Schematic representation of the experimental device: infiltration experiment.
Table 1
Lower and upper bounds of the soil parameters.
Parameter Lower bound Upper bound
Kg [em/min] 0.1 2.0
& [-] 0.05 0.15
a [em™1] 0.005 1.0
n [-] 1.3 7.0

where SS; (§) and SS; (&) are the sums of the squared differences be-
tween the modeled and observed data of the pressure head and cu-
mulative outflow, respectively.

For instance, SS;,(£) = ", (h&—h %, (§))? (resp. 55p), which in-
cludes the observed 1) (resp. QX)) and predicted k%), (resp. Q%)
pressure head (resp. cumulative outflow) at time #; for the number of
cumulative outflow (resp. concentration) observations N, (resp. Np).

The MCMC sampler is based on the Metropolis-Hasting inference. In
the latter, a new candidate &' is generated at the i iteration from a
proposal distribution g(¢' 1£€-!) which only depends on the previous
accepted candidate. The new candidate is accepted or rejected de-
pending on the associated Hasting ratio, defined as,

. min(l P ') g € 1€ )

" PE )9 € 1)
The last 25% sets (when the chains have converged) adequately fit
the model onto observations. These sets are then used to the

)

5. Results and discussion

In this section, identifiability of the parameters is investigated for
the percolation-drainage and the infiltration experiments. The MCMC
results in term of mean estimated parameter values and confidence
intervals are depicted in Table 2 for the percolation-drainage experi-
ment and in Table 3 for the infiltration experiment.

The results of the two experiments show a good agreement between
the mean estimated values for the parameters Ks, 6, and «. For the
parameter n, a reasonable agreement with a difference of around 30% is

Table 2
Estimated mean values, confidence intervals (Cls) and size of the posterior Cls
for the percolation-drainage experiment.

Unit Mean estimated value  Confidence Interval  Size of the CI
Ky  (ecm/min)  0.22 [0.13-1.24] 1.11
& - 0.1 [0.05-0.15] 0.1
4 (em™) 0.016 [0.013-0.019] 0.006
n - 1.9 [1.34-3.12] 1.78
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Table 3
Estimated mean values, confidence intervals (CIs) and size of the posterior Cls
for the infiltration experiment.

Unit Mean estimated value Confidence Interval Size of the CI
Ks (em/min) 0.21 [0.2-0.22] 0.02
-8 - 0.08 [0.05-0.15] 0.1
a (em ™Y 0.012 [0.011-0.014] 0.003
n - 27 [2.4-2.9] 0.5
40+
30
20
5 104
® o
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Fig. 3. Observed and calibrated pressure head at Z;, = 3.5¢cm, Z, = 18.5¢m
and Z; = 33.5 em from the soil surface for the percolation-drainage experiment.
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Fig. 4. Observed and calibrated cumulative outflow for the percolation-drai-
nage experiment.

observed between the two experiments. The obtained mean estimated
values are then used to simulate the percolation-drainage and the in-
filtration experiments. Fig. 3 shows the simulated and measured pres-
sure head by the three tensiometers for the percolation-drainage ex-
periment. In this figure, the pressure head curve of each tensiometer
starts at a hydrostatic pressure and then decreases by step due to the
different suctions applied at the bottom of the column. A very good
agreement can be observed between simulated and measured pressure
heads for the three tensiometers. In the Fig. 4, the cumulative outflow
displays a parabolic behavior during the percolation phase followed by
an increase by step due to the suction caused by the different pressure
head levels applied at the lower boundary. The results of Fig. 4 show a
good agreement between the simulated and measured cumulative
outflow. Therefore, the Figs. 3 and 4 show that using the mean
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Fig. 5. Observed and calibrated pressure head at Z, = 18.5cm, Z, = 23.5cm
and Z; = 33.5 cm from the soil surface for the infiltration experiment.

estimated parameter values, the mathematical model based on the Ri-
chards Equation and the Mualem/van-Genuchten models reproduces
relatively well the saturated unsaturated flow processes occurring
during the percolation-drainage experiment through the studied un-
disturbed soil.

In the case of the infiltration experiment, an increase of the pressure
head is observed (when the infiltration front reaches the tensiometers)
followed by a decrease in the wake of the end of the surface injection
(Fig. 5). During the injection, the pressure head measured by the ten-
siometers is almost constant. A good agreement is observed between the
calculated (using mean estimated parameter values) and the measured
pressure-heads by the three tensiometers (Fig. 5). Fig. 6 shows that the
cumulative outflow starts to increase when the infiltration front reaches
the bottom of the column and shows a linear behavior until the end of
the period of injection. A very good agreement is observed between the
measured and simulated cumulative outflow. Hence, the results of the
Figs. 5 and 6 confirm that the used mathematical model is reliable to
reproduce the infiltration experiment on the investigated undisturbed
soil.

At first sight, and based on the comparison between the mean es-
timated parameter values, one could think that a similar quality of
estimation is obtained from the two experiments. In order to further
analyze the quality of the estimation, we compare, in the following, the
results of the two experiments in terms of uncertainty associated to

+ Measured Cum. Outflow

Simulated Cum. Outflow

Cumulative Outflow (cm)

20 40 60
Time (min)

T T 1
80 100 120

Fig. 6. Observed and calibrated cumulative outflow for the infiltration ex-
periment.
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Fig. 7. Marginal effects of the Mualem-van Genuchten shape parameter a on
the pressure head (a) and cumulative outflow (b) at t = 1200 min for the per-
colation-drainage experiment («* is the mean estimated value).

each estimated parameter.

For the parameter 6,, the results of Tables 2 and 3 show that both
the percolation-drainage and the infiltration experiments yield pos-
terior intervals similar to the prior interval in Table 1. This indicates
that the residual water content is not identified with neither of the
experiments. This non-identifiability is due to the very low sensitivity of
the pressure head and the cumulative outflow to &,. Indeed the results
of simulations of the two experiments using different values of &, yield
similar pressure head and cumulative outflow curves. This weak sen-
sitivity is due to the fact that the residual water content was not at-
tained during neither of the laboratory experiments.

The parameter a is well estimated from the two experiments.
Indeed, a narrow uncertainty region is associated to this parameter due
to its high influence on the model outputs for both experiments. The
influence of @ on the pressure head is especially observable during the
transition to dry conditions at t = 1200 min (right after the last pres-
sure head step applied at the lower boundary). Fig. 7 shows the simu-
lated pressure head of the second tensiometer (at 18.5 cm from the soil
surface) and the cumulative outflow at t = 1200 min for different va-
lues of « taken from the interval [0.005, 0.1]cm ', All the other
parameters were fixed to their mean estimated values obtained from
MCMC results. A similar behavior is observed for the effect of « on the
pressure head of the other tensiometers. The results of Fig. 7 show that
the pressure head is weakly sensitive to « in the region surrounding the
mean estimated value a* (Fig. 7a) whereas, the cumulative outflow is
highly sensitive to « in that region (Fig. 7b). This suggests that the
cumulative outflow measurements contribute the most to the
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Fig. 8. Marginal effects of the Mualem-van Genuchten shape parameter a on
the pressure head (a) and cumulative outflow (b) at t = 1200 min for the in-
filtration experiment («* is the mean estimated value).

identifiability of a«* for the percolation-drainage experiment.

The influence of the parameter « for the infiltration experiment is
especially noticeable during the transition to dry conditions at
t = 80 min (just after stopping the injection). Fig. 8 shows the marginal
effect of the parameter « on the pressure head (Fig. 8a) and the cu-
mulative outflow at t = 80 min (Fig. 8b). The cumulative outflow is
weakly sensitive to @ in the region surrounding «*, whereas the pressure
head is highly sensitive to « in that region. This suggests that the
pressure head measurements contribute the most to the identifiability
of «* for the infiltration experiment.

The parameter n is not well estimated from the percolation-drainage
experiment. Indeed, the MCMC sampler yielded a mean estimated value
of n* = 1.9 with a large confidence interval [1.34-3.12]. Fig. 9 shows
that the pressure head is weakly sensitive to n (Fig. 9a) whereas the
cumulative outflow is almost not sensitive to n in the region sur-
rounding n* (Fig. 9b).

The infiltration experiment yielded a mean estimated value n* = 2.7
with a reduced confidence interval [2.4-2.9]. For this experiment, both
pressure head (Fig. 10a) and cumulative outflow (Fig. 10b) are sensitive
to nin the region surrounding n*. The pressure head is highly influenced
by the value of the parameter n. For instance, the variation of n from
2.1 to 3.1 induces a variation of 2.4 cm in the pressure head whereas
the same variation of n induced only a variation of 0.11 cm in the
pressure head in the case of the percolation-drainage experiment. It is
interesting to note that the large confidence interval [1.34-3.12] for the
parameter n from the percolation-drainage experiment involves the
reduced confidence interval [2.4-2.9] obtained from the infiltration
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experiment.

Finally, the inversion of the percolation-drainage experiment
yielded a hydraulic conductivity Ks* = 0.22 cm/min with a large un-
certainty region since the confidence interval is [0.13-1.24] ecm/min.
This large uncertainty region can be explained by the weak sensitivity
of the cumulative outflow and the pressure head inside the column to
the value of K. For instance, Fig. 11 shows the simulated pressure head
at the location of the second tensiometer (at 18.5cm from the soil
surface) at t = 1200 min for different K5 values taken from its prior
interval [0.1, 2] cm/min. This figure shows a weak sensitivity of the
pressure head around Ks*. Indeed a variation of K from 0.2 to 0.3 cm/
min induces only a variation of 0.2 cm of the pressure head. Further-
more, the simulation with the different values of K yielded similar
cumulative outflow curves (not shown) which indicates that K is an
irrelevant parameter for the cumulative outflow in this case. These
results are in agreement with those of Durner (1994) and Schaap and
van Genuchten (2005) who noted that the determination of K with
multi-step outflow experiments can be highly uncertain in particular for
structured soils.

On the other hand, the inversion of the infiltration experiment
yielded a hydraulic conductivity of Ks* = 0.21 cm/min with a very
narrow uncertainty region since the confidence interval is [0.2-0.22]
cm/min. Therefore, Ks* is 50 times more accurate than obtained from
the percolation-drainage experiment. This phenomenon is due to the
high sensitivity of the pressure head inside the column to the value of
K in the case of the infiltration experiment. Note that the cumulative
outflow depends only on the inflow rate Q;,; and was not sensitive to Ks.
The sensitivity of the plateau region reached by the pressure head at
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Fig. 10. Marginal effects of the Mualem-van Genuchten shape parameter n on
the pressure head (a) and cumulative outflow (b) at t = 80 min for the in-
filtration experiment (1" is the mean estimated value).
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pressure head at 18.5 cm from the soil surface and t = 1200 min for the per-
colation-drainage experiment (K,* is the mean estimated value).

18.5 cm from the soil surface during the injection is shown in Fig. 12.
This figure is obtained by simulating the pressure head at t = 50 min for
different K values inside its prior interval [0.1-2] cm/min.

The results of Fig. 12 confirm that the pressure head is highly sen-
sitive to K in the region surrounding Ks*. Indeed, the variation of Kg
from 0.2 to 0.3c¢m/min induces a variation of about 5cm of the
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pressure head.

Note that the slope of the curve in Fig. 12 is weak for high values of
K. This means that if the sought value Kg* is high, the sensitivity of the
pressure head to Ks can be weak. To increase the sensitivity to K in
these situations and therefore improve identifiability of Ks*, we should
use a higher inflow rate. Indeed, the applied inflow rate at the surface of
the column should not be very small compared to Ks*. Fig. 12 suggests
that an inflow rate around 50% of Ks* is preferential (very high sen-
sitivity), but the zone of high sensitivity involves inflow rate ranging
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0.205
0.2
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until 6 times less than Ks*.

Finally, we note that although the results of both experiments
concerning the estimation of Ks* are different, they remain in agree-
ment since the narrow [0.2-0.22] em/min confidence interval of Kg
from the infiltration experiment is included in the large [0.13-1.24]
cm/min confidence interval of K from the percolation-drainage ex-
periment.

To summarize, the results of the Bayesian inversion show that al-
though the two laboratory experiments yield a good agreement be-
tween the mean estimated parameter values, the quality of estimation
in terms of uncertainty associated to the estimated parameters shows
strong disagreement. Indeed, for the investigated undisturbed soil, the
infiltration experiment yielded better quality of hydraulic soil para-
meter estimation (with narrower uncertainty regions) compared to the
percolation-drainage experiment. This can be explained by the higher
sensitivity of the model outputs to the hydraulic parameters in the case
of the infiltration experiment. The results of the MCMC sampler for the
infiltration experiment are shown in Fig. 13. In this figure, the “on-
diagonal” plots display the parameter distributions, whereas the “off-
diagonal” plots show the correlations between parameters in the MCMC
sample. This figure shows that the parameter 8, cannot be identified.
The parameters K, @ and n are well estimated; their intervals of var-
iation are strongly reduced and they essentially display bell-shaped
distributions. Moderate correlations are observed between K, and n
(r=—0.73), 8, and n (r = 0.76), and &« and n (r = 0.74).

6. Conclusions

In this work, a laboratory percolation-drainage and an infiltration
experiments were conducted on an undisturbed soil column. Hydraulic
soil parameters have then been investigated by inverse modeling using
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Fig. 13. MCMC solutions for the infiltration experiment. The diagonal plots represent the parameter posterior distributions. The off-diagonal scatterplots show the

correlations between the parameters.
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pressure head and cumulative outflow measurements. The saturated

hydraulic conductivity, the residual water content and the Mualem-van

Genuchten shape parameters « and h have been estimated in a Bayesian

framework using the Markov Chain Monte Carlo (MCMC) sampler.
The results reveal the following conclusions:

1. Saturated-unsaturated flow through the investigated undisturbed
soil is well described by the RE combined with the Mualem/van-
Genuchten models. The estimated hydraulic soil parameters allow to
fit relatively well to the measurements of pressure head and cu-
mulative outflow for both experiments.

. Similar mean estimated soil parameter values were obtained from

the inversion of the percolation-drainage and the infiltration ex-

periments. However, significant differences were observed between
uncertainties associated to the estimated parameters.

The residual water content was not identified with neither of the

experiments since dry conditions were not attained during the two

laboratory experiments.

. Because of its high influence on the model outputs, the parameter a
is well estimated (with a narrow uncertainty region) from both ex-
periments.

. The parameters n and Ks are much better estimated (with much
narrower uncertainty regions) using the infiltration experiment than
using the percolation experiment. This phenomenon is due to the
high sensitivity of the pressure head to these parameters in the case
of the infiltration experiment whereas this sensitivity is weak in the
case of the percolation-drainage experiment.

. In the case of infiltration experiment, the injected inflow rate at the
surface of the column should not be very small compared to the
sought value of saturated conductivity in order to insure a high
sensitivity of the pressure head to K.

For practical applications, this last point suggests that before fixing
the inflow rate, we should have a rough idea about the value of Ks*.
This can be easily obtained by varying the inflow rate since a ponding
can be observed if Q;, > Ks*.
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Abstract: Numerical modeling has become an irreplaceable tool for the investigation of water flow and
solute transport in the unsaturated zone. The use of this tool for real situations is often faced with lack
of knowledge of hydraulic and soil transport parameters. In this study, advanced experimental and
numerical techniques are developed for an accurate estimation of the soil parameters. A laboratory
unsaturated flow and solute transport experiment is conducted on a large undisturbed soil column of
around 40 cm length. Bromide, used as a nonreactive contaminant, is injected at the surface of the
undisturbed soil, followed by a leaching phase. The pressure measurements at different locations
along the soil column as well as the outflow bromide concentration are collected during the experiment
and used for the statistical calibration of flow and solute transport. The Richards equation, combined
with constitutive relations for water content and permeability, is used to describe unsaturated flow.
Both linear and non-equilibrium mobile-immobile transport models are investigated for the solute
transport. All hydraulic and mass transport parameters are inferred using a one-step Bayesian
estimation with the Markov chain Monte Carlo sampler. The results prove that the pressure and
concentration measurements are able to identify almost all hydraulic and mass transport parameters.
The mobile-immobile transport model better reproduces the infiltration experiment. It produces
narrower uncertainty intervals for soil parameters and predictive output concentrations.

Keywords: infiltration laboratory experiment; Richards equation; advection-dispersion equation;
mobile-immobile model; predictive uncertainty; Markov chain Monte Carlo

1. Introduction

Numerical modeling of water flow and solute transport through the vadoze zone is essential
to estimate the amount of recharge and/or to prevent soil and subsurface water contamination. It is
becoming increasingly important for several applications as water quality management, water resources
planning in urban zones, and for mitigating groundwater pollution. The processes of flow and mass
transport in the unsaturated zone depend on the driving forces (matric and gravitational potential) and
on the soil properties. Thus, to perform real field simulations, the numerical models require an accurate
prior knowledge of the soil parameters. These parameters are usually determined using laboratory
unsaturated flow and solute transport experiments performed using soil samples collected from the
field. Inversion methods can then be applied to fit the model outputs to the laboratory measurements
and to assess the soil parameters.

Different laboratory experiments have been conducted for the estimation of the soil parameters
e.g., [1-13]. Small scale laboratory column experiments were often used for the characterization
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130



Chapitre 5. Estimation bayésienne des paramétres pour le transport
non réactif en milieu poreux non saturé

Water 2019, 11, 1660 2 of 16

of hydraulic and mass transport properties [1,2,11,14,15]. Mishra and Parker [16] showed that the
simultaneous estimation of hydraulic and mass transport parameters yields more accurate results than
the two-steps estimation in which hydraulic and transport parameters are determined sequentially.
Inoue et al. [17] used electrical conductivity and matric pressure head measurements at different depths
for the flow-transport inversion with the local search Levenberg-Marquardt algorithm. Recently,
several Bayesian approaches, where measurements are combined with prior parameter information to
provide posterior parameter distributions, have been investigated for the estimation of the unsaturated
hydraulic soil parameters, among others [10,12,18-21]. The term Bayesian is used to describe statistical
inversion by considering [22]: (i) That model variables are random, (ii) that randomness describes the
degree of information for their realization, and (iii) that the solution of the estimation problem is the
posterior probability distribution from which several statistics can be obtained. Bayesian hydraulic
soil parameter estimation was investigated for a laboratory drainage experiment in [10]. In [12], it is
shown that the infiltration laboratory experiment yields more accurate hydraulic parameters than the
percolation-drainage experiment. Bayesian inference of both hydraulic and transport unsaturated
soil parameters has been investigated for hypothetical experiments in the case of linear transport [21]
and in the case of pesticide transport [23] in unsaturated soils. Moreira et al. [11] considered the
estimation of hydraulic and solute transport parameters based on a Bayesian inversion of a laboratory
infiltration experiment performed on a small column of 7.3 cm length. One tensiometric sensor was
used to monitor the pressure head in the middle of the column. The pressure head and outflow
concentrations measurements were employed for parameters estimation. Because of the insufficient
collected data, some hydraulic soil parameters were not included in the inversion procedure to prevent
identification difficulties. These parameters were considered as known (measured) and they were
assigned informative Gaussian priors. Furthermore, Moreira et al. [11] used a sequential procedure in
which the hydraulic parameters were firstly estimated using the pressure head measurements. Then,
in a second step, these estimates were employed as prior information with Gaussian distributions to
determine the mass transport parameters from the concentration measurements.

In the present study, a laboratory infiltration experiment is conducted in order to estimate soil
hydraulic and mass transport parameters. Bromide is used as a nonreactive contaminant and injected at
the surface of the soil column. The current research differs from the literature by (i) considering a large
column of around 40 cm length of an undisturbed sandy soil, (ii) performing a simultaneous estimation
of all hydraulic and mass transport soil parameters using the outflow breakthrough curve of bromide
and the pressure head measurements at three different locations, (iii) assuming no prior information for
all hydraulic and solute transport parameters for which we attribute uniform prior distributions with
large intervals to reflect our poor prior knowledge of their values, and (iv) estimating all parameters
using a one-step Bayesian procedure via the Markov chain Monte Carlo (MCMC) method [24].

The direct problem is based on the Richards equation coupled with the Darcy’s law and the
mass conservation equation [25]. The Mualem and van Genuchten models are used as constitutive
relations [26,27]. The linear advection-dispersion and the non-equilibrium mobile-immobile models are
investigated for bromide transport. Bayesian inversion results are discussed in terms of fitting between
simulations and measurements and in terms of uncertainty ranges associated with the estimated
parameter values and to the model outputs.

2. Materials and Methods

2.1. Laboratory Experiment

A cylindrical PVC tube of 60 cm length, beveled at its end to form a cutting edge, was sunk
into the soil in the region of Bekalta in the east center of Tunisia. A homogeneous soil column of
38.4 cm length and 15 cm diameter has been carefully extracted. The soil, essentially formed by
sand, was placed over a porous plate of 6 mm high with a saturated water content of 0.42 cm® cm ™.
The soil column (sand + porous plate) is set on a container filled with gravel (Figure 1). An orifice,
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located face to the soil bottom, allows effluent recovery and fixing the pressure head /i [L] at the lower
boundary to zero. The vertical axis Z is downward oriented with the origin located at the soil surface.
Three tensiometric sensors, connected to a data logger and a computer, allow monitoring the pressure
head near the top (Z; = 2.5 cm), middle (Z2 = 17.5 cm), and bottom of the column (Z3 = 32.5 cm).
The outflow bromide concentration is measured using an ion selective electrode (HI4102 from HANNA
instruments). Initially, hydrostatic equilibrium is obtained by verifying that each tensiometer indicates
a suction equal to its distance to the bottom of the column. A constant water flow rate of 14 cm®/min
was applied at the top surface of the soil using a high-accuracy Masterflex® L/S peristaltic pump.
Cotton fiber wicks were deposited at the surface of the soil to obtain a uniform distribution of the
flow rate over the soil area. The tensiometric data and the cumulative outflow were monitored until
t = 660 min. Infiltration occurs during a period of 562 min, it starts at t = 24 min and was stopped at
t = 586 min. During a first period (24 min < t < 220 min), the pump injects a potassium bromide (KBr)
solution from a reservoir with a concentration of 0.08 g/L. The period of injection ensures around one
pore volume of injected KBr solution. Then, clean water was injected at the surface of the soil with the
same flow rate for the period 220 min < ¢ < 586 min. This ensures around two pore volumes of injected
clean water. To limit evaporation, the upper end of the column was sealed with the exception of a
small orifice, which ensures equilibrium with atmospheric pressure.

Cotton fiber
A |r— A -7 | Solution water
.5cm
38.4cm D
17.5cm ] o=
Logger
[
S Computer

\Z

P ﬁ <«—Effluent

plate Gravel

Figure 1. Schematic of the laboratory infiltration experimental setup.

2.2. Numerical Model

The 1D unsaturated flow through the column can be described using Richards equation (RE):

1 a4,
2 = (Cy(h) + S )% = -2 )
aa = ~K(h)(% -1

where 0 is the water content, t is time, Cs(h) represents the specific moisture capacity, Ss is the specific
storage, 0; is the saturated water content, ¢, is the water velocity, and K(h) is the hydraulic conductivity.
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Equation (1) is closed using the constitutive relations of Mualem [26] and van Genuchten [27]
expressing the hydraulic conductivity in terms of saturation and the saturation in terms of pressure
head, respectively.

1
6(h)-6, O h<0
Se(h) = =g, = { B f

K(Se) = KSSL,1/2[1 _ (1 _ Sg]/’")mr

where 0, is the residual water content, S, is the effective saturation, K; is the hydraulic conductivity at
saturation, m = 1-1/n, and a and n are the shape parameters specific to the soil.

The flow system of Equations (1) and (2) is subject to the following boundary conditions. At
the upper boundary, we impose a constant flux (4;;; = 0.08 cm/min) during the injection period
(24 min < t < 586 min); otherwise, the upper flux is zero. A zero-pressure head (Dirichlet boundary
condition) is imposed at the column lower boundary. Initial conditions correspond to a hydrostatic
pressure distribution (h = z—L).

Two transport models are used to investigate bromide transport through the studied soil column.
The first model is the well-known linear transport model, based on the advection-dispersion equation:

3(6C) . 9(q.C) a(eDa_C)z 0

3 ®)
where C is the bromide concentration, D = a; g, + d,, is the dispersion coefficient, d,, is the molecular
diffusion coefficient fixed to a small value of 3.10* cm?%/min as common in literature, and a; is the
soil dispersion coefficient. The transport and flow equations are coupled together through the water
content 0 and the Darcy velocity ¢,.

The second transport model is based on the non-equilibrium approach. It is usually called
mobile-immobile model. This model proceeds by considering that the liquid phase in the porous
medium can exist as mobile and immobile phases. No advective solute transport is assumed in the
immobile zone and a first-order kinetic diffusion transport process occurs between the mobile and
immobile zones. The mobile-immobile model in variably saturated porous media writes [28,29]:

8(9,,,Cm) aCim a(qcﬂl) d aCm _
o Ot 5 ~a\fmD5 =0 @)
aC;
Oim _a_;m_ =w (Cm - Cim) 5)
0= em + eim (6)

where subscripts (1) and (i) represent the mobile and immobile phases, respectively, w is the first-order
exchange coefficient between phases, and 0 is the total water content. We assume that the mobile and
immobile water contents can vary in space and time but the ratio of mobile water content to the total
water content (f = 6,,/0) is assumed to be constant. As a consequence, the fraction of immobile water
Oj is also constant during the transient flow (see Equation (6)). This assumption is less restrictive
and more representative of reality than assuming a constant immobile water content 6;, during the
unsaturated flow [11].

For both transport models, initial conditions correspond to a zero-solute concentration inside
the whole column. Boundary upper condition (z = 0) corresponds to a Dirichlet condition with the
concentration fixed to that of the bromide solution during pollutant injection and to zero during clean
water injection. The lower boundary condition (z = L) corresponds to a zero concentration gradient.

Numerical solution of flow and transport equations in unsaturated porous media is a challenging
problem [30-32]. The systems of equations in both linear transport and mobile-immobile transport
cases are solved with the standard finite volume method. A uniform mesh of 192 cells of 0.2 cm
is employed for the discretization of the soil column and porous plate. This spatial discretization
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yields mesh independent solutions. Temporal discretization is performed with a variable order ODE
(ordinary differential equation) solver via the method of lines (MOL), as in Fahs et al. [33,34]. MOL has
been successfully used for solving flow and/or solute transport in unsaturated porous media in many
studies e.g., [10,12,21,35,36]. The ODE solver used in this work (DLSODIS: Double-precision Livermore
Solver for ordinary differential equations-implicit form and sparse matrix) allows variable time-step
and variable order integration with time error control [37,38].

2.3. Bayesian Parameter Inference

The vector of observations y,,,,. is formed by the measurements of the pressure head at three
different locations inside the column and the breakthrough curve of bromide at the outflow. The specific
storage is fixed to a very small value (S; = 10%m™!). All hydraulic and solute transport soil
parameters are assumed unknowns and sought by inverse modeling. In the case of linear transport
model, the estimated parameters are: Ks, Os, 0, 4, &, and n for the soil and the saturated conductivity
for the porous plate (K’S’). Hence, the vector of unknown parameters is § = (KS,K’S], Os,0,,a;,, n).
In the case of mobile-immobile model, the vector of unknown parameters contains, in addition, the
fraction of mobile water content (f) and the exchange coefficient (v). Hence, in this case, it writes
&= (KS, K%, 05,0, m, 0,1, f, @)

The soil parameters for both linear and mobile-immobile situations are estimated using a Bayesian
approach where the measurements are combined with prior parameter information to determine the
posterior probability distribution function (pdf). In the following, the pdfsare inferred using DREAM7s)
software [39] based on the Markov chain Monte Carlo (MCMC) method. The MCMC method has been
used by several authors in hydrogeology, e.g., [11,40-44]. With MCMC, random sequences of parameter
sets are generated and converge asymptotically toward the target distribution [45]. The latter can then
be used to evaluate mean estimated parameter values and confidence intervals to characterize parameter
uncertainty. Due to the absence of prior information on the parameter values, independent uniform
prior distributions are assumed for all soil parameters. With these non-informative distributions,
all possible parameter values are equally likely. Furthermore, the parameter intervals are chosen
sufficiently large (Table 1) to reflect our usual poor prior knowledge of the model parameter values.

Error measurements of the tensiometric pressure sensors and of the ion selective electrode are
assumed to be normally and independently distributed with unknown standard deviations. The latter
are considered as hyperparameters and are simultaneously estimated with the physical parameters.
We denote by 0 = (0, 0¢) the vector of hyperparameters.

Setting the calibration problem in a Bayesian framework yields the following posterior pdf,

-Nj, N, 55,(8) _ 55¢(é)
P (‘g’alym%)“‘jh IUC Cexp(—?ﬁ— 20?:

)

where 55;,(&) and SS¢ (&) are defined as the sums of the square of differences between the observed
and predicted data of the pressure head and concentration, respectively.

; 2
For instance, §5j,(&) = ka ](h,‘,’fp)s - hr(ﬁz) i (5)) includes the observed (h,(,’,;)s) and predicted (hs:g )

pressure heads at time f; for the number of pressure head observations (Nj,).
With the MCMC sampler, a new candidate x' = (Ei A of) is generated from a proposal distribution

q(x"|xi'1 ), which only depends on the previous accepted candidate. The new candidate can be accepted
or rejected depending on the Hasting ratio ay [46],

| ilad=1
cm:min(l, P&, 0y, (e ))]_

P(éi_] ’ ai ymes)q(xi_] |xi

®)
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The last parameter sets that adequately fit the model onto observations are used to appraise
the quality of parameter estimate (such as the mean and the standard deviation of the estimated
parameters). The MCMC sampler is used hereafter with three parallel chains. Results are considered
stationary if the criterion, defined by Gelman and Rubin [47], is verified (Rsz < 1.2) and if the chains
are not autocorrelated.

Table 1. Ranges of the soil parameters.

Parameter Lower Bound Upper Bound

Ks (cm/min) 0.01 0.3

KL (em/min) 51074 102

0s (-) 0.2 0.45

0, (-) 0. 0.15
a (em™) 0.001 0.1
n(-) 1.5 7.0

ay (cm) 0.1 3.0
£ 0.5 1.

@ (min™!) 10-° 1072

3. Results and Discussion

The surface injection induces an increase of the pressure head at the tensiometer locations. When
the surface injection is stopped, the measured pressure heads decrease as the water front moves below
the tensiometers (Figure 2). For each tensiometer, the pressure head is almost constant during the
injection period. Note that since the tensiometers are separated by the same distance (15 cm between
each other), the jump in the pressure levels during the injection period between the first and second
tensiometers is similar to that between the second and third ones (Figure 2). The results of Figure 2
show that only the tensiometer located at Z1 = 2.5 cm from the soil surface continuously measures
negative pressure heads. Hence, it is the only tensiometer that remains under unsaturated conditions
after the arrival of the water front. The other tensiometers (located at Z, = 17.5 cm and Z3 = 32.5 cm
from the soil surface) measure positive pressure heads indicating that the latter are under the water
table. Note that after the end of the infiltration period (i.e., for t > 586 min), desaturation occurs
and the pressure head at each tensiometer decreases until reaching its initial hydrostatic negative
value corresponding to —35.9 cm, —=20.9 cm, and —5.8 cm at, respectively, Z; = 2.5 cm, Zp = 17.5 cm,
and Z3 = 32.5 cm from the soil surface. The pressure measurements during this desaturation period
(Figure 2) are prone to contain useful information for the characterization of the unsaturated soil
parameters. The measured concentration at the column outflow is given in Figure 3. This figure
depicts the logarithm of the bromide concentration in the effluent since the potential measured by the
ion-selective electrode is directly proportional to the logarithm of the ion concentration.

Parameter identifiability is assessed for the linear transport model using MCMC with 30,000
model runs. Figure 4 shows that the chains have converged after 14,000 model runs. The values of the
mean estimated parameters and the corresponding confidence intervals, for the linear transport model,
are depicted in Table 2.
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Table 2. Estimated mean values, confidence intervals (CIs), and size of the posterior Cls for the linear
transport model.

Unit Mean Estimated Value Confidence Interval Size of the CI
Ks (cm/min) 0.2 [0.19-0.21] 0.013
Kg (cm/min) 0.0022 [0.0021-0.0023] 1074
05 6 0.33 [0.32-0.34] 0.016
0, ) 0.1 [0.02-0.15] 0.13
a (cm™1) 0.015 [0.012-0.018] 0.006
n ¢ 2.57 [1.96-3.4] 143
a (cm) 2.36 [1.98-2.91] 0.93

The results of this table show that, except the residual water content, all the parameters are well
estimated since the posterior intervals of the estimated parameters (Table 2) are strongly narrowed,
as compared to their prior intervals (given in Table 1). The significant difference between the prior
and posterior distributions of a parameter testifies the high model sensitivity of this parameter.
Furthermore, the marginal distributions of all soil parameters (except 0,) exhibit almost bell-shaped
posterior distributions (Figure 5).

Pressure head (cm)

20
15 +
10 A
5 -
0 -
54
0 ] —h,;, at 2.5cm
-15 —h,, at 17.5cm
20 . ——hi, a8 32.5em
. ] *  h .. at2.5cm
1 *  h..at17.5cm
i * h_..at325cm
235
¥ I I % I - I J I ; I : 1
0 100 200 300 400 500 600 700
Time (min)

Figure 2. Observed (symbols), calibrated (lines), and predictive uncertainty (grey band) for the pressure
head at Z; =2.5cm, Z, =17.5 cm, and Z3 = 32.5 ecm from the soil surface.
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Figure 3. Observed (symbols), calibrated (lines), and predictive uncertainty (grey band) for the effluent
bromide concentration using the linear transport model.
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Figure 4. Convergence of the unsaturated soil parameters for linear transport: Variation of the
Gelman-Rubin (Rstqt) with the number of iterations. The convergence is achieved if the chains reach
the threshold in broken-line (Ryz < 1.2).
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Figure 5. Histograms of marginal distribution of parameters with the linear transport model.

The saturated conductivities of the soil Ks and that of the porous plate K’; are accurately estimated
and show very narrow uncertainty intervals. The sand soil is around 100 times more permeable than
the porous plate. Note that Kg and KZ are moderately correlated (r = —0.85). The saturated water
content of the soil is also well estimated with an associated uncertainty less than 5%. The residual water
content has no influence on the pressure head nor on the output concentration. Indeed, the posterior
interval of 0, is similar to its prior interval, which indicate that this parameter is not influent and,
hence, cannot be well estimated. This non identifiability is due to the fact that dry conditions were
not attained during the experiment. The results of the Figure 5 show that the parameters a and n
are quite well estimated, although they are strongly correlated (r = 0.99). Finally, the dispersivity
transport parameter g; is quite well estimated with a high mean estimated value of 2.33 cm and a large
confidence interval (Figure 5).

Figures 2 and 3 depict the pressure head and the outflow concentration evaluated at the
measurement points using results of the MCMC inversion. A good agreement is observed between the
predicted and simulated pressure heads using the mean estimated parameter values. However,
a less satisfactory matching is observed between the predicted and measured concentrations.
The disagreement between concentration profiles is especially notable at the leaching phase. Indeed,
the measured concentrations show an asymmetric and long-tailed breakthrough curve, which cannot
be reproduced by the symmetrical simulated concentration profile. The 95% uncertainty bands
corresponding to the 97.5 and 2.5 percentiles of the distributions are shown in Figures 2 and 3. In these
figures, the green regions represent the total predictive uncertainty, which takes into account both
parametric uncertainty and measurement errors. All pressure and concentration observations fit
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within the 95% total uncertainty range. Small uncertainties were obtained for pressure head responses,
while very large uncertainties were assigned to the concentration outputs. This phenomenon is related
to the bad matching between measured and simulated concentrations. This bad matching is responsible
of the large dispersivity coefficient found by the MCMC sampler in order to reproduce the long-tailed
breakthrough curve of the observed concentrations.

The Bayesian inversion of the mobile-immobile model, which includes nine unknown parameters,
was performed with the MCMC sampler using 40,000 model runs. The convergence of the MCMC
chains requires more simulations to reach the convergence than with the linear transport model.
As reported in Figure 6, the overall chains have converged after 24,000 model runs. The mean
values of the estimated parameters and the associated confidence intervals are summarized in Table 3.
As previously, the posterior confidence intervals of all parameters, except 6,, are much narrower than
their prior intervals. The histogram of marginal distribution of 0, shows almost a uniform distribution
similar to its prior one. The histograms of marginal distributions of the rest of parameters show almost
bell-shaped distributions (Figure 7) significantly different from their prior uniform distributions which
indicate the high sensitivity of the parameters.

The results of Table 3 and Figure 7 show that the new two parameters f and w are well estimated.
Note that the fraction of the mobile water content to the total water content f is very accurately
estimated with an associated uncertainty less than 2%. A moderate correlation (r = —0.73) is observed
between the parameters f and . The comparison between the results of the linear transport model
(Table 2) and the mobile-immobile one (Table 3) show that the two models yield almost similar mean
parameter estimated values and similar confidence intervals for the saturated hydraulic conductivities
(Ks and Kz) and the van-Genuchten parameters (@ and 7). As previously, the parameters Ks and Kg
are moderately correlated (r = —0.87), whereas the parameters a and n are very strongly correlated
(r = 0.99). The mean estimated values of the saturated water content of the two models are almost
identical. However, the associate uncertainty intervals are significantly different. Indeed, the inversion
of the mobile-immobile model yields an uncertainty interval three times narrower than with the
linear transport model. Hence, 05 is much more accurately estimated with the mobile-immobile
transport model, although both models yield the same mean estimated parameter value. As with
the linear transport model, the residual water content is itrelevant and, hence, cannot be identified.
Among the parameters estimated by the inversion of the two transport models, the dispersivity
coefficient shows the most significant differences both in terms of mean estimated value and in term of
associate uncertainty range. Indeed, the inversion of the mobile-immobile transport model yields a
mean estimated 4; value that is 3.3 times less than the one obtained with the linear transport model.
The confidence interval is also more than 3 times narrower with the mobile-immobile transport model.

Table 3. Estimated mean values, confidence intervals (CIs), and size of the posterior Cls for the
mobile-immobile model.

Unit Mean Estimated Value Confidence Interval Size of the CI

Kg [em/min] 0.2 [0.19-0.21] 0.012

K [em/min] 0.0022 [0.0021-0.0023] 11074

O [-] 0.32 [0.32-0.33] 0.005

0, [-] 0.11 [0.02-0.15] 0.13

o [em™] 0.015 [0.012-0.018] 0.007

n [-] 2.43 [1.95-3.24] 1.28

a [cm] 0.7 [0.58-0.86] 0.27

f [-] 0.915 [0.907-0.922] 0.015

w [min~1] 51074 [41074-5.9 107¢] 191074
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Figure 6. Convergence of the unsaturated soil parameters for the mobile—-immobile transport model:
Variation of the Gelman-Rubin (Rg¢) with the number of iterations. The convergence is achieved if the
chains reach the threshold in broken-line (Rstqt < 1.2).

Because the two transport models yield almost the same mean estimated values and uncertainty
ranges for all hydraulic parameters (KS,K’S’,G s,0r,a,n), the matching between measured and calibrated
pressure heads by inverting the mobile-immobile transport model (not shown) is similar to the
matching depicted in Figure 2 obtained by inverting the linear transport model. Likewise, the total
predictive uncertainty associated with the pressure head output with the mobile-immobile model (not
shown) is similar to the one observed with the linear transport model (grey bands in Figure 2).

Measured and simulated output concentrations using the mean estimated parameter values
obtained from the inversion of the mobile-immobile transport model are plotted in Figure 8. Contrary
to the results of the linear transport model (Figure 3), a very good matching is observed between
measured and simulated concentrations during the whole experiment (including the leaching phase).
Furthermore, the total uncertainty (grey bands) characterizing the concentration output is much
narrower with the mobile-immobile transport model (Figure 8) than with the linear one (Figure 3).
Hence, for the investigated undisturbed soil, the mobile-immobile transport model better reproduces
bromide infiltration and yields much more accurate output concentrations than the linear one.
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Figure 7. Histograms of marginal distribution of parameters with the mobile-immobile transport model.
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Figure 8. Observed (symbols), calibrated (lines), and predictive uncertainty (grey band) for the effluent
bromide concentration using the mobile-immobile transport model.

4, Conclusions

In this study, a laboratory infiltration experiment was conducted by injecting bromide solution at
the surface of an undisturbed soil column. The local pressure head measurements inside the column
and the outflow concentration measurements were used to simultaneously estimate all hydraulic and
transport soil parameters. Unsaturated water flow is simulated using the Richards equation coupled
with the Mualem/van Genuchten models. The linear advection-dispersion and the non-equilibrium
mobile-immobile models were investigated for modeling the bromide propagation. A Bayesian
inversion was performed using the pressure head and concentration measurements. In the case
of linear transport model, seven soil parameters were estimated: The saturated conductivity K,
the saturated water content Os, the residual water content 9,, the dispersivity coefficient 4;, and the van
Genuchten parameters (« and ) of the soil and the saturated conductivity K’; of the porous plate. In the
case of mobile-immobile model, the vector of unknown parameters contains, in addition, the fraction
of mobile water content f and the exchange coefficient w. All hydraulic and transport soil parameters
were estimated in a one-step procedure using the MCMC sampler starting from non-informative
uniform distributions for all parameters. The obtained results are summarized hereafter:

- The flow through the investigated soil can be well reproduced by the Richards equation combined
with the Mualem/van-Genuchten models.

- The pressure head and outflow concentration measurements are able to identify all the unsaturated
hydraulic and solute transport soil parameters, except the residual water content 0, which was
not identified with either of the models since dry conditions were not attained during the
laboratory experiment.

- significant difference was observed between the two models for the estimation of the dispersivity
coefficient. Indeed, with the mobile-immobile transport model, the estimated value of 4; was three
times lower than the one obtained with the linear transport model. The associated uncertainty
was also three times smaller with the mobile-immobile transport model.

- The linear transport model yielded a good agreement between the measured and simulated
pressure heads, but a less satisfactory matching was observed between measured and simulated
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concentrations. Furthermore, small uncertainties were obtained for pressure head responses,
while very large uncertainties were assigned to the output concentrations.

= The mobile-immobile transport model better reproduced the infiltration experiment. Indeed,
a very good matching was obtained between measured and simulated concentrations.
Furthermore, the concentration uncertainty region was much narrower than with the linear
transport model.

Finally, the results of this work point out the necessity of testing different models for interpreting real
experiments and to employ accurate Bayesian methods for model calibration. These methods provide
accurate information concerning the estimated parameters, their confidence intervals, and model
output uncertainties.
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Conclusion générale

Cette these est consacrée a 1’étude des transferts d’eau et de soluté en milieux poreux non
saturés a 1’aide des méthodes d’analyse de sensibilité globale et d’estimation bayésienne des
parametres. Trois applications de transfert sur colonne de sol a 1’échelle du laboratoire sont
considérées et différentes variables (sorties) sont analysées. Parmi ces derniéres la pression a
I’intérieur du sol, le potentiel spontané (PS) induit par 1’écoulement d’eau dans la zone non

saturée, le flux cumulé et la concentration d’un contaminant non réactif a la sortie de la colonne.

La premicere application porte sur le couplage hydrogéophysique en milieu poreux non saturé.
Le cas test ¢tudié, correspond a une expérience de percolation drainage pendant laquelle le PS
est mesuré a différentes altitudes. L analyse de sensibilité globale du signal PS a été effectuée
a I’aide des PCE. L’estimation des parametres a partir des mesures de PS a été effectuée a I’aide
de I’¢échantillonneur MCMC. Cette étude a permis de montrer que les résultats de 1’analyse de
sensibilité doivent étre interprétés avec précaution dans un contexte d’estimation de parametres.
En effet, un paramétre qui n’est pas influent sur un capteur peut étre influent sur un autre. De
méme, I’analyse de sensibilité globale ne préjuge pas de la qualité de 1’estimation puisque deux
parameétres avec des sensibilités similaires peuvent avoir une qualité d’estimation trés
différente. Cette étude a également permis de montrer que le signal PS contient assez
d’informations pour une bonne estimation de tous les paramétres hydrauliques et €lectriques.
En effet, quand plusieurs mesures PS (a différentes altitudes) sont utilisées pour la calibration,
tous les parameétres sont estimés avec une relative faible incertitude. Dans ce cas, il faut noter
que la méthode FOA donne les mémes résultats que la méthode MCMC mais nécessite
beaucoup moins de temps de calcul. Cependant, quand le nombre de mesures PS utilisées pour
la calibration est réduit, la méthode FOA donne des valeurs de paramétres en accord avec la
méthode MCMC. L’incertitude sur certains parametres est cependant inexacte (incluant méme

des valeurs non physiques) avec la méthode FOA contrairement a la méthode MCMC.

La seconde application concerne 1’identification des propriétés hydrauliques caractérisant
I’écoulement non saturé dans un sol non remanié. L’étude comporte deux volets : un volet
expérimental et un volet analyse de sensibilité et estimation de parameétres. Deux expériences
sont effectuées avec des mesures de pression a I’intérieur de la colonne ainsi que du débit
cumulé¢ a la sortie de celle-ci. Pour la premiére, on a effectué une expérience de percolation-
drainage et pour la seconde une expérience d’infiltration avec une injection d’un débit d'eau
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constant a la surface du sol. Les parametres hydrauliques du sol ont été étudiés a I'aide d’une
modélisation inverse utilisant les mesures de la pression a I’intérieur de la colonne ainsi que le
débit cumulé a la sortie. Les résultats de I’inversion montrent que les deux expériences
permettent une bonne estimation de tous les paramétres hydrauliques du sol. Les valeurs des
parameétres trouvées pour les deux expériences sont trés proches et permettent de reproduire
d’une facon trés satisfaisante les données expérimentales. Les méthodes bayésiennes utilisées
ont permis également le calcul d’une facon précise des incertitudes associées aux parametres.
Ces incertitudes ont des différences significatives entre les des deux expériences. En effet, les
intervalles d’incertitude sont beaucoup plus réduits avec 1’expérience d’infiltration qu’avec
I’expérience de percolation-drainage. Ce résultat a pu étre expliqué par I’analyse de sensibilité
qui a montré une plus grande sensibilité des sorties du modele par rapport aux parameétres dans
le cas de I’expérience d’infiltration. Par conséquent, cette derni¢re est a privilégier pour la

caractérisation des propriétés des sols non saturés.

La dernicre application est une expérience de transfert d’eau et de contaminant réalisée au
laboratoire en injectant une solution de bromure a la surface d’un sol non remani¢. Durant
I’infiltration, la pression a été mesurée a différentes altitudes, de méme que la concentration a
la sortie de la colonne. Ces observations sont ensuite utilisées pour une estimation simultanée
de tous les parametres hydrauliques et de transport. Les résultats obtenus montrent que les
observations permettent d'identifier tous les paramétres hydrauliques et de transport a
I’exception de la teneur en eau résiduelle. En effet, cette derni¢re n’a pas pu étre identifiée parce
que le sol n’a pas été suffisamment asséché (I’humidité est restée importante durant toute
I’expérience). Le modele de transport mobile-immobile a permis de mieux reproduire les
résultats de l'expérience d'infiltration étudiée. En effet, ce modele donne une meilleure
estimation (avec moins d’incertitude) pour certains parametres du sol. De plus, il aboutit a un
meilleur ajustement du profil de concentration a la sortie de la colonne ainsi qu’a une incertitude

associée plus réduite qu’avec le modele de transport linéaire.

En résumé, dans cette these, nous avons combiné les approches expérimentales de laboratoire
et les approches de modélisation directe et inverse pour 1’étude des transferts en milieux poreux
non saturés. Ce travail a pu mettre en valeur I’intérét de I’analyse de sensibilité globale et de
I’estimation bayésienne des parametres pour 1’é¢tude de ces transferts. En effet 1’analyse de
sensibilité globale permet non seulement de détecter les parameétres influents, mais également
les intervalles et les périodes de grande influence. Ceci peut étre d’une grande utilité pour
I’expérimentateur afin de choisir les positions des capteurs ainsi que le temps ot une attention
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spéciale doit étre accordée aux mesures. L’estimation bayésienne des parametres permet d’avoir
plusieurs informations car elle donne acces non seulement aux valeurs optimales des

parametres, mais également a I’incertitude ainsi qu’a la leur distribution a posteriori.

Dans les perspectives de ce travail, nous envisageons d’explorer les transferts avec sorption et
dégradation dans les sols (typiquement contamination par les pesticides). Dans ce cas, le
contaminant réagit avec le milieu poreux a cause du phénomene de sorption-désorption et peut
se dégrader avec le temps. Nous prévoyons également de combiner les méthodes d’analyse de
sensibilité globale et les méthodes bayésiennes d’estimation des parameétres pour 1’analyse de
la valeur des données (data-worth analysis) ou le but est d’étudier a priori I’intérét des mesures
avant de les effectuer. Ceci permet de choisir les mesures les plus intéressantes a effectuer pour

la caractérisation des propriétés hydrauliques des sols.
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Résumé

L’étude des transferts d’eau et de contaminants en milieu poreux non saturé requiert une importance
majeure afin de préserver la qualité des eaux et des sols. Dans cette thése, nous développons les
méthodes d’analyse de sensibilité globale et d’estimation bayésienne de parameétres pour I'étude
des transferts en milieux poreux non saturés. Trois applications de transfert sur colonne de sol a
I'échelle du laboratoire sont considérées. La premiére porte sur le couplage hydrogéophysique en
milieu poreux non saturé. La seconde concerne [Iidentification des propriétés hydrauliques
caractérisant I'écoulement non saturé dans un sol non remanié a partir d'expériences de drainage et
d’infiltration. La derniére application est une expérience de transfert d’eau et de contaminant réalisée
en injectant une solution de bromure a la surface d’'un sol non remanié.

Mots clés : équation de Richards, potentiel spontané, équation d'advection-dispersion, modéle
immobile-mobile, analyse de sensibilité globale, polynédme de chaos, chaine de Markov de Monte-
Carlo, expériences de laboratoire.

Abstract

The study of water and contaminant transfers in unsaturated porous media is of major importance in
order to preserve water and soil quality. In this thesis, we develop the methods of global sensitivity
analysis and Bayesian parameter estimation for the study of transfers in unsaturated porous media.
Three laboratory scale soil transfer applications are considered. The first deals with
hydrogeophysical coupling in unsaturated porous media. The second concerns the identification of
hydraulic properties characterizing unsaturated flow in undisturbed soil from drainage and infiltration
experiments. The last application is a water and contaminant transfer experiment performed by
injecting a bromide solution on the surface of undisturbed soil.

Key words: Richards’ equation, streaming potential, advection-dispersion equation, immobile-mobile
model, global sensitivity analysis, chaos polynomial, Monte Carlo Markov chain, laboratory
experiments.




