
HAL Id: tel-03435397
https://theses.hal.science/tel-03435397

Submitted on 18 Nov 2021

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Analyse de sensibilité globale et estimation Bayésienne
de paramètres : application aux transferts en milieu

poreux non saturé
Jabran Zaouali

To cite this version:
Jabran Zaouali. Analyse de sensibilité globale et estimation Bayésienne de paramètres : application
aux transferts en milieu poreux non saturé. Hydrologie. Université de Strasbourg, 2019. Français.
�NNT : 2019STRAH019�. �tel-03435397�

https://theses.hal.science/tel-03435397
https://hal.archives-ouvertes.fr


 

 

 

ÉCOLE DOCTORALE SCIENCES DE LA TERRE ET ENVIRONNEMENT 

Laboratoire d'hydrologie et de géochimie de Strasbourg 

 
 
 

THÈSE présentée par : 

Jabran ZAOUALI 
 

soutenue le : 26 Septembre 2019 

 

 

pour obtenir le grade de : Docteur de l’université de Strasbourg 

Discipline/ Spécialité : Science de la Terre/ Hydrogéologie 

 

 

 

Analyse de sensibilité globale et estimation 
Bayésienne de paramètres : application aux 

transferts en milieu poreux non saturé 

 
 
 
 
 
 

 
THÈSE dirigée par : 

M. YOUNES Anis  DR CNRS, Université de Strasbourg 
M. LEHMANN François                    Pr, Université de Strasbourg 

 
UNIVERSITÉ DE STRASBOURG 

 



 

i 

 

Remerciements 

 

Les travaux de recherche qui ont fait l’objet de ce mémoire ont été réalisé au sein de 

l’équipe TrHyCo « TRansferts dans les HYdrosystèmes COntinentaux » du 

Laboratoire d’Hydrologie et de Géochimie de Strasbourg « LHyGéS », UMR 7515, 

CNRS. Je profite de ces lignes pour exprimer ma reconnaissance à ceux qui m’ont 
accompagné durant ces années de thèse. 

M. YOUNES Anis, mon directeur de thèse, le mot merci ne pourra jamais quantifier 

les efforts que vous m’avez accordé à l’égard de ma recherche. J’aimerai vous dire à 

quel point j’ai apprécié vos qualités humaines, vos multiples encouragements, vos 

conseils ainsi que toutes les heures que vous m’avez largement consacrées tout au long 
de ce travail. Enfin je resterai très reconnaissant et je voudrai vous dédier cette réussite. 

M. LEHMANN François, je vous remercie pour votre encadrement, vos directives 

impressionnantes durant ce travail, et surtout votre encouragement incessant et vos 

conseils stimulants et avisés à chaque étape de cette thèse. 

Je voudrais également remercier M. ACKERER Philippe, Directeur de Recherche au 

CNRS et directeur de LHyGeS, pour m’avoir accueilli au sein du laboratoire et de 
m’avoir offert de très bonnes conditions de travail. Je tiens également à remercier tous 

les membres du laboratoire et spécialement M. FAHS Marwan pour ses conseils, ses 

encouragements et pour toute l’aide qu’il m’a apporté. 

Je remercie M. GRUNBERGER Olivier d’abord pour avoir accepté de participer au 
jury et à son nom je tiens à remercier toute l’équipe de l’IRD en Tunisie de nous avoir 

fourni de la quasi-totalité d’équipement nécessaire, je m’adresse en particulier  

à M. HAMDI Radouane pour votre soutien durant la partie expérimentale de la thèse.  

M. MOUSSA Mahmoud directeur du LMHE à l’ENIT, merci de nous avoir accorder 

la permission de travail au sein de vos laboratoires, encore un grand merci à mes 

chères professeurs qui étaient à mes côtés tout au long de mon parcours universitaire  

Mme. BOUHLILA Rachida, Mme. GALLOUZ Lamia, et Mme. SLAMA Fairouz, 

merci pour vos conseils et votre soutient. 

Je vous remercie encore Mme. BOUHLILA ainsi que M. AMAZIANE Brahim d’avoir 
accepté pour être rapporteurs sur cette thèse.  

Je pense particulièrement à toutes les personnes qui m’ont soutenu pendant mes 
séjours à Strasbourg et avec qui j’ai eu d’agréables moments, une pensée spéciale à 
BEREZ Amor, ELAIB Fethi, BEDRI Hamid, SAHLI Mehdi, ZOUAOUI Wael, 

HAMZAOUI Melek, BEN AHMED kmar  .... 



 

ii 

 

Je tiens ensuite à remercier ma femme Mme. ZAOUALI BOUFARES Zeineb, Merci 

d’avoir supporté mes sauts d’humeur ces derniers temps et de m’avoir toujours 
encouragé et soutenu. 

Enfin, parce que la thèse est aussi une aventure psychologique parfois « chaotique », 

je remercie également mes parents Ali et Amel qui m’ont toujours supporté et 
encouragé. Ça valait vraiment le coup maintenant que c’est fait ! Aller à l’université et 
poursuivre le doctorat ont été de très bonnes décisions de la vie. 

 

 

Je souhaite à tous une agréable lecture 

                                                                                        ……. 

 



Table des matières 
 

iii 
 

Tables des matières  

Remercîment ............................................................................................................................... i 

Tables des matières ................................................................................................................... iii 

Introduction générale .................................................................................................................. 1 

Chapitre 1. Modèles mathématique ............................................................................................ 4 

Introduction ............................................................................................................................ 5 

1.1 Ecoulement d'eau dans un milieu poreux non saturé ................................................... 5 

1.1.1 Caractéristiques d’un milieu poreux non saturé ................................................... 5 

1.1.2 Hydrodynamique des milieux poreux .................................................................. 8 

1.2 Potentiel spontané ...................................................................................................... 13 

1.2.1 Principe de l’électrofiltration ............................................................................. 14 

1.2.2 Modèle de double couche électrique .................................................................. 15 

1.2.3 Couplage électrocinétique .................................................................................. 17 

1.2.4 Coefficient d’infiltration .................................................................................... 19 

1.2.5 Couplage hydrogéophysique .............................................................................. 22 

1.3 Transport de soluté en milieux poreux non saturés ................................................... 22 

1.3.1 L’advection ......................................................................................................... 23 

1.3.2 Diffusion moléculaire ......................................................................................... 23 

1.3.3 Dispersion cinématique ...................................................................................... 23 

1.3.4 Dispersion hydrodynamique .............................................................................. 25 

1.3.5 L’équation d’advection-dispersion ..................................................................... 26 

1.3.6 Modèle mobile-immobile ................................................................................... 26 

1.3.7 Couplage écoulement-transport en milieux poreux non-saturé .......................... 27 

Conclusion ............................................................................................................................ 28 

Bibliographie ........................................................................................................................ 29 



Table des matières 
 

iv 
 

Chapitre 2. Méthodes d'analyse de sensibilité globale et d'estimation des paramètres ............ 34 

2.1 Introduction ............................................................................................................... 35 

2.2 Analyse de sensibilité globale ................................................................................... 36 

2.2.1 Introduction ........................................................................................................ 36 

2.2.2 Identification des sources d’incertitude .............................................................. 36 

2.2.3 Propagation d’incertitude ................................................................................... 37 

2.2.4 Analyse de sensibilité ......................................................................................... 40 

2.2.5 Expansion en polynômes de chaos ..................................................................... 48 

2.3 Estimation des paramètres ......................................................................................... 66 

2.3.1 Introduction : ...................................................................................................... 66 

2.3.2 Méthodes de résolution du problème inverse : ................................................... 67 

2.3.3 Approximation de premier ordre (FOA) ............................................................ 70 

2.3.4 Approche Bayésienne ......................................................................................... 75 

2.4 Conclusion ................................................................................................................. 85 

Bibliographie ........................................................................................................................ 87 

Chapitre 3. Analyse de sensibilité globale et estimation bayésienne des paramètres pour le 

potentiel spontané en milieu poreux non saturé .................................................................... 101 

       3.1 Introduction ............................................................................................................. 102 

       3.2 Description du cas de test et solution numérique .................................................... 104 

           3.2.1 Description du cas de test ................................................................................. 104 

           3.2.2 Modèle mathématique ....................................................................................... 104 

           3.2.3 Modèle numérique ............................................................................................ 104 

       3.3 Analyse de sensibilité globale des signaux de SP .................................................... 105 

           3.3.1 La méthode GSA ............................................................................................... 105 

           3.3.2 Résultats GSA ................................................................................................... 106 

       3.4 Estimation des paramètres ....................................................................................... 108 



Table des matières 
 

v 
 

           3.4.1 Approches MCMC et FOA ............................................................................... 108 

           3.4.2 Résultats d'estimation des paramètres ............................................................... 109 

       3.5 Conclusion ............................................................................................................... 112 

Chapitre 4. Estimation bayésienne des paramètres d’un sol non remanié à partir d’expériences 

de drainage et d’infiltration ................................................................................................... 116 

       4.1 Introduction .............................................................................................................. 117 

       4.2 Modèles expérimentaux et mathématiques .............................................................. 118 

             4.2.1 Expériences de laboratoire .............................................................................. 118 

       4.3 Modèle numérique ................................................................................................... 118 

       4.4 Inférence bayésienne de paramètre .......................................................................... 119 

       4.5 Résultats et discussion ............................................................................................. 120 

       4.6 Conclusion ............................................................................................................... 124 

Chapitre 5. Estimation bayésienne des paramètres pour le transport non réactif en milieu poreux 
non saturé .............................................................................................................................. 127 

       5.1 Introduction ............................................................................................................... 128 

       5.2 Modèles expérimentaux et mathématiques .............................................................. 129 

           5.2.1 Expérience de laboratoire .................................................................................. 129 

           5.2.2 Modèle numérique ............................................................................................. 130 

           5.2.3 Inférence bayésienne de paramètre ..................................................................... 132 

       5.3 Résultats et discussion ............................................................................................... 133 

       5.4 Conclusion ................................................................................................................ 140 

Conclusion générale ............................................................................................................... 146 



Introduction générale 
 

1 
 

Introduction générale 

Divers contaminants générés par les activités humaines et déposés à la surface du sol finissent 

par s’infiltrer jusqu’à la nappe phréatique. En général, les premiers horizons de sol 

conditionnent l’essentiel de la migration de ces contaminants vers les eaux souterraines. De ce 

fait, l’étude des transferts d’eau et de contaminants en milieu poreux non saturé requiert une 

importance majeure afin de préserver la qualité des eaux et des sols. Dans cet objectif, la 

modélisation apparaît comme un outil intéressant permettant de comprendre et de reproduire 

les processus de transfert dans le sol. Ces processus sont décrits par des équations aux dérivées 

partielles non linéaires incluant un certain nombre de paramètres qui dépendent de la nature du 

sol et de celle du fluide qui le traverse.  

Cependant, la modélisation fournit souvent des résultats entachés d’incertitudes à cause 

notamment des erreurs de mesures et du manque de données. Dans ces conditions, il est 

important de comprendre et d’évaluer la contribution de chaque paramètre (ou condition aux 

limites) à l’incertitude du modèle, c’est l’objet de l’analyse de sensibilité. Ainsi, en appelant la 

sortie du modèle ( )Y f X=  avec X  les conditions aux limites et/ou les paramètres du modèle, 

la question que nous nous posons est : comment chaque élément de X  contribue à l’incertitude 

sur Y ? 

Par ailleurs, l’utilisation des modèles sur des cas réels est souvent confrontée à une difficulté 

majeure qui consiste à attribuer des valeurs aux paramètres que contient le modèle. En effet, 

certains de ces paramètres ne sont pas directement mesurables et sont estimés par approche 

inverse. Les problèmes inverses sont généralement difficiles à résoudre à cause de la non-

identifiabilité des paramètres. C’est par exemple le cas lorsque la sortie du modèle est insensible 

aux paramètres ce qui implique la non unicité de la solution. C’est également le cas lors d’un 

manque d’informations dans les mesures pour assurer une bonne estimation de ces paramètres. 

Généralement, le problème inverse est résolu en cherchant les paramètres qui minimisent une 

fonction objective mesurant l’écart entre les observations et les valeurs calculées par le modèle. 

La minimisation permet de trouver une valeur unique pour chaque paramètre, sans tenir compte 

des différentes sources d’incertitude affectant le problème inverse. Ces sources d’incertitude 

sont souvent responsables de la non existence de solutions correspondant aux données 

observées (existence), ou la présence d’une multiplicité de solutions vérifiant ces données 
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(unicité). De plus, les petites erreurs de mesure peuvent conduire à d'énormes changements dans 

le modèle estimé (stabilité). Tout cela rend le problème inverse mal-posé. Pour pallier ce 

problème, l'approche bayésienne offre une base rigoureuse pour l'estimation des paramètres à 

partir de données bruitées et pour les modèles incertains, en intégrant les informations diverses 

disponibles a priori.  

L’objectif principal de cette thèse est l’utilisation des méthodes d’analyse de sensibilité globale 

et d’estimation bayésienne des paramètres pour les transferts en milieux poreux non saturés. 

Trois applications correspondant à des expériences de drainage et d’infiltration à l’échelle du 

laboratoire sont considérées. Différentes variables (sorties) seront analysées parmi lesquelles le 

potentiel spontané (PS) induit par l’écoulement d’eau dans la zone non saturée, le flux cumulé 

et la concentration d’un contaminant non réactif à la sortie de la colonne.  

Ce manuscrit est composé de cinq chapitre : 

Dans le premier chapitre, nous rappelons d’une manière succincte, les modèles mathématiques 

qui régissent le transfert d’eau et de contaminants dans les milieux poreux non saturés ainsi que 

le modèle électrocinétique qui décrit le potentiel spontané à l’intérieur du milieu poreux. Deux 

modèles sont utilisés pour le transport de masse. Le premier fait l’hypothèse d’un simple milieu 

(une seule phase mobile), alors que le deuxième fait l’hypothèse d’un double milieux (deux 

phases : l’une mobile et l’autre immobile). Dans ce chapitre, nous rappelons également le 

couplage entre les différents modèles mathématiques à savoir le couplage hydrogéophysique et 

le couplage écoulement-transport en milieu poreux non saturé. 

Dans le deuxième chapitre, nous rappelons les théories de base de l’analyse d’incertitude et de 

l’analyse de sensibilité globale (GSA) basée sur les indices de Sobol. Plusieurs techniques 

peuvent être utilisées pour le calcul de ces indices parmi lesquelles le développement en chaos 

polynomial qui sera détaillé dans ce chapitre. Dans un second temps, quelques approches 

d’estimation de paramètres et d’incertitude à posteriori seront présentées. Deux types 

d’approches seront étudiés ; la première utilise l’algorithme de Levenberg-Marquardt pour 

l’estimation des paramètres et une approximation de premier ordre (FOA) pour l’incertitude à 

posteriori. La deuxième est une approche bayésienne utilisant un échantillonneur basé sur les 

chaines de Markov (Markov Chain Monte Carlo, MCMC). Cette dernière offre une base 

rigoureuse pour l’estimation des paramètres à partir de données bruitées et pour les modèles 

incertains, en intégrant toutes les informations disponibles à priori. 
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Dans le troisième chapitre, on présente la première application de la thèse qui est consacrée au 

couplage hydrogéophysique en milieu poreux non saturé. Le cas test étudié, correspond à une 

expérience de percolation drainage pendant laquelle le PS est mesuré à différentes altitudes. . 

Ce signal PS est sensible aux propriétés hydrauliques et électriques du sol. L’analyse de 

sensibilité globale du signal PS est basée sur les polynômes de chaos (PC) comme métamodèle. 

L’estimation des paramètres à partir des mesures PS est effectuée à l’aide de l’échantillonneur 

MCMC. Les résultats sont ensuite comparés à ceux obtenus avec l’approche FOA. Cette étude 

a fait l’objet d’un article publié dans le journal Hydrology and Earth System Sciences (Younes 

et al., 2018).  

Le quatrième chapitre est dédié à l’identification des propriétés hydrauliques caractérisant 

l’écoulement non saturé dans un sol non remanié. L’étude comporte deux volets : un volet 

expérimental et un volet analyse de sensibilité et estimation de paramètres. Deux colonnes de 

sol non remanié ont été extraites dans la région de Bekalta située dans le centre Est de la Tunisie. 

Pour la première, on a effectué une expérience de percolation-drainage et pour la seconde une 

expérience d’infiltration avec un débit d'eau constant à la surface du sol. Les paramètres 

hydrauliques du sol ont été étudiés à l'aide d’une modélisation inverse utilisant les mesures de 

la pression à l’intérieur de la colonne ainsi que le débit cumulé à la sortie. Dans ce chapitre, les 

GSA et les MCMC sont utilisés pour comparer et ensuite comprendre la différence entre les 

résultats des deux expériences en terme d’incertitude associée aux paramètres hydrauliques du 

sol. Ce travail est présenté sous la forme d’un article publié dans Journal of Hydrology (Younes 

et al., 2018). 

Dans le cinquième et dernier chapitre de cette thèse, une expérience de transfert d’eau et de 

contaminant a été réalisée au laboratoire en injectant une solution de bromure à la surface d’un 

sol non remanié. Durant l’infiltration, la pression a été mesurée à différentes altitudes, de même 

que la concentration à la sortie de la colonne. Ces observations sont ensuite utilisées pour une 

estimation simultanée de tous les paramètres hydrauliques et de transport. Deux modèles de 

transport sont étudiés pour la modélisation de la propagation du bromure : le modèle linéaire 

d'advection-dispersion et le modèle mobile-immobile. Ce dernier fait intervenir deux phases 

(l’une mobile et l’autre immobile) avec un terme d’échange entre les deux (non-équilibre). 

L’inversion est effectuée dans un cadre bayésien à l’aide de l’échantillonneur MCMC. Les 

résultats de l’estimation des paramètres sont analysés et comparés en utilisant les deux modèles 

de transport. Cette étude a fait l’objet d’une publication dans Water Journal (Younes et al., 

2019).  
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Introduction 

Ce premier chapitre a comme but de présenter, d'une manière succincte, les principales notions 

physiques liées aux équations aux dérivées partielles qui décrivent le transfert d’eau et de soluté 

dans un milieu poreux non saturé ainsi que le modèle couplé « hydrogéophysique ». Dans la 

première partie de ce chapitre, nous définissons l’aspect et les variables qui caractérisent les 

milieux poreux non saturés ainsi que l’équation de Richards qui décrit l’écoulement d’eau dans 

ces milieux. Dans la deuxième partie, nous définissons le potentiel spontané et ces origines ainsi 

que les équations couplées de l’électrocinétique, basées sur la théorie de double couche 

électrique. La dernière partie de ce chapitre sera consacrée au transport de soluté dans les 

milieux poreux non saturés dans l’hypothèse d’un simple milieu (une seule phase mobile) ainsi 

que dans l’hypothèse d’un double milieu (deux phases : l’une mobile et l’autre immobile). 

1.1 Ecoulement d'eau dans un milieu poreux non saturé 

1.1.1 Caractéristiques d’un milieu poreux non saturé 

Généralement, un milieu poreux est défini par un milieu solide qui contient des espaces vides 

occupés par des fluides (liquide et/ou gaz). Ces espaces peuvent être séparés ou interconnectés 

et sont appelés les pores. Le sol est donc considéré comme un milieu poreux formé par des 

particules solides entre lesquels l’eau ou l’air peuvent circuler. 

1.1.1.1 Texture granulométrique  

La distribution des sols en différentes classes dépend des tailles des particules solides qui les 

constituent. Cette classification est obtenue par l’analyse granulométrique qui consiste à 

déterminer le pourcentage des particules dont les diamètres sont inférieurs ou égaux à une 

valeur fixée. Il existe trois grandes classes de sol (argile, limon, sable) et leurs intersections 

donnent plusieurs sous classes (Figure 1.1). 
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Figure 1.1: Classification des sols suivant les diamètres des particules 

appelé « Triangle des textures » 

1.1.1.2 Porosité 

La porosité d’un sol est une caractéristique importante. Cette grandeur physique qui représente 

la densité des pores, conditionne l’écoulement et la rétention de l’eau dans le sol. Elle est définie 

par le rapport entre le volume de vides 
vV  et le volume total 

TV  occupé par un échantillon de 

sol : 

 
v

T

V

V
f =  (1.1) 

Elle est liée à la taille des constituants (texture), leurs arrangements et leurs orientations 

(structure).  

1.1.1.3 Teneur en eau  

Un milieu poreux est dit saturé, lorsque la totalité du volume de ses pores est occupée par un 

liquide (l’eau). Dans le cas de présence de phase gazeuse, le milieu est considéré non-saturé. 

D’où la nécessité de faire intervenir un autre paramètre physique “ la teneur en eau“ qui désigne 

la quantité d’eau liquide contenue dans un échantillon. 
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La teneur en eau volumique q  3 3.L L-é ùë û  est définie par le rapport entre le volume d’eau  
wV

3Lé ùë û  et le volume total 
TV  3Lé ùë û  de l’échantillon : 

 
w

T

V

V
q =  (1.2) 

Cette dernière peut être exprimée en pourcentage en la divisant par la porosité et elle est appelée 

saturation en eau 
wS q f= . Pour un milieu saturé, 

w vV V=  , 
sq q f= =  et 1wS =  ou 100 % , 

avec 
sq  la teneur en eau à saturation 3 3.L L-é ùë û .  

1.1.1.4 L’énergie potentielle de l’eau dans le sol 

L'état énergétique de l'eau dans le sol se décompose en énergie potentielle et en énergie 

cinétique (due à la vitesse de déplacement du liquide dans le sol). Cette dernière est 

généralement très faible. L’énergie potentielle, ou "potentiel", est donc suffisante à représenter 

l'état énergétique de l'eau dans le sol. Plusieurs facteurs sont à l’origine de cette énergie 

potentielle, certains sont négligeables telle que la variation des concentrations en sels dissous 

qui donne le potentiel osmotique 
oy , la déformabilité et la compressibilité du sol qui fournit le 

potentiel d’enveloppe 
ey  (Campbell, 1985). En un point donné, l’eau du sol présente un 

potentiel total 
ty , qui est la somme des deux principaux potentiels gy  et 

my : 

 t g my y y= +  (1.3) 

gy : le potentiel gravitaire associé aux forces liées à l’accélération de la pesanteur g , dont la 

valeur dépend de la différence de cote z  [ ]L  entre un point donné et le niveau référence. 

my : le potentiel matriciel ou de pression correspondant aux forces de liaison liquide/solide. 

Physiquement, ce potentiel total est exprimé en énergie par unité de masse 2 2.L T -é ùë û , néanmoins 

souvent en hydraulique, en hydrologie, ou en hydrogéologie, il est défini comme une énergie 

par unité de poids [ ]L  et il est appelé la charge hydraulique ou charge totale t g mH H h h= = +

. 
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gh  est l’altitude de l’eau [ ]L , si l’axe (Oz) est orienté vers le bas zgh = - .  

mh h P gr= =  [ ]L  est définie comme la hauteur de la colonne d’eau nécessaire pour 

provoquer la pression effective de l’eau dans le sol par rapport à la pression atmosphérique 

e aP P P= -  1 2. .M L T- -é ùë û  (Bernoulli, 1738). Sachant que, r  est la masse volumique de l’eau 

3.M L-é ùë û , g  est l’accélération de pesanteur 
2.L T -é ùë û , eP   et 

aP  sont respectivement la pression 

de l’eau du sol et la pression atmosphérique 1 2. .M L T- -é ùë û . En résumant, la charge hydraulique 

sera définie alors sous cette formule : 

 zH h= -  (1.4) 

La présence de l’air dans un milieu poreux non saturé provoque des forces d’adsorption et de 

capillarité exercées par la matrice solide sur l’eau afin de la retenir. Ces forces qui s’opposent 

à l’écoulement de l’eau donnent un potentiel de pression my  négatif ( 0h < ) car dans ce cas la 

pression de l’eau du sol est inférieure à la pression atmosphérique (
e aP P< ).  

1.1.2 Hydrodynamique des milieux poreux 

1.1.2.1 Loi de Darcy et Perméabilité 

L’expérience de Darcy (1856) consiste à faire circuler de l’eau dans une colonne de sable de 

section S
2Lé ùë û  et de longueur L [ ]L . La mesure du débit Q 3 1.TL -é ùë û  et la différence de charge 

hydraulique entre le bas et le haut de la colonne HD  donnent la fameuse relation suivante : 

 s

Q H
K q

S L

D
= =  (1.5) 

Où q 1.TL -é ùë û  est le flux surfacique appelé également vitesse de Darcy (filtration). La loi de 

Darcy fait apparaitre une constante 
sK

1.TL -é ùë û  appelée conductivité hydraulique à saturation. 

Elle caractérise la capacité de circulation de l’eau saturante dans le sable. Cette grandeur est 

liée à la perméabilité intrinsèque k
2Lé ùë û  du milieu poreux par la viscosité dynamique m
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1. .TM L -é ùë û  du fluide et sa masse volumique r  3.M L-é ùë û  à travers 
sK gkr m= , où g  est 

l’accélération de la pesanteur 2.TL -é ùë û . 

Dans le cas d’un sol non saturé, la loi de Darcyest généralisée en utilisant une conductivité 

hydraulique ( ) . ( )s rK K kq q=  qui est fonction de la teneur en eau du sol, où ( )rk q  est la 

perméabilité relative du sol. Pour un milieu poreux homogène et isotrope, la vitesse de filtration 

d’un fluide incompressible en régime laminaire s’exprime en fonction du gradient de pression 

et de la gravité sous la forme générale (Buckingham, 1907) : 

 ( ) z
P

q K
g

q
r

æ ö
= - Ñ -ç ÷

è ø
( )q K )

æ öP
( )( )K )) z

ö
 (1.6) 

Où P ghr=  est la pression d’eau dans le sol 
1 2. .TM L- -é ùë û , h est la pression effective de l’eau 

qui dépend de la teneur en eau [ ]L , z est la profondeur orientée vers le bas [ ]L . La charge 

hydraulique H [ ]L  est définie par z zH p g hr= - = - . 

1.1.2.2 L’équation de continuité 

Le principe de conservation de la masse d’un fluide en mouvement est exprimé par l’équation 

de continuité. Au niveau d’un volume élémentaire, la somme de la variation de la masse du 

fluide durant un intervalle de temps élémentaire et des flux massiques traversant la surface de 

ce volume est égale à la quantité de fluide prélevée ou injectée (terme puits/source massique) 

mS  3 1. .TM L- -é ùë û . 

 
( ) ( ).w

m

S
q S

t

rf
r

¶
+Ñ =

¶ ) S)q)  (1.7) 

1.1.2.3 L’équation de Richards  

Pour un fluide incompressible, de masse volumique et de viscosité dynamique constantes, la 

combinaison de l’équation de continuité et de l’équation de Darcy généralisée donne l’équation 

de Richards (Richards 1931) : 
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 ( ). ( ) ( ) z vK h S
t

q
q q

¶ é ù-Ñ Ñ - =ë û¶
( ( )(( )(( )( )( )(( )(  (1.8) 

Où ( ) ( )rK k k gq q r m=  est la conductivité hydraulique et 
v mS S r=  est le terme puits/source 

1T-é ùë û .  

Cette équation est basée sur la variable q . Elle peut être écrite avec h  variable principale sous 

la forme (Hillel 1980) :  

 ( )( ) . ( ) zs v

h
c h K h h S

t

¶ é ù-Ñ Ñ - =ë û¶
( )h( )( )z(  (1.9) 

Avec ( )sc h hq= ¶ ¶  est la capacité capillaire spécifique 1L-é ùë û .  

Elle peut également être écrite sous sa forme mixe en fonction de q  et de h : 

 ( ). ( ) z vK h h S
t

q¶ é ù-Ñ Ñ - =ë û¶
( ))( )z(  (1.10) 

Plusieurs études (Milly 1985; Celia et al. 1990; Li 1993) ont montré que les solutions 

numériques obtenues avec la forme mixte de l’équation de Richards sont plus précises que 

celles obtenues avec la forme en h  ou la forme en q . 

1.1.2.4 Les relations constitutives  

Pour résoudre l’équation de Richards, il est essentiel de connaitre la courbe de rétention d’eau 

( )hq  qui relie la pression h  à la teneur en eau du sol q , ainsi que l’expression de la conductivité 

hydraulique K  en fonction de la teneur en eau q  ou la pression h . Ces relations qui dépendent 

de plusieurs paramètres sont des expressions empiriques. Les modèles les plus célèbres sont 

ceux de Gardner (1958), Brooks et Corey (1964), Brutsaert (1966), Mualem (1976) et van 

Genuchten (1980).   
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· Modèle Brooks et Corey (1964) 

 

Brooks et Corey proposent une relation de rétention d’eau ( )hq  qui dépend de la teneur en eau 

résiduelle 
rq , la teneur en eau à saturation 

sq , un paramètre a 1L-é ùë û  qui représente l’inverse 

de la pression d’entrée d’air ainsi que le paramètre l [ ]-  qui caractérise la distribution de la 

taille des pores. Cette relation est écrite sous la forme : 

 ( )
1

1

1 1

r
e

s r

pour h
hS

pour h

l aq q a
q q

a

ì <ï-
= = í

- ï ³î

 (1.11) 

 

· Modèle Mualem (1976) 

 
2

2
( ) .

L

e s eK S K S l
+ +

=  (1.12) 

Ce modèle utilise les paramètres du modèle précédent en ajoutant un nouveau paramètre L  [ ]-  

qui tient compte de la tortuosité du milieu. 

Le couple de modèle Brooks et Corey – Mualem est souvent utilisé dans les modèles de 

simulation des écoulements dans les milieux non saturés, ainsi que pour l’estimation des 

paramètres de ces modèles (Rivière, 1977 ; Rawls et al, 1982).   

· Modèle de van Genuchten (1980)  

 ( )( )
1

0
1

1 0

m
n

r
e

s r

pour h

hS

pour h

q q
a

q q

ì <ï- ï += = í
- ï

³ïî

 (1.13) 

Avec n  et m [ ]-  deux paramètres du modèle, reliés par l’expression : 1 1m n= - . Ce modèle 

vise à trouver une relation entre la teneur en eau et la pression d’eau pour tous les types de sols 

(Figure1.2). 
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Figure 1.2 : Teneur en eau en fonction de la pression d’eau calculée 

par modèle van Genuchten – Mualem pour trois classes de sols 

Le deuxième couple de modèles souvent utilisé, combine le modèle de rétention de van 

Genuchten et la relation de Mualem ( )K q  modifiée (Figure 1.3):  

 
( )

2
1. 1 1 0

( )
0

m
L m

s e e

e

s

K S S pour h
K S

K pour h

ì é ù- - <ï ê ú= ë ûí
ï ³î

 (1.14) 

 

Figure 1.3: Conductivité hydraulique en fonction de la pression d’eau 

calculée par modèle van Genuchten-Mualem pour trois classes de sols 
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Carsel et Parrish (1988) ont relié les paramètres hydrauliques du modèle van Genuchten –

Mualem à la courbe granulométrique des sols. Les valeurs des paramètres du modèle van 

Genuchten – Mualem pour différents sols sont résumées dans le Tableau 1.1. 

Tableau 1.1 : Valeurs moyenne des paramètres du modèle van Ge-

nuchten – Mualem pour douze classes de sols (Carsel et Parrish, 1988) 

Texture 
1.sK cm j-é ùë û  

sq  
rq  1cma -é ùë û  n  

Sand 712.80 0.43 0.045 0.145 2.68 

Loamy Sand 350.20 0.41 0.057 0.124 2.28 

Sandy Loam 106.10 0.41 0.065 0.075 1.89 

Loam 24.96 0.43 0.078 0.036 1.56 

Silt 6.00 0.46 0.034 0.016 1.37 

Silt loam 10.80 0.45 0.067 0.020 1.41 

Sandy clay loam 31.44 0.39 0.100 0.059 1.48 

Clay loam 6.24 0.41 0.095 0.019 1.31 

Silty clay loam 1.68 0.43 0.089 0.010 1.23 

Sandy clay 2.88 0.38 0.100  0.027 1.23 

Silty clay 0.48 0.36 0.070 0.005 1.09 

Clay 4.80 0.38 0.068 0.008 1.09 

 

Russo (1988), Lenhard et al. (1989), Russo et al. (1991) et Morel-Seytoux et al. (1996) ont 

étudié l’équivalence entre les modèles de Brooks et Corey – Mualem et van Genuchten – 

Mualem. Les différents modèles ne caractérisent pas l’écoulement de la même manière. Il faut 

essayer différentes relations de ( )K q  et (h)q  pour modéliser les écoulements d’eau dans un 

sol. 

1.2 Potentiel spontané 

Le potentiel spontané est la mesure passive de la distribution électrique dans le sol sans injection 

de courant. Il existe dans la nature plusieurs mécanismes de polarisation de charges électriques 

qui sont associés au potentiel spontané. On distingue les phénomènes d’électro-diffusion, 

électro-rédox, thermoélectrique et le phénomène d’électrocinétique ou électrofiltration qui est 

la source principale du potentiel spontané qui sera considéré dans la suite de ce travail. 
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1.2.1 Principe de l’électrofiltration  

 

Figure 1.4: Schéma illustratif du principe de l'électrofiltration 

 

L’électrofiltration est le mécanisme physique principal, qui provoque un champ électrique 

mesurable sous l’effet de la circulation d’un fluide dans un capillaire ou dans un milieu poreux. 

En effet, lors d’un écoulement dans un milieu poreux engendré par un gradient de pression PD

les particules chargées transportées par l’eau génèrent un courant de convection et afin d’assurer 

l’électroneutralité, un courant de conduction sera créé (Figure 1.4).  

Ce courant de conduction est lié par la loi d’Ohm à une différence de potentiel électrique VD

qui est proportionnelle au gradient de pression PD : 

 .V C PD = D  (1.15) 

Où, C  est le coefficient d’électrofiltration exprimé en 1.V Pa- .  

Ce coefficient est lié aux caractéristiques physico-chimiques de l’électrolyte (l’eau) et du milieu 

poreux ainsi que les interactions entre eux, ce qui nous conduit à revenir sur l’origine 

microscopique de l’électrofiltration et à la théorie de double couche électrique (Electrical 

Double Layer, EDL). 
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1.2.2 Modèle de double couche électrique   

La surface des grains qui forment le milieu poreux possède généralement une charge négative 

provoquée par des interactions chimiques entre les hydroxyles existants à la surface du minéral 

(silanol par exemple) et l’électrolyte ( SiOH Û SiO- + H + pour la silice, e.g., Revil et al., 

1999). Cette surface chargée, génère un champ électrostatique qui influence les ions transportés 

par les molécules d’eau selon leurs signes de charges : les cations sont attirés au voisinage de 

la surface des grains alors que les anions sont repoussés. Donc, il existe deux couches entre la 

surface des minéraux et le centre de l’espace porale. 

Le premier modèle proposé par Helmholtz en 1879, simule le milieu poral comme deux 

couches : la première est chargée négativement et la deuxième positivement. Gouy (1910) et 

Chapman (1913) ont amélioré ce modèle en ajoutant une couche intermédiaire, entre la surface 

du minéral et l’électrolyte, dite couche de diffuse, dans laquelle la concentration des espèces 

chargées diminue en s’éloignant des grains suivant une distribution de Poisson-Boltzman. En 

1924, Stern propose un modèle qui prend en compte les dimensions réelles des particules. En 

effet, Il décrit une couche compacte appelée couche de Stern et une couche diffuse séparées par 

un plan de cisaillement qui présente la limite entre les particules fixes et les particules mobiles 

lors d’un écoulement. La couche de Stern se divise elle-même en deux sous-couches : une sous-

couche interne de Helmholtz (Inner Helmholtz Plane, IHP) où les ions sont accolés 

chimiquement à la surface du minéral, et une externe de Helmholtz (Outer Helmholtz Plane, 

OHP) dans laquelle les ions sont à l’équilibre électrostatique avec les charges adsorbées 

(physisorption).  

Cette distribution de charge fournit un potentiel électrique variable linéairement avec deux 

pentes dans la couche de Stern, et il décroit en exponentielle dans la couche diffuse jusqu’à la 

zone de l’électrolyte libre, où le potentiel électrique est nul grâce à l’électroneutralité local (voir 

la courbe sur la Figure 1.5).  
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Figure 1.5: Schéma de la double couche électrique (Lorne et al. 1999) 

L’expression du potentiel électrique dans la couche diffuse proposée par Debye et Hückel en 

1923 suit la distribution de Poisson-Boltzmann : 

 
2

1 0

z z
exp

L
l l l

l f

e N e

kT
j j

e e=

æ öÑ = - ç ÷
è ø

å  (1.16) 

Où j  est le potentiel électrique dans la couche diffuse, L  est le nombre d’espèces présentes, 

e  est la charge élémentaire ( 191.6 10e C-= ´ ), zl
 est la valence des ions de l’espèce l  présents, 

lN  est le nombre d’ions de l’espèce l  présents par unité de volume, 0e  et fe  sont 

respectivement les permittivités électriques du vide et du fluide ( 12 1
0 8.85 10 .F me - -= ´ et 

180 .f F me -= ), k  est la constante de Boltzmann ( 23 11.28 10 .k J K- -= ´ ) et T  la température 

exprimée en K . 

La solution de cette équation est définie par la relation suivante (Pride, 1994) : 

 ( ) exp
D

c
j c z

c
æ ö

= -ç ÷
è ø

 (1.17) 

Où c  est la distance normale à la surface des grains, z  est le potentiel zêta, qui correspond au 

potentiel électrique de la surface de cisaillement entre la couche de Stern et la couche diffuse 
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et 
Dc  présente l’épaisseur de la couche diffuse qui correspond à l’influence électrique de la 

surface de grain, qui est égale à la longueur de Debye, exprimée par : 

 
( )2

2
1 0

z1 L
l l

lD f

e N

kTc e e=

=å  (1.18) 

Cette longueur qui est de l’ordre de 10 à 300 Å (Revil et Glover, 1997) dépend de la 

concentration de l’électrolyte en ions. Plus cette concentration est faible, plus l’épaisseur de la 

couche diffuse est grande, et par conséquent le potentiel mesuré important. Par exemple, la 

conductivité de l’eau douce est plus faible que la conductivité de l’eau de mer dont la 

concentration en ions est plus élevée. De ce fait, la longueur de Debye pour l’eau douce est plus 

importante que pour l’eau de mer.  

Plusieurs facteurs peuvent agir sur le potentiel spontané. La vitesse d’écoulement d’électrolyte 

et le degré de saturation du milieu poreux sont les plus importants paramètres qui caractérisent 

ce potentiel. 

1.2.3 Couplage électrocinétique   

Dans le cas d’un milieu poreux non saturé, isotrope et homogène dont l’écoulement est 

laminaire, les flux associés au phénomène physique sont linéairement reliés aux forces 

appliquées selon la formulation des processus thermodynamiques irréversibles de Onsager 

(1931). La densité de courant électrique J  2.I L-é ùë û  et le flux hydraulique q  1  LT -é ùë û  s’écrivent: 

 11 12J L L Pj= - Ñ - ÑJ LL L PL PP  (1.19) 

 21 22q L L Pj= - Ñ - Ñq LL L PL PP  (1.20) 

Où j  est le potentiel électrique   (V ) 2 3 1.    M L T I- -é ùë û , P gHr=  est la pression hydrostatique 

1 2. .TM L- -é ùë û  qui décrit l’état énergétique de l’eau dans le milieu avec r  est la masse 

volumique de fluide 3.M L-é ùë û , g  est l’accélération de pesanteur 2.TL -é ùë û  et H  est la charge 

hydraulique [ ]L . Les coefficients propres 
iiL  sont obtenus à partir des lois physiques telles que 

la loi d’Ohm et la loi de Darcy et les ijL sont les paramètres phénoménologiques ou les 
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coefficients de couplage. Ceci donne 11L s= - , où s  est la conductivité électrique du milieu   

( 1.S m- ) 1 3 3 2    M L T I- -é ùë û  et 22L k m=  avec k
2 Lé ùë û  la perméabilité intrinsèque du milieu 

poreux et m  1. .TM L -é ùë û  la viscosité dynamique du fluide. 

 En utilisant la réciprocité d’Onsager (1931), les coefficients de couplage 12L  et 21L  sont égaux 

et sont obtenus à partir de l’expression du courant électrique généré par l’électrofiltration et du 

flux hydrique généré par l’électro-osmose avec 12 21L L Cs= =  où C  est le coefficient 

d’électrofiltration 
3 1 1L T I- -é ùë û .  

En générale, le champ électrique a un effet négligeable sur la vitesse de Darcy. Le premier 

terme de l’électro-osmose peut donc être éliminé et on obtient les deux relations de couplage 

électrocinétique sous la forme : 

 J C g Hs j s r= - Ñ - ÑJ C g HC g HC g HC gC g  (1.21) 

 
k

q g Hr
m

= - Ñ
k

q g H
k

g Hg H
k

gg  (1.22) 

Le milieu poreux est supposé conservatif, en l’absence de source externe de courant, l’équation 

de conservation de la charge s’écrit : 

  . 0JÑ = 0  (1.23) 

Si le milieu poreux est saturé, homogène et isotrope, le coefficient d’électrofiltration C  et la 

conductivité électrique s  sont constants, l’équation 1.21 se réduit à l’équation de Poisson 

suivante : 

 2 2
wC g Hj rÑ = Ñ  (1.24) 
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En réalité, le coefficient d’électrofiltration C  dépend de la conductivité électrique du milieu s  

qui est variable dans le cas des milieux poreux non saturés. L’équation de couplage 

électrocinétique s’écrit sous la forme :  

 ( ) ( ). . wC g Hs j s rÑ Ñ =Ñ Ñ) ( )C g HÑ Ñ) ( C g Hg Hj sj ) ( CC  (1.25) 

1.2.4 Coefficient d’infiltration 

Pour un écoulement stationnaire d’un électrolyte monovalent dans un capillaire cylindrique 

saturé en eau dont le rayon est grand devant la longueur de Debye, le Coefficient 

d’électrofiltration est exprimé suivant la formule de Helmholtz-Smoluchowski (1903) : 

 
0 r

HS

f

C
e e z
hs

=  (1.26) 

Avec 0e  et re  la permittivité électrique du vide et la permittivité électrique relative de fluide, 

fs  est la conductivité électrique du fluide ( 1.S m- ), m  est sa viscosité dynamique et z  est le 

potentiel zêta (V ) définie comme le potentiel sur le plan de cisaillement de double couche 

électrique (Revil et al., 1999a). Cette expression est utilisée pour les milieux poreux saturés. 

Dans notre cas d’étude il faut rajouter l’effet de la variation de la teneur en eau. Le coefficient 

d’électrofiltration est relié à la teneur en eau à travers la conductivité électrique du milieu 

poreux s . Cette dernière est donnée par la loi d’Archie pour l’écoulement d’eau dans les sols 

non saturés en fonction du degré de saturation 
wS  (Archi, 1942) :  

 
1

an

w wS
F

s s=  (1.27) 

Où mF q -=  est le facteur de formation électrique, m  est l’exposant de cimentation du sol, 
an  

est l’exposant de saturation d’Archie et 
ws  est la conductivité électrique de l’eau. Cette 

expression est valable en supposant négligeable la conductivité électrique de la surface des 

grains. 
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Plusieurs modèles alternatifs ont été présentés pour la relation ( )C q  telle que Revil et al. (1999 

b) qui proposent la définition suivante : 

 1 2 1a

a

sat

n

e n

e e

C
C

F
S

S S

x
=

é ùæ ö
+ -ê úç ÷

è øë û

 
(1.28) 

Où 
sat HSC C= , le coefficient d’électrofiltration à la saturation définie par l’équation de 

Helmholtz-Smoluchowski, x  est le rapport entre la conductivité électrique de surface et la 

conductivité électrique du fluide et 
eS  est la saturation effective définie par la relation suivante : 

 
1

r

w wr
e r

s r w

S S
S

S

q q
q q

--
= =

- -
 (1.29) 

avec q , 
rq  et 

sq  les teneurs en eau instantanée, résiduelle et à saturation aussi 
w sS q q=  et 

r

w r sS q q=  sont les degrés de saturation en eau instantanée et résiduelle. Ce modèle est utilisé 

par Darnet et al. (2003) et Sailhac et al. (2004) pour prédire le coefficient de filtration. 

En supposant que la conductivité électrique de la surface est négligeable pour les matériaux 

poreux dominés par de la silice (c'est-à-dire que x  proche de zéro), l’équation (1.28) devient 

(Darnet et Marquis, 2004) : 

 na

sat

e

C
C

S
=  (1.30) 

La première expérience qui mesure la teneur en eau et les différences de potentiel spontané a 

été effectuée par Guichet et al. (2003). Ces auteurs ont proposé un coefficient de couplage 

dépendant linéairement de eS  : 

 sat eC C S=  (1.31) 
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Par analogie à la relation constructive de la conductivité hydraulique dans les sols non saturés 

( )K q , des modèles du coefficient d’électrofiltration en fonction de la perméabilité relative 
rk  

ont été proposés tels que le modèle proposé par Perrier and Morat (2000) : 

 r
sat

r

k
C C

s
=  (1.32) 

Où 
rs  est la conductivité électrique relative du milieu poreux définie par an

r wSs = , la 

perméabilité relative 
rk  est définie par la relation constructive de Van Gunechten-Mualem 

(équation 1.14).  

Cette expression du coefficient d’électrofiltration a été modifiée par Linde et Revil (2007) ainsi 

que Revil et al. (2007).  

 1a

sat rr
sat n

w r w

C kk
C C

S Ss += =  (1.33) 

Ce modèle a été validé en comparaison avec des mesures expérimentales (Revil et Cerepi, 2004) 

comme présenté dans la Figure 1.6.  

 

Figure 1.6: Comparaison du modèle de coefficient d'électrofiltration 

(1.33) avec des données mesurées sur des échantillons de calcaire 

(Revil et Cerepi, 2004) 
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1.2.5 Couplage hydrogéophysique   

Les expressions du coefficient d’infiltration C  (1.33) et de la conductivité électrique du milieu 

poreux s  (1.27) sont substituées dans l’équation du couplage électrocinétique (1.25). Le 

gradient de la pression dans cette équation est obtenu à partir de la vitesse de Darcy. Cette 

dernière est calculée après la résolution de l’équation de Richards à chaque instant t de la 

discrétisation temporelle pour obtenir la relation suivante : 

 1

( )1 1
. .

( )
a a

a

n n sat r w
w w w w n

w

C k h g
S S q

F F S K h

r
s j s +

æ öæ öÑ Ñ =Ñ ç ÷ç ÷ -è ø è ø

æ ö1 n1 C k g( )ö
÷qanaa sat r wC k h gsat r w( ) waaa
ööggwn1 C k ( )( )satsat ( )( )n1 Csat rsat ( )( ) ww  (1.34) 

Sachant que le facteur de formation électrique F  et la conductivité électrique de l’eau 
ws  sont 

supposés des constantes alors on peut les simplifier. En outre, on rappelle l’expression du degré 

de saturation 
w sS q q=  et de la conductivité hydraulique ( ) . ( )s rK h K k h= , c’est-à-dire que 

l’équation (1.34) peut être formulé sous la forme de l’équation du couplage électrocinétique 

représentée dans la figure 1.7. 
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Figure 1.7: Schéma illustratif du couplage hydrogéophysique en mi-

lieux poreux non-saturé 

 

1.3 Transport de soluté en milieux poreux non saturés 

Naturellement, l’eau en mouvement dans les réseaux poreux du sol contient un grand nombre 

d’espèces chimiques produites par les processus géochimiques, biologiques et par les activités 

anthropiques. Ces éléments dissouts dans l’eau sont transportés de la surface du sol vers la 

nappe à travers la zone non saturée. Dans ce travail, nous nous intéressons au transport des 

espèces n’interagissant pas entre eux ou avec les minéraux des grains solides, appelées traceurs 

de l’écoulement. Les mécanismes régissant le transfert d’un traceur en milieu poreux, sont 

l’advection, la diffusion moléculaire et la dispersion cinématique.  
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1.3.1 L’advection  

La migration des solutés lors de l’écoulement de l’eau dans les sols est appelée advection ou 

convection. Elle présente l’entraînement des espèces dissoutes sous la seule action du 

mouvement du fluide. Le déplacement moyen du soluté est alors directement proportionnel à 

la vitesse moyenne d’écoulement de l’eau, régie par la loi de Darcy. Le flux convectif du soluté 

s’exprime par le produit de la concentration C 3.M L-é ùë û  et de la vitesse de Darcy q 1.L T -é ùë û .  

Pour un fluide incompressible, l’équation de transport par convection est donnée par : 

 
( ) ( ). 0

C
qC

t

q¶
+Ñ =

¶ ) 0)C)  (1.35) 

Où q  est la teneur en eau du milieu poreux [ ]-  et Cq  représente la concentration en soluté de 

la phase liquide.  

1.3.2 Diffusion moléculaire  

La diffusion moléculaire est un processus indépendant de l’écoulement de l’eau dans le milieu 

poreux. Elle est liée à la présence de gradient de concentration dans l’eau. Ce mécanisme 

produit un transfert de masse des zones à forte concentration vers les zones moins concentrées 

en soluté afin d’homogénéiser la composition du fluide. Ce transfert généré par l’agitation 

brownienne est modélisé par la loi de Fick (1855) : 

 
( ) ( ). 0m

C
D C

t

q¶
-Ñ Ñ =

¶
0C  (1.36) 

Où, 
mD  2 1.L T -é ùë û  est le tenseur diagonal de diffusion moléculaire qui dépend du milieu poreux, 

du soluté et de la température.  

1.3.3 Dispersion cinématique  

À l’échelle microscopique, le champ de vitesse de l’écoulement dans un milieu poreux est 

hétérogène, ce qui engendre un phénomène complexe appelé dispersion cinématique. Trois 

processus sont principalement à l’origine de ce phénomène (Fried et Combarnous, 1971) : 
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· En assimilant l’intérieur d’un pore à un capillaire, le profil de vitesse est parabolique à 
cause du frottement engendré par la viscosité du fluide. (Figure 1.7 a) 

· La variation des vitesses au sein d’un même pore due à la variation des dimensions des 
pores. (Figure 1.7 b) 

· Les lignes de courant fluctuent par rapport à la direction principale de l’écoulement, 
engendrant alors des variations dans la direction des vitesses. (Figure 1.7 c) 

 

 

Figure 1.8: Les processus responsable à la dispersion cinématique 

(Besnard K., 2003) 

La dispersion cinématique dépend de la direction moyenne de l’écoulement ; on distingue une 

dispersion longitudinale et une dispersion transversale qui a lieu dans le plan orthogonal à la 

direction principale. A cause de l’anisotropie de ce phénomène, la dispersion cinématique 
cD  

2 1.L T -é ùë û  s’exprime sous une forme tensorielle, symétrique de second ordre : 

 

//

ij ij

ij ij

ij ij

c c c

c c c c

c c c

D D D

D D D D

D D D

^

^
=  (1.37) 

On définit 
//cD  comme le coefficient de dispersion dans la direction longitudinale et cD

^
 

comme le coefficient de dispersion dans la direction transversale à l’écoulement. Ces 

coefficients sont proportionnels au module de la vitesse de darcy par une forme similaire à la 

loi de Frick (Scheidegger, 1974) :  
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// / /cD qa= q  (1.38) 

 cD qa
^ ^= q  (1.39) 

 ( )/ / 2ij

i j

c

q q
D

q

a a^= - 2

i jq qi ji j

q

 
(1.40) 

Où, / /a  et a^  sont les coefficients de proportionnalités de la dispersion longitudinale et 

transversale, en outre, 
iq  et jq  sont les composantes de la vitesse de darcy. 

En générale, L’ordre de grandeur de la valeur du coefficient de dispersion transversale est 

plus faible que celle de la dispersion longitudinale avec un rapport / /a a^  variant entre 6 et 

20, d’après Anderson (1979) et Koltz et al. (1980).  

L’équation de transport par dispersion cinématique est donnée par la loi de Frick :  

 
( ) ( ). 0c

C
D C

t

q¶
-Ñ Ñ =

¶
0C  (1.41) 

1.3.4 Dispersion hydrodynamique  

En pratique, l’effet de la dispersion cinématique et l’effet de la dispersion moléculaire sont 

indissociables. C’est pourquoi ces deux contributions sont regroupés dans un même tenseur 

appelé tenseur de dispersion hydrodynamique.  

 m cD D D= +  (1.42) 

La variation de la concentration dans le temps et l’espace est exprimée par la loi de Frick :  

 
( ) ( ). 0

C
D C

t

q¶
-Ñ Ñ =

¶ ) 0)C)  (1.43) 
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1.3.5 L’équation d’advection-dispersion  

En tenant compte à la fois des phénomènes de convection, des phénomènes de dispersion, des 

termes source 
sQ  avec une concentration 

sC , le bilan de matière du transport d’un soluté 

conservatif amène à considérer une équation de la forme : 

 
( ) ( ) ( ). . s s

C
qC D C Q C

t

q¶
+Ñ -Ñ Ñ =

¶ ) ( )C D C Q C) ( )qC D CC) ( )  (1.44) 

Ce type de modèles est généralement utilisé pour les transports des solutés dans les milieux où 

uniquement des phénomènes convectifs et dispersifs sont produits. Dans ce cas, on suppose que 

la distribution des tailles des pores est monomodale et qu’il n’existe pas de phase immobile qui 

échange avec le fluide en circulation. 

1.3.6 Modèle mobile-immobile 

Coats et Smith (1964) puis Van Genuchten et Wierenga (1976) ont développé un modèle de 

transport qui permet de distinguer des régions du volume poral où l’écoulement est nul à cause 

de la faible connectivité des pores. Par conséquent, le transport de masse s’y fait seulement par 

l’échange diffusif qui dépend du gradient de concentration entre l’eau mobile et l’eau immobile. 

Ce modèle est représenté par une équation d’advection-dispersion dans le sous-domaine d’eau 

mobile et uniquement par une équation de diffusion moléculaire dans le sous-domaine d’eau 

immobile. Cette représentation est exprimée par (van Genuchten and Wagenet,, 1989; Clothier 

et al., 1998): 

 
( ) ( ) ( ) ( ). . 0m m im im

m m m

C C
qC D C

t t

q q
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¶ ¶
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C C

t

q
w

¶
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¶
 (1.46) 

 m imq q q= +  (1.47) 

avec (m) et (im) pour désigner respectivement la phase mobile et la phase immobile. L’échange 

entre les deux phases est régi par une cinétique de premier ordre avec w  le coefficient de 

transfert de masse entre les deux phases. La teneur en eau de la phase mobile et celle de la phase 
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immobile peuvent varier dans l’espace et dans le temps, mais nous supposons que le rapport : 

teneur en eau mobile sur teneur en eau totale (
mf q q= ) reste constant. De ce fait, la fraction 

imq q  reste également constante. Cette hypothèse est moins restrictive que de supposer 
imq  

constant lors de la simulation du transfert de masse en milieu poreux non saturé car une telle 

hypothèse peut influencer la résolution de l’équation de Richards (Moreira et al., 2016). 

1.3.7 Couplage écoulement-transport en milieux poreux non-saturé  

La résolution numérique du problème de transport, modélisé par l’équation (1.42) dans le cas 

d’un simple milieu et par le système d’équations (1.44)-(1.45) dans le cas d’un double milieu 

nécessite la connaissance de la vitesse d’écoulement et de la teneur en eau. Ces deux variables 

sont obtenues à partir de la résolution de l’équation de Richards à chaque instant t de la 

discrétisation temporelle (Figure 1.8). 
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Figure 1.9: Principe de couplage écoulement-transport en milieux po-

reux non-saturé 
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Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons présenté les modèles mathématiques permettant de décrire les 

phénomènes physiques étudiés dans la suite des travaux de la thèse. En effet, l’écoulement 

d’eau dans un milieu poreux saturé ou non saturé est modélisé par l’équation de Richards 

accompagnée par le modèle de van Genuchten – Mualem qui donne la conductivité hydraulique 

en fonction de la pression ( )K h  et la relation de rétention d’eau ( )hq . De plus, le potentiel 

spontané est représenté par l’équation du couplage électrocinétique, enfin le phénomène du 

transport des solutés dans les milieux poreux est simulé par l’équation d’advection-dispersion 

ou par le modèle mobile-immobile. 

Tous ces modèles contiennent un nombre important des paramètres dont la plupart sont non 

mesurables. Dans le chapitre suivant, nous allons présenter l’analyse de sensibilité globale qui 

permet l’évaluation de la contribution de chaque paramètre à l’incertitude du modèle, ainsi que 

le problème inverse qui permet d’estimer les valeurs des paramètres non mesurables. 
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2.1 Introduction 

La modélisation représente la meilleure solution pour comprendre et reproduire les processus 

de transfert dans le sol. Cependant, elle fournit souvent des résultats entachés d’incertitudes à 

cause des erreurs de mesures et du manque de données. Il est donc primordial d’identifier 

l’origine de ces erreurs et de les quantifier avant d’estimer les paramètres du modèle. 

Dans un premier temps, on décrira les théories de base de la propagation d’incertitude et 

l’analyse de sensibilité globale basée sur les indices de Sobol. Plusieurs techniques peuvent être 

utilisées pour le calcul de ces indices parmi lesquelles le développement en chaos polynomial 

qui sera détaillé dans ce chapitre. 

Dans un second temps, quelques approches d’estimation de paramètres et d’incertitude à 

posteriori vont être présentées. On va s’intéresser spécialement à deux types d’approches ; la 

première utilise l’algorithme de Levenberg-Marquardt pour l’estimation des paramètres et une 

approximation de premier ordre (FOA) pour l’incertitude à posteriori. La deuxième est une 

approche bayésienne utilisant un échantillonneur basé sur les chaines de Markov. Cette dernière 

offre une base rigoureuse pour l’estimation des paramètres à partir de données bruitées et pour 

les modèles incertains, en intégrant toutes les informations disponibles à priori. 
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2.2 Analyse de sensibilité globale 

2.2.1 Introduction 

Les modèles mathématiques développés dans le premier chapitre permettent de représenter les 

processus de transfert dans la zone non saturée à l’aide d’équations aux dérivées partielles non 

linéaires. Ces modèles sont basés sur une simplification de la réalité et négligent l’influence de 

plusieurs facteurs (température, hystérésis, géochimie, …). Ces simplifications impactent la 

précision et l’applicabilité des modèles dont la fiabilité peut être mise en question. George Box 

disait « Tous les modèles sont faux, certains sont utiles » (Box et Draper 1987). De plus, les 

modèles mathématiques développés font intervenir plusieurs paramètres et conditions aux 

limites dont les valeurs ne sont pas connues avec grande précision. Ceci peut également 

impacter la précision des modèles. La caractérisation à priori de ces incertitudes, permet de 

donner des informations sur l’incertitude associée aux prédictions du modèle et d’optimiser les 

variables décisionnelles.  

2.2.2 Identification des sources d’incertitude  

Kennedy et O'Hagan (2001) ont présenté diverses sources d’incertitude. Ces dernières peuvent 

être classées en trois familles. 

· Incertitude des paramètres :  

Certains paramètres du modèle mathématique amènent des incertitudes importantes. Ces 

paramètres sont les conditions aux limites, les valeurs initiales, la géométrie ainsi que des 

constantes physiques des lois empiriques issue de faits expérimentaux ou validée par 

l'expérience avec des erreurs d’observation et d’interpolation. 

On peut distinguer dans ce cas deux types d’incertitudes :  

  L’incertitude aléatoires qui est liée à la qualité de mesurage réalisé par l’opérateur et à la 

précision des instruments de mesure. Cette incertitude dite erreur de justesse est expliquée 
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par l’obtention des valeurs mesurées différentes lorsqu’un même opérateur répète plusieurs 

fois le mesurage d’une même grandeur, dans des conditions identiques.   

  L’incertitude systématique ou également connue sous le nom d’incertitude épistémique qui 

est attachée au mal étalonnage ou à l’utilisation incorrecte de l’appareil de mesure. Elle peut 

également être due au non-respect du protocole de l’expérience ou au choix d’un échantillon 

non représentatif. Cette erreur conduit à des mesures proches les unes des autres mais 

écartées de la valeur réelle d’où l’appellation d’erreur de fidélité.  

· Incertitude structurelle :  

Cette incertitude traduit l’insuffisance et le décalage du modèle. Elle dépend de la précision 

avec laquelle un modèle mathématique décrit le phénomène réel. En effet, la modélisation de 

ce dernier est basée sur des différentes hypothèses simplificatrices afin d’approcher la réalité. 

Ces simplifications fournissent une grande partie de l’incertitude du modèle.  

· Incertitude numérique :  

Cette incertitude est également appelée incertitude algorithmique ou incertitude discrète. 

Généralement, les modèles mathématiques sont définis par des équations aux dérivées partielles 

difficiles à résoudre analytiquement. Des méthodes numériques telle que la méthode des 

éléments finis ou la méthode des différences finies sont souvent utilisées pour approcher le 

système continu par un autre discret traduisant la variation dans l’espace et dans le temps du 

phénomène réel. Cette discrétisation provoque des incertitudes non éliminables, mais qui 

peuvent être contrôlées en réduisant la taille des mailles spatiales et en diminuant les pas du 

temps.  

2.2.3 Propagation d’incertitude  

Avoir une réponse du modèle représenté par une distribution de probabilité qui dépend de 

l’incertitude des paramètres d’entrée, est l’objectif de la propagation des incertitudes (Saltelli 

et al., 2006). Les méthodes de propagation d’incertitude sont regroupées en trois grandes 

familles :  
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·  Méthode des moments :  

Soit un modèle mathématique défini par une fonction ( )f x  qui représente la sortie scalaire Y  

du modèle avec 1{ ,..., }nx x x= , les entrées scalaires définies sur l’hypercube unité [ ]0,1
n

nW =

. Ces entrées sont des variables continues dont la distribution est définie par une fonction de 

probabilité 
xp . La moyenne et la variance de ( )Y f x=  s’écrivent : 

 ( ) ( ) ( )
n

Y xE f x f x p x dxm
W

= =é ùë û ò  (3.1) 

 ( )( ) ( )( ) ( )2 22

n

Y Y Y xE f x f x p x dxs m m
W

é ù= - = -
ë û ò  (3.2) 

Plusieurs méthodes sont utilisées pour l’évaluation de ces deux moments telle que la méthode 

de quadrature, basée sur le principe de l’intégration numérique ou la méthode de perturbation, 

basée sur un développement en série de Taylor.  

· Méthodes d’échantillonnage :  

Ce sont les méthodes les plus utilisées pour quantifier l’incertitude de la réponse à partir de la 

densité d’incertitude des entrées. Elles consistent à calculer la sortie ( )Y f x=  du modèle N  

fois en choisissant à chaque fois un vecteur de paramètres diffèrent 1{ ,..., }i i i

nx x x=  avec 

[ ]1,i NÎ . On calcule par la suite la moyenne et la variance à partir des N  valeurs de la sortie :  

 ( )
1

1 N
i

Y

i

f x
N

m
=

» å  (3.3) 

 ( )( )2
2

1

1

1

N
i

Y Y

i

f x
N

s m
=

» -
- å  (3.4) 
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Le nombre d’échantillons N  doit être relativement grand afin d’assurer la précision des 

statistiques de la distribution de la sortie du modèle. Ceci peut nécessiter un temps de calcul 

important. Malgré cet inconvénient, les méthodes d’échantillonnage sont les plus faciles à 

utiliser, vu qu’elles utilisent le modèle sans modification et elles le considèrent comme une 

boite noire.  

La discordance entre les différentes méthodes d’échantillonnage est la manière de choisir 

l’échantillon 1{ ,..., }i i i

nx x x= . Par exemple, pour la méthode de Monte Carlo, la génération des 

échantillons est basée sur la distribution de probabilité de chaque paramètre, ce qui provoque 

une concentration des points autour de la région de forte probabilité et un manque d’information 

dans les zones à faible probabilité. Afin de balayer tout le domaine d’existence des entrées du 

modèle, Eglajs et Audze (1977) ont développé la méthode du Latin Hypercube Sampling qui 

divise le domaine de répartition des paramètres sur le nombre des échantillons N . Ensuite, 

l'échantillonnage est réalisé en tirant une valeur dans chaque sous-domaine. McKay et al. (1979) 

ont monté que méthode du Latin Hypercube Sampling donne une meilleure estimation des 

statistiques de la sortie que la méthode Monte Carlo. Avec la méthode Latin Hypercube 

Sampling, l’échantillonnage s’effectue d’une façon indépendante pour chaque paramètre. Iman 

et Conover (1982) et Iman & Davenport (1982) ont développé une procédure permettant 

d'imposer des corrélations sur les valeurs de l'échantillon. 

· Méthodes spectrales :  

Les méthodes d’échantillonnage représentent une caractérisation ponctuelle de la réponse, c'est-

à-dire la réponse est calculée localement pour un ensemble de paramètres d’entrée. Ces 

méthodes sont considérées comme une forme discrétisée d'une fonction continue reliant la 

réponse aux paramètres d'entrée. Ainsi, afin d’identifier l’aspect statistiques de la réponse, il est 

nécessaire d’avoir une résolution suffisamment fine dans le domaine des paramètres, autrement, 

un grand nombre de simulation. Au contraire, les méthodes de propagation d’incertitude 

spectrales (surface de réponse) visent à réduire le temps de calcul en reconstruisant une 

dépendance fonctionnelle entre la réponse du modèle et les paramètres (Box et Draper 2007 ; 

Myers et al. 2016). Ces méthodes utilisent des modèles de substitution, appelés des méta-

modèles qui remplacent le modèle de calcul d'origine par une fonction facile à évaluer (Hastie 



Chapitre 2 Méthodes d'analyse de sensibilité globale et d'estimation des paramètres 

40 

et al. 2001 ; Forrester et al. 2008 ; Storlie et al., 2009). Ces fonctions qui représentent une 

décomposition de la sortie ( )Y f x= , sont typiquement sous la forme suivante : 

 ( ) ( )i i

i

f x f xy
Î

=åå  (3.5) 

où, ( )i xy  constituent une base de second ordre adéquat à l'espace des variables aléatoires x  et 

if  sont les coordonnées de ( )f x  sur cette base. Plusieurs techniques ont été développées pour 

la construction des méta-modèles comme l’expansions en polynômes de chaos (Le Maître et 

Knio, 2010 ; Xiu, 2010), la méta-modélisation par processus Gaussien (Santner et al., 2003 ; 

Rasmussen et Williams, 2006) et le réseau de neurones artificiels (Bishop, 1995 ; Ripley, 1996). 

Toutes ces techniques de substitution sont basées sur trois étapes principales (Simpson et al., 

2001 ; Forrester et al., 2008). Premièrement, on construit un plan d’expériences qui représente 

un ensemble de jeux de paramètres aléatoires obtenu par une méthode d’échantillonnage. Puis, 

on évalue le modèle direct pour chaque jeu de paramètres du plan d’expérience. Ces données 

sont ensuite utilisées afin d’identifier les inconnus du méta-modèle choisi.  

2.2.4 Analyse de sensibilité 

2.2.4.1 Introduction 

On peut définir l’analyse de sensibilité (sensitivity analysis SA) comme l'étude de la répartition 

de l'incertitude de la sortie Y  d'un modèle mathématique sur différentes sources d'incertitude 

de ses variables d’entrée 1{ ,..., }nx x x= . C’est l'étude de la dépendance de la sortie d'un modèle 

vis à vis de ces facteurs (Saltelli et al., 1999). Elle permet de savoir quel est le paramètre qui a 

le plus d'impact sur les résultats, celui qui en a le moins et ceux qui interagissent au sein du 

modèle. 

Les objectifs de ce type d’analyse sont multiples (Saltelli et al., 2000b). En effet, elle permet 

d’analyser le rôle des paramètres dans le modèle, c'est-à-dire la contribution de chaque 

paramètre seul et les interactions entre eux. En plus, la SA sert à réduire la dimension du 

problème en identifiant et en négligeant les paramètres les moins influents dans le modèle. 
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Finalement, elle aide à diminuer l’incertitude et la dispersion de la sortie du modèle en 

minimisant la variabilité des paramètres les plus influents. 

Dans la littérature, il existe un grand nombre de méthodes de SA (Helton et al. 2006 ; Xu et 

Gertner 2008). On distingue deux grandes classes, à savoir l’analyse de sensibilité locale et 

globale : 

  L'analyse de sensibilité locale (LSA) est basée sur le calcul des dérivées partielles de la 

sortie du modèle par rapport aux paramètres, c.à.d. qu’elle évalue la variation de la réponse 

en fonction de petites variations des paramètres d’entrée au voisinage de leurs valeurs opti-

males. Plusieurs méthodes ont été développées afin de calculer ces dérivées d’une manière 

efficace, tel que la méthode des différences finies, la méthode de différentiation directe ou 

la méthode de différentiation adjointe (Cacuci 2003). Généralement, ces méthodes sont li-

mitées dans des exemples pratiques car, elles ne tiennent pas compte des interactions entre 

les variables d'entrée. 

  Contrairement à LSA qui examine la variation à petite échelle autour d'une valeur nominale, 

l'analyse de sensibilité globale (GSA) vise à quantifier l’incertitude de la sortie du modèle 

dépendant de toute la variation d’un param 

  ètre d’entrée ou une combinaison de plusieurs paramètres. Saltelli et al., (2000a) ont classé 

les méthodes GSA en des méthodes basées sur la régression et sur la variance. Les méthodes 

basées sur la régression linéaire de la réponse du modèle par rapport aux paramètres d’entrée 

sont adaptées aux modèles linéaires ou quasi linéaires.  

2.2.4.2 Les méthodes d’A.S.G. basées sur la variance  

Ces méthodes, connues sous le nom d’ANOVA (acronyme de ANalysis Of VAriance) (Efron 

et Stein 1981), décomposent la variance de la réponse du modèle en une somme des 

contributions de chaque paramètre d’entrée ou de leurs combinaisons. On peut définir l’indice 

de Sobol’ comme la part de la variance de la sortie due à la variation d’un paramètre (Sobol' 

1993, 2001). Ces indices peuvent être calculés par plusieurs méthodes telles que la méthode 

FAST (acronyme de Fourier amplitude sensitivity test) (Cukier et al. 1973 ; Cukier et al. 1978 

; Saltelli et al. 1999 ; Mara 2009), la simulation de Monte Carlo (Saltelli et Sobol’ 1995 ; Archer 

et al. 1997 ; Sobol' et Kucherenko 2005, 2009) ou les méthodes utilisant un méta-modèle telles 
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que le processus Gaussien (Krige 1951 ; Matheron 1962) et le polynôme de chaos (Wiener 

1938 ; Cameron et Martin 1947).  

2.2.4.2.1 Décomposition de Sobol’ 

Soit un modèle mathématique définit par une fonction ( )f x  avec la sortie scalaire Y  et les 

entrées scalaires indépendantes 1{ ,..., }nx x x=  définies sur l’hypercube unité [ ]0,1
n

nW = . Cette 

fonction qui est de carré sommable ( 2( ) Lf x Î ), peut se décomposer en une somme de fonctions 

de dimension croissante (Sobol' 1993): 

 ( ) ( ) ( ) ( )0 1.. 1
1 1

, ... ,...,
n n

i i ij i j n n

i i j n

f x f f x f x x f x x
= < < <

= + + + +å å  (3.6) 

Où 0f  est une constante et l’intégrale de chaque terme est nulle ( ( )
1 1

1

,...,0
,..., 0

s s ki i i i if x x dx =ò
pour [ ]1,k sÎ ). D’après cette définition Homma et Saltelli (1996) ont déduit que le nombre des 

termes de cette décomposition est égale à 2 1n - . La constante  0f  est la valeur moyenne de la 

fonction ( )f x  ( ( )0 ( ) ( )
n

f E f x f x dx
W

= = ò ). Les termes de la décomposition sont orthogonaux 

les uns aux autres ( ) ( )
1 1 1 1,..., ,...,,..., ,..., 0

s s s r

n

i i i i j j j jf x x f x x dx
W

=ò  pour { } { }1 1,..., ,...,s ri i j j¹ . La 

variance totale de la réponse du modèle V  s’écrit sous la forme : 

 ( ) ( ) ( )( )22 2 2
0( ) ( ) ( ) ( )

n

V Var f x E E f x E f x f x dx f
W

= = - = -ò  (3.7) 

Par conséquent, la variance de la réponse du modèle peut être décomposée sous cette forme : 

 1...
1 1

...
n n

i ij n

i i j n

V V V V
= < < <

= + + +å å  (3.8) 
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Où 
iV  est la variance partielle due à la variation du paramètre 

ix  seul et 

( )
1 1 1 1

2
,..., ,..., ,..., ,...,

s s s s
n

i i i i i i i iV f x x dx dx
W

= ò  est la variance partielle due aux interactions entre les 

paramètres { }
1
,...,

si ix x . Afin de donner plus de sens à ces variances partielles, on les divise par 

la variance totale et on obtient alors les variances partielles ou indices de sensibilité, appelés les 

indices de Sobol’:   

 1

1

,...,
,...,

s

s

i i

i i

V
S

V
=  (3.9) 

Les valeurs de ces indices appartiennent à l'intervalle [ ]0,1  et la somme de tous les indices de 

sensibilité de la réponse du modèle est égale à 1. 

 
1...

1 1

1 ...
n n

i ij n

i i j n

S S S
= < < <

= + + +å å  
(3.10) 

La valeur de l’indice de sensibilité de premier ordre 
( )( )
( )

( )

( )
ii

i

V E f x xV
S

V V f x
= =  qui représente 

l’influence de chaque paramètre 
ix  considéré seul, peut être nulle. Cela ne signifie pas 

forcément que 
ix  n’a pas d’influence sur la sortie car il peut participer à la variance en 

interagissant avec les autres paramètres. Pour évaluer l’effet total d’un paramètre d’entrée 
ix , 

on définit l’indice de sensibilité total comme la somme de toutes les variances partielles 

relatives impliquant l’indice i  (Homme et Saltelli, 1996) : 

 ( )( )
( )

1

1

,...,

{ ,..., } { }

( )

( )
s

i

s

ii i

T

i i i

E E f x xV
S

V V f xÉ

= =å
))ix

 
(3.11) 

Dans la suite, on va rappeler quelques méthodes d’estimation de ces indices de sensibilité. 
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2.2.4.2.2 Méthodes d’échantillonnage  

Parmi les méthodes d’échantillonnage la méthode de Monte Carlo est la plus utilisé, elle 

consiste à estimer les différentes intégrales dans le calcul de la moyenne et les variances par la 

méthode de Monte Carlo en utilisant un plan d’expérience de N  échantillons. La valeur 

moyenne et la variance totale sont estimées par les deux sommes suivantes : 

 ( )( )0
1

1ˆ
N

k

k

f f x
N =

= å  (3.12) 

 
( )( )2 2

0
1

1 ˆˆ
N

k

k

V f x f
N =

= -å  (3.13) 

Afin d’estimer les variances partielles, on génère deux plans différents d’expérience en mixant 

leurs composantes.  

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ),1 ,1 ,2 ,1 2
0

1

1 ˆˆ , ,
N

k k k k

i i i i i

k

V f x x f x x f
N =

= -å ) ( )i i i i) (x x f x x) ( )i i i ii i) (, ,,, ) (x x f x x
( ) ( ) ) ( ) ( )( ),2 ,1,2(,1 ,1,1 ,1( ) ) ) ( )(x x f x x
( ) ( ) ) ( ) ( )( )  (3.14) 

 
( ) ( )( ) ( ) ( )( ),1 ,1 ,1 ,2 2

0
1

1 ˆˆ , ,
N

k k k k

i i i i i

k

V f x x f x x f
N =

= -å ( ) ( ) 0
1

i i i i( ) (i

k

f x x f x x f
( ) ( )( ) ( ) ( )( ),1 ,2,1( ) ( ),1 ,1,1 ,1( ) ) ( 0V i i i ii i i i( ) (i , ,,, ) (

N
f x x f x x

( ) ( )( ) ( ) ( )( )å  (3.15) 

Avec 
ix ix  présente le vecteur des paramètres sauf le paramètre 

ix . L’indice de Sobol’ de premier 

ordre ˆ ˆ ˆ
i iS V V=  et l’indice de sensibilité total ˆ ˆ ˆ1

iT iS V V= - iV Vi
 calculés par cette méthode 

contiennent une incertitude importante qui peut être réduite en augmentant le nombre 

d’échantillons N  et donc le coût en temps de calcul. Notons que pour décrire d’une façon 

complète la sensibilité du modèle, il est nécessaire d’évaluer 2n  fois le modèle direct, ce qui ne 

peut être faisable que si le nombre de paramètres est réduit. L’échantillonnage quasi-Monte 

Carlo (Sobol’ 1998 ; Bratley et al. 1992 ; Joe et Kuo 2008) a été proposé pour augmenter la 

vitesse de convergence et donc réduire le temps de calcul. Notons que souvent, on se limite à 

estimer les indices de sensibilité de premier ordre et les indices de sensibilité totale, ce qui est 

équivalant à estimer les indices de sensibilité obtenu par la méthode FAST. 
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2.2.4.3 Méthodes basées sur la méta-modélisation  

Les méthodes standards de propagation de l'incertitude et d'analyse de sensibilité reposent sur 

un grand nombre d'appels au modèle direct. Cela peut conduire à des calculs intraitables si la 

fonction de modèle M  est coûteuse à évaluer. Pour contourner ce problème, il est possible 

d'approcher M  par une fonction analytique dont l'évaluation est peu coûteuse et cette 

approximation est souvent appelée méta-modèle, modèle de substitution ou surface de réponse. 

Une fois le méta-modèle construit, les simulations intensives peuvent être appliquées à un coût 

de calcul négligeable.  

Diverses techniques de méta-modélisation ont été proposées dans la littérature, telles que les 

surfaces de réponse polynomiales, la régression multivariée par spline adaptative (MARS) 

(Vapnik et al., 1997 ; Smola et Schölkopf, 2004), les arbres de régression, le réseau neural 

artificiel (Chen et al., 2005 ; Chen et al., 2006), la modélisation de processus gaussiens (Sacks 

et al., 1989 ; Santner et al., 2003) et les polynômes de chaos. Dans la suite, nous nous intéressons 

à ces deux derniers types d’émulateur qui sont généralement les moins couteux à construire 

(Oakley et O’Hagan, 2004 ; sudret, 2008). 

Le processus Gaussien est parmi les méthodes méta-modélisation les plus utilisées, il est connu 

aussi par le nom de Krigeage (Matheron, 1967), est une méthode bien établie en géostatistique 

afin de prédire la valeur d'un champ aléatoire du modèle physique M  en un point donné x  à 

partir d’un ensemble de données connus au voisinage de ce point (Sacks et al. 1989 ; Welch et 

al. 1992 ; Koehler et Owen 1996). L’idée générale du processus Gaussien est proche des 

méthodes de régression traditionnelles tel que la régression linéaire. En effet, les hypothèses 

statistiques peuvent être considérées comme un moyen de représenter l'intervalle d’incertitude 

associé à la prédiction (Santner et al. 2003; Vazquez et Walter 2003). Cette méthode a été 

largement utilisée dans la littérature pour construire des surfaces de réponse car elle est capable 

de modéliser précisément des comportements non linéaires (O'Hagan 2006 ; Vazquez 2005). 
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· Représentation de la fonction de modèle  

Considérons le modèle M  déterministe d'un système physique dont la réponse ( )f x  soit 

uniquement connue en N  points. La vraie réponse du modèle M  est supposée être un exemple 

de chemin d’un processus gaussien sous-jacent ( )Y x  qui est défini comme : 

 ( ) ( ) ( )Y x Z x xm= +  (3.16) 

Où, ( )Z x  est un champ aléatoire centré (moyenne nulle) qui correspond à des fluctuations à 

petites échelles de la réponse du modèle. Ce terme est considéré comme un champ Gaussien 

stochastique caractérisé par sa variance 2s  et sa matrice d'autocorrélation ( , ')x xr . L’autre 

terme de l’équation précédente ( )xm  est la moyenne du champ aléatoire ( )Y x  qui représente 

une tendance à grande échelle de la sortie du modèle. ( )xm  est généralement exprimé comme 

une combinaison linéaire de fonctions déterministes connues : 

 
1

( ) ( )
p

j j

j

x xm b f
=

=å  (3.17) 

Avec ( )j xf  un vecteur de fonction de régression et jb  les coefficients de régression. En 

pratique, la séparation des deux termes est une tâche compliquée vu que le choix du terme de 

régression est souvent arbitraire. Afin de simplifier un peu le problème, Sacks et al., 1989 ont 

limité le choix de la fonction moyenne en une fonction constante ou linéaire. 

· Distribution conditionnelle de la réponse du modèle  

Considérons un échantillon ( ) ( )( )1 ,..., N
x x x=  de dimension N  du vecteur aléatoire d'entrée x

, également appelé plan d'expériences. Les évaluations correspondantes du modèle direct, sont 

stockées dans un échantillon unidimensionnel ( ) ( )( )1 ,..., N
y y y= . L’approximation du 

processus gaussien consiste à construire un métamodèle à partir de la distribution conditionnelle 

de y . Par conséquent, il peut être reformulé en tant que problème d'optimisation sous 

contrainte. En utilisant le théorème fondamental de la prédiction, Santner et al., 2003 ont montré 
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que la réponse conditionnelle du modèle en un point non évalué x  suit la distribution 

gaussienne ( )2( ),N x Rm s , où ( ) ( )( ),i j

ijR x xr= . 

· Estimation des paramètres de krigeage 

Afin de trouver le jeu de paramètres optimal de krigeage, on maximise la fonction de 

vraisemblance qui est définie sous cette forme : 

 ( )
( )

( )( ) ( )( )1
2

1 1
, , , exp

2det

T

N
p y x R y x R y x

R
s b m m

ss
-æ öµ = - - -ç ÷

è ø
 (3.18) 

En supposant que R R est donné, on peut déterminer le vecteur des paramètres 

d’autocorrélation q . Donc, on est capable de résumer les paramètres optimaux du processus 

Gaussien ci-dessous : 

 ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )11 1

1

ˆ ˆˆ,
p

T T

j

j

x R x x R y x xb f f f m bf-- -

=

= =å  (3.19) 

 ( )( ) ( )( )2 1ˆ ˆ ˆ
T

y x R y xs m m-= - -  (3.20) 

 ( )( )12ˆ ˆarg min det
N

Rq s=  
(3.21) 

Le choix de la dimension N  du plan d’expériences est un facteur important de l’estimation des 

paramètres de krigeage, car une grande dimension induit un coût de calcul important. Par 

conséquent, plusieurs tentatives de réduction de temps de calcul sont apparues tel que O’Hagan, 

2006 qui a estimé tous les paramètres en une seule procédure d’optimisation et Welch et al. 

(1992) et plus récemment de Marrel et al. (2008) qui ont basé leurs travaux sur la sélection des 

variables afin de choisir des fonctions d’autocorrélation anisotropes pour des plans 

d’expériences de grandes dimensions. 
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· L’incertitude associée au processus Gaussien  

Les indices de sensibilité basés sur la variance pour un nouveau vecteur d’entrée x*  (Caniou et 

al. 2011) : 

 
1

2 2 1
1

1
( ) 1

1 1

T
T

T

r R r
s x r R r

R
s

-
* -

-

æ ö-
= - +ç ÷

è ø
 (3.22) 

Pour une prédiction du processus Gaussien ( ) ( )( )1Ty x r R y xm m* * - *= + - , où 

( )( )
1

exp
j

n p
i

i j j

j

r x x*

=

æ ö
= - -ç ÷

è ø
å  . 

Dans le cadre stochastique, l’importance de déterminer l’incertitude à l’aide de krigeage est de 

fournir des régions de l’espace des paramètres, où l’incertitude est faible, appelées des 

intervalles de confiance.    

Pour conclure, le processus gaussien est une des techniques de méta-modélisation les plus 

utilisée dans la littérature (Kennedy et O’Hagan, 2001 ; Bayarri et al., 2007 ; Higdon et al., 

2008). L’idée générale de cette technique est de considérer la réponse du modèle comme un 

exemple de chemin d'un champ aléatoire gaussien dont les paramètres sont estimés par 

maximum de vraisemblance. Ce métamodèle est dérivable car il interpole les évaluations de 

modèle observées. De plus, vu l’absence d’erreur aléatoire en considérant une fonction de 

modèle déterministe, le krigeage est une méthode attrayante. Notons cependant que le krigeage 

est laborieux à utiliser dans le cas où le modèle est fortement non linéaire. Une autre limitation 

est la connaissance des paramètres qui caractérisent le domaine aléatoire sous-jacent. En effet, 

ces paramètres sont estimés par maximum de vraisemblance, ce qui peut s'avérer coûteux en 

calcul si le nombre de paramètres inconnus ou le nombre de variables d'entrée est important.  

2.2.5 Expansion en polynômes de chaos  

2.2.5.1 Introduction du PCE :  

L’expansion en polynôme de chaos (polynomial chaos expansion : PCE) est une méthode de 

méta-modélisation, basée sur la théorie du chaos Homogène introduite par Wiener (1938) et sur 

les résultats des travaux de Cameron et Martin (1947) qui consistent à développer des fonctions 
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de carré sommable suivant une base de polynômes deux à deux orthogonaux. Une telle 

approche a été appliquée au début des années 90 aux problèmes de mécanique des structures 

comportant des paramètres spatialement aléatoires (Ghanem et Spanos, 1991). Au cours de ces 

deux dernières décennies, le PCE a reçu beaucoup d’attention tel que Xui et Karniadakis (2002), 

Fajraoui et al. (2011) et Riva et al. (2015). 

Revenons à la définition de la décomposition de Sobol et considérons un modèle mathématique 

défini par une fonction ( )f x  qui représente la sortie scalaire Y  où les entrées scalaires 

indépendants 1{ ,..., }nx x x=  sont définies sur l’hypercube unité nW . Selon la théorie du chaos 

homogène, une fonction de carré sommable ( 2( ) Lf x Î ) peut se décomposer sous la forme 

suivante : 

 ( ) ( )
0

i i

i

f x a xy
¥

=

=å  (3.23) 

Où, 
ia  et ( )i xy  sont respectivement le coefficient du polynôme de chaos et le polynôme 

multivarié de degrés i .  

Initialement, Wiener (1938) a conçu le développement en polynômes de chaos qui est 

également appelé développement de Wiener-Hermite pour modéliser les processus 

stochastiques à partir de variables aléatoires gaussiennes standards sur une base de polynômes 

d’Hermite multivariés. En effet, Cameron et Martin (1947) ont constaté que la convergence de 

ce développement est optimale lorsque les variables suivent une loi normale.  

Afin d'élargir le champ d'application de cette méthode et de répondre aux attentes des praticiens 

utilisant non seulement des variables gaussiennes, Xiu et al., (2003) ont montré que la vitesse 

de la convergence du développement dépend de la densité de probabilité des variables et selon 

le schéma de Askey (Askey et Wilson,1985), ils ont trouvé une correspondance entre les 

principales lois de probabilité et leurs familles de polynômes orthogonaux. Le Tableau 2-1 

donne une partie de cette correspondance. Dans ce cas, la décomposition est appelée expansion 

en polynômes de chaos généralisée (GPCE). Pour des distributions de probabilité non usuelles, 

le problème peut être reformulé en utilisant une transformation iso-probabiliste dans laquelle 

GPCE est appliqué aux variables transformées (Wan and Karniadakis, 2006 ; Witteveen et al., 

2007). 
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Tableau 2-1 Correspondance entre les distributions et les familles de polynômes orthogonaux 

Distribution Support Polynômes 
Gaussienne  Hermite 
Uniforme [ ],a b  Legendre 
Gamma ++

 Laguerre 
Beta [ ],a b  Jacobi 

Poisson  Charlier 
Binomiale { }0,1, ,n}1, ,n  Kravtchouk 

Binomiale négative  Meixner 
Hypergéométrique { }0,1, ,n}1, ,n  Hahn 

 

En pratique, le développement en polynômes de chaos est généralement tronqué jusqu’à un 

degré polynomial maximal p . Par conséquent, le nombre total de termes P  peut être calculé à 

partir de ce dernier p  et du nombre n de variable d’entrée comme suit : 

 
( )!

! !

n p n p
P

p n p

+ +æ ö
= =ç ÷
è ø

 (3.24) 

Ce développement est similaire à la décomposition de Sobol de point de vu orthogonalité des 

termes de la décomposition. De plus, les indices de sensibilité sont directement déduits des 

coefficients du polynôme de chaos 
ia , par conséquent, la décomposition devient sous cette 

forme : 

 ( ) ( )
0

p

i i

i

f x a xy
=

=å  (3.25) 

2.2.5.2 Estimation des coefficients polynomiaux :  

Les approches qui estiment les coefficients du PCE sont généralement classées en deux 

catégories ; approches intrusives (Le Maitre et al. 2002, Matthies et Keese, 2005) où des 

extensions tronquées sont insérées dans le modèle numérique et les coefficients du PCE sont 

directement déduits en une seule exécution du modèle, ou non intrusives (Tatang et al. 1997, 

Berveiller, et al. 2006b et Blatman & Sudret 2008, 2010b, 2011).  

Plusieurs méthodes sont développées pour obtenir ces coefficients, mais, la plus efficace est la 

méthode des éléments finis stochastiques spectraux (SSFEM) qui peut être considérée comme 
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une généralisation de la méthode de Galerkin. Cette méthode novatrice a été développée par 

Xiu & Karniadakis (2002), Sudret et al. (2004), Wan & Karniadakis (2005, 2006). 

L’inconvénient des techniques intrusives est la complexité de leur mise en œuvre parce qu’elles 

nécessitent des développements algorithmiques spécifiques qui dépendent de la nature du 

problème. En outre, elles sont gourmandes de point de vue du temps de calcul dans les cas des 

modèles non linéaires (Berveiller, 2005).  

Alternativement, les méthodes dites non intrusives considèrent le modèle numérique comme 

une boite noire. La détermination des coefficients du PCE est basée sur de simples évaluations 

du modèle à des points bien choisis de l’espace des paramètres sans aucune modification du 

code de calcul. Le défi en utilisant ce type des méthodes est la détermination de la technique 

adéquate qui limite le nombre d’appel du modèle direct sans perdre la précision. La simplicité 

d’utilisation de ces approches non intrusives nous a encouragé à les adopter au cours de ces 

travaux de thèse. On va citer deux méthodes parmi les approches non intrusives par la suite. 

2.2.5.2.1 La méthode de la projection spectrale : 

La méthode de projection spectrale vise à estimer les coefficients 
ia  du polynôme de chaos en 

exploitant l’orthogonalité de la base tronquée { }, jj py £ . En effet, la projection de l’équation 

(2.58) sur cette base donne : 

 
0 0

p p

j i i j i i j

i i

E f E a a Ey yy yy
= =

é ù
é ù é ù= =ê úë û ë û

ë û
å å  (3.26) 

Avec, [ ] ( ) ( ). .
n

E d xf
W

= ò .  

On peut déduire l’expression du coefficient de polynôme de chaos 
ia : 

 
( ) ( )

( )2

j

i

j

E f x x
a

E x

y

y

é ùë û=
é ùë û

 (3.27) 

Où, le dénominateur dans cette expression est déterminé analytiquement tandis que le 

numérateur nécessite un calcul d’intégrale :  
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 ( ) ( ) ( )
n

j jE f f x x d xy y f
W

é ù =ë û ò  (3.28) 

En pratique, ce calcul est estimé à l’aide des techniques d’échantillonnage dont la plus simple 

méthode est l’estimation de Monte Carlo en considérant N  échantillons de dimension n . Afin 

d’améliorer la précision de l’estimation, on augmente le nombre des points N  ou on utilise 

d’autres méthodes telles que l'hypercube latin (LHS) ou le quasi-Monte Carlo (QMC) qui 

proposent des stratégies d’échantillonnage plus sélectives. Généralement, la nature multivariée 

des entrées implique l’emploi d’un schéma en quadrature multidimensionnelle qui sélectionne 

un ensemble de points spécifiques ( )k
x  et des poids associés ( )kw , de sorte que l'intégrale dans 

Eq. (2.59) s’écrit de la manière suivante : 

 
( ) ( )( ) ( )( )

1

1 N
k k k

j j

k

E f f x x
N

y w y
=

é ù =ë û å  (3.29) 

L’inconvénient principal des méthodes de projection est que les coefficients doivent être 

évalués un à un. 

2.2.5.2.2 La méthode de régression : 

Contrairement à l’approche précédente, la méthode de régression permet de calculer tous les 

coefficients du polynôme de chaos simultanément (Choi et al., 2004, Berveiller, 2005 et 

Berveiller et al., 2006) sous la forme d’un vecteur { }0 , ,
T

Pa a a= },
T

Pa,  lié au vecteur des 

polynômes multivariés ( ) ( ) ( ){ }0 , ,
T

Px x xy y y= ( )P x(Py,, . Le problème de régression peut être 

limité à trouver la valeur â  qui minimise la fonction ci-dessous : 

 ( ) ( ) ( )( )2
Ta E a x f xh yé ù= -ê úë û

 (3.30) 

En considérant la condition de minimalité ( )ˆ 0d a dah = , on obtient l’équation suivante : 

 ( ) ( ) ( ) ( )ˆTE x x a E x f xy y yé ù = é ùë ûë û  (3.31) 

Puisque ( )xy  est un vecteur aléatoire dont les composantes sont décorrélées par définition 

donc sa matrice de corrélation ( ) ( )TE x xy yé ùë û  tend vers la matrice identité. Enfin, le vecteur 

des coefficients du PCE s’écrit : 
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 ( ) ( )â E x f xy= é ùë û  (3.32) 

On peut remarquer que ce vecteur est équivalent formellement aux coefficients basés sur la 

projection, donc on peut dire théoriquement que les coefficients de projection minimisent aussi 

l’erreur quadratique moyenne.  

On considère toujours les échantillons ( ) ( )( )1 , , N
y y y= ( ) )N

y,  l’image de l’ensemble des vecteurs 

aléatoires d'entrées ( ) ( )( )1 ,..., N
x x x=  de dimension N  par la fonction ( )f x  qui définit le 

modèle mathématique. En outre, on définit la matrice y  par 

( )( ){ }1, , ; 1, ,i

ij j x i N j Py y y= = = = }1N j P, ; 1, ,, ;, ;, ;; . Par conséquent, on peut représenter le vecteur des 

coefficients du PCE basé sur la régression vectorielle sous la forme suivante : 

 ( ) 1
ˆ T Ta yy y y

-
=  (3.33) 

La matrice Ty y  est appelée matrice d’information de Ficher et la résolution de l’équation 

précédente est habituellement effectuée à l’aide des méthodes numériques telle que la 

décomposition en valeurs singulières (SVD) (Bjorck, 1996).  

Il est important de bien choisir le plan d’expérience en utilisant une telle méthode afin que la 

matrice d’information soit de rang plein ; par exemple, il faut que la taille N  de l'échantillon 

soit supérieure au nombre de coefficients P . En ce qui concerne les techniques 

d'échantillonnage, les techniques quasi-aléatoires telles que MC, LHS, QMC ou les racines de 

Gauss peuvent être utilisées (Isukapalli, 1999). 

2.2.5.3 Précision du PCE :  

Les expansions en polynôme de chaos représentent un moyen efficace de substitution des 

modèles numériquement coûteux par des modèles analytiques moins coûteux. Toutefois, il est 

important de quantifier l’erreur d’approximation afin de construire un intervalle de confiance. 

Cette erreur est l’erreur quadratique moyenne qui est calculée par la sommation des carrés des 

écarts entre la réponse du modèle numérique et la valeur donnée par le PCE; on l’appelle 

généralement l’erreur empirique et elle est définie comme suit : 

 
( )( ) ( )( )( )2

1

1 N
i iPC

emp

i

Err f x f x
N =

= -å  (3.34) 
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Pour évaluer la précision de l’approximation, on se réfère généralement au coefficient de 

détermination 2R : 

 ( )
2 1 empErr

R
V y

= -  (3.35) 

Où, ( )V y  désigne la variance empirique de l'échantillon de réponse y : 

 ( ) ( ) [ ]( ) [ ] ( )2

1 1

1 1
,

1

N N
i i

i i

V y y E y E y y
N N= =

= - =
- å å  (3.36) 

Un coefficient de détermination 2R  proche de 1 indique généralement une bonne précision du 

méta-modèle, alors qu'un 2R  proche de zéro caractérise une mauvaise représentation de la 

réponse du modèle. Cependant, dans le cas où N  tend vers P , 2R  converge systématiquement 

vers 1. Effectivement, 2 1R = , si N P=  vu qu’on interpole des exécutions du modèle, c'est ce 

qu'on appelle le phénomène de sur-apprentissage et parmi ses cas extrêmes, on considère l’effet 

Runge (Runge 1901). 

Diverses méthodes fondées sur les pénalités ont été proposées dans la littérature afin de réduire 

la sensibilité des estimations d'erreur au sur-apprentissage et parmi ces alternatives, on utilise 

le coefficient de détermination ajusté 2*R  qui est déduit de l’erreur empirique ajusté :   

 
* 1

1emp emp

N
Err Err

N P

-
=

- -
 (3.37) 

De cette façon, le coefficient de détermination ajusté 2*R  est pénalisé lorsque le nombre des 

termes inclus dans le métamodèle augmente. 

Le problème principal de la surestimation du 2R  est que sa détermination est basée sur le même 

plan d’expérience que celui utilisé pour construire le PCE. Par conséquent, on pourrait être tenté 

de calculer l'erreur à partir d’un autre ensemble de points différents, appelé ensemble de test ou 

ensemble de validation. Donc, on divise l’échantillon de données en deux sous-échantillons : 

échantillon d'apprentissage et échantillon de validation, cette technique est dite validation 

croisée (Stone, 1974 ; Geisser, 1975). Il existe un cas particulier de cette dernière appelé 

« leave-one-out » qui consiste à calculer l’erreur quadratique moyenne de la manière suivante : 

 
( )( ) ( )

( )( )
2

1

1
i

N
i iPC

LOO x x
i

Err f x f x
N =

æ ö= -ç ÷
è ø

å  (3.38) 
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Sachant que, ( )
( )( )ˆ

i

iPC

x x
f x  désigne le métamodèle construit à partir du plan d’expérience ( )ix x  

c’est-à-dire en supprimant la nième observation et par analogie au coefficient de détermination 

2R , on peut définir le coefficient 2Q  par : 

 ( )
2 1 LOOErr

Q
V y

= -  
(3.39) 

2.2.5.4 Expansion en polynômes de chaos creux :  

L’approximation de la réponse du modèle Y  en fonction de l’expansion en PC s’écrit : 

 ( ) ( ) { }
,

,, :
n p

n p n

pY f x a x pa a
a

y a a
Î

= º Î £å( ) ( ) { }n p n{p pf x a( ) ( ) n p n{p a aaa x( ) {, :{a x( ) n p n{,xx( ) , :{{,åå
A

A  (3.40) 

Avec, ,n p
A  un ensemble fini et non-vide des multi-indices { }1, , n

na a a= Î}, n

na, Î}a, , il définit le 

schéma de troncature qui considère tous les polynômes jusqu’à un degré total 
1

1

n

i

i

a a a
=

º =å

et il est limité par un degré maximal p . 

Notons que, selon l’équation (2.57) le nombre des coefficients du polynôme qui est égal à 

( ),n p
card A , croît d’une manière polynomiale en fonction du nombre n  des variables et du 

degré maximal p  à la fois. Dans ce cas, un grand nombre d'évaluations de modèles est 

nécessaire pour calculer l'ensemble des coefficients du PCE, c’est ce qu’on dénomme le fléau 

de la dimension. Plusieurs stratégies ont été proposées afin de réduire le nombre des coefficients 

dont certaines sont rappelées ici.  

2.2.5.4.1 Ensembles des indices aux rangs faibles : 

Cette méthode est inspirée par le principe de hiérarchie des effets (the sparsity-of-effect 

principle Montgomery, 2004, Yuan et al., 2007) qui stipule que la plupart des modèles sont 

principalement régis par les effets principaux et les interactions d’ordre faible. D’ailleurs, la 

stratégie des indices aux rangs faibles consiste à retenir seulement les multi-indices a  dont le 

rang est inférieur à un rang maximal j p£  (An and Owen, 2001 ; Todor and Schwab, 2007). 

Dans ce cas l’ensemble des indices est défini comme : 
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 { },

0
: ,n p n

j p ja a aº Î £ £: pn :: £::n pa:::n pA  (3.41) 

Avec, { }00
1

1
i

n

i
aa >

=

=å  le rang du multi-indice a  qui désigne les termes non nuls, autrement 

dit, il indique le nombre des variables actives du ay . De cette façon, on peut limiter l’ordre 

d’interaction des modèles dont le nombre des variables n  et du degré maximal p  sont élevés 

et par conséquent, la cardinalité de l’ensemble 
, ,n p j

A  est moins élevée que celle de ,n p
A . 

2.2.5.4.2 Ensembles des indices hyperboliques : 

Blatman et Sudret (2009 ; 2010a) ont proposé une stratégie qui permet de sélectionner les 

coefficients du polynôme ayant une contribution révélatrice sur le modèle, donc, on définit 

l’ensemble des indices hyperboliques basés sur la norme de q : 

 { }
1

,

1

: ,
q

n
n p n q

q iq q
i

pa a a a
=

æ ö
º Î £ = ç ÷

è ø
å:

q
::nn :n ::::A  (3.42) 

Cette norme pénalise les interactions d’ordre élevé d’avantage lorsque q  est faible. Notons que 

pour 1q = , l’ensemble 
, ,n p q

A  est équivalant à ,n p
A , et lorsque 1q <  les polynômes de base 

conservés sont situés sous une hyperbole, d’où l’appellation d’ensembles des indices 

hyperboliques. 

Dans la configuration simple de cette stratégie, les ensembles des indices hyperboliques sont 

isotropes, c’est-à-dire que toutes les variables d’entrée ont la même importance. Dans le but de 

pénaliser plus l’interaction d’ordre élevé sur les variables qui ont une contribution faible à la 

réponse du modèle, Blatman et Sudret 2010a ont proposé un schéma de troncature basé sur un 

ensembles des indices hyperboliques anisotrope : 

 { }
1

,
, , ,

1

: ,
q

n
qn p n

q i iq q
i

pw w w
a a a wa

=

æ ö
º Î £ = ç ÷

è ø
å:

q,,,,,,
::nn ::n ::A  (3.43) 

On définit alors l’ensemble des poids 
iw  qui sont inversement proportionnels aux indices de 

sensibilités totaux T

iS : 
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(3.44) 

Avec, { }max , 1, ,T T

max iS S i n= = },n,  l’indice de sensibilité total le plus élevé et le coefficient K  

désigne le taux d’anisotropie, c’est-à-dire lorsque 0K = , ,
,

n p

q wA  sera isotrope, alors qu’une 

valeur élevé de K  donne un ensemble ,
,

n p

q wA  plus anisotrope. 

Les ensembles hyperboliques et surtout ceux qui sont anisotropes conduisent à une réduction 

notable du nombre de termes du PCE, néanmoins, il est clair que les indices de sensibilité totaux 

doivent être connus à priori pour définir l’ensemble de pondérations approprié.  

2.2.5.4.3 Algorithmes adaptatifs pour les PCE creux : 

· En utilisant la régression pas à pas (stepwise) : 

En statistique, la régression pas à pas (appelée par étapes) est une méthode d’ajustement des 

modèles de régression dans laquelle le choix des variables prédictives est effectué 

automatiquement (Efroymson, 1960). La construction de la base du PC est effectuée suivant les 

5 étapes suivantes (Blatman et Sudret, 2008a, 2010a, 2010b): 

 Étape 1 : Définition 

- On choisit un plan d’expérience x , de taille initiale 0lN = , issu d’un échantillonnage quasi-

aléatoire. Les évaluations du modèle ( )f x  sont regroupées dans le vecteur y . 

- On définit les paramètres de l’algorithme, c’est-à-dire le degré maximal du PC 
maxp , les 

paramètres K  et q  de la norme hyperbolique, le coefficient de précision cible 
CibleQ  et les 

valeurs de seuil 1e  et 2e . 

 

Étape 2 : Initialisation 
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- Cet algorithme est initialisé par un degré du PC 0p = , un ensemble des poids 1iw =  

( )1, ,i n= ), ,n, ,  ensuite, l’ensemble des multi-indices { },0
,1

n

q = 0A  (avec 0  est l’élément nul de 

nn ). 

Étape 3 : Enrichissement de la base du PC 

On répète pour chaque { }1, , maxp pÎ }maxp, , : 

- Étape d'addition (Forward step) : Soit { },
, ,

: 1n p n

q q
p pw w

a aº Î - £ £p: p 11n £: 1n : 1n 11C  l’ensemble des 

termes candidats, on ajoute chaque terme candidat à l’ensemble , 1
,

n p

q w
-

A  un par un et on 

calcule les coefficients du PCE par régression (équation 2.66) et le coefficient de 

détermination 2R  associé. On ne conserve éventuellement que les termes candidats qui 

entraînent une augmentation significative du coefficient 2R  ( )2
1R eD > , c’est-à-dire qui 

diminuent considérablement l’erreur empirique empErr . 

- Étape d'élimination (Backward step) : A tour de rôle, on élimine, provisoirement, de notre 

ensemble chaque multi-indice dont la norme 
,q w

a  est strictement inferieur à p  et on 

estime, à chaque fois, le PCE et le coefficient de détermination 2R . Si on constate une 

diminution non considérable de 2R ( )2
2R eD < , c'est-à-dire une augmentation négligeable 

de l'erreur empirique empErr , on supprime ce terme d’une manière permanente. Finalement, 

On obtient l’ensemble de troncature ,
,

n p

q wA . 

- Après avoir déterminé les coefficients de PCE basés sur ,
,

n p

q wA , on calcule les indices de 

sensibilité totaux et on actualise les poids 1, ,i nw =1, ,n1, ,  (équation 2.77).  

Étape 4 : Enrichissement du plan d’expérience 

- Si le nombre des échantillons 
lN  est inférieur au ( ),

,2 n p

qcard w´ A , on enrichit le plan 

d’expérience. Dans ce cas, on répète les étapes 2 et 3 en utilisant les nouveaux échantillons. 

Cette étape est effectuée afin d’assurer un bon conditionnement de la matrice de Fisher.  

 

Étape 5 : Test d'arrêt 
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- L’algorithme s’arrête dès que 2
CibleQ Q³  ou bien évidemment lorsque 

maxp p= . 

· En utilisant la régression par le moindre angle : 

La régression par le moindre angle est généralement connue par son appellation en anglais Least 

Angle Regression (LAR). Cette technique statistique développée par Efron et al. (2004), est une 

sorte d’algorithme permettant d'adapter les modèles de régression linéaire aux données de 

grandes dimensions. Dans le contexte de PCE, Blatman et Sudret (2011) ont appliqué 

l'algorithme LAR qui est basé sur le déplacement itératif des régresseurs d’un ensemble 

candidat à un ensemble actif pour construire des PCE creux qui sont précis même avec des 

plans d’expérience très petits. Le coefficient associé est directement augmenté jusqu’au point 

où un autre prédicteur de base a autant de corrélation avec le résidu. Cet algorithme est résumé 

comme la suite : 

1. Au début, les coefficients du PC sont nuls 0aa =  et le résidu initial est égal au vecteur 

des observation y . On commence par les polynômes de la base ay  en tant 

qu’ensemble candidat et l’ensemble actif est initialement vide f . 

2. On cherche le vecteur 
jay  ( régresseur) qui est le plus corrélé avec le résidu actuel. 

3. On décale les coefficients de l’ensemble actif en cours 
j

aa  vers leurs valeurs de 

moindres carrés jusqu'à ce qu'un autre régresseur de l'ensemble candidat aura la même 

corrélation avec le résidu actuel. 

4. On calcule l’erreur pour j

LOOErr  l’itération actuel. On stocke l’erreur minimal dans 

min

LOOErr . 

5. On actualise tous les coefficients actifs et on déplace 
jay  vers l’ensemble actif. 

On répète les étapes précédentes (sauf 1) jusqu’à ce que la taille de l’ensemble actif 

soit égale à ( ), n 1min P - . L’algorithme peut être aussi arrêter si 
min

LOO CibleErr Err< . 

Une fois que le processus est arrêté, L’ensemble des régresseurs actifs 
min

A  qui correspond à 

la plus faible erreur min

LOOErr  est sélectionné comme la meilleure base pour développer notre 

polynôme de chaos creux. Par ailleurs, l’estimation des coefficients de ce dernier est effectuée 

à l’aide de la régression à moindres carrés ordinaire.  
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2.2.5.5 PCE creux bayésien : 

L’idée de générale de ce type d’expansion en polynôme de chaos creux est proposée par Shao 

et al. (2017), elle est basée sur une approche statistique bayésienne qui effectue des 

comparaisons quantitatives de modèles concurrents (Neuman , 2003) à l’aide du critère KIC 

qui sélectionne le meilleur PCE creux pour un échantillon d'entrée/sortie donné. 

Considérons 
mN  approximations plausibles 

k
f
A

 données par PCE creux : 

 ( ) ( ) , 1, ,
k

k

mf x a x k Na a
a

y
Î

º =å mN, mA

A

 (3.45) 

Cette équation peut être écrite sous la forme vectorielle : 

 
k k kf ay=

A  (3.46) 

 Avec, 
ka  et 

ky  sont respectivement le vecteur des coefficients et le vecteur des termes 

polynomiaux. Les échantillons ( ) ( ){ }1 , ,
T

N
y y y= ( )}T

N
y,  sont l’image de l’ensemble des vecteurs 

aléatoires d'entrées ( ) ( ){ }1 , , N
x x x= ( )}, N

x,  : ( )
1{ , , }i

nx x x= , }n,  par la fonction ( )f x  qui définit le 

modèle mathématique. Afin de sélectionner les modèles les plus pertinents parmi l’ensemble 

{ }, 1, ,
k mf k N= }mN, mA

, une approche statistique formelle basée sur le théorème de Bayes est 

utilisée et appelée Bayesian model averaging (BMA), elle estime les probabilités à posteriori 

pour que chaque modèle soit le meilleur parmi les autres concurrents. Ces probabilités sont 

données par le théorème de Bayes : 

 ( ) ( ) ( )

( ) ( )
1

k k

k m

i i

N

i

y f f
f y

y f f
=

=

å

A A

A

A A

P P
P

P P

 
(3.47) 

Où, ( )
k

f
A

P  représente la probabilité à priori que le modèle 
k

f
A  soit le meilleur de l’ensemble 

des modèles avant l’échantillonnage, l’expression du dénominateur est une constante de 

normalisation qu’on peut négliger parfois, et ( )
k

y f
A

P  est la probabilité que les échantillons 

expriment une préférence pour le modèle 
k

f
A . Le calcul de ce terme, connu sous le nom 
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Bayesian model evidence (BME), est très compliqué. Pour ce faire, Kayshap (1982) a défini un 

critère, appelé Kashyap information criterion (KIC) à partir duquel on peut calculer le BME 

facilement :  

( ) ( ) ( ) ( )2ln 2ln , 2ln ln 2 ln
k k kk k k k aaKIC y f y f a a f P Cp= - - - - - aaCaa) ( )

k
) ( k)

k
) ( k)2ln ln2ln ln2ln) ( )

k
) () () ( )2ln ln2ln l) ( )2ln ln) ( )2ln ln2ln l2ln) ( )(((2ln ((((2ln (2ln2 (2ln (A A A

P P P  
(2.48

) 

Avec, 
kP  le nombre des termes du modèle 

k
f
A

, 2T

k aa k ka C yy s= 2T

k aa ka C yT

k aaa s kkyT

kk aa kCaa yaa kkaa k  est l’ensemble des 

coefficients les plus probable pour le modèle, avec ( ) ( )2 1 T

k k k k kN
y a y as y y= - -( ) ( )2 1 T

k k k k k( ) (N
ak kk ks y y( ) (2 1

k k k( y a ya y) (k kk kk k ) ((1
kk ( y a yay a y) (k kk kk ) ( . 

( ) 12T T

aa k k k aaC Cy y s
-

= +(aa k kk(Caa ( k kk( k kk((aa ( k kk kk( ) 12 T2 CTT2 -2 )k aaCk aakkkkk
 et ( ) ( ),

kk k aaa f a C) )k a)
kkk )
k

Ck aaa f )kkk )
k

)aaCa( k((a( kk( ,
A

P N  sont respectivement la matrice de 

covariance et la distribution à priori associés à l’ensemble 
kaka , et finalement, 

( ) ( )2, ,
k kk ky f a f s) )2

k k,
k

)))a )k )))) s kk((
k

(
k

( f(((((A A
P N  représente la fonction de vraisemblance qui exprime la 

probabilité des échantillons pour différentes valeurs de l’ensemble 
kaka . D'après son expression, 

la plus petite valeur de 
kKIC  correspond au meilleur modèle 

k
f
A

.  

En se basant sur ce concept, Shao et al. (2017) ont proposé un algorithme qui permet de 

sélectionner le PCE creux optimal. Les étapes de cet algorithme sont comme suit : 

Étape 1 : Initialisation 

- On choisit un plan d’expérience x , de taille N , issu d’un échantillonnage quasi-aléatoire. 

Le vecteur y  regroupe les évaluations du modèle ( )f x . Ensuite, on transforme les vecteurs 

x  et y  en vecteurs normalisés [ ]( ) [ ]x x E x V x= -  et [ ]( ) [ ]y y E y V y= - . 

- On définit le degré maximal p  et le rang maximal j  initiaux (généralement 2, 1p j= = ). 

Puis, le sous-ensemble des multi-indices est créé { } { },

0
: , /n p n

j p ja a aº Î £ £ 0: p::n ::n :::n
A . 
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Étape 2 : Classement par le coefficient de corrélation 

- On calcule le coefficient de corrélation de Pearson 
ir  entre chaque polynôme multivarié 

( )i xy  ( ),1, , n p

ji P card" = =, P car, PP, A  associé à ,n p

jA  et la réponse du modèle normalisée y  

avec la formule suivante : 

 
( )

[ ] ( )
, i

i

i

COV y x
r

V y V x

y

y

é ùë û=
é ùë û

 (2.49) 

Avec, [ ].,.COV  est l’opérateur covariance entre deux variables aléatoires. 

- On trie les valeurs du vecteur ( )2 2 2
1 2, , , Pr r r )2 2, Pr, P

 par ordre décroissant et selon ce tri, on 

réorganise les polynômes multivariés de la base dans un nouveau vecteur ŷ . 

Étape 3 : Classement par le coefficient de corrélation partiel 

- On calcule le coefficient de corrélation partielle  
1, , 1î i

r -1, , 11, ,1, ,
 entre chaque polynôme ( )ˆ

i xy

1, ,i P" = , P,  et y selon : 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1, , 1

1 1 1 1

ˆ ˆ ˆ, , ,
ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , ,

i i

i i

i i i

COV y x x x
r

V y x x V x x x

y y y

y y y y y

-

-

- -

é ùë û=
é ù é ùë û ë û

1, , 11, ,1, , =
( )ˆ (ˆ ( )1i 1 x(1111 )x(111

ù é ù( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )x V x x xx V( ) ( ) ( ) (ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )û ë û( ) ( ) ( ) ( )1i i i( ) ( ) ( )1 11 ( ) ( ) ( ) x(11 11 1( ) ( ) ( )1 111 11( ) ( ) ( ) 111 11 ( ) ( ) ( ) ùù)x V x x x( ) ( ) ( ) (1x V x xx V x xx Vx Vx V( ) ( ) ( )1 11 11 1( ) ( ) ( )1 111 11( ) ( ) ( )1 111 1( ) ( ) ( )
 (2.50) 

Où, .,. .COV é ùë û  est l’opérateur covariance conditionnelle et . .V é ùë û  est l’opérateur variance 

conditionnelle.  

- On trie le vecteur ( )2 2 2 2
1 21 31,2 1, ,P 1

ˆ ˆ ˆ ˆ, , , ,
P

r r r r - )P 1P 1P 1
2

1,1,r, 1, ,P 1P 1P 1
 par ordre décroissant, et comme à l’étape 

précédente, on classe les polynômes de la base du PC dans le vecteur yy  selon le vecteur 

des coefficients de corrélation partiel trié. 

- On initialise 1KIC = +¥ , 1y y= 1yA
 et 2k = . 
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Étape 4 : Identification du PCE creux actuel  

- On définit le méta-modèle 
k

f
A

 donné par PCE creux basé sur ( ),k ky y y= )ky kkA
 et on calcule 

son critère 
kKIC . 

- Si 1k kKIC KIC -£ , on actualise 
ky y=

A
 et 

ka a= kakA
, sinon 1k kKIC KIC -= . Puis, on passe 

à l’itération suivante 1k k= + . 

Cette étape va être répétée jusqu’à k P= . 

Étape 5 : Enrichissement du ,n p

jA  

- à la fin de l’étape précédente, on a obtenu le modèle f a y=
A A A

 basé sur le sous-

ensemble A . Si ce dernier contient des éléments de degré 1pa = - , alors 2p p= + . Ou 

s’il possède des éléments de rang (ordre d’interaction) 
0

ja = , alors 1j j= + . Dans ces 

deux cas, ,n p

j =A A  et on reprend l’algorithme à partir de l'étape 2. 

- Si le PCE creux actuellement identifié ne contient pas d'éléments de base de degré 

supérieur à 1p -  ou d’interaction d’ordre j . Alors, ce PCE représente fidèlement notre 

modèle mathématique et il est considéré comme le meilleur PCE creux bayésien et on arrête 

le processus.  

2.2.5.6 Post-traitement du PCE :  

2.2.5.6.1 Les moments statistiques : 

Considérons le méta-modèle ( ) ( )f x a xa a
a

y
Î

º åA

A

 qui est l’approximation de la fonction 

( )f x  qui représente notre modèle mathématique. Les moments statistiques de la réponse de ce 

modèle peuvent être estimés par leurs expressions analytiques (eq. 2.6 et 2.7). Cependant, ils 

peuvent également être obtenus directement à partir des coefficients du PCE dus aux propriétés 

d'orthogonalités des fonctions de base polynomiales. Les moments du premier et du deuxième 

ordre de la variable aléatoire c'est-à-dire la valeur moyenne et la variance se présentent 

respectivement : 
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 ( )0 0ff E f x am= = =é ùë ûA A
 (2.51) 

 ( ) ( )( )22 2
f fD V f x E f x aa

a

s m
Î

é ù= = = - =é ùë û ê úë û åA AA A

A

 (2.52) 

2.2.5.6.2 Les indices de sensibilité  

Une fois que le PCE pour une réponse du modèle est construit, une analyse de sensibilité globale 

peut être réalisée à un coût de calcul supplémentaire négligeable en calculant analytiquement 

les indices de Sobol. En effet, en utilisant la propriété d'ortho-normalité de la base polynomiale, 

Sudret, (2006, 2008) a trouvé une relation entre le développement en PC et la décomposition 

ANOVA. Pour ce faire, Il a défini l’ensemble des multi-indices 
uA  qui dépend exactement du 

sous-ensemble de variables 1{ , , } {1, , }su i i n= ¼ Ì ¼ : 

 { }: 0n

u kk ua aº Î Î Û ¹:n k:n :n :A  (2.53) 

L’unicité de la décomposition de Sobol permet d’obtenir (
1

{ , , }
su i ix x x= ¼ ) : 

 ( ) ( )0
{1, , }

u u

u n

f x a f x
Ì ¼

º + å  (2.54) 

Avec : 

 ( ) ( )
u

u uf x a xa a
a

y
Î

= å
A

 (2.55) 

Dans ce cas, on peut définir l’indice de sensibilité de Sobol 
uS  pour le sous-ensemble des 

variables 
ux  par :  

 ( ) 2,
u

u
u u u u

D
S D V f x a

D
a

aÎ

= = =é ùë û å
A

 (2.56) 

Où, 
uD  est la variance partielle. L’indice de sensibilité total de 

ux  est donné par : 

 
2,

v

T
T Tu
u u v

v u v u

D
S D D a

D
a

aÉ É Î

= = =å å å
A

 (2.57) 
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donc, on peut définir comme un cas particulier de l’équation (2.89), l’indice de Sobol de premier 

ordre de la variable 1,...,i nx = , ainsi que son indice de sensibilité total :  

 { }2 , : 0, 0
i

i i i j iS a Da
a

a a a ¹
Î

= º Î > =å
A

A A  (2.58) 

 { }2 , : 0
T
i

T T

i i iS a Da
a

a a
Î

= º Î >å
A

A A  (2.59) 
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2.3 Estimation des paramètres 

2.3.1 Introduction : 

Le but principal d’un modèle mathématique défini par ( )f x  est de comprendre et de reproduire 

les phénomènes physiques compliqués, c'est ce qu'on appelle le problème direct. Evidemment, 

il permet de prévoir la réponse du système Y  sous l’effet de conditions imposées, représentées 

par un ensemble des paramètres 1{ ,..., }nx x x= . Par ailleurs, l’attribution des valeurs à ces 

paramètres présente généralement une difficulté majeure lors de l’utilisation de ce type de 

modèles sur des cas concrets. En effet, certains paramètres ne sont pas mesurables d’une façon 

directe, on doit alors les estimer à partir de mesures de la variable d’état (la réponse) en utilisant 

l’approche inverse (Blum 1999; Kern 2008). Cette approche est souvent utilisée dans 

différentes disciplines scientifiques principalement l’économie l’imagerie et l’intelligence 

artificielles. En ce qui concerne l’hydrogéologie, les problèmes inverses sont des outils 

primordiaux d’indentification des caractéristiques hydrauliques des sols (Sun 1995 ; Chavent 

et al. 1995) ainsi que les paramètres de transport ou de diffusion en milieu poreux (Cartalade et 

al. 2003 ; Cartalade et al. 2005). 

L’estimation des paramètres est une tâche délicate à réaliser à cause de la non-identifiabilité 

(Vrugt et al. 2001 ; Iskrev 2010). En effet, on risque souvent de tomber sur un problème inverse 

mal posé au sens mathématique de Hadamard (1952), c’est-à-dire un modèle insensible aux 

paramètres avec un manque d’information dans les mesures. Ceci peut engendrer la non unicité, 

l’instabilité ou l’inexistence de la solution. Ces difficultés imposent une étude préliminaire de 

sensibilité du modèle numérique afin d’éviter l’estimation des paramètres qui n’ont pas d’effet 

sur la sortie du modèle. Par ailleurs, il est important de quantifier l’incertitude associée aux 

paramètres puisqu’elle peut influencer la précision de la prédiction (Clément et al. 2004 ; 

Allaire et al. 2004). 

D’une façon générale, la résolution du problème inverse est basée sur la minimisation de la 

fonction objectif qui mesure l’écart entre les valeurs calculées par le modèle et les observations. 

Le défi à ce stade, est de définir la fonction objectif adéquate au problème étudié et de bien 

choisir le schéma numérique qui la minimise ou la maximise quelquefois. Dans la suite, nous 

allons présenter les différentes méthodes de résolution du problème inverse et notamment 

l’approche bayésienne qui va être utilisée dans les chapitres suivants. 
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2.3.2  Méthodes de résolution du problème inverse : 

Le problème inverse est une approche très utilisée avec un grand nombre de méthodes de 

résolution de ce problème dans la littérature. Le problème inverse est très dépendant de la 

fonction objectif à optimiser qui le définit. À son tour, cette fonction varie beaucoup d’un 

domaine d’application à un autre ; par exemple, en économie on l’appelle l’utilité et qui est 

totalement différente à la fonction de récompense utilisée dans le domaine d’intelligence 

artificielle ou la fonction fitness d’un code génétique etc. De plus, plusieurs chercheurs ont 

développé différentes méthodes qui permettent d’obtenir des solutions aux problèmes inverses 

et qui peuvent être classées selon les critères suivants : 

· Méthodes directes ou indirectes : 

Les méthodes directes de résolution du problème inverse consistent à reformuler le modèle 

étudié dès le début en inversant les inconnus et les données (Nelson 1960 ; 1961), c’est-à-

dire, un autre modèle représenté par une fonction ( )F Y  qui prend comme entrée la réponse 

Y  du modèle direct et nous fournit les paramètres 1{ ,..., }nx x x=  à estimer. En revanche, 

les méthodes d’inversion indirectes sont basées sur le calcul itératif de l’écart entre les 

mesures et les valeurs obtenues à la suite de la résolution du problème direct en modifiant 

à chaque fois les paramètres jusqu’à l’obtention d’un écart négligeable, c’est le principe de 

l’optimisation. Généralement, la majorité des techniques d’estimation des paramètres sont 

reposées sur une approche inverse indirecte. 

· Méthodes linéaires ou non-linéaires  

Un problème inverse linéaire peut être représenté par un système linéaire (Hoeksema et 

Kitanidis, 1984 ; Rubin et Dangan, 1987). Cela signifie que le vecteur des mesures est égal 

au vecteur des paramètres optimaux multipliés par un opérateur linéaire appelé matrice 

d’observation. Dans le cas d’un problème inverse non-linéaire, cet opérateur n’est pas 

linéaire. Notons que la plupart des problèmes inverses étudiés sont non-linéaires. 

· Méthodes déterministes ou stochastiques 

On peut encore classifier les méthodes d’inversion selon la façon d’interprétation de 

l’espace de recherche des paramètres et on distingue : les méthodes déterministes qui 
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considèrent cet espace comme étant unique et les méthodes stochastiques qui l’explorent 

d’une manière aléatoire. Autrement dit, en utilisant l'inversion déterministe on produit ce 

qu’on considère comme une solution « optimale » unique, c’est-à-dire connue parfaitement. 

Cependant, les méthodes du problème inverse stochastiques (ou probabilistes) fournissent 

de nombreuses solutions possibles suivant une distribution aléatoire, donc elles permettent 

une idée sur la précision de la prédiction des paramètres. 

· Méthodes locales ou globales 

Les méthodes d’estimation des paramètres locales visent à chercher un extremum local de 

la fonction objectif en utilisant le calcul numérique de sa fonction dérivée. Ce type des 

méthodes peut affronter quelques problèmes dans le cas d’un problème multimodal. Les 

méthodes d’inversion globales recherchent l’extremum global de la fonction objectif en 

parcourant tout l’espace des paramètres. Dans le cas d’indentification d’un grand nombre 

des paramètres, ce genre des méthodes devient trop couteux en terme de temps de calcul. 

· Méthodes basées sur le gradient ou sans gradient  

Les méthodes des problèmes inverses basées sur le calcul du gradient, souvent appelées 

méthodes de décente, font partie des plus anciennes et des plus utilisées. Par exemple, la 

méthode de l’état adjoint et la méthode de Levenberg Marquard qui sont basées sur le 

gradient et sont généralement utilisées dans le domaine de l’hydrogéologie (Kool et al. 

1987 ; Lehmann et Ackerer, 1997) en raison de leur rapidité. L’inconvénient de ces 

méthodes est qu’elles sont compatibles qu’avec les fonctions différentiables puisqu’elles 

sont parmi les méthodes locales donc elles risquent de converger vers un extremum local. 

Les méthodes d’inversion sans calcul de gradient sont plus robustes et peuvent être utilisées 

avec des fonctions non différentiables mais elles sont plus couteuses en temps de calcul. 

· Méthodes combinatoires ou continues  

Les problèmes inverses combinatoires consistent à trouver les paramètres à estimer parmi 

un ensemble discret de réalisations c’est-à-dire ils ont un nombre fini de valeurs possibles 

qui sont le plus souvent sous la forme d'entiers ou de binaires, c'est pourquoi on les appelle 

aussi les méthodes discrètes. En revanche, les variables utilisées dans la fonction objectif 
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en utilisant les méthodes d’inversion continues doivent être des variables continues. Les 

problèmes d’inversion continue sont généralement plus simples à résoudre. 

· Méthodes sous contraintes ou sans contraintes  

Les méthodes inverses sous contraintes imposent des conditions sur le choix des paramètres. 

L’insertion de ces contraintes est effectuée dans la fonction objectif sous forme d’égalités 

ou d’inégalités entres les paramètres ou simplement sous forme des bornes. L’estimation 

des paramètres sans contraintes est exécutée d’une manière libre, autrement dit, les 

paramètres peuvent prendre n’importe quelle valeur de l’espace de recherche. 

· Méthodes mono-objectif ou multi-objectif  

Les méthodes inverses mono-objectif sont définies par une seule fonction objectif, ce qui 

est souvent le cas pour la modélisation des transferts dans les milieux poreux. Parfois, lors 

d’un compromis entre plusieurs objectifs contradictoires, on utilise les méthodes 

d’inversion multi-objectifs qui sont basées sur une liste de fonctions objectif à optimiser 

simultanément. Ces méthodes peuvent être converties en mono-objectif mais c’est une 

procédure délicate. 

Il existe dans la littérature encore plusieurs critères qui servent à classifier les méthodes 

inverses, tels que les méthodes à contraintes séparables ou non séparables, les méthodes 

dépendantes du temps ou non et les méthodes monodimensionnelles ou multi-dimensionnelles.  

Le choix de la méthode d’estimation dépend principalement de la nature du problème étudié. 

En effet, les problèmes inverses qui sont appliqués en hydrogéologie sont généralement 

indirects (vue la complexité de la formulation du problème), continus et mono-objectif. Depuis 

plus de trois décennies, la méthode de l’état adjoint a été largement utilisée pour estimer les 

paramètres de transfert dans les sols (Chavent, 1974 ; Sun, 1994). Récemment, une étude 

comparative de deux types de cette méthode (discrète et continue) a été réalisée par Delay et al. 

2017.  

Dans le cadre de cette thèse, on a adopté une méthode basée sur l’inférence Bayésienne vu 

qu’elle offre un cadre rigoureux pour l’estimation des paramètres en partant de données bruitées 

et pour les modèles incertains. Les résultats de cette estimation pour la première application 
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(Chapitre 3), sont comparés à ceux obtenus avec l’approximation de premier ordre (FOA) basé 

sur l’algorithme Levenberg Marquardt. 

2.3.3 Approximation de premier ordre (FOA) 

L’approximation de premier ordre (First Order Approximation) est une approche basée sur une 

méthode locale de recherche de l’optimum comme celle de Levenberg-Marquardt. L’objectif 

est de déterminer les n  paramètres 1{ ,..., }nx x x=  qui interviennent dans la fonction ( )f x  à 

partir de l’ensemble de 
obsN  observations { }1,..., obsNY Y Y= . Pour cela, on commence d’abord 

par le choix de la fonction objectif qui est une étape décisive lors de ce processus. De 

nombreuses approches ont été développées pour définir une fonction objectif adéquate à ce type 

de problème. Le critère quadratique est l’un des plus utilisé grâce à son critère intuitif (Carrera 

et Neuman 1986). Cette fonction vise à calculer la somme des carrés des écarts pondérés entre 

les mesures 
iY  et la fonction ( )if x  : 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )
T

j x f x Y w f x Y= - -  (2.60) 

 ( )2

1

( )
obsN

ii i i

i

w f x Y
=

= -å  
(2.61) 

Sachant que, w  est une matrice diagonale de pondération et ses coefficients 
iiw , appelés 

souvent les poids des mesures sont définis à priori et nous permettent de favoriser une mesure 

sur une autre selon leurs impacts sur l’optimisation. 

Jusqu’à maintenant, on est dans le cadre des méthodes déterministes et afin d’ajouter un aspect 

stochastique à ce type des méthodes, la matrice de pondération dépend des mesures d’erreur 

pour chaque observation et des corrélations entre elles. Par exemple, elle peut être ajustée à 

l'inverse de la matrice de covariance des erreurs de mesure 1
Yw Cov -= , c’est-à-dire que les 

coefficients de la diagonale prennent l’inverse des variances des mesures 21
iii Yw s= . Dans ce 

cas, la fonction objectif sera nommée le critère d'erreur du khi-carré car la somme des carrés 

des écarts suit une loi du 2c  (khi-carré).  

Puisque le problème inverse considéré est non linéaire, sa résolution est réalisée en minimisant 

la fonction objectif ( )j x  itérativement. En effet, à chaque itération k , on cherche l’ensemble 
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des perturbations ( ) ( ) ( )
1{ ,..., }k k k

nx x xD = D D  aux paramètres ( )kx  pour obtenir des 

( 1) ( ) ( )k k kx x x+ = +D  qui réduisent le critère quadratique ( )j x , cela signifie que, 

( ) ( )( 1) ( )k k
j x j x

+
<  jusqu’à un critère d’arrêt prédéfini. Le défi dans ce genre de méthodes est 

la manière de trouver la valeur de perturbation. Il existe plusieurs algorithmes dans la littérature, 

qui ont été développés pour résoudre ce problème. 

2.3.3.1 L’algorithme de la descente du gradient 

Cet algorithme est aussi connu sous le nom de l’algorithme de descente la plus rapide (steepest 

descent) ; il permet de mettre à jour les valeurs des paramètres dans la direction de la descente, 

c’est-à-dire, la direction opposée au gradient de la fonction objectif par rapport aux paramètres : 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 ( ) ( )
T

j x j x f x Y w f x Y
x x

¶ ¶
Ñ = = - -

¶ ¶
 (2.62) 

 ( )2 ( )
T

f x Y wJ= -  
(2.63) 

Où, ( )J f x x= ¶ ¶  est la matrice Jacobienne, de dimensions 
obsN n´ , représente la sensibilité 

de la fonction ( )f x  à la variation des paramètres x . Le coefficient de perturbation xD  qui 

modifie les paramètres dans le sens de la descente la plus rapide est donné par : 

 ( ) ( )2 ) (Tx j x J w Y f x
r rD = - Ñ = -  (2.64) 

Avec, r  un scalaire positif prédéfini qui désigne la longueur d’un pas dans la direction de la 

descente. Cette méthode converge bien pour les fonctions objectif simples (Madsen et al., 

2004 ; Lourakis, 2005). En outre, ce type de méthodes est le plus performant pour les problèmes 

ayant un grand nombre de paramètres. 

2.3.3.2 L’algorithme de Gauss-Newton 

L’algorithme de Gauss-Newton (GN) est un processus robuste de résolution des problèmes de 

moindres carrés non linéaires ; il est spécifique à la minimisation des fonctions objectif de type 

quadratique. Pour les problèmes de taille moyenne, cet algorithme converge généralement 

beaucoup plus rapidement que les méthodes du gradient et les autres méthodes qui nécessitent 

les dérivées secondes (Hessien) tel que l’algorithme de Newton.  
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L’idée de base de l’algorithme de GN est d’appliquer l’approximation quadratique sur la 

fonction objectif au voisinage de la solution optimale (Björck, 1996). Le développement en 

série de Taylor du premier ordre (d’où l’appellation de ce type de méthodes « l’approximation 

de premier ordre ») permet d’écrire   

 ( ) ( ) ( ) ( )  
f x

f x x f x x f x J x
x

+
¶

+D » D += D
¶

 (2.65) 

Cette approximation est substituée dans l’expression de la fonction objectif (2.93) pour avoir 

une approximation de ( ) j x x+D  : 

 ( ) ( ) ( )2 ( ) 
T T Tj x x j x f x Y wJ x x J wJ x+D » + - D + D D  (2.66) 

En appliquant cette procédure, on obtient une approximation de second ordre de la fonction 

objectif sachant que TJ wJ  n’est qu’une approximation du Hessien ( )2 j xÑ . Le gradient de 

cette approximation est donné par : 

 ( ) ( )2 ( ) 2
T T Tj x x f x Y wJ x J wJ

x

¶
+D » - + D

¶
 (2.67) 

Enfin, les coefficients de perturbation xD  de GN qui minimisent la fonction objectif sont 

trouvés à partir de l’équation ( ) 0j x x h¶ +D ¶ = . En effet, ils représentent la solution 

particulière du système suivant : 

 ( )( )T TJ wJ x J w Y f xé ù D = -ë û  (2.68) 

2.3.3.3 L’algorithme de Levenberg-Marquardt  

L’algorithme de Levenberg-Marquardt (LM) est une interpolation entre l’algorithme de Gauss-

Newton et l’algorithme de la descente du gradient. L’ensemble des coefficients de perturbation 

de LM est la solution particulière du système donné par Levenberg (1944) : 
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 ( )( )T TJ wJ I x J w Y f xlé ù+ D = -ë û   (2.69) 

Le concept est d’ajouter un facteur positif d'amortissement l  (Tikhonov, 1943 ;1963), qui est 

ajusté à chaque itération. Un paramètre d'amortissement nul 0l =  traduit une perturbation de 

Gauss-Newton et quand l  tend vers l’infinie, la perturbation est celle de la descente de 

gradient. 

Au début, le facteur d'amortissement l  est initialisé à des grandes valeurs de sorte que les 

premières modifications des paramètres sont effectuées avec des petits pas par la descente de 

gradient qui est généralement efficace loin d’un minimum. Si tout se passe bien, c’est-à-dire 

que la fonction objectif diminue, on diminue le facteur d'amortissement l  afin de se rapprocher 

de l’algorithme GN et d’avoir une convergence accélérée vers un minimum local. Sinon, dans 

le cas d’une divergence ( ) ( )( )( 1) ( )k k
j x j x

+
> , on augmente la valeur de l .  

Marquardt (1963) a proposé une mise à jour du système en normalisant les valeurs de l  par 

TJ wJ  : 

 ( ) ( )( )T T TJ wJ diag J wJ x J w Y f xlé ù+ D = -ë û   (2.70) 

Ce processus itératif est effectué jusqu’à satisfaire un des critères de convergence suivants : 

· Convergence du gradient : ( ) 1max ( )TJ w Y f x e- <   

· Convergence des paramètres : 2max x x eD <  

· Convergence de la fonction objectif : ( ) ( ) 3obsj x N n e- <   

Sinon, l’algorithme s’arrête lorsque le nombre d'itérations dépasse une limite prédéfinie. 

2.3.3.4 Analyse de précision  

Une étude statistique peut être effectuée une fois que l’ajustement des paramètres est terminé ; 

autrement dit, une quantification de la précision du problème inverse est réalisée en attribuant 

un intervalle de confiance à chaque paramètre estimé. Tout d’abord, on commence par 

l’examination du critère de convergence de la fonction objectif ( ) ( )obsj x N n-  qui indique la 

qualité de l'ajustement, en effet, une grande valeur de ce critère indique un mauvais ajustement, 
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une valeur au voisinage de 1 montre que l'erreur d'ajustement est du même ordre que l'erreur de 

mesure (comme souhaité), et une petite valeur de ce critère (inférieure à 1) indique que le 

modèle ajuste trop les données, c’est-à-dire, un problème de Sur-apprentissage (overfitting). 

Ensuite, on calcule la matrice de covariance des paramètres estimés 
xCov  à partir de la 

covariance des erreurs des mesures 
YCov  connues à priori qui est l’inverse de la matrice de 

pondération 1
Yw Cov -= :   

 
1

T

xCov J wJ
-

é ù= ë û   (2.71) 

Cette matrice résume les variables statistiques des paramètres obtenus par le problème inverse 

qui sont les écarts type des paramètres (les variances) et les corrélations entre eux :   

 ( )2
,;

i i ix x x x x xV diag Cov V Covs = = =  (2.72) 

 

,

,
i j

i j

i j

x x

x x

x x

Cov
Cor

V V
=  

(2.73) 

Lorsque les erreurs de mesures sont inconnues à priori, c’est-à-dire avant l’inversion, l’analyse 

d’erreur peut être effectuée en considérant une erreur moyenne pour toutes les mesures : 

 ( ) ( )2 1
( ) ( )

T

Y Y

obs

V f x Y f x Y
N n

s = = - -
-

 (2.74) 

Dans ce cas, pour améliorer la précision de l’inversion, on peut réaliser une autre estimation 

des paramètres en introduisant une nouvelle matrice de pondération w  dont la diagonale est 

l’inverse des erreurs calculés à posteriori 
21ii Yw s= . Ensuite, on calcule les erreurs de mesures 

de nouveau, si les nouvelles valeurs sont voisines des valeurs précédentes, on ne peut pas 

améliorer d’avantage la précision de notre problème inverse. Sinon, on répète une autre fois 

l’estimation en changent de nouveau la matrice de pondération jusqu’à atteindre ce critère : 

( ) ( ) ( )( )12 2 2
4max k k k

Y Y Ys s s e-- < .  

Finalement, après avoir vérifié la précision de l’estimation, la largeur de l’intervalle de 

confiance de 95% des paramètres peut être déterminé à partir de ses variances et la valeur de 

l’erreur des mesures comme suit : 
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 ( )2 2 1( ) 0.95x Y obsIC x F N ns s -= -  (2.75) 

Avec, ( ) ( ){ }1 :x F p x F x pu u-= = =   est une fonction de distribution cumulative inverse où 

F  est définie par : ( ) ( )( )
( ) ( )( )1 /22

1 /2

/2 1 /

x

t
F x dtu

u

u up u
u +

G +

-¥ G +
= ò .  

Au cours des travaux de cette thèse, on a utilisé l’approche FOA pour estimer les paramètres 

hydrauliques ainsi que les paramètres géophysiques d’un milieu poreux non saturé à partir des 

mesures de potentiel spontané. Les résultats de cette estimation sont comparés de ceux obtenus 

avec une méthode probabiliste appelée l’approche Bayésienne. 

2.3.4 Approche Bayésienne  

Dès son apparition, l’inférence bayésienne a envahi tous les domaines scientifiques ; elle 

représente une base fondamentale pour collecter les données et les analyser même si leur 

nombre est limité. Le problème inverse bayésien permet d’estimer des paramètres 

1{ ,..., }nx x x=  à partir d’un nombre réduit 
obsN  de données bruitées { }1,..., obsNY Y Y=  et pour 

un modèle incertain M . 

Réellement, trouver la meilleure solution n’est pas le but ultime des problèmes inverses 

bayésiens. En effet, ces méthodes visent à chercher un ensemble de solutions possibles décrites 

par une densité de probabilité conjointe postérieure, en se servant de toutes les informations 

disponibles à priori. Dans ce cas, on ne parle pas d’un solveur mais on parle d’un 

échantillonneur. Pour simplifier, on peut distinguer deux types de distributions de probabilité 

décrivant x  ; une distribution de probabilité à priori ( )x p=P M  qui représente « ce qu’on 

pense des paramètres avant l’utilisation des données Y  » et une distribution de probabilité à 

posteriori ( ),x Y = PP M  qui exprime « ce qu’on pense des paramètres après l’utilisation des 

données ». Ces deux probabilités sont liées par le fameux théorème de Bayes :  

 ( ) ( ) ( )
( )

,
,

Y x x
x Y

Y
=
P M P M

P M
P M

 (2.76) 

Sachant que, ( ),Y xP M  est la vraisemblance L  (Likelihood) et ( )YP M  est la 

vraisemblance marginale qui est souvent appelée l’évidence, ce terme qui ne dépend pas des 
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paramètres joue le rôle d’un facteur de normalisation qui ne fait aucun effet lors de l’estimation 

de la distribution postérieur. La distribution à posteriori s’écrit donc : 

 ( ) ( ) ( ), , ,x Y Y x x pµ P µP M P M P M L  (2.77) 

D’après cette équation, l’approche bayésienne dépend beaucoup de la fonction de 

vraisemblance (Pawitan, 2001 ; Rohde, 2014) vu que son processus consiste à « deviner » d’une 

façon intelligente un ensemble de paramètres possédant une distribution de probabilité à priori, 

ensuite, on calcule la probabilité postérieure de cette conjecture en utilisant la vraisemblance, 

puis on répète ces étapes afin d’augmenter la probabilité à posteriori. 

2.3.4.1 La fonction de vraisemblance 

Il est évident que les observations Y sont incertaines, c’est-à-dire, elles sont perturbées par des 

bruits stochastiques dont les valeurs réelles sont indéterminables. L’idée de base de la 

vraisemblance est de trouver une bonne approximation de ces bruits permettant au problème 

inverse de tenir compte des mesures d’incertitude des mesures 2s . Par exemple, la fonction de 

vraisemblance peut suivre une loi normale ( )20,sN  comme ci-dessous : 

 ( ) ( )2

22
1

( )1
, exp

22

obsN
i i

i ii

f x Y
Y x

sps=

æ ö-
= = -ç ÷

ç ÷
è ø

ÕL P M  (2.78) 

En pratique la forme logarithmique de L  est souvent plus utilisée : 

 ( ) ( ) ( ) ( )22 2

1

1
log log 2 log ( )

2

obsN

i i i i

i

f x Yp s s
=

= - + + -åL  (2.79) 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1
( ) ( ) log det log 2

2 2 2

T

obsf x Y w f x Y w N p= - - - - -  
(2.80) 

Où, w  est la matrice de pondération dont la diagonale prend l’inverse des incertitudes des 

mesures : 21ii Yw s= . On remarque que le terme ( )2 2

1

( )
obsN

i i i

i

f x Y s
=

-å  représente la fonction 

objectif quadratique ( )j x  plus précisément, le critère d'erreur du khi-carré 2c . De plus, pour 
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un cas particulier ; en supposant que toutes les mesures possèdent une seule erreur 

représentative 2s , le log de la vraisemblance devient : ( ) 21
2log c c= -L . 

Une fois que la fonction de vraisemblance est adoptée, le défi dans ce type de méthodes est de 

choisir le prochain ensemble de paramètres qui fait augmenter la probabilité à posteriori ; c’est 

le rôle des échantillonneurs. 

2.3.4.2 Types des échantillonneurs 

Le point commun qui rassemble tous les types d’échantillonneurs utilisés dans la résolution des 

problèmes inverses bayésiens est le fait qu’ils font tous partie des méthodes d’échantillonnage 

de Monte-Carlo (MC). Le but de ces méthodes est de générer les jeux de valeurs des paramètres 

qui satisfassent une loi de probabilité, c’est-à-dire les plus probable en parcourant tous l’espace 

d’existence de ces paramètres. Il existe de nombreux échantillonneurs de type MC dans la 

littérature que nous allons citer par la suite ainsi que les techniques basées sur les chaines de 

Markov. 

· L’échantillonnage par transformée inverse 

La première méthode d’échantillonnage de MC classique qu’on présente est appelée la méthode 

de la transformée inverse. 

Soit ( )F x , x" Î , une fonction distribution cumulative (cdf). Ainsi, [ ]: 0,1F ® [ ]0,1[  est une 

fonction positive, strictement croissante et continue sur , en outre, sa limite à gauche 

( ) 0F -¥ =  et à droite ( ) 1F +¥ = . F  est inversible et sa fonction inverse [ ]1 : 0,1F - ®  est 

définie comme suit :  

 ( ) ( ){ } [ ]1 min : , 0,1F y x F x y y- = ³ " Î  (2.81) 

Notre objectif est de créer une variable aléatoire X  suivant F  ; c’est-à-dire que 

( ) ( )P X x F x£ = . Pour cela, on génère la variable aléatoire U  à partir d’une distribution 

uniforme sur l’intervalle [ ]0,1 . On peut prouver que si ( )1X F U-= , alors, X  est distribué 

selon F .  
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· L’échantillonnage de rejet  

Un algorithme d'échantillonnage de rejet (rejection sampling) est généralement utilisé pour 

engendrer indirectement une variable aléatoire suivant une densité de probabilité cible f , 

lorsqu'il est impossible de l’obtenir directement de f  à cause de sa complexité par exemple.  

On commence d’abord l’échantillonnage à partir d’une autre distribution de probabilité g  qui 

est appelée distribution d’enveloppe, ensuite, on élimine les éléments indésirables selon une 

stratégie de rejet afin que notre échantillon suive la distribution cible f  ; pour cela, on choisit 

un facteur d’échelle M  tel que f Mg£ , ce facteur est défini par : 

 ( ){ } [ )sup ( ) 1,
x

M f x g x= Î ¥  (2.82) 

L’algorithme qui permet de gêner un échantillon de densité de probabilité f  est résumé dans 

les étapes suivantes : 

· Générer un échantillon x  de densité de probabilité g , ainsi qu’un échantillon U  à 

partir de la loi uniforme ( )0,1( )0,1 . 

· Si ( ) ( )U f x Mg x< , On accepte x  comme une variable aléatoire de densité f , sinon 

on la rejette et on retourne à l’étape précédente.   

Cet algorithme doit être répété au moyenne M  fois pour obtenir un échantillon. Notant qu’il 

est difficile de savoir à l’avance le nombre d’itérations à effectuer pour obtenir un échantillon 

d’une taille donnée.  

· L'échantillonnage préférentiel 

L'idée générale de l’échantillonnage préférentiel (importance sampling) est similaire au 

principe de l'échantillonnage de rejet. En effet, on choisit encore une densité d’enveloppe g  

qui se rapproche de la densité cible f  et on n’a pas besoin de la limiter. C’est pourquoi, 

l’échantillonnage préférentiel est jugé plus efficace que celui de rejet.  

Le problème fondamental de la mise en œuvre de ce type d’échantillonnage est le choix de la 

distribution d’enveloppe (appelée distribution biaisée). Une fois qu’elle est fixée, on génère à 
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partir d’elle un échantillon x , ensuite, on calcule les poids 
xw  pour mettre l’accent sur les 

valeurs de x  qui sont « préférés » pour la distribution cible f . Ces pondérations sont obtenues 

par le ratio de vraisemblance des deux densité ( ) ( )x f x g xw = . Soit la distribution *g  qui 

contient l’échantillon du minimum de variance et qui est obtenue par la résolution du problème 

d’optimisation suivant : 

 
( )
( )

* min Varg
g

f x
g x

g x

ì üæ öï ï
= ç ÷í ýç ÷ï ïè øî þ

 (2.83) 

La distribution qui minimise la variance ci-dessus, est :     

 ( ) ( )
( )

* x f x
g x

x f x dx
=
ò

 (2.84) 

On remarque que, la distribution *g  n’est qu’une imitation de la distribution cible f , mais, il 

est possible d’engendrer à partir de laquelle des variables aléatoires. 

· L'échantillonnage de Monte-Carlo par chaînes de Markov 

Comme tous les échantillonnages basés sur la méthode de Monte Carlo, l’échantillonneur 

MCMC (Markov Chain Monte Carlo) vise à générer aléatoirement des variables suivant une 

distribution de probabilité cible en utilisant une autre distribution intermédiaire. L’apport de la 

méthode MCMC est que le choix des échantillons est effectué selon leurs probabilités, au lieu 

de parcourir l’espace des paramètres d’une manière équivalente et indépendante. En effet, une 

telle méthode engendre une séquence de valeurs dépendantes adoptant une procédure itérative 

stochastique nommée « chaîne de Markov » de manière que l’échantillon final soit en harmonie 

avec la densité cible.   

Cet échantillonneur a été beaucoup adopté dans plusieurs problèmes, principalement, 

l’estimation bayésienne des paramètres. Ce qui explique le nombre important des algorithmes 

développés dans la littérature. On va citer les plus célèbre dans la suite : 
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-  L’algorithme de Metropolis  

L’algorithme de Metropolis (Metropolis et al., 1953), souvent appelé l’algorithme de 

Metropolis à marche aléatoire (random walk Metropolis (RWM) algorithm), est la forme la plus 

populaire de MCMC pour les débutants, grâce à sa simplicité de compréhension, facilité de sa 

mise en œuvre et sa compatibilité avec la plupart des problèmes. Cet algorithme est basé sur les 

étapes suivantes : 

· On définit un jeu de paramètres initiale (0) (0) (0)
1{ ,..., }, 0nx x x i= = , à partir de la 

distribution de probabilité à priori p , et on évalue la distribution de probabilité à 

posteriori non-normalisée (0)P  (éq. 2.110). 

· On essaye un « saut » pour obtenir un jeu de paramètres candidat  ( )* * ( 1)ix J x x -( * (** (J x x( * (* (** (  à 

partir de la densité de probabilité de proposition symétrique J  et on calcule *P . 

· Si * (i)P ³P , on accepte le saut, c’est-à-dire ( 1) *ix x+ = , sinon on accepte le saut ayant 

une probabilité égale à * (i)/P P . 

Les deux dernières étapes vont être répétées jusqu’à atteindre le nombre de chaînes déjà fixé. 

Cet algorithme ne s’arrête pas même s’il a trouvé « la bonne » solution, c’est-à-dire un 

maximum de P , il continu à effectuer des sauts à l’entour de cette solution afin d’étudier sa 

précision, c’est le but de l’approche bayésienne.  

Cette procédure engendre la distinction entre deux phases : (i) étapes de rodage (burn-in steps), 

lorsqu’on cherche loin de la solution, et (ii) après rodage (post burn-in), quand on entre dans 

une région où P  est élevée. 

Cette deuxième phase est ce qui compte pour le problème inverse, c’est pour cela, on a besoin 

d’un grand nombre de chaînes dans la région de P  élevée (entre 104 et 105), de plus, on élimine 

les étapes de rodage lors de post-traitement des donnés, c’est-à-dire lors de l’étude stochastique. 

On remarque qu’on ne s’intéresse qu’aux rapports de distributions de probabilité à posteriori 

* (i)/P P , c'est pourquoi les évidences ne comptent pas dans MCMC. 
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- L’algorithme de Metropolis-Hastings  

Comme son nom l’indique, l’algorithme de Metropolis-Hastings (MH) (Hastings, 1970) est 

seulement une mise à jour de l’algorithme précédent. Il remplace la stratégie de saut définie 

auparavant par une nouvelle densité de probabilité de proposition J  qui est une distribution 

asymétrique dépendante des paramètres retenus dans l’itération précédente. L’algorithme 

s’écrit comme suit : 

· On initialise (0)x ,   à partir de la distribution de probabilité à priori p . 

· On répète pour i  de 1 à 
cN  le nombre total des chaînes. 

o On génère ( )* * ( 1)ix J x x -( * (** (J x x( * (* (** (  

o On génère [ ]( )0,1u U [ ]( 0,1U  qui est indépendant de *x  

o On calcule  

 
( )
( )

* * ( 1)

(i) ( 1) *
min 1,

i

i

J x x

J x x
a

-

-

æ öP
ç ÷=
ç ÷Pè ø

 (2.85) 

o Si *u x£ , alors, on accepte le saut et ( ) *ix x=  

o Sinon ( ) ( 1)i ix x -=  

Ainsi, l’algorithme de de Metropolis est un cas particulier du processus ci-dessus où la densité 

de probabilité de proposition J  est symétrique c’est-à-dire ( ) ( )( 1) * * ( 1)i iJ x x J x x- -= .  

- L’algorithme de Gibbs 

Comme avec d'autres algorithmes MCMC, l'échantillonnage de Gibbs (Geman S. and Geman 

D., 1984) génère une chaîne d'échantillons de Markov, chacun d'entre eux étant corrélé aux 

échantillons voisins. En effet, l’échantillonnage est effectué en générant chaque variable à partir 

de sa distribution postérieure conditionnelle sachant que les autres variables sont fixées à leurs 

valeurs actuelles. Ce processus sera répété jusqu’à atteindre un nombre choisi d’itérations : 

· On initialise (0) (0) (0)
1{ ,..., }, 0nx x x i= = . 

· On répète pour i  de 1 à 
cN  le nombre des échantillons, et on génère : 
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( )( ) ( 1) ( 1) ( 1)
1 1 2 3, , ,i i i i

nx J x x x x- - -( )( ) ( 1) ( 1) ( 1)(1 1 2 31( , ,3
( ) ( 1) ( 1) (( 1) ( 1) (( nJ x x x x(( ) ( 1) ( 1) (( 1) ( 1) ((1 1 2 31 2 31( , ,33
( ) ( 1) ( 1) (( 1) (( 1) ( 1) (( 1)1)(1) ( 1) (1)  

( )( ) ( ) ( 1) ( 1)
2 2 1 3, , ,i i i i

nx J x x x x- -( )( ) ( ) ( 1) ( 1)(2 2 1 32( , ,3
( ) ( ) ( 1) ( 1( ) ( 1) ( 1( nJ x x x x(( ) ( ) ( 1) (( ) ( 1 ((2 2 1 32 1 32( , ,33
( ) ( ) ( 1) (( ) (( ) ( 1 (( ( 1( 1( 1(( 1) (( 1  

.... 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( 1)
1 2 1 1, , , ,i i i i i i

j j j j nx J x x x x x x- -
- +( )( ) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( 1)(( ) ( ) ( ) ( ) ( 1) (( ) ( ) ( ) ( 1) (( j j j nj( 1 2 1 1 ,1 2 1 11 2J x x x x x x(( ) ( ) ( ) ( ) ( 1) (( ) ( ) ( ) ( 1) (( 1 2 1 12 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( 1) (( ) ( ) ( ) (( ) ( ) ( ) ( 1) (( j j j nj j j nj( 1 2 1 112 1 ,1 2 1 11 2 112 1
1)1)((1) (1)

1111111  

.... 

( )( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1, , ,i i i i

n n nx J x x x x -( )( ) ( ) ( ) ( )( 1
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( n nn( 1 2 111 21 2J x x x x(( ) ( ) ( )( ) ( )( 1 221 21 22
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( nnn( 1 21 21 22 11  

Comme toutes les méthodes MCMC, l’algorithme de Gibbs ne prend pas en compte les 

premières itérations qui vont être abandonnées (Gilks et al., 1996) afin d’obtenir un ensemble 

de vecteurs x  qui puissent être considérés comme étant des réalisations de la distribution de 

probabilité à posteriori ( ),x YP M . 

Cet échantillonneur représente le meilleur choix lorsqu’il est possible de déterminer des 

densités de probabilité conditionnelles, mais ce n’est pas toujours le cas. Afin de contourner ce 

problème, plusieurs alternatives ont été proposées telles que l’application des méthodes 

d’échantillonnage de rejet adaptif (Martino and Míguez, 2010 ; Görür and Teh, 2011) et 

l’algorithme d'échantillonnage Metropolis avec réjection adaptative (Meyer et al., 2008 ; 

Martino et al., 2015). De plus, une méthode hybride (Metropolis within Gibbs) est souvent 

utilisée en remplaçant la simulation sous la loi conditionnelle par une étape de Hastings-

Metropolis dont la distribution cible est cette loi conditionnelle. 

- Les algorithmes MCMC adaptatifs 

La mise en œuvre des échantillonneurs de Monte-Carlo par chaînes de Markov exige 

l’intervention de l’utilisateur dans le choix de la loi de probabilité de proposition ou l’espace à 

balayer des paramètres, par exemple. Les algorithmes MCMC adaptatifs sont conçus afin de 

limiter ces interventions ; ce type d’algorithmes apprend la manière de modification des 

paramètres d’implémentation de son propre comportement passé, c’est-à-dire que chaque 

itération actualise non seulement la chaîne de Markov, mais encore, les paramètres 

d'implémentation. Comme résultats, on obtient des algorithmes plus performants et plus rapide 

en les comparant avec les algorithmes originaux RWM et MH. 
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Au cours des deux dernières décennies, une variété d'approches différentes a été proposée pour 

accroître l'efficacité de MCMC. Ces approches peuvent être regroupées en deux groupes de 

méthodes ; un à chaîne unique et un à chaînes multiples. 

§ Une méthode à chaîne unique suit une seule trajectoire en adaptant d’une façon continue 

la covariance 
xC  de la distribution de probabilité de proposition Gaussienne 

( )( 1)iJ x - × = ( )( 1) ,si

n n xx -
N C . Cette covariance est calculée en fonction de la trajectoire 

de la chaine ( )(0) ( 1)cov , , i

x nx x Ie-= +)), x ), ), )( 1)( 1( 1 )( 1)( 1(( 1)( 1)x )( 1)(, ( 1(
C . Sachant que, sn

 est un facteur d’échelle qui 

dépend uniquement du nombre de paramètres n , 
nI  est la matrice identité de dimension 

n  et e  représente le facteur de régulation qui empêche la singularité de la matrice, ce 

facteur est généralement fixé à 610e -= . Roberts et al., (1997) ont montré que la valeur 

optimale du facteur d’échelle est 
2s 2.4n d=  pour les distributions cibles et de 

proposition Gaussienne. 

Parmi les méthodes à chaîne unique, nous pouvons citer : l’algorithme de Metropolis 

adaptatif (AM) (Gilks et al., 1998 ; Haario et al., 2001 ; Roberts et Rosenthal, 2001 ; 

Vihola, 2009); l’algorithme de Metropolis adaptatif de rejet retardé (DRAM) (Haario et 

al., 2006 ; Andrieu et Moulines, 2006 ; Saksman et Vihola, 2010) ; l’algorithme de 

Wang-Landau (Fort et al. 2014a ; 2014b) ; processus de Markov déterministes par 

morceaux (PDMP) (Bierkens et al., 2016 ; 2017) et l’algorithme de gradient 

stochastique avec la dynamique de Langevin (SGLD) (Welling and Teh, 2011 ; Ding et 

al., 2014 ; Chen et al., 2014).  

§ Les méthodes à chaînes multiples utilisent différentes trajectoires en parallèle afin 

d’explorer d’une manière plus efficace la distribution à posteriori. Ce type de méthodes 

montre plusieurs avantages notamment, lorsqu'il s'agit de distributions postérieures 

complexes impliquant de longues chaînes, des paramètres corrélés, de nombreux 

optimums locaux ou lorsqu’il s’agit des problèmes multimodales (Liu et al., 2000 ; ter 

Braak and Vrugt, 2008 ; Bédard et al., 2012 ; Wang et Dunson, 2013 ; Wang et al. 2015 

; Martino, 2018). Les algorithmes pour les chaînes multiples offrent une large gamme 

de mesures statistiques afin de vérifier la convergence vers la distribution cible, 

(Gelman and Rubin, 1992, Angelino et al. 2014).  
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Divers algorithmes basés sur le principe de chaînes multiples sont proposés dans la 

littérature, l’algorithme de l’évolution complexe mélangée de Metropolis (SCEM-UA) 

est parmi les plus utilisés, surtout dans le domaine d’hydrologie et d’hydrogéologie 

(Vrugt et al. 2003).  

En 2006, ter Braak, a développé une autre méthode plus facile à illustrer et implémenter, 

appelée l’algorithme de l’évolution différentielle par chaînes de Markov (DE-MC), où, 

cN  chaînes différentes de Markov sont exécutées simultanément en parallèle pour 

définir une population ( )t
X , à chaque génération t , qui correspond à une matrice 

cN n´

, sachant que n  est le nombre de paramètres et que chaque ligne représente une chaine. 

L’échantillonnage est donc effectué à partir de cette matrice en utilisant l’évaluation 

différentielle (Storn and Price, 1997 ; Price et al., 2005), ensuite, la condition de rejet 

est celle de l’algorithme de Metropolis. 

DE-MC a été amélioré par Vrugt et al., 2008, 2009, en utilisant un échantillonnage 

aléatoire auto-adaptatif en sous-espaces, pour donner un algorithme intitulé évolution 

différentielle adaptative de Metropolis (DiffeRential Evolution Adaptive Metropolis 

DREAM), cet algorithme a été revisité par Laloy et Vrugt (2012) pour fonctionner non 

seulement en chaines multiple mais encore à plusieurs essais, il est mis à disposition 

grâce au logiciel DREAM(ZS). L’idée est de diviser l’ensemble des paramètres en sous-

ensembles de *n  paramètres afin de permettre une correction des valeurs aberrantes de 

chaque chaine et par conséquent, une convergence plus rapide vers la distribution cible. 

Au cours de cette thèse, l’estimation bayésienne des paramètres est effectuée à l’aide du 

logiciel DREAM(ZS), grâce à son efficacité qui a été testée avec succès sur plusieurs 

problèmes complexes, non linéaires et ayant un nombre énorme des paramètres qui peut 

aller jusqu'à 241 (Vrugt et al. 2009b ; Scharnagl et al., 2010 ; Laloy et al. 2010 ; Dekker 

et al., 2012). Cet algorithme génère des candidats simultanément en échantillonnant à 

partir d'une archive d'états antérieurs collectés dans l'échantillon. On remarque qu’au 

bout seulement de quelques chaines parallèles, l’échantillon commence à converger vers 

la distribution à posteriori cible, c’est-à-dire que la période de rodage est très petite 

comparant aux autres méthodes (Laloy et Vrugt, 2012). 
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2.4 Conclusion  

Dans ce chapitre, nous avons rappelé les outils et méthodes pour l’analyse de sensibilité et 

l’estimation des paramètres dans le but de pouvoir les utiliser pour le transfert d’eau et de 

polluants dans les milieux poreux non saturés. 

Concernant la première partie de ce chapitre, on a défini l’analyse de sensibilité et son rôle pour 

un modèle numérique, ensuite, on a dénombré différentes méthodes présentées dans la 

littérature. La méta-modélisation est souvent utilisée comme une base rigoureuse pour 

décomposer la variance du modèle, ainsi, elle facilite la détermination, avec un coût de calcul 

réduit, des indices de sensibilité appelé souvent indices de Sobol. L’expansion en polynômes 

de chaos est parmi les méthodes les plus efficace de méta-modélisation, c’est pourquoi, nous 

avons choisi de l’utiliser dans la suite de cette thèse. 

La deuxième partie du chapitre a été consacrée pour classifier les différentes méthodes 

d’estimation des paramètres. Principalement, on a présenté la méthode FOA, basée sur 

l’algorithme de Levenberg Marquardt, ainsi que la méthode MCMC inspirée d’une approche 

bayésienne. Cette dernière sera appliquée à l’estimation des paramètres hydraulique des sols 

ainsi que les paramètres de transport à partir d’expériences que nous avons effectuées au 

laboratoire. Le prochain chapitre sera consacré à l’analyse de sensibilité globale et à 

l’estimation bayésienne de paramètres appliquées à un modèle hydrogéophysique en milieu 

poreux non saturé. 
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Conclusion générale 

Cette thèse est consacrée à l’étude des transferts d’eau et de soluté en milieux poreux non 

saturés à l’aide des méthodes d’analyse de sensibilité globale et d’estimation bayésienne des 

paramètres. Trois applications de transfert sur colonne de sol à l’échelle du laboratoire sont 

considérées et différentes variables (sorties) sont analysées. Parmi ces dernières la pression à 

l’intérieur du sol, le potentiel spontané (PS) induit par l’écoulement d’eau dans la zone non 

saturée, le flux cumulé et la concentration d’un contaminant non réactif à la sortie de la colonne.  

La première application porte sur le couplage hydrogéophysique en milieu poreux non saturé. 

Le cas test étudié, correspond à une expérience de percolation drainage pendant laquelle le PS 

est mesuré à différentes altitudes. L’analyse de sensibilité globale du signal PS a été effectuée 

à l’aide des PCE. L’estimation des paramètres à partir des mesures de PS a été effectuée à l’aide 

de l’échantillonneur MCMC. Cette étude a permis de montrer que les résultats de l’analyse de 

sensibilité doivent être interprétés avec précaution dans un contexte d’estimation de paramètres. 

En effet, un paramètre qui n’est pas influent sur un capteur peut être influent sur un autre. De 

même, l’analyse de sensibilité globale ne préjuge pas de la qualité de l’estimation puisque deux 

paramètres avec des sensibilités similaires peuvent avoir une qualité d’estimation très 

différente. Cette étude a également permis de montrer que le signal PS contient assez 

d’informations pour une bonne estimation de tous les paramètres hydrauliques et électriques. 

En effet, quand plusieurs mesures PS (à différentes altitudes) sont utilisées pour la calibration, 

tous les paramètres sont estimés avec une relative faible incertitude. Dans ce cas, il faut noter 

que la méthode FOA donne les mêmes résultats que la méthode MCMC mais nécessite 

beaucoup moins de temps de calcul. Cependant, quand le nombre de mesures PS utilisées pour 

la calibration est réduit, la méthode FOA donne des valeurs de paramètres en accord avec la 

méthode MCMC. L’incertitude sur certains paramètres est cependant inexacte (incluant même 

des valeurs non physiques) avec la méthode FOA contrairement à la méthode MCMC. 

La seconde application concerne l’identification des propriétés hydrauliques caractérisant 

l’écoulement non saturé dans un sol non remanié. L’étude comporte deux volets : un volet 

expérimental et un volet analyse de sensibilité et estimation de paramètres. Deux expériences 

sont effectuées avec des mesures de pression à l’intérieur de la colonne ainsi que du débit 

cumulé à la sortie de celle-ci. Pour la première, on a effectué une expérience de percolation-

drainage et pour la seconde une expérience d’infiltration avec une injection d’un débit d'eau 
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constant à la surface du sol. Les paramètres hydrauliques du sol ont été étudiés à l'aide d’une 

modélisation inverse utilisant les mesures de la pression à l’intérieur de la colonne ainsi que le 

débit cumulé à la sortie. Les résultats de l’inversion montrent que les deux expériences 

permettent une bonne estimation de tous les paramètres hydrauliques du sol. Les valeurs des 

paramètres trouvées pour les deux expériences sont très proches et permettent de reproduire 

d’une façon très satisfaisante les données expérimentales. Les méthodes bayésiennes utilisées 

ont permis également le calcul d’une façon précise des incertitudes associées aux paramètres. 

Ces incertitudes ont des différences significatives entre les des deux expériences. En effet, les 

intervalles d’incertitude sont beaucoup plus réduits avec l’expérience d’infiltration qu’avec 

l’expérience de percolation-drainage. Ce résultat a pu être expliqué par l’analyse de sensibilité 

qui a montré une plus grande sensibilité des sorties du modèle par rapport aux paramètres dans 

le cas de l’expérience d’infiltration. Par conséquent, cette dernière est à privilégier pour la 

caractérisation des propriétés des sols non saturés. 

La dernière application est une expérience de transfert d’eau et de contaminant réalisée au 

laboratoire en injectant une solution de bromure à la surface d’un sol non remanié. Durant 

l’infiltration, la pression a été mesurée à différentes altitudes, de même que la concentration à 

la sortie de la colonne. Ces observations sont ensuite utilisées pour une estimation simultanée 

de tous les paramètres hydrauliques et de transport. Les résultats obtenus montrent que les 

observations permettent d'identifier tous les paramètres hydrauliques et de transport à 

l’exception de la teneur en eau résiduelle. En effet, cette dernière n’a pas pu être identifiée parce 

que le sol n’a pas été suffisamment asséché (l’humidité est restée importante durant toute 

l’expérience). Le modèle de transport mobile-immobile a permis de mieux reproduire les 

résultats de l'expérience d'infiltration étudiée. En effet, ce modèle donne une meilleure 

estimation (avec moins d’incertitude) pour certains paramètres du sol. De plus, il aboutit à un 

meilleur ajustement du profil de concentration à la sortie de la colonne ainsi qu’à une incertitude 

associée plus réduite qu’avec le modèle de transport linéaire. 

En résumé, dans cette thèse, nous avons combiné les approches expérimentales de laboratoire 

et les approches de modélisation directe et inverse pour l’étude des transferts en milieux poreux 

non saturés. Ce travail a pu mettre en valeur l’intérêt de l’analyse de sensibilité globale et de 

l’estimation bayésienne des paramètres pour l’étude de ces transferts. En effet l’analyse de 

sensibilité globale permet non seulement de détecter les paramètres influents, mais également 

les intervalles et les périodes de grande influence. Ceci peut être d’une grande utilité pour 

l’expérimentateur afin de choisir les positions des capteurs ainsi que le temps où une attention 



 

148 
 

spéciale doit être accordée aux mesures. L’estimation bayésienne des paramètres permet d’avoir 

plusieurs informations car elle donne accès non seulement aux valeurs optimales des 

paramètres, mais également à l’incertitude ainsi qu’à la leur distribution à posteriori.  

Dans les perspectives de ce travail, nous envisageons d’explorer les transferts avec sorption et 

dégradation dans les sols (typiquement contamination par les pesticides). Dans ce cas, le 

contaminant réagit avec le milieu poreux à cause du phénomène de sorption-désorption et peut 

se dégrader avec le temps. Nous prévoyons également de combiner les méthodes d’analyse de 

sensibilité globale et les méthodes bayésiennes d’estimation des paramètres pour l’analyse de 

la valeur des données (data-worth analysis) où le but est d’étudier à priori l’intérêt des mesures 

avant de les effectuer. Ceci permet de choisir les mesures les plus intéressantes à effectuer pour 

la caractérisation des propriétés hydrauliques des sols. 

  

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 


