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Abstract

Cosmological observations by LISA : limitations due to noise and astro-
physical signals

While waiting to measure the stochastic gravitational waves background with the
Laser Interferometer Space Antenna (LISA), we propose to determine methods and stra-
tegies to understand and prepare for the cosmological observations by LISA. LISA is a
space mission aiming at measuring gravitational waves between 1× 10−5 and 1 Hz. This
mission, led by ESA, should be launched in 2034 or later. The subject of this PhD thesis
is to understand and simulate the stochastic cosmological background produced at the
beginning of our Universe in a context of other stochastic backgrounds of astrophysical or
galactic origin, along with the LISA noise. The first one comes from unresolved binaries of
black holes and neutron stars and is also present in the frequency range of LIGO/Virgo.
The second one comes from the white dwarf binaries present in our galaxy. The gravitatio-
nal wave signal of these binaries is not yet well understood, and we will have to simulate
and study it. Indeed, some phenomena related to its properties, but also to its observa-
tion, make it difficult to study. We are looking for and have develop Bayesian and Fisher
strategies to understand the spectral separation of the different stochastic backgrounds
while evaluating the possible limits of detectability of the cosmological background.

Moreover, LISA noise could have multiple sources of disturbance, such as correlated
noise. To understand the issue of a non-perfect LISA noise we studied and then established
some correlations from the LISA test mission, LISA PathFinder, of which we performed
a detailed noise study. In order to understand the effects of possible correlated noise
in LISA, we injected these correlations into a LISA noise level, and established new
estimates of the limitation of the cosmological stochastic background measurement. We
also sought to establish the limits of the current model with more complex noise models,
i.e., correlating the noise of two optical banks on the same satellite, or independently
increasing the noise of each optical system.

Thus, we will be able, with our method, to detect and separate cosmological back-
grounds of the order of ΩGW,cosmo ' 1 × 10−13 to 1 × 10−12. We have also studied
the detectability limit of cosmic strings, for which we have established a tension limit
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Gµ ' 1× 10−17 to 1× 10−16.
Keywords : Gravitational waves, stochastic background, MCMC, Fisher Information,

Dwarf white, cosmic strings, correlations.
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Résumé

Observations cosmologiques par LISA : limitations dues au bruit et aux
signaux astrophysiques

En attendant de mesurer le fond stochastique des ondes gravitationnelles avec la
mission spatiale Laser Interferometer Space Antenna (LISA), nous nous proposons de
déterminer des méthodes et des stratégies pour comprendre et préparer les observations
cosmologiques du fond stochastique des ondes gravitationnelles de la future mission LISA.
Celle-ci est donc une mission spatiale visant à mesurer les ondes gravitationnelles com-
prises entre 1× 10−5 et 1 Hz. Cette mission, portée par l’ESA, devrait être lancée d’ici à
2034. L’enjeu de cette thèse de doctorat consiste à comprendre et à simuler les fonds sto-
chastiques cosmologiques produits au début de notre Univers dans un contexte d’autres
fonds stochastiques d’origine astrophysique ou galactique, tout en incluant le bruit de
LISA à nos études. Le premier fond stochastique est issu de binaires de trous noirs et
d’étoiles à neutrons non résolues, qui sont également présents dans la gamme de fréquence
de LIGO/Virgo. Les missions LISA et LIGO/Virgo n’observeront pas simultanément les
mêmes binaires, mais les propriétés du fond mesurer avec LIGO/Virgo donne une très
bonne estimation pour prédire le comportement de ce fond dans LISA. Le deuxième fond
a pour origine les binaires de naines blanches présentes dans notre galaxie. Ce signal
d’ondes gravitationnelles produit par ces dernières, n’est pas encore bien compris, nous
avons tout d’abord dû le simuler de la manière la plus réaliste possible, puis l’étudier.
Effectivement, certains phénomènes du fond des naines blanches le rendent complexe à
étudier. Ils sont liés aux propriétés des objets le produisant, mais également à la manière
dont nous l’observons. Dans notre cas, par la constellation que constitue l’instrument
LISA. Nous avons cherché et développé, pour le futur, des stratégies bayésiennes des
méthodes de Monte-Carlo par chaînes de Markov et d’information de Fisher pour la sé-
paration spectrale des différents fonds stochastiques. De plus, il est possible d’évaluer les
possibles limites de détectabilité du fond cosmologique dans des contextes de bruits et de
fonds astrophysiques et galactiques variés. Nos algorithmes nous donnent une très bonne
flexibilité, ce qui permet de facilement d’établir des limites de mesures de différents fonds
cosmologiques de diverses origines.

15



De plus, le bruit de LISA pourrait avoir de multiples sources de perturbation comme
les bruits corrélés. Pour comprendre l’enjeu d’un bruit de LISA non parfait nous avons
étudié les données et ensuite établie les corrélations de la mission test de LISA, LISA
PathFinder, dont nous avons réalisé une étude détaillée et complète du bruit. Dans le
but de comprendre les effets des possibles bruits corrélés dans LISA, nous avons injecté
ces corrélations dans le budget de bruit de LISA, et établi de nouvelles estimations de
limitation de la mesure du fond stochastique cosmologique. Nous avons également cherché
à établir les limites du modèle actuel avec des modèles de bruit plus complexe, c’est-à-
dire en corrélant le bruit de deux bancs optiques du même satellite, ou en augmentant
indépendamment le bruit de chaque système optique.

Ainsi, nous pourrons, avec notre méthode, détecter et séparer des fonds cosmologiques
de l’ordre de ΩGW,cosmo ' 1 × 10−13 à 1 × 10−12. Nous avons également étudié la limite
de détectabilité des cordes cosmiques, dont nous avons établie une limite de tension
Gµ ' 1× 10−17 à 1× 10−16.

Mots-clés : Ondes gravitationnelles, fond stochastique, MCMC, Information de Fi-
sher, Naines blanches, cordes cosmiques, corrélations.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Relativité générale

1.1.1 Place de la gravitation relativiste

La physique est composée de quatre interactions fondamentales : l’électromagnétisme,
la force nucléaire faible, la force nucléaire forte et la gravitation. Les trois premières sont
unifiées au sein d’une seule et même théorie : la théorie quantique des champs [158]. La
dernière est celle, qui nous intéressera au cours de cette thèse, elle est comprise au sein
de la théorie classique des champs. Il s’agit d’une interaction de très faible intensité et
qui domine à grande échelle. Einstein a établi cette nouvelle théorie en voulant résoudre
le problème du périhélie de Mercure. À l’heure actuelle, la relativité générale d’Albert
Einstein (1915)[90, 89] modélise cette interaction. Celle-ci comprend deux constantes
universelles, la célérité de la lumière c et la constante universelle de gravitation G. Nous
pouvons ainsi introduire deux théories limites à la relativité générale. En considérant
la célérité de la lumière infinie devant les autres vitesses, nous pouvons construire la
gravitation universelle de Newton (1687) [180]. De la même manière, dans un cadre
théorique où la constante de gravitation universelle tend vers 0, c’est-à-dire en l’ab-
sence de gravité, nous pouvons construire la relativité restreinte d’Einstein (1905). En
effet, si nous considérons deux électrons de masse me = 9.1 × 10−31kg et de charge
électrique qe = −e = −1.6 × 10−19C, le rapport des modules de la force gravitation-
nelle et de la force électromagnétique des interactions entre électrons sont respectivement
FGrav
FEM

= 4πε0Gm2
e

q2
e
≈ 10−43, où G = 6.67× 10−11m3kg−1s−2 et ε0 = 8.85× 10−12F.m−1 est la

permittivité du vide. L’interaction gravitationnelle est donc très peu intense par rapport
à l’interaction électromagnétique. Il en va de même pour les forces nucléaires. Il s’agit
donc de l’interaction la moins intense, elle n’est donc pas ou peu présente dans la com-
préhension de l’infiniment petit. De plus, l’interaction gravitationnelle est non écrantée,
à longue portée et universelle. Elle est donc l’interaction dominante à très grande échelle.

Nous pouvons introduire une première grandeur, la compacité Ξ, cette quantité ren-
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Figure 1.1 – Figure illustrant et introduisant les grandeurs en jeu dans la définition de
la compacité (voir équation 1.1).

seigne sur la nature relativiste, au sens général, d’une situation étudiée. Il s’agit pour un
système de taille caractéristique R du rapport entre son potentiel gravitationnel et son
énergie nucléaire contenue dans sa masse. En effet, pour une masse M autogravitante de
masse volumique ρ(r) tel que r ∈ [0, R] et m la masse contenue à l’intérieur du rayon r,
avec m(r) =

∫ r
0

4πr′2ρ(r′)dr′. Nous avons m(R) = M si et seulement si r ≤ R. Ainsi pour
un champ gravitationnel radial ~g = −g(r) ~eR, nous pouvons écrire g(r) = Gm(r)

r2 , et donc
avoir comme potentiel gravitationnel Φ(r) = −GM

r
tant que r ≥ R. Nous en déduisons

donc la forme de l’énergie potentielle gravitationnelle Egrad = −αGM2

R
(la constante α dé-

pend du profil de densité du corps, si celle-ci est en loi puissance, c’est-à-dire ρ(r) ≈ r−a,
alors nous obtenons α = 3−a

5−2a
. Un astre homogène a α = 3

5
, s’il suit une loi en ρ(r) ≈ r−2

alors α = 1 ). Nous pouvons également écrire, pour la masse M , son énergie nucléaire
E = Mc2.

Ξ =
GM

c2R
(1.1)

Nous pouvons à partir de cette quantité établir deux régimes. Le premier est la gra-
vitation non-relativiste pour Ξ � 1, c’est le cadre de l’application de la théorie de
Newton. Le second régime est Ξ ≤ 1, c’est le cadre de l’application de la gravitation
relativiste, celle d’Einstein. Ainsi, nous pouvons écrire Ξ = |Φgrav |

c2
∼ v2

c2
∼ |Epotgrav |

Emasse
. Pour

un trou noir de masse M , si nous considérons une particule de masse m en chute vers le
centre du trou noir, nous avons 1

2
mv2 = GmM

R
. Nous établissons la vitesse de libération

vlib =
√

2GM
R

=
√

2Ξc. Le cas limite est donné par vlib = c, donc pour un trou noir dit
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de Schwarzschild (pas de rotation ou spin en anglais) nous avons Ξ = 1
2
au niveau de

l’horizon d’un trou noir. Pour un trou noir dit de Kerr [140] (avec un spin ou rotation
sur lui-même) nous pouvons établir que la compacité est entre 1 et 2. Au niveau de la
singularité, la compacité est considérée comme infinie. Il est aussi possible d’établir une
compacité pour l’Univers observable. En effet, en considérant que l’univers est homogène
et isotrope à grande échelle et les modèles cosmologiques, nous avons un horizon cosmolo-
gique ou rayon d’Hubble. Il s’agit du rapport entre la vitesse de la lumière c et la vitesse de
l’expansion de l’Univers mesurée aujourd’hui H0 (constante Hubble-Lemaître), qui est de
c
H0

= 1× 1023 km [107]. Il est aussi possible de construire avec les mesures des constantes
cosmologiques par la mission Planck [194], la masse de l’Univers observable. Nous consi-
dérons que la matière baryonique et la matière noire représentent aujourd’hui 30% de
la masse de l’Univers Observable lorsque l’énergie noire représente 70%[10]. Ceci nous
conduit à une autre estimation du rayon de L’Univers autour de 4.16 × 1023 km. Ainsi,
le volume de l’Univers observable est donc de VUniv = 4π

3
πR3

Univ ' 3× 1071 km3. Avec les
constantes de l’Univers, il est également possible d’établir une densité moyenne de l’Uni-
vers observable ρ̄Univ = 3H0

8πG
' 1 × 10−26 kg.cm−3. Nous obtenons ainsi une estimation

de la masse de l’Univers Observable MUniv = 6.5 × 1022M�, avec M� = 1.989 × 1030 kg
la masse du Soleil. Les différentes estimations de la compacité sont résumées dans le
tableau 1.1.

La théorie de la relativité générale utilise la notion de l’espace-temps, il s’agit d’un
continuum à quatre dimensions composé d’événements. Pour nous, il s’agira de points
dans l’espace-temps. Ainsi, un événement contient quatre nombres pour coordonnées.
Une suite d’événements liés causalement dans l’espace-temps forment des lignes d’uni-
vers. Il s’agit du chemin d’une particule dans l’espace-temps. En outre, l’espace-temps
en relativité générale est le lieu, au sens spatial et aussi temporel, des actions. Celui-ci
contrairement à la gravitation universelle est aussi affectée par les événements en son
sein.

En physique pré-relativiste, on peut décrire l’espace comme un plan, où chaque évé-
nement est à simultanéité absolue. On y décrit l’évolution temporelle comme une su-
perposition de plans infinis et simultanés. Par conséquence, les grandeurs géométriques
||∆~x|| et ∆t sont indépendantes. En relativité restreinte, on perd la notion de simulta-
néité absolue, deux événements deviendront causaux si leur cône de lumière comporte
une intersection. De plus, on parlera d’intervalle d’espace-temps pour deux événements p
et q, I(p, q) = −c2∆t2 + ||∆~x||2. L’intervalle I est quadratique dans les différences de co-
ordonnées et invariant par changement de référentiel inertiel. Il est aussi appelé métrique
de l’espace-temps de la relativité restreinte ds2, tel que I = ds2 =

∑
α,β ηαβ∆xα∆xβ, avec

(xα) = (t, x, y, z) et ηαβ = diag(−1, 1, 1, 1) la matrice de Minkowski. Nous pourrons re-
marquer que la métrique de la relativité restreinte respecte la géométrie minkowskienne,
celle-ci est, en outre, la même que la métrique de la relativité générale, mais en courbure
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Astre Masse M
(M�)

Taille carac-
téristique R
(km)

Densité
moyenne ρ̄
(gcm−3)

Compacité/-
Paramètre
de gravita-
tion relati-
viste Ξ

Interaction
opposée

Terre 3× 10−6 6400 5.4 ' 7× 10−10 Force
EM de la
structure
cristalline

Soleil 1 696 000 1.4 ' 6× 10−6 Pression de
radiation et
thermique

Naine
blanche

' [0.1, 1.4] ≈ 104 ' [106, 107] ' [10−4,
10−3]

Pression
de dégéné-
rescence des
électrons

Étoile à
neutrons

' [1, 3] ≈ 10 ' 1015 ' [0.2, 0.4] Interaction
forte entre
les baryons

Trou noir
stellaire

≥ 3 8.9
(

M
3M�

)
∅ 1 ∅

Trou noir
supermassif

' [106, 109] 3 × 109(
M

109M�

) ∅ 1 ∅

Univers
Observable

' 6.5× 1022 ' 4.16 ×
1026

' 1× 10−23 3 ∅

Table 1.1 – Tableau de comparaison de différentes estimations de la compacité Ξ pour
différents astres, classées par ordre croissant.
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Figure 1.2 – Schéma illustrant les différences conceptuelles des différences théories de
la physique macroscopique en fonction de la géométrie qu’elle utilise.

nulle.

1.1.2 Gravitation et géométrie

Principe d’équivalence

Le principe d’équivalence est une observation d’universalité du mouvement en chute
libre. En effet, en l’absence de forces extérieures, les mouvements des corps sont indépen-
dants de leur masse et de leur composition. Il s’agit de la propriété fondamentale de la
gravitation, il structure l’espace-temps. De plus, nous comprenons ainsi que la gravita-
tion est avant tout une théorie géométrique. En mécanique newtonienne, nous pouvons
construire deux grandeurs. La première est la masse inertielle mi, celle-ci est la masse
du principe fondamental de la dynamique ~F = mi~a. Celle-ci est liée au mouvement de
l’objet. La seconde grandeur est la masse gravitationnelle mg, il s’agit de la masse qui
provient de la loi universelle de gravitation, il s’agit de la grandeur qui caractérise la
quantité de matière d’un objet. Il s’agit de la masse du poids ~P = mg~g, avec ~g l’intensité
du champ gravitationnel. Pour un objet en chute libre, nous pouvons établir,

~F = ~P −→ mi~a = mg~g −→ ~a =
mg

mi

~g (1.2)

Expérimentalement, on mesure une égalité entre la masse inertielle et la masse gravita-

tionnelle mi = mg. Les dernières mesures du principe d’équivalence η =

∣∣∣(mimg )1
−
(
mi
mg

)
2

∣∣∣
mi
mg

,

établissent une égalité entre les deux masses avec une précision η < 10−15 [234].
Il existe donc deux principes d’équivalence, un faible et un principe fort ou d’Ein-

stein. Le premier établit pour tous les corps, l’égalité entre la masse inertielle et la masse
gravitationnelle. Le deuxième établit que, dans un référentiel localement inertiel, toutes
les lois non gravitationnelles de la nature ont la forme donnée dans le cadre de la rela-
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tivité restreinte. En outre, il s’agit d’affirmer que localement, les effets gravitationnels
d’un champ de pesanteur sont identiques aux effets qu’un corps subit dans un référentiel
accéléré. Autrement dit, il est impossible pour un observateur isolé de différencier l’effet
de pesanteur de l’effet de l’accélération. Ainsi, il y a donc équivalence entre l’accélération
et le champ de marée, les véritables manifestations de la gravité ne peuvent pas être
effacées par un changement de référentiel.

Principe de Mach

En physique pré-relativiste et restreinte, nous considérons la structure de l’espace-
temps comme fixe, celle-ci n’est pas déformée par la présence de corps matériels. Les
référentiels inertiels sont donc indépendants du matériel de l’univers. Nous pouvons établir
que la distribution de l’ensemble de la matière dans l’univers détermine quels référentiels
sont inertiels. Ce principe est le principe de Mach.

Généralisation géométrique

Il est possible de généraliser la géométrie minkowskienne ou plate de la relativité
restreinte dans une géométrie lorentzienne courbe telle que :

ds2 = ηαβdx
αdxβ −→ ds2 = gαβ(x)dxαdxβ (1.3)

Une particule libre a un mouvement inertiel dans cette métrique gαβ(x), c’est le principe
d’équivalence faible. Dans un référentiel localement inertiel gαβ = ηαβ, c’est le principe
d’équivalence d’Einstein. Il est possible d’établir l’équation d’Einstein qui relie la géomé-
trie G[g] à l’énergie et la quantité de mouvement de la matière T .

G[g] =
8πG

c4
T (1.4)

Le champ de marée est équivalent à la courbure de l’espace-temps qui est généré par
l’énergie et la quantité de mouvement de la matière (∆U = 4πGρ). Il est aussi important
de noter que les champs électromagnétiques E et B peuvent également distords l’espace-
temps avec leurs énergies. Nous verrons plus tard qu’il est possible d’introduire les effets
électromagnétiques dans le terme d’énergie impulsion T .
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Figure 1.3 – Cône de lumière d’un photon, avec sa quadri-impulsion pa.

1.1.3 Physique en espace-temps courbe

Ligne d’Univers

Pour un photon, la trajectoire suit les géodésiques de lumière, il s’agit comme sur la
figure 1.3 de la structure intrinsèque de la variété V 1 associée à la métrique gab (V , gab).
Nous nommons la quadri-impulsion pa, le vecteur tangent aux géodésiques du genre lu-
mière telle que gabpapb = 0

Pour une particule, que nous assimilons à un point matériel de massem. La trajectoire
suit les lignes d’univers et forme des courbes de genre temps (L). La quadri-impulsion pa

de la particule est tangent à L et de genre temps, c’est-à-dire, tel que gabpapb = −m2.
Nous pouvons définir le temps propre du quadri-déplacement infinitésimal dla. En

effet, si celui-ci est de genre temps, nous avons ds2 = gabdl
adlb < 0. Si nous associons

le paramétrage P(λ) de L, nous définissons dτ =
√
−gabdladlb =

√
−gabvavbdλ, avec

dlA = vadλ où va est le quadri-vecteur de base. Pour deux points quelconques (p, q) ∈ L
, on écrit τ =

∫ q
p
dτ =

∫ λq
λp

√
−gabvavbdλ. Pour une particule, le quadri-vecteur ua = dla

dτ
,

il s’agit d’un vecteur également tangent à L paramétré par le temps propre tel que,

dτ 2 = −gabdladlb −→ gab

(
dla

dτ

)(
dlb

dτ

)
= −1 −→ gabu

aub = 1 (1.5)

De même qu’en mécanique pré-relativiste, l’impulsion pa est proportionnelle à la vi-
tesse ua avec papa = −m2 et vava = −1 implique pa = mua. Il est également possible de
définir l’énergie E2 = P aPa +m2, E = γm et la quantité de mouvement P a = γmva.

Cinématique Relativiste

Nous avons remarqué qu’en mécanique relativiste, il n’y a plus de simultanéité absolue.
Nous pouvons définir pour un observateur O sur L deux événements sont simultanés, si

1. Nous appelons variété V de dimension n ∈ N∗, l’espace topologique tel qu’en chacun de ses points,
nous pouvons définir un voisinage homéomorphe à un ensemble ouvert Rn
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Figure 1.4 – Schéma de la définition de la simultanéité entre p et q pour un observateur
O sur la courbe L.

et seulement si pour t = 1
2
(t1 + t2), avec t1 et t2 le temps entre l’émission et la réception

de deux photons à deux points différents u1 et u2, nous avons les deux intervalles de genre
lumière −dtna+dtua et −dtna−dtua. Il est possible de montrer que uana = 0 C’est-à-dire
qu’au voisinage de p, pour l’observateur O sur la courbe L, on forme un hyperplan de la
forme linéaire de la variété Tp(V) à ua et est de genre espace.

Cette notion de simultanéité nous permet de construire le facteur de Lorentz et la
vitesse relative. Pour q et q′ simultané pour l’observateur O sur L, nous avons dτ = γdτ ′

où γ est le facteur de Lorentz. De plus, on a V aua = 0 avec V a la vitesse appartenant
au plan local de repos de l’observateur. Ainsi, on définit le déplacement infinitésimal
de q à q′ comme dτV a et la vitesse de O relativement à O′ : V a. On décompose donc
dτ ′u′a = dτua + dτva = γdτ ′(ua + va). On a donc

u′a = γ(ua + va) (1.6)

Nous avons aussi
u′aua = γ(ua + va)ua = −γ (1.7)

et

u′au′a = γ2(ua + va)(ua + va) =⇒ −1 = γ2(−1 + vava) =⇒ γ =
1√

1− vava
(1.8)

avec vava ≥ 0 =⇒ γ ≥ 1, qui décrit la dilatation du temps.

Nous pouvons écrire la décomposition spatiale et temporelle du champ de vitesse va

telle que
va = −(vbub)u

a + (va + (vbub)u
a) (1.9)

avec −(vbub)u
a colinéaire à ua, il s’agit de la composante temporelle de même (va +

(vbub)u
a) est orthogonale à ua, il s’agit de la composante spatiale. Nous utilisons des
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opérateurs de projection tangents et orthogonaux à ua tels que

{
Ka

b = −uaub
kab = δab + uaub

(1.10)

L’équation 1.9 devient

va = Ka
bv
b + kabv

b (1.11)

avec Ka
bu
b = ua et Ka

bu
b = ub = 0 et Ka

cK
c
b = kab, kackcb = Ka

b, il s’agit de nilpotence.

Dynamique Relativiste

En chaque point de sa ligne d’univers, un observateur peut mesurer son accélération
sous forme d’un quadri-vecteur Aa. Il est orthogonal à sa quadri-vitesse ua, il est aussi
de genre espace. L’accélération est une quantité mesurable sans référence à un référentiel
extérieur. Ainsi, chaque accélération est attribuée à une force. Ce qui signifie que la
gravitation n’est pas une force. L’accélération est identifiée avec la courbure des lignes
d’univers telle que Aa = ua∇bu

a. On a donc Aa et ua orthogonaux car :

uaA
a = ua(u

b∇bu
a) =

1

2
ub∇b(u

aua) = 0 (1.12)

Si l’accélération est nulle Aa = 0, nous pouvons écrire ub∇bu
a = 0, ce qui a pour consé-

quence d’induire pour la particule de matière, un mouvement qui suit l’équation de géo-
désie. Il s’agit d’un résultat rassurant et semblable à la mécanique pré-relativiste. Avec
le quadri-vecteur d’accélération on peut définir le quadri-vecteur force F a = mAa =

mub∇bu
a, la force est également orthogonale à la vitesse ua. Par exemple, en relativité

générale, nous pouvons écrire la force de Lorentz :

mub∇bu
a = qF bcuc (1.13)

Par la même occasion nous définissons le tenseur électromagnétique F bcuc = EbFbc

Tenseur d’énergie-impulsion

Le tenseur énergie-impulsion T ab ou Stress-Energy tensor en anglais est un tenseur
de rang deux qui est symétrique. Il décrit tous les aspects énergétiques d’un système,
comme l’énergie interne, la masse, la densité ou encore la viscosité. Il s’agit du flux de
P a à travers une surface de Xb constante.
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Figure 1.5 – Schéma du tube de flux pour la démonstration d’énergie de masse dans un
tube à flux de particules conservées.

(Tαβ) =


T 00 T 10 T 20 T 30

T 01 T 11 · · · · · ·

T 02 ... T 22 . . .

T 03 ... . . . T 33

 (1.14)

Avec T 00 la densité d’énergie, T 0,j et T i,0 les densités d’impulsion, T ii les pressions ou
stress normal et les autres coefficients sont les termes de cisaillement. Le tenseur d’énergie-
impulsion Tab est caractérisé par le champ ua de quadri-vitesse et le champ scalaire de
densité d’énergie de masse ρ ou aussi appelé : densité de particule de volume S ′ de trois
dimensions. Ce dernier, est orthogonal à ua tel que ρ = Nm

S′
avec N le nombre de lignes

d’univers traversant le volume S ′. En l’absence d’interaction, c’est-à-dire Aa = ub∇bu
a =

0, les particules suivent les géodésiques.

Nous allons nous intéresser à la conservation de l’énergie, mais également à la conserva-
tion du nombre de particules. Pour cela, nous considérons un tube de flux (voir figure 1.5)
de volume V et de sections S1 et S2, dans lequel le flux de particules entrant est identique
au flux de particules sortant que l’on écrira Sa tel que

∫
S1

ρua dSa +

∫
S2

ρua dSa = 0 (1.15)

avec uadSa = 0 sur les sections latérales du tube. Nous considérons que le flux de parti-
cules ne sort pas par les côtés du tube.

Ainsi, ∫
STot

ρua dSa = 0 =

∫
V

∇a(ρu
a) dV = 0 (1.16)

Nous avons donc ∇a(ρu
a) = 0 ce qui revient à écrire l’équation de continuité ;

ua∇aρ+ ρ∇au
a = 0 (1.17)
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En remarquant qu’en combinant l’équation des géodésiques ua∇bu
b = 0 et l’équation de

continuité, il est possible d’établir :

ρua∇au
b + ub∇a(ρu

a) = 0 =⇒ ∇aT
ab = 0 (1.18)

Avec T ab = ρuaub. Nous avons donc bien la conservation locale de l’énergie-impulsion.

Symétrie et lois de conservation

Nous parlerons dans ce paragraphe d’isométrie, il s’agit de la symétrie de la métrique,
c’est-à-dire les transformations qui laissent la métrique invariante. Par exemple, si nous
considérons l’espace-temps de Minkowski, pour rappel ds2 = ηµνdx

µdxν tel que ηµν =

diag(−1, 1, 1, 1). Alors, lorsque celui-ci subit la translation Xµ −→ Xµ + a avec a une
constante est invariant. Nous pouvons montrer trivialement que la métrique est inchangée.
Il s’agit donc bien d’une isométrie. De manière générale pour un système de coordonnées,
si nous avons ∂δ∗gµν = 0, cela implique la transformation suivante Xδ∗ =⇒ Xδ∗+ a, avec
a une constante et Xδ∗ est une des coordonnées. Ce qui ne change pas la métrique, c’est
donc une isométrie dans le cas général. Il s’agit d’établir la conséquence de cette isométrie
pour le mouvement des particules sur une géodésie. Pour cela, nous écrivons l’équation
des géodésies dans un système de coordonnées.

0 = pλ∇λpτ = pλ∂λpµ − Γδλµpδ (1.19)

avec Γcab = 1
2
gcb (∂agbd + ∂bgda − ∂dgab) le symbole de Christoffel.

En écrivant les équations du mouvement d’une particule de masse m dans la métrique
gab :

m
dpµ

dµ
=

1

2
(∂µ∗gνλ)p

λpν (1.20)

Et, en supposant, ∂µ∗gνλ = 0 nous déduisons dpµ∗

dµ
= 0. Autrement dit, la conservation de

mouvement de p∗mu. Il convient que cela soit une quantité conservée le long de géodésie.
Il est alors important de constater le besoin d’introduire une description tensorielle. Pour
cela, nous choisissions d’introduire Ka = (∂µ∗)

a = δαµ∗ (∂α)a, de tel que pµ∗ = Kap
a.

dpµ
∗

dτ
= 0 ⇐⇒ pa∇a(Kbp

b) = 0 (1.21)

pa∇a(Kbp
b) = paKb∇ap

b + papb∇aKb =
1

2
papb (∇aKb +∇bKa) (1.22)

avec paKb∇ap
b = 0, car il s’agit d’une conséquence d’une particule suivant sa géodésie.
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Nous démontrons ainsi ce que l’on appelle l’équation de Killing :

∇(aKb) = 0 ⇐⇒ pa∇a(Kbp
b) = 0 (1.23)

avec ∇aKb = 1
2

(∇aKb +∇bKa). Cette équation de Killing est définie à une constante
multiplicative près. Elle est liée à l’intégrale première d’énergie et de moment angulaire.
Pour le tenseur d’énergie-impulsion, nous avons :

∇a

(
T abKb

)
=
(
∇aT

ab
)
Kb + T ab∇aKb =

1

2

(
T ab + T ba

)
∇aKb = T ab∆(aKb) = 0 (1.24)

Donc la conservation de T abKb. Il est possible de généraliser l’équation de Killing au
tenseur de Killing :

∆(aKb1···bn ) = 0 ⇐⇒ pa∆a

(
Kb1···bnp

b1 · · · pbn
)

= 0 (1.25)

1.1.4 Gravitation Relativiste

Tenseur de courbure ou tenseur de Riemann

Avec un transfert parallèle d’un vecteur sur une boucle infinitésimale donnée par Aa

et Bb, nous nous attendons à obtenir la propriété suivante.

δ2

δaδbV c
= Rc

dabV
dAab (1.26)

où V a sont les champs vectoriels de la base naturelle, δa, δb les deux déplacements infinité-
simaux de respectivement Aa et Bb et Rc

dab le tenseur de courbure ou de Riemann. Nous
introduisons également les commutateurs [∇a,∇b]V

b qui mesurent la différence entre le
transfert parallèle le long de A et après B, mais également le transfert parallèle le long
de B et après A.

[∇a,∇b]V
b = ∇a∇bV

c −∇b∇aV
c = ∂a(∇bV

c)− Γdab∇aV
c + Γcae∇bV

e

− (∂b(∇aV
c)− Γdba∇bV

c + Γcbe∇aV
e)

=
(
∂aΓ

c
be − ∂bΓcac + ΓcadΓ

d
be − ΓcbdΓ

d
ae

)
V e −

(
Γdab − Γdba

)
∇d∇c

(1.27)

avec Rc
eab = ∂aΓ

c
be−∂bΓcac+ΓcadΓ

d
be−ΓcbdΓ

d
ae le tenseur de Riemann et T dab = Γdab−Γdba

le tenseur de torsion qui est nul dans notre cas. Ceci conduit à l’égalité sui suit :

[∇a,∇b]V
b = Rc

eabV
b (1.28)

Il en est de même pour le vecteur ωd du champ vectoriel de la base dual : [∇a,∇b]ω
b =

Rc
eabω

b.
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Cette équation nous conduit à établir l’identité de Ricci, il s’agit d’une généralisation
pour un tenseur de rang (k, l) :

[∇a,∆b]X
c1···ck

d1···dl = Rc1
eabX

ec2···ck
d1···dl + · · · −Re

d1ab
Xc1···ck

ed2···dl (1.29)

Le tenseur de Riemann Rc
dab, dans le cas d’un système de coordonnées avec gµν

constant pour tous les µ ν, cela implique que le tenseur de Riemann est nul Rc
dab = 0,

l’espace est donc plat. La réciproque est aussi juste, pour un espace plat, nous avons
Rc

dab = 0 ce qui implique que gµν constant pour tous les µ ν. Le tenseur contient les
dérivées premières et secondes de la métrique. Ce tenseur est également symétrique,
c’est-à-dire :

Rcdab = −Rcdba −→ Rvd(ab) = 0

Rcdab = −Rdcab −→ R(cd)ab = 0

Rcdab = −Rabcd

Rcdab +Rcabd +Rcbda = 0 −→ Rc[dab] = 0 and R[cda]b = 0

R[cdab] = 0

(1.30)

Par conséquent, il y a donc 1
12
n2(n2− 1) composantes indépendantes avec n la dimension

du tenseur de Riemann.
Avec les propriétés de symétrie, nous pouvons établir l’identité de Bianchi. En effet,

Rcdab = −Rdcab −→ R(cd)ab = 0 conduit à écrire ∇[eRcd]ab = 0 ainsi on déduit ∇eRcdab +

∇cRdeab +∇dRecab = 0. Nous pouvons écrire aussi le tenseur de Ricci,

Rab = Rc
acb (1.31)

avec Rab = Rba, on construit le tenseur de Ricci en réduisant le tenseur de Riemann avec
la métrique Rab = gcdRcadb.

De la même manière, on construit le scalaire de Ricci qui lui aussi à son tour est la
réduction du tenseur de Ricci avec la métrique.

R = Ra
a = gabRab (1.32)

En utilisant l’identité de Bianchi et en la contractant à deux reprises avec la métrique,
nous obtenons :

∇a

(
Rab −

1

2
Rgab

)
= 0 (1.33)

Nous en déduisons le tenseur d’Einstein Gab = Rab − 1
2
Rgab

Dans le but de résumer ce paragraphe, nous allons regarder le calcule de tous les
tenseurs présentés dans cette partie sur la 2-sphère définie par ds2 = a2(dθ2 + sin2 θdφ2)
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avec gµν =

(
a2 0

0 a2 sin2 θ

)
. Nous avons donc

Γabc : Γθφφ = − sin θ cos θ Γφθφ = Γφφθ = cot θ

Rc
dab : Rθ

φθφ = − sin2 θ Rθφθφ = a2 sin2 θ

Rab : Rθθ = gφφRθφθφ = 1 Rφφ = sin2 θ

R : R = gθθRθθ + gφφRφφ = 2
a2

Gab : Gθθ = Rθθ − 1
2
Rgθθ = 0 Gφφ = Rφφ − 1

2
Rgφφ = 0

(1.34)

Déviation des géodésiques

Dans ce paragraphe, nous allons étudier le comportement d’une famille de géodésiques
du genre temps γs(t) pour tout s ∈ R. γs(t) est une géodésique paramétrisée par le
paramètre t. Cette famille définie définit une surface à deux dimensions, nous appelons
surface, l’ensemble des points Xµ(d, t). Il existe ainsi deux types de champ de vecteur, les
vecteurs tangents à la surface T a = (∂t)

a et les vecteurs de séparation T a = (∂s)
a. Nous

définissons ainsi la vitesse relative entre les géodésiques va = T b∇bS
a et l’accélération

relative entre les géodésiques Ba = T b∇bv
a.

En conséquence, nous construisons le commutateur de deux vecteurs comme

[X, Y ]a = Xb∂bY
a − Y b∂bX

a =(a) Xb∇bY
a − Y b∇bX

a (1.35)

nous notons que l’égalité (a) est vraie si est seulement s’il n’a pas de torsion.
Pour les deux champs de vecteurs présentés précédemment, nous avons la version de

la commutation sans torsion

[S, T ]a = Sb∇bT
a − Sb∇bT

a = 0 (1.36)

Nous pouvons ainsi calculer l’accélération relative entre deux géodésiques :

Ba = T b∇bv
a = T b∇b (T c∇cS

a) =(a) T b∇b(S
c∇cT

a)

=(b) (T b∇bS
c)(∇bT

a) + T bSc∇b∇c = (Sb∇bT
c)(∇cT

a) + T bSc(∇c∇bT
a +Ra

adcT
d)

= Ra
dbcT

dT bSc

(1.37)

nous obtenons cette égalité (a), car nous avons montré que les deux champs de vec-
teurs S et T commutent au sens de la relativité générale. L’égalité (b) est obtenue
avec la règle de Leibnitz ∇c (T a1···ak

b1···nlS
a1···al

b1···bn) = (∇cT
a1···ak

b1···nl)S
a1···al

b1···bn +

T a1···ak
b1···nl (∇cS

a1···al
b1···bn). Nous remarquons que l’accélération relative entre deux géo-
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désiques voisines est proportionnelle au terme de courbure de l’espace-temps, il s’agit du
tenseur de Riemann. Il s’agit ici de la manifestation de la force de marée.

Équation d’Einstein

En gravitation pré-relativiste ou Newtonienne, nous utilisons d’une part, le principe
fondamental de la dynamique ~a = −~∇Φ et l’équation de Poisson ∆Φ = ~∇2Φ = 4πρ. Ainsi,
pour deux corps séparés par ~s dans un potentiel Φ l’accélération relative est donnée par
~̈s = −(~s · ~∆)~∇Φ.

En relativité générale, il est possible de faire l’analogie de l’effet de marée avec la
dérivation ds géodésique de tel que ~̈s = −(~s · ~∆)~∇Φ devient uc∇c(u

b∇bs
a) = Ra

dbcu
aubsc

avec −∂a∂cΦ équivalent à −Ra
dcbu

aub. Le terme ∆Φ = ∂a∂aΦ est lui équivalent à Rabu
aub.

Nous pouvons aussi trouver une analogie à la masse volumique ρ. En effet, nous pouvons
faire un parallèle entre la densité d’énergie de masse vue par un observateur avec ua,
Tabu

aub et l’équation de poisson. Pour cela, il est possible d’essayer Rab = 4πG
c4
Tab, ceci

n’est pas concluant, car si nous avons ∇aTab = 0 cela implique ∇aRab = 0 mais d’après
l’identité de Bianchi nous avons ∇a(Rab − 1

2
Rgab) = 0. Ce qui nous conduit à écrire que

si ∇aRab = 0 nous avons ∇aR = 0, cela implique ∂aR = 0 et ∂aT = 0 et donc nous avons
R et T constants. Ainsi, nous établissons l’équation d’Einstein

Rab −
1

2
Rgab =

8πG

c4
Tab (1.38)

Nous pouvons aussi l’écrire

Gab =
8πG

c4
Tab (1.39)

avec Gab = Rab − 1
2
Rgab. L’identité de Bianchi s’écrit ∇aGab = 0, celle-ci implique donc

∇aTab. Nous avons donc bien la conservation locale de l’énergie-impulsion. Il s’agit d’une
conséquence de l’équation d’Einstein. L’équation d’Einstein permet aussi d’établir la pro-
priété fondamentale de la gravitation relativiste. En effet, la géométrie de l’espace-temps
Gab = Rab− 1

2
Rgab est générée par les distributions locales de masse et d’énergie Tab. Au-

trement dit la gravité n’existe pas, il s’agit d’une conséquence de la déformation locale de
l’espace-temps générer par la distribution de masse et d’énergie. Il existe des formulations
alternatives, en effet, en contractant l’équation d’Einstein avec la métrique gab.

R− 1

4
R4 =

8πG

c4
T =⇒ R = −8πG

c4
T (1.40)

en utilisant gabgab = 4. Nous avons finalement cette nouvelle équation analogue :

Rab =
8πG

c4

(
Tab −

1

2
Tgab

)
(1.41)

L’une des caractéristiques est la non-linéarité du champ gravitationnel couplé avec lui-
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même. Nous avons entre autres pour un fluide parfait T ab = (E + P )uaub + Pgab, où
E = γ2ρc2 est la densité énergie et P la pression du fluide parfait. En effet, en champ
faible pour un système de coordonnées (xµ) = (ct, x, y, z) la métrique s’écrit :

gµνdx
µdxν = −

(
1 +

Φ

c2

)2

c2dt2 +

(
1 +

Φ

c2

)−2

(dx2 + dy2 + dz2)

' −
(

1 + 2
Φ

c2

)
c2dt2 +

(
1− 2

Φ

c2

)
(dx2 + dy2 + dz2)

(1.42)

le potentiel gravitationnel Newtonien dans la limite pré-relativiste respecte |Φ| � c2. Il
est possible de remarquer qu’en utilisant l’équation d’Einstein avec un fluide parfait non-
relativiste, c’est-à-dire p � ρc2, l’équation d’équation d’Einstein se réduit à une unique
équation qui est l’équation de Poisson ∆Φ = 4πGρ.

Une deuxième caractéristique de l’équation d’Einstein est que cette équation implique
qu’une particule libre suit les géodésiques. En effet, nous avons pour une particule libre
T ab = ρuaub et donc ∇aG

ab = 0 qui implique ∇aT
ab = 0. Nous démontrons que lorsque

ub∇a(ρu
a) = 0 ce dernier caractérise la conservation de la masse, ρua∇au

b+ub∇a(ρu
a) =

0. Nous en déduisons ua∇au
b = 0, autrement dit les particules libres suivent bien les

géodésiques. Dans les années 1930, on se rend compte de l’expansion de l’univers, Einstein
voulant conserver les conséquences de son équation, rajoute un paramètre, que l’on nomme
constante cosmologique Λ. pour écrire l’équation d’Einstein d’un Univers accéléré :

Rab −
1

2
Rgab + Λgab =

8πG

c4
Tab

Rab −
1

2
Rgab =

8πG

c4

(
Tab −

Λc4

8πG
gab

)
=

8πG

c4
T ′ab

(1.43)

Λ est une constante qui exprime l’accélération de l’expansion de l’Univers. Nous l’inter-
prétons comme une pression négative, et par ailleurs comme une énergie sombre ou dark
energy en anglais. Ceci est obtenu en modifiant le tenseur d’énergie impulsion de l’Univers
T ′ab. L’ajout de cette constante ne change en rien les propriétés établies avec l’équation
d’Einstein sans l’ajout. En effet, les résultats obtenus sont des conséquences de calculs
utilisant des grandeurs dérivées. De plus, la relativité générale d’Einstein est une théorie
différentielle et par conséquent, les conclusions sont toujours vraies à une constante près.
La nouveauté de cet ajout est le changement de la nature de l’Univers. En effet, l’ajout
de cette constante a préalablement été introduit par Einstein pour empêcher l’Univers
d’avoir une histoire. Il l’introduit pour tuer l’évolution de l’Univers. Il reconnaîtra qu’il
s’agit de la plus grosse erreur de sa vie.

Dans le cadre d’un univers isotrope et homogène à grande échelle (pour notre univers,
nous parlons de 100 Mpc) nous établissons une nouvelle équation d’Einstein. Nous enten-
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dons isotrope si et seulement si les propriétés de l’univers sont les mêmes dans toutes les
directions, et homogène si et seulement s’il n’y a pas d’observateur de l’Univers privilégié.
Autrement dit l’observation de l’univers ne dépend pas de la position de l’observateur.

1.2 Cosmologie

La cosmologie est l’étude de l’Univers, elle regroupe l’étude de son origine, de sa na-
ture, de sa structure et de son histoire. Contrairement à l’astrophysique qui est l’étude
des objets contenus dans l’Univers, la cosmologie est l’étude du contenant. Elle est de-
venue une science lorsqu’on a pris conscience que l’Univers lui aussi avait une histoire.
Dans les années 1920, Edwin Hubble s’est intéressé à des nuages appelaient nébuleuses.
Aujourd’hui, nous savons qu’il s’agit de galaxies. Il a remarqué en 1929 [129] que toutes
les nébuleuses s’éloignent de nous de la même manière. Dès 1927 [157], l’abbé Georges
Lemaître, en se fondant sur les observations, montre que l’Univers est en expansion en
démontrant que les galaxies s’éloignent les unes des autres. De plus, l’effet est plus impor-
tant pour les galaxies qui nous sont plus lointaines. En inversant l’écoulement du temps, il
montre que les galaxies semblent toutes se rapprocher. Si l’on se permet d’aller plus loin,
l’Univers a donc une "naissance" que l’on nomme le Big Bang. Plus tard, on se rendra
compte qu’il s’accompagne d’une dilatation de la température de l’Univers. En effet, il
semble être de plus en plus froid. On parle aujourd’hui plus volontiers de Big Bang chaud.

1.2.1 Solution cosmologique dans un cadre d’un espace symé-

trique

Le premier principe de la cosmologie est de considérer un univers isotrope et homo-
gène partout, pour des échelles que l’on considère comme suffisamment grandes. Nous
considérons un espace isotrope si et seulement si pour un point p de l’espace, nous avons
pour deux vecteurs V et W appartenant à la trajectoire d’une particule pansant par p,
une isométrie qui laisse p invariante et transforme V en un vecteur colinéaire à W . Au-
trement dit, les propriétés de la physique sont les mêmes partout dans l’Univers. Nous
définissons le concept d’homogénéité tel que pour toute paire de points p et q qui appar-
tiennent à un espace, il existe une isométrie qui fait passer p à q. C’est-à-dire que les lois
de la physique sont indépendantes de la direction. Les deux concepts d’homogénéité et
d’isotropie impliquent que l’Univers est symétrique. D’après l’équation 1.23 nous avons
au maximum n(n+1)

2
vecteur de Killing, dans notre espace-temps à 4 dimensions, nous

avons donc 10 vecteurs de Killing. Dans son cours sur la relativité générale Spacetime
and Geometry , Sean Carroll démontre qu’homogénéité et isotropie de l’Univers ont pour
conséquence d’avoir K et R constants sur toute la variété de l’Univers.
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Rc
dab = K (δcagdb − δcbgda) (1.44)

avec K = R
n(n−1)

. Nous pouvons donc établir que l’espace-temps cosmologique de dimen-
sion n = 4, peut-être assimilé à une métrique lorentzienne symétrique dont K est le
paramètre de courbure de l’Univers. Nous avons donc trois Univers possibles :

— K = 0 : il s’agit de l’espace-temps de Minkowski, celui de la relativité restreinte
et celui de l’espace-temps plat sans distribution de masse-énergie.

— K > 0 : il s’agit de l’espace-temps à courbure positive de Sitter. Dans ce cas, nous
utilisons la métrique hyperbolique de quatre dimensions plongées dans un espace
plat de Minkowski de dimension cinq, tel que

ds2
Sitter = −du2 + dx2 + dy2 + dz2 + dw2 (1.45)

Les trajectoires dans cet Univers sont des hyperboloïdes (−u2 +x2 +y2 +z2 +w2 =

α2, avec α une constante), nous introduisons les quatre paramètres de la métrique
de Sitter (t, χ, θ, ϕ) en fonction des paramètres de la métrique de Minkowski à cinq
dimensions (u, x, y, z, w), tel que

ds2
Sitter = −c2dt2 − α2 cosh2 ct

x

(
dχ2 + sin2 χ

(
dθ2 + sin2 ϕdϕ2

))
(1.46)

avec dΩ2
2 = dθ2 + sin2 ϕdϕ2 la métrique sphérique et symétrique de dimension

deux S2 et de même dΩ2
3 = dχ2 + sin2 χ

(
dθ2 + sin2 ϕdϕ2

)
la métrique sphérique

et symétrique de dimension trois S3. Dans ce cas, nous avons α = 1√
K
.

— K < 0 : il s’agit de la métrique en espace-temps d’anti-Sitter à courbure négative.
De la même manière que pour l’espace de Sitter, nous pouvons introduire une
métrique hyperbolique de dimension quatre (t, ρ, θ, ϕ) dans une métrique plate de
dimension 5 (U, V,X, Y, Z), tel que

ds2
anti−Sitter = −dU2 − dV 2 + dX2 + dY 2 + dZ2 (1.47)

En utilisant l’hyperboloïde (−U2 − V 2 + X2 + Y 2 + Z2 = −α2, avec α = Cst),
nous arrivons à la métrique d’anti-Sitter à quatre dimensions :

ds2
anti−Sitter = −c2 cosh2 ρdt2 + α2

(
dρ2 + sinh2 ρ

(
dθ2 + sin2 ϕdϕ2

))
(1.48)

avec dΩ2
2 = dθ2+sin2 ϕdϕ2 la métrique sphérique et symétrique de dimension deux

S2. Dans ce cas, nous avons α = 1√
−K .
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Tenseur d’énergie-impulsion pour la cosmologie

Le tenseur de l’énergie-impulsion en dimension 4 s’écrit comme

Rab = Rc
acb = K (δccgab − δcbgac) = 3Kgab (1.49)

avec l’équation d’Einstein, nous pouvons écrire

Gab = Rab −
1

2
Rgab = 3Kgab −

1

2
Rgab

= 3Kgab −
1

2
(n(n− 1)K) gab = −3Kgab

(1.50)

Nous avons donc

Tab = −3c4K

8πG
gab (1.51)

Ici Tab corresponds à une constante cosmologique, c’est-à-dire dans le cas d’un
fluide parfait nous avons ρ = −P = 3c4K

8πG
, ce qui correspond à une pression néga-

tive, on parlera d’énergie du vide. Pour résumer, nous avons

K = 0 =⇒ ρ = 0 =⇒ 5-Minskowski

K < 0 =⇒ ρ < 0 =⇒ anti de Sitter

K > 0 =⇒ ρ > 0 =⇒ de Sitter.

(1.52)

1.2.2 La métrique de Friedmann Lemaître

Robertson Walker (FLRW)

Nous conservons la métrique symétrique des coordonnées spatiales, auxquelles nous
ajoutons l’évolution temporelle en t pour la rendre plus générale. Il s’agit d’une construc-
tion en feuillet, tel que le temps apparaît indépendant des dimensions spatiales. En effet,
nous voulons des lois de la physique qui ne changent pas de nature au cours du temps et
qu’ils n’aient pas de changement des propriétés en fonction des zones de l’Univers. Nous
avons donc un temps dit cosmologique, tel que celui-ci respecte la métrique :

ds2 = −dt2 +R2(t)dσ2 (1.53)

avec dσ2 = γij(u)duiduj, (u1, u2, u3) sont les coordonnées la métrique des hypersurfaces
spatiales et symétriques de dimension 3, R(t) = R0a(t) le facteur d’échelle. Il s’agit du
rayon de courbure des sections spatiales. Nous pouvons aussi utiliser la notation a(t)

pour parler du facteur d’échelle avec a0 = a(ttoday) = 1. Dans ce cas, t0 désigne le temps
d’aujourd’hui, mais également de l’âge de l’Univers. Ainsi, les coordonnées comobiles de
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l’Univers sont (t, u1, u2, u3) pour un observateur immobile (ui = Cst), nous avons dσ = 0.
L’observateur comobile est en chute ligne. De plus, pour cet observateur τ = t et l’Univers
est isotrope.

Métrique de l’hypersurface spatiale et symétrique de dimension 3

Dans le cas d’une dimension n = 3, nous avons K = R
6
(voir équation 1.44) et

Rijkl = K (γikγjl − γilγjk)

Rij = γklRijkl) = 2Kγjl
(1.54)

La symétrie sphérique implique que nous pouvons réécrire la métrique dσ2 avec la
métrique de Schwarzschild [218] tel que

dσ2 = γij(u)duiduj = e2β(r)dr2 + r2dΩ2
2 (1.55)

Les composantes du tenseur de Ricci Rab sont

R11 =(1) 2

r
∂rβ = 2Kγ11 = 2Ke2β(r)

R22 =(2) e−2β (r∂rβ − 1) + 1 = 2Kγ22 = 2Kr2

R33 =(3)
[
e−2β (r∂rβ − 1) + 1

]
sin2 θ = 2Kγ33 = 2r2 sin2 θ

(1.56)

En introduisant l’égalité (1) dans (2) et (3) nous obtenons Kr2 − e−2β + 1 = 2Kr2 et
e−2β = −Kr2 + 1. Nous avons donc une nouvelle forme de la métrique,

dσ2 =
dr2

1−Kr2 + r2dΩ2
2 (1.57)

Nous pouvons montrer que dσ2 est invariante sous l’homothétie λ−1 est une constante.
Nous introduisons le paramètre de courbure k = (−1, 0, 1), avec λ =

√
|k|. Ainsi avec

le paramètre χ, tel que dχ = dr√
1−kr2

. Les trois cas possibles de courbure donnent une

condition sur la forme de r, tel que r = SK(χ) :

SK(χ) =


sinχ, k = 1

χ, k = 0

sinhχ, k = −1

(1.58)

Nous avons finalement :

dσ2 = dχ2 + S2
K

(χ)dΩ2
2 (1.59)

Résumé de la métrique de l’hypersurface spatiale et symétrique de dimension
3
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— K = 0 : espace-temps plat, espace euclidien → dσ2 = dχ2 + χ2dΩ2
2

— K = 1 : espace-temps fermé, espace de trois-sphère S3 → dσ2 = dχ2 + sin2 χdΩ2
2

— K = −1 : espace-temps ouvert, espace hyperbolique H3→ dσ2 = dχ2+sinh2 χdΩ2
2

Métrique de l’espace-temps Nous avons montré que le principe cosmologique a pour
conséquence une métrique de l’espace-temps en feuille. Nous rajoutons donc à la métrique
de l’hypersurface spatiale et symétrique de dimension 3, le paramètre temporel t tel que :

ds2 = −dt2 +R2(t)

[
dr√

1− kr2
+ r2dΩ2

2

]
(1.60)

Il s’agit de la métrique de FLRW.

Transformation des coordonnées Le facteur d’échelle R(t) peut être transformé
sans dimension tel que R(t) → R(t)

R0
= a(t), avec R0 = R(t0). Ainsi, r et k deviennent

respectivement rR0 = r et k
R2

0
= k. Nous avons donc une nouvelle forme de la métrique

de FLRW :

ds2 = −dt2 + a2(t)

[
dr√

1− kr2
+ r2dΩ2

2

]
(1.61)

Il existe un lien entre la distance physique et comobile, telle que la distance physique
dph(t) = a(t)dcom = a(t)dc

Symbole de Christoffel Nous écrivons uniquement les composantes non nulles et
introduisons ȧ = da

dt
.

Γ0
11 =

aȧ

1− kr2
,Γ0

22 = aȧr2,Γ0
33 = aȧr2 sin2 θ

Γi0i =
ȧ

a
,Γ1

11 =
kr

1− kr2
,Γ1

22 = −r(1− kr2),Γ1
33 = −r(1− kr2) sin2 θ

Γ2
12 = Γ3

13 =
1

r
,Γ2

33 = − sin θ cos θ,Γ3
22 = − cot θ

(1.62)

Tenseur et scalaire de Ricci Nous écrivons uniquement les composantes non nulles
et introduisons ä = dȧ

dt
.

R00 = −3
ä

a
, R11 =

aä+ 2ȧ2 + 2k

1− ka2
, R22 = r2(aä+ 2ȧ2 + 2k)

R33 = r2(aä+ 2ȧ2 + 2k) sin2 θ

(1.63)

Le tenseur de Ricci est la courbure de l’espace-temps,
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R = 6

[
ä

a
+

(
ȧ

a

)2

+
k

a2

]
(1.64)

1.2.3 Équation Friedmann

Tenseur d’énergie-impulsion

Nous calculons le tenseur d’énergie-impulsion d’un fluide parfait, au repos en coor-
données comobiles donc isotrope dans notre Univers.

Ainsi, nous avons pour uµ(1, 0, 0, 0),

Tµν = (ρ+ P )uµuν + Pgµν =

(
ρ 0

0 gijP

)
(1.65)

et

T µν = gσµTσν =


ρ 0 0 0

0 P 0 0

0 0 P 0

0 0 0 P

 (1.66)

donc, le scalaire de l’énergie-impulsion est donc T = T µµ = −ρ+ 3P .
La condition de conservation locale du tenseur d’énergie-pulsion (∇aTab = 0) selon la

composante 0, nous permet d’écrire

0 = ∇µT
µ

0 = ∂µT
µ

0 + ΓµµλT
λ

0 − Γλµ0T
µ
λ

0 = −∂tρ+ 3
ȧ

a
(ρ+ P )

(1.67)

Nous en déduisons l’équation d’état de l’Univers P (ρ) = ωP , avec ω constant pour les
fluides les plus simples tels que

ρ̇

ρ
= −3(1 + ω)

ȧ

a
=⇒ ρ ∝ a−3(1+ω) (1.68)

L’Univers contient 3 types de matières qui ont des équations de densité d’énergie :
— Matière baryonique, il s’agit de la matière non-relativiste, elle comporte les ba-

ryons, la matière noire froide 2 et la poussière. Celle-ci à Pµ ' 0 donc Ωµ ' 0,
ce qui conduit à ρM ∝ a−3, de plus, nous avons l’énergie totale de cette espèce

2. La matière noire est le nom donné à une espèce de matière hypothétique qui n’émet pas de lumière
(noire) et qui ne participe pas à la thermodynamique de son environnement (froid), elle a été rajoutée
comme un ingrédient de l’Univers à la suite d’un échec. En effet, nous n’arrivons pas à expliquer la distri-
bution de vitesse de rotation des grandes structures comme les galaxies avec la mécanique Newtonienne.
Si on rajoute un terme de masse froide et noire, il est possible de retrouver un accord entre la théorie et
les observations. C’est le physicien Fritz Zwicky, [254] qui en 1937 parle en premier de matière noire.
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Etot = ρa−3 qui est constante.
— Matière rayonnante, il s’agit de l’espèce relativiste qui englobe les photons, les

neutrinos légers ou les axions. Pour cette espèce, on écrit le tenseur d’énergie
impulsion comme,

T abR = Tem
ab = F acF b

c −
1

4
gabFcdFcd (1.69)

Le scalaire de l’énergie impulsion est nul tel que TR = T aRa = 0 implique TR =

−ρR + 3PR =⇒ PR = 1
3
ρR et donc pour cette espèce, nous avons ωR = 1

3
. Nous

avons donc la densité d’énergie ρR ∝ a−4, ainsi l’énergie totale Etot = ρRa
3 n’est

pas conservée.
— Énergie du vide, il s’agit de la constante cosmologique Λ. Pour cette espèce la

pression est négative telle que nous avons PΛ = −ρΛ. Ce qui nous permet d’avoir
ωΛ = −1. Ainsi, la densité d’énergie décrit ρΛ ∝ a0 = Cst, l’énergie n’est donc pas
dilatée.

Équation de Friedmann

Pour rappel, nous pouvons écrire le tenseur de Ricci comme Rab = 8πG
c4

(
Tab − 1

2
gabT

)
.

Dans le cas particulier de notre Univers, nous avons :

R00 : −3
ä

a
=

4πG

c4
(ρ+ 3P )

R11, R22, R33 :
ä

a
+ 2

(
ȧ

a

)2

+ 2
k

a2
=

4πG

c4
(ρ+ P )

(1.70)

En combinant les deux équations suivantes, nous pouvons obtenir deux équations
différentielles sur le facteur d’échelle.

(
ȧ
a

)2
=(a) 8πGρ

3c4
− k

a2

ä
a

=(b) −4πG
3c4

(ρ+ 3P )
(1.71)

Il s’agit des équations de Friedmann, elles expriment comment le facteur d’échelle a(t)

s’exprime selon le temps cosmologique t. L’équation (a) fait le lien entre le taux d’ex-
pansion ou paramètre d’Hubble que l’on définit comme H = ȧ

a
, avec la densité d’énergie

des composantes de l’Univers ρ(a) et la courbure de l’Univers. Tandis que l’équation (b)

relie la dérivée du taux d’expansion Ḣ = ä
a
et le terme d’énergie-impulsion de l’Univers.

Sachant que le facteur d’échelle est une grandeur positive, il s’agit du rapport entre deux
longueurs. Ce terme caractérise la manière dont la distance entre deux objets immobiles
dans l’Univers varie. C’est donc la grandeur qui rend compte de l’expansion de l’Univers.
Ainsi, si nous regardons l’équation (b), nous remarquons qu’il existe deux régimes compte
tenu du signe de la dérivée seconde du facteur d’échelle tel que :
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 ä < 0 ⇐⇒ P > −ρ
3

ä ≥ 0 ⇐⇒ P ≤ −ρ
3

(1.72)

Le deuxième cas correspond au cas de l’énergie du vide Λ avec une densité d’énergie ρ
positive nous avons une pression négative. Donc, si l’Univers a une expansion accélérée
(Cas ä ≥ 0), celui-ci doit nécessairement contenir un élément qui tient le rôle de constante
cosmologique. Aujourd’hui, nous parlons d’énergie sombre en l’absence de compréhension
de la nature de l’effet.

Nous introduisons le paramètre de densité Ω = 8πG
3c2H2

0
ρ = ρ

ρc
, avec ρc la densité critique

de l’Univers ou paramètre cosmologique de densité réduite. Ω est une grandeur sans
dimension. Nous réécrivons l’équation de Friedmann tel que H2 = 8πG

3c2
ρ− k

a2 =⇒ Ω− 1 =
k

H2a2 . Ainsi, nous avons trois cas possibles pour l’Univers en fonction de la valeur du
paramètre de densité de l’Univers.

ρ < ρc ⇐⇒ Ω < 1 ⇐⇒ k < 0

ρ = ρc ⇐⇒ Ω = 1 ⇐⇒ k = 0

ρ > ρc ⇐⇒ Ω > 1 ⇐⇒ k > 0

(1.73)

Nous en déduisons que la connaissance et la mesure de la courbure de l’Univers nous
renseignent sur la densité d’énergie de l’Univers.

Nous pouvons poser ρ(t) =
∑

i ρi(t) = ρm + ρr + ρΛ + ρk. Il s’agit de décomposer
la densité d’énergie de l’Univers sur les i espèces de l’Univers avec respectivement ρm,
ρr, ρΛ, ρk, les densités d’énergie de la matière baryonique, relativiste, d’énergie sombre
et de k-courbure. Nous introduisons la k-courbure dans la densité d’énergie telle que
ρk(t) = − 3c4k

8πGa(t)2 pour avoir ρ = ρc. Ainsi, pour chaque espèce, nous avons Ωi(t) = ρi(t)
ρc

.
L’équation (a) de Friedmann 1.71 peut se réécrire comme

H2 = H2
0

∑
i 6=k

Ωi(t)− k
c2

R2(t)
(1.74)

avec Ωk = −k c2

H2
0R

2(t)
= −k

(
RH0(t0

R(t)

)2

, avec RH(t) = c
H(t)

le rayon d’Hubble, nous avons
donc H2(t) = H2

0

∑
i Ωi(t). Donc à t = t0, nous avons∑
i

Ωi,0(t) = 1 ⇐⇒ Ωm,0 + Ωr,0 + +ΩΛ,0 + Ωk,0 = 1 (1.75)

avec Ω0 = Ωm,0 + Ωr,0 + +ΩΛ,0. Nous avons Ωk,0 = 1− Ω0.

Les mesures d’aujourd’hui de la géométrie de l’univers nous laissent penser que l’Uni-
vers serait plat, en effet, la mesure à 95% CL de Planck+WP+BAO [17], nous laisse
à penser que l’espace est euclidien (k = 0) avec une vitesse d’expansion modérée de
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67.66± 0.42 km/s/Mpc. En effet, nous avons

|Ωk,0| < 5× 10−4 (1.76)

Ce résultat provient de la mesure du modèle Λ-CDM (voir 1.2.5).

Solution de Friedmann-Lemaître

L’équation de Friedmann conduit à H2 ∝ ρ = ρ0a
−n avec n la pente d’une espèce

i, ainsi nous montrons qu’il y a deux solutions à ȧ
a
∝ a−n, il s’agit des solutions de

Friedmann-Lemaître telles que :  a(t) ∝ t2/n, 6= 0

a(t) ∝ eHt, = 0
(1.77)

Le cas n = 0 correspond à la constante cosmologique telle que H(t) = cst. Nous pouvons
montrer que l’Univers peut faire un recollapse, c’est le cas pour ȧ < 0 (Big-Bang dans
l’autre sens), si ΩΛ < 0, mais également si pour ΩΛ ≥ 0, Ωm est suffisamment large.

1.2.4 Distance et Redshift

Redshift cosmologique

La métrique de FLRW ne comporte pas de vecteur de Killing du genre temps, mais
il existe un tenseur de Killing tel que, pour le quadri-vecteur d’un observateur comobile
ua (uµ = (1, 0, 0, 0)), nous avons

Kab = a2(gab + uaub) (1.78)

avec ∇(cKab) = 0, nous avons Xa∇a(KbcX
bXc) = 0, le long d’une géodésique avec le

vecteur tangent Xa, tel que pour rappel Xa = dxa

dλ

Nous en déduisons, K2 = KabX
aXb = a2[XaXa + (uau

a)2].
Pour une particule massive, nous avons λ = τ (temps propre de la particule), Xa

devient V a (quadri-vitesse d’une particule) tel que V aVa = −1. En coordonnées comobiles
nous avons (V 0)2 = 1 + |~V |2, où |~V |2 = gijV

iV j et VµV µ = −V 0.
Donc,

K2 = a2[−1 + (1 + |~V |2)] = a2|~V |2 =⇒ |~V | = K

a
∝ a−1 (1.79)

Il s’agit du cas particulier du gaz refroidi pendant l’expansion de l’Univers.
Pour un photon, nous utilisons l’équation des géodésiques telle que Xa devient P a =

dXa

dλ
, où P aPa = 0 et
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K2 = a2(UaP
a)2 =⇒ UaP

a =
K

a
=⇒ −ω =

K

a
(1.80)

avec ω = −K
a

la pulsation du photon. Ce qui nous permet de déduire entre l’émission et la
réception du photon par l’observateur l’égalité suivante ωobs

ωem
= aem

aobs
et donc nous pouvons

établir le redshift cosmologique z,

z = zem =
λobs − λem

λem
=
ωem
ωobs
− 1 =

aobs
aem
− 1 (1.81)

et donc de manière générale a(t0)

a(tem)
= z + 1, pour t0 = today :

aem =
1

1 + zem
(1.82)

Dans le cas particulier de l’espace-temps plat, il n’y a pas d’effet Doppler une galaxie
au repos émettant un photon νem vers une galaxie au repos qui absorbe le photon νobs,
nous avons νem = νobs. Dans le cas d’un espace-temps courbe, nous émettons un photon à
t0 = today avec a(t0) = 1 et ȧ(t0) = 0. À t1 le photon est dans l’Univers en expansion tel
que ȧ(t1) > 0, enfin le photon est absorbé à t2 par une galaxie telle que ȧ(t2) = 0. Nous
avons donc νobs

νem
= aem

aobs
< 1. Il est important de noter ici que les ondes gravitationnelles

sont également soumises au redshift cosmologique.

1.2.5 Limites du modèle standard de la cosmologie

Le résultat de la mesure de la courbure de l’Univers peut-être vu comme un problème.
En effet, si l’on reprend l’équation H2(t) = 8πG

3c2
ρ(t) − k c2

R2(t)
, nous avons pour k = 0 la

densité critique en fonction de a(t) qui s’écrit ρc(a(t)) = 3c2H2(a)
8πG

et Ωi(a) = ρi(a)
ρc(a)

alors

l’équation de Friedmann nous permet d’écrire 1 − Ω(a) = −k
(
RH(a)
R(a)

)2

= Ωk(a) et donc

|Ωk(a)| =
(
RH(a)
R(a)

)2

. Si l’on considère l’ère de domination de la matière (l’époque où Ωm

est la plus grande composante), nous avons a(t) ∝ t2/3, c’est-à-dire H ∝ t−1, ce qui
nous permet d’écrire |Ωk| ∝

(
t

t2/3

)2 ∝ t2/3 ∝ a. Pour l’ère de rayonnement, nous avons
a(t) ∝ t1/2, c’est-à-dire H ∝ t−1, et donc |Ωk| ∝

(
t

t1/3

)2 ∝ t ∝ a2. Nous comprenons
qu’une valeur de courbure |Ωk| très petite aujourd’hui implique qu’elle doit être encore
plus petite dans le passé. En effet, sachant la valeur mesurée aujourd’hui, nous avons à
a = aeq (équilibre entre la matière et le rayonnement) nous avons |Ωk(aeq)| < 1.45×10−7,
pour le temps de Planck t = tpl ' 5.4×10−44 s, nous avons |Ωk(aeq)| < 4×10−56. Il s’agit
du problème de platitude qui conduit à modifier le modèle standard de la cosmologie pour
l’idée d’inflation cosmique. Un second problème qui conduit à l’inflation est le problème
de l’horizon. Il a été identifié par C. Misner [156] dans les années 60, puis renforcé par
les observations du fond diffus cosmologique entre 1964 et 1992. Ce problème provient de
l’horizon cosmologique des particules, en effet, nous pouvons calculer la distance maximale
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qu’une particule a pu franchir depuis son t = 0 (ici t = 0 est aujourd’hui, nous regardons
dans le sens inverse de l’écoulement du temps). Ainsi, un photon ds2 implique dχ = cdt

a(t)
.

Ainsi, nous calculons l’horizon comobile au temps t, tel qu’un photon ne peut parcourir
qu’une distance donnée par

dHor,c(t) =

∫ dHor,c

0

dχ = c

∫ t

0

dt

a(t)
= c

∫ a(t)

0

da

ȧa
= c

∫ a(t)

0

da

H(a)a2

= RH

∫ a(t)

0

da

a2
√∑

i Ωi(a)

(1.83)

avec RH = c
H0

. Nous en déduisons l’horizon physique tel que dHor,phy(t) = a(t)dHor,c(t).
Aujourd’hui, nous avons dHor,phy(t0) = 14.4 Gpc [165]. Au moment de la recombinaison
[252], z = 1100 (arec = 9 × 10−4), ce qui implique un horizon physique de la recom-
binaison de dHor,phy = 255 kpc. Ainsi, nous pouvons nous intéresser à la limite causale
des tailles angulaires de l’uniformité imprimée sur le fond diffus cosmologique. Pour cela,
nous introduisons l’angle θ, il s’agit de l’angle limite pour lesquelles deux photons sont
reliés causalement, c’est-à-dire peuvent avoir la même cause physique. En dehors de cet
angle, si nous avons deux points corrélés (semble avoir la même origine physique.), alors
le modèle cosmologique n’est pas correct. L’angle θ s’écrit :

θ =
dHor,phy(tres)

DA(tres)
(1.84)

avec la distance angulaire DA(t) = a(t)Dc(a) = a(t)
∫ t0
tres

cdt
a(t)

= a(t)
[
dHor,c(t0)− dHor,c(tres)

]
, ce calcul est donné dans le cas k = 0.

Le calcul de θ nous donne θ ' dHor,phy(tres)

dHor,phy(t0)
' 1.92 × 10−2 rad ' 1.12

◦ . Il s’agit du
problème de l’uniformité du fond diffus cosmologique, car celui-ci apparaît comme très
homogène.

Pour tenter de résoudre ce problème, nous pouvons reconsidérer la définition de l’ho-
rizon physique tel que

dHorphy(t) = a(t)RH

∫ a(t)

0

da

a2
√∑

i 6=k Ωi,0a−3(1+ωi) + Ωk,0a−2
(1.85)

Si nous considérons l’absence de courbure k = 0 et que le fluide i domine nous simplifions
l’équation 1.85 tel que :

dHorphy(t) = a(t)RH

∫ a(t)

0

da

a2
√

Ωi,0a
− 1−3ωi

2

(1.86)

Pour résoudre en partie les problèmes, il faut une époque pendant laquelle nous avons
la quantité

∫ a(t)

0
da

a
1+3ω

2
qui diverge, ce que nous avons si nous considérons le cas ω < −1

3
.
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Ainsi, deux régions de l’espace auraient été causalement reliées dans le passé. Pour rappel,
le cas ω < −1

3
correspond au cas d’une accélération de l’expansion de l’Univers dans notre

cas, elle doit être très importante, on appelle cette phase l’inflation [2]. Il s’agit donc
d’une époque où la taille de l’univers s’est agrandie d’un facteur incroyablement grand
pendant une infime fraction de seconde au moment du Big-Bang. Cette théorie a réussi à
expliquer de nombreuses caractéristiques observées de notre univers, y compris l’origine
des anisotropies de température du CMB.

1.2.6 Le modèle inflationnaire appliqué aux ondes gravitation-

nelles

Nous pouvons établir des modèles d’inflation, pour un champ scalaire ϕ avec un
potentiel V (ϕ) nous pouvons écrire l’action telle que :

S = −
∫ √
−g
[

1

2
∂µϕ∂

µϕ+ V (ϕ)

]
d4x (1.87)

avec L = −1
2
∂µϕ∂

µϕ − V (ϕ) le Lagrangien du champ scalaire. Ce qui nous donne le
tenseur d’énergie impulsion de ϕ T µν = ∂µϕ∂

µϕ−gµν
(

1
2
∂µϕ∂

µϕ+ V (ϕ)
)
. L’homogénéité

et d’équation d’état sont conservés tel que ωϕ = Pϕ
ρϕ

= ϕ̇/2−V (ϕ)
ϕ̇/2+V (ϕ)

. de même la combinaison
des équations d’Einstein et d’Euler-Lagrange, nous permettre d’établir que les équations
de Klein Gordon se réduisent en FLRW tel que ϕ̈+ 3Hϕ̇+ dV

dϕ
= 0 (Lire chapitre 8 [237]).

Ainsi, les équations de Friedmann et de Klein-Gordon indépendantes s’écrivent :
H2 = 8πG

3
ρϕ = 8πG

3

(
1
2
ϕ̇2 + V (ϕ)

)
ä
a

= −8πG
3

(ϕ̇2 − V (ϕ))

ϕ̈+ 3Hϕ̇+ dV
dϕ

= 0

(1.88)

Nous rappelons que l’inflation à pour objectif de théoriser le comportement de l’Univers
pour ä > 0⇐⇒ ωϕ < −1

3
⇐⇒ ϕ̇2 < V (ϕ), ceci implique que durant l’inflation, le champ

scalaire doit être dans un régime de roulement lent, ceci est impliqué par ϕ̇2 � V (ϕ).

Faire une théorie d’inflation, c’est aussi faire l’étude des fluctuations primordiales
générées durant l’inflation. Il s’agit de décrire l’évolution des fluctuations δϕ, en fonction
des échelles et de faire le lien entre le spectre de puissance des perturbations scalaires
(densité et température) et tensorielles (ondes gravitationnelles primordiales).

En considérant l’action 1.87, dans un univers plat. Nous considérons également ϕ
in-homogène, mais avec la métrique homogène, nous pouvons écrire, en posant, u = aϕ

l’action comme S =
∫

dηd3x1
2

((
du
dη

)2

−
(
~∇u
)2

+ d2a
dη2

u2

a

)
avec η = −1

aH
. Nous remarquons

qu’il s’agit de la même action que celle d’une particule de masse m soumise à un champ
V (S =

∫
dt
(

1
2
mẋ2 − V (x)

)
). Ainsi, de la même manière, nous pouvons appliquer les
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équations d’Euler Lagrange, ce qui nous donne

1

2

∂

∂η
(2

du

dη
)~∇ · ~∇− d2a

dη2

u

a
= 0 (1.89)

En passant dans le domaine de Fourrier, nous obtenons

u~k
d2u~k
dη2

+ k2u~k −
d2a

dη2

u~k
a

= 0 (1.90)

Ainsi, u~k +ω2
~k
(η)u~k = 0 avec ω2

~k
= k2− 2

η2 . Donc pour k petit, nous avons k �
∣∣∣√2
η

∣∣∣, c’est
le cas d’un super horizon [206]. Il y a donc deux solutions, la première avec des modes
croissants (u~k ∝ a ∝ 1

η
) ou décroissants (u~k ∝ η2). Nous avons donc des modes croissants,

car nous avons pris u = aϕ avec ϕ fixé. Le cas k grand, implique k2 � 2
η2 , il s’agit de

sous-horizon. Nous avons donc une solution oscillante en u avec u~k ∝ e±ikη.

Ainsi, nous avons besoin de quantifier les fluctuations de l’inflation, en effet, nous
pouvons montrer qu’avec l’aide d’un Wronskien que les résultats précédents respectent
une quantification [117, 226, 212]. Nous ne réaliserons pas ici se calcule, les conséquences
sont extraites de cours sur l’inflation de Daniel Baumann [39]. Ainsi, une inflation suffi-
samment tôt, implique que toutes les échelles sont du genre sous-horizon tel que |kη| � 1

donne ω2
k = k2, et donc que les solutions sont de la forme uk ∝ e±ikη. La solution

apportée par Daniel Baumann [39] est finalement uk(η) = e−ikη√
2k

(
1− i

kη

)
. Nous pou-

vons maintenant calculer le spectre de puissance de ϕ. Ce qui nous permet d’obtenir
Pϕ(k) = H2

4π2 (k2η2 + 1). Pour les échelles de super-horizon [94] (|kη| � 1) le spectre de
puissance devient Pϕ(k) = H2

4π2 . De même pour les échelles de sous-horizon (|kη| � 1)
donne Pϕ(k) =

(
k

2π2a

)2.

Nous sommes précédemment partis de la forme perturbée de ϕ, tel que ϕ = 〈ϕ〉+ δϕ,
tel que 〈ϕ〉 représente la dynamique de l’inflation et δϕ ses fluctuations. En relativité
générale, nous pouvons de manière analogue regarder les perturbations de la métrique
telle que gµν = g0

µν + δgµν , avec g0
µν la métrique dépendant uniquement du temps et δgµν

les fluctuations de la métrique dépendant du temps, mais également de la position ~r. Nous
pouvons classifier ses fluctuations en trois catégories (Pour rappel la métrique symétrique
gµν à 10 composantes ou degrés de liberté) : 4 degrés de liberté pour les composantes
scalaires, 4 pour les composantes vectorielles et 2 pour les composantes tensorielles. Le
nombre de degrés de liberté peut être réduit avec la liberté de jauge en montrant que
certain est des artefacts. Ainsi, nous avons 2 degrés de liberté pour les composantes
scalaires, vectorielles et tensorielles, soit 6 degrés de liberté.

Pour les degrés de liberté scalaire, nous perturbons simultanément ϕ et gµν , tel queϕ(η, ~r) = ϕ0 + δϕ(η, ~r), ϕ0(η) = ϕ = 〈ϕ(η)〉

gµν : ds2 = a2 [−(1 + 2ψ(η, ~r))dη2 + (1− 2ψ(η, ~r))d~r2]
(1.91)
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Ce qui implique, en posant v = a

(
δϕ+

dϕ0
dη

H

)
la variable de Sasaki-Mukhanow [112,

110] où H =
da
dη

a
et Z = a

dϕ0
dη

H , que l’action devient

S =
1

2

∫
dηd3~r

(
v −

(
~∇v
)2

+

d2Z
dη2

Z
v2

)
(1.92)

Nous connaissons donc l’action d’un oscillateur harmonique en fonction de η, comme nous
avons fait précédemment pour u, nous montrons en passant dans le domaine de Fourier
que tous les calcule précédent s’applique dans ce cas beaucoup plus général.

Nous pouvons montrer que des perturbations de la courbure sont les conséquences de
la perturbation de la métrique gµν . En effet, il s’agit de perturbations de l’espace-temps.
Donc, les fluctuations de gµν sont donc des perturbations locales de la courbure R, tel
que nous avons v = ZR avec R = ψ + H

dϕ0
dη

δϕ l’invariante de jauge. En passant dans le

domaine de Fourier, nous avons k2ψk ∝ δk et donc un spectre de puissance des variations
de courbure PR ∼ k3

a2(tH(k))
|vk(ti)|−2, avec ti le temps initial des modes sous-horizons

constants et pour rappel tH(k) le temps pour lequel nous avons k = H
c
. Le calcul exact

nous donne PR(k) =
(
H
ϕ̇

)2 (
H
2π

)2 [237]. Ce spectre est donc un invariant d’échelle, ce qui
nous permet d’introduire un premier paramètre cosmologique ; l’indice spectral scalaire
ns tel que

ns(k) =
d lnPR(k)

d ln k
+ 1 (1.93)

Il est possible en suivant le même lien logique d’établir pour les degrés de liberté
tensoriels (donc des ondes gravitationnelles primordiales), le spectre tensoriel PT (k) =

8
M2
p

(
H
2π

)2, avec Mp =
√

hc
2πG

la masse de Planck. De même nous pouvons définir un autre
paramètre de l’inflation, l’indice spectral du spectre tensoriel nT tel que

nT =
d lnPT (k)

d ln k
(1.94)

Par ailleurs, nous montrons que le rapport des deux spectres de puissance, scalaire et
tensoriel donne PTPR = 8

M2
p

ϕ̇2

H2 . Nous définissons également un autre paramètre inflation-
naire, il s’agit du rapport entre les deux spectres de puissance r tel que

r =
PT
PR

. (1.95)

Nous pouvons montrer que le spectre de puissance tensorielle est proportionnel à une
observable. En effet, nous avons

dΩGW

d ln k
∝ PT (1.96)

avec ΩGW la densité spectrale sans dimension du fond stochastique des ondes gravita-
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Ondes électromagnétiques Ondes gravitationnelles
Nature Ondes dans l’espace-temps Onde de l’espace-temps
Générées par accélération des charges

électrique
accélération de masse-
énergie

Superposition incohérente d’ondes (sauf
MASER)

cohérente d’ondes

Longueur d’onde ≤ taille source ≥ taille source
Structure dominante dipolaire (conservation

charge)
quadripolaire (conserva-
tion masse et quantité de
mouvement)

Interaction avec la matière très forte très faible
Propagation diffusées, absorbées, ré-

fractées
essentiellement inaltérées

Détection de la puissance (∼ 1
r2 ) l’amplitude (∼ 1

r
)

Table 1.2 – Table de comparaison des propriétés des ondes électromagnétique et gravi-
tationnelles.

tionnelles.

1.3 Ondes gravitationnelles

1.3.1 Équation d’Einstein linéarisée, approximation en champ

faible

Les ondes gravitationnelles ont été prédites, il y a plus d’un siècle par Albert Ein-
stein en 1916, il fait l’approximation de linéarisation de la relativité générale, il établit
de multiples applications, comme les ondes gravitationnelles. En 1918 [92], il produit un
calcul plus complet sur les propriétés de ces ondes. Nous résumons dans le tableau 1.2, les
différences de propriétés entre les ondes gravitationnelles et les ondes électromagnétiques.
Celles-ci sont des oscillations de l’espace-temps. Les ondes gravitationnelles résultent de la
linéarisation des équations d’Einstein. Nous allons dans cette partie refaire la démonstra-
tion des ondes gravitationnelles. Comme dans le cours de Gourgoulhon [116], nous nous
plaçons dans une métrique de Minkowski, c’est-à-dire une métrique plate sans perturba-
tion (Champ gravitationnel faible : loin d’un objet massif et/ou compact), dans laquelle
on considère un système de coordonnées cartésiennes xα = (ct, x, y, z) telles que :

gab = ηab + hab (1.97)

où (ηαβ) est la métrique de Minkowski avec |ηαβ| � 1, hab est une perturbation de la
métrique de Minkowski ηαβ. En effet, près d’un astre non compact, nous avons |hαβ| ≈ Ξ.

Nous linéarisons l’équation (1.97), en effectuant un développement limité au premier
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ordre en hab, nous pouvons ainsi construire l’inverse gab de la métrique de gab :

gab = ηab − hab où, hab = ηacηbdhcd (1.98)

avec respectivement gab, ηab et hab les inverses de gab, ηab et hab. Il est important de
remarquer que gabgbc = δac+o(h

2) avec δac le symbole de Kronecker. Il est aussi important
de noter habhbc 6= δac.

Ensuite, nous linéarisons l’équation d’Einstein, c’est-à-dire que nous devons calculer
les symboles de Christoffel Γcab associés à la métrique g et aux coordonnées (xα). Pour
cela, nous introduisons la dérivée ordinaire associée aux coordonnées (xα) ∂a, pour que
nous obtenions ∂aηbc = 0.

Γcab =
1

2
gcd (∂agdb + ∂bgad∂d − gab)

=
1

2
ηcd (∂ahdb + ∂bhad∂d − hab)

(1.99)

Ensuite, nous devons calculer le tenseur de Ricci R d
abc .

R d
abc = −2∂[aΓdb]c

+ 2Γec[aΓdb]e

= −∂aΓdbc + ∂bΓ
d
ac

(1.100)

avec ∂[aKb] = 1
2
[∂aKb + ∂bKa], cette notation permet de simplifier la notation.

Ainsi, nous pouvons construire Rab :

Rab = ∂cΓ
c
ab − ∂aΓccb

= ∂c∂(ahb)c −
1

2
∂c∂chab −

1

2
∂a∂bh

(1.101)

où ηabhab = h.

En utilisant le tenseur de Ricci Rab et la métrique inverse perturbée en champ faible
gab, nous obtenons le scalaire de Ricci R :

R = gabRab = ηabRab = ∂c∂bhcd + ∂c∂ch (1.102)
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Ainsi, nous avons tous les éléments pour écrire l’équation d’Einstein :

Gab = Rab −
1

2
Rgab

= Rab −
1

2
Rηab

= −1

2
∂c∂chab + ∂c∂(ahb)c

− 1

2
ηab∂

c∂dhcd

(1.103)

Nous introduisons ici, une nouvelle quantité : la perturbation métrique à trace renversée
h = −h, où hab = hab − ηabh, de manière symétrique, nous avons également hab =

hab − ηabh.

Nous pouvons écrire en utilisant avec le tenseur énergie-impulsion Tab l’équation d’Ein-
stein Gab = 8πG

c4
Tab, on obtient alors l’équation d’Einstein linéarisée :

�hab − 2∂(aHb) + ηab∂
cHc =

−16πG

c4
Tab (1.104)

où Ha = ∂bhab, de plus, l’opérateur � peut être écrit comme � = ∂c∂c = ηcd∂c∂d =

ηαβ∂α∂β = −∂t2 +∂x
2 +∂y

2 +∂z
2, il s’agit de l’opérateur d’Alembertien. Il s’agit du même

opérateur que celui des ondes électromagnétiques. Ainsi, nous avons démontré qu’une
perturbation de la métrique de Minkowski sans le terme Ha est une onde de hab par
rapport à ηab l’espace-temps.

1.3.2 Jauge de Lorenz et jauge transverse et sans trace (TT)

Changement de coordonnées infinitésimales

Nous pouvons remarquer que nous n’avons pas encore démontré que ce résultat reste
inchangé compte tenu du choix de coordonnées. Nous avons préalablement considéré la
métrique perturbée en champ faible gαβ = ηαβ + hαβ avec (ηαβ) = diag(−1, 1, 1, 1) et
|ηαβ| � 1, mais cela ne fixe pas complètement le système de coordonnées sur la variété
d’espace-temps. Pour cela nous considérons un changement de coordonnées :

x′α = xα + ξα(x) (1.105)

tel que
∣∣ ∂ξα
∂xβ

∣∣ ∼ |hαβ| � 1.

Ce type de changement de coordonnées est dit infinitésimal. Il nous est alors possible
d’écrire la métrique avec le nouveau système de coordonnées avec la loi de transformation
des composantes du tenseur métrique :
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Électromagnétisme Gravitation linéarisée
Générateur Λ ξa
Potentiel Aa hab
Transformation de Jauge Aa −→ Aa + ∂aΛ hab −→ hab − 2∂(aξb)

Invariant/Observable Fab = ∂[aAb] Rabcd

Table 1.3 – Table de comparaison les jauges de l’électromagnétisme et la gravitation
linéarisée.

gαβ =
∂x′µ

∂xα
∂x′ν

∂xβ
g′µν

= g′αβ +
∂ξµ

∂xα
g′µβ +

∂ξν

∂xβ
g′αν + o(h2)

(1.106)

De plus, nous avons en gardant les termes du premier ordre :

g′αβ = ηαβ + hαβ − 2g′
µ(α ∂ξ

µ

∂xβ
)

= ηαβ + hαβ − 2ηµ(α ∂ξ
µ

∂xβ
) + o(h2)

= ηαβ + hαβ − 2∂(αξβ)

(1.107)

avec h′αβ = hαβ − 2∂(αξβ). Ainsi, nous avons démontré que les composantes du tenseur
métrique dans les nouvelles coordonnées sont sous la forme :

g′ab = ηαβ + h′αβ (1.108)

avec h′ab = hab − 2∂(aξb).
Si l’on considère le point de vue de la théorie de jauge, on constate encore une fois

un parallèle entre l’électromagnétisme et la gravitation linéarisée. Ce parallèle est résumé
dans le tableau 1.3.

Jauge de Lorenz

Pour qu’un potentiel respecte la condition de Lorenz ou de Dendes, il faut que :

Ha = ∂bhab = 0 (1.109)

Il s’agit de la jauge analogue à ∂aAa = 0 lorsque l’on considère l’interaction électroma-
gnétique. Cette jauge conduit aux lois suivantes :

xα −→ x′α = xα + ξα (1.110)
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hab −→ h′ab = hab − 2∂(aξb) (1.111)

hab −→ h′ab = hab − 2∂(aξb) + ηab∂
cξc (1.112)

Ha −→ H ′a = Ha − ∂a∂bξb −�ξa + ∂a∂
cξc

H ′a −→ Ha −�ξa
(1.113)

Nous remarquons que si Ha 6= 0 alors il est possible d’avoir H ′a = 0 si et seulement si
�ξa = Ha, ce qui est toujours possible. Tout l’intérêt de la jauge de Lorenz est l’obtention
de l’équation d’Einstein linéarisée sous la forme :

�hab =
−16πG

c4
Tab (1.114)

En outre, dans le vide, c’est-à-dire, en absence d’énergie et de matière ou encore avec
Tab = 0, nous obtenons �hab = 0. La jauge de Lorenz permet aussi d’obtenir ∂bhab = 0.

En conclusion de la jauge de Lorenz, nous avons démontré que la solution générale
est une superposition d’ondes plane-monochromatiques, telle que :

hab(x
α) = Re

(
Habe

ikαxα
)

(1.115)

avec Hab le tenseur de polarisation et kα les composantes du quadri-vecteur d’onde ka.

En considérant, l’espace vide, nous avons constaté que nous obtenons �hab = 0, ce
qui conduit, dans le cadre d’une onde plane monochromatique à kaka = ηabkak

b = 0.
Autrement dit, les ondes gravitationnelles se propagent à la vitesse de la lumière c. À
l’aide de la jauge de Lorenz nous avions également établi ∂bhab = 0, ce qui nous conduit
grâce à l’équation 1.115, Habh

b = 0, les ondes gravitationnelles sont donc transverses.

Jauge transverse et sans trace (TT)

La jauge de Lorenz Ha = 0 ne fixe pas entièrement le système de coordonnées (xα) sur
ξ, c’est-à-dire que cette jauge ne fixe pas entièrement la forme de hab. Si l’on considère
les coordonnées (xα) telles que ∂bhab alors le changement de coordonnées infinitésimal
x′α = xα + ξα de manière à conserver la condition de la jauge de Lorenz (∂bh′ab = 0) si
et seulement si �ξa = 0. Ainsi, nous avons ξa(x) = Xae

ikαxalpha qui vérifie directement
�ξa = 0.

hab −→ h′ab = hab − 2∂(aξb) + ηab∂
cξc (1.116)

Hab −→ H ′ab = Hab − 2ik(aXb) + iηabk
cXc (1.117)
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Pour fixer complètement la jauge, il faut introduire des conditions supplémentaires.
De telles manières dont nous considérons un quadri-vecteur de vitesse ua d’un observateur
détectant le rayonnement gravitationnel produit uaka 6= 0. Ainsi, le choix judicieux de Xa

permet d’imposer les conditions de jauge transverse et sans trace, en anglais transverse
and traceless (TT). Les conditions de la jauge TT se résument comme la transversalité
de ua :

Habu
b = 0 (1.118)

et la condition de trace nulle :

ηabHab = 0 (1.119)

États de polarisation

Initialement, le tenseur de polarisation Hαβ est construit avec 10 composantes diffé-
rentes. En effet, en relativité générale, les tenseurs sont des matrices 4 × 4 symétriques.
Nous avons donc bien 10 degrés de liberté. La jauge de Lorenz réduit les nombres de
composantes indépendantes à 4. Et, enfin la jauge TT réduit le tenseur de polarisation à
deux degrés de liberté.

En considérant un référentiel propre d’une particule de quadri-vecteur ua tel que uα =

(1, 0, 0, 0). Nous choisissons une onde gravitationnelle qui se propage dans la direction z.
Ce qui produit en conséquence kα = (ω

c
, 0, 0,−ω

c
), c’est-à-dire eikαkα = eiω(t−z), avec

une pulsation ω que l’observateur peut mesurer. Ainsi nous pouvons construire tous les
coefficients du tenseur Hab :

Habu
b = 0 −→ Hαβu

β = Hαt = 0 (1.120)

pour tous les α = x, y, z, t.

Habk
b = 0 −→ Hαβk

β = w (Hαt −Hαz) = 0 −→ Hαz = 0 (1.121)

pour tous les α = x, y, z, t.

ηabHab = 0 −→ ηαβHαβ = −Htt +Hxx +Hyy +Hzz = 0 −→ Hxx +Hyy = 0 (1.122)

Ceci nous permet d’obtenir l’équation d’Einstein linéarisée, en se plaçant dans la jauge
de Lorenz. On construit désormais la jauge de Lorenz :

∂

∂xµ
(ηµνhαµ) = 0 (1.123)
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En effet, le potentiel hαβ respecte la jauge de Lorenz si et seulement si cette condition
est respectée. La jauge de Lorenz nous donne alors [116] :

�hαβ = −16πG

c4
Tαβ (1.124)

Nous en déduisons le tenseur de polarisation des ondes gravitationnelles avec la jauge
TT hTTab

(hTTαβ ) =


0 0 0 0

0 h+(t− z
c
) h×(t− z

c
) 0

0 h×(t− z
c
) −h+(t− z

c
) 0

0 0 0 0

 (1.125)

Avec h+(t− z
c
) = H+e

iω(t− z
c

) et h× = H×e
iω(t− z

c
) les deux états de polarisation de l’onde

gravitationnelle.

1.3.3 Effet d’ondes gravitationnelles sur la matière

Nous considérons une onde gravitationnelle plane et monochromatique de pulsation
ω qui se déplace selon la direction z. En se plaçant dans la jauge TT et en utilisant les
coordonnées (xα) = (ct, x, y, z), nous écrivons la métrique :

gµνdx
µdxν = −c2dt2 + (δij + hTTij )dxidxy (1.126)

Une particule A qui est libre ou isolée, c’est-à-dire soumise à aucune interaction gra-
vitationnelle. La particule a pour ligne d’univers, une géodésique xa = Xa

A(τ), en l’ab-
sence d’onde gravitationnelle, celle-ci est immobile, c’est-à-dire que sa ligne d’univers
est une ligne droite dans l’espace-temps de Minkowski avec X t

A(τ) = cτ et Xµ
A = 0,

pour µ = (x, y, z). En présence d’une onde gravitationnelle ses lignes d’univers Xa
A(τ)

respectent l’équation des géodésiques :

d2Xα
A

dτ 2
+ Γαµν

dXµA

dτ

dXν
A

dτ
= 0 (1.127)

En calculant les symboles de Christoffel et en se limitant au premier ordre, nous pouvons
écrire d2Xµ

A

dτ2 = 0, à l’aide des conditions initiales à τ = 0 avant l’arrivée de l’onde gravi-
tationnelle Xµ

A(0) = 0 et dXµ
A

dτ
= 0, nous démontrons que Xµ

A(τ) = 0. Nous avons donc
l’évidence qu’une particule reste toujours au même endroit. La particule ne bouge pas
lors d’un passage d’onde gravitationnelle. Autrement dit, dans la jauge TT, la particule
au cours du passage d’une onde gravitationnelle ne connaît pas de modification de ses
coordonnées. Nous verrons plus tard qu’il s’agit d’une conséquence fondamentale pour la
construction d’un détecteur d’onde gravitationnelle.
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Figure 1.6 – Schéma de comparaison entre le diagramme d’espace et le diagramme
d’espace-temps. Ce schéma illustre le principe de mesure de la distance L entre deux
particules de matière A et B.

Il est possible de mesurer l’effet du passage d’une onde gravitationnelle en regardant
la variation de distance entre deux particules de masse en chute libre. Nous associons la
masse A à un observateur, celui-ci chronomètre le temps d’aller-retour d’une impulsion
lumineuse qui aura émis vers la masseB. On note le temps propre t1 du début de l’émission
et le temps propre t2 correspondant à l’instant où l’observateur aura reçu l’impulsion
lumineuse réfléchit sur la particule B. Il nous est possible de définir la distance L comme
illustrée sur la figure 1.6.

L =
c

2
(t2 − t1) (1.128)

Si les deux masses A et B sont infiniment proches, nous pouvons aussi utiliser le tenseur
métrique g pour écrire

g(A1B,A1B) = g(A1A+ AB,A1A+ AB)

0 = g(A1A,A1A) + 2g(A1A,AB) + g(AB,AB)

0 = −
[ c

2
(t2 − t1)

]2

+ g(AB,AB)

(1.129)

Nous avons donc

L =
√
g(AB,AB) (1.130)

En considérant la variation de L au passage d’une onde gravitationnelle, nous obte-
nons, en utilisant le premier ordre en hab et en coordonnés TT (ct, x, y, z) :
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L = L0

(
1 +

1

2
hTTij n

inj
)

(1.131)

Avec L0 la distance en absence d’onde gravitationnelle et ni un vecteur unitaire. En notant
la variation de longueur δL = L− L0, nous pouvons établir le rapport entre la présence
ou l’absence d’ondes gravitationnelles.

δL

L
=

1

2
hTTij n

inj (1.132)

L’amplitude de l’onde gravitationnelle est proportionnelle à la variation de longueur pro-
duite par ladite onde gravitationnelle.

En utilisant une particule au voisinage d’un observateur et en considérant des coor-
données TT (xalpha), nous montrons que, lors du passage d’une onde gravitationnelle,
nous avons

x̂i(t) = xi0 +
1

2
hTTij (t, 0)xj0 (1.133)

En utilisant cette équation à une onde plane et monochromatique de fréquence ω se
propageant selon l’axe z. Nous obtenons le système suivant :


x̂(t) = x0 +

1

2
(H+x0 +H×y0) eiωt

ŷ(t) = y0 +
1

2
(H×x0 −H+y0) eiωt

ẑ(t) = z0

(1.134)

La figure 1.7 montre la déformation que subit le cercle de particule de matière situé
dans le plan ẑ par une onde gravitationnelle plane et monochromatique de période T et se
propageant dans le plan ẑ qui est orthogonal au plan des cercles de particule de matière.
Il est important de noter que l’on peut construire ce schéma des détecteurs d’ondes
gravitationnelles. Pour cela, un bon moyen est de construire un cercle de matière comme
nous le distinguons dans la figure 1.7 et de mesurer les déformations de ce cercle. De
plus, on pourra mesurer l’amplitude de l’onde gravitationnelle en comparant les longueurs
sans déformation et avec déformation. L’amplitude de l’onde gravitationnelle sera l’erreur
relative de la mesure de la longueur.

55



Figure 1.7 – Schéma de la déformation que subit un cercle de particule de matière situé
dans le plan ẑ de chacune des polarisations des ondes gravitationnelles données par la
jauge TT. La première ligne correspond à l’effet de la polarisation + et celle du bas de
la polarisation ×.

1.3.4 Génération d’une onde gravitationnelle : formule du qua-

drupôle

Formule du quadripôle

Avant d’étudier les sources d’ondes gravitationnelles, il nous faut comprendre ce qui
émet le plus efficacement les ondes gravitationnelles. Pour cela, nous pouvons reprendre
l’équation d’Einstein linéarisée, en se plaçant dans la jauge de Lorenz, nous écrivons.

�h̄ab =
−16πG

c4
Tab (1.135)

il est important de noter qu’en utilisant la forme linéarisée de l’équation d’Einstein, nous
nous restreignons au cas de faible compacité Ξ� 1. En utilisant les coordonnées de jauge
de Lorenz de type cartésien (ct, x, y, z) nous écrivons la formule du potentiel retardé :

h̄ab(t, ~x) =
4G

c4

∫∫∫ Tab(t− 1
c

∣∣∣~x− ~x′
∣∣∣ , ~x′)∣∣∣~x− ~x′

∣∣∣ d3~x′ (1.136)

où ~x = (x1, x2, x3), |~x| =
√
δµνxµxν et

∫∫∫
l’intégrale sur la source émettrice. Pour un

observateur à grande distance de la source, c’est-à-dire r = |~x| �
∣∣∣~x′∣∣∣ nous avons

56



∣∣∣~x− ~x′
∣∣∣ = r

∣∣∣∣∣~n− ~x′

r

∣∣∣∣∣ = r

[(
~n−

~x′

r

)
·

(
~n−

~x′

r

)]1/2

= r

1− 2
~n · ~x′
r

+

(
~x′

r

)2
1/2

' r

(
1− ~n · ~x′

r

)
(1.137)

avec ~n = ~x
r
.

La formule du potentiel retardé est donc simplifiée.

h̄ab(t, ~x) =
4G

c4

∫∫∫
Tab

(
t− r

c
+
~n · ~x′
c

, ~x′

)
d3~x′

=
4G

c4

∫∫∫
Tab

(
t− r

c
, ~x′
)

d3~x′

(1.138)

La seconde égalité est obtenue en supposant que la source est lentement variable. Nous
supposons ainsi que le tenseur d’énergie-impulsion évolue très peu lors du passe d’un
photon qui viendrait à traverser la source. C’est-à-dire que pour une fréquence caracté-

ristique ω, nous avons
ω|~x′|
c
� 1. C’est pour cette raison que nous négligeons le terme

~n·~x′
c
.

Dans le cadre de la linéarisation de l’équation de conservation de l’énergie-impulsion
∇aTab = 0, peut s’écrire comme ηab = ∂Tab

∂xb
= 0, ainsi nous écrivons le système suivant :


−1
c
∂T00

∂t
+ ∂T0i

∂xi
= 0

−1
c
∂2T00

∂t2
+ ∂2T0i

∂xk∂t
= 0

−1
c
∂Tk0

∂t
+ ∂Tkl

∂xl
= 0

(1.139)

En utilisant la symétrie du tenseur d’énergie-impulsion T0k = Tk0 on obtient

− 1

c

∂2T00

∂t2
+

∂

∂xk

(
c
∂Tkl
∂xl

)
= 0 (1.140)

En intégrant l’équation (1.140) multipliée par xixj sur tout l’espace nous obtenons
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1

c2

∫∫∫
∂2T00

∂t2
xixjd3~x =

∫∫∫
∂2Tkl
∂xk∂xl

xixjd3~x

=

∫∫∫ [
∂

∂xk

(
∂Tkl
∂xl

xixj
)
− ∂Tkl

∂xl
(
δikx

j + xiδjk
)]

d3~x

= −
∫∫∫ (

∂Til
∂xl

xj +
∂Tjl
∂xl

xi
)

d3~x

= −
∫∫∫ [

∂

∂xl
(
Tilxj + Tjlx

i
)
− Tilδjl − Tjlδ

i
l

]
d3~x = 2

∫∫∫
Tijd

3~x

(1.141)

Nous en déduisons l’inversion de l’intégrale et la dérivée seconde telle que 1
c2

∫∫∫
∂2T00

∂t2
xixjd3~x =

1
c2

d2

dt2

∫∫∫
T00x

ixjd3~x. En se limitant à la limite d’une source faiblement relativiste, c’est-
à-dire T00 ' ρc2, nous obtenons en utilisant le tenseur de moment d’inertie de la source
Iij =

∫∫∫
ρ(t, ~x)xixjd3~x

1

c2

∫∫∫
∂2T00

∂t2
xixjd3~x =

d2

dt2
Iij(t) = Ïij(t) = 2

∫∫∫
Tij(t, ~x′)d

3~x′ (1.142)

Nous avons donc

h̄ab =
2G

c4r
Ïab(t−

r

c
) (1.143)

Il s’agit d’un résultat obtenu dans le cadre de la jauge de Lorenz, il nous faut maintenant
simplifier ce résultat avec la jauge TT. Une solution pour cela est d’introduire l’opérateur
de projection transverse tel que Pij(~x) = δab − nanb et de prendre uniquement la partie
transverse et sans trace.

hTTab =
2G

c4r

[
P c
a P

d
b −

1

2
PabP

cd

]
Ïab(t−

r

c
) (1.144)

Nous introduisons également le moment quadrupolaire de masse de la source Qab :

Qab(t) =

∫∫∫
ρ(t, ~x)

(
xaxb − 1

3
~x · ~xδab

)
d3~x = Iab −

1

3

(
δcdIcd

)
δab (1.145)

Il est important d’introduire cette quantité, car elle permet de faire apparaître une version
du tenseur de moment d’inertie sans trace. Elle demeure également plus accessible que
le tenseur d’inertie Iab. De plus, c’est un terme qui est présent dans le développement du
potentiel gravitationnel de la gravitation pré-relativiste de tel que :

Φ(t, ~x) =
GM

r
+

3GQab(t)n
anb

2r3
+ · · · (1.146)
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De plus, en remarquant que[
P c
a P

d
b −

1

2
PabP

cd

]
Iab =

[
P c
a P

d
b −

1

2
PabP

cd

]
Qab (1.147)

Finalement, nous en déduisons l’équation du quadrupôle.

hTTab =
2G

c4r

[
P c
a P

d
b −

1

2
PabP

cd

]
Q̈ab(t−

r

c
) (1.148)

Flux d’énergie d’une source émettrice d’ondes gravitationnelles

Nous avons montré que les ondes gravitationnelles sont des ondes de déformation de
l’espace-temps. Elles s’accompagnent d’un déplacement d’énergie et d’impulsion, comme
une vague à la surface de la mer. Lorsque nous regardons celle-ci loin de leur source
émettrice, c’est-à-dire en supposant que nous sommes en espace-temps plat et lorsqu’on
les moyenne sur plusieurs longueurs d’ondes, comme nous pourrions le faire avec une
simple onde électromagnétique, cela nous permet de réécrire le tenseur énergie-impulsion
comme fonction de la moyenne temporelle des ondes gravitationnelles. Ce tenseur ainsi
construit se nomme le tenseur d’Isaacson (lire section 35.7 [173]) :

Tµν =
1

32πG

〈
∂hTTab
∂xµ

∂hTTab
∂xν

〉
(1.149)

En considérant une onde gravitationnelle se propageant selon la direction z, la composante
Ttz du tenseur d’Isaacson nous permet d’arriver à une nouvelle quantité, il s’agit du flux
d’énergie F transporté par l’onde gravitationnelle.

F =
c3

16πG

〈
ḣ2

+ + ḣ2
×

〉
(1.150)

nous retrouvons ici, les deux polarisations de l’onde gravitationnelle h+ et h×. Dans le
cas idéal d’une onde gravitationnelle monochromatique de fréquence f et d’amplitude h,
et en moyennant sur plusieurs périodes, il est évident que

〈
ḣ2

+

〉
=
〈
ḣ2
×

〉
= (2πf)2h2

2
nous

avons donc

F =
πc3

4G
f 2h2 ' 0.3

(
f

1kHz

)2(
h

1021

)2

W.m−2 (1.151)

Une première conclusion est la quantité importante que transporte une onde gravitation-
nelle. Nous avons présenté une onde gravitationnelle comme une déformation de l’espace-
temps, ainsi, nous pouvons donc assimiler l’espace-temps à quelque chose de très rigide.
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Luminosité gravitationnelle

Nous allons nous intéresser à la luminosité gravitationnelle, il s’agit d’estimer, comme
nous pourrions le faire pour les ondes électromagnétiques, l’énergie totale qui est rayonnée
par la source par unité de temps. Pour cela, nous considérons une sphère autour de la
source et le tenseur d’Isaacson, nous dérivons celui-ci sur le temps pour obtenir.

L =
1

5

G

c5

〈...
Qab

...
Q
ab
〉

(1.152)

Cette formule est aussi appelée formule du quadrupôle, il s’agit d’un des résultats du
deuxième papier sur les ondes gravitationnelles publié en 1918 par Einstein [92]. C’est
un résultat assez proche que celui que nous pouvons obtenir pour des ondes électro-
magnétiques. Dans ce cadre théorique, on utilise la puissance rayonnée par des charges
électriques accélérées, on appelle cela un dipôle électrique oscillant Da. Celui-ci produit
une luminosité électrique qui a exactement la même forme que celui des ondes gravita-
tionnelles. En effet, nous avons L = 1

3
µ0

4π

〈
D̈aD̈

a
〉
.

1.3.5 Sources des ondes gravitationnelles

Les ondes gravitationnelles sont émises par des masses accélérées. Nous pouvons définir
une luminosité gravitationnelle comme pour les ondes électromagnétiques. Il s’agit de
l’énergie totale rayonnée sous la forme d’ondes gravitationnelles par unité de temps[116] :

L ∼ G

c5
s2ω6M2R4

∼ c5

G
s2

(
Rs

R

)2 (v
c

)6

∼ c5

G
s2Ξ2

(v
c

)6

(1.153)

avec Rs le rayon de Schwarzschild de l’objet, s est un facteur d’asymétrie. Pour un
objet à symétrie sphérique s = 0 et v la vitesse caractéristique du mouvement de la
source.

Nous comprenons que, pour obtenir une luminosité importante, il faut des objets
compacts. On introduit la compacité Ξ = Rs

R
comme le rapport énergie du potentiel

gravitationnel et d’énergie de masse. Un objet compact a donc une énergie de masse du
même ordre que l’énergie du potentiel gravitationnel. La formule de la luminosité (voir
équation 1.153) dépend quadratiquement de ce paramètre Ξ. Ce qui explique que les trous
noirs émettent efficacement ces ondes. Des objets dont le facteur de symétrie est grand
(loin de la symétrie sphérique) émettent des ondes plus efficacement également. En effet,
la dépendance de l’équation en s est quadratique. Les vitesses importantes favorisent
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aussi la luminosité L.
Il existe différentes sources astrophysiques d’ondes gravitationnelles [52]. Nous nous

intéresserons ici aux fusions d’objets compacts. Lors de la fusion d’objets compacts comme
les trous noirs et les étoiles à neutrons, les ondes gravitationnelles (OG) sont à l’origine
de la circularisation des orbites. En effet, l’émission des OGs vient de la perte en énergie
potentielle et du moment angulaire.

La sensibilité des détecteurs avancés LIGO et VIRGO est typiquement h ∼ 10−21.
En effet, pour un système composé de deux objets de l’ordre de M ∼ 10M� séparés
initialement de D ∼ 10rs, 10 rayons de Schwarzschild rs = 2GM

c2
et à une distance R =

100 Mpc du système d’observation h ∼ G2

c4
M2

DR
∼ 10−21. Il est important de noter que le

facteur G2

c4
est fort petit de l’ordre de 10−54 kg−2m2. On peut donner une expression de

h qui donne l’ordre de grandeur de l’amplitude d’une source en fonction de sa masse M ,
la distance entre lui et la Terre R, sa fréquence d’émission et le temps caractéristique
d’émission de la source [116] :

h ' 2× 10−19

(
M

M�

)1/2(
1 Mpc
R

)(
1 kHz
f

)(
1 ms
τ

)1/2

ε1/2 (1.154)

où f est la fréquence de l’onde émise τ le temps caractéristique et ε = ∆E
Mc2

l’efficacité du
processus d’émission gravitationnelle. On supposera qu’il est égal à 1 (toute l’énergie de
masse est rayonnée sous forme d’ondes gravitationnelles).

Un binaire de quelques masses solaires, situé à 1 Mpc émettant une onde de fréquence
1 kHz et dont le temps caractéristique est de quelques millisecondes, produit une ampli-
tude estimée égale à 10−19. Cela représente une bonne motivation, car notre estimation
de l’amplitude est 100 fois supérieure à la sensibilité des détecteurs avancés LIGO et
VIRGO.

1.3.6 Détection des ondes gravitationnelles

Il est difficile de détecter les ondes gravitationnelles. En effet, Einstein déjà en 1916
dans son papier où il fait apparaître pour la première fois le concept d’ondes gravitation-
nelles[91], reconnaît qu’elles sont vraiment petites. À la suite de son papier, beaucoup de
discussions existent au sujet de l’existence ou non de ces ondes. C’est à la conférence de
Chappel Hill [65], en 1957, que Felix Pirani établit que l’accélération relative de particules
génère des ondes gravitationnelles [192]. C’est une source de motivation pour réfléchir à
la conception de détecteurs. Ainsi, la première idée pour l’observation directe est d’utili-
ser la résonance d’une barre métallique et d’étudier les modes de la barre (Weber, 1966)
[244]. Le passage d’une onde gravitationnelle devrait modifier les modes de vibrations
thermiques de la barre. Il s’agit de détecteur peu sensible et avec une très petite bande
passante, ainsi pour observer une onde gravitationnelle, il faut que celle-ci soit parfaite-
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ment dans la petite bande de fréquence. Cela nécessite une très bonne connaissance des
propriétés des sources que l’on désire observer. Durant les années soixante et soixante-dix,
des premiers espoirs de détection de J. Weber [243] sont apparus. Aujourd’hui, il n’est
pas possible de conclure sa détection. Parallèlement, les théoriciens étudient les sources
astrophysiques, à la lumière du futur prix Nobel Kip Thorne qui [230] établit les premières
zoologies de sources. Les sources prédites sont des binaires compacts de trous noirs stel-
laires (∼ 10M�) ou d’étoiles à neutrons émettant des ondes gravitationnelles autour de
10 Hz à 10 kHz durant leur danse, en anglais, on parle d’inspiral. Une autre motivation
pour construire des détecteurs est l’observation de Hulse et Taylor (prix Nobel 1993)[131].
Ils ont observé une binaire de pulsar (voir figure 1.8) qui avait un raccourcissement de
l’orbite [247]. L’explication est le rayonnement de l’énergie potentielle de cette binaire par
émission gravitationnelle. Il s’agit d’une observation indirecte et de la preuve de l’exis-
tence des ondes gravitationnelles [228]. La deuxième idée pour l’observation directe est
d’utiliser un interféromètre de Michelson, ce sont deux Soviétiques qui démontrent cette
possibilité (Gertsensshtein et Pustovoit, 1962) [200] cette méthode a l’avantage d’avoir
une bande de fréquence plus grande. Ainsi, nous maximisons la possibilité d’observer des
sources, mais il s’agit toujours de détecter un effet très petit. C’est donc toujours un
défi de réalisation. Ainsi, dans ce contexte, un Michelson est donc construit par Robert
Forward (étudiant en thèse de Weber) et Hughes Aircraft pour chercher les ondes gra-
vitationnelles, mais celui-ci n’est pas assez sensible. Le futur prix Nobel Rainer Weiss
du MIT en 1972 [248] détaille une manière réaliste pour développer un interféromètre
capable de détecter des ondes gravitationnelles. Il détaille chaque source de bruits dans
ce type de détecteur afin de construire la sensibilité. C’est ainsi que le projet LIGO est
né dans les années 1980. En Europe, des projets similaires voient le jour comme Virgo
avec le français et niçois Alain Brillet, spécialiste de l’optique LASER et l’italien de Pise
Adalberto Giazotto spécialiste des installations d’isolation des vibrations.

Ce type de détecteur a été couronné de succès pour la première fois en 2015 [1], à
la suite de la première observation directe d’ondes gravitationnelles, cent ans après la
publication de la relativité générale par Einstein.

Détecteur au sol

Les observations directes ont été réalisées en configuration lame d’air avec les détec-
teurs LIGO (aux États-Unis). Il s’agit d’interféromètres de Michelson. Lorsqu’une onde
passe dans un détecteur, elle modifie la longueur des bras. Cette modification de longueur
est de l’ordre de ∆L = 10−18 m, la longueur du bras étant de L ∼ 4 km, l’ordre de gran-
deur de l’amplitude détectée est donc de h(t) = δL(t)

L
∼ 10−21. L’amplitude h(t) est donc

définie par un écart relatif des bras.

Les bras des détecteurs LIGO contiennent des cavités optiques de type Fabry-Pérot
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Figure 1.8 – Décalage de période cumulée de la binaire de pulsar PSR 1913+16 observées
entre 1974 et 2004. Avec une période de huit heures qui se décale de trois minutes à
toutes les orbites, M1 = 1.438M� et M2 = 1.390M�. Les points rouges correspondent
aux mesures radio de périodes orbitales et le tracé bleu est celui de la valeur théorique
d’une radiation gravitationnelle. Nous constatons un très bon accord entre les mesures
et le modèle d’émission de radiations gravitationnelles. Data from J. M. Weisberg and
J. H. Taylor, Relativistic Binary Pulsar B1913+16 : Thirty Years of Observations and
Analysis, July 2004.[246].
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(a)

(b)

Figure 1.9 – (a) schéma du détecteur LIGO et (b) sa sensibilité.

pour augmenter la différence de marche des faisceaux (a). La densité spectrale d’amplitude
du bruit du détecteur (b) détermine la sensibilité. Celle des détecteurs Advanced LIGO, au
cours de la première série d’observations (septembre 2015 à janvier 2016), était d’environ
trois fois supérieure à celle des instruments LIGO en 2010.

Les phases de prise de données sont ponctuées par des phases de maintenance du-
rant lesquelles des travaux sur les instruments optimisent la sensibilité. Il est important
d’avoir différents détecteurs afin de localiser les sources. C’est dans ce but que différents
détecteurs ont vu le jour à différents endroits de la planète. Ainsi, ce type de détecteurs
est désigné pour observer les binaires d’objet compact comme les trous noirs et les étoiles
à neutrons, ces signaux ont la caractéristique d’avoir une amplitude et une fréquence qui
augmente jusqu’au moment du merger, ce terme anglais désigne le moment où les deux
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objets fusionnent. Ce type de signaux s’appelle un Chirp, qui signifie en français "ga-
zouillis", il s’agit d’un signal très reconnaissable par les spécialistes dans un diagramme
temps-fréquence. Après les phases d’inspiral et de merger vient la phase de ringdown. Il
s’agit de la phase de "vibration" de l’horizon des événements. Cette phase est caractérisée
par une baisse de l’amplitude au cours du temps. De nombreuses sources peuvent générer
des signaux courts, on parle de bursts. Il s’agit de signaux transitoires, on espère observer
des supernovæ pour comprendre le mécanisme d’explosion. Les sursauts gamma transi-
toire (Gamma Ray bursts) produit durant l’effondrement d’étoiles massives qui ont des
rotations rapides ou les fusions d’étoiles à Neutrons (kilonovæ) [4]. Nous espérons aussi
détecter les glitches de pulsar accrétant ou les cordes cosmiques. Les signaux transitoires
sont observés par un excès de puissance dans les données. Il est potentiellement possible
d’observer des sources périodiques comme un pulsar non sphérique. En effet, pour des
objets à rotation rapide et compact des discontinuités de surface comme des montagnes,
sont des ingrédients générant périodiquement des ondes gravitationnelles (cf. : paragraphe
sur la luminosité gravitationnelle 1.3.4). En effet, à chaque passage devant la ligne de vi-
sée de la discontinuité produit une émission d’ondes gravitationnelles, ainsi nous avons
un signal sinusoïdal. Malgré la simplicité du signal, il est soumis à l’effet Doppler, mais
également aux variations de discontinuité. Ceci le rend assez compliqué à observer. Ces
détecteurs sont aussi sensibles au fond stochastique, mais nous avons dédié une partie
pour ce type de signal.

Figure 1.10 – Carte des projets de construction de détecteur.
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Figure 1.11 – Spectre d’ondes gravitationnelles, ainsi que les sources potentielles et les
détecteurs appropriés. [211]

Détecteur spatial : LISA

On peut, comme pour les ondes électromagnétiques astrophysiques, introduire un
spectre d’ondes gravitationnelles. Comme pour l’astronomie traditionnelle basée sur la
réception des photons, chaque domaine fréquentiel correspond à différents phénomènes as-
trophysiques. De plus, pour mesurer les photons des différents domaines, il faut construire
différents instruments dont la géométrie et le principe de détection ne sont pas les mêmes.
Il en est de même avec les ondes gravitationnelles [211]. Sur la figure 1.11, nous trouvons
que, par exemple, pour f = 10 =⇒ 1000 Hz. Nous pouvons observer les effets binaires des
objets compacts (M < 200 M�). Pour f = 10−5 =⇒ 10−2Hz. Nous pouvons observer des
objets compacts capturés par des trous noirs supermassifs (M > 106M�) ou des étoiles
binaires compactes dans la Voie lactée également jusqu’à Mtotal ∼ 50 M�, mais pas la
fusion.

Pour observer un tel domaine fréquentiel, nous pouvons introduire :

h =
(πf)2/3M5/3

D
=

∆L

L
(1.155)

Avec f la fréquence de l’onde gravitationnelle, D la distance du binaire qui émet
l’onde,M = (m1m2)3/5

(m1+m2)1/5 est la chirp mass. Une propriété des ondes gravitationnelles peut
être établie. En effet, nous remarquons que la dépendance de l’amplitude est en 1/D.
Si nous nous considérons un gain de sensibilité d’un facteur 1/k, c’est-à-dire que la sen-
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sibilité d’un détecteur pour détecter h est divisé par k, par conséquent le nombre de
sources d’amplitude h accessibles par le nouveau détecteur amélioré est multiplié par
k3. Si nous considérons une densité de source uniforme. Dans un même temps pour un
instrument mesurant des ondes électromagnétiques voit son nombre de sources potentiel-
lement accessible croître en k2/3 car le flux électromagnétique, la quantité mesurée par
les instruments mesurant les ondes électromagnétiques, est proportionnel à 1/D2. Il est
très important de noter ici que cette estimation de l’évolution du nombre de sources ne
tient pas compte du redshif. Il s’agit ici de même en avant l’importance de l’évolution du
nombre de sources lorsque l’on augmente son rayon d’observation. De plus, nous avons
remarqué que cette évolution du nombre de sources est très différente des sources électro-
magnétiques. D’après l’équation 1.155, si on veut mesurer une onde gravitationnelle de
plus faible fréquence, nous avons deux choix : soit nous cherchons à mesurer des ∆L plus
petit, mais cette solution est impossible. En effet, les bruits de limitation de la sensibilité
des détecteurs LIGO/Virgo sont d’origine sismique. Il nous faudrait empêcher la terre
de trembler. Ou, soit en construisant un interféromètre beaucoup plus grand. C’est une
solution actuellement à l’étude en Europe avec le projet Einstein Telescope (ET) [247] ou
le projet américain Cosmic Explorer [205]. Mais, si l’on introduit un interféromètre avec
L = 2, 5.109m (Pour satisfaire une mesure de h ' 10−21), il est impossible d’avoir ce genre
d’interféromètre sur Terre. C’est pour cette raison que nous devons envoyer des interféro-
mètres dans l’espace. C’est dans ce contexte que nous pouvons introduire la mission LISA
(Laser Interferometer Space Antenna) qui est une constellation de trois satellites qui sera
envoyée en 2034 au point de Lagrange L3. La mission Laser Interferometer Space Antenna
(LISA) [19] est une future mission de l’ESA, également soutenue par la NASA, dans le but
d’observer les ondes gravitationnelles dans la bande des basses fréquences [10−5, 1] Hz. La
durée de vie de la mission sera théoriquement de 4 ans, mais pourrait être étendue à 6 ou
10 ans d’observations scientifiques. LISA est une constellation triangulaire de trois engins
spatiaux, séparés les uns des autres à une distance de L = 2.5×109 m. Les trois vaisseaux
spatiaux échangent des signaux laser entre eux pour former un interféromètre fonctionnel,
de manière à former un triangle équilatéral dont le passage d’une onde gravitationnelle
viendra modifier le triangle. De cette manière, nous disposons de trois interféromètres
(figure 1.12) [73]. La grandeur conséquente des bras introduit un temps de propagations
des signaux laser, non négligeable τ = 8, 33s. Ainsi, nous devons introduire une tech-
nique interférométrique appelée : interférométrie temporelle (TDI). De plus, il n’y a pas
de référentiel fixe, ce qui rend le calcul plus complexe. Les trois sciencecraft sont reliés
par six lasers séparés, deux par bras. Les lectures de phase de chacun de ces lasers sont
combinées numériquement pour former les signaux interférométriques de base. Comme il
s’agit d’une mission spatiale, nous ne pouvons pas y apporter des améliorations comme
cela se fait avec LIGO ou VIRGO. Pour que la mission LISA soit couronnée de succès,
nous devons donc avoir une connaissance presque parfaite des bruits instrumentaux de
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LISA comme le bruit de lumière diffusée ou optical bench jitter.

Figure 1.12 – Schéma de l’orbite et du système à trois satellites de LISA [73].

Selon la proposition de mission LISA [73] (figure 1.13), avec la sensibilité de LISA
telle qu’elle a été donnée par le proposal 1.14 la mission permettra d’observer :

— Binaires galactiques compactes : Notre galaxie, la Voie lactée contient des ob-
jets compacts rayonnants des ondes gravitationnelles dans la bande de fréquences
LISA. Nous pouvons estimer que cette source d’ondes gravitationnelles est majo-
ritairement dominée par les naines blanches. Nous pouvons nous attendre d’avoir
des sources résolues [154] la plupart ne devraient pas l’être, ce qui forme le fond
stochastique galactique.

— Binaires des trous noirs : La fusion de trous noirs massifs dans les noyaux galac-
tiques sont les signaux les plus puissants que LISA puisse détecter. Nous prévoyons
de détecter des fusions de l’ordre de 104M� à 107M� jusqu’à un redshift z = 20 (P.
Lowman et al., 2009 [197]). Nous pouvons mesurer la luminosité des binaires, et
ainsi comprendre l’évolution des trous noirs massifs et mesurer la vitesse de fusion.
C’est aussi un excellent moyen de tester les principes de la relativité générale.

— Extreme Mass Ratio Inspirals (EMRI) : C’est un processus dynamique de capture
d’étoiles ou d’objets compacts de faible masse par des trous noirs de masse ex-
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Figure 1.13 – La figure est tirée de la proposition de mission LISA L3 (proposal) [73]. En
vert, ce sont les courbes de sensibilité et l’autre couleur correspond à la source différente
possible dans la dimension de déformation caractéristique. Le gris représente le fond des
binaires galactiques (naines blanches), les tracés dégradés du jaune vers le brun sont
des estimations des binaires de trous noirs supermassifs (Massif Binaries black holes
(MBHB)) pour différentes valeurs de masses (105M�, 106M� et 107M�) pour un redshif
de z = 3. Les points bleus sont les binaires galactiques résolus (SNR > 7), les étoiles
bleues sont les binaires de vérifications. Il s’agit de binaires dont on connaît les propriétés
et qui seront observables, nous les utiliserons pour paramétrer les détections. Les tracés
rouges sont les inspirals de binaires de ratio de masse extrême (Extrem mass ratio inspirals
(EMRIs)). Il sera aussi possible d’observer les binaires de LIGO/Virgo (tracé noir) et le
tracé bleu est le premier événement GW150914.

trême (ratio = 106) (Hughes 2001 [130]). Les étoiles deviennent des témoignages de
l’espace-temps autour du trou noir supermassif. C’est l’une des meilleures chances
de tester dans des domaines forts et d’analyser le champ gravitationnel produit
par des trous noirs massifs.

— Fond stochastique cosmologique : Nous pourrons observer ce fond qui est comme
le fond cosmologique des microondes, un rayonnement fossile produit par l’univers
quand il était très jeune. Nous avons réservé une longue discussion sur le sujet. Il
s’agit de notre but au sein de cette thèse de doctorat.
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LISA a un domaine de fréquence dans lequel sa courbe de sensibilité [73] est utilisée
pour visualiser le niveau de détectabilité d’un phénomène. Si un phénomène a une am-
plitude supérieure à la sensibilité pour une fréquence donnée, ce signal sera détectable.
La courbe de sensibilité de LISA (figure 1.14) est limitée par le bruit instrumental et
environnemental. Il est fondamental de comprendre les différentes sources de limitation
et de comprendre la physique responsable du bruit pour comprendre les observations,
particulièrement, lorsque nous désirons observer le fond stochastique.

Figure 1.14 – Le tracé est tiré de la collaboration LISA [245]. En bleu, il s’agit de la
sensibilité à la déformation avec les différentes limitations du spectre de bruit.

Système de détection de LISA : le système optique de LISA

Dans la description du design de LISA [161], celle-ci est une constellation de trois
satellites (Voir figure 1.15), chacun est composé de deux masses de test en chute libre.
Une onde gravitationnelle crée une déformation, par effet, de marée de cette constellation,
qui produit une modulation dans le temps de trajet de la lumière entre ces masses-test
(TM). Ceci se caractérise par une variation de longueur des trajets optiques. Nous pouvons
aussi le définir comme un décalage Doppler faisant varier la fréquence des Lasers. Nous
utiliserons l’interférométrie laser pour effectuer des mesures de changement de phase
optique effectuées dans chacun des trois satellites, afin de mesurer les effets du passage
d’ondes gravitationnelles. Ainsi, la sensibilité de LISA est limitée par le bruit de la mesure
de la variation de longueur de trajet optique entre les TMs, et par ailleurs par les bruits
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de forces orbitales s’appliquant sur les TMs, et les bruits accélérations parasites. La
figure 1.14 montre la sensibilité de LISA en fonction des différents bruits de l’instrument.
Nous pouvons estimer que le changement de distance entre les deux TMs provoqués par
le passage d’ondes gravitationnelles sera de l’ordre de 10−12 à 10−9 m, ce qui correspond
à une variation d’accélération de l’ordre de 10−15 m.s−2. Il s’agit d’une variation d’une
variation très petite en comparaison aux variations causées par les dynamiques du système
solaire. D’après le rapport de l’ESA [161], on s’attend à des variations de l’ordre de
±35× 106 m sur les longs bras et des variations d’accélération de l’ordre de 10−6 m.s−2.
Mais, si l’on compare les fréquences, celle-ci ne doit pas affecter les fréquences autour
des mHz, car les variations d’origine orbitale ont une période de l’ordre de l’année. C’est
ce qui limite donc les basses fréquences de LISA. Les valeurs très petites associées aux
ondes gravitationnelles représentent de nombreux défis d’ingénierie et de métrologie des
systèmes optiques. Pour un succès de la mission LISA, nous devrons ainsi avoir une
mesure de bruit de déplacement inférieur à

S
1/2
link < 10 pm.Hz−1/2

[
1 +

(
2 mHz

f

)4
]1/2

(1.156)

de même, le bruit d’accélération limite de chute libre des TMs est données par

S1/2
g < 3 fm.s−2.Hz−1/2

[
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(
0.4 mHz

f

)2
]1/2 [
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(
f

8 mHz

)4
]1/2

(1.157)

De plus, la combinaison de l’étalement du faisceau laser et de la distance des longs
bras entre chaque satellite induit une grande perte de puissance de faisceau LASER. En
effet, la puissance nominale du LASER sera de 2 W, lors de la réception le télescope
observera un Laser de quelques centaines des pW. Il s’agit de la puissance reçue, nous
cherchons à observer des variations de ce faisceau de l’ordre de trois ordres de grandeur de
celui-ci. Il s’agit donc d’un défi supplémentaire à relever. Toute source lumineuse parasite
est donc très problématique pour la mesure finale.

Ainsi, la mesure de LISA est la combinaison de trois mesures interférométries réalisées
sur chaque MOSA (Moving Optical Sub-Assembly). En effet, il s’agit de l’assemblage de
trois instruments (Le télescope, le banc optique (Voir figure 1.16 et 1.16) et le système
de référence gravitationnelle). Il y a donc un MOSA pour chaque lien optique via un
LASER entre satellites, c’est-à-dire 6 MOSA. Ainsi, ce système injecte le signal pour le
satellite voisin et reçoit avec son télescope le signal du même satellite. LISA est donc la
combinaison d’une mesure interférométrique de distance des longs bras, d’une mesure de
décalage de fréquence du signal reçu avec un interféromètre de référence et une mesure
de variations accélérations avec une mesure interférométrique sur la TM de référence.
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Figure 1.15 – Constellation de LISA avec un aperçu du système de détection, figure
extraite du document de la description du design de LISA [161].

Traitement de données des signaux d’ondes gravitationnelles

Le détecteur est soumis à de multiples sources de bruit comme les bruits sismiques,
thermiques, de photons, mode de résonance de l’ensemble miroir-fils de suspension. L’en-
semble de ces bruits nuit à la détection d’ondes gravitationnelles et affecte la sensibilité
des détecteurs, voir la figure 1.18.

Pour détecter une onde gravitationnelle, il y a deux approches différentes :

— Le filtrage adapté consiste à utiliser un filtre qui est obtenu en corrélant un signal
avec un modèle théorique qui est paramétrisé, avec le signal mesuré pour détecter
d’ondes gravitationnelles. Il s’agit d’un établir dans une banque de données de mo-
dèle celui qui colle le plus aux données mesurées. Cette méthode nécessite une très
bonne connaissance de ce que l’on veut détecter. Elle repose sur une modélisation
assez précise des sources recherchées, il est donc possible de passer à côté d’un
signal exotique, c’est-à-dire qui n’est pas encore connu ou modélisé.

— Recherche temps-fréquence ne nécessite pas une connaissance précise de la forme
d’onde. Effectivement, en se servant de plusieurs détecteurs, nous pouvons détecter
un événement. De plus, on espère aussi améliorer notre sensibilité aux signaux

72



Figure 1.16 – Schéma optique de la face A du banc optique, figure extraite du document
de la description du design de LISA [161].

d’onde gravitationnelle. Chaque détecteur possède un bruit qui lui est propre.
Nous supposons que le bruit soit gaussien et non corrélé d’un détecteur à l’autre.
Si, on constate qu’un signal est cohérent en temps et en phase (en prenant en
compte un temps de vol de l’onde entre les détecteurs) dans les données de tous
les détecteurs, cela permet d’effectuer la détection.

1.3.7 Réponse des détecteurs d’ondes gravitationnelles

Dans cette thèse, nous étudions la détection du fond stochastique, pour cela, il faut
placer son estimation de détection dans un contexte, ainsi nous avons besoin d’introduire
la réponse du détecteur d’ondes gravitationnelles. En effet, celle-ci n’est pas homogène
sur le ciel. Pour LISA, elle dépend, par exemple, de son mouvement orbital. Il s’agit aussi
de grandeurs qui ne sont pas homogènes en fréquence. Dans cette section, nous proposons
de faire le calcul de cet effet qui sera fondamental dans la suite de nos calculs.

Différents types de détecteurs

Le point commun entre tous les détecteurs actuels, c’est qu’ils utilisent des sources
électromagnétiques. Souvent, ce sont des Lasers échangés par des tests masses qui sont
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Figure 1.17 – Schéma optique de la face B du banc optique, figure extraite du document
de la description du design de LISA [161].

séparées, nous parlons dans notre étude de bras et de chemin. On souhaite regarder
comment les tests masses se séparent relativement au temps. Nous distinguons ainsi trois
types de détecteurs compte tenu du nombre de bras et de chemins qui produisent la
détection. L’objectif est d’estimer le temps de trajet supplémentaire dû au passage d’une
source d’ondes gravitationnelles ∆T (t) entre les tests-masses.

Les détecteurs utilisant les pulsars, on parle en anglais de pulsar timing array (PTA)
comme le projet NANOGrav [175] peuvent être utilisés comme instruments de mesure
des signaux gravitationnels. La méthode consiste à observer les périodes d’une multitude
de pulsars, il s’agit d’astres émettant de forts signaux radio et qui tournent sur eux-
mêmes. Nous observons à intervalle régulier un signal, comme le fait un phare, dont leur
période est très régulière, il s’agit de véritables horloges. Lorsqu’une onde gravitationnelle
passe entre la Terre et un pulsar, la distance mesurée entre la Terre et le pulsar est
légèrement modifiée. Nous pouvons ainsi mesurer une légère modification de la phase du
signal observé. Ainsi en regardant beaucoup de pulsars, nous pouvons trouver la source
et mesurer les ondes gravitationnelles, cette méthode est très sensible pour les très basses
fréquences d’ondes gravitationnelles (∼ 10−9 à 10−7 Hz).

Ce type de détecteur est donc constitué d’un bras et d’un chemin. De plus, l’amplitude
est proportionnelle au décalage temporel produit par le passage de l’onde gravitationnelle
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Figure 1.18 – Signal de la première détection de septembre par LIGO [1]. Nous avons
les données des deux détecteurs, chaque colonne correspond aux deux sites H1 et L1 des
deux instruments LIGO. La première figure montre l’amplitude de Hanford (H1). Sur
le tracé de Livingston, on a superposé en changeant l’origine temporelle pour rendre les
signaux cohérents. La deuxième ligne comporte le signal reconstruit pour chaque site. Sur
la troisième ligne, il s’agit de la soustraction du signal détecté et du signal reconstruit,
il ne reste que le bruit gaussien. Enfin, sur la dernière ligne, il s’agit de la carte temps-
fréquence du signal détecté.

tel que h(t) ∼ ∆T (t). Il est possible de détecter les ondes gravitationnelles en utilisant
l’effet Doppler d’un satellite (spacecraft Doppler tracking), il s’agit d’étudier le décalage
de fréquence d’un signal émit sur Terre et réfléchi sur un satellite produit par le pas-
sage d’une onde gravitationnelle [97]. Cette méthode utilise un bras et deux chemins.
L’amplitude gravitationnelle est donnée par h(t) ∼ ∆µ(t)

µ0
= d∆T (t)

dt
. Les mesures effectuées

par les interféromètres ont pour objectif de comparer deux signaux se propageant dans
des directions différentes. Une onde gravitationnelle passant sur le détecteur modifie la
longueur de l’un des deux bras. En comparant les deux signaux (celui modifié et l’autre,
qui agit comme un bras de référence), nous pouvons reconstruire le signal gravitationnel.
Il s’agit de détecteurs à deux bras et à deux chemins. Pour les détecteurs au sol comme
LIGO/Virgo ou KAGRA, leur amplitude est donnée par h(t) ∼ ∆L(t)

L
= ∆T (t)

T
. Pour les
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détecteurs spatiaux comme LISA, la mesure est donnée pour un décalage de phase par
rapport à un LASER tel que h(t) ∼ ∆Φ(t) = 2πν0∆T (t).

Fonction réponse des détecteurs

Les ondes gravitationnelles observées par un détecteur h(t) peuvent être décrites
comme la convolution de la métrique linéaire de perturbations hab(t, ~x) (voir section 2.1
et lire le cours de l’École d’été des Houches de Joseph D. Romano [210]) décrite comme
une onde linéaire et la réponse impulsionnelle d’un détecteur Rab(t, ~x) tel que

h(t) =

∫ +∞

−∞
dt′
∫∫∫

d3~xRab(t′, ~x′)hab(t− t′, ~x− ~x′)

=(a)

∫ +∞

−∞
df

∫∫
d2Ω̂(n̂)Rab(f, n̂)hab(f, n̂)e2iπft

(1.158)

(a) est obtenu pour une onde gravitationnelle plane et progressive avec la transformée
de Fourier de l’amplitude h(t) tel que

h̄(f) =

∫∫
d2Ω̂(n̂)Rab(f, n̂)hab(f, n̂) (1.159)

et

Rab(f, n̂) = e2iπf n̂̇~x
c

∫ +∞

−∞
dt′
∫∫∫

d3~xRab(t′, ~x′)e
−2iπf

(
t′+ n̂̇~x′

c

)
. (1.160)

Le terme Rab est la réponse d’un détecteur. Il est important de noter que ce terme
n’est pas universel, il dépend du détecteur que nous utilisons. Plus tard, nous calculerons
pour LISA ce terme. Nous avons montré que les ondes gravitationnelles sont constituées
de deux polarisations A = +,×, il nous est donc possible de réécrire la transformée de
Fourier de l’amplitude h(t) tel que

h̄(f) =

∫∫
d2Ω̂(n̂)

∑
A=+,×

RA(f, n̂)hA(f, n̂) (1.161)

avec RA(f, n̂) la fonction de réponse du détecteur de la polarisation A, celle-ci est valable
pour une onde gravitationnelle plane et monochromatique de fréquence f et se propageant
selon l’axe n̂. La réunion des deux fonctions de réponse du détecteur des polarisations
+ et × nous permet de construire le diagramme de faisceau d’antenne ou antenna beam
patterns en anglais tel que

R(f, n̂) =

√
|R+(f, n̂)|2 + |R×(f, n̂)|2 (1.162)

Ce terme de diagrammes de faisceau d’antenne est une fonction fréquentielle, elle
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caractérise la réponse "globale" du détecteur. C’est un terme que nous pouvons utiliser
comme terme de correction de l’effet du détecteur sur la détection. Dans notre cas, l’étude
du fond stochastique de LISA, nous l’utilisons comme terme de correction pour analyser
correctement nos signaux. Il s’agit d’un terme non homogène en fréquence, il est donc
d’avantage utilisé lorsque nous étudions la dépendance spectrale d’un signal.
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Chapitre 2

Fond Stochastique des ondes
gravitationnelles

2.1 Introduction et motivations

Le fond stochastique des ondes gravitationnelles ou stochastic gravitational waves
background (SGWB) en anglais est la superposition de signaux d’ondes gravitationnelles
non résolue. Ceux-ci sont non résolus, car trop faibles pour être mesuré, ou bien le nombre
de sources est trop important, par conséquent les sources ont des propriétés trop proches.
Il est alors impossible de les distinguer individuellement. Nous avons donc ici un lien
intrinsèque entre les fonds stochastiques et les propriétés des instruments mesurant. Nous
établissons ainsi deux limites, la première est liée à la sensibilité du détecteur, c’est-à-dire
à sa capacité de mesurer une amplitude donnée et la seconde est liée à sa capacité de
résolution fréquentielle. Effectivement, pour une différence de fréquence donnée entre deux
sources ∆fGW , si la résolution de l’instrument df est plus grande, il sera impossible de
séparer les deux sources, ce qui enrichit un fond stochastique. De même, un instrument
qui a une bonne résolution pourra ainsi appauvrir le fond stochastique. Ainsi, il est
très important lorsque l’on parle d’un fond stochastique de le placer dans un contexte
observationnel. De plus, la résolution fréquentielle des instruments dépend également du
temps d’intégration. Il est donc important de l’associer au fond stochastique le temps
d’observation. Il est possible ainsi d’établir plusieurs origines de production d’un fond
stochastique et prévoir leur forme d’onde. Leur étude permet une compréhension des
propriétés statistiques des ensembles émettant des ondes gravitationnelles, et ainsi de
connaître les propriétés de population des sources.
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2.2 Analogie du fond stochastique des ondes gravita-

tionnelles et du fond diffus cosmologique
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Figure 2.1 – Carte du ciel de la mesure relative de l’univers ∆T
TToday

de fond diffus cosmo-
logique, il s’agit des variations de température de l’univers. Les parties rouges et bleues
correspondent réciproquement à un excès ou un déficit de température par rapport à un
corps noir de température TToday = 2.73 K. Cette carte est la carte finale des données
Planck [195], sur celle-ci, est superposée en gris l’émission microonde de la poussière de
notre Galaxie.

Le fond diffus cosmologique ou cosmic microwave background(CMB) est un fond de
microondes provenant du début de l’univers. La première observation de ce fond a été
effectuée par sérendipité par Penzias et Wilson en 1965 [185], ce qui leur vaudra en 1978,
le prix Nobel de Physique. La figure 2.1 montre la carte du ciel obtenue par la dernière
étude des données de Planck [195]. Il s’agit de la carte de la variation relative de tem-
pérature de l’univers d’un corps noir. Pour cela, Planck mesure avec des calorimètres
plusieurs bandes de fréquences et ensuite recombine les différentes cartes avec la méthode
ILC (combinaison linéaire interne). Celle-ci consiste à effectuer une certaine combinaison
linéaire des cartes du ciel à différentes fréquences afin d’obtenir une approximation d’une
composante des signaux. Dans le cas de l’ILC décrit dans l’article d’Eriksen et al. [95],
il s’agit d’obtenir une carte approximative du fond cosmique des microondes. Le CMB
correspond donc à un fond d’émissions électromagnétiques produit 380 000 ans après le
Big-Bang[143]. Le nom de cette époque est la recombinaison, il s’agit du moment où
l’univers est devenu transparent pour les photons, la lumière a pu se propager. En effet,
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la température de l’univers autour de 3 000 K permet au premier atome d’hydrogène de
se former. Cette recombinaison s’accompagne également d’une émission de photon infra-
rouge dans toutes les directions. Cet événement a eu lieu à z = 1100. Aujourd’hui, nous
baignons dans cette émission de photon primordiale. Du fait de l’expansion de l’univers,
on mesure ce flux de photons dans le domaine microonde. Ainsi, la figure 2.1 est donc
la première "photo" de l’univers. De plus, cette "photo" est très homogène et constitue
le corps noir le plus parfait jamais observé (TToday = 2.72548 ± 0.00057 K [99]). Les
missions d’observation du CMB comme COBE [223] ont mesuré pour la première fois
les anisotropies de température, ainsi, on sait aujourd’hui que l’Univers est homogène à
∆T
T

= 10−5 près. Les mesures des anisotropies du CMB sont au cœur de la cosmologie mo-
derne comme avec les missions WMAP [40] et Planck [194]. Effectivement, les différentes
distributions de taches plus ou moins chaudes, c’est-à-dire leur taille, position et répar-
tition, renseignent sur les grandes structures de l’Univers primordial, mais également,
permettent de mesurer les paramètres cosmologiques. Il y a en pratique de nombreuses
contributions aux anisotropies du fond diffus cosmologique, mais nous pouvons les classer
en trois groupes. Les premières sont les anisotropies intrinsèques, elles sont primaires et
primordiales. Celles-ci sont de trois ordres, les variations de densité de matière, les ef-
fets Doppler et le redshift gravitationnel. Le groupe d’anisotropies intégrées sur la ligne
de visée, elles, sont secondaires, mais demeurent cosmologiques. Il s’agit, par exemple,
des effets de lentilles gravitationnelles [187] ou de diffusion des photons du CMB (Effet
Sunyaev-Zel’dovich [227]). Le troisième groupe est constitué des avant-plans locaux, elles
sont d’origines astrophysiques. C’est, par exemple, la poussière de notre galaxie. Les deux
derniers groupes d’anisotropies peuvent être corrigées, c’est la première avec laquelle nous
pouvons produire le spectre de puissance angulaire (voir figure 2.2). Le modèle standard
cosmologique peut être ajusté sur le spectre de puissance, tel que la distribution d’aniso-
tropie nous renseigne sur les paramètres cosmologiques. De plus, c’est cet ajustement qui
nous permet aujourd’hui d’établir que le modèle Λ-CDM est le modèle qui, actuellement,
est le meilleur pour expliquer les anisotropies.

La carte du CMB est une très bonne motivation. En effet, nous pourrions un jour
produire des cartes du ciel de chacune des composantes du fond stochastique, sous forme
d’une carte des anisotropies comme pour le CMB. il est important de noter que nous
aurons besoin comme la fait Planck [95] de toutes les observables de toutes les bandes de
fréquences. L’avantage du fond stochastique des ondes gravitationnelles est l’absence de
barrière comme l’opacité de l’univers primordiale, il nous sera donc possible d’observer
l’univers plus tôt en comparaison du CMB. Ceci constitue une motivation supplémentaire
à l’étude du SGWB.
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Figure 2.2 – Spectre de puissance angulaire des anisotropies du CMB, le tracé vert
correspond à l’ajustement des paramètres cosmologiques du Λ-CDM.[193]

2.3 Polarisation du CMB

En 2002, l’expérience au pôle Sud DASI (Degree Angular Scale Interferometer) a
pour la première fois mis en lumière la polarisation des photons du CMB [147]. Il s’agit
de l’orientation de la lumière suivant la perpendiculaire de la direction de propagation.
Celle-ci est polarisée à la hauteur de 10%, en raison de la diffusion de Thomson des
photons avec les électrons sur la surface de la recombinaison.

La théorie de l’inflation est la principale motivation pour expliquer ces polarisations.
En effet, la théorie prédit une production d’un fond d’ondes gravitationnelles de faible fré-
quence [74]. Ces ondes gravitationnelles sont trop faibles pour être détectées directement
aujourd’hui, mais elles peuvent être observées grâce à leur signature sur la polarisation
du CMB. Les anisotropies de polarisation du CMB sont dominées par une perturba-
tion de densité de matière dans l’Univers primitif, elles créent les polarisations du mode
E. Les ondes gravitationnelles produites durant l’inflation, créent une polarisation du
mode B. Ainsi, la mesure de polarisation du mode B est la preuve de l’existence d’ondes
gravitationnelles produites durant l’Univers primitif, mais également un argument sup-
plémentaire au crédit de la théorie de l’inflation cosmologique.

Afin de mettre en évidence ou non, la présence de polarisation des modes B, il faut
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Figure 2.3 – Carte du ciel des polarisations du mode B obtenue avec la mission BICEP2
[41, 42]

réaliser des cartes des polarisations du ciel primitif en les séparant des modes E. La
figure 2.3 montre le mode B obtenu par la mission BICEP2 [41]. Avec cette image, il
est possible d’ajuster en partie les paramètres inflationnaires, tels que le rapport tenseur
scalaire r = PT

PS
. En effet, il s’agit d’un rapport des spectres de puissance des différents

modes de l’inflation (Tensoriel PT et scalaire PS). Pour les ondes gravitationnelles du
CMB produites durant l’inflation, nous avons r =

CS2
CT2

= f(h,Ωi, ...)ε, avec CS
2 et CT

2

est la valeur de spectre de puissance angulaire pour l = 2 des composantes scalaires
et tensorielles. f est une fonction dépendant des paramètres du modèle cosmologique
ΛCDM et ε < 0.0032 une contrainte de l’analyse des données de WMAP [146]. En 2014,
la combinaison des résultats BICEP2 et Planck [41] ont mis en lumière que les modes
B observés sont en grande partie expliqués par la poussière du plan galactique. Mais, la
mission Keck Array combinée aux données BICEP2 ont présenté en octobre 2018 leurs
résultats. Ils ont établi une limite supérieure sur le mode B (r < 0.07). De plus, en
combinant avec les résultats de Planck, on réduit la mesure à r < 0.06 [16]. Aujourd’hui,
il semble donc possible de considérer qu’il y a bien eu des ondes gravitationnelles produites
durant l’hypothétique inflation.
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2.4 Contexte des différentes sources du fond stochas-

tique dans la bande de fréquences de LISA

Figure 2.4 – Characteristic strain en anglais ou amplitude caractéristique de l’onde
gravitationnelle, nous présentons ici l’ensemble des missions ou des projets d’observation
des ondes gravitationnelles compte tenu de leur domaine de sensibilité, mais également
dans le contexte astrophysique et cosmologique des sources potentielles. Cette figure est
extraite du site http://gwplotter.com/[174]. Ainsi, entre f = 10−10 et 10−6 Hz, nous
distinguons les projets de mesure des périodes de pulsar en analysant des signaux radio
comme European Pulsar Timing Array (EPTA) [118], International Pulsar Timming Ar-
ray (IPTA)[239] ou le projet de radio télescope Square Kilometre Array (SKA) [134] pour
détecter des ondes gravitationnelles. De même, à hautes fréquences, nous avons les interfé-
romètres de Michelson avec GR respectivement AdV (Advanced Virgo), aLIGO (Advanced
LIGO) et KAGRA [5]. Cette partie du spectre des ondes gravitationnelles pourrait être
observée par les missions de troisième génération telles que Einstein Telescope (ET) [199]
et Cosmic Explorer (CE) [205]

Le fond d’ondes gravitationnelles stochastiques à observer par LISA est composé de
sources multiples, qui ont des origines très différentes. On peut les distinguer par trois ori-
gines différentes. La première est galactique, produite par des binaires de naines blanches.
Les binaires de naines blanches [154, 82, 11] sont nombreuses et relativement proches de la
constellation LISA. Lamberts et al [154] estime à 35 millions de binaires, dont la plupart
ne peuvent pas être résolues individuellement. La superposition de leurs ondes gravita-
tionnelles forme un signal situé entre 1 × 10−5 Hz et 10 mHz. Ce signal est modulé en
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amplitude dans le temps en raison de l’orbite de LISA ; la réponse de l’instrument n’est
pas uniforme sur un an. Le signal observé par LISA dépend de la densité d’étoiles dans
notre galaxie, et du changement d’orientation de LISA. Il y a un signal fort lorsque LISA
pointe (perpendiculairement au plan défini par les trois satellites LISA) vers le centre ga-
lactique, et d’autres fois le signal est faible parce que LISA pointe vers une partie du ciel
avec moins de binaires. En raison de cette situation, il y aura deux pics de signaux dans
l’année. L’effet a été abordé dans Adams et Cornish [11] ; ils ont décrit que, étant donné les
binaires de naines blanches résolues, il était possible de prédire le signal de premier plan
stochastique galactique à partir de binaires non résolues. Le spectre d’énergie de ce signal
peut également être modélisé par une loi de puissance cassée. En effet, à des fréquences
plus élevées, le nombre de naines blanches binaires diminue, ce qui produit une rupture de
la loi de puissance α = 2/3 dans l’émission stochastique des binaires de naines blanches.
Le deuxième signal stochastique est d’origine astrophysique. Ceci provient des binaires
des trous noirs stellaires et des étoiles à neutrons et leur présence peut être prédite à partir
des observations de LIGO / VIRGO. Ce fond stochastique astrophysique sera homogène
et isotrope sur le ciel ; le fond stochastique produit est une loi de puissance avec une pente
en α = 2

3
. Études des populations binaires de trous noirs et d’étoiles à neutrons, telles

que [186] prédire ΩGW (25 Hz) ' 4.97 × 10−9 − 2.58 × 10−8 et les projections de valeur,
nous n’avons pas encore à estimer avec les détecteurs au sol [68] à partir des observa-
tions LIGO/Virgo donnent une valeur Ω2/3(fref = 25 Hz) ' 1.8× 10−9 − 2.5× 10−9. La
troisième et dernière source de fond stochastique dans la bande LISA provient de sources
cosmologiques, dont la détection est le but ultime. L’étude des méthodes d’estimation des
paramètres permet l’observation par LISA d’une large possibilité d’arrière-plans stochas-
tiques produits cosmologiquement, y compris ceux qui ressemblent à des lois puissances,
des lois de puissance brisées [151], des pics [62] ou même des signaux "Wiggly" [104].

La bande de basses fréquences est riche en signaux d’ondes gravitationnelles. Par
exemple, récemment, le Zwicky Transient Facility (ZTF) a mesuré une double naines
blanches avec une période orbitale estimée à 7 minutes [56], ce qui correspond à une
émission d’ondes gravitationnelles de ' 30 mHz. On peut s’attendre à ce que LISA ob-
serve de nombreuses binaires résolues, dont beaucoup sont déjà connues des études de
photométrie et constituent ce que l’on appelle les binaires de vérification [55, 144]. Des
systèmes bien étudiés comme celui-ci peuvent être utilisés pour vérifier les performances
de LISA, agissant comme un moyen de confirmer la sensibilité de LISA. Nous pouvons
nous attendre d’avoir une binaire sur mille résolvables. La grande majorité des binaires
galactiques ne sont pas résolues et forment un signal stochastique. Le fond d’onde gra-
vitationnelle stochastique des binaires de naines blanches ou du premier plan galactique
sera anisotrope et le signal ne sera pas une pure loi de puissance.

Un fond d’ondes gravitationnelles stochastiques (SGWB) [211, 69] aura une contribu-
tion significative des binaires non résolues, telles que les trous noirs binaires et les étoiles
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à neutrons binaires. Ce fond est essentiellement isotrope, et son niveau peut être prédit
à partir des signaux observés par LIGO et Virgo [68, 7]. Un autre SGWB important
proviendrait de sources cosmologiques [69]. L’origine de ce contexte vient du début de
l’Univers [105, 169], avec la possibilité de mesurer les paramètres du scénario d’inflation
[58]. Les cordes cosmiques pourraient être une autre source observable [67]. Un arrière-
plan produit cosmologiquement peut être modélisé comme une densité d’énergie spectrale
plate ∝ f 0 [79].

Dans cette thèse, nous présentons une stratégie pour séparer les deux SGWB (astro-
physique et cosmologique), ainsi que le bruit LISA, en utilisant une stratégie bayésienne
[70, 82] fondée sur un algorithme de Markov chains Monte-Carlo adaptatives (A-MCMC).
Nous montrons ensuite la capacité de LISA à mesurer un SGWB cosmologique pour dif-
férentes magnitudes pour le fond astrophysique. Le SGWB à partir de sources astrophy-
siques représente aujourd’hui un objectif important, particulièrement compte tenu des
observations actuelles de LIGO et Virgo [8, 9].

De nombreuses études ont récemment été présentées sur la façon de détecter éven-
tuellement un fond d’origine cosmologique en présence d’un SGWB astrophysique. Par
exemple, une étude récente montre l’utilisation de l’analyse en composantes principales
ou Principal component analysis en anglais pour modéliser et observer un SGWB en pré-
sence d’un premier plan de binaires de trous noirs et d’étoiles à neutrons binaires dans la
bande d’observation LISA [191]. Une méthode de séparation des composants est proposée
dans [184], où elles montrent qu’il est possible de détecter un SGWB isotrope. La mé-
thode utilise l’estimation des paramètres du maximum de vraisemblance avec les matrices
d’information de Fisher. Ceci est proposé pour remplacer une approche de MCMC, et
appliqué à la bande d’observation LIGO-Virgo. La proposition dans [235] est d’utiliser un
certain nombre de filtres de loi de puissance cassés pour séparer différents arrière-plans
avec des détecteurs d’ondes gravitationnelles sur la Terre.

Dans l’étude de [43], la proposition est de diviser les données en segments de temps
courts individuels. La méthode a utilisé les procédures décrites dans [221] pour recher-
cher les segments pour la présence d’un signal de trou noir binaire, soit par détection
directe ou sous-seuil en générant une preuve bayésienne. Un SGWB cosmologique serait
présent dans tous les segments, alors qu’une probabilité existerait pour la présence d’une
fusion binaire de trous noirs pour les segments. La méthode est générale et pourrait être
appliquée à LIGO-Virgo ou LISA. L’étude présentée dans [201] a noté que la sensibilité
des détections d’ondes gravitationnelles de troisième génération, telles que l’Einstein Te-
lescope (ET) [199] ou Cosmic Explorer [205], sera si basse que presque toutes les fusions
binaires de trous noirs dans l’univers observable pourront être directement détectées,
puis retirées de la recherche d’un SGWB cosmologique. L’étude de [219] a ensuite ex-
ploré comment réaliser une telle soustraction de signaux de fusion de trous noirs binaires
et les conséquences de l’effet des résidus de ces soustractions. Une autre étude a uti-
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lisé des méthodes bayésiennes pour aborder la séparation spectrale pour les observations
LIGO-Virgo, mais en essayant de déterminer comment séparer un SGWB d’un bruit de
fond magnétique corrélé produit par les résonances de Schumann [103, 85, 231] ; l’étude
est cependant générale et peut être appliquée à la séparation spectrale pour différents
types d’arrière-plans [172]. Cette étude a ensuite été élargie pour aborder l’estimation
simultanée des SGWB astrophysiques et cosmologiques, et a montré que cela sera parti-
culièrement important pour les détecteurs au sol de troisième génération [168]. Une autre
étude, spécifiquement dédiée aux observations LISA [63] propose de diviser les données
en bins, puis à l’intérieur de chaque bin, un ajustement est fait à une loi de puissance
ou à une amplitude constante ; une variante de cette approche est présentée ici [100].
L’affirmation est que cette méthode est plus dynamique et capable de s’adapter à des
SGWB de forme arbitraire. L’étude de [136] montre comment attribuer des facteurs et
des probabilités de Bayes pour différencier un signal SGWB du bruit instrumental.

Toutes les études SGWB référencées ci-dessus sont résumées dans les tableaux 2.1,
2.2, 2.3, respectivement pour les détecteurs LIGO/Virgo, LISA et de troisième génération.
Nous comparons les objectifs, les méthodes, les performances, les limites et l’application.
Elles sont également résumées dans la figure 2.4. Nous pouvons encore extraire différents
composants. On distingue le fond d’ondes gravitationnelles stochastiques d’origine as-
trophysique dû à la superposition de signaux provenant d’un grand nombre de sources
non résolues et celui d’origine cosmologique produit lors des premiers instants de l’Uni-
vers peu après le Big Bang. L’observation de ce rayonnement donnerait des informations
importantes sur l’Univers primordial, en particulier sur la période dite d’inflation cos-
mique. Dans le cas de LISA, nous nous intéressons aux fréquences sources que LISA peut
mesurer. Comme chaque composante avec une dépendance fréquentielle et un domaine
fréquentiel propre (équation 2.28), nous avons deux composantes principales : Compo-
sante cosmologique et composante astrophysique. Elles proviennent de fusions de binaires
non résolues de notre galaxie. Il y aura également un arrière-plan astrophysique de BBH
(Binary Black Holes) dans tout l’Univers. Dans la composante astrophysique, il y a la
fusion des trous noirs, étoile à neutrons, mais le composant le plus important est la fusion
non résolue de naines blanches.

2.4.1 Résumé de la documentation sur la séparation des signaux

Dans ce paragraphe, nous présentons sous forme de tableau une liste de diverses
études qui ont été menées afin de séparer les différents SGWB et les sources de bruit des
détecteurs. Beaucoup ont été publié à ce sujet. Nous présentons ainsi les résultats sous
forme de trois catégories compte tenu du type de détecteur utilisé.
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Études SGWB pour LIGO/Virgo

Le tableau 2.1 présente un résumé de la littérature traitant de la séparation des si-
gnaux SGWB pour LIGO et Virgo. Les études présentées dans le tableau consistent
principalement en la mesure du fond stochastique astrophysique avec des méthodes va-
riées comme des analyses de corrélations entre détecteurs, mais également des analyses
paramétriques du SGWB.

Études du SGWB dans la bande spectral de LISA

Le tableau 2.2 présente un résumé de la littérature traitant de la séparation du signal
SGWB pour LISA.

Études du SGWB pour les futurs détecteurs de troisième génération

Le tableau 2.3 présente un résumé de la littérature traitant de la séparation des signaux
SGWB pour les détecteurs d’ondes gravitationnelles de troisième génération.

2.4.2 Contexte mathématique du fond stochastique

Nous avons préalablement introduit le fond stochastique comme une superposition de
signaux non résolus individuellement, du fait de leur trop faible signal ainsi que du nombre
important de sources proche, c’est ici, l’impossibilité de séparer un signal des autres qui
enrichit le fond stochastique. Ceci produit donc un signal qui a une sommation aléatoire,
ce qui produit une perte d’information de la phase d’un signal, mais pas de la puissance
ou amplitude. Ainsi, la combinaison de signaux s’empile et forme un surplus de puissance
dans les détecteurs. C’est donc un signal très compliqué, voire impossible par simple étude
temporelle. Il est aussi supposé comme constant au cours du temps, il offre très peu de
variation de fréquence au cours du temps, ce qui rend toute analyse de temps-fréquence
peu sensible. Nous avons donc besoin d’introduire une description statistique qui renseigne
du comportement global des ondes gravitationnelles produisant le fond stochastique. Dans
cette section, nous allons étudier depuis une perspective mathématique comment le fond
stochastique se caractérise.

Cas des ondes planes et progressives se propageant

Nous nous replaçons dans le cas de coordonnées de la jauge TT (lire section 1.3.2)
(t, xa) = (t, ~x), nous considérons une onde gravitationnelle plane se propageant selon la
direction k̂ = −n̂ qui a deux polarisations + et ×. Nous pouvons donc écrire la métrique
des ondes gravitationnelles du fond stochastique comme
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Référence Objectif Méthode Performance Limitations et
applications

Z.-C. Chen et.
al. [68]

SGWB as-
trophysique
venant des
binaires de
trous noirs
et d’étoile à
neutrons

Estimation du
SGWB à partir
d’observations
LIGO/Virgo ;
taux de fusion
local R

Ω2/3 =
4.4+6.3
−3.0× 10−12,

fref = 3 mHz)

L’erreur sur le
taux de fusion
locale est im-
portante

B. Abbott et.
al. [7]

SGWB as-
trophysique
venant des
binaires de
trous noirs
et d’étoile à
neutrons

Estimation du
SGWB à partir
d’observations
LIGO/Virgo ;
taux de fusion
local R : es-
timation avec
GW150914

Ω2/3 =
1.1+2.7
−0.9 × 10−12

fref = 25 Hz

L’erreur sur le
taux de fusion
locale est im-
portante

B. Abbott et.
al. [8, 9]

3 fond consi-
déré, spectre
en lois
puissances
α = 0, 2

3
, 3

Résultats de
l’analyse de
corrélation
croisée avec
Advanced
LIGO O3
résultats com-
binés O1 et
O1

Ω0 <
5.8 × 10−9 ;
Ω2/3 <
3.4 × 10−9,
fref = 25 Hz

Pas de bruit
corrélé dû aux
résonances
magnétiques
de Schumann

A. Parida et.
al. [184]

Séparer diffé-
rents SGWB
isotropes pour
LIGO

Séparation
des compo-
sants des lois
de puissance
évitant l’uti-
lisation des
méthodes
MCMC

Démonstration
de simulation
pour la sen-
sibilité LIGO
avancée :
Ω0 = (1 ±
0.676) × 10−8 ;
Ω2/3 = (1 ±
1.719) × 10−8 ;
Ω3 = (1 ±
3.284) × 10−8 ;
fref = 100 Hz.

Nécessite une
quantité né-
gligeable de
calcul et être
simple à ap-
pliquer à des
données réelles

C. Ungarelli
and A. Vecchio
[235]

Ajustement de
loi puissance
cassée adaptée
au SGWB avec
les données
des détecteurs
basés sur Terre

Filtres ba-
sés sur des
spectres de loi
de puissance
brisée

Facteur d’ajus-
tement atteint
supérieur à 97
%

Petit nombre
de filtres né-
cessaires pour
mesurer le
SGWB dans
les interféro-
mètres laser
de première
génération
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Référence Objectif Méthode Performance Limitations et
applications

R. Smith and
E. Thrane
[221]

Pour détecter
SGWB astro-
physique avec
LIGO/Virgo

Estimation des
paramètres
bayésiens pour
détecter le
fond de trou
noir binaire
non résolu

Moins de
données né-
cessaires
pour observer
l’arrière-plan,
par opposition
à la recherche
traditionnelle
fondée sur la
corrélation

Donne une
méthode uni-
fiée pour une
recherche de
signaux ré-
solvables et
un SGWB
de signaux
insolubles

S. Biscoveanu
et. al. [43]

Détecter un
SGWB pri-
mordial en
présence de
trous noirs
binaires non
résolus dans
la bande
LIGO/Virgo

Utilise la
méthode de
Smith et
Thrane [221] ;
segments de
temps courts
analysés

mesure d’une
loi de puis-
sance simulée :
log Ωα =
−5.96+0.08

−0.16,
α = 0.49+1.14

−0.49

et ξ = 0.08+0.09
−0.05

Limitations de
la précision des
formes d’onde
de signaux
binaires com-
pacts et bruit
non gaussien

E. Thrane et.
al. [231]

mesure du
SGWB dans
le contexte du
bruit magné-
tique corrélé
en bande
LIGO/Virgo.

Le bruit cor-
rélé entre les
détecteurs crée
une erreur
systématique
dans l’étude
de corrélation
croisée

mesure du
bruit corrélé
des résonances
de Schumann

Possibilité
d’utiliser
le filtre de
Wiener pour
soustraire la
corrélation.

P. M. Meyers
et. al. [172]

Mesure du
SGWB de
LIGO/-
Virgo dans
le contexte du
bruit magné-
tique corrélé

Estimation des
paramètres du
bruit magné-
tique corrélé et
SGWB

Démonstration
avec Ω2/3 '
3 × 10−9,
fref = 25 Hz
et couplage
magnétique
réaliste en
LIGO/Virgo

Une alterna-
tive au filtrage
de Wiener

Table 2.1 – Méthodes de mesure et de séparation des SGWB pour LIGO/Virgo.
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Référence Objectif Méthode Performance Limitations et
applications

N. J. Cornish
and S. L. Lar-
son [79]

Observer le
SGWB cos-
mique avec des
avant-plans
astrophysiques

Stratégies pour
un ou deux
interféromètres
LISA utilisant
la corrélation
croisée

LISA pour-
rait détecter
une SGWB
cosmique au
niveau de
ΩGW (f)h2

0 >
7× 10−12

La sensibilité
LISA est dé-
rivée pour la
longueur de
bras LISA de
L = 5× 109

M. Pieroni and
E. Barauss
[191]

Extraction du
SGWB cos-
mologique et
premier plan
astrophysique
avec bruit
LISA

Analyse en
composantes
principales
pour modéliser
et extraire les
SGWB

LISA peut
mesurer un
SGWB cos-
mologique de
Ω0 = 6× 10−13

avec
SNR = 31

Une technique
robuste qui
peut être éten-
due à différents
détecteurs

C. Caprini et.
al. [63]

Observation
des SGWB
pour LISA

Reconstruction
de SGWB
compte tenu
de la fréquence
pour des lois
de puissance
simples et
brisées

Détecte une loi
de puissance de
Ω2/3 = 5.4 ×
10−12, fref =
0.001 Hz, avec
SNR=601.

Le signal et
le bruit sont
supposés être
stationnaires
en tout temps.

R. Flauger et.
al. [100]

Observer les
SGWB avec
LISA, en s’ap-
puyant sur
les travaux de
Caprini et. al
[63]

Reconstruction
de la forme
spectrale d’un
SGWB avec
les canaux de
LISA A,E, T

Amélioration
de

√
2 par

rapport à la
méthode de
Caprini et. al
[63]

Sera élargi
pour tenir
compte des
longueurs
de bras in-
égales pour la
constellation
LISA.

N. Karnesis et.
al. [136]

Méthodologie
rapide pour
évaluer la
détectabilité
avec LISA
d’un SGWB
stationnaire,
gaussien et
isotrope

Test du jeu
de données
simulé Radler
du LISA Data
Challenge

démonstration
réussie pour
Ω2/3(f) =
3.6 ×
10−9

(
f

25 Hz

)2/3

Analyse réa-
lisée avec un
modèle de
bruit LISA
simple

Table 2.2 – Méthodes de mesure et de séparation des SGWB pour LISA
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Référence Objectif Méthode Performance Limitations et
applications

T. Regimbau
et. al. [201]

Observation
d’un SGWB
primordial
en dessous
du SGWB
produit par
les binaires
compactes

Les données
seront net-
toyées des
observations
directes des
binaires par
les détecteurs
de troisième
génération

Limite pos-
sible de
ΩGW ' 10−13

après cinq ans
d’observation
avec des dé-
tecteurs de
troisième gé-
nération [199,
204]

La limitation
potentielle
de la sensibi-
lité provient
d’autres émis-
sions d’ondes
gravitation-
nelles astro-
physiques.

A. Sharma and
J. Harms [219]

SGWB cosmo-
logique avec
détecteurs
de troisième
génération en
présence d’un
premier plan
astrophysique

Filtrage
adapté et
étude rési-
duelle pour le
premier plan
astrophysique
et corrélation
croisée pour
le SGWB
cosmologique

SGWB cosmo-
logique (plat)
ΩGW = 2 ×
10−12 observé
avec SNR ≈
5.2 après 1.3 an

La limitation
pour le SGWB
cosmologique
est le bruit
instrumental
et les sources
astrophy-
siques non
supprimées.

K. Martinovic
et. al. [168]

SGWB as-
trophysique
(coalescence
binaire com-
pacte) et
SGWB cosmo-
logique (cordes
cosmiques et
transitions
de phase du
premier ordre)

Estimation des
paramètres
bayésiens pour
l’estimation
simultanée
de la SGWB
astrophysique
et cosmolo-
gique avec
des détecteurs
de troisième
génération

Limite pos-
sible à 25 Hz
de ΩGW =
2.2 × 10−13

(modèle de loi
de puissance
brisée pour
le SGWB
primordial)
et ΩGW =
4.5 × 10−13

pour les cordes
cosmiques

Les méthodes
seront appli-
cables pour
LISA.

Table 2.3 – Méthodes de mesure et de séparation des SGWB pour les détecteurs de
troisième génération.
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hab(t, ~x) =

∫ +∞

−∞
df

∫
d2Ω̂

∑
A=+,×

hA(f, k̂)eAab(k̂)e
2iπf

(
t− k̂·n̂

c

)
(2.1)

avec f la fréquence gravitationnelle de l’onde, c la vitesse de l’onde gravitationnelle qui
est aussi la vitesse de la lumière et d2Ω̂(θ, φ) l’angle solide élémentaire, avec (θ, φ) la
position de la source dans le ciel. Nous introduisons la quantité eab(k̂) qui est le tenseur
de polarisation qui s’écrit pour chaque polarisation + et × :

 e+
ab(k̂) = l̂al̂b − m̂am̂b

e×ab(k̂) = l̂am̂b + m̂al̂b
(2.2)

avec l̂ et m̂ les deux autres vecteurs unitaires de la base orthogonale tels que les trois
vecteurs k̂, l̂ et m̂ forme la base permettant d’écrire le fond stochastique. Il s’agit d’une
base de coordonnées sphériques dépendant de la position de la source dans le ciel.


k̂ = − cosφ sin θx̂− sinφ sin θŷ − cos θẑ = −r̂

m̂ = − cos θ cosφx̂− sinφ cos θŷ + sin θẑ = −θ̂

l̂ = sinφx̂− cosφŷ = −φ̂

(2.3)

avec (x̂, ŷ, ẑ) la base cartésienne et (r̂, θ̂, φ̂) la base sphérique. Les deux angles de rotation
θ̂ et φ̂ forme l’angle de polarisation de la source d’onde gravitationnelle (voir figure 2.5).

Figure 2.5
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2.4.3 Propriété temporelle et anisotropies du fond stochastique

Dans l’équation 2.1, nous avons introduit la quantité hA(f, k̂), il s’agit de la trans-
formée de Fourier de l’amplitude de la polarisation A du signal gravitationnelle plan et
progressif. Les propriétés établies pour la forme temporelle de l’amplitude reste vrai, ainsi
la transformée de Fourier reste aussi la métrique perturbation du fond stochastique aléa-
toirement distribuée. Mais, il est très intéressant de regarder les propriétés de distribution
de puissance de l’amplitude dans le domaine de Fourier. En effet, cette étude permet d’éta-
blir les propriétés de distribution de puissance du fond stochastique, car pour un type
de source, nous considérons que les distributions de fréquences sont voisines. Dans le do-
maine temporel, la phase aléatoire rend la lecture des périodes impossibles. Une propriété
fondamentale du fond stochastique est que son espérance est nulle lorsque l’on intègre
l’amplitude sur tout le ciel. C’est en cela que l’étude temporelle est très compliquée, car
il s’agit d’une propriété commune avec le bruit instrumentale.

〈
h+(f, k̂)

〉
=
〈
h×(f, k̂)

〉
= 0 (2.4)

Nous intégrons sur tout le ciel, cela nous ramène à un fond stochastique homogène et
isotrope. Si celui-ci n’est pas homogène et isotrope, il est possible d’avoir des endroits du
ciel privilégiés de telle sorte que nous perdons cette propriété.

Lorsque que nous considérons un fond stochastique constant dans le temps, isotrope
et homogène, son espérance quadratique s’écrit

〈
h+(f, k̂)h∗+(f ′, k̂′)

〉
=
〈
h×(f, k̂)h∗×(f ′, k̂′)

〉
=

1

16π
δ(f, f ′)δ(k̂, k̂′)Sh(f) (2.5)

avec δ l’opérateur Dirac tel que δ(a, b) = 1 si et seulement si a = b sinon δ(a, b) = 0. On
voit apparaître une nouvelle quantité la densité spectre de puissance de l’amplitude h,
Sh(f). Cette quantité est la distribution de puissance de fond stochastique par rapport à
la fréquence. Elle permet d’étudier les dépendances fréquentielles du fond étudié. Il s’agit
d’une quantité en Hz−1. Dans le cas d’un fond stochastique qui comporte des anisotro-
pies, c’est-à-dire que, certaines parties du ciel ont des valeurs d’amplitude plus grande,
le calcul précédent est différent de celui présenté. Nous pouvons introduire une nou-
velle quantité P(f, k̂) =

∑
l,mPl,m(f)Yl,m(k̂), où Yl,m(k̂) sont les harmoniques sphériques

tels que Pl,m(f) =
∫∫
P(f, k̂)Yl,m(k̂)d2Ω̂(k̂) qui est la densité spectrale de puissance de

l’amplitude par unité d’angle solide, elle s’exprime en Hz−1sr−1. En intégrant la densité
spectrale de puissance de l’amplitude par unité d’angle solide P(f, k̂) sur l’ensemble du
ciel nous retrouvons la densité spectrale de puissance de l’amplitude Sh(f) telle que :

Sh(f) =

∫
P(f, k̂)d2Ω̂(k̂). (2.6)
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Nous avons donc

〈
h+(f, k̂)h∗+(f ′, k̂′)

〉
=
〈
h×(f, k̂)h∗×(f ′, k̂′)

〉
=

1

4
δ(f, f ′)δ(k̂, k̂′)P(f, k̂). (2.7)

Les deux propriétés fondamentales du fond stochastique (équation 2.4 et 2.5) nous laissent
présumer que le fond stochastique est donc gaussien.

2.4.4 Réponse du détecteur LISA

Nous avons montré dans une section précédente (lire section 1.3.7) que l’amplitude h
s’écrit comme une fonction de terme qui dépend de la polarisation et qui décrit la manière
dont un détecteur observe l’onde gravitationnelle. Dans le cas d’un interféromètre, il est
possible de calculer la réponse de l’instrument. Nous proposons alors de dériver pour
LISA cette réponse.

Fonction de réponse d’un interféromètre à deux bras

Pour un interféromètre à deux bras de longueur supposée égale L, nous mesurons
une déformation d’origine gravitationnelle localisée dans le ciel aux coordonnées (θ, φ) en
mesurant un déplacement relatif sur chaque bras (δLu(t), δLv(t)) tel que

h(θ, φ, f, ~x, t) =
δLu(t)− δLv(t)

2L
= D(θ, φ, f) : h((θ, φ, f, ~x, t) (2.8)

avec le tenseur de réponse du détecteur D 1 qui se construit avec les deux vecteurs ~u et
~v de direction des deux bras de l’interféromètre, il s’agit d’une grandeur qui dépend de
la fréquence gravitationnelle f et également de la localisation dans le ciel de la source tel
que

D(θ, φ, f) =
1

2
[~u⊗ ~uT (~u · n̂, f)− ~v ⊗ ~vT (~v · n̂, f)] (2.9)

2 avec T la fonction de transfert donnée par Schilling [217].

T (~u · n̂, f) =
1

2

[
sinc

(
πfL

c
(1− ~u · n̂)

)
exp

(
−iπfL
c

(3 + ~u · n̂)

)

+ sinc

(
πfL

c
(1 + ~u · n̂)

)
exp

(
−iπfL
c

(1 + ~u · n̂)

)] (2.10)

1. nous introduisons une notation a : b = aijb
ij , il s’agit de la double contraction des deux tenseurs

a et b, le résultat est un scalaire [79]
2. nous dotons ici le produit tensoriel ⊗
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nous pouvons montrer que dans l’approximation de basse fréquence le tenseur de réponse
du détecteur peut s’écrire D = 1

2
(~u⊗ ~u− ~v ⊗ ~v), cette égalité est considérée comme vrai

dans le cas de LISA.
Si nous écrivons s l’onde gravitationnelle Sh observée par l’interféromètre nous pou-

vons montrer que

〈
s2(f)

〉
=

∫ ∞
0

Sh(f)R(f)df (2.11)

avec R(f) = 1
4π

∫∫∫ ∑
A=+,× F

A(θ, φ, f)FA∗(θ, φ, f)dΩ̂ où nous construisons la fonc-
tion de réponse du détecteur pour chaque polarisation FA(θ, φ, f) comme FA(θ, φ, f) =

D(θ, φ, f) : eA(θ, φ), où eA(θ, φ) dont les tenseurs de base (voir section 2.2). Cornish
et Larson [79] expliquent qu’à basse fréquence (f � c

2πL
) la fonction de réponse de

détecteur s’approxime comme R(f) = 2
5

sin2(~u · ~v), où le produit scalaire ~u · ~v est
l’angle entre les deux bras d’un interféromètre. De manière plus générale nous pouvons
écrire que la densité spectrale de l’onde gravitationnelle observée par un interféromètre
est hs(f) =

√
Sh(f)R(f). De plus, si nous considérons que le signal observé en réa-

lité contient du bruit gaussien n(t) (〈n(f)〉 = 0 et 〈n(f)n∗(f ′)〉 = 1
2
δ(f, f ′)Sn(f), avec

〈n2(t)〉 =
∫∞

0
Sn(f)df =

∫∞
0
h2
n(f)df , où Sn est la densité spectrale du bruit de l’instru-

ment et hn la densité spectrale du déplacement dû au bruit instrumentale.), nous pouvons
construire l’amplitude effective heff (f) du bruit instrumentale tel que

heff (f) =

√
Sn(f)

R(f)
=

√
h2
n(f)

R(f)
(2.12)

Cas particulier de LISA

En se référant à la figure 2.19 et en faisant l’approximation que LISA est une constel-
lation de satellites équilatérales (arccos ~u · ~v = π

3
), nous avons donc ~u = 1

2
x̂ +

√
3

2
ŷ et

~v = −1
2
x̂ +

√
3

2
ŷ, et ainsi ~u ⊗ ~u = 1

4

 1
√

3 0√
3 3 0

0 0 0

 et ~v ⊗ ~v = 1
4

 1 −
√

3 0

−
√

3 3 0

0 0 0

.

Finalement dans le cas particulier de LISA, D s’écrit D = 1
4

 0
√

3 0√
3 0 0

0 0 0

.

En remarquant que dans une telle configuration nous avons pour une source située à
θ, φ, sur la ligne de visée n̂ :  ~u · n̂ = sin

(
φ+ π

6

)
sin θ

~v · n̂ = sin
(
φ− π

6

)
sin θ

(2.13)

Ensuite en combinant, d’après la figure 2.19, les équations 2.2 et 2.5 nous calculons les
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termes suivants qui nous permettrons d’écrire la fonction de réponse de chaque polarisa-
tion FA(θ, φ, f) et également la réponse du détecteur R(f) :



(~u⊗ ~u) : e+ = 1
4

sin2 θ + 1
2

cos2 θ cos2 φ−
√

3
4

sin 2φ (1 + cos2 θ)

(~u⊗ ~u) : e× = − cos θ sin
(
2φ+ π

3

)
(~v ⊗ ~v) : e+ = 1

4
sin2 θ + 1

2
cos2 θ cos2 φ+

√
3

4
sin 2φ (1 + cos2 θ)

(~v ⊗ ~v) : e× = − cos θ sin
(
2φ− π

3

)
(2.14)

et donc dans l’approximation de basse fréquence f � c
2πL

par conséquent une non-
dépendance fréquentielle de FA, nous pouvons faire le calcul dans le cas général, mais dans
notre étude nous nous restreignons à donner le terme zéro, par la suite nous utiliserons
les conclusions calculatoires de Robson et al [208] :F+(θ, φ) = 1

2
(~u⊗ ~u− ~v ⊗ ~v) : e+ = −

√
3

4
sin 2φ (1 + cos2 θ)

F×(θ, φ) = 1
2

(~u⊗ ~u− ~v ⊗ ~v) : e× = −
√

3
2

cos 2φ cos θ
(2.15)

Diagramme d’antenne de LISA dépendant de la fréquence

Figure 2.6 – Les amplitudes des fonctions de réponse du détecteur F+(θ, φ, f) et
F×(θ, φ, f) [130, 80], en rouge ce sont les bras d’un interféromètre en L. Cette figure
permet d’illustrer la notion de fonction de réponse du détecteur

D’après [77], le diagramme d’antenne de réponse du détecteur LISA, intégré au cours
du temps T (dans notre cas nous utilisons la durée nominale de mission, c’est-à-dire 4
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ans) sur l’intervalle de fréquence (f − ∆f
2
, f + ∆f

2
), où le beam de LISA ∆f � f , est

donné par :

F(θ, φ, f) =
T∆f

4π

∑
A=+,×

FA∗(θ, φ, f)FA(θ, φ, f) (2.16)

où F(θ, φ, f) le diagramme d’antenne dépendant de la fréquence voir figure 2.6. Nous
pouvons donc calculer le diagramme d’antenne de réponse [77, 78] tel que le terme sans
fréquence (ordre zéro) nous donne (figure 2.7) :

F(θ, φ, f) =
3(T∆f)

16π
(1− cos2 φ sin2 θ)(cos2 θ + cos2 φ sin2 θ) +O

((
f

f∗

)2
)

(2.17)

Pour une description dépendant de la fréquence comme dans la figure 2.8, nous utili-
sons une autre description, nous pouvons, comme dans [77, 78], décomposer le diagramme
d’antenne dépendant de la fréquence fsur la base des harmoniques sphériques telles que :

F(θ, φ, f) =
∑
l,m

al,m(f)Yl,m(θ, φ) (2.18)

où al,m(f) sont les coefficients de la décomposition sur l’harmonique sphérique Yl,m(θ, φ).
Pour construire la figure 2.8 nous utilisons un développement du second ordre pour f =

10−4 Hz, les coefficients sont donnés dans [77].

2.4.5 La densité spectrale d’énergie du fond stochastique d’ondes

gravitationnelles

Pour caractériser les propriétés de distribution d’énergie fréquentielle du fond sto-
chastique, nous pouvons établir une quantité sans dimension ΩGW (f), en anglais, nous
parlons d’une energy spectral density [202, 18] :

ΩGW (f) =
1

ρc

dρGW
d ln f

=
f

ρc

dρGW
df

(2.19)

avec ρGW la densité d’énergie de radiation gravitationnelle ; nous nous intéressons à l’éner-
gie rayonnée entre f et f+df , nous introduisons également la densité critique de l’Univers
pour rendre ΩGW adimensionné. Il s’agit d’une grandeur construite avec les paramètres
cosmologiques tels que :

ρc =
3H2

0c
2

8πG
' 7.73× 10−10 Jm−3 (2.20)

avec H0 = 67.66 km.s−1Mpc−1 ' 2.193 10−18Hz [72] la constante d’Hubble Lemaître,
nous utilisons cette valeur, car elle correspond à la mesure de la constante à grande
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Mapping of the LISA antenna pattern

2.5546e-06 0.376403sr 1

Figure 2.7 – Carte du ciel de l’ordre zéro du diagramme d’antenne de réponse de LISA
avec Nside = 128 [113].

 LISA antenna pattern mapping for f = 0.0001Hz

0.0816459 0.384826sr 1

Figure 2.8 – Carte du ciel du second ordre pour f = 10−4 Hz du diagramme d’antenne
de réponse de LISA avec Nside = 128 [113].
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échelle [196]. Notons qu’aujourd’hui, il n’y a pas de consensus clair sur la valeur de la
constante. Souvent, la densité d’énergie sans dimension du fond stochastique est donnée
avec h2

0 (ΩGWh
2
0), il s’agit aussi d’un terme sans dimension. Il exprime une forme de nor-

malisation de H0, en effet, on donne h0 = H0

100km.s−1Mpc−1 . L’ajout de cette quantité permet
de mettre ΩGW dans un contexte cosmologique. Comme il n’y a pas encore de consensus,
nous utilisons la quantité libre de h0, ce qui revient à utiliser H0 = 100km.s−1Mpc−1.
Il est possible de faire une analogie avec les ondes électromagnétiques, en effet, si nous
considérons le spectre du corps noir du CMB à T = 2.73 K ; il est également possible de
construire une densité d’énergie sans dimension de cette radiation ΩEM telle que :

ΩEM =
1

ρc

dρEM
d ln f

(2.21)

Nous avons établi précédemment le flux gravitationnel (voir équation 1.150), ainsi de
la même manière, nous établissons la densité d’énergie du fond stochastique ρGW comme

ρGW =
c2

32πG

〈
ḣab(t, ~x)ḣab(t, ~x)

〉
. (2.22)

Nous considérons des ondes gravitationnelles planes et progressives, nous pouvons ainsi
montrer que l’équation 2.22 devient donc, en remarquant avec l’équation 2.1, ˙hab(t, ~x) =∫ +∞
−∞ df

∫
d2Ω̂

∑
A=+,× 2iπfhA(f, k̂)eAab(k̂)e

2iπf
(
t− k̂·n̂

c

)
.

ρGW =

∫ +∞

−∞
df

∫ +∞

−∞
df ′
∫

d2Ω̂

∫
d2Ω̂′

∑
A=+,×

∑
A′=+,×

4π2ff ′

×
〈
hA(f, k̂)h∗A′(f

′, k̂′)
〉
eAab(k̂)eA

′ab(k̂′)e
2iπf

(
t− k̂·n̂

c

)
e
−2iπf ′

(
t− k̂′·n̂′

c

) (2.23)

Or nous avons
〈
hA(f, k̂)h∗A′(f

′, k̂′)
〉

= 1
16π
δ(f, f ′)δ(k̂, k̂′)δ(A,A′)Sh(f) et eAab(k̂)eA

′ab(k̂′) =

2, ce qui conduit en intégrant sur tout le ciel (
∫∫

d2Ω̂ = 4π) à

ρGW =
πc2

8G

∫ +∞

−∞
dff 2Sh(f)

=
4π2ρc
3H2

0

∫ +∞

0

df

f
f 3Sh(f)

= ρc

∫ +∞

0

df

f
ΩGW (f)

(2.24)

Ce qui nous permet de déduire une relation fondamentale entre la densité du spectre
de puissance du fond stochastique Sh(f) et la densité spectrale d’énergie sans dimension
ΩGW (f) :
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ΩGW =
4π2

3H0

f 3Sh(f) ⇐⇒ Sh(f) =
3H0

4π2

ΩGW

f 3
(2.25)

Ce qui nous conduit à écrire

〈
hA(f, k̂)h∗A′(f

′, k̂′)
〉

=
3H2

0

64π3
δ(f, f ′)δ(k̂, k̂′)δ(A,A′)

3H0

4π2

ΩGW

f 3
(2.26)

Dans certains papiers, nous pouvons rencontrer la notion d’amplitude caractéristique
hc(f) du fond stochastique. Ce qui s’exprime par rapport à la densité spectrale de puis-
sance telle que :

hc(f) =
√
fSh(f) (2.27)

Il s’agit également d’une grandeur sans dimension. Elle a l’avantage d’avoir le même ordre
de grandeur que l’amplitude h. Il est ainsi plus facile de comparer cette quantité avec les
sensibilités des détecteurs.

Nous considérons que le fond stochastique peut se décrire comme une loi puissance
avec deux paramètres : une amplitude de référence associée à une fréquence de référence
ΩGW,α(fref ) et une puissance ou slope en anglais α

ΩGW (f) = ΩGW,α(fref )

(
f

fref

)α
(2.28)

On en déduit donc la densité spectrale de puissance Sh(f) =
3H2

0

2π2 ΩGW,α(fref )
(

f
fref

)α
éga-

lement l’amplitude caractéristique hc(f) =

√
3H2

0

2π2 ΩGW,α(fref )f−αref f
(α+1)/2 est donc aussi

une loi puissance telle que

hc(f) = Ac

(
f

fref

)β
(2.29)

avec ΩGW,α(fref ) = 2π2

3H0
f 2
refA

2
c et α = 2(β+1). Ainsi pour un fond stochastique donnée, il

est très facile de passer d’un domaine à l’autre pour replacer ledit fond stochastique dans
son contexte. Si nous supposons plusieurs sources en loi puissance celles-ci se somment
telles que la densité d’onde gravitationnelle ΩGW est la superposition de différentes com-
posantes, on distingue chaque composante par le coefficient αi et une amplitude ΩGW,αi ,
finalement chaque composante a sa propre dépendance en fréquence [211] :

ΩGW (f) =
∑
i

ΩGW,αi

(
f

fref

)αi
(2.30)
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2.4.6 Fond stochastique dans un contexte d’un univers en expan-

sion

Dans cette section, nous souhaitons établir comment la densité d’énergie s’écrit en
fonction de l’énergie gravitationnellement rayonnée. Pour cela, nous utilisons le théorème
de Phinney [189], dans un Univers homogène, isotope et en expansion. La densité d’énergie
ρGW mesurée aujourd’hui s’écrit comme l’intégrale de la densité d’énergie rayonnée par
chaque redshif z divisé par la quantité (1 + z), tel que

ρGW =

∫ +∞

0

∫ +∞

0

N(z)
1

1 + z

dEGW
dfs

fs
dfs
fs

dz

=

∫ +∞

0

∫ +∞

0

N(z)
1

1 + z
fs

dEGW
df

dz
dfs
f

(2.31)

avec N(z) la densité du nombre de sources dans un espace comouvant, il s’agit d’une
grandeur cosmologique qui dépend du redshift z. Il est possible d’introduire la densité
de taux comouvant R(z), il s’agit de l’estimation du nombre de sources dans un volume
d’univers donnée, tel que N(z)dz = R(z)dt|fs=f(1+z). Pour comprendre l’intérêt de ratio
R(z), nous pouvons avec lui, estimer entre autres le nombre d’événements par unité
de temps pour une distance donnée. En effet, par exemple, pour la première compagne
d’observation de LIGO (O1), on estime que le taux local est estimé entre 10 et 200
Gpc−3an−1 [6].

Nous introduisons également le spectre d’énergie pour une source à un redshift z,
dEGW

dfs
, nous notons fs = f

1+z
. Il s’agit de la fréquence gravitationnelle observée par le

détecteur, f étant la fréquence des ondes gravitationnelles émises et 1
1+z

le terme de
décalage vers le rouge. En utilisant l’équation 2.24, nous pouvons écrire

ρGW = ρc

∫ +∞

0

ΩGW (f)
df

f
=

∫ +∞

0

π

4

c2

G
f 2h2

c(f)
df

f
(2.32)

ce qui nous conduit à écrire :

ΩGW (f) =
π

4G
f 2h2

c(f) =
1

ρc

∫ +∞

0

N(z)
1

1 + z

(
fs

dEGW
dfs

) ∣∣∣∣∣
fs=f(1+z)

dz (2.33)

Il est très difficile de connaître et de mesurer la quantité N(z), car il apparaît qu’il
dépend de paramètre de l’univers différent à chaque z. Pour faciliter le calcul, nous
pouvons le transformer. Nous pouvons alors écrire
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N(z)dz = R(z)dt

N(z) = R(z)

∣∣∣∣ dtdz

∣∣∣∣
N(z) =

R(z)

(1 + z)H0E(z)

(2.34)

En effet, si l’on considère l’équation de Friedmann [102] d’un Univers composé de 30%
de matière baryonique plus la matière noire Ωm, de 70% d’énergie sombre ΩΛ et d’une
courbure nulle (Ωk = 0), alors nous écrivons, pour rappel voir section 1.2.3,

(
ȧ
a

)2
=

H2
0

(
Ωm
a3 + ΩΛ

)
, avec a(t) le facteur d’échelle. C’est ce paramètre qui caractérise comment

le quadrillage cosmique se dilate dans un Univers en expansion, avec 1 + z =
a(tToday)

a(t)
.

Dans cette équation le temps t correspond à la durée entre aujourd’hui et l’émission,
de plus, par convention a(tToday)) = 1. Nous pouvons réécrire l’équation de Friedmann
−1
1+z

dz
dt

= H0E(z) avec E(z) =
√

Ωm(1 + z)3 + ΩΛ. Nous avons donc une écriture plus
simple de la densité spectrale d’énergie sans dimension ΩGW (f) [203] :

ΩGW (f) =
f

ρcH0

∫ +∞

0

R(z)

(1 + z)E(z)

(
dEGW

dfs

) ∣∣∣∣∣
fs=f(1+z)

dz (2.35)

La figure 2.9 donne, par exemple, dans le contexte de LISA la dépendance spectrale
de deux fonds stochastiques (voir équation 2.30), pour la composante astrophysique,
nous prenons α = 2/3 et pour la composante cosmologique α = 0. Nous introduisons
la sensibilité de LISA en bleu et tirée de l’étude de Cornish et Robson [76], nous avons
réalisé le calcul du bruit de LISA dans une section suivante. Pour paramétriser les fonds
stochastiques nous utilisons les travaux de [211, 3] réalisés avec les données LIGO (O1)
qui permettent de mettre des limites aux composantes d’amplitude, pour α = 2/3 pour
f = 20 Hz à 85 Hz. Il nous est possible de recontextualiser ce fond stochastique dans

le domaine de LISA. Ainsi, nous introduisons
(α=2/3)

ΩGW < 1,3.10−7
(

f
25Hz

)2/3
, pour α = 0,

nous avons choisi de tracer un fond stochastique plat avec deux amplitudes différentes tel

que
(α=0)

ΩGW = 10−12 et
(α=0)

ΩGW = 10−10.

Dans la figure 2.9, nous présentons la courbe de sensibilité de LISA S
1/2
n [76], P 1/2

n

est la densité spectrale de puissance du bruit du détecteur S1/2
n = P

1/2
n /R(f), R est la

réponse en fréquence de l’instrument (lire section 1.3.7), avec les différents exemples du
fond stochastique, pour convertir la densité d’ondes gravitationnelles ΩGW en puissance
spectrale de déformation des ondes gravitationnelles SGW = h2

c(f) nous utilisons [211] :

SGW (f) =
3H2

0

2π2

ΩGW (f)

f 2
(2.36)
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Figure 2.9 – Courbe de sensibilité de LISA Sn et différents exemples du fond stochastique
S

1/2
h (courbe bleue). La courbe orange correspond à la densité spectrale d’amplitude P 1/2

n

de LISA sans la fonction de réponse R(f) (voir Robson et Cornish [208]). Nous avons
également tracé la densité spectrale d’amplitude du bruit du canal X, PSDNoiseX

1/2. Nous
avons superposé au tracé lié au bruit un signal SGWB d’origine astrophysique (tracé bleu
en ligne brisée) et deux modèles en loi puissance plate cosmologique telle que les courbes
rouges brisées sont respectivement données pour ΩGW,cosmo = 10−12 et 10−10.

2.4.7 Émission gravitationnelle d’un système double en orbite

circulaire

Dans ce paragraphe, nous allons prendre la source la plus commune d’émission d’ondes
gravitationnelles, il s’agit des systèmes binaires ensuite nous calculerons le fond stochas-
tique associé à une population homogène et isotrope de binaires compactes. Dans l’ap-
proximation newtonienne, les trous noirs sont assimilés à des particules de masse m1 et
m2, avec m1 ≤ m2 séparé d’une distance D, se déplaçant dans un espace-temps euclidien
tri-dimensionnel. La figure 2.10 résume la configuration de deux objets gravitationnelle-
ment liés et en rotation dans le plan euclidien xOy. Les deux rayons orbitaux des deux
masses peuvent s’écrire :

r1 =
m2

m1 +m2

D et r2 =
m1

m1 +m2

D (2.37)
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Figure 2.10

avec r1 + r2 = D. De plus, nous pouvons remarquer une propriété de ce type de système
r1
r2

= m2

m1
, nous introduisons la fréquence orbitale angulaire ω, ainsi à t = 0 la masse m1

est au niveau de l’axe x nous avons au temps t en projetant sur la base xOy :

x1 = r1 cosωt = m2D
m1+m2

cosωt

x2 = −r2 cosωt = − m1D
m1+m2

cosωt
et

 y1 = r1 sinωt = m2D
m1+m2

cosωt

y2 = −r2 sinωt = − m1D
m1+m2

cosωt
(2.38)

À l’instant t, nous considérons une densité nulle partout, sauf aux points ~r1(t) et ~r2(t),
ce sont les endroits où se trouvent concentrées les masses m1 et m2 des trous noirs. Nous
en déduisons que la densité peut s’écrire :

ρ(t, ~r) = m1δ(~r − ~r1(t)) +m2δ(~r − ~r2(t)) (2.39)

nous remarquons qu’en utilisant les propriétés de la distribution de Dirac et en intégrant
la densité sur tout l’espace, nous avons m(t) =

∫∫∫
ρ(t, ~r)dxdydz = M qui est une

constante. De plus d’après la troisième loi de Kepler nous avons ω2D3 = GM . Avec la
masse réduite η = m1m2

(m1+m2)2 (cette quantité est maximale pour m1 = m2 et vaut 1
4
), nous

obtenons :

m1r
2
1 +m1r

2
1 = m1

(
m2D

m1 +m2

)2

+m2

(
m1D

m1 +m2

)2

=
m1m

2
2 +m2m

2
1

M2
D2

=
m1m2

M
D2 = ηMD2

(2.40)

Nous pouvons calculer le moment quadrupôlaire du système Qab en utilisant l’équation
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1.145 et en remarquant que :

Qab(t) =

∫∫∫
ρ(t, ~r)

(
xaxb − 1

3
||~r||2δab

)
dxdydz

=

∫∫∫
ρ(t, ~r)xaxbdxdydz − 1

3
δab
∫∫∫

ρ(t, ~r)||~r||2dxdydz

= Iab(t)−
1

3
δabI,

(2.41)

le moment quadrupôlaire newtonienne est la partie sans trace du tenseur d’inertie new-
tonien Iab tel que Q = δabQab = δabIab(t)− 1

3
δabδabI = 0, vaut



Qxx(t) = ηMD2

3
(3 cos2(ωt)− 1)

Qyy(t) = ηMD2

3

(
3 sin2(ωt)− 1

)
Qzz(t) = −ηMD2

3

Qxy(t) = Qyx(t) = ηMD2

2
sin2(ωt)

(2.42)

les autres composantes sont nulles.

Les dérivées secondes et troisièmes de Qab qui ne sont pas nulles sont


Q̈xx(t) = −2ω2ηMD2 cos(2ωt)

Q̈yy(t) = 2ω2ηMD2 cos(2ωt)

Q̈xy(t) = Q̈yx(t) = −2ω2ηMD2 sin(2ωt)

et


...
Qxx(t) = 4ω3ηMD2 sin(2ωt)
...
Qyy(t) = −4ω3ηMD2 sin(2ωt)
...
Qxy(t) =

...
Qyx(t) = −4ω3ηMD2 cos(2ωt)

(2.43)
En utilisant l’équation 1.152, nous pouvons écrire la luminosité gravitationnelle du sys-
tème binaire.

LGW =
G

5c5

...
Qab

...
Q
ab

=
G

5c5

(...
Q

2

xx +
...
Q

2

yy +
...
Q

2

xy +
...
Q

2

yx

)
=

16ω6η2GM2D4

5c5

(
2 sin2(2ωt) + 2 cos2(2ωt)

)
=

32Gω6η2M2D4

5c5

(2.44)

Nous pouvons également établir avec la formule du quadripôle (voir équation 1.148)
et les dérivées secondes du tenseur du moment quadrupôlaire Qab le tenseur d’amplitude
des ondes gravitationnelles produites telles que

106



hTTij =
2G

c4r

[
P c
a P

d
b −

1

2
PabP

cd

]
Q̈ab(t−

r

c
) =

2G

c4R
Q̈ab(t−

r

c
)

=
4GMηD2ω2

c4R

cos
(
2ω(t− R

c
)
)

sin
(
2ω(t− R

c
)
)

0

sin
(
2ω(t− R

c
)
)
− cos

(
2ω(t− R

c
)
)

0

0 0 0



=

h+(t− R
c
) h×(t− R

c
) 0

h×(t− R
c
) −h+(t− R

c
) 0

0 0 0


(2.45)

avec dans notre cas h+(t) = h cos(2ωt), h+(t) = h sin(2ωt) et h = 4GMηD2ω2

c4R
= 4(GMc)5/3ω2/3

c4R
,

nous avons une nouvelle grandeur, il s’agit de la masse Chirp.

Mc = Mη3/5 = (m1 +m2)

(
m1m2

(m1 +m2)2

)3/5

=
(m1m2)3/5

(m1 +m2)1/5
(2.46)

L’amplitude h est donc une grandeur très faible sauf au moment du merger, c’est-à-dire
quand D tend vers une valeur nulle.

Si nous considérons que l’énergie totale du système E ne diminue uniquement avec
la radiation d’onde gravitationnelle, nous pouvons donc établir dE

dt
= −LGW . Dans la

limite non-relativiste et en utilisant la deuxième loi de Newton nous pouvons établir avec
le théorème du Viriel que l’énergie s’écrit comme E = −1

2
Gm1m2

D
, de plus, nous pouvons

écrire que ω = 2πforb = 2π
T

avec forb la fréquence orbitale et T la période orbitale. Ainsi,
nous avons E = −M(GMω)2/3η

2
car d’après Kepler nous avons D3 = GM

ω2 donc en utilisant
la luminosité gravitationnelle obtenue dans l’équation 2.44.

−dE

dt
= LGW

−dE

dt
=

32Gω6η2M2D4

5c5
=

32η2

5Gc5
(GMω)10/3

(2.47)

Nous pouvons étudier l’évolution de la distance entre les deux objets au cours du temps,
pour cela, il nous faut établir une équation différentielle avec la distance D telle que

dE

dt
=

1

2

Gm1m2

D2

dD

dt
= −LGW = −32G4M(m1m2)2

5D5c5
(2.48)

nous en déduisons l’équation différentielle suivante :

dD

dt
= −64

5

G3Mm1m1

c5D3
(2.49)

Nous pouvons, en considérant D(0) = D0, établir que
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D(t) =
4

√
D4

0 −
256

5

G3Mm1m1

c5
t (2.50)

Il est ainsi possible de déterminer le temps de coalescence τc du système binaire circulaire,
il s’agit du temps pour que D soit nul. On a donc

τc =
5

256

c5D4
0

G3Mm1m1

(2.51)

comme nous pouvions l’attendre, le temps est beaucoup plus long pour les binaires mas-
sives et à fort ratio de masse, il y a également une très forte dépendance en fonction de
la distance initiale des deux objets. Nous avons démontré que l’amplitude augmente bien
durant la coalescence. Nous pouvons aussi étudier la fréquence du signal gravitationnelle
observée, celle-ci augmente également, car elle est proportionnelle à 1/D, de plus pour
une orbite circulaire, elle vaut le double de la fréquence orbitale (fGW = 2fOrb).

dfGW
dt

= 2
dω

dt
= 2

d

dt

(√
GM

D3

)
= −3

√
GM

D3

Ḋ

D
= −3ω

Ḋ

D
. (2.52)

Or nous avons τc = 5
256

c5D4
0

G3Mm1m1
= 5

256

c5ω
−8/3
0

G5/3M−1/3m1m1
= 5

256
π−8/3

(
c3

(GM)5/3

)5/3

f
−8/3
GW,0 =(

K
fGW,0

)8/3

. Dans le but de simplifier l’écriture, nous définissons K = 53/8

8π

(
c3

GM

)5/8

, il
s’agit d’une constante du temps. Nous en déduisons :

dfGW
dt

=
3

8
K−8/3f

11/3
GW =⇒ fGW (t) = fGW,0

(
1−

(
fGW,0
K

)8/3

t

)−3/8

=
fGW,0(

1− t
τc

)3/8

(2.53)

Il est ainsi évident que la fréquence de l’onde gravitationnelle augmente au cours du
temps pendant la phase de coalescence. C’est une caractéristique d’un signal en chirp.
Ce signal est caractérisé par la masse chirp. Il s’agit d’une grandeur qui est mesurée et
qui est fonction de grandeurs différentielles M = c3

G

(
5

96π8/3

)3/5 (dfGW
dt

)3/5
f
−11/3
GW . Cette

quantité permet de déterminer les deux masses des objets, et ainsi de dériver la distance
R à laquelle le système se situe, en effet, nous avons :

R = 4π2/3 (GM)5/3f
2/3
GW

c4h
(2.54)

Dans le cas d’une source d’horizon cosmologique, c’est-à-dire très éloignée, les ondes
gravitationnelles comme les ondes électromagnétiques subissent un décalage vers le rouge
ou en anglais redshift z tel que fGW,obs = fGW

1+z
, il en est donc de même pour la masse chirp

tel queMobs =M(1 + z). On notera que l’amplitude doit aussi prendre en compte cet
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effet, c’est-à-dire intégrer une distance de LuminositéDL(z) telle que h =
4π2/3(GMc)5/3f

2/3
GW

c4DL(z)
.

LGW =
dEGW

dt
= −dEorb

dt
dEGW

dfs
=

dt

dfs

dEGW
dt

= − dt

dfs

dEorb
dt

=
dt

dfs
LGW

(2.55)

Nous obtenons en utilisant η2M10/3 =M10/3

dEGW
dfs

=
dt

dfs
LGW

=
8

3
K8/3f

−11/3
GW LGW

=
4

3

(
G2π

8

)2/3

M5/3f
−1/3
GW

=
π

3

1

G

(
(GM)5

πfGW

)1/3

(2.56)

Les résultats obtenus dans cette section ont été établis dans la limite Newtonienne et
Képlérienne. Pour une description plus générale, il n’est plus possible de la faire analyti-
quement. En effet, ce que nous avons établi est l’ordre zéro d’un développement limité.
Pour aller à des ordres plus complexes, il faut donc utiliser les calculs post-newtoniens
(PN)[44]. En effet, le modèle post-newtonien est un traitement systématique des correc-
tions v

c
à la dynamique newtonienne, où v est la vitesse orbitale et c, la vitesse de la

lumière. Pour les binaires, la vitesse orbitale est reliée à la force du champ gravitationnel
par la relation du Viriel : un développement en v2

c2
est comparable à un développement en

GM
Rc2

, oùM et R sont, respectivement, la masse caractéristique et la distance entre les deux
objets du système, et G est la constante gravitationnelle de Newton. Par conséquent, le
formalisme PN est un développement en v2

c2
� 1 et GM

Rc2
� 1. Le modèle post-newtonien

respecte trois hypothèses qui fixent sa validité [163] :

— Construction par sursauts : les modifications des paramètres orbitaux sont modé-
lisées comme se produisant instantanément, autour du passage au périastre. Les
paramètres orbitaux sont supposés constants durant le reste de l’orbite.

— Orbites de haute excentricité : On considère que l’orbite est très elliptique, ce qui
conduit à définir le petit paramètre d’excentricité δe = 1− e, qui vérifie δe� 1.

— Orbite post-newtonienne : À l’ordre de Newton, nous avons travaillé avec le pé-
riastre rp comme l’un de nos paramètres physiques. Nous travaillons maintenant
avec vp la vitesse au périastre. Nous développons toutes les expressions avec la
vitesse au périastre qui doit satisfaire : vp � 1.

Tandis que dans le modèle newtonien, nous reposons notre développement sur trois hy-
pothèses qui fixent sa validité :

— Orbites continues par morceaux : les modifications des paramètres orbitaux sont
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modélisées comme se produisant instantanément autour du passage au périastre
et les paramètres orbitaux sont supposés constants durant le reste de l’orbite.

— Orbites de haute excentricité : On considère que l’orbite est peu excentrique, ce
qui conduit à définir le petit paramètre d’excentricité δe = 1− e, qui doit vérifier
δe� 1.

— Limite de champ faible : la mécanique étudiée doit se faire en champ faible. En
effet, le rayon au périastre doit être inférieur au rayon de Schwarzschild rs = 2GM

c2
.

On doit vérifier rs � rp.

Nous pouvons établir avec l’équation 2.56 et 2.35 la densité spectrale d’énergie sans
dimension d’une population de binaires de trous noirs stellaire ΩGW (f) tel que :

ΩGW (f) =
f

ρcH0

∫ +∞

0

R(z)

(1 + z)E(z)

(
dEGW

dfs

) ∣∣∣∣∣
fs=f(1+z)

dz

=
f

ρcH0

∫ +∞

0

R(z)

(1 + z)E(z)

(
π

3

1

G

(
(GM)5

πf(1 + z)

)1/3
)

dz

=
f 2/3

ρcH0

π

3

1

G

(GM)5/3

π1/3

∫ +∞

0

R(z)

(1 + z)4/3E(z)
dz

=
8π

3H2
0

(πf)2/3(GM)5/3

∫ +∞

0

R(z)

(1 + z)4/3E(z)
dz

(2.57)

E.S Phinney [189] estime que
∫ +∞

0
R(z)

(1+z)4/3E(z)
dz ' 0.74Mpc−3. Dans notre cas, nous

le considérons comme égal à 1 Mpc−3. De plus, nous nous intéressons uniquement à la
dépendance paramétrique de la densité spectrale d’énergie sans dimension. Ainsi, nous
avons démontré qu’une population de binaires émettant une onde gravitationnelle en
réduisant leur énergie orbitale produit un fond stochastique proportionnel à f 2/3. La
deuxième information est également la dépendance en fonction de la Chirp mass. En
effet, ce fond dépend ainsi de la distribution de masse de la population. Dans le cas d’une
population uniforme, nous retrouvons que le fond stochastique est bien une loi puissance.
Si la population n’est pas uniforme telle que nous avonsM∼ fct(f), autrement dit, si le
nombre de binaires diminue à plus hautes fréquences alors nous pouvons nous attendre
à une densité spectrale d’énergie qui est en loi puissance à basse fréquence puis qui
décroît à plus hautes fréquences. Plus tard dans ce manuscrit, nous décrirons ce type de
comportement avec une loi puissance cassée.
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2.5 Premier plan astrophysique

2.5.1 Contexte astrophysique

La dernière version de données de Gaia, la Early Data Release 3 (EDR3), a récem-
ment été présentée [71]. Gaia est une mission d’astrométrie, elle mesure avec une grande
précision la position, la distance et le mouvement de centaines de millions d’étoiles de
notre Galaxie. De plus, grâce à son spectromètre, il est possible de connaître le type de la
plupart des étoiles observées. Il s’agit de la carte stellaire la plus précise à ce jour donnant
la position, la luminosité et le spectre de plus de 1.8 × 109 d’étoiles. Parmi celles-ci, des
naines blanches ou white dwarfs (WD) estimées à 106 ont été observées et bien séparées
des autres étoiles dans le diagramme de Hertzsprung-Russell [109]. Les étoiles avec une
masse initiale comprise entre 0.9 et 8 masse solaire (M�) deviendront des WD dans un
temps d’Hubble.

Cela implique que 97% des étoiles de la Galaxie finiront comme WD [176, 101], ce qui
nous laisse estimer entre 10 à 50 milliards de WD dans la Voie lactée. Pour 50 milliards de
WD, nous utilisons la densité de 5×10−3 pc−3. Dans [155], la distribution des différences
de types d’étoiles dans notre galaxie est donnée. Le calcul est établi à partir le nombre
d’étoiles de chaque type dans un volume de 104 pc3 autour du Soleil.

Les WDs sont des restes des noyaux stellaires d’étoiles mortes. Elles ont des rayons
typiques d’environ 10 000 km et des masses comprises entre 0.25 M� pour les WD de type
He et jusqu’à la masse de Chandrasekhar 1.4 M�, ce qui en fait des objets compacts [66].
Cela leur donne une compacité d’environ 5× 10−4 [139]. Les WD s’estompent lentement
après leur formation et leur luminosité devient très faible. On estime qu’après un milliard
d’années, la luminosité est de 0.1% de celle de la luminosité solaire [106]. Il est donc
assez difficile d’observer par des mesures électromagnétiques (EM) des WD distantes.
Toutes les naines blanches Gaia DR2 sont situées dans un rayon de moins de 100 pc
[135]. Malheureusement, ce ne sont pas des objets très lumineux par rapport au soleil, ils
sont entre 50 et 20 000 fois moins brillant. De plus, ce sont des objets avec un fort champ
magnétique compris entre 1012 et 1013 Gauss [128].

Il existe un nombre important de WD qui forment des WD doubles (DWD). Les
binaires de WD ultra-compactes avec une courte période orbitale, de quelques heures à
quelques minutes, peuvent avoir un signal électromagnétique (EM) important, les rendant
observables. Parmi ceux-ci se trouvent des systèmes à variables cataclysmiques (CV) [150]
constitués d’une WD et d’une étoile compagne, qui transfère une partie de sa masse après
avoir rempli son lobe de Roche. Lorsque la matière tombe vers la WD, il y a une forte
émission périodique d’UV et parfois de rayons X [241]. De telles binaires en interaction
sont des progéniteurs possibles de supernovæ de type Ia [242, 124].

Les DWD de notre Galaxie sont des sources d’ondes gravitationnelles qui seront dé-
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tectables avec LISA, la future mission spatiale de l’Agence Spatiale Européenne (ESA)
dont l’objectif est de détecter les GW de basses fréquences depuis l’espace. Sa bande
d’observation est une excellente source pour comprendre les propriétés astrophysiques de
notre Galaxie et de la population de DWD.

Gaia DR2 a fourni l’astrométrie pour certains WD. Nous ne pouvons pas encore distin-
guer les binaires de DWD individuelles, mais pour certaines binaires connues, l’estimation
de leur émission GW pourrait être affinée. Gaia ne pourra donc pas trouver de sources
LISA avant DR4 [109], et elles devraient avoir un rapport signal sur bruit (SNR) supérieur
à cinq lorsqu’elles sont observées par LISA [149]. À partir des courbes de lumière, il sera
possible d’extraire une estimation de la population de DWD détectable pour LISA [125].
L’émission de GW sera à des fréquences inférieures à un mHz. L’étude et la mesure de ces
systèmes font partie des objectifs scientifiques clés de la mission LISA. De plus, il existe
des systèmes binaires appelés « binaires de vérification » [149].

Par exemple, récemment, la Zwicky Transient Facility (ZTF) a mesuré une DWD avec
une période orbitale estimée à 7 minutes [56], ce qui correspond à une émission de GW
de ' 30 mHz. Des systèmes bien étudiés comme celui-ci peuvent être utilisés pour vérifier
les performances de LISA, agissant comme un moyen de confirmer la sensibilité de LISA.

La bande 10−5 à 10−4 Hz, si utilisable avec les données LISA, serait importante pour
la détection et la séparation des SGWBs. Les hautes fréquences (jusqu’à 0, 1 Hz) sont
dominées par le bruit de LISA, il est donc difficile de séparer un SGWB de ce bruit. Les
données de hautes fréquences fournissent des informations importantes pour décrire le
bruit de LISA. Le but de la mission LISA [19] est de détecter les GWs dans la bande de
fréquence [10−4, 0.1] Hz, mais éventuellement extensible à [10−5, 1] Hz. Cela correspond
à des périodes orbitales comprises entre 12 secondes et 15 jours.

L’étude de la population de DWDs est un objectif important pour la mission LISA.
LISA est dirigée par l’ESA, avec la participation de la NASA. Le lancement est actuelle-
ment prévu pour 2034, avec au moins 4 ans d’observations, éventuellement étendu à 10
ans. La constellation LISA sera constituée de trois satellites séparés les uns des autres de
L = 2.5 × 109 m. De nombreux signaux de GWs devraient être détectés dans la bande
LISA. Les sources galactiques seront importantes pour LISA, par exemple, des systèmes
de DWD [178, 82, 213, 12, 154, 93, 122]. Le signal de SGWB des DWD, ou le premier
plan galactique, est anisotrope et la représentation de sa densité d’énergie n’est pas une
simple loi de puissance [236]. De nombreuses études ont porté sur les populations de
DWD dans notre Galaxie et leur détectabilité dans la bande de LISA. [182] calcule le si-
gnal stochastique d’origine galactique selon différents modèles de DWD. [53] présente une
méthode de calcul du premier plan galactique et discute de la distribution de puissance
et de la résolvabilité par LISA en fonction de la distance à la source. Cornish et Adams
introduisent le calcul de la modulation induite par l’orbite de LISA du premier plan ga-
lactique dans le contexte de la détection d’un fond stochastique d’ondes gravitationnelles
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d’origine cosmologique [81, 12, 14]. [145, 209] explorent la possibilité d’observer les DWD
dans les galaxies satellites.

2.5.2 Description des catalogues de Naines Blanches Doubles

(Double White Dwarfs (DWDs)

Simulation des populations de DWDs

Lamberts et. al. [154] fournissent un catalogue de binaires de DWD à courte période
produisant des GWs dans la bande de fréquence d’observation de LISA. Cette simulation
de la population de nombreuses binaires (' 3.5 × 107) est fondée sur le modèle "Latte"
[127, 249] d’une galaxie de type Voie lactée d’une simulation cosmologique dans le projet
FIRE [126]. La simulation fournit un modèle réaliste respectant l’histoire de la formation
des étoiles, l’évolution de la métallicité et la morphologie de la Voie lactée, y compris les
propriétés statistiques de sa population de satellites.

Il est bien entendu possible de calculer le premier plan galactique à partir d’autres ca-
talogues et de comparer les effets des différentes populations. Ici, nous utilisons également
le catalogue fourni dans MLDC 3. Le modèle galactique est combiné à une distribution de
DWDs établie à partir d’un modèle binaire de synthèse de population [132] qui produit
naturellement des DWDs avec différentes compositions de noyaux selon les conditions ini-
tiales. Chaque composition de noyau a une distribution de masse différente ; les noyaux
He sont moins massifs que les noyaux CO et NeO. La formation de DWD CO-CO se
produit généralement sur des échelles de temps inférieures à 2 Gyrs, tandis que les DWD
He-He se forment sur des échelles de temps d’au moins 3 Gyrs. Ces différents temps de
retard se traduisent par une distribution distincte des DWD He-He dominant dans les
régions les plus anciennes de la Galaxie (disque épais, renflement(bulge en anglais) et
halo) et les DWD CO-CO dominant dans les régions de formation stellaire plus récente
(disque mince). Les simulations convergent vers des paramètres comparables à ceux de la
Voie lactée [214]. La simulation calcule la formation stellaire avec la position de l’objet
dans la Galaxie (X, Y, Z), et la métallicité Z au cours du temps ; celle-ci aussi utilise
une version modifiée de Binary Star Evolution (BSE) disponible au public [133] pour
répliquer la population de DWD.

Le catalogue LISALDC 1-4 est une population binaire de naines blanches galactiques
comprenant environ 30 millions de systèmes [37]. Le catalogue contient pour chaque
binaire la latitude et la longitude de l’écliptique, l’amplitude, la fréquence, la dérivée de
fréquence de l’onde gravitationnelle émise, l’inclinaison et la polarisation initiale. Tous
ces paramètres respectent la distribution donnée par[178]. Les résultats de la simulation
et le catalogue mock LISA sont compatibles.

3. https://lisa-ldc.lal.in2p3.fr/
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Comparaison des catalogues

Le catalogue de Lamberts et. al [154] contient pour chaque binaire : la masse des deux
étoiles,M1 pour le plus gros objet etM2 pour le plus petit ; la nature du noyau de l’étoile,
noyau d’hélium He, noyau de carbone-oxygène CO, ou noyau de néon-oxygène NeO ; la
fréquence orbitale du binaire forb ; et la position cartésienne dans la galaxie X, Y, Z.

Il est simple de dériver les quantités nécessaires pour décrire les émissions de GW à
partir de ces paramètres. La masse de chirp est donnée, pour rappel, par :

Mc =
(M1M2)3/5

(M1 +M2)1/5
. (2.58)

La fréquence de l’onde gravitationnelle émise par chaque binaire est

fGW = 2fOrb, (2.59)

avec fOrb la fréquence orbitale ; on suppose que les orbites sont circulaires.
La dérivée de fréquence de l’onde gravitationnelle est donnée par

ḟGW =

(
GMc

c3

)5/3
96

5
π8/3f

11/3
GW . (2.60)

La distance entre la binaire et la constellation LISA (approximant la position de la constel-
lation LISA au Soleil) :

R =
√

(X −X�) + (Y − Y�) + (Z − Z�) (2.61)

avec (X�, Y�, Z�) = (8.178, 0, 0.659) kpc la position du Soleil dans les coordonnées car-
tésiennes galactiques.

Pour une DWD, selon [82], nous pouvons calculer l’amplitude de l’onde gravitation-
nelle pour une binaire alignée de manière optimale 4 à une distance R comme,

h = 4(π)2/3f
2/3
GW

G5/3

c4

M
5/3
c

R
. (2.62)

Ceci est suffisant pour cartographier l’amplitude. Nous utilisons la vue Healpix [114] dans
la figure 2.11, avec Nside = 256 (voir la définition Nside dans [114]). Pour chaque pixel de
la carte, nous empilons les amplitudes des binaires présentes ; les figures 2.11 et figure 2.13
sont les logarithmes du fond d’amplitude de l’onde gravitationnelle GW du ciel de [154] et
[178], respectivement. La position de la constellation LISA est décrit dans la figure 2.12.

Nous introduisons également la population de DWD du LISA DATA Challenge [160].

4. La manière optimale correspond à une inclinaison ι = 0, la suite de notre calcul correspond au cas
où nous tuerons la dépendante en ι en moyennant suivant ι.
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Figure 2.11 – Carte de la distribution de la log-amplitude de l’onde gravitationnelle
des binaires galactiques de WD pour fGW ≥ 10 µHz. La distribution DWD en position
(X, Y, Z) est issue de la simulation de Lamberts et. al [154]. Cette carte est faite avec les
coordonnées galactiques GLON,GLAT pour Nside = 256 [113].

LDC 1-4 utilise la distribution de position galactique de [178]. La population galactique
est choisie aléatoirement et symétriquement autour du centre galactique en suivant une
distribution exponentielle de la galaxie pour le disque et le bulge. Les autres paramètres
sont également tirés au hasard avec des distributions qui tiennent compte du taux de
formation stellaire galactique et du scénario d’évolution.

Ce modèle donne un centre galactique riche de binaire et des bras sous forme d’un
plan. Cependant, il y a peu de binaires dans le reste du ciel. En comparaison, la population
de [154] (voir figure 2.11) a une distribution plus proche de notre Galaxie. En effet, la
Galaxie simulée contient un disque, un renflement, un halo et des Galaxies satellites. De
plus, il y a la présence de DWD partout dans le ciel, mais avec une anisotropie.

Calcul de l’amplitude

Les amplitudes des ondes gravitationnelles pour les deux polarisations d’une binaire
avec une inclinaison ι sont données par :

A+(M1,M2, R, f, ι) =
2G2M1M2

c4R

(
(πf)2

G(M1 +M2)

)1/3

(1 + cos2(ι)), (2.63)
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Figure 2.12 – La constellation LISA à satellites. Ils seront placés sur une orbite hélio-
centrique et formeront un triangle équilatéral de 2.5 millions de kilomètres de longueur
de bras. La distance de chaque satellite à un autre sera mesurée par des faisceaux laser.
L’orbite de la constellation forme un angle de retard de 20° par rapport à celle de la
Terre. De même que LISA effectue une orbite de période un an, elle effectue également
une révolution sur elle-même.
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Figure 2.13 – Carte de la distribution de la log-amplitude de l’onde gravitationnelle des
binaires galactique de WD pour fGW ≥ 0.1mHz. La distribution de DWD provient de la
population présentée dans Nelemans et. al [178].

A×(M1,M2, R, f, ι) = −4G2M1M2

c4R

(
(πf)2

G(M1 +M2)

)1/3

cos(ι). (2.64)

Dans le calcul de [154] il n’y a pas d’estimation de l’inclinaison du plan orbital de chacune
des binaires, ι. Nous supposons que la distribution de l’inclinaison sera uniforme pour
cos(ι). On intègre les deux amplitudes sur cos(ι) :

A =

√∫ 1

−1

(A+(ι)2 + A×(ι)2)d(cos(ι))

=
4G2M1M2

c4R

(
(πf)2

G(M1 +M2)

)1/3

Aι

(2.65)

avec Aι =
√∫ 1

−1
((1 + y2)2/4 + y2)dy =

√
8
5
, ce qui nous donne

A = 4(π)2/3f
2/3
GW

G5/3

c4

M
5/3
c

R
Aι

= h

√
8

5
.

(2.66)

Pour une population de DWD donnée, nous pouvons calculer la moyenne de l’am-
plitude des polarisations h. Nous utilisons l’équation 2.62 pour une binaire située à un
kiloparsec de la constellation LISA avec une période orbitale d’une heure et avec une
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masse chirp d’une masse solaire :

h = 1.08× 10−21

(
Mc

1 M�

)5/3(Porb
1 hr

)−2/3(
R

1 kpc

)−1

(2.67)

où R est la distance entre LISA et la binaire en kpc et la période orbitale Porb = 1
forb

. Une
période orbitale d’une heure correspond à une fréquence orbitale forb = 0.28 mHz. On
définit la densité spectrale d’amplitude où Amplitude spectral density (ASD) en anglais
comme : √

Sh(f) = ASD(f) =
h√

2TObs
(2.68)

avec TObs = 4 années et Sh(f) est la densité spectrale de puissance du signal d’une binaire
[voir 208, Eq. 19]. Nous pouvons prédire la densité spectrale d’amplitude pour chaque
binaire et comparer la population avec la sensibilité de LISA Sn(f) [208] :

Sn(f) =

[
1.2× 10−40 Hz−1

(
1 +

(
2 mHz
f

)4
)

+ 9.6× 10−48 s−4Hz−1
(

1 + cos2 f

fref

)(1 + 0.4 mHz
f

)2

(2πf)4

×
(

1 +
f

(0.8 mHz)4

)(
1 + 0.6

(
f

fref

))2
]1/2

.

(2.69)

Nous calculons un rapport signal sur bruit ou signal-to-noise ratio en anglais (SNR)
pour chacune des binaires :

SNR2 =

∫ ∞
0

Sh(f)

Sn(f)
df =

∫ ∞
0

h2

2TObsSn(f)
df (2.70)

Dans la bande de LISA fGW ≥ 10−5Hz, nous attendons des signaux de ∼ 35 millions
de binaires. Nous restreignons notre étude aux binaires avec une fréquence GW supérieure
à 10 µHz. Nous pouvons estimer qu’environ une binaire sur mille sera identifiable tel que
SNR > 7 + LISAbin (voir population verte figure 2.15), laissant la grande majorité des
binaires galactiques non résolues formant un signal stochastique. Dans la figure 2.14, nous
montrons en noir les ASD de toutes les binaires de [154], en rouge les binaires avec un
SNR supérieur à 7 [233], et les nuages de points verts sont des binaires identifiables. Nous
produisons la population identifiable de DWD ; pour chaque binaire de la population,
une source résolue a une fréquence différentielle plus grande que le bin de LISA ∆f >

1
TObs

. La dérivée fréquentielle de l’onde de gravitation est ḟGW ∝M5/3
c f

11/3
GW . Considérons

l’exemple à haute fréquence 5 de fGW = 0.06 Hz et Mc = 1M� ; cela implique ḟGW =

5. Il s’agit du cas limite. En effet, plus fGW est grand plus ˙fGW est grand. Nous utilisons donc le cas
limite de notre catalogue.
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Figure 2.14 – Densité spectrale d’amplitude pour les ondes gravitationnelles des binaires
galactiques WD pour quatre ans de durée scientifique avec la sensibilité de LISA Sn(f)
(ligne noire). Le nuage de points noirs correspond à l’ensemble des binaires du catalogue
[154] de DWD. On calcule pour chaque DWD la densité spectrale d’amplitude (ASD) ;
voir équation 2.68. En rouge, on calcule les binaires "Identifiables" ; ce sont des binaires
de SNR > 7 [233]. La population verte correspond aux binaires "Identifiables" pour
la résolution fréquentielles de LISA ; nous calculons pour chaque binaire une séparation
spectrale avec toutes les autres binaires par rapport à la taille de la résolution fréquentielle
de LISA de 1

TObs
.
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Figure 2.15 – Distribution des binaires de naines blanches du catalogue de Lamberts et
al en fonction de la composition des cœurs des naines blanches pour les binaires résolues et
l’ensemble des binaires. Nous remarquons qu’il n’y a pas de répartition équivalente entre
les binaires résolues et l’ensemble des binaires. Il nous sera malheureusement impossible
de connaître la distribution des compositions des noyaux des binaires de naines blanches
non résolues en fonction de celles résolues. De plus, nous ne pouvons dire si cela est le
fait d’un catalogue précis.

2.48 × 10−11 Hz s−1.

Pour une durée de 4 ans, nous avons un décalage de fréquence maximum ḟGWTObs de
0.0003 Hz ; le décalage de fréquence relatif maximum ḟGWTObs

fGW
dans le catalogue est de

0.5%. Par conséquent, l’émission orbitale d’ondes gravitationnelles peut être considérée
comme monochromatique. On peut aussi calculer le temps de coalescence

τc =
5

256

c5a4

G3M1M2(M1 +M2)
, (2.71)

avec a la séparation initiale entre les deux WD, donnée par la troisième loi de Kepler,
forb

2a3 = G(M1 +M2). Le plus petit temps de fusion de la population est de 23 500 ans
et le plus grand est de 26 600 fois l’âge de l’Univers voir figure 2.16. Les binaires résolues
sont séparées en deux populations (voir figure 2.14). Le nuage de points verts (binaires
identifiables pour un bin de LISA = ∆f = 1

TObs
) de la population fGW ∈ [1×10−4, 2×10−4]

Hz se compose de petites binaires (moins de masse) ; il y a un grand nombre de sources
à basses fréquences. Le bruit de LISA y est relativement élevé, donc un grand nombre
de ces binaires ne sont pas identifiables. Cependant, il existe des binaires résolues, car
elles sont situées près de LISA. Dans la figure 2.14, la population verte de droite fGW ∈
[7× 10−4, 5× 10−2] Hz est produite par les objets les plus gros en termes de masse, mais
avec un petit nombre d’entre eux et une dispersion des amplitudes. La partie centrale

120



Figure 2.16 – Temps de fusion des binaires du catalogue de Lamberts et al [154] en
fonction de la distance entre LISA et les binaires.

fGW ∈ [2× 10−4, 7× 10−4] Hz est l’endroit où il y a de nombreuses binaires observables,
une région où le bruit de LISA est faible. Malgré un grand nombre de sources important,
la séparation en fréquence est plus petite que la taille de la résolution fréquentielle de
LISA 1

TObs
.

Lorsque LISA observera les binaires galactiques, il n’y aura que quatre informations
par bande de fréquences, à savoir les parties réelles et imaginaires des canaux A et E.
En tant que tel, lorsqu’il y a plus d’une binaire pour deux bandes de résolution limite de
fréquence, il y aura plus de paramètres que de points de données et la résolution d’une
binaire individuelle sera difficile. Cependant, des études récentes ont fait des progrès dans
la caractérisation du premier plan galactique provenant d’une population astrophysique
de binaires, comme dans [137].

La Figure 2.17 montre la densité spectrale d’amplitude des ondes gravitationnelles
pour les différents cœurs de DWD. Nous avons la preuve de la domination du type CO-
CO et He-CO dans les binaires résolues. Les distributions de tous les types binaires
du catalogue et les binaires résolues sont présentés en cinq graphiques. La ligne noire
correspond à la sensibilité de LISA Sn(f). La figure en bas à droite est la distribution
totale des binaires pour les différentes compositions de noyaux. Nous ne pouvons pas
estimer la distribution des binaires non résolues à l’aide du type de distribution du DWD
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Figure 2.17 – La densité spectrale d’amplitude des ondes gravitationnelles pour les
différentes compositions de noyaux des DWD galactiques résolues pendant quatre ans
de durée scientifique avec la sensibilité de LISA Sn(f). Ainsi, nous avons respectivement
en bleu, rouge, vert, jaune et gris les naines blanches doubles composées de CO-CO,
CO-NeO, He-CO, He-He et He-NeO.

résolu. Les gaps (nuages de points noirs) observés dans les graphes en dessous de 10−3

Hz correspondent au grand nombre de sources proches en termes de fréquences. En effet,
cette partie du spectre comporte un grand nombre de sources, qui pour être résolvables,
doivent avoir une différence de fréquences supérieure à la résolution fréquentielle de LISA.

Bruit de confusion d’origine galactique

Dans la figure 2.14, la courbe de sensibilité peut être encore mise à jour avec la
contribution du bruit de confusion galactique Sc(f) [75], qui correspond aux binaires
non résolues de la population galactique. Ceci a été modélisé avec le catalogue de [177]
comme un type de loi de puissance brisée. Ce modèle dépend de la durée de mesure, et
pour une durée de quatre ans le modèle donne α = 0, 138, β = −221, κ = 521, γ = 1680

et fk = 0.00113 :

Sc(f) = Af−7/3e−f
α+βf sin(κf) [1 + tanh (γ (fk − f))] . (2.72)
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A est l’amplitude du bruit de confusion galactique dans la limite de basses fréquences
du spectre de puissance d’une population binaire quasi-circulaire. Ce bruit peut être vu
comme un ajout de bruit supplémentaire à la sensibilité de LISA.

Dans notre calcul, nous introduisons pour chaque binaire l’écart d’amplitude en com-
paraison aux autres binaires dans la bande de fréquence locale de la binaire considérée.
Nous générons un catalogue de binaires résolues ; voir figure 2.17. On note que la réparti-
tion des binaires résolues dépend du catalogue utilisé et du nombre de sources considérées.
Notre étude ici, est d’abord une estimation de la capacité à observer un fond stochastique
d’origine cosmologique en présence d’un premier plan galactique. Ces estimations de bi-
naires résolues et non résolues dépendent du catalogue, mais nous ne trouvons aucune
preuve d’une influence significative du premier plan galactique avec la présence ou non
de binaires résolues au premier plan, ou comment elles sont définies (voir figure 2.23).

2.5.3 Calcul de la forme d’onde

Dans cette section, nous présentons le calcul de la forme d’onde du premier plan
galactique en utilisant un catalogue de binaires de naines blanches comme saisie initiale
dans le contexte d’une observation par LISA. Il nous faudra calculer l’amplitude de l’onde
gravitationnelle et la manière dont LISA la mensurera pour être le plus proche possible
de ce que sera le résultat de notre futur mission spatiale.

Amplitude de l’onde gravitationnelle

La déformation de l’onde gravitationnelle h(t) est donnée par la décomposition en
polarisation de la forme d’onde,

h(t) = h+(t)e+ + h×(t)e× (2.73)

où les deux tenseurs de polarisation e+ et e× sont donnés par :

e+ = E

1 0 0

0 −1 0

0 0 0

ET e× = E

0 1 0

1 0 0

0 0 0

ET (2.74)

avec la matrice de coordonnées de polarisation E,
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E =

 sin(λ)cos(ψ)− cos(λ)sin(β)sin(ψ) −sin(λ)sin(ψ)− cos(λ)sin(β)cos(ψ)

−cos(λ)cos(ψ)− sin(λ)sin(β)sin(ψ) cos(λ)sin(ψ)− sin(λ)sin(β)cos(ψ)

cos(β)sin(ψ) cos(β)cos(ψ)

− cos(λ) sin(β)

− sin(λ) cos(β)

− sin(β)


(2.75)

Dans la figure 2.18, nous définissons les coordonnées elliptiques. Pour une DWD,
l’onde gravitationnelle est une onde plane, quasi monochromatique (il y a une dérive de
fréquence dans le temps, mais celle-ci, si elle est multipliée par le temps d’intégration est
très petite devant la période de l’onde gravitationnelle). La fréquence change légèrement
pour chaque orbite du binaire, la raison en est la perte d’énergie due à l’émission de l’onde
gravitationnelle. Pour une DWD, la dérive est très faible. La binaire peut être simplement
considérée comme essentiellement monochromatique et les polarisations données par :(

h+(t)

h×(t)

)
=

(
A+(t) cos(2πft+ ḟ t2 + φ0)

A×(t) sin(2πft+ ḟ t2 + φ0)

)
(2.76)

avec φ0 une phase initiale. Dans le calcul, nous avons une distribution uniforme entre 0 et
2π. Le paramètre ḟ caractérise le changement de fréquence à partir de la perte d’énergie
orbitale. Pour calculer la réponse des bras du détecteur, H+(t) et H×(t), nous devons
calculer le tenseur détecteur à un bras D :

D =
1

2
u⊗ u− v ⊗ v (2.77)

où u =

 1/2

0√
3/2

 et v =

−1/2√
3/2

0

. Enfin, nous avons :

H+(t) = A+(t) cos(2πft+ φ0)e+ : D

H×(t) = A×(t) cos(2πft+ φ0)e× : D
(2.78)

où HA(t) = hA(t)eA : D et A les deux polarisations A = +,×. HA sont les deux polari-
sations de la base du détecteur. Ce calcul du premier plan galactique est également fait
dans l’étude de Cornish et Littenberg[82].
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Figure 2.18 – Référentiel de la forme d’onde plane générique pour une binaire localisée
à la latitude écliptique β et à la longitude λ. La constellation LISA est au centre du
système de coordonnées. Nous utilisons la définition conventionnelle de [148] pour les
polarisations GW : + (en rouge) et × (en bleu). La coordonnée Ψ est la rotation autour
de la direction de propagation des ondes.
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Figure 2.19 – Système de coordonnées (û, v̂) où la constellation LISA est constituée des
hexagones rouges.
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Fonction de réponse du détecteur

Les fonctions de réponse du détecteur, F+ et F×, pour la localisation de la source à
(θ, φ) à l’instant t dans le vecteur de base û, v̂ sont données par (voir figure 2.19) :

F+ = −
√

3

4
(1 + cos(θ))2 sin(2φ) (2.79)

F× = −
√

3

2
cos(θ) cos(2φ) (2.80)

avec û.ẑ = sin(φ+π/6) sin θ et v̂.ẑ = sin(φ−π/6) sin θ, voir [79]. L’orbite de la constella-
tion de LISA est d’un an autour du soleil, également d’un an de révolution sur elle-même
(voir figure 2.12). Nous devons considérer les effets d’orientation de la constellation, car
LISA ne verra pas le ciel de manière uniforme. Nous avons également présenté le calcul
plus précis dans une section ultérieure (voir section 2.4.4)

Signal de la mesure de premier plan de binaires de naines blanches par LISA

Nous pouvons construire le signal total du premier plan de DWD mesuré par LISA ;
c’est la somme des formes d’onde pour chaque DWD telle que

s(t) =
N∑
i=1

∑
A=+,×

hA,i(forb,i,M1i,M2i, Xi, Yi, Zi, t)FA(θ, φ, t)D(θ, φ, f)A : eA (2.81)

avec FA la fonction de diagramme de faisceau (beam pattern function en anglais) pour
les polarisations A = +,×, hA,i = hA,ieA le tenseur de l’amplitude des ondes gravita-
tionnelles, et D le tenseur du détecteur à un bras et hA,i l’amplitude sans dimension des
ondes gravitationnelles de la binaire i (voir équations 2.73 et 2.76). La figure 2.20 montre
les formes d’ondes gravitationnelles des cinq populations de DWD de [154]. La forme
d’onde de CO-CO a la plus grande amplitude. La somme des cinq populations devient la
forme d’onde à voir par LISA (voir figure 2.21). La modulation de la forme d’onde DWD
est un effet orbital. En effet, lorsque la constellation LISA pointe vers le centre de notre
Galaxie, l’amplitude de la forme d’onde atteint un maximum. En raison de la symétrie
du plan passant par û et v̂ (figure 2.19), cela se produira deux fois par an.

Densité spectrale d’énergie sans dimension et étude de la forme d’onde du
premier plan galactique

Dans cette section, nous décrivons le calcul de la densité d’énergie spectrale des DWD
modulées, ΩGW,DWD, qui ont été introduits dans la section 2.5.3. La figure 2.21 est le
premier plan galactique modulé de LISA, avec les DWD de [154]. La population de DWD
simulée ressemble à la population de DWD de la Voie lactée.
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Figure 2.20 – Signaux gravitationnels de la modulation DWD que LISA devrait voir.
La modulation provient de l’évolution de l’orientation de la constellation LISA. La forme
d’onde s(t) est la somme des deux polarisations A = [×,+] pondérée par la fonction de
réponse respective du détecteur FA(Ω, f, t), telle que s(t) =

∑
N F

×(Ω, f, t)h×(f, t) +
F+(Ω, f, t)h+(f, t).

Figure 2.21 – La forme d’onde totale, à savoir la somme des cinq formes d’onde vues
sur la figure 2.20, pour la population de [154] qui pourra être observée par LISA.
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Densité spectrale d’énergie sans dimension

Étant donné la densité spectrale de puissance ou Power Spectral Density (PSD) en
anglais, nous pouvons calculer la densité spectrale d’énergie du premier plan galactique
que LISA observera :

ΩGW,DWD(f) =
4π2

3H2
0

f 3PSD(f)

R(f)
, (2.82)

avec H0 la constante d’Hubble-Lemaître (H0 ' 2.175 10−18 Hz), PSD(f) la densité
spectrale de puissance de la forme d’onde du premier plan galactique et R(f) la fonction
de réponse de LISA. Nous utilisons le périodogramme pour estimer la PSD. Pour une
forme d’onde s(t) le périodogramme est In(fk) = |s̃(fk)|2, où s̃(fk) = 1√

T

∑T
i=1 s(t)e

−itfk

aux fréquences de Fourier fk = 2πk/T, k = 0, . . . , N = T
2
− 1 et T la durée du signal

pour les différentes formes d’ondes (binaires totales, binaires résolues ou non résolues).
R(f) est la polarisation du détecteur et la fonction de réponse moyenne du ciel, qui peut
être approchée par [208] :

R(f) ' 3

10

(
2πfL
c

)2

1 + 0.6
(

2πfL
c

)2 . (2.83)

L’objectif est d’aborder le mouvement orbital de la constellation LISA [83]. Nous
pouvons calculer cette quantité avec le diagramme carré moyen de l’antenne [79], R(f) =
1

4π

∫ ∑
A D(Ω̂, f) : eA(f)dΩ̂ [83]. La figure 2.22 donne le PSD pour différents types de

cœurs de DWD, tandis que la figure 2.23 présente le PSD total, plus les PSD des DWD
résolvables et irrésolvables.

La figure 2.23 montre que la PSD de la forme d’onde totale n’est pas purement une
loi de puissance. D’après [12, figure 4] et [53, figure 1], nous avons moins de binaires à
des fréquences plus élevées.

Comparaison de la densité spectrale d’énergie de différents catalogues

Dans cette section, nous dérivons la densité spectrale d’énergie normalisée et adimen-
sionnée du premier plan galactique ΩGW,DWD pour différents modèles de population. On
part de la population du catalogue LDC 1-4. Cette population a été simulée avec les
paramètres de [178]. Dans la figure 2.24 nous montrons qu’à basses fréquences la densité
spectrale d’énergie de la population du défi de données LISA (MLDC) peut être ajustée
par une loi de puissance ΩGW,LDC 1-4(f) ' ΩLDC 1-4

(
f

fref

)α
, avec une pente α = 2/3.

C’est la pente attendue pour un fond stochastique à partir de systèmes binaires émettant
des ondes gravitationnelles (voir la ligne grise sur la figure 2.24). La ligne noire est la
densité spectrale d’énergie du premier plan galactique pour la population de [154]. Nous
avons la preuve que la loi de puissance peut être ajustée aux basses fréquences (entre
1 × 10−5 et 1 × 10−4 Hz) avec la même pente α = 2/3 , mais à des fréquences plus
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Figure 2.22 – PSD du signal gravitationnel de la modulation de binaire de naines
blanches qui pourra être vu par LISA (voir figure 2.20). L’ensemble des binaires en bleu,
vert, rouge, jaune et gris sont respectivement les différents noyaux CO-CO, He-CO, CO-
NeO, He-He et He-NeO. C’est le périodogramme direct de la figure 2.20.

Figure 2.23 – PSD du signal gravitationnel de la modulation binaire de naines blanches
qui pourra être vu par LISA (voir figure 2.20). L’ensemble des binaires est en noir, tandis
que les résolues et non résolues sont respectivement en bleu et orange. Ce sont les mêmes
que la figure 2.14.

130



élevées, cette loi de puissance s’effondre. Afin de comprendre si le modèle de distribution
spatiale de DWD est responsable de cette différence, nous pouvons utiliser la population
de [154] mais nous utilisons la distribution spatiale de naines blanches doubles de [178].
Cette combinaison donne le tracé de la ligne bleue de la figure 2.24, étiquetée Lamberts
+ Nelemans. À titre d’exemple, nous affichons également une ligne violette représentant
ΩGW (f) = 2× 10−10

(
f

1mHz

)2/3
qui se trouve au-dessus du premier plan galactique LDC1-

4 ; cela montre que le premier plan galactique LDC1-4 peut être approximé par une loi
de puissance.

La brisure de la loi de puissance aux hautes fréquences est due à la distribution spatiale
des naines blanches doubles. En effet, la droite bleue ([154] + [178]) peut être représentée
par une loi de puissance avec une pente en 2/3, représentée sur la figure 2.24 comme la
ligne verte de ΩGW (f) = 4×10−10

(
f

1mHz

)2/3
dans la bande de fréquence [0.1 mHz, 1 mHz].

Le catalogue de [154] pour la distribution de naines blanches doubles dans la Voie
lactée ne peut pas être représenté comme une loi de puissance sur toute la bande spectrale
de LISA. Cependant, nous modifions la fonction pour mieux s’adapter à la brisure de la
puissance à hautes fréquences, équation 2.84, comme une loi de puissance brisée, à savoir :

ΩDWD(A1, α1, A2, α2; f) =
A1

(
f

fref

)α1

1 + A2

(
f

fref

)α2
. (2.84)

Pour 1� A2

(
f

fref

)α2

(basses fréquences) cela donne :

ΩDWD(f) ' A1

A2

(
f

fref

)α1−α2

(2.85)

c’est-à-dire que la densité spectrale d’énergie aux basses fréquences peut être approchée
par une fonction de loi de puissance ; pour un premier plan DWD la pente α = α1 − α2

doit être 2
3
. Pour 1� A2

(
f

fref

)α2

(hautes fréquences) :

ΩDWD(f) ' A1

(
f

fref

)α1

(2.86)

c’est-à-dire que pour les hautes fréquences, la densité spectrale d’énergie peut également
être approchée par une fonction de loi de puissance, mais avec des paramètres différents.
La différentielle dΩ(f) est donc :

dΩ(f) = Ω

[
dA1

A1

+ ln

(
f

fref

)
dα1 +

dA2

(
f

fref

)α2

1 + A2

(
f

fref

)α2
+
dα2A2 ln

(
f

fref

)(
f

fref

)α2

1 + A2

(
f

fref

)α2

]
. (2.87)

Pour estimer les quatre paramètres Ω(A1, α1, A2, α2; f) du modèle, nous utilisons un al-
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Figure 2.24 – Densité spectrale d’énergie normalisée du premier plan galactique
ΩGW,DWD pour différents modèles de population de DWD dans la Voie lactée. La ligne
noire est la population de [154], la ligne grise correspond à la population du LDC (LDC1-
4) ; cette population peut être ajustée par une loi de puissance, voir la ligne violette
(ΩGW (f) = 2× 10−10

(
f

1mHz

)2/3
). En bleu, labellisé par Lamberts + Nelemans, c’est une

population générée avec des binaires où les positions spatiales galactiques sont données
par [178], et les autres paramètres avec [154]. Cette population "Lamberts + Nelemans"
peut être ajustée par une loi de puissance ΩGW (f) = 4 × 10−10

(
f

1mHz

)2/3
dans la bande

de fréquence [0.1 mHz, 1 mHz].

gorithme d’ajustement de MCMC adaptatif. L’étude de séparabilité spectrale de [49] a
été récemment réalisée dans le contexte de LISA. Il y a été montré qu’il est possible pour
LISA de mesurer un fond cosmologique avec une amplitude comprise entre 1 × 10−13 et
1× 10−12 en présence du fond astrophysique et le bruit du détecteur LISA.
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Chapitre 3

Séparation spectrale

Les travaux présentés dans ce chapitre correspondent à des études publiées dans le
papier Boileau et. al [50].

3.1 Séparation spectrale

Un SGWB isotrope observé aujourd’hui ΩGW (f) peut être modélisé avec la variation
de fréquence de la densité d’énergie des ondes gravitationnelles, ρGW (f), où dρGW (f) est
la densité d’énergie des ondes gravitationnelles contenues dans la bande de fréquences
[f, f + df ]) [57]. La distribution de la densité d’énergie sur le domaine fréquentiel peut
être exprimée comme,

ΩGW (f) =
f

ρc

dρGW
d ln(f)

=
∑
k

Ω
(k)
GW (f)

(3.1)

où la densité critique de l’Univers est ρc =
3H2

0 c
2

8πG
. Dans cette section, nous approchons la

densité d’énergie spectrale comme une somme de contribution sous forme de loi puissance
(il s’agit d’un modèle simplifié), ΩGW (f) '

∑
k Ak

(
f

fref

)αk
où l’amplitude de densité

spectrale d’énergie de la composante k (représentant les différents SGWBs) est Ak, avec
la pente respective αk et fref est une fréquence caractéristique. Le SGWB devrait avoir
une composante en pente α ≈ 0 pour le fond cosmologique. C’est vrai pour les processus
invariants d’échelle, c’est approximativement vrai pour l’inflation standard et certaine-
ment faux pour les cordes cosmiques et la turbulence. Nous avons étudié également des
modèles plus complexes. Cependant, pour notre première étude, nous modéliserons le
SGWB produit cosmologiquement avec α = 0. De plus, nous utiliserons α = 2

3
pour

un fond astrophysique produit par des binaires compacts. D’après Farmer et Phinney la
pente est de α = 2

3
pour des binaires quasi-circulaires évoluant purement sous émission
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d’ondes gravitationnelles [98]. L’excentricité et les effets environnementaux peuvent mo-
difier la pente [188, 253]. Nous notons également les limites de notre modèle de loi de
puissance, car la transition de phase dans l’Univers primitif peut produire des lois puis-
sances en deux parties, avec une traction entre la composante de loi puissance montante
et descendante pour la fréquence du pic. Mais, nous commençons dans cette étude avec
le contexte de deux lois puissances. Comme les deux fonds sont superposés, la tâche est
d’extraire simultanément les propriétés astrophysiques et cosmologiques, c’est-à-dire d’es-
timer simultanément la contribution astrophysique et cosmologique de la densité spectrale
d’énergie.

Pour éviter les problèmes d’identification, nous utilisons une approche bayésienne en
mettant des priors sur les paramètres individuels de pente et d’amplitude. Notre travail
ici s’appuie sur celui d’Adams et Cornish [15] où ils ont démontré qu’il est possible de
séparer un SGWB du bruit instrumental dans un contexte bayésien. De même Adams et
Cornish ont ensuite montré que l’on pouvait détecter un SGWB cosmologique en présence
d’un fond produit par des binaires de naines blanches dans notre galaxie [11]. Depuis la
production de ces études, LIGO et Virgo ont observé des ondes gravitationnelles provenant
d’une binaire de trou noir et d’une fusion d’une binaire d’étoiles à neutrons. Nous savons
maintenant qu’il y aura certainement un arrière-plan produit astrophysiquement dans
la bande d’observation de LISA. Celle-ci produit par des fusions de binaires compactes
durant l’histoire de l’Univers [68], et si LISA doit observer un fond cosmologiquement, il
faudra séparer les deux.

La littérature montre une grande différence dans l’estimation de l’amplitude de la
composante dite astrophysique produisant un SGWB. Une simulation récente du SGWB
à partir de la fusion de sources de binaires compactes avec le code StarTrack [186]
prédit une amplitude autour de ΩGW ' 4.97 × 10−9 à 2.58 × 10−8 pour fref = 25 Hz.
Cependant, une autre étude a considéré les observations de binaires de trous noirs et
d’étoiles à neutrons par LIGO/Virgo, et a produit des prédictions allant de la bande
d’observation LISA à la bande LIGO/Virgo. Ils estiment une amplitude pour le SGWB
astrophysique de ΩGW ' 1.8× 10−9 à 2.5× 10−9 pour fref = 25 Hz [68]. Ces amplitudes
peuvent être propagées et adaptées à la bande de LISA en rappelant équation 3.1 et en
utilisant fref = 25 Hz et α = 2/3. Dans le cadre d’une étude de la potentielle observation
d’un SGWB cosmologique, nous avons de grandes variations dues aux prédictions de la
composante astrophysique.

Dans cette première étude [50], nous prédisons la précision d’une mesure de Ω
(0)
GW avec

des entrées astrophysiques de différentes magnitudes en utilisant fref = 25 Hz, Ω
( 2

3
)

GW =

[3.55×10−10, 1.8 ×10−9, 3.55 ×10−9, 3.55 ×10−8] après 4 ans d’observation. Nous utilisons
les canaux orthogonaux LISA A, E et T , qui sont créés à partir des variables d’interfé-
rométrie à retard (TDI) X, Y et Z [198]. Notre méthode ajuste les paramètres de deux
fonds stochastiques, et simultanément le bruit de LISA à l’aide du canal T . Nous suppo-
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sons le canal TDI de bruit non corrélé entre les canaux "science" (A,E) et le canal de
bruit (T ). Le canal T est "insensible au signal" pour les longueurs d’onde des ondes gra-
vitationnelles supérieures aux longueurs de bras de LISA. Le canal de bruit T est obtenu
depuis une combinaison linéaire [198] des canaux TDI (X, Y, Z). Nous démontrons une
bonne capacité à estimer le bruit présent dans les deux canaux de données scientifiques
A et E. On peut alors fixer une limite à la capacité de détection de la source cosmolo-
gique du SGWB. Les prédictions de l’étude bayésienne sont confirmées via une étude de
l’estimation fréquentiste de l’erreur. À savoir, nous utilisons une analyse d’information de
Fisher, réalisée pour la séparation spectrale indépendamment de l’approche bayésienne
de A-MCMC. L’inverse de la matrice d’information de Fisher des paramètres SGWB,
présentée dans section 3.1, fournit la borne inférieure de Cramer-Rao sur la variance des
estimations des paramètres du SGWB.

Nous pouvons introduire un premier modèle qui est facile à considérer, c’est le pro-
blème de la séparation de deux processus de bruit gaussien à moyenne nulle station-
naire indépendants qui ont des spectres de puissances différents Sn1(f) = A1f

α1 et
Sn2(f) = A2f

α2 . Supposons que les deux processus aient une moyenne nulle :

E[n1(f)] = 0 E[n2(f)] = 0, (3.2)

et le spectre de puissance :

E[n1(f)n?1(f ′)] = Sn1(f)δff ′ (3.3)

avec Sn1 = A1f
α1 et de même pour n2. Notre hypothèse d’indépendance implique que les

les spectres croisés disparaissent tel que E[n1(f)n?2(f ′)] = 0. Les données d sont mesurées
sur la bande de fréquences [fa, fb], ce qui pour un temps d’observation finie T correspond
à avoir des échantillons dans le segment défini par a = faT et b = fbT . Supposons que
nous ayons des données formées à partir de la somme de ces deux processus de bruit
indépendants

d(t) = n1(t) + n2(t), t = 1, . . . , T. (3.4)

Après une transformée de Fourier telle que d̃(fk) = 1√
T

∑T
i=1 d(t)e−itfk aux fréquences de

Fourier fk = 2πk/T, k = 0, . . . , N = T
2
− 1 (pour T pair), nous pouvons écrire :

d̃(fk) = ñ1(fk) + ñ2(fk), k = 0, . . . , N. (3.5)

avec le vecteur d̃ qui a une distribution gaussienne multidimensionnelle, complexe et
asymptotique, sa matrice de covariance est diagonale. Les éléments diagonaux sont don-
nés par les valeurs de la densité spectrale S(fk) = A1f

α1
k + A2f

α2
k . Notre hypothèse

d’indépendance implique que l’on peut simplement additionner les densités spectrales
individuelles des deux processus de bruit.
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L’approximation de vraisemblance ou en anglais likelihood de Whittle [250] dans le
domaine fréquentiel s’écrit alors :

p(d|A1, α1, A2, α2) =
N∏
k=1

1

πS(fk)
e
− d̃(fk)?d̃(fk)

S(fk) (3.6)

où S(fk) = A1f
α1
k + A2f

α2
k . Le produit In(fk) = d̃(fk)

?d̃(fk) est le periodogram, c’est le
carré de l’amplitude des coefficients de Fourier à la fréquence fk. Le log de vraisemblance
est toujours défini à une constante près, dans notre cas, elle est, donc

ln p(d|A1, α1, A2, α2) = −
N∑
k=1

(
In(fk)

S(fk)
+ lnS(fk)

)
. (3.7)

Nous utilisons le log de la vraisemblance, car la vraisemblance peut varier fortement
pour comparer des valeurs plus proches nous choisissons d’utiliser son logarithme. Cela
ne change en rien d’étude, il serait complètement possible de faire les mêmes études avec
simplement la vraisemblance.

Il est également possible d’écrire une version intégrale du log de la vraisemblance tel
que

ln p(d|A1, α1, A2, α2) = −1

2

∫ fb

fa

(
d?(f)d(f)

S(f)
+ lnS(f)

)
df (3.8)

Le log de vraisemblance peut être écrit comme, avec la valeur attendue de la somme des
spectres de puissances E[S(f)] = A1f

α1 + A2f
α2 et la valeur attendue de la transformée

de Fourier croisée peut être écrit comme E[d?(f)d(f)] = A1f
α1 +A2f

α2 (On suppose que
les paramètres (A1, α1, A2, α2) et (A1, α1, A2, α2) sont indépendants)

ln p(d|A1, α1, A2, α2) = −1

2

∫ fb

fa

(
A1f

α1 + A2f
α2

A1fα1 + A2fα2
+ ln(A1f

α1 + A2f
α2)

)
df (3.9)

Ici, les quantités barrées désignent les vraies valeurs. Nous supposons qu’en écrivant
le vecteur de paramètres sous la forme

−→
λ → (A1, α1, A2, α2), la solution du maximum

de vraisemblance est trouvée en résolvant l’ensemble des équations ∂i ln p(d|
−→
λ ) = 0 où

nous utilisons la notation ∂i = ∂/∂λi . Considérons pour l’instant la dérivée par rapport
à A1, ce qui donne la condition

∫ fb

fa

(
(A1f

α1 + A2f
α2)− (A1f

α1 + A2f
α2)

(A1fα1 + A2fα2)2

)
df = 0 (3.10)

C’est la seule solution non triviale valable pour tout choix d’intervalle d’intégration a
A1 = A1, α1 = α1, A2 = A2, α2 = α2 .
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3.1.1 L’information de Fisher

La matrice d’information de Fisher Γ pour un vecteur de paramètres θ = (θ1, . . . , θp)

est donnée par l’espérance de l’Hessien négatif de la log-vraisemblance. L’élément de la
ligne i et de la colonne j de l’information de Fisher est donné par :

Γij = E

[
− ∂2

∂θi∂θj
ln p(d|θ)

]
(3.11)

L’information de Fisher peut être facilement obtenue pour le vecteur de paramètres
(A1, α1, A2, α2) en utilisant (asymptotiquement) E[In(fk)] = S(fk) et Γij = Γji.

Γ11 =
N∑
k=1

f 2α1
k

(A1f
α1
k + A2f

α2
k )2

(3.12)

Γ22 =
N∑
k=1

(A1f
α1
k ln fk)

2

(A1f
α1
k + A2f

α2
k )2

(3.13)

Γ33 =
N∑
k=1

f 2α2
k

(A1f
α1
k + A2f

α2
k )2

(3.14)

Γ44 =
N∑
k=1

(A2f
α2
k ln fk)

2

(A1f
α1
k + A2f

α2
k )2

(3.15)

Γ12 = Γ21 =
N∑
k=1

A1f
2α1
k ln fk

(A1f
α1
k + A2f

α2
k )2

(3.16)

Γ13 = Γ31 =
N∑
k=1

fα1+α2
k

(A1f
α1
k + A2f

α2
k )2

(3.17)

Γ14 = Γ41 =
N∑
k=1

A2f
α1+α2
k ln fk

(A1f
α1
k + A2f

α2
k )2

(3.18)

Γ23 = Γ32 =
N∑
k=1

A1f
α1+α2
k ln fk

(A1f
α1
k + A2f

α2
k )2

(3.19)

Γ24 = Γ42 =
N∑
k=1

A1A2
A1A2f

α1+α2
k ln2 fk

(A1f
α1
k + A2f

α2
k )2

(3.20)

Γ34 = Γ43 =
N∑
k=1

A2f
2α2
k ln fk

(A1f
α1
k + A2f

α2
k )2

(3.21)

Dans le cas de l’intégrale continue nous pouvons introduire une quantité préliminaire
pour calculer l’information de Fisher, γij où Γij = E[γij]. Les équations suivantes de 3.22
à 3.37, correspondent à la première partie du calcul de la matrice de l’information de
Fisher Γij :
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γ11 =

∫ fb

fa

f 2α1

2(A1fα1 + A2fα2)2
df (3.22)

γ22 =

∫ fb

fa

(A1f
α1 ln f)2

2(A1fα1 + A2fα2)2
df (3.23)

γ33 =

∫ fb

fa

f 2α2

2(A1fα1 + A2fα2)2
df (3.24)

γ44 =

∫ fb

fa

(A2f
α2 ln f)2

2(A1fα1 + A2fα2)2
df (3.25)

γ12 =

∫ fb

fa

A1f
2α1 ln f

2(A1fα1 + A2fα2)2
df (3.26)

γ13 =

∫ fb

fa

fα1+α2

2(A1fα1 + A2fα2)2
df (3.27)

γ14 =

∫ fb

fa

A2f
α1+α2 ln f

2(A1fα1 + A2fα2)2
df (3.28)

γ21 =

∫ fb

fa

A1f
2α1 ln f

2(A1fα1 + A2fα2)2
df (3.29)

γ23 =

∫ fb

fa

A1f
α1+α2 ln f

2(A1fα1 + A2fα2)2
df (3.30)

γ24 =

∫ fb

fa

A1A2f
α1+α2 ln2 f

2(A1fα1 + A2fα2)2
df (3.31)

γ31 =

∫ fb

fa

fα1+α2

2(A1fα1 + A2fα2)2
df (3.32)

γ32 =

∫ fb

fa

A1f
α1+α2 ln f

2(A1fα1 + A2fα2)2
df (3.33)

γ34 =

∫ fb

fa

A2f
2α2 ln f

2(A1fα1 + A2fα2)2
df (3.34)

γ41 =

∫ fb

fa

A2f
α1+α2 ln f

2(A1fα1 + A2fα2)2
df (3.35)

γ42 =

∫ fb

fa

A1A2f
α1+α2 ln2 f

2(A1fα1 + A2fα2)2
df (3.36)
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γ43 =

∫ fb

fa

A2f
2α2 ln f

2(A1fα1 + A2fα2)2
df (3.37)

Maintenant, lorsque α1 = α2 nous avons Γ22 = A1
2
I,Γ44 = A2

2
I,Γ24 = A1A2I où

I =

∫ fb

fa

(ln f)2(fα1)2

2(A1fα1 + A2fα2)2
(3.38)

On peut écrire une intégrale pour résumer les seize intégrales, en utilisant (a, b, c) les
trois puissances des trois composantes du numérateur (A1f

α1 ,A2f
α2 ,ln(f)). Il est ainsi

plus facile de décrire les intégrales compte tenu des puissances (a, b, c), assurément, par
exemple, l’intégrale Γ24 est (a = 1, b = 1, c = 2). Cependant, pour certaines intégrales,
nous devons multiplier par un facteur dépendant de A1 et A2. La table 3.1 résume la
conversion entre I(a, b, c) et Γi,j. Il nous faut donc calculer cette intégrale :

I(a, b, c) =

∫ fb

fa

(
A1f

α1
)a(

A2f
α2
)b

2(A1fα1 + A2fα2)2
lnc(f)df (3.39)

Il est plus simple d’écrire,

I(a, b, c) = D

∫ fb

fa

faα1+α2(b−2)(
1 + A1

A1
fα2−α1

)2 lnc(f)df (3.40)

Nous posons f = eu,

I(a, b, c) = D

∫ ln fb

ln fa

euAuc

(1 + CeuB)2
du (3.41)

avec A = aα2 + α1(b− 2) + 1, B = α2 − α1, C = A2

A1
et D = A2

a
A1

b−2

2
.

On peut calculer l’intégrale Ic pour les trois valeurs possible de c :
− c = 0 :

I(a, b, 0) = D

[
eAu

A
2F1

(
2,
A

B
;
A+B

B
;−CeBu

)]ln fb

ln fa

(3.42)

− c = 1 :

I(a, b, 1) = D

[
eAu

A2

(
2F1

(
2,
A

B
;
A+B

B
;−CeBu

)

− 3F2

(
2,
A

B
,
A

B
;
A+B

B
,
A+B

B
;−CeBu

))]ln fb

ln fa

(3.43)

− c = 2 :
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I(a, b, 2) = D

[
eAu

A3B

(
2A(u(A−B) + 1)3F2

(
1,
A

B
,
A

B
;
A+B

B
,
A+B

B
;−CeBu

)

+ 2(B − A)4F3

(
1,
A

B
,
A

B
,
A

B
;
A+B

B
,
A+B

B
,
A+B

B
;−CeBu

)

+ A2u((B − A)u− 2)(CeBu + 1)2F1

(
1,
A

B
;
A+B

B
;−CeBu

))]ln fb

ln fa

(3.44)

avec pFq
(
a1, ..., ap; b1, ..., bq;x

)
=
∑∞

n=0
(a1)n...(ap)n
(b1)n...(bq)n

xn

n!
la fonction hypergéométrique gé-

néralisée et (α)j = α(α + 1)...(α + i− 1) le symbole de Pochhammer.

Γij I(a,b, c) Γij I(a,b, c)

Γ11

(
A1

)−2
I(2, 0, 0) Γ23 = Γ32

(
A2

)−1
I(1, 1, 1)

Γ12 = Γ21

(
A1

)−1
I(2, 0, 1) Γ24 = Γ42 I(1, 1, 2)

Γ13 = Γ31

(
A1A1

)−1
I(1, 1, 0) Γ33

(
A2

)−2
I(0, 2, 0)

Γ14 = Γ41

(
A1

)−1
I(1, 1, 1) Γ34 = Γ43

(
A2

)−1
I(0, 2, 1)

Γ22 I(2, 0, 2) Γ44 I(0, 2, 2)

Table 3.1 – Conversion entre I(a, b, c) et Γi,j

Pour le calcul de la matrice d’information de Fisher, nous utilisons la définition de
l’équation 3.12. Pour l’intégration, nous utilisons la bande de fréquences de LISA fa =

1×10−5 Hz à fb = 1 Hz. Il s’agit de la bande de fréquences LISA des mesures de la future
mission.

Nous devons calculer numériquement l’intégrale γij (équation de 3.22 à 3.37) dans la
bande de fréquences LISA [fa, fb]. Ce segment comprend plusieurs ordres de grandeur.
Afin de ne pas privilégier la magnitude la plus élevée, nous choisissons d’intégrer selon
un vecteur logarithmique normalisé par la fréquence de référence f∗ = 25 Hz . Ainsi,
l’algorithme du trapèze (équation 3.45) peut être utilisé avant ce vecteur logarithmique.
On peut donc introduire un nombre N de valeurs dans ce vecteur. Dans la figure 3.1, c’est
l’intégrale 3.24 avec différentes valeurs de N (10, 20, 50, 100, 200, 300, 400, 500, 1 000,
2 000). D’après la figure 3.1, l’intégration numérique semble converger. Dans le reste du
document, nous utilisons N = 1 000.

IN =
N∑
k=1

f(xk−1)f(xk)

2
(xk − xk−1) (3.45)

avec x dans le vecteur logarithmique normalisé par la fréquence de référence f∗ = 25 Hz.
On peut aussi calculer l’information de Fisher avec une somme discrète, entre autres,

si l’on considère le terme γ33 on peut écrire :
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γ33 =
1

2

∑
k

fk
2α2

2(A1fk
α1 + A2fk

α2)2
(3.46)

Sur la figure 3.1, nous ajoutons un nuage de points noirs comme calcul discret à partir
de l’équation 3.46. L’intégration discrète et continue du terme γ33 sont similaires pour
des valeurs d’amplitudes cosmologiques différentes.

Figure 3.1 – Test de convergence de l’intégration de γ33 3.24 avec un vecteur logarith-
mique normalisé par la fréquence de référence f∗ = 25 Hz. Les différentes valeurs de N
correspondant au nombre d’éléments du vecteur.

La valeur attendue peut être calculée à l’aide de distributions gaussiennes autour des
paramètres à estimer. Nous générons pour les quatre paramètres une distribution normale
localisée autour de la "vraie" valeur des paramètres et avec un taux σθi

µθi
= 0.1. D’après

l’équation 3.47, l’espérance de la quantité préliminaire γij est la moyenne de l’échantillon
de la quantité préliminaire γij évaluée suivant des distributions normales indépendantes

E [γij] = γij

(
Θ̂
)

(3.47)

avec Θi ↪→ N (µθi , σθi), nous tirons au hasard un échantillon de 100 éléments de chaque
distribution.

On obtient ainsi, en combinant le calcul numérique des intégrales γij (voir équation
3.45) avec la méthode du trapèze et l’estimation de l’espérance (voir équation 3.47) avec
des distributions normales autour des "vraies" valeurs, une estimation de la matrice
d’information de Fisher.
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3.1.2 La Borne de Cramér-Rao

L’information de Fisher peut être utilisée pour donner une borne inférieure de la va-
riance de tout estimateur sans biais, la borne dite de Cramér-Rao ou en anglais Cramer-
Rao bound. Pour tout estimateur sans biais θ̂i du paramètre inconnu θi, son erreur stan-
dard ∆θ̂i satisfait

(∆θ̂i)
2 ≥ Γii(θ)

−1 =
1

E
[
− ∂
∂θi

∂
∂θi

ln p(d|θ)
] . (3.48)

Sous certaines conditions de régularité, la distribution postérieure d’un paramètre θ est
asymptotiquement gaussienne, centrée au mode postérieur et la matrice de covariance
est égale à l’inverse de l’Hessienne négative de la distribution postérieure évaluée au
mode du postérieur. Pour les priors plats, la densité a posteriori est proportionnelle à
la vraisemblance, le mode a posteriori est l’estimation du maximum de vraisemblance
et l’erreur type ∆θ̂i de l’estimateur bayésien θ̂i du paramètre θi peut être approximé en
évaluant les informations de Fisher à θ̂i, c’est-à-dire

∆θ̂i ≈ Γii(θ̂i)
−1/2. (3.49)

Nous pouvons ainsi définir l’incertitude, mais également Uncertainty en anglais, d’une
estimation θ̂i par

∆θ̂i

θ̂i
(3.50)

Effectivement, nous avons d’après la section 3.1.2, l’écart type d’un paramètre θ̂ qui est
donné par la racine carrée de l’inverse de la matrice diagonale d’information de Fisher
σθi = 1

Γii
. C’est une maximisation de l’écart type σθi . On peut prendre cette valeur de

l’estimation de la séparabilité. L’inverse de la matrice d’information de Fisher est la
matrice de covariance.

Covij = (Γ−1)ij = E[∆θi∆θj] (3.51)

Sur la diagonale on a Covii = σ2
i

Le but de cette étude est de calculer avec l’étude d’information de Fisher l’incertitude
de θi ∆θi

θi
. Cette étude permet d’avoir un seuil de séparabilité par un MCMC adaptatif

avec la vraisemblance de l’équation 3.6. Dans la suite de notre étude, nous aurons ainsi
une valeur limite de séparabilité du paramètre cosmologique et du fond astrophysique.
Si l’incertitude d’un paramètre θi est égale à 0.1, nous mesurons les paramètres avec une
erreur de 10%.

L’incertitude de θi est donnée par :

142



∆θi
θi

=

√
Covii

θi
≤ 1

θi

1√
E
[
− ∂
∂θi

∂
∂θi

ln p(d|θ̂)
] (3.52)

Nous utilisons un toy problem pour étudier la séparabilité de deux fonds stochas-
tiques compte tenu de leur différence de pente. Pour cela, nous fixons un fond Ω1(f) =

A1

(
f

fref

)α1

= Ω2/3

(
f

fref

)α2/3

= 3.55 × 10−9
(

f
25Hz

)2/3
, et on laisse libre la pente du se-

cond fond Ω2(f) = A2

(
f

fref

)α2

= Ω0

(
f

fref

)α0

= 1 × 10−12
(

f
25Hz

)α0 . Nous montrons les

incertitudes (∆θ̂i
θ̂i

pour θi ∈ [Ω2/3, α2/3,Ω0, α0], avec ∆θ̂i l’erreur de l’information Fisher,
voir section 3.1.2) pour les amplitudes et les pentes spectrales par rapport à la différence
entre les pentes spectrales (δα = α0 − α2/3). Cette quantité est aussi appelée coefficient
de variation ou écart type relatif (RSE), c’est la valeur absolue de l’écart type divisé par
la moyenne du paramètre. Nous utilisons cette quantité pour apprécier la dispersion des
valeurs autour de la moyenne. il est préférable d’utiliser cette quantité, car elle est sans
unité. Ainsi, il est plus facile de comparer les paramètres de différentes valeurs d’unités
ou de plages. La figure 3.2 affiche les incertitudes (∆θ̂i

θ̂i
) au regard de δα entre −5 et 5.

Figure 3.2 – Incertitudes (∆θ̂i
θ̂i

) des amplitudes et des pentes spectrales en fonction de
la différence entre les pentes spectrales (δα = α0 − α2/3).

L’incertitude du paramètre α0 augmente lorsque la différence de pente δα est proche
de zéro. Ici, il est plus difficile de séparer les deux fonds lorsque leurs pentes sont similaires.
Les incertitudes ne sont pas non plus symétriques par rapport à δα = 0 car lorsque la
pente change, l’amplitude change également d’un facteur f−αref . L’incertitude du paramètre
d’amplitude Ω0 est maximale lorsque les deux paramètres d’amplitude sont identiques. La
position des changements est maximum pour les différentes entrées de Ω0 ; si Ω0 augmente
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la position du maximum converge vers δα = 0.

3.2 Adaptive Markov chain Monte-Carlo

3.2.1 Markov chain Monte-Carlo

L’inférence bayésienne quantifie l’estimation et les incertitudes de paramètres inconnus
sur le fondement de l’observation d’événements qui dépendent de ces paramètres. La
quantification utilise la distribution de probabilité posterior. Elle est obtenue en utilisant
le théorème de Bayes (voir équation 3.53) en mettant à jour la distribution prior des
paramètres avec la vraisemblance p(d|θ), la distribution conditionnelle des observations
compte tenu des paramètres :

p(θ|d) =
p(d|θ)p(θ)
p(d)

(3.53)

où p(θ) est la distribution a priori, p(θ|d) est la distribution a posteriori, et p(d) =∫
p(d|θ)p(θ)dθ est la preuve ou evidence. Il existe diverses stratégies fondées sur l’échan-

tillonnage pour calculer la distribution postérieure, appelées méthodes de MCMC [170,
111].

Les méthodes de MCMC [108] fournissent une stratégie numérique pour calculer la
distribution a posteriori conjointe et ses distributions marginales. Il s’agit d’une approche
fondée sur l’échantillonnage qui simule une chaîne de Markov construite de telle manière
que sa distribution invariante est la distribution postérieure.

3.2.2 La procédure de Metropolis-Hastings

Les méthodes de MCMC sont fondées sur la simulation d’une chaîne de Markov.
Pour simuler à partir d’une chaîne de Markov, nous utilisons l’algorithme de Metropolis-
Hastings [121, 111]. Comme il est généralement difficile d’échantillonner indépendamment
d’une distribution multivariée, les méthodes de MCMC construisent des échantillons dé-
pendants à partir de chaînes de Markov. L’algorithme de MCMC prédominant est l’algo-
rithme Metropolis-Hastings (MH). Il est basé sur le rejet ou l’acceptation d’un paramètre
candidat θ′ où la probabilité d’acceptation est donnée par le rapport de vraisemblance
entre le candidat et la valeur du paramètre précédemment tiré. Ainsi, tout candidat qui va
dans le sens d’une probabilité plus élevée (vers l’estimation de vraisemblance maximale)
sera toujours accepté, mais comme les mouvements en descente ont encore une chance
d’être acceptés, l’algorithme MH évite de rester bloqué dans les maximums locaux.

Algorithme de Metropolis-Hastings

— Sélectionnez au hasard un point initial θ(0).
— À la nième itération :
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— Génération du candidat θ′ avec la distribution de la proposition (proposal dis-
tribution) g(θ′|θ(n))

— Calcul de la probabilité d’acceptation
α = min

[
1, p(d|θ′)

p(d|θ(n))

p(θ(n))
p(θ′)

]
— Accepter/Rejeter

— Génération d’un nombre aléatoire uniforme u entre [0, 1]

— Si u ≤ α alors on accepte le candidat :
θ(n+1) = θ′

— Si u > α alors on rejette le candidat :
θ(n+1) = θ(n)

Notez que la distribution des propositions g(θ′|θ(n)) est souvent choisie pour être gaus-
sienne centrée autour de la valeur actuelle du paramètre. Lors de l’exécution de l’algo-
rithme, nous pouvons surveiller le taux d’acceptation, la proportion de candidats qui ont
été acceptés. D’une part, si ce nombre est trop proche de 0, l’algorithme effectue de grands
déplacements dans les queues de la distribution postérieure qui ont une faible probabilité
d’acceptation, ce qui fait que la chaîne reste à une valeur fixe pendant une longue période.
D’un autre côté, un taux d’acceptation élevé indique que la chaîne ne fait que de petits
mouvements provoquant une convergence lente. Pour contrôler le tirage de la chaîne de
Markov, nous pouvons introduire un paramètre de taille de pas adaptatif qui contrôle la
taille des mouvements ; il s’agit de l’écart type dans le cas d’une proposition gaussienne
univariée ou de la matrice de covariance d’une proposition gaussienne multivariée. Au
fur et à mesure des itérations de l’algorithme, il est possible de modifier dynamiquement
la taille du pas pour améliorer la convergence de la chaîne. Intuitivement, une proposi-
tion optimale serait aussi proche que possible de la distribution postérieure. En utilisant
une proposition gaussienne, sa matrice de covariance devrait donc être aussi proche de
la matrice de covariance de la distribution postérieure. Étant donné que les échantillons
MCMC précédents peuvent être utilisés pour fournir une estimation cohérente de la ma-
trice de covariance, cette estimation peut être utilisée pour adapter la proposition à la
volée, comme détaillé dans 3.2.3.

3.2.3 Adaptive Markov chain Monte-Carlo

Nous utilisons la version de l’algorithme de Adaptive-MCMC utilisant la procédure de
Metropolis de Robert et Rosenthal [207]. Pour un algorithme de MCMC de dimension p,
nous pouvons effectuer le Metropolis-Hasting avec une densité de propositions gn(.|θ(n))

dans l’itération n définie par un tirage de propositions gaussiennes :

gn(.|θ(n)) = (1− β)N

(
θ(n),

(2.28)2

p
Σn

)
+ βN

(
θ(n),

(0.1)2

p
Ip

)
(3.54)
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avec Σn l’estimation empirique actuelle de la matrice de covariance, β = 0.25 une
constante, p la dimension de l’espace des paramètres, N la distribution multinormale
et Ip les p × p matrices d’identités. Nous calculons une estimation Σn de la matrice de
covariance en utilisant les cent derniers échantillons de la chaîne. La chaîne générée à
partir d’un algorithme adaptatif n’est pas markovienne, mais la condition d’adaptation
décroissante assure l’ergodicité, et donc la convergence vers la distribution stationnaire.

Incertitude de la composante d’amplitude cosmologique avec l’Adaptive Mar-
kov chains Monte Carlo (A-MCMC)

D’après la section 3.1.2, on peut calculer l’incertitude de l’estimation du paramètre
Ω0 (l’amplitude cosmologique de la densité spectrale d’énergie sans dimension), à savoir
∆Ω0

Ω0
. Pour estimer cette quantité à partir de l’information de Fisher, nous utilisons les

formules données dans la section 3.1 et la matrice inverse de l’information de Fisher (ligne
bleue dans la figure 3.12).

Il est évident que nous pouvons prédire une meilleure séparabilité (l’incertitude est
moindre) pour des valeurs élevées du fond cosmologique. L’incertitude peut être calculée
indépendamment avec le calcul A-MCMC :

∆Ω0

Ω0

=
σΩ0

Ω0

(3.55)

Ce rapport est calculé et représenté sous forme de points de dispersion sur la figure 3.12.
Nous pouvons également estimer l’erreur de l’estimation de l’incertitude (voir équa-
tion 3.56) à partir de l’estimation de la largeur à mi-hauteur des distributions posterior.
Les incertitudes (issues de l’A-MCMC) sont données par : Error+,I =

σΩ0

|Ω0−σΩ0|
Error−,I =

σΩ0

|Ω0+σΩ0|
(3.56)

3.3 Donnée extraite du Mock LISA Data Challenge
(MLDC)

3.3.1 Densité spectrale de puissance et d’énergie du MLDC

Le défi des données simulées par le LISA data challenge (MLDC) fournit des simula-
tions du signal et du bruit de LISA dans l’approximation d’un bras. Nous utilisons la série
temporelle (X, Y, Z) de l’ensemble de données LDC1-6 de la page Web du MLDC [35].
Ce sont des simulations d’un fond stochastique d’ondes gravitationnelles produites par
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Figure 3.3 – Évolution des incertitudes relatives pour l’estimation des paramètres
[Ω0, α0,Ω2/3, α2/3] en fonction de l’amplitude de fond cosmologique Ω0. La précision d’es-
timation des paramètres est affectée par la valeur de l’amplitude cosmologique Ω0. On
utilise Ω2/3 = 3.55× 10−9, α2/3 = 2

3
et α0 = 0.
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des binaires de la forme ΩGW (f) = Ω2/3

(
f

fref

)α
pour fref = 25 Hz avec une pente α = 2

3

et une amplitude de Ω2/3 = 3.55× 10−9 (at 25 Hz)). Les figures 3.4 et 3.5 présentent les
périodogrammes des ondes gravitationnelles pour les canaux (X, Y, Z) et (A,E, T ) .
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Figure 3.4 – Périodogramme des canaux (X, Y, Z) du SGWB de MLDC (LDC1-6 noi-
seless ou sans bruit) avec un seul fond (ΩGW (f) = 3.55× 10−9

(
f

25Hz

)2/3
)

On peut transformer les séries temporelles X, Y, Z en canaux A,E, T selon :
A = 1√

2
(Z −X)

E = 1√
6
(X − 2Y + Z)

T = 1√
3
(X + Y + Z).

(3.57)

Cette combinaison linéaire des canaux originaux utilisés pour définir T s’est avérée insen-
sible au signal des ondes gravitationnelles. Bien que ce ne soit pas entièrement vrai, nous
maintiendrons cette hypothèse pour cette analyse. En tant que tel, T peut-être considéré
comme un canal nul qui ne contient principalement que du bruit, tandis que les canaux A
et E sont les canaux scientifiques, contenant le signal des ondes gravitationnelles en pré-
sence de bruit [211]. Dans ce qui suit, nous nous concentrons sur les chaînes scientifiques,
A et E.

Dans cette étude, nous utilisons un modèle simplifié où nous supposons des niveaux
de bruit égaux sur satellite. Selon Adams et Cornish [11], on peut utiliser un modèle
plus compliqué qui autorise différents niveaux de bruit. Les travaux futurs aborderont ce
point, ainsi que la situation dans laquelle les paramètres de pente du bruit peuvent éga-
lement varier. Ces paramètres pourraient alors également être estimés par des méthodes
d’estimation de paramètres bayésiennes.

Pour les études suivantes, spécifiquement pour les données MLDC, nous restreignons la
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Figure 3.5 – Périodogramme des canaux (A,E, T ) du SGWB de MLDC (LDC1-6 noi-
seless) avec un seul fond (ΩGW (f) = 3.55× 10−9

(
f

25Hz

)2/3
)

bande de fréquences pour qu’elle corresponde à la bande de LISA [10−5, 1] Hz. La densité
spectrale de puissance (PSD) du canal T , ST , peut-être décrite comme (selon [35]) :

ST (x) =16SOp(x) (1− cos(x)) sin2(x)

+ 128Spm(x) sin2(x) sin4
(x

2

) (3.58)

avec x = 2πL
c
f , SOp est le bruit du système de métrologie optique et Spm est le bruit

d’accélération et de déplacement. Le bilan de bruit de LISA est : SOp(f) = NOptL
2

(
1 +

(
8 mHz
f

)4
)

SPm(f) = NAccL
2SAcc(f)SDis(f)

(3.59)

avec  SAcc(f) =

(
1 +

(
0.4 mHz

f

)2
)(

1 + f
8 mHz

)4

SDis(f) = (2πf)−4 (2πf
c

)2
(3.60)

Les deux paramètres libres, NOpt et NAcc, sont les niveaux respectifs des deux principales
sources de bruit dans le bilan de bruit de LISA. Dans le LISA Science Requirement Do-
cument [96], le niveau d’accélération du bruit de LISA est NAcc = 1.44× 10−48 s−4 Hz−1

et la limite supérieure du niveau de bruit du système de métrologie optique est NOpt =

3.6 × 10−47 Hz−1. À partir de la modélisation des exigences de déformation et de per-
formance de la mission, il s’agit donc d’une maximisation du niveau de bruit. Le bilan
de bruit de LISA correspond à toutes les sources de contamination qui contribuent à la
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densité spectrale de puissance du système de détection LISA. Les deux sources de bruit
correspondent à des estimations d’effets physiques différents. Nous n’avons clairement
pas encore les vraies valeurs de ces effets physiques ; nous n’avons actuellement que des
estimations à partir d’expériences ou de simulations. Les exigences de LISA fixent la
limite des deux niveaux de magnitude afin de respecter les performances de détection
de LISA. Nous reviendrons plus tard sur la construction de ce modèle de bruit. Dans
la figure 3.6, la courbe verte est le modèle de bruit analytique de la PSD du canal T
avec les paramètres du document de travail [96]. La courbe bleue est le périodogramme
du canal T des données MLDC (signal LDC1 − 6 SGWB) ; c’est la grandeur au carré
des coefficients de Fourier pour les données de la série temporelle T (voir équation 3.57).
En supposant que la forme fonctionnelle du bruit PSD dans le canal T est donnée par
(3.58), nous pouvons utiliser l’A-MCMC (voir section 3.2) pour ajuster les paramètres
du bruit de LISA, NOpt et NAcc. Les priors pour les deux composantes sont des distribu-
tions log-uniformes plates et nous spécifions β = 0.01 et N = 200000 dans l’algorithme
d’A-MCMC. La courbe orange de la figure 3.6 est la PSD estimée établie sur l’équa-
tion 3.58 avec NOpt et NAcc remplacés par la moyenne de la distribution postérieure des
chaines obtenues via l’A-MCMC, donné dans l’équation 3.61. Les bandes d’erreur d’un
σ sont superposées en gris. La figure 3.7 montre le tracé en angles pour les échantillons
postérieurs des deux paramètres et les distributions a posteriori estimées semblent être
bien approchées par des distributions gaussiennes. Cela montre que ce modèle donne un
ajustement raisonnable aux données T du canal simulé. Nous reconnaissons qu’il s’agit
d’un modèle de paramètres de bruit fixes pour cette étude, et les travaux futurs incluront
des scénarios plus réalistes : permettant différents niveaux de bruit sur chaque engin spa-
tial [11], permettant de petites modifications des fonctions de transfert, et permettant de
petites modifications dans les pentes spectrales des composantes du bruit. Les moyennes
des distributions a posteriori des deux paramètres de bruit sont :{

N̂acc = 7.08× 10−51 ± 4× 10−53 s−4Hz−1

N̂Opt = 1.91× 10−47 ± 4× 10−49 Hz−1
(3.61)

La densité spectrale d’énergie des ondes gravitationnelles ΩGW peut être définie comme

ΩGW,I(f) =
2π2

3H2
0

f 3PSDI(f)

RI(f)
(3.62)

pour I = A,E, PSDI la densité spectrale de puissance du canal I et RI sa fonction de
réponse. Une estimation asymptotiquement non biaisée de PSDI .

Nous utilisons deux fonctions de réponse différentes pour les données MLDC, un
système d’équations pour les données sans bruit (équation 3.63), et un pour les données
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Figure 3.6 – Densité spectrale de puissance du canal T provenant de MLDC (en
bleu) [35]. La ligne verte représente le modèle de bruit analytique de la densité spectrale
de puissance du canal T avec les paramètres de la proposition [96]. La ligne orange est le
modèle de l’équation 3.58 avec les valeurs adaptées au MCMC. En gris se trouve l’erreur
d’1 σ. C’est l’incertitude calculée à partir de l’équation 3.70, où nous prenons dPSDT

avec dNpos = σNpos et dNacc = σNac ; σ est l’écart type de l’estimation a posteriori. Voir
figure 3.7 et équation 3.61.

Figure 3.7 – Graphique en coin des chaînes de l’A-MCMC générant les distributions
postérieures pour la densité spectrale de puissance du canal T de l’ensemble de données
MLDC et estimant les deux grandeurs du modèle de bruit de LISA à partir de la propo-
sition [96]. Les lignes pointillées verticales sur les distributions postérieures. De gauche
à droite nous avons les quantiles [16%, 50%, 84%].
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bruitées (équation 3.65) RA(f) = RAA(f)16
9

2
π

(
f
f∗

)4

sin−2(f/f∗)

RE(f) = REE(f)16
7

2
π

(
f
f∗

)4

sin−2(f/f∗)
(3.63)

avec RII étant donnée par Adams et Cornish en 2010 [13], f∗ = c
2πL

, et

RAA(f) = REE(f) = 4sin2

(
f

f∗

)[
3

10
+

169

1680

(
f

f∗

)2

+
85

6048

(
f

f∗

)4

− 178273

15667200

(
f

f∗

)6

+
19121

2476656000

(
f

f∗

)8
] (3.64)

RI(f) =
SII(f)L

3cSp

[
36

10

f

f∗
sin−2(f/f∗)

]2

(3.65)

où SII(f) = 8 sin2
(
f
f∗

)[
4Sa

(
1 + cos

(
f
f∗

)
+ cos2

(
f
f∗

))
+ Sp

(
2 + cos

(
f
f∗

))]
défini

dans [211] avec Sa = 9×10−50

(2πf)4

(
1 +

(
10−4

f

)2
)
, Sp = 4.10−42 Hz−1 et f∗ = c

2πL
. La den-

sité spectrale d’énergie du fond astrophysique du MLDC est une loi puissance selon la
documentation du LISA Data Challenge Manual ΩGW (f) = 3.55 × 10−9

(
f

25 Hz

)2/3
. La

figue 3.8 et la figure 3.9 montrent les périodogrammes d’énergie Ω̂GW,I(f) = 2π2

3H2
0
f 3 In(f)

RI(f)

pour le canal A en bleu et pour le canal E en orange. La courbe verte est le modèle de loi
puissance avec les paramètres (Ωα, fref , α) avec ΩGW = Ωα

(
f

fref

)α
de la documentation

MLDC. Les données à hautes fréquences ne peuvent pas être utilisées, car les transfor-
mations des équations. 3.63 et 3.65 sont valables uniquement pour les basses fréquences.
Nous utilisons donc la bande de fréquences [2.15× 10−5, 9.98× 10−3] Hz.

3.4 Ajustement du SGWB avec l’A-MCMC en utili-

sant le canal T et les deux canaux scientifiques A
et E

Dans cette section, nous considérons le canal nul de LISA T , et les canaux scienti-
fiques A et E. On suppose que l’observation du bruit dans le canal T nous informe du
bruit dans les canaux A et E. Nous suivons le formalisme de Smith et Caldwell [222].
Les canaux A,E et T sont dérivés des canaux X, Y et Z [238], les Michelson à bras
inégaux centrés sur les trois satellites. Nominalement, le canal T ne contient pas de signal
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(a) Bande de fréquences totale des canaux A et E

(b) Bande de fréquences réduite entre 2.15× 10−5 et 9.98× 10−3 Hz des canaux A et E

Figure 3.8 – Observations dans les canaux [A,E] de la densité spectrale d’énergie du
SGWB à partir du fond astrophysique ΩGW (f) du MLDC pour les canaux sans bruits,
voir équation 3.63. (a) Bande de fréquences totale des canaux A et E. (b) Bande de
fréquences réduite 2.15× 10−5 à 9.98× 10−3 Hz des canaux A et E.
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(a) Bande de fréquences totale des canaux A et E

(b) Bande de fréquences réduite entre 2.15× 10−5 et 9.98× 10−3 Hz des canaux A et E

Figure 3.9 – Observations dans les canaux [A,E] de la densité spectrale d’énergie du
SGWB à partir du fond astrophysique ΩGW (f) du MLDC pour les canaux avec bruits,
équation 3.65. (a) Bande de fréquences totale des canaux A et E. (b) Bande de fréquences
réduite 2.15× 10−5 à 9.98× 10−3 Hz des canaux A et E.
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d’ondes gravitationnelles, mais contient le bruit de LISA non corrélé. Cette hypothèse
n’est pas parfaitement exacte, mais pour cette analyse, nous la considérerons comme
vraie. Les relations sont données par l’équation 3.57. Nous supposons que les canaux A
et E contiennent les mêmes informations d’ondes gravitationnelles et le même bruit de
LISA. Le canal T a une PSD de bruit différent, mais partage des paramètres avec les
PSD de bruit des canaux A et E. Ainsi, dans le cadre d’une étude de séparation spectrale
du SGWB, l’utilisation du canal T permet d’estimer simultanément plus précisément les
paramètres de bruit pour les canaux de LISA A et E. Sans l’estimation simultanée des
paramètres de bruit de LISA du canal T , il est possible d’estimer les paramètres de bruit
de LISA, mais cette estimation devient moins précise. En conséquence, la précision de
l’estimation du paramètre du SGWB est dégradée. C’est dans ce sens qu’il est également
important d’utiliser le canal T . Ce fut aussi la motivation de l’étude de [51].

Nous pouvons simuler le bruit et le SGWB dans le domaine fréquentiel, tel que la
densité du spectre de puissance (PSD) des chaines AET s’écrit :

PSDA = SA +NA

PSDE = SE +NE

PSDT = NT

(3.66)

avec SA(f) = SE(f) =
3H2

0

4π2

ΩGW (f)R(f)
f3 , les composantes du bruit NA(f) = NE(f) et NT (f)

peuvent s’écrire comme : {
NA = N1 −N2

NT = N1 + 2N2

(3.67)

avec  N1(f) =
(

4Ss(f) + 8
(

1 + cos2
(
f
f∗

))
Sa(f)

)
|W (f)|2

N2(f) = − (2Ss(f) + 8Sa(f)) cos
(
f
f∗

)
|W (f)|2

(3.68)

W (f) = 1− e−
2if
f∗ et  Ss(f) = NPos

Sa(f) = Nacc
(2πf)4

(
1 +

(
0.4 mHz

f

)2
)

(3.69)

Le bilan de bruit de LISA est donné à partir du document LISA Science Requi-
rement 1 [96]. Nous utilisons ce modèle simplifié pour générer le bruit de LISA. Nous
notons que le modèle de bruit de LISA pour les canaux A, E et T du TDI, comme dans
le LDC [14, 160] correspond au modèle de bruit de LISA [222].

Pour créer les données de notre exemple, nous utilisons un bruit d’accélération de
Nacc = 1.44 × 10−48 s−4Hz−1 et la fluctuation de la longueur du trajet optique ou the
optical path-length fluctuation en anglais NPos = 3.6×10−41 Hz−1. Nous pouvons estimer

1. LISA Science Requirement : https://atrium.in2p3.fr/nuxeo/nxdoc/default/f5a78d3e-9e19-47a5-
aa11-51c81d370f5f/view_documents
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l’ampleur du bruit instrumentale sur le canal T . Il faut noter l’importance d’utiliser
le canal T pour estimer le bruit dans les canaux A et E, car il est alors possible de
paramétrer un A-MCMC de six paramètres, θ = (Nacc, NPos,Ω2/3, α2/3,Ω0, α0), car les
paramètres d’amplitude du bruit sont normalement les mêmes sur les trois canaux du fait
de leurs origines communes. Nous pouvons aussi calculer la propagation des incertitudes
pour les densités spectrales de puissance avec la méthode des dérivées partielles. Ainsi,
on peut estimer l’erreur sur la mesure réalisée lors un ajustement des paramètres θ,

dPSDI =

√∑
θ

(
∂PSDI
∂θ

)2
dθ2. Dans le cas de deux fonds stochastiques en loi puissance,

nous obtenons Ωastro(f) = Ω2/3

(
f

fref

)2/3

, Ωcosmo(f) = Ω0

(
f

fref

)0

,



dPSDI =
[
NI(0, dNacc, f)2 +NI(dNpos, 0, f)2

+ SI(Ω2/3, α2/3,Ω0, α0, f)2
(
dΩ2

0 + dΩ2
2/3

+ ln

(
f

fref

)2 (
Ω2

2/3dα
2
2/3 + Ω2

0dα
2
0

))]1/2

dPSDT =
[
NT (0, dNacc, f)2 +NT (dNpos, 0, f)2

]1/2

(3.70)

avec {dNacc, dNpos, dΩastro, dαastro, dΩcosmo, dαcosmo} étant les estimations d’erreur posi-
tives des paramètres ; I = A,E. On prend 1 σ sur les distributions postérieures. Nous
pouvons également estimer l’erreur de l’ajustement de la densité spectrale de puissance en
utilisant les chaînes générées par l’algorithme de MCMC pour produire l’erreur. Avec les
chaînes issues de MCMC, nous pouvons calculer un histogramme de PSDI(f) à chaque
fréquence. Pour chaque histogramme, nous calculons la bande crédible de 68%. Cette
méthode est comparable à celle de BayesWave (voir la figure 7 de [159]). Les deux mé-
thodes produisent les mêmes barres d’erreur, mais pour cela, nous devons supposer que
les distributions postérieures sont gaussiennes. Le calcul de la somme quadratique des
erreurs partielles donne une bonne estimation de l’erreur des chaînes issues du MCMC si
les distributions postérieures des chaînes sont également gaussiennes.

On peut calculer la matrice de covariance des densités de spectres de puissance tels
que

< PSDI(f), PSDJ(f) >= CI,J(θ, f) (3.71)

avec I, J = [A,E, T ]. Ainsi dans le cas particulier d’un fond stochastique à deux com-
posantes en loi puissance, il est possible de paramétrer un A-MCMC avec six para-
mètres : θ = (Nacc, NPos,ΩGWα, α). On peut calculer la matrice de covariance des données
(d̃A(f), d̃E(f), d̃T (f))

C(θ, f) =

 SA +NA 0 0

0 SE +NE 0

0 0 NT

 (3.72)
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C−1(θ, f) = K

 (SA +NA)−1 0 0

0 (SE +NE)−1 0

0 0 N−1
T

 (3.73)

et K(fk) = det(C) = 1
(SA+NA)(SE+NE)NT

. Nous utilisons la définition de la vraisemblance,
dite de Whittle, de [211], et la log-vraisemblance est :

L(d|θ) = −1

2

N∑
k=0

[ ∑
I,J=[A,E,T ]

(√
dI(f)

(
C−1
)
IJ

√
dJ(f)

)

+ ln (2πK(fk))

]

= −1

2

N∑
k=0

[
d2
A

SA +NA

+
d2
E

SE +NE

+
d2
T

NT

+ ln
(
8π3(SA +NA)(SE +NE)NT

) ]
(3.74)

Fab =
1

2
Tr

(
C−1 ∂C

∂θa
C−1 ∂C

∂θb

)
= M

N∑
k=0

[
∂(SA+NA)

∂θa

∂(SA+NA)
∂θb

2(SA +NA)2

+

∂(SE+NE)
∂θa

∂(SE+NE)
∂θb

2(SE +NE)2
+

∂NT
∂θa

∂NT
∂θb

2N2
T

] (3.75)

Si nous avons le canal T égal à zéro et que nous considérons les deux canaux scientifiques
A et E comme indépendants, nous obtenons :

Fab =
M

2

∑
I=A,E

N∑
k=0

∂SI(f)+NI(f)
∂θa

∂SI(f)+NI(f)
∂θb

(SI(f) +NI(f))2 (3.76)

avec M = Dfb (D est la durée de la mission LISA et fb la fréquence la plus élevée dans
la bande de LISA). Nous avons un résultat comparable donné dans [222], l’inverse de la
matrice d’information de Fisher sur la diagonale donne les incertitudes de l’estimation des
paramètres. On voit ici l’importance d’estimer le canal de « bruit » T pour l’estimation
du SGWB.

Dans la figure 3.3, nous affichons l’influence de la précision sur le paramètre ajusté
par rapport à la valeur du fond cosmologique Ω0. Évidemment, nous comprenons que si
le fond astrophysique est grand, il sera plus difficile de mesurer le fond cosmologique avec
une grande précision.

Nous avons également mené une étude A-MCMC avec six paramètres : 2 pour le
canal de bruit T , 2 pour le fond astrophysique et 2 pour le fond cosmologique. Nous
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utilisons les données des deux canaux scientifiques, A et E, ainsi que le canal T . Étant
donné le niveau d’amplitude du budget de bruit de LISA, du LISA Science Requirements
Document [96], nous utilisons le bruit d’accélération Nacc = 1.44 × 10−48 s−4Hz−1 et
la fluctuation de la longueur du chemin optique NPos = 3.6 × 10−41 Hz−1. Nous faisons
l’hypothèse que les données des canaux A et T sont indépendantes. Le bruit dans les deux
canaux dépend des deux paramètres Npos et Nacc. Nous visons à estimer les paramètres
SGWB et de bruit simultanément en utilisant les données des deux canaux A,E et T via
notre algorithme A-MCMC. Pour quatre magnitudes différentes du SGWB astrophysique,
nous effectuons des analyses d’A-MCMC avec différentes valeurs pour l’amplitude du
fond cosmologique ; voir tableau 3.2). L’A-MCMC est caractérisée par β = 0.01, N =

4 000 000 (voir section 3.2.3) et nous utilisons 2 000 échantillons pour estimer la matrice
de covariance. Nous utilisons des distributions a priori à logarithmes uniformes avec 10
intervalles de magnitude pour les deux paramètres du canal de bruit [NOpt, NAcc] et pour
les deux amplitudes de fond stochastique [Ωcosmo,Ωastro], un prior uniforme pour la pente
entre −0.4 et 0.4 pour la pente cosmologique αcosmo, et un prior uniforme entre 0.27 et
1.07 pour la pente astrophysique αastro.

Nous notons à des fins de comparaison les résultats donnés dans [222] où les éléments
diagonaux de l’inverse de l’information de Fisher Fab fournissent les incertitudes des
estimations des paramètres respectifs. La matrice d’information de Fisher est une matrice
de blocs. En effet, nous avons une matrice 6× 6 dans le cas du fond stochastique à deux
composantes en loi puissance, en supposant que les paramètres soient indépendants. On
peut ainsi distinguer deux zones indépendantes, la première venant de dérivées liées au
bruit de LISA cela génère une matrice 2 × 2, N2×2. La seconde zone correspond à une
matrice 4 × 4 donnant les dérivées liées au SGWB, S4×4. Cette seconde matrice est la
même que celle calculée dans la section 3.1.1. Donc nous avons :

Fab =

(
N2×2 0

0 S4×4

)
(3.77)

Dans la figure 3.10, la ligne bleue correspond aux données pour θ = (Nacc, NPos,

ΩGWα, α) =

(
1.44× 10−48 s−4Hz−1, 3.6× 10−41 Hz−1 , 3.55× 10−9, 2

3

)
. Les données sont

simulées avec le modèle de bruit de LISA de l’équation 3.66 avec un SGWB avec comme
origine les binaires. La ligne verte est le modèle de bruit de LISA de [222]. L’A-MCMC
est caractérisée par β = 0.01, N = 1 000 000 (voir section 3.2.3) et nous utilisons 2 000
échantillons pour estimer la matrice de covariance. Nous utilisons des priors log-uniformes
avec 10 intervalles de magnitude pour les trois premiers paramètres et un prior uniforme
pour la pente entre −4

3
et 8

3
. La ligne orange de la figure 3.10 affiche le résultat de l’A-

MCMC, et en gris, l’erreur pour 1 σ. La figure 3.11 affiche le tracé en coins de l’A-MCMC ;
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Figure 3.10 – Densité spectrale de puissance des canaux A, E et T du modèle de bruit
de LISA [222] avec un SGWB astrophysique (Ω2/3 = 3.55 × 10−9 à 25 Hz). Les figures
montrent les densités spectrales de puissance : canal A en haut, E au milieu et T en bas.
Les paramètres proviennent de la proposition [96]. La ligne orange est le modèle de bruit
de LISA de [222], en vert, les valeurs de l’A-MCMC, et en gris, l’erreur 1 σ.
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les distributions postérieures sont bien approchées par des distributions gaussiennes. Nous
avons la preuve d’un bon ajustement. L’estimation des amplitudes du niveau de bruit à
partir de l’estimation paramétrique donne un résultat positif, car nous avons la possibilité
d’ajuster le fond avec le niveau de bruit dans tout le domaine fréquentiel ; il est également
possible d’avoir une estimation très efficace des différentes composantes du bruit grâce
au signal T étant dépourvu de source de signal scientifique.

L’avantage de deux canaux scientifiques, A et E, par opposition à un, A ou E, est
un facteur de

√
2 pour l’estimation de l’erreur, et donc pour la sensibilité globale. En

effet, l’erreur de l’amplitude cosmologique est donnée par le coefficient (Ω0,Ω0). C’est la
racine carrée de l’inverse de la matrice d’information de Fisher. Nous avons pour un canal
(A ou E), ∆Ω0(A ou E) =

√
F−1

Ω0,Ω0 (A ou E)
. Pour une combinaison de A et E, nous avons

∆Ω0(A and E) =
∆Ω0A ou E)√

2
, car les deux canaux se comportent de manière identique. Si

nous modélisions le spectre des deux canaux A et E de la même manière, nous aurions
Fa,b(A and E) = 2Fa,b(A ou E).

Notez que dans la bande d’observation de LISA, au niveau de la limite de détection
(50% d’erreur, ceci nous permet de définir l’amplitude cosmologique limite ΩCosmo,lim)
nous avons un ratio de Ωastro

ΩCosmo,lim
= 5.29 à 1 mHz et 1.15 à 0.1 mHz. L’importance de

pouvoir distinguer deux fonds n’est pas l’amplitude absolue du fond, mais le rapport entre
les magnitudes des deux fonds Ωastro

ΩCosmo,lim
. Pour un rapport plus petit, nous pouvons ajuster

le fond cosmologique avec moins d’incertitude. À partir de la figure 3.12, nous pouvons
séparer le fond cosmologique du fond astrophysique avec un rapport de magnitude de
4610 avec Ωastro = 3.55×10−9 et une fréquence de référence de 25 Hz. Ici, nous avons une
incertitude d’ajustement de 50 %, qui est la limite pour effectuer une mesure. En effet, on
peut envisager de réaliser une mesure du fond cosmologique si l’incertitude est inférieure
à 50% ; notez la ligne pointillée sur la figure 3.12. Cet exemple correspond à un fond
cosmologique de ΩCosmo,lim = 7.7×10−13. Dans la figure 3.12, la même étude est présentée
avec quatre valeurs pour le fond astrophysique : Ωastro = 3.55×10−8, 3.55×10−9, 1.8×10−9

et 3.55× 10−10. Le même rapport produit des résultats similaires pour différentes entrées
d’amplitude astrophysique. On obtient respectivement les limites pour contraindre le
fond cosmologique : ΩCosmo = 7.8 × 10−12, 7.8 × 10−13, 3.6 × 10−13 et 7.6 × 10−14. La
valeur de ces résultats d’A-MCMC est donnée dans le tableau 3.2. Les figures 3.13 et 3.14
présentent des exemples respectifs de graphiques de coin et de distributions postérieures
pour une exécution d’un A-MCMC à six paramètres avec ΩGW,Astro = 3.55 × 10−8 et
ΩGW,Cosmo = 1× 10−10, ΩGW,Astro = 3.55× 10−9 et ΩGW,Cosmo = 5× 10−12.

3.4.1 Limites

Dans cette section et notre premier article [49], nous présentons le potentiel de sépa-
ration des composantes spectrales des deux SGWB avec une méthode de MCMC adap-
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Figure 3.11 – Tracé d’angle ou en anglais corner plot pour le A-MCMC utilisant
les canaux A, E et T . Les résultats concernent les deux magnitudes du modèle de
bruit de LISA de la proposition [96], et un seul SGWB (amplitude et pente spec-
trale). Les lignes pointillées verticales sur la distribution postérieure représentent de
gauche à droite les quantiles [16%, 50%, 84%]. Les valeurs vraies des paramètres sont

θ = (Nacc, NPos,ΩGWα, α) =

(
1.44× 10−48 s−4Hz−1, 3.6× 10−41 Hz−1, 3.55× 10−9, 2

3

)
.
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Input Values of the A-MCMC

Ω0

ΩAstro 3.55× 10−8 3.55× 10−9 1.8× 10−9 3.55× 10−10

1.× 10−8 1.011× 10−8 9.982× 10−9 9.987× 10−9 9.992× 10−9

5.× 10−9 5.014× 10−9 4.971× 10−9 5.007× 10−9 4.960× 10−9

2.× 10−9 2.005× 10−9 1.984× 10−9 2.007× 10−9 2.083× 10−9

1.× 10−9 9.972× 10−10 1.008× 10−9 1.046× 10−9 1.046× 10−9

5.× 10−10 4.965× 10−10 4.975× 10−10 5.076× 10−10 4.956× 10−10

2.× 10−10 2.002× 10−10 1.984× 10−10 1.976× 10−10 1.976× 10−10

1.× 10−10 9.981× 10−11 1.065× 10−10 9.941× 10−11 1.003× 10−10

5.× 10−11 5.013× 10−11 5.057× 10−11 5.058× 10−11 5.163× 10−11

2.× 10−11 2.006× 10−11 2.014× 10−11 1.989× 10−11 2.016× 10−11

1.× 10−11 1.001× 10−11 1.008× 10−11 1.002× 10−11 1.026× 10−11

5.× 10−12 5.011× 10−12 4.959× 10−12 5.001× 10−12 5.024× 10−12

2.× 10−12 2.196× 10−12 1.952× 10−12 1.948× 10−12 1.985× 10−12

1.× 10−12 1.019× 10−12 1.064× 10−12 9.936× 10−13 1.013× 10−12

1.× 10−13 9.891× 10−14 1.040× 10−13 9.936× 10−14

Input errors (σ)

Ω0

ΩAstro 3.55× 10−8 3.55× 10−9 1.8× 10−9 3.55× 10−10

1.× 10−8 3.395× 10−10 3.057× 10−10 3.106× 10−10 2.588× 10−10

5.× 10−9 1.754× 10−10 1.464× 10−10 1.506× 10−10 1.462× 10−10

2.× 10−9 7.481× 10−11 5.600× 10−11 6.588× 10−11 5.492× 10−11

1.× 10−9 4.480× 10−11 2.828× 10−11 3.196× 10−11 3.196× 10−11

5.× 10−10 2.529× 10−11 1.497× 10−11 1.703× 10−11 1.385× 10−11

2.× 10−10 1.394× 10−11 6.647× 10−11 8.251× 10−12 5.157× 10−11

1.× 10−10 9.228× 10−12 5.322× 10−12 4.050× 10−12 3.048× 10−12

5.× 10−11 7.078× 10−11 5.171× 10−12 2.879× 10−12 1.706× 10−12

2.× 10−11 5.389× 10−12 2.558× 10−12 1.130× 10−12 8.457× 10−13

1.× 10−11 4.269× 10−12 1.406× 10−12 5.902× 10−13 4.472× 10−13

5.× 10−12 3.583× 10−12 9.843× 10−13 4.526× 10−13 2.556× 10−13

2.× 10−12 3.001× 10−12 7.460× 10−13 3.190× 10−13 1.433× 10−13

1.× 10−12 2.155× 10−12 5.119× 10−13 2.233× 10−13 1.040× 10−13

1.× 10−13 2.002× 10−13 1.036× 10−13 4.054× 10−14

Table 3.2 – Résultats des simulations d’A-MCMC avec six paramètres (2 pour le bruit
de LISA, 2 pour le fond astrophysique et 2 pour le fond cosmologique). Nous utilisons
les données des canaux A, E et T . Les quatre colonnes de valeurs correspondent à la
sortie de 13 exécutions d’A-MCMC. L’étude est menée en utilisant quatre valeurs pour
l’amplitude du fond astrophysique après quatre ans d’observation : 3.55×10−8, 3.55×10−9,
1.8× 10−9 et 3.55× 10−10. Et, respectivement, la même chose pour les colonnes d’erreur.
Les estimations d’erreurs proviennent des distributions a posteriori.
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Figure 3.12 – Incertitude de l’estimation du paramètre Ω0 (l’amplitude de la densité
spectrale d’énergie sans dimension du SGWB cosmologique) de l’étude de l’information
de Fisher (affichée avec des lignes pleines), et de l’estimation paramétrique de l’A-MCMC
(nuages de points) pour le canal A et E, avec le canal de bruit T . Nous menons l’étude avec
des valeurs différentes pour la magnitude astrophysique Ωastro. Il y a des barres d’erreur
pour les quatre séries d’analyses d’A-MCMC ; voir équation 3.56. La ligne horizontale en
pointillés représente le niveau d’erreur de 50 %. C’est la limite fixée où il est possible
d’observer le SGWB cosmologique. La ligne semi-traitée représente l’erreur de 10 %.[49]
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Figure 3.13 – Graphique en coin donnant les distributions postérieures générées par
l’A-MCMC pour une exécution avec six paramètres avec ΩGW,Astro = 3.55 × 10−8,
αAstro = 2/3, ΩGW,Cosmo = 1×10−11 et αCosmo = 0. Les lignes pointillées verticales sur les
distributions postérieures représentent de gauche à droite les quantiles [16%, 50%, 84%].
Il s’agit d’une série d’utilisations des données des canaux A, E et T . Ces résultats sont
présentés dans le tableau 3.2 et également dans la figure 3.12. Ainsi pour ce calcul, l’al-
gorithme de MCMC nous donne ΩCosmo = 1.001× 10−11 ± 4.269× 10−12
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Figure 3.14 – Graphique en coin donnant les distributions postérieures générées par
l’A-MCMC pour une série de 6 paramètres, avec ΩGW,Astro = 3.55× 10−9 et ΩGW,Cosmo =
5 × 10−12. Les lignes pointillées verticales sur la distribution postérieure représentent
de gauche à droite les quantiles [16%, 50%, 84%]. Il s’agit d’une exécution utilisant
les données des canaux A, E et T . Ces résultats sont présentés dans le tableau 3.2,
ainsi que dans la figure 3.12. Ainsi pour ce calcul, l’algorithme de MCMC nous donne
ΩCosmo = 4.959× 10−12 ± 9.843× 10−13
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tatives. Nous mettons également en œuvre une étude d’information de Fisher, prédisant
l’incertitude de mesure à partir de l’analyse A-MCMC et notamment qui dépend de notre
choix de vraisemblance initiale. Les deux études indépendantes produisent des résultats
cohérents. Nous avons obtenu une incertitude de l’ordre de 1 pour le niveau le plus bas
(Ω0 = 1 × 10−12) et de l’ordre de 0.03 pour le niveau le plus haut (Ω0 = 1 × 10−8).
Par exemple, avec un fond astrophysique de ΩGW,Astro = 3.55 × 10−9

(
f

25 Hz

)2/3
un fond

cosmologique à ΩGW,Cosmo = 7.6 × 10−13 peut-être détecté et séparé. Cela correspond à
une incertitude ∆Ω0

Ω0
de 0.5 (ligne pointillée sur la figure 3.12). L’étude présentée dans la

section 3.2.3 montre la possibilité d’ajuster les composantes paramétriques du SGWB.
Dans la partie 3.4, nous avons discuté et démontré la possibilité d’analyser le canal

’noise’ (le canal T ) pour s’adapter aux paramètres de bruit du budget de bruit de LISA.
L’avantage de cette méthode est d’augmenter l’efficacité des estimations des paramètres
et d’utiliser le domaine fréquentiel total [1× 10−5 Hz, 1 Hz]. Nous appliquons également
une étude d’information de Fisher au bruit de LISA. D’après la figure 3.12 nous montrons
la possibilité de séparer les deux SGWB avec une séparation spectrale avec un facteur de
4610 (pour fref = 25Hz). En utilisant une plage réaliste pour la magnitude prédite du
SGWB produit astrophysiquement, les méthodes démontrées qu’il est possible pour LISA
d’observer également un SGWB produit cosmologiquement dans la plage de ΩGW,Cosmo ≈
1× 10−12 à 1× 10−13.

Nous notons certaines limites dans cette étude et donnons quelques points sur lequel
nous allons travailler dans la suite de ce manuscrit. En effet, nous supposons qu’il n’y
a aucune différence dans les niveaux de bruit sur chaque satellite. Selon [11], il est
possible d’inclure une telle variation de bruit pour chaque engin spatial. Il sera important
d’aborder des modèles plus détaillés à la fois du bruit de LISA et des contributions
astrophysiques et cosmologiques au fond stochastique.
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Chapitre 4

Étude du fond stochastique
cosmologique dans un contexte de
premier plan galactique

4.1 Paramétrisation de l’étude du premier plan galac-

tique dans un contexte de bruit de LISA et d’autres

SGWB (astrophysique et cosmologique)

Dans ce contexte particulier de l’étude de la séparation spectrale, nous définirons le
fond astrophysique de GW provenant des objets compacts non résolus avec les estimations
de [68], ΩGW,astro(f) = 4.4 × 10−12

(
f

3mHz

)2/3
. L’amplitude du fond cosmologique est un

paramètre libre, et notre objectif est de déterminer dans quelle mesure LISA fournira
une estimation de ce paramètre compte tenu du fond astrophysique et du premier plan
galactique, en plus du bruit du détecteur LISA.

Ainsi, nous introduisons le fond stochastique suivant :

ΩGW (f) = ΩGW,DWD(f) + ΩGW,astro(f) + ΩGW,cosmo(f)

=
A1

(
f

fref

)α1

1 + A2

(
f

fref

)α2
+ ΩAstro

(
f

fref

)αAstro
+ ΩCosmo

(
f

fref

)αCosmo
.

(4.1)

Nous utilisons les mêmes développements mathématiques de traitements de données
basés sur une étude de Fisher et de MCMC adaptatif. Nous avons discuté précédemment
de l’origine ainsi que du calcul du fond stochastique d’origine galactique en utilisant
une population de naines blanches (lire section 2.5). Les populations comprennent des
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distributions de naines blanches qui ne sont pas homogènes en nombre de binaires pour
des gammes de fréquences différentes. En effet, nous avons montré que le nombre de
sources diminue pour des fréquences plus importantes. Il y a donc un manque de sources
à hautes fréquences. En effet, l’énergie orbitale et la taille des sources ne permettent pas
d’avoir beaucoup de sources à hautes fréquences. Ainsi, la densité spectrale d’énergie de ce
type de signal doit donc décroître à hautes fréquences, tout en conservant les propriétés de
distribution d’énergie des systèmes binaires démontrée dans la section 2.4.7. Ce résultat
est un invariant, ce qui les différencie, c’est la position de la brisure de la loi puissance
et l’amplitude globale du fond. Ainsi, nous avons besoin d’un modèle de loi puissance
cassée pour le premier plan galactique. De plus, nous avons déjà défini deux autres fonds
stochastiques dans LISA.

Notre modèle contient dix paramètres inconnus : θ = (Nacc, NPos, A1, α1, A2, α2,
ΩAstro, αAstro, ΩCosmo, αCosmo). Nous calculons la propagation des incertitudes pour les
densités spectrales de puissance avec la méthode des dérivées partielles. Ainsi, nous
pouvons estimer l’incertitude induite sur la PSD résultant de l’incertitude d’estima-

tion de θ, dPSD =
√∑

θ

(
∂PSD
∂θ

)2
dθ2. On obtient alors pour les trois composantes

du SGWB : ΩGW,Astro(f) = ΩAstro

(
f

fref

)αAstro
, ΩGW,Cosmo(f) = ΩCosmo

(
f

fref

)αCosmo
and

ΩDWD(f) =
A1

(
f

fref

)α1

1+A2

(
f

fref

)α2 .



dPSDI =
[
NI(0, dNacc, f)2 +NI(dNpos, 0, f)2

+ SI(ΩAstro, αAstro,ΩCosmo, αCosmo, f)2
(
dΩ2

Cosmo

+ dΩ2
Astro + ln

(
f

fref

)2 (
Ω2
Astrodα

2
Astro

+ Ω2
Cosmodα

2
Cosmo

))
+ S2

DWD(f)

((
dA1

A1

)2

+ ln

(
f

fref

)2

× dα2
1 +

(
A2

2dα
2
2 + dA2

2

)
(

f
fref

)α2

1 + A2

(
f

fref

)α2

2)]1/2

dPSDT =
[
NT (0, dNacc, f)2 +NT (dNpos, 0, f)2

]1/2

(4.2)

avec I = A,E et [dNacc, dNpos, dΩastro, dαastro, dΩcosmo, dαcosmo, dA1, dα1, dA2, dα2] sont
les écarts types de la distribution postérieure, qui est supposée gaussienne.
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4.2 Mesure de l’amplitude des naines blanches doubles

dans le cadre de la modulation orbitale induit par

LISA

Dans cette section, nous nous concentrons sur la mesure de l’amplitude du signal
d’ondes gravitationnelles provenant de notre galaxie [88]. À la lumière de la forme d’onde
(voir figure 2.20), nous notons que si nous voulons l’estimer correctement, nous devons
tenir compte du mouvement orbital de la constellation LISA. La forme d’onde est modulée
en amplitude et cette modulation provient de l’anisotropie du premier plan galactique. La
réponse de LISA dépend de son diagramme d’antenne ; la réponse n’est pas homogène sur
le ciel. À un instant donné, la réponse de LISA est maximale pour des sources localisées
sur la ligne orthogonale passant par le centre du triangle que forme la constellation LISA.
C’est comme une "ligne de mire". La constellation LISA est également en orbite autour
du soleil et tourne sur elle-même. La ligne de mire ne pointe pas toujours dans la même
direction. Si le fond stochastique est isotrope, l’amplitude détectée est constante dans le
temps.

Nous avons découpé la forme d’onde en petites sections temporelles, 50 par an, c’est-
à-dire presque une par semaines et supposons que la forme d’onde est approximativement
constante dans ces sections. Pour chaque section, nous calculons l’écart type du signal.

Il est alors possible de calculer l’amplitude de la densité spectrale d’énergie, comme
avec les méthodes de [232] :

ΩMod,i =
4π2

3H0

( c

2πL

)2

A2
i (4.3)

où ΩMod,i est l’amplitude de la densité d’énergie spectrale du premier plan galactique aux
basses fréquences pour la section i de la forme d’onde ; ceci est le tracé correspondant
à une année sur la figure 4.1, et la modulation de l’orbite LISA est apparente. Ici
Ai est l’amplitude de la déformation caractéristique de la section i si l’on considère la
déformation caractéristique de la section i comme hc,i = Ai

(
f2 piL

c

)α
, et la relation entre

la densité spectrale de puissance Sh,i(f) de la série temporelle hi(t) et la densité spectrale
d’énergie de la section i, ΩGW,i est Sh,i(f) =

3H2
0

4π2

ΩGW,iR(f)

f3 , où ΩGW,i = ΩMod,i

(
f2πL
c

)2α+2
.

L’objectif est d’estimer le niveau de l’amplitude et de calculer la contribution galactique
comme la somme de tous les signaux stochastiques de fond et de bruit de LISA.

La courbe grise de la figure 4.1 est l’amplitude de la densité spectrale d’énergie calculée
avec cette méthode. Nous avons découpé la série temporelle d’un an en 1500 sections. On
observe la modulation d’amplitude. En effet, elle est toujours maximale lorsque LISA
pointe vers le centre de notre Galaxie. La ligne bleue correspond à la moyenne des 1500
estimations de l’amplitude des DWD. La courbe violette est l’estimation de l’amplitude
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des binaires de naines blanches pour la forme d’onde totale d’un an.

Comme dans la figure 2 de l’article d’Adams et Cornish de 2014 [12], nous mesurons
l’amplitude du premier plan galactique pour 50 sections pour un signal d’une durée d’un
an. Afin d’étudier la séparation spectrale du fond stochastique, nous ajoutons le bruit
de LISA [222] et un fond astrophysique [68] au premier plan galactique et estimons les
8 paramètres avec un A-MCMC. Nous utilisons la même description que dans la sec-
tion 4.1, mais sans fond cosmologique (cas ΩGW,cosmo = 0) Le nuage de points rouges sur
la figure 4.1 est l’estimation de l’amplitude du premier plan galactique dans l’approxima-
tion basses fréquences basée sur 50 exécutions d’A-MCMC. Nous partitionnons la forme
d’onde (voir figure 2.21) en 50 sections, et pour chaque section, nous calculons le pério-
dogramme et la densité spectrale d’énergie du SGWB dans le contexte du bruit de LISA
et du fond astrophysique. Nous estimons les paramètres du modèle de l’équation 3.66 en
utilisant l’équation 4.7 pour l’amplitude du SGWB de DWD aux basses fréquences.

Avec cette méthode, nous mesurons l’amplitude de la densité d’énergie spectrale du
premier plan galactique à différentes périodes de l’année. Ainsi, la modulation observée
est un effet de la mesure de LISA avec son diagramme d’antenne. Pour chaque section i,
nous supposons que le diagramme d’antenne de LISA est constant. La forme d’onde de
la section i est :

si(t) = h+,i(t)F+,i + h×,i(t)F×,i. (4.4)

La densité d’énergie spectrale de la forme d’onde si devient :

Ssi(f) = s̃is̃
∗
i (f) = h̃+,ih̃

∗
+,i(f)F 2

+,i + h̃×,ih̃
∗
×,i(f)F 2

×,i

= Sh(f)
(
F 2

+,i + F 2
×,i
) (4.5)

avec Sh(f) = 2h̃+,ih̃
∗
+,i(f) = 2h̃×,ih̃

∗
×,i(f). Pour chaque section, nous produisons l’estima-

tion de l’amplitude des binaires de naines blanches modulées aux basses fréquences. De
plus, chaque section correspond à une partie différente de l’année. On peut ainsi mesurer
l’effet orbital du changement sur l’année entière :

ΩMod,i = Ωu
DWD,LF

(
F 2

+,i + F 2
×,i
)

(4.6)

où Ωu
DWD,LF est l’amplitude non modulée de la densité spectrale d’énergie du premier plan

galactique aux basses fréquences. L’erreur est donnée par l’écart type estimé à partir des
distributions postérieures des chaînes.

Pour illustré notre propos, nous considérons un exemple, dans la figure 4.2, nous
traçons les résultats des 50 Exécutions d’A-MCMC, à savoir la section 30 de la forme
d’onde. Les lignes bleues sont les trois périodogrammes pour les canaux de données A,E,

et T avec Nacc, NPos =

(
1.44 10−48 s −4Hz−1, 3.6 10−41 Hz−1

)
. Nous estimons les deux

magnitudes de bruit de LISA et les six paramètres du fond stochastiques (A1, α1, A2, α2)
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pour le fond galactique et (ΩGW,Astro, αAstro) pour la composante astrophysique. Nous
utilisons des priors log-uniformes avec cinq magnitudes pour les cinq paramètres d’am-
plitude (Nacc, NPos, A1, A2,ΩGW,Astro) et des priors uniformes pour les pentes spectrale
(p(θ) =

∏
i U(θi, ai, bi)).

Les paramètres d’A-MCMC sont fixés à β = 0.01, N = 200 000, et nous utilisons
100 échantillons pour estimer la matrice de covariance. Les lignes oranges représentent le
bruit de LISA et la densité spectrale d’énergie des SGWBs (voir 3.66). Les lignes vertes
sont les résultats de l’A-MCMC, et en gris, les erreurs à 1 σ. La figure 4.3 montre le tracé
en coins de la ligne orange d’A-MCMC dans la figure 4.2 ; les distributions postérieures
marginales sont symétriques.

Il est également possible d’avoir des estimations très efficaces des différentes com-
posantes du bruit grâce au signal du canal T étant nominalement dépourvu de signaux
d’ondes gravitationnelles. Nous avons vérifié que sur l’année de données et les 50 résultats
A-MCMC que les paramètres furent constants, à l’exception du paramètre A1, qui varie
en raison de la modulation orbitale telle que le montre la figure 4.5 de toutes les grandeurs
estimer pour mesurer la modulation du premier plan galactique.

ΩGW,Astro αAstro ΩDWD,LF αDWD,LF

µ 4.38 × 10−12 0.66 2.01 × 10−9 0.66
σ 2.35 × 10−13 0.08 1.34 × 10−9 0.1

Table 4.1 – Résultat de l’exécution N°30 des 50 résultats (voir figure 4.5) d’estimation
des paramètres des exécutions d’A-MCMC pour une année de données avec une entrée de
SGWB de ΩGW,astro = 4.4× 10−12

(
f

3 mHz

)2/3
, et le premier plan galactique de [154]. Dans

la figure 4.3, les lignes rouges correspondent aux vraies valeurs. À basses fréquences, nous
nous attendions à une pente en 2/3, ce qui semble être mesuré.

ΩGW,Astro αAstro ΩDWD,LF αDWD,LF

µ 4.46 × 10−12 0.65 5.67 × 10−9 0.68
σ 1.2 × 10−13 0.04 3.89 × 10−9 0.06

Table 4.2 – 50 résultats d’estimation des paramètres d’A-MCMC pour une année
de données avec une entrée de fond stochastique astrophysique de ΩGW,astro = 4.4 ×
10−12

(
f

3 mHz

)2/3
, et le premier plan binaire galactique de DWD de [154]. Dans la figure 4.7,

les lignes rouges correspondent aux vraies valeurs. À basses fréquences, nous nous atten-
dions à une pente en 2/3, ce qui semble également être mesuré sur le signal total.

Aux basses fréquences, le modèle de la loi puissance brisée de la densité spectrale
d’énergie du premier plan galactique (voir équation 2.84) peut être approximé par une
fonction de loi de puissance, pour le premier plan des binaires de naines blanches avec la
pente α = α1 − α2 = 2

3
. Pour 1� A2

(
f

fref

)α2

(basses fréquences : LF (Low frequency en
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Figure 4.1 – Mesure de la modulation orbitale de l’amplitude DWD. En gris : 1500
estimations de l’amplitude ΩMod,i = 4π2

3H2
0

(
c

2πL

)2
A2
i , où Ai est l’amplitude caractéristique

des ondes gravitationnelles de la section i hi de la forme d’onde totale. La ligne bleue
est la moyenne des 1500 estimations de l’amplitude. En violet, l’amplitude ΩMod pour la
forme d’onde totale (durée un an). Ceci correspond à l’estimation de l’amplitude de la
densité spectrale d’énergie des DWD, mais exprimée sous forme de série temporelle. En
rouge : les 50 estimations de l’amplitude de DWD générées par l’A-MCMC calculées à
partir des estimations à 8 paramètres (BBH + DWD + bruit de LISA). La croix brune est
l’estimation de l’amplitude de la densité spectrale d’énergie du premier plan galactique
pour la limite de hautes fréquences généré avec l’algorithme de MCMC adaptatif. Nous
adaptons également le 50 estimations d’amplitudes provenant de l’A-MCMC avec une
méthode des moindres carrés pour estimer la modulation à partir du diagramme d’an-
tenne de LISA et l’amplitude "réelle" du premier plan galactique aux basses fréquences
log10

(
Ωu
DWD,LF

)
= −8.41± 0.53 (voir l’équation 4.6 et figure 4.6) pour une fréquence de

référence (voir l’équation. 4.1) de 3 mHz (ligne pointillée verte).
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Figure 4.2 – Densité spectrale d’énergie pour les canaux A,E et T de la section 30 sur
50. Les estimations sont faites pour les deux grandeurs du modèle de bruit de LISA à
partir de la proposition [38], la modulation des naines blanches doubles du premier plan
galactique et le fond astrophysique, avec un A-MCMC de 8 paramètres (BBH + DWD
+ bruit de LISA)
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Figure 4.3 – Graphique en coin du MCMC adaptatif de 8 paramètres (BBH/BNS + WD
Section N°30 + bruit de LISA) utilisant les canaux A, E et T . Les résultats concernent les
deux magnitudes du modèle de bruit de LISA de la proposition [38], la loi puissance du
SGWB (amplitude et pente spectrale) et le premier plan galactique (deux magnitudes et
deux pentes). Les lignes pointillées verticales sur la distribution postérieure représentent
de gauche à droite les quantiles [16%, 50%, 84%]. Les lignes rouges sont les "vraies"
valeurs des paramètres.
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Figure 4.4 – Densité spectrale d’énergie pour les canaux A,E et T à partir de la forme
d’onde totale. Des estimations sont faites pour les deux grandeurs du modèle de bruit de
LISA à partir de la proposition [38], la modulation du premier plan galactique et le fond
astrophysique avec un A-MCMC de 8 paramètres (BBH + WD + bruit de LISA). Un an
de données a été utilisé.
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Figure 4.5 – Résultats des 8 paramètres estimés par les 50 MCMC adaptatifs. Seulement
le paramètre A1 semble être affecté par la modulation orbitale de LISA.

Figure 4.6 – Résultat de l’ajustement de la modulation produit par le pattern d’antenne
de LISA avec un MCMC, ce résultat est compatible avec notre ajustement réalisé avec
la méthode des moindres carrés
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anglais) :

ΩDWD,LF (f) ≈ A1

A2

(
f

fref

)α1−α2

(4.7)

La figure 4.1 avec la ligne verte en pointillés est une estimation de l’amplitude de DWD
modulée de l’équation 4.6 à partir des 50 analyses d’A-MCMC. Nous mesurons l’ampli-
tude de la densité spectrale d’énergie du premier plan galactique à basses fréquences
Ωu
DWD,LF = (3.9 ± 1.14) × 10−9 pour une fréquence de référence 3 mHz. Nous utilisons

la méthode des moindres carrés scipy.optimize.curve_fit pour ajuster l’équation 4.6
pour estimer l’amplitude du premier plan galactique aux basses fréquences [240]. L’en-
trée de l’approximation des moindres carrés est l’amplitude des DWD modulée aux basses
fréquences (voir l’équation 4.7). Nous utilisons également l’écart type estimé des 50 exé-
cutions d’A-MCMC comme entrée de la procédure des moindres carrés, avec l’argument
sigma défini comme l’erreur des 50 chaînes de l’amplitude des DWD des estimations par
la méthode d’A-MCMC. Ce résultat correspond à la mesure "réelle" de l’amplitude du
premier plan galactique sans la modulation. La ligne brune représente la séparabilité spec-
trale de l’étude bayésienne de la densité spectrale d’énergie du premier plan galactique
avec la limite de basses fréquences pour la durée totale de la forme d’onde d’un an.

La valeur moyenne des 1500 estimations de ΩMod est représenté par la courbe bleu
sur la figure 4.1. C’est la moyenne de la courbe grise. Pour l’analyse bayésienne, la croix
brune n’est pas intéressante, car aucune information concluante n’apparaît. Comme on
peut le voir avec la barre d’erreur, on ne peut pas estimer correctement l’amplitude du
premier plan galactique sans tenir compte de la réponse changeante de la réponse de
l’antenne de LISA.

Nous avons une bonne compréhension de la modulation du signal à partir des binaires
résolus [12], et de la théorie. En identifiant l’avant-plan résoluble, on peut prédire le
niveau de l’arrière-plan insoluble. Nous notons que la méthode présentée dans [12] est
plus performante, mais pour notre présente étude la méthode que nous utilisons est
suffisante comme entrée en matière pour étudier la limitation de la mesure du SGWB
cosmologique. Nous avons des résultats cohérents avec notre algorithme. En effet, nous
estimons correctement la limite aux basses fréquences, et de plus, le fond astrophysique est
également estimé avec précision, avec moins de 3% d’erreur. Nous avons plus de difficulté
à ajuster le premier plan galactique (68% d’erreur) ; cela est dû à l’ajustement à basses
fréquences.Le nombre de points est beaucoup plus faible qu’à plus hautes fréquences.
Nous notons également que sur la figure 4.1, le deuxième pic à 75% de l’année est plus
élevé que le premier à 25% de l’année. Ce détail a également été noté par Edlund et al.
[87] et Adams et Cornish [12].

À partir de l’analyse sur l’année entière de données avec les 50 résultats d’A-MCMC,
les estimations des paramètres et les erreurs pour le premier plan galactique et le fond
astrophysique sont présentées dans le tableau 4.2 et le tableau 4.1. La figure 4.4 montre
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les estimations de densité spectrale d’énergie et la figure 4.7 présente le graphique de coins
de tous les paramètres du modèle ; ces résultats ont été générés en utilisant une année
complète de données. Cela démontre que LISA peut observer et mesurer avec succès un
arrière-plan produit astrophysiquement à partir de binaires compacts, un premier plan
galactique de binaires de naines blanches et le bruit du détecteur LISA et nous pouvons
également séparer ces composants du SGWB.

4.3 Mesure du fond stochastique cosmologique dans le

contexte de fonds galactique et astrophysique

Dans cette section, nous présentons l’objectif, à savoir la capacité de LISA à mesurer
un fond cosmologique en présence d’autres signaux stochastiques et de bruit de LISA, plus
précisément dans le contexte de fonds galactique et astrophysique. Nous avons, à partir
de notre étude précédente [51] (voir section 3.4), présenté la preuve de la séparabilité des
fonds cosmologiques et astrophysiques avec une précision autour de ΩGW,Cosmo ≈ 1×10−12

à 1× 10−13.
Comme indiqué dans la Section 3.4, il est possible d’estimer l’erreur de mesure pour

chaque paramètre en utilisant la matrice de Fisher. Effectivement, l’équation 3.75 donne
la matrice de Fisher, qui dépend des paramètres à estimer, ainsi que du temps d’intégra-
tion des données. En effet, nous supposons que le bruit de LISA est un bruit aléatoire
à moyenne nul, et qu’il est indépendant du signal d’ondes gravitationnelles que nous es-
sayons de mesurer. Le signal stochastique d’année en année est essentiellement le même.
De fait de la faible variation des sources pendant la durée de la mission (voir section 2.5.2).

Il est alors possible qu’en intégrant les données dans le temps on puisse réduire l’in-
fluence du bruit de LISA sur la recherche du SGWB. Nous utilisons ce qui suit pour
les magnitudes du bruit de LISA : bruit d’accélération de la masse-test Nacc = 1.44 ×
10−48 s−4Hz−1 ; et le bruit du système de métrologie optique NPos = 3.6× 10−41 Hz−1.

Pour l’étude de l’information de Fischer, nous considérons des temps d’observation
de 1, 4, 6 et 10 ans. Ainsi, nous pourrons voir l’effet de l’intégration du temps durant
une potentielle mesure du fond cosmologique. Nous calculons l’incertitude de mesure de
la magnitude du fond cosmologique pour plusieurs durées de mission et pour des densités
spectrales d’énergie cosmologiques normalisées comprises entre 1 × 10−14 et 1 × 10−8.
Nous avons fixé une limite à la capacité de détecter un SGWB cosmologique. On calcule
l’incertitude de la mesure de l’amplitude du fond cosmologique. Si cette incertitude est
inférieure à 50%, nous prétendons que le bruit de fond est détectable et séparable du
bruit de LISA, du premier plan galactique et du SGWB astrophysique. Au-delà de cette
limite, il est impossible de conclure sur la présence ou non d’un SGWB cosmologique.

Nous menons également une étude bayésienne utilisant un algorithme d’A-MCMC
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Figure 4.7 – Graphique en coin pour l’A-MCMC de 8 paramètres (BBH/BNS + WD
+ bruit de LISA) en utilisant les canaux A, E et T avec un an de données. Les résultats
sont obtenus avec les deux magnitudes pour le modèle de bruit de LISA de la proposi-
tion [38], une seule loi puissance SGWB (amplitudes et pentes spectrales) et le premier
plan galactique (deux magnitudes et deux pentes). Les lignes pointillées verticales sur la
distribution postérieure représentent de gauche à droite les quantiles [16%, 50%, 84%].
Les lignes rouges sont les "vraies" valeurs des paramètres.
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pour estimer les paramètres de notre modèle : deux grandeurs pour le bruit de LISA ;
deux paramètres pour le fond cosmologique (amplitude et pente) ; deux paramètres pour le
fond astrophysique (amplitude et pente) ; et quatre paramètres pour la loi puissance cassée
de la densité spectrale d’énergie du premier plan galactique (deux amplitudes et deux
pentes). En tout, nous estimons 10 paramètres sur la base des trois périodogrammes des
canaux A, E et T . Nous utilisons le fond astrophysique de [68]. On fait varier l’amplitude
du fond cosmologique pour déterminer la précision avec laquelle il peut être détecté. Ainsi,
nous pouvons produire des estimations paramétriques en utilisant l’A-MCMC pour des
densités d’énergie normalisées d’origine cosmologiques injectées avec des niveaux compris
entre 1× 10−14 et 1× 10−8, le tout avec une pente de αCosmo = 0.

Dans la figure 4.8, les trois courbes bleues sont les trois périodogrammes pour les ca-
naux de données A,E, et T (respectivement de haut en bas) pour une année de données si-

mulées avec Nacc, NPos =

(
1.44 10−48 s−4Hz−1, 3.6 10−41 Hz −1

)
. Nous estimons les deux

paramètres de bruit de LISA et les huit paramètres stochastiques (A1, α1, A2, α2) pour le
premier plan galactique, (ΩAstro, αAstro) pour le fond astrophysique et (ΩCosmo, αCosmo)

pour le fond cosmologique. Ceci est un exemple de séparabilité avec comme entrée ou input
les binaires galactiques de Lamberts et al. [154], le SGWB astrophysique (ΩAstro = 4.4×
10−12 à 3 mHz avec une pente de 2/3) et un SGWB plat 1 cosmologique ΩCosmo = 8×10−13.
Les lignes orange représentent le modèle utilisé, voir l’équation 3.66. L’A-MCMC est ca-
ractérisée par β = 0.01, N = 200 000, et nous utilisons les 100 derniers candidats acceptés
du MCMC pour estimer la matrice de covariance à chaque itération. Nous utilisons des
priors log-uniformes avec six ordres de grandeurs pour les deux magnitudes de bruit de
LISA et les quatre paramètres d’amplitude SGWB (Nacc, NPos, A1, A2,ΩAstro,ΩCosmo) et
un prior uniforme pour les pentes (α1, α2, αAstro, αCosmo) (2 degrés de liberté). Les lignes
vertes sont les résultats de l’A-MCMC, et en gris, les erreurs pour 1 σ. La figure 4.9
affiche le tracé du graphique en coins pour tous les paramètres sur la base d’une année
de données ; les distributions postérieures sont symétriques. Nous avons la preuve d’une
bonne adéquation entre le contexte astrophysique et le contexte cosmologique.

Le tableau 4.3 est le résumé des résultats avec l’entrée cosmologique ΩCosmo = 8 ×
10−13. C’est juste au niveau de la détectabilité pour le fond cosmologique. Une année de
données a été utilisée et les résultats proviennent du résultat d’A-MCMC. Cela montre
qu’il sera possible pour LISA de distinguer le fond cosmologique pour ce niveau de fond
astrophysique, de premier plan galactique des naines blanche doubles et le bruit du dé-
tecteur LISA.

La figure 4.10 montre les incertitudes pour la mesure du fond cosmologique lorsque l’on
fait varier son amplitude. Nous supposons un fond plat, avec αCosmo = 0 et ΩCosmo = Ω0.
Les résultats de deux études sont présentés. La première est l’étude provenant de l’infor-

1. αCosmo = 0

180



ΩAstro αAstro ΩCosmo αCosmo ΩDWD,LF αDWD,LF

µ 4.41 × 10−12 0.67 8.01 × 10−13 0.04 5.88 × 10−9 0.68
σ 1.74 × 10−13 0.06 3.97 × 10−13 0.09 6.5 × 10−9 0.13

Table 4.3 – Résultat de l’A-MCMC pour une année avec un SGWB généré avec
ΩAstro = 4.4 × 10−12

(
f

3 mHz

)2/3
, et une entrée cosmologique ΩCosmo = 8 × 10−13 avec

une pente αcosmo = 0. Nous utilisons comme fréquence de référence 3 mHz. Le résultat à
basses fréquences (LF) pour le premier plan galactique des naines blanches doubles sont
également présentés. Dans la figure 4.9 les lignes rouges correspondent aux vraies valeurs.
Ce résultat est notre cas limite, en effet, il correspond à une incertitude σ

µ
∆ΩCosmo
ΩCosmo

= 50%.

mation de Fisher, présentée sous forme de lignes pleines bleues, oranges, vertes et rouges
qui correspondent à des durées respectives d’observation de LISA de 1, 4, 6 et 10 ans. On
voit que l’effet de la durée n’a pas une grande influence. En effet, nous expliquons cela en
notant la dépendance fréquentielle du bruit dans le périodogramme, qui est majoritaire-
ment aux hautes fréquences, mais nous mesurons les fonds stochastiques essentiellement
aux basses fréquences. Malgré cela, on constate que la dépendance temporelle n’est pas
nulle. Un temps d’intégration plus long permet un meilleur ajustement. Notre étude bayé-
sienne (voir le nuage de points noirs), dont nous présentons les résultats de l’A-MCMC
est effectués sur une année de données. Chaque point a une barre d’erreur qui est obtenue
avec l’estimation de l’écart type de la distribution postérieure. Clairement, l’incertitude
de mesure est plus grande pour les faibles amplitudes du SGWB cosmologique. Il existe
une très bonne concordance entre les résultats de l’A-MCMC et l’analyse matricielle de
l’information de Fisher. Avec notre critère de détection, ∆Ω0

Ω0
< 0.5, nous pouvons pré-

dire qu’avec notre méthode il est possible d’ajuster un SGWB d’origine cosmologique de
Ω0,lim = 8 × 10−13, compte tenu des valeurs que nous avons utilisées pour le bruit de
LISA, le premier plan galactique et le fond astrophysique.

4.4 Études d’information de Fisher pour les modèles

de premier plan galactiques modifiés

Le premier plan galactique ainsi que le fond astrophysique sont très incertains. Dans
notre première étude, nous avons considéré différents niveaux d’amplitudes pour le fond
astrophysique produit par les binaires compacts de trous noirs et d’étoiles à neutrons
(α = 2/3), de l’ordre de ΩGW,astro(25 Hz) = 0.355 → 35.5 × 10−9 ; avec cela, nous avons
montré qu’il serait possible avec LISA de mesurer un SGWB produit cosmologiquement
(α = 0) dans la gamme de ΩGW,Cosmo ≈ 1×10−12 à 1×10−13 avec 4 ans d’observation [51].

Nous abordons maintenant l’incertitude dans le modèle galactique de DWD. Dans
cette sous-section, nous étudions l’effet de la modification du modèle de densité pour
le premier plan galactique. Nous testons l’influence des modifications avec une étude
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Figure 4.8 – Densité spectrale d’énergie pour les canaux A,E et T à partir de la forme
d’onde totale des données d’un an vues par LISA dans le futur. Des estimations sont
faites pour les deux grandeurs du modèle de bruit de LISA à partir de la proposition [38],
la modulation du premier plan de naines blanches, le fond astrophysique et un fond
cosmologique avec un A-MCMC de 10 paramètres (cosmologiques + BBH + DWD +
bruit de LISA)
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Figure 4.9 – Diagramme en coin pour l’A-MCMC de 10 paramètres (BBH/BNS + WD
(forme d’onde totale de données d’un an vues par LISA) + Cosmo + bruit de LISA) en
utilisant les canaux A, E et T . Les résultats concernent les deux grandeurs du modèle de
bruit de LISA de la proposition [38], et les deux lois puissances du SGWB (amplitudes
et pentes spectrales) et le premier plan de DWD (deux amplitudes et deux pentes). Les
lignes pointillées verticales sur la distribution postérieure représentent de gauche à droite
les quantiles [16%, 50%, 84%]. Les lignes rouges sont les "vraies" valeurs des paramètres
(ΩAstro(3mHz) = 4.4× 10−12 pour αAstro = 2/3 et ΩCosmo = 8× 10−13 pour αCosmo = 0).
Nous mesurons les valeurs présentées dans le tableau 4.3
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Figure 4.10 – Estimation de l’incertitude du SGWB cosmologiquement produite à partir
de l’étude d’information de Fisher (représentée par les lignes colorées pour quatre durées
d’observation différentes). Nous présentons également l’estimation des paramètres de l’A-
MCMC (en nuages de points) pour les canaux A et E avec le canal de bruit T . La ligne
horizontale en pointillés supérieure représente le niveau d’erreur à 50%. Au-dessus de la
ligne, l’erreur est supérieure à 50%.
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d’information de Fisher. En effet, nous avons montré que les deux études (Fisher et A-
MCMC) donnent des résultats très similaires. Nous introduisons d’abord une modification
de l’amplitude du premier plan galactique en testant la séparabilité pour de nouvelles
valeurs forcées du paramètre A1, telles que A1,new = d × A1 pour d = 1, 2, 5, 10 ; voir
équation 2.84. La figure 4.11 présente l’incertitude pour la densité spectrale d’énergie
normalisée du SGWB produit cosmologiquement avec la variation de l’amplitude A1.
Augmenter le paramètre A1 ne diminue que légèrement la possibilité de mesurer un
SGWB d’origine cosmologique. Il s’agit d’une modification aux très basses fréquences
fGW < 7.2× 10−5, et n’influence pas significativement l’estimation du fond cosmologique
par LISA.

Nous introduisons également une modification de la position fréquentielle de la zone
de brisure des deux dépendances spectrales pour les deux pentes de notre loi puissance
brisée. Il est possible de montrer que la fréquence de coupure fbreak est donnée par fbreak =

frefe
− ln(A2)

α2 . Le changement de fréquence est donné par une modification de l’amplitude
A2 (encore une fois, voir équation 2.84), telle que la nouvelle amplitude est donnée par
A2,new = A2d

−α2 , où d est le coefficient multiplicateur donnant la nouvelle fréquence
de séparation des deux dépendances spectrales du premier plan galactique (fnew,break =

d × fbreak). Nous menons l’étude d’information de Fisher pour d = 1, 2, 5, 10. Dans la
figure 4.12, nous montrons l’incertitude de l’estimation cosmologique du SGWB pour
différentes valeurs de fbreak. On constate qu’un décalage spectral vers les fréquences plus
élevées, ce qui diminue notre possibilité de mesurer le fond cosmologique. Pour une valeur
de d = 10, la limite de détection est augmentée à Ω0 ≈ 6 × 10−12. C’est logique, car
le décalage du premier plan galactique vers des fréquences plus élevées affecterait plus
fortement la mesure du fond cosmologique.

Il est important de noter que le premier plan galactique ne sera pas uniquement
composé de DWD, il peut également contenir des WD-M-nain (binaire composée d’une
naine blanche et d’une naine M ; une naine M peut également être appelée naine rouge),
des étoiles dépouillées 2 ou des CV. Les WD-M-nains sont peu nombreux par rapport aux
DWDs, de plus, nous estimons que ce sont des objets présents à très basses fréquences,
donc si nous les considérons nous nous attendrions à une très légère augmentation du
paramètre A1, ce qui ne change pas nos résultats [220]. D’après la figure 2 de [115], on
voit que les étoiles binaires dépouillées sont moins nombreuses que les DWD, elles sont
également présentes à très basses fréquences. De plus, d’après la figure 3 de [115], la masse
de chirp est la plus importante. Ainsi, l’ajout de cette population modifie également le
paramètre A1, ce qui ne devrait pas changer notre conclusion. Nous pensons qu’il y a
trop peu de CV pour générer un premier plan significatif, et que pour une amplitude
et une fréquence élevées, ils devraient produire des événements résolus. Il est clair que
l’importance de comprendre les binaires dans la Voie lactée sera significatif pour les

2. Nous parlons ici de leur enveloppe. Il ne reste que le cœur de l’étoile.
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Figure 4.11 – Estimation de l’incertitude du SGWB produit cosmologiquement à partir
de l’étude d’information de Fisher (représentée par les lignes colorées pour 4 amplitudes
différentes A1) et l’estimation des paramètres à partir du A-MCMC (en nuages de points
noirs) pour les canaux A et E avec le canal de bruit T . La ligne horizontale en pointillés
supérieure représente le niveau d’erreur 50%. Au-dessus de la ligne, l’erreur est supérieure
à 50 %. Le paramètre représentant la magnitude du premier plan galactique a été modifié,
à savoir A1,new = d× A1 pour d = 1, 2, 5, 10 ; voir équation 2.84

recherches LISA, y compris pour le SGWB.

4.5 limites de l’étude

Cette étude a montré ce qui peut être possible pour LISA dans sa capacité à obser-
ver un SGWB produit cosmologiquement en présence d’un arrière-plan produit par les
binaires compact de trous noirs et d’étoile à neutrons, d’un premier plan galactique des
DWD et du bruit inhérent au détecteur LISA. Nous constatons que la distribution posi-
tionnelle de naines blanches doubles modifie la forme de la densité spectrale d’énergie du
premier plan galactique. Notre étude peut être facilement appliquée à d’autres catalogues
de naines blanches doubles, mais également d’autres types de binaires émettant des ondes
gravitationnelles. Pour les préparations des observations du fond stochastique de LISA, il
sera important de considérer des modèles aussi proches que possible de la distribution ga-
lactique réelle. LISA aura la capacité d’observer les naines blanches doubles galactiques,
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Figure 4.12 – Estimation de l’incertitude du SGWB produit cosmologiquement à partir
de l’étude d’information de Fisher (représentée par les lignes colorées pour 4 fréquences
de coupure différentes en changeant la dépendance spectrale fbreak) et l’estimation des
paramètres de l’A-MCMC (en nuages de points) pour les canaux A et E avec le canal de
bruit T . Un facteur d définit une nouvelle fréquence de séparation des deux dépendances
spectrales du premier plan galactique, fnew,break = d× fbreak. On teste d = 1, 2, 5, 10. La
ligne horizontale en pointillés supérieure représente le niveau d’erreur à 50%. Au-dessus
de la ligne, l’erreur est supérieure à 50 %.
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à la fois avec des binaires résolvables et le premier plan stochastique, et de faire des
conclusions importantes sur la distribution dans notre Galaxie. Mais, également dans les
binaires présentent dans les satellites proches de notre Galaxie. Dans cette présente étude,
nous n’observons pas de changements significatifs dans la densité spectrale de puissance
des ondes gravitationnelles entre les naines blanches doubles résolus et non résolus. C’est
également le cas pour les différentes compositions des noyaux des naines blanches. Nous
avons étudié la distribution des binaires résolus et non résolus en fonction de la compo-
sition de leur noyau. Il ne nous semble pas possible d’extrapoler la composition chimique
de tous les binaires avec uniquement les binaires résolus.

Notre analyse a pris en compte la distribution des signaux d’ondes gravitationnelles
produits par les DWD dans la Galaxie et la réponse de détection de la constellation
LISA lorsqu’elle orbite autour du soleil. Elle fait pivoter sa configuration et change son
orientation par rapport à la Galaxie au cours du temps dans un cycle durant une année.
Une modulation du premier plan galactique observé apparaît. Une estimation précise des
paramètres pour les différents fonds stochastiques (astrophysique, cosmologique) doivent
être estimés avec précision, tel que la modulation de l’amplitude du signal du premier
plan galactique. Sur la base d’analyses précédentes portant sur le signal modulé de la
Galaxie [88, 12], nous avons présenté une stratégie pour démoduler et mesurer la densité
d’énergie spectrale du premier plan galactique aux basses fréquences. La modulation
orbitale du premier plan galactique aide à l’estimation des paramètres pour les SGWB
isotropes (et donc non modulés) astrophysiques et cosmologiques.

Nous montrons qu’il sera possible de mesurer l’amplitude du SGWB d’origine cosmo-
logique ΩGW,Cosmo ≈ 8 × 10−13 avec une erreur inférieure à 50%. Dans notre étude, nous
considérons que ce SGWB a une densité d’énergie spectrale plate ∝ f 0 [79] ; nous notons
qu’il s’agit d’une approximation pour des arrière-plans cosmologiques plus complexes.
La transition de phase dans l’univers primitif peut produire des lois puissances en deux
parties, avec une traction entre les composantes de la loi puissance montante et descen-
dante à une certaine fréquence de crête. Il est important de noter que ce SGWB produit
astrophysiquement est la principale source de limitation pour LISA dans ses efforts pour
observer un SGWB produit cosmologiquement. Un arrière-plan extragalactique des DWD
pourrait également augmenter la complexité.

4.6 Contexte des sources astrophysiques et cosmolo-

giques en loi puissance cassée

Il existe de nombreux modèles d’émission de fonds d’ondes gravitationnelles stochas-
tiques d’origines cosmologiques et astrophysiques. Nous utilisons la revue des sources
cosmologiques et astrophysiques avec une loi puissance brisée pour le SGWB [153] et le
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modèle de loi puissance à rupture douce :

ΩGW (f) = A

(
f

f∗

)nGW1

{
1

2

[
1 +

(
f

f∗

)1/∆
]}(nGW2−nGW1)∆

(4.8)

avec A l’amplitude de la loi puissance brisée, f∗ la fréquence de coupure ou la fréquence
de référence, c’est la position de la transition entre les deux pentes nGW1 (pente basses
fréquences) et nGW2 (pente hautes fréquences). ∆ est le paramètre de lissage. Nous uti-
lisons ce paramètre pour lisser la transition entre les deux dépendances spectrales. Dans
toute la suite du document, nous utilisons ∆ = 0.2. Tout le modèle cosmologique et
astrophysique du SGWB sont une variation paramétrique des quatre paramètres (A, f∗,
nGW1, nGW2).

4.6.1 SGWB astrophysique

Dans cette section, nous résumons toutes les sources de SGWB en loi puissance cassée
des signaux d’origines astrophysiques. Nous traçons les différents modèles de loi puissance
brisée dans les figures 4.13.

Figure 4.13 – Modèle de loi puissance brisée des signaux du SGWB d’origine astrophy-
siques.

4.6.2 SGWB cosmologique

Dans cette section, nous résumons toutes les sources cosmologiques du SGWB émet-
tant des signaux en loi puissance cassée. Nous résumons différents modèles de loi puissance
brisée dans les figures 4.14, 4.15, 4.16 et 4.17, les valeurs des paramètres des sources sont
extraites de [152].
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Sources astrophysiques
Origine A nGW1 nGW2 f∗ en Hz
Binaires de trous noirs (BH) et
étoiles à neutrons (NS)

2.1× 10−8 2
3

∅ 1000

Binaires de naines blanches 1× 10−11 2
3

∅ 1× 10−2

Effondrement du noyau stellaire
(modèle hautes fréquences)

1× 10−9 3 ∅ 300

Effondrement du noyau stellaire
(modèle basses fréquences)

1× 10−9 6 ∅ 40

Instabilité du mode r des étoiles
à neutrons

1× 10−8 2 ∅ 1.5× 10−8

Magnetar 2× 10−17 3 ∅ 1000

Table 4.4 – Tableau résumant les différentes sources astrophysiques utilisés pour tracé
les figures, nous utilisons les données extraites de l’étude de Kuroyanagi et. al., nous
utilisons le modèle de l’équation 4.8. [151]

Figure 4.14 – Modèles de loi puissance brisée des cordes cosmiques de SGWB.

190



Figure 4.15 – Modèles cosmologiques de loi puissance brisée de SGWB.

Figure 4.16 – Modèles cosmologiques de loi puissance brisée de SGWB.
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Sources cosmologiques
Origine A nGW1 nGW2 f∗ en Hz

Transition de phase du premier ordre
Collision de bulles 1× 10−13 2.8 −1 1× 10−5

Turbulence 3× 10−13 3 −5
3

3× 10−5

ondes sonores 6× 10−14 3 −4 2× 10−5

Préchauffage
Cas avec V = 1

4
λφ4 1× 10−11 3 ∅ 1× 107

Hybride 1× 10−11 2 ∅ 4.47× 10−12

Cordes cosmiques
Boucles 1 1× 10−12 [1, 2] [−1,−0.1] 3× 10−8

Boucles 2 1× 10−14 [−1,−0.1] 0 3× 10−3

Boucles infinies 1× 10−12 [0, 0.2] [1, 2] [1× 10−14, 1]

Champs scalaires auto-ordonnés
Phase dominée par le
rayonnement

5× 10−11 0 0 spectre plat

Effet du réchauffage 1× 10−14 0 −2 1× 10−9

Perturbation du second ordre
Phase initiale de la matière 1× 10−12 1 ∅ (décrois-

sance infi-
nie)

7× 105

Trous noirs primordiaux 7× 10−12 2 ∅ (décrois-
sance infi-
nie)

4× 10−2

Autres modèles
Murs de domaine 1× 10−17 3 −1 1× 10−9

Champ magnétique 1× 10−16 3 −1 3× 10−6

Inflation et réchauffage 2× 10−17 0 −2 0.3
Inflation et domination de
l’énergie cinétique

2× 10−17 0 1 0.3

Production de particule
durant Inflation

2× 10−17 0 0 0.003

Perturbation du second
ordre

2× 10−17 1 ∅ (décrois-
sance infi-
nie)

0.3

Pré-BigBang 2× 10−17 3 3− 2µ
µ ≥ 0

plat ou spectre
rouge/bleu
légèrement
incliné

Table 4.5 – Tableau résumant les différentes sources cosmologiques utilisées pour tracé
les figures, nous utilisons les données extraites de l’étude de Kuroyanagi et. al. et nous
utilisons le modèle de l’équation 4.8. [151]
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Figure 4.17 – Modèles cosmologiques de loi puissance brisée de SGWB.

4.6.3 Résultats de mesures des modèles de loi puissance cassée

Nous étudions des modèles cosmologiques, nous suivons le modèle des sources cosmo-
logiques vu dans Caprini et. al. [64] tel que la loi puissance 4.6.4, la loi puissance brisée
4.6.5, le signal à simple crête 4.6.6, le signal en double crête 4.6.6 et le signal ondulé
ou le signal en Wiggly 4.6.7. Nous faisons lune étude pour chaque modèle cosmologique
considéré. On calcule la carte d’incertitude de l’amplitude de la source cosmologique à
partir de l’information de Fisher, avec une variation des paramètres des modèles et de
la durée de la mission d’observation de LISA. Sur chaque carte d’incertitude nous ajou-
tons également une ligne blanche en tirets, c’est la limitation de détectabilité que nous
utilisons, soit 50 % d’erreur, en dessous de cette limite, nous pouvons séparer le SGWB
cosmologique du bruit de LISA et du SGWB astrophysique aussi. Nous avons également
créé une étude d’A-MCMC pour chaque source cosmologique afin de démontrer notre
capacité à séparer les sources cosmologiques de différent modèle d’émission. Pour géné-
rer nos données pour l’A-MCMC, nous utilisons quatre ans de données pour le bilan de
bruit de LISA et nous utilisons pour le SGWB astrophysique, la valeur de Chen et. al.
[68] ΩAstro(3 mHz) = 4.4 × 10−12 pour une pente de α = 2

3
. Il est alors possible qu’en

intégrant les données dans le temps on puisse réduire l’influence du bruit de LISA sur la
recherche du SGWB. Nous utilisons ce qui suit pour les magnitudes du bruit de LISA :
bruit d’accélération de la masse-test Nacc = 1.44× 10−48 s−4Hz−1 ; et le bruit du système
de métrologie optique NPos = 3.6× 10−41 Hz−1).

Nous avons créé également un répertoire github pour partager et ne pas surcharger ce
manuscrit de thèse. Dans celui-ci, il est possible de retrouver l’ensemble des cartes d’in-
certitude et les résultats des exécutions d’A-MCMC pour tous les modèles cosmologiques
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étudiés. github répertoire 3.

4.6.4 Loi Puissance

L’étude de la séparation spectrale de deux lois puissances a également été faite dans
Boileau et. al. [51] et dans la section 3.4.

Modèle utilisé :

ΩGW (f) = Ωcosmo

(
f

fref

)αcosmo
+ Ωastro

(
f

fref

)αastro
(4.9)

avec αcosmo = 0 et αastro = 2
3
.

4.6.5 Loi puissance cassée

Loi en puissance cassée unique

Modèle utilisé :

ΩGW (f) = A

(
f

f∗

)nGW1

{
1

2

[
1 +

(
f

f∗

)1/∆
]}(nGW2−nGW1)∆

(4.10)

Dans cette section, nous présentons l’objectif de notre étude, à savoir la capacité de notre
algorithme de séparation spectrale à mesurer un fond cosmologique de loi puissance brisée
en présence d’autres signaux stochastiques et de bruit de LISA.

Pour l’étude d’information de Fisher, nous considérons des temps d’observation de
quatre ans. Nous étudions l’évolution de l’amplitude A, la position du changement de
dépendance spectrale des deux pentes f∗ et les deux pentes. L’objectif est d’avoir la plus
large étude des paramètres du modèle de puissance cassé pour englober tout modèle
de puissance cassée précédemment considérés, si on peut ou non mesurer et avoir une
estimation de l’incertitude. Et, ainsi déterminer s’il sera possible de les mesurer avec notre
méthode. Nous calculons l’incertitude de mesure de la magnitude du fond cosmologique
pour plusieurs f∗ ([10−4, 0.1] Hz), pour des densités spectrales d’énergie cosmologique
normalisées entre 1 × 10−14 et 1 × 10−8. Chaque carte est donnée pour les deux pentes
nGW1 versus nGW2. Il est important de noter que l’étude de Fisher est donnée avec le
bruit de LISA et le SGWB astrophysique. Nous fixons la limite de détectabilité telle que
lorsque l’incertitude est inférieure de 50%, nous pouvons estimer et séparer la densité
spectrale d’énergie cosmologique normalisée du SGWB. La figure 4.19 est un exemple de
la carte de Fisher de l’incertitude avec A = 1× 10−13 et f∗ = 0.02.

Nous ajustons sept paramètres des deux périodogrammes des canaux A et E, et simul-
tanément les trois paramètres de bruit du canal T . Nous utilisons le fond astrophysique de

3. https://github.com/guillaumeboileaupro/Cosmological_model/
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Figure 4.18 – Carte d’incertitude de l’amplitude de la source cosmologique à partir des
informations de Fisher pour deux lois puissances du SGWB, astrophysique et cosmolo-
gique, pour quatre ans d’observation avec ΩAstro versus ΩCosmo. Le tracé en pointillé blanc
correspond à la limite d’incertitude de 50%, au-dessus de cette ligne, nous ne pouvons
pas mesurer les paramètres.
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Figure 4.19 – Carte d’incertitude de l’amplitude de la source cosmologique à partir des
informations de Fisher pour une loi puissance cassée avec un SGWB astrophysique pour
quatre ans d’observation avec nGW1 versus nGW2. Le tracé en pointillé blanc correspond
à la limite d’incertitude de 50%, au-dessus de cette ligne, nous ne pouvons pas mesurer
les paramètres.
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Chen et. al. [68]. Nous ajustons le niveau du fond cosmologique pour déterminer sa détec-
tabilité. Dans la figure 4.20, nous incluons la loi puissance brisée du SGWB cosmologique
et utilisons quatre ans de données, les lignes bleues sont les trois périodogrammes pour les

canaux de données A,E, et T , avec Nacc, NPos =

(
1.44 10−48 s−4Hz−1, 3.6 10−41 Hz−1

)
.

Nous ajustons les deux paramètres de bruit de LISA et les quatre paramètres d’ondes
gravitationnelles (A, nGW1, nGW2, f∗) pour la loi puissance brisée. Les lignes oranges re-
présentent le modèle utilisé. L’A-MCMC est caractérisé par β = 0.01, N = 1 000 000, et
nous utilisons 100 paramètres pour estimer la matrice de covariance. Nous utilisons des
priors log-uniformes avec trois ordres de grandeurs pour les trois paramètres d’amplitude
(Nacc, NPos, A) de même que pour le paramètre de fréquences (f1, f∗) et un prior uniforme
pour les pentes (2 degrés de liberté). Les lignes vertes sont les résultats de l’A-MCMC,
et en gris les erreurs pour 1 σ. La figure 4.21 est le graphique en coin généré avec une
année de données ; les distributions postérieures sont gaussiennes.

Le tableau 4.6 est le résumé des résultats avec l’entrée cosmologique A = 1× 10−9 à
f∗ = 5 × 10−4 Hz pour nGW1 = 2 et nGW2 = −2. Il nous est donc possible de mesurer
un tel modèle dans les données LISA. Cela montre qu’il sera aussi possible pour LISA
de distinguer le fond cosmologique de la loi puissance brisée avec ce niveau de bruit
du détecteur LISA et également avec un SGWB astrophysique si l’on considère l’étude
d’incertitude de Fisher, voir la figure 4.19.

A nGW1 nGW2 f∗ (Hz)
µ 1.02 × 10−9 2.08 −2.00 4.9× 10−4

σ 3.74 × 10−11 0.05 0.07 1.23× 10−5

Nacc (s−4Hz−1) Npos (Hz−1) f1 (Hz)
µ 1.24 × 10−48 3.66 × 10−41 3.9× 10−4

σ 3.8 × 10−49 7.83 × 10−43 1.1× 10−4

Table 4.6 – Résultats de l’A-MCMC avec une entrée de SGWB cosmologique en loi
puissance brisée avec A = 1× 10−9, nGW1 = 2, nGW2 = −2 et f∗ = 5× 10−4 Hz. Dans la
figure 4.21 les lignes rouges correspondent aux vraies valeurs.

Population de naines blanches doubles

Modèle utilisé

ΩGW (f) = A1

(
f

f∗,1

)nGW1,1

{
1

2

[
1 +

(
f

f∗,1

)1/∆
]}(nGW21−nGW11)∆

+ ΩGW,astro

(
f

fref

)αastro (4.11)

Nous utilisons notre simulation des naines blanches et choisissons d’essayer de l’ajus-
ter cette fois-ci avec un modèle de loi puissance cassée à rupture douce. Ainsi, nous
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Figure 4.20 – Densité spectrale d’énergie pour les canaux A,E et T . Des estimations
sont faites pour les deux grandeurs du modèle de bruit de LISA et aussi du paramètre de
la séparation de bruit de LISA en fréquence f1 de la proposition [38] et le fond cosmo-
logique en loi puissance brisée avec un A-MCMC de 7 paramètres (loi puissance brisée
cosmologique + LISA de bruit)
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Figure 4.21 – Diagramme en coins de l’A-MCMC de 10 paramètres (loi puissance brisée
cosmologique + bruit de LISA) en utilisant les canaux A, E et T . Les résultats sont
donnés pour les deux magnitudes et la séparation de bruit de LISA en fréquence f1 avec
le modèle de bruit de LISA de la proposition [38], et une loi puissance brisée SGWB (une
amplitude, deux pentes spectrales et une référence de fréquence). Les lignes pointillées
verticales sur la distribution postérieure représentent de gauche à droite les quantiles
[16%, 50%, 84%]. Respectivement, les lignes rouges, vertes et bleues sont la "moyenne",
la "médiane" et la "vraie" valeur pour chaque valeur de paramètre.
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ajustons neuf paramètres sur les deux périodogrammes des canaux A et E, et simulta-
nément les deux paramètres de bruit du canal T . Nous utilisons le fond astrophysique
de [68]. Nous ajustons le niveau de fond galactique et astrophysique pour déterminer sa
détectabilité. Dans la figure 4.22, nous montrons les densités spectrales d’énergie de la
loi puissance brisée du SGWB de DWD et le SGWB de BBH/BNS en utilisant quatre
ans de données, les lignes bleues sont les trois périodogrammes pour les canaux de don-
nées A,E, et T , avec Nacc, NPos =

(
1.44 10−48 s−4Hz−1, 3.6 10−41 Hz−1

)
. Nous ajustons

les trois paramètres de bruit de LISA et les sept paramètres d’ondes gravitationnelles
(A, nGW1, nGW2, f∗,∆,Ωastro, αastro) pour deux SGWB. Les lignes oranges représentent le
modèle utilisé et ajusté. L’A-MCMC est caractérisé par β = 0.01, N = 1 000 000, et nous
utilisons les 100 derniers candidats accepter par l’algorithme pour estimer la matrice de
covariance à chaque itération. Nous utilisons des priors en log-uniformes avec ordres de 3
grandeurs pour les quatre paramètres d’amplitude (Nacc, NPos, A,Ωastro) et aussi pour le
paramètre de fréquence (f∗), des priors uniformes pour chacune des pentes (2 degrés de
liberté) et pour le paramètre de loi puissance brisée et lissé ∆. Les lignes vertes sont les
résultats de l’A-MCMC, et en gris les erreurs pour 1 σ. La figure 4.23 est le graphique en
coins généré avec une année de données ; les distributions postérieures sont gaussiennes.

Le tableau 4.7 est le résumé des résultats avec pour entrée la population de DWD
(3.5 ×107 binaires de naines blanches), ΩGW,astro(3 mHz) = 4.4 × 10−12 et αastro = 2

3
.

Cela montre qu’il sera possible pour LISA de distinguer le bruit de fond DWD de la loi
puissance brisée pour ce niveau du bruit du détecteur LISA. Ce résultat est également
en concordance avec notre étude précédente.

A nGW1 nGW2 f∗ (Hz) ∆
µ 1.98 × 10−9 0.67 −2.12 7.44× 10−5 0.41
σ 1.04× 10−10 0.05 0.11 3.12× 10−6 0.05

Ωastro αastro Nacc (s−4Hz−1) Npos (Hz−1)
µ 4.40 × 10−12 0.67 1.47× 10−48 3.60× 10−41

σ 2.40 × 10−13 0.07 3.75× 10−50 6.59× 10−43

Table 4.7 – Résultats de l’A-MCMC avec pour données d’entrée la population de naines
blanches doubles (3.5× 107 naines blanches doubles), ΩGW,astro(3 mHz) = 4.4× 10−12 et
αastro = 2

3
. Dans la figure 4.21 les lignes rouges correspondent aux vraies valeurs.
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Figure 4.22 – Densité spectrale d’énergie des canaux A,E et T . Des estimations sont
faites pour les deux magnitudes du modèle de bruit de LISA à partir de la proposition [38],
un fond de DWD en puissance cassée et un SGWB astrophysique avec un A-MCMC de
neuf paramètres (DWD + BBH/BNS + bruit de LISA)
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Figure 4.23 – Graphiques en coins de l’A-MCMC à neuf paramètres (DWD + BBH/BNS
+ bruit de LISA) en utilisant les canaux A, E et T . Les résultats sont donnés les deux
grandeurs du modèle de bruit de LISA de la proposition [38], un fond DWD en loi puis-
sance brisée et un SGWB astrophysique (deux amplitudes, trois pentes spectrales, une
fréquence de référence et un paramètre de lissage de loi puissance brisée. Les lignes poin-
tillées verticales sur la distribution postérieure représentent de gauche à droite les quan-
tiles [16%, 50%, 84%]. Respectivement, les lignes rouge, verte et bleue sont la "moyenne",
la "médiane" et les "vraies" valeurs pour chaque valeur de paramètre.

202



Double loi puissance cassée

Modèle utilisé :

ΩGW (f) = A1

(
f

f∗,1

)nGW1,1

{
1

2

[
1 +

(
f

f∗,1

)1/∆
]}(nGW21−nGW11)∆

+ A2

(
f

f∗,2

)nGW12

{
1

2

[
1 +

(
f

f∗,2

)1/∆
]}(nGW22−nGW12)∆

(4.12)

Dans cette section, nous présentons l’objectif de cette étude, à savoir la capacité de
notre algorithme de séparation spectrale à mesurer deux fonds cosmologique de loi puis-
sance brisée. Nous ajustons dix paramètres sur les deux périodogrammes des canaux A et
E, et simultanément les trois paramètres de bruit du canal T . Nous utilisons le fond astro-
physique de [68]. Nous ajustons le niveau des deux fonds cosmologique pour déterminer
leur détectabilité. Dans la figure 4.24, nous traçons les deux SGWB cosmologiques en loi
puissance brisée et utilisant quatre ans de données, les lignes bleues sont les trois périodo-
grammes pour les canaux de données A,E, et T , avec Nacc, NPos =

(
1.44 10−48 s−4Hz−1,

3.6 10−41 Hz−1
)
. Nous adaptons les trois paramètres de bruit de LISA et les sept para-

mètres d’ondes gravitationnelles (A1, nGW11, nGW21, f∗,1, A2, nGW12, nGW22, f∗,2) pour
deux lois puissances brisées. Les lignes oranges représentent le modèle utilisé. L’A-MCMC
est caractérisé par β = 0.01, N = 1 000 000, et nous utilisons les 100 derniers candidats
acceptés par l’algorithme de MCMC pour estimer la matrice de covariance. Nous utilisons
des priors log-uniformes avec 3 ordres de grandeurs pour les quatre paramètres d’ampli-
tude (Nacc, NPos, A1, A2) et aussi pour les paramètres de fréquences (f1, f∗,1, f∗,2) et des
priors uniformes pour les pentes (2 degrés de liberté). Les lignes vertes sont les résultats
de l’A-MCMC, et en gris les erreurs pour 1 σ. La figure 4.25 est le graphique en coins
généré avec une année de données ; les distributions postérieures sont gaussiennes.

Le tableau 4.8 est le résumé des résultats avec deux entrées cosmologiques A1 =

1 × 10−9 à f∗ = 1 × 10−4 Hz pour nGW11 = 2 et nGW21 = −2 et A2 = 2 × 10−9 à
f∗ = 1 × 10−2 Hz pour nGW12 = 2 et nGW22 = −2. Cela montre qu’il sera possible pour
LISA de distinguer les deux signaux cosmologiques en loi puissance brisée pour ce niveau
de bruit du détecteur LISA.

4.6.6 Signal avec un ou plusieurs pics fréquentiels

Signal avec un unique pic fréquentiel

Modèle utilisé :

ΩGW (f) = Ab exp

−
∣∣∣log10

(
f
fb

)∣∣∣2
∆2

 (4.13)
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Figure 4.24 – Densité spectrale d’énergie pour les canaux A,E et T . Des estimations sont
faites pour les deux magnitudes du modèle de bruit de LISA à partir de la proposition [38],
deux fonds cosmologiques en lois puissances brisées avec un A-MCMC à 10 paramètres
(Deux lois en puissance brisée cosmologique + bruit de LISA)
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Figure 4.25 – Graphique en coins pour l’A-MCMC de dix paramètres (Deux lois puis-
sances brisées cosmologiques + bruit de LISA) en utilisant les canaux A, E et T . Les
résultats concernent les deux amplitudes du modèle de bruit de LISA de la proposition
[38], et les deux lois en puissances brisées SGWB (deux amplitudes, quatre pentes spec-
trales et deux références de fréquence). Les lignes pointillées verticales sur la distribution
postérieure représentent de gauche à droite les quantiles [16%, 50%, 84%]. Respective-
ment, les lignes rouges, vertes et bleues sont la "moyenne", la "médiane" et les "vraie"
valeurs pour chaque valeur des paramètres.
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A1 nGW11 nGW21 f∗,1 (Hz) Nacc (s−4Hz−1) Npos (Hz−1)
µ 1.08 × 10−9 2.09 −2.08 1.0× 10−4 1.46 × 10−48 3.54 × 10−41

σ 4.8 × 10−11 0.13 0.18 4.1× 10−6 5.8 × 10−50 7.29 × 10−43

A2 nGW12 nGW22 f∗,2 (Hz)
µ 1.77 × 10−9 1.99 −2.19 9.6× 10−3

σ 1.42 × 10−10 0.14 0.45 6.9× 10−4

Table 4.8 – Résultats de l’A-MCMC avec l’entrée à deux SGWB cosmologiques en loi
puissance brisée avec A = 1× 10−9, nGW1 = 2, nGW2 = −2 et f∗ = 5× 10−4 Hz. Dans la
figure 4.24 les lignes rouges correspondent aux vraies valeurs.

Dans cette section, nous présentons l’étude du signal avec un unique pic fréquentiel, il
s’agit ici d’estimer la capacité de notre algorithme de séparation spectrale à mesurer un
signal avec un unique pic fréquentiel du fond cosmologique en présence d’autres signaux
stochastiques et de bruit de LISA.

Pour l’étude de l’information de Fisher, nous considérons un temps d’observation de
quatre ans. Nous étudions l’évolution de l’amplitude du pic Ab, la position du pic fb et
la largeur à mi-hauteur ∆ de celle-ci. L’objectif est d’avoir la plus grande variation de
l’ensemble de paramètres du modèle, si on peut ou pas mesurer et avec chaque incertitude,
il sera possible de mesurer avec notre méthode. On calcule l’incertitude de la mesure de
l’amplitude du fond cosmologique pour plusieurs amplitudes Ab ([1×10−14, 1×10−8] Hz)
et durée d’observation (1, 4, 6 et 10 ans). Chaque carte est donnée pour une largeur à
mi-hauteur ∆ par rapport à la position fréquentielle du pic fb. Il est important de noter
que l’étude de Fisher est donnée avec le bruit de LISA et le SGWB astrophysique. Nous
fixons la limite de détectabilité lorsqu’il y a moins de 50% d’incertitude sur la densité
d’énergie cosmologique normalisée du SGWB cosmologique. La figure 4.26 est un exemple
de la carte de l’incertitude de Fisher avec A = 1 × 10−12 et une durée d’observation de
quatre ans.

Nous ajustons huit paramètres des deux périodogrammes des canaux A et E, et simul-
tanément les trois paramètres de bruit du canal T . Nous utilisons le fond astrophysique
de [68]. Nous ajustons le niveau du fond cosmologique pour déterminer sa détectabilité.
Dans la figure 4.27 inclut le signal cosmologique à unique pic et utilisant quatre ans de
données, les lignes bleues sont les trois périodogrammes pour les canaux des données

A,E, et T , avec Nacc, NPos =

(
1.44 10−48 s−4Hz−1, 3.6 10−41 Hz−1

)
. Nous ajustons

les trois paramètres du bruit de LISA et les cinq paramètres d’ondes gravitationnelles
(Ab, fb,∆,Ωastro, αastro) pour respectivement le pic cosmologique et la loi puissance as-
trophysique ΩGW,astro(f) = Ωastro

(
f
f∗

)αastro
. Les lignes oranges représentent le modèle

utilisé. L’A-MCMC est caractérisé par β = 0.01, N = 1 000 000, et nous utilisons les 100
derniers candidats acceptés pour estimer la matrice de covariance. Nous utilisons des a
priori logarithmiques et uniformes avec trois ordres de grandeurs pour les quatre para-
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Figure 4.26 – Carte d’incertitude de l’amplitude de la source cosmologique à partir de
l’information de Fisher pour deux SGWB, une loi puissance astrophysique et un signal
cosmologique à pic unique pour quatre ans d’observation avec la largeur à mi-hauteur ∆
en fonction de la position fréquentielle du pic fb. La courbe pointillée blanche correspond
à la limite d’incertitude de 50%, au-dessus de cette ligne, nous ne pouvons pas mesurer
les paramètres.
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mètres d’amplitude (Nacc, NPos, Ab,Ωastro) et aussi pour le paramètre de fréquence (fb)

et un prior uniforme pour la pente (2 degrés de liberté) et pour la largeur à mi-hauteur
∆ également. Les lignes vertes sont les résultats de l’A-MCMC, et en gris les erreurs
pour 1 σ. La figure 4.28 est le graphique en coins généré avec une année de données ; les
distributions postérieures sont gaussiennes.

Le tableau 4.9 est le résumé des résultats avec l’entrée cosmologique Ab = 1 × 10−9,
fb = 1 × 10−2 Hz, ∆ = 0.2, une entrée astrophysique ΩGW,astro(3 mHz) = 4.4 × 10−12 et
αastro = 2

3
. Cela montre qu’il sera possible pour LISA de distinguer le fond cosmologique

du signal à pic unique pour ce niveau de bruit du détecteur LISA et également avec un
SGWB astrophysique si l’on considère l’étude d’incertitude de Fisher, voir figure 4.26.

Ab fb (Hz) ∆ Ωastro

µ 1.01 × 10−9 3× 10−4 0.198 4.39× 10−12

σ 5.23 × 10−11 4.2× 10−6 0.004 2.84× 10−13

αastro Nacc (s−4Hz−1) Npos (Hz−1) f1 (Hz)
µ .658 1.33× 10−48 3.59× 10−41 3.9× 10−4

σ 0.09 4.21× 10−49 7.03× 10−43 1.01× 10−4

Table 4.9 – Résultats de l’A-MCMC avec une entrée de signal cosmologique à pic unique
et une entrée en loi puissance astrophysique avec Ab = 1 × 10−9, fb = 1 × 10−2 Hz,
∆ = 0.2, ΩGW,astro(3 mHz) = 4.4 × 10−12 et αastro = 2

3
. Dans la figure 4.28 les lignes

rouges correspondent aux "vraies" valeurs.

Signal à double pic fréquentiel

Modèle utilisé :

ΩGW (f) = Ab,1 exp

−
∣∣∣log10

(
f
fb,1

)∣∣∣2
∆2

1


+ Ab,2 exp

−
∣∣∣log10

(
f
fb,2

)∣∣∣2
∆2

2


(4.14)

Dans cette section, nous présentons l’objectif de notre étude, à savoir la capacité de
notre algorithme de séparation spectrale à mesurer le fond cosmologique à signal à double
pic fréquentiel.

Nous ajustons huit paramètres des deux périodogrammes des canaux A et E, et simul-
tanément les trois paramètres de bruit du canal T . Nous utilisons le fond astrophysique
de [68]. Nous ajustons le niveau de fond de deux pics cosmologiques pour déterminer
leurs détectabilités. Dans la figure 4.29 comprend un signal à doubles pics fréquentiels
cosmologiques (c’est équivalent à deux signaux indépendants à pic unique, situé à deux
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Figure 4.27 – Densité spectrale d’énergie pour les canaux A,E et T . Des estimations
sont faites pour les deux magnitudes du modèle de bruit de LISA et la séparation de bruit
de LISA en fréquence f1 de la proposition [38], un fond cosmologique à pic unique et un
SGWB astrophysique avec un A-MCMC de 8 paramètres bruit de fond +BBH/BNS +
bruit de LISA)
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Figure 4.28 – Graphique en coins pour l’A-MCMC de huit paramètres (fond cosmolo-
gique à pic unique + SGWB des BBH/BNS + bruit de LISA) en utilisant les canaux A,
E et T . Les résultats concernent les deux magnitudes du bruit de LISA et la constante
de séparation des bruits de LISA f1 de la proposition [38], le fond cosmologique à pic
unique (amplitudes, une largeur à mi-hauteur et une fréquence de référence). Les lignes
pointillées verticales sur la distribution postérieure représentent de gauche à droite les
quantiles [16%, 50%, 84%]. Respectivement, les lignes rouges, vertes et bleues sont la
"moyenne", la "médiane" et les "vraies" valeurs pour chaque valeur de paramètre.
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endroits différents, mais dans le domaine de LISA), utilisant quatre ans de données, les
lignes bleues sont les trois périodogrammes des canaux de données A,E, et T , avec

Nacc, NPos =

(
1.44 10−48 s−4Hz−1, 3.6 10−41 Hz−1

)
. Nous ajustons les trois paramètres

de bruit de LISA et les six paramètres du fond stochastique d’ondes gravitationnelles
(Ab,1, Ab,2, fb,1, fb,2,∆1,∆2) pour deux signaux en pic fréquentiel. Les lignes oranges re-
présentent le modèle utilisé. L’A-MCMC est caractérisé par β = 0.01, N = 1 000 000,
et nous utilisons les 100 derniers candidats acceptés par l’algorithme de MCMC pour
estimer la matrice de covariance. Nous utilisons des prior log-uniformes avec 3 ordres de
grandeur pour les quatre paramètres de magnitude (Nacc, NPos, Ab,1, Ab,2) et aussi pour le
paramètre de fréquence (fb,1, fb,2) et des priors uniforme pour les largeurs à mi-hauteur
(∆1,∆2)(2 degrés de liberté). Les lignes vertes sont les résultats de l’A-MCMC, et en
gris les erreurs pour 1 σ. La figure 4.30 est le graphique en coins généré avec les chaines
extraites de L’A-MCMC de données ; les distributions postérieures sont gaussiennes, ce
qui nous rend compte d’une bonne convergence.

Le tableau 4.10 est le résumé des résultats avec deux entrées cosmologiques en signal
à pic unique Ab,1 = 2 × 10−10, fb,1 = 7 × 10−4 Hz, ∆1 = 0.25 et Ab,2 = 2 × 10−9,
fb,1 = 2× 10−2 Hz, ∆1 = 0.2. Cela montre qu’il sera possible pour LISA de distinguer et
de séparer deux signaux de fond cosmologiques à pic pour ce niveau de bruit du détecteur
LISA.

Nacc (s−4Hz−1) Ab,1 fb,1 (Hz) ∆1

µ 1.47 × 10−48 2.24× 10−10 6.9× 10−4 0.246
σ 3.81 × 10−50 9.4× 10−12 7.15× 10−6 0.0026

Npos (Hz−1) Ab,2 fb,2 (Hz) ∆2

µ 3.80 × 10−41 1.89× 10−10 1.91× 10−2 0.182
σ 7.96 × 10−43 1.86× 10−16 9.46× 10−4 0.011

Table 4.10 – Résultats de l’A-MCMC avec une entrée de SGWB cosmologique en signaux
à pic fréquentiel avec Ab,1 = 2× 10−10, fb,1 = 7× 10−4 Hz, ∆1 = 0.25 et Ab,2 = 2× 10−9,
fb,1 = 2 × 10−2 Hz , ∆1 = 0.2. Dans la figure. 4.30 les lignes rouges correspondent aux
vraies valeurs.

4.6.7 Signal de Wiggly

Modèle utilisé :
ΩGW (f) = Aw10sin(∆ log10( f

fw
)) (4.15)

Dans cette section, nous présentons l’objectif de notre étude, à savoir la capacité de
notre algorithme de séparation spectrale à mesurer un signal Wiggly en présence d’autres
signaux stochastiques et de bruit de LISA.

Pour l’étude de l’information de Fisher, nous considérons un temps d’observation
de quatre ans. Nous étudions l’évolution de l’amplitude de Wiggly Aw, la fréquence de
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Figure 4.29 – Densité spectrale de puissance des canaux A,E et T . Des estimations sont
faites pour les deux magnitudes du modèle de bruit de LISA à partir de la proposition [38],
deux fonds de signal à pics fréquentiels d’origine cosmologique avec un A-MCMC de dix
paramètres (Deux signaux à pics fréquentiels cosmologiques + bruit de LISA)
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Figure 4.30 – Diagramme en coins pour l’A-MCMC de huit paramètres (Deux pics
cosmologiques + bruit de LISA) en utilisant les canaux A, E et T . Les résultats concernent
les deux magnitudes du modèle de bruit de LISA de la proposition [38], et deux signaux
cosmologiques à pic fréquentiel (deux amplitudes, deux largeurs à mi-hauteur et deux
fréquences de référence). Les lignes pointillées verticales sur les distributions postérieures
représentent de gauche à droite les quantiles [16%, 50%, 84%]. Respectivement, les lignes
rouges, vertes et bleues sont la "moyenne", la "médiane" et les "vraies" valeurs pour
chaque valeur des paramètres.
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référence fw et le pic à pic du Wiggly ∆ . L’objectif est d’avoir le plus grand ensemble
de variations des paramètres du modèle, si on peut ou pas mesurer le signal dans le
contexte de source et de bruit de LISA avec notre méthode. Nous calculons l’incertitude
de mesure de l’amplitude du signal Wiggly dans le contexte du bruit de LISA et d’un
SGWB astrophysique pour plusieurs amplitudes du Wiggly Ab ([1× 10−14, 1× 10−8] Hz)
et la durée d’observation de 1, 4, 6 et 10 ans. Chaque carte est donnée avec le pic à
pic du Wiggly ∆ par rapport à sa fréquence de référence fw. Il est important de noter
que l’étude de Fisher est donnée avec le bruit de LISA et le SGWB astrophysique. Nous
fixons la limite de détectabilité lorsqu’il y a moins de 50% d’incertitude sur la densité
d’énergie cosmologique normalisée du SGWB produit cosmologiquement. La figure 4.31
est un exemple de la carte de l’incertitude produite avec notre méthode de Fisher avec
A = 1× 10−13 et une durée d’observation de quatre ans.

Nous ajustons huit paramètres des deux périodogrammes des canaux A et E, et simul-
tanément les trois paramètres de bruit du canal T . Nous utilisons le fond astrophysique
de [68]. Nous ajustons le niveau d’amplitude de Wiggly pour déterminer sa détectabi-
lité. Dans la figure 4.32, qui inclut le signal SGWB de Wiggly et utilisant quatre ans
de données, les lignes bleues sont les trois périodogrammes pour les canaux de données

A,E, et T , avec Nacc, NPos =

(
1.44 10−48 s−4Hz−1, 3.6 10−41 Hz−1

)
. Nous ajustons

les trois paramètres du bruit de LISA et les cinq paramètres d’ondes gravitationnelles
(Aw, fw,∆,Ωastro, αastro) pour respectivement le signal de Wiggly cosmologique et la loi
puissance astrophysique ΩGW,astro(f) = Ωastro

(
f
f∗

)αastro
. Les lignes oranges représentent

le modèle utilisé. L’A-MCMC est caractérisé par β = 0.01, N = 1 000 000, et nous
utilisons les cents derniers candidats acceptés par l’A-MCMC pour estimer la matrice
de covariance. Nous utilisons des priors log-uniformes avec 3 ordres de grandeurs pour
les quatre paramètres d’amplitude (Nacc, NPos, Aw,Ωastro) et aussi pour le paramètre de
fréquence (fw) et des priors uniformes pour la pente (2 degrés de liberté) et le pic à pic
du Wiggly ∆. Les lignes vertes sont les résultats de l’A-MCMC, et en gris les erreurs
pour 1 σ. La figure 4.33 est le graphique en coins généré avec les chaines du MCMC ; les
distributions postérieures sont gaussiennes.

Le tableau 4.11 est le résumé des résultats avec l’entrée cosmologique Aw = 1×10−11,
fw = 1×10−1 Hz, Delta = 10 et une entrée astrophysique ΩGW,astro(3 mHz) = 4.4×10−12

et αastro = 2
3
. Cela montre qu’il sera possible pour LISA de distinguer le fond cosmologique

du signal de Wiggly avec ce niveau de bruit du détecteur LISA et également avec un
SGWB astrophysique si l’on considère l’étude d’incertitude de Fisher, voir figure 4.31.
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Figure 4.31 – Carte de l’incertitude de l’amplitude d’un signal de Wiggly à partir des
informations de Fisher pour deux SGWB, une loi puissance astrophysique et un signal
Wiggly pour quatre ans d’observation avec son pic à pic du Wiggly ∆ versus sa fréquence
de référence fw. La courbe pointillée blanche correspond à la limite d’incertitude de 50%,
au-dessus de cette ligne, nous ne pouvons pas mesurer les paramètres du modèle.
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Figure 4.32 – Densité spectrale d’énergie des canaux A,E et T . Des estimations sont
faites pour les deux magnitudes du modèle de bruit de LISA et la fréquence de séparation
des bruits de LISA f1 de la proposition [38], le fond en Wiggly et un SGWB astrophysique
avec un A-MCMC de huit paramètres (fond en Wiggly + BBH/BNS + bruit de LISA)
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Figure 4.33 – Graphique en coins de l’A-MCMC de huit paramètres (Wiggly +
BBH/BNS + bruit de LISA) en utilisant les canaux A, E et T . Les résultats concernent
les deux magnitudes et la fréquence de séparation des bruits de LISA f1 pour le modèle
de bruit de LISA de la proposition [38], et le fond en Wiggly (amplitudes, un pic à pic du
Wiggly et sa fréquence de référence). Les lignes pointillées verticales sur la distribution
postérieure représentent de gauche à droite les quantiles [16%, 50%, 84%]. Respective-
ment, les lignes rouges, vertes et bleues sont la "moyenne", la "médiane" et les "vraies"
valeurs pour chaque valeur du modèle.
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Aw fw (Hz) ∆ Ωastro

µ 9.93 × 10−12 0.10 9.93 4.49× 10−12

σ 3.43 × 10−13 0.04 0.052 3.7× 10−13

αastro Nacc (s−4Hz−1) Npos (Hz−1) f1 (Hz)
µ 0.65 1.14× 10−48 3.47× 10−41 4.6× 10−4

σ 0.10 3.18× 10−49 6.95× 10−43 1.1× 10−4

Table 4.11 – Résultats de l’A-MCMC pour une entrée un signal SGWB cosmologique de
Wiggly avec Aw = 1×10−11, fw = 1×10−1 Hz, ∆ = 10 et une loi puissance astrophysique
telle que ΩGW,astro(3 mHz) = 4.4×10−12 et αastro = 2

3
. Dans la figure 4.33 les lignes rouges

correspondent aux vraies valeurs.

4.7 Séparation spectrale des cordes cosmiques

4.7.1 Les cordes cosmiques

Les cordes cosmiques sont des solutions provenant de la théorie des champs, il s’agit
de défauts topologiques stables qui devrait s’être formées pendant les transitions de phase
de rupture de symétrie dans l’Univers primitif [181]. L’étude des cordes cosmiques de [34]
décrit la possibilité pour LISA de détecter une tension minimale des cordes autour de
Gµ ≤ 10−17, ce qui correspond à un plateau autour de Ωplateau

GW ' 5 × 10−12. La revue
de [60] indique qu’il sera possible avec LISA de mesurer un SGWB à partir d’une tran-
sition de phase avec ΩGW ' 10−13 ; il y a beaucoup d’incertitude quant à l’existence
d’une source SGWB à transition de phase dans la bande d’observation LISA, sans par-
ler de l’intensité de ce signal. La revue [69] décrit une limite de détectabilité avec LISA
de ΩGW (f ' 10−3 Hz) ' 5 × 10−13 pour une inflation standard produisant un SGWB.
Le niveau du SGWB de l’inflation est probablement ΩGW (f ' 10−3 Hz) ≈ 10−15, ou
moins. Voir les revues [60, 69] pour des descriptions d’autres SGWB possibles produits
cosmologiquement. Ces études citées ci-dessus correspondent à un cas idéal de source cos-
mologique et de bruit de LISA, et n’ont pas inclus les effets d’un premier plan galactique
et d’un fond astrophysique (comme nous le faisons dans cette thèse).

4.7.2 Séparation spectrale des cordes cosmiques

Dans cette section, nous étudions la séparation spectrale du fond stochastique d’onde
gravitationnelle (SGWB) produit par les cordes cosmiques dans le contexte du bruit de
LISA, de la source astrophysique et du premier plan galactique des binaires de naines
blanches. Nous utilisons également les modèles de cordes cosmiques [34] et comparons
leur séparabilité spectrale. Les méthodes de l’information de Fisher et de Markov Chain
Monte Carlo donnent une estimation du bruit de LISA et des paramètres pour les dif-
férentes sources de signaux. Nous estimons simultanément le premier plan galactique,
le fond astrophysiques et des cordes cosmiques. Nous estimons les limites de détection
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pour les futures observations de LISA du SGWB dans le domaine spectral avec les trois
canaux LISA A, E et T . Dans le contexte du fond astrophysique attendu et d’un premier
plan galactique, une tension de cordes cosmiques d’environ Gµ ≈ 1 × 10−16 à 1 × 10−17

pourrait être détectée par LISA avec notre stratégie de séparation spectrale [46]. Nous
introduisons la densité spectrale d’énergie des cordes cosmiques du modèle i ∈ [1, 2, 3]

ΩGW,Gµ(Gµ, i, f) [34]. Le modèle 1 des cordes cosmique (lire section 3.1 de Auclair et.
al [34]) correspond à un modèle analytique de cordes cosmiques provenant des boucles
produites par le réseau de longues chaînes qui sont décrites par un seul paramètre libre,
ce paramètre correspond à la taille des boucles au moment de leur formation. Ce calcul
a été initialement décrit par Kibble [142]. Le modèle 2 correspond à des simulations du
modèle de Blanco-Pillado, Olum et Shlar (BOS) [45]. Ce modèle est issu des simulations
du réseau de cordes cosmiques présentes entre les ères du rayonnement et de la matière.
Ce modèle dépend donc d’une très bonne connaissance des paramètres cosmologiques.
Le troisième et dernier modèle considéré dans notre étude provient d’une simulation de
Lorenz, Ringeval et Sakellariadou (LRS) [162], il s’agit d’une simulation sœur au modèle
2, mais qui calcule et considère des quantités différentes. Par exemple, la puissance à
l’ère de la matière diffère de celle du modèle 2 [34]. On peut résumer la densité spectrale
d’énergie du SGWB dans la bande LISA, comme la somme de tous les SGWB :

ΩGW (f) =
A1

(
f
f∗

)α1

1 + A2

(
f
f∗

)α2
+ ΩAstro

(
f

f∗

)αAstro
+ ΩGW,Gµ(Gµ, i, f) (4.16)

avec α ∼ 2/3 pour la composante astrophysique et les basses fréquences du premier

plan galactique (ΩDWD,LF (f) ∼ A1

A2

(
f
f∗

)α1−α2

, voir [48]). Le premier plan galactique est
supposé être une loi puissance brisée, car aux hautes fréquences (' 0.1 Hz) le nombre de
DWD diminue du fait de leurs limites physiques.

On utilise pour les cordes cosmiques, une description discrète, le calcul de la densité
spectrale d’énergie sans dimension est très gourmand en temps de calcul. Pour surmonter
ce problème, nous générons une bibliothèque de modèles. Nous calculons précédemment
1 000 ΩGW,Gµ(Gµ, i, f) pour Gµ entre 1 × 10−22 et 1 × 10−8. Le processus de MCMC
sélectionne les nouveaux candidats du catalogue. À l’issue du calcul, nous avons pour les
cordes cosmiques une chaîne avec l’indice des positions des modèles du catalogue. Nous
pouvons le transformer en une valeur Gµ. Cette méthode donne, effectivement, une limite
discrète ; un MCMC qui ne peut pas avoir une plus faible incertitude quant à la précision
d’entrée du catalogue, dans notre cas, c’est ∆Gµ

Gµ
= 0.033.

Nous calculons deux séries d’analyses, l’une avec le bruit de LISA et les cordes cos-
miques (Modèle 1, 2, 3) [34], et l’autre avec le bruit de LISA, le premier plan galactique, le
fond astrophysique et les cordes cosmiques. Nous comparons les deux résultats pour voir
l’effet des autres SGWB dans la mesure des cordes cosmiques. Ainsi, nous considérons
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trois cas particuliers :
— Cas (I) : Bruit de LISA + signal stochastique de cordes cosmiques (Modèle Mi

avec i = 1, 2, 3)). Paramètres ajustés : θ = [Nacc, Npos, Gµ]. Ce cas correspond à
l’étude réalisée par Auclair et. al [34].

— Cas (II) : Bruit de LISA + premier plan galactique des binaires de naines blanches
+ le fond des binaires de trous noirs et d’étoile à neutrons. Paramètres ajustés :
θ = [Nacc, Npos, Ωastro, αastro, Gµ, A1, α1, A2, α2]

— Cas (III) : Cas (II) + signal stochastique de cordes cosmiques (Modèle Mi avec
i = 1, 2, 3)). Paramètres ajustés : θ = [Nacc, Npos, Ωastro, αastro, Gµ, A1, α1, A2, α2]

Nous utilisons des priors en log-uniformes pour les deux magnitudes de bruit LISA, les
trois paramètres d’amplitude du fond stochastique et la tension des cordes, (Nacc, Npos,

A1, A2, Ωastro , Gµ). Des priors uniformes sont utilisés pour les pentes (α1, α2, αastro),
entre −1 et 1.

Figure 4.34 – Densité spectrale d’énergie sans dimension des modèles 1,2,3 des cordes
cosmiques[34], nous superposons également le bruit de LISA et les sources de contami-
nations tel que les modèles de premier plan galactique provenant des binaires de naines
blanches de Lamberts et. al. [154], le bruit confus de Robson et. al. [208] et l’estimation
du fond d’ondes gravitationnelles produit par les binaires de BBH/BNS avec O2 [68].

Dans les figures 4.35 et 4.36, nous montrons respectivement l’incertitude des estima-
tions des paramètres de Gµ (la tension des cordes cosmiques) de l’étude de l’information
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de Fisher F−1
ab = σ2

ab (tracé avec des lignes), et de l’A-MCMC (avec les points) pour
le canal A et E, avec le canal de bruit T des neuf paramètres θ = [Nacc, Npos, Ωastro,

αastro, Gµ, A1, α1, A2, α2] (voir figure 4.36) et trois paramètres θ = [Nacc, Npos, Gµ]

dans l’étude de la figure 4.35. Nous menons l’étude avec différents SGWB astrophysiques
ΩGW,astro et galactiques ΩGW,galactic. La barre d’erreur est donnée pour 1 σ d’écart type
de la distribution a posteriori gaussienne. La ligne horizontale en pointillés représente
le niveau d’erreur de 50 % ; au-dessus de cette limite, nous ne pouvons pas séparer les
cordes cosmiques contenues dans le SGWB. Nous utilisons le modèle LISA de Smith et
Caldwell [222] et les valeurs des paramètres LISA de la proposition [19]. Nous résumons
le résultat de la mesure de limitation dans le tableau 4.12.

Nous avons la preuve que la somme du premier plan galactique et du fond astrophy-
sique a un effet sur l’estimation de la mesure de limitation des cordes cosmiques. Pour
comprendre l’origine de l’effet, nous calculons deux cas particuliers avec l’information de
Fisher, bruit de LISA + DWD + cordes cosmiques et bruit de LISA + BBH/BNS + corde
cosmique. À la lumière de cette étude, les deux fonds modifient la mesure de limitation
des cordes cosmiques, mais celui qui contribue le plus au changement de la limite de Gµ
est le fond qui a pour origine les binaires galactiques. En fait, le premier plan galactique
est localisé à basses fréquences, c’est également la place du fond des cordes cosmiques.
Nous avons également une preuve de la mesure de limitation à partir des différents mo-
dèles de cordes cosmiques. Si l’on considère la densité spectrale d’énergie sans dimension
pour le modèle 1, 2 et 3 des cordes cosmiques respectivement de gauche à droite sur la
figure 4.34, les courbes spectrales des modèles 1 et 2 sont vraiment proches, c’est la raison
pour laquelle les résultats de la mesure de limitation sont proches ; mais pour le modèle
3, le point de rupture (fréquence de la modification de la pente spectrale) est pour une
valeur constante de Gµ à une fréquence plus basse, l’endroit où se situe le premier plan
galactique. L’origine de la différence entre les modèles 1 et 2 est que la plus grande densité
spectrale d’énergie entre les modèles 1 et 2. En effet, le modèle 1, pour une tension Gµ
fixé donne une densité d’énergie plus grande. Par conséquence la limite de détectabilité
est plus faible.

Bruit de LISA + Cordes cosmiques
Modèle 1 Modèle 2 Modèle 3

Gµlim 1× 10−17 2.8× 10−17 2.8× 10−17

Bruit de LISA + DWD + BBH/BNS + Cordes cosmiques
Modèle 1 Modèle 2 Modèle 3

Gµlim 2.7× 10−17 8.4× 10−17 1.3× 10−16

Table 4.12 – Tableau résumant les résultats de la séparation du fond stochastique des
cordes cosmiques pour la limite de détectabilité fixé à 50 % d’incertitude de la mesure de
la tension cosmologique Gµ, ∆Gµ

Gµ
.

Nous avons étudié la prédiction de la limite de mesure d’un SGWB cosmologique
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Figure 4.35 – Les estimations de l’incertitude de la tension Gµ de l’étude d’information
de Fisher désignées par des traits pleins et du MCMC par des croix. La ligne horizontale
en tirets supérieure représente le niveau d’erreur de 50%. En fait, au-dessus de la ligne,
l’erreur est supérieure à 50 %.
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Figure 4.36 – Les Estimations de l’incertitude de la tension Gµ de l’étude de l’informa-
tion de Fisher sont indiquées par des traits pleins et du MCMC par des croix. La ligne
horizontale en tirets supérieure représente le niveau d’erreur de 50%. En fait, au-dessus
de la ligne, l’erreur est supérieure à 50 %. Il s’agit de l’étude pour laquelle nous avons
considéré la présence du fond astrophysique et galactique.
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Figure 4.37 – Les estimations de l’incertitude de mesure de tension Gµ de l’étude de
l’information de Fisher sont indiquées par des traits pleins et des MCMC par des croix.
La ligne horizontale en tirets supérieure représente le niveau d’erreur à 50%. En fait,
au-dessus de la ligne, l’erreur est supérieure à 50 %. Il s’agit de l’étude pour laquelle
nous avons considéré la présence du fond astrophysique et galactique de Robson & Cor-
nish [208].

à partir de cordes cosmiques d’origine par LISA en présence d’un fond astrophysique
isotrope, d’un premier plan galactique et du bruit de LISA pour quatre ans de données.
La limite de détection du fond avec DWD + BBH/BNS + Cosmo + LISA est de Gµlim ≈
1× 10−16.

Dans le but de comprendre l’effet du modèle galactique sur la mesure des cordes
cosmique nous utilisons le modèle galactique de Robson & Cornish [208]. Nous réalisons
l’étude de Fisher uniquement. Le modèle utilisé est celui présenté dans la section 2.5.2. Il
s’agit d’un fond galactique avec un niveau d’amplitude plus élevé, de plus la forme d’onde
est différence. En effet, à partir de f ∼ 10−3 Hz, la densité d’énergie chute violemment,
ceci est le résultat de la distribution très différente avec le modèle de Lambert et. al [66].

Nous présentons dans la figure 4.37, le résultat de l’étude de Fisher avec le fond
galactique de Robson & Cornish [208], celui-ci donne des résultats de limite de séparation
spectrale identiques à notre précédent résultat, mais la forme de l’incertitude pour Gµ <
Gµlim est relativement différente du fait de la forme spectrale différente du fond d’origine
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Figure 4.38 – Les estimations de l’incertitude de mesure de tension Gµ pour le modèle
1,2,3 des cordes cosmiques [34] produit avec l’étude de l’information de Fisher. Nous
avons superposé les différentes estimations de séparabilité pour des contextes de bruit de
LISA et des sources de contaminations différentes tel que les modèles de premier plan
galactique provenant des binaires de naines blanches de Lamberts et. al. [154], le bruit
confus de Robson et. al. [208] et l’estimation du fond d’ondes gravitationnelles produit
par les binaires de BBH/BNS avec O2 [68].
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galactique. La figure 4.38 résume les différentes estimations d’incertitude de tension de
Gµ pour le modèle 1,2 et 3 des cordes cosmiques [34] pour des contextes de bruit de LISA
et des sources de contaminations différentes.

4.7.3 Critère d’information de déviance

Nous comparons les signaux avec et sans cordes cosmiques produisant un SGWB pour
étudier la détectabilité et la précision de l’estimation des paramètres en présence d’un
premier plan galactique et d’un SGWB astrophysique. Nous ne faisons pas de comparai-
son de modèles entre les différents modèles de cordes cosmiques ; cela fera l’objet d’une
étude future. Avec les chaînes issues des analyses de MCMC, nous utilisons le critère
d’information de déviance (en anglais deviance information criterion (DIC)) (voir équa-
tion 4.17) pour la comparaison des modèles [224, 225, 171]. Notez que l’utilisation de
priors impropres exclut l’utilisation de facteurs de Bayes pour la comparaison de mo-
dèles. Le DIC est une généralisation du critère d’information d’Akaike (AIC), en effet,
pour des échantillons très larges, il en est une approximation asymptotique. De plus,
l’utilisation du DIC pour remplacer le calcul de facteur de Bayes est valable uniquement
dans le cas gaussien. Nous définissons la déviance des données d et des paramètres du
modèle θ comme D(θ) = −2 logL(d|θ), où L est la vraisemblance. Nous définissons aussi
pD = D(θ)−D(θ), avec θ la moyenne de θ.

DIC = pD +D(θ) = D(θ) + 2pD = 2D(θ)−D(θ) (4.17)

La capacité d’observer le signal stochastique produit par les cordes cosmiques estimée
avec le DIC est tracé dans la figure 4.39. Pour chacun des modèles de cordes cosmiques
étudiés Mi, nous comparons les cas (II) et (III). De manière équivalente à l’échelle de
Jeffreys [179], la différence de deux DIC (∆DIC), nous permet de mettre en évidence ou
non la présence des cordes cosmiques dans les données. Pour ∆DIC > 2, nous commençons
à mettre en évidence un modèle particulier. Pour ∆DIC entre 5 et 10 l’évidence est
substantielle et celle-ci devient décisif pour ∆DIC > 10 [138, 164]. Lire [20] pour connaître
d’autre utilisation du DIC en physique. À l’aide de la figure 4.39, nous montrons que la
capacité de LISA à détecter des cordes cosmiques produisant un SGWB est efficiente
dans la plage Gµ ≈ 10−16 à Gµ ≈ 10−15 pour les trois modèles de cordes cosmiques
étudiés [47].

4.7.4 Conclusion

Nous avons étudié la mesure limite de l’instrument LISA pour un fond stochastique
d’ondes gravitationnelles produit par des cordes cosmiques. Le fond stochastique des
ondes gravitationnelles des cordes cosmiques considéré est en présence d’un fond stochas-
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Figure 4.39 – Comparaison de modèles entre les cas (II) et (III) à l’aide du critère
d’information de déviance (DIC). Des preuves solides de la présence du signal de corde
cosmique commencent dans la gamme Gµ ≈ 10−16 à Gµ ≈ 10−15 pour les trois modèles
de cordes cosmiques.
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tique astrophysique produit par des binaires compacts, d’un premier plan galactique et
du bruit de LISA. Celui-ci est donné pour une durée de quatre ans. Nous avons établi
une limite de détection pour chacun des modèles de cordes cosmiques que nous avons
considéré au regard de la valeur de la tension Gµ. Ainsi, au regard de nos calculs et
des modèles considérés, il sera possible de mesure avec LISA un fond de cordes cos-
miques dans la gamme Gµ ≈ 10−16 à Gµ ≈ 10−15 pendant quatre ans d’observations.
La capacité d’effectuer une estimation des paramètres et de résoudre la valeur de la ten-
sion de la corde cosmique commence autour de Gµ ≈ 10−16. Certes, si d’autres SGWB
cosmologiques sont présents, par exemple, les transitions de phase du premier ordre ou
l’inflation [61], des méthodes d’estimation des paramètres encore plus sophistiquées se-
ront nécessaires. L’analyse en composantes principales a été proposée pour effectuer une
telle détection cosmologique, mais n’aborde pas l’estimation des paramètres [190]. Il est
également important de noter que pour que la recherche du SGWB dans LISA soit la plus
efficace, une description plus complète devra être faite pour le bruit LISA. Nous devons
également inclure des méthodes pouvant observer et paramétrer les systèmes binaires ré-
solvables individuellement dans notre galaxie [12, 36], ainsi que d’autres signaux attendus
se chevauchant dans la bande de LISA (binaires de trous noirs supermassifs, coalescences
de rapport de masse extrême, etc.) [19]. Ces questions seront abordées dans des études
futures.
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Chapitre 5

Séparation spectrale dans le cas d’un
bruit de LISA non idéal

5.1 Introduction

Dans cette section, nous nous intéressons à la séparation spectrale du fond stochas-
tique en présence d’un bruit de LISA non-idéal. Pour cela, nous avons choisi d’étudier
des sources de bruit pouvant perturber la mesure du fond stochastique. Effectivement,
l’étude des bruits corrélés est importante pour fixer quelques limites à cette tentative de
mesure du fond stochastique. Dans ce chapitre, nous allons tester les méthodes d’étude
du bruit avec des données réelles, nous utilisons les données de LISA PATHFINDER
(LPF) [229, 33], nous avons recherché les corrélations entre la différence d’accélération
des deux tests-masse ∆g, et trois autres grandeurs physiques, il s’agit du champ magné-
tique du satellite et des micro-Thruster [28, 21] (il s’agit du système de maintien d’orbite
du satellite pour que le satellite conserve les masses-teste en chute libre.) Nous utilisons les
données publiques de LPF accessible sur le site LISA Pathfinder Legacy Archive (ESA).
Cette banque de données contient les séries temporelles de la différence d’accélération des
masses-test ∆g(t), mais également des autres canaux de télémétrie comme la tempéra-
ture de l’instrument, le champ magnétique ou les forces des micro-propulseurs. Il existe
un catalogue de différents niveaux de traitements de données de ∆g(t). Les niveaux sont
nommés Level 0 à Level 3.

Nous calculons la cohérence entre la mesure du champ magnétique, de la température
et du µ-Propulseur (ou en anglais micro-Thruster) dans le satellite et la différence d’ac-
célération des deux masses-tests (∆g). Nous développons également une stratégie pour
réduire le bruit corrélé dans le domaine fréquentiel et un filtre de Wiener pour nettoyer
la densité spectrale de puissance de l’accélération.

Nous discuterons la possibilité d’ajouter différents types de corrélation dans le contexte
du bruit de LISA et nous tenterons de détecter le fond stochastique d’ondes gravitation-
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nelles simulé dans la bande de fréquence [1.10−5, 1] Hz. Un défi pour LISA sera la détection
du fond stochastique dans les deux canaux scientifiques, A et E, en utilisant également le
canal T comme canal de contrôle. Une hypothèse de base serait que le bruit de fréquence
de la phase de la lumière des différents bras de LISA ne soit pas corrélé et que la corré-
lation positive entre les deux bras serait uniquement le signal d’ondes gravitationnelles.
Nous voulons tester cette approximation et ajouter le bruit corrélé dans l’estimation de
l’ajustement des paramètres du fond stochastique. Nous chercherons à tester la limite de
cette approximation en intégrant des bruits corrélés dans le bruit de LISA. Nous testerons
également l’effet d’une augmentation localisé du bruit d’un MOSA.

LPF était situé au point de Lagrange L1, à environ 1.5 million de kilomètres de la Terre
en direction du soleil. C’est une position stable, un objet situé en ce point suit l’orbite de
la Terre sans ajouter d’énergie orbitale. Mais, la position de l’engin spatial sur le point L1
a dû être maintenus. l’engin spatial a également dû soutenir un flux constant d’énergie
solaire (garantir une bonne orientation des panneaux solaires) et il a été important de
garantir une stabilité du système. Pour garantir ceci, le satellite a utilisé la technologie
des µ-propulseurs, mais ceci produit un bruit corrélé avec la différence d’accélération des
test-masses.

5.2 Étude de corrélations

Pour étudier la corrélation, nous introduisons la cohérence Cxy(f). Il s’agit d’une
étude dans le domaine fréquentiel. La cohérence est une fonction, qui peut être complexe,
dépendant de la fréquence avec des valeurs absolues comprises entre 0 et 1. Si nous
utilisons deux séries temporelles (x(t), y(t)) les valeurs de la cohérence indiquent dans
quelle mesure x correspond à y à chaque fréquence.

Cxy(f) =
|Pxy(f)|2

Pxx(f)Pyy(f)
(5.1)

avec Pxy(f) la densité spectrale de puissance croisée et Pxx(f)Pyy(f) la densité spectrale
de puissance des deux séries temporelles x, y.

Pour une série temporelle x, nous avons la densité spectrale de puissance qui est la
distribution de puissance par unité de fréquence et est définie comme

P (f) =
∆t

N

∣∣∣∣∣
N−1∑
k=0

xne
−2πjkf

∣∣∣∣∣
2

,−1/2∆t < f ≤ 1/2∆t (5.2)

Pour deux séries temporelles x, y, nous avons la densité spectrale de puissance croisée qui
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est la distribution de puissance par unité de fréquence et est définie comme

Pxy(f) =
∞∑

k=−∞

Rxy(k)e−2πjkf , Rxy(k) = E(xn+ky
∗
n) = E(xny

∗
n−k) (5.3)

Rxy est la séquence de corrélation croisée et E l’espérance. Par convention, Pxy(f) est
calculé avec la transformée de Fourier conjuguée de x multipliée par la transformée de
Fourier de y.

5.3 Soustraction d’un bruit corrélé dans le domaine fré-

quentiel

La corrélation de deux canaux peut se faire localement sur le domaine fréquentiel,
autrement dit des bandes de fréquences peuvent être privilégiés par la corrélation. l’effet
d’une corrélation dans le domaine [fa, fb] créé une augmentation de la cohérence. s’il y a
corrélation alors la valeur absolue de la cohérence est proche de 1. Il est possible de voir
sur la densité spectrale de puissance du canal cible et le canal témoin un schéma similaire.
Dans cette section, nous proposons de corriger le canal d’accélération avec la méthode
adaptée de l’article de Coughlin et. al. [84], basé sur la soustraction locale de la corrélation
sur le bruit d’accélération de LPF. Le but est de réduire la cohérence de l’accélération
avec les trois canaux corrélés que nous avons étudiés (température, µ-Thruster et Champ
magnétique).

Premièrement, nous devons calculer la cohérence entre la cible (le canal d’accélération)
et le canal témoin (température, µ-Thruster ou Champ magnétique). Il est facile de voir
dans le domaine fréquentiel [fa, fb] les zones de corrélation, en effet, nous devrions obser-
ver une cohérence élevée pour une corrélation élevée. Pour avoir une idée du niveau de
corrélation, on peut calculer le coefficient de Pearson de la densité spectrale de puissance
des deux canaux (Cible Sx(f) et témoin Sy(f)) dans le domaine à hautes cohérences :

ρx,y =

∑b
k=a(Sx(fk)− Sx)(Sy(fk)− Sy)√∑b

k=a(Sx(fk)− Sx)2

√∑b
k=a(Sy(fk)− Sy)2

(5.4)

avec Sx est la moyenne des PSD du canal x sur le domaine [fa, fb], et de manière analogue
pour Sy.

Deuxièmement, nous pouvons générer le filtre à partir du canal témoin. l’idée est
d’estimer la corrélation du canal témoin sur la cible. Le filtre d’optimisation sur le domaine
[fa, fb] est la convolution de la densité spectrale de puissance du canal témoin et du
coefficient de Pearson ρx,y.

Enfin, la dé-corrélation de la cible est construite comme la soustraction de la PSD de
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la cible et du filtre témoin tel que,

Sx′(f) = Sx(f)−
N∑
n=1

(ρ(n)
x,y ∗ Sy)(f) (5.5)

avec N est le nombre de canaux soustrait, par exemple, pour le µ-propulseur, nous avons
N = 12, nous définissons l’opérateur ∗ comme la Convolution (a ∗ b)n =

∑+∞
m=−∞ anmbm.

α(f) =
Sx(f)

Sx′(f)
(5.6)

Pour vérifier la soustraction de la corrélation sur le canal cible sur le domaine [fa, fb], nous
introduisons le taux α du canal cible, avant et après la soustraction du canal témoin. Si
le taux est égal à 1, il n’y a pas de soustraction du bruit de cohérence. Pour une valeur
inférieure à 1, la soustraction détruirait le canal cible. Pour α jusqu’à 1, la soustraction
est effective. La soustraction est meilleure pour une valeur élevée de α.

5.4 Filtre de Wiener

Le filtre de Wiener est une méthode basée sur la minimisation de l’erreur quadratique
moyenne entre le processus aléatoire estimé et le processus souhaité. Nous utilisons le
filtre de Wiener pour un lissage des données de la densité spectrale de puissance du canal
cible (accélération différentielle de la masse test ∆g) [183].

Considérant un système donné par le signal d’observation y(t) = h(t) ∗ x(t) + v(t) ;
avec x le signal d’entrée, ce signal est inconnu, h est la réponse impulsionnelle connue
d’un système invariant, ce canal est un invariant du temps t et v un bruit additif inconnu
indépendant du signal inconnu x. Nous nommons y(t) le signal observé. l’objectif est de
trouver un g(t) de sorte que nous puissions estimer x(t) tel qu’un estimateur x̂(t) de x(t)

qui minimise l’erreur quadratique moyenne ; x̂(t) = g(t) ∗ y(t). Nous nommons g(t) le
filtre de Wiener [251]. Il est plus facile de décrire le filtre [54] dans le domaine de Fourier
tel que G(f). On note ε(f) l’estimateur.

ε(f) = E

[∣∣∣X(f)− X̂(f)
∣∣∣2]

= E
[
|X(f)−G(f)Y (f)|2

]
= E

[
|[X(f)−G(f)] [H(f)X(f) + V (f)]|2

]
= E

[
|[1−G(f)H(f)]X(f)−G(f)V (f)|2

]
= [1−G(f)H(f)] [1−G(f)H(f)]∗E

[
|X(f)|2

]
− [1−G(f)H(f)]G∗(f)E [X(f)V ∗(f)]

+G(f) [1−G(f)H(f)]∗E [X∗(f)V (f)] +G(f)G∗(f)E
[
|V (f)|2

]

(5.7)
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avec en capital les grandeurs dans leur domaine de Fourier. Nous avons supposé que les
deux séries temporelles x et v sont indépendantes, ce qui nous permet de simplifier en
remarquant que E [X(f)V ∗(f)] = E [X(f)∗V (f)] = 0, de plus, nous définissons S(f) =

E
[
|X(f)|2

]
et N(f) = E

[
|V (f)|2

]
, ce qui nous permet d’écrire une version simplifiée de

l’estimateur tel que :

ε(f) = [1−G(f)H(f)] [1−G(f)H(f)]∗ S(f) +G(f)G∗(f)N(f) (5.8)

Nous cherchons à minimiser l’estimateur pour cela, nous prenons G(f)∗ constant,
nous calculons la dérivée de l’estimateur par rapport au filtre de Wiener et cherchons
pour quelle valeur celle-ci est nulle.

dε(f)

dG(f)
=

d

dG(f)

[
(1 +G(f)H(f)) (1 +G(f)H(f))∗

]
+G∗(f)N(f)

= −H(f)
(
1−G(f)H(f)

)∗
S(f) +G∗(f)N(f) = 0

(5.9)

Cette égalité nous permet d’établir

G∗(f)N(f) = H(f)
(
1−G(f)H(f)

)∗
S(f)(

1−G(f)H(f)
)∗

=
G∗(f)N(f)

H(f)S(f)

1−G(f)H(f) =
G(f)N∗(f)

H∗(f)S∗(f)

G(f) =
H∗(f)S∗(f)

|H(f)|2 S∗(f)−N∗(f)

(5.10)

Or d’après la définition de S et N , nous remarquons que S = S∗ et N∗ = N , ainsi nous
avons

G(f) =
H∗(f)S(f)

|H(f)|2S(f) +N(f)
(5.11)

avec G(s) et H(s) la transformée de Fourier respective du filtre g(t) et la réponse impul-
sionnelle inconnue. S(s) et N(s) sont respectivement la densité spectrale de puissance du
signal original et le bruit inconnu. Le filtre de canal dans le domaine de Fourier devient
XFiltré(s) = G(s)Y (s) et nous avons en utilisant la transformée de Fourier inverse de
XFiltré(s), xFiltré(u).

Nous introduisons le SNR comme le rapport SNR(f) = S(f)
N(f)

, nous pouvons réécrire
le filtre de Wiener tel que

G(f) =
H∗(f)

|H(f)|2 + SNR−1(f)
(5.12)

Si le signal est très fort par rapport au bruit, nous avons la quantité SNR−1(f) ≈
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0 ainsi le filtre de Wiener devient G(f) = H−1(f), on retrouve un filtre qui revient
simplement à inverser la réponse impulsionnelle.

Si le Signal est très faible par rapport au bruit ce qui revient à considérer un SNR
nul, nous avons donc un Filtre de Wiener qui devient donc nul.

Si nous considérons un signal avec un bruit blanc avec une réponse d’impulsion égal
à 1, cela correspond à l’absence de réponse d’impulsion. Nous avons ainsi un filtre de
Wiener tel que,

G(f) =
S(f)

S(f) +N(f)
=

S(f)

S(f) + σ2
(5.13)

avec σ2 la variance du bruit blanc, tel que N(f) = σ2. Ainsi, nous pouvons montrer qu’il
est impossible de reconstruire le signal avec un filtre de Wiener si celui-ci est dégradé par
un bruit blanc.

5.5 Différence d’accélération des test-masses en chute

libre de LPF

Les deux masses-test sont en chute libre, un instrument optique mesure avec un laser
la fréquence relative du faisceau avec un interféromètre. Sous l’effet d’un éloignement de
la masse-test (qui peut provenir d’une onde gravitationnelle) l’interféromètre va subir une
variation temporelle, d’où une variation de l’interféromètre interagissant avec la masse-
test et un interféromètre de référence. LISA PATHFINDER ne peut donc pas être un
détecteur d’ondes gravitationnelles, simplement avec son système de masses tests [27,
30]. Mais, il peut être intégré dans un détecteur à bras long comme LISA. Il est alors très
important d’étudier le système LPF et les bruits parasites de celui-ci pour comprendre les
futurs bruits de LISA, il est également possible de mesurer la constante G avec LPF [31].
Les deux masses d’essai sont quasi-cubiques avec une taille de 46 ± 5 10−3 mm et une
masse de 1.928± 1 10−3 kg. La distance nominale est de 376± 5 10−2 mm. La différence
d’accélération des test-masses à partir des mesures interférométriques avec le bruit de
la force centrifuge, le bruit de la force d’inertie et les parasites (canal 0 dans la LPFSA
(LPF Science Archives), il s’agit du site web permettant l’accès aux données LPF) [123,
22]. Le niveau 0 est le premier niveau de ∆g(t). C’est le canal du rapport des données
publiées [26]. Nous étudions les données relatives à la différence d’accélération des deux
test-masses entre le 2017-02-13 et le 2017-03-01. Il s’agit d’une phase de mesure du bruit,
autrement dit il n’y a pas de changement ou de manipulation des paramètres de l’engin
spatial. Les données d’accélération sont un fichier d’une durée de 17 jours 13 heures 59
minutes et 59.40 s avec une fréquence d’échantillonnage de 10 Hz.
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5.5.1 Densité spectrale de puissance (PSD) de la différence d’ac-

célération des test-masses en chute libre de LPF

Nous séparons les données en segments d’un jour. Nous avons choisi d’empiler la PSD
de la différence d’accélération différentielle de la masse-test pour réduire les fluctuations.
Le calcul est donné avec la fréquence d’échantillonnage de 0.2083 Hz et nous utilisons
une fenêtre de Hann [120].

Nous définissons la fenêtre de Hann w0(t) comme

w0(t) =

 1
2

(
1 + cos 2πt

T

)
= cos2 2πt

T
t ≤ T

2

0 t ≥ T
2

(5.14)

avec T = N × fs la durée su signal, celle-ci est donnée par le nombre de points et la
fréquence d’échantillonnage du signal. Ainsi, nous pouvons calculer la transformée de
Fourier de la fenêtre de Hann qui est donnée par

W0(f) =
1

2

sin πTf

πf (1− T 2f 2)
(5.15)

Nous pouvons également introduire le signal en Top hat, tel que

w0(t) =

 1 t ≤ T
2

0 t ≥ T
2

(5.16)

Nous avons choisi d’utiliser la fréquence d’échantillonnage des canaux pour laquelle elle
est la plus petite. Pour cela, nous avons dégradé les données d’accélération pour pouvoir
réaliser les calcule de cohérence. Pour cela, nous utilisons une méthode de moyenne glis-
sante. On obtient la PSD dans la bande LISA (Figure 5.2). Dans la figure 5.1, il s’agit de la
densité spectrale d’amplitude (ASD), c’est la racine carrée de la densité spectrale de puis-
sance. La figure qui en résulte est obtenu pour 13 jours, le satellite était à une température
de 11◦C, les données produisant l’ASD ont été nettoyées (glitches, force centrifuge, mou-
vement du satellite, force d’Eurel, ...). Sur la figure 5.2, nous n’utilisons aucun algorithme
pour nettoyer les données, par la suite, nous présenterons une méthode pour supprimer les
glitches. Nous avons un tracé semblable à la différence d’accélération différentielle publié
par la collaboration LPF [26]. La différence provient de la non-suppression des glitches et
la conservation de la signature des micro propulseurs. La figure 5.3 représente différents
tracés de la différence d’accélération de la masse-test. Le graphique supérieur est la série
temporelle de 18 jours, le graphique du milieu et celui du bas sont les densités spectrales
de puissance sans fenêtre en gris et en noir respectivement, en haut la fenêtre Top hat
(voir équation 5.16) et en bas la fenêtre de Hanning. Les tracés sont obtenus en filtrant
le signal avec un filtre de Wiener. Dans la suite de l’étude, nous utilisons la fenêtre de
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Hanning, car à plus basses fréquences, l’estimation de la PSD ressemble mieux à la figure
5.1 des travaux de M. Armano et. al. [26].

Figure 5.1 – Densité spectrale d’amplitude de la différence d’accélération des tests
masses de LPF avec une période de 13 jours et une température de 11◦C [26].

Figure 5.2 – Empilement de 17 jours de la densité spectrale de puissance de la différence
d’accélération des masses-test de LPF

5.6 Champ Magnétique de LPF

Nous utilisons 12 Magnétomètres (Table 5.1), les capteurs sont répartis en quatre
localités (voir figure 5.4). Dans toutes les localités, il y a trois magnétomètres ; ceci cor-
respond à la mesure du champ magnétique suivant les trois dimensions spatiales x, y, z.
Pour reconstruire la norme du champ magnétique ~B en µT . On calcule :∣∣∣ ~Bi

∣∣∣ =
√
B2
i,x +B2

i,y +B2
i,z (5.17)
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Figure 5.3 – Densité spectrale de puissance de la différence d’accélération des masses-
test LPF. Le tracé gris est le PSD sans fenêtre et en noir respectivement, en haut la
fenêtre Top hat et en bas la fenêtre de Hanning
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Il y a deux types de magnétomètres, les ’P’ et les ’M’, les premiers correspondent au
magnétomètre placé au-dessus et les autres en dessous des masses-test suivant la direction
z du satellite [24].

MX MY PX PY
BX LDT10286 LDT10276 LDT10279 LDT10283
BY LDT10287 LDT10277 LDT10280 LDT10284
BZ LDT10288 LDT10278 LDT10281 LDT10285

Table 5.1 – Répartitions et noms des capteurs magnétiques dans le satellite de la mission
LPF [86]

Nous étudions les données du 2017-02-13 au 2017-03-01, il s’agit de la même phase
de mesure du bruit de LPF. Pour le capteur magnétique, nous utilisons 12 magnéto-
mètres (Table 5.1), les capteurs sont répartis en quatre localités, nous avons un fichier
par jour et par capteurs. On fait la reconstruction de la série temporelle de 16 jours pour
avoir un recouvrement total des deux séries temporelles (Voir figure 5.5). La fréquence
d’échantillonnage est de 0.2083Hz. Nécessairement, nous devons changer la fréquence
d’échantillonnage du champ magnétique pour qu’elle corresponde à l’accélération.

5.6.1 Densité spectrale de puissance (PSD) du champ magné-

tique

Nous séparons les données en segments d’un jour. Nous avons choisi d’empiler les
PSD des capteurs magnétiques distribués depuis le vaisseau spatial pour réduire les fluc-
tuations. Nous utilisons le même procédé que pour l’accélération. Dans la figure 5.6, il
s’agit de la densité spectrale d’amplitude du champ magnétique de chacun des trois ca-
naux d’un magnétomètre à fluxgate LTP [59]. Dans la figure 5.7 nous montrons la densité
spectrale d’amplitude du champ magnétique pendant la période de 16 jours des quatre
canaux de la table 5.1. Selon la comparaison des deux figures 5.6 et 5.7, les deux tracés
sont vraiment similaires. Notre calcul de la densité spectrale d’amplitude semble être
correctement calculé. Nous avons également une estimation de l’ASD qui est en dessous
de la condition voulue par LISA. Celle-ci est fournie par le LISA Error Budget [166], elle

est de 230 nT√
Hz

(
0.1mHz

f

)2/3

pour l’environnement des masses-test de LISA (ligne noire).
Selon [25], le champ magnétique à basse fréquence est produit par le champ magnétique
interplanétaire. Il y a aussi un effet de l’amplitude du bruit du champ magnétique avec la
vitesse de l’éruption solaire. La vitesse du vent solaire augmente l’amplitude de ce bruit.
La haute fréquence du champ magnétique est générée par effet interne.
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Figure 5.4 – Répartition du magnétomètre dans LPF [86, 24], la figure du haut une un
zoom sur la structure contenant les masses tests entouré d’un double bouclier cylindrique,
il y a quatre magnétomètres localisés autour de la structure contant les masses tests (figure
du bas).
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Figure 5.5 – Séries temporelles du champ magnétique après reconstruction (voir équa-
tion 5.17) de 16 jours, celles-ci correspondent à des données publiées [32]

Figure 5.6 – Densité spectrale d’amplitude du champ magnétique de chacun des trois
canaux des magnétomètres à fluxgate de LTP [59]
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Figure 5.7 – Empilement de 16 jours de la densité spectrale d’amplitude des normes de
chacun des capteurs de champ magnétique du satellite LPF

5.6.2 Cohérence entre le champ magnétique et l’accélération

Dans cette section, nous présentons le calcul de la cohérence entre le champ magné-
tique et la différence d’accélération des masses-test LPF dans la figure 5.8. La cohérence
est plate autour de la valeur Y = 1

90
, c’est le niveau du bruit plat (tracé horizontal bleu).

En effet, pour PSD couper en N partis, nous avons pour un bruit blanc une PSD qui est
répartie autour de 2∆tσ1/

√
N . Finalement pour le calcule de la cohérence, nous gagnons

un facteur 1/N d’après la figure 5.8, on peut distinguer 3 pics sur la cohérence entre les
quatre capteurs magnétiques de l’engin spatial et la différence d’accélération des masses-
test de LPF aux fréquences f = 1.84 10−4 Hz, f = 5.3 10−4 Hz et f = 8.37 10−4 Hz
(tracés verticaux noirs). Nous avons une corrélation entre les quatre capteurs magnétiques
du satellite et de la différence d’accélération des masses-test de LPF.

5.6.3 Soustraction du bruit corrélé du champ magnétique sur la

différence d’accélération

Sur la cohérence entre le champ magnétique et les figures de différente d’accélération
5.9 et 5.10, nous avons une évidence d’une corrélation à f = 1.84 10−4 Hz et f = 5.3 10−4

Hz. Le champ magnétique peut créer un bruit de force F et un couple N et introduire
une augmentation locale du bruit de la différence d’accélération :
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Figure 5.8 – Moyenne sur 17 jours de la cohérence de tous les capteurs thermiques dans
le vaisseau spatial et de la différence d’accélération des masses-test de LPF.

{
F =

〈[(
M + χ

µ0
B
)
· ∇
]

B
〉
V

N = 〈M×B + r× [(M · ∇) B]〉V
(5.18)

avec B le champ magnétique autour des masses-test, M le moment magnétique, χ la
susceptibilité magnétique, µ0 = 4π 10−7mkgs−2A−2 la constante magnétique du vide et
〈· · · 〉 l’opérateur moyen.

Pour étudier la cible à deux canaux et du canal témoin, nous interpolons les canaux
magnétiques pour changer la fréquence d’échantillonnage, mais nous ne pouvons pas
étudier les fréquences supérieures à la fréquence d’échantillonnage du champ magnétique
fs = 0.2083 Hz.

On focalise la soustraction sur la bande de fréquence [6.3 10−5 Hz, 5.8 10−4 Hz], sur
cette bande le coefficient de Pearson est 0.76.

Sur les figures 5.11 et 5.12 le tracé bleu est la densité spectrale de puissance du canal
cible, en vert, le canal témoin (avec un facteur pour séparer la courbe et rendre le tracé
plus lisible, sans le facteur les deux tracés sont superposés), la ligne rouge est le canal
cible avec une soustraction multiple de corrélation, ceci est également indépendant des
canaux magnétiques. Enfin, la ligne violette est le canal cible filtrée lissé par le filtre de
Wiener.

Pour vérifier la soustraction, la figure 5.13 est le rapport du taux du canal cible filtré
et du canal cible non filtré α(f) = OldPSD

NewPSD
. d’après la figure 5.13 ont été réduits d’un

facteur 4 les fortes corrélations.
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Figure 5.9 – Cohérence de l’empilement de tous les capteurs Champ Magnétique et
accélération différentielle pendant les 17 jours.

Figure 5.10 – Zoom sur la cohérence de l’empilement de tous les capteurs du champ
magnétique et de la différence d’accélération pendant les 17 jours.
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Figure 5.11 – Canal témoin et canal cible avec la dé-corrélation et le lissage des données
par le filtre de Wiener

Figure 5.12 – Zoom sur le canal témoin et le canal cible après la dé-corrélation et le
lissage des données dans le domaine [6.3 10−5 Hz, 5.8 10−4 Hz]
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Figure 5.13 – Rapport du canal cible filtré et du canal cible non filtré α(f)

5.7 µ-Propulseur

Dans LISA Pathfinder, le Space Technology 7 Disturbance Reduction System (ST7-
DRS) [21] est utilisé pour garantir la stabilité de l’engin spatial. Il s’agit d’un système de
micro propulsion basée sur une propulsion micro-Newtonienne de gaz froid. Le système
contrôle la position du satellite en fonctionnement continu pendant toute l’expérience,
ainsi le bruit généré est donc présent sur la différence d’accélération des deux masses-test
durant toute la mission.

Nous utilisons 12 capteurs de µ-propulsions, séparés en deux groupes de six µ -
propulseur. Les six premiers µ-propulseur contrôle les 6 degrés de liberté (trois trans-
lations et trois rotations) durant la première partie de la mission (jusqu’à l’épuisement
des gaz froids contenu dans leur réservoir respectif). Après, pendant la deuxième partie
de la mission, les six autres µ-propulseur sont utilisés. La taille du réservoir de gaz est la
limite principale de la durée de vie de la mission.

Pour l’étude de la corrélation entre les capteurs de micro-propulsions et la différence
d’accélération des deux masses-test ∆g, nous utilisons les µ-propulseurs résumés dans le
tableau 5.2, les capteurs sont répartis en trois localités selon la figure 5.14.
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Figure 5.14 – Distribution de µ-propulseur dans le satellite de la mission LPF [29]

Capteur de micro-propulseur Position
GST10094 Thruster 1
GST10095 Thruster 2
GST10096 Thruster 3
GST10097 Thruster 4
GST10098 Thruster 5
GST10099 Thruster 6

Table 5.2 – Répartition des capteurs de µ-propulseur dans LPF [23]
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Figure 5.15 – Séries temporelles des µ-propulseurs après reconstruction de 17 jours

5.7.1 Soustraction du bruit corrélé des micro-propulseurs sur la

différence d’accélération des masses-test

Nous étudions également les données du 2017-02-13 au 2017-03-02, pour les capteurs
de µ-propulsions nous utilisons six capteurs de propulseur (94 à 99 dans les données
LPF, vecteur des propulseurs du système CGAS), nous avons un fichier par jours et par
capteurs. On fait la reconstruction de la série temporelle de 17 jours (Voir figure 5.15). La
fréquence d’échantillonnage est de 1 Hz. Pour étudier le canal cible et le canal témoin, nous
interpolons les canaux du propulseur pour changer la fréquence d’échantillonnage, mais
nous ne pouvons pas étudier les fréquences supérieures à la fréquence d’échantillonnage
des µ-propulseurs.

On focalise la soustraction sur la bande de fréquence [0.047 Hz, 0.0793 Hz], sur cette
bande le coefficient de Pearson est de 0.98.

Sur les figures 5.18 et 5.19 le tracé bleu est la densité spectrale de puissance d’origine
du canal cible, en vert, le canal témoin (avec un facteur pour séparer la courbe), la ligne
rouge est le canal cible avec plusieurs soustractions de corrélation, qui est indépendante
par des canaux de µ-propulsion. Enfin, la ligne violette est le canal cible filtrée et lissée
par le filtre de Wiener.

Pour vérifier la soustraction, la figure 5.20 est le rapport du canal cible filtrée et du
canal cible. d’après la figure 5.20 elles ont été réduits à un facteur 16 pour les plus fortes
corrélations.
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Figure 5.16 – Empilement des cohérences de tous les capteurs µ-propulseurs et de la
différence d’accélération des masses-test pendant 17 jours avant (ligne bleue) et après
(ligne orange) soustraction

Figure 5.17 – Zoom sur l’empilement des cohérences de tous les capteurs µ-propulseurs
et de la différence d’accélération des masses-test pendant 17 jours avant (ligne bleue) et
après (ligne orange) soustraction
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Figure 5.18 – Norme de la transformée de Fourier du canal témoin et du canal cible
avec la dé-corrélation et le lissage des données

Figure 5.19 – PSD du canal témoin et du canal cible après la dé-corrélation et le lissage
des données entre le domaine [0.047 Hz, 0.0793 Hz]
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Figure 5.20 – Rapport du canal cible filtré et du canal cible non filtré pour la correction
des micro-propulseurs avec le filtre de Wiener

5.8 Température du satellite de la mission LPF

Nous utilisons vingt-quatre capteurs thermiques (Table 5.3), les capteurs sont répartis
en quatre localités : quatre capteurs de température dans le boîtier d’électrode de la
masse-test 1 (TM1) (respectivement quatre dans le boîtier d’électrode de la masse-test 2
(TM2)), trois dans la fenêtre optique 1 (respectivement trois dans la fenêtre optique 2),
quatre dans le banc optique et six sur la structure du satellite (voir figure 5.21). Ce sont
des thermistances Betatherm G10K4D372. Le capteur a une résistance nominale de 10
kΩ.

5.8.1 Traitement des données LPF

Nous étudions les données du 2017-02-13 au 2017-03-01, il s’agit d’une phase de me-
sure du bruit (pas de changement et de manipulation des paramètres du satellite). Les
données de différente de l’accélération sont un fichier d’une durée de 17J 13 h 59 m
59.40 s avec une fréquence d’échantillonnage de 10 Hz. Pour le capteur de température,
nous utilisons vingt-quatre capteurs thermiques (TS1 à TS24) (thermistances Betatherm
G10K4D372), nous avons un fichier par jours et par capteurs. On fait la reconstruction
de la Série temporelle de 17 jours (Voir figure 5.23). La fréquence d’échantillonnage de
0.2083 Hz. Nécessairement, nous devons changer la fréquence d’échantillonnage de l’accé-
lération pour qu’elle corresponde à la température. Nous avons construit un algorithme
pour calculer cela. Dans notre exemple, nous ajustons les deux séries temporelles (∆g0

et TS1) ; on prend le temps du capteur thermique comme référence. Pour tout tj,∆g0 (le
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Figure 5.21 – Répartition et localisation des capteurs thermiques dans LPF [23, 215]
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Capteurs thermiques Positions
TS1 EH1
TS2 EH1
TS3 EH1
TS4 EH1
TS5 EH2
TS6 EH2
TS7 EH2
TS8 EH2
TS9 OW1
TS10 OW2
TS11 OW1
TS12 EH2
TS13 OB
TS14 OB
TS15 OB
TS16 OB
TS17 STR
TS18 STR
TS19 STR
TS20 STR
TS21 STR
TS22 STR
TS23 OW2
TS24 OW1

Table 5.3 – Répartition des capteurs thermiques dans LPF [23]
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temps tj de la série-temporel du canal d’accélération) dans ∆tTS1,i et ∆tTS1,i+1, nous
avons calculé la moyenne des ∆g0 et pour le temps, on conserve la valeur de ∆tTS1,i+1.
Dans la figure 5.22, nous traçons la nouvelle série temporelle de ∆g0 après le changement
d’échantillonnage. Pour vérifier le résultat du changement de la fréquence d’échantillon-
nage du calcul de l’écart-type de la mesure du temps entre le canal d’accélération et la
mesure de température, près une vérification de toute la mesure du temps du capteur
thermique, nous pouvons conclure qu’il n’y a pas une différence. Pour la vérification du
temps de dérive, on utilise le temps du canal TS1. Dans la figure 5.24, la dérive relative
de la mesure du temps du capteur thermique TS1 et du temps de la nouvelle voie d’ac-

célération (100
|T0,TS1+i/fs,TS1−T∆g0,i|

T0,TS1+i/fs,TS1
) présentent les mêmes pics avec une erreur de 100 %,

c’est parce que pour un temps donnée, il n’y a pas de mesure du temps. Il manque un
point. On distingue des pics autour de 3%, cela représente 0.14 s. Ce saut est en dehors
de notre étude, puisque cet effet est hors de la bande spectrale. Mais, au regard de ce
calcul, nous montrons qu’il y a des sauts dans la mesure du temps de LPF. Ceci pourrait
être source d’ennui pour des études de hautes fréquences.

Figure 5.22 – Série temporelle de la différence d’accélération des test-masses après le
changement de fréquence l’échantillonnage

5.8.2 Densité spectrale de puissance (PSD) des températures

Nous séparons les données en segment d’un jour. Nous avons choisi d’empiler les PSD
des capteurs thermiques distribués depuis l’engin spatial pour réduire les fluctuations.
On utilise le même procédé pour l’accélération. Sur la figure 5.25, il s’agit de la densité
spectrale d’amplitude de la température pendant la période du mois de février 2017 [23].
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Figure 5.23 – Séries temporelles de la Température après reconstruction de 17 jours du
capteur GSS00001

Figure 5.24 – Décalage relatif de la mesure du temps du capteur thermique TS1
(GSS00001) et du temps de la nouvelle voie d’accélération. Nous constatons qu’il existe
un décalage de temps périodique, il s’agit du manque d’un point (décalage de 100 %).
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Sur la figure 5.26, nous montrons la densité spectrale d’amplitude de la température
pendant la période de 17 jours de tous les capteurs résumés dans le tableau 5.3, en
complément de ce tracé, nous traçons également le modèle d’ajustement d’Armano et
al. [23]. Selon la fonction d’ajustement, les deux figures sont vraiment similaires. Notre
calcul de la densité spectrale d’amplitude semble être correctement calculée.

Figure 5.25 – Densité spectrale d’amplitude (ASD) de la température durant la période
du mois de février 2017 [23]
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Figure 5.26 – Empilement de 17 jours de la densité spectrale d’amplitude de tous les
capteurs thermiques du satellite LPF

5.8.3 Cohérence entre température et accélération

Dans cette section, nous présentons le calcul de la cohérence entre la température et
la différence d’accélération des masses-test de LPF. Dans la figure 5.27, la cohérence est
plate autour de la valeur Y = 1

17
, c’est l’inverse du nombre de jours empilés. d’après cette

figure, nous n’avons aucune corrélation entre la température et l’accélération différentielle
des masses-test LPF sauf à très basses fréquences autour de 2× 10−4 Hz. La figure 5.28
est un exemple et la cohérence, et de la non-corrélation.

En effet, on peut distinguer un pic sur la cohérence avec tous les capteurs thermiques
du satellite et de la différence d’accélération des masses-test LPF à la fréquence f =

1.5 ± 0.2 10−4 Hz. Ce qui correspond à une oscillation d’une période de deux heures ;
ce pic pourrait correspondre au deuxième mode de décomposition spectrale de la plus
grande oscillation de température (selon la section 5.8.4). Nous avons le fondamental à
f0 = 4.4 10−5 Hz, le premier mode sera à f1 = 1.3 10−4 Hz (fk = (2k + 1)f0).

5.8.4 Étude de cohérence avec une augmentation forcée de la

température

Données de l’augmentation forcée de la température

Selon l’article d’Armano et. al [23], pendant la mission LPF quelques instants sont
réservés à l’étude du bruit. C’est l’origine des données de notre première étude. Et, il y
a aussi quelques expérimentations à bord de LISA Pathfinder. Dans cette section, nous
étudierons l’influence d’une injection thermique (10 mars 2016) sur la différence d’accélé-
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Figure 5.27 – Empilement de 17 jours de la cohérence de tous les capteurs thermiques
dans le satellite et de la différence d’accélération des masses-test de LPF

Figure 5.28 – Empilement de 17 jours de la cohérence du capteur thermique TS1 et de
la différence d’accélération des masses-test de LPF
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ration. Nous étudierons les injections thermiques dans le boîtier d’électrode 1 (injection
des capteurs TS1, TS2, TS3 et TS4). Dans la figure 5.29, c’est la différence d’accéléra-
tion des masses-test LPF après le ré-échantillonnage lors de l’injection thermique et la
figure 5.30 est la température de tous les capteurs thermiques pendant l’injection ther-
mique. On voit l’évolution de l’augmentation thermique des capteurs du boîtier d’élec-
trode 1. Les capteurs proches de l’EH1, les capteurs de la fenêtre optique 1 (TS9, TS11 et
TS24), suivent l’augmentation de la température. Il y a bien un effet de l’augmentation
de la température avec la fréquence de 4.4 10−5 Hz. C’est dans la bande de fréquences
de LISA, mais pour notre étude de cohérence, nous sommes hors de la bande. On peut
voir une autre fréquence, si on fait un zoom sur les données (figure 5.31), nous avons un
signal carré d’une période de 1 000 s, cela correspond à une fréquence de 1 10−3 Hz. La
modulation de cette onde carrée peut être définie par morceau :T (t) = T0(1− e−t/τ ), t ∈ [0, T/2[

T (t) = T0e
−t/τ , t ∈ [T/2, T ]

(5.19)

∆g(t) = ∆g,0(1− e−t/τ ), t ∈ [0, T/2[

∆g(t) = ∆g,0e
−t/τ , t ∈ [T/2, T ]

(5.20)

C’est ce que l’on peut voir en orange sur la figure 5.31, l’ajustement de l’onde carrée
donne T0 = 0.0175K et τ = 47.3s. Nous avons un bon chevauchement des données
et de la modélisation. On peut faire le même travail sur la différence d’accélération des
masses-test (figure 5.32). Les données sont plus bruyantes, la fonction d’ajustement donne
∆g,0 = 8.98 10−13 m.s−2 et τ = 47.5s. Le résultat de ces ajustements est très proche,
c’est une première mise en évidence d’une corrélation. On peut calculer le PSD de la
modélisation du créneau et comparer avec le PSD des capteurs thermiques.

d’après la section B de la thèse de Josep Sanjuán Muñoz [215], nous avons une esti-
mation de τ = 86−56

+56 s. Nous avons un chevauchement des deux estimations.

La figure 5.33 présente la PSD de la modélisation de l’onde carrée avec la PSD du
zoom de la série temporelle lors de l’injection thermique dans le capteur thermique TS1.
d’après ce tracé, nous avons la même décomposition spectrale du signal. Nous avons
un pic à 1 .10−3 Hz, cela confirme nos attentes. Ce pic est suivi d’harmoniques impairs
(3.10−3, 5.10−3, 7.10−3, · · · Hz), c’est typiquement la décomposition spectrale d’une onde
carrée.

La figure 5.34 et la figure 5.35 sont respectivement la densité spectrale de puissance
de la différence d’accélération des masses-test après le changement de fréquence d’échan-
tillonnage et la densité spectrale de puissance du capteur thermique lors de l’injection
thermique. Les deux tracés présentent la même distribution de pics. C’est exactement la
même décomposition spectrale de l’onde carrée. C’est la deuxième preuve de la présence

258



Figure 5.29 – Séries temporelles pendant l’injection thermique de la différence d’accélé-
ration des masses-test après le changement de fréquence d’échantillonnage

Figure 5.30 – Séries temporelles lors de l’injection thermique des capteurs thermiques
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Figure 5.31 – Zoom sur les séries temporelles lors de l’injection thermique dans les
capteurs thermiques

Figure 5.32 – Zoom sur les séries temporelles lors de l’injection thermique de la différence
d’accélération des masses-test après le changement de fréquence d’échantillonnage
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Figure 5.33 – Comparaison de la PSD de la modélisation du signal carré avec la PSD
du zoom de la série temporelle lors de l’injection thermique du capteur thermique TS1

d’une corrélation entre température et accélération des tests-masses.
Nous avons la confirmation de l’évidence de la cohérence entre la différence d’accélé-

ration des masses-test et tous les capteurs thermiques lors de l’injection thermique, selon
la figure 5.36 et la figure 5.37. La cohérence est maximale pour les valeurs de la distri-
bution des pics de l’onde carrée. On a une cohérence très importante avec le capteur du
boîtier d’électrode 1 (TS1, TS2, TS3, TS4), une cohérence plus faible avec les capteurs
de la fenêtre optique 1 (TS9, TS11, TS24). Les capteurs de l’OW1 sont plus proches de
l’EH1 et dans la série temporelle, on peut distinguer une augmentation de la tempéra-
ture, ceci nous indique qu’il s’agit bien d’une cohérence liée à l’augmentation thermale.
Nous constatons également que l’augmentation de température se propage avec un effet
d’atténuation, car la cohérence devient plus faible lorsque l’on s’éloigne de l’injection.

5.8.5 Soustraction du bruit corrélé de la température sur la dif-

férence d’accélération

Nous pouvons calculer la cohérence entre la température et la différence d’accéléra-
tion sur les figures 5.38 et 5.39 avec des canaux sans glitches, nous avons une évidence
d’une corrélation à f ' 1. 10−4Hz. Pour étudier le canal cible et le canal témoin, nous in-
terpolons les canaux thermiques pour changer la fréquence d’échantillonnage, mais nous
ne pouvons pas étudier la fréquence supérieure à la fréquence d’échantillonnage de la
température fs = 0.2083 Hz.

Pour la soustraction, on se focalise sur la bande de fréquences [1 10−5 Hz, 5.8 10−4 Hz],
sur cette bande le coefficient de Pearson est 0.98.
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Figure 5.34 – PSD lors de l’injection thermique de la différence d’accélération des
masses-test après le changement de fréquence d’échantillonnage

Figure 5.35 – PSD lors de l’injection thermique du capteur thermique TS1

262



Figure 5.36 – Cohérence entre la différence d’accélération des masses tests et l’ensemble
des capteurs thermiques lors de l’injection thermique

Figure 5.37 – Cohérence entre la différence d’accélération des masses tests et le capteur
thermique TS1 lors de l’injection thermique

263



Figure 5.38 – Cohérence de l’empilement de tous les capteurs thermiques et de la diffé-
rence d’accélération pendant les 17 jours

Figure 5.39 – Zoom sur la cohérence de la moyenne de tous les capteurs thermiques et
de la différence d’accélération pendant les 17 jours
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Sur les figures 5.40 et 5.41 le tracé bleu est la densité spectrale de puissance du canal
cible, en vert, le canal témoin (avec un facteur pour séparer la courbe), la ligne rouge est
le canal cible avec une soustraction multiple de corrélation. Enfin, la ligne violette est le
canal cible filtré et lissé par le filtre de Wiener.

Figure 5.40 – Canal témoin et canal cible après la dé-corrélation et le lissage des données

Pour vérifier la soustraction de la corrélation, le figure 5.42 montre le rapport entre
canaux cible filtrée et du canal cible non filtrée. d’après la figure 5.42, les cohérences ont
été réduites à basses fréquences par un facteur d’important.

5.9 De-glitching de la différence d’accélération des TM

Dans cette section, nous présentons la méthode pour de-glitché le canal d’accélération.
En fait à un certain moment, les séries temporelles présentent un écart pour une raison
inconnue, ceux-ci se caractérisent par un excès de puissance sur la série temporelle, mais
nous observons des forces parasites apparaissant par intermittence dans le canal de bruit
d’accélération différentielle. Dans le traitement de données actuel de LISA PathFinder,
il existe un algorithme de déglitche sur les canaux d’accélération. Dans notre calcul,
nous voulons conserver la corrélation entre le µ-propulseur et le bruit d’accélération.
Les traitements de données de nettoyage par la collaboration LPF soustraient l’effet des
propulseurs avant de soustraire les glitches. Nous devons donc implémenter un algorithme
pour soustraire les glitches et de conserver l’effet des micro-propulseurs avant de calculer
la corrélation. La banque de données de LPF, nous fournit pour une série temporelle
d’accélération donnée la position des glitches t0, l’amplitude A et le temps caractéristique
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Figure 5.41 – Zoom sur le canal témoin et le canal cible après la dé-corrélation et le
lissage des données dans le domaine [1 10−5 Hz, 5.8 10−4 Hz]

Figure 5.42 – Rapport du canal cible filtré et du canal cible non filtré
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des glitches beta. La table 5.4 est le résumé des paramètres du 8 glitches présents sur la
série temporelle entre (2017/02/13 et 2017/03/01). Le signal du bruit de chaque glitche
peut-être modélisé par une fonction dans le domaine temporel tel que :

∆gglitch = 2Aβ−1.5(t− t0) exp

(
−2(t− t0)

β

)
L1(t− t0) (5.21)

avec L1 le premier polynôme de Laguerre.

t0 (s) A (m.s−2) β (s)
160110 1.2665× 10−13 55.153
547079 3.1845× 10−12 103.738
593615 8.14244× 10−13 33.2717
683136 1.65263× 10−13 9.40455
820548 −3.62851× 10−13 12.1084
982343 3.50509× 10−12 80.573

1163260 7.68556× 10−14 91.4247
1407070 1.61535× 10−13 71.0094

Table 5.4 – Paramètres des glitches du 2017-02-13 au 2017-03-01

Figure 5.43 – Exemple de glitches dans le canal du bruit d’accélération avec un bruit
gaussien.

La figure 5.43 est un exemple de glitche avec un bruit blanc, la ligne orange est la
série temporelle des données, le tracé vert correspond à l’ajustement du modèle (voir
5.21) et la ligne bleue est la courbe résiduelle (Données − Modèle). Sur la figure 5.44,
nous présentons l’ensemble des glitches présents sur les séries temporelles du 2017-02-13
au 2017-03-01. La position, l’amplitude et les constantes de temps pour chaque glitche
sont présentées dans le tableau 5.4. La série temporelle initiale peut être corrigée par un
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Figure 5.44 – Série temporelle totale des glitches du canal de bruit d’accélération à
partir du 2017-02-13 au 2017-03-01

Figure 5.45 – Série temporelle d’accélération ∆g(t) du 13/02/2017 au 01/03/2017 (ligne
bleue), avec la position des glitches (lignes grises en tirets verticaux) et la série temporelle
totale des glitches (ligne orange)

268



Figure 5.46 – Densité spectrale de puissance de l’accélération avec et sans glitches

Figure 5.47 – Densité spectrale d’amplitude de l’accélération avec et sans glitches
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modèle linéaire (∆gcorr(t) = a∆g(t)+∆g0) ; en fait les accélérations présentent une dérive
que nous corrigeons. Nous avons besoin d’une accélération fluctuant autour de zéro pour
dé-glitcher les séries temporelles. Nous avons la preuve sur la figure d’accélération 5.45
que la série temporelle d’accélération ∆g(t) a une plus grande amplitude comparée à
l’amplitude du calcul des glitches de l’équation du modèle 5.21 et les paramètres des
données LPF (voir table 5.4). En conclusion, la soustraction des glitches sur les séries
temporelles n’a pas d’effet significatif avec les valeurs des glitches de l’ajustement de
LPF. Dans le simple but de supprimer l’effet des glitches sur les séries temporelles, nous
utiliserons le canal de level 4. Il s’agit du plus haut niveau de traitement de données sur
les données LPF disponible pour l’utilisateur. Pour cela, on cherche à estimer la forme
du signal sur le spectre de puissance. Ainsi, nous utilisons un ajustement polynomial des
deux canaux (forme d’onde des glitches et canal du level 4 ), on estime la même chose
sur les canaux level4 (celui-ci est labellisé channel 4 dans les figures 5.46 et 5.47), puis
on ajoute le modèle polynomial du canal du level 4 sur la différence entre le spectre de
puissance et l’ajustement polynomial du signal de glitches. Nous supposons que l’effet des
glitches sont de changer la forme du signal et que ceci peut être corrigé dans le domaine
fréquentiel par un ajustement polynomial. Ceci ne remplace en rien l’étude réalisée par la
collaboration LPF, mais nous donne rapidement un signal sans glitches avec conservation
des corrélations. Finalement, on obtient un spectre de puissance sans glitches, mais avec
toutes les autres sources corrélées. Il suffit de revenir dans le domaine temporel pour
obtenir la série temporelle sans glitches. Les figures 5.46 et 5.47 sont respectivement la
densité spectrale de puissance et d’amplitude de l’accélération avec les glitches (level 0,
en bleu), sans glitches (level 4, en orange) et sans glitches, mais avec bruit corrélé (en
vert).

5.10 Résumé de la mesure des corrélations

On peut calculer la corrélation avec la nouvelle série temporelle ∆gdeglitch(t), dans la
figure 5.48, on superpose la mesure de cohérence entre l’accélération et le champ magné-
tique, la température et les micro-propulseurs, respectivement en rouge, vert et orange. La
ligne bleue est la somme des trois cohérences. Nous ajoutons également dans ce graphique
la densité spectrale de puissance LISA des canaux A, E et T (voir l’équation 3.66) pour
voir dans quelle bande de fréquences de LISA vivent les corrélations de LPF. Notre désir
est de comprendre quelle partie du bruit de LISA serait affecté par l’ajout des corrélations
de LPF. 

PSDA = NA

PSDE = NE

PSDT = NT

(5.22)
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Figure 5.48 – Corrélation entre le canal d’accélération des masses-test LPF level 0
sans glitch (méthode de suppression des glitches sur le domaine spectral) et le champ
magnétique, la température et le µ-propulseur

Les composantes de bruit NA(f) = NE(f) et NT (f) peuvent s’écrire :{
NA = N1 −N2

NT = N1 + 2N2

(5.23)

avec  N1(f) =
(

4Ss(f) + 8
(

1 + cos2
(
f
f∗

))
Sa(f)

)
|W (f)|2

N2(f) = − (2Ss(f) + 8Sa(f)) cos
(
f
f∗

)
|W (f)|2

(5.24)

W (f) = 1− e−
2if
f∗ et  Ss(f) = NPos

Sa(f) = Nacc
(2πf)4

(
1 +

(
0.4 mHz

f

)2
)
.

(5.25)

l’amplitude du budget du niveau de bruit de LISA est donnée dans le LISA Science
Requirement Document et [38]. Pour créer les données de notre exemple, nous utilisons
un bruit d’accélération de Nacc = 1.44 × 10−48 s−4Hz−1 et la fluctuation de la longueur
du chemin optique NPos = 3.6 × 10−41 Hz−1. Ce qui correspond à une durée de collecte
de donnée de quatre ans.

Nous suivons le formalisme de [222]. Les canaux A, E et T sont dérivés des canaux X,
Y et Z [238], les bras de Michelson inégaux centrés sur les trois engins spatiaux. Nous sup-
posons que la mesure du signal d’onde gravitationnelle par LISA est la même sur les trois
canaux, mais avec une phase de 2π/3 ; cela vient des orientations différentes de chaque
Michelson à bras inégaux. On suppose également que le bruit n’est pas corrélé entre les
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canaux X, Y, Z. Nominalement, le canal T ne contient pas de signal d’onde gravitation-
nelle, mais contient le bruit LISA non corrélé. Cette hypothèse n’est pas parfaitement
exacte, mais pour cette analyse, nous la considérerons comme vraie. Les relations sont :

A = 1√
2
(Z −X)

E = 1√
6
(X − 2Y + Z)

T = 1√
3
(X + Y + Z).

(5.26)

Nous supposons que les canaux A et E contiennent les mêmes informations d’ondes
gravitationnelles et le même niveau de bruit. Ils sont modélisés par les mêmes paramètres
que le canal T .

5.11 Corrélations de LISA PathFinder (LPF) intégrées

dans le bruit de LISA

Dans cette section, nous discutons de la possibilité d’ajouter les corrélations de Path-
finder LISA dans le bruit de LISA.

5.11.1 Corrélation de LPF dans le canal de bruit analytique de

LISA

La cohérence est le spectre de fréquences normalisé de la mesure de corrélation, c’est
un vecteur de valeurs comprises entre 0 et 1 qui dépend de la fréquence. Pour certaines
fréquences ou bandes de fréquences, la cohérence est proche de 1, c’est là que le bruit est
corrélé. Nous supposons que le bruit corrélé dans la mesure d’accélération est similaire
dans LPF et dans LISA, car l’architecture des deux engins spatiaux est très proche en
termes de géométrie et de technologie. Par exemple, les µ-propulseurs seront identiques.

La première idée est d’introduire des corrélations comme une perturbation de l’am-
plitude du type de bruit considéré. Dans notre cas, le bruit de corrélation dans LPF est
un bruit de perturbation d’accélération dans LISA. Pour cela, nous injectons le bruit
des corrélations d’accélération comme un nouveau bruit d’accélération dans LISA. Nous
transformons le niveau de l’amplitude du bruit d’accélération en un vecteur sur les fré-
quences tel que celui-ci intègre la corrélation de LPF :

Nacc,corr(f) = Nacc

(
1 +

1

N

N∑
i=1

CLPFacc,ni(f)

)
(5.27)

avec CLPFacc,ni la cohérence entre le bruit d’accélération et le canal de bruit ni. Dans
notre cas, les ni sont les µ-propulseur, le champ magnétique et la température de l’engin
spatial.
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Dans un cas général, il est également possible d’ajouter un bruit corrélé dans les
canaux de bruits analytiques de LISA, avec la mise à jour du niveau d’amplitude du
chemin optique Npos.

Figure 5.49 – Densité spectrale de puissance des canaux AE et T avec et sans corrélation
LPF.

Dans les figures 5.49, 5.50 et 5.51, le bleu, orange, vert, rouge et violet sont respecti-
vement : le calcul avec corrélation totale de LPF (Corr

(
Acc,Mag+Temp+Thruster

)
),

la corrélation à partir du champ magnétique, la corrélation à partir de la température du
satellite et le calcul du spectre du bruit de LISA sans corrélation. La figure 5.49 est la
densité spectrale de puissance du canal A,E et T avec les corrélations de LPF. l’effet de
la mise à jour du bruit analytique de LISA avec les corrélations de LPF est quasiment
invisible sur la densité spectrale de puissance. Nous introduisons la différence relative
entre la densité spectrale de puissance du canal I (I = A,E et T ) sans corrélation et avec
les corrélations de LPF.

5.11.2 Corrélation de LPF dans le modèle de performance LISA

et du budget d’erreur

Une deuxième possibilité pour ajouter les corrélations de LPF dans le bruit LISA est
d’utiliser le modèle de performance de LISA et le budget d’erreur [166].

Le bruit LISA peut être modélisé par plusieurs composants : le bruit optique (le bruit
de déplacement apparent total dans un seul lien, il provient de la combinaison du bras
long, des masses-test, des interféromètres de référence et de l’erreur résiduelle du TDI)
et le bruit d’accélération (le bruit équivalent d’une seule masse-test provenant du bruit
de force sur celle-ci). Pour les deux composants, nous pouvons décomposer tous les ef-
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Figure 5.50 – Rapport entre NI,corr−NI
NI

(I = AE et T ) et les canaux A,E et T avec et
sans corrélation LPF.

Figure 5.51 – Zoom sur les basses fréquences (LF) et hautes fréquences (HF) du rapport
entre NI,corr−NI

NI
(I = A,E et T ) et les canaux A,E, T avec et sans corrélation LPF.
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fets physiques. Pour la simulation du bruit LISA, nous avons deux types d’estimation.
La première est issue de la modélisation et de la mesure des effets physiques en labo-
ratoire (approche bottom-up), dans le consortium, on l’appelle "CBE" (Current Base
Estimation). La seconde vient de la performance des exigences d’observation, ce dont
nous avons besoin pour observer ce que nous voulons (approche descendante). Dans le
consortium, on l’appelle « Allocation ». C’est la valeur de la contenue dans la proposition
de LISA. Vous pouvez décrire le bruit LISA avec deux niveaux de magnitude : Nacc pour
le bruit d’accélération et Npos le niveau d’amplitude du bruit optique. Les deux niveaux
de magnitude correspondent au bruit d’allocation, mais c’est la grandeur de bruits maxi-
mum. Il s’agit de celle que nous utilisons, pour la réussite des projets scientifiques, il ne
faut pas avoir un niveau de bruit supérieur. Dans le bilan de bruit LISA, le bruit d’am-
plitude de niveau de magnitude peut être décomposé en effets physiques. l’idée de cette
section est d’introduire directement dans le budget d’erreur de LISA lesdites corrélations,
là où l’effet de la corrélation est censé avoir un effet. Ainsi, nous choisissons d’introduire
directement les corrélations comme un nouvel effet physique, et de produire une nouvelle
estimation du bruit LISA. Pour cela, nous devons implémenter complètement le budget
d’erreur de LISA.

Les corrélations entre le bruit d’accélération des masses-test de LPF et les autres ca-
naux étudier doivent donc s’ajouter au budget de bruit de LISA au niveau du bruit d’ac-
célération de la masse-test (TM). La figure 5.52 est la densité spectrale d’amplitude des
sources de bruit d’accélération résiduelle. Il s’agit de la variation spectrale de l’allocation
totale (voir l’équation 5.28). Le bilan du bruit d’accélération Sg est subdivisé en diffé-
rentes contributions, l’accélération brownienne des TM provenant de l’amortissement des
gaz résiduels (ligne noire), le bruit de la force d’actionnement (ligne en pointillé bleu), les
forces électrostatiques parasites (ligne rose), les forces magnétiques (ligne cyan), les forces
de fluctuation de température (ligne marron), le couplage de rigidité dû aux mouvements
du satellite (S/C), le bruit du MOSA (Moving Optical Sub-Assembly) (ligne orange), les
fluctuations gravitationnelles (ligne bleu foncé) et le bruit de pression du rayonnement
laser (ligne verte). Chaque groupement de bruit du même sont ajoutés comme la somme
quadratique des effets physiques. Par exemple, les corrélations de la masse d’essai LPF
affectera le couplage de rigidité du satellite (S/C) et du MOSA. La figure 5.53 est la
densité spectrale d’amplitude du bruit d’accélération de la force de couplage TM-S/C
et du MOSA, la fluctuation de la température, le champ magnétique et la correction de
l’orbite avec le µ-propulseur sur LPF aura le même effet sur les satellites dans LISA. La
rigidité de l’axe x est la quantité affectée par les corrélations de LPF. À basses fréquences,
le CBE devient plus grand par rapport à l’allocation, à hautes fréquences, l’écart est in-
férieur à l’allocation. Pour une mesure du SGWB, cet écart à basses fréquences sera un
problème. Il s’agit d’une étude que nous avons réalisée plus loin dans ce document. Sur
la figure 5.54, nous avons la preuve de l’écart aux basses fréquences sur la sensibilité de
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LISA entre sans et avec corrélations LPF. Les corrélations LPF ont un effet sur le bruit
de LISA aux basses fréquences. Nous devons étudier cette lacune dans le contexte de nos
mesures cosmologiques.

Sg <
[
2.4 fm.s2Hz−1/2

]2
(

1 +

(
0.4 mHz

f

)2
)(

1 +

(
f

8 mHz

)4
)

(5.28)

Figure 5.52 – PSD du bruit d’accélération résiduelle des forces de couplage TM-
SC/MOSA et introduction des corrélations LPF dans le budget d’erreur sur les canaux
CBE (ligne noire).

Dans le modèle de performance de LISA, avec pour les CBE comme pour les allo-
cations, il n’y a pas d’estimation de bruits corrélés. Il est supposé pour le moment qu’il
n’y a aucune corrélation entre les différents canaux de LISA pour estimer le bruit LISA.
Il s’agit de l’état de connaissance actuel, mais des études sur le sujet devraient arriver
prochainement. Nous ajoutons le bruit corrélé de LPF dans le bilan de bruit LISA, mais
avec cette méthode, nous supposons que les corrélations ne sont pas anti-corrélée. Pour
avoir une meilleure idée du bruit des corrélations de LPF, nous devons calculer le bruit
à partir du calcul de TDI. C’est-à-dire en ajoutant le bruit des corrélations directement,
dans le calcule des série-temporelles du bruit de LISA.

5.11.3 Corrélations de LPF dans l’Interférométrie à retardement

Time Delay Interferometry (TDI)

La constellation LISA de trois engins spatiaux sera placée sur une orbite héliocentrique
et formeront un triangle équilatéral de 2.5 millions de kilomètres de longueur de bras. La
distance de chaque satellite à un autre sera mesurée par des faisceaux laser. l’orbite de la
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Figure 5.53 – Bruit d’accélération produit par le bruit de force de couplage TM-
SC/MOSA et introduction de corrélations LPF dans le budget d’erreur sur les canaux
CBE (ligne noire).

Figure 5.54 – Sensibilité de la strain de LISA et introduction des corrélations LPF dans
le budget d’erreur sur les canaux CBE (ligne noire).
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constellation forme un angle de retard de 20° par rapport à celle de la Terre. De même
que LISA effectue une orbite de période un an, pendant ce temps, il effectue également
une révolution sur lui-même. Pour cette étude, nous utilisons la version TDI du Mock
LISA Data Challenge (MLDC) [37]. Dans chaque satellite de la constellation LISA, il
y a deux MOSA, une fibre optique établit le seul lien optique entre les deux MOSA ;
chaque engin spatial est en communication avec un bras long de LISA avec un autre
satellite. Nous avons donc trois bras longs et 6 MOSA, en conclusion, nous avons six
niveaux de bruit de position et six magnitudes d’accélération (voir figure 5.55). Dans
chaque MOSA, nous supposons que le bruit de position est un bruit gaussien à moyenne
nul avec une densité spectrale de Sp(f) = 3.6 × 10−41 Hz−1 ; et le bruit d’accélération

comme Sa(f) = 1.44×10−48 s−4Hz−1

(2 pif)4

(
1 +

(
0.4 mHz

f

)2
)
. Dans cette section, nous supposons

que nous avons la même amplitude de bruit d’amplitude pour chaque MOSA. Dans une
autre étude, nous introduisons un bruit d’amplitude différente et étudions les écarts de
bruit dans les canaux A, E et T . Nous supposons également la configuration LISA à bras
égaux.

Figure 5.55 – Constellation LISA avec les 3 satellites, 6 MOSA et 6 liaisons laser [216]

Si l’on considère npij(t) et naij(t), les séries temporelles respectives du bruit de position
et d’accélération de la liaison reliant les engins spatiaux i et j, dans le sens i vers j (Bruit
gaussien suivant la distribution de la densité spectrale de puissance du bruit de LISA voir
le LISA Noise Budget [166]). On peut construire les canaux Doppler pour chaque bras ij
et ji :

hij(t) = npij(t)− naij(t) + naji(t− L) (5.29)

hji(t) = npji(t) + naji(t)− naij(t− L) (5.30)
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On peut former des canaux de Michelson :

hi(t) = hij(t− L)− hji(t) + hik(t− L)− hki(t) (5.31)

Avec les canaux de Michelson, nous pouvons former les canaux TDI X, Y, Z en sous-
trayant un signal de Michelson retardé de L (avec c = 1) avec un non-retardé.

U(t) = hi(t)− hi(t− L) (5.32)

avec U = X, Y, Z.

Nous avons donc finalement les canaux TDIX, Y, Z, avec lesquels nous pouvons former
les canaux A,E, T :

A =
1√
2

(Z −X), E =
1√
6

(X − 2Y + Z), T =
1√
3

(X + Y + Z) (5.33)

Les figures 5.57 et 5.56 sont respectivement les séries temporelles et les périodo-
grammes du résultat du calcul du TDI sans l’ajout de la corrélation LPF. La figure
5.56 laisse penser dans un premier temps qu’il y a une bonne implémentation de notre
TDI, de plus, on note une bonne concordance du modèle PSD analytique de Smith &
Caldwell [222] et des périodogrammes du TDI.

(a) a (b) b

Figure 5.56 – Canaux de séries temporelles XY Z (5.56(a)) et AET (5.56(b)) sans
corrélation LPF

Les figures 5.59 et 5.58 sont respectivement les séries temporelles et les périodo-
grammes du résultat du calcul du TDI avec l’ajout des corrélations de LPF aux niveaux
observé avec nos études précédentes des données de LPF. On ajoute les corrélations
comme une modification du niveau de bruit d’amplitude d’accélération (voir 5.27). Sur
la figure 5.56, on distingue un écart aux basses fréquences du périodogramme. C’est l’en-
droit où la mesure des ondes gravitationnelles stochastiques est effectuée. Il doit donc
avoir un effet des bruits corrélés de LPF sur la mesure du fond stochastique.
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(a) a (b) b

Figure 5.57 – Périodogrammes des canaux XY Z (5.57(a)) et AET (5.57(b)) sans cor-
rélation LPF et PSD de Smith & Caldwell [222] des canaux XY Z et AET . Il y a un
très bon chevauchement entre le budget de bruit du modèle de Smith & Caldwell (2019)
(tracés du périodogramme) et les périodogrammes des canaux XY Z et AETde notre
implémentation du TDI

(a) a (b) b

Figure 5.58 – Canaux des séries temporelles XY Z (5.56(a)) et AET (5.56(b)) avec les
corrélations de LPF

(a) a (b) b

Figure 5.59 – Périodogrammes des canaux XY Z (5.57(a)) et AET (5.57(b)) avec les
corrélations de LPF et le modèle de bruit de LISA de Smith & Caldwell [222] des canaux
XY Z et AET
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5.11.4 Séparation spectrale du SGWB dans le contexte de l’ajout

des corrélations de LPF

Comme c’est décrit dans [51], nous avons reproduit la même étude que dans la sec-
tion 3.1, mais dans deux contextes (avec et sans corrélations de LPF), pour voir l’effet
des corrélations de LPF sur la mesure du fond cosmologique. Nous utilisons pour estimer
la séparation spectrale l’erreur du paramètre que nous estimons, dans notre cas, il s’agit
de l’amplitude du fond cosmologique. Pour cela, nous calculons l’incertitude que nous
avons définie comme le rapport entre l’erreur de la valeur mesurée et la valeur mesurée.
Pour une incertitude issue d’un A-MCMC, on prend pour chaque paramètre l’écart-type
de la distribution postérieure ; nous le produisons en calculant la distribution de chaque
chaîne issue de la convergence du MCMC. Il est également possible d’estimer cette in-
certitude avec l’information de Fisher. En effet, nous utilisons pour chaque paramètre
d’entrée l’erreur donnée par la racine carrée de la diagonale de la matrice de covariance.
Ainsi, en faisant varier un paramètre que l’on cherche à étudier, on a une estimation de
l’incertitude de mesure en fonction de la valeur du paramètre étudié. Il est alors possible
de comparer les deux estimations d’incertitude. Un bon chevauchement des deux études
est le signe que les études sont consistantes.

Nous présentons le but de notre étude, à savoir la capacité pour LISA de mesurer un
fond cosmologique en présence d’autres signaux stochastiques et bruits corrélés d’accé-
lération du système de masses-test. Nous avons, à partir de notre étude précédente [51],
présenté la preuve de la séparabilité des fonds cosmologique et astrophysique avec une
précision autour de ΩGW,Cosmo ≈ 1× 10−12 à 1× 10−13.

Nous calculons l’incertitude de mesure de la magnitude du fond cosmologique pour
des densités d’énergie cosmologique normalisées entre 1× 10−14 et 1× 10−8. Nous fixons
la limite de détectabilité lorsqu’il y a moins de 50% d’incertitude sur la densité d’énergie
cosmologique normalisée du SGWB produit cosmologiquement.

Nous menons également une étude bayésienne, en effet, nous utilisons un algorithme
d’A-MCMC pour estimer les paramètres de notre modèle : il s’agit des deux grandeurs
du bruit de LISA ; les deux paramètres du fond cosmologique, l’amplitude et la pente
associée ; le fond astrophysique, de même nous ajustons l’amplitude et la pente. Au to-
tal, nous ajustons six paramètres sur les deux périodogrammes des canaux A et E, et
simultanément les deux paramètres de bruit du canal T . Nous présumons que l’effet des
corrélations LPF sera une augmentation de l’amplitude du bruit d’accélération de LISA.
Nous utilisons le fond astrophysique de Chen et. al [68]. Nous ajustons le niveau du fond
cosmologique pour déterminer sa détectabilité. Ainsi, nous pouvons produire des estima-
tions paramétriques de l’A-MCMC pour des densités d’énergie normalisées cosmologiques
entre 1×10−14 et 1×10−8. Les corrélations de LPF sont donc ajoutées dans LISA comme
un bruit corrélé à l’ensemble des MOSA de la constellation LISA.
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Figure 5.60 – Estimation de l’incertitude de l’amplitude cosmologique, avec l’étude
de l’information de Fisher en bleu et l’A-MCMC représenté par les croix noires. La ligne
horizontale en tirets supérieure représente le niveau d’erreur à 50% (critère de limitation).

Figure 5.61 – Estimation de l’incertitude de l’amplitude cosmologique dans le cas de
l’ajout les corrélations de LPF, avec l’étude d’information de Fisher en bleu et l’A-MCMC
représenté par les croix noires. La ligne horizontale en tirets supérieure représente le
niveau d’erreur à 50% (critère de limitation).
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Les figures 5.60 et 5.11.4 sont respectivement l’estimation de l’incertitude de l’ampli-
tude cosmologique de l’étude de l’information de Fisher en ligne bleue et de l’étude de
la distribution des chaînes de l’étude de l’A-MCMC représentée par le nuage de points
noirs avec et sans corrélation LPF. Les résultats sont dans le tableau 5.5. Les corrélations
de LPF introduisent une petite perte de performance de la mesure du SGWB avec notre
méthode de séparation spectrale.

ΩCosmo

Limite avec LPF 6.0 × 10−13

Limite sans LPF 4.7 × 10−13

Table 5.5 – Limitation de la mesure de l’amplitude cosmologique SGWB avec et sans
corrélations de LPF

5.12 Modification du bruit de LISA

Dans cette section, nous nous intéressons à comprendre les limites de notre algorithme
de mesure en termes de modifications et de complexification du bruit de LISA.

5.12.1 Augmentation du niveau du bruit du chemin optique de

LISA

Nous avons comme dans le cas de l’ajout du bruit des corrélations de LPF, augmenté le
bruit du chemin optique de LISA est analysé le résultat de la mesure du fond stochastique
avec notre méthode lié aux études de Fisher et de MCMC. Pour modifier le TDI, nous
avons donc ajouté un terme supplémentaire lié à npij. Nous avons présumé que cette
augmentation est liée à une augmentation globale du bruit optique pour cela, nous avons
donc ajouté ce nouveau bruit sur tous les bras considéré. Afin, d’ajouter un bruit avec un
sens physique, nous avons choisi d’introduire un terme lié au bruit de lumière diffusée,
nous utilisons le document de travail de LISA décrit par Hubert Halloin [119]. Dans ce
document, une étude de l’impact de la lumière parasite sur la stabilité de la phase de la
mesure hétérodyne. Nous nous sommes focalisées sur l’aspect des applications numériques
pour LISA issues du développement mathématique. Les champs électriques entrant dans
les photo-diodes peuvent être représentés avec des nombres complexes, voir figure 5.62.

La lumière parasite a pour effet de modifier la phase du champ électrique, ce qui
peut être interprété comme une modification de la phase de l’oscillateur local tel que
~α = ~α0 + ~δα, avec ~α0 l’oscillateur local et ~δα la perturbation provenant de la lumière
parasite. Nous pouvons faire un développement limité de α

α0
en εα = || ~δα||

|| ~α0|| . Nous pouvons
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Figure 5.62 – Schéma extrait du document de travail [119] du champ électrique utilisé
pour les mesures interférométriques. Ceux-ci sont en présence de lumière parasite, dont
d’action est de créer un décalage de fréquence.
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ainsi montrer que la phase de l’erreur induit par la lumière parasite est donc :

φα = εα sinφδα −
ε2α
2

sin 2φδα +O(ε3α) (5.34)

Pour LISA, nous avons fixé une limite à un cycle (∼ 6×10−6rad), ce qui limite la puissance
acceptable de la lumière parasite à ∼ 10−5 et donc εα ∼ 3.5×10−3. Il est possible de faire
de même avec l’interféromètre décrit par ~β, tel que ~β = ~β0 + ~αβ, nous pouvons aussi faire
un développement limité de β

ηα0
(où η = β0

α0
) en εβ = || ~δβ||

|| ~β0||
. Et, ainsi nous avons pour cet

interféromètre la phase de l’erreur induite par la lumière parasite donnée par

φβ = φβ0εβ sin (φδβ − φβ0)−
ε2β
2

sin 2 (φδβ − φβ0) +O(ε3β) (5.35)

Donc nous pouvons introduire la phase mesurée qui est donnée par φ = φβ − φα,

tel que le signal reçu et mesuré par la photo-diode est IDC ∝
(
α
α0

)2

+
(
β
β0

)2

et IAC =

2αβ
α2

0
cosφ = A cos Φ, où A = 2αβ

α2
0
et

Φ = φβ0 +εβ sin 2 (φδβ − φβ0)−εα sinφδα−
ε2β
2

sin 2 (φδβ − φβ0)+
ε2α
2

sin 2φδα+O(ε3) (5.36)

Si nous considérons la phase hétérodyne, entre les deux faisceaux laser, la lumière pa-
rasite produit un déphasage, il peut être modélisé au premier ordre comme Φ = ε sinφ,
avec ε l’amplitude de la lumière parasite telle que ε = εα = εβ, et φ la phase cohérente
correspondante. Nous considérons que la contribution de la lumière parasite cohérente
produit un bruit de phase de l’interféromètre du long bras. Celui-ci est produit par la
lumière diffusée (surface des miroirs pas parfaitement plats ou dégradés par les micro-
météorites [141]) ou les faisceaux fantôme. Ainsi, dans le cas de l’interféromètre du long

bras, nous avons εβ = 0, η = 1.65× 10−5, φδα = 2π
∆x0+2(xTel,0+δxTel,0)

λ
, avec la différence

de chemin optique entre les deux bras de l’interféromètre. λ est la longueur d’onde du
laser qui est de 1064 nm. ∆x = ∆x2−∆x1, xtel la distance entre la lame séparatrice et le
signal reçu (RX) et le signal transmit (TX) de la surface diffusante et δx la fluctuation de
chemin optique produit par le bruit. φβ0 = 2π

δxSC+∆xSC/SC+δxGW
λ

est donnée en fonction
par les fluctuations de séparation des satellites ∆xSC/SC , δxSC est le mouvement propre
du satellite et δxGW le signal gravitationnel.

Nous avons donc le changement de phase de l’interféromètre provenant de la lumière
parasite qui est donné au premier d’ordre suivant εα par :

Φ = φβ0 − εα sin 2π
∆x0 + 2 (xTel,0 + δxTel,0)

λ
(5.37)

En passant dans le domaine de Fourier, nous pouvons établir que la PSD de l’erreur
de phase par la lumière parasite venant du télescope est donnée par
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SΦ,T el ≤ 4ε2α

(
2π

λ

)2

Sx,tel (5.38)

avec

SΦ,T el ≤
(
λ

2π

)2
SΦ,max

4ε2α
(5.39)

avec SΦ,max = 4

[
1 +

(
2 mHz
f

)4
]

pm2Hz−1. Nous prendrons le cas limite comme pertur-

bation entrante dans notre simulation de série temporelle des canaux de LISA par la
méthode du TDI.

Les figures 5.64 et 5.63 sont respectivement les séries temporelles et les périodo-
grammes du résultat du calcul du TDI sans l’ajout de la lumière parasite. Avec la figure
5.63 nous notons une bonne concordance du modèle PSD analytique de Smith & Caldwell
[222] et des périodogrammes du TDI. Nous observons également un gap de puissance à
hautes fréquences. Ainsi, nous pouvons montrer avec une analyse de MCMC que l’ajout
de ce bruit peut être mesuré comme une augmentation du paramètre Npos.
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Figure 5.63 – Canaux de séries temporelles XY Z (5.63(a)) et AET (5.63(b)) avec le
bruit de lumière parasite

(a) a (b) b

Figure 5.64 – Périodogrammes des canaux XY Z (5.64(a)) et AET (5.64(b)) avec la
lumière parasite et PSD de Smith & Caldwell [222] des canaux XY Z et AET .
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La mesure du bruit de LISA est donnée par un ajustement avec un A-MCMC à deux
paramètres Nacc et Npos sur le périodogramme des trois canaux AET .

Les figures 5.65 et 5.66 sont le résultat du calcul de l’ajustement du modèle de LISA
de [222] dans le contexte d’un ajout de lumière parasite. Nous montrons que cet ajout
peut-être mesuré comme une augmentation du bruit de position. En effet, nous constatons
(voir table 5.6) une augmentation d’un facteur 2.92 du niveau de bruit. Ceci est obtenu
en utilisant le cas limite de la lumière parasite (voir équation 5.38).

Nacc (s−4.Hz−1) Npos (Hz−1)
Sans ajout de lumière parasite 1.44 × 10−48 3.6 × 10−41

Avec ajout de lumière parasite 1.44 × 10−48 1.05 × 10−40

Table 5.6 – Résultat des calculs avec et sans l’ajout de lumière parasite dans le modèle
de bruit de LISA [222]

De plus, il est localisé à hautes fréquences, ainsi nous montrons qu’il ne gêne pas la
mesure du fond stochastique. Il est potentiellement source d’un moins bon ajustement des
paramètres d’un signal localisé à plus hautes fréquences. Ainsi, nous pouvons conclure
que la lumière diffusée, en état de nos connaissances, ne devrait pas être un problème
pour la mesure du fond stochastique avec notre méthode.

5.12.2 Modification du niveau de bruit indépendante des MOSA

Nous nous proposons d’étudier le cas où chaque MOSA à un niveau de bruit indépen-
dant et différent. Ainsi, nous considérons que chaque MOSA peut est modélisé par deux
paramètres Nacc,ij et Npos,ij. Pour cela, nous calculons les série-temporelles XY Z avec des
valeurs différentes d’amplitude du bruit. Les figures 5.67 et 5.68 regroupe les différentes
configurations calculées. Pour chacune des configurations, nous réalisons un ajustement
avec notre algorithme d’A-MCMC. Nous avons remarqué que l’effet d’une modification
d’un ou plusieurs MOSA modifie l’amplitude des bruits d’accélération et de position des
canaux AET . Nous utilisons dans ce cas-ci le canal T comme canal de référence, c’est sur
ce canal que nous ajustons donc les paramètres Nacc et Npos, mais également le paramètre
f1 qui est la fréquence de référence du bruit de LISA. Il s’agit de la fréquence pour la-
quelle il y a un basculement d’importance du bruit de LISA. Autrement dit pour f > f1

le bruit du chemin optique est dominant. Nous introduisons quatre nouveaux paramètres
pour modéliser le bruit de LISA dans notre cas de bruits de MOSA indépendants. Il s’agit
d’un coefficient par type de bruit pour les deux canaux A et E tel que le nouveau modèle
de bruit est :  N1,I(f) =

(
4Ss,I(f) + 8

(
1 + cos2

(
f
f∗

))
Sa,I(f)

)
|W (f)|2

N2,I(f) = − (2Ss,I(f) + 8Sa,I(f)) cos
(
f
f∗

)
|W (f)|2

(5.40)
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Figure 5.65 – Densité spectrale d’énergie des canaux AET avec la lumière parasite, avec
le résultat de l’A-MCMC en orange
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Figure 5.66 – Diagramme en coins du résultat de l’A-MCMC dans le cas de l’ajout de
lumière parasite. Le tracé rouge correspond à la valeur du bruit de LISA.
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2.0 2.0 2.0 5.0 1.0 1.0 5.0 1.0

2.0 2.0 2.0 5.0 1.0 1.0 1.0 1.0

1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

Figure 5.67 – Niveau de bruit d’entrée du paramètre d’accélération pour chaque MOSA
pour les différents cas considéré, les paramètres sont donnés comme normalisée par Nacc.
Les cas rangés en ordre alphabétique entre A et H correspondent à des études indépen-
dantes d’injection de bruit différent. Ainsi pour lire cette matrice, nous choisissons une
expérience lettre entre A et H. Sur l’axe des ordonnées, nous avons les six MOSA i, j avec
i, j ∈ [1, 3], nous les nommons en fonction du sens du long bras considéré. Par exemple,
le MOSA 1, 2 correspond au MOSA sans le satellite 2 qui reçoit le signal laser du satellite
1. Après avoir choisi une expérience et un MOSA, nous pouvons connaitre la valeur du
coefficient d’amplification du bruit Nacc pour le MOSA choisi.
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1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
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Figure 5.68 – Niveau de bruit d’entrée du paramètre du chemin optique pour chaque
MOSA pour les différents cas considéré, les paramètres sont donnés comme normalisée
par Npos. Ainsi pour lire cette matrice, nous choisissons une expérience lettre entre A et H.
Sur l’axe des ordonnées, nous avons les six MOSA i, j avec i, j ∈ [1, 3], nous les nommons
en fonction du sens du long bras considéré. Par exemple, le MOSA 1, 2 correspond au
MOSA sans le satellite 2 qui reçoit le signal laser du satellite 1. Après avoir choisi une
expérience et un MOSA, nous pouvons connaitre la valeur du coefficient d’amplification
du bruit Npos pour le MOSA choisi.
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avec I = A,E, T W (f) = 1− e−
2if
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)
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(2πf)4
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1 +

(
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f
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)
.

(5.41)

Ainsi, nous avons un A-MCMC avec sept paramètres. Le résultat des ajustements des
différentes configurations du bruit de chaque MOSA est donné dans la figure 5.69. Cette
méthode permet un bon ajustement du bruit de LISA dans le cas d’un ou plusieurs MOSA
auraient un surplus de bruit, mais il n’est pas possible de déterminer le ou les MOSA qui
aurait un surplus de bruit.

A B C D E F G H

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

1e 48
mean Nacc
med Nacc

A B C D E F G H

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9 1e 40
mean NOpt
med NOpt

A B C D E F G H

0.00037

0.00038

0.00039

0.00040

0.00041

0.00042

0.00043
mean f1
med f1

A B C D E F G H

1.0

1.2

1.4

1.6

mean cA, acc
med cA, acc

A B C D E F G H

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

1.1

mean cE, acc
med cE, acc

A B C D E F G H

0.9

1.0

1.1

1.2

1.3

1.4
mean cA, pos
med cA, pos

A B C D E F G H

0.7

0.8

0.9

1.0

1.1

mean cE, pos
med cE, pos

 Result

Figure 5.69 – Résultat de l’ajustement des différentes configurations du bruit de MOSA
(figures 5.67 et 5.68) par un A-MCMC à sept paramètres (Nacc, Npos, f1, cA,acc, cE,acc,
cA,pos et cE,pos, voir équation 5.41)
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5.12.3 Bruit corrélé et séparation spectrale du fond stochastique

Nous avons également étudié le comportement du bruit de LISA dans le contexte
d’un bruit corrélé. Pour cela, il nous faut introduire dans notre implémentation du TDI
de LISA un bruit corrélé. Les sources de corrélation des bruits de LISA peuvent être
multiples. Il n’est pas ici le but de faire une zoologie des corrélations, mais simplement
de comprendre le comportement de l’ajout d’une corrélation et l’effet sur la mesure du
fond stochastique. Pour cela, nous choisissions d’ajouter une corrélation du bruit d’ac-
célération entre deux MOSA. À la lumière du document de travail de LISA [167], nous
avons observé avec les données LISA Pathfinder une corrélation entre la température et
la différence d’accélération à très basses fréquences. Ainsi, nous pouvons faire l’hypo-
thèse que le changement de température du satellite perturbe la mesure de chute libre
des tests-masse. Chaque satellite contient deux MOSA, il s’agit du système optique dans
lequel les mesures interférométriques sont effectuées. Et, notamment entre le système de
référence, de test-masse et ce que l’on appelle le long bras (lien "LASER" entre deux
satellites). Nous pouvons induire entre deux MOSA du même satellite un terme de bruit
corrélé au bruit d’accélération provenant d’une variation de la température du satellite.
Pour ce faire, nous introduisons un terme commun aux deux sources de bruit du satellite
1, puis nous calculons les série-temporelles des canaux X, Y, Z. Dans cette étude, nous
ne cherchons pas à établir avec précision la valeur de la corrélation, ici, nous cherchons à
comprendre l’effet d’une corrélation entre deux MOSA d’un même satellite sur le modèle
de LISA. De plus, nous cherchons également ensuite à mesurer avec précision l’effet de la
corrélation et son impact sur nos mesures cosmologiques. Ainsi, nous utilisons la valeur de
bruit de la stabilité de température du GRS (Gravitational Reference Sensor) et de l’EH
(Electrode housing), voir section 1.3.6. En effet, le résultat est une force sur la test-masse
telle que

STGRSg =

∣∣∣∣ ∂gx
∂TGRS

∣∣∣∣STGRS = 144 fm2s−4Hz−1

(
∂gx

∂TGRS

1 pms−2K−1

)2
STGRS

144 mK2Hz−1 (5.42)

Comme indiqué dans le document du budget de bruit de LISA [166], nous utili-
sons la valeur de LISA PathFinder ∂gx

∂TGRS
= 1 pms−2K−1. De plus, nous avons STGRS <

1.4 mKHz−1

(
1 +

(
2×10−3

f

)4
)
. Nous considérons donc un cas limite de bruit corrélé de

STGRSg = (4 × 10−12 ms−2Hz−1/2)2

(
1 +

(
2×10−3Hz

f

)4
)
, il s’agit d’un cas potentiellement

surestimé, mais permet de comprendre les effets enjeux ici sur la mesure du fond sto-
chastique. En effet, nous avons volontairement forcé ce bruit pour constater un effet, il
correspond au bruit maximal d’instabilité thermique au sein d’un satellite. Les figures
5.70(a) et 5.70(b) sont respectivement les périodogrammes des canaux XY Z et AET
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avec la corrélation entre les deux MOSA d’un satellite. Nous constatons en comparant
avec le modèle de bruit de LISA de Smith & Caldwell [222], un gain à basses fréquences
de bruit sur le canal T , celle-ci semble pouvoir être modélisé par une constante (Offset)
dans le modèle du bruit du canal T .

(a) a (b) b

Figure 5.70 – Périodogrammes des canaux XY Z (5.64(a)) et AET (5.70(b)) avec la
corrélation du bruit d’accélération de la variation de température du satellite entre les
deux MOSA et PSD de Smith & Caldwell [222] des canaux XY Z et AET .

Nous réalisons une étude de séparation spectrale avec l’étude de Fisher et d’A-MCMC,
nous réalisons dix-neuf ajustements de MCMC avec dans ce cas, nous avons sept para-
mètres ; 3 pour le bruit de LISA Nacc, Npos et l’effet de la corrélation Offset, et deux
paramètres par modèle en loi puissance du fond stochastique astrophysique et cosmolo-
gique. Nous effectuons donc des simulations pour des amplitudes de fond cosmologique
ente 1× 10−14 et 1× 10−8. Le résultat de l’ajustement des paramètres est présenté dans
la figure 5.71, cette figure nous permet de conclure tant au bon ajustement de l’ensemble
des paramètres. Nous calculons également l’incertitude (voir figure 5.72) de mesure des
paramètres avec la méthode de Fisher (en rouge) et du nuage de points noir de l’étude
de Bayes en fonction de l’amplitude du fond cosmologique. Nous avons une très bonne
concordance des résultats des deux méthodes. Nous pouvons conclure que l’ajout de la
corrélation ne semble pas affecté la mesure du paramètre cosmologique (voir figure 5.73)
mais celle-ci empêche un bon ajustement du paramètre du bruit d’accélération Nacc.
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Figure 5.71 – Résultat de l’ajustement des différentes simulations du fond stochastique
dans le contexte d’un bruit thermique corrélé au deux MOSA du même satellite par
un A-MCMC à sept paramètres (Nacc, Npos, Offset, Ωastro, αastro, Ωcosmo et αcosmo ).
Nous utilisons donc dans ce cas Nacc = 1.44 × 10−48s−4Hz−1, Npos = 3.6 × 10−41Hz−1,
ΩGW,astro(3mHz) = 4.4 × 10−12, αastro = 2/3, αcosmo = 0, nous considérons dix-neuf
modèles différentes du fond cosmologique avec Ωcosmo compris entre 1 × 10−14 et 1 ×
10−8. La corrélation provenant d’une variation commune entre les deux MOSA du même
satellite 1 est modélisé par le paramètre Offset.
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Figure 5.72 – Incertitudes de mesure de l’ajustement des différents paramètres en fonc-
tion de l’amplitude du fond cosmologique dans le contexte d’un bruit thermique cor-
rélé aux deux MOSA du même satellite par un A-MCMC à sept paramètres (Nacc,
Npos, Offset, Ωastro, αastro, Ωcosmo et αcosmo ). Nous utilisons donc dans ce cas Nacc =
1.44 × 10−48s−4Hz−1, Npos = 3.6 × 10−41Hz−1, ΩGW,astro(3mHz) = 4.4 × 10−12,
αastro = 2/3, αcosmo = 0, nous considérons dix-neuf modèles différents du fond cos-
mologique avec Ωcosmo compris entre 1 × 10−14 et 1 × 10−8. La corrélation provenant
d’une variation commune entre les deux MOSA du même satellite 1 est modélisé par le
paramètre Offset.
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Figure 5.73 – Incertitudes de mesure de l’ajustement des différents paramètres en
fonction de l’amplitude du fond cosmologique sans le bruit thermique corrélé au deux
MOSA du même satellite par un A-MCMC à six paramètres (Nacc, Npos, Ωastro, αastro,
Ωcosmo et αcosmo ). Nous utilisons donc dans ce cas Nacc = 1.44 × 10−48s−4Hz−1,
Npos = 3.6 × 10−41Hz−1, ΩGW,astro(3mHz) = 4.4 × 10−12, αastro = 2/3, αcosmo = 0,
nous considérons dix-neuf modèles différents du fond cosmologique avec Ωcosmo compris
entre 1× 10−14 et 1× 10−8.
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Conclusion et Perspectives

Cette thèse a montré qu’il sera peut-être possible pour LISA d’observer un fond sto-
chastique (lire Chapitre 2) produit cosmologiquement en présence de diverses contami-
nations d’origine astrophysique (lire Chapitre 3), d’origine galactique (lire Chapitre 4)
et de limitations dues aux bruits de l’instrument (lire Chapitre 5). L’étude de sépara-
bilité des fonds stochastiques avec la méthode bayésienne et de Fisher en utilisant les
trois canaux A,E et T (voir Chapitre 3) est une nouveauté dans le cadre de l’étude du
fond stochastique de LISA. Nous utilisons le canal T , qui est stérile de données d’ondes
gravitationnelles, pour mesurer simultanément le bruit de LISA. En effet, les modèles de
bruit des canaux A,E et T ne sont pas les mêmes, mais sont paramétrés par des ampli-
tudes égales. En effet, ils sont dérivés des trois mêmes canaux X, Y et Z. Nous avons pu
montrer que l’utilisation du canal T , augmente la performance de séparation spectrale
du fond stochastique. Nous montrons qu’il sera possible de mesurer l’amplitude du fond
stochastique d’origine cosmologique ΩGW,Cosmo ≈ 8 × 10−13 avec une erreur inférieure
à 50%. Nous avons publié deux études de séparation du fond stochastique de LISA. La
première publication [49] introduit et démontre la faisabilité de notre algorithme de sé-
paration spectrale. De plus, en ayant constaté qu’il n’y a pas, en ce jour, un consensus
établi sur l’amplitude du fond astrophysique, nous avons établi la séparabilité du fond
cosmologique en fonction du fond astrophysique. Ainsi, pour un fond astrophysique donné
et un niveau de bruit de LISA, nous sommes capables de renseigner la limite de détec-
tabilité d’un fond cosmologique. Nous avons également publié une deuxième étude de la
séparabilité du fond stochastique, cette fois-ci dans un contexte de contamination plus
proche de ce que pourrait être l’environnement astrophysique et galactique de LISA [51].
Dans cette publication, nous avons construit en utilisant un catalogue de naines blanches
doubles, le signal d’ondes gravitationnelles du premier plan galactique. Celui-ci est mo-
dulé en amplitude, ce qui est due par l’orbite de LISA. Cet article présente également une
comparaison entre deux catalogues de naines blanches doubles [154, 178]. En effet, nous
avons introduit les effets orbitaux de la constellation de LISA pour simuler correctement
ce fond. Nous avons également pu établir la limite de détectabilité du fond stochastique
cosmologique dans ce contexte. Il nous a aussi été possible de déterminer les effets que
produiront d’autres catalogues sur la mesure cosmologique. De plus, il nous serait facile
de réaliser la même étude avec un autre catalogue [93] et confirmer notre estimation des
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limites. Nous constatons que la distribution de positions des naines blanches doubles mo-
difient la forme du spectre d’énergie du premier plan galactique. Pour les préparations des
observations du fond stochastique de LISA, il sera important de considérer des modèles
aussi proches que possible de la distribution galactique réelle. LISA aura la capacité d’ob-
server les naines blanches doubles galactiques, à la fois avec des binaires résolvables et le
premier-plan, et de faire des déclarations importantes sur la distribution dans la Galaxie.
Il est ainsi important d’étudier les résultats d’astrométrie comme Gaia. C’est également
le cas pour les différentes compositions des noyaux des naines blanches. Nous avons étu-
dié la distribution des binaires résolues et non résolues en fonction de la composition de
leur noyau. Il ne nous semble pas possible d’extrapoler la composition chimique de toutes
les binaires avec les binaires résolues, mais ceci constitue une nouvelle question ouverte.
Nous nous sommes également rendu compte de la diversité de source pouvant produire
des ondes gravitationnelles dans notre galaxie, ce qui viendrait modifier le premier plan
galactique.

Jusqu’ici, nous avions considéré un modèle simple en loi puissance du fond cosmolo-
gique. Afin d’étudier la séparation spectrale de modèle cosmologique plus complexe, nous
avons introduit des modèles en lois puissances cassées, en pics spectraux ou en "Wig-
gly". Nous avons pour chacun des précédents modèles établis, les limites paramétriques
de séparation spectrale. De plus, nous avons également réalisé une étude de séparation
spectrale des cordes cosmiques dans un contexte de contamination astrophysique et ga-
lactique, cette étude en est au stade de la rédaction [46], nous avons donc établi une
limite de détectabilité autour de Gµ ' 1× 10−17 à 1× 10−16.

Nous avons aussi effectué des études sur le bruit de LISA, l’objectif étant de com-
prendre les problématiques pouvant altérer notre mesure du fond stochastique cosmolo-
gique. Ainsi, nous nous sommes intéressé aux bruits corrélés. Dans le but d’être confronté
à de vraies données et également à un système très proche de celui que serait LISA.
Nous nous sommes intéressés aux données de LISA PathFinder [229, 33]. Il s’agit de la
mission de démonstration de la pertinence et de la faisabilité du système de masses test
qui constitue une des composantes de LISA. Ainsi, il est fort possible que les bruits cor-
rélés présents dans LISA Pathfinder, le seront dans LISA. Notre étude des corrélations
entre la différence d’accélération des masses-test et la température du satellite, son champ
magnétique et son système de compensation de position avec des micro-propulsions, ont
été intégrés dans le modèle de bruit de LISA à l’aide d’un algorithme de Time-delay
interferometry. Les performances de séparation spectrale du fond stochastique semblent
affectées, mais dans une moindre mesure. Nous avons également étudié des modifications
du bruit de LISA en modifiant localement le bruit de chacun des systèmes optiques et
également en corrélant le bruit d’accélération dû à une corrélation de variation de tem-
pérature au sein d’un même satellite. Il y a également un effet sur la mesure, mais qui
est très faible. Nous avons également démontré que la lumière diffusée ne représente pas
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un enjeu de modification de performance de notre algorithme sur la mesure du fond sto-
chastique cosmologique. Cette étude est en train de faire l’objet de la rédaction d’un
papier.

Les résultats de cette thèse semblent résumer des résultats qui sont au cœur du dé-
bat actuel sur la mesure du fond stochastique. Néanmoins, elle ne répond pas encore à
l’ensemble des questions. En effet, l’algorithme de séparation spectrale repose sur des
approximations. Nous supposons entre autres une matrice de corrélation des trois canaux
A,E et T comme diagonale, il est, en effet, possible d’imaginer la présence de perturba-
tions prenant place comme des coefficients non diagonaux. Il serait intéressant de tester et
de comprendre l’effet d’une telle conjecture. De même, nous supposons les bras de LISA
comme égaux. Il est intéressant de faire une étude comparative pour connaître l’impact
d’une constellation imparfaite. Nous avons aussi utilisé des fonctions de réponse de l’ins-
trument, calculé dans un cas idéal, c’est aussi une source de questionnements quant à la
limite de détectabilité du fond cosmologique.

Aujourd’hui, nous avons peu d’études sur la dégradation de l’instrument. En effet, la
mission doit durer quatre ans, puis peut-être 6, voire 10 ans. Il est évident que des dégra-
dations de l’instrument sont à prévoir. Nous pouvons nous attendre à une dégradation
progressive du bruit de LISA. Ainsi, le spectre de puissance du début de mission pourrait
être très différent à l’issue de la mission. Lorsque l’on étudie le fond stochastique, c’est
sur des signaux de longues durées. Or, dans l’état actuel, nous supposons le spectre du
bruit constant, au cours temps. Il faudrait ainsi étudier ou modéliser un spectre de bruit
variant au cours des temps longs et établir dans ce cas une limite de détectabilité du fond
stochastique.

Un point important serait de rendre accessible aux utilisateurs la possibilité d’utiliser
l’algorithme dans des configurations de bruit, de sources astrophysiques, galactiques ou
cosmologiques, libre de choix. L’objectif serait à terme de pouvoir rendre une estimation
de la séparation spectrale la plus proche de ce que sera LISA.

Nous avons un très grand intérêt à rendre compte des performances de notre algo-
rithme en fonction du paramètre de bruit choisi par les utilisateurs. L’objectif est de
quantifier l’impact de chaque modification en le mesurant avec notre algorithme. Il s’agit
d’avoir une étude de facteur de mérite.

Les projets de troisième génération, le télescope Einstein ou Cosmic Explorer, tente-
ront également d’observer un fond stochastique produit cosmologiquement en présence
d’un fond produit astrophysiquement. Cependant, ces détecteurs de troisième génération
fonctionnent à des fréquences plus élevées, supérieures à 5 Hz. Ils pourraient avoir une
sensibilité de détection telle que presque toutes les fusions de trous noirs binaires dans
l’univers observable seraient directement observables, puis pourraient être supprimées de
la recherche du fond stochastique. La première conséquence est donc la disparition du
fond astrophysique de l’étude de la séparabilité. Ainsi, la capacité de détecter le fond cos-
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mologique sera encore améliorée. Il est donc très important de définir des projets visant
à regrouper des signaux de bande de fréquences variées. Ces tentatives pour mesurer le
fond cosmologique peuvent être le meilleur moyen de comprendre l’univers primitif et la
physique fondamentale ou comprendre l’Univers dans ces premiers temps.
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