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❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

▲❛ r❡♥❝♦♥tr❡ ❛✈❡❝ ❇♦r✐s ❆❞❛♠❝③❡✇s❦✐ ✐❧ ② ❛ ✶✶ ❛♥s✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❥❡ ♥✬ét❛✐s
q✉✬❡♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛♥♥é❡ ❞❡ ❧✐❝❡♥❝❡✱ ❛ été ✉♥ ♠❡r✈❡✐❧❧❡✉① ❤❛s❛r❞✳ ❚♦✉t❡s ❝❡s
❛♥♥é❡s ♣❡♥❞❛♥t ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr❛✈❛✐❧❧é ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦♥t été ✉♥❡ s♦✉r❝❡
❞❡ st✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥t❡❧❧❡❝t✉❡❧❧❡✳ ❏✬❛✐ ❛♣♣r✐s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ s❛ r✐❣✉❡✉r✱ ❞❡ s♦♥ s❛✈♦✐r✱
❡t ❞❡ s♦♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥✳ ❙❡s ❝♦♥s❡✐❧s✱ ❡t s♦♥ ❡①✐❣❡♥❝❡ ♠✬♦♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❛✐❞é ❞❛♥s
❧❛ ré❞❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳ ❏❡ ♥❡ ♣♦✉rr❛✐s ❥❛♠❛✐s tr♦♣ ❧❡ r❡♠❡r❝✐❡r ❞❡
♠✬❛✈♦✐r s♦✉t❡♥✉ ❧♦rsq✉❡ ❥✬❛✐ ❞é❝✐❞é ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t ♠♦♥ ❛❝t✐✈✐té
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✱ ❡t ❞❡ ♥✬❛✈♦✐r ♣❛s ❞♦✉té✱ ♠ê♠❡ à ❝❡ ♠♦♠❡♥t✲❧à✱ ❞❡ ❧❛ r✐❝❤❡ss❡ ❞❡
♥♦tr❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ à ✈❡♥✐r✳

▼❡r❝✐ à ❏❡❛♥✲P❛✉❧ ❆❧❧♦✉❝❤❡✱ ❙❛r❛ ❈❤❡❝❝♦❧✐✱ ▲✉❝✐❛ ❉✐ ❱✐③✐♦✱ ❏✉❧✐❡♥ ❘♦q✉❡s
❡t ▼✐❝❤❡❧ ❲❛❧❞s❝❤♠✐❞t ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞❡ ❢♦r♠❡r ❧❡ ❥✉r② ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❈✬❡st
✉♥ ❤♦♥♥❡✉r ♣♦✉r ♠♦✐ ❞❡ ❧❡✉r ♣rés❡♥t❡r ❝❡s tr❛✈❛✉①✱ à ❡❧❧❡s ❡t ❡✉① ❞♦♥t ❧❡s
❛rt✐❝❧❡s✱ ❧❡s ♦✉✈r❛❣❡s✱ ♥♦✉rr✐ss❡♥t ♠❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❞❡♣✉✐s t❛♥t ❞✬❛♥♥é❡s✳ ❉❡s
r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs à ❏❡❛♥✲P❛✉❧ ❆❧❧♦✉❝❤❡ ❡t ▼✐❝❤❡❧ ❲❛❧❞s❝❤♠✐❞t
q✉✐ ♦♥t ❛❝❝❡♣té ❞❡ r❛♣♣♦rt❡r ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❡t ❞♦♥t ❧❡s ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥ts ♠✬♦♥t
❜❡❛✉❝♦✉♣ t♦✉❝❤é✳

▼❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ❝❤❛❧❡✉r❡✉① à t♦✉·t❡·s ❧❡s ❝❤❡r❝❤❡✉r·❡✉s❡·s ❛✈❡❝ q✉✐
❥✬❛✐ ❡✉ ❧❡ ♣❧❛✐s✐r ❞✬é❝❤❛♥❣❡r ♣❡♥❞❛♥t ❝❡s ❛♥♥é❡s✳ P❛r♠✐ ❡❧❧❡s ❡t ❡✉①✱ ❥❡ ♣❡♥s❡
♥♦t❛♠♠❡♥t à P❛tr✐❝❡ P❤✐❧✐♣♣♦♥ ♣♦✉r ♥♦✉s ❛✈♦✐r tr❛♥s♠✐s ❡♥ ❛✈❛♥❝❡ ✉♥❡
✈❡rs✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ ❬✾✷❪✱ à ●❧❛✇❞②s ❋❡r♥❛♥❞❡s ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❝♦♠♠✉♥✐q✉é
s♦♥ ♠❛♥✉s❝r✐t ❞❡ t❤ès❡✱ à ❏✉❧✐❡♥ ❘♦q✉❡s ♣♦✉r s❡s é❝❧❛✐r❛❣❡s s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡
●❛❧♦✐s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s✱ ❡t à ❏❡❛♥✲P❛✉❧ ❆❧❧♦✉❝❤❡ ♣♦✉r s❡s ❝♦♥s❡✐❧s
s✉r ❧❡s q✉❡st✐♦♥s ❞❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡✳

❚♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ré❞❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❥❡ ♥✬❛✐ ❝❡ssé ❞❡ ♣❡♥s❡r
à t♦✉·t❡·s ❝❡s ❛♠✐·❡·s r❡♥❝♦♥tré·❡·s ♣❡♥❞❛♥t ♠❡s ét✉❞❡s ❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳
P❛r♠✐ ❡❧❧❡s ❡t ❡✉①✱ ✐❧ ② ❛✱ ❜✐❡♥ sûr✱ ❖❝é❛♥❡✱ q✉❡ ❥❡ ♥✬❛✐ ♣❧✉s q✉✐tté❡ ❞❡♣✉✐s
❧❡s ❝♦✉rs ❞✬❆❧❣è❜r❡ ■ ❀ ❆❧✐❝❡✱ ❞♦♥t ❧✬❛♠✐t✐é✱ ❧❛ r✐❣✉❡✉r ❡t ❧❡s q✉❡st✐♦♥♥❡♠❡♥ts
♠✬♦♥t ❛♣♣♦rté é♥♦r♠é♠❡♥t ❀ ❈♦❧✐♥❡✱ ❛✈❡❝ q✉✐ ♥♦✉s ♣❛rt❛❣❡♦♥s ❜✐❡♥ ♣❧✉s q✉❡
❧❡s ❝✐♥q ♣r❡♠✐èr❡ ❧❡ttr❡s ❞❡ ♥♦s ♣ré♥♦♠s ❀ ❡t ❚✐❜♦✱ ❛✈❡❝ q✉✐✱ ❥✬❡s♣èr❡✱ ♥♦✉s
❝♦♥t✐♥✉❡r♦♥s ❧♦♥❣t❡♠♣s à ❛✈♦✐r ❞✬✐♥t❡r♠✐♥❛❜❧❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✳

❏❡ ♥✬❛✉r❛✐s ♣❛s ♣r✐s ❛✉t❛♥t ❞❡ ♣❧❛✐s✐r à ❢❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ♠❛t❤é♠❛✲
t✐q✉❡s s✐ ❥❡ ♥✬❛✈❛✐s ❡✉✱ ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱ ✉♥ ♠ét✐❡r q✉✐ ♠❡ ♣❛ss✐♦♥♥❡✱ ♠❡ st✐♠✉❧❡

✐



❡t ♠❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ q✉♦t✐❞✐❡♥♥❡♠❡♥t✳ ❯♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ à ♠❡s ❝♦❧❧è❣✉❡s ❞✉ ❝♦❧✲
❧è❣❡ ❏❡❛♥✲▼♦✉❧✐♥✱ ❞❡s ❛✉tr❡s ❝♦❧❧è❣❡s ❞❡ ❧❛ ✈✐❧❧❡ ❞✬❆✉❜❡r✈✐❧❧✐❡rs✱ ❛✐♥s✐ q✉✬❛✉①
s②♥❞✐❝❛❧✐st❡s ❞❡ ❙✉❞ é❞✉❝❛t✐♦♥ ✾✸✱ ❛✈❡❝ q✉✐ ❧❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ♣é❞❛❣♦❣✐q✉❡s ❡t
♠✐❧✐t❛♥t❡s s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ✈✐✈❛♥t❡s ❡t ❡①❝✐t❛♥t❡s✳ ❏❡ t✐❡♥s é❣❛❧❡♠❡♥t à r❡♠❡r✲
❝✐❡r ♠❡s é❧è✈❡s✱ s❛♥s q✉✐ ❧✬❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t ♥✬❛✉r❛✐t ❛✉❝✉♥ s❡♥s ❡t q✉✐ ♠✬♦♥t
❜❡❛✉❝♦✉♣ ❛♣♣♦rté✱ ♣r♦❢❡ss✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❡t ❤✉♠❛✐♥❡♠❡♥t✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ❝❡tt❡
♣ér✐♦❞❡ étr❛♥❣❡ q✉✬❛ été ❧❡ ♣r✐♥t❡♠♣s ✷✵✷✵✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ♣❡rs♦♥♥❡❧❧❡✱ ❥✬❛✐ ✉♥❡ ♣❡♥sé❡ ❛✛❡❝t✉❡✉s❡ ♣♦✉r ♠❛ ❢❛✲
♠✐❧❧❡✱ q✉✐ ❝♦♥t✐♥✉❡ à s✬✐♥tér❡ss❡r à ♠❡s tr❛✈❛✉① ❡t ❧❡s ✈✉❧❣❛r✐s❡ à ♠❡r✈❡✐❧❧❡ ✿
✓ ✐❧ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① ③ér♦s ❞❡rr✐èr❡ ❧❛ ✈✐r❣✉❧❡ ✔✳ ❏❡ s♦✉❤❛✐t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t r❡♠❡r✲
❝✐❡r ♠❡s ❛♠✐·❡·s✱ ❛✈❡❝ q✉✐ ❥❡ ♣❛rt❛❣❡ ♣❡✉ ❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ♠❛✐s t❡❧❧❡✲
♠❡♥t ❞✬❛✉tr❡ ❝❤♦s❡s✳ ❏❡ ♣❡♥s❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t à ❇❛st✐❡♥✱ ❙❛r❛❤✱ ❏❡ss✐❝❛✱ ❈❧❛✐r❡✱
❱✐♥❝❡♥t✱ ❋❛♥♥②✱ ❨❛♥♥✱ ❆❧✐❝❡✱ ❊st❤❡r✱ P❡rr✐♥❡✱ ❈❧❛✐r❡✲▼❛t❤✐❧❞❡✱ ❏✉❧✐❡tt❡✱ ❛✉①
❛rt✐st❡s ❞❡ ❇♦✉❧❡✈❛r❞ ❞❡s ❆❧❧♦♥❣és✱ ❞❡ ❧❛ ❇❛t✉❝❛❞❛✱ ❞❡ ❧❛ ▼❛❣♥❛ ❇❡st✐❛ ❡t
t❛♥t ❞✬❛✉tr❡s✳ ❉❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs à ▼❛♥♦♥✱ q✉✐ ❛ été ❞✬✉♥❡
❣r❛♥❞❡ ❛✐❞❡ ❡t q✉✐ ❛ ♠❡♥é ✉♥❡ ❝❤❛ss❡ s❛♥s ♠❡r❝✐ ❛✉① ✈✐r❣✉❧❡s ♠❛❧ ♣❧❛❝é❡s ❞❛♥s
❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳ ❊♥✜♥✱ ❥❡ ♥❡ ♣♦✉rr❛✐s ❥❛♠❛✐s r❡♠❡r❝✐❡r s✉✣s❛♠♠❡♥t ❈❧é♠❡♥❝❡✱
té♠♦✐♥ q✉♦t✐❞✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ s♦✉✈❡♥t t♦rt✉❡✉s❡ ❞❡ ♠❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s✱ ❡t
q✉✐✱ ❜✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡ ♠❡ t❛♥❝❡ ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❤✉✐t ❛♥s ❛♣rès✱ ❥❡ s✉✐s
t♦✉❥♦✉rs ✐♥❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ♥♦♥ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡s ❡♥
③ér♦✱ ❡st ✉♥ s♦✉t✐❡♥ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡✳ ◗✉✬❡❧❧❡ ❛✐t ❧❡ ❧♦✐s✐r ❞❡ s❡ ♠♦q✉❡r ♣❡♥❞❛♥t
❡♥❝♦r❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♥♥é❡s✳

✐✐



✐✐✐



❘és✉♠é

❈❡tt❡ t❤ès❡ s❡ s✐t✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s✳ ◆♦✉s ②
♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❬✶✸✱ ✶✹✱ ✶✺✱ ✶✻❪✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ tr❛♥s✲
❝❡♥❞❛♥❝❡ ❡t ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s
❡♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳ ❈❡ s♦♥t ❞❡s sér✐❡s ❡♥t✐èr❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡s s♦❧✉t✐♦♥s
❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

p0(z)f(z) + p1(z)f(z
q) + · · ·+ pm(z)f(zq

m
) = 0 ,

❛✈❡❝ p0(z), . . . , pm(z) ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡t q ≥ 2 ✉♥
❡♥t✐❡r✳ P♦✉r ét✉❞✐❡r ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛♣♣❡❧é❡ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ▼❛❤❧❡r✱ ❧❛q✉❡❧❧❡ s✬✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ tr❛♥s✲
❝❡♥❞❛♥❝❡✳ ❊♥ ♣❧✉s ❞✬✉♥ ✐♥térêt t❤é♦r✐q✉❡ ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❛♥t ❛✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡
tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❛ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐é❡s à ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té
❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s
❞♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ s♦♥t ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡s
sér✐❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❞❡s s✉✐t❡s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s ✭✈♦✐r ❬✼❪✮✳

◆♦✉s é❧❛r❣✐ss♦♥s ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡♥ ♣❛r❛❝❤❡✈❛♥t
❧✬ét✉❞❡✱ ❞é❥à ❜✐❡♥ ❡♥t❛♠é❡✱ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s
❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❡t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥tr❡ ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs✱ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❛❧❣é✲
❜r✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ❈♦❜❤❛♠ ❞❡ ✶✾✻✽✱
é♥♦♥ç❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts r❛t✐♦♥♥❡❧s ♥❡
♣r❡♥❞✱ ❛✉① ♣♦✐♥ts r❛t✐♦♥♥❡❧s✱ q✉❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♦✉ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t❡s✳
◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
q✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t✱ ♣❛r s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❞✬✉♥❡
r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ q✲♦r❜✐t❛❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❡t ❧❡✉rs ✐♠❛❣❡s s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥ ré♣été❡ ❞✉ ♠♦r♣❤✐s♠❡ z 7→ zq✳ ◆♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s
é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞♦♥♥é ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t
♦✉ ♣❛s✳

◆♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s s②stè♠❡s ♠❛❤❧ér✐❡♥s ré❣✉❧✐❡rs
s✐♥❣✉❧✐❡rs ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ❞❡ s②stè♠❡s ♠❛❤❧é✲
r✐❡♥s✳ ◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❣é♥ér❛❧ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♣♦✉r
❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡ t❡❧s s②stè♠❡s✳ ❈❡ ❝r✐tèr❡
♣♦✉rr❛✐t êtr❡ rés✉♠é ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t❡s ❞❡

✐✈



❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❛②❛♥t ❞❡s r❛②♦♥s s♣❡❝tr❛✉①
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡✉① à ❞❡✉①✱ ♦✉ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ♠✉❧✲
t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳

✈



❆❜str❛❝t

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t♦♣✐❝s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ♥✉♠❜❡r t❤❡♦r②✱ ❛♥❞ ❡s✲
♣❡❝✐❛❧❧② t♦ tr❛♥s❝❡♥❞❡♥t❛❧ ♥✉♠❜❡r t❤❡♦r②✳ ❲❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡ ❤❛✈❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡rs ❬✶✸✱ ✶✹✱ ✶✺✱ ✶✻❪✳ ❖✉r ♠❛✐♥ ❛✐♠ ✐s t♦ st✉❞② t❤❡ tr❛♥s✲
❝❡♥❞❡♥❝❡ ❛♥❞ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s✱ ❛t ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♣♦✐♥ts✱ ♦❢ t❤❡
s♦✲❝❛❧❧❡❞ ▼❛❤❧❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❛r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ♣♦✇❡r s❡r✐❡s s❛t✐s❢②✐♥❣
❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

p0(z)f(z) + p1(z)f(z
q) + · · ·+ pm(z)f(zq

m
) = 0 ,

✇❤❡r❡ p0(z), . . . , pm(z) ❛r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✇✐t❤ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ q ≥
2 ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② t❤❡s❡ ♣♦✇❡r s❡r✐❡s✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ✇❤❛t ✐s
❦♥♦✇♥ ❛s ▼❛❤❧❡r✬s ♠❡t❤♦❞✱ ❛ ♠❡t❤♦❞ ✐♥✐t✐❛t❡❞ ❜② ▼❛❤❧❡r ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡ ✶✾✷✵✬s✳
❇❡s✐❞❡s ✐ts t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st✱ ▼❛❤❧❡r✬s ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❡①♣❛♥s✐♦♥s ♦❢ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs ✐♥ ✐♥t❡❣❡r ♦r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❜❛s❡s✳
■♥❞❡❡❞✱ ▼❛❤❧❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤♦s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ❛r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②
t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ s❡r✐❡s ♦❢ ❛✉t♦♠❛t✐❝ s❡q✉❡♥❝❡s ✭s❡❡ ❬✼❪✮✳

❲❡ ❜r♦❛❞❡♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ ▼❛❤❧❡r✬s ♠❡t❤♦❞✱ ❝♦♠♣❧❡t✐♥❣ t❤❡ ❛❧r❡❛❞② ✇❡❧❧✲
❛❞✈❛♥❝❡❞ st✉❞② ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❝❡♥❞❡♥❝❡ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ q✲▼❛❤❧❡r
❢✉♥❝t✐♦♥s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♣♦✐♥t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ ❛
❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞✉❡ t♦ ❈♦❜❤❛♠ ✐♥ ✶✾✻✽✱ st❛t✐♥❣ t❤❛t ❛ ▼❛❤❧❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❛✲
t✐♦♥❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝❛♥♥♦t t❛❦❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ✐rr❛t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛t r❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥ts✳
❲❡ ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ q✲▼❛❤❧❡r
❢✉♥❝t✐♦♥s ❛t ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♣♦✐♥ts ❛❧❧ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ q✲♦r❜✐t❛❧ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s✱ t❤❛t ✐s r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♠❛❣❡s
✉♥❞❡r t❤❡ ✐t❡r❛t❡❞ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛♣ z 7→ zq✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ▼❛❤❧❡r
❢✉♥❝t✐♦♥ t❛❦❡s ❛ tr❛♥s❝❡♥❞❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♣♦✐♥t✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡
r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ▼❛❤❧❡r s②st❡♠s✱ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❝❧❛ss ♦❢ ❧✐♥❡❛r ▼❛❤❧❡r s②st❡♠s✳
❲❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛t
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♣♦✐♥ts ♦❢ ▼❛❤❧❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s✉❝❤ s②st❡♠s✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞
s✉♠♠❛r✐③❡ t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②: tr❛♥s❝❡♥❞❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ▼❛❤✲
❧❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♦♣❡r❛t♦rs ❤❛✈✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡❧② ✐♥✲

✈✐



❞❡♣❡♥❞❡♥t s♣❡❝tr❛❧ r❛❞✐✉s✱ ♦r ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛❧❣❡❜r❛✐❝
♣♦✐♥ts✱ ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❛❧❣❡❜r❛✐❝❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳

✈✐✐



❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

Pré❛♠❜✉❧❡ ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✷

✶ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷
✷ ❯♥❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ✿ ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❞é✈❡✲

❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵
✸ ❘és✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵
✹ ❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

◆♦t❛t✐♦♥s ✷✹

■ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❡♥ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✷✼

✶ ❉❡s ♥♦♠❜r❡s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✷✼
✷ ■♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s ✸✷
✸ ❘❡❧❡✈❡r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s

♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾
✹ ❈♦♥t♦✉r♥❡r ❧❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés ❞✉ s②stè♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹
✺ ❘❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s q✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

■■ ❆s♣❡❝ts ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❡♥ ✉♥❡

✈❛r✐❛❜❧❡ ✾✵

✶ ❯♥ ♣♦✐♥t s✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵
✷ ❈♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺
✸ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ s②stè♠❡ ♦✉ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼
✹ ❉ét❡r♠✐♥❡r s✐ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ❡st tr❛♥s✲

❝❡♥❞❛♥t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

■■■❙②stè♠❡s ♠❛❤❧ér✐❡♥s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s ✶✶✹

✶ ❆♣❡rç✉ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

✷ ▲❡♠♠❡ ❞❡ ③ér♦s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s ✶✷✶
✸ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✻ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼
✹ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✺ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✶

✈✐✐✐



■❱P✉r❡té ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❢♦♥❝✲

t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s ✶✻✸

✶ Pr♦♣r✐été ❞❡s s②stè♠❡s ré❣✉❧✐❡rs s✐♥❣✉❧✐❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✻
✷ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ♣✉r❡té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✵
✸ ❈♦♥séq✉❡♥❝❡s s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✸

P✐st❡s ♣♦✉r ❞❡ ❢✉t✉r❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ✶✽✵

✶ ❱❡rs ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❣é♥ér❛✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✵
✷ ❙✉r ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡s ❝♦r♣s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s ❞❡ ♣❧✉✲

s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✵
✸ ❙✉r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ♠♦r♣❤✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✶
✹ ▼❡s✉r❡s ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✷

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✶✽✷

❆ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐té ✶✾✶

✶ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❛✮ ❡t ✭❜✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✶
✷ ▲❡♠♠❡ ❞❡ ③ér♦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✺
✸ ❈❛r❛❝tér✐s❡r ❧✬❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐té ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s (T,α) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✻

✐①





Pré❛♠❜✉❧❡

▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s E ♦✉ ❞❡s G✲
❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ❝♦♥tr✐❜✉❡ ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❣é♥ér❛❧ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ tr❛♥s❝❡♥✲
❞❛♥❝❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s t❤é♦r✐❡s s❡
♥♦✉rr✐ss❡♥t ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙✐❡❣❡❧✲❙❤✐❞❧♦✈s❦✐✐ ❛ s♦♥
♣❡♥❞❛♥t ❡♥ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r✱ ✉♥ rés✉❧t❛t ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ t❤é♦rè♠❡
❞❡ ◆✐s❤✐♦❦❛✳ ❯♥❡ ❞❡s s♣é❝✐✜❝✐tés ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❡st ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡
tr❛✈❛✐❧❧❡r à ❧❛ ❢♦✐s ❛✈❡❝ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ♣❧✉s✐❡✉rs ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✐✛ér❡♥ts✳
❈❡t ❛s♣❡❝t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡ ♣✉✐ss❛♥ts rés✉❧t❛ts
❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ ➚ ❝❡ t✐tr❡✱ s♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ♣rés❡♥t❡ s❛♥s ♥✉❧
❞♦✉t❡ ✉♥ ✐♥térêt é♣✐sté♠♦❧♦❣✐q✉❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳

❖✉tr❡ s❡s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤é♦r✐q✉❡s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❛♣♣♦rt❡ ✉♥ é❝❧❛✐✲
r❛❣❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❡♥✲
t✐èr❡✱ ♦✉ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s✳ ❈❡❧❛ ❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s sér✐❡s ❣é✲
♥ér❛tr✐❝❡s ❞❡ s✉✐t❡s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s s✬✐♥s❝r✐✈❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡
❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡
❞❡ t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❡❧❧❡ ❞❡✈r❛✐t ♣❡r♠❡ttr❡
❞❡ rés♦✉❞r❡ ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ❧✐é❡s ❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❜❛s❡ ❞❛♥s ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞✬✉♥
♥♦♠❜r❡ ré❡❧ ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧✳ ❘és♦✉❞r❡ ❝❡s q✉❡st✐♦♥s ♥é❝❡ss✐t❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧✲
t❛ts ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ✐✳❡✳✱ ✈❛❧❛❜❧❡s ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡
à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐✱ é✈❛❧✉é❡ ❡♥ t♦✉t ✐♥✈❡rs❡ ❞✬❡♥t✐❡r✱ ✈♦✐r❡
❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♥♦♥ ♥✉❧ ❞✉ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts r❡♥❢♦r❝❡♥t
♣❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t ❧✬❛♣♣♦rt t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✳

▲❡ tr❛✈❛✐❧ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❝♦♥tr✐❜✉❡ à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r s✐♠✉❧t❛♥é✲
♠❡♥t ❝❡s ❞❡✉① ❛s♣❡❝ts ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r✳

✶



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r

▼❛❤❧❡r ❬✼✹❪ r❛❝♦♥t❡ q✉❡✱ ✉♥ ❥♦✉r q✉✬✐❧ ét❛✐t ♠❛❧❛❞❡ ❡t ❛❧✐té✱ ✐❧ s✬❡st ✐♥té✲
r❡ssé ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

f2(z) :=
∞∑

n=0

z2
n
,

❛✉① ♣♦✐♥ts r❛t✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ]0, 1[✳ ❆❧♦rs q✉✬✐❧ ❝❤❡r❝❤❛✐t à ❞é♠♦♥tr❡r
❧❡✉r ✐rr❛t✐♦♥❛❧✐té✱ ✐❧ s✬❡st r❡tr♦✉✈é à ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❙♦✐t α ∈ Q ✉♥ ♣♦✐♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♥♦♥ ♥✉❧ ❞✉ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té✳ ▲❡
♥♦♠❜r❡ f2(α) ❡st tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t✳

❉❛♥s t♦✉t ❧❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ Q ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ Q ❞❛♥s C✳ ▲❛
❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛❤❧❡r r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ❝♦♥st❛t s❡❧♦♥ ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f2(z)
s❛t✐s❢❛✐t à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

f2(z
2) = f2(z)− z . ✭✶✮

❙✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ f2(α) ét❛✐t ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ ❝❡ s❡r❛✐t ❧❡ ❝❛s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ t♦✉s ❧❡s

♥♦♠❜r❡s f2

(
α2k
)
✱ k ∈ N✳ ▼❛❤❧❡r ré✉ss✐t ❛❧♦rs à ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱

❡♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ✉♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛♥t ❞❡ P❛❞é s✐♠✉❧t❛♥é ❞❡ t②♣❡ ■ ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s

❞❡ f2(z) ❡t ❡♥ s✉❜st✐t✉❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f2

(
z2

k
)

à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f2(z)✱ à ♣❛rt✐r

❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✮✳ ▼❛❤❧❡r ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r f2(z) ❛✉①
❢♦♥❝t✐♦♥s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

f(zq) =
P (z, f(z))

Q(z, f(z))
, ✭✷✮

♦ù P (z, x), Q(z, x) ∈ Q[z, x] s♦♥t ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡t q ≥ 2 ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r✳

❚❤é♦rè♠❡ ▼❛✷✾ ✭▼❛❤❧❡r✱ ✶✾✷✾✮✳ ❙♦✐t f(z) ✉♥❡ sér✐❡ ❡♥t✐èr❡ tr❛♥s❝❡♥✲
❞❛♥t❡✱ ❞❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ R > 0✱ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
✭✷✮✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❡♥ x ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s P ❡t Q s♦✐t str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥✲
❢ér✐❡✉r à q ❡t q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(z) s♦✐❡♥t t♦✉s ❞❡s ❡♥t✐❡rs

✷



❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥ ♠ê♠❡ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s✳ ❙♦✐t α ∈ Q ✉♥ ♥♦♠❜r❡
❛❧❣é❜r✐q✉❡ t❡❧ q✉❡ 0 < |α| < R ❡t t❡❧ q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛♥t ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s P ❡t Q✱
✈✉s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡♥ x✱ ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ❡♥ ❛✉❝✉♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts αqk ✱ k ∈ N✳
❆❧♦rs ❧❡ ♥♦♠❜r❡ f(α) ❡st tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t✳

▼❛❤❧❡r ♣✉❜❧✐❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ tr♦✐s ❛rt✐❝❧❡s ❬✼✵✱ ✼✶✱ ✼✷❪ ♣♦s❛♥t ❧❡s ❜❛s❡s
❞❡ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ s❡❧♦♥ ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r
▲♦①t♦♥ ❡t ✈❛♥ ❞❡r P♦♦rt❡♥ ❬✻✻❪✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ▼❛✷✾
♣❡r♠❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s

∑
n∈N α

qn

❡t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s
∏

n∈N

(
1− αqn

)
✱ ♦ù q ≥ 2 ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ❡t α ∈ Q ❡st t❡❧ q✉❡

0 < |α| < 1✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ▼❛❤❧❡r ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s
sér✐❡s ❡♥t✐èr❡s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s s✐✲
♠✐❧❛✐r❡s à ✭✷✮✳ ❯♥❡ ❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s r❡♠❛rq✉❛❜❧❡s ❞❡s rés✉❧t❛ts q✉✬✐❧ ♦❜t✐❡♥t
♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st ❧❛ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s
sér✐❡s ❞❡ ❍❡❝❦❡✲▼❛❤❧❡r

fω(z) :=
∑

n∈N

⌊ωn⌋zn , ✭✸✮

❛✉① ♣♦✐♥ts ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ♥♦♥ ♥✉❧s ❞✉ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té✱ q✉❛♥❞ ω ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡
q✉❛❞r❛t✐q✉❡✳

❯♥❡ ❞❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛❤❧❡r ét❛✐t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♠♦❞✉❧❛✐r❡ j(z) ❛✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ logα

2πi ✱ α ∈ Q
⋆
✱

❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❚❤êt❛ ❛✉① ♣♦✐♥ts ❛❧❣é✲

❜r✐q✉❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ j
(
log z
2πi

)
s❛t✐s❢❛✐t à ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱

❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
P (f(z), f(zq), z) = 0 ,

❛✈❡❝ P (x, y, z) ∈ Q[x, y, z]✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ θ(z, q) =
∑

n∈N z
2nqn

2
✱ ♣❛r

❡①❡♠♣❧❡✱ s❛t✐s❢❛✐t à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡

θ(z, q) = z2qθ(zq, q) + 1 .

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛ ♣❧✉s t❛r❞ ✐♥❞✐q✉é ▼❛❤❧❡r ❬✼✸❪ ❡t ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❡①♣❧✐✲
q✉❡r♦♥s ❞❛♥s ❧✬❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ❆✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ θ(z, q) ♥✬❡st ♣❛s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ✐♠♠é❞✐❛✲

t❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r✳ ▲❛ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s j
(
logα
2πi

)

s❡r❛ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❞é♠♦♥tré❡ ❡♥ ✶✾✾✻ ♣❛r ❧✬éq✉✐♣❡ sté♣❤❛♥♦✐s❡ ❬✷✻❪ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ θ(z, q) s❡r❛ ❞é❞✉✐t❡ ♣❛r ❇❡rtr❛♥❞ ❬✸✷❪ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡
◆❡st❡r❡♥❦♦ ❬✽✶❪✱ ❡♥ ✶✾✾✼✳ ❙✐ ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡✉✈❡s s✬❡♥ ✐♥s♣✐r❡♥t✱ ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts
✉t✐❧✐sés ♣❛r ❝❡s ❛✉t❡✉rs ✈♦♥t ❜✐❡♥ ❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ▼❛❤✲
❧❡r✳

❉❛♥s ❬✼✷❪✱ ▼❛❤❧❡r ♠♦♥tr❡ ❝♦♠♠❡♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉✬✐❧ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ♣❡r♠❡t
é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ ➚ t✐tr❡ ❞✬✐❧❧✉s✲
tr❛t✐♦♥✱ s✐ q ≥ 2 ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ❡t α ∈ Q ❡st t❡❧ q✉❡ 0 < |α| < 1✱ ▼❛❤❧❡r

✸



♦❜t✐❡♥t ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡s

∞∑

n=0

αqn ❡t
∞∏

n=0

(
1− αqn

)
.

✶✳✶ ▲❡s ❛♥♥é❡s ✼✵✱ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s♦✉✤❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
▼❛❤❧❡r

P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ♣❛s s❛♥s ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣✲
♣❡♠❡♥t ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s E✲❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❛ été
♦✉❜❧✐é❡ ♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ q✉❛r❛♥t❛✐♥❡ ❞✬❛♥♥é❡s✳ ❊♥ ✶✾✻✼✱ ❙❝❤✇❛rt③ ❬✶✵✵❪ ét❛❜❧✐t
❧✬✐rr❛t✐♦♥❛❧✐té ❡t ❧❛ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s✱ ❞♦♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡

∑

n∈N

1

1− 23n
.

❙❝❤✇❛rt③ ♥✬❛ ♣❛s ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡ q✉✬❡❧❧❡s ❞é❝♦✉❧❡♥t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ▼❛✷✾✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
♦♥ ❛

f(z3) =
f(z)(1− z)− z

1− z ♦ù f(z) :=
∑

n∈N

1

1− z−3n
.

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ▼❛✷✾ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❛❧♦rs ❧❛ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ f(α) ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t
❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♥♦♥ ♥✉❧ α✱ ❞✉ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té ♦✉✈❡rt✱ ✉♥ rés✉❧t❛t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❢♦rt
q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❙❝❤✇❛rt③✳ ▼❛❤❧❡r ❬✼✸❪ ♣✉❜❧✐❡ ❡♥ ré♣♦♥s❡ ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❛②❛♥t ♣♦✉r
❜✉t ❞❡ ♣r♦♠♦✉✈♦✐r ❡t ❞✬❛①✐♦♠❛t✐s❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉✬✐❧ ❛ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ q✉❛r❛♥t❡
❛♥♥é❡s ♣❧✉s tôt✳

➚ ❧❛ ✜♥ ❞❡s ❛♥♥é❡s ✼✵ ❡t ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡s ❛♥♥é❡s ✽✵✱ ❑✉❜♦t❛ ❬✺✼✱ ✺✽❪✱ ▲♦①t♦♥
❡t ✈❛♥ ❞❡r P♦♦rt❡♥ ❬✶✵✾✱ ✻✶✱ ✻✷✱ ✻✸✱ ✻✹✱ ✻✺✱ ✻✻❪✱ ▼❛ss❡r ❬✼✺❪✱ ❑✉✳ ◆✐s❤✐♦❦❛
❬✽✹❪ ❡t ❞✬❛✉tr❡s ❛r✐t❤♠ét✐❝✐❡♥·♥❡·s r❡♣r❡♥♥❡♥t ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ▼❛❤❧❡r✳ ▲❡✉rs
rés✉❧t❛ts ét❡♥❞❡♥t s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣♦rté❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r✱ ♥♦t❛♠✲
♠❡♥t✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ tr❛♥s❝❡♥✲
❞❛♥❝❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ sér✐❡s ❍❡❝❦❡✲▼❛❤❧❡r fω(z) ❞é✜♥✐❡s ❡♥ ✭✸✮✱ ❛✉① ♣♦✐♥ts
❛❧❣é❜r✐q✉❡s✱ q✉❛♥❞ ω ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡✉rs
rés✉❧t❛ts ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞✬ét❛❜❧✐r ❧❛ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ♦✉ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧✲
❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♠❛❥❡✉r❡s✳

✶✳✷ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❡t ❧❡s s②stè♠❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❧✐✲
♥é❛✐r❡s

❈❡❧❛ ❛✉r❛✐t ♣✉✱ ❛♣rès ✉♥ ❝♦✉rt r❡❜♦♥❞✱ ♠❛rq✉❡r ✉♥ s❡❝♦♥❞ ❝♦✉♣ ❞✬❛rrêt
❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r✳ ▼❛✐s✱ ❡♥ ✶✾✽✵✱ ▼❡♥❞ès ❋r❛♥❝❡
❬✼✼❪ ❢❛✐t ❝♦♥♥❛îtr❡ à ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡
❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❛✉t♦♠❛t❡s ✜♥✐s ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r✳ ■❧ ❢❛✐t ré❢ér❡♥❝❡ à ✉♥
❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❈♦❜❤❛♠ ❬✹✷❪✱ t✐ré ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡

✹



✶✾✻✽✱ ❡t ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t ❧❛r❣❡♠❡♥t ♠é❝♦♥♥✉ ❞❡s t❤é♦r✐❝✐❡♥·♥❡·s ❞❡s ♥♦♠❜r❡s✳ ❈❡t
❛rt✐❝❧❡ ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ sér✐❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡
❡st ✉♥❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡




f1(z)
✳✳✳

fm(z)


 = A(z)




f1(z
q)

✳✳✳
fm(zq)


 , ✭✹✮

❛✈❡❝ A(z) ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s Q(z)✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s q✲
♠❛❤❧ér✐❡♥s ♦✉ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♠❛❤❧ér✐❡♥s ❞❡ t❡❧s s②stè♠❡s ❡t✱ s✉✐✈❛♥t ▲♦①t♦♥ ❡t
✈❛♥ ❞❡r P♦♦rt❡♥ ❬✻✼❪✱ ❢♦♥❝t✐♦♥s q✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ t❡❧s s②stè♠❡s
q✉✐ s♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣❛❜❧❡s ❡♥ sér✐❡s ❡♥t✐èr❡s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❛ ❛❧♦rs
✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❜✉t ✿ ♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❡t ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡
❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❝❡t ❛s♣❡❝t ❞❛♥s
❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷ ❞❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳

❯♥❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❡st q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡
♣❛s ❛ ♣r✐♦r✐ ❛✉① s✐♥❣✉❧❛r✐tés ❞✉ s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥ ❝♦♥s✐❞éré✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✹✮✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ♣♦✐♥t
α ❡st s✐♥❣✉❧✐❡r✱ ♦✉ q✉❡ ❝✬❡st ✉♥❡ s✐♥❣✉❧❛r✐té✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r k ∈ N t❡❧
q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A(z) ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❞é✜♥✐❡ ♦✉ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❡♥ αqk ✳ ❖♥
❞✐t q✉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❡st ré❣✉❧✐❡r s✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s s✐♥❣✉❧✐❡r✳

❊♥ ✶✾✾✵✱ ❑✉✳ ◆✐s❤✐♦❦❛ ❬✽✺❪ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✱ q✉✐ ❡st ❧✬❛♥❛✲
❧♦❣✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥✱ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙✐❡❣❡❧✲❙❤✐❞❧♦✈s❦✐✐✱ q✉❡ ♥♦✉s
é♥♦♥❝❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✺ ❞❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳

❚❤é♦rè♠❡ ◆✐✾✵ ✭❑✉✳ ◆✐s❤✐♦❦❛✱ ✶✾✾✵✮✳ ❙♦✐❡♥t f1(z), . . . , fm(z) ❞❡s sér✐❡s
❡♥t✐èr❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡s ❢♦r♠❛♥t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
✭✹✮✳ ❙♦✐t α✱ 0 < |α| < 1✱ ✉♥ ♣♦✐♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ré❣✉❧✐❡r✳ ❖♥ ❛ ❧✬é❣❛❧✐té

deg.trQ(z)(f1(z), . . . , fm(z)) = deg.trQ(f1(α), . . . , fm(α)) . ✭✺✮

❈❡ t❤é♦rè♠❡ s❡♠❜❧❡ ❛♣♣♦rt❡r ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ❞é✜♥✐t✐✈❡ ❡t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ q✉❛♥t
à ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥ ❛✉① ♣♦✐♥ts ❛❧❣é✲
❜r✐q✉❡s✳ P♦✉rt❛♥t✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ◆✐s❤✐♦❦❛ s❡✉❧ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r
❧❛ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧s✳ ■❧ ② ❛ ❞❡✉① ♦❜str✉❝✲
t✐♦♥s à ❝❡❧❛✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛ ♥♦té ❇❡❝❦❡r ❬✷✽❪✳

• ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ◆✐s❤✐♦❦❛ ♥❡ ❞✐t r✐❡♥ s✉r ❝❡ q✉✬✐❧ s❡ ♣❛ss❡ ❛✉① s✐♥❣✉❧❛r✐tés
❞✉ s②stè♠❡✳

• ▼ê♠❡ ❛✉① ♣♦✐♥ts ré❣✉❧✐❡rs✱ ❧❛ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f1(z) ♥❡
❣❛r❛♥t✐t ♣❛s ❧❛ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ f1(α)✳ ❊❧❧❡ ❣❛r❛♥t✐t s❡✉❧❡♠❡♥t q✉✬❛✉
♠♦✐♥s ❧✬✉♥ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s f1(α), . . . , fm(α) ❡st tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t✳

✺



❱✐♥❣t✲❝✐♥q ❛♥s ♣❧✉s t❛r❞✱ P❤✐❧✐♣♣♦♥ ❬✾✷❪ ré❛❧✐s❡ ✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❛✈❛♥❝é❡
s✉r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♦❜str✉❝t✐♦♥✳ ❙♦♥ t❤é♦rè♠❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ t♦✉t❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❛❧❣é✲
❜r✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡
♠❛❤❧ér✐❡♥ ♣r♦✈✐❡♥t✱ ♣❛r s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❞✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡❣ré ❡♥tr❡
❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st à r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❇❡✉❦❡rs
♣♦✉r ❧❡s E✲❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ❞♦♥t ♥♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✺ ❞❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝✲
t✐♦♥✳

❚❤é♦rè♠❡ P❤✶✺ ✭P❤✐❧✐♣♣♦♥✱ ✷✵✶✺✮✳ ❙♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ◆✐✾✵✱
s♦✐t P ∈ Q[X1, . . . , Xm] t❡❧ q✉❡ P (f1(α), . . . , fm(α)) = 0✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
♣♦❧②♥ô♠❡ Q ∈ Q[z,X1, . . . , Xm]✱ ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡❣ré q✉❡ P ❡♥ X1, . . . , Xm✱ t❡❧
q✉❡

Q(z, f1(z), . . . , fm(z)) = 0, ❡t Q(α,X1, . . . , Xm) = P (X1, . . . , Xm) .

❆✐♥s✐✱ s✐ f1(z) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t❡ ❡t q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❝❤♦✐s✐
❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ fm(z) ≡ 1 ❡t q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fm(z) s♦♥t ❧✐♥é❛✐✲
r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s✉r Q(z)✱ ❛❧♦rs✱ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t α ré❣✉❧✐❡r✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
f1(α) ❡st tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡r❛✐t ✉♥❡ r❡❧❛✲
t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥tr❡ f1(α) ❡t fm(α) = 1✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P❤✐❧✐♣♣♦♥✱ ✐❧
❡①✐st❡r❛✐t ❞♦♥❝ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s p0(z), . . . , pm(z) t❡❧s q✉❡

p0(z) + p1(z)f1(z) + · · ·+ pm(z)fm(z) = 0, p1(α) = 1, ❡t pm(α) = −f1(α) .

P❛r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♦♥ ❛✉r❛✐t p1(z) = · · · = pm−1(z) = 0✱ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✲
❞✐❝t✐♦♥✳

✶✳✸ ➱t✉❞✐❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡♥ ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✐♥ts ✿ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s

❉ès s❡s ♣r❡♠✐❡rs tr❛✈❛✉①✱ ▼❛❤❧❡r ♣♦s❡ ❧❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❛♥❛❧♦❣✉❡s à ✭✷✮✳ ❑✉❜♦t❛ ❬✺✽❪ ❡t
✈❛♥ ❞❡r P♦♦rt❡♥ ❬✶✵✽✱ ✶✵✾❪ ♦♥t r❡♠❛rq✉é q✉✬✉♥❡ t❡❧❧❡ t❤é♦r✐❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡✲
♥✐r ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡♥ ❞✐✛ér❡♥ts
♣♦✐♥ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ f(z) ❡t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s
❛❧❣é❜r✐q✉❡s ♥♦♥ ♥✉❧s α1, . . . , αn ❞✉ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r n ❢♦♥❝t✐♦♥s
f1(z), . . . , fn(z)✱ ♦ù z := (z1, . . . , zn) ❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡s✱ ❡♥ ♣♦✲
s❛♥t fi(z) := f(zi) ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✳ ➱t✉❞✐❡r ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s
♥♦♠❜r❡s f(α1), . . . , f(αn) r❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ à ét✉❞✐❡r ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡
❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fn(z) ❛✉ ♣♦✐♥t α := (α1, . . . , αn)✳ ❖♥
❞♦✐t ❛❧♦rs ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ (C⋆)n✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

(z1, . . . , zn) 7→ Tz :=
(
z
t1,1
1 · · · zt1,nn , . . . , z

tn,1
n · · · ztn,n

n

)
,

✻



♦ù T := (ti,j) ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s N✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛❧♦rs ❛✉①
s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡




f1(z)
✳✳✳

fm(z)


 = A(z)




f1(Tz)
✳✳✳

fm(Tz)


 , ✭✻✮

♦ù A(z) ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s Q(z)✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥
❝❤❡r❝❤❡ à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r à ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t✳ ❖♥ ❞♦✐t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❣❛r❛♥t✐r ✉♥❡
❝❡rt❛✐♥❡ ✉♥✐❢♦r♠✐té ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts T kα ✈❡rs 0✳
▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✣❝✉❧té ❡st ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ③ér♦s ♣♦✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡
❧❛ ❢♦r♠❡ T kα✱ k ∈ N✱ q✉❛♥❞ α ∈ (Q

⋆
)n ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ ▲❡s tr❛✈❛✉①

❞❡ ❑✉❜♦t❛ ❬✺✽❪✱ ▲♦①t♦♥ ❡t ✈❛♥ ❞❡r P♦♦rt❡♥ ❬✻✸✱ ✻✹❪✱ ❡t s✉rt♦✉t ❝❡✉① ❞❡ ▼❛ss❡r
❬✼✹❪ ♣❡r♠❡tt❡♥t ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s (T,α)✱ ♦ù T ❡st
✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s N ❡t α ∈ (Q

⋆
)n ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ ♣♦✉r

❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r s✬❛♣♣❧✐q✉❡✳ ❖♥ ❞✐r❛ q✉❡ ❞❡ t❡❧s ❝♦✉♣❧❡s s♦♥t
❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ✭✈♦✐r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✼ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ■■■ ❡t ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣❡♥✲
❞✐❝❡ ❆✮✳ ❈❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♠♣♦s❡♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ T ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ r❛②♦♥
s♣❡❝tr❛❧ str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r à 1 ❡t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
s♦♥t str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡s ❛ss♦❝✐é à ❝❡ r❛②♦♥ s♣❡❝tr❛❧✳ ◗✉❛♥❞ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡
é✈❛❧✉❡r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s✱ ❡♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts α1, . . . , αr ❞✐st✐♥❝ts✱ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ T ❡st ❛❧♦rs ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✱ é❣❛❧❡ à qIr✱ ❡t ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♠♣♦s❡♥t ❛✉①
♣♦✐♥ts α1, . . . , αr ❞✬êtr❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ✶✳

❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡
❞ès ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs tr❛✈❛✉① ❞❡ ▼❛❤❧❡r✱ ♦♥ ♥❡ s❛✈❛✐t ❥✉sq✉❡ ❧à ét❛❜❧✐r ❧✬é❣❛❧✐té

deg.trQ(z)(f1(z), . . . , fm(z)) = deg.trQ(f1(α) , . . . , fm(α)) ✭✼✮

q✉❡ q✉❛♥❞ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A(z) ❡st ❞❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❢♦r♠❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿




1 0 · · · 0

b1(z) a1(z)
✳✳✳

✳ ✳ ✳
bm(z) am(z)


 ♦✉




1 0 · · · 0

b1(z)
✳✳✳ B

bm(z)


 ,

♦ù a1(z), . . . , am(z), b0(z), . . . , bm(z) ∈ Q(z) ♥✬♦♥t ♣❛s ❞❡ ♣ô❧❡ ❡♥ 0✱ ♦ù
ai(0) 6= 0✱ 1 ≤ i ≤ m ❡t ♦ù B ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✭✈♦✐r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❬✺✽❪ ❡t ❬✽✽❪✮✳

✶✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s α1, . . . , αn ∈ C s♦♥t ❞✐ts ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥✲

❞❛♥ts s✐ ❧❛ s❡✉❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ (k1, . . . , kn) ∈ Zn ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ α
k1

1 · · ·αkn

n = 1 ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r
♥✉❧✳

✼



✶✳✹ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✐✛ér❡♥ts

❯♥❡ ❛✉tr❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❞✐✣❝✉❧té ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s
✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ♠❛❤❧ér✐❡♥s✱
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ z 7→ zq✱ q ≥ 2✳ ◗✉❛♥❞ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ t②♣❡
z 7→ zq✱ q ✈❛r✐❛♥t ♣❛r♠✐ ❧❡s ❡♥t✐❡rs s✉♣ér✐❡✉rs ♦✉ é❣❛✉① à 2✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
▼❛❤❧❡r✱ ♠ê♠❡ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♣❧✉s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❡s♣❛❝❡
♣r♦♣r❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉ r❛②♦♥ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

T =




q1
✳ ✳ ✳

qr




♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞♦♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♦♥t str✐❝t❡♠❡♥t
♣♦s✐t✐✈❡s✱ s✐ q1 ≤ . . . ≤ qr s♦♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞✐st✐♥❝ts✳ ❑✉❜♦t❛ ❬✺✽❪ ❡t ✈❛♥
❞❡r P♦♦rt❡♥ ❬✶✵✾❪ ❛✈❛✐❡♥t ❡♥tr❡✈✉ très tôt ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ▼❛❤❧❡r ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✳ ◆♦✉s ② r❡✈✐❡♥❞r♦♥s ❛✉① ❝❤❛♣✐tr❡s ■■■ ❡t ■❱✳ ▲❡s
♣r❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♥✬♦♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t été ♦❜t❡♥✉s q✉✬❡♥ ✶✾✾✹
♣❛r ❑✉✳ ◆✐s❤✐♦❦❛ ❬✽✼❪ ❡t ♥❡ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s éq✉❛t✐♦♥s ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡s
❞✬♦r❞r❡ 1✳

❚❤é♦rè♠❡ ◆✐✾✹ ✭❑✉✳ ◆✐s❤✐♦❦❛✱ ✶✾✾✹✮✳ ❙♦✐❡♥t T1, . . . , Tr ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞♦♥t
❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s♦♥t ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s s✉r Q ❡t ❞♦♥t ❧❡s r❛②♦♥s
s♣❡❝tr❛✉① s♦♥t ❞❡✉① à ❞❡✉① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡
i✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s sér✐❡s ❡♥t✐èr❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛❧❣é❜r✐q✉❡s
fi,1(zi), . . . , fi,mi(zi)✱ ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ét❛♥t s♦❧✉t✐♦♥
❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

fi,j(zi) = ai,j(zi)fi,j(Tizi) + bi,j(zi) ,

❛✈❡❝ ai,j(zi), bi,j(zi) ∈ Q(zi) ❡t ai,j(0) = 1✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✱ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♣♦✐♥t
αi✱ ré❣✉❧✐❡r ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s
♣♦✐♥ts α1, . . . ,αr s♦✐❡♥t t♦✉t❡s ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❡♥t✐èr❡s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡
❛❧❣é❜r✐q✉❡ α✱ 0 < |α| < 1✳ ❆❧♦rs ❧❡s ♥♦♠❜r❡s

f1,1(α1), . . . , f1,m1(α1), . . . , fr,1(αr), . . . , fr,mr(αr) ,

s♦♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳

✶✳✺ E✲❢♦♥❝t✐♦♥s ❡t ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ✿ ❞❡✉① t❤é♦r✐❡s ♠✐✲
r♦✐rs

▲❡s tr♦✐s ❛rt✐❝❧❡s ❞❡ ▼❛❤❧❡r s♦♥t ♣✉❜❧✐és ❧✬❛♥♥é❡ ♦ù ♣❛r❛ît ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✵✺❪ ❞❡
❙✐❡❣❡❧✱ q✉✐ ❞❡✈❛✐t ❢❛✐r❡ ♥❛îtr❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s E✲❢♦♥❝t✐♦♥s ❡t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ❞é✲
♠♦♥tr❡ ❧❛ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❡t ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❛✉① ♣♦✐♥ts
❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ❯♥❡ E✲❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ sér✐❡ ❡♥t✐èr❡

✽



à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✱ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ à ❝♦✲
❡✣❝✐❡♥ts ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ❡t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t à ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡
r❛♣✐❞❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❡①♣❧✐❝✐t❡r♦♥s ♣❛s ✐❝✐✱ ♠❛✐s q✉✐ ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t
♥♦t❛♠♠❡♥t q✉✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❛♥❛❧②t✐q✉❡ s✉r C t♦✉t ❡♥t✐❡r✳ ▲❡s ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡s z 7→ eαz✱ α ∈ Q ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ E✲❢♦♥❝t✐♦♥s✳
▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❙✐❡❣❡❧ r❡❝♦✉✈r❡♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❍❡r♠✐t❡✲
▲✐♥❞❡♠❛♥♥ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ e ❡t ❞❡ π✳ ■❧s r❡❝♦✉✈r❡♥t é❣❛✲
❧❡♠❡♥t s❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲✐♥❞❡♠❛♥♥✲❲❡✐❡rstr❛ss✱ ✐♥❞✐q✉❛♥t
q✉❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥és ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s α1, . . . , αr ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥ts✱ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s eα1 , . . . , eαr s♦♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ▲❡s tr❛✲
✈❛✉① ❞❡ ❙✐❡❣❡❧ s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❛✉ss✐ ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❇❡ss❡❧✱ ❞♦♥t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡
❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

J0(z) :=
∑

n∈N

(−1)n
(n!)2

(z
2

)2n
,

q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡

J ′′
0 (z) +

1

z
J ′
0(z) + J0(z) = 0 .

❙✐❡❣❡❧ ♠♦♥tr❡ ❧❛ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ J0(α) ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t α ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s

J0(α1), . . . , J0(αr) ,

❞ès q✉❡ ±α1, . . . ,±αr s♦♥t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ♥♦♥ ♥✉❧s ❞✐st✐♥❝ts✳

▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧s r❡♣♦s❡♥t ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❡t ❞❡ ❙✐❡❣❡❧
❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐tés✳ ❉❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❛s✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs
❝♦♥str✉✐s❡♥t ✉♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛♥t ❞❡ P❛❞é s✐♠✉❧t❛♥é ❞❡ t②♣❡ ■ ♣♦✉r ❧❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s
s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✐❧s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ s❛✲
t✐s❢❛✐t❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳
❯♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❡t ✉♥❡ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞❡s q✉❛♥t✐tés
♦❜t❡♥✉❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛❧♦rs ❞✬❛❜♦✉t✐r à ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r✱ ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ r❡❝♦✉r✐r ❛✉ ❧❡♠♠❡ ❞❡
❙✐❡❣❡❧ ✿ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛♣✐❞❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts αqk ✱ k ∈ N✱ ♥❡ r❡♥❞ ♣❧✉s ♥é❝❡ss❛✐r❡
❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛♥t ❞❡ P❛❞é✳

▲❡s ❞❡✉① t❤é♦r✐❡s✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❡t ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥
s♦❝❧❡ ❝♦♠♠✉♥✱ ♦♥t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥ ✐♥térêt très ❞✐✛ér❡♥t✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s E✲
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❙✐❡❣❡❧ ❛ ❝♦♥♥✉ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✉r❛♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
♣❛rt✐❡ ❞✉ ①①❡ s✐è❝❧❡✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡tt❛✐t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❝♦♠♠❡ π✱
e✱ ♦✉ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❇❡ss❡❧✳ ❊♥ ❝♦♥tr❛st❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r
❛ été ❧❛✐ssé❡ ❞❛♥s ❧✬♦✉❜❧✐ ♣❡♥❞❛♥t q✉❛r❛♥t❡ ❛♥s ❡t✱ ♠ê♠❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ✜♥ ❞❡s
❛♥♥é❡s ✼✵✱ ❛ ❝♦♥♥✉ ✉♥ ✐♥térêt ♣❧✉s ♠✐t✐❣é✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s E✲❢♦♥❝t✐♦♥s ❛ ❝♦♥♥✉
s♦♥ ❛♣♦❣é❡ ❡♥ ✶✾✺✽ ❛✈❡❝ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙✐❡❣❡❧✲❙❤✐❞❧♦✈s❦✐✐✱ ❞♦♥t ❧✬é♥♦♥❝é ❡st
à r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ◆✐s❤✐♦❦❛✱ ♠❛✐s q✉✐ ❡st ❞❡ tr❡♥t❡ ❛♥s s♦♥ ❛î♥é✳

✾



❚❤é♦rè♠❡ ❙❙❤✺✽ ✭❙✐❡❣❡❧✲❙❤✐❞❧♦✈s❦✐✐✱ ✶✾✺✽✮✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❝♦✲
❧♦♥♥❡ ❞❡ E✲❢♦♥❝t✐♦♥s f(z) := (f1(z), . . . , fm(z))⊤✱ t❡❧ q✉❡

f ′(z) = A(z)f(z) ,

♣♦✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♠❛tr✐❝❡ A(z) à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s Q(z)✳ ❙♦✐❡♥t T (z) ❧❡ ♣❧✉s
♣❡t✐t ❝♦♠♠✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡s ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A(z)
❡t α ∈ Q t❡❧ q✉❡ αT (α) 6= 0✳ ❆❧♦rs

deg.trQ(z)(f1(z), . . . , fm(z)) = deg.trQ(f1(α), . . . , fm(α)) .

❊♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙✐❡❣❡❧✲❙❤✐❞❧♦✈s❦✐✐✱ ❇❡✉❦❡rs ❬✸✸❪ ❛ ♦❜✲
t❡♥✉✱ ❡♥ ✷✵✵✻✱ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞♦♥t ❧✬é♥♦♥❝é ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P❤✐❧✐♣♣♦♥✳

❚❤é♦rè♠❡ ❇❡✵✻ ✭❇❡✉❦❡rs✱ ✷✵✵✻✮✳ ❙♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❙❙❤✺✽✱
s♦✐t P ∈ Q[X1, . . . , Xm] ❤♦♠♦❣è♥❡ t❡❧ q✉❡ P (f1(α), . . . , fm(α)) = 0✳ ❆❧♦rs✱
✐❧ ❡①✐st❡ Q ∈ Q[z,X1, . . . , Xm]✱ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡♥ X1, . . . , Xm✱ t❡❧ q✉❡

Q(z, f1(z), . . . , fm(z)) = 0, ❡t Q(α,X1, . . . , Xm) = P (X1, . . . , Xm) .

◆♦t♦♥s q✉✬à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P❤✐❧✐♣♣♦♥✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❡✉✲
❦❡rs ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❝❡ q✉✐ s✬❛✈èr❡ êtr❡ ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✉t✐❧✐té ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s
r❡❧❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s✳

❈❡s ❞❡✉① t❤é♦r✐❡s ❞✐✛èr❡♥t ❞ès q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ét✉❞✐❡r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡♥
❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✐♥ts ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳ P♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥
❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s E✲
❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ f(z) ❡st ✉♥❡ E✲❢♦♥❝t✐♦♥✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(αz)✱ α ∈ Q✱
❡♥ ❡st ✉♥❡ é❣❛❧❡♠❡♥t✳ ❙✐ α1, . . . , αn ∈ Q s♦♥t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ♥♦♥
♥✉❧s✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s f(α1), . . . , f(αn)
❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f(α1z), . . . , f(αnz) ❛✉ ♣♦✐♥t z = 1✳ ❯♥❡
t❡❧❧❡ ❛st✉❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r✳ ❙✐ f(z) ❡st ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t α ∈ Q✱ 0 < |α| < 1✱ f(αz) ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡✳ ❖♥ ❞♦✐t ❛❧♦rs ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs
✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❛♣♣♦rt❡ s♦♥ ❧♦t ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐tés✳ ❈❡❧❛ ♣rés❡♥t❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s ✉♥
❛✈❛♥t❛❣❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s E✲❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ♠♦♥tr❡r ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡
❞❡s ♥♦♠❜r❡s f(α1), . . . , f(αn) ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♠♦♥tr❡r ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡
❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f(α1z), . . . , f(αnz)✳ ❆✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r✱
♦♥ ét✉❞✐❡ n ❝♦♣✐❡s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ ♣r✐s❡s ❡♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
z1, . . . , zn✳ ▲✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f(z1), . . . , f(zn) ❡st ❞♦♥❝
✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞ès ❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(z) ❡st tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t❡✳

✷ ❯♥❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ✿
❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ♥❡ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ♣❛s ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛✉ss✐
❝❧❛ss✐q✉❡s q✉❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s E✲❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ❈❡❧❛ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t

✶✵



q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ♥❡ s❛t✐s❢❛✐t à ❛✉❝✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❧✐✲
♥é❛✐r❡ ❬✾✸❪✱ ♥✐ ♠ê♠❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❬✶✵❪✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
▼❛❤❧❡r ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣ré❝✐s❡s ❡♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞♦♥♥és
❡st ❞♦♥❝ ❧✐♠✐té✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ♣r❡♥❞ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ t♦✉t❡ s♦♥ ❡♥✈❡r✲
❣✉r❡ q✉❛♥❞ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❣é♥ér❛✉① ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té
❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❡♥t✐èr❡✱ ♦✉ ❧❡s ❡❢✲
❢❡ts ❞✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ s✉r ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧✳ ❯♥❡ s♦✉r❝❡
✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ♣♦✉r ❧❡s s②s✲
tè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✭✹✮ ❡st ❞♦♥❝ ❞✬é❝❧❛✐r❡r ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s
♥♦♠❜r❡s ré❡❧s ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❡♥t✐èr❡✳

▲❡s ♥♦♠❜r❡s r❛t✐♦♥♥❡❧s ❛❞♠❡tt❡♥t ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ r❡❧❛t✐✈❡✲
♠❡♥t s✐♠♣❧❡ ✿ ✐❧s s♦♥t ❝❛r❛❝tér✐sés ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s ❝❤✐✛r❡s ❞❡ ❧❡✉r
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❡♥t✐èr❡ ❡st ✉❧t✐♠❡♠❡♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❞é✲
✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞é❝✐♠❛❧ ❞❡ 1

3 ❡st ❝♦♥♥✉ ♣♦✉r ♥✬êtr❡ ❝♦♠♣♦sé q✉❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥✜♥✐té
❞❡ 3✳ ❆ ❝♦♥tr❛r✐♦✱ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s ❝❤✐✛r❡s ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❡♥✲
t✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❝♦♥♥✉❡s✱ t❡❧❧❡s q✉❡

√
2✱ π ♦✉

e✱ r❡st❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♠②stèr❡s✱ ❜✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡ ❛✐t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♥♦♠✲
❜r❡✉s❡s ét✉❞❡s ❞❡♣✉✐s ❞❡s ❞é❝❡♥♥✐❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ à ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s
r❛t✐♦♥♥❡❧s✱ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❡♥t✐èr❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s
✐rr❛t✐♦♥♥❡❧s s❡♠❜❧❡ ♥✬❛❞♠❡ttr❡ ❛✉❝✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✓ s✐♠♣❧❡ ✔✳ ▲✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡
▲✐♦✉✈✐❧❧❡ ✈✐❡♥t r❡♥❢♦r❝❡r ❝❡tt❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥✳

■♥é❣❛❧✐té ❞❡ ▲✐♦✉✈✐❧❧❡✳ P♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ξ ❞❡ ❞❡❣ré d ≥ 2 ❡t
♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ ❞✬❡♥t✐❡rs (p, q)✱ q > 0✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥

∣∣∣∣ξ −
p

q

∣∣∣∣ >
c

qd
,

♦ù c ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❞❡ ξ✳

❆✐♥s✐✱ s✐ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞é❝✐♠❛❧ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ r❡ss❡♠❜❧❡ ❞❡ tr♦♣
♣rès à ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ r❛t✐♦♥♥❡❧✱ ♦♥ s✬❛tt❡♥❞ à ❝❡ q✉❡ ❝❡ ♥♦♠❜r❡ ♥❡ s♦✐t
♣❛s ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s

χ :=
∞∑

n=1

1

2n3 , ❡t θ :=
∞∑

n=1

1

2n!
. ✭✽✮

❚♦✉s ❧❡s ❝❤✐✛r❡s ❞❡ ❧❡✉r ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❜✐♥❛✐r❡ ✈❛❧❡♥t 0✱ à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡
❝❡✉① ❞♦♥t ❧❡ r❛♥❣ ❡st✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ✉♥ ❝✉❜❡ ♣❛r❢❛✐t ♦✉ ✉♥❡ ❢❛❝t♦r✐❡❧❧❡✳
▲❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❜✐♥❛✐r❡s ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡s s♦♥t ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐♠❡r❛✐t
❝♦♥s✐❞ér❡r ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts s✐♠♣❧❡s✱ ♣✉✐sq✉❡ ✈✐♥❣t ♠♦ts s✉✣s❡♥t à
❧❡s ❞é❝r✐r❡✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡s ♥♦♠❜r❡s s♦♥t ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧s✱ ♦♥ ♣❡♥s❡ q✉✬✐❧s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳ ❙✐ ❧❛ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ θ ❞é❝♦✉❧❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡
❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ▲✐♦✉✈✐❧❧❡✱ ♦♥ s❛✐t s❡✉❧❡♠❡♥t ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ χ ♥✬❡st ♥✐ r❛t✐♦♥♥❡❧✱
♥✐ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✭❝✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❬✷✹❪✮✳

✶✶



❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ❝♦♥♥❛ît très ♣❡✉ ❧✬❡✛❡t ❞✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧s✳ ❆❧♦rs q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ χ ❛ ✉♥
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❜✐♥❛✐r❡ très s✐♠♣❧❡✱ ❛✉❝✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ é✈✐❞❡♥t❡ ❞❡ s♦♥ é❝r✐✲
t✉r❡ ❞é❝✐♠❛❧❡ ♥✬❛♣♣❛r❛ît à ♣r❡♠✐èr❡ ✈✉❡ ✿

(χ)10 = 0.503 906 257 450 580 596 978 038 233 624 275 221 723 · · · .

❖♥ ❛ ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥ q✉✬✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧
✐rr❛t✐♦♥♥❡❧ s♦✐t s✐♠♣❧❡ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❞❛♥s ❞❡✉① ❜❛s❡s ❡♥t✐èr❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✲
✈❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❈✬❡st ❧✬❡s♣r✐t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ❋✉rst❡♥❜❡r❣ ♣rés❡♥✲
té❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

❇✐❡♥ sûr✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡s♣ér❡r ❞é♠♦♥tr❡r ❞é♣❡♥❞❡♥t
étr♦✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❡ ❧❛ ✓ s✐♠♣❧✐❝✐té ✔ ❞❡ ❧✬é❝r✐✲
t✉r❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❡♥t✐èr❡✳ ❈❡rt❛✐♥s ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s ❞❡ r❡♥♦♠
♦♥t ❝❤❡r❝❤é à ❡♥ ❞♦♥♥❡r ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s✳ ❊♥ ✶✾✵✾✱ ❇♦r❡❧ ❬✸✹❪ ❛❜♦r❞❛✐t ❝❡tt❡
q✉❡st✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés✳ P❧✉s t❛r❞✱ ❡♥ ✶✾✸✽✱ ▼♦rs❡ ❡t ❍❡❞✲
❧✉♥❞ ❬✼✽❪ ♦♥t ❛❞♦♣té ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s✳ ❊♥ ✶✾✻✺✱
❍❛rt♠❛♥✐s ❡t ❙t❡❛r♥s ❬✺✹❪ s❡ s♦♥t✱ ❞❡ ❧❡✉r ❝ôté✱ ✐♥tér❡ssés à ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té
❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❡♥t✐èr❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ ξ ∈ [0, 1[✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s✉✐t❡
❞✬❡♥t✐❡rs (an)n≥1 t❡❧❧❡ q✉❡ ξ =

∑∞
n=1 anq

−n✱ ❛✈❡❝ 0 ≤ an < q ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1
❡t an 6= q − 1 ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞✬❡♥t✐❡rs n✳ ▲❡ ♠♦t ✐♥✜♥✐

[ξ]q := a1a2a3a4a5 · · · ,

❡st ❛♣♣❡❧é ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ ❜❛s❡ q ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ξ✳

✷✳✶ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞❡ ❇♦r❡❧

❙♦✐❡♥t ξ ∈ [0, 1[ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧✱ q ≥ 2 ❡t a✱ 0 ≤ a < q✱ ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs✳
▲❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ a ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ ❜❛s❡ q ❞❡ ξ ❡st✱ s✐ ❡❧❧❡ ❡①✐st❡✱ ❧❛
❧✐♠✐t❡

lim
N→∞

Card{n ≤ N : an = a}
N

,

♦ù [ξ]q =: (an)n∈N✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ 0 ❞❛♥s ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞✉
♥♦♠❜r❡ χ ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✽✮ ❡st é❣❛❧❡ à 1✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ 1 ✈❛✉t 0✳ ▲❛
❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡s ❝❤✐✛r❡s 1, 2, 4, 5, 7 ❡t 8 ❞❛♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ r❛t✐♦♥♥❡❧

4

7
= 0.571 428 571 428 571 · · ·

❡st é❣❛❧❡ à 1
6 ✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡s ❝❤✐✛r❡s 0, 3, 6 ❡t 9 ❡st é❣❛❧❡ à 0✳

❯♥ ♥♦♠❜r❡ ξ ∈ [0, 1[ ❡st ❞✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧ ❡♥ ❜❛s❡ q ≥ 2 s✐ ❧❛
❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ a ✈❛✉t 1/q✱ ♣♦✉r t♦✉t a✱ 0 ≤ a ≤ q− 1✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✐❧ ❡st ♥♦r♠❛❧

✶✷



❡♥ ❜❛s❡ q ≥ 2 s✬✐❧ ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧ ❡♥ ❜❛s❡ qn✱ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1✱
❡t q✉✬✐❧ ❡st ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ♥♦r♠❛❧ s✬✐❧ ❡st ♥♦r♠❛❧ ❡♥ ❜❛s❡ q✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r
q ≥ 2✳ ❇♦r❡❧ ❬✸✹❪ ♠♦♥tr❡ q✉✬❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡✱ ♣r❡sq✉❡ t♦✉t
♥♦♠❜r❡ ré❡❧ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, 1[ ❡st ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✳ P♦✉r ❛✉t❛♥t✱ ✐❧ ❡st
❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✱ ❞♦♥t ♦♥ ♣✉✐ss❡ ♦❜t❡♥✐r
✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡✳ ❈❤❛♠♣❡r♥♦✇♥❡ ❬✸✾❪ ❛ ❞é♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡

0.123 456 789 101 112 131 415 · · · ,

❞♦♥t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞é❝✐♠❛❧ ❡st ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s
♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs✱ ❡st ♥♦r♠❛❧ ❡♥ ❜❛s❡ 10✳ ❘✐❡♥ ♥❡ ❣❛r❛♥t✐t ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉✬✐❧ s♦✐t
❛❜s♦❧✉♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ à ♣❛rt ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❝♦♥str✉✐ts ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❞
❤♦❝ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❈❤❛♠♣❡r♥♦✇♥❡✱ ✐❧ ❡st très ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r
q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❡st ♥♦r♠❛❧ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞♦♥♥é❡✳ ❖♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
t♦✉❥♦✉rs ♣❛s ❞é♠♦♥tr❡r s✐ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s

√
2✱ π ♦✉ e s♦♥t ♥♦r♠❛❧❡s ❞❛♥s

❝❡rt❛✐♥❡s ❜❛s❡s✳ ❖♥ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ♣♦✉rt❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ❬✸✺❪✳

❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ❇♦r❡❧✱ ✶✾✺✵✳ ❚♦✉t ♥♦♠❜r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧ ❡st ❛❜s♦✲
❧✉♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✳

■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ r❛t✐♦♥♥❡❧ ♥✬❡st ♥♦r♠❛❧ ❞❛♥s ❛✉❝✉♥❡ ❜❛s❡✳ ❈❡✲
♣❡♥❞❛♥t✱ ♠ê♠❡ s✐ ❞❡s ♣❛s ♦♥t été ❢❛✐ts ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡✱
♦♥ ❡st très ❧♦✐♥ ❞✬êtr❡ ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥tr❡r✳ ➚ t✐tr❡ ❞✬✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ♦♥
♥❡ ❝♦♥♥❛ît ❛✉❝✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧ ❞♦♥t ♦♥ ♣❡✉t ❣❛r❛♥t✐r q✉❡
❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ b ≥ 3 ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ❢♦✐s ✉♥ ❝❤✐✛r❡
❞♦♥♥é ✷✳

✷✳✷ ➱t✉❞❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s

❉❛♥s ❬✼✽❪✱ ▼♦rs❡ ❡t ❍❡❞❧✉♥❞ ♣♦s❡♥t ❧❡s ❜❛s❡s ❞✬✉♥❡ ét✉❞❡ ❞✉ s②stè♠❡
❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ ❜❛s❡ ❡♥t✐èr❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧✳
P♦✉r q ≥ 2 ✉♥ ❡♥t✐❡r✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

Tq :

{
[0, 1[ 7→ [0, 1[

ξ 7→ {qξ} ,

♦ù {·} ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡✳ ❙✐ (an)n≥1 ❡st ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣✲
♣❡♠❡♥t ❡♥ ❜❛s❡ q ❞✬✉♥ ré❡❧ ξ ∈ [0, 1[✱ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ ❜❛s❡ q ❞❡ Tq(ξ)
❡st ❧❡ ♠♦t

[Tq(ξ)]q = a2a3a4a5 · · · .
❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ Tq ♦♣èr❡ ✉♥❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ r❛♥❣ ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❡♥ ❜❛s❡ q ❞❡ ξ✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧✬♦r❜✐t❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ ξ ∈ [0, 1[ s♦✉s Tq ♣❛r

Oq(ξ) :=
{
ξ, Tq(ξ), T

2
q (ξ), T

3
q (ξ), . . .

}
,

✷✳ ❲❛❧❞s❝❤♠✐❞t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ s✐❣♥❛❧❡ ❞❛♥s ❬✶✶✷❪✳

✶✸



❡t ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ Oq(ξ) s❛ ❝❧ôt✉r❡ ❞❛♥s [0, 1[✳ ❯♥ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ β ❛♣♣❛rt✐❡♥t à
Oq(ξ) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡ ♠♦t ✐♥✜♥✐ [ξ]q ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ♣ré✜①❡s ❞✉
♠♦t [β]q✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ré❡❧
ξ ❡♥ ❜❛s❡ q ♣❛r

E(ξ, q) := lim
n→∞

logq(p(n, ξ, q))

n
,

♦ù p(n, ξ, q) := Card{(at, at+1, . . . , at+n−1), t ≥ 1} ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐té ❞❡ ξ ❡♥ ❜❛s❡ q✳ ▲✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❡♥t✐èr❡ ♣❡✉t
êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ ❜❛s❡ q
❞❡ ❝❡ ♥♦♠❜r❡✳ ❯♥ ♥♦♠❜r❡ ❞♦♥t ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❡st é❣❛❧❡ à 1 ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ q✉✐
❝♦♥t✐❡♥t t♦✉s ❧❡s ♠♦ts ✜♥✐s ❞❛♥s s♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡
❞♦♥t ❧✬♦r❜✐t❡ ❡st ❞❡♥s❡ ❞❛♥s [0, 1[✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡
♥♦r♠❛❧ ξ ❡♥ ❜❛s❡ q ❡st é❣❛❧❡ à 1✳ ▲❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ♥✬❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ✈r❛✐❡✱
♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐té r❡q✉✐❡rt✱ ❞❡ ♣❧✉s✱ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬éq✉✐ré♣❛rt✐t✐♦♥✳

▲✬❡♥tr♦♣✐❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té
❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞♦♥♥é❡ ❡st s♦✉s✲❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳ P♦✉r ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣ré❝✐✲
s✐♦♥✱ ♦♥ ❞♦✐t s✬✐♥tér❡ss❡r à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳ P♦✉r t♦✉t ré❡❧ ξ✱ ♦♥ ❛
❧✬❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t

1 ≤ p(n, ξ, q) ≤ qn .
❙✐ ξ ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ r❛t✐♦♥♥❡❧✱ ❧❡ ♠♦t ✐♥✜♥✐ [ξ]q ❡st ✉❧t✐♠❡♠❡♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡
q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t q ≥ 2 ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ n 7→ p(n, ξ, q) ❡st ❜♦r♥é❡✳ ❈❡❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❡
❧❡s ♥♦♠❜r❡s r❛t✐♦♥♥❡❧s✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ▼♦rs❡ ❡t ❍❡❞❧✉♥❞ ❬✼✽❪ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧ ξ s❛t✐s❢❛✐t à ❧❛ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡

p(n, ξ, q) ≥ n+ 1, ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1 .

➚ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ▼♦rs❡ ❡t ❍❡❞❧✉♥❞ ❬✼✾❪✱ ❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥·♥❡·s s❡ s♦♥t ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ssé·❡·s à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧s ❞♦♥t ❧❡ ❞é✈❡✲
❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❡♥t✐èr❡ q ❡st ♠✐♥✐♠❛❧✳ ❖♥ ❧❡s ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s
st✉r♠✐❡♥s✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘✐❞♦✉t✱ ✉♥ é♥♦♥❝é ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞✐♦♣❤❛♥t✐❡♥♥❡ q✉✐ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘♦t❤✱ ❋❡r❡♥❝③✐ ❡t ▼❛✉❞✉✐t ❬✺✵❪
♦♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞é♠♦♥tré ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ❋▼✾✼ ✭❋❡r❡♥❝③✐ ❡t ▼❛✉❞✉✐t✱ ✶✾✾✼✮✳ ▲❡s ♥♦♠❜r❡s st✉r♠✐❡♥s s♦♥t
tr❛♥s❝❡♥❞❛♥ts✳

❉✐① ❛♥s ♣❧✉s t❛r❞✱ ❆❞❛♠❝③❡✇s❦✐ ❡t ❇✉❣❡❛✉❞ ❬✷❪ ♦♥t ❣é♥ér❛❧✐sé ❝❡ rés✉❧t❛t
à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞♦♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❜❛s❡
❡st ❡♥ O(n)✳

❚❤é♦rè♠❡ ❆❇✵✼❛ ✭❆❞❛♠❝③❡✇s❦✐ ❡t ❇✉❣❡❛✉❞✱ ✷✵✵✼✮✳ ❙♦✐t ξ ✉♥ ♥♦♠❜r❡
ré❡❧ ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧ t❡❧ q✉❡ p(n, ξ, q) = O(n) ♣♦✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r q ≥ 2✱ ❛❧♦rs ξ ❡st ✉♥
♥♦♠❜r❡ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t✳

✶✹



▲❡✉r ♣r❡✉✈❡ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ à ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✐♦♣❤❛♥t✐❡♥♥❡ ❛♣✲
♣❡❧é t❤é♦rè♠❡ ❞✉ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❙❝❤♠✐❞t✲❙❝❤❧✐❝❦❡✇❡✐✱ ✉♥ rés✉❧t❛t ♣❧✉s ♣✉✐s✲
s❛♥t q✉❡ ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❘♦t❤ ❡t ❞❡ ❘✐❞♦✉t✳

P♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡X ⊂ [0, 1[✱ ♦♥ ♥♦t❡ dimH(X) ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉s❞♦r✛
❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ X ❡t X s❛ ❝❧ôt✉r❡✳ ❙✐ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ξ ❛ ✉♥❡ ❡♥tr♦♣✐❡ ♥✉❧❧❡ ❡♥ ❜❛s❡
q✱ ❛❧♦rs dimH(Oq(ξ)) = 0✳ ■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ s✐ dimH(Oq(ξ)) = 1✱ ❛❧♦rs ❧✬❡♥tr♦♣✐❡
❞❡ ξ ❡♥ ❜❛s❡ q ❡st é❣❛❧❡ à 1✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ ✐♠♣❧✐q✉❡
❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡✱ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✱ s✉✐✈❛♥t❡✳

❈♦♥❥❡❝t✉r❡✳ ❙♦✐t ξ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧✳ P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r
q ≥ 2✱ ♦♥ ❛ dimH(Oq(ξ)) = 1✳

❈❡tt❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬é♥♦♥❝❡r ❞❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❧✐é❡s
❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❜❛s❡✳ ❖♥ s✬❛tt❡♥❞ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ à ❝❡ q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐rr❛✲
t✐♦♥♥❡❧ ❛②❛♥t ✉♥❡ ❡♥tr♦♣✐❡ ♥✉❧❧❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❜❛s❡ ❛✐t ✉♥❡ ❡♥tr♦♣✐❡ é❣❛❧❡
à 1 ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s ❜❛s❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❉❛♥s ❝❡t
❡s♣r✐t✱ ❋✉rst❡♥❜❡r❣ ❬✺✷❪ ❛ ❝♦♥❥❡❝t✉ré ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ❋✉rst❡♥❜❡r❣✱ ✶✾✼✵✳ ❙♦✐t ξ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧✳ ❙✐
p, q ≥ 2 s♦♥t ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❛❧♦rs

dimH(Op(ξ)) + dimH(Oq(ξ)) ≥ 1 .

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ E(ξ, p) = 0 ♣♦✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r p ≥ 2✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛✉r❛✐t
E(ξ, q) = 1 ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r q ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ p✳ ▲❛
❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ❋✉rst❡♥❜❡r❣ s❡♠❜❧❡ t♦✉❥♦✉rs ❤♦rs ❞❡ ♣♦rté❡✳ ▲❛ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡
❛✈❛♥❝é❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡st ✉♥ rés✉❧t❛t ♣r♦✉✈é ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡
♣❛r ❙❤♠❡r❦✐♥ ❬✶✵✹❪ ❡t ❲✉ ❬✶✶✸❪ ♠♦♥tr❛♥t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ❋✉rst❡♥❜❡r❣
❡st ✈r❛✐❡ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉s❞♦r✛ ♥✉❧❧❡✳ ▼❛❧❤❡✉✲
r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❝❡ rés✉❧t❛t ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬❡①❤✐❜❡r ✉♥ s❡✉❧ ♥♦♠❜r❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧
❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❡st ✈r❛✐❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
s❡♥s ✿ ❇✉❣❡❛✉❞ ❬✸✽❪ ❛ ♠♦♥tré q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ε > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡
♥♦♠❜r❡s ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧s ❞♦♥t ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❜❛s❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à
ε ❡t ❞♦♥t ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❛♥s t♦✉t❡ ❛✉tr❡ ❜❛s❡ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à 1✳

✷✳✸ ▼❛❝❤✐♥❡s ❞❡ ❚✉r✐♥❣ ❡t ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡

❊♥ ✶✾✸✻✱ ❚✉r✐♥❣ ❬✾✻❪ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ sé♣❛r❡r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❡♥ ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ✿ ❧❡s
♥♦♠❜r❡s ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡s✱ ❞♦♥t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❡♥t✐èr❡ ♣❡✉t êtr❡
❝❛❧❝✉❧é ♣❛r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡ ❚✉r✐♥❣✱ ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s✳ ▲❡s ♥♦♠❜r❡s ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡s s♦♥t
❡♥ q✉❛♥t✐té ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡✳ ■❧s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t t♦✉s ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✱ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s π ❡t e✳ ❆✐♥s✐
✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r ❜✐❡♥ ♣r♦❣r❛♠♠é ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❡♥
❜❛s❡ ❡♥t✐èr❡ ❞❡

√
2✱ ❞❡ π ♦✉ ❞❡ e ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛r❜✐tr❛✐r❡✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡

❞✐✣❝✉❧té rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡ n✲✐è♠❡
❝❤✐✛r❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s ♥♦♠❜r❡s✳

✶✺



▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❍❛rt♠❛♥✐s ❡t ❙t❡❛r♥s✳ ❍❛rt♠❛♥✐s ❡t ❙t❡❛r♥s ❬✺✹❪ ♦♥t
été ♣❛r♠✐ ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs✱ ❡♥ ✶✾✻✺✱ à ♣♦s❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡
♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ ❜❛s❡ ❡♥t✐èr❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡✳
❆✐♥s✐✱ ✐❧s ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡
❚✉r✐♥❣ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ à ♣❧✉s✐❡✉rs r✉❜❛♥s ✭♣♦✉r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✈♦✐r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ❬✺✹❪✮ ♣♦✉r ♣r♦❞✉✐r❡ ❧❡s n ♣r❡♠✐❡rs ❝❤✐✛r❡s ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥
♥♦♠❜r❡ ré❡❧ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞♦♥♥é❡✳ ■❧s ❝❧❛ss❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡s
s❡❧♦♥ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡ ❝❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s T : N → N

✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té
❡♥ t❡♠♣s✳ ❖♥ ♥♦t❡ S(T ) ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s ❞♦♥t ❧❡s n ♣r❡✲
♠✐❡rs ❝❤✐✛r❡s ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❜✐♥❛✐r❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧és ❡♥ O(T (n))
♦♣ér❛t✐♦♥s ♣❛r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡ ❚✉r✐♥❣ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ à ♣❧✉s✐❡✉rs r✉❜❛♥s✳ ❖♥
❝♦♥s✐❞èr❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ❝❧❛ss❡ S(n)✱ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ n 7→ n✱ ❞❡s
♥♦♠❜r❡s ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡s ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ❡t ❧❛ ❝❧❛ss❡ S(n2)✱ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
n 7→ n2✳ ❍❛rt♠❛♥✐s ❡t ❙t❡❛r♥s ❞é♠♦♥tr❡♥t ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s r❛t✐♦♥✲
♥❡❧s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡s ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ❡t ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ S(n)✳ ❈❡tt❡ ❝❧❛ss❡
❝♦♥t✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ♥♦♠❜r❡ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥ts✱ ❞♦♥t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
❧❡s ♥♦♠❜r❡s χ ❡t θ✱ ❞é✜♥✐s ❡♥ ✭✽✮✳ ■❧s ❞é♠♦♥tr❡♥t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs q✉❡ t♦✉s ❧❡s
♥♦♠❜r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧❛ ❝❧❛ss❡ S(n2) ✸✳ ❊♥✜♥✱ ✐❧s ❢♦r♠✉❧❡♥t
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❝♦♥♥✉ ❞❡♣✉✐s s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❍❛rt♠❛♥✐s ❡t
❙t❡❛r♥s✳

✓ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡r❡ ❛r❡ ❛♥②
✐rr❛t✐♦♥❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs ✇❤✐❝❤ ❜❡❧♦♥❣ t♦ S(n)✳ ■❢ t❤✐s ✐s ♥♦t
t❤❡ ❝❛s❡✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❤❡ str❛♥❣❡ r❡s✉❧t t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❧❛ss✐✜❝❛✲
t✐♦♥ s♦♠❡ tr❛♥s❝❡♥❞❡♥t❛❧ ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ s✐♠♣❧❡r t❤❛♥ ❛❧❧ ✐rr❛t✐♦♥❛❧
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs✳ ✔ ✹

❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ r❡st❡ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❧❛r❣❡♠❡♥t ♦✉✈❡rt ✭✈♦✐r ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❞❛♥s ❬✾❪✮✳
❯♥❡ ré♣♦♥s❡ ♥é❣❛t✐✈❡ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r
❧❛ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ χ ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✽✮ ❡t ❞❡ t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥
t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡✳

❘❡str✐❝t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉① ❛✉t♦♠❛t❡s ✜♥✐s✳ ❊♥ ✶✾✻✽✱ ❈♦❜❤❛♠ ❬✹✷❪
♣r♦♣♦s❡ ❞❡ r❡str❡✐♥❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❍❛rt♠❛♥✐s ❡t ❙t❡❛r♥s à ✉♥❡ ❝❧❛ss❡
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ ❚✉r✐♥❣ ✿ ❧❡s ❛✉t♦♠❛t❡s ✜♥✐s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❛✈❡❝
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s♦rt✐❡ ✭❡♥ ❛♥❣❧❛✐s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✜♥✐t❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✇✐t❤ ♦✉t♣✉t✮✱
q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❝♦✉rt ❛✉t♦♠❛t❡s ✜♥✐s✳ ❇r✐è✈❡♠❡♥t✱
✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ✜♥✐ ❡st ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ q✉✐ ♣r❡♥❞ ✉♥ ♠♦t ✜♥✐ ❡♥ ❡♥tré❡✳ ➚ ❝❤❛q✉❡

✸✳ ❖♥ s❛✐t ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❜✐❡♥ ♠✐❡✉①✱ ❡t q✉❡ t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡
❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ ❝❧❛ss❡ S(n logj n) ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥t✐❡r j ❬✸✻❪✳

✹✳ ■❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ❧❛ ❝❧❛ss❡ S(n) ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ✐rr❛✲
t✐♦♥♥❡❧s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ♦♥ s❡r❛✐t✱ s❡❧♦♥ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❞❛♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ étr❛♥❣❡
♦ù ❝❡rt❛✐♥s ♥♦♠❜r❡s tr❛♥s❝❡♥❞❛♥ts s❡r❛✐❡♥t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s q✉❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♥♦♠❜r❡ ❛❧❣é✲
❜r✐q✉❡ ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧✳ ✭◆♦✉s tr❛❞✉✐s♦♥s✳✮

✶✻



❢♦✐s q✉❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ❧✐t ✉♥❡ ❧❡ttr❡✱ ✐❧ ❝❤❛♥❣❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬ét❛t✱ ♣❛r♠✐ ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐✱ s❡❧♦♥ ✉♥❡ rè❣❧❡ ♣ré❞ét❡r♠✐♥é❡✳ ▲❛ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ❡st ❧❡
s②♠❜♦❧❡ ❛ss♦❝✐é à ❧✬ét❛t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✐❧ s❡ tr♦✉✈❡ ❡♥ ✜♥ ❞❡ ❧❡❝t✉r❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳ ❙♦✐t q ≥ 2 ✉♥ ❡♥t✐❡r✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ s✉✐t❡ (an)n∈N ❡st q✲
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ s✐ ❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ♣r♦❞✉✐t❡ ♣❛r ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ✜♥✐ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs ❡♥ ❜❛s❡ q✳ P❛r ❡①t❡♥s✐♦♥✱ s✐ b ≥ 2 ❡st
✉♥ ❡♥t✐❡r✱ ♦♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ ❡st (q, b)✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ s✐ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ s♦♥
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ ❜❛s❡ b ❡st q✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡
s✉✐t❡ ❡st ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st q✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ q✱ ❡t q✉✬✉♥
♥♦♠❜r❡ ré❡❧ ❡st ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ s✬✐❧ ❡st (q, b)✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦✉♣❧❡
(q, b)✳

❈♦❜❤❛♠ ❬✹✷❪ ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r à r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛ sér✐❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞✬✉♥❡
s✉✐t❡ q✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ s❛t✐s❢❛✐t à ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✹✮✳ ❈♦❜❤❛♠ ♥✬❛
❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ à ❝❡ ♠♦♠❡♥t ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ▼❛❤❧❡r✳ ❊♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✮ ❡t s✉r s❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s E✲❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ✐❧ é♥♦♥❝❡
❝♦♠♠❡ ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ❈♦✻✽ ✭❈♦❜❤❛♠✱ ✶✾✻✽✮✳ ❙♦✐t f(z) ✉♥❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r
❞❡ sér✐❡s ❡♥t✐èr❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡s✱ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts r❛t✐♦♥♥❡❧s✱ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②s✲
tè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✹✮✳ ❙♦✐t α✱ 0 < α < 1✱ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ r❛t✐♦♥♥❡❧ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s
✉♥ ♣ô❧❡ ❞❡ f(z)✳ ❆❧♦rs✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ f(α) ❡st s♦✐t r❛t✐♦♥♥❡❧✱ s♦✐t tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t✳

❈♦❜❤❛♠ ♥❡ ❞é♠♦♥tr❡ ♣❛s ❝❡tt❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡✱ ❜✐❡♥ q✉✬✐❧ ❧✬❛♥♥♦♥❝❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥
t❤é♦rè♠❡✳ ■❧ r❡♥✈♦✐❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ à ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✹✶❪ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ♥❡ ❞é♠♦♥tr❡
q✉❡ ❧❡ ❝❛s ♦ù f(z) s❛t✐s❢❛✐t à ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ❞✬♦r❞r❡ 1✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

f(zq) = p(z)f(z) + r(z) ,

❛✈❡❝ p(z), r(z) ∈ Q(z)✳ ■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r à q✉❡❧ ♣♦✐♥t ❧❛ ❞é♠♦♥s✲
tr❛t✐♦♥ q✉❡ ❞♦♥♥❡ ❈♦❜❤❛♠✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡
▼❛❤❧❡r ❞❛♥s ❬✼✵❪✱ ♠ê♠❡ s✐ ❈♦❜❤❛♠ ✐❣♥♦r❛✐t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❝❡
❞❡r♥✐❡r✳

❊♥ é♥♦♥ç❛♥t s♦♥ t❤é♦rè♠❡✱ ❈♦❜❤❛♠ ❛ ❡♥ têt❡ ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❞♦♥t ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♥❡ ❞é❝♦✉❧❡r❛ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ♣❛s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤✲
❧❡r✱ ♠❛✐s s❡r❛ ♦❜t❡♥✉❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✉ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡✱ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥sé✲
q✉❡♥❝❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❆❇✵✼❛✳

❚❤é♦rè♠❡ ❆❇✵✼❜ ✭❆❞❛♠❝③❡✇s❦✐✱ ❇✉❣❡❛✉❞✱ ✷✵✵✼✮✳ ❯♥ ♥♦♠❜r❡ ❛✉t♦♠❛✲
t✐q✉❡ ❡st s♦✐t r❛t✐♦♥♥❡❧✱ s♦✐t tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t✳

▲❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ❋✉rst❡♥❜❡r❣✱ é♥♦♥❝é❡ ♣❧✉s ❤❛✉t✱ tr❛❞✉✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡
s✐♠♣❧❡ ❞❛♥s ❞❡✉① ❜❛s❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❉❛♥s ✉♥ ♠ê♠❡
♦r❞r❡ ❞✬✐❞é❡✱ ♦♥ ❢♦r♠✉❧❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ s✉✐✈❛♥t❡✳

✶✼



❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ❆✳ ❯♥ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡
❞❛♥s ❞❡✉① ❜❛s❡s ❡♥t✐èr❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳

❉❛♥s ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❈♦❜❤❛♠ ❬✹✸❪ ❛ ♠♦♥tré q✉✬✉♥❡ s✉✐t❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s
✉❧t✐♠❡♠❡♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ à ❧❛ ❢♦✐s p ❡t q✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ s✐ ❧❡s ❡♥t✐❡rs
p ❡t q s♦♥t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡
♥♦♠ ❞❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈♦❜❤❛♠✳ ▲❡ ❝❛❞r❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡r ❧❛
❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈♦❜❤❛♠✳

❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ❇✳ ❙♦✐❡♥t q1, . . . , qr ≥ 2 ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡✉① à ❞❡✉① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✲
♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✱ 1 ≤ i ≤ r✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ qi✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡
✐rr❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ fi(z)✳ ❆❧♦rs✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fr(z) s♦♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s✉r Q(z)✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s r = 1✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❛ été ❞é♠♦♥tré❡ ♣❛r ❘❛♥❞é ❬✾✸❪✱ ❝✬❡st
❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❘❛✾✷ ♣rés❡♥té ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ■✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s r = 2✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡
❛ été t♦✉t ré❝❡♠♠❡♥t ❞é♠♦♥tré❡ ♣❛r ❆❞❛♠❝③❡✇s❦✐✱ ❉r❡②❢✉s✱ ❍❛r❞♦✉✐♥ ❡t
❲✐❜♠❡r ❬✶✶❪✳ ▲❡✉r ❞é♠❛r❝❤❡ ♥❡ s❡♠❜❧❡ t♦✉t❡❢♦✐s ♣❛s s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❛✉ ❝❛s
r ≥ 3✱ q✉✐ r❡st❡ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❡♥❝♦r❡ ♦✉✈❡rt✳

❈❡s ❞❡✉① ❝♦♥❥❡❝t✉r❡s ❞é❝♦✉❧❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❣é♥ér❛❧❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♣♦r✲
t❛♥t s✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ s❡♠❜❧❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ♣❛r
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r✱ ✉♥❡ ❢♦✐s q✉✬❡❧❧❡ s❡r❛ ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡✳ ▲❡s
rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❧❛ ❞é♠♦♥tr❡♥t ♣♦✉r ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s✳

❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ❈✳ ❙♦✐t r ≥ 1 ✉♥ ❡♥t✐❡r✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✱ 1 ≤ i ≤ r✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ qi✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ fi(z)✱ qi ≥ 2✱ ❡t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♥♦♥ ♥✉❧
αi ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ fi(z)✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s
❞❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s s♦✐t s❛t✐s❢❛✐t❡ ✿

✭✐✮ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s α1, . . . , αr s♦♥t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱

✭✐✐✮ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s q1, . . . , qr s♦♥t ❞❡✉① à ❞❡✉① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥ts✳

❆❧♦rs ❧❡s ♥♦♠❜r❡s f1(α1), . . . , fr(αr) s♦♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧s s♦♥t t♦✉s tr❛♥s❝❡♥❞❛♥ts✳

✷✳✹ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❡t t❤é♦rè♠❡ ❞✉ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ✿ ❛✈❛♥✲
t❛❣❡s ❡t ❧✐♠✐t❡s

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡ q✉✐ ét❛✐t ❛tt❡♥❞✉ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✽✵✱ ❝❡ ♥✬❡st ✜♥❛✲
❧❡♠❡♥t ♣❛s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r q✉✐ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧❛
tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧s✱ ♠❛✐s ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❤❛❜✐❧❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✉ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s✲
❝r✐t✱ ❞❡♣✉✐s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ P❤✐❧✐♣♣♦♥ ❬✾✷❪ ❡t ♥♦s tr❛✈❛✉① ❬✶✸❪✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
▼❛❤❧❡r ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❆❇✵✼❜✳ ❈❡s ❞❡✉①
❛♣♣r♦❝❤❡s ♦♥t ❧❡✉rs ❛✈❛♥t❛❣❡s ❡t ❧❡✉rs ❧✐♠✐t❡s ♣r♦♣r❡s✳

✶✽



• ❙✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡s✳ ◗✉❛♥❞ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ ❞é✲
✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❡♥t✐èr❡✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✉ s♦✉s✲
❡s♣❛❝❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛✐t❡r ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❧❛r❣❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s
q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ♣❡r♠❡t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞✬♦❜t❡♥✐r
❧❛ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣✲
♣❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❡♥t✐èr❡ ❡st ❡♥ O(n)✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r✱
q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ q✉❡ q✉❛♥❞ ❧❡s sér✐❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s s❛t✐s❢♦♥t
à ❝❡rt❛✐♥❡s éq✉❛t✐♦♥s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❝❡ q✉✐ r❡str❡✐♥t ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t
❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s✳ ➚ t✐tr❡ ❞✬✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬✼❪ ♦♥t ♠♦♥✲
tré q✉❡✱ ♣❛r♠✐ ❧❡s sér✐❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥
♥♦♠❜r❡ ré❡❧✱ s❡✉❧❡s ❝❡❧❧❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ s✉✐t❡s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s s♦♥t ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

• ➱t✉❞❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ♥♦♥ ❡♥t✐èr❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
▼❛❤❧❡r s✬❛♣♣❧✐q✉❡✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❞❛♥s ❞❡s
❜❛s❡s ♥♦♥ ❡♥t✐èr❡s✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞✉
❞✐sq✉❡ ✉♥✐té✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✉ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❛✉t❛♥t ❞❡
s♦✉♣❧❡ss❡✳ ■❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❧✬❛♣♣❧✐q✉❡r q✉❡ ❧❛ ❜❛s❡ ét✉❞✐é❡
❛✐t ✉♥❡ ❤❛✉t❡✉r é❣❛❧❡ à s♦♥ ♠♦❞✉❧❡✳ ◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❝❡t ❛s♣❡❝t ❞❛♥s ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✹✳✺ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ■✳

• ■♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ♣❡r♠❡t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t
❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ ❝❡r✲
t❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
▼❛❤❧❡r s♦♥t ❡♥ ré❛❧✐té ❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞❡ rés✉❧t❛ts ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡
❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ ▲❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧❣é✲
❜r✐q✉❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✉ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ s❡♠❜❧❡ ♣❧✉s ❤②♣♦t❤ét✐q✉❡✳

▲❡ ❝❛s ❞❡s ♥♦♠❜r❡s st✉r♠✐❡♥s ❡st ✉♥❡ ♣❛r❢❛✐t❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣❤é✲
♥♦♠è♥❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s ❝❤✐✛r❡s ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ t♦✉t ♥♦♠❜r❡
st✉r♠✐❡♥ ❛ ♣♦✉r t❡r♠❡ ❣é♥ér❛❧

⌊(n+ 1)ω + ρ⌋ − ⌊nω + ρ⌋ ,

❛✈❡❝ 0 < ω < 1 ✉♥ ré❡❧ ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ♣❡♥t❡ ❡t ρ ≥ 0 ✉♥ ré❡❧
q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬✐♥t❡r❝❡♣t✳ ❯♥ ♥♦♠❜r❡ st✉r♠✐❡♥ ❞✬✐♥t❡r❝❡♣t ♥✉❧ ❡st ❞♦♥❝ ❧❛
✈❛❧❡✉r ❡♥ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ z+1

z fω(z)✱ ♦ù fω(z) ❡st ❧❛ sé✲
r✐❡ ❞❡ ❍❡❝❦❡✲▼❛❤❧❡r ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✭✸✮✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ♥❡ ❞✐t r✐❡♥ ❞❡s
♥♦♠❜r❡s st✉r♠✐❡♥s ❞♦♥t ❧✬✐♥t❡r❝❡♣t ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❡♥t✐❡r✱ ❧à ♦ù ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✉
s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❛ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♥♦♠❜r❡
st✉r♠✐❡♥ ✭t❤é♦rè♠❡ ❋▼✾✼✮✳ ❊♥ ❝❡ s❡♥s✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✉ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ♣❡r♠❡t
❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❧❛r❣❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ q✉❛♥❞ ❧✬✐♥t❡r❝❡♣t ❡st ♥✉❧✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✲
♠♦♥tr❡r ❧❛ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ fω(z) ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♥♦♥ ♥✉❧ ❞✉ ❞✐sq✉❡
✉♥✐té ✭✈♦✐r ❬✻✺❪✮ ❡t ♥♦♥ ♣❧✉s s❡✉❧❡♠❡♥t ❛✉① ✐♥✈❡rs❡s ❞❡s ❡♥t✐❡rs✳ ❙✐✱ ❞❡ ♣❧✉s✱ ❧❛

✶✾



♣❡♥t❡ ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡✱ ❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❑✉✳ ◆✐s❤✐♦❦❛
❬✽✼❪ ❡t ▼❛ss❡r ❬✼✻❪✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ❬✶✻❪ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦♣t✐♠❛✉① ❞✬✐♥✲
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r✳ ■❧ ❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs r❛✐s♦♥✲
♥❛❜❧❡ ❞❡ ♣❡♥s❡r q✉❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ❛✉① ♣❡♥t❡s ω ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱
❡♥ ❛❞❛♣t❛♥t ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❞❡ ❬✻✺❪✳

✸ ❘és✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t

▲❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥♥✉s ❥✉sq✉✬❛❧♦rs ❡♥ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é✲
♠♦♥tr❡r ❧❛ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❡t ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛r❣❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡
✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♠♦♥tr❡r ♣❛r
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡

√
2 ♥✬❡st ♣❛s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❡♥ ❜❛s❡ 10✱

✉♥ rés✉❧t❛t ❣é♥ér❛❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ❖♥ ❞♦✐t ❡♥ ❡✛❡t êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r
q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ {0, . . . , 9} ♥❡ ♣r❡♥❞ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ ♣♦✐♥t 1

10 ✱ ❡t
❝❡✱ s❛♥s ✐♠♣♦s❡r ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ♦✉ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧ 2✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡
♥❡ ♣❡✉t ♣❛s é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ 3✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ❞♦✐t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
❡♥tr❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s 2✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s 3✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s✱ ❛✉① ✐♥✈❡rs❡s ❞❡s ❡♥t✐❡rs✱ ❡st é❣❛❧❡ à Q✳

❚r♦✐s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t à ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s
❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❧❡sq✉❡❧s r❡q✉✐èr❡♥t ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❣é♥ér❛❧✐té✳

✭■✮ ❉é♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❈♦✻✽✳

✭■■✮ ❉é♠♦♥tr❡r q✉✬✉♥ ré❡❧ ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❛♥s
❞❡✉① ❜❛s❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✭❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❆✮✳

✭■■■✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s sér✐❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❞❡ s✉✐t❡s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s✱ ❛ss♦❝✐é❡s à
❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡✉① à ❞❡✉① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ s♦♥t ❛❧❣é❜r✐✲
q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✭❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❇✮✳

P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭■✮✱ ❝✬❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❡♥ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
q✉✬✐❧ ❢❛✉t ✉t✐❧✐s❡r✳ ▼♦♥tr❡r ❧❛ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(z) ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t α
r❡✈✐❡♥t à ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r Q ❡♥tr❡ 1 ❡t f(α)✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ◆✐s❤✐♦❦❛ ♥❡ s✉✣t ♣❛s✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P❤✐❧✐♣♣♦♥
♥♦✉s ♠♦♥tr❡ q✉✬❛✉① ♣♦✐♥ts ré❣✉❧✐❡rs✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ s❛✈♦✐r ❣ér❡r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s
❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥tr❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ é❣❛❧❡ à 1 ❡t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡
♠❛❤❧ér✐❡♥✳ ❖♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs s❡ r❛♠❡♥❡r ❛✉ ❝❛s ♦ù ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ t❡❧❧❡s
r❡❧❛t✐♦♥s✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ✉♥ s②stè♠❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s 1 ❡t f(z)✳
❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❝ré❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés
❡t ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❈♦✻✽ s❛♥s s❛✈♦✐r ❧❡s ❣ér❡r✳ ◆♦✉s
❞é❞✉✐s♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ■ ❡t ■■ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✱ q✉✐ ❞é♠♦♥tr❡
❡t r❡♥❢♦r❝❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❈♦✻✽✳

✷✵



❚❤é♦rè♠❡ ✶✳ ❙♦✐❡♥t K ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s✱ f(z) ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡
à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s K ❡t α ∈ Q✱ 0 < |α| < 1✱ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♣ô❧❡ ❞❡ f ✳ ❖♥
❛ ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s♦✐t f(α) ❡st tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t✱ s♦✐t f(α) ∈ K(α)✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ tr❛♥❝❤❡r ❝❡tt❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✳

◆♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t s❡ s♦✉str❛✐r❡ à ❝❡tt❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡t q✉✬✐❧
❡①✐st❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t❡s ♣r❡♥❛♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❛❧❣é✲
❜r✐q✉❡s ❡♥ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ♣♦✐♥ts ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞✉ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té✳

▲❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❈♦✻✽ ❡st ✉♥ é♥♦♥❝é ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥tr❡
✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ é❣❛❧❡ à 1✳ ❖♥ ♣❡✉t✱ ❞❡
❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱ s❡ ♣♦s❡r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

➚ q✉❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s q✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s✱ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s✉r Q(z)✱ s♦♥t✲
❡❧❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s✉r Q ❄

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P❤✐❧✐♣♣♦♥ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ❧❛ q✉❡s✲
t✐♦♥✱ ♣✉✐sq✉✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥❡ s❡ r❡❧è✈❡
q✉✬❡♥ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ é❣❛❧❡ à 1 ❡t ❧❡s ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡✳ ❖♥ ❞♦✐t ❛❧♦rs ét❛❜❧✐r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡
❞❡ P❤✐❧✐♣♣♦♥✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳ ❉❛♥s ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ P❤✶✺✱ s✐ P ❡st ✉♥ ♣♦❧②✲
♥ô♠❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ Q ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡
❡♥ X1, . . . , Xm✳

▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❝❡t é♥♦♥❝é ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❡①❛❝t ❞✉ t❤é♦✲
rè♠❡ ❞❡ ❇❡✉❦❡rs✳ ❉❡✉① ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❡♠♣ê❝❤❡♥t t♦✉t❡❢♦✐s ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ré✲
♣♦♥❞r❡ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ♣♦sé❡✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ✐❧ ✐♠♣♦s❡ ❞❡ r❡❣r♦✉♣❡r ❧❡s ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥✱ ❢❛✐s❛♥t ♣❛r ❧à ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡t ❞♦♥❝✱ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s
❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♣❛s ❛✉① s✐♥❣✉❧❛r✐tés ❞✉ s②stè♠❡✳
◆♦s rés✉❧t❛ts ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ✈❡♥✐r à ❜♦✉t ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❞✐✣❝✉❧tés✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ r❡❧❛t✐♦♥ q✲♦r❜✐t❛❧❡ ❡♥tr❡ ❞❡s sér✐❡s f1(z), . . . , fr(z)
❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r m ≥ 0 ❡t ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ Q ∈ Q[z,X1, . . . , X(m+1)r]
t❡❧s q✉❡

Q
(
z, f1(z), . . . , fr(z), f1 (z

q) , . . . , fr
(
zq

m))
= 0 .

❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ q✲♦r❜✐t❛❧❡ ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ s✐ Q ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡♥ ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s X1, . . . , X(m+1)r✱ ❡t q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ s✐✱ ❞❡ ♣❧✉s✱ Q ❡st ❞❡ ❞❡❣ré
1✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳ ❙♦✐❡♥t f1(z), . . . , fr(z) ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s ❡t α✱
0 < |α| < 1✱ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣ô❧❡ ❞✬❛✉❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳
❙♦✐t P ∈ Q[X1, . . . , Xr] ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ t❡❧ q✉❡ P (f1(α), . . . , fr(α)) =

✷✶



0✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ q✲♦r❜✐t❛❧❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ Q✱ ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
f1(z), . . . , fr(z)✱ t❡❧❧❡ q✉❡

Q(α,X1, . . . , Xr, Xr+1, . . . , X(m+1)r) = P (X1, . . . , Xr) .

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ t♦✉t❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r Q ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s q✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✱ ❡♥ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♣♦✐♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♥♦♥
♥✉❧ ❞✉ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té✱ ♣r♦✈✐❡♥t✱ ♣❛r s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❞✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ q✲♦r❜✐t❛❧❡
❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✸ ❡st à ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❛✈❡❝
❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲✐♥❞❡♠❛♥♥✲❲❡✐❡rstr❛ss✱ q✉✐ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡✱ ♣♦✉r α1, . . . , αr ❞❡s
♥♦♠❜r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✱ ❧❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s
eα1 , . . . , eαr ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t t♦✉t❡s ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ exey = ex+y✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✸ s❡ ❞é♠❛rq✉❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t ❡♥ ♠é✲
t❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r✱ ❛✉ s❡♥s ♦ù ✐❧ ♥✬✐♠♣♦s❡ ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❡s s②stè♠❡s
♠❛❤❧ér✐❡♥s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fr(z) ❡t q✉✬✐❧
s✬❛♣♣❧✐q✉❡ s❛♥s r❡str✐❝t✐♦♥s à t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ♥♦♥ ♥✉❧s ❞❡ ❧❡✉r
❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❡✱ ❡t ♣❧✉s s❡✉❧❡♠❡♥t ❛✉① ♣♦✐♥ts ré❣✉❧✐❡rs✳

◗✉❛♥❞ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ✭■■✮ ❡t ✭■■■✮✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r
❡♥ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥❡ s✉✣t ♣❧✉s✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❡♥ ❛✈♦♥s ❞✐s❝✉té ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❝❡❧❛ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❖♥ ❞♦✐t êtr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡
❝♦♥s✐❞ér❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s ♦♣ér❛✲
t❡✉rs ❞✐✛ér❡♥ts✳ ❈❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ét❛✐t ❥✉sq✉✬✐❝✐ très ♣❡✉ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡✱ ❡♥ ❞❡❤♦rs
❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡s ❞✬♦r❞r❡ 1✳ ❘é♣♦♥❞r❡ ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ✭■■✮ ❡t ✭■■■✮
♥é❝❡ss✐t❡ ❛ ❝♦♥tr❛r✐♦ ❞✬êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ tr❛✐t❡r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧s s②stè♠❡s ♠❛❤✲
❧ér✐❡♥s✱ ♣✉✐sq✉✬♦♥ ♥❡ ❝♦♥♥❛ît ❛ ♣r✐♦r✐ ♥✐ ❧❛ t❛✐❧❧❡✱ ♥✐ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s s②stè♠❡s
❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ♥♦s sér✐❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s
❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ■■■ ❡t ■❱✱ s✬✐❧s ♥❡ ré♣♦♥❞❡♥t ♣❛s t♦t❛❧❡♠❡♥t ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ✭■■✮
❡t ✭■■■✮✱ ♦✛r❡♥t ✉♥ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧ ♣♦✉r ✉♥❡ t❡❧❧❡ t❤é♦r✐❡✳ ❉❛♥s ❝❡s ❞❡✉① ❝❤❛✲
♣✐tr❡s✱ ♥♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡s
s✐♥❣✉❧✐èr❡s✳ ❙❛♥s ❞é✜♥✐r ✐❝✐ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ✭♥♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ♣♦✉r
❝❡❧❛ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ■■■✮✱ s✐❣♥❛❧♦♥s q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ❡st ré❣✉❧✐èr❡
s✐♥❣✉❧✐èr❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

p0(z)f(z) + p1(z)f (z
q) + · · ·+ pm(z)f

(
zq

m)
= 0,

❛✈❡❝ p0(z), . . . , pm(z) ∈ Q[z]✱ ❡t p0(0)pm(0) 6= 0✳ ❊♥ ❝❡ s❡♥s✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
ré❣✉❧✐èr❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s✳
❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ tr❛✐t❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s sér✐❡s
❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❞❡ s✉✐t❡s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s✳ ➚ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡
❧❛ sér✐❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❘✉❞✐♥✲❙❤❛♣✐r♦ ✭✈♦✐r ❡①❡♠♣❧❡ ✷✷✮ ♥✬❡st ♣❛s
ré❣✉❧✐èr❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳ ▲❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❈ ❡st ✈r❛✐❡ s✐ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡st ré❣✉❧✐èr❡
s✐♥❣✉❧✐èr❡✳

✷✷



❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❛❧♦rs α1 = · · · = αr := α✱ ♣♦✉r ✉♥ ♣♦✐♥t α s♦✐❣♥❡✉s❡♠❡♥t
❝❤♦✐s✐✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ré♣♦♥❞r❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭■■■✮✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ré❣✉❧✐❡r s✐♥✲
❣✉❧✐❡r✳

❚❤é♦rè♠❡ ✺✳ ▲❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❇ ❡st ✈r❛✐❡ s✐ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡st ré❣✉❧✐èr❡
s✐♥❣✉❧✐èr❡✳

◆♦t❡ s✉r ♠♦♥ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❏✬❛✐ ❡✛❡❝t✉é ❡♥ ✷✵✶✷ ✉♥❡ ❛♥✲
♥é❡ ❞❡ ♣ré✲❞♦❝t♦r❛t à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ▲②♦♥ ✶✱ s♦✉s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❇♦r✐s ❆❞❛♠❝✲
③❡✇s❦✐✳ ➚ ❝❡tt❡ ♦❝❝❛s✐♦♥✱ ❥❡ ♠❡ s✉✐s ✐♥tér❡ssé à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r✱ t❤é♦r✐❡
q✉✐✱ à ❝❡ ♠♦♠❡♥t✱ ♥✬❛✈❛✐t ♣❛s ✉♥❡ ❛❝t✉❛❧✐té très ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ❏✬❛✐ ✜♥❛❧❡♠❡♥t
❝❤♦✐s✐✱ ❧✬❛♥♥é❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❞✬❛❧❧❡r tr❛✈❛✐❧❧❡r ❞❛♥s ✉♥ ❝♦❧❧è❣❡ ❞❡ ré❣✐♦♥ ♣❛r✐s✐❡♥♥❡✱
ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❥✬❡♥s❡✐❣♥❡ t♦✉❥♦✉rs✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡♥❝é ✉♥
tr❛✈❛✐❧ ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❇♦r✐s ❆❞❛♠❝③❡✇s❦✐✱ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s q✉❡
❥✬❛✈❛✐s ❡✛❡❝t✉é❡s à ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♥♥é❡ ❞❡ ♣ré✲❞♦❝t♦r❛t✳ ❈❡tt❡ ❝♦❧❧❛❜♦✲
r❛t✐♦♥ ❛ ❞♦♥♥é ❧✐❡✉ ❛✉① q✉❛tr❡ ❛rt✐❝❧❡s ❬✶✸✱ ✶✹✱ ✶✺✱ ✶✻❪ ❞♦♥t ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s
❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡ ♠♦♥ t❡♠♣s ❞❡ r❡✲
❝❤❡r❝❤❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ✈❛❝❛♥❝❡s s❝♦❧❛✐r❡s ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❧♦♥❣ s✉r ❧❡q✉❡❧
s✬ét❡♥❞ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦s tr❛✈❛✉①✳

✹ ❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t

▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ❝❤❛♣✐tr❡s ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t s♦♥t ❝♦♥s❛❝rés à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s ❡♥ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ■✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r ❡①✲
♣❧♦ré ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❛✉t♦♠❛t❡s ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s✱ ♥♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ✷✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❛tt❛r❞♦♥s ❡♥s✉✐t❡ s✉r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés ❞✬✉♥
s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥✱ ❛✜♥ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❈♦✻✽ ❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳
▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ■■ ❡st ❞é❞✐é ❛✉① q✉❡st✐♦♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s ❝♦♠✲
♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ♣r❡♥❞ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♦✉
tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♥♦♥ ♥✉❧ ❞✉ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té✳ ◆♦✉s ♠♦♥✲
tr♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡♥t✱ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥
s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥ ❛r❜✐tr❛✐r❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ♠✐♥✐✲
♠❛❧❡ ❞♦♥t ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳

▲❡s tr♦✐s✐è♠❡ ❡t q✉❛tr✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡s s♦♥t ❝♦♥s❛❝rés à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤✲
❧❡r ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ■■■✱ ♥♦✉s ét❛✲
❜❧✐ss♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❛♥❛❧♦❣✉❡s ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ◆✐s❤✐♦❦❛ ❡t ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✱
♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ tr❛✐t❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❞❡s s②stè♠❡s ♠❛❤❧ér✐❡♥s ré❣✉❧✐❡rs
s✐♥❣✉❧✐❡rs ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❛ss♦❝✐és à ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ q✉✐ ❡st ❛ss❡③ ❞❡♥s❡✱ ❝♦♥t✐❡♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t
✉♥ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ③ér♦s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ q✉❡ ❝❡✉① ❡①✐st❛♥t ❥✉sq✉❡✲❧à ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ▼❛❤❧❡r✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ à ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❈♦r✈❛❥❛ ❡t ❩❛♥♥✐❡r ❡t
❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❘❛♠s❡②✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ■❱ ❡①♣❧♦r❡ ❛❧♦rs ❧❡s ❝♦♥sé✲
q✉❡♥❝❡s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ■■■ s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s
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❛ss♦❝✐é❡s à ❞✐✛ér❡♥ts ♦♣ér❛t❡✉rs ❡t ❡♥ ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✐♥ts✳ ◆♦✉s ② ❞é♠♦♥tr♦♥s
♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ✹ ❡t ✺✳

✷✹



◆♦t❛t✐♦♥s

❉❛♥s t♦✉t ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ N,Z,Q,R ❡t C ❞és✐❣♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s✱ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s ❡♥t✐❡rs✱ ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ♥♦♠❜r❡s r❛✲
t✐♦♥♥❡❧s✱ ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s✱ ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡
Q ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ Q ❞❛♥s C✳ P♦✉r K ⊂ C✱ ✉♥ ❝♦r♣s✱ ♦♥ ♥♦t❡ K⋆

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ♥♦♥ ♥✉❧s ❞❡ K✳

❖♥ ♥♦t❡ |ξ| ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ξ ∈ C ❡t D(0, 1) ❧❡ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té
♦✉✈❡rt✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ξ ∈ C ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s |ξ| < 1✳ ▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥
‖ · ‖ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ s✉♣ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♦✉ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s
C✳ P♦✉r λ := (λ1, . . . , λn) ∈ Nn✱ ♦♥ ♥♦t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t |λ| := λ1 + · · ·+ λn✳

❙♦✐t K ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s✳ ◆♦t♦♥s | · |ν ✱ ν ∈ V ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s
❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❛❜s♦❧✉❡s s✉r K✳ ❖♥ ❧❡s ♥♦r♠❛❧✐s❡ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡✱
♣♦✉r t♦✉t ξ ∈ K✱ ♦♥ ❛ ✿ ∏

ν∈V

|ξ|ν = 1 .

❇✐❡♥ sûr✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❡st ✜♥✐✱ ♣✉✐sq✉❡ ξ ❡st ❞❡ ♥♦r♠❡ 1 s❛✉❢ ❡♥ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐
❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❛❜s♦❧✉❡s✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ♥♦♥ ♥✉❧ ξ ∈ K

♣❛r
H(ξ) :=

∏

ν∈V

max{|ξ|ν , 1} .

❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❤❛✉t❡✉r ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s K ❝♦♥t❡✲
♥❛♥t ξ✳ ▲✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ▲✐♦✉✈✐❧❧❡ ❛✣r♠❡ ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c✱ ♥❡
❞é♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❞❡ K✱ t❡❧❧❡ q✉❡

H(ξ) ≥ |ξ|−c .

➱t❛♥t ❞♦♥♥és K ⊂ C ✉♥ ❝♦r♣s ❡t z ✉♥❡ ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡✱ ♦♥ ♥♦t❡ K{z} ❧✬❛♥✲
♥❡❛✉ ❞❡s sér✐❡s ❡♥t✐èr❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s K✳ ❖♥ ✐❞❡♥t✐✜❡r❛ ❝❡t
❛♥♥❡❛✉ à ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❣❡r♠❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❡♥ 0✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛✱ ♣❛r
❛❜✉s ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡✱ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ K{z}✳ P❧✉s ❣é♥ér❛✲
❧❡♠❡♥t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡s z := (z1, . . . , zn)✱ ♦♥ ♥♦t❡
K{z} ❧❡ s♦✉s✲❛♥♥❡❛✉ ❞❡ K[[z1, . . . , zn]] ❢♦r♠é ❞❡s sér✐❡s ❡♥t✐èr❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡s✳
❖♥ ✐❞❡♥t✐✜❡r❛ ❝❡t ❛♥♥❡❛✉ à ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❣❡r♠❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❡♥ ③ér♦
❞❛♥s Kn ❡t✱ ♣❡r♣ét✉❛♥t ❧✬❛❜✉s ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s
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❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝❡t ❛♥♥❡❛✉✳ ❙♦✐t L ⊂ C ✉♥ Q✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧✱ ♦♥ ♥♦t❡ L{z}
❧❡ Q✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s L✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡s T := (ti,j) ∈ Mn(N) ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s N ❡t
z := (z1, . . . , zn) ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡s✱ ♦♥ ♣♦s❡ ✿

Tz :=




n∏

j=1

z
t1,j
j , . . . ,

n∏

j=1

z
tr,j
j


 .

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ T ✐♥❞✉✐t ❞♦♥❝ ✉♥ ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ (C⋆)n✳ ❙✐ x ∈ Cn✱ ♦♥
♥♦t❡r❛ T (x) ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ T ❡t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r x⊤✱
♦ù x⊤ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ tr❛♥s♣♦sé❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r x✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡ T ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s N✱ ♦♥ ♥♦t❡ ρ(T )
❧❡ r❛②♦♥ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡ T ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
♣r♦♣r❡s ❞❡ T ✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s N✱ ❧❡ r❛②♦♥ s♣❡❝tr❛❧
❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ T ❬✺✸❪✳

P♦✉r M1, . . . ,Mr ❞❡s ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡s✱ ♦♥ ♥♦t❡ diag(M1, . . . ,Mr) ❧❛ ♠❛✲
tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ♣❛r ❜❧♦❝s




M1

✳ ✳ ✳
Mr


 .

❖♥ ♥♦t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t Ir ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té ❞❡ t❛✐❧❧❡ r✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✐❛❣♦♥❛✉① s♦♥t é❣❛✉① à 1✳

❙♦✐t K ✉♥ ❝♦r♣s ❡t L ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ K✳ P♦✉r ξ1, . . . , ξr ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡
L✱ ♦♥ ♥♦t❡

VectK(ξ1, . . . , ξr)

❧❡ K✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ξ1, . . . , ξr✱

deg.trK(ξ1, . . . , ξr)

❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❞✉ ❝♦r♣s K(ξ1, . . . , ξr) ❡t

RelK(ξ1, . . . , ξr) :=

{
(ω1, . . . , ωr) ∈ Kr :

∑

i

ωiξi = 0

}

❧❡ K✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s s✉r K ❡♥tr❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ξ1, . . . , ξr✳
❖♥ ♥♦t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t

AlgK(ξ1, . . . , ξr) := {P ∈ K[X1, . . . , Xr] : P (ξ1, . . . , ξr) = 0} ,

❧✬✐❞é❛❧ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ξ1, . . . , ξr✳ ❖♥ ❛ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

ht (AlgK(ξ1, . . . , ξr)) = r − deg.trK(ξ1, . . . , ξr) ,

♦ù ht(·) ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬✉♥ ✐❞é❛❧✳

✷✻



❈❤❛♣✐tr❡ ■

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❡♥ ✉♥❡

✈❛r✐❛❜❧❡

◗✉❛♥❞ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① r❡❧❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s q✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s✱ ♣♦✉r ✉♥ q ✜①é✱ ❡t ❞❡ ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ✉♥ ♣♦✐♥t ♣ré❝✐s ❡st
♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❝♦♠♣r✐s✳ ❆✈❛♥t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❛②❛♥t ♣❡r✲
♠✐s ❞✬❛❝❤❡✈❡r ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❛tt❛r❞❡r♦♥s s✉r ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ♥♦♠❜r❡s
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s ❡t éq✉❛t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡
♥♦s tr❛✈❛✉①✳ ❆♣rès ✉♥ r❛♣✐❞❡ r❡t♦✉r ❤✐st♦r✐q✉❡ s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❡♥
✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
P❤✐❧✐♣♣♦♥ ❡t ❞é♠♦♥tr❡r♦♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳ ◆♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s ❛✉① s✐♥❣✉❧❛r✐tés ❞✉ s②stè♠❡✱ ❝❡ q✉✐
♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❈♦✻✽ ❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳ ▲❛ ❞❡r✲
♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s❡r❛ ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡t
❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s✳

✶ ❉❡s ♥♦♠❜r❡s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ♠❛❤❧é✲
r✐❡♥♥❡s ❧✐♥é❛✐r❡s

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✉♥❡ ✐❞é❡ ❞❡ ❝❡ q✉❡ s♦♥t ❧❡s ❛✉t♦✲
♠❛t❡s ✜♥✐s✳ ❯♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ✜♥✐ ❡st ✉♥ s❡①t✉♣❧❡t (Q,Σ, δ, q0,∆, τ) ♦ù

• Q ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞✬ét❛ts✱

• Σ ❡t ∆ s♦♥t ❞❡s ❛❧♣❤❛❜❡ts ✜♥✐s✱ ❛♣♣❡❧és r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛❧♣❤❛❜❡t ❞✬❡♥✲
tré❡ ❡t ❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡ s♦rt✐❡✱

• δ : Q× Σ→ Q ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱

• q0 ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Q✱ ❛♣♣❡❧é ét❛t ✐♥✐t✐❛❧✱

• τ : Q→ ∆ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s♦rt✐❡✳

✷✼



❊①❡♠♣❧❡ ✶✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ Q := {A,B,C}✱ à tr♦✐s ét❛ts ❡t
♣♦s♦♥s Σ = ∆ := {0, 1}✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ δ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡
s✉✐✈❛♥t❡

δ A B C

0 A B C
1 B C C

❡t✱ ❡♥✜♥ ♦♥ ❞é✜♥✐t τ : Q → ∆ ♣❛r τ(A) = τ(C) = 0 ❡t τ(B) = 1✳ ❈❡t
❛✉t♦♠❛t❡ ♣♦ssè❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❧❛ s♦rt✐❡ ✈❛✉t 1 s✐ ❧✬❡♥t✐❡r ❡♥ ❡♥tré❡
❡st ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ 2✱ ❧❛ s♦rt✐❡ ✈❛✉t 0 ❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ q✉✐ r❡♥✈♦✐❡ 0 ♦✉ 1 s❡❧♦♥ ❧❛ ♣❛r✐té ❞✉
♥♦♠❜r❡ ❞❡ 1 ❞❛♥s ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❡♥t✐❡r n✳ ❈❡t ❛✉t♦♠❛t❡ ❡♥❣❡♥❞r❡ ❧❛
s✉✐t❡

tm = (tn)n∈N := 0, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 0, 1, . . .

❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ❛♣♣❡❧é❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❚❤✉❡✲▼♦rs❡✳

❯♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡s s✉✐t❡s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r
❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r q✲♥♦②❛✉✳ ▲❡ q✲♥♦②❛✉ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ (an)n∈N ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

kerq((an)n∈N) := {(aqsn+t)n∈N, ♦ù s ≥ 0, 0 ≤ t ≤ qs − 1} .

▲❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ✉♥ rés✉❧t❛t ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❞♦♥t ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥❡
❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❬✶✾✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✻✳✷❪✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❯♥❡ s✉✐t❡ (an)n∈N ❡st q✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ s♦♥
q✲♥♦②❛✉ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ s✉✐t❡ (an)n∈N ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ✜♥✐ ❞❡
❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✳ ❖♥ ❛ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s a2n = an✱ ♣♦✉r t♦✉t n ❡t a2n+1 = 0 s✐ n ≥ 1✳
▲❡ 2✲♥♦②❛✉ ❞❡ ❝❡tt❡ s✉✐t❡ ❛ ❞♦♥❝ 3 é❧é♠❡♥ts ✿ ❧❛ s✉✐t❡ (an)n∈N ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✱
❧❛ s✉✐t❡ ❞♦♥t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ✈❛✉t 1 ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s s♦♥t ♥✉❧s✱ ❡t ❧❛ s✉✐t❡
✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳ ▲❡ 2✲♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❚❤✉❡✲▼♦rs❡ tm✱ ❞é✜♥✐❡ à ❧✬❡①❡♠♣❧❡
✷✱ ♣♦ssè❞❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ✿ ❧❡s s✉✐t❡s tm ❡t 1− tm✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t tm :=
(tn)n∈N ♦♥ tr♦✉✈❡ t2n = tn ❡t t2n+1 = 1− tn✱ ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N✳

➱♥✉♠ér♦♥s a1 = (a1,n)n∈N,a2 = (a2,n)n∈N, . . . ,am = (am,n)n∈N✱ ❧❡s é❧é✲
♠❡♥ts ❞✉ q✲♥♦②❛✉ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ q✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ (an)n∈N✱ ❛✈❡❝ a1 := (an)n∈N✳
◆♦t♦♥s fi(z) :=

∑
n ai,nz

n✱ 1 ≤ i ≤ m✱ ❧❡s sér✐❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝❡s s✉✐t❡s✳
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ t✱ 0 ≤ t < q✱ ✐❧ ❡①✐st❡ σt✱ ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
{1, . . . ,m}✱ t❡❧❧❡ q✉❡ (ai,qn+t)n∈N = aσt(i)✳ P♦✉r t♦✉t i✱ 1 ≤ i ≤ m✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs

fi(z) :=
∞∑

n=0

ai,nz
n =

q−1∑

t=0

∞∑

n=0

ai,qn+tz
qn+t =

q−1∑

t=0

ztfσt(i)(z
q) .

✷✽



❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t St ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ σt ❡t S(z) :=
S0 + zS1 + . . .+ zq−1Sq−1✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t




f1(z)
✳✳✳

fm(z)


 = S(z)




f1(z
q)

✳✳✳
fm(zq)


 . ✭✾✮

❊①❡♠♣❧❡ ✺✳ ◆♦t♦♥s f2(z) ❧❛ sér✐❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ 2✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡
❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ s②stè♠❡




f2(z)
1
0


 =




1 z 0
0 1 z
0 0 1 + z






f2(z
2)

1
0


 .

❊①❡♠♣❧❡ ✻✳ ◆♦t♦♥s ftm(z) ❧❛ sér✐❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ tm ❞é✜♥✐❡ à
❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳ P♦s♦♥s g(z) = 1

1−z − ftm(z)✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭✾✮ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡
q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ftm(z) ❡t g(z) s❛t✐s❢♦♥t ❛✉ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s

(
ftm(z)
g(z)

)
=

(
1 z
z 1

)(
ftm(z2)
g(z2)

)
. ✭✶✵✮

▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣rés❡♥té❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ♠♦♥tr❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❛ sér✐❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡
❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ q✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ s❛t✐s❢❛✐t à ✉♥ s②stè♠❡ q✲♠❛❤❧ér✐❡♥✳ ❈❡ ♥✬❡st ❝❡✲
♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❈♦❜❤❛♠✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣rés❡♥t❡r✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ q✉✐♥t✉♣❧❡t (A, a1, σ, b, τ)✱ ♦ù

• A := {a1, . . . , am} ❡st ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ❡t a1 ∈ A✱

• σ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❛♣♣❡❧é❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ A ❞❛♥s A⋆✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
♠♦ts ✜♥✐s s✉r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t A✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ σ(a1) ❡st ✉♥ ♠♦t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r
s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à 2✱ ❞♦♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧❡ttr❡ ❡st a1✳

• b ≥ 2 ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ❡t τ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ A ❞❛♥s {0, . . . , b − 1}✱
❛♣♣❡❧é❡ ❝♦❞❛❣❡✳

▲❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ σ s✬ét❡♥❞ ❜✐❡♥ sûr à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Aω ❞❡s ♠♦ts ✜♥✐s ♦✉ ✐♥✜♥✐s
s✉r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t A✳ ■❧ ❛ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❛♥s Aω ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ❧❛ ❧❡ttr❡
a1✱ ❞♦♥t ♦♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❛r τ ✳ ❯♥❡ s✉✐t❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡
❡st ❛♣♣❡❧é❡ s✉✐t❡ ♠♦r♣❤✐q✉❡✳ ❙✐ ❧❡s ♠♦ts σ(a1), . . . , σ(am) ♦♥t t♦✉s ❧❛ ♠ê♠❡
❧♦♥❣✉❡✉r q ≥ 2✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❡st q✲♠♦r♣❤✐q✉❡✳ ❈♦❜❤❛♠ ♠♦♥tr❡ q✉❡
❧❡s s✉✐t❡s q✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s s♦♥t ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡s s✉✐t❡s q✲♠♦r♣❤✐q✉❡s ✭✈♦✐r ❬✶✾✱
❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✸✳✷❪ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✮✳

❊①❡♠♣❧❡ ✼✳ ❙✉r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t A := {a, b, c}✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ σ✱
❞é✜♥✐ ♣❛r σ(a) = ab✱ σ(b) = bc✱ σ(c) = cc ❡t ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ τ ❞❛♥s {0, 1} ❞é✜♥✐

✷✾



♣❛r τ(a) = τ(c) = 0✱ τ(b) = 1✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ♣❛r τ ❞❡ ❧✬✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ σ
❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ❧❛ ❧❡ttr❡ a ❡st ❧❡ ♠♦t

01101000100000001000 · · ·

♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡ n✲✐è♠❡ ❝❤✐✛r❡ ✈❛✉t 1 s✐ ❡st s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ n ❡st ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡
❞❡ 2✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✳

❊①❡♠♣❧❡ ✽✳ ❙✉r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t A := {0, 1}✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ σ ❞é✜♥✐
♣❛r σ(0) = 01 ❡t σ(1) = 10✳ ▲✬✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ σ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r
❧❛ ❧❡ttr❡ 0 ❡st ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❚❤✉❡✲▼♦rs❡ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✹✳ ■❝✐✱ ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ τ ❡st
❧✬✐❞❡♥t✐té✳

❈♦❜❤❛♠ ❬✹✷❪ ❡✛❡❝t✉❡ ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠♦t ✐♥✜♥✐
ω✱ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ σ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ❧❛ ❧❡ttr❡ a1✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s sé✲
r✐❡s ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡s f1(z), . . . , fm(z) ❞❡s ❧❡ttr❡s a1, . . . , am✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ P♦✉r
❝❤❛q✉❡ ❡♥t✐❡r l✱ 0 ≤ l < q✱ ♦♥ ♥♦t❡ Sl ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐✱ à a ∈ A✱
❛ss♦❝✐❡ ❧❛ l✲✐è♠❡ ❧❡ttr❡ ❞✉ ♠♦t σ(a)✳ ❖♥ ♣♦s❡ ❛❧♦rs

S(z) := S0 + zS1 + · · ·+ zq−1Sq−1 .

❈♦♠♠❡ ω ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ ♣♦✉r σ✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fm(z) s❛t✐s❢♦♥t
❛✉ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s




f1(z)
✳✳✳

fm(z)


 = S(z)




f1(z
q)

✳✳✳
fm(zq)


 . ✭✶✶✮

P♦s♦♥s λi := τ(ai)✱ ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ m✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

f(z) := λ1f1 (z) + · · ·+ λmfm (z)

❡st ❧❛ sér✐❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ τ(ω)✳

◆♦t♦♥s q✉✬❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♥✬♦❜t✐❡♥t ♣❛s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(z) ❞❛♥s
✉♥ s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥✱ ♠❛✐s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ à ❝♦❡❢✲
✜❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠❛❤✲
❧ér✐❡♥✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
f(z)✱ ✐❧ ❢❛✉t ♣r♦❝é❞❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥ i t❡❧ q✉❡ λi 6= 0✱ ♦♥
❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Λ ❞♦♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❧✐❣♥❡s s♦♥t é❣❛❧❡s à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
✐❞❡♥t✐té✱ s❛✉❢ ❧❛ i✲✐è♠❡ ❧✐❣♥❡ q✉✐ ❡st é❣❛❧❡ ❛✉ ✈❡❝t❡✉r (λ1, . . . , λm)✳ ❖♥ ♣♦s❡
gj(z) := fj(z) q✉❛♥❞ j 6= i ❡t gi(z) = f(z)✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ s②stè♠❡




g1(z)
✳✳✳

gm(z)


 = Λ−1S(z)Λ




g1(z
q)

✳✳✳
gm(zq)


 ,

❞♦♥t ❧❛ i✲✐è♠❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(z)✳

✸✵



❊①❡♠♣❧❡ ✾✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✼✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ σ
❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ❧❛ ❧❡ttr❡ a ❡st ❧❡ ♠♦t ✐♥✜♥✐

ω := abbcbcccbcccccccbccc · · · .
◆♦t♦♥s fa(z), fb(z), fc(z) ❧❡s sér✐❡s ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❧❡ttr❡ ❞❛♥s ω✳ ❖♥
❛ ♥♦t❛♠♠❡♥t

fa(z) = 1, fb(z) = f2(z) ❡t fa(z) + fb(z) + fc(z) =
1

1− z ,

♦ù f2(z) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ à ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✸✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❈♦❜❤❛♠
♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡




fa(z)
fb(z)
fc(z)


 =




1 0 0
z 1 0
0 z 1 + z






fa(z
2)

fb(z
2)

fc(z
2)


 .

❊①❡♠♣❧❡ ✶✵✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✽✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡
❈♦❜❤❛♠ ❞♦♥♥❡ ❧❡ s②stè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

(
f0(z)
f1(z)

)
=

(
1 z
z 1

)(
f0(z

2)
f1(z

2)

)
.

■❝✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f1(z) ❡st ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❛ sér✐❡ ftm(z) ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✻✳

❖♥ ♥♦t❡r❛ ❧❛ r❡ss❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s②stè♠❡s ✭✾✮ ❡t ✭✶✶✮✳ ❖♥ ❞♦✐t ❝❡♣❡♥✲
❞❛♥t êtr❡ ✈✐❣✐❧❛♥t✱ t❛♥t ❧❡s s②stè♠❡s ✭✾✮ ❡t ✭✶✶✮ ♥❡ s❡ ❞é❞✉✐s❡♥t ♣❛s ♥é❝❡s✲
s❛✐r❡♠❡♥t ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fm(z) ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t
❞❛♥s ✭✶✶✮ ♣♦ssè❞❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿

f1(z) + · · ·+ fm(z) =
1

1− z ,

♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s sér✐❡s ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡s ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ N✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ q✲♥♦②❛✉ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♥✬♦♥t ❛✉❝✉♥❡
r❛✐s♦♥✱ ❛ ♣r✐♦r✐✱ ❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡ à ❝❡ t②♣❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❡s s②stè♠❡s ✭✾✮
❡t ✭✶✶✮ ❛ss♦❝✐és à ✉♥❡ ♠ê♠❡ s✉✐t❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♥✬♦♥t ♠ê♠❡ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❧❛
♠ê♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐❧❧✉str❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✶✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ q✉✐ r❡t♦✉r♥❡ 0 s✐ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❜✐♥❛✐r❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❡♥t✐❡r ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❜❧♦❝ ❞❡ 0 ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✐♠♣❛✐r❡
❡t 1 s✐♥♦♥✳ ❈❡t ❛✉t♦♠❛t❡ ❡♥❣❡♥❞r❡ ❧❛ s✉✐t❡

bs = (bn)n∈N := 1, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 0, . . .

❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❇❛✉♠✲❙✇❡❡t✳ ▲❡ 2✲♥♦②❛✉ ❞❡ ❝❡tt❡ s✉✐t❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé
❞❡ tr♦✐s é❧é♠❡♥ts ✿ ❧❡s s✉✐t❡s bs✱ (b2n)n∈N ❡t ❧❛ s✉✐t❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t é❣❛❧❡ à 0✳
❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ f1(z), f2(z), f3(z) ❧❡s sér✐❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝❡s s✉✐t❡s✱ ♦♥ tr♦✉✈❡




f1(z)
f2(z)
f3(z)


 =




z 1 0
1 0 z
0 0 1






f1(z
2)

f2(z
2)

f3(z
2)


 . ✭✶✷✮

✸✶



❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ σ s✉r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t A := {a, b, c, d} ❞é✜♥✐
♣❛r

σ(a) := ab, σ(b) = cb, σ(c) = bd, ❡t σ(d) = dd ,

❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ τ : A 7→ {0, 1} ❞é✜♥✐ ♣❛r τ(a) = τ(b) = 1✱ τ(c) = τ(d) =
0✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❇❛✉♠✲❙✇❡❡t q✉❛♥❞ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬✐♠❛❣❡
♣❛r τ ❞❡ ω✱ ❧✬✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ σ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ❧❛ ❧❡ttr❡ a✳ ◆♦t♦♥s
fa(z), fb(z), fc(z) ❡t fd(z) ❧❡s sér✐❡s ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡s ❞❡s ❧❡ttr❡s a, b, c ❡t d ❞❛♥s
ω✳ ❖♥ ❛ ❧❡ s②stè♠❡




fa(z)
fb(z)
fc(z)
fd(z)


 =




1 0 0 0
z z 1 0
0 1 0 0
0 0 z 1 + z







fa(z
2)

fb(z
2)

fc(z
2)

fd(z
2)


 . ✭✶✸✮

❇✐❡♥ sûr✱ ❝❡ s②stè♠❡ ✓ ❝♦♥t✐❡♥t ✔ ❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✷✮✱ ♣✉✐sq✉❡
f1(z) = fa(z) + fb(z)✱ f2(z) = fa(z) + fc(z) ❡t f3(z) ≡ 0✳ P♦✉r ❛✉t❛♥t✱ ❝❡s
s②stè♠❡s ♥✬♦♥t ♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❉✬❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝♦♥st❛t❡ ❛ss❡③ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t
q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ Q{z}3✱ s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✷✮✱ ❢♦r♠❡ ✉♥
Q✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡
Q{z}4✱ s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✸✮✱ ❢♦r♠❡ ✉♥ Q✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
2✳

✷ ■♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬♦♥ ♥♦t❡ Q{z} ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s à ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳ ❙♦✐t q ≥ 2 ✉♥ ❡♥t✐❡r✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(z) ∈ Q{z} ❡st q✲
♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r m ≥ 1 ❡t p0(z), . . . , pm(z) ∈ Q[z] ❞❡s ♣♦❧②✲
♥ô♠❡s ♥♦♥ t♦✉s ♥✉❧s✱ t❡❧s q✉❡

p0(z)f(z) + p1(z)f(z
q) + p2(z)f(z

q2) + · · ·+ pm(z)f(zq
m
) = 0 . ✭✶✹✮

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ éq✉❛t✐♦♥ q✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞✬♦r❞r❡ m✱ ♦✉ t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t
éq✉❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✶✹✮✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❡st ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st q✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥t✐❡r q ≥ 2✳

❖♥ ♠♦♥tr❡ s❛♥s ❞✐✣❝✉❧té ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ■■✮ q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ♠❛❤❧é✲
r✐❡♥♥❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r s♦❧✉t✐♦♥
❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✹✮✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝❡s s②stè♠❡s s♦♥t
s♦✉✈❡♥t ♣❧✉s ♣r❛t✐q✉❡s à ♠❛♥✐❡r q✉❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❤♦♠♦❣è♥❡s✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱
♦♥ ♠♦♥tr❡r❛ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ■■ q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛❧❣é✲
❜r✐q✉❡s✱ s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

p−1(z) + p0(z)f(z) + p1(z)f(z
q) + · · ·+ pm(z)f(zq

m
) = 0 , ✭✶✺✮

✸✷



s♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s✳ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✶✺✮ s❡r♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s éq✉❛t✐♦♥s
✐♥❤♦♠♦❣è♥❡s ❞✬♦r❞r❡ m✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✷✳ ▲❡s sér✐❡s

fq(z) :=
∞∑

n=0

zq
n
,

q ≥ 2✱ ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡❧❧❡s s❛t✐s❢♦♥t
à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ❞✬♦r❞r❡ 1

fq(z)− fq(z
q)− z = 0 .

❊♥ ✶✾✼✽✱ ▲♦①t♦♥ ❡t ✈❛♥ ❞❡r P♦♦rt❡♥ ❬✻✻❪✱ ❧❡s ❡①❤✐❜❡♥t ❝♦♠♠❡ ❛r❝❤ét②♣❡s
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s✳ ❙✉✐✈❛♥t ❙❝❤♥❡✐❞❡r ❬✾✾✱ ❙❛t③ ✽❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡
❬✻✻❪ ❧❡✉r ❞♦♥♥❡♥t ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ sér✐❡s ❞❡ ❋r❡❞❤♦❧♠ ✶✳ ❈❡s sér✐❡s ♦♥t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs
✉♥ ✐♥térêt ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✿ ❡❧❧❡s ❢♦r♠❡♥t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ sér✐❡s
❤♦❧♦♠♦r♣❤❡s s✉r ❧❡ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té q✉✐ ❛❞♠❡tt❡♥t ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ✉♥✐té ❝♦♠♠❡ ❝♦✉♣✉r❡
✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ s♦♥t ♣r♦❧♦♥❣❡❛❜❧❡s ❡♥ ❛✉❝✉♥ ♣♦✐♥t ❞✉ ❝❡r❝❧❡ ✉♥✐té✮✳
❈❡❧❛ ❞é❝♦✉❧❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ❞✐✈❡r❣❡♥t❡s ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ e2iπ/q

k
✳

❊♥ ré❛❧✐té✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛ ❞é♠♦♥tré ❘❛♥❞é ❬✾✸❪✱ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡ t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❈❡ ❢❛✐t ❛ été ré❝❡♠♠❡♥t r❡❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✸✶❪✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✸✳ ❊♥ ♣❛rt❛♥t ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✵✮✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ q✉❡ ❧❛ sér✐❡ ftm(z) ❞❡
❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✻ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡

ftm(z) = (1− z)ftm(z2) +
z

1− z2 .

▲❛ sér✐❡ fbs(z) ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❇❛✉♠✲❙✇❡❡t ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✶ s❛t✐s❢❛✐t
q✉❛♥t à ❡❧❧❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ❤♦♠♦❣è♥❡

fbs(z)− zfbs(z2)− fbs(z4) = 0 . ✭✶✻✮

✷✳✶ ❋❧♦tt❡♠❡♥ts ❡t ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
▼❛❤❧❡r

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❡st ♠❛rq✉é❡ ♣❛r ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧❛❜♦r✐❡✉①✱
❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦♥t été ❛♥♥♦♥❝és✱ ♠❛✐s ♥✬♦♥t ♣❛s été ❞é♠♦♥trés ❡t
♦ù✱ ❞❡ s✉r❝r♦ît✱ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s ♣✉❜❧✐é❡s s❡ s♦♥t ré✈é❧é❡s
❢❛✉ss❡s ♦✉ ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s✳ ❈❡ ✢♦✉ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❛ ❣r❛♥❞✐ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r
❛ ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t été ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❝❛✉s❡s ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❞❡ s♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✳

✶✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❙❤❛❧❧✐t ❬✶✵✷❪ ❢❛✐t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣❡❧❧❛t✐♦♥ ❡st ❛❜✉s✐✈❡✳ ■❧ s❡♠❜❧❡

q✉❡ ❋r❡❞❤♦❧♠ ♥❡ s❡ s♦✐t ❥❛♠❛✐s ✐♥tér❡ssé q✉✬à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
∑∞

n=0 z
n2

❡t q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛t✲

tr✐❜✉t✐♦♥ s♦✐t ❞✉❡ à ❧❛ r❡ss❡♠❜❧❛♥❝❡ t②♣♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
∑∞

n=0 z
2n ✳ ❙✉✐✈❛♥t ❬✶❪

♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❧❡s ❛♣♣❡❧❡r sér✐❡s ❞❡ ❑❡♠♣♥❡r✱ ❡♥ ré❢ér❡♥❝❡ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ ❛②❛♥t
❞é♠♦♥tré ❧❛ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡

∑∞
n=0 2

−2n ✳
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❊♥ ✶✾✼✻✱ ❧♦rs ❞✬✉♥ ❡①♣♦sé ❛✉ ❙é♠✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡s ◆♦♠❜r❡s ❞❡ ❇♦r✲
❞❡❛✉①✱ ❑✉❜♦t❛ ❬✺✼❪ ❛♥♥♦♥❝❡ ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r✳ ▲❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s
♣❧✉s✐❡✉rs ♣ré✲♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✱ q✉✐✱ à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✺✽❪✱ ♥❡ s❡r♦♥t ❥❛♠❛✐s
♣✉❜❧✐é❡s✳ ■❧ é♥♦♥❝❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

❙♦✐❡♥t q1, . . . , qr ≥ 2 ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡✉① à ❞❡✉① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥ts✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✱ 1 ≤ i ≤ r✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ α1, . . . , αr ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❛❧❣é✲
❜r✐q✉❡s ♥♦♥ ♥✉❧s ❞✉ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té ❡t fi,1(z), . . . , fi,mi(z) ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐✲
q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡




fi,1(z)
✳✳✳

fi,mi(z)


 = Ai




fi,1(z
qi)

✳✳✳
fi,mi(z

qi)


+




bi,1(z)
✳✳✳

bi,mi(z)




❛✈❡❝ Ai ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t bi,1(z), . . . , bi,mi(z) ❞❡s ❢r❛❝t✐♦♥s r❛t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡s ❞é✜♥✐❡s ❛✉ ♣♦✐♥t αi✳ ▲❡s m1+ · · ·+mr ♥♦♠❜r❡s f1,1(α1), . . . , fr,mr(αr)
s♦♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✹ ❢♦✉r♥✐t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t✳

❊♥ ✶✾✼✽✱ ▲♦①t♦♥ ❡t ✈❛♥ ❞❡r P♦♦rt❡♥ ❬✻✻❪ r❡♣r❡♥♥❡♥t ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❑✉❜♦t❛✱
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s fi(z) s♦♥t ❧❡s sér✐❡s ❞❡ ❋r❡❞❤♦❧♠ fqi(z)
❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✷✳ ■❧s é♥♦♥❝❡♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ t❤é♦rè♠❡
✺ ♣♦✉r ❧❡s sér✐❡s ❞❡ ❋r❡❞❤♦❧♠✳ ▲❡✉r ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♠❛♥q✉❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡
r✐❣✉❡✉r✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ r❡♠❛rq✉❡ ❑✉✳ ◆✐s❤✐♦❦❛ ❞❛♥s ❬✽✼❪✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r
♣♦✐♥t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶ ❞❡ ❬✻✻❪ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♠♣❧èt❡✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♥✬✉t✐❧✐s❡ ♣❛s ❧❡ ❢❛✐t
q✉❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s q1, . . . , qr s♦♥t ❞❡✉① à ❞❡✉① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳
▲❡s ❛✉t❡✉rs é♥♦♥❝❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ rés✉❧t❛t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t r❡❢♦r♠✉❧❡r ❞❡ ❧❛
❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

❙♦✐❡♥t q1, . . . , qr ≥ 2 ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡✉① à ❞❡✉① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts
❡t α1, . . . , αn ❞❡s ♣♦✐♥ts ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ♥♦♥ ♥✉❧s ❞✉ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té✳ ❖♥ ❛ ❧✬é❣❛❧✐té

deg.trQ {fq1(α1), . . . , fqr(αn)} =
r∑

i=1

deg.trQ {fqi(α1), . . . , fqi(αn)} .

▲❡✉r ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❡sq✉✐ssé❡ ❡t ❧❡s ❛✉t❡✉rs ✐♥✈✐t❡♥t à
❛❞❛♣t❡r ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ❧❡♠♠❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s q✉❡ ❧✬♦♥ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❬✻✸❪ ❡t ❬✻✺❪✳
▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❛✉①✐✲
❧✐❛✐r❡✱ ❡st tr♦♥q✉é❡✳ ❘✐❡♥ ♥❡ s❡♠❜❧❡ ❣❛r❛♥t✐r q✉❡ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ p0(z,w) ❡st
♥♦♥ ♥✉❧✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❞✬✉♥❡ ❞✐✣❝✉❧té ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r✳ ◆♦✉s ② r❡✈✐❡♥❞r♦♥s
❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ■■■✱ à ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✻✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡
❧❡✉r ❧❡♠♠❡ ❞❡ ③ér♦s✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✺✱ ❡st ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ✐♥❝♦♠♣❧èt❡✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs r❡♥✲
✈♦✐❡♥t à ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✻✸❪ ♣♦✉r ❧❡s ❞ét❛✐❧s ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✱ ❛rt✐❝❧❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧✱

✸✹



✐❧s ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ♥❡
s❡♠❜❧❡♥t ♣❛s ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ q✉✐ ♣♦✉r✲
r❛✐❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞✬ét✉❞✐❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥ ❞❡s
♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (

α
q
k1
1
1 , . . . , αqkrr

r

)

♦ù ki = ⌊k/ log qi⌋✱ k ∈ N✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✳ ❈✬❡st ✜♥❛❧❡♠❡♥t ▼❛ss❡r ❬✼✻❪ q✉✐
❞é♠♦♥tr❡r❛✱ ❡♥ ✶✾✾✾✱ ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❧❡♠♠❡ ❞❡ ③ér♦s ❣é♥ér❛❧ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✳

➚ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✉tr❡s r❡♣r✐s❡s✱ à ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞✬❡①♣♦sés✱ ▲♦①t♦♥ ❡t ✈❛♥ ❞❡r
P♦♦rt❡♥ ❛♥♥♦♥❝❡r♦♥t êtr❡ ♥♦♥ ❧♦✐♥ ❞❡ s❛✈♦✐r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤✲
❧❡r à ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s qi✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s✱ ♣♦✉r ❞❡s ❡♥t✐❡rs q1, . . . , qr ❞❡✉① à ❞❡✉①
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ❉❛♥s ❬✶✶✵❪ ❡t ❬✻✾❪✱ ❝❡s ❛✉t❡✉rs ❛♥♥♦♥❝❡♥t
q✉✬✐❧s s♦♥t ❡♥ ✈♦✐❡ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(z) ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡✉t
êtr❡ à ❧❛ ❢♦✐s q1 ❡t q2 ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡✱ s✐ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s q1 ❡t q2 s♦♥t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛✲
t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ❈❡ rés✉❧t❛t s❡r❛ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❞é♠♦♥tré ❡♥ ✷✵✶✼ ♣❛r
❆❞❛♠❝③❡✇s❦✐ ❡t ❇❡❧❧ ❬✻❪✱ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡✳

❊♥ ✶✾✽✷✱ ▲♦①t♦♥ ❡t ✈❛♥ ❞❡r P♦♦rt❡♥ ❬✻✼❪ é♥♦♥❝❡♥t ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡
❝❡ q✉✐ ❞❡✈✐❡♥❞r❛ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ◆✐s❤✐♦❦❛✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s (f1(z), . . . , fm(z))⊤ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s à
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✱ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ♠❛✲
tr✐❝❡ A(z) ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❡♥ 0✳ ❙♦✐t α ∈ Q✱ 0 < |α| < 1✱ ✉♥ ♣♦✐♥t
ré❣✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡✳ ❆❧♦rs

deg.trQ(f1(α), . . . , fm(α)) = deg.trQ(z)(f1(z), . . . , fm(z)) .

▲❡✉r ♣r❡✉✈❡ ❡st ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ✐♥❝♦♠♣❧èt❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦t❡ ❑✉✳ ◆✐s❤✐♦❦❛ ❞❛♥s
❬✽✺❪ ✿ ✓❚❤❡ ✜rst s❡♥t❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✺ ✐♥ ❬✻✼❪ ✭✐❝✐✮ ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r ✷✳ ✔
❯♥ ❛r❣✉♠❡♥t ♠❛♥q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡✱ ❧❛ r❡♥✲
❞❛♥t ✐♥❝♦rr❡❝t❡✳ ◆♦✉s ② r❡✈✐❡♥❞r♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ■■■✱ q✉❛♥❞ ♥♦✉s ♣r♦♣♦✲
s❡r♦♥s ✉♥❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ♣r❡✉✈❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r
❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❊♥ ✶✾✽✽✱ ▲♦①t♦♥ ❡t ✈❛♥ ❞❡r P♦♦rt❡♥ ❬✻✽❪ ❛♥♥♦♥❝❡♥t ❛✈♦✐r ❞é♠♦♥tré ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ❆❇✵✼❜✱ à s❛✈♦✐r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❡♥t✐èr❡
❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ✉♥ ❛✉t♦✲
♠❛t❡ ✜♥✐✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞é❞✉✐s❡♥t ❝❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ t❤é♦rè♠❡
❞❡ ◆✐s❤✐♦❦❛✱ q✉❛♥❞ α ❡st ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t
s✬♦❜t❡♥✐r ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛ ♥♦té ❇❡❝❦❡r ❬✷✽❪ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① r❛✐s♦♥s
❝✐té❡s ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✿ r✐❡♥ ♥❡ ❣❛r❛♥t✐t q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t α ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ♣❛rt✐❡
❞❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés ❞✉ s②stè♠❡ ❡t✱ ♠ê♠❡ q✉❛♥❞ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s✱ ❧❛ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡

✷✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤r❛s❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺ ❞❡ ❬✻✼❪ ♥✬❡st ♣❛s ❝❧❛✐r❡✳ ✭◆♦✉s tr❛❞✉✐✲
s♦♥s✳✮
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❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ♥❡ ❣❛r❛♥t✐t ♣❛s ❧❛ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡
s❡s ✈❛❧❡✉rs✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡✉r ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ◆✐✲
s❤✐♦❦❛ ❝♦♥t✐❡♥t ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ❞✬✐♠♣♦rt❛♥t❡s ③♦♥❡s ❞✬♦♠❜r❡✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ❤és✐t❛t✐♦♥s ❢♦♥t q✉✬✐❧ ❡st ♣❛r❢♦✐s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ s❡ r❡♣ér❡r ❡♥
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r✱ ❡♥tr❡ ❝❡ q✉✐ ❡st ❞é♠♦♥tré ❡t ❝❡ q✉✐ ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s✳ ❈❡❧❛ ❡st
❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ✈r❛✐ q✉✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts ❞♦♥t ❧❛ ❞é♠♦♥str❛✲
t✐♦♥ ❡st ✐♥❝♦♠♣❧èt❡ ♦♥t été r❡♣r✐s ❞❛♥s ❞❡s ❛rt✐❝❧❡s ♦✉ ❞❡s ❡①♣♦sés ✉❧tér✐❡✉rs✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❬✻✼❪ ❡st r❡♣r✐s ❞❛♥s ❬✻✽✱ ✻✾✱ ✶✶✵❪ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❬✻✽❪
❞❛♥s ❬✸✻✱ ✹✼❪✳ ▲✬♦✉✈r❛❣❡ ❞❡ ❑✉✳ ◆✐s❤✐♦❦❛ ❬✽✾❪ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡ ♣♦✐♥t s✉r
❧✬ét❛t ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s à ❧❛ ✜♥ ❞✉ s✐è❝❧❡ ❞❡r♥✐❡r✳ ▲✬❛✉tr✐❝❡ s♦✉❧✐❣♥❡ ❡♥ ❝r❡✉①
❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡s rés✉❧t❛ts ♠❡♥t✐♦♥♥és ❝✐✲❞❡ss✉s s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s✱
❡♥ ♥❡ ❧❡s ♠❡♥t✐♦♥♥❛♥t ♣❛s✳

✷✳✷ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ◆✐s❤✐♦❦❛

❉❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✽✵✱ ❧❛ ♠✐s❡ ❛✉ ❥♦✉r ❞✉ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❛✉t♦♠❛t❡s ✜♥✐s ❡t
éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✶✹✮ ❛ ré♦r✐❡♥té✱ ❡♥ ♣❛rt✐❡✱ ❧❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❡♥ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
▼❛❤❧❡r ✈❡rs ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✭✷✮ ét✉❞✐é❡s ♣❛r
▼❛❤❧❡r ♥❡ r❡❝♦✉♣❡♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s
✐♥❤♦♠♦❣è♥❡s ❞✬♦r❞r❡ ✶✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛✉t♦♠❛t❡s ✜♥✐s ♣❛ss❡♥t ❡♥ ❡✛❡t s♦✉s
❧❡ r❛❞❛r ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ♥✬ét✉❞✐❡ q✉❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s
r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✭✷✮✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s ❞✬♦r❞r❡ s✉✲
♣ér✐❡✉r à 2 ❡st ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ◆✐s❤✐♦❦❛✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛✐t❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❣é♥ér❛❧❡ t♦✉t❡s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s ❡t q✉❡ ♥♦✉s ré✲é♥♦♥ç♦♥s ✐❝✐✳

❚❤é♦rè♠❡ ◆✐✾✵✳ ❙♦✐❡♥t f1(z), . . . , fm(z) ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❢♦r♠❛♥t
✉♥ ✈❡❝t❡✉r s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥✳ ❊♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ré❣✉❧✐❡r
α✱ 0 < |α| < 1✱ ♦♥ ❛ ❧✬é❣❛❧✐té

deg.trQ(z)(f1(z), . . . , fm(z)) = deg.trQ(f1(α), . . . , fm(α)) .

❊sq✉✐ss❡ ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ q✉❡ ❞♦♥♥❡ ❑✉✳ ◆✐s❤✐♦❦❛ ❞❡
s♦♥ t❤é♦rè♠❡ s✬é❧♦✐❣♥❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✉ s❝❤é♠❛ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
▼❛❤❧❡r✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t t := deg.trQ(z)(f1(z), . . . , fm(z)) ❡t ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , ft(z) s♦♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t
✉♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛♥t ❞❡ P❛❞é ❞❡ t②♣❡ ■ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , ft(z)✳ ❖♥ s✉❜st✐t✉❡
zq

k
à z ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛♥t ❡t ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✮ ♣♦✉r r❡♠♣❧❛❝❡r

f1(z
qk), . . . , ft(z

qk) ♣❛r f1(z), . . . , fm(z)✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ k✱ ✉♥
♣♦❧②♥ô♠❡ Pk(X1, . . . , Xm)✱ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ♠❛îtr✐s❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❡t ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡t t❡❧ q✉❡ |Pk(f1(α), . . . , fm(α))| ❡st très ♣❡t✐t✱ ♠❛✐s ♥♦♥ ♥✉❧✳ ❉❡
t❡❧❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠✐♥♦r❡r ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {f1(α), . . . , fm(α)}✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ◆❡st❡r❡♥❦♦ ❬✽✵❪
❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳
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◆♦t♦♥s q✉❡ ❋❡r♥❛♥❞❡s ❬✹✽❪ ❛ s✐♠♣❧✐✜é ❧✬❡①♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♣❡✱
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ét❛❜❧✐s ♣❛r
P❤✐❧✐♣♣♦♥✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t✱ ♣❛r ❧❛ ♠ê♠❡ ♦❝❝❛s✐♦♥✱ à ❧✬❛✉tr✐❝❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❛♥❛✲
❧♦❣✉❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ◆✐s❤✐♦❦❛ ❡♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡❧❧❡s ❞❡s E✲❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ❧❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés ❞✬✉♥ s②stè♠❡
♠❛❤❧ér✐❡♥ s♦♥t✱ s✬✐❧ ② ❡♥ ❛✱ ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♥✜♥✐✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ α ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t
s✐♥❣✉❧✐❡r ❡t s✐ ξ ❡st t❡❧ q✉❡ ξq = α✱ ❛❧♦rs ξ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ s✐♥❣✉❧❛r✐té✳
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ A(z) ❛②❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣ô❧❡s ❡t s♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ♥✬❛②❛♥t
q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ③ér♦s✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts s✐♥❣✉❧✐❡rs ❞✉ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té
❡st ✉♥❡ ✉♥✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

S(α) := {η ∈ D(0, 1) : ηq
l
= α ♣♦✉r ✉♥ l ∈ N} .

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛✈❡❝ t♦✉t ❝♦♠♣❛❝t ❞✉ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té
♦✉✈❡rt ❡st ✜♥✐❡✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fm(z) ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥
s♦♥t t♦✉t❡s ❞é✜♥✐❡s ❛✉① ♣♦✐♥ts ré❣✉❧✐❡rs ❞✉ s②stè♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧✬✉♥❡ ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s fi(z) ♥✬ét❛✐t ♣❛s ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t α ré❣✉❧✐❡r✱ ❡♥ ✐tér❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥
✭✹✮✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♥t✐❡r k✱ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fm(z) ♥❡
s❡r❛✐t ♣❛s ❞é✜♥✐❡ ❛✉ ♣♦✐♥t αqk ✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fm(z) s♦♥t
❛♥❛❧②t✐q✉❡s✱ ❝❡❧❛ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳

❉❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ◆✐s❤✐♦❦❛✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ❡st
✐♠♣❧✐q✉é✳ ❙♦✐t n < m ✉♥ ❡♥t✐❡r✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ◆✐s❤✐♦❦❛ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s ❧✬é❣❛✲
❧✐té ❡♥tr❡ deg.trQ(z)(f1(z), . . . , fn(z)) ❡t deg.trQ(f1(α), . . . , fn(α))✳ ❈❡❧❛ ❡st
♠ê♠❡ ❢❛✉①✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬❛ ❢❛✐t r❡♠❛rq✉é ❇❡❝❦❡r ❬✷✽❪✱ ❧❛ tr❛♥s❝❡♥✲
❞❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ f(z) ♥✬✐♠♣❧✐q✉❡ ♣❛s ❧❛ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡
f(α)✱ ♠ê♠❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t α ré❣✉❧✐❡r✳ ■❧❧✉str♦♥s ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣❛r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✹✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ f(z) s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡

f(z) = (1− 2z)f(z2), ❡t f(0) = 1 .

❯♥❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♠♦♥tr❡ q✉❡ f(z) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛♥❛✲
❧②t✐q✉❡ ❞♦♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ✉♥✐té ♦✉✈❡rt✳ ❖♥ ✈♦✐t
❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ f(z) ♥✬❡st ♣❛s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ♣❧✉s ❧♦✐♥✱
❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ f(z) ❡st tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t❡✳ ▲❡ ♣♦✐♥t 1

2 ♥✬❡st ♣❛s ré❣✉❧✐❡r ♣♦✉r
❝❡ s②stè♠❡ ❡t ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ◆✐s❤✐♦❦❛ ❡♥ 1

2 ✳
P♦✉rt❛♥t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(z) ❡st ❛✉ss✐ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞✉ s②stè♠❡

(
f(z)
f(z2)

)
=

(
−2z 1− 2z2

1 0

)(
f(z2)
f(z4)

)
,

♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ♣♦✐♥t 1
2 ❡st ré❣✉❧✐❡r✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ◆✐✾✵✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝

deg.trQ

(
f

(
1

2

)
, f

(
1

4

))
= deg.trQ(z)(f(z), f(z

2)) = 1 .

✸✼



▼❛✐s f
(
1
2

)
= 0 ♥✬❡st ♣❛s tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t✱ ♠❛❧❣ré ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(z) ❧❡

s♦✐t✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ f(z) tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t❡✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✹
♥♦✉s ♣♦✉ss❡ à ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧

E(f) := {α ∈ Q, 0 < |α| < 1 : f(α) ∈ Q}
❞❡s ♣♦✐♥ts ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ♥♦♥ ♥✉❧s ❞✉ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
♣r❡♥❞ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❛✈❡❝ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✹✱ ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ◆✐s❤✐♦❦❛ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ E(f) ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts s✐♥❣✉❧✐❡rs ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ❞♦♥t f(z) ❡st s♦✲
❧✉t✐♦♥✳ P♦✉r ❛✉t❛♥t✱ ❇❡❝❦❡r ❬✷✽❪ ❛ ❞é❞✉✐t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ◆✐s❤✐♦❦❛ ❧❡ rés✉❧t❛t
s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ❇❡❝✾✹ ✭❇❡❝❦❡r✱ ✶✾✾✹✮✳ ❙✐ f(z) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡
tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t❡✱ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ E(f) ❛✈❡❝ t♦✉t ❝♦♠♣❛❝t ❞✉ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té ❡st ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ é♣♦✐♥té ❞❡ 0 à ❧✬✐♥tér✐❡✉r
❞✉q✉❡❧ f(z) ♥❡ ♣r❡♥❞ q✉❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t❡s ❛✉① ♣♦✐♥ts ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳

❙✐ ❝❡ rés✉❧t❛t ♣ré❝✐s❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ◆✐s❤✐♦❦❛✱ ✐❧ ♥❡ ♣❡r♠❡t t♦✉❥♦✉rs ♣❛s✱
❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧ ❡st tr❛♥s✲
❝❡♥❞❛♥t✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ♣♦✉✈♦✐r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t q✉❡❧s s♦♥t
❧❡s ♣♦✐♥ts ré❣✉❧✐❡rs ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ E(f) ❡t✱ ❞❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱
♠❡ttr❡ ❡♥ ❧✉♠✐èr❡ ❝❡ q✉✬✐❧ s❡ ♣❛ss❡ ❛✉① ♣♦✐♥ts s✐♥❣✉❧✐❡rs✳ ❈✬❡st ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✹✳

■❧ ② ❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✉♥ ❝❛❞r❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞✉q✉❡❧ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ◆✐s❤✐♦❦❛ ♣❡r♠❡t
❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t à ❧❛ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤✲
❧ér✐❡♥♥❡s✱ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞éré❡s s♦♥t t♦✉t❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡✳ ❙♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ◆✐✾✵✱ s✐ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
s♦♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❛❧♦rs ❧❡s ♥♦♠❜r❡s f1(α), . . . , fm(α) ❧❡
s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✺✳ ❉✬❛♣rès ✭✶✷✮✱ ❧❛ sér✐❡ ❞❡ ❇❛✉♠✲❙✇❡❡t fbs(z) s❛t✐s❢❛✐t ❛✉ s②s✲
tè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s

(
fbs(z)
fbs(z

2)

)
=

(
z 1
1 0

)(
fbs(z

2)
fbs(z

4)

)
. ✭✶✼✮

❑✉✳ ◆✐s❤✐♦❦❛ ❬✽✺❪ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s sér✐❡s fbs(z) ❡t fbs(z2) s♦♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡✲
♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s✉r Q(z)✳ ❈✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡s rés✉❧✲
t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❬✾✺❪✳
❈♦♠♠❡ t♦✉t ♣♦✐♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♥♦♥ ♥✉❧ α ❡st ré❣✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✼✮✱
♦♥ ❞é❞✉✐t ❞✉ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✷ q✉❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s fbs(α) ❡t fbs(α2) s♦♥t ❛❧❣é❜r✐✲
q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ fbs(α) ❡st tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t✱
q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ α ♥♦♥ ♥✉❧ ❞✉ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té✳ ❯♥ t❡❧ rés✉❧t❛t
♥✬ét❛✐t ♣❛s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ▼❛✷✾✳

✸✽



❙✐ ❝❡ rés✉❧t❛t ❛ ✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t❤é♦r✐q✉❡ ♠❛❥❡✉r❡✱ ♠♦♥tr❡r ❧✬✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s ❡st✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛✲
t✐q✉❡✱ s♦✉✈❡♥t ❤♦rs ❞❡ ♣♦rté❡ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✺✮✳

P♦✉r rés✉♠❡r✱ ♦♥ ét❛✐t✱ ❡♥ ✶✾✾✵✱ ❝♦♥❢r♦♥té à ❞❡✉① ❞✐✣❝✉❧tés ♣♦✉r ❞é♠♦♥✲
tr❡r ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❈♦✻✽✳

• ▲✬é❣❛❧✐té ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ✭✺✮ ♥✬✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡
❞❡s ✈❛❧❡✉rs q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ s♦♥t ❛❧✲
❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❘✐❡♥ ♥❡ ❣❛r❛♥t✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡ t♦✉❥♦✉rs
s❡ r❛♠❡♥❡r à ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ❚r❛✐t❡r ❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té ❡st ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✸✳

• ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ◆✐s❤✐♦❦❛ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ q✉✬❛✉① ♣♦✐♥ts ré❣✉❧✐❡rs ❞✉ s②s✲
tè♠❡✳ ■❧ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ❞✬❛✉❝✉♥ s❡❝♦✉rs q✉❛♥❞ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ s❡ ♣r♦♥♦♥❝❡r
s✉r ❧❛ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t s✐♥❣✉❧✐❡r✳
◆♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr♦♥s s✉r ❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳

✸ ❘❡❧❡✈❡r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s

✸✳✶ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P❤✐❧✐♣♣♦♥

❆✜♥ ❞❡ s✉r♠♦♥t❡r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞✐✣❝✉❧té s❛♥s ❛✈♦✐r à ♠♦♥tr❡r ❧✬✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②s✲
tè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥✱ ♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣ré❝✐s❡r ❝❡ q✉✐ ❧✐❡ ❧❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s
r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥ ❛✉① r❡❧❛✲
t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♠♦♥tr❡r ❧❛ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡
❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ξ r❡✈✐❡♥t à ♠♦♥tr❡r ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r Q ❡♥tr❡ 1 ❡t
ξ✳ ❖♥ ❛✐♠❡r❛✐t ❞♦♥❝ ♣♦✉✈♦✐r ❞é❞✉✐r❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ◆✐s❤✐♦❦❛ q✉❡ t♦✉t❡ r❡✲
❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r Q ❡♥tr❡ 1 ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ❢♦r♠❛♥t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r
s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥✱ ♣r♦✈✐❡♥t✱ ♣❛r s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❞✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ s✉r Q(z) ❡♥tr❡ 1 ❡t ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s E✲❢♦♥❝t✐♦♥s✱
❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❡✉❦❡rs ✭t❤é♦rè♠❡ ❇❡✵✻✮ ❛♣♣♦rt❡ ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ❞é✜♥✐t✐✈❡ ✿
t♦✉t❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s E✲❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✐❢✲
❢ér❡♥t✐❡❧ ❡st ❧❛ s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉ ♣♦✐♥t z = α ❞✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡❣ré
❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ❆♥❞ré ❬✷✸❪ ❛ ❢♦✉r♥✐ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❇❡✵✻✱
❡♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s✳
❈✬❡st ❡♥ s✬✐♥s♣✐r❛♥t ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ ❞♦♥♥❡ ❆♥❞ré ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❇❡✵✻✱ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ◆❡st❡r❡♥❦♦ ❡t ❙❤✐❞❧♦✈s❦✐✐ ❬✽✷❪✱ q✉❡ P❤✐❧✐♣✲
♣♦♥ ❛ ❞é♠♦♥tré ❧❡ t❤é♦rè♠❡ P❤✶✺✱ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ❞és♦r♠❛✐s t❤é♦rè♠❡ ❞❡
P❤✐❧✐♣♣♦♥✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P❤✐❧✐♣♣♦♥ tr❛❞✉✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s s❡✉❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❛❧❣é✲
❜r✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❢♦r♠❛♥t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②s✲

✸✾



tè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥✱ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ré❣✉❧✐❡r✱ s♦♥t ❝❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❝♦♠♠❡ s♣é❝✐❛❧✐s❛✲
t✐♦♥s ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡❣ré ❡♥tr❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ❝❧é
♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡st ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ❞❡❣ré ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r
❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ f1(α)✱ ♣♦✉r α ✉♥ ♣♦✐♥t ré❣✉❧✐❡r✱ ✐❧
s✉✣t ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fm(z)
❡t 1✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✱ ❝❡❧❛ ❡st ❜✐❡♥ ♣❧✉s é❧é♠❡♥t❛✐r❡
q✉❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉✲
❧✐❡r✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ✉♥ s②stè♠❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦♥t❡♥❛♥t 1 ❡t f1(z)✱ ♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs
s❡ r❛♠❡♥❡r à ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s
✭♠❛✐s ❧❡ ♣♦✐♥t α ♣♦✉rr❛✐t ❛❧♦rs ♥❡ ♣❧✉s êtr❡ ré❣✉❧✐❡r✮✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r ❝♦♠♠❡♥t s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬❡①♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥
❞✉ t❤é♦rè♠❡ P❤✶✺✱ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r P❤✐❧✐♣♣♦♥ ❞❛♥s ❬✾✷❪✳ ❙❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s❡
❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡
❝♦♥s✐st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ✈r❛✐ ♣♦✉r t♦✉t ♣♦✐♥t α ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à
✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ✐❝✐ ❧❡ ✓ t❤é♦✲
rè♠❡ ❧♦❝❛❧ ✔ ❡t q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹ ❞❡ ❬✾✷❪✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ét❛♣❡
❡st ❛ss❡③ ❝♦✉rt❡ ❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✺ ❞❛♥s ❬✾✷❪ ❀
✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❧♦❝❛❧ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❡♥ ❢❛✐t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❣❧♦❜❛❧✳
▲✬✐❞é❡ ❛st✉❝✐❡✉s❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r P❤✐❧✐♣♣♦♥ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❙✐ α ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡
s✐♥❣✉❧❛r✐té ❞✉ s②stè♠❡✱ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s fi ❛✉ ♣♦✐♥t
α s❡ tr❛♥s♣♦rt❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♣❛r ✐tér❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✹✮✱ ❡♥ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥
❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s fi ❛✉① ♣♦✐♥ts αql ✳ P♦✉r l s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞✱
αql ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❧♦❝❛❧✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝
❛♣♣❧✐q✉❡r✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ α ♥❡ s♦✐t ♣❛s ✉♥❡ s✐♥❣✉❧❛r✐té ♣❡r♠❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❞✬♦❜✲
t❡♥✐r✱ ♣❛r ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐♥✈❡rs❡ q✉✐ ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❛✉
♣♦✐♥t α✳

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❧♦❝❛❧✳
P❤✐❧✐♣♣♦♥ s✉✐t ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ◆❡st❡r❡♥❦♦ ❡t ❙❤✐❞❧♦✈s❦✐✐ ❬✽✷❪ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s E✲❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬❛①✐♦♠❛t✐s❡r ✉♥ ♣❡✉ ❝❡❧❧❡✲❝✐
❡♥ ❡①tr❛②❛♥t ❞❡ ❬✽✷❪ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t q✉✐ ♥❡ r❡q✉✐❡rt ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❛✉❝✉♥❡
éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♦✉ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶
❞♦♥♥é❡ ✐❝✐ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡ ❬✽✷❪ ❡t ❬✾✷❪✳ ■❧ s✬❛❣✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡
é❣❛❧✐té ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ q✉✐ r❡♣♦s❡ s✉r ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❜❛s❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛✲
t✐✈❡ ❡t ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❑r✉❧❧ ❬✺✻❪✳ ❊❧❧❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t à r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞✉ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡
✶✳✼✳✶ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❆♥❞ré ❞❛♥s ❬✷✸❪✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ✭❚❤é♦rè♠❡ ❧♦❝❛❧✮✳ ❙♦✐❡♥t f1(z), . . . , fm(z) ∈ Q{z}✳ ❙✉♣♣♦✲
s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s s♦✐❡♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s✳

✭✐✮ ■❧ ❡①✐st❡ ρ > 0 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ α✱ 0 < |α| < ρ✱ ♦♥
❛✐t ✿

❞❡❣✳trQ(f1(α), . . . , fm(α)) = ❞❡❣✳trQ(z)(f1(z), . . . , fm(z)) .
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✭✐✐✮ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ Q(z)(f1(z), . . . , fm(z)) ❡st ré❣✉❧✐èr❡✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ t♦✉t
é❧é♠❡♥t ❞❡ Q(z)(f1(z), . . . , f(z)) ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✉r Q(z) ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡
Q(z)✳

❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ρ′ > 0 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ α✱ 0 < |α| < ρ′

❡t t♦✉t ♣♦❧②♥ô♠❡ P ∈ Q[X]✱ X := (X1, . . . , Xm)✱ ❞❡ ❞❡❣ré t♦t❛❧ d✱ t❡❧ q✉❡
P (f1(α), . . . , fm(α)) = 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ Q ∈ Q[z,X]✱ ❞❡ ❞❡❣ré t♦t❛❧ d ❡♥ X✱ t❡❧
q✉❡ Q(z, f1(z), . . . , fm(z)) = 0 ❡t Q(α,X) = P (X)✳

▼♦♥tr♦♥s ♣❛r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✻✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ f(z) ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ X2 = 1 + z ♣♦✉r
❧❛q✉❡❧❧❡ f(0) = 1✳ ❖♥ ✈♦✐t s❛♥s ❞✐✣❝✉❧té q✉❡ f(z) ∈ Q{z} ❡t q✉❡ f(z) ❡st
✐rr❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❈♦♠♠❡ f(z) ❡st ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ Q(z, f(z)) ♥✬❡st ♣❛s
ré❣✉❧✐èr❡ s✉r Q(z)✳ ❊♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ α ❞✉ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té ♦♥ ❛✱

❞❡❣✳trQ(f(α)) = ❞❡❣✳trQ(z)(f(z)) = 0 .

❙♦✐t α ✉♥ ♣♦✐♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞✉ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té✳ P♦s♦♥s P (X) = X−
√
1 + α✳ ❖♥

❛ P (f(α)) = 0✳ P♦✉r ❛✉t❛♥t ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♥♦♥ ♥✉❧ Q ∈ Q(z)[X]
❞❡ ❞❡❣ré 1 t❡❧ q✉❡Q(z, f(z)) = 0✱ ♣✉✐sq✉❡ f(z) ❡st ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧✳ ❖♥ ✈❛ ✈♦✐r q✉❡✱
♠ê♠❡ s❛♥s r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡❣ré✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s r❡❧❡✈❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ P (X) ❡♥
✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲✬❛♥♥❡❛✉ Q(z)[X] ❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳ ▲✬✐❞é❛❧
❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s Q ∈ Q(z)[X] ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s Q(z, f(z)) = 0 ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡
♣♦❧②♥ô♠❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ f(z)✱ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ X2 − 1− z✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡
Q ∈ Q(z)[X] t❡❧ q✉❡ Q(z, f(z)) = 0 ❡t Q(α,X) = P (X)✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥ ♣❡✉t
é❝r✐r❡

Q(z,X) = (X2 − 1− z)R(z,X) ,

❛✈❡❝ R(z,X) ∈ Q(z)[X]✳ ❈♦♠♠❡ Q(z,X) ❡st ❞é✜♥✐ ❛✉ ♣♦✐♥t z = α ❡t q✉❡
X2 − 1− α 6= 0✱ ❝✬❡st ❛✉ss✐ ❧❡ ❝❛s ❞❡ R(z,X)✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝

X −
√
1 + α = P (X) = Q(α,X) = (X2 − 1− α)R(α,X) .

▼❛✐s ❝❡❝✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛r ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❡st ❞❡ ❞❡❣ré s✉♣ér✐❡✉r à
2✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡st ❞❡ ❞❡❣ré 1✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ❖♥ ♥♦t❡ P ❧✬✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ Q(z)[X]
❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s✉r Q(z) ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fm(z)✳ ➱t❛♥t
❞♦♥♥é α ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ t❡❧ q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s fi s♦♥t t♦✉t❡s ❞é✜♥✐❡s ❡♥
α✱ ♦♥ ♥♦t❡ é❣❛❧❡♠❡♥tPα ❧✬✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡Q[X] ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s✉r
Q ❡♥tr❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s f1(α), . . . , fm(α)✳ ❙♦✐❡♥t X0 ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡
❡t X̃ := (X0, . . . , Xm)✳ ❖♥ ♥♦t❡ P̃ ⊂ Q(z)[X̃] ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t P̃α ⊂ Q[X̃]✮
❧✬✐❞é❛❧ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé ❡♥ X0, . . . , Xm ❞❡ P ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ Pα✮✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s
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q✉❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐sé ❞✬✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❡st ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ ♠ê♠❡ ❤❛✉t❡✉r✳
▲❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r I✱ q✉✐ ❡st ♣❛r❢♦✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧é r❛♥❣✱ ❡st
♥♦té❡ ✐❝✐ ht(I)✳ ❖♥ ♥♦t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t dimA✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❑r✉❧❧ ❞✬✉♥ ❛♥♥❡❛✉
❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✉♥✐t❛✐r❡ A✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❡✈α : Q[z] → Q ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥
❡♥ z = α✳

❆✈❡❝ ❝❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❡st éq✉✐✈❛✲
❧❡♥t❡ à ❧✬é❣❛❧✐té

evα(P̃ ∩Q[z, X̃]) = P̃α , ✭✶✽✮

q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♥♦♥ ♥✉❧ α ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✳
❈♦♠♠❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ Q(z)[f1(z), . . . , fm(z)] ❡st ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐ ❡t ✐♥tè❣r❡✱ ♦♥ ❛ ✿

❞❡❣✳trQ(z)(f1(z), . . . , fm(z)) = dimQ(z)[f1(z), . . . , fm(z)]

= dim(Q(z)[X]/P)

= dim(Q(z)[X])− ❤t(P)

= dimQ[X̃]− ❤t(P̃)− 1.

❉❡ ❢❛ç♦♥ t♦t❛❧❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ✿

❞❡❣✳trQ(f1(α), . . . , fm(α)) = dimQ[X̃]− ❤t(P̃α)− 1 .

❉✬❛♣rès ✭✐✮✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ α t❡❧ q✉❡ 0 < α <
ρ✱ ♦♥ ❛

❤t(P̃) = ❤t(P̃α) . ✭✶✾✮

❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ✭✶✾✮ ❡t ❝♦♠♠❡ evα(P̃ ∩ Q[z,X0,X]) ⊂ P̃α✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡
♠♦♥tr❡r q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t α s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✱ ❧✬✐❞é❛❧ evα(P̃∩Q[z, X̃]) ❡st ✉♥
✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ ♠ê♠❡ ❤❛✉t❡✉r q✉❡ P̃ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✭✶✽✮ ❡t ❝♦♥❝❧✉r❡✳

❉✬❛♣rès ✭✐✐✮✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ Q(z)(f1(z), . . . , fm(z)) ❡st ré❣✉❧✐èr❡✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠✲
♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧✬✐❞é❛❧ P̃ ∩ Q[z, X̃] ❡st ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ♣r❡♠✐❡r ✭✈♦✐r ❬✶✶✹✱ ❚❤❡♦r❡♠
✸✾❪✮✳ ❯♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❑r✉❧❧ ❬✺✻❪ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬✐❞é❛❧ evα(P̃∩Q[z, X̃]) ❡st
♣r❡♠✐❡r ♣♦✉r t♦✉t α ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬✐❞é❛❧ evα(P̃ ∩
Q[z, X̃]) ❡st ♣r❡♠✐❡r✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡ ❤❛✉t❡✉rs

ht(evα(P̃ ∩Q[z, X̃])) = ht(P̃)

❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❬✽✷❪ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥❝❧✉t ❧❛ ❞é♠♦♥s✲
tr❛t✐♦♥✳

❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❧♦❝❛❧✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞✉ t❤é♦rè♠❡
◆✐✾✵ ✭t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ◆✐s❤✐♦❦❛✮ ❡t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✱ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳ P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ✉♥
rés✉❧t❛t ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡ ❧❡♠♠❡✱ P❤✐❧✐♣♣♦♥ ❛ r❡❝♦✉rs à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s
❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✷✳✷✱ ✸✳✷✱ ✸✳✹ ❡t ❞✉
❧❡♠♠❡ ✸✳✺ ❞❛♥s ❬✾✷❪✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s r❛❝❝♦✉r✲
❝✐t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ P❤✶✺ ❡t ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s r❡❝♦✉rs à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s
❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s✱ ❝❡ q✉✐ s✐♠♣❧✐✜❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❧✬❡①♣♦s✐t✐♦♥✳

✹✷



▲❡♠♠❡ ✷✳ ❙♦✐❡♥t f1(z), . . . , fm(z) ∈ Q{z} ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❢♦r♠❛♥t ✉♥ ✈❡❝✲
t❡✉r s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✉ t②♣❡ ✭✹✮✳ ❆❧♦rs ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝♦r♣s L :=
Q(z)(f1(z), . . . , fm(z)) ❡st ré❣✉❧✐èr❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ L ❡st ✜♥✐♠❡♥t ❡♥❣❡♥❞ré✱ t♦✉t❡ s♦✉s✲❡①t❡♥s✐♦♥

Q(z) ⊂ L′ ⊂ L
❧✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✺✾✱ ❊①❡r✲
❝✐s❡ ✹✱ ❈❤❛♣✳ ❱■■■❪✮✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s L′ ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ Q(z) ❞❛♥s L✳
❈♦♠♠❡ L′ ❡st ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡t ✜♥✐♠❡♥t ❡♥❣❡♥❞ré❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ L′ ❡st
❞❡ ❞❡❣ré ✜♥✐ s✉r Q(z)✱ ❞✐s♦♥s d✳ ❙♦✐t f ∈ L′✳ ❈♦♠♠❡ f ❡st ❞❛♥s L✱ ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✹✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t f(zq

l
) ∈ L ♣♦✉r

t♦✉t l ≥ 0✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f(zq
l
) s♦♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ♣✉✐sq✉❡ f(z)

❧✬❡st✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f(zq
l
)✱ l ≥ 0✱ s♦♥t t♦✉t❡s ❞❛♥s L′ q✉✐ ❡st ❞❡ ❞❡❣ré

d s✉r Q(z) ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r Q(z) ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s f(z), f(zq), . . . , f(zq

d
)✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à ❞✐r❡ q✉❡ f(z) ❡st q✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡✳

❈♦♠♠❡ f(z) ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❘❛✾✷ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱
f(z) ∈ Q(z)✱ ❝♦♠♠❡ s♦✉❤❛✐té✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ P❤✶✺✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ◆✐✾✵✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✭✐✮ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✐✮ ❞❡
❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐t❡✳ ❉♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✱ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥ ρ′ > 0 t❡❧ q✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ P❤✶✺ ❡st ✈r❛✐ ❞ès q✉❡ 0 < |α| < ρ′✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❡♥t✐❡r l t❡❧ q✉❡ |αql | < ρ′✳ ❊♥ ✐tér❛♥t l ❢♦✐s ❧❡ s②stè♠❡ ✭✹✮✱
♦♥ tr♦✉✈❡

f(α) = Al(α)f
(
αql
)
, ✭✷✵✮

♦ù Al(z) = A(z)A(zq) · · ·A
(
zq

l−1
)
✳ ❙♦✐t P (X) ∈ Q[X]✱ ❞❡ ❞❡❣ré d✱ t❡❧ q✉❡

P (f(α)) = 0✳ ◆♦t♦♥s
Pl(X) = P (Al(α)X) .

❉✬❛♣rès ✭✷✵✮✱ ♦♥ ❛ Pl

(
f
(
αql
))

= 0✳ ❈♦♠♠❡ |αql | < ρ′✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ P❤✶✺

s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ Ql(z,X) ∈ Q[z,X] t❡❧ q✉❡

Ql(z,f(z)) = 0, ❡t Ql

(
αql ,X

)
= Pl(X) .

❈♦♠♠❡ α ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ré❣✉❧✐❡r✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Al(α) ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳ P♦s♦♥s ❛❧♦rs

Q(z,X) = Ql

(
zq

l
, Al(z)

−1X
)
✳ ❖♥ ❛

Q(z,f(z)) = Ql

(
zq

l
, Al(z)

−1f(z)
)
= Ql

(
zq

l
,f
(
zq

l
))

= 0 ,

❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❡t✱

Q(α,X) = Ql

(
αql , Al(α)

−1X
)
= Pl(Al(α)

−1X) = P (X) ,

❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✳

✹✸



P❛ss❡r ❞✬✉♥❡ é❣❛❧✐té ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ t❤é♦✲
rè♠❡ ❞❡ ◆✐s❤✐♦❦❛✱ à ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ r❡❧❡✈❡r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s s✐
✐♠♠é❞✐❛t✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬✐❧❧✉str❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✻✱ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ✈r❛✐ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✳ ❉✬❛♣rès
❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ Q(z, f1(z), . . . , fm(z))
s✉r Q(z)✳ ❈✬❡st ❝❡ ♠ê♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té q✉✐ ♣❡r♠❡t à ◆❡st❡r❡♥❦♦ ❡t
❙❤✐❞❧♦✈s❦✐✐ ❬✽✷❪ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r✱ à ♣❛rt✐r ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙✐❡❣❡❧✲❙❤✐❞❧♦✈s❦✐✐✱ ✉♥❡
✈❡rs✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❡✉❦❡rs✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ ❧✬❡①t❡♥✲
s✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❣❛r❛♥t✐❡ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝♦♥t❡①t❡s✳ ❉❛♥s ❬✹✽❪✱ ❋❡r♥❛♥❞❡s ❛ ♣r♦✉✈é
✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ◆✐s❤✐♦❦❛✱ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s ❡♥ ❝❛✲
r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✳ ❊❧❧❡ ♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs✱ ❞❛♥s ❬✹✾❪✱ q✉✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t r❡❧❡✈❡r
❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s q✉❡ s✐ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥
❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡st ré❣✉❧✐èr❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❧❡ ❝❛s
s✐ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✉ ❝♦r♣s ❞✐✈✐s❡ q✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧é✲
r✐❡♥♥❡s s✉r Q✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✱ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té
❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❞é♠♦♥tré❡ ♣❛r ❘❛♥❞é ❬✾✸❪✳

❚❤é♦rè♠❡ ❘❛✾✷ ✭❘❛♥❞é ✶✾✾✷✮✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ❡st r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡
♦✉ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t❡ s✉r Q(z)✳

❉❛♥s s♦♥ ♦✉✈r❛❣❡✱ ❑✉✳ ◆✐s❤✐♦❦❛ ❬✽✾❪ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡
rés✉❧t❛t✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❑❡✳ ◆✐s❤✐♦❦❛ ❬✽✸❪✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❘❛✾✷ ❡①✐st❡ ❛✉ss✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s E✲❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❡❧❧❡
❞é❝♦✉❧❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ E✲❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❡♥t✐èr❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝❡
t②♣❡ ❞✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡st très ✉t✐❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞é♠♦♥tr❡r ❧✬✐rr❛t✐♦♥❛❧✐té ❞✬✉♥❡ sér✐❡
❡♥t✐èr❡ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✱ ♣✉✐sq✉✬✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥
r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ s❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❚❛②❧♦r
❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ré❝✉rr❡♥t❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳

❙✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❘❛✾✷ ♥✬❡st ♣❧✉s
✈❛❧❛❜❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐❧❧✉str❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✼✳ ◆♦t♦♥s F2 ❧❡ ❝♦r♣s à ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❡t ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ sér✐❡ ❞❡
❋r❡❞❤♦❧♠

f(z) :=
∞∑

n=0

z2
n ∈ F2[[z]] .

❊❧❧❡ s❛t✐s❢❛✐t tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡

f(z) = f(z2) + z .

❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❝❛r✱ ❞❛♥s F2[[z]]✱ f(z2) = f(z)2✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ♥✬❡st
♣❛s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳

■❧ ❡①✐st❡ t♦✉t❡❢♦✐s ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❡✉❦❡rs ❡t ❧❡ t❤é♦✲
rè♠❡ ❞❡ P❤✐❧✐♣♣♦♥ ✿ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♥✬❡st ♣❛s ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ■❧ ♣❡r♠❡t s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡
r❡❧❡✈❡r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s f1(α), . . . , fm(α)✱ ❡♥ ✉♥❡ r❡✲
❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fm(z) ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡
é❣❛❧❡ à 1✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s à ♣rés❡♥t ❝♦♠♠❡♥t ❧❡ r❡♥❞r❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳

✹✹



✸✳✷ ❯♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P❤✐❧✐♣♣♦♥

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r à ♣rés❡♥t ❝♦♠♠❡♥t ❞é❞✉✐r❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P❤✐❧✐♣♣♦♥✱
✉♥ rés✉❧t❛t s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ♠❛✐s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣❧✉s✱ q✉❛♥❞ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❞❡ ❧❛ r❡❧❡✈❡r ❡♥ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡
❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ❈✬❡st ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✱ q✉❡ ♥♦✉s ré✲é❝r✐✈♦♥s ✐❝✐✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳ ❙♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P❤✐❧✐♣♣♦♥✱ s✐ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡
P ∈ Q[X1, . . . , Xm] ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡
Q ∈ Q[z,X1, . . . , Xm] ❡st ❧✉✐ ❛✉ss✐ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡♥ X1, . . . , Xm✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✷ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P❤✐❧✐♣♣♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t t♦✉✲
❥♦✉rs tr❛♥s❢♦r♠❡r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ❡♥ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡♥ ❛❥♦✉✲
t❛♥t ❛✉ s②stè♠❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ fm+1 ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t é❣❛❧❡ à 1✳ ❉❛♥s ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉
s②stè♠❡✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A(z) ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡




A(z) 0

0 1




❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥t ré❣✉❧✐❡rs r❡st❡ ✐♥❝❤❛♥❣é✳

❉✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥ é♥♦♥❝é ❤♦♠♦❣è♥❡ s✬❛✈èr❡ très ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s r❡❧❛✲
t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❙♦✐t K ✉♥ s♦✉s✲❝♦r♣s ❞❡ C✳ ❙♦✐t α ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✉ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té
♦✉✈❡rt t❡❧ q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fm(z) s♦♥t t♦✉t❡s ❞é✜♥✐❡s ❡♥ α✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡✱ t❡❧ q✉❡ α ♥✬❡st ♣ô❧❡ ❞✬❛✉❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ K✲❡s♣❛❝❡
✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s fi ❛✉ ♣♦✐♥t α
♣❛r

RelK(f1(α), . . . , fm(α)) :=

{
(λ1, . . . , λm) ∈ Km :

m∑

i=1

λifi(α) = 0

}
.

❖♥ ❞é✜♥✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ K(z)✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❢♦♥❝t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡s fi(z) ♣❛r

RelK(z)(f1(z), . . . , fm(z)) :=

{
(w1, . . . , wm) ∈ K(z)m :

m∑

i=1

wifi = 0

}
.

❊♥✜♥✱ ♦♥ ♥♦t❡ evα ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥ z = α✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ r❡✲
❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré 1✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡
✷ s✬é♥♦♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✻✳ ❙♦✐t α ∈ Q✱ 0 < |α| < 1✱ ✉♥ ♣♦✐♥t ré❣✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡
✭✹✮✳ ❖♥ ❛✱

RelQ(f1(α), . . . , fm(α)) = evα

(
RelQ(z)(f1(z), . . . , fm(z))

)
.

✹✺



❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fm(z) s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥t❡s s✉r Q(z)✱ ❛❧♦rs ❧❡s ♥♦♠❜r❡s f1(α), . . . , fm(α) s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é✲
♣❡♥❞❛♥ts s✉r Q✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳ ❯♥❡ ❞❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ✷ ❡t ✻✱ ❝♦♠♠❡ ❞❡s t❤é♦rè♠❡s
❞❡ ◆✐s❤✐♦❦❛ ❡t P❤✐❧✐♣♣♦♥✱ ♦✉ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❡✉❦❡rs ♣♦✉r ❧❡s E✲❢♦♥❝t✐♦♥s✱
❡st q✉✬✐❧s ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞✬✐s♦❧❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r s♦✲
❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥✳ ▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s✱ ♠ê♠❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬✉♥
♥♦♠❜r❡ r❡str❡✐♥t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t s❡ r❡❧❡✈❡r q✉✬❡♥ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❢♦r♠❛♥t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s

♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(z) :=
∏

l∈N

(
1− 2z2

l
)

❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✹✳ ❊❧❧❡ ❡st

s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡
(

f(z)
f(z2)

)
=

(
−2z 1− 2z2

1 0

)(
f(z2)
f(z4)

)
.

▲❡ ♣♦✐♥t 1
2 ❡st ré❣✉❧✐❡r ❡t ♦♥ ❛ f

(
1
2

)
= 0✳ P♦✉rt❛♥t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(z) ♥✬❡st

♣❛s ♥✉❧❧❡✳ ❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❡♥t ❡♥ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡

f(z) + (2z − 1)f(zq) = 0 ,

q✉✐✱ ❡❧❧❡✱ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡✳

P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ♣r♦✉✈❡r s♦♥
❝♦r♦❧❧❛✐r❡✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✻✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ rés✉❧✲
t❛t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❞♦♥t ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡
❞❛♥s ❬✸✸✱ ▲❡♠♠❛ ✸✳✶❪✳

▲❡♠♠❡ ✸✳ ❙♦✐❡♥t f1(z), . . . , fm(z) ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à Q{z} ❡t d ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ RelQ(z)(f1(z), . . . , fm(z))✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞❡s

♣♦❧②♥ô♠❡s λi,j(z) ∈ Q[z]✱ 1 ≤ i ≤ d✱ 1 ≤ j ≤ m✱ t❡❧s q✉❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs
(λi,1(z), . . . , λi,m(z))✱ 1 ≤ i ≤ d✱ ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡s Q(z)✲r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡
❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fm(z)✱ ❡t t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ξ ∈ Q✱ ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ 


λ1,1(ξ) · · · λ1,m(ξ)

✳✳✳
✳✳✳

λd,1(ξ) · · · λd,m(ξ)




❡st é❣❛❧ à d✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✻✳ ◆♦✉s ♣r♦✉✈❡r♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡♥
s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr❡✲
r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❝♦♠♠❡♥t ❧✬♦♥ ♣❡✉t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ s❡ r❛♠❡♥❡r à ❝❡tt❡
♣r❡♠✐èr❡ s✐t✉❛t✐♦♥✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ dimRelQ(z)(f1(z), . . . , fm(z)) = 0✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡

❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fm(z) s♦✐❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s✉r Q(z)✳ ❖♥

✹✻



✈❛ r❛✐s♦♥♥❡r ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ n✲✉♣❧❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡s
❛❧❣é❜r✐q✉❡s λ1, . . . , λm✱ ♥♦♥ t♦✉s ♥✉❧s✱ t❡❧ q✉❡

∑
λifi(α) = 0 ,

♦ù α✱ 0 < |α| < 1✱ ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ré❣✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡
♠❛❤❧ér✐❡♥ ❛ss♦❝✐é ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s fi(z)✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ P❤✶✺✱
✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s p1(z), . . . , pm(z), r(z) ∈ Q[z]✱ ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡ ❡✉①✱ t❡❧s
q✉❡

m∑

i=1

pi(z)fi(z) = r(z), ✭✷✶✮

❛✈❡❝ pi(α) = λi✱ 1 ≤ i ≤ m ❡t r(α) = 0✳ ❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♦♥
♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ r(αq) 6= 0✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❡st t♦✉❥♦✉rs
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥t✐❡r l t❡❧ q✉❡ r(αql+1

) 6= 0✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥
❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛✣♥❡ ✭✷✶✮ ✐♥❞✉✐t ❛❧♦rs ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡
♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡

m∑

i=1

pi(α
ql)fi(α

ql) = 0

❡t ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉✐ s✉✐t à αql ✳

❖♥ ✈❛ ❝♦♥str✉✐r❡ à ♣rés❡♥t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s②stè♠❡ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧✬✉♥❡ ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s fi(z) ♣❛r r(z)✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ i ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ pi(αq) ❡st ♥♦♥ ♥✉❧✳
❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ pi(αq) = 0 ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s fi(z) s♦♥t t♦✉t❡s
❞é✜♥✐❡s ❡♥ αq ❝❛r α ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ré❣✉❧✐❡r✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥❞r❛✐t q✉❡ r(αq) = 0✱ ❝❡
q✉✐ s❡r❛✐t ❝♦♥tr❛✐r❡ à ♥♦tr❡ ❤②♣♦t❤ès❡✳ ◗✉✐tt❡ à ♣❡r♠✉t❡r ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t
s✉♣♣♦s❡r q✉❡ pm(αq) 6= 0✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❛❧♦rs ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s✉✐✈❛♥t❡

S(z) :=




1
✳ ✳ ✳

1
p1(z) p2(z) · · · pm(z)




❞❡ s♦rt❡ q✉❡

S(z)




f1(z)
✳✳✳

fm−1(z)
fm(z)


 =




f1(z)
✳✳✳

fm−1(z)
r(z)


 .

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ S(z) ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ♣ô❧❡s ❡t ❛ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ pm(z)✳
P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦❧♦♥♥❡ (f1(z), . . . , fm−1(z), r(z))

⊤ ❡st s♦❧✉t✐♦♥
❞✉ s②stè♠❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

B(z) := S(z)A(z)S(zq)−1 .

✹✼



◆♦t♦♥s q✉❡ B ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ❡♥ α✳ ❖♥ ❛✱ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧✬é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r
❧❡s ❞ét❡r♠✐♥❛♥ts ✿

det(B(z)) := det(S(z))det(A(z))det(S(zq))−1 = det(A(z))
pm(z)

pm(zq)
·

❈♦♠♠❡ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fm(z) s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥✲
❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s✉r Q(z) ❡t q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ B(z) ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡
❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(zq), . . . , fm−1(z

q) ❡t r(zq) s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é✲
♣❡♥❞❛♥t❡s s✉r Q(z)✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ s❡✉❧❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r Q(z) ❧✐❛♥t r(z) ❡t
f1(z

q), . . . , fm−1(z
q), r(zq) ❡st✱ à ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣rès✱ ❧❛

r❡❧❛t✐♦♥ ❜❛♥❛❧❡ ✿

r(z) =
r(z)

r(zq)
r(zq) ·

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❛ m✲✐è♠❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ B(z) ❡st✱ à ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥
♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣rès✱ é❣❛❧❡ à ✿

(
0, . . . , 0,

r(z)

r(zq)

)
.

P✉✐sq✉❡ r(α) = 0 ❡t✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ r(αq) 6= 0✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡

(0, . . . , 0, 1)B(α) = 0 .

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ ❛

(0, . . . , 0, 1)B(α) = (0, . . . , 0, 1)S(α)A(α)S(αq)−1

= (p1(α), . . . , pm(α))A(α)S(αq)−1

6= 0

❝❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A(α)S(αq)−1 ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❡t q✉❡ ❧❡s pi(α) ♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉s
♥✉❧s✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ♦ù dimRelQ(z)(f1(z), . . . , fm(z)) = 0✳

❙✉♣♣♦s♦♥s à ♣rés❡♥t q✉❡ dimRelQ(z)(f1(z), . . . , fm(z)) = d ≥ 1✳ ❉✬❛♣rès
❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs

λi(z) := (λi,1(z), . . . , λi,m(z)), 1 ≤ i ≤ d,

❞♦♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❞❛♥s Q[z] ❡t t❡❧s q✉❡ ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

M(ξ) :=




λ1,1(ξ) · · · λ1,m(ξ)
✳✳✳

✳✳✳
λd,1(ξ) · · · λd,m(ξ)




✹✽



❡st é❣❛❧ à d ♣♦✉r t♦✉t ξ ❞❛♥s Q✳ ◗✉✐tt❡ à r❡♥✉♠ér♦t❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s fi✱ ♦♥
♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡ ♠✐♥❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡




λ1,1(α) · · · λ1,m(α)
✳✳✳

✳✳✳
λd,1(α) · · · λd,m(α)




❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❛❧♦rs ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s✉✐✈❛♥t❡

S(z) :=




λ1,1(z) · · · · · · · · · · · · λ1,m(z)
✳✳✳

✳✳✳
λd,1(z) · · · · · · · · · · · · λd,m(z)

0 · · · 0 1 0 · · ·
✳✳✳

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
✳✳✳

0 · · · · · · · · · 0 1




❈❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐❡ ❡t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❡♥ z = α✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❛

S(z)




f1(z)
✳✳✳

fm(z)


 =




0
✳✳✳
0

fd+1(z)
✳✳✳

fm(z)




. ✭✷✷✮

❋✐①♦♥s ✉♥ ❡♥t✐❡r l0 t❡❧ q✉❡ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ S(z) ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ❡♥ ❛✉❝✉♥ ❞❡s
♣♦✐♥ts αql ✱ ♣♦✉r l ≥ l0 ❡t ♥♦t♦♥s q0 = ql0 ✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❡♥✜♥ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

B(z) = S(z)A(z)S(zq0)−1 .

❖♥ ❛ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ s✉✐✈❛♥t❡



0
✳✳✳
0

fd+1(z)
✳✳✳

fm(z)




= B(z)




0
✳✳✳
0

fd+1(z
q0)

✳✳✳
fm(zq0)




♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ♣♦✐♥t α ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ré❣✉❧✐❡r✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡
❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s fd+1(z), . . . , fm(z) ♥♦✉s ❣❛r❛♥t✐t q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ B(z)

✹✾



❡st tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡

B(z) =




D(z) 0

E(z) C(z)




♦ù C(z) ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ m − d✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❛❧♦rs ❧❡ s♦✉s✲
s②stè♠❡ 


fd+1(z)

✳✳✳
fm(z)


 = C(z)




fd+1(z
q0)

✳✳✳
fm(zq0)


 .

▲❡ ♣♦✐♥t α ❡st ❡♥❝♦r❡ ré❣✉❧✐❡r ♣♦✉r ❝❡ s②stè♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱
♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ℓ ≥ 1✱ αqℓ0 ♥✬❡st ♣ô❧❡ ❞✬❛✉❝✉♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ B(z) ❡t
❞♦♥❝ ❛ ❢♦rt✐♦r✐ ❞✬❛✉❝✉♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ C(z)✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt

detB(z) = detC(z) detD(z) ,

❡t αqℓ0 ♥✬ét❛♥t ♥✐ ✉♥ ③ér♦ ❞❡ detB(z)✱ ♥✐ ✉♥ ♣ô❧❡ ❞❡ detD(z)✱ αqℓ0 ♥✬❡st ♣❛s
✉♥ ③ér♦ ❞❡ detC(z)✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r

λ := (λ1, . . . , λn) ∈ RelQ(f1(α), . . . , fm(α)) .

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ S(z) ét❛♥t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❡♥ z = α✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r
µ := λS(α)−1✳ ❉✬❛♣rès ✭✷✷✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ µ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

RelQ(0, . . . , 0, fd+1(α), . . . , fm(α)) .

◆♦t♦♥s µ := (µ1, . . . , µn)✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡

(µd+1, . . . , µm) ∈ RelQ(fd+1(α), . . . , fm(α)) .

P❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❧❡ s②stè♠❡



fd+1(z)
✳✳✳

fm(z)


 = C(z)




fd+1(z
q0)

✳✳✳
fm(zq0)




❡st ❢♦r♠é ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ❛❞♠❡t α ❝♦♠♠❡ ♣♦✐♥t
ré❣✉❧✐❡r✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♠♦♥tr❡ ❞♦♥❝ q✉❡

µd+1 = · · · = µm = 0 .

✺✵



P♦s♦♥s

T (z) :=




λ1,1(z) · · · · · · · · · · · · λ1,m(z)
✳✳✳

✳✳✳
λd,1(z) · · · · · · · · · · · · λd,m(z)

0 · · · · · · · · · · · · 0
✳✳✳

✳✳✳
0 · · · · · · · · · · · · 0




,

❞❡ s♦rt❡ q✉❡

T (z) = S(z)−




0d×d 0d×(m−d)

0(m−d)×d Im−d



.

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs
λ = µS(α) = µT (α) . ✭✷✸✮

▼❛✐s✱ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❝❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ T (z) ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧✬❡s✲
♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ RelQ(z)(f1(z), . . . , fm(z)) ❡t ❞♦♥❝ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r µT (z) ❛♣♣❛rt✐❡♥t
à RelQ(z)(f1(z), . . . , fm(z))✳ ❖♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝ ❞❡ ✭✷✸✮ q✉❡

λ ∈ evα

(
RelQ(z)(f1(z), . . . , fm(z))

)
,

❝❡ q✉✐ ❛❝❤è✈❡ ❝❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

❆✈❛♥t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡s ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s s✉✐✈❛♥ts✱
♣❡r♠❡tt❛♥t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é (f1(z), . . . , fm(z))⊤ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②s✲
tè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥✱ ❞✬❡①❤✐❜❡r ✉♥ s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré
✜①é ❡♥ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fm(z)✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡❧q✉❡s
❢❛✐ts s✉r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r ❞❡ ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s✳

◆♦t❛t✐♦♥ ✭Pr♦❞✉✐t ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r✮✳ ❙♦✐❡♥t A = (ai,j) ❡t B = (bi,j) ❞❡✉① ♠❛✲
tr✐❝❡s✱ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ♠ê♠❡ ❛♥♥❡❛✉✱ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱
(m,n) ❡t (p, q)✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r ❞❡ A ❡t ❞❡ B ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A⊗B✱
❞❡ t❛✐❧❧❡ (mp, nq) ❞♦♥t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t (i, j) ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡

a⌊ i−1
p

⌋

+1,
⌊

j−1
q

⌋

+1
× b

i−p
⌊

i−1
p

⌋

,j−q
⌊

j−1
q

⌋ .

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣❛r ❜❧♦❝s

A⊗B =




a1,1B · · · a1,nB
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

am,1B · · · am,nB


 .

✺✶



❖♥ ♥♦t❡ ❛✉ss✐✱ ♣♦✉r d✱ ✉♥ ❡♥t✐❡r

A⊗d = A⊗ · · · ⊗A︸ ︷︷ ︸
d ❢♦✐s

,

❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ d✲✐è♠❡ ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A✳

❖♥ ❛ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s✱ ❞♦♥t ♦♥ tr♦✉✈❡r❛ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
❞❛♥s ❬✺✺❪✳

▲❡♠♠❡ ✹✳ ✐✮ ❙✐ A ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ m ❡t d ≥ 1 ✉♥ ❡♥t✐❡r✱
♦♥ ❛

detA⊗d = (detA)md .

✐✐✮ ❙✐ A, B, C ❡t D✱ s♦♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts AB ❡t CD
s♦♥t ❞é✜♥✐s✱ ♦♥ ❛

(AB)⊗ (CD) = (A⊗ C)(B ⊗D) .

❖♥ ♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✺✳ ❙♦✐❡♥t f1(z), . . . , fm(z) ❢♦r♠❛♥t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡
q✲♠❛❤❧ér✐❡♥ ❡t s♦✐t d ≥ 1 ✉♥ ❡♥t✐❡r✳ ◆♦t♦♥s g1(z), . . . , gN (z) ✉♥❡ é♥✉♠ér❛✲
t✐♦♥ ❞❡s ♠♦♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré d ❡♥ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fm(z)✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
g1(z), . . . , gN (z) ❢♦r♠❡♥t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ q✲♠❛❤❧ér✐❡♥ ❞♦♥t
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés ❞✉ s②s✲
tè♠❡ ✐♥✐t✐❛❧✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s f(z) := (f1(z), . . . , fm(z))⊤✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r f(z)⊗d ❡st
❝♦♥st✐t✉é ❞❡s ♠♦♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré d ❡♥ f1(z), . . . , fm(z)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s g1(z), . . . , gN (z)✱ ❛✈❡❝ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♣✐❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❡
♣♦✐♥t ✐✐✮ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

f(z)⊗d = A(z)⊗df(zq)⊗d .

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ j✱ 1 ≤ j ≤ N ✱ ♥♦t♦♥s Ij ⊂ {1, . . . ,md} ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs i
♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ i✲✐è♠❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ f(z)⊗d ❡st é❣❛❧❡ à gj(z)✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡
j✱ ♥♦t♦♥s ij ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t é❧é♠❡♥t ❞❡ Ij ✳ ◆♦t♦♥s ❡♥✜♥ I0 ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s i✱
1 ≤ i ≤ md✱ q✉✐ ♥❡ s♦♥t é❣❛✉① à ❛✉❝✉♥ ❞❡s ❡♥t✐❡rs i1, . . . , iN ✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ I0
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ❛♣♣❛r✐t✐♦♥s r❡❞♦♥❞❛♥t❡s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s g1(z), . . . , gN (z) ❞❛♥s
❧❡ ✈❡❝t❡✉r f(z)⊗d✳ ◆♦t♦♥s C1, . . . , Cmd ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A(z)⊗d✳ ❖♥
❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ B(z) ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳

• ❖♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝♦❧♦♥♥❡s Cij ✱ 1 ≤ j ≤ N ✱ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
A(z)⊗d✱ ♣❛r ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡

∑
i∈Ij

Ci✳

• ❖♥ s✉♣♣r✐♠❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❡t ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❡♥t✐❡rs
i ∈ I0✳

✺✷



❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡ B(z)✱ ❞❡ t❛✐❧❧❡ N ✱ t❡❧❧❡ q✉❡



g1(z)
✳✳✳

gN (z)


 = B(z)




g1(z
q)

✳✳✳
gN (zq)


 . ✭✷✹✮

❙♦✐t α ✉♥ ♣♦✐♥t ré❣✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❛ss♦❝✐é à f1(z), . . . , fm(z)✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡
B(z) ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ A(z) ❡t ❞❡s
s♦♠♠❡s ❞❡ ❝❡s ♣r♦❞✉✐ts✳ ❈♦♠♠❡ ❛✉❝✉♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts αqk ♥✬❡st ✉♥ ♣ô❧❡ ❞❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ A(z)✱ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ✉♥ ♣ô❧❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ B(z)✳
❉✬❛✉tr❡s ♣❛rt✱ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ B(z) ❞✐✈✐s❡ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ A(z)⊗d q✉✐
❡st✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ♣♦✐♥t ✐✮ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✱ ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ A(z)✳

❈♦♠♠❡ detA
(
αqk
)
6= 0 q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t k ∈ N✱ ♦♥ ❛ detB

(
αqk
)
6= 0 ♣♦✉r

t♦✉t k ∈ N✳ ▲❡ ♣♦✐♥t α ❡st ❞♦♥❝ ré❣✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✷✹✮✳

◆♦✉s s♦♠♠❡s à ♣rés❡♥t ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳

Pr❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳ ❙♦✐❡♥t α✱ 0 < |α| < 1✱ ✉♥ ♣♦✐♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ré❣✉❧✐❡r
♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✹✮ ❡t P ∈ Q[X]✱ X := (X1, . . . , Xm)✱ ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❤♦♠♦✲
❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré d ≥ 1 t❡❧ q✉❡

P (f1(α), . . . , fm(α)) = 0 .

◆♦t♦♥s M1(X), . . . ,MN (X) ✉♥❡ é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré d ❡♥
❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s X1, . . . , Xm✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❛❧♦rs ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

g1(z) :=M1(f(z)), . . . , gN (z) :=MN (f(z)) .

❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✺✱ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥



g1(z)
✳✳✳

gN (z)


 = B(z)




g1(z
k)

✳✳✳
gN (zk)


 ,

♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ♣♦✐♥t α ❡st ré❣✉❧✐❡r✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✻ à ❝❡ s②stè♠❡✱
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s v1(z), . . . , vN (z) t❡❧s q✉❡

N∑

i=1

vi(z)gi(z) = 0 ❡t P (X) =
N∑

i=1

vi(α)Mi(X) .

❖♥ ♣♦s❡ ❛❧♦rs Q(z,X) :=
∑N

i=1 vi(z)Mi(X)✱ ❝❡ q✉✐ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛✲
t✐♦♥✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✱ s✬✐❧ ♣ré❝✐s❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s s❡ r❡❧è✈❡♥t ❡♥ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ♥❡
s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♣❛s ❛ ♣r✐♦r✐ ❛✉① s✐♥❣✉❧❛r✐tés ❞✉ s②stè♠❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s à ♣rés❡♥t
❝♦♠♠❡♥t ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té ❡t ♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ✈❛❧❛❜❧❡s ❡♥ t♦✉t
♣♦✐♥t ♥♦♥ ♥✉❧ ❞✉ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té ♦✉✈❡rt✳
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✹ ❈♦♥t♦✉r♥❡r ❧❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés ❞✉ s②stè♠❡

❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✹✱ ♦♥ ❛ ✈✉ q✉❡ ❧❛ sér✐❡ f(z) :=
∏

l∈N

(
1− 2z2

l
)

❡st

s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
f(z) = (1− 2z)f(z2) , ✭✷✺✮

♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ 1
2 ❡st ✉♥❡ s✐♥❣✉❧❛r✐té✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ f(z) ❡st ❛✉ss✐ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉

s②stè♠❡ (
f(z)
f(z2)

)
=

(
−2z 1− 2z2

1 0

)(
f(z2)
f(z4)

)
,

q✉✐ ❧✉✐ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s✐♥❣✉❧❛r✐tés✳ ❖♥ ❛ tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t f
(
1
2

)
= 0✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡

éq✉❛t✐♦♥✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✻ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♣❛s ❝❛r ❧❡ ♣♦✐♥t 1
2 ❡st s✐♥❣✉❧✐❡r✳ ❉❛♥s

❧❡ s❡❝♦♥❞ s②stè♠❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✻✳ ❉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ f
(
1
2

)
= 0✱

♦♥ ❞é❞✉✐t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✻ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ p1(z), p2(z) ∈ Q[z] t❡❧s q✉❡ p1(z)f(z) +
p2(z)f(z

2) = 0✱ p1
(
1
2

)
= 1 ❡t p2

(
1
2

)
= 0✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ré❛❧✐té p1(z) =

1 ❡t p2(z) = 2z − 1✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ❞é❞♦✉❜❧❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ ✭✷✺✮✱ ♦♥ ❛ ❝réé ✉♥
s②stè♠❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✷ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ♣♦✐♥t 1

2 ♥✬❡st ♣❧✉s ✉♥❡ s✐♥❣✉❧❛r✐té✱ ♠❛✐s
❛✈❡❝ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f(z) ❡t f(z2)✳
❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ ♥♦✉s ❛♣♣r❡♥❞ q✉❡✱ s❡❧♦♥ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ r❡❣❛r❞❡ ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ q✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡✱ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞✉ s②stè♠❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣r♦✈❡♥✐r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés ❞✉ s②stè♠❡✱ ♦✉
❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡s✳

✹✳✶ ➱♥♦♥❝é ❞❡s rés✉❧t❛ts

❚❤é♦rè♠❡ ✼✳ ❙♦✐❡♥t f1(z), . . . , fm(z) ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s✳ ❙♦✐t
α ∈ Q✱ 0 < |α| < 1✱ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣ô❧❡ ❞✬❛✉❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡t
s♦✐t K ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t α ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s fi✳

✭✐✮ ❙✐ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s f1(α), . . . , fm(α) s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥ts s✉r Q✱
❛❧♦rs ✐❧s s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥ts s✉r K✳

✭✐✐✮ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ ✿

RelQ (f1(α), . . . , fm(α)) = VectQ {RelK (f1(α), . . . , fm(α))} .

◆♦t♦♥s ❞❡✉① ❛s♣❡❝ts r❡♠❛rq✉❛❜❧❡s ❞❡ ❝❡t é♥♦♥❝é✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❝♦♠♠❡
♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♠❡♥t✐♦♥♥é✱ ✐❧ ♥✬② ✜❣✉r❡ ❛✉❝✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té s✉r ❧❡
♣♦✐♥t α✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ✐❧ ♥✬✐♠♣♦s❡ ♣❛s ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fm(z) ❞❡ ❢♦r♠❡r
✉♥ ✈❡❝t❡✉r s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fm(z)
❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s✱ ♣♦ss✐❜❧❡♠❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s
❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts s②stè♠❡s ♠❛❤❧ér✐❡♥s✱ ♦✉ éq✉❛t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s✳ P♦✉r ♣♦✉✲
✈♦✐r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✻ à ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s r❡❣r♦✉♣❡r
t♦✉t❡s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♥❞ s②stè♠❡✱ ❛✈❡❝ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♠✉❧t✐t✉❞❡
❞✬❛✉tr❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s ♣♦✉r ❝♦♠♣❧ét❡r ❝❡ s②stè♠❡✳ ❈❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞✐s♣❛r❛✐ss❡♥t ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡✳
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❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ sér✐❡ ❡♥✲
t✐èr❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ✉♥ ♠ê♠❡ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s✳
❈✬❡st ✉♥ rés✉❧t❛t ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❞♦♥t ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❧✉s t❛r❞ ✭❝♦r♦❧✲
❧❛✐r❡ ✶✸✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✼ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❜✐❡♥ à t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡✱
s❛♥s r❡str✐❝t✐♦♥s✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g ≡ 1 ❡st q✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ♣♦✉r t♦✉t
q ≥ 2✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳ ❙♦✐❡♥t K ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s✱ f(z) ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡
à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s K ❡t α ∈ Q✱ 0 < |α| < 1✱ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♣ô❧❡ ❞❡ f ✳ ❖♥
❛ ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s♦✐t f(α) ❡st tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t✱ s♦✐t f(α) ∈ K✳

❊♥ ♣r❡♥❛♥t K := Q ❡t α ∈ Q✱ ❝❡❧❛ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❈♦✻✽✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ q✉❛♥❞ f(z) ❡st ❧❛ sér✐❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ♦♥
r❡tr♦✉✈❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❆❇✵✼❜ ✿ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛✉✲
t♦♠❛t✐q✉❡ ❡st s♦✐t r❛t✐♦♥♥❡❧✱ s♦✐t tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ P❤✐❧✐♣♣♦♥ ❬✾✷❪
❛✈❛✐t ré✉ss✐ à ❞é❞✉✐r❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ P❤✶✺ ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ❆❇✵✼❜✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s s②stè♠❡s ❛ss♦❝✐és ❛✉① s✉✐t❡s
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s ♦♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♥✬❛✈♦✐r ❛✉❝✉♥ ♣ô❧❡✱ ❡t ❡♥ ❣ér❛♥t ❧❡s s✐♥✲
❣✉❧❛r✐tés ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬❛✉t❡✉r ❧❡ r❛♣♣♦rt❡✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ q✉❡
❝❡ s♦✐t ✉♥❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛✈❡❝ ❆❞❛♠❝③❡✇s❦✐✱ s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s
❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❧❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés✱ q✉✐ ❧✉✐ ❛✐t ♣❡r♠✐s ❞❡
❝♦♠♣❧ét❡r s❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❆❇✵✼❜✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✶ s❡♠❜❧❡ êtr❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t ❞❡ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❝♦♠♣❧è✲
t❡♠❡♥t ❣é♥ér❛❧ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ✭✐✳❡✳✱ ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ❡t ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é✜✲
♥✐t✐♦♥✮✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✹ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t s❡ s♦✉str❛✐r❡ à
❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✱ ♠ê♠❡ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t
q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(z) ❡st tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t❡✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ■■ q✉❡ ❝❡tt❡
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣❡✉t êtr❡ tr❛♥❝❤é❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡✳

❊♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ré❣✉❧✐❡r ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✻ ♥♦✉s ❞✐t
q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ RelK (f1(α), . . . , fm(α))✱ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ K(z)✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧
❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fm(z)✳ ❆✐♥s✐ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s
❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs✱ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ré❣✉❧✐❡r✱ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r
s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥✱ ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t t♦✉t❡s✱ ♣❛r s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❞❡s
r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡✳ ❊♥ ✉♥ ♣♦✐♥t s✐♥❣✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
✈♦✐r q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s r❡❧❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t s❡ ♣r♦❞✉✐r❡✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥ s②stè♠❡ ❞✉
t②♣❡ ✭✹✮ ❡t ✉♥ ❡♥t✐❡r l ≥ 1✱ ♦♥ ♣♦s❡

Al(z) := A(z)A(zq) · · ·A
(
zq

l−1
)

❡t
kerKAl(α) := {(λ1, . . . , λm) ∈ Km | (λ1, . . . , λm)Al(α) = 0} .

✺✺



❖♥ ✜①❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ ρ✱ 0 < ρ < 1✱ str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r ❛✉
♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡s ♣ô❧❡s ✭♥♦♥ ♥✉❧s✮ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A(z) ❡t ❞❡s r❛✲
❝✐♥❡s ✭♥♦♥ ♥✉❧❧❡s✮ ❞❡ s♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A(z) ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡t
✐♥✈❡rs✐❜❧❡ s✉r ❧❡ ❞✐sq✉❡ é♣♦✐♥té D(0, ρ)⋆✳

❚❤é♦rè♠❡ ✽✳ ❙♦✐❡♥t f1(z), . . . , fm(z) ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❢♦r♠❛♥t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r s♦✲
❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✉ t②♣❡ ✭✹✮✳ ❙♦✐❡♥t α ∈ Q✱ 0 < |α| < 1✱ ❡t K ✉♥ ❝♦r♣s
❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t α ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s fi✳ ❙♦✐t l ✉♥ ❡♥t✐❡r t❡❧
q✉❡ |αql | < ρ✳ ❙✐ α ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♣ô❧❡ ❞❡ Al(z)✱ ❛❧♦rs

RelK(f1(α), . . . , fm(α)) = kerKAl(α) + evα
(
RelK(z)(f1(z), . . . , fm(z))

)
.

▲❛ s❡✉❧❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ❞♦✐t
s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ α ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♣ô❧❡ ❞❡ Al(z)✳ ❊♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t✱ ♥♦✉s
♠♦♥tr♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✾✳ ❙♦✐❡♥t f1(z), . . . , fm(z) ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❢♦r♠❛♥t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r s♦✲
❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✉ t②♣❡ ✭✹✮✳ ❙♦✐❡♥t α ∈ Q✱ 0 < |α| < 1✱ ❡t K ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡
♥♦♠❜r❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t α ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s fi✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s fi
s♦✐❡♥t ❞é✜♥✐❡s ❛✉ ♣♦✐♥t α✳ ❙♦✐t l ✉♥ ❡♥t✐❡r t❡❧ q✉❡ |αql | < ρ✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ B(z) ∈ GLm(K(z)) s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳

✭✐✮ ❖♥ ❛ ✿ 


f1(z)
✳✳✳

fm(z)


 = B(z)




f1(z
ql)

✳✳✳
fm(zq

l
)


 .

✭✐✐✮ ▲❡ ♣♦✐♥t α ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♣ô❧❡ ❞❡ B(z)✳

✭✐✐✐✮ ▲❡ ♣♦✐♥t αql ❡st ré❣✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ (i)✳

❊♥ ♦✉tr❡✱ s✐ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fm(z) s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥t❡s s✉r K(z)✱ ♦♥ ❛ B(z) = Al(z)✳

▲❡s t❤é♦rè♠❡s ✽ ❡t ✾ ❞é❝r✐✈❡♥t t♦t❛❧❡♠❡♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❧✐✲
♥é❛✐r❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡
♠❛❤❧ér✐❡♥ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ α ❞❡ ❧❡✉r ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❡✳ ■❧ ❡♥
❡①✐st❡ ❞❡ ❞❡✉① s♦rt❡s ✿ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ✓ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ✔ ❡t ❝❡❧❧❡s ❞✬♦r✐✲
❣✐♥❡ ✓ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✔✳ ▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
kerQAl(α) ❡t ❧❡✉r r❡❝❤❡r❝❤❡ s❡ ré❞✉✐t ❞♦♥❝ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡
❡①♣❧✐❝✐t❡✳ ▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡

❧✬❡s♣❛❝❡ evα

(
RelQ(z)(f1(z), . . . , fm(z))

)
✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺ q✉❡

❧✬❡s♣❛❝❡ RelQ(z)(f1(z), . . . , fm(z)) ❛ ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ s✐♠♣❧❡✳ ■❧ ❡st ❡♥❣❡♥❞ré

✺✻



♣❛r ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ✓ ♣❡t✐ts ❞❡❣rés ✔✱ ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡✛❡❝✲
t✐✈❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✶ ♠♦♥tr❡ q✉❡ RelQ(z)(f1(z), . . . , fm(z))
❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ ♥♦②❛✉ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✳

❊♥ ré❛❧✐té✱ ❧❡s ❞❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s ❝♦❡①✐st❡♥t t♦✉❥♦✉rs✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥
s♦✉s✲s②stè♠❡ ❢♦r♠é ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é✲
♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ♦♥ s❡ r❛♠è♥❡ à ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❧✉s ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬♦r✐❣✐♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❞♦♥❝ ♦ù t♦✉t❡s ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s♦♥t ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡✳ ■♥✈❡r✲
s❡♠❡♥t✱ ❡♥ ✉♥❡ s✐♥❣✉❧❛r✐té ❞✉ s②stè♠❡✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✼ ♣rés❡♥té ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❡t ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ✾ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡✱ q✉✐tt❡ à ❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ à ✐tér❡r ❧❡
s②stè♠❡ ❡t à ❡♥ ❝❤❛♥❣❡r é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ r❛♠❡♥❡r à
✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù ❝❡ ♣♦✐♥t ♥✬❡st ♣❧✉s ✉♥❡ s✐♥❣✉❧❛r✐té ❞✉ s②stè♠❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱
❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷ ♠♦♥tr❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥ ❝❡ ♣♦✐♥t ♦♥t ✉♥❡ ♦r✐❣✐♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✳

◆♦✉s ❞é♠♦♥tr❡r♦♥s ❧❡ ♣♦✐♥t ✭✐✮ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✼ ❞❡ ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s ❞✐✛é✲
r❡♥t❡s✱ ❛✈❛♥t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r t♦t❛❧❡♠❡♥t ❝❡ t❤é♦rè♠❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞é♠♦♥str❛✲
t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐♥t ✭✐✮ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✼ ♣rés❡♥t❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❝♦♠♠❡♥t ✲
ét❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ f(z) ❡t ✉♥ ♣♦✐♥t s✐♥❣✉❧✐❡r α ✲ tr♦✉✈❡r
❛✉tr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ g(z) ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ α ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t
ré❣✉❧✐❡r ❡t t❡❧❧❡ q✉❡ g(α) = f(α)✳ ◆♦✉s ❞é♠♦♥tr❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s t❤é♦rè♠❡s
✽✱ ✾✳

✹✳✷ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐♥t ✭✐✮ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✼

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r ❝♦♠♠❡♥t ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♣♦✐♥t ✭✐✮ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✼ à ♣❛rt✐r
❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ tr♦✐s rés✉❧t❛ts ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡
♣❛r ❇❡❧❧✱ ❇✉❣❡❛✉❞ ❡t ❈♦♦♥s ❞❛♥s ❬✷✾❪✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♥♦♠❜r❡
❛❧❣é❜r✐q✉❡ α ♥♦♥ ♥✉❧✱ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡r ✉♥ s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥ ❞♦♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s
s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❛✉ ♣♦✐♥t α ❞❛♥s ✉♥ ♠ét❛✲s②stè♠❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ♣♦✐♥ts αql ✱
l ≥ 0✱ ♥❡ s♦♥t ❥❛♠❛✐s ❞❡s ♣ô❧❡s ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛ss♦❝✐é❡✳ ◆♦t♦♥s
q✉❡ ❝❡tt❡ ❛st✉❝❡ s✬❛✈èr❡ ✐♥✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s sér✐❡s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s ♣✉✐sq✉❡
❧✬♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs s❡ r❛♠❡♥❡r à ✉♥ s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥ ❞♦♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st à
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦❧②♥ô♠❡s✳

▲❡♠♠❡ ✻✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞✉ t②♣❡ ✭✹✮ ❡t α ∈ Q✱ 0 < |α| < 1
q✉✐ ♥❡ s♦✐t ♣ô❧❡ ❞✬❛✉❝✉♥❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fm(z)✳ ❙♦✐t K ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡
♥♦♠❜r❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s fi(z) ❛✐♥s✐ q✉❡ α✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥ ❞✬♦r❞r❡ n ≥ m✱ ❛②❛♥t ♣♦✉r s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s (g1(z), . . . , gn(z))

⊤ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s K ❡t t❡❧ q✉❡ ✿

✭✐✮ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ B(z) ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s②stè♠❡ ♥✬❛ ❞❡ ♣ô❧❡ ❡♥ ❛✉❝✉♥
❞❡s ♣♦✐♥ts αql ✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r l✱

✭✐✐✮ gi(α) = λifi(α)✱ ♦ù λi ∈ K \ {0}✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {1, . . . ,m} ✳

✺✼



❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s A0(z) ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ♥♦tr❡ s②stè♠❡✳ ▲❛ ♠❛✲
tr✐❝❡ A0(z) ❡st à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s K✳ ❊♥ ❡✛❡t s✐ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❡①✐st❡
❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ξ1, . . . , ξt✱ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts s✉r K ❡t t❡❧s
q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ A0(z) ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧

K⊕K · ξ1 ⊕ · · · ⊕K · ξt .

❆❧♦rs✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❝♦♠♣♦s❡r A0(z) = A0,0(z) + A0,1(z)ξ1 + · · · + A0,t(z)ξt✱
❛✈❡❝ A0,0(z), . . . , A0,t(z) ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s K✳ ❙♦✐t f(z) ❧❡ ✈❡❝✲
t❡✉r ❝♦❧♦♥♥❡ ❢♦r♠é ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fm(z)✳ ❊♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❧❡s t❡r♠❡s
❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à K ❞❛♥s ❧✬é❣❛❧✐té

f(z) = A0,0(z)f(z
q) + ξ1A0,1(z)f(z

q) + · · ·+ ξtA0,t(z)f(z
q)

♦♥ tr♦✉✈❡ q✉❡ A0(z) = A0,0(z) ❡t A0,1(z) = · · · = A0,t(z) = 0✳

❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s s✉♣♣♦s❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r l
t❡❧ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A0(z) ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❞é✜♥✐❡ ❛✉ ♣♦✐♥t αql ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❝❡ ♥✬❡st
♣❛s ❧❡ ❝❛s✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ❥♦✉✐t ❞é❥à ❞❡s ♣r♦♣r✐étés r❡q✉✐s❡s✳ ◆♦t♦♥s
b(z) ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♦❜t❡♥✉ ❝♦♠♠❡ ♣♣❝♠ ❞❡s ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A0(z)✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs A0(z) = A(z)/b(z) ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ A(z) ❞♦♥t
❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ K[z]✳ ◆♦t♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r l0 t❡❧
q✉❡

b(αql) 6= 0 ✭✷✻✮

♣♦✉r t♦✉t l ≥ l0✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ b(z) = γzrβ(z) ♦ù r ≥ 0 ❡st
✉♥ ❡♥t✐❡r✱ γ ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ K ❡t β(z) ❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s
K t❡❧ q✉❡ β(0) = 1✳ P♦✉r t♦✉t i = 1, . . . ,m✱ ♦♥ ♣♦s❡ ✿

hi(z) := fi(z)
∏

j≥0

β(zq
j
) .

▲❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦❧♦♥♥❡ (h1(z), . . . , hm(z))⊤ ❡st ❛✐♥s✐ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ♠❛❤✲
❧ér✐❡♥ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A(z)/γzr✳ ❊♥ ❞ér✐✈❛♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉
s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡




h1(z)
✳✳✳

hm(z)
h′1(z)

✳✳✳
h′m(z)




=
1

γzr

(
A(z) 0
⋆ qzq−1A(z)

)




h1(z
q)

✳✳✳
hm(zq)
h′1(z

q)
✳✳✳

h′m(zq)




,

♦ù ⋆ ❞és✐❣♥❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ n×n à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s K[z]✳ ❊♥ ✐tér❛♥t ❝❡ ♣r♦❝é❞é

✺✽



t ❢♦✐s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿



h1(z)
✳✳✳

hm(z)
h′1(z)

✳✳✳
h′m(z)

✳✳✳

h
(t)
1 (z)
✳✳✳

h
(t)
m (z)




=
1

γzr




A(z) 0 · · · 0

⋆ q z
q

z A(z)
✳ ✳ ✳

✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ 0

⋆ . . . ⋆ qt z
tq

zt A(z)







h1(z
q)

✳✳✳
hm(zq)
h′1(z

q)
✳✳✳

h′m(zq)
✳✳✳

h
(t)
1 (zq)
✳✳✳

h
(t)
m (zq)




.

◆♦t♦♥s s ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ α ❞❛♥s ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡
∏l0−1

j=0 β(z
qj ) ❡t T (z) ❧❡

♣♦❧②♥ô♠❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s K ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬é❣❛❧✐té

l0−1∏

j=0

β(zk
j
) = (z − α)sT (z) .

◆♦t♦♥s q✉❡ T (α) 6= 0✳ ❯♥ ❝❛❧❝✉❧ ♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t i✱ 1 ≤ i ≤ m✱
♦♥ ❛

fi(α)s!T (α) =
h
(s)
i (α)∏

j≥l0
β(αqj )

. ✭✷✼✮

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦❧♦♥♥❡ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
s♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

gi+mj(z) :=
h
(j)
i (z)∏

l≥l0
β(zql)

, i = 1, . . . ,m, j = 0, . . . , s,

s❛t✐s❢♦♥t à ✉♥ s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥ ❞✬♦r❞r❡ n := m(s+ 1) ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

B(z) :=
1

γzrβ(zq
l0 )




A(z)
⋆ qzq−1A(z)
✳✳✳

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
⋆ . . . ⋆ qszs(q−1)A(z)


 ·

❆✉ ✈✉ ❞❡ ✭✷✻✮ ❡t ✭✷✼✮✱ ❡t ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ⋆ ❞és✐❣♥❡♥t ❞❡s s♦✉s✲♠❛tr✐❝❡s à ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts ❞❛♥s K[z]✱ ❝❡ s②stè♠❡ ❛ t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés r❡q✉✐s❡s✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t✲
t❛♥t ❞❡ ♣❧♦♥❣❡r ✉♥ s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✉♥ ♣♦✐♥t α ❡st s✐♥❣✉❧✐❡r
✭♠❛✐s t❡❧ q✉❡ αql ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s ✉♥ ♣ô❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛ss♦❝✐é❡✮ ❞❛♥s ✉♥ ♣❧✉s
❣r❛♥❞ s②stè♠❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ α ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ré❣✉❧✐❡r✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st à
r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡ ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✹✳

✺✾



▲❡♠♠❡ ✼✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞✉ t②♣❡ ✭✹✮ ❡t α ∈ Q✱ 0 < |α| < 1
q✉✐ ♥❡ s♦✐t ♣ô❧❡ ❞✬❛✉❝✉♥❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fm(z)✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❡♥ ♦✉tr❡
q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r l✱ αql ♥❡ s♦✐t ♣❛s ✉♥ ♣ô❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A(z)✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥ s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥ ❞✬♦r❞r❡ n ≥ m ❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s (h1(z), . . . , hn(z))

⊤ ❝♦♠♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡t t❡❧ q✉❡ ✿

✭✐✮ α ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ré❣✉❧✐❡r ♣♦✉r ❝❡ s②stè♠❡✱

✭✐✐✮ hi(z) = fi(z) ♣♦✉r i = 1 . . . ,m✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❧❛ç♦♥s✲♥♦✉s ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❡t s✉♣♣♦s♦♥s
q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t α s♦✐t s✐♥❣✉❧✐❡r ✭♠❛✐s t❡❧ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A(z) ❛ss♦❝✐é❡ s♦✐t ❞é✲
✜♥✐❡ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ αql ✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣❡r♠❡t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡✮✳ ▲✬✐❞é❡
❡st ❛❧♦rs ❞❡ ✓ ❞é❞♦✉❜❧❡r ❧❡ s②stè♠❡ ✔ ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ ❧❡s 2n ❢♦♥❝t✐♦♥s
f1(z), . . . , fm(z), f1(z

q), . . . , fm(zq) s❛t✐s❢♦♥t à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥




f1(z)
✳✳✳

fm(z)
f1(z

q)
✳✳✳

fm(zq)




= B1(z)




f1(z
q)

✳✳✳
fm(zq)

f1(z
q2)
✳✳✳

fm(zq
2
)




,

♦ù B1(z) ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿




A(z)− Im A(zq)

Im 0



.

◆♦t♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ B1(z) ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ❡♥ t♦✉t
♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ αql ✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ α ❡st s✐♥❣✉❧✐❡r✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r l t❡❧ q✉❡ detB1(α

ql) = 0✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❛ detB1(z) =
detA(zq)✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ detA(z) s♦♥t ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
❡♥t✐❡r l0 t❡❧ q✉❡ detA(αql) 6= 0 ♣♦✉r t♦✉t l ≥ l0✳ ❊♥ ✐tér❛♥t l0 ❢♦✐s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

✻✵



❞❡ ❞é❞♦✉❜❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❞✉ t②♣❡ ✿




f1(z)
✳✳✳

fm(z)
f1(z

q)
✳✳✳

fm(zq)
✳✳✳

f1(z
ql0 )
✳✳✳

fm(zq
l0 )




= Bl0(z)




f1(z
q)

✳✳✳
fm(zq)

f1(z
q2)
✳✳✳

fm(zq
2
)

✳✳✳
f1(z

ql0+1
)

✳✳✳
fm(zq

l0+1
)




,

♦ù Bl0(z) ∈ GLm2l0 (Q(z)) ❡st ❞é✜♥✐❡ ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ✿

Bj(z) :=




Bj−1(z)− Im2j−1 Bj−1(z
q)

Im2j−1 0




❡t B0(z) := A(z)✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ q✉❡ detBl0(z) = detA(zq
l0 )✱ ❝❡ q✉✐

✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t α ❡st ré❣✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
Bl0(z)✳ ❊♥ ♣♦s❛♥t n = m2l0 ❡t ham+i(z) := fi(z

qa) ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ m ❡t
0 ≤ a < 2l0 ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t s♦✉❤❛✐té✳

◆♦✉s ❛✉r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❜❡s♦✐♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡ s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✽✳ ❙♦✐❡♥t h1(z), . . . , hm(z) ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❡t à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞❛♥s ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s K✳ ❙♦✐t α ∈ K ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡
❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ w1(z), . . . , wm(z) ∈ Q[z] t❡❧s q✉❡

w1(z)h1(z) + . . .+ wm(z)hm(z) = 0 , ✭✷✽✮

❛✈❡❝ wi(α) = 0 ♣♦✉r t♦✉t i ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ I ⊂ {1, . . . ,m} ❡t wi0(α) 6= 0
♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ✐♥❞✐❝❡ i0 ∈ {1, . . . ,m} \ I✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ v1(z), . . . , vm(z) ∈
K[z] t❡❧s q✉❡

v1(z)h1(z) + . . .+ vm(z)hm(z) = 0 ,

❛✈❡❝ vi(α) = 0 ♣♦✉r t♦✉t i ❞❛♥s I ❡t vi0(α) 6= 0✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s w1(z), . . . , wm(z) ét❛♥t ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❡t à
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s Q✱ ❧❡✉rs ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝♦r♣s ❞❡

✻✶



❞❡❣ré ✜♥✐✱ ❞✐s♦♥s h✱ s✉r K✳ ◆♦t♦♥s K0 ⊂ Q ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❡t δ ❧❡ ♠❛①✐✲
♠✉♠ ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡s wi(z)✳ ❙♦✐t ϕ t❡❧ q✉❡ K0 = K(ϕ)✳ ❈❤❛q✉❡ ♣♦❧②♥ô♠❡
wi(z) ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

wi(z) =

δ∑

k=0

(
h−1∑

l=0

λ(i, k, l)ϕl

)
zk ,

♦ù ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts λ(i, k, l) s♦♥t t♦✉s ❞❛♥s K✳

❙♦✐t i0 ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬é♥♦♥❝é✳ ❈♦♠♠❡ wi0(α) 6= 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ l0
t❡❧ q✉❡

δ∑

k=0

λ(i0, k, l0)α
k 6= 0. ✭✷✾✮

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✽✮ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K0 ❡♥tr❡
❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s zkhi(z)✱ k = 0, 1, . . . δ✱ i = 1, . . . ,m✱ à s❛✈♦✐r ✿

h−1∑

l=0

(
δ∑

k=0

m∑

i=1

λ(i, k, l)zkhi(z)

)
ϕl = 0 .

❈♦♠♠❡ ❧✬✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡ z ❡st tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t❡ s✉r C✱ q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s
hi(z) s♦♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ K ❡t q✉❡ 1, ϕ, . . . , ϕh−1 s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é✲
♣❡♥❞❛♥ts s✉r K✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t l ✿

δ∑

k=0

m∑

i=1

λ(i, k, l)zkhi(z) = 0 .

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡ s✉r K[z]
❡♥tr❡ ❧❡s hi(z) ✿

v1(z)h1(z) + · · ·+ vm(z)hm(z) = 0 ,

♦ù vi(z) :=
∑δ

k=0 λ(i, k, l0)z
k ∈ K[z]✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❞✬❛♣rès ✭✷✾✮✱ vi0(α) 6= 0✳

❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❛✉ ♣❛ss❛❣❡ q✉❡ vi0(z) 6= 0 ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st ♥♦♥
tr✐✈✐❛❧❡✳

P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡✱ ✐❧ ♥❡ r❡st❡ ❞♦♥❝ ♣❧✉s q✉✬à ✈ér✐✜❡r q✉❡ vi(α) = 0 ♣♦✉r i ∈ I✳
P♦✉r ✉♥ t❡❧ i✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ wi(α) = 0✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡

δ∑

k=0

(
h−1∑

l=0

λ(i, k, l)ϕl

)
αk = 0

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
h−1∑

l=0

(
δ∑

k=0

λ(i, k, l)αk

)
ϕl = 0 .

✻✷



❈♦♠♠❡ α ∈ K ❡t q✉❡ 1, ϕ, . . . , ϕh−1 s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts s✉r K✱
♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t l ✿

δ∑

k=0

λ(i, k, l)αk = 0 .

▲❡ ❝❤♦✐① l = l0 ❞♦♥♥❡ ❧✬é❣❛❧✐té vi(α) = 0✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❧✉t ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s à ♣rés❡♥t ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ ♣♦✐♥t ✭✐✮ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✼✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐♥t ✭✐✮ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✼✳ ❙♦✐❡♥t f1(z), . . . , fm(z) ❞❡s ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s q✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s✳ ❙♦✐❡♥t α ∈ Q✱ 0 < |α| < 1✱ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣ô❧❡
❞✬❛✉❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡t K ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t α ❛✐♥s✐ q✉❡
❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s fi✳

❈♦♠♠❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fm(z) s♦♥t q✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✲
✈❡r ✉♥ s②stè♠❡ ❞✉ t②♣❡ ✭✹✮ ❞✬♦r❞r❡ m0 ≥ m✱ ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ B(z) ❡t
❛❞♠❡tt❛♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s f1(z), . . . , fm0(z) ♦ù✱ ♣♦✉r m+1 ≤ i ≤ m0✱ ❧❡s ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s fi(z) s♦♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s✱ t♦✉t❡s ❞é✜♥✐❡s ❡♥ α✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✻✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥✱ ❞✐s♦♥s
❞✬♦r❞r❡ m1 ≥ m0✱ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❛✉❝✉♥ ❞❡s αql ♥✬❡st ♣ô❧❡ ❞✬✉♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ B1(z) ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡ s②stè♠❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ s②s✲
tè♠❡ ❝♦♥❞✉✐t à r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fm0(z) ♣❛r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
g1(z), . . . , gm1(z) t❡❧❧❡s q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t i = 1, . . . ,m0✱ ♦♥ ❛✐t gi(α) = λifi(α)
❛✈❡❝ λi ∈ K \ {0}✱ λi 6= 0✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ré❛❧✐sé❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡
❧❡ ❧❡♠♠❡ ✼✳ ■❧ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥ ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❣r♦s✱
❞✐s♦♥s ❞✬♦r❞r❡ m2 ≥ m1✱ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ♣♦✐♥t α ❡st ré❣✉❧✐❡r ❡t ❞♦♥t ❧❡s s♦✲
❧✉t✐♦♥s h1(z), . . . , hm2(z) ✈ér✐✜❡♥t hi(z) = gi(z) ♣♦✉r i = 1 . . . ,m1✳ ❈♦♠♠❡
❧❡s λi s♦♥t t♦✉s ♥♦♥ ♥✉❧s ❡t ❞❛♥s K✱ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K ✭♦✉ s✉r Q✮
❞❡s fi(α) ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡s gi(α)✳ ❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♦♥ ♣❡✉t
❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ fi(z) = gi(z) ♣♦✉r i = 1, . . . ,m0✳

❊♥ rés✉♠é✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té q✉✬✐❧
❡①✐st❡ ✉♥ s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥✱ ❞✬♦r❞r❡ ❞✐s♦♥s n ≥ m✱ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s
h1(z), . . . , hn(z) ✈ér✐✜❡♥t hi(z) = fi(z) ♣♦✉r i = 1, . . . ,m ❡t t❡❧ q✉❡ α ❡st ✉♥
♣♦✐♥t ré❣✉❧✐❡r ♣♦✉r ❝❡ s②stè♠❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s à ♣rés❡♥t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ w1, . . . , wm ∈
Q✱ ♥♦♥ t♦✉s ♥✉❧s✱ t❡❧s q✉❡

w1f1(α) + . . .+ wmfm(α) = 0 .

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷ à ♥♦tr❡ s②stè♠❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ♣♦✲
❧②♥ô♠❡s w1(z), . . . , wn(z)✱ ♥♦♥ t♦✉s ♥✉❧s ❡t ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à Q[z]✱ t❡❧s q✉❡

w1(z)h1(z) + · · ·+ wn(z)hn(z) = 0,

❛✈❡❝ wi(α) = wi ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ m ❡t wi(α) = 0 ♣♦✉r i = m + 1, . . . , n✳
P✉✐sq✉❡ ❧❡s wi s♦♥t ♥♦♥ t♦✉s ♥✉❧s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ i0✱ 1 ≤ i0 ≤ m✱

✻✸



t❡❧ q✉❡ wi0(α) 6= 0✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ✽ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s
v1(z), . . . , vn(z)✱ ♥♦♥ t♦✉s ♥✉❧s ❡t ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à K[z]✱ t❡❧s q✉❡

v1(z)h1(z) + · · ·+ vn(z)hn(z) = 0 ,

♦ù vi(α) = 0 ♣♦✉r i = m + 1, . . . , n ❡t vi0(α) 6= 0✳ ❊♥ s♣é❝✐❛❧✐s❛♥t ❛✉ ♣♦✐♥t
α✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ✿

v1(α)f1(α) + · · ·+ vm(α)fm(α) = 0 . ✭✸✵✮

P✉✐sq✉❡ ❧❡s vi(z) s♦♥t à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s K ❡t q✉❡ α ∈ K✱ ♦♥ ❛ vi(α) ∈ K ♣♦✉r
t♦✉t i✳ ❈♦♠♠❡ vi0(α) 6= 0✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✵✮ ❡st ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ❡t ❧❡s ♥♦♠❜r❡s
f1(α), . . . , fm(α) s♦♥t ❞♦♥❝ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥ts s✉r K✱ ❝❡ q✉✐ t❡r♠✐♥❡ ❧❛
❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

▲✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ✐❧❧✉str❡ ❜✐❡♥ ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✽✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❜✐♥❛✐r❡ (an)n≥0 ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
an = 0 s✐ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ ❜❛s❡ 3 ❞❡ ❧✬❡♥t✐❡r n ❛ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣❛✐r ❞❡ ❝❤✐✛r❡s
é❣❛✉① à 2 ❡t an = 1 s✐ ❝❡ ♥♦♠❜r❡ ❡st ✐♠♣❛✐r✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡
❞❡ ❚❤✉❡✲▼♦rs❡ ❞é✜♥✐❡ à ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳ ◆♦t♦♥s ftm3

(z) :=
∑

n≥0 anz
n ∈ Q{z}

❧❛ sér✐❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❛ss♦❝✐é❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té ♦✉✈❡rt✳
P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ sér✐❡ 3✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ s✉✐t❡ (an)n≥0 ♥❡
♣r❡♥❞ q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❡♥t✐èr❡s ❡t q✉✬❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉❧t✐♠❡♠❡♥t
♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ftm3

(z) ❡st ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❉✬❛♣rès ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ❘❛✾✷✱ ❡❧❧❡ ❡st tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t❡✳ P♦✉r α ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ 0 < |α| < 1✱ ♦♥ s❡
♣r♦♣♦s❡ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ftm3

(α)✳ P♦s♦♥s
f1(z) := ftm3

(z) ❡t f2(z) :=
∑

n≥0(1 − an)zn✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ s❛♥s ♣❡✐♥❡ q✉❡ ❝❡s
❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ 3✲♠❛❤❧ér✐❡♥ s✉✐✈❛♥t ✿

(
f1(z)
f2(z)

)
= A(z)

(
f1(z

3)
f2(z

3)

)
,

♦ù

A(z) :=

(
1 + z z2

z2 1 + z

)
.

❈❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s s❛t✐s❢♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ f1(z) + f2(z) =
1/(1− z)✳

▲❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ A(z) ♥✬❛ q✉✬✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té ♦✉✈❡rt✱
✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ♣♦✐♥t φ := (1 −

√
5)/2✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts s✐♥❣✉❧✐❡rs ❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡✳ ❈✬❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

S :=
{
φ1/3

l | l ≥ 1
}
.

❆✉ ♣♦✐♥t φ✱ ♦♥ ❛
(
f1(φ)
f2(φ)

)
=

(
1 + φ 1 + φ
1 + φ 1 + φ

)(
f1(φ

3)
f2(φ

3)

)
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❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r f1(φ) = f2(φ)✳ ❈♦♠♠❡ f1(z) + f2(z) = 1/(1 − z)✱ ♦♥ ❡♥
❞é❞✉✐t q✉❡ f1(φ) = −φ/2 ∈ Q(φ)✱ ❡♥ ❞é♣✐t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡
f1(z) s♦✐❡♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❡t q✉❡ f1(z) s♦✐t tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t❡✳ ❊♥ r❛✐s♦♥♥❛♥t ♣❛r
ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ ftm3

(φ1/3
l
) ∈ Q

(
φ1/3l

)
♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r l ≥ 1✳

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z) ❡t f2(z)
s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s✉r Q(z)✳ ➚ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ f1(φ) =
f2(φ)✱ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z)
❡t f2(z) ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t t♦✉t❡s ❝♦♠♠❡ ❛②❛♥t ✉♥❡ ♦r✐❣✐♥❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ✿ ❡❧❧❡s s♦♥t
❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s Al(φ)✳ ❈❡tt❡ ♦r✐❣✐♥❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞é♣❡♥❞
❡♥ ❢❛✐t ❞✉ s②stè♠❡ ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r ❧❡s ét✉❞✐❡r ❡t ♦♥ ❛ss✐st❡ à ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s
✈❛s❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛♥ts✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐❧❧✉str❡ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t
❧✬❛st✉❝❡ ❞❡ ❞é❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✼✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿




f1(z)
f2(z)
f1(z

3)
f2(z

3)


 = B(z)




f1(z
3)

f2(z
3)

f1(z
9)

f2(z
9)


 ,

❛✈❡❝

B(z) :=




z z2 1 + z3 z6

z2 z z6 1 + z3

1 0 0 0
0 1 0 0


 .

❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ φ ❡st à ♣rés❡♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ré❣✉❧✐❡r ♣♦✉r ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉
s②stè♠❡✳ ➱✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡ ❞é❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ❛ ❝réé ❞❡✉① r❡❧❛t✐♦♥s
❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), f2(z), f3(z) := f1(z

3) ❡t
f4(z) := f2(z

3)✱ à s❛✈♦✐r✱

f1(z)− (1 + z)f3(z)− z2f4(z) = 0 ❡t f2(z)− z2f3(z)− (1 + z)f4(z) = 0 .

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), f2(z), f3(z) ❡t f4(z) s♦♥t ❞♦♥❝ à ♣rés❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t
❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s✉r Q(z) ❡t ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
f1(φ) = f2(φ) ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s②stè♠❡ ❝♦♠♠❡ ❛②❛♥t ✉♥❡ ♦r✐❣✐♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ❧❛ s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉ ♣♦✐♥t z = φ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ 2✲♦r❜✐t❛❧❡

f1(z)− f2(z)− (1 + z − z2)f1(z3) + (1 + z − z2)f2(z3) = 0 .

✹✳✸ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥s ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ✼✱ ✽ ❡t ✾

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✱ ♣♦✉r ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡s t❤é♦✲
rè♠❡s ✾✱ ✽✱ ♣✉✐s ✼✳

Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✾✳ ❋✐①♦♥s ✉♥ ❡♥t✐❡r l ❝♦♠♠❡ ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧✬é♥♦♥❝é✳ ❖♥
❛ 


f1(z)
✳✳✳

fm(z)


 = Al(z)




f1(z
ql)

✳✳✳
fm(zq

l
)


 , ✭✸✶✮
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❡t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❢❛✐t❡ s✉r l ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t αql ❡st ré❣✉❧✐❡r ♣♦✉r ❝❡ s②stè♠❡✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ q✉✐tt❡ à r❡♠♣❧❛❝❡r q ♣❛r ql ❡t A ♣❛r Al✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ q✉❡
l = 1 ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ αq ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ré❣✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt✳

◆♦t♦♥s d ❧✬♦r❞r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡s ♣ô❧❡s ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A(z) ❛✉
♣♦✐♥t α✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s r❛✐s♦♥♥❡r ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧✬❡♥t✐❡r d✳

❙✐ d = 0✱ ❛❧♦rs α ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♣ô❧❡ ❞❡ A(z) ❡t ✐❧ ♥✬② ❛ r✐❡♥ à ❢❛✐r❡✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ à ♣rés❡♥t q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❡st ✈r❛✐❡ ❥✉sq✉✬à ❧✬❡♥t✐❡r d − 1 ❡t
q✉❡ α ❡st ✉♥ ♣ô❧❡ ❞✬♦r❞r❡ d ≥ 1 ♣♦✉r A(z)✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡
A(z) ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

P (z)

Q(z)(z − α)k ,

♦ù P ❡t Q s♦♥t ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s✱ Q(α)P (α) 6= 0 ❡t k ≤ d✳ ➚ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥
♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣rès✱ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s P ❡t Q s♦♥t ✉♥✐q✉❡s✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t T (z)
❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❝♦♠♠✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ ❝❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s Q✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❛
♠❛tr✐❝❡ A(z) ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

A(z) = T (z)−1

(
A0(z) +

A1

z − α + · · ·+ Ad

(z − α)d
)
,

♦ù A0(z) ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s K[z] ❡t ♦ù ❧❡s Ai✱ 1 ≤ i ≤ d✱
s♦♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s K ❡t Ad 6= 0✳ ❊♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
✭✸✶✮ ♣❛r (z − α)d ❡t ❡♥ é✈❛❧✉❛♥t ❡♥ α✱ ♦♥ tr♦✉✈❡

Ad




f1(α
q)

✳✳✳
fm(αq)


 = 0 ,

♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s fi s♦♥t t♦✉t❡s ❞é✜♥✐❡s ❡♥ α✳ ❈♦♠♠❡ αq ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t
ré❣✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥ ❛ss♦❝✐é à A(z)✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷ ✐♠♣❧✐q✉❡
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ C(z)✱ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s Q[z]✱ t❡❧❧❡ q✉❡

C(z)




f1(z
q)

✳✳✳
fm(zq)


 = 0, ❡t C(α) = Ad . ✭✸✷✮

▲✬❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❞é❥à ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉
❧❡♠♠❡ ✽ ♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ❢❛✐t ❝❤♦✐s✐r C(z) à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s
K[z]✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ é❝r✐r❡

Ad = C(z) + (z − α)D(z) ,

♦ù D(z) ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s K[z]✳ P♦s♦♥s ❛❧♦rs

B0(z) := A(z)− T (z)−1 C(z)

(z − α)d ·

✻✻



P♦✉r B0(z)✱ α ❡st ✉♥ ♣ô❧❡ ❞✬♦r❞r❡ d− 1 ❡t ♦♥ ❛




f1(z)
✳✳✳

fm(z)


 = B0(z)




f1(z
q)

✳✳✳
fm(zq)


 .

P♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t✱ r✐❡♥ ♥❡ ❣❛r❛♥t✐t q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ B0(z) ❡st ré❣✉❧✐èr❡ ❡♥ αq✱
♥✐ ♠ê♠❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ à ♣rés❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♠♦❞✐✜❡r
❧é❣èr❡♠❡♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ B0(z) ♣♦✉r q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❧❡ ❝❛s✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
A(z) ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ s✉r ❧❡ ❞✐sq✉❡ é♣♦✐♥té D(0, ρ)⋆✳ ▲❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❝❡tt❡
♠❛tr✐❝❡ ❡st ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❛♥t ♣❛s s✉r ❧❡ ❞✐sq✉❡
é♣♦✐♥té D(0, ρ)⋆✳ ◆♦t♦♥s ‖ · ‖ ❧❛ ♥♦r♠❡ ✐♥✜♥✐❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s✳ ■❧
❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r N0 t❡❧ q✉❡ t♦✉t❡ ♠❛tr✐❝❡ E ❞❡Mn(Q) ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ❡①✐st❡
ξ ∈ D(0, ρ)⋆ t❡❧ q✉❡

‖A(ξ)− E‖ < |ξ|N0 ,

❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ C(z) ❡st à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s K[z]✳ ■❧
❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ❡♥t✐❡r M t❡❧ q✉❡

‖C(ξ)‖ < M

♣♦✉r t♦✉t ξ ∈ D(0, ρ)✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ sér✐❡
❞❡ ▲❛✉r❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ (T (z)(z − α)d)−1

1

T (z)(z − α)d =
∞∑

l=−r

clz
l .

▲❛ sér✐❡ z−N0
∑

l≥N0
clz

l ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛❜s♦❧✉♠❡♥t s✉r ❧❡ ❝♦♠♣❛❝t D(0, ρ)✳ ■❧

❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ❡♥t✐❡r N1 ≥ N0 t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ξ ∈ D(0, ρ)✱
∣∣∣∣∣∣
z−N0

∑

l≥N1

clz
l

∣∣∣∣∣∣
<

1

M
.

◆♦t♦♥s ❛❧♦rs

Q(z) :=

N1−1∑

l=−r

clz
l ∈ K[z, z−1]

❡t ♣♦s♦♥s

B1(z) := B0(z) +Q(z)C(z) = A(z) +

(
Q(z)− 1

T (z)(z − α)d
)
C(z) .

✻✼



P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♥ ❛✱ ♣♦✉r t♦✉t ξ ∈ D(0, ρ)⋆✱

‖B1(ξ)−A(ξ)‖ ≤
∥∥∥∥
(
Q(ξ)− 1

T (ξ)(ξ − α)d
)
C(ξ)

∥∥∥∥

≤

∣∣∣∣∣∣

∑

l≥N1

clξ
l

∣∣∣∣∣∣
× ‖C(ξ)‖

< |ξ|N0

▲❛ ♠❛tr✐❝❡B1 ❡st ❞♦♥❝ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ s✉r ❧❡ ❞✐sq✉❡ é♣♦✐♥téD(0, ρ)⋆✳ P❛r ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ C(z)✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ B1(z) s❛t✐s❢❛✐t ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ❛✉ s②stè♠❡




f1(z)
✳✳✳

fm(z)


 = B1(z)




f1(z
q)

✳✳✳
fm(zq)


 ,

❡t ❧❡ ♣♦✐♥t αq ❡st ré❣✉❧✐❡r ♣♦✉r ❝❡ s②stè♠❡✳ ❊♥✜♥✱ α ❡st ✉♥ ♣ô❧❡ ❞✬♦r❞r❡ ❛✉
♠❛①✐♠✉♠ d− 1✱ ♣♦✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ B1(z)✱ ❝♦♠♠❡ s♦✉❤❛✐té✳ ✸

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ à ❝❡ s②stè♠❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬❡①✐s✲
t❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ B(z) s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ✈♦✉❧✉❡s✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥❝❧✉t
❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡✳

❙✉♣♣♦s♦♥s à ♣rés❡♥t q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fm(z) s♦✐❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s✉r K(z)✳ ❉✬❛♣rès ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r✱ ♦♥ ♣❡✉t
tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ B(z) ❞❡ s♦rt❡ q✉❡




f1(z)
✳✳✳

fm(z)


 = B(z)




f1(z
ql)

✳✳✳
fm(zq

l
)




❡t q✉❡ α ♥❡ s♦✐t ♣❛s ✉♥ ♣ô❧❡ ❞❡ B(z)✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✿



f1(z)
✳✳✳

fm(z)


 = Al(z)




f1(z
ql)

✳✳✳
fm(zq

l
)


 .

P❛r ❞✐✛ér❡♥❝❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝

(
B(z)−1 −Al(z)

−1
)



f1(z)
✳✳✳

fm(z)


 = 0 .

✸✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡r❛ ♣❧✉s t❛r❞ q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ♠❛tr✐❝❡ B1(z)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✶ é♥♦♥❝é ❝✐✲❞❡ss♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡
❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ C(z) ❝♦♠♠❡ ❡♥ ✭✸✷✮✳ ■❧ s✉✣t ❡♥s✉✐t❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡
✉♥ ❡♥t✐❡r N1 ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡ ❛✜♥ ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ B1(z)✳

✻✽



▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fm(z) ét❛♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s✉r K(z)✱
❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡

Al(z) = B(z) ,

❝♦♠♠❡ ✈♦✉❧✉✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳ ◆♦t♦♥s ❛ ❝♦♥tr❛r✐♦ q✉❡ s✐ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fm(z) s♦♥t
❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s✉r K(z)✱ ♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs ❧❡s ♦❜t❡♥✐r ❝♦♠♠❡ s♦✲
❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥ ❛②❛♥t ✉♥ ♣ô❧❡ ❛✉ ♣♦✐♥t α✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❞é♣❡♥✲
❞❛♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s fi ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡
C(z) t❡❧❧❡ q✉❡

C(z)




f1(z)
✳✳✳

fm(z)


 = 0 .

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fm(z) s♦♥t ❛❧♦rs s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥ ❛s✲
s♦❝✐é à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

B(z) := A(z) +
1

(z − α)rC(z) .

❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❧✬❡♥t✐❡r r ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ ♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs ❣❛r❛♥t✐r q✉❡ B(z) ∈
GLn(K(z)) ❡t q✉❡ α ❡st ✉♥ ♣ô❧❡ ❞❡ B(z)✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✽✳

Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✽✳ ❙♦✐❡♥t α ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♥♦♥ ♥✉❧ ❡t l ✉♥ ❡♥t✐❡r
t❡❧ q✉❡ |αql | < ρ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ α ♥❡ s♦✐t ♣❛s ✉♥ ♣ô❧❡ ❞❡ Al(z)✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s
q✉❡ ♥♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧✬é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

RelK(f1(α), . . . , fm(α)) = kerKAl(α) + evα
(
RelK(z)(f1(z), . . . , fm(z))

)
.

◆♦t♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ⊃ ❡st ❜❛♥❛❧❡✳ P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧✬✐♥✲
❝❧✉s✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡✱ ✜①♦♥s λ := (λ1, . . . , λn) ∈ RelK(f1(α), . . . , fm(α))✳ P♦s♦♥s
é❣❛❧❡♠❡♥t f(z) := (f1(z), . . . , fm(z))⊤✳ ❊♥ ✐tér❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥✱ ♦♥
tr♦✉✈❡

0 =

m∑

i=1

λifi(α)

= λf(α)

= λAl(α)f(α
ql) .

▲❡ ♣♦✐♥t αql ét❛♥t ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ré❣✉❧✐❡r✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡

λAl(α) ∈ ev
αql

(
RelK(z)(f(z)

)
. ✭✸✸✮

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ev
αql

(
RelK(z)(f(z))

)
⊂ evα

(
RelK(z)(f(z))

)
Al(α) . ✭✸✹✮

✻✾



❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ v(z) = (v1(z), . . . , vn(z)) ∈ RelK(z)(f(z))✱ ❛❧♦rs✱ ♦♥ ❛

0 =
m∑

i=1

vi(z
ql)fi(z

ql)

= v(zq
l
)f(zq

l
)

= v(zq
l
)Al(z)

−1f(z) .

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ v(zq
l
)Al(z)

−1 ∈ RelK(z)(f(z))✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ q✉❡

v(zq
l
) ∈ RelK(z)(f(z))Al(z) .

❊♥ é✈❛❧✉❛♥t ❡♥ α✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

v(αql) = evα(v(z
ql)) ∈ evα

(
RelK(z)(f(z))

)
Al(α) ,

❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✭✸✹✮✳

❉✬❛♣rès ✭✸✸✮ ❡t ✭✸✹✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r µ ∈ evα
(
RelK(z)(f(z))

)
t❡❧ q✉❡

λAl(α) = µAl(α) .

❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❜✐❡♥ ❧❡ rés✉❧t❛t s♦✉❤❛✐té✱ à s❛✈♦✐r ✿ λ = (λ − µ) + µ✱ ♦ù
(λ− µ) ∈ kerKAl(α) ❡t µ ∈ evα

(
RelK(z)(f(z))

)
✳

◆♦✉s s♦♠♠❡s à ♣rés❡♥t ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✼✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✼✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fm(z) s♦♥t q✲
♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s fm+1(z), . . . , fn(z) ❡t ✉♥❡ ♠❛✲
tr✐❝❡ A(z) ∈ GLn(K(z)) t❡❧❧❡s q✉❡




f1(z)
✳✳✳

fn(z)


 = A(z)




f1(z
q)

✳✳✳
fn(z

q)


 .

❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✾✱ q✉✐tt❡ à ❝❤❛♥❣❡r q ❡♥ ql ❡t à ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
A(z)✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ α ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♣ô❧❡ ❞❡ A(z) ❡t q✉❡ αq ❡st ✉♥
♣♦✐♥t ré❣✉❧✐❡r ♣♦✉r ❝❡ s②stè♠❡✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❝♦r♣s K0✱ ♦♥ ♥♦t❡

EK0 := {(w1, . . . , wn) ∈ Kn
0 | wm+1 = · · · = wn = 0} .

❆✐♥s✐✱

RelQ(f1, (α), . . . , fm(α)) = π
(
RelQ(f1(α), . . . , fn(α)) ∩ EQ

)
,

❡t
RelK(f1, (α), . . . , fm(α)) = π (RelK(f1(α), . . . , fn(α)) ∩ EK) ,

✭✸✺✮

✼✵



♦ù π ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s m ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ Cn ❞❛♥s Cm✳ ▲❡
t❤é♦rè♠❡ ✽ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❛❧♦rs ❧✬é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

RelQ(f1, (α), . . . , fn(α)) = kerQA(α) + evα

(
RelQ(z)(f1(z), . . . , fn(z)

)
.

❈♦♠♠❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A(z) ❡st à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s K(z)✱ ♦♥ ❛ ✿

kerQA(α) = VectQ (kerKA(α)) .

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s fi ét❛♥t à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s K✱ ♦♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t
q✉❡ ✿

RelQ(z)(f1(z), . . . , fn(z)) = VectQ(z)

(
RelK(z)(f1(z), . . . , fn(z))

)
.

❊♥✜♥✱ ♦♥ ❛ EQ = VectQ(EK)✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝

RelQ(f1, (α), . . . , fn(α)) ∩ EQ = VectQ (RelK (f1, (α), . . . , fn(α)) ∩ EK)

❡t ❧✬é❣❛❧✐té ✭✸✺✮ ❡♥tr❛î♥❡ ❛❧♦rs q✉❡

RelQ (f1, (α), . . . , fm(α)) = VectQ (RelK(f1, (α), . . . , fm(α))) ,

❝♦♠♠❡ s♦✉❤❛✐té✳

✹✳✹ ❘❡❧❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ♦r❜✐t❛❧❡s

▲❡s t❤é♦rè♠❡s ✽ ❡t ✾ ♠♦♥tr❡♥t q✉✬❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♥♦♥ ♥✉❧✱ ❧❡s
r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s s♦♥t ❞❡ ❞❡✉① t②♣❡s ✿ ❝❡❧❧❡s
q✉✐ ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡t ❝❡❧❧❡s q✉✐ ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s✱ ♣❛r s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✾ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✼✱ ♠♦♥tr❡♥t ❛❧♦rs q✉❡✱
q✉✐tt❡ à ✐tér❡r ❡t à ❣r♦ss✐r ❧❡ s②stè♠❡✱ ♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs s❡ r❛♠❡♥❡r à ✉♥ ❝❛s
♦ù ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s✱ ❡♥ t♦✉s ♣♦✐♥ts✱ ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❖♥
❡st ❝♦♥tr❛✐♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♥✲
t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥ ❡t ♣❧✉s s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞❡ ❞é♣❛rt✳ ❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s f1(z), . . . , fr(z) q✉❡❧✲
❝♦♥q✉❡s✱ ♣r♦✈❡♥❛♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ s②stè♠❡s ❞✐✛ér❡♥ts✱ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡
❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❛✉① ♣♦✐♥ts ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ ♣r♦✈❡♥✐r ❞❡
r❡❧❛t✐♦♥s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡♥tr❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ❊♥ ré❛❧✐té✱ ♦♥ ✈❛
✈♦✐r q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs ❢❛✐r❡ ❡♥ s♦rt❡ q✉❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s
s♦✐❡♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s fi(zq

k
)✱ k ∈ N✱ 1 ≤ i ≤ r✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❡s s❡✉❧❡s r❡✲

❧❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s q✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t
❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♥♦♥ ♥✉❧✱ s♦♥t ❞❡s s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s q✲♦r❜✐t❛❧❡s ❡♥tr❡ ❝❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ❈✬❡st ❧✬❡s♣r✐t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸ é♥♦♥❝é ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ q✉❡ ♥♦✉s
ré✲é❝r✐✈♦♥s ✐❝✐✳ ◆♦t♦♥s q✉❡✱ ❜✐❡♥ q✉✬✐❧ s♦✐t ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞❡s
rés✉❧t❛ts é♥♦♥❝és ❞❛♥s ❬✶✸❪✱ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ♥✬❛✈❛✐t ♣❛s été é❝r✐t ❥✉sq✉❡✲❧à✳

✼✶



❚❤é♦rè♠❡ ✸✳ ❙♦✐❡♥t f1(z), . . . , fr(z) ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s✳ ❙♦✐t α ∈
Q✱ 0 < |α| < 1✱ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣ô❧❡ ❞✬❛✉❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ❙♦✐t P ∈
Q[X1, . . . , Xr] ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ t❡❧ q✉❡ P (f1(α), . . . , fr(α)) = 0✳ ❆❧♦rs✱
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r m ❡t ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ Q ∈ Q[z,X1, . . . , Xr(m+1)] ❤♦♠♦❣è♥❡✱
t❡❧ q✉❡

Q
(
z, f1(z), . . . , fr(z), f1(z

q), . . . , fr(z
q), . . . , f1(z

qm), . . . , fr(z
qm)
)
= 0 ,

❡t
Q(α,X1, . . . , Xr(m+1)) = P (α,X1, . . . , Xr) .

■♥s✐st♦♥s ❜✐❡♥ s✉r ❧❡s ❞❡✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❝❡ t❤é♦✲
rè♠❡ ❡t ❝❡❧❧❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷ ✿ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸ ♥❡ r❡q✉✐❡rt ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬❛✉❝✉♥❡
éq✉❛t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ❡t ❛✉❝✉♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♥✬❡st ✐♠♣♦sé❡ q✉❛♥t ❛✉ ❝❤♦✐① ❞✉
♣♦✐♥t α✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ q✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r
❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥ fi(z)✳ ❊♥ r❡❣r♦✉♣❛♥t ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❛♥s ✉♥ s❡✉❧ s②s✲
tè♠❡✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✉♥ s②stè♠❡ q✲♠❛❤❧ér✐❡♥ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s fi(zq

k
)✱ 1 ≤ i ≤ m✱ k ≤ t✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥t✐❡r t✳ ◗✉✐tt❡ à ❝❤❛♥❣❡r q

❡♥ qℓ✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥t✐❡r ℓ✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r✱ q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s fi(zq
k
)✱

1 ≤ i ≤ m✱ k ≤ t✱ s♦♥t t♦✉t❡s ❞é✜♥✐❡s ❛✉ ♣♦✐♥t α✳ ◗✉✐tt❡ à ❝❤❛♥❣❡r q ❡♥ qℓ✱
♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥t✐❡r ℓ✱ ❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r✱ ❣râ❝❡ ❛✉
t❤é♦rè♠❡ ✾ q✉❡ α ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♣ô❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡t q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t αq ❡st ré❣✉❧✐❡r✳
❆❧♦rs✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✼✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥ s②stè♠❡
♣❧✉s ❣r♦s✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ fi(zq

k
)✱ k ≤ n✱

♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥t✐❡r n✱ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ♣♦✐♥t α ❡st ré❣✉❧✐❡r✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t
❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❧❡ rés✉❧t❛t s♦✉❤❛✐té✳

❊♥ s♦♠♠❡✱ ❧❡s s❡✉❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ♣♦✉✈❛♥t ❡①✐st❡r ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s q✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s s♦♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s q✉✐ ét❛✐❡♥t ❞é❥à ❝♦❞é❡s ♣❛r ❧❡s ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡ ❡t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r z 7→ zq✳

▲✬❡♥t✐❡r m ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸ ❞é♣❡♥❞ ❜✐❡♥ sûr ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ q✲
♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ■❧ ❞é♣❡♥❞ é❣❛❧❡✲
♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡♥t✐❡r l à ♣❛rt✐r ❞✉q✉❡❧ ♦♥ ❛ αql < ρ✱ ♦ù ρ ❡st ❝❤♦✐s✐ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s
t❤é♦rè♠❡s ✽ ❡t ✾✳ ■❧ ❞é♣❡♥❞ ❡♥✜♥✱ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧✬♦♥ ❞♦✐t ❛♣♣❧✐q✉❡r
❧✬❛st✉❝❡ ❞✉ ❞é❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✼✱ ❛✜♥ q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t α ♥❡
s♦✐t ♣❧✉s ✉♥❡ s✐♥❣✉❧❛r✐té ❞✉ s②stè♠❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧✬❡♥t✐❡r m ❞é♣❡♥❞ ❞✉
♣♦✐♥t α ❝❤♦✐s✐ ❡t ♥✬❡st ♣❛s ❜♦r♥é ❛ ♣r✐♦r✐✱ q✉❛♥❞ α ♣❛r❝♦✉rt ❧❡ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té
é♣♦✐♥té✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✾✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✹ ✐❧❧✉str❡ ❜✐❡♥ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡✳ ❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❛ r❡✲
❧❛t✐♦♥ f

(
1
2

)
= 0 ❡st ✉♥❡ s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ z = 1

2 ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♦r❜✐t❛❧❡

f(z) = (1− 2z)f(z2)
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❊①❡♠♣❧❡ ✷✵✳ ▼♦❞✐✜♦♥s ❧é❣èr❡♠❡♥t ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✹ ❡t r❡❣❛r❞♦♥s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ❞✬♦r❞r❡ 1

f(z) =

(
1

2
− z
)
f(z2) +

(
1

2
− z
)
. ✭✸✻✮

▲❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ t❡❧❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①✐st❡ ❡t ❡st ✉♥✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉
❧❡♠♠❡ ✶✽✱ q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ■■✳ ❖♥ ❛✱ ❜✐❡♥ sûr f

(
1
2

)
= 0✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✻✮ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦r❜✐t❛❧❡✳ P♦✉r ❡①❤✐❜❡r ✉♥❡
r❡❧❛t✐♦♥ ♦r❜✐t❛❧❡✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ❤♦♠♦❣è♥❡
s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣❛r f(z) ✿

(2− 4z2)f(z) = (3− 6z− 2z2+4z3)f(z2)− (1− 2z− 2z3+4z3)f(z4) . ✭✸✼✮

❈♦♠♠❡ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s (3− 6z− 2z2+4z3) ❡t (1− 2z− 2z3+4z3) s✬❛♥♥✉❧❡♥t
❛✉ ♣♦✐♥t 1

2 ✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ f
(
1
2

)
= 0 ❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ z = 1

2 ❞❡ ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥ ♦r❜✐t❛❧❡ ✭✸✼✮✳

✹✳✺ ❈♦♥séq✉❡♥❝❡s s✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❛❧❣é✲
❜r✐q✉❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ♥♦♥ ❡♥t✐èr❡

❯♥ ❛s♣❡❝t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶ ❡st ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❈♦✻✽✱ q✉✐ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡
❆❇✵✼❜✱ ét❛❜❧✐ss❛♥t ❧❛ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧s✳
❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❆❇✵✼❜✱ ❆❞❛♠❝③❡✇s❦✐ ❡t ❇✉❣❡❛✉❞ ❬✷❪
❛✈❛✐❡♥t ♣✉ é❧❛r❣✐r ❧❡✉r rés✉❧t❛t ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s
❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ❜❛s❡s ♥♦♥ ❡♥t✐èr❡s✳

❙♦✐t β > 1 ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ ♥♦♥ ❡♥t✐❡r✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ Tβ s✉r
[0, 1] ♣❛r Tβ : x 7−→ βx ♠♦❞ 1✳ ▲❡ β✲❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ x ∈ [0, 1[✱
❡st ❛❧♦rs ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

(x)β := 0.x1x2 · · · ,
♦ù xi = ⌊βT i−1

β (x)⌋✳ ❈❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧✉✐ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ✉t✲
❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣❧♦✉t♦♥✳ ▲❡s ❝❤✐✛r❡s xi ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à {0, 1, . . . , ⌊β⌋}✳
❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡st ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ ❜❛s❡ ϕ ✭❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦r✮✱ ♦ù
❧❡ ❝♦r♣s Q(ϕ) ❡st ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❛②❛♥t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡✲
♠❡♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡♥ ❜❛s❡ ϕ✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣ré❝✐s✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜❛s❡
❡♥t✐èr❡ ♥✬❡st ♣❛s ✢❛❣r❛♥t❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❜❛s❡s
❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡st ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❜❛s❡s ❡♥t✐èr❡s✳ ▲❡ ♣❧✉s s♦✉✲
✈❡♥t✱ ♦♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♠ê♠❡ ♣❛s ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❛②❛♥t ✉♥
β✲❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ✉❧t✐♠❡♠❡♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ❜❛s❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❜❛s❡
3/2✱ s❡♠❜❧❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t r❡t♦rs❡s ❡t ♥♦s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s s♦♥t ❛❧♦rs très
❧✐♠✐té❡s✳

❙♦✐t β ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ P✐s♦t ✭r❡s♣✳ ❞❡ ❙❛❧❡♠✮✱ ✐✳❡✳✱ ✉♥ ❡♥t✐❡r ❛❧❣é❜r✐q✉❡
❞❡ ♠♦❞✉❧❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ 1✱ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♥❥✉❣✉és s♦♥t ❞❡ ♠♦❞✉❧❡
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str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à 1 ✭r❡s♣✳ ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à 1✮✳ ❆❞❛♠❝③❡✇s❦✐ ❡t ❇✉✲
❣❡❛✉❞ ❬✷❪✱ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ s✐ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❛ ✉♥ β✲❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ❛❧♦rs ❝❡ ♥♦♠❜r❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à Q(β)✳ ▲❡✉r ♣r❡✉✈❡✱ q✉✐ r❡♣♦s❡
s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✉ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡✱ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡✉r
rés✉❧t❛t ❛✉ ❞❡❧à ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ P✐s♦t ♦✉ ❞❡ ❙❛❧❡♠✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡s ♥♦♠❜r❡s✱
❛✈❡❝ ❧❡s ❡♥t✐❡rs✱ s♦♥t ❝❛r❛❝tér✐sés ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡✉r ❤❛✉t❡✉r ❡st é❣❛❧❡ à ❧❡✉r
♠♦❞✉❧❡✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été s✬❛✈èr❡ êtr❡ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦✲
rè♠❡ ❞✉ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡✳ ◗✉❛♥❞ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ β✲❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ✉♥ ré❡❧
β > 1 ❛❧❣é❜r✐q✉❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✉ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ♣❡r♠❡t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ❬✺❪✳

❚❤é♦rè♠❡ ❆❇▲✵✼ ✭❆❞❛♠❝③❡✇s❦✐✱ ❇✉❣❡❛✉❞✱ ▲✉❝❛✱ ✷✵✵✼✮✳ ❙♦✐❡♥t α✱ 0 <
|α| < 1 ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡t K ✉♥ ❝♦r♣s ❝♦♥t❡♥❛♥t α ❡t t♦✉s s❡s ❝♦♥❥✉✲
❣✉és✳ ◆♦t♦♥s | · |1 := | · |, | · |2, . . . , | · |s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦r♠❡s s✉r K ♣♦✉r
❧❡sq✉❡❧❧❡s α ❡st ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ ✐♥❢ér✐❡✉r à 1✳ ❙♦✐t (an)n∈N ✉♥❡ s✉✐t❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳
◆♦t♦♥s ξ1, . . . , ξs ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡

N∑

n=0

anα
n

♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♥♦r♠❡s | · |1, . . . , | · |s✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥ ❛ ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
s♦✐t ξ1 ∈ Q(α)✱ s♦✐t ❧✬✉♥ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ξ1, . . . , ξs ❡st tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t✳

❆✐♥s✐✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ (an)n∈N ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❡t s✐ ❧❛ s♦♠♠❡∑
n≤N an

(
3
2

)n
❝♦♥✈❡r❣❡ à ❧❛ ❢♦✐s ✈❡rs ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ξ ❞❛♥s C✱ ♣♦✉r

❧❛ ♥♦r♠❡ ✉s✉❡❧❧❡✱ ❡t ✈❡rs ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❛♥s Q3✱ ♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ 3✲
❛❞✐q✉❡✱ ❛❧♦rs✱ ξ ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ r❛t✐♦♥♥❡❧✳

▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s sér✐❡s f(z) ❛✉①q✉❡❧❧❡s ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤✲
❧❡r ❡st ♣❧✉s r❡str❡✐♥t❡✱ ❝❛r ❡❧❧❡ r❡q✉✐❡rt ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts
❞❡ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❜❛s❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡t ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ❝❡❧❧❡s
q✉✐ s♦♥t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ P✐s♦t ♦✉ ❞❡ ❙❛❧❡♠✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✶ ❞♦♥♥❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✵✳ ❙♦✐❡♥t β > 1 ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ré❡❧ ❡t α ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧
❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♥✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ♣❛s à Q(β)✳ ❆❧♦rs ❧❡ β✲❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ α ♥❡ ♣❡✉t
êtr❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ✜♥✐✳

❆✐♥s✐✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡
√
2 ❡♥ ❜❛s❡ 3/2 ♥❡ ♣❡✉t êtr❡

❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ✜♥✐✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ q✉❛♥❞ β ∈ Q✱ ❧❡ β✲
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❡♥❣❡♥❞ré
♣❛r ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ✜♥✐✳
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✺ ❘❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s q✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✸ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s s❡✉❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s q✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s✱ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♥♦♥ ♥✉❧✱ s♦♥t ❧❡s s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥s
❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡s ❡t ❧❡✉rs ✐téré❡s q✲
♠❛❤❧ér✐❡♥s✳ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❝❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s
❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞é❧✐❝❛t❡✳ ❖♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛s ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❧❡s ❞é❝r✐r❡ ❡♥ t♦✉t❡ ❣é✲
♥ér❛❧✐té✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ré❝❡♥ts ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡s
s②stè♠❡s ♠❛❤❧ér✐❡♥s ❛✐❡♥t ♣❡r♠✐s ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ♣r♦❣rès ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳
P❛r ❝♦♥tr❛st❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s
❡♥tr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s q✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s ✭♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥
❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✜①é✮ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t
❡✛❡❝t✐✈❡✳

✺✳✶ ❘❡❧❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s q✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s

■❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s à ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts ❣é♥ér❛✉① ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s q✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s✳ ❉❛♥s ❧❡s
❛♥♥é❡s ✼✵✱ ❝❡ s♦♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t à ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ❞✬♦r❞r❡ 1 q✉✐ ♦♥t été
ét✉❞✐é❡s✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ♣❡r♠❡t ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡
t❛✐❧❧❡ 2✳ ■❧ ♥✬❡①✐st❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❛✉❝✉♥ rés✉❧t❛t ❣é♥ér❛❧ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡
t❛✐❧❧❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✳

▲❡ ❝❛s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡s ❞✬♦r❞r❡ 1✳ ❉❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✼✵✱
♣❧✉s✐❡✉rs rés✉❧t❛ts ♦♥t été ét❛❜❧✐s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ❞✬♦r❞r❡ 1✳ ▲❡
♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞✬❡♥tr❡ ❡✉① ❛ été ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❑✉❜♦t❛ ❬✺✽❪✳

❚❤é♦rè♠❡ ❑✉✼✼ ✭❑✉❜♦t❛✱ ✶✾✼✼✮✳ ◆♦t♦♥s H :=
{

p(zq)
p(z) : p(z) ∈ Q(z)

}
✳

❙♦✐❡♥t fi,j(z)✱ 1 ≤ i ≤ h✱ 1 ≤ j ≤ ni✱ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t à ❞❡s
éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

fi,j(z) = ai(z)fi,j(z
q) + bi,j(z) ,

♦ù

• ai(z) ∈ Q(z)✱ bi,j(z) ∈ Q(z)✱ 1 ≤ i ≤ h✱ 1 ≤ j ≤ ni✱

• ai(z) 6= 0✱ 1 ≤ i ≤ h✱

• ai(z)
ai′ (z)

/∈ H✱ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t i 6= i′✱ 1 ≤ i, i′ ≤ h✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s fi,j(z)✱ 1 ≤ i ≤ h✱ 1 ≤ j ≤ ni✱ s♦✐❡♥t ❛❧❣é❜r✐✲
q✉❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s✉r Q(z)✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ♥♦♥
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t♦✉s ♥✉❧s θi,j✱ 1 ≤ j ≤ ni✱ ❞❡s ❢r❛❝t✐♦♥s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s p1(z), . . . , pm(z) ∈ Q(z)
❡t ❞❡s ❡♥t✐❡rs r❡❧❛t✐❢s ♥♦♥ t♦✉s ♥✉❧s m1, . . .mh ✱ t❡❧s q✉❡

ai(z)pi(z
q)− pi(z) =

ni∑

j=1

θi,jbi,j(z) ,

❡t
h∏

i=1




ni∑

j=1

θi,jfi,j(z)− pi(z)




mi

∈ Q(z) .

❈❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❑✉❜♦t❛ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧✬✐♥❞é✲
♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t à ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s
✐♥❤♦♠♦❣è♥❡s ❞✬♦r❞r❡ ✶✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✶✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ sér✐❡ ❞❡ ❚❤✉❡✲▼♦rs❡ ftm(z) ❞é✜♥✐❡ à ❧✬❡①❡♠♣❧❡
✻ ❡t ❧❛ sér✐❡ ❞❡ ❋r❡❞❤♦❧♠ f2(z) ❞é✜♥✐❡ à ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✷✳ ❊❧❧❡s s❛t✐s❢♦♥t ❛✉①
éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s

ftm(z) = (1− z)ftm(z2) +
z

1− z2 , ❡t f2(z) = f2(z
2) + z .

P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❡✉r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡
❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❑✉✼✼ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ s❛t✐s❢❛✐t✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r
q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ p(z) t❡❧❧❡ q✉❡

p(z)− p(z2) = z .

❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♦♥ ❛✉r❛✐t ✿

p(z)− f2(z) = p(z2)− f2(z
2) .

▲❡s s❡✉❧s é❧é♠❡♥ts ❞❡ Q{z} ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ z 7→ z2 ét❛♥t
❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ Q✱ ♦♥ ❛✉r❛✐t p(z) = f2(z) + θ✱ θ ∈ Q✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ s✐
p(z) ∈ Q(z)✱ ♣✉✐sq✉❡ f2(z) ❡st tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t❡✳ ❈♦♠♠❡ ftm(z) ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t
tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t❡✱ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ é❣❛❧✐té ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❑✉✼✼ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ s❛t✐s❢❛✐t❡
❡t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ftm(z) ❡t f2(z) s♦♥t ❞♦♥❝ ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳

❙②stè♠❡s ❞✬♦r❞r❡s s✉♣ér✐❡✉rs✳ ❊♥ ✶✾✾✵✱ ❑✉✳ ◆✐s❤✐♦❦❛ ❬✽✺❪ ❛ ét❛❜❧✐ ✉♥
♣r❡♠✐❡r ❝r✐tèr❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ♠❛❤❧ér✐❡♥s ❞❡
t❛✐❧❧❡ 2✱ ❧✉✐ ♣❡r♠❡tt❛♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s fbs(z) ❡t fbs(z2)✱ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✸✳ ❊♥ ✷✵✶✷✱ ❞❛♥s ❬✾✵❪✱ ❡❧❧❡ ét❡♥❞
s♦♥ ❝r✐tèr❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♥s✐❞ér❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs s②stè♠❡s ♠❛❤✲
❧ér✐❡♥s ❞❡ t❛✐❧❧❡ 2✳ ◆♦✉s ♥❡ ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ♣❛s ❧❡s rés✉❧t❛ts q✉✬❡❧❧❡ ♦❜t✐❡♥t ✐❝✐✱
❝❡✉①✲❝✐ ét❛♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ♠❛✐s ❞♦♥♥❡r♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡
❞❡ ❧❡✉rs ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s✳

✼✻



❊①❡♠♣❧❡ ✷✷✳ ▲❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❘✉❞✐♥✲❙❤❛♣✐r♦ ❡st ❧❛ s✉✐t❡ ❞♦♥t ❧❡ n✲✐è♠❡ t❡r♠❡
✈❛✉t 1 s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞✉ ❢❛❝t❡✉r 11 ❞❛♥s ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ n
❡st ♣❛✐r❡ ❡t −1 s✐♥♦♥✳ ❙❛ sér✐❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ frs(z) s❛t✐s❢❛✐t ❛✉ s②stè♠❡ s✉✐✈❛♥t

(
frs(z)
frs(−z)

)
=

(
1 z
1 −z

)(
frs(z

2)
frs(−z2)

)
.

❉✬❛♣rès ❬✾✵❪✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s frs(z)✱ frs(−z)✱ ❡t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s fbs(z) ❡t fbs(z2)
❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✶ s♦♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ▲❡s s②stè♠❡s ❛ss♦❝✐és à
frs(z) ❡t fbs(z) ♥✬♦♥t ❛✉❝✉♥❡ s✐♥❣✉❧❛r✐té✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ◆✐s❤✐♦❦❛✱
❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ α ❞✉ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té é♣♦✐♥té✱ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s

frs(α), frs(−α), fbs(α), fbs(α2) ,

s♦♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳

P❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t✱ ❧❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✉①
❞✐✛ér❡♥❝❡s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬ét❛❜❧✐r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❝r✐tèr❡s ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧❣é✲
❜r✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥✳
❖♥ ♣❡✉t rés✉♠❡r ❧✬❡s♣r✐t ❞❡ ❝❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

Pr✐♥❝✐♣❡ ✭■♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡t ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s✮✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡
●❛❧♦✐s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥ ❝♦❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡♥tr❡
❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡✳

◆♦✉s ♥❡ ❞é✜♥✐r♦♥s ✐❝✐ ♥✐ ❝❡ q✉✬❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠❛❤✲
❧ér✐❡♥✱ ♥✐ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❝♦❞❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡s s♦❧✉✲
t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡✳ ◆♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ❧❛ ❧❡❝tr✐❝❡ ❡t ❧❡ ❧❡❝t❡✉r à ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s✉r
❧❡ s✉❥❡t✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✾✹❪✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❬✶✶✶❪ ❡t ❬✹✻❪✳ ❆❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♦♥
♥❡ s❛✐t ❝❛❧❝✉❧❡r s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s
❞❡ t❛✐❧❧❡ 2 ✭✈♦✐r ❬✾✺❪✮✳

✺✳✷ ❘❡❧❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥tr❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠❛❤❧é✲
r✐❡♥

❏✉sq✉✬❛✉① tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ✐❝✐✱ à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❛✉❝✉♥ rés✉❧t❛t ♥❡
♣♦rt❡ s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥tr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s✳
▲❛ r❛✐s♦♥ ❡♥ ❡st ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t q✉✬❛✈❛♥t ✷✵✶✺ ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ P❤✐❧✐♣♣♦♥
❬✾✷❪✱ ❧❡s é♥♦♥❝és ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s ♥❡ s✬❡①✲
♣r✐♠❛✐❡♥t q✉✬❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳ ➚ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s
❛❧❣é❜r✐q✉❡s✱ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r Q(z)
❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥✱ ❡st ✉♥❡
tâ❝❤❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ré❛❧✐s❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❧❛ ❢♦✐s é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡t ❡✛❡❝t✐✈❡✳

❋✐①♦♥s✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳ ❙♦✐❡♥t K ✉♥
❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❡t f1(z), . . . , fm(z) ∈ K{z} ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s✳ ❘❛♣✲
♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡

RelK(z)(f1(z), . . . , fm(z)) :=

{
(w1, . . . , wm) ∈ K(z)m :

m∑

i=1

wifi = 0

}

✼✼



❧❡ K(z)✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s s✉r K(z) ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
f1(z), . . . , fm(z)✳ ◆♦t♦♥s f(z) ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦❧♦♥♥❡ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♦♥t
❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fm(z) ❡t ❞é❝♦♠♣♦s♦♥s

f(z) =:

∞∑

i=0

f iz
i ∈ Km[[z]] ,

♦ù f i ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ Km ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
❛✉① i✲è♠❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fm(z)✳ ◆♦t♦♥s K[z]h ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s K ❞❡ ❞❡❣ré ❛✉ ♣❧✉s h ❡t

RelK[z]h(f1(z), . . . , fm(z)) = (K[z]h)
m ∩ RelK(z)(f1(z), . . . , fm(z)) ,

❧❡ K✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥tr❡ f1(z), . . . , fm(z) ❞♦♥t ❧❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧❡ à h✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥és
❞❡✉① ❡♥t✐❡rs c ❡t h✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

S(h, c,f) :=




f0 f1 · · · fh · · · f c

0 f0
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ f c−1

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
0 · · · 0 f0 · · · f c−h



.

❖♥ ♣♦s❡

kerKS(h, c,f) :=
{
λ ∈ (Km)h+1 | λS(h, c,f) = 0

}
.

❖♥ ❞é✜♥✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ϕh : (Km)h+1 → (K[z]h)
m ♣❛r

ϕh(w0, . . . ,wh) =

h∑

i=0

wiz
i .

❖♥ ♦♠❡ttr❛ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ h ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❡ ♥♦t❛♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ϕ✳
▲❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
RelK(z)(f1(z), . . . , fm(z)) q✉❛♥❞ f(z) := (f1(z), . . . , fm(z))⊤ ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r
s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✶✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ f(z) s♦✐t s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✉ t②♣❡ ✭✹✮✳
◆♦t♦♥s b(z) ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♠✉♥ ❛✉① ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞❡ A(z)✱ d ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ b(z)A(z) ❡t
ν ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥ 0 ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ b(z)✳ ❙♦✐❡♥t h := 4md ❡t

c :=




q
m
(

qh+d+1
q−1

+q+1
)

(h+ q) + ν − h+d
q−1

q − 1



·

❖♥ ❛ ✿

RelK(z)(f1(z), . . . , fm(z)) = VectK(z)

(
RelK[z]h(f1(z), . . . fm(z))

)

= VectK(z) (ϕ (kerK S(h, c,f))) .

✼✽



❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ RelK(z)(f1(z), . . . , fm(z)) ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s
❞♦♥t ❧❡ ❞❡❣ré ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à h✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❝❡s r❡❧❛t✐♦♥s
❡♥ ❡①❤✐❜❛♥t ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ S(h, c,f)✳ ❙✐ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡
s❡✉❧❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fm(z) s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥✲
❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ❢❛✐r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♠♦✐♥s ❝♦ût❡✉s❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s✱
❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✷✳ ❙♦✐❡♥t f1(z), . . . , fm(z)✱ b(z)✱ A(z)✱ d ❡t ν ❝❤♦✐s✐s ❝♦♠♠❡
❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✶✳ ❙♦✐❡♥t h := ⌊d/(q − 1)⌋ ❡t

c :=




q
m
(

qh+d+1
q−1

+q+1
)

(h+ q) + ν − h+d
q−1

q − 1



·

❖♥ ❛ ❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✭✐✮ RelK(z)(f1(z), . . . , fm(z)) 6= {0}✱

✭✐✐✮ RelK[z]h(f1(z), . . . , fm(z)) 6= {0}✱

✭✐✐✐✮ kerK S(h, c,f) 6= {0}✳

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ s✐ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fm(z) s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞é♣❡♥✲
❞❛♥t❡s s✉r K[z]✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡t✐t ❞❡❣ré✳ ▲❡ r❡st❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥
❡st ❝♦♥s❛❝ré ❛✉① ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ✶✶ ❡t ✶✷✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❞✬❛❜♦r❞
❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ③ér♦ s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✾✳ ❙♦✐❡♥t f1(z), . . . , fm(z)✱ b(z)✱ A(z)✱ d ❡t ν ❝❤♦✐s✐s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ✶✶✳ ❙♦✐❡♥t h ✉♥ ❡♥t✐❡r ❡t w(z) = (w1(z), . . . , wm(z)) ∈ (K[z]h)

m✳
❙✐ ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥ z = 0 ❞❡ ❧❛ sér✐❡

s(z) :=

m∑

i=1

wi(z)fi(z)

❡st str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡ à



q
m
(

qh+d+1
q−1

+q+1
)

(h+ q) + ν − h+d
q−1

q − 1




❛❧♦rs ❧❛ sér✐❡ s(z) ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥ z = 0 ❞❡ ❧❛
sér✐❡ s(z) s♦✐t ✜♥✐❡ ❡t é❣❛❧❡ à

M >




q
m
(

qh+d+1
q−1

+q+1
)

(h+ q) + ν − h+d
q−1

q − 1



. ✭✸✽✮

✼✾



❖♥ ♠♦♥tr❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉✬♦♥ ♣❡✉t s❡ r❛♠❡♥❡r ❛✉ ❝❛s ♦ù b(z) = zν ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
é❝r✐✈♦♥s b(z) = γzνβ(z)✱ ❛✈❡❝ γ ∈ K✱ β(z) ∈ K[z] ❡t β(0) = 1✱ ❡t ♣♦s♦♥s

u(z) :=
∞∏

i=0

β(zq
i
) .

❖♥ ❛ ❛❧♦rs u(z) = γ−1z−νb(z)u(zq) ❡t✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t f̃(z) := u(z)f(z)✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡
q✉❡ f̃(z) ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡

f̃(z) = z−νÃ(z)f̃(zq),

♦ù Ã(z) = γ−1b(z)A(z) ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s K[z]✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛
✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥ z = 0 ❞❡ ❧❛ sér✐❡ u ❡st ♥✉❧❧❡✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡ s̃(z) := w(z)f̃(z) r❡st❡
é❣❛❧❡ à M ✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ b(z) = zν ❡t ♥♦✉s
♥♦t❡r♦♥s

Ã(z) = zνA(z) ∈Mm(K[z]) .

P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r i✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r s✉✐✈❛♥t ✿

gi :=




f i
✳✳✳

f i−h


 ∈ (Km)h+1 .

❖♥ ♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t v := ϕ−1(w(z))✳ ▲✬é❣❛❧✐té ✭✸✽✮ s❡ ré✲é❝r✐t
{
vgi = 0 ∀i < M ,
vgM 6= 0 ,

✭✸✾✮

♦ù vgi r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ✉s✉❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❧✐❣♥❡
v ❡t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦❧♦♥♥❡ gi✳ ◆♦t♦♥s g(z) :=

∑
giz

i ❡t ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
♣❛r ❜❧♦❝s s✉✐✈❛♥t❡ ✿

B(z) :=




Ã(z) 0 · · · 0

zÃ(z)
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

zhÃ(z) 0 · · · 0



∈Mm(h+1)(K[z]) .

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ éq✉❛t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ✿

g(z) = z−νB(z)g(zq) . ✭✹✵✮

❘❡♠❛rq✉♦♥s ❛✉ ♣❛ss❛❣❡ q✉❡ degB ≤ deg Ã + h ≤ d + h✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs
❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ B(z) s❡❧♦♥ ❧❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡ z

B(z) =

degB∑

i=0

Biz
i ,

✽✵



♦ù ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s Bi ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t àMm(h+1)(K)✳ ◆♦t♦♥s ❛❧♦rs

e :=

⌊
degB

q

⌋
+ 1 .

❙♦✐t i ✉♥ ❡♥t✐❡r✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬✉♥✐q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬❡♥t✐❡rs (s, j) t❡❧ q✉❡ i =
qs+ j−ν ❡t 0 ≤ j < q✳ ▲✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s ❡♥ zi ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✵✮
✐♥❞✉✐t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

gi = gqs+j−ν =

e−1∑

r=0

Bqr+jgs−r ,

♦ù ❧✬♦♥ ❛ ♣♦sé Bl = 0✱ ♣♦✉r l > degB✱ ❡t gl = 0✱ ♣♦✉r l < 0✳ ❋✐①♦♥s n > 0
❡t ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❛❧♦rs i′ ✉♥ ❡♥t✐❡r t❡❧ q✉❡ i ≤ i′ < i + qn✳ ❙✐ i′ = qs′ + j′ − ν✱
❛✈❡❝ j′ < q✱ ♦♥ ❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t s ≤ s′ < s+ n✳ ❖♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t

gi′ =

e−1∑

r=0

Bqr+j′gs′−r . ✭✹✶✮

▲❡ ❝♦✉♣❧❡ (i, n) ét❛♥t ✜①é✱ ▲❡s ✈❡❝t❡✉rs ❝♦❧♦♥♥❡ ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠❡♠❜r❡
❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭✹✶✮✱ q✉❛♥❞ i′ ♣❛r❝♦✉rt ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {i, . . . , i+ qn− 1}✱ s♦♥t ❞♦♥❝
❧❡s e+n ✈❡❝t❡✉rs gs−e+1, · · · , gs+n✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s ❛❧♦rs ❧✬❡♥t✐❡r n ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

n :=

⌊
e

q − 1

⌋
+ 1 .

■❧ ❡st ❝❤♦✐s✐ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ qn > e+ n✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♥t✐❡r
i✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r

Gi =



gi+qn−1

✳✳✳
gi


 ∈ Km(h+1)qn .

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s gi✱ ♦♥ ❛

Gi :=




f i+qn−1

f i+qn−2
✳✳✳

f i+qn−h

f i+qn−2
✳✳✳

f i−h+1




.

▲❡s ✈❡❝t❡✉rs Gi ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ❞♦♥❝ t♦✉s ❛✉ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ W ❞❡
Km(h+1)qn ❢♦r♠é ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

(x1,x2, · · · ,xh,x2,x3, · · · ,xh+1,x3, · · · ,xqn+h)
⊤ ,

✽✶



♦ù xl ∈ Km ♣♦✉r t♦✉t l✳ ▲✬✐❞❡♥t✐té ✭✹✶✮ ❛ss✉r❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ q ♠❛tr✐❝❡s
C0, . . . , Cq−1 ∈Mm(h+1)qn(K) t❡❧❧❡s q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r i✱ ♦♥ ❛ ✿

Gi = CjGs−e+1 , ✭✹✷✮

♦ù i = qs+ j − ν✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ à ♣rés❡♥t ❧❛ s✉✐t❡ ❞✬❡s♣❛❝❡s ❡♠❜♦îtés

Vl := Vect {G0, . . . ,Gl} ⊂W .

P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ❝❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♦♥ ❛✉r❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✶✵✳ ❙♦✐t a ≥ (ν − d)/(q − 1) ✉♥ ❡♥t✐❡r✳ ❙✐

Va = Vq(a+e)−ν−1 ,

❛❧♦rs ❧❛ s✉✐t❡ (Vl)l≥0 ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ r❛♥❣ a✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✵✳ ❈❤♦✐s✐ss♦♥s ✉♥ ❡♥t✐❡r j < q✳ P♦✉r t♦✉t r✱ ❧✬é❣❛✲
❧✐té ✭✹✷✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡

CjGr = Gq(r+e−1)+j−ν .

❙✐ r ≤ a✱ ❛❧♦rs q(r + e− 1) + j − ν ≤ q(a+ e)− ν − 1 ❡t ❞♦♥❝

CjGr ∈ Vq(a+e)−ν−1 = Va .

▲✬❛❝t✐♦♥ ❞✉ ♠♦♥♦ï❞❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s C0, . . . , Cq−1 st❛❜✐❧✐s❡ ❞♦♥❝
❧✬❡s♣❛❝❡ Va✳ Pr❡♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❡♥t✐❡r b > a✳ ❈♦♠♠❡ a ≥ (ν−d)/(q−1)✱
❧✬é❣❛❧✐té ✭✹✷✮ ❛ss✉r❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s j1, . . . , jr ❡t ❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r l ≤ a t❡❧s
q✉❡

Gb = Cj1 · · ·CjrGl .

❉♦♥❝ Gb ∈ Va✱ ❝❡ q✉✐ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

◆♦✉s s♦♠♠❡s à ♣rés❡♥t ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞✬❛❝❤❡✈❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✾✳ ▲❡s
✈❡❝t❡✉rs Gi ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t t♦✉s à ❧✬❡s♣❛❝❡ W ✳ ❯♥ ❝❛❧❝✉❧ r❛♣✐❞❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡
❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ♥✬❡①❝è❞❡ ♣❛s m(h+ qn)✳ P❛rt❛♥t ❞❡

a =
⌈
(ν − d)(q − 1)−1

⌉
,

❡t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t m(h+ qn) ❢♦✐s✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ré❝✉rs✐✈❡✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✵✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞✬❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s ❡♠❜♦îtés Vl ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❝♦♥st❛♥t❡ à
♣❛rt✐r ❞✉ r❛♥❣ ⌈

qm(h+qn)(qe− d) + ν − qe
q − 1

⌉
.
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❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t e ❡t n ♣❛r ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs r❡s♣❡❝t✐✈❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡

M >




q
m
(

qh+d+1
q−1

+q+1
)

(h+ q) + ν − h+d
q−1

q − 1




≥
⌈
qm(h+qn)(qe− d) + ν − qe

q − 1

⌉
.

▲❛ s✉✐t❡ (Vl)l∈N ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥st❛♥t❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ r❛♥❣ M − 1 ❡t ❞♦♥❝ GM ∈
VM−1✳

❉✬❛♣rès ✭✸✾✮✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r v = (w0, . . . ,wh) ∈ (Km)h+1 ❡st t❡❧ q✉❡

vgi = 0 ,

♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r i < M ✳ P♦s♦♥s u := (v, · · · ,v) ∈ Km(h+1)qn✳ ■❧ ✈✐❡♥t ❛❧♦rs
q✉❡

uGi = 0 ,

♣♦✉r t♦✉t i < M ✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r u ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❞♦♥❝ à ❧✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞❡ VM−1✳
▼❛✐s ❝♦♠♠❡ GM ∈ VM−1✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r u ❡st ❛✉ss✐ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❛✉ ✈❡❝t❡✉r GM

❡t ❞♦♥❝ uGM = 0✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s n(h + 1) ❞❡r♥✐èr❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s
✈❡❝t❡✉rs GM ❡t u✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ é❣❛❧✐té ✐♠♣❧✐q✉❡

vgM = 0 ,

❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ✭✸✾✮✳ ❈❡❧❛ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❛ss✉r❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fm(z)
s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s✉r K(z)✱ ❞✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❧✐✲
♥é❛✐r❡ ❞❡ ♣❡t✐t ❞❡❣ré✳

▲❡♠♠❡ ✶✶✳ ❙♦✐❡♥t f1(z), . . . , fm(z)✱ b(z)✱ A(z) ❡t d ❝❤♦✐s✐s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s
❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✶✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fm(z) s♦✐❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✲
♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s✉r K(z)✳ ❙♦✐t h := ⌊d/(q−1)⌋✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r
♥♦♥ ♥✉❧ w(z) := (w0(z), . . . , wm(z)) ∈ (K[z]h)

m t❡❧ q✉❡

m∑

i=1

wi(z)fi(z) = 0 .

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t h ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♥♦♥ tr✐✲
✈✐❛❧❡ s✉r K[z] ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fm(z) ❡t w(z) ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ r❡❧❛t✐♦♥✳ P♦s♦♥s Ã(z) = b(z)A(z)✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ Ã(z)
❡st à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s K[z]✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭✹✮✱ ♦♥ é❝r✐t

0 = w(z)f(z)

= w(z)A(z)f(zq)

= w(z)Ã(z)f(zq) .
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❖♥ ♣❡✉t ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r w(z)Ã(z) ∈ K[z]n s❡❧♦♥ ❧❡s r❡st❡s ❞❡ ♣✉✐s✲
s❛♥❝❡s ❞❡ z ♠♦❞✉❧♦ q✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

w(z)Ã(z) =

q−1∑

i=0

zivi(z
q) .

▲✬✐❞❡♥t✐té w(z)Ã(z)f(zq) = 0 ✐♠♣❧✐q✉❡ ❛❧♦rs q✉❡

vi(z)f(z) = 0 ,

♣♦✉r t♦✉t i✱ 0 ≤ i ≤ q− 1✳ ❈♦♠♠❡ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ w(z) ❡st ♥♦♥ ♥✉❧✱ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ ✐♥❞✐❝❡ i0 t❡❧ q✉❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r vi0(z) s♦✐t ♥♦♥ ♥✉❧✳ ◆♦t♦♥s l ❧❡ ❞❡❣ré ♠❛①✐♠❛❧
❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ vi0 ✳ P❛r ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡ h✱ ♦♥ ❛ l ≥ h✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝♦♠♠❡
❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ w(z)Ã(z) ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à h+ d✱ ♦♥ ❛

ql + i0 ≤ h+ d .

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ qh ≤ h+ d✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡✳

◆♦✉s s♦♠♠❡s à ♣rés❡♥t ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ✶✶ ❡t ✶✷✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✶✳ P♦s♦♥s h := 4md ❡t

c :=




q
m
(

qh+d+1
q−1

+q+1
)

(h+ q) + ν − h+d
q−1

q − 1



·

▲❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s

VectK(z)

(
RelK[z]h(f1(z), . . . , fm(z)

)
⊂ RelK(z)(f1(z), . . . , fm(z))

❡t
RelK[z]h(f1(z), . . . , fm(z)) ⊂ ϕ (kerK S(h, c,f))

s♦♥t ✐♠♠é❞✐❛t❡s✳ ▲✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ϕ (kerK S(h, c,f)) ⊂ RelK[z]h(f1(z), . . . , fm(z))
❡st q✉❛♥t à ❡❧❧❡ ✉♥❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✾✳ ■❧ ♥❡ r❡st❡ ❞♦♥❝ ♣❧✉s
q✉✬à ♣r♦✉✈❡r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥

RelK(z)(f1(z), . . . , fm(z)) ⊂ VectK(z)

(
RelK[z]h(f1(z), . . . , fm(z)

)
.

▼♦♥tr❡r ❝❡tt❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ r❡✈✐❡♥t à ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s
❧✐♥é❛✐r❡s ❞♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✐♥❢ér✐❡✉r à 4md✳
❙♦✐t r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ RelK(z)(f1(z), . . . , fm(z))✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r
❧❡ rés✉❧t❛t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧✬❡♥t✐❡r r✳

❙✐ r = 0✱ ✐❧ ♥✬② ❛ r✐❡♥ à ♣r♦✉✈❡r✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❛❧♦rs ❧✬é❣❛❧✐té ✈r❛✐❡ ♣♦✉r
t♦✉t s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✹✮ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s
❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✈❛✉t r − 1✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡

dimRelK(z)(f1(z), . . . , fm(z)) = r .
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❖♥ ✈❛ ré❞✉✐r❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♣♦✉r s❡ r❛♠❡♥❡r à ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ m − 1✳

❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✶✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r w(z) ∈ (K[z]h0)
m✱ ♦ù h0 =

⌊
d

q−1

⌋
✱

t❡❧ q✉❡
w(z)f(z) = w1(z)f1(z) + · · ·+ wm(z)fm(z) = 0 .

❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r✱ q✉✐tt❡ à r❡♥✉♠ér♦t❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ q✉❡ wm(z) 6= 0✳ ❖♥
❢❛✐t ❛❧♦rs ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❥❛✉❣❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✮ ♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

S(z) =




1 0 · · · · · · 0

0 1
✳ ✳ ✳

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
✳✳✳

0 · · · 0 1 0
w1(z) w2(z) · · · wm−1(z) wm(z)



.

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ s②stè♠❡



f1(z)
✳✳✳

fm−1(z)
0


 = S(z)A(z)S(zq)−1




f1(z
q)

✳✳✳
fm−1(z

q)
0


 .

◆♦t♦♥s B(z) ❧❡ ♠✐♥❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ S(z)A(z)S(zq)−1✱ ❞❡ t❛✐❧❧❡
m− 1✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ (m− 1) s✉✐✈❛♥t ✿




f1(z)
✳✳✳

fm−1(z)


 = B(z)




f1(z
q)

✳✳✳
fm−1(z

q)


 . ✭✹✸✮

P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ wm(zq)b(z) ❡st ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♠✉♥ ❛✉① ❞é♥♦✲
♠✐♥❛t❡✉rs ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ B(z)✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ wm(zq)b(z)B(z) ❡st
❞♦♥❝ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉①✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠❛❥♦r❡r ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❝❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s
♣❛r

h0q + d ≤ d

q − 1
q + d ≤ d 2q

q − 1
≤ 4d .

❈♦♠♠❡ wm(z) 6= 0✱ ♦♥ ❛

dimRelK(z)(f1(z), . . . , fm−1(z)) = r − 1

❡t ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❛✉ s②stè♠❡ ✭✹✸✮✳ ❖♥
♦❜t✐❡♥t ✿

RelK(z)(f1(z), . . . , fm−1(z)) ⊂ VectK(z)

(
RelK[z]h(f1(z), . . . , fm−1(z))

)
,

❝❛r 4m−14d = 4md = h✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❛

RelK(z)(f1(z), . . . , fm(z)) = RelK(z)(f1(z), . . . , fm−1(z))⊕K(z) K(z).w(z) ,

✽✺



❡t ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ w(z) ∈ RelK[z]h(f1(z), . . . , fm(z))✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t

RelK(z)(f1(z), . . . , fm(z)) ⊂ VectK(z)

(
RelK[z]h(f1(z), . . . , fm(z))

)
,

❝♦♠♠❡ ✈♦✉❧✉✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥❝❧✉t ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✷✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✷ ❞é❝♦✉❧❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❞❡s
❧❡♠♠❡s ✾ ❡t ✶✶✳

❆✈❡❝ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✽ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥tr❡
❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s s❡ ré❞✉✐t ❞♦♥❝ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❜✐❡♥
❞é✜♥✐❡✳

✺✳✸ ❉❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s

➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ f(z) à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❝♦r♣s
❞❡ ♥♦♠❜r❡s K✱ ♦♥ ❛ à ♣rés❡♥t t♦✉s ❧❡s ♦✉t✐❧s ❡♥ ♠❛✐♥ ♣♦✉r tr❛♥❝❤❡r ❡①♣❧✐❝✐✲
t❡♠❡♥t ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ f(α) ∈ K(α) ♦✉ f(α) ❡st tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t✳ ■❧❧✉str♦♥s ❝❡❧❛
♣❛r ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s✳

❘❡t♦✉r s✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✽✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ftm3
(z) =

∑
n anz

n

❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✽✳ ❊♥ ♣♦s❛♥t f1(z) = ftm3
(z) ❡t f2(z) =

∑
n(1 −

an)z
n✱ ♦♥ ❛✈❛✐t (

f1(z)
f2(z)

)
= A(z)

(
f1(z

3)
f2(z

3)

)
,

♦ù

A(z) :=

(
1 + z z2

z2 1 + z

)
.

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✷ ✈❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
f1(z) ❡t f2(z) s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s✉r C(z)✳ ❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s
❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✷✱ ♦♥ ❛ ✐❝✐ m = 2✱ d = 2✱ q = 3 ❡t ν = 0✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡
h = 1 ❡t c = ⌈(314 × 8 − 3)/4⌉✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s q✉❛tr❡ ♣r❡♠✐èr❡s
❝♦❧♦♥♥❡s 



0
1
0
0


 ,




0
1
0
1


 ,




1
0
0
1


 ❡t




0
1
1
0




❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ S(1, ⌈(314 × 8− 3)/4⌉,f) s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ♦ù
f(z) := (f1(z), f2(z))

⊤✳ ■❧ s✉✐t q✉❡ kerQ S(1, ⌈(314 × 8 − 3)/4⌉,f) = {0}✱ ❡t
❛✐♥s✐✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✷✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z) ❡t f2(z) s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s✉r Q(z)✳ ❖♥ ❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✣♥❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

f1(z) + f2(z) =
1

1− z .

✽✻



❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts s✐♥❣✉❧✐❡rs ❞✉ s②stè♠❡ ❡st

E :=
{
φ1/3

l | l ≥ 1
}
.

♦ù φ := (1 −
√
5)/2✳ ❊♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ α q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s E ✱ ❧❡

t❤é♦rè♠❡ ✷ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t q✉❡ f(α) ❡st tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡ f2(α) s❡r❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ ❝❛r f1(z)+f2(z) = 1/(1−z)✱
❡t ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐r❛✐t ❞♦♥❝ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r Q ❡♥tr❡ f1(α) ❡t f2(α)✱ ❝❡
q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ♣✉✐sq✉❡ f1(z) ❡t f2(z) s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s
s✉r Q(z)✳ ❈♦♠❜✐♥é ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✽✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷✳ ❙♦✐t α ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ 0 < |α| < 1✳ ❖♥ ❛ ❧✬❛❧t❡r♥❛✲
t✐✈❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s♦✐t ✐❧ ❡①✐st❡ l ≥ 1 t❡❧ q✉❡ α3l = φ ❡t ❛❧♦rs f(α) ∈ Q (α)✱ s♦✐t
f(α) ❡st tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t✳

❈♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s✳ ❖♥
❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s q✉❛tr❡ s✉✐t❡s ❜✐♥❛✐r❡s a1 := (a1,n)n≥0,a2 := (a2,n)n≥0,a3 :=
(a3,n)n≥0 ❡t a4 := (a4,n)n≥0✱ ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿





a1,n = 1 ⇐⇒ (n)3 ❛ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣❛✐r ❞❡ 1 ❡t ❞❡ 2
a2,n = 1 ⇐⇒ (n)3 ❛ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣❛✐r ❞❡ 1 ❡t ♣❛✐r ❞❡ 2
a3,n = 1 ⇐⇒ (n)3 ❛ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣❛✐r ❞❡ 1 ❡t ❞❡ 2
a4,n = 1 ⇐⇒ (n)3 ❛ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣❛✐r ❞❡ 1 ❡t ✐♠♣❛✐r ❞❡ 2

▲❡s s✉✐t❡s ai✱ 1 ≤ i ≤ 4 s♦♥t 3✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s sér✐❡s ❣é♥ér❛✲
tr✐❝❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❡s s✉✐t❡s✱ à s❛✈♦✐r ✿

gi(z) :=
∑

n≥0

ai,nz
n, 1 ≤ i ≤ 4 .

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ α✱ 0 < |α| < 1✱ ♦♥ s❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡

❞é❝r✐r❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs (ω1, ω2, ω3, ω4) ∈ Q
4
♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ ♥♦♠❜r❡

ω1g1(α) + ω2g2(α) + ω3g3(α) + ω4g4(α)

❡st tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t✳

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s g1(z), g2(z), g3(z) ❡t g4(z) s♦♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ s✉✐✲
✈❛♥t ✿ 



g1(z)
g2(z)
g3(z)
g4(z)


 =




1 z 0 z2

z 1 z2 0
0 z2 1 z
z2 0 z 1







g1(z
3)

g2(z
3)

g3(z
3)

g4(z
3)


 .

✽✼



❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛

g(z) :=




g1(z)
g2(z)
g3(z)
g4(z)


 ❡t A(z) :=




1 z 0 z2

z 1 z2 0
0 z2 1 z
z2 0 z 1


 .

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s s✉✐t❡s ai✱ ♦♥ ❛ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✣♥❡

g1(z) + g2(z) + g3(z) + g4(z) =
1

1− z .

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛r ❝♦♥tr❡ ♣❛s ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♥♦♥
tr✐✈✐❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s gi(z)✳

▲❡♠♠❡ ✶✸✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s g1(z), g2(z), g3(z) ❡t g4(z) s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥✲
❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s✉r Q(z)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❝❡❧❛ ❞é❝♦✉❧❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✷✳ ❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✷✱ ♦♥ ❛ ✐❝✐ m = 4✱ d = 2✱
q = 3 ❡t ν = 0✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ h = 1 ❡t c = ⌈(328 × 8 − 3)/4⌉✳ ❆✐♥s✐✱
❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s gi(z) ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ♥✉❧❧✐té ❞❡
❧✬❡s♣❛❝❡ kerQ S(1, ⌈(328×8−3)/4⌉, g)✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s gi(z) ♥♦✉s
♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡✳ ■❧
✈✐❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❤✉✐t ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ✿



1
0
0
0
0
0
0
0




,




0
1
0
0
1
0
0
0




,




0
0
1
0
0
1
0
0




,




1
0
0
0
0
0
1
0




,




0
0
0
1
1
0
0
0




,




0
0
1
0
0
0
0
1




,




0
0
0
1
0
0
1
0




,




1
0
0
0
0
0
0
1




.

❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝❡s ❤✉✐t ✈❡❝t❡✉rs s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts s✉r
Q✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ kerQ S(1, ⌈(328 × 8 − 3)/4⌉, g) = {0}✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡
✶✷ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s g1(z), g2(z), g3(z), g4(z) s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s✉r Q(z)✳

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ ✈♦✐t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t
❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A(z) ❛ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ r❛❝✐♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té ♦✉✈❡rt q✉✐ ❡st✱
❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ❡♥❝♦r❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ φ := (1 −

√
5)/2✳ ▲❡s ❛✉tr❡s r❛❝✐♥❡s s♦♥t ❧❡

♥♦♠❜r❡ ❞✬♦r ❡t ❧❡s ❞❡✉① r❛❝✐♥❡s ❝✉❜✐q✉❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐té✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♣♦✐♥ts s✐♥❣✉❧✐❡rs ❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❡st ❞♦♥❝ à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

{
φ1/3

l | l ≥ 1
}
.

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✽ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

✽✽



Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✹✳ ❙♦✐❡♥t α✱ 0 < |α| < 1✱ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡t ω :=

(ω1, ω2, ω3, ω4) ∈ Q
4
✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ♥♦♥ t♦✉s é❣❛✉①✳

❆❧♦rs✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡

ω1g1(α) + ω2g2(α) + ω3g3(α) + ω4g4(α)

❡st ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r l ≥ 1 t❡❧ q✉❡ α3l = φ ❡t
ω ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ µ+ λ(1, 1, 1, 1) ❛✈❡❝ µ ∈ kerQAl+1(α) ❡t λ ∈ Q✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳ ❙✐ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ♦♥ ❛ ω = (λ, λ, λ, λ) ♣♦✉r ✉♥ λ ∈ Q✱ ❛❧♦rs

ω1g1(α) + ω2g2(α) + ω3g3(α) + ω4g4(α) =
λ

1− α ∈ Q ,

♣♦✉r t♦✉t α ∈ Q✱ 0 < |α| < 1✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦s♦♥s β := ω1g1(α) + ω2g2(α) + ω3g3(α) + ω4g4(α) ∈ Q✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ g1(z) + g2(z) + g3(z) + g4(z) = 1/(1− z)✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ✿

(ω1 − β(1− α)) g1(α) + · · ·+ (ω4 − β(1− α)) g4(α) = 0 .

P❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ωi − β(1 − α) ♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉s ♥✉❧s✳ ❉✬❛✉tr❡
♣❛rt✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s g1(z), g2(z), g3(z) ❡t g4(z) s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s
❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✸✳ ❉♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ α ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s
êtr❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ré❣✉❧✐❡r ❞✉ s②stè♠❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ l ≥ 1 t❡❧ q✉❡ α3l = φ✳ ▲❡
t❤é♦rè♠❡ ✽ ♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r

µ := (ω1 − β(1− α), ω2 − β(1− α), ω3 − β(1− α), ω4 − β(1− α))

❛♣♣❛rt✐❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t à kerQAl+1(α)✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝❤♦✐s✐t l = 1✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐ α = φ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡
kerQA(φ) ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶✱ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r (1, 1,−1,−1)✳ ❖♥
❡♥ ❞é❞✉✐t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s g1(φ), g2(φ), g3(φ) ❡t g4(φ) s♦♥t t♦✉s
tr❛♥s❝❡♥❞❛♥ts✱ ❜✐❡♥ q✉❡ φ s♦✐t ✉♥❡ s✐♥❣✉❧❛r✐té ❞✉ s②stè♠❡✳ ❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❡st ❞♦♥❝ très ❞✐✛ér❡♥t ❞✉ ♣ré❝é❞❡♥t ❡①❡♠♣❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s
❝❡ ❝❛s q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡s f1(α) ❡t f2(α) s♦♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ♣♦✉r t♦✉t❡
s✐♥❣✉❧❛r✐té α✳

❈❡s ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ✐❧❧✉str❡♥t ❝♦♠♠❡♥t ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞✬êtr❡ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t
♦✉ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ✜①é✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡✱
♣❡✉t êtr❡ tr❛♥❝❤é❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡✛❡❝t✐✈❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s à ♣rés❡♥t ❞❡
❞ét❛✐❧❧❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ tr❛♥❝❤❡r ❡♥ t♦✉t❡ ❣é♥ér❛❧✐té ❝❡tt❡
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✳

✽✾



❈❤❛♣✐tr❡ ■■

❆s♣❡❝ts ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡s ❞❡ ❧❛

♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❡♥ ✉♥❡

✈❛r✐❛❜❧❡

❖♥ ❛ ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ■ q✉❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥tr❡
✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s✱ ❡♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✱ ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t
s♦✐t ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ s♦✐t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥tr❡ ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡s✳ ❖♥ ❛ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ét❛❜❧✐ ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ f(z) à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s K ✿ s✐ f(z)
❡st ❞é✜♥✐❡ ❡♥ α ∈ Q✱ ❛❧♦rs f(α) ❡st tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t✱ ♦✉ ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ ❝♦r♣s ❞❡
♥♦♠❜r❡sK(α)✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r à ♣rés❡♥t ❝♦♠♠❡♥t tr❛♥❝❤❡r ❝❡tt❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✳
❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❧❡ Q(z)✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧
❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥tr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s ❡t ❧❡ Q✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧
❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧és
❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

✶ ❯♥ ♣♦✐♥t s✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✉♥ ♣♦✐♥t s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠❡s
q✉❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣r❡♥❞r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞♦♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤✲
❧ér✐❡♥♥❡s ❡t s✉r ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ♣❛ss❡r ❞❡s ✉♥❡s ❛✉① ❛✉tr❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✺✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ❖♥ ♣❡✉t
❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥ t❡❧ q✉❡ t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♠❛❤✲
❧ér✐❡♥♥❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡st ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡
♠❛❤❧ér✐❡♥✳ ■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥✱ ♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs
❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♦r❞♦♥✲
♥é❡ ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ✈❡❝t❡✉r s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳

✾✵



❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ Pr❡♥♦♥s ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✶✹✮✳ ❖♥ ❝♦♥s✐✲
❞èr❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♠♣❛❣♥♦♥

A(z) :=




−p1(z)
p0(z)

· · · · · · −pm(z)
p0(z)

1
✳ ✳ ✳

1


 ,

❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✳ ❙✐ f(z) ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✶✹✮ ♦♥ ❛



f(z)
f(zq)
✳✳✳

f(zq
m−1

)


 = A(z)




f(zq)

f(zq
2
)

✳✳✳
f(zq

m
)


 .

■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❝♦❧♦♥♥❡ (f1(z), . . . , fm(z))⊤✱ s♦❧✉t✐♦♥
❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✹✮ ❡t ♥♦t♦♥s f(z) = f1(z)✳ ❊♥ ✐tér❛♥t ❡t ❡♥ ✐♥✈❡r✲
s❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ ✭✹✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♥t✐❡r l✱ 0 ≤ l ≤ m✱




f(zq
l
)

f2(z
ql)

✳✳✳
fm(zq

l
)




= Al(z)
−1




f1(z)
✳✳✳

fm(z)


 ,

❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ A0(z) := Im✳ ◆♦t♦♥s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ l✱ 0 ≤ l ≤ m✱ λl(z) ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ Al(z)

−1 ❡t ♥♦t♦♥s Λ(z) ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞♦♥t ❧❡s ❧✐❣♥❡s s♦♥t ❧❡s
✈❡❝t❡✉rs λ0(z), . . . ,λm(z)✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❛

Λ(z)




f1(z)
✳✳✳

fm(z)


 =




f(z)
f(zq)
✳✳✳

f(zq
m
)


 . ✭✹✹✮

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Λ(z) ♣♦ssé❞❛♥t m+1 ❧✐❣♥❡s ❡t m ❝♦❧♦♥♥❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❧✐❣♥❡ p(z) ∈ Q[z]m+1 t❡❧ q✉❡ p(z)Λ(z) = 0✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t p(z) =:
(p0(z), . . . , pm(z))✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ✭✹✹✮ q✉❡

p0(z)f(z) + p1(z)f(z
q) + · · ·+ pm(z)f(zq

m
) = 0 .

❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉ ❛✈❡❝ ❧❡s sér✐❡s ❞❡ ❋r❡❞❤♦❧♠ fq(z) ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✷✱ ♦✉ ❛✈❡❝
❧❛ sér✐❡ ❞❡ ❚❤✉❡✲▼♦rs❡ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✱ ✐❧ ❡st ♣❛r❢♦✐s ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r
❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡s✳ ❚♦✉t❡ éq✉❛t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ❤♦♠♦❣è♥❡
❡st ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ p−1(z) = 0✳

✾✶



Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✻✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡✱ ♦♥
♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ t❡❧❧❡ q✉❡ t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥
❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ p−1(z) 6= 0✱ s✐♥♦♥ ✐❧ ♥✬② ❛ r✐❡♥ à ❢❛✐r❡✳
❙♦✐t f(z) ∈ Q{z} ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ✭✶✺✮✳ ❊♥ s✉❜st✐t✉❛♥t
zq à z ❞❛♥s ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

p−1(z
q) + p0(z

q)f(zq) + p1(z
q)f(zq

2
) + · · ·+ pm(zq)f(zq

m+1
) = 0 .

❆❧♦rs ❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣❛r p−1(z)✱ ❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ✭✶✺✮ ♣❛r
p−1(z

q) ❡t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡

p−1(z
q)p0(z)f(z) + (p−1(z

q)p1(z)− p−1(z)p0(z
q))f(zq)

+ · · ·
+ (p−1(z

q)pm(z)− p−1(z)pm−1(z
q))f(zq

m
)

− p−1(z)pm(zq)f(zq
m+1

)

= 0 .

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉✬à ❝❤❛q✉❡ éq✉❛t✐♦♥ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ♦♥ ♣❡✉t ❛ss♦❝✐é ❞✐r❡❝t❡✲
♠❡♥t ✉♥ s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥ ✿




f(z)
f(zq)

✳✳✳
f(zq

m−1
)

1




=




−p1(z)
p0(z)

· · · · · · −pm(z)
p0(z)

−p−1(z)
p0(z)

1 0
✳ ✳ ✳

✳✳✳
1 0

0 · · · · · · 0 1







f(zq)

f(zq
2
)

✳✳✳
f(zq

m
)

1



.

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳ ❙♦✐t f(z) ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ éq✉❛t✐♦♥ ✐♥✲
❤♦♠♦❣è♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣❛r f(z)✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡
❧✬❡♥t✐❡r m ❡st ♠✐♥✐♠❛❧ ❡t ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s p−1(z), p0(z), . . . , pm(z) s♦♥t ❣❧♦❜❛✲
❧❡♠❡♥t ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡ ❡✉①✳

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ❡st ✉♥✐q✉❡✱
à ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣rès✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡
♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t r❡❧❛t✐✈❡ à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡✳
▲✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ✐❧❧✉str❡ ❝❡ ❢❛✐t ❡♥ ❡①❤✐❜❛♥t ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ q✉✐
❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬✉♥❡ ❞❡ s❡s s♦❧✉t✐♦♥s✱ t♦✉t ❡♥ ❛❞♠❡tt❛♥t é❣❛❧❡✲
♠❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✸✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥

zf(z)− f(z2) + (1− z)f(z4) = 0 . ✭✹✺✮

✾✷



❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t é❣❛❧❡ à 1✱ ❞♦♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡
❡st f(z) − 1 = 0✱ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs q✉❡
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

f(z) =

∞∑

n=0

z2
n

∞∏

l=0

(
1− z2n+l

)
,

❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✺✮✳ P♦✉r ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ✭✹✺✮ ❡st ❜✐❡♥ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡
♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ f(z) ✭❜✐❡♥ q✉❡ ❝❡ s♦✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡✮✱ ✐❧
s✉✣t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s 1✱ f(z) ❡t f(z2) s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥t❡s s✉r Q(z)✳ ▲❡s ♣r❡♠✐❡rs ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞❡
f(z) s♦♥t

f(z) = z − z3 + z4 − z5 + z7 − z8 − z9 + · · · .
❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✷✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

S :=




0 1 0 −1 1 −1 0 1 −1 −1
0 0 1 0 0 0 −1 0 1 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 −1 1 −1 0 1 −1
0 0 0 1 0 0 0 −1 0 1
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 −1 1 −1 0 1
0 0 0 0 1 0 0 0 −1 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0




❡st ❞❡ r❛♥❣ ✾✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ r❡t✐r❛♥t ❧❛ 8✲✐è♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ S✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✺✮ ❡st
❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ f(z)✱ ❜✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ s♦✐t ♣❛s
♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❞❡ s❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✿ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t é❣❛❧❡ à
1✳

▲✬✉♥ ❞❡s ✐♥térêts ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✱ ❝✬❡st q✉✬❡❧❧❡ ❣❛r❛♥✲
t✐t q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s 1, f(z), . . . , f(zq

m−1
)✱ s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s

s✉r Q(z)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r❛✐t ✉♥❡ éq✉❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♦r❞r❡✱ ❝♦♥tr❡❞✐s❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡m✳ ▲❡s t❤é♦rè♠❡s
✻ ❡t ✽ ♠♦♥tr❡♥t ❜✐❡♥ ❧✬✐♥térêt q✉✬✐❧ ♣❡✉t ② ❛✈♦✐r à tr❛✈❛✐❧❧❡r ❞❛♥s ❞❡s s②s✲
tè♠❡s ♦ù ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t t♦✉t❡s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❉❛♥s ❞❡ t❡❧s
s②stè♠❡s✱ ❧❡s s❡✉❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ❝❡❧❧❡s
♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛✉① s✐♥❣✉❧❛r✐tés✳

P❛r ♠✐♥✐♠❛❧✐té✱ ♦♥ ❛ pm(z) 6= 0 ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ▲❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t p0(z) 6= 0✳ ▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡
p−1(z) ♣❡✉t✱ ❧✉✐✱ êtr❡ ♥✉❧✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐❧❧✉str❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✸✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✼✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✶✺✮✳ ■❧ ❡①✐st❡
❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s q−1(z), q0(z), . . . , qm′(z) ∈ Q[z]✱ ❛✈❡❝ m′ ≤ m✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s

✾✸



q0(z)qm′(z) 6= 0 ❡t t❡❧s q✉❡ t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ f(z) ∈ Q[[z]] ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✺✮
s❛t✐s❢❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t à ❧✬éq✉❛t✐♦♥

q−1(z) + q0(z)f(z) + q1(z)f(z
q) + · · ·+ qm′(z)f(zq

m′

) = 0 .

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✶✺✮ s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s
s✐ t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(z) ∈ Q[[z]] s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥❡ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ❖♥
❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✶✺✮ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬❡♥t✐❡r m ❡st
♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛r♠✐ t♦✉t❡s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ p0(z) = 0✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ∆q,i

✶✱ 0 ≤ i < q✱ ❞é✜♥✐s ♣❛r

∆q,i

(
∑

n

anz
n

)
=
∑

n

aqn+iz
n .

◆♦t♦♥s σq ❧✬❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ z 7→ zq ❞❡ C[[z]]✳ ▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ∆q,i s♦♥t C✲
❧✐♥é❛✐r❡s ❡t s❛t✐s❢♦♥t ❛✉① r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

g =

q−1∑

i=0

σq (∆q,i(g)) z
i , ♣♦✉r t♦✉t g ∈ C[[z]] , ✭✹✻✮

❡t

∆q,i (gh) =
∑

0≤k,l<q−1
k+l≡i ♠♦❞ q

∆q,k(g)∆q,l(h) , ♣♦✉r t♦✉t g, h ∈ C[[z]] .

❉❡ ❝❡tt❡ s❡❝♦♥❞❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t

∆q,i(gσq(h)) = ∆q,i(g)h , ♣♦✉r t♦✉t g, h ∈ C[[z]] . ✭✹✼✮

❆♣♣❧✐q✉♦♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✼✮ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✺✮ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ p0(z) = 0✳ ❖♥
tr♦✉✈❡ ♣♦✉r t♦✉t i✱ t❡❧ q✉❡ 0 ≤ i ≤ q − 1✱

0 = ∆q,i


p−1 +

m∑

j=1

pjσ
j
q(f)




= ∆q,i(p−1) +
m∑

j=1

∆q,i(pj)σ
j−1
q (f)

= ∆q,i(p−1) +

m−1∑

j=0

∆q,i(pj+1)σ
j
q(f) .

❈♦♠♠❡ m ❡st ♠✐♥✐♠❛❧✱ ♦♥ ❛ ∆q,i(pj) = 0 ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ (i, j)✱ ❛✈❡❝ 0 ≤
i ≤ q − 1 ❡t −1 ≤ j ≤ m✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ✭✹✻✮✱ pj = 0 ♣♦✉r t♦✉t j✱ ❝❡ q✉✐
❝♦♥tr❡❞✐t ❧❛ ♥♦♥ ♥✉❧❧✐té ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✮✳

✶✳ ❈❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♣♦rt❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts ♥♦♠s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ■❧s s♦♥t ❛♣♣❡❧és ♦♣ér❛t❡✉rs
❞❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❬✹✺✱ ✹✵❪✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s s✉✐t❡s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s✱ ♦♥ ❧❡s ❛♣♣❡❧❧❡ ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡
❞é❝✐♠❛t✐♦♥ ❬✷✺✱ ✶✵✸❪✳ ❉❛♥s ❬✶✹❪✱ ♥♦✉s ❧❡s ❛✈✐♦♥s ❛♣♣❡❧és ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❈❛rt✐❡r✱ ♣❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡
❛✈❡❝ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✉ ♠ê♠❡ ♥♦♠ ❛❣✐ss❛♥t s✉r ❞❡s sér✐❡s ❡♥t✐èr❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s ✉♥
❝♦r♣s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳

✾✹



✷ ❈♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✶✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
r❡❧❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s s✉r Q(z) ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s f1(z), . . . , fm(z) ❞✬✉♥ ✈❡❝✲
t❡✉r s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡
❡①♣❧✐❝✐t❡✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ s♦♥t ♦❜t❡♥✉s à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fm(z)✳ ❖♥ ❞♦✐t
❞♦♥❝ êtr❡ ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡
✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ p0(z) 6= 0✱ ♣♦s♦♥s νi ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡
pi(z) ❡♥ 0✱ 0 ≤ i ≤ m✱ ❡t✱

d := max

{ ⌊
ν0 − νi
qi − 1

⌋
, 1 ≤ i ≤ m

}
,

❧✬❡♥t✐❡r ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st ✉♥❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❬✹✺✱
❚❤❡♦r❡♠ ✺❪ ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡s✳

▲❡♠♠❡ ✶✽✳ ❚♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ f(z) ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡✱
♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ p0(z) 6= 0 ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡ ♣❛r ❧❡s d+ 1 ♣r❡✲
♠✐❡rs ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ s♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r✱ ♦ù d ❡st ❧✬❡♥t✐❡r ❝r✐t✐q✉❡
❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t f(z) =
∑∞

n=0 anz
n ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥❤♦♠♦✲

❣è♥❡ ✭✶✹✮✳ P♦✉r n ∈ Q \ N ♦♥ ♣♦s❡ an := 0✳ ❖♥ ❞é❝♦♠♣♦s❡✱ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs

pi(z) =

δi∑

j=νi

pi,jz
j , −1 ≤ i ≤ n ,

♦ù✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✱ δi ❡st ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ pi(z) ❡t ♦ù pi,j ∈ Q✱ ♣♦✉r νi ≤ j ≤ δi✳
❊♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❧❡s t❡r♠❡s ❡♥ zn ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✮✱ ♦♥ tr♦✉✈❡

p−1,n +

m∑

i=0

δi∑

j=νi

pi,jan−j

qi
= 0 ,

♦ù ❧✬♦♥ s✬❛❝❝♦r❞❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ p−1,n = 0 s✐ n > δ−1✳ ❊♥ r❡❣❛r❞❛♥t ❝❡tt❡
é❣❛❧✐té ❡♥ n+ ν0✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

− p0,ν0an = p−1,n+ν0 +

δ0∑

j=ν0+1

p0,jan+ν0−j +
m∑

i=1

δi∑

j=νi

pi,jan+ν0−j

qi
. ✭✹✽✮

❙✐ n ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r à ❧✬❡♥t✐❡r ❝r✐t✐q✉❡ d✱ ♦♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t

n > max

{
ν0 − νi
qi − 1

: 1 ≤ i ≤ m
}
,

✾✺



❡t ❞♦♥❝✱ ♣♦✉r t♦✉t i✱ 1 ≤ i ≤ m✱ ❡t t♦✉t j✱ j ≥ νi✱

n >
n+ ν0 − j

qi
.

❙✐ n > d✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✽✮ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t an ❝♦♠♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
s✉r Q ❞❡s ♥♦♠❜r❡s 1, a0, . . . , an−1✳

❆✐♥s✐✱ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❡s d + 1 ♣r❡♠✐❡rs ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥
sér✐❡ ❡♥t✐èr❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡✱ ❧✬é❣❛❧✐té ✭✹✽✮ ♣❡r♠❡t ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t
❞❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧❡r t♦✉s✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❈❤②③❛❦✱ ❉r❡②❢✉s✱ ❉✉♠❛s ❡t ▼❡③③❛r♦❜❜❛ ❬✹✵❪
♦♥t ré❝❡♠♠❡♥t ❡①♣❧♦ré ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥
❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✹✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥

zf(z)− (1 + 2z)f(z2) + (1 + z)f(z4) = 0 .

P♦✉r ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ❧✬❡♥t✐❡r ❝r✐t✐q✉❡ d ✈❛✉t 1✳ ◆♦t♦♥s
∑

n anz
n ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣✲

♣❡♠❡♥t ❡♥ sér✐❡ ❡♥t✐èr❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✽✮ ✐♥❞✉✐t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡
ré❝✉rr❡♥❝❡

an = 2an
2
+ an−1

2
− an

4
− an−1

4
.

❊♥ ♣♦s❛♥t a0 = 1 ❡t a1 = 0✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ an = 0 ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1✳ ■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱
❡♥ ♣♦s❛♥t a0 = 0 ❡t a1 = 1✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞❡ f(z) ✿

a2 = 2a1 = 2, a3 = a2 − a1 = 1, a4 = 2a2 − a1 = 3, a5 = a3 = 1, . . . .

❊①❡♠♣❧❡ ✷✺✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥

qf(z)− f(zq) = 0

♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❞❛♥s Q{z}✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s♦♥ ❡♥t✐❡r ❝r✐t✐q✉❡ ✈❛✉t
0 ❡t ❡♥ n = 0✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✽✮ s✬é❝r✐t qa0 = a0✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ a0 = 0✱ ❡t
t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡✳
❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ log(z) ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡
♥✬❡st ♣❛s ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❡♥ 0✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✻✳ ▲❛ sér✐❡ ❞❡ ❋r❡❞❤♦❧♠ fq(z) =
∑

n z
qn ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✷ ❡st

s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
z − f(z) + f(zq) = 0 . ✭✹✾✮

P♦✉r ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ❧✬❡♥t✐❡r ❝r✐t✐q✉❡ ✈❛✉t 0✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❛♥s
Q{z} ❞❡ ✭✹✾✮ ❡st ❞♦♥❝ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❛✣♥❡

fq(z) +Q .

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ fq(z) ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✾✮ q✉✐ s♦✐t ♥✉❧❧❡ ❡♥ 0✳

✾✻



▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✽✮ ❛ ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ♠❛❥❡✉r❡ q✉❛♥t à ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts ❞✬✉♥❡ sér✐❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✸✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ s♦♥t t♦✉s ❝♦♠✲
♣r✐s ❞❛♥s ✉♥ ♠ê♠❡ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈❡ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❡st ❝❡❧✉✐ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s
♣♦❧②♥ô♠❡s p−1(z), p0(z), . . . , pm(z)✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s a0, . . . , ad✳

✸ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ s②stè♠❡ ♦✉ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡

❉é♠♦♥tr❡r ❧❛ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t α ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ f(z) r❡✈✐❡♥t à ♣r♦✉✈❡r q✉❡ f(α) ❡t 1 s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é✲
♣❡♥❞❛♥ts s✉r Q✳ ❊♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ré❣✉❧✐❡r α ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❛ss♦❝✐é à ❧✬éq✉❛t✐♦♥
✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ f(z)✱ ❧❛ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ f(α) ❞é❝♦✉❧❡ ❞✉ t❤é♦✲
rè♠❡ ❞❡ P❤✐❧✐♣♣♦♥✳ P♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ❝❡ ❝♦♥st❛t✱ ♦♥ ❞♦✐t ❞♦♥❝ êtr❡ ❡♥ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡
❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ f(z)✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✳ ❙♦✐t f(z) ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ f(z)✳

▲❡ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ q✉✐ ❛
✉♥ ✐♥térêt ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳ ❙♦✐❡♥t f1(z), . . . , fm(z) ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s✱ ❢♦r♠❛♥t
✉♥ ✈❡❝t❡✉r s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡ ✭✹✮✱ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡
♥♦♠❜r❡s K✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦✲
r✐❡❧ ❡♥❣❡♥❞ré s✉r K(z) ♣❛r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fm(z) ❡t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ r✲
✉♣❧❡t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s fi1(z), . . . , fir(z)✱ t❡st❡r s✐ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s✉r K(z)✳ ▲❡ ❝❛s é❝❤é❛♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡
❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✹✮ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❝❡s r ❢♦♥❝t✐♦♥s✳

❉❛♥s ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❤✲
❧ér✐❡♥♥❡ ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡
s✉✣s❛♥t ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t✱ ❞✬❛♣rès ❧❡
❧❡♠♠❡ ✶✽✱ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡ ❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ♥✬✐♠♣♦rt❡
❧❡q✉❡❧ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ré❝✉rr❡♥❝❡ ✭✹✽✮✳

❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳ ◆♦t♦♥s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ f(z) ❧❡ ✈❡❝t❡✉r
❝♦❧♦♥♥❡ ❢♦r♠é ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fm(z)✳ ❉é✈❡❧♦♣♣❛♥t ❝❤❛q✉❡ ❝♦♦r❞♦♥✲
♥é❡ ❡♥ sér✐❡s ❡♥t✐èr❡s✱ ♦♥ ♥♦t❡

f(z) :=

∞∑

i=0

f iz
i ,

❛✈❡❝ f i ∈ Km✳ ❙♦✐❡♥t b(z) ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♠✉♥ ❞❡s ❞é♥♦♠✐♥❛✲
t❡✉rs ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ A(z)✱ d ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡

✾✼



❧❛ ♠❛tr✐❝❡ b(z)A(z) ❡t ν ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥ z = 0 ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ b(z)✳ ❖♥ ♣♦s❡
h := 4md ❡t

c :=




q
m
(

qh+d+1
q−1

+q+1
)

(h+ q) + ν − h+d
q−1

q − 1



·

❆ss♦❝✐é❡ à f(z)✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s✉✐✈❛♥t❡

S(f) :=




f0 f1 · · · fh · · · f c

0 f0
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ f c−1

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
0 · · · 0 f0 · · · f c−h



.

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✶✱ ♦♥ ♣♦s❡

kerS(f) :=
{
λ ∈ (Km)h+1 | λS(f) = 0

}
.

❙✐ w = (w0, . . . ,wh) ❛♣♣❛rt✐❡♥t à kerS(f)✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦❧②✲
♥ô♠❡s

w(z) :=

h∑

i=0

wiz
i .

❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✶✱
w(z)f(z) = 0 ,

❡t t♦✉t❡s ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s fi(z)✱ 1 ≤ i ≤ m✱ s✬♦❜✲
t✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✲❧à✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❧❛ ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥ s ❞✉ ♥♦②❛✉ kerS(f)✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ❜❛s❡ w1(z), . . . ,ws(z) ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
✈❡❝t♦r✐❡❧

RelK(z)(f1(z), . . . , fm(z)) := {w(z) ∈ K(z)m : w(z)f(z) = 0}

❡♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ kerS(f)✳ ▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ K(z)✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧
❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fm(z) ✈❛✉t ❞♦♥❝ r = n−s ❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

Λ(z) :=



w1(z)

✳✳✳
ws(z)




❡st ❞❡ r❛♥❣ s✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡s ♠✐♥❡✉rs ♥♦♥ ♥✉❧s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡
❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ♣❛rt✐❡s {fi1(z), . . . , fir(z)} ❢♦r♠é❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✜①♦♥s i1, . . . , ir✱ 1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ m✱ ❞❡s ❡♥t✐❡rs
❞✐st✐♥❝ts✳ ◆♦t♦♥s J := {1, . . . ,m} \ {i1, . . . , ir} ❡t ∆J ❧❡ ♠✐♥❡✉r ❞❡ Λ ❛ss♦❝✐é
à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ J ✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉✬♦♥ ❛ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡

∆J = 0⇔ fi1(z), . . . , fir(z) s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s✉r K(z). ✭✺✵✮

✾✽



❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ∆J = 0✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r µ(z) ∈ K[z]s ♥♦♥ ♥✉❧ t❡❧ q✉❡
κ(z) := µ(z)Λ(z) ❡st ♥✉❧ s✉r J ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ κ(z) := (κ1(z), . . . , κm(z)) ∈
K[z]m ❛✈❡❝ κi(z) = 0 ♣♦✉r t♦✉t i ❞❛♥s J ✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Λ ét❛♥t
❞❡ r❛♥❣ s✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r κ(z) ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♥♦♥ ♥✉❧✳ ■❧ ✈✐❡♥t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs

r∑

l=1

κil(z)fil(z) = κ(z)




f1(z)
✳✳✳

fm(z)


 = µ(z)Λ(z)




f1(z)
✳✳✳

fm(z)


 = 0 ,

❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s fi1(z), . . . , fir(z) s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞é♣❡♥✲
❞❛♥t❡s s✉r K(z)✳

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s fi1(z), . . . , fir(z) s♦✐❡♥t ❧✐✲
♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s✉r K(z)✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♥♦♥ ♥✉❧ κ(z) :=
(κ1(z), . . . , κm(z)) ∈ K[z]m t❡❧ q✉❡

∑m
i=1 κi(z)fi(z) = 0 ❡t κi(z) = 0 ♣♦✉r

t♦✉t i ❞❛♥s J ✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs w1(z), . . . ,ws(z) ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡
RelK(z)(f1(z), . . . , fm(z))✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♥♦♥ ♥✉❧ µ(z) ∈ K[z]s t❡❧ q✉❡
µ(z)Λ(z) = κ(z)✳ ❆✐♥s✐ ∆J = 0✳

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ t❡st❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❡♥t✐❡rs
i1, . . . , ir✱ s✐ ❧❡s r ❢♦♥❝t✐♦♥s fi1(z), . . . , fir(z) s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳
❙✉♣♣♦s♦♥s à ♣rés❡♥t q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❧❡ ❝❛s✳ ◗✉✐tt❡ à r❡♥✉♠ér♦t❡r✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦✲
s❡r s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fr(z)✳ ❈♦♥s✐✲
❞ér♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

S(z) :=




1 0 · · · · · · · · · · · · 0

0 1
✳ ✳ ✳

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
✳✳✳

0 · · · 0 1 0 · · · 0

Λ(z)




.

❉✬❛♣rès ✭✺✵✮ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❡t ♦♥ ❛

S(z)




f1(z)
✳✳✳

✳✳✳
fm(z)




=




f1(z)
✳✳✳

fr(z)
0
✳✳✳
0




.

◆♦t♦♥sB(z) ❧❡ ❜❧♦❝ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ r×r ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ S(z)A(z)S(zq)−1✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t

✾✾



♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ q✉❡



f1(z)
✳✳✳

fr(z)


 = B(z)




f1(z
q)

✳✳✳
fr(z

q)


 .

❙♦✐t f(z) ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧

V (f) := VectQ(z){1, f(z), f(zq), f(zq
2
), · · · }

❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡
Vf ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ f ✳

▲❡♠♠❡ ✶✾✳ ❙♦✐t f(z) ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ❞♦♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥❤♦♠♦✲
❣è♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡st ❞✬♦r❞r❡ m✳ ▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ V (f) ✈❛✉t m+ 1✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s (Vn)n≥1 ❧❛ s✉✐t❡ ❞✬❡s♣❛❝❡s ❡♠❜♦îtés✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

Vn := VectQ(z){1, f(z), f(zq), f(zq
2
), . . . , f(zq

n
)} .

◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ s✐ Vn0+1 = Vn0 ♣♦✉r ✉♥ n0 ✜①é✱ ❛❧♦rs Vn = Vn0 ♣♦✉r t♦✉t
n ≥ n0✳ ■❧ s✉✣t ❡♥ ❢❛✐t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ t❡❧ ❝❛s✱ Vn0+2 = Vn0+1✳

❙♦✐t n0 ✉♥ ❡♥t✐❡r t❡❧ q✉❡ Vn0+1 = Vn0 ✳ ❖♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞❡s ❢r❛❝t✐♦♥s
r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s q−1(z), . . . qn0(z)✱ t❡❧❧❡s q✉❡

f(zn0+1) = q−1(z) + q0(z)f(z) + · · ·+ qn0(z)f(z
qn0

) .

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ❡♥ zq✱ ♦♥ tr♦✉✈❡

f(zn0+2) = q−1(z
q) + q0(z

q)f(zq) + · · ·+ qn0(z
q)f(zq

n0+1
) ∈ Vn0+1 .

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ Vn0+2 = Vn0+1✳

❈♦♠♠❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ f(z) ❡st ❞✬♦r❞r❡ m✱ ♦♥ ❛
Vn ( Vn+1 ♣♦✉r t♦✉t n < m− 1✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❛ Vm = Vm−1✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝✱
♣❛r st❛t✐♦♥♥❛r✐té✱ V (f) = Vm−1 ❡t dimVm−1 = m + 1✱ ❝❡ q✉✐ t❡r♠✐♥❡ ❧❛
♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡✳

◆♦✉s s♦♠♠❡s à ♣rés❡♥t ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✳

❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✳ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té q✉❡
f ❡st ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡
✭✹✮✳ ❖♥ ♥♦t❡ f(z) := (f1(z), . . . , fm(z))⊤ ✉♥ t❡❧ ✈❡❝t❡✉r s♦❧✉t✐♦♥✳ ◗✉✐tt❡ à

✶✵✵



é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❛❥♦✉t❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t é❣❛❧❡ à 1✱ ❡♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t ❧❛
♠❛tr✐❝❡ A(z) ❡♥ 



0

A(z)
✳✳✳
0

0 · · · 0 1


 ,

♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ ❞és♦r♠❛✐s q✉❡ fm(z) = 1✳
❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✶ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(z) ❡st r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♦✉ ♥♦♥ ❡t ❧❡ ❝❛s é❝❤é❛♥t✱ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡✉①
♣♦❧②♥ô♠❡s A(z) ❡t B(z) ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡ ❡✉① t❡❧s q✉❡ f(z) = A(z)/B(z)✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(z) ❡st r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡s
✈❡❝t♦r✐❡❧s

RelK(z)(f(z)) ∩ {(B(z), 0, . . . , 0, A(z)) ∈ K[z]m}
❡st ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✳ ❙✐ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✶ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ t❡❧ ✈❡❝t❡✉r
(B(z), 0, . . . , 0, A(z))✱ ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s f(z) = A(z)/B(z)✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡
✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ❡st ❛❧♦rs A(z)−B(z)f(z) = 0✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡r❛ ❞♦♥❝ à ♣rés❡♥t q✉❡ f(z) ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ f(z) ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t❡ s✉r K(z)✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡
1 ❡t f(z) s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✱ ♦♥
tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ B(z) ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❡t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

g1(z) := f(z), g2(z), . . . , gs(z), gs+1(z) := 1

❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s✉r K(z) t❡❧❧❡s q✉❡




g1(z)
✳✳✳

gs+1(z)


 := B(z)




g1(z
q)

✳✳✳
gs+1(z

q)


 . ✭✺✶✮

❊♥ ✐♥✈❡rs❛♥t ❧❡ s②stè♠❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t f(zq) ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ g1(z), . . . , gs+1(z)✱

f(zq) = g1(z
q) = λ1(z)




g1(z)
✳✳✳

gs+1(z)


 .

❊♥ ✐tér❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ ✭✺✶✮ s ❢♦✐s ❡t ❡♥ ✐♥✈❡rs❛♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s Bl(z) :=

B(z)B(zq) · · ·B(zq
l−1

)✱ ♦♥ tr♦✉✈❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ l ≤ s✱ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r λl(z) t❡❧
q✉❡

f(zq
l
) = g1(z

ql) = λl(z)




g1(z)
✳✳✳

gs+1(z)


 .

✶✵✶



❖♥ ♥♦t❡r❛ ❛✉ss✐✱ λ0 := (0, . . . , 0, 1) ❞❡ s♦rt❡ q✉❡

1 = λ0




g1(z)
✳✳✳

gs+1(z)


 .

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ C(z)✱ ❞♦♥t ❧❡s ❧✐❣♥❡s s♦♥t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs λl(z)✱
l = 0 . . . s✳ ❖♥ ❛




1
f(zq)
✳✳✳

f(zq
s
)


 = C(z)




g1(z)
✳✳✳

gs+1(z)


 .

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s g1(z), . . . , gs+1(z) ét❛♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❧❡ r❛♥❣ r
❞❡ C(z) ❡st é❣❛❧ à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡♥❣❡♥❞ré s✉rQ(z) ♣❛r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
1, f(zq), . . . , f(zq

s
)✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡✱ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ Vg ⊂ Vf ♦ù g(z) := f(zq)✳ ❆✐♥s✐

dimVf ≥ r✳ ▼♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ dimVf = r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡
✶✾✱ ✐❧ ❡①✐st❡ r + 1 ♣♦❧②♥ô♠❡s q−1(z), q1(z), . . . , qr(z) t❡❧s q✉❡

q−1(z) + q1(z)f(z
q) + · · ·+ qr(z)f(z

qr) = 0 .

P♦✉r f(z) ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ q0(z) =
0✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✼ ✐❧ ❡①✐st❡ r ♣♦❧②♥ô♠❡s q̃−1(z), · · · , q̃r−1(z) t❡❧s
q✉❡

q̃−1(z) + q̃0(z)f(z) + · · ·+ q̃r−1(z)f(z
qr−1

) = 0 ✭✺✷✮

❡t q̃0(z) 6= 0✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✾✱ ✐❧ ✈✐❡♥t dimVf ≤ r ❡t ❞♦♥❝ dimVf = r✳
▲✬❡♥t✐❡r r s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ♣✉✐sq✉❡ ❝✬❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ C(z)✳

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✷✮ ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♥♦♥ ♥✉❧ µ(z) :=
(µ1(z), . . . , µr(z), 0, . . . , 0) t❡❧ q✉❡

µ(z)




1
f(zq)
✳✳✳

f(zq
s
)


 = f(z) (= g1(z)) .

▲✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s g1(z), . . . , gs+1(z) ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡

µ(z)C(z) = (1, 0, . . . , 0) .

❯♥ t❡❧ ✈❡❝t❡✉r µ(z) s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞♦♥❝ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ✉♥ s②stè♠❡
❧✐♥é❛✐r❡✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✿

µ1(z) + µ2(z)f(z
q) + · · ·+ µr(z)f(z

qr−1
) = f(z) .

✶✵✷



❖♥ ♥♦t❡ p0(z) ❧❡ ♣♣❝♠ ❞❡s ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs ❞❡s ❢r❛❝t✐♦♥s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s µi(z)✱
♣✉✐s ♦♥ ♣♦s❡ ✿

p−1(z) := −p0(z)µ1(z) ❡t pi(z) := −p0(z)µi−1(z) , ♣♦✉r i ∈ {1, . . . , r} .

❊♥ ✈❡rt✉ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✾✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

p−1(z) + p0(z)f(z) + p1(z)f(z
q) + · · ·+ pr−1(z)f(z

qr−1
) = 0

❡st ❜✐❡♥ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ f(z)✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✼✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✮

fbs(z)− zfbs(z2)− fbs(z4) = 0 ,

s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣❛r ❧❛ sér✐❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ fbs(z) ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❇❛✉♠✲❙✇❡❡t ❡st ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ fbs(z)✳ ❇✐❡♥ sûr ❝❡ rés✉❧t❛t ❞é❝♦✉❧❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡✱
❝♦♠♠❡ ❧✬❛ ♠♦♥tré ❑✉✳ ◆✐s❤✐♦❦❛ ❬✽✺❪✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s fbs(z) ❡t fbs(z2) s♦♥t ❛❧✲
❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ▼❛✐s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥♥❡r
❞❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❙✉✐✈❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✱
♦♥ é❝r✐t ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♠♣❛❣♥♦♥ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ❛ss♦❝✐é à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✮✳ ❖♥ ❛




fbs(z)
fbs(z

2)
1


 =




z 1 0
1 0 0
0 0 1






fbs(z
2)

fbs(z
4)

1


 .

❙✉✐✈❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✱ ♦♥ r❡❣❛r❞❡ s✐ ❧❡s tr♦✐s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♦✉ ♥♦♥✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✷✱ ♦♥ ❛ h := 1✳
❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✷ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s 1, fbs(z) ❡t fbs(z2) s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s✐ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

S :=




1 1 0 1 1 0
1 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 1 0 1 1
0 1 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0




❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣✉✐sq✉❡ s♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ✈❛✉t −1✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥
✭✶✻✮ ❡st ❞♦♥❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ fbs(z) ✭❡t ❞♦♥❝ é❣❛❧❡♠❡♥t
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ fbs(z)✮✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✽✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ s✉✐t❡ (rn)n∈N q✉✐ ✈❛✉t 1 s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❝✲
❝✉rr❡♥❝❡s ❞✉ ❢❛❝t❡✉r 11 ❞❛♥s ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❡♥t✐❡r n ❡st ✐♠♣❛✐r❡ ❡t
0 s✐♥♦♥✳ ❈❡tt❡ s✉✐t❡ ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❘✉❞✐♥✲❙❤❛♣✐r♦
❞é✜♥✐❡ à ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✷✳ ❖♥ ✈❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡
s❛ sér✐❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✳ ▲❡ 2✲♥♦②❛✉ ❞❡ ❝❡tt❡ s✉✐t❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡s s✉✐t❡s

(rn)n∈N, (r2n+1)n∈N, (r4n+3)n∈N, ❡t (r8n+3)n∈N .

✶✵✸



❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N✱

r16n = rn , r16n+6 = r8n+3 , r16n+11 = r4n+3 ,
r16n+1 = rn , r16n+7 = rn , r16n+12 = r4n+3 ,
r16n+2 = rn , r16n+8 = r2n+1 , r16n+13 = r4n+3 ,
r16n+3 = r8n+3 , r16n+9 = r2n+1 , r16n+14 = r2n+1 ,
r16n+4 = rn , r16n+10 = r2n+1 , r16n+15 = r4n+3 .
r16n+5 = rn ,

◆♦t♦♥s ❛❧♦rs f1(z), f2(z), f3(z), f4(z) ❧❡s sér✐❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❞❡s s✉✐t❡s (rn)n∈N, (r2n+1)n∈N, (r4n+3)n∈N ❡t (r8n+3)n∈N✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ s②s✲
tè♠❡ 



f1(z)
f2(z)
f3(z)
f4(z)


 =




1 z 0 0
1 0 z 0
0 z 0 1
0 0 z 1







f1(z
2)

f2(z
2)

f3(z
2)

f4(z
2)


 .

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ (rn)n∈N✱ ♦♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N✱

r8n+3 = 1− rn, ❡t r4n+3 = 1− r2n+1 .

▲❛ sér✐❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t é❣❛❧❡ à 1 ét❛♥t ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ 1
1−z ✱

♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s

f4(z) =
1

1− z − f1(z), ❡t f3(z) =
1

1− z − f2(z) .

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ t✐r❡ ❞❡ ❝❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s②stè♠❡



f1(z)
f2(z)

1
1−z


 =




1 z 0
1 −z z
0 0 1 + z






f1(z
2)

f2(z
2)

1
1−z2


 . ✭✺✸✮

❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✷✱ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r q✉❡ ❝❡s tr♦✐s ❢♦♥❝t✐♦♥s
s♦✐❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s✉r Q(z) ❡st q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

S :=




0 0 0 1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 1 1 1 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1 1




s♦✐t ❞❡ r❛♥❣ ♠❛①✐♠❛❧✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s✱ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t
❢♦r♠é ❞❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ✶✱ ✷✱ ✸✱ ✹✱ ✺ ❡t ✼✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ❊♥ ✐♥✈❡rs❛♥t ❧❡ s②stè♠❡
✭✺✸✮ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❛❧♦rs




f1(z
2)

f2(z
2)

1
1−z2


 =

1

2




1 1 −z
1+z

1
z −1

z
1

1+z

0 0 2
1+z






f1(z)
f2(z)

1
1−z


 .

✶✵✹



P✉✐s ❡♥ ✐tér❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ ✭✺✸✮ ❡t ❡♥ ❧✬✐♥✈❡rs❛♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ♦♥ tr♦✉✈❡




f1(z
4)

f2(z
4)

1
1−z4


 =

1

4




1+z
z

−1+z
z

1−z−z2−z3

1+z+z2+z3
1−z
z3

1+z
z3

−1−z+z2−z3

z2(1+z+z2+z3)

0 0 4
1+z+z2+z3







f1(z)
f2(z)

1
1−z


 .

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

C(z) :=




0 0 1− z
1
2

1
2

−z
2(1+z)

1+z
4z

−1+z
4z

1−z−z2−z3

4(1+z+z2+z3)


 ,

❝♦♥str✉✐t❡ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡



1
f1(z

2)
f1(z

4)


 = C(z)




f1(z)
f2(z)

1
1−z


 . ✭✺✹✮

❈♦♠♠❡ C(z) ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❡t ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), f2(z) ❡t 1
1−z s♦♥t ❧✐✲

♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s✉rQ(z)✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ Vf1 ❡st é❣❛❧❡ à 3✳ ❉✬❛♣rès
❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✾✱ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ f(z) ❡st é❣❛❧ à
2✳ ❊♥ rés♦❧✈❛♥t ❞❛♥s Q(z)3 ❧✬éq✉❛t✐♦♥ µ(z)C(z) = (1, 0, 0)✱ ♦♥ tr♦✉✈❡

µ(z) :=

(
z3

1− z4 , 1− z, 2z
)
.

❆❧♦rs✱ ❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ✭✺✹✮ à ❣❛✉❝❤❡ ♣❛r (1− z4)µ(z)✱ ♦♥ tr♦✉✈❡

z3 − (1− z4)f1(z) + (1− z − z4 + z5)f1(z
2) + 2z(1− z4)f1(z4) = 0 ,

q✉✐✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡✛❡❝t✉é ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❡st ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥❤♦♠♦✲
❣è♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ f1(z)✳

❯♥ ❛✉tr❡ ✐♥térêt ❞❡ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡
♣❡r♠❡t ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ❞♦♥♥é❡ ❡st r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♦✉ tr❛♥s✲
❝❡♥❞❛♥t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✵✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ❞♦♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ♠✐✲
♥✐♠❛❧❡ ❡st ❞✬♦r❞r❡ m ❡st

• r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ s✐ m = 0✱

• tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t❡✱ s✐ m > 0✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t p(z), q(z) ∈ Q[z]✱ q(z) 6= 0✳ ▲❛ ❢r❛❝t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡
f(z) = p(z)/q(z) s❛t✐s❢❛✐t à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ❞✬♦r❞r❡ 0 ✿

p(z)− q(z)f(z) = 0 .

✶✵✺



❙✐ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ❡st ❞✬♦r❞r❡
str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r à ✵✱ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❉✬❛♣rès ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ❘❛✾✷✱ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t❡✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s♦✐t f(z)
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

p(z)− q(z)f(z) = 0 ,

❛✈❡❝ p(z), q(z) ∈ Q[z]✱ q(z) 6= 0✳ ❖♥ ❛ f(z) = p(z)/q(z) ❡t f(z) ❡st r❛t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡
♦✉ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❇❡❧❧ ❡t ❈♦♦♥s ❬✸✵❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ré❝❡♠♠❡♥t ✉♥
t❡st s✐♠✐❧❛✐r❡✳ ◗✉❛♥❞ ✐❧ s✬❛❣✐t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡
❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡✱ ❧❡✉r t❡st s❡♠❜❧❡ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ♣rés❡♥té
✐❝✐✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✾✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ 2✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡

zf(z)− (1 + 2z)f(z2) + (1 + z)f(z4) = 0 . ✭✺✺✮

❖♥ ✈♦✐t r❛♣✐❞❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t é❣❛❧❡ à 1 ❡st s♦❧✉t✐♦♥✳
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✹✱ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
♥♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞♦♥t ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t

f(z) = z +2z2 + z3 + 3z4 + z5 + 2z6 + z7 + 4z8 + z9 + 2z10

+z11 + 3z12 + z13 + 2z14 + z15 + 5z16 + z17 + · · · .

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✸✱ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✺✮ s♦✐t r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥
❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❧✬❡st✳ P♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ f(z) ❡st r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♦✉ tr❛♥s❝❡♥✲
❞❛♥t❡✱ ♦♥ ✈❛ ❝❛❧❝✉❧❡r s♦♥ éq✉❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ➱❝r✐✈♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♠♣❛❣♥♦♥
✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ❛ss♦❝✐é à ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ✿




f(z)
f(z2)
1


 =




1+2z
z −1+z

z 0
1 0 0
0 0 1






f(z2)
f(z4)
1


 .

▲❛ ♠❛tr✐❝❡

S(3, 16,f) :=




0 1 2 1 3 1 2 1 4 1 2 1 3 1 2 1
0 0 1 0 2 0 1 0 3 0 1 0 2 0 1 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 2 1 3 1 2 1 4 1 2 1 3 1 2
0 0 0 1 0 2 0 1 0 3 0 1 0 2 0 1
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 2 1 3 1 2 1 4 1 2 1 3 1
0 0 0 0 1 0 2 0 1 0 3 0 1 0 2 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0




✶✵✻



❡st ❞❡ r❛♥❣ 7✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦❧♦♥♥❡ (1,−1, 0,−1, 1,−1, 0, 0, 0) ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t
❞❡ s♦♥ ♥♦②❛✉ à ❣❛✉❝❤❡✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥ q✉✬♦♥ ❛ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

(1− z)f(z)− (1− z)f(z2)− z = 0 .

P♦✉r q✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✷ ♣❡r♠❡tt❡ ❞❡ ❝♦♥✜r♠❡r ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ✈é✲
r✐✜❡r q✉❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r (1,−1, 0,−1, 1,−1, 0, 0, 0) ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ ♥♦②❛✉ à ❣❛✉❝❤❡
❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ S(3, 4 294 967 293,f)✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❢❛✐r❡ ❝❡❧❛ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♦r❞✐✲
♥❛t❡✉r✱ ♠❛✐s ❝❡❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡r❛✐t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❖♥ ✈❛ ✈♦✐r
q✉✬♦♥ ♣❡✉t t♦✉t❡❢♦✐s ✈ér✐✜❡r ❝❡❧❛ à ❧❛ ♠❛✐♥✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡
✷✹✱ s✐ f(z) =:

∑
n anz

n ♦♥ ❛ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱

an = 2an
2
+ an−1

2
− an

4
− an−1

4
.

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ S(3, 4 294 967 293,f) s♦♥t
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (an, an/2, 0, an−1, a(n−1)/2, 0, an−2, a(n−2)/2, 0)

⊤ ❞ès q✉❡ n ≥ 3✳ ▲❡
✈❡❝t❡✉r (1,−1, 0,−1, 1,−1, 0, 0, 0) s❡ tr♦✉✈❡ ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
S(3, 4 294 967 293,f) s✐ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 3✱

an − an
2
− an−1 + an−1

2
= 0 .

▼♦♥tr♦♥s ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ q✉❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s✳ ❖♥ s❛✐t q✉❡ ❝✬❡st ✈r❛✐ ♣♦✉r t♦✉t
n ≤ 15✳ ❙♦✐t n > 15 ✉♥ ❡♥t✐❡r✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ s♦✐t ✈r❛✐❡
♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❡♥t✐❡rs ♣❧✉s ♣❡t✐ts✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ♦♥ ❛

an − an
2
− an−1 + an−1

2
= 2an

2
+ an−1

2
− an

4
− an−1

4

−an
2

−2an−1
2
− an−2

2
+ an−1

4
+ an−2

4

+an−1
2

= an
2
− an

4
− an−2

2
+ an−2

4
.

❙✐ n ❡st ♣❛✐r✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ s♦♠♠❡ ❡st é❣❛❧❡ à 0✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✳
❙✐ n ❡st ✐♠♣❛✐r✱ ❡❧❧❡ ❡st é❣❛❧❡ à 0 ❝❛r t♦✉s s❡s t❡r♠❡s s♦♥t ♥✉❧s✳ ❉✬❛♣rès ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ✶✷✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

(1− z)f(z)− (1− z)f(z2)− z = 0 .

❖♥ r❡❣❛r❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t s✐ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡
f(z)✳ ❖♥ é❝r✐t ❧❡ s②stè♠❡

(
f(z)
1

)
=

(
1 z

1−z

0 1

)(
f(z2)
1

)
.

✶✵✼



❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✷✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡



0 1 2 1 3 1
1 0 0 0 0 0
0 0 1 2 1 3
0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 2 1
0 0 1 0 0 0




❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ❝❛s✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ f(z) ❡st
❞♦♥❝ ❞✬♦r❞r❡ 1✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✵✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(z) ❡st tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✻✳ ❉❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥tés✱ ♦♥
❛rr✐✈❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♦r✲
❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥✱ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❡ ♥♦②❛✉
à ❣❛✉❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❛②❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦❧♦♥♥❡s ❜✐❡♥ ♠♦✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥t
q✉❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ c ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ✶✶ ❡t ✶✷✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡
✷✾✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✶ ❞♦♥♥❛✐t c := 4 294 967 293✱ ❛❧♦rs q✉✬❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♣r❡♥❞r❡
c := 9 ❛✉r❛✐t s✉✣t✳ ■❧ ❡st très ♣r♦❜❛❜❧❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ c ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡s
t❤é♦rè♠❡s ✶✶ ❡t ✶✷ s♦✐t ❧♦✐♥ ❞✬êtr❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❉❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣❧✉s ✜♥s ❞❛♥s ❧❛ ❞é✲
♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s t❤é♦rè♠❡s ♣❡r♠❡ttr❛✐❡♥t ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ✉♥ ❣❛✐♥ q✉❛❧✐t❛t✐❢
q✉❛♥t à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝❡tt❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳

✹ ❉ét❡r♠✐♥❡r s✐ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡
❡st tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t❡

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✶ ♠♦♥tr❡ q✉✬❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞✉ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té ♦✉✈❡rt✱
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s K ♣r❡♥❞
❞❡s ✈❛❧❡✉rs q✉✐ s♦♥t s♦✐t tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t❡s✱ s♦✐t ❞❛♥s K(α)✳ ❈❡tt❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
♣❡✉t êtr❡ tr❛♥❝❤é❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡✛❡❝t✐✈❡✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳ ❙♦✐❡♥t f(z) ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥❡
éq✉❛t✐♦♥ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ♦✉ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡ ✭✹✮ ❡t α✱ 0 < |α| < 1✱ ✉♥ ♥♦♠❜r❡
❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ s✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡st
❞é✜♥✐❡ ❛✉ ♣♦✐♥t α ❡t✱ ❧❡ ❝❛s é❝❤é❛♥t✱ s✐ f(α) ❡st ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♦✉ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t✳

❙♦✉❧✐❣♥♦♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

E := {α ∈ D(0, 1) ∩Q
⋆

: f(α) ∈ Q}

❞❡s ♣♦✐♥ts ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❛✉①q✉❡❧s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ♣r❡♥❞ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ♣♦✉✈♦✐r s❡ r❛♠❡♥❡r à ✉♥ s②stè♠❡
q✉✐ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ❛✉❝✉♥❡ s✐♥❣✉❧❛r✐té✳ ❙✐ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✾ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✼ ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞✬❡✛❛❝❡r ✉♥❡ s✐♥❣✉❧❛r✐té ❞♦♥♥é❡✱ ✐❧s ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❞❡ ❧❡s ❡❢✲
❢❛❝❡r t♦✉t❡s✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ s❡✉❧❡♠❡♥t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❝♦♠♣❛❝t
C ⊂ D(0, 1)✱ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ E ∩ C✳

✶✵✽



P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❞é♣❡♥✲
❞❛♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳ ❙♦✐❡♥t f1(z), · · · , fr(z) ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s✱ ❝❤❛✲
❝✉♥❡ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ♦✉ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡ ✭✹✮✱
❡t α✱ 0 < |α| < 1✱ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ s✐ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s fi(z) s♦♥t t♦✉t❡s ❞é✜♥✐❡s ❛✉ ♣♦✐♥t α ❡t✱ ❧❡ ❝❛s
é❝❤é❛♥t✱ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧

❘❡❧Q(f1(α), . . . , fr(α)) :=

{
(λ1, . . . , λr) ∈ Q

r
:

r∑

i=1

λifi(α) = 0

}
.

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ♥✬❡①✐❣❡ ♣❛s✱ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✱ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥✳ ❖♥ s✬❛✉t♦r✐s❡
❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛ ♣r✐♦r✐ à ❞❡s s②stè♠❡s
❞✐✛ér❡♥ts✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ ❡st ❜✐❡♥ sûr ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✱ ♠❛✐s✱
♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛rté ❞❡ ❧✬❡①♣♦s✐t✐♦♥✱ ✐❧ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❝❡s ❞❡✉①
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✐st✐♥❝t❡✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é❝r✐r❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
✸✳

❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳ ❙♦✐t f(z) ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ❞♦♥♥é❡
❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ♦✉ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡ ✭✹✮✳ ❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❞✬❛❜♦r❞
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ f ✳ ❊♥ é❝r✐✈❛♥t ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿




1
f(z)
✳✳✳
✳✳✳

f(zq
m−1

)




= A(z)




1
f(zq)

✳✳✳
f(zq

m
)


 , ✭✺✻✮

♦ù

A(z) :=




1 0 · · · · · · 0

−p−1(z)
p0(z)

−p1(z)
p0(z)

· · · · · · −pm(z)
p0(z)

0 1 0 · · · 0
✳✳✳

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
✳✳✳

0 · · · 0 1 0



.

❙♦✐t ρ✱ 0 < ρ < 1✱ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r ❛✉① ♠♦❞✉❧❡s ❞❡s ♣ô❧❡s
♥♦♥ ♥✉❧s ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ A(z) ❡t ❞❡s r❛❝✐♥❡s ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡
A(z)✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ A(z) ét❛♥t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❡t à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s Q(z)✱ ✉♥ t❡❧ ρ
s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡✛❡❝t✐✈❡✳

✶✵✾



◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❝♦♠♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ α ❡st ♦✉
♥♦♥ ✉♥ ♣ô❧❡ ❞❡ f ✳ ❖❜s❡r✈♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(z) ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r
❧❡ ❞✐sq✉❡ D(0, ρ)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡ ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ξ ✉♥ ♣ô❧❡ ❞❡
♠♦❞✉❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ |ξ| ≤ ρ✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡
ρ✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ξ ♥❡ s❡r❛✐t ♣❛s ✉♥ ♣ô❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A(z)✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✻✮
✐♠♣❧✐q✉❡r❛✐t ❛❧♦rs q✉❡ ξ s❡r❛✐t ♣ô❧❡ ❞✬✉♥❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f(zq), . . . , f(zq

m
)✱ ❝❡

q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐r❛✐t ❧❛ ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡ ξ✳

❖♥ ❝❤♦✐s✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❡♥t✐❡r l t❡❧ q✉❡ |αql | ≤ ρ✳ ❊♥ ✐tér❛♥t ❧❡ s②stè♠❡
✭✺✻✮✱ ♦♥ ❛ ✿ 



1
f(z)
✳✳✳

f(zq
m−1

)


 = Al(z)




1

f(zq
l
)

✳✳✳
f(zq

l+m−1
)


 .

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s r❡♠❛rq✉é ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ❧❛ ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ✭✺✻✮
✐♠♣❧✐q✉❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s 1, f(z), . . . , f(zq

m−1
) s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥✲

❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✾✱ ❝❤❛q✉❡ ♣ô❧❡ ❞❡ Al(z) ❡st ♣ô❧❡ ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s
✉♥❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s 1, f(z), . . . , f(zq

m−1
)✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♣❛r ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❡♥t✐❡r l✱

α ♥✬❡st ♣ô❧❡ ❞✬❛✉❝✉♥❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f(zq
l
), . . . , f(zq

l+m−1
)✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ α

❡st ✉♥ ♣ô❧❡ ❞❡ f(z) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❝✬❡st ✉♥ ♣ô❧❡ ❞✬✉♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛
❞❡✉①✐è♠❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Al(z)✳ ❈♦♠♠❡ Al(z) s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✱
♦♥ ♣❡✉t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ s✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡st ❞é✜♥✐❡ ♦✉ ♥♦♥ ❛✉
♣♦✐♥t α✳

❙✉♣♣♦s♦♥s à ♣rés❡♥t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(z) s♦✐t ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ❡♥ α✳ ❙✐ α ♥✬❡st
♣❛s ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ Al(z)✱ ❛❧♦rs ❝✬❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ré❣✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧❛
♠❛tr✐❝❡ Al(z)✱ ♣❛r ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❡♥t✐❡r l✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P❤✐❧✐♣♣♦♥✱ ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s 1, f(z), . . . , f(zq

m−1
) ét❛♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡

f(α) ❡st tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t✳

■❧ r❡st❡ à tr❛✐t❡r ❧❡ ❝❛s ♦ù α ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ Al(z)✳
▲❡ ♥♦♠❜r❡ f(α) ❡st ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡s
❛❧❣é❜r✐q✉❡s ω1 ❡t ω2✱ ♥♦♥ t♦✉s ♥✉❧s✱ t❡❧s q✉❡

ω1 + ω2f(α) = 0 .

❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✽✱ ❝❡❧❛ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♥♦♥ ♥✉❧
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (ω1, ω2, 0, . . . , 0) ❞❛♥s ❧❡ ♥♦②❛✉ à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Al(α)✳
▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ t❡❧ ✈❡❝t❡✉r ♣❡✉t s❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✵✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ σ s✉r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t {0, 1} ❞é✜♥✐ ♣❛r
σ(0) = 1100 ❡t σ(1) = 0111✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❛❧♦rs ❧❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ σ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t
♣❛r ❧❛ ❧❡ttr❡ 1✱

σ∞(1) = 1100110001110111110011000111 · · · .

✶✶✵



◆♦t♦♥s f(z) ❧❛ sér✐❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦t ✐♥✜♥✐✳ ❊❧❧❡ s❛t✐s❢❛✐t à ❧✬éq✉❛t✐♦♥

f(z) = (1− z2 − z3)f(z4) + z + z2 + z3

1− z4 .

❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦t ♥✬❡st ♣❛s ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ❝✬❡st ❜✐❡♥ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ♠✐♥✐✲
♠❛❧❡ ❞❡ f(z)✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❧❡ s②stè♠❡

(
1

f(z)

)
=

(
1 0

z+z2+z3

1−z4
1− z2 − z3

)(
1

f(z4)

)
. ✭✺✼✮

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ♣ô❧❡ ❡t s♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ♣♦ssè❞❡ ✉♥ s❡✉❧ 0
❞❛♥s ❧❡ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧

θ :=
1

3

(
−1 +

(
1

2

(
25− 3

√
69
)) 1

3

+

(
1

2

(
25 + 3

√
69
)) 1

3

)
.

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ❞♦♥❝ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

S :=
{
α ∈ C : α4l = θ, ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ l ∈ N

}
.

❙✐ α ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞✉ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té ♥✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ♣❛s à S✱ ❧❡
♥♦♠❜r❡ f(α) ❡st tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t✳ ■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ ❛✉ ♣♦✐♥t θ ♦♥ ❛ ✿

f(θ) =
θ + θ2 + θ3

1− θ4 ∈ Q(θ) .

❙♦✐t α ∈ S ❡t l ∈ N✱ t❡❧ q✉❡ α4l = θ✳ ❊♥ ✐tér❛♥t l ❢♦✐s ❧❡ s②stè♠❡ ✭✺✼✮✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ (

1
f(α)

)
= Al(α)

(
1

f(θ)

)
,

❛✈❡❝ Al(z) ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s Q[z]✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡
❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❡st ❞❛♥s Q(α)✱ ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ❞✉ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✱ ❡t
f(α) ∈ Q(α)✳

❉é❝r✐✈♦♥s à ♣rés❡♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳

❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ fi(z)✱ 1 ≤ i ≤ r✱ ♦♥
❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✹✮✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r
❧❡ s②stè♠❡ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛ss♦❝✐é à ❝❤❛q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ fi(z)✱ 1 ≤ i ≤ r✳
❙♦✐❡♥t ρ ✉♥ ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ t❡❧ q✉❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡s s②stè♠❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❡t
✐♥✈❡rs✐❜❧❡s s✉r ❧❡ ❞✐sq✉❡ ❢❡r♠é é♣♦✐♥téD(0, ρ)⋆ ❡t l ✉♥ ❡♥t✐❡r t❡❧ q✉❡ |αql | ≤ ρ✳
❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✱ ♦♥ ✐tèr❡ l ❢♦✐s ❝❤❛q✉❡ s②stè♠❡ ♣♦✉r
♦❜t❡♥✐r 



1
fi(z)
✳✳✳

fi(z
qmi−1

)


 = Ai,l(z)




1

fi(z
ql)
✳✳✳

fi(z
ql+mi−1

)




✶✶✶



♣✉✐s ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ❝❤❛q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ fi(z) ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡♥ α✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡r❛ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s fi(z) s♦♥t t♦✉t❡s ❞é✜♥✐❡s
❡♥ α✳ ❈❤❛q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ fi(z) ét❛♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ql✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶
♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ ✿

pi,−1(z) + pi,0(z)fi(z) + pi,1(z)fi(z
ql) + · · ·+ pi,nifi(z

qlni ) = 0 .

❆✐♥s✐✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s fi(z), fi(zq
l
), . . . , fi(z

qlni ) s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❛✉ ♣♦✐♥t α✳
❊♥ ♠❡tt❛♥t ❜♦✉t à ❜♦✉t ❧❡s s②stè♠❡s ❝♦♠♣❛❣♥♦♥s ❛ss♦❝✐és à ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s✱
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣❛r ❜❧♦❝s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿




1
f1(z)
✳✳✳

f1(z
ql(n1−1)

)
1

f2(z)
✳✳✳

fr(z
ql(nr−1)

)




=




B1(z)
✳ ✳ ✳

Br(z)







1

f1(z
ql)

✳✳✳
f1(z

qln1 )
1

f2(z
ql)

✳✳✳
fr(z

qlnr
)




.

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✶✱ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❜❛s❡ B ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡

RelQ(z)(1, f1(z), · · · , f1(zq
l(n1−1)

), . . . , fr(z
ql(nr−1)

)) ,

❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✳ ❙♦✐❡♥t S ❧❛ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡
❝❡t ❡s♣❛❝❡ ❡t s ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
f1(z), . . . , fr(z)✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t✱ ♣❛r♠✐ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fr(z)✱ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
g1(z), . . . , gs(z) ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s t❡❧❧❡s q✉❡




f1(z)
✳✳✳

fr(z)


 = Γ(z)




g1(z)
✳✳✳

gs(z)




♦ù ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Γ(z) ❡st ❞é✜♥✐❡ ❛✉ ♣♦✐♥t α✳ ❯♥ t❡❧ ❝❤♦✐① ❞❡ Γ(z) s❡ ❝❛❧❝✉❧❡
❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❝✐✲❛♣rès✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ B ✉♥❡ ❜❛s❡
B′ ❞❡ RelQ(z)(f1(z), · · · , fr(z))✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ✈❡❝t❡✉r q1(z) :=

(q1,1(z), . . . , q1,r(z)) ❞❛♥s B′ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡

q1,1(z)f1(z) + · · ·+ q1,r(z)fr(z) = 0 ,

♦ù ❧❡s q1,i(z) s♦♥t ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡ ❡✉①✱ ❡t ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥ ✐♥❞✐❝❡
i1 ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ q1,i1(α) 6= 0✳ ❖♥ ❛

fi1(z) =
∑

i 6=i1

−q1,i(z)
q1,i1(z)

fi(z) .

✶✶✷



❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❛❧♦rs ✉♥ s❡❝♦♥❞ ✈❡❝t❡✉r q2(z) ❞❛♥s B′✳ ❖♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs s✉♣♣♦s❡r
q✉❡ q2,i1(z) = 0✱ q✉✐tt❡ à r❡♠♣❧❛❝❡r q2(z) ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡
q2(z) ❡t q1(z)✳ ■❧ ✈✐❡♥t ∑

i 6=i1

q2,i(z)fi(z) = 0 .

❖♥ ✜①❡ ❡♥s✉✐t❡ i2✱ t❡❧ q✉❡ q2,i2(α) 6= 0 ❡t ♦♥ é❝r✐t

fi2(z) =
∑

i 6=i1,i2

−q2,i(z)
q2,i2(z)

fi(z) .

❊♥ ✐tér❛♥t ❝❡ ♣r♦❝é❞é✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞✐st✐♥❝ts i1, i2, . . . , ir−s t❡❧s q✉❡ ✿

fik(z) =
∑

i 6=i1,i2,...,ik

−qk,i(z)
qk,ik(z)

fi(z) ✭✺✽✮

❡t qk,ik(α) 6= 0 ♣♦✉r t♦✉t k✱ 1 ≤ k ≤ r− s✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t g1, . . . , gs ❞❡ s♦rt❡ q✉❡
{g1, . . . , gs} = {fi : i 6= i1, i2, . . . , ir−s}✳ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✺✽✮ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡①✲
♣r✐♠❡r ❝❤❛q✉❡ fik ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞é✜♥✐❡ ❡♥ α ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
g1, . . . , gs✱ ❞✬♦ù ❧✬♦♥ t✐r❡ Γ(z)✳

❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡♥tr❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ RelQ(f1(α), . . . , fr(α)) ❡t
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ RelQ(g1(α), . . . , gn(α)) ✿

RelQ(f1(α), . . . , fr(α)) · Γ(α) ⊂ RelQ(g1(α), . . . , gs(α)) .

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✱ ♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s g1(z), . . . , gs(z) ❡♥
✉♥ s②stè♠❡ 


g1(z)

✳✳✳
gS(z)


 = A(z)




g1(z
ql)

✳✳✳
gS(z

ql)




❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s g1(z), . . . , gS(z) s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳
❈♦♠♠❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s g1, . . . , gS s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❡♥ α✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✾ ✐♠♣❧✐q✉❡
q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A(z) ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ❡♥ α✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✽✱ ♦♥ ❛ ❧✬é❣❛❧✐té

RelQ(g1(α), . . . , gS(α)) = kergA(α),

♦ù kergA(α) ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦②❛✉ à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ A(α)✳ ❊♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❧❡s
✈❡❝t❡✉rs ❞❡ RelQ(g1(α), . . . , gS(α)) ♥✉❧s s✉r ❧❡s S − s ❞❡r♥✐èr❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✱
♦♥ ♣❡✉t ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ❜❛s❡ µ1, . . . ,µt ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ RelQ(g1(α), . . . , gs(α))✳
❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧
RelQ(f1(α), . . . , fr(α))✱ ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ❞❛♥s Q

r
❧❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s

(x1, . . . , xr).Γ(α) = µi ,

❝❡ q✉✐ t❡r♠✐♥❡ ❝❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

✶✶✸



❈❤❛♣✐tr❡ ■■■

❙②stè♠❡s ♠❛❤❧ér✐❡♥s ❞❡

♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡✱ ♣♦✉r T := (ti,j) ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s
N ❡t z := (z1, . . . , zn) ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡s✱ ♦♥ ♥♦t❡

Tz :=




n∏

j=1

z
t1,j
j , . . . ,

n∏

j=1

z
tn,j

j


 .

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛✉① s②stè♠❡s ♠❛❤❧ér✐❡♥s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡




f1(z)
✳✳✳

fm(z)


 = A(z)




f1(Tz)
✳✳✳

fm(Tz)


 , ✭✺✾✮

♦ù A(z) ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s Q(z)✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r
❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥❡
♣❡✉t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r q✉✬❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ q✉✐ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ✉♥❡ s✐♥❣✉❧❛r✐té
❞✉ s②stè♠❡✳ ❖♥ ét❡♥❞r❛ ❛❧♦rs ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ T ✲♠❛❤❧ér✐❡♥ ✭✺✾✮✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ♣♦✐♥t
α ∈ Cn ❡st s✐♥❣✉❧✐❡r✱ ♦✉ q✉❡ ❝✬❡st ✉♥❡ s✐♥❣✉❧❛r✐té✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r k ∈ N

t❡❧ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A(z) ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐❡ ♦✉ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❛✉ ♣♦✐♥t T kα✳
❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ❡st ré❣✉❧✐❡r s✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s s✐♥❣✉❧✐❡r✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❞❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✐♠♣♦sé❡s à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ T ❡t ❛✉ ♣♦✐♥t α
❛✜♥ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s
♣♦✐♥ts T kα ✈❡rs 0 ❡t✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ♥♦♥ ♥✉❧❧✐té ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s q✉❛♥t✐tés ❛✉①
♣♦✐♥ts T kα✱ k ∈ N✳

✶✶✹



❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳ ❙♦✐❡♥t T ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ n×n à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s N ❡t α ∈ (Q
⋆
)n✳

❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (T,α) ❡st ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ré❡❧s ρ > 1 ❡t c > 0
t❡❧s q✉❡ ❧❡s tr♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s✳

✭❛✮ ▲❡s ❡♥tré❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ T k s♦♥t ❡♥ O(ρk)✳

✭❜✮ P♦✉r t♦✉t k ∈ N ♦♥ ❛ log ||T kα|| ≤ −cρk✳

✭❝✮ ❙✐ g(z) ∈ C{z} ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
✐♥✜♥✐té ❞✬❡♥t✐❡rs k ∈ N t❡❧s q✉❡ g(T kα) 6= 0✳

❈❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡s ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
▼❛❤❧❡r✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ♣rés❡♥t❡s ❞ès ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs tr❛✈❛✉① ❞❡ ▼❛❤❧❡r✱ q✉✐ ❧❡s ❛
❛①✐♦♠❛t✐sé❡s ❞❛♥s ❬✼✸❪✳ ◆♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ❞❡ ❝❡s tr♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐té
❞❛♥s ❧✬❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ❆✳ ◆♦t♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t✱ q✉❡ ❝❡❧❛ ✐♠♣♦s❡ à ❧❛
♠❛tr✐❝❡ T ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ r❛②♦♥ s♣❡❝tr❛❧ str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r à 1✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ♣♦✉r ❧❡s s②s✲
tè♠❡s ré❣✉❧✐❡rs s✐♥❣✉❧✐❡rs✳ ◆♦t♦♥s K̂1 ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ❢r❛❝t✐♦♥s ❞❡ Q{z}✱ ❧✬❛♥✲
♥❡❛✉ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s Q✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ❢♦♥❝t✐♦♥s
♠ér♦♠♦r♣❤❡s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ K̂1✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥t✐❡r d ≥ 1✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛
K̂d ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ❢r❛❝t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ Q{z1/d}✱ ♦ù z1/d = (z

1/d
1 , . . . , z

1/d
n )✳

▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ❝♦r♣s K̂ := ∪d≥1K̂d s❡r♦♥t ❛♣♣❡❧é❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠ér♦♠♦r♣❤❡s
r❛♠✐✜é❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ s②stè♠❡ T ✲♠❛❤❧ér✐❡♥ ❡st ré❣✉❧✐❡r s✐♥❣✉❧✐❡r s✬✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ Φ(z) ∈ GLm(K̂) t❡❧❧❡ q✉❡ Φ(z)−1A(z)Φ(Tz) ∈ GLm(Q)✳
P❛r ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ♦♥ ❞✐r❛ q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡
ré❣✉❧✐❡r s✐♥❣✉❧✐❡r✱ ❡st ré❣✉❧✐èr❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡✳

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✉♥ s②stè♠❡ ré❣✉❧✐❡r s✐♥❣✉❧✐❡r ❡st ✉♥ s②stè♠❡ q✉✐ ❡st ❝♦♥❥✉✲
❣✉é à ✉♥ s②stè♠❡ ❝♦♥st❛♥t✱ ✈✐❛ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❥❛✉❣❡ ♠ér♦♠♦r♣❤❡ r❛♠✐✜é✳
▲✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s s②stè♠❡s ré❣✉❧✐❡rs s✐♥❣✉❧✐❡rs ❡st ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ s❡❝✲
t✐♦♥ ✶ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ■❱✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st ✉♥❡
❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❘♦q✉❡s ❬✾✺❪ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ♠❛❤❧ér✐❡♥s ❞✬✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡✳

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ◆✐s❤✐♦❦❛✱ ♣♦✉r ❧❡s s②s✲
tè♠❡s ré❣✉❧✐❡rs s✐♥❣✉❧✐❡rs✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✹✳ ❙♦✐❡♥t f1(z), . . . , fm(z) ∈ Q{z} ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❢♦r♠❛♥t ✉♥
✈❡❝t❡✉r s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ T ✲♠❛❤❧ér✐❡♥ ré❣✉❧✐❡r s✐♥❣✉❧✐❡r ❡t s♦✐t α ∈
(Q

⋆
)n ✉♥ ♣♦✐♥t ré❣✉❧✐❡r ♣♦✉r ❝❡ s②stè♠❡ t❡❧ q✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (T,α) ❡st ❛❞♠✐s✲

s✐❜❧❡✳ ❖♥ ❛

deg.trQ(z)(f1(z), . . . , fm(z)) = deg.trQ(f1(α), . . . , fm(α)) . ✭✻✵✮

✶✶✺



▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✹ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❛✈❛♥❝é❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
s②stè♠❡s ♠❛❤❧ér✐❡♥s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■❧ ♥❡ ♣❡r♠❡t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❞❡
❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❞✐✛ér❡♥t❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ♦♥ ét❛❜❧✐t ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✺✳ ❙♦✐t r ≥ 1 ✉♥ ❡♥t✐❡r✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✱ 1 ≤ i ≤ r✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
✉♥ s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥ ré❣✉❧✐❡r s✐♥❣✉❧✐❡r




fi,1(Tizi)
✳✳✳

fi,mi(Tizi)


 = Ai(zi)




fi,1(zi)
✳✳✳

fi,mi(zi)


 ✭✻✶✳i✮

♦ù Ai(zi) ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ GLmi(Q(zi))✱ Ti ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s✱ ❞❡ r❛②♦♥ s♣❡❝tr❛❧ ρ(Ti)✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡

✭✐✮ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✱ αi ∈ (Q
⋆
)ni s♦✐t ✉♥ ♣♦✐♥t ré❣✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✻✶✳i✮

❡t ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (Ti,αi) s♦✐t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✱

✭✐✐✮ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡ (i, j)✱ i 6= j✱ ♦♥ ❛✐t log ρ(Ti)/ log ρ(Tj) 6∈ Q✳

❆❧♦rs

deg.trQ(f1,1(α1), . . . , fr,mr(αr)) = deg.trQ(z)(f1,1(z1), . . . , fr,mr(zr)) .

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✹ ❞é❝♦✉❧❡ ❛❧♦rs ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✺✱ q✉❛♥❞ r = 1✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✼✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛✐❡♥t ❞❡s r❛②♦♥s s♣❡❝tr❛✉①
❞❡✉① à ❞❡✉① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r✱ ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✲
✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ q✉❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s T1, . . . , Ts✱ s ≤ r✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡
❞❡s ❡♥t✐❡rs d1, . . . , ds t❡❧s q✉❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s T di

i ✱ 1 ≤ i ≤ s✱ ♦♥t t♦✉t❡s ❧❡ ♠ê♠❡
r❛②♦♥ s♣❡❝tr❛❧✳ ■tér♦♥s di ❢♦✐s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s s②stè♠❡s ✭✼✶✳i✮✱ ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ s✳
❖♥ ♣❡✉t r❡❣r♦✉♣❡r ❝❡s s s②stè♠❡s ❡♥ ✉♥ s❡✉❧ ❣r❛♥❞ s②stè♠❡ T ✲♠❛❤❧ér✐❡♥
❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣❛r ❜❧♦❝s✱ ♦ù T := diag(T1, . . . , Ts)✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❛✉ ❝❤❛✲
♣✐tr❡ ■❱✱ ❝❡ s②stè♠❡ r❡st❡ ré❣✉❧✐❡r s✐♥❣✉❧✐❡r ❡t ❧❡ ♣♦✐♥t α := (α1, . . . ,αs) ❡st
❡♥❝♦r❡ ré❣✉❧✐❡r ♣♦✉r ❝❡ s②stè♠❡✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡ (T,α) s❛t✐s❢❛✐t ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❛✮
❡t ✭❜✮ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✺✱ ❡♥ r❡♠♣❧❛✲
ç❛♥t ❧❡s s s②stè♠❡s ✭✼✶✳i✮✱ 1 ≤ i ≤ s✱ ♣❛r ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s②stè♠❡✱ à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❝✮ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✼ s♦✐t s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣♦✉r ❧❡
❝♦✉♣❧❡ (T,α)✳

❊♥ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ◆✐s❤✐♦❦❛ s❡rt ❞❡ ❜❛s❡ à ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥
❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P❤✐❧✐♣♣♦♥ ❡t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♣♦✉r ❧❡s E✲❢♦♥❝t✐♦♥s✱
❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❡✉❦❡rs ❡st ❜❛sé s✉r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙✐❡❣❡❧✲❙❤✐❞❧♦✈s❦✐✐✳ ❉❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♦♥ ✈❛ ✈♦✐r q✉✬à
❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✺ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥❝♦♠✐t❛♥t❡ à ✉♥ t❤é♦rè♠❡
❞❡ ♣❡r♠❛♥❡♥❝❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s T ✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s✳

✶✶✻



◆♦t❛t✐♦♥✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é α ∈ Q
n
✱ ♦♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r Q(z)α,0 ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s

é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ Q{z} q✉✐ s♦♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s✉r Q(z)✱ ❡t ❞♦♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ ♣♦✐♥t α✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✻✳ ❙♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✺✱ ❞♦♥♥♦♥s✲♥♦✉s ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ i✱ 1 ≤ i ≤ r✱ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡s Xi := (Xi,1, . . . , Xi,mi)✱
❡t ♣♦s♦♥s z := (z1, . . . , zr) ❡t α := (α1, . . . ,αr)✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t ♣♦❧②✲
♥ô♠❡ P ∈ Q[X1, . . . ,Xr]✱ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡♥ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
X1, . . . ,Xr✱ ❡t t❡❧ q✉❡

P (f1,1(α1), . . . , fr,mr(αr)) = 0 ,

✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ Q ∈ Q(z)α,0[X1, . . . ,Xr]✱ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡♥ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s
❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s X1, . . . ,Xr✱ t❡❧ q✉❡

Q(z, f1,1(z1), . . . , fr,mr(zr)) = 0 ,

❡t
Q(α,X1, . . . ,Xr) = P (X1, . . . ,Xr) .

❙✐ ❞❡ ♣❧✉s Q(z, f1,1(z1), . . . , fr,mr(zr)) ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ Q(z)✱
❛❧♦rs✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r Q ❞❛♥s Q[z,X1, . . . ,Xr]✳

❈❡ rés✉❧t❛t ❡st à r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥
❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❢♦r♠❛♥t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r s♦✲
❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥✱ ✐❧ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡s r❡❧❛t✐♦♥s ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t✱ ♣❛r
s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡❣ré ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✱ ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✻✱ ❧❡s r❡❧❛✲
t✐♦♥s s♦♥t r❡❧❡✈é❡s s✉r Q(z) ❡t ♥♦♥ s✉r Q(z)✳ ❖❜t❡♥✐r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r Q(z) ♥é❝❡ss✐t❡r❛✐t ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥✳ ❙✐ ❧✬♦♥
s♦✉❤❛✐t❡ ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r Q(z)✱ s❛♥s ❛✉❣♠❡♥t❡r
❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❞♦✐t ♣♦✉✈♦✐r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞✉ ❝♦r♣s
Q(z, f1(z), . . . , fm(z)) s✉r Q(z)✳

❆♣rès ✉♥ s✉r✈♦❧ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡①✐st❛♥t ❛✉t♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ♣♦✉r
❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♥♦✉s ét❛❜❧✐r♦♥s✱ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✱ ❧❡s
❧❡♠♠❡s ❞❡ ③ér♦s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✻✱ q✉✐ s❡r❛
❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✹ ❡st✱ q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱ ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛
❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✺✳

✶ ❆♣❡rç✉ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❡♥
♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s

❉ès s❡s ♣r❡♠✐❡rs tr❛✈❛✉①✱ ▼❛❤❧❡r ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❝❤❡r à ▼❛❤❧❡r ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡s
sér✐❡s ❞❡ ❍❡❝❦❡✲▼❛❤❧❡r✳

✶✶✼



❊①❡♠♣❧❡ ✸✶✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ω ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ q✉❛❞r❛t✐q✉❡✱ ❧❛ sér✐❡ ❞❡ ❍❡❝❦❡✲
▼❛❤❧❡r ❛ss♦❝✐é❡ à ω ❡st ❧❛ sér✐❡

fω(z) :=

∞∑

n=1

⌊nω⌋zn .

❈❡tt❡ sér✐❡ ♥✬❡st ♣❛s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ❛ ♣r✐♦r✐✳ ▼❛❤❧❡r ❬✼✵❪ ❛ ❡✉ ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❝♦♥s✐✲
❞ér❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

Fω(z1, z2) =
∞∑

n1=1

⌊n1ω⌋∑

n2=1

zn1
1 zn2

2 .

▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ ❢r❛❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞❡ ω ét❛♥t ✉❧t✐♠❡♠❡♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱
▼❛❤❧❡r ❬✼✵❪ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Fω(z1, z2) s❛t✐s❢❛✐t à ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ T ✲
♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ❞✬♦r❞r❡ 1✱ ♦ù T ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s
❝♦♥✈❡r❣❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣✉r❡♠❡♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ ❢r❛❝t✐♦♥s
❝♦♥t✐♥✉❡s ❞❡ ω✳

❈♦♠♠❡ ❧✬❛ ♥♦té ▼❛❤❧❡r ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❬✼✸❪✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ♥❡ ♣❡✉t
s✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❚❤êt❛ ❞♦♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡
❡st θ(z, q) = z2qθ(zq, q) + 1✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡r❛✐t
❧❛ ♠❛tr✐❝❡

T :=

(
1 1
0 1

)
,

♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥ ♣♦✐♥t t❡❧ q✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (T,α) ❡st ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳

❯♥❡ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés q✉❛♥❞ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r
❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❝✬❡st ♥♦tr❡ ❝❛♣❛❝✐té à ❣❛r❛♥t✐r q✉✬✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞♦♥♥é
(T,α) s❛t✐s❢❛✐t à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❝✮ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐té✳ ❆♣rès ❞❡s
rés✉❧t❛ts ♣❛rt✐❡❧s ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❬✼✵✱ ✼✶✱ ✼✷❪✱ ❑✉❜♦t❛ ❬✺✽❪✱ ▲♦①t♦♥ ❡t ✈❛♥ ❞❡r
P♦♦rt❡♥ ❬✻✸✱ ✻✹❪✱ ▼❛ss❡r ❬✼✺❪ ❛ ❞♦♥♥é ✉♥ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ③ér♦s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
✈ér✐✜❡r s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

❚❤é♦rè♠❡ ▼❛s✽✷ ✭▼❛ss❡r✱ ✶✾✽✷✮✳ ❙♦✐t T ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n à ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts ❞❛♥s N ❡t s♦✐t α ∈ (Q

⋆
)n t❡❧ q✉❡ T kα → 0✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s

s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s

• ■❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬❡♥t✐❡rs µ ∈ Zn ❡t ♣❛s ❞✬❡♥t✐❡rs ♣♦s✐t✐❢s a ❡t
b t❡❧s q✉❡ (T ak+bα)µ = 1✱ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ N✳

• ▲❡ ❝♦✉♣❧❡ (T,α) s❛t✐s❢❛✐t à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❝✮ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s♦✉s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ T ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❡t ♥❡ ♣♦s✲
sè❞❡ ♣❛s ❞❡ r❛❝✐♥❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐té ♣❛r♠✐ s❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✳

❏✉sq✉✬❛✉① t❤é♦rè♠❡s ✶✹✱ ✶✺ ❡t ✶✻✱ ♦♥ ♥❡ ❞✐s♣♦s❛✐t q✉❡ ❞❡ très ♣❡✉ ❞❡
rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❉❛♥s ❬✻✼❪✱
▲♦①t♦♥ ❡t ✈❛♥ ❞❡r P♦♦rt❡♥ ❛✣r♠❛✐❡♥t ❛✈♦✐r ❞é♠♦♥tré ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✹ ♣♦✉r ❧❡s

✶✶✽



s②stè♠❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A(z) ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❡♥ 0✳ ❈♦♠♠❡
♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♠❡♥t✐♦♥♥é ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ■✱ ❧❡✉r ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ét❛✐t ✐♥❝♦♠♣❧èt❡
❡t ♥✬❛ ❥❛♠❛✐s ♣✉ êtr❡ ❝♦♠❜❧é❡✳ ❏✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✱ ♦♥ ♥❡ s❛✈❛✐t ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ✶✹ q✉❡ ❞❛♥s ❞❡✉① ❝❛s✳

• ❊♥ ✶✾✼✼✱ ❑✉❜♦t❛ ❬✺✽❪ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡



1
f1(z)

✳✳✳
fm(z)


 =




1 0 · · · 0

b1(z) a1(z)
✳✳✳

✳ ✳ ✳
bm(z) am(z)







1
f1(Tz)

✳✳✳
fm(Tz)


 ,

✭✻✷✮
♦ù a1(z), . . . , am(z), b1(z), . . . , bm(z) ∈ Q(z) ♥✬♦♥t ♣❛s ❞❡ ♣ô❧❡ ❡♥ 0 ❡t
♦ù ai(0) 6= 0✱ 1 ≤ i ≤ m✳

• ❊♥ ✶✾✾✻✱ ❑✉✳ ◆✐s❤✐♦❦❛ ❬✽✽❪ ❧❡ ❞é♠♦♥tr❡ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡



1
f1(z)

✳✳✳
fm(z)


 =




1 0 · · · 0

b1(z)
✳✳✳ B

bm(z)







1
f1(Tz)

✳✳✳
fm(Tz)


 , ✭✻✸✮

♦ù b1(z), . . . , bm(z) ∈ Q(z) ♥✬♦♥t ♣❛s ❞❡ ♣ô❧❡ ❡♥ 0 ❡t B ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡
❝♦♥st❛♥t❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳

◆♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❝❡s ❞❡✉① ❝❛s ❧❡s s②stè♠❡s s♦♥t ré❣✉❧✐❡rs s✐♥❣✉❧✐❡rs
❡t ❞♦♥❝ ❝♦✉✈❡rts ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✹✳

❉ès ✶✾✼✻✱ ❑✉❜♦t❛ ❬✺✼❪ s✉❣❣ér❛✐t q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ♣♦✉✈❛✐t êtr❡
❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉✬✐❧ ❞❡✈✐❡♥❞r❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r s✐♠✉❧t❛♥é✲
♠❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥s ❛ss♦❝✐és à ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ r❛②♦♥s
s♣❡❝tr❛✉① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ▼ê♠❡ s✐ ❧❡ s✉❥❡t ❛ été ré❣✉❧✐è✲
r❡♠❡♥t ❛❜♦r❞é ❞❡♣✉✐s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❑✉❜♦t❛ ✭✈♦✐r ❬✻✾✱ ✶✵✾✱ ✶✶✵❪✮✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r
rés✉❧t❛t ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡st ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ◆✐✾✹✱ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ✶✾✾✹ ♣❛r ❑✉✳
◆✐s❤✐♦❦❛ ❬✽✼❪✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✣❝✉❧té q✉❛♥❞ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s②stè♠❡s
❛ss♦❝✐és à ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s
r❡❣r♦✉♣❡r t♦✉t ❝❡s s②stè♠❡s ❡♥ ✉♥ s❡✉❧ ❣r❛♥❞ s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
ét❛♥t ❞♦♥♥és ❞❡s ❡♥t✐❡rs q1, . . . , qr ❞✐st✐♥❝ts ❡t ❞❡s ♣♦✐♥ts α1, . . . , αr ❞✉ ❞✐sq✉❡
✉♥✐té✱ ❧❡s s✉✐t❡s ❞❡ t❡r♠❡s ❣é♥ér❛✉①

− log
∣∣∣αqk1

1

∣∣∣ , . . . ,− log
∣∣∣αqkr

r

∣∣∣

♦♥t ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♥♦♥ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s✳ ❙✐ ❧❡s ❡♥t✐❡rs q1, . . . , qr s♦♥t
❞❡✉① à ❞❡✉① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❛❧♦rs✱ r❡♠♣❧❛❝❡r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s
qi ♣❛r ✉♥ q

ℓi
i ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ r✐❡♥ à ❝❡ ❝♦♥st❛t✳ ▲✬✐❞é❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❑✉❜♦t❛ ❬✺✽❪

✶✶✾



❡st ❞❡ ❣❛r❞❡r ❧❡s s②stè♠❡s sé♣❛rés ❡t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

α
q

⌊

k
log q1

⌋

1
1 , . . . , αq

⌊ k
log qr ⌋

r
r .

q✉❛♥❞ k ♣❛r❝♦✉rt N✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ s✐ T1, . . . , Tr s♦♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❡t
α1, . . . ,αr s♦♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ✐tér❡r ❝❤❛q✉❡ s②stè♠❡ ❞❡
s♦rt❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

(
T

⌊

k
log ρ(T1)

⌋

1 α1, . . . , T

⌊

k
log ρ(Tr)

⌋

r αr

)
, ✭✻✹✮

♣♦✉r k ∈ N✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✣❝✉❧té ❝♦♥s✐st❡ à ♣r♦✉✈❡r ✉♥ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ③ér♦s
♣♦✉r ❝❡s s✉✐t❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts✳ Pré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬ét❛♥t ❞♦♥♥é❡
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ f(z)✱ ♦♥ ❛

f

(
T

⌊

k
log ρ(T1)

⌋

1 α1, . . . , T

⌊

k
log ρ(Tr)

⌋

r αr

)
6= 0

♣♦✉r ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ k ∈ N✳ ❆♣rès ✉♥ rés✉❧t❛t ♣❛rt✐❡❧ ❞❡ ❑✉✳ ◆✐s❤✐♦❦❛ ❬✽✼❪✱
▼❛ss❡r ❬✼✻❪ ❛ ❞é♠♦♥tré ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❧❡♠♠❡ ❞❡ ③ér♦s ♣♦✉r ❝❡s ♣♦✐♥ts✳

❚❤é♦rè♠❡ ▼❛s✾✾ ✭▼❛ss❡r✱ ✶✾✾✾✮✳ ❙♦✐❡♥t T1, . . . , Tr ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞♦♥t ❧❡s
r❛②♦♥s s♣❡❝tr❛✉① s♦♥t ❞❡✉① à ❞❡✉① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡t ❞♦♥t ❧❡s
♣♦❧②♥ô♠❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s♦♥t ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s s✉r Q✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✱ 1 ≤ i ≤ r✱
♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♣♦✐♥t αi t❡❧ q✉❡ T k

i αi → 0✱ q✉❛♥❞ k → ∞✳ ❙♦✐t f(z) ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♥♦♠❜r❡

f

(
T

⌊

k
log ρ(T1)

⌋

1 α1, . . . , T

⌊

k
log ρ(Tr)

⌋

r αr

)

❡st ♥♦♥ ♥✉❧ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ k ∈ N✳

❙♦♥ t❤é♦rè♠❡ ♣❡r♠❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞✬é❧❛r❣✐r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ◆✐✾✹ à ❞❡s ♣♦✐♥ts
α1, . . . ,αr ❛❧❣é❜r✐q✉❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ ▲❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❛✉① ♠❛✲
tr✐❝❡s ❞♦♥t ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s♦♥t ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s s✉r Q ♥✬❡st ❝❡✲
♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❛♥❡❝❞♦t✐q✉❡✳ ❊❧❧❡ ❡♠♣ê❝❤❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ♠❛✲
tr✐❝❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (

q 0
0 q

)
.

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❡❧❧❡ ♥♦✉s ✐♥t❡r❞✐t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♣✐❡s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡
❢♦♥❝t✐♦♥✱ ❡♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✐✛ér❡♥ts✳ ▲✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞✬ét❛❜❧✐r
✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ③ér♦s✱ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ q✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ▼❛s✾✾✳

✶✷✵



✷ ▲❡♠♠❡ ❞❡ ③ér♦s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s

✷✳✶ ■tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s

❆✜♥ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r à ♣❧✉s✐❡✉rs s②stè♠❡s ❛ss♦❝✐és à
❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ♦♥ ✈❛ ✐tér❡r ❧❡s s②stè♠❡s à ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s
k1, . . . , kr ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ q✉✐ ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t ✉♥❡ ✉♥✐❢♦r♠✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s
♥♦♠❜r❡s

T k1
1 α1, . . . , T

kr
r αr .

❖♥ q✉✐tt❡ ❛❧♦rs ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❝❧❛ss✐q✉❡✱ q✉✐ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡
N s✉r Cn ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T ✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❡ Nr

s✉r Cn1+···+nr ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s T1, . . . , Tr✳ ❖♥ ❛ ❡♥ ❡✛❡t
❜❡s♦✐♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❣❛r❛♥t✐r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❛❧♦❣✉❡s ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❛✮ ❡t ✭❜✮
❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐té✳ ❑✉❜♦t❛ ❬✺✽❪ s✉❣❣ér❛✐t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs
ki ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

ki :=

⌊
k

log ρ(Ti)

⌋
, k ∈ N .

❯♥ t❡❧ ❝❤♦✐① ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ♠❛❥♦r❛t✐♦♥s

max
1≤i≤r

(∥∥∥T ki,l
i

∥∥∥
)
= O(el) ❡t log

∥∥∥
(
T
k1,l
1 α1, . . . , T

kr,l
r αr

)∥∥∥ ≤ −cel .

P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♣♦✉r k := (k1, . . . , kr) ∈ Nr✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ Tk := diag(T k1
1 , . . . , T kr

r )
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ♣❛r ❜❧♦❝s ❞♦♥t ❧❡s ❜❧♦❝s s♦♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s T k1

1 , . . . , T kr
r ✳

❆✐♥s✐✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t α := (α1, . . . ,αr)✱ ♦♥ ❛

Tkα = (T k1
1 α1, . . . , T

kr
r αr) .

❊♥ ré❛❧✐té✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ❧❡s r✲✉♣❧❡ts k := (k1, . . . , kr) ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❞❡
❧✐❜❡rté q✉❡ ❝❡ q✉❡ s✉❣❣ér❛✐t ❑✉❜♦t❛✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ❧❡s ♣r❡♥❞r❡ ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ Nr r❡st❛♥t à ❞✐st❛♥❝❡ ❜♦r♥é❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♠✐✲❞r♦✐t❡ ré❡❧❧❡ R+Θ ⊂ Rn✱
♦ù

Θ :=

(
1

log ρ(T1)
, . . . ,

1

log ρ(Tr)

)
. ✭✻✺✮

▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❡st ♦❜❧✐❣é ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡s r✲✉♣❧❡ts k ❞❡ ❧❛
s♦rt❡✱ ❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ à ❧❛ ♠ê♠❡ ✈✐t❡ss❡ ❡♥ ♥♦r♠❡ ❡t ❡♥ ❤❛✉t❡✉r✳

▲❡♠♠❡ ✷✶✳ ❙♦✐❡♥t T1, . . . , Tr ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s N ❡t ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ i✱ 1 ≤ i ≤ r✱ αi ✉♥ ♣♦✐♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ t❡❧ q✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (Ti,αi) ❡st
❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳ ❖♥ ♣♦s❡ α := (α1, . . . ,αr)✱ ❡t ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ (kl)l∈N ⊂
Nr✳ ▲❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳

• ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ ρ > 1 ❡t ✉♥ ré❡❧ c > 0 t❡❧s q✉❡

‖Tkl
‖ = O(ρl) ❡t log ‖Tkl

α‖ ≤ −cρl .

✶✷✶



• ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ λ t❡❧ q✉❡ ‖kl−λlΘ‖ = O(1)✱ ♦ù Θ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✭✻✺✮✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❛ ρ = eλ✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ λ = 1✱ ♦♥ ❛ ρ = e✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ λ t❡❧ q✉❡ ‖kl−λlΘ‖ = O(1)✳ P♦✉r
❝❤❛q✉❡ l ∈ N ❡t ❝❤❛q✉❡ i✱ 1 ≤ i ≤ r✱ ♦♥ é❝r✐t kl =: λl/ log(ρ(Ti)) + ǫ(i, l)✱
♦ù |ǫ(i, l)| ≤ B✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ B > 0✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ❧❡ ré❡❧ ρ
❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❛✮ ❡t ✭❜✮ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐té ❡st é❣❛❧ à
ρ(Ti)✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ é❝r✐r❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt

∥∥∥T ki,l
i

∥∥∥ = O
(
ρ(Ti)

kil

)
= O

(
ρ(Ti)

λl/ log(ρ(Ti))
)
= O

(
eλl
)
,

❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱

log
∥∥∥T ki,l

i αi

∥∥∥ ≤ −ciρ(Ti)kil ≤ −c′ieλl ,

♦ù ci, c′i s♦♥t ❞❡s ré❡❧s ♣♦s✐t✐❢s✳ ❊♥ ♣♦s❛♥t c := mini{c′1, . . . , c′r}✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
❧❡ rés✉❧t❛t s♦✉❤❛✐té✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t

‖Tkl
‖ = O(ρl) ❡t log ‖Tkl

α‖ ≤ −cρl .

P♦s♦♥s λ := log(ρ) ❡t ✜①♦♥s ✉♥ i✱ 1 ≤ i ≤ r✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s (Ti,αi)
s❛t✐s❢♦♥t ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❛✮ ❡t ✭❜✮ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐té ♦♥ ❛ é❣❛❧❡✲
♠❡♥t ∥∥∥T ki,l

i

∥∥∥ = O
(
ρ(Ti)

ki,l
)

❡t log
∥∥∥T ki,l

i αi

∥∥∥ ≤ −ciρ(Ti)ki,l ,

♣♦✉r ✉♥ ré❡❧ ci > 0✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ❞❡✉① ré❡❧s κi, γi > 0 t❡❧s q✉❡

κie
λl ≤ ρ(Ti)ki,l ≤ γieλl ,

♣♦✉r t♦✉t l ∈ N✳ ❊♥ ♣❛ss❛♥t ❛✉ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

log(κi) + λl ≤ log(ρ(Ti))ki,l ≤ log(γi) + λl .

❆✐♥s✐✱ ❡♥ ❞✐✈✐s❛♥t ♣❛r log(ρ(Ti)) ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ki,l ❡st à ❞✐st❛♥❝❡ ❜♦r♥é❡ ❞❡
λl/ log(ρ(Ti))✳

✷✳✷ ❯♥ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ③ér♦s ❞❡ ❈♦r✈❛❥❛ ❡t ❩❛♥♥✐❡r

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ▼❛s✾✾ ✐♠♣♦s❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡ s✉r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s
Ti✱ ❝❡❧❧❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ s✉r Q✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ ♥♦✉s ❡♠♣ê❝❤❡ ❞♦♥❝ ❞✬❛✈♦✐r ❞❛♥s ✉♥ ♠ê♠❡ s②stè♠❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♣✐❡s ❞❡
❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ é✈❛❧✉é❡ ❡♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✐✛ér❡♥ts✳ ■❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❞♦♥❝ é❧❛r❣✐r
❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ▼❛ss❡r à ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s T1, . . . , Tr q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s
❝♦✉♣❧❡s (Ti,αi) s♦♥t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✳

❊♥ ✷✵✵✺✱ ❈♦r✈❛❥❛ ❡t ❩❛♥♥✐❡r ❬✹✹❪ ♦♥t ét❛❜❧✐✱ à ♣❛rt✐r ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✉ s♦✉s✲
❡s♣❛❝❡✱ ✉♥ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ③ér♦s ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s s✉✐t❡s ❞❡ S✲✉♥✐tés✳ ❈❡s ❛✉t❡✉rs

✶✷✷



♠❡♥t✐♦♥♥❡♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡✉r rés✉❧t❛t ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ▼❛❤❧❡r✳ ➚ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❛✈❛♥t ♥♦s tr❛✈❛✉①✱ ❝❡tt❡ ♣✐st❡ ❧à ♥✬❛✈❛✐t
♣❛s été ❡①♣❧♦ré❡✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬ét❛♥t ❞♦♥♥és K ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s✱ S ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s s✉r K✱ ♦♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ♣♦✐♥t α ∈ K ❡st ✉♥❡ S✲✉♥✐té s✐
t♦✉t❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ s✉r K q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s S ❡st ♥✉❧❧❡ ❛✉ ♣♦✐♥t α✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡
✸ ❞❡ ❬✹✹❪ s✬é♥♦♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ❈❩✵✺ ✭❈♦r✈❛❥❛ ❡t ❩❛♥♥✐❡r✱ ✷✵✵✺✮✳ ❙♦✐❡♥t K ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s✱
S ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s s✉r K ❡t f(z) ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♥♦♥
♥✉❧❧❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s
(αk)k∈N ⊂ Kn t❡❧❧❡ q✉❡

• αk ❡st ✉♥❡ S✲✉♥✐té ♣♦✉r t♦✉t k ∈ N✱

• f(αk) = 0 ♣♦✉r t♦✉t k ∈ N✱

• limk→∞αk = 0✱

• logH(αk) = O(− log ||αk||)✳

❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s n✲✉♣❧❡ts ❞✬❡♥t✐❡rs µ1, . . . ,µs ∈ Zn ❡t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❛❧❣é✲
❜r✐q✉❡s γ1, . . . , γs t❡❧s q✉❡✱

s∏

i=1

(
α

µi
k − γi

)
= 0 ,

♣♦✉r t♦✉t k ∈ N✳

❈❡ rés✉❧t❛t ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ s♦✉♣❧❡ss❡ q✉❛♥t à ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts αk

q✉❡ ❧✬♦♥ r❡❣❛r❞❡✳ ❈✬❡st ❝❡tt❡ s♦✉♣❧❡ss❡ q✉✐ ✈❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r
❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❣é♥ér❛❧❡s✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ q✉✬à ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡
▼❛s✾✾✱ ✐❧ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s Q✳ ❉❛♥s ❧❡
❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r✱ ❝❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❣ê♥❛♥t❡✱ t♦✉t❡s
❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s ét❛♥t à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳ ◆♦t♦♥s q✉✬♦♥ ❛✉r❛
t♦✉t❡❢♦✐s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❛②❛♥t ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ L ⊂ C ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r Q✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s
❝♦♠♠❡♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❈❩✵✺ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳

✷✳✸ ❊♥s❡♠❜❧❡s s②♥❞ét✐q✉❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ♣♦✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T ✱
❧❡ t❤é♦rè♠❡ ▼❛s✽✷ é♥♦♥❝❡ q✉✬✉♥❡ sér✐❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s s✬❛♥♥✉❧❡r ❡♥
t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❜✐❡♥ str✉❝t✉rés ❞❡ ♣♦✐♥ts ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳ ❈❡
s♦♥t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ {T kα | k ∈ N}✱ ♦ù α ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱
q✉✐ s♦♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞❡①és ♣❛r N✳ ◗✉❛♥❞ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t
♣❧✉s✐❡✉rs tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ♦♥ ❛ ✈✉ q✉❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s
T1, . . . , Tr ❞♦✐t êtr❡ ✐téré❡ à ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✐✛ér❡♥t❡✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❣❛r❛♥t✐r
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✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ✉♥✐❢♦r♠✐té ❞❛♥s ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ✈❡rs 0✳
◆♦tr❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♥✬❡st ♣❧✉s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✓ ❜✐❡♥ str✉❝t✉ré ✔✱ ✐♥❞❡①é
♣❛r N✱ ♠❛✐s ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❞❡①é ♣❛r Nr✳ ❇✐❡♥ sûr✱ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ♣♦✐♥ts ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs êtr❡ ✐♥❞❡①é ♣❛r N✱ ♠❛✐s ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s s✬❛♣♣✉②❡r s✉r
❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❞❡ N✳ P♦✉r ❢❛✐r❡ ❢❛❝❡ à ❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛
♥♦t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ s②♥❞ét✐q✉❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✱ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡♥ t❤é♦r✐❡
❞❡ ❘❛♠s❡②✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ q✉❛❧✐✜❡ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ✓ ❧❛r❣❡✉r ✔ ♣♦✉r ❧❡s
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ N✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❇r♦✇♥ ♠♦♥tr❡
q✉❡ ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s s♦♥t st❛❜❧❡s ♣❛r ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ❜✐❡♥ ♣❧✉s r♦❜✉st❡s q✉❡
❧❡s s✉✐t❡s ré❝✉rr❡♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ L ⊂ N ❡st s②♥❞ét✐q✉❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①
s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r B t❡❧ q✉❡✱ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧✬❡♥t✐❡r M ≥ 2✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s
♥♦♠❜r❡s l1 < · · · < lM ❞❛♥s L t❡❧s q✉❡ ✿

li+1 − li ≤ B, 1 ≤ i < M .

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ ❧✬❡♥t✐❡r B ❡st ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ L✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬♦♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ N ❡st s②♥❞ét✐q✉❡✱ ♦✉ ♣❛r❢♦✐s r❡❧❛✲
t✐✈❡♠❡♥t ❞❡♥s❡✱ s✐ s❡s tr♦✉s s♦♥t ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❜♦r♥és✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❞✐t
q✉✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ N ❡st é♣❛✐ss❡ ✶ s✐ ❡❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r
❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❣r❛♥❞❡✳ ▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s s②♥❞ét✐q✉❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① s♦♥t ❞♦♥❝
❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ❝♦♠♠❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ s②♥✲
❞ét✐q✉❡ ❡t ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ é♣❛✐s✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés é♥♦♥❝é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✷
❝✐✲❞❡ss♦✉s s♦♥t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❡t ❥✉st✐✜❡♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s s②♥❞é✲
t✐q✉❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① s♦♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞♦♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r
♥♦tr❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ③ér♦s✳

▲❡♠♠❡ ✷✷✳ ❙♦✐t L ⊂ N ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ s②♥❞ét✐q✉❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✱ ❞❡ ❜♦r♥❡ B✳
❖♥ ❛ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s

✭✐✮ ❙✐ L ⊂ L′ ⊂ N✱ ❛❧♦rs L′ ❡st ❛✉ss✐ s②♥❞ét✐q✉❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳

✭✐✐✮ ❙✐ L ⊂ ∪si=1Li✱ ❛❧♦rs✱ ❛✉ ♠♦✐♥s ❧✬✉♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Li ❡st s②♥❞ét✐q✉❡
♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳

✭✐✐✐✮ ❙♦✐t l0 ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡

L0 := {l ∈ L : (l + {l0, . . . , l0 +B}) ∩ L 6= ∅}

❡st s②♥❞ét✐q✉❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳

✭✐✈✮ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ L ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ♣r♦❣r❡ss✐♦♥s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❛r❜✐tr❛✐✲
r❡♠❡♥t ❣r❛♥❞❡✳

✶✳ ❊♥ ❛♥❣❧❛✐s✱ ♦♥ ❞✐t ✓ t❤✐❝❦ ✔
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t ❞é❝♦✉❧❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳
▲❡s ♣♦✐♥ts ✭✐✐✮ ❡t ✭✐✈✮ s♦♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❝♦♥♥✉s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
s♦✉s ❧❡s ♥♦♠s ❞❡ ▲❡♠♠❡ ❞❡ ❇r♦✇♥ ✭✈♦✐r ❬✸✼❪✮ ❡t ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙③❡♠❡ré❞✐
✭✈♦✐r ❬✶✵✻❪✮✳ ❉é♠♦♥tr♦♥s ❛❧♦rs ❧❡ ♣♦✐♥t ✭✐✐✐✮✳ ❙♦✐❡♥t l0 ❡t M ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs
♥❛t✉r❡❧s✳ ❙♦✐t a ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥t✐❡r t❡❧ q✉❡ aB ≥ l0✳ ❈♦♠♠❡ L ❡st s②♥❞ét✐q✉❡
♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞❡s é❧é♠❡♥ts l1 < l2 < · · · < l(a+M)B ❞❡ L
t❡❧s q✉❡ li+1 − li < B✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✱ 1 ≤ i < (a+M)B✳ Pr❡♥♦♥s ✉♥ ❡♥t✐❡r
i✱ 1 ≤ i ≤ M ✱ ♦♥ ❛ li+aB ≥ l0✱ ❞♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r j ≤ aB t❡❧ q✉❡ l0 ≤
li+j ≤ l0+B✳ ❆✐♥s✐✱ li ∈ L0✳ ▲❡s ♥♦♠❜r❡s l1, . . . , lM ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ❞♦♥❝ t♦✉s
à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ L0 q✉✐✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❡st ❞♦♥❝ s②♥❞ét✐q✉❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳

✷✳✹ ▲❡♠♠❡ ❞❡ ③ér♦s ♣r✐♥❝✐♣❛❧

❊♥ ♥♦✉s ❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈♦r✈❛❥❛ ❡t ❩❛♥♥✐❡r✱ ♦♥ ❡st ❡♥
♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✼✳ ❙♦✐❡♥t T1, . . . , Tr ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s N✱ ❞♦♥t ❧❡s
r❛②♦♥s s♣❡❝tr❛✉① s♦♥t ❞❡✉① à ❞❡✉① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ◆♦t♦♥s
ni ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Ti ❡t ♣♦s♦♥s N :=

∑r
i=1 ni✳ ❙♦✐t α := (α1, . . . ,αr)

✉♥ ♣♦✐♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ (Q
⋆
)N t❡❧ q✉❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s (Ti,αi) ❡st ❛❞♠✐s✲

s✐❜❧❡✳ ❙♦✐t (kl := (kl,1, . . . , kl,r))l∈N ⊂ Nr ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ r✲✉♣❧❡ts ❞✬❡♥t✐❡rs t❡❧❧❡
q✉❡

kl − lΘ = O(1) . ✭✻✻✮

❙♦✐t g ∈ C{z} ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✱ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♣✲
♣❛rt✐❡♥♥❡♥t t♦✉s à ✉♥ Q✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ L ⊂ C ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✳ ❆❧♦rs
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {

l ∈ N : g
(
T
kl,1
1 α1, . . . , T

kl,r
r αr

)
= 0
}

♥✬❡st ♣❛s s②♥❞ét✐q✉❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳

❖♥ ét❛❜❧✐t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s✳

▲❡♠♠❡ ✷✸✳ ❙♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✼✱ ♣♦✉r t♦✉t N ✲✉♣❧❡t ♥♦♥ ♥✉❧
❞✬❡♥t✐❡rs µ ∈ ZN ✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

L0 := {l ∈ N : (Tkl
α)µ = 1}

♥✬❡st ♣❛s s②♥❞ét✐q✉❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ r❛✐s♦♥♥❡ ♣❛r ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
L0 ❡st s②♥❞ét✐q✉❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡ ❞✬❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s (l, e)✱
❛✈❡❝ e > 0✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ r✲✉♣❧❡t e := e(l, e) = (e1, . . . , er) ♣❛r

e = kl+e − kl , ✭✻✼✮

❡t ♦♥ ♣♦s❡ E := {e(l, e), l, e ∈ N}✳ ❉✬❛♣rès ✭✻✻✮✱ ♦♥ ❛

e(l, e) = eΘ+O(1) , ✭✻✽✮
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❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ E ❡st ✐♥✜♥✐✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r e0✱
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {e(l, e0) : l ∈ N} ❡st ✜♥✐✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ (β1, β2) ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♥♦♥
♥✉❧s✱ q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐té✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ❞✬❡♥t✐❡rs (i, j)✱
1 ≤ i < j ≤ r✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ E1 ❞❡s e = (e1, . . . , er) ∈ E t❡❧s q✉❡ βei1 = β

ej
2 ❡st

✜♥✐✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs u t❡❧s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r v ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧
βu1 = βv2 ❡st ✉♥ ✐❞é❛❧ ❞❡ Z✳ ❙♦✐t u0 ≥ 0 ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ ❝❡t ✐❞é❛❧ ❡t v0 ∈ N

t❡❧ q✉❡ βu0
1 = βv02 ✳ P♦✉r t♦✉t (e1, . . . , er) ∈ E1✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r a t❡❧ q✉❡

ei = au0✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs✱

β
ej
2 = βei1 = βau0

1 = βav02 .

❈♦♠♠❡ β2 ♥✬❡st ♣❛s ♥✉❧ ❡t ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té✱ ♦♥ ❛ ej = av0✳ ❖♥
❛ ❞♦♥❝ ei/ej = u0/v0 ∈ Q✳ ❈♦♠♠❡ ei = ki,l+e− ki,l ❡t ej = kj,l+e− kj,l✱ ♦♥ ❛

kj,l+e − kj,l
ki,l+e − ki,l

∈ Q .

❈♦♠♠❡ E1 ❡st ✐♥✜♥✐✱ ❧✬❡♥t✐❡r e ♣❡✉t êtr❡ ❝❤♦✐s✐ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❣r❛♥❞✳ ❊♥ ❧❡
❢❛✐s❛♥t t❡♥❞r❡ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ❞✬❛♣rès ✭✻✽✮ ♦♥ ❛ log ρ(Ti)/ log ρ(Tj) ∈ Q✱ ❝❡ q✉✐
❝♦♥tr❡❞✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ρ(Ti) ❡t ρ(Tj) s♦♥t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s Ti ♥✬❡st é❣❛❧❡ à
③ér♦ ♦✉ à ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ❡♥t✐❡r e0 t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t
e ≥ e0✱ t♦✉t l ∈ N✱ t♦✉t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ λi ❞❡ Ti ❡t t♦✉t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ λj ❞❡
Tj ✱ i 6= j✱ ♦♥ ❛

λeii 6= λ
ej
j ,

♦ù e = e(l, e) = (e1, . . . , er) ∈ E ✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r ✉♥ t❡❧ r✲✉♣❧❡t e✱ ❝❤❛q✉❡
s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ V ❞❡ CN q✉✐ ❡st st❛❜❧❡ s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ♣❛r
❜❧♦❝s

Te := diag (T e1
1 , · · · , T er

r ) ✭✻✾✮

s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

V =
r⊕

i=1

π−1
i (Vi) ,

♦ù ❝❤❛q✉❡ Vi ⊂ Cni ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ st❛❜❧❡ ♣❛r T ei
i ✱ ❡t ♦ù πi : CN =

Cn1+···+nr → Cni ❡st ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❜❧♦❝ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Ti✳

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ♣r♦✉✈❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ✈❡❝t❡✉r

x := (logα1,1, logα1,2, . . . , logα1,n1 , logα2,1, . . . , logαr,nr)
⊤ .

P❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ ♦♥ ❛
〈µ , Tkl

(x)〉 = 0 ,

✶✷✻



♣♦✉r t♦✉t l ∈ L0✳ ◆♦t♦♥s U ❧✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❛✉ ✈❡❝t❡✉r µ ❞❛♥s CN ✳ ❈✬❡st ✉♥
❡s♣❛❝❡ ♣r♦♣r❡ CN ✱ ❞é✜♥✐ s✉r Q✱ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉s ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs Tkl

(x)✱ l ∈ L0✳
P♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ L′ ⊂ L0✱ ♦♥ ♥♦t❡ U(L′) ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ CN

❞é✜♥✐ s✉r Q ❡t ❝♦♥t❡♥❛♥t t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts Tkl
(x)✱ l ∈ L′✳ ❖♥ ❛✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱

U(L0) ⊂ U ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ L′′ ⊂ L′ ❛❧♦rs✱ U(L′′) ⊂ U(L′)✳ P✉✐sq✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
U(L0) ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ s②♥❞ét✐q✉❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①
L1 ⊂ L0 t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ s②♥❞ét✐q✉❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① L′ ⊂ L1✱ ♦♥
❛ U(L′) = U(L1)✳ ❙♦✐t B ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ s②♥❞ét✐q✉❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①
L1✳ P♦s♦♥s

E0 := {e(l, e) : e ∈ [e0, e0 +B], l ∈ L1, l + e ∈ L1} ,

♦ù e0 ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ ❈✬❡st ✉♥ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ✜♥✐✳ ❙♦✐t

L2 := {l ∈ L1 : ∃e ∈ [e0, e0 +B] t❡❧ q✉❡ l + e ∈ L1} .

❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✷✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ L2 ❡st s②♥❞ét✐q✉❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳ P♦✉r
❝❤❛q✉❡ e ∈ E0✱ ♦♥ ♣♦s❡

Le := {l ∈ L2 : Te(Tkl
(x)) = Tkl+e

(x) ∈ U(L1) ♦ù e := e(l, e)} .

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ l ∈ L2✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ e ∈ [e0, e0 + B] t❡❧ q✉❡ l ∈ Le ♦ù e =
e(l, e)✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ L2 ⊂ ∪e∈E0Le✳ ❈♦♠♠❡ L2 ❡st s②♥❞ét✐q✉❡ ♣❛r
♠♦r❝❡❛✉①✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✷ ❧✬✉♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Le✱ e ∈ E0✱ ❡st s②♥❞ét✐q✉❡
♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ Le ⊂ L1✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ L1✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝

U(Le) = U(L1) .

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ U(L1) ❡st ❞♦♥❝ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Te✱ ♣✉✐sq✉❡
s✐ Tkl

(x) ∈ U(Le) = U(L1)✱ ❛❧♦rs Te(Tkl
(x)) ∈ U(L1)✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡

♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

U(L1) =
r⊕

i=1

π−1
i (Ui) ,

♦ù✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✱ Ui = πi(U(L1)) ⊂ Cni ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t T ei
i ✳

❈♦♠♠❡ U(L1) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ♣r♦♣r❡ ❞❡ CN ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r i✱ 1 ≤
i ≤ r✱ t❡❧ q✉❡ Ui ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ♣r♦♣r❡ Cni ✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ❡st ❞é✜♥✐
s✉r Q✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♥♦♥ ♥✉❧ ν0 ∈ Zni ❞❛♥s s♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝

〈
ν0 , T

eiki,l
i (xi)

〉
= 0 , ✭✼✵✮

♣♦✉r t♦✉t l ∈ L1✱ ♦ù xi := πi(x)✳ ❉✬❛♣rès ✭✻✻✮✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ L2 := (eiki,l)l∈L1

❡st ✐♥✜♥✐✳ ◆♦t♦♥s ν0 := ν1 − ν2✱ ❛✈❡❝ ν1,ν2 ∈ Nni ✱ ❡t

g(zi) := z
ν1
i − zν2

i .

✶✷✼



❉✬❛♣rès ✭✼✵✮✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ L2✳

g
(
T k
i αi

)
= α

ν1Tk
i

i −αν2Tk
i

i =
α

ν0Tk
i

i − 1

α
ν2Tk

i
i

=
e〈ν0Tk

i (xi)〉 − 1

α
ν2Tk

i
i

= 0 .

❈❡❧❛ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭❝✮ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡
(Ti,αi)✳

▲❡♠♠❡ ✷✹✳ ❙♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✼✱ ♣♦✉r t♦✉t N ✲✉♣❧❡t ♥♦♥ ♥✉❧
❞✬❡♥t✐❡rs µ ∈ ZN ❡t t♦✉t γ ∈ Q

⋆
✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

L0 := {l ∈ N : (Tkl
α)µ = γ}

♥✬❡st ♣❛s s②♥❞ét✐q✉❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ q✉❡ L0 s♦✐t s②♥❞ét✐q✉❡ ♣❛r ♠♦r✲
❝❡❛✉①✱ ❞❡ ❜♦r♥❡ B✳ P♦s♦♥s

E := {e(l, e) : l ∈ L0, l + e ∈ L0, e ≤ B} .

❈✬❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ e ∈ E ✱ ♦♥ ♣♦s❡

Le :=
{
l ∈ N : (Tkl

α)µ−µTe = 1
}
,

❡t
L1 := {l ∈ L0 : ∃e ≤ B t❡❧s q✉❡ l + e ∈ L0} .

❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✷✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ L1 ❡st s②♥❞ét✐q✉❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳ P♦✉r
❝❤❛q✉❡ l ∈ L1✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ r✲✉♣❧❡t e = e(l, e) ∈ E t❡❧ q✉❡ e ≤ B ❡t l+e ∈ L0✳
❖♥ ❛ ❞♦♥❝

(Tkl
α)µ−µTe = γ/γ = 1 .

❡t✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ L1 ⊂ ∪e∈ELe✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✷✱ ❧✬✉♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s
Le✱ e ∈ E ❡st s②♥❞ét✐q✉❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✸✱ ♦♥ ❛ µ−Teµ =
0 ♣♦✉r ✉♥ t❡❧ e✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s Ti ♥❡ ♣♦ssè❞❡
❞❡ r❛❝✐♥❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐té ♣❛r♠✐ s❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ L0 ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝
♣❛s êtr❡ s②♥❞ét✐q✉❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✼✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✼✳ ◆♦✉s r❛✐s♦♥♥♦♥s ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥ t ❞✉ Q✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ L✳

❙✉♣♣♦s♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ t = 1✳ ❆❧♦rs✱ ❡♥ ❞✐✈✐s❛♥t g ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✱
s✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té q✉❡ g ∈ Q{z}✳ P♦s♦♥s

L0 := {l ∈ N : g(Tkl
α) = 0} .

❈♦♠♠❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts (Ti,αi) s♦♥t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡
❈❩✵✺ ❛✉① ♣♦✐♥ts Tkl

α✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♦♥ ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r ❧❡s tr♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t❡s✳

✶✷✽



✭✐✮ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s S s✉r Q(α)✱ t❡❧ q✉❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts
Tkl
α s♦♥t ❞❡s S✲✉♥✐tés✳

✭✐✐✮ ▲❛ s✉✐t❡ (Tkl
α)l∈N t❡♥❞ ✈❡rs 0✳

✭✐✐✐✮ ❖♥ ❛ logH(Tkl
α) = O(− log ‖Tkl

α‖)✳

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✮ ❡st ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐
❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❢♦r♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ S✲✉♥✐tés ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
✜♥✐ ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s S ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐✳ ▲❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✉ ✈❡❝t❡✉r α s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡s
S✲✉♥✐tés✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ S✱ ❡t ✐❧ ✈✐❡♥t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s
♥♦♠❜r❡s Tkl

α s♦♥t ❛❧♦rs é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s S✲✉♥✐tés✳
▲❡s ❝♦✉♣❧❡s (Ti,αi) ét❛♥t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✱ ♦♥ ❛ αi ∈ U(Ti) ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i

❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✺✻✱ ❧❛ s✉✐t❡ (Tkl
α)l∈N t❡♥❞ ✈❡rs 0✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ❧❛

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✐✮ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✳

❱ér✐✜♦♥s à ♣rés❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✐✐✮✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✶ ♦♥ ❛ ❧❡s ❡st✐✲
♠❛t✐♦♥s

||Tkl
|| = O(el), ❡t log ||Tkl

α|| ≥ −cel ,
♦ù c > 0 ❡st ✉♥ ré❡❧✳ ❖r logH(Tkl

α) = O(||Tkl
||)✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❜✐❡♥

logH(Tkl
α) = O(el) = O(− log ||Tkl

α||) ,

❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✐✐✮ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❈❩✵✺✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝
❞❡s N ✲✉♣❧❡ts µ1, . . . ,µs ❡t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s γ1, . . . , γs✱ t❡❧s q✉❡

L0 ⊂
s⋃

i=1

Li

♦ù
Li := {l ∈ N : (Tkl

α)µi = γi} .
❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✹✱ ❛✉❝✉♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Li ♥✬❡st s②♥❞ét✐q✉❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳
■❧ ❞é❝♦✉❧❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✷ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ L0 ♥✬❡st ♣❛s s②♥❞ét✐q✉❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳
❈❡❧❛ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ q✉❛♥❞ t = 1✳

❙✉♣♣♦s♦♥s à ♣rés❡♥t q✉❡ t ≥ 2 ❡t q✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s♦✐t ✈r❛✐ ❞ès q✉❡ ❧❛
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ L ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à t✳ ❙♦✐t a1, . . . , at ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ L
s✉r Q✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

g(z) =
t∑

i=1

aigi(z) ,

♦ù gi(z) ∈ Q{z}✱ 1 ≤ i ≤ t✳ P♦s♦♥s à ♣rés❡♥t L0 := {l ∈ N : g(Tkl
α) = 0} ❡t

s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ L0 s♦✐t s②♥❞ét✐q✉❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✱ ❞❡ ❜♦r♥❡ B✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

E := {e(l, e) : l ∈ L0, l + e ∈ L0, e ≤ B} .

✶✷✾



P♦✉r ❝❤❛q✉❡ e ∈ E ✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ sér✐❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡

he(z) :=

t−1∑

i=1

ai(gi(z)gt(Tez)− gi(Tez)gt(z)) .

❖♥ ♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t Le := {l ∈ N : he(Tkl
α) = 0} ❡t

L1 := {l ∈ L0 : ∃e ≤ B t❡❧ q✉❡ l + e ∈ L0} .
❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t l ∈ L1✱ ♦♥ ❛ he(Tkl

α) = 0✱ ♣♦✉r ❧✬✉♥ ❞❡s e ∈ E ✳ ❖♥ ❛
❞♦♥❝ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ L1 ⊂ ∪e∈ELe✳ ❈♦♠♠❡ L1 ❡st s②♥❞ét✐q✉❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❡t E
❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✷ ❧✬✉♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Le✱ e ∈ E ✱ ❡st
s②♥❞ét✐q✉❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t he(z) = 0 ♣♦✉r ✉♥ t❡❧
e✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ai s♦♥t Q✲❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ♦♥ ❛

gi(z)gt(Tez) = gi(Tez)gt(z)

♣♦✉r t♦✉t i✱ 1 ≤ i ≤ t− 1✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❛❧♦rs ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❑✉✳ ◆✐s❤✐♦❦❛ ❬✽✾✱
❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶❪ q✉❡ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ✐❝✐✳ ❙✐ ✉♥❡ sér✐❡ h(z) ∈ C((z)) s❛t✐s❢❛✐t à
✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ h(Tz) = ch(z)+d✱ ❛✈❡❝ c, d ∈ C✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡
✐♥✈❡rs✐❜❧❡ T ✱ ♥✬❛②❛♥t ❛✉❝✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té ❝♦♠♠❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡✱ ❛❧♦rs
h ∈ C✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ Te ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❡t ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té ♣❛r♠✐
s❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❑✉✳ ◆✐s❤✐♦❦❛ ❛✉①
sér✐❡s hi(z) = gi(z)/gt(z)✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✱ 1 ≤ i ≤ t✱ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ γi ∈ C t❡❧ q✉❡ gi(z) = γigt(z)✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ g(z) = agt(z)
❛✈❡❝ a =

∑
aiγi✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛s t = 1✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❛ ❞é❥à

♣r♦✉✈é q✉❡ L0 ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ s②♥❞ét✐q✉❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✱ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

✷✳✺ ▲❡♠♠❡ ❞❡ ③ér♦s ♣♦✉r ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ♠✉❧t✐✲❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s

◆♦t♦♥s 


fi,1(zi)
✳✳✳

fi,mi(zi)


 := Ai(zi)




fi,1(Tizi)
✳✳✳

fi,mi(Tizi)


 . ✭✼✶✳i✮

❝❤❛❝✉♥ ❞❡s r s②stè♠❡s ♠❛❤❧ér✐❡♥s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✻✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s s②stè♠❡s
s♦♥t ré❣✉❧✐❡rs s✐♥❣✉❧✐❡rs✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s Ai(zi) ❡st ❝♦♥❥✉❣✉é❡✱ ✈✐❛ ✉♥
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❥❛✉❣❡ ♠ér♦♠♦r♣❤❡ r❛♠✐✜é✱ à ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t❡ Bi ∈
GLmi(Q)✳ ◆♦t♦♥s Γ ⊂ C⋆ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r t♦✉t❡s ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s Bi✳ ❊♥ ✐tér❛♥t k ❢♦✐s ❧❡ s②stè♠❡ ✭✼✶✳i✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
✉♥ s②stè♠❡

f i(zi) = Ai,k(zi)f i(T
k
i zi) ,

♦ù f i(zi) ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦❧♦♥♥❡ ❢♦r♠é ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s fi,1(zi), . . . , fi,mi(zi) ❡t
Ai,k ❡st ❧❛ k✲✐è♠❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Ai s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ Ti✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱
❧❛ ♠❛tr✐❝❡

Ai,k(zi) := Ai(zi)Ai(Tizi) · · ·Ai(T
k−1
i zi) .
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P♦✉r ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s②stè♠❡✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Bi ❡st tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Bk
i ✳ ❊♥

✐tér❛♥t ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s s②stè♠❡s ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛♣♣r♦♣r✐é ❞❡ ❢♦✐s✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r
q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ Γ ❡st s❛♥s t♦rs✐♦♥✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs RΓ,r ❧❛ Z✲❛❧❣è❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡
♣❛r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

Nr → Z(Γ)

k = (k1, . . . , kr) 7→
∏r

i=1

(
γkii k

ji
i

)

♦ù γ1, . . . , γr ∈ Γ ❡t j1, . . . , jr ∈ N✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s (Γ, r)✲❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s✱
♦✉ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣♦❧②♥ô♠❡s ♠✉❧t✐✲❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ RΓ,r✳ ➱t❛♥t
❞♦♥♥é A ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ A✲❛❧❣è❜r❡ RΓ,r ⊗Z

A ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s (Γ, r)✲❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s s✉r A✱ ♣❛r ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s s❝❛❧❛✐r❡s à
A✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♣♦✉r t♦✉t Q✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ L ⊂ C✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t
RΓ,r ⊗Z L{z} ❧❡ Q✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s✱ ❞♦♥t ❧❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ L✳

❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r tr❛✐t❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s Ai,k(zi)✱ ♦♥ ❛ ❜❡✲
s♦✐♥ ❞✬✉♥ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ③ér♦s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ q✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✼✱ ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s
♣♦❧②♥ô♠❡s ♠✉❧t✐✲❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✺✳ ❙♦✐❡♥t T1, . . . , Tr ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞♦♥t ❧❡s r❛②♦♥s s♣❡❝tr❛✉①
s♦♥t ❞❡✉① à ❞❡✉① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ α1, . . . ,αr ❞❡s ♣♦✐♥ts t❡❧s
q✉❡ ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s (Ti,αi) s♦♥t t♦✉s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✜♥✐
K ⊂ Nr r❡st❛♥t à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜♦r♥é❡ ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ R+Θ ❡t t❡❧ q✉❡✱ s✐ L ⊂ C

❡st ✉♥ Q✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❡t ψ ∈ RΓ,r ⊗Z L{z} ❡st t❡❧ q✉❡
❧❛ s✉✐t❡ (ψ(k, z))k∈K ♥✬❡st ♣❛s ♥✉❧❧❡✱ ❛❧♦rs ψ(k, Tkα) 6= 0 ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té
❞❡ k ∈ K✳

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♥t✐❡r s ≤ r✱ ♦♥ ♥♦t❡ πs : Zr 7→ Zs ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s s
♣r❡♠✐èr❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✳ ❖♥ ♣r♦✉✈❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✺ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
♦ù ❧❡s ✐♥✈❡rs❡s ❞❡s log ❞❡s r❛②♦♥s s♣❡❝tr❛✉① s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳

▲❡♠♠❡ ✷✻✳ ❙♦✐t s ✉♥ ❡♥t✐❡r t❡❧ q✉❡ 1 ≤ s ≤ r✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s
1/ log ρ(T1), . . . , 1/ log ρ(Ts) s♦✐❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts s✉r Z✳ ❙♦✐❡♥t
L ⊂ N ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ s②♥❞ét✐q✉❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❡t K = {kl : l ∈ L} ✉♥❡ s✉✐t❡
❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ Nr t❡❧❧❡ q✉❡

kl = lΘ+O(1) .

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♠✉❧t✐✲❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ψ ∈ RΓ,s ⊗Z L{z} ♥♦♥ ♥✉❧✳
❆❧♦rs✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

L0 := {l ∈ L : ψ(πs(kl), Tkl
α) = 0}

♥✬❡st ♣❛s s②♥❞ét✐q✉❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳
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◆♦tr❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✻ s✉✐t ❧❡s ❣r❛♥❞❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✳✶
❞❛♥s ❬✽✾❪✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s tr❛✈❛✐❧❧♦♥s ✐❝✐ ❡st ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧
❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s s②♥❞ét✐q✉❡s ♣❛r
♠♦r❝❡❛✉①✳ ❈❡❧❛ r❡♥❞ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✻ ♣❧✉s t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✐r❡ ❡♥
❛♠♦♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✳✶ ❞❡ ❬✽✾❪ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ ♥♦✉s
♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐✱ ♣❧✉s tr❛♥s♣❛r❡♥t❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♥♦t♦♥s k := πs(k) ♣♦✉r k ∈
Zr✳ ❖♥ r❛✐s♦♥♥❡ ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ L0 ❡st s②♥❞ét✐q✉❡
♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✱ ❞❡ ❜♦r♥❡ B✳ ❖♥ é❝r✐t

ψ(k, z) =

q∑

i=1

ηki

∑

|µ|≤δi

k
µ
gi,µ(z) , ✭✼✷✮

♦ù ❧❡s r✲✉♣❧❡ts ηi = (ηi,1, . . . , ηi,s) s♦♥t t♦✉s ❞✐st✐♥❝ts✱ gi,µ(z) ∈ L{z}✱ ♦ù q
❡st ♠✐♥✐♠❛❧ ❡t ♦ù ❧❡s ♥♦♠❜r❡s δi✱ 1 ≤ i ≤ q s♦♥t ♠✐♥✐♠❛✉①✳ ▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐✲
t✐♦♥ ✭✼✷✮ ❡st ✉♥✐q✉❡✱ à ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♣rès ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✻✵✱
❚❤é♦rè♠❡ ✶❪✮✳ ❙♦✐t ∆(ψ) ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

{(i,µ), 1 ≤ i ≤ q, t❡❧s q✉❡✱ s♦✐t |µ| < δi, s♦✐t |µ| = δi ❡t gi,µ 6= 0} .

❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r✱ s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ q✉❡ δq ≥ δi ♣♦✉r t♦✉t i✱ 1 ≤ i ≤ q✳
❖♥ r❛✐s♦♥♥❡ ❛❧♦rs ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ∆(ψ)✳ ❙✐ ∆(ψ) = 1✱ ❛❧♦rs ψ(k, z) =

ηkg(z) ❡t ♦♥ ❞é❞✉✐t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✼ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❛❧♦rs
q✉❡ ∆(ψ) := ∆ > 1 ❡t q✉❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❡st ✈r❛✐ ❞ès q✉❡ ∆(ψ) < ∆✳ ❖♥ ♣❡✉t
s✉♣♣♦s❡r s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té q✉❡ ηq = (1, . . . , 1)✳ ❙♦✐t ν ✉♥ s✲✉♣❧❡t
❞✬❡♥t✐❡rs ♣♦s✐t✐❢s ♦✉ ♥✉❧s t❡❧ q✉❡ |ν| = δq✳ ❖♥ ♣♦s❡ g(z) := gq,ν(z) 6= 0✳ P♦✉r
❝❤❛q✉❡ e ∈ Nr✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

ξe(k, z) := ψ(k + e, Tez)g(z)− ψ(k, z)g(Tez) ,

♦ù✱ Te ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✭✻✾✮✳ ❆❧♦rs ξe(k, z) ∈ RΓ,s⊗ZC{z} ❡t ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❞é❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

ξe(k, z) =

q−1∑

i=1


ηki

∑

|µ|≤δi

k
µ
he,i,µ(z)


+

∑

|µ|≤δq ,µ 6=ν

k
µ
he,q,µ(z) ,

♦ù ❧❡s he,i,µ(z) s❛♥s ❞❛♥s L{z}✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱∆(ξe) < ∆(ψ) ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
e✳ P♦s♦♥s

Le := {l ∈ N : ξe(kl, Tkl
α) = 0} .

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥t✐❡r e1 ≥ B✱ ♦♥ ♥♦t❡ L1 ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs l ∈ L0 ♣♦✉r
❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r e✱ e1 ≤ e ≤ e1 + B t❡❧ q✉❡ l + e ∈ L0✳ ❉✬❛♣rès
❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✷✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ L1 ❡st s②♥❞ét✐q✉❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳ P♦✉r ✉♥ t❡❧ ❝♦✉♣❧❡

✶✸✷



(l, e)✱ ♦♥ ♣♦s❡ e := e(l, e) = kl+e − kl ❡t ♦♥ ♥♦t❡ E1 ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✭✜♥✐✮ ❞❡s
r✲✉♣❧❡ts e ♦❜t❡♥✉s ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ e ∈ E1✱ ♦♥ ❛

ξe(kl, Tkl
α) = ψ(kl+e, Tkl+e

α)g(α)− ψ(kl, Tkl
α)g(Tkl+e

α) = 0 .

❖♥ ❛ ❞♦♥❝
L1 ⊂

⋃

e∈E1

Le .

❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✷✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ e(l, e) ∈ E1 t❡❧ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Le ❡st s②♥✲
❞ét✐q✉❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳ P♦✉r ✉♥ t❡❧ e = e(l, e)✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱
♦♥ ❛ ξe ≡ 0✳ ◗✉❛♥❞ e1 ♣❛r❝♦✉rt ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♣❧✉s ❣r❛♥❞s q✉❡ B✱
♦♥ tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ r✲✉♣❧❡ts e = e(l, e) ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ξe ≡ 0✳ ◆♦t♦♥s
E2 ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✜♥✐✳ P♦✉r t♦✉t e ∈ E2✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ he,i,µ(z) = 0 q✉❡❧s q✉❡
s♦✐❡♥t ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s (i,µ)✳ ❙✐ µ ❡st ✉♥ s✲✉♣❧❡t t❡❧ q✉❡ |µ| = δq✱ ♦♥ tr♦✉✈❡

0 = he,q,µ(z) = gq,µ(Tez)g(z)− gq,µ(z)g(Tez) .

❊♥ ❞✐✈✐s❛♥t ♣❛r g(Tez)g(z)✱ ♦♥ ❛

gq,µ(Tez)

g(Tez)
=
gq,µ(z)

g(z)
.

❈♦♠♠❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Te ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❡t ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ r❛❝✐♥❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐té ♣❛r♠✐ s❡s
✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶ ❞❡ ❬✽✾❪✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥
♥♦♠❜r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ γµ t❡❧ q✉❡

gq,µ(z) = γµg(z) . ✭✼✸✮

❘❡♠❛rq✉♦♥s✱ q✉✬❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ γν = 1✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s à ♣rés❡♥t ✉♥ s✲✉♣❧❡t µ0

t❡❧ q✉❡ ν − µ0 ∈ Ns ❡t |ν − µ0| = 1✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t

0 = he,q,µ0
(z)

=
∑

µ>µ0

eµ−µ0

(
µ

µ0

)
gq,µ(Tez)g(z) + gq,µ0

(Tez)g(z)− gq,µ0
(z)g(Tez)

=


∑

µ>µ0

eµ−µ0

(
µ

µ0

)
γµ


 g(Tez)g(z)

+gq,µ0
(Tez)g(z)− gq,µ0

(z)g(Tez) .

❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ µ > µ0 ❛❧♦rs |µ| = δq ❡t✱ ❞✬❛♣rès ✭✼✸✮✱ ♦♥ ❛ gq,µ(z) = γµg(z)✳
❊♥ ❞✐✈✐s❛♥t ♣❛r g(Tez)g(z)✱ ♦♥ tr♦✉✈❡

gq,µ0
(Tez)

g(Tez)
=
gq,µ0

(z)

g(z)
−
∑

µ>µ0

eµ−µ0

(
µ

µ0

)
γµ .

✶✸✸



❉✬❛♣rès ❬✽✾✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶❪✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝

∑

µ>µ0

eµ−µ0

(
µ

µ0

)
γµ = 0 . ✭✼✹✮

▼❛✐s✱ s✐ µ > µ0✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ µ−µ0 ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡
❞❡ Cs✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ≤ s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ s✲✉♣❧❡t µ := µ(i) t❡❧
q✉❡ eµ(i)−µ0 = ei✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ e = e(l, e) = kl+e − kl✱ ❛✈❡❝ l ❡t l + e
❞❛♥s L0✳ ❈♦♠♠❡ E2 ❡st ✐♥✜♥✐✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s e(l, e) ∈ E2 ♣♦✉r ❞❡s ❡♥t✐❡rs e
❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❣r❛♥❞s✳ ▼❛✐s

lim
e→∞

kl+e − kl
e

=

(
1

log ρ(T1)
, . . . ,

1

log ρ(Ts)

)
.

❊♥ ❞✐✈✐s❛♥t ✭✼✹✮ ♣❛r e ❡t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ ❧✐♠✐t❡ q✉❛♥❞ e t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t

s∑

i=1

1

log ρ(Ti)

(
µ(i)

µ0

)
γµ(i) = 0 .

❈♦♠♠❡✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s 1/ log ρ(T1), . . . , 1/ log ρ(Ts) s♦♥t ❧✐♥é❛✐✲
r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts s✉r Z✱ ♦♥ ❛

(
µ

µ0

)
γµ = 0 ,

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ µ✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t µ = ν✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ δq =
(
ν
µ0

)
= 0✱ ♣✉✐sq✉❡ γν = 1✳

❈♦♠♠❡ δq ≥ δi ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✱ ♦♥ ❛ δi = 0✱ 1 ≤ i ≤ q✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs é❝r✐r❡

ψ(k, z) =

q∑

i=1

ηki gi(z) .

P♦✉r e ∈ E2✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝

0 = he,1,0(z) = η
e
1g1(Tez)g(z)− g1(z)g(Tez) .

P❛r ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡ q✱ ♦♥ ❛ g1(z) 6= 0✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❬✽✾✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶❪✱ ηe1 = 1
♣♦✉r t♦✉t e ∈ E2✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ (l, e) t❡❧❧❡ q✉❡
e = e(l, e) = (e1, . . . , er) ∈ E2✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

e1 log η1,1 + · · ·+ es log η1,s = 0 .

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r (log η1,1, . . . , log η1,s) s♦✐t ♥♦♥ ♥✉❧✳ ❈♦♠♠❡ e ∈ Ns✱
✐❧ ❡①✐st❡ µ = (µ1, . . . , µs) ∈ Zs t❡❧ q✉❡ e1µ1+ · · ·+ esµs = 0✳ ❊♥ ❞✐✈✐s❛♥t ♣❛r
e ❡t ❡♥ ❢❛✐s❛♥t t❡♥❞r❡ e ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ♦♥ tr♦✉✈❡

µ1
log ρ(T1)

+ · · ·+ µs
log ρ(Ts)

= 0 ,

✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ log η1,1 = · · · = log η1,s = 0 ❡t✱ ❝♦♠♠❡✱ ♣❛r
❤②♣♦t❤ès❡✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ Γ ❡st s❛♥s t♦rs✐♦♥✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ η1 = (1, . . . , 1) = ηq✱ ❝❡
q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❛ ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡ q✳

✶✸✹



❙✐ ♦♥ ♥❡ s✉♣♣♦s❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s 1/ log ρ(T1), . . . , 1/ log ρ(Tr) s♦♥t
❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts s✉r Z✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s ♣r❡♥❞r❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧
❡♥s❡♠❜❧❡ K à ❞✐st❛♥❝❡ ❜♦r♥é❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♠✐✲❞r♦✐t❡ R+Θ✳ ❖♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❛❧♦rs ❞✉
❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ♣♦✉r ❝❤♦✐s✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ K = {kl, l ∈ L} ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❞éq✉❛t❡✳

▲❡♠♠❡ ✷✼✳ ❙♦✐t µ1, . . . ,µt ∈ Zr ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧ à Θ ❞❛♥s Q
r
✳ ■❧

❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ s②♥❞ét✐q✉❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① L ⊂ N ❡t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs
(kl)l∈L ∈ Zr ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s µi✱ 1 ≤ i ≤ t✱ t❡❧s q✉❡

kl = lΘ+O(1) . ✭✼✺✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✽✳ ❙✐ t = 0✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ s✐ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s 1/ log ρ(T1)✱ . . .✱ 1/ log ρ(Tr)
s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts s✉r Z✱ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st s✐♠♣❧❡ ❡t ♦♥ ♣❡✉t
♣r❡♥❞r❡

K =

{(⌊
l

log ρ(T1)

⌋
, . . . ,

⌊
l

log ρ(Tr)

⌋)
: l ∈ N

}
.

❈♦♠♠❡ log ρ(T1) ❡t log ρ(T2) s♦♥t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❝❡tt❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐t❡ q✉❛♥❞ r = 2✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ q✉❛♥❞
r ≥ 3✱ ❞é♠♦♥tr❡r ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s

1

log ρ(T1)
, . . . ,

1

log ρ(Tr)
,

❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐♦♣❤❛♥t✐❡♥ ❞✐✣❝✐❧❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✼✳ ❖♥ ♣❛rt ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ (k0l )l∈N ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

k0l :=

(⌊
l

log ρ(T1)

⌋
, . . . ,

⌊
l

log ρ(Tr)

⌋)
.

❈♦♠♠❡ µ1 ❡st ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ à Θ✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ 〈µ1 , k
0
l 〉 r❡st❡ ❜♦r♥é✱

q✉❛♥❞ l ♣❛r❝♦✉rt N✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭✐✐✮ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✷✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r
c1 t❡❧ q✉❡

L1 = {l ∈ N : 〈µ1 , kl〉 = c1}
❡st s②♥❞ét✐q✉❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳ ❙♦✐t ν1 ∈ Zr t❡❧ q✉❡ 〈µ1 , ν1〉 = c1✳ ❆❧♦rs✱
♣♦✉r t♦✉t l ∈ L1✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r k1l := k0l − ν1 ❡st ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ à µ1 ❡t ♦♥ ❛ ♣❛r
❛✐❧❧❡✉rs k1l = lΘ+O(1)✳

❈♦♠♠❡ µ2 ❡st ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ à Θ✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ 〈µ2 , k
1
l 〉 ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t

❜♦r♥é✱ q✉❛♥❞ l ♣❛r❝♦✉rt L1✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ❡♥t✐❡r c2 ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

L2 = {l ∈ L1 : 〈µ2 , k
1
l 〉 = c2}

❡st s②♥❞ét✐q✉❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳ Pr❡♥♦♥s ✉♥ r✲✉♣❧❡t ν2 ∈ Zr t❡❧ q✉❡ 〈µ2 , ν2〉 =
c2 ❡t 〈µ1 , ν2〉 = 0✳ ❖♥ ♣❡✉t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣r❡♥❞r❡ ν2 = k1l0 ♣♦✉r ✉♥ l0 ∈ L2✳
❆❧♦rs✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ l ∈ L2✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r k2l = k1l − ν2 ❡st ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ à µ1 ❡t
µ2✱ ❡t ♦♥ ❛ k2l = lΘ+O(1)✳

✶✸✺



❊♥ ❝♦♥t✐♥✉❛♥t ❛✐♥s✐✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ s②♥❞ét✐q✉❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①
L := Lt ❡t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs (ktl)l∈L := (kl)l∈L ❛✈❡❝ ❧❡s ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés✳

❋✐①♦♥s L ❡t (kl)l∈L ⊂ Nr ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✼✳ ❖♥ ♣❡✉t à ♣rés❡♥t
❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✺✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✺✳ P♦s♦♥s s := r − t✳ ❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥é✲
r❛❧✐té✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s 1/ log ρ(T1), . . . , 1/ log ρ(Ts) s♦♥t
❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts s✉r Z✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

S :=




1 0 · · · · · · · · · · · · 0

0 1
✳ ✳ ✳ · · · · · · · · · ✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ · · · · · · ✳✳✳

0 · · · · · · 1 0 · · · 0

µ1
✳✳✳
µt




.

P❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ S ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❡t à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❛
Skl = (kl,1, . . . , kl,s, 0, . . . , 0) ♣♦✉r t♦✉t l ∈ L✳ ❙♦✐t ψ ∈ RΓ,r⊗ZL{z}✳ ◆♦t♦♥s
E ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ Zs ❞❛♥s Zr ❞é✜♥✐❡ ♣❛rE(k1, . . . , ks) = (k1, . . . , ks, 0 . . . , 0)✳
❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ψ ❞❡ Zs ❞❛♥s L{z} ❡♥ ♣♦s❛♥t

ψ((k1, . . . , ks), z) = ψ(S−1E(k1, . . . , ks), z) .

▲❡ ✈❡❝t❡✉r S−1E(k1, . . . , ks) ♣♦✉rr❛✐t ❛✈♦✐r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts r❛t✐♦♥♥❡❧s✱ ♠❛✐s
❛✈❡❝ ❞❡s ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs ❜♦r♥és✱ ♣❛r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥t✐❡r d✳ ❈♦♠♠❡ ψ ∈ RΓ,r⊗Z

L{z}✱ ♦♥ ♣❡✉t ❧✬ét❡♥❞r❡ s❛♥s ♣r♦❜❧è♠❡s à Qr✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ψ ❡st ❞♦♥❝ ❜✐❡♥
❞é✜♥✐❡ ❡t ❛♣♣❛rt✐❡♥t à RΓ′,s ⊗Z C{z}✱ ♦ù Γ′ ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ s❛♥s t♦rs✐♦♥ t❡❧
q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t γ ∈ Γ ❡t t♦✉t ❡♥t✐❡r a ≤ d✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ η ∈ Γ′ t❡❧ q✉❡ ηa = γ✳
P♦✉r t♦✉t l ∈ L✱ ♦♥ ❛ E(kl) = Skl ❡t ❞♦♥❝

ψ(kl, z) = ψ(kl, z) . ✭✼✻✮

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s✐ ψ(kl, Tkl
α) = 0 ♣♦✉r t♦✉t l ∈ L✱ s❛✉❢ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥

♥♦♠❜r❡ ✜♥✐✱ ❞✬❛♣rès ✭✼✻✮ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

L0 = {l ∈ L : ψ(kl, Tkl
α) = 0}

❡st s②♥❞ét✐q✉❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳ ❈♦♠♠❡ ψ ∈ RΓ′,s ⊗Z C{z}✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡
✷✻ ♦♥ ❛ ψ(k, z) = 0 ♣♦✉r t♦✉t k ∈ Zs ❡t✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ψ(kl, z) = 0 ♣♦✉r
t♦✉t l ∈ L✳ ❉✬❛♣rès ✭✼✻✮✱ ♦♥ ❛ ψ(kl, z) = 0✱ ♣♦✉r t♦✉t l ∈ L✳

✶✸✻



✸ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✻

◆♦tr❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✻ s✉✐t ❧❛ ♠ê♠❡ str❛té❣✐❡ q✉❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❛♥s ❬✻✼❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺ ❞❡ ❬✻✼❪ ❡st
✐♥❝♦♠♣❧èt❡ ❡t ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❝❧❛✐r q✉❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬✻✼❪ ❛✐t
❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s r❡q✉✐s❡s✳ ❈❡ ♠❛♥q✉❡ ❛ ❞é❥à été s♦✉❧✐❣♥é ♣❛r ❑✉✳
◆✐s❤✐♦❦❛ ❬✽✺❪ ❡t ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♠❡♥t✐♦♥♥é ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ■✳ ◆♦tr❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❡r♠❡t
❞❡ s✉r♠♦♥t❡r ❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✱ 1 ≤ i ≤ r✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Ai(zi)
s♦✐t ❝♦♥❥✉❣✉é❡ à ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ♣❛r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡
❥❛✉❣❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥❝ q✉❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♥t✐❡r i✱ 1 ≤ i ≤ r✱ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ Φi(zi) ∈ GLmi(Q{zi}) t❡❧❧❡ q✉❡

Φi(zi)
−1Ai(zi)Φi(Tizi) ∈ GLm(Q) . ✭✼✼✳i✮

❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✻ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳ ❉❛♥s ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥
✸✳✽ ♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉❡r♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ s✬ét❡♥❞ ❛✉ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✳

❚♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ♦♥ ✜①❡ K ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ Nr s❛t✐s❢❛✐s❛♥t
❛✉① ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✺✳ ❖♥ ♥♦t❡ f(z) ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦❧♦♥♥❡ ❢♦r♠é
❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s fi,j(zi) ❡t✱ ♣♦✉r k := (k1, . . . , kr)✱ ♦♥ ♥♦t❡ Ak(z) ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ♣❛r ❜❧♦❝s✱ ❢♦r♠é❡s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s A1,k1(z1), . . . , Ar,kr(zr)✳
❖♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♠♣❛❝t❡

f(z) = Ak(z)f(Tkz) . ✭✼✽✮

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r X := (X1, . . . ,Xr)✱ ♦ù Xi = (Xi,1, . . . , Xi,mi) ❡t
♦♥ ♣♦s❡ M :=

∑
mi✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ P ∈ Q[X] s♦✐t ❤♦♠♦❣è♥❡

❞❡ ❞❡❣ré di ❡♥ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s Xi✳ ◆♦t♦♥s s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦♥ô♠❡s ❞❡
❞❡❣ré di ❡♥ Xi✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✱ ❡t é♥✉♠ér♦♥s Xµ1 , . . . ,Xµs ❝❡s ♠♦♥ô♠❡s✱
♦ù ❧❡s µ1, . . . ,µs s♦♥t ❞❡s M ✲✉♣❧❡ts ❞✬❡♥t✐❡rs ♣♦s✐t✐❢s ♦✉ ♥✉❧s✳ ❖♥ ❞é❝♦♠♣♦s❡
P (X) ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

P (X) =
s∑

j=1

τjX
µj ,

❛✈❡❝ τj ∈ Q✳ P♦s♦♥s τ := (τ1, . . . , τs) ❡t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡s s ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡s
t1, . . . , ts✱ t := (t1, . . . , ts)✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t

F (t, z) :=
s∑

j=1

tjf(z)
µj , ✭✼✾✮

✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ t✱ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s Q{z}✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ ♦♥ ❛

F (τ ,α) = 0 . ✭✽✵✮

✶✸✼



✸✳✶ ❘❡❧❛t✐♦♥s ✐téré❡s

P♦✉r 1 ≤ i ≤ r✱ ♦♥ ♥♦t❡ Zi ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ mi à ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❛♥s
✉♥ ❛♥♥❡❛✉ A ❡t ♦♥ ♥♦t❡ Z ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ♣❛r ❜❧♦❝s diag(Z1, . . . , Zr)✳
◆♦t♦♥s Z(X) ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Z ❡t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦❧♦♥♥❡ X✳
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ j✱ (Z(X))µj ∈ A[X] ❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré di
❡♥ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s Xi✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t Rj,l(Z)✱ ❞❡s é❧é♠❡♥ts A✱
♣❛r

(Z(X))µj =
s∑

l=1

Rj,l(Z)X
µl .

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ (j, l)✱ Rj,l ❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré d := max{d1, . . . , dr}
❡♥ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Z✳ ❙♦✐t k ∈ Nr✱ ❞✬❛♣rès ✭✼✽✮ ❡t ✭✼✾✮✱ ♦♥ ❛

F (t, z) =

s∑

j=1

tj (Ak(z)f(Tkz))
µj

= F






s∑

j=1

tjRj,l (Ak(z))




l≤s

, Tkz


 .

P♦s♦♥s

τl,k :=

s∑

j=1

τjRj,l (Ak(α)) ∈ Q ❡t τk := (τ1,k, . . . , τs,k) . ✭✽✶✮

❉✬❛♣rès ✭✽✵✮ ♦♥ ❛
F (τk, Tkα) = 0 , ∀k ∈ Nr . ✭✽✷✮

✸✳✷ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s τj,k

❈✬❡st ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❛✉①
s②stè♠❡s ré❣✉❧✐❡rs s✐♥❣✉❧✐❡rs✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s τj,k ❝♦♠♠❡
✈❛❧❡✉rs ❡♥ Tkα ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ♠✉❧t✐✲❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s✳

▲❡♠♠❡ ✷✽✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ j✱ 1 ≤ j ≤ s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♠✉❧t✐✲
❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ψj ∈ RΓ,r ⊗Z C{z} t❡❧ q✉❡

τj,k = ψj(k, Tkα) ,

♣♦✉r t♦✉t k ∈ Nr✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ Q✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ L0 t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r
t♦✉t k ∈ Nr ❡t t♦✉t j✱ 1 ≤ j ≤ s✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ψj(k, z) ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à
L0✳

❉✬❛♣rès ✭✼✼✳i✮✱ ♣♦✉r t♦✉t i✱ 1 ≤ i ≤ r✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ Φi(zi) ∈
GLmi(Q{zi}) ❡t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ Bi ∈ GLmi(Q) t❡❧❧❡s q✉❡

Bi = Φi(zi)
−1Ai(zi)Φi(Tizi) .

✶✸✽



❊♥ ✐tér❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

Bk
i = Φi(zi)

−1Ai,k(zi)Φi(T
k
i zi) ,

❞✬♦ù ❧✬♦♥ t✐r❡
Ai,k(zi) = Φi(zi)B

k
i Φ

−1
i (T k

i zi) .

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ r✲✉♣❧❡t ❞✬❡♥t✐❡rs✱ k := (k1, . . . , kr)✱ ♦♥ é❝r✐t ❛❧♦rs

Ak(z) = Φ(z)BkΦ(Tkz)
−1 ,

♦ù Φ(z) := diag (Φ1(z1), · · · ,Φr(zr)) ❡t Bk := diag
(
Bk1

1 , · · · , Bkr
r

)
s♦♥t ❞❡s

♠❛tr✐❝❡s ❞✐❛❣♦♥❛❧❡s ♣❛r ❜❧♦❝s✳

▲❡♠♠❡ ✷✾✳ P♦✉r t♦✉t r✲✉♣❧❡t k ∈ Nr✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Φ(z) ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡t ✐♥✈❡r✲
s✐❜❧❡ ❛✉ ♣♦✐♥t Tkα✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ Φ(z) ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐✲
♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐té ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t ❞♦♥❝ q✉❡✱ ♣♦✉r
k ∈ K✱ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Φ(z) ❡st ❞é✜♥✐❡ ❛✉ ♣♦✐♥t Tkα✳ P❛r
❛✐❧❧❡✉rs✱ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ Nr✱ ♦♥ ❛

Φ(z) = Ak(z)Φ(Tkz)B
−1
k ✭✽✸✮

❡t ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts α1, . . . ,αr s♦♥t ré❣✉❧✐❡rs ♣♦✉r ❧❡✉rs s②stè♠❡s r❡s♣❡❝t✐❢s✱
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Ak(z) ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❛✉ ♣♦✐♥t α ♣♦✉r t♦✉t k ∈ Nr✳ ❊♥
r❡❣❛r❞❛♥t ✭✽✸✮ ♣♦✉r k ∈ K ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Φ(z) ❡st
❞é✜♥✐❡ ❛✉ ♣♦✐♥t α✳ ❊♥ ✐♥✈❡rs❛♥t ✭✽✸✮✱ ♦♥ tr♦✉✈❡

Φ(Tkz) = Ak(z)
−1Φ(z)Bk , ✭✽✹✮

❡t ❝♦♠♠❡ Ak(z) ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❡♥ α ♣♦✉r t♦✉t k ∈ Nr✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ Φ(z) ❡st
❞é✜♥✐❡ ❡♥ Tkα ♣♦✉r t♦✉t k ∈ Nr✳

P❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ detΦ(z) 6= 0✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✼✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ k ∈ Nr

t❡❧ q✉❡ detΦ(Tkα) 6= 0✳ ❉✬❛♣rès ✭✽✸✮✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Φ(z) ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❡♥ α✳
❉✬❛♣rès ✭✽✹✮✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Φ(z) ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❡♥ Tkα ♣♦✉r t♦✉t k ∈ Nr✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✽✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✾✱ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ Nr ❧❛ ♠❛✲
tr✐❝❡

B(k, z) := Φ(α)BkΦ(z)
−1

❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ♣❛r ❜❧♦❝✱ ❞é✜♥✐❡ ❛✉ ♣♦✐♥t Tkα✱ ❡t ♦♥ ❛

B(k, Tkα) = Ak(α). ✭✽✺✮

P♦✉r 1 ≤ l ≤ s✱ ♣♦s♦♥s

ψl(k, z) :=

s∑

j=1

τjRj,l (B(k, z)) , ✭✽✻✮

✶✸✾



♦ù ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s Rj,l s♦♥t ❞é✜♥✐s ❡♥ ✭✽✶✮✳ ❉✬❛♣rès ✭✽✶✮✱ ✭✽✺✮ ❡t ✭✽✻✮✱ ♦♥ ❛

ψl(k, Tkα) = τl,k .

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❏♦r❞❛♥ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s Bi✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s k 7→ ψj(k, z)✱ 1 ≤ j ≤ s✱ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à RΓ,r ⊗Z L✱ ♦ù

L := C (z,Φ(z))

❡st ❧❡ ❝♦r♣s ❡♥❣❡♥❞ré s✉r C ♣❛r ❧❡s ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡s z ❡t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ Φ(z) ❡t Γ ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s
Bi✱ s✉♣♣♦sé s❛♥s t♦rs✐♦♥✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡s sér✐❡s ψj(k, z) s♦♥t ❛♥❛❧②t✐q✉❡s
❡t ♦♥t ❧❡✉rs ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ Q✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ L0

❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ♠♦♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré ❛✉ ♣❧✉s d ❡♥ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
Φ(α)✳

P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛❝t❡

ψ(k, z) := (ψ1(k, z), . . . , ψs(k, z)) .

✸✳✸ ❱❛❧✉❛t✐♦♥s

❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❬✻✼❪✳
❉❛♥s ❬✻✼❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ E ∈ C[t][[z]]
❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥t✐❡r h ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡
P ∈ C[t, z] ❞♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ❛✈❡❝ ❝❡✉① ❞❡ E ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s
♠♦♥ô♠❡s zµ✱ ❛✈❡❝ |µ| ≤ h✱ ❡t t❡❧ q✉❡ P (τk, Tkα) = 0 ♣♦✉r t♦✉t k ∈ K✳ ▲❡
❧❡♠♠❡ ✺ ❞❡ ❬✻✼❪ ❛✣r♠❡ q✉❡

indice (E1(t, z)E2(t, z)) = indice E1(t, z) + indice E2(t, z) ,

♣♦✉r t♦✉t E1, E2 ∈ C[t][[z]]✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té

indice (E1(t, z)E2(t, z)) ≤ indice E1(t, z) + indice E2(t, z) ,

❡st ✉♥ ✐♥❣ré❞✐❡♥t ❝❧é ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❬✻✼❪✳ ■❧ ♥✬❡st t♦✉t❡❢♦✐s ♣❛s ❝❧❛✐r q✉❡
q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡✱ ♠ê♠❡ s✬❛♣♣r♦❝❤❛♥t ❞❡ ❝❡❧❛✱ s♦✐t ✈r❛✐✳ ■❧ s❡♠❜❧❡r❛✐t q✉❡ ❧❡s
❛✉t❡✉rs ❛✐❡♥t ❢❛✐t ❧✬❡rr❡✉r s✉✐✈❛♥t❡✳ ■❧s ❛✣r♠❡♥t q✉❡ s✐ P1(z) ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❞❡ E1(z) à ❧✬♦r❞r❡ r1 ❡t P2(z) ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❞❡ E2(z) à ❧✬♦r❞r❡ r2✱ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ P1(z)P2(z) ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡ E1(z)E2(z) à ❧✬♦r❞r❡ r1 + r2✳ ❈❡ ♥✬❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ♣❛s
❧❡ ❝❛s✳ ❇✐❡♥ sûr ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡

indice (E1(t, z)E2(t, z)) ≥ min{indice E1(t, z), indice E2(t, z)}

▼❛✐s ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té q✉✐ s❡rt ❞❛♥s ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ ❆✜♥ ❞❡
s✉r♠♦♥t❡r ❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛❧✉❛t✐♦♥s s✉r ❧❡
❝♦r♣s L✳

✶✹✵



✸✳✸✳✶ ▲✬❛♥♥❡❛✉ A
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ L ❛ ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ✜♥✐ s✉r C(z)✱ ❞✐s♦♥s ℓ✳

P❛r♠✐ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Φ(z)✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r φ1(z), . . . , φℓ(z)✱
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s✉r C(z)✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ✷✾ ♥♦✉s
❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s φi(z) s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❛✉① ♣♦✐♥ts Tkα ♣♦✉r t♦✉t k ∈
Nr✳ ▲❡ ❝♦r♣s L ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ C(z, φ1, . . . , φℓ)✱ ❞❡ ❞❡❣ré✱
❞✐s♦♥s d0✳ ❙♦✐t ϕ ✉♥ é❧é♠❡♥t ♣r✐♠✐t✐❢ ❞❡ L✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ t❡❧ q✉❡ ϕ ❡♥❣❡♥❞r❡
L s✉r C(z, φ1, . . . , φℓ)✳ ❊♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ϕ ♣❛r ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ C[z, φ1, . . . , φℓ]
s✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ϕ ❡st ❡♥t✐❡r s✉r ❧✬❛♥♥❡❛✉ C[z, φ1, . . . , φℓ]✳
▲✬❛♥♥❡❛✉

A := C[z, φ1, . . . , φℓ][ϕ]

❡st ❞♦♥❝ ✉♥ C[z, φ1, . . . , φℓ]✲♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡✱ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r 1, ϕ, . . . , ϕd0−1✳ ❈✬❡st
é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ s♦✉s✲❛♥♥❡❛✉ ❞❡ C{z}✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✾✱ ❧❛ sér✐❡ ϕ(z) ❡st
❞é✜♥✐❡ ❛✉① ♣♦✐♥ts Tkα ♣♦✉r t♦✉t k ∈ Nr✳

✸✳✸✳✷ ❱❛❧✉❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ ❝♦r♣s L

❙♦✐❡♥t K ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ C(z) ❞❛♥s L ❡t R = A ∩K✳ ❖♥ ❛ ✉♥❡
t♦✉r ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❞✬❛♥♥❡❛✉①

C[z] ⊂ R ⊂ R[φ1, . . . , φℓ] ⊂ A ⊂ C{z} ,

❞♦♥t ❧❡s ❝♦r♣s ❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ t♦✉r ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❝♦r♣s

C(z) ⊂ K ⊂ K(φ1, . . . , φℓ) ⊂ L ⊂ Frac(C{z}) .

❈❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ R ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ C{z}✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
ν : R → N ∪∞ ❡♥ ♣♦s❛♥t

ν

(
∑

λ

aλz
λ

)
:= min {|λ| : aλ 6= 0} ,

❞ès q✉❡
∑

λ aλz
λ ∈ R✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ❝❡❧❛ ❢♦r♠❡ ✉♥❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥

s✉r R✳
❙♦✐t P (z, φ1, . . . , φℓ) ∈ R[φ1, . . . , φℓ]✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s φ1, . . . , φℓ s♦♥t ❛❧❣é✲

❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s✉r C[z] ❡t ❞♦♥❝ é❣❛❧❡♠❡♥t s✉r R✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝
é❝r✐r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡

P (z, φ1, . . . , φℓ) =
∑

κ

pκ(z)φ
κ1
1 · · ·φκℓ

ℓ ,

♦ù pκ(z) ∈ R ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ κ := (κ1, . . . , κℓ) ∈ Nℓ✳ ▲❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ν s✬ét❡♥❞
❛❧♦rs à ❧✬❛♥♥❡❛✉ R[φ1, . . . , φℓ]✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t

ν

(
∑

κ

pκ(z)φ
κ1
1 · · ·φκℓ

ℓ

)
= min

κ
{ν(pκ)} .

✶✹✶



❖♥ ❧✬ét❡♥❞ é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✉ ❝♦r♣s ❞❡s ❢r❛❝t✐♦♥s K(φ1, . . . , φℓ)✳

▲❡ ❝♦r♣s L ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ K(φ1, . . . , φℓ) ❞❡ ❞❡❣ré✱ ❞✐s♦♥s✱ d1 ≤ d0✳
▲❡s ✈❛❧✉❛t✐♦♥s s✉r L q✉✐ ♣r♦❧♦♥❣❡♥t ν ❢♦r♠❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ {ν1, . . . , νh}✱
h ≥ 1✳

✸✳✸✳✸ ❱❛❧✉❛t✐♦♥s s✉r ❧✬❛♥♥❡❛✉ A
▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ♠♦♥tr❡ q✉✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ A ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r

❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s νi✱ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐❞é❛❧ (z)C{z} ❡♥❣❡♥❞ré
♣❛r z1,1, . . . , zr,nr ❞❛♥s C{z}✳
▲❡♠♠❡ ✸✵✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ c ≥ 0 t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t P ∈ A✱

P ∈ (z)
max{v−c,0}
C{z} ,

♦ù v := min{ν1(P ), . . . , νh(P )}✳
❈✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ s✉r ❧❡s ❝♦r♣s ✈❛❧✉és✳ ❘❛♣✲

♣❡❧♦♥s q✉✬ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❝♦r♣s F ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ µ✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡
✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❞❡ F ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ F ♣❛r µ✳

▲❡♠♠❡ ✸✶✳ ❙♦✐t F ✉♥ ❝♦r♣s ✈❛❧✉é✱ ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ µ ❡t ❞♦♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ✈❛❧✉❛✲
t✐♦♥s ❡st Z✳ ❙♦✐t F1 ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ F ❞❡ ❞❡❣ré δ✳ ◆♦t♦♥s {µ1, . . . , µt}
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❞❡ F1✱ q✉✐ ét❡♥❞❡♥t ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ µ✳ ❙♦✐t η1, . . . , ηδ
✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✉ F✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ F1✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ c ≥ 0 t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t
a1, . . . , aδ ∈ F✱ ♦♥ ❛

min{µ(a1), . . . , µ(aδ)} ≥ −c+min{µ1(a), . . . , µt(a)} ,

♦ù a :=
∑δ

i=1 aiηi ∈ F1✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ s❡ ❞ér♦✉❧❡ ❡♥ q✉❛tr❡ ét❛♣❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s
✈❡rr♦♥s q✉✬✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ◆♦✉s
❞é♠♦♥tr❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ q✉❛♥❞ ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ µ s✬ét❡♥❞ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
✉♥✐q✉❡ à F1✱ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❛♥❞ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❞❡ F1 ❡st Z ♣✉✐s
q✉❛♥❞ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❡st q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ◆♦✉s ❞é♠♦♥tr❡r♦♥s ❡♥✜♥ ❧❡
❧❡♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✶ s♦✐t s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❜❛s❡
η1, . . . , ηδ ❞❡ F1✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s θ1, . . . , θδ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❜❛s❡✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❞❡✉①
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s

a =:
δ∑

i=1

aiηi =
δ∑

i=1

biθi ∈ F1

♦ù a1, . . . , aδ, b1, . . . , bδ ∈ F✳ P♦s♦♥s a := (a1, . . . , aδ)
⊤ ❡t b := (b1, . . . , bδ)

⊤✳
❙♦✐t W ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s F t❡❧❧❡ q✉❡

(η1, . . . , ηδ) = (θ1, . . . , θδ)W .

✶✹✷



❖♥ ❛
b =Wa .

❆❧♦rs✱ µ(b) ≥ µ(W ) + µ(a) ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❡st ✈r❛✐ ♣♦✉r ❧❛ ❜❛s❡ θ1, . . . , θδ✱
q✉❛♥❞ c ❡st r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r µ(W ) + c✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ F1 ♥❡ ♣♦ssè❞❡ q✉✬✉♥❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ q✉✐ ét❡♥❞❡ µ ❡t q✉❡ ❧❡
❣r♦✉♣❡ ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❞❡ F1 s♦✐t Z✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞é❝♦✉❧❡ ✐♠♠é❞✐❛✲
t❡♠❡♥t ❞❡ ❬✺✾✱ ❈❤❛♣✳ ❳■■✱ ❈♦r✳ ✻✳✸✱ ♣✳ ✹✾✵❪ ❡t ❞❡ ❬✾✽✱ ▲❡♠♠❛ ✶✼✱ ♣✳ ✷✵❪✱ ❛✈❡❝
c := 0✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ F1 ♥❡ ♣♦ssè❞❡ q✉✬✉♥❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ q✉✐ ét❡♥❞❡ µ✱
♠❛✐s q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❞❡ F1 s♦✐t ❞✬♦r❞r❡ e s✉r Z✳ ◆♦t♦♥s ❡♥❝♦r❡ µ
❧✬✉♥✐q✉❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ à F1 ❡t ♣♦s♦♥s FZ

1 := µ−1(Z)✳ ❉✬❛♣rès
❬✺✾✱ ❈❤❛♣✳ ❳■■✱ ❈♦r✳ ✻✳✸✱ ♣✳ ✹✾✵❪✱ F1 ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ FZ

1 ❞❡ ❞❡❣ré e✳
❙♦✐t θ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ F1✱ ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ µ(θ) ❡st ❞❡ ❞❡❣ré e s✉r Z✳ ❆❧♦rs✱
1, θ, . . . , θe−1 ❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ F1 ❡♥ t❛♥t q✉❡ FZ

1 ✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧✳ ❖♥ ♣❡✉t
❞♦♥❝ é❝r✐r❡

a :=
e−1∑

i=0

biθ
i ,

❛✈❡❝ b0, . . . , be−1 ∈ FZ
1 ✳ ❈♦♠♠❡ ❛✉❝✉♥ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s biθi ♥✬❛ ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛❧✉❛✲

t✐♦♥✱ ♦♥ ❛
µ(a) = min

i
{µ(biθi)} = min

i
{µ(bi) + iµ(θ)}

❆❧♦rs µ(bi) ≥ µ(a) − iµ(θ) ♣♦✉r t♦✉t i✱ 0 ≤ i ≤ e − 1✳ ❈♦♠♠❡ FZ
1 ❡st ✉♥❡

❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ F ❞♦♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❡st Z✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❛✉① é❧é♠❡♥ts b0, . . . , be−1 ∈ FZ

1 ✱ t❡r♠✐♥❛♥t ❧❛
♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳

❖♥ ♣❡✉t à ♣rés❡♥t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✳ ❙♦✐t G ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡
F1 s✉r F✳ P♦s♦♥s FG

1 ❧❡ ❝♦r♣s ❢♦r♠é ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ F1 ✐♥✈❛r✐❛♥ts s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥
❞❡ G✳ ❆❧♦rs✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡ FG

1 s✉r F✱ ❡st tr✐✈✐❛❧✳ ❈♦♠♠❡ ❞✬❛♣rès ❬✺✾✱
❈❤❛♣✳ ❳■■✱ ❈♦r✳ ✹✳✶✵✱ ♣✳ ✹✽✺❪✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ sé♣❛r❛❜❧❡
❛❣✐t tr❛♥s✐t✐✈❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ✈❛❧✉❛t✐♦♥s q✉✐ ♣r♦❧♦♥❣❡♥t ❝❡❧❧❡s ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❜❛s❡✱
❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ µ s❡ ♣r♦❧♦♥❣❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡ à FG

1 ✳ ❖♥ ❧❛ ♥♦t❡r❛ ❡♥❝♦r❡ µ✳
❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞✬❆rt✐♥ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✺✾✱ ❈❤❛♣✳ ❱■✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✽✱ ♣✳
✷✻✹❪✮✱ F1 ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ FG

1 ✱ ❞❡ ❞❡❣ré✱ ❞✐s♦♥s✱ δ1✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡
G ❛❣✐t tr❛♥s✐t✐✈❡♠❡♥t s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s {µ1, . . . , µt}✳ ❙♦✐t θ ✉♥
é❧é♠❡♥t ♣r✐♠✐t✐❢ ❞❡ F1 s✉r ❧❡ ❝♦r♣s FG

1 ❡t s♦✐❡♥t σ1 := Id, σ2, . . . , σδ1 ∈ G✱ t❡❧s
q✉❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s σ1(θ), . . . , σδ1(θ) s♦♥t t♦✉s ❞✐st✐♥❝ts ✭❝✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♣✉✐sq✉❡
❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré δ1 ❡t ❞♦♥❝ sé♣❛r❛❜❧❡✮✳ ➱❝r✐✈♦♥s

a =:

δ1−1∑

i=0

biθ
i ,

✶✹✸



❛✈❡❝ b0, . . . , bδ1−1 ∈ FG
1 ✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✱ 1 ≤ i ≤ t✱ ❡t ❝❤❛q✉❡ j✱ 1 ≤ j ≤ δ1✱

♦♥ ❛✱
µi(σj(a)) ≥ min

k
{µk(a)} .

◆♦t♦♥s ❛❧♦rs a := (σ1(a), . . . , σδ1(a))
⊤ ❡t b := (b0, . . . , bδ1−1)

⊤✳ ❖♥ ♣❡✉t
é❝r✐r❡

a = V b ,

♦ù V ✱ ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❱❛♥❞❡r♠♦♥❞❡

V :=




1 σ1(θ) · · · σ1(θ)
δ1−1

✳✳✳
✳✳✳

1 σδ1(θ) · · · σδ1(θ)
δ1−1




▲❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ V ❡st ♥♦♥ ♥✉❧ ❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ V ❡st ❞♦♥❝ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳ ❖♥
♣❡✉t ❞♦♥❝ tr♦✉✈❡r ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs v1, . . . ,vδ1 ∈ Fδ1

1 ✱ t❡❧s q✉❡

viV = ei ,

❧❡ i✲✐è♠❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs

via = viV b = eib = bi−1 .

P♦s♦♥s à ♣rés❡♥t

c = −min{µj(vi), 1 ≤ j ≤ s, 1 ≤ i ≤ δ1} ,

❛❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ (i, j)✱ ♦♥ ❛

µ(bi−1) = µj(via) ≥ µj(vi) + µj(a) ≥ min
k
{µk(a)} − c .

❈♦♠♠❡ ❧❡ ❝♦r♣s FG
1 ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ F ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ µ s❡

♣r♦❧♦♥❣❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞❡ ❧❛
♣r❡✉✈❡ ❛✉① bi✳ ❈❡❧❛ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✵✳ ❖♥ ❞é❝♦♠♣♦s❡

P :=

δ1−1∑

j=0

∑

κ

pκ,jφ
κ1
1 · · ·φκℓ

ℓ ϕ
j ,

♦ù pκ,j ∈ R✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✶✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥ ré❡❧ c ≥ 0 t❡❧ q✉❡

ν

(
∑

κ

pκ,jφ
κ1
1 · · ·φκℓ

ℓ

)
≥ v − c ,

♦ù v := min{ν1(P ), . . . , νh(P )}✱ ♣♦✉r t♦✉t j✱ 0 ≤ j ≤ δ1 − 1✳ ❆❧♦rs✱ ♣❛r
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ν s✉r ❧❡ ❝♦r♣s K(φ1, . . . , φℓ) ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ (κ, j)✱

ν(pκ,j) ≥ v − c .

✶✹✹



▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ν s✉r R ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡

pκ,j ∈ (z)
max{v−c,0}
C{z} .

❈♦♠♠❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s φ1, . . . , φℓ, ϕ s♦♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ C{z}✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ❝♦♥❝❧✉✲
s✐♦♥ s♦✉❤❛✐té❡✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ ✸✸ ❝✐✲❞❡ss♦✉s s✬✐♥tér❡ss❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✉r R
❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡A q✉✐ ♥❡ s♦♥t ❣r❛♥❞s q✉❡ ♣♦✉r ❧✬✉♥❡ ❞❡s ✈❛❧✉❛t✐♦♥s✳ ❖♥ ❛ t♦✉t
❞✬❛❜♦r❞ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t ❜❛s✐q✉❡ s✉r ❧❡s ❝♦r♣s rés✐❞✉❡❧s✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡
❝♦r♣s rés✐❞✉❡❧✱ ♥♦té F

µ
✱ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ µ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s F ❡st ❧❡ ❝♦r♣s ♦❜t❡♥✉

❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ O := {θ ∈ F : µ(θ) ≥ 0} ♣❛r
s♦♥ ✉♥✐q✉❡ ✐❞é❛❧ ♠❛①✐♠❛❧ m := {θ ∈ F : µ(θ) > 0}✳

▲❡♠♠❡ ✸✷✳ ❙♦✐❡♥t F ✉♥ ❝♦r♣s ❡t F1 ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝♦r♣s✱ ❞❡ ❞❡❣ré ❞❡
tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ t✱ éq✉✐♣é❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ µ✳ ❆❧♦rs✱ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡
❞✉ ❝♦r♣s rés✐❞✉❡❧ F1

µ
s✉r ❧❡ ❝♦r♣s rés✐❞✉❡❧ F

µ
❡st ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à t✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ F1
µ
s✉r F

µ
s♦✐t

str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r à t✳ Pr❡♥♦♥s t+ 1 é❧é♠❡♥ts θ1, . . . , θt+1 ❞❛♥s F1✱ ❞♦♥t
❧❡s ✐♠❛❣❡s F1

µ
s♦♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s✉r F

µ
✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❬✾✽✱

▲❡♠♠❛ ✶✼✱ ♣✳ ✷✵❪ ✷✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r S✱ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s

t+1∏

i=1

θsii , 0 ≤ s1, . . . , st+1 ≤ S ,

s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts s✉r F✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡
tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ F1 s✉r F ❡st t✳

▲❡♠♠❡ ✸✸✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ {pκ,j} ⊂ R✱ ♦ù κ ∈ Nℓ✱ ❡t 0 ≤
j ≤ d1 − 1✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✱ 1 ≤ i ≤ h✱ ♦♥ ❛

νi


∑

κ

d1−1∑

j=0

pκ,jφ
κϕj


 = min

κ,j
{ν(pκ,j)} .

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❋✐①♦♥s ✉♥ ❡♥t✐❡r i✱ 1 ≤ i ≤ h✳ ❈♦♠♠❡ νi(zj,l) > 0 ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ (j, l)✱ ❧❡ ❝♦r♣s rés✐❞✉❡❧ ❞❡ C(z) ❡st ❧❡ ❝♦r♣s

C(z)
νi
= C .

❈♦♠♠❡ K ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ C(z)✱ ❞✬❛♣rès ❬✾✽✱ ❈♦r♦❧❧❛r② ✶✱ ♣✳ ✷✵❪✱ s♦♥
❝♦r♣s rés✐❞✉❡❧ K

νi ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ C(z)
νi
= C✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ K

νi = C .
P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❧❡ ❝♦r♣s rés✐❞✉❡❧ K(φ)

νi ❞❡ K(φ) ❡st ❞♦♥❝ C(φ)✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝

✷✳ ❉❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✼ ❞❡ ❬✾✽❪ ❧✬❛✉t❡✉r s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❡st ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ ❙❛ ♣r❡✉✈❡
r❡st❡ t♦✉t❡❢♦✐s ✈r❛✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✳

✶✹✺



✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣✉r❡♠❡♥t tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ C✱ ❞❡ ❞❡❣ré ℓ✳ ❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡
❧❡ ❝♦r♣s rés✐❞✉❡❧ L

νi ❞❡ L ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ C(φ) ❞❡ ❞❡❣ré d1✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❝❡ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❧❡ ❝❛s✳ ❉✬❛♣rès ❬✺✾✱ ❈❤❛♣✳ ❳■■✱ Pr♦♣✳ ✹✳✻✱ ♣✳ ✹✽✸❪
❝✬❡st ❢♦r❝é♠❡♥t ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❞❡❣ré str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à d1✳ ❖♥ ❛✱ ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ d1 > 1✳ ▲❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ 1, ϕ, ϕ2, . . . , ϕd1−1 ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♣s rés✐❞✉❡❧
L
νi s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s✉r C(φ)✳ ◆♦t♦♥s ϕ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ϕ ❞❛♥s

L
νi ✳ ❖♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r q1(φ), . . . , qd1−1(φ) ∈ C(φ)✱ t❡❧❧❡s q✉❡

q1(φ)ϕ+ q2(φ)ϕ
2 + · · ·+ qd1−1(φ)ϕ

d1−1 = 1 . ✭✽✼✮

P♦s♦♥s ❛❧♦rs π := q1(φ)ϕ+q2(φ)ϕ
2+ · · ·+qd1−1(φ)ϕ

d1−1✳ ▲❡ ❝♦r♣s K(π) ❡st
✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ K✱ ❞❡ ❞❡❣ré ❞❡ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ é❣❛❧ à 1✳ ▼❛✐s✱
❞✬❛♣rès ✭✽✼✮✱ νi(π − 1) > 0✳ ❆✐♥s✐✱ π ❡t 1 ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♣s
rés✐❞✉❡❧ K(π)

νi ❞❡ K(π)✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ K(π)
νi
= K

νi = C✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❡
❝♦r♣s L ❡st ❞❡ ❞❡❣ré ❞❡ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ℓ−1 s✉r K(π)✱ ♠❛✐s✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ s♦♥
❝♦r♣s rés✐❞✉❡❧ L

νi ❛ ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ é❣❛❧ à ℓ✱ s✉r ❧❡ ❝♦r♣s rés✐❞✉❡❧
K(π)

νi
= C ❞❡ K(π)✳ ❈✬❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✷✳ ▲❡ ❝♦r♣s rés✐❞✉❡❧

L
νi ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ C(φ)✱ ❞❡ ❞❡❣ré d1✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts

1, ϕ, . . . , ϕd1−1 s♦♥t ❞♦♥❝ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts s✉r C(φ)✳ ▲❡s ♣r♦❞✉✐ts
φκϕj ✱ κ ∈ Nl✱ 0 ≤ j ≤ d1 − 1✱ s♦♥t ❞♦♥❝ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts s✉r
K

νi = C✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❬✾✽✱ ▲❡♠♠❛ ✶✼✱ ♣✳ ✷✵❪✱ ♣♦✉r t♦✉t pκ,j ∈ R ♦♥ ❛

νi


∑

κ

d1∑

j=0

pκ,jφ
κϕj


 = min

κ,j
{ν(pκ,j)} .

✸✳✸✳✹ ▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♠✉❧t✐✲❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ψ(k, z) ❡t ❧✬❛♥♥❡❛✉ A
▲❡ ❝♦r♣s L ❡st ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ❢r❛❝t✐♦♥s ❞❡ A = C[z, φ1, . . . , φℓ][ϕ]✳ ❈♦♠♠❡

❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Φ(z) ❡st à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s L✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r Q ∈ A t❡❧ q✉❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ QΦ(z)−1 ❡st à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s A✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ A ⊂
C{z}✱ Q ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ Q(z) q✉❛♥❞ ♥♦✉s
r❡❣❛r❞♦♥s Q ❝♦♠♠❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ C{z}✳ P♦s♦♥s

χj(k, z) := Qψj(k, z) ∈ A .

▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s k 7→ χj(k, z)✱ 1 ≤ j ≤ s s♦♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ RΓ,r ⊗Z A✳
❖♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛❝t❡

χ(k, z) := (χ1(k, z), . . . , χs(k, z)) . ✭✽✽✮

✸✳✹ ❆♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❛✉① ♣♦✐♥ts (τ k, Tkα)

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❞é❝r✐t ❧❡ Q✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s Q[t, z]✱
❤♦♠♦❣è♥❡s ❡♥ t✱ q✉✐ s✬❛♥♥✉❧❡♥t ❛✉① ♣♦✐♥ts (τk, Tkα)✳

✶✹✻



✸✳✹✳✶ ❯♥ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ③ér♦s

◆♦t♦♥s V0 ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s P ∈ Q[t, z] ❤♦♠♦❣è♥❡s ❡♥ ❧❡s ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s t✱ ❡t t❡❧s q✉❡

P (χ(k, z), z) = 0 , ∀k ∈ K .

▲❡♠♠❡ ✸✹✳ ❙♦✐t P ∈ Q[t, z] ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡♥ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s t✳ ▲❡s
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s

✭✐✮ P♦✉r t♦✉t k ∈ K✱ s❛✉❢ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐✱ P (τk, Tkα) = 0✳

✭✐✐✮ P♦✉r t♦✉t k ∈ K✱ P (τk, Tkα) = 0✳

✭✐✐✐✮ P ∈ V0✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ (ii) =⇒ (i)✳ ■♠♠é❞✐❛t✳

(iii) =⇒ (ii)✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ P ∈ V0✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ P (χ(k, z), z) = 0
♣♦✉r t♦✉t k ∈ K✳ ❈♦♠♠❡ P ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡♥ t ❡t χ(k, z) = Qψ(k, z)✱ ♦♥
❛ é❣❛❧❡♠❡♥t P (ψ(k, z), z) = 0✱ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ K✳ ▼❛✐s✱ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ Nr✱
ψ(k, Tkα) = τk✱ ❞♦♥❝ P (τk, Tkα) = 0✱ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ K✳
(i) =⇒ (iii)✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ K✱ s❛✉❢ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥
♥♦♠❜r❡ ✜♥✐✱ ♦♥ ❛✐t P (τk, Tkα) = 0✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

k 7→ P (ψ(k, z), z)

❛♣♣❛rt✐❡♥t à RΓ,r ⊗Z C{z}✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥ Q✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ L t❡❧ q✉❡ P (ψ(k, z), z) ∈ RΓ,r ⊗Z L{z} ♣✉✐sq✉✬♦♥ ❛✈❛✐t
❞é❥à ♦❜s❡r✈é q✉❡ ψ(k, z) ∈ RΓ,r ⊗Z L0{z}✱ ♦ù L0 ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r
Q✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t z = Tkα✱ ♦♥ ❛ ψ(k, Tkα) = τk ❡t ❞♦♥❝

P (ψ(k, Tkα), Tkα) = 0

♣♦✉r t♦✉t k ∈ K✱ s❛✉❢ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✺✱

P (ψ(k, z), z) = 0, ∀k ∈ K .
❈♦♠♠❡ P ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡♥ t ❡t χ(k, z) = Qψ(k, z)✱ ♦♥ ❛ P ∈ V0✳

✸✳✹✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s

◆♦s ❧❡♠♠❡s ✸✺ ❡t ✸✻ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❛✉① t❤é♦rè♠❡ ✸ ❡t ❧❡♠♠❡
✹ ❞❡ ❬✻✼❪✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✻ ❡st q✉❛s✐♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡
✹ ❞❡ ❬✻✼❪✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ♣❡t✐t❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❝✬❡st q✉❡ ♥♦s ♣♦❧②♥ô♠❡s s♦♥t ❤♦♠♦❣è♥❡s
❡♥ t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ V0 ét❛♥t ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❝♦♥s✐❞éré ❞❛♥s
❬✻✼❪✱ ♥♦✉s ré✲é❝r✐✈♦♥s ✐❝✐ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✺✳

✶✹✼



➱t❛♥t ❞♦♥♥és ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs ♣♦s✐t✐❢s δ1 ❡t δ2✱ ♦♥ ♥♦t❡ V (δ1, δ2) ❧❡ Q✲❡s♣❛❝❡
✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s P ∈ Q[t, z] ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡ ❞❡❣ré δ1 ❡♥ t ❡t ❞♦♥t ❧❡
❞❡❣ré t♦t❛❧ ❡♥ z ❡st ❛✉ ♣❧✉s δ2✳ ❖♥ ♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t

V0(δ1, δ2) := V0 ∩ V (δ1, δ2) ,

❡t ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ q✉♦t✐❡♥t

V (δ1, δ2) := V (δ1, δ2)/V0(δ1, δ2) .

❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✹✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❛✉ ♣♦✐♥t (τk, Tkα)✱ k ∈ K✱
♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ s❛ ❝❧❛ss❡ ❞❛♥s V ✳

▲❡♠♠❡ ✸✺✳ ▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ v(δ1, δ2) ❞✉ Q✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ V (δ1, δ2) s❛t✐s❢❛✐t
à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥

v(δ1, δ2) ∼ c1(δ1)δN2 ,

♦ù c1(δ1) ❡st ✉♥ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ δ2✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t

P :=
∑

|ν|=δ1,|µ|≤δ2

pν,µt
νzµ

✉♥ é❧é♠❡♥t V (δ1, δ2)✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ d0 ❡st ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ϕ ❞❛♥s A✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ν t❡❧ q✉❡ |ν| = δ1✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡

χ(k, z)ν =
∑

|ω|≤δ′1,0≤j<d0,|κ|≤δ′′1

Sν,ω,j,κ(k)z
ωϕjφκ1

1 · · ·φκℓ
ℓ ∈ A ,

♦ù κ = (κ1, . . . , κℓ)✱ δ′1 ❡t δ′′1 ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t q✉❡ ❞❡ δ1 ❡t ♦ù ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
k 7→ Sν,ω,j,κ(k) s♦♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ RΓ,r ⊗Z C✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs

P (χ(k, z), z) =
∑

λ,j,|κ|≤δ′′1


 ∑

|ν|=δ1,|ω|≤δ′1

Sν,ω,j,κ(k)pν,λ−ω


 zλϕjφκ1

1 · · ·φκℓ
ℓ ,

♦ù |λ| ≤ δ2 + δ′1 ❡t ♦ù pν,λ−ω := 0 q✉❛♥❞ λ − ω /∈ NN ✳ ❯♥ ♣♦❧②♥ô♠❡
P ∈ V (δ1, δ2) ❡st ❞❛♥s V0 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t (N + ℓ + 1)✲✉♣❧❡t
(λ, j,κ)✱ ♦♥ ❛

∑

|ν|=δ1,|ω|≤δ′1

Sν,ω,j,κ(k)pν,λ−ω = 0 , ∀k ∈ K . ✭✽✾✮

❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✺✱ ❧✬é❣❛❧✐té ✭✽✾✮ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à

∑

|ν|=δ1,|ω|≤δ′1

Sν,ω,j,κ(.)pν,λ−ω = 0 ∈ RΓ,r ⊗Z C .

✶✹✽



P♦✉r ❝❤❛q✉❡ (ν,ω, j,κ)✱ ♦♥ é❝r✐t

Sν,ω,j,κ(k) =

q∑

i=1

ηki

∑

|γ|≤u

sω,j,ν,κ,i,γk
γ ,

♦ù ηi = (ηi,1, . . . , ηi,r) ∈ Γr ❡t sω,j,ν,κ,i,γ ∈ C✳ ❆✐♥s✐✱ P ∈ V0 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts pν,µ s❛t✐s❢♦♥t ❛✉ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s

∑

|ν|=δ1

∑

|µ|≤δ2,|ω|≤δ′1
µ+ω=λ

sω,j,ν,κ,i,γpν,µ = 0 , ∀(λ, j,κ,γ, i) . ✭✾✵✮

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ λ ≤ δ2+δ′1✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✾✵✮ ❞é✜♥✐t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦r♠❡s
❧✐♥é❛✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ s✉r V (δ1, δ2)✱ ❞✐s♦♥s Lλ,1, . . . , Lλ,cλ ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ cλ ♥❡
❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ δ2 ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s s✉♣♣♦rts ❞❡ κ ❡t γ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t q✉❡ ❞❡ δ1
❡t✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ i ❡t j ♣❛r❝♦✉r❡♥t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❞❡ t❛✐❧❧❡
q ❡t δ0✳ ◆♦t♦♥s V (δ1, δ2)

⋆ ❧❡ ❞✉❛❧ ❞❡ V (δ1, δ2) ❡t (eν,µ)|ν|=δ1, |µ|≤δ2 s❛ ❜❛s❡
❝❛♥♦♥✐q✉❡✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

eν,µ(P ) = pν,µ .

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ N ✲✉♣❧❡t ❞✬❡♥t✐❡rs η✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ s❤✐❢t s✉r V (δ1, δ2)
⋆ ❡♥

♣♦s❛♥t
ση(eν,µ) = eν,µ+η ,

q✉❛♥❞ |ν| = δ1✱ |µ+ η| ≤ δ2 ❡t µ+ η ≥ 0✱ ❡t ❡♥ ♣♦s❛♥t

ση(eν,µ) = 0 ❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s✳

◆♦t♦♥s Λ(δ1, δ2) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s λ ∈ NN ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♦♥t t♦✉t❡s
s✉♣ér✐❡✉r❡s ♦✉ é❣❛❧❡s à δ′1 ❡t ❞♦♥t ❧❛ ♥♦r♠❡ ❡st ❛✉ ♣❧✉s δ2✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡
♣❛✐r❡ (λ,λ′) ∈ Λ(δ1, δ2)

2✱ ❧❡ s❤✐❢t σλ′−λ ❞é✜♥✐t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ ❧❡s Q✲
❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s VectQ(Lλ,1, . . . , Lλ,cλ) ❡t VectQ(Lλ′,1, . . . , Lλ′,c

λ′
)✳ ❆✐♥s✐

cλ = cλ′ ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ c1(δ1)✱ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❞❡
δ1✱ t❡❧ q✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ Q✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧

VectQ(Lλ,i : λ ∈ Λ(δ1, δ2) ❡t 1 ≤ i ≤ cλ)

❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à c1(δ1)δN2 ✱ q✉❛♥❞ δ2 t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦r♠❡s
❧✐♥é❛✐r❡s Lλ,i ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s λ /∈ Λ(δ1, δ2) ❡st ❛✉ ♣❧✉s c2(δ1)δ

N−1
2 ✱ ♣♦✉r ✉♥

ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ c2(δ1) ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❞❡ δ1✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ v(δ1, δ2) ❞❡
V (δ1, δ2)✱ q✉✐ ❡st é❣❛❧❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦r♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s Lλ,i✱
❡st é❣❛❧❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à c1(δ1)δN2 q✉❛♥❞ δ2 t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳

▲❡♠♠❡ ✸✻✳ P♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ (δ1, δ2)✱ ♦♥ ❛

v(2δ1, δ2) ≤ (s+ 1)v(δ1, δ2) .

✶✹✾



✸✳✺ ❆♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ F (t, z) ❡t tr♦♥❝❛t✐♦♥s

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡

F (t, z) :=
s∑

i=1

tif(z)
µi .

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ F (t, z) ∈ C[t][[z]] ❡t ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡

F (t, z) =
∑

λ∈NN

lλ(t)z
λ,

♦ù ❧❡s lλ s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥ t✳ P♦✉r q ≥ 0 ✉♥ ❡♥t✐❡r✱ ♦♥ ♣♦s❡

Fq(t, z) :=
∑

λ∈NN : |λ|<q

lλ(t)z
λ

❧❛ s♦♠♠❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ F (t, z) à ❧✬♦r❞r❡ q ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s z✳ ❉❡
♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ♣♦✉r E(t, z) =

∑
λ eλ(t)z

λ ∈ C[t][[z]]✱ ♦♥ é❝r✐t

Eq(t, z) :=
∑

λ∈NN : |λ|<q

eλ(t)z
λ ∈ C[t, z] .

◆♦tr❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ q✉✐ r❡♠♣❧❛❝❡ ❬✻✼✱ ▲❡♠♠❛ ✻❪✳

▲❡♠♠❡ ✸✼✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ k0 ∈ K ❡t ✉♥ ❡♥t✐❡r i0✱ 1 ≤ i0 ≤ h✱ t❡❧s q✉❡

νi0(Fq(χ(k0, z), z)) ≥ q ,

♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r q ≥ 0✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❝❤♦✐s✐r k0 ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡
Q(z) ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s ❡♥ Tk0α✳

✸✳✻ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✼

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✼ s✉✐t ❧❡s ét❛♣❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
▼❛❤❧❡r✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛♥ts
❞❡ P❛❞é ❞❡ t②♣❡ ■ ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ Fq(t, z)✳ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t✱ ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡✱ q✉❡
❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✼ ♥✬❡st ♣❛s ✈r❛✐✱ ♦♥ ❣❛r❛♥t✐t à ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ✉♥ ❣r❛♥❞
♦r❞r❡ ❞✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ z = 0✳ ❊♥ ♠❛❥♦r❛♥t ❡t ❡♥ ♠✐♥♦r❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡tt❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ❛✉① ♣♦✐♥ts (τk, Tkα) ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

✸✳✻✳✶ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ (δ1, δ2)✱ ♣r❡♥♦♥s V1(δ1, δ2) ✉♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❡s✲
♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ V0(δ1, δ2) ❞❛♥s V (δ1, δ2)✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦✲
r✐❡❧ V2(δ1, δ2) ❡♥ ♣♦s❛♥t V2(δ1, δ2) :=

⊕δ1
i=1 V1(i, δ2)✳

▲❡♠♠❡ ✸✽✳ P♦✉r t♦✉t δ1 ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ ❡t δ2 s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞ ♣❛r r❛♣♣♦rt
à δ1✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s P0, . . . , Pδ1 ∈ V2(2δ1, δ2)✱ ❡t ✉♥ ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ c3✱
t❡❧s q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t q s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞✱

✶✺✵



✭✐✮ P0 6= 0✱

✭✐✐✮ E :=
∑δ1

j=0 PjF
j
q ∈ Q[t, z] s❛t✐s❢❛✐t à

νi(E(χ(k, z), z) ≥ c3δ1/N1 δ2 − δ1νi(Fq(χ(k, z), z)) ,

♣♦✉r t♦✉t k ∈ K ❡t t♦✉t i✱ 1 ≤ i ≤ h✱

♦ù c3 ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ δ1, δ2, q ❡t k✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ E ❞é♣❡♥❞ ❞❡ q✱ ♠❛✐s ♣❛s ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s
P0, . . . , Pδ1 ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦tr❡ ♣r❡✉✈❡ s✉✐t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❬✻✼❪✱ ♠❛✐s ♥♦✉s s✉❜st✐t✉♦♥s ❧❡s
✈❛❧✉❛t✐♦♥s à ❧✬✐♥❞✐❝❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❬✻✼❪✳

❙♦✐❡♥t q ❡t p ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs ♣♦s✐t✐❢s✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ❢♦r♠❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t❡s

{ ∏δ1
j=0 V1(2δ1 − j, δ2)
(P0, . . . , Pδ1)

→
{

Q[t, z]

E′ :=
∑δ1

j=0 PjF
j
q

y
{
V (2δ1, p− 1)

E′
p mod V0

←
{
V (2δ1, p− 1)

E′
p

❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s Pj s♦♥t ❤♦♠♦✲
❣è♥❡s ❞❡ ❞❡❣ré 2δ1− j ❡♥ t✱ ❛❧♦rs q✉❡ F ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré 1 ❡♥ t✱ E′ ❡st
❞♦♥❝ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré 2δ1 ❡♥ t ❡t E′

p ∈ V (2δ1, p − 1)✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ❝♦rr❡❝t
❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r E′

p mod V0(2δ1, p − 1)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ q ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞
♣❛r r❛♣♣♦rt à p ❡t δ2✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ (P0, . . . , Pδ1) 7→ E′

p mod V0(2δ1, p− 1) ♥❡
❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ q✳

❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✺✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧
∏δ1

j=0 V1(2δ1− j, δ2) ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥✲

s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡ à c1(δ1)δ1δN2 /2 ♣♦✉r δ2 ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✻✱
❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ V (2δ1, p−1) ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à (s+1)v(δ1, p−1)✳
❙✐ p ❡st ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✺ ♥♦✉s ❣❛r❛♥t✐t q✉❡ v(δ1, p−1) ≤ 2c1(δ1)δ1p

N ✳
P♦✉r ✉♥ t❡❧ p✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ V (2δ1, p − 1) ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à
2(s+ 1)c1(δ1)p

N ✳ P♦s♦♥s

p :=

⌊
δ
1/N
1 δ2

5(s+ 1))1/N

⌋
,

❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡

2(s+ 1)c1(δ1)p
N < c1(δ1)δ1δ

N
2 /2 .

✶✺✶



❊♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡✱ ♣♦✉r δ2 ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ (P0, . . . , Pδ1) 7→ E′

p(P0, . . . , Pδ1) mod V0 ❛ ✉♥ ♥♦②❛✉ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✳ ❖♥
♣❡✉t ❞♦♥❝ tr♦✉✈❡r ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s P0, . . . , Pδ1 ✱ ♥♦♥ t♦✉s ♥✉❧s✱ t❡❧s q✉❡ E′

p ∈
V0(2δ1, q − 1)✳ ❖♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ E′

p(χ(k, z), z) = 0 q✉❡ E′(χ(k, z), z) ∈ (z)p✱
♦ù (z) ❞és✐❣♥❡ ❧✬✐❞é❛❧ ❞❡ A ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r z1,1, . . . , zr,nr ✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝

νi(E
′(χ(k, z), z)) ≥ p ≥ c3δ1/N1 δ2 , ∀i, 1 ≤ i ≤ h,

♦ù c3 ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ δ1✱ δ2✱ k✱ i ❡t ❞❡ q✳ ❙♦✐t v ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥t✐❡r t❡❧
q✉❡ Pv 6= 0✳ ❖♥ ♣♦s❡

E :=
∑

j≥v

PjF
j−v
q ,

❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ EF v
q = E′✳ P♦✉r 1 ≤ i ≤ h✱ ♦♥ tr♦✉✈❡

νi(E
′(χ(k, z), z)) = νi(E(χ(k, z), z)) + vνi(Fq(χ(k, z), z)) .

❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r δ1 ❡t δ2 s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞✱ ♦♥ ❛

νi(E(χ(k, z), z)) = νi(E
′(χ(k, z), z))− vνi(Fq(χ(k, z), z))

≥ c3δ
1/N
1 δ2 − δ1νi(Fq(χ(k, z), z)),

♣♦✉r t♦✉t k ∈ K ❡t t♦✉t i✱ 1 ≤ i ≤ h✳

✸✳✻✳✷ ❈❤♦✐① ❞✬✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✜♥✐ ❞❡ K
◆♦t♦♥s K0 ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s k ∈ K ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s Q(z) ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s ❛✉

♣♦✐♥t Tkα✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡t ♣♦✉r ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡
✸✼✱ ♦♥ r❛✐s♦♥♥❡ ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ K0 ❡t t♦✉t i✱
1 ≤ i ≤ h✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r q(k, i) t❡❧ q✉❡

νi(Fq(k,i)(χ(k, z), z)) < q(k, i) . ✭✾✶✮

▲❡♠♠❡ ✸✾✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✾✶✮ s♦✐t ✈r❛✐❡✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
❡♥t✐❡r q0 ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✜♥✐ K′ ⊂ K0 t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ K′✱ i✱ 1 ≤ i ≤ h
❡t q ≥ q0✱ ♦♥ ❛

✭✐✮ P0(τk, Tkα) 6= 0✳

✭✐✐✮ νi(Fq(χ(k, z), z)) < q0✱

♦ù P0 ❡st ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✽✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ P0 /∈ V0✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ k 7→ P0(ψ(k, z), z) ♥✬❡st ♣❛s
✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡ s✉r K✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

k 7→ P0(ψ(k, z), z)Q(z)

✶✺✷



♥✬❡st ♣❛s ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡ s✉r K✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✺ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
✐♥✜♥✐té ❞❡ k ∈ K t❡❧s q✉❡

P0(τk, Tkα) 6= 0, ❡t Q(Tkα) 6= 0 .

❆✐♥s✐✱ t♦✉s ❝❡s k ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t K0✳ ❈❤♦✐s✐ss♦♥s ✉♥ t❡❧ é❧é♠❡♥t k0✳ ❖♥ é❝r✐t

χl(.) =
∑

ω,κ,j

sl,ω,κ,j(.)z
ωφκϕj ,

♦ù 1 ≤ l ≤M ✱ j < d0 ❡t ♦ù ω ∈ NN ❡t κ ∈ Nℓ ♣❛r❝♦✉r❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐✳
❘é✲✐♥❞❡①♦♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s sl,ω,κ,j(.) ❡♥ sl,u(.)✱ 1 ≤ u ≤ Λ✱ ❛✈❡❝ Λ ✉♥ ❡♥t✐❡r
♣♦s✐t✐❢✳ ❋✐①♦♥s ✉♥ ❡♥t✐❡r i✱ 1 ≤ i ≤ h ❡t ♣♦s♦♥s qi := q(k0, i)✳ ❈♦♠♠❡ Fq(t, z)
❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ t✱ Fqi(χ(k, z), z) ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ (sl,u(k))1≤u≤Λ✳ ■❧
❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ CΛ ❞❛♥s C✱ ❞✐s♦♥s ǫi,1, . . . , ǫi,Ω✱ t❡❧❧❡s q✉❡

νi(Fqi(χ(k, z), z)) ≥ qi ⇐⇒ ǫi,v((sl,u(k))1≤u≤Λ) = 0 ∀v, 1 ≤ v ≤ Ω .

❉✬❛♣rès ✭✾✶✮✱ νi(Fqi(χ(k0, z), z)) < q✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ❡♥t✐❡r v(i)✱ 1 ≤
v(i) ≤ Ω t❡❧ q✉❡

ǫi,v(i)((sl,u(k0))1≤u≤Λ) 6= 0 .

❊♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✱ 1 ≤ i ≤ h✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

ǫ(.) :=
h∏

i=1

ǫi,v(i)((sl,u(.))1≤u≤Λ) ∈ RΓ,r ⊗Z C

t❡❧❧❡ q✉❡ ǫ(k0) 6= 0 ❡t t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✱ 1 ≤ i ≤ h✱
ǫ(k) 6= 0⇒ νi(Fqi(χ(k, z), z)) < qi . ✭✾✷✮

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

k 7→ P0(ψ(k, z), z)Q(z)

l∏

i=1

ǫi(k)

❛♣♣❛rt✐❡♥t à RΓ,r ⊗Z L{z} ♣♦✉r ✉♥ Q✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ L ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❡❧❧❡ ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s ❡♥ k0✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✺✱ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✜♥✐ K′ ⊂ K0 t❡❧ q✉❡

P0(τk, Tkα) 6= 0 ❡t ǫi(k) 6= 0 , ✭✾✸✮

♣♦✉r t♦✉t i✱ 1 ≤ i ≤ l✱ ❡t t♦✉t k ∈ K′✳ P♦✉r k ∈ K′✱ ❞✬❛♣rès ✭✾✷✮ ❡t ✭✾✸✮✱ ♦♥
❛

νi(Fqi(χ(k, z), z)) < qi .

❋✐①♦♥s ✉♥ i✱ 1 ≤ i ≤ h✱ ❡t ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❡♥t✐❡r q > qi✳ ❖♥✱ ❛ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱
νi(Fq(χ(k, z), z) − Fqi(χ(k, z), z)) ≥ qi✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ K′✱ ♦♥
❛ νi(Fqi(χ(k, z), z)) < qi✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝

νi(Fqi(χ(k, z), z)) < qi

♣♦✉r t♦✉t q > qi ❡t t♦✉t k ∈ K′✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ ❛❧♦rs q0 := max{q1, . . . , qh}✳

✶✺✸



▲❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✼ ❝♦♥s✐st❡ à ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❡t ✉♥❡
♠✐♥♦r❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ E ❛✉① ♣♦✐♥ts (τk, Tkα) ❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥
❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ q✉❛♥❞ |k| ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞✳ ❈❡s ❝❛❧❝✉❧s s♦♥t ❝❧❛ss✐q✉❡s
❡♥ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r✳ ❖♥ ❡♥ tr♦✉✈❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛✐r❡s ❞❛♥s ❬✻✼❪✳ ❙♦✐t q ≥ q0 ✉♥
❡♥t✐❡r✱ ♦ù q0 ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✾✱ ❡t s♦✐t E ∈ Q[t, z] ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉
❧❡♠♠❡ ✸✽ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬❡♥t✐❡r q✳

✸✳✻✳✸ ▼❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ |E(τk, Tkα)|
❉✬❛♣rès ❧❡s ❧❡♠♠❡s ✸✽ ❡t ✸✾✱ ♦♥ ❛

νi(E(χ(k, z), z)) ≥ c3δ1/N1 δ2 − δ1q0 ,

♣♦✉r t♦✉t k ∈ K′ ❡t t♦✉t i✱ 1 ≤ i ≤ h✳
❈♦♠♠❡ δ2 ≥ δ1✱ ♣♦✉r δ1 ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✵ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡

ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ c4 t❡❧ q✉❡

E(χ(k, z), z) ∈ (z)

⌊

c4δ
1/N
1 δ2

⌋

C{z} , ∀k ∈ K′ .

❈♦♠♠❡ E ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡♥ t ❡t χ(k, z) = Q(z)ψ(k, z)✱ ♦♥ ❛

E(ψ(k, z), z) ∈ (z)

⌊

c5δ
1/N
1 δ2

⌋

C{z} , ∀k ∈ K′ .

♣♦✉r ✉♥ ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ c5✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s r❛②♦♥s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s sér✐❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞é✜♥✐ss❛♥t
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ k 7→ ψ(k, z) ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞❡ k✳ ❆❧♦rs✱ ❡♥ ❞é❝♦♠♣♦s❛♥t
E(ψ(k, z), z) =

∑
λ eλ(k)z

λ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ré❡❧s ♣♦s✐t✐❢s c6(δ1, δ2, q)✱ c7 ❡t c8
t❡❧s q✉❡

|eλ(k)| ≤ c6(δ1, δ2, q)c|k|7 c
|λ|
8 .

❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✶✱ ♦♥ ❛ ‖Tkα‖ ≤ e−c9ρ|k| ♣♦✉r ✉♥ ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ c9 ❡t ♣❛r
❝♦♥séq✉❡♥t✱

|E(τk, Tkα)| = |E(ψ(k, Tkα), Tkα)|
≤

∑

|λ|≥p

|eλ(k)| × ‖Tkα‖λ

≤
∑

|λ|≥p

c6(δ1, δ2, q)c
|k|
7 c

|λ|
8 e−|λ|c9ρ|k| , ∀k ∈ K′ .

■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ c10 t❡❧ q✉❡✱

|E(τk, Tkα)| ≤ e−c10δ
1/N
1 δ2ρ|k| , ✭✾✹✮

♣♦✉r t♦✉t k ∈ K′ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞ ♣❛r r❛♣♣♦rt à δ1, δ2 ❡t q✳

✶✺✹



✸✳✻✳✹ ▼✐♥♦r❛t✐♦♥ ♣♦✉r |E(τk, Tkα)|
❉✬❛♣rès ✭✽✷✮✱ ♦♥ ❛

F (τk, Tkα) = 0 ,

♣♦✉r t♦✉t k ∈ Nr✳ ▲❛ sér✐❡ ❡♥t✐èr❡ F (ψ(k, z), z) − Fq(ψ(k, z), z) ❡st ❞❡
✈❛❧✉❛t✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡ à q ❡♥ z✳ ❊♥ r❛✐s♦♥♥❛♥t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳✸✱
♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥ ré❡❧ c11 t❡❧ q✉❡
∣∣∣∣∣∣

δ1∑

j=1

Pj(τk, Tkα)Fq(τk, Tkα)
j

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

δ1∑

j=1

Pj(τk, Tkα)(F − Fq)(τk, Tkα)
j

∣∣∣∣∣∣

≤ e−c11ρ|k|q ,

♣♦✉r t♦✉t k ∈ K′ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞ ♣❛r r❛♣♣♦rt à δ1, δ2 ❡t q✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s P0(τk, Tkα)✱ k ∈ K′✱ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t
t♦✉s ❛✉ ♠ê♠❡ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s✳ ❉✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ▲✐♦✉✈✐❧❧❡ ✭♣♦✉r ❧❡s
❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ c12 > 0✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ k✱ t❡❧ q✉❡

|P0(τk, Tkα)| ≥ H(P0(τk, Tkα))
−c12 . ✭✾✺✮

▲❡s ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s τj(k) s♦♥t ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré d ❡♥ ❧❡s ❝♦❡❢✲
✜❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Ak(α)✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✶✱ ❧❡s ♥✉♠ér❛t❡✉rs ❡t ❧❡s
❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs ❞❡s ❢r❛❝t✐♦♥s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s q✉✐ ❢♦r♠❡♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ Ak(z) s♦♥t ❞❡ ❞❡❣ré ✐♥❢ér✐❡✉r à c13ρ|k| ❡t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝❡s ❢r❛❝✲
t✐♦♥s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♦♥t ✉♥❡ ❤❛✉t❡✉r ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à c14ρ|k| , ♦ù c13
❡t c14 s♦♥t ❞❡s ré❡❧s ♣♦s✐t✐❢s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ré❡❧ c15 t❡❧ q✉❡

logH(τj(k)) ≤ c15ρ|k| .
▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ P0 ❡st ❞❡ ❞❡❣ré ✐♥❢ér✐❡✉r à 2δ1 ❡♥ t ❡t ✐♥❢ér✐❡✉r à δ2 ❡♥ z✳
❈♦♠♠❡ δ2 ≥ δ1✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠❛❥♦r❡r ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❞❡ P0(τk, Tkα)
♣❛r

logH(P0(τk, Tkα)) ≤ c16 + c17δ2ρ
|k| ,

♣♦✉r ❞❡s ré❡❧s ♣♦s✐t✐❢s c16 ❡t c17✳ ❉✬❛♣rès ✭✾✺✮✱ ♦♥ tr♦✉✈❡

|P0(τk, Tkα)| ≥ c18e−c12c17δ2ρ|k| ,

♣♦✉r ✉♥ ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ c18✱ ❡t ❛✐♥s✐

|E(τk, Tkα)| ≥ |P0(τk, Tkα)| −
∣∣∣∣∣

δ1∑

i=1

Pi(τk, Tkα)Fq(τk, Tkα)

∣∣∣∣∣

≥ c18e
−c12c17δ2ρ|k| − e−c11ρ|k|q .

◗✉❛♥❞ q ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞ ♣❛r r❛♣♣♦rt à δ2 ❡t k ∈ K′ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t
❣r❛♥❞ ♣❛r r❛♣♣♦rt à q✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

|E(τk, Tkα)| ≥ e−c19δ2ρ|k| , ✭✾✻✮

♣♦✉r ✉♥ ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ c19✳

✶✺✺



✸✳✻✳✺ ❈♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥

❉✬❛♣rès ✭✾✹✮ ❡t ✭✾✻✮ ♦♥ ❛

e−c19δ2ρ|k| ≤ |E(τk, Tkα)| ≤ e−c10δ
1/N
1 δ2ρ|k| ,

♣♦✉r t♦✉t k ∈ K′ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞ ♣❛r r❛♣♣♦rt à q ❡t t♦✉t q s✉✣s❛♠♠❡♥t
❣r❛♥❞ ♣❛r r❛♣♣♦rt à δ2✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡✱ ❡♥ ❞✐✈✐s❛♥t ♣❛r δ2ρ|k| ❡t
❡♥ ❢❛✐s❛♥t t❡♥❞r❡ |k| ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ ❞❛♥s K′✱ ♦♥ tr♦✉✈❡

c19 ≥ c10δ1/N1 .

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ ❞ès q✉❡ δ1 ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞✳ ❈❡❧❛
t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✼✳

✸✳✼ ❋✐♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✻ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝❤❛♥✲
❣❡♠❡♥t ❞❡ ❥❛✉❣❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ✜①❡ ❧❡ k0 ∈ K ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✼✳ P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r q✱
♦♥ ❛

νi0(Fq(χ(k0, z), z)) ≥ q . ✭✾✼✮

P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r i✱ 1 ≤ i ≤ s✱ ♦♥ é❝r✐t

χi(k0, z) =
∑

κ,λ,j

χi,κ,j(z)φ
κ1
1 · · ·φκℓ

ℓ ϕ
j ∈ A ,

♦ù ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s κ = (κ1, . . . , κℓ) ∈ Nℓ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐✱ ♦ù
0 ≤ j < d1 ❡t ♦ù χi,κ,j(z) ∈ R ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ (κ, j)✳ ❉❛♥s ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❝❡tt❡
s❡❝t✐♦♥✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡✱ κ ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✬✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ Nℓ✱
❡t j ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t {0, . . . , d1 − 1}✳ ❖♥ ♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t χκ,j := (χi,κ,j)i≤s✳
❖♥ ❛ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

Fq(χ(k0, z), z) =
∑

κ,j

Fq(χκ,j(z), z)φ
κ1
1 · · ·φκℓ

ℓ ϕ
j .

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t é✈❛❧✉❡r F (t, z) ❛✉① ♣♦✐♥ts t = χκ,j(z) ❡t q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡
F (χκ,j(z), z) ❡st ❞❛♥s C{z}✳

▲❡♠♠❡ ✹✵✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ (κ, j)✱ ♦♥ ❛

F (χκ,j(z), z) = 0 .

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ✭✾✼✮✱ ♦♥ ❛ νi0(Fq(χ(k0, z), z)) ≥ q✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès
✸✸✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ (κ, j)✱ ♦♥ ❛

ν(Fq(χκ,j(z), z)) ≥ q .

✶✺✻



Pr♦❧♦♥❣❡♦♥s ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ν à t♦✉t C{z} ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛
❧✐♠✐t❡ q →∞✱ ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ν s✉r C{z}✱ ♦♥ ❛ ❞✬✉♥ ❝ôté

lim
q→∞

Fq(χκ,j(z), z)) = F (χκ,j(z), z) ,

❡t ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté
lim
q→∞

Fq(χκ,j(z), z)) = 0 .

❆✐♥s✐ F (χκ,j(z), z) = 0✳

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝♦♥❝❧✉r❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✻ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡✲
♠❡♥t ❞❡ ❥❛✉❣❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✳ P♦s♦♥s β := Tk0α✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✼✱ ❝❡ ❝❤♦✐①
❞❡ k0 ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ sér✐❡ Q(z) ∈ C{z} ❡♥ β✳ P♦s♦♥s

ηi(z) := Q(β)−1
∑

κ,j

φ1(β)
κ1 · · ·φℓ(β)κℓϕ(β)jχi,κ,j(z) ∈ R,

❡t η(z) = (ηi(z))i≤s✳ ▲❡s sér✐❡s ηi(z) s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❡♥ β ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✳ ❊♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❧✐♥é❛r✐té ❞❡ F ❡♥ t✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✵ q✉❡

F (η(z), z) = 0 .

❊♥ é✈❛❧✉❛♥t ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ❡♥ Tk0z✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ F ♦♥ ❛

∑

i≤s

ηi(Tk0z)f(Tk0z)
µi = 0 . ✭✾✽✮

❆❧♦rs✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐❞❡♥t✐té

f(Tk0z) = Ak0(z)
−1f(z) ,

❡t ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t f(Tk0z) ♣❛r Ak0(z)
−1f(z) ❞❛♥s ✭✾✽✮✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r

❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s η̃(z) = (η̃1(z), . . . , η̃s(z))✱ t❡❧❧❡s q✉❡

s∑

i=1

η̃i(z)f(z)
µi = 0 .

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❡♥ é✈❛❧✉❛♥t η ❡♥ β✱ ♦♥ ❛

η(β) = ψ(k0, Tk0α) = τk0 . ✭✾✾✮

❉✬❛♣rès ✭✾✾✮ ❡t ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s τk ♦♥ ❛ η̃(α) = τ ✳ ▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ Q ∈ R[X]✱
❞é✜♥✐ ♣❛r

Q(z, X1,1, X1,2, . . . , X1,m1, X2,1, . . . , Xr,mr) :=
∑

i≤s

η̃i(z)X
µi

✶✺✼



❛ ❞♦♥❝ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

Q(z,f(z)) = 0 ❡t Q(α,X) = P (X) ,

❝♦♠♠❡ s♦✉❤❛✐té✳

■❧ ♥❡ r❡st❡ q✉✬✉♥ ❞ét❛✐❧ à tr❛✐t❡r✳ ❖♥ ✈❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❛②❛♥t
❧❡s ♠ê♠❡ ♣r♦♣r✐étés✱ ♠❛✐s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à Q(z)[X] ❡t ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t C(z)[X]✳
P♦s♦♥s R1 := R∩Q(z)✳ ❖♥ ❛ R = R1 ⊗C✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝♦♠♠❡ R ⊂ C{z}✱
❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ R1 s♦♥t ❞❛♥s Q{z}✳

❙♦✐t V ⊂ C ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t Q✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❝♦♥t❡♥❛♥t 1 ❡t t❡❧ q✉❡ Q
❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ R1✲♠♦❞✉❧❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r V ✳ ❆✐♥s✐✱ V ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✳
❙♦✐t 1, π1, . . . , πt ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ V s✉r Q✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞é❝♦♠♣♦s❡r Q ❡♥

Q(z,X) = Q0(z,X) + π1Q1(z,X) + · · ·+ πtQt(z,X) ,

♦ù Qi ∈ R1✱ 1 ≤ i ≤ t✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s fi,j(zi) ❡t ❧❡s Qi(z,X)
❛②❛♥t ❧❡✉rs ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s Q✱ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r Q ❞❡s πi ✐♠♣❧✐q✉❡
q✉❡

Qi(z,f(z)) = 0 ,

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✱ 0 ≤ i ≤ t✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ P ét❛♥t à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❛❧❣é❜r✐q✉❡s✱ ♦♥ ❛

Q0(α,X) = P (X) ❡t Qi(α,X) = 0 ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ d .

❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ Q0 ❛ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés r❡q✉✐s❡s✳ ❈❡❧❛ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✻ q✉❛♥❞ Φ(z) ❛♣♣❛rt✐❡♥t à GLm(Q{z})✳

❙✉♣♣♦s♦♥s à ♣rés❡♥t q✉❡ Q(z,f(z)) s♦✐t ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ Q(z)✳
◆♦t♦♥s K ⊂ Q(z) ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ Q(z) ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞❡ Q(z,X)✳ ❉✬❛♣rès ❬✺✾✱ ❈❤❛♣t❡r ❱■■■❪✱ ❧❡s ❝♦r♣s Q(z)(f1(z), . . . , fm(z)) ❡t
K s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞✐s❥♦✐♥ts s✉r Q(z)✳ ◆♦t♦♥s δ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ K s✉r Q(z) ❡t
❝♦♥s✐❞ér♦♥s θ(z) ✉♥ é❧é♠❡♥t ♣r✐♠✐t✐❢ ❞❡ K s✉r Q(z)✳ ❖♥ ♣❡✉t✱ s❛♥s ♣❡rt❡
❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ θ(z) ❡st ❡♥t✐❡r s✉r Q[z] ❡t✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ q✉❡
θ(z) ∈ Q{z} ∩ Q{z − α}✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s θ(z)j ✱ 0 ≤ j ≤ δ − 1✱
s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s✉r Q(z)✱ ❡❧❧❡s r❡st❡♥t ❞♦♥❝ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s✉r Q(z)(f1(z), . . . , fm(z))✳ ❊♥ ❞é❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ Q
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

Q =

δ−1∑

j=0

Qj(z, X1, . . . , Xm)θ(z)j ,

♦ù Qj(z, X1, . . . , Xm) ∈ Q[z, X1, . . . , Xm]✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ q✉❡

Qj(z, f1(z), . . . , fm(z)) = 0

✶✺✽



♣♦✉r t♦✉t j✱ 0 ≤ j ≤ δ − 1✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t

R(z, X1, . . . , Xm) :=
δ−1∑

j=0

Qj(z, X1, . . . , Xm)θ(α)j ∈ Q[z, X1, . . . , Xm] ,

♦♥ ♦❜t✐❡♥t à ❧❛ ❢♦✐s

R(z, f1(z), . . . , fm(z)) = 0 ❡t R(α, X1, . . . , Xm) = P (X1, . . . , Xm) ,

❝♦♠♠❡ s♦✉❤❛✐té✳

✸✳✽ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✻ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❝♦♠♠❡♥t ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡
✶✻ ♣♦✉r ❧✬ét❡♥❞r❡ ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❥❛✉❣❡ Φi(zi) ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❛♥❛❧②t✐q✉❡s✱ ♠❛✐s r❛♠✐✜és✳ P♦✉r t♦✉t i✱ 1 ≤ i ≤ r✱ ♦♥ ♥♦t❡
K̂zi,d ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ❞❡ Q{z1/di }✱ ♦ù z

1/d
i = (z

1/d
i,1 , . . . , z

1/d
i,ni

)✳ ❖♥ ♣♦s❡

K̂zi := ∪d≥1K̂zi,d✳ ❖♥ ♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t K̂d ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ❢r❛❝t✐♦♥s ❞❡ Q{z1/d}
❡t K̂ = ∪d≥1K̂d✳

❖♥ ♠♦♥tr❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t s❡ r❛♠❡♥❡r ❛✉ ❝❛s ♦ù Φi(zi) ∈
GLmi(K̂zi,1)✳ ❙♦✐t α = (α1, . . . ,αr) t❡❧ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ (Ti,αi) ❡st ❛❞✲
♠✐ss✐❜❧❡ ❡t t❡❧ q✉❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts αi ❡st ré❣✉❧✐❡r ♣♦✉r ✭✼✶✳i✮✳ P❛r ❤②✲
♣♦t❤ès❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r j t❡❧ q✉❡ Φi(z

j
i ) ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡ GLmi(K̂zi,1)✳ ❙♦✐t

α′ := (α′
1, . . . ,α

′
r) t❡❧ q✉❡ (α

′
i)
j = αi ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✱ 1 ≤ i ≤ r✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬ét✉❞❡

❞❡ ✭✼✽✮ ❛✉ ♣♦✐♥t α ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥ ♣❛r ❜❧♦❝s




g1(z)
✳✳✳
✳✳✳

gr(z)




=




A1(z
j
1)

✳ ✳ ✳
✳ ✳ ✳

Ar(z
j
r)







g1(Tz)
✳✳✳
✳✳✳

gr(Tz)



,

❛✉ ♣♦✐♥t α′✱ ♦ù gi(z) := f i(z
j)✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts α′

i s♦♥t ré❣✉❧✐❡rs ♣♦✉r ❝❡s ♥♦✉✲
✈❡❛✉① s②stè♠❡s ❡t ❝❤❛q✉❡ (Ti,α

′
i) r❡st❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡s ♠❛✲

tr✐❝❡s Ai(z
j) s♦♥t ❝♦♥❥✉❣✉é❡s à ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✈✐❛ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t

❞❡ ❥❛✉❣❡ Φi(z
j) ∈ GLm(K̂zi,1)✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i✱

1 ≤ i ≤ r✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Φi(zi) ❡st ❞❛♥s GLm(K̂zi,1) P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♥t✐❡r i✱ 1 ≤
i ≤ r✱ s♦✐t ∆i(zi) ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ∆i(zi)Φi(zi)
❡t ∆(zi)Φ

−1
i (zi) ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à Q{zi}✳ P♦s♦♥s ∆(z) := ∆1(z1) · · ·∆r(zr)✳

❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✺✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

K∆ := {k ∈ K : ∆(z) ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡t ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❛✉ ♣♦✐♥t Tkα}

❡st ✐♥✜♥✐✳

✶✺✾



▲❡♠♠❡ ✹✶✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✺ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✈r❛✐❡ q✉❛♥❞ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ K ♣❛r
K∆✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ∆(z) ❛♣♣❛rt✐❡♥t Q{z}✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ K✱
s❛✉❢ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐✱ ∆(z) ❡st ❞é✜♥✐❡ ❛✉ ♣♦✐♥t Tkα✳ ❖♥ ♣❡✉t
❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ∆(z) ❡st ❞é✜♥✐❡ ❛✉ ♣♦✐♥t Tkα ♣♦✉r t♦✉t k ∈ K✳ ❙♦✐t L ✉♥
Q✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❡t s♦✐t ψ ∈ RΓ,r⊗ZL{z} t❡❧ q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡
(ψ(k, z))k∈K∆

♥✬❡st ♣❛s ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡✳ ▲❛ s✉✐t❡ (∆(z)ψ(k, z))k∈K ♥✬❡st
♣❛s ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✺✱ ∆(Tkα)ψ(k, Tkα) 6= 0
♣♦✉r ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ k ∈ K✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ K∆✱ ❝❡s k ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à
K∆✳

❖♥ ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r✱ s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té q✉❡ K = K∆✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
q✉❡✱ ∆(Tkα) 6= 0 ♣♦✉r t♦✉t k ∈ K✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ✷✽ ❞♦✐t ❛❧♦rs êtr❡ ♠♦❞✐✜é ❞❡
❧❛ s♦rt❡✳

▲❡♠♠❡ ✹✷ ✭▲❡♠♠❡ ✷✽✲❜✐s✮✳ P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r j✱ 1 ≤ j ≤ s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
♣♦❧②♥ô♠❡ ♠✉❧t✐✲❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ψj ∈ RΓ,r ⊗Z K̂1 t❡❧ q✉❡

τj,k = ψj(k, Tkα)

❡t ∆(z)dψj(k, z) ∈ C{z}✱ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ Nr✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ Q✲❡s♣❛❝❡
✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ L0 t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ Nr ❡t t♦✉t j✱ 1 ≤ j ≤ s✱
❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ∆(z)dψj(k, z) ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à L0✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ s✉✐t ❧❡s ♠ê♠❡ ét❛♣❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✽✳ ❖♥
♦❜s❡r✈❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✾ r❡st❡ ✈r❛✐✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ∆(z)Φ(z)✱ ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ 0 ❡t ❞♦♥❝ ❡♥ Tkα
♣♦✉r t♦✉t k ∈ K ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✳ ❈♦♠♠❡ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱∆(Tkα) ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s
❡♥ k ∈ K✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Φ(z) ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡♥ Tkα✱ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ K s✉✣s❛♠♠❡♥t
❣r❛♥❞✳ ▲❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✾ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡✳

❙♦✐t k ∈ Nr✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✱ 1 ≤ j ≤ s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ψj(k, z) ❡st ✉♥
♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré d ❡♥ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s Φ−1(z)✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝
∆(z)dψj(k, z) ∈ C{z}✱ ❝♦♠♠❡ s♦✉❤❛✐té✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❛✣r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡
✹✷ s❡ ♣r♦✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✽✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ♣♦✉r L0

❧❡ Q✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ♠♦♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré ❛✉ ♣❧✉s d ❡♥ ❧❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Φ(α)✳

▲❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡s ❧❡♠♠❡s ✸✹✱ ✸✺✱ ✸✻ ❡t ✸✽ s♦♥t ✐♥❝❤❛♥❣é❡s✱ à ✉♥❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥
♣rès✳ ■❧ ❢❛✉t êtr❡ ♣r✉❞❡♥t ❞❛♥s ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭✐✮ ⇒ ✭✐✐✐✮ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✹✳ ❖♥
♣r♦❝è❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡

P (ψ(k, Tkα), Tkα) = 0

♣♦✉r t♦✉t k ∈ K ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✳ ❆❧♦rs✱ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ P ét❛♥t ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ♦♥
❛ é❣❛❧❡♠❡♥t P (∆(Tkα)

dψ(k, Tkα), Tkα) = 0 ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ k ∈ K✳

✶✻✵



❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✺✱ P (∆(z)dψ(k, z), z) = 0 ♣♦✉r t♦✉t k ∈ K✳ ❖♥ ❛
❞♦♥❝ P (ψ(k, z), z) = 0 ♣♦✉r t♦✉t k ∈ K✱ ❝♦♠♠❡ s♦✉❤❛✐té✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✼✱
❞❛♥s ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ |E(τk, Tkα)|✱ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳✸✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ t❡❧❧❡
♠❛❥♦r❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❡st ❝♦♥tr❛✐♥t à ♣rés❡♥t ❞❡ ♠✐♥♦r❡r ❧❛ q✉❛♥t✐té |∆(Tkα)|✳ ❖♥
✈❛ ✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r ❝❡❧❛ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❈♦r✈❛❥❛ ❡t ❩❛♥♥✐❡r ❬✹✹❪✳

❋✐♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✻✳ P❛r ✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡
❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳✹✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ✭✾✹✮ ✿

|E(∆(Tkα)
dψ(k, Tkα), Tkα)| ≤ e−c1δ

1/N
1 δ2ρ|k| ,

♣♦✉r t♦✉t k ∈ K′ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞ ♣❛r r❛♣♣♦rt à δ1✱ δ2 ❡t q✱ ❡t ♣♦✉r ✉♥
ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ c1✳ ❈♦♠♠❡ E ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré 2δ1 ❡♥ t✱ ♦♥ ❛

|E(τk, Tkα)| = |E(∆(Tkα)
dψ(k, Tkα), Tkα)| × |∆(Tkα)|−2δ1d

≤ e−c1δ
1/N
1 δ2ρ|k| × |∆(Tkα)|−2δ1d .

✭✶✵✵✮

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞✬❛♣rès ❬✹✹✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸❪ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ré❡❧s ♣♦s✐t✐❢s c2 ❡t c3
t❡❧s q✉❡

|∆(Tkα)| ≥ c2‖Tkα‖c3 , ✭✶✵✶✮

♣♦✉r ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ k ∈ K′✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❢❛✐ts ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹
♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ❞❡ ❬✹✹❪ à ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡
♣♦✐♥ts (Tkα)k∈K′ ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦tr❡ ❝❤♦✐① ❞❡ K ♥♦✉s ❛ss✉r❡ q✉❡ ∆(Tkα) 6= 0
♣♦✉r t♦✉t k ∈ K ❡t✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ K′ ♣✉✐sq✉❡ K′ ⊂ K✳ ❊♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ δ1/N1 δ2 ≫ δ1✱ q✉❛♥❞ δ1 t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ❡t ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t
✭✶✵✵✮ ❡t ✭✶✵✶✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❞❛♥s ✸✳✻✳✸✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱

|E(τk, Tkα)| ≤ e−c4δ
1/N
1 δ2ρ|k| ,

♣♦✉r ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ k ∈ K′ ❡t ✉♥ ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ c4✳ ▲❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ❧❛ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥
r❡st❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡tt❡ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥ ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t
k ∈ K′ ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥
✸✳✻✳✺✳ ▲❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✻ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡✳

✹ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✺

▲✬✐♥é❣❛❧✐té

deg.trQ(z)(f1,1(z1), . . . , fr,mr(zr)) ≥ deg.trQ(f1,1(α1), . . . , fr,mr(αr))

❡st t♦✉❥♦✉rs ✈r❛✐❡✱ q✉❡❧q✉❡s s♦✐❡♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞éré❡s✳ ◆♦t♦♥s ❛❧♦rs

Alg
Q(z)

α,0
(f(z)) :=

{
P ∈ Q(z)α,0[X] : P (f1,1(z1), . . . , fr,mr(zr)) = 0

}
,

✶✻✶



❧✬✐❞é❛❧ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1,1(z1), . . . , fr,mr(zr) s✉r
Q(z)α,0 ❡t

AlgQ(f(α)) :=
{
P ∈ Q[X] : P (f1,1(α1), . . . , fr,mr(αr)) = 0

}
,

❧✬✐❞é❛❧ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s Q✱ ❡♥tr❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s
f1,1(α1), . . . , fr,mr(αr)✳ ❈❡ s♦♥t ❞❡s ✐❞é❛✉① ♣r❡♠✐❡rs✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r p ❞✬✉♥ ❛♥♥❡❛✉✱ ♦♥ ♥♦t❡ ht(p) ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡
p✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡✱ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐❞é❛✉① ♣r❡♠✐❡rs ✐♥❝❧✉s
❞❛♥s p✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡ ❑r✉❧❧✱ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡ ❧✬✐❞é❛❧
♣r❡♠✐❡r p ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡ p✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s P1(X), . . . , Ph(X) ∈ Q[X] ✉♥ s②stè♠❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❣é♥ér❛✲
t❡✉rs ❞❡ ❧✬✐❞é❛❧ AlgQ(f(α))✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✻✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s

Q1(z,X), . . . , Qh(z,X) ∈ Alg
Q(z)

α,0
(f(z)) ,

t❡❧s q✉❡ Qj(α,X) = Pj(X)✱ 1 ≤ j ≤ h✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s②s✲
tè♠❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs R1(z,X), . . . , Rh−1(z,X)✱ ❞❡ ❧✬✐❞é❛❧ Alg

Q(z)
α,0

(f(z))✳

❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ Γ(z,X) ❞❡ t❛✐❧❧❡ (h− 1)× h✱ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s
Q(z)α,0[X]✱ t❡❧❧❡ q✉❡

(Q1(z,X), . . . , Qh(z,X)) = (R1(z,X), . . . , Rh−1(z,X))Γ(z,X) .

❊♥ é✈❛❧✉❛♥t ❡♥ α✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ R1(α,X), . . . , Rh−1(α,X) ❡♥❣❡♥❞r❡ ❧✬✐❞é❛❧
AlgQ(f(α))✱ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝

ht
(
Alg

Q(z)
α,0

(f(z))
)
≥ ht

(
AlgQ(f(α))

)
, ✭✶✵✷✮

◆♦t♦♥s M :=
∑

imi ❡t n :=
∑

i ni✳ ❖♥ ❛ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱

ht
(
Alg

Q(z)
α,0

(f(z))
)
=M − deg.trQ(z)(f1,1(z1), . . . , fr,mr(zr)) ✭✶✵✸✮

❡t

ht
(
AlgQ(f(α))

)
=M − deg.trQ(f1,1(α1), . . . , fr,mr(αr)) . ✭✶✵✹✮

▲✬✐♥é❣❛❧✐té

deg.trQ(z)(f1,1(z1), . . . , fr,mr(zr)) ≤ deg.trQ(f1,1(α1), . . . , fr,mr(αr))

❞é❝♦✉❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ ✭✶✵✷✮✱ ✭✶✵✸✮ ❡t ✭✶✵✹✮✳

✶✻✷



❈❤❛♣✐tr❡ ■❱

P✉r❡té ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s

❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡

❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s

❙✐ ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ✶✹✱ ✶✺ ❡t ✶✻ ♦♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛✉tr❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♥♦tr❡
♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ q✉❛♥t à ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❛✉①
s②stè♠❡s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛ss♦❝✐és à ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡st
❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s

E1 = {ζ1,1, . . . , ζ1,m1}, . . . , Er = {ζr,1, . . . , ζr,mr} .
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✱ 1 ≤ i ≤ r✱ ❞♦♥♥♦♥s✲♥♦✉s ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞✬✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡s Xi =
(Xi,1, . . . , Xi,mi) ❡t ❞é✜♥✐ss♦♥s

AlgQ(Ei) :=
{
P (Xi) ∈ Q[Xi] : P (ζi,1, . . . , ζi,mi) = 0

}

❧✬✐❞é❛❧ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s✉r Q ❡♥tr❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ Ei✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡ E = {ζ1,1, . . . , ζr,mr} ❡t
AlgQ(E) :=

{
P (X1, . . . ,Xr) ∈ Q[X1, . . . ,Xr] : P (ζ1,1, . . . , ζr,mr) = 0

}
.

❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ P ∈ AlgQ(E) ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♣✉r❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉① ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡s Ei s✐ ✐❧ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧✬✐❞é❛❧ AlgQ(Ei | E) ❞❡

Q[X1, . . . ,Xr] ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ AlgQ(Ei)✳
❖♥ ❞é❞✉✐t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✹ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✽ ✭Pr❡♠✐❡r t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ♣✉r❡té ✿ ♣♦✐♥ts ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✮✳ ❙♦✐❡♥t
r ≥ 2 ✉♥ ❡♥t✐❡r ❡t ρ > 1 ✉♥ ré❡❧✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✱ 1 ≤ i ≤ r✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥
s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥ ré❣✉❧✐❡r s✐♥❣✉❧✐❡r




fi,1(Tizi)
✳✳✳

fi,mi(Tizi)


 = Ai(zi)




fi,1(zi)
✳✳✳

fi,mi(zi)


 ✭✶✵✺✳i✮

✶✻✸



♦ù Ai(zi) ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ GLmi(Q(zi))✱ zi := (zi,1, . . . , zi,ni) ❡st ✉♥❡
❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡s✱ Ti ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ni à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs
♥❛t✉r❡❧s ❡t ❞❡ r❛②♦♥ s♣❡❝tr❛❧ ρ✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✱ 1 ≤ i ≤ r✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥
♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡

Ei ⊆ {fi,1(αi), . . . , fi,mi(αi)} ,
♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ αi ∈ Q

ni ❡t ♦♥ ♣♦s❡ E := ∪ri=1Ei✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡

✭✐✮ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✱ αi ∈ (Q
⋆
)ni s♦✐t ✉♥ ♣♦✐♥t ré❣✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✵✺✳i✮

❡t q✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (Ti,αi) s♦✐t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✱

✭✐✐✮ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ n✲✉♣❧❡t ❞✬❡♥t✐❡rs (µ1, . . . ,µr)✱ ♦ù n =
∑
ni✱ t❡❧ q✉❡

(T k
1α1)

µ1 · · · (T k
r αr)

µr = 1✱ ♣♦✉r t♦✉t k ❞❛♥s ✉♥❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ❛r✐t❤♠é✲
t✐q✉❡✳

❆❧♦rs

AlgQ(E) =
r∑

i=1

AlgQ(Ei | E) .

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ t♦✉t❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ E ❡st ✉♥❡
r❡❧❛t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♣✉r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s Ei✱ 1 ≤ i ≤ r✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✾✳ ❙✐ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s T1, . . . , Tr ♦♥t ❞❡s r❛②♦♥s s♣❡❝tr❛✉① ρ(Ti) ❞✐s✲
t✐♥❝ts✱ ♠❛✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡✉① à ❞❡✉①✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞❡s
❡♥t✐❡rs ♣♦s✐t✐❢s d1, . . . , dr t❡❧s q✉❡ ρ(T1)d1 = · · · = ρ(Tr)

dr ✱ ❡t ✐tér❡r ❝❤❛q✉❡
s②stè♠❡ ✭✶✵✺✳i✮ di ❢♦✐s✱ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✽ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠❛✲
tr✐❝❡s T di

i ✳

◆♦t♦♥s q✉✬à ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✹✱ ♦♥ ♥✬✐♠♣♦s❡ ♣❛s ❛✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s Ei
❞❡ ❝♦♥t❡♥✐r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡s s②stè♠❡s ✭✶✵✺✳i✮✳

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✐✮ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✽ ❣❛r❛♥t✐t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❢♦r♠❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts α1, . . . ,αr✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
r✐❡♥ ♥✬✐♥t❡r❞✐t ❞❛♥s ❧✬é♥♦♥❝é ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r r ❝♦♣✐❡s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ s②s✲
tè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥✳ ❙❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ♣r❡♥❞r❡ α1 = · · · = αr ❡t
❝❤♦✐s✐r E1 = · · · = Er ❞❡s ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ ❝♦♠♣♦sés ❞❡ t ♥♦♠❜r❡s
❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ▲❡ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡ E ❝♦♥t✐❡♥❞r❛✐t ❛❧♦rs ❝❤❛q✉❡
♥♦♠❜r❡ ❡♥ r ❡①❡♠♣❧❛✐r❡s✳ ▲✬✐❞é❛❧ AlgQ(E) s❡r❛✐t ❞♦♥❝ ❞❡ ❤❛✉t❡✉r (r − 1)t✱
t❛♥❞✐s q✉❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ✐❞é❛✉① AlgQ(Ei) s❡r❛✐t ré❞✉✐t à 0✳

❈❡ ♣r❡♠✐❡r t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ♣✉r❡té ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛✐t❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧❡s ✈❛✲
❧❡✉rs ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦♥❝t✐♦♥s T ✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s✱ ❡♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts s✉✣s❛♠♠❡♥t ✐♥✲
❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ♥❡ ❞✐t r✐❡♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s ❛ss♦❝✐és à ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞♦♥t ❧❡s r❛②♦♥s s♣❡❝tr❛✉① s♦♥t
❞❡✉① à ❞❡✉① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✉ ré✲
s✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

✶✻✹



❚❤é♦rè♠❡ ✶✾ ✭❙❡❝♦♥❞ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ♣✉r❡té ✿ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✮✳
❙♦✐t r ≥ 2 ✉♥ ❡♥t✐❡r✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✱ 1 ≤ i ≤ r✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ s②stè♠❡
♠❛❤❧ér✐❡♥ ré❣✉❧✐❡r s✐♥❣✉❧✐❡r




fi,1(Tizi)
✳✳✳

fi,mi(Tizi)


 = Ai(zi)




fi,1(zi)
✳✳✳

fi,mi(zi)


 ✭✶✵✻✳i✮

♦ù Ai(zi) ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ GLmi(Q(zi))✱ Ti ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s✱ ❞❡ r❛②♦♥ s♣❡❝tr❛❧ ρ(Ti)✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡

✭✐✮ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✱ αi ∈ (Q
⋆
)ni s♦✐t ✉♥ ♣♦✐♥t ré❣✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✵✻✳i✮

❡t q✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (Ti,αi) s♦✐t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✱

✭✐✐✮ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡ (i, j)✱ i 6= j✱ ♦♥ ❛✐t log ρ(Ti)/ log ρ(Tj) 6∈ Q✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✱ 1 ≤ i ≤ r✱ ✉♥ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡

Ei ⊆ {fi,1(αi), . . . , fi,mi(αi)}

❡t ♦♥ ♣♦s❡ E := ∪ri=1Ei✳ ❖♥ ❛

AlgQ(E) =
r∑

i=1

AlgQ(Ei | E) .

▲❡s ❞❡✉① t❤é♦rè♠❡s ❝✐✲❞❡ss✉s s♦♥t é♥♦♥❝és ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣✉r❡té ❞❡s r❡❧❛✲
t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳ ■❧s ✐♥❞✉✐s❡♥t ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ rés✉❧t❛t ❢♦rt ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧❣é✲
❜r✐q✉❡✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✵✳ ❙♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✽ ♦✉ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✾✱ ♦♥
❛

deg.tr(E) =
r∑

i=1

deg.tr(Ei) .

❯♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡s ❞❡✉① t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ♣✉r❡té ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs
❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✱ q✉❡ ♥♦✉s ré✲é♥♦♥ç♦♥s ✐❝✐✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳ ❙♦✐❡♥t r ≥ 2 ✉♥ ❡♥t✐❡r ❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✱ 1 ≤ i ≤ r✱ fi(z) ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ qi✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡✱ qi ≥ 2✱ ❡t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ αi✱ 0 < |αi| < 1✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s s♦✐t s❛t✐s❢❛✐t❡ ✿

✭✐✮ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s α1, . . . , αr s♦♥t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱

✭✐✐✮ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s q1, . . . , qr s♦♥t ❞❡✉① à ❞❡✉① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥ts✳

❆❧♦rs ❧❡s ♥♦♠❜r❡s f1(α1), . . . , fr(αr) s♦♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧s s♦♥t t♦✉s tr❛♥s❝❡♥❞❛♥ts✳

✶✻✺



❘❡♠❛rq✉❡ ✶✵✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ ❞é❝r✐t ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ■■ ♠♦♥tr❡ ❝♦♠♠❡♥t s❛✈♦✐r
s✐ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s f1(α1), . . . , fr(αr) ❡st tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t✳ ❖♥ ♣❡✉t✱ ♣❛r
❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✈ér✐✜❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡♠❡♥t ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s
♥♦♠❜r❡s f1(α1), . . . , fr(αr)✳

❙♦✉❧✐❣♥♦♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡♥tr❡
❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥✬❡st r❡q✉✐s❡ ❞❛♥s ❝❡ t❤é♦rè♠❡✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦rt❛♥t s✉r ❞❡s ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s t♦✉t❡s ❞✐st✐♥❝t❡s✱ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞é❝♦✉❧❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t
❞❡ ❧❛ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ❈✬❡st ❧à ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ✐♠♣♦r✲
t❛♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ E✲❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡
❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❣râ❝❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙✐❡❣❡❧✲❙❤✐❞❧♦✈s❦✐✐ r❡q✉✐❡rt ❞✬❛✈♦✐r
❞é♠♦♥tré ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐é✲
tés ❞❡s s②stè♠❡s ré❣✉❧✐❡rs s✐♥❣✉❧✐❡rs✳ ❊♥ ♥♦✉s ❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❝❡s ♣r♦♣r✐étés✱
❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ✶✹ ❡t ✶✺✱ ♥♦✉s ❞é♠♦♥tr❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷
❧❡s ❞❡✉① t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ♣✉r❡té✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸ ♥♦✉s ♥♦✉s ❛tt❛r❞❡r♦♥s s✉r
❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ♣✉r❡té q✉❛♥t ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s
❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ◆♦✉s ❞é♠♦♥tr❡r♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ✹ ❡t ✺✳

✶ Pr♦♣r✐été ❞❡s s②stè♠❡s ré❣✉❧✐❡rs s✐♥❣✉❧✐❡rs

▲✬✉♥❡ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞❡s ❞❡✉① t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ♣✉r❡té ❡st q✉✬✐❧s
♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ♣❛s à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s✱ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t
à ❝❡❧❧❡s q✉✐ s♦♥t ré❣✉❧✐èr❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r ♥♦t❛♠♠❡♥t q✉❡
❧❛ sér✐❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❘✉❞✐♥✲❙❤❛♣✐r♦ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✷ ♥✬❡st ♣❛s
ré❣✉❧✐èr❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s ❢♦r♠❡♥t ♣♦✉r ❛✉t❛♥t
✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été
✹✸✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❞✬❡♥ ét✉❞✐❡r q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✸✳ ❙♦✐t T ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ♥✬❛②❛♥t ❛✉❝✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡
❧✬✉♥✐té ♣❛r♠✐ s❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✳ ❯♥ s②stè♠❡ T ✲♠❛❤❧ér✐❡♥ ❞♦♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
A(z) ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❡♥ 0 ❡st ré❣✉❧✐❡r s✐♥❣✉❧✐❡r✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t à ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ t❡❧❧❡ q✉❡
p0(0)pm(0) 6= 0 ❡st ré❣✉❧✐èr❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ T ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ♥✬❛②❛♥t ❛✉❝✉♥❡ r❛❝✐♥❡
❞❡ ❧✬✉♥✐té ♣❛r♠✐ s❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✭✈♦✐r ❬✻✼❪✮ ✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧
≻ s✉r Nn ❞❡ t❡❧ s♦rt❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t λ,γ ∈ Nn✱ ♦♥ ❛ ✿

• λT ≻ λ✱

• |λ| > |γ| ⇒ λ ≻ γ ✳

◆✉♠ér♦t♦♥s λi✱ i ∈ N ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ Nn ❛✐♥s✐ ♦r❞♦♥♥és✳ ◆♦t♦♥s

A(z) =:
∑

i∈N

Aiz
λi ,

✶✻✻



❛✈❡❝ Ai✱ i ∈ N✱ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s Q✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ A0 = A(0)✳
❖♥ ❞é✜♥✐t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s Φi✱ i ∈ N✱ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s
Q✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t

Φ0 := In, ❡t Φi :=


 ∑

j,k :λj+Tλk=λi

AjΦk


A−1

0 .

▲✬♦r❞r❡ ≻ s✉r Nn ♥♦✉s ❣❛r❛♥t✐t q✉❡ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s k ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❛ s♦♠♠❡
❞❡ ❞r♦✐t❡ s♦♥t t♦✉s str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉rs à i✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ s✉✐t❡ ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✳
❖♥ ♣♦s❡ ❛❧♦rs Φ(z) :=

∑
iΦiz

λi ✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A(z) ét❛♥t ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s✱ ❧❛ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♥♦✉s ❣❛r❛♥t✐t q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Φ(z)
s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉✬♦♥ ❛✱ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱

Φ(z)A0 = A(z)Φ(Tz) ,

❝❡ q✉✐ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s à ♣rés❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ f(z) s❛t✐s❢❛✐s❛♥t à ✉♥❡
éq✉❛t✐♦♥ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡

p−1(z) + p0(z)f(z) + p1(z)f(Tz) + · · ·+ pm(z)f(Tmz) = 0 .

▲❡ s②stè♠❡ ❝♦♠♣❛❣♥♦♥ ❛ss♦❝✐é à ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛ ♣♦✉r ♠❛tr✐❝❡

A(z) :=




1 0 · · · 0

−p−1(z)
p0(z)

−p1(z)
p0(z)

· · · · · · −pm(z)
p0(z)

0 1 0 · · · 0
✳✳✳

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
✳✳✳

0 · · · 0 1 0



.

❙✐ p0(0) 6= 0✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A(z) ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡♥ 0 ❡t s✐ pm(0) 6= 0✱ ❡❧❧❡ ❡st
✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(z) ❡st
ré❣✉❧✐èr❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡✳

❉❛♥s ❬✻✼❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❛♥♥♦♥❝❡♥t ❛✈♦✐r ❞é♠♦♥tré ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✹ ♣♦✉r
❧❡s s②stè♠❡s ♠❛❤❧ér✐❡♥s ❞♦♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❡♥ 0✳ ▲❡✉r
♣r❡✉✈❡ ❡st t♦✉t❡❢♦✐s ✐♥❝♦♠♣❧èt❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❡♥ ❛✈♦♥s ❞✐s❝✉té ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡
■✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✸✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✹ ❢♦✉r♥✐t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❬✻✼❪✳ ■❧ ❝♦✉✈r❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❑✉❜♦t❛ ❬✺✽❪
♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✻✷✮ ❡t ❞❡ ❑✉✳ ◆✐s❤✐♦❦❛ ❬✽✽❪ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✻✸✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ❝❡s s②stè♠❡s✱ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❡t
✐♥✈❡rs✐❜❧❡s ❡♥ 0✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r q✉❡ ❧❡s s②stè♠❡s ré❣✉❧✐❡rs s✐♥❣✉❧✐❡rs ❢♦r♠❡♥t
✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s②stè♠❡s ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧❧❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞♦♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❡st ❞é✜♥✐❡ ❡t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❡♥ 0✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❧✬✐❧❧✉str❡ ❜✐❡♥✳

✶✻✼



▲❡♠♠❡ ✹✹✳ ❙♦✐t f(z) ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ T ✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡
ré❣✉❧✐❡r s✐♥❣✉❧✐❡r✳ ❆❧♦rs t♦✉t s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥ ❝♦♥t❡♥❛♥t f(z) ❡t ❞♦♥t ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡✱ ♣❛r♠✐ ❧❡s s②stè♠❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t f(z)✱ ❡st ré❣✉❧✐❡r s✐♥❣✉❧✐❡r✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡✱ s✐ A(z) ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ré✲
❣✉❧✐❡r s✐♥❣✉❧✐❡r✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t❡ ♠❛tr✐❝❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ Φ(z) à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s
K̂✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Φ(z)−1A(z)Φ(Tz) ❡st ré❣✉❧✐❡r s✐♥❣✉❧✐❡r✳
❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s s②stè♠❡s ré❣✉❧✐❡rs s✐♥❣✉❧✐❡rs ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r ❝❤❛♥✲
❣❡♠❡♥t ❞❡ ❥❛✉❣❡ r❛♠✐✜é✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ f(z) s♦✐t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❝♦❧♦♥♥❡
(f1(z), . . . , fm(z))⊤✱ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ T ✲♠❛❤❧ér✐❡♥✱ ré❣✉❧✐❡r s✐♥❣✉❧✐❡r
❞❡ t②♣❡ ✭✺✾✮✳ ❙♦✐t m1 ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♠✐♥✐✲
♠❛❧❡ s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣❛r f(z)✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f(z), f(Tz), . . . , f(Tm1−1z) ❢♦r♠❡♥t
✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❡♥❣❡♥❞ré s✉r Q(z) ♣❛r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
f1(z), . . . , fm(z)✳ ❚♦✉t s②stè♠❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦♥t❡♥❛♥t f(z) ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ t❛✐❧❧❡
s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à m1✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s q✉❡m = m1✳ ❈♦♠♠❡ f1(z), . . . , fm(z)
❡t f(z), f(Tz), . . . , f(Tm−1z) s♦♥t ❞❡✉① ❜❛s❡s ❞✉ ♠ê♠❡ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧✱ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ Φ(z)✱ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s Q(z)✱ t❡❧❧❡ q✉❡

Φ(z)




f(z)
f(Tz)

✳✳✳
f(Tm−1z)


 =




f1(z)
✳✳✳
✳✳✳

fm(z)



.

▲❡ ✈❡❝t❡✉r (f(z), f(Tz), . . . , f(Tm−1z))⊤ ❡st ❞♦♥❝ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ T ✲
♠❛❤❧ér✐❡♥ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ Φ(z)−1A(z)Φ(Tz)✱ q✉✐ ❡st ❞♦♥❝✱ ❧✉✐ ❛✉ss✐✱ ré❣✉❧✐❡r
s✐♥❣✉❧✐❡r✳

❙✉♣♣♦s♦♥s à ♣rés❡♥t q✉❡ m > m1✳ ●râ❝❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ✐♥❝♦♠✲
♣❧èt❡✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ ✉♥❡ ❜❛s❡ f(z), f(Tz), . . . , f(Tm1−1z), g1(z), . . . , gm−m1(z)
❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❡♥❣❡♥❞ré s✉r Q(z) ♣❛r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fm(z)✳ ■❧
❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ Φ(z) ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✱ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s Q(z)✱ t❡❧❧❡ q✉❡

Φ(z)




f(z)
✳✳✳

f(Tm1−1z)
g1(z)

✳✳✳
gm−m1(z)




=




f1(z)
✳✳✳

fm(z)


 .

▲❡ ✈❡❝t❡✉r (f(z), . . . , f(Tm1−1z), g1(z), . . . , gm−m1(z))
⊤ ❡st ❞♦♥❝ s♦❧✉t✐♦♥

❞✉ s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ B(z) := Φ(z)−1A(z)Φ(Tz)✱ q✉✐

✶✻✽



❡st✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ré❣✉❧✐❡r s✐♥❣✉❧✐❡r✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡
Θ(z)✱ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s K̂✱ ❡t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t❡ Ω✱ t❡❧❧❡s q✉❡

Θ(z)Ω = B(z)Θ(Tz) . ✭✶✵✼✮

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ B(z) ❡st tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r
s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Ω ❡st tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ✭❡♥
♣r❡♥❛♥t ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❏♦r❞❛♥ ❞❡ Ω✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ◆♦t♦♥s

Θ(z) :=

(
Θ1(z) Θ2(z)

Θ3(z) Θ4(z)

)
, Ω :=

(
Ω1 Ω2

0 Ω4

)
,

❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❡t

B(z) :=

(
B1(z) 0

B3(z) B4(z)

)
,

❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r ❜❧♦❝s ❞❡ ❝❡s ♠❛tr✐❝❡s✳ ❊♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❧❡s
❜❧♦❝s ❞❛♥s ✭✶✵✼✮✱ ♦♥ tr♦✉✈❡

Θ1(z)Ω1 = B1(z)Θ1(Tz) .

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ s②stè♠❡



f(z)
✳✳✳

f(Tm1−1z)


 = B1(z)




f(Tz)
✳✳✳

f(Tm1z)




❡st ré❣✉❧✐❡r s✐♥❣✉❧✐❡r✳

❈❡❧❛ ♠♦♥tr❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬êtr❡ ré❣✉✲
❧✐èr❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡✱ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞✉ s②stè♠❡ ❝❤♦✐s✐✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ ❧❡ s②stè♠❡
♠✐♥✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ré❣✉❧✐❡r s✐♥❣✉❧✐❡r✱ ❛✉❝✉♥ s②stè♠❡ ❝♦♥t❡✲
♥❛♥t ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥❡ ❧✬❡st✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✹ ♠♦♥tr❡ ❡♥ ❢❛✐t
q✉❡ t♦✉t s♦✉s✲s②stè♠❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ré❣✉❧✐❡r s✐♥❣✉❧✐❡r r❡st❡ ré❣✉❧✐❡r s✐♥❣✉✲
❧✐❡r✳ ❇✐❡♥ sûr✱ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡✱ ♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs ❧❛
❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ré❣✉❧✐❡r s✐♥❣✉❧✐❡r✱ ❡♥ ❣r♦ss✐ss❛♥t ❧❡
s②stè♠❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ré❣✉❧✐èr❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s✳ ▼❛✐s✱ s✐ ✉♥
s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥ ♥✬❡st ♣❛s ré❣✉❧✐❡r s✐♥❣✉❧✐❡r✱ ❝✬❡st q✉❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞✉ s②stè♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ré❣✉❧✐èr❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡✳ ▲❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ré❣✉❧✐❡r s✐♥❣✉❧✐❡r
♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s t❛♥t ❛tt❛❝❤é❡ ❛✉ s②stè♠❡ q✉✬❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐ ❝♦♠♣♦s❡♥t ❝❡
s②stè♠❡✳

❯♥ ❛✉tr❡ ❛s♣❡❝t ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s s②stè♠❡s ré❣✉❧✐❡rs s✐♥❣✉❧✐❡rs✱ q✉❡ ♥♦✉s
✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❛r❣❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❡st s❛ st❛❜✐❧✐té ♣❛r ✉♥✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✺✳ ❙♦✐t A1(z) ✭r❡s♣✳ A2(y)✮ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ s②s✲
tè♠❡ T1✲♠❛❤❧ér✐❡♥✱ ✭r❡s♣✳ T2✲♠❛❤❧ér✐❡♥✮ ré❣✉❧✐❡r s✐♥❣✉❧✐❡r✳ ❆❧♦rs✱ ❧❡ s②s✲
tè♠❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ♣❛r ❜❧♦❝s diag(A1(z), A2(y)) ❡st ✉♥

✶✻✾



s②stè♠❡ T ✲♠❛❤❧ér✐❡♥ ré❣✉❧✐❡r s✐♥❣✉❧✐❡r✱ ♦ù T ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ♣❛r
❜❧♦❝s diag(T1, T2)✳ ❙✐ ❞❡ ♣❧✉s T1 = T2✱ ❛❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ♣❛r ❜❧♦❝s diag(A1(z), A2(z)) ❡st ✉♥ s②stè♠❡ T1✲♠❛❤❧ér✐❡♥ ré❣✉❧✐❡r
s✐♥❣✉❧✐❡r✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞é❝♦✉❧❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳

✷ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ♣✉r❡té

❯♥ ❛s♣❡❝t r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st
q✉✬❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs s②stè♠❡s ❡♥ ❞✐✛ér❡♥ts
♣♦✐♥ts✱ ♣♦✉r✈✉ q✉❡ ❝❡s ♣♦✐♥ts s♦✐❡♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
ét❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ T ❡t ❞❡s ♣♦✐♥ts ❛❧❣é❜r✐q✉❡s α1, . . . ,αr t❡❧s q✉❡ ❧❡s
❝♦✉♣❧❡s (T,α1), . . . , (T,αr) s♦♥t t♦✉s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ♣❛r
❜❧♦❝s S := diag(T, . . . , T ) ❡t ❧❡ ♣♦✐♥t α := (α1, . . . ,αr) s❛t✐s❢♦♥t t♦✉❥♦✉rs
❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❛✮ ❡t ✭❜✮ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✼ ❞✬❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐té✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝
r❡❣r♦✉♣❡r ♥♦s r s②stè♠❡s ♠❛❤❧ér✐❡♥s ❞❛♥s ✉♥ s❡✉❧ ❣r❛♥❞ s②stè♠❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧
♣❛r ❜❧♦❝s ❡t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✹✱ à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ q✉❡ ❧❛
♣❛✐r❡ (S,α) s❛t✐s❢❛✐t à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❝✮ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳ ❉❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡
✶✽✱ ❝✬❡st ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✐✮ q✉✐ ❣❛r❛♥t✐t ❝❡❧❛✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✺ ♥♦✉s ❛ss✉r❡✱
❛❧♦rs✱ q✉❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣❛r ❜❧♦❝s r❡st❡ ré❣✉❧✐❡r s✐♥❣✉❧✐❡r✳

P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ✶✽ ❡t ✶✾✱ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❧❡♠♠❡s
♣ré♣❛r❛t♦✐r❡s✳

▲❡♠♠❡ ✹✻✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✱ 1 ≤ i ≤ r✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
sér✐❡s ❡♥t✐èr❡s

Fi := {fi,1(zi), . . . , fi,mi(zi)} ⊂ Q[[zi]] ,

❡t ♣♦s♦♥s F = ∪Fi✳ ❖♥ ❛

deg.trQ(z)(F) =
r∑

i=1

deg.trQ(zi)
(Fi) .

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
♣♦rt❡♥t s✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐st✐♥❝t❡s✳

❖♥ ♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ✐❞é❛✉① ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡st
✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡✳

▲❡♠♠❡ ✹✼✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡s Ei ⊂ C✱ 1 ≤ i ≤ r✱ ❡t ♥♦t♦♥s
E = ∪Ei✳ ❙✐

deg.trQ(E) =
r∑

i=1

deg.trQ(Ei) , ✭✶✵✽✮

❛❧♦rs ♦♥ ❛

AlgQ(E) =
r∑

i=1

AlgQ(Ei | E) .
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥

r∑

i=1

AlgQ(Ei | E) ⊂ AlgQ(E) ✭✶✵✾✮

❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ s✉✣s❛♥t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡
∑r

i=1AlgQ(Ei | E) ❡st ✉♥
✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞♦♥t ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ AlgQ(E)✳ ❖♥
❛ ❧❡s é❣❛❧✐tés

ht
(
AlgQ(Ei)

)
= mi − deg.trQ(Ei) , ∀i, 1 ≤ i ≤ r

ht
(
AlgQ(E)

)
= M − deg.trQ(E) ,

♦ù M = m1 + · · ·+mr✳ ❉✬❛♣rès ✭✶✵✽✮ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝

ht
(
AlgQ(E)

)
=

r∑

i=1

ht
(
AlgQ(Ei)

)
.

P♦s♦♥s I :=
∑r

i=1AlgQ(Ei | E)✳ ❆❧♦rs ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡

Q[X1]

AlgQ(E1)
⊗Q · · · ⊗Q

Q[Xr]

AlgQ(Er)
≃ Q[X]

I

♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬✐❞é❛❧ I ❡st ♣r❡♠✐❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ ❞✬❛♥♥❡❛✉①
✐♥tè❣r❡s✱ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s✱ ❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ✐♥tè❣r❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❡♥ r❛✐s♦♥♥❛♥t ❝♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ht(I) =

∑r
i=1 ht(AlgQ(Ei))✳ P❛r

❝♦♥séq✉❡♥t✱ AlgQ(E) ❡t
∑r

i=1AlgQ(Ei | E) s♦♥t ❞❡✉① ✐❞é❛✉① ♣r❡♠✐❡rs ❞❡
♠ê♠❡ ❤❛✉t❡✉r✳ ❉✬❛♣rès ✭✶✵✾✮✱ ✐❧s s♦♥t é❣❛✉①✳

❆✜♥ ❞✬êtr❡ ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Ei q✉✐ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t
q✉✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✹✽✳ ❙♦✐❡♥t E1, . . . , Er,F1, . . . ,Fr ❞❡s ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡s ♥♦♥ ✈✐❞❡s ❞❡
♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s t❡❧s q✉❡ Ei ⊂ Fi✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✱ 1 ≤ i ≤ r✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s
q✉❡

deg.trQ

(
r⋃

i=1

Fi

)
=

r∑

i=1

deg.trQ(Fi) .

❆❧♦rs

deg.trQ

(
r⋃

i=1

Ei
)

=

r∑

i=1

deg.trQ(Ei) .

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ q✉❡ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts
❞❡ Fi✱ 1 ≤ i ≤ r✱ s♦✐❡♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts s✉r Q✳ P❛r ❤②♣♦✲
t❤ès❡✱ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡

⋃r
i=1Fi s♦♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ❆❧♦rs

t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
⋃r

i=1 Ei s♦♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱
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❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s à ♣rés❡♥t q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s é❧é♠❡♥ts ❞❡ Fi✱
1 ≤ i ≤ r✱ s♦✐❡♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t
✉♥ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ E ′i ⊂ Ei✱ ❝♦♠♣♦sé ❞✬é❧é♠❡♥ts ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥ts ❡t t❡❧ q✉❡ deg.trQ(E ′i) = deg.trQ(Ei)✳ ❖♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❛❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
E ′i ❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ F ′

i ⊂ Fi ❞✬é❧é♠❡♥ts ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ t❡❧s
q✉❡ deg.trQ(F ′

i) = deg.trQ(Fi)✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♦♥ ❛

deg.trQ

(
r⋃

i=1

E ′i

)
=

r∑

i=1

deg.trQ(E ′i) .

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

deg.trQ

(
r⋃

i=1

Ei
)

= deg.trQ

(
r⋃

i=1

E ′i

)
=

r∑

i=1

deg.trQ(E ′i) =
r∑

i=1

deg.trQ(Ei) .

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✽ ❞é❝♦✉❧❡ ❛❧♦rs ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✹✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✽✳ P♦s♦♥s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✱ 1 ≤ i ≤ r✱

Fi := {fi,1(αi), . . . , fi,mi(αi)} .

❈♦♠♠❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ (Ti,αi) ❡st ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t αi ❡st
ré❣✉❧✐❡r✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✹ ♦♥ ❛

deg.trQ(zi)
(fi,1(zi), . . . , fi,mi(zi)) = deg.trQ(Fi) . ✭✶✶✵✮

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ♣❛r ❜❧♦❝s

T :=




T1
✳ ✳ ✳

Tr


 ,

❡t ❧❡ ♣♦✐♥t α := (α1, . . . ,αr)✳ ❈♦♠♠❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s (Ti,αi) ❡st ❛❞✲
♠✐ss✐❜❧❡ ❡t q✉❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s T1, . . . , Tr ♦♥t t♦✉t❡s ❧❡ ♠ê♠❡ r❛②♦♥ s♣❡❝tr❛❧ ρ✱
❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (T,α) s❛t✐s❢❛✐t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❛✮ ❡t ✭❜✮ ❞❡ ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ✼ ✭♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✱ ✈♦✐r ❧✬❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ❆✮✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡
❞❡ ▼❛ss❡r✱ t❤é♦rè♠❡ ▼❛s✽✷✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✐✮ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✽ ❣❛r❛♥t✐t q✉❡
❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (T,α) s❛t✐s❢❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❝✮ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳ ▲❡
❝♦✉♣❧❡ (T,α) ❡st ❞♦♥❝ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ré✉♥✐r t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s fi,j(zi)
❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♥❞ s②stè♠❡ T ✲♠❛❤❧ér✐❡♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣❛r ❜❧♦❝s✱ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ♣♦✐♥t
α ❡st ré❣✉❧✐❡r✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✺✱ ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s②stè♠❡ r❡st❡ ré❣✉❧✐❡r
s✐♥❣✉❧✐❡r✳ P♦s♦♥s F := ∪Fi✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✹✱ ♦♥ ❛

deg.trQ(z)(f1,1(z1), . . . , fr,mr(zr)) = deg.trQ(F) . ✭✶✶✶✮

✶✼✷



❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✻✱ ♦♥ ❛

deg.trQ(z)(f1,1(z1), . . . , fr,mr(zr)) =

r∑

i=1

deg.trQ(zi)
(fi,1(zi), . . . , fi,mi(zi)) .

✭✶✶✷✮
❖♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝ ❞❡ ✭✶✶✵✮✱ ✭✶✶✶✮ ❡t ✭✶✶✷✮ q✉❡

deg.trQ(F) =
r∑

i=1

deg.trQ(Fi) .

❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✽✱ ♦♥ ❛

deg.trQ(E) =
r∑

i=1

deg.trQ(Ei) .

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞é❝♦✉❧❡ ❛❧♦rs ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✼✳

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✾ ❡st ❛❧♦rs ✐❞❡♥t✐q✉❡✱ à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞✉
❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ r❡❣r♦✉♣❡r t♦✉s ❧❡s s②stè♠❡s ❞❛♥s ✉♥ s❡✉❧ ❣r❛♥❞
s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✾✳ P♦s♦♥s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✱ 1 ≤ i ≤ r✱

Fi := {fi,1(αi), . . . , fi,mi(αi)} .

❈♦♠♠❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ (Ti,αi) ❡st ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t αi ❡st
ré❣✉❧✐❡r✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✹✱ ❧✬é❣❛❧✐té ✭✶✶✵✮ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱
❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✺✱ ❧✬é❣❛❧✐té ✭✶✶✶✮ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✳ ❖♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs ❞✉ ❧❡♠♠❡
✹✻✱ ❞❡ ✭✶✶✵✮ ❡t ❞❡ ✭✶✶✶✮ q✉❡

deg.trQ(F) =
r∑

i=1

deg.trQ(Fi) .

❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✽✱ ♦♥ ❛

deg.trQ(E) =
r∑

i=1

deg.trQ(Ei) .

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞é❝♦✉❧❡ ❛❧♦rs ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✼✳

✸ ❈♦♥séq✉❡♥❝❡s s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

▲❡s t❤é♦rè♠❡s ✶✽ ❡t ✶✾ s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s ❞❡ ♣❧✉✲
s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦♠♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥
❞❡ ❝❡s ❞❡✉① t❤é♦rè♠❡s ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❛❧❣é✲
❜r✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❍❡❝❦❡✲▼❛❤❧❡r fω(z)

✶✼✸



♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ω ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧ ❬✶✻❪✳ ◆♦tr❡ s♦✉r❝❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ r❡st❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s
❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❈✬❡st ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s s②stè♠❡s ♠❛❤❧ér✐❡♥s ❞✬✉♥❡ ✈❛✲
r✐❛❜❧❡ ❡t ❞❡ ❧❡✉rs s✐♥❣✉❧❛r✐tés✱ ❝♦♠❜✐♥é❡ ❛✉① ❞❡✉① t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ♣✉r❡té✱ q✉✐
♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❛ ❧❛ ♣❛rt✐✲
❝✉❧❛r✐té ❞✬êtr❡ ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s ré❣✉❧✐èr❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s
❝♦♥s✐❞éré❡s ❤♦rs ❞❡ ❧❡✉r s②stè♠❡✱ é✈❛❧✉é❡s ❡♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❛❧❣é❜r✐q✉❡s q✉❡❧✲
❝♦♥q✉❡s ❞✉ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té é♣♦✐♥té✳

✸✳✶ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹

❙♦✐t f(z) ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ré❣✉❧✐èr❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡ ❡t α ✉♥ ♥♦♠❜r❡
❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞✉ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té é♣♦✐♥té t❡❧ q✉❡ f(z) ❡st ❞é✜♥✐ ❡♥ α✳ ❖♥ ❝♦♠✲
♠❡♥❝❡ ♣❛r ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ g(z) ♣♦ssé❞❛♥t
❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✭❛✮ g(α) = f(α)✱

✭❜✮ g(z) ❡st ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡
ql✲♠❛❤❧ér✐❡♥ ré❣✉❧✐❡r s✐♥❣✉❧✐❡r✱ ❞✐s♦♥s✱




g1(z) = g(z)
✳✳✳

gm(z)


 = B(z)




g1(z
ql)

✳✳✳
gm(zq

l
)


 .

♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥t✐❡r l > 0✱

✭❝✮ ❧❡ ♣♦✐♥t α ❡st ré❣✉❧✐❡r ♣♦✉r ❝❡ s②stè♠❡✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❡♥t✐❡r l0 t❡❧ q✉❡ f(z) ❡st ❞é✜♥✐❡ ❛✉① ♣♦✐♥ts αql ♣♦✉r
t♦✉t l ≥ l0✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♠♣❛❣♥♦♥ ❛ss♦❝✐é à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ql0✲
♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣♦✉r f(z) ❡t ♥♦t♦♥s




g1(z)
✳✳✳

gm(z)


 = A(z)




g1(z
ql0 )
✳✳✳

gm(zq
l0 )


 ,

❝❡ s②stè♠❡✱ ❛✈❡❝ g1(z) = f(z)✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✹✱ ❝❡ s②stè♠❡ r❡st❡ ré❣✉❧✐❡r
s✐♥❣✉❧✐❡r✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s g1(z), . . . , gm(z) s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥t❡s ❡t ❞é✜♥✐❡s ❛✉ ♣♦✐♥t α✱ ✐❧ ❞é❝♦✉❧❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✾ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡
l ❞❡ l0 t❡❧ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ αql ❡st ré❣✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡




g1(z)
✳✳✳

gm(z)


 = Al(z)




g1(z
ql)

✳✳✳
gm(zq

l
)


 , ✭✶✶✸✮

✶✼✹



♦ù
Al(z) = A(z)A(zq

l
0)A(zq

2l0
) · · ·A(zql−l0

) .

❉❡ ♣❧✉s✱ α ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♣ô❧❡ ❞❡ Al(z)✳ ❙♦✐t (b1(z), . . . , br(z)) ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡
❞❡ Al(z)✳ P♦s♦♥s

g(z) = b1(α)g1(z
ql) + · · ·+ br(α)gr(z

ql) . ✭✶✶✹✮

❊♥ ❝♦♥❥✉❣✉❛♥t Al(z
ql) ♣❛r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉

s②stè♠❡ ql✲♠❛❤❧ér✐❡♥ ré❣✉❧✐❡r s✐♥❣✉❧✐❡r ❞♦♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛ g(z) ❝♦♠♠❡ ♣r❡✲
♠✐èr❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣♦✐♥t αql ❡st ré❣✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡
✭✶✶✸✮✱ ❧❡ ♣♦✐♥t α ❡st ré❣✉❧✐❡r ♣♦✉r ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s②stè♠❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞✬❛♣rès
✭✶✶✸✮ ❡t ✭✶✶✹✮ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ g(α) = f(α)✳ ❈❡❧❛ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛
♣r❡✉✈❡✳

Pr♦✉✈♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ❝❛s ✭✐✮ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ i✱ 1 ≤ i ≤ r✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ fi(αi) s♦✐t tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t✳ ❈❤♦✐s✐ss♦♥s ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ i ✉♥❡ ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡ zi✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ q✉✐tt❡
à r❡♠♣❧❛❝❡r qi ♣❛r qlii ♣♦✉r li ✉♥ ❡♥t✐❡r✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛ss♦❝✐❡r à ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡
(fi, αi)✱ ✉♥ s②stè♠❡ ré❣✉❧✐❡r s✐♥❣✉❧✐❡r




gi,1(zi)
✳✳✳

gi,mi(zi)


 = Bi(zi)




gi,1 (z
qi
i )

✳✳✳
gi,mi (z

qi
i )


 , ✭✶✶✺✳i✮

t❡❧ q✉❡ gi,1(αi) = fi(αi) ❡t t❡❧ q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t αi ❡st ré❣✉❧✐❡r ♣♦✉r ❝❡ s②stè♠❡✳
❙é♣❛r♦♥s ❧❡s ❡♥t✐❡rs 1, . . . , r ❡♥ s ❝❧❛ss❡s I1, . . . , Is ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ i ❡t j s♦♥t
❞❛♥s ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ qi ❡t qj s♦♥t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ❊♥ ✐tér❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✶✺✳i✮ ✉♥ ❜♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s✱ ♦♥ ♣❡✉t
❛ss✉r❡r✱ s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♥t✐❡r k✱ 1 ≤ k ≤ s✱ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r ρk t❡❧ q✉❡ qi = ρk ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Ik✳ P♦s♦♥s
E := {g1,1(α1), . . . , gr,1(αr)}, ❡t Ek := {gi,1(αi) | i ∈ Ik}, ∀k ∈ {1, . . . , s} .
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ k ∈ {1, . . . , s} ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥ ❡♥ ❧❡s ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s zi, i ∈ Ik✱ ❞♦♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ♣❛r ❜❧♦❝s ❢♦r♠é❡
❞❡s Bi(zi), i ∈ Ik✱ ❡t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st Tk = ρkIck ✱ ♦ù In ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
✐❞❡♥t✐té ❞❡ t❛✐❧❧❡ n ❡t ck = |Ik|✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❛ tr❛♥s❢♦r♠é ❧❡s r s②stè♠❡s ♠❛❤❧é✲
r✐❡♥s ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥ s s②stè♠❡s ♠❛❤❧ér✐❡♥s✱ ♣♦ssé❞❛♥t ❝❤❛❝✉♥ ck ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
P❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s α1, . . . , αr s♦♥t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳
❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ▼❛s✽✷✱ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s (Tk,αk := (αi)i∈Ik) ❡st ❛❞✲
♠✐ss✐❜❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❧❡ ♣♦✐♥t αk ❡st ré❣✉❧✐❡r✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱
❧❡s ♥♦♠❜r❡s ρ(T1) = ρ1, . . . , ρ(Ts) = ρs s♦♥t ❞❡✉① à ❞❡✉① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ s❡❝♦♥❞ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ♣✉r❡té✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡
✶✾✱ à ♥♦s s s②stè♠❡s ♠❛❤❧ér✐❡♥s✳ ■❧ ✈✐❡♥t q✉❡

AlgQ(E) =
s∑

k=1

AlgQ(Ek | E) . ✭✶✶✻✮

✶✼✺



▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ✉♥ k ∈ {1, . . . , s}✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s αi, i ∈ Ik✱
s♦♥t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❤é♦✲
rè♠❡ ❞❡ ♣✉r❡té✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✽✱ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ck s②stè♠❡s ♠❛❤❧ér✐❡♥s
✭✶✶✺✳i✮✱ i ∈ Ik✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ Ik✱ gi,1(αi) = fi(αi) ❡st tr❛♥s❝❡♥✲
❞❛♥t✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s gi,1(αi)✱ i ∈ Ik✱ s♦♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ AlgQ(Ek) = {0}✳ ■❧ ❞é❝♦✉❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ ✭✶✶✻✮✱
q✉❡ AlgQ(E) = {0}✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ q✉❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s f1(α1), . . . , fr(αr) s♦♥t

❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts s✉r Q✳

❉é♠♦♥tr♦♥s à ♣rés❡♥t ❧❡ ❝❛s ✭✐✐✮ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ i✱ 1 ≤ i ≤ r✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ fi(αi) ❡st tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t✳ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠✲
♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ (fi(z), αi) ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ gi(z) s❛t✐s❢❛✐s❛♥t
❛✉① ❤②♣♦t❤ès❡s ✭❛✮✱ ✭❜✮ ❡t ✭❝✮✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s qi s♦♥t ❞❡✉① à ❞❡✉①
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ s❡❝♦♥❞ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
♣✉r❡té✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✾✱ à ❝❡s s②stè♠❡s✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t

E := {g1(α1), . . . , gr(αr)}
❡t Ei := {gi(αi)}✱ 1 ≤ i ≤ r✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

AlgQ(E) =
r∑

i=1

AlgQ(Ei | E) .

▼❛✐s✱ ❝♦♠♠❡ gi(αi) = fi(αi) ❡st tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ ❛ AlgQ(Ei | E) = 0 ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ i✱ 1 ≤ i ≤ r✱ ❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t AlgQ(E) = {0}✳ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱
♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s f1(α1), . . . , fr(αr) s♦♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é✲
♣❡♥❞❛♥ts s✉r Q✳

●é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹ ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s ♣♦✉rr❛✐t ❛✈♦✐r s♦♥ ✐♥térêt✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡
❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✱ ♣♦✉✈♦✐r ✓ ❣♦♠♠❡r ✔ ❝❤❛q✉❡ s✐♥❣✉❧❛r✐té ❞✉ s②stè♠❡✳ ❙✐ ✉♥❡
s✐♥❣✉❧❛r✐té ♣r♦✈✐❡♥t ❞✬✉♥ ③ér♦ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A(z)✱ ❝❡❧❛ ♥❡
♣rés❡♥t❡ ♣❛s t❡❧❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❞❡ ❞✐✣❝✉❧té✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✼
❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ■ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ t♦✉❥♦✉rs✳ ■❧ ❡st ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❣ér❡r ❧❡s
s✐♥❣✉❧❛r✐tés q✉✐ ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ♣ô❧❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A(z)✳

✸✳✷ ■♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s ❡♥
✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

❊♥ ✶✾✻✾✱ ❈♦❜❤❛♠ ❬✹✸❪ ❛ ❞é♠♦♥tré q✉✬✉♥❡ s✉✐t❡ q✉✐ ❡st à ❧❛ ❢♦✐s p ❡t
q✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ♣♦✉r ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs p ❡t q ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱
❡st ✉❧t✐♠❡♠❡♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ❞és♦r♠❛✐s ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡
t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈♦❜❤❛♠✳ ❊♥ ✷✵✶✼✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬✻❪ ♦♥t ❣é♥ér❛❧✐sé ❝❡ rés✉❧t❛t✳

❚❤é♦rè♠❡ ❆❇❡✶✽ ✭❆❞❛♠❝③❡✇s❦✐ ❡t ❇❡❧❧✱ ✷✵✶✽✮✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐rr❛t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ à ❧❛ ❢♦✐s p ❡t q✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ♣♦✉r ❞❡s ❡♥t✐❡rs p ❡t q
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳

✶✼✻



❈❡ rés✉❧t❛t ét❛✐t ✉♥❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r P♦♦rt❡♥ ❬✶✶✵❪ ❞♦♥t ✐❧ s✉❣❣ér❛✐t
q✉❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐r❛✐t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈♦❜❤❛♠✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❬✻❪✱ ❜✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r P♦♦rt❡♥✱ ♥❡
❞♦♥♥❡ ♣❛s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈♦❜❤❛♠✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ s✬❛♣♣✉✐❡
s✉r ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ❙❝❤ä❢❦❡ ❡t ❙✐♥❣❡r ❬✾✼❪ ♦♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡
❆❇❡✶✽✱ ♥❡ s✬❛♣♣✉②❛♥t ♣❛s s✉r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈♦❜❤❛♠ ❡t ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❛✐♥s✐
✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✳ ▲❡✉r ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥❡ r❡♣♦s❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t
♣❛s s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❡t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ✐♠❛❣✐♥é❡ ♣❛r ✈❛♥ ❞❡r P♦♦rt❡♥ ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ❆❇❡✶✽ r❡st❡ ❡♥❝♦r❡ à ❝♦♥str✉✐r❡✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❆❇❡✶✽ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥tr❡
❢♦♥❝t✐♦♥s p ❡t q✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s ✿ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡✲
♠❡♥t p ❡t q ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s✱ s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s✉r Q(z) ❞ès q✉❡
❧❡s ♥♦♠❜r❡s p ❡t q s♦♥t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ▲♦①t♦♥ ❡t ✈❛♥ ❞❡r
P♦♦rt❡♥ ♦♥t ❡♥ ré❛❧✐té ❝♦♥❥❡❝t✉ré q✉❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t❡s✱ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡♠❡♥t p ❡t q✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s s♦♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❈✬❡st ✉♥
❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❇ q✉✐ ❛ t♦✉t ré❝❡♠♠❡♥t été ❞é♠♦♥tré ❬✶✶❪✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❬✶✶❪ ♥❡ s❡♠❜❧❡ t♦✉t❡❢♦✐s ♣❛s s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r
à ♣❧✉s ❞❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ♣❡r♠❡t ✉♥❡
très ❣r❛♥❞❡ s♦✉♣❧❡ss❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✻ ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡
q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ s②stè♠❡s✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✺✱ q✉❡ ♥♦✉s ré✲é♥♦♥ç♦♥s ✐❝✐✱ ❢♦✉r♥✐t
❞♦♥❝ ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❇ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ré❣✉❧✐❡r s✐♥❣✉❧✐❡r✳

❚❤é♦rè♠❡ ✺✳ ❙♦✐❡♥t q1, . . . , qr ≥ 2 ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡✉① à ❞❡✉① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✲
♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✱ 1 ≤ i ≤ r✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ qi✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡
fi(z) ré❣✉❧✐èr❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡ ❡t tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t❡✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fr(z) s♦♥t
❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s✉r Q(z)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✺✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t t♦✉t❡s tr❛♥s❝❡♥✲
❞❛♥t❡s✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❇❡❝✾✹✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ é♣♦✐♥té ❞❡ ❧✬♦r✐✲
❣✐♥❡ V ⊂ Q à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉q✉❡❧ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fr(z) ♣r❡♥❞
❞❡s ✈❛❧❡✉rs tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t❡s ❛✉① ♣♦✐♥ts ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳ ❙♦✐t α ∈ V ✳ P❛r ❤②♣♦✲
t❤ès❡✱ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s f1(α), . . . , fr(α) s♦♥t t♦✉s tr❛♥s❝❡♥❞❛♥ts✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ❡♥✲
t✐❡rs q1, . . . , qr s♦♥t ❞❡✉① à ❞❡✉① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❞✬❛♣rès ❧❡
♣♦✐♥t ✭✐✐✮ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✱ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s f1(α), . . . , fr(α) s♦♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fr(z) s♦♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡✲
♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✺ ♣♦✉rr❛✐t s✬ét❡♥❞r❡ ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s ré❣✉❧✐èr❡s
s✐♥❣✉❧✐èr❡s✱ ❞❡ n ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s T1, . . . , Tr✱ ❞♦♥t
❧❡s r❛②♦♥s s♣❡❝tr❛✉① s♦♥t ❞❡✉① à ❞❡✉① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ■❧
s✉✣t ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ♣♦✐♥t α ∈ (Q

⋆
)n t❡❧ q✉❡

• α ❡st ré❣✉❧✐❡r ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s s②stè♠❡s✱

• ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s (Ti,α) ❡st ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✱

✶✼✼



• ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r❡♥❞ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t❡ ❛✉ ♣♦✐♥t α✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❈❩✵✺✱ ❝♦♠❜✐♥é ❛✈❡❝ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✻✱ s❡♠❜❧❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❣❛✲
r❛♥t✐r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ t❡❧ ♣♦✐♥t✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ♣✉r❡té ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs
❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ à ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ t♦✉t❡s ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❛✉ ♣♦✐♥t α✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳

✸✳✸ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✿ ✈❛r✐❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❇❛✉♠✲❙✇❡❡t

❙♦✐t q ≥ 2 ✉♥ ❡♥t✐❡r✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ q✲✉♥✐❢♦r♠❡

σq :





a 7→ ab · · · b
b 7→ cb · · · b
c 7→ bd · · · d
d 7→ dd · · · d

,

❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ τ : a 7→ 1, b 7→ 1, c 7→ 0, d 7→ 0✳ ▲❡ ♠♦t bsq✱ ♦❜t❡♥✉
❝♦♠♠❡ ✐♠❛❣❡ ♣❛r τ ❞✉ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ σq ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ❧❛ ❧❡ttr❡ a ❡st ✉♥❡
✈❛r✐❛♥t❡ ❡♥ ❜❛s❡ q ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❇❛✉♠✲❙✇❡❡t✳ ❖♥ ❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱

bs3 := 111011011100 · · · , ❡t bs4 := 11110111011101111000 · · · .

▲❛ n✲✐è♠❡ ❧❡ttr❡ ❞✉ ♠♦t bsq ✈❛✉t 1 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❡♥ ❜❛s❡ q ❞❡
❧✬❡♥t✐❡r n ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❜❧♦❝s ❞❡ 0 ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ♣❛✐r❡✳ ◆♦t♦♥s ❛❧♦rs✱
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ q✱ fbs,q(z) ❧❛ sér✐❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞✉ ♠♦t bsq✳ ◆♦t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t
Q ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs q ≥ 2 q✉✐ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ pn✱
❛✈❡❝ p, n ∈ N✱ n ≥ 2✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✾✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s fbs,q(z)✱ q ∈ Q✱ s♦♥t t♦✉t❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡s s✉✐t❡s ♥✬ét❛♥t ♣❛s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s fbs,q(z)✱
q ≥ 2✱ s♦♥t t♦✉t❡s ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❘❛✾✷✱ ❡❧❧❡s s♦♥t tr❛♥s✲
❝❡♥❞❛♥t❡s✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❈♦❜❤❛♠ ♣rés❡♥té❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ■ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ fbs,q(z) ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ 4✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐
à ❝❤❛q✉❡ ❧❡ttr❡ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t {a, b, c, d} ❛ss♦❝✐❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧❡ttr❡ ❞❡ s♦♥
✐♠❛❣❡ ♣❛r σq ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✸✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
fbs,q(z) ❡st ré❣✉❧✐èr❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡
♣❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Q ❡st ❢♦r♠é❡ ❞✬❡♥t✐❡rs ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳
❆❧♦rs ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ {fbs,q(z), q ∈ Q} s❛t✐s❢❛✐t ❛✉①
❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✺✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✵✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ q ≥ 2✱ ♦♥ ♥♦t❡ ξq ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ ❞♦♥t ❧❡
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❜✐♥❛✐r❡ ❡st ❧❛ s✉✐t❡ bsq✳ ▲❡s ♥♦♠❜r❡s ξq✱ q ∈ Q✱ s♦♥t ❛❧❣é❜r✐✲
q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳

✶✼✽



❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡ ♣♦✐♥t 1
2 ❡st ré❣✉❧✐❡r ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❛ss♦❝✐és

❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s fbs,q(z)✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s s❡✉❧❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés ❞❡ t❡❧s s②s✲
tè♠❡s s♦♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♥✬✐♠♣♦rt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ✜♥✐❡ ❞✬❡♥✲
t✐❡rs ❞✐st✐♥❝ts q1, . . . , qr ∈ Q✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ξqi s♦♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s
❡t ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧s✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❆❇✵✼❜✱ ✐❧s s♦♥t tr❛♥s❝❡♥❞❛♥ts✳ ❆❧♦rs✱
❞✬❛♣rès ❧❡ ♣♦✐♥t ✭✐✐✮ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✱ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ξq1 , . . . , ξqr s♦♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡✲
♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ♣✉r❡té ♦♥ ♣❡✉t ❡♥
ré❛❧✐té ♦❜t❡♥✐r ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✶✳ ◆♦t♦♥s P ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡
❝♦✉♣❧❡ (p, q) ∈ P ×Q✱ s♦✐t ξp,q ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ ❞♦♥t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ ❜❛s❡
p ❡st ❧❡ ♠♦t bsq✳ ▲❡s ♥♦♠❜r❡s

ξp,q, ξpq ,q , (p, q) ∈ P ×Q ,

s♦♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ 1
p ❡st ré❣✉❧✐❡r ♣♦✉r ❝❤❛✲

❝✉♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❛ss♦❝✐és ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s fbs,q(z)✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡
✜♥✐❡ q1, . . . , qr ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞✐st✐♥❝ts ❞❡ Q ❡t p1, . . . , pr ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs
❞✐st✐♥❝ts✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ (i, j)✱ 1 ≤ i, j ≤ r✱ ♦♥ ♥♦t❡

Ei,j := {ξpj ,qi , ξpqij ,qi
}

❡t Ei := ∪jEi,j ✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ♣✉r❡té✱ ♦♥ ❛

AlgQ(Ei) =
r∑

i=1

AlgQ(Ei,j | Ei) .

❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✸✱ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞♦♥♥é ♣❛r ❑✉✳ ◆✐s❤✐♦❦❛ ❞❛♥s ❬✽✺❪ ❣❛r❛♥✲
t✐t q✉❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ q✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s fbs,q(z) ❡t fbs,q(zq) s♦♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❈♦♠♠❡ fbs,q(z) s❛t✐s❢❛✐t à ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ q✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ❤♦✲
♠♦❣è♥❡ ❞✬♦r❞r❡ 2✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ◆✐s❤✐♦❦❛✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ (i, j)✱
❧❡s ♥♦♠❜r❡s ξpj ,qi = fbs,qi(1/pj) ❡t ξpqij ,qi

= fbs,qi(1/p
qi
j ) s♦♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t

✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ AlgQ(Ei,j) = {0} ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ (i, j) ❡t✱ ♣❛r
❝♦♥séq✉❡♥t✱ AlgQ(Ei) = {0}✳ P♦s♦♥s ❛❧♦rs E := ∪iEi✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ s❡❝♦♥❞ t❤é♦✲
rè♠❡ ❞❡ ♣✉r❡té ♦♥ ❛

AlgQ(E) =
r∑

i=1

AlgQ(Ei | E) = {0} .

▲❡s ♥♦♠❜r❡s
ξpj ,qi , ξpqij ,qi

, 1 ≤ i, j ≤ r ,

s♦♥t ❞♦♥❝ ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳

✶✼✾



P✐st❡s ♣♦✉r ❞❡ ❢✉t✉r❡s

r❡❝❤❡r❝❤❡s

✶ ❱❡rs ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❣é♥ér❛✉①

▲❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ■■■ ❡t ■❱ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ❛✈❛♥✲
❝é❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s q✉❛♥t à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❛
r❡str✐❝t✐♦♥ ❛✉① s②stè♠❡s ré❣✉❧✐❡rs s✐♥❣✉❧✐❡rs✱ ❜✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡ ♥✬❡♠♣ê❝❤❡ ♣❛s ❞❡
tr❛✐t❡r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s✱ ❡st ✉♥❡ ♦❜str✉❝t✐♦♥ à ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ rés✉❧✲
t❛ts ❣é♥ér❛✉① ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s ❡♥ ❜❛s❡ ❡♥t✐èr❡✳
❘é❝❡♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s ❛✈♦✐r tr♦✉✈é ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✻
✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s s②stè♠❡s ♠❛❤❧ér✐❡♥s ❡t ♥♦♥ ♣❧✉s s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s
s②stè♠❡s ré❣✉❧✐❡rs s✐♥❣✉❧✐❡rs✳ ❈❡tt❡ ❞é♠❛r❝❤❡✱ s✐ ❡❧❧❡ ❛❜♦✉t✐t✱ ❢♦✉r♥✐r❛✐t ✉♥❡
❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❥❡❝t✉r❡s ❆✱ ❇ ❡t ❈✳

✷ ❙✉r ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡s ❝♦r♣s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧é✲
r✐❡♥♥❡s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✻ ❛♣♣❧✐q✉é ♣♦✉r r = 1 ♠♦♥tr❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t q✉✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥
❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s f1(z), . . . , fm(z) ❢♦r♠❛♥t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r
s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥ ré❣✉❧✐❡r s✐♥❣✉❧✐❡r ♣r♦✈✐❡♥t✱ ♣❛r s♣é❝✐❛❧✐s❛✲
t✐♦♥✱ ❞✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ s✉r Q(z) ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♥❡ s❡ r❡❧è✈❡
♣❛s ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t s✉r Q(z)✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❝❡❧❛✱ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥
Q(z, f1(z), . . . , fm(z)) ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ◆♦t♦♥s q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ r✐❡♥ ❞❡ s✉r♣r❡♥❛♥t
à ❝❡❧❛ ♣✉✐sq✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ■✱ ♣♦✉✈♦✐r r❡❧❡✲
✈❡r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡s
❡①t❡♥s✐♦♥s✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s é♥♦♥❝és ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❞❡✉① t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ♣✉r❡té✱
❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ q✉❛♥❞ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛
tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡✈✐❡♥t ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ■✱
❝❡tt❡ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❞é❝♦✉❧❡r❛✐t ❞❡ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r Q(z) ❡♥tr❡ ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s 1, f1(z), . . . , fm(z)✳ ❙❛♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té✱ ♦♥ ❡st ❝♦♥tr❛✐♥t
❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❣❛r❛♥t✐r ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r Q(z)✱ ❝❡ q✉✐
s❡♠❜❧❡ s♦✉✈❡♥t ❛✉ss✐ ❞✐✣❝✐❧❡ q✉❡ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❡✉r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳

✶✽✵



❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✻ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ s✉✐✈❛♥t
❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♠ê♠❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ré❣✉❧✐❡r s✐♥❣✉❧✐❡r✳

❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ❉✳ ❙♦✐❡♥t K ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❡t f(z) ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ T ✲
♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡✱ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s K✳ ❙♦✐t α ✉♥ ♣♦✐♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ t❡❧ q✉❡ ❧❡
❝♦✉♣❧❡ (T,α) ❡st ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳ ❆❧♦rs ❧❡ ♥♦♠❜r❡ f(α) ❡st s♦✐t tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t✱
s♦✐t ❞❛♥s K(α)✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té
s✉r Q(z) ❞✉ ❝♦r♣s ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥
s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥ ❞é❝♦✉❧❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛✲
r✐❛❜❧❡ ❡st s♦✐t r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ s♦✐t tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t❡✳ ❖❜t❡♥✐r ✉♥ t❡❧ rés✉❧t❛t ♣♦✉r
❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡r♠❡ttr❛✐t✱ ❝♦♠❜✐♥é ❛✈❡❝
✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❛✉t♦✉r ❞❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés✱ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❉ ♣♦✉r ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s✳

✸ ❙✉r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ♠♦r♣❤✐q✉❡s

➚ t♦✉t ♠♦r♣❤✐s♠❡ σ s✉r ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ✜♥✐ A := {a1, . . . , an} ♦♥ ♣❡✉t
❛ss♦❝✐❡r s❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡✱ ♥♦té❡ Tσ✳ ❈✬❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ n × n ❞♦♥t ❧❛
(i, j)✲✐è♠❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❡st é❣❛❧❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❧❡ttr❡ aj ❞❛♥s
❧❡ ♠♦t σ(ai)✳ ❙✐ ✉♥❡ s✉✐t❡ ♠♦r♣❤✐q✉❡ ❡st ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ σ
t❡❧ q✉❡ ❧❡ r❛②♦♥ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡ Tσ ✈❛✉t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ ρ✱ ♦♥ ❞✐t q✉✬❡❧❧❡ ❡st
ρ✲♠♦r♣❤✐q✉❡✳ P❛r ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ré❡❧ ξ ❡st ρ✲♠♦r♣❤✐q✉❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ ❡♥t✐❡r b ≥ 2 t❡❧ q✉❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ξ ❡♥ ❜❛s❡ b ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ρ✲
♠♦r♣❤✐q✉❡✳ ❯♥ rés✉❧t❛t ❝❧❛ss✐q✉❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s s✉✐t❡s q✲♠♦r♣❤✐q✉❡s s♦♥t
♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡s s✉✐t❡s q✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s✳

❈♦❜❤❛♠ ❬✹✷❪ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ sér✐❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ t♦✉t❡ s✉✐t❡ ♠♦r♣❤✐q✉❡
s✬♦❜t✐❡♥t ❝♦♠♠❡ s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Tσ✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (z, . . . , z)✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❞❡✈r❛✐t
♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ρ✲♠♦r♣❤✐q✉❡s ✐rr❛✲
t✐♦♥♥❡❧s✱ q✉❛♥❞ ρ > 1 ✭✉♥ rés✉❧t❛t ❞é❥à ❞é♠♦♥tré à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❛♥s ❬✶✼❪✱ ♦✉ ❬✾❪✮✳ ❖♥ s✬❛tt❡♥❞ ♠ê♠❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
▼❛❤❧❡r ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ❊✳ ❙♦✐❡♥t ρ1, ρ2 > 1 ❞❡✉① ré❡❧s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥ts✳ ❯♥ ré❡❧ ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ à ❧❛ ❢♦✐s ρ1✲♠♦r♣❤✐q✉❡ ❡t ρ2✲
♠♦r♣❤✐q✉❡✳

❊♥ ❞❡❤♦rs ❞❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s s②stè♠❡s ré❣✉❧✐❡rs s✐♥❣✉❧✐❡rs✱ ♦✉
❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥✱ ♠❡♥t✐♦♥♥é❡s ❛✉① ❞❡✉① ♣ré❝é❞❡♥ts ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s✱
✉♥❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❞✐✣❝✉❧té s✬❛❥♦✉t❡✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ Tσ ❛✐t ✉♥
r❛②♦♥ s♣❡❝tr❛❧ str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r à 1✱ r✐❡♥ ♥❡ ❣❛r❛♥t✐t q✉❡ ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s

✶✽✶



(Tσ,α) ❛✉①q✉❡❧s ♦♥ ✈❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r✱ s♦✐❡♥t ❛❞♠✐s✲
s✐❜❧❡s✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧❡ ✈❛♥ ❞❡r P♦♦rt❡♥ ❬✶✶✵❪✱ q✉❛♥❞ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✱
✐❧ s❡♠❜❧❡ q✉✬✐❧ ② ❛✐t t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ T ❞❡ t❛✐❧❧❡
✐♥❢ér✐❡✉r❡✳ ❖♥ ♥❡ s❛✐t t♦✉t❡❢♦✐s ♣❛s ❧❡ ❢❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✳

✹ ▼❡s✉r❡s ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡

❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡✉r ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❆❇✵✼❜✱ ❆❞❛♠❝③❡✇s❦✐ ❡t
❇✉❣❡❛✉❞ ♦♥t ♣✉ ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s ❬✹❪✳ P❛r ♠❡s✉r❡ ❞❡ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡✱ ♦♥ ❡♥t❡♥❞✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥
♥♦♠❜r❡ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t ξ✱ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s |P (ξ)|✱
q✉❛♥❞ P ∈ Q[X] ♣❛r❝♦✉rt ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞♦♥t ❧❡ ❞❡❣ré ❡t ❧❛ ❤❛✉✲
t❡✉r s♦♥t ❝❤❛❝✉♥ ❜♦r♥és ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜①é✳ ❉❛♥s ❬✸❪ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♣ré❝✐s❡♥t
❝♦♠♠❡♥t✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✉ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ♣❡r✲
♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡✳

❊♥ ✶✾✽✻✱ ❇❡❝❦❡r ❬✷✼❪ ❛✈❛✐t ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ✉♥❡ ♠❡✲
s✉r❡ ❞❡ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❛✉① ♣♦✐♥ts ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ f(z) s❛t✐s❢❛✐s❛♥t à ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

f(z) = a(z)f(zq) + b(z) ,

❛✈❡❝ a(z), b(z) ∈ Q[z]✳ ❑✉✳ ◆✐s❤✐♦❦❛ ❬✽✻❪ ❛ ❣é♥ér❛❧✐sé ❝❡ rés✉❧t❛t ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t
✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥
✈❡❝t❡✉r s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠❛❤❧ér✐❡♥✱ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ré❣✉❧✐❡r✳
P❛r ♠❡s✉r❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ ♦♥ ❡♥t❡♥❞✱ ét❛♥t ❞♦♥♥és ❞❡s ♥♦♠❜r❡s
ξ1, . . . , ξr✱ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s |P (ξ1, . . . , ξr)|✱ q✉❛♥❞
P ∈ Q[X1, . . . , Xr] ♣❛r❝♦✉rt ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞♦♥t ❧❡ ❞❡❣ré ❡t ❧❛
❤❛✉t❡✉r s♦♥t ❝❤❛❝✉♥ ♠❛❥♦rés ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜①é✳ ❆♠♦✉ ❬✶✽❪✱ ❚ö♣❢❡r ❬✶✵✼❪
❡t P❤✐❧✐♣♦♥ ❬✾✶❪ ♦♥t ♠♦♥tré ❝♦♠♠❡♥t ❞❡ t❡❧❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❡♥t é❣❛❧❡✲
♠❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s é✈❛❧✉é❡s ❡♥ ❝❡rt❛✐♥s ♣♦✐♥ts tr❛♥s❝❡♥❞❛♥ts✳

❉❛♥s ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉①✱ ✐❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ✈♦✐r q✉❡❧❧❡s ♠❡✲
s✉r❡s ❞❡ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ♣♦✉r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s✱ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ✐❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ r❡♣r❡♥❞r❡
❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✻ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧❣é✲
❜r✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s f1(α1), . . . , fr(αr) ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳ ❖❜t❡♥✐r ✉♥❡ t❡❧❧❡
♠❡s✉r❡ ♥é❝❡ss✐t❡r❛✐t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❛♥s
❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛♥t ❞❡ P❛❞é ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✽✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ♣✐st❡ q✉❡
♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s✱ ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t✱ ♣❛s ❞✉ t♦✉t ❡①♣❧♦r❡r✳
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❬✻❪ ❇✳ ❆❞❛♠❝③❡✇s❦✐✱ ❏✳ ❇❡❧❧ ❆ ♣r♦❜❧❡♠ ❛❜♦✉t ▼❛❤❧❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❆♥♥✳ ❙❝✳
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❬✼❪ ❇✳ ❆❞❛♠❝③❡✇s❦✐✱ ❏✳ ❇❡❧❧✱ ❉✳ ❙♠❡rt♥✐❣✳ ❆ ❤❡✐❣❤t ❣❛♣ t❤❡♦r❡♠ ❢♦r
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ▼❛❤❧❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ♣r❡♣r✐♥t ✭✷✵✷✵✮✱ ❛r❳✐✈ ✿✷✵✵✸✳✵✸✹✷✾
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❬✾❪ ❇✳ ❆❞❛♠❝③❡✇s❦✐✱ ❏✳ ❈❛ss❛✐❣♥❡✱ ▼✳ ▲❡ ●♦♥✐❞❡❝✱ ❖♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs: t❤❡ ❍❛rt♠❛♥✐s✕❙t❡❛r♥s ♣r♦❜❧❡♠ r❡✈✐s✐✲
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❬✶✵❪ ❇✳ ❆❞❛♠❝③❡✇s❦✐✱ ❚✳❉r❡②❢✉s✱ ❈✳ ❍❛r❞♦✉✐♥✱ ❍②♣❡rtr❛♥s❝❡♥❞❡♥❝❡ ❛♥❞ ❧✐✲
♥❡❛r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ à ♣❛r❛îtr❡ ❛✉ ❏✳ ❆♠❡r✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳✱ ♣r❡♣r✐♥t
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❬✶✶❪ ❇✳ ❆❞❛♠❝③❡✇s❦✐✱ ❚✳❉r❡②❢✉s✱ ❈✳ ❍❛r❞♦✉✐♥✱ ▼✳ ❲✐❜♠❡r✱ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ✐♥❞❡✲
♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ tr❛✈❛✐❧ ❡♥ ❝♦✉rs✳
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❬✶✷❪ ❇✳ ❆❞❛♠❝③❡✇s❦✐✱ ❈✳ ❋❛✈❡r❥♦♥✱ ❈❤✐✛r❡s ♥♦♥ ♥✉❧s ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❡♥ ❜❛s❡ ❡♥t✐èr❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧s✱ ❈✳ ❘✳ ❆❝❛❞✳ ❙❝✐✳
P❛r✐s✱ ❙❡r✳ ✸✺✵ ✭✷✵✶✷✮ ✶✕✹✳

❬✶✸❪ ❇✳ ❆❞❛♠❝③❡✇s❦✐✱ ❈✳ ❋❛✈❡r❥♦♥✱ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ✿ r❡❧❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s✱
tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛✉① ♥♦♠❜r❡s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s✱ Pr♦❝✳ ▲♦♥❞♦♥
▼❛t❤✳ ❙♦❝✳ ✶✶✺ ✭✷✵✶✼✮✱ ✺✺✕✾✵✳

❬✶✹❪ ❇✳ ❆❞❛♠❝③❡✇s❦✐✱ ❈✳ ❋❛✈❡r❥♦♥✱ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r✱ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❡t
r❡❧❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ✿ ❛s♣❡❝ts ❡✛❡❝t✐❢s✱ ❏✳ ❚❤é♦r✳ ◆♦♠❜r❡s ❇♦r❞❡❛✉① ✸✵
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❬✶✺❪ ❇✳ ❆❞❛♠❝③❡✇s❦✐✱ ❈✳ ❋❛✈❡r❥♦♥✱ ▼❛❤❧❡r✬s ♠❡t❤♦❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s ■: ❚❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r s②st❡♠s✱ ♣r❡♣r✐♥t ✭✷✵✶✽✮✱
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■■: ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ❜❛s❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ✜♥✐t❡ ❛✉t♦♠❛t❛✱ ♣r❡♣r✐♥t
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❙✉❞ ✭✷✵✵✻✮✳
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❙❝✐✳ ➱❝✳ ◆♦r♠✳ ❙✉♣ér✳ ✹✼ ✭✷✵✶✹✮✱ ✹✹✾✕✹✻✼✳

❬✷✹❪ ❉✳❍✳ ❇❛✐❧❡②✱ ❏✳▼✳ ❇♦r✇❡✐♥✱ ❘✳❊✳ ❈r❛♥❞❛❧❧✱ ❈✳ P♦♠❡r❛♥❝❡✱ ❖♥ t❤❡ ❜✐✲
♥❛r② ❡①♣❛♥s✐♦♥s ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs✱ ❏✳ ❚❤é♦r✳ ◆♦♠❜r❡s ❇♦r❞❡❛✉① ✶✻

✭✷✵✵✹✮✱ ✹✽✼✕✺✶✽✳

❬✷✺❪ ❆✳ ❇❛r❜❡✱ ❋✳ ✈♦♥ ❍❛❡s❡❧❡r ▲✐♠✐t s❡t ♦❢ ❛✉t♦♠❛t✐❝ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ❆❞✈❛♥❝❡s
✐♥ ▼❛t❤✳ ✶✼✺ ✭✷✵✵✸✮✱ ✶✻✾✕✶✾✻✳
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❬✷✻❪ ❑✳ ❇❛rré✲❙✐r✐❡✐①✱ ●✳ ❉✐❛③✱ ❋✳ ●r❛♠❛✐♥✱ ●✳ P❤✐❧✐❜❡rt✱ ❯♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛
❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r✲▼❛♥✐♥✱ ■♥✈❡♥t✳ ▼❛t❤✳ ✶✷✹ ✭✶✾✾✻✮✱ ✶✕✾✳

❬✷✼❪ P✲●✳ ❇❡❝❦❡r✱ ❚r❛♥s❝❡♥❞❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡s ❜② ▼❛❤❧❡r✬s tr❛♥s❝❡♥❞❡♥❝❡ ♠❡✲
t❤♦❞✱ ❇✉❧❧✳ ♦❢ t❤❡ ❆✉str❛❧✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳✱ ✸✸✭✶✮ ✭✶✾✽✻✮✱ ✺✾✕✻✺✳

❬✷✽❪ P✲●✳ ❇❡❝❦❡r✱ ❦✲❘❡❣✉❧❛r P♦✇❡r ❙❡r✐❡s ❛♥❞ ▼❛❤❧❡r✲❚②♣❡ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❊q✉❛✲
t✐♦♥s ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ◆✉♠❜❡r ❚❤❡♦r② ✹✾ ✭✶✾✾✹✮✱ ✷✻✾✕✷✽✻✳

❬✷✾❪ ❏✳ ❇❡❧❧✱ ❨✳ ❇✉❣❡❛✉❞✱ ▼✳ ❈♦♦♥s✱ ❉✐♦♣❤❛♥t✐♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❛❤❧❡r
♥✉♠❜❡rs✱ Pr♦❝✳ ▲♦♥❞♦♥ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳ ✶✶✵ ✭✷✵✶✺✮✱ ✶✶✺✼✕✶✷✵✻✳

❬✸✵❪ ❏✳ ❇❡❧❧✱ ▼✳ ❈♦♦♥s✱ ❚r❛♥s❝❡♥❞❡♥❝❡ t❡sts ❢♦r ▼❛❤❧❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ Pr♦❝✳
❆♠❡r✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳ ✶✹✺ ✭✷✵✶✼✮✱ ✶✵✻✶✕✶✵✼✵

❬✸✶❪ ❏✳ ❇❡❧❧✱ ▼✳ ❈♦♦♥s✱ ❊✳ ❘♦✇❧❛♥❞ ❚❤❡ ❘❛t✐♦♥❛❧✲❚r❛♥s❝❡♥❞❡♥t❛❧ ❉✐❝❤♦t♦♠②
♦❢ ▼❛❤❧❡r ❋✉♥❝t✐♦♥s✱ ❏✳ ♦❢ ■♥t❡❣❡r ❙❡q✳ ✶✻ ◆♦✳ ✷ ✭✷✵✶✸✮✱ ❆rt✐❝❧❡ ✶✸✳✷✳✶✵✱
✶✶♣✳

❬✸✷❪ ❉✳ ❇❡rtr❛♥❞✱ ❚❤❡t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ tr❛♥s❝❡♥❞❡♥❝❡✱ ▼❛❞r❛s ❘❛♠❛♥✉❥❛♥ ❏✳
✶ ✭✶✾✾✼✮✱ ✸✸✾✕✸✺✵✳

❬✸✸❪ ❋✳ ❇❡✉❦❡rs✱ ❆ r❡✜♥❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙✐❡❣❡❧✕❙❤✐❞❧♦✈s❦✐✐ t❤❡♦r❡♠✱ ❆♥♥❛❧s
♦❢ ▼❛t❤✳ ✶✻✸ ✭✷✵✵✻✮✱ ✸✻✾✕✸✼✾✳

❬✸✹❪ ➱✳ ❇♦r❡❧✱ ▲❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡s ❡t ❧❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r✐t❤♠é✲
t✐q✉❡s✱ ❘❡♥❞✳ ❈✐r❝✳ ▼❛t✳ P❛❧❡r♠♦ ✷✼ ✭✶✾✵✾✮✱ ✷✹✕✷✼✶✳

❬✸✺❪ ➱✳ ❇♦r❡❧✱ ❙✉r ❧❡s ❝❤✐✛r❡s ❞é❝✐♠❛✉① ❞❡
√
2 ❡t ❞✐✈❡rs ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣r♦❜❛✲

❜✐❧✐tés ❡♥ ❝❤❛î♥❡✱ ❈✳ ❘✳ ❆❝❛❞✳ ❙❝✐✳ P❛r✐s✱ ❙❡r✳ ✷✸✵ ✭✶✾✺✵✮✱ ✺✾✶✕✺✾✸

❬✸✻❪ ❏✳▼✳ ❇♦r✇❡✐♥✱ P✳❇✳ ❇♦r✇❡✐♥✱ ❖♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❢❛♠✐❧✐❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s
❛♥❞ ♥✉♠❜❡rs✱ ❙■❆▼ ❘❡✈✳ ✸✵ ◆♦✳ ✹ ✭✶✾✽✽✮✱ ✺✽✾✕✻✵✶

❬✸✼❪ ❚✳❈✳ ❇r♦✇♥✱ ❖♥ ❧♦❝❛❧❧② ✜♥✐t❡ s❡♠✐❣r♦✉♣s ✭■♥ ❘✉ss✐❛♥✮✱ ❯❦r❛✐♥❡ ▼❛t❤✳
❏✳ ✷✵ ✭✶✾✻✽✮✱ ✼✸✷✕✼✸✽✳

❬✸✽❪ ❨✳ ❇✉❣❡❛✉❞✱ ❖♥ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥s ♦❢ ❛ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r t♦ s❡✈❡r❛❧ ✐♥t❡❣❡r ❜❛s❡s✱
❘❡✈✳ ▼❛t✳ ■❜❡r♦❛♠❡r✐❝❛♥❛ ✷✽ ✭✷✵✶✷✮✱ ✾✸✶✕✾✹✻✳

❬✸✾❪ ❉✳●✳ ❈❤❛♠♣❡r♥♦✇♥❡✱ ❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝✐♠❛❧s ♥♦r♠❛❧ ✐♥ t❤❡ s❝❛❧❡
♦❢ t❡♥✱ ❏✳ ▲♦♥❞♦♥ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳ ✽ ✭✶✾✸✸✮✱ ✷✺✹✕✷✻✵✳

❬✹✵❪ ❋✳ ❈❤②③❛❦✱ ❚✳ ❉r❡②❢✉s✱ P✳ ❉✉♠❛s✱ ▼✳ ▼❡③③❛r♦❜❜❛✱ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s
♦❢ ❧✐♥❡❛r ▼❛❤❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥s ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✽✼ ✭✷✵✶✽✮✱
✷✾✼✼✕✸✵✷✶✳

❬✹✶❪ ❆✳ ❈♦❜❤❛♠✱ ❆ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚r❛♥s❝❡♥❞❡♥❝❡ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥✱
■❇▼ ❘❡s❡❛r❝❤ ❘❡♣♦rt✱ ❘❈✲✷✵✹✶ ✭✶✾✻✽✮✳
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❬✹✷❪ ❆✳ ❈♦❜❤❛♠✱ ❖♥ t❤❡ ❍❛rt♠❛♥✐s✲❙t❡❛r♥s ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛ ❝❧❛ss ♦❢ t❛❣ ♠❛✲
❝❤✐♥❡s✱ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ❘❡❝♦r❞ ♦❢ ✶✾✻✽ ◆✐♥t❤ ❆♥♥✉❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❙✇✐t✲
❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ❆✉t♦♠❛t❛ ❚❤❡♦r②✱ ❙❝❤❡♥❡❝t❛❞②✱ ◆❡✇ ❨♦r❦ ✭✶✾✻✽✮✱ ✺✶✕✻✵✳

❬✹✸❪ ❆✳ ❈♦❜❤❛♠✱ ❖♥ t❤❡ ❜❛s❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ s❡ts ♦❢ ♥✉♠❜❡rs r❡❝♦❣♥✐③❛❜❧❡ ❜②
✜♥✐t❡ ❛✉t♦♠❛t❛✱ ▼❛t❤✳ ❙②st❡♠s ❚❤❡♦r② ✸ ✭✶✾✻✾✮✱ ✶✽✻✕✶✾✷✳

❬✹✹❪ P✳ ❈♦r✈❛❥❛✱ ❯✳ ❩❛♥♥✐❡r✱ ❙✲❯♥✐t P♦✐♥ts ♦♥ ❆♥❛❧②t✐❝ ❍②♣❡rs✉r❢❛❝❡s✱ ❆♥♥✳
❙❝✐✳ ➱❝✳ ◆♦r♠✳ ❙✉♣✳ ✸✽ ✭✷✵✵✺✮✱ ✼✻✕✾✷✳

❬✹✺❪ P✳ ❉✉♠❛s✱ ❘é❝✉rr❡♥❝❡s ♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡s✱ s✉✐t❡s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s✱ ét✉❞❡s
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s✱ ❚❤ès❡✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❇♦r❞❡❛✉① ■✱ ❚❛❧❡♥❝❡ ✭✶✾✾✸✮✳

❬✹✻❪ ❚✳ ❉r❡②❢✉s✱ ❈✳ ❍❛r❞♦✉✐♥✱ ❏✳ ❘♦q✉❡s✱ ❍②♣❡rtr❛♥s❝❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢
▼❛❤❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❏✳ ❊✉r✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳ ✷✵ ✭✷✵✶✽✮✱ ✷✷✵✾✕✷✷✸✽✳

❬✹✼❪ ●✳ ❊✈❡r❡st✱ ❆✳❏✳ ✈❛♥ ❞❡r P♦♦rt❡♥✱ ■✳ ❙❤♣❛r❧✐♥s❦✐✱ ❚✳ ❲❛r❞✱ ❘❡❝✉rr❡♥❝❡
❙❡q✉❡♥❝❡s✱ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙✉r✈❡②s ❛♥❞ ▼♦♥♦❣r❛♣❤s ✶✵✹✱ ❆♠❡r✳ ▼❛t❤✳
❙♦❝✳ ✭✷✵✵✸✮✱ ✸✶✽ ♣✳

❬✹✽❪ ●✳ ❋❡r♥❛♥❞❡s✱ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❡♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ✿ ✉♥ ❛♥❛✲
❧♦❣✉❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❑✉✳ ◆✐s❤✐♦❦❛✱ ❆♥♥✳ ■♥st✳ ❋♦✉r ✻✽ ✭✷✵✶✽✮✱ ✷✺✺✸✕
✷✺✽✵✳

❬✹✾❪ ●✳ ❋❡r♥❛♥❞❡s✱ ❘❡❣✉❧❛r ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛✲
❧✉❡s ♦❢ ▼❛❤❧❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ à ♣❛r❛îtr❡ ❛✉① ❚r❛♥s✳
❆♠❡r✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳ ✭✷✵✶✽✮✱ ❛r❳✐✈ ✿✶✽✵✽✳✵✵✼✶✾ ❬♠❛t❤✳◆❚❪✱ ✸✶ ♣✳

❬✺✵❪ ❙✳ ❋❡r❡♥❝③✐✱ ❈✳ ▼❛✉❞✉✐t✱ ❚r❛♥s❝❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉♠❜❡rs ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐t② ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ❏✳ ◆✉♠❜❡r ❚❤❡♦r② ✻✼ ✭✶✾✾✼✮✱ ✶✹✻✕✶✻✶✳

❬✺✶❪ ❍✳ ❋✉rst❡♥❜❡r❣✱ ❉✐s❥♦✐♥t♥❡ss ✐♥ ❡r❣♦❞✐❝ t❤❡♦r②✱ ♠✐♥✐♠❛❧ s❡ts✱ ❛♥❞ ❛ ♣r♦✲
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t✐♦♥s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s éq✉❛t✐♦♥s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❙é♠✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❚❤é♦✲
r✐❡ ❞❡s ◆♦♠❜r❡s ❞❡ ❇♦r❞❡❛✉① ✭✶✾✼✺✮✱ ❡①♣✳ ✼✱ ✶✸♣✳

❬✶✵✾❪ ❆✳❏✳ ✈❛♥ ❞❡r P♦♦rt❡♥✱ ❖♥ t❤❡ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❛♥❞ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ✐♥❞❡♣❡♥✲
❞❛♥❝❡ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ s♦♠❡✇❤❛t ❛♠✉s✐♥❣ ♥✉♠❜❡rs✱ ❙é♠✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡s
◆♦♠❜r❡s ❞❡ ❇♦r❞❡❛✉① ✭✶✾✼✻✮✱ ❡①♣✳ ✶✹✱ ✶✸♣✳

❬✶✶✵❪ ❆✳❏✳ ✈❛♥ ❞❡r P♦♦rt❡♥✱ ❘❡♠❛r❦s ♦♥ ❛✉t♦♠❛t❛✱ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞
tr❛♥s❝❡♥❞❡♥❝❡✱ ❙é♠✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡s ◆♦♠❜r❡s ❞❡ ❇♦r❞❡❛✉① ✭✶✾✽✻✕
✶✾✽✼✮✱ ❊①♣✳ ✷✼✱ ✶✶♣♣✳

❬✶✶✶❪ ▼✳ ✈❛♥ ❞❡r P✉t ❛♥❞ ▼✳❋✳ ❙✐♥❣❡r✱ ●❛❧♦✐s t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❞✐✛❡r❡♥✲
t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ●r✉♥❞❧❡❤r❡♥ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✸✷✽✱
❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ❇❡r❧✐♥ ✭✷✵✵✸✮✳

❬✶✶✷❪ ▼✳ ❲❛❧❞s❝❤♠✐❞t✱ ❲♦r❞s ❛♥❞ ❚r❛♥s❝❡♥❞❡♥❝❡✱ ✐♥ ❆♥❛❧②t✐❝ ◆✉♠❜❡r
❚❤❡♦r②✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss ✭✷✵✵✾✮✱ ✹✹✾✲✹✼✵✳

❬✶✶✸❪ ▼✳ ❲✉✱ ❆ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❋✉rst❡♥❜❡r❣✬s ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ♦❢ ×p✲
❛♥❞ ×q✲✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts✱ ❆♥♥❛❧s ♦❢ ▼❛t❤✳ ✶✽✾ ✭✷✵✶✾✮✱ ✼✵✼✕✼✺✶✳

❬✶✶✹❪ ❖✳ ❩❛r✐s❦✐✱ P✳ ❙❛♠✉❡❧✱ ❈♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❛❧❣❡❜r❛ ■■✳✱ ●r❛❞✉❛t❡ ❚❡①ts ✐♥
▼❛t❤✳ ✷✾ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✲❍❡✐❞❡❧❜❡r❣ ✭✶✾✼✺✮✳

✶✾✵



❆♣♣❡♥❞✐❝❡ ❆

❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐té

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ♥❡ ♣❡✉t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (T,α)
❡st ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳ ❙✐ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❛✮ ❡t ✭❜✮ ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✈ér✐✜é❡s à ❧❛ ♠❛✐♥✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❝✮ ❡st ❧♦✐♥ ❞✬êtr❡ é✈✐❞❡♥t❡
❡t ✐❧ ❛ ❢❛❧❧✉ ❛tt❡♥❞r❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▼❛ss❡r ✭t❤é♦rè♠❡ ▼❛s✽✷✮ ♣♦✉r ❞✐s♣♦s❡r
❞✬✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s (T,α) s❛t✐s❢❛✐s❛♥t à ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡①♣❧✐q✉❡r ❡♥ q✉♦✐ ❝❡s tr♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r
♣❡r♠❡ttr❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r✳ P✉✐s✱ ❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡s tr❛✲
✈❛✉① ❞❡ ❑✉❜♦t❛ ❬✺✽❪✱ ❞❡ ▲♦①t♦♥ ❡t ✈❛♥ ❞❡r P♦♦rt❡♥ ❬✻✸✱ ✻✹❪ ❡t ❞❡ ▼❛ss❡r ❬✼✺❪✱
♥♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s (T,α) ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✳

✶ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❛✮ ❡t ✭❜✮

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❡♥ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ❝♦♥st❛t s❡❧♦♥ ❧❡q✉❡❧✱
♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♥♦♥ ♥✉❧ α ❞✉ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té✱ ❧❡s s✉✐t❡s ❞❡ t❡r♠❡s

❣é♥ér❛✉① − log
∣∣∣αqk

∣∣∣ ❡t logH
(
αqk
)
✱ k ∈ N✱ ♦♥t ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡

❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r k✱

logH
(
αqk
)

log
∣∣αqk

∣∣ =
logH(α)

log |α| . ✭✶✶✼✮

▲✬é❣❛❧✐té ✭✶✶✼✮ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥ ♣♦✉r
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ❞♦♥t ❧❡s ♦r❞r❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r s♦♥t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s ❡t✱ ❡♥
❛❥✉st❛♥t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❞✬❛❜♦✉t✐r à ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❉❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♦♥ ❞♦✐t ♣♦✉✈♦✐r ❣❛r❛♥t✐r q✉❡ ❧❛
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ z 7→ Tz s❛t✐s❢❛✐t à ❧❛ ♠ê♠❡ ♣r♦♣r✐été✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ét❛♥t
❞♦♥♥és ✉♥ ♣♦✐♥t ♥♦♥ ♥✉❧ α ∈ Q

n
❡t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡ T ✱ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n✱ à

❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s N✱ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡r❛✐t ❛✈♦✐r ✉♥ ❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

0 ≤ logH
(
T kα

)

− log ||T kα|| = O(1) , ✭✶✶✽✮

✶✾✶



♣♦✉r t♦✉t k ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ♠♦♥tr❡ q✉❡ s❡✉❧❡s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✭❛✮ ❡t ✭❜✮ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❝❡❧❛✳

▲❡♠♠❡ ✺✷✳ ❙♦✐❡♥t T ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ n×n à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s N ❡t α ∈ (Q
⋆
)n✳

▲✬é❣❛❧✐té ✭✶✶✽✮ ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r t♦✉t k ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ✭❛✮ ❡t ✭❜✮ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✼ s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s ♣❛r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (T,α)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t T ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ n × n à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s
❡t α ∈ (Q

⋆
)n✳ ❙✐ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (T,α) s❛t✐s❢❛✐t s♦✐t à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✶✶✽✮✱ s♦✐t à

❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❜✮✱ ♦♥ ❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t T kα 7→ 0✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ♣❡✉t
s✉♣♣♦s❡r✱ q✉✐tt❡ à ❝❤❛♥❣❡r α ❡♥ T k0α ♣♦✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r k0✱ q✉❡ ||α|| < 1✳ ❖♥
❛ ❛❧♦rs ✉♥ ❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t

0 ≤ − log ||T kα|| ≤ logH(T kα) ≤ ||T k|| logH(α) .

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (T,α) s❛t✐s❢❛ss❡ ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❛✮ ❡t ✭❜✮✳ ❆❧♦rs
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✶✶✽✮ ❞é❝♦✉❧❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ◆♦✉s ❛❧✲
❧♦♥s ♠♦♥tr❡r à ♣rés❡♥t ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡✳ ◆♦t♦♥s ρ(T ) ❧❡ r❛②♦♥ s♣❡❝tr❛❧
❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ T ✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ét❛♥t à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦s✐t✐❢s ❝✬❡st ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡
❞❡ T q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♣r♦♣r❡ à ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ♦✉ ♥✉❧❧❡s✳ ❊♥
r❡❣❛r❞❛♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é à ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛
♠❛❥♦r❛t✐♦♥

− log ||T kα|| = O(ρ(T )k)
❡t ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté ❧❛ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥

logH(T kα) ≥ γ‖T k‖ ,

♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ré❡❧ γ > 0 ❡t ♣♦✉r t♦✉t k ∈ N✳ ❙✐ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (T,α) s❛t✐s❢❛✐t
à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✶✶✽✮✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❛✮ ❡t ✭❜✮ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✼ ❞é❝♦✉❧❡♥t
✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✷✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❛✮ ❡t ✭❜✮ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐té ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s
(T,α) ❡♠♣ê❝❤❡♥t ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✹ ❞❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡r à ✉♥ s②stè♠❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t à
❧❛ ❢♦✐s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ 2✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡ ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ 3✲♠❛❤❧ér✐❡♥♥❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
♣♦✉r ✉♥ t❡❧ s②stè♠❡✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s❡r❛✐t

T :=

(
2 0
0 3

)
.

❖♥ ❛✉r❛✐t ❛❧♦rs ‖T k‖ = 3k ❡t✱ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♣♦✉r t♦✉t α = (α1, α2) ∈ (Q
⋆
)2✱

t❡❧ q✉❡ ‖α‖ < 1✱
log ‖T kα‖ = 2k log |α1| ,

♣♦✉r t♦✉t k ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❛✮ ❡t ✭❜✮ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
s❛t✐s❢❛✐t❡s ♣♦✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ρ✳ ❈✬❡st ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♣♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛
❜❡s♦✐♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✺✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs
s②stè♠❡s ♠❛❤❧ér✐❡♥s✳
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▲♦①t♦♥ ❡t ✈❛♥ ❞❡r P♦♦rt❡♥ ❬✻✸✱ ✻✹❪ ♦♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
❝♦✉♣❧❡s (T,α) s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❛✮ ❡t ✭❜✮✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts q✉✬✐❧s ❞é✲
♠♦♥tr❡♥t ❞❛♥s ❬✻✹❪ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✺✸✳ ❙♦✐t T ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n✱ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉✲
r❡❧s✳ ◆♦t♦♥s ρ(T ) s♦♥ r❛②♦♥ s♣❡❝tr❛❧✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ T ♣♦ssè❞❡ ✉♥
✈❡❝t❡✉r ♣r♦♣r❡ à ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡s ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡
ρ(T )✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❛✮ ❡t ✭❜✮ s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s ♣♦✉r t♦✉t ♣♦✐♥t α ∈ (Q

⋆
)n

t❡❧ q✉❡ T kα→ 0✱ q✉❛♥❞ k t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝❧❛ss✐q✉❡s s✉r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞♦♥t ❧❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s ✭✈♦✐r ❬✺✸❪✮✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡
T à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s N✱ ❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ s✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡s
❧✐❣♥❡s ❡t ❝♦❧♦♥♥❡s✱ t❡❧❧❡ q✉❡ T ♣r❡♥♥❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

(
A 0
B C

)
,

♦ù A ❡t C s♦♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❝❛rré❡s✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ❬✺✸✱
❈❤❛♣t❡r ■■■✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷❪✱ s✐ T ❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ T ❛ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r
♣r♦♣r❡ à ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡s✱ ❛ss♦❝✐é à s♦♥ r❛②♦♥ s♣❡❝tr❛❧ ρ(T )✳
❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ T ❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t h ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s λ1, . . . , λh ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ ρ(T )✱ ❛❧♦rs
λhi = ρ(T ) ♣♦✉r t♦✉t i✱ 1 ≤ i ≤ h✳ ▲✬❡♥t✐❡r h s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
T ✳ ◗✉❛♥❞ h = 1✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ T ❡st ♣r✐♠✐t✐✈❡✳

❚♦✉t❡ ♠❛tr✐❝❡ T à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s✱ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡✱ ❛♣rès ❝♦♥❥✉✲
❣❛✐s♦♥ ♣❛r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✱ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

T =




T1
✳ ✳ ✳ 0

0 Tκ
S1,1 · · · S1,κ Tκ+1
✳✳✳

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
Sν,1 · · · Sν,κ+ν−1 Tκ+ν




,

♦ù T1, . . . , Tκ+ν s♦♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❝❛rré❡s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❡t t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ i✱ 1 ≤ i ≤ ν✱ ❛✉ ♠♦✐♥s ❧✬✉♥❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s Si,j ✱ 1 ≤ j < κ+ i ❡st ♥♦♥
♥✉❧❧❡✳ ❈❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ T ✳ ❊❧❧❡
❡st ✉♥✐q✉❡ à ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♣rès ❞❡s ❜❧♦❝s T1, . . . , Tκ✱ ❞❡s ❜❧♦❝s Tκ+1, . . . , Tκ+ν

❡t ❞❡s ❧✐❣♥❡s ❡t ❝♦❧♦♥♥❡s à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❜❧♦❝✳ P♦✉r ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✱
♦♥ r❡♥✈♦✐❡ à ❬✺✸✱ ❈❤❛♣t❡r ✹❪✳ ❉✬❛♣rès ❬✺✸✱ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✻❪✱ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡
T s❛t✐s❢❛✐t ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺✸ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ s❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡
s❛t✐s❢❛✐t ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s

✭✶✮ ρ(T1) = · · · = ρ(Tκ) = ρ(T )✱
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✭✷✮ ρ(Tκ+i) < ρ(T ) ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ ν✳

❙♦✐t T ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ❧❡♠♠❡✳ ❊❧❧❡ s❛t✐s❢❛✐t ❞♦♥❝
❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✶✮ ❡t ✭✷✮✳ ❙♦✐t α ❝❤♦✐s✐ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✺✸✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡
(T,α) s❛t✐s❢❛✐t ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❛✮ ❡t ✭❜✮ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞✉
❝♦✉♣❧❡ (T, T kα)✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♥t✐❡r k✳ ❈♦♠♠❡ T kα→ 0✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r
q✉❡ α ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té ♦✉✈❡rt✳ ◆♦t♦♥s u ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r

(− log |α1|, . . . ,− log |αn|)

s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣r♦♣r❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ρ(T )✳ ❈✬❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r à ❝♦♦r✲
❞♦♥♥é❡s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡s✳ ❉✬❛♣rès ▲♦①t♦♥ ❡t ✈❛♥ ❞❡r P♦♦rt❡♥ ❬✻✸✱ ▲❡♠♠❛
✹❪✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t ✈❡❝t❡✉r µ ∈ Zn

log |(T khα)µ| = −ρ(T )kh〈u,µ〉+O(ρ′kh) ,

♦ù h ❡st ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ T ❡t 0 < ρ′ < ρ(T )✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t µ = ei ❧❡ i✲✐è♠❡
✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❜✮✱ ♣♦✉r ρ = ρ(T )✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❡♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t α ❡♥ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ei ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❡t ❡♥
♣r❡♥❛♥t ♣♦✉r µ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ej ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ log |(T kα)µ|
❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ti,j,k✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t i, j ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ T k✳ ▲✬é❣❛❧✐té ❝✐✲❞❡ss✉s
♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❛✮✳

▼ê♠❡ s✬✐❧ ♥✬❡st ❞é♠♦♥tré à ❛✉❝✉♥ ♠♦♠❡♥t✱ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✱ q✉✐ ♠♦♥tr❡
q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺✸ s♦♥t ♦♣t✐♠❛❧❡s✱ ❡st ♣rés❡♥t ❡♥ ❝r❡✉① ❞❛♥s ❬✻✹❪✳

▲❡♠♠❡ ✺✹✳ ❙♦✐t (T,α) ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❛✮ ❡t ✭❜✮ ❞❡
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✼✱ ❛❧♦rs ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ T ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♣r♦♣r❡ à ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡s ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ρ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ✈❛ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ ρ ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t
❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❛✮ ❡t ✭❜✮ ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉❡ ❧❡ r❛②♦♥ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
T ✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❛✮ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ T k s♦♥t ❡♥ O(ρk)✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡
q✉❡ ρ(T ) ≤ ρ✳ ◆♦t♦♥s L ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

L : z 7→ (− log |z1|, . . . ,− log |zn|)

❡t x = L(α)✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡

L(T kα) = T k(x) .

♦ù T k(x) ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ T k ❡t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r
❝♦❧♦♥♥❡ x⊤✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❜✮✱ ‖T k(x)‖ ≥ cρk ♣♦✉r ✉♥ ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ c✳
❉♦♥❝ ρ ≤ ρ(T )✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ρ = ρ(T )✳

▼♦♥tr♦♥s à ♣rés❡♥t q✉❡ T ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r à ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s str✐❝t❡♠❡♥t
♣♦s✐t✐✈❡s✱ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ρ(T )✳ ◗✉✐tt❡ à ❝❤❛♥❣❡r T ❡♥ T h✱ ♦♥
♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ T ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s
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✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ T ♦♥t ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à ρ(T )✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s
♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡ q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣r♦♣r❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ρ(T ) ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡
❛✉❝✉♥ ✈❡❝t❡✉r à ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡s✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r
i0✱ 1 ≤ i0 ≤ n✱ t❡❧ q✉❡ ❧❛ i0✲✐è♠❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ✈❡❝t❡✉r ♣r♦♣r❡
❞❡ T ✱ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ρ(T )✱ ❡st ♥✉❧❧❡✳ ◆♦t♦♥s U ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ T ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ρ(T ) ❡t V ✉♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡
❞❡ U ✱ st❛❜❧❡ ♣❛r T ✳ ❖♥ ❞♦✐t ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s✳

Pr❡♠✐❡r ❝❛s ✿ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ U ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞♦♥t ❧❛ i0✲
✐è♠❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✳ ◆♦t♦♥s ei0 ❧❡ i0✲✐è♠❡ ✈❡❝t❡✉r
❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞é❝♦♠♣♦s❡r

ei0 = u+ v ,

♦ù u ∈ U ❡t v ∈ V ✳ ❆❧♦rs✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ T k✱ k ∈ N à ❝❡tt❡ ❞é❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥✱ ❧❛ i0✲✐è♠❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ T kei0 ❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡ à
ckρ(T )k✳ ❖r✱ ❝❡ ♥♦♠❜r❡ ❡st ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ (i0, i0) ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
T k✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❛✮✳

❙❡❝♦♥❞ ❝❛s ✿ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ U ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ❛✉❝✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞♦♥t

❧❛ i0✲✐è♠❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❖♥ ♣♦s❡✱ ❝♦♠♠❡ ❝✐✲
❞❡ss✉s✱ x = L(α) ❡t ♦♥ ❞é❝♦♠♣♦s❡ x = u + v✱ ♦ù u ∈ U ❡t v ∈ V ✳ ❆❧♦rs✱
❧❛ i0✲✐è♠❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ T kx ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ T kv✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ ρ′ < ρ(T ) t❡❧ q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ s♦✐t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ρ′k ♣♦✉r
t♦✉t k ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❜✮✳

✷ ▲❡♠♠❡ ❞❡ ③ér♦s

❈♦♠♠❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r✱
q✉❛♥❞ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r✱ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s q✉❛♥t✐tés ♥❡ s✬❛♥✲
♥✉❧❡♥t ♣❛s✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❧❡s ♠✐♥♦r❡r✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r
❝❡❧❛ s♦♥t r❡❣r♦✉♣és s♦✉s ❧✬❛♣♣❡❧❧❛t✐♦♥ ▲❡♠♠❡s ❞❡ ③ér♦s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❡♥ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ③ér♦s ✉t✐❧✐sé ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t
❧❡ ✓ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s ③ér♦s ✐s♦❧és ✔✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ f(z) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡
♥♦♥ ♥✉❧❧❡✱ α ✉♥ ♣♦✐♥t ♥♦♥ ♥✉❧ ❞✉ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té ❡t q ≥ 2 ✉♥ ❡♥t✐❡r✱ ❛❧♦rs f(αqk)
♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ♥✉❧ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞✬❡♥t✐❡rs k✱ ❧❡ ♣♦✐♥t 0 ét❛♥t ✉♥ ♣♦✐♥t
❞✬❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ (αqk)k∈N✳ ◗✉❛♥❞ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛♥❛✲
❧②t✐q✉❡s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ③ér♦s ✐s♦❧és ♥✬❡st ♣❧✉s ✈❛❧❛❜❧❡
❡t ❧✬♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ rés✉❧t❛ts ♣❧✉s ✜♥s ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r q✉✬✉♥❡ sér✐❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡
f(z) ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s s✬❛♥♥✉❧❡r ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ T kα✳

❆♣rès ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣❛rt✐❡❧s ❬✼✵✱ ✺✽✱ ✻✹❪✱ ▼❛ss❡r ❛ ét❛❜❧✐ ❧❡ t❤é♦rè♠❡
▼❛s✽✷✱ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s (T,α) s❛t✐s✲
❢❛✐s❛♥t à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❝✮✳ ❊❧❧❡ ✐♠♣♦s❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ T ❞✬êtr❡
✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❡t ❞❡ ♥✬❛✈♦✐r ❛✉❝✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té ♣❛r♠✐ s❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✳
▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❝✮ ❡st ♥♦t❛♠♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐t❡ s✐ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✉ ♣♦✐♥t α s♦♥t
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❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ♣♦✉ss❡ à ❛❞♦♣t❡r✱
s✉✐✈❛♥t ❬✹✼❪✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✵✳ ❙♦✐t T ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n✱ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s
N✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ α ∈ (Q

⋆
)n ❡st T ✲✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t s✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡

♣❛s ❞❡ n✲✉♣❧❡t ❞✬❡♥t✐❡rs µ ∈ Zn t❡❧ q✉❡ (T kα)µ = 1 ♣♦✉r t♦✉t k ❞❛♥s ✉♥❡
♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞♦♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♦♥t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✲
♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡st T ✲✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t✱ ❞ès q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ T ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡
❡t q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❞❡ s❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♥✬❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡
▼❛s✽✷ s❡ r❡❢♦r♠✉❧❡ ❛❧♦rs ❛✐♥s✐✳

▲❡♠♠❡ ✺✺✳ ❙♦✐t T ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s N

❡t ❞♦♥t ❛✉❝✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ♥✬❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té✳ ❙♦✐t α ∈ (Q
⋆
)n t❡❧

q✉❡ T kα→ 0✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❝✮ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡ ♣♦✐♥t α ❡st
T ✲✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t✳

✸ ❈❛r❛❝tér✐s❡r ❧✬❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐té ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s (T,α)

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ❞❡✉① s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♥♦✉s ♣♦✉ss❡♥t à ❛❞♦♣t❡r ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡ T ✱ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s N✱ ❡st
❞❡ ❝❧❛ss❡ M ✭♦✉ t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t q✉❡ T ∈ M✮✱ s✐ ❡❧❧❡ s❛t✐s❢❛✐t ❛✉① tr♦✐s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳

✭✐✮ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ T ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✱

✭✐✐✮ ❛✉❝✉♥❡ ❞❡ s❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♥✬❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té✱

✭✐✐✐✮ ❡❧❧❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♣r♦♣r❡ à ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡s✱
❛ss♦❝✐é à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ρ(T )✱ s♦♥ r❛②♦♥ s♣❡❝tr❛❧✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ r❛②♦♥ s♣❡❝tr❛❧ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ M ❡st str✐❝t❡✲
♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r à 1✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✶✳ ▲❛ ❝❧❛ss❡M ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s✳ ❙✐ T ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡M✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❝♦❧❧❛♥t
❡♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♣✐❡s ❞❡ T ✱ ✐✳❡✳✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡




T
✳ ✳ ✳

T




✶✾✻



❡st✱ ❡❧❧❡ ❛✉ss✐✱ ❞❡ ❝❧❛ss❡ M✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ s✐ T1, . . . , Tr s♦♥t ♣❧✉s✐❡✉rs
♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝❧❛ss❡M ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ r❛②♦♥ s♣❡❝tr❛❧✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡




T1
✳ ✳ ✳

Tr




❡st✱ ❡❧❧❡ ❛✉ss✐✱ ❞❡ ❝❧❛ss❡M✳ ■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ s✐ ❧❡s r❛②♦♥s s♣❡❝tr❛✉① ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s
s♦♥t ❞❡✉① à ❞❡✉① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ♦♥ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡
r❡❣r♦✉♣❡r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡M✳

◆♦t♦♥s U(T ) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts α ❞❡ (C⋆)n ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✭❜✮ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✳ ▲♦①t♦♥ ❡t ✈❛♥ ❞❡r P♦♦rt❡♥ ❬✻✸✱ ✻✹❪ ❛✣r♠❛✐❡♥t s❛♥s ❞é✲
♠♦♥str❛t✐♦♥ q✉❡ ♣♦✉r T ∈ M✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ U(T ) ❡st ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ é♣♦✐♥té ❞❡
❧✬♦r✐❣✐♥❡✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛✣r♠❛t✐♦♥✱ t♦✉t ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t
✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ U(T )✳

▲❡♠♠❡ ✺✻✳ ❙♦✐t T ∈M✱ ❛❧♦rs

U(T ) =
{
α ∈ (C⋆)n : lim

k→∞
T kα = 0

}
.

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ U(T ) ❡st ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ (C⋆)n✱ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ ❜♦✉❧❡ ✉♥✐té é♣♦✐♥✲
té❡ ❞❡ Cn ♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ ✐♥✜♥✐❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▼♦♥tr♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ U(T ) ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ ❜♦✉❧❡ ✉♥✐té
é♣♦✐♥té❡ ❞❡ (C⋆)n✱ ♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ ✐♥✜♥✐❡✳ ❙♦✐t α := (α1, . . . , αn) ∈ (C⋆)n t❡❧
q✉❡ ‖α‖ < 1✳ P♦s♦♥s

L(α) := (− log |α1|, . . . ,− log |αn|) > 0 .

P❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ T ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♣r♦♣r❡ µ✱ à ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s str✐❝t❡♠❡♥t
♣♦s✐t✐✈❡s✱ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ρ(T )✳ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ µ s♦♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ L(α)✳ P♦s♦♥s ❛❧♦rs ν :=
L(α)− µ > 0✳ ❉✬❛♣rès ❬✻✸✱ ▲❡♠♠❛ ✹❪✱ ♦♥ ❛

− log ‖T kα‖ = ‖T k(L(α))‖ = ‖T k(µ) + T k(ν)‖ ≥ ‖T k(µ)‖ = ρk‖µ‖ ,

♣♦✉r t♦✉t k ∈ N✱ ♣✉✐sq✉❡ T kν ❛ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣♦s✐t✐✈❡s✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❜✮
❡st ❞♦♥❝ s❛t✐s❢❛✐t❡✱ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ ✉♥✐té é♣♦✐♥té❡ ❞❡ (C⋆)n✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s✐ α ∈ (C⋆)n ❡st t❡❧ q✉❡ limk→∞ T kα = 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r
k0 t❡❧ q✉❡ T k0α s♦✐t ❞❛♥s ❧❛ ❜♦✉❧❡ ✉♥✐té é♣♦✐♥té❡✳ ❉♦♥❝ T k0α ∈ U(T )✳ ■❧ s✉✐t
q✉❡ α ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ss✐ à U(T )✳

■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ s✐ α ∈ U(T )✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❜✮ ✐♠♣♦s❡ q✉❡ limk→∞ T kα =
0✳

✶✾✼



❊♥ ❝♦❧❧❡❝t❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡
❞❡s ❝♦✉♣❧❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✼✳ ❯♥ ❝♦✉♣❧❡ (T,α) ❡st ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡s tr♦✐s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s✳

• ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ T ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡M✳

• ▲❡ ♣♦✐♥t α ❡st T ✲✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t✳

• T kα→ 0 q✉❛♥❞ k →∞✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❑✉❜♦t❛ ❬✺✽❪✱ s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❝✮ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✼
❞✬❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐té ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ T ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❡t ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ r❛❝✐♥❡s
❞❡ ❧✬✉♥✐té ❝♦♠♠❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✺✺✱ ❧❡ ♣♦✐♥t α ❡st ❛❧♦rs
T ✲✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✺✹✱ s✐ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❛✮ ❡t ✭❜✮ ❞❡ ❧✬❛❞♠✐s✲
s✐❜✐❧✐té s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s✱ ❛❧♦rs ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ T ❛ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♣r♦♣r❡ à ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡s ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ρ(T )✳ ❉♦♥❝ T ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡
M✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❜✮ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✱ α ∈ U(T )✳ ❉♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès
❧❡ ❧❡♠♠❡ ✺✻✱ T kα→ 0✳

■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ s✐ T ∈ M✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❛✮ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡
✺✸✳ ❙✐ ❞❡ ♣❧✉s T kα→ 0✱ ❛❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✺✻✱ α ∈ U(T ) ❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✭❜✮ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✳ ❊♥✜♥✱ s✐ ❧❡ ♣♦✐♥t α ❡st T ✲✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡
✺✺✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❝✮ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✳

✶✾✽


	Préambule
	Introduction
	La méthode de Mahler
	Une motivation pour la méthode de Mahler: l'étude du développement des nombres réels
	Résultats présentés dans ce manuscrit
	Organisation du manuscrit

	Notations
	La méthode de Mahler en une variable
	Des nombres automatiques aux équations mahlériennes linéaires
	Indépendance algébrique des valeurs de fonctions mahlériennes
	Relever les relations algébriques entre les valeurs de fonctions mahlériennes
	Contourner les singularités du système
	Relations entre fonctions q-mahlériennes

	Aspects algorithmiques de la méthode de Mahler en une variable
	Un point sur les équations mahlériennes
	Coefficients d'une fonction mahlérienne
	Déterminer le système ou l'équation minimale
	Déterminer si une valeur de fonction mahlérienne est transcendante

	Systèmes mahlériens de plusieurs variables
	Aperçu historique de la méthode de Mahler en plusieurs variables
	Lemme de zéros pour différentes transformations mahlériennes
	Démonstration du théorème 16
	Démonstration du théorème 15

	Pureté des relations algébriques entre les valeurs de fonctions mahlériennes
	Propriété des systèmes réguliers singuliers
	Démonstration des deux théorèmes de pureté
	Conséquences sur les fonctions d'une variable

	Pistes pour de futures recherches
	Vers une théorie pour les systèmes généraux
	Sur la régularité des corps de fonctions mahlériennes de plusieurs variables
	Sur les nombres morphiques
	Mesures d'indépendance algébrique

	Bibliographie
	Conditions d'admissibilité
	Conditions (a) et (b)
	Lemme de zéros
	Caractériser l'admissibilité des couples (T,bold0mu mumu EPSW03)


