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❜	�✉✐❧❧❡✱ ❡� ❛✐♥�✐ ❣✉	�✐� ✉♥❡ ❥❛♠❜❡ ❜❧❡��	❡ ♦✉ ♠❛❧❛❞❡ ❬❍✉♠♣❤�❡② ✶✵❪✳

❈❡♣❡♥❞❛♥� ❧✬✐♥�	��� ❞❡� �❝✐❡♥�✐✜�✉❡�✱ ♠	❞❡❝✐♥� ♦✉ ✐♥❣	♥✐❡✉��✱ ♣♦✉� ❧❡ �②��♠❡ ❝❛�❞✐♦✈❛�❝✉❧❛✐�❡

❡�� ♣❧✉� �	❝❡♥�✳ ❊♥ ❧❛ ♠❛�✐�❡✱ ✉♥ ♣✐♦♥♥✐❡� ❡♠❜❧	♠❛�✐�✉❡ ❢✉� ▲❡♦♥❛�❞ ❞❡ ❱✐♥❝✐ ✭✶✹✺✷✲✶✺✶✾✮✱

�✉✐ ♣❛�♠✐ �❡� ♥♦♠❜�❡✉① ❞❡��✐♥� ❡� �❝❤	♠❛� 	❧❛❜♦�	� �✉� ❧❛ ❜❛�❡ ❞❡ ❞✐��❡❝�✐♦♥� ❞✬❛♥✐♠❛✉① ❡�

❞✬❤✉♠❛✐♥�✱ ♣�♦❞✉✐�✐� ✉♥❡ ❞❡�❝�✐♣�✐♦♥ �❛✐�✐��❛♥�❡ ❞❡ ♣�	❝✐�✐♦♥ ❞✉ �	�❡❛✉ ✈❛�❝✉❧❛✐�❡ ❛❜❞♦♠✐♥❛❧

✭❋✐❣✉�❡ ✶✳✶✮✳ ❈❡� ❞❡��✐♥� ♦♥� 2 ❧✬	♣♦�✉❡ �	✈	❧	 ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐�	 ❞✬✉♥ �	�❡❛✉ ✈❛�❝✉❧❛✐�❡ ❝❛�❛❝�	�✐�	

♣❛� ✉♥❡ ♠✉❧�✐�✉❞❡ ❞❡ ❜✐❢✉�❝❛�✐♦♥�✱ ❝❤❡✈❛✉❝❤❡♠❡♥��✱ ❡� ❝♦♠♣♦�	 ❞❡ ✈❛✐��❡❛✉① ❞❡ ❞✐❛♠��❡� ���

✈❛�✐❛❜❧❡�✳

❉✬❛✉��❡� �❝✐❡♥�✐✜�✉❡� �✬✐♥�	�❡���❡♥� ♣❛� ❧❛ �✉✐�❡ ❛✉① ❛���❡�✳ ❊♥ ♣❛��✐❝✉❧✐❡�✱ ●❛❧✐❧	❡ ✭✶✺✻✹✲

✶✻✹✷✮ �✉✐ ✉�✐❧✐�❛ �♦♥ ✐♥✈❡♥�✐♦♥✱ ❧✬❤♦�❧♦❣❡ 2 ♣❡♥❞✉❧❡✱ ❛✜♥ ❞❡ �✉❛♥�✐✜❡� ❧❡ ♣✉❧�❡ ❝❛�❞✐❛�✉❡ ❤✉✲

♠❛✐♥ ❬❍✉♠♣❤�❡② ✶✵❪✳ ◗✉❛♥� 2 ❊✉❧❡� ✭✶✼✵✼✲✶✼✽✸✮✱ ✐❧ 	�✉❞✐❛ ❧❛ ♣❤②�✐♦❧♦❣✐❡ 2 ❧❛�✉❡❧❧❡ ✐❧ ❛♣♣❧✐�✉❛

�❡� ❝♦♥♥❛✐��❛♥❝❡� ❡♥ ♠	❝❛♥✐�✉❡✱ ❧✬❛♠❡♥❛♥� 2 	❝�✐�❡ ♣♦✉� ❧❛ ♣�❡♠✐�❡ ❢♦✐� ✉♥ ❛��✐❝❧❡ �✉� ❧❛ ♣�♦♣❛✲

❣❛�✐♦♥ ❞❡� ♦♥❞❡� ❞❡ ♣�❡��✐♦♥ ❞❛♥� ❧❡� ❛���❡� ❡♥ ✶✼✼✺ ❬❋✉♥❣ ✾✸❪✳ :❡✉ ❞❡ �❡♠♣� ♣❧✉� �❛�❞✱ ❨♦✉♥❣

❛♣♣♦��❛ �❛ ❝♦♥��✐❜✉�✐♦♥ 2 ❧❛ ❝♦♠♣�	❤❡♥�✐♦♥ ❡♠♣✐�✐�✉❡ ❞✉ �②��♠❡ ❝❛�❞✐♦✈❛�❝✉❧❛✐�❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥�

❞❡ ✈✉❡ ❢♦♥❝�✐♦♥♥❡❧✱ ♣❛� ❧❛ ♣✉❜❧✐❝❛�✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛��✐❝❧❡ ❞❛♥� ❧❡�✉❡❧ ✐❧ ❞✐�❝✉�❡ ❞❡� ❝♦♥��✐❜✉�✐♦♥� ♠✉�✲

❝✉❧❛✐�❡� ❡� 	❧❛��✐�✉❡� 2 ❧❛ �	♣♦♥�❡ ♠	❝❛♥✐�✉❡ ❞❡ ❧✬❛���❡ ❡� ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐�❡ ❞♦♥� ❝❡� ❝♦♥��✐❜✉�✐♦♥�

�	❣✉❧❡♥� ❧❡ ✢✉① �❛♥❣✉✐♥ ❬❨♦✉♥❣ ✵✽❪✳ ❉❛♥� ❝❡� ❛��✐❝❧❡✱ ❨♦✉♥❣ �✉❣❣�❡ �✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣�	❤❡♥�✐♦♥ ❞❡ ❧❛

♣❤②�✐♦❧♦❣✐❡ ❡� ❞❡� ♣❛�❤♦❧♦❣✐❡� ✈❛�❝✉❧❛✐�❡� ✐♠♣❧✐�✉❡ ❧❛ ♥	❝❡��❛✐�❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐�♦♥ ❞❡ ♠	�❤♦❞♦❧♦❣✐❡�

✐��✉❡� ❞❡� ♠❛�❤	♠❛�✐�✉❡�✱ ❞❡ ❧❛ ♣❤②�✐�✉❡ ❡� ❞❡ ❧❛ ❜✐♦❧♦❣✐❡✳

❈❡ ♥✬❡�� �✉✬2 ♣❛��✐� ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐♠❡ ♠♦✐�✐	 ❞✉ ❳■❳❡ �✐❝❧❡ �✉❡ ❧❡ �✐��✉ ❛��	�✐❡❧ ❢✉� ❝❛�❛❝✲

�	�✐�	 ❡♥ �❡�♠❡� ❞❡ �❡❧❛�✐♦♥ ✧❢♦�❝❡✲❞	♣❧❛❝❡♠❡♥�✧✱ ❛✈❡❝ ♥♦�❛♠♠❡♥� ❧❡� ❝♦♥��✐❜✉�✐♦♥� ♣✐♦♥♥✐�❡�

❞❡ ❬❲❡��❤❡✐♠ ✹✼❪ ❡� ❬❘♦② ✽✶❪✱ ✐❧❧✉���❛♥� ❧❡ ❢❛✐� �✉❡ ❧❡ �✐��✉ ❛��	�✐❡❧ ♥✬♦❜	✐� ♣❛� 2 ❧❛ ❧♦✐ ❞❡

❍♦♦❦❡✱ �✉✐ ❝❛�❛❝�	�✐�❡ ❧❡� ♠❛�	�✐❛✉① ♣�	�❡♥�❛♥� ✉♥❡ �	♣♦♥�❡ ♠	❝❛♥✐�✉❡ 	❧❛��✐�✉❡ ❧✐♥	❛✐�❡✳ ▲❡�

��❛✈❛✉① ❝✐�	� ❝✐✲❞❡��✉� ❝♦♥��✐�✉❡♥�✱ ❡♥ ❣✉✐�❡ ❞✬✐♥��♦❞✉❝�✐♦♥✱ ✉♥ ❛♣❡�C✉ ❞❡� ♣�❡♠✐❡�� 	❧	♠❡♥��

❲✐�♦❧❞ ❑�❛�♥② ❚❤�❡ ❡♥ ▼	❝❛♥✐�✉❡ ❡� ■♥❣	♥✐❡�✐❡ ✶





✶✳✷ ▲✬❛��	�❡ ✿ ��❧❡ ❡� ❢♦♥❝�✐♦♥

❋✐❣✉�❡ ✶✳✷ ✕ ▲❡ ❝♦♥❝❡♣� ❞✉ ❲✐♥❞❦❡��❡❧ ❬❲❡��❤♦✛ ✵✾❪✳ ▲❡ �"�❡�✈♦✐� ❞✬❛✐� ❡�� ❧❡ ❲✐♥❞❦❡��❡❧ �"❡❧✱
❡� ❧❡� ❣�❛♥❞❡� ❛��	�❡� ❥♦✉❡♥� ❧❡ ��❧❡ ❞❡ ❲✐♥❞❦❡��❡❧✳

❞❡ ❝❛❧❝✉❧� ♦♥� ❢❛✐� ❜❛�❝✉❧❡� ❧❛ �❝✐❡♥❝❡ ❝❛�❞✐♦✈❛�❝✉❧❛✐�❡ ✈❡�� ✉♥❡ �♦✉� ❛✉��❡ ❞✐♠❡♥�✐♦♥✳ ❉❛♥�

❧❡ ❈❤❛♣✐��❡ ✷✱ ✉♥ "�❛�✲❞❡✲❧✬❛�� ❛❝�✉❛❧✐�" ❡�� ♣�"�❡♥�"✱ ❞"�❛✐❧❧❛♥� ❧❡� ❞✐�♣♦�✐�✐❢� ♠"❝❛♥✐+✉❡�✱ ❧❡�

♠♦②❡♥� ❞✬✐♠❛❣❡�✐❡✱ ❡� ❧❡� ♠"�❤♦❞❡� ❞❡ ♠♦❞"❧✐�❛�✐♦♥ ♠✐� - ❞✐�♣♦�✐�✐♦♥ ❞❡� ❝❤❡�❝❤❡✉�� "✈♦❧✉❛♥�

❛✉ �❡✐♥ ❞❡ ❝❡��❡ ❞✐�❝✐♣❧✐♥❡✳

✶✳✷ ▲✬❛��	�❡ ✿ ��❧❡ ❡� ❢♦♥❝�✐♦♥

❉❛♥� ❧❡ �②��	♠❡ ❝❛�❞✐♦✈❛�❝✉❧❛✐�❡✱ ❧❡ ��❧❡ ❞❡� ❛��	�❡� ❡�� ❞✬❛��✉�❡� ❧❛ ❝✐�❝✉❧❛�✐♦♥ ❞✉ �❛♥❣ ❞✉ ❝♦❡✉�

✈❡�� ❧❡� ❝❛♣✐❧❧❛✐�❡� ♣"�✐♣❤"�✐+✉❡� ❛✜♥ ❞❡ ❢♦✉�♥✐� ❞❡ ❧✬♦①②❣	♥❡ ❡� ❞❡� ♥✉��✐♠❡♥�� - �♦✉� ❧❡� �✐��✉� ❡�

♦�❣❛♥❡� ❞✉ ❝♦�♣�✱ ♠❛✐� "❣❛❧❡♠❡♥� �"❣✉❧❡� ❧✬"+✉✐❧✐❜�❡ ❛❝✐❞♦✲❜❛�✐+✉❡ ❛✐♥�✐ +✉❡ ❧❛ �❡♠♣"�❛�✉�❡ ❞✉

❝♦�♣�✳ ❉❛♥� ❧❡ ❝♦�♣� ❤✉♠❛✐♥✱ ❧❡ �❛♥❣ ❡�� ♠✐� ❡♥ ❝✐�❝✉❧❛�✐♦♥ ♣❛� ♣✉❧�❛�✐♦♥� �✉❝❝❡��✐✈❡� ❡①❡�❝"❡�

♣❛� ❧❡ ✈❡♥��✐❝✉❧❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞✉ ❝♦❡✉�✳ ❆ ❧❛ �♦��✐❡ ❞✉ ✈❡♥��✐❝✉❧❡ ✭♣❤❛�❡ �②��♦❧✐+✉❡✮✱ ❧❛ ♣�❡��✐♦♥

�❛♥❣✉✐♥❡ ♣❡✉� ❛��❡✐♥❞�❡ ✶✼✵ ♠♠❍❣✱ ❡� ❡❧❧❡ ❡�� �✉�❝❡♣�✐❜❧❡ ❞❡ ❣"♥"�❡� ❞❡� ♣✐❝� ❞❡ ✢✉① ✐♠♣♦��❛♥��

❞❡ ❧✬♦�❞�❡ ❞❡ ✹✵✵ ♠❧✴� ❬❘❡②♠♦♥❞ ✶✷❪✳ ❖�✱ ❛✜♥ +✉❡ ❧❡� "❝❤❛♥❣❡� ❜✐♦❧♦❣✐+✉❡� ❛✐❡♥� ❧✐❡✉ �❡❧♦♥ ✉♥❡

❝✐♥"�✐+✉❡ ❛♣♣�♦♣�✐"❡✱ ❧❡� ♣✉❧�❛�✐♦♥� �❛♥❣✉✐♥❡� ❞♦✐✈❡♥� :��❡ ❛♠♦��✐❡� ❡� ❝♦♥✈❡��✐❡� ❡♥ "❝♦✉❧❡♠❡♥�

�"❣✉❧✐❡� ❞❛♥� ❧❡� ❝❛♣✐❧❧❛✐�❡� ♣"�✐♣❤"�✐+✉❡�✳ ▲❡ ��❧❡ ❢♦♥❝�✐♦♥♥❡❧ ❞✉ �"�❡❛✉ ✈❛�❝✉❧❛✐�❡ ❡�� ❞♦♥❝ ❞❡

❝♦♥✜♥❡� ❧❡� ♣✉❧�❛�✐♦♥� ❞✬"❝♦✉❧❡♠❡♥� ❡� ❞❡ ♣�❡��✐♦♥ ❛✉① ♣❧✉� ❣�❛♥❞❡� ❛��	�❡� ✭♣�✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥�

❧✬❛♦��❡✱ ❧❡� ❛��	�❡� ❝❛�♦�✐❞❡� ❡� ❧❡� ❛��	�❡� ❢"♠♦�❛❧❡�✮✳ ❉❡ ♣❛� ❧❡✉� ❞✐❧❛�❛�✐♦♥ ❡� ❧❡✉� �❡♣❧✐

"❧❛��✐+✉❡✱ ❝❡� ❣�❛♥❞❡� ❛��	�❡� ❛❣✐��❡♥� ❝♦♠♠❡ ❞❡ ✈"�✐�❛❜❧❡� ❛♠♦��✐��❡✉�� ♠"❝❛♥✐+✉❡� ❛��"♥✉❛♥�

❧❡ ❢�♦♥� ❞❡ ♣�❡��✐♦♥ ❡①❡�❝" ♣❛� ❧❡ ✈❡♥��✐❝✉❧❡ ❬❖✬❘♦✉�❦❡ ✵✼❪✳ ❈❡��❡ ♣�♦♣�✐"�" ♠"❝❛♥✐+✉❡ ❡��

❣"♥"�❛❧❡♠❡♥� ❛♣♣❡❧"❡ ❡✛❡� ❲✐♥❞❦❡��❡❧ ❬❲❛❣♥❡� ✺✷✱❲❡��❤♦✛ ✵✾❪✱ ✭❋✐❣✉�❡ ✶✳✷✮✳ <❛� ❝♦♥�"+✉❡♥�
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❘��✉♠�

▲✬��❛� ❞❡ ❧✬❛	� ❝♦♥❝❡	♥❛♥� ❧❛ ❝♦♠♣	�❤❡♥�✐♦♥ ❞✉ �②���♠❡ ✈❛�❝✉❧❛✐	❡ �✬��❡♥❞ �✉	 ✉♥❡ ❧❛	❣❡ ❣❛♠♠❡

❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡� �❝✐❡♥�✐✜�✉❡�✳ ❊♥ ♣❛	�✐❝✉❧✐❡	✱ ✐❧ ❡�� ❛✉❥♦✉	❞✬❤✉✐ ❛❞♠✐� �✉❡ ❧✬✐♥��❣	✐�� ❞❡� ♣	♦✲

♣	✐���� ♠�❝❛♥✐�✉❡� ❞❡� ❛	��	❡� ❡�� ❡��❡♥�✐❡❧❧❡ ♣♦✉	 ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❞✐��	✐❜✉�✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦①②❣�♥❡ ❡� ❞❡�

♥✉�	✐♠❡♥�� ❛✉① ❞✐✈❡	� ♦	❣❛♥❡� ❞✉ ❝♦	♣� ❬❍✉♠♣❤	❡② ✶✵❪✳ %❛	♠✐ ❝❡� ♣	♦♣	✐����✱ ❧❛ ❣	❛♥❞❡

�❧❛��✐❝✐�� & ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♥�	❛✐♥�❡✱ �✉✐✈✐❡ ❞✬✉♥❡ 	✐❣✐❞✐✜❝❛�✐♦♥ ♣❛��� ✉♥ ❝❡	�❛✐♥ �❡✉✐❧ ❞❡ ❞�❢♦	♠❛✲

�✐♦♥ ❬❘♦② ✽✶✱ ❇✉	�♦♥ ✺✹❪✱ ❥♦✉❡ ✉♥ 	-❧❡ ✐♠♣♦	�❛♥�✳ ❉❛♥� ❧❛ ♣	❡♠✐�	❡ ♣❛	�✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐�	❡✱

♥♦✉� ❡①❛♠✐♥♦♥� ❝❡� ♣	♦♣	✐���� ❡� ❞�❝	✐✈♦♥� ❧❡� ❞✐�♣♦�✐�✐❢� ♠�❝❛♥✐�✉❡� �✉✐ ❧❡� ♦♥� ♠✐�❡� ❡♥ �✈✲

✐❞❡♥❝❡ ❡①♣�	✐♠❡♥�❛❧❡♠❡♥�✱ & �❛✈♦✐	 ❧❡� ❞✐�♣♦�✐�✐❢� ❞❡ �	❛❝�✐♦♥ ✉♥✐❛①✐❛❧❡ ❬❍✐❧❧ ✶✷❪✱ ❞❡ �❡♥�✐♦♥

❜✐❛①✐❛❧❡ ❬❍✉♠♣❤	❡② ✵✽❜❪ ♦✉ ❧❡� ❞✐�♣♦�✐�✐❢� ❞❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥� ❝♦♥1✉� ♣♦✉	 �❡��❡	 ❞❡� �❝❤❛♥�✐❧❧♦♥�

❛	��	✐❡❧� ❞❡ ❞✐✈❡	�❡� ♥❛�✉	❡� ❬❘♦♠♦ ✶✹✱❙❝❤	❛✉✇❡♥ ✶✷❪✳ ❈❡� ♣	♦♣	✐���� ♠�❝❛♥✐�✉❡� �♦♥� ❝♦♥❢�	�❡�

♣❛	 ❧❛ ♠✐❝	♦��	✉❝�✉	❡ ❤✐�	❛	❝❤✐�✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✉ �✐��✉ ❛	��	✐❡❧✳ ❊♥ ❡✛❡�✱ ❧✬❛	��	❡ ❡�� ✉♥❡ ��	✉❝�✉	❡

❝♦♠♣♦�✐�❡ ❝♦♠♣♦��❡ ❞❡ �	♦✐� ❝♦✉❝❤❡� ❝♦♥❝❡♥�	✐�✉❡� ❛♣♣❡❧�❡� ✧�✉♥✐�✉❡�✧ ✿ ❧✬✐♥�✐♠❛✱ ❧❛ ♠❡❞✐❛ ❡�

❧✬❛❞✈❡♥�✐❝❡✱ ♣❛	�❛♥� ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ✐♥�❡	♥❡ ✈❡	� ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ♣�	✐♣❤�	✐�✉❡ ❬❍✉♠♣❤	❡② ✶✵❪✳ ❊♥ ❞✐��✐♥✲

❣✉❛♥� ❧❛ ❝♦♠♣♦�✐�✐♦♥ ❜✐♦❧♦❣✐�✉❡ ❞❡ ❝❤❛�✉❡ ❝♦✉❝❤❡✱ ♥♦✉� ❞�❝	✐✈♦♥� �✉❛❧✐�❛�✐✈❡♠❡♥� ❧❡� ♠♦	♣❤♦❧♦✲

❣✐❡� ❞❡� ❞✐✛�	❡♥�� ❝♦♠♣♦�❛♥�� ❝♦♥��✐�✉❛♥� ❧❛ ♠✐❝	♦��	✉❝�✉	❡ ❛	��	✐❡❧❧❡ ❬❖✬❈♦♥♥❡❧❧ ✵✽✱ ❉✐♥❣❡✲

♠❛♥� ✵✵✱ ❯�❤✐❦✐ ✵✷❪✱ 	�✈�❧�❡ ♣❛	 ❞✐✈❡	�❡� �❡❝❤♥✐�✉❡� ❞✬✐♠❛❣❡	✐❡ ❞♦♥� ❧❡� ♣	✐♥❝✐♣❡� ♣❤②�✐�✉❡�

�♦♥� �❣❛❧❡♠❡♥� 	❛♣♣❡❧��✳ ▲❡� ♠♦	♣❤♦❧♦❣✐❡� ❞❡ ❧✬�❧❛��✐♥❡ ❡� ❞✉ ❝♦❧❧❛❣�♥❡✱ �✉✐ �♦♥� ❧❡� ♣	✐♥❝✐♣❛✉①

❝♦♥�	✐❜✉�❡✉	� ❛✉① ♣	♦♣	✐���� ♠�❝❛♥✐�✉❡� ❞❡ ❧✬❛	��	❡ ❡� & �❛ 	��✐��❛♥❝❡ & ❧❛ 	✉♣�✉	❡✱ �♦♥� ♣❛	✲

�✐❝✉❧✐�	❡♠❡♥� ❞��❛✐❧❧�❡�✳ ▲❛ ♠✐❝	♦��	✉❝�✉	❡ ❞❡ ❧✬❛	��	❡✱ ❞❡ ♣❛	 �❛ ❝♦♥✜❣✉	❛�✐♦♥ ♠♦	♣❤♦❧♦❣✐�✉❡✱

♠❛✐� ❛✉��✐ ♣❛	 �❡� 	�❛		❛♥❣❡♠❡♥�� ✐♥❞✉✐�� ♣❛	 ❧❛ ❞�❢♦	♠❛�✐♦♥✱ ❛��✉	❡ ❛✉ �✐��✉ ✉♥❡ �♦✉♣❧❡��❡

�✉✣�❛♥�❡ �♦✉� ❞❡ ❢❛✐❜❧❡� ❝♦♥�	❛✐♥�❡� ❡� ♣❡	♠❡� ✉♥❡ 	✐❣✐❞✐✜❝❛�✐♦♥ �✐❣♥✐✜❝❛�✐✈❡ �♦✉� ❝♦♥�	❛✐♥�❡�

�❧❡✈�❡�✱ ❢❛✈♦	✐�❛♥� ❛✐♥�✐ ❧✬❛♠♦	�✐��❡♠❡♥� ❞❡� ♣✉❧�❡� ❞❡ ♣	❡��✐♦♥ �♦✉� ❡♥ ❡♠♣<❝❤❛♥� ✉♥❡ ❞✐�✲

�❡♥�✐♦♥ ❡①❝❡��✐✈❡ ❞✉ �✐��✉✳ ▲❛ ❝♦♥♥❛✐��❛♥❝❡ ❛❝�✉❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡� ♠�❝❛♥✐�♠❡� ♠✐❝	♦�❝♦♣✐�✉❡� ❡��
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Vascular microscopy 

(Histology, SEM, Confocal multiphoton 

miscoscopy, …) 

O’Connel et al 2007, Tsamis et al 2013 

 

Macro-mechanical characterization of 

vascular tissue 

Burton et al 1954, Choudhury et al 2009, 

Holzapfel et al 2005 

Microstructure Mechanical  

response 

O’Connell et al 2007 

Schrauwen et al 2012 

Holzapfel et al 2005 

Schrauwen et al 2012

  

Strain energy function 

Holzapfel et al 2001, Zulliger et al 2004 

Multiscale (non phenomenological) 

Stylianopulos et al 2007, Lee et al 2014, 

Morin et al 2015 

 

Modelling 

Vascular microstructure 

analysis under mechanical 

deformation 

Hill et al 2011, Schrauwen et 

al 2012, Keyes et al 2013, 

Chen et al 2013 
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❍♦✇❡✈❡�✱ ❛❧�❤♦✉❣❤ �❤✐� ❛♥✐�♦��♦♣② ❤❛� ❜❡❡♥ ✐♥✈❡��✐❣❛�❡❞ ❜② ♠❡❛♥� ♦❢ �❤❡ ♣�❡✈✐�♦✉❧② ♠❡♥�✐♦♥❡❞

❡①♣❡�✐♠❡♥�❛❧ �❡�✉♣� ❬▲❛❧❧② ✵✹✱❍♦❧③❛♣❢❡❧ ✵✺❪✱ ♥♦ ❣❡♥❡�❛❧ ❝♦♥❝❧✉�✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞�❛✇♥✳ ❙�✐❧❧✱ ❝❛�♦�✐❞

❛��❡�✐❡� ❛�❡ ❢♦✉♥❞ ��✐✛❡� ✐♥ �❤❡ ❝✐�❝✉♠❢❡�❡♥�✐❛❧ ❞✐�❡❝�✐♦♥ ❬❈♦① ✼✺✱ 4❛�❡❧ ✼✵❪✱ ✇❤✐❧❡ ❝♦�♦♥❛�②

❛��❡�✐❡� ❛�❡ ��✐✛❡� ✐♥ �❤❡ ❧♦♥❣✐�✉❞✐♥❛❧ ❞✐�❡❝�✐♦♥ ❬4❛♣❛❣❡♦�❣✐♦✉ ✽✽✱ 4❛�❡❧ ✼✵❪✳ ■� ✐� ❤♦✇❡✈❡�

�❡♠❛�❦❛❜❧❡ �❤❛� �❤❡�❡ ✐� ♥♦ ��❛�✐��✐❝❛❧ ❞✐✛❡�❡♥❝❡ ✐♥ �❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ �❡�♣♦♥�❡� ♦❢ ❛��❡�✐❡� ✇❤❡�❤❡�

�❡��❡❞ ✐♥ �❤❡ ❝✐�❝✉♠❢❡�❡♥�✐❛❧ ♦� ✐♥ �❤❡ ❧♦♥❣✐�✉❞✐♥❛❧ ❞✐�❡❝�✐♦♥�✱ ✇❤❡♥ �❤❡ �❡��� ❛�❡ ♣❡�❢♦�♠❡❞ ✐♥

❝♦♥❞✐�✐♦♥� ❝❧♦�❡ �♦ �❤❡ ♣❤②�✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♥❡�✿ �❤✐� ✇❛� ♦❜�❡�✈❡❞ ❡✳❣✳ ❜② ❬❙❛�♦ ✼✾❪ ♦♥ ❞♦❣ ❛❜❞♦♠✐♥❛❧

❛♦��❛�✱ ❜② ❬❉♦❜�✐♥ ✽✻❪ ♦♥ ❞♦❣ ❝❛�♦�✐❞ ❛��❡�✐❡�✱ ❛♥❞ ❜② ❬❙♦♠♠❡� ✶✵❪ ♦♥ ❤✉♠❛♥ ❝❛�♦�✐❞ ❛��❡�✐❡�✳

❆♥♦�❤❡� ♠✉❝❤ ❞❡❜❛�❡❞ ❢❡❛�✉�❡ ✐� �❤❡ ���❛✐♥ �❛�❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ �❤❡ ❛��❡�✐❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ �❡�♣♦♥�❡✳

■� ✐� ♥♦✇ ❛❞♠✐��❡❞ �❤❛� ❛� ❧♦✇ ���❛✐♥ �❛�❡�✱ �❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ �❡�♣♦♥�❡ ♦❢ ❛��❡�✐❡� ❞♦❡� ♥♦� ✈❛�②

✇✐�❤ �❤❡ ���❛✐♥ �❛�❡ ❬❙❛�♦ ✼✾✱❩❡♠:♥❡❦ ✵✾✱❚❛♥❛❦❛ ✼✹❪✳ ❚❤❡ ✈✐�❝♦✉� ❝❤❛�❛❝�❡� ♦❢ ❛��❡�✐❡� ✐� ❛❧�♦

❛ ❝♦♠♣❧❡① ,✉❡��✐♦♥✱ �✐♥❝❡ ❛❧�♦ ❝�❡❡♣ ❛♥❞ �❡❧❛①❛�✐♦♥ �❡��� �❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✈❡��✐❣❛�❡❞✳

✷✳✷✳✷✳✷ ❊①✐��❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣�❡✲���❡�❝❤ ✐♥ ❛��❡�✐❡� ✐♥ ✈✐✈♦

❲❤❡♥ ✐♥✢❛�✐♥❣ ❝②❧✐♥❞�✐❝❛❧ �❛♠♣❧❡� ✉♥❞❡� ❝♦♥��❛♥� ❛①✐❛❧ ���❡�❝❤✱ �❤❡ ❛①✐❛❧ �❡❛❝�✐♦♥ ❢♦�❝❡ ❝❛♥

❜❡ ♠❡❛�✉�❡❞ ❛� ❛ ❢✉♥❝�✐♦♥ ♦❢ �❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣�❡��✉�❡✳ ❋✐❣✉�❡ ✷✳✺ ♣�❡�❡♥�� �❤❡ ✈❛�✐❛�✐♦♥ ♦❢ �❤❡

❛①✐❛❧ �❡❛❝�✐♦♥ ❢♦�❝❡ ❛� ❛ ❢✉♥❝�✐♦♥ ♦❢ �❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❧✉♠✐♥❛❧ ♣�❡��✉�❡ ❢♦� ❞✐✛❡�❡♥� ♠❛❣♥✐�✉❞❡� ♦❢

✐♠♣♦�❡❞ ❛①✐❛❧ ���❡�❝❤❡�✳ ❚❤❡�❡ �❡��� ❡✈✐❞❡♥❝❡ �❤❡ �❛❧✐❡♥� ❢❡❛�✉�❡ ♦❢ �❤❡ ✐♥ ✈✐✈♦ ❛①✐❛❧ ���❡�❝❤

❧❡✈❡❧❀ ✐♥❞❡❡❞✱ ❢♦� ❛①✐❛❧ ���❡�❝❤❡� ❜❡✐♥❣ �♠❛❧❧❡� ✭�❡�♣✳ ❧❛�❣❡�✮ �❤❛♥ �❤❡ ✐♥ ✈✐✈♦ ❛①✐❛❧ ���❡�❝❤✱ �❤❡

❛①✐❛❧ �❡❛❝�✐♦♥ ❢♦�❝❡ ❞❡❝�❡❛�❡� ✭�❡�♣✳ ✐♥❝�❡❛�❡�✮✱ ✇❤❡♥ �❤❡ ♣�❡��✉�❡ ✐♥❝�❡❛�❡�✳ ❇✉�✱ ✇❤❡♥ �❤❡

❛①✐❛❧ ���❡�❝❤ ✐� ❡,✉❛❧ �♦ �❤❡ ✐♥ ✈✐✈♦ ���❡�❝❤✱ �❤❡ ❛①✐❛❧ �❡❛❝�✐♦♥ ❢♦�❝❡ ❞♦❡� ♥♦� ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ �❤❡

❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥♥❡� ♣�❡��✉�❡ ❬❲❡✐③�❛❝❦❡� ✽✽✱ ❙♦♠♠❡� ✶✵❪ ❛♥❞ �❡♠❛✐♥� ❝♦♥��❛♥� ❞✉�✐♥❣ �❤❡ ♣�❡��✉�❡

❝②❝❧❡ ✭❋✐❣✉�❡ ✷✳✺✱ ✹�❤ ❝✉�✈❡ ❢�♦♠ ❛❜♦✈❡✮✳ ❆❝❝♦�❞✐♥❣❧②✱ ✜♥❞✐♥❣ �❤❡ ❧♦♥❣✐�✉❞✐♥❛❧ ���❡�❝❤ ✇❤✐❝❤

❦❡❡♣� �❤❡ ❛①✐❛❧ ❢♦�❝❡ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❞✉�✐♥❣ ✐♥✢❛�✐♦♥ ♣�♦✈✐❞❡� ❛♥ ❛❝❝✉�❛�❡ ❡��✐♠❛�✐♦♥ ♦❢ �❤❡ ✐♥ ✈✐✈♦

❛①✐❛❧ ���❡�❝❤✳

❲✐�♦❧❞ ❑�❛�♥② ❚❤@�❡ ❡♥ ▼B❝❛♥✐,✉❡ ❡� ■♥❣B♥✐❡�✐❡ ✶✼







❈❤❛♣�❡� ✷✳ ❙�❛�❡✲♦❢✲�❤❡✲❛�� ✲ ❊�❛� ❞❡ ❧✬❛��

❛♥ ✐♠♣♦��❛♥� ✈❛�✐❛❜✐❧✐�② ✐♥ ♠✐❝�♦���✉❝�✉�❡ ♠♦�♣❤♦❧♦❣✐❡�✳ ❙�✐❧❧✱ �❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❤✐❡�❛�❝❤✐❝❛❧ ���✉❝�✉�❡

♦❢ �❤❡ ❛��❡�✐❛❧ ✇❛❧❧ �❡♠❛✐♥� ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❛♠♦♥❣ �❤❡ ✈❡��❡❜�❛�❡ ❦✐♥❣❞♦♠✳ ❚❤❡ ❛��❡�✐❛❧ �✐��✉❡ ✐�

♠❛❞❡ ✉♣ ❜② ❝❡❧❧� ✭❡♥❞♦�❤❡❧✐❛❧ ❝❡❧❧�✱ �♠♦♦�❤ ♠✉�❝❧❡ ❝❡❧❧�✱ ❛♥❞ ✜❜�♦❜❧❛���✮ ❛♥❞ ❛♥ ❡①��❛❝❡❧❧✉❧❛�

♠❛��✐① ✭❊❈▼✮ ❝♦♠♣♦�❡❞ ♦❢ �❤�❡❡ ♠❛✐♥ ❡❧❡♠❡♥�❛�② ❝♦♥��✐�✉❡♥��✱ ♥❛♠❡❧② ❡❧❛��✐♥ ✭❋✐❣✉�❡ ✷✳✽✭❥✮✮✱

❝♦❧❧❛❣❡♥ ✭❋✐❣✉�❡ ✷✳✽✭❤✮✮✱ ❛♥❞ ✇❛�❡�✳ ❚❤❡ ❊❈▼ ✐� ❛❧�♦ ❝♦♠♣♦�❡❞ ♦❢ ❞✐✛❡�❡♥� ♦�❤❡� ♦�❣❛♥✐❝

♠♦❧❡❝✉❧❡� �✉❝❤ ❛� ❣❧②❝♦�❛♠✐♥♦❣❧②❝❛♥� ✭●❆●�✮ ❛♥❞ ♣�♦�❡♦❣❧②❝❛♥�✳ ❆❧❧ �❤❡�❡ ❡❧❡♠❡♥�❛�② ❝♦♥✲

��✐�✉❡♥�� ❛�❡ ❛��❛♥❣❡❞ ✐♥ ♠♦�♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❤✐❡�❛�❝❤✐❝❛❧ ���✉❝�✉�❡� ♦❝❝✉��✐♥❣ ✐♥ ♠♦�� ♦❢ �❤❡ ❧❛�❣❡

❛��❡�✐❡� ♦❢ ✈❡��❡❜�❛�❡�✱ ❛♥❞ ❞❡�❝�✐❜❡❞ ❜② ♠❡❛♥� ♦❢ �❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ �❤�❡❡ ❧❡✈❡❧�✿

✕ ❆� ❛ ❝❤❛�❛❝�❡�✐��✐❝ ❧❡♥❣�❤ ♦❢ �❡✈❡�❛❧ ♠✐❧❧✐♠❡�❡��✱ �❤❡ ♠❛❝�♦���✉❝�✉�❡ ♦❢ �❤❡ ❛��❡�✐❛❧ ✇❛❧❧ ✐�

❝❤❛�❛❝�❡�✐③❡❞ ❜② ✈❛�②✐♥❣ �❤✐❝❦♥❡��❡� ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣�♦♣❡��✐❡� ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ �❤❡ ♣�❡✲

❝✐�❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❢✉♥❝�✐♦♥ ♦❢ �❤❡ ❝♦♥�✐❞❡�❡❞ ❛��❡�✐❛❧ ✇❛❧❧ ✭❋✐❣✉�❡ ✷✳✽✭❛✮✮✳ ❚❤✐� ❛��❡�✐❛❧

♠❛❝�♦���✉❝�✉�❡ ✐� ❝♦♠♣♦�❡❞ ♦❢ �❤�❡❡ ❝♦♥❝❡♥��✐❝ �✉♥✐❝❛❡✿ �❤❡ ✐♥�✐♠❛✱ ♠❡❞✐❛✱ ❛♥❞ ❛❞✈❡♥�✐✲

�✐❛✱ �❡❡ ❋✐❣✉�❡ ✷✳✽✭❜✮✳ ❊❛❝❤ ♦❢ �❤❡�❡ ❧❛②❡�� ❤❛� ❛ �♣❡❝✐✜❝ ♠♦�♣❤♦❧♦❣② ❛� ✇❡❧❧ ❛� ❛ �♣❡❝✐✜❝

❢✉♥❝�✐♦♥ ✇✐�❤✐♥ �❤❡ ❛��❡�✐❛❧ ✇❛❧❧✳ ❚❤✐� �❝❛❧❡ ✇✐❧❧ ❜❡ �❡❢❡��❡❞ �♦ ❛� �❤❡ ♠❛❝�♦���✉❝�✉�❡ ♦❢

�❤❡ ❛��❡�✐❛❧ ✇❛❧❧ ✭❋✐❣✉�❡ ✷✳✼✱ ❧❡♥❣�❤ L✱ ❤❡�❡ �❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ �❤❡ ❛♦��✐❝ ❞✐❛♠❡�❡�✮✳
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Intima Media Adventitia References

Macrostructure Endothelium Periodic lamellar units Collagenous medium

[Wolinski 67]

[Ives 86]

[Farand 07]

Microstructure
Endothelial cells

Elastin lamina

Elastin lamellae

Interlamellar elastin struts

Smooth muscle cells

Collagen fibers

Collagen wavy bundles

Elastin network

Fibroblasts

[Dingemans 00]

[O'Connell 07]

[Rezakhaniha 12]

[Chen 13]

Ultrastructure
Actin filaments

Elastin

microfibrils

Actin filaments

Myosin

Elastin microfibrils

Proteoglycans

Glycosaminoglycans

(GAGs)

Collagen fibrils

Elastin microfibrils

Proteoglycans

GAGs

Collagen fibrils

[Eyre 84]

[Ushiki 02]

[Raspenti 06]

[Berillis 13]

[Ratz 15]

(1-10 mm)

(10-100 nm)

(10-100 μm)
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Structure tensor 
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Fast Fourier 

transform method

Arterial collagen

(Rezakhaniha et al 2012)

Arterial collagen

(Schriefl et al 2012)

Construction of struct. tensor

(Michelet et al 2004)

(a1)

(a2)

(a3) Orientations density

(Rezakhaniha et al 2012)

(b1)

Fourier power spectrum

(Schriefl et al 2012)

(b2)

(b3) Orientations density

(Schriefl et al 2012)
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❛��❡�✐❛❧ ✇❛❧❧✳ ❚❤❡ ♠❡❛�✉�❡� ♦❢ �❤❡ �❛♠♣❧❡ ✇✐❞�❤ ❛♥❞ �❤✐❝❦♥❡�� ❛❧❧♦✇❡❞ �❤❡ ❝♦♠♣✉�❛�✐♦♥ ♦❢ �❤❡

�❡❢❡�❡♥❝❡ ❝�♦��✲�❡❝�✐♦♥❛❧ ❛�❡❛ A0 ✭✉♥❞❡� ③❡�♦ ❧♦❛❞✱ ❛❢�❡� ♣�❡❝♦♥❞✐�✐♦♥✐♥❣✮ ❛♥❞ ♦❢ �❤❡ ✜��� 0✐♦❧❛✲

❑✐�❝❤❤♦✛ ✭❡♥❣✐♥❡❡�✐♥❣✮ ���❡�� ❬❍✐❧❧ ✶✷❪ σPK = F/A0✱ ✇❤❡�❡ F ✐� �❤❡ ❞✐�♣❧❛❝❡♠❡♥�✲❞❡♣❡♥❞❡♥�

♠❡❛�✉�❡ ♦❢ �❤❡ �❡♥�✐❧❡ ❢♦�❝❡✳ ❚❤❡ ���❡�❝❤ ✇❛� ❝♦♠♣✉�❡❞ ❢�♦♠ �❤❡ ❛❝�✉❛❧ ❛♥❞ �❡❢❡�❡♥❝❡ ✐♥�❡�✲

❝❧❛♠♣ ❧❡♥❣�❤ ♦❢ �❤❡ ���✐♣ ✭�❡�♣❡❝�✐✈❡❧② l ❛♥❞ l0✮ ❛�✿ λ = l/l0✳ ❚❤❡ �❡❢❡�❡♥❝❡ ❧❡♥❣�❤ ♦❢ �❤❡ ���✐♣

✇❛� ❞❡✜♥❡❞ ❛� �❤❡ ✐♥�❡�❝❧❛♠♣ ❧❡♥❣�❤ ♦❢ �❤❡ ���✐♣ ❛❢�❡� ♣�❡❝♦♥❞✐�✐♦♥✐♥❣✳

✸✳✷✳✸ ▼✉❧
✐♣❤♦
♦♥ ▼✐❝�♦�❝♦♣②

❆ ♠✉❧�✐♣❤♦�♦♥ ♠✐❝�♦�❝♦♣❡ ✭◆■❑❖◆✱ ❆✶❘ ▼0 0▲❯❙➤✮ ♦❢ �❤❡ ■❱❚❱ ♣❧❛�❢♦�♠ ✭❊♥❣✐♥❡❡�✐♥❣

❛♥❞ ❆❣❡✐♥❣ ♦❢ ▲✐✈✐♥❣ ❚✐��✉❡� 0❧❛�❢♦�♠✱ ❆◆❘✲✶✵✲❊◗0❳✲✵✻✲✵✶✮ ✇❛� ✉�❡❞ �♦ ✐♠❛❣❡ �❤❡ ❝♦❧❧❛✲

❣❡♥ ❛♥❞ ❡❧❛��✐♥ ♥❡�✇♦�❦� ♦❢ �❤❡ �❛♠♣❧❡� ✭❋✐❣✉�❡ ✸✳✷✭❜✮✮✳ ❙❡��✐♥❣ �❤❡ ❡①❝✐�❛�✐♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣�❤ �♦

✽✼✵ ♥♠ ❬❍✐❧❧ ✶✷❪ ❛❧❧♦✇❡❞ ❝♦❧❧❡❝�✐♥❣ ❛✉�♦✢✉♦�❡�❝❡♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦❧❧❛❣❡♥ �❡❝♦♥❞ ❤❛�♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡�❛�✐♦♥

✭❙❍●✮ �✐❣♥❛❧� �❤�♦✉❣❤ ✺✵✵✲✺✺✵ ♥♠ ❛♥❞ ✹✵✵✲✹✾✷ ♥♠ ❜❛♥❞✲♣❛�� ✜❧�❡�� �❡�♣❡❝�✐✈❡❧② ❬❏❛②②♦�✐ ✶✻❪✱

✇✐�❤♦✉� ❛♥② ��❛✐♥✐♥❣ ♦� ✜①❛�✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ �❡�♦❧✉�✐♦♥ ✇❛� �❡� �♦ ✵✳✺ ➭♠ ✐♥ ❛❧❧ ❞✐�❡❝✲

�✐♦♥� ❬❍✐❧❧ ✶✷✱ ❙❝❤�❛✉✇❡♥ ✶✷❪ ✇✐�❤ ❛ ✺✶✷ ➭♠2 ✐♠❛❣✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇✳ ❚❤✐� �❡��✐♥❣ �❡�✉❧�❡❞ ✐♥ ��❛❝❦�

❲✐�♦❧❞ ❑�❛�♥② ❚❤I�❡ ❡♥ ▼J❝❛♥✐3✉❡ ❡� ■♥❣J♥✐❡�✐❡ ✹✼





✸✳✷ ▼❛�❡�✐❛❧� ❛♥❞ ♠❡�❤♦❞�

✸✳✷✳✹ ■♠❛❣❡ ❛♥❛❧②✐

❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ��❛❝❦� �❡♣�❡�❡♥�✐♥❣ ❝♦❧❧❛❣❡♥ ❛♥❞ ❡❧❛��✐♥ ✇❡�❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ �❡�♠� ♦❢ �♣❛�✐❛❧ ♦�✐❡♥�❛✲

�✐♦♥ ♦❢ �❤❡ ✜❜�♦✉� ♥❡�✇♦�❦�✳ ��❡✈✐♦✉� ��✉❞✐❡� ❤❛✈❡ ✐♥✈❡��✐❣❛�❡❞ �❤❡ ��❛♥�♠✉�❛❧ ❛♥❣❧❡ ✭�❛❞✐❛❧

❞✐�❡❝�✐♦♥✮ ♦❢ �❤❡ ✜❜❡�� ❛♥❞ �❤♦✇❡❞ �❤❛� ✐� ✐� ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥ ❝♦♠♣❛�✐�♦♥ �♦ �❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❛♥✲

❣❧❡ ❬❘♦② ✶✶✱ ❘❡③❛❦❤❛♥✐❤❛ ✶✷✱ ❙❝❤�❛✉✇❡♥ ✶✷❪✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ ❛❧�♦ �❤♦✇❡❞ �❤❛� �❤❡ ♠♦�� �❡❧❡✈❛♥�

♠♦�♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡� ✐♥ �❤❡ ♠✐❝�♦���✉❝�✉�❡ ♦❝❝✉� ✐♥ �❤❡ ❝✐�❝✉♠❢❡�❡♥�✐❛❧ ❛♥❞ ❧♦♥❣✐�✉❞✐♥❛❧ ❞✐✲

�❡❝�✐♦♥�✳ ❙✉❜�❡(✉❡♥�❧②✱ ✇❡ ❢♦❝✉�❡❞ ✐♥ �❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥ �❤❡ ❛♥❛❧②�✐� ♦❢ �❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❛♥❣❧❡� ♦❢ �❤❡

✜❜�♦✉� ♥❡�✇♦�❦�✳ ��✐♦� �♦ �❤❡ ❛♥❛❧②�✐� ♦❢ �❡❧❛�✐✈❡ ❛♥❣❧❡ ❞❡♥�✐�✐❡�✱ �❤❡ ✐♠❛❣❡ ��❛❝❦� ✇❡�❡ ♣�❡✲

♣�♦❝❡��❡❞ �♦ �❤❛� �❤❡② ❝♦✉❧❞ �❡♣�❡�❡♥� �❤❡ ��✉❡ �✐��✉❡ ♠♦�♣❤♦❧♦❣② ♦♥ �✇♦✲❞✐♠❡♥�✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡�

✇❤✐❧❡ ❡♥❛❜❧✐♥❣ ❧✐❛❜❧❡ ❛♥❣❧❡ ❞❡♥�✐�② ❡①��❛❝�✐♦♥✳ ❚♦ �❤✐� ❛✐♠✱ �❤❡ ��❛❝❦ ♣♦��✐♦♥ �❡♣�❡�❡♥�✐♥❣ �❤❡

❛❞✈❡♥�✐�✐❛❧ ❧❛②❡� ♦❢ �❤❡ ✈❛�❝✉❧❛� ✇❛❧❧ ✇❛� �✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥�♦ �❤�❡❡ ❡(✉❛❧❧② �❤✐❝❦ �✉❜❧❛②❡�� ✭✷✵✲✸✵

➭♠✮ ❛♥❞ ❡❛❝❤ �✉❜❧❛②❡� ✇❛� ♣�♦❥❡❝�❡❞ ♦��❤♦❣♦♥❛❧❧② ♦♥�♦ ❛ �✐♥❣❧❡ ✐♠❛❣❡ ✉�✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥�❡♥✲

�✐�② ♣�♦❥❡❝�✐♦♥ ❛❧❣♦�✐�❤♠✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ �❤�❡❡ �✉❜❧❛②❡�� ❛❧❧♦✇❡❞ �♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛♥ ♦♣�✐♠✉♠ ❜❡�✇❡❡♥

✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧ ❞❡♥�✐�② ❛♥❞ ✜❜❡� ��❛♥�✲♠✉�❛❧ ❝♦♥�✐♥✉✐�② ✭❞✉❡ �♦ ♥♦♥✲③❡�♦ ��❛♥�♠✉�❛❧ ❛♥❣❧❡� ✇❤✐❝❤

❝♦✉❧❞ ❝❛✉�❡ ❜✐❛� ✐♥ �❤❡ ❛♥❣❧❡ ❞❡♥�✐�② ❛♥❛❧②�✐�✮✳ ��❡✲♣�♦❝❡��✐♥❣ ♦❢ �❤❡ ♠❡❞✐❛ ��❛❝❦ ❝♦♥�✐��❡❞ ✐♥

❛ ♣�♦❥❡❝�✐♦♥ ✐♥ �❤❡ �❤✐❝❦♥❡�� ♦❢ ♦♥❡ �❡♣�❡�❡♥�❛�✐✈❡ ❧❛♠❡❧❧❛ ✭✺✲✶✵ ➭♠✮✱ ❛❢�❡� ✈❡�✐✜❝❛�✐♦♥ ♦❢ �❤❡

❡(✉✐✈❛❧❡♥� ♠♦�♣❤♦❧♦❣✐❡� ♦❢ �❤❡ ❞✐✛❡�❡♥� ❧❛♠❡❧❧❛❡✳ ❚❤❡ �❡�✉❧�✐♥❣ �❡� ♦❢ ✷❉ ✐♠❛❣❡� ✉�❡❞ ❢♦� �❤❡

❛♥❛❧②�✐� ♦❢ �❤❡ ✜❜❡� ❛♥❣❧❡ ❞❡♥�✐�② ❝♦♥�✐��❡❞ ✐♥ �❤�❡❡ ✐♠❛❣❡� ♦❢ �❤❡ ❛❞✈❡♥�✐�✐❛❧ ❝♦❧❧❛❣❡♥✱ �❤�❡❡

✐♠❛❣❡� ♦❢ �❤❡ ❛❞✈❡♥�✐�✐❛❧ ❡❧❛��✐♥✱ ♦♥❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ �❤❡ ♠❡❞✐❛❧ ❝♦❧❧❛❣❡♥ ❛♥❞ ♦♥❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ �❤❡ ♠❡❞✐❛❧

❡❧❛��✐♥ ✭❋✐❣✉�❡ ✸✳✸✭❛✮✮✳ ❚❤❡ �❡❧❛�✐✈❡ ❛♥❣❧❡ ❞❡♥�✐�✐❡� ♦❢ �❤❡ ✜❜�♦✉� ♥❡�✇♦�❦� �❡❡♥ ♦♥ ❡❛❝❤ ♦❢

�❤❡�❡ ✐♠❛❣❡� ✇❡�❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✇❡❞❣❡✲�❤❛♣❡ ✐♥�❡❣�❛�✐♦♥ ♦❢ �❤❡ ❋♦✉�✐❡� ♣♦✇❡� �♣❡❝✲

��✉♠ ❬❆②�❡� ✵✽✱❙❝❤�✐❡✢ ✶✷✱❙❝❤�✐❡✢ ✶✸❪ ✭❋✐❣✉�❡ ✸✳✸✭❜✮✮ ❛♥❞ ❛ ❝✉��♦♠ ♠❡�❤♦❞ ❢♦� �❤❡ ❡①��❛❝�✐♦♥

♦❢ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥�✐�② ♠❛①✐♠❛ ✇✐�❤ �❤❡✐� ❛��♦❝✐❛�❡❞ ❞✐�♣❡��✐♦♥� ✭❋✐❣✉�❡ ✸✳✸✭❝✮✮✳ ▲♦❝❛❧ ❞❡♥�✐�② ♠❛①✲

✐♠❛ ✇❡�❡ ❞❡�❡�♠✐♥❡❞ ❜② ❛ ��❛♥❞❛�❞ ♣❡❛❦ ❞❡�❡❝�✐♦♥ ❛❧❣♦�✐�❤♠✳ ❚❤❡ ❛��♦❝✐❛�❡❞ ❞✐�♣❡��✐♦♥� ✇❡�❡

❡✈❛❧✉❛�❡❞ ❜② ✜��� ❞❡�❡�♠✐♥✐♥❣ ❛♥ ❛�❜✐��❛�② ❞❡♥�✐�② �❤�❡�❤♦❧❞ �❤❛� �❡♣�❡�❡♥�❡❞ ❛ ❝✉♠✉❧❛�✐✈❡

♣❡�❝❡♥�✐❧❡ ♦❢ �♦�❛❧ ✜❜❡� ❛♥❣❧❡� ❡①��❛❝�❡❞ ❢�♦♠ �❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ❛♥❞ �❡❝♦♥❞❧② ❜② �❡❛❞✐♥❣ ♦✉� ❛♥❣❧❡

✈❛❧✉❡� ❝♦��❡�♣♦♥❞✐♥❣ �♦ �❤✐� �❤�❡�❤♦❧❞✳ ❊①♣❧✐❝✐�❧②✱ ❧❡� θ �❡♣�❡�❡♥� ❛ ❧♦❝❛❧ ♦�✐❡♥�❛�✐♦♥ ❛♥❣❧❡✱ ❛♥❞

d(θ) �❤❡ ❛♥❣❧❡ ❞❡♥�✐�② ♦❢ �❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♠❛❣❡❀ �❤❡ ❛♥❣❧❡ ❞❡♥�✐�② �❤�❡�❤♦❧❞ p ✐� �❤❡ ❛♥❣❧❡ ❞❡♥�✐�②

❜❡❧♦✇ ✇❤✐❝❤ �❤❡ ❢�❛❝�✐♦♥ αp = 0.8 ♦❢ �❤❡ �♦�❛❧ ✜❜❡�� ✐� ❝♦✉♥�❡❞✱ ✐✳❡✳ �❤❡ �♦❧✉�✐♦♥ ♦❢ �❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❡(✉❛�✐♦♥✿

αp =

∫ π

0
min(d(θ), p)dθ
∫ π

0
d(θ)dθ

= 0.8. ✭✸✳✶✮

❲❡ ❡✈❛❧✉❛�❡❞ ❝♦��❡�♣♦♥❞✐♥❣ ❛♥❣❧❡� ❛❜♦✉� ❡❛❝❤ ❞❡�❡❝�❡❞ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ ♦�❞❡� �♦ ❡①��❛❝�

�❡❧❛�❡❞ �❡❧❛�✐✈❡ ❞✐�♣❡��✐♦♥� ✭❋✐❣✉�❡ ✸✳✸✭❝✮✮✳

✸✳✷✳✺ ��❡❞✐❝�✐♥❣ �❤❡ ❛♠♣❧✐�✉❞❡ ♦❢ ✜❜❡� �♦�❛�✐♦♥ ❜② ❛✣♥❡ �❡♦�✐❡♥�❛�✐♦♥

❚❤❡ ❛��✉♠♣�✐♦♥ ♦❢ ❛✣♥❡ �❡♦�✐❡♥�❛�✐♦♥ ❝♦♥�✐❞❡�� �❤❛� �❤❡ ✜❜❡�� ❛�❡ ❝♦♥�✐♥✉♦✉�❧② ❡♠❜❡❞❞❡❞

✐♥ �❤❡✐� �✉��♦✉♥❞✐♥❣ ♠❛��✐① ❛♥❞ ❛�❡ �❤❡�❡❢♦�❡ ❝♦♥���❛✐♥❡❞ �♦ �❤❡ �❛♠❡ ❞❡❢♦�♠❛�✐♦♥ ❣�❛❞✐❡♥�

❛� �❤❡ ♠❛��✐① ❬❇✐❧❧✐❛� ✾✼✱ ❈❤❛♥❞�❛♥ ✵✻✱ ❏❛②②♦�✐ ✶✻❪✳ ❋♦� ❛ ✉♥✐❛①✐❛❧ �❡♥�✐❧❡ ❧♦❛❞✐♥❣✱ �❤❡ ✜❜❡�

♦�✐❡♥�❛�✐♦♥� θ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉�❡❞ ❛� ❛ ❢✉♥❝�✐♦♥ ♦❢ �❤❡ ✐♥✐�✐❛❧ ❛♥❣❧❡ θ0 ❛♥❞ ❞❡❢♦�♠❛�✐♦♥ ���❡�❝❤ λ

❲✐�♦❧❞ ❑�❛�♥② ❚❤@�❡ ❡♥ ▼A❝❛♥✐(✉❡ ❡� ■♥❣A♥✐❡�✐❡ ✹✾



θ = arctan(λ tan θ0).
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❙♣❡❝✐♠❡♥ ❊① ✈✐✈♦ ■♥ ✈✐✈♦ ■♥ ✈✐✈♦ ❚❤✐❝❦♥❡��

❧❡♥❣�❤ ❧❡♥❣�❤ ���❡�❝❤

❬♠♠❪ ❬♠♠❪ ❬✲❪ ❬♠♠❪

✶ ✹✳✸ ✼✳✶ ✶✳✻ ✵✳✶✽

✷ ✹✳✶ ✻✳✾ ✶✳✻ ✵✳✶✼

✸ ✹✳✸ ✼✳✵ ✶✳✻ ✵✳✶✾

✹ ✹✳✷ ✻✳✾ ✶✳✻ ✵✳✶✻

✺ ✹✳✸ ✼✳✺ ✶✳✼ ✵✳✶✽

✻ ✹✳✵ ✻✳✺ ✶✳✻ ✵✳✶✽

✼ ✸✳✾ ✻✳✻ ✶✳✼ ✵✳✶✾

❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✕ ●❡♦♠❡��✐❝❛❧ ♠❡❛�✉�❡♠❡♥�� ♦❢ �❤❡ ❤❛�✈❡��❡❞ ❝❛�♦�✐❞ ❛��❡�✐❡�✳

✸✳✸ ❘❡�✉❧��

✸✳✸✳✶ ▼❛❝�♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ �❡�♣♦♥�❡ ♦❢ �❤❡ ❛��❡�✐❛❧ �✐��✉❡

❊♥❣✐♥❡❡�✐♥❣ ���❡�� ❡✈❛❧✉❛�❡❞ ❛❣❛✐♥�� ���❡�❝❤ �❡✈❡❛❧❡❞ ❛ ♠❛❝�♦�❝♦♣✐❝ ❛♥✐�♦��♦♣② ♦❢ �❤❡ ♠❛�❡�✐❛❧✬�

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ �❡�♣♦♥�❡✱ ❛� �❤♦✇♥ ❜② ✭✐✮ �❤❡ ❝❤❛�❛❝�❡�✐��✐❝ ��✐✛❡♥✐♥❣ ♦❢ �❤❡ �❛♠♣❧❡� ��❛��✐♥❣ ❛� ❞✐❢✲

❢❡�❡♥� ���❡�❝❤ ✈❛❧✉❡� ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ �❤❡ ❞✐�❡❝�✐♦♥ ♦❢ �❤❡ ❧♦❛❞ ✭❋✐❣✉�❡ ✸✳✹✭❛✮✮❀ ✭✐✐✮ �❤❡ ❡��✐♠❛�❡❞

❡❧❛��✐❝ ♠♦❞✉❧✐ ✐♥ �❤❡ ✜♥❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ �❡❣✐♠❡ ✭❋✐❣✉�❡ ✸✳✹✭❜✮✲♠✐❞❞❧❡✮✱ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ �❤❡ ���❡�❝❤ ✈❛❧✉❡�

✇❤❡♥ �❡❛❝❤✐♥❣ ✵✳✺ ▼+❛ ✭❋✐❣✉�❡ ✸✳✹✭❜✮✲�✐❣❤�✮✳ ■♥ ♣❛��✐❝✉❧❛�✱ �❤❡ ♠❡❛♥ ❡��✐♠❛�❡❞ ❡❧❛��✐❝ ♠♦❞✉❧✐

✐♥ �❤❡ ✜♥❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ �❡❣✐♠❡ ✇❛� ✺✵✪ ❤✐❣❤❡� ✐♥ �❤❡ ❝✐�❝✉♠❢❡�❡♥�✐❛❧ ❞✐�❡❝�✐♦♥ �❤❛♥ ✐♥ �❤❡ ❧♦♥❣✐�✉✲

❞✐♥❛❧ ❞✐�❡❝�✐♦♥❀ ❛♥❞ ✷✵✪ ❤✐❣❤❡� ✐♥ �❤❡ ❝✐�❝✉♠❢❡�❡♥�✐❛❧ ❞✐�❡❝�✐♦♥ �❤❛♥ ✐♥ �❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❞✐�❡❝�✐♦♥✳

❆❝❝♦�❞✐♥❣❧②✱ �❤❡ ♠❡❛♥ ���❡�❝❤ ✇❤❡♥ �❡❛❝❤✐♥❣ ✵✳✺ ▼+❛ ✇❛� ✷✵✪ ❧♦✇❡� ✐♥ �❤❡ ❝✐�❝✉♠❢❡�❡♥�✐❛❧

❞✐�❡❝�✐♦♥ �❤❛♥ ✐♥ �❤❡ ❧♦♥❣✐�✉❞✐♥❛❧ ❞✐�❡❝�✐♦♥❀ ❛♥❞ ✶✺✪ ❧♦✇❡� �❤❛♥ ✐♥ �❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❞✐�❡❝�✐♦♥✳

❈♦♥❝❡�♥✐♥❣ �❤❡ ❡��✐♠❛�❡❞ ❡❧❛��✐❝ ♠♦❞✉❧✐ ✐♥ �❤❡ ✐♥✐�✐❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ �❡❣✐♠❡ ✭❋✐❣✉�❡ ✸✳✹✭❜✮✲❧❡❢�✮✱ �❤❡

❝♦♠♣❛�✐�♦♥ ♦❢ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡� �❤♦✇❡❞ ❧♦✇❡� ❞✐✛❡�❡♥❝❡� ❜❡�✇❡❡♥ �❤❡ �❛♠♣❧❡ ❢❛♠✐❧✐❡� ❛� �❤❡✐� ��❛♥✲

❞❛�❞ ❞❡✈✐❛�✐♦♥ ❛♠♦✉♥�� �♦ ✽✪✳ ❈♦♠♣❛�✐♥❣ �❤❡ ♠❡❛�✉�❡❞ ✐♥ ✈✐✈♦ ���❡�❝❤❡� �♦ �❤❡ ❧♦♥❣✐�✉❞✐♥❛❧

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ �❡�♣♦♥�❡ ✭❚❛❜❧❡ ✸✳✶✮✱ �❤❡ ❝❛�♦�✐❞ ✇❡�❡ �✉❜❥❡❝�❡❞ ✐♥ ✈✐✈♦ �♦ ❛ ❧♦♥❣✐�✉❞✐♥❛❧ ���❡�� ♦❢

❛❜♦✉� ✵✳✶ ▼+❛✱ ✐♥ �❤❡ �♦❢� �❡❣✐♦♥ ♦❢ �❤❡ ❝✉�✈❡ ✭❋✐❣✉�❡ ✸✳✹✭❛✮ ✲ �❡❞ ❝✉�✈❡�✮✳

✸✳✸✳✷ ▼✐❝�♦���✉❝�✉�❡ ♠♦�♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ �❡❛��❛♥❣❡♠❡♥�� ✉♥❞❡� ✉♥✐❛①✐❛❧ ❧♦❛❞

❋✐❜�♦✉� ♥❡�✇♦�❦� ♦❢ �❤❡ ❛��❡�✐❛❧ ♠✐❝�♦���✉❝�✉�❡ �❡✈❡❛❧❡❞ ✈❛�②✐♥❣ ♠♦�♣❤♦❧♦❣✐❡� ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥

�❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥��✐�✉❡♥� ✭❡❧❛��✐♥✱ ❝♦❧❧❛❣❡♥✮✱ ♦♥ �❤❡ ❝♦♥�✐❞❡�❡❞ ❛��❡�✐❛❧ ❧❛②❡� ✭❛❞✈❡♥�✐�✐❛✱ ♠❡✲

❞✐❛✮✱ ❛♥❞ ♦♥ �❤❡ ❞✐�❡❝�✐♦♥ ♦❢ �❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❧♦❛❞ ✭❋✐❣✉�❡ ✸✳✺✮✳ ❋✐❣✉�❡ ✸✳✺✭❛✮ �❤♦✇� �❤❡

♠✐❝�♦���✉❝�✉�❡ ♦❢ �❤❡ ✉♥❧♦❛❞❡❞ ❛��❡�✐❛❧ �✐��✉❡✱ ❛♥❞ ❋✐❣✉�❡ ✸✳✺✭❜✮✭❝✮✭❞✮ �❤♦✇ �❤❡ ♠✐❝�♦���✉❝�✉�❡

✉♥❞❡� �❤❡ �❤�❡❡ ❝♦♥�✐❞❡�❡❞ ❧♦❛❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐�✐♦♥�✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦��❡�♣♦♥❞❡❞ �♦ �❤❡ �❛♠❡ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❢♦�❝❡

♦❢ ✵✳✽ ◆✳ ❋♦� ❡❛❝❤ ❝♦♥��✐�✉❡♥� ♦❢ �❤❡ ✐♠❛❣❡❞ ♠✐❝�♦���✉❝�✉�❡✱ ✇❡ ♣�♦✈✐❞❡ ♦♥ ❋✐❣✉�❡ ✸✳✻ ❛ ♣♦❧❛�

�❡♣�❡�❡♥�❛�✐♦♥ ♦❢ ✜❜❡� ♦�✐❡♥�❛�✐♦♥� ✭❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛ ♦❢ ❛♥❣❧❡ ❞❡♥�✐�② ✇✐�❤ ❛��♦❝✐❛�❡❞ ❞✐�♣❡��✐♦♥�✱

❲✐�♦❧❞ ❑�❛�♥② ❚❤9�❡ ❡♥ ▼:❝❛♥✐;✉❡ ❡� ■♥❣:♥✐❡�✐❡ ✺✶



❈❤❛♣�❡� ✸✳ ❆ ❝♦♠♣�❡❤❡♥�✐✈❡ ��✉❞② ♦❢ ❧❛②❡�✲�♣❡❝✐✜❝ ♠♦�♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡� ✐♥ �❤❡
♠✐❝�♦���✉❝�✉�❡ ♦❢ ❝❛�♦�✐❞ ❛��❡�✐❡� ✉♥❞❡� ✉♥✐❛①✐❛❧ ❧♦❛❞

❋✐❣✉�❡ ✸✳✹ ✕ ✭❛✮ ▼❛❝�♦�❝♦♣✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ �❡�♣♦♥�❡✿ ❡♥❣✐♥❡❡�✐♥❣ ���❡�� ✈✳�✳ ���❡�❝❤ ♣❧♦��❡❞ ❢♦�
�❤❡ �❤�❡❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❞✐�❡❝�✐♦♥� ✭❜❧✉❡✿ ❝✐�❝✉♠❢❡�❡♥�✐❛❧✱ ❜❧❛❝❦✿ ❞✐❛❣♦♥❛❧✱ �❡❞✿ ❧♦♥❣✐�✉❞✐♥❛❧✮❀ ✭❜✮
��❛�✐��✐❝❛❧ �❡♣�❡�❡♥�❛�✐♦♥� ♦❢ �❤❡ ��✐✛♥❡�� ❜❡❢♦�❡ ✭❧❡❢�✮ ❛♥❞ ❛❢�❡� ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❝♦❧❧❛❣❡♥ ❡♥❣❛❣❡♠❡♥�✱
❛♥❞ ���❡�❝❤ ✇❤❡♥ �❡❛❝❤✐♥❣ ✵✳✺ ▼*❛ ✭�✐❣❤�✮❀ ♥ ��❛♥❞� ❢♦� �❤❡ ♥✉♠❜❡� ♦❢ ✐♥✈❡��✐❣❛�❡❞ �❛♠♣❧❡�

�❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✽✳✶ ❢♦� ♠♦�❡ ❞❡�❛✐❧�✮ ✇✐�❤ �❤❡ �❡❧❛�✐✈❡ ❡❧♦♥❣❛�✐♦♥ λ ❛♥❞ �❤❡ ✜❜❡� ❛♥❣❧❡ θ ❛�

♣♦❧❛� ❝♦♦�❞✐♥❛�❡�✳ ❚❤❡ ❛♥❣❧❡� π✴✷✱ ✸π✴✹✱ ❛♥❞ π �❡♣�❡�❡♥� �❤❡ ❝✐�❝✉♠❢❡�❡♥�✐❛❧✱ ❞✐❛❣♦♥❛❧✱ ❛♥❞

❧♦♥❣✐�✉❞✐♥❛❧ ❞✐�❡❝�✐♦♥� �❡�♣❡❝�✐✈❡❧②✳

❆❞✈❡♥�✐�✐❛❧ ❝♦❧❧❛❣❡♥ ✇❛� ♦�❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ �❤✐❝❦ ❜✉♥❞❧❡� �❤♦✇✐♥❣ ❛ ❝�✐♠♣❡❞ ♠♦�♣❤♦❧♦❣② ✐♥ �❤❡

❲✐�♦❧❞ ❑�❛�♥② ❚❤3�❡ ❡♥ ▼4❝❛♥✐5✉❡ ❡� ■♥❣4♥✐❡�✐❡ ✺✷
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❋✐❣✉�❡ ✸✳✺ ✕ ❆��❡�✐❛❧ ♠✐❝�♦���✉❝�✉�❡ ✐♠❛❣❡❞ ✉♥❞❡� ♠✉❧�✐♣❤♦�♦♥ ♠✐❝�♦�❝♦♣❡✳ ✭❛✮ ▲♦❛❞✲❢�❡❡ ��❛�❡✱
✭❜✮ ❝✐�❝✉♠❢❡�❡♥�✐❛❧ ❧♦❛❞ ✭❋ ❂ ✵✳✽ ◆✱ λ ❂ ✶✳✼✮✱ ✭❝✮ ❧♦♥❣✐�✉❞✐♥❛❧ ❧♦❛❞ ✭❋ ❂ ✵✳✽ ◆✱ λ ❂ ✷✳✶✮✱ ❛♥❞
✭❞✮ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❧♦❛❞ ✭❋ ❂ ✵✳✽ ◆✱ λ ❂ ✶✳✾✮✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡� �♦✇ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ �❡♣�❡�❡♥�� �❤❡ ❛❞✈❡♥�✐�✐❛❀
�❤❡ ❧♦✇❡� �♦✇ �❡♣�❡�❡♥�� �❤❡ ♠❡❞✐❛✳ ❈♦❧❧❛❣❡♥ ♥❡�✇♦�❦ ✐� �❡♣�❡�❡♥�❡❞ ✐♥ ❣�❡② ✭❧❡❢�✮✱ ❡❧❛��✐♥
♥❡�✇♦�❦ ✐� �❡♣�❡�❡♥�❡❞ ✐♥ �❡❞ ✭�✐❣❤�✮✳

❧♦❛❞✲❢�❡❡ ��❛�❡ ✭❋✐❣✉�❡ ✸✳✺✭❛✮ ✲ ✉♣♣❡� ❧❡❢�✮✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②�✐� ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ✜❜❡� ❛♥❣❧❡� ✭❋✐❣✉�❡ ✸✳✻✭❛✮✮

�✉❣❣❡��❡❞ ❛ ♣�❡❢❡��❡❞ ❞✐�❡❝�✐♦♥ ❝❧♦�❡ �♦ �❤❡ ❧♦♥❣✐�✉❞✐♥❛❧ ❞✐�❡❝�✐♦♥✱ ✇✐�❤ ❛♥ ✐♠♣♦��❛♥� ❞✐�♣❡��✐♦♥

✭±π✴✻✮ ❞✉❡ �♦ ❜✉♥❞❧❡ ❞✐�❡❝�✐♦♥ ✈❛�✐❛❜✐❧✐�② ❛♥❞ �♦ �❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝�✐♠♣✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❧✐♠✐�❡❞ �❤❡

❧✐❛❜✐❧✐�② ♦❢ ✐♥�❡�♣�❡�❛�✐♦♥✳ ❚❤❡�❡ ❝♦❧❧❛❣❡♥ ❜✉♥❞❧❡� ✉♥❞❡�✇❡♥� ❛♥ ✉♥❝�✐♠♣✐♥❣ ♣�♦❝❡�� ❛♥❞ ❛❧❧

❛♣♣❡❛�❡❞ �♦ ❛❧✐❣♥ ❝❧♦�❡ �♦ �❤❡ ❞✐�❡❝�✐♦♥ ♦❢ �❤❡ ❧♦❛❞✱ ✇❤❡�❤❡� ✐�� ❞✐�❡❝�✐♦♥ ✇❛� ❝✐�❝✉♠❢❡�❡♥�✐❛❧

✭❋✐❣✉�❡ ✸✳✺✭❜✮ ✲ ✉♣♣❡� ❧❡❢�✮✱ ❧♦♥❣✐�✉❞✐♥❛❧ ✭❋✐❣✉�❡ ✸✳✺✭❝✮ ✲ ✉♣♣❡� ❧❡❢�✮ ♦� ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✭❋✐❣✉�❡ ✸✳✺✭❞✮

✲ ✉♣♣❡� ❧❡❢�✮✳ ■♥ �❤❡ �❤�❡❡ ❞❡❢♦�♠❡❞ ��❛�❡�✱ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ✜❜❡� ♦�✐❡♥�❛�✐♦♥� ✭❋✐❣✉�❡ ✸✳✻✭❛✮✮ �❤♦✇❡❞

❲✐�♦❧❞ ❑�❛�♥② ❚❤5�❡ ❡♥ ▼7❝❛♥✐8✉❡ ❡� ■♥❣7♥✐❡�✐❡ ✺✸



❈❤❛♣�❡� ✸✳ ❆ ❝♦♠♣�❡❤❡♥�✐✈❡ ��✉❞② ♦❢ ❧❛②❡�✲�♣❡❝✐✜❝ ♠♦�♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡� ✐♥ �❤❡

♠✐❝�♦���✉❝�✉�❡ ♦❢ ❝❛�♦�✐❞ ❛��❡�✐❡� ✉♥❞❡� ✉♥✐❛①✐❛❧ ❧♦❛❞

❋✐❣✉�❡ ✸✳✻ ✕ ❖�✐❡♥❛✐♦♥� ♦❢ ✜❜❡� ♥❡✇♦�❦� �❡♣�❡�❡♥❡❞ ✇✐❤ ❧♦❝❛❧ ❛♥❣❧❡ ❞❡♥�✐② ♠❛①✐♠❛ ❛♥❞
❛��♦❝✐❛❡❞ ❞✐�♣❡��✐♦♥�✱ ❢♦� ❡❛❝❤ ❝♦♥�✐✉❡♥✱ ❧❛②❡�✱ ❛♥❞ ❧♦❛❞ ❞✐�❡❝✐♦♥✱ ✉♥❞❡� ✵ ❛♥❞ ✵✳✽ ◆ ❡♥�✐❧❡
❧♦❛❞✿ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❡✮ ❝♦��❡�♣♦♥❞ ♦ ❛❞✈❡♥✐✐❛❧ ❝♦❧❧❛❣❡♥✱ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❢✮ ♦ ❛❞✈❡♥✐✐❛❧ ❡❧❛�✐♥✱ ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❣✮
♦ ♠❡❞✐❛❧ ❝♦❧❧❛❣❡♥✱ ❛♥❞ ✭❞✮ ❛♥❞ ✭❤✮ ♦ ♠❡❞✐❛❧ ❡❧❛�✐♥✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡✱ ❜❧❛❝❦✱ ❛♥❞ �❡❞ ❝♦❧♦�� ❝♦��❡�♣♦♥❞
♦ ❤❡ ❝✐�❝✉♠❢❡�❡♥✐❛❧ ✭λ ❂ ✶✳✼✮✱ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✭λ ❂ ✶✳✾✮✱ ❛♥❞ ❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧ ✭λ ❂ ✷✳✶✮ ❞✐�❡❝✐♦♥�✱
�❡�♣❡❝✐✈❡❧②✳ ❘❡♣�❡�❡♥❡❞ ♥❡✇♦�❦ ♦�✐❡♥❛✐♦♥� ❝♦��❡�♣♦♥❞ ♦ ❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡❢♦�♠❛✐♦♥� ♦❢
�❛♠♣❧❡� ✶✲✸✱ ❡�❡❞ �❡�♣❡❝✐✈❡❧② ✐♥ ❤❡ ❝✐�❝✉♠❢❡�❡♥✐❛❧✱ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❛♥❞ ❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧ ❞✐�❡❝✐♦♥�✳

✐❞❡♥✐❝❛❧❧② ❧✐♠✐❡❞ ❞✐�♣❡��✐♦♥� ✭±π✴✶✷✮ ❛�♦✉♥❞ ❤❡✐� �❡�♣❡❝✐✈❡ ❧♦❝❛❧ ❛♥❣❧❡ ♠❛①✐♠✉♠✳

❆❞✈❡♥✐✐❛❧ ❡❧❛�✐♥ ♦♦❦ ❤❡ ❢♦�♠ ♦❢ ❛ ❧♦✇✲❞❡♥�✐② ♠❡�❤✇♦�❦✱ ❝♦♠♣♦�❡❞ ♦❢ ❤✐♥ ✜❜❡� �❡❣♠❡♥�

�❤♦✇✐♥❣ ❛ ♣�❡❢❡��❡❞ ❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧ ❞✐�❡❝✐♦♥ ✇✐❤ ✈❛�✐♦✉�❧② ♦�✐❡♥❡❞ �❛♥�✈❡��❡ �❡❣♠❡♥� ✭❋✐❣✉�❡

✸✳✺✭❛✮ ✲ ✉♣♣❡� �✐❣❤✮✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②�✐� ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ✜❜❡� ❛♥❣❧❡� ❛ �❡� ✭❋✐❣✉�❡ ✸✳✻✭❜✮✮ ❝♦♥✜�♠❡❞ ❤❡

❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧ ♦�✐❡♥❛✐♦♥✱ ✇✐❤ ❛♥ ✐♠♣♦�❛♥ ❞✐�♣❡��✐♦♥ ✭±π✴✻✮ ❞✉❡ ♦ ❤❡ ✈❛�✐♦✉�❧② ♦�✐❡♥❡❞

�❛♥�✈❡��❡ ✜❜❡� �❡❣♠❡♥�✳ ❯♥❞❡� ❧♦❛❞✱ ❤❡ ❧♦♥❣✐✉❞✐♥❛❧❧② ♦�✐❡♥❡❞ ✜❜❡� �❡❣♠❡♥� ✉♥❞❡�✇❡♥

❧✐♠✐❡❞ ♠♦�♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡�✿ ✇❤❡♥ ❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❞✐�❡❝✐♦♥ ✇❛� ❝✐�❝✉♠❢❡�❡♥✐❛❧ ✭❋✐❣✉�❡ ✸✳✺✭❜✮ ✲

✉♣♣❡� �✐❣❤✮✱ ❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦�✐❡♥❛✐♦♥ ♦❢ ❤❡ ♠❡�❤✇♦�❦ ❞✐❞ ♥♦ ❝❤❛♥❣❡ �✐❣♥✐✜❝❛♥❧② ✭❛ ♠❛①✐♠✉♠

♦❢ π✴✻ �♦❛✐♦♥ ✲ ❋✐❣✉�❡ ✸✳✻✭❜✮✮✱ ❛❧❤♦✉❣❤ ❛ �♣�❡❛❞✐♥❣ ♦❢ ❤❡ ♠❡�❤✇♦�❦ ✇❛� ♥♦✐❝❡❛❜❧❡ ✭❝♦♠♣❛�❡

❋✐❣✉�❡ ✸✳✺✭❛✮ ✲ ✉♣♣❡� �✐❣❤ ❛♥❞ ✸✳✺✭❜✮ ✲ ✉♣♣❡� �✐❣❤✮✳ ❆❧♠♦� ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❞✐�♣❡��✐♦♥� ❛�♦✉♥❞

❲✐♦❧❞ ❑�❛�♥② ❚❤4�❡ ❡♥ ▼6❝❛♥✐7✉❡ ❡ ■♥❣6♥✐❡�✐❡ ✺✹
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❧♦❝❛❧ ❞❡♥�✐�② ♠❛①✐♠❛ ✭❋✐❣✉�❡ ✸✳✻✭❜✮✮ ❝♦♥✜�♠❡❞ �❤✐� ❧✐♠✐�❡❞ ♠♦�♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡✳ ❲❤❡♥ �❤❡

❧♦❛❞ ✇❛� ❛♣♣❧✐❡❞ ❧♦♥❣✐�✉❞✐♥❛❧❧② ✭❋✐❣✉�❡ ✸✳✺✭❝✮ ✲ ✉♣♣❡� �✐❣❤�✮✱ ��❛♥�✈❡��❡ �❡❣♠❡♥�� ❛❧✐❣♥❡❞ ✐♥

�❤❡ ❞✐�❡❝�✐♦♥ ♦❢ �❤❡ ❧♦❛❞✱ ✇❤✐❧❡ �❤❡ ✜❜�♦✉� ♠❡�❤✇♦�❦ �❡♠❛✐♥❡❞ ♦�✐❡♥�❡❞ ✐♥ �❤❡ ❧♦♥❣✐�✉❞✐♥❛❧

❞✐�❡❝�✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❞ �♦ ❛♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❛♥❣❧❡ ❞❡♥�✐�② ✭❋✐❣✉�❡ ✸✳✻✭❜✮✮✳ ❲❤❡♥ �❤❡ ❧♦❛❞ ✇❛� ❛♣♣❧✐❡❞

✐♥ �❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❞✐�❡❝�✐♦♥ ✭❋✐❣✉�❡ ✸✳✺✭❞✮ ✲ ✉♣♣❡� �✐❣❤�✮✱ �❤❡ ♠❡�❤✇♦�❦ ✉♥❞❡�✇❡♥� ❛ ❧✐♠✐�❡❞ �❡✲

♦�✐❡♥�❛�✐♦♥ �♦✇❛�❞� �❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❞✐�❡❝�✐♦♥ ✭❛ ♠❛①✐♠✉♠ �♦�❛�✐♦♥ ♦❢ π✴✻ ❛♥❞ ❛♥❣❧❡ ❞✐�♣❡��✐♦♥�

�❡❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝�♦� ✷ ✲ ❋✐❣✉�❡ ✸✳✻✭❜✮✮✱ ✇✐�❤ ��❛♥�✈❡��❡ �❡❣♠❡♥�� ❛❧✐❣♥✐♥❣ ✇✐�❤ �❤❡ ♣�✐♥❝✐♣❛❧

�❡❣♠❡♥�� ♦�✐❡♥�❛�✐♦♥�✳

▼❡❞✐❛❧ ❝♦❧❧❛❣❡♥ ❞✐❞ ♥♦� ❛❣❣❧♦♠❡�❛�❡ ✐♥�♦ ✈❛�✐♦✉�❧② ♦�✐❡♥�❡❞ ❜✉♥❞❧❡� ❛� ✐♥ �❤❡ ❛❞✈❡♥�✐�✐❛✱ ❜✉�

�♦♦❦ �❤❡ ❢♦�♠ ♦❢ �❤✐♥ ♣❛�❛❧❧❡❧ ✜❜❡�� ❞✐��✐♥❝�✐✈❡❧② ♦�✐❡♥�❡❞ ✐♥ �❤❡ ❝✐�❝✉♠❢❡�❡♥�✐❛❧ ❞✐�❡❝�✐♦♥ ✭❋✐❣✲

✉�❡ ✸✳✺✭❛✮ ✲ ❧♦✇❡� ❧❡❢�✮ ❛♥❞ �❤♦✇❡❞ ❛ ❤✐❣❤❡� ❝�✐♠♣✐♥❣ ❢�❡'✉❡♥❝②✳ ■�� ♠♦�♣❤♦❧♦❣② ✉♥❞❡�✇❡♥�

❧✐♠✐�❡❞ ❝❤❛♥❣❡� ✉♥❞❡� ✉♥✐❛①✐❛❧ ❧♦❛❞✿ ✇❤❡♥ �❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❞✐�❡❝�✐♦♥ ✇❛� ❝✐�❝✉♠❢❡�❡♥�✐❛❧ ✭❋✐❣✉�❡

✸✳✺✭❜✮ ✲ ❧♦✇❡� ❧❡❢�✮✱ �❤❡ ✜❜❡�� ✉♥❝�✐♠♣❡❞ ❛♥❞ �❡♠❛✐♥❡❞ ❛❧✐❣♥❡❞ ✐♥ �❤❡ ❝✐�❝✉♠❢❡�❡♥�✐❛❧ ❞✐�❡❝�✐♦♥

✭❋✐❣✉�❡ ✸✳✻✭❝✮✮✳ ❲❤❡♥ �❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❞✐�❡❝�✐♦♥ ✇❛� ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✭❋✐❣✉�❡ ✸✳✺✭❞✮ ✲ ❧♦✇❡� ❧❡❢�✮✱ �❤❡ ✜❜❡��

✉♥❝�✐♠♣❡❞ ✲ ✇✐�❤ ❛ ❞❡❝�❡❛�❡ ♦❢ �❤❡ ❞✐�♣❡��✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❛♥❣❧❡� ❜② ❛ ❢❛❝�♦� ✷ ✭❋✐❣✉�❡ ✸✳✻✭❝✮✮ ✲ ❛♥❞

✉♥❞❡�✇❡♥� ❛ ❧✐♠✐�❡❞ �❡❛❧✐❣♥♠❡♥� ✐♥ �❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❞✐�❡❝�✐♦♥ ✲ ❜❡❧♦✇ π✴✻ �♦�❛�✐♦♥ ❢♦� �❤❡ ❞❡♥�✐�②

♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❛♥❣❧❡� ✭❋✐❣✉�❡ ✸✳✻✭❝✮✮✳ ❲❤❡♥ �❤❡ ❧♦❛❞ ✇❛� ❧♦♥❣✐�✉❞✐♥❛❧ ✭❋✐❣✉�❡ ✸✳✺✭❝✮ ✲ ❧♦✇❡�

❧❡❢�✮✱ ✐✳❡✳ ♣❡�♣❡♥❞✐❝✉❧❛� �♦ �❤❡ ♥❡�✇♦�❦ ❞✐�❡❝�✐♦♥✱ �❤❡ ✜❜❡�� ❞✐❞ ♥♦� ❛❧✐❣♥ ✐♥ �❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❞✐�❡❝✲
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�❡�✉❧�� �❡❢❡� �♦ �❤❡ ❢♦✉� �❛♠♣❧❡ ❣�♦✉♣� �❡��❡❞ ✐♥ �❤❡ �❤�❡❡ ❛❢♦�❡♠❡♥�✐♦♥❡❞ ❞✐�❡❝�✐♦♥� ✭�❛♠♣❧❡�

❲✐�♦❧❞ ❑�❛�♥② ❚❤3�❡ ❡♥ ▼4❝❛♥✐'✉❡ ❡� ■♥❣4♥✐❡�✐❡ ✺✺



❈❤❛♣�❡� ✸✳ ❆ ❝♦♠♣�❡❤❡♥�✐✈❡ ��✉❞② ♦❢ ❧❛②❡�✲�♣❡❝✐✜❝ ♠♦�♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡� ✐♥ �❤❡
♠✐❝�♦���✉❝�✉�❡ ♦❢ ❝❛�♦�✐❞ ❛��❡�✐❡� ✉♥❞❡� ✉♥✐❛①✐❛❧ ❧♦❛❞

✭❛✮ ■♥✐�✐❛❧ ✭❜✮ ❋✐♥❛❧ ✶ ✭❝✮ ❋✐♥❛❧ ✷

●�♦✉♣ ✶ ✿ �❛♠♣❧❡� ✶✲✸ λdiag = 1.9± 0.1 λcirc = 1.7± 0.05 λlong = 2.1± 0.2

❈♦❧❧❛❣❡♥ ✲ ❛❞✈✳ ❊①♣❡�✐♠❡♥�❛❧ ❬π❪ 0.76+0.07
−0.02 0.55+0.07

−0.06 0.97+0.03
−0.05

❆✣♥❡ ♣�❡❞✐❝�✐♦♥ ❬π❪ ✲ 0.69 0.85

��❡❞✐❝�✐♦♥ ❡��♦� [π] ✲ ✷✺✪ ✶✷✪

❊❧❛��✐♥ ✲ ❛❞✈✳ ❊①♣❡�✐♠❡♥�❛❧ ❬π❪ 0.86+0.04
−0.09 0.83+0.12

−0.13 0.98+0.02
−0.01

❆✣♥❡ ♣�❡❞✐❝�✐♦♥ ❬π❪ ✲ 0.89 0.97

��❡❞✐❝�✐♦♥ ❡��♦� ✲ ✼✪ ✶✪

❈♦❧❧❛❣❡♥ ✲ ♠❡❞✳ ❊①♣❡�✐♠❡♥�❛❧ ❬π❪ 0.61+0.04
−0.03 0.51+0.02

−0.02 0.52+0.16
−0.17

❆✣♥❡ ♣�❡❞✐❝�✐♦♥ ❬π❪ ✲ 0.52 0.54

��❡❞✐❝�✐♦♥ ❡��♦� ✲ ✷✪ ✹✪

❊❧❛��✐♥ ✲ ♠❡❞✳ ❊①♣❡�✐♠❡♥�❛❧ ❬π❪ 0.60+0.07
−0.06 0.53+0.03

−0.08 0.53+0.22
−0.21

❆✣♥❡ ♣�❡❞✐❝�✐♦♥ ❬π❪ ✲ 0.50 0.51

��❡❞✐❝�✐♦♥ ❡��♦� ✲ ✻✪ ✹✪

❚❛❜❧❡ ✸✳✷ ✕ ❊✈❛❧✉❛�✐♦♥ ♦❢ �❤❡ ♣�❡❞✐❝�✐✈❡ ❛❝❝✉�❛❝② ♦❢ ❛✣♥❡ �❡♦�✐❡♥�❛�✐♦♥✳ ❋✐❜❡� ❛♥❣❧❡� ❛�❡
♣�♦✈✐❞❡❞ ❢♦� ✐♥✐�✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧ ��❛�❡� ♦❢ �✇♦ ❞❡❢♦�♠❛�✐♦♥ �❝❡♥❛�✐✐ ✭❙❛♠♣❧❡� ✶✲✸✮ ✿ ✭❛✮ �♦ ✭❜✮ ❛♥❞
✭❛✮ �♦ ✭❝✮
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❈❤❛♣�❡� ✹✳ ❑✐♥❡♠❛�✐❝� ♦❢ ❝♦❧❧❛❣❡♥ ✜❜❡�� ✐♥ ❝❛�♦�✐❞ ❛��❡�✐❡� ✉♥❞❡� �❡♥�✐♦♥✲✐♥✢❛�✐♦♥ ❧♦❛❞✐♥❣

❝②❝❧❡ ❞❡❞✐❝❛�❡❞ �♦ �❤❡ ❛❝�✉✐�✐�✐♦♥ ♦❢ �❤❡ ❝♦❧❧❛❣❡♥ ❧♦❛❞✲❞❡♣❡♥❞❡♥� ♠♦�♣❤♦❧♦❣✐❡�✱ ❜② ♠❡❛♥� ♦❢

♠✉❧�✐♣❤♦�♦♥ ♠✐❝�♦�❝♦♣②✳

❆� ❛ �❡�✉❧�✱ ♦♥ �❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ �❤�❡❡ �❛♠♣❧❡� ✭❙✶✱ ❙✷✱ ❛♥❞ ❙✸✮ ✉♥❞❡�✇❡♥� ❛ �♦�❛❧ ♦❢ �❡✈❡♥

❛①✐❛❧ �❡♥�✐♦♥ ❝②❝❧❡� ✭✇✐�❤ �❤❡ �✇♦ ❧❛�� ❝②❝❧❡� ❞❡❞✐❝❛�❡❞ �♦ ❞❛�❛ ❛❝�✉✐�✐�✐♦♥✮ ❜❡�✇❡❡♥ ✵✳✶±✵✳✵✷

❛♥❞ ✵✳✽±✵✳✵✷ ◆ ❛①✐❛❧ ❢♦�❝❡✱ ❛� ❛♥ ✐♠♣♦�❡❞ ✈❡❧♦❝✐�② ♦❢ ✷ ♠♠ · ♠✐♥−1✱ ❝♦��❡�♣♦♥❞✐♥❣ �♦ ❛♥

❛①✐❛❧ ���❛✐♥ �❛�❡ ♦❢ ✵✳✷ ♠✐♥−1✱ ✇✐�❤ ♠❛✐♥�❛✐♥❡❞ ♣�❡��✉�❡ ✭* ❂ ✶✵✵ ♠♠❍❣✮✳ ❖♥ �❤❡ ♦�❤❡�

❤❛♥❞✱ �❤�❡❡ �❛♠♣❧❡� ✭❙✶✱ ❙✷✱ ❛♥❞ ❙✹✮ ✉♥❞❡�✇❡♥� ❛ �♦�❛❧ ♦❢ �❡✈❡♥ ✐♥✢❛�✐♦♥ ❝②❝❧❡� ✭✇✐�❤ �❤❡ �✇♦

❧❛�� ❝②❝❧❡� ❞❡❞✐❝❛�❡❞ �♦ ❞❛�❛ ❛❝�✉✐�✐�✐♦♥✮ ❜❡�✇❡❡♥ ✷✵ ❛♥❞ ✶✹✵ ♠♠❍❣✱ ❜② ��❡♣� ♦❢ ✷✵ ♠♠❍❣

✐♠♣♦�❡❞ ✇✐�❤✐♥ ✸✵ �❡❝♦♥❞�✱ ✉♥❞❡� ❛ ♠❛✐♥�❛✐♥❡❞ ✐♥ ✈✐✈♦ ❛①✐❛❧ ���❡�❝❤ ✭λa ❂ ✶✳✻±✵✳✵✺✮✳ ❚❤❡

✐♥ ✈✐✈♦ ���❡�❝❤✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛� �❤❡ ���❡�❝❤ �❡�✉❧�✐♥❣ ✐♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❛①✐❛❧ �❡❛❝�✐♦♥ ❢♦�❝❡ ❞✉�✐♥❣ ✐♥✢❛✲

�✐♦♥ ❬❍✉♠♣❤�❡② ✶✵❪✱ ✇❛� ❞❡�❡�♠✐♥❡❞ ❜② ❛❞❥✉��✐♥❣ �❤❡ ❝❧❛♠♣ ♣♦�✐�✐♦♥ ❞✉�✐♥❣ �❤❡ ♣�❡❝♦♥❞✐�✐♦♥✐♥❣

❝②❝❧❡�✳ ❚❤❡ �❛♠♣❧❡�✬ �❡❢❡�❡♥❝❡ ❝�♦��✲�❡❝�✐♦♥❛❧ ❛�❡❛� A0 ✇❡�❡ ❝♦♠♣✉�❡❞ ❢�♦♠ �❤❡ ♠❡❛�✉�❡� ♦❢ �❤❡

✉♥❧♦❛❞❡❞ �❛♠♣❧❡ ❞✐❛♠❡�❡�� ❛❢�❡� ♣�❡❝♦♥❞✐�✐♦♥✐♥❣ ✭❙�❡♣ ✶ ♦❢ �❤❡ ♣�♦�♦❝♦❧✮ ❛♥❞ ❢�♦♠ �❤❡ ✐♥✐�✐❛❧

�❤✐❝❦♥❡��❡�✳ ■♥ �❤❡ ❝❛�❡ ♦❢ �❤❡ ❛①✐❛❧ �❡♥�✐♦♥ ❧♦❛❞ �❝❡♥❛�✐♦✱ �❤❡ ③❡�♦ ❛①✐❛❧ ���❛✐♥ ♣♦�✐�✐♦♥ ✇❛�

♦❜�❛✐♥❡❞ ❢�♦♠ �❤❡ ❛①✐❛❧ ♣♦�✐�✐♦♥ ❛� ✇❤✐❝❤ �❤❡ ❛①✐❛❧ ❢♦�❝❡ �❡�✉�♥❡❞ �♦ ③❡�♦ ❛❢�❡� ♣�❡❝♦♥❞✐�✐♦♥✐♥❣✳

❚❤❡ ♠❡❛�✉�❡♠❡♥� ♦❢ �❤❡ �❛♠♣❧❡ ❧❡♥❣�❤ ❛❢�❡� ♣�❡❝♦♥❞✐�✐♦♥✐♥❣ ♣�♦✈✐❞❡❞ �❤❡ �❡❢❡�❡♥❝❡ ❧❡♥❣�❤ l0

♦♥ �❤❡ ❜❛�✐� ♦❢ ✇❤✐❝❤ �❤❡ ♠❛❝�♦�❝♦♣✐❝ ❛①✐❛❧ ���❡�❝❤ ✇❛� ❝♦♠♣✉�❡❞ ❛� λa = l/l0✳ l ❛♥❞ l0 �❡❢❡� �♦

�❤❡ ❝✉��❡♥� ❛♥❞ �❤❡ �❡❢❡�❡♥❝❡ ✐♥�❡�✲❝❧❛♠♣ ❧❡♥❣�❤� ♦❢ �❤❡ �❛♠♣❧❡✱ �❡�♣❡❝�✐✈❡❧②✳ ❙✐♠✐❧❛�❧②✱ ✐♥ �❤❡

❝❛�❡ ♦❢ �❤❡ ✐♥✢❛�✐♦♥ ❧♦❛❞✐♥❣ �❝❡♥❛�✐♦✱ �❤❡ ③❡�♦ ❝✐�❝✉♠❢❡�❡♥�✐❛❧ ���❛✐♥ ♣♦�✐�✐♦♥ ✇❛� ♦❜�❛✐♥❡❞ ❢�♦♠

�❤❡ ♠❡❛�✉�❡♠❡♥� ♦❢ �❤❡ �❛♠♣❧❡ ❞✐❛♠❡�❡� ❛❢�❡� ♣�❡❝♦♥❞✐�✐♦♥✐♥❣✱ ✇❤❡♥ �❤❡ ✐♥✢❛�✐♦♥ �②��❡♠ ✇❛�

♦♣❡♥❡❞✱ ❢♦�❝✐♥❣ �❤❡ ♣�❡��✉�❡ �♦ �❡�✉�♥ �♦ ✵ ♠♠❍❣ ✐♥ �❤❡ �❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ♠❡❛�✉�❡♠❡♥� ♣�♦✈✐❞❡❞

�❤❡ �❡❢❡�❡♥❝❡ ❞✐❛♠❡�❡� D0 ♦♥ �❤❡ ❜❛�✐� ♦❢ ✇❤✐❝❤ �❤❡ ♠❛❝�♦�❝♦♣✐❝ ❝✐�❝✉♠❢❡�❡♥�✐❛❧ ���❡�❝❤ ✇❛�

❝♦♠♣✉�❡❞ ❛� λc = D/D0✳ D ❛♥❞ D0 �❡❢❡� �♦ �❤❡ ❝✉��❡♥� ❛♥❞ �❤❡ �❡❢❡�❡♥❝❡ ❞✐❛♠❡�❡�� ♦❢ �❤❡

�❛♠♣❧❡✱ �❡�♣❡❝�✐✈❡❧②✳ ❆❢�❡� ♣�❡❝♦♥❞✐�✐♦♥✐♥❣✱ �❤❡ ❣❛✉❣❡ ❧❡♥❣�❤ ♦❢ �❤❡ �❛♠♣❧❡� ✭❜❡�✇❡❡♥ �✉�✉�❡✮

♠❡❛�✉�❡❞ l0 =✶✷±✷ ♠♠✱ ✇❤✐❧❡ �❤❡ ✉♥❧♦❛❞❡❞ �❛♠♣❧❡ ❞✐❛♠❡�❡� ♠❡❛�✉�❡❞ D0 =✷✳✵±✵✳✸ ♠♠✳

▼❛❝�♦�❝♦♣✐❝ ✐♠❛❣❡� ♦❢ �❤❡ �❛♠♣❧❡� ✭❙�❡♣ ✷ ♦❢ �❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣�♦�♦❝♦❧✮ ✇❡�❡ ♦❜�❛✐♥❡❞ ❡✈❡�② ✷✵

♠♠❍❣ ❞✉�✐♥❣ ✐♥✢❛�✐♦♥ ❛♥❞ ❡✈❡�② ✵✳✺ ♠♠ ❞✉�✐♥❣ ❛①✐❛❧ �❡♥�✐♦♥✱ ❝♦��❡�♣♦♥❞✐♥❣ �♦ ✵✳✷±✵✳✵✺

���❡�❝❤✐♥❣ ��❡♣� ❛♣♣�♦①✐♠❛�❡❧② ✭�❡❡ �❤✐❝❦ ❧✐♥❡� ✇✐�❤ �✐❝❦� ♦♥ ❋✐❣✉�❡ ✹✳✷✱ �❤♦✇✐♥❣ ♠❛❝�♦�❝♦♣✐❝

✐♠❛❣✐♥❣✮✳ ▼✐❝�♦�❝♦♣② ✐♠❛❣❡� ✭❙�❡♣ ✸ ♦❢ �❤❡ ♣�♦�♦❝♦❧✮ ✇❡�❡ ♦❜�❛✐♥❡❞ ❛� ✶✳✸±✵✳✵✺✱ ✶✳✻±✵✳✵✺✱

❛♥❞ ✶✳✽±✵✳✵✺ ���❡�❝❤❡� ❞✉�✐♥❣ ❛①✐❛❧ �❡♥�✐♦♥ ✭�❡❢❡�❡♥❝❡❞ ❛� ❧♦❛❞✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉�❛�✐♦♥� ✶✳✶✱ ✶✳✷✱ ❛♥❞

✶✳✸✱ �❡�♣❡❝�✐✈❡❧② ✭❋✐❣✉�❡✹✳✷✮✱ ❛♥❞ ❛� ✷✵ ♠♠❍❣✱ ✶✵✵ ♠♠❍❣✱ ❛♥❞ ✶✹✵ ♠♠❍❣ ♣�❡��✉�❡� ❞✉�✐♥❣

✐♥✢❛�✐♦♥ ✭�❡❢❡�❡♥❝❡❞ ❛� ❧♦❛❞✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉�❛�✐♦♥� ✷✳✶✱ ✷✳✷✱ ❛♥❞ ✷✳✸✱ �❡�♣❡❝�✐✈❡❧② ✭❋✐❣✉�❡ ✹✳✷✮✮✳ ❚❤❡

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦♥✜❣✉�❛�✐♦♥� ✶✳✶ ❛♥❞ ✷✳✶ ✇✐❧❧ ❜❡ �❡❢❡��❡❞ �♦ ✐♥ �❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛� ✧�❡❢❡�❡♥❝❡ ❝♦♥✲

✜❣✉�❛�✐♦♥�✧✱ ✇❤✐❧❡ �❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦♥✜❣✉�❛�✐♦♥� ✶✳✸ ❛♥❞ ✷✳✸ ✇✐❧❧ ❜❡ �❡❢❡��❡❞ �♦ ❛� ✧❧♦❛❞❡❞

❝♦♥✜❣✉�❛�✐♦♥�✧✳

❆� ❝♦♥❝❡�♥� �❤❡ ✐♥�❡�♠❡❞✐❛�❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉�❛�✐♦♥� ✶✳✷ ❛♥❞ ✷✳✷✱ �❤❡② ✇❡�❡ ♥♦� ✉�❡❞ ✐♥ �❤❡

❋♦✉�✐❡� ♠❡�❤♦❞♦❧♦❣② ❡♥❛❜❧✐♥❣ �❤❡ ❝❤❛�❛❝�❡�✐③❛�✐♦♥ ♦❢ ✜❜❡� ❦✐♥❡♠❛�✐❝� ❛✣♥✐�② ❜✉� ♣�♦✈✐❞❡❞ ❛

❲✐�♦❧❞ ❑�❛�♥② ❚❤=�❡ ❡♥ ▼>❝❛♥✐�✉❡ ❡� ■♥❣>♥✐❡�✐❡ ✼✵



✹✳✷ ▼❛�❡�✐❛❧� ❛♥❞ ♠❡�❤♦❞�

�❡✜♥❡❞ ✐♥�✐❣❤� ❛� �❤❡ ❡✈♦❧✉�✐♦♥ ♦❢ �❤❡ ♠✐❝�♦���✉❝�✉�❡ ❞✉�✐♥❣ �❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ✭�❡❡ ❋✐❣✉�❡ ✹✳✹ ✐♥

�❡❝�✐♦♥ ✹✳✸✮✱ ❛♥❞ ❛ ✈❡�✐✜❝❛�✐♦♥ ♦❢ �❤❡ �✐❣❤� ��❛❝❦✐♥❣ ♦❢ �❤❡ �❛♠❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇� ✜❡❧❞� ♦❢ ✈✐❡✇✳

❚❤❡ �❡❢❡�❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉�❛�✐♦♥� ✐♥❝❧✉❞❡❞ ♣❛��✐❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ✭λa ❂ ✶✳✸✱ " ❂ ✶✵✵ ♠♠❍❣ ❢♦� �❝❡♥❛�✐♦

✶✱ λa ❂ ✶✳✻✱ " ❂ ✷✵ ♠♠❍❣ ❢♦� �❝❡♥❛�✐♦ ✷✮ ❢♦� �❡✈❡�❛❧ �❡❛�♦♥�✳ ❋✐���✱ ✇❡ ❝❤♦�❡ �♦ ♣♦��✲♣�♦❝❡��

❛❞✈❡♥�✐�✐❛❧ ❝♦❧❧❛❣❡♥ ✐♠❛❣❡� ❝❤❛�❛❝�❡�✐③❡❞ ❜② ❛ �✉✣❝✐❡♥� ❞❡❣�❡❡ ♦❢ ❞❡❝�✐♠♣✐♥❣✱ ❤❡♥❝❡ ❛✈♦✐❞✐♥❣
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✇❤❡♥ �✉❜❥❡❝�✐♥❣ �❤❡ ❛��❡�✐❛❧ �✐��✉❡ �♦ �✇♦ ❞✐✛❡�❡♥� ❧♦❛❞✐♥❣ �❝❡♥❛�✐✐✱ ♥❛♠❡❧② ❛①✐❛❧ �❡♥�✐♦♥ ✉♥❞❡�

❝♦♥��❛♥� ♣�❡��✉�❡ ❛♥❞ ✐♥✢❛�✐♦♥ ✉♥❞❡� ❝♦♥��❛♥� ❛①✐❛❧ ���❡�❝❤✱ ✇❤✐❧❡ �❤❡ ♠✐❝�♦�❝♦♣✐❝ ❝♦♥✜❣✉✲

�❛�✐♦♥ ♦❢ ❛❞✈❡♥�✐�✐❛❧ ❝♦❧❧❛❣❡♥ ✇❛� ❛❝ ✉✐�❡❞ ❜② ♠❡❛♥� ♦❢ ♠✉❧�✐♣❤♦�♦♥ ♠✐❝�♦�❝♦♣②✳ ❘❡❣❛�❞✐♥❣

�❤❡ ✜��� ❧♦❛❞✐♥❣ �❝❡♥❛�✐♦✱ ♠❛✐♥�❛✐♥✐♥❣ ❛ ❝♦♥��❛♥� ♣�❡��✉�❡ ✭1 ❂ ✶✵✵ ♠♠❍❣✮ ✇❤✐❧❡ ❛♣♣❧②✐♥❣

❛①✐❛❧ ���❡�❝❤❡� ♣�♦❞✉❝❡❞ ❛ ♣�♦♥♦✉♥❝❡❞ �❡♦�✐❡♥�❛�✐♦♥ ♦❢ ❛❞✈❡♥�✐�✐❛❧ ❝♦❧❧❛❣❡♥ ✜❜❡��✳ ❚♦ ♦✉� ❜❡��

❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ �❤❡ ❝♦♥��✐❜✉�✐♦♥ �❤❡ ❝❧♦�❡�� �♦ ♦✉�� ✐� �❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❬❈❤❡♥ ✶✸❪✱ ✇❤♦ ��✉❞✐❡❞ �❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦�

♦❢ ❝♦❧❧❛❣❡♥ ✜❜❡�� ♦❢ ❝♦�♦♥❛�② ❛��❡�✐❡� ✉♥❞❡� ❛①✐❛❧ �❡♥�✐❧❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥�❛✐♥✐♥❣ ❛ ❝♦♥��❛♥�

❝✐�❝✉♠❢❡�❡♥�✐❛❧ ���❡�❝❤✳ ■♥ �❤❡�❡ �❡���✱ ✜❜❡� �❡♦�✐❡♥�❛�✐♦♥� �❤♦✇❡❞ ❧✐♠✐�❡❞ �❡♦�✐❡♥�❛�✐♦♥� ✭�❤❡✐�

�♦�❛�✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ✶✸✪ ❧♦✇❡� �❤❛♥ ♣�❡❞✐❝�❡❞ ❜② �❤❡ ❛✣♥❡ ❦✐♥❡♠❛�✐❝�✮✳ ❚❤❡ ❞✐�❝�❡♣❛♥❝② ✇✐�❤ ♦✉�

�❡�✉❧�� ♠❛② ♦�✐❣✐♥❛�❡ ✐♥ �❤❛�✱ ✉♥❞❡� �✉❝❤ ❛ ❞❡❢♦�♠❛�✐♦♥✱ ♥♦ ��❛♥�✈❡��❡ ���❛✐♥ ♦❢ �❤❡ �❛♠♣❧❡ ✐�

♣♦��✐❜❧❡ ✭�❤�♦✉❣❤ �❤❡ ✉�❡ ♦❢ ❛ ❜❛❧❧♦♦♥ ❝❛�❤❡�❡�✮✳ ■♥ �❤❡ ♣�❡�❡♥� ��✉❞② ❤♦✇❡✈❡�✱ �❤❡ ��❛♥�✈❡��❡

���❛✐♥ ♦❜�❡�✈❡❞ ✇❤✐❧❡ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛♥ ❛①✐❛❧ �❡♥�✐♦♥ �♦ �❤❡ �❛♠♣❧❡� ❙✶❀ ❙✷ ❛♥❞ ❙✸ ✇❛� ♠❡❛�✉�❡❞

✶✺✪✱ ✶✽✪ ❛♥❞ ✶✽✪✱ �❡�♣❡❝�✐✈❡❧②✳ ❆� ❛ �❡�✉❧�✱ �❤❡ ❞❡❢♦�♠❛�✐♦♥� ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② ❬❈❤❡♥ ✶✸❪ ✐♥❞✉❝❡❞

❛ ❞✐✛❡�❡♥� ���❛✐♥ ��❛�❡ ✇✐�❤✐♥ �❤❡ �✐��✉❡ ❛� ❝♦♠♣❛�❡❞ �♦ ♦✉� ♣�♦�♦❝♦❧✳ ❚❤✐� ♠❛② ❡①♣❧❛✐♥ �❤❡

❞✐✛❡�❡♥� ✜❜❡� ❦✐♥❡♠❛�✐❝�✳

❲❡ ❛❧�♦ ✐♥✈❡��✐❣❛�❡❞ �❤❡ ✜❜❡� ❦✐♥❡♠❛�✐❝� ✉♥❞❡� ✐♥✢❛�✐♦♥ �❡��� ❛� ❛ ❝♦♥��❛♥� ✐♠♣♦�❡❞ ❛①✐❛❧

���❛✐♥✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❡�❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦� �❤❡ ❝❤❛�❛❝�❡�✐③❛�✐♦♥ ♦❢ ✜❜❡� ❦✐♥❡♠❛�✐❝� �✉❣❣❡��� �❤❛�

✐♥✢❛�✐♥❣ �❤❡ ❛��❡�② ❛� �❤❡ ❝♦♥��❛♥� ✐♥ ✈✐✈♦ ❧❡♥❣�❤ ❞♦❡� ♥♦� ♣�♦❞✉❝❡ ♥♦�✐❝❡❛❜❧❡ �♦�❛�✐♦♥� ♦❢ ❝♦❧✲

❧❛❣❡♥ ✜❜❡�� ✐♥ �❤❡ ❛❞✈❡♥�✐�✐❛✳ ❈♦❧❧❛❣❡♥ ✜❜❡�� ✜��� ���❛✐❣❤�❡♥ ✭❡♥❣❛❣❡♠❡♥�✮ ❛♥❞ �❤❡♥ ❦❡❡♣ �❤❡✐�

♦�✐❡♥�❛�✐♦♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤❡ �❛♠❡ �❡�✉❧� ✇❛� ❛❧�♦ ♦❜�❛✐♥❡❞ ❜② ❬❙❝❤�❛✉✇❡♥ ✶✷❪✱ ✇❤♦ �✉❜♠✐��❡❞

❝❛�♦�✐❞ ❛��❡�✐❡� �♦ ✐♥✢❛�✐♦♥ ❛❢�❡� ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛♥ ✐♥✐�✐❛❧ ���❡�❝❤ ♦❢ λ ❂ ✶✳✺✳ ❚❤❡② ♠❡❛�✉�❡❞ ✜❜❡�

✇❛✈✐♥❡�� ❛♥❞ ♦�✐❡♥�❛�✐♦♥ ❛❝�♦�� ❛ ❣✐✈❡♥ �❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥�❡�❡��✳ ❘❡�✉❧�� �❤♦✇❡❞ �❤❛� ❛❢�❡� ✉♥❢♦❧❞✐♥❣

✭✇❛✈✐♥❡�� ♣❛�❛♠❡�❡� > ✵✳✽✱ ❝♦��❡�♣♦♥❞✐♥❣ �♦ ❛♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣�❡��✉�❡ ♦❢ ✻✵ ♠♠❍❣✮✱ �❤❡ ♣❡❛❦ ♦�✐✲

❡♥�❛�✐♦♥ ❞❡♥�✐�② ❞✐❞ ♥♦� ✈❛�② ❢✉��❤❡� ❞✉�✐♥❣ �❤❡ ❞❡❢♦�♠❛�✐♦♥ ✭♠❛①✐♠✉♠ ♣�❡��✉�❡ ✶✷✵ ♠♠❍❣✮✱

✐♥❞✐❝❛�✐♥❣ �❤❛� ✜❜❡�� ❞✐❞ ♥♦� �❡♦�✐❡♥� ❞✉�✐♥❣ ❞❡❢♦�♠❛�✐♦♥✳ ▼✐❝�♦�❝♦♣② ✐♠❛❣❡� ❛❧�♦ �✉❣❣❡��❡❞✱

�❤❛� �❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦�✐❡♥�❛�✐♦♥� ♦❢ �❤❡ ❝�✐♠♣❡❞ ✜❜❡�� ❞✐❞ ♥♦� ✈❛�② ♥♦�✐❝❡❛❜❧② ❞✉�✐♥❣ �❤❡ ❞❡❝�✐♠♣✐♥❣

❲✐�♦❧❞ ❑�❛�♥② ❚❤?�❡ ❡♥ ▼@❝❛♥✐ ✉❡ ❡� ■♥❣@♥✐❡�✐❡ ✼✻



✹✳✹ ❉✐�❝✉��✐♦♥

♣�♦❝❡�� ♦❝❝✉��✐♥❣ ❡❛�❧② ✐♥ �❤❡ ✐♥✢❛�✐♦♥ ♣�♦❝❡❞✉�❡ ✭✵ �♦ ✻✵ ♠♠❍❣✮✳ ❆❧�♦✱ ✐♥ �❤❡ ❝♦♥��✐❜✉�✐♦♥

♦❢ ❬❈❤❡♥ ✶✸❪ ❛♥❞ ❞❡�♣✐�❡ �❤❡ ❞✐✛❡�❡♥� �②♣❡ ♦❢ ❛��❡�②✱ ❛❞✈❡♥�✐�✐❛❧ ❝♦❧❧❛❣❡♥ ✇❛� �❤♦✇♥ �♦ ❜❡❤❛✈❡

�✐♠✐❧❛�❧② �♦ ♦✉� �❡�✉❧��✳ ❘❡❢❡��✐♥❣ �♦ �❤❡ ♣�❡�❡♥�❡❞ �❡�✉❧�� ❬❈❤❡♥ ✶✸❪ ❛♥❞ ✐♥�❡�♣�❡�✐♥❣ ✜❜❡�

�❡♦�✐❡♥�❛�✐♦♥� ✉♥❞❡� ✐♥❝�❡❛�✐♥❣ ❝✐�❝✉♠❢❡�❡♥�✐❛❧ ���❡�❝❤❡� ✭λ ❂ ✶ �♦ λ ❂ ✶✳✼✮ ❛� ❛ ❣✐✈❡♥ ❛①✐❛❧

���❡�❝❤ ✭λ ❂ ✶✳✺✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐� ❛ ❧♦❛❞✐♥❣ �❝❡♥❛�✐♦ ❦✐♥❡♠❛�✐❝❛❧❧② ❡.✉✐✈❛❧❡♥� �♦ ✐♥✢❛�✐♦♥ ❛� ❝♦♥��❛♥�

❛①✐❛❧ ���❡�❝❤✱ ✇❡ ♥♦�❡ �❤❛� ✜❜❡�� �❤♦✇❡❞ ❧✐♠✐�❡❞ �❡♦�✐❡♥�❛�✐♦♥� ✭�❤❡✐� �♦�❛�✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ✸✵✪ ❧♦✇❡�

�❤❛♥ ♣�❡❞✐❝�❡❞ ❜② �❤❡ ❛✣♥❡ ❦✐♥❡♠❛�✐❝�✮✳ ❚♦ ♦✉� ❜❡�� ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♦♥❧② ❬❑❡②❡� ✶✶❪ ♦❜�❛✐♥❡❞

�❡�✉❧�� ✇✐�❤ ❞✐✛❡�❡♥� ��❡♥❞� ❛❧�❤♦✉❣❤ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉� ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣�♦�♦❝♦❧✳ ❚❤❡② ❢♦✉♥❞

�❤❛� ❛❞✈❡♥�✐�✐❛❧ ❝♦❧❧❛❣❡♥ ✜❜❡�� �❡♦�✐❡♥� �✐❣♥✐✜❝❛♥�❧② ❢�♦♠ ❛①✐❛❧ �♦ ❝✐�❝✉♠❢❡�❡♥�✐❛❧ ❞✐�❡❝�✐♦♥� ✉♥✲

❞❡� ❤✐❣❤ ♣�❡��✉�❡✳ ❚❤❡�❡ ❞✐✛❡�❡♥❝❡� ♠❛② ❜❡ ❛���✐❜✉�❡❞ �♦ ❛ ❞✐✛❡�❡♥� �✐��✉❡ �②♣❡ ❛♥❞ ❛ ❞✐✛❡�❡♥�

♠❡�❤♦❞♦❧♦❣②✱ ❣✐✈❡♥ �❤❛� ❛ ✜①❡❞ �❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥�❡�❡�� ✇❛� ♥♦� ��❛❝❦❡❞ ❞✉�✐♥❣ �❤❡ ♦✈❡�❛❧❧ ♠✐❝�♦�❝♦♣②

♣�♦❝❡❞✉�❡ ♦❢ �❤❡�❡ ❛✉�❤♦��✳

❚❤❡ ❦✐♥❡♠❛�✐❝� ♦❢ ❝♦❧❧❛❣❡♥ ❜✉♥❞❧❡� ❛�❡ ❛❧�♦ ♠♦❞✐✜❡❞ ✇❤❡♥ �❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❧♦❛❞✐♥❣ �❝❡♥❛�✐♦ ✐♥✲

❞✉❝❡� ②❡� ♦�❤❡� ♠❛❝�♦�❝♦♣✐❝ ���❛✐♥�✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❬❲❛♥ ✶✷❪ ❝♦♠♣❛�❡❞ �❤�❡❡ ✐♥✢❛�✐♦♥ ❝♦♥✜❣✉�❛�✐♦♥�

✭✐♥❝�❡❛�✐♥❣ ✐♥�❡�♥❛❧ ♣�❡��✉�❡✮ ✇❤✐❧❡ �✐♠✉❧�❛♥❡♦✉�❧② �❡❞✉❝✐♥❣ ❛①✐❛❧ ���❡�❝❤✳ ❚❤❡② ❢♦✉♥❞ �❤❛� ❝♦❧✲

❧❛❣❡♥ ✐♥ ♠♦✉�❡ ❛❞✈❡♥�✐�✐❛ �❤♦✇� ❛✣♥❡ ❦✐♥❡♠❛�✐❝� ✐♥ �❤❡ ♣❤②�✐♦❧♦❣✐❝❛❧ �❛♥❣❡ ♦❢ ❞❡❢♦�♠❛�✐♦♥�✳

❋✉��❤❡�♠♦�❡✱ ❬❙❛❝❦� ✵✸❛❪ ❞♦❝✉♠❡♥�❡❞ ❝♦❧❧❛❣❡♥ ❦✐♥❡♠❛�✐❝� ✉♥❞❡� ♣❧❛♥❛� ❜✐❛①✐❛❧ ❞❡❢♦�♠❛�✐♦♥
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❚❤❡ ❝❡❧❧✉❧❛� �❡♥�❡❣�✐�② �❤❡♦�②✱ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦� �✉❜❝❡❧❧✉❧❛� ❞❡�❝�✐♣�✐♦♥�✱ ♣�♦♣♦�❡� ❛ �❡♣�❡�❡♥�❛✲

�✐♦♥ ♦❢ �❤❡ ❝❡❧❧✉❧❛� ❝②�♦���✉❝�✉�❡ �❤�♦✉❣❤ ❛ ♥❡�✇♦�❦ ♦❢ ❤✐❣❤✲���❡♥❣�❤ ♠✐❝�♦�✉❜✉❧❡�✱ ♠❛✐♥�❛✐♥❡❞

✐♥ ❝♦♠♣�❡��✐♦♥ ❜② ❛ ♥❡�✇♦�❦ ♦❢ ❧♦✇✲���❡♥❣�❤ ❛❝�✐♥ ✜❜❡�� ✉♥❞❡� �❡♥�✐♦♥✱ �❤❡ ✇❤♦❧❡ �②��❡♠ ❜❡✲

✐♥❣ ✐♥ ��❛�✐❝ ❡-✉✐❧✐❜�✐✉♠ ✐♥ �❤❡ ❛❜�❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡①�❡�♥❛❧ ❧♦❛❞✳ ❙✉❝❤ �❤❡♦�② ❝❛♥ ❜❡ ❡①�❡♥❞❡❞

�♦ ❝♦❧❧❛❣❡♥♦✉� ♥❡�✇♦�❦� ❛� �❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉�❡ ✹✳✻✱ ✇❤❡�❡ ❛ �✐♠♣❧✐✜❡❞ �❡♥�❡❣�✐�② ♠♦❞❡❧ ✐♥�♣✐�❡❞

❢�♦♠ ❬▲✉♦ ✵✽❪ ✐� ✐♥��♦❞✉❝❡❞ �♦ �❡♣�❡�❡♥� ❛��❡�✐❛❧ ❛❞✈❡♥�✐�✐❛ ✇✐�❤ �✐❣✐❞ ❝♦❧❧❛❣❡♥ ✜❜❡�� ❛♥❞ ❝♦♠✲

♣❧✐❛♥� ❧✐♥❦� ❜❡�✇❡❡♥ �❤❡ ❝♦❧❧❛❣❡♥ ✜❜❡�� ❬❈❤♦✇ ✶✹❪✳ ❙✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ♠❛② ❡①♣❧❛✐♥ �❤❡ �❡�✉❧��

♦❜�❡�✈❡❞ ✐♥ �❤❡ ♣�❡�❡♥� ��✉❞②✿ ✉♥❞❡� ✐♥✢❛�✐♦♥ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛� ❛ ❝♦♥��❛♥� ❛①✐❛❧ ���❡�❝❤✱ ✜❜❡� �♦�❛�✐♦♥

✐� ✐♠♣♦��✐❜❧❡✱ ❛� ✐� ✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧② ❛ ��❛♥�✈❡��❡ ���❛✐♥✱ �❤❡ ✜❜❡�� ❜❡✐♥❣ �✐❣✐❞✳ ❈♦♥✈❡��❡❧②✱ ✉♥❞❡�

❛①✐❛❧ �❡♥�✐❧❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛� ❛ ✜①❡❞ ✐♥♥❡� ♣�❡��✉�❡✱ ✜❜❡� �♦�❛�✐♦♥ ✐� �❤❡ ♦♥❧② ✇❛② �♦ ❛❧❧♦✇ �❤❡ ❡①�❡♥✲

�✐♦♥✳ ◆♦�✐❝❡❛❜❧②✱ �❤✐� ♠♦❞❡❧ ♠❛② ❛❧�♦ ❡①♣❧❛✐♥ �❤❡ �❡�✉❧�� ♦❢ ❬❈❤❡♥ ✶✸❪❀ ♥❛♠❡❧② ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣

❛♥ ❛①✐❛❧ �❡♥�✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥�❛✐♥✐♥❣ �❤❡ ❝✐�❝✉♠❢❡�❡♥�✐❛❧ ���❡�❝❤ ❝♦♥��❛♥� ✭❤❡♥❝❡ ❞✐�❛❜❧✐♥❣ ��❛♥�✲

✈❡��❡ ���❛✐♥✮✱ ✜❜❡� �♦�❛�✐♦♥� ✇❡�❡ ❧✐♠✐�❡❞ ❛♥❞ ♦✈❡�♣�❡❞✐❝�❡❞ ❜② ❛✣♥❡ ♣�❡❞✐❝�✐♦♥�✳ ❆❧❧ ✐♥ ❛❧❧✱

�❤✐� �❡♣�❡�❡♥�❛�✐♦♥ ♦❢ �❤❡ ❛❞✈❡♥�✐�✐❛❧ ♠✐❝�♦���✉❝�✉�❡✱ ❜❛�❡❞ ♦♥ ❛ ♣�❡✈✐♦✉�❧② ❛♣♣❧✐❡❞ �❡♥�❡❣�✐�②

♠♦❞❡❧ ❬▲✉♦ ✵✽❪✱ ❝♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥ �❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❦✐♥❡♠❛�✐❝� ♦❢ ❝♦❧❧❛❣❡♥ ✜❜❡�� ❛♥❞ �❤❡✐� ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

♦♥ �❤❡ �②♣❡ ♦❢ ❧♦❛❞✐♥❣ �❝❡♥❛�✐♦ �❤❛� ✇❡ ♦❜�❡�✈❡❞ ✐♥ �❤❡ ♣�❡�❡♥� ��✉❞②✳

❙�✐❧❧✱ �❡✈❡�❛❧ ❧✐♠✐�❛�✐♦♥� �♦ �❤✐� ��✉❞② �❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡♥�✐♦♥❡❞✳ ■♥ ❢❛❝�✱ �❤❡ ❞❡❢♦�♠❛�✐♦♥� ✉♥❞❡�❣♦♥❡

❜② �❤❡ ❛��❡�✐❛❧ �❛♠♣❧❡� ♠❛�❝❤ ♦♥❧② ♣❛��✐❛❧❧② �❤❡ ✐♥ ✈✐✈♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣✳ ❚❤✐� ✐� ♦❜✈✐♦✉�❧②

�❤❡ ❝❛�❡ ♦❢ ❛①✐❛❧ �❡♥�✐♦♥ ✉♥❞❡� ❝♦♥��❛♥� ♣�❡��✉�❡✱ ❜✉� ❛❧�♦ �♦ ❛ ❝❡��❛✐♥ ❡①�❡♥� ♦❢ ✐♥✢❛�✐♦♥ ❛� ❛

✜①❡❞ ✐♥ ✈✐✈♦ ���❡�❝❤✳ ❆❧�♦✱ �❤❡ �❡�� �❡♠♣❡�❛�✉�❡ ✇❛� ♠❛✐♥�❛✐♥❡❞ ❛� ✷✵➦❈✱ ✇❤✐❧❡ ✐� ✐� ✸✽✲✹✵➦❈ ✐♥

✈✐✈♦✱ ❛♥❞ �❤❡ ❞❡❢♦�♠❛�✐♦♥ ✇❛� ❛♣♣❧✐❡❞ ✉♥❞❡� -✉❛�✐ ��❛�✐❝ ❝♦♥❞✐�✐♦♥�✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦� �❡♥❞❡� �❤❡

❲✐�♦❧❞ ❑�❛�♥② ❚❤A�❡ ❡♥ ▼B❝❛♥✐-✉❡ ❡� ■♥❣B♥✐❡�✐❡ ✼✽



✹✳✹ ❉✐�❝✉��✐♦♥

Circumferential stretch

(kinematical answer to inflation)

Axial stretch

(kinematical answer

to axial tension)

Transverse

contractionNo external load

❋✐❣✉�❡ ✹✳✻ ✕ ❙❝❤❡♠❛�✐❝ �❡♣�❡�❡♥�❛�✐♦♥ ♦❢ ❛❞✈❡♥�✐�✐❛❧ ♠✐❝�♦���✉❝�✉�❡ ✐♥�♣✐�❡❞ ❢�♦♠ �❤❡ �❡♥�❡❣✲
�✐�② ���✉❝�✉�❡ ♦❢ ▲✉♦ ❡� ❛❧ ✷✵✵✽ ❬▲✉♦ ✵✽❪✳ ❇❧❛❝❦ �❡❣♠❡♥�� �❡♣�❡�❡♥� ❤❡�❡ ❧♦✇✲❝♦♠♣❧✐❛♥� ❝♦❧❧❛❣❡♥
❜✉♥❞❧❡�✱ ✇❤✐❧❡ ❜❧✉❡ �❡❣♠❡♥�� �❡♣�❡�❡♥� ❤✐❣❤✲❝♦♠♣❧✐❛♥� ❜✐♥❞✐♥❣ ✜❜❡�� ✇❤✐❝❤ ❡①❡�� ❝♦♠♣�❡��✐✈❡
❢♦�❝❡� ♦♥ �❤❡ ❝♦❧❧❛❣❡♥ ❜✉♥❞❧❡� ✉♥❞❡� ③❡�♦ ❧♦❛❞✳ ❚❤❡ �✇♦ ❝♦♥�✐❞❡�❡❞ ❧♦❛❞✐♥❣ �❝❡♥❛�✐✐ ❛�❡ �❡♣✲
�❡�❡♥�❡❞✱ ❝❤❛�❛❝�❡�✐③❡❞ ❜② ❢�❡❡ ��❛♥�✈❡��❡ ���❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛�② ❝♦♥❞✐�✐♦♥ ✐♥ �❤❡ ❝❛�❡ ♦❢ �❝❡♥❛�✐♦ ✶
✭❛①✐❛❧ �❡♥�✐♦♥✮✱ ❛♥❞ ❜② ✜①❡❞ ❛①✐❛❧ ❧❡♥❣�❤ ❜♦✉♥❞❛�② ❝♦♥❞✐�✐♦♥ ✐♥ �❤❡ ❝❛�❡ ♦❢ �❝❡♥❛�✐♦ ✷ ✭✐♥✢❛✲
�✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❣�❡② �❡❣♠❡♥�� �❡♣�❡�❡♥� �❤❡ ✐♥✐�✐❛❧ ♣♦�✐�✐♦♥� ♦❢ ❝♦❧❧❛❣❡♥ ❜✉♥❞❧❡�✱ ❜❡❢♦�❡ ❞❡❢♦�♠❛�✐♦♥✱
�♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛�❡❞ ✇✐�❤ ✜♥❛❧ ♣♦�✐�✐♦♥� ✐♥ ❜❧❛❝❦✱ ❛❢�❡� ❞❡❢♦�♠❛�✐♦♥✳

❞②♥❛♠✐❝ ♥❛�✉�❡ ♦❢ �❤❡ ♣✉❧�❛�✐❧❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ✐♥ ✈✐✈♦ ✭♦❢ �❤❡ ♦�❞❡� ♦❢ ✶ ❍③✮✳ ▼♦�❡♦✈❡�✱ �❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞

�❛♥❣❡ ♦❢ ♣�❡��✉�❡ ❞✐❞ ♥♦� ♠❛�❝❤ �❤❡ ✐♥ ✈✐✈♦ ❛♠♣❧✐�✉❞❡ ❜❡�✇❡❡♥ �②��♦❧❡ ❛♥❞ ❞✐❛��♦❧❡✱ ✇❤✐❝❤

�❛♥❣❡� ❜❡�✇❡❡♥ ✶✵✺±✶✺ ❛♥❞ ✶✷✺±✶✺ ♠♠❍❣ ❬●♦✈②�✐♥ ✺✼❪ ✐♥ �❤❡ �❛❜❜✐� ❛��❡�②✳ ❇❡�✐❞❡�✱ ❡①❝✐�✐♦♥

♦❢ �❤❡ ❛��❡�✐❛❧ �✐��✉❡ ❢�♦♠ ✐�� ♥❛�✐✈❡ ❡♥✈✐�♦♥♠❡♥� ✐♥✐�✐❛�❡❞✱ ♣�✐♦� �♦ �❡��✐♥❣✱ �❤❡ ❞❡���✉❝�✐✈❡

❛❝�✐♦♥ ♦❢ ❞❡❣�❛❞❛�✐✈❡ ❡♥③②♠❡� ❛✛❡❝�✐♥❣ ❝♦❧❧❛❣❡♥ ❝♦♥�❡♥�✳ ■♥ �❤❡ ♠❡❛♥�✐♠❡✱ ❛� �❤❡ �✐��✉❡ ✇❛�

��♦�❡❞ ✐♥ 6❇❙✱ ✐� ✇❛� ♣�♦♥❡ �♦ ❛ ♠♦❞✐✜❝❛�✐♦♥ ♦❢ �❡�✐❞✉❛❧ ���❡��✱ ❛� ❛ �❡�✉❧� ♦❢ �❤❡ ❡✈♦❧✈✐♥❣

✜①❡❞✲❝❤❛�❣❡ ❞❡♥�✐�② ❛❝❝✉♠✉❧❛�❡❞ ❜② ♣�♦�❡♦❣❧②❝❛♥� ❬❆③❡❧♦❣❧✉ ✵✽❪✱ ❡✈❡♥�✉❛❧❧② ❝❛✉�✐♥❣ ❛ �✇❡❧❧✐♥❣

♦❢ �❤❡ �✐��✉❡✳ ❆� ❛ �❡�✉❧�✱ ✐� ❝❛♥♥♦� ❜❡ ♥❡❣❧❡❝�❡❞ �❤❛� �❤✐� �❡�✐❞✉❛❧ ���❡��✱ �❡�✉❧�✐♥❣ ❢�♦♠ �❛♠♣❧❡

��♦�✐♥❣ ✐♥ 6❇❙✱ ✐♥✢✉❡♥❝❡� ❜♦�❤ �❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ �❡�♣♦♥�❡ ❛♥❞ ❝♦❧❧❛❣❡♥ ✜❜❡� ❦✐♥❡♠❛�✐❝�✳ ❍♦✇❡✈❡�✱

�❤❡ ♦❜❥❡❝�✐✈❡ ♦❢ ♦✉� ❝♦♥��✐❜✉�✐♦♥ ✇❛� �♦ ✐♥✈❡��✐❣❛�❡ ❛ ♣♦��✐❜❧❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ✜❜❡� ❦✐♥❡♠❛�✐❝�

�♦ ❞✐✛❡�❡♥� ❧♦❛❞✐♥❣ �❝❡♥❛�✐✐✱ �❛�❤❡� �❤❛♥ �♦ ❝❤❛�❛❝�❡�✐③❡ �❤❡ ✜❜❡� ❦✐♥❡♠❛�✐❝� ✉♥❞❡� ✐♥ ✈✐✈♦

❝♦♥❞✐�✐♦♥�✳ ❆� ❛ �❡�✉❧�✱ �❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ �❡�� �❡♠♣❡�❛�✉�❡ ❛♥❞ ♦❢ ♣�❡��✉�❡ �❛♥❣❡ ❞✐❞ ♥♦� ✐♠♣❛✐�
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�✉�❡ ♦♥ �❤❡ ❛♠♣❧✐�✉❞❡ ♦❢ ✜❜❡� �♦�❛�✐♦♥❄

✕ ▼❛② �❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♣�✉�❡ ♦�❤❡� ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣�♦♣❡��✐❡� ♦❢ ✜❜�♦✉� ♠❛�❡�✐❛❧� �❤❛� ♦�✐❣✐♥❛�❡ ✐♥

�❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦� ♦❢ �❤❡✐� ♠✐❝�♦���✉❝�✉�❡❄

❲✐�♦❧❞ ❑�❛�♥② ❚❤E�❡ ❡♥ ▼F❝❛♥✐8✉❡ ❡� ■♥❣F♥✐❡�✐❡ ✽✽



L

l

d

L ≫ l ≫ d.



❈❤❛♣�❡� ✺✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛��❡�✐❡� ♦♥ �❤❡ ❜❛�✐� ♦❢ ✜❜❡�✲�❝❛❧❡ ♠✐❝�♦♠❡❝❤❛♥✐❝�

�❡❧❛�✐♦♥ ❜❡�✇❡❡♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉� ❞❡❢♦�♠❛�✐♦♥� ❛❝�✐♥❣ ♦♥ �❤❡ ❜♦✉♥❞❛�② ♦❢ �❤❡ ❘❱❊ ❛♥❞ �❡�✉❧�✐♥❣

❛✈❡�❛❣❡ ���❡��❡� ✭✐✳❡✳ �❤❡ ✧❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞✧ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦� ♦❢ �❤❡ ♦✈❡�❛❧❧ ♠❛�❡�✐❛❧✮✱ ❝❛♥ �❤❡♥

❜❡ ❡��✐♠❛�❡❞ ❢�♦♠ �❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦� ♦❢ �❤❡ ❛❢♦�❡♠❡♥�✐♦♥❡❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉� ♣❤❛�❡� ❛♥❞

❢�♦♠ �❤❡✐� ♠♦�♣❤♦❧♦❣②✱ �❤❡✐� ✈♦❧✉♠❡ ❢�❛❝�✐♦♥�✱ ❛� ✇❡❧❧ ❛� ♠✉�✉❛❧ ✐♥�❡�❛❝�✐♦♥�✳

❲❡ ❝♦♥�✐❞❡� ❛♥ ❘❱❊ ❝♦♠♣♦�❡❞ ♦❢ n ♣❤❛�❡� ❡①❤✐❜✐�✐♥❣ ❛ ❤②♣♦❡❧❛��✐❝ ♠❛�❡�✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦�✿

∆
σi = Ci : di (i ∈ {1, ..., n}), ✭✺✳✷✮

✇❤❡�❡ di ✐� �❤❡ ♠✐❝�♦�❝♦♣✐❝ �❡❝♦♥❞✲♦�❞❡� ���❛✐♥ �❛�❡ �❡♥�♦�✱ σi ✐� �❤❡ ♠✐❝�♦�❝♦♣✐❝ �❡❝♦♥❞✲♦�❞❡�

❈❛✉❝❤② ���❡�� �❡♥�♦�✱ Ci ✐� �❤❡ ❢♦✉��❤✲♦�❞❡� ��✐✛♥❡�� �❡♥�♦� �❡❧❛�✐✈❡ �♦ �❤❡ ❝♦♥�✐❞❡�❡❞ ♣❤❛�❡✳

❋♦� �❛❦❡ ♦❢ �✐♠♣❧✐❝✐�②✱ ✇❡ ❛��✉♠❡ �❤❛� ❛❧❧ ♣❤❛�❡� ❡①❤✐❜✐� ❛♥ ✐�♦��♦♣✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦�✱ �❤✉�✿

Ci = 3kiJ+ 2µiK, ✭✺✳✸✮

✇❤❡�❡ ki ❛♥❞ µi ❛�❡ �❡�♣❡❝�✐✈❡❧② �❤❡ ❝♦♠♣�❡��✐❜✐❧✐�② ❛♥❞ �❤❡❛� ♠♦❞✉❧✐ ♦❢ �❤❡ i✲�❤ ♣❤❛�❡✱ J ✐�

�❤❡ ❢♦✉��❤✲♦�❞❡� �♣❤❡�✐❝❛❧ ♣�♦❥❡❝�♦� ✇✐�❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥�� Jijkl ❂
1

3
δijδkl ❛♥❞ K ✐� �❤❡ ❢♦✉��❤✲♦�❞❡�

❞❡✈✐❛�♦�✐❝ ♣�♦❥❡❝�♦�✿

K = I− J ✭✺✳✹✮

❛♥❞ ✇❤❡�❡ I ✐� �❤❡ ❢♦✉��❤✲♦�❞❡� ✐❞❡♥�✐�② �❡♥�♦�✱ ✇✐�❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥�� Iijkl =
1

2
(δikδjl + δilδjk)✳

∆
σi ❞❡♥♦�❡� ❛♥ ♦❜❥❡❝�✐✈❡ ❞❡�✐✈❛�✐✈❡ ♦❢ �❤❡ ���❡�� �❡♥�♦�✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛�✿

∆
σ = σ̇ + σ · ω̃ − ω̃ · σ, ✭✺✳✺✮

✇❤❡�❡ �❤❡ ❞♦� ❞❡♥♦�❡� �❤❡ �✐♠❡ ❞❡�✐✈❛�✐✈❡ ❛♥❞ ω̃ ✐� ❛ �❡❝♦♥❞✲♦�❞❡� �❦❡✇✲�②♠♠❡��✐❝ �❡♥�♦�

❞❡✜♥✐♥❣ �❤❡ �♦�❛�✐♦♥ ♦❢ �❤❡ ♠❛�❡�✐❛❧ ♣♦✐♥�✳ ❉✐✛❡�❡♥� ❝❤♦✐❝❡� ❡①✐�� ❢♦� �❤✐� �❡♥�♦�❀ ✇❡ ❝❤♦�❡ �❤❡

❏❛✉♠❛♥♥ ♦❜❥❡❝�✐✈❡ �❛�❡✱ �❛❦✐♥❣ ω ❛� �❤❡ ♠✐❝�♦�❝♦♣✐❝ �♣✐♥ �❡♥�♦� ❞❡✜♥❡❞ ❛� �❤❡ �❦❡✇✲�②♠♠❡��✐❝

♣❛�� ♦❢ �❤❡ ❊✉❧❡�✐❛♥ ✈❡❧♦❝✐�② ❣�❛❞✐❡♥�✳

✺✳✷✳✷ ❯♣�❝❛❧✐♥❣ ♦❢ ❡❧❛��✐❝ ♣�♦♣❡��✐❡�

❚❤❡ ❘❱❊ ✐� �✉❜❥❡❝�❡❞ �♦ ❍❛�❤✐♥ ❜♦✉♥❞❛�② ❝♦♥❞✐�✐♦♥�✿ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉� ���❛✐♥ �❛�❡ D ✐� ❛♣♣❧✐❡❞

❛� ✐�� ❜♦✉♥❞❛�② ✐♥ �❡�♠� ♦❢ ❛ ♣�❡�❝�✐❜❡❞ ✈❡❧♦❝✐�② ✜❡❧❞ ξ̇✱ �❡❛❞✐♥❣ ❛�✿

ξ̇ = D ·X ✭✺✳✻✮

✇✐�❤ X ❧❛❜❡❧❧✐♥❣ �❤❡ ❧♦❝❛�✐♦♥ ✈❡❝�♦� ♦♥ �❤❡ ❜♦✉♥❞❛�② �✉�❢❛❝❡ ♦❢ �❤❡ ❘❱❊✳ ❚❤❡�❡ ❍❛�❤✐♥ ❜♦✉♥❞✲

❛�② ❝♦♥❞✐�✐♦♥� ❡♥�✉�❡ �❤❛� �❤❡ ❦✐♥❡♠❛�✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣❛�✐❜❧❡ ♠✐❝�♦�❝♦♣✐❝ ���❛✐♥ �❛�❡� ✐♥�✐❞❡ �❤❡ ❘❱❊

❢✉❧✜❧❧ �❤❡ ❛✈❡�❛❣❡ ❝♦♥❞✐�✐♦♥✿

D(X, t) =

n
∑

i=1

αi · di ✭✺✳✼✮

✇❤❡�❡ αi ❛�❡ �❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢�❛❝�✐♦♥� ♦❢ ♣❤❛�❡ i✱ ❛♥❞ di ��❛♥❞� ❢♦� �❤❡ ❛✈❡�❛❣❡❞ ���❛✐♥ �❛�❡ ♦✈❡�

�❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ♣❤❛�❡ i✳

❙✐♠✐❧❛�❧②✱ �❤❡ ❡7✉✐❧✐❜�❛�❡❞ ♣❤❛�❡ ���❡��❡� σi ❢✉❧❧✜❧ �❤❡ ❛✈❡�❛❣❡ ❝♦♥❞✐�✐♦♥✿

Σ(X, t) =
n
∑

i=1

αi · σi ✭✺✳✽✮

❲✐�♦❧❞ ❑�❛�♥② ❚❤:�❡ ❡♥ ▼;❝❛♥✐7✉❡ ❡� ■♥❣;♥✐❡�✐❡ ✾✵



✺✳✷ ▼♦❞❡❧ ❢♦
♠✉❧❛�✐♦♥

✇❤❡
❡ σi 
❡❢❡
 �♦ ♠✐❝
♦�❝
♦♣✐❝ ��
❡�� �❡♥�♦
� ❛✈❡
❛❣❡❞ ♦✈❡
 �❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❤❛�❡ ❛♥❞ Σ


❡❢❡
� �♦ �❤❡ ♦✈❡
❛❧❧ ❛✈❡
❛❣❡❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉� ��
❡��✳

❚❤❡ 
❡❧❛�✐♦♥� ❜❡�✇❡❡♥ �❤❡ ♠❛❝
♦�❝♦♣✐❝❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ��
❛✐♥ 
❛�❡ ❛♥❞ �❤❡ ♠✐❝
♦�❝♦♣✐❝ ❛✈❡
❛❣❡� ♦❢

�❤❡ ��
❛✐♥ 
❛�❡ ❛♥❞ ♦❢ �❤❡ �♣✐♥ ♦✈❡
 ❡❛❝❤ ♣❤❛�❡ ❢♦❧❧♦✇ ❢
♦♠ �❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛�✐♦♥ ♦❢ �❤❡ ❊�❤❡❧❜②

�♦❧✉�✐♦♥ ❢♦
 ❛ ♠❛�
✐① ✐♥❝❧✉�✐♦♥ ♣
♦❜❧❡♠ �♦❣❡�❤❡
 ✇✐�❤ �❤❡ �✉♣❡
♣♦�✐�✐♦♥ ♣
✐♥❝✐♣❧❡✳ ❊�❤❡❧❜②

✐♥❞❡❡❞ ❛♥❛❧②③❡❞ �❤❡ �♣❡❝✐❛❧ ❝❛�❡ ♦❢ ❛ �✐♥❣❧❡ ❡❧❧✐♣�♦✐❞❛❧ ✐♥❝❧✉�✐♦♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐�❡ ♠❛✲

�
✐① ❬❊�❤❡❧❜② ✺✼✱ ❍✐❧❧ ✻✺❪ ❛♥❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡❞ �❤❛�✱ ✇❤❡♥ ❛ ♠❛❝
♦�❝♦♣✐❝ ❞❡❢♦
♠❛�✐♦♥ ✐� ❛♣♣❧✐❡❞ ❛�

�❤❡ ❜♦✉♥❞❛
✐❡� ♦❢ �❤❡ ✐♥✜♥✐�❡ ❞♦♠❛✐♥✱ �❤❡ ��
❛✐♥ ❛♥❞ �❤❡ �♣✐♥ ✐♥ �❤❡ ✐♥❝❧✉�✐♦♥ ❛
❡ ✉♥✐❢♦
♠

❛♥❞ ❛
❡ ❧✐♥❡❛
❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥� ♦♥ �❤❡ ��
❛✐♥ �❡♥�♦
 
❡♠♦�❡❧② ✐♠♣♦�❡❞ ✐♥ �❤❡ ♠❛�
✐①✳ ❚❤✐� 
❡�✉❧�

❝❛♥ ❜❡ ❡①�❡♥❞❡❞ �♦ ♠♦
❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠✐❝
♦��
✉❝�✉
❛❧ ❝♦♥✜❣✉
❛�✐♦♥� �❤♦✇✐♥❣ ♥✉♠❡
♦✉� ❡❧❧✐♣�♦✐❞❛❧

✐♥❝❧✉�✐♦♥�✳ ❚❤❡ ��
❛✐♥� ❛
❡ �❤❡♥ ♥♦� ❛♥②♠♦
❡ ✉♥✐❢♦
♠✱ ❛♥❞ ❛ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ❛♣♣
♦❛❝❤ ✐� ❝❤♦�❡♥✳

❚❤❡ �✉♣❡
♣♦�✐�✐♦♥ ♣
✐♥❝✐♣❧❡ ❛❧❧♦✇� �♦ 
❡❧❛�❡ �❤❡ ♠✐❝
♦�❝♦♣✐❝ ��
❛✐♥ 
❛�❡ ❛♥❞ �♣✐♥ ❧✐♥❡❛
❧② �♦ �❤❡

♠❛❝
♦�❝♦♣✐❝ ��
❛✐♥ 
❛�❡ �❤
♦✉❣❤✿

di = Ai : D (i ∈ {1, ..., n}) ✭✺✳✾✮

ωi = Ri : D (i ∈ {1, ..., n}) ✭✺✳✶✵✮

✇❤❡
❡ Ai ✐� �❤❡ ��
❛✐♥ ❝♦♥❝❡♥�
❛�✐♦♥ ♦♣❡
❛�♦
✱ Ri ✐� �❤❡ �♣✐♥ ❝♦♥❝❡♥�
❛�✐♦♥ ♦♣❡
❛�♦
✱ di ✐� �❤❡

♠✐❝
♦�❝♦♣✐❝ ��
❛✐♥ 
❛�❡ �❡♥�♦
 ♣
❡✈✐♦✉�❧② ❞❡✜♥❡❞✱ ❛♥❞ ωi ✐� �❤❡ ♠✐❝
♦�❝♦♣✐❝ �♣✐♥✱ ❝♦

❡�♣♦♥❞✐♥❣

�♦ ♣❤❛�❡ i✳ ❲❤❡♥ �❤❡ ✐♥�❡
❛❝�✐♦♥ ❜❡�✇❡❡♥ ✐♥❝❧✉�✐♦♥� ❝❛♥♥♦� ❜❡ ♥❡❣❧❡❝�❡❞✱ �❤❡ ��
❛✐♥ ❛♥❞ �♣✐♥

❝♦♥❝❡♥�
❛�✐♦♥ �❡♥�♦
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ẋj = ω̃f · xj (j = {r, θ, φ}) ✭✺✳✶✶✮
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Φ = Σ(X, t) : D. ✭✺✳✶✷✮

✺✳✷✳✸ ❆❧❣♦	✐�❤♠
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�❡�✉❧�✱ �❡❧❡✈❛♥� ❘❱❊� �❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✱ ✐♥ ♦�❞❡� �♦ ♠♦❞❡❧ �❡♣❛�❛�❡❧② �❤❡ �✉♥✐❝❛ ✐♥�✐♠❛✱ �❤❡

�✉♥✐❝❛ ♠❡❞✐❛✱ ❛♥❞ �❤❡ �✉♥✐❝❛ ❛❞✈❡♥�✐�✐❛ ✭�❡❡ �❡❝�✐♦♥ ✷✳✸✳✷✮✳

■♥ �❤✐� ✇♦�❦✱ ✇❡ ❝❤♦�❡ �♦ ✜��� ❢♦❝✉� ♦♥ �❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ �❤❡ �✉♥✐❝❛ ❛❞✈❡♥�✐�✐❛✱ �✐♥❝❡ ✐�� ❝♦❧❧❛❣❡♥

❜✉♥❞❧❡� ❡①❤✐❜✐� ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❦✐♥❡♠❛�✐❝�✳ ❚♦ �❤✐� ❛✐♠✱ ✇❡ ♠♦❞❡❧ ❛ �❡♣�❡�❡♥�❛�✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡❧❡♠❡♥�

♦❢ �❤❡ ❛❞✈❡♥�✐�✐❛❧ �✐��✉❡✱ ✇✐�❤ ❛ ❝❤❛�❛❝�❡�✐��✐❝ ❞✐♠❡♥�✐♦♥ ♦❢ ✸✵✵ ➭♠✳ ■� ✐� ♠❛❞❡ ♦❢ ❛ ♠❛��✐①

♣❤❛�❡ ✭❝♦♠♣�✐�✐♥❣ �❤❡ ❛ ✉❡♦✉� �♦❧✉�✐♦♥ ❛� ✇❡❧❧ ❛� �❤❡ ❢❡✇ ❡❧❛��✐♥ ✜❜❡��✮✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ �❤❡ ❞✐✈❡��❡

❝♦❧❧❛❣❡♥ ❜✉♥❞❧❡�✱ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛� ✐♥✜♥✐�❡❧② ❧♦♥❣ ❝②❧✐♥❞❡�� ✇✐�❤ ❞✐✛❡�❡♥� ♦�✐❡♥�❛�✐♦♥�✱ ❛�❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞

✭❋✐❣✉�❡ ✺✳✷✮✳ ❚❤❡ ♦�✐❡♥�❛�✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ✜❜❡� ❢❛♠✐❧② ✐� ❝❤❛�❛❝�❡�✐③❡❞ ❜② �✇♦ ❊✉❧❡� ❛♥❣❧❡� ✭θ✱ φ✮✳

❚❤❡ θ ❛♥❣❧❡ ❝♦��❡�♣♦♥❞� �♦ �❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡�✇❡❡♥ �❤❡ ✜❜❡�✬� ❧♦♥❣ ❛①✐� ❛♥❞ �❤❡ �❛❞✐❛❧ ❞✐�❡❝�✐♦♥

♦❢ �❤❡ ❛❞✈❡♥�✐�✐❛❧ �✐��✉❡✳ ■♥ �❤❡ ♣�❡�❡♥� ✇♦�❦ ❛♥❞ ❛❝❝♦�❞✐♥❣ �♦ ❡①♣❡�✐♠❡♥�❛❧ ♠❡❛�✉�❡♠❡♥��✱

✇❡ ❝♦♥�✐❞❡� �✇♦ ✜❜❡� ❢❛♠✐❧✐❡�✱ ✇✐�❤ �❡�♣❡❝�✐✈❡ ✜❜❡� ❛♥❣❧❡� ♦❢ π/6 ❛♥❞ 5π/6✳ ❚❤❡ ❛♥❣❧❡ φ

❝♦��❡�♣♦♥❞� �♦ �❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡�✇❡❡♥ �❤❡ ♣�♦❥❡❝�❡❞ ❞✐�❡❝�✐♦♥ ♦❢ �❤❡ ✜❜❡� ♦♥�♦ �❤❡ ❝✐�❝✉♠❢❡�❡♥�✐❛❧✲

�❛❞✐❛❧ ♣❧❛♥ ❛♥❞ �❤❡ �❛❞✐❛❧ ❞✐�❡❝�✐♦♥✳ ❉✉❡ �♦ �❤❡ ❧♦✇ ��❛♥�♠✉�❛❧ ❛♥❣❧❡✱ ✇❡ ❝❤♦�❡ �❤❛� ❛❧❧ ✜❜❡�

❢❛♠✐❧✐❡� ❧✐❡ ✐♥ �❤❡ ❝✐�❝✉♠❢❡�❡♥�✐❛❧✲❛①✐❛❧ ♣❧❛♥✱ �❤❡�❡❢♦�❡ φ ✐� ❡ ✉❛❧ �♦ π/2 ❢♦� ❛❧❧ ✜❜❡� ❢❛♠✐❧✐❡�✳

❚❤✐� �❡♣�❡�❡♥�❛�✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❞✈❡♥�✐�✐❛❧ �❡♣�❡�❡♥�❛�✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡❧❡♠❡♥� ❢✉❧✜❧❧� �❤❡ �❡♣❛�❛�✐♦♥ ♦❢

�❝❛❧❡ ♣�✐♥❝✐♣❧❡✱ �❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝♦❧❧❛❣❡♥ ❜✉♥❞❧❡� ❞✐❛♠❡�❡� ❜❡✐♥❣ ✺ ➭♠ ❛♥❞ �❤❡ ❝❛�♦�✐❞ ❛��❡②

❞✐❛♠❡�❡� ❜❡✐♥❣ ❛❜♦✉� ✹ ♠♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ �❤❡ ♠❛��✐①✲✐♥❝❧✉�✐♦♥ ♥❛�✉�❡ ♦❢ �❤❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ �✐��✉❡ �♣❡❛❦�

❢♦� �❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ▼♦�✐✲❚❛♥❛❦❛ �❝❤❡♠❡ �♦ ❞❡✜♥❡ �❤❡ ❝♦♥❝❡♥��❛�✐♦♥ �❡♥�♦��✳

❚❤❡ �✐♠✉❧❛�✐♦♥ ✇❛� �✉♥ ✉�✐♥❣ ♣❤②�✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛�❛♠❡�❡�� ✭❚❛❜❧❡ ✺✳✶✮✳ ❈♦♥❝❡�♥✐♥❣ �❤❡ ♠❛��✐①

♣❛�❛♠❡�❡�� ✇❡ ✉�❡❞ �❤❡ �✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛��✉♠♣�✐♦♥�✿ ✭✐✮ �❤❡ ♠❛��✐① ✐� ❛��✉♠❡❞  ✉❛�✐ ✐♥❝♦♠✲
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❆♥♦�❤❡� ❣❡♥❡�❛❧ ❞✐✣❝✉❧�② ❛♥❞ ❧✐♠✐�❛�✐♦♥ ❝♦♥❝❡�♥❡❞ �❤❡ ❧✐❛❜✐❧✐�② ♦❢ �❤❡ ❛✉�♦♠❛�❡❞ ✐♠❛❣❡ 1✉❛♥✲

�✐✜❝❛�✐♦♥ ♠❡�❤♦❞� ✭�❡❝�✐♦♥� ✸✳✷✳✹ ❛♥❞ ✹✳✷✳✺✱ �❡❡ ❛❧�♦ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✽✳✶ ❛♥❞ ❆✳✽✳✷✮✳ ❉✉❡ �♦ ✭✐✮

✐♥��✐♥�✐❝ ✐♠♣❡�❢❡❝�✐♦♥� ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣✐♥❣ ❢❛❝✐❧✐�② �✉❝❤ ❛� ♠✉❧�✐♣❤♦�♦♥ ♠✐❝�♦�❝♦♣② ❛♥❞ ✭✐✐✮ �❤❡ ❝♦♠✲

♣❧❡①✐�② ♦❢ ♠♦�♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❢❡❛�✉�❡� ♦❢ �❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ �✐��✉❡� �✉❝❤ ❛� ❝�✐♠♣❡❞ ✈❛�✐♦✉�❧② ♦�✐❡♥�❡❞

❝♦❧❧❛❣❡♥ ❜✉♥❞❧❡�✱ ✐� ❛♣♣❡❛�� �❤❛� ❛✉�♦♠❛�❡❞ ♠❡�❤♦❞� �❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐�❤ ❝❛✉�✐♦♥✳ ■♥ ♣❛�✲

�✐❝✉❧❛�✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♠❡♥�❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣�❡�� ✸ ❛♥❞ ✹ �❤❡ ❞✐✣❝✉❧�② �♦ 1✉❛♥�✐❢② �❤❡ ♦�✐❡♥�❛�✐♦♥� ♦❢

❝♦❧❧❛❣❡♥ ❜✉♥❞❧❡�✱ ❛❜♦✈❡ ❛ ❝❡��❛✐♥ ❝�✐♠♣✐♥❣ �❤�❡�❤♦❧❞✳ ❆❝❝♦�❞✐♥❣❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❞❞�❡��❡❞ �❤✐� ✐��✉❡

❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ �✇♦ �♣❡❝✐✜❝ ✐♠❛❣❡ ♣♦��✲♣�♦❝❡��✐♥❣ ♠❡�❤♦❞♦❧♦❣✐❡�✳ ❖♥ �❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ✐♥ �❡❝�✐♦♥ ✸✳✷✳✹

✭�❡❡ ❛❧�♦ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✽✳✶✮✱ ✇❤❡♥ 1✉❛♥�✐❢②✐♥❣ ❧❛②❡�✲�♣❡❝✐✜❝ ✜❜❡� ♦�✐❡♥�❛�✐♦♥�✱ ✇❡ ❝♦♥�✐❞❡�❡❞ ❛

✜❝�✐�✐♦✉� ❧♦❛❞✐♥❣ �❝❡♥❛�✐♦✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ♦♥❧② ❧♦❛❞❡❞ ❝♦♥✜❣✉�❛�✐♦♥�✳ ❍❡♥❝❡ �❤❡ ❧♦❛❞✲❢�❡❡ ❝♦♥✲

✜❣✉�❛�✐♦♥ ♦❢ ❛❞✈❡♥�✐�✐❛❧ ❝♦❧❧❛❣❡♥ ❜✉♥❞❧❡� ❞✐❞ ♥♦� ♥❡❡❞ �♦ ❜❡ ❝♦♥�✐❞❡�❡❞ ❞✉�✐♥❣ �❤❡ ❛♥❛❧②�✐� ♦❢

❛✣♥✐�② ♦❢ ✜❜❡� ❦✐♥❡♠❛�✐❝�✳ ❖♥ �❤❡ ♦�❤❡� ❤❛♥❞ ✐♥ �❡❝�✐♦♥ ✹✳✷✳✺ ✭�❡❡ ❛❧�♦ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✽✳✷✮✱ ✇❡

❝❤♦�❡✱ ✐♥ ♦�❞❡� �♦ ❛♥❛❧②③❡ �❤❡ ❦✐♥❡♠❛�✐❝� ♦❢ ❛❞✈❡♥�✐�✐❛❧ ❝♦❧❧❛❣❡♥✱ �♦ ❝♦♠♣❛�❡ �✇♦ ♠✐❝�♦���✉❝✲

�✉�❡ ❝♦♥✜❣✉�❛�✐♦♥� ✐♥ �❤❡ ❋♦✉�✐❡� ❞♦♠❛✐♥✳ ❇♦�❤ ❝♦♥✜❣✉�❛�✐♦♥� ✇❡�❡ ❧♦❛❞❡❞ �✉❝❤ �❤❛� ❝♦❧❧❛❣❡♥

❜✉♥❞❧❡� ❛♣♣❡❛�❡❞ ❡♥❣❛❣❡❞ ♦� ❝❧♦�❡ �♦ ❡♥❣❛❣❡♠❡♥�✱ ♣�♦✈✐❞✐♥❣ �✉✣❝✐❡♥�❧② ❝❧❡❛� ❣❧♦❜❛❧ ♦�✐❡♥�❛✲

�✐♦♥�✳ ❚❤❡ ♠❡�❤♦❞♦❧♦❣② ❛❧�♦ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✜❧�❡�✐♥❣ �❤❡ ❋♦✉�✐❡� �♣❡❝��❛ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♠✐♥✐♠✐③❛�✐♦♥ ♦❢

�❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❧♦✇✲�❝❛❧❡ ♦�✐❡♥�❛�✐♦♥� ♦♥ �❤❡ ♠✐❝�♦�❝♦♣② ✐♠❛❣❡�✱ �✉❝❤ ❛� �❤♦�❡ ❝♦��❡�♣♦♥❞✐♥❣

�♦ �❤❡ ❝�✐♠♣❡❞ ��❛�❡✳ ■� �❤♦✉❧❞ ❛❧�♦ ❜❡ ♠❡♥�✐♦♥❡❞ �❤❛�✱ ❞❡♣✐�❡ �❤❡ ✐♥✲❞❡♣�❤ ✐♠❛❣✐♥❣ ♣♦�❡♥�✐❛❧

♦❢ �❤❡ ♠✉❧�✐♣❤♦�♦♥ ♠✐❝�♦�❝♦♣❡ ✭≈✺✵ ➭♠✮✱ ❛♥❞ ❞❡�♣✐�❡ �❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♠❛❣✐♥❣ ♠❡�❤♦❞ ✭♥❛♠❡❧②

♠✐❝�♦�❝♦♣② ✇✐�❤ ❜♦�❤ ✐♥�✐♠❛ ❢❛❝✐♥❣ �❤❡ ♦❜❥❡❝�✐✈❡ ❛♥❞ ❛❞✈❡♥�✐�✐❛ ❢❛❝✐♥❣ �❤❡ ♦❜❥❡❝�✐✈❡✱ �❡❝�✐♦♥

✸✳✷✳✸✮✱ �❤❡ ✐♥♥❡�♠♦�� ✜❜❡�� ♦❢ �❤❡ ♠✐❝�♦���✉❝�✉�❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦� ❜❡ ✐♠❛❣❡❞ ♦� ✇❡�❡ ✐♠❛❣❡❞ ✇✐�❤

♣♦♦� 1✉❛❧✐�②✱ ✐♠♣❛✐�✐♥❣ �❤❡ ❡①��❛❝�✐♦♥ ♦❢ ✜❜❡� ❛♥❣❧❡ ❞❡♥�✐�✐❡� ✐♥ �❤❡�❡ ✐♥♥❡�♠♦�� �❡❣✐♦♥� ♦❢ �❤❡

❛��❡�②✳

✻✳✷✳✸✳✸ �❛��✐❛❧ ❛♥❛❧②�✐� ♦❢ �❤❡ ❡①��❛❝❡❧❧✉❧❛� ♠❛��✐①

■� �❤♦✉❧❞ ❛❧�♦ ❜❡ ♠❡♥�✐♦♥❡❞ �❤❛� ❛❧�❤♦✉❣❤ �❤❡ ❡①♣❡�✐♠❡♥�❛❧ ❛♥❛❧②�✐� ❛♥❞ �❡�✉❧�� ❢♦❝✉�❡❞ ♦♥

❝♦❧❧❛❣❡♥ ❛♥❞ ❡❧❛��✐♥✱ ♦�❤❡� ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥�� ❛�❡ ❦♥♦✇♥ �♦ ♣❧❛② ❛ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ �♦❧❡ ✐♥ �❤❡

❲✐�♦❧❞ ❑�❛�♥② ❚❤<�❡ ❡♥ ▼>❝❛♥✐1✉❡ ❡� ■♥❣>♥✐❡�✐❡ ✶✵✾



❈❤❛♣�❡� ✻✳ ●❧♦❜❛❧ ❞✐�❝✉��✐♦♥ ❛♥❞ ♦✉�❧♦♦❦�

❛��❡�✐❛❧ ♠✐❝�♦���✉❝�✉�❡ ✭�❡❝�✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳✷✮✳ ■♥ ♣❛��✐❝✉❧❛� �♠♦♦�❤ ♠✉�❝❧❡ ❝❡❧❧� ♣�♦✈✐❞❡ ❛❞❛♣�✐✈❡

♣❧❛��✐❝✐�② �♦ �❤❡ ❛��❡�②✬� ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ �❡�♣♦♥�❡ ❬❘❛�③ ✶✺❪❀ ♣�♦�❡♦❣❧②❝❛♥ ❝♦♥✜❣✉�❛�✐♦♥� ❛♥❞ ❤②❞�❛✲

�✐♦♥ ❧❡✈❡❧� ✐♥ �✉�♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ �❤❡ �❡�✐❞✉❛❧ ���❡�� ✇✐�❤✐♥ �❤❡ ❛��❡�②✱ ❜✉� ❛❧�♦ ✐�� ❡❧❛��✐❝✐�②✱ ���❡♥❣�❤✱

❛♥❞ ♣�♦✈✐❞❡ ❝♦♠♣�❡��✐✈❡ �❡�✐��❛♥❝❡ ❬❇✉�❝❤♠❛♥♥ ✾✺✱❈❛�❞❛♠♦♥❡ ✵✾❪✳ ❋✐❜�♦❜❧❛��� ✐♥ �✉�♥ ❛�❡ ❝❡❧❧�

�❤❛� �❡❣✉❧❛�❡✱ �❤�♦✉❣❤ ♠❡❝❤❛♥♦��❛♥�❞✉❝�✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐�♠� ❬❙❛��♦�❡ ✵✶✱❍✉♠♣❤�❡② ✵✽❜❪ �❤❡ ❝♦❧❧❛✲

❣❡♥ �✉�♥♦✈❡�✱ ❤❡♥❝❡ ♣❧❛②✐♥❣ ❛ �♦❧❡ ✐♥ �✐��✉❡ �❡♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❚❤❡�❡ �❤�❡❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥�� ♦❢ �❤❡ ❛��❡�✐❛❧

♠✐❝�♦���✉❝�✉�❡ �❤♦✉❧❞ ❜❡ ��✉❞✐❡❞ ❡①♣❡�✐♠❡♥�❛❧❧② ✐♥ ❢✉�✉�❡ ��✉❞✐❡�✱ ❢♦❝✉�✐♥❣ ✐♥ ♣❛��✐❝✉❧❛� ♦♥

�❤❡✐� ❧♦❛❞✲✐♥❞✉❝❡❞ �❡❝♦♥✜❣✉�❛�✐♦♥� ❛♥❞ ❦✐♥❡♠❛�✐❝� ✭❋✐❣✉�❡ ✻✳✷✲❈✷✮✳

✻✳✷✳✹ ■♠♣♦	
❛♥❝❡ ♦❢ ♠✐❝	♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛

❆❧❧ ✐♥ ❛❧❧✱ ♦✉� ♠✉❧�✐�❝❛❧❡ ❝❤❛�❛❝�❡�✐③❛�✐♦♥ ♦❢ �❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦� ♦❢ �❤❡ ❛��❡�② ❝♦♥��✐❜✉�❡� �♦

❛ ❜❡��❡� ✉♥❞❡���❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ✉♥❞❡�❧②✐♥❣ ♠✐❝�♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ �❛❦✐♥❣ ♣❧❛❝❡ ❞✉�✐♥❣ ❛��❡�✐❛❧

❞❡❢♦�♠❛�✐♦♥✳ ❆� ✐� ✐� ❦♥♦✇♥ �♦❞❛② �❤❛� �❤❡ ♦✉�❝♦♠❡� ♦❢ ✈❛�❝✉❧❛� ♣❛�❤♦❧♦❣✐❡� ❛�❡ ���♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥✲

❞❡♥� ♦♥ ❧♦❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ �✉❝❤ ❛� ❡①��❛❝❡❧❧✉❧❛� ♠❛��✐① ❞❛♠❛❣❡ ✭✐♥ �❤❡ ❝❛�❡ ♦❢ ❛♥❡✉�②�♠� ❬❚❛②✲

❧♦� ✵✾✱❘♦♠♦ ✶✹❪✮✱ ♦� ❝❛�❝❛❞❡� ♦❢ �✐��✉❡ ❞❡❣�❛❞❛�✐♦♥ ✭✐♥ �❤❡ ❝❛�❡ ♦❢ ❛�❤❡�♦�❝❧❡�♦�✐�✱ ❬▲✐❜❜② ✾✷✱❲❡✲

❜❡� ✵✽❪✮✱ ♣�♦❣�❡�� ✐♥ �❤✐� ✜❡❧❞ ❛♣♣❡❛�� �♦ ❜❡ ✈❡�② ✐♠♣♦��❛♥�✳ ❚❤❡ �❡�✉❧�� ❝♦♠♠❡♥�❡❞ ✐♥ �❤✐�

�❤❡�✐�✱ ❜♦�❤ ❢�♦♠ �❤❡ ❡①♣❡�✐♠❡♥�❛❧ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣♦✐♥�� ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤� ✐♥ ♣❛��✐❝✉❧❛� �❤❡ ✐♠✲
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(a) Example of tensegrity topologies 

designed in [Xu 10]: compressional bars 

are represented in black whereas tensional 

cables are represented in red.

(b) Stretching force vs. extension of a six struts  

tensegrity structure studied by [Coughlin 97]

(c) Planar tensegrities studied by [Dejager 04, 

Dejager 06] characterized by overlapping 

compressive bars

(b) Planar tensegrity applied to stress fibers 

by [Luo 08]
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Implementation

To run topology finding methods [Juan 08]

To verify consistence of the topology

with the morphology of the adventitia
[O’Connell 08, Chen 13, Krasny 17]

To determine under which conditions

may occur a load shift in the stiff bars
[Fuller 61, Dejager 06]

To apply material parameters for bars

and cables
[Burton 54; Faury 01, Wenger 07]

To implement displacement driven

and/or stress driven loading under large

strain formalism

[Mooney 40, Stamenovic 96, Luo 08]

Analysis To run loading scenarii [Luo 08]

Characterization
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recruitment
[Schrauwen 12]

To verify material stiffening [Holzapfel 05]

To quantify fiber kinematics [Chen 13, Krasny 17]

T  measure affinity of fiber rotation [Krasny 17]

To characterize l d dependance of fiber

kinematics
[Chen 13, Krasny 17]

To characterize the structure’s
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[Holzapfel 05, Choudhury 11]
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❬❆�❦✐❧❧ ✶✵❪ ❑❡♥�♦♥ ( ❆�❦✐❧❧✱ ❏✉❧✐❛♥ ▼♦❣❡� ✫ ❈ (❡�❡� ❲✐♥❧♦✈❡✳ ❚❤❡ 
��✉❝�✉�❡

❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣�♦♣❡��✐❡
 ♦❢ ❝♦❧❧❡❝�✐♥❣ ❧②♠♣❤❛�✐❝ ✈❡

❡❧
✿ ❛♥ ✐♥✈❡
�✐✲

❣❛�✐♦♥ ✉
✐♥❣ ♠✉❧�✐♠♦❞❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛� ♠✐❝�♦
❝♦♣②✳ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ ❆♥❛�♦♠②✱

✈♦❧✳ ✷✶✻✱ ♥♦✳ ✺✱ ♣❛❣❡� ✺✹✼✕✺✺✺✱ ✷✵✶✵✳

❬❆②�❡� ✵✻❪ ❈❤❛♥�❛❧ ❆②�❡�✱ ●❛�② ▲ ❇♦✇❧✐♥✱ ❙❝♦�� ❈ ❍❡♥❞❡��♦♥✱ ▲❡❛♥❞❡� ❚❛②✲

❧♦�✱ ❏❛❝❦✐❡ ❙❤✉❧�③✱ ❏♦❤♥ ❆❧❡①❛♥❞❡�✱ ❚♦❞❞ ❆ ❚❡❧❡♠❡❝♦ ✫ ❉❛✈✐❞ ●

❙✐♠♣�♦♥✳ ▼♦❞✉❧❛�✐♦♥ ♦❢ ❛♥✐
♦��♦♣② ✐♥ ❡❧❡❝��♦
♣✉♥ �✐

✉❡✲❡♥❣✐♥❡❡�✐♥❣


❝❛✛♦❧❞
✿ ❆♥❛❧②
✐
 ♦❢ ✜❜❡� ❛❧✐❣♥♠❡♥� ❜② �❤❡ ❢❛
� ❋♦✉�✐❡� ��❛♥
❢♦�♠✳

❇✐♦♠❛�❡�✐❛❧�✱ ✈♦❧✳ ✷✼✱ ♥♦✳ ✸✷✱ ♣❛❣❡� ✺✺✷✹✕✺✺✸✹✱ ✷✵✵✻✳

❬❆②�❡� ✵✽❪ ❈❤❛♥�❛❧ ❆②�❡�✱ ❇ ❙❤❡❦❤❛� ❏❤❛✱ ❍❛♥♥❛❤ ▼❡�❡❞✐�❤✱ ❏❛♠❡� ❘ ❇♦✇♠❛♥✱

●❛�② ▲ ❇♦✇❧✐♥✱ ❙❝♦�� ❈ ❍❡♥❞❡��♦♥ ✫ ❉❛✈✐❞ ● ❙✐♠♣�♦♥✳ ▼❡❛
✉�✐♥❣

✜❜❡� ❛❧✐❣♥♠❡♥� ✐♥ ❡❧❡❝��♦
♣✉♥ 
❝❛✛♦❧❞
✿ ❛ ✉
❡�✬
 ❣✉✐❞❡ �♦ �❤❡ ✷❉

❋❛
� ❋♦✉�✐❡� ❚�❛♥
❢♦�♠ ❛♣♣�♦❛❝❤✳ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ ❇✐♦♠❛�❡�✐❛❧� ❙❝✐❡♥❝❡✱

(♦❧②♠❡� ❊❞✐�✐♦♥✱ ✈♦❧✳ ✶✾✱ ♥♦✳ ✺✱ ♣❛❣❡� ✻✵✸✕✻✷✶✱ ✷✵✵✽✳

❬❆③❡❧♦❣❧✉ ✵✽❪ ❊✈�❡♥ ❯ ❆③❡❧♦❣❧✉✱ ▼✐❝❤❛❡❧ ❇ ❆❧❜�♦✱ ❱✐❦�✉♠ ❆ ❚❤✐♠♠❛♣♣❛✱ ●❡�✲

❛�❞ ❆ ❆�❡�❤✐❛♥ ✫ ❑❡✈✐♥ ❉ ❈♦��❛✳ ❍❡�❡�♦❣❡♥❡♦✉
 ��❛♥
♠✉�❛❧ ♣�♦✲

�❡♦❣❧②❝❛♥ ❞✐
��✐❜✉�✐♦♥ ♣�♦✈✐❞❡
 ❛ ♠❡❝❤❛♥✐
♠ ❢♦� �❡❣✉❧❛�✐♥❣ �❡
✐❞✉❛❧


��❡

❡
 ✐♥ �❤❡ ❛♦��❛✳ ❆♠❡�✐❝❛♥ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ (❤②�✐♦❧♦❣②✲❍❡❛�� ❛♥❞

❈✐�❝✉❧❛�♦�② (❤②�✐♦❧♦❣②✱ ✈♦❧✳ ✷✾✹✱ ♥♦✳ ✸✱ ♣❛❣❡� ❍✶✶✾✼✕❍✶✷✵✺✱ ✷✵✵✽✳

❬❇❛♥❝❡❧✐♥ ✶✺❪ ❙��♣❤❛♥❡ ❇❛♥❝❡❧✐♥✱ ❇❛�❜❛�❛ ▲②♥❝❤✱ ❈❤�✐��❡❧❧❡ ❇♦♥♦❞✲❇✐❞❛✉❞✱ ●✉✐❧✲

❧❛✉♠❡ ❉✉❝♦✉��❤✐❛❧✱ ❙♦�✐�✐� (�✐❧♦❞✐♠✐��❛❦♦♣♦✉❧♦�✱ (❡�� ❉♦❦❧?❞❛❧✱

❏❡❛♥✲▼❛�❝ ❆❧❧❛✐♥✱ ▼❛�✐❡✲❈❧❛✐�❡ ❙❝❤❛♥♥❡✲❑❧❡✐♥ ✫ ❋❧♦�❡♥❝❡ ❘✉❣❣✐❡�♦✳

❊① ✈✐✈♦ ♠✉❧�✐
❝❛❧❡ )✉❛♥�✐�❛�✐♦♥ ♦❢ 
❦✐♥ ❜✐♦♠❡❝❤❛♥✐❝
 ✐♥ ✇✐❧❞✲�②♣❡ ❛♥❞

❲✐�♦❧❞ ❑�❛�♥② ❚❤@�❡ ❡♥ ▼�❝❛♥✐A✉❡ ❡� ■♥❣�♥✐❡�✐❡ ✶✷✸



❇✐❜❧✐♦❣�❛♣❤②

❣❡♥❡�✐❝❛❧❧②✲♠♦❞✐✜❡❞ ♠✐❝❡ ✉�✐♥❣ ♠✉❧�✐♣❤♦�♦♥ ♠✐❝�♦�❝♦♣②✳ ❙❝✐❡♥�✐✜❝

�❡♣♦���✱ ✈♦❧✳ ✺✱ ♣❛❣❡ ✶✼✻✸✺✱ ✷✵✶✺✳

❬❇❡❞♥❛�❡❦ ✶✶❪ ▼❡❧✐��❛ ▲ ❇❡❞♥❛�❡❦✱ ❏♦❤♥ ❊ ❙♣❡✐❝❤✱ ❆♠② ❙ ▼✐♥❡� ✫ (❛✉❧ ❍ ❘❛�③✳

❆❝�✐✈❡ �❡♥�✐♦♥ ❛❞❛♣�❛�✐♦♥ ❛� ❛ �❤♦��❡♥❡❞ ❛��❡�✐❛❧ ♠✉�❝❧❡ ❧❡♥❣�❤✿ ✐♥✲

❤✐❜✐�✐♦♥ ❜② ❝②�♦❝❤❛❧❛�✐♥✲❉✳ ❆♠❡�✐❝❛♥ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ (❤②�✐♦❧♦❣②✲❍❡❛��

❛♥❞ ❈✐�❝✉❧❛�♦�② (❤②�✐♦❧♦❣②✱ ✈♦❧✳ ✸✵✵✱ ♥♦✳ ✹✱ ♣❛❣❡� ❍✶✶✻✻✕❍✶✶✼✸✱

✷✵✶✶✳

❬❇❡♥❞❡❝❦ ✾✶❪ ▼✐❝❤❡❧❧❡ ( ❇❡♥❞❡❝❦ ✫ ❇ ▲♦✇❡❧❧ ▲❛♥❣✐❧❧❡✳ ❘❛♣✐❞ ❛❝❝✉♠✉❧❛�✐♦♥ ♦❢

❡❧❛��✐♥ ❛♥❞ ❝♦❧❧❛❣❡♥ ✐♥ �❤❡ ❛♦��❛� ♦❢ �❤❡❡♣ ✐♥ �❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛�❡ ♣❡�✐♥❛�❛❧

♣❡�✐♦❞✳ ❈✐�❝✉❧❛�✐♦♥ �❡�❡❛�❝❤✱ ✈♦❧✳ ✻✾✱ ♥♦✳ ✹✱ ♣❛❣❡� ✶✶✻✺✕✶✶✻✾✱ ✶✾✾✶✳

❬❇❡♥✈❡♥✐��❡ ✽✼❪ ❨✶ ❇❡♥✈❡♥✐��❡✳ ❆ ♥❡✇ ❛♣♣�♦❛❝❤ �♦ �❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛�✐♦♥ ♦❢ ▼♦�✐✲❚❛♥❛❦❛✬�

�❤❡♦�② ✐♥ ❝♦♠♣♦�✐�❡ ♠❛�❡�✐❛❧�✳ ▼❡❝❤❛♥✐❝� ♦❢ ♠❛�❡�✐❛❧�✱ ✈♦❧✳ ✻✱ ♥♦✳ ✷✱

♣❛❣❡� ✶✹✼✕✶✺✼✱ ✶✾✽✼✳

❬❇❡�❣❡❧ ✻✶❪ ❉❍ ❇❡�❣❡❧✳ ❚❤❡ ��❛�✐❝ ❡❧❛��✐❝ ♣�♦♣❡��✐❡� ♦❢ �❤❡ ❛��❡�✐❛❧ ✇❛❧❧✳ ❚❤❡

❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ ♣❤②�✐♦❧♦❣②✱ ✈♦❧✳ ✶✺✻✱ ♥♦✳ ✸✱ ♣❛❣❡� ✹✹✺✕✹✺✼✱ ✶✾✻✶✳

❬❇❡�✐❧❧✐� ✶✸❪ (❛♥❛❣✐♦�✐� ❇❡�✐❧❧✐�✳ ❚❤❡ �♦❧❡ ♦❢ ❝♦❧❧❛❣❡♥ ✐♥ �❤❡ ❛♦��❛✬� ���✉❝�✉�❡✳ ❚❤❡

♦♣❡♥ ❝✐�❝✉❧❛�✐♦♥ ❛♥❞ ✈❛�❝✉❧❛� ❥♦✉�♥❛❧✱ ✈♦❧✳ ✻✱ ♥♦✳ ✶✱ ✷✵✶✸✳

❬❇✐❣✉♥ ✵✹❪ ❏♦�❡❢ ❇✐❣✉♥✱ ❚♦♠❛� ❇✐❣✉♥ ✫ ❑❡♥♥❡�❤ ◆✐❧��♦♥✳ ❘❡❝♦❣♥✐�✐♦♥ ❜② �②♠✲

♠❡��② ❞❡�✐✈❛�✐✈❡� ❛♥❞ �❤❡ ❣❡♥❡�❛❧✐③❡❞ ���✉❝�✉�❡ �❡♥�♦�✳ ■❊❊❊ ❚�❛♥�✲

❛❝�✐♦♥� ♦♥ (❛��❡�♥ ❆♥❛❧②�✐� ❛♥❞ ▼❛❝❤✐♥❡ ■♥�❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✷✻✱ ♥♦✳ ✶✷✱

♣❛❣❡� ✶✺✾✵✕✶✻✵✺✱ ✷✵✵✹✳

❬❇✐❧❧✐❛� ✾✼❪ ❑▲ ❇✐❧❧✐❛� ✫ ▼❙ ❙❛❝❦�✳ ❆ ♠❡�❤♦❞ �♦ "✉❛♥�✐❢② �❤❡ ✜❜❡� ❦✐♥❡♠❛�✐❝� ♦❢

♣❧❛♥❛� �✐��✉❡� ✉♥❞❡� ❜✐❛①✐❛❧ ���❡�❝❤✳ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ ❇✐♦♠❡❝❤❛♥✐❝�✱ ✈♦❧✳ ✸✵✱

♥♦✳ ✼✱ ♣❛❣❡� ✼✺✸✕✼✺✻✱ ✶✾✾✼✳

❬❇❧❛♥❝❤♦✐♥ ✶✹❪ ▲❛✉�❡♥� ❇❧❛♥❝❤♦✐♥✱ ❘❛❥❛❛ ❇♦✉❥❡♠❛❛✲(❛�❡��❦✐✱ ❈<❝✐❧❡ ❙②❦❡� ✫ ❏✉❧✐❡

(❧❛��✐♥♦✳ ❆❝�✐♥ ❞②♥❛♠✐❝�✱ ❛�❝❤✐�❡❝�✉�❡✱ ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝� ✐♥ ❝❡❧❧ ♠♦�✐❧✲

✐�②✳ (❤②�✐♦❧♦❣✐❝❛❧ �❡✈✐❡✇�✱ ✈♦❧✳ ✾✹✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣❛❣❡� ✷✸✺✕✷✻✸✱ ✷✵✶✹✳

❬❇✉��❛❝ ✵✼❪ (�❡❞�❛❣ ❇✉��❛❝✱ ❇❡♥ ❋❛❜�②✱ ❳❛✈✐❡� ❚�❡♣❛�✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ▲❡♥♦�♠❛♥❞✱

❏❛♠❡� ( ❇✉�❧❡�✱ ◆✐♥❣ ❲❛♥❣✱ ❏❡✛�❡② ❏ ❋�❡❞❜❡�❣ ✫ ❙�❡✈❡♥ ❙ ❆♥✳

❈②�♦�❦❡❧❡�♦♥ ❞②♥❛♠✐❝�✿ ✢✉❝�✉❛�✐♦♥� ✇✐�❤✐♥ �❤❡ ♥❡�✇♦�❦✳ ❇✐♦❝❤❡♠✐✲

❝❛❧ ❛♥❞ ❜✐♦♣❤②�✐❝❛❧ �❡�❡❛�❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛�✐♦♥�✱ ✈♦❧✳ ✸✺✺✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣❛❣❡�

✸✷✹✕✸✸✵✱ ✷✵✵✼✳

❬❇✉��♦♥ ✺✹❪ ❆❧❛♥ ❈✳ ❇✉��♦♥✳ ❘❡❧❛�✐♦♥ ♦❢ ❙��✉❝�✉�❡ �♦ ❋✉♥❝�✐♦♥ ♦❢ �❤❡ ❚✐��✉❡�

♦❢ �❤❡ ❲❛❧❧ ♦❢ ❇❧♦♦❞ ❱❡��❡❧�✳ (❤②�✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇�✱ ✈♦❧✳ ✸✹✱ ♥♦✳ ✹✱

♣❛❣❡� ✻✶✾✕✻✹✷✱ ✶✾✺✹✳

❲✐�♦❧❞ ❑�❛�♥② ❚❤B�❡ ❡♥ ▼<❝❛♥✐C✉❡ ❡� ■♥❣<♥✐❡�✐❡ ✶✷✹



❇✐❜❧✐♦❣�❛♣❤②

❬❇✉�❝❤♠❛♥♥ ✾✺❪ ▼❉ ❇✉�❝❤♠❛♥♥✱ ❆❏ ●�♦❞③✐♥�❦②❡� ❛❧✳ ❆ ♠♦❧❡❝✉❧❛� ♠♦❞❡❧ ♦❢

♣�♦�❡♦❣❧②❝❛♥✲❛��♦❝✐❛�❡❞ ❡❧❡❝��♦��❛�✐❝ ❢♦�❝❡� ✐♥ ❝❛��✐❧❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝�✳ ❏

❇✐♦♠❡❝❤ ❊♥❣✱ ✈♦❧✳ ✶✶✼✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣❛❣❡� ✶✼✾✕✾✷✱ ✶✾✾✺✳

❬❈❛♥❤❛♠ ✽✾❪ (❡)❡� ❇ ❈❛♥❤❛♠✱ ❍❡❧❡♥▼ ❋✐♥❧❛②✱ ❏❛♥ ● ❉✐①♦♥✱ ❉❡�❡❦ ❘ ❇♦✉❣❤✲

♥❡� ✫ ❆❡♥❞�❡✇ ❈❍❡♥✳ ▼❡❛�✉�❡♠❡♥�� ❢�♦♠ ❧✐❣❤� ❛♥❞ ♣♦❧❛�✐�❡❞ ❧✐❣❤�

♠✐❝�♦�❝♦♣② ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❝♦�♦♥❛�② ❛��❡�✐❡� ✜①❡❞ ❛� ❞✐��❡♥❞✐♥❣ ♣�❡��✉�❡✳

❈❛�❞✐♦✈❛�❝✉❧❛� �❡�❡❛�❝❤✱ ✈♦❧✳ ✷✸✱ ♥♦✳ ✶✶✱ ♣❛❣❡� ✾✼✸✕✾✽✷✱ ✶✾✽✾✳

❬❈❛♥❤❛♠ ✾✷❪ (❡)❡� ❇ ❈❛♥❤❛♠✱ (❡)❡� ❲❤✐))❛❦❡�✱ ❙❤❛�♦♥ ❊ ❇❛�✇✐❝❦ ✫ ▼♦♥✐❦❛ ❊

❙❝❤✇❛❜✳ ❊✛❡❝� ♦❢ ♣�❡��✉�❡ ♦♥ ❝✐�❝✉♠❢❡�❡♥�✐❛❧ ♦�❞❡� ♦❢ ❛❞✈❡♥�✐�✐❛❧

❝♦❧❧❛❣❡♥ ✐♥ ❤✉♠❛♥ ❜�❛✐♥ ❛��❡�✐❡�✳ ❈❛♥❛❞✐❛♥ ❥♦✉�♥❛❧ ♦❢ ♣❤②�✐♦❧♦❣②

❛♥❞ ♣❤❛�♠❛❝♦❧♦❣②✱ ✈♦❧✳ ✼✵✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣❛❣❡� ✷✾✻✕✸✵✺✱ ✶✾✾✷✳

❬❈❛�❞❛♠♦♥❡ ✵✾❪ ▲ ❈❛�❞❛♠♦♥❡✱ ❆ ❱❛❧❡♥)✐♥✱ ❏❋ ❊❜❡�)❤ ✫ ❏❉ ❍✉♠♣❤�❡②✳ ❖�✐❣✐♥ ♦❢

❛①✐❛❧ ♣�❡���❡�❝❤ ❛♥❞ �❡�✐❞✉❛❧ ���❡�� ✐♥ ❛��❡�✐❡�✳ ❇✐♦♠❡❝❤❛♥✐❝� ❛♥❞

♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ♠❡❝❤❛♥♦❜✐♦❧♦❣②✱ ✈♦❧✳ ✽✱ ♥♦✳ ✻✱ ♣❛❣❡� ✹✸✶✕✹✹✻✱ ✷✵✵✾✳

❬❈❛�❡✇ ✻✽❪ ❚❤♦♠❛� ❊ ❈❛�❡✇✱ ❘❛♠❡�❤ ◆ ❱❛✐�❤♥❛✈ ✫ ❉❛❧✐ ❏ (❛)❡❧✳ ❈♦♠♣�❡��✲

✐❜✐❧✐�② ♦❢ �❤❡ ❛��❡�✐❛❧ ✇❛❧❧✳ ❈✐�❝✉❧❛)✐♦♥ �❡�❡❛�❝❤✱ ✈♦❧✳ ✷✸✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣❛❣❡�

✻✶✕✻✽✱ ✶✾✻✽✳

❬❈❛✈✐♥❛)♦ ✶✼❪ ❈�✐�)✐♥❛ ❈❛✈✐♥❛)♦✱ ❈❧❡♠❡♥)✐♥❡ ❍❡❧❢❡♥�)❡✐♥✲❉✐❞✐❡�✱ ❚❤♦♠❛� ❖❧✐✈✐❡�✱

❙❛❜✐♥❡ ❘♦❧❧❛♥❞ ❉✉ ❘♦�❝♦❛)✱ ◆♦�❜❡�) ▲❛�♦❝❤❡ ✫ (✐❡��❡ ❇❛❞❡❧✳ ❇✐❛①✐❛❧

❧♦❛❞✐♥❣ ♦❢ ❛��❡�✐❛❧ �✐��✉❡� ✇✐�❤ ✸❉ ✐♥ �✐�✉ ♦❜�❡�✈❛�✐♦♥� ♦❢ ❛❞✈❡♥�✐�✐❛

✜❜�♦✉� ♠✐❝�♦���✉❝�✉�❡✿ ❛ ♠❡�❤♦❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠✉❧�✐✲♣❤♦�♦♥ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐✲

❝�♦�❝♦♣② ❛♥❞ ❜✉❧❣❡ ✐♥✢❛�✐♦♥ �❡��✳ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ )❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❇❡❤❛✈✐♦�

♦❢ ❇✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ▼❛)❡�✐❛❧�✱ ✷✵✶✼✳

❬❈❤❛♥❞�❛♥ ✵✻❪ (�❡❡)❤✐ ▲ ❈❤❛♥❞�❛♥ ✫ ❱✐❝)♦� ❍ ❇❛�♦❝❛�✳ ❆✣♥❡ ✈❡��✉� ♥♦♥✲❛✣♥❡

✜❜�✐❧ ❦✐♥❡♠❛�✐❝� ✐♥ ❝♦❧❧❛❣❡♥ ♥❡�✇♦�❦�✿ �❤❡♦�❡�✐❝❛❧ ��✉❞✐❡� ♦❢ ♥❡�✇♦�❦

❜❡❤❛✈✐♦�✳ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ ❇✐♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡�✐♥❣✱ ✈♦❧✳ ✶✷✽✱ ♥♦✳ ✷✱

♣❛❣❡� ✷✺✾✕✼✵✱ ❛♣� ✷✵✵✻✳

❬❈❤❡♥ ✶✶❪ ❍✉❛♥ ❈❤❡♥✱ ❨✐ ▲✐✉✱ ▼✐❦❤❛✐❧ ◆✳ ❙❧✐♣❝❤❡♥❦♦✱ ❳✉❡❢❡♥❣ ❩❤❛♦✱ ❏✐ ❳✐♥

❈❤❡♥❣ ✫ ●❤❛��❛♥ ❙✳ ❑❛��❛❜✳ ❚❤❡ ❧❛②❡�❡❞ ���✉❝�✉�❡ ♦❢ ❝♦�♦♥❛�② ❛❞✲

✈❡♥�✐�✐❛ ✉♥❞❡� ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧♦❛❞✳ ❇✐♦♣❤②�✐❝❛❧ ❏♦✉�♥❛❧✱ ✈♦❧✳ ✶✵✶✱ ♥♦✳ ✶✶✱

♣❛❣❡� ✷✺✺✺✕✷✺✻✷✱ ✷✵✶✶✳

❬❈❤❡♥ ✶✸❪ ❍✉❛♥ ❈❤❡♥✱ ▼✐❦❤❛✐❧ ◆ ❙❧✐♣❝❤❡♥❦♦✱ ❨✐ ▲✐✉✱ ❳✉❡❢❡♥❣ ❩❤❛♦✱ ❏✐✲❳✐♥

❈❤❡♥❣✱ ❨♦�❛♠ ▲❛♥✐� ✫ ●❤❛��❛♥ ❙ ❑❛��❛❜✳ ❇✐❛①✐❛❧ ❞❡❢♦�♠❛�✐♦♥ ♦❢

❝♦❧❧❛❣❡♥ ❛♥❞ ❡❧❛��✐♥ ✜❜❡�� ✐♥ ❝♦�♦♥❛�② ❛❞✈❡♥�✐�✐❛✳ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ ❆♣♣❧✐❡❞

(❤②�✐♦❧♦❣②✱ ✈♦❧✳ ✶✶✺✱ ♥♦✳ ✶✶✱ ♣❛❣❡� ✶✻✽✸✕✶✻✾✸✱ ✷✵✶✸✳

❲✐)♦❧❞ ❑�❛�♥② ❚❤B�❡ ❡♥ ▼C❝❛♥✐D✉❡ ❡) ■♥❣C♥✐❡�✐❡ ✶✷✺



❇✐❜❧✐♦❣�❛♣❤②

❬❈❤♦✉❞❤✉�② ✵✾❪ ◆✉��❛� ❈❤♦✉❞❤✉�②✱ ❖❧✐✈✐❡� ❇♦✉❝❤♦�✱ ▲❡♦♥✐❡ ❘♦✉❧❡❛✉✱ ❉♦♠✐♥✐ ✉❡

❚�❡♠❜❧❛②✱ ❘❛②♠♦♥❞ ❈❛��✐❡�✱ ❏❛❣❞✐�❤ ❇✉�❛♥②✱ ❘♦�❛✐�❡ ▼♦♥❣�❛✐♥

✫ ❘✐❝❤❛�❞ ▲ ▲❡❛�❦✳ ▲♦❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❞ ��✉❝✉�❛❧ ♣�♦♣❡�✐❡� ♦❢

❤❡❛❧❤② ❛♥❞ ❞✐�❡❛�❡❞ ❤✉♠❛♥ ❛�❝❡♥❞✐♥❣ ❛♦�❛ ✐��✉❡✳ ❈❛�❞✐♦✈❛�❝✉❧❛�

'❛�❤♦❧♦❣②✱ ✈♦❧✳ ✶✽✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣❛❣❡� ✽✸✕✾✶✱ ✷✵✵✾✳

❬❈❤♦✇ ✶✶❪ ▼✐♥❣✲❏❛② ❈❤♦✇ ✫ ❨❛♥❤❛♥❣ ❩❤❛♥❣✳ ❈❤❛♥❣❡� ✐♥ ❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❞

❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣�♦♣❡�✐❡� ♦❢ ❛♦�✐❝ ✐��✉❡ ❞✉❡ ♦ ❝♦❧❞ �♦�❛❣❡✳ ❏♦✉�♥❛❧

♦❢ ❙✉�❣✐❝❛❧ ❘❡�❡❛�❝❤✱ ✈♦❧✳ ✶✼✶✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣❛❣❡� ✹✸✹✕✹✹✷✱ ✷✵✶✶✳

❬❈❤♦✇ ✶✹❪ ▼✐♥❣✲❏❛② ❈❤♦✇✱ ❘❛♣❤❛5❧ ❚✉�❝♦��❡✱ ❈❤❛�❧❡� ' ▲✐♥ ✫ ❨❛♥❤❛♥❣ ❩❤❛♥❣✳

❆�❡�✐❛❧ ❡①�❛❝❡❧❧✉❧❛� ♠❛�✐①✿ ❛ ♠❡❝❤❛♥♦❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ �✉❞② ♦❢ ❤❡ ❝♦♥✲

�✐❜✉✐♦♥� ❛♥❞ ✐♥❡�❛❝✐♦♥� ♦❢ ❡❧❛�✐♥ ❛♥❞ ❝♦❧❧❛❣❡♥✳ ❇✐♦♣❤②�✐❝❛❧ ❏♦✉�✲

♥❛❧✱ ✈♦❧✳ ✶✵✻✱ ♥♦✳ ✶✷✱ ♣❛❣❡� ✷✻✽✹✕✷✻✾✷✱ ✷✵✶✹✳

❬❈✐❝❝❤✐ ✶✹❪ ❘✐❝❝❛�❞♦ ❈✐❝❝❤✐✱ ❈❤�✐��✐❛♥ ▼❛��❤7✉�✱ ❚♦❜✐❛� ▼❡②❡�✱ ❆♥♥✐❦❛ ▲❛�✲

�❡�♠❛♥♥✱ ❇❡♥❥❛♠✐♥ ❉✐❡�③❡❦✱ ❇❡�♥❤❛�❞ ❘ ❇�❡❤♠✱ ❏;�❣❡♥ '♦♣♣ ✫

❋�❛♥❝❡�❝♦ ❙❛✈❡�✐♦ '❛✈♦♥❡✳ ❈❤❛�❛❝❡�✐③❛✐♦♥ ♦❢ ❝♦❧❧❛❣❡♥ ❛♥❞ ❝❤♦❧❡�✲

❡�♦❧ ❞❡♣♦�✐✐♦♥ ✐♥ ❛❤❡�♦�❝❧❡�♦✐❝ ❛�❡�✐❛❧ ✐��✉❡ ✉�✐♥❣ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛� ♠✐✲

❝�♦�❝♦♣②✳ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ ❜✐♦♣❤♦�♦♥✐❝�✱ ✈♦❧✳ ✼✱ ♥♦✳ ✶✲✷✱ ♣❛❣❡� ✶✸✺✕✶✹✸✱

✷✵✶✹✳

❬❈❧❛�❦ ✽✺❪ ❏✳ ▼✳ ❈❧❛�❦ ✫ ❙✳ ●❧❛❣♦✈✳ ❚�❛♥�♠✉�❛❧ ♦�❣❛♥✐③❛✐♦♥ ♦❢ ❤❡ ❛�❡�✐❛❧

♠❡❞✐❛✳ ❚❤❡ ❧❛♠❡❧❧❛� ✉♥✐ �❡✈✐�✐❡❞✳ ❆��❡�✐♦�❝❧❡�♦�✐�✱ ❚❤�♦♠❜♦�✐�✱ ❛♥❞

❱❛�❝✉❧❛� ❇✐♦❧♦❣②✱ ✈♦❧✳ ✺✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣❛❣❡� ✶✾✕✸✹✱ ❥❛♥ ✶✾✽✺✳

❬❈♦✉❣❤❧✐♥ ✾✼❪ ▼❋ ❈♦✉❣❤❧✐♥ ✫ ❉ ❙�❛♠❡♥♦✈✐❝✳ ❆ ❡♥�❡❣�✐② ��✉❝✉�❡ ✇✐❤ ❜✉❝❦❧✐♥❣

❝♦♠♣�❡��✐♦♥ ❡❧❡♠❡♥�✿ ❛♣♣❧✐❝❛✐♦♥ ♦ ❝❡❧❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝�✳ ❚�❛♥�❛❝�✐♦♥�

✲ ❆♠❡�✐❝❛♥ ❙♦❝✐❡�② ♦❢ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡�� ✲ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ ❆♣♣❧✐❡❞

▼❡❝❤❛♥✐❝�✱ ✈♦❧✳ ✻✹✱ ♣❛❣❡� ✹✽✵✕✹✽✻✱ ✶✾✾✼✳

❬❈♦① ✼✺❪ ❘❍ ❈♦①✳ ❆♥✐�♦�♦♣✐❝ ♣�♦♣❡�✐❡� ♦❢ ❤❡ ❝❛♥✐♥❡ ❝❛�♦✐❞ ❛�❡�② ✐♥ ✈✐�♦✳

❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ ❜✐♦♠❡❝❤❛♥✐❝�✱ ✈♦❧✳ ✽✱ ♥♦✳ ✺✱ ♣❛❣❡� ✷✾✸✕✸✵✵✱ ✶✾✼✺✳

❬❉✬❆♠♦�❡ ✶✵❪ ❆♥�♦♥✐♦ ❉✬❆♠♦�❡✱ ❏♦❤♥ ❆ ❙�❡❧❧❛✱ ❲✐❧❧✐❛♠ ❘ ❲❛❣♥❡� ✫ ▼✐❝❤❛❡❧ ❙

❙❛❝❦�✳ ❈❤❛�❛❝❡�✐③❛✐♦♥ ♦❢ ❤❡ ❝♦♠♣❧❡❡ ✜❜❡� ♥❡✇♦�❦ ♦♣♦❧♦❣② ♦❢

♣❧❛♥❛� ✜❜�♦✉� ✐��✉❡� ❛♥❞ �❝❛✛♦❧❞�✳ ❇✐♦♠❛�❡�✐❛❧�✱ ✈♦❧✳ ✸✶✱ ♥♦✳ ✷✵✱

♣❛❣❡� ✺✸✹✺✕✺✸✺✹✱ ✷✵✶✵✳

❬❉❛✈✐❡� ✵✷❪ ❘②❛♥ ❘ ❉❛✈✐❡�✱ ▲❡❡ ❏ ●♦❧❞��❡✐♥✱ ▼✐❝❤❛❡❧ ❆ ❈♦❛❞②✱ ❙❤❛✇♥ ▲ ❚✐��❧❡✱

❏♦❤♥ ❆ ❘✐③③♦✱ ●❛�② ❙ ❑♦♣❢ ✫ ❏♦❤♥ ❆ ❊❧❡❢�❡�✐❛❞❡�✳ ❨❡❛�❧② �✉♣✉�❡

♦� ❞✐��❡❝✐♦♥ �❛❡� ❢♦� ❤♦�❛❝✐❝ ❛♦�✐❝ ❛♥❡✉�②�♠�✿ �✐♠♣❧❡ ♣�❡❞✐❝✐♦♥

❜❛�❡❞ ♦♥ �✐③❡✳ ❚❤❡ ❆♥♥❛❧� ♦❢ �❤♦�❛❝✐❝ �✉�❣❡�②✱ ✈♦❧✳ ✼✸✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣❛❣❡�

✶✼✕✷✽✱ ✷✵✵✷✳

❲✐�♦❧❞ ❑�❛�♥② ❚❤F�❡ ❡♥ ▼G❝❛♥✐ ✉❡ ❡� ■♥❣G♥✐❡�✐❡ ✶✷✻



❇✐❜❧✐♦❣�❛♣❤②

❬❉❡ ❏❛❣❡� ✵✹❪ ❇�❛♠ ❉❡ ❏❛❣❡� ✫ ❘♦❜❡�� ❊ ❙❦❡❧�♦♥✳ ❙②♠❜♦❧✐❝ 	
✐✛♥❡		 ♦♣
✐♠✐③❛✲


✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛♥❛� 
❡♥	❡❣�✐
② 	
�✉❝
✉�❡	✳ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ ✐♥�❡❧❧✐❣❡♥� ♠❛�❡�✐❛❧

�②��❡♠� ❛♥❞ ���✉❝�✉�❡�✱ ✈♦❧✳ ✶✺✱ ♥♦✳ ✸✱ ♣❛❣❡� ✶✽✶✕✶✾✸✱ ✷✵✵✹✳

❬❉❡ ❏❛❣❡� ✵✻❪ ❇�❛♠ ❉❡ ❏❛❣❡� ✫ ❘♦❜❡�� ❊ ❙❦❡❧�♦♥✳ ❙
✐✛♥❡		 ♦❢ ♣❧❛♥❛� 
❡♥	❡❣✲

�✐
② 
�✉		 
♦♣♦❧♦❣✐❡	✳ ■♥�❡�♥❛�✐♦♥❛❧ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ �♦❧✐❞� ❛♥❞ ���✉❝�✉�❡�✱

✈♦❧✳ ✹✸✱ ♥♦✳ ✺✱ ♣❛❣❡� ✶✸✵✽✕✶✸✸✵✱ ✷✵✵✻✳

❬❉❡♥❦ ✵✹❪ ❲✐♥❢�✐❡❞ ❉❡♥❦ ✫ ❍❡✐♥③ ❍♦���♠❛♥♥✳ ❙❡�✐❛❧ ❜❧♦❝❦✲❢❛❝❡ 	❝❛♥♥✐♥❣ ❡❧❡❝✲


�♦♥ ♠✐❝�♦	❝♦♣② 
♦ �❡❝♦♥	
�✉❝
 
❤�❡❡✲❞✐♠❡♥	✐♦♥❛❧ 
✐		✉❡ ♥❛♥♦	
�✉❝✲


✉�❡✳ /▲♦❙ ❇✐♦❧♦❣②✱ ✈♦❧✳ ✷✱ ♥♦✳ ✶✶✱ ✷✵✵✹✳

❬❉✐♥❣❡♠❛♥� ✵✵❪ ❑ / ❉✐♥❣❡♠❛♥�✱ / ❚❡❡❧✐♥❣✱ ❏ ❍ ▲❛❣❡♥❞✐❥❦ ✫ ❆ ❊ ❇❡❝❦❡�✳ ❊①
�❛✲

❝❡❧❧✉❧❛� ♠❛
�✐① ♦❢ 
❤❡ ❤✉♠❛♥ ❛♦�
✐❝ ♠❡❞✐❛✿ ❛♥ ✉❧
�❛	
�✉❝
✉�❛❧ ❤✐	
♦✲

❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛♥❞ ✐♠♠✉♥♦❤✐	
♦❝❤❡♠✐❝❛❧ 	
✉❞② ♦❢ 
❤❡ ❛❞✉❧
 ❛♦�
✐❝ ♠❡❞✐❛✳

❚❤❡ ❆♥❛�♦♠✐❝❛❧ ❘❡❝♦�❞✱ ✈♦❧✳ ✷✺✽✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣❛❣❡� ✶✕✶✹✱ ❥❛♥ ✷✵✵✵✳

❬❉♦❜�✐♥ ✽✻❪ /❤✐❧✐♣ ❇ ❉♦❜�✐♥✳ ❇✐❛①✐❛❧ ❛♥✐	♦
�♦♣② ♦❢ ❞♦❣ ❝❛�♦
✐❞ ❛�
❡�②✿ ❡	
✐♠❛
✐♦♥

♦❢ ❝✐�❝✉♠❢❡�❡♥
✐❛❧ ❡❧❛	
✐❝ ♠♦❞✉❧✉	✳ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ ❜✐♦♠❡❝❤❛♥✐❝�✱ ✈♦❧✳ ✶✾✱

♥♦✳ ✺✱ ♣❛❣❡� ✸✺✶✕✸✺✽✱ ✶✾✽✻✳

❬❉✉♣�❡② ✶✵❪ ❆✳ ❉✉♣�❡②✱ ❑✳ ❑❤❛♥❛❢❡�✱ ▼✳ ❙❝❤❧✐❝❤�✱ ❙✳ ❆✈�✐❧✱ ❉✳ ❲✐❧❧✐❛♠� ✫

❘✳ ❇❡�❣✉❡�✳ ■♥ ❱✐
�♦ ❈❤❛�❛❝
❡�✐	❛
✐♦♥ ♦❢ !❤②	✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ▼❛①✐✲

♠✉♠ ❊❧❛	
✐❝ ▼♦❞✉❧✉	 ♦❢ ❆	❝❡♥❞✐♥❣ ❚❤♦�❛❝✐❝ ❆♦�
✐❝ ❆♥❡✉�②	♠	 ❯	✲

✐♥❣ ❯♥✐❛①✐❛❧ ❚❡♥	✐❧❡ ❚❡	
✐♥❣✳ ❊✉�♦♣❡❛♥ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ ❱❛�❝✉❧❛� ❛♥❞

❊♥❞♦✈❛�❝✉❧❛� ❙✉�❣❡�②✱ ✈♦❧✳ ✸✾✱ ♥♦✳ ✻✱ ♣❛❣❡� ✼✵✵ ✕ ✼✵✼✱ ✷✵✶✵✳

❬❊✐�❡♥��❡✐♥ ✼✺❪ ❘❡✉❜❡♥ ❊✐�❡♥��❡✐♥✱ ❙✈❡♥✲❊�✐❦ ▲❛���♦♥✱ ❑❧❛✉� ❊ ❑✉❡��♥❡�✱ ◆✐♥♦ ❙♦�✲

❣❡♥�❡ ✫ ❱✐♥❝❡♥� ❈ ❍❛�❝❛❧❧✳ ❚❤❡ ❣�♦✉♥❞ 	✉❜	
❛♥❝❡ ♦❢ 
❤❡ ❛�
❡�✐❛❧

✇❛❧❧ !❛�
 ✶✳ ❊①
�❛❝
❛❜✐❧✐
② ♦❢ ❣❧②❝♦	❛♠♠♦❣❧②❝❛♥	 ❛♥❞ 
❤❡ ✐	♦❧❛
✐♦♥

♦❢ ❛ ♣�♦
❡♦❣❧②❝❛♥ ❢�♦♠ ❜♦✈✐♥❡ ❛♦�
❛✳ ❆�❤❡�♦�❝❧❡�♦�✐�✱ ✈♦❧✳ ✷✷✱ ♥♦✳ ✶✱

♣❛❣❡� ✶✕✶✼✱ ✶✾✼✺✳

❬❊�❤❡❧❜② ✺✼❪ ❏♦❤♥ ❉ ❊�❤❡❧❜②✳ ❚❤❡ ❞❡
❡�♠✐♥❛
✐♦♥ ♦❢ 
❤❡ ❡❧❛	
✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ ❛♥ ❡❧❧✐♣✲

	♦✐❞❛❧ ✐♥❝❧✉	✐♦♥✱ ❛♥❞ �❡❧❛
❡❞ ♣�♦❜❧❡♠	✳ ■♥ /�♦❝❡❡❞✐♥❣� ♦❢ �❤❡ ❘♦②❛❧

❙♦❝✐❡�② ♦❢ ▲♦♥❞♦♥ ❆✿ ▼❛�❤❡♠❛�✐❝❛❧✱ /❤②�✐❝❛❧ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡�✐♥❣ ❙❝✐✲

❡♥❝❡�✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✹✶✱ ♣❛❣❡� ✸✼✻✕✸✾✻✳ ❚❤❡ ❘♦②❛❧ ❙♦❝✐❡�②✱ ✶✾✺✼✳

❬❊��❡�❧② ✻✽❪ ❏❛♠❡� ❆ ❊��❡�❧②✱ ❙❡②♠♦✉� ●❧❛❣♦✈ ✫ ❉❏ ❋❡�❣✉�♦♥✳ ▼♦�♣❤♦❣❡♥❡	✐	

♦❢ ✐♥
✐♠❛❧ ♦❜❧✐
❡�❛
✐✈❡ ❤②♣❡�♣❧❛	✐❛ ♦❢ 	♠❛❧❧ ❛�
❡�✐❡	 ✐♥ ❡①♣❡�✐♠❡♥✲


❛❧ ♣✉❧♠♦♥❛�② ❤②♣❡�
❡♥	✐♦♥✳ ❆♥ ✉❧
�❛	
�✉❝
✉�❛❧ 	
✉❞② ♦❢ 
❤❡ �♦❧❡ ♦❢

	♠♦♦
❤✲♠✉	❝❧❡ ❝❡❧❧	✳ ❚❤❡ ❆♠❡�✐❝❛♥ ❥♦✉�♥❛❧ ♦❢ ♣❛�❤♦❧♦❣②✱ ✈♦❧✳ ✺✷✱

♥♦✳ ✷✱ ♣❛❣❡ ✸✷✺✱ ✶✾✻✽✳

❲✐�♦❧❞ ❑�❛�♥② ❚❤>�❡ ❡♥ ▼?❝❛♥✐@✉❡ ❡� ■♥❣?♥✐❡�✐❡ ✶✷✼



❇✐❜❧✐♦❣�❛♣❤②

❬❊②�❡ ✽✹❪ ❉❛✈✐❞ ❘ ❊②�❡✱ ▼❡�❝❡❞❡� ❆ �❛③ ✫ �❛✉❧ ▼ ●❛❧❧♦♣✳ ❈�♦��✲❧✐♥❦✐♥❣ ✐♥

❝♦❧❧❛❣❡♥ ❛♥❞ ❡❧❛��✐♥✳ ❆♥♥✉❛❧ �❡✈✐❡✇ ♦❢ ❜✐♦❝❤❡♠✐�%�②✱ ✈♦❧✳ ✺✸✱ ♥♦✳ ✶✱

♣❛❣❡� ✼✶✼✕✼✹✽✱ ✶✾✽✹✳

❬❋❛♥ ✶✹❪ ❘♦♥❣ ❋❛♥ ✫ ▼✐❝❤❛❡❧ ❙ ❙❛❝❦�✳ ❙✐♠✉❧❛�✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛♥❛� �♦❢� �✐��✉❡� ✉�✐♥❣

❛ ���✉❝�✉�❛❧ ❝♦♥��✐�✉�✐✈❡ ♠♦❞❡❧✿ ✜♥✐�❡ ❡❧❡♠❡♥� ✐♠♣❧❡♠❡♥�❛�✐♦♥ ❛♥❞

✈❛❧✐❞❛�✐♦♥✳ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ ❇✐♦♠❡❝❤❛♥✐❝�✱ ✈♦❧✳ ✹✼✱ ♥♦✳ ✾✱ ♣❛❣❡� ✷✵✹✸✕✷✵✺✹✱

✷✵✶✹✳

❬❋❛�❛♥❞ ✵✼❪ �❛✉❧ ❋❛�❛♥❞✱ ❆♥❞�2 ●❛�♦♥ ✫ ●❡�❛�❞ ❊✳ �❧❛♥%❡✳ ❙��✉❝�✉�❡ ♦❢ ❧❛�❣❡ ❛�✲

�❡�✐❡�✿ ❖�✐❡♥�❛�✐♦♥ ♦❢ ❡❧❛��✐♥ ✐♥ �❛❜❜✐� ❛♦��✐❝ ✐♥�❡�♥❛❧ ❡❧❛��✐❝ ❧❛♠✐♥❛

❛♥❞ ✐♥ �❤❡ ❡❧❛��✐❝ ❧❛♠❡❧❧❛❡ ♦❢ ❛♦��✐❝ ♠❡❞✐❛✳ ▼✐❝�♦✈❛�❝✉❧❛� ❘❡�❡❛�❝❤✱

✈♦❧✳ ✼✸✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣❛❣❡� ✾✺✕✾✾✱ ✷✵✵✼✳

❬❋❛✉�② ✵✶❪ ●✐❧❧❡� ❋❛✉�②✳ ❋✉♥❝�✐♦♥✕���✉❝�✉�❡ �❡❧❛�✐♦♥�❤✐♣ ♦❢ ❡❧❛��✐❝ ❛��❡�✐❡� ✐♥

❡✈♦❧✉�✐♦♥✿ ❢�♦♠ ♠✐❝�♦✜❜�✐❧� �♦ ❡❧❛��✐♥ ❛♥❞ ❡❧❛��✐❝ ✜❜�❡�✳ �❛%❤♦❧♦❣✐❡

❇✐♦❧♦❣✐❡✱ ✈♦❧✳ ✹✾✱ ♥♦✳ ✹✱ ♣❛❣❡� ✸✶✵✕✸✷✺✱ ✷✵✵✶✳

❬❋❡��✉③③✐ ✶✶❪ ❏ ❋❡��✉③③✐✱ ❉ ❱♦�♣ ✫ ❏ ❉ ❍✉♠♣❤�❡②✳ ❖♥ ❝♦♥��✐�✉�✐✈❡ ❞❡�❝�✐♣�♦��

♦❢ �❤❡ ❜✐❛①✐❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉� ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❛❜❞♦♠✐♥❛❧ ❛♦��❛ ❛♥❞

❛♥❡✉�②�♠�✳ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ %❤❡ ❘♦②❛❧ ❙♦❝✐❡%②✱ ■♥%❡�❢❛❝❡✱ ✈♦❧✳ ✽✱ ♥♦✳ ✺✻✱

♣❛❣❡� ✹✸✺✕✹✺✵✱ ✷✵✶✶✳

❬❋✐❧❧✐♥❣❡� ✵✼❪ ▼❛�❦ ❋✐❧❧✐♥❣❡�✳ ❲❤♦ �❤♦✉❧❞ ✇❡ ♦♣❡�❛�❡ ♦♥ ❛♥❞ ❤♦✇ ❞♦ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡✿

♣�❡❞✐❝�✐♥❣ �✉♣�✉�❡ ❛♥❞ �✉�✈✐✈❛❧ ✐♥ ♣❛�✐❡♥�� ✇✐�❤ ❛♦��✐❝ ❛♥❡✉�②�♠✳ ■♥

❙❡♠✐♥❛�� ✐♥ ✈❛�❝✉❧❛� �✉�❣❡�②✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✵✱ ♣❛❣❡� ✶✷✶✕✶✷✼✳ ❊❧�❡✈✐❡�✱

✷✵✵✼✳

❬❋�❡❡❞ ✵✺❪ ❆❧❛♥ ❉ ❋�❡❡❞ ✫ ❚♦❞❞ ❈ ❉♦❡❤�✐♥❣✳ ❊❧❛��✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦� ❝�✐♠♣❡❞ ❝♦❧❧❛❣❡♥

✜❜�✐❧�✳ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ ❜✐♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❣✐♥❡❡�✐♥❣✱ ✈♦❧✳ ✶✷✼✱ ♥♦✳ ✹✱ ♣❛❣❡�

✺✽✼✕✺✾✸✱ ✷✵✵✺✳

❬❋�✐❞❡③ ✵✶❪ �✳ ❋�✐❞❡③✱ ❆✳ ▼❛❦✐♥♦✱ ❍✳ ▼✐②❛③❛❦✐✱ ❏✳✲❏✳ ▼❡✐�%❡�✱ ❑✳ ❍❛②❛�❤✐ ✫

◆✳ ❙%❡�❣✐♦♣✉❧♦�✳ ❙❤♦��✲❚❡�♠ ❇✐♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❆❞❛♣�❛�✐♦♥ ♦❢ �❤❡ ❘❛�

❈❛�♦�✐❞ �♦ ❆❝✉�❡ ❍②♣❡��❡♥�✐♦♥✿ ❈♦♥��✐❜✉�✐♦♥ ♦❢ ❙♠♦♦�❤ ▼✉�❝❧❡✳ ❆♥✲

♥❛❧� ♦❢ ❇✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡�✐♥❣✱ ✈♦❧✳ ✷✾✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣❛❣❡� ✷✻✕✸✹✱ ✷✵✵✶✳

❬❋�✐%�❝❤ ✵✾❪ ❆♥❞�❡❛� ❋�✐%�❝❤✱ ❈❤�✐�%✐❛♥ ❍❡❧❧♠✐❝❤ ✫ ▲✉❝ ❉♦�♠✐❡✉①✳ ❉✉❝�✐❧❡

�❧✐❞✐♥❣ ❜❡�✇❡❡♥ ♠✐♥❡�❛❧ ❝�②��❛❧� ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② �✉♣�✉�❡ ♦❢ ❝♦❧❧❛❣❡♥

❝�♦��❧✐♥❦�✿ ❡①♣❡�✐♠❡♥�❛❧❧② �✉♣♣♦��❡❞ ♠✐❝�♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡①♣❧❛♥❛�✐♦♥ ♦❢

❜♦♥❡ ���❡♥❣�❤✳ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ %❤❡♦�❡%✐❝❛❧ ❜✐♦❧♦❣②✱ ✈♦❧✳ ✷✻✵✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣❛❣❡�

✷✸✵✕✷✺✷✱ ✷✵✵✾✳

❬❋✉❥✐♠♦%♦ ✾✾❪ ❏● ❋✉❥✐♠♦%♦✱ ❙%❡♣❤❡♥ ❆ ❇♦♣♣❛�%✱ ●❏ ❚❡❛�♥❡②✱ ❇❊ ❇♦✉♠❛✱ ❈ �✐%�✐�

✫ ▼❊ ❇�❡③✐♥�❦✐✳ ❍✐❣❤ �❡�♦❧✉�✐♦♥ ✐♥ ✈✐✈♦ ✐♥��❛✲❛��❡�✐❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ✇✐�❤

❲✐%♦❧❞ ❑�❛�♥② ❚❤@�❡ ❡♥ ▼2❝❛♥✐A✉❡ ❡% ■♥❣2♥✐❡�✐❡ ✶✷✽



❇✐❜❧✐♦❣�❛♣❤②

♦♣�✐❝❛❧ ❝♦❤❡
❡♥❝❡ �♦♠♦❣
❛♣❤②✳ ❍❡❛��✱ ✈♦❧✳ ✽✷✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣❛❣❡� ✶✷✽✕✶✸✸✱

✶✾✾✾✳

❬❋✉❧❧❡� ✻✶❪ ❘ ❇✉❝❦♠✐♥��❡� ❋✉❧❧❡�✳ ❚❡♥�❡❣
✐�②✳ #♦��❢♦❧✐♦ ❛♥❞ ❆�� ◆❡✇� ❆♥♥✉❛❧✱

✈♦❧✳ ✹✱ ✶✾✻✶✳

❬❋✉♥❣ ✾✸❪ ❨✉❛♥✲❈❤❡♥❣ ❋✉♥❣✳ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣
♦♣❡
�✐❡� ❛♥❞ ❛❝�✐✈❡ 
❡♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢

❜❧♦♦❞ ✈❡��❡❧�✳ ■♥ ❇✐♦♠❡❝❤❛♥✐❝�✱ ♣❛❣❡� ✸✷✶✕✸✾✶✳ ❙♣�✐♥❣❡�✱ ✶✾✾✸✳

❬●❛��❡� ✵✼❪ ❚ ❈❤�✐��✐❛♥ ●❛��❡� ✫ ●❡�❤❛�❞ ❆ ❍♦❧③❛♣❢❡❧✳ ❋✐♥✐�❡ ❡❧❡♠❡♥� ♠♦❞❡❧✐♥❣

♦❢ ❜❛❧❧♦♦♥ ❛♥❣✐♦♣❧❛��② ❜② ❝♦♥�✐❞❡
✐♥❣ ♦✈❡
��
❡�❝❤ ♦❢ 
❡♠♥❛♥� ♥♦♥✲

❞✐�❡❛�❡❞ �✐��✉❡� ✐♥ ❧❡�✐♦♥�✳ ❈♦♠♣✉�❛�✐♦♥❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝�✱ ✈♦❧✳ ✹✵✱ ♥♦✳ ✶✱

♣❛❣❡� ✹✼✕✻✵✱ ✷✵✵✼✳

❬●❛��❡� ✶✵❪ ❚ ❈❤�✐��✐❛♥ ●❛��❡�✱ ▼❛��✐♥ ❆✉❡�✱ ❋ ▲❛❜�✉�♦✱ ❏ ❙✇❡❞❡♥❜♦�❣ ✫

❏ ❘♦②✳ ❇✐♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ 
✉♣�✉
❡ 
✐�❦ ❛��❡��♠❡♥� ♦❢ ❛❜❞♦♠✐♥❛❧ ❛♦
✲

�✐❝ ❛♥❡✉
②�♠�✿ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❧❡①✐�② ✈❡
�✉� ♣
❡❞✐❝�❛❜✐❧✐�② ♦❢ ✜♥✐�❡ ❡❧❡✲

♠❡♥� �✐♠✉❧❛�✐♦♥�✳ ❊✉�♦♣❡❛♥ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ ❱❛�❝✉❧❛� ❛♥❞ ❊♥❞♦✈❛�❝✉❧❛�

❙✉�❣❡�②✱ ✈♦❧✳ ✹✵✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣❛❣❡� ✶✼✻✕✶✽✺✱ ✷✵✶✵✳

❬●❛��❡� ✶✷❪ ❚✳ ❈❤�✐��✐❛♥ ●❛��❡�✱ ❙❛�❛ ●❛❧❧✐♥❡��✐✱ ❳✐❛♦ ❳✐♥❣✱ ❈❛�♦❧✐♥❡ ❋♦��❡❧❧✱

❏❡�♣❡� ❙✇❡❞❡♥❜♦�❣ ✫ ❏♦② ❘♦②✳ ❙♣❛�✐❛❧ ♦
✐❡♥�❛�✐♦♥ ♦❢ ❝♦❧❧❛❣❡♥ ✜❜❡
�

✐♥ �❤❡ ❛❜❞♦♠✐♥❛❧ ❛♦
�✐❝ ❛♥❡✉
②�♠✬� ✇❛❧❧ ❛♥❞ ✐�� 
❡❧❛�✐♦♥ �♦ ✇❛❧❧ ♠❡✲

❝❤❛♥✐❝�✳ ❆❝�❛ ❇✐♦♠❛�❡�✐❛❧✐❛✱ ✈♦❧✳ ✽✱ ♥♦✳ ✽✱ ♣❛❣❡� ✸✵✾✶✕✸✶✵✸✱ ✷✵✶✷✳

❬●❡❡�� ✵✻❪ ❏♦♥❛�❤❛♥ # ❱❛♥❞❡ ●❡❡��✱ ▼✐❝❤❛❡❧ ❙ ❙❛❝❦� ✫ ❉❛✈✐❞ ❆ ❱♦�♣✳ ❆ ♣❧❛♥❛


❜✐❛①✐❛❧ ❝♦♥��✐�✉�✐✈❡ 
❡❧❛�✐♦♥ ❢♦
 �❤❡ ❧✉♠✐♥❛❧ ❧❛②❡
 ♦❢ ✐♥�
❛✲❧✉♠✐♥❛❧

�❤
♦♠❜✉� ✐♥ ❛❜❞♦♠✐♥❛❧ ❛♦
�✐❝ ❛♥❡✉
②�♠�✳ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ ❜✐♦♠❡❝❤❛♥✐❝�✱

✈♦❧✳ ✸✾✱ ♥♦✳ ✶✸✱ ♣❛❣❡� ✷✸✹✼✕✷✸✺✹✱ ✷✵✵✻✳

❬●❡♥♦✈❡�❡ ✶✸❪ ❑ ●❡♥♦✈❡�❡✱ ❨✲❯ ▲❡❡✱ ❛ ❨ ▲❡❡ ✫ ❏ ❉ ❍✉♠♣❤�❡②✳ ❆♥ ✐♠♣
♦✈❡❞

♣❛♥♦
❛♠✐❝ ❞✐❣✐�❛❧ ✐♠❛❣❡ ❝♦

❡❧❛�✐♦♥ ♠❡�❤♦❞ ❢♦
 ✈❛�❝✉❧❛
 ��
❛✐♥ ❛♥❛❧✲

②�✐� ❛♥❞ ♠❛�❡
✐❛❧ ❝❤❛
❛❝�❡
✐③❛�✐♦♥✳ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ �❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❇❡✲

❤❛✈✐♦� ♦❢ ❇✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ▼❛�❡�✐❛❧�✱ ✈♦❧✳ ✷✼✱ ♣❛❣❡� ✶✸✷✕✹✷✱ ✷✵✶✸✳

❬●❤❛③❛♥❢❛�✐ ✶✷❪ ❙ ●❤❛③❛♥❢❛�✐✱ ❆ ❉�✐❡��❡♥✲▼♦❧✱ ●❏ ❙��✐❥❦❡��✱ ❋▼❲ ❑❛♥�❡��✱ ❋#❚

❇❛❛✐❥❡♥� ✫ ❈❱❈ ❇♦✉�❡♥✳ ❆ ❝♦♠♣❛
❛�✐✈❡ ❛♥❛❧②�✐� ♦❢ �❤❡ ❝♦❧❧❛❣❡♥

❛
❝❤✐�❡❝�✉
❡ ✐♥ �❤❡ ❝❛
♦�✐❞ ❛
�❡
②✿ �❡❝♦♥❞ ❤❛
♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡
❛�✐♦♥ ✈❡
✲

�✉� ❞✐✛✉�✐♦♥ �❡♥�♦
 ✐♠❛❣✐♥❣✳ ❇✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛♥❞ ❜✐♦♣❤②�✐❝❛❧ �❡�❡❛�❝❤

❝♦♠♠✉♥✐❝❛�✐♦♥�✱ ✈♦❧✳ ✹✷✻✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣❛❣❡� ✺✹✕✺✽✱ ✷✵✶✷✳

❬●❧❡❛�♦♥ ✵✹❛❪ ❘ ▲ ●❧❡❛�♦♥✱ ❙ # ●�❛②✱ ❊ ❲✐❧�♦♥ ✫ ❏ ❉ ❍✉♠♣❤�❡②✳ ❆ ♠✉❧✲

�✐❛①✐❛❧ ❝♦♠♣✉�❡
✲❝♦♥�
♦❧❧❡❞ ♦
❣❛♥ ❝✉❧�✉
❡ ❛♥❞ ❜✐♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡✈✐❝❡

❢♦
 ♠♦✉�❡ ❝❛
♦�✐❞ ❛
�❡
✐❡�✳ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ ❇✐♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡�✐♥❣✱

✈♦❧✳ ✶✷✻✱ ♥♦✳ ✻✱ ♣❛❣❡� ✼✽✼✕✼✾✺✱ ✷✵✵✹✳

❲✐�♦❧❞ ❑�❛�♥② ❚❤A�❡ ❡♥ ▼B❝❛♥✐C✉❡ ❡� ■♥❣B♥✐❡�✐❡ ✶✷✾



❇✐❜❧✐♦❣�❛♣❤②

❬●❧❡❛�♦♥ ✵✹❜❪ ❘▲ ●❧❡❛�♦♥✱ ▲❆ ❚❛❜❡� ✫ ❏❉ ❍✉♠♣❤�❡②✳ ❆ ✷✲❉ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✢♦✇✲

✐♥❞✉❝❡❞ ❛❧�❡�❛�✐♦♥� ✐♥ �❤❡ ❣❡♦♠❡��②✱ ���✉❝�✉�❡✱ ❛♥❞ ♣�♦♣❡��✐❡� ♦❢

❝❛�♦�✐❞ ❛��❡�✐❡�✳ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ ❜✐♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❣✐♥❡❡�✐♥❣✱ ✈♦❧✳ ✶✷✻✱

♥♦✳ ✸✱ ♣❛❣❡� ✸✼✶✕✸✽✶✱ ✷✵✵✹✳

❬●♦♥③❛❧❡③ ✵✷❪ ❘❛❢❛❡❧ ❈ ●♦♥③❛❧❡③ ✫ ❘✐❝❤❛�❞ ❊ ❲♦♦❞�✳ ��♦❝❡��✐♥❣✱ ✷✵✵✷✳

❬●♦✈②�✐♥ ✺✼❪ ❱❆ ●♦✈②�✐♥✳ ▼❡❛�✉�❡♠❡♥� ♦❢ ❛��❡�✐❛❧ ♣�❡��✉�❡� ✐♥ ✐♥�❛❝� �❛❜❜✐��✳

❇✉❧❧❡1✐♥ ♦❢ ❊①♣❡�✐♠❡♥1❛❧ ❇✐♦❧♦❣② ❛♥❞ ▼❡❞✐❝✐♥❡✱ ✈♦❧✳ ✹✹✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣❛❣❡�

✽✾✻✕✽✾✼✱ ✶✾✺✼✳

❬●�❡❡♥✇❛❧❞ ✾✼❪ ❙❊ ●�❡❡♥✇❛❧❞✱ ❏❊ ▼♦♦�❡✱ ❆ ❘❛❝❤❡✈✱ ❚7❈ ❑❛♥❡ ✫ ❏✲❏ ▼❡✐�1❡�✳

❊①♣❡�✐♠❡♥�❛❧ ✐♥✈❡��✐❣❛�✐♦♥ ♦❢ �❤❡ ❞✐���✐❜✉�✐♦♥ ♦❢ �❡�✐❞✉❛❧ ���❛✐♥� ✐♥

�❤❡ ❛��❡�② ✇❛❧❧✳ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ ❇✐♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡�✐♥❣✱ ✈♦❧✳ ✶✶✾✱

♥♦✳ ✹✱ ♣❛❣❡� ✹✸✽✕✹✹✹✱ ✶✾✾✼✳

❬●�♦�� ✹✾❪ ❏❡�♦♠❡ ●�♦��✳ ❚❤❡ ���✉❝�✉�❡ ♦❢ ❡❧❛��✐❝ �✐��✉❡ ❛� ��✉❞✐❡❞ ✇✐�❤ �❤❡

❡❧❡❝��♦♥ ♠✐❝�♦�❝♦♣❡✳ ❚❤❡ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ ❊①♣❡�✐♠❡♥1❛❧ ▼❡❞✐❝✐♥❡✱ ✈♦❧✳ ✽✾✱

♥♦✳ ✻✱ ♣❛❣❡� ✻✾✾✕✼✵✽✱ ✶✾✹✾✳

❬●�②1③ ✵✾❪ ❘❛❢❛❡❧ ●�②1③ ✫ ●:♥1❤❡� ▼❡�❝❤❦❡✳ ❈♦♥��✐�✉�✐✈❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❝�✐♠♣❡❞

❝♦❧❧❛❣❡♥ ✜❜�✐❧� ✐♥ �♦❢� �✐��✉❡�✳ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ 1❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❇❡❤❛✈✐♦�

♦❢ ❇✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ▼❛1❡�✐❛❧�✱ ✈♦❧✳ ✷✱ ♥♦✳ ✺✱ ♣❛❣❡� ✺✷✷✕✺✸✸✱ ✷✵✵✾✳

❬❍❛♥ ✶✸❪ ❍❛✐✲❈❤❛♦ ❍❛♥✱ ❏❡♥♥✐❢❡� ❑❲ ❈❤❡�♥✉11✱ ❏✉�1✐♥ ❘ ●❛�❝✐❛✱ ◗✐♥ ▲✐✉ ✫

◗✐ ❲❡♥✳ ❆��❡�② ❜✉❝❦❧✐♥❣✿ ♥❡✇ ♣❤❡♥♦�②♣❡�✱ ♠♦❞❡❧�✱ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛�✐♦♥�✳

❆♥♥❛❧� ♦❢ ❇✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡�✐♥❣✱ ✈♦❧✳ ✹✶✱ ♥♦✳ ✼✱ ♣❛❣❡� ✶✸✾✾✕✶✹✶✵✱

✷✵✶✸✳

❬❍❛②❛�❤✐ ✼✹❪ ❑ ❍❛②❛�❤✐✱ ▼ ❙❛1♦✱ ❍❑ ❍❛♥❞❛ ✫ ❑ ▼♦�✐1❛❦❡✳ ❇✐♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ��✉❞②

♦❢ �❤❡ ❝♦♥��✐�✉�✐✈❡ ❧❛✇� ♦❢ ✈❛�❝✉❧❛� ✇❛❧❧�✳ ❊①♣❡�✐♠❡♥1❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝�✱

✈♦❧✳ ✶✹✱ ♥♦✳ ✶✶✱ ♣❛❣❡� ✹✹✵✕✹✹✹✱ ✶✾✼✹✳

❬❍❡❧❧♠✐❝❤ ✵✷❪ ❈❤�✐�1✐❛♥ ❍❡❧❧♠✐❝❤ ✫ ❋�❛♥③✲❏♦�❡❢ ❯❧♠✳ ▼✐❝�♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦�

✉❧��❛���✉❝�✉�❛❧ ��✐✛♥❡�� ♦❢ ♠✐♥❡�❛❧✐③❡❞ �✐��✉❡�✳ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ ❡♥❣✐♥❡❡�✐♥❣

♠❡❝❤❛♥✐❝�✱ ✈♦❧✳ ✶✷✽✱ ♥♦✳ ✽✱ ♣❛❣❡� ✽✾✽✕✾✵✽✱ ✷✵✵✷✳

❬❍❡❧❧♠✐❝❤ ✵✹❪ ❈❤�✐�1✐❛♥ ❍❡❧❧♠✐❝❤✱ ❏❡❛♥✲❋�❛♥❝♦✐� ❇❛�1❤?❧?♠② ✫ ▲✉❝ ❉♦�♠✐❡✉①✳

▼✐♥❡�❛❧✕❝♦❧❧❛❣❡♥ ✐♥�❡�❛❝�✐♦♥� ✐♥ ❡❧❛��✐❝✐�② ♦❢ ❜♦♥❡ ✉❧��❛���✉❝�✉�❡✕

❛ ❝♦♥�✐♥✉✉♠ ♠✐❝�♦♠❡❝❤❛♥✐❝� ❛♣♣�♦❛❝❤✳ ❊✉�♦♣❡❛♥ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢

▼❡❝❤❛♥✐❝�✲❆✴❙♦❧✐❞�✱ ✈♦❧✳ ✷✸✱ ♥♦✳ ✺✱ ♣❛❣❡� ✼✽✸✕✽✶✵✱ ✷✵✵✹✳

❬❍❡❧❧♠✐❝❤ ✵✽❪ ❈❤�✐�1✐❛♥ ❍❡❧❧♠✐❝❤✱ ❈♦�♥❡❧✐❛ ❑♦❜❡� ✫ ❇♦❞♦ ❊�❞♠❛♥♥✳

▼✐❝�♦♠❡❝❤❛♥✐❝�✲❜❛�❡❞ ❝♦♥✈❡��✐♦♥ ♦❢ ❈❚ ❞❛�❛ ✐♥�♦ ❛♥✐�♦��♦♣✐❝

❡❧❛��✐❝✐�② �❡♥�♦��✱ ❛♣♣❧✐❡❞ �♦ ❋❊ �✐♠✉❧❛�✐♦♥� ♦❢ ❛ ♠❛♥❞✐❜❧❡✳ ❆♥♥❛❧�

♦❢ ❜✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ❡♥❣✐♥❡❡�✐♥❣✱ ✈♦❧✳ ✸✻✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣❛❣❡ ✶✵✽✱ ✷✵✵✽✳

❲✐1♦❧❞ ❑�❛�♥② ❚❤A�❡ ❡♥ ▼?❝❛♥✐B✉❡ ❡1 ■♥❣?♥✐❡�✐❡ ✶✸✵



❇✐❜❧✐♦❣�❛♣❤②

❬❍✐❧❧ ✻✺❪ ❘❖❉◆❊❨ ❍✐❧❧✳ ❈♦♥�✐♥✉✉♠ ♠✐❝	♦✲♠❡❝❤❛♥✐❝� ♦❢ ❡❧❛��♦♣❧❛��✐❝ ♣♦❧②✲

❝	②��❛❧�✳ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ �❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐❝ ❛♥❞ "❤② ✐❝ ♦❢ ❙♦❧✐❞ ✱ ✈♦❧✳ ✶✸✱

♥♦✳ ✷✱ ♣❛❣❡ ✽✾✕✶✵✶✱ ✶✾✻✺✳

❬❍✐❧❧ ✶✷❪ ▼✐❝❤❛❡❧ ❘✳ ❍✐❧❧✱ ❳✐♥❥✐❡ ❉✉❛♥✱ ●�❡❣♦�② ❆✳ ●✐❜ ♦♥✱ ❙✐♠♦♥ ❲❛�❦✐♥ ✫

❆♥♥❡ ▼✳ ❘♦❜❡�� ♦♥✳ ❆ �❤❡♦	❡�✐❝❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥✲❞❡��	✉❝�✐✈❡ ❡①♣❡	✐♠❡♥�❛❧

❛♣♣	♦❛❝❤ ❢♦	 ❞✐	❡❝� ✐♥❝❧✉�✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛�✉	❡❞ ❝♦❧❧❛❣❡♥ ♦	✐❡♥�❛�✐♦♥ ❛♥❞

	❡❝	✉✐�♠❡♥� ✐♥�♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧� ♦❢ �❤❡ ❛	�❡	② ✇❛❧❧✳ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢

❇✐♦♠❡❝❤❛♥✐❝ ✱ ✈♦❧✳ ✹✺✱ ♥♦✳ ✺✱ ♣❛❣❡ ✼✻✷✕✼✼✶✱ ✷✵✶✷✳

❬❍♦❧③❛♣❢❡❧ ✵✶❪ ●❡�❤❛�❞ ❆ ❍♦❧③❛♣❢❡❧ ✫ ❚❤♦♠❛ ❈ ●❛  ❡�✳ ❆ ✈✐�❝♦❡❧❛��✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦	

✜❜❡	✲	❡✐♥❢♦	❝❡❞ ❝♦♠♣♦�✐�❡� ❛� ✜♥✐�❡ ��	❛✐♥�✿ ❈♦♥�✐♥✉✉♠ ❜❛�✐�✱ ❝♦♠✲

♣✉�❛�✐♦♥❛❧ ❛�♣❡❝�� ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛�✐♦♥�✳ ❈♦♠♣✉�❡� ▼❡�❤♦❞ ✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞

▼❡❝❤❛♥✐❝ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡�✐♥❣✱ ✈♦❧✳ ✶✾✵✱ ♥♦✳ ✸✹✱ ♣❛❣❡ ✹✸✼✾✕✹✹✵✸✱ ✷✵✵✶✳

❬❍♦❧③❛♣❢❡❧ ✵✺❪ ●❡�❤❛�❞ ❆ ❍♦❧③❛♣❢❡❧✱ ●❡�❤❛�❞ ❙♦♠♠❡�✱ ❈❤�✐ �✐❛♥ ❚ ●❛  ❡� ✫ "❡�❡�

❘❡❣✐�♥✐❣✳ ❉❡�❡	♠✐♥❛�✐♦♥ ♦❢ ❧❛②❡	✲�♣❡❝✐✜❝ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣	♦♣❡	�✐❡� ♦❢

❤✉♠❛♥ ❝♦	♦♥❛	② ❛	�❡	✐❡� ✇✐�❤ ♥♦♥❛�❤❡	♦�❝❧❡	♦�✐❝ ✐♥�✐♠❛❧ �❤✐❝❦❡♥✐♥❣

❛♥❞ 	❡❧❛�❡❞ ❝♦♥��✐�✉�✐✈❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❆♠❡�✐❝❛♥ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ "❤② ✐♦❧♦❣②✲

❍❡❛�� ❛♥❞ ❈✐�❝✉❧❛�♦�② "❤② ✐♦❧♦❣②✱ ✈♦❧✳ ✷✽✾✱ ♥♦✳ ✺✱ ♣❛❣❡ ❍✷✵✹✽✕

❍✷✵✺✽✱ ✷✵✵✺✳

❬❍♦❧③❛♣❢❡❧ ✵✼❪ ●❡�❤❛�❞ ❆ ❍♦❧③❛♣❢❡❧ ✫ ❚❤♦♠❛ ❈ ●❛  ❡�✳ ❈♦♠♣✉�❛�✐♦♥❛❧ ��	❡��✲

❞❡❢♦	♠❛�✐♦♥ ❛♥❛❧②�✐� ♦❢ ❛	�❡	✐❛❧ ✇❛❧❧� ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❤✐❣❤✲♣	❡��✉	❡ 	❡✲

�♣♦♥�❡✳ ■♥�❡�♥❛�✐♦♥❛❧ ❥♦✉�♥❛❧ ♦❢ ❝❛�❞✐♦❧♦❣②✱ ✈♦❧✳ ✶✶✻✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣❛❣❡ 

✼✽✕✽✺✱ ✷✵✵✼✳

❬❍♦❧③❛♣❢❡❧ ✶✺❛❪ ●❡�❤❛�❞ ❆ ❍♦❧③❛♣❢❡❧✱ ❏✉ �②♥❛ ❆ ◆✐❡ ��❛✇ ❦❛✱ ❘❛② ❲ ❖❣❞❡♥✱ ❆♥✲

❞�❡❛ ❏ ❘❡✐♥✐ ❝❤ ✫ ❆♥❞�❡❛ ❏ ❙❝❤�✐❡✢✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ♥♦♥✲�②♠♠❡�	✐❝

❝♦❧❧❛❣❡♥ ✜❜	❡ ❞✐�♣❡	�✐♦♥ ✐♥ ❛	�❡	✐❛❧ ✇❛❧❧�✳ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ �❤❡ ❘♦②❛❧ ❙♦✲

❝✐❡�② ■♥�❡�❢❛❝❡✱ ✈♦❧✳ ✶✷✱ ♥♦✳ ✶✵✻✱ ♣❛❣❡ ✷✵✶✺✵✶✽✽✱ ✷✵✶✺✳

❬❍♦❧③❛♣❢❡❧ ✶✺❜❪ ●❡�❤❛�❞ ❆ ❍♦❧③❛♣❢❡❧ ✫ ❘❛② ❲ ❖❣❞❡♥✳ ❖♥ �❤❡ �❡♥�✐♦♥✕❝♦♠♣	❡��✐♦♥

�✇✐�❝❤ ✐♥ �♦❢� ✜❜	♦✉� �♦❧✐❞�✳ ❊✉�♦♣❡❛♥ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ ▼❡❝❤❛♥✐❝ ✲

❆✴❙♦❧✐❞ ✱ ✈♦❧✳ ✹✾✱ ♣❛❣❡ ✺✻✶✕✺✻✾✱ ✷✵✶✺✳

❬❍♦♦❦❡ ✸✶❪ ❘♦❜❡�� ❍♦♦❦❡✳ ▲❡❝�✉	❡� ❞❡ ♣♦�❡♥�✐❛ 	❡��✐�✉�✐✈❛✳ ❖� ♦❢ ❙♣�✐♥❣ ❊①♣❧❛✐♥✲

✐♥❣ �❤❡ "♦✇❡� ♦❢ ❙♣�✐♥❣✐♥❣ ❇♦❞✐❡ ✱ ▲♦♥❞♦♥✿ ❏♦❤♥ ▼❛��②♥✱ ✈♦❧✳ ✶✻✼✽✱

✶✾✸✶✳

❬❍✉♠♣❤�❡② ✵✵❪ ❏❉ ❍✉♠♣❤�❡② ✫ "❇ ❈❛♥❤❛♠✳ ❙�	✉❝�✉	❡✱ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣	♦♣❡	�✐❡�✱ ❛♥❞

♠❡❝❤❛♥✐❝� ♦❢ ✐♥�	❛❝	❛♥✐❛❧ �❛❝❝✉❧❛	 ❛♥❡✉	②�♠�✳ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ ❊❧❛ �✐❝✐�②

❛♥❞ �❤❡ "❤② ✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ♦❢ ❙♦❧✐❞ ✱ ✈♦❧✳ ✻✶✱ ♥♦✳ ✶✲✸✱ ♣❛❣❡ ✹✾✕✽✶✱

✷✵✵✵✳

❲✐�♦❧❞ ❑�❛ ♥② ❚❤C ❡ ❡♥ ▼D❝❛♥✐E✉❡ ❡� ■♥❣D♥✐❡�✐❡ ✶✸✶



❇✐❜❧✐♦❣�❛♣❤②

❬❍✉♠♣❤�❡② ✵✷❪ ❏❉ ❍✉♠♣❤�❡② ✫ ❑❘ ❘❛❥❛❣♦♣❛❧✳ ❆ ❝♦♥���❛✐♥❡❞ ♠✐①�✉�❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦�

❣�♦✇�❤ ❛♥❞ �❡♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ �♦❢� �✐��✉❡�✳ ▼❛�❤❡♠❛�✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧� ❛♥❞

♠❡�❤♦❞� ✐♥ ❛♣♣❧✐❡❞ �❝✐❡♥❝❡�✱ ✈♦❧✳ ✶✷✱ ♥♦✳ ✵✸✱ ♣❛❣❡� ✹✵✼✕✹✸✵✱ ✷✵✵✷✳

❬❍✉♠♣❤�❡② ✵✽❛❪ ❏✳ ❉✳ ❍✉♠♣❤�❡②✱ )✳ ❇✳ ❲❡❧❧�✱ ❙✳ ❇❛❡❦✱ ❏✳ ❏✳ ❍✉✱ ❑✳ ▼❝▲❡�♦② ✫ ❆✳ ❚✳

❨❡❤✳ ❆ �❤❡♦�❡�✐❝❛❧❧②✲♠♦�✐✈❛�❡❞ ❜✐❛①✐❛❧ �✐��✉❡ ❝✉❧�✉�❡ �②��❡♠ ✇✐�❤ ✐♥✲

��❛✈✐�❛❧ ♠✐❝�♦�❝♦♣②✳ ❇✐♦♠❡❝❤❛♥✐❝� ❛♥❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ▼❡❝❤❛♥♦❜✐♦❧♦❣②✱

✈♦❧✳ ✼✱ ♥♦✳ ✹✱ ♣❛❣❡� ✸✷✸✕✸✸✹✱ ✷✵✵✽✳

❬❍✉♠♣❤�❡② ✵✽❜❪ ❏❛② ❉ ❍✉♠♣❤�❡②✳ ▼❡❝❤❛♥✐�♠� ♦❢ ❛��❡�✐❛❧ �❡♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ❤②♣❡��❡♥✲

�✐♦♥✳ ❍②♣❡��❡♥�✐♦♥✱ ✈♦❧✳ ✺✷✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣❛❣❡� ✶✾✺✕✷✵✵✱ ✷✵✵✽✳

❬❍✉♠♣❤�❡② ✵✾❪ ❏❉ ❍✉♠♣❤�❡②✱ ❏❋ ❊❜❡��❤✱ ❲❲ ❉②❡ ✫ ❘▲ ●❧❡❛�♦♥✳ ❋✉♥❞❛♠❡♥�❛❧

�♦❧❡ ♦❢ ❛①✐❛❧ ���❡�� ✐♥ ❝♦♠♣❡♥�❛�♦�② ❛❞❛♣�❛�✐♦♥� ❜② ❛��❡�✐❡�✳ ❏♦✉�♥❛❧

♦❢ ❜✐♦♠❡❝❤❛♥✐❝�✱ ✈♦❧✳ ✹✷✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣❛❣❡� ✶✕✽✱ ✷✵✵✾✳

❬❍✉♠♣❤�❡② ✶✵❪ ❏✳❉✳ ❍✉♠♣❤�❡②✳ ❈❛�❞✐♦✈❛�❝✉❧❛� �♦❧✐❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝�✿ ❈❡❧❧�✱ �✐��✉❡�✱ ❛♥❞

♦�❣❛♥�✳ ❙♣�✐♥❣❡�✱ ✷✵✶✵✳

❬■♥❣❜❡� ✾✸❪ ❉♦♥❛❧❞ ❊ ■♥❣❜❡�❡� ❛❧✳ ❈❡❧❧✉❧❛� �❡♥�❡❣�✐�②✿ ❞❡✜♥✐♥❣ ♥❡✇ �✉❧❡� ♦❢

❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡�✐❣♥ �❤❛� ❣♦✈❡�♥ �❤❡ ❝②�♦�❦❡❧❡�♦♥✳ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ ❈❡❧❧ ❙❝✐❡♥❝❡✱

✈♦❧✳ ✶✵✹✱ ♣❛❣❡� ✻✶✸✕✻✶✸✱ ✶✾✾✸✳

❬■♥❣❜❡� ✵✸❪ ❉♦♥❛❧❞ ❊ ■♥❣❜❡�✳ ❚❡♥�❡❣�✐�② ■✳ ❈❡❧❧ ���✉❝�✉�❡ ❛♥❞ ❤✐❡�❛�❝❤✐❝❛❧ �②�✲

�❡♠� ❜✐♦❧♦❣②✳ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ ❝❡❧❧ �❝✐❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✶✶✻✱ ♥♦✳ ✼✱ ♣❛❣❡� ✶✶✺✼✕✶✶✼✸✱

✷✵✵✸✳

❬■♥❣❜❡� ✵✻❪ ❉♦♥❛❧❞ ❊ ■♥❣❜❡�✳ ❈❡❧❧✉❧❛� ♠❡❝❤❛♥♦��❛♥�❞✉❝�✐♦♥✿ ♣✉��✐♥❣ ❛❧❧ �❤❡

♣✐❡❝❡� �♦❣❡�❤❡� ❛❣❛✐♥✳ ❚❤❡ ❋❆❙❊❇ ❥♦✉�♥❛❧✱ ✈♦❧✳ ✷✵✱ ♥♦✳ ✼✱ ♣❛❣❡�

✽✶✶✕✽✷✼✱ ✷✵✵✻✳

❬■✈❡� ✽✻❪ ❈▲ ■✈❡�✱ ❙● ❊�❦✐♥ ✫ ▲❱ ▼❝■♥�✐�❡✳ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡✛❡❝�� ♦♥ ❡♥❞♦�❤❡❧✐❛❧

❝❡❧❧ ♠♦�♣❤♦❧♦❣②✿ ✐♥ ✈✐��♦ ❛��❡��♠❡♥�✳ ■♥ ✈✐��♦ ❝❡❧❧✉❧❛� ✫ ❞❡✈❡❧♦♣✲

♠❡♥�❛❧ ❜✐♦❧♦❣②✱ ✈♦❧✳ ✷✷✱ ♥♦✳ ✾✱ ♣❛❣❡� ✺✵✵✕✺✵✼✱ ✶✾✽✻✳

❬❏=❤♥❡ ✾✸❪ ❇❡�♥❞ ❏=❤♥❡✳ ❙♣❛�✐♦✲�❡♠♣♦�❛❧ ✐♠❛❣❡ ♣�♦❝❡��✐♥❣✿ �❤❡♦�② ❛♥❞ �❝✐❡♥✲

�✐✜❝ ❛♣♣❧✐❝❛�✐♦♥�✱ ✈♦❧✉♠❡ ✼✺✶✳ ❙♣�✐♥❣❡� ❙❝✐❡♥❝❡ ✫ ❇✉�✐♥❡�� ▼❡❞✐❛✱

✶✾✾✸✳

❬❏❛②②♦�✐ ✶✺❪ ❈❤❛�❧❡� ❏❛②②♦�✐✳ ❈❛�❛❝�#�✐�❛�✐♦♥ ♠#❝❛♥✐$✉❡ ❡� ♠✐❝�♦���✉❝�✉�❛❧❡ ❞✉

❝♦♠♣♦��❡♠❡♥� % �✉♣�✉�❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣�✉❧❡ ❞❡ ●❧✐��♦♥ ♣♦✉� ❧❛ ♣�#❞✐❝�✐♦♥

❞✉ �✐�$✉❡ ❞❡ ❧#�✐♦♥� ❞❡� �✐��✉� ❤#♣❛�✐$✉❡� ❤✉♠❛✐♥�✳ )❤❉ �❤❡�✐�✱ ❯♥✐✲

✈❡��✐�@ ❞❡ ▲②♦♥ ✶✱ ✷✵✶✺✳

❬❏❛②②♦�✐ ✶✻❪ ❈❤❛�❧❡� ❏❛②②♦�✐✱ ▼✐❝❤❡❧ ❈♦�❡� ✫ ❑❛�✐♥❡ ❇�✉②❡�❡✲●❛�♥✐❡�✳ ❈❤❛�❛❝✲

�❡�✐③✐♥❣ ❧✐✈❡� ❝❛♣�✉❧❡ ♠✐❝�♦���✉❝�✉�❡ ✈✐❛ ✐♥ �✐�✉ ❜✉❧❣❡ �❡�� ❝♦✉♣❧❡❞

❲✐�♦❧❞ ❑�❛�♥② ❚❤A�❡ ❡♥ ▼@❝❛♥✐B✉❡ ❡� ■♥❣@♥✐❡�✐❡ ✶✸✷
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✇✐�❤ ♠✉❧�✐♣❤♦�♦♥ ✐♠❛❣✐♥❣✳ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ �❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❇❡❤❛✈✐♦� ♦❢
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❬❏❛②②♦�✐ ✶✼❪ ❈❤❛�❧❡� ❏❛②②♦�✐✱ ❏✲❙ ❆✛❛❣❛�❞✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❉✉❝♦✉��❤✐❛❧✱ ❈❤�✐��❡❧❧❡

❇♦♥♦❞✲❇✐❞❛✉❞✱ ❇❛�❜❛�❛ ▲②♥❝❤✱ ❙�.♣❤❛♥❡ ❇❛♥❝❡❧✐♥✱ ❋❧♦�❡♥❝❡ ❘✉❣✲
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▼♦❤❛♠❛❞ ❆③❤❛� ✫ ❏♦♥❛�❤❛♥ 9 ❱❛♥❞❡ ●❡❡��✳ ❉❡�✐❣♥ ❛♥❞ ❞❡♠♦♥���❛✲

�✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✐❝�♦❜✐❛①✐❛❧ ♦♣�♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡✈✐❝❡ ❢♦� ♠✉❧�✐�❝❛❧❡ ❝❤❛�❛❝✲

�❡�✐③❛�✐♦♥ ♦❢ �♦❢� ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ �✐��✉❡� ✇✐�❤ �✇♦✲♣❤♦�♦♥ ♠✐❝�♦�❝♦♣②✳ ▼✐✲
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❬❑❡②❡� ✶✸❪ ❏♦�❡♣❤ ❚ ❑❡②❡�✱ ❉❛♥✐❡❧❧❡ ❘ ▲♦❝❦✇♦♦❞✱ ❯�� ❯�③✐♥❣❡�✱ ▲❡♦♥❛�❞♦ ●

▼♦♥�✐❧❧❛✱ ❘✉��❡❧❧ ❙ ❲✐��❡ ✫ ❏♦♥❛�❤❛♥ 9 ❱❛♥❞❡ ●❡❡��✳ ❈♦♠♣❛�✐�♦♥�

♦❢ ♣❧❛♥❛� ❛♥❞ �✉❜✉❧❛� ❜✐❛①✐❛❧ �❡♥�✐❧❡ �❡��✐♥❣ ♣�♦�♦❝♦❧� ♦❢ �❤❡ �❛♠❡

♣♦�❝✐♥❡ ❝♦�♦♥❛�② ❛��❡�✐❡�✳ ❆♥♥❛❧� ♦❢ ❇✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡�✐♥❣✱ ✈♦❧✳ ✹✶✱

♥♦✳ ✼✱ ♣❛❣❡� ✶✺✼✾✕✶✺✾✶✱ ✷✵✶✸✳

❬❑♦❝❤ ✶✹❪ ❘②❛♥ ●✳ ❑♦❝❤✱ ❆❧❦✐✈✐❛❞✐� ❚�❛♠✐�✱ ❆♥�♦♥✐♦ ❉✬❆♠♦�❡✱ ❲✐❧❧✐❛♠ ❘✳

❲❛❣♥❡�✱ ❙✐♠♦♥ ❈✳ ❲❛�❦✐♥�✱ ❚❤♦♠❛� ●✳ ●❧❡❛�♦♥ ✫ ❉❛✈✐❞ ❆✳ ❱♦�♣✳ ❆

❝✉��♦♠ ✐♠❛❣❡✲❜❛�❡❞ ❛♥❛❧②�✐� �♦♦❧ ❢♦� �✉❛♥�✐❢②✐♥❣ ❡❧❛��✐♥ ❛♥❞ ❝♦❧❧❛❣❡♥

♠✐❝�♦✲❛�❝❤✐�❡❝�✉�❡ ✐♥ �❤❡ ✇❛❧❧ ♦❢ �❤❡ ❤✉♠❛♥ ❛♦��❛ ❢�♦♠ ♠✉❧�✐✲♣❤♦�♦♥
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❑✐♥❡♠❛�✐❝	 ♦❢ ❝♦❧❧❛❣❡♥ ✜❜❡�	 ✐♥ ❝❛�♦�✐❞ ❛��❡�✐❡	 ✉♥❞❡� �❡♥	✐♦♥✲

✐♥✢❛�✐♦♥ ❧♦❛❞✐♥❣✳ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ �❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❇❡❤❛✈✐♦� ♦❢ ❇✐♦♠❡❞✐❝❛❧

▼❛�❡�✐❛❧�✱ ✷✵✶✼✳

❬▲❛❦❡ ✶✷❪ ❙♣❡♥❝❡� + ▲❛❦❡✱ ▼♦❤❛♠♠❛❞ ❋ ❍❛❞✐✱ ❱✐❝�♦� ❑ ▲❛✐ ✫ ❱✐❝�♦� ❍ ❇❛�♦✲

❝❛�✳▼❡❝❤❛♥✐❝	 ♦❢ ❛ ✜❜❡� ♥❡�✇♦�❦ ✇✐�❤✐♥ ❛ ♥♦♥✲✜❜�✐❧❧❛� ♠❛��✐①✿ ♠♦❞❡❧

❛♥❞ ❝♦♠♣❛�✐	♦♥ ✇✐�❤ ❝♦❧❧❛❣❡♥✲❛❣❛�♦	❡ ❝♦✲❣❡❧	✳ ❆♥♥❛❧� ♦❢ ❇✐♦♠❡❞✐❝❛❧

❊♥❣✐♥❡❡�✐♥❣✱ ✈♦❧✳ ✹✵✱ ♥♦✳ ✶✵✱ ♣❛❣❡� ✷✶✶✶✕✷✶✷✶✱ ✷✵✶✷✳

❬▲❛❧❧② ✵✹❪ ❈ ▲❛❧❧②✱ ❆❏ ❘❡✐❞ ✫ +❏ +�❡♥❞❡�❣❛��✳ ❊❧❛	�✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦� ♦❢ ♣♦�❝✐♥❡

❝♦�♦♥❛�② ❛��❡�② �✐		✉❡ ✉♥❞❡� ✉♥✐❛①✐❛❧ ❛♥❞ ❡�✉✐❜✐❛①✐❛❧ �❡♥	✐♦♥✳ ❆♥♥❛❧�

♦❢ ❜✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ❡♥❣✐♥❡❡�✐♥❣✱ ✈♦❧✳ ✸✷✱ ♥♦✳ ✶✵✱ ♣❛❣❡� ✶✸✺✺✕✶✸✻✹✱ ✷✵✵✹✳

❬▲❛♥✐� ✼✾❪ ❨ ▲❛♥✐�✳ ❆ 	��✉❝�✉�❛❧ �❤❡♦�② ❢♦� �❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉	 ❜✐❛①✐❛❧ 	��❡		✲	��❛✐♥

�❡❧❛�✐♦♥	❤✐♣	 ✐♥ ✢❛� ❝♦❧❧❛❣❡♥♦✉	 �✐		✉❡	✳ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ ❜✐♦♠❡❝❤❛♥✐❝�✱

✈♦❧✳ ✶✷✱ ♥♦✳ ✻✱ ♣❛❣❡� ✹✷✸✕✹✸✻✱ ✶✾✼✾✳

❬▲❡❡ ✶✺❪ ❈❤✉♥❣✲❍❛♦ ▲❡❡✱ ❲✐❧❧ ❩❤❛♥❣✱ ❏✉♥ ▲✐❛♦✱ ❈❤�✐��♦♣❤❡� ❆ ❈❛��✉�❤❡��✱

❏❛❝♦❜ ■ ❙❛❝❦� ✫ ▼✐❝❤❛❡❧ ❙ ❙❛❝❦�✳ ❖♥ �❤❡ ♣�❡	❡♥❝❡ ♦❢ ❛✣♥❡ ✜❜�✐❧

❛♥❞ ✜❜❡� ❦✐♥❡♠❛�✐❝	 ✐♥ �❤❡ ♠✐��❛❧ ✈❛❧✈❡ ❛♥�❡�✐♦� ❧❡❛✢❡�✳ ❇✐♦♣❤②�✐❝❛❧

❥♦✉�♥❛❧✱ ✈♦❧✳ ✶✵✽✱ ♥♦✳ ✽✱ ♣❛❣❡� ✷✵✼✹✕✷✵✽✼✱ ✷✵✶✺✳

❬▲✐ ✶✻❪ ❑❡✇❡✐ ▲✐✱ ❘❛② ❲ ❖❣❞❡♥ ✫ ●❡�❤❛�❞ ❆ ❍♦❧③❛♣❢❡❧✳ ❈♦♠♣✉�❛�✐♦♥❛❧

♠❡�❤♦❞ ❢♦� ❡①❝❧✉❞✐♥❣ ✜❜❡�	 ✉♥❞❡� ❝♦♠♣�❡		✐♦♥ ✐♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ 	♦❢� ✜✲

❜�♦✉	 	♦❧✐❞	✳ ❊✉�♦♣❡❛♥ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ ▼❡❝❤❛♥✐❝�✲❆✴❙♦❧✐❞�✱ ✈♦❧✳ ✺✼✱ ♣❛❣❡�

✶✼✽✕✶✾✸✱ ✷✵✶✻✳

❬▲✐❜❜② ✾✷❪ +❡�❡� ▲✐❜❜②✱ ❉❛✈✐❞ ❙❝❤✇❛��③✱ ❊❞✐ ❇�♦❣✐✱ ❍✐�♦②✉❦✐ ❚❛♥❛❦❛ ✫

❙�❡✈❡♥ ❑ ❈❧✐♥�♦♥✳ ❆ ❝❛	❝❛❞❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦� �❡	�❡♥♦	✐	✳ ❆ 	♣❡❝✐❛❧ ❝❛	❡ ♦❢

❛�❤❡�♦	❝❧❡�♦	✐	 ♣�♦❣�❡		✐♦♥✳ ❈✐�❝✉❧❛�✐♦♥✱ ✈♦❧✳ ✽✻✱ ♥♦✳ ✻ ❙✉♣♣❧✱ ♣❛❣❡�

■■■✹✼✕✺✷✱ ✶✾✾✷✳

❬▲✉♦ ✵✽❪ ❨❛♦③❤✐ ▲✉♦✱ ❳✐❛♥ ❳✉✱ ❚❛♥♠❛② ▲❡❧❡✱ ❙❛♥❥❛② ❑✉♠❛� ✫ ❉♦♥❛❧❞ ❊

■♥❣❜❡�✳ ❆ ♠✉❧�✐✲♠♦❞✉❧❛� �❡♥	❡❣�✐�② ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛♥ ❛❝�✐♥ 	��❡		 ✜❜❡�✳

❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ ❇✐♦♠❡❝❤❛♥✐❝�✱ ✈♦❧✳ ✹✶✱ ♥♦✳ ✶✶✱ ♣❛❣❡� ✷✸✼✾✕✷✸✽✼✱ ✷✵✵✽✳

❬▲②♥❝❤ ✶✼❪ ❇❛�❜❛�❛ ▲②♥❝❤✱ ❙��♣❤❛♥❡ ❇❛♥❝❡❧✐♥✱ ❈❤�✐��❡❧❧❡ ❇♦♥♦❞✲❇✐❞❛✉❞✱ ❏❡❛♥✲

❇❛♣�✐��❡ ●✉❡✉�D✉✐♥✱ ❋❧♦�❡♥❝❡ ❘✉❣❣✐❡�♦✱ ▼❛�✐❡✲❈❧❛✐�❡ ❙❝❤❛♥♥❡✲❑❧❡✐♥

✫ ❏❡❛♥✲▼❛�❝ ❆❧❧❛✐♥✳ ❆ ♥♦✈❡❧ ♠✐❝�♦	��✉❝�✉�❛❧ ✐♥�❡�♣�❡�❛�✐♦♥ ❢♦� �❤❡

❜✐♦♠❡❝❤❛♥✐❝	 ♦❢ ♠♦✉	❡ 	❦✐♥ ❞❡�✐✈❡❞ ❢�♦♠ ♠✉❧�✐	❝❛❧❡ ❝❤❛�❛❝�❡�✐③❛�✐♦♥✳

❆❝�❛ ❇✐♦♠❛�❡�✐❛❧✐❛✱ ✈♦❧✳ ✺✵✱ ♣❛❣❡� ✸✵✷✕✸✶✶✱ ✷✵✶✼✳

❬▼❛❝❡�✐ ✶✵❪ ❋�❛♥❝♦ ▼❛❝❡�✐✱ ▼✐❝❤❡❧❡ ▼❛�✐♥♦ ✫ ●✐✉�❡♣♣❡ ❱❛✐�♦✳ ❆ ✉♥✐✜❡❞ ♠✉❧�✐✲

	❝❛❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦� 	♦❢� ❝♦❧❧❛❣❡♥♦✉	 �✐		✉❡	 ✇✐�❤ �❡❣✉❧❛� ✜❜❡�

❲✐�♦❧❞ ❑�❛�♥② ❚❤��❡ ❡♥ ▼�❝❛♥✐D✉❡ ❡� ■♥❣�♥✐❡�✐❡ ✶✸✹



❇✐❜❧✐♦❣�❛♣❤②

❛��❛♥❣❡♠❡♥�✳ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ ❜✐♦♠❡❝❤❛♥✐❝�✱ ✈♦❧✳ ✹✸✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣❛❣❡� ✸✺✺✕✸✻✸✱

✷✵✶✵✳

❬▼❛�✐♥♦ ✶✸❪ ▼✐❝❤❡❧❡ ▼❛�✐♥♦ ✫ ●✐✉�❡♣♣❡ ❱❛✐�♦✳ ▼✉❧�✐�❝❛❧❡ ❡❧❛��✐❝ ♠♦❞❡❧� ♦❢ ❝♦❧✲

❧❛❣❡♥ ❜✐♦✲���✉❝�✉�❡�✿ ❢�♦♠ ❝�♦��✲❧✐♥❦❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡� �♦ �♦❢� �✐��✉❡�✳ ■♥

▼✉❧$✐�❝❛❧❡ ❈♦♠♣✉$❡� ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ❇✐♦♠❡❝❤❛♥✐❝� ❛♥❞ ❇✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ❊♥✲

❣✐♥❡❡�✐♥❣✱ ♣❛❣❡� ✼✸✕✶✵✷✳ ❙♣�✐♥❣❡�✱ ✷✵✶✸✳

❬▼♦❤❛♥ ✽✷❪ ❉✐♥❡�❤ ▼♦❤❛♥ ✫ ❏♦❤♥ ❲ ▼❡❧✈✐♥✳ ❋❛✐❧✉�❡ ♣�♦♣❡��✐❡� ♦❢ ♣❛��✐✈❡ ❤✉✲

♠❛♥ ❛♦��✐❝ �✐��✉❡✳ ■�⑨➈✉♥✐❛①✐❛❧ �❡♥�✐♦♥ �❡���✳ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ ❜✐♦♠❡❝❤❛♥✲

✐❝�✱ ✈♦❧✳ ✶✺✱ ♥♦✳ ✶✶✱ ♣❛❣❡� ✽✽✼✽✾✺✕✽✾✸✾✵✷✱ ✶✾✽✷✳

❬▼♦❧❧ ✶✶❪ ❋▲❡❛ ▼♦❧❧✱ ❏❚ 3♦✇❡❧❧✱ ● ❋�❛❡❞�✐❝❤✱ ❋ ❱❡�③✐♥✐✱ ❙ ❍❛✉❧♦♥✱

▼ ❲❛❧$❤❛♠✱ ❏❆ ❱❛♥ ❍❡�✇❛❛�❞❡♥✱ 3❏❊ ❍♦❧$✱ ❏❲ ❱❛♥ ❑❡✉❧❡♥✱

❇ ❘❛♥$♥❡�❡� ❛❧✳ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥� ♦❢ ❛❜❞♦♠✐♥❛❧ ❛♦��✐❝ ❛♥❡✉�②�♠� ❝❧✐♥✐❝❛❧

♣�❛❝�✐❝❡ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡� ♦❢ �❤❡ ❊✉�♦♣❡❛♥ �♦❝✐❡�② ❢♦� ✈❛�❝✉❧❛� �✉�❣❡�②✳ ❊✉✲

�♦♣❡❛♥ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ ❱❛�❝✉❧❛� ❛♥❞ ❊♥❞♦✈❛�❝✉❧❛� ❙✉�❣❡�②✱ ✈♦❧✳ ✹✶✱ ♣❛❣❡�

❙✶✕❙✺✽✱ ✷✵✶✶✳

❬▼♦♦♥❡② ✹✵❪ ▼✳ ▼♦♦♥❡②✳ ❆ �❤❡♦�② ♦❢ ❧❛�❣❡ ❡❧❛��✐❝ ❞❡❢♦�♠❛�✐♦♥✳ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ ❆♣♣❧✐❡❞

3❤②�✐❝�✱ ✈♦❧✳ ✶✶✱ ♥♦✳ ✾✱ ♣❛❣❡� ✺✽✷✕✺✾✷✱ ✶✾✹✵✳

❬▼♦�✐ ✼✸❪ ❚✳ ▼♦�✐ ✫ ❑✳ ❚❛♥❛❦❛✳ ❆✈❡�❛❣❡ ���❡�� ✐♥ ♠❛��✐① ❛♥❞ ❛✈❡�❛❣❡ ❡❧❛��✐❝

❡♥❡�❣② ♦❢ ♠❛�❡�✐❛❧� ✇✐�❤ ♠✐�✜��✐♥❣ ✐♥❝❧✉�✐♦♥�✳ ❆❝$❛ ▼❡$❛❧❧✉�❣✐❝❛✱

✈♦❧✳ ✷✶✱ ♥♦✳ ✺✱ ♣❛❣❡� ✺✼✶✕✺✼✹✱ ✶✾✼✸✳

❬▼♦�✐♥ ✶✹❪ ❈❧❛✐�❡ ▼♦�✐♥ ✫ ❈❤�✐�$✐❛♥ ❍❡❧❧♠✐❝❤✳ ❆ ♠✉❧�✐�❝❛❧❡ ♣♦�♦♠✐❝�♦♠❡❝❤❛♥✲

✐❝❛❧ ❛♣♣�♦❛❝❤ �♦ ✇❛✈❡ ♣�♦♣❛❣❛�✐♦♥ ❛♥❞ ❛��❡♥✉❛�✐♦♥ ✐♥ ❜♦♥❡✳ ❯❧$�❛✲

�♦♥✐❝�✱ ✈♦❧✳ ✺✹✱ ♥♦✳ ✺✱ ♣❛❣❡� ✶✷✺✶✕✶✷✻✾✱ ✷✵✶✹✳

❬▼♦�✐♥ ✶✺❪ ❈❧❛✐�❡ ▼♦�✐♥✱ ❙$=♣❤❛♥❡ ❆✈�✐❧ ✫ ❈❤�✐�$✐❛♥ ❍❡❧❧♠✐❝❤✳ ❚❤❡ ✜❜❡� �❡♦�✐✲

❡♥�❛�✐♦♥ ♣�♦❜❧❡♠ �❡✈✐�✐�❡❞ ✐♥ �❤❡ ❝♦♥�❡①� ♦❢ ❊�❤❡❧❜✐❛♥ ♠✐❝�♦♠❡❝❤❛♥✲

✐❝�✿ �❤❡♦�② ❛♥❞ ❝♦♠♣✉�❛�✐♦♥�✳ 3❛♠♠✱ ✈♦❧✳ ✶✺✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣❛❣❡� ✸✾✕✹✷✱

✷✵✶✺✳

❬▼♦�✐♥ ✶✼❪ ❈❧❛✐�❡ ▼♦�✐♥✱ ❲✐$♦❧❞ ❑�❛�♥② ✫ ❙$=♣❤❛♥❡ ❆✈�✐❧✳ ▼✉❧�✐�❝❛❧❡ ♠❡❝❤❛♥✲

✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦� ♦❢ ❧❛�❣❡ ❛��❡�✐❡�✳ ❊❧�❡✈✐❡� ❊♥❝②❝❧♦♣❡❞✐❛ ♦❢ ❇✐♦♠❡❞✐❝❛❧

❊♥❣❡✐♥❡❡�✐♥❣✱ ✷✵✶✼✳

❬▼♦��✐❧❧ ✶✻❪ ❊�✐❝❛ ❊ ▼♦��✐❧❧✱ ❆③❛♠❛$ ◆ ❚✉❧❡♣❜❡�❣❡♥♦✈✱ ❈❤�✐�$✐♥❛ ❏ ❙$❡♥❞❡�✱

❘♦�❤❛♥✐ ▲❛♠✐❝❤❤❛♥❡✱ ❘❛?✉❡❧ ❏ ❇�♦✇♥ ✫ ❚�❡✈♦� ❏ ▲✉❥❛♥✳ ❆ ✈❛❧✐✲

❞❛�❡❞ �♦❢�✇❛�❡ ❛♣♣❧✐❝❛�✐♦♥ �♦ ♠❡❛�✉�❡ ✜❜❡� ♦�❣❛♥✐③❛�✐♦♥ ✐♥ �♦❢� �✐�✲

�✉❡✳ ❇✐♦♠❡❝❤❛♥✐❝� ❛♥❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ▼❡❝❤❛♥♦❜✐♦❧♦❣②✱ ✈♦❧✳ ✶✺✱ ♥♦✳ ✻✱

♣❛❣❡� ✶✹✻✼✕✶✹✼✽✱ ✷✵✶✻✳

❲✐$♦❧❞ ❑�❛�♥② ❚❤A�❡ ❡♥ ▼=❝❛♥✐?✉❡ ❡$ ■♥❣=♥✐❡�✐❡ ✶✸✺



❇✐❜❧✐♦❣�❛♣❤②

❬◆❛❣❛②❛♠❛ ✵✹❪ ❑❛③✉❛❦✐ ◆❛❣❛②❛♠❛ ✫ ❚❛❦❡♦ ▼❛��✉♠♦�♦✳ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥✐	♦��♦♣②

♦❢ �❛� ❛♦��✐❝ 	♠♦♦�❤ ♠✉	❝❧❡ ❝❡❧❧	 ❞❡❝�❡❛	❡	 ✇✐�❤ �❤❡✐� ❝♦♥��❛❝�✐♦♥✳

❏❙▼❊ ■♥�❡�♥❛�✐♦♥❛❧ ❏♦✉�♥❛❧ ❙❡�✐❡� ❈ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❙②��❡♠�✱ ▼❛❝❤✐♥❡

❊❧❡♠❡♥�� ❛♥❞ ▼❛♥✉❢❛❝�✉�✐♥❣✱ ✈♦❧✳ ✹✼✱ ♥♦✳ ✹✱ ♣❛❣❡� ✾✽✺✕✾✾✶✱ ✷✵✵✹✳

❬◆✐❡�❡♥❜❡�❣❡� ✶✸❪ ▼❛�❤✐❡✉ ◆✐❡�❡♥❜❡�❣❡�✱ ❨✈❡� ❘2♠♦♥❞ ✫ ❙❛3❞ ❆❤③✐✳ ❆ ♥❡✇ ♠✉❧�✐✲

	❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦� �❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦� ♦❢ ✈❡✐♥ ✇❛❧❧	✳ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ �❤❡

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦� ♦❢ ❜✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ♠❛�❡�✐❛❧�✱ ✈♦❧✳ ✷✸✱ ♣❛❣❡� ✸✷✕✹✸✱

✷✵✶✸✳

❬❖✬❈♦♥♥❡❧❧ ✵✽❪ ▼❛�② ❑✳ ❖✬❈♦♥♥❡❧❧✱ ❙✉�❤✐❧❛ ▼✉��❤②✱ ❙❛♠�♦♥ 7❤❛♥✱ ❈❤❡♥❣♣❡✐ ❳✉✱

❏♦❆♥♥ ❇✉❝❤❛♥❛♥✱ ❘②❛♥ ❙♣✐❧❦❡�✱ ❘♦♥❛❧❞ ▲✳ ❉❛❧♠❛♥✱ ❈❤�✐��♦♣❤❡� ❑✳

❩❛�✐♥�✱ ❲✐♥❢�✐❡❞ ❉❡♥❦ ✫ ❈❤❛�❧❡� ❆✳ ❚❛②❧♦�✳ ❚❤❡ �❤�❡❡✲❞✐♠❡♥	✐♦♥❛❧

♠✐❝�♦✲ ❛♥❞ ♥❛♥♦	��✉❝�✉�❡ ♦❢ �❤❡ ❛♦��✐❝ ♠❡❞✐❛❧ ❧❛♠❡❧❧❛� ✉♥✐� ♠❡❛	✉�❡❞

✉	✐♥❣ ✸❉ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝��♦♥ ♠✐❝�♦	❝♦♣② ✐♠❛❣✐♥❣✳ ▼❛��✐① ❇✐♦❧♦❣②✱

✈♦❧✳ ✷✼✱ ♥♦✳ ✸✱ ♣❛❣❡� ✶✼✶✕✶✽✶✱ ✷✵✵✽✳

❬❖❤❛�❤✐ ✵✺❪ ❚♦�❤✐�♦ ❖❤❛�❤✐ ✫ ▼❛�❛❛❦✐ ❙❛�♦✳ ❘❡♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ✈❛	❝✉❧❛� ❡♥❞♦�❤❡✲

❧✐❛❧ ❝❡❧❧	 ❡①♣♦	❡❞ �♦ ✢✉✐❞ 	❤❡❛� 	��❡		✿ ❡①♣❡�✐♠❡♥�❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡�✐❝❛❧

❛♣♣�♦❛❝❤✳ ❋❧✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝� �❡�❡❛�❝❤✱ ✈♦❧✳ ✸✼✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣❛❣❡� ✹✵✕✺✾✱ ✷✵✵✺✳

❬❖❦❛♠♦�♦ ✵✷❪ ❘✉�❤ ❏ ❖❦❛♠♦�♦✱ ❏❡��✐❝❛ ❊ ❲❛❣❡♥�❡✐❧✱ ❲✐❧❧✐❛♠ ❘ ❉❡▲♦♥❣✱ ❙❛�❛ ❏

7❡�❡��♦♥✱ ◆✐❝❤♦❧❛� ❚ ❑♦✉❝❤♦✉❦♦� ✫ ❚❤♦�❛❧❢ ▼ ❙✉♥❞� ■■■✳ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧

♣�♦♣❡��✐❡	 ♦❢ ❞✐❧❛�❡❞ ❤✉♠❛♥ ❛	❝❡♥❞✐♥❣ ❛♦��❛✳ ❆♥♥❛❧� ♦❢ ❇✐♦♠❡❞✐❝❛❧

❊♥❣✐♥❡❡�✐♥❣✱ ✈♦❧✳ ✸✵✱ ♥♦✳ ✺✱ ♣❛❣❡� ✻✷✹✕✻✸✺✱ ✷✵✵✷✳

❬❖♦❦❛✇❛ ✾✷❪ ❑❡✐❦♦ ❖♦❦❛✇❛✱ ▼❛�❛❛❦✐ ❙❛�♦ ✫ ◆♦�✐♦ ❖❤�❤✐♠❛✳ ❈❤❛♥❣❡	 ✐♥ �❤❡ ♠✐✲

❝�♦	��✉❝�✉�❡ ♦❢ ❝✉❧�✉�❡❞ ♣♦�❝✐♥❡ ❛♦��✐❝ ❡♥❞♦�❤❡❧✐❛❧ ❝❡❧❧	 ✐♥ �❤❡ ❡❛�❧②

	�❛❣❡ ❛❢�❡� ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ✢✉✐❞✲✐♠♣♦	❡❞ 	❤❡❛� 	��❡		✳ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ ❜✐♦♠❡✲

❝❤❛♥✐❝�✱ ✈♦❧✳ ✷✺✱ ♥♦✳ ✶✶✱ ♣❛❣❡� ✶✸✷✶✕✶✸✷✽✱ ✶✾✾✷✳

❬❖✬❘♦✉�❦❡ ✵✼❪ ▼✐❝❤❛❡❧ ❋ ❖✬❘♦✉�❦❡ ✫ ❏✉♥✐❝❤✐�♦ ❍❛�❤✐♠♦�♦✳ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❢❛❝�♦�	

✐♥ ❛��❡�✐❛❧ ❛❣✐♥❣✿ ❛ ❝❧✐♥✐❝❛❧ ♣❡�	♣❡❝�✐✈❡✳ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ �❤❡ ❆♠❡�✐❝❛♥

❈♦❧❧❡❣❡ ♦❢ ❈❛�❞✐♦❧♦❣②✱ ✈♦❧✳ ✺✵✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣❛❣❡� ✶✕✶✸✱ ✷✵✵✼✳

❬7❛♣❛❣❡♦�❣✐♦✉ ✽✽❪ ●▲ 7❛♣❛❣❡♦�❣✐♦✉ ✫ ◆❇ ❏♦♥❡�✳ ❈✐�❝✉♠❢❡�❡♥�✐❛❧ ❛♥❞ ❧♦♥❣✐�✉❞✐♥❛❧

✈✐	❝♦❡❧❛	�✐❝✐�② ♦❢ ❤✉♠❛♥ ✐❧✐❛❝ ❛��❡�✐❛❧ 	❡❣♠❡♥�	 ✐♥ ✈✐��♦✳ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢

❜✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ❡♥❣✐♥❡❡�✐♥❣✱ ✈♦❧✳ ✶✵✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣❛❣❡� ✽✷✕✾✵✱ ✶✾✽✽✳

❬7❛�❡❧ ✼✵❪ ❉❛❧✐ ❏ 7❛�❡❧ ✫ ❏♦�❡♣❤ ❙ ❏❛♥✐❝❦✐✳ ❙�❛�✐❝ ❡❧❛	�✐❝ ♣�♦♣❡��✐❡	 ♦❢ �❤❡ ❧❡❢�

❝♦�♦♥❛�② ❝✐�❝✉♠✢❡① ❛��❡�② ❛♥❞ �❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❝❛�♦�✐❞ ❛��❡�② ✐♥ ❞♦❣	✳

❈✐�❝✉❧❛�✐♦♥ ❘❡�❡❛�❝❤✱ ✈♦❧✳ ✷✼✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣❛❣❡� ✶✹✾✕✶✺✽✱ ✶✾✼✵✳

❬7❤✐❧❧✐♣♣✐ ✶✹❪ ❏✉❧✐❡ ❆ 7❤✐❧❧✐♣♣✐✱ ❇❡♥❥❛♠✐♥ ❘ ●�❡❡♥✱ ▼✐❝❤❛❡❧ ❆ ❊�❦❛②✱ ▼❛�② 7

❑♦�❧❛�❝③②❦✱ ▼✐❝❤❛❡❧ ❘ ❍✐❧❧✱ ❆♥♥❡ ▼ ❘♦❜❡���♦♥✱ ❙✐♠♦♥ ❈ ❲❛�❦✐♥�✱

❲✐�♦❧❞ ❑�❛�♥② ❚❤E�❡ ❡♥ ▼2❝❛♥✐F✉❡ ❡� ■♥❣2♥✐❡�✐❡ ✶✸✻



❇✐❜❧✐♦❣�❛♣❤②

❉❛✈✐❞ ❆ ❱♦�♣ ✫ ❚❤♦♠❛� ● ●❧❡❛�♦♥✳ ▼❡❝❤❛♥✐�♠ ♦❢ ❛♦�✐❝ ♠❡❞✐❛❧

♠❛�✐① �❡♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐� ❞✐�✐♥❝ ✐♥ ♣❛✐❡♥� ✇✐❤ ❜✐❝✉�♣✐❞ ❛♦�✐❝ ✈❛❧✈❡✳

❚❤❡ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ �❤♦�❛❝✐❝ ❛♥❞ ❝❛�❞✐♦✈❛�❝✉❧❛� �✉�❣❡�②✱ ✈♦❧✳ ✶✹✼✱ ♥♦✳ ✸✱

♣❛❣❡� ✶✵✺✻✕✶✵✻✹✱ ✷✵✶✹✳

❬)♦❧③❡� ✶✸❪ ❙�❛♥✐�❧❛✈ )♦❧③❡�✱ ❚ ❈❤�✐��✐❛♥ ●❛��❡�✱ ❈❛�♦❧✐♥❡ ❋♦��❡❧❧✱ ❍❛♥❛ ❉�✉❝❦✲

♠2❧❧❡�♦✈❛✱ ▼✐❝❤❛❧ ❚✐❝❤②✱ ❘♦❜❡�� ❙�❛✛❛✱ ❘♦❜❡�� ❱❧❛❝❤♦✈�❦② ✫ ❏✐�✐

❇✉��❛✳ ❆✉♦♠❛✐❝ ✐❞❡♥✐✜❝❛✐♦♥ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛♥❛� ❝♦❧❧❛❣❡♥

♦�❣❛♥✐③❛✐♦♥ ✐♥ ❤❡ ❛♦�❛ ✇❛❧❧ ✇✐❤ ❛♣♣❧✐❝❛✐♦♥ ♦ ❛❜❞♦♠✐♥❛❧ ❛♦�✲

✐❝ ❛♥❡✉�②�♠✳ ▼✐❝�♦�❝♦♣② ❛♥❞ ▼✐❝�♦❛♥❛❧②�✐�✱ ✈♦❧✳ ✶✾✱ ♥♦✳ ✵✻✱ ♣❛❣❡�

✶✸✾✺✕✶✹✵✹✱ ✷✵✶✸✳

❬❘❛✐♥❛ ✶✸❪ ❆�✉♥ ❘❛✐♥❛ ✫ ❈❤�✐��✐❛♥ ▲✐♥❞❡�✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ �❡♦�✐❡♥❛✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛
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❬❚♦♥❛� ✵✸❪ ❩❜②♥➙❦ ❚♦♥❛�✱ ❙&❛♥✐�❧❛✈ ◆❡♠❡❝❡❦✱ ❘❛❞❡❦ ❍♦❧♦&❛✱ ❏✐&❦❛ ❑♦❝♦✈❛✱

❱❧❛❞✐�❧❛✈ ❚�❡�❦❛✱ ❏✐�✐ ▼♦❧❛❝❡❦✱ ❚♦♠@➨ ❑♦❤♦✉&❡❦ ✫ ❙❛�❦❛ ❍❛❞�❛✈�❦❛✳

▼✐❝♦�❝♦♣✐❝ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②�✐� ♦❢ ❡❧❛��✐♥ ♥❡�✇♦❦ ✐♥ �❛♠♣❧❡� ♦❢ ♥♦♠❛❧✱

❛�❤❡♦�❝❧❡♦�✐❝ ❛♥❞ ❛♥❡✉②�♠❛�✐❝ ❛❜❞♦♠✐♥❛❧ ❛♦�❛ ❛♥❞ ✐�� ❜✐♦♠❡✲

❝❤❛♥✐❝❛❧ ✐♠♣❧✐❝❛�✐♦♥�✳ ❏ ❆♣♣❧ ❇✐♦♠❡❞✱ ✈♦❧✳ ✶✱ ♥♦✳ ✸✱ ♣❛❣❡� ✶✹✾✕✶✻✵✱

✷✵✵✸✳

❬❚♦✇❡� ✵✷❪ ❚❤❡♦❞♦�❡ ❚✳ ❚♦✇❡�✱ ▼✐❝❤❛❡❧ ❘✳ ◆❡✐❞❡�& ✫ ❘♦❜❡�& ❚✳ ❚�❛♥C✉✐❧❧♦✳

❋✐❜❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥� ✐♠❛❣✐♥❣ ❞✉✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ �❡��✐♥❣ ♦❢ �♦❢� �✐��✉❡�✳

❆♥♥❛❧� ♦❢ ❇✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡�✐♥❣✱ ✈♦❧✳ ✸✵✱ ♥♦✳ ✶✵✱ ♣❛❣❡� ✶✷✷✶✕✶✷✸✸✱

✷✵✵✷✳

❬❚�❛♠✐� ✶✸❪ ❆❧❦✐✈✐❛❞✐� ❚�❛♠✐�✱ ❏✉❧✐❡ ❆ %❤✐❧❧✐♣♣✐✱ ❘②❛♥ ● ❑♦❝❤✱ ❙❛❧✈❛&♦�❡

%❛�&❛✱ ❆♥&♦♥✐♦ ❉ ❆♠♦�❡✱ ❙✐♠♦♥ ❈ ❲❛&❦✐♥�✱ ❲✐❧❧✐❛♠ ❘ ❲❛❣♥❡�✱

❚❤♦♠❛� ● ●❧❡❛�♦♥ ✫ ❉❛✈✐❞ ❆ ❱♦�♣✳ ❋✐❜❡ ♠✐❝♦✲❛❝❤✐�❡❝�✉❡ ✐♥
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�❤♦❛❝✐❝ ❛♦�✐❝ ❛♥❡✉②�♠ ♠❡❞✐❛✳ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ ❇✐♦♠❡❝❤❛♥✐❝�✱ ✈♦❧✳ ✹✻✱

♥♦✳ ✶✻✱ ♣❛❣❡� ✷✼✽✼✕✷✼✾✹✱ ✷✵✶✸✳
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❬❱❛✐�❤♥❛✈ ✽✼❪ ❘❛♠❡�❤ ◆ ❱❛✐�❤♥❛✈ ✫ ❏❛❢❛� ❱♦��♦✉❣❤✐✳ ❘❡�✐❞✉❛❧ ��❡�� ❛♥❞ ��❛✐♥

✐♥ ❛♦�✐❝ �❡❣♠❡♥��✳ ❏♦✉�♥❛❧ ♦❢ ❜✐♦♠❡❝❤❛♥✐❝�✱ ✈♦❧✳ ✷✵✱ ♥♦✳ ✸✱ ♣❛❣❡�
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❬❱❛♥ ❩❛♥❞✈♦♦�� ✵✹❪ ▼❛�❝ ❱❛♥ ❩❛♥❞✈♦♦��✱ ❲✐♠ ❊♥❣❡❧�✱ ❑✐♠ ❉♦✉♠❛✱ ▲✐♥❞❛ ❇❡❝❦❡��✱

▼✐�❥❛♠ ❖✉❞❡ ❊❣❜�✐♥❦✱ ▼❛� ❉❛❡♠❡♥ ✫ ❉✐❝❦ ❲✳ ❙❧❛❛❢✳ ❚✇♦✲�❤♦�♦♥
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♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♠♦✉❡ ❝❛�♦�✐❞ ❛��❡�✐❡ ✉✐♥❣ ❡①♣❡�✐♠❡♥�❛❧❧② ♠❡❛✉�❡❞
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♣❛❣❡� ✶✶✷✹✕✶✶✷✼✱ ✶✾✾✸✳
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✕ ❚❤❡ �②��❡♠ ❝❧❛♠♣�✰�❛♠♣❧❡ ✇❛� ��❛♥�❢❡��❡❞ ❢�♦♠ �❤❡ ❢♦♦�♣�✐♥� �♦ �❤❡ �❡♥�✐❧❡ ♠❛❝❤✐♥❡✱

✇❤✐❧❡ ✐�� ❝❤❛�❛❝�❡�✐��✐❝ ❞✐♠❡♥�✐♦♥� ❡♥�✉�❡❞ ❜♦�❤ ✐❞❡♥�✐❝❛❧ ✐♥�❡�✲❝❧❛♠♣ ❞✐��❛♥❝❡✱ ❛♥❞ �❤❛�

♥♦ ♣�❡✲���❛✐♥ ✇❛� ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② �❛♠♣❧❡ ✜①❛�✐♦♥ ✭❋✐❣✉�❡ ✺✭❝✮✮✳

❚❤❡ ③❡�♦✲���❡�� ✐♥✐�✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉�❛�✐♦♥ ✇❛� ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② �❡�❡��✐♥❣ �♦ ✵ �❤❡ ❧♦❛❞ ❝❡❧❧ ♦✛�❡� ❜❡❢♦�❡

♠♦✉♥�✐♥❣ ❡❛❝❤ �❛♠♣❧❡✱ ❛♥❞ ❜② ✈❡�✐❢②✐♥❣ �❤❡ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❢♦�❝❡ �❡❛❞♦✉� ❛❢�❡� ♠♦✉♥�✐♥❣ �❤❡ �❛♠♣❧❡✳

❚❤✐� ✈❡�✐✜❝❛�✐♦♥ ❣❛✈❡ ❛♥ ❛ ♣♦��❡�✐♦�✐ ❝❤❡❝❦ �❤❛� �❤❡ ✜①❛�✐♦♥ ❞✐❞ ♥♦� ✐♥❞✉❝❡ ❛♥② ♣�❡✲���❡�� ♦❢

�❤❡ �❛♠♣❧❡ ❧❛�❣❡� �❤❛♥ �❤❡ ❢♦�❝❡ �❤�❡�❤♦❧❞ ❜❡✐♥❣ ❞❡�❡❝�❡❞ ❜② �❤❡ �❡♥�♦� ✭✐✳❡✳ ✵✳✵✷ ◆✱ ✇❤✐❝❤

❝♦��❡�♣♦♥❞� �♦ ✸✵ ❦�❛ ❛❝❝♦�❞✐♥❣ �♦ ♦✉� �❛♠♣❧❡✬� ♠❡❛♥ ❝�♦��✲�❡❝�✐♦♥❛❧ ❛�❡❛✮✳

❆✳✺✳✶✳✷ ❙❛♠♣❧❡ ♣�❡❝♦♥❞✐�✐♦♥✐♥❣

❆� ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ �❡❝�✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳✶✱ �❤❡ ❛��❡�✐❛❧ �✐��✉❡ ✐� ❝❤❛�❛❝�❡�✐③❡❞ ❜② ❛ ��❛♥�✐❡♥� �❡�♣♦♥�❡✱

✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛ ❤②��❡�❡�✐� ✐♥ �❤❡ ���❡��✲���❛✐♥ �❡❧❛�✐♥�❤✐♣✳ ❚❤✐� ❤②��❡�❡�✐� ❝❛♥ ❜❡ ❧✐♠✐�❡❞ ❜② ♣❡�✲

❢♦�♠✐♥❣ �❡✈❡�❛❧ ♣�❡❝♦♥❞✐�✐♦♥✐♥❣ ❝②❝❧❡� ❬❍✐❧❧ ✶✷❪ ♦♥ �❤❡ �❛♠♣❧❡✳ ❲❤❡�❤❡� ✉♥✐①❛①✐❛❧ �❡♥�✐♦♥ ♦�

�❡♥�✐♦♥✲✐♥✢❛�✐♦♥ ✐� ❛♣♣❧✐❡❞✱ �❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛�❤ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❧♦❛❞ ❣❡♥❡�❛❧❧② ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐�❤ �❤❡

❢✉��❤❡� ❛♣♣❧✐❡❞ ❧♦❛❞✐♥❣✳

❆✳✺✳✶✳✸ ●❡♦♠❡��✐❝❛❧ ♠❡❛�✉�❡♠❡♥��

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥�✐♦♥❡❞ ③❡�♦ ���❡�� ❛♥❞ ③❡�♦ ���❛✐♥ ❝♦♥❞✐�✐♦♥� ❛�❡ �❡❧❛�❡❞ �♦ �❤❡ ✐♥✐�✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉�❛✲

�✐♦♥ ❜❡❢♦�❡ ♣�❡❝♦♥❞✐�✐♦♥✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡�✱ ❛� ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ �❡❝�✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳✶✱ ♣�❡❝♦♥❞✐�✐♦♥✐♥❣ ✐♥❞✉❝❡�

�❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛�✐♦♥ ♦❢ �❡�✐❞✉❛❧ ���❛✐♥� ❛♥❞ ♣♦��✐❜❧② ❛❧�♦ ✐♥�❡�♥❛❧ ���❡��❡�✳ ■� ✇❛� ❞❡❝✐❞❡❞ ♥♦� �♦

❛❝❝♦✉♥� ❢♦� �❤✐� �❡�✐❞✉❛❧ ���❛✐♥ ✇❤❡♥ ♣❧♦��✐♥❣ �❤❡ ���❡��✲���❛✐♥ ❝✉�✈❡� ♦❢ �❤❡ �❛♠♣❧❡�✳ ❚❤❡�❡❢♦�❡✱

�❤❡ �❡❢❡�❡♥❝❡ ❧❡♥❣�❤ l0 ❢♦� ���❛✐♥ ❝❛❧❝✉❧❛�✐♦♥ ✇❛� �❛❦❡♥ ❛� �❤❡ ♣♦��✲♣�❡❝♦♥❞✐�✐♦♥✐♥❣ ❧❡♥❣�❤ ♦❢

�❤❡ ✉♥❧♦❛❞❡❞ �❛♠♣❧❡✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛� �❤❡ �✉♠ ♦❢ �❤❡ �❡�✐❞✉❛❧ ❡❧♦♥❣❛�✐♦♥ lres �❡�✉❧�✐♥❣ ❢�♦♠ �❤❡ ✺

♣�❡❝♦♥❞✐�✐♦♥✐♥❣ ❝②❝❧❡�✱ ❛♥❞ ♦❢ �❤❡ ✐♥✐�✐❛❧ ✐♥�❡�❝❧❛♠♣ ❞✐��❛♥❝❡ l∗ ✭❋✐❣✉�❡ ✼✭❛✶✮ ❛♥❞ ✭❛✷✮✮✳ ❚❤✐�

❝❤♦✐❝❡ �❡�✉❧�❡❞ ✐♥ ❛ ③❡�♦ ✐♥✐�✐❛❧ ���❛✐♥✳ ❇❡�✐❞❡�✱ �❤❡ ♣�❡❝♦♥❞✐�✐♦♥✐♥❣ ❝②❝❧❡� ❛❧✇❛②� �❡�✉�♥❡❞ �♦

❛ ③❡�♦ ❢♦�❝❡✱ ❤❡♥❝❡ ❛ ③❡�♦ �♦�❛❧ ���❡��✳

❆❢�❡� ♣�❡❝♦♥❞✐�✐♦♥✐♥❣✱ ❢♦✉� ♠❡❛�✉�❡� ♦❢ �❤❡ �❛♠♣❧❡ ✇✐❞�❤ Li ✐♥ �❤❡ ✉♥❧♦❛❞❡❞ ❝♦♥✜❣✉�❛�✐♦♥

✇❡�❡ �❡❝♦�❞❡❞ ✉�✐♥❣ ❛ ❝❛❧✐♣❡� ❛♥❞ ❛✈❡�❛❣❡❞ ❬❍✐❧❧ ✶✷❪ ✭❋✐❣✉�❡ ✼✭❛✷✮✱ �❡❞ ❝♦❧♦�✮✳ ❚❤❡ ♠❡❛�✉�❡�

❲✐�♦❧❞ ❑�❛�♥② ❚❤:�❡ ❡♥ ▼<❝❛♥✐=✉❡ ❡� ■♥❣<♥✐❡�✐❡ ✶✺✸



❈❤❛♣�❡� ✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ✲ ❊①♣❡�✐♠❡♥�❛❧ ♠❡�❤♦❞♦❧♦❣②

❋✐❣✉�❡ ✼ ✕ ✭❛✶✮ ❆��❡�✐❛❧ �❛♠♣❧❡ ✭✉♥✐❛①✐❛❧ �❡♥�✐❧❡ �❡��✐♥❣✮ ❜❡❢♦�❡ ♣�❡❝♦♥❞✐�✐♦♥✐♥❣✱ �❤❡ ❧❡♥❣�❤ ♦❢
�❤❡ �❛♠♣❧❡ l∗ ✐� �❤❡ ✐♥✐�✐❛❧ ✐♥�❡�✲❝❧❛♠♣ ❞✐��❛♥❝❡❀ ✭❛✷✮ ❛��❡�✐❛❧ �❛♠♣❧❡ ❛❢�❡� ♣�❡❝♦♥❞✐�✐♦♥✐♥❣✱ �❤❡
�❡❢❡�❡♥❝❡ ❧❡♥❣�❤ l0 ✭✉�❡❞ ❢♦� ���❡�❝❤ ❝❛❧❝✉❧❛�✐♦♥✮ ✐� �❤❡ ❧❡♥❣�❤ ♦❢ �❤❡ ✉♥❧♦❛❞❡❞ �❛♠♣❧❡✱ ❞❡✜♥❡❞
❛� �❤❡ �✉♠ ♦❢ �❤❡ �❡�✐❞✉❛❧ ❡❧♦♥❣❛�✐♦♥ lres �❡�✉❧�✐♥❣ ❢�♦♠ �❤❡ ✺ ♣�❡❝♦♥❞✐�✐♦♥✐♥❣ ❝②❝❧❡�✱ ❛♥❞ ♦❢ �❤❡
✐♥✐�✐❛❧ ✐♥�❡�❝❧❛♠♣ ❞✐��❛♥❝❡ l∗❀ ✭❜✶✮ ♠❛❝�♦�❝♦♣✐❝ ♣✐❝�✉�❡ ♦❢ �❤❡ ❛��❡�✐❛❧ ❝✐�❝✉♠❢❡�❡♥�✐❛❧❧② ♦�✐❡♥�❡❞
�❛♠♣❧❡ ✐♥ ❧❛♦❞✲❢�❡❡ ��❛�❡ ✭✉♥✐❛①✐❛❧ ���❡�❝❤ λ❂✶✮❀ ✭❜✷✮ ✉♥❞❡� ❝✐�❝✉♠❢❡�❡♥�✐❛❧❧② ♦�✐❡♥�❡❞ �❡♥�✐♦♥✳

♦❢ �❤❡ �❛♠♣❧❡ ✇✐❞�❤ ❛♥❞ �❤✐❝❦♥❡�� ✭❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✸✮ ❛❧❧♦✇❡❞ �❤❡ ❝♦♠♣✉�❛�✐♦♥ ♦❢ �❤❡ �❡❢❡�❡♥❝❡

❝�♦��✲�❡❝�✐♦♥❛❧ ❛�❡❛ A0 ✭✉♥❞❡� ③❡�♦ ❧♦❛❞✱ ❛❢�❡� ♣�❡❝♦♥❞✐�✐♦♥✐♥❣✮✳ ❚❤❡ ✢❛� ❞♦❣❜♦♥❡ �❛♠♣❧❡�

�❤♦✇❡❞ ❜❡❢♦�❡ �❡��✐♥❣ ❛ ♠❡❛♥ ❝�♦��✲�❡❝�✐♦♥❛❧ ❛�❡❛ ♦❢ ✵✳✺±✵✳✶ ♠♠2✳ ❚❤❡ ✜��� -✐♦❧❛✲❑✐�❝❤❤♦✛

���❡�� ✭❛❧�♦ ❝❛❧❧❡❞ ❡♥❣✐♥❡❡�✐♥❣ ���❡��✮ ❢♦❧❧♦✇� ❢�♦♠ ❬❍✐❧❧ ✶✷❪✿

σPK = F/A0, ✭✶✮

✇❤❡�❡ F ✐� �❤❡ ❞✐�♣❧❛❝❡♠❡♥�✲❞❡♣❡♥❞❡♥� ♠❡❛�✉�❡ ♦❢ �❤❡ �❡♥�✐❧❡ ❢♦�❝❡✳ ❚❤❡ ���❡�❝❤ ✇❛� ❝♦♠♣✉�❡❞

❢�♦♠ �❤❡ ❛❝�✉❛❧ ❛♥❞ �❡❢❡�❡♥❝❡ ❧❡♥❣�❤ ♦❢ �❤❡ ���✐♣ ✭l ❛♥❞ l0✱ �❡�♣❡❝�✐✈❡❧②✮ ❛�✿

λ = l/l0. ✭✷✮
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✐♦♥ 
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�

❆✳✺✳✷✳✶ ❙❛♠♣❧❡ ♣�❡♣❛�❛✐♦♥ ❛♥❞ ✜①❛✐♦♥

-�✐♦� �♦ �❡♥�✐♦♥✲✐♥✢❛�✐♦♥ �❡��� ❛♥❞ ✐♠♠❡❞✐❛�❡❧② ❛❢�❡� ❡①❝✐�✐♦♥ ❢�♦♠ �❤❡ ❛♥✐♠❛❧✱ �❤❡ �❛♠♣❧❡�

✇❡�❡ ��♦�❡❞ ✐♥ ❛ ❜❛�❤ ♦❢ ♣❤♦�♣❤❛�❡✲❜✉✛❡�❡❞ �❛❧✐♥❡ ✭✶✵① -❇❙✱ ♣❍ ✼✳✶✮ ❛� ✺➦❈ ❛♥❞ �❡��❡❞ ✇✐�❤✐♥

✸✻ ❤♦✉�� ❛❢�❡� ❤❛�✈❡��✐♥❣✳ ❋♦� ❡❛❝❤ �❛♠♣❧❡✱ ❛ ✶✺ ♠♠ ❧♦♥❣ ❝②❧✐♥❞�✐❝❛❧ �❡❣♠❡♥� ✇❛� ❡①��❛❝�❡❞ ❛�

✇❡❧❧ ❛� ✵✳✺ ♠♠ ❧♦♥❣ �✐♥❣� ❢♦� ♦♣�✐❝❛❧ ♠❡❛�✉�❡♠❡♥� ♦❢ �❤❡ �❛♠♣❧❡ �❤✐❝❦♥❡�� ✭❋✐❣✉�❡ ✽✭❛✮✱ ❋✐❣✉�❡

✶✵✭❛✶✲❛✹✮✮✳
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�❤✐� ❛��❡�② ♣�❡�❡♥�❡❞ ❛ �❡♠❛�❦❛❜❧❡ ❡✛❡❝�✐✈❡ ❧❡♥❣�❤✱ �❤♦✇✐♥❣ ♥♦ ❜✐❢✉�❝❛�✐♦♥�✱ ♥♦ ❜❡♥❞✐♥❣✱ ❜✉� ❛

❝♦♥��❛♥� ❞✐❛♠❡�❡�✳

❆✳✻ ▲♦❛❞✐♥❣ �❝❡♥❛�✐✐

❆✳✻✳✶ ❯♥✐❛①✐❛❧ �❡♥✐♦♥

❚❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ �❝❡♥❛�✐♦ ❝❤♦�❡♥ ❢♦� ✉♥✐❛①✐❛❧ �❡♥�✐♦♥ ❧♦❛❞✐♥❣� ❝♦♥�✐��❡❞ ✐♥ �✉❜♠✐��✐♥❣ �❤❡ ❝✐�❝✉♠✲

❢❡�❡♥�✐❛❧❧②✱ ❞✐❛❣♦♥❛❧❧②✱ ❛♥❞ ❧♦♥❣✐�✉❞✐♥❛❧❧② ♦�✐❡♥�❡❞✱ ✢❛� ❛��❡�✐❛❧ �❛♠♣❧❡� �♦ ✸ ❣�❛❞✉❛❧❧② ✐♥❝�❡❛�✲

✐♥❣ �❡♥�✐❧❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉�❛�✐♦♥� ❛❢�❡� ♣�❡❝♦♥❞✐�✐♦♥✐♥❣✳ ❚❤✐� ❧♦❛❞✐♥❣ �❝❡♥❛�✐♦ ❝♦✉♣❧❡❞ �♦ ❧✐✈❡

✐♠❛❣✐♥❣ ♦❢ �❤❡ �✐��✉❡✬� ♠✐❝�♦���✉❝�✉�❡✱ ❛❧❧♦✇❡❞ �♦ �❡�� ✇❤❡�❤❡� �❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♠♦�♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧

❝❤❛♥❣❡� ♦❢ �❤❡ ✈❛�❝✉❧❛� �✐��✉❡ ✉♥❞❡� ❧♦❛❞ ✭❞❡❝�✐♠♣✐♥❣✱ �❡❛❧✐❣♥♠❡♥�✮ ❛�❡ ❞✐✛❡�❡♥� ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥

�❤❡ ❞✐�❡❝�✐♦♥ ♦❢ �❤❡ ❧♦❛❞✳

❆� ❛ ♣�❡❧✐♠✐♥❛�② ��❡♣✱ ❡❛❝❤ �❛♠♣❧❡ ✉♥❞❡�✇❡♥� .✉❛�✐ ��❛�✐❝ ��✐❛♥❣✉❧❛� ♣�❡❝♦♥❞✐�✐♦♥✐♥❣✳ ❆❝❝♦�❞✲

✐♥❣ �♦ �❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♠❛❞❡ ❜② ❬❍✐❧❧ ✶✷❪✱ ❛ ❞✐�♣❧❛❝❡♠❡♥�✲�♣❡❡❞ ❝♦♥��♦❧ ✇❛� ❛♣♣❧✐❡❞ ❛� ❛ �❛�❡ ♦❢ ✵✳✺

♠♠·♠✐♥−1✱ ❝♦��❡�♣♦♥❞✐♥❣ �♦ ❛ �❡❧❛�✐✈❡ ❡❧♦♥❣❛�✐♦♥ �♣❡❡❞ ♦❢ ✵✳✷ ♠✐♥−1✱ ✇✐�❤ ✜①❡❞ �❛�❣❡� �❡♥�✐❧❡

❢♦�❝❡ ❡.✉❛❧ �♦ ✶◆✳ ❚❤✐� ❡❧♦♥❣❛�✐♦♥ �♣❡❡❞ �❡�✉❧�❡❞ ✐♥ ❛ �♦�❛❧ ♣�❡❝♦♥❞✐�✐♦♥✐♥❣ �✐♠❡ ♦❢ ❛♣♣�♦①✐✲

♠❛�❡❧② ✸✵ ♠✐♥ ♣❡� �❛♠♣❧❡✳ ❉✉�✐♥❣ �❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ �❡��✱ �❤❡ �❛♠♣❧❡ ✇❛� ❝♦♥�✐♥✉♦✉�❧② ✐♠♠❡��❡❞

✐♥ 6❇❙ ❛� ❛ ❝♦♥��❛♥� �❡♠♣❡�❛�✉�❡ ♦❢ ✷✵➦❈✳

❊❛❝❤ ❛��❡�✐❛❧ �✐��✉❡ �❛♠♣❧❡ ✉♥❞❡�✇❡♥� �✇♦ ✐♠❛❣✐♥❣ �❡.✉❡♥❝❡�✿ ♦♥❡ �❡.✉❡♥❝❡ ✇✐�❤ �❤❡ ❛❞✈❡♥�✐✲

❲✐�♦❧❞ ❑�❛�♥② ❚❤<�❡ ❡♥ ▼>❝❛♥✐.✉❡ ❡� ■♥❣>♥✐❡�✐❡ ✶✺✾



❈❤❛♣�❡� ✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ✲ ❊①♣❡�✐♠❡♥�❛❧ ♠❡�❤♦❞♦❧♦❣②

�✐❛❧ �✐❞❡ ❢❛❝✐♥❣ �❤❡ ♦❜❥❡❝�✐✈❡ ♦❢ �❤❡ ♠✐❝�♦�❝♦♣❡ ❛❢�❡� ✜✈❡ ♣�❡❝♦♥❞✐�✐♦♥✐♥❣ ❝②❝❧❡� ❬❍✐❧❧ ✶✷❪❀ ❛♥❞

�❤❡ ♦�❤❡� �❡"✉❡♥❝❡ ✇✐�❤ �❤❡ ✐♥�✐♠❛❧ �✐❞❡ ❢❛❝✐♥❣ �❤❡ ♦❜❥❡❝�✐✈❡ ❛❢�❡� �✇♦ ❛❞❞✐�✐♦♥❛❧ ��❛❜✐❧✐③✐♥❣

♣�❡❝♦♥❞✐�✐♦♥✐♥❣ ❝②❝❧❡�✳ ❲❤❡♥ �❤❡ ✐♥�✐♠❛ ❢❛❝❡❞ �❤❡ ♦❜❥❡❝�✐✈❡ ♦� ✇❤❡♥ �❤❡ ❛❞✈❡♥�✐�✐❛❧ ❢❛❝❡❞ �❤❡

♦❜❥❡❝�✐✈❡✱ ♠✐❝�♦�❝♦♣② ✐♠❛❣❡� ✇❡�❡ �❛❦❡♥ ✐♥ �❤❡ ✉♥❧♦❛❞❡❞ ❝♦♥✜❣✉�❛�✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ �❤�❡❡ ❣�❛❞✉❛❧❧②

❧♦❛❞❡❞ ❝♦♥✜❣✉�❛�✐♦♥�✱ �❡�♣❡❝�✐✈❡❧② ❛� ✵✳✷ ◆✱ ✵✳✺ ◆✱ ❛♥❞ ✵✳✽ ◆✳

❆✳✻✳✷ ❚❡♥�✐♦♥✲✐♥✢❛�✐♦♥

❚❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ �❝❡♥❛�✐♦ ❝❤♦�❡♥ ❢♦� �❡♥�✐♦♥✲✐♥✢❛�✐♦♥ ❧♦❛❞✐♥❣� ❝♦♥�✐��❡❞ ✐♥ �✉❜♠✐��✐♥❣ �❤❡ ❝②❧✐♥❞�✐✲

❝❛❧ �❛♠♣❧❡� ❡✐�❤❡� �♦ ✭✐✮ ❛①✐❛❧ �❡♥�✐♦♥ ✉♥❞❡� ❝♦♥��❛♥� ✐♥�❡�♥❛❧ ♣�❡��✉�❡ ♦� �♦ ✭✐✐✮ ✐♥✢❛�✐♦♥ ✉♥❞❡�

❝♦♥��❛♥� ���❡�❝❤✳ ❚❤❡�❡ ❧♦❛❞✐♥❣ �❝❡♥❛�✐✐ ❝♦✉♣❧❡❞ �♦ ❧✐✈❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦❢ �❤❡ �✐��✉❡✬� ♠✐❝�♦���✉❝�✉�❡

❛❧❧♦✇❡❞ �♦ �❡�� ✇❤❡�❤❡� ✜❜❡� ❦✐♥❡♠❛�✐❝� ❛�❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥� ♦♥ ❞✐✛❡�❡♥� ❜✐❛①✐❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣�✳

■♥ ❛❣�❡❡♠❡♥� ✇✐�❤ ✇❡❧❧✲❡��❛❜❧✐�❤❡❞ �❡♥�✐♦♥✲✐♥✢❛�✐♦♥ ♣�♦�♦❝♦❧� ❢♦� ❛��❡�✐❡� ❬❑❡②❡� ✶✶✱❍✉♠♣❤�❡② ✶✵❪✱

�❤❡ �✇♦ ❧♦❛❞✐♥❣ �❝❡♥❛�✐✐ ✇❡�❡ �✉♥ ❛� ❢♦❧❧♦✇�✳ ❋♦✉� ❝❛�♦�✐❞� ✇❡�❡ ✉�❡❞ ✐♥ �❤❡ ♣�❡�❡♥� ��✉❞②✿

❝❛�♦�✐❞ �❛♠♣❧❡� ❙✶ ❛♥❞ ❙✷ ✇❡�❡ �❡��❡❞ ✉♥❞❡� ❜♦�❤ ❧♦❛❞✐♥❣ �❝❡♥❛�✐✐✱ ✇❤✐❧❡ ❝❛�♦�✐❞ �❛♠♣❧❡� ❙✸

❛♥❞ ❙✹ ✇❡�❡ �❡��❡❞ ✉♥❞❡� ♦♥❧② ♦♥❡ ❧♦❛❞✐♥❣ �❝❡♥❛�✐♦✱ ✐✳❡✳ �❤❡ ❛①✐❛❧ �❡♥�✐♦♥ ❛♥❞ �❤❡ ✐♥✢❛�✐♦♥

�❝❡♥❛�✐♦✱ �❡�♣❡❝�✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ �❝❡♥❛�✐✐✱ ❝♦♠♣♦�❡❞ ♦❢ �❤�❡❡ ♠❛✐♥ ❧♦❛❞✐♥❣ ��❡♣�✱ ✇❡�❡ �✉♥ ❛�

❢♦❧❧♦✇�✿

✕ ❚❤❡ �❛♠♣❧❡ ✉♥❞❡�✇❡♥� ✜✈❡ ♣�❡❝♦♥❞✐�✐♦♥✐♥❣ ❝②❝❧❡� ✭��❡♣ ✶✮✱ ❝❛��✐❡❞ ♦✉� ✐♥ ♦�❞❡� �♦ ❝❛♥❝❡❧

�❤❡ �✐��✉❡✬� ❞❡❢♦�♠❛�✐♦♥ ❤✐��♦�②❀

✕ ❚❤❡ ✐♥ ✈✐✈♦ ���❡�❝❤✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛� �❤❡ ���❡�❝❤ �❡�✉❧�✐♥❣ ✐♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❛①✐❛❧ �❡❛❝�✐♦♥ ❢♦�❝❡

❞✉�✐♥❣ ✐♥✢❛�✐♦♥ ❬❍✉♠♣❤�❡② ✶✵❪ ✭�❡❝�✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳✷✮✱ ✇❛� ❞❡�❡�♠✐♥❡❞ ❜② ❛❞❥✉��✐♥❣ �❤❡ ❝❧❛♠♣

♣♦�✐�✐♦♥ ❞✉�✐♥❣ �❤❡ ♣�❡❝♦♥❞✐�✐♦♥✐♥❣ ❝②❝❧❡�❀

✕ ❚❤❡ �❛♠♣❧❡�✬ �❡❢❡�❡♥❝❡ ❝�♦��✲�❡❝�✐♦♥❛❧ ❛�❡❛� A0 ✇❡�❡ ❝♦♠♣✉�❡❞ ✭❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✺✳✸✮❀

✕ ■♥ �❤❡ ❝❛�❡ ♦❢ �❤❡ ❛①✐❛❧ �❡♥�✐♦♥ ❧♦❛❞ �❝❡♥❛�✐♦✱ �❤❡ ③❡�♦ ❛①✐❛❧ ���❛✐♥ ♣♦�✐�✐♦♥ ✇❛� ❞❡�❡�♠✐♥❡❞

❛♥❞ �❤❡ ♠❡❛�✉�❡♠❡♥� ♦❢ �❤❡ �❛♠♣❧❡ ❧❡♥❣�❤ ❛❢�❡� ♣�❡❝♦♥❞✐�✐♦♥✐♥❣ ♣�♦✈✐❞❡❞ �❤❡ �❡❢❡�❡♥❝❡

❧❡♥❣�❤ l0 ♦♥ �❤❡ ❜❛�✐� ♦❢ ✇❤✐❝❤ �❤❡ ♠❛❝�♦�❝♦♣✐❝ ❛①✐❛❧ ���❡�❝❤ ✇❛� ❝♦♠♣✉�❡❞ ✭❆♣♣❡♥❞✐①

❆✳✺✳✷✮✳

✕ ❙✐♠✐❧❛�❧②✱ �❤❡ �❡❢❡�❡♥❝❡ ❞✐❛♠❡�❡� D0 ✇❛� ❞❡�❡�♠✐♥❡❞✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ �❤❡ ❝♦♠♣✉�❛�✐♦♥ ♦❢ �❤❡

♠❛❝�♦�❝♦♣✐❝ ❝✐�❝✉♠❢❡�❡♥�✐❛❧ ���❡�❝❤ ✭❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✺✳✹✮✳

✕ ❆❢�❡� ♣�❡❝♦♥❞✐�✐♦♥✐♥❣✱ �❤❡ ❣❛✉❣❡ ❧❡♥❣�❤ ♦❢ �❤❡ �❛♠♣❧❡� ✭❜❡�✇❡❡♥ �✉�✉�❡✮ ♠❡❛�✉�❡❞ l0 =✶✷±✷ ♠♠✱

✇❤✐❧❡ �❤❡ ✉♥❧♦❛❞❡❞ �❛♠♣❧❡ ❞✐❛♠❡�❡� ♠❡❛�✉�❡❞ D0 =✷✳✵±✵✳✸ ♠♠❀

✕ ▼❛❝�♦�❝♦♣✐❝ ✐♠❛❣❡� ✭��❡♣ ✷✮ ♦❢ �❤❡ �❛♠♣❧❡� ✇❡�❡ ♦❜�❛✐♥❡❞ ❡✈❡�② ✷✵ ♠♠❍❣ ❞✉�✐♥❣ ✐♥✢❛✲

�✐♦♥ ❛♥❞ ❡✈❡�② ✵✳✺ ♠♠ ❞✉�✐♥❣ ❛①✐❛❧ �❡♥�✐♦♥✱ ❝♦��❡�♣♦♥❞✐♥❣ �♦ ✵✳✷±✵✳✵✺ ���❡�❝❤✐♥❣ ��❡♣�

❛♣♣�♦①✐♠❛�❡❧② ✭�❡❡ �❤✐❝❦ ❧✐♥❡� ✇✐�❤ �✐❝❦� ♦♥ ❋✐❣✉�❡ ✶✷✱ �❤♦✇✐♥❣ ♠❛❝�♦�❝♦♣✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣✮❀

❲✐�♦❧❞ ❑�❛�♥② ❚❤<�❡ ❡♥ ▼=❝❛♥✐"✉❡ ❡� ■♥❣=♥✐❡�✐❡ ✶✻✵



❆✳✼ ▼✐❝�♦	❝♦♣② ✐♠❛❣❡	 ♣�❡✲♣�♦❝❡		✐♥❣

✕ ▼✐❝�♦	❝♦♣② ✐♠❛❣❡	 ✭❙�❡♣ ✸✮ ✇❡�❡ ♦❜�❛✐♥❡❞ ❛� ✶✳✸±✵✳✵✺✱ ✶✳✻±✵✳✵✺✱ ❛♥❞ ✶✳✽±✵✳✵✺ 	��❡�❝❤❡	

❞✉�✐♥❣ ❛①✐❛❧ �❡♥	✐♦♥ ✭�❡❢❡�❡♥❝❡❞ ❛	 ❧♦❛❞✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉�❛�✐♦♥	 ✶✳✶✱ ✶✳✷✱ ❛♥❞ ✶✳✸✱ �❡	♣❡❝�✐✈❡❧②

✭❋✐❣✉�❡ ✶✷✮✮✱ ❛♥❞ ❛� ✷✵ ♠♠❍❣✱ ✶✵✵ ♠♠❍❣✱ ❛♥❞ ✶✹✵ ♠♠❍❣ ♣�❡		✉�❡	 ❞✉�✐♥❣ ✐♥✢❛�✐♦♥

✭�❡❢❡�❡♥❝❡❞ ❛	 ❧♦❛❞✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉�❛�✐♦♥	 ✷✳✶✱ ✷✳✷✱ ❛♥❞ ✷✳✸✱ �❡	♣❡❝�✐✈❡❧② ✭❋✐❣✉�❡ ✶✷✮✮✳

❆	 ❛ �❡	✉❧�✱ ♦♥ �❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ �❤�❡❡ 	❛♠♣❧❡	 ✭❙✶✱ ❙✷✱ ❛♥❞ ❙✸✮ ✉♥❞❡�✇❡♥� ❛ �♦�❛❧ ♦❢ 	❡✈❡♥ ❛①✐❛❧

�❡♥	✐♦♥ ❝②❝❧❡	 ✭✇✐�❤ �❤❡ �✇♦ ❧❛	� ❝②❝❧❡	 ❞❡❞✐❝❛�❡❞ �♦ ❞❛�❛ ❛❝-✉✐	✐�✐♦♥✮ ❜❡�✇❡❡♥ ✵✳✶±✵✳✵✷ ❛♥❞

✵✳✽±✵✳✵✷ ◆ ❛①✐❛❧ ❢♦�❝❡✱ ❛� ❛♥ ✐♠♣♦	❡❞ ✈❡❧♦❝✐�② ♦❢ ✷ ♠♠✳♠✐♥−1✱ ❝♦��❡	♣♦♥❞✐♥❣ �♦ ❛♥ ❛①✐❛❧ 	��❛✐♥

�❛�❡ ♦❢ ✵✳✷ ♠✐♥−1✱ ✇✐�❤ ♠❛✐♥�❛✐♥❡❞ ♣�❡		✉�❡ / ❂ ✶✵✵ ♠♠❍❣✳ ❖♥ �❤❡ ♦�❤❡� ❤❛♥❞✱ �❤�❡❡ 	❛♠♣❧❡	

✭❙✶✱ ❙✷✱ ❛♥❞ ❙✹✮ ✉♥❞❡�✇❡♥� ❛ �♦�❛❧ ♦❢ 	❡✈❡♥ ✐♥✢❛�✐♦♥ ❝②❝❧❡	 ✭✇✐�❤ �❤❡ �✇♦ ❧❛	� ❝②❝❧❡	 ❞❡❞✐❝❛�❡❞

�♦ ❞❛�❛ ❛❝-✉✐	✐�✐♦♥✮ ❜❡�✇❡❡♥ ✷✵ ❛♥❞ ✶✹✵ ♠♠❍❣✱ ❜② 	�❡♣	 ♦❢ ✷✵ ♠♠❍❣ ✐♠♣♦	❡❞ ✇✐�❤✐♥ ✸✵ 	❡❝✲

♦♥❞	✱ ✉♥❞❡� ❛ ♠❛✐♥�❛✐♥❡❞ ✐♥ ✈✐✈♦ ❛①✐❛❧ 	��❡�❝❤ λa ❂ ✶✳✻±✵✳✵✺✳

❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦♥✜❣✉�❛�✐♦♥	 ✶✳✶ ❛♥❞ ✷✳✶ ❛�❡ �❡❢❡��❡❞ �♦ ✐♥ �❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛	 ✧�❡❢❡�❡♥❝❡ ❝♦♥✲

✜❣✉�❛�✐♦♥	✧✱ ✇❤✐❧❡ �❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦♥✜❣✉�❛�✐♦♥	 ✶✳✸ ❛♥❞ ✷✳✸ ❛�❡ �❡❢❡��❡❞ �♦ ❛	 ✧❧♦❛❞❡❞ ❝♦♥✜❣✲

✉�❛�✐♦♥	✧✳ ❚❤❡ ✐♥�❡�♠❡❞✐❛�❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉�❛�✐♦♥	 ✶✳✷ ❛♥❞ ✷✳✷ ✇❡�❡ ♥♦� ✉	❡❞ ✐♥ �❤❡ ❋♦✉�✐❡�

♠❡�❤♦❞♦❧♦❣② ❡♥❛❜❧✐♥❣ �❤❡ ❝❤❛�❛❝�❡�✐③❛�✐♦♥ ♦❢ ✜❜❡� ❦✐♥❡♠❛�✐❝	 ❛✣♥✐�② ❜✉� ♣�♦✈✐❞❡❞ ❛ �❡✜♥❡❞

✐♥	✐❣❤� ❛� �❤❡ ❡✈♦❧✉�✐♦♥ ♦❢ �❤❡ ♠✐❝�♦	��✉❝�✉�❡ ❞✉�✐♥❣ �❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣✱ ❛♥❞ ❛ ✈❡�✐✜❝❛�✐♦♥ ♦❢ �❤❡ �✐❣❤�

��❛❝❦✐♥❣ ♦❢ �❤❡ 	❛♠❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇	✳

❚❤❡ �❡❢❡�❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉�❛�✐♦♥	 ✐♥❝❧✉❞❡❞ ♣❛��✐❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ✭λa ❂ ✶✳✸✱ / ❂ ✶✵✵ ♠♠❍❣ ❢♦� 	❝❡♥❛�✐♦

✶✱ λa ❂ ✶✳✻✱ / ❂ ✷✵ ♠♠❍❣ ❢♦� 	❝❡♥❛�✐♦ ✷✮ ❢♦� 	❡✈❡�❛❧ �❡❛	♦♥	✳ ❋✐�	�✱ ✇❡ ❝❤♦	❡ �♦ ♣♦	�✲♣�♦❝❡		

❛❞✈❡♥�✐�✐❛❧ ❝♦❧❧❛❣❡♥ ✐♠❛❣❡	 ❝❤❛�❛❝�❡�✐③❡❞ ❜② ❛ 	✉✣❝✐❡♥� ❞❡❣�❡❡ ♦❢ ❞❡❝�✐♠♣✐♥❣✱ ❤❡♥❝❡ ❛✈♦✐❞✐♥❣

✐♠♣�❡❝✐	✐♦♥	 ✐♥ �❤❡ ❋♦✉�✐❡� ❛♥❛❧②	✐	 ♦❢ �❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦�✐❡♥�❛�✐♦♥	 ♦❢ �❤❡ ✜❜❡�	 ✭❛� �❤❡ ❜✉♥❞❧❡ 	❝❛❧❡✮❀

	❡❝♦♥❞ �❤✐	 ❝❤♦✐❝❡ ♣�❡✈❡♥�❡❞ �❤❡ ♣♦�❡♥�✐❛❧ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♦❢ �❤❡ 	❛♠♣❧❡	 ❛� ❤✐❣❤ ♣�❡		✉�❡ ❛♥❞ ❧♦✇

❛①✐❛❧ 	��❡�❝❤ ❬❍❛♥ ✶✸❪✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ✐♠♣❛✐�❡❞ �❤❡ ❛♥❛❧②	✐	 ♦❢ ♠❛❝�♦	❝♦♣✐❝ ❛♥❞ ♠✐❝�♦	❝♦♣✐❝

❦✐♥❡♠❛�✐❝	✳

❆✳✼ ▼✐❝�♦	❝♦♣② ✐♠❛❣❡	 ♣�❡✲♣�♦❝❡		✐♥❣

❚❤❡ ♠✉❧�✐♣❤♦�♦♥ ✐♠❛❣✐♥❣ ♠♦❞❛❧✐�② ♣�♦✈✐❞❡❞ ✸❉ ✐♠❛❣❡ 	�❛❝❦	✱ ✐✳❡✳ ❛ 	❡-✉❡♥❝❡ ♦❢ ❜✐❞✐♠❡♥	✐♦♥❛❧

✐♠❛❣❡	 ♦❢ �❤❡ ♠✐❝�♦	��✉❝�✉�❡ ✐♥ ❛♥ ✐♥�❡�✈❛❧ ♦❢ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡	✳ ❊❛❝❤ ♦❢ �❤❡ ✐♠❛❣❡ 	�❛❝❦	 ❝♦✉❧❞ ❜❡

�❡❝♦♥	��✉❝�❡❞ ✐♥�♦ ❛ ✸❉ ✈✐	✉❛❧✐③❛�✐♦♥ ♦❢ �❤❡ ♠✐❝�♦	��✉❝�✉�❡✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ �❤❡ ❛❝❝❡		 �♦ �❤�❡❡ ❞✐♠❡♥✲

	✐♦♥❛❧ ❣❡♦♠❡��✐❝❛❧ ♣❛�❛♠❡�❡�	✱ ❜✉� �❡♥❞❡�✐♥❣ �❤❡ ❛♥❛❧②	✐	 ♠♦�❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ❝♦♠♣✉�❛�✐♦♥❛❧❧②

✈❡�② ❡①♣❡♥	✐✈❡✳ ▼♦�❡♦✈❡�✱ ♣�❡✈✐♦✉	 	�✉❞✐❡	 ❤❛✈❡ ✐♥✈❡	�✐❣❛�❡❞ �❤❡ ��❛♥	♠✉�❛❧ ❛♥❣❧❡ ✭�❛❞✐❛❧ ❞✐✲

�❡❝�✐♦♥✮ ♦❢ �❤❡ ✜❜❡�	 ✐♥ �❤❡ ❛��❡�② ❛♥❞ 	❤♦✇❡❞ �❤❛� ✐� ✐	 ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥ ❝♦♠♣❛�✐	♦♥ �♦ �❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡

❛♥❣❧❡ ❬❘♦② ✶✶✱❘❡③❛❦❤❛♥✐❤❛ ✶✷✱❙❝❤�❛✉✇❡♥ ✶✷❪✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ ❛❧	♦ 	❤♦✇❡❞ �❤❛� �❤❡ ♠♦	� �❡❧❡✈❛♥�

♠♦�♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡	 ✐♥ �❤❡ ♠✐❝�♦	��✉❝�✉�❡ ♦❝❝✉� ✐♥ �❤❡ ❝✐�❝✉♠❢❡�❡♥�✐❛❧ ❛♥❞ ❧♦♥❣✐�✉❞✐♥❛❧ ❞✐✲

�❡❝�✐♦♥	✳ ❙✉❜	❡-✉❡♥�❧②✱ ✇❡ ❢♦❝✉	❡❞ ✐♥ �❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥ �❤❡ ❛♥❛❧②	✐	 ♦❢ �❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❛♥❣❧❡	 ♦❢

�❤❡ ✜❜�♦✉	 ♥❡�✇♦�❦	✳ ❍❡♥❝❡✱ �❤❡ ✐♠❛❣❡ 	�❛❝❦	 ✇❡�❡ ♣�❡✲♣�♦❝❡		❡❞ 	♦ �❤❛� �❤❡② ❝♦✉❧❞ �❡♣�❡	❡♥�

�❤❡ ��✉❡ �✐		✉❡ ♠♦�♣❤♦❧♦❣② ♦♥ �✇♦✲❞✐♠❡♥	✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡	 ✇❤✐❧❡ ❡♥❛❜❧✐♥❣ �❡❧✐❛❜❧❡ ❛♥❣❧❡ ❞❡♥	✐�②

❲✐�♦❧❞ ❑�❛	♥② ❚❤?	❡ ❡♥ ▼@❝❛♥✐-✉❡ ❡� ■♥❣@♥✐❡�✐❡ ✶✻✶
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�✐♦♥� ✶✳✶ ❛♥❞ ✷✳✶✱ ❛� ✇❡❧❧ ❛� ✐♠❛❣❡ ��❛❝❦� ❝♦��❡�♣♦♥❞✐♥❣ �♦ �❤❡ ❧♦❛❞❡❞ ❝♦♥✜❣✉�❛�✐♦♥� ✶✳✸ ❛♥❞ ✷✳✸

✭❋✐❣✉�❡ ✶✷✮✱ ✇❡�❡ ❛❧�♦ ♣�♦❝❡��❡❞ ✉�✐♥❣ ❛ ▼❛①✐♠✉♠ ■♥�❡♥�✐�② )�♦❥❡❝�✐♦♥ ✭▼■)✮ ❛❧❣♦�✐�❤♠ ✭❋✐❣✲

✉�❡ ✶✺ ✭❛✶✮ ❛♥❞ ✭❛✷✮✮✱ ❛♣♣❧✐❡❞ �❤✐� �✐♠❡ ♦♥ �❤❡ ❡♥�✐�❡ �❤✐❝❦♥❡�� ♦❢ �❤❡ ❛❞✈❡♥�✐�✐❛ ❛♥❞ �❡✈❡❛❧✐♥❣

♦♣�✐♠❛❧ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ♠♦�♣❤♦❧♦❣②✳ ❆� ❛ �❡�✉❧�✱ ❛❧�❤♦✉❣❤ �❤❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ��❛♥�♠✉�❛❧✐�② ✐♥❢♦�♠❛�✐♦♥

✇❛� ❧♦��✱ �❤❡ ✜❜❡�� ✇❡�❡ �❡♣�❡�❡♥�❡❞ ✇✐�❤ ♠❛①✐♠❛❧ ❡✛❡❝�✐✈❡ ❧❡♥❣�❤✱ ���♦♥❣❧② ✐♠♣�♦✈✐♥❣ �❤❡

✐♥�❡�♣�❡�❛�✐♦♥ ♦❢ �❤❡✐� ✐♥✲♣❧❛♥❡ ♦�✐❡♥�❛�✐♦♥✳ ❇❡�✐❞❡�✱ ❛ �♣❡❝✐✜❝ ❛��❡♥�✐♦♥ ✇❛� ♣�❡❧✐♠✐♥❛�✐❧② ♣❛✐❞

�♦ �❤❡ ❣❡♦♠❡��✐❝❛❧ ❛❝❝❡♣�❛❜✐❧✐�② ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ♣�♦❥❡❝�✐♦♥ ♦❢ �❧✐❝❡� ♦❢ ❛ ❝②❧✐♥❞❡� ✐♥�♦ ❛ ✷❉ ✐♠❛❣❡✿

❛ ❣❡♦♠❡��✐❝❛❧ ❡✈❛❧✉❛�✐♦♥ ♦❢ ❛ ✧✇♦��� ❝❛�❡ ❡��♦�✧ ✇❛� ♠❛❞❡ ✐♥ ♦�❞❡� �♦ 2✉❛♥�✐❢② �❤❡ ♣♦�❡♥�✐❛❧

❡��♦� ♦� ✜❜❡� ♦�✐❡♥�❛�✐♦♥✱ ❛� ❢♦❧❧♦✇�✿

✕ ❚❛❦✐♥❣ �❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ �❤❡ ♠✉❧�✐♣❤♦�♦♥ ♠✐❝�♦�❝♦♣❡ ✭▼)▼✮ XMPM ❛♥❞ ✐�� ✐♠❛❣✲

✐♥❣ ♣❡♥❡��❛�✐♦♥ ❞❡♣�❤ ZMPM ❛� ✐♥♣✉��✱ ✇❡ ❡①��❛❝�❡❞ �❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✐♥❝❧✐♥❛�✐♦♥ ❛♥❣❧❡ φ ♦❢

❛ ✜❜❡� ✭✇❡ ❡✈❛❧✉❛�❡ �❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ �❤❡ �❛♥❣❡♥� �♦ �❤❡ �✐��✉❡ �✉�❢❛❝❡ ❛� �❤❡ ♣❡�✐♣❤❡�② ♦❢ �❤❡

✐♠❛❣✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇✱ ❋✐❣✉�❡ ✶✸✭❛✮✮ ❛�✿

tan
φ

2
=

ZMPM

XMPM

✭✺✮

✕ ❚❤❡ ♦��❤♦❣♦♥❛❧ �❦❡�❝❤ ♦❢ �❤❡ ✐♠❛❣❡❞ ✈♦❧✉♠❡✱ ✐♥ �❤❡ ④ex✱ ey⑥ ❢�❛♠❡✱ ♣�♦✈✐❞❡� �❤❡ ❡①♣�❡�✲

�✐♦♥� ❢♦� �❤❡ ♣�♦❥❡❝�❡❞ ✜❜❡� ❛♥❣❧❡✱ ❜❡❢♦�❡ ✭θi✮ ❛♥❞ ❛❢�❡� ✭θf ✮ �❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛�✐♦♥ ♦❢ �❤❡ ✜❜❡�

♣❧❛♥❡ ✭❋✐❣✉�❡ ✶✸✭❜✮✮✿

tan θi =
X

Y
✭✻✮

tan θf =
x

Y
✭✼✮

✇✐�❤

x = X cosφ ✭✽✮

✕ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ �❤❡♥ ❛♥ ❡��✐♠❛�✐♦♥ ♦❢ �❤❡ �❡❧❛�✐✈❡ ❡��♦� ♦♥ �❤❡ ♦�✐❡♥�❛�✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛ ✜❜❡�✱

❝❤❛�❛❝�❡�✐③❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❝❧✐♥❛�✐♦♥ ❛♥❣❧❡ φ �♦ �❤❡ ex ❛①✐�✱ ✇❤❡♥ �❤✐� ✜❜❡� ✐♥ ♣�♦❥❡❝�❡❞ ✐♥ �❤❡

④ex✱ey⑥ ❢�❛♠❡✳ ❚❤✐� �❡❧❛�✐✈❡ ❡��♦� �❡❛❞� ❛�✿

ǫ(%) =
| tan θi − tan θf |

| tan θi|
✭✾✮

❚❤❡ ♦❜�❛✐♥❡❞ ✐♥❝❧✐♥❛�✐♦♥ ❛♥❣❧❡ φ ❂ ✶✾➦ ♣�♦✈✐❞❡❞ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ❡��♦� ♦❢ ǫ ❁ ✺✪ ♦♥ �❤❡ ♦�✐❡♥�❛�✐♦♥

♦❢ ♣❡�✐♣❤❡�❛❧ ✜❜❡��✳ ❋♦� �❤❡ �❛❦❡ ♦❢ ❝♦♠♣❛�✐�♦♥✱ ❢♦� �❤❡ ✜❜❡�� ✇❤✐❝❤ ✇❡�❡ ❧♦❝❛�❡❞ ✇✐�❤✐♥ ✸✴✹

♦❢ �❤❡ ✐♠❛❣❡ ✇✐♥❞♦✇✱ �❤✐� ❡��♦� ❞�♦♣� �♦ ǫ ❁ ✷✪✳

❆✳✽ ◗✉❛♥�✐�❛�✐✈❡ ❝❤❛�❛❝�❡�✐③❛�✐♦♥ ♦❢ �❤❡ ♠✐❝�♦���✉❝�✉�❡

❆❢�❡� ♣�❡♣�♦❝❡��✐♥❣ �❤❡ ♠✐❝�♦�❝♦♣② ♦✉�♣✉��✱ �✇♦ ❞✐��✐♥❝� 2✉❛♥�✐✜❝❛�✐♦♥ �♦✉�✐♥❡� ✇❡�❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞

❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♦�❞❡� �♦ ❡①��❛❝� ♠♦�♣❤♦❧♦❣② ♣❛�❛♠❡�❡��✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣ �♦✿

❲✐�♦❧❞ ❑�❛�♥② ❚❤A�❡ ❡♥ ▼B❝❛♥✐2✉❡ ❡� ■♥❣B♥✐❡�✐❡ ✶✻✸





❆✳✽ ◗✉❛♥�✐�❛�✐✈❡ ❝❤❛�❛❝�❡�✐③❛�✐♦♥ ♦❢ �❤❡ ♠✐❝�♦���✉❝�✉�❡
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❋✐❣✉�❡ ✶✹ ✕ ❙✉♠♠❛�② ♦❢ �❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②�✐� ♠❡�❤♦❞ ❛♣♣❧✐❡❞ �♦ ✉♥✐❛①✐❛❧ �❡♥�✐♦♥ ♠✐❝�♦�❝♦♣② ✐♠✲

❛❣❡�✳ ✭❛✮ "❛��✐❛❧ ▼❛①✐♠✉♠ ■♥�❡♥�✐�② "�♦❥❡❝�✐♦♥� ✭▼■"✮ ♦❢ ❛❞✈❡♥�✐�✐❛❧ ❛♥❞ ♠❡❞✐❛❧ ♠✐❝�♦���✉❝✲

�✉�❡ ✐♠❛❣❡ ��❛❝❦�❀ ✭❜✮ ❋❛�� ❋♦✉�✐❡� ✷❉ ��❛♥�❢♦�♠ ♦❢ ♠✐❝�♦���✉❝�✉�❡ ✐♠❛❣❡� ♣�♦✈✐❞✐♥❣ �❤❡ ✐♠✲

❛❣❡✬� ♣♦✇❡� �♣❡❝��✉♠❀ ✭❝✮ ✇❡❞❣❡✲�❤❛♣❡ ✐♥�❡❣�❛�✐♦♥ ♦❢ �❤❡ ♣♦✇❡� �♣❡❝��✉♠ ♣�♦✈✐❞✐♥❣ ❛ �❛✇ ❛♥❞

�♠♦♦�❤❡❞ ❛♥❣❧❡ ❞❡♥�✐�②❀ ✭❞✮ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛ ❞❡�❡❝�✐♦♥ ❛♥❞ ❛��♦❝✐❛�❡❞ �❡❧❛�✐✈❡ ❞✐�♣❡��✐♦♥� ❡✈❛❧✉❛✲

�✐♦♥ ♦♥ �♠♦♦�❤❡❞ ✜❜❡� ❛♥❣❧❡� ❞❡♥�✐�② ❢✉♥❝�✐♦♥❀ ✭❡✮ ❛✣♥❡ ❤②♣♦�❤❡�✐� �❡��✐♥❣ ❢♦� ✜❜❡� ❦✐♥❡♠❛�✐❝�✱

✐♥❝❧✉❞✐♥❣ �❤❡ ❛♥❛❧②�✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉�❛�✐♦♥ ♦❢ ❛✣♥❡ ✜❜❡� �❡♦�✐❡♥�❛�✐♦♥ ❛♥❞ �❤❡ ♣�❡❞✐❝�✐♦♥ ♦❢ ✜❜❡� ❛♥✲

❣❧❡� ❞✉�✐♥❣ ❛ ✜❝�✐�✐♦✉� ❧♦❛❞✐♥❣ �❝❡♥❛�✐♦✳

❊①♣❧✐❝✐�❧②✱ ❧❡� θ �❡♣�❡�❡♥� ❛ ❧♦❝❛❧ ♦�✐❡♥�❛�✐♦♥ ❛♥❣❧❡✱ ❛♥❞ d(θ) �❤❡ ❛♥❣❧❡ ❞❡♥�✐�② ♦❢ �❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞

✐♠❛❣❡❀ �❤❡ ❛♥❣❧❡ ❞❡♥�✐�② �❤�❡�❤♦❧❞ p ✐� �❤❡ ❛♥❣❧❡ ❞❡♥�✐�② ❜❡❧♦✇ ✇❤✐❝❤ �❤❡ ❢�❛❝�✐♦♥ αp = 0.8 ♦❢

�❤❡ �♦�❛❧ ✜❜❡�� ✐� ❝♦✉♥�❡❞✱ ✐✳❡✳ �❤❡ �♦❧✉�✐♦♥ ♦❢ �❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡1✉❛�✐♦♥✿

αp =

∫ π

0
min(d(θ), p)dθ
∫ π

0
d(θ)dθ

= 0.8. ✭✶✵✮

❲❡ ❡✈❛❧✉❛�❡❞ ❝♦��❡�♣♦♥❞✐♥❣ ❛♥❣❧❡� ❛❜♦✉� ❡❛❝❤ ❞❡�❡❝�❡❞ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ ♦�❞❡� �♦ ❡①��❛❝�

❲✐�♦❧❞ ❑�❛�♥② ❚❤7�❡ ❡♥ ▼8❝❛♥✐1✉❡ ❡� ■♥❣8♥✐❡�✐❡ ✶✻✺



❈❤❛♣�❡� ✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ✲ ❊①♣❡�✐♠❡♥�❛❧ ♠❡�❤♦❞♦❧♦❣②

�❡❧❛�❡❞ �❡❧❛�✐✈❡ ❞✐�♣❡��✐♦♥� ✭❋✐❣✉�❡ ✶✹✲✸✮✳ ❚❤❡ �❡�✉❧�✐♥❣ ♠❡❛♥±❞✐�♣❡��✐♦♥ ✧❜❛�✧ �❡♣�❡�❡♥�❛�✐♦♥

✇❛� �❤❡♥ ❝♦♥✈❡��❡❞ ✐♥�♦ ❛ ♣♦❧❛� ♣❧♦� ❢♦�♠❛�✱ ✇✐�❤ �❤❡ �❛❞✐✉� ♣❛�❛♠❡�❡� �❡♣�❡�❡♥�✐♥❣ �❤❡ ♠❡✲

❝❤❛♥✐❝❛❧ ���❡�❝❤ �♦ ✇❤✐❝❤ �❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ♠✐❝�♦���✉❝�✉�❡ ✐� �✉❜♠✐��❡❞✳ ❚❤✐� �❡♣�❡�❡♥�❛�✐♦♥ ♦❢ ✜❜❡�

♦�✐❡♥�❛�✐♦♥ ❞❡♥�✐�✐❡� ❛❧❧♦✇� �❤❡✐� ❝♦♠♣❛�✐�♦♥✱ ✐♥ ❜♦�❤ ❧♦❛❞✲❢�❡❡ ❛♥❞ ❧♦❛❞❡❞ ✭♠✉❧�✐ ❞✐�❡❝�✐♦♥❛❧❧②✮

❝♦♥✜❣✉�❛�✐♦♥�✱ ♣�♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ✈✐�✉❛❧ ✐♥�✐❣❤� ❛� ✜❜❡� �♦�❛�✐♦♥ ❛♠♣❧✐�✉❞❡�✳

❆✳✽✳✶✳✸ ❆✣♥❡ ❤②♣♦❤❡�✐� ❡�✐♥❣ ✉♥❞❡� ❛ ✜❝✐✐♦✉� ❧♦❛❞✐♥❣ �❝❡♥❛�✐♦

❚❤❡ ❛��✉♠♣�✐♦♥ ♦❢ ❛✣♥❡ �❡♦�✐❡♥�❛�✐♦♥ ❝♦♥�✐❞❡�� �❤❛� �❤❡ ✜❜❡�� ❛�❡ ❝♦♥�✐♥✉♦✉�❧② ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥

�❤❡✐� �✉��♦✉♥❞✐♥❣ ♠❛��✐① ❛♥❞ ❛�❡ �❤❡�❡❢♦�❡ ❝♦♥���❛✐♥❡❞ �♦ �❤❡ �❛♠❡ ❞❡❢♦�♠❛�✐♦♥ ❣�❛❞✐❡♥� ❛�

�❤❡ ♠❛��✐① ❬❇✐❧❧✐❛� ✾✼✱❈❤❛♥❞�❛♥ ✵✻✱ ❏❛②②♦�✐ ✶✻❪✳ ❋♦� ❛♥ ✉♥✐❛①✐❛❧ �❡♥�✐❧❡ ❧♦❛❞✐♥❣✱ ❝❤❛�❛❝�❡�✐③❡❞

❜② ❧♦❛❞✲❢�❡❡ ❝♦♥❞✐�✐♦♥� ♦♥ �❤❡ ❧❛�❡�❛❧ ❜♦✉♥❞❛�✐❡� ♦❢ �❤❡ �❛♠♣❧❡✱ �❤❡ ❛��✉♠♣�✐♦♥� ❛�❡✿

✕ �❤❡ ❝♦♥�✐❞❡�❡❞ ✜❜❡� �❤♦✇� ❛♥ ✐♥✐�✐❛❧ ❛♥❣❧❡ θ0❀

✕ ❛ �❡♥�✐❧❡ ���❡�❝❤ λ ✐� ❡①�❡�♥❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞❀

✕ �❤❡ �❡�✉❧�✐♥❣ 3♦✐��♦♥ ❡✛❡❝� ✐♥❞✉❝❡� ❛ ❝♦♠♣�❡��✐✈❡ ���❡�❝❤ λt �❤❛� �❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡❛�✉�❡❞

❞✉�✐♥❣ �❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣✳

❍❡♥❝❡ �❤❡ ✜❜❡� ♦�✐❡♥�❛�✐♦♥� θ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣✉�❡❞ ❛� ✭❋✐❣✉�❡ ✶✹✲✹✮✿

θ = arctan

(

λ

λt

tan θ0

)

. ✭✶✶✮

❚❤❡ ♦❜�❛✐♥❡❞ ❛♥❣❧❡ ✈❛❧✉❡� ✇❡�❡ ❝♦♠♣❛�❡❞ �♦ �❤❡ ❡①♣❡�✐♠❡♥�❛❧❧② ♠❡❛�✉�❡❞ ❛♥❣❧❡� ✐♥ ♦�❞❡� �♦

❛♥❛❧②③❡ �♦ ✇❤✐❝❤ ❡①�❡♥� �❤✐� ❛✣♥❡ �❡♦�✐❡♥�❛�✐♦♥ ❝❛♥ ♣�❡❞✐❝� ��✉❡ ✜❜❡� ♥❡�✇♦�❦ �❡♦�✐❡♥�❛�✐♦♥�✳

❚❤❡ ❛❞✈❡♥�✐�✐❛❧ ❝♦❧❧❛❣❡♥ ❜✉♥❞❧❡� �❤♦✇❡❞✱ ✐♥ �❤❡ ❧♦❛❞✲❢�❡❡ ��❛�❡✱ ❛ ❞❡♥�❡ ❝�✐♠♣❡❞ ❝♦♥✜❣✉�❛✲

�✐♦♥ ❢♦� ✇❤✐❝❤ ✐� ✇❛� ❞✐✣❝✉❧� �♦ ❡①��❛❝� ❣❧♦❜❛❧ ♦�✐❡♥�❛�✐♦♥� ✉�✐♥❣ ��❛❞✐�✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ♣�♦❝❡��✐♥❣

�❡❝❤♥✐7✉❡�✳ ■♥ ♦�❞❡� �♦ ❛✈♦✐❞ ❛ �✉❜�❡7✉❡♥� ✐♠♣�❡❝✐�✐♦♥ ♦❢ �❤❡ ❛♥❛❧②�✐�✱ ❛ �♣❡❝✐✜❝ ♠❡�❤♦❞ ✇❛�

❞❡�✐❣♥❡❞ �♦ ✐�♦❧❛�❡ �❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✜❜❡� �♦�❛�✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐�♠ ❢�♦♠ �❤❡ ✉♥❝�✐♠♣✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐�♠✱ ❛♥❞

�♦ �❡�� �❤❡ ❤②♣♦�❤❡�✐� ♦❢ ❛✣♥❡ ❦✐♥❡♠❛�✐❝� ♦♥❧② ♦♥ �❤❡ ❣❧♦❜❛❧ �❡♦�✐❡♥�❛�✐♦♥ ♦❢ �❤❡ ✜❜❡��✳ ❚♦ �❤✐�

❛✐♠✱ ✇❡ ❝♦♥�✐❞❡�❡❞ ❛ ❞❡❢♦�♠❛�✐♦♥ �❝❡♥❛�✐♦ ✇❤✐❝❤ ��❛��� ✐♥ �❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❧② ❞❡❢♦�♠❡❞ ��❛�❡ ❛♥❞

�❡❛❝❤❡� �❤❡ ❝✐�❝✉♠❢❡�❡♥�✐❛❧❧② ❛♥❞ ❧♦♥❣✐�✉❞✐♥❛❧❧② ❞❡❢♦�♠❡❞ ��❛�❡� ✐♥ �✇♦ �❡7✉❡♥�✐❛❧ ��❡♣�✿ ❞✐❛❣✲

♦♥❛❧ ✉♥❧♦❛❞✐♥❣ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❝✐�❝✉♠❢❡�❡♥�✐❛❧ ♦� ❧♦♥❣✐�✉❞✐♥❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ✭❋✐❣✉�❡ ✶✹✲✹✮✳ ❆❝❝♦�❞✐♥❣❧②✱

♦♥❧② ❞❡❢♦�♠❡❞ ❝♦♥✜❣✉�❛�✐♦♥� ✇✐�❤ ���❛✐❣❤� ❝♦❧❧❛❣❡♥ ❜✉♥❞❧❡� ♥❡❡❞❡❞ �♦ ❜❡ ♣�♦❝❡��❡❞ ❢♦� ✜❜❡�
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❛♥❞ ❢♦� �❡��✐♥❣ �❤❡ ❛✣♥❡ ❤②♣♦�❤❡�✐� ❛♣♣❧✐❡❞ �♦ ❛❞✈❡♥�✐�✐❛❧ ❝♦❧❧❛❣❡♥ ✜❜❡� ❦✐♥❡♠❛�✐❝�✳ ❚❤❡ ❝♦�❡

♦❢ �❤✐� ♥♦✈❡❧ �✉❛♥�✐✜❝❛�✐♦♥ ♠❡�❤♦❞♦❧♦❣② ❝♦♥�✐��❡❞ ✐♥ �✐♠✉❧❛�✐♥❣ ❛♥ ❛✣♥❡ ��❛♥�❢♦�♠❛�✐♦♥ ❜②

♥✉♠❡�✐❝❛❧❧② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛①✐❛❧ ❛♥❞ ❝✐�❝✉♠❢❡�❡♥�✐❛❧ ❞❡❢♦�♠❛�✐♦♥� �♦ �❤❡ �❡❢❡�❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉�❛�✐♦♥�✳ ■♥

♠♦�❡ ❞❡�❛✐❧�✿

✕ ▲♦❛❞✐♥❣ �❝❡♥❛�✐♦ ✶ ✭❛①✐❛❧ �❡♥�✐♦♥ ✉♥❞❡� ❝♦♥��❛♥� ♣�❡��✉�❡✮✿ ❛ ♥✉♠❡�✐❝❛❧ ❛①✐❛❧ ���❡�❝❤ λ∗

a

�♦❣❡�❤❡� ✇✐�❤ �❤❡ ❝♦��❡�♣♦♥❞✐♥❣ ♠❡❛�✉�❡❞ ��❛♥�✈❡��❡ ❝♦♥��❛❝�✐♦♥ ✭�❡�✉❧�✐♥❣ ❢�♦♠ (♦✐��♦♥

❡✛❡❝� ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣�♦♣♦��✐♦♥❛❧❧②✮ ✇❡�❡ ❣�❛❞✉❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ �♦ �❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ �❤❡ ✉♥❧♦❛❞❡❞

❝♦♥✜❣✉�❛�✐♦♥ ✶✳✶❀

✕ ▲♦❛❞✐♥❣ �❝❡♥❛�✐♦ ✷ ✭✐♥✢❛�✐♦♥ ✉♥❞❡� ❝♦♥��❛♥� ❛①✐❛❧ ���❡�❝❤✮✿ ❛ ♥✉♠❡�✐❝❛❧ ❝✐�❝✉♠❢❡�❡♥�✐❛❧

���❡�❝❤ λ∗

c ✭❝♦��❡�♣♦♥❞✐♥❣ �♦ ♦✉�❡� ❞✐❛♠❡�❡� ❝❤❛♥❣❡✮ ✇❛� ❣�❛❞✉❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ �♦ �❤❡ ✐♠❛❣❡

♦❢ �❤❡ �❡❢❡�❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉�❛�✐♦♥ ✷✳✶✳

❚❤❡ ✐♠❛❣❡ �❡�♦❧✉�✐♦♥ �❡♠❛✐♥❡❞ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❜② �❤❡ ✉�❡ ♦❢ �✉❜♣✐①❡❧ ✐♥�❡�♣♦❧❛�✐♦♥✳ ❆❢�❡�✇❛�❞�✱

�❤❡ ✷❉ ❋♦✉�✐❡� �♣❡❝��✉♠ ♠♦❞✉❧✐ ✇❡�❡ ❡①��❛❝�❡❞ ❢�♦♠ �❤❡ ❝♦❧❧❛❣❡♥ ♠♦�♣❤♦❧♦❣✐❡� ❢♦� ❜♦�❤ �❤❡

♥✉♠❡�✐❝❛❧❧② ❞❡❢♦�♠❡❞ ✭❋✐❣✉�❡ ✶✺✭❝✶✮✮ ❛♥❞ �❤❡ ❡①♣❡�✐♠❡♥�❛❧❧② ❧♦❛❞❡❞ ❝♦♥✜❣✉�❛�✐♦♥� ✭❋✐❣✉�❡

✶✺✭❝✷✮✮✳ ❯�❡ ♦❢ �❤❡ ✷❉ ❋♦✉�✐❡� ��❛♥�❢♦�♠� ❛❧❧♦✇❡❞ �❡♠♦✈✐♥❣ �❤❡ ♥♦♥✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♦♣�✐❝❛❧ ❡✛❡❝��

✭�✉❝❤ ❛� ❝♦♥��❛�� ♦� ❜�✐❣❤�♥❡�� ❡✛❡❝��✮ ❛� ✇❡❧❧ ❛� �❤❡ ❛��✐❢❛❝�� ✭❢❡❛�✉�❡� ♦❝❝✉��✐♥❣ ❛� �❤♦��
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Abstract: 
 
Improving the diagnosis and treatment of cardiovascular diseases relies on a better 
understanding of arterial biomechanics. In particular, the mechanical response of these tissues 
is highly dependent on the configuration of their microstructure. The objective of this 
doctoral work is on the one hand to characterize experimentally the arrangement of the 
different constituents within the microstructure of the artery during loading; and secondly to 
develop a micromechanical model capable of predicting (i) the change in morphology of 
fibrous networks; and (ii) the consequences of these morphological changes on the 
macroscopic mechanical response. To this aim, arterial samples were subjected to uniaxial 
and biaxial loadings while observing their microstructure by means of multiphoton 
microscopy. In particular, the evolution of the orientation of the various constituents during 
loading has been characterized. The results show that these rearrangements depend on the 
constituent, on the arterial layer which hosts the considered constituent, and on the loading 
scenario. Thus, the collagen network located in the outer layer of the artery can undergo 
significant morphological changes which do not obey the affine kinematics rule, while the 
overall organization of the elastin network remains unchanged and evolves following affine 
kinematics. The micromechanical model has allowed explaining the stiffening of the arterial 
tissue during its deformation by the progressive realignment of its constituent fibers, and 
suggests that the mechanical interactions between fibers and matrix as well as between fibers 
play a role in deformation mechanisms at the microscopic scale. 
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Résumé : 
 
Améliorer le diagnostic et le traitement de pathologies cardio-vasculaires repose sur une 
meilleure compréhension de la biomécanique artérielle. En particulier, la réponse mécanique 
de ces tissus est fortement dépendante de la configuration de leur microstructure. L'objectif 
de ce travail doctoral est d’une part de caractériser expérimentalement l’arrangement des 

différents constituants au sein de la microstructure de l’artère lors du chargement ; et d’autre 

part de développer un modèle micromécanique permettant de prédire (i) le changement de 
morphologie des réseaux fibreux; et (ii) les conséquences de ces changements de 
morphologie sur la réponse mécanique macroscopique. Pour cela, des échantillons artériels 
ont été soumis à des chargements uniaxiaux et biaxiaux tout en observant leur microstructure 
par microscopie multi-photon. En particulier, l’évolution de l’orientation des différents 

constituants au cours du chargement a été caractérisée. Les résultats obtenus montrent que ces 
réarrangements sont variables selon le constituant, selon la couche de l’artère, et selon le 

scenario de chargement. Ainsi, le réseau de collagène situé dans la couche externe de l’artère 

peut subir des changements de morphologie importants n’obéissant pas à la règle de 
cinématique affine, tandis que l’organisation globale du réseau d’élastine ne change pas et 

évolue selon une cinématique affine. Le modèle micromécanique a quant à lui permis 
d’expliquer la rigidification du tissu artériel lors de sa déformation par le réalignement 
progressif de ses fibres constitutives, et suggère que les interactions mécaniques entre fibres 
et matrice ainsi qu’entre fibres jouent un rôle important dans les mécanismes de déformation 

à l’échelle microscopique. 
 


