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Résumé

Les travaux sur les matériaux piézoélectriques (qui peuvent transformer I’énergie élec-
trique en énergie mécanique et inversement) utilisés afin de controler ou récupérer 1’éner-
gie de structures principales, sont nombreux. Dans un premier temps, on a supposé qu’ils
ne possédaient qu'un comportement linéaire, avant que la prise en compte de leurs non
linéarités émerge. Des circuits classiques linéaires ont été optimisés pour le controle vi-
bratoire et la récupération d’énergie, mais dans les derniéres décennies, des circuits non
linéaires ont démontré leur efficacité supérieure. Ce travail a pour objectif I’écriture d’'un
modeéle qui permette la conception d’un systéme électro-mécanique non linéaire pour l'at-
ténuation des vibrations ou la récupération d’énergie.

Premiérement, je me suis attachée a obtenir les équations dynamiques non linéaires du sys-
téme composé d’une poutre cantilever avec des matériaux piézoélectriques collés dessus.
Dans ces équations on prend en compte les non linéarités géométriques de la poutre, mais
aussi les non linéarités matérielles des patchs piézoélectriques. Une analyse modale est ef-
fectuée pour identifier les pulsations propres et les déformées modales de la structure. Des
résultats analytico-numériques mettent en évidence la possibilité de créer des résonances
internes entre les modes propres de la structure via le positionnement des matériaux sur
celle-ci. Une analyse par la méthode des échelles multiples sur des modéles réduits permet
de montrer les échanges d’énergie possibles entre les modes concernés par ces résonances
internes. Puis, des résultats expérimentaux sont présentés. Ces derniers viennent valider
les développements analytiques tels que la création de résonances internes, la modifica-
tion des déflections modales, le comportement non linéaire de la structure et les échanges
d’énergie lorsqu’il existe une résonance 1 : 3 entre deux modes propres. Finalement, une
étude analytique est menée sur une poutre avec un patch piézoélectrique qui est relié
a un circuit électrique non linéaire comportant un terme cubique. Deux systémes sont
étudiés : 'un ou la structure ne présente pas de résonances internes, et 'autre lorsqu’il
existe une résonance 1 : 3. Des méthodes analytiques effectuées sur les modeles réduits,
permettent d’analyser les réponses du systéme a différentes échelles de temps, et d’iden-
tifier les régimes périodiques, quasi-périodiques et chaotiques. On examine alors les effets
des différents composants électriques sur la réponse de la structure et on montre comment
ils peuvent étre choisis pour obtenir les comportements souhaités pour le systéme. Il est
démontré que le circuit non linéaire change la nature des échanges d’énergie des modes
résonants. Il peut méme équilibrer leurs énergies, d’ott des applications pour le controle
ou la récupération d’énergie. Une comparaison avec un absorbeur linéaire est présentée
pour confirmer les performances d’un potentiel absorbeur non linéaire.

Mots clés : contrdle vibratoire, récupération d’énergie, matériaux piézo-
électriques, échelles multiples, complexification, résonance interne, dynamique
non linéaire.
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Abstract

The use of piezoelectric materials (which can transform mechanical energy into electrical
one and vice versa) in order to control or to harvest energy from main structures was wi-
dely investigated over the years. It was first assumed that those materials only present a
linear behavior before spotting their nonlinear responses. Linear classical circuits coupled
to piezoelectric systems were optimized to mitigate vibrations or harvest energy, but in
the last decades, using nonlinear circuits have proven to be more efficient. The aim of
this work is to write down a model allowing the design of a nonlinear electromechanical
system in order to mitigate the vibrations or harvest energy.

First, the governing nonlinear equations of a system composed of a cantilever beam with
piezoelectric materials patched on it are derived. Those equations take into account geo-
metrical and material nonlinearities of the beam and of the piezoelectric materials, respec-
tively. A modal analysis is carried out to identify the natural frequencies and mode shapes
of the composite structure. Numerical results demonstrate that special positions of piezoe-
lectric materials on the beam can lead to the creation of internal resonances. A multiple
scale analysis is carried out on a reduced order model to study modal energy exchanges
due to an internal resonance. Then, experimental results are presented. Those allow to
validate theoretically predicted behaviors of the system such as internal resonances crea-
tion, mode shapes modification, nonlinear behavior of the structure and energy exchange
during a 1 : 3 internal resonance. Finally, a beam with a single piezoelectric material pat-
ched on it, linked to a nonlinear circuit presenting a cubic term, is studied. This nonlinear
electromechanical structure is studied for a case when the structure does not present any
internal resonances and another case where the structure exhibit a 1 :3 internal resonance.
Analytical methods are applied on the reduced order model to study the system responses
at different time scales and to identify periodic, quasi-periodic and even chaotic regimes.
Effects of the different electrical components are examined to highlight that they can be
designed to obtain special behaviors of the system. It is shown that the nonlinear circuit
changes the nature of energy exchanges of resonant modes and can even balance their
energies, which can have application in control or energy harvesting. A comparison with a
linear circuit is carried out to show the performance of the possible nonlinear piezoelectric
absorber.

Keywords : vibration control, energy harvesting, piezoelectric materials,
multiple scale, complexification, internal resonance, nonlinear dynamic
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Introduction

Ce manuscrit est la synthése des travaux de thése effectués entre Octobre 2017 et
Octobre 2020. Ceux-ci ont trait au controle des vibrations et a la possibilité de récupérer
de I'énergie vibratoire d'une poutre cantilever avec des matériaux piézoélectriques collés
dessus. Les développements analytiques ont été produits au Laboratoire de Tribologie
et Dynamique des Systémes (LTDS), UMR 5513 CNRS au sein de 'Ecole Nationale des
Travaux Publics de 'Etat. Des essais expérimentaux ont été effectués au Laboratoire d’In-
génierie des Systémes Physiques et Numériques (LISPEN) & I’école des Arts et Métiers de
Lille. La direction de la thése est assurée par Messieurs Claude-Henri Lamarque, directeur
de theése et Alireza Ture Savadkoohi, co-directeur de thése.

L’utilisation de matériaux piézoélectriques pour le controle et la récupération d’énergie

des structures est un théme de recherche actif depuis plusieurs décennies. Ils permettent
par exemple d’absorber 1’énergie vibratoire de systémes sur une ou plusieurs de leurs pul-
sations propres. Le comportement linéaire de ces matériaux est bien connu. Cependant,
ils peuvent également présenter des comportements non linéaires. Ces comportements
peuvent provenir soit d’une non linéarité matérielle inhérente au matériau, soit d’une non
linéarité créée au travers du circuit électrique auquel ils sont reliés. En outre, lorsque les
systémes principaux présentent des non linéarités, I'efficacité pour le controle et la récu-
pération d’énergie d'un controleur / absorbeur linéaire est amoindrie. Or, les systémes
de poutre cantilever en grande rotation possédent des non linéarités géométriques. C’est
pourquoi, on s’intéresse & l'utilisation d’'un comportement non linéaire des matériaux pié-
zoélectriques pour permettre le controle et/ou pour récupérer de 'énergie de structures
composites.
Le but original de ce travail est d’utiliser les non linéarités du systéeme et la création
de résonances internes afin d’échanger de 1’énergie entre les modes résonants. On veut
proposer un modeéle qui permette de concevoir une structure électro-mécanique dont le
comportement non linéaire d’échange entre les modes est volontairement choisi.

Le premier chapitre est un chapitre bibliographique synthétisant 1’état de I’art sur les
diffrérents aspects abordés dans ce manuscrit. Il présente le concept d’échange d’énergie
modale au travers de l'utilisation de résonances internes et de la présence de non linéarités
dans le systéme. Puis, il décrit les comportements non linéaires de poutre et de matériaux
piézoélectriques. Il introduit également les différents circuits qui peuvent étre reliés aux
matériaux piézoélectriques. Il détaille finalement les méthodes analytiques et numériques
de résolution qui sont utilisées sur des modeéles réduits du systéme pour obtenir ses points
d’équilibre.




Introduction

L’étude de l'influence des paramétres non linéaires sur la dynamique du systéme per-
met d’imaginer des applications et d’identifier des leviers de dimensionnement des maté-
riaux piézoélectriques en tant que contrdleur / absorbeur des vibrations. Tout d’abord,
il n’existe pas de modéles dynamiques non linéaires prenant en compte les non linéarités
de la poutre et des matériaux piézoélectriques en méme temps. Ce modéle est donc dé-
veloppé dans le second chapitre via une formulation variationnelle. Une fois les équations
dynamiques du mouvement écrites, une étude modale est menée. Elle démontre la possi-
bilité de créer des résonances internes entre les pulsations propres du systéme composite,
via le positionnement des matériaux piézoélectriques sur la poutre. Puis, une étude de la
dynamique de la structure est traitée. Pour cela, on se limite a des systémes réduits sur
un petit nombre de modes d’intéréts et on cherche les points d’équilibre via une méthode
des échelles multiples. Ainsi, les réponses fréquentielles du systéme non linéaire sur les
résonances internes créées sont étudiées.

Le troisiéme chapitre présente les résultats expérimentaux obtenus au LISPEN des
Arts et Métiers de Lille, et leur comparaison avec les résultats analytiques développés
dans le chapitre précédent. C’est le résultat de deux semaines de campagne expérimen-
tale effectuées en Novembre 2018. L’étude modale est exposée avec l'identification des
pulsations propres du systéme, ainsi que leurs déformées modales associées. Ces tests
expérimentaux confirment la création de résonances internes entre certains modes de la
structure composite. Une étude dynamique est également menée pour confirmer les com-
portements non linéaires du systéme, et notamment d’échange d’énergie entre les modes
en résonance interne. Un premier levier de conception est ainsi démontré : le position-
nement des matériaux piézoélectriques, pour la création de résonances internes entre des
modes propres de la structure électro-mécanique. En outre, un comportement d’échange
d’énergie est d’ores et déja observé sur les résultats expérimentaux. Mais, les non linéari-
tés présentent dans le systéme sont inhérentes aux matériaux, elles ne peuvent donc pas
étre modifiées.

On s’intéresse alors au dimensionnement possible du circuit électrique relié aux maté-
riaux piézoélectriques afin de controler /récupérer 1’énergie vibratoire du systéme principal.
Pour cela, le quatriéme chapitre se propose d’étudier des modéles réduits d’une poutre
cantilever, patchée avec un seul matériau piézoélectrique, lui-méme relié & un circuit élec-
trique non linéaire comportant un terme cubique. Les approches analytiques permettent
d’envisager un dimensionnement des composants du circuit électrique non linéaire, au tra-
vers de I'étude des effets de ceux-ci sur le comportement d’échange d’énergie du systéme.
Les différents comportements dynamiques possibles (périodiques et quasi-périodiques)
sont identifiés, par une méthode couplée de complexification et des échelles multiples.
On s’intéresse aussi bien au comportement transitoire qu’au régime permanent des vi-
brations de la structure. On identifie méme de potentiels comportements chaotiques de
la réponse électrique via une méthode de Melnikov. Ceci permet d’orienter la conception
d’assemblages de matériaux piézoélectriques et de circuits électriques au comportement
non linéaire, afin de modifier les échanges d’énergie entre les modes pour le controle
vibratoire ou une possible récupération d’énergie. Pour finir, une comparaison avec un
circuit électrique résonant, représentant un absorbeur linéaire, est présentée pour montrer
I'intérét de 'utilisation d’un circuit non linéaire.




Chapitre 1

Etat de Part sur les comportements de
dynamique non linéaire

Ce chapitre traite de maniére non succinte ’état de art sur les différents aspects de dyna-
mique non linéaire qui sont utilisés dans ce manuscrit.
Le phénomene d’échange d’énergie entre les modes, que l’on souhaite utiliser pour contréler les
vibrations ou récupérer de l'énergie vibratoire, est expliqué. On considére un modéle électro-
mécanique composé d’une poutre cantilever avec des matériauz piézoélectriques collés dessus. Les
non linéarités géométriques de la poutre et matérielles du matériau piézoélectrique sont présentées,
ainst que celles que [’on peut imposer au circuit €lectrique relié auxr matériaux piézoélectriques.
Pour finir, les méthodes de résolution, utilisées sur des systémes réduits, sont détaillées. 1l s’agit
de méthodes analytiques et numériques.

Sommaire

1.1 Les comportements d’échanges d’énergie . ... ... ... .. 4
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CHAPITRE 1. ETAT DE L’ART SUR LES COMPORTEMENTS DE DYNAMIQUE
NON LINEAIRE

1.1 Les comportements d’échanges d’énergie

Dans cette partie, on présente le principal phénoméne qui nous importe d’étudier :
celui d’échange d’énergie entre des modes propres d’une structure. Ce comportement n’est
observable sur des structures que dans des cas particuliers de dynamique non linéaire. I1
est intéréssant pour le controle vibratoire comme pour la récupération d’énergie.

Pour définir le phénomeéne étudions le systéme aux équations dynamiques telles que :

X+ D(X)X + AX + NL(X,X) = F(t) (1.1)
T
avec X = : les déplacements et A tel que :
TN
w? 0
A= (1.2)
0 w3
ol wy, ..., wy sont les pulsations propres du systéme. D(X) représente I’amortissement

dynamique, NL(X,X) est la partie non linéaire de 'équation et F(t) exprime la force
extérieure appliquée au systéme. Cette derniére s’exprime généralement telle que :

F(t) =sin(wt)Fy ou F(t) = sin(wt)Fy + cos(wt)Gy (1.3)

avec w la pulsation de la force extérieure et Fy, G sont les amplitudes de forcage.

Pour résoudre ce type de systéme dynamique, il existe plusieurs méthodes de résolution :
la forme normale, la méthode de balance harmonique, la complexification de Manevitch,
I'intégration numérique ... qui seront développées dans la derniére partie de ce chapitre.
Pour utiliser chacune de ces méthodes, on réduit dans un premier temps le modéle sur un
ou plusieurs modes d’intéréts du systéme. Si la pulsation de la force extérieure est autour
du mode j et qu’il n’existe pas de phénoménes de résonances dans le systéme, alors on
projette les équations sur ce seul mode j. L’équation 1.1 devient alors :

i; + D(x;)&; + wiz; + NL(x,2;) = Go cos(wt) + Fysin(wt) (1.4)

avec W ~~ wj.

Ceci est dans le cas ot il n’y a pas de comportement multimodal du systéme non linéaire.
Mais, il existe des comportements plus complexes oi, alors qu'un seul mode est excité
directement par la force extérieure, plusieurs modes de la structure répondent. Ce phé-
nomeéne intervient, par exemple, lorsque deux pulsations propres du systéme (w, et wy,)
sont telles que :

W =P wp, pEN (1.5)

Ce couplage des pulsations du systéme peut intervenir de différentes maniéres :
— sur un systeme linéaire,
— sur un systéme non linéaire & bas niveau d’énergie,
— sur un systéme non linéaire pour un certain seuil d’énergie.




1.1. LES COMPORTEMENTS D’ECHANGES D’ENERGIE

En effet, dans le cas de systémes non linéaires, les pulsation du systéme sont modifiées
avec 'amplitude des vibrations (phénoméne de modes raidissants ou assouplissants (Touzé
et al., 2004)). Cette modification peut entrainer la désynchronisation des deux modes, ou
a l'inverse, créer le lien entre les deux pulsations pour un certain seuil d’énergie.
Lorsque deux modes sont en résonance dans un systéme non linéaire, alors il est possible
d’échanger de ’énergie entre ceux-ci. Pour que ce comportement non linéaire soit activé, il
faut que le degré de non linéarité présent dans le systéme (inclut dans le terme NL(X,X))
soit en adéquation avec le lien qui unit les pulsations propres. Si cette concordance existe,
alors les amplitudes des deux modes sont liées entre elles via la fonction N L.

Ainsi :

— pour un systéme avec une non linéarité cubique, les résonances internes ou réso-
nances en combinaison associées sont :

Wy 2 W,
W, & W, (1.6)
Wy | £ 2w, £ wy|

— pour un systéme qui présente également des non linéarités quadratiques, on obtient
les résonances internes et de combinaison suivantes, en plus de celles de I’équation

1.6 : )
Wp ™~ 2w,
Wy & Wy £ wy (1.7)
Selon les degrés de non linéarités, les résonances internes mises en jeu et les termes non li-
néaires associés, on peut observer d’importants échanges d’énergie entre les modes concer-
nés. Il est également possible d’obtenir des résonances subharmoniques, elles interviennent
lorsque la pulsation d’excitation w est telles que w ~ ]lj(wn + wn), avec p € N. Elles ont
été étudiées a plusieurs reprises par.
Ces résonances peuvent étre inhérentes au systéme ou créées via des conditions géomé-
triques imposées au systéme. Ainsi, Pai and Nayfeh (1990b) utilisent le dimensionnement
de la section transversale pour créer une résonance 1 : 1 entre un mode de flexion, et un
mode hors plan. Ils étudient alors les oscillations non planes de la structure lors d’une
excitation par la base et identifient des comportements chaotiques de la réponse.
Nayfeh and Balachandran (1989) ont montré que la création d’échanges d’énergie dans
les systémes non linéaires est influencée par la résonance interne et le degré de non linéa-
rité présents dans le systéme, comme expliqué au travers des équations 1.6 et 1.7, pour
des non linéarités cubiques et quadratiques. Leur revue décrit des résultats analytiques
et expérimentaux de comportement dynamique non linéaire de structures lors d’intérac-
tions modales. Ils présentent notamment des cas de systéme possédant des non linéarités
quadratiques lors de la présence d’une résonance 1 : 2, avec un échange d’énergie entre
les deux modes concernés et des phénoménes de saturation (Haddow et al., 1984, Mook
et al., 1985, Shivamoggi and Varma, 1988, Oueini and Nayfeh, 2000). Ce phénoméne de
saturation est un moyen de contrdler les vibrations de la structure via la création d’un
seuil de vibration.
La résonance interne 1 : 3 a été étudiée par plusieurs chercheurs dans le cas de plaques,
MEMS, poutres encastrées ou diverses autres conditions aux limites telles que encastrée-
libre, ... (Ozkaya et al., 2008, Hegazy, 2010, Emam and Nayfeh, 2013). Cette résonance
montre des comportements dynamiques intéressants avec des bifurcations et des compor-
tements chaotiques, qui peuvent étre utilisés soit pour le controle vibratoire, soit pour la
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récupération d’énergie.

Sayed and Kamel (2012) ont étudié des systémes a deux degrés de liberté présentant des
non linéarités cubiques et quadratiques lors de la présence de résonance interne 1 : 2 et
1 : 3 entre la structure principale et son absorbeur. Le systéme est excité de maniére pa-
ramétrique et on observe un phénoméne d’échange d’énergie entre les modes. Ils utilisent
alors un phénomeéne de saturation pour controler les vibrations lors du régime transitoire.
Ils ont étudié les zones stables et instables du systéme et les effets des paramétres du
systéme a deux degrés de liberté sur celles-ci, prouvant la possibilité de concevoir un ab-
sorbeur actif afin de controler les vibrations du systéme principal.

Comme expliqué dans cette partie, il est nécessaire que le systéme posséde des non li-
néarités pour espérer un échange d’énergie entre des modes qui sont en résonance interne,
ie. Wy, ™~ pw,, avec p un entier li¢ au degré de non linéarité présent dans le systéme.
L’intérét de ces comportements étant de pouvoir les utiliser pour échanger de 1’énergie
entre les modes et ainsi controler les vibrations du systéme ou récupérer de I’énergie d’un
des modes. Pour atteindre ces objectifs :
— soit on diffuse I’énergie entre les différents modes, diminuant ainsi I’énergie vibra-
toire globale de la structure.
— soit on crée un seuil de saturation.
— soit on concentre les vibrations sur un mode particulier de la structure, pour en
récupérer 1’énergie.
Pour cela, le comportement de la structure est étudié analytiquement afin d’en déduire
des outils de conception du systéme électro-mécanique qui vont permettre de créer les
échanges voulus.
Notre systéeme étant composé d'une poutre et de patchs piézoélectriques, on s’intéresse
a leur possible comportement non linéaire nécessaire a l'obtention d’échanges d’énergie.
Dans un premier temps, les comportements non linéaires de la poutre sont donc décrits
dans la partie suivante.

1.2 Les comportements non linéaires de poutre

Comme vu dans la partie précédente, pour activer un échange d’énergies modales dans
un systéme, il faut que ses équations dynamiques présentent des non linéarités. Dans le
cas d’une poutre homogeéne, si elle subit des rotations de grande amplitude alors elle pré-
sente des non linéarités de courbure et d’inertie. La modélisation de la non linéarité des
problémes de poutre a été largement traitée afin de comprendre leur dynamique, puis de
controler ou de récupérer leur énergie vibratoire.

On suppose une poutre cantilever d’Euler-Bernoulli, elle est donc inextensible. La formu-
lation des équations est possible de différentes maniéres. Dans notre cas, pour écrire les
équations du systéme, nous faisons le choix d’utiliser des formulations variationnelles. En
effet, elles permettent de prendre en compte les non linéarités géométriques de la poutre et
d’étudier analytiquement les comportements dynamiques non linéaires, avec notamment
des couplages flexion /torsion.

Crespo Da Silva (1988) a utilisé ces principes variationnels pour développer les équa-
tions non linéraires d’une poutre d’Euler Bernoulli supposée extensible ou inextensible,
en considérant la flexion dans deux des directions principales et la torsion. Les non li-
néarités prises en compte proviennent de la courbure de la poutre due & sa déformation
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et des termes d’inertie. Cette formulation des équations prend donc en compte toutes les
non linéarités géométriques de la poutre et reste valable pour une rigidité arbitraire et
une variation de la masse le long de la travée de la poutre. Le modéle est développé en
supposant un matériau de Hooke et en utilisant le principe d’Hamilton. Afin de vérifier la
validité de ces équations,a étudié la réponse non linéaire d’une poutre fixée (encastrée ou
restreinte) d'un coté et fixée ou supportée de 'autre. Cette étude est menée via une mé-
thode de perturbation, la poutre étant excitée harmoniquement. Une comparaison entre,
les résultats analytiques obtenus par la méthode des échelles multiples et ceux issus de
méthodes numériques, démontre l'importance de la prise en compte des non linéarités
géométriques dans la dynamique de la poutre. En effet, ces non linéarités impliquent des
comportements raidissants de la structure.

En utilisant la méme formulation que Crespo Da Silva and Glynn (1978), Pai and Nayfeh
(1990b) considérent une poutre encastrée libre inextensible. En imposant des dimensions
particuliéres de la section transversale de la poutre, ils couplent des modes de flexion et
de torsion en résonance interne 1 : 1. Par une méthode des échelles multiples, ils étudient
le comportement dynamique des modes couplés et trouvent des régimes chaotiques. De
la méme maniére, Cusumano and Moon (1995a) ont observé expérimentalement des com-
portements chaotiques d’une poutre cantilever a section rectangulaire lors d’excitation
par un déplacement sinusoidal de la base.

Pai and Nayfeh (1990a, 1991a,b) ont étudié la dynamique non linéaire de poutres mé-
talliques en développant les équations non linéaires de poutre homogeénes inextensible a
3 dimensions. Ils ont étudié des cas spéciaux d’excitation tels qu'une excitation dans la
direction transversale et longitudinale. Ils s’intéressent a deux cas :

— un cas oul le premier mode de torsion a sa fréquence qui vaut la moitié de la
fréquence du premier mode longitudinal,

— un cas ol la premiére fréquence de résonance longitudinal est deux fois la fréquence
du premier mode de torsion (il s’agit de résonances 1 : 2).

Les résolutions sont menées via la méthode des échelles multiples, et montrent que malgré
une excitation plane, la réponse peut étre non plane, et, les réponses dynamiques peuvent
étre pérodiques, modulées ou chaotiques.

La prise en compte de ces non linéarités géométriques de la poutre permettent d’expli-
quer la contribution de plusieurs modes dans la réponse du systéme. Ainsi, par I'utilisation
d’une méthode de balance harmonique Azrar et al. (2002) ont montré la contribution de
modes supérieurs lors de 'excitation d’une poutre au comportement non linéaire. Dans
le cas de Cusumano and Moon (1995b), les deux modes ne sont pas couplés par une ré-
sonance interne, cependant le comportement de la poutre dépend de ces deux modes, qui
meénent & un comportement chaotique de la réponse.

Malaktar (2003) a aussi travaillé sur les vibrations non linéaires de poutre. Il montre a
nouveau l'importance des termes non linéaires dans ces comportements, via I’estimation
de ceux-ci. Il a notamment étudié des modeles d’amortissement non linéaire pour I'éva-
luation de la dynamique d’une poutre cantilever.

Thomas (2011) a analysé les comportements de poutre non linéaire, en présentant la mise
en place des équations par une méthode de Lagrange. Il montre que pour des déplace-
ments axiaux non contraints, un modéle incluant des grandes rotations est suffisant pour
un modéle de poutre, sinon, il faut prendre en compte des couplages membrane/flexion
via un modeéle de von Karman par exemple.

De nombreuses études ont également été menées sur les poutre présentants des discon-
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tinuités, telles que des inerties modifiées (Yavari et al., 2001, Failla and Santini, 2007,
Wang and Qiao, 2007), des chargements discontinus (Yavari et al., 2000) ou des endom-
magements (Failla and Santini, 2008, Caddemi and Morassi, 2013). Elles montrent la
modification des fréquences de résonance et des déformées modales des poutres présen-
tant ces non linéarités.

Dans tous ces modeéles, les équations dynamiques de la poutre comportent des non li-
néarités géométriques, qui sont traduites par des termes cubiques au sein des équations.
La poutre possédant un comportement non linéaire, quand est-il des matériaux piézoélec-
triques ?

1.3 Les comportements non linéaires liés aux matériaux
piézoélectriques

La piézoélectricité a été découverte par les fréres Pierre et Jacques Curie en 1880
(Curie, 1880). Il s’agit de structures cristallines qui possédent un effet direct et un effet
indirect, qui lient leurs énergies mécaniques et électriques. Dans le cas de l'effet direct,
I’énergie mécanique du matériau est transformée en énergie électrique, et inversement
pour leffet indirect. Ces matériaux associent leur déformation au champ électrique les
traversant. Ce comportement est d’ailleurs défini par une fonction de densité électrique
H(e,,E) liée au matériau. Elle dépend du tenseur des déformations €, et du champ

électrique F du matériau. La partie quadratique de cette fonction est bien connue et est
définie comme (IEEE, 1988, Miu, 1993) :

H(epE) = % e, +d, e+ g B? (1.8)
avec sp, le module d’élasticité, d, la constante piézoélectrique et € la permittivité du ma-
tériau liée a sa polarisation.

Ces comportements directs et indirects ont rendu ce matériau intéressant pour controéler
les vibrations et récupérer de I’énergie via son circuit électrique.

Pendant longtemps, on a supposé que les matériaux piézoélectriques possédent un com-
portement parfaitement linéaire. Cependant, il a été montré par plusieurs études qu’il
existe des non linéarités matérielles qui peuvent étre observées au sein de ces matériaux,
comme expliqué dans la sous-section suivante.

1.3.1 Non linéarité matérielle

Les premiers travaux sur la prise en compte de non linéarités matérielles des maté-
riaux piézoélectriques commencent dans les années 1980. Des tests sont effectués sur ces
matériaux et montrent que ceux-ci présentent des comportements non linéaires. Dans la
littérature plusieurs maniéres de prendre en compte ces non linéarités sont développées.
Dans tous les cas, la modélisation peut s’expliquer par ’ajout de termes dans la fonction
de densité électrique du matériau H (e,,E) (cf 'équation 1.8).

Beige and Schmidt (1982) expliquent comment identifier différents coefficients non li-
néaires dans le cas de barres de matériaux piézoélectriques. Les termes supplémentaires
envisagés sont ceux d’ordre 3 dans la fonction de densité électrique, ainsi que deux termes
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d’ordre 4. Dans un autre article de Beige (1983), les auteurs utilisent seulement deux
termes d’ordre 3 et 4 liés a la déformation (e,) et au champ électrique (£), sans consi-
dérer de termes croisés. Ils expliquent que, dans le cas de matériaux piézoélectriques
polarisés, la contribution principale provient de la non linéarité diélectrique du terme de
3%me ordre. Wang et al. (1999) utilisent la méme formulation sur deux configurations de
poutre cantilever piézoélectrique. Ils étudient les fréquences de résonance et les déplace-
ments a l'extrémité de la poutre. Ils montrent que la formulation linéaire est suffisante
si le champ électrique reste faible et que les fréquences de résonance de flexion varient
avec 'amplitude du champ électrique. En outre, la décroissance de cette fréquence de
résonance avec le champ électrique est expliquée par une non linéarité élastique.

Des expériences menées sur des matériaux piézoélectriques par Crawley and Anderson
(1990) montrent la non linéarité de la constante piézoélectrique de couplage d,. Ils uti-
lisent un modéle de poutre en flexion d’Euler Bernoulli, et montrent que le modéle linéaire
de matériaux piézoélectriques n’est valide que pour de trés faibles déformations, sinon les
non linéarités hystérétiques du champ électrique et des déformations doivent étre prises
en compte.

Joshi (1992) ajoute tous les termes d’ordre 3 a la fonction de densité électrique, mais
il néglige ensuite certains de ces termes : la non linéarité du module élastique et de la
permittivité diélectrique. Guyomar et al. (1997) utilisent également les termes d’ordre 3
et ils identifient leurs effets. Ils montrent que 'effet de saturation déja observé sur ces
matériaux, souvent expliqué par des pertes mécaniques tel que 'amortissement, pourrait
étre pris en compte dans le modéle par des non linéarités matérielles.

Kugel and Cross (1998) montrent que, le changement de fréquence de résonance en fonc-
tion du champ électrique appliqué, peut étre expliqué par une non linéarité du terme
d,. Les modifications des propriétés électro-mécaniques seraient dues a des dépendances
entre la contrainte mécanique et le champ électrique, causées par une interaction au ni-
veau microscopique, tout comme Wang et al. (1999). Abdelkefi (2012) définit également
une densité électrique avec les termes d’ordre 3. Il méne une étude analytico-numérique de
I'effet de ces termes non linéaires sur une poutre cantilever avec une couche de matériau
piézoélectrique collée sur toute la longeur de la poutre.

Wolf and Gottlieb (2001) ne prennent en compte que les termes d’ordre 3 et 4 par rapport
a la déformation mécanique et font une étude analytique sur ces deux termes pour mon-
trer qu’ils correspondent a des contributions quadratiques et cubiques respectivement.
Ils expliquent également que le terme d’ordre 4 peut avoir un effet sur le comportement
raidissant ou assouplissant de la structure.

Von Wagner and Hagedorn (2002), Parashar and Wagner (2004), Samal et al. (2006)
développent la densité électrique jusqu’a l'ordre 4, mais n’identifient que certains de ces
termes. Ils montrent que ces termes ménent a des non linéarités quadratiques et cubiques,
et que la contribution quadratique produit un effet assouplissant. Ils supposent que les
contributions quadratiques et cubiques interviennent au méme ordre, ce qui est confirmé
par les expériences de Parashar and Wagner (2004). Shivashankar and Kandagal (2019)
proposent un protocole expérimental afin d’identifier la source de non linéarité obser-
vée pour des matériaux piézoélectriques. Ainsi, ils proposent l'identification de certains
termes non linéaires par ajustement de leurs données expérimentales. Pour obtenir les
non linéarités mécaniques seules, ils provoquent un court-circuit. Pour déduire les autres
non linéarités ils tracent les courbes squelettes sur les trois premier modes. Ils montrent
qu’il est nécessaire d’avoir certains termes d’ordre 3 et 4 pour décrire le comportement
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non linéaire des matériaux.

Plusieurs travaux analysent les effets de coefficients non linéaires sur les comportements
des matériaux piézoélectriques, mais peu d’entre eux permettent d’identifier ces coef-
ficients pour les différentes céramiques piézoélectriques. Trés souvent, il n’est possible
d’obtenir que certains termes non linéaires. Il s’agit d’un sujet de recherche qui est encore
en cours d’investigation.

Une autre source de non linéarité possible pour les matériaux piézoélectriques est leurs
circuits électriques, comme présenté dans la sous-partie suivante.

1.3.2 Circuits électriques reliés aux matériaux piézoélectriques

Plusieurs cas de circuits linéaires reliés aux matériaux piézoélectriques ont déja été
étudiés :

— le circuit ouvert (ou la charge électrique ) est nulle),

— le circuit fermé (ou la tension électrique V' est nulle),

— le circuit résistif i.e. avec seulement une résistance,

— le circuit résonant composé d’une inductance et d’une résistance.
Ces circuits sont utilisés pour récupérer 1’énergie vibratoire ou diminuer les vibrations
d’un systeme principal. Il existe d’ailleurs des valeurs optimales des composants élec-
triques pour atteindre ces objectifs (Hagood and Von Flotow, 1991, Yamada et al., 2010,
Kozlowski et al., 2011, Soltani et al., 2014, Hggsberg and Krenk, 2015). En effet, un cir-
cuit résonant est une analogie électrique d’'un Tuned Mass Damper (Frahm, 1911). Ainsi,
si la fréquence de résonance électrique est réglée sur celle du systéme principal, alors le
matériau piézoélectrique va dissiper ’énergie mécanique au travers de sa résistance no-
tamment lors de la résonance (Caruso, 2001). Cependant, cette méthode présente des
imperfections, en effet pour des fréquences basses, I'inductance nécessaire est trop impor-
tante pour pouvoir créer le circuit résonant associé. C’est pourquoi, on s’est intéressé a
des systémes actifs, tels que la mise en place d’inductance fictive (Hollkamp and Thomas
F. Starchville, 1994, Fleming et al., 2000), ou a 'utilisation d’une capacité en plus de
celle du matériau piézoélectrique (Fleming et al., 2003), et & I’ajout de non linéarités. Les
systémes actifs permettent également de traquer la fréquence changeante de résonance et
de modifier le circuit résonant en fonction de celle-ci. En effet, comme tous les systémes
linéaires, l'efficacité du circuit résonant est réduite & une faible bande de fréquence ce qui
n’est pas adapté pour des modifications possibles du systéme. En outre, les matériaux sont
aussi sensibles aux éléments extérieurs tels que la température (Qiu et al., 2011, Upadhye
and Agashe, 2016, Surbhi and Sukesha, 2020), ce qui peut nécessiter une modification du
circuit électrique.
Pour améliorer les performances de ces circuits, plusieurs possibilités semi-passives ont été
mises en oeuvre, dont I'utilisation d’interrupteurs : les méthodes de Switch-Synchronized-
Damping (SSD) (Richard et al., 2000a) et State-Switch (Clark, 2000, Corr and Clark,
2002). Les interrupteurs sont enclenchés pour passer d’un circuit électrique simple, & un
autre (circuit ouvert, fermé, résistif, résonant ou avec des générateurs de tension). Ainsi
il existe plusieurs circuits SSD et State-Switch, en utilisant 'interrupteur pour passer :

— d’un circuit ouvert a un circuit fermé (Clark, 2000, Richard et al., 2000a, Corr and

Clark, 2002),
— d’un circuit ouvert & un circuit résistant (Clark, 2000),
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— d’un circuit ouvert & un circuit avec une inductance (Richard et al., 2000b, Corr
and Clark, 2002, Lallart et al., 2016, Bao et al., 2017),

— d’un circuit résonant a un autre, avec deux sources de tensions différentes (SSDV
(Lefeuvre et al., 2006), SSDV enhanced (Badel et al., 2006)).

Plus récemment, on s’est intéressé a des systémes passifs o la non linéarité est créée
directement dans le circuit, ceci afin d’améliorer la bande de fréquence d’utilisation des
matériaux piézoélectriques en tant qu’absorbeurs des vibrations. La poutre présentant
une non linéarité cubique, par principe de similarité une non linéarité cubique est ajoutée
au circuit électrique comme l'ont fait Zhou et al. (2014), Lossouarn et al. (2018), Silva
et al. (2018).

Pour finir, les systémes pouvant présenter des réponses multimodales, des réseaux de
matériaux piézoélectriques liés a différents circuits électriques ajustés afin de controler
les vibrations de chaque mode indépendamment, ont été proposés (Hollkamp and Tho-
mas F. Starchville, 1994, Behrens et al., 2003). En effet, les comportements dynamiques
peuvent étre multimodaux, ils nécessitent alors plusieurs matériaux et circuits afin d’at-
ténuer les vibrations de la structure.

Par conséquent, la poutre ainsi que les matériaux piézoélectriques et leurs circuits élec-
triques associés peuvent présenter des non linéarités. Ainsi, si les pulsations propres de la
structure composite présentent une résonance interne concordante avec ces non linéarités,
alors on pourra obtenir un possible échange d’énergie entre les modes en résonance. Pour
étudier ce comportement dynamique, plusieurs méthodes de résolution sont utilisées, elles
sont présentées dans la partie suivante.

1.4 Les méthodes de résolution utilisées

Pour résoudre les comportements dynamiques d’échange d’énergie qui nous intéressent,
on utilise deux types de méthodes : les méthodes analytiques et numériques. Elles sont
pratiquées sur des systémes réduits sur certains modes d’intéréts. Pour présenter ces
méthodes, on emploie le systéme exemple de Duffing suivant :

E(zt): &+ 0i+ oz + S = vy cos(wt) (1.9)

avec x le déplacement, t le temps, 0 ’amortissement, « la raideur linéaire, # la non linéarité
cubique, v 'amplitude de la force extérieure appliquée et w sa pulsation.

Ici, le systéme est déja projeté sur un seul mode x(t) de pulsation propre . Présentons les
différentes méthodes de résolution utilisée en commencant par les méthodes analytiques.

1.4.1 Les méthodes analytiques

Plusieurs méthodes analytiques sont utilisées dans ce manuscrit de thése, la méthode
de balance harmonique au travers de 1’outil ManLab, la méthode des échelles multiples et
celle de complexification de Manevitch.
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Méthode de balance harmonique

Dans le cas de la méthode de balance harmonique on suppose que le déplacement x
s’exprime de la maniére suivante (Nayfeh, 1979) :

x(t) = 24 Z (ck cos(kwt) + s sin(kwt)) (1.10)

2
k=1

avec n le nombre d’harmoniques que 'on prend en compte dans ce calcul de balance
harmonique, ag, ¢; et si sont les coefficients de Fourier.
On fait un équilibrage de moyenne harmonique sur 1’équation 1.9 tel que :

27
w w

Ea = 5 E(ZL’,t) dt
2m Jo
2r
Eg= = | E(xt) cos(kwt) dt (1.11)
21 Jo
w [F

Eg. = E(z,t) sin(kwt) dt

27 Jo
avec k=1,..., n. Ceci donne des équations non linéaires en ¢, et s, qui permettent de
retrouver les différentes amplitudes des harmoniques de x. Le nombre d’équations dépend
du nombre d’harmoniques que l'on prend en compte dans le calcul (2n+1 équations).
Résolvons le systéeme pour n = 1, on obtient :

Ey= S0t flad +6(c + 1)
E, = %(40&01 —4(y + e — dwsy) + 3Bei(c] + 51)) (1.12)

T
Eq = 4—(—45wcl + dasy + 3651(cF + 53) — dw?s))
w
Une premiére solution triviale, donnée par E, = 0, est ay = 0. Il n’existe pas de terme
constant lorsqu’on ne prend en compte qu'une harmonique. Ensuite, on pose X = ¢? + s?
qui est le carré de 'amplitude de la premiére harmonique de x selon ’équation 1.10, ce
qui permet d’avoir un probléme linéarisé en ¢, et s; tel que :

4(a? —w?) + 36X 46w al |4y
— 46w 4(a? — w?) + SﬂX] L‘j N [ 0 } (1.13)

On déduit ¢; et s; de ce systéme ce qui permet d’écrire X = ¢} + s2, on obtient alors
I’équation suivante :

0=96% X?+24B(a* — w?) X?+16((a* — w?)? + 6°w?) X — 16+7 (1.14)

On a donc une équation d’ordre 3 en X a résoudre pour obtenir 'amplitude de I’har-
monique 1 de z. Du fait de la présence d’un terme cubique dans I’équation 1.9, il serait
intéressant d’aller jusqu’a n=3 au moins, car il existe des équations en cos(3wt) et sin(3wt)
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au travers de xz(t)3.

La méthode de balance harmonique est utilisée pour prédire le comportement de systémes
non linéaires lors de la présence de résonances internes ou de combinaisons de résonances.
Szempliriska-Stupnicka (1978) a présenté une méthode de balance harmonique pour étu-
dier le comportement de systémes a plusieurs degrés de liberté lors de combinaisons de
résonances. Il montre un exemple analytique a deux degrés de liberté, qu’il vérifie avec des
résultats numériques. L’utilisation de cette méthode doit étre faite avec des précautions
sur les ordres pris en compte si on la combine avec la méthode des échelles multiples,
comme le précise Nayfeh (1983). Cette derniére est présentée dans la sous-partie suivante.

La méthode des échelles multiples

La méthode des échelles multiples permet de décomposer le temps t en plusieurs
échelles de temps : une échelle de temps rapide ¢, et plusieurs échelles de temps lentes 1,
ty ...

Pour cela, on suppose que le déplacement est petit, i.e. ||z|| << 1, et on suppose qu’il
existe un petit parameétre €, qui peut étre un parameétre caché ou défini, tel que le systéme

devient :
t;=¢€t, avec j=0,1,.. (1.15)

Ainsi, les dérivées partielles en temps deviennent :

0
D; = ot avec j = 0,1,.. (1.16)

Des hypotheses d’ordre € sont faites sur les paramétres de ’équation 1.9 pour permettre
sa résolution, telles que :

0= 50 €
= €
ngge (1.17)

w=a-+o0 €

avec o un parametre de modulation de la pulsation extérieure w autour de la pulsation
propre du systéme «, et € est un paramétre caché.

La variable en temps z(t) est également découpée en fonction du petit paramétre e telle
que :

r=Y z; ¢ (1.18)
=0

Ceci permet de diviser 1’équation 1.9 en différents ordres de e. Ainsi, a O(1) I’équation
1.9 devient :
Dixg + a’wg =0 (1.19)

ce qui impose une solution homogéne z, telle que :
l’o(to,tl,...) = A(to,tl,...) exp(iato) + Z(to,tl,...) exp(—iato) (120)

avec i> = —1, A une variable complexe et A son complexe conjugé.

A O(e) Iéquation 1.9 donne :

D(2).T1 + 062131 = —2D1D0£E‘0 — (50D0.T0 — 60138 + Yo COS(Wt) (121)
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En remplacant zy par son expression de ’équation 1.20, et avec w défini dans I’équation
1.17, on obtient :

1 _
Diry + ax, = exp(iatg)(—§70 exp(—iot;) + 2iaD1 A + iady A + 38, A%A)
(1.22)
+exp(3iaty) By A3 + cc
avec cc le complexe conjugué. Les termes en exp(iaty) de la partie droite de I'équation

1.22 sont résonants avec la solution homogéne x; qui est en exp(iaty) également, ceux
sont des termes séculaires. Les termes en exp(3iaty) donnent une solution particuliére a

xI1.
On obtient : .
—2iaD A = —570 exp(—iot;) + iadyA + 36 A*A
(1.23)
T, = ﬁA?’ exp(3iaty) + cc
8ar?
Pour éliminer la dépendance des équations en t;, on pose :
A = aexp(ioty) (1.24)
Puis, on suppose :
a = |a|exp(if), (lal,.#) € R (1.25)

En séparant la partie réelle et la partie imaginaire de la premiére équation de I'équation
1.23, on trouve :

1
(2adg|al 4+ o sin(0))

Dylal = —
«
(1.26)
D0 = le(—4040|a] +68olal® — o cos(6))
Les points d’équilibre de la dynamique sont obtenus en posant :
D1|O,| = 0
DiIA=0< (1.27)
D= 0

A partir de ces équations, on déduit 'expression de cos(#) et sin(f). Alors, 1’équation
triviale cos(#)? + sin(f)? — 1 = 0 permet d’écrire :

0= —73 + |a]* 40*(6; + 40?) — |a|* 48aByo + |al® 3645 (1.28)

qui est une équation d’ordre 3 en |a|?. Afin d’éliminer la présence du parameétre caché e (au
travers de parameétres 5y, o, etc), on inverse les relations de ’équation 1.17, on obtient :
9 Y ? )

0=—9*+|a|* 40*(4a® + 6% — 8aw + 4w?) + |a|* 48aB(a — w) + |a|® 363 (1.29)

L’équation d’ordre 3 en |a|? dépend alors simplement des paramétres initiaux de I'équation
1.9. Et, le déplacement x est défini par :

T =20+ €T (1.30)
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Soit :
x = Aexpliwty) + %Ag’ exp(3iwtg) + cc + O(€?) (1.31)
a

La méthode des échelles multiples a déja été utilisée pour étudier des comportements
de structure présentant des résonances internes par Da Silva and Glynn (1978), Nayfeh
(1983), Mook et al. (1985), Sayed and Kamel (2012).

Cette méthode des échelles multiples, qui permet de décomposer les équations en plusieurs
échelle de temps, peut étre couplée & une méthode de résolution par complexification de
la variable en temps. Cette méthode est présentée dans la sous-partie suivante.

La méthode de complexification de Manevitch

Dans le cas de la méthode de complexification, appelée complexification de Manevitch
(Manevitch, 2001b), la variable z est définie telle que :

d
i+ wir = d—:i) exp(iwt) (1.32)

avec ¢ un complexe et w la pulsation propre de la variable z. On a comme hypothése
que :
T+ iwz = 1 exp(iwt) (1.33)

Soit le complexe conjugué : B
T — iwx = 1 exp(—iwt) (1.34)

Ces équations permettent de définir le déplacement x et la vitesse & tels que :

1 _
T = §(¢ exp(iwt) + 1 exp(—iwt)
(1.35)
1 _
= — wt) — —iwt
v = 5 (Yexp(iwt) — Y exp(—iwt))
La méthode de complexification de Manevitch est couplée avec celle des échelles multiples,
via les hypothéses de I'équation 1.17. La méthode de Galerkin permet de ne garder que
la premiére harmonique de E(z,t) = E(1,1,t) dans 'équation 1.9. Pour cela, on effectue

le calcul suivant : ,
s

© B ,t) exp(—iwt) df = 0 (1.36)

w

27 Jo

L’équation 1.36 suppose que E(i,1),t) est indépendant de I'échelle de temps rapide t,.
Cette hypotheése sera vérifiée via la méthode des échelles multiples quand 1'état asympto-
tique (top — oo) sera recherché.

Puis, on différencie les équations par rapport aux ordres de e. A O(1), avec w = o + oe
de I'équation 1.17 et I’équation 1.32, on obtient :

Dy =0 (1.37)
Ainsi, ¥ est indépendant de I’échelle ty.
A O(e), on a:
1 _ _ _
Dlw = @(4&]3("}/0 — ((50 + 220’)w) + 3lﬁow2¢) (138)
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Les points d’équilibre sont obtenus lorsque Dyt) = 0. Ecrivons 1 sous forme polaire tel
que :
2/1 =N exp(i@l), (N1,91) eR (139)

En séparant la partie réelle et la partie imaginaire de 1’équation 4.20, on peut déduire les
expressions de cos(6;) et sin(6;). Puis, 'équation cos(f;)? + sin(6;)?> — 1 devient :

0 = 1672wS — N2 16(62 + 40%)wS + N 480,0w® — NS 932 (1.40)

On retrouve une équation d’ordre 3 en N2, on élimine a nouveau le paramétre caché € en
inversant les relations de I’équation 1.17, soit :

0 = 167w5 — N7 16(6% + 4(a — w)?)wb + N{ 483(a — w)w? — N§ 952 (1.41)
D’apres les équations 1.35 et 1.39, on a :
N : :
z(t) = %(exp(z(ﬁl + wt)) — exp(—i(f1 + wt))) (1.42)
Soit :
Ny .
x(t) = - sin(wt + 67) (1.43)

L’équation du systéme de Duffing (cf léquation 1.9) présente une non linéarité cubique,
il est donc parfois nécessaire de prendre en compte plusieurs harmoniques dans la com-
plexification de Manevitch. Notamment une harmonique 3 due au caractére cubique de la
non linéarité, en rajoutant 3 dans I’équation 1.32 (Bitar et al., 2019) tel que :

. oY , 03 :
2. _ 2
T+wr= 5 exp(iwt) + T exp(3iwt) (1.44)

Les équations sont alors a résoudre en prenant en compte l'intégration de I’équation 1.36,
et, afin de garder également la troisiéme harmonique, on calcule :

% /to E(1h,,t) exp(—3iwt) dt =0 (1.45)

La résolution par la méthode des échelles multiples aux différents ordres de € est ensuite
menée comme expliqué précédemment.

Cette méthode de complexification est souvent utilisée pour étudier des phénomeénes
d’échange et de pompage d’énergies (Gourdon et al., 2007, Charlemagne et al., 2016,
Ture Savadkoohi et al., 2016, Bitar et al., 2019, Hurel et al., 2019). Elle permet d’identi-
fier les comportements périodiques et quasi-périodiques des points d’équilibre.

Afin de vérifier les points d’équilibre obtenus par les méthodes analytiques présentées, une
vérification est menée par comparaison des résultats avec ceux obtenus via des méthodes
numériques. Ces derniéres sont expliquées dans la partie suivante.

1.4.2 Les méthodes numériques

Plusieurs méthodes numériques déja implémentées dans Matlab ou certaines de ses
extensions sont utilisées pour vérifier les résultats obtenus analytiquement. Premiérement,
il existe une extension nommée ManLab qui a été developpée au LMA de Marseille. Elle
permet de trouver les solutions périodiques d’équations différentielles. Il est aussi possible
d’utiliser la fonction ode45 de Matlab qui permet d’obtenir les solutions d’un systéme
d’équations différentielles par une intégration numérique de ce systéme.
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Utilisation du logiciel ManLab : résolution d’équations différentielles et algé-
briques

L’extension ManLab (Cochelin, 1994, Arquier et al., 2005) est basée sur une Mé-
thode Asymptotique Numérique (MAN) via une méthode de balance harmonique pour
résoudre des systémes d’équations différentielles. Elle utilise une méthode de continuation
afin d’obtenir la réponse périodique du systéme. L’utilisateur peut décider du nombre
d’harmoniques n qui seront utilisées pour le calcul. Il peut méme entrer les équations du
jacobien afin de statuer sur la stabilité de la réponse périodique obtenue. Cette méthode
numeérique de résolution des équations différentielles est utilisée pour étre comparée aux
résultats issus des développements analytiques. Pour ce logiciel, un probléme de conver-
gence des calculs, selon le nombre d’harmoniques imposées se pose. Il est donc nécessaire
d’utiliser un nombre suffisant d’harmoniques pour obtenir un résultat cohérent. Cepen-
dant le rajout d’harmoniques induit un temps de calcul rallongé de la méthode.

Le logiciel permet aussi de résoudre des systémes non linéaires d’équations algébriques.
Il est donc également utilisé pour tracer les réponses numériques a partir des équations
algébriques obtenues par les résolutions analytiques.

Résolution d’équations différentielles via ’intégration numérique de Matlab

Une autre méthode de résolution d’équations différentielles consiste a utiliser des sché-
mas numériques qui sont déja codés dans Matlab. Notamment la fonction ode4b basée
sur une méthode de Runge-Kutta. Pour cela, le systéme d’équations différentielles est
donné sous forme de fonction pour permettre une intégration numérique. Par exemple,
pour I'équation 1.9, le systeme donné a Matlab est le suivant :

y(1)= &
(1.46)
y(2) = —0y(2) — a?y(1) — By(1)? + v cos(wt)

Pour la résolution numérique, il est nécessaire d’indiquer des conditions initiales, un pas de
temps, ainsi qu’un temps initial et final de calcul. Dans des cas de systémes non linéaires,
la réponse dynamique peut dépendre de la condition initiale imposée au systéme. Une
fois les réponses temporelles z(t) et @(¢) connues, il est possible de comparer les résultats
analytiques et numériques. Pour cela, il faut extraire le comportement dynamique sur ses
points d’équilibre (i.e. pour un temps ¢; tel que le régime permanent de z(¢) est atteint)
pour comparer leurs amplitudes avec celles obtenues analytiquement.

Ces deux méthodes numériques permettent une vérification des points d’équilibre de la
dynamique obtenus via les méthodes analytiques.

1.5 Conclusion du chapitre

Dans un systéme dynamique, s’il existe une résonance interne entre deux modes, alors
la réponse a une excitation sur I'un de ces deux modes devient une réponse combinée des
deux. Dans le cas ol le systéme présente des non linéarités de méme ordre que la résonance
interne, alors les amplitudes de vibration de ces deux modes sont reliées, et il est méme
possible d’échanger de I’énergie entre ces modes. Ces comportements sont intéressants car
ils permettent :
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— soit de controler les vibrations du systéme principal en distribuant les énergies
modales entre les modes concernés par la résonance interne,
— soit de récupérer ’énergie concentrée sur un mode particulier.
Pour activer ce phénomeéne non linéaire d’échange d’énergie, il faut :
— obtenir une résonance interne entre deux pulsations propres du systéme, soit w,, ~
pw, avec p un entier.
— que les équations dynamiques présentent une non linéarité associée, i.e. qu’il existe
des termes cubiques si p = 3 ou quadratiques si p = 2.
Or, si la poutre subit de grandes déformations, elle peut présenter un comportement non
linéaire et les matériaux piézoélectriques également. Ces comportements se traduisent en
des termes non linéaires dans les équations dynamiques. Si les termes non linéaires in-
hérents au systéme électro-mécanique sont insuffisants pour permettre des phénomeénes
d’échange, il est possible d’utiliser d’autres non linéarités grace aux circuits électriques
reliés aux matériaux piézoélectriques. Les méthodes de résolution ayant été présentées, il
faut maintenant écrire les équations dynamiques du systéme électro-mécanique pour en
étudier son comportement.

Dans le chapitre suivant, les équations non linéaires couplées d’un systéme composé d’une
poutre cantilever et de matériaux piézoélectriques collés sur celle-ci, sont développées.
Une étude modale est ensuite effectuée pour identifier la création de résonances internes,
ainsi que leur compatibilité avec les non linéarités du systéme composite. Pour finir, le
comportement dynamique sur les résonances internes créées est étudié.
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Chapitre 2

Mise en place du modéle
électro-mécanique non linéaire

Ce chapitre présente la mise en place des équations dynamiques d’une poutre homogéne sur
laquelle sont collés des matériaux piézoélectriques. Ces équations prennent en compte des non
linéarités géométriques de la poutre, et des non linéarités matérielles des patchs piézoélectriques.
Le comportement modal de ce systéme électro-mécanique, qui correspond auzr pulsations propres
et leurs déformées modales associées, est identifié. Le systéme est ensuite réduit sur un ou des
modes d’intéréts pour décrire le comportement dynamique de la structure via une méthode des
échelles multiples. Une application numérique des résultats théoriques est pratiquée, sur l’exemple
d’une poutre avec un seul patch piézoélectrique collé dessus. On compare le comportement de la
poutre composite a celui d’une poutre homogéne sans matériau piézoélectrique. Les principaux
résultats théoriques sont conformes a larticle de Guillot et al. (2019b). On explique les cas de
circuit ouvert et de circuit fermé pour les points d’équilibre a un mode, et on étudie des cas de
résonance 1 : 2 et 1: 3.
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CHAPITRE 2. MISE EN PLACE DU MODELE ELECTRO-MECANIQUE NON
LINEAIRE

2.1 Equations dynamiques du systéme électro-mécanique

Cette partie du chapitre présente la mise en place des équations dynamiques du mou-
vement d’un systéme électro-mécanique composé d’une poutre non linéaire et de patchs
piézoélectriques au comportement supposé non linéaire. Les matériaux piézoélectriques
sont collés a des endroits précis sur la poutre. Les développements analytiques, permet-
tant de déduire les équations dynamiques du mouvement, se basent sur ceux appliqués
a une poutre non linéaire par Crespo Da Silva (1988), Malaktar (2003), Nayfeh and Pai
(2004) avec une formulation variationnelle. Dans un premier temps, le tenseur des défor-
mations de Green Lagrange du systéme est décrit, en utilisant la définition des différents
angles de rotation d’Euler. Ensuite, I’énergie cinétique et 1’énergie potentielle de la poutre
et des matériaux sont définies, avant d’utiliser I’équation de Lagrange pour développer les
équations complétes a trois dimensions du mouvement de notre systéme composite. Pour
finir, ces équations a trois dimensions sont réduites a un probléme & deux dimensions.

2.1.1 Description de la déformation du systéme

On considére une poutre homogéene, pourvue de n matériaux piézoélectriques patchés
a des abscisses précises : entre [z1,%s], [©3,24],., [Ton—1, Ton], avec 1 > 0 et xq, < Ly
(cf la figure 2.1). On peut choisir d’avoir seulement des matériaux piézoélectriques sur le
dessus de la poutre, on parle dans ce cas de configuration unimorphe (cf la figure 2.1).

Matériaux piézoélectriques
Poutre homogene

0 21 T2 T3 Ty T2n—3 Top—2 Tap—1 Ton Ly
) ) L . . ) A \

| (n—1)°me | | pfme |

FIGURE 2.1 — Schéma de la poutre électro-mécanique dans une configuration unimorphe :
une poutre homogeéne patchée avec n matériaux piézoélectriques situés sur le dessus (entre
[z1,22], [x3,24],.., [Ton—1, Ton], avec 1 > 0 et x9, < Ly).

On peut également avoir des matériaux piézoélectriques situés au-dessus et en dessous de
la poutre, placés de maniére symétrique aux positions [x1,zs], [23,24],..., [T2n_1, T2n], ON
appelle cette configuration la configuration bimorphe.

Soit by la largeur de la poutre et b, celle des matériaux piézoélectriques. L'épaisseur de la
poutre et des matériaux piézoélectriques sont nommeées respectivement h;, et h, et leurs
longueurs Ly, et L,,.

Le modéle de poutre non linéaire se base sur la théorie de poutre d’Euler-Bernoulli. On
suppose que la poutre subit de larges déformations, ce qui permet de prendre en compte
des non linéarités géométriques. Le systéme de coordonnées initial est noté (e;,e,,e,) et
le systéme de coordonnées curvilignes local (é¢,é,,e¢). La poutre homogeéne subit trois
rotations d’angle d’Euler entre ces deux systémes de coordonnées, qui sont notées x(s,t),
O(s,t) et [(s,t) avec s I'abscisse curviligne et ¢ le temps. Ces trois rotations d’angle de
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déformation sont décrites sur la figure 2.2.

A
6"

: 4 g
X X ¢
“~ 4‘ 0
RN w >
] N
€z// (_))

FIGURE 2.2 — Définition des trois rotations d’angle d'Euler : x(s,t), 0(s,t) et 5(s,t) qui per-
mettent de passer du systéme de coordonnées initial (€,,€,.€) au systéme de coordonnées
curvilignes local (€,é),,e¢).

Les angles d’Euler permettent de définir un vecteur de vitesse angulaire TI(s,t) tel que :

I(s,t) = (8 — & sin(B))ée + (€ cos(8) sin(B) + 6 cos())é,
+ (& cos(8) cos(B) — Osin(B))é; (2.1)

= TIee; + 11,6, + TIcé,

Gréce a 'analogie cinétique de Kirchoff (Love, 1944) consistant & remplacer les dérivées
temporelles par des dérivées spatiales, on déduit le vecteur de courbure p(s,t) suivant :

pls.t) = (5 — € sin(0)) + (€' cos(0) sin(B) +  cos(8))é,
+(& cos(8) cos(B) — ¢'sin(B))é; (2.2)

= Pégf + :077577 + peé;

Etudions la déformation que subit un petit élément de longueur ds situé sur I’axe neutre
de la structure. Soit F (t) la déformation de I’élément ds qui passe du systéme de coordon-
nées initial au systéme de coordonnées curvilignes local en devenant I’élément ds*. D'un
déplacement (u,v,w) dans le systéme de coordonnées initial, il subit un déplacement noté
(u+ du,v + dv,w + dw) dans le systéme local, et les rotations d’angle d’Euler (cf la figure
2.3).
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FIGURE 2.3 — Schéma de la déformation f (t) de I'élément ds situé sur I’axe neutre de la
poutre non déformée, qui devient I’élément ds* sur I’axe neutre de la poutre déformée. La
déformation est décrite par les déplacements u, v, w et les rotations d’angles 3, 0 et x.

Les coordonnées du, dv et dw permettent de définir les angles d’Euler suivants :

tan(x) =
w' (2.3)

(1+u)?+02

tan(6) =

avec ' la dérivée partielle des variables par rapport a s.
L’élongation e de la poutre est définie telle que :

ds* — ds
e=——— = VA Fu)2 40?2 +w? -1 (2.4)
s
La poutre est supposée encastrée-libre, elle est donc inextensible. Cette hypothése impose
une élongation nulle de la poutre (soit e = 0). D’ou I'équation de contrainte d’inextensi-
bilité suivante :

(1+u)2+0%+w? =1 (2.5)

D’aprés la théorie de poutre d’Euler-Bernoulli, la section transversale (selon (€),,€,) dans
le systéme de coordonnées initial, et selon (€,,6;) dans le systéme de coordonnées local)
reste droite. Soit P un point situé sur la section droite (€,,€,) et C, un autre point sur
cette section droite, placé sur ’axe neutre. Les coordonnées du point P dans le systéeme de
coordonnées initial sont notées (n,() (cf la figure 2.4). Le point C' est situé a une distance
s de lorigine O. Suite a la transformation f (¢) de la poutre déformée, les points C' et P
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FIGURE 2.4 — Schéma de la déformation F (t) des particules C' et P dans le systéme inital
aux particules C* et P* dans le systeme local. Ces particules sont placées sur la section
qui reste droite d’aprés 'hypothése d'une poutre d’Euler Bernoulli. C' étant positionné
sur ’axe neutre, a une distance s de l'origine dans le systéme initial. P est situé aux
coordonnées (1,() sur les sections droites (€,,€,) et (€,,€¢).

deviennent des points C* et P* dans la section droite (€¢,€,) (cf la figure 2.4). La section
droite restant droite, le point P* garde les mémes coordonnées (7,(), sur la section (€;,e,).

Pour définir la transformation subie par la poutre, on écrit les vecteurs OP et OP* par
I'utilisation de la relation de Chasles suivante :

OC + OP = 52, + 12, + (&,

(2.6)
OC* + C*P* = (s + u)é, + vey, + we, + ne, + Cé;
Ou encore :
d(OP) = dsé, + dné, + dCe.
(2.7)
— . . . N . . .
d(OP*) = (1 +u')dsé, +v'dsé, + w'dsé, + dne, + nde, + de; + (dé;
Or, pour une position s fixée, on peut écrire :
d—’
—%:H@ﬂx% (2.8)

ol p représente les directions ég, €, et &, X représente le produit de deux vecteurs et
II(s,t) le vecteur de vitesse angulaire de 'équation 2.1. Grace a l'analogie de Kirchoff
(Love, 1944), on obtient :

de,,

2= p(s) x &, (2.9)
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avec p(s,t) le vecteur de courbure de I’équation 2.2.
C’est pourquoi, la transformation du vecteur devient :

dOP) = dsé, +dné, +dCé.

2.10
AOPY) = (L 1Cpy—1Coy) ds & + (dn — CEpy ds) & (210)
+(d< + 775/)77 ds) 5(

D’aprés la définition du tenseur des déformations de Green, on a la relation suivante :
—
d(OP%) - d(OP*) — d(OP) - d(OP) = 2[ds dn dc) e, [ds dy dc]” (2.11)

ou € est le tenseur des déformations de Lagrange de la poutre. On obtient la relation
suivante :

——
d(OP*) -d OP* O? O_}>j 2(Cpy — npe — 2Cnpepy) ds*
(2.12)
—2Cpe dn ds + 2npe ds d¢

en négligeant les termes d’ordres plus élevés en p,, (p — &£,(,n), 'équation 2.12 devient :

d(OPY) - d(OP) — d(OP) - d(OP) = 2(Cpy — npe) ds>
(2.13)
—2Cpe dn ds + 2npe ds d¢
On peut alors identifier les composantes du tenseur des déformations €, a partir des
équations 2.11 et 2.13 :

_ | L
C pn—n p¢ —56 pe 30 Pe
1
e =| 2°F 0 0 (2.14)
1
- 0 0
L |

Comme les matériaux piézoélectriques sont collés sur la poutre, on suppose que leur
déformation est similaire & celle de la poutre, soit €, = €5, et qu’il n’y a donc pas de
décrochage entre les deux couches.

2.1.2 Ecriture de lénergie potentielle et de ’énergie cinétique

Dans cette partie, aprés avoir défini le tenseur des déformations de notre systéme, afin
d’écrire les équations complétes du mouvement, on décrit son énergie potentielle et son
énergie cinétique.

L’énergie potentielle U, et ’énergie cinétique 7T; de la poutre homogéne s’écrivent :

1

Ly
T, = 5/ (12 4 0% 4 0?) ds
0

Uy, = %/OLZ)[//AszebdndC]ds

(2.15)
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ou pp et op sont respectivement la densité massique et le tenseur des contraintes de la
poutre homogéne. Le coefficient de Poisson étant supposé négligeable, on obtient :

Obqq ~ l?b €bi1
Ob1a = Gb €byo (216)
Op3 = (;b €bi3

avec Fj, et Gy, le module d’Young et le coefficient de cisaillement de la poutre homogéne.
La courbure p(s,t) de la poutre ne dépendant que de l’abscisse curviligne s, I’énergie
potentielle de la poutre se simplifie de la maniére suivante :

1

L
U, = 5/ (De pi + Dy pi+ D¢ p7)ds (2.17)
0

avec :

De=Gy [[ (o +¢2yandc

D, = E, / /A C2dndc (2.18)

D = E, / / n*dnd(
A

Ici, dans le cas ou les matériaux piézoélectriques sont positionnés uniquement sur le des-
sus de la poutre, ’axe neutre ne se situe pas au milieu de la poutre homogeéne sur toute
sa longueur (cf la figure 2.5). Cette modification d’axe neutre est prise en compte dans
I'intégration sur dn. En supposant que la hauteur h, des matériaux piézoélectriques est
petite, la modification de I’axe neutre est négligeable, et ne vient pas remettre en cause
I’hypothése d’inextensibilité. Cependant, aux endroits ot les matériaux piézoélectriques
sont présents sur la poutre dans la configuration unimorphe, un couplage axial-flexion
existe mais est annulé par cette hypothése. Cet effet est donc négligé dans nos équations.
Dans le cas d'une configuration bimorphe, les matériaux piézoélectriques étant placés sy-
métriquement ’axe neutre reste le milieu de la poutre sur toute la longueur.

L’énergie potentielle U, et I’énergie cinétique 7}, des matériaux piézoélectriques dépendent
de la fonction de densité électrique H(ep,F) (IEEE, 1988) (avec €, le tenseur des défor-
mations des matériaux piézoélectriques et E leur champ électrique) telles que :

L[
T, = 5/0 (07 + 07 + ?) ds

U, = /OLb//ApH(ep,E) dy ¢ ds

ol p, est la densité massique des matériaux et A, l'aire de la section des matériaux pié-
zoélectriques dans le plan (€,,€;), I'intégration s’effectuant par rapport a ’axe neutre.
La fonction de densité électrique permet également de définir la charge électrique () tra-
versant ’électrode située en n = 7, des matériaux piézoélectriques de la maniére suivante
(IEEE, 1988, Miu, 1993) :

Q= /S/C—aH(e”(g; ) e g (2.20)
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matériau piézoélectrique
poutre homogene

— — axe neutre

&y . .
T T2

FIGURE 2.5 — Schéma montrant 'emplacement des électrodes supérieures (n = ys) et
inférieures (n = y;) du matériau piézoélectrique, par rapport a l’axe neutre, dans le
cas de la configuration unimorphe. Le schéma est présenté pour le premier matériau
piézoélectrique situé entre x; et xo. Il montre la modification de ’axe neutre entre les
portions ot il n’y a que la poutre (s < x; et s > x5) et les portions avec poutre et patch
piézoélectrique (s € [z1,x2]).

avec s et ( intégrés sur les sections des matériaux piézoélectriques selon (€g,e¢). 7, est
I'ordonnée extrémale des électrodes des matériaux piézoélectriques (i.e n, = y; et 1, =
yo pour les charges des électrodes respectivement inférieures et supérieures, cf la figure
2.5, ol y; et y, sont définis par rapport a I’axe neutre). Les matériaux piézoélectriques
correspondent & une capacité et une faible résistance qui est négligée. Ainsi, leur charge
Q@ est impliquée dans ’équation électrique du circuit auquel ils sont reliés. La tension
électrique V qui les traverse est donnée par la différence de tension électrique v contenue
dans les électrodes supérieures et inférieures (situées respectivement en n = ys et n = y;
cf la figure 2.5) :

V =uv(y2) — v(y1) (2.:21)

L’équation reliée au circuit électrique est ainsi prise en compte dans les équations électro-
mécaniques qui décrivent le comportement du systéme. Afin d’écrire ces équations, on
définit le potentiel des matériaux piézoélectriques, au travers de leur fonction de densité
électrique H (€p,E). Auvu de l'état de I'art sur le comportement non linéaire des matériaux
piézoélectriques, pour étre le plus général possible, on suppose la fonction de densité
¢lectrique H(€p,E) suivante (Beige and Schmidt, 1982, Guyomar et al., 1997, Parashar
and Wagner, 2004) :

Sij Emn
H(EP,E) = 7j€p7i€p7]’ + dmiep,iEm + TEmEn

Sijk
tg ikt Aimij€p,i€p,j Em

(2.22)

+7nmni€p,iEmEn + gwénp EmEnEp

Sijkl Emnpq
+ A €p,i€p,jEp,kEp,l T 4 EnEnEpEy

avec 1,5,k,l — 1,...6 qui correspondent aux coordonnées du tenseur des déformations écrit
sous forme vectorielle, et m , n, p, g — &, n, ¢, avec £ - 1, n — 3, ( = —2 (notation de
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Voigt-Kelvin (Reddy, 1997)), pour correspondre au cas le plus traité dans la littérature
(i.e. une polarisation du matériau selon la direction €3). En effet, dans notre cas, les ma-
tériaux piézoélectriques sont polarisés dans la direction €, qui correspond a la direction 3
dans I’écriture générale de la littérature sur les matériaux piézoélectriques.

Les termes d’ordre 2 de ce potentiel (cf I’équation 2.22) deviennent des termes linéaires
dans les équations du mouvement. Ces termes quadratiques sont bien connus pour les
matériaux piézoélectriques et ils sont généralement affichés par les constructeurs de ces
matériaux. Il s’agit des modules d’élasticité (s;;), des constantes piézoélectriques (d;) et
des permittivités diélectriques (&,,,). On prend également en compte des termes d’ordre
3 qui viennent d’un comportement piézoélectrique non linéaire : d,,;; représente la dépen-
dance non linéaire des coefficients de couplage piézoélectriques par rapport a la déforma-
tion mécanique €;;, les rp,,,; sont des coefficients électrostristifs non linéaires qui peuvent
étre déterminés en tragant 1’électrostriction du matériau. On suppose également des non
linéarités élastiques et diélectriques avec des termes d’ordre 3 (les s, et les e,y,) et
d’ordre 4 (les S;ji et 1es Epmmpg)-

Les matériaux piézoélectriques étant supposés polarisés dans la direction €, et I’épaisseur
h, de ceux-ci étant supposée petite, on a (IEEE, 1988, Miu, 1993) :

. v (2.23)
[/ hp

avec V la tension électrique traversant les matériaux piézoélectriques. Cette équation est
valable lorsqu’on se trouve dans une configuration unimorphe. Si on se trouve dans un
cas bimorphe (des patchs au-dessus et en dessous de la poutre) et que les matériaux sont
connectés en série, 'équation devient (Mam et al., 2016) :

By~ ——— (2.24)

D’aprés la définition du champ électrique de ’équation 2.23 et les composantes du tenseur
des déformations de I’équation 2.14, on peut écrire 1’énergie potentielle des matériaux
¢lectriques U, (cf 'équation 2.19) et leur charge électrique @ (cf I'équation 2.20) de la
maniére suivante (du fait de la symétrie sur la largeur b,, certains termes n’apparaissent
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pas dans les expressions) :

//H(GP,E)d’I]dC = Hgg pg + H,m p% + HCC p?l + HVV V2
¢vn

+Hev pcV + Hey peV + Hee pep§ + Hey pepy

+Hege pg + Heee p2+ Hyvy VP

+Heee pipc + Heen pzpy + Heny phpc (2.25)
+Hece pep? + Hen pepy + Heey peV + Hygy 3V

+Heey ng + Hevy pCV2 + Heyy p§V2

+Hecv pepcV + Hegy pepnV

+Hecee P‘é + Hypppy P% + Hyyyy V*

Q= /(Qg pe +Qn py+ Q¢ pe+ Qv V + Qee pi + Quy i+ Qcc P}

s

2.26
+Qce pepe + Qcn pepn + Qen pepy (2.26)

+Qvv V24 Qev peV + Quv pyV + Qv pcV + Quyvy V3 ) ds

o by b, . . L
avec n intégré entre y; et ys, et ¢ entre ) et 5 qui sont les sections considérées dans

le plan (€,,.€;) les coefficients sont définis dans I’annexe 5.1.
Suite a I'écriture des énergies potentielles et cinétiques de la poutre et des matériaux
piézoélectriques, le Lagrangien du systéme électro-mécanique complet est défini.

2.1.3 Ecriture du Lagrangien du systéme

Les équations complétes du systéme dynamique peuvent alors étre écrites grace aux
développements des parties précédentes.
A partir des énergies potentielles et cinétiques de la poutre et des matériaux piézoélec-
triques développées précédemment, on écrit le Lagrangien [ du systéme tel que :

| = <1 — 7‘[(8 — ZL’1) + H(S — l‘l) — ...+ H(S — Lb)) (Tb — Ub)
+<’H(s —x1) —H(s —x2) + ... + H(s — x9n-1) — H(s — xgn)> (T, —U,) (2.27)

_{_% (1 _ (1 + u/)? - U/Z - w/?)

avec H les fonctions de Heaviside telles que :

"H(s—xi):{

0, if s<ua;

1, if s>ux (2.28)
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Ces fonctions de Heaviside sont utilisées pour prendre en compte le positionnement des
différents matériaux piézoélectriques sur la poutre (entre [z1,23], [23,24],..., [Ton_1,T2n], cf
la figure 2.1). C’est ainsi que les énergies cinétiques de la poutre et des matériaux piézo-
électriques sont définies par parties par rapport aux abscisses ou il n’y a que la poutre
et les abscisses ot les matériaux piézoélectriques sont également présents. En effet, les
calculs des interties sont différenciés selon I’emplacement de ’axe neutre (cf la figure 2.5).
Le coefficient A est un multiplicateur de Lagrange, il prend en compte I’hypothése d’inex-
tensibilité de la poutre au travers de e = 0 (cf ’équation 2.5). Afin d’obtenir les équations
de mouvement du systéme électro-mécanique, supposons que le systéme posséde un po-
tentiel non conservatif, noté Wy¢. Le principe de moindre action d’Hamilton s’écrit donc :

to
/ (0l + 0Wne) dt =0 (2.29)

t1

Soit @y, Q, et @y les forces généralisées dans les directions €, €, et €, ainsi que ¢,,
¢y et ¢, les coefficients d’amortissement respectifs. Ainsi, on peut écrire les travaux non
conservatifs tels que :

Ly
Wne = / [(Qu — ¢, 1)ou + (Qy — ¢,0)0v + (Qy — cww)éw} ds (2.30)
0

Les équations de Lagrange s’écrivent :

ool 9 IWne

— — = 2.31
ot dq;  Og; 9q; (2:81)
avec ¢; les coordonnées généralisées du systéme suivantes :
g = uls.t), v(s.d), w(s,t), A(st), x(s.t), Blsit) et 0(s,0)
D’aprés I'analogie de Kirchoff (Love, 1944), I'équation de Lagrange devient :
0 ol 0 0l ol oW,
b = (2.32)

0toq  0sdq,  dg  Oq;

ol ¢; et ¢; repésentent la dérivée en temps et la dérivée en espace des coordonnées géné-
ralisées g;.

Au vu des expressions des angles d’Euler (cf I’équation 2.3), leurs dérivées peuvent se
décomposer de la maniére suivante :

b= g4 Ngy

ou' ov'
(2.33)
ol 00 ol
(59 = %67,6, + %(57/ + 821)/ 6’[1},
On suppose également que les opérations de dérivations peuvent commuter, soit :
0
op= —
p=5(00)
(2.34)
0
0 = —(6
o' = 5,000)
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avec p — u, v, w, X, 6, B. Ainsi, dans 'équation 2.29 on obtient les intégrations par
parties sur le temps suivantes :

to to t2 t2
/ o(61) dt = / 62 (6u) dt = {pau} - / Gou dt (2.35)
t1 t1 ot t1 t1
Or, il est supposé que ou(t;) = du(ty) = 0, d’on :
to to
/ o(on) dt = — / Gou dt (2.36)
t1 t1

De la méme maniére des intégrations par parties sur la courbure s (entre 0 et L) sont
telles que :

L, o Ly Ly 9
—i0p ds = ) — — op d 2.
[ st ds = [sterso] = [7 Saterio o (237
On définit également I'angle de torsion ~, tel que :
v~0 +/ v'w' ds (2.38)
0

Du fait de la présence des matériaux piézoélectriques sur certaines portions de la poutre,
des fonctions de Heaviside H apparaissent dans les équations, ainsi que leurs dérivées les
fonctions de Dirac 4. On définit donc :

[[,(s) = 1—=H(s—z1)+H(s—21)... — H(s — 29,,) + H(s — Ly)
[1,(s) = H(s—x1) = H(s — 72) + .. +H(s — z9n-1) — H(s — T20) (2.39)
N(s) = d(s—mx) —0(s —x2) + ... + (s —x25-1) — (s — T2y)

On rappelle que 1 > 0 et zq, < L.

Les équations dynamiques du mouvement sont alors obtenues selon d¢, 6\, du, dv et dw
jusqu’a l'ordre 3, soit :

0¢ : De([1,7")" + 2Hee(I1,7)" = (D¢ — Dy) [T, (v"w")

+2]1,(Hee — Hyp)v"w" + Hey (1T, w")'

2.40
+Hey [, w"V — Hee(11,v") = Heee (11, 0") — Heev (11, 0")'V 0
+Hegy (LI, w")'V = Hegy (I, w™) + Heey(IT, v"0")’
SA: u = (1—v?—w?)z—1 (2.41)
ou: (py [Ty +ap 1)1+ cutt — Qu = [ng’(]_[b ") + Dy (1T, w") + A -

/
—|—2H§¢v’(]_[p UH), + 2Hm7w’(]_[p w”)’ + /\ Hgv’U/V:|
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ov :

(o 1T+ TL) T, 0 4 00 — Qu = l — De(I1,v'w') — 2Hee (T, 7'w")
D=L, o") — (LY + 10, (0 [ o’ ds = ')
0
+ 11, (0" w'w” — v'w”? + ' /S vV"'w' ds — v'w'w™))
0
DLy + 1T e = [ o d)
0
+ 11, W'w'w” — v"w'w” —w" /S v"w' ds))
0
+2Hec(—(11,v") = (11, yw") + A\ (w” /O " ds — v'w'n”)

+ Hp (U//wlw// ’U/w//Q + w / ’U//w/ dS _ U/w,w/”))
0 (2.43)

+2Hnn((]_[p7w”)’+/\(U'w’w” . u)/// o ds)
0
s
+ Hp (U'w’w”’ "W — w//// on ds))
0

—Heo(L1, 7" + L, v"w")" = Hev (I, w")'V + Hey (1, w'w")’

12

+Her (N1 + 5) + T, we)V

—3Hee (11, v") — Hevv AV? = 2Heey (11,0")'V — Hevv (11, w')'V?
—Heee (211, 7'V = 11, v"*w') — Heev (11,7 + 11, v"w")'V

+Heey(w"(IT,7)" + (I, v"w'w")") + Hegy (11, w'w")'V

/

—Hepy (L1, w'w" ) — 4Heeee (1T, 0" = 2Heemn(11, v"w")’
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ow = (o [T +p [T,)0 + ot — Quo = [D£ [T, %"
FDU(L Y + T o ds I o f o )
Dn(—(]_[b’yv) H/ " ! d3+Hb / " /ds)
0
+2Hee T, v'v" + 2Hec [T, 0" + Hey T, 0"V
+2HCC(_<Hp7U//>/_(prN) (H " ds) — H w'w'™)
+2Hnn(—(]_[p’7v ) +/\U” S ol d8+]_[ oS iy dS)
_HCV((H fy +/\f$ //w’ dS V+H@7((H ’Y) H ,U// //)
+Hee Hpv + Heev [, v "V — 2H ¢y (LT, v"0")")
+H§VV HpU//VZ—l_HﬁCn((Hp’V,wH) H " //2)
+Hepy (L1, 7)) — 1L, v"w")V = 2H,,v (I [, w")'V

—2Hey (LT, v'0") + L1, v"w"™)

(2.44)

/
77?7?7?7(]_[ w//g) _QHCCUU(H v"?w ”)}

L’équation de la charge électrique () est alors :

12,11

Q= / [QC(U” + Y +w' (v — / v"w' ds +v'w')) + QvV
Sesm 0
2

O (" (y — /0 V"' ds) —w"(1+ %)) + Q¢ (2.45)

+QCCU”2 + anw/@ + QVVV an’}/v _ anU" "

+Qcvv"V = Qu "V + Qevy'V + Qeey/'v" 4+ Quyyv V3] ds

Les parameétres A et v sont supposés d’ordre 2 et ils sont déduits des équations 2.40 et
242 :

A= fos (,u]_[bil + cut — Qu) ds
—Dev'(I, v")" — Dyw' (I, w")' (2.46)

—2H o' ([, ") + 2Hyw' (11, w") + Hey AUV
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V' (De I, +2Hee [1,) = (D¢ = Dy) [T,(v"w”)

+2(Hee — Hyy) 1, v"w" + Hen (L, w")" — Hee (1T, 0"

(2.47)
+Hey [1, 0"V — Hee(1T, ™) — Heer (11, 0")'V
+Hey (L, w")'V = Hepy (LT, w™)" + Heey (11, v"w")’
De méme, de I’équation 2.41 et en supposant u d’ordre 2, on déduit :
1 S
u= —5/0 (v +w'?) ds (2.48)

On opére une réduction de la dimension (on passe d’un modéle tridimensionnel & un
modeéle bidimensionnel) en supposant w nul ainsi que ses dérivées. On obtient les équations

suivantes : . ) '
A= fo (o 1T, A 11,)i0 + cutt = Qu) ds

—Dev' (T, v") — 2Het' (T1,0") + Hev AV'V
V(De Il +2Hee [1,) = —Hee(I1,v") — Hee(11, ") — Heer (11, 0")'V (2.50)

(o LTy +1p 11,00 + 00 = Qu = | = De((IL, 0")" + LI, v'0™) + Ao

(2.49)

—2Hc (I, v") + L, v'v") = Hee 11,

12

v
+Hey N(=1+ )V = 3Heee (1, V") — Heyy ANV?

—2Heev (11, v")'V — 2Heee (11, 7'0") — Heew (11, 7)'V

!
—4Hce (L, v”?’)’]
2.51)
1 S
u = —5/0 v ds (2.52)
U/2
Q= / [QCUN(l + 7) + QCCU//Z +QvV + ngvﬂv =+ viv2 + vivv3

s (2.53)

QY + Qe V" + Q" + Qevy'V] ds

Les matériaux piézoélectriques généralement utilisés sont des céramiques, ce qui impose
des contraintes sur les coefficients liés a ces matériaux. Les hypothéses de symétrie des
matériaux piézoélectriques céramiques rendent certains coefficients piézoélectriques nuls
tel que s16 (IEEE, 1988), ce qui entraine He = 0 (cf 'équation 5.1 de I'annexe 5.1). On
suppose que cette hypothese s’applique également a ’ordre "supérieur" de ces coefficients,
i.e. s161 = 0 donc Heee = 0 (cf 'équation 5.2). En outre, du fait de la polarisation du
matériau piézoélectrique on a dsg = d3s = 0 ce qui s’applique aux non linéarités supé-
rieures, donc Heey = 0. Ceci simplifie I'équation en dv. Toutes ces hypothéses impliquent
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que 7' est nul, donc v est une constante. Dans un cas a deux dimensions I’angle de torsion
n’est pas pris en compte, on a donc v = 0. Ainsi, avec I'expression de A, de u, et des
simplifications grace aux conditions initiales et de continuité (Yavari et al., 2000, Yavari
and Sarkani, 2001, Yavari et al., 2001) qui sont présentées dans la partie suivante, on
obtient finalement I’équation dynamique en v telle que :

¥ + Cp0 — Q. = { _ E[m(U”/ + 0 (U/U//)

! b Hm 0 2\ Cy ° 2\
-HJ/S (—7/8 (v )ds—E i (V") ds — Q) ds .50

—NHe(1 %)V Hevw ANV = 2Heey ([T, 0")'V
") —

4Heeeo(IT, v"™) ]

P

avec [, et Fl,, dépendant de s de la maniére suivante :

_ ) Hbs siseS,
() ={ RS (2.5)

[ EI, sis €Sy
Eln(s) = { EIf + EI, sis€ S,

ou B, est calculé avec I’axe neutre au milieu de la poutre, E1; par rapport a I’axe neutre
définit entre la poutre et les matériaux piézoélectriques, et

Sb = [0,131[U]l’g,l’g[U...U]IQn,Lb]

(2.56)

(2.57)
Sp = [x1,22)U[ws,24]U...U[T2n-1,T2,]

Sy, représente donc les portions du systéme sans matériaux piézoélectriques et S,, les
portions avec (cf la figure 2.1).
L’équation de la charge électrique () des matériaux piézoélectriques devient :

Q= / ) + Qect™ + QvV 4+ Qv "V + Qui V2 + Qv V?) ds - (2.58)

On observe ainsi 'apparition de non linéarités quadratiques et cubiques dues aux non
linéarités du matériau piézoélectrique, qui s’additionnent aux non linéarités cubiques de
la poutre dues a sa géométrie.

On a @, et @, les forces généralisées dans les directions €, et €,. On suppose que @, est
nul, la poutre sera encastrée libre et aucune force extérieure ne sera appliquée selon la
direction €, et également que ’amortissement ¢, est nul. La force extérieure appliquée a
la structure se fait au travers de @), selon deux possibilités (cf la figure 2.6) :

— avec un déplacement constant de la base tel que F cos(wt), ce qui donne @, =
pm Fw? cos(wt), ot F' est Pamplitude de déplacement qui évolue avec la pulsation
d’excitation w.

— avec une accélération constante de la base telle que @, = py,|al cos(wt), ou |a| est
I’amplitude d’accélération imposée a la base de la structure, qui est contante par
rapport a la pulsation d’excitation w.

34



2.2. RESOLUTION DE SYSTEMES REDUITS : ANALYSE MODALE ET
FREQUENTIELLE

Matériaux piézoélectriques
Poutre homogene
XY Systeme d’encastrement

F cos(wt) | | | | | | |

lalcos(w)f NN 7

FIGURE 2.6 — Schéma de la poutre électro-mécanique en configuration unimorphe avec une
excitation latérale de la base qui est : soit un déplacement F'cos(wt), soit une accélération
|a| cos(wt)

Dans cette partie, les équations a deux dimensions d’une poutre au comportement non
linéaire, avec des patchs piézoélectriques collés dessus qui présentent un comportement
non linéaire, ont été produites. On peut alors observer 'apparition de non linéarités qua-
dratiques et cubiques dans les équations dynamiques du mouvement. Afin de caractériser
le comportement dynamique du systéme, une résolution modale et fréquentielle du sys-
téme sont menées dans la partie suivante. Dans un premier temps, une analyse modale
est effectuée pour identifier les pulsations propres et les déformées modales associées du
systéme. Puis, les équations dynamiques du mouvement sont réduites sur une base modale
afin d’obtenir les points d’équilibre du systéme composite via une méthode des échelles
multiples. Cette étude des points d’équilibre permet d’appréhender les comportements du
systéme pour un seul mode mécanique mais aussi pour des cas de résonance a deux modes
avec un possible échange d’énergie entre les modes.

2.2 Résolution de systémes réduits : analyse modale et
fréquentielle

Dans la partie précédente, les équations dynamiques du systéme complet ont été dé-
veloppées. Elles permettent de mettre en évidence la présence de termes quadratiques et
cubiques dans les équations. L’identification des pulsations propres du systéme permet la
vérification de I'existence de résonances internes dans le systéme. Ces résonances sont une
condition nécessaire a 'apparition d’échanges d’énergie entre les deux modes concernés,
comme expliqué dans le chapitre 1 (Nayfeh and Balachandran, 1989).

Les équations dynamiques du systéeme électro-mécanique présentant des non linéarités
quadratiques et cubiques, on s’intéresse a la création de résonances internes 1 : 2 et 1: 3 :
ie. wy 2w, ou W, =~ 3w,, avec w,, et w, deux pulsations propres du systéme.

Dans cette partie, on présente la méthodologie pour I'identification des pulsations propres
mais aussi des déformées modales qui sont utilisées pour faire des réductions de modéle.
On résout également des systémes réduits & un mode et & deux modes en résonance in-
terne 1 : 2 et 1 : 3 pour identifier leurs points d’équilibre via une méthode des échelles
multiples.
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2.2.1 Analyse modale : pulsations propres et déformées modales

Le but de cette sous-partie est de présenter la méthodologie analytique utilisée pour
identifier les pulsations propres du systéme composite, ainsi que les déformées modales
associées. Les pulsations propres du systéme sont obtenues dans le cas d’un circuit fermé
(V = 0). Elles sont détectées via la résolution de I’équation aux dérivées partielles linéaires
a coefficients variables en espace :

fim (5)0(5,t) = —E 1, (s)v'"™) (s,t) (2.59)

avec fim(s) et El,(s) définis dans les équations 2.55 et 2.56. On sépare la variable spatio-
temporelle de déplacement v(s,t) telle que :

v(s,t) = @(s)r(t) (2.60)

La résolution est effectuée afin d’obtenir les fonctions ¢;(s), ainsi que leurs pulsations
propres associées, grace aux conditions imposées sur le systéme a certaines de ses abscisses
s (s =0 et s = L pour les conditions aux limites par exemple).

Traitons d’abord I'exemple de la résolution du systéme linéaire pour obtenir les pul-
sations propres et les déformées modales dans le cas d'une poutre homogéne. Puis, une
méthode de résolution pour le cas composite est proposée.

Cas de la poutre homogéne

Dans le cas de la poutre homogéne sans matériaux piézoélectriques, les variables fi,,(s)
et E1,,(s) de 'équation 2.59 sont constantes telles que :

[ () = Mb
(2.61)
El,(s) =FEI,

La séparation des variables de ’équation 2.60 et 1’écriture de pu,, et EI,, permettent

d’écrire I’équation 2.59 sous la forme :

F(t) _ —EL,¢0)(s)
M0 o)

(2.62)

Or, en supposant que :
r(t) = Aexp(iwt) + cc (2.63)

cc représentant le complexe conjugué et w une pulsation propre du systéme, I’équation
2.62 devient :

2
(iv) (o) _ o _
On définit : )
Hpw
K, = 2.
=t (2.65)
La solution de 'équation 2.64 de degré 4 en ¢(s) s’écrit :
o(s) = Acos(Kys) + Bsin(Kps) + C cosh(Kps) + D sinh(K}s) (2.66)
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Pour identifier les pulsations propres, il faut utiliser les conditions aux limites du systéme.
On suppose que la poutre homogéne est encastrée en s = 0 et libre en s = L;, ce qui
donne les conditions aux limites suivantes :

d(s=0) =0 ¢"(s=Ly) =0
et, (2.67)
¢/(S:0> :O ¢///(S:Lb> :O

Ces conditions, appliquées a la déformée modale définie dans 1’équation 2.66, permettent
d’écrire le probléeme matriciel suivant :

A
B
Mb(w,Lb) C =0 (268)
D
ou :
1 0 1 0
0 1 0 1
My(w,Ly) =

—K}?cos(KyLy) —KEsin(K,Ly) K¢ cosh(K,L,) K¢ sinh(K,Ly)
K} sin(KyLy) —Kjcos(KyLy) K;jsinh(KyLy) K; cosh(KyLy)
(2.69)
w est contenu dans K cf I’équation 2.65.
Les pulsations propres sont alors les solutions de det(Mp(w,Lp)) = 0, cette équation
correspond d’ailleurs a 1’équation caractéristique bien connue suivante :

cos(KyLy) cosh(KpLy) +1 =0 (2.70)
Les quatre premiéres solutions de I’équation 2.70 sont contenues dans le tableau 2.1.

Tableau 2.1 — Solutions de 1’équation caractéristique (cf I’équation 2.70) dans la cas d’une

poutre homogéne encastrée-libre.
Solution | 19 | gme | gome | gome

KyLy, | 1.8751 | 4.694 | 7.8547 | 10.9955

Pour trouver les pulsations propres de la poutre, il suffit de calculer w & partir de I’équation

2.65 :
| ELK}
w=4] ——b (2.71)
Kb

Vérifions si des résonances internes existent entre les quatre premiéres pulsations propres
de la poutre. On remarque dans le tableau 2.2, qu’il existe quasiment des résonances
internes 1 : 2 et 1 : 3 entre les quatre premiéres pulsations propres d’une poutre homogéne
(repérées en gras). En effet, les rapports entre la quatriéme et la troisiéme pulsation et
entre la troisiéme et la deuxiéme pulsation sont respectivement proches de 2 et 3.

A chaque pulsation propre est associée une déformation particuliére ¢(s) de la structure.
Cette déformation modale est une donnée importante du systéme puisqu’elle est utilisée
afin de réduire les équations dynamiques sur une base modale appropriée. La déformée
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Tableau 2.2 — Rapport entre les quatre premiéres pulsations propres d’'une poutre homo-
géne. Mise en lumiére de rapports 1:2 et 1 : 3 quasiment réalisés (en gras).

Wm \Wn W1 W9 w3 Wy
w1 1 0.16 | 0.06 | 0.03
Wo 6.27 1 0.36 | 0.18
w3 1755 | 2.8 1 0.51
Wy 34.39 | 5.49 | 1.96 1

modale s’exprime comme dans 1’équation 2.66, afin de la tracer, on utilise les conditions
aux limites de la poutre, (cf le probléme matriciel de I’équation 2.68). En supprimant la
premiére ligne et la premiére colonne de la matrice My(w,Ly), on peut écrire un nouveau
probléme matriciel tel que :
~ B
My(w,Ly) | C| = f(A) (2.72)
D

ou det(My(w,Ly)) # 0 et M, est la matrice M, sans sa premiére ligne ni sa premiére
colonne.

La résolution de ce systéme permet d’obtenir les constantes B, C' et D en fonction de la
constante A. Ainsi, il ne reste plus qu’a définir la constante A grace a une normalisation
par la masse telle que :

/0 b d*(s) ds =1 (2.73)

Les pulsations propres et déformées modales d'une poutre homogéne sont donc obtenues
(cf les équations 2.66 et 2.71).

Une méthode similaire pour identifier les pulsations propres et déformées modales, dans
le cas de la poutre avec des patchs piézoélectriques collés dessus, est proposée dans la
sous-partie suivante.

Cas de la poutre électro-mécanique

L’ajout de matériaux piézoélectriques sur la poutre, & des endroits précis (entre [z1,22],
[x3,24], ..., [T2n—1,T2,]), méne & une résolution du probléme modal par parties et un
raccordement via des conditions de continuité (Yavari et al., 2000, Yavari and Sarkani,
2001, Yavari et al., 2001, Ducarne et al., 2012). On effectue donc la résolution par division
de la poutre en plusieurs segments (ceux identifiés par S, et S,, de I’équation 2.57).
Dans le cas de la poutre électro-mécanique, I’équation & résoudre est celle définie dans
I'équation 2.59. Ici, du fait de 'écriture par parties de p,,(s) et EL,(s) (cf les équations.
2.55 et 2.56), les fonctions de forme sont définies de la maniére suivante :

o(s) = (1 —=H(s —x1))¢1(s) + (H(s — 1) — H(s — x2))da(s) + ...
(H(s = z2n—1) — H(s — 220)) P2041(5)

Cette séparation par parties donne les équations aux dérivées quatriéme suivantes :

S (s) — Kydora(s) =0, k€ [0,n], s€S,

(2.74)

| (2.75)
(bézlﬁ-Q(S) - Km¢2k+2(s) = 07 ke [O,TL - 1]7 ERS ’Sm
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avec K, défini dans I’équation 2.65, S, et S, dans ’équation 2.57, et :

2

MW
K* = 2.76
"o El. (2.76)

Comme précédemment, on peut écrire les solutions des équations d’ordre 4 (cf I'équation
2.75) telles que :

Gor+1(8) =  Aogy1 cos(Kps) + Bopyr sin(Kys)
+Coxy1 cosh(Kps) + Dogi 1 sinh(Kys), k € [0,n]
(2.77)
Gokio(8) = Aspiocos(K,,s) + Baojyosin(K,,s)
+Coxq2 cosh(K,,$) + Dogyosinh(K,,s), k€ [0n —1]

avec A2k+1, B2k+1, 02k+1, D2k+1, A2]€+2, B2k+2, Cgk+2 et D2k+2 des constantes.

Pour trouver les pulsations propres, il faut obtenir une équation caractéristique a ré-
soudre. Dans le cas de la poutre homogéne, les conditions aux limites ont été utilisées
pour l'obtenir. Or, pour une poutre électro-mécanique, il n’y a pas 4 constantes a défi-
nir mais 4 X (2n + 1). C’est pourquoi il est nécessaire de rajouter des conditions afin de
définir toutes ces constantes, on parlera de conditions de continuité. En effet, les maté-
riaux piézoélectriques étant collés sur la poutre, on suppose qu’ils subissent les mémes
déformations que celles-ci. Ces conditions de continuité sont définies aux emplacements
des matériaux piézoélectriques, soit s = x1, $ = Ta,..., S = Topt1, C€ qui correspond aux
points de discontinuité de la déformée modale ¢(s) définie dans I’équation 2.74.

On a, pour les conditions aux limites, une poutre encastrée en s = 0 et libre en s = L,
soit :

$1(s=0) =0 (s =Ly) =0
et, (2.78)
¢i(s=0) =0 (s =1Ly) =0
s :I Tog—1 s = zop
---1 — o
T bori(s) 1 duls) | Gmera(s) o
(Blym)  Blam)y (Bl m)

FIGURE 2.7 — Schéma représentant le k*™¢ matériau piézoélectrique présent sur la poutre
électro-mécanique en configuration unimorphe. Les déformés modales ¢or_1, dor €t Popi1
sont définies pour s < Xk, S € [Tor_1,Tox] €t s > w9y Elles sont reliées respectivement a
(Edyps), (Elyspim) €t (Elp, ).

Quant aux conditions de continuité, dans le cas du k™ matériau piézoélectrique (cf la
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figure 2.7) entre ¢or_1 €t por, en s = x9,_1 on définit les conditions suivantes :

[ or_1(5 = Top_1) — Por(s = Top_1) = 0
be_1(8 = Tap—1) — Pop(s = g 1) = 0
2.79
E[(, /2/k:—1(5 = LEQk,l) — Efm¢gk(8 = xzk,l) =0 ( )

ELygy, (s = 2op—1) — Elyndy(s = xop-1) = 0

\

et celles entre ¢of et dopi1, €n s = g sont telles que :

[ Gor(s = @ap) — Pogr1(s = wap) =0

Pope(8 = Tap) — Py (s = w2k) =0
\ (2.80)

ElL, ¢ (s = wor) — Ely¢ty (s = 29x) = 0

| ELngh(s = o) — Bl (s = 295) = 0

En effet, on suppose qu’il y a continuité du déplacement, de la rotation, du moment flé-
chissant et de l'effort tranchant sur la déformée modale ¢(s) qui est découpée en 2n + 1
fonctions ¢y (s) (cf 'équation 2.74).

Ces conditions (Eqs. 2.78, 2.79 et 2.80) permettent de définir le probléme matriciel sui-
vant :

A
By
M, (w,x1,..., T, Ly) =0 (2.81)
Cont1
D2n+1
avec :
C, o o Cani1
CC(Kyz) —CC(K,,x (0 (0
o |G Homsn) , (2.82)
o O . CC(Kp,x2,) —CC(Ky,xa,)
ot O est une matrice 4 x 4 remplie de 0, et :
1 010
01 01
C, = 000 0 (2.83)
0000
comprend les conditions aux limites en s = 0,
0 0 0 0
C B 0 0 0 0 (2.84)
LT K2 cos(KyLy) —KZsin(KyLy) K?cosh(KyLy) K sinh(K,Ly) '

KPsin(KyL,) —Kpcos(KyLy) K sinh(KyL,) K cosh(KyLy)
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correspond aux conditions aux limites en s = Ly,
cos(Kx) sin(Kx) cosh(Kx) sinh(Kz)
— K sin(Kx) K cos(Kx) K sin(Kz) cosh(Kx)

CC(K,z) = —K?FElcos(Kz) —K?FElsin(Kz) K?*EIcosh(Kx) K?FEIsinh(Kz)

K3EIsin(Kz) —K3EIcos(Kx) K3EIsinh(Kz) K3EI cosh(Kz)
(2.85)
avec ET possédant le méme indice que K (b ou m) dans la matrice CC, il s’agit des
conditions de continuité.
Ainsi, on obtient I’équation caractéristique permettant d’identifier les pulsations propres
grace a :

det( M, (w,x1,...,T25,Lp)) =0 (2.86)
Il est mis en évidence que les pulsations propres du systéme électro-mécanique dépendent
des positions des matériaux piézoélectriques au travers de zy, g, ... Ta,41 (cf la figure
2.1).

Pour obtenir les déformées modales, de la méme maniére que précédemment, on supprime
la premiére ligne et la premiére colonne de la matrice M, (w,21,...,x2,,Lp), afin d’obtenir
un nouveau probléme matriciel. En résolvant ce nouveau probléme, on obtient toutes les
constantes Ay, By, Cy et Dy (avec V — 1,2,..2n + 1) en fonction de A;. Puis, par une
normalisation par la masse de la fonction ¢(s) (cf 'équation 2.73), on obtient A;.
Grace a 'obtention des pulsations propres du systéme et de ses déformées modales asso-
ciées, la réduction des équations du systéme sur des modes d’intéréts peut étre effectuée,
afin de résoudre ce systéme pour obtenir ses points d’équilibre.
En effet, si le systéme ne posséde pas de résonance interne, on peut supposer que seul le
mode excité directement s’exprime, et projeter le systéme dynamique sur ce mode uni-
quement. Si des résonances internes existent entre plusieurs modes, on réduit le systéme
sur les modes concernés par la résonance interne. Ces suppositions sont faites par analogie
avec le cas linéaire ou seuls les modes forcés répondent, et par extension "faiblement non
linéaires", que seul les modes non linéaires couplés par la ou les résonances internes ré-
pondent également. Il s’agit d’une approximation pré-supposée. Cette hypothése permet
de bénéficier des avantages de méthodes analytiques approchées permettant une descrip-
tion de la dynamique.
Dans le cas de la poutre homogéne seule, on a remarqué que des résonances internes
entre certains modes propres étaient quasiment obtenues (cf le tableau 2.2). On suppose
qu’utiliser la présence des matériaux piézoélectriques pour réaliser pleinement ces réso-
nances 1 : 2 et 1 : 3 est possible. En effet, on émet ’hypothése qu’il existe une position
particuliére des matériaux piézoélectriques (au travers de xq, 3, ... To,41) pour laquel on
peut ajuster les pulsations propres afin d’obtenir des résonances internes. Les équations
dynamiques du systéme composite obtenues dans la partie précédente présentant des non
linéarités quadratiques et cubiques, cela pourrait mener a des comportements d’échanges
d’énergie entre les modes couplés par les résonances 1:2 et 1: 3.
Dans la sous-partie suivante, on présente une résolution par la méthode des échelles mul-
tiples des équations dynamiques réduites afin d’obtenir les points d’équilibre quand :

— un seul mode est excité directement, il n’y a pas de réponse multimodale ;

— deux modes sont en résonance interne 1 : 3;

— deux modes sont en résonance interne 1 : 2.
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2.2.2 Etude de la dynamique sur un petit nombre de modes :
réduction de modéle sur un et deux modes

L’objectif de cette partie est double. On veut d’une part, observer les effets des coeffi-
cients d’ordre 3 et 4 supposés dans la fonction de densité électrique H (€p,E) (cf 'équation
2.22), et d’autre part décrire les réponses fréquentielles du systéme dynamique forcé dans
le cas de résonance 1 : 2 et 1 : 3 pour vérifier s’il existe des phénomeénes d’échanges d’éner-
gie.

Dans le premier cas, on étudie le systéme en le projetant sur un seul de ces modes (en
supposant qu’il n’y a pas de réponse multimodale du systéme), et dans le deuxiéme cas,
en le projetant sur les deux modes en résonance interne.

Pour résoudre les équations en temps, on utilise la méthode des échelles multiples (Nayfeh,
1979), pour différencier plusieurs échelles de temps : une échelle de temps rapide ¢, et des
échelles de temps lentes %1, to, ... cf les équations 1.15 et 1.16, ol € est un petit parameétre
arbitraire caché et 0 < e < 1.

Menons donc les résolutions par la méthode des échelles multiples sur les systémes réduits
a un mode et & deux modes, en commencant par le cas a un mode.

Résolution du cas a un seul mode

On suppose que seul un mode est excité : le 78, alors la fonction spatio-temporelle
v(s,t) de I'équation 2.60 est supposée telle que :

v(s,8) = 6+(s)r+(1) (2.87)

On suppose que les autres modes de la structure ne s’expriment pas, ou ont une ampli-
tude négligeable, ceci permet d’obtenir les équations réduites du systéme sur le seul mode
d’intérét 7. On effectue la résolution dans le cas d’une poutre homogeéne et dans le cas de
notre systéme électro-mécanique de poutre avec matériaux piézoélectriques.

o Cas de la poutre homogéne

Par projection sur ce mode principal, I’équation dynamique se réduit ainsi :

—~
P () + prre (1) + wir,(t) + Frw? cos(wt) = 8,72 + Trrp (8) 1 (1) (2.88)
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avec :
Ly
Hr = Cy 9257(5)2 ds
0
Ly
F,.=F o-(s) ds
0
Ly ,
w?=FEI, b:(5) b, (s) ds (2.89)

0

5, = ~EI, / BL()(6L()6()) Vs (5) ds

ro== [ [ [0 as astots) as

On suppose que la poutre est excitée par une amplitude de déplacement constante
F qui correspond a une excitation latérale de la base par un déplacement F' cos(wt).
Pour résoudre cette équation via une méthode des échelles multiples, le temps est
découpé en plusieurs échelles de temps cf les équations 1.15 et 1.16. Mais, en plus du
temps t, il faut également scinder la variable r,(¢) en fonction du petit paramétre
€ selon :

rr=eri+erg+edry+ ... (2.90)

Pour résoudre les équations, on pose des hypothéses sur les constantes de I’équation
2.88 :

fr = € fig
F,= & F; (2.91)
W= wteo

avec o un parameétre de modulation autour de la pulsation propre d’excitation w.
La résolution par la méthode des échelles multiples donne a O(e) :

Diry +w?r; =0 (2.92)
D’ou :
1 (to,tl,tg,...) = A(tl,tg,...) exp(iwto) + Z(tl,tg,...) exp(—iwto) (293)

avec A le complexe conjugué de A.
Ensuite, & O(€?), on a :

Dg’f’g + w2r2 == —2D1DOT1 (294)
La partie séculaire de I’équation donne :
DlA(tl,tQ,...) == O (295)

Ainsi, A(ty,ts,...) ne dépend plus de I’échelle de temps t1, on a donc A(ta,...).
Et, la solution particuliére est :

ro(to,...) = 0 (2.96)
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A O :
D%T‘g + w27“3 = —2D2D07’1 — ILLQDQ?"l + 57-7':1)) — 20.)0'7'1
(2.97)
+0, (D2 (r?))ry — Fyw? cos(wt)
Les termes séculaires donnent 1’équation suivante :
Fyw? ) . 2 27
0=— — 2iw Dy A —2(20 —ipg)w A+ (30, — 4wl )A°A (2.98)
Et, on a :
4 2FT - 57- . — .
ry = w8—2(A3 exp(3iwty) + A° exp(—3iwty)) (2.99)
w
La forme polaire du complexe A(ts,..) s’écrit :
Altg,..) = |a(ta,...)| exp(if(ts,...)), (Jal,#) € R (2.100)

En séparant la partie réelle et la partie imaginaire de 1’équation 2.98, on obtient :

Fswsin(0) — 2us |al

Dolal = 1
(2.101)
Do — 3F3w? cos(f) + 4wo |a| + (4wol, — 66,) |al?
T dwlal
Les points d’équilibre du systéme sont trouvés pour :
DQ’G,| =0
DyA & (2.102)
D= 0
ce qui impose :
cosd — 2|a|(—20w + (36, — 4w°T;) |a])
F3(U2
(2.103)
. 242|al
0 =——
sin Fow
Via Péquation triviale cos(6)? + sin()* — 1 = 0, on déduit :
0= —Fsw"+4(u + 40?)w? |al?
(2.104)

(64T 2 = 486, )wor Jaf* + 4(30, — 47T, Jal°

qui est une équation de degré 3 en |a|?, dont les solutions peuvent étre connues
analytiquement grace a la méthode de Cardan. On ré-intégre les hypothéses des
équations 2.90 et 2.91 pour récupérer les constantes de I’équation 2.88. On élimine
ainsi le parameétre caché e qui nous a permis de résoudre ces équations. Il faut
également prendre en compte une hypothése cachée qui est que 'amplitude |a,,|
est O(e) puisque 7. = ery + ... (cf P'équation 2.90). On obtient :

0= —Fuw'+4(u2 + 4w —w,)?)w? |an,]?
(2.105)
+16(w — w, ) (30, — 4w T )w |am|* + 4(30, — 4w?T;)? |am|®
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Et, d’apres les équations 2.90, 2.93, 2.99 et 2.100 :
40°T, — 0. . .
e o7 ||’ exp(3i6) exp(3iwto) + e (2.106)

A partir de ces équations, il est possible de trouver la courbe squelette de la réponse
dynamique mais aussi de statuer sur la stabilité des points d’équilibre.

r. = |a,,| exp(if) exp(iwty) +

e La courbe squelette de la poutre homogéne

La courbe squelette, dite "backbone curve", est la courbe sur laquelle s’appuie
les réponses forcées (w,|a,|), avec w € [Wimnin,Wmae] autour de la pulsation propre
w,. Pour obtenir I’équation de la courbe squelette, il faut éliminer ’amortisse-
ment et la force extérieure, i.e. F; = 0 et p, = 0. L’équation 2.105 se simplifie
alors de la maniére suivante :

0 = 4|am|*(36; — 4w’T;) (4w — wy)w + (36, — 4w?T;)|ay,[?) (2.107)
Il existe deux solutions en |a,,|, la solution triviale |a,,| = 0, ou la solution :

dw(w, — w)
30, — 4w?T

On remarque ici que les solutions positives dépendent du signe du dénominateur
(36 — 4w?T'; # 0) et du positionnement de w par rapport a w,. Ainsi, ceci
confirme qu’on a une courbe squelette qui commence & w, avec soit :

— |am| # 0 si w > w,, ce qui correspond & un comportement raidissant,

— |am| # 0 si w < w,, ce qui correspond & un comportement assouplissant
En général, pour une poutre encastrée-libre, le premier mode est raidissant et
tous les autres sont assouplissants.

a2 = (2.108)

e Obtention des zones d’instabilité dans le cas d'une poutre homogéne

Pour trouver les zones instables, on linéarise le systéme autour de son point
d’équilibre (6,|al) tel que :

lal - — la] + dla|

(2.109)
0 — 0490
On obtient le probléme d’évolution gouverné par la Jacobienne Jp; :
dlal dal 0
D, + Jp1 = (2.110)
00 00 0
avec :
— o (—2wo + (36, — 4w°T,) |al?) |al
2 2w
Jp1 =
2wo + (12wl — 94,) |a|? 2
2w |al 2
(2.111)
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en utilisant I’équation 2.103, le signe des parties réelles des valeurs propres de
Jp1 donne les zones d’instabilité de la réponse (6,|al).

o Cas de la poutre électro-mécanique

Dans le cas de la poutre électro-mécanique, par projection sur le mode ¢, certaines
constantes de 1’équation sont de la forme :

Jo! <Hp(8)9(8))”¢7(s) ds (2.112)

avec g(s) une fonction quelconque. Les fonctions [ (s) et /\(s) sont définies entre
x1 et To,41 (cf 'équation 2.39), avec x7 > 0 et x9,11 < Ly, ce qui implique :

[I,(s=0)=0, [I,(s=1Le)=0
As=0)=0, A(s=L)=0 (2.113)
N(s=0)=0, N(s=Ly)=0

Par des intégrations par parties, on obtient :

FEL(9)9()) n(s) ds = [(u () ())’qu( >} b
B (1L (9)9(5)) 6L(5) ds

Lo (2.114)
+ 5" ¢"( ) ds
= fsesm 9(s)@7(s) ds

Les équations a résoudre, en projetant sur le mode principal ¢, sont les suivantes :

=
Fr A+ petr + Wi + Fow?cos(wt) = 6,02 + T, 12 rp 4 Bor?
2.115
+O,1,V + O3V + AyV ( )

+Ayy V2

Q = ATT'T + Avv + A.,-.,-’I”Z + A.,-Vr.,-v + Avvv2 + ATTTTE + AVVVV3 (2116)

avec 0, w?, F,, 0, et I'; comme dans 1'équation 2.89, mais avec EI}, et u, qui
dependent desormals de s et des équations qui s’intégrent par parties sur s € S,,
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et s €8, et :
Gr = —3Hc<c/ ¢7°(s) ds
SGSm
®TV = _2HCCV ¢Z2(8) ds
SESm
3 12 /!
Orrv = —Hey §¢T (s)¢7(s) ds (2.117)
SESm
Ay = —Hey ¢7(s) ds
sESm
Ayy = —H<VV/ ¢7(s) ds
s€ESm
I G
s€ESm
Ay = Qv (xe — 1)
A= Qe [ 0o ds
SESm
_ 1
Ay = Qcv /sesm ¢7(s) ds (2.118)
Ayy = vi/ ds
SGSm

Arrr = & /  HE)02) ds

Avvy = Qvvy / ds

SESm
Plusieurs cas de circuit peuvent étre pris en compte, par exemple les deux circuits
"extrémes" : le circuit fermé (V' = 0) et le circuit ouvert ( = 0). On peut éga-
lement choisir de relier les matériaux piézoélectriques & un circuit électrique, ici
composé d'une simple résistance R. On a donc la relation suivante entre la charge
électrique () et la tension V' des matériaux piézoélectriques :

Vv
R
Comme précédemment, des hypothéses d’échelles doivent étre prises sur les va-

riables en temps que sont r, et V. Pour € > 0 un petit paramétre arbitraire, on
pose :

Q= (2.119)

rr= €eri+erg+edry+ ...
(2.120)
V= eVi+eVo+eSVi+ ..
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On pose des hypothéses sur les paramétres des équations 2.115 et 2.116 :

Hr = € U2
FT = 63 F3
(2.121)
AV = 62 AQ
w,= wH+eo

Il s’agit des mémes hypothéses que pour le cas de la poutre homogéne. Comme le
terme Ay V est considéré comme un "forcage" piézoélectrique, on le met au méme
ordre que le forcage extérieur F.
On prend en compte les trois types de problémes électriques proposés précédem-
ment pour la poutre électro-mécanique :
— Circuit fermé (V' = 0)
Ce probléme se rapproche du cas de la poutre homogéne, la seule différence
étant la présence d’un terme quadratique avec la constante [3;.
— Circuit ouvert (Q = 0)
La principale différence attendue entre le circuit ouvert et fermé est une mo-
dification de la pulsation propre du systéme. Les développements analytiques
devraient permettre d’estimer ce changement de pulsation.
— Circuit composé d’une résistance R (Q = V/R)
Ce cas de circuit nous permet de prendre un compte un probléme avec des
constantes complexes, ce qui n’est pas le cas des deux cas précédents.
On résout le probléme le plus complet, celui avec la résistance R. Dans ce cas du
circuit électrique impliquant une résistance on a le systéme d’équations suivant :

=
Pyt ity + W2y + Frw?cos(wt) = 6,73 + T, 12 o+ Bor?

2.122
+O, vV + @TTvT?_V + AyV ( )
+Ayy V2

V . . ) i :
B= Arr + AV + 20 7 + Ay (7. V 41, V)
(2.123)
—|—2Avvvv + 3/\7-7-7-7.”7-7’72. + 3AVVVVV2
A Ofe) :
Diry +w?r; =0
(2.124)
Vi
AvDo‘/l - Y = _ATDOT].
R
D’ou :
r1 = A(ty,ts,...) exp(iwty) + cc
(2.125)

Vi = L1A(ty,ts,...) exp(iwty) + cc
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avec : AvwR 4 i
—N\yW 7
_ AveER TN .
Li= o+ R (2.126)
A O(?),on a:
Diry +w?ry = =2DoDyry + Brr? + Ay Vi + Apy V7P
\% 2.127
Ay DoVs — EQ = —(2A;;m1 Dory + Ar Dory + Ay (r1 Do Vi + Dori Vi) ( )
+2Ayy ViDo Vi + A Dy + Ay Dy V)
ce qui impose :
DlA(tl,tQ,...) == O (2128)

avec I'amplitude A(ts,...) qui ne dépend pas du temps t;, et :
ry = NoA? exp(2iwty) + NesAA + /T/’sz exp(—2iwty)

Vo = LyA?exp(2iwty) + cc

ou :
Br + Arv Ly + Ayy L3
No= —
3w?
N 28; + Apy (L1 + L1) + 2Apv L1L,
cs T w2
L= _9R Awls + Arrw + ATVw,/‘Jl + Ayywl?
2AvwR + i
A O :
Dirs + w?rs = —2DyDyry — paDory + 0,73 + 23,7179 — 2wory

‘|—F7—D8(7’%)7’1 -+ AQ‘/l + ATT\/T%% -+ ATVTQ‘/I

+Aryr1Va 4 2A8yy Vi Vs + Faw? cos(wt)
On obtient alors :
ry = N3 A® exp(3iwty) + cc
avec :

N - _57' - A7'7'V£1 - 267-/\/’2 - ATV(»CINQ + £2) - 2AVV£1£2
3 =

8w?

L’élimination des termes séculaires donne 1’équation suivante :
F3w2
2
+A%A (35T + Z - 4w2F7)

0= + DAoLy A —2iw DyA —ipow A —2wo A

(2.129)

(2.130)

(2.131)

(2.132)

(2.133)

(2.134)
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avec :
Z= 20 v (L + L) +28,(Na 4+ Neg) + Ay (LiNa + Lo + L1N)  (2.135)

De la méme maniére que précédemment, on suppose que le complexe A s’écrit
comme dans I’équation 2.100, en séparant partie réelle et partie imaginaire, on
obtient :

1 .
Dslal = o ( — Fyw?sin(0) + 2(AsLy; — pow) |a| + 2Z; ]a|3)>

1
4wlal

(2.136)

Db = ( — Fw?cos(f) + 2(2wo — AgLy,) |al

+(8w?l, — 64, — 22,) |a|3>
avec les indices r et i représentant respectivement la partie réelle et la partie
imaginaire du coefficient Z et du coefficient L.

Les points d’équilibre sont & nouveau décrits par I’équation 2.102, ce qui nous
permet d’exprimer cos(f) et sin(6) tels que :

2|al

cos(f) = — ((AgLy, — 2wo) + (30, — 4w?T; + Z,)|al?)
F3(U2

(2.137)

sin(®) = 29 (Aglys — o) + Zilaf?)

F3w2 (3 K3
L’équation cos(6)? + sin(6)? — 1 = 0 donne :
0= (AL + £2) — 200(Cup + 2L100) + 718 + 4% ) ol
+8< - ,UQWZi + A2(357'£17‘ - 4w2£1TrT + ﬁlzzz + CITZT)

(2.138)

+ow(8w T, — 22, — 6(5T)> lal*
—|—4((35T + Z, — 4wT,)% + Zf) la|® — Fw?

ce qui est & nouveau une équation de degré 3 en |a|*.
En ré-injectant les hypothéses de la méthode des échelles multiples pour éliminer
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le parameétre fictif €, elle devient :
0= 4(AHEL + L)+ 2+ 4o = )
—2Ayw(Lyipr + 2L (wr — w))> |G |?
+8 (8w3FT(wT —w) + w68, +22,)
(2.139)

—|—Av(3(57—£17~ — 4£1TCU2FT + ElzZz + Elrzr)

—w(66,w; + 1 Z; + QwTZr)> | |*

+4((35T + Z, —40°T,)% + Z?) lam|® — F2w?

Il est possible de tracer les points d’équilibre de la poutre électro-mécanique a un

mode a partir de cette équation.

Comme précédemment, trouvons la courbe squelette et identifions 1'instabilité des

points d’équilibre.

e La courbe squelette du cas électro-mécanique avec une résistance R

A partir de I'équation 2.139, on peut obtenir la courbe squelette du cas électro-
mécanique. Comme précédemment, pour obtenir la courbe squelette, on élimine
I’amortissement et la force extérieure, i.e. u, =0 et F, = 0.

L’analogie mécanique d’une résistance est un amortissement, elle doit étre éli-
minée des équations également. Si la résistance n’est pas éliminée, I’équation
d’ordre 2 en |a,,|*> donnant 'équation de la courbe squelette posséderait des
solutions complexes. Or, ceci n’est pas possible car |a,,| est un réel.

Dans l'équation 2.123, si on multiplie par R, puis on pose R = 0, on obtient
V = 0. En effet, la courbe squelette correspondant au cas d’un circuit électrique
avec une résistance est la méme que celle du cas du circuit fermé. V' = 0 impose,
d’aprés les équations 2.120, 2.125 et 2.129, £, = 0 et L5 = 0. Cela simplifie les
expressions de Ns et N, (cf Péquation 2.130) telles que :

_ Br
N = 3w?
(2.140)
25,
Ncs - BQ
w
et Z devient :
Z =20,(Ny+ Ne) (2.141)
donc Z;, = 0.
L’équation 2.139 devient :
0 = 4|an|*Cw(w — w,) + (30, — 4T, + Z,)|an|?)? (2.142)
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|a,,| = 0 est une solution triviale, on a :

2w(w, —w)
30, —4w?l', + 2,

| |* = (2.143)
La seule différence avec 1’équation 2.108 de la courbe squelette de la poutre
homogéne est la présence de Z,.

Ainsi, la pulsation propre n’est pas "décalée", la courbe squelette commence &
w, la pulsation propre de la structure en circuit fermé. Et, il existe un coeffi-
cient critique pour lequel le dénominateur s’annule, i.e. Z, = 4w?I'; — 36, et
on obtiendrait une amplitude |a,,| "infinie". Ce phénoméne non physique nous
fait remarquer qu’il existe un domaine de validité des développements effectués
précedemment. En effet, il est impossible de diviser nos équations par 0, ainsi, si
le dénominateur s’approche d’une valeur seuil faible, la seule solution physique
possible devient |a,,| = 0. Ce probléme pose une question sur le raccordement
entre |a,,| # 0 et |a,| = 0.

Etudions tout de méme le phénoméne autour du dénominateur nul : quelles
modifications apportent le changement de signe de ce dernier 7 D’aprés ’équa-
tion 2.141, Z, contient le coefficient 3,, qui est lié¢ au coefficient non linéaire
piézoélectrique s117 (la non linéarité inertielle du matériau piézoélectrique).
On montrera dans la partie vérification numérique, que la valeur de ce coeffi-
cient peut mener & un comportement raidissant ou assouplissant de la structure,
par rapport a sa valeur critique pour laquelle il annule le dénominateur. Ce co-
efficient est un coefficient inhérent aux matériaux piézoélectriques, il n’est donc
pas possible de le modifier expérimentalement.

e Obtention des zones d’instabilité pour la poutre électro-mécanique avec une
résistance R

Comme vu précédemment, on perturbe le point d’équilibre (6,]a|) avec les équa-
tions 2.109 et 2.110 pour obtenir la Jacobienne J,,1 :

1 Imi,11 Imi,12
1 = — (2.144)

Imi2r JImi22

avec

Imia1 = Doly; — plow + BZi‘a|2

Imige = (AsLly, — 2wo + (36, — 40T, + Z,)|al*)|a|

AgLy, — 2wo + 3(36, — 4T, + Z,)|al? (2.145)

lal

Imi21 =

Imi22 = DAoLy — plow + Zi|a|2

On s’intéresse au signe des parties réelles des valeurs propres de J,,; pour étu-
dier la stabilité des points d’équilibre (6,|a|).
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o Le cas du circuit fermé 'V =10

Pour un circuit fermé, on a V' = 0, donc d’aprés les équations 2.120, 2.125
et 2.129 on obtient £; = 0 et Lo = 0 et ainsi Z = 23, (N3 + N.,). Pour finir :

Nes
2

r. = |m|? + || exp(i0) exp(iwty)

F NG| |? exp(2i6) exp(2iwt) (2.146)
+N3|am|? exp(3i6) exp(3iwty) + cc

avec Ny et N, de I’équation 2.140, et :

B f2 — 20,w? + 4wT',

N 8w

N (2.147)

L’équation 2.139 devient :
0= —F2u' + 4022 + 4w — wr)?) Jan]?

+16w(w — w, ) (36, — 4w, + Z,.) |am|* (2.148)

+4(36, — 4T, + Z,) |am|®

Les remarques sur la courbe squelette sont les mémes que précédemment.
o Le cas du circuit ouvert () = 0

Par rapport au cas du circuit résonant, dans le cas du circuit ouvert les constantes
complexes L1, Lo deviennent réelles telles que :

A
L= —-C
1 Ay
(2.149)
Lo= —
Ay
On a méme 'apparition d’un terme supplémentaire sur V5 tel que :
LCS A .
Vo = L5A% exp(2iwty) + 5 AA+ LA% exp(2iwt) (2.150)
avec : A A > A
£ = P+ 2+ Ny (2.151)
Ay
Les constantes N, N, et N3 deviennent :
N = 257 + Avv£§ +O.vLy
w
N, — Br + Avv LT+ Orv Ly
2= = 3002 (2.152)
1
Ny = _W((;T + 2Avy L1 Ly + 26Ny — 4T,

W
+O0,v L1 + Oy (Lo + NoLy))
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Et, 'équation 2.139 se transforme en :
0= 4(A%L? + W (12 + 4(w — w,)?) +4AV Liw(w — wy)) |am|?
+8(Ay Ly + 2w(w — w,)) (30, — 4w Ty + Z) |am|* (2.153)
+4(36, — 47T, + 2)? |am|® — F2uw*
avec Z une constante réelle telle que :

Z = 2AyyLi(Ly+ Los) + 26, (No + Ney)
(2.154)
+3L107,v + O (L1 (N + Ng) + Lo+ Les)
En éliminant F, et u., on obtient :
0 = 4|an>(2w(w — w,) + AvLy + (36, — 4T, + 2) |am|?) (2.155)

La courbe squelette est alors donnée soit par |a,,| = 0, soit par :

20w —wr) + AvLy

|apm|? = - (2.156)
30, —4w?l', + Z
On peut alors faire deux remarques :
- au numérateur, on ne passe plus par 0 en w = w,, mais en
wr + /w2 —2Av L
w, = . at (2.157)

2

On a bien, comme indiqué précédemment, une modification de la pulsation
propre dans le cas d’un circuit ouvert, qui est due au coefficient de couplage
piézoélectrique d3; (Trindade and Benjeddou, 2009) présent dans les constantes
Ay et Ly (cf 'équation 2.149). C’est pourquoi ce coefficient de couplage est
souvent estimé en comparant la pulsation popre d’un systéme couplé de poutre
avec matériaux piézoélectriques reliés & un circuit ouvert, & celle d’un systéme
relié & un circuit fermé.

Une question se pose sur 1’équation 2.157 : est-il possible d’obtenir une pul-
sation complexe, i.e. d’avoir w? — 2AyL; < 07 Pour des questions d’ordre de
grandeur de nos coefficients, ceci n’est pas possible. En effet, Ay L, = O(e) car
Ay = O(e), alors que w? = O(1), on a donc w? >> Ay L.

- au dénominateur, il existe cette fois plusieurs coefficients non linéaires pié-
zoélectriques (contenus dans Z de I'équation 2.154) qui sont critiques pour un
passage d'un comportement raidissant a un comportement assouplissant de la
structure. A nouveau il s’agit de coefficients intrinséques au comportement non
linéaire matériel du matériau piézoélectrique qui ne sont pas modifiables direc-
tement expérimentalement.
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Cette partie a permis de mettre en avant 'effet des parameétres non linéaires dans le cas
ou un seul mode de la structure prédomine la réponse. Les développements analytiques
permettent le tracé des courbes fréquentielles forcées et leur courbes squelettes associées.
Les zones instables des solutions périodiques peuvent aussi étre identifiées.

Le comportement de la structure sur un mode, i.e. en ne supposant pas un comportement
multimodal de la structure a donc été obtenu. Dans la partie suivante, les développements
analytiques s’intéressent a des cas multimodaux & deux modes en résonance interne. On
se focalise sur la dynamique du systéme lors de la présence de résonances internes 1 : 2
et 1 : 3, au vu des non linéarités quadratiques et cubiques identifiées dans les équations
du systéeme. On suppose alors que la réponse du systéme est composée des deux modes
impliqués dans la résonance interne.

Dans un premier temps, on se concentre sur le cas de la résonance 1 : 3.

Résolution d’un cas a deux modes : résonance 1 : 3

e (5}

Soit deux modes, le n®™ mode et le m®°, en résonance interne 1 : 3 tels que :
Wy = 3w,. Supposons que le mode inférieur (i.e. le n®™®) est excité, a cause de la résonance
interne on suppose que le m*™° mode est également excité autour de w ~ w,. D’ailleurs,
on suppose que le déplacement de la poutre dépend exclusivement de ces deux modes tel
que la variable spatio-temporelle v(s,t) s’écrit :

v(8,t) = Gn(8)rn(t) + dm(8)rm(t) (2.158)

On réduit le systéme d’équations du mouvement sur ces deux modes d’intéréts. Le systéme
d’équations est ensuite résolu, par une méthode des échelles multiples, dans le cas de la
poutre homogéne sans matériaux piézoélectriques et avec. En effet, la résonance interne
1 : 3 peut étre activée dans le cas d'une poutre homogéne seule et de la poutre électro-
mécanique qui présente toutes les deux des non linéarités cubiques. On veut également
pouvoir comparer les comportements avec et sans matériaux piézoélectriques de la poutre.
Le cas de la poutre homogeéne seule est donc résolu dans un premier temps.

o Cas de la poutre homogéne

En projetant sur les deux modes n et m, dans le cas d’une poutre homogene,
les équations du systéme deviennent :

Fro + finTn + w2ry + Fuw? cos(wt) = GppntS + OpnmT27m
2 3
F0nmmTnT i + OmmmT,

+ThnnnTn 7}2L +TrnmTn TnTm (2159)

2 2
+Tnmmrn T +Tmnnrm (%

/\\ 2
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LINEAIRE

Frn + T + W7 + Fraw? cos(Wt) = Qunn”™ + Qunm2Tm

2 3
+anmmrnrm + Ommm T,

.
AT nn 72 AT T Tnlm (2.160)

n

2 2
+mmtn 1oy Al T,

ol les termes des équations sont définies dans I’annexe 5.2.

Afin d’identifier les points d’équilibre des équations dynamiques électro-mécaniques,
on utilise & nouveau la méthode des échelles multiples. Pour cela le temps ¢ est dé-
composé en plusieurs échelles de temps (cf 'équation 1.15), de méme pour les
dérivées partielles en temps (cf 'équation 1.16). Il faut également découper les
variables de temps r,(t) et r,,(t) en fonction du petit paramétre e telles que :

T = 6Tn1+€2 rn2+e3 Th3y + ...
(2.161)
Ty = erm1+62 rm2+e3 Tm3 + ...

Pour pouvoir résoudre les équations, il faut également poser des hypothéses sur les
constantes de I’équation 2.88 :

Mn, = e Hn2
fon = € fim2
Fn = 63 an
(2.162)
Fm = ¢ Fm3
w = Wy, + o
W = 3wy, + € 09

avec o et g9 des parameétres de modulation autour respectivement des pulsations
propres wy, et wp,.
La résolution par la méthode des échelles multiples donne a O(e) :

2 2 _
Diryp +wirp =0

(2.163)
Dngl + W?nrml =0
ce qui impose :
rn1r = A, expliwgto) + cc
(2.164)
rm1 = Apmexp(iwnty) + cc
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2.2. RESOLUTION DE SYSTEMES REDUITS : ANALYSE MODALE ET

FREQUENTIELLE
A l'ordre supérieur, on obtient :
D3rpe + w2ryy = —2D1 Dorpy
(2.165)
Dirma + w2 w1 = —2D1Dorpmy

Les termes 2D, Dyr,,; et 2D1Dgyr,,; sont des termes séculaires qui imposent :

DlAn = 0
(2.166)
DlAm - 0

Les amplitudes complexes A,, et A,, ne dépendent donc pas du temps t;, et les
solutions particuliéres sont :

Tno = 0
(2.167)

T'm2 — 0
AOE):

D(%rn3 + wirnS = _2D2D0rn1 - Mn2D0rnl + 6nnnr§11 + 5nnmr72ﬂrm1
+5nmmrn17}2nl + 5mmm71?n1 + 7—mmm'rmll)g (7",2711)
—f—Tmanmng (Tmlr'rﬂ) + TmnnrmlD(Q)(rer)
(2.168)

+Tnmmrn1 D(Q) (sz ) + TnnmTnl D(Q) (rml Tn1 )

+Tnnnrn1D(Q)(TTQLI) + anwi COS(wt)

D(Q)TmS + w%lrmii = _2D2D0Tm1 - ,quDOTml + Oénnn'rgl
+Ofnnmrr211Tm1 + anmmrnlrznl + Omengﬂ
+memrm1D(2)(7a72nl) + menrmng(rmlrnl)
(2.169)
AT w1 D3 (17n1) + Do 1 D (1721

‘I’anmrnl D(% (rnlrml) + annrnng (rrzzl)

+ Fpaw? cos(wt)
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Les termes séculaires sont, avec les hypothéses de résonance interne :

2
21w, Dy A,, = % w3 €xp(iots) — ipipawn Ay,

+Aizn(35nnn - 4("}7217—7"1”)

_’_Amzi exp<i02t2)<6nnm - 4(*}7217—7717171 - (wm - wn)ZTnnm)

i DaAry =  —iflmawim A + A2 A (3mmm — 40T mm)

+A3 exp(—ioats) (Qnpn — 42T pnn)

(2.170)

On a ’apparition de termes exponentiels en oty et ooty dus aux modulations autour
des pulsations propres. Afin d’éliminer le temps ¢ dans nos équations, on pose :

A, = a, exp(iots)

(2.171)

A = amexp(i(30 — o9)ts)

Puis :

An =  Pn + iQTLv (pnv(Zn) eR

(2.172)

Um = Dm + iGm, (Pm,gm) € R

On sépare les parties réelles et imaginaires des équations séculaires précédentes, on

obtient ainsi les expressions de Dop,,, Dsq,, Daop,, et Dog,, suivantes :

—1

E (annpn + 2(("}7% - QWnW)Qn

Dapy, =
+2((wz, + wWi) Timnm = Onmm) @ (P, + 42)
+2(nnm — (Wi = Wn)*Tunm ) PmPnn
+ (4w Tnn = 30pnn) (D + €37)

+(6nnm - (wm - wn)QTnnm)Qm(Qg - pi))

(2.173)
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(_W%Fn - QIuanQn + 4((")72; - an)pn

+4((w2 4+ W) Tnm = Onmm )P (P2, + ¢2,)

—f-(&x}%ﬂmn - 65nnn)pn<p37, + qu)
—|—2(5nnm — (wm - Wn)27—nnm)pm(Qr2L - pi))

D2pm = (wampm + z(w?n - 3wmw)qm

2€3w,,

+ 4w2 mem_gammm m 2 + 2
(4w, )am (P, + a7,) (2.175)

+(annn - 4W2Pnnn)Qn(qr2L - 3p3)

+2((wz, + w2)(Tnnm + Tomn) = Cnn )@ (D7 + 432))

2y — (= Wi Gm + 2(w3 W w)Dm

263w,

+ 40.)2 mem_3ammm m 2 + 2
(dewr, )Pm (P + i) (2.176)

+(4wgfmm - anrm)pn(p% - 3(]721)

Les points d’équilibre de la dynamique correspondent a :

( D2pn = 0

DQAR = 0 DQqn = 0
N (2.177)
DQAm =0 D2pm =

e}

o

\ D2qm =
La résolution de ces équations permet d’obtenir :

T = €A, exp(iwntoy) + cc + O(€?)
(2.178)
T = €A exp(iwmto) + cc + O(€)

¢ mode et du m®™me

On en déduit les amplitudes des harmoniques 1 et 3 du n®™
mode telles que :
T, = €a, exp(iwty) + cc + O(€)
(2.179)

T = €am exp(3iwty) + cc + O(e3)

29



CHAPITRE 2. MISE EN PLACE DU MODELE ELECTRO-MECANIQUE NON

LINEAIRE

o Cas de la poutre électro-mécanique

Aprés avoir résolu le systéme de la poutre homogéne seule, on s’intéresse au cas de
la poutre avec ses patchs de matériaux piézoélectriques.

En projetant sur ces deux modes, dans le cas d’une poutre électro-mécanique aveec
un circuit résistant (QQ = V/R), les équations du systéme deviennent :

s : 2 2 3 2 2
P+ nTn + wirn + Frw? cos(wt) = Onnns + OnnmTaTm + OnmmTnT oy

3 2
FommmTy, + TannTn T

/-/\\ 2

2 =

FTmmmT™m 7’31 +Bnn7n721
+BmmT e 4 BrnTmTn
+O0,vr,V + O, vrmV
(2.180)
—|—@nnv7”7%v + @mmngnV
+@nmv’l"n7'mv -+ Av€2v

+AyyV?
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Frn + T + Wi T + Fraw? cos(Wt) = QuunT™ + Qunm2Tm

2 3
+anmm T, + Emmm T,

=~
2 =
= h
+lmmTn Try FLlmnn™m T,

3~ (2.181)

~
+anmrm T'nT'm +memrm T
2 2

+CnnTp + Cnm T,
+€nmrn7ﬂm + :annV + SmV

= 2V = 2 %4
+—‘nnV7an + SEmmV T,
+Emnvrmrnv + AmVV

+A v V2

V .
B ANt + Ao + AvV 4+ 20,070 + 200 m

+ A (PinTn + Tntn) + Ay (1 V + 7, V) (2.182)

F A (T V 4 T V) 4+ 280 V'V

Les constantes sont définies dans I'annexe 5.3.
On suppose a nouveau le découpage des variables en temps 7,(t), r,,(t) par rapport
au parametre € de I’équation 2.161 , et, on suppose de méme pour la variable V (¢)
que :

V=eVi+eVat+e Va+ .. (2.183)

On prend les mémes hypothéses que dans le cas de la poutre homogéne (cf ’équa-
tion 2.162). On ajoute des hypothéses sur Ay et A, comme dans le cas & un
mode puisqu’il s’agit de forcage piézoélectrique, on suppose :

AV == sz 62
(2.184)
AmV = AmV2 62

On obtient les mémes équations que la poutre homogéne a O(e), cf 'équation 2.163.
Ainsi, 7,1 et 7,1 sont de la forme de I’équation 2.164. L’équation sur V' a O(e) est :

%
— AVDO‘/l + El = AmDOTml + AnDornl (2185)

61
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Ce qui implique :

Vi = LA exp(iwmto) + LA, expliwpto) + cc (2.186)
avec :
B —Rw,, A,
™ i+ Rwn Ay
(2.187)
B —Rw, A\,
" 1+ anAV
A O :
DgrnQ + wzrnQ = _2D1D07'n1 + 5mm7nznl + 5nmrmlrnl + ﬁnnril
+@nvrn1V —+ @mvrle + AVVVf
Dger + wgﬂamZ = _2D1D0Tm1 + Cmmrgnl + Cnmrmlrnl + Cnnrgl
Envrnl‘/l + EmVTmIV + AmVV‘/l2 (2188)
Vs
AV-Z)O‘/Q - E = Amer + AnrnQ + 2A’rmrnlD0Tn1 + 2Ammrm1D0Tm1

+Anv (DorniVi + 11 Do Vi)

+Amv (Dorrma Vi + 11 Do Vi) + 28y Vi Do Vi
Les termes séculaires imposent 1’équation 2.166. Les solutions particuliéres sont :

Tno =  NanAZ exp(2iw,to) + Nom A2, exp(2iw,,to)
1 — _
+§(NnnAnAn + NmmAmAm)

AN A Ay exp(i(wy, — wi)to) + Nom A A, exp(t(wm — wp)to) + cc

Tma = Man A2 exp(2iw,ty) + Moy, A2, exp(2iwn,to)
1 — _
+§(MnnAnAn + MmmAmAm) + anAmAn eXP(i(Wm - wn)tO)

+ M A Ay exp (i (W, — Wi )to) + cc

Vo= LoA2 exp(2iwnto) + Lom A2 exp(2iwmto)

+ Lo Am Ay exp(i(wp + wi)to) + LomAmA, exp(i(wm — wp)to) + cc
(2.189)
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A O(e?), les termes séculaires donnent des expressions similaires au cas de la poutre

homogeéne :

2

2iwnD2An - % n3 + Aizn(?)(snnn - 4W3LTnnn + Zn’rm)

+<5V2£n - iwnﬂn?)An
+Amzi exp(iUZtQ)(énnm - (wn - wm)27—nnm

— 362 Tymn + Zrm) (2.190)

2ime2Am = (5mV2£m - ZWmMm?)Am

+A§7, exp(_iO-QtZ)(annn - 4W,2@me + ynnn)

avec les termes 2,0, Zmnm, Znnm, YVanm définis dans I’annexe 5.4.

On suppose a nouveau l'équation 2.171 pour éliminer les termes en 5.

Puis, on suppose ’équation 2.172, on obtient les équations en Dyp,,, Daq,, Dopm
et Dsq,, en séparant les parties réelles et imaginaires et en éliminant le paramétre
fictif € telles que :

D2pn =

1

2e3w,,

((AVﬁn,r + 2W(")n - 2602)% + pm(Zmnn,z(pi - qi)

+2((Wim — Wn)* Tonm — Onnm + ATmnnw? — Zmnnr ) Prdn)
+4m(2Zmnn,iPndn + (=0nnm + (Win — Wn)*Tanm

HAW Tinnn = Zomnn)€0) + 0, + @5) (Znmm,iPn (2.191)
+(20nmm — 2(wW2, + W) Tonm + Znmmr)qn)

+Znnn,zpi + pn(AV + 'Cn,i — HnWn
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D2pm =

D2Qm

263w,

1

2e3w,,

+4(Tmm (Wim — wn)? — 40nnm + 4w Tonn — Zmnnr)Pagn)

+0m (=4 Zmn.PnGn + 2(8nnm — (Wm — Wn)* Tnnm — 4w Trann

+ Znna ) (@ = 1)) + 205 + @) (Znmm,iln

AP (Wi + Wh) T — 20mmm = Znmm,r)) + 2200, (Prdn + 45)
+pn(—2Av L, — dww, + dw? + (8w Thnn — 68nnn

~2Zpnn,) (45 + 7)) (2.192)

1

+ @ ( Ay Lo 4 6ww,, — 202, + (200mm — 2(w2, + w2)hnm
+ymnr)(pi + QZ)) + ymm,i (p% - 3pnq72b) + <_annn + 4“")7%1_‘71””

_ynnn,r)qg; + (3annn - 12W72LFrmn + Synnn,r)p%zcbz)
(2.193)

-1

+Vimm) (05, + Pmz) + G (—Amv Long + b — Vinnn,i (P + €2))
+Pm (A Lo + 6wy, — 202,

+(200mm — 2(w2, + W)L + Vi) (0% + ¢2))

~Yorni (@ — 3p2qn) + (—3nnn + 12021 1

_3y'mm,r>pnq721 + (annn - 4w,2Lme + ynnn,'r)pi)

(2.194)

Par ces développements, on obtient les équations algébriques liant les amplitudes des
deux modes n et m qui sont en résonance interne 1 : 3. La résolution de ces équations
algébriques permet de vérifier 'apparition d’échanges d’énergie entre ces modes dont les
amplitudes sont couplées.

Les mémes développements analytiques sont présentés, dans le cas d'une résonance 1 : 2
cette fois dans la sous partie suivante.
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Résolution d’un cas a4 deux modes : résonance 1 : 2

La poutre homogéne seule ne présente que des non linéarités cubiques, ainsi, il est im-

possible d’obtenir un phénoméne d’échange par une résonance 1 : 2 pour ce systéme. La
résolution via la méthode des échelles multiples, dans le cas de la poutre électro-mécanique
présentant une résonance 1 : 2, est menée. On suppose a nouveau que le mode inférieur
(le n®™¢) est celui qui est excité, et, que le déplacement de la poutre dépend exclusivement
de ces deux modes (cf I’équation 2.158).
On a une résonance 1 : 2 telle que w,, >~ 2w,. Les équations dans le cas d’un circuit
résistant (Q = V/R), restent les mémes que dans le cas de la résonance 1 : 3 (cf les équa-
tions 2.180, 2.181 et 2.182). Les variables en temps 7,(t), 7,,(t) sont définies par rapport
au paramétre € comme dans 1'équation 2.161, et la variable V(¢) comme dans 1’équation
2.183. Mais, des hypotheéses différentes sont faites sur les paramétres des équations telles
que :

W=wy+0E€
Wi = 2w, + 09 €
E,=F, €

Ay = Ayy €2
Ay = Ay €2
Brm = Bam,o €
Ony = Onyy €
Omy = Oy € (2.195)
Con = Cnn,o €

SnpV = Spvo €
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CHAPITRE 2. MISE EN PLACE DU MODELE ELECTRO-MECANIQUE NON
LINEAIRE

On a toujours les mémes équations & O(e). A O(e?) :

DSTTQ + W%TTQ = _2D1D0Tn1 + BnnT?ﬂ + ﬁmmrgnl
Dger + wznTmZ = _2D1D0Tm1 + Em\/'rml‘/l + Cmmrgnl + Cnmrnlrml
Vs
—AyDoVs + B 2N T Dot + A DoTo (2.196)

+Amn(rm1D0rnl + TnlDOTml)
+2Annrn1D0rn1 + AnDOTnQ + AmV<7nnlD0Vvl + DDTnl‘/l)

+Av (DorniVi + 11 DoVh) + 2Avy Vi Do Vi

Ce qui donne, avec les mémes termes séculaires 1’équation 2.166, et les solutions particu-

liéres :

Tn2 =

Tm2 =

Noy A2 exp(2iwnty) + Nom A2, exp(2iwmto)

5 TAnZn + cc

Mo, A% exp(2iwmty) + Mo AmAn exp(i(wy, + wp)to)
(2.197)

Mmm

5 A, A, + cc

A+ M A A exp (i (W — wn)to) +

Lo, A% exp(2iwnto) + Lom A2, exp(2iwmto)

Ly A A exp(i (Wi, + wi)to) + LomAm Ay exp(i(wn, — wn)to) + cc
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Les termes séculaires a O(e?) sont :

Faw? =
0= 55 explioty) + A A (38umn + 2un (Non + Non)

4Oy (2L, 4+ L) — 4Tpnnw?) + A8y Ly — iWnfing)
—2iw, Dy Ay + A A A (260mm + 2Bmm (M + M)
+2B2m0 Ny + 2L0Ommy + Oy (L + L)

—2(w?, + W) Tnm) + exp(ioata) Apm An(Bum.o

+2AVV,0£mZn + Zn@m\/,O + Em@nV,O)
(2.198)

0= An(Anvalm — iWntmz) — 2iwm Do Ay + A2 A (30mmm — 402 T pmm
+Zmmv (2L + L) + (Lom + Mom L + LonMopm ) Zmy
+2Cmm (Mom + M) + Gum (Nom + Nom))
+ A A A (200mm — 2(w2, + WA nnm + Zmv (Lo Mopn + LM )
+Zmmv (Ln + L) + Zpnv 2L + G (Mo + Mo + No)

+ GXp(—iJth)Ai(Amvwgﬁi + EnV,O»Cn + (nn,O)

Pour éliminer le temps 9, on pose :

= apexp(iots)

An
Ap = apexp(i(20 — o9)ts) (2.199)
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On pose I'équation 2.172 pour obtenir les équations en Dop,,, Daq,, Dop,, €t Dagpn,
telles que :

1

DQpn = 2(&) 63 (pi(ZﬁnnNQn,i + *Cn,i@nnV) + pn(AV*Cn,z - ann)

+(2, + 42) 2Brmm (M + Mupmi + 2L0 O mmy))

+42 (28 Noni + L1 iOnnv)

AP AV (LoniLnr — LonsLoni) = LniOmy + L iOnv)

+ @i (Brm + 2Avy (Ll + Loy Lny) + Lo rOmy + L1 rOnv)
0240 (3mmn — 402 Trnn + 2B (Nanr + Now) + 3L, 20 0mv) (2.200)
@2 (36 + 2BunNans + Non) + 3L Onnv — 402 Toinn)

+0n(Ay Ly + G 2Avy (Lo iLny — LonyLoni) — L iOmy

+ L1 iOn) — P (Brm + 280y (LoniLonr + LongLons)

+L0rOmv + L1 Ony) + 2ww, — 2w2

+(P2, + 2) 20 mm + 2Bmm Mz + Minr) + 285 Nom

2L Ommv + 2L 1 Onmy — 2(W2, + W2 ) Torinm)))

D2qn = m(Qn(ng + qu)(_4ﬂnnN2n,z - 2£n,i@nn\/) + an?z

G (2wnpin — 28y Ly — 407, + ¢2,) (Brim (Mizn,i + Mo i) + L3iOmmv')
+Pm(AA v (Lo iLyyr — Loy Lni) — 2L0,:Omv + 2L,,,,O0v)

+qm (28nm + 4Avy (L il + Loy Loy) + 2L00Omy + 2L,,,001))

492 (68 + 4Brn (Nanr + Non) + 6L1 Oty — 802 T (2.201)
+pn(2Av Ly, + dww, — 402 + G (AAvv (Lo Lyi — LoniLln )

+2L4.0Omy — 2L iOnv) + (02, + ¢2) (46 nmm + 4Bmm (M + M)

+4ﬁnnNmm + 4£n,r@mmv + 4£m,r®an - 4((,()72” + o~)r,21)7-mnm)

"‘Qi (66nnn + 45nn (NQn,r =+ Nnn) + 6£n,r@nnV - SWTQLTnnn»)
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Dme

DQQm

1 —_—
263w (Qm(AmVEm,r + dwwy, — 20}?,1) + pin(:mmvﬁmj

+E2v (Lom,i + Loy Momi + Lo iMomr + Lo iMpm) + 2Mop iCGrm

+Nom,iCum) + (D3, + @) Btmmm — 45, Dimim 4 3L 1 Emmy

+Emv (Lomy + LimiMomi + Loy (Mamy + Mpm))

+2Cmm (Mam,r + Mon)

+CnmNamr + Nowm)) + D (Dpy Loni — Win

45, Cmmv Lo + Emv (Lomi + Loy Mami (2.202)

+LomiMomr + Lo iMonm) + 2Mom iCnm + Nom.iCum))

+ @2 (=200 Ly il — LniZ0v + P (Emv (Lor Mogi + Lo iMopmr

+Lr Mipni — Lo iMonnr) + 2L iZ0ny + Com ( Moz + Minni))

+ G (20nnm — 2(w2, + WA + Znv (Los Moz — Lo iMonmi

+Lp iMoni + Lns M) + 2L0 0 Enmy + 2L Zny + Cum (Monzr
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Les équations couplées sont ainsi obtenues, il ne reste plus qu’a les résoudre numéri-
quement pour obtenir le comportement dynamique sur les points d’équilibre du systéme
électro-mécanique. Des tracés numériques sont donc effectués dans la partie suivante.

L’analyse modale analytique a mis en place les équations permettant d’identifier les pul-
sations propres du systéme, afin de vérifier s’il existe des résonances internes 1 : 2 et
1 : 3 dans la structure composite. Une vérification numérique est menée dans la partie
suivante pour vérifier si le positionnement d’un matériau piézoélectrique peut réaliser ces
résonances.

La méthode des échelles multiples a permis d’obtenir les équations des points d’équilibre
pour une poutre homogéne sans matériau piézoélectrique, dans le cas de réduction de
modeéle a un mode et & deux modes en résonance interne 1 : 3. La résolution a également
été menée pour une poutre électro-mécanique, dans le cas d’une réduction de modéle a
un mode avec plusieurs cas de circuits électriques. Mais aussi une réduction de modéle a
deux modes en résonance interne 1 : 3 et 1: 2, ou seul le cas d'un circuit résistant a été
traité. Ces résolutions analytiques donnent des équations algébriques liant les amplitudes
des modes en résonance.

Dans la prochaine partie, des exemples numériques sont proposés. D’abord pour présen-
ter les résultats numériques de ’analyse modale, et également pour tracer les réponses
fréquentielles obtenues analytiquement. Ces résultats sur la dynamique du systéme seront
comparés avec une résolution des équations réduites via le logiciel ManLab.

2.3 Exemples numériques

Des exemples numériques des analyses modales et dynamiques sont présentés dans
cette partie, pour des systémes de poutre homogéne avec et sans matériaux piézoélec-
triques. Pour ces exemples, une poutre électro-mécanique avec un ou deux matériaux
piézoélectriques positionnés entre s = x1 et s = x5 est examinée, il s’agit de la configura-
tion unimorphe et de la configuration bimorphe (cf la figure 2.8).

Les données matérielles de la poutre et des matériaux piézoélectriques sont inscrites dans
les tableaux 2.3 et 2.4. Les résultats numériques sont obtenus a partir des expressions
analytiques issues des parties précédentes.

Tableau 2.3 — Propriétés physiques et géométriques de la poutre en acier

py (kem™?) | B, (GPa) | by (mm) | by (mm) |
9000 | 105 | 05 | 30 |

Tableau 2.4 — Propriétés physiques et géométriques des matériaux piézoélectriques PIC
189 (Guyomar et al., 1997, Abdelkefi, 2012)

pp (kg.m™?) | E, (GPa) | Iy (mm) | b, (mm) | L, (mm)
7650 | 938 | 02 | 30 | 50
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I:, Poutre homogene
D Matériaux piézoélectriques

Systeme d’encastrement

, Ly . , Ly
r 1 F 1
| 1 | 1
Ly I Ly I
 —— 1 | ——— 1
| | 1 | I 1

T T
l—l | | | |
21 ! | | 1 ! | |
| | | |
H Zo | | ' To | |
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u—A| k#‘
Configuration bimorphe Configuration unimorphe

FIGURE 2.8 — Schéma des configurations bimorphe (& gauche) et unimorphe (& droite),
avec la définition des longueurs L;, L, de la poutre et des matériaux piézoélectriques,
et des distances x1, xo et A. x1 et xo donnent la position du patch piézoélectrique par
rapport au systéme d’encastrement. La distance A est définie telle que A = L, — x4, avec
A >0 car 9 < L.

L’analyse modale résolue numériquement est utilisée pour montrer I'utilisation de la po-
sition du ou des matériaux piézoélectriques pour la réalisation des résonances internes
1:2et 1:3. On présente également la modification des déformées modales des cas avec
matériaux piézoélectriques, par rapport au cas de la poutre homogeéne seule.

L’analyse dynamique quant a elle étudie ’effet de coefficients piézoélectriques non linéaires
dans le cas ol un seul mode est excité. Puis, elle présente les réponses fréquentielles dans
des cas de résonances internes afin de vérifier 'apparition d’échanges d’énergie entre les
modes liés par les résonances 1:2et 1:3.

2.3.1 Reésultats de 'analyse modale : résonances internes et dé-
formées modales

Dans cette partie on présente d’abord les résultats de la détection des pulsations
propres dans le cas de la poutre avec un ou deux matériaux piézoélectriques (configuration
unimorphe et bimorphe, cf la figure 2.8). Puis, on trace les déformées modales de ces
configurations pour les comparer avec celles d'une poutre homogéne sans ces matériaux.

Identification de la réalisation des résonances internes

Pour identifier les pulsations propres du systéme, il faut résoudre det(M,, (w,z1,22,Ly))
0 de I’équation 2.86, comme vu dans la partie 2.2.1. Or, la matrice M,,, dépend de la lon-
gueur de la poutre L, et du positionnement des matériaux piézoélectriques (au travers
de z1 et z3). On suppose la longueur des matériaux piézoélectriques L, = o — x; fixe
et égale & 0.05 m (cf le tableau 2.4). On définit ensuite un paramétre A comme étant la
différence de longueur entre I'extrémité de la poutre et celle du matériau piézoélectrique,
le. A =Ly, —x9 (A >0, car 9 < Ly, cf la figure 2.1).
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Il a été observé précédemment que, dans le cas de la poutre homogéne, entre la quatriéme
et la troisiéme pulsation propre, et entre la troisiéme et la deuxiéme pulsation propre,
des résonances internes 1 : 2 et 1 : 3 sont quasiment réalisées (cf le tableau 2.2). Dans
le cas de la poutre homogéne sans matériaux piézoélectriques, les pulsations propres sont
modifiées par la longueur de la poutre L, (cf 'équation 2.71), mais les rapports entre
les différentes pulsations restent constants. Ces rapports ont été calculés dans le tableau
2.2. On s’intéresse ici aux rapports entre les pulsations propres dans le cas de structures
électro-mécaniques, qui dépendent de L, et A.

La poutre est supposée étre une poutre en acier dont les propriétés physiques et géomé-
triques sont contenues dans le tableau 2.3. Les propriétés des matériaux piézoélectriques
PIC 189 sont indiquées dans le tableau 2.4. Ces données sont utilisées pour identifier les
pulsations propres puis calculer les rapports de pulsation pour les deux configurations :
unimorphe et bimorphe. Commengons par le cas de la configuration unimorphe.

o Résonances internes : cas de la configuration unimorphe

On utilise les données matérielles de poutre et de matériaux piézoélectriques PIC
189 comme indiqué précédemment pour identifier les pulsations propres d'une confi-
guration unimorphe. Le rapport entre la quatriéme pulsation propre w, et la troi-
sieme pulsation propre ws est calculé pour une longueur de poutre L, allant de
0.08 m a 0.2 m, et un positionnement des matériaux piézoélectriques A allant de
0.001 m a 0.13 m, laissant ainsi une marge pour que les relations x1 > 0 et x5 < L
soient vérifiées (cf la figure 2.9). On veut ainsi analyser si, pour des longueurs par-
ticuliéres L, on obtient des rapports wy /w3 proches ou égaux a 2. On observe sur
la figure 2.9 que pour quasiment toutes les longueurs de poutre L, il est possible
de trouver une distance A pour laquelle la résonance interne 1 : 2 est réalisée.

Rapport de fréquence w4 /w3, résonance 1 : 2
T T Q T

0.2

—~0.15

Lb (m

0.1

0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12
A= Ly— 9 (m)

FIGURE 2.9 — Rapport entre la quatriéme et la troisiéme pulsation propre de la configxu-
ration unimorphe. Identification de la réalisation de la résonance interne 1 : 2 pour les
propriétés de poutre et de matériaux piézoélectriques des tableaux 2.3 et 2.4. Les pulsa-
tions propres sont obtenues par la résolution de I’équation 2.86.

Le méme type de graphique est tracé pour le rapport entre la troisiéme pulsation
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wsy et la deuxiéme pulsation wy (cf la figure 2.10).

02 Rapport de fréquence ws/wo, résonance 1 : 3
. T T T T T o

—0.15

Ly (

0.1

0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12
A=L,— x5 (m)

FIGURE 2.10 — Rapport entre la troisiéme et la deuxiéme pulsation propre de la confi-
guration unimorphe. Identification de la réalisation de la résonance interne 1 : 3 pour
les propriétés de poutre et de matériaux piézoélectriques des tableaux 2.3 et 2.4. Les
pulsations propres sont obtenues par la résolution de I’équation 2.86.

Cette fois, on espére obtenir une résonance 1 : 3 entre ces deux pulsations propres,
pour des longueurs de poutre L, et des distances A. Les lignes de niveau per-
mettent de repérer la création de la résonance 1 : 3 pour des longueurs de poutre
supérieures a 0.11 m. On remarque que positionner le matériau piézoélectrique vers
le milieu de la poutre ne permettra jamais de s’approcher de la résonance 1 : 3.
Les figures 2.9 et 2.10 prouvent que pour une longueur donnée de poutre L, il
est possible de créer des résonances internes 1 : 2 et 1 : 3, grace au positionne-
ment du matériau piézoélectrique (matérialisé par la longueur A, cf la figure 2.8).
Ces résultats sont valables pour une configuration unimorphe, quand est-il pour la
configuration bimorphe ?

o Résonances internes : cas de la configuration bimorphe

Comme précédemment, on trace les rapports de pulsations wy/ws (cf la figure
2.11) et ws/wsy (cf la figure 2.12) dans le cas de la configuration bimorphe pour les
données matérielles des tableaux 2.3 et 2.4, afin de vérifier s’il est possible de créer
des résonances internes 1 : 2 et 1 : 3.

On remarque sur la figure 2.11 qu’il est a nouveau possible de créer une résonance
1 : 2 pour n’importe quelle des longueurs de poutre L; avec un bon positionnement
A des matériaux piézoélectriques.

Pour ce qui est de la résonance 1 : 3, elle est également possible pour n’importe
quelle longueur de poutre Ly, et, comme précédemment, il n’y a pas d’effet de po-
sitionnement du matériau au milieu qui ne meéne a aucune résonance 1 : 3.

On rappelle que ces calculs sont effectués dans le cas d'un circuit fermé (V' = 0), comme
expliqué dans la partie analytique 2.2, et, qu’entre les cas de circuit ouvert et fermé,
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0.2

—~0.15
4

Lb (m

0.1

0.04 0.06 0.08 0.1 0.12
A= Ly—xzy (m)

FIGURE 2.11 — Rapport entre la quatriéme et la troisieme pulsation propre de la confi-
guration bimorphe. Identification de la réalisation de la résonance interne 1 : 2 pour les
propriétés de poutre et de matériaux piézoélectriques des tableaux 2.3 et 2.4. Les pulsa-
tions propres sont obtenues par la résolution de 1’équation 2.86.

Rapport de fréquence ws/ws, résonance 1 : 3

0.2 ‘ ‘ 3 s
Y _
—0.15} -7 1
g/ -
3
0.1F |

0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12
A=L,—xy (m)

FIGURE 2.12 — Rapport entre la troisiéme et la deuxiéme pulsation propre de la confi-
guration bimorphe. Identification de la réalisation de la résonance interne 1 : 3 pour les
propriétés de poutre et de matériaux piézoélectriques des tableaux 2.3 et 2.4. Les pulsa-
tions propres sont obtenues par la résolution de I’équation 2.86.

on a une légére modification de la pulsation propre. Néanmoins, ces courbes permettent
d’estimer un positionnement des matériaux piézoélectriques afin d’obtenir des rapports
de pulsation proches de ceux voulus : 1 : 2 et 1 : 3. Par ailleurs, dans les cas considérés
il n’y a aucun moment ot I’on obtient les résonances 1 : 2 et 1 : 3 en méme temps pour
des longueurs L; et A. Ceci aurait pu étre intéressant pour lier les trois modes en méme
temps (deuxiéme, troisiéme et quatriéme). Il n’y a pas d’existence de multi-résonances
pour les configurations étudiées.

Ces résultats permettent de démontrer qu’il existe un outil de dimensionnement : le posi-
tionnement des matériaux piézoélectriques, qui permet d’accorder les pulsations propres
de la poutre électro-mécanique afin d’obtenir des résonances internes 1 : 2 et 1 : 3. Ces
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résultats sont valables pour les deux configurations considérées : unimorphe et bimorphe.
On s’intéresse désormais a l'effet des matériaux sur les déformées modales du systéme.
En plus d’un effet sur les pulsations propres, on suppose que leur présence modifie ’allure
des déformées modales des structures électro-mécaniques par rapport a une poutre sans
ces matériaux.

Tracés des déformées modales

La présence des matériaux piézoélectriques sur la poutre représente des masses addi-

tionnelles et une rigidification de la structure aux endroits ol ceux-ci sont collés sur la
poutre (entre s = x; et s = x5 ici). On suppose d’ailleurs qu’il n’y a pas de déconnexion
a 'interface entre la poutre homogéne et les matériaux piézoélectriques. Ces derniers en-
gendrent donc une modification de la déformée modale du systéme, comparée & une poutre
homogéne seule. Une application numérique est utilisée pour tracer les quatre premiéres
déformées modales d’une poutre homogéne seule et des deux configurations unimorphe et
bimorphe.
On suppose a nouveau une poutre en acier dont les propriétés sont données dans le tableau
2.3 et les matériaux piézoélectriques dont les propriétés mécaniques sont notifiées dans
le tableau 2.4. On suppose une longueur de poutre L; fixée & 0.15 m et une position des
matériaux piézoélectriques telle que x; = 0.05 m et 9 = 21 + L, = 0.1 m.Les pulsations
propres de chaque configuration sont inscrites dans le tableau 2.5.

Tableau 2.5 — Les quatre premiéres pulsations propres des différentes configurations dans
le cas ou Ly, = 0.15 m, 1 = 0.05 m et x5 = 0.1 m.

wy (rad/s) | we (rad/s) | ws (rad/s) | wy (rad/s)
Poutre homogéne 77.04 482.81 | 1.231 x 10% | 2.649 x 103
Configuration unimorphe 78.94 568.61 1.428 x 10% | 2.985 x 103
Configuration bimorphe 77.89 612.27 | 1.436 x 10 | 3.348 x 10°

On observe que les pulsations augmentent avec la présence des matériaux piézoélectriques
sauf pour le premier mode. Les effets de ces matériaux sur la pulsation propre et la dé-
formée modale associée dépendent de ’endroit ol se trouvent les matériaux par rapport
au mode (noeud, ventre, ...). Pour les quatre premiéres pulsations et pour chaque struc-
ture : poutre homogeéne, configuration unimorphe et configuration bimorphe, on trace les
déformées modales correspondantes.

o Déformées modales de la poutre homogéne

On trace les quatre premiéres déformées modales (¢;(x), avec j = 1, 2, 3 et 4)
d’une poutre encastrée libre (cf la figure 2.13).

Les déformées modales sont obtenues par le déroulé analytique expliqué dans la
partie 2.2. Il s’agit des déformées habituelles d’une poutre encastrée-libre, avec un
premier mode de flexion sans noeud, et les modes supérieurs qui gagnent tous un
noeud et un ventre a chaque numéro de mode supplémentaire.
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FIGURE 2.13 — Les quatre déformées modales (¢, ¢o, ¢3 et ¢4) associées aux quatre
premiéres pulsations propres de la poutre homogéne (cf le tableau 2.5) pour L, = 0.15 m.
Elles sont calculées a partir des équations 2.66, 2.72 et 2.73.

o Déformées modales de la configuration unimorphe

On trace les quatre premiéres déformées modales (¢;(z), avec j =1, 2, 3 et 4) de
la poutre homogéne avec un seul matériau piézoélectrique. On suppose x; = 0.05
m et x5 = 0.1 m. On obtient la figure 2.14, on remarque qu’a ’endroit ou se situe
le matériau piézoélectrique, on a tendance a rigidifier la structure, ce qui est bien
visible sur la troisiéme déformée modale (¢3).

20+

0 0.05 0.1 0.15
s (m)

FIGURE 2.14 — Les quatre déformées modales (¢, ¢o, ¢3 et ¢4) associées aux quatre
premiéres pulsations propres de la configuration unimorphe (cf le tableau 2.5), avec L, =
0.15 m, 1 = 0.05 m et x5 = 0.1 m. Elles sont calculées a partir des équations 2.73 et 2.74.

On remarque que la présence du matériau ne change pas globalement la déformée
modale, cependant, il n’a pas non plus qu'un effet localisé entre les positions z; et
9 mais bien un effet sur tout la déformée modale.
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o Déformées modales de la configuration unimorphe

Comme dans le cas unimorphe, on trace les déformées modales (¢;(z), avec j = 1,
2, 3 et 4) dans le cas bimorphe (cf la figure 2.15). On observe un effet plus marqué
de la rigidification de la structure due & la présence des matériaux piézoélectriques.
Cet effet de la rigidification ne se limite pas uniquement a la partie des courbes
entre x; et x9 ol sont situés les matériaux piézoélectriques.

=1 ! ! /,‘
1 O I -¢2 : I;“"b. / 17
" ¢3 I oy, ,"“' ."0 / I'
co TN e
v ! / * +* \ ! /“0 I
20 1,7 o J 7/ “
<
10+ !
kK
0 0.05 0.1 0.15
s (m)

FIGURE 2.15 — Les quatre déformées modales (¢1, ¢o, ¢35 et ¢4) associées aux quatre
premiéres pulsations propres de la configuration bimorphe (cf le tableau 2.5), avec L;, =
0.15 m, ;1 = 0.05 m et x5 = 0.1 m. Elles sont calculées a partir des équations 2.73 et 2.74.

Afin de mieux appréhender les différences observables entre les déformées modales des
structures, tragons le méme mode de chacune sur une méme figure. Les déformées mo-
dales du quatriéme mode sont représentées pour les trois systémes sur la figure 2.16.
Entre les abscisses z1 et x5, on remarque que 'amplitude de la déformée est d’abord plus
importante pour la poutre seule, puis pour la configuration unimorphe et enfin pour la
configuration bimorphe. Ce résultat s’explique physiquement par I’ajout de rigidité et de
masse que représente les matériaux piézoélectriques a cet endroit de la structure. Par
ailleurs, on observe que les déformées modales des configurations unimorphe et bimorphe
sont effectivement modifiées par rapport a celle de la poutre homogéne, sur la totalié de
la déformée et pas seulement de maniére localisée entre x; et x,. Ces courbes prouvent
qu’il est nécessaire de prendre en compte la présence de matériaux piézoélectriques dans
le calcul de déformées modales d’une structure composite. En effet, la présence de ces
matériaux modifient ces déformées. Or, pour étudier la dynamique on effectue une réduc-
tion modale des équations en les projetant sur certains modes d’intéréts de la structure.
Cette méthode de projection est utilisée pour obtenir les équations réduites de notre sys-
téme dans la partie analytique d’identification des points d’équilibre. Ceci afin d’étudier
le comportement dynamique de la structure électro-mécanique d’abord dans un cas a un
mode, puis dans les cas de résonance 1 : 2 et 1 : 3. Les résultats numériques des points
d’équilibre de la dynamique sont présentés dans la partie suivante.
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FIGURE 2.16 — La quatrieme déformée modale des trois structures : poutre homogeéne,
configuration unimorphe et bimorphe, avec L, = 0.15 m, z; = 0.05 m et x5 = 0.1 m.

2.3.2 Réponses fréquentielles des réductions modales & un et deux
modes

On rappelle que des états multiples (stables ou non) sont possibles d’aprés les équa-
tions 2.54 et 2.58 de la section 2.2.2. Pour effectuer les simulations numériques, il est
nécessaire de connaitre les données matérielles de la poutre homogéne et des matériaux
piézoélectriques, mais également les valeurs des coefficients non linéaires des matériaux
piézoélectriques. Or, ceux-ci sont trés souvent absents de la littérature, et jamais tous
connus en méme temps pour un méme matériau piézoélectrique. Dans Guyomar et al.
(1997), une partie de ces coefficients sont identifiés pour des matériaux piézoélectriques
P189, cf le tableau 2.6. Les coefficients non linéaires inconnus sont supposés nuls. On trace
donc les points d’équilibre dans des cas sans résonance interne et avec résonance 1 : 3 et
1:2.

Tableau 2.6 — Coefficients du matériau piézoélectrique P189 (Guyomar et al., 1997)

S11 (N/mQ) ‘ d31 (C’/mQ) ‘ £33 (F/m)

93.8x10° | 1013 | —9.08x107°
S111 (Pa) ‘ d311 (C/mQ) ‘ 7331 (N/V2) ‘ £333 (C/V2)
—1.688 x 10 | —2.4x 10" | 3x107° | -102x10" "
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Réponses fréquentielles pour la réduction sur un seul mode

On étudie les résultats pour la poutre homogéne et pour la configuration unimorphe
lorsqu’un seul mode de la structure répond.

o Points d’équilibre de la poutre homogéne

D’aprés la section 2.2.2, il est possible de tracer les courbes forcées (w,|a.|), ainsi
que ses zones instables (cf les équations 2.105 et 2.110). Ces calculs analytiques
sont comparés avec ceux obtenus numériquement sur le systéme réduit de I’équation
2.88 via une méthode de balance harmonique grace au logiciel ManLab (Arquier
et al., 2005) (extension utilisable sur le logiciel Matlab). Le logiciel nous permet
d’afficher les différentes harmoniques de la réponse en temps r,; or d’aprés nos
développements analytiques on rappelle ’équation 2.106 obtenue :

40°T, — 6
%mmﬁ exp(3i6) exp(3iwto) + cc (2.204)

r-(t) = |am| exp(if) exp(iwty) +
Il est possible d’exprimer les amplitudes des harmoniques 1 et 3 de r.(t) analyti-

quement, telles que :
H17“7- = 2’Gm‘

(2.205)
H3TT = 2

ou lamplitude |a,,| est obtenue par la résolution de I’équation 2.105 d’ordre 3 en
lam|?. On peut ainsi comparer les amplitudes des harmoniques obtenues analyti-
quement, par rapport a celles obtenues par la méthode de balance harmonique
calculée avec trois harmoniques (cf la figure 2.17). On obtient un bon accord quali-
tatif entre le calcul de balance harmonique (MAN) et le calcul via la méthode des
échelles multiples (EM) pour la premiére et la troisiéme harmonique. La constante
et la deuxiéme harmonique sont nulles, comme montré analytiquement. Dans le
cas de I'utilisation de ManLab, une question de convergence peut étre soulevée car
parfois il faut un calcul avec un plus grand nombre d’harmoniques pour obtenir une
convergence entre la méthode de balance harmonique de la MAN et la méthode
des échelles multiples. Ici, les deux méthodes donnent des résultats proches, il n’y a
pas nécessité d’un ajout d’harmoniques supplémentaires dans le calcul de ManLab.
Grace aux calculs de la partie 2.2.2 on peut également représenter la courbe sque-
lette et les zones d’instabilité (équations 2.108 et 2.111) (cf la figure 2.18). Cette
figure est tracée via I’équation d’ordre 3 en |a,,|? de I’équation 2.105. On y remarque
un comportement assouplissant du premier mode de poutre homogéne. Les calculs
analytiques ont donc été vérifiés pour la poutre homogeéne, faisons la vérification
pour la poutre électro-mécanique également.
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(b) Amplitude des harmoniques de r, (zoomé sur ’harmonique 3)

FIGURE 2.17 — Tracés des réponses fréquentielles des amplitudes des harmoniques de r, de
la poutre homogeéne, avec ¢, = 0.01 kg.m~'.s7! et 'amplitude de déplacement F = 10~°
m. Les amplitudes des points d’équilibre des échelles multiples (EM) sont obtenues a
partir des équations 2.105 et 2.204, et celles de la MAN par les équations 2.88.

o Points d’équilibre de la configuration unimorphe

Dans le cas de la poutre électro-mécanique, les développements analytiques per-
mettent d’accéder aux amplitudes des harmoniques de r., mais également de la

80



2.3. EXEMPLES NUMERIQUES

%1073

% Zone stable
X Zone instable
— Courbe squelette

76.9 77 77.1 77.2 77.3 77.4
w (rad/s)

FIGURE 2.18 — Tracés des points d’équilibre (cf les équations 2.105 et 2.204) avec leur
instabilité (cf le signe de la partie réelle des valeurs propres de la matrice Jp; de I’équation
2.111), ainsi que de la courbe squelette de la poutre homogéne (cf I'équation 2.108), avec
¢, = 0.01 kg.m~1.s7! et amplitude de déplacement F' = 3 x 107° m.

tension électrique V' (t) selon les équations 2.120, 2.125, 2.129, 2.132 et 2.100 :

Nes
2

r, = |G |? + |am| exp(i0) exp(iwty)
+Na|an,|? exp(2i0) exp(2iwty)

(2.206)
+N3|a,,|? exp(3i6) exp(3iwty) + cc

V = Li|an|exp(if) exp(iwto) + La|a.m,|* exp(2i0) exp(2iwty) + cc

On peut alors définir les amplitudes la constante (harmonique 0) et des harmo-
niques 1 a 3 pour r, telles que :

HOTT: ‘Ms’lam‘z
Hir, = 2|apy|

Hor, = 2N [am 2 (2.207)
Hyr, = 2|Nsl|am|?

et des harmoniques 1 et 2 pour V telles que :
HV = 2Ly lam| (2.208)

HQV = 2|£2||0,m|2

Il est supposé analytiquement que les amplitudes des harmoniques 0 et 3 de V
sont négligables par rapport aux amplitudes des harmoniques 1 et 2 de r,. Elles
pourraient cependant étre obtenues par une résolution a O(€®) de 'équation 2.182.
On compare la résolution des solutions analytiques grace aux équations 2.148, 2.207
et 2.208, aux résultats numérique grace a la MAN sur les équations 2.122 et 2.123
(cf les figures 2.19 et 2.20).
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(b) Réponse fréquentielle des amplitudes des harmoniques de V

FIGURE 2.19 — Tracés des réponses fréquentielles des harmoniques de . et V' dans le cas
de la configuration unimorphe, avec ¢, = 0.01 kg.m~'.s7! et 'amplitude de déplacement
F = 107° m. Les tracés issus des échelles multiples (EM) sont obtenus & partir des
équations 2.148, 2.207 et 2.208, tandis que ceux issus de la MAN utilisent les équations

2.122 et 2.123.

On remarque un accord entre les résultats EM et MAN pour toutes les amplitudes
d’harmonique 1 et 3 de r,. Par rapport a la partie analytique, on peut comme pour
la poutre homogéne tracer les zones d’instabilité, ainsi que les courbes squelettes
(cf la figure 2.21 dans le cas d'un circuit résonant).

Ces courbes peuvent étre obtenues pour les trois types de circuits considérés
(ouvert, fermé et résistant). En effet, nous avons remarqués précédemment les
différences de comportement selon les circuits. On observe, par exemple, une mo-
dification de la pulsation propre entre le circuit ouvert (Q = 0) et le circuit fermé
(V =0) (cf la figure 2.22).

Dans le cas du circuit résistant (mais aussi dans celui du circuit fermé puisqu’on
obtient la méme courbe squelette) on a mis en avant la possibilité d’'un changement
de comportement assouplissant a raidissant selon un parameétre critique sq1;. Dans
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FIGURE 2.20 — Zoom sur les petites amplitudes des harmoniques 0, 2 et 3 de r, de la
configuration unimorphe de la figure 2.19, avec ¢, = 0.01 kg.m~t.s7! et 'amplitude de d
déplcament F' = 107° m.
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FIGURE 2.21 — Tracés des points d’équilibre pour ’harmonique 1 de r, de la configuration
unimorphe (cf I'équation 2.148) avec ses zones de stabilité et instabilité (cf le signe de
la partie rélle des valeurs propres de la matrcie J,,1 de I’équation 2.144) avec ¢, = 0.01
kg.m~1.s7! et Pamplitude de déplacement F' = 10™° m. La courbe squelette est tracée a
partir de I’équation 2.143.

notre cas, la valeur critique du parametre sy;; est : 5111, = —132.9 X 10" Pa. Tra-
cons les courbes squelettes avec leurs courbes forcées pour une méme amplitude de
déplacement F') avec s11; modifié autour de sa valeur critique (cf la figure 2.23).
Cette courbe est fictive car il existe une zone non physique autour de s317 . pour
laquelle amplitude |a,,| est nulle. On observe ainsi le changement de comporte-
ment de raidissant (pour |si11| < |s111,c|) & un comportement assouplissant (pour
|s111] > |s111,¢])- On sait qu’il est également possible d’obtenir des comportements
dynamiques plus compliqués avec l'apparition d’isolas sur ces courbes (Guillot
et al., 2019b). Mais ceux-ci peuvent étre des solutions factices dues a un artéfact
mathématique (Hassan, 1994a,b, Luongo and Paolone, 1999, Nayfeh, 2005).
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FIGURE 2.22 — Modification de la pulsation propre entre le circuit fermé (V' = 0) et le
circuit ouvert (@ = 0). Les courbes squelettes (CS) sont obtenues & partir des équations
2.143 et 2.156, et les courbes forcées (CF) a partir des équations 2.148 et 2.153.
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FIGURE 2.23 — Tracé de courbes squelettes (CS) et courbes forcées (CF) pour I'amplitude
de déplacement F = 1.5 x 107° m, avec le paramétre s;;; modulant autour de sa valeur
critique $111,. = —132.9 x 10'® Pa, dans le cas d'un circuit résistant avec R = 10 w. Les
courbes squelettes sont obtenues a partir de ’équation 2.143 et les courbes forcées a partir
de I'équation 2.148.

La méthode des échelles multiples permet d’avoir un comportement dynamique appro-
ché du systéme réduit & un mode. On retrouve, comme prévu dans les développements
analytiques, des résultats intéressants comme la modification du comportement due & des
paramétres piézoélectriques non linéaires, et la modification des pulsations propres entre
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les cas de circuit ouvert et fermé, qui est liée au couplage piézoélectrique.

Réponses fréquentielles pour la réduction sur deux modes

La méthode des échelles multiples a été menée précédemment pour une poutre homo-
géne et une poutre électro-mécanique dans le cas d’une résonance 1 : 3, afin d’obtenir les
équations couplées sur les amplitudes des deux modes concernés par la résonance. Dans
notre cas, la résonance interne 1 : 3 est réalisée entre le deuxiéme et troisiéme mode de
la poutre électro-mécanique pour des valeurs de L; et A particuliéres. En se basant sur
les résultats de la partie précédente, dans le cas de la configuration unimorphe, on peut
obtenir cette résonance interne avec une longueur de poutre L, = 0.18 m et une distance
A = 0.099 m. Dans le cas d’'une poutre homogéne, on sait que la résonance 1 : 3 est
presque réalisée pour toute longueur de poutre L, (w3/wq =~ 2.8, cf le tableau 2.2). Pour
ces données de longueur L, et de distance A on obtient les pulsations propres de la poutre
homogéne et électro-mécanique contenues dans le tableau 2.7.

Tableau 2.7 — Pulsations propres du deuxiéme et troisiéme mode, et le rapport des 2, dans
le cas de résonance interne 1 : 3 de la poutre homogeéne et de la configuration unimorphe
pour L, = 0.18 m et A = 0.099 m.

wy (rad/s) | ws (rad/s) | ws/ws

Poutre homogéne | 3.35 x 102 | 9.39 x 10* | 2.8

Poutre unimorphe | 3.43 x 10 | 1.03 x 10% | 3.003

Les hypotheses analytiques sont celles des équations 2.161, 2.164, 2.162, 2.171, 2.183 et
2.186, ce qui donne :

rn = A, exp(iwty) + cc
Tm = A exp(3iwty) + cc (2.209)
V = L, A, exp(iwty) + L, Am exp(3iwty) + cc

On obtient donc les amplitudes de certaines harmoniques de r,, r,,, et V telles que :

H1Tn = 2|An|
Hg?"m = Z‘Am|
HV = 2(L,[| Ay (2.210)

HyV = 2|Lon]| An

o Réponses fréquentielles résonance 1 : 3 : cas de la poutre homogéne

A partir de l'identification des pulsations propres pour L, = 0.18 m, on calcule
les amplitudes des harmoniques 1 et 3 du deuxiéme et troisieme mode qui sont
en quasi résonance interne 1 : 3. On compare les résultats obtenus par ManLab
pour les calculs algébriques issus de la méthode analytique et le calcul numérique
via la MAN sur la figure 2.24 : on observe que pour le deuxiéme mode, la pre-
miére harmonique est celle prépondérante, et pour le troisiéme mode, il s’agit de
la troisiéme, comme prévu théoriquement. Ce phénoméne vient du comportement
de résonance interne 1 : 3 (w, ~ w et w,, ~ 3w).

On compare donc ces harmoniques avec les calculs analytiques. Cependant, on
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FIGURE 2.24 — Tracés des réponses fréquentielles des harmoniques des amplitudes de r,, et
rm dans le cas de la poutre homogéne pour la résonance 1 : 3, avec ¢, = 0.01 kg.m~t.s7*
et amplitude de déplacement F' = 2 x 107 m. Les points d’équilibre sont obtenus via la
méthode des échelles multiples (EM) & partir des équations 2.173, 2.174, 2.175 et 2.176;
la MAN utilise les équations 2.159 et 2.160.

observe une légere différence qualitative entre le calcul analytique et le calcul de
Manlab. La cause peut étre une non convergence du calcul de balance harmonique.
En effet, le calcul analytique & O(e®) mettant en jeu jusqu’a 'harmonique 9 (avec
des termes en exp(3iw,ty)), un calcul de balance harmonique a été effectué avec 9
harmoniques (cf la figure 2.24(b)). On observe une amélioration de la convergence
entre le calcul & 9 harmoniques et les résultats analytiques. Il se peut que le calcul
ManLab nécessite encore plus d’harmoniques. Malgré tout, les amplitudes sont trés
faibles, le troisieme mode est trés peu excité puisque la résonance 1 : 3 n’est pas
bien réalisée dans le cas de la poutre homogéne (cf le tableau 2.7). La prédiction
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qualitative analytique semble donc ne pas étre compromise.

Réponses fréquentielles résonance 1 : 3 : cas de la configuration unimorphe

Dans le cas de la poutre en configuration unimorphe, on fait le calcul pour L; = 0.18
m et A = 0.099 m (cf le tableau 2.7). Cette fois, on peut comparer les harmoniques
1 du deuxiéme mode, 3 du troisitme mode et 1 et 3 de la tension électrique V' (cf
la figure 2.25). On observe tout d’abord que I’échange d’énergie modale est plus
visible avec des amplitudes plus fortes du troisiéme mode. Le calcul de ManLab
est effectué pour 3 et 9 harmoniques, il n’est pas représenté sur la figure 2.25(a)
qui a déja un bon accord entre le numérique et ’analytique, mais il est tracé sur
les figures 2.25(b) et 2.25(c). On observe un changement entre le calcul a 3 et & 9
harmoniques, on est d’ailleurs méme pas certains qu’a 9 harmoniques, le calcul ait
convergé, mais les temps de calcul sont eux largement augmentés. On observe sur
les figures 2.25(b) et 2.25(c) que le calcul a 9 harmoniques permet d’améliorer la
corrélation entre le calcul analytique et numérique. Ceci montre que le calcul ana-
lytique, plus rapide, permet de prédire un comportement qualitatif de la structure.
Pour une amplitude de déplacement plus faible (cf la figure 2.26), la comparaison
entre des deux méthodes avec seulement 3 harmoniques dans la méthode de ba-
lance harmonique donne une bonne corrélation. Ceci est dii au fait que les effets des
harmoniques supérieures se font moins ressentir a faible amplitude de déplacement
On remarque cependant que ’échange d’énergie n’est pas observé pour une telle
amplitude de déplacement. En effet, dans ces cas de comportements non linéaires,
il existe un niveau seuil d’énergie pour lequel le comportement d’échange d’énergie
sera observé. D’ailleurs si on observe les autres harmoniques du troisiéme mode
dans le cas oit ' = 2 x 10~® m, ’harmonique prépondérante est la deuxiéme et
non pas la troisiéme (cf la figure 5.1 de 'annexe 5.5).

Pour finir, les outils analytiques permettent de connaitre le comportement qualita-
tif du systéme réduit fidéle lorsqu’on le compare avec les résultats issus du calcul
numérique de ManLab. Ceci nous permet de confirmer les développements analy-
tiques qui sont utiles pour prédire le comportement de la structure plus rapidement
que des calculs numériques, qui possédent des soucis de convergence par ailleurs.
Cependant, il faut étre prudent lors de 'augementation de 'amplitude de déplace-
ment, I’écart entre 'analytique et le numérique peut se creuser, ¢’est pourquoi on
parle de prédiction qualitative du comportement dynamique.

Ces résultats sont valables seulement si le systéme dynamique peut étre réduit sur
les modes supposés, i.e. si les effets d’autres modes se font sentir dans la dyna-
mique du systéme (phénomeénes de "spillover"), le modéle proposé ne le prend pas
en compte.

Réponses fréquentielles résonance 1 : 2 : cas de la configuration unimorphe
Dans le cas de la poutre électro-mécanique dans la configuration unimorphe, celle-

ci posséde des non linéarités quadratiques et pour L, = 0.18 m et A = 0.081 m,
on a une résonance 1 : 2 entre le quatriéme et le troisiéme mode. Via la méthode
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FIGURE 2.25 — Tracé fréquentiels des amplitudes des harmoniques de 7, 7, et V dans le
cas de la configuration unimorphe pour la résonance 1 : 3, avec ¢, = 0.01 kg.m~t.s7! et
I’amplitude de déplacement £ = 2 x 1077 m. Les points d’équilibre sont obtenus via la
méthode des échelles multiples (EM) (cf les équations 2.191, 2.192, 2.193 et 2.194), et par
la MAN sur les équations 2.180, 2.181 et 2.182.

de balance harmonique de ManLab, on teste le systéme forcé pour vérifier si les
non linéarités sont suffisantes afin d’activer le phénoméne d’échange d’énergie via
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FIGURE 2.26 — Tracé fréquentiels des amplitudes des harmoniques de 7, 7, et V' dans le
cas de la configuration unimorphe pour la résonance 1 : 3, avec ¢, = 0.01 kg.m~t.s7! et
I’amplitude de déplacement F = 2 x 10~® m. Les points d’équilibre sont obtenus via la
méthode des échelles multiples (EM) (cf les équations 2.191, 2.192, 2.193 et 2.194), et par
la MAN sur les équations 2.180, 2.181 et 2.182.

la résonance 1 : 2, avec deux amplitudes de déplacement différentes (cf les figures
2.27 et 2.28). On observe des difficultés de convergence sur les figures 2.27(b) et
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FIGURE 2.27 — Tracé fréquentiels des amplitudes des harmoniques de r,, r,, et V dans
le cas de la configuration unimorphe pour la résonance interne 1 : 2, avec ¢, = 0.01
kg.m~!.s7! et 'amplitude de déplacement F' = 107!° m. Les points d’équilibre sont ob-
tenus via la méthode des échelles multiples (EM) (cf les équations 2.200, 2.201, 2.202 et
2.203), et par la MAN sur les équations 2.180, 2.181 et 2.182.

2.28(b) pour les harmoniques de r,,, entre le calcul ManLab & 3 et & 9 harmo-
niques. Pour 'amplitude de déplacement F' appliquée dans le cas de ces figures, la
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FIGURE 2.28 — Tracés des réponses fréquentielles des amplitudes des harmoniques de
Tn, Tm €t V dans le cas de la configuration unimorphe pour la résonance interne 1 : 2,
avec ¢, = 0.01 kg.m~1.s7! et Pamplitude de déplacement F = 5 x 107!° m. Les points
d’équilibre sont obtenus via la méthode des échelles multiples (EM) (cf les équations 2.200,
2.201, 2.202 et 2.203), et par la MAN sur les équations 2.180, 2.181 et 2.182.

deuxiéme harmonique reste au-dessus de la troisiéme ce qui n’est plus le cas lors-
qu’on augmente la force d’excitation. Ceci peut s’expliquer par le fait que la non
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linéarité cubique de la poutre est plus importante que la non linéarité quadratique,
qui repose sur un comportement non linéaire du matériau piézoélectrique. On re-
marque d’ailleurs que 1’échange d’énergie entre les modes est peu marqué avec de
trés faibles amplitudes des harmoniques de r,, par rapport a r,. Dans le cas de
la résonance 1 : 2 la non linéarité s’exprime pour de plus faibles amplitudes mais
on s’attend a un potentiel phénomeéne de saturation (Haddow et al., 1984, Mook
et al., 1985, Shivamoggi and Varma, 1988, Oueini and Nayfeh, 2000).

2.4 Conclusion du chapitre

Ce chapitre a permis de mettre en place les équations dynamiques non linéaires du

systéme couplé de poutre homogéne avec des matériaux piézoélectriques collés dessus.
Ces équations présentent des non linéarités quadratiques et cubiques au travers des non
linéarités géométriques de la poutre et matérielles des patchs piézoélectriques. Une analyse
modale de ces équations est effectuée pour identifier les pulsations propres et les déformées
modales associées. Puis, une étude est menée sur les points d’équilibre du systéme couplé
dans un cas réduit a un mode et pour des cas de résonances internes a deux modes.
Les outils analytiques mis en place ont été validés avec des méthodes numériques pour
les réponses fréquentielles, ce qui prouve leur robustesse. Cependant ces résultats ne sont
valables que dans le cas ou le systéme réduit est représentatif du comportement du sys-
teme complet. En effet, le systéme peut présenter des effets indésirables avec 'activation
d’autres modes que ceux supposés (phénomeénes de "spillover"). La réponse de la struc-
ture dépend alors de tous ces modes. On remarque dans le cas & un mode que des non
linéarites inhérentes aux patchs piézoélectriques ménent a un comportement raidissant ou
assouplissant du premier mode de la structure électro-mécanique. On note également un
début d’échange d’énergie entre les modes en résonance interne, notamment dans le cas
de la résonance 1 : 3.

Les résultats originaux de ce chapitre sont :

— les équations dynamiques tri-dimensionnelles complétes d’un systéme prenant en
compte non seulement les non linéarités géométriques de la poutre, mais aussi des
non linéarités matérielles des matériaux piézoélectriques. Cette considération des
non linéarités piézoélectriques ajoute ainsi des termes non linéaires quadratiques et
cubiques aux termes usuels cubiques de la non linéarité géométrique de la poutre
dans les équations. Cependant, il n’y a pas beaucoup de données dans la litté-
rature sur les valeurs physiques potentielles de ces coefficients ou sur la maniére
de les optimiser pour obtenir certains effets sur la dynamique non linéaire de la
poutre. L’identification et la modification de ces coefficients selon des paramétres
géométriques des matériaux piézoélectriques peut constituer une perspective de
travail.

— Tutilisation du positionnement des matériaux piéozélectriques afin de créer des
résonances internes entre les modes propres du systéme électro-mécanique. En effet,
le positionnement d’un patch sur la poutre permet d’ajuster des résonances internes
1:2et 1: 3 respectivement entre le quatriéme et le troisiéme mode, et entre le
troisiéme et le deuxiéme mode. On peut imaginer utiliser plusieurs matériaux pour
accorder plusieurs résonances internes entre différents modes propres du systéme.
D’ailleurs, dans notre cas il n’y a pas de positions pour lesquelles les résonances
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sont vérifiées en méme temps, mais on peut supposer que pour certains matériaux
et positionnements, on réussisse a obtenir les deux résonances en méme temps et
lier ainsi les amplitudes des trois modes.

— I’étude analytique des problémes de poutre électro-mécanique avec un seul mode
mécanique pour identifier les effets des termes non linéaires provenant de la non
linéarité matérielle possible des matériaux piézoélectriques. Il existe notamment
un changement de comportement dynamique : en passant d’'un comportement as-
souplissant de poutre homogeéne seule & un comportement raidissant qui est di a
un des termes non linéaires inhérents au patch piézoélectrique.

— l’étude du modele réduit pour identifier de possibles échanges d’énergie entre les
modes en résonance interne 1 : 2 et 1 : 3. Cette résonance ayant été ajustée
via le positionnement des matériaux piézoélectriques. Ce phénoméne d’échange
dépend des non linéarités intrinséques des matériaux (géométriques de la poutre
et matérielles des matériaux piézoélectriques).

Le chapitre suivant présente des résultats expérimentaux pratiqués sur une poutre avec
des matériaux piézoélectriques, en configuration unimorphe et bimorphe. Ces tests per-
mettent de valider certains résultats analytiques présentés dans ce chapitre. Notamment
les résultats de I'analyse modale, mais aussi des résultats dynamiques sur les réponses
fréquentielles.
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Chapitre 3

Tests expérimentaux sur de petites
structures

Les résultats analytiques obtenus dans le chapitre 2 ont montré la possibilité de concevoir des
structures €lectro-mécaniques permettant la création de résonances internes 1:2 et 1:3. Ces
développements analytiques ont été utilisés pour préparer des tests exrpérimentaux sur plusieurs
configurations de petites poutres avec des matériaux piézoélectriques collés dessus : une poutre
sans matériaux piézoélectriques, une poutre avec un seul patch piézoélectrique (configuration
unimorphe) et une poutre avec deuxr matériaux piézoélectriques (configuration bimorphe).

Dans ce chapitre, on présente les résultats de ces tests expérimentaux qui viennent conforter les
prédictions analytiques du chapitre 2. Ils sont composés de résultats modaux et de réponses
fréquentielles.

L’étude modale a d’abord été menée pour identifier les pulsations propres des systémes, en
circuit ouvert et fermé, ainsi que les déflections modales associées. Ces résultats sont comparés
a ceux obtenus analytiquement avec les méthodes présentées dans le chapitre précédent. Ensuite,
une étude a été menée pour : d’une part tracer les courbes squelettes des configurations lorsqu’il
n’y a pas de résonances internes, et lors de la présence d’une résonance interne 1: 3 d’autre
part.

Une partie des résultats est similaire a l'article Guillot et al. (2020a).
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CHAPITRE 3. TESTS EXPERIMENTAUX SUR DE PETITES STRUCTURES

3.1 Dispositif et méthodologie expérimentale

Une étude expérimentale est menée pour confirmer certains des résultats théoriques
obtenus dans le chapitre 2. Pour cela, plusieurs dispositifs ont été étudiés, ceux-ci sont
composés d’une poutre sur laquelle ont été collés des patchs de matériaux piézoélectriques
PIC 151 via des couches d’époxy. Les couches d’époxy sont estimées & 0.1 mm d’épaisseur
et de méme largueur et longueur que les matériaux piézoélectriques. Deux configurations
particuliéres de structures électro-mécaniques ont été créées :

i) une configuration unimorphe avec un seul matériau piézoélectrique sur le dessus

de la poutre;

ii) une configuration bimorphe avec deux matériaux piézoélectriques disposés de ma-

niére symétrique au-dessus et en dessous de la poutre;
comme le présentent les schémas de la figure 3.1.

: Matériau piézoélectrique (PIC151)
: Poutre homogene

£ : Systeme d’encastrement mobile

L, modifiable

i A =60mm
| T2 i
e 1 | | !
{ 1
I 1%‘ | ’
(a) Configuration unimorphe
, A =70 mm
s a
I 1%‘ | ’
e o
1 1

(b) Configuration bimorphe

FIGURE 3.1 — Schéma des configurations a) unimorphe et b) bimorphe utilisées. La lon-
gueur L; des structures peut étre modifiée grace au déplacement du systéme d’encastre-
ment. La position x1, o des patchs piézoélectriques est déduite de la distance A = Ly — -
et de la longueur L, des matériaux, qui est fixée a 50 mm. La distance A est également
fixée expérimentalement : 60 mm pour la configuration unimorphe et 70 mm pour la
configuration bimorphe.

Ces matériaux piézoélectriques sont positionnés entre s = x; et s = x5 et de longueur
L, = 50 mm comme indiqué sur la figure 3.1. On note également sur cette figure les
distances A = L, — x5 choisies expérimentalement. Elles doivent permettre ’apparition
des résonances 1 : 2 et 1 : 3 prévues théoriquement (cf le chapitre 2), pour des longueurs
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3.1. DISPOSITIF ET METHODOLOGIE EXPERIMENTALE

particuliéres de poutre L.
La poutre sans matériau piézoélectrique et les deux configurations utilisées expérimenta-
lement sont présentées sur la photo de la figure 3.2.

TR
yi

10 11

FIGURE 3.2 — Photo des différentes configurations étudiées expérimentalement : la poutre
homogeéne seule, la configuration unimorphe avec un seul matériau piézoélectrique, et
la configuration bimorphe avec deux patchs piézoélectriques. Le systéme d’encastrement
mobile est positionné sur la configuration bimorphe. La structure bimorphe et la structure
unimorphe ont été réalisées au CNAM a Paris.

L’intérét de I’étude d’une configuration unimorphe et d’une configuration bimorphe est
d’observer I'importance que peut avoir ’asymétrie du cas unimorphe sur la dynamique de
la structure, par rapport au cas symétrique de la configuration bimorphe. En effet, comme
expliqué dans I'annexe de Guillot et al. (2020a), du fait de 'asymétrie de la structure aux
endroits ol sont présents les patchs piézoélectriques il existe un couplage axial-flexion.
Ce couplage est annulé dans nos équations par I’hypothése d’inextensibilité, cependant
il serait responsable de non linéarités quadratiques. En outre, le cas symétrique de la
configuration bimorphe élimine I'effet de certains coefficients piézoélectriques tel que s111
(Mam et al., 2016).

Dans ce chapitre, une premiére partie explique le dispositif expérimental ainsi que les
méthodes utilisées pour caractériser les comportements modaux et fréquentiels des confi-
gurations. La deuxiéme partie présente ’analyse modale effectuée pour détecter les pulsa-
tions propres et les déformées modales associées des trois systémes étudiés. Ces résultats
sont comparés a ceux théoriques obtenus dans le chapitre 2, appliqués au cas particulier
des configurations expérimentales. Cette investigation des pulsations propres permet la
confirmation de la création des résonances 1: 2 et 1 : 3, en fonction de I'emplacement des
matériaux piézoélectriques sur la poutre (au travers de la modification de la longueur Ly,
cf la figure 3.1).

Pour finir, une étude dynamique de régimes forcés est réalisée via deux méthodes : la
boucle & controle de phase (Phase-Lockep-Loop (Denis et al., 2018)), et la détection syn-
chrone. On en déduit les réponses fréquentielles du systéme. La premiére méthode permet
de tracer les courbes squelettes des différents modes, afin d’identifier de possibles com-
portements non linéaires. La deuxiéme est utilisée pour analyser de possibles échanges
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d’énergie entre deux modes du systéme en résonance 1 : 3.
Dans un premier temps, nous décrivons le dispositif expérimental qui a été utilisé dans la
sous partie suivante.

3.1.1 Le dispositif expérimental

Les différentes structures sont vissées sur un pot vibrant (Briiel & Kjeer 4808) via un
systéme d’encastrement. Un accéléromeétre est collé sur le systéeme d’encastrement, afin
d’enregistrer 1'accéleration de la base a,(t) imposée aux structures. Un vibromeétre laser
(Polytec PSV 400) est utilisé pour mesurer la vibration des structures, en pointant sur
différents points choisis de la structure. Le pot vibrant est piloté par un ordinateur relié
a celui-ci via un amplificateur de puissance et une carte d’acquisition d’entrée/sortie. La
carte d’acquisition permet d’envoyer le signal d’excitation d’entrée au systéme et d’enre-
gistrer le signal de vibration et le signal d’accélération du vibromeétre et de 'accéléromeétre

(cf la figure 3.3).

— Vibrométre laser

> -

Carte Ordinateur
| d’acquisition
1A - Amplificateur de charge
Accélérométre—. P '?‘ &
.lr// '-\\‘ *
[
R 4
R Amplificateur de puissance
Poutre hY
Maté‘riaux Pot vibrant N >
piézoélectriques

FIGURE 3.3 — Schématisation du dispositif expérimental, la structure représentée étant
la configuration bimorphe. Le vibrométre laser est pointé sur la structure, la réponse
vibratoire est enregistrée par 'ordinateur via la carte d’acquisition. La structure est fixée
via le systéme d’encastrement sur le pot vibrant. L’accélération imposée a la structure est
recueillie par I'accéléromeétre collé sur le systéeme d’encastrement. Le signal d’excitation
est transmis au pot vibrant par 'ordinateur via un amplificateur de puissance.

Les données materielles de la poutre homogéne sont identifiées. Sa masse m;, est de 10.958
g. Le volume de la poutre est V, = 1.402 x 1075 m3. On en déduit sa masse volumique :
pp = 7810 kg.m 3. La détection des premiéres fréquences propres de la poutre homogéne
seule permet de calculer son module d’Young FEj, par rapport aux fréquences identifiées
théoriquement. En effet, entre les sept premiéres fréquences propres obtenues théorique-
ment et expérimentalement pour L, = 0.17 m, une régression linéaire est effectuée qui
donne le module d’Young de la poutre tel que Ej = 1.7881 x 10" Pa (cf la figure 3.4).
Les données matérielles de la poutre, des matériaux piézoélectriques et de la colle époxy
sont regroupées dans le tableau 3.1. Celles de la poutre ont été identifiées comme expli-
qué précédemment, celles des matériaux piézoélectriques PIC 151 sont données par les
constructeurs et celles de I’époxy sont celles affichées par Mam et al. (2016). Ces données
sont utilisées pour effectuer les calculs théoriques de ’analyse modale, comme expliqués
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* Les sept premiéres fréquences
[|==Droite de régression linéaire

-
(o))
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500
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0 500 1000 1500 2000 2500
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FIGURE 3.4 — Courbe de régression linéaire entre les sept premiéres fréquences théoriques
et expérimentales de la poutre homogéne seule pour une longueur L, = 0.17 m. Cette
courbe permet de déduire le module d’Young £}, de la poutre homogéne.

Tableau 3.1 — Propriétés mécaniques de la poutre nue (identifiées expérimentalement), des
matériaux piézoélectriques PIC 151 (d’aprés Thomas et al. (2009)) et de la colle époxy
(d’aprés Mam et al. (2016)).

p (kgm™3) | Y (GPa) | h,h, (mm) | b,b, (mm)
Poutre nue 7810 179 0.5 13
PIC151 8500 66.7 0.5 10
Colle époxy 8000 5 - -

dans le chapitre 2, afin de comparer ces résultats & ceux obtenus expérimentalement. On
explique maintenant comment est utilisé ce dispositif pour effectuer ’analyse modale.

3.1.2 Meéthodologie de I’analyse modale : pulsations propres et
déformées modales

D’abord, j’ai effectué une analyse modale pour identifier les quatre premiéres pulsa-
tions propres des deux configurations : unimorphe et bimorphe. Pour cela, les Fonctions
de Réponses Fréquentielles (FRF) sont tracées entre les réponses vibratoires obtenues
par le vibrométre laser et I'accélérométre. Les quatre premiéres pulsations propres sont
déduites de ces FRF, pour différentes longueurs de poutre L,. En effet, les matériaux
piézoélectriques sont collés sur les deux configurations, i.e. A est fixé (cf la figure 3.1),
mais la longueur L, peut étre modifiée en faisant varier I'emplacement du systéme d’en-
castrement sur les configurations. Pour la configuration unimorphe, on a A = 60 mm et
pour celle bimorphe, on a A = 70 mm (cf la figure 3.1). Ces distances A ont été choisies
car elles doivent nous permettre d’obtenir les résonances internes suivantes : ws >~ 3w, et
wy =~ 2ws, comme prévu théoriquement pour des longueurs L;, de poutre précises.

Dans le cas unimorphe, j’ai augmenté la longueur de la poutre L, de 110 mm jusqu’a
170 mm, avec des pas de 5 mm. Dans le cas bimorphe, j’ai testé des longueurs de poutre
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Ly allant de 120 mm & 170 mm avec le méme pas de 5 mm. Autour des longueurs L,
de poutre pour lesquelles je me rapprochais des résonances internes 1 : 2 et 1 : 3, j’ai
réduit le pas & 1 mm. Ensuite, j’ai tracé les rapports entre la troisiéme et la deuxiéme, et
entre la quatriéme et la troisiéme pulsation propre, en fonction des longueurs de poutre L,
imposées. Ces résultats expérimentaux sont comparés avec ceux obtenus théoriquement
pour les données matérielles identifiées dans le tableau 3.1.

Le dispositif expérimental permet également de tracer les déflections modales des struc-
tures. Pour cela, sur le logiciel du vibrométre laser, on définit des points de maillage sur
une ligne au milieu de la structure. Le logiciel enregistre alors le déplacement de ces dif-
férents points sur une certaine bande de pulsation. On a ’enregistrement des différentes
déflections sur ces points de maillage, pour une certaine pulsation propre. Le logiciel dé-
tecte d’ailleurs les pics des FRFs et reproduit une animation de ces déformées modales
sur les pulsations propres associées. Ces animations permettent de différencier les modes
de flexion des modes hors plan ou de torsion. On enregistre les déflections observées expé-
rimentalement des quatre premiers modes plans, afin de tracer ’estimation des déformées
modales expérimentales. On compare ces déformées avec celles obtenues théoriquement
pour une longueur de poutre fixée a L, = 0.17 m.

C’est ainsi que j’ai effectué une analyse modale pour identifier les pulsations propres
des deux configurations, et aussi enregistrer leurs déflections modales pour L, = 0.17 m.
Je me suis également intéressée aux réponses fréquentielles des structures comme expliqué
dans la sous partie suivante.

3.1.3 Meéthodologie de ’analyse fréquentielle de systémes forcés

Le chapitre 2 a permis d’identifier les points d’équilibre du comportement dynamique
de notre systéme électro-mécanique, dans un cas ot un seul mode est excité et dans le cas
ol le systéme présente une résonance interne 1 : 3. Pour cette partie expérimentale, on
trage les courbes squelettes de notre systéme, lorsqu’il n’y a pas de résonances internes,
via une méthode de boucle a controle de phase (Phase-Locked-Loop (PLL) (Denis et al.,
2018)). On étudie également la réponse fréquentielle des deux configurations quand elles
présentent une résonance interne 1 : 3, via une méthode de détection synchrone. Les deux
méthodes utilisées sont présentées dans les sous parties suivantes.

La méthode de boucle a contrédle de phase : tracé des courbes squelettes

La méthode de la boucle a controle de phase présente au LISPEN, est basée sur I’ana-
lyse de la différence de phase qui existe entre le signal d’accélération de 'accélérométre
(ap(t)) et le signal de vibration du vibromeétre laser (v(t)) (cf les figures 3.3 et 3.5). En
effet, si les signaux sont en phase, alors on se situe sur la courbe squelette de notre struc-
ture. Une boucle de controle est donc développée pour obtenir la pulsation pour laquelle
ces deux signaux sont en phase, pour un certain niveau d’accélération a.(t) imposé a la
structure via le pot vibrant (cf la figure 3.5). Les signaux de vibration (v(t)) du vibro-
meétre laser pointé sur la structure et d’accélération (a(t)) de l'accélérométre collé sur
le systéme d’encastrement sont enregistrés et notamment leurs phases ¢; et ¢,, comme
présenté sur la figure 3.5. On a la différence de phase d, = ¢; — ¢, qui doit étre inférieure
a une valeur seuil s, imposée. Ainsi :
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Vibrometre laser
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Pot vibrant
ag(t) ]
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FIGURE 3.5 — Schéma simplifié du fonctionnement de la boucle a controle de phase (PLL)
utilisée. Cette boucle utilise la différence de phase d, qui existe entre la phase signal de
vibration (¢;) de la structure, enregistrée par le vibromeétre laser, et celle de I'accélération
imposée a la structure (¢,) enregistrée par l'accéléromeétre placé sur le systéme d’encas-
trement. Elle statue sur cette différence de phase, en vérifiant si elle est inférieure ou
supérieure a une valeur seuil indiquée s,,.

— si d, < s, pour un niveau d’accélération |a.| imposé au pot vibrant ainsi qu'une
pulsation d’excitation w (a.(t) = |ac|cos(wt)), alors ce point est enregistré et on
fait un pas supplémentaire de niveau d’accélération d’excitation d|a|.

— sidy, > s, alors pour le méme niveau d’accélération du pot vibrant |a.|, on modifie
légérement la pulsation d’excitation de dw pour essayer d’obtenir une différence de
phase d, qui respecte la sensibilité s, demandée.

Un balayage en accélération est ainsi effectué, avec un pas défini d|a.|, pour trouver les
points d’équilibre & ces différentes amplitudes d’accélération (et pulsations associées w),
avec une certaine marge d’erreur s, sur la différence d, devant étre obtenue entre les
phases des signaux d’accélération (a,(t)) et de vibration (v(t)) de l'accélérométre et du
vibromeétre laser. J’ai utilisé cette méthode pour tracer les courbes squelettes des quatre
premiers modes des deux configurations, dans un cas ou celles-ci ne présentent pas de
résonances internes.

Le but en tragant les courbes squelettes est de montrer de potentiels comportements
non linéaires quadratiques et cubiques des deux configurations. La méthode de détection
synchrone, implémentée pour observer le comportement de résonance 1 : 3, est présentée
dans la sous partie suivante.
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La méthode de détection synchrone : détection du comportement du systéme
sur la résonance 1: 3

Pour obtenir les états stables des configurations, dans le cas de la résonance interne
1 : 3, une méthode de détection synchrone est utilisée. Pour cela, une bande de pulsation
est définie, autour du mode bas de la résonance interne, i.e. wy. La structure est excitée
sur cette bande de pulsation pour la méme accélération d’entrée imposée au systéme
d’encastrement. Ceci est vérifié via une boucle de contrdle sur |a|, qui est I'amplitude
de laccélération enregistrée par I'accéléromeétre collé sur le systéme d’encastrement (cf la
figure 3.3). Aprés avoir effectué un pas de pulsation, un certain temps (que 'on définit)
est attendu pour enregistrer un point d’équilibre stable (& t) de la réponse temporelle
de la structure. Ce temps est imposé afin de s’assurer que 'on enregistre la réponse en
régime permanent et pas en régime transitoire.
Dans notre cas, on souhaite observer un comportement de résonance interne, et donc
le comportement de deux modes simultanément. Un protocole expérimental particulier
a donc été mis en place. Comme deux modes, ceux en résonance interne, veulent étre
observés indépendamment, deux expériences sont menées 'une aprés 'autre en pointant
le laser sur les noeuds de ces deux modes successivement (cf la figure 3.6).

—
o
—
<
5}
—
<
=)
2
e R Ll GOERT> Q-#---
g
=
:
8 Déformation modale du second mode : ¢(s)
o) Déformation modale du troisitme mode : ¢3(s)
A ||m=Axe des abscisses (déformée nulle)
O Noeud du second mode : x; : i
+ Noeud extrémal du troisieme mode : xy3
position s

FIGURE 3.6 — Représentation des déformées modales du deuxiéme et troisiéme mode (¢
et ¢3) avec identification du noeud du deuxiéme mode x ¢, ('0’) et du noeud extrémal du
troisiéme mode x5 ("+).

Ces noeuds ayant ét¢ identifiés par I’analyse modale de la structure. Soit s = x5 le noeud
du deuxiéme mode et s = x5 le noeud extrémal du troisiéme mode (cf la figure 3.6),
puisqu’on suppose que la réponse en déplacement v(s,t) est dominée par les modes qui
sont en résonance interne, on a :

v(s,t) = pa(s)ra(t) + ¢s(s)rs(t) (3.1)
V(s =xpo,t) = ¢3(s=xp)rs(t) et, v(s=axy3,t) = ¢os = xp3)r2(t) (3.2)

Ainsi, on pointe sur le noeud modal du deuxiéme mode () pour observer le troisiéme
mode, et on pointe sur le noeud extrémal du troisiéme mode (zy3), pour enregistrer la
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réponse du deuxiéme mode. Ceci dans le cas ou la réponse de la structure est dominée
uniquement par ces deux modes.

Au vu de l'utilisation de la méthode des échelles multiples, qui fait une différenciation
entre les différentes harmoniques de la réponse périodique, j’ai décomposé les résultats des
signaux expérimentaux par rapport a leurs différentes harmoniques. Ainsi, les différentes
amplitudes des harmoniques sont calculées a partir du signal de vibration enregistré par le
vibromeétre laser. D’apres les développements analytiques, on suppose que 1’on va observer
principalement la premiére harmonique du deuxiéme mode et la troisieme harmonique du
troisiéme mode, & cause de la résonance 1 : 3. En effet, avec w la pulsation d’excitation
extérieure, qui se situe autour de wsy, les relations sur les pulsations sont les suivantes :

3&)2
3w

Wy ~ w, et, ws

11

(3.3)

Afin de différencier les amplitudes des différentes harmoniques, les signaux enregistrés
sont multipliés par les fonctions sin(hwt) et cos(hwt), puis une moyenne est calculée sur
ce nouveau signal pour extraire 'amplitude de la h*™® harmonique (Monteil et al., 2015,
Denis et al., 2018).

Cette partie a permis de présenter le dispositif expérimental ainsi que la méthode utilisée
pour identifier les pulsations propres et les déformées modales. Elle détaille la méthode
de boucle a controle de phase et la méthode de détection synchrone qui sont disponibles
au LISPEN, tout en expliquant leur utilisation adaptée aux résultats que ’on souhaite
observer par rapport aux développements du chapitre 2.

Dans la prochaine partie, les résultats obtenus par I’analyse modale expérimentale sont
présentés. Ils sont également comparés a ceux théoriques obtenus grace aux développe-
ments analytiques du chapitre 2. Ils confirment la réalisation des résonances internes 1 : 2
et 1: 3 et la modification des déformées modales.

3.2 Les analyses modales

Comme expliqué précédemment, une analyse modale est effectuée sur les deux confi-
gurations unimorphe et bimorphe, afin d’obtenir leurs pulsations propres mais aussi leurs
déflections modales associées. Ces résultats sont comparés avec les résultats obtenus par
les développements théoriques. Ils permettent de vérifier d’'une part que des résonances
internes 1 : 2 et 1 : 3 peuvent étre obtenues sur les deux configurations, et d’autre part
que la présence des matériaux piézoélectriques modifient la déformée modale globale du
systéme, comme prévu théoriquement.

3.2.1 La réalisation des résonances internes

L’analyse modale permet d’abord de vérifier la réalisation des résonances internes 1 : 2
et 1 : 3 pour des longueurs particuliéres de poutre L;. Cette vérification est menée via
le tracé des ratios entre la troisiéme et la deuxiéme et entre la quatriéme et la troisiéme
pulsation propre du systéme. Ces analyses sont effectuées pour les deux configurations
par rapport a la longueur de la poutre L; imposée.

On souhaite également valider le modéle théorique d’identification des pulsations propres
du systéme composite. Pour cela, les pulsations propres théoriques wye, sont calculées
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avec le modele présenté dans le chapitre 2 en supposant un circuit fermé. Elles sont
comparées a celles identifiées expérimentalement dans le cas du circuit fermé wegp r. On
calcule I'erreur relative E,, entre les pulsations propres théoriques et expérimentales, telle
que :

|wtheo - wemp,cf|

E,, =100 x (3.4)

Wtheo
Tracons les résultats pour la configuration unimorphe dans la sous partie suivante.

Résonances internes : le cas de la configuration unimorphe

On compare les résultats expérimentaux en circuit ouvert et circuit fermé aux courbes
déduites théoriquement par la résolution de I’équation 2.81 du chapitre 2 dans le cas
d’un circuit fermé pour la configuration unimorphe (cf la figure 3.7). Afin de vérifier si la
prise en compte des couches de colle époxy améliorent la détection des pulsations propres
théoriques, on calcule aussi les pulsations propres avec une épaisseur de colle de 0.1 mm
estimée expérimentalement, et en supposant la couche d’époxy de méme dimension que le
matériau. Pour les propriétés matérielles de la colle, on a repris celles données par Mam
et al. (2016). On observe que les résultats théoriques et expérimentaux donnent une allure
similaire de courbe selon la longueur L, de la poutre. On vérifie également la réalisation
des résonances internes voulues telles que wy ~ 2w3 et w3 ~ 3wy pour des longueurs
précises de poutre L.

On peut déduire de la figure 3.7 les longueurs particuliéres de poutre expérimentales et
théoriques pour lesquelles les résonances internes 1 : 2 et 1 : 3 sont effectives :
— La résonance 1 : 2 est obtenue pour L, = 0.139 m expérimentalement et L, = 0.141
m théoriquement (cf la figure 3.7(a)). Les pulsations propres associées sont inscrites
dans le tableau 3.2.

— La résonance 1 : 3 est réalisée pour L, = 0.128 m expérimentalement et L, = 0.129
m théoriquement (cf la figure 3.7(b)). On trouve dans le tableau 3.3 les pulsations
propres associées & cette résonance interne.

Tableau 3.2 — Pulsations propres de la configuration unimorphe associées a la résonance
1:2, dans le cas d’un circuit fermé.

Ly (m) | ws (rad/s) | wy (rad/s) | wy/ws
Expérimental | 0.139 2 342 4 697 2.006
Théorique 0.141 2 323 4 640 1.997

Tableau 3.3 — Pulsations propres de la configuration unimorphe associées a la résonance
1: 3, dans le cas d’un circuit fermé.

Ly (m) | we (rad/s) | ws (rad/s) | ws/ws
Expérimental | 0.128 966.4 2 883 2.983
Théorique 0.129 962.9 2 894 3.006

On observe dans les tableaux 3.2 et 3.3 que les écarts entre les pulsations théoriques et
expérimentales semblent faibles. La comparaison qualitative des courbes sur les figures
3.7(a) et 3.7(b) ne permet pas de quantifier I’écart qui existe entre la pulsation propre
expérimentale en circuit fermé wey, ¢ et celle caculée théoriquement wype,. On trace donc
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FIGURE 3.7 — Tracés théoriques et expérimentaux des rapports wy/ws et ws/wy pour
vérifier la réalisation des résonances internes 1: 2 et 1 : 3 dans le cas de la configuration
unimorphe. Les points expérimentaux en circuit fermé (’x’ rouge) et en circuit ouvert (*+’
bleu) sont tracés en fonction de la longueur L, de la poutre. Ces tracés expérimentaux
sont comparés avec les courbes théoriques en circuit fermé (V' = 0) avec et sans couche
de colle d’époxy (ligne pointillée et continue). Les calculs théoriques sont obtenus via la
résolution de 1’équation 2.86.

Ierreur E,, définie dans I’équation 3.4 pour les quatre premiéres pulsations obtenues pour
les différentes longueurs Ly, (cf la figure 3.8).

On observe que 'erreur reste inférieure a 8% sur la figure 3.8, et les erreurs les plus
importantes sont observées sur la pulsation propre du premier mode. Or, dans le cas du
premier mode les pulsations propres étant faibles leur identification est parfois altérée par
les limites du matériel expérimental.

Ces résultats permettent de confirmer que les développements analytiques du chapitre 2
sont fiables pour estimer les pulsations propres de la configuration unimorphe, mais aussi
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FIGURE 3.8 — Calcul des erreurs E,, (%), avec k = 1, 2, 3 et 4, (cf 'équation 3.4) entre
les pulsations propres théoriques (issues du calcul sur I’équation 2.86) et expérimentales
des quatre premiers modes de la configuration unimorphe en circuit fermé (V' = 0).

les longueurs de poutre L nécessaires pour ajuster les résonances internes voulues.
D’aprés le chapitre 2, on sait qu’il existe une différence entre la pulsation propre obtenue
en circuit ouvert et celle obtenue en circuit fermé. Cette différence étant liée au coefficient
de couplage piézoélectrique dsq, si les deux pulsations sont confondues le couplage électro-
mécanique n’est pas trés bon (cf la figure 3.7). Ainsi, sur la résonance 1 : 2 le couplage
n’est pas optimal (cf la figure 3.7(a) & L, = 129 mm), contrairement au cas de résonance
1:3 (cf la figure 3.7(b) a Ly = 129 mm).

Tragons les résultats pour la configuration bimorphe.

Résonances internes : le cas de la configuration bimorphe

Comme pour le cas de la configuration unimorphe, on trace les résultats expérimentaux
des rapports de wy /w3 et wz/ws pour les cas de circuit ouvert et circuit fermé avec les
différentes longueurs de poutre L, testées (cf la figure 3.9). Ces résultats expérimentaux
sont comparés aux tracés des courbes théoriques avec et sans couche d’époxy. On suppose
toujours que les couches d’époxy sont symétriques et de 0.1 mm d’épaisseur. A nouveau,
on observe un accord qualitatif entre les résultats expérimentaux et théoriques. De plus,
on confirme la création des résonances internes 1 : 2 et 1 : 3 voulues. On déduit de la
figure 3.9 que :

— la résonance 1 : 2 est réalisée expérimentalement pour L, = 0.152 m et théorique-

ment pour L, = 0.158 m (cf la figure 3.9(a)). Les pulsations propres associées sont
inscrites dans le tableau 3.4.
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FIGURE 3.9 — Tracé des rapports wy /w3 et ws/ws pour vérifier la réalisation des résonances
internes 1 : 2 et 1 : 3 en fonction de la longueur L, de la poutre, dans le cas de la
configuration bimorphe. Les points expérimentaux en circuit fermé ('x’ rouge) et en circuit
ouvert ("+’ bleu) sont tracés en fonction de la longueur L, de la poutre. Ces tracés
expérimentaux sont comparés avec les courbes théoriques avec et sans couche de colle
d’époxy (ligne pointillée et continue) issues du calcul de I’équation 2.86.

— la résonance 1 : 3 est obtenue pour L, = 0.147 m expérimentalement et L, = 0.152

m théoriquement d’apres la figure 3.9(b). Les valeurs de longueurs et de pulsations
propres sont écrites dans le tableau 3.5.

La comparaison qualitative des courbes des figures 3.9(a) et 3.9(b) ne permet pas de

quantifier 'erreur entre la pulsation propre expérimentale et celle caculée théoriquement.

On trace donc FE,, (cf I’équation 3.4) pour les quatre premiéres pulsations obtenues pour

les différentes longueurs L; (cf la figure 3.10). On observe que lerreur reste inférieure a

12% sur la figure 3.10, et les erreurs les plus importantes sont observées sur les pulsations

du premier et du troisiéme mode, pour des longueurs de poutre L, entre 0.14 et 0.155 m.
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Tableau 3.4 — Pulsations propres de la configuration bimorphe associées a la résonance
1: 2, dans le cas d’un circuit fermé.

Ly (m) | ws (rad/s) | wy (rad/s) | wy/ws
Expérimental | 0.152 1 852 3 739 2.019
Théorique 0.158 1823 3 647 2.001

Tableau 3.5 — Pulsations propres de la configuration bimorphe associées a la résonance
1: 3, dans le cas d'un circuit fermé.

Ly (m) | wo (rad/s) | w3 (rad/s) | ws/we
Expérimental | 0.147 701.5 2 097 2.989
Théorique 0.152 686.4 2 063 3.005
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FIGURE 3.10 — Calcul des erreurs E,, (%).avec k =1, 2, 3 et 4, (cf 'équation 3.4) entre
les pulsations théoriques (issues du calcul de I’équation 2.86) et expérimentales des quatre
premiers modes propres de la configuration bimorphe.

Comme précédemment, comparer les pulsations en circuit ouvert et celles obtenues en
circuit fermé permet d’extraire une information sur le couplage électro-mécanique. Dans
le cas bimorphe, le couplage semble bon pour la résonance 1 : 2 (cf la figure 3.9(a) a
L, = 153 mm) et la résonance 1 : 3 (cf la figure 3.9(b) a L, = 146 mm).

Pour les deux configurations, on observe des erreurs E,, entre les pulsations théoriques
et expérimentales qui sont plus importantes pour les pulsations du premier mode. Ceci
peut s’expliquer par une difficulté a identifier ces pulsations faibles en situation expéri-
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mentale, qui est liée a la sensibilité de nos appareils. C’est d’ailleurs la raison pour laquelle
les déformées modales associées a ce premier mode ne sont pas tracées dans la prochaine
partie, car elles ne sont pas bien identifiées du fait de leur faible amplitude de déflection.
Ces résultats modaux attestent de la fiabilité des résultats théoriques issus du chapitre
2 pour les deux configurations. Ils prouvent I'obtention des résonances internes 1 : 2 et
1 : 3 telles que wy =~ 2ws et w3 >~ 3wy via un positionnement particulier des matériaux
piézoélectriques. Ces derniers peuvent étre utilisés pour ajuster les pulsations propres du
systéme afin d’obtenir les ratios voulus entre celles-ci. Ainsi, ces résultats démontrent la
possibilité d’effectuer les tests en régime forcé, via la méthode de détection synchrone,
afin d’observer la dynamique des structures sur la résonance 1 : 3.

Dans la partie suivante on s’intéresse a l’effet de la présence des matériaux piézoélectriques
sur les déflections modales de la structure.

3.2.2 Les déformées modales

Les déformées modales sont tracées a partir des données expérimentales de déflection
(¢exp), pour la poutre nue et les deux configurations. Ces résultats expérimentaux sont
comparés aux courbes prévues théoriquement. Pour cela, les déformées modales sont ob-
tenues théoriquement pour la longueur L, = 0.17 m (¢4pe0), avec seulement la constante
A libre dans le cas de la poutre homogéne (cf I’équation 2.66). On parle de la constante
Aj pour les deux configurations. Les autres constantes pouvant étre écrites en fonction de
celles-ci. Ces amplitudes sont identifiées par rapport aux données expérimentales via une
méthode des moindres carrés. Les points expérimentaux de déflection sont obtenus a des
distances s = x; connues expérimentalement. L’erreur entre les déflections expérimentales
(exp) €t celles théoriques (dineo), exprimées aux distances x;, est calculée telle que :

Z|¢theo<xi> - ¢emp (xz) |2

E,, =100 x = (3.5)
n

avec n le nombre de distances prises en compte expérimentalement.

Déformées modales : le cas de la poutre nue

Une premiére vérification des déformées modales connues est faite sur la poutre nue.
On trace les deuxiéme, troisiéme et quatriéme déflections modales expérimentales, et
on les compare avec les courbes théoriques obtenues a partir des développements du
chapitre 2. Le coefficient libre A est identifié & partir des résultats expérimentaux, pour
cela on utilise la fonction "lsqnonlin" de Matlab. Cette fonction trouve le coefficient A qui
minimise 'erreur entre les points théoriques et expérimentaux au travers d’une méthode
des moindres carrés.

Les déformées modales correspondantes sont tracées sur la figure 3.11, on observe un
bon accord qualitatif entre les points expérimentaux et les courbes théoriques. Cette
corrélation peut étre vérifiée par le calcul de lerreur E,, de 'équation 3.5. Les erreurs
entre les points expérimentaux et les points théoriques des différentes déformées modales
sont calculées dans le tableau 3.6.

Elles sont inférieures a 1%, ce qui confirme que les résultats analytiques et expérimentaux
ont une bonne corrélation.

Vérifions les résultats dans le cas de la configuration unimorphe.
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FIGURE 3.11 — Comparaison entre les points expérimentaux (*) et les courbes théoriques
(-) du deuxiéme, troisiéme et quatriéme mode de la poutre nue, pour une longueur de
poutre L, = 0.17 m.

Tableau 3.6 — Calcul des erreurs E,,. de 'équation 3.5 entre les points expérimentaux et
les points théoriques des déformées modales de la poutre nue.
Deuxiéme mode ‘ Troisiéme mode ‘ Quatriéme mode

0.89% | 0.31% | 0.85%

Déformées modales : le cas de la configuration unimorphe

Dans le cas de la configuration unimorphe, on a L, = 0.17 m pour le calcul des dif-
férentes déformées modales. La distance A est fixée a 60 mm et la longueur L, a 50 mm
(cf la figure 3.1), ce qui impose 1 = 0.06 m et x5 = 0.11 m. On trace les points expéri-
mentaux des déformées du deuxiéme, troisiéme et quatriéme mode avec les courbes des
déformées théoriques obtenues grace aux développements analytiques du chapitre 2 (cf la
figure 3.12).

Le coefficient A; est identifié comme précédemment via la fonction lsqnonlin. On observe
une bonne corrélation qualitative entre les points expérimentaux et les déformées ana-
lytiques. On remarque également un "aplatissement" des déformées modales notamment
entre x1 et x5 ce qui correspond a 'emplacement du matériau piézoélectrique (cf la figure
3.12). Ce comportement s’explique par le fait que la présence du matériau piézoélectrique
augmente la rigidité de la structure entre les positions x; et x».

Afin de vérifier la corrélation entre les points expérimentaux et les points théoriques, 1'er-
reur F,,. (de 'équation 3.5) est exprimée dans le tableau 3.7 pour les trois modes de la
configuration unimorphe qui sont représentés sur la figure 3.12.

On observe dans le tableau 3.7 que la corrélation est meilleure pour le deuxiéme et troi-
siéme mode par rapport au quatriéme mode, ce qui confirme 'observation des courbes de
la figure 3.12. Les erreurs restent inférieures a 6% pour les trois modes considérés (cf le
tableau 3.7).
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FIGURE 3.12 — Comparaison entre les points expérimentaux (*) et les courbes théoriques
(-) du deuxiéme, troisiéme et quatriéme mode de la configuration unimorphe, pour une
longueur de poutre L, = 0.17 m. L’emplacement du matériau piézoélectrique est maté-
rialisé par les lignes pointillées z; = 0.06 m et o = 0.11 m.

Tableau 3.7 — Calcul des erreurs E,,. de ’équation 3.5 entre les points expérimentaux et
les points théoriques des déformées modales de la configuration unimorphe.
Deuxiéme mode ‘ Troisiéme mode ‘ Quatriéeme mode

1.36% | 1.95% | 5.93%

Intéressons nous maintenant a la configuration bimorphe.

Déformées modales : le cas de la configuration bimorphe

Dans le cas bimorphe, on a L, = 0.17 m, la distance A est fixée & 70 mm et la longueur
des matériaux piézoélectriques est L, = 50 mm (cf la figure 3.1). Ainsi, les distances z;
et x5 sont : 21 = 0.05 m et £ = 0.1 m. A nouveau on fait la comparaison entre les défor-
mées modales des deuxiéme, troisiéme et quatrieme modes obtenues expérimentalement,
et celles obtenues analytiquement & partir des développements du chapitre 2 (cf la figure
3.13). L’identification du coefficient A; se fait & partir des points expérimentaux grace a
la fonction Isqnonlin.

On observe une meilleure corrélation entre les données expérimentales et théoriques que
dans le cas de la configuration unimorphe (cf les figures 3.12 et 3.13 ). Ceci est confirmé
par les calculs d’erreurs E,, entre les points expérimentaux et les points théoriques de
I’équation 3.5. En effet, les erreurs pour les trois modes de la configuration bimorphe sont
inférieures a 2%.

Tout comme pour le cas de la configuration unimorphe, on observe un aplatissement des
déformées modales entre x; et x5, et les matériaux piézoélectriques ont un effet global sur
les déformées modales (cf la figure 3.13).
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FIGURE 3.13 — Comparaison entre les points expérimentaux (*) et les courbes théoriques
(-) des deuxiéme, troisiéme et quatriéme modes de la configuration bimorphe, pour une
longueur de poutre L, = 0.17 m. L’emplacement du matériau piézoélectrique est maté-
rialisé par les lignes pointillées z; = 0.05 m et x5 = 0.1 m.

Tableau 3.8 — Calcul des erreurs E,,. de 'équation 3.5 entre les points expérimentaux et
les points théoriques des déformées modales de la configuration bimorphe.
Deuxiéme mode ‘ Troisiéme mode ‘ Quatriéeme mode

0.15% | 0.7% | 1.14%

On observe que les déformées modales obtenues sont modifiées par la présence des ma-
tériaux piézoélectriques dans les deux configurations. En effet, la présence des matériaux
augmente la rigidité de la strucuture entre x; et x5. Afin de mieux observer ce phéno-
meéne, comme dans le chapitre 2 on trace les points expérimentaux des déformées modales
du quatriéme mode des trois configurations sur la méme figure (cf la figure 3.14). On
observe, comme dans le cas analytique, I’augmentation de la rigidité sur la configuration
unimorphe et la configuration bimorphe par rapport a la poutre nue avec des déflections
plus faibles entre z; et z5 sur la figure 3.14 (z; = 0.06 m et x5 = 0.11 m pour la configu-
ration unimorphe; z; = 0.05 m et 5 = 0.1 m pour la configuration bimorphe).

Les déformées modales de la configuration bimorphe s’avérent plus conformes a notre
modele théorique que celles de la configuration unimorphe. Cette différence peut venir de
la modification de I’axe neutre induite dans le cas unimorphe entre x; et x,. Mais, on
observe également que les données expérimentales pourraient étre retravaillées, notam-
ment parce que les points expérimentaux des déformées ne passent pas par l'origine. Ce
probléme étant plus marqué dans le cas unimorphe, il peut expliquer la moins bonne cor-
rélation entre les points théoriques et expérimentaux (cf le tableau 3.7). Ainsi, méme s'il
est possible que I'encastrement ne soit pas parfait, comme souvent expérimentalement, il
serait souhaitable de retravailler les données expérimentales afin que les déformées passent
par l'origine. En outre, les points de déflection enregistrés par le laser se faisaient sur la
structure, on a donc I'ajout de I’épaisseur de I'époxy et du matériau piézoélectrique pour
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FIGURE 3.14 — Comparaison entre les points expérimentaux des déformées modales des
quatriéme mode de la poutre homogéne (’0’), de la configuration unimorphe ("*’) et de la
configuration bimorphe ("+7).

les points enregistrés entre z; et x».

Malgré les imperfections du modéle analytique, celui-ci permet d’obtenir une informa-
tion qualitative avec des erreurs inférieures a 13 % par rapport aux résultats théoriques,
ce qui permet de valider le modéle théorique d’analyse modale présenté dans le chapitre
2.

Les essais expérimentaux de I’analyse modale ont permis de confirmer :

— la possibilité d’utiliser le positionnement des matériaux piézoélectriques pour ajus-
ter des ratios 1 : 2 et 1 : 3 entre des pulsations propres du systéme telles que
wy >~ 2ws et w3 ~ 3ws.

— la présence des patchs piézoélectriques sur la structure modifie les déflections mo-
dales de celle-ci.

— les résultats analytiques de I'analyse modale sont fidéles aux résultats expérimen-
taux.

Dans la prochaine partie, les résultats des réponses fréquentielles en régime forcé sont
présentés.

3.3 Les comportements fréquentiels de la structure

Dans cette partie, on s’intéresse aux comportements fréquentiels dans deux cas :
— un cas sans résonance interne (L, = 0.16 m) pour obtenir les courbes squelettes
via la méthode de boucle & controle de phase (Denis et al., 2018),
— un cas avec la présence d'une résonance 1 : 3 dans la structure, étudié avec la
méthode de détection synchrone.
On trace les comportements analytiques attendus dans un premier temps, puis les résultats
expérimentaux obtenus dans un second temps.
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Les données matérielles des matériaux piézoélectriques qui nous sont accessibles sont
simplement celles du constructeur, puisque les coefficients non linéaires n’ont pas été
identifiés. En effet, cela aurait nécessité un protocole expérimental dédié qui n’a pu étre
mis en place dans le temps imparti. Ainsi, les équations du mouvement sont réduites par
rapport aux seuls coefficients piézoélectriques connus, d’apres les équations 2.54 et 2.58
du chapitre 2, on obtient :

Lb 0 .
U + €0 — fi|al cos(wt) = [ —FEL,(v" + v’(v’v”)’)—v’/ g/ (v"?) ds ds
U/Q / s s (36)

_/\ Hey(1+ 5 )V}

12

0= / Qa1+ T+ QuV) ds (3.7)

avec |a| 'amplitude de 1'accélération de la base de la structure, et w sa pulsation d’exci-
tation.

Contrairement aux résultats de ’analyse modale on ne pourra pas comparer directement
les courbes expérimentales et théoriques. On se contentera d’'une comparaison qualitative.
Pour cela, certaines données expérimentales, tels que I’amortissement et le niveau d’accé-
lération |a| imposé a la structure, sont identifiées. Les courbes théoriques sont tracées en
prenant en compte les données matérielles connues.

3.3.1 Résulats analytiques de la réduction modale & un et deux
modes

Dans nos cas de configuration unimorphe et de configuration bimorphe, seules les don-
nées matérielles linéaires du matériau piézoélectrique sont connues. Les tracés théoriques
s’affranchiront donc de potentiels termes non linéaires. Dans le cas de la méthode de
boucle & controle de phase, tous les termes physiques pour tracer la courbe squelette sont
connus puisqu’on s’affranchit des termes de forgage et d’amortissement. Pour tracer le dé-
placement v(s,t), il faut connaitre 'emplacement s = x; sur lequel le laser est pointé. Pour
les expériences menées avec la boucle & controle de phase on suppose que z; = 0.115 m
pour chacune des expériences sur les deux configurations, et que la longueur de la poutre
est de L, = 0.16 m. On obtient théoriquement pour le deuxiéme mode, les pulsations
propres indiquées dans le tableau 3.9.

Tableau 3.9 — Pulsations propres théoriques du deuxiéme mode en circuit fermé des confi-
gurations unimorphe et bimorphe dans le cas ot L = 0.16 m.

wo (rad/s)
Configuration unimorphe 680
Configuration bimorphe 637

A s = x4, on trace la courbe squelette du deuxiéme mode en circuit ouvert pour chaque
configuration sur la figure 3.15. Dans les deux cas on obtient une demi-parabole qui com-
mence a la pulsation propre en circuit ouvert.
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(a) Configuration unimorphe (b) Configuration bimorphe

FIGURE 3.15 — Tracé théorique des courbes squelettes du deuxiéme mode en circuit ouvert
des deux configurations a) unimorphe et b) bimorphe, dans le cas du circuit ouvert. Ces
tracés sont effectués a partir de 1’équation 2.156.

Pour les résultats sur la résonance 1 : 3, il est possible d’identifier les amortissements
¢, des deux configurations unimorphe et bimorphe, a partir des données expérimentales.
Pour cela, on identifie les amortissements spécifiques £, en utilisant la méthode par acuité
de résonance (Inman, 1989) (cf la figure 3.16), sur les courbes forgées a la plus faible ampli-
tude d’accélération. Dans notre cas on enregistre le déplacement obtenu par le vibromeétre
laser et ’accélération enregistrée par 'accéléromeétre placé sur le systéme d’encastrement.
Les signaux enregistrés sont des signaux sinusoidaux, on passe donc d'un déplacement a
une accélération en multipliant par (2 x ™ x f)? avec f la fréquence.

w/w,

FIGURE 3.16 — Méthode par acuité de résonance pour obtenir ’amortissement spécifique £
d’une structure (Inman, 1989) via le rapport des réponses fréquentielles des accélérations
de la structure (a,;) et de la base (a), a basse amplitude de forgage.

On trace la figure 3.17 pour obtenir ¢ pour les deux configurations : unimorphe et bi-
morphe. On a ¢, = 2w, or dans 'expression dynamique on suppose que fi,,, qui
dépend de s, se retrouve dans l'intégrale de projection :

/O in(5)0%(s) ds = 1 (3.8)

puisqu’on a normalisé les déformées modales par rapport a la masse. On obtient ¢, = 2wy§.
Les amortissements ¢, sont donnés pour les deux configurations dans le tableau 3.10.
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FIGURE 3.17 — Méthode par acuité de résonance pour obtenir I'amortissement spécifique
¢ des deux configurations a) unimorphe et b) bimorphe.

Tableau 3.10 — Amortissements spécifiques & obtenus pour les deux configurations par
utilisation de la méthode par acuité de résonance (cf les figures 3.17(a) et 3.17(b)). Et
calcul des amortissements ¢, correspondants grace a l’identification des pulsations propres
du deuxiéme mode ws.

13 wo (rad/s) Cy
Configuration unimorphe | 0.015 855 13.14
Configuration bimorphe | 0.014 706 19.98

On voudrait également identifier les niveaux d’accélération imposés a la structure. On
rappelle qu’ici, dans la méthode de détection synchrone, on a une amplitude d’accéléra-
tion de la base (]a|) constante (i.e. la force généralisée de la partie analytique du chapitre
2 s’écrit QQ, = pim|al cos(wt)). L’accélération retenue expérimentalement est celle imposée
au systéme d’encastrement, qui est enregistrée via I'accélérométre (cf la figure 3.3).

Les deux expériences (en pointant sur s = sy et sur s = xy3) étant effectuées 'une aprés
Iautre, il faut vérifier qu’elles sont réalisées dans les méme conditions d’excitation. On
différencie le cas ou le laser est pointé sur s = xyo et le cas ou il est pointé sur s = xy3.
On trace les amplitudes d’accélération imposées a la base |a| en fonction de la pulsation
w pour les deux configurations sur la figure 3.18.

On observe qu’elles sont effectivement quasiment constantes sur toute la bande de pulsa-
tion. Dans le cas unimorphe les accélérations sont les mémes lorsque le laser est pointé
sur s = Ty et lorsqu’il est pointé sur s = x¢3. Ceci n’est pas le cas pour la configuration
bimorphe ou une légére différence d’amplitude d’accélération est observée entre les deux
expériences.

L’amortissement et les amplitudes d’accélération de la base ayant été identifiés sur les
données expérimentales, on peut déduire les tracés analytiques par la résolution des équa-
tions 3.6 et 3.7 via I'implémentation des équations dans le logiciel ManLab.

Les tracés analytiques correspondent aux amplitudes des harmoniques de 7o et r3 a
leur point d’équilibre (soit ¢ = t; expérimentalement), or les tracés expérimentaux eux
correspondent aux amplitudes des harmoniques de v(s = wya,tf) = ¢s(zsa)rs(ty) et
v(s = wys,ty) = Pa(xp3)ra(ty). On identifie les points xfo et xp3 théoriques pour pou-
voir multiplier nos résultats analytiques par ¢3(zs2) et ¢o(xf3). Les valeurs de xpo et a3
pour les deux configurations sont reportées dans le tableau 3.11.
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FIGURE 3.18 — Tracés fréquentiels des amplitudes des accélérations |a| imposées aux
configurations en fonction de la pulsation d’excitation w, pendant la méthode de détection
synchrone. Les amplitudes d’accélération |a| sont données dans le cas ou le laser est pointé
sur s = 42 ('07) et s = a3 ((+).

Tableau 3.11 — Les abscisses des points z sy et x5 (cf la figure 3.6) de la configuration
unimorphe et de la configuration et bimorphe, qui présentent une résonance 1 : 3.

zp2 (m) | g3 (m)
Configuration unimorphe | 0.099 0.113
Configuration bimorphe 0.115 0.1334

Les équations analytiques prises en compte ne comportent pas de termes quadratiques,
puisque les coefficients piézoélectriques non linéaires ne sont pas connus et qu’on suppose
un amortissement linéaire. Ainsi, les deuxiémes harmoniques sont nulles analytiquement.
On trace donc les premiéres et troisiémes harmoniques pour la configuration unimorphe
et la configuration bimorphe (cf les figures 3.19 et 3.20). On observe que dans les deux
cas, ’harmonique 3 de r3 est faiblement au-dessus de son harmonique 1 et le troisiéme
mode est globalement peu excité. Il semble que les non linéarités cubiques de la poutre
sont insuffisantes pour observer I’échange d’énergie entre les modes, pour les amplitudes
d’accélération imposées ici.

Les tracés analytiques pour un et deux modes ayant été effectués, la sous partie suivante
présente les résultats expérimentaux.

3.3.2 Reésultats expérimentaux de la boucle a contréle de phase

On trace les résultats lorsque le systéme est excité via la méthode de boucle & controle
de phase sur son deuxiéme mode propre. Le suivi de la courbe squelette est donc effectué
grace a la boucle de controle avec une augmentation de ’excitation donnée a la structure
(cf la figure 3.5). Ici, par rapport a nos résultats théoriques, on compte observer les effets
de non linéarités quadratiques apportées par le comportement non linéaire du matériau
piézoélectrique. Cet effet est visible sur les courbes squelettes par un changement de
courbure.

Tragons d’abord la courbe squelette du deuxiéme mode de la configuration unimorphe
dans la sous partie suivante.
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FIGURE 3.19 — Tracés fréquentiels des amplitudes des harmoniques des points d’équilibre
obtenus via la MAN sur les équations 3.6 et 3.7 qui sont projetées sur le deuxiéme et
troisiéme mode (73 et r3) pour la configuration unimorphe. La réponse est donnée sur le
noeud extrémal du mode 3 s = zy3 (& gauche) et sur le noeud du mode 2 s = x4, (a
droite) (cf le tableau 3.11).

Le cas de la configuration unimorphe

Pour chacune des courbes squelettes des modes excités de la configuration unimorphe
(les quatre premiers) on observe une modification de la courbure (cf la figure 3.21 pour le
deuxiéme mode).

Ceci est un comportement caractéristique des non linéarités quadratiques du systéme. Ces
résultats permettent de confirmer la présence de non linéarités quadratiques, ainsi que leur
activation a partir d’un certain niveau seuil d’amplitude d’excitation. La courbe squelette
expérimentale de la figure 3.21 n’a pas la méme allure que celle attendue théoriquement
(cf la figure 3.15), notamment proche de la pulsation propre ws. Ceci est dit aux impréci-
sions de mesures lorsqu’on s’approche des faibles amplitudes. En effet, il s’agit de limites
expérimentales liées aux sensibilités de nos appareils, on trace la différence de phase d,
qui vérifie la validité de la boucle sur la figure 3.22 (cf la section 3.1.3 qui explique le
fonctionnement de la boucle de controle).

On remarque sur la figure 3.22 que la différence de phase d, augmente pour les pulsations
d’excitation proches de la pulsation propre (w > 690 rad/s). La sensibilité imposée était
de s, = 0.05.

Observons maintenant les résultats expérimentaux pour la configuration bimorphe dans
la sous partie suivante.
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FIGURE 3.20 — Tracés fréquentiels des amplitudes des harmoniques des points d’équilibre
obtenus via la MAN sur les équations 3.6 et 3.7, qui sont projetées sur le deuxiéme et
troisiétme mode (ry et r3) pour la configuration bimorphe. La réponse est donnée sur le
noeud extrémal du mode 3 s = zy3 (& gauche) et sur le noeud du mode 2 s = x4, (a
droite) (cf le tableau 3.11).
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FIGURE 3.21 — Tracé du résultat expérimental de la boucle & controle de phase du
deuxiéme mode de la configuration unimorphe en fonction de la pulsation d’excitation
w. Il s’agit de la courbe squelette expérimentale du deuxiéme mode.
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FIGURE 3.22 — Tracé de la différence de phase d, (cf la section 3.1.3) en fonction de la
pulsation d’excitation w. Elle est associée au tracé de la courbe squelette du deuxiéme
mode de la configuration unimorphe (cf la figure 3.21).

Le cas de la configuration bimorphe

Les courbes squelettes de la configuration bimorphe sont obtenues par la méthode de
boucle a controle de phase. Pour chacun des quatre premiers modes, il n’est pas observé
de changement de courbure comparé au cas unimorphe (cf le cas du deuxiéme mode sur
la figure 3.23).
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FIGURE 3.23 — Tracé du résultat expérimental de la boucle & controle de phase du
deuxiéme mode de la configuration bimorphe en fonction de la pulsation d’excitation
w.

Ceci peut étre expliqué par la présence de termes quadratiques plus faibles dans le cas
bimorphe qui posséde une structure symétrique. En effet, le terme en sy1; par exemple
est annulé par symétrie dans ce cas la (Mam et al., 2016). La PLL est pratiquée dans des
cas de circuit ouvert (@ = 0), il existe tout de méme théoriquement des non linéarités
quadratiques, issues du comportement non linéaire matériel des patchs piézoélectriques.
L’effet de ces non linéarités quadratiques n’est pas observé dans ce cas. Il est possible que
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les amplitudes d’accélération appliquées ici soient insuffisantes pour observer ce compor-
tement non linéaire.

A nouveau l'allure de la courbe squelette n’est pas similaire & celle attendue théorique-
ment, on trace la différence de phase d, en fonction des pulsations d’excitation w (cf la
figure 3.24).

0.5

-0.5¢

624 626 628 630 632 634
w (rad/s)

FIGURE 3.24 — Tracé de la différence de phase d, (cf la section 3.1.3) en fonction de la
pulsation d’excitation w. Elle est associée au tracé de la courbe squelette du deuxiéme
mode de la configuration bimorphe (cf la figure 3.23).

La sensibilité s, est de 0.5, on observe mieux le phénomeéne qui empéche d’obtenir une
courbe squelette standard qui serait attendue en forme de demi-parabole. En effet pour
w > 630 rad/s lerreur d, devient importante. Il s’agit d’un souci de convergence de la
méthode dii aux limites des sensibilités des appareils de mesure.

Pour finir, I'effet de non linéarités quadratiques n’est observé que dans le cas de la confi-
guration unimorphe. En effet, d’aprés ’étude théorique, les non linéarités quadratiques
sont plus importantes dans le cas unimorphe qui est asymétrique. On peut expliqué ce
phénomeéne :

— soit par 'apparition de termes quadratiques dus a I’asymétrie (venant du couplage
axial/flexion comme expliquer dans l’annexe Guillot et al. (2020a)) ;

— soit parce que les termes quadratiques sont plus faibles dans le cas bimorphe et
le comportement non linéaire n’a pas été activé par les amplitudes d’accélération
imposées.

Il est possible que méme faibles, les non linéarités quadratiques puissent étre observées
si I’excitation imposée au systéme est menée jusqu’a un niveau suffisant pour les activer.
Ceci n’a pas pu étre testé expérimentalement a cause des limitations matérielles sur les
vibrations imposées a la structure.

Intéressons nous maintenant au possible comportement multimodal lorsque la structure
présente une résonance interne 1 : 3.

3.3.3 Reésultats expérimentaux de la méthode de détection syn-
chrone

La méthode de détection synchrone, comme expliqué précédemment, est utilisée pour
observer le comportement dynamique des deux configurations lorsque la résonance 1 : 3
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est obtenue entre le deuxiéme et le troisieme mode de la structure. Pour cela, on impose
Ly, = 0.128 m pour la configuration unimorphe, et L, = 0.147 m pour la configuration
bimorphe, comme exposé dans la partie 3.2.1. On utilise une analyse modale pour repérer
les positions du noeud du mode 2 () et du noeud extrémal du mode 3 (zy3). Ces
points sont enregistrés pour effectuer a chaque fois deux tests 'un aprés l'autre : en
pointant le laser sur s = x 9, puis sur s = xy3. De plus, une analyse est effectuée sur la
vibration enregistrée par le vibromeétre laser pour séparer les amplitudes des différentes
harmoniques. En effet, théoriquement on suppose que 1'on va observer principalement
I'amplitude de la premiére harmonique du deuxiéme mode (en s = xs3) et 'amplitude de
la troisiéme harmonique du troisiéme mode (en s = xf,), si la résonance interne est activée.
Si le systéme répond de maniére linéaire, seule 'amplitude de la premiére harmonique du
deuxiéme mode, qui est celui excité directement, sera importante.

Le cas de la configuration unimorphe

Comme expliqué précédemment, on fixe la longueur L, de la configuration pour qu’il
existe une résonance 1 : 3 entre le deuxiéme et le troisiéme mode propre, et on enregistre
les points x ¢ et z¢3. On excite ensuite la configuration pour différentes amplitudes d’accé-
lération, jusqu’a celle maximale ot les fils électriques reliés aux matériaux piézoélectriques
se détachent car la structure vibre trop fort. Pour ces tests expérimentaux, on reste dans
le cas d’'un circuit ouvert () = 0). Les amplitudes des trois premiéres harmoniques de la
vibration v(s,ty) sont ensuite tracées, pour le deuxiéme mode en s = xy3 et en s =
pour le troisitme mode (cf la figure 3.6). Les tests étant effectués indépendamment en
pointant le laser sur x ¢, puis sur z s, il faut vérifier que la méme amplitude d’accélération
est donnée dans chaque cas (cf les figures 3.18(a) et 3.18(b)). Dans le cas unimorphe (cf la
figure 3.18(a)), les amplitudes d’accélérations restent constantes et sont les mémes dans
le cas s = w9 et 5 = xy3.

Tout d’abord, on peut vérifier que I’on observe bien les déplacements des deux modes in-
dépendamment, puisque les amplitudes des différentes harmoniques sont différentes entre
celles enregistrées a s = o (les figures a droite de la figure 3.25) et x5 (les figures a
gauche de la figure 3.25). Ainsi, 'amplitude de la troisiéme harmonique est bien plus im-
portante dans le cas s = zyo que dans le cas s = x¢3 et inversement pour I'amplitude de
la premiére harmonique. Ceci prouve que c’est bien le mode 3 qui réagit lorsque le laser
est pointé sur s = x 9. Une vérification a été faite sur les amplitudes des harmoniques de
l'accélération imposée |a| et il n'y a pas d’excitation forte sur I’harmonique 3, seulement
sur 'harmonique 1, il s’agit donc bien de la réponse de la structure a une solicitation sur
le deuxiéme mode.

Sur la figure 3.25, on vérifie bien 'hypothése que 'amplitude de la premiére harmonique
du mode 2 et I'amplitude de la troisiéeme harmonique du mode 3 sont prédominantes,
confirmant un comportement de résonance 1 : 3 comme vu dans la partie théorique du
chapitre 2. De plus, 'amplitude de la troisieme harmonique du mode 3 est presque égale
a un cinquiéme de 'amplitude de la premiére harmonique du deuxiéme mode, 1’échange
d’énergie est donc bien activé pour ces amplitudes d’excitation de la configuration uni-
morphe.

L’harmonique 3 du mode 2 (s = zs3) montre de trés faibles amplitudes qui doivent étre
dans les limites des seuils de nos appareils de mesure (Hsv(xs3,t7) < 0.02 mm).

On remarque également que 'amplitude de la deuxiéme harmonique du mode 2 est assez
importante, ce qui serait une effet d’'une non linéarité quadratique venant peut étre du
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FIGURE 3.25 — Tracés fréquentiels des trois premiéres harmoniques de la vibration v(s,ty)
obtenues via la méthode de détection synchrone sur la configuration unimorphe, avec le
laser pointé sur le noeud extrémal du mode 3 s = x5 (*+7), et le noeud du mode 2 s = x -
(’0’). Les amplitudes des accélérations de la base |a| associées sont décrites sur la figure

3.18(a).

comportement non linéaire du matériau piézoélectrique. En effet, dans le cas unimorphe
qui est asymétrique, on s’attend théoriquement & avoir plus de non linéarités quadratiques
que dans le cas bimorphe (cf notamment 'annexe de Guillot et al. (2020a)). Ce phéno-
méne peut aussi étre induit par un terme d’amortissement non linéaire (Malaktar, 2003,

Colin et al., 2020)

Observons les résultats dans le cas de la configuration bimorphe.
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Le cas de la configuration bimorphe

On impose 'emplacement du systéme d’encastrement sur la structure afin de réaliser la
résonance 1 : 3. Grace a une analyse modale, on enregistre les points x ¢ et 3, noeuds du
deuxiéme mode et du troisitme mode. On vérifie que 'amplitude d’accélération imposée
a la structure dans le cas s = xyy et s = w3 reste constante sur la bande de pulsation et
de la méme valeur entre les deux cas (cf la figure 3.18(b)). On observe que les amplitudes
d’accélération restent constantes, cependant on a une différence des niveaux d’amplitude
entre les cas ol s = Ty9 et s = xy3. En effet, on remarque une amplitude d’accélération
plus faible dans les cas ot s = xf3. Les amplitudes des harmoniques de la vibration v(s,t)
en s = xy3 sont sans doute sous estimées par rapport a celles obtenues en s = ¢, sur la
figure 3.26. On observe a nouveau que les harmoniques prépondérantes sont la premiére
pour v(xss,tr) et la troisieme pour v(xso,tr). Mais, les amplitudes des harmoniques 1 et 3
des vibrations v(x fa,tf) et v(zs3,tf), sont du méme ordre que 'amplitude 3 de la vibration
v(xfo,t¢). On suppose malgré tout un début d’échange d’énergie observable entre les deux
modes en résonance. Les amplitudes des deuxiémes harmoniques des deux vibrations sont
faibles mais commensurables cette fois. Elles indiquent un potentiel comportement non
linéaire quadratique.

Pour les deux configurations, bimorphe et unimorphe, la résonance interne est activée,
puisqu’on observe que 'amplitude de la premiére harmonique de la vibration a s = w3
et 'amplitude de la troisieme harmonique de la vibration a s = x5 sont prépondérantes.
On observe également dans les deux cas, que les amplitudes des deuxiémes harmoniques
des deux vibrations peuvent étre commensurables méme si elles restent faibles par rap-
port aux autres harmoniques. Ce phénoméne peut étre expliqué soit par des contributions
non linéaires quadratiques du comportement des matériaux piézoélectriques, soit par un
amortissement dynamique non linéaire di & des phénomeénes aérodynamiques (Malaktar,
2003, Colin et al., 2020).

La présence d’amplitudes de la deuxiéme harmonique commensurables ainsi que des ampli-
tudes des troisiemes harmoniques plus importantes que les prévisions analytiques, prouve
qu’il manque des données au modéle théorique. Ainsi, on peut supposer que l'identifi-
cation des coefficients non linéaires piézoélectriques pourraient améliorer les prévisions
théoriques. Ces termes non linéaires seraient notamment & ’origine d’'un comportement
quadratique, mais aussi de coefficients cubiques venant amplifier le comportement dé-
change sur la résonance 1 : 3. D’ailleurs, le matériau piézoélectrique PIC 151 a été étudié
par Parashar et al. (2013), et montre un comportement non linéaire pour de faibles champs
électriques, avec la présence de termes d’ordre 3 et 4 & prendre en compte dans sa fonction
de densité électrique. Ces coefficients conduiraient & des termes quadratiques et cubiques
dans les équations dynamiques du mouvement.

3.4 Conclusion du chapitre

Une campagne de tests expérimentaux a été menée pour confirmer les résultats théo-
riques du chapitre précédent. Pour cela, deux configurations électro-mécaniques ont été
étudiées : une configuration unimorphe (un seul matériau piézoélectrique) et une confi-
guration bimorphe (deux matériaux piézoélectriques placés symétriquement au-dessus et
en dessous de la poutre). Une analyse modale a été effectuée pour identifier les pulsations
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FIGURE 3.26 — Tracés fréquentiels des trois premiéres harmoniques de la vibration v(s,ty)
obtenues via la méthode de détection synchrone sur la configuration unimorphe, avec le
laser pointé sur le noeud extrémal du mode 3 s = x5 ("+’) et le noeud du mode 2 s = x ¢,
(’0’). Les amplitudes des accélérations de la base |a| associées sont décrites sur la figure
3.18(Db).

propres et les déflections modales des deux structures. Puis, deux études dynamiques ont
été traitées : dans un cas ou il n’y avait pas de résonances internes identifiées dans la
structure, et dans un cas ol une résonance 1 : 3 est créée.

Il aurait été intéressant de faire les tests de détection synchrone dans le cas de la poutre
nue mais également sur les configurations pour une longueur L; ot il n’y a pas de réso-
nance. Ces résultats auraient alors pu étre comparés avec ceux des deux configurations
lors de la présence de la résonance interne 1 : 3. Notamment pour montrer 'intérét de la
résonance 1 : 3 dans l'atténuation des vibrations par 1’échange d’énergie induit entre les
modes. En outre, ces tests n’ont pas non plus été réalisés sur la résonance 1 : 2, car jugée
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trop faible grace a des tests préliminaires. Il aurait pourtant pu étre intéressant de tracer
la réponse dynamique autour de cette résonance, en observant a nouveau les amplitudes
des harmoniques de chaque mode. De plus, il aurait également été instructif d’effectuer
des tests sur les configurations fixées pour la résonance 1 : 3 avec une excitation autour
de la pulsation haute, i.e. du troisiéme mode.

Cette étude expérimentale a été mise en place pour confirmer les résultats théoriques
modaux, mais aussi étudier les non linéarités inhérentes au systéme composite. Dans
le chapitre 2, les non linéarités matérielles des patchs piézoélectriques étaient prises en
compte pour les développements analytiques et numériques. Pour le travail expérimental
présenté, il a été supposé que la fonction de densité électrique était simplement de forme
quadratique. En effet, le temps limité n’a pas permis de mettre en place un protocole
expérimental pour l'identification des potentiels coefficients non linéaires piézoélectriques.

Ces tests expérimentaux ont permis d’obtenir les résultats originaux suivants :

— la position des matériaux piézoélectriques sur la poutre permet d’ajuster des ré-
sonances internes 1 : 2 et 1 : 3, telles que wy ~ 2w3 et ws =~ 3wy, comme vu
précédemment dans la partie théorique. Les développements analytiques permet-
tant d’identifier ces pulsations propres ont été vérifiés avec des erreurs inférieures
a 12% entre les résulats théoriques et expérimentaux.

— la présence des matériaux modifient bien les déformées modales du systéme couplé,
et pas seulement entre x; et x9, mais bien sur la déformée entiére par 'ajout de
rigidité et de masse qu’ils représentent. La comparaison avec le modeéle théorique
a permis de valider ce dernier pour le calcul des déflections modales.

— l’étude des courbes squelettes a montré la présence de non linéarités quadratiques
pour la configuration unimorphe. Ce comportement non linéaire n’étant pas observé
dans le cas de la configuration bimorphe.

— l’exploration expérimentale du cas ol la résonance interne 1 : 3 est réalisée a permis
de confirmer l'activation d’un échange d’énergie entre les modes concernés. Cette
analyse est basée notamment sur ’observation des amplitudes des harmoniques de
vibration sur les noeuds des modes.

On veut maintenant s’intéresser a 'utilisation du matériau piézoélectrique afin de contro-
ler les vibrations et maitriser les échanges d’énergies modales. Pour cela, on ajoute une
nouvelle non linéarité au sein de la structure électro-mécanique. Cette non linéarité étant
modulable cette fois, il s’agit de celle incluse dans le circuit électrique relié aux matériaux
piézoélectriques. En effet, pour le moment on s’est contenté de circuits simples : circuit
ouvert, circuit fermé ou composé d’une résistance dans le chapitre 2. On veut mainte-
nant complexifier ce circuit et trouver des leviers de dimensionnement (les composants
du circuit électrique) pour concevoir les échanges d’énergie entre les modes liés par une
résonance interne 1 : 3.
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Chapitre 4

Systéme électro-mécanique avec circuit
électrique non linéaire

Ce chapitre considére un circuit électriqgue non linéaire relié au patch piézoélectrique de la
structure composite. Le but étant de concevoir le circuit afin de changer la nature des échanges
d’énergie entre les modes. Pour des soucis de simplicité, on prend en compte les non linéarités
géométriques de la poutre mais pas celles matérielles des patchs piézoélectriques. Cette étude
permet d’obtenir des outils de conception du systéme électro-mécanique au travers des
composants électriques du circuit pour le contréle ou la récupération d’énergie.

Dans un premier temps, on étudie un modéle réduit avec un seul mode de la poutre (cf larticle
Guillot et al. (2020b)), puis dans un cas ou la poutre présente un résonance interne 1:3 (cf
Uarticle Guillot et al. (2020c)). On identifie des régimes périodiques, quasi-périodiques et
chaotiques qui peuvent apparaitre dans le systeme électro-mécanique via les méthodes de
complezification, des échelles multiples et de Melnikov. Une vérification numérique des résultats
théoriques est effectuée, et une comparaison avec un circuil linéaire est présentée.
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CHAPITRE 4. SYSTEME ELECTRO-MECANIQUE AVEC CIRCUIT ELECTRIQUE
NON LINEAIRE

4.1 Résolution de systémes réduits couplés a un circuit
non linéaire

Le systéme électro-mécanique considéré est constitué d’une poutre avec un seul maté-
riau piézoélectrique (cf la figure 4.1).

@ Circuit non linéaire
Matériau piézoélectrique
Poutre homogene

s Systéme d’encastrement

F cos(wt) E | I/@

X1 X9

FIGURE 4.1 — Schéma de la configuration unimorphe reliée & un circuit non linéaire. Un
seul patch piézoélectrique est situé entre x; et xs. Le systéme est excité par un déplacement
latéral de la base : F' cos(wt).

Le patch piézoélectrique est situé entre s = z1 et s = x4, et est relié a un circuit élec-
trique non linéaire. Les équations de ce systéme électro-mécanique sont connues d’aprés
le chapitre 2, il ne reste plus qu’a écrire ’équation du circuit non linéaire. On utilise
les équations du systéme couplé a deux dimensions du chapitre 2, en s’affranchissant du
comportement non linéaire des matériaux piézoélectriques (Guillot et al., 2019b) :

o+ i — QO — { CELy(s) (" + o ("))
(4.1)

!/

Lb /J/ S .
+v'/ _Tm/ (v"?) ds — /\HCVV}
s 0

Q- / Q" + QuV) ds (4.2)

Le matériau piézoélectrique est relié a un circuit électrique au comportement non linéaire
(cf la figure 4.1), et la force géneralisée (), est supposée telle que :

Qu = ptm Fw? cos(wt) (4.3)

ou F' est 'amplitude du déplacement imposée a la base de la structure et w sa pulsation.
Le circuit non linéaire considéré est composé d’une capacité non linéaire Cy,, une induc-
tance Ly, une résistance R et une capacité négative C,, (cf la figure 4.2).
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FIGURE 4.2 — Schéma du circuit électrique non linéaire avec le matériau piézoélectrique
représenté par sa capacité Ay . Le circuit comporte une résistance R, une capacité négative
Cheg, une inductance Ly et une capacité non linéaire Cyr.

La capacité négative est utilisée pour tenter d’éliminer la partie linéaire due a la capacité
du matériau piézoélectrique Ay. Au vu de la non linéarité présente dans le circuit, on
souhaite étudier le comportement du systéme électro-mécanique comme cela a été fait
pour les absorbeurs non linéaires mécaniques (Roberson, 1952, Carter and Liu, 1961, Se-
vin, 1961, Struble and Heinbockel, 1963, Haxton and Barr, 1972, Hunt and Nissen, 1982,
Kojima and Saito, 1983, Collette, 1998, Vakakis and Gendelman, 2001, Gendelman et al.,
2006). L’équation du circuit électrique avec la charge électrique @) et la tension électrique
V' du matériau piézoélectrique s’écrit :

LoQ + RQ + Ot + Cneg
Afin d’étudier le comportement du systéme électro-mécanique, le systéme sera réduit sur
un ou des modes d’intéréts.

—V (4.4)

Dans ce chapitre, on souhaite faire une étude sur les composants électriques du circuit
non linéaire. En effet, on veut identifier des outils de conception sur la valeur de ces
parameétres afin de modifier les régimes dynamiques du systéme : obtenir des régimes pé-
riodiques, quasi-périodiques voire chaotiques Pour cela, on utilise les méthodes couplées
de complexification et des échelles multiples, ainsi que la méthode de Melkinov. Ces mé-
thodes sont appliquées sur les systémes réduits adimensionnés. On étudie des cas réduits
a un seul mode mécanique, et des cas de résonance 1 : 3 puisque le modéle ne présente
plus que des non linéarités cubiques.

Les développements analytiques sont menés sur les modéles réduits pour identifier les
points d’équilibre ainsi que leur instabilité potentielle dans un cas & un mode, puis dans
le cas ou il existe une résonance 1 : 3. Des tracés des résultats théoriques sont ensuite
effectués pour statuer sur les effets des différents composants électriques, et pour qualifier
les différents régimes qu’il est possible d’obtenir. Puis, une vérification via des comparai-
sons avec des résultats issus d’'une méthode d’intégration numérique est présentée. Pour
finir, une comparaison avec un circuit linéaire est réalisée afin de proposer une potentielle
utilisation du systéme électro-mécanique non linéaire.

4.1.1 Reéduction & un mode mécanique

Dans cette partie, on développe la résolution analytique dans le cas ot un seul mode
de la structure répond lorsqu’il est excité. On suppose donc :

v(s,t) = or(s)r-(t) (4.5)
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L’équation 4.1 se réduit de la maniére suivante :

. . 2 2 3 ,/2\ (46>
Fr 4 fhoTr + wiry + Frw® cos(wt) = 6,70 + Tpory 12 +AVV

avec les constantes p,, wr, Fr, ;, I'; et Ay définies par I'équation 2.89.

Grace a ’équation 4.2, on peut exprimer la tension électrique V' en fonction de la charge
Q telle que :

1

avec Ay et A, définis dans I’équation 2.118. On peut alors remplacer V' dans I’équation
4.6. Le systeme réduit d’équations a un mode mécanique devient :

A
P et 4+ wiry + Frw? cos(wt) = 6,73 +Tory 12 +=Y0
Ay
(4.8)
.. . Q3 Q 1
Lo0) + R — Q- Ay
0@ + Q+am+a@ AJQ rr)
avec : AA
ﬁ=d+{%ﬁ (4.9)

la pulsation propre du systéme électro-mécanique.
Il s’agit d’un systéeme a deux degrés de liberté : un degré mécanique avec la variable en
temps du déplacement r, et un degré électrique avec la charge électrique ). Pour résoudre
le systéme couplé, on effectue une adimensionalisation des équations.
Adimensionalisation du systéme a un mode mécanique

Le changement d’échelle suivant est appliqué aux équations :

= tw (4.10)

Ainsi, notre systéme réduit a deux degrés de liberté de I’équation 4.8 devient :

=
Py a1ty 4+ 1+ Frr?cos(vt®) = kyrd + kory 72 +aQ

(4.11)
Q + a3Q +0Q° + fr. + £Q =0
avec pour la premiére équation :
ay = &7
Wt
w
v=,]—,
w
! (4.12)
5
kl - w_tg7
k2 == F7'
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et pour la deuxiéme équation :
S R
3 — L(]Wt7
1
5 _
CNLLowt
A,
g = Ay Low?’ (4.13)
PR 1
2 CnegLoth AvLoth
_ ¢
Low;

Pour étudier le systéme, on utilise les méthodes de complexification de Manevitch (Ma-
nevitch, 2001a) et des échelles multiples (Nayfeh and Mook, 1995), comme présenté dans
la sous partie suivante.

Définition des points d’équilibre et des points singuliers

Pour mener I'étude du comportement dynamique, les variables r, et () complexifiées
par la méthode de Manevitch (Manevitch, 2001a) deviennent :

Tr 4 ivr, = 1y exp(ivt”)
‘ (4.14)
Q+ivQ = Psexp(ivt”)

Le comportement dynamique de ce systéme réduit est étudié a différentes échelles de
temps : une échelle de temps lente (¢y) et plusieurs échelles de temps rapide (¢1, to, ...).
Les différentes échelles de temps sont définies, a partir d’'un petit parameétre € fictif, dans les
équations 1.15 et 1.16. Pour mener la résolution via les échelles multiples, des hypothéses
d’ordre sur les paramétres du systéeme sont posées :

a; = € ajo,

F.= ¢ FOa

v= 1+4e€o,

. (4.15)
ko = € koo,

a= € g,

ol o est un parameétre de modulation, en supposant que la pulsation de la force d’excitation
extérieure w varie au voisinage de la pulsation naturelle du systéme principal wy.
A O(1), en utilisant la méthode de Galerkin et le calcul de I'équation 1.36, I’équation 4.11
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donne :

Doy =0

Dotz = % < — dagv*ps +i( — 307y — 4P s — Ay + 371/@3)) (4.16)

= J—:l (¢1 7@1 7¢3 7@3)

Ainsi, la variable complexe 1, ne dépend pas de I’échelle rapide t, et I’équilibre D3 = 0
donne ’équation :

]‘_1(@&1@1»%»@3) =0 (417)

Il s’agit de la variété invariante lente (Slow Invariant Manifold (SIM) (Gendelman et al.,
2008, Ture Savadkoohi et al., 2016)) de notre systéme. Elle permet de décrire ¢; tel que :

Y1 = 451 5 (4(iasy® — v?(Ba + 7)) s + 3y15e,)
v (4.18)
= f(¢3ﬂ3)

Les points extrémaux du SIM sont obtenus grace a ’équation det(J) = 0, ou la matrice
J est définie telle que :

Of o hy)  Of(ds,0)

O3 Oy
J = o o (4.19)
8f(¢37w3) 8f(¢3,¢3)
O3 Oy

Pour obtenir les points d’équilibre du systéme dynamique, on résout le systéme a I'ordre
supérieur. Ainsi, a O(e) I'équation 4.11 s’écrit :

Dy = & ( — 4V Fy + a1or’ )
+i( = 80501 — Bkiotity + dkaor i — 40401/2@3)) (4.20)
= H1(¢1;E17¢3;E3)
Dyps = 0

cette fois, 13 ne dépends pas du temps t;. Ces résolutions a O(1) et O(e) permettent de
définir les points d’équilibre de la dynamique (cf les équations 4.16 et 4.20) tels que :

D0¢3 =0 ‘Fl(l/)balaw&w?)) = 0
& (4.21)

D1’¢1 =0 Hl(whahw&g?) =0

On note également qu’il est possible que points d’équilibre et points extrémaux du SIM
soient confondus, on parle alors de points singuliers. Un point singulier est défini par la

132



4.1. RESOLUTION DE SYSTEMES REDUITS COUPLES A UN CIRCUIT NON

LINEAIRE
réalisation des conditions suivantes :
‘7:1(7»51@1,@03@3) = 0
H1(¢17E17¢37E3) = 0 (422)

det(J) =0

Une fois ces points d’équilibre identifiés, on souhaite statuer sur leur instabilité.

Stabilité des points d’équilibre

Les points d’équilibre étant définis, on veut étudier leur instabilité a I’échelle de temps
rapide to et a I’échelle de temps lente 1. Pour cela on perturbe les points (i1,13) tels
que :

P = Y+ Ay,
3 — 3+ Ay

avec |Ayr| << i et [Ags| << [¢s].
A Téchelle de temps ty (cf 'équation 4.16), aprés linéarisation on obtient le systéme
matriciel suivant :

(4.23)

Ay Aty
Ay 0 0 Aty
Dy = (4.24)
Ay B A At
Aty Ay
avec : B B B B
OF 1 (P1,901,03,%03)  OF 1 (¥1,401,103,5)
O o,
B = (4.25)
OF 1 (1,01, 0s,05)  OF 1(41,1,¢03,03)
Oy o,
et _ o _ o
(93:1(@/}1,1/11,%,%) 8F1(¢1a¢17¢37¢3)
O3 s
A= (4.26)
OF (1,1 0s,05)  OF 1 (1,1 s,1bs)
O3 O,

La stabilité & 'horizon en temps ¢y, dépend alors des valeur propres Ao+ de la matrice A
(cf les équations 4.24 et 4.26). En effet, le signe de la partie réelle des valeurs propres A\g +
indique alors 'instabilité des points d’équilibre.

Cette instabilité peut aussi étre étudiée au temps t; avec la linéarisation de ’équation
4.20 aprés perturbation (cf I’équation 4.23). Pour cela, on prend en compte F; = 0 de
I’équation 4.17. En effet, a I’horizon en temps t1, la dynamique au temps t, est résolue.
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Le systéeme de I'équation 4.20 linéarisé se simplifie tel que :

At Ay
D, | =J7'H; _ (4.27)
Aty Ay,
ou :
om ot
M3 Oy
H; = o o (4.28)
% OH,
O3 Oy

avec Hy et Hy exprimés en o = f(13,05) et ¥, = f(h3,03), et J de 'équation 4.19.
C’est ainsi que le signe des valeurs propres A 1 de la matrice J H ; permet de juger de
I'instabilité des points d’équilibre a I’échelle de temps lente ;.

Il faut étre prudent lorsqu’on parle de zones stables et instables. En effet les points iden-
tifiés par la méthode comme instables le sont forcément pour le systéme, mais, ceci ne
préjuge pas de la stabilité certaine des autres points.

Utilisation de la forme polaire des variables complexes
On pose la forme polaire des variables complexes 1)1 et 13 telles que :

Y1 = Nyexp(idy), (Ni,01) €R

(4.29)
'lbg = N3 exp(iég), (N3,63) eR
L’équation du SIM (cf I’équation 4.18) devient :
N, = L\/972 Ni — 24vv%(8y + 12) N2 + 1604(a3v? + (B2 + 12)?) (4.30)
16012 ’ ’ ’

Comme expliqué précédemment, on obtient les points extrémaux de ce SIM & partir de
det(J) = 0 de la matrice de 'équation 4.19, soit :

2
3V

On déduit les expressions Ny y de 'équation 4.30. Les points extrémaux (N 4,N3 1) sont
connus et, ils existent seulement sous certaines conditions, puisqu’il s’agit de réels (les
valeurs sous la racine doivent étre positives). Ainsi, si les valeurs sous la racine sont
négatives, alors il n’y a pas de points extrémaux et le SIM est monotone.

Les conditions d’existence des points extrémaux sont, d’aprés 1’équation 4.31 :

By > (V3as — v)v

Ns. —2(—2(By + 12) £ \/ (B2 + 12)2 — 3a2?) (4.31)

(4.32)
B3+ (2B + a2 + vt >0
La premiére condition donne :
\/§AVRUJt -1
Ly > ———— 4.33
0 Athz ( )
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Ainsi, si I'inductance du circuit électrique est en dessous de cette valeur seuil, le SIM du
systéme est monotone.

Une fois le SIM obtenu, on identifie les points d’équilibre. Comme expliqué précédem-
ment, ceux-ci sont obtenus par la résolution du systéme de I’équation 4.21. D’aprés les
expressions de N et N3 de I'équation 4.29, il est possible d’écrire cos(d;), sin(d;), cos(ds)
et sin(d3). Les points d’équilibre sont déduits des équations suivantes :

Ees1 (N2, N2, F.,v) =cos(d1)* +sin(d1)*—1 =0
(4.34)
Ees3(NE,N2 F..v) = cos(d3)? +sin(d3)? —1 =0

ou E.q est une équation d’odre 3 en N7 et d’ordre 2 en N3, et E.;3 est une équation
d’ordre 3 en N3 et d’odre 2 en N7.

On observe que les équations F.. et E.;3 dépendent de 'amplitude de déplacement F' au
travers de F;. Selon I'amplitude du déplacement imposée & la structure, les points d’équi-
libre sont placés differemment sur le SIM (sur la partie basse, haute ou intermédiraire).
On remarque que ces équations permettent de définir des amplitudes de déplacement
Fy reliés aux points extrémaux (N7 y, N34 ). En effet, on peut déduire Fy au travers de
Eeq (N1 +,N5 1, Fy.v) =0o0u Es(Ny +,N5 1, Fy.v) =0, a v fixé. Ces points correspondent
a des points singuliers puisqu’ils vérifient les conditions de I’équation 4.22.

Par conséquent, grace aux développements analytiques, il est possible de tracer le SIM et
les points d’équilibre du systéme a un seul mode mécanique et statuer sur leur instabilité.
Cette méthode couplée permet d’identifier les solutions périodiques stables et instables,
et des solutions quasi-périodiques (avec les points singuliers). On peut aussi s’intéresser
au potentiel caractére chaotique de la réponse temporelle. Pour cela, une méthode de
Melnikov (Guckenheimer and Holmes, 1983) s’intéressant au paramétre Sy de I’équation
4.11 est présentée dans la sous partie suivante.

Etude de la possible existence de régimee chaotique par la méthode de Mel-
nikov

Les paramétres (5, et 0 de ’équation 4.11 sont modifiables puisqu’ils dépendent res-
pectivement de la capacité négative C,e, et de la capacité non linéaire Cyp. D’ailleurs,
le parameétre 3, peut étre positif ou négatif, selon si C,,, est inférieur ou supérieur a la
capacité du matériau piézoélectrique Ay (cf 'équation 4.13). Supposons 33 < 0 et posons
I'équation en () du systéme de Péquation 4.11 telle que :

Q + 52Q + 6Q + KasQ + kfoA cos(vt* + ¢) =0 (4.35)

avec k un petit parameétre fictif et r, est supposé étre une une solution périodique telle
que r, = Acos(vt* + ¢).

L’application de la fonction de Melnikov (Guckenheimer and Holmes, 1983) donne la
distance entre les variétés stables et instables D paramétrée par un temps t,, suivante :

D(t,) = /_OO (BoAcos(vt* + ¢) + azQ) dt* (4.36)

o0

avec pour le systéme non perturbé :

Q= —(Q —0Q° (4.37)
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Ce qui donne le résultat suivant :

—ia _B.)3/2 2wsin(vtm + ¢)vBoA
D(t,,) = 35 50(—B2)% +\/; ch(m0) (=) (4.38)

Si le minimum de cette distance pour tout vt,, € [0,27] est positif, alors il n’y a pas
apparition de régimes chaotiques. Mais, si cette distance change de signe, alors il peut y
avoir du chaos. Or |sin(vt,, + ¢)| < 1. Ainsi :

4 3/9 2 7B A
35030(—52) /2 + SW;ﬁBz)) >0

D(ty) > 0< (4.39)
4 3/2 2 v B A
ssaso(—52)*"* — \/; ehrvj @) > U
Il existe donc des valeurs critiques des paramétres pour lesquelles :

2 TvBA

4 3
—B)*? =/ % 4.40
I350s(=02)"] = | (5ch(7w/(2\/_—52))’ (4.40)
Cette équation correspond & |D(t,,)| = 0. Cette limite sera tracée en fonction des para-

métres électriques ¢ et Cyp, afin de vérifier s’il est possible d’obtenir des comportements
dynamiques chaotiques.

Cette partie a permis d’identifier les régimes périodiques, quasi-périodiques et chaotiques
du systéme par rapport aux composants électriques du circuit non linéaire. Intéressons-
nous maintenant au probléme lorsqu’il existe une résonance interne 1 : 3.

4.1.2 Reéduction sur deux modes mécaniques en résonance 1 : 3

Pour écrire les équations dynamiques du systéme réduit présentant une résonance
interne 1 : 3, on reprend les équations 4.1 et 4.2. On suppose cette fois que la variable
spatio-temporelle v(s,t) s’écrit de la maniére suivante :

v(8,t) = Gn(8)rn(t) + Pm(8)rm(t) (4.41)

avec n et m les deux modes en résonance interne 1 : 3. On déduit les équations réduites
de la dynamique par la projection des équations sur ces deux modes particuliers, telles
que :

P+ finTn + wiry + Fuw? cos(wt) = Gppnt> + OpnmT27m
2 3
F0nmmTnT o + OmmmTiy,

2 =

: (4.42)
+Tnmmrn T?n +Tmnnrm Ti

/_/\ 2

—|—Avv
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Frn + T + Wi T + Fraw? cos(Wt) = QpnnT™ + Qunm2Tm
= )
. . (4.43)
+anmrn Tzn +annrm Ti
AT nnmTm TaTm AL mmTm 7o
+AvV
Q=ANr,+ AN + AV (4.44)
avec les coefficients définis dans les annexes 5.2 et 5.3.
De I'équation 4.44, on déduit la tension électrique V' telle que :
1
V=—(Q—Ayrn—Aprin) (4.45)
Ay

Le matériau piézoélectrique est relié au méme circuit que celui du chapitre précédent, ce
qui donne I'équation 4.4. Le systéme d’équations de la structure composite réduit a deux
modes devient donc :

P+ fn¥n + wiry, + Frw? cos(wt) = Snpn?> + Onnm™Tm

2 3
FOnmmTnT i + OmmmTin,

/ 2 N /-/\

=~ =~ (4-46)
+TommTn Ty +FTmnnTm T

=~ 2

1
_I'AV(_(Q - Anrn - Amrm))
Ay
Frn + fanTm + Wi Tm + Fraw? cos(Wt) = QppnT™ + Qunm™27m

2 3
+anmm 'nTh, + Cmmm T,

2 ~ =

= = (4.47)
+anm7ﬂn T72n +annrm Ti

fJ\\ 2
F+L i Tm TnTm L mmmT™m T,

1

(5
L+ RO+ 2 4 & L A — A (4.48)
0 C1NL Cneg_ AV o e '

(Q - An'rn - Amrm>)
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Pour mener la résolution avec les méthodes de Manevitch et des échelles multiples, on
effectue I'adimensionalisation du systéme.

Adimensionalisation des équations

Afin d’obtenir un systéme réduit adimensionnalisé, le changement d’échelle suivant est
appliqué :

=t w, (4.49)
avec : A
2 2 \4
= 4.50
ws wn + AVAT ( )

Ainsi, notre systéme a deux degrés de liberté des équations 4.46, 4.47 et 4.48 devient :

.o . 2
P+ a1 + 1 + Fv? cos(Vt*) = Lynn”™ + Lypm>Tm
2 3
+anmrnTm + memrm

2 /_/\

(4.51)

2
+GmmmT™m Tn +GmnnTm T,
/-/\ 2
+GrmnmTm TnTm +GommmTm T,

+a,Q +

Wm,

o+ QT 4 (F) 27 + Frp? cos(vt®) = Tt + T 27m

S

2 3
F L mmTn T + Domm T,

+GapmnTn 72 +GnmmTn Tulm

g - (4.52)
2 2
+Ganmmrn 7 +FGmpntm T

n

/J\.\ 2
+GmnmTm TnTm +GmmmTm T,

+7%4Q + Vo + YmTm

avec les termes adimensionnés définis dans I’annexe 5.6.
On complexifie les variables en temps 7, (t*), 7, (t*) et Q(¢*) telles que :

To +ivr, = 1 exp(ivt”)
Fm + 3ivr, = g exp(3ivt*) (4.54)
Q+ivQ = s exp(ivt®)
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On fait également des hypothéses d’ordre sur les paramétres des équations 4.51 et 4.52 :

a; = €4aj
F, = €e¢F,
oy = €Qg
Oy, = € Qo
Qo = € Q9 (455)
E, = ¢eF,p0
Ve = €70
Tn = €7no
Tm = € Ym0

et, tous les termes cubiques sont supposés en O(e).
On fait également des hypothéses sur les pulsations :

v=1+o0¢

o (4.56)
=3+ 09€

Ws

avec o et 09 des paramétres de modulation.
Ces hypothéses permettent de résoudre le systéme afin de déterminer les points d’équilibre
de celui-ci.

Identification des points d’équilibre et singuliers

Les équations 4.51, 4.52 et 4.53 donnent a O(1), avec les hypothéses sur les échelles
de temps (cf les équations 1.15 et 1.16), et la méthode de Galerkin avec 1'équation 1.36
pour ¢y et 13 et I’équation 1.45 pour 1’équation en 1), on obtient :

Doy = 0
Dy = 0
) - (4.57)
Doy = @(—4G3V3¢3 + i(—4v* (1 + Ba)is — 41° Buiby + 3090313))
= Fo(t1,01,93,3)

On récupére un SIM via I'équation Dyy3 = 0, comme dans la partie précédente, avec :

1
:m(

= f2(¢3ﬂ3)

Py 4ivdazips — 4v'ps — 407 Bors + 30930);)

(4.58)

Les points extrémaux de ce SIM sont trouvés par det(J2) = 0 avec Jo défini comme
dans I’équation 4.19 en fo(1)3,1)5).
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Les équations & O(e€) donnent :

1
A%

Dy = ( — 2(18V° Fyyo + 18ayg®) + i(—T20°0thy — 36,0113

_Q(anmO - IOVQGman)¢1¢2E2 - 27(Lnnn0 - 2’/2Gnnn0>¢%al

—2
+3<Lnnm0 - 4VQGmeO - 4V29nnm0>w2w1)>

= gz(¢1@1;¢2;@27¢3@3>
D1’17D2 = 721y3 ( — 36&201/3E2 + i(—12y2(’ym0 + 18vo — 61/02)¢2

_9(4V2Gannn0 - Tnnnﬂ)w? + (12V2Gammm0 - TmmmO)wSEQ

+6(10V2Gannm0 - Tnnm())wlﬂﬂ/ﬁ))
= HQ (¢17E1)¢2)E2)
Dy = 0
Ainsi, les points d’équilibre du systéme sont obtenus lorsque :

Dops = 0 }—2(1/117@17@03@3) =0

Dlz/}l = 0 & g2(¢1ﬂ1a¢2ﬂ27¢3ﬂ3) =0

D1¢2 =0 H2(¢1;E17¢27E2> =0

On identifie également les points singuliers par :

( ‘7:2(7#175177?3@3) =0
gQ(@Dlvala@anEQ"l}Syag) =0
H2(¢1@17¢27E2) =0

\ det(J2> =0

On veut maintenant étudier la stabilité de ces points d’équilibre.

(4.59)

(4.60)

(4.61)
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4.1. RESOLUTION DE SYSTEMES REDUITS COUPLES A UN CIRCUIT NON
LINEAIRE

Etude de la stabilité des points d’équilibre

Comme précédemment, pour statuer sur I'instabilité des points d’équilibre, on perturbe
le systéme autour du point (¢1,12,3) de la maniére suivante :

Y1 = Y+ Ay,
Vo = Yo+ A, (4.62)
3 — b3+ Ay

avee [Ay| << |, [Atha| << |tho] et |Arhs| << [ehs].
Pour le temps ¢, comme précédemment on obtient & O(1) :

Aty Aty
Aty Aty
0 00
Ay Aty
D] _ |=]0 0o B (4.63)
A, AT
C, 0 A,
A’g/)g A’@Di’)
Ay Ahs

la matrice C5 est définie dans I'annexe 5.7 et la stabilité est donnée par la matrice A,
sulvante :

3}5(%7%7%@3) 8]:2<¢17?17¢37w3)

O3 Oy
Ay = - - - B B (4.64)
8}—2(?/)17?/)17?/)377/13) 8F2(¢17¢17¢37¢3)
O3 Oy
A T’horizon en temps ¢;, on obtient :
A%l Afl
Ay Ay
Ay My My M\ |y,
D, = =| My Ms O = (4.65)
A¢2 0 0 O A¢2
A%g A%ZS
JANTN Ay

les matrices M avec j = 1,..,5 sont définies dans I’annexe 5.8. En prenant en compte
I’équation 4.58, ’équation matricielle devient :

Ay Aty
Ay | _ g1 e | At

Dy s v - K;'M"| v (4.66)
Aty Ay
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avec — —
af2(¢3>¢3) af2(¢3>¢3) 0
O3 Oy
872 (2/}3 7@3) 872 (1/}37E3) 0 0
K, = s O (4.67)
0 0 10
0 0 01
et :

0G, 9G: G, 0G
Dby Opy O3 Oy

0Gy 9Gy 0Gy 0G,
My Opy  Ohy Oty
M* = (4.68)
OHy My OHs OH

O Oy O3 Oy

OHy, OH, OH, OHo
Ohy Oy, Otz Oty

Le signe de la partie réelle des valeurs propres de K;'M™* statue sur l'instabilité des
points d’équilibre & I’horizon en temps ;.

Pour ce qui est de I'identification de potentiels comportements chaotiques via la méthode
de Melnikov (Guckenheimer and Holmes, 1983), on s’affranchit de r,, dans ’équation 4.53,
et le probléme analytique devient le méme que dans la sous partie 4.1.1.

Intéressons-nous a I’écriture des points d’équilibre avec la forme polaire des variables
V1, Yo et 3.
Définition des formes polaires des variables complexes

On pose les formes polaires suivantes pour ¥, ¥y et 13 :

Yy = Nyexp(idy), (Ni,61) €R
o = Nyexp(idy), (N2,02) €R (4.69)
Y3 = Nzexp(idz), (N3,03) €R

Du systéme d’équations 4.60, on obtient les expressions de cos(d; —d3), sin(d; —d3), cos(dy),
sin(dq), cos(30; — d2) et sin(3d; — d2). On pose alors les équations :

E6313<N12,N32,1/) = COS<(51 — 53)2 + sin(51 — (53)2 —1
Ees1 (N2 N2.F,,v) = cos(d;)? + sin(6;)% — 1 (4.70)

Ee12(N2 N3 N2 v) = cos(36; — 02)% + sin(36; — 0,)% — 1
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4.2. PRESENTATION DES RESULTATS ANALYTIQUES

FE.s13 est une équation d’ordre 3 en N2 et d’ordre 1 en N7, E..; est une équation d’ordre 3
en N2 et N3 et E.q9 est une équation d’odre 4 en N, N2, N2. La résolution du systéme
permet d’obtenir les points d’équilibre du systéme avec :

EcslB =0
By =0 (4.71)
Ecle =0

On remarque que ces équations permettent d’associer aux points extrémaux (Ny y,N5 1)
le point tridimensionnel avec N, 1, et les amplitudes de déplacement associées Fy.

Dans la partie suivante, les résultats analytico-numériques sont présentés avec notamment
des tracés de SIM et de réponses fréquentielles.

4.2 Présentation des résultats analytiques

Dans la partie précédente, pour les deux cas étudiés (avec et sans résonance interne), les
développements analytiques ont permis de définir les points d’équilibre du systéme (voire
des points singuliers), ainsi que des outils pour statuer sur Uinstabilité de ces points. Ils
ont aussi permis de mettre en évidence des équations de SIM. Cette partie va permettre
de tracer ces données analytiques afin d’observer les effets des paramétres électriques sur
le comportement du systéme électro-mécanique.

4.2.1 Tracés analytiques pour le cas avec un mode mécanique

Pour les différents tracés, on utilise les données de la configuration unimorphe du
chapitre 2. On suppose que le matériau piézoélectrique se situe entre x; = 0.05 m et
x9 = 0.1 m avec une longueur de poutre L, = 0.15 m. Les pulsations propres de la
configuration unimorphe sont données dans le tableau 2.5 du chapitre 2. On remarque
qu’il n’y a pas de résonance interne entre les pulsations propres identifiées. On se place
autour de la pulsation propre du second mode, car on compte faire une comparaison avec
un circuit résonant, or pour celui-ci le premier mode impose une valeur de I'inductance
trés élevée. Il reste a définir les parameétres du circuit électrique non linéaire. D’aprés
les développements analytiques, il est possible de tracer plusieurs choses & partir de la
détection des points d’équilibre (cf I’équation 4.34) :

— le SIM pour un v et une amplitude de déplacement fixée avec les différents points

d’équilibre,

— les points d’équilibre en fonction de I'amplitude de déplacement F', pour un v fixé,

— les réponses fréquentielles & une amplitude de déplacement donnée pour une bande

de pulsation v autour de 1.
Ces tracés permettent d’identifier les différents régimes dynamiques périodiques, quasi-
périodiques qu’il est possible d’obtenir pour le systéme. Un autre tracé, celui de la distance
entre les variétés stables et instables est fait pour statuer sur la possibilité d’obtenir un
régime chaotique du systéme si 5y < 0.

Le tracé de plusieurs SIM en fonction des parameétres électriques

Dans un premier temps, on étudie l'effet des différents parameétres électriques sur les
tracés de SIM de I’équation 4.30. Les zones instables sont déduites du signe des parties
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réelles des valeurs propres des matrices décrites dans les équations 4.24 et 4.27. On a
remarqué que, pour que le SIM ne soit pas monotone, des conditions entre I'inductance
Ly et la résistance R doivent étre réalisée (cf I'équation 4.32).

On trace le SIM pour les valeurs de paramétres suivantes : ( = 1 R = 3050 €2, Cyp =
2.65 10715C3.V 1 inspirées de Lossouarn et al. (2018). Quant & la valeur de I'inductance,
on la fait varier entre 1 H et 101 H. Les autres valeurs électriques sont connues a partir
des données du matériau piézoélectrique (cf le tableau 2.6).

® Zone stable, Ly = 1H

® Zone stable, Ly = 21H
002 ® Zone stable, Ly = 41H

® Zone stable, Ly = 61H

* Zone instable, Ly = 61H

0 0.1 5 ® Zone stable, Ly = 81H

. * Zone instable, Ly = 81H

® Zone stable, Ly = 101H

Zone instable, Ly = 101H

0.01

Ny

0.005

0 05 1 1.5 2 25 3 35
N3 <107

FIGURE 4.3 — Tracés de SIM (cf I’équation 4.30) pour différentes valeurs d’inductance Ly,
avec les parameétres électriques suivants : ( = 1, R = 3050 Q, Cnp = 2.65 107C3.V 1 et
F = 1075 m. Les zones d’instabilité sont déduites du signe de la partie réelle de la valeur
propre Ao+ (cf 'équation 4.24).

Sur la figure 4.3, on observe qu’effectivement il existe un valeur limite de I'inductance Ly
pour laquelle le SIM devient non monotone (comme indiqué dans 1’équation 4.33, ici cette
valeur critique est 59.73 H). On pose Ly = 61 H pour tracer les prochaines figures, afin
d’observer les effets des autres parameétres du circuit électrique, le SIM étant ainsi non
monotone.

— Le paramétre ¢ pilote la partie linéaire du circuit électrique. Si ( = 0, alors on
élimine complétement la partie linéaire de I'équation en () grace a la capacité
négative Ceqy. C'est pourquoi, la diminution du parameétre ¢ ameéne a des SIM aux
points extrémaux plus éloignés puisqu’on augmente le comportement non linéaire
du SIM (cf la figure 4.4). On suppose ¢ > 0 car si ¢ < 0, alors on utilise la méthode
de Melnikov pour étudier I'apparition d’un potentiel comportement chaotique du
systéme.

— L’inverse de la capacité non linéaire Cyy, pilote la partie non linéaire cubique du
circuit électrique. Ainsi plus Cyy, est faible, plus la non linéarité est grande (cf la
figure 4.5), le comportement est donc similaire & celui avec le paramétre (.

— L’analogie mécanique d’une résistance est 'amortissement. Dans les modélisations
de SIM pour des systémes mécaniques, il est connu qu'un amortissement faible
donne un point extrémum minimum du SIM plus proche de 'axe des abscisses
(Lamarque et al., 2011). Cet effet est vérifié car plus la résistance est faible plus le
point extrémal minimal se rapproche de I’axe des abscisses (cf la figure 4.6).
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0.01 5 @ Zone stable, ( =1
Zone instable, ¢ =1
@® Zone stable, ( = 0.8
% Zone instable, { = 0.8
® Zone stable, { = 0.6
Zone instable, ( = 0.6
O 01 @® Zone stable, ( = 0.4
. % Zone instable, ( = 0.4
@ Zone stable, ( = 0.2
— % Zone instable, ( = 0.2
Z @® Zone stable, ( =0
Zone instable, ( =0
0.005

FIGURE 4.4 — Tracés de SIM (cf I’équation 4.30) pour différentes valeurs du paramétre (,
avec les paramétres électriques suivants : Ly = 61 H R = 3050 Q, Oy, = 2.65 10~15C3.V 1
et F/' = 107° m. Les zones d’instabilité sont déduites du signe de la partie réelle des valeurs
propres Ao+ de la matrice A de I'équation 4.26.

%107
4
3 @ Zone stable, Cy; = 1071 3. V-1
Zone instable, Cyp = 10715 ¢3!
= @ Zone stable, Cy;, =2 x 1071 3.V ~!
Z % Zone instable, Cyy; =2 x 101> C3.V !
2 ® Zone stable, Cy; = 4 x 10°15 3.V~
Zone instable, Cy; =4 x 1071 C3.V !
@ Zone stable, Cy, =6 x 10712 ¢3!
% Zone instable, Cy = 6 x 101 C3. V!
1 ® Zone stable, Cy;, =8 x 107 3.V !
% Zone instable, Cy;, =8 x 1071 ¢3.v !
@ Zone stable, Cy, = 1071 ¢%. V!
Zone instable, Cy; =
0
0 1 2 3 4 5

N3 %107

FIGURE 4.5 — Tracés de SIM (cf I’équation 4.30) pour différentes valeurs de capacité non
linéaire Cyy, avec les paramétres électriques suivants : Ly =61 H ( =1, R = 3 050 w,
F = 107" m. Les zones d’instabilité sont déduites du signe de la partie réelle des valeurs
propres A\ 1 de la matrice A de I’équation 4.26.

Par conséquent, la modification des paramétres électriques du circuit permet de piloter
les points extrémaux du SIM. Ce pilotage conduit & I’obtention, par exemple, de compor-
tements quasi-périodiques du systéme par la création de points singuliers.

Les points d’équilibre se placent sur la branche inférieure, supérieure ou intermédiaire du
SIM en fonction de 'amplitude de déplacement F' appliquée. La modification du placement
de ces points d’équilibre méne a des amplitudes faibles (branche basse) ou importantes
(branche haute) des vibrations de la poutre et de la charge électrique contenue dans le
matériau piézoélectrique. Ces comportements permettent d’orienter les choix de valeurs
de parametres électriques, selon que ’on souhaite controler les vibrations du systéme ou
récupérer de I’énergie grace au patch piézoélectrique.
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%1073

4 @ Zone stable, R =50 Q
Zone instable, R = 50 Q
® Zone stable, R = 1050 Q
Zone instable, R = 1050
® Zone stable, R = 2050 Q
3 Zone instable, R = 2050
® Zone stable, R = 3050 Q
% Zone instable, R = 3050 Q
@ Zone stable, R = 4050
— % Zone instable, R = 4050
Z 2 @ Zone stable, R = 5050 Q

Zone instable, R = 5050

2
N3 x107

FIGURE 4.6 — Tracés de SIM (cf I’équation 4.30) pour différentes valeurs de résistance R,
avec les parameétres électriques suivants : Ly = 61 H ( = 1, Cy = 2.65 1071°C3. V1
et ' = 107° m. Les zones d’instabilité sont déduites du signe de la partie réelle de des
valeurs propres Ao+ de la matrice A de 'équation 4.26.

Etudions les points d’équilibre possibles selon amplitude de déplacement F.

Les points d’équilibre par rapport a I’amplitude de déplacement

On trace les points d’équilibre d’amplitude N; et N3 en fonction de 'amplitude de
déplacement F' (résolution du systéme de 1'équation 4.34), avec leur instabilité (d’aprés
le signe des parties réelles des valeurs propres des matrices A et J 'H ; des équations
4.26, 4.19 et 4.28). On trace également les valeurs extrémales Ny, N3 et Fy via les
équations 4.30, 4.31 et 4.34, en déduisant Fy de E.q (N1 +,N5 +,Fy,v) = 0. Le tracé de ces
figures, pour un v fixé, permet d’identifier le nombre de points d’équilibre ainsi que leur
instabilité en fonction de I'amplitude de déplacement F. Pour les valeurs de paramétres
électriques ¢ = 1, R = 3050 Q, Cyr = 10712 C3.V 71, on trace les courbes (F,N;) et
(F,N3) a deux pulsations v : v = 0.98 et v = 1.02 (cf les figures 4.7 et 4.9). On observe
sur ces deux figures que pour des valeurs de I’ on peut avoir plusieurs points d’équilibre.
Les valeurs extrémales Ny 1, N3 + et F encadrent les parties instables pour le temps %,
tandis que l'instabilité pour le temps ¢; rajoute de nouvelles zones instables non identifiées
auparavant. En effet, les zones notées comme "stables" peuvent étre en réalité instables.
On zoome sur la partie instable pour le temps tq de la figure 4.7(a) qui représente une
boucle (cf la figure 4.8). Ainsi, le point instable pour le temps ¢; posséde une amplitude Ny
inférieure au point instable pour le temps ty lorsque 'amplitude de déplacement utilisée
est entre F_ et [,.

Différents scénarios sont alors possibles selon I'amplitude de déplacement F' d’aprés la
figure 4.7 :

— il existe une valeur d’amplitude de déplacement F;, en dessous de laquelle il n’existe

qu’une seule solution périodique stable.

— pour F > F,, et FF < F_, il existe trois points d’équilibre dont deux sont des

solutions périodiques stables et une est instable pour le temps t,.

— si amplitude de déplacement F' est comprise entre F_ et F!,, il existe trois points

d’équilibre dont deux sont instables. Le troisiéme étant supposé stable.
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-5
x10
8 1
1
|
1
|
1
6- !
|
1
|
i #* Points d’équilibre stables
Z"‘ 4 H # Points d’équilibre instables pour le temps t;
I * Points d’équilibre instables pour le temps g
p o Fy
N7 i
= L
2 ]
0 H H | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5
F x107°
(a) Tracé des points d’équilibre de 'amplitude N7 en fonction de Pamplitude de déplacement
F
4 Points d’équilibre stables
# Points d’équilibre instables pour le temps ¢;
# Points d’équilibre instables pour le temps g
-
nn N3
i
H H | |
0 0.5 1 1.5 2 25
F x107°

(b) Tracé des points d’équilibre de ’amplitude N3 en fonction de 'amplitude de déplacement
F

FIGURE 4.7 — Tracés des points d’équilibre des amplitudes N; et N3 en fonction de I’am-
plitude de déplacement F' a partir de ’équation 4.34. L’identification de l'instabilité de
ces points d’équilibre au temps ty et t; se fait au travers du signe des parties réelles des
valeurs propres des matrices A et J 'H ; des équations 4.26, 4.19 et 4.28. Tracés des
valeurs extrémales Ny 1, N3 4 et F.. & partir des équations 4.30, 4.31 et 4.34 Pour v = 0.98
et les données électriques ¢ =1, R = 3050 Q, Ly = 61 H, Oy, = 10712 C3.V 1.

Pour la figure 4.9 (v = 1.02), il existe seulement deux scénarios selon la valeur F' par
rapport aux valeurs extrémales F} :
— si FF< F_ et F > F, il existe une seule position d’équilibre qui correspond & une
solution périodique stable
— pour F. < F < F, . il existe une seule position qui est instable pour le temps .
Dans la partie analytique, on a identifié d’autres régimes possibles que ceux périodiques
et quasi-périodiques.
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%10

# Points d’équilibre stables

# Points d’équilibre instables pour le temps t;
# Points d’équilibre instables pour le temps ¢ :
mu Fy : _

w— N
—Fy,

2 :
1.1 1.15 1.2 1.25 1.3 1.35 1.4
F x107°

FIGURE 4.8 — Zoom sur le tracé de 'amplitude N7 autour de Fy de la figure 4.7(a).

Intéressons-nous a la possibilité d’obtenir un régime chaotique dans la sous partie suivante.

Existence possible de régimes chaotiques par la méthode de Melnikov

La méthode de Melnikov (Guckenheimer and Holmes, 1983) permet de statuer sur une
potentielle dynamique chaotique dépendant de certains parameétres électriques. En effet,
on suppose que [y < 0 soit ¢ < 0. Afin de savoir s’il est possible d’obtenir une dynamique
chaotique, tragons sur la figure 4.10 la distance entre les variétés stables et instables D(t,,)
par rapport aux deux composants électriques que 1’on suppose modifiables ¢ (qui dépend
de Ceg) et Cyp. On déduit de la figure 4.10 que :

— si Oyp = 10712 3.V~ alors pour ¢ proche de 0, la distance est négative il n’y

a pas la possibilité de comportements chaotiques (cf la figure 4.10(a)). Mais, pour
¢ > —0.1, si 'amplitude de déplacement est suffisante pour obtenir une amplitude
de 7, supérieure & 107°, alors on aura la possibilité d’obtenir un comportement
chaotique.

— si la capacité non linéaire est trop importante, on ne peut pas avoir de comporte-

ment chaotique (cf la figure 4.10(b))
Par conséquent, si on impose Cey > Ay (i.e. ¢ < 0) il est possible de créer une dynamique
chaotique pour le systéme. Afin de vérifier la création de cette dynamique, des essais par
intégration numérique sont effectués dans la partie suivante.

Les tracés précédents sont valables pour v fixée. Il est cependant intéressant de tracer
les points d’équilibre en fonction d’une bande de pulsation v.

Les réponses fréquentielles du systéme

On trace les points d’équilibre (cf I’équation 4.34) pour une amplitude de déplacement
fixée F' et une bande de pulsation v autour de 1. D’aprés les figures 4.7 et 4.9, on pose
F=6x10°%met F =13x 107 m (cf les figures 4.11 et 4.12). Sur les deux figures
on remarque la présence d’un isola dont la branche inférieure est instable pour ’horizon
en temps t;. Sur la figure 4.8, on a remarqué que pour F = 1.3 x 107®> m et v = 0.98
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-5
x10
1.5
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: : | * Points d’équilibre stables
= | * Points d’équilibre instables pour le temps o
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0 0.5 1 1.5 2 2.5
F x107°

(a) Tracé des points d’équilibre de 'amplitude N7 en fonction de Pamplitude de déplacement

0.4r : [ Points d’équilibre stables
: | % Points d’équilibre instables pour le temps o
: Doee i
0.2 ; Polm=Ng
'L, H | : | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5
F %107

(b) Tracé des points d’équilibre de ’amplitude N3 en fonction de 'amplitude de déplacement
F

FIGURE 4.9 — Tracés des points d’équilibre d’amplitude N; et N3 en fonction de 'ampli-
tude de déplacement F' & partir de ’équation 4.34. Identification de l'instabilité de ces
points d’équilibre au temps ty et t; avec le signe des parties réelles des valeurs propres
des matrices A et ._7*1Hj des équations 4.26, 4.19 et 4.28. Pour v = 1.02 et les données
électriques ¢ =1, R =3050 Q, Ly =61 H, Oy, = 1071 C3.V 1,

I’amplitude de N; pour le point instable pour le temps ¢; est en dessous de celle du point
instable pour le temps ty. On effectue donc un zoom de la figure 4.12(a) autour de v = 0.98
(cf la figure 4.13). On observe bien le comportement identifié précédemment, on voit "une
intersection" de l'isola avec la courbe forcée sur 'amplitude de N, ce qui n’est pas le cas
pour 'amplitude N3. Ainsi, dans le comportement a trois dimensions (v,Ni,N3) il n’y a
pas d’intersection entre la courbe du bas et 1’isola.

Pour les deux amplitudes de déplacement (F = 6 x 107 m et F = 1.3 x 107> m), les
amplitudes N, et N3 restent en dessous d’un seuil que 'on peut identifier : 4.5 x 107 et
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%1 0°

Chaos possible

A
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\0‘6-9_
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Fe_«a S O WO S O S O E— O S 0/
0

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0
¢

(a) Tracé de la distance |D(t,)| = 0 (cf Péquation 4.38) par rapport a amplitude
A de la solution périodique r, et au paramétre ¢ avec Cnp = 10712 C3. V1,

-5
x10
57 o

4| Chaospossile 0/

2 4 6 8 10
Cnr 10718
(b) Tracé de la distance |D(t,,)| = 0 (cf 'équation 4.38) par rapport & 'amplitude

A de la solution périodique r, et au paramétre C'y avec ( = —1.

FIGURE 4.10 — Tracé de la distance |D(t,,)| = 0 (cf 'équation 4.38) pour les paramétres
(et Cnp avec v =0.98, R = 3050 Q, Ly = 61 H. Lorsque la distance D(t,,) passe par 0,
il est possible d’obtenir un comportement chaotique.

1.4 x 1073 pour N; dans chaque cas (cf les figures 4.11 et 4.12).

Vérifions si les mémes types de comportements (régimes périodiques, quasi-périodiques
et chaotiques) peuvent étre identifiés pour le cas ou le systéme présente une résonance
interne 1 : 3.

4.2.2 Tracés analytiques lors de la présence de la résonance in-
terne 1 : 3

Comme expliqué dans les chapitres 2 et 3, un bon positionnement du patch piézoélec-
trique sur la poutre permet d’obtenir la résonance 1 : 3 entre le deuxiéme et le troisiéme
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(b) Tracé de la réponse fréquentielle pour 'amplitude N3

FIGURE 4.11 — Tracés des réponses fréquentielles des amplitudes N; et N3 avec v autour
de 1, pour amplitude de déplacement F' = 6 x 107% m, & partir de I’équation 4.34. Les
paramétres électriques sont ¢ = 1, R = 3050 Q, Ly = 61 H, Oy, = 107 C3.V~L
L’identification de 'instabilité de ces points d’équilibre au temps ty et t; se fait avec le
signe des parties réelles des valeurs propres des matrices A et J ' H ; des équations 4.26,
4.19 et 4.28.

mode propre de la structure électro-mécanique. Un exemple numérique a déja été présenté
dans le chapitre 2 pour la configuration unimorphe, on reprend donc la méme structure
(A =0.099 et L, = 0.18 m) pour obtenir les pulsations du tableau 2.7.

Tracé du SIM autour de la valeur critique L

D’apreés la résolution des équations dynamiques menée précédemment, dans ce cas avec
résonance interne il est possible de tracer un SIM (cf I'équation 4.58). De la méme maniére
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(a) Tracé de la réponse fréquentielle pour 'amplitude Ny
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(b) Tracé de la réponse fréquentielle pour amplitude N3

FIGURE 4.12 — Tracé des réponses fréquentielles des amplitudes N7 et N3 avec v autour
de 1, pour amplitude de déplacement F' = 1.3 x 107° m, & partir de 1'équation 4.34.
Les paramétres électriques sont ¢ = 1, R = 3050 Q, Lo = 61 H, Cnp = 1071 C3.V L,
Identification de l'instabilité de ces points d’équilibre au temps tg et t; avec le signe des
parties réelles des valeurs propres des matrices A et J 'H ; des équations 4.26, 4.19 et
4.28.

que dans le cas & un mode, le SIM est modifié¢ par les paramétres du circuit électrique non
linéaire. La seule différence étant la valeur critique Ly (cf I’équation 4.33, qui est de 139 H
dans ce cas), comme le montre la figure 4.14. On s’intéresse alors aux différents régimes
dynamiques qu’on peut engendrer, en fonction de 'amplitude de déplacement appliquée
au systéme.
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FIGURE 4.13 — Zoom autour de v = 0.98 pour le tracé de la réponse fréquentielle de
I'amplitude N; de la figure 4.12(a).
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FIGURE 4.14 — Tracé du SIM (équation 4.58) pour différentes valeurs d’inductance Ly,
avec les paramétres électriques suivants : Cyy, = 1077C3. V1, R=3050Q, F = 7x 1076
m, c, = 0.1, ( =1, R = 3050 Q, Cyr = 107 C3. VL. Les zones d’instabilité sont
déduites du signe de la partie réelle de la valeur propre de la matrice A, de I'équation
4.64.

Les points d’équilibre en fonction de ’amplitude de déplacement F

Comme dans le cas & un seul mode, on trace les courbes (F,Ny), (F,N3) et (F,N3). Ces
tracés permettent d’identifier les différents comportements dynamiques possibles selon
lamplitude de déplacement F' appliquée (cf les figures 4.15 et 4.16 pour respectivement
v=1etv=101).

En effet, comme dans le cas & un mode, pour certaines amplitudes de F' on obtient
plusieurs comportements dynamiques possibles. Selon la figure 4.15 (v = 1), pour :
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(c) Tracé des points d’équilibre de Pamplitude N3 en fonction de 'ampli-
tude de déplacement F

FIGURE 4.15 — Tracés des points d’équilibre d’amplitude Ny, Ny et N3 par rapport a
I’amplitude de déplacement F' & partir du systéme 4.71. Les parameétres utilisés sont
v=1,(=1,R=3050Q, Ly = 140 H et Cny = 1077 C3. VL. Les zones d’instabilité
sont identifiées & partir du signe de la partie réelle des valeurs propres de A, et K; ' M*

des équations 4.64, 4.

67 et 4.68.

154



4.3. COMPARAISON DE RESULTATS ANALYTIQUES ET NUMERIQUES

— F inférieur a une valeur minimale F),; et une valeur maximale F,,,, il existe un
seul point d’équilibre stable.
— F compris entre F),; et F_, il existe trois points d’équilibre : deux stables et un
instable pour le temps ;.
— F compris entre F_ et F',, il existe trois points d’équilibre, dont un seul est stable.
— F compris entre F, et F,, il existe & nouveau trois points d’équilibre dont un est
instable pour le temps t; et les autres stables.
Pour v = 1.01 (cf la figure 4.16) il existe un seul point d’équilibre pour toute ampli-
tude de déplacement, qui est soit stable (pour F' < F_ et F' > F.), soit instable (pour
F <F<F,).
Lorsque plusieurs points d’équilibre existent, selon les conditions initiales, la réponse tem-
porelle sera attirée par 'un d’eux.
Il est également possible d’obtenir des comportements chaotiques, comme vu dans la par-
tie précédente pour le systéeme électro-mécanique avec un seul mode mécanique. Tragons
les résultats pour un probléeme a deux modes dans la sous partie suivante.

Analyse de I’existence potentielle de comportements chaotiques via la méthode
de Melnikov

L’apparition de dynamique chaotique est possible pour certaines valeurs des compo-
sants électriques. On étudie le probléme pour les valeurs du probléme & deux modes en
résonance interne en tragant la distance D(t,,) par rapport aux paramétres ( < 0 et Cy,
(cf la figure 4.17).

On remarque des comportements similaires que dans le cas avec un seul mode mécanique.

Pour se donner une idée des comportements qui peuvent étre obtenus avec le systéme
électro-mécanique, des réponses fréquentielles sont tracées dans la prochaine sous partie.

Réponses fréquentielles des points d’équilibre

On trace les points d’équilibre avec leur instabilité pour une amplitude de déplace-
ment fixée et une bande de pulsation v autour de 1 (cf la figure 4.18). On observe alors la
présence d’un isola, comme dans le cas a un mode. On s’apercoit & nouveau qu’il existe
un maximum d’amplitude N; pour lequel la réponse fréquentielle reste en dessous de ce
maximum.

Dans les deux cas de systémes électro-mécaniques étudiés, plusieurs régimes dynamiques
ont été identifiés, ainsi que des comportements fréquentiels particuliers dues aux non linéa-
rités, tels que des isolas. Ces résultats sont issus de ’étude analytique, afin de les confirmer
des intégrations numériques sont menées sur les systémes réduits adimensionnés dans la
partie suivante.

4.3 Comparaison de résultats analytiques et numériques
Les développements analytiques ont permis d’identifier des SIM, et de tracer les ré-

ponses fréquentielles des amplitudes N; avec ¢ = 1,2,3. Ces résultats théoriques sont
confrontés a des résultats obtenus par I'intégration numérique des systémes d’équations
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(c) Tracé des points d’équilibre de 'amplitude N3 en fonction
de 'amplitude de déplacement F'

FIGURE 4.16 — Tracés des points d’équilibre d’amplitude N;, Ny et N3 par rapport a
I’amplitude de déplacement F' & partir du systéme 4.71. Les parameétres utilisés sont
v=1.01, =1, R=3050Q, Ly = 140 H et Oy, = 10717 C3. VL. Les zones d’instabilité
sont identifiées & partir du signe de la partie réelle des valeurs propres de A, et K; ' M*
des équations 4.64, 4.67 et 4.68.

adimensionnés dans le cas avec et sans résonance interne (cf les équations 4.11 et 4.51,
4.52 et 4.53). D’abord, on s’intéresse au cas sans résonance interne.
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(a) Traceé de la distance |D(t,,)| = 0 (cf I'équation 4.39(c)) par rapport a ’amplitude
A de la réponse périodique 7, et au paramétre ¢ avec Cny = 10710 C3.V 1,
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(b) Tracé de la distance |D(t,,)| = 0 par rapport a l'amplitude A de la réponse
périodique r,, et au parameétre C'yy, avec ( = —0.2.

FIGURE 4.17 — Tracés des distances |D(t,,)] = 0 par rapport a amplitude A et aux
paramétres ¢ et Cyy, avec v = 1.01, R = 3050 2, Ly = 140 H. Lorsque la distance D(t,,)
passe par 0, alors il est possible d’obtenir un comportement chaotique.

4.3.1 Comparaison pour le cas avec un seul mode mécanique

Dans le cas ot un seul mode est pris en compte, 'intégration numérique de ’équation
4.11 se fait au travers de la fonction ode4d de Matlab. Elle permet d’obtenir les solutions
temporelles de r.(t*) et Q(t*). A partir de ces variables on peut tracer les amplitudes
Ni(t*) et N3(t*) (cf 'équation 4.14), telles que :

N1 = \/7;3+V27”Z
N3 = 4 /QQ + 12()2

(4.72)
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FIGURE 4.18 — Tracés des réponses fréquentielle des points d’équilibre d’amplitude Ny, No
et N3 obtenus a partir de 1’équation 4.71 pour les parametres : R = 3050 €2 Ly = 140 H,
Oyt =107 C3.V=tet F =17 x 107% m. Les zones d’instabilité sont identifiées a partir
du signe de la partie réelle des valeurs propres de A, et K1 ' M* des équations 4.64, 4.67
et 4.68.

Comparaison sur les tracés de SIM

Précédemment, a partir des figures 4.7 et 4.9, plusieurs scénarios ont été identifiés. On
choisit une pulsation v et une amplitude de déplacement F' afin de tester ces différents
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scénarios via lintégration numérique de I'équation 4.11 (cf les figures 4.19 et 4.20). 11
est connu pour les systémes non linéaires que les conditions initiales sont importantes
car elles peuvent modifier le comportement dynamique du systéme. C’est pourquoi des
conditions initiales différentes sont appliquées lors des intégrations numériques pour tester
les différents régimes dynamiques.

— Pour v =0.98 et F'=7x107% m (cf la figure 4.7), il existe trois points d’équilibre
dont deux stables séparés par un instable pour le temps t;. Selon les conditions
initiales imposées, la dynamique est attirée par le point du haut ou du bas (cf la
figure 4.19). On observe des solutions périodiques stables sur la branche inférieure
et supérieure du SIM en fonction des conditions initiales imposées au systéme.

— Pour v = 0.98 et F' = 1.3 x 107° m, il existe trois points d’équilibre mais un seul
est stable : le plus haut. Il attire d’ailleurs la dynamique, comme on le voit sur la
figure 4.20(a). On peut aussi obtenir des comportements de modulation s’il existe
un seul point d’équilibre qui est instable, pour v = 1.02 et ' = 7 x 107% m par
exemple dans la figure 4.20(b). Dans ce cas de modulation, on trace les variables
T (t*) et Q(t*) (cf la figure 4.21).

Les régimes périodiques et quasi-périodiques ayant été identifiés, on s’intéresse au tracé
de régimes chaotiques dans la sous partie suivante.

Vérification de la création de comportements chaotiques

Précédemment, le tracé de la distance identifiée par la méthode de Melnikov sur la
figure 4.10 a permis de remarquer que, pour certaines valeurs de paramétre ¢ et Cy, on
peut obtenir des comportements périodiques ou chaotiques. Afin de vérifier ces résultats,
on effectue des intégrations numériques de I’équation 4.11 pour des valeurs choisies de ( et
Cn1, et on trace les portraits de phase de Q(t*) sur la figure 4.22. D’apres la figure 4.22(a),
pour Cyy = 10717 C3.V ! et ¢ = —1 la dynamique se stabilise autour d'un comportement
périodique ou quasi-périodique. Mais, la figure 4.22(b) montre qu’il y a un comportement
chaotique pour Cy; = 107 C3.V~! et ( = —1. On vérifie ces comportements par les
tracés temporels de r, et Q. Ainsi, pour Cyy, = 107 C3.V~1 et ( = —1, on obtient un
comportement périodique (cf la figure 4.23). Et, Pour Cy, = 1071 C3. V"1 et ( = —1,
sur la figure 4.24, on observe qu’on obtient effectivement un comportement chaotique de
la réponse temporelle Q(¢t*). On remarque sur la figure 4.24(b) le comportement chaotique
entre les deux points attracteurs, en tracant en différentes couleurs toutes les 80 périodes.
On confirme ainsi qu’il est possible d’obtenir un comportement chaotique pour le systéme
au travers de valeurs particuliéres des composants du circuit électrique.

Ces vérifications & v fixé ayant été menée, on trace la comparaison entre les résultats
analytiques et numériques pour les courbes fréquentielles.

Comparaison sur les réponses fréquentielles

Les réponses fréquentielles sont tracées analytiquement & partir des points d’équi-
libre de I’équation 4.34. Cette réponse fréquentielle est également comparée aux résultats
obtenus analytiquement (cf les figures 4.11 et 4.12). Cette comparaison est effectuée seule-
ment sur les courbes (v,N3) (cf la figure 4.25), puisqu’elles sont plus lisibles que les courbes
(v,N7) qui sont trés ramassées du fait de 'isola (cf les figures 4.11(a) et 4.12(a)). La ré-
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(c) Toutes les conditions initiales nulles sauf r,(0) = 3 x 1075.
La dynamique est attirée par le point d’équilibre stable de la
branche haute.

FIGURE 4.19 — Tracés du SIM (a partir de 1’équation 4.30) avec trois points d’équilibre :
un instable pour le temps ¢; et deux stables avec un sur la branche basse et 'autre sur la
branche haute, avec v = 0.98 et F' =7 x 107% m. Tracé des intégrations numériques (par
rapport a I’équation 4.11) pour différentes conditions initiales afin de montrer les scénarios
dynamiques possibles. Les paramétres électriques sont ( = 1, Ly = 61, R = 3050 (2,
Cnp =107 ¢3.v—1,

ponse analytique permet d’identifier un isola dont la branche supérieure est stable.
Ce haut d’isola est également obtenu numériquement grace a l'utilisation de conditions
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(a) Condition initiale : le point d’origine. La dynamique est attirée par le
seul point d’équilibre stable sur la branche supérieure.
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(b) Condition initiale : le point d’origine. La dynamique est attirée par le
seul point d’équilibre qui est instable, ce qui méne & un comportement de
modulation.

FIGURE 4.20 — Tracés de deux SIM avec différents points d’équilibre : a) trois points
dont deux instables, b) un seul instable sur la branche intermédiaire, dans le cas ou : a)
=098et F=13x10"metb)r=102et F=7x107% m.

initiales particuliéres. Pour la partie la plus haute de l'isola, les résultats analytiques et
numériques présentent une différence, sans doute due au fait que les points d’équilibre
stables et instables sont trés proches, ce qui peut perturber le résultat numérique. On a
confirmé ainsi la validité des résultats théoriques dans le cas & un mode.

Les mémes vérifications sont effectuées pour le cas ou il existe une résonance interne
dans le systéme électro-mécanique.

4.3.2 Comparaison pour le cas avec deux modes en résonance
interne 1 : 3

Dans un premier temps, afin de vérifier les différents scénarios dynamiques identifiés
par rapport a 'amplitude de déplacement F', les SIM analytiques sont tracés et comparés
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FIGURE 4.21 — Tracés temporels des variables r,(t*) et Q(t*) & partir de 'intégration

numérique de I'équation 4.11 pour v = 1.02 et F' = 7 x 107% m, lors du comportement de
modulation.

aux résultats issus d’intégrations numériques pour différentes conditions initiales, avec :
/72 2,2
ro+vers
_ 2 2,2
Ny = /72, + 9?2 (4.73)

. /Qz + 122

Comparaison pour les tracés de SIM

N

N

Les différents régimes possibles ont été identifiés d’aprés les figures 4.15 et 4.16. Ainsi
plusieurs SIM sont tracés pour vérifier ces scénarios. Pour cela, on utilise I’équation 4.58
du SIM, et on déduit 'amplitude N, et E.g; de ’équation 4.71.

— Pour F = 7x 107 m et v = 1, d’aprés la figure 4.15 trois points d’équilibre
sont possibles dont deux sont stables. Lorsque la condition initiale est 'origine,
la réponse est attirée par le point d’équilibre du bas qui est stable, il s’agit d'une
réponse périodique (cf la figure 4.26(a)). Lorsqu’on prend une condition initiale
proche du point d’équilibre intermédiaire qui est instable on peut étre attiré par le
point stable du bas, ou celui du haut (cf la figure 4.26(b)).

— Pour F = 75x10% m et v = 1, on a a nouveau trois points d’équilibre mais
dont les deux du bas sont instables (cf la figure 4.27). Pour une condition initiale
correspondant a l'origine, la dynamique est une réponse quasi-périodique autour
du point d’équilibre du bas. Pour une condition initiale proche du point d’équilibre
intermédiaire, on est attiré par le point d’équilibre stable du haut.
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FIGURE 4.22 — Portraits de phase de Q(t*) issus de 'intégration numeérique de I’équation

4.11 pour différentes capacités non linéaires Cyy. Les autres parameétres sont et F =
6 x107%m, v=0.98, Ly =61 H, (= —1et R = 3050 Q.

-5 -5
6><1O x10
1.5‘

o 1

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000
t* t*

(a) Réponse temporelle de r,(t*). (b) Réponse temporelle de Q(t*).
FIGURE 4.23 — Tracés temporels r,(t*) et Q(t*) de l'intrégration numérique 4.11 pour

F=6x10%m, v=098 Lo=61 H, R=23050 Q, Oy = 1017 C3.V L et ¢ = —1.

— Pour v = 1.01 et F = 7x107% m, il existe un seul point d’équilibre qui est instable
(cf la figure 4.16). En partant de l'origine comme condition initiale, une réponse
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t* +
(a) Réponse temporelle de r(t*). (b) Réponse temporelle de Q(t*).

FIGURE 4.24 — Tracés temporels r-(t*) et Q(t*) de l'intrégration numérique 4.11 pour
F=6x10%m, v=098 Lo=61 H, R=23050 Q, On; =109 C3.V 1 et ( = —1. On
trace toutes les 80 périodes comme pour la figure 4.22(b).
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0 | ;
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14

(a) Pour 'amplitude de déplacement F = 6 x 10~% m.
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8, 4

% Points d’équilibre stables
6 | | % Points d’équilibre instables pour le temps #;

% Points d’équilibre instables pour le temps ¢
- - -N3x x
Z ¥ Intégration numérique X

0
0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3
(b) Pour amplitude de déplacement F = 1.3 x 1075 m.

FIGURE 4.25 — Tracé des réponses fréquentielles avec une comparaison entre les points
d’équilibre issus de 'analytique et de l'intégration numérique sur 4.11. Les paramétres

électriques sont ( =1, R = 3050 Q, Ly = 61 H et Oy, = 1071 C3.V L.

quasi-périodique de modulation autour de ce point d’équilibre est observée (cf la
figure 4.28).

Ces figures permettent de constater les différentes réponses périodiques et quasi-périodiques
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5
x10 * Partie stable du SIM
25 * Partie instable du SIM
# Points d’équilibre stables
2 % Point d’équilibre instable pour le temps t;
==Intégration numérique
15
o
z
1
05 !
0 05 1074
0 1 2
3 4
%107 ° 6 7 ° Ny
N

(a) La condition initiale utilisée est l'origine. La dynamique est
attirée par le point d’équilibre du bas.

%10 # Partie stable du SIM
# Partie instable du SIM
2.5 @ Point d’équilibre stable
# Point d’équilibre instable pour le temps t;
5 = Intégration numérique

15
1
05
x107

0

0 r

0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 Ny

%104 N

(b) Les conditions initiales utilisées sont nulles, sauf r, (0) =
7 x 1073, La dynamique est attirée par le point d’équilibre du
haut.

FIGURE 4.26 — Tracés des réponses temporelles sur le SIM (& partir des équations 4.58 et
4.71) avec trois points d’équilibre pour v =1 et F' =7 x 107% m et différentes conditions
initiales.

* Partie stable du SIM

* Partie instable du SIM

# Point d’équilibre stable

2 # Point d’équilibr ble pour le temps #,
# Point d’équilibre instable pour le temps fo

* Partie stable du SIM %10
x10°° s > du SIM

ble pour le temps t,
# Point d'équilibre instable pour le temps fo 15

—Intégration numérique

—Intégration numérique

0 1 2 0 - -
3 4 5 6 7 N2 %107 N,

(a) La condition initiale est 'origine. La dyna- (b) Les conditions initiales sont nulles sauf r,,(0) =
mique devient un modulation autour du point 6 x 107%. La dynamique est attirée par le point
d’équilibre instable au temps rapide tg. d’équilibre stable.

FIGURE 4.27 — Tracés des réponses temporelles sur le SIM (& partir des équations 4.58 et
4.71) pour F = 7.5 x 107% m et v = 1 et différentes conditions initiales.

qu’il est possible d’obtenir avec ce systéme. Intéressons nous a la création de régimes dy-
namiques chaotiques.

165



CHAPITRE 4. SYSTEME ELECTRO-MECANIQUE AVEC CIRCUIT ELECTRIQUE
NON LINEAIRE
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FIGURE 4.28 — Tracé de la réponse temporelle sur le SIM (& partir des équations 4.58 et
4.71) pour v = 1.01 et F =7 x 107% m. La condition initiale est 'origine.

Vérification de ’existence de comportements chaotiques

On trace les portraits de phase (Q,Q) pour différentes valeurs de ¢ et Cyy afin de
vérifier s’il est possible d’obtenir des comportements chaotiques. On remarque que dans le
cas de la figure 4.29(a) le comportement est chaotique et hésite entre deux états, alors que
dans le cas de la figure 4.29(b), le régime semble quasi-périodique. On trace les portraits
de phase de différentes couleurs toutes les 80 périodes, le méme code couleur sera appliqué
aux résponses temporelles r,(t*), 7,,(t*) et Q(¢*). On représente les comportements tem-
porels des variables 7, (t*), 7, (t*) et Q(t*) sur les figures 4.30 et 4.31. On observe sur la
figure 4.30 que Q(t*) présente un régime chaotique qui oscille entre deux états. Quant a la
figure 4.31, le comportement est quasi-périodique, ce qui est sans doute da a 'amplitude
de r,(t*) (qui correspond a A dans I’application de la méthode de Melnikov) qui est trop
faible pour obtenir un comportement chaotique ici. Il est donc possible d’obtenir des
régimes chaotiques lors de la présence d’une résonance 1 : 3 entre deux modes propres de
la structure électro-mécanique.

Confirmons les résultats analytiques pour la réponse fréquentielle dans la sous partie
suivante.

Comparaison pour les tracés fréquentiels

Les résultats d’intégration numérique des équations 4.51, 4.52 et 4.53 sont calculés
pour une bande autour de v = 1 (cf la figure 4.32). On observe que la branche haute de
Iisola qui est stable est bien obtenue par I'intégration numérique pour les bonnes condi-
tions initiales. On trouve & nouveau une bonne concordance entre les résultats analytiques
et numériques, avec a l’endroit de la modulation (point d’équilibre instable pour le temps
to), l'intégration numeérique qui passe au-dessus de la réponse analytique. Comme dans le
cas avec un seul mode mécanique, une différence entre résultats analytiques et numériques
est observable lorsque les partie stables et instables pour ¢; de la réponse fréquentielle sont
trop proches sur le haut de l'isola.

L’intégration numérique sur les systémes adimensionnés a permis de confirmer les ré-
sultats analytiques obtenus. On a donc un outil analytique pour étudier le comportement
du systéme électro-mécanique, ce qui permet de statuer sur 'utilité de ce systéme pour
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Q x107°

(a) La capacité non lindaire est Cy;, = 10717 3.V ~1. La dynamique se
stabilise dans un comportement périodique autour de 1’état de droite.

%10°®

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

(b) La capacité non linéaire est Oy, = 1071 C3.V 1. La dynamique se
stabilise dans un comportement quasi-périodique.

FIGURE 4.29 — Portraits de phase de Q(t*) issus de 'intégration numérique de I’équation
4.11 pour différentes capacités non linéaires Cyy,. Les autres paramétres sont F' = 7x 107°
m, v =101, Ly =140 H, { = —0.2 et R = 3050 2. Les comportements sont tracés toutes
les 80 périodes.

récupérer de I’énergie ou controler les vibrations de la structure principale. On applique
ce modele afin de comparer le systéme électro-mécanique a un absorbeur linéaire dans la
partie suivante.

4.4 Comparaison entre un circuit linéaire et le circuit
non linéaire

Le systeme électro-mécanique avec le circuit non linéaire peut étre utilisé soit pour
récupérer de I’énergie de la structure, soit pour le controle vibratoire. Une comparaison
entre ce systéme et un circuit résonant (ce qui correspond & un absorbeur linéaire) est
menée, dans le cas a un mode et dans le cas avec une résonance interne.
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(a) Réponse temporelle de 7, (*). (b) Réponse temporelle de 7, (t*).
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(c) Réponse temporelle de Q(t*).

FIGURE 4.30 — Réponses temporelles des variables r,, (t*), r,, (t*) et Q(*) pour F = 7x10~°
m, v =1.01, Ly =140 H, Cn; = 10717 C3.V~1 et R = 3050 €, toutes les 80 périodes.

%10 2;10'5
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t* t*

(a) Réponse temporelle de r,, (t*). (b) Reéponse temporelle de 7, (t*).

%108
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+

(c) Réponse temporelle de Q(t*).

FIGURE 4.31 — Réponses temporelles des variables 7, (t*), r,, (t*) et Q(t*) pour F' = 7x107¢
m, v =1.01, Ly =140 H, Cn; = 1071 C3.V~1 et R = 3050 €, toutes les 80 périodes.
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(b) Reéponses fréquentielles de 'amplitude Ns.
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(c) Réponses fréquentielles de 'amplitude N3.

FIGURE 4.32 — Tracé des réponses fréquentielles, comparaison entre les résultats issus de
I'intégration numérique et ceux issus des calculs analytiques pour F' =7 x 107% m.

4.4.1 Compararaison avec un circuit résonant dans le cas a un

mode

Le modéle pour le circuit non linéaire étant confirmé, on cherche maintenant a le

N

comparer a un absorbeur linéaire. L’absorbeur linéaire correspond au circuit électrique
résonant dont la pulsation électrique est accordée a la pulsation propre du mode de la
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structure principale. Cette comparaison s’effectue sur les tracés fréquentiels analytiques
et temporels numériques.

Les tracés fréquentiels analytiques

Une comparaison des deux circuits est donc présentée analytiquement sur la figure
4.33. L’inductance du circuit linéaire a été choisie pour que la résonance électrique soit
accordée a celle du systéme, i.e. Ly = 43.7 H. Ensuite, des études ont été effectuées sur
les paramétres électriques (¢, Lo et Cy) pour trouver une combinaison permettant d’at-
ténuer les vibrations, au travers de 'amplitude N;. On observe sur la figure 4.33 que le

-4
5 X 10
— Circuit résonant
Z % Circuit non linéaire (points stables)
% Circuit non linéaire (points instables pour le temps ¢)

0.8 0.85 0.9 0.95 1 1.05 1.1 1.15 1.2
v

(a) Réponse fréquentielle de 'amplitude Nj.

x10®
251 :
2+ i
Circuit résonant
% Circuit non linéaire (points stables)
1 5 r % Circuit non linéaire (points instables pour le temps )
gl
=
1+ i
0.5 -
. _A
0.8 0.85 0.9 0.95 1 1.05 1.1 1.15 1.2

14

(b) Réponse fréquentielle de Pamplitude Nj.

FIGURE 4.33 — Comparaison des réponses fréquentielles du circuit résonant et du circuit
non linéaire pour F = 6 x 1075 m et R = 3050 Q. Les paramétres électriques sont :
pour le circuit résonant Ly = 43.7 H ; pour le circuit non linéaire Lo =7 H, ( = 0.1 et
Cyr = 1079 3. v

circuit électrique non linéaire reste en dessous d’un certain seuil, tout comme le circuit
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résonant. Mais le circuit électrique non linéaire semble donner des amplitudes de Ny plus
fortes a cause de l'isola. Si on effectue un zoom sur la figure 4.33(a), on obtient la figure
4.34. On observe ainsi que si la dynamique n’est pas attirée par l'isola, 'amplitude des

-6
6% 10
Circuit résonant
% Circuit non linéaire (points stables)
5 L % Circuit non linéaire (points instables pour le temps ¢1)

0.85 0.9 0.95 1 1.05 1.1 1.15 1.2 1.25

FIGURE 4.34 — Zoom effectué sur la figure 4.33(a) représentant la réponse fréquentielle de
I’amplitude Nj.

vibrations est diminuée dans le cas du circuit non linéaire. N7 est relié aux amplitudes de
vibration de la poutre, tandis que N3 est relié a la charge électrique présente dans le ma-
tériau piézoélectrique. Ainsi, si la dynamique est attirée par l'isola, cela peut augmenter
significativement 1’énergie présente dans le circuit du matériau piézoélectrique (au travers
de N3) ce qui est intéressant pour de la récupération d’énergie.

Ces résultats étant analytiques, une étude sur les signaux temporels obtenus numéri-
quement est menée.

Les tracés temporels numériques

On trace maintenant les résultats temporels sur les variables 7. (t*) et Q(t*) issus de
I'intégration numérique de I’équation 4.11 (cf la figure 4.35). Dans le cas ou la dynamique
est attirée par le point d’équilibre stable du bas pour 7 (t*) (cf la figure 4.35(a)), et dans
le cas ou la dynamique est attirée par le point d’équilibre stable du haut Q(t*) (cf la figure
4.35(b)) & v =0.98 et F' =6 x 1075 m. Dans chaque cas, on observe une amplitude de la
vibration 7, (t*) plus faible et une amplitude de la charge électrique Q(¢*) plus importante
pour le circuit non linéaire. Il est donc intéressant, soit pour le controle vibratoire, soit
pour la récupération d’énergie.

On s’intéresse dans la sous partie suivante aux résultats pour le cas ou le systéme électro-
mécanique est relié a un systéme principal qui présente une résonance interne 1 : 3.
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(a) Réponse temporelle de r,(t*).
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—Circuit résonant
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(b) Réponse temporelle de Q(t*).

FIGURE 4.35 — Tracés des réponses temporelles de 7, et () quand le systéme est attiré par
le point d’équilibre stable : a) du bas, b) du haut. Les paramétres utilisés sont F' = 6x107°
m,v=0098 Lo=7H,(=0.1et Cy, =107 C3.V-L

4.4.2 Comparaison avec un circuit résonant lors de la présence
de la résonance interne

On utilise un circuit résonant dont la pulsation est accordée a celle mécanique du
systéme couplé. Le matériau piézoélectrique et son circuit se comportent alors comme un
absorbeur linéaire. On trace les réponses fréquentielles et temporelles de notre systéme
électro-mécanique et d’un absorbeur linéaire accordé sur la pulsation basse de la résonance
interne.
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Tracé des réponses fréquentielles

Tragons d’abord les réponses fréquentielles (cf la figure 4.36). Pour le circuit résonant
on pose Ly = 124 H afin que la résonance électrique et la résonance mécanique soient
accordées. On remarque la présence d’un isola. En faisant un zoom sur la partie basse de la
figure 4.36(a), on remarque que si la dynamique n’est pas attirée par 'isola, le circuit non
linéaire est plus performant que le circuit résonant pour 'atténuation des vibrations (cf la
figure 4.37). On veut maintenant vérifier ces comportements numériquement en tragant
les comportements temporels des variables.

Tracé des réponses temporelles

On trace les comportements temporels des variables 7, (t*), 7, (t*) et Q(t*) & v = 0.99

lorsque la dynamique du systéme électro-mécanique se stabilise sur le point d’équilibre
stable du bas (cf la figure 4.38) et du haut (cf la figure 4.39). On observe sur la figure
4.38(b) et 4.39(b) que le circuit non linéaire permet d’obtenir des amplitudes de r,, plus
importantes, il renforce donc la liaison entre les modes en résonance interne.
On a un comportement similaire au cas & un mode sur 7,(t*) et Q(t*) selon que la dyna-
mique est attirée par le point stable du bas ou du haut, comme on le voit respectivement
sur les figures 4.38 et 4.39. On remarque que 'amplitude de r,, dans le cas du circuit non
linéaire est inférieure ou supérieure a celle du circuit résonant selon que la dynamique est
attirée par le point d’équilibre stable du bas ou du haut.

Pour finir, pour le probléme de systéme électro-mécanique avec un mode ou deux modes
en résonance interne, une optimisation du circuit non linéaire est possible que ce soit pour
récupérer de ’énergie ou pour controler les vibrations. En outre, le circuit non linéaire
permet d’augementer ’énergie sur le deuxiéme mode qui n’est pas excité directement.

4.5 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, le comportement du systéme électro-mécanique relié & un circuit non
linéaire a été étudié. Une méthode de complexification de Manevitch (Manevitch, 2001a)
a été développée dans un cas avec un seul mode de structure et dans un cas ou deux
modes sont en résonance 1 : 3. Les résultats analytiques ont permis d’identifier différents
régimes dynamiques : périodiques, quasi-périodiques et chaotiques, ainsi que les effets des
parameétres électriques sur ces régimes. L’instabilité des points d’équilibre pour le temps
rapide et les temps lents a également été statuée. Afin de confirmer les résultats théo-
riques, une vérification par rapport a des résultats obtenus par intégration numérique a
été effectuée.

Aprés avoir conforté les résultats théoriques, une comparaison avec un circuit linéaire
est réalisée. Cette comparaison permet de montrer que, pour des paramétres électriques
bien choisis, le circuit non linéaire peut donner de meilleurs performances que le circuit
linéaire en terme de controle vibratoire, si on omet l’isola. Ces résultats mettent en avant
I'importance de I’étude analytique pour identifier ces isolas.

On détermine également des valeurs de composants électriques pour lesquels il existe un
comportement chaotique de la structure électro-mécanique, ce qui est vérifié numérique-
ment. Ceci peut étre intéressant pour répartir ’énergie sur tous les modes en les excitant
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FIGURE 4.36 — Comparaison des tracés fréquentiels du circuit linéaire et non linéaire pour
I'amplitude de déplacement F' = 7 x 107% m et R = 3050 ). Les paramétres électriques
sont : pour le circuit résonant Ly = 124 H ; pour le circuit non linéaire : Ly = 22 H,
(=01et Cyy =107 C3/V.
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FIGURE 4.37 — Zoom effectué sur la figure 4.36(a) représentant la réponse fréquentielle de
I’amplitude Nj.

par ce comportement chaotique.
Ce chapitre comporte des développements et résulats originaux :

— 1’étude analytique via la méthode de complexification du systéme électro-mécanique
non linéaire & un mode qui met en évidence : des réponses quasi-périodiques de
modulation, des points d’équilibre stables multiples pour une certaine amplitude
de déplacement et la possibilité d’obtenir des isolas sur les réponses fréquentielles.
L’étude via la méthode de Melnikov(Guckenheimer and Holmes, 1983) permet éga-
lement de confirmer la possibilité de créer des régimes chaotiques pour des valeurs
particuliéres de composants électriques.

— D’étude du dispositif alors que le systéme principal présente une résonance interne,
avec identification de réponses périodiques, quasi-périodiques et chaotiques. On
montre qu’il est également possible d’obtenir des isolas.

— la possibilité d’utiliser certains parameétres du circuit électrique non linéaire pour
optimiser le controle vibratoire ou la récupération d’énergie avec notamment une
comparaison avec un absorbeur linéaire.

Ce chapitre s’est cependant contenté d’étudier un seul "type" de circuit non linéaire, avec
le simple ajout d’une non linéarité cubique. L’optimisation de ce circuit n’a d’ailleurs pas
été menée, que ce soit pour le controle ou la récupération d’énergie, sachant que I’étude
sur les systémes réduits n’est représentative que si d’autres modes non identifiés ne se
mettent pas a répondre également.

D’autres circuits non linéaires pourraient étre testés tels que les circuits & interrupteurs
qui ont été présentés dans le chapitre 1. Des tests expérimentaux ou une méthode des
éléments finis pourraient étre menés sur le systéme électro-mécanique afin de confirmer
I’apparition des différents régimes identifiés.

Le prochain chapitre est la conclusion qui résume les principaux résultats obtenus lors
de cette thése et propose des perspectives au travail présenté.
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FIGURE 4.38 — Tracés des réponses temporelles des variables r,(t*), r,,(t*) et Q(t*) du
circuit linéaire et non linéaire pour F' = 7 x 1075 m, v = 0.99. La condition initiale
est l'origine, la dynamique est donc attirée par le point d’équilibre stable du bas. Les

paramétres électriques sont : pour le circuit résonant Lo = 124 H ; pour le circuit non
linéaire : Ly =22 H, ( =0.1 et Cyz = 10717 C3/V.
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FIGURE 4.39 — Tracés des réponses temporelles des variables r,(t*), r,,(t*) et Q(t*) du
circuit linéaire et non linéaire pour F' = 7 x 107 m, v = 0.99. La condition initiale est
7,(0) = 2 x 107* et les autres conditions nulles, la dynamique est donc attirée par le
point d’équilibre stable du haut. Les paramétres électriques sont : pour le circuit résonant
Lo =124 H ; pour le circuit non linéaire : Ly =22 H, ( = 0.1 et Cyz = 10717 C3/V.
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Ces travaux de these ont permis d’étudier 'utilisation de patchs piézoélectriques sur

une poutre encastrée-libre pour des applications de controle ou de récupération d’éner-
gie vibratoire. Ils proposent d’utiliser la répartition des énergies modales entre différents
modes, via la création de résonances internes et 1'utilisation de comportements non li-
néaires de la structure électro-mécanique. Le premier chapitre présente I’état de 'art sur
les comportements non linéaires d’échange d’énergie, de poutre et de matériaux piézoélec-
triques. Il présente notamment I'intérét des comportements d’échanges d’énergie pour le
contrdle vibratoire ou la récupération d’énergie. Ces phénomeénes d’échanges nécessitent
la présence de résonances internes dans le systéme, mais aussi de termes non linéaires
dans les équations dynamiques. Une poutre cantilever qui subit de grandes rotations, pré-
sente une non linéarité cubique liée a sa géométrie. Pour les matériaux piézoélectriques,
il existe deux types de non linéarités : matérielles qui sont inhérentes au matériau, ou via
les circuits électriques auxquels ils sont reliés, qui sont eux modulables.
Le chapitre 2 développe les équations dynamiques du systéme couplé en prenant en compte
les non linéarités géométriques de poutre et celles matérielles des patchs piézoélectriques.
Une fois les équations écrites, des non linéarités cubiques et quadratiques sont remarquées.
Afin d’évaluer si des comportements d’échanges d’énergie peuvent étre obtenus, une étude
modale est menée. Cette étude analytique prouve que des résonances internes 1 : 2 et 1 : 3
peuvent étre réalisées entre les modes propres de la structure composite au travers d’un
levier de dimensionnement : la position des matériaux piézoélectriques sur la structure.
Une étude des points d’équilibre de la dynamique est alors menée via la méthode des
échelles multiples sur :

— un probléme réduit & un seul mode pour étudier les effets des non linéarités maté-

rielles des patchs piézoélectriques,

— les équations réduites a deux modes afin d’analyser les comportements d’échanges

d’énergie lors de la présence de résonances 1:2 et 1: 3.
Le chapitre 3 présente les résultats de la campagne expérimentale effectuée sur des poutres
avec des patchs piézoélectriques. Deux configurations ont été étudiées : la configuration
bimorphe (avec deux patchs placés symétriquement au-dessus et en dessous de la poutre)
et la configuration unimorphe (avec un seul matériau piézoélectrique). Dans un premier
temps, une étude modale est réalisée, elle permet de confirmer les résultats théoriques sur
les fréquences propres et les déformées modales du systéme couplé. Elle démontre notam-
ment la création des résonances internes 1: 2 et 1: 3 selon 'emplacement des patchs sur
la poutre. Dans un second temps, une étude dynamique des états stables est conduite :
dans un cas ou il n’y a pas de résonance interne dans la structure et dans un cas de
résonance 1 : 3. Dans le cas & un mode, des courbes squelettes sont tracées pour mettre
en évidence les non linéarités cubiques et quadratiques présentes dans le systeme. L’étude
effectuée sur la résonance interne 1 : 3 démontre 'activation d’'un phénomeéne d’échange
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entre les modes qui est méme plus importante que celle attendue analytiquement.

Le modéle analytique ayant été confirmé par les études expérimentales, on s’intéresse
alors a un levier de dimensionnement qui n’a pas encore été utilisé pour la structure com-
posite : le circuit électrique. Dans le chapitre 4, on étudie le systéme électro-mécanique
relié & un circuit non linéaire afin d’identifier des leviers de conception pour modifier les
échanges d’énergie entre les modes. Des premiers résultats sont obtenus en supposant qu’il
n’y a pas de résonance interne dans la structure. On réduit alors le modéle sur un seul
de ses modes. Puis, on s’intéresse au cas ou il existe une résonance interne 1 : 3. Pour
chaque étude, les différents régimes dynamiques possibles (périodiques, quasi-périodiques
et chaotiques) sont identifiés analytiquement et vérifiés numériquement. Les effets des pa-
rametres électriques sur la dynamique sont également analysés. Une comparaison entre le
circuit non linéaire étudié et un circuit linéaire est conduite afin de démontrer l'intérét de
I'utilisation du circuit non linéaire, pour le controle vibratoire ou la récupération d’énergie.

Pour résumer, les principaux résultats originaux de ce manuscrit sont :

— la mise en place des équations dynamiques électro-mécaniques pour un systéme
avec des non linéarités géométriques de poutre et des non linéarités matérielles des
patchs piézoélectriques. Ces équations ont été mises en avant via les publications
Guillot et al. (2019a) et Guillot et al. (2019b). Une étude analytique des modéles
réduits sur ces équations montre de possibles échanges d’énergie entre les modes en
résonance 1 : 3 via les non linéarités présentes : ces non linéarités étant inhérentes
aux matériaux (non linéarités géométriques et matérielles).

— Tutilisation de la position des matériaux piézoélectriques pour la création de ré-
sonances internes 1 : 2 et 1 : 3 dans le systéme électro-mécanique. Ce résultat
théorique a été confirmé par des résultats expérimentaux et a été valorisé au tra-
vers des publications Guillot et al. (2019b) et Guillot et al. (2020a).

— l’étude sur des modéles réduits a montré ’échange d’énergie entre les modes lors
de résonance interne 1 : 3, d’abord théoriquement dans l'article Guillot et al.
(2019b), puis cet échange a été observé expérimentalement dans l'article Guillot
et al. (2020a).

— l'utilsation de la méthode de complexification a permis la détection de dynamique
lente-rapide via les échelles multiples sur le sytéme électro-mécanique. Des régimes
périodiques, quasi-périodiques et chaotiques (par la méthode de Melnikov) sont
identifiés dans des cas avec et sans résonances internes. L’effet des paramétres
électriques sur les comportements dynamiques a été présenté. Ces résultats ont été
publiés dans les articles Guillot et al. (2020b) et Guillot et al. (2020c).

— la présence des patchs piézoélectriques peut permettre de controler le comporte-
ment du systéme composite, notamment avec le couplage ou non de modes par
les résonances internes et l'utilisation de circuits non linéaires. Le patch piézo-
électrique couplé a un circuit non linéaire peut d’ailleurs modifier la nature des
échanges d’énergie entre les modes en résonance.

Plusieurs possibilités d’investigations ont été repérées au travers de ces travaux de
thése. D’abord, I’étude de la résonance 1 : 2 autant sur le plan expérimental que dans le
cadre du systéme électro-mécanique avec circuit non linéaire n’a pas été effectuée. Elle
pourrait cependant amener des résultats intéressants notamment pour le contréle vibra-
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toire avec l'apparition du phénoméne de seuil déja observé dans la littérature pour de
telles résonances.

Ensuite, dans le cadre du modéle, on a identifié que pour la configuration unimorphe
le couplage axial/flexion imposé par le matériau piézoélectrique est négligé par 1’hypo-
theése de poutre inextensible. On pourrait envisager de rajouter cette hypothése via une
condition d’extensibilité dans la mise en place des équations dynamiques. En outre, on
pourrait essayer de prendre en compte un amortissement non linéaire qui existe sur de
telles structures de poutre, ceci permettrait d’améliorer les modéles de configuration uni-
morphe et bimorphe en prenant en compte des non linéarités quadratiques.

Un frein a été soulevé sur l'identification du comportement non linéaire matériel des
matériaux piézoélectriques, il s’agit d’'un champ encore en cours d’exploration. Apreés la
mise en place d’un protocole d’identification des termes non linéaires, une étude compa-
rative de ces termes pour plusieurs matériaux piézoélectriques ainsi que pour plusieurs
données géométriques serait intéressante.

Une campagne expérimentale sur les systémes électro-mécaniques avec circuit non li-
néaire pourrait étre menée pour comparer avec les résultats théoriques. Elle pourrait
permettre d’observer les différents régimes dynamiques (périodiques, quasi-périodiques et
chaotiques), mais aussi de réussir a tracer les isolas identifiés pour différentes réponses
fréquentielles. Une étude paramétrique sur les composants électriques du circuit non li-
néaire peut étre réalisée afin d’observer leurs effets sur la dynamique du systéme.

En plus d’études expérimentales, les comportements identifiés analytiquement pour le
probléme électro-mécanique couplé a un circuit électrique non linéaire pourraient étre
confirmés par des méthodes numériques utilisant la méthode des éléments finis.

En outre, 'optimisation du circuit non linéaire, que ce soit pour le contréle vibratoire ou
pour la récupération d’énergie n’a pas été menée. Ceci pourrait constituer un nouvel axe
de recherche, notamment le cas de la récupération d’énergie qui constituait ici simplement
une remarque par rapport a ’énergie électrique présente dans le matériau piézoélectrique.
Or, les problémes de récupération d’énergie par ces matériaux sont plus complexes et
nécessitent une analyse spécifique.

Dans le cadre du circuit non linéaire, un seul type de non linéarité a été prise en compte :
la non linéarité cubique. Cependant, de nombreux travaux existent sur 1'utilisation de cir-
cuits & interrupteurs, qui présentent de trés bon résultats en terme de controle vibratoire
mais aussi de récupération d’énergie. L’étude de ces circuits via la méthode analytique de
complexification pourrait permettre une optimisation des paramétres électriques et une
meilleure appréhension des comportements dynamiques mis en jeu.

D’autres types de circuits non linéaires avec par exemple des fonctions polynomiales (pour
obtenir des SIM plus compliqués & plusieurs paliers) pourraient également étre envisagés.

Dans ces travaux, il n’a pas été pris en compte la possibilité d’étudier le systéme lors
de la présence de plusieurs matériaux piézoélectriques couplant plus que deux modes au
sein du systéme. Une étude multi-modale a plus de deux modes pour le controle ou la
récupération d’énergie lors de ’équilibrage de plusieurs modes du systéme pourrait étre
un nouveau théme de recherche. En particulier, on n’a pas eu de positionnement du patch
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piézoélectrique pour lequel les résonances 1 : 2 et 1 : 3 étaient réalisées au méme moment,
ce qui pourrait étre intéressant a étudier avec un comportement vibratoire dépendant des
trois modes concernés.

Le probléme & trois dimensions n’a pas non plus été adressé. Pourtant, une autre possi-
bilité de résonance existe lorsqu’on considére le systéme a trois dimensions : la résonance
entre des modes plans et hors plans. Cette résonance, qui peut étre 1 : 1 par exemple,
peut étre créée via un dimensionnement particulier de la section droite de la poutre. On
pourrait s’intéresser alors a cette résonance pour une structure électro-mécanique et a
comment concevoir des comportements chaotiques ou d’échanges via 'utilisation de ma-
tériaux piézoélectriques.

Ces perspectives soulignent l'intérét d’investiguer sur les systémes électro-mécaniques
constitués de poutres couplées a des matériaux piézoélectriques afin de controéler les vi-
brations et/ou récupérer de 1'énergie.
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Chapitre 5

Annexes

5.1 Termes des équations 2.25 et 2.26

Termes de I'équation 2.25 :

b3$11
Hmy - (y? — yl) p24
b,s
Hee = (y3 —yi) pGH
b2555(3/2 — 1) + 4byses(ys — v3)
Hee =
" 96
Hep = (y1 — y2)£(315 + 851)
; o b, (5.1)
Hee = (y7 — yQ)E(Slﬁ + S61)
b,d
Heor — (42 — 2) 2 36
v (Y1 —3) 4h,,
bpds;
H — 2 _ ,2\P
v (?JQ ?/1) th
bpEss
Hyy = (y2 —y1) =
vv = (Y2 — 1) 2h2

p
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bys111
Heee = (i —y2) =15
b, Se66
Hnnn = (yé - yil) p9_6
4 0 bp
Heee = (y3 — yl)ﬁ<8116 + S161 + Se11)

3
Hepy = (3/% - y1) 144(5116 + S161 + Se11)

3

)72(8115 + S151 + S511)

2
9 bp3111

Hepy = (y% - yz) o4

b
Heee = (y7 — y%)ﬁ(bi(é‘l% + S515 + Sp51) + (yi + y§)6(3166 + S¢16 + Se61)
3
Heey = (y: — )288(3156 + 5165 + S516 + Ss61 + S615 + S651)
b3ds1q
H,,v= — P
nmV (yl y2) 12hp
bpds11
Hooor — (45 — 1322
cov = (Y1 = y2) 55— ,

bf’,d355(1/1 Ya) + 4bydses (v — y3)

Heey =
48h,,
3
Hepy = (y2 — 91)24h (ds15 + dss51)
5 b,
Heev = (y5 — )6h (d316 + d361)

pr 336
4h?

Heyy = (Y2 — v1)(y2 + 11)

pr331

2h2

Hevy = (y1 — y2) (31 + 12)

(?Jl - y2)bp€333
3h3

Hyyy =

(5.2)
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5.1. TERMES DES EQUATIONS 2.25 ET 2.26

Termes de ’équation 2.26 :

515,31111
Hmmn = (y2 - yl) 320
bpsi111
H — (4B _ . B\P
ccce = (U5 yl)—20
B (5.3)
S1111
HCCnn = (yg - ?J%)pT
bpes333
H — _ ZPT9999
1%a4%2% (y2 yl) 4h;‘;
b,d
Qe = (11 —y2) p236
Qc = (Y2 — y1)bpda (5.4)
. bp€33
Qv = n
QCC = (?/% - y%)bpd?)ll
Oce —bpdsss  bydses(y3 — 7
« 48 4
—bgdsu
@m =3
2 2 bp
Qee = (y3 — y1)5<d316 + ds61)
Qen = by (ds15 + d3s51)
€n 24 315 351 (5.5)
bp
ng = h—T336(y1 - y1)
P
2b,r
QCV = (y1 - 92)2—331
P
_ _bp£333
Qvv = 2
Qvvy = bp%;g?’
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5.2 Termes des équations 2.159 et 2.160

Termes de 'équations 2.159 :

mm - _E] ¢ ¢” ] ¢n ds
—ELn[¢r,(6,8)" + 0(01,03) + &, (dr67) 1 ¢ ds
— B[00 (0 07)" + (0 00)" + & (0,0m)") P ds

—EIL,[¢., (6,00 )] ¢n ds

Toann = / gb',n/ _Mm dS dS] gbn ds
Ly Ly _'u
0
Ly Ly —M
Tnmm / gb',n i dS dS] ¢n ds
Ly Ly _N
Tmnn = / Qb;n = dS dS] (bn ds

Ly
/
Tmmm = / ¢m
0
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Termes de ’équations 2.160 :

Ly

Apynn = /0 _Elm[¢%(¢%¢x)l], ¢m ds
Ly,

A A—E%MMMW+%WMW+%W%MWm%
Ly

o — / —EL g (801) + ¢ (S + G (6abl)) b ds
Ly,

o = A—mmu%%W%w

nnn -

Ly Ly —fm
(4], / = > ds ds]' ¢y, ds

(5.7)

nnm —

mnn =

Ly Ly _N
Lomm = / gb;/ n ¢ ) ds ds) ¢y, ds
/ 0

0
(¢! )2 ds ds]' ¢y, ds

[ /
mmzlﬂwff$f%%wﬁ%m
—
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5.3 Termes des équations2.180, 2.181 et 2.182

Termes de ’équations 2.180 :

Bun = / —3Hccdy, ds
SESm

B = / —3Hcc oy ds
SESm

B = / —3Heccdn ol ds
SGSm

@nV = / —2chv¢;;2 ds
SES’m

(5.8)
Omy = / —2Hccv @by, ds
SGS’m
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5.3. TERMES DES EQUATIONS2.180, 2.181 ET 2.182

Termes de ’équations 2.181 :

Con = / —3Hccc b, ds
SESH

Cmm = / —3Hccc gy ds
SESm

Cmn = / —3Hecchn e ds
SESm

EnV = / _QHCCV(ﬁngZ’L ds
SESm

(5.9)
EmV = / —2H<<\/¢Z3 ds
SESm
- 3.
SnnV = _HCV§(¢TL ¢m) ds
SESm
- 3 /3 \/
Emmv = _HCV§(¢m) ds
SESm
—_ 3 / /12\/
SnmV = _HCV§<¢n¢m) ds
SESM
Termes de 'équations 2.182 :
A, = / chﬁz ds
M= [ @t s (5.10)
z1
z2

Ay = Qv ds

xr1
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Ann = / QCC¢Z2 ds
1
T2
Amm = / QCCQS’/I’,VLQ ds
1

2
Anm - / QCCqugb;/n ds
1 (5.11)
Ay = / Qev oy, ds
Tl

T2

Ay = / Qcv o, ds
T
T2

Ayy = / Qvv ds

5.4 Termes de I’équation 2.190

Les termes 2., Zmnms Zanm, Yanm de I'équation 2.190 sont tels que :

Zomn = 20vv Lo Ly + Bum(Mon + M) + 2B (Nan + Now) + (LMo + L M) Oy
+(2L, + Zn)@nnv + (Lon + Non Lo + L. Non)Ony
Zpnm = 2L Lmn + Zmﬁmn)Avv + 2(Min, + M) B + 2Nom Ban
+(Momm + Nz + Nown) Brm + 2L mmy + (Lon + L) Oy
(L + Lo + Lo + M 4+ LMo + LnMonn) Oy + (LonNomm
+LyNom + LoniNonn ) Oy
Zwm = 2(LonLm + LoMpm) Avy 4+ 2Mon Brm + (Mo + Naw) Brm + 2N Bon
+(Zgn —+ ﬁmm% + Zanﬁ>@mV + Zn@nmv + Lrim©nnv
+(Lom + LN o + LoNpm) Oy

Vi = 2Lom Loy Ay + (2L + L) Zmy + (Lom + LMo + Ly Mopm ) Emmy
+(LyNom + LNy ) Znv + 2(Mom + M) Cmm + (Nam + Nowm ) Cam
Vorm = 2(Lynln + L L) Amvy 4+ (LyMopn + Ly M + L Mopn ) ZEmv
(Lo + L) Z0mv + 2Ly + (Lo + Lo + LoNon + LoNom + LinNon ) Eny
+2M 0 G + (Mo, + Moz + Non) G + 2(Nonn + Nowia)
Voun = 2LonLoyApvy + Moy L2200y + LoZnnv + (Lon + LoNoy)Zny
+ Mo, Com + ZNQnCmL
(5.12)
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5.5. FIGURES SUR LES AMPLITUDES DES HARMONIQUES DE R, POUR
F=2x10"MET F=2x10""M

5.5 Figures sur les amplitudes des harmoniques de r,,
pour F=2x10%met F=2x10""m
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(b) Réponse fréquentielle des amplitudes des harmoniques de r,, pour
F=2x10""m.

FIGURE 5.1 — Tracés fréquentiels des amplitudes des harmoniques de r,, pour les ampli-
tudes de forcage a) F' =2 x 107 et b) I = 2 x 1077, Elles montrent que la résonance
1 : 3 est activée dans le cas de forgage b) et pas a) ou les non linéarités quadratiques
s’expriment plus que les non linéarités cubiques.
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5.6 Termes des équations adimensionnées 4.51, 4.52 et
4.53

Hn
a = —
Ws
I o 5nnn
nnn 2
s
I o 5nnm
nnm — 2
Wy
I (5nmm
nmm 2
W
I o 6mmm
mmm

(5.13)

Ay
o =
q
Avwz
AVAm
Ay = —
" Avw§
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5.6. TERMES DES EQUATIONS ADIMENSIONNEES 4.51, 4.52 ET 4.53

Hm
g = —
Ws
T . Annn
nnn — 2
Wg
T o Cnmm
nnm 2
Wy
T o Xnnm
nmm — 2
Wy
T o Xmmm
mmm — 2
w

(5.14)

o AmV
’)/q Avwg
o AmVAn
Ly
o AmVAm
Ym A2
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5.8 Matrices M; de I’équation 4.65

¥

sl

S

N

S

S

S

(5.15)
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(5.19)
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5.8. MATRICES M; DE L’'EQUATION 4.65

Ho Ha
wl El
L (5.20)
Hy P

U El
Ho Ho

vy Dy
M;=| (5.21)
H T
¢2 E2
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Résumé

Les travaux sur les matériaux piézoélectriques (qui peuvent transformer 1’énergie électrique
en énergie mécanique et inversement) utilisés afin de controler ou récupérer I’énergie de structures
principales, sont nombreux. Dans un premier temps, on a supposé qu’ils ne possédaient qu’un
comportement linéaire, avant que la prise en compte de leurs non linéarités émerge. Des circuits
classiques linéaires ont été optimisés pour le controéle vibratoire et la récupération d’énergie, mais
dans les derniéres décennies, des circuits non linéaires ont démontré leur efficacité supérieure. Ce
travail a pour objectif I’écriture d’'un modéle qui permette la conception d’un systéme électro-
mécanique non linéaire pour 'atténuation des vibrations ou la récupération d’énergie.
Premiérement, je me suis attachée a obtenir les équations dynamiques non linéaires du systéme
composé d’'une poutre cantilever avec des matériaux piézoélectriques collés dessus. Dans ces
équations on prend en compte les non linéarités géométriques de la poutre, mais aussi les non
linéarités matérielles des patchs piézoélectriques. Une analyse modale est effectuée pour identifier
les pulsations propres et les déformées modales de la structure. Des résultats analytico-numériques
mettent en évidence la possibilité de créer des résonances internes entre les modes propres de
la structure via le positionnement des matériaux sur celle-ci. Une analyse par la méthode des
échelles multiples sur des modé¢les réduits permet de montrer les échanges d’énergie possibles
entre les modes concernés par ces résonances internes. Puis, des résultats expérimentaux sont
présentés. Ces derniers viennent valider les développements analytiques tels que la création de
résonances internes, la modification des déflections modales, le comportement non linéaire de la
structure et les échanges d’énergie lorsqu’il existe une résonance 1 : 3 entre deux modes propres.
Finalement, une étude analytique est menée sur une poutre avec un patch piézoélectrique qui
est relié & un circuit électrique non linéaire comportant un terme cubique. Deux systémes sont
étudiés : I'un ou la structure ne présente pas de résonances internes, et 'autre lorsqu’il existe
une résonance 1 : 3. Des méthodes analytiques effectuées sur les modéles réduits, permettent
d’analyser les réponses du systéme a différentes échelles de temps, et d’identifier les régimes
périodiques, quasi-périodiques et chaotiques. On examine alors les effets des différents composants
électriques sur la réponse de la structure et on montre comment ils peuvent étre choisis pour
obtenir les comportements souhaités pour le systéme. Il est démontré que le circuit non linéaire
change la nature des échanges d’énergie des modes résonants. Il peut méme équilibrer leurs
énergies, d’ou des applications pour le contrdle ou la récupération d’énergie. Une comparaison
avec un absorbeur linéaire est présentée pour confirmer les performances d’un potentiel absorbeur
non linéaire.

Mots clés : controdle vibratoire, récupération d’énergie, matériaux piézoélectriques,
échelles multiples, complexification, résonance interne, dynamique non linéaire.



Abstract

The use of piezoelectric materials (which can transform mechanical energy into electrical

one and vice versa) in order to control or to harvest energy from main structures was widely
investigated over the years. It was first assumed that those materials only present a linear be-
havior before spotting their nonlinear responses. Linear classical circuits coupled to piezoelectric
systems were optimized to mitigate vibrations or harvest energy, but in the last decades, using
nonlinear circuits have proven to be more efficient. The aim of this work is to write down a model
allowing the design of a nonlinear electromechanical system in order to mitigate the vibrations
or harvest energy.
First, the governing nonlinear equations of a system composed of a cantilever beam with pie-
zoelectric materials patched on it are derived. Those equations take into account geometrical
and material nonlinearities of the beam and of the piezoelectric materials, respectively. A modal
analysis is carried out to identify the natural frequencies and mode shapes of the composite
structure. Numerical results demonstrate that special positions of piezoelectric materials on the
beam can lead to the creation of internal resonances. A multiple scale analysis is carried out on
a reduced order model to study modal energy exchanges due to an internal resonance. Then,
experimental results are presented. Those allow to validate theoretically predicted behaviors of
the system such as internal resonances creation, mode shapes modification, nonlinear behavior
of the structure and energy exchange during a 1 : 3 internal resonance. Finally, a beam with a
single piezoelectric material patched on it, linked to a nonlinear circuit presenting a cubic term,
is studied. This nonlinear electromechanical structure is studied for a case when the structure
does not present any internal resonances and another case where the structure exhibit a 1 :3
internal resonance. Analytical methods are applied on the reduced order model to study the sys-
tem responses at different time scales and to identify periodic, quasi-periodic and even chaotic
regimes. Effects of the different electrical components are examined to highlight that they can be
designed to obtain special behaviors of the system. It is shown that the nonlinear circuit changes
the nature of energy exchanges of resonant modes and can even balance their energies, which can
have application in control or energy harvesting. A comparison with a linear circuit is carried
out to show the performance of the possible nonlinear piezoelectric absorber.

Keywords : vibration control, energy harvesting, piezoelectric materials, multiple
scale, complexification, internal resonance, nonlinear dynamic
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