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R É S U M É

De nos jours, l’appréhension des milieux granulaires et de leurs comportements
devient un enjeu majeur pour les industriels de plusieurs secteurs d’activité. La
communauté scientifique qui s’intéresse particulièrement à l’étude de ces mi-
lieux se trouve non seulement confrontée au caractère complexe des interactions
régissant leur dynamique, mais surtout au besoin récurrent et croissant de les si-
muler. Face à ces défis, des outils adaptés permettant de modéliser la dynamique
granulaire ont vu le jour, principalement regroupés sous le terme de Méthode
des Éléments Discrets (DEM). La dynamique granulaire est alors gouvernée par
la deuxième loi de mouvement de Newton combinée à un modèle de contact
régulier. Plutard, d’autres stratégies de simulations par éléments discrets ont été
élaborées, notamment l’approche Non-Smooth Contact Dynamics qui consiste à
prendre en compte les interactions de contacts avec frottement collectivement
au cours d’un pas de temps, sans avoir recours à un processus de régularisa-
tion, et dont La gestion des équations de la dynamique non-régulière se fait au
travers de l’algorithme de Gauss-Seidel non-linéaire (NLGS). La littérature re-
gorge de méthodes numériques permettant de résoudre ces équations, mais ré-
cemment, les méthodes type Primal-Dual Active Set (PDAS) ont émergé comme
des méthodes simples à mettre en oeuvre et efficaces pour résoudre ce genre
de problèmes. Ces méthodes sont basées sur le principe suivant : les conditions
de contact et de frottement sont reformulées sous forme de fonctions de com-
plémentarité non-linéaires dont la solution est fournie par la méthode itérative
semi-régulière de Newton. Sur la base de ces prérequis, l’objectif de ce travail de
thèse vise à fournir une généralisation de l’approche non-régulière NSCD-PDAS
aussi bien pour les problèmes de contacts élastiques et hyperélastiques que pour
ceux en dynamique multi-corps rigide. Un soin particulier est attaché à la mise
au point d’un algorithme de résolution des lois de contact et de frottement dans
le cadre non-régulier de la NSCD en milieu granulaire. Plusieurs simulations
numériques sont rapportées à des fins de vérification et de validation, mais éga-
lement pour évaluer l’efficacité et les performances des méthodes PDAS par
rapport à d’autres méthodes numériques. Enfin, dans un soucis d’intégration de
l’approche NSCD-PDAS dans un contexte purement applicatif, l’implémentation
a été réalisée dans un solveur open source permettant à la fois d’hériter du pa-
rallélisme massif, de simuler des écoulements granulaires couplés au fluide, et
de comparer les performances par rapport à la DEM propre au solveur.
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A B S T R A C T

Nowadays, the understanding of granular media and their behaviors is beco-
ming a major issue for industries in several sectors. The scientific community that
is particularly interested in the study of these media is not only faced with the
complex character of the interactions governing their dynamics, but also with the
recurrent and growing need to simulate them. In front of these challenges, tools
adapted to model granular dynamics have emerged, mainly grouped under the
term of Discrete Element Method (DEM). Granular dynamics is then governed
by Newton’s second law of motion combined with a regular contact model. Later,
other discrete element based strategies have been developed, especially the Non-
Smooth Contact Dynamics (NSCD) approach, which consists of taking into account
the frictional contact interactions collectively during a time step, without using
a regularization process, and whose management of the non-smoothr dynamics
equations is done through the Non-Linear Gauss-Seidel algorithm (NLGS). The
literature is full of numerical methods to solve these equations, but recently,
Primal-Dual Active Set (PDAS) methods have emerged as simple to implement
and efficient methods to solve these kinds of problems. These methods are ba-
sed on the following principle : the frictional contact conditions are reformulated
in terms of non-linear complementary functions, whose solution is provided by
Newton’s semi-smooth iterative method. On the basis of these prerequisites, the
objective of this thesis work is to provide a generalization of the NSCD-PDAS
approach for both elastic and hyperelastic contact problems, as well as for rigid
multi-body dynamics ones. Particular attention is paid to the development of an
algorithm for solving contact and friction laws in the non-smooth framework of
NSCD in granular media. Several numerical experiments are reported for verifi-
cation and validation purposes, and also to evaluate the efficiency and assess the
performances of PDAS methods compared to other numerical methods. Finally,
in order to integrate the NSCD-PDAS approach in a pure application framework,
the implementation has been carried out in an open source solver, allowing to
inherit the massive parallelism, to simulate fluid-granular coupled flows, and to
compare the performances with the DEM approach specific to the solver.
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Chapitre 1

C O N T E X T E P H Y S I Q U E E T É TAT D E
L’ A RT

Dans ce premier chapitre introductif, nous allons décrire le contexte physique des milieux
granulaires qui a motivé ce travail de recherche, en passant en revue l’état de l’art des
différents modèles issus de la mécanique du contact, ainsi que les méthodes de résolu-
tion référencées dans la littérature permettant de résoudre les problèmes de contact en
dynamique multi-corps.
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1.1 milieux granulaires et modèles de contact

Les milieux granulaires sont des matériaux se présentant sous formes de grains
distincts de taille assez grande (environ 100 µm), et qui interagissent lors de col-
lisions. Ce type de milieu est souvent présent dans notre vie de tous les jours
(sable, riz, maïs, sucre, flocons de neige, ...), ce qui en fait un champ d’étude rela-
tivement récent, et dont la description peut avoir plusieurs approches. Plusieurs
domaines d’études s’intéressent à ces systèmes, très présents dans de nombreux
phénomènes naturels (dunes de sable, avalanches de neige, ballast, ...), mais éga-
lement dans plusieurs applications industrielles telles que l’agro-alimentaire, l’in-
dustrie pharmaceutique ou encore le bâtiment, et où ils représentent la seconde
matière utilisée en termes de quantité après l’eau. Appréhender ces systèmes à
caractère divisé ainsi que leurs propriétés devient donc un enjeu majeur aussi
bien pour les industriels, confrontés principalement à des problèmes de stockage
et de transport, que pour les géophysiciens qui s’intéressent à ces milieux par-
ticulièrement complexes et naturellement difficiles à décrire. Ce qui en fait une
problématique de recherche particulièrement pertinente car elle pose de nom-
breux défis à la communauté scientifique. L’omniprésence de ces milieux dans
notre quotidien a incité au recours à la simulation numérique, permettant ainsi
de s’affranchir de nombreuses phases de tests grandeur nature, longues et oné-
reuses. La croissance de la puissance de calcul a rendu possible le traitement
d’échantillons réalistes et excessivement complexes de façon rapide, au détri-
ment parfois de la fiabilité des résultats numériques obtenus.
Par ailleurs, en l’absence d’un cadre général permettant de décrire les proprié-
tés de ces milieux multi-corps et multi-contact, il est nécessaire de considérer
certaines hypothèses sur les états physiques des matériaux granulaires pour étu-
dier leurs comportement. Ainsi, les milieux granulaires peuvent présenter des
comportements semblables à ceux d’un solide lorsque ceux-ci s’empilent les uns
sur les autres pour former un bloc compact, à ceux d’un liquide dans le cadre
d’écoulements granulaires, ou encore à ceux d’un gaz lorsque les grains consti-
tuant ces milieux sont agités dans tous les sens (voir Figure 1).

Figure 1 : Représentation des trois états physiques des matériaux granulaires.
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Prédire donc quantitativement un écoulement de tas de sable par exemple,
nécessite de bien connaître le modèle étudié, en supposant certaines conditions
sur les propriétés mécaniques du milieu et les lois d’interaction de ces systèmes
multi-corps. Dans ce sens, plusieurs paramètres physiques et numériques sont
à considérer lorsque l’on souhaite simuler numériquement des collections de
corps rigides ou déformables, caractérisée par un grand nombre de contacts si-
multanés.

Différentes approches mécaniques permettent de modéliser la dynamique gra-
nulaire. Celles-ci sont regroupées sous le terme de Méthodes des Éléments Discrets
(DEM) dont le développement est initié par les travaux précurseurs de P. A. Cun-
dall [Cundall, [30]], [Cundall & Strack, [29]], qui ont développé la Méthode des
Éléments Distincts pour des applications liées à la mécanique des roches et à la
simulation des matériaux granulaires. Dans ce cadre, on s’intéresse à la fois aux
équations du mouvement Eulériennes qui régissent le comportement de chaque
grain, décrites par la seconde loi de Newton, et aux efforts de type contact unila-
téral et frottement sec qui y sont appliquées, en ayant recours à un processus de
régularisation en temps et en espace. Les non-linéarités dues aux conditions de
contact avec frottement sont traitées par la méthode de répulsion-pénalisation et
qui consiste à approcher les conditions initiales par des conditions plus simples.
L’effort exercé au point de contact lors d’une collision entre deux grains dépend
de la contrainte mécanique de non-interpénétrabilité physique, qui tend naturel-
lement à repousser les grains l’un de l’autre. Cette approche régulière reste pour
le moins populaire du fait de sa simplicité, de sa faible empreinte mémoire et
de son caractère local, qui la rend particulièrement adaptée à des applications
industrielles complexes. S’ensuit alors une longue évolution de ces méthodes et
un bon nombre de déclinaisons, telle que la méthode Molecular Dynamics (MD)
[9–11] relative aux échelles macroscopiques. La Méthode Contact Dynamics (CD)
quant à elle, développée par Moreau [59, 78–81] est très vite étendue aux corps
déformables par Jean [58], et prendra le nom de Non Smooth Contact Dynamics
(NSCD). Dans le cadre des milieux granulaires denses, généralement sujets au
phénomène de frottement, les lois de comportement qui décrivent la dynamique
des contacts y sont formulées par des relations de complémentarité non-linéaires
et non-régulières à partir de la loi de contact de Signorini en termes de vitesses
et d’impulsions, et de la loi de frottement de Coulomb qui relie la force de frot-
tement à la composante tangentielle de la vitesse [35], conduisant à l’approche
Moreau-Jean time-stepping approach [80]. Ce schéma numérique est implicite et la
propriété de conservation de l’énergie se maintient contrairement à l’approche
DEM. Les conditions de contact entre corps rigides sont assurées au moyen d’un
solveur itératif de Gauss-Seidel non-linéaire (NLGS), développé par M. Jean et J.
J. Moreau [58, 59, 80, 81], et dont le processus consiste à considérer successive-
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ment chaque contact jusqu’à la convergence. Pour plus de détails sur les aspects
numériques et certains développements algorithmiques de la NSCD, se référer à
[5, 37, 45, 58, 59]. D’autres alternatives au solveur NLGS telles que les solveurs
à gradient conjugué ont été proposées dans [91], avec une analyse particulière
dans le cadre du calcul parallèle [92, 103].

1.2 méthodes numériques de résolution et logi-
ciels de simulation

La formulation non-linéaire de l’approche NSCD est coûteuse en temps de calcul
par rapport à la DEM, comme le souligne [37], en particulier pour les matériaux
granulaires comprimés, même si la NSCD permet d’envisager des pas de temps
plus grand que la DEM, permettant de résoudre plusieurs contacts simultanés.
La résolution numérique des conditions de contact avec frottement est ainsi une
étape clé dans le processus de simulation numérique. Les temps de calculs rela-
tifs à cette étape varient considérablement selon la méthode numérique choisie
pour résoudre ces problèmes. Les techniques habituellement utilisées dans la
littérature pour gérer les non-linéarités dues à ces conditions sont basées sur
plusieurs types de méthodes parmis lesquelles celle du bi-potentiel [39, 43, 60]
ou du quasi-Lagrangien augmenté [33, 45]. L’efficacité de ces méthodes dépend
fortement des coefficients de pénalisation [7, 44, 45]. Certaines améliorations ont
été proposées pour résoudre ce type de problèmes [39, 60], mais elles sont plus
coûteuses en temps de calcul.

Récemment, les méthodes type Primal-Dual Active Set (PDAS) sont apparues
comme des méthodes prometteuses et pertinentes dans la résolution des pro-
blèmes de contact avec frottement en milieu déformable [53, 56, 57], et ce, en rai-
son de leur efficacité et de leur simplicité de mise en œuvre. Dans cette perspec-
tive, l’article intitulé "Inexact primal–dual active set method for solving elastodynamic
frictional contact problems" [2] a été l’occasion pour nous d’analyser ces méthodes
type PDAS sur des problèmes continus de contact unilatéral sans frottement, bi-
latéral avec frottement de Tresca et unilatéral avec frottement de Coulomb en
petites et grandes déformations. Celles-ci sont basées sur le principe suivant : les
conditions de contact et de frottement sont reformulées en termes de fonctions
de complémentarités non-linéaires dont la solution est fournie directement par
la méthode itérative semi-régulière de Newton [53, 54], en d’autres termes, les
conditions de contact avec frottement peuvent être formulées en un problème
de point fixe lié à un problème de quasi-optimisation. Cependant, il existe très
peu de travaux qui se sont intéressés à la résolution numérique des problèmes de
contacts en dynamique multi-corps par PDAS. Dans la littérature, il existe peu de
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références sur les méthodes PDAS pour résoudre les problèmes de contact multi-
corps rigides. Sur la base d’une hypothèse de corps pseudo-rigides, Koziara et
Bicanic [68] ont modifié une technique de Newton semi-régulière pour traiter
efficacement le problème de contact et de frottement. Dans le cadre de l’optimi-
sation, Sharaf et Mohammad [94] proposent une méthode type Active Set pour
la résolution de Problèmes Linéaires Complémentaires (LCP) définis positifs et
semi-définis positifs, dont l’efficacité a été testée uniquement sur le problème des
sphères rigides verticales statiques en contacts sans frottement. L’utilisation des
méthodes type PDAS pour des systèmes multi-corps rigides débutera réellement
par les travaux de Barboteu et Dumont [15], qui ont développé une méthode type
PDAS pour le traitement local des conditions de contact sans frottement dans le
cadre de la NSCD, en mettant en évidence l’efficacité de la méthode à travers une
série de comparaisons avec les méthodes du bi-potentiel et du quasi-Lagrangien
augmenté sur des cas-tests académiques. D’ailleurs, les études menées dans [15]
sur l’efficacité de la méthode type PDAS ont fait l’objet d’une extension aux
systèmes dynamiques multi-corps impliquant du frottement dans le cadre de
cette thèse, et ce dans une publication acceptée intitulée "A Semi-Smooth Newton
and Primal-Dual Active Set Method for Non-Smooth Contact Dynamics" [3], et tout
récemment, dans une seconde publication soumise "Unified Primal-Dual Active
Set Method for dynamic frictional contact problems" [4], avec entre autres quelques
expériences numériques aussi bien sur des problèmes hyper-élastiques que sur
des problèmes impliquant des matériaux granulaires rigides.

En ce qui concerne la simulation numérique discrète, plusieurs solveurs ont
été développé pour modéliser les interactions entre corps rigides ou déformables
lors d’écoulements granulaires. On peut citer notamment YADE-OPEN DEM,
offre un framework open source extensible pour les modèles numériques dis-
crets, axé sur la DEM ([69, 96]), ou encore le simulateur LIGGGHTS[50], lar-
gement utilisé dans le domaine de la dynamique moléculaire. Si la plupart de
ces solveurs sont axés sur la DEM, le Laboratoire de Mécanique et Génie Civile
(LMGC) s’est doté d’une plateforme de calcul et de développement LMGC90 [36]
adaptée au cadre NSCD pour les milieux granulaires, et qui s’appuie sur le for-
malisme mathématique de Moreau et Jean. Elle a connu depuis sa création par
M. Jean, de nombreux développements, et a été utilisé comme outil numérique
dans de nombreux travaux. On peut citer par exemple les travaux G. Saussine
[93] sur le développement d’une code 3D pour coprs polyédriques, ou encore les
travaux de Dbouk, Perales et al. [32] sur la plateforme numérique Xper, qui re-
pose sur le couplage du code LMGC90 avec une bibliothèque pour le traitement
des écoulements fluides-particules, et sur laquelle nous reviendrons en détail un
peu plus tard.
Pour nos recherches, nous avons choisi d’implémenter le formalisme numérique
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NSCD-PDAS dans le logiciel open source MFiX-EXA [46], qui offre d’une part la
possibilité d’hériter du parallélisme, et permet d’autre part de traiter des écoule-
ments granulaires dans un cadre applicatif type industriel. De plus, l’approche
DEM implémentée dans le logiciel nous permet d’envisager des comparaisons
afin d’évaluer la pertinence de l’approche NSCD dans un contexte de calcul pa-
rallèle.

1.3 objectifs de la thèse et plan du manuscrit

Le propos de cette thèse vise donc à fournir en premier lieu une généralisa-
tion de l’approche non-régulière NSCD-PDAS aussi bien pour les problèmes de
contacts élastiques et hyper-élastiques que pour ceux en dynamique multi-corps
rigide et ce, en complétant les travaux de Barboteu et Dumont dans [15] avec
une extension du frottement dans la méthode semi-régulière de Newton, dont
la formulation mathématique complexe nécessite de trouver dans un premier
temps les fonctions de complémentarité non-linéaires, puis de les dériver afin
de déterminer les points fixes correspondants à cette méthode. En second lieu,
des études paramétriques seront menées afin d’évaluer les performances, l’ef-
ficacité et la validité des méthodes type PDAS dans le cadre de la NSCD en
réalisant des comparaisons en termes de temps CPU, d’itérations et de conserva-
tion d’énergie avec d’autres méthodes numériques telles que le bi-potentiel ou le
quasi-Lagrangien Augmenté. En dernier lieu, nous envisagerons plusieurs com-
paraisons applicatives pertinentes aussi bien académiques que concrètes (tam-
bour, lit fluidisé) entre l’approche NSCD-PDAS et l’approche DEM-CUNDALL
dans l’environnement MFiX-EXA, tout en palliant aux nombreux défis qui se
posent en termes de modélisation et de temps de calcul, en ayant recours au
paradigme de parallélisation proposé.

Pour cela, la partie du manuscrit relative aux contributions apportées durant
cette thèse se compose de 3 chapitres. Le premier chapitre introduit le forma-
lisme numérique Active Set sur une série de problèmes classiques issus de la
mécanique du contact en milieu déformable. Des résultats numériques sont éga-
lement présentés dans le cas statique et dynamique.
Dans le second chapitre, après avoir décrit les lois de contact et de frottement
dans le cadre non-régulier de la NSCD, le traitement numérique des conditions
de contact avec frottement par Active Set est détaillé. Une batterie de cas-test
est également envisagée à des fins de vérification et de validation de l’approche
NSCD-PDAS. Des comparaisons numériques avec d’autres méthodes de résolu-
tion seront également présentées.
L’implémentation de l’approche NSCD-PDAS dans un solveur granulaire conçu
pour fonctionner sur des architectures de calcul intensif est proposée dans le
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dernier chapitre afin de l’étendre dans un contexte applicatif proche de l’indus-
trie. Des comparaisons avec des benchmarks de références sont réalisés sur des
configurations complexes pour en évaluer les performances.
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Deuxième partie

C O N T R I B U T I O N S





Chapitre 2

A C T I V E S E T P O U R L A R É S O L U T I O N
D E P R O B L È M E S D E C O N TA C T E N
M I L I E U D É F O R M A B L E

Dans ce deuxième chapitre, plusieurs méthodes de type Active Set basées sur un schéma
itératif semi-régulier de Newton sont fournies à travers des problèmes classiques qui se
posent en mécanique du contact en milieu déformable, à savoir des problèmes de contact
unilatéral sans frottement, bilatéral avec frottement de Tresca et unilatéral avec frotte-
ment de Coulomb en petites et grandes déformations. L’objectif ici, au delà de proposer
une méthode numérique de résolution de ces problèmes, est de rappeler que ces méthodes
ont été introduites initialement en milieu déformable, notamment dans les travaux de
Abide, Barboteu et Danan [1], complétés par ceux de Abide, Barboteu et Cherkaoui [2]
pour la résolution de problèmes de contact élastodynamique avec frottement.
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introduction

Les problèmes de contact avec frottement restent encore de nos jours un sujet
d’étude important pour l’analyse mathématique et numérique. Dans la littéra-
ture, de nombreuses références proposent différentes approches pour les condi-
tions de contact usuelles (cf [7], [22], [25], [66], [74], [72], [90], [97], [106]). Pour
gérer les non-linéarités dues aux conditions de contact avec frottement, plusieurs
méthodes ont été testées avec succès, à savoir la méthode de pénalisation (cf [67],
[84]) qui consiste à approcher les conditions d’origine par des conditions plus
simples, le quasi-Lagrangien augmenté [7], la méthode bi-potentiel (cf [33], [39]),
la méthode du gradient conjugué (cf [72], [106]), la méthode Uzawa (cf [90],
[60]) et plus récemment, la méthode de Nitsche (cf [23], [24], [25]). Exprimées
en termes de conditions de contact unilatéral (conditions de Signorini) et de
frottement de Coulomb, celles-ci conduisent à un problème mathématique non-
linéaire et non-régulier. Par conséquent, les équations résultant des problèmes de
contact avec frottement semblent être difficiles à résoudre aussi bien mathémati-
quement que numériquement. Dans ce but, Alart et Curnier, ont proposé dans
[7], une formulation de type quasi-Lagrangien augmenté combinée à une mé-
thode de Newton généralisée pour résoudre ces équations non-différenciables et
non-linéaires. De même, De Saxcé et Feng ont proposé dans [33] une énergie dite
bi-potentielle pour prendre en compte le contact avec frottement. Le bi-potentiel,
qui n’est pas globalement convexe, est basé sur la théorie du matériau standard
implicite et il est minimisé généralement en utilisant une méthode de gradient.
La méthode de Nitsche consiste à écrire les conditions de contact directement
dans la formulation variationnelle, conduisant à une méthode des éléments finis
simple et à un problème discrétisé non-linéaire.

Les méthodes Primal-Dual Active Set (PDAS) apparaissent comme l’une des
méthodes les plus pertinentes pour résoudre les problèmes de contact avec frot-
tement (cf [53], [57],[56]). Ces méthodes sont basées sur le principe suivant : les
conditions de contact et de frottement sont reformulées en termes de fonctions
de complémentarités non-linéaires dont la solution est fournie par la méthode
itérative semi-régulière de Newton [53, 54]. En pratique, le contact avec les condi-
tions de frottement de Coulomb peut être formulé sous forme d’un problème de
point fixe lié à un problème de quasi-optimisation. D’un point de vue pure-
ment algorithmique, le but principal de ces méthodes est de séparer les noeuds
potentiellement en contact en deux sous-ensembles (actifs et inactifs) et de trou-
ver le sous-ensemble correct de tous les noeuds effectivement en contact actifs
(sous-ensemble A), par opposition à ceux qui sont inactifs (sous-ensemble I). En
pratique, les méthodes PDAS ne nécessitent pas l’utilisation des multiplicateurs
de Lagrange. En fait, les conditions aux limites sur les sous-ensembles A et I
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sont directement imposées grâce à une méthode semi-régulière (semi-smooth) de
Newton, et par conséquent, leur mise en oeuvre pourrait être réalisée sans grand
effort. Certains travaux ont été consacrés à l’étude de l’efficacité des méthodes
PDAS, ainsi qu’à la résolution de problèmes de contact multicorps non-linéaires
pour l’élasticité linéaire (cf [57], [56]), ainsi qu’à la résolution de problèmes d’élas-
ticité linéaire avec des conditions aux limites unilatérales (cf [53],[54]).

Dans ce chapitre, nous proposons une méthode PDAS innovante, rapide et effi-
cace pour résoudre un problème hyper-élastodynamique avec contact unilatéral
et frottement de Coulomb. Dans un premier temps, l’idée principale de ce cha-
pitre est de présenter en détail la méthode PDAS pour différents cas de contact
frottant sur une fondation rigide. Après avoir proposé une méthode PDAS pour
le contact unilatéral et pour le contact bilatéral avec frottement de Tresca, nous
étendons les résultats obtenus au cas unilatéral avec la loi de frottement de Cou-
lomb, en considérant une alternative pour cette dernière basée sur l’approxima-
tion de la loi de Coulomb par une succession d’états de frottement de Tresca
[57]. Duvaut et Lions ont proposé dans [40], une formulation basée sur la simi-
litude entre les lois de Tresca et Coulomb, appliquée numériquement dans [90]
et [57]. Le problème de contact avec frottement de Tresca présente l’avantage de
pouvoir être réduit à un problème de minimisation sous contraintes. Ici, plus
précisément, l’idée est d’abord de résoudre le problème de frottement avec le
seuil de Tresca fixé, ensuite de mettre à jour ce seuil en fonction des résultats
obtenus sur la partie normale des efforts de contact, puis d’itérer ce principe
jusqu’à ce que ces valeurs seuils soient suffisamment stables et convergentes. La
convergence de cette méthode de point fixe a été démontrée dans [75]. De plus,
les performances et l’efficacité en termes de coûts de calcul des méthodes PDAS
pour les problèmes non-linéaires et non réguliers, prouvées en ([1], [19], [57],
[56]), sont très significatives.

Dans ce chapitre, nous fournissons une comparaison entre les méthodes PDAS
et la méthode quasi-Lagrangien augmenté bien connue, en ce qui concerne la pré-
cision numérique, la convergence et le gain de temps. Les conditions de contact
et de frottement discrètes sont réalisées en appliquant une stratégie Active Set
via une fonction de complémentarité non-linéaire basée sur un schéma itératif
semi-régulier de Newton. Pour chaque cas de conditions de contact avec frotte-
ment, nous présentons en détail les opérateurs et les ensembles actifs et inactifs
qui décrivent le système d’équations non-linéaires issues des problèmes discré-
tisés. Ensuite, nous passons à la description des algorithmes Active Set itératifs
pour chaque problème de contact et de frottement. Nous analysons principale-
ment la convergence numérique de ces méthodes par rapport à plusieurs para-
mètres tels que le nombre de degrés de liberté, le nombre d’itérations et le temps
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CPU. Par ailleurs, nous illustrons également le comportement de la solution lié
aux conditions de contact.

Dans la section 2.1, nous présentons à la fois le problème mécanique et la
formulation variationnelle dans le cadre de l’hyper-élasticité. La section 2.2 est
consacrée à la discrétisation du problème variationnel. Dans la section 2.3, nous
rappelons la loi de contact unilatéral sans frottement avant d’appliquer une stra-
tégie Active Set basée sur un schéma itératif semi-régulier de Newton. La section
2.4 est consacrée à une condition de contact bilatéral combinée à une loi de frot-
tement de Tresca, tandis qu’une loi de Coulomb de frottement sec est examinée
à la section 2.5. La section 2.6 est divisée en deux parties. Tout d’abord, une
stratégie PDAS exacte pour le contact unilatéral avec frottement de Coulomb est
envisagée. Ensuite, une méthode PDAS approchée avec une méthode de point
fixe liée aux seuils de frottement de Tresca est introduite pour approcher le pro-
blème du contact unilatéral avec frottement de Coulomb. Les sections 2.7 et 2.8
sont exclusivement consacrées aux résultats numériques, d’abord dans le cas sta-
tique puis dans le cas dynamique. Pour finir, la section 2.9 présente quelques
compléments numériques sur les méthodes de type Active Set dans le cadre
d’un contact persistant.

2.1 formulation du problème de contact dynamique

2.1.1 Modèle de contact hyper-élastodynamique

Le cadre physique du problème mécanique est le suivant. Un corps hyper-élastique
occupe un domaine borné Ω ⊂ Rd (d = 2, 3) de frontière Γ continue et de ré-
gularité Lipschitz, divisée en trois parties mesurables disjointes Γ1, Γ2 et Γ3 tel
que meas (Γ1) > 0. La notation x = (xi) pour un point dans Ω ∪ Γ est utilisée
et nous désignons par n = (ni) la normale unitaire extérieure à Γ . Dans ce qui
suit, les indices i, j, k, l varient entre 1 et d (d étant la dimension de l’espace), et,
sauf indication contraire, la convention de sommation sur les indices répétés est
utilisée. Nous désignons par Md l’espace des tenseurs de second ordre sur Rd

ou, de manière équivalente, l’espace des matrices carrées d’ordre d. Le produit
intérieur et la norme sur Rd et Md sont définis par

u · v = uivi , ‖n‖ = (n ·n)
1
2 ∀u, v ∈ Rd

Nous utilisons la notation u et Π pour le champ de déplacement et le premier
tenseur de contrainte de Piola-Kirchhoff, respectivement. Aussi, nous désignons
par un et uτ les déplacements normal et tangentiel, et les composantes normales
et tangentielles de u sur Γ sont données par vn = v · n, vτ = v− vnn, où n est
la normale unitaire extérieure à Γ . De plus, un indice qui suit une virgule repré-
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sente la dérivée partielle par rapport à la variable spatiale correspondante de x,
e.g. ui,j = ∂ui/∂xj. De plus, nous rappelons que l’opérateur de divergence est
défini par l’égalité DivΠ = (Πij,j).
Dans les problèmes étudiés ci-dessous, le comportement du matériau est décrit
par une loi de comportement hyper-élastique. On rappelle que les lois de com-
portement hyper-élastiques sont caractérisées par le premier tenseur de Piola-
Kirchhoff Π, qui dérive d’une densité d’énergie hyper-élastique interne W :

Ω×Md
+ → R, Π = ∂

∂FW(x, F) = ∂FW(x, F), pour tout x ∈ Ω et F ∈Md. Ici F est
la déformation du gradient définie par F = I+∇u et ∂F représente le différentiel
par rapport à la variable F, voir [26, 73] pour plus de détails sur l’hyper-élasticité.
Dans ce qui suit, nous considérons un problème dynamique avec contact et frot-
tement sur lequel le corps hyper-élastique est rentré en contact avec un obstacle
parfaitement rigide, la fondation (voir Figure 2).

(a) (b)

Figure 2 : Cadre physique (a) de référence et (b) déformée du corps déformable en
contact avec une fondation rigide.

Le corps hyper-élastique est sous l’action des forces volumiques de densité
f0 et de tractions de surface de densité f2 qui agissent sur Γ2. Dans le reste du
chapitre, nous considérons l’intervalle de temps d’intérêt [0, T ] avec T > 0. On
dénote par t ∈ [0, T ] la variable de temps, et, comme mentionné précédemment,
x ∈ Ω ∪ Γ représentera la variable spatiale. Afin de simplifier la notation, nous
n’indiquons pas la dépendance des fonctions par rapport à x et t. De plus, la
notation �̇ représente la dérivée par rapport au temps de la fonction �. Nous
supposons également que le corps est fixé sur Γ1 et peut entrer en contact en Γ3
avec la fondation. Dans le problème ci-dessous, les conditions de contact avec
frottement sont basées sur la combinaison des conditions de contact unilatéral
avec une loi de Coulomb de frottement sec sur Γ3. Nous désignons par φ :

[0, T ]×Ω→ Rd le champ des déformations, en ce sens que φ(t, x) = x+u(t, x)
est la position à l’instant t ∈ [0, T ] du point x ∈ Ω. Pour tout point x ∈ Γ3, on
définit le point y(x) de la fondation, le plus proche de x :
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y(t, x) = argmin
y∈foundation

||φ(t, x) − y||2,

De cette façon, on peut définir la distance de contact minimale permise (gap)
entre un point de Γ3 est sa projection orthogonale sur la fondation rigide comme
suit :

dν = (φ(t, x) − y(t, x)) · ν, ∀x ∈ Γ3

où ν est le vecteur normal unitaire interne à la fondation rigide. La force normale
de contact Πν, supposée négative peut s’écrire dans la direction ν :

Πν = ν ·Πn,

De la même façon, la force de frottement peut également s’exprimer en fonc-
tion du premier tenseur de Piola-Kirchhoff :

Πτ = Π−Πνν,

Avec ces définitions mises en places, la vitesse de contact tangentielle u̇τ d’un
point x ∈ Γ3, relative à la surface opposée de la fondation, est donnée de la façon
suivante :

u̇τ = [Id − ν⊗ ν]u̇(t, x),

Les conditions de contact unilatéral sur Γ3 dépendent du déplacement normal
uν et de la contrainte normale Πν et sont décrites par les conditions suivantes :

dν 6 0, Πν 6 0, dνΠν = 0, (2.1.1)

Pour plus de détails sur les grands déplacements en contact avec frottement
glissants entre les solides déformables, voir [88].

Remarque : Selon le choix du vecteur normal entre Γ3 et la fondation rigide au point
considéré, on peut écrire la loi de contact unilatéral avec interstice sous la forme dν 6 0.
Un autre choix de normale amènerait à considérer plutôt dν > 0. Dans les 2 cas, les
démonstrations restent très similaires.

La loi de frottement de Coulomb dépend de la contrainte de frottement tan-
gentielle Πτ, de la pression de contact normale Πν et de la vitesse de contact
tangentielle u̇τ par ces relations :
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‖Πτ‖ 6 µ |Πν|, (2.1.2)

−Πτ = µ |Πν|
u̇τ

‖u̇τ‖
si u̇τ 6= 0, (2.1.3)

où µ dénote le coefficient de frottement.
Avec ces notations, la formulation du problème de contact dynamique dans le
cadre de l’hyper-élasticité que nous considérons dans ce travail est la suivante.

Problème P. Trouver le champ de déplacement u : Ω× [0, T ] → Rd et le champ de
contrainte Π : Ω× [0, T ]→Md tel que

Π = ∂FW(F) dans Ω× (0, T), (2.1.4)

−ρü+ DivΠ+ f0 = 0 dans Ω× (0, T), (2.1.5)

u = 0 sur Γ1 × (0, T), (2.1.6)

Πν = f2 sur Γ2 × (0, T), (2.1.7)

dν 6 0, Πν 6 0, dνΠν = 0 sur Γ3 × (0, T), (2.1.8)
‖Πτ‖ 6 µ |Πν|,

−Πτ = µ |Πν|
u̇τ
‖u̇τ‖

si u̇τ 6= 0.
sur Γ3 × (0, T), (2.1.9)

u(0) = u0, u̇(0) = u1 dans Ω. (2.1.10)

Les conditions de compatibilité sur le déplacement initial sont écrites comme
suit Π(x, 0) = ∂FW(x, I +∇u(x, 0)). L’équation (2.1.4) représente la loi de com-
portement hyper-élastique du matériau. L’équation (2.1.5) représente l’équation
du mouvement dans laquelle ρ représente la densité du matériau et est supposée
constante, par souci de simplicité. Les conditions (2.1.6), (2.1.7) représentent res-
pectivement les conditions aux limites de déplacement et de traction. Enfin, les
conditions (2.1.8) et (2.1.9) représentent les conditions de contact et de frottement
décrites précédemment dans cette section. A noter que les conditions (2.1.8) sont
équivalentes à l’inclusion sous-différentielle suivante (cf [78])

−Πν ∈ ∂ΨR−(dν) sur Γ3 × (0, T), (2.1.11)

où ∂ représente l’opérateur sous différentiel au sens de l’analyse convexe et ΨA
désigne la fonction indicatrice de l’ensemble A ⊂ R. Une considération similaire
pour la contrainte de frottement conduit à

−Πτ ∈ −µΠν∂‖u̇τ‖ sur Γ3 × (0, T), (2.1.12)

ce qui équivaut à (2.1.9). Enfin, (2.1.10) représente les conditions initiales dans
lesquelles u0 et u1 sont respectivement le déplacement et la vitesse initiaux.
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2.1.2 Formulation variationelle

Afin d’écrire la formulation variationnelle du problème P, des notions prélimi-
naires doivent être précisées. Les notations standard pour les espaces de Sobolev
et Lebesgue associées à Ω et Γ sont utilisées. Les espaces suivants considérés
ci-dessous

V = {v ∈W1,s(Ω; Rd) : v = 0 sur Γ1}; s > 2.

sont des espaces fonctionnels dotés de leur produits scalaires classiques (u, v)V
et (Π,τ)H et de leurs normes associées ‖ · ‖V et ‖ · ‖H, respectivement. Notons
que V ⊂ H ⊂ V∗ est un triplet d’évolution, tous les plongements étant conti-
nus, compacts et denses. La dualité entre V∗ et V sera désigné par 〈u, v〉V∗×V .
Nous définissons également W = {v ∈ H1(Ω; Rd) : v = 0 sur Γ1}. Clairement,
V ⊂W ⊂ H ⊂W∗ ⊂ V∗, tous les plongements étant continus.

Notons que, pour plus de commodité, les multiplicateurs de Lagrange λν et
λτ sont pris égaux à −Πν et −Πτ, respectivement. À cette effet, nous avons défini
par Xν = { vν|Γ3 : v ∈ V } et Xτ = { vτ|Γ3 : v ∈ V } les traces d’espaces munies de
leurs normes habituelles. Nous désignons par Yν et Yτ les duals des espaces Xν
et Xτ, respectivement. De plus, nous désignons par 〈·, ·〉Yν,Xν et 〈·, ·〉Yτ,Xτ la paire
duale correspondante. Ensuite, une fonction ϕν : Xν → [0,+∞] est introduite,
définie par

ϕν(vν) =

∫
Γ3

ΨR−(vν)dΓ ∀ vν ∈ Xν.

Par conséquent, le multiplicateur de Lagrange λν lié à la contrainte de contact
vérifie une inclusion sous différentielle étendue dérivant de l’inclusion sous dif-
férentielle ponctuelle définie dans (2.1.11).

λν ∈ ∂ϕν(dν) dans Yν. (2.1.13)

De manière similaire, nous introduisons une fonction ϕτ : Xτ → [0,+∞] définie
par

ϕτ(vτ) =

∫
Γ3

‖v̇τ‖dΓ ∀ vτ ∈ Xτ,

et, par suite, la condition (2.1.12) conduit à l’inclusion sous différentielle étendue
suivante

λτ ∈ µλν∂ϕτ(uτ) dans Yτ. (2.1.14)

Aussi, pour une fonction de contrainte régulièreΠ, la formule de Green suivante
est valable :∫

Ω

Π : ∇vdx+
∫
Ω

DivΠ · vdx =
∫
Γ

Πn ·nda pour tout v ∈ H1. (2.1.15)
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De plus, dans l’étude du problème mécanique (2.1.4)–(2.1.9), nous supposons
que les forces surfaciques et les densités de traction sont régulières

f0 ∈ L2(0, T ;Lp1(Ω)), f2 ∈ L2(0, T ;Lp2(Γ2)), (2.1.16)

où p1

∈ (1,∞) si d = 2,

= 6
5 si d = 3,

et p2

∈ (1,∞) si d = 2,

= 4
3 si d = 3.

Nous passons maintenant à la formulation variationnelle hybride du problème
P. À cet effet, nous introduisons l’élément f défini par

(f(t), v)V = (f0(t), v)H + (f2(t), v)L2(Γ2), ∀v ∈ V . (2.1.17)

En utilisant la dualité entre V∗ et V , la formule de Green (2.1.15) et la définition
(2.1.17), nous obtenons la relation suivante

〈ρü(t), v〉V∗×V + 〈Π,∇v〉V∗×V = (f(t), v)V +

∫
Γ3

Πνvν da+

∫
Γ3

Πτ · vτ da.

Ensuite, en utilisant le multiplicateur de Lagrange λν, lié à la contrainte de
contact normale Πν, et le multiplicateur de Lagrange λτ, lié à la contrainte
de contact tangentielle Πτ, nous obtenons la formulation variationnelle du pro-
blème de contact avec frottement P en termes de deux champs inconnus.

Problème PV Trouver le champ de déplacement u ∈ L∞(0, T ;V), avec u̇ ∈ L2(0, T ;W)

et ü ∈ L2(0, T ;V∗), le champ de contrainte normal λν : [0, T ] → Yν et le champ de
contrainte tangentiel λτ : [0, T ]→ Yτ tel que ∀ v ∈ V

〈ρü(t), v〉V∗×V + 〈Π,∇v〉V∗×V + 〈λν(t), vν〉Yν,Xν
+ 〈λτ(t), vτ〉Yτ,Xτ

= (f(t), v)V , (2.1.18)

λν(t) ∈ ∂ϕν(dν) dans Yν, (2.1.19)

λτ(t) ∈ µλν∂ϕτ(uτ) dans Yτ, (2.1.20)

pour tout t ∈ [0, T ] et, de plus,

u(0) = u0, u̇(0) = u1. (2.1.21)

Une paire (u,λ) qui satisfait (2.1.18), (2.1.19), (2.1.20) avec la loi de comporte-
ment hyper-élastique sous la forme Π = ∂FW(F) est appelée solution faible du
problème variationnel de contact de frottant PV . Voir [26], [73] et [20] pour plus
de détails sur l’analyse de la formulation variationnelle des problèmes d’hyper-
élasticité.

2.2 approximation variationnelle

Cette section est consacrée à la discrétisation du problème variationnel PV , basée
sur des arguments similaires à ceux utilisés dans [13, 14, 16–18, 65, 66]. Tout
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d’abord, nous rappelons quelques éléments préliminaires concernant l’étape de
discrétisation temporelle. Soit N un entier, et ∆t = T

N un pas de temps. Nous
considérons une collection discrète de temps :

tn = n∆t, 0 6 n 6 N.

Pour une fonction f continue par rapport au temps, nous utiliserons la notation
fj = f(tj) pour 0 6 j 6 N. Dans ce qui suit, nous considérons une collection
de temps discrets {tn}

N
n=0 qui définit une partition uniforme de l’intervalle de

temps [0, T ] =
⋃N
n=1[tn−1, tn], avec t0 = 0, tn = tn−1+∆t et tN = T . Finalement,

pour une suite {wn}
N
n=1, nous désignons les différences divisées de point milieu

par

ẇn− 1
2
= (wn −wn−1)/∆t =

1

2
(ẇn + ẇn−1), (2.2.1)

et, de manière équivalente, nous avons ẇn = −ẇn−1 +
2
∆t(wn −wn−1). En-

suite, nous utilisons la notation �n− 1
2
= 1
2(�n +�n−1), où �n représente l’ap-

proximation de �(tn). Notons que le schéma d’intégration en temps que nous
utilisons est basé sur un schéma implicite d’ordre 2 que l’on retrouve dans (2.2.1).
Nous présentons maintenant quelques éléments concernant l’étape de discrétisa-
tion spatiale. Soit Ω un domaine polyédrique. Considérons une partition régu-
lière {Th} d’éléments finis triangulaires deΩ qui sont compatibles avec la décom-
position des frontières Γ = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3, i.e., si un côté d’un élément Tr ∈ Th a
plus d’un point sur Γ , alors le côté repose entièrement sur Γ1, Γ2 ou Γ3. L’espace
V est approché par l’espace de dimension finie Vh ⊂ V des fonctions continues
et affines par morceaux, c’est-à-dire :

Vh = { vh ∈ [C(Ω)]d : vh|Tr ∈ [P1(Tr)]
d ∀ Tr ∈ Th,

vh = 0 aux noeuds sur Γ1 },

où P1(Tr) représente l’espace des polynômes de degré inférieur ou égal à 1

dans Tr et h > 0 désigne le paramètre de discrétisation spatiale. Pour la dis-
crétisation des espaces de multiplicateurs de Lagrange Yν et Yτ, nous utilisons
des fonctions constantes par morceaux comme cela se fait dans [19]. Les espaces
multiplicateurs de Lagrange discrets sont désignés par Yhν et Yhτ . Plus de détails
sur l’étape de discrétisation peuvent être trouvés dans [65, 66, 106].

Les éléments uh0 ∈ Vh et uh1 ∈ Vh sont des éléments discrets issus de l’ap-
proximation d’éléments finis de u0 et u1, respectivement. Ensuite, en utilisant
les notations précédentes et le schéma point milieu (2.2.1), l’approximation dis-
crète du problème PV au temps tn− 1

2
est comme suit. Ici, nous utilisons une
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différence divisée implicite rétrograde pour la discrétisation de la vitesse tangen-
tielle u̇τ(t) donnée par u̇τn− 1

2
= (uτn−uτn−1)/∆t, ce qui conduit au problème

discret suivant.

Problème Ph∆tV . Trouver un champ de déplacement discret uh∆t = {uh∆tn }Nn=0 ⊂
Vh, un champ de contrainte normale discret λh∆tν = {λν

h∆t
n }Nn=0 ⊂ Yhν et un champ

de contrainte tangentielle discret ξh∆tτ = {ξτ
h∆t
n }Nn=0 ⊂ Yhτ tel que, pour tout n =

1, . . . ,N,

〈ρüh∆t
n− 1

2

, vh〉V∗×V + 〈Π,∇vh〉V∗×V + 〈λνh∆tn− 1
2

, vhν〉Yhν ,Xhν + 〈λτ
h∆t
n− 1

2
, vhτ 〉Yhτ ,Xhτ

= 〈fh∆t
n− 1

2
, vh〉V∗×V ∀ v ∈ Vh, (2.2.2)

−λν
h∆t
n− 1

2

∈ ∂ϕν(dνh∆tn− 1
2

), (2.2.3)

−λτ
h∆t
n− 1

2
∈ −µλν

h∆t
n− 1

2

∂ϕτ(u̇τ
h∆t
n− 1

2

), (2.2.4)

uh∆t0 = uh0 , δuh∆t0 = uh1 . (2.2.5)

où üh∆t
n− 1

2

=
u̇h∆tn −u̇h∆tn−1

∆t est l’approximation de l’accélération ü au temps tn− 1
2
.

En partant du problème Ph∆tV et en utilisant le formalisme introduit dans
[86] et [72] basé sur l’approximation de Galerkin pour l’hyper-élasticité, nous
poserons directement le problème élémentaire discret fort comme suit.

Problème PnodalS . Trouver un vecteur de déplacement global u∆t = {u∆tn }Nn=0, un
vecteur de contrainte normal global λ∆tν = {λν

∆t
n }Nn=0 et un vecteur de contrainte tan-

gentiel global λ∆tτ = {λτ
∆t
n }Nn=0 tel que, pour tout n = 1

ρü∆t
n− 1

2

+A(u∆t
n− 1

2

) + λν
∆t
n− 1

2

ν+ λτ
∆t
n− 1

2
− f = 0

−λν
∆t
n− 1

2

∈ ∂ϕν(dν∆tn− 1
2

),

−λτ
∆t
n− 1

2
∈ −µλν

∆t
n− 1

2

∂ϕτ(u̇τ
∆t
n− 1

2

),

u∆t0 = u0, δu∆t0 = u1.

où A(.) est le vecteur de force interne provenant du premier tenseur de Piola-
Kirchhoff Π.
Par la suite, pour simplifier la notation et la lisibilité, nous n’indiquons pas la
dépendance des variables par rapport aux paramètres de discrétisation ∆t et h.
Par exemple, nous écrirons u au lieu de uh∆t

n− 1
2

.

Dans les sections qui suivent, nous allons proposer à la fois la méthode
semi-régulière de Newton ainsi que l’algorithme PDAS pour chaque cas de
contact, à savoir : la loi de contact unilatéral sans frottement (Section 4), la loi
de contact bilatéral avec frottement de Tresca (Section 5) et la loi de contact
unilatéral avec frottement de Coulomb (Section 6 et 7).
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2.3 loi de contact unilatéral sans frottement

avec interstice

Dans un premier temps, nous considérons une loi de contact unilatéral sans
frottement avec interstice. Notant par p l’indice des sommets sur Γh3 ∈ Γ3 et avec
ces considérations, les conditions unilatérales discrètes vérifiées sur la frontière
de contact Γh3 sont données par

dν,p 6 0, (2.3.1)

λν,p > 0, (2.3.2)

dν,pλν,p = 0, (2.3.3)

λτ,p = 0. (2.3.4)

2.3.1 Approche de Newton semi-régulière

2.3.1.1 Fonction de complémentarité de contact

Dans ce paragraphe, nous allons réécrire les conditions de contact unilatéral de
Signorini (2.3.1)–(2.3.3) à l’aide d’une fonction de complémentarité non-linéaire
de contact unilatéral

Rλν(uν,p, λν,p) = λν,p − max(0, λν,p + cνdν,p). (2.3.5)

Proposition 1. Soit cν > 0, les conditions de contact unilatéral de Signorini (2.3.1)–
(2.3.3) sont équivalentes à la relation Rλν(uν,p, λν,p) = 0

Rλν(uν,p, λν,p) = λν,p − max(0, λν,p + cνdν,p).

Preuve. Supposons que les conditions de Signorini (2.3.1)–(2.3.3) soient vérifiées.
Alors, soit dν,p < 0, soit dν,p = 0. Si dν,p < 0, la condition (2.3.3) implique que
λν,p = 0. Alors

−max(0, λν,p + cνdν,p) = −max(0, cνdν,p) = 0.

Supposons maintenant que dν,p = 0, et λν,p > 0, on a alors

−max(0, λν,p + cνdν,p) = −max(0, λν,p) = −λν,p.

Réciproquement, si (2.3.5) est vérifiée, cela implique que (2.3.2) est également
vérifiée. Si λν,p = 0, nous avons,

−max(0, cνdν,p) = 0,
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Ce qui veut dire que dν,p < 0, puisque cν > 0. Finalement, si λν,p > 0,
λν,p + cνdν,p > 0 et

Rλν(uν,p, λν,p) = λν,p − λν,p + cνdν,p = cνdν,p = 0,

et comme cν > 0, alors dν,p = 0. Par suite, (2.3.1)–(2.3.3) sont vérifiées, ce qui
conclut la preuve.

2.3.1.2 Dérivée généralisée de la fonction de complémentarité

Maintenant, nous allons déterminer la dérivée généralisée de la fonction de com-
plémentarité dans les cas d’interstice et de contact.

• Statut non contact : λν,p + cνdν,p 6 0

Dans ce cas, la fonction de complémentarité devient :

Rλν(uν,p, λν,p) = λν,p.

Ensuite, il est évident de voir que

duν,pR
λ
ν = 0, (2.3.6)

dλν,pR
λ
ν = dλν,p. (2.3.7)

• Statut contact : λν,p + cνdν,p > 0

On a :

Rλν(uν,p, λν,p) = −cνdν,p.

Alors, on peut vérifier que

duν,pR
λ
ν = −cνduν,p, (2.3.8)

dλν,pR
λ
ν = 0. (2.3.9)

En combinant (2.3.6) – (2.3.9) avec G
Rλν

la dérivée généralisée de Rλν , nous obte-
nons

G
Rλν

(uν,p, λν,p)(δuν,p, δλν,p) = −cν(1−XGap)δuν,p +XGapδλν,p,

(2.3.10)

où

XGap = 1, si λν,p + cνdν,p 6 0,

XGap = 0, si λν,p + cνdν,p > 0.
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En utilisant maintenant le formalisme semi-régulier de Newton sur (u
(k)
ν,p, λ(k)ν,p)

à partir de la dérivée généralisée (2.3.10), nous pouvons en déduire le nouveau
couple d’itéré (u

(k+1)
ν,p , λ(k+1)ν,p ) avec le schéma itératif d’indice k suivant :

G
Rλν

(u
(k)
ν,p, λ(k)ν,p)(δu

(k+1)
ν,p , δλ(k+1)ν,p ) = −Rλν(u

(k)
ν,p, λ(k)ν,p), (2.3.11)

où (u
(k+1)
ν,p , λ(k+1)ν,p ) = (u

(k)
ν,p, λ(k)ν,p) + (δu

(k+1)
ν,p , δλ(k+1)ν,p ) (2.3.12)

• Statut non contact : XGap = 1

A partir de (2.3.6), (2.3.7), (2.3.11) et (2.3.12), il vient

λ
(k+1)
ν,p − λ

(k)
ν,p = −λ

(k)
ν,p. (2.3.13)

Ensuite,

λ
(k+1)
ν,p = 0, (2.3.14)

• Statut contact : XGap = 0

En combinant (2.3.8), (2.3.9), (2.3.11) et (2.3.12), on a

− cνδu
(k+1)
ν,p = cνd

(k)
ν,p. (2.3.15)

Ensuite,

δu
(k+1)
ν,p = −d

(k)
ν,p. (2.3.16)

2.3.2 Méthode Primal-Dual Active Set (PDAS)

Les méthodes de type Active Set ou "Ensemble Actif" sont des approches ma-
thématiques utilisées afin de résoudre un problème d’optimisation qui décrit
une fonction à minimiser ou maximiser, et un ensemble de contraintes qui défi-
nissent la recherche de la solution optimale. Cette approche est particulièrement
importante dans la théorie de l’optimisation, car elle détermine les contraintes
qui influenceront le résultat final de l’optimisation.
Dans l’approche standard PDAS, on distingue les méthodes Primal Active Set
et Dual Active Set. A partir d’un point de départ possible, les méthodes Primal
Active Set génèrent une séquence d’itérations réalisables jusqu’à ce que la fai-
sabilité duale soit atteinte, ce qui permet d’obtenir une solution optimale. Les
méthodes Dual Active Set pour les problèmes quadratiques convexes génèrent
une séquence de double itération réalisable jusqu’à ce que la faisabilité primale
soit atteinte, ce qui permet d’obtenir une solution optimale. Plus récemment,
des méthodes Primal-Dual Active Set (PDAS) ont été envisagées pour résoudre
des problèmes variationnels à contraintes unilatérales. Ces approches se caracté-
risent par le fait que l’ensemble actif est défini par une relation décrite à la fois
par la faisabilité primale et duale appliquées ensemble lors de chaque itération.
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Notons S l’ensemble de tous les noeuds du maillage d’éléments finis appar-
tenant à Γh3 et p l’indice d’un noeud appartenant à S. Dans ce qui suit, nous
utilisons les mêmes notations que dans [57]. Les conditions de contact discrètes
(2.3.1)–(2.3.3) sont réalisées en appliquant une stratégie d’ensemble actif (Active
Set) sur la fonction de complémentarité non-linéaire Rλν basée sur un schéma
itératif semi-régulier de Newton. Les ensembles actifs et inactifs sont définis res-
pectivement comme suit Ak+1ν = {p ∈ S : λ

(k)
ν,p + cνd

(k)
ν,p > 0},

Ik+1ν = {p ∈ S : λ
(k)
ν,p + cνd

(k)
ν,p 6 0}, .

(2.3.17)

Le statut d’un noeud donné à l’itération k dépend de l’ensemble auquel il ap-
partient ; il peut être soit dans le statut contact inactif (statut non contact), soit
dans le statut contact actif (statut contact) (voir preuve page 24 et (2.3.5)). À
chaque incrément n pour le temps tn− 1

2
, nous introduisons également l’opéra-

teur R(., .) =
(
Ru(., .),Rλν(., .),Rλτ (., .)

)
qui décrit le système d’équations non-

linéaires résultant du problème discrétisé PnodalS dans le cas d’un contact unila-
téral sans frottement, et défini par

R(u,λ) =


Ru(u,λ) = ρü+A(u) + λνν− f

Rλν(u,λ) = λν,p − max(0, λν,p + cνdν,p)

Rλτ (u,λ) = 0

 = 0. (2.3.18)

A partir de (2.3.14), (2.3.16), (2.3.17) et (2.3.18), nous pouvons en déduire l’al-
gorithme itératif de l’ensemble actif d’indice k.
(i) Choisir (u(0),λ(0)), cν > 0 et initialiser k = 0.

(ii) Définir les ensembles actifs et inactifs :

Ak+1ν = {p ∈ S : λ
(k)
ν,p + cνd

(k)
ν,p > 0},

Ik+1ν = S \ Ak+1ν .

(iii) Trouver (u(k+1),λ(k+1)) tels que

ρü(k+1) +A(u(k+1)) + λ
(k+1)
ν ν = f, (2.3.19)

δu
(k+1)
ν,p = −d

(k)
ν,p pour tout p ∈ Ak+1ν , (2.3.20)

λ
(k+1)
ν,p = 0 pour tout p ∈ Ik+1ν . (2.3.21)

(iv) Si ‖(u(k+1),λ(k+1))− (u(k),λ(k))‖ 6 ε, ‖R(u(k+1),λ(k+1))‖ 6 ε, Ak+1ν = Akν

stop, sinon retourner à (ii).

Remarque 1 : Le système non-linéaire (2.3.19) correspondant à Ru(u(k+1),λ(k+1)) =
0 doit être résolu par une méthode de Newton à chaque itération Active Set. Les systèmes
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linéaires (2.3.20) et (2.3.21) quant à eux reviennent à écrire la méthode de Newton sur
le système à résoudre (2.3.18).

Remarque 2 : Un des aspects les plus intéressants des méthodes PDAS réside dans le
fait que les systèmes linéaires qui en sont issus ne nécessitent pas l’utilisation des multi-
plicateurs de Lagrange et, par conséquent, deviennent plus simple à implémenter puisque
les conditions de contact initiales non-linéaires sont remplacées à chaque itération par les
conditions linéaires (2.3.20) et (2.3.21) qui sont respectivement des conditions de Diri-
chlet et de Neumann.

2.4 loi de contact bilatéral avec frottement de

tresca

Dans cette section uniquement, nous considérons une condition de contact bila-
téral combinée à la loi de frottement de Tresca.

Notant par p l’indice des sommets sur Γh3 ∈ Γ3 et avec ces considérations, les
conditions discrètes vérifiées sur la frontière de contact sont données par

uν,p = 0, (2.4.1)
‖λτ,p‖ 6 S,

‖λτ,p‖ < S =⇒ u̇τ,p = 0,

‖λτ,p‖ = S =⇒ ∃β > 0 : λτ,p = βu̇τ,p,

(2.4.2)

où S > 0 est un seuil de frottement constant positif.

2.4.1 Approche de Newton semi-régulière

2.4.1.1 Fonction de complémentarité de frottement

Afin de dériver le schéma itératif, nous introduisons une fonction de complé-
mentarité de frottement de Tresca non-linéaire Rλτ (u̇τ,p,λτ,p) = 0 définie par

Rλτ (u̇τ,p,λτ,p) = max(S, ‖λτ,p + cτu̇τ,p‖)λτ,p − S(λτ,p + cτu̇τ,p). (2.4.3)

Nous allons prouver ce résultat.

Proposition 2. Soit cτ > 0, les conditions de Tresca (2.4.2) sont équivalentes à la
relation Rλτ (u̇τ,p,λτ,p) = 0.

Preuve. Supposons (2.4.2). Tout d’abord, si ‖λτ,p‖ < S, cela implique que u̇τ,p =

0. Donc

Rλτ (u̇τ,p,λτ,p) = max(S, ‖λτ,p‖)λτ,p − S(λτ,p) = 0. (2.4.4)
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Supposons à présent que ‖λτ,p‖ = S et λτ,p = βu̇τ,p avec β > 0 ; alors

Rλτ (u̇τ,p,λτ,p) = max(S, (β+cτ)‖u̇τ,p‖)βu̇τ,p−β‖u̇τ,p‖(β+cτ)u̇τ,p = 0. (2.4.5)

Inversement, supposons maintenant Rλτ (u̇τ,p,λτ,p) = 0 ; selon la valeur de λτ,p

et u̇τ,p, nous pouvons avoir

S = max(S, ‖λτ,p + cτu̇τ,p‖), (2.4.6)

‖λτ,p + cτu̇τ,p‖ = max(S, ‖λτ,p + cτu̇τ,p‖). (2.4.7)

En combinant (2.4.3) et (2.4.6), nous obtenons

Sλτ,p = S(λτ,p + cτu̇τ,p), (2.4.8)

ce qui veut dire que u̇τ,p = 0, puisque cτ > 0, et par suite (à partir de (2.4.6)),
S > ‖λτ,p‖. Enfin, nous combinons (2.4.3) et (2.4.7) pour obtenir

‖λτ,p + cτu̇τ,p‖λτ,p = S(λτ,p + cτu̇τ,p). (2.4.9)

Notons que ‖λτ,p + cτu̇τ,p‖ > S > 0. Nous obtenons ‖λτ,p‖ = S. Aussi, il est
trivial de voir que

λτ,p =
Scτ

‖λτ,p + cτu̇τ,p‖− S
u̇τ,p. (2.4.10)

Soit β = Scτ
‖λτ,p+cτu̇τ,p‖−S

. Avec (2.4.7), il est clair que β > 0, ce qui conclut la
preuve.

2.4.1.2 Dérivée généralisée de la fonction de complémentarité

Maintenant, nous calculons la dérivée généralisée de Rλτ (·, ·) dans les cas avec
adhérence (Stick case) et glissement (Slip case).

• Stick case : ‖λτ,p + cτu̇τ,p‖ 6 S
Il vient

Rλτ (u̇τ,p,λτ,p) = −Scτu̇τ,p.

Par definition

du̇τ,p
Rλτ =

∂Rλτ
∂u̇τ,p

du̇τ,p,

dλτ,p
Rλτ =

∂Rλτ
∂λτ,p

dλτ,p.

et en utilisant la dérivée de Rλτ , nous en déduisons

du̇τ,p
Rλτ = −Scτdu̇τ,p, (2.4.11)

dλτ,p
Rλτ = 0. (2.4.12)

29



• Slip case : ‖λτ,p + cτu̇τ,p‖ > S
Il vient

Rλτ (u̇τ,p,λτ,p) = ‖λτ,p + cτu̇τ,p‖λτ,p − S(λτ,p + cτu̇τ,p).

A partir de la dérivée de Rλτ , nous avons

du̇τ,p
Rλτ =

(
cτλτ,p

(λτ,p + cτu̇τ,p)
T

‖λτ,p + cτu̇τ,p‖
− ScτI2

)
du̇τ,p, (2.4.13)

dλτ,p
Rλτ =

(
λτ,p

(λτ,p + cτu̇τ,p)
T

‖λτ,p + cτu̇τ,p‖
+ ‖λτ,p + cτu̇τ,p‖I2 − SI2

)
dλτ,p.

(2.4.14)

En combinant (2.4.11) – (2.4.14), avec G
Rλτ

la dérivée généralisée de Rλτ , nous
obtenons

G
Rλτ

(u̇τ,p,λτ,p)(δu̇τ,p, δλτ,p) = XSlipλτ,p
(λτ,p + cτu̇τ,p)

T

‖λτ,p + cτu̇τ,p‖
(δλτ,p + cτδu̇τ,p)

(2.4.15)

− S(XSlipδλτ,p + cτδu̇τ,p) +XSlip‖λτ,p + cτu̇τ,p‖δλτ,p (2.4.16)

où

XSlip = 0, si ‖λτ,p + cτu̇τ,p‖ 6 S (2.4.17)

XSlip = 1, si ‖λτ,p + cτu̇τ,p‖ > S. (2.4.18)

En utilisant maintenant le formalisme semi-régulier de Newton sur (u̇
(k)
τ,p,λ(k)τ,p)

à partir de la dérivée généralisée (2.4.15), nous pouvons en déduire le nouveau
couple d’itéré (u̇

(k+1)
τ,p ,λ(k+1)τ,p ) avec le schéma itératif d’indice k suivant :

G
Rλτ

(u̇
(k)
τ,p,λ(k)τ,p)(δu

(k+1)
τ,p , δλ(k+1)τ,p ) = −Rλτ (u̇

(k)
τ,p,λ(k)τ,p) (2.4.19)

(u̇
(k+1)
τ,p ,λ(k+1)τ,p ) = (u̇

(k)
τ,p,λ(k)τ,p) + (δu̇

(k+1)
τ,p , δλ(k+1)τ,p ) (2.4.20)

En utilisant les status d’adhérence et de glissement, il vient :
• Stick case : XSlip = 0

− Scτ(u̇
(k+1)
τ,p − u̇

(k)
τ,p) = Scτu̇

(k)
τ,p (2.4.21)

et donc, puisque Scτ > 0

u̇
(k+1)
τ,p = 0 (2.4.22)

• Slip case : XSlip = 1
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(
cτλ

(k)
τ,p

(λ
(k)
τ,p + cτu̇

(k)
τ,p)

T

‖λ(k)τ,p + cτu̇
(k)
τ,p‖

− ScτI2

)
(u̇

(k+1)
τ,p − u̇

(k)
τ,p)

+
(
λ
(k)
τ,p

(λ
(k)
τ,p + cτu̇

(k)
τ,p)

T

‖λ(k)τ,p + cτu̇
(k)
τ,p‖

− SI2 + ‖λ
(k)
τ,p + cτu̇

(k)
τ,p‖I2

)
(λ

(k+1)
τ,p − λ

(k)
τ,p)

= −‖λ(k)τ,p + cτu̇
(k)
τ,p‖λ(k)τ,p + S(λ

(k)
τ,p + cτu̇

(k)
τ,p).

et donc(
cτλ

(k)
τ,p

(λ
(k)
τ,p + cτu̇

(k)
τ,p)

T

‖λ(k)τ,p + cτu̇
(k)
τ,p‖

− ScτI2

)
u̇
(k+1)
τ,p − cτλ

(k)
τ,p

(λ
(k)
τ,p + cτu̇

(k)
τ,p)

T

‖λ(k)τ,p + cτu̇
(k)
τ,p‖

u̇
(k)
τ,p

+
(
λ
(k)
τ,p

(λ
(k)
τ,p + cτu̇

(k)
τ,p)

T

‖λ(k)τ,p + cτu̇
(k)
τ,p‖

− SI2 + ‖λ
(k)
τ,p + cτu̇

(k)
τ,p‖I2

)
λ
(k+1)
τ,p − λ

(k)
τ,p

(λ
(k)
τ,p + cτu̇

(k)
τ,p)

T

‖λ(k)τ,p + cτu̇
(k)
τ,p‖

λ
(k)
τ,p

= 0

À ce stade, et afin de faciliter la lisibilité, on pose

F(k) = λ
(k)
τ,p

(λ
(k)
τ,p + cτu̇

(k)
τ,p)

T

‖λ(k)τ,p + cτu̇
(k)
τ,p‖

,

E(k) =
1

‖λ(k)τ,p + cτu̇
(k)
τ,p‖

.

Avec ces notations, nous pouvons écrire

cτE
(k)
(
F(k) − SI2

)
u̇
(k+1)
τ,p +

(
E(k)(F(k) − SI2) + I2

)
λ
(k+1)
τ,p = E(k)F(k)

(
λ
(k)
τ,p + cτu̇

(k)
τ,p

)
.

Maintenant, soit

M
(k)
p = E(k)(F(k) − SI2),

h
(k)
p = E(k)F(k)

(
λ
(k)
τ,p + cτu̇

(k)
τ,p

)
= λ

(k)
τ,p.

Alors

cτM
(k)
p u̇

(k+1)
τ,p +

(
M

(k)
p + I2

)
λ
(k+1)
τ,p = h

(k)
p .

Afin de simplifier encore plus les notations, nous introduisons les opérateurs
suivants :

L
(k)
p = cτ(I2 +M

(k)
p )−1M

(k)
p ,

r
(k)
p = (I2 +M

(k)
p )−1h

(k)
p .

Et, pour finir

L
(k)
p u̇

(k+1)
τ,p + λ

(k+1)
τ,p = r

(k)
p . (2.4.23)

31



2.4.2 Méthode Primal-Dual Active Set (PDAS)

Les conditions de contact et de frottement de Tresca (2.4.1)–(2.4.2) sont réali-
sées en appliquant une stratégie d’ensemble actif (Active Set) sur les fonctions
de complémentarité non-linéaires Rλν et Rλτ basée sur un schéma itératif semi-
régulier de Newton. Les ensembles actifs et inactifs pour le frottement sont défi-
nis respectivement comme suit Ak+1τ = {p ∈ S : ‖λ(k)τ,p + cτu̇

(k)
τ,p‖ > S},

Ik+1τ = {p ∈ S : ‖λ(k)τ,p + cτu̇
(k)
τ,p‖ 6 S}.

(2.4.24)

Notons S l’ensemble de tous les noeuds du maillage d’éléments finis apparte-
nant à Γh3 et p l’indice d’un noeud appartenant à S. À chaque incrément n pour le
temps tn− 1

2
, nous introduisons également l’opérateur R(., .) =

(
Ru(., .),Rλν(., .),Rλτ (., .)

)
qui décrit le système d’équations non-linéaires résultant du problème discrétisé
PnodalS dans le cas de contact bilatéral et de frottement de Tresca, et défini par

R(u,λ) =


Ru(u,λ) = ρü+A(u) + λτ − f

Rλν(u,λ) = 0

Rλτ (u̇τ,p,λτ,p) = max(S, ‖λτ,p + cτu̇τ,p‖)λτ,p − S(λτ,p + cτu̇τ,p)

 = 0.

(2.4.25)

Cela conduit à l’algorithme d’indice k suivant
(i) Choisir (u(0),λ(0)), initialiser k = 0.

(ii) Définir les ensembles actifs et inactifs :

Ak+1τ = {p ∈ S : ‖λ(k)τ,p + cτu̇
(k)
τ,p‖ > S},

Ik+1τ = S \ Ak+1τ .

(iii) Trouver (u(k+1),λ(k+1)) tels que

ρü(k+1) +A(u(k+1)) + λ
(k+1)
τ = f, (2.4.26)

u
(k+1)
ν,p = 0 pour tout p ∈ S,

u̇
(k+1)
τ,p = 0 pour tout p ∈ Ik+1τ ,

L
(k)
p u̇

(k+1)
τ,p + λ

(k+1)
τ,p = r

(k)
p pour tout p ∈ Ak+1τ .

(iv) Si ‖(u(k+1),λ(k+1)) − (u(k),λ(k))‖ 6 ε, ‖R(u(k+1),λ(k+1))‖ 6 ε et
Ak+1τ = Akτ alors stop, sinon retourner à (ii).

Remarque : Le système non-linéaire (2.4.26) correspondant à Ru(u(k+1),λ(k+1)) =
0 doit être résolu par une méthode de Newton à chaque itération Active Set.
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Cas d’un problème 2D

Dans ce problème spécifique, et pour un cas bidimensionnel, nous pouvons
obtenir une version équivalente simplifiée de l’algorithme. Soit Gslip

Rλτ
la dérivée

généralisée de Rλτ dans le cas avec glissement

G
slip

Rλτ
(u̇τ,p,λτ,p)(δu̇τ,p, δλτ,p) = λτ,p

(λτ,p + cτu̇τ,p)
T

‖λτ,p + cτu̇τ,p‖
(δλτ,p + cτδu̇τ,p)

(2.4.27)

− S(δλτ,p + cτδu̇τ,p) + ‖λτ,p + cτu̇τ,p‖δλτ,p.

Notons τ, le vecteur tangentiel unitaire de glissement ; puisque le problème est
bilatéral, nous avons sur la frontière de contact

λτ,p = Sτ, (2.4.28)
λτ,p + cτu̇τ,p

‖λτ,p + cτu̇τ,p‖
= τ, (2.4.29)

δλτ,p + cτδu̇τ,p = ατ. (2.4.30)

En combinant (2.4.27) – (2.4.30), nous obtenons

G
slip

Rλτ
(u̇τ,p,λτ,p)(δu̇τ,p, δλτ,p) = Sα(ττ

T − I2)τ+ ‖λτ,p + cτu̇τ,p‖δλτ,p.

Nous définissons τ par

τ =

 a

b


avec a2+b2 = 1 puisque τ est un vecteur unitaire, il s’ensuit que (ττT +ννT = I2

dans le cas 2D)

(ττT − I2)τ =

 a3 − a+ ab2

a2b+ b3 − b

 =

 0

0

 .

Ainsi, (2.4.23) devient

λ
(k+1)
τ,p = S

λ
(k)
τ,p + cτu̇

(k)
τ,p

‖λ(k)τ,p + cτu̇
(k)
τ,p‖

= Sτ(k) = λ
(k)
τ,p.

L’algorithme simplifié prend alors la forme suivante
(i) Choisir (u(0),λ(0)), initialiser k = 0.

(ii) Etablir Ak+1τ = {p ∈ S : ‖λ(k)τ,p + cτu̇
(k)
τ,p‖ > S}, Ik+1τ = S \ Ak+1τ .
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(iii) Trouver (u(k+1),λ(k+1)) tels que

A(u(k+1)) + λ
(k+1)
τ = f,

u
(k+1)
ν,p = 0 pour tout p ∈ S,

u̇
(k+1)
τ,p = 0 pour tout p ∈ Ik+1,

λ
(k+1)
τ,p = S

λ
(k)
τ,p + cτu̇

(k)
τ,p

‖λ(k)τ,p + cτu̇
(k)
τ,p‖

pour tout p ∈ Ak+1τ .

(iv) Si ‖(u(k+1),λ(k+1)) − (u(k),λ(k))‖ 6 ε, ‖R(u(k+1),λ(k+1))‖ 6 ε et
Ak+1τ = Akτ stop, sinon retourner à (ii).

2.5 loi de contact unilatéral avec frottement

de coulomb

Nous considérons maintenant une loi de contact unilatéral avec interstice asso-
ciée à une loi de frottement sec de Coulomb. Notant par p l’indice des sommets
sur Γh3 ∈ Γ3 et avec ces considérations, les conditions discrètes vérifiées sur la
frontière de contact sont données par

dν,p 6 0, (2.5.1)

λν,p > 0, (2.5.2)

dν,pλν,p = 0, (2.5.3)
‖λτ,p‖ 6 µ|λν,p|,

‖λτ,p‖ < µ|λν,p| =⇒ u̇τ,p = 0,

‖λτ,p‖ = µ|λν,p| =⇒ ∃β > 0 : λτ,p = βu̇τ,p,

(2.5.4)

2.5.1 Approche de Newton semi-régulière

2.5.1.1 Fonction de complémentarité de contact

Les conditions discrètes de Signorini (2.5.1) – (2.5.3) sont représentées par la
fonction de complémentarité non-linéaire suivante Rλν(uν,p, λν,p) = 0 avec

Rλν(uν,p, λν,p) = λν,p − max(0, λν,p + cνdν,p). (2.5.5)

Un tel résultat a déjà été prouvé dans la partie relative à la loi de contact unilaté-
ral sans frottement avec interstice (voir Section 2.3).
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2.5.1.2 Fonction de complémentarité de frottement

Pour introduire la deuxième fonction de complémentarité non-linéaire associée
aux conditions de frottement, c’est-à-dire aux relations équivalentes à (2.5.4),
nous pouvons considérer la relation (2.4.3) où µλν,p est utilisé à la place de S,
seuil fixe du frottement de Tresca :

Rλτ (uν,p, u̇τ,p, λν,p,λτ,p) = max(µλν,p, ‖λτ,p + cτu̇τ,p‖)λτ,p − µλν,p(λτ,p + cτu̇τ,p).
(2.5.6)

La preuve de ce résultat est assez similaire à celle fournie dans la section précé-
dente.

2.5.2 Dérivée généralisée des fonctions de complémentarité

Maintenant, nous fournissons la dérivée généralisée des fonctions de complé-
mentarité pour les cas avec espacement (Gap case), avec adhérence (Stick case)
et avec glissement (Slip case).

• Gap case : λν,p + cνdν,p 6 0

Suivant les relations (2.5.5) et (2.5.6), il vient

Rλν(uν,p, λν,p) = λν,p,

Rλτ (uν,p, u̇τ,p, λν,p,λτ,p) = ‖λτ,p + cτu̇τ,p‖λτ,p.

Il en découle les dérivées suivantes

duν,pR
λ
ν = 0, (2.5.7)

dλν,pR
λ
ν = dλν,p, (2.5.8)

duν,pR
λ
τ = 0, (2.5.9)

du̇τ,p
Rλτ = cτλτ,p

(λτ,p + cτu̇τ,p)
T

‖λτ,p + cτu̇τ,p‖
du̇τ,p = 0, (2.5.10)

dλν,pR
λ
τ = 0, (2.5.11)

dλτ,p
Rλτ =

(
λτ,p

(λτ,p + cτu̇τ,p)
T

‖λτ,p + cτu̇τ,p‖
+ ‖λτ,p + cτu̇τ,p‖I2

)
dλτ,p (2.5.12)

• Stick case : µλν,p > ‖λτ,p + cτu̇τ,p‖ > 0
Nous obtenons à présent, dans ce cas

Rλν(uν,p, λν,p) = −cνdν,p,

Rλτ (uν,p, u̇τ,p, λν,p,λτ,p) = −µcτλν,pu̇τ,p.
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Par suite, il vient

duν,pR
λ
ν = −cνduν,p, (2.5.13)

dλν,pR
λ
ν = 0, (2.5.14)

duν,pR
λ
τ = 0, (2.5.15)

du̇τ,p
Rλτ = −µcτλν,pdu̇τ,p, (2.5.16)

dλν,pR
λ
τ = −µcτu̇τ,pdλν,p, (2.5.17)

dλτ,p
Rλτ = 0. (2.5.18)

• Slip case : ‖λτ,p + cτu̇τ,p‖ > µλν,p > 0

Pour finir, les relations (2.5.5) et (2.5.6) donnent

Rλν(uν,p, λν,p) = −cνdν,p,

Rλτ (uν,p, u̇τ,p, λν,p,λτ,p) = ‖λτ,p + cτu̇τ,p‖λτ,p − µλν,p(λτ,p + cτu̇τ,p).

Nous aboutissons aux dérivées suivantes

duν,pR
λ
ν = −cνduν,p, (2.5.19)

dλν,pR
λ
ν = 0, (2.5.20)

duν,pR
λ
τ = 0, (2.5.21)

du̇τ,p
Rλτ =

(
cτλτ,p

(λτ,p + cτu̇τ,p)
T

‖λτ,p + cτu̇τ,p‖
− µcτλν,pI2

)
du̇τ,p, (2.5.22)

dλν,pR
λ
τ = −µ(λτ,p + cτu̇τ,p)dλν,p, (2.5.23)

dλτ,p
Rλτ =

(
λτ,p

(λτ,p + cτu̇τ,p)
T

‖λτ,p + cτu̇τ,p‖
+ ‖λτ,p + cτu̇τ,p‖I2 − µλν,pI2

)
dλτ,p.

(2.5.24)

En combinant (2.5.7) – (2.5.24), avec G
Rλν

et G
Rλτ

les dérivées généralisées de Rλν

et Rλτ , nous obtenons respectivement

G
Rλν

(uν,p, λν,p)(δuν,p, δλν,p) = −cν(XStick +XSlip)δuν,p +XGapδλν,p,

(2.5.25)

G
Rλτ

(uν,p, u̇τ,p, λν,p,λτ,p)(δuν,p, δu̇τ,p, δλν,p, δλτ,p) = XGap‖λτ,p + cτu̇τ,p‖δλτ,p

(2.5.26)

+XStick

(
− µcτλν,pδu̇τ,p − µcτu̇τ,pδλν,p

)
+XSlip

((
cτλτ,p

(λτ,p + cτu̇τ,p)
T

‖λτ,p + cτu̇τ,p‖
− µcτλν,pI2

)
δu̇τ,p − µ(λτ,p + cτu̇τ,p)δλν,p

+
(
λτ,p

(λτ,p + cτu̇τ,p)
T

‖λτ,p + cτu̇τ,p‖
+ ‖λτ,p + cτu̇τ,p‖I2 − µλν,pI2

)
δλτ,p

)
.
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où

XGap = 1,XStick = 0,XSlip = 0 si λν,p + cνdν,p 6 0,

XGap = 0,XStick = 1,XSlip = 0 si µλν,p > ‖λτ,p + cτu̇τ,p‖ > 0,

XGap = 0,XStick = 0,XSlip = 1 si ‖λτ,p + cτu̇τ,p‖ > µλν,p > 0.

En utilisant maintenant le formalisme semi-régulier de Newton sur (u(k)ν,p, u̇(k)
τ,p, λ(k)ν,p,λ(k)τ,p)

à partir des dérivées généralisées (2.5.25) et (2.5.27), nous pouvons en déduire
le nouveau couple d’itéré (u

(k+1)
ν,p , u̇(k+1)

τ,p , λ(k+1)ν,p ,λ(k+1)τ,p ) avec le schéma itératif
d’indice k suivant :

G
Rλν

(u
(k)
ν,p, λ(k)ν,p)(δu

(k+1)
ν,p , δλ(k+1)ν,p ) = −Rλν(u

(k)
ν,p, λ(k)ν,p), (2.5.27)

G
Rλτ

(u
(k)
ν,p, u̇(k)

τ,p, λ(k)ν,p,λ(k)τ,p)(δu
(k+1)
ν,p , δu̇(k+1)

τ,p , δλ(k+1)ν,p , δλ(k+1)τ,p ) (2.5.28)

= −Rλτ (u
(k)
ν,p, u̇(k)

τ,p, λ(k)ν,p,λ(k)τ,p),

(u
(k+1)
ν,p , u̇(k+1)

τ,p , λ(k+1)ν,p ,λ(k+1)τ,p ) (2.5.29)

= (u
(k)
ν,p, u̇(k)

τ,p, λ(k)ν,p,λ(k)τ,p) + (δu
(k+1)
ν,p , δu̇(k+1)

τ,p , δλ(k+1)ν,p , δλ(k+1)τ,p ).

Suivant, les différents cas de status de contact (non contact, adhérence, glis-
sement), et en appliquant les dérivées précédentes dans le formalisme semi-
régulier de Newton, nous obtenons :

• Gap case : XGap = 1,XStick = 0,XSlip = 0

Nous avons

λ
(k+1)
ν,p − λ

(k)
ν,p = −λ

(k)
ν,p, (2.5.30)

‖λ(k)τ,p + cτu̇
(k)
τ,p‖(λ(k+1)τ,p − λ

(k)
τ,p) = −‖λ(k)τ,p + cτu̇

(k)
τ,p‖λ(k)τ,p. (2.5.31)

Il s’ensuit

λ
(k+1)
ν,p = 0, (2.5.32)

λ
(k+1)
τ,p = 0, (2.5.33)

puisque ‖λ(k)τ,p + cτu̇
(k)
τ,p‖ > 0.

• Stick case : XGap = 0,XStick = 1,XSlip = 0

Nous avons

− cν(u
(k+1)
ν,p − u

(k)
ν,p) = cνd

(k)
ν,p, (2.5.34)

− µcτλ
(k)
ν,p(u̇

(k+1)
τ,p − u̇

(k)
τ,p) − µcτu̇

(k)
τ,p(λ

(k+1)
ν,p − λ

(k)
ν,p) = µcτλ

(k)
ν,pu̇

(k)
τ,p.

(2.5.35)
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Nous en déduisons,

δu
(k+1)
ν,p = −d

(k)
ν,p, (2.5.36)

u̇
(k+1)
τ,p +

u̇
(k)
τ,p

λ
(k)
ν,p
λ
(k+1)
ν,p = u̇

(k)
τ,p. (2.5.37)

• Slip case : XGap = 0,XStick = 0,XSlip = 1

Pour Rλν , nous obtenons encore une fois

δu
(k+1)
ν,p = −d

(k)
ν,p. (2.5.38)

Pour Rλτ , nous obtenons

(
cτλ

(k)
τ,p

(λ
(k)
τ,p + cτu̇

(k)
τ,p)

T

‖λ(k)τ,p + cτu̇
(k)
τ,p‖

− µcτλ
(k)
ν,pI2

)
(u̇

(k+1)
τ,p − u̇

(k)
τ,p) (2.5.39)

− µ(λ
(k)
τ,p + cτu̇

(k)
τ,p)(λ

(k+1)
ν,p − λ

(k)
ν,p)

+
(
λ
(k)
τ,p

(λ
(k)
τ,p + cτu̇

(k)
τ,p)

T

‖λ(k)τ,p + cτu̇
(k)
τ,p‖

+ ‖λ(k)τ,p + cτu̇
(k)
τ,p‖I2 − µλ

(k)
ν,pI2

)
(λ

(k+1)
τ,p − λ

(k)
τ,p)

= −‖λ(k)τ,p + cτu̇
(k)
τ,p‖λ(k)τ,p + µλ

(k)
ν,p(λ

(k)
τ,p + cτu̇

(k)
τ,p).

Pour rappel,

F(k) = λ
(k)
τ,p

(λ
(k)
τ,p + cτu̇

(k)
τ,p)

T

‖λ(k)τ,p + cτu̇
(k)
τ,p‖

,

E(k) =
1

‖λ(k)τ,p + cτu̇
(k)
τ,p‖

.

Par conséquent, après un calcul élémentaire, nous avons

cτE
(k)
(
F(k) − µλ

(k)
ν,pI2

)
(u̇

(k+1)
τ,p − u̇

(k)
τ,p) − µE

(k)(λ
(k)
τ,p + cτu̇

(k)
τ,p)λ

(k+1)
ν,p

+
(
E(k)(F(k) − µλ

(k)
ν,pI2) + I2

)
λ
(k+1)
τ,p − E(k)

(
F(k) − µλ

(k)
ν,pI2

)
λ
(k)
τ,p = 0.

Soit en considérant

M
∗(k)
p = E(k)(F(k) − µλ

(k)
ν,pI2),

h
(k)
p = E(k)F(k)

(
λ
(k)
τ,p + cτu̇

(k)
τ,p

)
= λ

(k)
τ,p.

Il vient

cτM
∗(k)
p u̇

(k+1)
τ,p − µE(k)(λ

(k)
τ,p + cτu̇

(k)
τ,p)λ

(k+1)
ν,p +

(
I2 +M

∗(k)
p

)
λ
(k+1)
τ,p

= h
(k)
p − µE(k)(λ

(k)
τ,p + cτu̇

(k)
τ,p)λ

(k)
ν,p.
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Afin de simplifier encore plus les notations, nous introduisons les opérateurs
suivants :

L
∗(k)
p = cτ(I2 +M

∗(k)
p )−1M

∗(k)
p ,

r
∗(k)
p = (I2 +M

∗(k)
p )−1h

(k)
p ,

v
(k)
p = µ(I2 +M

∗(k)
p )−1E(k)(λ

(k)
τ,p + cτu̇

(k)
τ,p).

Et, pour finir, nous obtenons le résultat suivant

L
∗(k)
p u̇

(k+1)
τ,p − v

(k)
p λ

(k+1)
ν,p + λ

(k+1)
τ,p = r

∗(k)
p − v

(k)
p λ

(k)
ν,p.

Comme dans la partie précédente, nous proposons une méthode simplifiée pour
le cas d’un problème 2D.

Cas d’un problème 2D

• Gap case : XGap = 1,XStick = 0,XSlip = 0

λ
(k+1)
ν,p = 0, (2.5.40)

λ
(k+1)
τ,p = 0, (2.5.41)

• Stick case : XGap = 0,XStick = 1,XSlip = 0

δu
(k+1)
ν,p = −d

(k)
ν,p, (2.5.42)

u̇
(k+1)
τ,p +

u̇
(k)
τ,p

λ
(k)
ν,p
λ
(k+1)
ν,p = u̇

(k)
τ,p. (2.5.43)

• Slip case : XGap = 0,XStick = 0,XSlip = 1

δu
(k+1)
ν,p = −d

(k)
ν,p. (2.5.44)

En utilisant (2.4.28) – (2.4.30), ττT +ννT = I2 et en supposant λ(k)τ = µλ
(k)
ν τ(k),

nous déduisons de (2.5.39) l’expression suivante

− µ(λ
(k)
τ,p + cτu̇

(k)
τ,p)(λ

(k+1)
ν,p − λ

(k)
ν,p) + ‖λ(k)τ,p + cτu̇

(k)
τ,p‖(λ(k+1)τ,p − λ

(k)
τ,p)

(2.5.45)

= −‖λ(k)τ,p + cτu̇
(k)
τ,p‖λ(k)τ,p + µλ

(k)
ν,p(λ

(k)
τ,p + cτu̇

(k)
τ,p).

Par conséquent, après un calcul élémentaire, nous obtenons

λ
(k+1)
τ,p = µλ

(k+1)
ν,p

λ
(k)
τ,p + cτu̇

(k)
τ,p

‖λ(k)τ,p + cτu̇
(k)
τ,p‖

= µλ
(k+1)
ν,p τ(k).
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2.6 schémas itératifs de la loi de contact unila-
téral avec frottement de coulomb

2.6.1 Méthode "Primal-Dual Active Set Exacte"

La condition discrète de contact avec frottement (2.5.1)–(2.5.4) est réalisée en
appliquant une stratégie Active Set sur les fonctions de complémentarité non-
linéaires Rλν et Rλτ basée sur un formalisme itératif de Newton semi-régulier. Les
ensembles actifs et inactifs pour le contact et le frottement sont définis comme
suit

Ak+1ν = {p ∈ S : λ
(k)
ν,p + cνd

(k)
ν,p > 0},

Ik+1ν = {p ∈ S : λ
(k)
ν,p + cνd

(k)
ν,p 6 0},

Ak+1τ = {p ∈ S : ‖λ(k)τ,p + cτu̇
(k)
τ,p‖− µλ(k)ν,p > 0},

Ik+1τ = {p ∈ S : ‖λ(k)τ,p + cτu̇
(k)
τ,p‖− µλ(k)ν,p 6 0}.

Le statut d’un noeud donné à l’itération k dépend de l’ensemble auquel il appar-
tient ; sur la base des parties précédentes, il peut être à l’état sans contact, avec
contact glissant ou avec contact adhérant. À chaque incrément pas de temps
tn− 1

2
, nous introduisons également R(., .) =

(
Ru(., .),Rλν(., .),Rλτ (., .)

)
qui décrit

le système d’équations non-linéaires résultant du problème discrétisé PnodalS

dans le cas de contact unilatéral avec frottement de Coulomb, défini par

R(u,λ) =


Ru(u,λ) = ρü+A(u) + λνν+ λτ − f

Rλν(u,λ) = λν,p − max(0, λν,p + cνdν,p)

Rλτ (u,λ) = max(µλν,p, ‖λτ,p + cτu̇τ,p‖)λτ,p − µλν,p(λτ,p + cτu̇τ,p)

 = 0.

(2.6.1)

Maintenant, nous passons à la description de l’algorithme itératif Active Set
d’indice k.
(i) Choisir (u(0),λ(0)), cν > 0, cτ > 0 et initialiser k = 0.

(ii) Etablir les ensembles actifs et inactifs :

Ak+1ν = {p ∈ S : λ
(k)
ν,p + cνd

(k)
ν,p > 0},

Ik+1ν = S \ Ak+1ν ,

Ak+1τ = {p ∈ S : ‖λ(k)τ,p + cτu̇
(k)
τ,p‖− µλ(k)ν,p > 0},

Ik+1τ = S \ Ak+1τ .
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(iii) Trouver (u(k+1),λ(k+1)) tels que

ρü(k+1) +A(u(k+1)) + λ
(k+1)
ν ν+ λ

(k+1)
τ = f, (2.6.2)

δu
(k+1)
ν,p = −d

(k)
ν,p pour tout p ∈ Ak+1ν , (2.6.3)

λ
(k+1)
ν,p = 0, λ

(k+1)
τ,p = 0 pour tout p ∈ Ik+1ν , (2.6.4)

L
∗(k)
p u̇

(k+1)
τ,p − v

(k)
p λ

(k+1)
ν,p + λ

(k+1)
τ,p = r

∗(k)
p − v

(k)
p λ

(k)
ν,p ∀ p ∈ Ak+1τ ∩Ak+1ν , (2.6.5)

u̇
(k+1)
τ,p +

u̇(k)
τ,p

λ
(k)
ν,p
λ
(k+1)
ν,p = u̇

(k)
τ,p pour tout p ∈ Ik+1τ ∩Ak+1ν . (2.6.6)

(iv) Si ‖(u(k+1),λ(k+1))− (u(k),λ(k))‖ 6 ε, ‖R(u(k+1),λ(k+1))‖ 6 ε, Ak+1ν = Akν

et Ak+1τ = Akτ alors stop, sinon retourner à (ii).

Remarque : Le système non-linéaire (2.6.2) correspondant à Ru(u(k+1),λ(k+1)) = 0
doit être résolu par la méthode itérative de Newton à chaque itération Active Set.

Cas d’un problème 2D

Pour le cas 2D, nous utilisons l’algorithme itératif Active Set d’indice k suivant.
(i) Choisir (u(0),λ(0)), cν > 0, cτ > 0 et initialiser k = 0.

(ii) Etablir les ensembles actifs et inactifs :

Ak+1ν = {p ∈ S : λ
(k)
ν,p + cνd

(k)
ν,p > 0},

Ik+1ν = S \ Ak+1ν ,

Ak+1τ = {p ∈ S : ‖λ(k)τ,p + cτu̇
(k)
τ,p‖− µλ(k)ν,p > 0},

Ik+1τ = S \ Ak+1τ .

(iii) Trouver (u(k+1),λ(k+1)) tels que

ρü(k+1) +A(u(k+1)) + λ
(k+1)
ν ν+ λ

(k+1)
τ = f, (2.6.7)

δu
(k+1)
ν,p = −d

(k)
ν,p pour tout p ∈ Ak+1ν , (2.6.8)

λ
(k+1)
ν,p = 0, λ

(k+1)
τ,p = 0 pour tout p ∈ Ik+1ν , (2.6.9)

λ
(k+1)
τ,p = µλ

(k+1)
ν,p

λ
(k)
τ,p+cτu̇

(k)
τ,p

‖λ(k)
τ,p+cτu̇

(k)
τ,p‖

pour tout p ∈ Ak+1τ ∩Ak+1ν , (2.6.10)

u̇
(k+1)
τ,p +

u̇(k)
τ,p

λ
(k)
ν,p
λ
(k+1)
ν,p = u̇

(k)
τ,p pour tout p ∈ Ik+1τ ∩Ak+1ν . (2.6.11)

(iv) Si ‖(u(k+1),λ(k+1))− (u(k),λ(k))‖ 6 ε, ‖R(u(k+1),λ(k+1))‖ 6 ε, Ak+1ν = Akν

et Ak+1τ = Akτ alors stop, sinon retourner à (ii).
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2.6.2 Méthode "Primal-Dual Active Set Approchée" avec point fixe

Dans cette section, nous proposons une méthode de point fixe liée au seuil de
frottement. En effet, dans le cas où λ

(k)
ν,p est nul, (2.6.11) n’est pas bien défini.

Nous pouvons approcher le frottement de Coulomb par une succession d’états
de frottement de Tresca dans lesquels le seuil de frottement est fixé à chaque ité-
ration de point fixe d’indice i. De cette façon, nous devons introduire le couple
(u(i,k),λ(i,k)) qui représente la valeur de (u,λ) à l’itération ième de point fixe
et l’itération kème Active Set. De plus, (u(i−1,.),λ(i−1,.)) représente la valeur de
(u,λ) obtenue à la convergence de la méthode Active Set pour l’itération de
point fixe i− 1. Par conséquent, pour chaque itération Active Set, nous fixons la
limite de frottement λ(i,k+1)ν,p à la valeur λ(i−1,.)

ν,p obtenue à l’itération de point fixe
précédente. Ensuite, la condition (2.6.11) conduit à u̇(k+1)

τ,p = 0.

Cas d’un problème 2D

Pour le cas 2D, nous pouvons considérer l’algorithme Active Set suivant d’in-
dice k couplé à une méthode de point fixe d’indice i :
(i) Choisir (u(0,.),λ(0,.)) et initialiser i = 1.

(ii) Etablir (u(i,0),λ(i,0)) = (u(i−1,.),λ(i−1,.)), cν > 0, cτ > 0 et initialiser k = 0.

(iii) Etablir les ensembles actifs et inactifs :

Ak+1ν = {p ∈ S : λ
(i,k)
ν,p + cνd

(i,k)
ν,p > 0},

Ik+1ν = S \ Ak+1ν ,

Ak+1τ = {p ∈ S : ‖λ(i,k)τ,p + cτu̇
(i,k)
τ,p ‖− µλ(i,k)ν,p > 0},

Ik+1τ = S \ Ak+1τ .

(iv) Trouver (u(i,k+1),λ(i,k+1)) tels que

ρü(k+1) +A(u(i,k+1)) + λ
(i,k+1)
ν ν+ λ

(i,k+1)
τ = f, (2.6.12)

δu
(i,k+1)
ν,p = −d

(i,k)
ν,p pour tout p ∈ Ak+1ν , (2.6.13)

λ
(i,k+1)
ν,p = 0, λ

(i,k+1)
τ,p = 0 pour tout p ∈ Ik+1ν , (2.6.14)

λ
(i,k+1)
τ,p = µλ

(i−1,.)
ν,p

λ
(i,k)
τ,p +cτu̇

(i,k)
τ,p

‖λ(i,k)
τ,p +cτu̇

(i,k)
τ,p ‖

pour tout p ∈ Ak+1τ ∩Ak+1ν , (2.6.15)

u̇
(i,k+1)
τ,p = 0 pour tout p ∈ Ik+1τ ∩Ak+1ν . (2.6.16)

(v) Si ‖(u(i,k+1),λ(i,k+1))−(u(i,k),λ(i,k))‖ 6 ε, ‖R(u(i,k+1),λ(i,k+1))‖ 6 ε, Ak+1ν =

Akν et Ak+1τ = Akτ alors stop et établir (u(i,.),λ(i,.)) = (u(i,k+1),λ(i,k+1)), sinon
retourner à (iii) avec k = k+ 1.

(vi) Si ‖(u(i,.),λ(i,.)) − (u(i−1,.),λ(i−1,.))‖ 6 ε, ‖R(u(i,.),λ(i,.))‖ 6 ε, alors stop,
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sinon retourner à (ii) avec i = i+ 1.

Avant de passer aux sections suivantes relatives aux résultats numériques (cas
statique et cas dynamique), nous devons souligner une caractéristique impor-
tante de la méthode "Primal-Dual Active Set Approchée" que nous allons démon-
trer dans les sections suivantes. Il s’avère qu’une telle méthode a la particularité
de générer des systèmes linéarisés symétriques, contrairement aux systèmes li-
néarisés issus de la méthode du quasi-Lagrangien augmenté pour les problèmes
de frottement bidimensionnels. La symétrie provient du fait qu’on a remplacé les
conditions aux limites non-linéaires de contact frottant par des conditions aux
limites linéaires et standard de type Dirichlet (dans le cas adhésif), de type Neu-
mann homogène (dans le cas non contact) et de type Robin (dans le cas contact
glissant). Cette caractéristique permet de contrebalancer la lenteur bien connue
de la méthode de point fixe. Celle-ci est fortement dépendante du coefficient
de frottement, contrairement à la méthode du quasi-Lagrangien augmenté. Pour
plus de détails voir [22] et [74].

2.7 simulations numériques dans le cas statique

Le but de cette section est de présenter plusieurs simulations numériques sur
des cas statiques académiques qui illustrent, entre autres, le comportement de
la solution numérique du problème de contact P. Nous avons effectué ces simu-
lations à partir de deux configurations de contact statique : le contact bilatéral
avec la loi de frottement de Tresca d’une poutre élastique linéaire sur une fonda-
tion rigide, puis le contact unilatéral associé à la loi de frottement de Coulomb
avec un interstice entre la poutre élastique linéaire et la fondation rigide. La so-
lution numérique du problème P est calculée à la fois avec la méthode Active
Set, décrite dans les sections 2.4 et 2.6, et la méthode du quasi-Lagrangien aug-
menté afin de mettre en évidence les performances et la précision de la première
par rapport à la seconde. Pour la méthode quasi-Lagrangien augmenté (voir [7]),
nous rappelons la nécessité de considérer des noeuds fictifs supplémentaires
pour le multiplicateur de Lagrange dans le maillage initial. La construction de
ces noeuds dépend de l’élément de contact utilisé pour la discrétisation géomé-
trique de l’interface Γ3. Dans les cas présentés ci-dessous, la discrétisation est
basée sur l’élément de contact "noeud-rigide", qui est composé d’un noeud de Γ3
et d’un noeud multiplicateur de Lagrange. Pour plus de détails sur la mécanique
des contacts numérique, nous nous référons à [7, 65, 66, 72, 106].

Dans cette section, le domaine Ω représente la section transversale d’un corps
déformable tridimensionnel soumis à l’action de traction de telle sorte qu’une
hypothèse de déformation plane est supposée. les détails sur la configuration
physique du problème sont donnés ci-après. La fondation est définie par
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{
(x1, x2) ∈ R2 : x2 6 0

}
dans le cas d’un contact bilatéral avec frottement de

Tresca (voir Figure 3), et par
{
(x1, x2) ∈ R2 : x2 6 −1

}
dans le cas d’un contact

unilatéral (voir Figure 7). Le domaine est défini par

Ω =
{
(x1, x2) ∈ R2 : x1 ∈]0, 10[ ; x2 ∈]0, 1[

}
,

Γ1 =
{
(x1, x2) ∈ R2 : x1 = 0 ; x2 ∈ [0, 1]

}
,

Γ2 =
{
(x1, x2) ∈ R2 : x1 ∈]0, 10[ ; x2 = 1

}
∪{

(x1, x2) ∈ R2 : x1 = 10 ; x2 ∈ [0, 1]
}

,

Γ3 =
{
(x1, x2) ∈ R2 : x1 ∈]0, 10[ ; x2 = 0

}
.

Le champ de déplacement est bloqué sur Γ1. La traction verticale de densité f2
agit sur la frontière horizontale de Γ2. Le corps est en contact avec le frottement
avec un obstacle sur la partie Γ3 de sa frontière. Pour la discrétisation, nous
définissons un paramètre nbc qui décrit le nombre de noeuds de contacts sur
la surface de contact Γ3. Nous modélisons le comportement du matériau avec
une loi de comportement linéaire élastique dans laquelle le tenseur d’élasticité E

satisfait

(Eε)αβ =
Eκ

(1+ κ)(1− 2κ)
(ε11 + ε22)δαβ +

E

1+ κ
εαβ, 1 6 α,β 6 2.

Ici E est le module de Young, κ le coefficient de Poisson du matériau et δαβ
désigne le symbole de Kronecker.

2.7.1 Exemple de contact bilatéral et frottement de Tresca

Dans la configuration nbc = 128 représentée sur la Figure 3, 9728 éléments finis
élastiques ont été utilisés et le nombre total de degrés de liberté est égal à 10024.
Dans ce chapitre, nous allons utiliser des éléments finis triangulaires linéaires
de type P1. Ce genre d’éléments fournissent de faibles approximations dans la
limite incompressible. Bien entendu, les éléments finis quadratiques pourraient
être utilisés dans les cas de "Locking" (voir [21]). Notre objectif dans ces simula-
tions est de démontrer l’efficacité des méthodes type Active Set. En outre, dans
nos simulations, nous n’avons pas trouvé de verrouillage excessif. Concernant la
discrétisation du contact, nous avons utilisé des éléments "Noeuds-rigide" sur la
frontière Γ3 (voir [7], [72], [106]). Le comportement de l’interaction entre le corps
déformable et la fondation est décrit par une loi de contact bilinéaire avec la loi
de frottement de Tresca.
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Pour le calcul ci-dessous, les données suivantes ont été utilisées :

E = 100N/m2, κ = 0.3,

f0 = (0, 0)N/m2, f2 = (0,−0.1)N/m on Γ2,

cν = 10, cτ = 10, rlagrangien = 0.1

critére d ′arrêt : ε = 10−6.

Sur la Figure 4 nous représentons la configuration déformée, les flèches cor-
respondent aux contraintes normales et tangentielles de contact avec frottement
sur la frontière Γ3.

�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������

�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������

1
Γ

2
Γ

deformable bodyΩ

x
2

x

f
2

Γ
3

contact interface

1

rigid obstacle

Figure 3 : Configuration initiale de la poutre contre une fondation.

x
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x
1

Figure 4 : Configuration déformée de la poutre contre une fondation.

Précision de la méthode Active Set par rapport à la méthode du quasi-Lagrangien
augmenté.

Tout d’abord, nous analysons la précision des contraintes normales et tan-
gentielles de contact avec frottement de la méthode Active Set en la comparant
au quasi-Lagrangien augmenté (cf [7]). La frontière Γ3 est divisée en 128 parts
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Figure 5 : Contraintes de contact normales sur la zone de contact.
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Figure 6 : Contraintes de frottement tangentielles sur la zone de contact.

égales ; la contrainte de contact normale σν et la contrainte de frottement tan-
gentielle ‖στ‖ par rapport à l’abscisse sont représentées dans les Figures 5 et 6

pour chacune des méthodes. Nous noterons que pour σν et ‖στ‖, il n’y a pas de
différence visible (≈ 1× 10−7), confirmant ainsi la précision sur ce cas de test.
Maintenant, nous pouvons comparer l’efficacité des algorithmes mis en oeuvre.

Performances des algorithmes. Dans la Table 1, nous étudions la convergence
de la méthode Active Set pour le contact bilatéral associé à la loi de frottement
de Tresca en fournissant le nombre de degrés de liberté (ddl), le nombre d’itéra-
tions de Newton (Nit) et le temps CPU total en seconde requis pour atteindre la

46



convergence, et ce pour plusieurs valeurs du nombre de noeuds de contact sur
la frontière Γ3 (nbc). Nous menons la même étude pour la méthode du quasi-
Lagrangien augmenté (Table 2).

nbc 8 16 32 64 128 256 512

ddl 76 166 586 2414 10024 40528 162976

Nit 7 9 9 11 12 13 13

CPU <1 <1 <1 2 11 70 454

Table 1 : Résultats de la méthode Active Set pour le contact bilatéral associé à la loi
de frottement de Tresca en comparaison avec le nombre de degrés de liberté
(ddl), le nombre de noeuds de contact (nbc), les itérations de Newton (Nit) et
le temps CPU total (CPU) en secondes.

nbc 8 16 32 64 128 256 512

ddl 92 198 650 2580 10280 41040 164000

Nit 5 9 9 11 10 11 9

CPU <1 <1 <1 5 23 145 807

Table 2 : Résultats de la méthode du quasi-Lagrangien augmenté pour les lois de
contact bilatéral et de frottement de Tresca en comparaison avec le nombre
de degrés de liberté (ddl), le nombre de noeuds de contact (nbc), les itérations
de Newton (Nit) et le temps CPU total (CPU) en secondes.

Lorsque nbc > 64, la méthode du quasi-Lagrangien augmenté est légèrement
plus efficace que la méthode Active Set. Cependant, la méthode Active Set est
beaucoup plus rapide en termes de temps CPU que le quasi-Lagrangien, presque
deux fois plus rapide. Cela est dû non seulement au fait que la méthode Ac-
tive Set ne nécessite pas l’utilisation des multiplicateurs de Lagrange mais aussi
au fait que la méthode utilise des systèmes linéarisés symétriques, contraire-
ment à la méthode du quasi-Lagrangien augmenté qui présente des sytèmes
non-linéarisés symétriques dû au frottement. Cela implique que le système li-
néaire résultant du problème non-linéaire est plus petit pour la méthode Active
Set, comme le confirme la comparaison entre le nombre de degrés de liberté
ddl dans les deux cas, et peut être mieux conditionné que le système issu de
la méthode du quasi-Lagrangien augmenté, une caractéristique bien connue des
problèmes de contact avec frottement.

2.7.2 Exemple de contact unilatéral avec frottement de Coulomb

Dans la configuration nbc = 128 représentée sur la Figure 7, 9728 éléments finis
élastiques ont été utilisés et le nombre total de degrés de liberté est égal à 10024.
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Le comportement de l’interaction entre le corps déformable et la fondation est
décrit par une loi de contact unilatéral avec la loi de frottement de Coulomb.

Pour le calcul ci-dessous, les données suivantes ont été utilisées :

E = 100N/m2, κ = 0.3,

f0 = (0, 0)N/m2, f2 = (0,−0.1)N/m sur Γ2,

cν = 10, cτ = 10, rlagrangien = 0.1, µ = 0.2,

critére d ′arrêt : ε = 10−6

Dans la Figure 8, la configuration déformée ainsi que les contraintes de contact
normales sur la frontière Γ3 sont tracées.

����������������������������������������
����������������������������������������
����������������������������������������
����������������������������������������
����������������������������������������
����������������������������������������
����������������������������������������
����������������������������������������
����������������������������������������
����������������������������������������
����������������������������������������
����������������������������������������

����������������������������������������
����������������������������������������
����������������������������������������
����������������������������������������
����������������������������������������
����������������������������������������
����������������������������������������
����������������������������������������
����������������������������������������
����������������������������������������
����������������������������������������
����������������������������������������

1
Γ

2
Γ

deformable bodyΩ

x
2

x

f
2

Γ
3

contact interface

1

rigid obstacle

Figure 7 : Fixation physique de la poutre unilatérale contre une fondation.
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Figure 8 : Configuration déformée de la poutre unilatérale contre une fondation.

Précision de la méthode Active Set par rapport à la méthode du quasi-Lagrangien
augmenté.
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Figure 9 : Contraintes de contact normales sur la zone de contact.
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Figure 10 : Contraintes de frottement tangentielles sur la zone de contact.

Là encore, nous évaluons la précision de la méthode Active Set en la comparant
au quasi-Lagrangien augmenté. La frontière Γ3 est divisée en 128 parts égales ; la
contrainte de contact normale σν et la contrainte de frottement tangentiel ‖στ‖
par rapport à l’abscisse sont représentées dans les figures 9 et 10 pour chacune
des méthodes. Encore une fois, il s’avère que pour la contrainte de contact cal-
culée par les deux méthodes, que ce soit σν ou ‖στ‖, il n’y a pas de différence
visible (≈ 1× 10−7), confirmant ainsi la précision sur ce cas de test.

Performances des algorithmes.
Dans la Table 3, nous étudions la convergence de la méthode Active Set en four-
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nissant pour le contact unilatéral et la loi de frottement de Coulomb le nombre
de degrés de liberté (ddl), le nombre d’itérations de Newton (Nit), le nombre
d’itérations de point fixe (fpit) pour approcher la loi de frottement de Coulomb
et le temps CPU total (CPU) en seconde requis pour atteindre la convergence,
et ce pour plusieurs valeurs du nombre de noeuds de contact sur la frontière
Γ3 (nbc). Nous menons la même étude pour la méthode du quasi-Lagrangien
augmenté pour la loi de contact unilatéral et de frottement de Coulomb (Table
4).
Dans ce cas, contrairement à la configuration avec contact bilatéral, le nombre
d’itérations de Newton n’est plus approprié pour comparer les deux méthodes,
car la méthode Active Set approche le frottement de Coulomb avec une boucle in-
terne supplémentaire impliquant une succession d’états de frottement de Tresca
tandis que la méthode du quasi-Lagrangien augmenté ne fait pas d’approxima-
tion. Par conséquent, le seul critère fiable disponible est le temps CPU. Malgré
cette boucle supplémentaire, sur les deux méthodes, la méthode Active Set reste
la plus rapide. Lorsque nbc = 512, l’écart entre les deux méthodes augmente
avec le nombre de degrés de liberté. Une telle hypothèse doit être confirmée
pour des problèmes plus complexes.

nbc 8 16 32 64 128 256 512

ddl 76 166 586 2414 10024 40528 162976

Nit 15 25 37 45 44 46 39

fpit 5 5 5 5 5 5 7

CPU <1 <1 1 9 61 364 1448

Table 3 : Résultats de la méthode Active Set pour les lois de contact unilatéral et de
frottement de Tresca en comparaison avec le nombre de degrés de liberté (ddl),
le nombre de noeuds de contact (nbc), les itérations de Newton (Nit), les itéra-
tions de point fixe (fpit) et le temps CPU total (CPU) en secondes.

nbc 8 16 32 64 128 256 512

ddl 92 198 650 2580 10280 41040 164000

Nit 4 17 20 23 26 27 28

CPU <1 <1 1 9 62 405 2972

Table 4 : Résultats de la méthode du quasi-Lagrangien augmenté pour les lois de
contact unilatéral et de frottement de Coulomb en comparaison avec le nombre
de degrés de liberté (ddl), le nombre de nœuds de contact (nbc), les itérations
de Newton (Nit) et le temps CPU total (CPU) en secondes.
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2.8 simulations numériques dans le cas dynamique

Après avoir évalué les performances et la précision des méthodes Active Set im-
plémentées sur des cas statiques simples, notre objectif désormais est d’évaluer
la robustesse de ces méthodes sur des problèmes plus complexes. Les simula-
tions dans cette partie sont réalisées à partir de deux configurations de contact
dynamique : le contact unilatéral avec la loi de frottement de Coulomb d’une
poutre élastique linéaire sur une fondation rigide, puis le rebond d’un anneau
hyper-élastique contre une fondation rigide. La solution numérique du problème
P est calculée par les méthodes Active Set et quasi-Lagrangien augmenté afin
de mettre en évidence les performances de la première méthode par rapport à
la seconde. Comme pour les exemples numériques de la section précédente, le
domaine Ω représente la section transversale d’un corps déformable tridimen-
sionnel soumis à l’action de la vitesse initiale de telle sorte qu’une hypothèse de
contrainte plane est supposée.

2.8.1 Exemple académique : compression d’une poutre contre une fondation
rigide

La configuration de référence est la même que celle introduite dans la sous-
section 2.7.2.

Pour le calcul ci-dessous, les données suivantes ont été utilisées :

ρ = 1000kg/m3, T = 0.5s, k = 1
10 ,

E = 10N/m2, κ = 0.3,

f0 = (0, 0)N/m2, f2 = (0,−0.1)N/m sur Γ2,

cν = 10, cτ = 10, rlagrangien = 0.1, µ = 0.2

critére d ′arrêt : ε = 10−6.

Précision de la méthode Active Set par rapport à la méthode du quasi-Lagrangien
augmenté dans le cas dynamique.
Nous allons à présent évaluer la précision de la méthode Active Set en la compa-
rant au quasi-Lagrangien augmenté dans le cas dynamique. La frontière Γ3 est
divisée en 128 parts égales ; la contrainte de contact normale σν et la contrainte
de frottement tangentiel ‖στ‖ par rapport à l’abscisse sont représentées dans les
Figures 11 et 12 pour chacune des méthodes. Nous constatons ainsi qu’il n’y a
aucune différence entre la contrainte de contact calculée par les deux méthodes.

Performances des algorithmes.
Pour cet exemple, la méthode Active Set fonctionne mieux que la méthode du
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Figure 11 : Contraintes de contact normales sur la zone de contact.
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Figure 12 : Contraintes de frottement tangentielles sur la zone de contact.

quasi-Lagrangien augmenté uniquement lorsque nbc > 512 (voir Table 5 et 6).
Cependant, d’après la Figure 13, plus le nombre de noeuds de contact est grand,
plus l’écart de temps CPU entre les méthodes croît, rendant ainsi la méthode
Active Set plus pertinente.

2.8.2 Exemple pertinent : rebond d’un anneau hyper-élastique contre une fon-
dation rigide

Nous considérons maintenant une deuxième application représentative afin d’éva-
luer les performances des méthodes types Active Set dans le cas d’un cadre en
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nbc 8 16 32 64 128 256 512

ddl 76 166 586 2414 10024 40528 162976

Ntit 119 153 191 254 258 240 216

afpit 4 4 4 4 5 4 5

CPU 0.07 0.33 2.52 25.57 162.28 861.92 3295.57

Table 5 : Résultats de la méthode Active Set pour le contact unilatéral et frottement de
Coulomb en comparaison avec le nombre de degrés de liberté (ddl), le nombre
de noeuds de contact (nbc), le nombre total d’itérations de Newton (Ntit), de
point fixe moyen (afpit) et le temps CPU total (CPU) en secondes.

nbc 8 16 32 64 128 256 512

ddl 92 198 650 2580 10280 41040 164000

Ntit 37 58 80 87 98 112 119

CPU 0.04 0.28 2.25 20.05 113.78 769.38 5773.57

Table 6 : Résultats de la méthode du quasi-Lagrangien augmenté pour le contact unila-
téral et frottement de Coulomb en comparaison avec le nombre de degrés de
liberté (ddl), le nombre de nœuds de contact (nbc), le nombre total d’itérations
de Newton (Ntit) et le temps CPU total (CPU) en secondes.

Figure 13 : Temps CPU pour les méthodes Active Set et quasi-Lagrangien augmenté en
fonction de nbc.

grandes déformations. Il s’agit d’un exemple plus pertinent que les exemples
précédents de problème de contact avec frottement.
Pour la discrétisation, nous choisissons un paramètre nbc décrivant le nombre
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Figure 14 : Séquence de l’anneau hyper-élastique déformé avant, pendant et après l’im-
pact.

de nœuds de contact sur Γ (le nombre de noeuds sur le contour extérieur de l’an-
neau est donc pris afin d’obtenir des éléments suffisamment réguliers) . Dans la
configuration nbc = 128 représentée sur la Figure 14, la frontière Γ3 est divisée
en 128 parts égales, 1664 éléments finis hyper-élastiques ont été utilisés pour
un nombre total de degrés de liberté égal à 2048. La réponse du matériau com-
pressible, considérée ici, est régie par une variante de la loi de comportement
d’Ogden (cf [27]) définie par la densité d’énergie suivante

W(C) = c1(I1 − 3) + c2(I2 − 3) + a(I3 − 1) − (c1 + 2c2 + a) ln I3.

Ici I1, I2 et I3 représentent les trois invariants du tenseur de Cauchy C, avec
C = FTF.

Les détails sur la configuration physique du problème sont donnés ci-dessous.
Le domaine Ω est défini par :

Ω =
{
(x1, x2) ∈ R2 : 81 < (x1 − 100)

2 + (x2 − 100)
2 6 100

}
,

Γ1 = ∅, Γ2 = ∅,

Γ3 =
{
(x1, x2) ∈ R2 : (x1 − 100)

2 + (x2 − 100)
2 = 100

}
.

Le domaine Ω représente la section d’un corps déformable tridimensionnel
sous l’hypothèse de contrainte plane. L’anneau est projeté avec une vitesse ini-
tiale à un angle de 45o vers une fondation comme le montre la Figure 14. La
fondation est donnée par

{
(x1, x2) ∈ R2 : x2 6 0

}
. Pour la discrétisation, nous

54



utilisons 1664 noeuds élastiques et 128 noeuds de contact. Pour les expériences
numériques, les données sont :

ρ = 1000kg/m3, T = 5s, k = 1
500 ,

u0 = (0, 0)m, u1 = (10,−10)m/s,

c1 = 0.5MPa, c2 = 0.05MPa, a = 0.5x10−4MPa,

cν = 10, cτ = 10, rlagrangien = 0.1

g = 50m, µ = 0.2,

critére d ′arrêt : ε = 10−6.

Comme dans la section précédente, nous comparons les résultats obtenus par
la méthode Active Set et la méthode du quasi-Lagrangien augmenté en ce qui
concerne la convergence et les performances des méthodes (voir Tables 7 et 8).

nbc 32 64 128 256 512

ddl 192 384 1792 4608 15360

Ntit 1876 1904 1944 1961 2022

afpit 4 4 4 4 4

CPU 6.32 12.39 99.22 304.62 1841.23

Table 7 : Résultats de la méthode Active Set pour les lois de contact unilatéral et de
frottement de Coulomb en comparaison avec le nombre de degrés de liberté
(ddl), le nombre de noeuds de contact (nbc), le nombre total d’itérations de
Newton (Ntit), de point fixe moyen (afpit) et le temps CPU total (CPU) en
secondes.

nbc 32 64 128 256 512

ddl 256 512 2048 5120 16384

Ntit 1462 1568 1705 1782 1866

CPU 8.59 18.03 139.69 428.80 2693.86

Table 8 : Résultats de la méthode du quasi-Lagrangien augmenté pour les lois de
contact unilatéral et de frottement de Coulomb en comparaison avec le nombre
de degrés de liberté (ddl), le nombre de nœuds de contact (nbc), le nombre to-
tal d’itérations de Newton (Ntit) et le temps CPU total (CPU) en quelques
secondes.

Bien que ce cas soit assez complexe, les performances de la méthode Active
Set s’améliorent. D’après la Figure 15, plus le nombre de noeuds de contact
est grand, plus l’écart de temps CPU entre les méthodes s’élargit, ce qui est
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cohérent avec notre hypothèse de la partie précédente, et confirme la robustesse
de ces méthodes sur des configurations complexes. Cependant, cela ne suffit
pas pour expliquer le gain en temps CPU de la méthode Active Set approchée
par rapport à la méthode du quasi-Lagrangien augmenté. Comme mentionné à
la fin de la section 2.6, les systèmes linéarisés sont symétriques, même en cas
de frottement, alors qu’ils ne le sont pas pour le quasi-Lagrangien. Ainsi, la
symétrie des systèmes linéarisés et l’absence des multiplicateurs de Lagrange
sont des arguments pertinents et solides en faveur des méthodes types Active
Set.

Figure 15 : Temps CPU pour la méthode Active Set et le quasi-Lagrangien augmenté en
fonction de nbc.

Cet exemple montre clairement la robustesse de la méthode Active Set dans
une configuration complexe. Il semble que l’absence des multiplicateurs de La-
grange reste un argument solide pour choisir la méthode Active Set plutôt que
la méthode du quasi-Lagrangien augmenté pour la résolution numérique de ce
genre de problèmes de contact.

2.9 compléments des méthodes de type active set

sur les conditions de contact persistant

Nous présentons dans cette section quelques compléments numériques sur les
méthodes de type Active Set dans le cadre d’un contact persistant. D’ailleurs,
cette partie servira de transition avec le chapitre suivant car une telle loi permet
de conserver l’énergie durant le contact. Pour illustrer cela, nous considérons
le cas d’une balle élastique linéaire qui rebondit sur une fondation rigide pour
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laquelle nous étudions la séquence de déformation au cours du temps ainsi que
les forces de contacts qui s’y exercent dessus avant, pendant et après l’impact.

2.9.1 Conditions de contact persistants

Lorsqu’un contact ponctuel a lieu entre une balle élastique linéaire (solide dé-
formable) et une fondation rigide, une force de répulsion normale qui vérifie
les conditions de Signorini est exercée au point de contact. L’énergie fournie
par cette force est alors conservée (voir [72], [71]) sous réserve qu’une condition
de persistence (2.9.5) s’ajoute aux conditions de contact unilatéral (2.9.1)–(2.9.4).
Cette condition signifie qu’il ne peut y avoir d’impulsion normale de contact
que lorsque celle-ci est persistente. Par ailleurs, si un frottement sec est pris en
compte, il introduit une relation entre l’impulsion de contact et la vitesse rela-
tive locale de la balle élastique. Les conditions de contact et de frottement sont
alors basées sur la combinaison des conditions de contact unilatéral exprimées
en vitesse avec une loi de Coulomb de frottement sec. L’ajout de la condition de
persistence aux conditions de contact unilatéral (voir preuve dans [72], [80] et
[81]) permet d’écrire :

si dν > 0 λν = 0 ; λτ = 0 (2.9.1)

si dν = 0 (2.9.2)

u̇ν > 0, (2.9.3)

λν > 0, (2.9.4)

u̇νλν = 0, (2.9.5)
‖λτ‖ 6 µ|λν|,

‖λτ‖ < µ|λν| =⇒ u̇τ = 0,

‖λτ‖ = µ|λν| =⇒ ∃β > 0 : λτ = βu̇τ,

(2.9.6)

g étant la distance minimale autorisée (interstice) entre un point de la surface
de contact et sa projection sur la fondation rigide. La loi de frottement de Cou-
lomb (2.9.6) dépend de la contrainte de frottement tangentielle λτ, de la pression
de contact normale λν et de la vitesse de contact tangentielle u̇τ.

2.9.2 Méthode de type "Primal-dual Active Set"

Les conditions de contact unilatéral avec frottement dans le cadre d’un contact
persistant (2.9.1)–(2.9.6) sont réalisées en appliquant une stratégie Active Set sur
les fonctions de complémentarité non-linéaires Rλν et Rλτ basées sur un forma-
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lisme itératif de Newton semi-régulier. Les ensembles actifs et inactifs sont défi-
nis selon un schéma de point milieu "leapfrog" défini comme suit :

dleapfrogν = dν,p +
∆t

2
u̇ν,p,

avec u̇ν,p =
uν,p−uν,p−1

∆t . Le statut d’un noeud donné à l’itération k dépend de
l’ensemble auquel il appartient ; sur la base des parties précédentes, il peut être
à l’état sans contact, avec contact glissant ou avec contact adhérant.

La description de l’algorithme itératif Active Set d’indice k dans le cadre d’un
contact persistant est la suivante :

(i) Choisir (u(0),λ(0)), cν > 0, cτ > 0 et initialiser k = 0.

(ii) si dleapfrogν > 0 λ
(k)
ν,p = 0 ; λ(k)τ,p = 0

(iii) si dleapfrogν 6 0 les ensembles actifs et inactifs :

Ak+1ν = {p ∈ S : λ
(k)
ν,p + cνu̇

(k)
ν,p > 0},

Ik+1ν = S \ Ak+1ν ,

Ak+1τ = {p ∈ S : ‖λ(k)τ,p + cτu̇
(k)
τ,p‖− µλ(k)ν,p > 0},

Ik+1τ = S \ Ak+1τ .

(iv) Trouver (u(k+1),λ(k+1)) tel que

ρü(k+1) +A(u(k+1)) + λ
(k+1)
ν ν+ λ

(k+1)
τ = f, (2.9.7)

u̇
(k+1)
ν,p = 0 pour tout p ∈ Ak+1ν , (2.9.8)

λ
(k+1)
ν,p = 0, λ

(k+1)
τ,p = 0 pour tout p ∈ Ik+1ν , (2.9.9)

λ
(k+1)
τ,p = µλ

(k+1)
ν,p

λ
(k)
τ,p+cτu̇

(k)
τ,p

‖λ(k)
τ,p+cτu̇

(k)
τ,p‖

pour tout p ∈ Ak+1τ ∩Ak+1ν , (2.9.10)

u̇
(k+1)
τ,p +

u̇(k)
τ,p

λ
(k)
ν,p
λ
(k+1)
ν,p = u̇

(k)
τ,p pour tout p ∈ Ik+1τ ∩Ak+1ν . (2.9.11)

(v) Si ‖(u(k+1),λ(k+1)) − (u(k),λ(k))‖ 6 ε, ‖R(u(k+1),λ(k+1))‖ 6 ε, Ak+1ν = Akν

et Ak+1τ = Akτ alors stop, sinon retourner à (ii).

2.9.3 Impact d’une balle élastique linéaire contre une fondation

Ce problème de référence représentatif décrit l’impact sans frottement d’une
balle élastique linéaire contre une fondation (voir [65]). La balle élastique est
lancée avec une vitesse initiale (u1 = (0,−10)m/s) vers la fondation
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{
(x1, x2) ∈ R2 : x2 6 0

}
. Le comportement du matériau est décrit par une loi de

comportement linéaire élastique définie par la densité d’énergie :

We(ε) =
Eκ

2(1+ κ)(1− 2κ)
(trε)2 +

E

2(1+ κ)
tr(ε2), ∀ε ∈Mn. (2.9.12)

Ici, E et κ sont le module de Young et le rapport de Poisson du matériau et
tr(·) désigne la fonction trace, respectivement. Notez que ε = 1

2(∇u
T +∇u)

représente le tenseur de déformation linéarisé dans le cadre de la théorie des
petites déformations (‖u‖ << 1 et ‖∇u‖ << 1 dans Ω).

Figure 16 : Discrétisation de la balle élastique au contact d’une fondation.

Le cadre physique est illustré dans la Figure 16.

Ω =
{
(x1, x2) ∈ R2 : (x1 − 100)

2 + (x2 − 100)
2 6 100

}
,

Γ1 = ∅, Γ2 = ∅,

Γ3 =
{
(x1, x2) ∈ R2 : (x1 − 100)

2 + (x2 − 100)
2 = 100

}
.

Le domaine Ω représente la section transversale de la balle, sous l’hypothèse
de la contrainte plane. Aucune force volumique n’est supposée agir sur le corps
pendant le processus. Pour la discrétisation du problème de contact représenté,
nous utilisons 7820 noeuds élastiques et 128 noeuds multiplicateurs de Lagrange.
Pour les expériences numériques, nous utilisons les données suivantes :

ρ = 1000kg/m3, T = 2s, k = 0.001,

u0 = (0, 0)m, u1 = (0,−10)m/s,

E = 100GPa, κ = 0.35, f0 = (0, 0)Pa,

g = 50m, cν = cτ = 10, µ = 0.
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Dans la Figure 17, la séquence de la balle déformée ainsi que les forces de
contact sont présentées avant, pendant et après l’impact.
L’intérêt de cet exemple représentatif est de comparer les résultats numériques

Figure 17 : Séquence de la balle déformée et des forces de contact avant, pendant et
après l’impact.

de la méthode Active-Set obtenus en utilisant certaines méthodes classiques. À
cette fin, nous considérons cinq méthodes existantes :

• La méthode quasi-Lagrangien augmenté classique avec condition de contact
de Signorini (rlagrangien = 0.1).

• La méthode de pénalisation avec une condition de compliance normale
ξνn = −rp(uνn)+ (rpénalisation = 105).

• La méthode de pénalisation spécifique développée par Hauret, Le Tallec et.
al ([13], [52]).

• La méthode EMM (Equivalent Mass Matrix) proposée par Khenous et. al
[65], qui représente une distribution spécifique de la matrice des masses
sans inertie des noeuds de contact. Cette méthode est caractérisée par des
propriétés de stabilité pertinentes de la contrainte de contact.

• La méthode de continuation de Newton spécifique développée par Ayyad
et Barboteu ([13], [19]), qui se caractérise par l’application suivant deux
étapes de la loi de contact unilatéral et la condition de persistance à chaque
incrément de temps.

Dans ce qui suit, nous analysons les méthodes en termes d’évolution d’éner-
gie discrète. À cette fin, l’énergie discrète totale à l’instant tn est définie par la
formule suivante :

En =
1

2

∫
Ω

ρu̇2ndx+

∫
Ω

σen : ε(un)dx,
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Figure 18 : Comportement énergétique discret de schémas d’intégration temporelle sé-
lectionnés pendant l’impact.

où σe = ∂We(w)
∂ε désigne le tenseur de contrainte pour les déformations infinité-

simales.
La Figure 18 représente l’évolution de l’énergie discrète totale du système dyna-
mique. On note qu’après l’impact (i.e. pour t > 1.52) et pour le pas de temps
considéré k = 0.001, la méthode classique avec la loi de Signorini (courbe ( �))
ainsi que la méthode avec condition de compliance normale standard (courbe
(�)) se caractérisent par une non conservation de l’énergie, ce qui n’est pas réa-
liste du point de vue physique. On remarque également que la méthode EMM
(courbe H) réduit fortement la dissipation de l’énergie, sans obtenir la conserva-
tion exacte. De plus, les schémas développés par Ayyad et Barboteu [13] (courbe
(•)) et la méthode spécifique pénalisée (courbe (�)) conservent l’énergie après
l’impact. Cependant, pour la méthode pénalisée, nous trouvons des fluctuations
d’énergie qui disparaissent après l’impact. De plus, tant pour cette méthode que
pour la méthode utilisée dans [13] , le contact unilatéral n’est pas exactement
satisfait. En effet, la méthode spécifique pénalisée génère une erreur maximale
sur le déplacement de contact normal de 0, 0034m, et 0, 0051m pour la méthode
d’Ayyad et Barboteu [13]. La méthode Active Set pour le contact persistant (illus-
trée par la courbe (�)) permet de conserver exactement l’énergie sans aucune
fluctuation. En raison du prédicteur du pas de temps "leapfrog", cette méthode
Active Set génère une erreur maximale sur le déplacement de contact normal de
0, 01540m.
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conclusion

Ce chapitre fournit l’analyse de plusieurs méthodes Active Set à travers les
problèmes classiques qui se posent en mécanique des contacts, c’est-à-dire les
contacts unilatéraux / bilatéraux associés à la loi de frottement de Tresca / Cou-
lomb en petite et grande déformation. Premièrement, nous avons dérivé une
formulation variationnelle du problème mécanique avec une approximation nu-
mérique du problème. Après cela, nous avons présenté plusieurs méthodes de
type Active Set, rappelant celle introduite dans [1] dans le cas sans frottement et
en l’étendant au cas du contact bilatéral avec la loi de frottement de Tresca puis
au cas unilatéral avec la loi de frottement de Coulomb avec leur algorithmes.
Nous considérons également une alternative pour ce dernier basée sur l’approxi-
mation de la loi de Coulomb par une succession d’états de frottement de Tresca
dans laquelle le seuil de frottement est fixé à chaque itération de point fixe.
Après cela, nous avons présenté plusieurs simulations numériques afin de com-
parer le comportement des méthodes de type Active Set. Nous les avons réalisés
sur quatre cas-tests, deux en statique et deux en dynamique, avec la méthode
du quasi-Lagrangien augmenté prise comme référence : trois en petites déforma-
tions en considérant une poutre et un en grandes déformations avec le rebond
d’un anneau hyper-élastique contre une fondation rigide.

Comme premier résultat, les méthodes Active Set requièrent plus d’itérations
que le quasi-Lagrangien augmenté pour converger. Ensuite, les performances de
ces méthodes sont très prometteuses car elles sont moins coûteuses en temps
de calcul que le quasi-Lagrangien augmenté. Cela s’explique en grande partie
par le fait que les systèmes linéaires résultant du problème non-linéaire sont
plus petits pour les méthodes de type Active, symétrique même dans un cas de
frottement 2D, et mieux conditionnés. Néanmoins, le fait que les méthodes de
type Active Set ne nécessitent pas l’utilisation des multiplicateurs de Lagrange
ne peut être négligé dans ce cas de figure. Par conséquent, et pour toutes ces
raisons, il semble cohérent d’envisager une des méthodes de type Active Set
plutôt que la méthode du quasi-Lagrangien augmenté, même dans un cas avec
frottement. Nous allons introduire dans le chapitre suivant les méthodes type
Active Set pour la résolution de problèmes de contact multi-corps rigides et
évaluer leur performances.
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Chapitre 3

A C T I V E S E T P O U R L A R É S O L U T I O N
D E P R O B L È M E S M U LT I - C O N TA C T S
E N M I L I E U G R A N U L A I R E

Dans ce troisième chapitre, nous fournissons dans un premier temps une description
des lois de contact et de frottement dans le cadre de la NSCD, puis nous détaillons
le traitement numérique des conditions de contact avec frottement pour la résolution
des problèmes de contact multi-corps rigides par Active Set en étendant le frottement
à la formulation mathématique complexe de la méthode semi-régulière de Newton et en
explicitant les fonctions de complémentarité non-linéaires correspondantes. Enfin, une
évaluation des performances et de la validité des méthodes type PDAS ainsi que des
comparaisons avec d’autres méthodes numériques sont mises en avant à travers une
série de cas-tests académiques sans, puis avec frottement.

Sommaire
3.1 Approche par Éléments Discrets DEM . . . . . . . . . . . . . . 65

3.2 Méthode Primal-Dual Active Set pour la NSCD . . . . . . . . . 77

3.3 Algorithmes numériques de l’approche Primal-Dual Active Set 85

3.4 Cas-tests de validation : contact sans frottement . . . . . . . . . 88

3.5 Cas-tests de validation : Contact avec frottement . . . . . . . . 103
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introduction

Afin de décrire le comportement des milieux granulaires, il est nécessaire de
considérer certaines hypothèses non restrictives sur ces milieux et de formu-
ler la loi de comportement adéquate pour ce genre de problèmes. Le caractère
complexe des interactions régissant ces milieux est d’autant plus contraignant
qu’il nécessite l’utilisation de la simulation numérique. Dans ce sens, les straté-
gies de simulation issues des Méthodes par Éléments Discrets (DEM) permettent
de surmonter les difficultés liées au caractère divisé de ces milieux. Cependant,
l’essentiel de notre travail s’articulera autour de la Méthode Contact Dynamics
(CD) développée par J. J. Moreau [59, 78–81], dont l’une des principales carac-
téristiques consiste à traiter de manière implicite les interactions mises en jeu.
Les conditions de contact locales entre corps rigides sont assurées au moyen
du solveur itératif de Gauss-Seidel Non-Linéaire (NLGS). Aussi, les aspects nu-
mériques et certains développements algorithmiques pour la dynamique des
contacts non-réguliers ont été proposés dans [5]. D’un point de vue modélisa-
tion, et contrairement aux autres méthodes DEM, l’approche NSCD évite d’avoir
recours à un processus de régularisation, et se veut particulièrement adaptée à
la dynamique multi-corps rigides présentant de nombreux contacts simultanés,
caractéristiques des milieux granulaires.

Ceci étant dit, il s’agit pour nous dans ce chapitre, d’une part, de voir com-
ment est gérée la non-régularité des équations de la dynamique des contacts
en milieu granulaire, et, d’autre part, de proposer une technique de résolution
de ces lois de contact. Dans cette perspective, la stratégie de résolution rete-
nue consiste à faire des itérations de Gauss-Seidel non-linéaires et à résoudre
localement chaque contact en utilisant le formalisme numérique PDAS. Comme
nous l’avons vu dans le chapitre précédent, les méthodes de type PDAS, ini-
tiées dans un premier temps en milieu déformable, sont largement utilisées en
raison de leur efficacité et de la simplicité de leur mise en œuvre. Elles sont
particulièrement importantes dans la théorie de l’optimisation, car elles déter-
minent les contraintes qui influenceront le résultat final de l’optimisation (voir
[53, 54, 56, 57]). Barboteu et Dumont ont développé dans leurs travaux précur-
seurs [15] une méthode de type PDAS pour le traitement local des conditions
de contact en utilisant le formalisme NSCD. Ce chapitre, qui s’appuie sur les
travaux menés dans [3], a pour objectif d’étendre la méthode NSCD-PDAS au
cas du frottement et de montrer ainsi son efficacité en termes de précision numé-
rique, de convergence numérique et de gain de temps de calcul.

Le chapitre est organisé comme suit. Dans la section 3.1, nous présentons l’ap-
proche par éléments discrets DEM qui permet d’une part, d’établir le cadre phy-
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sique adéquat à la modélisation d’une collection de corps rigides avec un grand
nombre de contacts simultanés, et d’autre part, de décrire la loi de contact qui ré-
git le comportement de ces milieux. La section 3.2 est consacrée à la présentation
de la méthode PDAS en milieu granulaire et au traitement numérique des condi-
tions de contact avec frottement par le formalisme de la méthode semi-régulière
de Newton. Les fonctions de complémentarité pour le contact et le frottement
sont formulées, puis l’algorithme général de résolution NSCD-PDAS est décrit
dans la section 3.3. Enfin, les sections 3.4 et 3.5 porteront exclusivement sur les
résultats numériques de certains cas-tests de vérification et validation, sans frot-
tement, puis avec frottement, afin d’évaluer l’efficacité et les performances de la
méthode PDAS par rapport au Lagrangien augmenté stndard et au bi-potentiel
amélioré.

3.1 approche par éléments discrets dem

3.1.1 Cadre Physique et modélisation

La résolution des problèmes multi-contacts dépend en grande partie du compor-
tement mécanique (déformable ou rigide) des corps impliqués. Dans le cadre
d’une modélisation granulaire basée sur une collection de corps rigides, deux
repères sont nécessaires, l’un commun à tous les corps, dit global, pour décrire
la dynamique et résoudre les équations de mouvement, l’autre lié au contact,
dit local, pour exprimer les interactions de contact par traitement explicite de
l’évolution du réseau de contacts entre corps rigides (voir Figure 19), la résolu-
tion numérique étant réalisée essentiellement au niveau local contrairement au
cas déformable où elle est réalisée au niveau global. L’étude du comportement
mécanique global de ces milieux par le biais des équations de la dynamique
permet de résoudre numériquement les interactions locales mises en jeu, et ainsi
traiter un grand nombre de contacts simultanés, caractéristiques des milieux gra-
nulaires [6].

Dans un modèle à corps rigides, la dynamique des contacts, qui donnera lieu
à la méthode Contact Dynamics (CD), aussi connue sous le nom de Non-Smooth
Contact Dynamics (NSCD), est basée sur la DEM, initialement développée pour la
simulation de matériaux granulaires, et issue d’une formulation mathématique
de la dynamique non-régulière et des développements algorithmiques réalisés
par J. J. Moreau et M. Jean [59, 78–81]. À la différence de la méthode Mole-
cular Dynamics (MD) où les les contacts entre corps rigides sont conformes et
obéissent à un comportement visco-élastique, les contacts induisent des forces
non-régulières dans la méthode NSCD. Nous pouvons nous référer à [89] pour
plus de détails.
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Figure 19 : Schématisation du passage de l’espace global des particules à l’espace local
des contact.

3.1.2 Lois de contacts non-régulières

3.1.2.1 Conditions de contacts

Dans ce qui suit, nous allons considérer une collection dynamique de corps ri-
gides impliqués dans plusieurs contacts simultanés. Le cadre décrit précédem-
ment, constitué des deux repères global et local, nous sert de point de départ
pour la modélisation de ces milieux. Nous nous focaliserons exclusivement sur
les interactions de type contact unilatéral et frottement sec. Sous ces hypothèses,
les conditions de contact sont formulées en termes de vitesse pour ne pas avoir
de dissipation dû au schéma, reliant ainsi les impulsions aux vitesses. Il s’agit
alors de prédire les vitesses des corps et les impulsions agissant sur les différents
points de contact.

Partant de là, l’interaction mécanique résultant d’une collision potentielle entre
une particule rigide i et sa voisine j, consiste en un contact ponctuel α (α étant
un contact de l’ensemble des noeuds de contact S). La description mécanique
du contact potentiel α mettant en jeu les deux particules rigides Pi (de masse
mi, de centre de masse Gi) et Pj (de masse mj, de centre de masse Gj), nommés
par convention candidat et antagoniste, laisse supposer l’existence d’un plan de
contact unique en 3D (droite en 2D) tangent aux deux particules au point de
contact α, et peut être géométriquement défini de sorte que le contact puisse
être doté d’un repère local défini par un vecteur unitaire normal n et deux vec-
teurs unitaires tangentiels orthogonaux t1 et t2 (un vecteur unitaire tangentiel
t en 2D). L’orientation des axes est une question de commodité (voir Figure 20).
Nous utilisons la notation u et p pour le déplacement local et le tenseur d’impul-
sion local au point de contact α respectivement (un point en exposant représente
la dérivée par rapport au temps t, e.g. u̇ = ∂u/∂t). On note également u̇n et u̇t
les composantes normale et tangentielle de la vitesse u̇ définie par u̇n = u̇ · n,
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u̇t = u̇−unn. Enfin, pn et pt représentent les impulsions de contact normale et
tangentielle sur le point de contact, définies par pn = (pn) ·n et pt = pn− pnn.

Figure 20 : Modélisation d’un problème de contact multi-corps rigides.

Lorsque la distance un entre une particule Pi et sa projection sur une autre
particule Pj (appelée gap gα) reste positive (contact potentiel non abouti), aucune
contrainte n’est exercée et par conséquent, l’impulsion de contact normale pn
est nulle. Mais dès que le gap un devient nul (contact potentiel abouti), une
impulsion de contact normale pn répulsive se crée au point de contact α, sa
valeur dépend des forces qui agissent sur les deux particules (voir Figure 20).
Ces conditions définissent une première relation complémentarité, appelée loi de
Signorini en vitesse [95], reliant la vitesse normale u̇n à l’impulsion de contact
normale pn. Ces conditions de contact peuvent être écrites comme suit :

Si gα > 0 alors pαn = 0, (3.1.1)

Si gα 6 0 alors

u̇αn > 0, (3.1.2)

pαn > 0, (3.1.3)

u̇αnp
α
n = 0, (3.1.4)
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Les relations (3.1.1) – (3.1.4) conduisent aux conditions d’une loi de contact
complète formulée par Moreau. La dernière condition (3.1.4), est une relation
de complémentarité qui assure la conservation de l’énergie (voir [37] pour plus
de détails). Cette condition, également appelée condition de persistance, signifie
qu’une impulsion de contact normale pn n’apparaît que lors d’un contact per-
sistant, et doit être ajoutée afin de faire disparaître le travail des impulsions de
contact normales au temps t et préserver la quantité d’énergie avant et après le
choc. J.-J. Moreau a prouvé que ces conditions assurent la non-interpénétrabilité
entre les corps ; voir le Lemme de viabilité de Moreau (cf [80, 81]).

Figure 21 : Relation de complémentarité de Signorini.

D’autre part, du fait de la non-régularité du mouvement, la vitesse u̇n(t) n’est
pas unique. En effet, nous distinguons la vitesse par limite inférieure u̇−n et la
vitesse par limite supérieure u̇+n qui, dans un schéma d’intégration pas à pas
(time stepping scheme), doivent être considérées comme les vitesses de contact
aux instants t et t + δt, respectivement. La vitesse réelle est alors sans impor-
tance puisque seules les vitesses u̇−n et u̇+n (et les sauts de vitesse) sont prises en
compte dans la dynamique. Par analogie avec une collision binaire impliquant
2 particules rigides, la principale inconnue du problème est u̇+n connaissant la
vitesse d’approche juste avant le contact u̇−n attribuée au début du pas de temps
dans un schéma d’intégration pas à pas. Le contact dépend donc du choix de
la vitesse u̇n et de la nature de la contrainte pn impliquée dans les relations de
complémentarité (3.1.1) – (3.1.4) de la loi de contact unilatérale en vitesse sans
frottement.

Le calcul de cette vitesse u̇n est physiquement motivé par un choix simple qui
consiste à supposer que c’est une moyenne pondérée entre u̇−n et u̇+n :
u̇n = ηu̇−n + (1 − η)u̇+n , où η est un paramètre du matériau caractérisant le
contact. Pour plus de détails sur ce choix, voir [89]. Ainsi, Pour η 6= 0, un choc
binaire entre deux particules rigides implique −u̇+

n

u̇−
n

= η
(1−η) . En identifiant ce
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rapport avec le coefficient de restitution normal du matériau en, nous obtenons
η = en

(1+en)
. Par conséquent, nous définissons :

u̇n =
u̇+n + enu̇

−
n

(1+ en)
(3.1.5)

Par ailleurs, une condition géométrique de non-interpénétrabilité s’ajoute à la
loi de contact unilatérale sans frottement du fait de la rigidité des particules, et
implique une non-régularité temporelle à cause des sauts de vitesse (disconti-
nuité).

3.1.2.2 Loi de frottement de Coulomb

Outre les relations de complémentarité et conditions de persistance et de non-
interpénétrabilité dues à la non-régularité du mouvement de choc entre deux
particules rigides, la loi de frottement de Coulomb [35] s’ajoute à la liste de com-
portements aux contacts complexes. Par définition, cette relation relie la compo-
sante tangentielle de contact (ou force de frottement) pt à la composante tangen-
tielle de vitesse u̇t au point de contact α. La loi de frottement de Coulomb peut
être énoncée en utilisant la forme algorithmique suivante (voir la Figure 4 pour
une représentation graphique) :

pαt 6= 0. (3.1.6)
pαn = 0 =⇒ u̇αn > 0, (Non contact)

pαn > 0 et ||pαt || < µp
α
n =⇒ u̇αt = 0, (Adhérence)

pαn > 0 et ||pαt || = µp
α
n =⇒ ∃β > 0, u̇αt = β

pαt
||pαt ||

(Glissement).

(3.1.7)

Figure 22 : Conditions de Coulomb.
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où µ le coefficient de frottement dynamique. On notera que lorsqu’il y a adhé-
rence, le frottement est dit statique, tandis que lorsqu’il y a glissement, le frotte-
ment est dynamique.

Comme cela a été vu pour la loi de Signorini dans le paragraphe précédent, le
calcul de la vitesse tangentielle u̇t à partir des conditions de frottement suit le
même principe. La force de frottement tangentielle pt représente l’effet moyen
des forces statiques et répulsives relatives au contact pendant un laps de temps
δt. La vitesse tangentielle u̇t est alors une vitesse moyenne (voir [89]). Dans
le même esprit que pour les réactions de contact normales, un modèle simple
cohérent avec la coefficient de restitution tangentiel consiste à définir u̇t de la
façon suivante :

u̇t =
u̇t

+ + etu̇t
−

(1+ et)
(3.1.8)

Dans ce qui suit, deux couples (u̇αn,pαn) et ( ˜̇uα,pα) vérifiant ces ensembles de
conditions pour un noeud de contact potentiel α sont notés comme suit :


contact_law(u̇αn,pαn) = .true.

friction_law( ˜̇uα,pα) = .true.
(3.1.9)

où contact_law(u̇αn,pαn) décrit les conditions de contact unilatérales ((3.1.1) –
(3.1.4)), tandis que friction_law( ˜̇uα,pα) décrit la loi de frottement de Coulomb
((3.1.6) – (3.1.7)).

3.1.3 Gestion des interactions non-régulières NSCD

Comme nous l’avons vu précédemment, le contact entre corps rigides entraîne
une non-régularité en loi entre la force de contact et la vitesse relative locale du
choc à cause du frottement, et une non régularité temporelle à cause des sauts
de vitesse avant et après le choc. La formulation NSCD permet alors de simuler
le comportement complexe de ces corps rigides. Il est alors possible de résoudre,
sur un pas de temps, de nombreux contacts simultanés. Pour cela, deux tâches
principales de calcul sont prévues :

• Au niveau global, une intégration temporelle implicite des équations de
mouvement ;

• Au niveau local, un traitement explicite qui gère l’évolution du réseau de
contact entre les corps rigides.
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Dans cette partie, qui reprend et complète les travaux de Barboteu et Dumont
[15], nous présentons d’abord les équations de mouvement régissant la dyna-
mique multi-contacts des corps rigides, ensuite, nous décrivons les différentes
tâches de calcul relatives à la formulation NSCD afin de proposer un algorithme
général dans lequel les conditions de contact unilatéral et de frottement de Cou-
lomb vues dans (3.1.1) – (3.1.7) sont traitées numériquement.

3.1.3.1 Équations de mouvement

Pour décrire le mouvement d’un système multi-contact entre corps rigides, on in-
troduit des notations spécifiques. Partant du principe qu’une particule P parmi
Np particules est décrite par la position de son centre de gravité et par sa ro-
tation, nous noterons q la coordonnée généralisée décrivant sa position dans
l’espace, (q ∈ Rd̄×Np , où d̄ = 6 pour un problème 3D et d̄ = 3 pour un problème
2D), q̇ sa vitesse généralisée et dq̇ sa différentielle associée. D’après le principe
fondamental de la dynamique, les équations de mouvement formulées en terme
de mesures différentielles peuvent s’écrire comme suit :

Mdq̇+ Fint(t,q, q̇)dt = Fext(t,q, q̇)dt+ dR (3.1.10)

où

• M représente la matrice des masses généralisée,

• Fint et Fext représentent les forces intérieures et extérieures s’exerçant sur
le système,

• dR une mesure réelle non négative représentant les impulsions de contact
entre particules

Pour des raisons de simplicité, seules les forces extérieures seront considérées
pour la suite.

3.1.3.2 Schéma de discrétisation temporelle

Dans une approche de discrétisation temporelle (time stepping scheme), nous consi-
dérons un intervalle de temps pris entre [0, T ] que nous discrétisons en introdui-
sant : tk+1 = tk +∆t pour k = 0, ...,NT − 1 où,

• ∆t = T/NT : le pas de temps

• NT : le nombre de pas de temps

Ensuite, l’équation (3.1.10) est intégrée sur chaque intervalle de temps [tk, tk+1],
et approchée en utilisant un θ-schéma avec θ ∈ [12 , 1] pour des raisons de stabilité
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(voir [81, 91]). Par conséquent, la discrétisation temporelle de l’équation (3.1.10)
donne :


M(q̇k+1 − q̇k) = ∆t(θFk+1 + (1− θ)Fk) +Pk+1,

qk+1 = qk +∆tθq̇k+1 +∆t(1− θ)q̇k.
(3.1.11)

où Pk+1 représente la valeur de l’impulsion totale sur le pas de temps, et Fk
(respectivement Fk+1) est la force extérieure calculée au temps tk (respective-
ment tk+1).
Nous noterons q̇freek = q̇k + M−1∆t(θFk+1 + (1− θ)Fk) la vitesse libre (vitesse
sans impulsions de contact). Par suite, la première équation de (3.1.11) s’écrit :

q̇k+1 = q̇
free
k + M−1Pk+1 (3.1.12)

3.1.3.3 Passage de l’espace des particules à l’espace des contacts

En dynamique des contacts non réguliers NSCD, les impulsions de contact ne
sont pas des fonctions explicites qui définissent l’état d’équilibre du système étu-
dié. Par conséquent, les impulsions et les vitesses doivent être déterminées en
même temps. Comme les lois de contact et de frottement 3.1.9 sont exprimées à
l’aide des variables de contact, nous devons exprimer les équations de mouve-
ment à l’aide de ces mêmes variables.
Un simple passage du repère global au repère local à chaque contact, désigné
par α ∈ [1,Nα] (où Nα est le nombre total de contacts) relatif à un noeud de
contact xα (1 6 α 6 Nα) nous permet d’écrire la loi de contact qui lui est rela-
tive. Comme les vitesses des particules, les vitesses de contact uαn et uαt peuvent
être collectées dans un vecteur colonne u ∈ Rd×Nc (où d = 3 pour un problème
3D et d = 2 pour un problème 2D). De la même manière, les impulsions de
contact pαn et pαt sont représentées par un vecteur p ∈ Rd×Nc . Nous aimerions
donc transformer les équations de la dynamique vues en (3.1.11) de P et q̇ en p
et u̇.

Puisque les vitesses de contact u̇ sont linéaires en vitesses de particules q̇, la
transformation des vitesses est une application affine :

u̇α = H∗(q,α)q̇ (3.1.13)

où u̇α est la vitesse relative locale entre les deux particules en contact Pi et Pj,
H∗(q,α) la matrice dNc × d̄Np contenant essentiellement des informations sur
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la géométrie du réseau de contacts. Une application linéaire similaire relie p à
P :

P = H(q,α)pα (3.1.14)

où pα représente les impulsions au contact α, H(q,α) la matrice d̄Np × dNc
de passage entre les deux repères qui permet de déterminer les variables u̇α

et pα dans le repère local relatif au noeud de contact xα à partir des variables
globales q̇ et Pα.
La matrice H, que nous appellerons plus communément matrice locale-globale
de contact, contient les mêmes informations que H∗ dans un contexte de dualité
ou de symétrie :

H = H∗T (3.1.15)

où H∗T est la transposée de H∗.
On rappelle que pα peut être décomposé en la somme d’une composante nor-
male pαn et d’une composante tangentielle pαt comme suit : pα = pαnn + pαt .
Puisque le changement de repère local-global est calculé pour chaque noeud de
contact α, le passage local-global total permet de calculer toutes les vitesses et
impulsions de contact. On note alors H(q) la matrice de passage locale-globale
totale ou généralisée, pour u̇α et pα dans Rd×Nc (vecteurs composés respective-
ment de toutes les vitesses relatives et impulsions de contact) :


u̇ = H∗(q)q̇,

P = H(q)p.
(3.1.16)

Le schéma récapitulatif de cette transformation des équations de la dynamique
des particules aux équations de transfert est présenté dans la Figure 23.

Figure 23 : Schéma du passage de la dynamique globale des particules à la dynamique
locale relative aux contacts.
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En combinant les équations (3.1.12) et (3.1.16), la discrétisation du mouvement
d’un système multi-contacts entre corps rigides peut s’écrire comme suit :



˜̇uk+1 = ˜̇ufreek + Wpk+1,

contact_law( ˜̇uαn,k+1,pαn,k+1) = .true. ∀α ∈ [1, ...,Nα],

friction_law( ˜̇uαk+1,pαk+1) = .true. ∀α ∈ [1, ...,Nα].

(3.1.17)

où W = H∗M−1H est l’opérateur de Delassus, et ˜̇ufreek = H∗q̇freek est la
vitesse libre relative sans contact. On notera que la loi de choc de Newton est
également considérée dans la première équation de (3.1.17) (voir [79]), qui mo-
difie u̇k et u̇freek en ˜̇uk et ˜̇ufreek respectivement. Les deux dernières équations
de (3.1.17) représentent les lois de contact et de frottement implicite exprimées
à l’aide des variables locales relatives au contact α et qui sont dans notre cas les
conditions classiques des lois de Signorini et de Coulomb avec pαt 6= 0.

3.1.4 Algorithme général de résolution NSCD : Méthode de Gauss-Seidel non-
linéaire (NLGS)

3.1.4.1 Description de l’algorithme

Ce paragraphe est consacré à la description détaillée de l’algorithme utilisé au
niveau global pour résoudre les problèmes de contact dynamique multi-corps
rigides. Selon Jean et Moreau (voir [58, 61, 79]), nous utilisons l’algorithme NLGS
qui consiste à considérer successivement chaque contact jusqu’à la convergence.
Le schéma temporel pas à pas combiné à l’algorithme NLGS prend la forme
suivante :

• Boucle sur le pas de temps k

– Prédiction d’une position intermédiaire (pour le changement de re-
père local-global) :

qk+ 1
2
= qk +

∆t

2
q̇k; (3.1.18)

– Initialisation du mouvement : q̇0k+1 = q̇freek (initialisation des impul-
sions de contact avec P = 0).

– Boucle sur j > 0 (NLGS), jusqu’à convergence

* Boucle sur les contacts α :

· Calcul du changement de repère local-global

u̇− = H∗(qk+ 1
2
,α)q̇k ; (3.1.19)
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u̇α,j,+ = H∗(qk+ 1
2
,α)q̇jk+1 (3.1.20)

· Loi de choc de Newton (Formalisme de Moreau exprimé en
vitesse)

˜̇uα,j+1
n =

u̇
α,j,+
n + enu̇

−
n

1+ en
; (3.1.21)

˜̇uα,j+1
t =

u̇α,j,+
t + etu̇−

t

1+ et
(3.1.22)

· Calcul de la loi de contact et frottement :
contact_law( ˜̇uα,j+1

n ,pα,j+1
n ) = .true.

friction_law( ˜̇uα,j+1,pα,j+1) = .true.
(3.1.23)

· Actualisation des vitesses globales :

q̇j+1k+1 = q̇jk+1 + M−1P(qk+ 1
2
,α)pα,j+1 (3.1.24)

* Fin de la boucle sur les contacts α.

– Fin de la boucle sur j (NLGS). Lorsque la convergence est atteinte,
actualisation des vitesses : q̇k+1 = q̇j+1k+1

– Actualisation des déplacements généralisés : qk+1 = qk+ 1
2
+ ∆t

2 q̇k+1

• Fin de la boucle en temps k.

3.1.5 Résolution numérique des problèmes multi-contacts

Nous avons vu dans le paragraphe précédent que la formulation d’un problème
en dynamique des contacts non-réguliers est décrite en terme :

• d’équations discrétisées de la dynamique pour chaque corps rigides au
niveau global (3.1.12),

• de lois de contact exprimées au niveau local pour chaque contact α (3.1.17),

• de changement de repère local-global à l’aide des matrices de contact H et
H∗.

Par une suite de transformations algébriques, on condense de manière expli-
cite les équations discrétisées de la dynamique (3.1.12) pour ainsi obtenir un
système local à résoudre pour chaque contact α (voir système 3.1.17).
Une fois le problème formulé, il s’agit de le résoudre numériquement par une
méthode adéquate.
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3.1.5.1 Problème global

Comme cela a été évoqué précédemment, la formulation NSCD repose sur une
première tâche de calcul au niveau global qui consiste à intégrer de manière
implicite sur chaque pas de temps les équations de mouvement, et ce, afin de
résoudre les contacts de manière simultanée. Suivant les idées de Jean et Mo-
reau (voir [58, 61, 79]), l’approche NSCD classique repose sur un algorithme de
Gauss-Seidel non-linéaire (NLGS). La méthode de résolution est comparable à
un algorithme de Gauss-Seidel :

• pour chaque contact α on résout en fixant les contributions des autres
contacts (β 6= α),

• la résolution du problème (lois de contact et de frottement) fait l’objet d’un
traitement local explicite non-linéaire qui gère l’évolution du réseau de
contacts entre les corps rigides,

• On effectue le nombre d’itérations NLGS, où on passe en revue tous les
contacts jusqu’à la convergence.

3.1.5.2 Problème local

Le problème local, consacré à la résolution de la loi de contact et frottement en
tenant compte de la loi de Newton au niveau local, consiste à déterminer numé-
riquement les impulsions de contacts locales (voir système (3.1.17). Dans le cas
des systèmes multi-corps rigides, les conditions de contact formulées en vitesse
(3.1.1) – (3.1.4) sont toujours utilisées et relient les impulsions de contacts aux
vitesses. Dans cette perspective, il s’agit de prédire les vitesses des corps et les
impulsions de contact agissant sur les contacts simultanés. En d’autres termes, il
s’agit de trouver les couples ( ˜̇uαn,pαn) et ( ˜̇uαt ,pαt ) pour lesquels la loi de contact
et frottement sont vraies.
Dans la littérature, deux méthodes numériques classiques ont été développées
afin de résoudre les problèmes de contacts NSCD avec frottement, la méthode du
Lagrangien augmenté standard (voir [7]), combinée à une méthode de Newton
généralisée pour résoudre des équations non différentiables résultant de pro-
blèmes de contact avec frottements, et la méthode du bi-potentiel amélioré, in-
troduite par Saxcé et Feng dans [33] et [44]. En ce qui nous concerne, l’approche
Active Set pour la résolution de problèmes multi-contacts, initiée en milieu défor-
mable, et introduite dans le chapitre précédent fera l’objet d’une étude détaillée
en milieu multi-corps rigides dans la suite de ce manuscrit.

3.1.5.3 Stratégie de résolution

La formulation NSCD décrite par l’algorithme vu en 3.1.4.1, couplée au sol-
veur itératif NLGS, permet d’examiner successivement tous les contacts jusqu’à
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convergence, chaque contact étant traité séparément en utilisant le formalisme
numérique PDAS pour calculer les impulsions de contact locales sur chaque en-
semble de contacts dit "Actif". La Figure 24 est une schématisation de la stratégie
de résolution d’un problème de contact dynamique multi-corps rigides :

Figure 24 : Stratégie de résolution d’un problème de contact dynamique multi-corps
rigides.

3.2 méthode primal-dual active set pour la nscd

3.2.1 Active Set et dynamique non-régulière

Dans le cadre de la résolution des contacts dynamiques non-réguliers NSCD
entre corps rigides, nous avons vu précédemment tout l’intérêt de la formula-
tion NSCD pour la simulation du comportement dynamique d’une collection de
corps rigides telle que les milieux granulaires. Basée essentiellement sur deux
tâches principales de calcul, le niveau global permet de résoudre les équations
de mouvement, tandis que le niveau local est consacré à la résolution de contact.
Et c’est à ce niveau de calcul qu’interviennent les méthodes PDAS qui, par un
traitement numérique de chaque condition de contact, permettent de résoudre
les lois de contact et de frottement décrivant la dynamique de ces milieux dis-
crets. Ce paragraphe est donc consacré au traitement numérique des conditions
de contact par une méthode PDAS dans le cadre d’un problème de contact dy-
namique multi-corps rigides.
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3.2.2 Approche de Newton semi-régulière

3.2.2.1 Fonction de complémentarité de contact

Les conditions de contacts de Signorini en vitesse (3.1.2)–(3.1.4) sont représentées
par la fonction de complémentarité non-linéaire suivante

Cpn(u̇
α
n,pαn) = p

α
n − [pαn − γnu̇

α
n]+ ∀α ∈ S. (3.2.1)

où S est l’ensemble de tous les noeuds de contact potentiels et γn le paramètre
normal de l’ensemble actif. Nous allons à présent prouver ce résultat.

Proposition 3. Soit γn > 0, les conditions de contact unilatéral exprimées en vitesse
(3.1.2)–(3.1.4) pour chaque contact α de l’ensemble des noeuds S sont équivalentes à
C
p
n(u̇

α
n,pαn) = 0, où pαn représente l’impulsion de contact normale entre deux corps

rigides.

Preuve. Supposons que (3.1.2)–(3.1.4) soient vraies. Nous considérons successi-
vement les cas u̇αn > 0 et u̇αn = 0. Premièrement, si u̇αn > 0, la condition u̇αnpαn = 0

implique que pαn = 0. Par suite,

Cpn(u̇
α
n,pαn) = −[−γnu̇

α
n]+ = 0,

puisque γn > 0. Nous supposons maintenant que u̇αn = 0 et pαn > 0 ; par consé-
quent

Cpn(u̇
α
n,pαn) = p

α
n − [pαn]+ = 0.

Inversement, nous supposons maintenant que C
p
n(u̇

α
n,pαn) = 0 est vraie ; cela

implique que pαn > 0. Donc, si pαn = 0, nous avons

Cpn(u̇
α
n,pαn) = −[−γnu̇

α
n]+ = 0,

qui conduit à u̇αn > 0, puisque γn > 0. Finalement, si pαn > 0, nous pouvons
écrire

Cpn(u̇
α
n,pαn) = p

α
n − [pαn − γnu̇

α
n]+ = 0 =⇒ pαn = pαn − γnu̇

α
n

et puisque γn > 0, cela implique que u̇αn = 0, ce qui conclut la preuve. Une
preuve similaire est disponible dans [15].

3.2.2.2 Fonction de complémentarité de frottement

Les conditions de frottement de Coulomb (3.1.7) sont représentées par la fonction
complémentarité non-linéaire suivante (pour tout α ∈ S)

C
p
t (u̇

α
n, u̇αt ,pαn,pαt ) = max (µpαn, ||pαt − γtu̇

α
t ||)p

α
t − µpαn(p

α
t − γtu̇

α
t ).

(3.2.2)
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où S est l’ensemble de tous les noeuds de contact potentiels, et γt le paramètre
tangentiel Active Set. Nous allons, comme pour la fonction de complémentarité
de contact vu précédemment, prouver ce résultat.

Proposition 4. Soit γt > 0, les conditions de frottement de Coulomb (3.1.7) pour
chaque contact α de l’ensemble des noeuds S sont équivalentes à C

p
t (u̇

α
n, u̇αt ,pαn,pαt ) =

0, où pαt est l’impulsion de contact tangentiel entre deux corps rigides.

Preuve. Nous allons supposer que (3.1.7) est vrai. Nous considérons successi-
vement les cas pαn = 0 et pαn > 0. Premièrement, si pαn = 0, cela implique que
u̇αn > 0, et par suite,

C
p
t (u̇

α
n, u̇αt ,pαn,pαt ) = ||pαt − γtu̇

α
t ||p

α
t ,

Puisqu’il n’y a pas de contact, pαt = 0. Finalement, Cpt (u̇
α
n, u̇αt ,pαn,pαt ) = 0.

Nous supposons à présent que pαn > 0 et ||pαt || < µp
α
n ; cela implique que u̇αt = 0.

Puisque γt > 0, nous avons

C
p
t (u̇

α
n, u̇αt ,pαn,pαt ) = max (µpαn, ||pαt ||)p

α
t − µpαnp

α
t ,

Alors,

C
p
t (u̇

α
n, u̇αt ,pαn,pαt ) = µp

α
np
α
t − µpαnp

α
t = 0.

Nous supposons maintenant que pαn > 0, ||pαt || = µp
α
n et u̇αt = β

pαt
||pαt ||

avec β > 0 ;
par conséquent

C
p
t (u̇

α
n, u̇αt ,pαn,pαt ) = max (µpαn, ||pαt − γtβ

pαt
||µpαn||

||)pαt −µp
α
n(p

α
t −γtβ

pαt
||µpαn||

) = 0.

Inversement, nous supposons maintenant que C
p
t (u̇

α
n, u̇αt ,pαn,pαt ) = 0 est vraie ;

selon la valeur de pαt et u̇αt , nous obtenons

µpαn = max (µpαn, ||pαt − γtu̇
α
t ||), (3.2.3)

||pαt − γtu̇
α
t || = max (µpαn, ||pαt − γtu̇

α
t ||), (3.2.4)

En combinant (3.2.2) et (3.2.3), nous obtenons

µpαnp
α
t − µpαnp

α
t + µγtp

α
nu̇
α
t = 0,

ce qui signifie que pαnu̇
α
t = 0, puisque γn > 0 et µ > 0. Si pαn = 0, la condition

(3.1.4) implique que u̇αn > 0. Sinon, pαn > 0, u̇
α
t = 0 et à partir de (3.2.3), µpαn >

||pαt ||.
Enfin, en combinant (3.2.2) et (3.2.4) nous obtenons

||pαt − γtu̇
α
t ||p

α
t − µpαnp

α
t + µγtp

α
nu̇
α
t = 0.

Il est évident que

pαt =
µγtp

α
n

µpαn − ||pαt − γtu̇
α
t ||
u̇αt ,

soit β = µγtp
α
n

µpαn−||pαt −γtu̇
α
t ||

. Si pαn > 0 et ||pαt || = µpαn, cela implique que u̇αn > 0,
puisque γn > 0, ce qui conclut cette preuve.
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3.2.2.3 Dérivée généralisée des fonctions de complémentarité

A présent, nous allons fournir la dérivée généralisée des fonctions de complé-
mentarité dans les cas sans contact (Gap case), adhérence (Stick case) et glisse-
ment (Slip case).
• Gap case : pαn − γnu̇

α
n 6 0

D’après les fonctions de complémentarité
C
p
n(u̇

α
n,pαn) = pαn et Cpt (u̇

α
n, u̇αt ,pαn,pαt ) = ‖pαt − γtu̇

α
t ‖pαt , nous avons les diffé-

rentielles suivantes

du̇αnC
p
n = 0, (3.2.5)

dpαnC
p
n = dpαn, (3.2.6)

du̇αnC
p
t = 0, (3.2.7)

du̇αt C
p
t = −γtp

α
t

(pαt − γtu̇
α
t )
T

‖pαt − γtu̇
α
t ‖
du̇αt = 0, (3.2.8)

dpαnC
p
t = 0, (3.2.9)

dpαt C
p
t =

(
pαt

(pαt − γtu̇
α
t )
T

‖pαt − γtu̇
α
t ‖

+ ‖pαt − γtu̇
α
t ‖I2

)
dpαt . (3.2.10)

• Stick case : µpαn > ‖pαt − γtu̇
α
t ‖ > 0

Compte tenu des fonctions de complémentarité
C
p
n(u̇

α
n,pαn) = γnu̇αn et Cpt (u̇

α
n, u̇αt ,pαn,pαt ) = µγtp

α
nu̇
α
t , nous avons

du̇αnC
p
n = γndu̇

α
n, (3.2.11)

dpαnC
p
n = 0, (3.2.12)

du̇αnC
p
t = 0, (3.2.13)

du̇αt C
p
t = µγtp

α
ndu̇

α
t , (3.2.14)

dpαnC
p
t = µγtu̇

α
t dp

α
n, (3.2.15)

dpαt C
p
t = 0. (3.2.16)

• Slip case : ‖pαt − γtu̇
α
t ‖ > µpαn > 0

A partir de
C
p
n(u̇

α
n,pαn) = γnu̇αn et Cpt (u̇

α
n, u̇αt ,pαn,pαt ) = ‖pαt − γtu̇

α
t ‖pαt − µpαn(p

α
t − γtu̇

α
t ),

nous avons

du̇αnC
p
n = γndu̇

α
n, (3.2.17)

dpαnC
p
n = 0, (3.2.18)

du̇αnC
p
t = 0, (3.2.19)

du̇αt C
p
t =

(
− γtp

α
t

(pαt − γtu̇
α
t )
T

‖pαt − γtu̇
α
t ‖

+ µγtp
α
nI2

)
du̇αt , (3.2.20)

dpαnC
p
t = −µ(pαt − γtu̇

α
t )dp

α
n, (3.2.21)

dpαt C
p
t =

(
pαt

(pαt − γtu̇
α
t )
T

‖pαt − γtu̇
α
t ‖

+ ‖pαt − γtu̇
α
t ‖I2 − µpαnI2

)
dpαt . (3.2.22)
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En combinant (3.2.5)–(3.2.22), avec DC
p
n

et DC
p
t

la dérivée généralisée de C
p
n et

C
p
t , respectivement, nous obtenons

DC
p
n
(u̇αn,pαn)(δu̇

α
n, δpαn) = γn(1Stick + 1Slip)δu̇

α
n + 1Gapδp

α
n, (3.2.23)

DC
p
t
(u̇αn, u̇αt ,pαn,pαt )(δu̇

α
n, δu̇αt , δpαn, δpαt ) = 1Gap‖pαt − γtu̇

α
t ‖δpαt (3.2.24)

+ 1Stick

(
µγtp

α
nδu̇

α
t + µγtu̇

α
t δp

α
n

)
+ 1Slip

((
− γtp

α
t

(pαt − γtu̇
α
t )
T

‖pαt − γtu̇
α
t ‖

+ µγtp
α
nI2

)
δu̇αt − µ(pαt − γtu̇

α
t )δp

α
n

+
(
pαt

(pαt − γtu̇
α
t )
T

‖pαt − γtu̇
α
t ‖

+ ‖pαt − γtu̇
α
t ‖I2 − µpαnI2

)
δpαt

)
où

1Gap = 1, 1Stick = 0, 1Slip = 0 if pαn − γnu̇
α
n 6 0,

1Gap = 0, 1Stick = 1, 1Slip = 0 if µpαn > ‖pαt − γtu̇
α
t ‖ > 0,

1Gap = 0, 1Stick = 0, 1Slip = 1 if ‖pαt − γtu̇
α
t ‖ > µpαn > 0.

3.2.2.4 Conditions de points fixes issues de l’approche semi-régulière de Newton

En utilisant maintenant le formalisme de Newton semi-régulier à l’itération non-
linéaire courante (u̇

α,(k)
n , u̇α,(k)

t ,pα,(k)
n ,pα,(k)

t ), nous pouvons en déduire les ex-
pressions des itérées à l’itération non-linéaire suivante
(u̇
α,(k+1)
n , u̇α,(k+1)

t ,pα,(k+1)
n ,pα,(k+1)

t )

DC
p
n
(u̇
α,(k)
n ,pα,(k)

n )(δu̇
α,(k+1)
n , δpα,(k+1)

n ) = −Cpn(u̇
α,(k)
n ,pα,(k)

n ), (3.2.25)

DC
p
t
(u̇
α,(k)
n , u̇α,(k)

t ,pα,(k)
n ,pα,(k)

t )(δu̇
α,(k+1)
n , δu̇α,(k+1)

t , δpα,(k+1)
n , δpα,(k+1)

t )

(3.2.26)

= −C
p
t (u̇

α,(k)
n , u̇α,(k)

t ,pα,(k)
n ,pα,(k)

t ),

(u̇
α,(k+1)
n , u̇α,(k+1)

t ,pα,(k+1)
n ,pα,(k+1)

t ) (3.2.27)

= (u̇
α,(k)
n , u̇α,(k)

t ,pα,(k)
n ,pα,(k)

t ) + (δu̇
α,(k+1)
n , δu̇α,(k+1)

t , δpα,(k+1)
n , δpα,(k+1)

t ).

• Gap case : 1Gap = 1, 1Stick = 0, 1Slip = 0

A partir des équations (3.2.25) et (3.2.26) nous avons

p
α,(k+1)
n − p

α,(k)
n = −p

α,(k)
n , (3.2.28)

‖pα,(k)
t − γtu̇

α,(k)
t ‖(pα,(k+1)

t −p
α,(k)
t ) = −‖pα,(k)

t − γtu̇
α,(k)
t ‖pα,(k)

t .
(3.2.29)
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Par suite, les conditions de contact du formalisme de Newton semi-régulier à
imposer dans le cas sans contact (Gap case) sont comme suit

p
α,(k+1)
n = 0, (3.2.30)

p
α,(k+1)
t = 0, (3.2.31)

puisque ‖pα,(k)
t − γtu̇

α,(k)
t ‖ > 0.

• Stick case : 1Gap = 0, 1Stick = 1, 1Slip = 0

A partir des équations (3.2.25) and (3.2.26) nous avons

γn(u̇
α,(k+1)
n − u̇

α,(k)
n ) = −γnu̇

α,(k)
n , (3.2.32)

µγtp
α,(k)
n (u̇

α,(k+1)
t − u̇

α,(k)
t ) + µγtu̇

α,(k)
t (p

α,(k+1)
n − p

α,(k)
n ) (3.2.33)

= −µγtp
α,(k)
n u̇

α,(k)
t .

Ensuite,

u̇
α,(k+1)
n = 0, (3.2.34)

u̇
α,(k+1)
t − u̇

α,(k)
t = −u̇

α,(k)
t

p
α,(k+1)
n

p
α,(k)
n

. (3.2.35)

Pour un noeud de contact donné α, comme on ne peut pas imposer un dépla-
cement au niveau local, on transforme le déplacement imposé en une impulsion
imposée via le principe fondamental de la dynamique comme suit :

u̇α = u̇α,free +Wααpα +
∑
β 6=α

Wβαpβ, (3.2.36)

à partir de (3.2.27), nous avons
δu̇α,(k+1) = u̇α,(k+1) − u̇α,(k),

δpα,(k+1) = pα,(k+1) −pα,(k),
(3.2.37)

en utilisant (3.4.7), nous pouvons écrire

δu̇α,(k+1) = Wααδpα,(k+1), (3.2.38)

et plus particulièrement,

δu̇
α,(k+1)
t = Wαα

tt δp
α,(k+1)
t , (3.2.39)

par suite,

u̇
α,(k+1)
t − u̇

α,(k)
t = Wαα

tt (p
α,(k+1)
t −p

α,(k)
t ). (3.2.40)
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En combinant (3.2.35) et (3.2.40), nous obtenons

− u̇
α,(k)
t

p
α,(k+1)
n

p
α,(k)
n

= Wαα
tt (p

α,(k+1)
t −p

α,(k)
t ). (3.2.41)

Finalement, les conditions de contact et frottement du formalisme de Newton
semi-régulier à imposer dans le cas où le contact est adhérent (Stick case) s’écrivent
de la façon suivante

u̇
α,(k+1)
n = 0, (3.2.42)

p
α,(k+1)
t +

p
α,(k+1)
n

p
α,(k)
n

u̇
α,(k)
t

Wαα
tt

= p
α,(k)
t . (3.2.43)

• Slip case : 1Gap = 0, 1Stick = 0, 1Slip = 1

Pour Cpn, nous obtenons cette fois-ci

u̇
α,(k+1)
n = 0. (3.2.44)

Pour Cpt , nous avons

(
− γtp

α,(k)
t

(p
α,(k)
t − γtu̇

α,(k)
t )T

‖pα,(k)
t − γtu̇

α,(k)
t ‖

+ µγtp
α,(k)
n I2

)
(u̇
α,(k+1)
t − u̇

α,(k)
t )

(3.2.45)

− µ(p
α,(k)
t − γtu̇

α,(k)
t )(p

α,(k+1)
n − p

α,(k)
n )

+
(
p
α,(k)
t

(p
α,(k)
t − γtu̇

α,(k)
t )T

‖pα,(k)
t − γtu̇

α,(k)
t ‖

+ ‖pα,(k)
t − γtu̇

α,(k)
t ‖I2

)
− µp

α,(k)
n I2

(p
α,(k+1)
t −p

α,(k)
t ) = −‖pα,(k)

t − γtu̇
α,(k)
t ‖pα,(k)

t

+ µp
α,(k)
n (p

α,(k)
t − γtu̇

α,(k)
t ).

Pour rappel,

F(k) = p
α,(k)
t

(p
α,(k)
t − γtu̇

α,(k)
t )T

‖pα,(k)
t − γtu̇

α,(k)
t ‖

,

E(k) =
1

‖pα,(k)
t − γtu̇

α,(k)
t ‖

.

Par suite, après un calcul élémentaire

− γtE
(k)
(
F(k) − µp

α,(k)
n I2

)
(u̇
α,(k+1)
t − u̇

α,(k)
t )

− µE(k)(p
α,(k)
t − γtu̇

α,(k)
t )p

α,(k+1)
n

+
(
E(k)(F(k) − µp

α,(k)
n I2) + I2

)
p
α,(k+1)
t − E(k)

(
F(k) − µp

α,(k)
n I2

)
p
α,(k)
t

= 0.
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Maintenant, soit

M
∗(k)
α = E(k)(F(k) − µp

α,(k)
n I2),

h
(k)
α = E(k)F(k)

(
p
α,(k)
t − γtu̇

α,(k)
t

)
= p

α,(k)
t .

Alors

− γtM
∗(k)
α u̇

α,(k+1)
t − µE(k)(p

α,(k)
t − γtu̇

α,(k)
t )p

α,(k+1)
n

+
(
I2 +M

∗(k)
α

)
p
α,(k+1)
t

= h
(k)
α − µE(k)(p

α,(k)
t − γtu̇

α,(k)
t )p

α,(k)
n .

Afin de simplifier encore plus les notations, nous introduisons les opérateurs
suivants :

L
∗(k)
α = −γt(I2 +M

∗(k)
α )−1M

∗(k)
α ,

r
∗(k)
α = (I2 +M

∗(k)
α )−1h

(k)
α ,

v
(k)
α = µ(I2 +M

∗(k)
α )−1E(k)(p

α,(k)
t − γtu̇

α,(k)
t ).

Et, enfin

L
∗(k)
α u̇

α,(k+1)
t − v

(k)
α p

α,(k+1)
n +p

α,(k+1)
t = r

∗(k)
α − v

(k)
α p

α,(k)
n .

Pour ce problème spécifique, et dans le cas bidimensionnel, nous pouvons ob-
tenir une version équivalente simplifiée de l’algorithme. Soit D

slip

C
p
t

la dérivée
généralisée de C

p
t dans le cas où le contact est glissant

D
slip

C
p
t

(u̇αt ,pαt )(δu̇
α
t , δpαt ) = p

α
t

(pαt − γtu̇
α
t )
T

‖pαt − γtu̇
α
t ‖

(δpαt − δu̇αt ) (3.2.46)

− µpαn(δp
α
t − γtu̇

α
t ) + ‖pαt − γtu̇

α
t ‖δpαt .

En notant t, le vecteur de glissement unitaire, nous avons

pαt = µpαnτ, (3.2.47)

(pαt − γtu̇
α
t )

‖pαt − γtu̇
α
t ‖

= t, (3.2.48)

δpαt − γtu̇
α
t = ηt. (3.2.49)

En combinant (3.2.46)–(3.2.49), nous obtenons

D
slip

C
p
t

(u̇αt ,pαt )(δu̇
α
t , δpαt ) = µp

α
nη(tt

T − I2)t + ‖p¸
t − ‚tu̇

¸
t‖‹p

¸
t. (3.2.50)

Puisque ttT + nnT = I2 dans le cas 2D, nous avons (ttT − I2)t = nnTt = 0. En
utilisant (3.2.26), nous obtenons

‖pα,(k)
t − γtu̇

α,(k)
t ‖(pα,(k+1)

t −p
α,(k)
t ) (3.2.51)

= −‖pα,(k)
t − γtu̇

α,(k)
t ‖pα,(k)

t + µp
α,(k)
n (p

α,(k)
t − γtu̇

α,(k)
t ),
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Par suite, (3.2.51) s’écrit

p
α,(k+1)
t = µp

α,(k)
n

p
α,(k)
t − γtu̇

α,(k)
t

‖pα,(k)
t − γtu̇

α,(k)
t ‖

. (3.2.52)

Finalement, les conditions de contact et frottement du formalisme de Newton
semi-régulier à imposer dans le cas où le contact est glissant en 2D sont les
suivants

u̇
α,(k+1)
n = 0, (3.2.53)

p
α,(k+1)
t = µp

α,(k)
n

p
α,(k)
t − γtu̇

α,(k)
t

‖pα,(k)
t − γtu̇

α,(k)
t ‖

. (3.2.54)

3.3 algorithmes numériques de l’approche primal-
dual active set

Cette section est consacrée au traitement numérique des conditions de contact à
l’aide de l’approche Primal-Dual Active Set (PDAS) dans le cadre de problèmes
de contact dynamique multi-corps rigides. Après avoir défini les sous-ensembles
actifs et inactifs de tous les noeuds actuellement en contact, nous calculons
les conditions de contact sur chaque sous-ensemble en termes d’impulsions de
contact uniquement, en utilisant les équations de mouvement locales (3.1.17)
sous la forme (3.2.1) et (3.2.2).

3.3.1 Méthode "Exact Primal-Dual Active Set" (EPDAS)

Nous notons par S l’ensemble des contacts entre entre corps rigides du matériau
granulaire et α un noeud de contact potentiel entre deux particules appartenant
à S. Les conditions de contact et frottement (3.1.2) - (3.1.7) sont réalisées en appli-
quant une stratégie d’ensemble actif qui dérive directement du calcul du point
fixe sur les fonctions de complémentarité non-linéaires C

p
n et Cpt décrit dans la

section 3.2.2.4 basé sur le schéma semi-régulier de Newton. Les ensembles dits
"actifs" et "inactifs" sont définis comme suit :

Aj+1n = {α ∈ S : pα,j
n − γnu̇

α,j
n > 0},

Ij+1n = {α ∈ S : pα,j
n − γnu̇

α,j
n 6 0},

A
j+1
t = {α ∈ S : ‖pα,j

t − γtu̇
α,j
t ‖− µp

α,j
n > 0},

I
j+1
t = {α ∈ S : ‖pα,j

t − γtu̇
α,j
t ‖− µp

α,j
n 6 0}.

Le statut d’un contact potentiel α donné à l’itération non-linéaire j dépend de
l’ensemble auquel il appartient. D’après les calculs établis dans la section 3.2.2.3
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et 3.2.2.4, s’il n’y a aucun contact, nous sommes dans le cas avec espacement
(Gap case). Si en revanche il y a contact, soit son statut est adhérant (Stick case)
ou bien alors glissant (Slip case). Ci-après, l’étape relative au calcul numérique
de l’impulsion de contact locale à l’intérieur de la boucle d’itération NLGS d’in-
dice j conduit à l’algorithme PDAS suivant.

(i) Choisir (u̇(0),p(0)), γn > 0, γt > 0 et fixer j = 0.
(ii) Fixer les ensembles actifs et inactifs :

Aj+1n = {α ∈ S : pα,j
n − γnu̇

α,j
n > 0},

Ij+1n = S \ Aj+1n ,

A
j+1
t = {α ∈ S : ‖pα,j

t − γtu̇
α,j
t ‖− µp

α,j
n > 0},

I
j+1
t = S \ A

j+1
t .

(iii) Trouver (u̇(j+1),p(j+1)) tels que

p
α,j+1
n = 0, pα,j+1

t = 0 pour tout α ∈ I
j+1
n , (3.3.1)

u̇
α,j+1
n = 0 pour tout α ∈ A

j+1
n , (3.3.2)

pα,j+1
t = µpα,j

n
p
α,j
t −γtu̇

α,j
t

‖pα,j
t −γtu̇

α,j
t ‖

pour tout α ∈ A
j+1
t ∩Aj+1n , (3.3.3)

pα,j+1
t +

p
α,j+1
n

p
α,j
n

u̇
α,j
t

Wtt
= pα,j

t pour tout α ∈ I
j+1
t ∩Aj+1n . (3.3.4)

(iv) Si ‖(u̇j+1,pj+1) − (u̇j,pj)‖ 6 ε, Aj+1n = A
j
n et Aj+1t = A

j
t stop, sinon

retourner à (ii).

3.3.2 Méthode "Iterative Primal-Dual Active Set" (IPDAS)

Puisque (3.3.4) peut mener à des instabilités numériques lorsque pα,j
n est très

petit, nous présentons une variante de la précédente méthode. En approchant

p
α,j+1
n par pα,j

n , nous obtenons à partir de (3.3.4) l’expression pα,j+1
t +

u̇
α,j
t

Wtt
=

pα,j
t .

Ci-après, l’étape relative au calcul numérique de l’impulsion de contact locale à
l’intérieur de la boucle d’itération NLGS d’indice j conduit à l’algorithme PDAS
suivant :

(i) Choisir (u̇(0),p(0)), γn > 0, γt > 0 et fixer j = 0.
(ii) Fixer les ensembles actifs et inactifs :

Aj+1n = {α ∈ S : pα,j
n − γnu̇

α,j
n > 0},

Ij+1n = S \ Aj+1n ,

A
j+1
t = {α ∈ S : ‖pα,j

t − γtu̇
α,j
t ‖− µp

α,j
n > 0},

I
j+1
t = S \ A

j+1
t .
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(iii) Trouver (u̇j+1,pj+1) tels que

p
α,j+1
n = 0, pα,j+1

t = 0 pour tout α ∈ I
j+1
n , (3.3.5)

u̇
α,j+1
n = 0 pour tout α ∈ A

j+1
n , (3.3.6)

pα,j+1
t = µpα,j

n
p
α,j
t −γtu̇

α,j
t

‖pα,j
t −γtu̇

α,j
t ‖

pour tout α ∈ A
j+1
t ∩Aj+1n , (3.3.7)

pα,j+1
t = pα,j

t −
u̇
α,j
t

Wtt
pour tout α ∈ I

j+1
t ∩Aj+1n . (3.3.8)

(iv) Si ‖(u̇j+1,pj+1) − (u̇j,pj)‖ 6 ε, Aj+1n = A
j
n and A

j+1
t = A

j
t stop,

sinon retourner à (ii).

Enfin, il est important de souligner une des caractéristiques propre aux mé-
thodes PDAS, qui est d’imposer directement et exactement les conditions de
contact calculées par le procédé itératif de Newton semi-régulier.

Remarque 1 : On notera également qu’une seule itération Active set est effectuée pour
chaque contact à chaque itération globale de la boucle NLGS, contrairement à d’autres
méthodes. Ce choix s’appuie sur la constatation qu’on a faite et qui est que la méthode
NLGS converge beaucoup plus lentement que la méthode Active Set.

Remarque 2 : Les solutions numériques des méthodes "Exact" et "Iterative" sont ob-
tenues à chaque pas de temps lorsque la convergence de la méthode NLGS est atteinte.
En d’autres termes, lorsque les impulsions de contact sont calculées sur chaque noeud
de contact au pas de temps courant, un critère d’arrêt est utilisé pour sortir de la boucle
non-linéaire. Ce critère peut être énoncé comme suit :

max
α

|δpαn|+ max
α

|δpt
α| < εNLGS (3.3.9)

où :

• δpαn représente la différence entre l’impulsion de contact normale calculée à la fin
de la boucle sur les itérations non-linéaires et l’impulsion de contact normale à
l’itération non-linéaire courante ;

• δpt
α représente la différence entre l’impulsion de contact tangentielle calculée à

la fin de la boucle sur les itérations non-linéaires et l’impulsion de contact tangen-
tielle à l’itération non-linéaire courante.
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3.4 cas-tests de validation : contact sans frot-
tement

Dans cette section, nous allons présenter quelques simulations réalisées sur des
cas-tests académiques afin de vérifier la validité des résultats numériques ob-
tenus par la méthode Primal-Dual Active Set (PDAS) sans frottement, résultats
que nous comparerons avec deux autres méthodes bien connues et robustes pour
calculer les impulsions locales de contact. Ce sont des méthodes basées sur les
travaux d’Alart et Curnier (Standard Augmented Lagrangian (SAL)), Saxcé et
Feng (Standard Bi-Potential (SBP)) et une amélioration de la méthode du bi-
potentiel (IBP, voir [43]), ce qui nous permettra d’évaluer les propriétés de la
méthode PDAS. Pour plus de détails sur ces méthodes, voir [39]. Enfin, certains
cas-tests de contact sans frottement donneront lieu à des comparaisons entre les
résultats numériques et les solutions analytiques. Notons que tous les problèmes
présentés dans cette partie sont bidimensionnels.

3.4.1 Collision frontale entre 2 particules

3.4.1.1 Description du cas-test

On se propose d’étudier dans cette partie un premier cas-test académique d’une
collision frontale entre 2 particules rigides P1 et P2, en faisant varier plusieurs
paramètres physiques tels que la taille, la masse et la vitesse des particules. Nous
faisons l’hypothèse que les 2 corps rigides sont ponctuels et sans mouvement de
rotation sur eux mêmes. 3 configurations de collision frontale sont alors considé-
rées :

• Configuration 1 : 2 particules de masses, rayons et vitesses identiques (Fi-
gure 25) ;

• Configuration 2 : 2 particules de masses, rayons identiques et vitesses dif-
férentes (Figure 26) ;

• Configuration 3 : 2 particules de masses, rayons et vitesses différents (Fi-
gure 27) ;

Pour chaque configuration, nous vérifions d’une part la conservation de la
quantité de mouvement du système (dont l’expression analytique est donnée
par la formule suivante : m1v1 +m2v2 = m1v1

′
+m2v2

′
, où v1 et v2 (resp.

v1
′

et v2
′
) les vitesses avant (resp. après) le choc), en comparant les vitesses

numériques des 2 particules avant et après le choc avec les vitesses analytiques,
puis nous déterminons l’énergie cinétique du système. Les paramètres physiques
et numériques relatifs sont entièrement décrits dans les Tables ci-dessous.

88



3.4.1.2 Masses, rayons et vitesses identiques

Paramètre Valeur

Rayons Particules 1 et 2 (m) r1 = r2 = 2× 10−2

Densité volumique (Kg.m−3) ρ = 2600

Positions initiales (m) x0,1 6= x0,2, y0,1 = y0,2

Vitesses initiales (m.s−1) v0,1 = −v0,2 (prises aléatoirement)

Durée d’un pas de temps (s) ∆t = variable

Coefficient de restitution normal en = 1.0, en = 0.5

Force de gravité (m.s−2) g = 0

Paramètre schéma temporel θ = 0.5

Paramètre Active Set normal γn = 10

Temps de collision (s) Tchoc = 1.624

Table 9 : Paramétrage de la configuration de collision 1

Figure 25 : Configuration de collision 1.

• Vitesse initiale de la particule 1 avant le choc :
v0,1 = 0.149200765298 m.s−1

• Vitesse initiale de la particule 2 avant le choc :
v0,2 = −0.149200765298 m.s−1

Pas de temps Erreur absolue

∆t = 1× 10−4 errabs = 0.27142177× 10−12

∆t = 2.5× 10−4 errabs = 0.54281579× 10−12

∆t = 5× 10−4 errabs = 0.10856038× 10−11

∆t = 1× 10−3 errabs = 0.21711799× 10−11

∆t = 5× 10−3 errabs = 0.86846363× 10−11

Table 10 : Erreur absolue de la vitesse après le choc en fonction du pas de temps (confi-
guration de collision 1).
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D’après la Table 10, l’erreur absolue entre la vitesse analytique et la vitesse
numérique obtenue par PDAS après le choc est nulle, la quantité de mouvement
avant et après choc est alors conservée pour la configuration 1.

3.4.1.3 Masses et rayons identiques, vitesses différents

Paramètre Valeur

Rayons Particules 1 et 2 (m) r1 = r2 = 2× 10−2

Densité volumique (Kg.m−3) ρ = 2600

Positions initiales (m) x0,1 6= x0,2, y0,1 = y0,2

Vitesses initiales (m.s−1) v0,1 6= −v0,2 (prises aléatoirement)

Durée d’un pas de temps (s) ∆t = variable

Coefficient de restitution normal en = 1.0

Force de gravité (m.s−2) g = 0

Paramètre schéma temporel θ = 0.5

Paramètre Active Set normal γn = 10

Temps de collision (s) Tchoc = 1.0268

Table 11 : Paramétrage de la configuration de collision 2.

Figure 26 : Configuration de collision 2.

• Vitesse initiale aléatoire de la particule 1 avant le choc :
v0,1 = 0.209767707544 m.s−1

• Vitesse initiale aléatoire de la particule 2 avant le choc :
v0,2 = −0.723377058311 m.s−1

Là encore, l’erreur absolue entre la vitesse analytique et la vitesse numérique
obtenue par PDAS après le choc est nulle, ce qui permet d’affirmer que la quan-
tité de mouvement avant et après choc est également conservée pour la configu-
ration 2 (voir Table 12).
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Pas de temps Erreur absolue vitesse après
choc (P1)

Erreur absolue vitesse après
choc (P2)

∆t = 1× 10−4 errabs = 0.21216362× 10−12 errabs = 0.21221913× 10−12

∆t = 2.5× 10−4 errabs = 0.42432724× 10−12 errabs = 0.42438275× 10−12

∆t = 5× 10−4 errabs = 0.84865448× 10−12 errabs = 0.84873775× 10−12

∆t = 1× 10−3 errabs = 0.16973090× 10−11 errabs = 0.16974200× 10−11

∆t = 5× 10−3 errabs = 0.13579027× 10−10 errabs = 0.13579082× 10−10

Table 12 : Erreur absolue de la vitesse après le choc en fonction du pas de temps (confi-
guration de collision 2).

3.4.1.4 Masses, rayons et vitesses différents

Paramètre Valeur

Rayon Particule 1 (m) r1 = 1× 10−1

Rayon Particule 2 (m) r2 = 4× 10−2

Densité volumique (Kg.m−3) ρ = 2600

Positions initiales (m) x0,1 6= x0,2, y0,1 = y0,2

Vitesses initiales (m.s−1) v0,1 = −v0,2 (prises aléatoirement)

Durée d’un pas de temps (s) ∆t = variable

Coefficient de restitution normal en = 1.0

Force de gravité (m.s−2) g = 0

Paramètre schéma temporel θ = 0.5

Paramètre Active Set normal γn = 10

Temps de collision (s) Tchoc = 0.368

Table 13 : Paramétrage de la configuration de collision 3.

Figure 27 : Configuration de collision 3.

• Vitesse initiale aléatoire de la particule 1 avant le choc :
v0,1 = 0.691781605465 m.s−1

• Vitesse initiale aléatoire de la particule 2 avant le choc :
v0,2 = −0.997709447376 m.s−1
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Pas de temps Erreur absolue vitesse après
choc (P1)

Erreur absolue vitesse après
choc (P2)

∆t = 1× 10−4 errabs = 0.55877525× 10−12 errabs = 0.51070259× 10−12

∆t = 2.5× 10−4 errabs = 0.57864824× 10−12 errabs = 0.38635761× 10−12

∆t = 5× 10−4 errabs = 0.60518257× 10−12 errabs = 0.22071234× 10−12

∆t = 1× 10−3 errabs = 0.65814021× 10−12 errabs = 0.11057821× 10−12

∆t = 5× 10−3 errabs = 0.97599706× 10−12 errabs = 0.20974333× 10−11

Table 14 : Erreur absolue de la vitesse après le choc en fonction du pas de temps (confi-
guration de collision 3).

L’état des particules P1 et P2 ne change pas, le choc est élastique et l’énergie ciné-
tique du système est conservée pour en = 1.0. Le graphe de la Figure 28 montre
que l’énergie cinétique obtenue par la méthode PDAS ne varie pas au moment
du choc. En revanche, une partie de l’énergie cinétique du système est dissipée
lors du premier choc pour un coefficient de restitution en = 0.5. La somme des
énergies internes de chacune des deux particules et de leur énergies potentielles
d’interaction augmente car l’énergie interne du système est conservée. La quan-
tité de mouvement reste en revanche toujours conservée.

Figure 28 : Évolution de l’énergie cinétique de la configuration de collision 3 obtenue
par PDAS en fonction du temps pour 2 coefficients en distincts.
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Coefficient de
restitution

normal

Énergie cinétique
avant choc

Énergie cinétique
après choc

Erreur absolue

en = 1.0 43.7809913086674 43.7809913086628 4.6× 10−12

en = 0.5 43.7809913086674 31.7215198444011 −

Table 15 : Évolution de l’énergie cinétique au cours du temps de la configuration de
collision 3 obtenue par PDAS.

3.4.2 Chute libre d’une particule

3.4.2.1 Description du cas-test

On se donne comme deuxième cas-test de validation celui d’une particule rigide
P en chute libre, lâchée sans vitesse initiale (V0 = 0), d’une hauteur initiale h0,
et soumise uniquement à la force de gravité g. La particule rebondit au moment
de l’impact avec une fondation rigide fixe. Le mouvement de translation de la
particule est décrit en trois étapes, comme le montre la Figure 29 : Chute libre,
Contact et Rebond. Une expression analytique du mouvement des particules à
chaque étape peut être déterminée.

Figure 29 : Chute libre d’une particule rigide P sans vitesse initiale, soumise unique-
ment à la force de gravité.

La particule de rayon rp tombe sur la fondation fixe, puis rebondit sous l’effet
de la force de collision répulsive particule-paroi Fc, vc étant la vitesse de la
particule avant la collision, et vr sa vitesse après la collision.

3.4.2.2 Solution analytique du problème

A l’instant initial (t = t0 = 0), un équilibre des forces sur la particule fournit une
expression de son mouvement pendant la chute libre

d2y

dt2
= −g; y(0) = h0;

dy

dt
(0) = 0 (3.4.1)
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où y est la position centrale de la particule par rapport à la paroi et g est l’accé-
lération due à la gravité. La particule est initialement au repos à une hauteur h0
au-dessus du mur. La vitesse instantanée, v, et la position centrale de la particule
P sont données par :

v(t) = −gt (3.4.2)

y(t) = h0 −
1

2
gt2 (3.4.3)

A l’instant de contact (t = tc), l’étape de chute libre se termine et l’étape de
contact commence lorsque la position centrale de la particule P est égale à son
rayon rp. Le contact est exprimé en déplacement et la vitesse initiale de P est
obtenue en combinant (3.4.2) et (3.4.3) lorsque sa position centrale y est égale à
son rayon rp.

L’étape de contact se termine et l’étape de rebond commence lorsque la posi-
tion centrale de P est à nouveau égale à son rayon. Un équilibre des forces sur la
particule conduit à une expression du mouvement des particules comme suit :

d2y

dt2
= −g(t); y(tc) = rp;

dy

dt
(tc) = −vc (3.4.4)

Du fait de la discontinuité de la vitesse avant et après le choc, la vitesse au
début de la phase de rebond est égale à l’opposé de la vitesse à la fin de la
phase de contact, vc. La vitesse instantané, v, et la position centrale de P, y, sont
données par :

v(t) = −vc − g(t− tc) (3.4.5)

y(t) = rp − vc(t− tc) −
1

2
g(t− tc)

2 (3.4.6)

Après le rebond, la vitesse après choc est quantifiée grâce au coefficient de
restitution en mis en jeu, et qui dépend des caractéristiques physique de la par-
ticule. Nous allons donc vérifier l’exactitude de cette vitesse après choc pour
différents coefficient de restitution en comparant les résultats obtenus par PDAS
avec les solutions analytiques du problème.

3.4.2.3 Paramétrage du cas-test

La Table ci-dessous reprend les différents paramètres physiques et numériques
pour la réalisation de ce cas-test :
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Paramètre Valeur

Rayon particule P (m) rp = 2× 10−2

Densité volumique (Kg.m−3) ρ = 2600

Hauteur initiale (m) h0 = 0.5

Vitesse initiale (m.s−1) v0 = 0

Durée d’un pas de temps (s) ∆t = 1.55× 10−4

Nombre de pas de temps Ntime steps = 10000

Coefficient de restitution normal en = variable

Force de gravité (m.s−2) g = −9.80665

Masse de la particule (Kg) m1 = ρπr
2
1

Paramètre schéma temporel θ = 0.5

Paramètre Active Set normal γn = 10

Temps de collision (s) Tchoc = 0.313

Table 16 : Paramétrage de la configuration de chute d’une particule.

3.4.2.4 Résultats numériques

La simulation, d’une durée totale de T = 1.55s, permet de vérifier la validité
de la méthode numérique PDAS, en comparant les résultats numériques ainsi
obtenus des positions et vitesses de la particule P en chute libre avec les solutions
analytiques, et ce, pour différents coefficients de restitution.

Figure 30 : Comparaison de la solution analytique et des résultats numériques de la
position d’une particule P en chute libre obtenus par PDAS pour différents

coefficients de restitution en.
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Figure 31 : Comparaison de la solution analytique et des résultats numériques de la
vitesse d’une particule P en chute libre obtenus par PDAS pour différents

coefficients de restitution en.

D’après les graphes des Figures 30 et 31, la particule P revient à sa hauteur
initiale après chaque rebond, et va vitesse avant le choc est égale à celle après
le choc en valeur absolue pour un coefficient de restitution en = 1.0. De plus,
les variations numériques de la position et de la vitesse au cours du temps sont
identiques à celles de la solution analytique pour les différents coefficients de res-
titution [en = 1.0, 0.9, 0.8]. D’autre part, la courbe rouge de la Figure 32 présente
la tendance de variation de l’énergie cinétique du système pour un coefficient de
restitution en = 1.0, qui atteint la même valeur maximale après chaque rebond.
L’énergie cinétique du système est alors conservée.

Par ailleurs, une étude comparative entre la solution numérique obtenue par
PDAS et celles obtenues par Lagrangien augmenté standard et bi-potentiel amé-
lioré est réalisée pour ce cas-test.

La Figure 33 montre que la variation d’énergie cinétique au cours du temps
obtenue par les 3 méthodes numériques est identique suivant le coefficient de
restitution. Quant à l’évolution des itérations non-linéaires NLGS au cours du
temps, la Figure 34, montre que, indépendamment du coefficient de restitution,
les méthodes PDAS et IBP convergent plus rapidement (1 itération NLGS repré-
sentées par les symboles • et I) au moment du choc que la méthode SAL (entre
68 et 78 itérations NLGS représenté sur le graphe par les pics en symbole �).

Ainsi, les courbes ci-dessus confirment la validité de l’approche numérique
PDAS sans frottement pour ce cas-test.
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Figure 32 : Évolution de l’énergie cinétique obtenue par PDAS au cours du temps
d’une particule P en chute libre pour différents coefficients de restitution

en.

Figure 33 : Comparaison de l’évolution de l’énergie cinétique obtenus par PDAS au
cours du temps d’une particule P en chute libre pour différentes méthodes

numériques et différents coefficients de restitution en.

3.4.3 Problème d’équilibre

3.4.3.1 Description du cas-test

On traite à présent un troisième cas-test de validation où l’on considère 5 parti-
cules rigides empilées les unes sur les autres en équilibre et sans frottement (voir
Figure 35) . Les particules, de rayons et de masses identiques, ont des vitesses
initiales nulles, et sont soumises uniquement à l’action de la force de gravité.
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Figure 34 : Comparaison du nombre d’itérations NLGS obtenus par PDAS, SAL et IBP
au cours du temps d’une particule P en chute libre pour différents

coefficients de restitution en.

Il s’agit à travers ce problème académique, de déterminer numériquement les
impulsions de contact obtenues par PDAS et de les comparer à la solution ana-
lytique.

Figure 35 : Colonne de 5 particules en 2D empilées les unes sur les autres en équilibre.

Pour ce faire, nous utilisons les paramètres physiques et numériques décrits
dans la Table ci-dessous :
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Paramètre Valeur

Rayons des particules (m) rn = 2× 10−2; n = i, j,k, l,m

Densité volumique (Kg.m−3) ρ = 2600

Vitesses initiales (m.s−1) v0,n = 0; n = i, j,k, l,m

Durée d’un pas de temps (s) ∆t = 1× 10−3

Nombre de pas de temps NTime steps = 1000

Coefficient de restitution normal en = 1.0

Force de gravité (m.s−2) g = −9.80665

Masse des particules (Kg) mn = ρπr2n; n = i, j,k, l,m

Paramètre schéma temporel θ = 0.5

Paramètre Active Set normal γn = 10

Table 17 : Paramétrage de la configuration d’équilibre.

3.4.3.2 Solution analytique du problème

Théoriquement, le principe fondamental de la dynamique permet de déterminer
les impulsions de chaque contact du système S représenté sur la Figure 35 :

∑
Fext = mna (3.4.7)

En isolant la particule m et en appliquant (3.4.7) sur le système isolé S \

[i, j,k, l],

Rl,m = mmgyy (3.4.8)

où Rl,m représente la réaction de la particule l sur la particule m, soit l’impul-
sion du contact 5, mm la masse de la particule m et gy la composante en y de la
gravité. On isole maintenant le système S \ [i, j,k] constitué des particules m et l
et on applique (3.4.7),

Rk,l + Rm,l = mlgyy (3.4.9)

sachant que Rm,l = −Rl,m et que ml = mm, on obtient :

Rk,l = 2mlgyy (3.4.10)

En procédant de façon itérative, on obtient la solution analytique du problème
d’équilibre :
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Contact Valeur théorique de l’impulsion de contact

Contact 5 (N.s) rc5 = mngy

Contact 4 (N.s) rc4 = 2mngy

Contact 3 (N.s) rc3 = 3mngy n = i, j,k, l,m

Contact 2 (N.s) rc2 = 4mngy

Contact 1 (N.s) rc1 = 5mngy

Table 18 : Solutions analytiques des impulsions de contact pour tous les contacts de la
configuration d’équilibre.

3.4.3.3 Résultats numériques

Les résultats numériques obtenus par PDAS pour ce problème d’équilibre avec
les paramètres physiques et numériques décrits précédemment sont cohérents
avec la théorie. En effet, si l’on considère par exemple le contact 5, mn = ml =

ρπr2n ≈ 3.267 Kg, gy = 9.80665 m.s−2, le produit mngy correspond à la va-
leur numérique de rc5.

Contact Erreur relative (%)

Contact 5 (N.s) errc5 = 2.74× 10−7

Contact 4 (N.s) errc4 = 2.65× 10−7

Contact 3 (N.s) errc3 = 2.47× 10−7 n = i, j,k, l,m

Contact 2 (N.s) errc2 = 2.22× 10−7

Contact 1 (N.s) errc1 = 1.84× 10−7

Table 19 : Erreurs relatives en pourcentage par rapport aux solutions analytiques des
impulsions de contact obtenues par PDAS pour tous les contacts de la confi-
guration d’équilibre.

3.4.4 Particules à trajectoires et vitesses aléatoires

3.4.4.1 Description du cas-test

On se donne comme dernier cas-test de validation un système constitué de 81
particules se déplaçant dans une boîte bidimensionnelle, à vitesses initiales aléa-
toires, sans forces de gravité, sans frottement, et on se propose, d’une part, d’étu-
dier la conservation de l’énergie cinétique du système étudié pour différents
coefficients de restitution (cf. Figure 36), et d’autre part, de comparer la conver-
gence des 3 méthodes (PDAS, SAL et IBP) pour ce même système.

La Table ci-dessous reprend les différents paramètres physiques et numériques
du problème étudié :
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(a) (b)

Figure 36 : [a] Configuration initiale à t = 0 et [b] configuration à t 6= 0 du système
bidimensionnel à 81 particules à trajectoires et vitesses aléatoires au cours
du temps sans frottement et sans gravité.

Paramètre Valeur

Nombre de particules np = 81

Rayons des particule (m) rp = 8× 10−2

Densité volumique (Kg.m−3) ρ = 2600

Dimensions du domaine (m ∗m) [0.0, 2.0]× [0.0, 2.0]

Vitesses initiales (m.s−1) v0,p = aléatoire

Durée d’un pas de temps (s) ∆t = 1× 10−4

Nombre de pas de temps Ntime_steps = 10000

Coefficient de restitution normal en = variable

Force de gravité (m.s−2) g = 0.0

Masse des particules (Kg) mn = ρπr2p

Paramètre schéma temporel θ = 0.5

Paramètre Active Set normal γn = 10

Table 20 : Paramétrage de la configuration des particules à trajectoires et vitesses aléa-
toires.

3.4.4.2 Résultats numériques

La Table 21 montre que la variation d’énergie cinétique du système est de l’ordre
de 10−13 au fur et à mesure que le nombre de chocs augmente pour un coeffi-
cient de restitution en = 1.0. L’énergie cinétique du système est conservée (voir
Figure 37)

En ce qui concerne la convergence des méthodes numériques utilisées pour ce
cas-test, un constat général se dégage d’après les courbes de la Figure 38. En effet,
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Nombre de chocs Energie cinétique du système (J)

1 Ec = 150.61798555315164

4 Ec = 150.61798555315161

16 Ec = 150.61798555315158

32 Ec = 150.61798555315167

64 Ec = 150.61798555315156

Table 21 : Évolution de l’énergie cinétique du système obtenue par PDAS en fonction
du nombre de chocs.

Figure 37 : Évolution de l’énergie cinétique du système au cours du temps pour diffé-
rentes méthodes numériques et différents coefficients de restitution en.

les méthodes PDAS et IBP (symboles � et J) convergent plus rapidement que
la méthode SAL, méthode pour laquelle le nombre d’itérations NLGS cumulées
dépasse les 200000 itérations (symbole I), et ce, pour un en = 1.0.

Figure 38 : Évolution du nombre d’itérations NLGS au cours du temps pour différentes
méthodes numériques et un coefficient de restitution en = 1.0.
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3.5 cas-tests de validation : contact avec frot-
tement

L’objectif principal de cette section est de fournir plusieurs simulations numé-
riques sur des cas-tests de contact avec frottement pour évaluer les méthodes
PDAS dans la résolution de problèmes multi-contacts en milieu granulaire. Pour
ce faire, nous considérons pour les deux premières simulations les configura-
tions de référence suivantes : une seule bille sphérique d’acier posée sur un tapis
roulant et une autre posée au fond d’un tambour fixe. Ces deux configurations
permettent de vérifier d’une part, les propriétés mécaniques de base telles que
la conservation de l’énergie d’un système pour les méthodes PDAS, et, d’autre
part, puisque la solution analytique est disponible pour le premier cas-test, de la
comparer avec la solution numérique. La deuxième partie de cette section met
en lumière la robustesse et la précision des méthodes PDAS, en réalisant des si-
mulations plus complexes comme la sédimentation d’un ensemble de billes. Les
performances de calcul des méthodes PDAS sont illustrées en les comparant aux
deux autres méthodes numériques SAL et IBP. La dernière simulation d’un écou-
lement granulaire dans un tambour rotatif 2D permet d’établir des comparaisons
avec des expériences.

3.5.1 Roulement glissement d’une bille d’acier sur tapis roulant

Le but de ce cas-test est de réaliser des comparaisons entre solutions numériques
et analytiques. Une bille d’acier sphérique, de vitesse horizontale initiale (v0 =

1m.s−1) est placée sur un tapis roulant de vitesse constante (V1 = v1x avec
v1 = 2m.s−1) comme présenté dans la Figure ci-après. Nous fournissons ci-
dessous une description des paramètres physiques relatives au cas-test

Figure 39 : Roulement glissement d’une bille d’acier sur un tapis roulant.

ρ = 8000 Kg/m3, r = 2.7× 10−3 m,

x0 = 0 m, y0 = 2.7× 10−3 m,

g = −9.80665 m/s2
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Puisqu’il y a frottement, la bille glisse jusqu’à ce que la vitesse de glissement soit
nulle, puis commence à rouler, le temps de roulement t étant le temps de réfé-
rence à partir duquel l’état du contact ponctuel entre la bille et le tapis roulant
change. Par conséquent, on passe du glissement au roulement lorsque

t =
|v0 − v1|

µg(1+ r2m
I )

(3.5.1)

avec I = 2mr2

5 le moment d’inertie de la bille d’acier. La durée de la simulation
est T = 1s, et le pas de temps est pris comme un sous-multiple de t, de telle
sorte que le passage glissement/roulement ait lieu sur un pas de temps. On
peut justifier ce choix parce qu’on veut étudier l’erreur dû à la méthode PDAS,
et pas celle liée à la discrétisation en temps. Les paramètres numériques utilisés
pour cette simulation sont les suivants :

T = 1 s, dt ≈ 1.32× 10−5 s,

en = 1.0, et = 1.0, µ = 0.22,

γn = 10, γt = 10, rSAL = rIBP = m
dt

θ = 0.5, critère d ′arrêt εNLGS = 10−8

Cette simulation est réalisée avec la méthode PDAS. La solution numérique
obtenue est alors comparée à la solution analytique en termes de position, vi-
tesse angulaire et vitesse de roulement.

(a) (b) (c)

Figure 40 : Comparaison entre la solution numérique et la solution analytique pour la
bille d’acier en roulement glissement. (a) position ; (b) Vitesse de roulement ;
(c) Vitesse angulaire.

Les graphes de la Figure 40 montrent que les courbes donnant les solutions
numériques et analytique sont identiques, aussi bien à l’étape de roulement qu’à
celle du glissement. De plus, on peut remarquer (voir Table 22) que l’erreur ab-
solue entre la solution numérique et la solution analytique de la position, vitesse
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de roulement et vitesse angulaire est nulle, ce qui nous permet de valider notre
modèle dans ce cas de figure.

Pas de
temps

Erreur absolue
position

Erreur absolue vi-
tesse angulaire

Erreur absolue vi-
tesse de roulement

1.32× 10−7 7.83× 10−11 1.97× 10−8 5.32× 10−11

6.62× 10−6 2.21× 10−11 4.70× 10−9 1.27× 10−11

1.32× 10−6 1.59× 10−12 1.44× 10−9 3.88× 10−12

2.65× 10−6 1.73× 10−12 1.41× 10−9 3.52× 10−12

1.32× 10−5 5.18× 10−13 2.03× 10−10 3.83× 10−13

Table 22 : Erreur absolue entre la solution numérique et la solution analytique sur la
position, la vitesse angulaire et la vitesse de roulement pour différents pas de
temps.

En ce qui concerne les temps de calcul (voir Table 23), Les méthodes PDAS,
SAL et IBP nécessitent un temps CPU total similaire pour le calcul de la solution.
D’autre part, les méthodes PDAS nécessitent 2 itérations NLGS pour converger
à l’étape de glissement, 3 à l’étape de roulement, ce qui signifie que le bon état
du contact avec frottement est directement trouvé. Pour la méthode SAL, 20
itérations NLGS sont nécessaires pour converger. La méthode IBP quant à elle
converge en 2 itérations NLGS.

Méthode numé-
rique

NLGS it. (Étape
de glissement)

NLGS it. (Étape
de roulement)

Temps CPU (s)

EPDAS 2 3 0.664

IPDAS 2 3 0.692

SAL 20 20 1.584

IBP 2 2 0.744

Table 23 : Nombre d’itérations NLGS nécessaire à chaque méthode (deuxième colonne)
et temps CPU total (troisième colonne).

3.5.2 Roulement glissement d’une bille d’acier dans une tambour fixe

Nous allons considérer dans cette partie un autre exemple représentatif, la même
bille d’acier que la précédente, posée à l’intérieur d’un tambour fixe (voir Figure
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41), avec une vitesse de translation horizontale initiale non nulle (v0 = 0.5m.s−1).
Nous fournissons ci-dessous une description des paramètres physiques :

Figure 41 : Roulement glissement d’une bille d’acier dans un tambour fixe.

ρ = 8000 Kg/m3, r = 2.7× 10−3 m,

Rayon tambour fixe : 0.05 m,

g = −9.80665 m/s2

Le comportement dynamique de la bille est similaire à celui d’un pendule. En
effet, la bille atteint une position maximale, position pour laquelle la vitesse de
translation de la bille est nulle. De plus, comme il y a du frottement avec la paroi
du tambour, la bille a une vitesse angulaire qui varie au cours du temps. Les
valeurs des paramètres numériques sont les suivantes :

T = 5 s, dt = 2.5× 10−5 s,

en = 1.0, et = 1.0, µ = 0.22,

γn = 10, γt = 10, rSAL = rIBP = m
dt

θ = 0.5, critère d ′arrêt εNLGS = 10−8

La Figure 42a décrit l’évolution de la dérivée temporelle de l’angle de repé-
rage de la bille au cours du temps lors du processus de roulement glissement à
l’intérieur du tambour fixe. Puisqu’il y a du frottement, la bille d’acier glisse jus-
qu’à ce que la dérivée temporelle de l’angle atteigne une valeur de −110 rad/s,
puis commence à rouler. On observe que la dérivée temporelle de l’angle os-
cille au cours du temps et atteint son maximum en valeur absolue. Cette valeur
maximale ne diminue pas lors de l’étape de roulement et atteint la même valeur
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(a) (b)

Figure 42 : Évolution au cours du temps de deux variables caractéristiques pour la bille
d’acier dans un tambour fixe. (a) Dérivée temporelle de l’angle de repérage
de la bille ; (b) Énergie mécanique.

maximale, car il n’y a plus de frottement et en = 1.
La Figure 42b montre l’évolution de l’énergie mécanique du système au cours
du temps pendant le processus de roulement glissement à l’intérieur du tam-
bour fixe. Elle diminue brutalement lors de l’étape de glissement à cause du
frottement, puis elle est conservée lors de l’étape de roulement.

Méthode numérique itérations NLGS Temps CPU (s)

EPDAS 3 1.396

IPDAS 3 1.356

SAL entre 30 et 40 5.224

IBP 2 1.844

Table 24 : Nombre d’itérations NLGS nécessaire à chaque méthode (deuxième colonne)
et temps CPU total (troisième colonne).

Il est à noter que toutes les méthodes nécessitent un temps CPU total similaire
pour calculer la solution, à l’exception de la méthode SAL qui est plus coûteuse
en temps de calcul (voir la Table 24). De plus, les méthodes PDAS n’ont besoin
que de 3 itérations NLGS pour converger, 2 pour la méthode IBP, tandis que la
méthode SAL met plus de 30 itérations NLGS pour converger.
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3.5.3 Sédimentation d’une collection de particules

Pour mettre en avant les performances des méthodes PDAS, nous introduisons
dans ce paragraphe une configuration de sédimentation d’un ensemble de parti-
cules rigides dans une boîte, en portant une attention particulière à la comparai-
son entre les méthodes PDAS et les méthodes standards utilisées pour calculer
les impulsions de contact locales. Chaque particule rigide de la collection a une
vitesse aléatoire initiale. La Figure 43 illustre le processus de sédimentation de
100, 200, 400, 800 et 1600 particules. Pour chaque configuration, deux rayons dif-
férents sont considérés pour les particules. Ces valeurs de rayons sont reportées
dans la Table 25. Nous fournissons ci-dessous les paramètres physiques utilisés
pour la simulation :

ρ = 2600 Kg/m3, r = (voir Table 25),

Dimensions domaine : [0, 0.012]× [0, 0.022] m2,

g = −9.80665 m/s2, v0 = aléatoire

Nombres de particules Petit rayon (m) Grand rayon (m)

100 2.5× 10−4 5.0× 10−4

200 2.5× 10−4 4.5× 10−4

400 1.2× 10−4 2.6× 10−4

800 1.2× 10−4 2.3× 10−4

1600 6.0× 10−5 1.3× 10−4

Table 25 : Variation des rayons pour chaque configuration de sédimentation.

La simulation est réalisée sur 1 seconde, les paramètres numériques relatifs à
cette simulation sont les suivants :

T = 1 s, dt = 10−4 s,

en = 1.0, et = 1.0, µ = 0.2,

γn = 10−4, γt = 10
−9, rSAL = rIBP = m

dt

θ = 0.5, critère d ′arrêt εNLGS = 10−6

Cet exemple est représentatif des simulations en milieu granulaire en raison
du grand nombre de corps rigides impliqués, des nombreux contacts simultanés
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(d) (e) (f)

(g) (h) (i)

Figure 43 : Processus de sédimentation d’une collection de particules rigides dans une
boîte au cours du temps. [(a), (b), (c)]100 particules, [(d), (e), (f)]400 parti-
cules, [(g), (h), (i)]1600 particules.

et des temps de calcul importants. D’après les graphes de la Figure 44, nous
observons que les méthodes EPDAS et IPDAS fournissent les meilleurs résultats
en termes de temps de calcul pendant tout le processus de sédimentation pour
100, 200, 400, 800 et 1600 particules. En effet, le temps cumulé nécessaire pour
calculer les impulsions de contact à l’aide de la méthode PDAS augmente fai-
blement au cours du temps comparé aux méthodes SAL et IBP, qui nécessitent
un temps CPU plus important pour calculer la solution. Pour un grand nombre
de particules impliquées, la Table 26 reprend les valeurs des temps CPU totaux
pour chaque méthode numérique.

Par ailleurs, ce cas-test permet non seulement d’évaluer les performances
des méthodes PDAS, mais aussi leur robustesse. Les graphes de la Figure 45

montrent l’évolution des itérations NLGS cumulées nécessaires à la convergence
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Figure 44 : Évolution du temps CPU cumulé nécessaire pour calculer les impulsions de
contact pendant le processus de sédimentation. (a) 100 particules, (b) 200
particules.

Temps CPU total (s)

Méthode
numérique

100 parti-
cules

200 parti-
cules

400 parti-
cules

800 parti-
cules

1600 parti-
cules

EPDAS 2.59 8.41 28.34 107.91 12298.42

IPDAS 2.56 8.39 28.35 105.41 11515.38

SAL 22.29 44.21 87.29 182.14(∗) 18673.19(∗)

IBP 13.75 33.53 65.86 186.39(∗) 16798.55(∗)

Table 26 : Temps CPU total consacré au calcul des impulsions de contact pendant le
processus de sédimentation pour chaque méthode numérique et un nombre
différent de particules rigides (voir remarque ci-dessous pour (*).

du calcul des impulsions de contact pendant le processus de sédimentation, et
on peut noter que les courbes EPDAS et IPDAS sont assez similaires et ont ten-
dance à converger plus rapidement que celle de la méthode SAL, et fournissent
des résultats comparables avec la méthode IBP, en particulier à la fin du proces-
sus de sédimentation. Pour un grand nombre de particules impliquées, la Table
27 reprend les valeurs totales des itérations NLGS nécessaires pour calculer la
solution pour chaque méthode numérique.

Remarque 1 : Les résultats marqués d’un astérisque dans les Tables 26 et 27 corres-
pondent à des simulations réalisées avec les méthodes SAL et IBP où nous avons re-
marqué de grandes interpénétrations entre particules rigides à la fin du processus de
sédimentation.
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Figure 45 : Évolution du nombre cumulé d’itérations NLGS nécessaire à la convergence
du calcul des impulsions de contact au cours du processus de sédimentation.
(a) 100 particules, (b) 200 particules.

Nombre total d’iterations NLGS

Méthode
numérique

100 parti-
cules

200 parti-
cules

400 parti-
cules

800 parti-
cules

1600 parti-
cules

EPDAS 67726 89347 95995 147445 25578301

IPDAS 67121 85663 99765 142802 23836195

SAL 326121 363596 442943 144305(∗) 2648147(∗)

IBP 106194 120975 138970 83404(∗) 1978658(∗)

Table 27 : Nombre total d’itérations NLGS nécessaires au calcul des impulsions de
contact pendant le processus de sédimentation pour chaque méthode numé-
rique et un nombre différent particules rigides (voir remarque ci-dessous pour
(*).

3.5.4 Écoulement granulaire dans un tambour rotatif en 2D

Pour finir, nous considérons un dernier cas-test numérique de tambour rotatif
dans lequel nous étudions l’écoulement d’un échantillon de billes d’acier. Les
paramètres physiques et numériques de la simulation suivante ont été choisis
de façon à correspondre à celle réalisée dans [77] et ce, afin de fournir une
comparaison entre l’expérience réalisée et les résultats numériques. La Figure
46 présente à gauche une capture de l’expérience réalisée avec 1, 5 Kg de billes
d’acier dans un tambour rotatif à 40 rpm et la simulation DEM associée. Les
billes d’acier ont tendance à s’organiser en couches : une couche en contact avec
la paroi du tambour et le reste des billes sous formes de lit. Dans cette étude, les
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méthodes PDAS sont utilisées pour évaluer la hauteur moyenne de montée et
l’angle moyen de repos lorsque la simulation atteint un état stable. Au-delà de la
comparaison numérique, l’intérêt de cet exemple réside dans le fait qu’une telle
expérience permet d’évaluer l’efficacité et la fiabilité des méthodes PDAS.

Ainsi, 5 simulations ont été réalisées avec différents échantillons de billes
d’acier de même tailles (100, 200, 400, 800 puis 1600) dans le tambour rotatif.
Tout d’abord, nous fournissons ci-dessous une description des paramètres phy-
siques communs aux simulations :

Échantillons de particules : 100 / 200 / 400 / 800 / 1600,

Vitesse de rotation = 40 rpm,

ρ = 8000 Kg/m3, rp 6 2.7× 10−3 m,

Rayon du tambour : 0.05 m,

g = −9.80665 m/s2,

Figure 46 : Comparaison entre l’expérience et la simulation DEM réalisée dans [77] avec
des billes d’acier à l’intérieur d’un tambour rotatif.

Les paramètres numériques communs aux simulations du tambour rotatif sont
comme suit :
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T = 1 s, dt = 10−4 s,

en = 0.6, et = 1.0, µ = 0.22,

γn = 10−8, γt = 10
−8, rSAL = rIBP = m

dt

θ = 0.5, critère d ′arrêt εNLGS = 10−5

Ces simulations sont représentatives des problèmes de contact multi-corps
rigides du fait du grand nombre de contacts simultanés et du temps de CPU né-
cessaire pour calculer la solution. Lorsqu’un écoulement de surface régulier est
atteint (voir Figure 47), nous constatons que l’angle moyen de repos et la hauteur
moyenne de montée obtenus par les méthodes PDAS sont assez similaires à ceux
observés sur la Figure 46, et ce quel que soit l’échantillon de billes. D’après [77],
l’angle de repos résultant est égal à 26

◦.

(a) (b) (c)

Figure 47 : Vues de perspective des simulations du tambour rotatif réalisées avec les
méthodes PDAS (a) 100 billes d’acier, (b) 400 billes d’acier, 1600 billes d’acier
lorsqu’un écoulement de surface régulier est atteint.

En ce qui concerne la convergence des méthodes numériques, les graphes de la
Figure 48 permettent d’évaluer une fois de plus l’efficacité des méthodes PDAS,
qui fournissent des résultats très comparables avec la méthode IBP. Les courbes
EPDAS et IPDAS sont assez similaires et montrent que ces méthodes ont ten-
dance à converger plus rapidement que la méthode SAL. Pour un échantillon
de 1600 billes d’acier par exemple (voir Table 28), le nombre d’itérations NLGS
nécessaires pour calculer la solution varie de 8 à 10 millions pour les méthodes
PDAS et IBP, alors que la méthode SAL nécessite plus de 30 millions d’itérations
NLGS pour converger.

En outre, les performances des méthodes PDAS pour de telles simulations
sont assez remarquables par rapport aux méthodes SAL et IBP. Ci-dessous, nous
fournissons les temps CPU totaux pour chaque simulation et chaque méthode
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Figure 48 : Evolution du nombre cumulé d’itérations NLGS nécessaire pour calculer les
impulsions de contact lors de la simulation du tambour rotatif. (a) 100 billes
d’acier, (b) 400 billes d’acier et (c) 1600 billes d’aciers.

Nombre total d’itérations NLGS

Méthode
numérique

100 parti-
cules

200 parti-
cules

400 parti-
cules

800 parti-
cules

1600 parti-
cules

EPDAS 1680882 2020349 4069672 5114280 9422476

IPDAS 1674177 1933869 4036740 5036011 9999666

SAL 7836547 8566285 19607909 15600032 32656132

IBP 1101849 1340917 4121136 3688553 8375264

Table 28 : Nombre total d’itérations NLGS nécessaires au calcul des impulsions de
contact lors de la simulation de tambour rotatif pour chaque méthode nu-
mérique et un nombre différent de billes d’acier.

numérique. Quel que soit le nombre de billes rigides impliquées dans le proces-
sus, les méthodes PDAS restent les moins coûteuses en temps de calcul. Comme
nous pouvons le voir sur les graphes de la Figure 49, le temps CPU cumulé
nécessaire pour calculer les impulsions de contact à l’aide des méthodes PDAS
augmente légèrement avec le temps par rapport aux méthodes SAL et IBP. De
plus, on peut remarquer d’après la Table 29 que le temps CPU dépend fortement
du nombre de billes rigides impliquées dans la simulation. En effet, plus nous
avons de billes rigides dans le tambour rotatif, plus l’écart de temps CPU entre
les méthodes numériques s’élargit, ce qui rend les méthodes PDAS plus perti-
nentes pour cet exemple.
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Figure 49 : Evolution du temps CPU cumulé nécessaire pour calculer les impulsions
de contact lors de la simulation du tambour rotatif pour chaque méthode
numérique. (a) 100 billes d’acier, (b) 400 billes d’acier et (c) 1600 billes d’acier.

Temps CPU total (s)

Méthode
numérique

100 parti-
cules

200 parti-
cules

400 parti-
cules

800 parti-
cules

1600 parti-
cules

EPDAS 69.49 163.92 677.21 1817.41 7492.30

IPDAS 68.81 153.25 657.01 1804.86 7867.88

SAL 337.16 755.55 3663.25 6055.49 27425.82

IBP 124.92 259.37 1941.16 3232.92 16740.52

Table 29 : Temps CPU total consacré au calcul de la solution pour chaque méthode
numérique.

conclusion

Dans ce chapitre nous avons fournit dans un premier temps une extension du
formalisme numérique PDAS pour le traitement des problèmes de contacts avec
frottement en milieu granulaire. En effet, après avoir défini les conditions de
contact avec frottement en mécanique non-régulière NSCD, un algorithme géné-
ral a été détaillé pour traiter ces conditions numériquement. Une série de cas-test
académiques couvrant un large éventail d’applications en milieu granulaire a été
proposée dans un second temps pour évaluer la pertinence des méthodes PDAS.

Premièrement, il s’avère que les méthodes Active Set sont plus efficaces en
terme de convergence, puisqu’elles convergent plus rapidement comparées à la
méthode du Lagrangien augmenté standard et du bi-potentiel amélioré. Deuxiè-
mement, le gain en temps de calcul est très considérable, les méthodes Active Set
étant plus rapides en termes de temps CPU. Troisièmement, les expériences nu-
mériques rapportées ci-dessus démontrent que les temps de calcul augmentent
et ne sont plus comparables lorsque le nombre de corps rigides impliqués de-
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vient plus grand, mais restent toujours moins importants pour les méthodes
PDAS.

Ainsi, en vue des applications en milieu granulaire aux comportement com-
plexes impliquant une multitude de corps rigides et un grand nombre de contacts
simultanés, il serait pertinent d’envisager dans le chapitre suivant une comparai-
son applicative entre le formalisme numérique NSCD-PDAS et l’approche DEM-
CUNDALL dans un environnement applicatif type industriel. Dans cette pers-
pective, nous mettrons en oeuvre des cas-tests d’écoulements granulaires purs
et de couplage fluide-milieu granulaire mettant en jeu énormément de corps
rigides en interaction, ce qui nécessitera le recours aux paradigmes de paralléli-
sation commun à toutes les applications industrielles et architectures exascales.
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Chapitre 4

A C T I V E S E T E T A P P L I C AT I O N S

Dans ce quatrième chapitre, nous proposons une implémentation de l’approche NSCD-
PDAS dans le solveur d’écoulements MFiX-EXA L’objectif est de démontrer la perti-
nence de cette approche numérique dans un contexte applicatif. Ainsi, nous réalisons des
comparaisons avec l’approche classique par éléments discrets DEM en terme de conser-
vation d’énergie, de parallélisation et nous utilisons la méthode NSCD-PDAS pour la
simulation d’un écoulement multiphasique de type lit fluidisé.

Sommaire
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4.2 Parallélisation de MFiX-EXA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130

4.3 Comparaisons DEM-CUNDALL / NSCD-PDAS . . . . . . . . 135

4.4 Simulations numériques d’écoulements fluide-particules . . . 147
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introduction

Les applications technologiques et académiques des milieux granulaires sont de
tout premier ordre. L’optimisation des performances d’un lit fluidisé, l’étude
du banc de sable ou la mise en oeuvre d’un ballast sur une voie ferrée sont des
exemples soulignant le large spectre applicatif couvert par les milieu granulaires.
Comme indiqué dans le chapitre 3, le comportement globalisé et complexe est
la résultante de phénomènes locaux et individuels combinés aux principes de
Newton. Le caractère non-linéaire du contact entre particules lors des collisions
est l’élément central de la complexité observable aux grandes échelles. L’étude
fondamentale de ces phénomènes reste d’une complexité certaine car elle re-
pose sur la compréhension de lois locales difficilement quantifiables et de ses
répercussions sur le mouvement global. À cela, il faut intégrer les attentes de
l’ingénierie telles que l’étude en géométries complexes, l’utilisation de modèles
multi-physiques ou encore l’introduction d’un grand nombre de degrés de li-
berté. Compte tenu de tous ces éléments, inscrire la méthode NSCD-PDAS dans
un cadre applicatif reste un travail complexe. C’est l’objet de ce chapitre qui pré-
sente le portage de la méthode NSCD-PDAS dans l’environnement open source
MFiX-EXA. Ce choix nous permet de réaliser des comparaisons avec le modèle
bien établi Méthode des éléments discrets (DEM).

La DEM se démarque particulièrement par un référencement bibliographique
élevé. Le mouvement du milieu granulaire est alors gouverné par la deuxième
loi de Newton combinée à un modèle de contact régulier et explicite. Ce modèle
de contact est à opposer un modèle non-régulier tel que traité dans les chapitres
précédents. En effet, cette approche, initiée par Cundall, est populaire du fait
de sa simplicité, de sa faible empreinte mémoire et de son caractère local qui
la rend particulièrement adaptée au calcul parallèle. Toutefois, elle présente cer-
taines limitations sur le pas de temps. En effet, les durées de collision, points
clés de la régularisation de l’approche de Cundall, induisent des contraintes sur
le pas de temps des simulations relativement restrictives lorsque les particules
sont rigides. On notera par ailleurs que l’approche NSCD est implicite par es-
sence, permettant ainsi de relaxer la contrainte sur le pas de temps, au prix
d’une conceptualisation et d’une algorithmique plus complexe que la DEM.

Néanmoins, cette simplicité de mise en oeuvre de la DEM facilite son implé-
mentation pour la modélisation de problèmes muti-physiques. Le couplage de
la DEM avec la simulation numérique des écoulements, ou Computational Fluid
Dynamics (CFD), illustre particulièrement ce point. Cette approche mixte La-
grangienne/Eulérienne a permis dès le début des années 90 de simuler/modéli-
ser la dynamique de lits fluidisés par exemple [70, 76, 99–101]. De même le carac-
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tère local et explicite de la DEM a facilité et favorisé la parallélisation de cette ap-
proche. Cette tendance s’observe par le biais des solveurs commerciaux et open
source qui font référence. Dans cette optique, plusieurs outils numériques de
prédiction d’écoulements granulaires existent. Parmi les plus populaires on note
YADE-OPEN DEM, qui offre un framework open source extensible pour les mo-
dèles numériques discrets, axé sur la DEM ([69, 96]), tout comme LIGGGHTS[50].
Le couplage fluide avec le milieu granulaire s’obtient en couplant deux codes dif-
férents comme OpenFOAM + LIGGGHTS ou ANSYS CFD avec le logiciel EDEM
[98]. La stratégie d’unifier dans le même code les solveurs fluides et granulaires
est observée pour le solveur parallèle NGA [34], ou encore les travaux portant
sur l’inclusion de solveurs granulaires dans des codes volumes finis pour la si-
mulation d’écoulements turbulents réactifs, comme c’est le cas du code YALES2

développé au laboratoire CORIA (COmplexe de Recherche Interprofessionnel
en Aérothermochimie) [38, 82]. MFiX-EXA [51] quant à lui, est un logiciel open
source orienté vers le dimensionnement de procédés industriels de traitement
des gaz et de capture de CO2 à l’échelle du prototypage. Ceci implique des dé-
veloppements méthodologiques intégrants couplages multiphysiques et calcul
massivement parallèle [83].

Dans le registre de l’interaction fluide-milieu granulaire, on notera les articles
de Dbouk, Perales et al. [32] sur la plateforme numérique Xper (eXtended cohe-
sive zone models and PERiodic homogenization) dédiée à la gestion du contact
frottant entre particules en présence de fluide. Cette plateforme repose sur le
couplage du logiciel libre LMGC90 (Logiciel de Mécanique Gérant le Contact
écrit en Fortran 90) [36] conçu pour faciliter les couplages avec d’autres codes
de calcul et de la bibliothèque PELICANS pour la résolution des comportements
volumiques des corps (Éléments finis ou Volumes finis), permettant ainsi de s’in-
téresser à une large gamme de problématiques issus d’applications industrielles1.
Le traitement des collisions résultant de la physique granulaire est fait avec l’ap-
proche de modélisation par éléments discrets NSCD implémentée dans le code
LMGC90.

Dans ce contexte, on se propose d’implémenter le formalisme numérique
NSCD-PDAS dans le logiciel open source MFiX-EXA. L’idée sous-jacente est de
pouvoir hériter du parallélisme et du couplage fluide-particules de MFiX-EXA
afin d’évaluer la pertinence de l’approche NSCD-PDAS dans ce contexte indus-
triel. Ce choix est motivé par la possibilité de comparer NSCD et DEM dans le
cadre du calcul parallèle et la possibilité de traiter les écoulements fluide granu-
laires. Pour cela, nous allons introduire ce chapitre par un rappel de l’approche
DEM-CUNDALL et des lois gouvernant la dynamique des milieux granulaires.

1 http ://mimetics-engineering.fr/index.php/lmgc90/
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Ensuite, nous nous intéresserons au solveur multiphasique MFiX-EXA en décri-
vant brièvement l’algorithme de résolution implémenté pour l’étude des inter-
actions fluides-particules et particules-particules. Une section sera dédiée à la
présentation de la stratégie de parallélisation dans MFiX-EXA, puis à l’implé-
mentation et l’adaptation du formalisme NSCD-PDAS dans ce solveur. Enfin, la
dernière partie de ce chapitre sera entièrement consacrée aux simulations nu-
mériques d’écoulements granulaires purs et couplés au fluide, en confrontant
les résultats obtenus par NSCD-PDAS à ceux obtenus avec le modèle DEM-
CUNDALL.

4.1 modélisation discrète et solveur granulaire

Après avoir introduit le chapitre par une description de la modélisation discrète
DEM et de ses objectifs dans le cadre industriel, nous allons nous intéresser dans
cette première partie au modèle mathématique, avant d’introduire le modèle de
contact utilisé et son implémentation dans le solveur MFiX-EXA.

4.1.1 Loi de Newton et description des équations de mouvement

La description macroscopique du mouvement d’un milieu granulaire peut s’ob-
tenir par la résolution des équations classiques de la mécanique, à savoir la se-
conde loi de Newton. La particule est soumise à des forces dites de volumes et
de contacts. Considérons donc dans ce qui suit,N particules sphériques, chacune
ayant un diamètre D et une densité ρ. Ces N particules sont représentées dans
un référentiel à l’instant t par (X(i)(t),V(i)(t),ω(i)(t),D(i), ρ(i), i = 1...N), où
X(i)(t) désigne la position de la ieme particule, V(i)(t) et ω(i)(t) désignent ses
vitesses linéaires et angulaires, D(i) indique son diamètre et ρ(i) représente sa
densité. La massem(i) et le moment d’inertie I(i) de la ieme particule sont égaux
à ρ(i)πD

(i)3

6 et m(i)D(i)2

10 , respectivement. La position, les vitesses de translation
et les vitesses angulaires de la ième particule évoluent selon la loi de Newton :

d

dt
X(i)(t) = V(i)(t) (4.1.1)

m(i) d

dt
V(i)(t) = F

(i)
T = m(i)g+ F

(i)
d (t) + F

(i)
c (t) (4.1.2)

I(i)
d

dt
ω(i)(t) = T (i) (4.1.3)

où g est l’accélération due à la pesanteur, F(i)d (t) est la force de traînée totale
(pression et viscosité que l’on verra en détail dans la section 4.4) s’exerçant sur
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une particule se situant dans une cellule fluide, F(i)c (t) la force de contact nette
résultant du contact avec d’autres particules, T (i) la somme de tous les couples
agissant sur la ieme particule, et F(i)T est la somme totale de toutes les forces
agissant sur la ieme particule. Ce qui nous amène à décrire les modèles associés
à la mécanique du contact.

4.1.2 Cundall et la régularisation du contact

Les milieux granulaires sont caractérisés par de nombreux contacts simultanés,
et dans le cadre de l’approche par éléments discrets, ceux-ci sont résolus contact
par contact directement à l’aide d’un modèle à "Sphères souples" (Soft-Sphere
model en anglais). Les forces d’interactions sont exprimées sur la base du mo-
dèle "Ressort-Amortisseur" (Spring-Dashpot model) de Cundall et Strack (1979)
[29], considéré comme la première technique de simulation de la dynamique des
milieux granulaires publiée dans la littérature. Dans une telle approche, les par-
ticules restent parfaitement rigides et indéformables, mais elles ont la possibilité
de s’interpénétrer très légèrement. Ces interpénétrations sont alors utilisées pour
calculer une force répulsive proportionnelle à l’interpénétration qui tend à s’y op-
poser. Avant de décrire ce modèle de contact, intéressons nous à la description
géométrique du contact entre 2 particules.

4.1.2.1 Description géométrique du contact

Dans ce paragraphe, nous allons décrire le modèle cinématique qui régit la dy-
namique de chaque particule du milieu. Pour des raisons de simplicité, nous
nous limitons au cas d’un contact entre deux particules sphériques bidimension-
nels i et j en contact, à diamètres égaux à D(i) et D(j), situées à X(i) et X(j).
La particule i se déplace avec des vitesses linéaire et angulaire égales à V(i)(t)

et ω(i)(t), respectivement. De même, la particule j se déplace avec des vitesses
linéaire et angulaire égales à V(j)(t) et ω(j)(t), respectivement. On définit alors
le chevauchement normal ou la distance d’interpénétration entre les particules
en contact par la formule suivante :

δn = 0, 5(D(i) +D(j)) − |X(i) −X(j)| (4.1.4)

Lorsque δn > 0, les particules ne sont pas en contact et il n’y a pas de force de
répulsion qui est exercée. Dès que δn devient négatif, il y a interpénétration, et
une force de répulsion tend à les séparer.
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Figure 50 : Schéma de deux particules i et j en contact.

Le vecteur unitaire le long de la ligne de contact pointant de la particule i à la
particule j est

ηij =
X(j) −X(i)

|X(j) −X(i)|
(4.1.5)

et la vitesse relative du point de contact devient

V(ij) = V(i) −V(j) + (L(i)ω(i) + L(j)ω(j))∧ηij (4.1.6)

où L(i) et L(j) sont la distance entre le point de contact et le centre de la
particule i et j, respectivement. Ils sont donnés par

L(i) =
|X(j) −X(i)|2 + r2i − r

2
j

2|X(j) −X(i)|
(4.1.7)

avec r(i) et r(j) les rayons des particules i et j, et

L(j) = |X(j) −X(i)|− L(i) (4.1.8)

Les composantes normales et tangentielles de la vitesse de contact, V(nij) et
V(tij) respectivement, sont

V(nij) = (V(i) −V(j)).ηijηij, (4.1.9)
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et

V(tij) = V
(ij) −V(ij).ηijηij (4.1.10)

La tangente au plan de contact tij est

tij =
V(tij)

|V(tij)|
(4.1.11)

4.1.2.2 Modèle de contact Ressort-Amortisseur

Il s’agit ici de présenter le modèle de contact Ressort-Amortisseur [55]. Avec ce
modèle, une collision particule-particule est traitée comme un processus continu
qui se produit sur une période de temps finie, la force de contact étant calcu-
lée comme une fonction continue de la distance entre les particules en contact
et reposant sur des lois d’interaction empiriques caractérisées par la constante
de raideur normale du ressort, la constante de dissipation et le coefficient de
frottement. Le chevauchement entre les deux particules en contact est représenté
par un système de ressorts et d’amortisseurs (voir Figure 51) dans les directions
normale et tangentielle. Le ressort assure la répulsion des particules en contact
et l’amortisseur imite la dissipation de l’énergie cinétique due aux collisions in-
élastiques. La constante de raideur normale de contact, notée kn, correspond à la
raideur du ressort étend au moment du contact. Cette constante est avant tout un
paramètre numérique, et non pas un paramètre physique représentant le com-
portement local de la particule. On parle aussi de "paramètre de régularisation"
ou de "pénalisation de contact". Cette régularisation de contact dans la direction
normale est également appliquée dans la direction tangentielle, d’où l’introduc-
tion d’une seconde constante, la raideur tangentielle kt. Ces constantes doivent
être choisies suffisamment grandes pour que le chevauchement entre particules
en contact reste faible par rapport à leur diamètre. De même, les coefficients
d’amortissement visqueux au contact appliquent une force proportionnelle à la
vitesse, dans les directions normales et tangentielles opposées au mouvement,
notées respectivement ηt et ηn.

Les composantes normales et tangentielles de la force de contact Fij, au temps
t, sont décomposées en une force conservatrice du ressort FSij et une force dissi-
pative d’amortissement FDij

Fnij(t) = F
S
nij(t) + F

D
nij(t), (4.1.12)

et

Ftij(t) = F
S
tij(t) + F

D
tij(t) (4.1.13)
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Figure 51 : Modèle de contact Ressort-Amortisseur utilisé pour modéliser les forces de
contact entre deux particules i et j dans une approche à sphère souple.

L’effort normal du ressort FSnij est calculé sur la base du chevauchement δn
entre les particules. Il est donné par :

FSnij = −knδnηij (4.1.14)

L’effort tangentiel du ressort est nul lorsque le contact est initié. Ensuite, à
chaque instant, il est donné par :

FStij = −ktδt (4.1.15)

où δt représente le déplacement tangentiel. A l’initialisation du contact, le
déplacement tangentiel est calculé comme suit :

δt = Vtijmin(
|δn|

Vij.ηij
,∆t), (4.1.16)

à l’instant t+∆t, le déplacement tangentiel est calculé de la façon suivante :

δt(t+∆t) = δt(t) +Vij∆t (4.1.17)

Dans l’expression ci-dessus, le déplacement tangentiel accumulé δt(t) à l’ins-
tant t ne se situera pas nécessairement sur le plan tangent à l’instant t+∆t. Par
conséquent, l’expression ci-dessus pour le déplacement tangentiel est corrigée
afin de garantir que le déplacement tangentiel se situe dans le plan tangent. La
correction est obtenue en soustrayant la composante normale δt(t+∆t), soit :

δt(t+∆t) = δt(t+∆t) − (δt(t+∆t).ηij)ηij (4.1.18)
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Pour l’effort tangentiel dû au frottement de Coulomb, si l’expression suivante
est vérifiée pendant le contact :

|Ftij| > µ|Fnij| (4.1.19)

alors le frottement a un statut glissant et la force de contact tangentielle est
donnée par :

Ftij =


−µ|Fnij|tij si tij 6= 0

−µ|Fnij|
δt
δt|

si tij = 0,δt 6= 0

0 sinon.

(4.1.20)

Il est important de noter que la ieme particule de la paire de contact (i, j) subit
une force de contact égale à Fij et que la jeme particule, selon la troisième loi du
mouvement de Newton, subit une force de contact égale et opposée (c.-à-d. −Fij).
Par conséquent, la force de contact totale Fic(t) à tout moment sur la particule
est donnée par :

Fic(t) =

N∑
i=1,i 6=j

(FSij(t) + F
D
ij(t)), (4.1.21)

et le couple total agissant sur la ieme particule est calculé par

T i(t) =

N∑
i=1,i 6=j

(L(i)ηij ∧ Ftij(t)) (4.1.22)

4.1.2.3 Modèle de contact Hertzien

Comme le modèle Ressort-Amortisseur, le modèle de contact Hertzien autorise
les déformations et l’interpénétration lors du contact et permet de traiter les
contacts de façon explicite suivant la loi de Hertz régularisante. On parle alors
de modèles de contact régulier.
Dans le cadre d’un contact faisant intervenir deux particules i et j appartenant
à deux phases solides différentes, notées m et l, le modèle de contact Hertzien
permet de déterminer les raideurs de ressort normale et tangentielle à partir du
module de Young et du coefficient de Poisson comme suit :

Kn,ij =
4

3

EmEl
√
r∗ml

Em(1− σ2l ) + El(1− σ
2
m)
δ
1
2

n,ij, (4.1.23)
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Kt,ij =
16

3

GmGl
√
r∗ml

Gm(2− σl) +Gl(2− σm)
δ
1
2

n,ij, (4.1.24)

où Em et El sont les modules de Young et σm et σl sont les ratios de Poisson
des deux phases solides. Gm, Gl sont les modules de cisaillement calculés avec
Gm = Em

2(1+σm) , Gl = El
2(1+σl)

et 1
r∗ml

= 1
r(m)

+ 1
r(l)

.

4.1.3 Discrétisation temporelle des équations de mouvement

La première étape de la simulation des milieux granulaires est la discrétisation
temporelle des équations régissant le mouvement des particules. Une modélisa-
tion par DEM est basée sur une intégration temporelle. Le schéma utilisé par
défaut dans le solveur granulaire MFiX-DEM est un schéma de premier ordre de
type "saute-mouton". Dans ce schéma, la position du centre, la vitesse de trans-
lation, et la vitesse angulaire de la particule à l’instant (t+∆t) sont obtenues à
partir des valeurs à l’instant t par

V(i)(t+∆t) = V(i)(t) +
F
(i)
T (t)

m(i)
∆t, (4.1.25)

X(i)(t+∆t) = X(i)(t) +V(i)(t+∆t)∆t, (4.1.26)

ω(i)(t+∆t) =ω(i)(t) +
T (i)(t)

I(i)
∆t (4.1.27)

respectivement, où F(i)T (t) et T (i) représentent la force totale et le couple agissant
sur la particule.

D’autres schémas d’intégrations peuvent également être utilisés, tel que le
schéma de second ordre Adams-Bashforth. Dans ce schéma, la vitesse de transla-
tion, la position du centre de la particule et la vitesse angulaire à l’instant (t+∆t)
sont obtenues à partir des valeurs à l’instant t et également de (t−∆t) par

V(i)(t+∆t) = V(i)(t) +
0.5
m(i)

(3F
(i)
T (t) − F

(i)
T (t−∆t))∆t, (4.1.28)

X(i)(t+∆t) = X(i)(t) + 0.5(3V(i)(t) −V(i)(t−∆t))∆t, (4.1.29)
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ω(i)(t+∆t) =ω(i)(t) +
0.5
I(i)

(3T (i)(t) − T (i)(t−∆t))∆t, (4.1.30)

respectivement. Ce schéma requiert donc une connaissance des valeurs au pas
de temps précédent (t−∆t), ce qui le rend plus coûteux en mémoire comparé
au schéma d’ordre 1.

4.1.4 Présentation du solveur multiphasique MFiX-EXA

MFiX "Multiphase Flow with Interphase eXchange" est un solveur open source
d’écoulements multiphasiques en dynamique des fluides numérique [46], dé-
veloppé par le Laboratoire national de la technologie de l’énergie (NETL). Ce
solveur est utilisé par une grande communauté de scientifiques, principalement
aux Etats-Unis, pour simuler les écoulements dans les procédés industriels. D’un
point de vue modélisation, deux approches y sont implémentées, à savoir l’ap-
proche deux fluides "Two-Fluid Model" (TFM) de type Euler-Euler qui consi-
dèrent les deux phases fluide et solide comme un ensemble homogène, et l’ap-
proche Euler-Lagrange qui permet de calculer l’écoulement du fluide en traitant
séparément la phase fluide continue de la phase solide constituée de l’ensemble
des particules, modélisé par la méthode des éléments discrets (DEM). Nous re-
viendrons sur ces deux approches en détail dans les sections suivantes. MFiX-
DEM représente la partie du solveur qui traite l’écoulement granulaire pur du
solveur MFiX, et permet, d’une part, de modéliser le comportement dynamique
de chaque particule solide suivant la seconde loi de Newton relative au mouve-
ment, et d’autre part, de traiter l’écoulement de la phase fluide. Pour la partie
DEM, ce sont exactement les équations (4.1.1) – (4.1.30) précédemment présen-
tées qui y sont implémentées.
Dans ce type de solveur, deux éléments sont importants d’un point de vue coût
de calcul ; d’une part la recherche de voisin, et d’autre part le parallélisme. Nous
allons dans un premier temps décrire brièvement l’algorithme de résolution du
solveur granulaire implémenté dans MFiX-EXA.
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Algorithme global de résolution du solveur MFiX-DEM

Algorithme 1 : Algorithme MFiX-DEM.
Données : Positions et vitesses des particules, conditions aux limites du

domaine de calcul
Résultat : Résolution des contacts

1 pour chaque itération temporelle faire
2 Localisation des positions des particules;
3 Détection des voisins et Construction de la liste des contacts;
4 Calcul des forces de contacts;
5 Actualisation des nouvelles positions et vitesses;

6 fin

Pour simplifier, nous nous limitons à la description du solveur DEM sans évo-
quer le couplage avec le solveur fluide. A chaque itération temporelle, le solveur
MFiX-DEM entame le processus de résolution des contacts. Les positions et vi-
tesses des particules ainsi que les conditions aux limites du domaine de calcul
sont lues par MFiX. Une fois que ces données sont vérifiées, MFiX fait appel
à la routine d’avancement temporel pour calculer les nouvelles valeurs mises à
jour pour chaque particule via l’itération suivante. Cette routine lance à son tour
une séquence d’appels à plusieurs autres routines, la première permet de loca-
liser chaque particule, puis une seconde routine est appelée pour déterminer la
liste des voisins potentiels de chaque particule suivant l’algorithme de recherche
de voisins. Une troisième routine permet de calculer les forces de contacts et de
frottement (éventuellement les forces de traînées en présence d’un couplage CFD-
DEM), puis une dernière routine permet d’intégrer les informations de toutes les
routines précédemment appelées et de calculer les nouvelles positions et vitesses
relatives aux particules selon le schéma d’intégration en temps utilisé (Euler ex-
plicite ou Adams Bashforth). Les étapes de résolution des contacts ainsi que les
différentes routines appelées par le solveur MFiX-DEM sont résumées dans le
schéma ci-dessous :

Recherche de voisins dans MFiX-DEM

Dans un contexte de collisions entre particules, en préliminaire du calcul des
forces de contacts régissant la dynamique dans ces milieux, il est primordial de
connaître, à chaque pas de temps, les particules potentiellement susceptibles de
rentrer en collision. La recherche des plus proches voisins est une des compo-
santes de toute simulation en milieu granulaire. Le problème consiste à trouver
l’ensemble des k plus proches voisins d’une particule dans un ensemble de par-
ticules. Pour cela, quatre algorithmes de recherche de voisins sont implémentés
dans MFiX-DEM. L’algorithme de recherche "Nsquare" N2, N étant le nombre
total de particules dans le domaine, les algorithmes "Quadtree" et "Octree", et
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Figure 52 : Routines d’appel du solveur MFiX-DEM pour la résolution des contacts.

l’algorithme "Cell-linked list". Ce dernier, imaginé par Verlet [102], consiste à dis-
crétiser le domaine de calcul en cellules pour former une grille de détection, puis
à partir des coordonnées de chaque particules de la grille, identifier les contacts
potentiels de la particule d’intérêt se trouvent dans une cellule centrale en itérant
uniquement sur les cellules adjacentes. Comme le montre le schéma 2D de la Fi-
gure 53, si la particule d’intérêt est celle représentée par la particule rouge, alors
les particules appartenant à 8 cellules adjacentes +1 pour la cellule centrale (26
dans le cas 3D +1 pour la cellule centrale), ainsi que les particules appartenant à
la même cellule que la particule d’intérêt (particules oranges), sont considérées
comme des voisins potentiels. Ainsi, seules ces particules sont ensuite compa-
rées à la particule d’intérêt pour un contact voisin. Les seuls calculs de distance
à effectuer concernent les voisins potentiels, ce qui permet un gain en temps
de calcul. Quelque soit la méthode de recherche, deux particules i et j situées
en X(i) et X(j) et ont les rayons Ri et Rj, sont considérés comme voisins s’ils
satisfont à la condition suivante :

|X(i) −X(i)| < K(Ri + Rj), (4.1.31)

où K est un paramètre d’entrée utilisateur qui permet de construire la liste des
voisins de chaque particule.

A noter que dans le cadre de nos simulations, nous nous sommes limités à
l’utilisation de l’algorithme par défaut "Nsquare" pour l’étape de recherche de
voisins.
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Figure 53 : Schéma 2D pour l’algorithme de recherche de voisin «cell-linked liste». Les
particules oranges représentent les potentiels voisins de la particule noire au
centre.

4.2 parallélisation de mfix-exa

Le processus de résolution des contacts est une étape très coûteuse en temps
calcul pour les solveurs granulaires, notamment lorsqu’il s’agit de simulations
à grandes échelles impliquant beaucoup de particules. Un des aspects mis en
avant par le solveur est le parallélisme massif, dont il a fait l’objet dans une
étude récente publiée dans l’article [51] qui illustre son potentiel en terme de
Calcul Haute Performance (HPC). La parallélisation du code y est détaillée et
des cas-tests de vérification y sont présentés, soulignant l’efficacité du solveur
sur les architectures de calcul intensif actuelles et les gains en temps de calcul
obtenus sur des simulations à grandes échelles. Nous allons donc présenter dans
ce qui suit les principaux éléments de la parallélisation implémentée dans MFiX,
éléments qui vont nous servir de base pour y implémenter l’approche NSCD-
PDAS en parallèle.

4.2.1 DEM et parallélisation

Il existe dans la littérature différentes techniques de parallélisation de solveurs
DEM. La plupart d’entre elles utilise la méthode de décomposition par do-
maines non seulement pour la partie fluide mais également pour la partie DEM
qui, en plus de la méthode de décomposition par domaines [62, 87], a connu
d’autres techniques comme la méthode "mirror domain" [31, 105], dont le prin-
cipe consiste à répartir sur chaque processeur un ensemble de données identique,
on dit alors que les données sont mises en miroir par tous les processeurs. Une
autre méthode appelée "particle-subset" [63, 87] repose sur une répartition dyna-
mique des particules et un équilibrage de charge entre tous les processeurs, de
façon à affecter les particules les plus proches et en contact à un seul processeur,
ce qui permet de réduire les contacts entre particules de processeurs voisins.
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MFiX propose une technique de parallélisation basée sur la décomposition
de domaine géométrique, explicitée dans l’article [51]. Cette technique s’adapte
facilement aux architectures à mémoires distribuées puisqu’elle permet d’inter-
connecter le réseau de sous-domaines, le parallélisme s’effectuant par échanges
de données des particules (positions, vitesses, masse, rayon, densité volumique,
...). Elle permet également d’accélérer le calcul puisque le travail est réparti sur
chaque sous-domaine où le nombre de particules est considérablement réduit
par rapport au domaine de calcul initial (voir Figure 54). Néanmoins, on no-
tera que l’équilibrage de charge pour une décomposition de domaine est effectif
lorsque la distribution des particules sur les sous-domaines de calcul est uni-
forme.

Figure 54 : Schéma simplifié des échanges de données entre sous-domaines de calcul.

Chaque processeur attribué à un sous-domaine par décomposition géomé-
trique détient des informations sur les particules qui s’y trouvent physiquement
et exécute ses instructions indépendamment des autres processeurs. Le proces-
sus de communication parallèle via l’appel à des procédures de la bibliothèque
MPI (Message Passing Interface) se fait par échange de données des particules
se trouvant aux interfaces d’échange, constituées des cellules dites "Ghost", qui
représentent la couche de cellule qui duplique les informations du processeur ad-
jacent. Des particules dites "Ghost" permettent alors d’échanger ces informations.
Une étape de synchronisation avec les particules voisines des cellules Ghost est
alors nécessaire avant d’exécuter les instructions sur chacun des processeurs. Si
l’on considère par exemple à un instant t une particule se trouvant à proximité
d’une interface d’échange, le processeur de destination attribué au sous-domaine
adjacent crée son image en particule Ghost, en dupliquant toutes ses informa-
tions. Une fois que cette particule a traversé l’interface, elle n’existe plus physi-
quement dans le sous-domaine initial, et le processeur attribué au sous-domaine

131



initial va créer une particule Ghost en lieu et place de la particule initiale.

Enfin, d’un point de vue algorithmique, le solveur MFiX-DEM exécute à chaque
pas de temps les différentes tâches impliquées dans la résolution des forces de
contacts. Ensuite, les particules dont les positions et les vitesses ont été mises à
jour, sont fixées sur la grille cartésienne du domaine de calcul, et les communi-
cations parallèles peuvent avoir lieu, comme décrit dans la Figure 55. De ce fait,
les particules se déplaçant à travers les limites des processeurs sont identifiées,
puis leurs données sont chargées afin de les communiquer aux processeurs de
destination suivant le schéma de communication spécifique à MFiX. Les commu-
nications des données des particules se trouvant dans les cellules dites "Ghost"
sont également effectuées de la même manière que celles des particules se dépla-
çant à travers les limites des processeurs.

Figure 55 : Organigramme d’exécution du solveur MFiX-DEM en parallèle.

4.2.2 Une parallélisation distribuée de la NSCD-PDAS

On se propose dans cette partie de paralléliser la méthode NSCD-PDAS dans
l’environnement de développement MFiX-EXA. On rappelle d’après la section
précédente que les contraintes d’implémentation sont fortes car on est limité à
une décomposition de domaine statique et géométrique. Toutefois, d’un point de
vue algorithmique, on utilise le schéma de communication utilisé par la DEM.

4.2.2.1 NSCD et paradigme de décomposition de domaine

La parallélisation de la méthode NSCD par décomposition de domaine statique
et géométrique reste une tâche difficile à mettre en oeuvre du fait de la non-
régularité des interactions de contact en milieu multi-corps rigides et de la non-
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unicité de la solution de ce genre de problèmes. Dans ce sens, plusieurs stratégies
ont été proposées dans la littérature pour introduire ces techniques dans le cadre
de la NSCD. Celles-ci peuvent être catégorisées selon deux familles ; à savoir la
méthode sans chevauchement FETI-LIKE DDM (Finite Element Tearing and In-
terconnecting Domain Decomposition Method), proposée dans [8] qui consiste
à introduire un problème d’interface linéaire en répartissant les interactions de
contact dans les différents sous-domaines, et la méthode avec chevauchement
minimal de type Schwarz (SCHWARZ-LIKE DDM) dont les développements
théoriques et numériques ont été étudiés dans [103]. D’ailleurs, les principaux
travaux de développement de la plateforme du LMGC90 (Logiciel de Mécanique
Gérant le Contact) ont porté sur l’implémentation et l’enrichissement de ces deux
familles de décomposition de domaine. On notera que le choix de répartition des
interactions de contact parmi les sous-domaines dans les techniques de décom-
position pré-citées a été motivé par leur caractère non-régulier, selon un parti-
tionnement dit "dual" décrit dans [103].
Un autre partitionnement dit "primal", consiste quant à lui à distribuer non pas
les interactions mais les particules dans les sous-domaines, avec une interface
définie par l’ensemble des interactions non-régulières pour faire le lien entre les
particules de deux sous-domaines adjacents.

4.2.2.2 Algorithme parallèle de résolution

Pour mettre en oeuvre la parallélisation de la NSCD dans le cadre de MFiX et
réaliser l’ensemble des cas-tests, nous nous sommes basés sur l’algorithme paral-
lèle pour la DEM utilisant le paradigme de décomposition de domaine statique.
Notre point de départ est la recherche de voisins qui permet d’établir la liste des
contacts sur l’ensemble du domaine de calcul décomposé, en tenant compte de
l’emplacement des particules à un instant t donné. Comme indiqué à la section
4.2.1, chaque processeur détient non seulement les informations des particules
appartenant au sous-domaine attribué, mais également celles des particules se
trouvant dans les cellules ghost qui dupliquent les informations des processeurs
adjacents. On peut d’ailleurs mettre en lien cette approche avec la technique de
partitionnement primal, puisque la répartition est effectuée sur la base des parti-
cules et non des interactions.

Nous avons ainsi exploité le processus d’échange de données s’effectuant au
niveau des cellules ghost pour distinguer deux types de contacts ; ceux entre
particules Normales dont l’emplacement physique est à l’intérieur du processeur,
puis ceux impliquant une particule d’interface et une particule Ghost. À chaque
itération temporelle, nous traitons une distribution de particules Normales et
Ghosts (voir Figure 56), et la résolution de la loi de contact et de frottement est
réalisée par sous-domaine à l’aide du même algorithme utilisé dans le cas mono-
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domaine, en itérant de façon non-linéaire sur l’ensemble des contacts de chaque
système restreint.

Figure 56 : Schéma de communication entre deux processeurs dans le cadre de la
parallélisation de la NSCD.

Après une synchronisation des données des cellules ghost, le solveur non-
linéaire NLGS itère sur l’ensemble des contacts "Normale-Ghost" (αN−G) afin
de mettre à jour ces contacts de frontière. Les données des particules "Normales"
d’interface sont actualisées et communiquées au processeur adjacent. Une fois
que les contacts "Normale-Ghost" sont traités, le solveur NLGS itère sur l’en-
semble des contacts n’impliquant que des particules "Normales" du même sous-
domaine pour y résoudre la loi de contact et mettre à jour leurs données. Par une
synchronisation MPI, ces données sont ensuite propagées au niveau des cellules
ghost, puis communiquées au processeur adjacent. Ce schéma de communica-
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tion s’apparente à un schéma hybride de Gauss Seidel/Jacobi par bloc.

Algorithme 2 : Algorithme parallèle MFiX-NSCD-PDAS.
Données : positions des particules
Résultat : Résolution des contacts en parallèle

1 Création des particules Ghost;
2 Détection des contacts et construction de la liste des voisins;
3 pour j← 0 à NNLGS, (jusqu’à convergence) faire
4 Synchronisation des cellules ghost;
5 pour α← 1 à Nα (boucle sur les contacts) faire
6 si α == αN−G alors
7 Calcul de la loi de contact et frottement (PDAS);
8 Actualisation vitesses globales PN−N;

9 fin

10 fin
11 pour α← 1 à Nα (boucle sur les contacts) faire
12 si α 6= αN−G alors
13 Calcul de la loi de contact et frottement (PDAS);
14 Actualisation vitesses globales par bloc;

15 fin

16 fin
17 Synchronisation des cellules ghost;
18 Communication et échange de données via les cellules ghost;

19 fin
20 Actualisation des déplacements généralisés par bloc;

4.3 comparaisons dem-cundall / nscd-pdas

Plusieurs études comparatives entre les approches DEM-CUNDALL et NSCD-
PDAS sont proposées dans cette section. Ceci est rendue possible en utilisant
le modèle de CUNDALL implémenté dans MFiX-EXA. Les premières comparai-
sons sont réalisées sur des configurations impliquant une seule particule afin
de valider la bonne implémentation des lois de contact et de frottement. Enfin,
une étude comparative est munie pour l’écoulement de grains dans un tambour
rotatif.
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4.3.1 Éléments de comparaison sur une particule

4.3.1.1 Rebond d’une particule

Dans ce paragraphe, on se propose de comparer les schémas numériques DEM
et NSCD dans le cas d’une particule P qui rebondit sur une fondation rigide. Il
s’agit de comparer le modèle de contact non-régulier NSCD et de souligner les
propriétés du modèle de Cundall dans le cas d’un rebond pour lequel on connaît
la solution analytique. Pour cela, nous considérons une particule rigide P, lâchée
sans vitesse initiale (v0 = 0), d’une hauteur initiale h0, soumise uniquement à la
force de gravité g. Les paramètres physiques relatifs au cas-test sont répertoriés
dans la Table ci-dessous :

Paramètre Valeur

Rayon particule P (m) rp = 4× 10−3

Densité volumique (Kg.m−3) ρ = 2700

Hauteur initiale (m) h0 = 0.225

Vitesse initiale (m.s−1) v0 = 0

Force de gravité (m.s−2) g = −9.80665

Masse de la particule (Kg) mp = ρπr2p

Table 30 : Paramètres physiques pour la simulation de chute d’une particule.

Pour l’approche de CUNDALL, les paramètres numérique du modèle physique
sont répertoriés dans la Table 31. On notera que pour l’approche NSCD-PDAS,
seuls les paramètres en, et, γn, γt et εNLGS sont à définir. On rappelle que
kn (resp. kt) est la constante de raideur normale (resp. tangentielle) de contact,
ηratio le ratio entre le coefficient d’amortissement normal et tangentiel, γn (resp.
γt) est le paramètre active set normal (resp. tangentiel), et εNLGS le critère d’ar-
rêt de la méthode numérique PDAS.

Un paramètre important du modèle de CUNDALL explicite est le temps de
collision. Ce dernier caractérise le temps de contact entre deux particules, un
temps de contact élevé est associé à des particules rigides, et à l’opposé, un
temps de collision infiniment petit correspond à un contact entre deux particules
déformables. La constante de raideur kn conditionne ce point clé du modèle, par
la relation :

tcoll = π

[
kn

meff
− (

ηn

2meff
)2

]−1/2
(4.3.1)

où meff représente la masse effective de la collision entre la particule et la fon-
dation rigide, et ηn le coefficient d’amortissement visqueux normal. On notera
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DEM-CUNDALL NSCD-PDAS Communs

en = 0.59 en = 0.46 T = 2 s

- et = 1 -

kn = (104, 105, 106) N.m−1 γn = 0.1 µ = 0

kt =
2
7kn N.m−1 γt = 0.1 -

ηratio = 0.5 εNLGS = 10−8 -

dt ≈ (12.3, 3.89, 1.23)× 10−6 s dt = 5× 10−5 s -

Table 31 : Paramètres numériques pour la simulation de chute d’une particule pour
chaque approche de contact.

également que le coefficient de restitution normal en relatif à l’approche NSCD-
PDAS est différent de celui utilisé pour la DEM. En effet, ce dernier a été ajusté
de façon empirique pour obtenir un en effectif (voir Figure 57). Le coefficient de
restitution normal effectif ainsi obtenu est de 0.46.

Figure 57 : Positions et vitesses de la particule en chute libre au cours du temps
obtenues par DEM-CUNDALL et NSCD-PDAS.

Pour le modèle DEM-CUNDALL, le pas de temps varie selon la relation 4.3.1.
Pour le modèle NSCD-PDAS, le pas de temps est pris plus grand (dtNSCD >

dtDEM). Le comportement de la particule lors du processus de chute libre est
identique pour les deux approches. En l’absence de frottement, et pour un co-
efficient de restitution normal en = 0.46, le mouvement de la particule devient
statique au bout de quelques rebonds. De plus, d’après les graphes de la Figure
57, la variation numérique de la position de la particule au cours du temps ob-
tenue par NSCD-PDAS (symbole ◦ en rouge) correspond à celle obtenue par
DEM-CUNDALL. De même, la solution numérique de la vitesse de la parti-
cule au cours du temps obtenue par NSCD-PDAS (symbole ◦ en bleu) varie de
la même manière que la solution numérique obtenue par DEM-CUNDALL. Le
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comportement de la solution numérique est donc identique pour les deux ap-
proches.

L’autre propriété pertinente à comparer est l’énergie cinétique de la particule.
Pour l’approche DEM-CUNDALL, la variation du constante de raideur normale
de contact kn permet d’étudier le comportement local de la particule. Ce pa-
ramètre devant être choisi suffisamment élevé pour que la distance d’interpé-
nétration reste faible par rapport au diamètre de la particule au moment du
choc, nous avons pris 3 valeurs pour la constante de raideur normale (kn =

104, 105, 106) pour comparer les solutions obtenues à celles de l’approche NSCD-
PDAS. D’après les graphes de la Figure 58, il apparaît clairement que l’influence
de la constante de raideur normale kn sur le comportement de la particule au
moment du choc est notable et cela se traduit par une variation de l’énergie ciné-
tique au cours du temps légèrement différente selon le kn choisi. Ainsi, plus le
kn est grand, plus on tend vers la solution numérique obtenue par NSCD-PDAS
(symbole • en rouge), et plus petit est le pas de temps.

(a) (b)

Figure 58 : Variations de l’énergie cinétique de la particule en chute libre au cours du
temps obtenues par DEM-CUNDALL (pour différentes constantes de

raideur normale kn) et NSCD-PDAS.

4.3.1.2 Roulement-glissement dans un tambour rotatif

Nous poursuivons notre étude comparative entre l’approche DEM-CUNDALL
et l’approche NSCD-PDAS par un second cas-test de roulement-glissement dans
un tambour rotatif. Une particule, de rayon 4× 10−3 m, posée sans vitesse ini-
tiale au fond d’un tambour tournant à une vitesse de rotation de 6 rpm dans le
sens anti-horaire, est soumise à l’action de la rotation du tambour. Il s’agit alors
d’étudier le mouvement de la particule dans le tambour et de comparer le com-
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portement des solutions numériques obtenues par DEM-CUNDALL et NSCD-
PDAS. Les paramètres physiques relatifs à la simulation sont donnés dans la
Table ci-dessous :

Paramètre Valeur

Rayon particule P (m) rp = 4× 10−3

Densité volumique (Kg.m−3) ρ = 2700

Diamètre du tambour (mm) Ddrum = 450

Vitesse de rotation du tambour (rpm) Ωdrum = 6

Vitesse initiale (m.s−1) v0 = 0

Force de gravité (m.s−2) g = −9.80665

Masse de la particule (Kg) mp = ρπr2p

Table 32 : Paramètres physiques pour la simulation de roulement-glissement dans un
tambour rotatif.

Les paramètres numériques sont reportés dans la Table 33 selon l’approche utili-
sée.

DEM-CUNDALL NSCD-PDAS Communs

dt ≈ 1.23× 10−5 s dt = 5× 10−5 s T = 2 s

kn = 104 N.m−1 γn = 10−8 -

kt =
2
7kn N.m−1 γt = 10

−8 µ = 0.2

ηratio = 0.5 εNLGS = 10−8 -

Table 33 : Paramètres numériques pour la simulation de roulement-glissement dans un
tambour rotatif pour chaque approche de contact.

Initialement au repos, la particule, entraînée par la rotation du tambour, en-
tame un mouvement oscillatoire identique à celui du pendule (voir Figure 59).
En effet, la force de frottement entre la paroi intérieure du tambour et la parti-
cule amorce le mouvement de la particule qui roule dans la direction opposée
au sens de rotation du tambour. On notera que dtNSCD > dtDEM.

Le graphe de la Figure 60 décrivent d’une part l’évolution temporelle de la
vitesse angulaire de la particule qui glisse et roule sous l’action de la rotation
du tambour, et d’autre part l’évolution de l’énergie cinétique de cette particule.
On constate alors que la solution numérique de la vitesse angulaire obtenue par
NSCD-PDAS (symbole ◦ en bleu) varie de manière identique à celle obtenue par
DEM-CUNDALL. Il en est de même pour la solution numérique de l’énergie
cinétique (courbe rouge et symbole ◦ en rouge).
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Figure 59 : Régime oscillatoire de la particule en roulement-glissement dans un
tambour rotatif.

Figure 60 : Variations de la vitesse angulaire (en bleu) et de l’énergie cinétique ( en
rouge) de la particule en roulement-glissement au cours du temps obtenues

par DEM-CUNDALL et NSCD-PDAS.

Les cas-tests réalisés sur les configurations mono-particules indiquent une
concordance entre les modèles DEM et NSCD. Compte tenu de l’utilisation an-
térieure importante de la DEM implémentée dans MFiX-EXA, cela constitue un
élément complémentaire de la méthode NSCD. De plus, le caractère implicite
de la méthode NSCD offre une stabilité numérique temporelle supérieure. En
effet, la prise en compte de particules rigides avec le modèle DEM-CUNDALL
se traduit par des pas de temps infiniment petits.

4.3.2 Écoulement granulaire dans un tambour rotatif

Le but de cette section est de poursuivre notre étude comparative DEM-CUNDALL
/ NSCD-PDAS en considérant un écoulement granulaire à travers une simulation
de particules confinées dans un tambour rotatif. Pour cette étude, nous simulons
une collection de 400 particules de diamètres uniformément distribués entre 7 et
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8 mm déposées au fond d’un tambour de diamètre 450 mm et de vitesse de ro-
tation égale à 6 rpm. Le choix d’une distribution aléatoire uniforme a été motivé
par le phénomène de "cristallisation" ou "blocage" visible lorsque les particules
simulées sont de tailles identiques. La distribution aléatoire uniforme ainsi choi-
sie permet d’éviter ces blocages au cours du processus de rotation. Les particules
s’organisent alors en deux couches, une en contact avec la paroi interne du tam-
bour et l’autre sous forme de lit. Pour ce cas-test, les simulations ont été réalisé
en parallèle en utilisant 96 processeurs. Nous allons évaluer dans un premier
temps l’inclinaison de la surface libre par DEM-CUNDALL et NSCD-PDAS en
régime établi. Pour cela, nous simulons sur un temps d’intégration de 5 secondes.
Les paramètres physiques et numériques sont reportés ci-dessous :

Paramètre Valeur

Rayons particules (mm) r = [3.5− 4]

Densité volumique (Kg.m−3) ρ = 2700

Diamètre du tambour (mm) Ddrum = 450

Vitesse de rotation du tambour (rpm) Ωdrum = 6

Vitesse initiale (m.s−1) v0 = 0

Force de gravité (m.s−2) g = −9.80665

Masse de la particule (Kg) mp = ρπr2p

Table 34 : Paramètres physiques pour la simulation d’un écoulement granulaire dans
un tambour rotatif.

DEM-CUNDALL NSCD-PDAS Communs

en = 0.59 en = 0.46 T = 5 s

kn = 103 N.m−1 et = 1 -

kt =
2
7kn N.m−1 γn = 10−8 µ = 0.2

ηratio = 0.5 γt = 10
−8 -

- εNLGS = 10−8 -

dt ≈ 3.8× 10−6 s dt = 1× 10−5 s -

Table 35 : Paramètres numériques pour la simulation d’un écoulement granulaire dans
un tambour rotatif pour chaque approche de contact.

La Figure 61 montre que l’écoulement atteint un régime établi après 5 secondes
de simulation et qu’il est quasiment identique pour les deux approches en paral-
lèle, avec dtNSCD > dtDEM.
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 61 : Instantanées des profils d’écoulements granulaires dans un tambour rota-
tif à 400 particules de distribution aléatoire obtenues par DEM-CUNDALL
[(a) diamètre particules, (b) rang processeurs] et NSCD-PDAS [(c) diamètre
particules, (d) rang processeurs] en régime établi.

Le régime établi est atteint après la phase de sédimentation des particules.
Celles-ci se tassent les unes sur les autres, formant ainsi un lit de particules.
Lorsque l’inclinaison est constante, les particules au contact de la paroi du tam-
bour se déplacent à une vitesse plus faible que celle qui se trouvent à la surface
libre à cause du poids exercé par le lit de particules. Les impulsions normales
dues à la persistance des contacts exercées sur chaque particule engendrent une
interpénétration que l’on mesure pour les deux approches DEM-CUNDALL
et NSCD-PDAS. La Figure 62b confirme que la formulation non-régulière des
conditions de contact et de frottement résolue avec l’approche NSCD assure
une non-interpénétrabilité entre les corps. En effet, on observe une pénétration
moyenne de l’ordre de 10−7 mètres sur quelques contacts. Avec l’approche DEM-
CUNDALL, une interpénétrabilité plus importante est observée, de l’ordre de
10−6 mètres sur une bonne partie des contacts pour une constante de raideur
normale kn = 103N.m−1, (cf. Figure 62a). C’est un résultat attendu puisque le
modèle DEM-CUNDALL autorise l’interpénétration entre particules.

Enfin, pour mettre en avant le caractère conservatif de l’approche NSCD-
PDAS, nous avons comparé l’évolution de l’énergie cinétique au cours du temps
entre les deux approches, en faisant varier la constante de raideur normale pour
l’approche DEM-CUNDALL. Nous observons d’après le graphe de la Figure 63
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(a) (b)

Figure 62 : Visualisation des interpénétrations lors des simulations d’écoulements gra-
nulaires dans un tambour rotatif à 400 particules de distribution aléatoire
obtenues par (a) DEM-CUNDALL et (b) NSCD-PDAS à écoulement de sur-
face régulier atteint.

qu’en régime établi, l’énergie cinétique possède un niveau moyen qui ne décroît
pas au cours du temps avec l’approche NSCD-PDAS (courbe rouge). Les oscilla-
tions correspondent au mouvement périodique dit "avalanche" d’accumulation
des particules sur le côté droit du tambour. Pour ce qui est de l’approche DEM-
CUNDALL, l’influence de la constante de raideur est notable puisqu’avec un
kn = 103N.m−1, cela implique des interpénétrations plus importantes, et une
forte diminution de l’énergie cinétique en régime établi, et pour un kn pris égal
à 105N.m−1, l’évolution de l’énergie cinétique tend approximativement vers le
cas limite de la quantité d’énergie en régime établi correspondant à l’approche
NSCD-PDAS.

La simulation d’un écoulement granulaire sur un petit système avec l’ap-
proche NSCD-PDAS permet donc de retrouver un profil d’écoulement similaire
à celui obtenu par DEM-CUNDALL. La condition de persistance formulée dans
le cadre de la NSCD assure à la fois une non-interpénétrabilité et une conserva-
tion de la quantité d’énergie en régime établi, en comparaison avec l’approche
DEM-CUNDALL. Cette dernière approche, plus simple à mettre en oeuvre, est
associée à des coûts de calculs important lorsque la constante de raideur nor-
male est élevée, contrairement à l’approche NSCD-PDAS dont la mise en oeuvre
algorithmique est certes plus complexe, mais dont la stabilité est plus étendue.

4.3.3 Performances et scalabilité

L’objectif de cette partie est d’évaluer la scalabilité de la méthode NSCD-PDAS
dans le cadre de son implémentation dans l’environnement MFiX-EXA. Pour
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Figure 63 : Variations de l’énergie cinétique des simulations d’écoulements granulaires
dans un tambour rotatif à 400 particules de distribution aléatoire au cours
du temps obtenues par DEM-CUNDALL (pour différentes constantes de

raideur normales kn) et NSCD-PDAS.

rappel, MFiX-EXA offre la possibilité d’hériter du parallélisme et permet de trai-
ter des écoulements granulaires sur des systèmes à grande échelle. Dans cette
perspective, nous considérons une extension du cas-test précédent avec plus de
particules et de contacts simultanés. Une collection de plus de 16000 particules
de diamètres uniformément distribués entre 1 et 2 mm est déposée au fond d’un
tambour de 450 mm de diamètre de vitesse de rotation égale à 40 rpm. Pour ce
cas-test, une première simulation a été réalisée pour atteindre un écoulement en
régime établi, caractérisé par un grand nombre de contacts simultanés. Ensuite,
les simulations ont été réalisé à partir de ce régime en augmentant le nombre
de sous-domaines afin de réduire la taille du problème local sur chaque sous-
domaine et relever les temps CPU pour chaque approche. Les résultats, obtenus
avec le supercalculateur HPC@LR, ont été réalisé sur 4, 8, 16, 32, 64 et 96 CPU.
La répartition des particules et des contacts en sous-domaines de calcul associés
aux différents processeurs physiques est faite suivant la grille de partitionne-
ment présentée dans la Table 38. Les paramètres physiques et numériques de la
simulation sont reportés dans les Tables ci-dessous :

La Figure 64 montre les profils d’écoulements granulaires obtenues par la mé-
thode NSCD-PDAS. Sur les Figures 64b et 64d, on observe une pente caracté-
ristique du régime établi. De plus, les niveaux de couleur présentés dans les
Figures 64c et 64d illustrent la décomposition géométrique type cartésienne pro-
posée par MFiX. On notera par ailleurs que la distribution des particules n’est
pas homogène, des processeurs n’étant pas affectés par des particules lors de la
simulation.
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Paramètre Valeur

Rayons particules (mm) r = [1− 2]

Densité volumique (Kg.m−3) ρ = 2700

Diamètre du tambour (mm) Ddrum = 450

Vitesse de rotation du tambour (rpm) Ωdrum = 40

Vitesse initiale (m.s−1) v0 = 0

Force de gravité (m.s−2) g = −9.80665

Masse de la particule (Kg) mp = ρπr2p

Table 36 : Paramètres physique de la simulation d’écoulement granulaire dans un tam-
bour rotatif.

DEM-CUNDALL NSCD-PDAS Communs

en = 0.59 en = 0.46 T = 1 s

kn = 104 N.m−1 et = 1 -

ηratio = 0.5 γn = 10−8 µ = 0.2

kt =
2
7kn γt = 10

−8 -

- εNLGS = 10−8 -

dt ≈ 3.8× 10−6 s dt = 1× 10−5 s -

Table 37 : Paramètres numériques pour la simulation d’écoulement granulaire dans un
tambour rotatif pour chaque approche de contact.

Nombre de processeurs Grille de partitionnment (nx ×ny)

1 1× 1

4 2× 2

8 4× 2

16 4× 4

32 8× 4

64 8× 8

96 12× 8

Table 38 : Décompositions du domaine de calcul suivant le nombre de processeurs at-
tribués au système parallèle.

Afin d’évaluer la scalabilité des deux approches, nous mesurons le "Speedup",
défini comme le rapport du temps d’exécution en série de l’algorithme séquen-
tiel pour résoudre un problème au temps mis par l’algorithme parallèle pour
résoudre le même problème sur p processeurs. En notant Ts le temps d’exécu-
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 64 : Instantanées des profils d’écoulements granulaires dans un tambour rotatif
à plus de 16000 particules de distribution aléatoire uniforme obtenues par
NSCD-PDAS [(a) et (b) : diamètre des particules [(c) et (d) : rang des proces-
seurs] en régime transitoire [(a) et (c)] et régime établi [(b) et (d)].

tion en série et Tp le temps d’exécution parallèle, le Speedup est défini comme
suit :

S =
Ts

Tp
(4.3.2)

L’autre indicateur de performance pertinent à déterminer pour ce cas-test est
"l’Efficacité", définie comme le rapport du Speedup au nombre de processeurs.
Cet indicateur mesure la fraction de temps pendant laquelle un processeur est
utilisé :

E =
S

p
=
Ts

pTp
(4.3.3)

Pour les deux approches DEM-CUNDALL et NSCD-PDAS, les temps CPU
relevés correspondent aux temps nécessaires pour réaliser 10 itérations tempo-
relles. Les graphes de la Figure 65 présentent la scalabilité obtenue pour l’écou-
lement.

Le graphe 65a représente l’évolution du speedup en fonction du nombre de
processeurs, égale au nombre de sous-domaines. Les résultats montrent alors
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(a) (b)

Figure 65 : Scalabilité obtenue par DEM-CUNDALL et NSCD-PDAS [(a) Speedup, (b)
Efficacité en fonction du nombre de processeurs] mesurée à régime établi
pour le système d’écoulement granulaire dans un tambour rotatif.

que la scalabilité du système parallèle avec l’approche NSCD-PDAS est iden-
tique à celle obtenue avec l’approche DEM-CUNDALL, l’augmentation du spee-
dup par rapport au nombre de processeurs étant légèrement importante avec la
NSCD. En terme d’efficacité (Figure 65b), plus on augmente le nombre de pro-
cesseurs, plus l’efficacité décroît.

De manière générale, les résultats obtenus pour l’approche NSCD-PDAS sont
décevants. Cela s’explique notamment par le paradigme de parallélisation de
MFiX qui repose sur un partitionnement cartésien géométrique du domaine de
calcul, tel que présenté dans la Table 38, et qui n’offre pas un équilibrage de
la charge de calcul entre les différents processeurs, comme on peut le constater
dans la Figure 64d en régime établi. Il s’ensuit inévitablement une perte d’effica-
cité. Le choix d’un tel paradigme de parallélisation dans MFiX est justifié dans le
sens où les écoulements étudiés sont dispersés avec des charges de calcul équi-
librées. On peut d’ailleurs dire que l’on exploite correctement le parallélisme
proposé par MFiX puisque les résultats obtenus montrent que la méthode NSCD-
PDAS utilise correctement l’outil existant avec des performances identiques en
terme de scalabilité comparé à la DEM.

4.4 simulations numériques d’écoulements fluide-
particules

Dans cette dernière partie, nous nous intéressons aux écoulements diphasiques
fluide-particules. Cette perspective est possible car nous avons choisi MFiX-EXA
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comme environnement de développement de la méthode NSCD-PDAS. Nous
allons présenter dans ce qui suit une étude de faisabilité de modélisation d’un
écoulement fluide-particules. Cela va nous permettre de montrer comment la
NSCD-PDAS permet de relaxer la contrainte de stabilité pour ce type de simula-
tions.

4.4.1 Éléments bibliographiques

L’étude des écoulements fluide-particules consiste à prédire la dynamique d’un
fluide dans lequel un ensemble de particules est en suspension. La complexité
de telles études réside en la combinaison du caractère multi-échelles inhérent
à l’écoulement fluide, de la dynamique de contact particulaire et des échanges
de quantité de mouvement entre les phases fluides et solides. Ces éléments de
modélisation physique conduisent à différents modèles et donc différentes tech-
niques de résolution numérique. Ainsi, une classification naturelle se dégage en
fonction de la dimension caractéristique des particules et de leur fraction de vide.

Le modèle deux fluides "Two-Fluid Model" (TFM) de type Euler-Euler, pré-
senté par Gidaspow [42, 47], est régulièrement utilisé pour simuler les écoule-
ments diphasiques fluides-particules. Cette approche purement eulérienne des
phases est construite sur une vision continue de la phase solide qui se mélange
continûment avec la phase fluide. Cette hypothèse induit par construction une
perte d’information des interactions particule-particule, qu’il convient de modé-
liser. On trouve des applications pour les lits fluidisés dans les références sui-
vantes [28, 48, 104]. Cette approximation de la phase solide permet de modéliser
des systèmes à grandes échelles et offre des gains en temps de calcul, et c’est
d’ailleurs les raisons pour lesquelles ce type de modèle est souvent utilisé dans
des codes de calcul industriels, tels que MFiX-EXA.

La deuxième approche communément utilisée repose sur le principe du mo-
dèle Euler-Lagrange. Introduite par Tsuji, Kawaguchi et Tanaka [101], cette ap-
proche consiste en un couplage de la méthode des éléments discrets pour la
modélisation des particules et de l’approche eulérienne de la phase fluide (CFD-
DEM). Dans ce cas, la phase solide est considérée comme un ensemble de par-
ticules interagissant avec la phase fluide continue. Selon que l’écoulement soit
plus ou moins chargé en particules, on dispose de différentes interactions selon
le modèle de couplage [41] ; du fluide vers les particules (One-way coupling),
fluide-particule réciproques (Two-way coupling) et fluide-particules réciproques
ainsi que particules-particules (Four-way coupling). Dans la suite de cette partie,
nous considérons les interactions de type Four-way coupling.
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Dans le cadre de l’approche Euler-Lagrange qui traite les deux phases sépa-
rément, la quantité de mouvement échangée est calculée pour chaque particule
en fonction des informations provenant du fluide environnant. Partant de ce
principe, deux techniques différentes peuvent être adoptées pour représenter la
phase solide en formulation lagrangienne. La première consiste à considérer des
particules immergées dans le fluide, de diamètre plus grand que la taille des
cellules du maillage fluide. L’objectif étant de déterminer l’écoulement autour
de la particule. La plateforme Xper [32, 85] pour la simulation numérique d’in-
teractions multi-physiques entre corps, repose sur ce même principe de granulat
immergé. Les méthodes de frontière immergées (en anglais "Direct-Forcing Im-
mersed Boundary Method" DF-IBM) y sont implémentées en combinant la des-
cription lagrangienne type NSCD pour les particules immergées et l’approche eu-
lérienne basée sur les équations de Navier-Stokes pour la discrétisation fluide. La
seconde technique, que l’on retrouve notamment dans MFiX-EXA [46], consiste
quant à elle à représenter des particules de diamètre plus petit par rapport à
la résolution du maillage fluide afin de déterminer l’influence des différentes
interactions exercée par le fluide sur les particules. Cela permet notamment de
modéliser des écoulements fluide-particules à grandes échelles.

Dans ce qui suit, on se restreint à cette approche qui est directement héritée
du choix de MFiX-EXA et nous illustrons cela sur une simulation de lit fluidisé
bidimensionnel dont le principe consiste à injecter sous un lit de matériaux gra-
nulaires, généralement de tailles comprises entre 15µm et 6mm, un fluide sous
pression. Ce fluide va alors soulever et disperser les particules constituant le lit
par l’action d’une force de traînée opposée à la gravité. Ce genre de dispositif
est utilisé dans de nombreuses applications dans l’industrie, parmi lesquelles les
procédés de dépollution par lit fluidisé, ou encore les réacteurs à lit fluidisé, où
le combustible solide est fluidisé par l’introduction d’air dans un lit.

4.4.2 Modèle mathématique et implémentation

Équations de la dynamique de la phase fluide

Le formalisme CFD-DEM a été proposée par Tsuji et al. [100], [64]. Dans cette
approche, le mouvement des particules discrètes est décrit par l’approche DEM-
Cundall sur la base des lois de mouvement de Newton appliquées aux particules
individuelles et à l’écoulement du fluide continu par la CFD basée sur les équa-
tions de Navier–Stokes. D’une part, les équations régissant la phase solide sont
les mêmes que celles décrites en (4.1.1)–(4.1.3). D’autre part, celles qui régissent
la phase fluide pour la conservation de la masse et de la quantité de mouvement
sont similaires à celles utilisées par les solveurs CFD classiques mais avec des
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termes de couplage supplémentaires dus aux forces de traînée agissant sur la
phase solide. Anderson et Jackson [12] stipulent par ailleurs que dans le but de
décrire de façon adaptée les écoulements granulaires, la dynamique de la phase
fluide doit être calculée à partir des équations de Navier-Stokes moyennées en
volume, en remplaçant ainsi les variables ponctuelles telles que la vitesse, la
pression, etc. par des champs localement filtrés et moyennés dans chaque cellule
de la grille CFD. La fraction volumique de chaque cellule est alors définie par
le nombre de particules présentes dans la cellule, comme cela a été décrit dans
[46] :

∂(εfρf)

∂t
+∇.(εfρfvf) = 0; (4.4.1)

∂(εfρfvf)

∂t
= ∇.Sf + εfρfg− ΣMm=1Ifm. (4.4.2)

Dans les équations ci-dessus, εf est la fraction volumique de la phase fluide,
ρf la densité thermodynamique de la phase fluide, vf la vitesse moyenne en
volume de la phase fluide, Ifm la quantité de mouvement entre le fluide et la
phase solide m, et Sf le tenseur de contrainte de la phase fluide défini par

Sf = −PfI+ τf, (4.4.3)

où Pf représente la pression de la phase fluide, et τf le tenseur de cisaillement,

τf = 2µfDf + λf∇.tr(Df)I, (4.4.4)

où Df = 1
2 [∇vf + (∇vf)T ] est le tenseur relatif au taux de déformation, et µf

(respectivement λf) est le coefficient de viscosité dynamique (respectivement le
second coefficient de viscosité) de la phase fluide. Le couplage fluide-particules
se fait par le biais de la quantité de mouvement échangée (ΣMm=1Ifm) entre le
fluide et la phase solide.

Estimation de la quantité de mouvement

Pour des raisons de clarté, nous considérons dans ce paragraphe une seule parti-
cule p se trouvant à l’instant t dans une cellule fluide k. Pour estimer la quantité
de mouvement Ifm échangée entre le fluide et la particule p appartenant à la
phase solide m dans le cadre d’un couplage CFD-DEM, il est nécessaire de cal-
culer au niveau de cette cellule, la force de traînée vue en (4.1.2), c’est à dire la
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force du fluide agissant sur cette particule. L’expression de cette force est donnée
par la formule suivante :

F
(p∈k,m)
d = ∇Pf(X(p))νm +

β
(p∈k)
m νm

εsm

[
vf(X

(p)) −V(p)

]
(4.4.5)

où Pf(X(p)) et vf(X(p)) représentent les champs de pression et de vitesse moyens
au niveau de la particule, νm le volume de la particule p, et β(p∈k)

m le coefficient
de transfert de la quantité de mouvement entre le fluide et la particule p.

Cette force de traînée, calculée pour une seule particule, permet de déterminer
la quantité de mouvement Ikfm échangée entre le fluide dans la cellule k et la
particule p de la façon suivante :

Ikfm =
1

νk
F
(p∈k,m)
d K(X

(p)
m , xk) (4.4.6)

où xk désigne les coordonnées du centre de la cellule fluide k, νk le volume
de la cellule fluide k et K(X(p)

m , xk) un noyau générique à support compact qui
détermine l’influence de la force exercée par la particule p de coordonnées X(p)

m

sur la cellule fluide k. Lorsqu’il s’agit de considérer plusieurs particules par
cellule fluide, les forces de traînée exercées sur chaque particules sont sommées
pour déterminer la quantité de mouvement échangée par cellule.

Schéma de couplage CFD-DEM

Au vu de la dynamique de la phase fluide et des échanges de quantité de mouve-
ment effectués avec la phase solide, le couplage CFD-DEM se fait à deux niveaux.
D’abord au niveau local sur chacune des particules constituant la phase solide, et
ensuite au niveau des cellules de la grille CFD où l’écoulement de la phase fluide
est calculé par les équations de Navier-Stokes. Dans le cadre d’un écoulement
dans un lit fluidisé par exemple, des échanges sont régulièrement effectués entre
les deux phases. Le couplage CFD-DEM étant explicite, les informations sont
échangées au début du pas de temps. Le solveur CFD est avancé d’un pas de
temps CFD (dtCFD), puis les particules sont avancées au temps (t+ dtCFD). À
cause du modèle qui impose des pas de temps petits, il est nécessaire de réali-
ser des sous pas de temps entre deux pas de temps fluide (dtDEM < dtCFD).
La Figure 66 illustre de manière simplifiée le couplage fluide-particules dans
MFiX-EXA. Le solveur CFD résout les équations de Navier-Stokes relatives à la
phase fluide, et le solveur DEM traite le mouvement d’ensemble des particules
constituant la phase solide.

Dans les modèles de contact à sphère-souple type CUNDALL, le pas de temps
dtDEM requis pour le calcul des impulsions de contact entre les particules de
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Figure 66 : Schéma simplifié du couplage CFD-DEM.

la phase solide dépend de la constante de raideur normale choisie (voir équa-
tion 4.3.1). Celle-ci, déterminée à partir des propriétés physiques des matériaux
utilisés, influe considérablement sur la dynamique de l’écoulement granulaire.
Du fait que les temps de collision sont petits, et pour des raisons de stabilité
numérique de la DEM, il est nécessaire d’avoir des pas de temps inférieurs
au temps de collision. On a alors des pas de temps solides qui ont plusieurs
ordres de grandeur plus petits que le pas de temps fluide (dtDEM < dtCFD).
De ce fait, plus la constante de raideur normal kn est grande, plus les pas
de temps sont petits, ce qui entraîne des temps de calculs longs. Cependant,
dans le cas où l’on considère un modèle de contact non-régulier NSCD, cette
contrainte liée au temps de collision n’existe plus, le pas de temps solide peut
être pris plus grand (dtNSCD > dtDEM), voire même égale au pas de temps
fluide (dtNSCD = dtCFD).

4.4.3 Application à la simulation d’un lit fluidisé

L’objectif de cette partie est d’étudier l’écoulement d’un lit fluidisé, où un en-
semble de grains est mis en mouvement par une circulation de fluide au niveau
de la paroi inférieure, et ce, afin d’étendre l’utilisation de l’approche NSCD-
PDAS à de nouvelles applications faisant intervenir un couplage fluide-particules.
Dans cette perspective, nous allons nous intéresser à la simulation du lit fluidisé
bidimensionnel dit de "Goldschmidt", et on se place dans le cadre de l’étude
menée dans [49] pour tester et évaluer les profils d’écoulements obtenus par
DEM-CUNDALL et NSCD-PDAS.
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4.4.3.1 Description du cas-test

On considère un lit fluidisé (cf. Figure 67) constitué d’un canal vertical soumis
à un flux d’air ascendant émis depuis sa partie inférieure. Initialement, la si-
mulation du lit fluidisé de Goldschmidt "Pseudo-2D" réalisée dans [49] contient
environ vingt-cinq mille billes de verre réparties sur 4 rangées et initialisées avec
une petite vitesse aléatoire. Dans notre cas bidimensionnel, nous considérons
une seule rangée de billes, la profondeur du domaine de calcul étant prise égale
au diamètre des billes sphériques. Le fluide et les billes solides sont confinés
pour se déplacer uniquement dans le plan du calcul, ce qui réduit dans notre cas
le nombre à un peu plus de 4000 billes simulées. Par ailleurs, la vitesse d’entrée
du jet central de fluide est augmentée linéairement sur une période d’une se-
conde. Un schéma simplifié de l’écoulement, ainsi que le maillage du conteneur,
qui détermine la taille des mailles de la grille de calcul pour cet écoulement
de particules mono-dispersés couplé au fluide, est illustré dans la Figure 67. Le
paramètre d’espacement du maillage est donné par la formule suivante :

∆∗ = 3
√
dxdy/dp (4.4.7)

où dp est le diamètre des particules. Une grille de Nx ×Ny = 15× 45 est alors
appliquée, ce qui donne un espacement de grille sans dimension de ∆∗ ≈ 2.
Nous fournissons dans les Tables 39 et 40 l’ensemble des paramètres physiques
et numériques de ces simulations.

Paramètre Valeur

Dimensions du lit (L X H) (mm×mm) 150× 700

Taille du maillage fluide 15× 45

Dimension des cellules (mm×mm) 10× 15.6

Taille de la grille 2.0

Hauteur du lit statique (mm×mm) 220

Vitesse de fluidisation minimale (m.s−1) 42

Nombre de particules N = 4107

Diamètre des particules (mm) dp = 2.49

Densité des particules (Kg.m−3) ρs = 2526

Densité du fluide (Kg.m−3) ρf = 1.2× 10−3

Viscosité du fluide (N.m−2) µf = 1.8× 10−5

Force de gravité (m.s−2) g = −9.80665

Table 39 : Paramètres physiques pour la simulation du lit fluidisé de Goldschmidt [49].
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Figure 67 : Maillage fluide du conteneur (à gauche) et schématisation d’un écoulement
fluide-particules de la simulation du lit fluidisé de Goldschmidt [49].

DEM-CUNDALL NSCD-PDAS Communs

en = 0.97 en = 0.97 T = 60 s

kn = 2519 N.m−1 et = 1 -

kt =
2
7kn N.m−1 γn = 10−2 µ = 0.1

ηratio = 0.5 γt = 10
−2 -

- εNLGS = 10−4 -

- - dtfl = [5−10]×10−4s

dtsolide ≈ 4× 10−6 s dtsolide = 1× 10−4 s -

Table 40 : Paramètres numériques pour la simulation du lit fluidisé de Goldschmidt [49]
pour chaque approche de contact.

4.4.3.2 Dynamique de l’écoulement

L’objectif de ce paragraphe est de donner un aperçu global de l’écoulement dans
le lit fluidisé, indépendamment de l’approche utilisée. Pour cela, nous réalisons
une simulation sur un temps d’intégration de 60 secondes, assez long pour pou-
voir observer un régime établi où le lit est en perpétuel mouvement. Nous consta-
tons alors que l’écoulement se met en mouvement et tend vers un régime station-
naire au bout de quelques secondes de simulation. Par ailleurs, en se basant sur
une comparaison qualitative des champs dit "instantanés" de vitesses des parti-
cules correspondants à la phase de fluidisation du lit (voir Figure 68), on observe
les mêmes écoulements à différents instants de la simulation, aussi bien pour la
DEM que pour la NSCD. Ces séquences temporelles montrent par ailleurs une
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faible présence du fluide près des parois inférieures du conteneur, la concentra-
tion de particules y est beaucoup plus élevée. Un phénomène de re-circulation se
met en place, puisque les particules tassées au fond du lit passent par le centre
du lit par où le fluide est injecté, puis sont éjectées vers les bords.

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figure 68 : Champs instantanés de vitesses des particules soumises à jet central de
fluide après 0.5 s (à gauche), 1 s (au milieu) et 60 s (à droite) de simulation
obtenues par [(a), (b), (c)] DEM-CUNDALL, [(d), (e), (f)] NSCD-PDAS pour

le lit fluidisé de Goldschmidt.

Nous fournissons également dans les graphes des Figures 69 et 70 un échan-
tillonnage de l’écoulement du fluide au cours du temps en 3 points du maillage
fluide (voir Figure 67) en traçant pour chaque approche l’évolution temporelle
des variables quantitatives relatives au fluide. Le caractère instationnaire de
l’écoulement est alors observé, décrit par un signal fortement oscillatoire de la
vitesse du fluide au cours du temps. Nous constatons de plus que la fraction
volumique et la vitesse d’écoulement du fluide varient de manière très similaire
pour les deux approches.

4.4.3.3 Comparaisons quantitatives DEM-CUNDALL / NSCD-PDAS

On s’intéresse à présent aux grandeurs moyennes relatives aux modèles d’écou-
lements que nous allons comparer pour les deux approches DEM-CUNDALL
et NSCD-PDAS. Pour cela, nous réalisons deux simulations et nous calculons à
partir des champs instantanés de vitesses des particules présentés dans la Figure
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(a) (b)

Figure 69 : Évolution de la fraction volumique du fluide au cours du temps dans dif-
férentes cellules du maillage fluide obtenues par (a) DEM-CUNDALL, (b)
NSCD-PDAS pour le lit de Goldschmidt.

(a) (b)

Figure 70 : Évolution de la vitesse d’écoulement du fluide au cours du temps dans dif-
férentes cellules du maillage fluide obtenues par (a) DEM-CUNDALL, (b)
NSCD-PDAS pour le lit fluidisé de Goldschmidt.

68 la fraction volumique moyenne du fluide pour un instant t spatiale (en l’oc-
currence dans la Figure 71 à t = 60s). En superposant ces deux champs avec ceux
des Figures 68c et 68f à 60 secondes de simulation, nous observons des profils
d’écoulements similaires.

En moyennant sur l’ensemble des échantillons obtenus sur un temps d’inté-
gration de 60s, nous obtenons les champs moyens dans le temps de la fraction
volumique du fluide, décris dans les Figure 72a et 72b pour l’approche DEM-
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(a) (b)

Figure 71 : Champs instantanés moyens en espace de la fraction volumique (a)
DEM-CUNDALL, (b) NSCD-PDAS pour le lit fluidisé de Goldschmidt à 60

s de simulation.

CUNDALL et NSCD-PDAS respectivement. En procédant de façon similaire,
nous obtenons les champs de vitesse moyennés dans le temps, comme repré-
senté dans les Figures 72c et 72d pour les deux approches.

Comme on peut le constater, ces résultats moyennés dans le temps sont quali-
tativement assez similaires pour les deux approches puisqu’on obtient les mêmes
tendances de résultat. Pour pousser la comparaison encore plus loin, nous extra-
yons à partir des champs moyens précédemment présentés les profils d’écoule-
ments des variables quantitatives moyennées dans le temps relatives au fluide.
Nous procédons de façon à relever les profils à différentes hauteurs du lit, pour
que la comparaison soit pertinente. Ainsi, les graphes des Figures 73a, 73b et 73c
donnent les profils de fractions volumiques du fluide moyennées dans le temps
pour le lit de Goldschmidt à différentes hauteurs. Les variations de ces profils
sont assez similaires. À une hauteur y = 0.1m, les profils montrent une concen-
tration élevée du fluide au milieu du lit avec un pic qui atteint une valeur de
epg = 0.8, tandis que plus on se rapproche des parois, plus la concentration des
particules est importante. Au delà de y = 0.3m, la concentration de particules
est nulle pour les deux approches.

Les profils de vitesses présentés dans les graphes des Figures 74a, 74b et 74c
sont également similaires pour les deux approches. Les particules sont éjectées
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 72 : Champs moyens dans le temps de la fraction volumique et de la vitesse
d’écoulement du fluide (a), (c) DEM-CUNDALL, (b), (d) NSCD-PDAS pour

le lit fluidisé de Goldschmidt.

au niveau de l’entrée du jet central de fluide, puis arrivées à une certaine hauteur
limite, là où la vitesse du fluide devient assez faible pour ne plus entraîner les
particules, retombent le long des parois du lit (voir Figure 68).

On notera également que les hauteurs moyennes du lit, déterminées à partir
des hauteurs moyennes maximales des particules, sont quasiment identiques.
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(a) (b) (c)

Figure 73 : Profils de fraction volumique du fluide moyennés dans le temps obtenus
pour le lit fluidisé de Goldschmidt à différentes hauteurs. (a) 0.1m, (b) 0.2m,
(c) 0.3m.

(a) (b) (c)

Figure 74 : Profils de vitesse d’écoulement du fluide moyennés dans le temps obtenus
pour le lit fluidisé de Goldschmidt à différentes hauteurs. (a) 0.1m, (b) 0.2m,
(c) 0.3m.

Ainsi, le modèle CFD couplé aux deux approches DEM-CUNDALL et NSCD-
PDAS fournit des résultats proches.

4.4.3.4 Caractère implicite de la NSCD

Nous considérons à présent une comparaison des deux approches en terme de
temps CPU pour atteindre 60s de simulation. Pour cela, nous réalisons trois
autres simulations (deux en DEM-CUNDALL en prenant des kn à 104 et 106

N.m−1 et une en NSCD-PDAS avec un pas de temps solide plus grand : dtsolide =
5× 10−4s), en plus de celles présentées précédemment. Pour l’approche DEM-
CUNDALL, nous faisons varier la constante kn de façon à garder une dyna-
mique de contact et un mouvement de particules réaliste, tout en essayant d’ob-
tenir des temps de calcul solides raisonnables. Dans la Table 41, nous fournissons
les temps CPU totaux fluide et solide pour chaque simulation.

Les résultats ainsi obtenus nous conduisent à dire que pour des valeurs de
kn relativement faibles (d’ordre 6 104), les temps CPU solides sont moins im-
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Approche de contact Temps CPU total
fluide (s)

Temps CPU total
solide (s)

DEM-CUNDALL (kn = 2519 N.m−1) 3019 20050

DEM-CUNDALL (kn = 104 N.m−1) 3033 38230

DEM-CUNDALL (kn = 106 N.m−1) 3054 346103

NSCD-PDAS (dtsolide = 1× 10−4 s) 3039 132081

NSCD-PDAS (dtsolide = 5× 10−4 s) 3022 21302

Table 41 : Temps CPU totaux fluide et solide pour simuler le lit de Goldschmidt selon
l’approche de contact.

Figure 75 : Évolution du temps CPU solide cumulé nécessaire pour calculer les
impulsions de contact lors de la simulation du lit fluidisé de Goldschmidt

pour chaque approche de contact et différents paramètres numériques.

portants que ceux obtenus avec l’approche NSCD-PDAS avec un pas de temps
solide dtsolide = 1 × 10−4s. À partir d’une valeur de kn = 106N.m−1, ils
deviennent supérieurs à l’approche NSCD-PDAS qui nous permet de choisir
des pas de temps solides beaucoup plus grands et proches des pas de temps
fluides, en l’occurence dtsolide = 5 × 10−4s. Nous pouvons affirmer à partir
des valeurs de la Table 41 qu’au delà d’une valeur de kn d’ordre 106N.m−1,
les temps de calcul sont trop important et ne sont plus comparables à ceux
obtenus par DEM-CUNDALL avec un kn plus petit ou par NSCD-PDAS avec
un dtsolide = 5× 10−4s. Le graphe de la Figure 75 permet de confirmer cette
tendance. Plus le kn est grand, plus l’écart de temps CPU solide s’élargit pour
l’approche DEM-CUNDALL, tandis que plus le pas de temps est grand pour
l’approche NSCD-PDAS, plus les temps de calculs sont meilleurs et proches de
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ceux obtenus avec un kn faible.

Pour conclure ce paragraphe, nous traçons dans les graphes 76a et 76b l’évo-
lution au cours du temps des itérations NLGS cumulées par pas de temps fluide
sur 1 s et 60 s de simulation respectivement obtenue par NSCD-PDAS en pre-
nant deux pas de temps différents, l’un étant 5 fois plus grand que l’autre. Ainsi,
entre deux pas de temps fluide, on peut prendre plusieurs pas de temps solide.
Or le caractère implicite de la NSCD nous permet de choisir des pas de temps
solides plus grand, et on constate qu’en prenant un pas de temps solide 5 fois
plus grand, on limite fortement le nombre d’itérations NLGS cumulées en ayant
le même résultat. Ce qui explique en grande partie le gain en temps CPU total
solide observé dans la Table 41 et le graphe de la Figure 75.

(a) (b)

Figure 76 : Évolution au cours du temps des itérations NLGS cumulés par pas de temps
fluide (a) sur 1 s de simulation, (b) sur 60 s de simulation obtenus par NSCD-
PDAS avec deux pas de temps solides différents.

L’ensemble de ces éléments nous permettent d’affirmer que le caractère impli-
cite de la NSCD contribue à la réduction des temps de simulations d’un point
de vue mise en oeuvre pratique.
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conclusion

Dans ce chapitre, nous démontrons la pertinence de la méthode NSCD-PDAS
dans un cadre applicatif. Ce dernier est directement hérité du solveur open
source MFiX-EXA qui nous a permis de réaliser des simulations d’écoulement
granulaire sur une architecture multi-processeurs dans un tambour d’une part,
et d’autre part, une simulation d’écoulement dans un lit fluidisé. De plus, ce
choix nous a permis de réaliser des comparaisons avec le modèle commun régu-
larisé DEM-CUNDALL et ce, sur l’ensemble des simulations réalisées couvrant
des aspects académiques et appliqués.

Ainsi, après avoir détaillé les lois gouvernant la dynamique des milieux gra-
nulaires dans le cadre de la DEM, nous avons décris l’implémentation du forma-
lisme numérique NSCD-PDAS dans le solveur d’écoulements multiphasiques
MFiX-EXA. Cet environnement de développement généraliste et massivement
parallèle nous a permis de réaliser des comparaisons applicatives DEM/NSCD,
en plus d’étendre la NSCD au couplage fluide-particules.
Dans cette perspective, nous avons envisagé l’implémentation de l’approche
NSCD-PDAS dans le cadre du calcul parallèle du fait des coûts de calculs très im-
portants pour des applications type industriels. Nous avons ainsi pu établir des
comparaisons applicatives entre les deux approches DEM-CUNDALL et NSCD-
PDAS sur des simulations d’écoulements granulaires purs, puis nous avons
étendu ces comparaisons à des simulations couplées au fluide, tels que le lit
fluidisé, afin d’étudier l’influence des interactions fluides-particules sur l’écou-
lement, tout en considérant des interactions particules-particules type NSCD,
différentes de ce qui se fait dans la littérature.

Premièrement, les comparaisons numériques établies sur les cas-tests d’écou-
lements granulaires purs indiquent des comportements voisins des deux ap-
proches, notamment en terme de profils d’écoulement. De plus, dans le cas du
tambour, la NSCD assure à la fois une non-interpénétrabilité et une conserva-
tion de la quantité d’énergie en régime établi, même si les temps de calcul y sont
beaucoup plus important en raison du grand nombre d’itérations non-linéaires,
en comparaison avec l’approche DEM-CUNDALL. Pour ce qui est des perfor-
mances de parallélisation, les résultats obtenus ne sont pas satisfaisants dans le
sens où le paradigme de décomposition de domaine géométrique proposé par
MFiX-EXA n’est pas adapté aux écoulements denses tels que le tambour rotatif,
et génère des pertes d’efficacité en terme de rapidité de calculs aussi bien pour
l’approche DEM-CUNDALL que pour la NSCD-PDAS.
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Deuxièmement, les simulations réalisées sur le lit fluidisé de Goldschmidt
nous ont permis de mettre en avant la pertinence et la validité de l’approche
NSCD-PDAS sur des écoulements granulaires couplés au fluide. La comparai-
son des champs et des profils d’écoulement de certaines variables quantitatives
relatives au fluide moyennées dans le temps nous a permis de constater une va-
riation similaire pour les deux approches. De plus, le caractère implicite de la
NSCD permettant de relaxer les pas de temps solides est à l’origine des gains en
temps de calcul comparé à l’approche DEM-CUNDALL restrictive à ce niveau
là. On peut également évoquer le fait que les écoulements fluides-particules pré-
sentent très peu de sédimentation, ce qui se traduit notamment par une conver-
gence non-linéaire plus rapide. Tous ces éléments nous poussent à envisager des
solveurs fluides implicites, où l’on pourrait avoir un pas de temps solide pour
un pas de temps fluide, limitant ainsi le nombre d’itérations non-linéaires.
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5.1 apport global

Nous avons consacré ce manuscrit de thèse à l’étude numérique du comporte-
ment de problèmes multi-contacts aussi bien en milieu déformable qu’en milieu
granulaire. Ainsi, après avoir introduit le cadre physique et numérique dans la
première partie, nous nous sommes intéressés dans le premier chapitre de la
seconde partie à l’analyse mathématique et la résolution numérique de trois dif-
férents problèmes élastiques et hyper-élastiques de contact sur une fondation
rigide, telles que rapportées dans l’article paru [2], à savoir le contact unilatéral,
le contact bilatéral avec frottement de Tresca et le contact unilatéral avec frot-
tement de Coulomb. Pour chacun d’entre eux, nous avons fourni une analyse
particulièrement détaillée des différentes méthodes de résolution type PDAS ba-
sées sur la reformulation des conditions de contact et de frottement sous formes
de fonctions de complémentarité non-linéaires, et dont la solution est donnée
par la méthode itérative semi-régulière de Newton. Nous avons pu mettre en lu-
mière, à travers une série de simulations numériques dans le cadre statique puis
dynamique, la pertinence et les performances de ces méthodes comparé à la mé-
thode du quasi-Lagrangien Augmenté dans la résolution de problèmes issus de
la mécanique du contact en petites et grandes déformations. Nous retiendrons
plus précisément à l’issue des simulations menées que le nombre d’itérations
des méthodes PDAS est légèrement plus important que le quasi-Lagrangien aug-
menté, mais qu’en terme de temps de calcul, les méthodes PDAS sont nettement
moins coûteuses en raison de la taille du système non-linéaire à résoudre et sur-
tout de la symétrie des systèmes linéaires dû à l’absence des multiplicateurs de
Lagrange. De surcroît, la méthode PDAS semble être adaptée pour des confi-
gurations dynamiques complexes présentant un grand nombre de noeuds de
contact, puisqu’il a été observé qu’on avait des temps CPU qui étaient inférieurs
en comparaison avec le quasi-Lagrangien augmenté, et que l’écart de temps CPU
s’élargissait par rapport à des simulations moins complexes. Enfin, nous avons
pu mettre en avant la robustesse des méthodes type PDAS pour la résolution
numérique de problèmes de contact complexes en milieu continu en l’adaptant
à la configuration de l’anneau hyper-élastique.

Dans le cadre de la simulation numérique des milieux granulaires, nous avons
présenté dans le chapitre 3, sur la base des travaux présentés dans les articles [3]
et [4], respectivement accepté et soumis, une généralisation de l’approche NSCD-
PDAS pour la résolution numérique des lois de contact et de frottement, sans
avoir recours à un processus de régularisation. Ainsi, l’approche PDAS a été éten-
due aux problèmes multi-corps rigides, en détaillant le traitement numérique
des conditions de contact avec frottement par la méthode itérative semi-régulière
de Newton et en les explicitant sur chaque sous-ensemble en termes d’impul-
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sions de contact, ce qui nous a conduit à l’expression de deux algorithmes de
type PDAS exact et itératif. De plus, un soin particulier a été attaché à la mise au
point d’un algorithme de général de résolution. Dans le reste du chapitre, nous
avons été en mesure de mettre valeur la pertinence et les performances des mé-
thodes types PDAS dans le cadre de la dynamique multi-corps rigide, puisqu’un
ensemble d’expérimentation numérique est conduit pour valider cette nouvelle
approche. Ainsi, il apparaît clairement au regard de toutes ces expérimentations
que les méthodes PDAS donnent d’une part des résultats numériques précis et
similaires aux solutions analytiques sur des configurations élémentaires, et sont
d’autres part plus efficaces en termes de convergence numérique et de temps
de calcul comparées à la méthode standard du quasi-Lagrangien augmenté et
du bi-potentiel amélioré, notamment sur les configurations de sédimentation de
particules et d’écoulement dans un tambour. Cependant, un constat que l’on est
en droit d’attendre se dégage. En effet, dès lors qu’il s’agit de traiter des simula-
tions représentatives des milieux granulaires caractérisés par une multitude de
corps rigides et un grand nombre de contacts simultanés, les temps de calcul de-
viennent très grands, bien qu’ils restent moins importants par rapport aux autres
méthodes numériques.

Enfin, nous avons présenté dans le chapitre 4 de ce manuscrit la mise en
oeuvre de l’approche numérique NCSD-PDAS dans un contexte applicatif. On
s’est donc proposé d’implémenter l’approche dans le solveur open-source MFiX-
EXA. Ce logiciel, dédié à la simulation des écoulements multiphasiques fluide-
particules dans un environnement massivement parallèle, nous a permis d’héri-
ter du parallélisme, incontournable pour ce type d’applications, et de valider
l’approche NSCD-PDAS pour les écoulements multiphasiques. Dans un pre-
mier temps, nous avons introduit ce chapitre par une description du modèle
de contact régulier fournit par l’approche DEM-CUNDALL retenue par les dé-
veloppeurs de MFiX-EXA, en soulignant les contraintes portant sur la stabilité
du schéma temporel. Cela nous a permis d’enchaîner sur une description des
différents éléments algorithmiques du solveur multiphasique nécessaires à l’im-
plémentation de l’approche NSCD-PDAS, en mettant en avant le paradigme de
parallélisation proposé ainsi que la modélisation physique de l’interaction fluide-
particules. Partant de là, nous avons adopté la technique de parallélisation basée
sur la décomposition de domaine géométrique, puis l’avons adapté à notre for-
malisme numérique NSCD-PDAS, en héritant de la structure algorithmique du
solveur.
Après une présentation de l’implémentation de la NSCD-PDAS dans l’environ-
nement MFiX-EXA, nous avons entrepris dans la seconde partie du chapitre
quelques études comparatives entre les approches DEM-CUNDALL et NSCD-
PDAS. Les éléments de comparaisons, qui ont principalement porté sur les as-
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pects d’efficacité informatique incluant la parallélisation ainsi que l’impact de
la régularisation DEM-CUNDALL sur la solution numérique finale, ont révélé
plusieurs points ; d’abord sur les configurations mono-particules présentant une
solution analytique, une concordance des résultats numériques obtenus par les
deux approches, et une stabilité numérique temporelle supérieure de l’approche
NSCD-PDAS, contrairement à l’approche DEM-CUNDALL où les pas de temps
deviennent de plus en plus petits lorsqu’un contact rigide est considéré. En ce
qui concerne les simulations d’écoulement granulaires purs, l’étude compara-
tive entre les deux approches sur un tambour rotatif a montré que les profils
d’écoulement en régime établi étaient similaires. Mieux encore, la condition
de persistance formulée dans le cadre de la NSCD assure à la fois une non-
interpénétrabilité et une conservation de la quantité d’énergie en régime établi,
en comparaison avec l’approche DEM-CUNDALL. D’un point de vue perfor-
mance informatique, nous avons exploité le parallélisme proposé par le solveur
pour obtenir des performances identiques en terme de scalabilité comparé à l’ap-
proche DEM-CUNDALL, bien que le paradigme de décomposition de domaine
n’offre pas un bon équilibrage de la charge de calcul sur des configurations
d’écoulements granulaires dans un tambour rotatif. Enfin, dans le registre des
écoulements granulaires couplés au fluide, et contrairement à l’approche DEM-
CUNDALL dont les fortes valeurs de la régularisation se traduisent par des pas
de temps faibles, nous retiendrons le caractère implicite de l’approche NSCD-
PDAS que nous avons pu mettre en avant à travers la simulation du lit fluidisé
de Goldschmidt et qui nous permet de relaxer les pas de temps solides et par
conséquent une réduction des temps de calcul significative.

5.2 perspectives ouvertes et pistes de réflexion

Au vu des résultats que nous avons obtenus, plusieurs perspectives et pistes de
réflexion ouvertes par cette thèse peuvent être envisagées. Ainsi, il conviendrait
d’une part d’envisager l’extension de ces travaux au 3D afin de couvrir un large
éventail d’écoulements granulaires aux comportements complexes. La gestion
du contact au moyen d’une méthode de type Active Set en 3D et en parallèle
reste, à notre connaissance, une question ouverte qui mérite d’être étudiée.

Par ailleurs, dans la continuité du travail d’analyse proposé dans le chapitre 4,
il pourrait être intéressant de considérer dans le registre de l’interaction fluide-
structure d’autres problématiques, principalement les lits fluidisés ou encore les
mouvements de foules, afin de valider la pertinence de l’approche NSCD-PDAS
conservatrice et les performances liées à son caractère implicite. D’ailleurs, cet
aspect peut être envisagé plus globalement dans la perspective d’une paralléli-
sation plus aboutie de l’approche NSCD-PDAS dans le solveur multiphasique
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MFiX-EXA, ce qui permettrait de réaliser d’une part des gains de temps de cal-
culs significatifs, et de traiter d’autre part des problèmes d’écoulements non com-
pressibles complexes, tels que proposés dans la plateforme numérique parallèle
Xper [32]. Les avancées récentes des méthodes à frontières immergés laissent
à penser que l’on est en capacité de simuler des écoulements autour des par-
ticules. Dans cette perspective, il peut être intéressant de mettre en place des
études comparatives entre Xper et MFiX sur des écoulements tridimensionnels
turbulents chargés en particule.

Enfin, il serait envisageable d’étendre l’approche DEM-CUNDALL en milieu
granulaire, au regard des limitations dues à son caractère régulier, à une DEM
améliorée qui préserverait la conservation de l’énergie. On peut d’ailleurs citer
les travaux de Hauret et Le Tallec [52] qui introduisent des méthodes d’intégra-
tion temporelle permettant de contrôler l’énergie sur des systèmes élastodyna-
miques en contact via une pénalisation normale à impact modéré. Une étude
paramétrique en fonction du coefficient de pénalisation et surtout du pas de
temps serait indispensable pour analyser l’évolution de l’énergie discrète des
systèmes granulaires.
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[62] Rimantas Kačianauskas, Algirdas Maknickas, Arnas Kačeniauskas, Darius
Markauskas, and Robertas Balevičius. Parallel discrete element simulation
of poly-dispersed granular material. Advances in Engineering Software, 41

(1) :52–63, 2010.

[63] DK Kafui, S Johnson, C Thornton, and JPK Seville. Parallelization of a
lagrangian–eulerian dem/cfd code for application to fluidized beds. Pow-
der Technology, 207(1-3) :270–278, 2011.

[64] T Kawaguchi, T Tanaka, and Y Tsuji. Numerical simulation of two-
dimensional fluidized beds using the discrete element method (compa-
rison between the two-and three-dimensional models). Powder technology,
96(2) :129–138, 1998.

[65] Houari Boumediene Khenous, Patrick Laborde, and Yves Renard. On the
discretization of contact problems in elastodynamics. In Analysis and simu-
lation of contact problems, pages 31–38. Springer, 2006.

[66] Houari Boumediène Khenous, Julien Pommier, and Yves Renard. Hybrid
discretization of the signorini problem with coulomb friction. theoretical
aspects and comparison of some numerical solvers. Applied Numerical Ma-
thematics, 56(2) :163–192, 2006.

180



[67] Noboru Kikuchi and John Tinsley Oden. Contact problems in elasticity : a
study of variational inequalities and finite element methods. SIAM, 1988.
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