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Abstract

Dans cette thése, nous examinons plusieurs questions arithmétiques concernant
les points périodiques et les multiplicateurs d’une fraction rationnelle.

Nous étudions I’ensemble des parametres ¢ € C pour lesquels deux points don-
nés a,b € C sont simultanément prépériodiques pour le polynéme f,: z — 22 + c.
En combinant des arguments d’analyse complexe et de théorie des nombres, Baker
et DeMarco ont montré que cet ensemble de parameétres est infini si et seulement
si a2 = b?. Récemment, Buff a répondu & une de leurs questions, en prouvant que
I’ensemble des parametres ¢ € C pour lesquels 0 et 1 sont tous deux prépériodiques
pour f. est égal & {—2,—1,0}. Nous complétons la description de ces ensembles
quand a et b sont deux entiers tels que |a| # |b].

Nous examinons également une conjecture de Milnor concernant les fractions
rationnelles dont le multiplicateur en chaque cycle est entier. Nous montrons que la
conjecture est vraie dans le cas des polynémes cubiques avec symétries, en prouvant
que tout polyndéme cubique avec symétries dont tous les multiplicateurs sont entiers
est soit une application puissance soit une application de Tchebychev. Nous étudions
aussi certaines généralisations de la question de Milnor. Ainsi, nous montrons que
tout polynome unicritique qui n’a que des multiplicateurs rationnels est soit une
application puissance soit une application de Tchebychev. Nous prouvons également
que toute fraction rationnelle quadratique dont tous les multiplicateurs sont dans
I’anneau des entiers d’un corps quadratique imaginaire donné est une application
puissance, une application de Tchebychev ou un exemple de Lattes.

Nous sommes ainsi amenés a étudier les points périodiques et les multiplica-
teurs d’une fraction rationnelle d’'un point de vue algébrique avec les notions de
polyndémes dynatomiques et de polynémes multiplicateurs. Nous examinons aussi
certaines propriétés de ces polynémes, et notamment les coefficients des polynémes
multiplicateurs d’une fraction rationnelle.

2020 Mathematics Subject Classification. Primary 37P05, 37P35; Secondary 37F10, 37F44.
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Introduction

Nous abordons dans cette these plusieurs questions concernant les propriétés
arithmétiques de certaines suites associées a des systémes dynamiques complexes.
Ce travail s’inscrit ainsi dans le domaine de la dynamique arithmétique, qui est un
sujet de recherche relativement récent et trés actif au croisement de la dynamique
holomorphe et de la théorie des nombres.

Etant donnés une fraction rationnelle f: P'(C) — P'(C) de degré d > 2 et
un point zy € P!(C), on s’intéresse a la suite (f°" (20)),>o des itérées de f en z.
L’ensemble {f°" (z) : n € N} est appelé I’orbite future de zy pour f.

Certains points jouent un roéle particulierement important dans I’étude de la
dynamique de f. On dit que 2y est un point périodique pour f s’il existe n € N*
tel que f°™ (z9) = zo. Dans ce cas, le plus petit tel entier n est appelé la période
de zp et on dit que lorbite future de zy est un cycle pour f. Plus généralement,
on dit que zp est un point prépériodique pour f si son orbite future est finie ou, de
maniére équivalente, 8’il existe m € N tel que f°™ (z) est périodique pour f. Dans
ce cas, le plus petit tel entier m est appelé la prépériode de zg et on appelle période
de zp la période de f°™ (z).

Une autre notion fondamentale en dynamique holomorphe est celle de multi-
plicateur d’une fraction rationnelle en un point périodique. Supposons que zg est
un point périodique pour f avec période n. On appelle multiplicateur de f en z
I'unique valeur propre Ay de 'application tangente T3, f°", qui est un endomor-
phisme de la droite vectorielle complexe T, ,P!(C). La fraction rationnelle f a le
méme multiplicateur en chaque point d’un cycle. De plus, le multiplicateur est
invariant par conjugaison : si g: P1(C) — P(C) est une fraction rationnelle et
¢: P1(C) — P(C) est une transformation de Mébius telles que go ¢ = ¢ o f, alors
¢ (20) est un point périodique pour g avec période n et multiplicateur Ag.

Nous étudions ici plusieurs questions liées aux points prépériodiques et aux
multiplicateurs d’une fraction rationnelle.

0.1. Entiers simultanément prépériodiques pour un polynéme
quadratique

Un sujet récent en dynamique arithmétique est ’étude des intersections im-
probables, qui tire son origine de la géométrie arithmétique. De maniére imprécise,
le principe des intersections improbables affirme que des variétés algébriques ne
peuvent avoir une intersection plus grande que ce que 'on pourrait attendre a
moins que celles-ci ne soient reliées. Le premier résultat inspiré par ce principe en
dynamique arithmétique est dii & Baker et DeMarco et concerne les paires de points
qui sont simultanément prépériodiques pour un polynéme unicritique.

ix



x INTRODUCTION

Fixons un entier d > 2. Pour ¢ € C, considérons le polynéme complexe
feizm284c.
Pour a € C, définissons
S, = {c € C: a est prépériodique pour f.} .

Pour tout a € C, 'ensemble S, est infini dénombrable. On peut alors se demander
si les ensembles S, NSy, avec a,b € C, sont infinis. Baker et DeMarco ont répondu
a cette question, en montrant le résultat suivant :

THEOREME 0.1 ([BD11, Theorem 1.1]). Soient a,b € C. Alors S, NSy est
infini si et seulement si a® = b®.

Comme Baker et DeMarco I'ont souligné, leur démonstration n’est pas effective.
Ainsi, ils ont conjecturé que, lorsque d = 2, ensemble ;NS est égal & {—2, —1,0}.
Récemment, Buff a donné une preuve élémentaire de leur conjecture (voir [Bufl8,
Proposition 6]). En examinant les ensembles S,, avec d = 2 et a € R\ [~2, 2], nous
complétons ici la description des ensembles S, N Sy, avec d = 2 et a,b € Z tels que
a® # b2. Plus précisément, nous montrons le résultat suivant :

THEOREME 0.2 ([Hug21b, Theorem 1.7]). Supposons que d = 2 et a,b € Z
sont tels que |a| < |b|. Alors

— soita=0, b =1et S, NS, ={-2,—-1,0},

— soita=0, |b| =2 et S, NSy = {2},

— soit la| > 1, [b] = |a| + 1 et S, NSy = {—a® —|a| — 1, —a® — |al},

— soit |b| > max {2, |a| + 1} et S, NSy = 2.

Mentionnons que le théoreme 0.1 di & Baker et DeMarco a été généralisé de
différentes manieres (voir [FG20, Theorem F| et [GHT13, Theorem 2.3]). Notons
aussi que de nouvelles techniques pour prouver des résultats effectifs en dynamique
arithmétique ont été introduites trés récemment (voir [DKY19] et [DKY20]).

0.2. Fractions rationnelles avec multiplicateurs entiers ou rationnels

Nous étudions aussi dans cette theése certaines questions liées aux multipli-
cateurs d’une fraction rationnelle. Mentionnons d’abord que certaines questions
concernant les points prépériodiques rationnels pour une fraction rationnelle ont
été et sont encore beaucoup étudiées en dynamique arithmétique. Par exemple, le
résultat ci-dessous est bien connu en dynamique arithmétique (voir [Nor50]).

PROPOSITION 0.3. Soient K un corps de nombres et f: PL(C) — PL(C) une
fraction rationnelle de degré d > 2 définie sur K. Alors f n’a qu’un nombre fini de
points prépériodiques dans P*(K).

Une conjecture trés étudiée en dynamique arithmétique concerne 'existence de
bornes uniformes sur le nombre de points prépériodiques rationnels (voir [MS94]).

En revanche, les questions analogues liées aux multiplicateurs d’une fraction
rationnelle ont regu beaucoup moins d’attention. Notons que celles-ci ont la pro-
priété d’étre bien définies dans le contexte de la dynamique holomorphe, au sens
ol le multiplicateur est invariant par conjugaison complexe.

Au vu de la proposition 0.3, on peut d’abord se demander s’il existe une frac-
tion rationnelle qui admet une infinité de cycles avec multiplicateur rationnel. Cette
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question admet une réponse positive. En fait, les applications puissances — c’est-a-
dire, les fractions rationnelles conjuguées & z — z+% avec d > 2 — ont un multi-
plicateur entier en chaque cycle. Les applications de Tchebychev — c’est-a-dire, les
fractions rationnelles conjuguées a +Ty, avec d > 2, ou T, désigne le d-iéme poly-
nome de Tchebychev — ont également cette propriété. Ainsi, on peut se demander si
on peut trouver d’autres tels exemples. Nous montrons que la réponse est négative
dans le cas des polyndomes unicritiques — c’est-a-dire, des polynomes conjugués a
ferz 284 ¢ avecd > 2 et c € C.

THEOREME 0.4 ([Hug2lc, Theorem 6]). Soit f: C — C un polynoéme uni-
critique dont le multiplicateur en chaque cycle est rationnel. Alors f est soit une
application puissance soit une application de Tchebychev.

Afin de démontrer le théoréme 0.4, nous étudions les multiplicateurs d’une frac-
tion rationnelle de maniere algébrique avec la notion de polynémes multiplicateurs.
Nous nous ramenons ainsi a déterminer ’ensemble des parametres ¢ € C tels que
tous les polynémes multiplicateurs de f. sont scindés sur Q.

En utilisant des arguments similaires, nous montrons également un résultat
analogue pour les polynomes cubiques avec symétries — c’est-a-dire, les polyndémes
conjugués a g,: z — 2> + az, avec a € C.

THEOREME 0.5 ([Hug2lc, Theorem 8]). Soit f: C — C un polynéme cubique
avec symétries dont le multiplicateur en chaque cycle est entier. Alors f est soit
une application puissance soit une application de Tchebychev.

En général, les applications puissances et les applications de Tchebychev ne sont
pas les seules fractions rationnelles dont tous les multiplicateurs sont entiers. Les
exemples de Lattes flexibles ont également cette propriété. Dans [Mil06], Milnor a
conjecturé que, réciproquement, toute fraction rationnelle qui a un multiplicateur
entier en chaque cycle appartient a I'une de ces trois classes.

On dit qu’une fraction rationnelle f: P1(C) — P!(C) de degré d > 2 est un
exemple de Lattés 8'il existe un tore T = C/A, avec A un réseau de C, une application
holomorphe L: T — T et une application holomorphe non constante p: T — P1(C)
tels que po L = f o p. De plus, si L est de la forme

L:z+A—az+b+ A, avec acZetbeC,

et p est de degré 2, alors on dit que f est un exemple de Lattes flexible.
Nous pouvons décrire les multiplicateurs d’un exemple de Lattés en ses cycles.

Pour D € N* sans facteur carré, notons Ap ’anneau des entiers du corps Q (i\/ D).

On a alors le résultat suivant :

ProposITION 0.6 ([Mil06, Corollary 3.9 et Lemma 5.6]). Soit f un exemple
de Lattes. Alors il existe D € N* sans facteur carré tel que le multiplicateur de f en
chaque cycle est dans Ap. De plus, f n'a que des multiplicateurs entiers rationnels
st et seulement si il est flexible.

On peut généraliser la conjecture de Milnor et se demander si les applications
puissances, les applications de Tchebychev et les exemples de Latteés sont les seules
fractions rationnelles dont tous les multiplicateurs sont dans I’anneau des entiers
d’un corps quadratique imaginaire donné. Nous répondons a cette question dans le
cas des fractions rationnelles quadratiques.
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THEOREME 0.7 ([Hug2la, Theorem 9]). Soient D € N* sans facteur carré et
f:PY(C) — PY(C) une fraction rationnelle quadratique dont le multiplicateur en
chaque cycle est dans Ap. Alors f est une application puissance, une application
de Tchebychev ou un exemple de Latteés.

En particulier, comme il n’existe pas d’exemple de Lattes flexible de degré 2,
on a le résultat ci-dessous, qui démontre la conjecture de Milnor dans le cas des
fractions rationnelles quadratiques.

COROLLAIRE 0.8. Soit f: PY(C) — P*(C) une fraction rationnelle quadratique
dont le multiplicateur en chaque cycle est entier. Alors f est soit une application
puissance soit une application de Tchebychev.

On peut également poser la question plus générale ci-dessous, qui encadre les
théoremes 0.4, 0.5 et 0.7.

QUESTION 0.9. Soient K un corps de nombres, Ok son anneau des entiers et
f: PY(C) — P!(C) une fraction rationnelle de degré d > 2 dont le multiplicateur en
chaque cycle est dans O — ou K. Alors f est-elle nécessairement une application
puissance, une application de Tchebychev ou un exemple de Lattes?

Mentionnons que Eremenko et van Strien ont étudié les fractions rationnelles
dont tous les multiplicateurs sont réels. Ils ont montré que, si f: P}(C) — P1(C)
est une telle fraction rationnelle, alors soit f est un exemple de Lattes flexible soit
son ensemble de Julia Jf est contenu dans un cercle (voir [EvS11, Theorem 1}).

0.3. Quelques propriétés des polynémes dynatomiques et des
polyndémes multiplicateurs

La question 0.9 nous a amené a étudier les points périodiques et les multipli-
cateurs d’une fraction rationnelle d’un point de vue algébrique. Nous avons ainsi
examiné les polynémes dynatomiques et les polyndmes multiplicateurs associés a
une fraction rationnelle (voir [MP94], [Sil07] et [VH92]).

Etant donnés un polynéme unitaire f: C — C de degré d > 2 et n € N*, le
n-iéme polynéme dynatomique ®f € C[z] de f est le polynéme unitaire dont les
racines sont précisément les points périodiques pour f avec période n — a quelques
exceptions bien comprises prés. Pour une fraction rationnelle f: P!(C) — P1(C)
de degré d > 2, on a également des polynomes dynatomiques ®f avec n € N*,
associés & un relevé polynomial homogene F: C? — C2 de f.

Fixons un entier d > 2. Dans le cas particulier de la famille des polyndémes
unicritiques f.: z + z%+c, les coefficients des polynémes dynatomiques ®/¢ € C|[z],
avec n € N* sont des polynomes a coefficients entiers en c¢. On peut alors considérer
les polynémes ®,, € Z[c, 2], avec n € N*, donnés par ®,(c,z) = ®/<(2). On a le
résultat ci-dessous, qui a été démontré avec différentes approches.

THEOREME 0.10 ([Bou92, Chapitre 3, Théoréme 1]). Soit n € N*. Alors le
polynome ®,, est irréductible sur C.

On peut alors se demander quels sont les couples (n,a) € N* x Q tels que le po-
lynéme spécialisé ®,,(c, a) € Q|c] est réductible. Dans [Mil14], Milnor a conjecturé
que les polyndmes ®,(c,0), avec n € N*, sont irréductibles sur Q lorsque d = 2.
Nous prouvons le résultat ci-dessous, qui montre en particulier que le polynéme
P, (c, —71) est réductible sur Q pour tout n > 3.
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Pour n € N*, on note

vin) =Y n(3)d"

k|n
ou p: N* — {—1,0,1} désigne la fonction de Mébius.

ProrosITION 0.11. Supposons que d = 2. Alors il existe des uniques suites
(An),>1 €t (Bn),>, d’éléments de Q[c| telles que

woms a4 () (3)

et, pour tout n > 2, on a
o(n— -1
fc (n=-1) <4)

fco(n—l) <_41> + fco(n—2) (_41> + % = HBk(C) .

— fon=2) (_41> + % = HAk(c)
k|n

et

k|n
De plus, pour tout n € N*, on a
-1
(Dn (C7 4) = An(C)Bn (C)
R . ;. v(n) (n) v(n) (n)
et les polynomes A, et B, sont unitaires de degrés =~ — MT et =~ + MT

Notre démonstration de la proposition 0.11 repose sur la factorisation du po-
lynoéme f5%(z) — () dans Q[c, z]. Ceci nous a alors naturellement amené & exa-
miner les couples (n,a) € N* x C pour lesquels la courbe algébrique affine sur C
donnée par f2"(z) = a est réductible. Nous montrons le résultat d’irréductibilité
ci-dessous, qui précise [FHIT09, Proposition 2.5] et démontre une observation faite
dans [FHI"09, Remark 2.6].

PROPOSITION 0.12. Supposons que d #2 ou a € C\ {%} Alors le polynome
fo™(2) — a € Cle, 2] est irréductible pour tout n € N.

Nous montrons également le résultat complémentaire ci-dessous, qui était aussi
conjecturé dans [FHIT09, Remark 2.6].

ProroOSITION 0.13. Supposons que d = 2. Alors, pour tout n > 2, on a

6= () = (206 - 20726+ 3 ) (1200 + 2026 + 3)
et les polynomes

FEI(E) — D) g et I () 4
sont irréductibles sur C.

Notons que nos démonstrations des propositions 0.12 et 0.13 reposent sur le
résultat [HIM15, Theorem 2.2], qui concerne l'irréductibilité d’un polynéme com-
posé avec un polynéme unicritique.

Nous avons également étudié les multiplicateurs d’une fraction rationnelle d’un
point de vue algébrique. Etant donnés une fraction rationnelle f: P'(C) — P'(C)
de degré d > 2 et n € N*, le n-ieme polynéme multiplicateur M} € C[\] de f est le
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polyndme unitaire dont les racines sont précisément les multiplicateurs de f en ses
cycles avec période n — a quelques exceptions bien comprises pres. En particulier, la
question 0.9 se rameéne a ’étude des fractions rationnelles dont tous les polynémes
multiplicateurs sont scindés sur ’anneau des entiers d’un corps de nombres donné.

Plus généralement, on peut définir les polynémes multiplicateurs d’une fraction
rationnelle sur un corps quelconque. Fixons un entier d > 2. Soient ag, ..., a4 et
bg, ..., bg des indéterminées sur Z, et posons

d d
A=Zlag,...,0q,b0,...,b4] et F(z,y)= Zajmjyd_j,ijxjyd_j
=0 §=0

Notons aussi £ le corps des fractions de 2 et f: P1(&) — P!(8) la fraction ration-
nelle induite par §. Pour tout n € N*, les coefficients du polynéme multiplicateur
M/ sont des éléments homogenes de degré 0 dans £ dont les dénominateurs sont
des puissances de res(§) (voir [Sil98, Theorem 4.5] et [Sil07, Theorem 4.50]). En
d’autres termes, pour tout n € N*, il existe m, € N* tel que res(F)™" M) est
dans 2A[A]. En particulier, ceci montre que les fonctions symétriques élémentaires
des multiplicateurs définissent des fonctions régulieres sur ’espace des fractions ra-
tionnelles de degré d et que l'on peut obtenir les polynomes multiplicateurs d’une
fraction rationnelle quelconque de degré d par spécialisation des polyndmes M/,
avec n € N*. Nous montrons le résultat ci-dessous, qui détermine en particulier les
plus petits tels entiers m,,, avec n € N*.
Rappelons que, pour tout n € N*, on a

vin) =Y n(3)d"

k|n
ot p: N* — {—1,0,1} désigne la fonction de Mébius.

THEOREME 0.14. Soit n € N*. Alors le polynome res(§)$M£ est dans [N
et son coefficient constant n’est pas divisible par res(F).

Afin de prouver le théoréme 0.14, nous étudions le comportement asymptotique
des multiplicateurs d’une famille de fractions rationnelles complexes de degré d qui
dégénere en une fraction rationnelle de degré d — 1 vérifiant certaines hypotheses.

Organisation de la thése

Nous structurons cette thése en deux parties. Dans la partie 1, qui regroupe
les chapitres 1 et 2, nous étudions les points périodiques et les multiplicateurs d’un
polynoéme, pour lesquels les polynémes dynatomiques et les polynémes multiplica-
teurs sont plus simples & définir. Dans la partie 2, qui regroupe les chapitres 3 et 4,
nous traitons le cas général des fractions rationnelles.

Dans le chapitre 1, nous rappelons les notions de polynémes dynatomiques et
de polynémes multiplicateurs d’un polynéme unitaire. Nous étudions plus en détail
le cas des polyndémes unicritiques. La plupart des résultats de ce chapitre sont déja
connus (comparer a [Mor96], [MP94] et [VH92]).

Dans le chapitre 2, nous étudions plusieurs questions arithmétiques concernant
les points prépériodiques et les multiplicateurs d’un polynéme. Dans la section 2.1,
nous démontrons la proposition 0.11, qui concerne la réductibilité de spécialisations
de polynoémes dynatomiques, et les propositions 0.12 et 0.13, qui concernent l’irré-
ductibilité de courbes préimages. Dans la section 2.2, nous étudions les polynémes



ORGANISATION DE LA THESE XV

quadratiques pour lesquels un point donné est prépériodique et nous démontrons
le théoreme 0.2. Dans la section 2.3, nous examinons la conjecture de Milnor dans
le cas des polyndmes et nous prouvons les théoréemes 0.4 et 0.5.

Dans le chapitre 3, nous généralisons ’étude algébrique des points périodiques
et des multiplicateurs au cas des fractions rationnelles. Plus précisément, nous rap-
pelons la notion de polyndémes dynatomiques d’un relevé d’une fraction rationnelle
(voir [Sil07, Section 4.1]) et nous construisons les polynémes multiplicateurs d’une
fraction rationnelle (comparer a [Sil98, Section 4] et [Sil07, Section 4.5]).

Dans le chapitre 4, nous abordons deux questions concernant les multiplicateurs
d’une fraction rationnelle. Dans la section 4.1, nous examinons le comportement
asymptotique des multiplicateurs de certaines familles de fractions rationnelles qui
dégénerent afin de démontrer le théoreme 0.14. Dans la section 4.2, nous prouvons
le théoréeme 0.7, qui démontre en particulier la conjecture de Milnor dans le cas des
fractions rationnelles quadratiques.






Premiére partie

Points périodiques et
multiplicateurs d’un polynome






Chapitre 1

Quelques préliminaires algébriques sur la
dynamique d’un polynoéme

Nous rappelons ici certaines notions algébriques liées a la dynamique d’un po-
lynéme. Plus précisément, ’objectif de ce chapitre est d’introduire les polynémes
dynatomiques et les polynémes multiplicateurs d’un polynéme, qui sont reliés a
ses points périodiques et ses multiplicateurs. Comme tout polyndome complexe est
conjugué a un polynoéme unitaire, nous limitons ici notre étude aux polyndémes uni-
taires. Les polynémes non unitaires étant en particulier des fractions rationnelles,
leurs polyndémes dynatomiques et polyndmes multiplicateurs seront définis dans le
chapitre 3. Aussi, afin d’obtenir des résultats sur les coefficients des polynémes dy-
natomiques et des polynémes multiplicateurs, nous considérons ici des polynémes
unitaires a coefficients dans un anneau commutatif quelconque. Enfin, nous étudions
plus en détail le cas des polynémes unicritiques.

Décrivons avec plus de détails le contenu de ce chapitre. Soient A un anneau
integre, f € A[z] un polynéme unitaire de degré d > 2 et n € N*. Nous définissons
le n-iéme polynéme dynatomique ®7 de f, qui est un polyndéme unitaire dans A[z]
dont les racines sont — a quelques exceptions preés — les points périodiques pour f
avec période n. Nous explicitons ensuite ces exceptions en décrivant précisément
les racines du polynome <I>£. Dans le cas ou A est de caractéristique nulle, nous
donnons aussi les multiplicités de ces racines. Nous définissons ensuite le n-ieme
polynoéme multiplicateur M; de f, qui est un polynéme unitaire dans A[)\] dont
les racines sont les multiplicateurs de f en ses cycles avec période n — a quelques
exceptions pres, 1a encore. Nous explicitons ensuite les racines du polynéme M7,
ainsi que leurs multiplicités dans le cas ot A est de caractéristique nulle. Dans le cas
ot A =Z[c] et f(z) = 2% + ¢, nous étudions plus précisément le polynéme M7, et
en particulier ses coefficients et son discriminant. Enfin, nous relions la dynamique
de ce dernier polynéme f a celle du décalage dans ’ensemble des suites de racines
d-iémes de I'unité afin de démontrer I'irréductibilité des polynomes ®J et M.

La plupart des résultats présentés ici sont déja connus. Nous incluons néanmoins
leurs démonstrations dans ’objectif que ce chapitre puisse servir d’introduction aux
polynoémes dynatomiques et aux polyndémes multiplicateurs d’un polynéme unitaire.

1.1. Espace des polyndmes, points périodiques et multiplicateurs
Rappelons ici certaines définitions concernant la dynamique d’un polynome.

1.1.1. Le cas général. Soit A un anneau commutatif. Dans ce chapitre, A dé-
signera souvent un anneau de polyndémes a coefficients entiers. Ceci nous permettra
d’étudier la dynamique d’un polynéme dont les coefficients sont des indéterminées
et ainsi d’obtenir des résultats sur les coefficients des polynémes dynatomiques et
des polynémes multiplicateurs.



4 1. PRELIMINAIRES SUR LA DYNAMIQUE D’UN POLYNOME

Pour d € N, notons
Poly,(A) = {f € Alz] : deg(f) = d}

I’ensemble des polynémes de degré d a coefficients dans A et
PolyY (A) = {f € A[z] : f unitaire et deg(f) = d}
la partie de Poly,(A) formée des polyndmes unitaires.
REMARQUE 1.1. Si B est un anneau commutatif et A est un sous-anneau de B,
alors PolyY (A) est une partie de PolyY (B) et Poly,(A) est une partie de Poly,(B)
pour tout d € N. En particulier, si A est un anneau commutatif et f € Poly,(A),

avec d € N, alors on pourra considérer par exemple ’action de f par évaluation sur
tout anneau commutatif B contenant A.

L’ensemble des polynémes a coefficients dans A est muni d’une loi de compo-
sition interne o définie par

fog(z)=f(g(2))
Pour d € N et f € Poly;(A), on note
an
for=fo---ofef{oyu] |Poly.(A)
n fois e=0

pour n € N, avec la convention
fO=TIePolyl(A), ot I(z)=z.
Pour tous d, e € N, la loi o vérifie
PolyY o PolyY (A) c Polyl(A),
et, si A est intégre, alors on a aussi
Poly, o Poly,(A) C Poly,.(A).
REMARQUE 1.2. Si A est un anneau commutatif non intégre et f € Poly,(A)

et g € Poly.(A) ne sont pas unitaires, avec d,e € N, alors le polynéme f o g n’est
pas nécessairement de degré de. Par exemple, si

A=1Z/AZ et f(z)=22%+ 2 € Poly,(A),
alors on a f°2 =1.

Introduisons maintenant la notion de conjugaison. Soit K un corps. Alors o est
une loi de composition interne sur I’ensemble

Poly,(K)={az+b:a€ K*, be K}
et celle-ci le munit d’une structure de groupe dont 1’élément neutre est I. Pour tout
d € N, le groupe Poly, (K) agit sur 'ensemble Poly;(K) par 'application

pa: Poly,(K) x Poly,(K) — Poly,(K)
définie par

pa(¢, f) =¢ofogp™t.
Pour d € N, on dit que deux polynémes f et g dans Poly,(K) sont conjugués sur
K ¢’ils sont dans la méme orbite pour 'action pg ou, de maniére équivalente, s’il
existe ¢ € Poly, (K) tel que
g=¢ofop .
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Pour tout d € N, la conjugaison sur K est une relation d’équivalence sur Poly ;(K).
Plus généralement, pour d € N, on dit que deux polynomes f et g dans Poly ;(K)

sont conjugués s'ils sont conjugués sur une cloture algébrique K de K. Pour d € N,

on note Py(K) I'ensemble quotient de Poly,(K) par la relation de conjugaison.

REMARQUE 1.3. Si K est un corps, d € N et f et g sont deux polynémes
conjugués dans Poly,;(K), alors f et g ne sont pas nécessairement conjugués sur K.
Par exemple, si

K=Q, f(z)=—2"€Poly,(K) et g(z)=2" € Poly,(K),
1(i2)

alors f et g sont conjugués puisque g(z) = =

mais ne sont pas conjugués sur K.

Sife Polyg(K), avec d € N* et ¢(2) = az + b, avec a € K* et b € K, alors
¢ o fog ! est unitaire si et seulement si a est une racine (d — 1)-iéme de I'unité.

REMARQUE 1.4. Si K est un corps, K est une cléture algébrique de K, d € N
et f et g sont deux polynémes conjugués dans PolydU(K ), alors il n’existe pas
nécessairement ¢ € Polygj (F) tel que g = ¢ o f o ¢~ !. Par exemple, si

K=C, f(z)=2°-1€Poly;(K) et g(z)=2°+1¢ Poly;(K),

alors f et g sont conjugués puisque g(z) = —f(—z) mais on a g # ¢o fo ¢! pour
tout ¢ € Polygj (F)

Enfin, si K est algébriquement clos, d > 2 et f € Poly,(K), alors f est conjugué
a un polynéme unitaire centré
d—2
g(z) = 24 + Zajzj € Poly(K),
§j=0
et celui-ci est unique a conjugaison par une rotation d’ordre divisant d — 1 pres.

Considérons maintenant ’action d’un polynéme par évaluation. Soit A un an-
neau commutatif. Pour d € Net f € Poly,(A), le polynéme f induit une application
de A dans lui-méme par évaluation, que 'on appelle sa fonction polynomiale et que
I'on note encore f. De plus, si A est intégre et infini, alors I’application qui & un
polynéme a coefficients dans A associe sa fonction polynomiale est injective. En
particulier, si A est intégre et K est une cléture algébrique du corps des fractions
de A, alors un polynéme a coefficients dans A est caractérisé par son action par
évaluation sur K.

Soient d € N et f € Poly;(A). On peut alors s’intéresser a la suite des itérées
de la fonction polynomiale associée a f en un point et définir les points périodiques
pour f comme ceux de sa fonction polynomiale associée. Soit zy € A. On appelle
orbite future de zp pour f Uensemble {f°" (z9) : n € N}. On dit que 2 est un point
périodique pour f §'il existe n € N* tel que f°" (29) = 2. Dans ce cas, le plus petit
tel entier n est appelée la période de zp et on dit que I'orbite de zy est un cycle pour
f. Pour tout n € N*| les racines du polynéme f°"(z) — z sont précisément les points
périodiques pour f avec période divisant n. Par conséquent, pour tout n € N*, les
points périodiques pour f avec période n sont précisément les racines de f°"(z) — z
qui ne sont pas racines des polynémes f°*¥(z) — z, avec k un diviseur propre de n.

EXEMPLE 1.5. Soit d > 2 un entier, et posons
fo(z) = 2% € Poly,(C).
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Pour tout n € N*, on a f&"(z) = 2%, et donc

0(z)—z==z2 (zdn*l - 1) .

Par conséquent, le point 0 est fixe pour fj et, pour tout n € N*  les points pério-
diques pour fy avec période n dans C* sont précisément les racines (d™ — 1)-iémes
de T'unité qui ne sont pas une racine (dk — 1)—iéme de T'unité, avec k un diviseur
propre de n.

REMARQUE 1.6. Si A est un anneau commutatif, d € N et f € Poly,(A), alors
f n’admet pas nécessairement un point périodique. Par exemple, si

A=R et f(z)=2>+1¢ Poly,(A),
alors, pour tout z € A, la suite (f°"(2)),,~o est strictement croissante, et donc z
n’est pas périodique pour f.
REMARQUE 1.7. Si A est un anneau commutatif non integre et infini, d € N,
f € Poly, (A) et n € N*, alors ’ensemble des points périodiques pour f avec période

n n’est pas nécessairement fini. Par exemple, si p est un nombre premier, A = ]Fg
est muni de I'addition et de la multiplication terme a terme et

7(z) = 2 € Poly, (4),
alors A est infini et tout point de A est fixe pour f.

Soient A un anneau commutatif, d € N, f € Poly,(A4) et zp € A un point
périodique pour f avec période n € N*. On appelle multiplicateur de f en zy la
dérivée de f°™ en zy. D’apres la formule de dérivation d’un polynéme composé, il
est égal au produit des dérivées de f le long du cycle contenant zy. En particulier,
f a le méme multiplicateur en chaque point d’un cycle.

EXEMPLE 1.8. Soit d > 2 un entier, et rappelons que

folz) = = € Poly,(C).

Pour tout n € N*, on a f§"(z) = 2%

(f5m) () = dna"
Par conséquent, le multiplicateur de fy au point fixe 0 est égal a 0 et, pour tout

point périodique zg € C* pour fy avec période n € N*, le multiplicateur de fy en z
est égal & d™ puisque zg est une racine (d" — 1)-iéme de 'unité d’apres 'exemple 1.5.

, et donc

REMARQUE 1.9. Si A est un anneau commutatif, f € Poly,(A), avec d € N, et
zg € A est un point périodique pour f, alors le multiplicateur de f en zy dépend
du polynoéme f et pas seulement de sa fonction polynomiale. Par exemple, si p est
un nombre premier,

A=TF,, f(z)=2"T¢ Poly,.1(A) et g(z) = PPy Poly,1(4),

alors f et g ont la méme fonction polynomiale mais 0 est un point fixe pour f avec
multiplicateur 0 et un point fixe pour g avec multiplicateur 1.

Enfin, décrivons 'action de la conjugaison sur les points périodiques et les
multiplicateurs d’un polynoéme. Soient K un corps, d € N et f et g deux polyndmes
dans Poly,(K) tels qu’il existe ¢ € Poly,(K) tel que g = ¢ o f o ¢~ L. Alors ¢
induit une bijection de I’ensemble des points périodiques pour f sur I’ensemble des
points périodiques pour g qui préserve les périodes. De plus, d’apres la formule de
dérivation d’un polynéme composé, celle-ci préserve aussi les multiplicateurs.
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1.1.2. Le cas des polynémes unicritiques. Examinons ici les polynomes
unicritiques a coefficients complexes, qui nous intéresseront particulierement dans
la partie 1 de cette these.

Soient d € N et f € Poly,(C). On dit que zp € C est un point critiqgue pour f
si f' (z0) est nul, et, dans ce cas, on dit que f (z9) est une valeur critique pour f.
On dit que le polyndéme f est unicritique si il admet un unique point critique.

Fixons un entier d > 2. Pour ¢ € C, posons

fo(2) = 24 4 ¢ € PolyY (C).

Pour tout ¢ € C, le polynéme f. est unicritique avec point critique 0 et valeur
critique c. De plus, on a le résultat bien connu suivant :

PROPOSITION 1.10. Soit f € Poly,(C) un polynéme unicritique. Alors il existe
un parameétre ¢ € C tel que f est conjugué a f.. De plus, celui-ci est unique a
multiplication par une racine (d — 1)-iéme de l'unité prés.

DEMONSTRATION. Il existe a € C* et b € C tels que
f(z) =a(z —w)? +b,

ot w € C est 'unique point critique de f. Pour tout ¢(z) = az + 3 dans Poly, (C),
aveca € C* et € C,on a
a
pofop l(z)= F(z—ﬂ—aw)d+ab+ﬂ,

qui est unitaire avec point critique 0 si et seulement si a¢~! = @ et 8 = —aw. Par

conséquent, pour tout ¢ € C, les polyndémes f et f. sont conjuguées si et seulement
si il existe v € C* tel que a?~! = a et ¢ = a(b—w), ce qui se produit si et seulement
si c@ ! = a(b—w)?9!. Ceci compléte la démonstration de la proposition. (I

REMARQUE 1.11. Dans le cas ou d = 2, la proposition 1.10 affirme que I'appli-
cation qui & ¢ associe f, induit une bijection de C sur ’ensemble P(C) des classes
de conjugaison de polyndémes quadratiques complexes.

1.2. Polynémes dynatomiques d’un polynéme unitaire

Rappelons ici la définition et certaines propriétés des polynémes dynatomiques
d’un polyndme unitaire, qui sont en correspondance avec ses points périodiques.
b
Dans toute cette section, d désigne un entier fixé supérieur ou égal a 2.
b

1.2.1. Le cas général. Soient A un anneau commutatif et f € Polyy (A).
Pour tout n € N*| les racines du polyndéme f°"(z) — z sont précisément les points
périodiques pour f avec période divisant n. Ainsi, il est naturel d’essayer de facto-
riser ces polynomes afin de séparer leurs racines selon leurs périodes, et on obtient
le résultat ci-dessous (comparer & [MP94, Section 2 et Section 3]).

On note p: N* — {—1,0, 1} la fonction de Mébius, qui est définie par

(n) (=1)" sin est le produit de r nombres premiers distincts

n) = .
0 si n a un facteur carré

Pour n € N*, posons également

v(n) = Z,u (%) d".

k|n
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PrOPOSITION 1.12. Soient A un anneau commutatif et f € Polyg(A). Alors il
existe une unique suite (<I>fL)n>1 d’éléments de Alz] telle que, pour tout n € N*,

o) -z =] %)

k|n
De plus, pour tout n € N*, le polynéme ®/ est unitaire de degré v(n).

DEFINITION 1.13. Soient A un anneau commutatif, f € PolyY (A) et n € N*.
Le polynome ®/ est appelé le n-iéme polynome dynatomique de f.

Afin de démontrer la proposition 1.12, énongons d’abord deux lemmes d’algebre
générale. Le premier assure 'unicité de la suite des polynémes dynatomiques.

LEMME 1.14. Soient A un anneau commutatif et (Pn)n21 une suite de poly-
nomes unitaires dans A[X]. Alors il existe au plus une suite (Qn), >, d’éléments
de A[X] telle que, pour tout n € N*, on a

k|n

De plus, si (Qn),~, est une telle suite, alors, pour tout n € N*, le polynome Qy
est unitaire et on a

deg Q,, = Zp (%) deg Py, .

k|n

DEMONSTRATION DU LEMME 1.14. Supposons que (Qy,),,-; est une telle suite.
On a @1 = P1, qui est unitaire. Soit n > 2, et supposons que les polynémes @ ;, avec
Jj€{l,...,n — 1}, sont unitaires et entierement déterminés par la suite (P,), ;-

Alors le polynéme

k|n, k#n
est unitaire et entierement déterminé par la suite (P,),~; et on a P, = Q,R,.
Par conséquent, le polyndme (Q, est unitaire et est le quotient dans la division
euclidienne de P, par R,,, qui est donc entierement déterminé par la suite (P,),,~ -
Ainsi, la suite (Q,),,~, est 'unique telle suite et est formée de polyndmes unitaires.
Enfin, comme les polynémes @,,, avec n € N*, sont unitaires, on a

deg P, = Z deg Qx
k|n
pour tout n € N*. Par conséquent, d’apres la formule d’inversion de Mobius, on a
n
deg @ = ZM (E) deg Py
k|n
pour tout n € N*. Ainsi, le lemme est démontré. O

REMARQUE 1.15. Si A est un anneau integre et ()5, et (Qn),>; sont deux
suites d’éléments de A[X] comme dans le lemme 1.14, alors on a

k|n

pour tout n € N* d’apres la formule d’inversion de Mobius.
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Le second lemme d’algebre générale suivant permet d’établir I'existence de la
suite des polynémes dynatomiques d’un polyndéme unitaire lorsque I’anneau est
integre et les points périodiques sont tous simples.

LEMME 1.16. Soient A un anneau intégre, K son corps des fractions, K une
cloture algébrique de K et (Py,),,~, une suite d’éléments de A[X] qui vérifie les trois
conditions suivantes : B

(1) pour tout n € N*, le polynome P, est unitaire ;

(2) pour tout n € N*, le polynome P, est séparable ;

(3) pour tous m,n € N*, les racines communes auzx polynomes P, et P, dans
K sont précisément les racines du polynome Ppged(m,n)-

Alors il existe une unique suite (Qn),~; d’éléments de A[X] telle que

k|n

pour tout n € N*. De plus, pour tout n € N*, le polynome Q, est unitaire et
séparable et ses racines dans K sont précisément les racines de P, qui ne sont pas
racines des polynomes Py, avec k un diviseur propre de n.

DEMONSTRATION DU LEMME 1.16. Comme les polynémes P,, avec n € N*,
sont unitaires, il suffit de démontrer I'existence d’une suite (Q),,~, ayant les pro-
priétés désirées d’apres le lemme 1.14. B

Pout n € N*, notons X,, I'ensemble des racines de P, dans K, de sorte que

P, = H (X_x)

reX,

d’apres les conditions (1) et (2). Pour n € N*, posons

Y, = X, \ U X, et Qn(X):H(X—a:).

k|n, k#n €Yy

Pour tout n € N*, le polynéme Q,, est unitaire et séparable et ses racines dans K
sont précisément les racines de P, qui ne sont pas racines des polyndmes Py, avec
k un diviseur propre de n.

Montrons que, pour tout n € N*, on a

Pn:HQk

k|n

Pour cela, il suffit de prouver que, pour tout n € N*, on a

X, = |_|Yk.
k|n

Sin € N* et x € X,,, alors il existe un plus petit diviseur k de n tel que z € X, et on
a r € Yy. Réciproquement, si n € N* et k est un diviseur de n, alors on a Y, C X,
d’apres la condition (3) puisque k = pged(k,n). Enfin, sim,n € N* et z € Y,,,NY,,,
alors on a € Xpged(m,n) d’apres la condition (3), ce qui entraine pged(m,n) = m
et pged(m,n) = n puisque x € Y, N Xpged(mon) €6 7 € Yy N Xpoed(m,n), €t done
m = n. Ainsi, on a montré les égalités désirées.
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Il reste & démontrer que, pour tout n € N* on a @, € A[X]. Pour cela,
raisonnons par récurrence. On a Q1 = P; € A[X]. Soit n > 2, et supposons que
Q; € A[X] pour tout j € {1,...,n — 1}. Alors le polynéme

k|n, k#n

est dans A[X] et est unitaire et on a P, = @Q,R,. Par suite, d’aprés le théoréme
de la division euclidienne, il existe des polynomes S,, et T, dans A[X] tels que
P, =R,S,+T, et deg S,, < deg R,,. D’apres I'unicité de la division euclidienne de
P, par R, dans K[X], on a @, = S,, € A[X] et T,, = 0. Ainsi, la récurrence est
achevée, et le lemme est démontré. ([l

REMARQUE 1.17. Chacune des conditions (1), (2) et (3) est nécessaire dans le
lemme 1.16. Par exemple,
— st A=Zet (P,),>, est la suite d’éléments de A[X] définie par

X sin=1
1 sin>2"’

Pn(X){

alors la suite (P,),,>, vérifie les conditions (1) et (2) mais il n’existe pas de
polynomes @1 et Q2 dans A[X] tels que P, = Q1 et Po = Q1Q2;
— st A=Zet (P,),>, est la suite d’éléments de A[X] définie par

X2 sin=1
X sin>2’

Pn(X)—{

alors la suite (P,),», vérifie les conditions (1) et (3) mais il n’existe pas de
polynomes @1 et Q2 dans A[X] tels que P, = Q1 et Po = Q1Q2;
— st A=Zet (P,),>, est la suite d’éléments de A[X] définie par

2X sin=1
X sin>2’

Pn(X) = {

alors la suite (P,),», vérifie les conditions (2) et (3) mais il n’existe pas de
polynomes @ et Q2 dans A[X] tels que P, = Q1 et P = Q1Q5.

Etant donnés un anneau intégre A et un polynéme f € Polyy (A), on ne peut
pas directement appliquer le lemme 1.16 & la suite (f°"(z) — 2),,~, pour prouver la
proposition 1.12 car les termes de cette suite ne sont pas nécessairement séparables.
Nous pouvons néanmoins utiliser cette stratégie dans le cas du polynéme unitaire
dont les coefficients sont des indéterminées puis démontrer I’existence de la suite des
polyndémes dynatomiques dans le cas général avec un argument de spécialisation.

Soient ag, ..., a4—1 des indéterminées sur Z, et posons
d—1
A=7Zlag,...,a0-1] et f(z) =2+ a;27 € Poly§ ().
j=0

Notons aussi £ le corps des fractions de 2 et £ une cléture algébrique de .
On peut appliquer le lemme 1.16 & la suite (f°"(2) — 2),,5, pour établir la
proposition 1.12 dans le cas de 'anneau 2 et du polyndme f.
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LEMME 1.18. Il existe une unique suite (<I>L)n>1 d’éléments de A[z] telle que,
pour tout n € N*, on a
Fr(z) -z = [[24(2) -
k|n
De plus, pour tout n € N*, le polynome ®}, est unitaire et séparable et ses racines
dans R sont précisément les points périodiques pour § avec période n.

DEMONSTRATION DU LEMME 1.18. Pour n € N*, posons

Po(2) =§"(2) — z € Al2].
Pour tout n € N*, les racines de P, dans £ sont précisément les points périodiques
pour f avec période divisant n. Par suite, il suffit de montrer que la suite (P,), +,
vérifie les conditions (1), (2) et (3) du lemme 1.16. Comme § € PolyY () et d > 2,
les polynoémes P,, avec n € N*  sont unitaires. Pour tous m,n € N* les racines
communes aux polynoémes P,, et P, sont précisément les points périodiques pour
f avec période divisant pged(m,n), qui sont précisément les racines de Pphged(m,n)-
Il reste & démontrer que la suite (P,),~, vérifie la condition (2) du lemme 1.16.
Raisonnons par ’absurde, et supposons qu’il existe n € N* tel que le polynome
P, n’est pas séparable. Alors on a disc P, = 0, ou disc désigne le discriminant.
Soit ¢: A — C l'unique morphisme d’anneaux qui vérifie ¢ (a;) = 0 pour tout
j€{0,...,d—1}, de sorte que ¢(f)(z) = z%. On a p(goh) = p(g) o w(h) pour tous
g,h € A[z], et donc

0 (Pa) (2) = (f)°"(2) — 2 = 2% — 2.

Par conséquent, comme P, est unitaire, on a
. n .
disc (zd - z) = (discP,) =0,

ce qui est absurde puisque le polynéme 2?" — z € C|z] est séparable. Ainsi, le lemme
est démontré. a

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer la proposition 1.12.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 1.12. Ecrivons
d—1

f(z) =24+ Zajzj € PolyY (A).
3=0

Soit ¢: A — A P'unique morphisme d’anneaux qui vérifie ¢ (a;) = a; pour tout
j€{0,...,d— 1}, de sorte que ¢(f) = f. Pour n € N*, posons

8 — o (a]) € AL,
On a p(gobh) = ¢(g) ow(h) pour tous g, h € A[z], et donc, pour tout n € N*, on a

) —z=p(F"(x) —2) =¢ | [[2L2) | =[] ®l(2)-

k|n k|n

De plus, comme f € PolydU(A) et d > 2, les polynémes f°"(z) — z, avec n € N*|
sont unitaires de degré d". Par conséquent, d’apres le lemme 1.14, la suite (<I>fl)n>1
ainsi définie est I'unique suite vérifiant les égalités ci-dessus et, pour tout n € N¥,
le polynéme ®/ est unitaire de degré v(n). Ainsi, la proposition est démontrée. [



12 1. PRELIMINAIRES SUR LA DYNAMIQUE D’UN POLYNOME

REMARQUE 1.19. Si A est un anneau intégre et f € Polyg(A), alors on a
¢£(2> _ H (fOk(Z) i Z)l‘(?)
k|n
pour tout n € N* d’apres la formule d’inversion de Mdbius.

REMARQUE 1.20. Si A est un anneau commutatif et f € Poly;(A) n’est pas uni-
taire, alors il existe encore une suite (<I>7Jfb)n>1 comme dans la proposition 1.12 mais
celle-ci n’est pas nécessairement unique lorsque A n’est pas intégre. Par exemple, si

A=17/47 ot f(z) =222+ 2z € Poly¥ (A),

alors on a

ong 222 4+ z sin est impair
O : :
z sl n est pair

pour tout n € N*, et donc toute suite (<I>fl)n>1 d’éléments de A[z] vérifiant

q){(z) =222, (I>£ €2A4[z] et ®f(z)=1 pour n>3
est telle que, pour tout n € N*, on a
frz) -z =[] 2l
kln
ExEMPLE 1.21. Considérons le polynéme
fo(z) = 2% € Polyy(C) .
Pour tout n € N*, on a
2)—z=2Y —2=2 H Cr(2),
Eldn—1

ou Cj € Z|z], avec k € N*, désigne le k-iéme polynéme cyclotomique. Par consé-
quent, d’apres 'unicité dans la proposition 1.12, on a

z sin=1
o (2) =7(2) [] Cr(z), ol 7u(2) = .
1 sin>2
k€Dy,
et D,, est I'ensemble des diviseurs de d* — 1 qui ne divisent pas d* — 1, avec k un
diviseur propre de n, pour tout n € N*.

Le résultat ci-dessous décrit 'action de la conjugaison sur les polyndémes dyna-
tomiques d’un polynoéme unitaire. Il traduit ’action de la conjugaison sur les points
périodiques d’un polynoéme.

PROPOSITION 1.22. Soient K un corps, f € Polyy (K) et ¢(z) = az + b dans
Poly, (K), avec a,b € K tels que a®* = 1. Alors, pour tout n € N*, on a

a sin=1

Peofor™ (4 = a,® (671(2)), ou a,= .
2107 (2) = ] (97(2) L,

DEMONSTRATION. Pour tout n € N*, on a

(pofod )" (2) —z=go fogp ' (2) =af" (“’) +b—2z,

a
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et donc

(¢Of0¢_1)on(z)—z:a(f‘m(Z;b) _Z;b) ZGH¢£(z;b) |

k|n

Par conséquent, d’apres I'unicité dans la proposition 1.12, on a

P —b> = 4, ®f (671(2))

a
pour tout n € N*. Ainsi, la proposition est démontrée. O

I (2) = 0] (

Etudions maintenant les racines des polynémes dynatomiques. Soient A un
anneau commutatif, f € Polyg(A) et n € N*. Alors toute racine du polynéme
®/ est un point périodique pour f avec période divisant n puisqu’elle est aussi
racine du polynéme f°"(z) — z. Réciproquement, si A est intégre, alors tout point
périodique pour f avec période n est une racine de ®f. Cependant, il peut arriver
que certaines racines du polynéme ®/ aient une période strictement inférieure & n.

REMARQUE 1.23. Si A est un anneau commutatif non integre, f € PolyY (A)
et n € N*, alors les points périodiques pour f avec période n ne sont pas nécessai-
rement racines du polynéme ®f. Par exemple, si

A=TZ/AZ et f(z) =22+ 3z+2¢€ PolyY(A),

alors 0 est un point périodique pour f avec période 2 mais il n’est pas racine du
polynoéme

dl(2) =2 +2€ Al7].

Montrons d’abord le résultat ci-dessous, qui donne des informations sur les
racines des polynémes dynatomiques.

PROPOSITION 1.24 ([MP94, Theorem 3.3]). Soient A un anneau commutatif,
f € PolyY (A) et n € N*. Alors le polynéme ® divise le polynome ®F o f dans A[z].

DEMONSTRATION. Démontrons d’abord le résultat dans le cas de 'anneau 24
et du polynome f. Comme le polynéme @] est unitaire et séparable d’apres le
lemme 1.18, il suffit pour cela de prouver que toute racine de ®/, dans £ est éga-
lement racine de ®J of. Si zg € K est une racine du polynome @], alors 2y est un
point périodique pour f avec période n d’apres le lemme 1.18, et donc f(zp) est une
racine du polynéme ®/ puisqu'il est également périodique pour | avec période n.
Ainsi, on a montré qu'’il existe un polyndome P € A[z] tel que ®f, o f = P®],.

Afin de prouver le résultat dans le cas général, écrivons

d—1

f(z) =24+ Zajzj e PolyY (4).
=0

Soit ¢: A — A l'unique morphisme d’anneaux qui vérifie ¢ (a;) = a; pour tout
j€A{0,...,d—1}, de sorte que p(f) = f. On a

®f o f = (®] of) = p(P)2] .

Ainsi, la proposition est démontrée. [
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Si A est un anneau commutatif, P,Q € A[z], zo € A et m € N, alors on note
P(2) = Q(2) + Oz ((2 — 20)") <= ord;, (P = Q) = m
< (2 — 209)"" divise P(z) — Q(z) dans Alz].
Le résultat suivant se déduit facilement de la proposition 1.24.
COROLLAIRE 1.25. Soient A un anneau intégre, f € PolyY (A) etn € N*. Alors

f induit une permutation des racines du polynéme ®f qui préserve les multiplicités
et dont l'ordre divise n.

DEMONSTRATION. Comme @/ divise ®f o f dans A[z] d’aprés la proposi-
tion 1.24, f induit une application de I'’ensemble des racines du polynéme ®; dans
lui-méme. De plus, comme les racines du polynéme CI)ZL sont des points périodiques
pour f avec période divisant n, celle-ci est en fait une permutation dont I'ordre
divise n. Enfin, pour montrer que f préserve les multiplicités des racines de ®f, il
suffit de prouver que, pour toute racine zop € A du polynéme ®, on a

ord,, ®/ < ordy(.,) of
Soit zg € A une racine du polynéome ®;. 1l existe P € A[z] tel que
®l(2) = (2 = £ (20)" P(2) et P(f(20)) #0,
ol m = ord (s, ®1. On a
®) 0 f(2) = (f(2) = [ (20))" Po f(2),
et donc
ord,, @} o f = mords, (f(2) - f (20))
puisque A est integre. Par suite, si f' (z9) # 0, alors on a
ord,, ®/ <ord,, ®/ o f=m = ord ¢ (.) oS
puisque ®f divise ®f o f dans A[z] d’apres la proposition 1.24. Enfin, si f’ (z) = 0,
alors on a (f°")" (z) = 0, et donc
ordz, ®f, < ords, (f°"(2) — 2) = 1 < ordj(z) -

Ainsi, le corollaire est démontré. [l

Décrivons maintenant précisément les racines des polynémes dynatomiques.

PROPOSITION 1.26 ([MS95, Proposition 3.2]). Soient A un anneau intégre,
f € Poly(A) et n € N*. Alors g € A est une racine du polynome ®f si et
seulement si zy est un point périodique pour f avec période k € N* et multiplicateur
Ao € A qui vérifient
— k=n,
— ou il existe | € N* tel que n = kl et Ay est une racine primitive l-iéme de
lunité,
— ou A a une caractéristique p > 0 et il existe [, m € N* tels que n = klp™ et
Ao est une racine primitive l-iéme de 'unité.

La proposition 1.26 est une conséquence du lemme suivant :
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LEMME 1.27. Soient A un anneau intégre, f € Poly,(A) et zo € A un point
fize pour f avec multiplicateur \g € A. Alors, pour tout n € N*, on a
ordz, (f°"(2) —2) 2 1,

et cette inégalité est stricte si et seulement si Ao est une racine n-iéme de 'unité.
De plus, pour tout n € N*, on a

ordy, (f*"(2) — 2) 2 ordy, (f(2) - 2) ,

et cette inégalité est stricte si et seulement si
— soit A\g est une racine n-ieme de ['unité différente de 1,
— so0it \g est égal a 1 et la caractéristique de A divise n.

DEMONSTRATION DU LEMME 1.27. Pour tout n € N*, le point zg est une ra-
cine du polynéme f°"(z) — z puisqu’il est fixe pour f, et celle-ci est multiple si et
seulement z( est aussi racine du polynéme dérivé de f°"(z) — z, ce qui se produit
si et seulement si A = (f°") (20) = 1.

Enfin, supposons que A\g = 1. Alors il existe a € A\ {0} tel que

fz)=z+a(z—2)" + Oy ((z — zo)m+1) , ot m=ord,, (f(z)—2) >2.
Un raisonnement par récurrence montre que, pour tout n € N*, on a
[M(z)=z+na(z—2)" + 0, ((z - zo)m+1> .
Ceci complete la démonstration du lemme. O

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 1.26. Soit zg € A un point périodique
pour f avec période un diviseur k de n et multiplicateur A\g € A. D’aprés la formule
d’inversion de Mdobius, on a

n o
ord,, &/ = Zu (]> ord., (f*(2) — z) .
jln
Par suite, comme 2y n’est pas racine de f/(z) — z si k ne divise pas j, on a
n o
ord,, ®f = Zu (]k‘) ord., (f7%(z) — 2) .

%

Si Ag n’est pas une racine 7-iéme de I'unité, alors, d’apres le lemme 1.27, on a

n 1 sik=n

dz q)f: -5 = .

et = S (3)={s 0h o
&

Supposons que Ag est une racine primitive l-ieme de 'unité avec I qui divise 7.
Alors, d’apres le lemme 1.27, on a

() ot () =)+ 3 (Yo (40—

il i

ord,, ®f

I
T‘:M

= Z“ (]Zl) (ord., (f°7%(2) — 2) — ords, (f°%(2) — 2))
+ Zu <;;> ord., (f°F(2) — 2) -
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D’apres le lemme 1.27, si A est de caractéristique nulle, alors ceci entraine

OI‘dZO (I),é = Z,u (]Zl) (Ordz0 (fOkl(Z) _ Z) _ OI‘dZO (fok(z) _ Z))

j‘kl
n ok
+ ;u (jk:) ord., (f°*(z) — 2)
ord, (f*(z) — z) sik=n
= S ord, (f*(2) — z) —ord,, (fF(2) —2) sik#netn=kl,
0 sin # ki

et donc ord,, ®/ > 1 si et seulement si n = kl. D’apreés le lemme 1.27, si A a une
caractéristique p > 0 et m = ord,, 77, alors on a

m

ord,, ®f = Z Z 1 (]ZZ) <0rdz0 (fOklpe (2) — z) — ordy, (fOk(z) - z))

=0 i
ord, j=e

+ Zu <]T;> ord,, (f*(z) - 2) ,
JlE
ce qui entraine

ord,, ®/ = Z 1 (jk’?l;’”) (olrdz0 (f‘oklpm (2) — z) — ords, (foklpm,—l(z) B Z))

j‘klz'”
n o
+ Z;u (]k‘) ord,, (f*(z) — 2)
INE
ord,, (foF?" (z) — 2) sik=n

ord,, (fOklpm (2) — z)
_ OI‘dZO (foklpm—l (Z) B
0 sin # kip™

z) sik#mnetn=klp™

puisque l'on a

2 “(ﬁd) - ”(a‘lgw) e ”(J’flpn“)

n
%l I zipe jlklpe+1

0 sieed{0,...,m—2}
= —Zjlrzm “(jk;;m) sie=m—1

n .
. —_— S1 =
Zﬂ kl;m 1% (]k:lpm ) S1 e m

pour tout e € {0,...,m}, et donc ord,, ®f > 1 si et seulement si n = klp™. Ceci
compléte la démonstration de la proposition puisque toute racine du polyndéme ®;
est un point périodique pour f avec période divisant n. O

Le résultat ci-dessous met en évidence I'importance de la caractéristique dans
I’étude de la dynamique d’un polynome. Celui-ci se déduit facilement du lemme 1.27.
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COROLLAIRE 1.28. Soient A un anneau intégre, f € Poly,(A) et zo € A un
point périodique pour f. Alors la suite (ord,, (f°"(2) — 2)),,>, est bornée si et seule-
ment si A est de caractéristique nulle ou le multiplicateur de f en zy n’est pas une
racine de l'unité.

DEMONSTRATION. Notons k € N* la période de zg et A\g € A le multiplicateur
de f en zp. Si A\g n’est pas une racine de 'unité, alors on a

1 sik|n

Ordzo (fon(z)_z): {0 sHM’n

pour tout n € N* d’apres le lemme 1.27. Si A est de caractéristique nulle et Ay est
une racine primitive [-ieme de 'unité, avec [ € N*, alors on a

m sikl|n
1 sik|netklfn, ou m=ord, (f*(z)—2z),
0 siktn

ord,, (f°"(z) — z)

pour tout n € N* d’apres le lemme 1.27. Enfin, si A a une caractéristique p > 0
et \g est une racine primitive /-iéme de 'unité, avec [ € N*, alors un raisonnement
par récurrence montre que

OrdzO (fok,lpn (z) . z) 2 n + 2
pour tout n € N*. Ainsi, le corollaire est démontré. O

Dans le cas des polyndmes unitaires a coefficients dans un anneau integre de
caractéristique nulle, on peut préciser la proposition 1.26. Pour cela, introduisons
la notion suivante :

PROPOSITION 1.29. Soient A un anneau intégre, f € Poly, (A) et zo € A un
point périodique pour f avec période k € N* et multiplicateur une racine primitive
l-iéme de l'unité. Alors on a

ord,, (f*(z) —2) =1 (mod ).

DEFINITION 1.30. Soient A un anneau intégre, f € Poly (A) et 29 € A un
point périodique pour f avec période k € N* et multiplicateur une racine primitive
l-ieme de 'unité. L’unique v € N* tel que

ord,, (f"kl(z) —z)=vi+1
est appelé multiplicité parabolique de f en zj.

DEMONSTRATION. Notons g le multiplicateur de f en zg, qui est une racine
primitive l-iéme de l'unité dans A. Il existe a € A\ {0} tel que

Fo*2) = 24a(z — 20)"+0,, ((2 - zo)mH) , ol m=ord,, (f*(2) —z) > 2.

Montrons que m = 1 (mod [). Pour cela, écrivons

m

FR(2) = 20+ Ao (2 — 20) + Z bj (2 — zo)j + 04, ((z — zo)mH) .

Jj=2
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D’une part, on a

fok(l+1)(z) _ folc ° fokl(z)
= 20 + Ao (2 — 20) + ado (2 — 20)™

+ i bi (2= 20)’ + 0z ((2 = 20" ")

=2

d’autre part, on a

fok(l+1)(z) _ fok:l Ofok(z)
=20+ Ao (z — 20) + a\]' (z — 20)™

m
+ Z bj (z — 20)” + Oy, ((z - zo)mH) .
=2
Par conséquent, on a A\g = AJ", et donc m = 1 (mod [). Ainsi, la proposition est
démontrée. O

REMARQUE 1.31. Si f € Poly,(C) et zg € C est un point périodique parabo-
lique pour f, alors la multiplicité parabolique v de f en zg est égale au nombre de
cycles de bassins paraboliques pour f en zy (voir [Bea91, Theorem 6.5.10]).

On peut expliciter les multiplicités des racines des polynémes dynatomiques
d’un polyndéme unitaire a coefficients dans un anneau integre de caractéristique
nulle. Plus précisément, on a le résultat ci-dessous, qui précise la proposition 1.26.

PrOPOSITION 1.32. Soient A un anneau intégre dont la caractéristique est
nulle, f € Polyy(A) et n € N*. Alors zy € A est une racine du polynome ®f
st et seulement si

— soit zg est un point périodique pour f avec période n et multiplicateur dif-

férent de 1, auquel cas ord,, o =1,

— soit zg est un point périodique pour f avec période n et multiplicateur 1,

auquel cas ord,, ®f = v+1, ou v est la multiplicité parabolique de f en zp,

— soit zg est un point périodique pour f avec période un diviseur propre k

de n et multiplicateur une racine primitive 7-iéme de l'unité, auquel cas
ord,, ol = =, ot v est la multiplicité parabolique de f en zg.

La proposition 1.32 se déduit facilement du lemme ci-dessous, qui est une consé-
quence immédiate du lemme 1.27.

LEMME 1.33 ([Bea91, Theorem 6.511]). Soient A un anneau intégre dont la
caractéristique est nulle, f € Poly,(A) et zo € A un point périodique pour f avec

période k € N*. Alors, pour tout n € N*, on a
1 sik|n

ord on _ —
ey (/(2) = 2) {0 i

st le multiplicateur de f en zy n’est pas une racine de 'unité et
vi+1 sikl|n

ord., (f"(2) —2) =1 sik|netkltn
0 siktn



1.2. POLYNOMES DYNATOMIQUES D’UN POLYNOME UNITAIRE 19

st le multiplicateur de f en zg est une racine primitive [-iéme de ['unité, avec | € N*,
ou v est la multiplicité parabolique de f en zy.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 1.32. Si 2y € A est une racine du poly-
néme &7, alors elle est aussi racine de f°"(z) — z, et donc 2y est un point périodique
pour f avec période divisant n.

Réciproquement, soit zg € A un point périodique pour f avec période un divi-
seur k de n. D’apres la formule d’inversion de Mébius, on a

n o]
ord,, ®f = Zu (E) ord,, (f°"(z) — 2) .
m|n
Par suite, comme 2y n’est pas racine de f°"(z) — z si k ne divise pas m, on a
n 2
ord, ®f = Z M (%) ordz, (f*"(2) — 2) .
n

Si le multiplicateur de f en zp n’est pas une racine 7-ieme de l'unité, alors, d’apres
le lemme 1.33, on a

n 1 sik=n
ordz(,@fL:gl;N(km):{o sik#n
k

Si le multiplicateur de f en zy est une racine primitive [-iéme de I'unité avec [ qui
divise 7 et v est la multiplicité parabolique de f en 2, alors, d’apres le lemme 1.33,

on a
f— o o
wal= T (e ()
m| 2, l|m m| g, ltm
n n
=3 () + 2o (m)
A2 () T 220 (e
v+1 sik=n
=< % sik#netl=7%.
0 sil# ¢
Ainsi, la proposition est démontrée. O

REMARQUE 1.34. D’apres le corollaire 1.25 et la proposition 1.32, si A est
un anneau integre de caractéristique nulle et f € PolydU(A), alors f a la méme
multiplicité parabolique en chaque point d’un cycle parabolique.

1.2.2. Le cas des polyndémes unicritiques. Etudions maintenant plus en
détail les polynémes dynatomiques associés a la famille (f.), .o définie par

fo(z) = 2% + ¢ € PolyY (C) .

On peut préciser la proposition 1.32 dans le cas des polyndmes unicritiques.
Soit ¢ € C. Comme tout cycle de bassins paraboliques pour f. contient I'unique
point critique 0 (voir [Bea91, Theorem 9.3.2]), la multiplicité de f. en tout point
périodique parabolique est égale & 1. Ainsi, on obtient le résultat suivant :

PROPOSITION 1.35. Soient ¢ € C et n € N*. Alors zo € C est une racine du
polynéme ®fe si et seulement si
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— soit 2y est un point périodique pour f. avec période n et multiplicateur dif-
férent de 1, auquel cas ord,, ol =1,

— soit zg est un point périodique pour f. avec période n et multiplicateur 1,
auquel cas ord,, ®fc =2,

— soit zg est un point périodique pour f. avec période un diviseur propre k
de n et multiplicateur une racine primitive 7 -iéme de l'unité, auquel cas
ord,, ®fc = 2.

Soit ¢ une indéterminée sur Z, et posons
A=7Z[] et f(z)=z2%4cecPoly](A).

Pour n € N* notons ®,, € Z|[c, z] 'image de ®f par I'isomorphisme d’anneaux
canonique de A[z] sur Zlc, z].
D’apres I'unicité dans la proposition 1.12, pour tout ¢ € C et tout n € N*, on a

O (2) = Bulc, 2) € C[2].

En particulier, les coefficients des polynémes ®/¢, avec n € N*, sont des polynomes
en ¢ a coefficients entiers.

EXEMPLE 1.36. On a

&
|
-

Di(c,2) =20 —2+4c et By(c,2) = (zd—&—c)d_l_jzj—Fl.
J

Il
<

EXEMPLE 1.37. Supposons que d = 2. Alors on a
®i(c,2) =2 —z+c,
Oy(c,2) =22+ 2z+c+1,
P3(c,2) =2+ 2+ (Be+ 1)z + (2 + 1)2° + (3c® + 3¢+ 1) 2°
+(+2c+1) 24+ +2% +e+1,
Dy(c, 2) = 2" + 620 + 27 + (15¢% + 3¢) 2° + dez™ + (20¢% + 12¢ 4 1) 2°
+ (602 + 26) 2° + (1564 +18¢® + 3¢ + 40) 2 (463 +4c% + 1) 23
+ (605 +12¢* + 63 + 52 + c) 22+ (04 +23 + 2+ 20) z
+ 8 4+3c% 43¢ +3c3 +2c2 +1.
Finalement, énoncons le résultat ci-dessous, dii & Bousch. Celui-ci a également

été démontré avec différentes approches par Buff et Tan (voir [BL14, Theorem 1.2]),
Morton (voir [Mor96, Corollary 1]) et Schleicher (voir [Sch17, Theorem 7.1]).

THEOREME 1.38 ([Bou92, Chapitre 3, Théoréme 1]). Soit n € N*, et notons
®,, € Z[c,z] le polynome défini par ®,(c,z) = ®l(2), ot ®fc désigne le n-ieme
polynéome dynatomique de f.(z) = 2% + c. Alors ®,, est irréductible sur C.

Afin d’étre complet, nous prouverons le théoreme 1.38 a la fin de ce chapitre.
Notre démonstration, qui emploie la méme stratégie que celle utilisée par Bousch
dans le cas d = 2 puis par Morton dans le cas général, utilise de maniere cruciale
la proposition 1.58.
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1.3. Polyndémes multiplicateurs d’un polyndme unitaire

Rappelons la définition et certaines propriétés des polynémes multiplicateurs
d’un polynoéme unitaire, qui sont en correspondance avec les multiplicateurs en ses
points périodiques.

Dans toute cette section, d désigne encore un entier fixé supérieur ou égal a 2.

1.3.1. Le cas général. Soient A un anneau integre, K son corps des fractions,
K une cloture algébrique de K, f € Polyy (A) et n € N*. Alors on a

v(n)
ves: (@](2). 0 = (1° (2) = [T = () (20)) -

ou res, désigne le résultant par rapport a z et 21,...,2,(,) sont les racines du
polynéme ®f dans K répétées avec multiplicités. Par conséquent, si les racines du
polynéme ®f dans K sont précisément les points périodiques pour f avec période
n, alors le polynoéme

res; (®f(2), A — (f°") (2)) € A[N]
est la puissance n-iéme d’un certain polynéme unitaire dans A[A] puisque f a le
méme multiplicateur en chaque point d’un cycle. En fait, comme cette hypothese

est vérifiée dans le cas de anneau 2 et du polynoéme f, ceci est vrai dans le cas
général (comparer & [MP94, Section 5]). Plus précisément, on a le résultat suivant :

PROPOSITION 1.39. Soient A un anneau intégre, f € PolyY (A) et n € N*.
Alors il existe un unique polynéme unitaire M € A[N] qui vérifie
MI (V)" =res. (@] (2), A = (£) (2)) -
v(n)

De plus, le polynéme M] est de degré -
DEFINITION 1.40. Soient A un anneau intégre, f € PolydU(A) et n € N*. Le

polynéme M/ est appelé le n-ieme polynéme multiplicateur de f.
DEMONSTRATION. Rappelons que
d—1
A=7Zlag,...,a0_1] et §(z) =2+ Z a;z’ € PolyY (2A).
j=1
Montrons d’abord l'existence d'un tel polynome multiplicateur dans le cas de 'an-
neau 2 et du polynome f. Notons & une cloture algébrique du corps des fractions
de A. Comme le polynéme ®J, est unitaire, on a
v(n)
/ /
res; (®),(2),A = (") (2)) = || (A= () (27)) ,

Jj=1

3

ol 21, - - - , 2y (n) sont les racines répétées avec multiplicités du polynome ®) dans 8.
D’apres le lemme 1.18, ces racines sont simples et sont précisément les points pé-
riodiques pour f avec période n. Par conséquent, comme § a le méme multiplicateur
en chaque point d’un cycle, on a

v

)

3

n
n

res; (@],(2), A= ()" (2)) = [ (A= (°") (wy))"

<.
I
—
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ol wi, ..., Wyx) forment un systeme de représentants des cycles pour § avec période
n. Posons

v(n)
MJ(A) = | (A= (") (wy)) € R[N

Le polyndéme M) est unitaire de degré @ et vérifie

ML) =res; (O], (2), A — (") (2)) -
De plus, comme 2 est intégralement clos et de caractéristique nulle, M} € R[]
est unitaire et (M})" € A[N], on a M} € A\ d’aprés le corollaire A.5. Ainsi,
I'existence d'un polynéme M/ ayant les propriétés désirées est établie.
Afin de prouver le résultat dans le cas général, écrivons
d—1
f(z)=2%+ Zajzj e PolyY (4).

j=0
Soit ¢: A — A l'unique morphisme d’anneaux qui vérifie ¢ (a;) = a; pour tout
j€{0,...,d—1}, de sorte que ¢(f) = f. Posons

M = (M]) € AP,
qui est unitaire de degré @ On a
MIN)" = ¢ (res; (@],(2),A = (7°") (2))) = res. (@), A = (f°")' (2))

puisque ¢ (®],) = ®/ et on a p(goh) = ¢(g) o p(h) et ¢ (g') = ¢(g)’ pour tous
g, b € 2A[z]. Enfin, comme I'anneau A est intégre, M est I'unique polynéme unitaire
dans A[)] vérifiant I’égalité ci-dessus d’apres le lemme A.6. Ainsi, la proposition est
démontrée. O

REMARQUE 1.41. Si A est un anneau commutatif non intégre, f € PolydU(A)
et n € N*, alors il existe encore un polynéme M/ comme dans la proposition 1.39
mais celui-ci n’est pas nécessairement unique. Par exemple, si

A=T7/A7 et f(z)=2? € Poly,(A),
alors on a (f°2) (z) = 0, et donc
res, (q>g(z>, A= (£2) (z)) =2 =(\+2)2.
EXEMPLE 1.42. Rappelons que
fo(z) = 2% € Polyy(C) .
D’apres 'exemple 1.21, pour tout n € N*, on a

z sin=1
1 sin>2"

(I){LO(Z) = Tn(2) H Cr(z), ou t,(2) = {

keD,

Cy € Z|z], avec k € D,,, est le k-iéme polynéme cyclotomique et D,, est 'ensemble
des diviseurs de d” — 1 qui ne divisent pas d* — 1, avec k un diviseur propre de n.
De plus, pour tout n € N*, on a

(f5m) () = a1



1.3. POLYNOMES MULTIPLICATEURS D’UN POLYNOME UNITAIRE 23

Par suite, pour tout n € N*, on a

— )1 sin=
MO = ress ((2),A = (557 (2)) = {?A(A— P Sz

puisque toute racine du k-iéme polynéme cyclotomique CY, avec k divisant d"™ — 1,
est une racine (d" — 1)-iéme de l'unité. Par conséquent, pour tout n € N*, on a

MIo () = AMA—=d)4 1 sin=1
T o —dn) S sinz2

Le résultat suivant traduit I'invariance des multiplicateurs par conjugaison.

PROPOSITION 1.43. Soient K un corps, [ et g deux polynomes dans PolydU(K)
qui sont conjugués et n € N*. Alors on a M = MJ.

DEMONSTRATION. Soit K une cloture algébrique de K. 1l existe ¢(2) = az +b
dans Poly, (K), avec a,b € K tels que a?~! = 1, qui vérifie

g(z) =¢ofop ' (2) = af (Z;b>+b.

D’apres la proposition 1.22, on a

_ z—>b . a sin=1
@%:an(bfz(gb 1(2))—0%(1)'@( >7 ou an—{

Par conséquent, on a

gy =res, (anef (220) - gy (22

ce qui entraine

d"—1

s res, (B (2), A — (£°) (2)) = M{(\)"

MiW" = Soa—

puisque a est une racine (d — 1)-iéme de 1'unité, et donc on a MJ = MJ d’apres le
lemme A.6. Ainsi, la proposition est démontrée. O

Le résultat suivant établit une correspondance entre les polynémes multiplica-
teurs d’un polynéme unitaire et les multiplicateurs en ses points périodiques.

PROPOSITION 1.44. Soient K un corps algébriquement clos, f € Polyy (K) et
n € N*. Alors A\ € K est une racine du polynéme M si et seulement si

— Ao est le multiplicateur de f en un cycle avec période n,

— ou Xy est égal a 1 et il existe k,l € N* tels que n =kl et f a un cycle avec
période k et multiplicateur une racine primitive l-iéeme de 'unité,

— ou A est égal a 1, K a une caractéristique p > 0 et il existe k,l,m € N* tels
que n = klp™ et f a un cycle avec période k et multiplicateur une racine
primitive l-iéme de ['unité.

DEMONSTRATION. Comme @/ est unitaire et K est algébriquement clos, on a

v(n)
MI)" =TT A=) ()
j=1
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OU 21, - - -, Zy(n) SONt les racines du polynome fbfL dans K répétées avec multiplicités.
Si zp € K est un point périodique pour f avec période un diviseur k de n et

multiplicateur une racine 7-iéme de I'unité, alors on a

(Y (z0) = (f°F) (20)* =1.

D’apres la proposition 1.26, ceci compléte la démonstration de la proposition. [

Une conséquence immédiate de la proposition 1.44 est le résultat ci-dessous,
qui nous sera tres utile pour répondre a la question 2.44 dans le cas des polynémes
unicritiques et des polynémes cubiques avec symétries.

COROLLAIRE 1.45. Soient K un corps algébriquement clos, A un sous-anneau
de K, f € PolydU(K) et n € N*. Alors tous les multiplicateurs de f en ses cycles
avec période n sont dans A si et seulement si le polynome M est scindé sur A.

Enfin, on peut préciser la proposition 1.44 dans le cas des polynémes unitaires
a coeflicients dans un corps algébriquement clos de caractéristique nulle.

PROPOSITION 1.46. Soient K un corps algébriquement clos de caractéristique
nulle, f € Polyg(K) et n € N*. Alors, pour tout Ag € K,
— s0it \g est différent de 1 et ordy, M est égal au nombre de cycles pour f
avec période n et multiplicateur Ao,
— soit \g est égal a 1 et on a

P q
ord)\oM,{:p+Zuj+ZVj7

j=1 j=1
ou fi1,..., Uy, avec p € N, sont les multiplicités paraboliques de f en ses
cycles avec période n et multiplicateur 1 et v1,...,v,, avec ¢ € N, sont les

multiplicités paraboliques de f en ses cycles avec période un diviseur propre
k de n et multiplicateur une racine primitive 3-ieéme de ['unité.

DEMONSTRATION. Comme <I>fl est unitaire et K est algébriquement clos, on a

v(n)
MIO)" =TT (= =) s
j=1
ol 21, . . ., Zy(n) SONt les racines du polynéome ®/ dans K répétées avec multiplicités.

Par suite, comme f a le méme multiplicateur en chaque point d’un cycle et on a

n

(f™ (20) = (fF) (20)* =1

pour tout point périodique 2y € K pour f avec période un diviseur k de n et

multiplicateur une racine -iéme de I'unité, on a, d’apres la proposition 1.32,

T
on\/ n
MIV)" == T (= (o) (wy)"
j=1
ol wy,...,w,, avec r € N, forment un systéme de représentants des cycles pour f
avec période n et multiplicateur différent de 1 et

q ' P q
m:Zn(uj+1)+ij%":n pEY i+ vl
j=1 J J=1 J=1

j=1
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ou kj, avec j € {1,...,q}, désigne la période du cycle parabolique pour f avec
multiplicité parabolique v;. Par conséquent, on a
T
MIN) =M= [T (A=) (wy) -
j=1

Ainsi, la proposition est démontrée. [l

1.3.2. Le cas des polyndémes unicritiques. Etudions plus en détail les
polynomes multiplicateurs associés & la famille de polynémes unicritiques (f.), cc-

On peut préciser la proposition 1.46 dans le cas des polynémes unicritiques.
Soit ¢ € C. Comme tout cycle de bassins paraboliques pour f. contient I'unique
point critique 0 (voir [Bea91, Theorem 9.3.2]), le polynoéme f. admet au plus un
cycle parabolique et la multiplicité parabolique associée est égale & 1. Ainsi, on
obtient le résultat suivant :

PROPOSITION 1.47. Soient ¢ € C et n € N*. Alors Ny € C est racine du
polynome MIe si et seulement si
— soit Ao est différent de 1 et est le multiplicateur de f. en un cycle avec
période n, auquel cas ordy, M est égal au nombre de cycles pour f. avec
période n et multiplicateur \g,
— soit \g est égal a 1 et est le multiplicateur de f. en un cycle avec période n,
auquel cas ordy, Mfc =2,
— soit Ao est égal a 1 et f. a un cycle avec période un diviseur propre k
n

de n et multiplicateur une racine primitive 7-iéme de ['unité, auquel cas
ordy, MJe =

Soit ¢ une indéterminée sur Z, et rappelons que
A=7Z[ et f(z)=z2%4cecPoly(A).

Pour n € N*, notons M,, € Z|c, z] 'image de M par I'isomorphisme d’anneaux
canonique de A[A] sur Z[c, A].
D’apres I'unicité dans la proposition 1.39, pour tout ¢ € C et tout n € N*, on a

MJ<(\) = M,(c, \) € C[)].

En particulier, les coefficients des polynémes MJ<, avec n € N*, sont des polynomes
en c a coefficients entiers.

EXEMPLE 1.48. On a

Ml(c,/\):resz(zd—z+c,)\—dzd —zj—i-c ,

H'{:]|

ol z1,...,2q—1 sont les racines répétées avec multiplicités du polynéme dz?—1 — X
dans une cloture algébrique de Q()\). Par suite, on a

Mi(c,\) = dH Y\ = d)zj +¢)
d—1

=(=d)* [ D> dIN=dY ot

j=1
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ou o1,...,04—1 sont les fonctions symétriques élémentaires de zi,...,z4—1. Par
conséquent, d’apres les relations entre coefficients et racines d’un polynéme, on a

Mi(e,\) = AA —d)* 1 + (=d)?ed™t.

EXEMPLE 1.49. Supposons que d = 2. Alors, en utilisant SageMath, on obtient

Mi(c,\) = X2 — 2)\ + 4c,

Ms(e,\) =X —4ec—4,

Ms(c, ) = A2 + (=8¢ — 16)\ + 64c® 4 128¢* + 64c + 64,

My(c, A) = A° 4 (16¢* — 48) A* + (—256¢" — 256¢” + 256¢” + T68) A

— 4096¢° — 12288¢° — 12288¢* — 12288¢% — 8192¢% — 4096 .
ExXEMPLE 1.50. Supposons que d = 3. Alors, en utilisant SageMath, on obtient
Mi(e,\) = A% — 6 + 9\ — 27¢2
et
Ms(c, N) = A* = 27A% + (162¢® + 243) A — 729¢* — 1458¢* — 729.

En fait, comme le suggérent les exemples 1.48, 1.49 et 1.50, les polynémes M,,,
avec n € N*, ne sont pas seulement des polynémes a coefficients entiers en c et \.
Plus précisément, on a le résultat suivant :

PROPOSITION 1.51. Pour tout n € N*, le polynome M,, est dans Z [ddcdfl, )\],

est de coefficient dominant +d*"") et de degré M
v(n)

n

en c et est unitaire de degré

en M.
DEMONSTRATION. Soit K une cloture algébrique du corps des fractions de A.

On a
l/(n)

v(n) V("") —d
M ( = A n E n ],

ol 01,...,0um € A sont les fonctlons symetmques élémentaires des racines du

polynéme MT{ dans K répétées avec multiplicités. De plus, pour tout ¢ € C, comme
M, (c,\) = MI-(\) € C[\],
01(¢),...,0um (c) sont les fonctions symétriques élémentaires des racines du poly-
néme MJe répétées avec multiplicités.
Montrons d’abord que, pour tout j € {1, RN @}, onaoc; €z [ddcdfl]. Soit

w € C une racine primitive (d — 1)-iéme de I'unité. Pour tout ¢ € C, comme les
polynémes f, et f,. sont conjugués, on a M = MJ«e d’aprés la proposition 1.43.
Par conséquent, pour tout j € {1, cee @}, on a 0;(c) = 0j(we) pour tout ¢ € C,
et donc o; est dans le sous-anneau Z [cd_l] de A. Comme Z [ddcd_l] est intégra-

lement clos dans Z [cdfl} et chaque racine de MJ dans K est de la forme

n—1

(£ (20) = [T £ (£ (20))

Jj=0
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ol zp € Kest un point périodique pour f, il suffit de prouver I'affirmation ci-dessous
(comparer & [Mill4, Theorem 1.1]) pour conclure que o; € Z [ddcd’l] pour tout

jE {1, e @} Ainsi, le polynéme M, est dans Z [ddcd_l, )\].

AFFIRMATION 1.52. Si 29 € K est un point périodique pour f, alors f’ (zo) est
entier sur Z [ddcdfl].
DEMONSTRATION DE L’AFFIRMATION 1.52. Soit d7°T une racine (d —1)-iéme
— m m
de d dans K, et, pour m € Z, notons da-1 = (dﬁ) . Pour tout k € N*, on a

. d .
der R 2 = 4 folh=1) (2 +dFe.
da dm

Par suite, un raisonnement par récurrence montre que, pour tout £ € N, le polyndéme
k
di=t fok ( Zl) est unitaire de degré df et a coefficients dans Z {dﬁc] Par
dd—1
conséquent, d7=1 zo est entier sur Z [ddcd_l] puisqu’il annule le polynéme unitaire
ko ok z a1 _d_
4= f ) g zez[dd—lc] B
da—1

et d7°T ¢ est entier sur Z [ddcd_l], ou k désigne la période de zgy, et donc

d—1
Ff(z) =dzdt = (dﬁzo)
Iest également. Ainsi, I'affirmation est démontrée. O

Il reste & déterminer le terme dominant du polynéme M, en c. Pour cela,
démontrons d’abord le fait suivant :

AFFIRMATION 1.53. Si ¢ € C et zy € C est un point périodique pour f., alors
20] < 1+ e

DEMONSTRATION DE L’AFFIRMATION 1.53. L’application ¢.: z + 2% —2 —|c|
est strictement croissante sur [1, +o0o| et vérifie . (1 + |c|%> > 0. Par conséquent,
pour tout z € C tel que |z| > 1+ |¢|[7, on a

[fe(2)] 2 |21 = le| > |z

Par suite, si zp € C vérifie |zo| > 1+ |¢|4, alors la suite (fo* (zo))k>0 tend vers oo,

et donc zg n’est pas périodique f.. Ainsi, affirmation est démontrée. ([

Maintenant, si ¢ € C et Ao € C est une racine du polynéme MJ<, alors il existe
un point périodique zy € C pour f, tel que

n—1
Xo = (£ (z0) = d" [ £ ()" " .
j=0

Sic e C etz € C est un point périodique pour f., alors on a |f. (z0)] < 1+ \c|%
d’apres laffirmation 1.53, et donc

1
< (14 1el¥) "

[120] = lel#
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Par suite, il existe une application n: C — R% qui vérifie

(@d—=n _d—1
n(e) = Oue (Jel 7~ °7)
et

(d—1)n

3ol = a1e 7| < n(e)

pour tout ¢ € C et toute racine Ay € C du polynéme MJc. Par conséquent, pour

j(d—1)n
d

tout j € {1, A @}, le polynéme o; € Zlc| est de degré au plus , avec

égalité et coefficient dominant +d*( si j = # Ceci complete la démonstration
de la proposition. O

On a également le résultat ci-dessous, qui donne des informations supplémen-
taires sur les coefficients des polynémes M,,, avec n € N*.

PROPOSITION 1.54. Pour tout n € N*, le polyndome
M, (c,\) = d "™ M, (c,d"\)

est dans 7 [cd_l,/\], est de coefficient dominant £1 et de degré % en c et

est unitaire de degré @ en A.

DEMONSTRATION. Le polynoéme Mn est dans Q [cd_17 )\]7 est de coefficient do-

minant +1 et de degré (d%‘)l"(n)

proposition 1.51. De plus, on a

M, (c, \)* = d~"™( res, (Pnlc,z),d" X — (remy (2))

c

en c et est unitaire de degré @ en A\ d’apres la

n—1
=res, | Pu(c,2), A= [] £7(2)4
j=0

puisque ®,, est de degré v(n) en z et

n—1 n—1
(£ () =[] £ (f(2) = d" [ £ ()"
Jj=0 j=0

Par conséquent, comme Z[c| est intégralement clos, M, € Q[c,\] est unitaire en
Xet M € Ze,\], on a M,, € Z[c,\] d’aprés le lemme A.1. Ceci compléte la
démonstration de la proposition. (I

EXEMPLE 1.55. D’apres 'exemple 1.48, on a
Mi(e,A) = A\ — )41 4 (=1)%ed 1.

EXEMPLE 1.56. Supposons que d = 2. Alors on a

A)
N =N (—c—2A+E+2% 4 c+1,
A) =X+ (2 =3) N+ (=t =P+ 2 +3) A

— -3 —-3c*—32 —22 — 1.
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EXEMPLE 1.57. Supposons que d = 3. Alors on a
Mi(c,\) = A* —2X% + X — ¢?

et
Mg(c,)\) =2 —-3\2 4+ (2c2—|—3) —ct—22—1.

Considérons maintenant I’ensemble de Mandelbrot
M ={c € C:0 a une orbite bornée pour f.} .

Pour n € N*, on appelle composante hyperbolique de M avec période n une com-
posante connexe W de I’ensemble des parametres ¢ € C pour lesquels le polyndéme
fe a un cycle attractif avec période n. Etant donnés une composante hyperbolique
W de M et un parametre ¢ € W, on note Ay (c) le multiplicateur de f. en son
unique cycle attractif. Pour toute composante hyperbolique W de M, 'application
Aw: W — D(0, 1) est un revétement ramifié holomorphe a d—1 feuillets, son unique
point critique est I'unique parametre cyy € W pour lequellve point 0 est périodique
pour f., et Ay se prolonge en une unique application A\y-: W — D(0,1) qui in-
duit un revétement de W \ {cy } sur D(0,1) \ {0}. De plus, pour tout n € N*, les
composantes hyperboliques de M avec période n ont des adhérences deux a deux
disjointes (voir [DH85, Exposé XIV et Exposé XIX] ou [Mil00, Theorem 6.5])).
En combinant ces faits, on obtient (comparer a [M'V95, Proposition 3.2]) :

PROPOSITION 1.58. Soit n € N*. Alors, pour tout Ao € C tel que 0 < |M\g| < 1,
le polynome M, (¢, \g) € Clc] est séparable. De plus, on a

M,(c,0) = +d"™d,,(c,0)??
et le polynome ®,,(c,0) € Zlc] est séparable.

La proposition 1.58 constitue un argument essentiel dans notre démonstration
du théoréme 1.38, qui est prouvé a la fin de ce chapitre et affirme que les polynémes
®,,, avec n € N*, sont irréductibles sur C.

Soit n € N*. Le polynome ®f est irréductible sur C(c) d’apres le théoréme 1.38,
et donc ses racines dans une cléture algébrique de C(c) sont deux a deux conjuguées
sur C(c). Par suite, les racines du polynéme M7 le sont également, et donc M,, est la
puissance d’un certain polynéme irréductible dans Cle, A]. Par conséquent, comme
le polyndéme M, (¢, 1) € Z|c] est séparable d’aprés la proposition 1.58, on obtient :

ProPOSITION 1.59 ([Mor96, Corollary 1]). Soit n € N*. Alors le polynome
M, est irréductible sur C.

1.3.3. Discriminants des polynémes multiplicateurs. Finalement, étu-
dions les discriminants des polynémes multiplicateurs associés a la famille (fe) cc-
Ceux-ci apparaitront lorsque nous répondrons & la question 2.44 dans le cas des
polynoémes unicritiques.

Pour n € N*, posons

Ay (c) = discx My (c, A) € Z(],

ou discy désigne le discriminant par rapport a A. En fait, pour tout n € N*  le
polynéme A,, est dans Z [ddcd_l} d’apres la proposition 1.51. De plus, pour tout
ceCettout n € N*, ona

A, (c) = disc Ml e C.
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EXEMPLE 1.60. D’apres 'exemple 1.48, on a
oM,

Mi(c,\) = AMA — &) + (=d)%c?™1 et Sy (@A) =dA =1 - d)i=2
Par conséquent, on a
Ar(e) = (—1)“F resy (Ml(q A, aé‘fl (c, A))

d(d 1)

= (1) 5, (e, )My (e, )2
(1) 252 gd=1) (d=1)(d~2) (a4t —(d—1)*"1) .

EXEMPLE 1.61. Supposons que d = 2. Alors, en utilisant SageMath, on obtient

Ai(e) = —22(46 - 1),

As(c) =

As(c) = —26(46 +7)c?

Ay(c) = —2%* (64c® + 144¢® + 108c + 135) (c + 2)°c°

EXEMPLE 1.62. Supposons que d = 3. Alors, en utilisant SageMath, on obtient
Ar(c) = =3%(27¢ —4) & et Ag(c) = —3" (27¢° +32) ¢°

Enfin, expliquons les factorisations observées dans les exemples 1.61 et 1.62.

Soit n € N*. D’apres la proposition 1.47, les racines du polynéme A, sont
précisément les parametres ¢g € C pour lesquels f., a un cycle avec période n et
multiplicateur 1 ou f,, a deux cycles distincts avec période n et le méme multipli-
cateur. Ainsi, afin de factoriser A, il est naturel d’essayer de définir un polynéme
qui s’annule précisément aux parametres c¢g € C pour lesquels f,, a un cycle avec
période n et multiplicateur 1. D’aprés la proposition 1.47, les racines du polynoéme
M, (¢, 1) € Z|c] sont précisément les paramétres ¢y € C pour lesquels soit fe, a un
cycle avec période n et multiplicateur 1 soit f., a un cycle avec période un divi-
seur propre k de n et multiplicateur une racine primitive -ieme de I'unité, ce qui
suggere de factoriser ce polynoéme.

Pour tout k > 1 et tout [ > 2, posons

Py (c) =resy (Ci(A), Mi(c, M) € Z[],
ou C; € Z|A] désigne le l-iéme polynéme cyclotomique. Soient k >1et!>2. Ona

Pkl HMk Cw] ,

ou p: N* — N* désigne l'indicatrice d'Euler et wy,...,w,;) sont les racines pri-
mitives [-iémes de I'unité dans C. Par suite, d’apres les propositions 1.47 et 1.51,
le polynéme Py est dans Z [dc!], est de coefficient dominant +1 en d%c?~! et
ses racines sont précisément les parametres ¢y € C pour lesquels le polynéme f.,
a un cycle avec période k et multiplicateur une racine primitive [-ieme de 1'unité.
De plus, d’apres la proposition 1.58 et comme tout cycle de bassins paraboliques
contient un point critique (voir [Bea91, Theorem 9.3.2]), le polynéme Py ; est sé-
parable et, pour tout k' > 1 et tout I’ > 2 tels que (k,1) # (k',1’), les polyndmes
Py et Py n’ont pas de racine commune.
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REMARQUE 1.63. Soient k& > 1 et [ > 2. Les parametres ¢y € C pour lesquels
le polynéme f., a un cycle avec période k et multiplicateur une racine primitive
[-iéme de 'unité sont précisément les parametres en lesquels un cycle avec période
kl dégénere en un cycle avec période k. Ce sont les parametres qui sont dans 1’in-
tersection des adhérences d’'une composante hyperbolique de M avec période k et
d’une composante hyperbolique de M avec période kl.

Soit n € N*. D’apres les propositions 1.47, 1.51 et 1.58, le polynéme M, (c, 1)
est dans Z [ddcdfl}, est de coefficient dominant +1 en d%c¢?~! et ses racines sont
simples et sont précisément les racines des polynomes Py =, avec k un diviseur
propre de n, et les parametres ¢y € C pour lesquels le polynéme f., a un cycle avec
période n et multiplicateur 1. De plus, d’apres ce qui précede, le polynome

H Pk’% S Z[C}

k|n, k#n

est dans Z [d?c?7t], est de coefficient dominant +1 en d%c?~! et est séparable. Par
conséquent, il existe un unique polynoéme @,, € Z[c] tel que

Mn(cv 1) = Qn(c) H Pk,%(c)

k|n, k#n

et le polynéme Q,, est dans Z [d%c?~1], est de coefficient dominant +1 en d%c?~!
et ses racines sont simples et sont précisément les parametres ¢y € C pour lesquels
le polynéme f., a un cycle avec n et multiplicateur 1.

REMARQUE 1.64. Soit n € N*. Les parameétres ¢y € C pour lesquels le polyndéme
feo @ un cycle avec période n et multiplicateur 1 sont précisément les parametres en
lesquels deux cycles avec période n se percutent. Ce sont les parameétres aux points
de rebroussement des composantes hyperboliques de M avec période n.

REMARQUE 1.65. Dans [M'V95], Morton et Vivaldi généralisent la construction
des polynoémes Py, ;, avec k > 1 et [ > 2, et des polynémes @Q),,, avec n € N*, au cas
de ’anneau 2 et du polynéme § € Polyg(Ql). De plus, ils expriment les résultants
et discriminants des polynomes ®f , avec n € N*, en fonction de ces éléments de 2.

Comme les polynomes @, et A,, sont dans Z [d?c*!] et le polynoéme Q,, est de
coefficient dominant +1 en d%c?~! et ses racines sont simples et sont aussi racines
de A, le polynéme @Q,, divise le polynéome A, dans Z [ddcdfl]. En fait, on a le
résultat plus précis ci-dessous (comparer & [Mor96, Proposition 9]).

PROPOSITION 1.66. Soit n € N*. Alors il existe des uniques entier sans facteur
carré a, et polynome R, € Z[c] avec coefficient dominant positif qui vérifient
A, = a,QnR2 .
De plus, le polynéme R,, est dans Z [ddcdfl] et ses racines sont précisément les

paramétres co € C pour lesquels le polynome f., a deuzx cycles distincts avec période
n et le méme multiplicateur.

DEMONSTRATION. Comme les polyndmes @, et A,, sont dans Z [ddcd_l] et le
polynéme @Q,, est de coefficient dominant +1 en d%c?1, est séparable et ses racines
sont aussi racines de A, il suffit de montrer que, pour tout parametre ¢cg € C, on a

orde, Ap = &y (co) + 28y, (o)
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ol €, (cg) € {0,1} est égal a 1 si et seulement si f., a un cycle avec période n et
multiplicateur 1 et &y, (co) € N est strictement positif si et seulement si f,, a deux
cycles distincts avec période n et le méme multiplicateur.

Soit ¢y € C. Soient z1,...,2, € C, avec r € N, qui forment un systeme de
représentants des cycles pour f., avec période n et multiplicateur différent de 1.
Pour tout j € {1,...,r}, on a ord,; <I>£”° = 1 d’apres la proposition 1.35, et donc
ag; 2 (g, zj) # 0. Par suite, d’apres le théoréme des fonctions implicites, il existe un
ouvert connexe U de C contenant cy et des applications holomorphes

Clyer G U C

tels que, pour tout j € {1,...,7}, on a {j(co) = 2z; et ®, (¢, {j(c)) = 0 pour tout
¢ € U. L’anneau A = Z|c| s’injecte naturellement dans 'anneau B = H(U) des
fonctions holomorphes sur U. Pour tout j € {1,...,7}, on a ®f (¢;) = 0, et donc ¢
est un point périodique pour le polynéme f avec période un diviseur de n. Par suite,
comme les points ¢; (co) = z;, avec j € {1,...,r}, sont périodiques pour f., avec
période n et appartiennent a des cycles deux & deux disjoints, les points (;, avec
je€{1,...,r}, sont des points périodiques pour f avec période n qui appartiennent
a des cycles deux a deux disjoints. Par conséquent, il existe un unique polynoéme
unitaire ¥,, € BJz] tel que

w12 = v [T I] (== £ @),
j=1k=0

et on a

MIN)" = res. (Wa(2), A = (£7) (2)) H A=X)",

ot Aj = (£°) (¢;) est le multiplicateur de f en (j, avec j € {1,...,7}. Par suite,
d’apres le corollaire A.5, il existe un unique polynoéme unitaire N,, € B[\] qui vérifie
MI() = Na) [T = 29) -
j=1

Maintenant, posons

Ko (co) = Z orde, (A\; — ) €N,
1<j<k<r

qui est strictement positif si et seulement si le polynéme f., a deux cycles distincts

on
Co

avec période n et le méme multiplicateur puisque \; (¢o) = ( )/ (z;) pour tout
j €{1,...,r}. Distinguons trois cas distincts.

Supposons que f,, n’a aucun cycle avec période un diviseur propre k de n et
multiplicateur une racine primitive 7-ieme de 'unité ni aucun cycle avec période n

et multiplicateur 1. Alors, d’apres la proposition 1.47, on a
fe - ony/ -
alo ) =TT (A= (52 ) = TT A=A ()
Jj=1 j=1

et donc r =

V(:) et N,(A) = 1. Par conséquent, on a

A, = disc M = H N — )%,
1<j<h< )
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et donc ord., A, = 2Ky, (o).

Supposons maintenant que f., a un cycle avec période un diviseur propre k
de n et multiplicateur une racine primitive 7-ieme de I'unité. Alors, d’apres la
proposition 1.47, on a

T
M) =A== A (),

j=1
et donc r = @ — 1 et il existe une application holomorphe p: U — C telle que
p(co) =1 et Np(\) = A — p. Par conséquent, on a
vn) 4
2 2
A= T (0—=N) 11 (A =)™

J=1 1<j<h<m) g

et donc ord., A, = 2k, (co) puisque

m) g vn) _q )
[T -2’ =TI (1- 0 ) #0.
j=1 j=1

Finalement, supposons que f., a un cycle avec période n et multiplicateur 1.
Alors, d’apres la proposition 1.47, on a

MIo(A) = (- 1)2H(/\—/\j (co))

et donc r = @ — 2 et il existe des fonctions holomorphes o1, 05: U — C telles que

o1(co) =2, oa(co)=1 et N,(A\) =X - A+03.

Par conséquent, on a

u(nn)_2
Ap=(0?—don) J[ 2-oh+o2)” [ M),
J=1 1<j<k< ) o

et donc
orde, A, = orde, (07 — 402) + 2k, (co)
puisque l'on a

M_Q ,,(,,,)_2
n = / .

[T O —or o) )= TT () G)-1) #0.
j=1 j=1

Ona (07 — 402) (o) = 0. De plus, comme le polynéme M, (c, 1) € Z[c] est séparable
d’apres la proposition 1.58, on a

v(n) 2

0 (e0,1) = (04 (o) + (o)) TT (1= (eo) 0,
j=1

et donc )
(0% — 40’2) (C(]) =4 (—0,1 (Co) + 0/2 (Co)) 7é 0.
Par conséquent, on a ord., (0% — 402) = 1, et donc

orde, Ap =14 26, (o) -
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Ceci complete la démonstration de la proposition. ([

EXEMPLE 1.67. D’apres les exemples 1.48 et 1.60, on a
Q1(c) = My(c,1) = (—1)¢ (ddcd_1 —(d—- 1)d_1)
et

d(d—1)

Al(c) = (*1) 2 dd(dil)c(dfl)(dfm (ddcdfl _ (d o 1)d71) )

Par conséquent, on a
ar = (—1)

Remarquons que les polyndémes Q7 et R; n’ont pas de racine commune, ce qui
montre qu’il n’existe pas de parametre ¢y € C pour lequel le polynéme f., a a la
fois un point fixe avec multiplicateur 1 et deux points fixes distincts avec le méme
multiplicateur. En utilisant le logiciel SageMath, on observe que les polynémes @Q,,
et R, n’ont également aucune racine commune pour des petites valeurs de d et n.
Ainsi, il est vraisemblable que la question suivante admet une réponse négative.

d(d+1) d(d—1) (d—1)(d—2)
2 2 2

et Ri(c)=d ¢

QUESTION 1.68. Existe-t-il n € N* tel que les polynémes @, et R, ont une
racine commune? De maniere équivalente, existent-ils n € N* et un polyndéme
unicritique f € Poly,(C) qui a a la fois un cycle avec période n et multiplicateur 1
et deux cycles distincts avec période n et le méme multiplicateur ?

Enfin, si n € N* et ¢y € C est un parametre tel que le polynéme f,, a un mul-
tiplicateur rationnel en chaque cycle avec période 1 ou n, alors cgfl est rationnel
d’apres exemple 1.48 et A, (¢o) est le carré d’un nombre rationnel puisque les po-

lynémes le 0 et MJCO sont scindés sur Q d’apres le corollaire 1.45, et donc Ry, (¢g)
est nul ou a, @y, (co) est le carré d’un nombre rationnel. Par suite, afin d’étudier les
polynémes unicritiques avec multiplicateurs rationnels, il serait intéressant de dé-
terminer les entiers a,,, avec n € N*. On a prouvé dans I'exemple 1.67 que a3 = +1.
En utilisant le logiciel SageMath, on obtient également a,, = +1 pour des petites
valeurs de d et n, ce qui suggere la question suivante :

QUESTION 1.69. A-t-on a, = £1 pour tout n € N*?

Nous verrons dans la remarque 1.78 que la question ci-dessus admet une réponse
positive dans le cas ou d = 2.

1.4. Dynamique des polynémes unicritiques et dynamique du décalage

Dans cette section, nous établissons une correspondance entre la dynamique
des polyndémes unicritiques et celle du décalage. En particulier, ceci nous permet de
démontrer le théoréme 1.38, qui affirme que les polyndémes ®,,, avec n € N*, sont
irréductibles sur C. Ceci nous permet également de démontrer que la question 1.69
admet une réponse positive dans le cas ou d = 2.

Dans toute cette section, d désigne encore un entier fixé supérieur ou égal a 2.

Soit ¢ une indéterminée sur Z, et rappelons que

A=17[c et f(z)=2%4cecPoly{(A).
Nous pouvons examiner la dynamique de f dans différents anneaux commutatifs B
contenant A et nous intéresser en particulier aux points périodiques pour f dans

B, qui sont les racines des polyndmes f°"(z) — z, avec n € N*. Ainsi, il est souvent
intéressant de considérer une cléture algébrique K du corps des fractions K de A
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afin que ces polynomes soient scindés. En fait, nous verrons qu’il suffit pour cela
d’examiner la dynamique de f dans une extension non algébriquement close de K
que 'on peut décrire simplement.

Par souci de commodité, étudions plutot la dynamique du polyndéme

g(z) = 2¢ — ¢? € Poly (A) .

Soit w € C une racine primitive d-ieme de 'unité, et définissons

L:Q(w)(<1)>: ZCCL—Z:NEZetane@(w)pourtoutnzN

C
n>N

le corps des séries de Laurent centrées & l'infini & coefficients dans Q(w), qui est
un corps non algébriquement clos contenant A. Nous verrons que les polynémes
g°" (%) — z, avec n € N*, sont scindés sur L.

Notons U I’ensemble des racines d-iemes de I'unité et o: UN — UN le décalage
qui & une suite € = (e,),,, associe (€n41),,5¢-

Pour P,Q € L et N € Z, on note B

Ple) = Q) + O (;v> = 3(an),sy € QW)Y P() ~ Qo) = Y 2.

On a le résultat ci-dessous, qui relie I'action de g dans L & celle de o sur UN
(comparer & [Mor96, Lemma 1]).

PROPOSITION 1.70. Il eziste une unique application v: UN — L qui rend le
diagramme ci-dessous commutatif et vérifie 1)(€) = egc + Ouo(1) pour tout € € UV,

oy oy
¥ (&

L

L

De plus, Uapplication 1 est donnée par

ve) =y e

neN

0t (an), o est la suite d’applications de UN dans Q(w) définie par ag(e) = € et

d
an(g) = %0 an—1(o(e)) — Z H a;, (€) pour n € N*.
0<j1,rja<n—1 k=1
St Fa=n
DEMONSTRATION. Supposons que ¢: UY — L est une application qui vérifie
go = oo et (e) = egc+Oq (1) pour tout € € UN. Alors il existe des applications
b, : UN — Q(w), avec n € N, telles que

w(s):czb”—@ et bo(e) =€

Cn
neN
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pour tout € € UN. Montrons que b,, = 0 pour tout n € N non divisible par d — 1.
Raisonnons par I'absurde, et supposons qu’il existe n € N minimal qui n’est pas
divisible par d — 1 et tel que b, # 0. Alors, en examinant les termes d’ordre ¢¢~"
dans I’égalité g o ) = 1 o o, on obtient

d
_ 0 sin<d-—2
def 'bu(e) = [T i (e) = {

J1rmga€N k=1 bn7d+1 (0’(8)) sin 2 d
Jit-tja=n

pour tout € € UN, et donc b,, = 0 puisque n — d + 1 est strictement inférieur a n et
n’est pas divisible par d — 1. Ceci est absurde.
Soit : UN — L une application de la forme

an (e
P(e) = cz CW’T(_E) avec ag(e) = €,
neN

ol a,, est une application de UN dans Q(w), avec n € N. D’une part, on a

d
1
901/)(6):02 Z Hajk(f?) An—1)(d—1)

neN* Ji,--Ja€N k=1
Jite+ja=n

pour tout e € UN. D’autre part, on a
an (o(€))
voole) =) Ly
neN

pour tout € € UN. Par conséquent, on a g o 1) = 1) 0 o si et seulement si

d
Y IMae)=ai(o(e)

J1yeesja€N k=1
Jitetja=n

pour tout n € N* et tout € € UN ou, de maniére équivalente, si et seulement si

d
an(e)=Z [ana(eE) = Y TJaule

0<j1,erja<n—1 k=1
Jit-rja=n

pour tout n € N* et tout € € UN. De plus, on a ¥(e) = eyc + Ox(1) pour tout
e € UN. Ceci compleéte la démonstration de la proposition. ([l

EXEMPLE 1.71. Pour tout € € UY, on a

ao(E) = €0,
022,
cocrez  (d— 1)epes
axe) = ==~ TE
_ egerenez (d— Deoeres  (d—1)egetes  (d—1)(2d — 1)eges
wE)=—m T ap &5 + 643 '

L’application ¢: UN — L ainsi définie établit une correspondance entre la
dynamique de g dans L et celle de o dans UY, comme le montre le résultat suivant :
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TABLE 1. Points périodiques pour g dans L avec période inférieure
ou égale a 3 lorsque d = 2.

Période\ € \ Y(e) ‘
1 (=1,...) _C+ 8lc+12éc3_1024c5+0 (c%)
1 T
1 (1»~~) +§_W+1024CS+O (cT)
2 (-1,1,...) _C_’+sc+128c3+1024c5+0 (ciﬁ)
2 (1,-1,...) 0_5_%_W_1024c°+0 ( )
3 (-1,-1,1,...) _C+%+830+1228503+16104+1024c°+0 (&)
3 (-LL-1,.. )] —c—5+g — 52+ ez — wa + 1000 + Oco (5)
3 (_a1717"') _C_%_§+ﬁ_1218k)c3+814_1034&_'_0 (%)
3 (L-1,-1,..0) ] c— i+ e+ ot o5 T ox + 55 + O (55)
(RS RO WS £ S EF- CEr e SEYom
3 (1,1; 1, ) C+§_%_128c3+161c4_15£fc5+0m(c%)

ProprOSITION 1.72. L’application 1 est injective. De plus, celle-ci induit une
bijection de l’ensemble des points périodiques pour o sur l’ensemble des points pé-
riodiques pour g dans L qui préserve les périodes.

Afin de démontrer la proposition 1.72, énongons le lemme ci-dessous, qui se
déduit immédiatement de la proposition 1.70 par récurrence. Il nous sera également
utile pour démontrer le théoreme 1.38.

LEMME 1.73. Pour tout n € N, il existe un polynome P,, € Q[Xo,..., Xn-1]
tel que, pour tout € € UN, on a

H?:o €j
dn

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 1.72. Si e = (e,),~( et € = (€,),>0
dans UN sont tels que (&) = v (¢'), alors un raisonnement par récurrence montre
que €, = €, pour tout n € N d’apres le lemme 1.73. Ainsi, ¢ est injective.

Il reste & prouver que, pour tout n € N*, les points périodiques pour g dans
L avec période n sont précisément les images par v des points périodiques pour
o avec période n. Pour n € N*, notons X" ’ensemble des points périodiques pour
o avec période divisant n et A" ’ensemble des points périodiques pour g dans L
avec période divisant n, de sorte que

"={eelU:0°"(e) =€} et X"={z€L:g"(2)=z}.

an(e) = + P, (60,...,6n,1) .

11 suffit de démontrer que ¢ (X") = X™ pour tout n € N*. Soit n € N*. Comme
g°o) = oo™, onath (X") C X™. D’une part, 'ensemble X" contient exactement
d"™ éléments — chacun d’entre eux étant entierement déterminé par le choix de ses
n premiers termes — et 1 est injective, et donc 1 (X") contient exactement d"
éléments. D’autre part, ’ensemble X'™ contient au plus d” éléments puisque ceux-ci
sont précisément les racines du polyndome g°"(z) — z € L[z], qui est de degré d".
Par conséquent, on a ¢ (X£") = X™. Ainsi, la proposition est démontrée. O

On peut alors calculer récursivement des développements des points périodiques
pour g dans L (voir les tables 1 et 2).
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TABLE 2. Points périodiques pour g dans L avec période 1 ou 2
lorsque d = 3, ou j = exp (2”).
| Période | € \ Y(e) |
T T T
1 (1, .. ) : C +7%7— 815, + 243701774_ Ooo ( )1
1 (.727) jC+ SCJ _ 810i++ 2431:g +O (cT)l
. . ' ]
1 (J v) (- 1*J)Cli2%c+81c5+6243§7+0 (f)
2 (1a]27 - ) c—_"_l?,cj—i_ 3013 2—;_ 81(:0 + 24%(1‘74_;; O (79)
2 (1_7] boee) C.+ 3c "'_1_925]3 + §1c5 ""_624%; + O (1 5)
2 (?,_12,. ) jet 4 ft sl T st o + Oco (179)
2 (jéj ,) jC+ 3041 ?Cs 1‘;_8]10) —t82§?7 ;’;101]00 (079) .
2 (j'27 1., N ) (—1 — ])C + 130 —_+_1_92Cg +_88_1§5 +_25ﬁ_3667 + Ooo (fTJ)
2 (] 7]5"') (717])C<|F§+ 903]+ 81c5]+ 243c7j4}0OQ (679)
TABLE 3. Multiplicateurs de g en ses cycles dans L avec période
inférieure ou égale a 4 lorsque d = 2.
Période | € \ Multiplicateur de g en ) (&)

1 (-1,...) —2c+1— 1 +0 (%)

1 (1,...) 2c+1+ﬁ+ow(§2)

2 (-1,1,...) —402+4+O (=)

3 (-1,-1,1,...) 8% — 7c+8—ﬁ+0 (=)

3 (-1,1,1,...) —8c? —4c —|—7c+8—|—16c—|—0 %2)

4 (-1,-1,-1,1,...) [ =16¢" +16¢% + 8c* — 22c¢ + 20 — 3T + O ()
4 (-1,-1,1,1,...) 16¢* — 16¢” + 8 + O (C)

4 (—1,1,1,1,...) [ =16¢" = 16¢® + 82 +22c + 20 + 52 4 O ()

TABLE 4. Multiplicateurs de g en ses cycles avec période inférieure
ou égale a 2 lorsque d = 3, ou j = exp (2m).

Période \ € \ Multiplicateur de g en 1 (e) ‘
1 (1) 32 +2+ 35 — 77r + O (5)
1 (i) <—3—3j)c2+2+ﬁ+%¢fﬁ Oce ()
1 (%) 3jc? +2+ 55t — 2$i4 s (o5)
2 | (Lj) [(9-97)e"—6j® +9+ ‘S;ff + ;7624 Oce (53)
9 (L,5%..) [ 95c* + (6 +6j) +9+ oF + =21 1 0 (&)
2 (,5%...) 9c" —6c + 9+ 555 + 107 + Oce (5)

On peut également calculer les multiplicateurs de g en ses cycles dans L (voir
les tables 3 et 4). Pour tout € € UN périodique pour o avec période n € N*, on a

(g™ (v

=0

€)= ]:[g’(gJ
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EXEMPLE 1.74. Pour tout point périodique e € UN pour ¢ avec période n € N*,
on a

n—1 n—1
on . N\ @D
@™ W) =d" [ [ (c d 1>++‘”c< 1)(d—1)
Jj=0

+ 0 (clr-200)

Etudions les polyndmes dynatomiques et les polyndomes multiplicateurs de g.
Pour tout n € N*, I'image de ®9 par I'isomorphisme d’anneaux canonique de A|[z]
sur Zlc, z] est égale & @, (fcd, z) et 'image de M# par I'isomorphisme canonique
de A[)N sur Zc, \] est égale & M, (—c?,\).

On a le résultat ci-dessous (voir [Mor96, Lemma 2]).

PROPOSITION 1.75. Soit n € N*. Alors on a

()= [ z—w(e),
ecT"”
ou T™ désigne ’ensemble des points périodiques pour o avec période n.

DEMONSTRATION. Pour n € N*, notons X" I’ensemble des points périodiques
pour o avec période divisant n. D’apres la proposition 1.72, pour tout n € N*, les
Y(e), avec € € 3", sont des points périodiques deux & deux distincts pour g avec
période divisant n ou, en d’autres termes, sont des racines deux a deux distinctes du

polynéme g°"(z) — z. Par suite, pour tout n € N*, comme ’ensemble X" contient
exactement d™ éléments et le polyndéme g°"(z) — z est de degré d™, on a

9"(z) —z= [] G—vEeN=]] I z-w(e),

ecxn k|ln eeTk®

ot T* désigne I’ensemble de points périodiques pour ¢ avec période k, avec k € N*.
Par conséquent, d’apres I'unicité dans la proposition 1.12, on a

®9(z) = [[ (== w(e)
ecT™”

pour tout n € N*. Ainsi, la proposition est démontrée. (I
Le résultat suivant est une conséquence immédiate de la proposition 1.75.
PRrROPOSITION 1.76. Soit n € N*. Alors on a

M) = ] (= (e (w(e))
ecT

ou T" désigne ’ensemble des points périodiques pour o avec période n.

Enoncons également le résultat ci-dessous, qui se déduit immédiatement de la
proposition 1.76 et permet de répondre a la question 1.69 dans le cas ou d = 2.

PROPOSITION 1.77. Soit n € N*. Alors on a
2

A (== T () (w(e) — (g™ ()" .

{e,e’}CcT™

ou T" désigne l’ensemble des points périodiques pour o avec période n.



40 1. PRELIMINAIRES SUR LA DYNAMIQUE D’UN POLYNOME

REMARQUE 1.78. Supposons que d = 2, et soit n € N*. Examinons ici la
question 1.69, qui concerne la factorisation du polyndéme A, € Z[c|. D’une part,
le coefficient dominant de A, (—02) est le carré d’'un nombre rationnel d’apres la
proposition 1.77. D’autre part, le coefficient dominant de Q,, (—02) est égal & £2™~

et m,, est pair, ou
n
ma=vin) = Y e (7)vik)
k|n, k#n
et ¢: N* — N* désigne l'indicatrice d’Euler. Par conséquent, on a a,, = £1. Ainsi,
la question 1.69 admet une réponse positive dans le cas ou d = 2.

Nous sommes enfin en mesure de démontrer le théoréme 1.38, qui affirme que
les polynémes ®,,, avec n € N*| sont irréductibles sur C. Nous suivons ’approche
employée dans [Bou92] et utilisons de maniére cruciale la proposition 1.58.

Notons & I’ensemble des nombres premiers et ¢: N* — N* I'indicatrice d’Euler.
Pour n € N*, notons aussi C,, € Z|[z] le n-itme polynéme cyclotomique, qui est
irréductible sur Q de degré o(n). Etant donnée une extension finie L/K, notons
enfin [L: K] son degré et Nk : L — K sa norme, qui sont donnés par

[L: K] =dimg (L) et Np/g(x)=det(yec L—ayecl).
Montrons d’abord le lemme d’arithmétique bien connu ci-dessous.

LEMME 1.79. Soient n € N* et w,, € C une racine primitive n-iéme de l'unité.
Alors

(1) pour toutes racines n-iémes de l'unité distinctes ,,¢), € C, on a
(n)
+p Yo si Ch ¢t est une racine primitive pT-iéme
No(w,) /@ (Cn — ¢n) = de l'unité, avec p € & et r € N* ;

+1 sinon

(2) pour tout k € N* premier avec n, le polynome Cy, est irréductible sur Q (wy,).

DEMONSTRATION DU LEMME 1.79. Soient (,, (!, € C des racines n-i¢mes de
I'unité distinctes. Alors ¢/,¢,; ! est une racine primitive k-itme de I'unité, avec k un
diviseur de n différent de 1, et on a

Nown)/@ (6n = 1) = Nown)/e (6n) Noww.)e (1= 66 1)
e(n

—1 -
= iN@(%gl)/Q (1 - ¢l ) o (k)

puisque (,, est une unité algébrique et

[Q(wn): Q(¢GY)] =

Qn): Q) _ )
[Q(¢h¢nt) = Q] (k)
car les polynémes Cy, et C), sont irréductibles sur Q de degrés ¢(k) et ¢(n). Par
conséquent, comme 1 — ¢/, (! est racine du polynéme Cx(1 — z) € Q[z], qui est
irréductible de coefficient dominant (—1)¢®*) et de degré ¢(k), on a

e(n)

Nown)/@ (Gn = G) = £Cr(1) ¢

Par suite, il suffit de démontrer que, pour tout entier £ > 2, on a

1 sinon

sik=p", avecp € £ et r € N*
Ck(l):{p P P .
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Cela peut se prouver par récurrence en utilisant le fait que, pour tout £ > 2, on a
II c =k
Uk, 1#1

puisque

o
|
_
<

k

¥ =1 ;
I[ a@-= D DE
Uk, 1£1

<
Il
o

Ainsi, le point (1) du lemme est démontré.

Soient k € N* premier avec n et wy € C une racine primitive k-iéme de I'unité.
Montrons que le polynéme Cj, est irréductible sur Q (w,,). Comme le polynéme Cj,
est de degré ¢(k) et s’annule en wy, il suffit pour cela de prouver que

[Q (wk, wn) : Q(wn)] = (k).

Comme k et n sont premiers entre eux, on a Q (wk, w,) = Q (Wkn), avec wg, € C
une racine primitive kn-ieme de I'unité. Par conséquent, on a

Qo) Q] _ plim) _ o
Q0@ ~ o) 7
puisque C,, et C,, sont irréductibles sur Q de degrés p(n) et ¢(kn) et k et n sont
premiers entre eux. Ainsi, le point (2) du lemme est démontré. O

[Q (W, wn) : Q(wn)] =

Montrons enfin que les polynémes ®,,, avec n € N*, sont irréductibles sur C.

DEMONSTRATION DU THEOREME 1.38. Notons que le polynéme
Di(c,2) =20 —z+¢

est irréductible sur C puisqu’il est unitaire de degré 1 en c.

Supposons que n > 2. Raisonnons par I’absurde, et supposons que le polynéme
®,, est réductible sur C. Alors, comme ®,, est unitaire en z, il existe des polynémes
non constants A,, B, € Clc, z] qui sont unitaires en z et vérifient ®,, = A, B,.
Définissons

R, (c) =res, (An(c, ), Bule,z)) € Cl(].

Montrons d’abord I'affirmation ci-dessous, que nous obtenons en utilisant la
correspondance entre la dynamique du décalage o dans UY et celle de g dans L.
Rappelons que w désigne une racine primitive d-ieme de 1'unité.

AFFIRMATION 1.80. Les polyndmes A, et B,, sont dans Q(w)[c, 2] et le coeffi-
cient dominant a, € Q(w)* de R, a une norme de la forme

Now)/q (an) =+ H p'r, avec 1, €Z.
pEZ, pld

DEMONSTRATION DE L’AFFIRMATION 1.80. Notons % I'unique morphisme de
C-algebres de C[c, z] dans C[¢][z] qui vérifie 1(c) = —c? et 1(z) = 2, et posons

A = (An) € Cle][z] et Bf =14 (By) € Clel[2] .

D’apres la proposition 1.75, on a

AS(2)Bi(z) = ¥4(x) = [] (z—4(e)),

eecT”
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ou T désigne I’ensemble des points périodiques pour o avec période n. Par suite,
comme AY et BY sont unitaires et non constants, il existe une partition {T", T%}
de T™ telle que

A(z)= [ (z—w(e) et BI= [] (z—(e) .

e€T” e€Ty

En particulier, les coefficients de Ag et BY sont dans Clc] N L = Q(w)[c], et donc
les polynémes A, et B,, sont Q(w)]c, z]. De plus, on a

R, (—c%) =res (A%, BY) = H H (Y(e) =1 (e) .

e€T”, e’€TY,

D’aprés le lemme 1.73, pour tous €,e’ € UN distincts, on a

sy - (D o) e, (zosn)
- dm cm(d—1) *\ e(m+1)(d-1) ) °

ot m € N désigne Pentier minimal tel que €, # €,,. Par conséquent, on a

m(s,s')fl

/
o <€m(57€') o 6m(s,d)) Hj=0 €j
Qy, = (71)d g Ry H H dm(&s/) c @(w)x ’

e€T”, e’€TY,

/

ot m (g, €’) est entier minimal tel que €,,(c o) # € /), Avec € € T ete' €T,

m(e,e
et donc
Now)/@ (Gm(e,sw - f'm(s.sf))
Now)/e (an) ==+ H H de(dym(ee’) :
e€T” e’€Ty
Ainsi, laffirmation est démontrée d’apres le point (1) du lemme 1.79. [

Montrons également le fait ci-dessous, que nous obtenons avec un argument de
spécialisation en ¢ = 0.

AFFIRMATION 1.81. Le coefficient constant R,,(0) de R,, est différent de +1 et
est de la forme

R,(0) ==+ H ¢°¢, avec sq€N.
q€P, qld™—1

De plus, il existe des uniques polynémes N,i?, NE € Cle, \] qui sont unitaires en A
et vérifient

N e )™ = res, (An (e 2), A — (£ (2))
et

c

NB(e, )" = res, (Bn(c,2), A — (femy (2)) .
DEMONSTRATION DE L’AFFIRMATION 1.81. D’apres l'exemple 1.21, on a

An(O,Z)Bn(O,Z) = @n(O,Z) = H Ck(z) )
keD,,
ol D,, est 'ensemble des diviseurs de d® — 1 qui ne divisent pas d* — 1, avec k un
diviseur propre de n. De plus, A,(0,2) et B, (0, z) sont des polynémes unitaires et
non constants dans Q(w)[z] d’apres laffirmation 1.80 et les polynomes Cy € Z[z],
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avec k € D,,, sont irréductibles sur Q(w) d’apres le point (2) du lemme 1.79. Par
conséquent, il existe une partition {Dﬁ, DB } de D, telle que

I Ci(z) et B.(0.2)= [] Ciu2)
keD#A leDB
Examinons d’abord le coefficient constant de R,,. On a

H Hres Cr,C1) = H H (Ca—¢CB) €

keDA leDB Ca€UA (pelB

oit U2 et UZ désignent les ensembles de racines primitives k-iémes et [-itmes de
I'unité, avec k € D7 et | € DB et donc

Rn(o)w(dnil) = H H NQ(wan 1) (Ca—=<B),

Ca€UA (peUE

ot wgn—1 € C est une racine primitive (d" — 1)-iéme de I'unité. Par conséquent,
d’apres le point (1) du lemme 1.79, le coefficient constant de R,, est de la forme

R,(0) =+ H ¢°*, avec s4€N,
g€ P, qld™—1

et, pour montrer qu'’il est différent de +1, il suffit de prouver qu’il existe ¢4 € U2
et (g € UB tels que CBCZI est une racine primitive ¢*-iéme de I'unité, avec ¢ € &
et s € N*. Notons que, si k = mq" et | = mq®, avec m € N* et ¢ € & premiers
entre eux et r, s € N tels que r < s, alors il existe u € Z non divisible par ¢ tel que
ug® " =1 (mod m), et (x = exp (2““7) et {; = exp (2”) sont des racines primitives

k-ieme et [-iéme de l'unité telles que Q(k est une racine primitive ¢°-ieme de
Punité. Par suite, pour montrer que R,,(0) est différent de +1, il suffit de prouver
qu’il existe k € D2 et [ € DE tels que | = kq™*, avec g € & et s € N*. Soit k € D2,
et supposons sans perte de généralité que d” — 1 € DB. Comme k divise d* — 1, il
existe ko,..., k. € N*, avec r € N*, tels que kg = k, bk, =d" — 1 et kj, = qu;-j,
avec ¢; € & et s; € N*, pour tout j € {0,...,r —1}. On a k; € D,, pour tout
j €10,...,7}, et donc il existe j € {0,...,r — 1} tel que k; € D et k;j1 € DB
puisque ko € D2 et k. € DB, Ainsi, R,,(0) est différent de +1.

Il reste & démontrer qu'il existe un unique polynéme N2 € C[c, \] qui est
unitaire en \ et vérifie

N;LA(Q )\)n = resy (An(C,Z),A - (fon)/ (Z)) .

Notons Af € Clc][z] et Bf € C[c|[2] les images de A,, et B,, par I'isomorphisme de

C-algebres canonique de Cle, z] sur C[c][z] et C(c) une cléture algébrique de C(c).
Montrons d’abord que f induit une permutation des racines du polynéme A dans

C(c) et que celles-ci sont simples et sont des points périodiques pour f avec période
n. Notons )y: C[c] — C le morphisme d’évaluation en 0. On a

Vo (disc A,ji) = disc, A,(0,2) #0

puisque le polynéme A, (0, z) est séparable, et donc les racines de A dans C(c)
sont simples. On a Af Bf = ®f et, pour tout diviseur propre k de n, on a

o (res (Az(z)7 FoE(z) - z)) =res, (An(0,2), fo¥(2) —2) #0
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puisque les racines du polynéme A, (0, z) sont des points périodiques pour fy avec
période n. Par conséquent, les racines de Af dans C(c) sont des points périodiques
pour f avec période n. Enfin, le polynoéme Af divise (47 o f) (Bf o f) dans C|c[2]

d’apres la proposition 1.24 et on a

Yo (res (Ai,BfLE o f)) =res. (A,(0,2), By, (0, fo(2))) # 0
puisque A, (0, z) et B,(0, z) sont premiers entre eux et fy induit une permutation
des racines du polynéme B, (0, z). Par conséquent, le polynéme A divise AF o f
dans C[¢][2], et donc f induit une permutation des racines de Af dans C(c). Ainsi,

il existe des racines z1,...,2, du polynéme Af dans C(c) telles que
r n—1
Al =TT (- £ )
j=1k=0
et on a

res. (Af(2), A = (F7) (2)) = [T (0 = (£ (2))
j=1
puisque f a le méme multiplicateur en chaque point d’un cycle. Posons
N =TT A= (F) (2))) € ClON -

j=1

n

Le polynéme N/¥ est unitaire et vérifie
N )" = res. (A (), A = (F7") (2)) -
De plus, le polynéme N/¥ est dans C[c][\] d’aprés le corollaire A.5 et est I'unique
polynéme unitaire dans C[c][A] vérifiant 1’égalité ci-dessus d’apres le lemme A.6.
Par conséquent, Iimage N2 € Cle, A] de NAf par 'isomorphisme de C-algebres
canonique de Clc|[A] sur C[e, A] est 'unique polynéme dans Cle, A] qui est unitaire
en \ et vérifie
(&

N2 (e, \)™ = res, (An(c,2), A — (fomy (2))
Ainsi, 'affirmation est démontrée. O
On a a, # R,(0) puisque d et d" — 1 sont premiers entre eux, et donc le

polynéme R, n’est pas constant. Par suite, le polynéme R, admet une racine
co € C, et il existe zg € C tel que

An (CQ7 Zo) = Bn (Co, Zo) =0.
Par conséquent, zg est une racine multiple du polynéme

Dl (2) = A, (co, 2) B (co, 20) € C[2],

on

°m)' (29) = 1, et donc ¢y est une racine multiple de

M, (c,1) = N2(¢,1)NB(¢,1) € C[(].

Ceci contredit le fait que le polynéme M,(c,1) € Z[c] est séparable d’aprés la
proposition 1.58. Ainsi, le théoréeme est démontré. O

ce qui entraine (



Chapitre 2

Etude de spécialisations de polynémes
dynatomiques et de polynomes multiplicateurs

Nous abordons dans ce chapitre plusieurs questions concernant des spécialisa-
tions des polynémes dynatomiques et des polynémes multiplicateurs associés a la
famille des polynémes unicritiques (f;) ..o définie par f.(z) = 24 ¢ ot d> 2.

Soit d > 2 un entier. Pour n € N* notons ®,, € Zc, z] et M,, € Z[c, \] les
polynomes définis par @, (c, z) = ®f¢(2) et M, (c,\) = MI<()\), ot ®fc et M/ sont
les n-iémes polynomes dynatomique et multiplicateur de f..

Dans la section 2.1, nous nous intéressons aux factorisations des polyndémes
D, (c,a) € Q[c], avec n € N* et a € Q. Plus précisément, nous montrons que les
polynémes &, (c, _Tl), avec n > 3, sont réductibles sur Q lorsque d = 2. Ceci nous
ameéne également & étudier les factorisations des polynémes f2"(z) — a € Cle, 2],
avec n € N* et ¢ € C. Nous montrons que ceux-ci sont irréductibles sauf si d = 2
et a= ’Tl, auquel cas ils ont exactement deux facteurs irréductibles lorsque n > 2.

Dans la section 2.2, nous étudions les racines communes aux polynoémes ®,, (¢, a)
et ®,(c,b), avec m,n € N* et a,b € C des points fixés, lorsque d = 2. En d’autres
termes, nous examinons les parametres ¢ € C pour lesquels deux points donnés
a,b € C sont simultanément périodiques pour le polynéme quadratique f.. Plus
généralement, nous considérons les points prépériodiques. Ces ensembles de para-
metres ont d’abord été étudiés par Baker et DeMarco, qui ont montré que ceux-ci
sont infinis si et seulement si a> = b%. Nous décrivons précisément ici les para-
metres ¢ € C pour lesquels deux entiers a et b tels que |a| # |b| sont tous deux
prépériodiques pour f.. Ceci compléete un résultat di a Buff.

Dans la section 2.3, nous déterminons les parametres ¢g € C pour lesquels
les polyndmes M, (co,A) € C[)], avec n € N*, sont scindés sur Q. En d’autres
termes, nous décrivons les polynémes unicritiques dont le multiplicateur en chaque
cycle est rationnel. Plus précisément, nous montrons que tout tel polynéme est soit
une application puissance soit une application de Tchebychev. Nous démontrons
également un résultat analogue pour les polynémes cubiques avec symétries dont
tous les multiplicateurs sont entiers. Nous répondons ainsi & une question de Milnor
dans ces cas particuliers.

2.1. Spécialisations de polynémes dynatomiques et courbes préimages

2.1.1. Introduction. Fixons un entier d > 2, et rappelons que f.(z) = 2% +c
et (®y,),>; est 'unique suite d’éléments de Z]c, 2] telle que, pour tout n € N*, on a

foMz) =z =[] @ule,2).

k|n

45
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Nous nous intéressons aux couples (n,a) € N* x Q pour lesquels le polynéme
D, (c,a) € Q] est réductible. Nous démontrons que, si a € Q et p € N* sont
tels que foP(z) —a € Qlc, 2] est réductible, alors le polynéme ®,,(c,a) € Q[c] est
réductible pour tout n assez grand (voir la proposition 2.8).

Ainsi, nous sommes amenés a examiner les décompositions des courbes affines
sur C définies par f2"(z) = a, avecn € N* et a € C. Dans [FHIT09], les auteurs ont
montré que, si une de ces courbes est lisse, alors elle est irréductible. Par conséquent,
pour tout n € N* il n’y a qu'un nombre fini de points a € C pour lesquels la courbe
définie par f2"(z) = a est réductible. Lorsque d = 2, ces auteurs ont aussi observé
que, pour n € {1,...,4}, cette courbe est irréductible sauf quand a = —717 auquel cas
elle admet deux composantes irréductibles lorsque n € {2, ...,6}. Nous démontrons
que ces observations restent vraies pour tout n € N*. Plus précisément, en nous
appuyant sur le résultat [HIJM15, Corollary 2.3], nous prouvons que les polyndmes
fo"(2) —a € Cle, 2], avec n € N* et a € C, sont irréductibles sauf lorsque d = 2,
a = _Tl et n > 2, auquel cas ils admettent exactement deux facteurs irréductibles
qui sont dans Q[c, z] (voir les propositions 2.9 et 2.10).

D’apres ce qui précede, lorsque d = 2, les polynémes ®,, (c, 5*) sont réductibles
sur Q pour tout n assez grand. Nous précisons ce fait en exhibant une factorisation
de @, (c, —71) en un produit de deux polynoémes non constants pour tout n > 3
(voir la proposition 2.3). Nous ne démontrons pas que les facteurs explicités sont
irréductibles sur Q.

2.1.2. Réductiblité de spécialisations de polynémes dynatomiques.
Soit n € N*. D’apres le théoreme 1.38, le polynéme ®,, est irréductible sur Q. Par
conséquent, d’apres le théoreme d’irréductibilité de Hilbert, ’ensemble des points
a € Q pour lesquels le polynéme ®,,(c,a) € Q|c] est irréductible est dense dans
Q pour la topologie usuelle et toutes les topologies p-adiques, avec p un nombre
premier (voir [Lan83, Chapter 9, Corollary 2.5]). On peut alors s’intéresser a la
question suivante :

QUESTION 2.1. Quels sont les couples (n,a) € N* xQ pour lesquels le polynome
®,,(c,a) € Q[c] est réductible ?

Dans [Mil14], Milnor a conjecturé que les polynémes ®,(c,0), avec n € N*|
sont irréductibles sur Q lorsque d = 2.

REMARQUE 2.2. Soit a € Q. Notons Q la fermeture algébrique de Q dans C.
Alors les racines des polynoémes ®,,(c,a) € Q|c], avec n € N*, forme une partie de
Q de hauteur bornée. Par conséquent, on a

nll)l}_loo min {deg P : P facteur irréductible de ®,(c,a) dans Q[c¢]} = +o0.

Supposons que d = 2. Pour tout a € Q, les polynémes ®1(c,a) et ®o(c,a) sont
irréductibles sur Q puisqu’ils sont de degré 1. Pour tout a € Q, comme le polyndéme
®3(c,a) € Q[c] est de degré 3, celui-ci est réductible si et seulement si il a une
racine rationnelle, ce qui se produit si et seulement si il existe r € Q \ {—1,1} tel
que a = %7:;;” by [Mor92, Theorem 4].

Pour tout a € Q, les polyndémes P4(c,a) et P5(c,a) n’ont aucune racine ra-
tionnelle d’apres [Mor98, Theorem 4] et [FPS97, Theorem 1], bien qu’ils puissent
étre réductibles puisqu’ils sont de degrés 6 et 15. En utilisant le logiciel SageMath,
on observe que —71 est a la fois 'unique point a € Q de hauteur au plus 10% pour
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lequel le polynoéme ®4(c, a) est réductible sur Q et I'unique point a € Q de hauteur
au plus 10 pour lequel le polynéme ®5(c, a) est réductible sur Q.

Montrons ici que le polynéme &, (c, _Tl) est réductible sur Q pour tout n > 3.
Plus précisément, on a le résultat ci-dessous, qui exhibe une factorisation particu-
liere de ces polynomes.

Notons encore p: N* — {—1,0,1} la fonction de Mobius et rappelons que

=T (2)
pour tout n € N*.

PROPOSITION 2.3. Supposons que d = 2. Alors il existe des uniques suites
(An)p>1 et (Bn),s, déléments de Q[c] telles que

Ai(c)=1 et Bi(c)=f. <41> - (41)

et, pour tout n > 2, on a
o(n— -1 o(n— -1 1
fc( 2 <4>fc( 2 (4>+2_HAIC(C)
et
-1 -1 1
fetn <4> + o (4> t5= HBIc<C)-

De plus, pour tout n € N*, on a

3, (c, _1) = An(¢)Bn(c)

et les polynomes A, et B, sont unitaires de degrés # — @ et # + %

Notre preuve de la proposition 2.3 repose sur 1’égalité

(21) 20 - () = (10 -2+3) (£ +5+3)

Afin de démontrer la proposition 2.3, énongons d’abord le résultat d’algebre
générale suivant :

LEMME 2.4. Soient K un corps, K une cloture algébrique de K et (P,), 1,
(@Qn),>1 €t (Rp),~, des suites d’élements non nuls de K[X] qui vérifient les trois
conditions swivantes :

(1) pour tout n € N*, on a

PnQn:HRk 5

k|n

(2) pour tout n € N*, les polynomes P, et Q,, sont premiers entre eux;

(3) pour tout n € N* et tout diviseur k de n, toute racine de Py dans K est
ausst racine de P, et toute racine de Qi dans K est aussi racine de Q..
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Alors il existe des uniques suites (Ap),s; et (Bn),>, d’éléments de K[X] telles
que, pour tout n € N*, on a

Pn:HAk et Qn:HBk
De plus, pour tout n € N*, on a
%:Hﬁ%%Bﬁ{Fﬂ%et&:%&.
k|n k|n

DEMONSTRATION DU LEMME 2.4. Si (A4,),~; et (By),,~; sont des suites d’élé-
ments de K[X] qui vérifient

Pn:HAk et Qn:HBk
pour tout n € N* alors, d’apres la formule d’inversion de Mdébius, on a
A, = HP:(%) et B, = HQZ(%)
k|n k|n

pour tout n € N*. En particulier, de telles suites sont nécessairement uniques.
Ainsi, il reste & prouver qu'il existe des suites (Ay), >, et (Bpn),>; d’éléments
de K[X] telles que, pour tout n € N*, on a

Pn:HAk; Qn:HBk et R,=A,B,.

k|n k|n
Définissons Ay = P, € K[X] et By = @1 € K[X], qui vérifient Ry = A1 By d’aprés
la condition (1). Soit n > 2, et supposons qu’il existe des polynoémes A, ..., 4,1

et By,...,B,_1 dans K[X] tels que, pour tout j € {1,...,n— 1}, on a
Pi=]JAr, Q =]][Br et R;=A4;B;.
k|j k|j
Posons
Acn = H A et Bep = H By,
kln, k#n kln, k#n

et montrons qu'il existe des polynémes A,, et B, dans K[X] tels que
P, = A<nAn ) Qn = B<an et R,= Aan .

D’apres ’hypothése de récurrence et la condition (1), on a

k|n

En particulier, les polynémes A, et B, divisent P,,Q,, dans K[X]. De plus, si k
est un diviseur propre de n et xo € K est une racine de Ay, alors g est racine de
Py, puisque A divise P, d’apres I’hypothese de récurrence, et aussi de P,, d’apres
la condition (3), et donc zy n’est pas racine de @, d’aprés la condition (2). Ainsi,
les polynémes A, et @), sont premiers entre eux, et de méme les polynéomes B,
et P, sont premiers entre eux. Par conséquent, d’apres le lemme de Gauss, il existe
des polynémes A, et B,, dans K[X] tels que P, = A<, A, et Q,, = BBy, et ils
vérifient R,, = A, B,, d’apres I'égalité (2.2). Ainsi, on a construit récursivement des
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suites (Ay),~; et (Bn),~; d’éléments de K[X] ayant les propriétés désirées, ce qui
complete la démonstration du lemme. O

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 2.3. Définissons

Pi)=1€Qld et Qu(c) = f. (‘41) - (‘41) e QI

et, pour n > 2, définissons

Pl = 5200 () - sz () 4§ e
et
Qu(e) = f200 () + 22072 () + e ol

Pour n € N*, posons aussi

Ru(c) = B, <c, 41> cQld.

Il suffit de prouver que les conditions (1), (2) et (3) du lemme 2.4 sont vérifiées.
D’apres I’égalité (2.1), on a

23) @@ =2 () - (F) =TI m

k|n

pour tout n € N*, ce qui montre que la condition (1) est vérifiée.
Raisonnons par I'absurde, et supposons qu’il existe n € N* tels que P, et @,
ont une racine commune ¢y € C. Alors n > 2 puisque P;(¢) = 1, et donc on a

-1 1 1
o(n—2
o) (4) = 5@n (c0) = 5P (c0) =0

et
2
1 o(n—2 -1 o(n—2 -1
CO+§:PH(CO)_fco(n )(4) +fco(n )(4>:0
o(n=2) (-1
S0

) = 0, ce qui contredit le fait que
2

Par conséquent, on a f

/1 A
ordy f) () = —2it!
= \ 4
pour tout j € N, qui peut étre prouvé par récurrence, ou ords désigne la valuation
2-adique. Ainsi, la condition (2) est vérifiée.
Enfin, sin > 2, k > 2 divise n et ¢y € C vérifie fcogk (—71) = —71’ alors on a

om=2) [ LY _ roh—2) o ( ok o(#-1) (=LY _ po—2y (1
fco (4)f00 (fco) (4>fco (4

on-1) (LY _ sote—1) o (poryo(8-1) (1) _ por-1) (=1
fCo 1(4)f60 ! (fCO) (4)fco (4 )

et donc P, (¢p) = Pk (o) et Qp, (co) = Qk (co). Par suite, sin > 2 et k > 2 divise n,
alors toute racine de Py, dans C est aussi de P, et toute racine de @)}, dans C est aussi

racine de @), puisque toute racine ¢y € C de Py ou @y, vérifie ;’O’“ (—71) = _71 d’apres
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Pégalité (2.3). De plus, si ¢y € C est une racine de Q1, alors on a fe, () = 5L, et
donc, pour tout n > 2, on a

Qn<cO>=‘41+(‘41)+;:o.

Ainsi, la condition (3) est vérifiée, et la proposition est démontrée. O

EXEMPLE 2.5. En utilisant le logiciel SageMath, on obtient

Ai(e) =1,

1
As(c) :c—|—£,
Ag(C):CQ—‘r%C—F%,

23 229 2501
A4(C):CB+T602_%C+M’

9 . 487 . 3967 . 169123 41855 .

A _ 8,27, *(g 5 4 3

sle) =+ o+ e+ F ot 5 © T 3107
1072665 , 293879 2147418113

T 4194304 33554432° + 4294967296
EXEMPLE 2.6. En utilisant le logiciel SageMath, on obtient

5
Bi(c)=c+ 16’
B2(C) - 13
29
Bs(c) =c+ 16’
31, 427 6605
Bile) = B 4 22y 22l
Q) ="+ 75+ 556 To96”
Be(e) = & 67 ¢ 1613 5 23671 , 350963 , 3208617 ,

165 " 256 © T 2006 © T 65536 © T 1048576
21945727 429509837

c+ .
16777216 268435456
Pour tout n > 3, les polyndémes A,, et B, ne sont pas constants, et donc la
proposition 2.3 fournit une factorisation non triviale de ®,, (c, _Tl) dans Ql[c]. En
utilisant SageMath, on observe que les polynémes A,, et B,, sont irréductibles sur
Q pour tout n € {3,...,15}. Ainsi,la question suivante est naturelle.

QUESTION 2.7. Les polynoémes A,, et B, sont-ils irréductibles sur Q pour tout
entier n > 37

En fait, toute égalité semblable & (2.1) fournit une factorisation de spécialisa-
tions de polynémes dynatomiques. Plus précisément, on a le résultat suivant :

PROPOSITION 2.8. Soient K un sous-corps de C, a € K et p € N* tels que
le polynome foP(z) —a € Kle, 2] est réductible. Alors il existe N € N* tel que le
polynéome @, (c,a) € K|c] est réductible pour tout n > N.

DEMONSTRATION. 1l existe des polynémes non constants P et @ dans K]c, 2]
tels que

fcop(z) —a= P(C, Z)Q(Ca Z) :
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Pour tout n € N*, on a

[Teu(c.a) = f2"(@) —a=P (e 2 (@) Q (e, 2 () -

k|n

Par conséquent, si n € N* est tel que le polynome ®,(c,a) € K|c] est irréductible,
alors @, (c,a) divise P (c, fco(n_p)(a)) ou @ (c, ff(n_p) (a)), et donc

deg ®,(c,a) < max {degP (c, ff(”_p)(a)) ,deg Q (c, fg("_p)(a))} .

D’une part, on a

|5] |2]
v(n) N\ k-1 n—1 k—1 no1 ALz —1
=7 = = > — = -
deg @, (c,a) = E:u(k>d > d Y d d —
k|n k=1
pour tout n € N* et
sl —q
n—1 ~ qn—1

d 71 dar—+.

D’autre part, comme le polynéme fP(z) — a est unitaire de degré dP en z, les
polyndémes P et @) vus comme éléments de K|c][z] ont des coefficients dominants
dans K* et des degrés dans {1,...,d? — 1}, et donc il existe M > p tel que

deg P (c, f:<”—P>(a)) = d" P ldeg, P < d" Pl (dP — 1)

deg Q (e, f2" (@) = d" "~ deg. Q < "7 (¢ — 1)

pour tout n > M. Par conséquent, il existe N € N* tel que
deg @, (¢, a) > max {deg P (¢, 2" P(a)) ,deg Q (e, f2" 7 (a)) }

pour tout n > N, et le polynoéme ®,,(c,a) € K|c| est réductible pour tout n > N.
Ainsi, la proposition est démontrée. O

2.1.3. Irréductibilité de courbes préimages. Au vu de la proposition 2.8,
il est naturel d’essayer de déterminer les couples (n,a) € N* x Q pour lesquels le
polynéme f"(z) — a € Q[c, 2] est réductible. Plus généralement, on peut chercher
les couples (n,a) € N* x C pour lesquels la courbe algébrique affine sur C donnée
par fo"(z) = a est réductible. Dans [FHIT09], les auteurs montrent que, si cette
courbe est lisse, alors elle est irréductible (voir [FHIT09, Proposition 2.5]). Ils
remarquent également que la réciproque est fausse et observent que ’Tl est I'unique
point a € C pour lequel ces courbes préimages sont réductibles lorsque d = 2 et
n € {1,...,4} (voir [FHIT09, Remark 2.6]). Nous démontrons ici que ceci est vrai

pour tout n € N*.

PROPOSITION 2.9. Supposons que d # 2 oua € C\ {_Tl} Alors le polynome
fo"(z) — a € Clc, 2] est irréductible pour tout n € N.

Dans [FHIT09, Remark 2.6], les auteurs observent également que les courbes
préimages du point % admettent deux composantes irréductibles lorsque d = 2 et
n € {2,...,6}. Nous démontrons que cela est aussi vrai pour tout n € N*.
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PROPOSITION 2.10. Supposons que d = 2. Alors, pour tout n > 2, on a

1 1

6= () = (06 - 20726 + 3 ) (1200 + 2026 + 3)

et les polynomes
1 1
FE(e) - D) 5 et D) () 4
sont irréductibles sur C.

Nos démonstrations des propositions 2.9 et 2.10 utilisent de maniére cruciale le
lemme ci-dessous, dont nous reproduisons la preuve pour étre complet.

LEMME 2.11 ([HJM15, Theorem 2.2]). Soient K un corps, w € K une racine
primitive d-ieme de U'unité, f(z) = 2% + ¢, avec ¢ € K, et g € K[2] un polynéme
unitaire, irréductible et séparable. Alors le polynome g o f est séparable si et seule-
ment si g o f(0) # 0. Dans ce cas, il existe un diviseur e de d et un polynome
irréductible h € K|[z] tels que

e—1
gof()=e][n(w2),
j=0

oti € € {=1,1} est égal a —1 si et seulement si e est pair et deg g est impair.

DEMONSTRATION DU LEMME 2.11. Soit L un corps de décomposition de go f
sur K. Si L est une cloture algébrique de L et o € L est une racine de g, alors le
polynéme g(z) — a admet une racine 3 € L, qui est en fait dans L puisqu’elle est
aussi racine de g o f, et donc @ = f(B) € L. Ainsi, le polynéme g est scindé sur L.

Notons aq, ..., Qdeg g Ses racines, qui sont simples par hypothese. On a
degg
gof(z) =[] (f(2) =) .
j=1

Pour tout j € {1,...,degg}, on a

d—1

f2)—aj =24 c—a; =[] (z-w"B;)

k=0
ou f; € L est une racine de f(z) — a;, et donc le polynéme f(z) — a; est séparable
si et seulement si 3; # 0 ou, de maniere équivalente, si et seulement si o; # c. De
plus, les polynomes f(z) — «;, avec j € {1,...,degg}, sont deux & deux premiers
entre eux. Par conséquent, le polynéme go f est séparable si et seulement si a; # ¢
pour tout j € {1,...,degg}, ce qui se produit si et seulement si g(c) # 0 ou, de
maniére équivalente, si et seulement si g o f(0) # 0.

Supposons maintenant que g o f(0) # 0. Pour tout j € {1,...,degg}, il existe
oj € Gal(L/K) tel que 0; (aq) = «; puisque le polyndme g € K|z] est irréductible.
L’application ¢ de Gal(L/K (a1)) dans I’ensemble des racines d-iemes de 'unité
dans K donnée par (1) = % est bien définie puisque 5 # 0, car g o f(0) # 0,
et est un morphisme de groupes. Par suite, son image est un sous-groupe du groupe
des racines d-iemes de 'unité dans K, et donc il existe un diviseur e de d tel que

{7 (B1): 7€ Gal(L/K (1))} = {wkeﬂl ke {o‘eZ — 1}} )
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Posons
degg -1
h(z) = (z —w"0; (B1)) € L[2].
j=1 k=0
On a
d—1
f(2) = aj =0 (f(2) — 1) = [] (z = w0 (B1))
k=0
pour tout j € {1,...,degg}, et donc
deggd—1 e—1degg %—1
go f(z) = (z —who; (B1)) = (z = wa; (1))
j=1 k=0 1=0 j=1 k=0

Par conséquent, on a

e—1 e—1 e—1
go f(z) = Hw%h (wkz) — e H h (wlz) =€ H h (wlz) .
1=0 1=0 1=0

Il reste & prouver que h est dans K|[z] et est irréductible sur K. Comme g o f est
séparable, le polyndme h l'est aussi et I'extension L/K est galoisienne. Par suite, il
suffit de montrer que les racines de h forment une orbite pour 'action de Gal(L/K)
sur L. On a

degg degg
Gal(L/K) = |_| {c € Gal(L/K):0(m) =qa;} = |_| o; Gal (L/K (a1))
j=1 j=1
puisque, pour tout j € {1,...,degg}, l'application 7 — o;7 induit une bijection

de Gal (L/K (1)) sur 'ensemble des éléments o € Gal(L/K) tels que o (1) = «;.
Par conséquent, on a

deg g
{0 (1) :0 € Gal(L/K)} = |_| {o;7(B1) : 7€ Gal (L/K (a1))}
j=1
degg d
= |_| {wkedj(ﬂj) 1k e {0,...76—1}} .
j=1
Ainsi, le lemme est démontré. O

Le résultat suivant se déduit immédiatement du lemme 2.11 par récurrence.

LEMME 2.12 ([HIM15, Corollary 2.3]). Soient K un corps qui contient une
racine primitive d-iéme de l'unité, f(z) = z% + ¢, avec c € K, et g € K[z] un poly-
nome unitaire, irréductible et séparable tels que e,go f°(0) n’est pas une puissance
p-iéme dans K pour tout diviseur premier p de d et tout n € N*, ot e, € {—1,1} est
égal a —1 si et seulement sin =1, d est pair et deg g est impair. Alors le polyndome
go f°" € K|z] est unitaire, irréductible et séparable pour tout n € N.

Nous sommes maintenant en mesure de prouver les propositions 2.9 et 2.10.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 2.9. Soient a € C et n € N tels que le
polyndme f2"(z) — a € C[c, 2] est réductible, et montrons que d = 2 et a = L.

Posons
K=C(c), f(z)=24ceK[z] et gz)=z2—-acK[z].



54 2. ETUDE DE CERTAINES SPECIALISATIONS

Alors le polyndéme g € K|[z] est unitaire, irréductible et séparable. De plus, le
polyndme gof°" € C[c|[z] est unitaire et réductible puisqu’il est 'image de f2™(z)—a
par l'isomorphisme de C-algébres canonique de C|e, z] sur C[c][z], et donc il est aussi
réductible sur K. Par suite, d’apres le lemme 2.12, il existe N € N* et un diviseur
premier p de d tels que go f°V(0) est une puissance p-ieme dans K. Par conséquent,
comme g o f°V(0) est un polynéme unitaire dans C[c] de degré d¥ !, on a N > 2
et il existe un polynome unitaire h € C[c] tel que
h(e)? = go fN(0) = fN(0) —a = fZNV(0) e~ a.

On a

p—1

o(N— d o(N—

[T (r(0) = s D)% ) = h(e) = feND(0) = ¢~ a,

§=0
ot wp € C est une racine primitive p-ieme de I'unité, et

; d
deg (h(e) —wp f2 V()7 ) > deg [N (0)F = Ta 2
pour tout j € {1,...,p — 1} puisque h(c) et fg(Nfl)(O)%
Par suite, on a

sont unitaires et w) # 1.

p—1
p-15d" 2 < 3 det (1) - G 0F) < doste— ) =1,

et donc p =d =2 et N = 2. Par conséquent, il existe b € C tel que h(c) = c+b, ce
qui entraine

c—a=(h(c) —c)(h(c)+c)=b(2c+D),

et donc b = % et a= ’Tl. Ainsi, la proposition est démontrée. (Il

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 2.10. D’apres 1'égalité (2.1), on a

) - () = (700 = 4 ) (20 4 20 + )

pour tout n > 2.
Raisonnons par 1'absurde, et suppose qu’il existe n > 2 et € € {—1,1} tels que
le polynéme

1
V) Hef2 P (2) + 5 € Cle,7]
est réductible. Posons
1
K=C(c), f(z2)=2>+ceK[z] et g(z) :22+ez+c+§ € K[z].

Alors le polynéme g € K|[z] est unitaire, irréductible et séparable. De plus, le poly-
néme g o f°("=2) € C[c][2] est unitaire et réductible, et donc il est aussi réductible
sur K. Par suite, d’apres le lemme 2.12, il existe N € N* tel que g o f°V(0) est un
carré dans K. Par conséquent, comme

go fON0) = fEN(0)% + efN(0) + e + %

est un polyndme unitaire dans C|c], il existe un polynome unitaire h € C|c] tel que
1

h(e)? = fEN(0)° + efEN(0) et 5
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On a
(h(e) = f2N(0) (h(e) + £27(0)) = efN(0) + e+ %
et

2

puisque h(c) et foN(0) sont unitaires. Par conséquent, il existe b € C tel que
h(c) — feN(0) = b, ce qui entraine

deg (h(c) + £ (0)) = deg f2(0) > deg < N(0) 4+ 1)

b(2fN(0) +b) = efoN(0) + e+ 1,

2
et donc )
(20 — €) f2N(0) + b? =ct 3.
Par suite, on a N = 1 puisque f°V(0) est de degré 2V =1 et donc 2b — e = 1 et
b = %, ce qui est impossible. Ainsi, la proposition est démontrée. O

2.2. Entiers simultanément prépériodiques pour un polyn6éme
quadratique

2.2.1. Introduction. Pour ¢ € C, considérons le polynéme quadratique
fo(z) = 22 4 ¢ € PolyY (C).

Nous nous intéressons ici aux racines communes a des spécialisations de polynémes
dynatomiques ®,,(c,a) et ®,(c,b), avec a,b € C fixés et m,n € N*. De maniére
équivalente, nous examinons les parametres ¢ € C pour lesquels deux points donnés
a,b € C sont simultanément périodiques pour le polynéme f.. Plus généralement,
nous considérons les points prépériodiques pour les polynomes f., avec ¢ € C.

Etant donnésd € Net f € Poly ;(C), on dit qu’un point zg € C est prépériodique
pour f si son orbite future est finie ou, de maniere équivalente, s’il existe m € N*
tel que f°™ (zg) est périodique pour f. Dans ce cas, le plus petit tel entier m est
appelé la prépériode de zy et on appelle période de zy la période de f°™ (2p).

Pour a € C, posons

S, = {c € C: a est prépériodique pour f.} .

Dans cette section, nous nous intéressons a ces ensembles de parametres.

Dans cette section, nous considérerons différentes spécialisations des polyndémes
fo"(2) € Zle, z], avec n € N. Remarquons maintenant que, pour tout n € N*, le
polyndome f2"(z) est unitaire de degré 2”1 en ¢ et unitaire de degré 2" en 2.

Soit @ € C. Pour m € N et n € N*, définissons

sy ={eeC: £ (a) = £7(a)}

qui est ’ensemble des parametres ¢ € C pour lesquels le point a est prépériodique
pour f. avec prépériode inférieure ou égale a m et période divisant n. Pour tout
m € N et tout n € N*, 'ensemble S™" contient au plus 2™~ éléments puisque
ceux-ci sont précisément les racines d’un polynéme de degré 2m+m—1,

Par conséquent, pour tout a € C, on a

s= U e
meN, neN*

et cet ensemble est au plus dénombrable. On a le résultat plus précis suivant :
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PROPOSITION 2.13 ([BD11, Lemma 3.5]). Soit a € C. Alors l’ensemble S, est
infini dénombrable.

DEMONSTRATION. Raisonnons par ’absurde, et supposons que ’ensemble S,
est fini. Alors, comme la suite (Sy»') _  est croissante, il existe M € N tel que

Smthl = 8™l pour tout m > M. Pour m € N, posons
Pr(c) = f¢™(a) € C[d].

Pour tout m € N, les éléments de S"! sont précisément les racines du polynome
P41 — Pp,. De plus, pour tout m € N, on a

Ptz = Pry1 = (Py1 — Po) (Pt + P)
Par suite, si m > M et ¢y € C est une racine du polynéme P,,+1 + P,,, alors
Py (co) — P (co) = Py (co) + P (co) =0
puisque S™H11 = 8™ et donc
P, (co) = Ppy1(co) =0 et ¢o=Ppi1(co) — P (c0)2 =0.
Par conséquent, pour tout m > M, on a
Pn(0)=0 et Ppyi(c)+ Pulc)=c*".
En particulier, on obtient
0 = Par12(0) + Ppy41(0) = 2P 11 (0) Par+1(0) + 2P, (0) Par (0) +2 = 2,
ce qui est absurde. Ainsi, la proposition est démontrée. ([
EXEMPLE 2.14 (voir la figure 1). Pour tout a € C, on a
S0 = {-a® +a},
S;’l = {—a2 —a,—a’ + a} ,
802 = {—a2 —a—1,-ad? —|—a} ,
83’2 = {—a2 —a—1,—-a®>—a,—a®>+a— 1,—a2+a} .
REMARQUE 2.15. Pour tout a € C, comme f.(a) = f.(—a) pour tout ¢ € C,
onaS,=38_,et 8" =8"" pour tous m,n € N*.
Nous souhaiterions décrire ici les ensembles S, N Sy, avec a,b € C.
EXEMPLE 2.16 (voir la figure 2). Pour tout a € C, on a
—a*—a—-1=—(a+1)2+(a+1)—-1€8¥nS.7

et
—a*—a=—(a+1*+(@+1)eSHMnSY%,.

EXEMPLE 2.17 (voir la figure 3). Ona —2 € Sg' NSS!, =1 € §§° NSy et
0eSy nsyt.
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fe
CLQ p0u1rc:—a2—|—a7
Je fe
7 9
a —a pour ¢ = —a* — a,
Je
/\ )
a —a—1 pour ¢ = —a“ —a — 1,
\_/
fe
Je fe
/\ /_\ 9
a a—1 —a pour c = —a“+a—1.
~_
Je

FIGURE 1. Quelques parametres ¢ € C pour lesquels un point
donné a € C est prépériodique pour f..

Je fe
/—\ /\ )
a+1 a —a—1 pour ¢ = —a” —a — 1,
~_
fe
fe fe Je
/\ Q 5
a —a et a+1 pour ¢ = —a“ — a.

FIGURE 2. Deux parametres ¢ € C pour lesquels a et a + 1 sont
simultanément prépériodiques pour f., avec a € C un point donné.

f-2 f-2 foo f-2 [
0 T 0 w 17
f-1 fo1
1 7 0 T 1
N~
f-1

Jo fo
0 Q et 1 Q

FI1GURE 3. Trois parametres ¢ € C pour lesquels 0 et 1 sont tous
deux prépériodiques pour f..
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Comme les ensembles S,, avec a € C, sont infinis dénombrables (voir la pro-
position 2.13), on peut se demander si les ensembles S, N Sy, avec a,b € C, sont
infinis. Baker et DeMarco ont répondu & cette question dans [BD11]. En utilisant
des arguments de théorie du potentiel et un résultat d’équidistribution de points de
petite hauteur par rapport & une hauteur adélique, ils ont montré que, pour tous
a,b € C, 'ensemble S, N Sy est infini si et seulement si a? = b2.

Comme ils 'ont souligné, leur démonstration n’est pas effective et ne permet pas
d’estimer le cardinal de ces ensembles lorsque ceux-ci sont finis. Dans leur article,
Baker et DeMarco ont conjecturé que —2, —1 et 0 sont les seuls parametres ¢ € C
pour lesquels 0 et 1 sont simultanément prépériodiques pour f, (voir 'exemple 2.17).
En localisant les parametres ¢ € C pour lesquels 0 et 1 ont tous deux une orbite
future bornée pour f. et en utilisant le fait que 0 est I'unique parametre ¢ € C qui
est contenu dans la cardioide principale de I’ensemble de Mandelbrot et pour lequel
le point 0 est prépériodique pour f., Buff a donné une preuve élémentaire de leur
conjecture dans [Bufl18].

En suivant son approche, nous complétons ici la description des ensembles
S, NS, lorsque a et b sont deux entiers tels que |a| # |b|. Plus précisément, nous
prouvons le résultat ci-dessous, qui affirme que les exemples 2.16 et 2.17 présentent
tous les parametres ¢ € C pour lesquels deux entiers distincts et non opposés sont
simultanément prépériodiques pour f.

THEOREME 2.18. Soient a,b € Z tels que |a| < |b]. Alors

— soita=0,b|=1etS, NS, ={-2,-1,0},

— soita=0, [b| =2 et S, NSy = {2},

— soit la| > 1, [b] = |a| +1 et S, NSy = {—a® — |a| — 1, —a® — |al},

— soit |b] > max {2, |a| + 1} et S, NSy = 2.

Afin de démontrer le théoreme 2.18, nous rappelons d’abord certains résultats
bien connus concernant la dynamique des polynémes quadratiques avant d’exploi-

ter ceux-ci dans ’espace des parametres. Notre démonstration est élémentaire et
n’utilise que des arguments basiques d’analyse et d’arithmétique.

2.2.2. La dynamique des polyndmes quadratiques. Nous étudions ici les
points prépériodiques pour les polynoémes f., avec ¢ € C.
Soit ¢ € C. Définissons
X. ={z € C: z est prépériodique pour f.}

et, pour m € N et n € N*| posons

xpn = {zeC: f2m(z) = fom ()}

Pour tout m € N et tout n € N*, 'ensemble X" est invariant par f., contient au
plus 2™+ ¢léments et ceux-ci sont précisément les points prépériodiques pour f,
avec prépériode inférieure ou égale a m et période divisant n. En particulier, on a

X.= |J am
meN, neN*
De plus, I'ensemble X, est complétement invariant par f. — c’est-a-dire, pour tout
z€C,ona f.(z) € X, si et seulement si z € X.

REMARQUE 2.19. Pour tout ¢ € C, comme f.(z) = f.(—z) pour tout z € C, les
ensembles X, et X", avec m,n € N*, sont symétriques par rapport a l’origine.
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Les ensembles X, avec ¢ € C, sont bornés. Plus précisément, on a :

ProproOSITION 2.20. Soit ¢ € C. Alors on a

14 /1+4|c|

Xe= ﬂ{ze@:|f§"(z)|§pc}, ot po=——5
neN

DEMONSTRATION. Pour tout z € C tel que |z| > p., on a
[fe(2)] = [2* = |e] > |z].

Par conséquent, si z € C vérifie |z| > p,, alors la suite (fS"(2)),,», tend vers oo, et
donc z n’est pas prépériodique pour f.. Comme ’ensemble X, est invariant par f,
ceci complete la démonstration de la proposition. ([

Etudions maintenant la dynamique de f. lorsque ¢ est réel. Soit ¢ € ]—oo7 ﬂ
Alors lapplication f.: R — R est continue, paire et strictement croissante sur R,
a deux points fixes o, < B. — avec égalité si et seulement si ¢ = + — donnés par

1
_1-y1-4c 14+ +v1—4c
- - vV- " —

o 3 et fB.=
et vérifie f.(z) > z pour tout z € |8, +oo[. Par conséquent, on a

fe ([_ﬁcvﬁc]) = [Ca ﬂc}

et la suite (f7"(2)), >0 tend vers +oo pour tout z € R\ [—fc, B].

1
04

fc ([7ﬂC7BC]) C [76075(:] ’
et donc, pour tout z € R, le point z a une orbite future bornée si et seulement si

z e [_607 Bc]

REMARQUE 2.21. Pour tout ¢ € C, on a p. = B_.

En particulier, si ¢ € [—2 ], alors on a

Décrivons de maniére plus précise la dynamique de f. lorsque ¢ € |—o0, —2].
Celle-ci est en correspondance avec la dynamique du décalage dans I’ensemble des
suites d’éléments de {—1,1}.

On appelle décalage I'application o de {—1,1}Y dans lui-méme qui & une suite
€ = (€n),>o associe (€,41),>- Pour m € N et n € N*, posons

D {E e {_1, 1}N . Uo(m-‘,—n)(s) — Jom(E)} ,

qui est l'ensemble des suites d’éléments de {—1,1} prépériodiques pour o avec
prépériode inférieure ou égale a m et période divisant n. Définissons également

= U =,
meN, neN*
qui est ’ensemble des suites prépériodiques d’éléments de {—1, 1}. Pour tout m € N
et tout n € N*, ensemble """ est invariant par o et contient exactement 2™+
éléments — chacun d’entre eux étant entierement déterminé par le choix de ses m+n
premiers termes. De plus, ’ensemble X est complétement invariant par o.
On a le résultat suivant :

PROPOSITION 2.22. Pour tout ¢ € |—o0, —2|, il existe une unique application
Ye: X — R qui rend le diagramme ci-dessous commutatif et vérifie egt.(€) > 0
pour tout € € X.
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g

b

b

Ve Ve

_—

Je

De plus, pour tout € € X2, on a

coe(e) € [P —c. 8]
pour tout ¢ € |—oo, —2] et lapplication (c: |]—o0, —2] — R définie par
Ce(e) = ¢e(e)
est continue.

Pour ¢ € |—o00,—2] et € € {—1,1}, notons g¢: [c, +oo[ — R, la bijection réci-
proque de f.: R, — [¢, +00[, qui est donnée par

gi(z) = evz —c.

Pour tout ¢ € ]—o0, —2] et tout € € {—1,1}, application g est bien définie sur

[7BC,6C] et on a
96 (=B ) = |ev/=Be—c.eBe] € [=Be 8]

Pour ¢ € |—00,—2] et € € {—1,1}", avec n € N*, notons alors g Papplication de
[—Be, Be] dans lui-méme définie par

9ge(z) =g o---oget(2).
Afin de démontrer la proposition 2.22, énoncons d’abord le lemme ci-dessous.

LEMME 2.23. Pour tout ¢ € |—o00,—2] et tout € € {—1,1}", avec n € N*,
Uapplication g5 admet un unique point fize 3c(c). De plus, pour tout € € {—1,1}",
avec n € N* | Dapplication ¢ — 3¢(c) est continue.

DEMONSTRATION DU LEMME 2.23. Montrons d’abord le fait suivant :

AFFIRMATION 2.24. Si ¢ € |—00,—-2], € € {=1,1}", avec n € N*, et 3 est un
point fixe pour ¢, alors 3 € X" et on a €; f27(3) > 0 pour tout j € {0,...,n—1}.

DEMONSTRATION DE L’AFFIRMATION 2.24. On a
feh(3) = f"egi(3) =3
De plus, X" est invariant par f.. Par suite, pour tout j € {0,...,n — 1}, on a
(3) =90 009t (5) € g9 ([ Bes Be)) N AT
et donc
& fG) € |V =B =] CRL

puisque €;+/—08. — c est prépériodique pour f. avec prépériode 2 et période 1. Ainsi,
Paffirmation est démontrée. (]
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Soient ¢ € |—o0,—2] et n € N*. Pour tout ¢ € {—1,1}", l'application g¢¢
admet un point fixe 3¢(c) d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires. D’apres
laffirmation 2.24, les points 3¢(c), avec € € {—1,1}", sont dans X>" et sont deux
a deux distincts. Par suite, comme X%" contient au plus 2" éléments, on a

XCOJL = {3:—:(0) RS {_1’ 1}n} .

De plus, pour tout € € {—1,1}", tout point fixe pour g¢ est dans X" et est différent
de 3¢ (c), avec &’ € {—1,1}"\ {e}, d’apres laffirmation 2.24. Par conséquent, 3¢(c)
est 'unique point fixe pour g¢ pour tout € € {—1,1}"™.

Soient € € {—1,1}", avec n € N*, et ¢y € |—00, —2]. Il reste a démontrer que
Papplication ¢ — 3c(c) est continue en cq. Pour tout ¢ € |—o00, —2], les racines du
polyndme f™(z) — z sont simples et sont précisément les 3./ (c), avec €’ € {—1,1}",
d’apres ce qui précede, et donc

FOEEEI | BCEF RGP
e'e{-1,1}»

Concluons alors avec un argument de continuité des racines. Pour ¢ € |—o0, —2],
choisissons e, € {—1,1}" pour lequel |3¢ (¢o) — 3¢.(c)| est minimal. Alors on a

e (co) —3e.(@1 < T Ise (co) = 30 (&)17™ = 112" (3e (c0)) — 3¢ (co)| ™™
e'e{—-1,1}n

pour tout ¢ € |—o0, —2], et donc 3¢, (¢) tend vers 3¢ (co) quand ¢ tend vers ¢y puisque
3e (co) € XCOO’". Par suite, d’apres affirmation 2.24, pour tout ¢ assez proche de ¢y,
ona €;f7 (3¢.(c)) > 0 pour tout j € {0,...,n—1}, et donc e, = €. Par conséquent,
3e(c) tend vers 3¢ (co) quand c tend vers cg. Ainsi, le lemme est démontré. O

Nous sommes maintenant en mesure de prouver la proposition 2.22.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 2.22. Soit ¢ € |—o0, —2]. Supposons
que P.: X — R est une application qui vérifie f. o ). = . 0 o et egih.(e) > 0
pour tout € € 3. Alors, pour tout € € X et tout n € N*, on a

Ye(€) = g0 0+ 0 gen (e (07 (€))) -

Par suite, si € € X est périodique avec période n € N*| alors 1.(g) est un point
fixe pour g5, ou €, = (€q, ..., €n—1), €t donc .(g) = 3, (¢). Par conséquent, pour
tout € € 3 avec prépériode m € N et période n € N*, on a

be(e) = gem (e (07 (€))) = g2 (32, ()

ol & = (€0y---,€m_1) €t €n = (€m,-- -, Emin_1), avec la convention que g2 désigne
lapplication identité de [—f,, Bc]. En particulier, une telle application t.: 3 — R
est nécessairement unique.

Pour € € ¥ avec prépériode m € N et période n € N*, définissons

Em = (€0y - ym-1)y €n=(Emy - €min-1) et U.(e)=g" (3¢,(c)) .
Si e € X est périodique avec période n € N*, alors on a
em=0(€)m =9, €,=(€0,.--sn_1) et o(e)n=1(€1,...,€n1,€0) ,
ce qui entraine

gg(e)" (feotpe(e)) = gct 0+ 09" (3, (c) = feo g™ (e (€) = feote(e),
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et donc
fc o QZJC(E) =d0(e)n — e 0 U(E) .
Si e € ¥ a pour prépériode m € N* et période n € N*, alors on a
Em = (€0y-- y€m-1), 0(&)m=1_(61,-.-,6m-1) et &, =0(&)n,

et donc
feothe(e) =ggt o 0gim ™! (3e,(c)) =1pcoa(e).

De plus, pour tout € € X, on a

bele) € g2 (1=Bes Bel) = [e0v/=Be — 0] € Ry

Ainsi, Iapplication 9.: ¥ — R ainsi définie a les propriétés demandées.
Enfin, pour tout € € X, 'application (¢: ¢ — ¥.(g) est continue d’apres le
lemme 2.23. Ainsi, la proposition est démontrée. O

REMARQUE 2.25. Si ¢ € |—00,—2] et g,&’ € X sont tels que g = —¢( et

o(e) = o (), alors ¢.(e) = —p. (¢').

Remarquons que la démonstration de la proposition 2.22 donne des formules
explicites pour les applications (. avec e € ™! et m € N.

EXEMPLE 2.26. Soit € € {—1,1}. Alors
— pour € € B! donné par eg =€ et e, = —1, on a

Ce:cr 1/Jc(€) = —€Qc ]
— pour € € 8! donné par eg =eet e; =1, on a

Ce:c ¢c(€) =eBe;

— pour e € X% donné par eg =€, e =l et e = —1, on a
Ce: e Ye(e) = e/—ae — ¢
— pour € € %! donné par eg =€, e, = —let e =1, 0on a

(et e the(e) = e/ —Bc —c.

Le résultat suivant établit un lien entre les points prépériodiques pour f., avec
¢ € ]—00, —2], et les suites prépériodiques d’éléments de {—1,1} (voir la figure 4).

PROPOSITION 2.27. Soit ¢ € |—o0, —2]. Alors, pour tout m € N et tout n € N*,
Uensemble X™™ est inclus dans R et on a

Xcm,n = 1;[10 (zm’n) - [_ﬁmﬁc] .
De plus, sic € |—o0,—2[, alors Uapplication 1.: ¥ — R est injective.

DEMONSTRATION. Pour tout n € N, on a f" o). = 1. 0 0°™. Par conséquent,
on a ¢, (X™") C X™™ pour tout m € N et tout n € N*.
Supposons que ¢ € |—oo, —2[. Alors, pour tout € € X et tout n € N, on a

" (Wele)) = e (0°7(€)) € [VBe — e ] C RS

Par suite, 'application 1. est injective. Par conséquent, pour tout m € N et tout
n € N*, comme X™™ contient au plus 2"*" éléments, on a 1, (X™") = X",
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FIGURE 4. Courbes représentatives des applications z — f2"(z),
avec ¢ € |—oo, —2] fixé et n € {0,...,3}.

Soient m € N, n € N* et 29 € X"5". Il reste & démontrer que zy € P_o (Z™").
Pour tout ¢ € |—00, —2, les racines du polynome ™™™ (z) — fo™(z) sont simples
et sont précisément les 1.(e), avec € € £™"  d’aprés ce qui précede, et donc

e = ez = 1 (= wele)) -
ecxmn

Par suite, pour tout ¢ € |—o0, —2], on a

min, |0~ we(@)l < ] 1z —wel@) 77 = [ £ (o) = £ (0)| 7

ecxmm™
ecxm,n

Par conséquent, comme zg € X"'5" et les applications (¢ : ¢ — .(€), avece € ™",
sont continues en —2, on a zg € Y_o (X™"). Ainsi, la proposition est démontrée. [

REMARQUE 2.28. En utilisant la proposition 2.27 et le théoreme de Montel, on
peut montrer que, pour tout ¢ € |—oo, —2], 'ensemble de Julia J;, du polynéme f.
est contenu dans [— 0., B¢

Notons que 'application 1_o n’est pas injective. Plus précisément, on a :

PROPOSITION 2.29. Pour tous €,&’ € X distincts, on a Y_2(e) = Y_o (') si
et seulement si il existe un entier m > 2 tel que €,&' € ™1, € = e;- pour tout
J€{0,....m—3}, em—a=—€, o, €m-1=¢€,_1=—1 et e, =¢, =1.
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DEMONSTRATION. Soient €,&’ € X distincts tels que ¥_s(g) = 1)_o (€'). Alors,
pour tout n € N, on a

enfo (P-2(€)) 20 et € 5 (Y-2(e)) > 0.

Par suite, comme € # €, il existe m € N, que I'on peut supposer minimal, tel que

129 (—2(€)) = 0. Pour tout n € {0, ..., m—1}, les inégalités ci-dessus sont strictes,
et donc ¢, = €),. De plus, on a fig"H) (Y_2(e)) = =2 et f°% (v_2(e)) = 2 pour
tout n > m + 2, et donc €41 =€, ,; = —1 et €, =€, = 1 pour tout n > m + 2.
Ainsi, les suites € et € ont les relations désirées.
Réciproquement, notons que, pour € € 2! tel que e = —1l et e =1, on a
Y_2(e) = €0/ —B-2 — (-2) = 0.
Par conséquent, sim > 2 et € € »™1 vérifie €,,_1 = —1 et €,, = 1, alors on a

voale) = 05 (0a (2 2(e)) ) = 65 0),
qui ne dépend pas de €,,_5. Ceci complete la démonstration de la proposition. [

REMARQUE 2.30. D’apres les propositions 2.27 et 2.29, pour tout m € N et tout
n € N*, 'ensemble X" admet exactement 2" éléments si m = 0 et 2" +"—2m=141
éléments si m > 1.

REMARQUE 2.31. On peut en fait décrire application ¥_s de maniere explicite.
Pour € € X, notons (d,(€)),,>, la suite d’éléments de {0, 1} définie par

5ole) = On—1(€) sie, =1
T 1= 6nli(e) siey=-1"

N

ot _1(g) = 0 par convention. Alors Papplication _5: 3 — R est donnée par
+o00
on (e
_2(g) = 2cos <7TZ 21&3) )
n=0

2.2.3. Retour a I’espace des parameétres. Nous exploitons ici les résultats
obtenus dans I’espace dynamique pour en déduire des énoncés concernant 1’espace
des parameétres.

Notons que, pour tout a € C et tout ¢ € C,ona c € S, si et seulement si a € X,
et, pour tout m € N et tout n € N*, on a ¢ € §»" si et seulement si a € A",

Les ensembles S,, avec a € C, sont bornés. Plus précisément, en utilisant la
proposition 2.20, on obtient le résultat suivant :

PROPOSITION 2.32. Soit a € C. Alors on a
S.c{ceC:lef<R.}, ot Rg=la®>+]a2+1+1.
DEMONSTRATION. Sic € S,, alors on a
le| = laf* <|fe(a)] < pe

d’aprés la proposition 2.20, et donc ¢ (|c]) < |a|?, ot ¢p: Ry — R est donnée par

14+ 144z
olx) =z — — -
De plus, lapplication ¢ est strictement croissante et vérifie p (R,) = |a|?. Ceci

complete la démonstration de la proposition. [
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o
T
=)
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F1GURE 5. Courbes représentatives des applications (., avec € € E?’l.

Décrivons plus précisément I’ensemble S, lorsque a € R\ [-2,2].
Soit € € {—1,1}. Pour m € N et n € N*, posons

B = {5 = (€);zg €T™" 160 = 6} .
Définissons également
e = U x0Tt = {5 = ()50 EX e = 6} :
meN, neN*

Pour tout m € N et tout n € N*, 'ensemble X" contient exactement 2m+n~1
éléments — chacun d’entre eux étant entierement déterminé par le choix de ses

termes avec indices dans {1,...,m+n —1}.
Soit a € R\ [—2,2]. Alors
— pour € € Ezéi(a) donné par €; = —1 et €5 = 1, ’application

sgn(a)le: c— /=B —¢

est strictement décroissante sur |—oo, —2] et on a (¢ (¢, ) = a, ol

e, =—a*—+Va2+1-1€8>,

LI donné par €; = 1, application

— pour € € Esgn(a)
sgn(a)Ce: ¢ = fBe
est strictement décroissante sur |—oo, —2] et on a (¢ (¢}) = a, ou
ct =—a*+1a| € SH.

REMARQUE 2.33. Pour tout a € C tel que |a| > 2, on a R, = —Clg-

Le résultat suivant établit un lien entre les éléments de S,, avec a € R\ [-2,2],
et les suites prépériodiques d’éléments de {—1, 1} (voir les figures 5 et 6).
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FIGURE 6. Courbes représentatives des applications ¢ — f2"(a),
avec a € [2,4oo] fixé et n € {0,...,3}.

PROPOSITION 2.34. Soit a € R\ [—2,2]. Alors il existe une unique application
Ya: Zlsgn(a) — ]—OO, _2]

qui vérifie G (Va(€)) = a pour tout € € gy (q)- De plus, Uapplication ~y, est injective
et, pour tout m € N et tout n € N*, lensemble S]*™ est inclus dans R et on a

S =, (E;Z’rﬁa)) C [eq.ef] .

DEMONSTRATION. Pour tout € € Xy (q), 0N a

sgn(a)Ce (¢ ) 2 \/ =B —ca =la| et sgn(a)Ce (cf) < By = lal,

et donc il existe v,(g) € [c,,cl] tel que (e (7a(€)) = a d’apres le théoreme des
valeurs intermédiaires. Montrons maintenant le fait ci-dessous, qui se déduit des
propositions 2.27 et 2.29.

AFFIRMATION 2.35. Siy € |—o00, —2], alors il existe au plus un € € X tel que
() = a. De plus, si 7 € J=00,2] et & € E™", avecm € N et n € N', vérifient
Ce(y) = a, alors v € S™".

DEMONSTRATION DE L’AFFIRMATION 2.35. Soient v € |—o00, —2] et € € ¥ qui
vérifient (c(y) = a. Alors on a 1, (e) = a, et en particulier v € S si e € ™",
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avec m € Net n € N*. Si v < —2, alors un tel € € ¥ est nécessairement unique

puisque 'application 1), est injective d’apres la proposition 2.27. Si v = —2, alors
2 < la| = |[¢—2(e)| < P2 =2,

ce qui entraine ¢_s(g) = sgn(a)B_z, et donc e est I'élément de X!

sgn(a
€1 = 1 d’apres la proposition 2.29. Ainsi, I’affirmation est démontrée. [

) défini par

D’apres laffirmation 2.35, I'application v, ainsi définie est injective et vérifie
Ya (E:glgzaﬂ C 8™ pour tout m € N et tout n € N*. Par suite, pour tout m € N
et tout n € N*, comme l’ensemble S”" contient au plus 2™~ éléments, on a

Ya (E:;ﬂa)) = §;". Par conséquent, pour tout € € Xy, (q), le parametre v, () est
Punique élément v € ]—o0, —2] tel que (c(7) = a d’apres affirmation 2.35. Ainsi,

la proposition est démontrée. O

REMARQUE 2.36. En utilisant la proposition 2.34 et le théoréme de Montel, on
peut montrer que, pour tout a € R\ [—2, 2], 'ensemble des paramétres ¢ € C pour
lesquels le point a a une orbite future bornée pour f. est contenu dans [c, , ¢ ].

a’ra

Soit a € Z. Alors les éléments de S, sont précisément les racines des polynémes
5(7'L+7L)(a) — fo™(a), avec m € N et n € N*, qui sont unitaires et dans Z[c|. Par
conséquent, on a le résultat ci-dessous.
Notons Q la fermeture algébrique de Q dans C.

PROPOSITION 2.37. Soit a € Z. Alors S, est inclus dans l’ensemble des entiers
algébriques et est invariant pour l'action de Gal (Q/Q).

Afin de prouver le théoréme 2.18, énongons également le lemme ci-dessous, qui
est un cas particulier d'un théoréme de Kronecker.

LEMME 2.38. Soientn € Z et ¢ un entier algébrique dont tous les conjugués de
Galois sont dans In — 2,n]. Alorsc=n—1 ou ¢ = n.

DEMONSTRATION. Posons v = ¢ —n + 1. Alors «y est un entier algébrique dont
tous les conjugués de Galois 71, ...,74, avec d € N*| sont dans l'intervalle |—1, 1].
Par conséquent, on a

d
H’YJ € ]_171] NZ= {071}7
j=1
et donc soit il existe j € {1,...,d} tel que v; = 0, auquel cas v = 0, soit 7; = 1
pour tout j € {1,...,d}. Ainsi, soit ¢ =n — 1 soit ¢ = n. (Il
Enfin, démontrons le théoréme 2.18.

DEMONSTRATION DU THEOREME 2.18. Supposons que a = 0 et |b| = 1. Pour
tout ¢ € Sy, on a |¢| < 2 d’apres la proposition 2.32, et donc p. < 2. Par conséquent,
pour tout ¢ € S, NSy, on a [fo"(0)| < 2 et |f2"(1)] < 2 pour tout n € N d’apres la
remarque 2.19 et la proposition 2.20. Posons

E={ceC:lc+1>1}n{ceC:R(c) < -1}
et

51{CGC:|0+1|21}Q{06C:

c+i’z;}m{cec:§ﬁ(0)z1}.
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En utilisant le principe du maximum, on peut montrer que | 1o (O)| > 2 pour tout
c € &y, avec égalité si et seulement si ¢ = —2, et que |fC°3(1)| > 2 pour tout ¢ € &;.
Par conséquent, on a

SaﬂSbC{—Q}U{CEC:C—Fl<1}U{C€C:

n 1 < 1
c+ - — 5.
4 2
Soit ¢ € C non nul tel que |c + i| < % Définissons

PO =N -2 -1=(A-1-v2) (A\=1++2) eC].
On a M{*(\) = A2 — 2X + 4¢, et donc M{*(0) # 0 et

. ]2 .
M () = P ()] = e+ 112 < 4 < 45in(0)? + 4 = |P ()

pour tout # € R. Par suite, f. admet un point fixe attractif zyp € C qui n’est pas
superattractif d’apres le théoreme de Rouché, et l'orbite future du point critique 0

pour f. admet zp comme unique point d’accumulation (voir [CG93, Chapter III,
Theorem 2.2]). En particulier, 0 n’est pas prépériodique pour f.. Ainsi, on a

8.NS, C{~2}U{ceC:c+1|<1}U{0}.

De plus, S, N Sy est inclus dans 'ensemble des entiers algébriques et est invariant
pour l'action de Gal (Q/Q) d’apres la proposition 2.37. Par conséquent, S, NSy, est
inclus dans {—2, —1,0} d’aprés le théoréeme de Kronecker. Réciproquement, on a

—2e82nst, —1e822nS)? et 0e8MnsHt.

Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur & [Buf18, Proposition 6].
Supposons donc que |[b] > 2. D’apres les propositions 2.32, 2.34 et 2.37, S, NS,
est contenu dans ’ensemble des entiers algébriques, est invariant par I'action de

Gal (@/ Q) et vérifie
8.NS, C{ceC:lc <RIN[e;.¢f] -
Supposons que a = 0. Alors on a
f ==+ b <-2=-R,,

avec égalité si et seulement si |b] = 2. Par conséquent, S, NS, C {—2} si [b] =2 et
S, NSy, = @ sinon. Réciproquement, on a —2 € S NS, si [b] = 2.
Supposons maintenant que |a| > 1. Alors on a

c[f—2<—Ra:—a2—\/m—1<—a2—\a|:c;r si |bl=]a]+1
et
c;:—b2+|b|<—a2—\/m—1:—Ra si |b] >a] +2.
Par conséquent,
S.NS, Cc{—a®—la|—1,—-a*—|a|]} si [b=la]+1
d’aprés le lemme 2.38 et S, NS, = @ sinon. Réciproquement, on a
—a?—la| —1€8?N8? et —a*—laleSHNSt si bl =]a| +1.

Ainsi, le théoréme est démontré. [
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2.3. Polyndémes avec multiplicateurs entiers ou rationnels

2.3.1. Introduction. Nous examinons ici les polynémes complexes dont tous
les multiplicateurs sont entiers — ou rationnels. Comme tout polynéme complexe est
conjugué a un polyndéme unitaire et le multiplicateur est invariant par conjugaison,
cela revient a étudier les polyndmes unitaires complexes dont tous les polynémes
multiplicateurs sont scindés sur Z — ou Q — d’apres le corollaire 1.45.

Nous étudierons cette méme question dans le cadre plus général des fractions
rationnelles complexes au chapitre 4.

Fixons un entier d > 2. Introduisons deux classes de conjugaison particuliéres.

DEFINITION 2.39. On dit qu'un polynéme f € Poly,(C) est une application

puissance s'il est conjugué a fo(z) = 2%

I existe un unique polynéme Tj; € PolyY (C) qui vérifie
Ty (z + 271) =204 7%,
On lappelle le d-ieme polynéme de Tchebychev.
EXEMPLE 2.40. On a Th(2) = 22 — 2 et T3(2) = 23 — 3.
DEFINITION 2.41. On dit qu'un polyndme f € Poly,(C) est une application de
Tchebychev s’il est conjugué a +Ty.

REMARQUE 2.42. Les polynémes —7y et Ty sont conjugués si et seulement si
d est pair.

Ces classes de conjugaison de polynomes ont la propriété bien connue suivante :

PROPOSITION 2.43. Soit f € Poly,(C) une application puissance ou une appli-
cation de Tchebychev. Alors f a un multiplicateur entier en chaque cycle.

DEMONSTRATION. D’aprés I'exemple 1.8, le multiplicateur de fp au point fixe
0 est égal a 0 et, pour tout point périodique zg € C* pour fy avec période n € N*,
le multiplicateur de fy en 2o est égal a d™.

Soit € € {—1,1}, et examinons les multiplicateurs du polynéme €T}. Soit w € C
une racine (d — 1)-iéme de €, et posons

#(z) =wz+w 27t € C(2).
Alors on a
eTyop(z) =€ ((wz)? + (wz) %) =wzl + w27 = ¢ o fo(2).

Soit zp € C un point périodique pour €Ty avec période n € N*. Il existe wy € C*
tel que zg = ¢ (wp), et on a

-1 _ {UJO} si wg = +w!
o~ ({zh) = {{wo,waO_l} sinon '

De plus, on a (¢1y)*"o¢ = ¢ofs™, et donc f§™ induit une permutation de ¢=* ({20}).

Supposons que wy = F+w~t. Alors on a ¢ (wg) = 0 et ¢ (wy) = £2w? et wy
est un point fixe pour f3". Par conséquent, en dérivant deux fois de suite 1'égalité
(€Ty)*™ 0 ¢ = ¢ o f§™ en wy, on obtient

((eTw)™)" (20) " (wo) = (f§™)' (wo)? ¢ (wo) = d*"¢" (wp)

et donc le multiplicateur de €T} en 2z est égal & d>".
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Supposons que wg # Fw~t. Alors on a ¢’ (wg) # 0 et wp est un point fixe pour
f$2™. Par conséquent, en dérivant I'égalité (¢1,)*" o = ¢ o f2" en wp, on obtient

((eTa)°™) (20)% ¢’ (wo) = (57" (wo) &' (wo) = d*"¢' (wo)

et donc le multiplicateur de €Ty en zg est égal & +=d™. Ceci complete la démonstration
de la proposition. O

On s’intéresse ici a la réciproque de la proposition 2.43. Dans [Mil06], Milnor
a conjecturé que les applications puissances et les applications de Tchebychev sont
les seuls polyndémes complexes qui n’ont que des multiplicateurs entiers. On peut
également poser la question plus générale suivante :

QUESTION 2.44. Soient K un corps de nombres, Ok son anneau des entiers et
f € Poly,(C) dont le multiplicateur en chaque cycle est dans Ok — ou K. Alors f
est-il nécessairement une application puissance ou une application de Tchebychev ?

A la connaissance de Pauteur, cette question n’a pas étudiée auparavant. Celle-
ci est analogue aux questions concernant les points prépériodiques rationnels pour
un polynodme, qui ont regu beaucoup d’attention (voir [BIJT19] et [Sil07]).

Dans [EvS11], Eremenko et van Strien ont étudié les polynémes complexes
dont tous les multiplicateurs sont réels. Plus précisément, ils ont montré qu’un
polynéme f € Poly,(C) a cette propriété si et seulement si son ensemble de Julia
Jy est contenu dans un segment ou un cercle.

Nous répondons ici & la question 2.44 dans le cas des nombres rationnels et des
polynémes unicritiques.

THEOREME 2.45. Soit f € Poly,(C) un polyndme unicritique dont tous les
multiplicateurs sont rationnels. Alors [ est soit une application puissance soit une
application de Tchebychev.

REMARQUE 2.46. Le polynome T, admet exactement d — 1 points critiques, qui
Jm

sont donnés par 2 cos (7) avec j € {1,...,d — 1}. En particulier, une application
de Tchebychev est unicritique si et seulement si elle est de degré 2.

D’apres la proposition 1.10 et le corollaire 1.45, pour prouver le théoreme 2.45,
nous sommes ramenés a déterminer I’ensemble des parametres ¢ € C pour lesquels
les polyndémes M/Je, avec n € N*, sont scindés sur Q. En fait, nous verrons que, pour
démontrer le théoréme 2.45, il suffit d’examiner les polynémes M,, pour seulement
quelques petites valeurs de n.

En utilisant des arguments similaires, nous montrons que la question 2.44 admet
également une réponse positive dans le cas des entiers et des polyndémes cubiques
avec symétries. En fait, on a le résultat plus précis ci-dessous.

On dit que f € Poly,(C) est un polynéme avec symétries ’il existe ¢ € Poly, (C)
différent de I tel que ¢po f = f o ¢.

THEOREME 2.47. Soit f € Poly4(C) un polynéme cubique avec symétries qui a
un multiplicateur entier en chaque cycle avec période inférieure ou égale a 3. Alors
f est soit une application puissance soit une application de Tchebychev.

2.3.2. Le cas des polyndmes quadratiques. Etudions ici les polynomes
quadratiques dont les multiplicateurs sont entiers — ou rationnels.
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Supposons que d = 2. Alors, pour tout ¢ € C, le polynoéme f. est une application
puissance si et seulement ¢ = 0 et est une application de Tchebychev si et seulement
sic=—2.

Examinons d’abord les polyndémes quadratiques avec multiplicateurs entiers.
D’apres le corollaire 1.45, pour tout ¢ € C, le polyndéme f. a un multiplicateur
entier en chaque cycle avec période 1 ou 2 si et seulement si les polynémes

M{c(\) =X =2\ +4c et MJ(\)=\—4c—4

sont scindés sur Z, ce qui se produit si et seulement il existe m € Z tel que ¢ = 17;"2

En particulier, il existe une infinité de tels parametres ¢ € C. En revanche, en
considérant également les multiplicateurs aux cycles avec période 3, on obtient le
résultat suivant :

PROPOSITION 2.48. Soit f € Poly,(C) qui a un multiplicateur entier en chaque
cycle avec période inférieure ou égale a 3. Alors f est soit une application puissance
soit une application de Tchebychev.

DEMONSTRATION. D’aprés la proposition 1.10, il existe un paramétre ¢ € C
tel que f est conjugué a f.. D’apres le corollaire 1.45, les polynomes

Mic(\) = X2 =2 +4c et MI(A) = A2 + (=8¢ — 16) A + 64¢ + 128¢ + 64c + 64
sont scindés sur Z, et donc 4c¢ est un entier et
Ai(c) = —2%(4c—1) et As(c) = —2%(4c + 7)(4c)?
sont des carrés d’entiers. Par conséquent, soit ¢ = 0 soit il existe a,b € N tels que
—(dc—1)=a® et —(4c+7) =102,

Dans le second cas, on a (a — b)(a + b) = 8, ce qui entraine
a—b=1 a—b=2
a+b=8 M a+b=4"
et donc (a,b) = (3,1) et ¢ = —2. Ainsi, la proposition est démontrée. O

Examinons maintenant les polynémes quadratiques dont les multiplicateurs
sont rationnels. Il existe une infinité de parametres ¢ € C pour lesquels le polyndéme
fe a un multiplicateur rationnel en chaque cycle avec période inférieure ou égale
a 3. Plus précisément, un parametre ¢ € C a cette propriété si et seulement si ¢
est rationnel et Aj(c) et Az(c) sont des carrés de nombres rationnels, ce qui se
produit si et seulement si ¢ = 0 ou il existe r € Q* tel que ¢ = %. En
revanche, en considérant aussi les multiplicateurs aux cycles avec période 4, nous
sommes amenés a examiner les points rationnels sur une certaine courbe elliptique
et on obtient le résultat ci-dessous, qui précise le théoreme 2.45 dans le cas des
polynémes quadratiques.

PROPOSITION 2.49. Soit f € Poly,(C) qui a un multiplicateur rationnel en
chaque cycle avec période inférieure ou égale a 4. Alors [ est soit une application
puissance soit une application de Tchebychev.

DEMONSTRATION. D’aprés la proposition 1.10, il existe un parameétre ¢ € C
tel que f est conjugué a f.. D’apres le corollaire 1.45, les polynomes

MM\ =XA—dc—4
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et
M (\) = X* + (16¢% — 48) A% + (—256¢* — 256¢ + 2567 + T68) A
— 4096¢° — 12288¢5 — 12288¢* — 12288¢% — 8192¢% — 4096
sont scindés sur Q, et donc ¢ est rationnel et
Ay(c) = =27 (64¢” + 144¢% + 108c + 135) (c + 2)c°
est le carré d’un nombre rationnel. S’il existe r € Q tel que

— (64c® + 144¢* + 108 + 135) = r?,

alors ¢ # 773 et les nombres rationnels a = 3(” 4;_1f3) et b= g((i’;rl;)) vérifient
5 3, —4(64¢® +144¢* +108¢+ 1354 72)
a’+b°—4= =0,
(4c+3)3
ce qui contredit le fait que I’équation diophantienne x> + 3% = 423 n’admet pas de
solution (z,y, z) € Z3 avec z # 0 d’aprés le lemme B.1. Par conséquent, soit ¢ = —2
soit ¢ = 0. Ainsi, la proposition est démontrée. (Il

REMARQUE 2.50. En utilisant [EvS11, Theorem 1], on peut montrer que, pour
tout ¢ € C, le polynéme f. a un multiplicateur réel en chaque cycle si et seulement
si ¢ € ]—00, —2]U{0}. En particulier, la propriété de n’avoir que des multiplicateurs
réels ne caractérise pas les applications puissances et les applications de Tchebychev
parmi les polynémes quadratiques.

2.3.3. Le cas des polyndémes unicritiques de degré au moins 3. Nous
verrons ici que, contrairement au cas des polynémes quadratiques, les applications
puissances sont les seuls polyndmes unicritiques de degré au moins 3 qui n’ont que
des multiplicateurs réels. Notons que, pour tout ¢ € C, le polynéme f. est une
application puissance si et seulement si ¢ = 0.

Supposons que d = 3. D’apres le corollaire 1.45, pour tout ¢ € C, le polynoéme
fe a un multiplicateur réel en chaque point fixe si et seulement si le polynéme

MIe(X) = A% — 6A2 + 91 — 2762
est scindé sur R, ce qui se produit si et seulement si ¢? est réel et
Aq(c) ==3%(27¢> —4)* > 0

ou, de maniere équivalente, si et seulement si ¢ € [0, 5+ ]. En particulier, les appli-
cations puissances ne sont pas les seuls polyndmes unicritiques de degré 3 dont le
multiplicateur en chaque point fixe est réel.

Il existe aussi une infinité de parametres ¢ € C pour lesquels le polynéme f. a
un multiplicateur rationnel en chaque point fixe. Plus précisément, en examinant
ces parametres, nous sommes amenés a déterminer I’ensemble des points rationnels

sur une ellipse, et on obtient le résultat suivant :

PROPOSITION 2.51. Pour tout ¢ € C, le polynéme f. a un multiplicateur ra-

4(r2=1)?
tionnel en chaque point fize si et seulement si il existe r € Q tel que ¢ = %
DEMONSTRATION. Soit ¢ € C. D’apres le corollaire 1.45, le polyndéme f. a un
multiplicateur rationnel en chaque point fixe si et seulement si le polynéme M. 1f ¢ est

scindé sur Q, ce qui se produit si et seulement si le ° est dans Q[)\] et admet une
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racine rationnelle et A;(c) est le carré d’un nombre rationnel. Le polynome M
admet une racine rationnelle si et seulement si il existe a € Q tel que

27¢% = a® — 6a® + 9a = a(a — 3)?,
auquel cas on a MJ* € Q[ et
Ai(c) = —33%a(a — 4)(a — 1)*(a — 3)*.
De plus, pour tout a € Q, le nombre
—3%a(a —4)(a — 1)*(a — 3)?
est le carré d’un nombre rationnel si et seulement si —3a(a — 4) Pest aussi puisque

—3a(a — 4) = 32 lorsque a € {1,3}. Par suite, le polynéme f,. a un multiplicateur
rationnel en chaque point fixe si et seulement si il existe a,b € Q tels que

27 =a(a—3)® et 3a(a—4)+b>=0.
Pour tous a,b € Q, on a 3a(a —4) +b* = 0 si et seulement si soit (a,b) = (0, 0) soit
a # 0 et il existe r € Q tel que b = ra et 3a(a — 4) +r%a® = 0, ce qui se produit si
et seulement si soit (a,b) = (0,0) soit il existe r € Q tel que (a,b) = (%, rlzirg).
Par conséquent, le polynome f. a un multiplicateur rationnel en chaque point fixe

. . oo 4(r2-1)?
si et seulement si ¢ = 0 ou il existe r € Q tel que ¢ = ﬁ
4(r2-1)*

(r2+3)°

. De plus, on a
= 0 lorsque r = +1. Ainsi, la proposition est démontrée. O

En revanche, en considérant également les multiplicateurs aux cycles avec pé-
riode 2, on obtient le résultat ci-dessous, qui précise le théoréme 2.45 dans le cas
des polynomes unicritiques de degré 3.

PROPOSITION 2.52. Soit f € Polys(C) qui a un multiplicateur réel en chaque
cycle avec période 1 ou 2. Alors f est une application puissance.

DEMONSTRATION. D’apres la proposition 1.10, il existe un parametre ¢ € C
tel que f est conjugué a f.. D’apres le corollaire 1.45, les polynomes
M{e(\) = N\ —6)\2 + 9\ — 27¢2
et
M (N) = N> — 2702 + (162¢% + 243) X — 729¢* — 1458¢> — 729
sont scindés sur R, et donc ¢? est réel et
Ai(c) ==3%(27¢ =4) * >0 et As(c)=-3"(27c*+32) ° > 0.

Par conséquent, on a

-32 4
2 _— — | =
¢ 6[27,0%[0,27} 0}
Ainsi, la proposition est démontrée. O

Examinons enfin les polynémes unicritiques de degré au moins 4 avec multi-
plicateurs réels. Contrairement au cas des polynémes unicritiques de de degré 3,
la propriété d’avoir un multiplicateur réel en chaque point fixe caractérise ici les
applications puissances.

PROPOSITION 2.53. Soit f € Poly,(C), avec d > 4, qui a multiplicateur réel en
chaque point fize. Alors f est une application puissance.
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DEMONSTRATION. D’aprés la proposition 1.10, il existe un parametre ¢ € C tel
que f est conjugué a f.. D’apres le corollaire 1.45 et ’exemple 1.48, le polynoéme

M{c(A) = AA = )" + (=d)%et!
est scindé sur R, et donc il en est de méme du polynoéme
L) = XM (At 4 d) = (—d)4e A 4 dh + 1
et, d’apres le théoréeme de Rolle, de son polynéme dérivé
L'(N) = (=1)%a® eI 44,
Par conséquent, on a ¢ = 0 puisque ’ensemble des racines de L’ est invariant par

multiplication par une racine (d — 1)-iéme de 1'unité et d > 4. Ainsi, la proposition
est démontrée. O

Finalement, nous avons démontré le théoreme 2.45, qui est une conséquence
immédiate des propositions 2.49, 2.52 et 2.53.

2.3.4. Le cas des polyndémes cubiques avec symétries. Nous employons
ici la méme stratégie pour démontrer le théoreme 2.47.

Pour cela, déterminons d’abord une forme normale pour les polynémes cubiques
avec symétries. Pour a € C, posons

ga(2) = 2% + az € Poly§ (C) .

Pour tout a € C, le polynoéme g, est un polyndme cubique avec symétries puisque
Ja(—2) = —ga(z) et il fixe le point 0 avec multiplicateur a. De plus, on a le résultat
bien connu suivant :

PROPOSITION 2.54. Soit f € Poly;(C) un polynéome cubique avec symétries.
Alors il existe un unique paramétre a € C tel que f est conjugué a g, -

DEMONSTRATION. Il existe a,b € C tels que f est conjugué a
Gan(2) = 2° + az + b € Poly;(C) .
Pour tout ¢(z) = az + § dans Poly, (C), avec « € C* et § € C, on a

3 2 2 3
z 38z 3
¢oga’bo¢_1(2):f2— 62 +<i+a>z—62—aﬁ+ab+ﬁ7
o e e e
qui est unitaire centré si et seulement si &« = +1 et 8 = 0. De plus, si ¢(z) = —z,
alors on a ¢ o g, p 0 ¢~ = g4 —p. Ceci compléte la preuve de la proposition. (Il

Contrairement a la famille des polyndémes unicritiques de degré 3, la famille
des polyndémes cubiques avec symétries contient a la fois les applications puissances
et les applications de Tchebychev de degré 3. Plus précisément, pour tout a € C,
le polynéme g, est une application puissance si et seulement si a = 0 et est une
application de Tchebychev si et seulement si a = +3.

En utilisant le logiciel SageMath, on peut calculer les polynémes Mg, avec
ac€Cetne{l,23}.

EXEMPLE 2.55. Pour tout a € C, on a
M{“(A) = (A —a)(A +2a — 3)?,
ME=(\) = (\ —4a® — 120 — 9) (A + 24> — 9)°
M3*(X) = N3(a,\)?,
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ol N3 € Zla, \] est défini par
Ns(a,\) = A* + (2a® + 124 — 18a — 108) A
+ (—48a°® — 724" + 396a" + 486a° — 324a” + 1458a + 4374) \?
+ (320 — 792a” — 4324a° + 5832a° + 58324 — 7290a” — 87484
— 39366a — 78732) A + 256a'* + 384a'! — 4608a'" — 69124°
+ 2462448 + 36936a” — 2332845 — 349924 — 131220a*
— 196830a® + 2361964 + 354294a + 531441 .

De plus, on a
discy N3(a, \) = 2'23'2Dy(a) (4a® + 12a* — 3a — 27)% (a — 3)*(a + 3)*a'?,
ou discy désigne le discriminant par rapport a A et D3 € Z[a] est donné par
Ds(a) = 4a® 4 16a™ — 35a° — 206a° — 113a* + 376a> + 7154 + 1690a + 2197 .

D’apres le corollaire 1.45, pour tout a € C, le polynéme g, a un multiplicateur
entier en chaque cycle avec période 1 ou 2 si et seulement si a est entier. En revanche,
en considérant également les multiplicateurs aux cycles avec période 3, on obtient
le théoréme 2.47.

DEMONSTRATION DU THEOREME 2.47. D’aprés la proposition 2.54, il existe
un parametre a € C tel que f est conjugué a g,. D’apres le corollaire 1.45, les
polynomes M7 et M5* sont scindés sur Z, et donc a est un entier et

discy N3(a, ) = 2'?3'2D3(a) (4a® + 12a® — 3a — 27)2 (a—3)*(a+3)%a'?
est le carré d’'un entier. Remarquons que, si
Ds(a) = 4a® 4 16a” — 35a° — 206a° — 113a* + 376a> + 715a* + 1690a + 2197

est le carré d’un entier, alors sa classe résiduelle dans Z/32Z est un carré, et donc
a =1 (mod 8). De plus, notons que D3(1+8b) n’est pas le carré d’un entier lorsque
be{-7,...,13}etona

L(b)? < D3(1 + 8b) < (L(b) +1)*
pour tout b € Z\ {-7,...,13}, ot
L(b) = 8192b* + 6144b° + 720b* — 252b — 50.

Par conséquent, D3(a) n’est pas le carré d’un entier, et donc a € {—3,0,3}. Ainsi,
la proposition est démontrée. ([

En utilisant le logiciel SageMath, on observe que D3(a) n’est pas le carré d’un
nombre rationnel lorsque a est un nombre rationnel de hauteur au plus 10*. Ainsi,
il est vraisemblable que la question ci-dessous admet une réponse négative, ce qui
impliquerait que tout polyndéme cubique avec symétries qui a un multiplicateur
rationnel en chaque cycle avec période inférieure ou égale a 3 est soit une application
puissance soit une application de Tchebychev.

QUESTION 2.56. La courbe hyperelliptique de genre 3 définie par b = D3(a)
admet-elle un point rationnel en dehors des deux points & l'infini 7
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REMARQUE 2.57. Notons que la courbe de genre 1 donnée par N3(a,\) = 0
9 1647

munie du point (5, T) définit une courbe elliptique E sur Q. En utilisant le
logiciel Magma, on obtient que son groupe des points rationnels E(Q) est un groupe
abélien libre de rang 1. En particulier, il existe une infinité de parametres a € C
pour lesquels le polynéme g, a un multiplicateur rationnel en chaque cycle avec
période 1 ou 2 et en un cycle avec période 3. Une autre approche pour prouver
que les applications puissances et les applications de Tchebychev sont les seuls
polynoémes cubiques avec symétries qui ont un multiplicateur rationnel en chaque
cycle avec période inférieure ou égale a 3 pourrait étre de montrer que le groupe

E(Q) ne contient pas 4 points distincts avec la méme coordonnée a.
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Chapitre 3

Quelques préliminaires algébriques sur la
dynamique d’une fraction rationnelle

Nous généralisons dans ce chapitre les notions algébriques introduites dans le
chapitre 1 au cas des fractions rationnelles. Plus précisément, nous rappelons ici
la définition des polynomes dynatomiques d’un couple de polynémes homogenes
et nous construisons les polyndomes multiplicateurs d’une fraction rationnelle. Afin
d’obtenir des résultats sur les coefficients de ces polynémes, nous considérons des
couples de polynémes homogenes a coefficients dans un anneau intégre quelconque.

Décrivons de maniere plus détaillée le contenu de ce chapitre. Soient d > 2 un
entier, A un anneau intégre et K son corps des fractions. Nous notons Hom?(A)
I’ensemble des couples de polyndémes homogenes de degré d a coeflicients dans A
qui sont premiers entre eux dans K|z, y]. Nous définissons I’ensemble Ratq(K) des
fractions rationnelles de degré d sur K comme I’ensemble quotient de Hom?(K) par
la relation de colinéarité, de maniére a travailler avec des coordonnées homogenes.
Nous rappelons d’abord certaines notions de dynamique, et notamment celle de
multiplicateur d’une fraction rationnelle en un point périodique, que nous exprimons
en termes de coordonnées non homogénes. Soient I € Hom?(A), f € Raty(K)
la fraction rationnelle induite par F' et n € N*. Nous rappelons la définition du
n-iéme polynéme dynatomique ®Z qui est un polynéme homogéne dans Alx,y]
dont les racines sont — a quelques exceptions preés — les points périodiques pour f
avec période n. Nous décrivons ensuite ces exceptions en décrivant précisément les
racines du polyndme ®£, ainsi que leurs multiplicités quand A est de caractéristique
nulle. Nous définissons ensuite le n-ieme polynéme multiplicateur de f, qui est un
polyndéme unitaire dans K[A] dont les racines sont les multiplicateurs de f en ses
cycles avec période n — a quelques exceptions pres, la encore. Notons que notre
définition donne une formule explicite permettant de calculer ce polynéme. Enfin,
nous décrivons précisément les racines du polyndéme M.

La plupart des résultats présentés dans ce chapitre sont déja connus. Notons
que notre définition du polynéme multiplicateur d’une fraction rationnelle n’est, a
la connaissance de l'auteur, pas présente sous cette forme dans la littérature.

3.1. Espace des fractions rationnelles, points périodiques et
multiplicateurs

Rappelons ici certaines définitions concernant les couples de polynémes homo-
génes et les fractions rationnelles (voir [Sil98]).

3.1.1. Espaces projectifs. Rappelons d’abord certains points sur ’espace
projectif d’un espace vectoriel qui nous seront utiles dans la suite.

Soient K un corps et E un K-espace vectoriel non nul. On appelle espace
projectif de E, que l'on note P(E), 'ensemble quotient de E \ {0} par la relation

79



80 3. PRELIMINAIRES SUR LA DYNAMIQUE D’UNE FRACTION RATIONNELLE

d’équivalence ~ définie par
T~y e K* y=tr.
Pour z € P(E), notons L, = z U {0} la droite vectorielle de E engendrée par z.

Alors lapplication z — L, est une bijection canonique de P(E) sur ’ensemble des
droites vectorielles de E. Notons 7: E'\ {0} — P(E) la projection canonique.

REMARQUE 3.1. Si K un corps, F est un K-espace vectoriel et F' est un sous-
espace vectoriel non nul de FE, alors 'inclusion de F' dans F induit une injection
canonique de P(F') dans P(E).

Soient K un corps et n € N. On appelle espace projectif de dimension n sur K,
que 'on note P"(K), Pespace projectif de K"*1. Pour x € K™*1\ {0}, on note
[xo: ...tz =7(z) e PY(K), ou z=(zo,...,%n) .
Notons que, si K est un corps et co est un ensemble n’appartenant pas a K, alors

la droite projective P!(K) s’identifie & K U{oo} par la bijection ¢: P}(K) — KU{oo}
et sa réciproque ¢~! données par

Lo JE siy#0 ot -l(a) = [2:1] sizeK
L([zy]){oo siy=20 ’ 1(){[120] siz=o00"

On parle de coordonnées non homogenes quand on utilise cette identification.

Enfin, rappelons une construction de I’espace tangent & un espace projectif en
un point. Ceci nous sera utile pour définir le multiplicateur d’une fraction rationnelle
en un point périodique. Soient K un corps et E un K-espace vectoriel non nul. Pour
z € P(E), on appelle espace tangent & P(E) en z le K-espace vectoriel

T.P(E)=%(L.,E/L,)
des applications linéaires de L, dans E//L,. Pour z € F\{0}, la projection canonique
m: E\ {0} = P(FE) induit une application linéaire

T,7m: E— Tﬂ.(m)]P)(E),

appelée application tangente a ™ en x, qui est donnée par

Txﬂ'(v)(‘r) =0+ LTr(w) .
Pour tout x € E \ {0}, I'application T, 7 est surjective et son noyau est L (,), et
donc elle induit un isomorphisme

m: E/Lw(z) — T,T(x)P(E) .
REMARQUE 3.2. Soient K un corps, F un K-espace vectoriel non nul, z € P(E)

et x € z. Alors 'isomorphisme T,m de E/L, sur T,P(E) dépend de x et non

seulement de z. Plus précisément, pour tout ¢t € K>, 'application Ty,m o T, est
I’homothétie de E/L, de rapport ¢.

3.1.2. Couples de polyndmes homogeénes et fractions rationnelles.
Soit A un anneau commutatif. Pour d € N, notons A[z,y]q le A-module des poly-
nomes homogenes de degré d a coefficients dans A. Notons également o la loi de
composition sur ’ensemble des couples de polynémes homogenes de méme degré a
coeflicients dans A, qui vérifie

Alz,yl7 0 Alz,y)2 C Al 5,
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pour tous d,e € N. Pour d € N et F' € Alz,y]?, on note

For = (GE HEY =Fo.. 0 F € Alz,y)2.
n fois

pour n € N, avec la convention
FOOZIQ EA[$7y]%7 ou Ig(x,y)Z(:my)

Pour tout d € N et tout F = (G, H) € Alz,y]?, les suites (Gf)n>0 et (HL)
vérifient les relations N

Gi(z,y) = et Gy(z,y) =G (G _1(2,y), Hy_1(z,y)) pour neN*

n>0

et
H{ (z,y)=y et H}(z,y)=H (Gi_i(z,y),H_i(z,y)) pour neN*.

Soient A un anneau intégre, K son corps des fractions et K une cloture al-
gébrique de K. Pour tous polynomes homogeénes G, H € Alz,y|, les conditions
suivantes sont équivalentes :

— le résultant res(G, H) est non nul,

— G et H sont premiers entre eux dans K|z, y],

— G et H nont pas de racine commune dans P* (K).

Pour d € N, notons

Hom3(A) = {F € Alz,y]] : res(F) #0}

I’ensemble des couples de polyndémes homogenes de degré d a coefficients dans A
vérifiant ces conditions.

REMARQUE 3.3. Si B est un anneau intégre et A est un sous-anneau de B,
alors Hom?(A) est inclus dans Hom?(B) pour tout d € N. En particulier, si A est
un anneau intégre, K est son corps des fractions, K est une cloture algébrique de
KetF e HomZ(A)7 avec d € N, alors on pourra considérer F' en tant qu’élément
de Hom3(K) ou de Hom} (K).

D’apres le lemme A.10, pour tout F € Afz,y]? et tout G € Alz,y)?, avec
d,e € N, on a

2

res(F o G) = res(F)°res(G)? .
En particulier, pour tous d,e € N, on a
Hom?(A) o Hom?(A) € Hom?,(A).

EXEMPLE 3.4. Soient A un anneau intégre, d € N et f € Poly,(A). Posons

Pl = (o7 (2) o) € Aol

Alors on a F € Hom3(A) puisque res(F) = a?, ott a € A\ {0} désigne le coefficient

dominant de f. De plus, pour tout n € N, on a

F(z,y) = <ydnf°” (5) ,ydn) IS Hom(zin (4).
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REMARQUE 3.5. Si A est un anneau intégre, d € N et F € Hom?(A) est un
couple de polyndmes homogenes premiers entre eux dans A[z, y|, alors les polyndmes
GE et HY avec n € N, ne sont pas nécessairement premiers entre eux dans A[z, y].
Par exemple, si

A=7 et F(z,y)= (2x2 —2xy 4 22, 2% — xy — 2y2) € Hom3(A),
alors G et HI' sont premiers entre eux dans A[z,y] mais les polyndmes
GE = 62" — 1223y + 1822y% — 1209° + 24y et HI(x,y) = 182%y? — 18>
ne le sont pas puisqu’ils sont tous deux multiples de 6.

Soit K un corps. Alors o est une loi de composition interne sur ’ensemble
Hom? (K) = {(azx + by, cx +dy) : a,b,¢c,d € K, ad — be # 0}

et celle-ci le munit d’une structure de groupe dont 1’élément neutre est I5. De plus,
ce groupe est canoniquement isomorphe au groupe linéaire GLo(K). Pour tout
d € N, le groupe Hom}(K) agit sur K[z,y]3 par application

pa: Hom}(K) x K[z,y]j — K[z, 9]

définie par

pa(¢,F)=poFogpt.
De plus, pour tout d € N, lapplication py induit par restriction une action de
Hom?(K) sur Hom3(K). Pour d € N, on dit que deux éléments F et G de K|z, y]?
sont conjugués sur K s’ils sont dans la méme orbite pour 'action pg ou, de maniere
équivalente, il existe ¢ € Hom? (K) tel que

G=¢oFopt.

Plus généralement, pour d € N, on dit que deux éléments F et G de K|z, y]% sont
conjugués s’ils sont conjugués sur une cléture algébrique K de K.

Enfin, considérons ’action d’un couple de polynémes homogenes de méme degré
par évaluation. Soit A un anneau commutatif. Pour d € N et F' € Az, y]%, le couple
F induit une application de A? dans lui-méme par évaluation, que ’on note encore
F, qui est homogene de degré d — c’est-a-dire, on a F(tz) = t¢F(x) pour tout x € A2
et tout t € A. De plus, si A est integre et infini, alors 'application qui & un couple
de polynémes homogenes de méme degré associe son action sur A2 est injective.
Enfin, si A est intégre et F' € Hom3(A), avec d € N, alors on a F~1({0}) = {0}.

Définissons et étudions maintenant les fractions rationnelles. Soit K un corps.
Considérons ’espace projectif P (K [z, y]2) de K[z, y]? et la projection canonique

pr: K[z,y]*\ {0} = P (K[x, y]2) .
Pour d € N, on définit
Raty(K) = pr (HomZ(K))
et on appelle fraction rationnelle de degré d sur K tout élément de Raty(K). Pour
d € N et F € Hom3(K), nous noterons

[F] = pr(F) € Raty(K).
EXEMPLE 3.6. Soient K un corps, d € N et f € Poly,(K). Alors

F=tF e Rata®) . ov Flag) = (47 (%)) € Homi ().
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Pour d € N, notons V; C P??*1(K) I’ensemble des zéros du polynome
d d
res Zajxjyd*j,z:bjxjydﬂ € Klag,...,aq,b0,...,bq], .
§=0 j=0

Alors, pour tout d € N, I'ensemble Ratqy(K) s’identifie a P24T1(K) \ V; par la
bijection ¢4 de P24+ (K) \ V; sur Raty(K) définie par

d d
wa([ag: ... aqg:bo: ... :bg]) = Zajzjyd*j,ijxjyd*j
j=0 7=0

Nous pouvons aussi décrire les fractions rationnelles en termes de coordonnées
non homogenes. En identifiant K[z, y]o & K, 'ensemble Rato(K) est canoniquement
identifi¢ & P!(K), qui s’identifie lui-méme & K U {oo} par la bijection ¢. Pour tout
d € N*, ensemble Raty(K) s’identifie canoniquement &

K(z)g = {g € K(z) : max{degG,deg H} = d et res(G,H) # 0}

par la bijection ¢4 de Raty(K) sur K(z)q et sa réciproque ¢; ' données par

e~ 58 w2 (3)-(vo ) v ()]

REMARQUE 3.7. Si K est un corps et L est une extension de K, alors l'injec-
tion canonique de Hom?(K) dans Hom3(L) induit une injection de Raty(K) dans
Ratq(L) pour tout d € N.

Pour tout F € K|z, y]3, tout G € K[z,y]?, avec d,e € N, et tous s,t € K, on a
(sF)o (tG) = st’F o G.
Par conséquent, pour tous d, e € N, la composition o induit une loi
o: Raty(K) x Rat.(K) — Ratg.(K) .
Pour d € N et f € Raty(K), on note
f" = fo...of € Ratg(K)

pour n € N, avec la convention
f=TI€cRaty(K), ot I=][).

L’ensemble Rat; (K') muni de sa loi de composition interne o est un groupe dont
I’élément neutre est I. De plus, celui-ci est canoniquement isomorphe au groupe
projectif linéaire PGLo(K). Pour tout d € N, P'action pg de Hom; (K) sur K[z, y]%
induit une action p; de Rat; (K) sur Raty(K), qui est donnée par

Pa(¢, f)=¢ofod™".

Pour d € N, on dit que deux fractions rationnelles f et g dans Raty(K) sont conju-
guées sur K si elles sont dans la méme orbite pour p,; ou, de maniere équivalente,
sl existe ¢ € Rat1(K) tel que

g=dofod™t,
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ce qui se produit si et seulement si il existe F' € f et G € g qui sont conjugués
sur K. Pour tout d € N, la conjugaison sur K est une relation d’équivalence sur
l’ensemble Ratq(K).

Plus généralement, pour d € N, on dit que f et g dans Ratq(K) sont conjuguées
si elles sont conjuguées sur une cléture algébrique K de K. Pour d € N, on note
My(K) ensemble quotient de Raty(K) par la relation de conjugaison.

Enfin, considérons ’action d’une fraction rationnelle sur la droite projective. Si
d € Net F € Hom?(K), alors I'application associée F: K? — K2 est homogene
de degré d et vérifie F~1 ({0}) = {0}, et donc elle induit une application de P! (K)
dans lui-méme. De plus, cette derniére application ne dépend que de la fraction
rationnelle induite. Ainsi, pour d € N et f € Raty(K), il existe une unique applica-
tion de P!(K) dans lui-méme, que 'on note encore f, telle que, pour tout F € f,
le diagramme ci-dessous commute

K2\ {0y — &

K2\ {0}

PH(K) PY(K)
ou m: K2\ {0} — PY(K) désigne la projection canonique. De plus, une fraction
rationnelle sur K est caractérisée par son action sur P*(K) si K est infini.

Enfin, on peut également décrire 'application associée & une fraction rationnelle
en termes de coordonnées non homogenes. Plus précisément, pour tout d € N* et
tout f € Ratq(K), Papplication associée de P*(K) dans lui-méme est caractérisée
par le digramme commutatif ci-dessous

PY(K) ! PY(K)
K U {0} o) K U {oc}

ou Y4(f) € K(z)q agit naturellement sur K U {co}.

3.1.3. Points périodiques pour un couple de polynémes homogenes
et pour une fraction rationnelle. Ayant défini les applications associées a un
couple de polynémes homogenes de méme degré et a une fraction rationnelle, nous
pouvons alors nous intéresser aux itérées de celles-ci en un point.

Soient A un anneau commutatif, F' € Alz,y]?, avec d € N, et g € A% On
appelle orbite future de x¢ pour F' Uensemble {F°™ (zg) : n € N}. On dit que zq est
un point périodique pour F s’il existe n € N* tel que F°" (z¢) = x¢. Dans ce cas,
le plus petit tel entier n est appelé la période de xy et on dit que 'orbite future de
o est un cycle pour F.

On peut également définir les notions analogues pour les fractions rationnelles.
Soient K un corps, f € Raty(K), avec d € N, et zg € P}(K). On appelle orbite future
de zg pour f l’ensemble {f°" () : n € N}. On dit que zo est un point périodique
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pour f avec période n € N* si f° (z9) = 2o et n est minimal avec cette propriété.
On appelle cycle pour f l'orbite future d’un point périodique.

Soient K un corps, F' € Hom?(K), avec d € N, 2o € K2\ {0} et n € N*. Notons
f =1[F] € Ratg(K) et 2o = 7 (z9) € P1(K). Alors 2q est un point périodique pour f
avec période divisant n si et seulement si f°" (z9) = 20 ou, de maniére équivalente,
si et seulement si il existe t € K* tel que F°™ (zg) = txg, ce qui se produit si et
seulement si zg est racine du polynéme

yGrl(z,y) — xH (z,y) € K[z, y]3n 11 -

En particulier, si zg est un point périodique pour F avec période n, alors zg est un
point périodique pour f avec période divisant n.

REMARQUE 3.8. Si K est un corps, F' € Hom3(K) et 2o € K2\ {0} est un
point périodique pour F' avec période n € N*, alors 7 (z¢) n’est pas nécessairement
périodique pour [F| avec période n. Par exemple, si

K=C et F(z,y)= (—x3,y3) € Hom3(K),

alors (1,0) est un point périodique pour F avec période 2 mais [1: 0] est un point
fixe pour [F].

Soient K un corps, f € Raty(K), avec d € N, et 29 € P!(K) un point périodique
pour f avec période n € N*. Fixons d’abord F' € f. Pour tout xy € z, il existe
s € K* tel que F°™ (z9) = sxg, et, pour tout t € K*| le point tzy est périodique
pour F avec période n si et seulement si t¢" ~! = s~ puisque

Fo" (txg) =t F°" (20) = st g

Par conséquent, si K est algébriquement clos et d > 2, alors il existe un point
périodique zy € zg pour F' avec période n.

Fixons maintenant xg € zg. Pour tout F' € f, il existe s € K* qui vérifie
F°™ (xz9) = sxg, et, pour tout t € K*, on a

n—1 j n—1 j
(EF)°" (o) = t25=0 ¥ Fon () = st2oi=0 ¥y

Par conséquent, si K est algébriquement clos, alors il existe F' € f tel que xg est
périodique pour F' avec période n.

REMARQUE 3.9. Si K est un corps non algébriquement clos, f € Ratq(K), avec
d € N, et zg € P1(K) est un point périodique pour f avec période n € N*, alors
il n’existe pas nécessairement F' € f et xg € 2y tels que xg est périodique pour F
avec période n. Par exemple, si

K=Q, F(z,y)= (2% 2% € Hom3(K) et f=[F]¢€ Raty(K),
alors [1: 0] est un point périodique pour f avec période 2 mais on a
(sF)°%(t,0) = (25°t*,0) # (¢,0)
pour tous s,t € K* puisque 2 n’est pas un cube dans Q*.

Enfin, on peut décrire l'action de la conjugaison sur les points périodiques
d’un couple de polynémes homogenes de méme degré ou d’une fraction rationnelle.
Soient K un corps et d € N. Si F € K[z,y]? et ¢ € Hom?(K), alors ¢ induit
une bijection de ’ensemble des points périodiques pour F' sur ’ensemble des points
périodiques pour ¢ o F o¢~! qui préserve les périodes. De méme, si f € Raty(K) et
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¢ € Raty(K), alors ¢ induit une bijection de I’ensemble des points périodiques pour
f sur Pensemble des points périodiques pour ¢ o f o ¢~ ! qui préserve les périodes.

3.1.4. Multiplicateurs d’une fraction rationnelle. Intéressons-nous ici
aux valeurs propres des applications tangentes a un couple de polynémes homo-
genes de méme degré ou a une fraction rationnelle en ses points périodiques.

Commengons par rappeler les notions d’applications tangentes dans ces cas
particuliers. Soit K un corps. Pour F € Klz,y]? et (x9,50) € K?, on appelle
application tangente a F en (o, yo), que 'on note T4, ,.)F, I'application linéaire
de K? dans K? définie par

oG oG
Tt (12) = (G o) ) () on 7o
Pour tout (zo,y0) € K2, Papplication T(zg,y0) 12 est lidentité de K? et, pour tous
F,G € K[z,y]?, on a
Tz,y0) (F 0 G) = Te(ag,y0) F © T(wo,y) G -
De plus, pour tout F € K[z,y]?, avec d € N, et tout (v, v,) € K2, Papplication
(70, Y0) = T(g,y0) F (v, vy)

est homogene de degré d — 1.
Soient d € N, F € Hom?(K), f = [F] € Ratg(K), (zo,5) € K2\ {0} et
20 = [z0: yo]. D’apres la formule d’Euler, on a

T(wo,yo)F(xmyO) = d'F($07y0) ,

et en particulier T(,, ,,)F induit une application linéaire
Tlwowo) i K2/ L2y = K?/Ly(s) -

On appelle application tangente & f en zg, que I'on note T, f, 'application linéaire
de T.,P'(K) dans Ty(.,)P'(K) donnée par

TZOf(‘P) (F (anyO)) = T(:L’o,yo)F (‘P (%0, yO)) ’

de sorte que le diagramme ci-dessous commute

o Twoyo) F o
przo prf(ZO)
T(:ro,yo)ﬂ- T(I0 yo)F TF(Io,yo)ﬂ-
KQ/LZO KQ/Lf(ZO)
T(Io,yo)ﬂ- TF(onyo)Tr
T.,P'(K) Tt (z0)PH(K)

Te f
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ou pr, et pry, ) désignent les projections canoniques. Pour tous s,t € K X, on a

(SF) (t (‘roay())) - StdF (‘ranO)
et, pour tout ¢ € T,,P}(K), on a

Ty (20,90) (SF) (0 (t (20, 90))) = 5t T (0,50 F' (¢ (20, 70)) -

Par conséquent, l'application T, f ainsi définie ne dépend que de f et z.
Pour tout zg € P*(K), I'application T,,I est Iidentité de T,,P*(K) et, pour
tout f € Ratq(K) et tout g € Rat.(K), avec d,e € N, on a

TZo(fog) = Tg(zo)f 01429

Utilisons maintenant la dualité pour décrire les applications tangentes a une
fraction rationnelle. Soient F' € Hom?(K), f = [F] € Ratq(K), (z0,y0) € K2\ {0}
et zog = [xo: yo], avec d € N. D’aprés ce qui précede, application transposée
tT(%’yO)F induit par restriction une application linéaire de Lj;(ZO) dans Lj‘o, Iap-
plication tT(xO,yO)ﬂ' induit un isomorphisme de T, P!'(K)* sur Lj‘o, I’application
"T'r(20,y0)™ induit un isomorphisme de Tf(ZO)IP’l (K)* sur Lj;) et on a le diagramme
commutatif ci-dessous.

t
T,
T (s PL(K)* of T.,PY(K)*
f(z0) 20
tTF(IO,yO)Tr tT(wo»yo)W
Ly L
f(z0) tT(CE(),’y())F o

Par suite, étudions 'application linéaire ‘T, ,,)F.

Pour cela, introduisons d’abord de maniére formelle les champs de vecteurs
polynomiaux et les formes différentielles polynomiales de degré 1 sur K2. On définit
le K[z, y]-module

X (K2) = K|z, y)?
et on appelle champ de vecteurs polynomial sur K? tout élément de X (KQ). Pour
X = (P,Q) un champ de vecteurs polynomial sur K2, on note
0

— 9 2
X =Pgo+Q5. € X(K?).

et, pour (xg,y0) € K2, on a I’évaluation

X (w0,90) = (P (20,%0) . Q (z0,90)) € K*.

On définit aussi le Kz, y]-module
Q' (K?) = K[z, y]?

et on appelle forme différentielle polynomiale de degré 1 sur K2 tout élément de
o (K 2). Pour w = (P, Q) une forme différentielle polynomiale de degré 1 sur K2,
on note

w = Pdz + Qdy € Q' (K?)
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et, pour (z9,yo) € K2, on note w (z9,yo) 'élément de (K?)" défini par
w (20, Y0) (Vas vy) = P (20, Y0) vz + Q (To, Yo) vy -
Etant donnés
F=(G H)€K[z,y]* et w=Pdr+QdyeQ" (K?),
on définit également la forme différentielle
oOH

F*w = PoFa—G—l—QoFa—H dr + PoFa—G—FQoF— dy,
or or oy oy

de sorte que, pour tout (xg,%) € K2, on a
F*w (20,90) = "Tiag,yo) F (@ (F (20,%0))) = @ (F (20,%0)) © T(ag,yo) F -

Enfin, on peut aussi évaluer une forme différentielle de degré 1 en un champ de
vecteurs. Plus précisément, étant donnés

_ 1 (K2 _p9 .59 2
w=Pdzr+Qdy € Q' (K?) et X—Rax—l—SayEX(K),

on définit
w(X)=PR+ QS € K[z,y],

de sorte que, pour tout (zg,y0) € K2, on a
w(X) (o, Y0) = w (w0, Y0) (X (z0,Y0)) -
Définissons le champ de vecteurs radial
0 0
X, (,y) =25~ +y5- € X(K?)
et la forme différentielle de degré 1
wi(z,y) = ydx — zdy € Q (KQ) .

Alorson aw; (X,) = 0, et donc la forme linéaire w (zg, yo) engendre L[toz 4] POUT
tout (zo,y0) € K2\ {0}. De plus, si w € Q' (K?) vérifie w (X)) = 0, alors il existe
un unique § € K[z, y] tel que w = dw, .

Revenons maintenant aux couples de polynémes homogenes premiers entre eux
de méme degré. Soient d € N et F = (G, H) dans K[z, y]3. Alors on a

oG OH oG oOH
F* = — —G== - _G—
wi (Hax Gax>dx+(Hay G3y>dy’

et donc

Frwy (Xy) (z,y) = H(z,y) (l’gf(w,y) + ygj@.@)
- Gl (+5 @)+ o)
-0

d’apres la formule d’Euler. Par suite, il existe un unique D € K[z, y] qui vérifie
F*w, =DFw,.On a

eD(1,3) = Glas) G e,0) — ) 5 520)
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et

yD" (,4) = H(z,) 3 (2.3) — Glaro) o (2,)

D’apres la formule d’Euler, on a aussi
0GOH 0OH oG
" 9z oy 0z oy
De plus, si A est un sous-anneau de K et F' € Az, y]?, alors DI € Alz, ylaq_o.
Notons également que, pour tout (zo,y0) € K2\ {0}, on a le développement

H (z0,y0) G(z,y) — G (20, y0) H(z,y) = D (70, y0) (Yo — woY)

+ Olwo: 4] ((yol‘ - l‘oy)2> .

d- DY

Pour tout ¢ € K[z,y]?, on a
D?(z,y) = res(¢) = det(¢) .
De plus, pour tout F € K[z,y]?3 et tout G € K|x,y|?, avec d,e € N, on a
(FoG)'w), =G"F'w, = (DFoG)G*wJ_ = (DFOG)DG(UJ_7
et donc
DY = (DF o G) D°.
En particulier, pour tout F' € K[z,y]2, avec d € N, et tout ¢ € Hom?(K), on a
DT (z,y) = D (¢~ (2,y)) -

Notons aussi que D" = t2D¥ pour tout F € K[z,y]?, avec d € N, et tout ¢t € K.

EXEMPLE 3.10. Soient K un corps, d € N, f € Poly,(K) et

F(z,y) = <ydf (;) ,yd> € Hom}(K).
Alors on a
DF(z,y) = y** 2 f (;C) € K[z, yl2d—2 -

Soient F' € Hom3(K), f = [F] € Ratq(K), (x0,y0) € K2\ {0} et 2o = [x0: 0],
avec d € N. D’apres ce qui précede, I'application linéaire 'T,, f est équivalente a
I’application linéaire de Lj;(z[)) dans Ljo induite pat tT(ImyO)F. De plus, Lj;) est
engendré par w (xg,yo) et L}-(ZO) est engendré par w (F (zg,y0)) et on a

"Iy F (Wi (F (w0, 90))) = F*wi (20,50) = D (w0, y0) w1 (0, y0) -
Enfin, introduisons le multiplicateur d’une fraction rationnelle en un point pé-
riodique. Soient d € N, f € Raty(K) et zo € P1(K) un point périodique pour f
avec période n € N*. On appelle multiplicateur de f en zy 'unique valeur propre de
I'endomorphisme T, f°" de la droite T,,P!(K). D’apres la formule donnant 1'ap-
plication tangente & une composée de fractions rationnelles, on a

TZOfon == Tfo(n—l)(ZO)f O---0 jjz()f7

Par suite, f a le méme multiplicateur en chaque point d’un cycle. De plus, le multi-
plicateur est invariant par conjugaison. Plus précisément, pour tout ¢ € Ratq(K),
le multiplicateur de ¢ o f o' en ¢ (z0) est égal au multiplicateur de f en 2o puisque

Tyzo) (0 fo ™)™ =Tye) (0 [0 67 ") = Toyp o Tey f" 0 (Toy) '
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Exprimons maintenant le multiplicateur d’une fraction rationnelle en un point
périodique en fonction dun relevé. Pour F' € K[z,y]2, avec d € N, et n € N, posons

n—1
Dy = D" = [[ D" o F* € Kz, yl2an
§=0
et P r
oG 0H},
TF — n n
" ox dy [, ylan—1

Soient d > 2, F € Hom3(K), f = [F] € Raty(K) et zy € P'(K) un point périodique
pour f avec période n € N* et multiplicateur A\g € K. Alors il existe un point
périodique (z9,y0) € 2o pour F avec période n puisque d > 2. D’aprés ce qui
précede, I'isomorphisme de T, P (K)* sur LZLO induit par T, 4, 7 conjugue "I, f"
a I’endomorphisme de LZL0 induit par tT(zo_,yO)FO" et wy (zo,yo) est un vecteur
propre pour ‘T, (z0,y0)F'°" avec valeur propre DE (x9,10). Par conséquent, comme
un endomorphisme et sa transposée ont les mémes valeurs propres, on a

n—1

Xo = D} (0, y0) = H D" (F7 (0, y0)) -
j=0
D’autre part, notons que (g, yo) est un vecteur propre pour Two,yo) F°™ avec va-

leur propre d™ d’apres la formule d’Euler. De plus, 'endomorphisme T{, ) F"°™ de
K?/L,, induit par T(zo,yo) F°" est conjugué a T, f°" par I'isomorphisme T, ,o)7-
Par conséquent, les valeurs propres de T(,, ,,)F°" répétées avec multiplicités sont
d™ et A\g. En particulier, on a aussi

Ao +d" = tr T(rmyo)Fon = Tf (mOvyO) :

On peut aussi exprimer le multiplicateur d’une fraction rationnelle en un point
périodique en termes de coordonnées non homogenes. Soient d € N*| f € Raty(K)
et zo € P1(K) est un point périodique pour f avec période n € N* et multiplicateur
Ao € K. Comme le multiplicateur est invariant par conjugaison, supposons sans
perte de généralité que zg # [1: 0], de sorte ¢ (z9) € K. Alors il existe F' € f tel que
(¢ (20),1) est périodique pour F avec période n. On a

)\0 = ( (Zo) 1) et H,,I; (L (Zo) y 1) =1.

Par conséquent, comme

WD (1) = HE ) 22 1) — G () P2t (0,

Gf

Xo = ($a(f)*™) (4 (20)) -
Enfin, rappelons la formule reliant les multiplicateurs d’une fraction rationnelle
en ses points fixes. Soient K un corps algébriquement clos, d > 2 et f € Raty(K)
dont tous les multiplicateurs en ses points fixes sont différents de 1. Alors on a

on a finalement

d+1

1
Zl—Ajzl’

Jj=1
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oll A1,...,Ag+1 sont les multiplicateurs de f en ses points fixes.

3.2. Polyn6mes dynatomiques d’un couple de polynémes homogénes

Rappelons ici la définition et certaines propriétés des polynémes dynatomiques
d’un couple de polyndémes homogenes de méme degré, qui sont liés aux points
périodiques de la fraction rationnelle induite (voir [Sil07, Section 4.1]).

Dans toute cette section, d désigne un entier fixé supérieur ou égal a 2.

Soient K un corps, F' € Hom3(K) et f € Raty(K). Pour tout n € N*, les
racines du polynoéme

yGf(m, y) - LEH,};({E, y) € K[‘T7 y]d"'Jrl
sont précisément les points périodiques pour f avec période divisant n. Ainsi, il
est naturel d’essayer de factoriser ces polynomes afin de séparer leurs racines selon
leurs périodes, ce qui nous ameéne a définir des polynémes dynatomiques.

Afin d’examiner les coefficients des polyndémes multiplicateurs, nous étudierons
dans la section 4.1 la dégénérescence de fractions rationnelles. Définissons pour cela
les polynoémes dynatomiques d’'un couple de polynémes homogenes de méme degré
non nécessairement premiers entre eux.

Soit A un anneau integre. Définissons

Homy(A) = () {F € Ale,yl3 : yGE (w,y) — wHE (2,) # 0} .
neN*

—2
Nous définirons les polynémes dynatomiques d’un élément de Hom,(A) quelconque.
Notons que, si F' € Homfi(A), alorson a f°™ # I pour tout n € N* puisque d > 2, ou
K est le corps des fractions de A et f = [F] € Raty(K). Par conséquent, Hom?(A)

2
est inclus dans Hom(A).

Soit K un corps. On peut décrire précisément Ifl_(;r/nz(K ). Soit F' € K[z,y]? non
nul. Alors il existe Fy € Hom?(K) et 6 € K[z,y]q_c, avec e € {0,...,d}, tels que
F = §Fy. De plus, ceux-ci sont uniques & multiplication par un élément de K>
pres. Un raisonnement par récurrence montre que, pour tout n € N, on a

n—1 qr—1—i

Fr=1{1] (5 o Fg’j) Fem

Jj=0
Par suite, pour tout n € N*, on a

qn—1-i

n—1
yGh (@) — 2l E (@,y) = [ T] (60 F57) (yGI (2, y) — 2H [ (2.y) -
=0

—2
Par conséquent, le couple F' n’est pas Hom,(K) si et seulement si soit Fpy est
constant et est une racine de 4 soit il existe n € N* tel que [Fy]°" = I. En particulier,
—2
si F' n’est pas Hom,(K), alors e € {0,1}.
On a le résultat ci-dessous, qui est analogue a la proposition 1.12.

Rappelons que
=S (1)
k|n

pour tout n € N*, ou u: N* — {—1,0, 1} désigne la fonction de Mobius.
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2
PROPOSITION 3.11. Soient A un anneau intégre et F' € Hom,(A). Alors il
existe une unique suite (¢f)n>1 d’éléments de Alx,y] telle que, pour tout n € N*,

yGr (z,y) — 2HY (z,y) = [[ @K (z,v) -
k|n
De plus, pour tout n € N*, on a
w(z
of (2,9) = [T CF o) — 28l 2,)" )
k|n
et en particulier le polynéme ®L est homogéne et on a

dog OF d+1 sin=1
e = .
& %n v(n) sin>2

2
DEFINITION 3.12. Soient A un anneau intégre, F' € Hom,(A) et n € N*. Le
polynéme est appelé le n-ieme polynome dynatomique de F.

Afin de démontrer la proposition 3.11, procédons comme dans le cas des po-
lynémes unitaires. Plus précisément, énoncons d’abord un lemme d’algebre géné-
rale permettant d’établir I'existence de la suite des polynémes dynatomiques dans
certains cas particuliers, montrons ensuite que ce lemme s’applique au couple de
polynomes homogenes de degré d dont les coefficients sont des indéterminées sur Z
et enfin concluons avec un argument de spécialisation.

LEMME 3.13. Soient A un anneau factoriel, K son corps des fractions, K une
cloture algébrique de K et (P,), -, une suite de polynomes homogénes dans A[X,Y]
qui vérifient les trois conditions suivantes :

(1) pour tout n € N*, le polynéme P, est primitif ;
(2) pour tout n € N*, le polynome P, est séparable ;

(3) pour tous m,n € N*, les racines communes aux polynomes P, et P, dans
P! (K) sont précisément les racines du polynome Pygeq(m n)-

Alors il existe une unique suite (Qn),~, d’éléments de A[X,Y] telle que
k|n
pour tout n € N*. De plus, pour tout n € N*, le polynome Qy, est homogene, primitif
et séparable et ses racines dans P (K) sont précisément les racines de P,, qui ne
sont pas racines des polynomes Py, avec k un diviseur propre de n.
DEMONSTRATION DU LEMME 3.13. Si (Qy),,»; est une suite d’éléments de
A[X,Y] qui vérifie

k|n
pour tout n € N*, alors, d’apres la formule d’inversion de Md&bius, on a
u(z
Qn = H 18 ( ’ )
k|n

pour tout n € N*. En particulier, une telle suite est nécessairement unique.
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Ainsi, il reste & démontrer I'existence d’'une suite (Qy,),,~; ayant les propriétés
désirées. Définissons Q1 = P, € A[X,Y], qui est homogene, primitif et séparable
d’apres les conditions (1) et (2). Soit n > 2, et supposons qu’il existe des polyndmes
Q1,...,Qn—1 homogenes, primitifs et séparables dans A[X,Y] tels que, pour tout

je{l,...,n—1},ona
P =1 @x

klj

et les racines du polynome Q; dans P* (F) sont précisément les racines de P; qui
ne sont pas racines des polynémes Py, avec k un diviseur propre de j. Posons

R,= [ @weAlx,Y],
k|n, k#n

et montrons qu’il existe un polynéme homogene, primitif et séparable @,, € A[X,Y]
tel que P, = Q, R, et dont les racines dans P! (F) sont précisément les racines
de P, qui ne sont pas racines des polyndémes P, avec k un diviseur propre de n.
Si k est un diviseur propre de n et zy € P! (F) est une racine de @y, alors zy est
racine de Py puisque Qj divise P, d’apres 'hypothese de récurrence, et donc aussi
de P, d’apres la condition (3). Ainsi, toute racine du polynéme R,, dans P! (F)
est également racine de P,,. De plus, si k et [ sont deux diviseurs propres de n et
20 € P! (?) est une racine commune aux polyndmes @y et Q;, alors zg est racine
de Py et P, d’apres 'hypothese de récurrence et aussi racine de Ppgeq(r,) d’apres
la condition (3), ce qui entraine pged(k, 1) = k et pged(k,1) = I d’apres 'hypothese
de récurrence sur les racines de Qi et @, et donc k = [. Par suite, comme les
polynémes @y, avec k un diviseur propre de n, sont séparables d’aprés I’hypothese
de récurrence, le polynéme R, est séparable. Par conséquent, il existe un polyndéme
homogene Q,, € K[X,Y] tel que P, = Q,R,. Comme Q,, divise P, le polyndme
Qn est séparable d’apreés la condition (2) et ses racines dans P! (f) sont aussi
racines de P,. De plus, si zg € P! (f) est racine de Py, avec k un diviseur propre
de n minimal pour cette propriété, alors zy est racine de @ d’apreés I’hypothese
de récurrence, et donc zp n’est pas racine de @, d’aprés la condition (2). Ainsi,
les racines du polynéme Q,, dans P (F) sont, précisément les racines de P,, qui ne
sont pas racines des polynémes Py, avec k un diviseur propre de n. Enfin, comme
les polynémes P,, et R, sont primitifs d’apres la condition (1) et ’hypotheése de
récurrence, le polynéme @, est dans A[X,Y] et est primitif d’apres le lemme de
Gauss. Ainsi, on a construit récursivement une suite (Qy),,~, d’éléments de A[X,Y’]
ayant les propriétés désirées, ce qui compléte la démonstration du lemme. [

Soient ag,...,aq et by, ..., by des indéterminées sur Z, et posons
A=7Zlag,...,aq,b0,...,b4] et F=(6,$)c Hom3(A),
ou &, 9 € Az, ylq sont donnés par
d d
&(z,y) = Z azly?™ et H(x,y) = Z bjadyd=.
j=0 j=0
Notons aussi £ le corps des fractions de 2A, & une cléture algébrique de £ et

f = [§] € Ratq(R).
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On peut appliquer le lemme 3.13 pour établir la proposition 3.11 dans le cas
de 'anneau 2 et du couple §. Plus précisément, on a le résultat suivant :

LEMME 3.14. Il existe une unique suite (<I)§)n>1 d’éléments de A[x,y] telle que

yGS (x,y) — 2HS (x,y) = [[ 25 (x,v)
k|n

pour tout n € N*. De plus, pour tout n € N*, le polynome ®3 est homogéne, primitif
et séparable et ses racines dans P* (ﬁ) sont précisément les points périodiques pour
f avec période n.

DEMONSTRATION DU LEMME 3.14. Pour n € N*, posons
Py(x,y) = yG3 (x,y) — «H (2,y) € Alz, ylan 41 -

Pour tout n € N*, les racines de P, dans P! (E) sont précisément les points pério-
diques pour f avec période divisant n. Par suite, il suffit de montrer que la suite
(Pp),,>; vérifie les conditions (1), (2) et (3) du lemme 3.13.

Pour tous m,n € N*, les racines communes aux polynémes P,, et P, sont
précisément les point périodiques pour f avec période divisant pged(m,n), qui sont
précisément les racines de Phged(m,n)-

Montrons maintenant que la condition (1) est vérifiée. Soient n € N* et §,, € A
un pged des coefficients de P,. Il existe un polyndéme primitif ]5” € Alx,y] tel
que P, = 5n13n. Soit (a,b) € C?*2 un zéro de 4, et notons ¢: A — C I'unique
morphisme d’anneaux qui vérifie ¢ (a;) = a; et ¢ (b;) = b; pour tout j € {0,...,d}.
Alors on a

yGE®) (2,y) — 2 HE® (2,y) = ¢ (P,) (z,y) = ¢ (0n) ¢ (Pn) (z,y) =0,
et donc

@ (res(F)) = res (¢(F)) = 0

/\/2
puisque Hom3(C) est inclus dans Hom,(C). Ainsi, tout zéro de d,, dans C2%+2 est
aussi zéro de res(F). Par conséquent, comme le polynéme res(§) € 2 est primitif
et irréductible sur C d’apres le lemme A.9, il existe ¢, € Z et m,, € N tels que
dn = cpres(F)™. Soit ¢: A — Z 'unique morphisme d’anneaux tel que
2
P(F)(z,y) = (2%, 2%) € Homy(Z).

On a

eap (1e5() ¢ (Pa) (0,9) = ¢ (Pa) (@,9) = ya" — 2”1,
et donc ¢, = £1 et m,, = 0 puisque le polynéme yz?" — 2%+ est primitif et

i (res(§)) = res (¢(8)) = 0.

Ainsi, on a §, = £1, et le polynéme P, est primitif.

Enfin, raisonnons par I’absurde, et supposons qu’il existe n € N* tel que le
polynome P,, n’est pas séparable. Alors, comme 2l est factoriel et de caractéristique
nulle, il existe deux polyndmes homogenes @Q,, et R,, dans [z, y] tels que R,, n’est
pas constant et P, = Q,, R2. Soit ¢: 2 — C I'unique morphisme d’anneaux tel que

o()(z,y) = (z%,y") € Homj(C).
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Alors le polynéme ¢ (R,,) € C|z, y] est homogene et non constant et on a

0 (Qn) (2,9)¢ (Ry) (2,9)* = ¢ (Po) (x,y) = yz*" —ay®",
ce qui contredit le fait que le polynéme
dr—2

p” g™ =y [] (2 - 'y) € Clrylarin
§=0

est séparable, ot w € C est une racine (d" — 1)-ieéme de 'unité. Ainsi, la condi-
tion (2) est vérifiée, et le lemme est démontré. O

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer la proposition 3.11.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.11. ECI‘iVOHS
d d 9
o N
Fz,y) = D aja?y™™, Y bjaly* | € Homy(A).
=0 =0

Soit ¢: A — A I'unique morphisme d’anneaux qui vérifie ¢ (a;) = a; et ¢ (b;) = b,
pour tout j € {0,...,d}, de sorte que ¢(§) = F. Pour n € N*, posons

O = (9F) € Alz,y].
Pour tout n € N*, on a
yGr (z,y) — aHY (z,y) = ¢ (yGS (x,y) — 2HS (x,9)) = [ 24 (z,9) -
k|n
Ainsi, I'existence d’une telle suite est établie.

Enfin, si () est une suite d’éléments de A[x,y| qui vérifie

yGr (x,y) — zHY (x,y) = [[ ®F (2.v)
k|n

n>1

pour tout n € N*, alors, d’apres la formule d’inversion de Mdbius, on a

F F F w(%
oL (e.y) = [ WGF (2.9) — 2] (2.))" )
k|n
/_\-/2
pour tout n € N* puisque F € Hom,(A). En particulier, si (‘IJE)n>1 est une telle
suite, alors elle est nécessairement unique et, pour tout n € N* le polynéme <I>5
est homogene et on a

deg@fzzu(%> (dk+1):{d+1 sin=1

P v(n) sin>2
Ainsi, la proposition est démontrée. [

REMARQUE 3.15. Si A est un anneau intégre et F' € Az, y] n’appartient pas &

2
Hom,(A), alors il existe encore une suite (®%) _. comme dans la proposition 3.11

n>1
mais celle-ci n’est pas unique.
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EXEMPLE 3.16. Soient A un anneau intégre, f € PolyY (A) et

F(z,y) = ( df< ) ) € Hom2(A).

Pour tout n € N*, on a
n X X n
yGh — xH) (z,y) = y* (f°” (> - > y "] @f ( >

Par conséquent, on a
F T
oF (2,y) = y £ B <y)
pour tout n € N* d’apres 'unicité dans la proposition 3.11.

Le résultat ci-dessous nous sera utile lorsque nous étudierons la dégénérescence
de fractions rationnelles dans la section 4.1.

2
PROPOSITION 3.17. Soient A un anneau intégre, F' € Hom,(A) et § € Az, yle,

2
avec e € N. Alors 6F est dans Hom,, (A) si et seulement si § o F' # 0. Dans ce
cas, pour tout n € N*, on a

o6 = (TTTT 60 oty @) gt

k|n 1=0

DEMONSTRATION. Soit K le corps des fractions de A. Il existe Fy € Homfl0 (K)
et 09 € K[x,yla—d,, avec dg € {0,...,d}, tels que F = §oFp, et on a 6F = §doFy.

Par suite, comme F € ITI(\)r/nz(A), le couple JF n’est pas dans ﬁgr/nz+e(A) si et
seulement si § est nul ou Fy est constant et est une racine de ¢, ce qui se produit si
et seulement si d o F' est nul.

Supposons maintenant que § o F' # 0. Un raisonnement par récurrence montre
que, pour tout n € N, on a

n—1

de)n—17i

@F)°" = [ TT (50 F°9)" For.
§=0
En particulier, pour tout n € N*, on a
n—1
o (d+e)" =179
yGoF (w,y) — aHO (w,y) = [ [ (60 Fo7) " (G (2,y) — zHy (2,y)) -
§=0

/_\-/2
Par conséquent, on a ¢ o F'°™ # 0 pour tout n € N puisque §F € Hom,, ,(A) et,
d’apres la formule d’inversion de Md&bius, on a

of = HH (§ 0 potyr ()"0 g F

n
k|n 1=0

pour tout n € N*. Ainsi, la proposition est démontrée. ([

Une conséquence immédiate de la proposition 3.17 est le cas particulier suivant :
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2
COROLLAIRE 3.18. Soient A un anneau intégre, F' € Hom,(A) et t € A\ {0}.
2
Alors tF € Homy,(A) et, pour tout n € N*, on a

1 sin=1
P =l on 1, = .
" " % sin> 2

Etudions maintenant I’action de la conjugaison sur les polynémes dynatomiques
d’un couple de polynémes homogenes de méme degré. On a le résultat ci-dessous,
qui est analogue a la proposition 1.22.

2
PROPOSITION 3.19. Soient K un corps, F € Homy(K) et ¢ € Hom3(K). Alors
2
poFo¢p~t est dans Hom,(K) et, pour tout n € N*, on a

res(¢) sin=1

pPoFop™! — . dF (¢! ) = .
n (a:,y) O n (¢ (x’y)) Y ou  Qn 1 sin 2 92

DEMONSTRATION. Ecrivons
é(z,y) = (a1 + agy, brx + boy) € Hom3(K).

Pour tout n € N*, on a

G (ay) = G (67 (w,y) + a0l (67 (2.y)
et
HEP™ (3,) = ,GF (¢~ (2, )) + boHT (67 (z,1)) |
et donc
YGEF ™ (2,y) — wHP P (2,y) = res(O)HY ' (2,9)GE (67 (z,1))
—1es(0)GY () HE (67 (2, )
= res(¢) [[ @7°7°7 " (x).

k|n

2
Par conséquent, ¢ o F o ¢~ ! est dans Hom,(K) et on a

°Fe0 ™ (1, ) = an®F (67 (2,9)

pour tout n € N* d’apres 'unicité dans la proposition 3.11. Ainsi, la proposition
est démontrée. (]

Etudions maintenant les racines des polynémes dynatomiques d’un couple de
polyndémes homogéenes premiers entre eux de méme degré, qui sont liées aux points
périodiques de la fraction rationnelle induite. Soient K un corps, F € Homfi(K ),
f = [F] € Raty(K) et n € N*. Alors toute racine du polynéme ®£ est un point
périodique pour f avec période divisant n. Réciproquement, tout point périodique
pour f avec période n est une racine de ®£'. Cependant, il peut arriver que certaines
racines du polynéme @£ aient une période strictement inférieure & n.

Montrons d’abord le résultat ci-dessous, qui est analogue a la proposition 1.24.

2
PROPOSITION 3.20. Soient A un anneau intégre, F € Hom,(A) et n € N*.
Alors le polynome ®F divise le polynome ®F o F' dans Alx,y].
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DEMONSTRATION. Démontrons d’abord le résultat dans le cas de 'anneau 24
et du couple §. Comme le polynéome ®3 est homogene, primitif et séparable d’apres
le lemme 3.14, il suffit pour cela de prouver que toute racine du polynéme ®% dans
P! (R) est aussi racine de ®F o §. Si z9 € P! (R) est une racine de ®F, alors zy est
un point périodique pour f avec période n d’apres le lemme 3.14, ce qui entraine
que f(2o) est racine de ®3 puisqu'il est aussi périodique pour f avec période n, et
donc zy est racine de ®3 oF. Ainsi, on a montré qu'il existe un polynéme homogene
P € Az, y] tel que & o F = PP3.

Afin de prouver le résultat dans le cas général, écrivons

d d
. . . . —2
F(z,y) = | Y aja?y® > bjwiy®7 | € Homy(A).
=0 =0

Soit ¢: A — A I'unique morphisme d’anneaux qui vérifie ¢ (a;) = a; et ¢ (b;) = b,
pour tout j € {0,...,d}, de sorte que ¢(§F) = F. On a

B o F = (85 05) = o(P)L
Ainsi, la proposition est démontrée. O

Une conséquence de la proposition 3.20 est le résultat ci-dessous, qui est ana-
logue au corollaire 1.25 et dont la démonstration est similaire.

COROLLAIRE 3.21. Soient K un corps, F € Hom3(K), f = [F] € Ratq(K) et
n € N*. Alors f induit une permutation des racines du polynéme ®L qui préserve
les multiplicités et dont ’ordre divise n.

DEMONSTRATION. Comme ®f divise ®f o F' d’apres la proposition 3.20, f
induit une permutation de I’ensemble des racines du polynéme ®%" dans lui-méme.
De plus, comme les racines du polynéome ®£ sont des points périodiques pour f
avec période divisant n, celle-ci est en fait une permutation dont ’ordre divise n.
Enfin, pour montrer que f préserve les multiplicités des racines de ®F', il suffit de
prouver que, pour toute racine 2o € P*(K) du polynome q),lf ,on a

ord,, ®F < ord () oF

Soit zg € P}(K) une racine du polynéme ®£. Comme zy est un point périodique
pour f avec période divisant n, il existe un point périodique (zg,yo) € 2o pour F
avec période divisant n. De plus, il existe P € K|z, y] tel que

o (z,y) = (H{ (z0,90) & — G (w0,50)y)" P(x,y) et P (F (wo,0)) #0,
o m = ordy(;,) P5. On a
oy o F = (H{ (x0,30) G — G (w0,90) H{ )" Po F,
et donc
ord () <I>5 o F'=mord,, (HlF (0, Y0) Gf — Gf (z0,Y0) Hf) .
Par suite, si DY (zg,0) # 0, alors on a

ord,, ®F <ord,, ®F o F =m = ordy () or
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puisque ® divise " o F' d’apres la proposition 3.20 et
Hf (z0,%0) Gf(l’»y) - Gf (20, Yo) HlF(:Cay) = D" (20, Y0) (Yo — z0y)
+ O, ((yox - moy)z) :
Enfin, si DY (z9,50) = 0, alors on a
ord,, @) < ord,, (yGi(z,y) —zH} (z,y)) =1< ord () oF
puisque
yG (v,y) —2H (2.) = (DF (20,90) = 1) (o — w0y) + Oz, ((yow — 209)°) |

car (o, yo) est un point fixe pour F°", et

n—1
DE (z0,y0) = H D¥ (F* (z0,y0)) = 0.
§=0
Ainsi, le corollaire est démontré. |

Décrivons maintenant les racines des polynémes dynatomiques. On a le résultat
ci-dessous, qui est analogue a la proposition 1.26.

ProOPOSITION 3.22 ([MS95, Proposition 3.2]). Soient K un corps, n € N*,
F € Hom?(K) et f = [F] € Ratq(K). Alors zy € PY(K) est une racine du polynome
O si et seulement si zy est un point périodique pour f avec période k € N* et
multiplicateur Ay € K qui vérifient
— k=n,
— ou il existe | € N* tel que n = kl et Ay est une racine primitive l-iéme de
l'unité,
— ou K a une caractéristique p > 0 et il existe ,m € N* tels que n = kip™ et
Ao est une racine primitive [-iéme de l'unité.

La proposition 3.22 est une conséquence du lemme ci-dessous, qui est analogue
au lemme 1.27. En fait, notre preuve de proposition 3.22 a partir du lemme 1.27
s’adapte sans modification substantielle pour démontrer la proposition 3.22.

En identifiant P!(K) & K U{oo} et Ratq(K) & K(z)4 par les bijections ¢ et 9,
avec K un corps, notre preuve du lemme 1.27 s’adapte aussi immédiatement pour
démontrer le lemme ci-dessous. Plus précisément, si K est un corps, F € Homﬁ(K ),
f =[F)] € Raty(K) et zg € P}(K), alors, pour tout n € N*, on a

ords, (yGy, (2,y) — wHy (2,y)) = ord,(zy) (Va(f)*"(2) = 2) -

LEMME 3.23. Soient K un corps, F € Hom3(K), f = [F] € Ratq(K) et
2o € PYK) un point five pour f avec multiplicateur \g € K. Alors, pour tout
neN* ona
Ordzo (ng(l’JJ) - fo(gL‘,y)) > 1 )
et cette inégalité est stricte si et seulement si g est une racine n-iéme de 'unité.
De plus, pour tout n € N*, on a

ord., (yGh (x,y) — zH}\ (z,y)) > ord., (yG7 (z,y) — zH{ (z,y)) ,

et cette inégalité est stricte si et seulement si
— soit \g est une racine n-iéme de 'unité différente de 1,
— soit \g est égal a 1 et la caractéristique de K divise n.
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On peut encore préciser la proposition 3.22 dans le cas des couples de polynémes
homogenes a coefficients dans un corps de caractéristique nulle. Pour cela, énoncons
d’abord le résultat ci-dessous, qui est analogue a la proposition 1.29. En identifiant
PY(K) a KU{oo} et Raty(K) a K(z)4, notre démonstration de la proposition 1.29
s’adapte directement pour prouver I’énoncé qui suit.

PROPOSITION 3.24. Soient K un corps, F € Hom3(K), f = [F] € Raty(K) et
20 € PY(K) un point périodique pour f avec période k € N* et multiplicateur une
racine primitive l-iéme de Uunité. Alors la multiplicité

ordz, (yGiy(z,y) — wHpy(z,y)) € N*
ne dépend que de f et est congrue a 1 modulo .

DEFINITION 3.25. Soient K un corps, F € Hom?(K), f = [F] € Ratq(K) et
2o € PY(K) un point périodique pour f avec période k € N* et multiplicateur une
racine primitive [-ieme de I'unité. L’unique entier v € N* tel que

ord, (yGi(z,y) — aHj(e,y)) = vi+1
est appelé multiplicité parabolique de f en zj.

REMARQUE 3.26. Si f € Raty(C) et zg € P}(C) est un point périodique para-
bolique pour f, alors la multiplicité parabolique v de f en zy est égale au nombre
de cycles de bassins paraboliques pour f en zy (voir [Bea91, Theorem 6.5.10]).

On peut expliciter les multiplicités des racines des polynémes dynatomiques
d’un couple de polynémes homogenes a coefficients dans un corps de caractéristique
nulle. Plus précisément, on a le résultat ci-dessous, qui précise la proposition 3.22
et est analogue a la proposition 1.32.

PROPOSITION 3.27. Soient K un corps de caractéristique nulle, F € Hom3(K),
f =1[F] € Raty(K) et n € N*. Alors zg € P(K) est une racine du polynome ®L si
et seulement si
— soit zg est un point périodique pour f avec période n et multiplicateur dif-
férent de 1, auquel cas ord,, ®L' =1,
— soit zg est un point périodique pour f avec période n et multiplicateur 1,
auquel cas ord,, ®L' = v +1, ot v est la multiplicité parabolique de f en 2,
— soit zg est un point périodique pour f avec période un diviseur propre k

de n et multiplicateur une racine primitive %-ieme de ['unité, auquel cas

n.
ord,, ®F = . ou v est la multiplicité parabolique de f en z.
La proposition se déduit facilement du lemme ci-dessous, qui est analogue au
lemme 1.33 et est une conséquence immédiate du lemme 3.23. En fait, notre preuve
de la proposition 1.32 s’adapte directement pour démontrer la proposition 3.27.

LEMME 3.28 ([Bea91, Theorem 6.511]). Soient K un corps de caractéristique
nulle, F € Hom?3(K), f = [F] € Raty(K) et zy € PY(K) un point périodique pour
f avec période k € N*. Alors, pour tout n € N*, on a

1 sik|n

ord, (yGE (z,y) — zH] (2,y)) = {0 wikin
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st le multiplicateur de f en zy n’est pas une racine de l'unité et

vi+1 sikl|n
ord,, (yGf(Jj, y) —zHE (v,y)) =<1 sik|netklin
0 siktn
st le multiplicateur de f en zg est une racine primitive [-ieme de l'unité, avec | € N*,
ou v est la multiplicité parabolique de f en zy.

REMARQUE 3.29. D’apres le corollaire 3.21 et la proposition 3.27, si K est
un corps de caractéristique nulle et f € Raty(K), alors f a la méme multiplicité
parabolique en chaque point d’un cycle parabolique.

Enfin, énongons 1’égalité ci-dessous, qui nous sera utile lorsque nous étudierons
les polynomes multiplicateurs d’une fraction rationnelle.

2
PROPOSITION 3.30. Soient A un anneau intégre, F € Hom,(A) et n € N*.
Alors, pour tout e € N et tout P € Alx,yle, on a

ev(n)(d™—1)

res (@5, Po FO”) = egf) res (@5, P) res(F) ™ a@D |

ot éf) € {—1,1} est égal a —1 si et seulement sin =1, d est pair et e est impair.

Afin de démontrer la proposition 3.30, énoncons d’abord le résultat suivant :

LeEMME 3.31. Soit n € N*. Alors ®3(0,1) et ®5(1,0) sont premiers entre euz
dans 2.

DEMONSTRATION DU LEMME 3.31. Montrons d’abord que ®3(0,1) € 2 est
primitif. Soit &, € Z un pged des coefficients de ®3(0,1). Il existe un polynome
primitif 55 € A tel que 3 = 5n<'f>§ Sin=1et p: A — Z est 'unique morphisme
d’anneaux tel que

90(3)($7 y) = (xd - yd7 xd + yd) S HomZ(Z) ’
alors on a
b (87) (0,1) = @5(0,1) = -1,
et donc 9,, = +1. Sin > 2 et ¢: A — Z est 'unique morphisme d’anneaux tel que

¢(§)(x,y) = (z%,y") € Hom3(Z),
alors on a

(5n<p< )(01) 8¢®(0,1) = [ Cw(0)

keD,

ol D,, est 'ensemble des diviseurs de d" — 1 qui ne divisent pas d* — 1, avec k un
diviseur propre de n, et Ci, avec k € N*, désigne le k-ieme polyndme cyclotomique,
et donc d§, = +1. Ainsi, le polynome ®3(0,1) € A est primitif, et en particulier
®3(0,1) et ®5(1,0) n’ont pas de facteur commun non inversible dans Z.

Raisonnons par I’absurde, et supposons que ®3(0,1) et ®3(1,0) ont un facteur
commun non constant ¢, € 2. Posons

%:C[ao,...,ad,bo,...,bd] .
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Soit (z0,50) € C2\ {0} tel que g # 0. Alors il existe ¢g € Hom?(C) tel que
$0(0,1) = (0,1) et o (zo,y0) = (1,0), et il existe un unique automorphisme py de
la C-algebre B qui vérifie
po(F) =dooT oy
D’apres la proposition 3.19, on a
po (®5(0,1)) =res (o)™ 5(0,1) et po (B5(1,0)) = res (¢o)™ @ (w0, yo) ,

ol €, € {0,1} est égal & 1 si et seulement si n = 1. Par suite, pg (4,,) est un facteur
commun non constant a ®3(0,1) et ®3 (z9,yo) dans B. Par conséquent, il existe
un facteur irréductible 6,, de ®3(0, 1) dans B et une partie infinie E de P1(C) tels
que 6, divise ®F (g, yo) dans B pour tout (xg,y0) € C\ {0} tel que [zo: yo] € E.
Soit (a,b) € C?¥*+2 un zéro de 6, et notons ¢: B — C I'unique morphisme de
C-algebres qui vérifie p (a;) = a; et ¢ (b;) = b; pour tout j € {0, ..., d}. Alors tout
élément de E est racine de ¢ (@ﬁ), et donc ¢ (@g) = 0 puisque F est infini. Ainsi,
tout zéro de 6, dans C29+2 est aussi zéro des coefficients de ®3. Par conséquent,
comme 6,, € B est irréductible, il divise tous les coefficients de ®3. Ceci contredit
le fait que le polynéme ®3 € [z, y] est primitif d’aprés le lemme 3.14 puisque tout
pged des coefficients de @3 dans 2 est également un pged de ceux-ci dans 9B. Ainsi,
le lemme est démontré. O

Enfin, prouvons la proposition 3.30.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.30. Soit e € N, et posons

B =Aco,...,c] et P(z,y)= Z c;zly*7 € Bz, yle,
=0

ou ¢y, ..., ¢ sont des indéterminées. Il suffit de démontrer que

ev(n)(d™—1)

res (@5, PBo SO") = egf) res (@ﬁ,qs) res(§) 4@D
Comme les racines du polynome ®3 dans P! (ﬁ) sont des points périodiques pour §

avec période divisant n, il existe o € & et des points périodiques (x5,y;) € EQ\{O}

pour § avec période divisant n, avec j € {1, ...,deg @E}, tels que
deg ®%
®3(2,y) = « H (yjx — xjy) .
j=1
Alors on a
deg ®% deg ®%

res (@5, B o3") =" J[ BoF" (zj,u) =" ] Bz u),
Jj=1 j=1

et donc
res (‘Pﬁ,‘ﬁ o 8071,) — 0@ =) Log (‘PE,‘B) ]
Il reste a expliciter le terme oze(d:_l). Soient g et s les uniques morphismes
de R-algebres de 8][co, ..., c.] dans K qui vérifient
eo(P)(@,y) = (—1)%2° € Rz, yle et poc(P)(z,y) = y° € Klz,yle.
Alors on a

ae(dnfl)@g(o, 1)¢ = ¢ (res (@g,‘ﬁ o %"m)) = res (@g, ng)e cA
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et
ae(dnfl)(bi(l,())e = Voo (res (<1>§,q3 o 30")) = res (@E,Hff)e e.
Par suite, comme ®3(0,1) et ®3(1,0) sont premiers entre eux dans A d’aprés le
lemme 3.31, on a a®(@" =1 € 2. Soit (a,b) € C>*¥+2 qui n’est pas zéro de res(F) € A,
et notons ¢: A — C lunique morphisme d’anneaux qui vérifie ¢ (a;) = a; et
¢ (b;) = b; pour tout j € {0,...,d}. Alors les racines du polynéme @ﬁ(g) dans
P1(C) sont des points périodiques pour [¢(F)] € Raty(C) avec période divisant n,
et donc il existe v € C* et des points périodiques (z;,y;) € C?\ {0} pour p(F) avec
période divisant n, avec j € {1, ...,deg @ﬁ}, tels que
deg ‘Il‘g
oS () =7 [ iz —=zm) .
j=1

Soit (z0,y0) € C*\ {0} tel que [wo: yo] # [x;: y;] pour tout j € {1,...,deg®T}, et
notons encore @: B — C 'unique morphisme d’anneaux qui prolonge ¢ et vérifie
¢(P)(z,y) = (yor — zoy)" € Clz, yle,

de sorte que p(B) (z;,y;) # 0 pour tout j € {1,...,deg®F}. Alors on a

o (aew—l)) res (@ﬁ@), Lp(qg)) — res (@ﬁm, P(P) o @(3)"")
deg &%

=" T eB) 0 0®)°" (x5,5;)
j=1

deg <I>§

=" I ) (5.95)
=1

et donc (a, b) n’est pas un zéro de a4~V Ainsi, tout zéro de a®(¢" 1) dans C2¢+2
est aussi zéro de res(§). Par conséquent, comme le polynome res(§) € 2 est primitif
et irréductible sur C d’apres le lemme A9, il existe ¢, € Z\ {0} et m,, € N tels que
=1 — ¢, res(§)™", et on a

res (T, P 0 F°") = ¢, res (BF,P) res(F) " .

Il reste a déterminer ¢, et my,. Soit ¢: B — B 'unique morphisme d’anneaux
qui vérifie

al

¢(3) = 23 € Homj(A) et o(P) =P € B, y)..
Alors on a
res (025, P o (23)°") = ¢ (ves (B, P o F")) = ¢, res (P25, P) res(23)" ,
ce qui entraine

e(d™—1) deg @3

gelnd" + =" peg (DT, P o Fo") = 260 2dmnc vos (BF,P) res(F)™

puisque

n_ 1 in=1
(25)°" =2 T F" et W =2005, oh Li={ 0 .
T sin>2

et donc
€ (d"—1) (In(d—1) + deg®F)  ev(n)(d” —1)

2d(d — 1) d(d—1)
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Sin=1et p: B — Z est 'unique morphisme d’anneaux tel que

o(®)(x,y) = (y*,27) € Hom3(Z) et o(P)(z,y) =y° € Zz,yl.,

alors on a
® (res (<I>§,q3 030”)) =1, ¢ (res (@g,‘:ﬁ)) =(=1)°¢ et ¢(res(¥)) = (fl)d7

et donc ¢, = (—1)°@+1) Enfin, si n > 2 et p: B — Z est 'unique morphisme
d’anneaux tel que

o(3)(x,y) = (z%,y") € Hom3(Z) et o(P)(z,y) =y° € Zz,yl.,

alors on a

® (res ((IDE,‘B OSO")) =1, ¢ (res (‘bg,‘ﬁ)) =1 et ¢@(res(F)) =1

puisque

on " i v(in x
P(3)°" (w,y) = (md ! ) et S (z,y) =y I O (y) :

keD,

ou D,, est 'ensemble des diviseurs de d® — 1 qui ne divisent pas d* — 1, avec k un
diviseur propre de n, et Ci, avec k € N*, désigne le k-iéme polyndme cyclotomique,
et donc ¢, = 1. Ceci complete la démonstration de la proposition. ([l

REMARQUE 3.32. Soient K un corps algébriquement clos, F € Hom3(K) et
n € N*. Alors il existe a € K* et des points périodiques (z;,y;) € K2\ {0} pour
F' avec période n, avec j € {1, ..., deg @5}, tels que
deg ®F
o (wy)=a [[ (wiz—az).
j=1
D’apres la démonstration de la proposition 3.30, on a
v(n)(d™—1)

-1 _ (1 T
! =W res(F) a1 |

ot ) € {—1,1} est égal & —1 si et seulement si n = 1 et d est pair.

3.3. Polyn6mes multiplicateurs d’une fraction rationnelle

Introduisons ici les polynémes multiplicateurs d’une fraction rationnelle, qui
sont en correspondance avec ses multiplicateurs (comparer a [Sil07, Section 4.5]).
Dans toute cette section, d désigne encore un entier supérieur ou égal a 2.

Soient K un corps algébriquement clos, F € Hom3(K), f = [F] € Raty(K) et
n € N*. Notons z1,...,2zqeger les racines du polynome &L dans P1(K) répétées
avec multiplicités. Pour tout j € {1, ...,deg @5}, il existe un point périodique
(xj,y;) € zj pour F avec période divisant n. Il existe a € K* tel que

deg <I>f;

of(wy)=a [[ -z .
j=1
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Soit P € K|z, un polyndéme premier avec ®L. Alors on a

deg ®F
res (@, APo F*" — PD[) =" [[ (APoF°" - PD]) (x;,y;)

j=1

deg @

=™ T Plajy) (A= Df (x5,9) -
j=1
En particulier, les racines du polynéme
res (@5, \P o F°" — PDI) € K[)]

sont précisément les DI (xj,y;), avec j € {1, ...,deg @5}7 puisque P (zj,y;) # 0
pour tout j € {17 ...,deg <I>5} Rappelons maintenant que, si z9 € P1(K) est un
point périodique pour f avec période n et (g, yo) € 2o est un point périodique pour
F avec période n, alors DI (xq,10) est égal au multiplicateur de f en z puisque
I’endomorphisme tT(IO,yO)FO" de (KQ)* induit une homothétie de LZL0 de rapport
DE (x0,y0) qui est naturellement conjuguée a !T., f°". Par conséquent, si les racines
du polynéme ®f sont précisément les points périodiques pour f avec période n,
alors les racines du polynome ci-dessus sont précisément les multiplicateurs de f en
ses cycles avec période n et leurs multiplicités sont des multiples de n puisque f a
le méme multiplicateur en chaque point d’un cycle. En fait, comme cette hypothese
est vérifiée dans le cas du corps K et de la fraction rationnelle f, ceci est vrai dans
le cas général. Plus précisément, on le résultat suivant :

PROPOSITION 3.33. Soient K un corps, K une cléture algébrique de K, n € N*,
F € Hom?%(K) et f = [F] € Ratq(K). Alors il existe un unique polynéme unitaire
M} € K[\ tel que, pour tout P € K[z,yl2, on a

res (5, P o F°") M (\)" = res (5, AP o F°" — PDF) .
De plus, le polynéme M7 ne dépend que de f et on a
d+1 sin=1
deg M = :
& Mn {”(nn) sin>2
DEFINITION 3.34. Soient K un corps, f € Raty(K) et n € N*. Le polynéme
M/ est appelé le n-ieme polynéme multiplicateur de f.
Avant de démontrer la proposition 3.33, rappelons que
A =7Z[ag,...,a4,b0,...,bq et F=(&,$)c Hom3(A),
ou &, 9 € Az, y|q sont donnés par
d d
&(z,y) = Zajmjydﬂ et 9H(x,y) = Z bjxjydﬂ .
j=0 §=0
Notons encore £ le corps des fractions de 2, & une cloture algébrique de £ et
f = [§] € Ratq(R).
Enfin, soient ¢g, ¢ et ¢o des indéterminées sur 2, et définissons aussi

B =Alco,c1,02] et Pz, y) = c22” + 12y + coy® € Bz, ylo.
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Le résultat suivant permet de démontrer la proposition 3.33 avec un argument
de spécialisation (comparer & [Sil98, Theorem 4.5] et [Sil07, Theorem 4.50]).

LEMME 3.35. Soit n € N*. Alors il existe un unique polynéme M) € R[N\ qui
est unitaire et vérifie

res (@5, B 0 F°") ML(A)" = res (5, AR 0 I —PDJ) .
De plus, il existe m, € N* tel que res(F)™" M) est dans A[\] et on a

d+1 sin=1
deg M) = .
& Mn {”(nn) sin>2
DEMONSTRATION DU LEMME 3.35. Soient z1,..., 2, € P! (]), avec r € N, les
points périodiques pour f avec période n. Pour tout j € {1,...,r}, il existe un
point périodique (z;,y;) € z; pour § avec période n. D’apres le lemme 3.23, les
racines du polynéme ®% sont simples et sont précisément 21, ..., z.. Par suite, on
ar =deg®? et il existe a € R tel que
deg@i
o (z,y)=a [[ wiz—a).
j=1
Alors on a
dcg@ﬁ dcg@ﬁ

res (@5,% 030") =" H PoF" (x5,y;) = o H B (zj,y;) #0
=1 j=1

et
deg <I>§
res (05, AP o §" — PDF) =" [ (MBoF" —PDY) (z;,y;)
j=1
deg <I>§

a2 T B o) = D (1))

j=1

De plus, pour tout j € {1, ...,deg @g}, le terme DS (xj,y;) est égal au multiplica-
teur de f en z;. Par conséquent, comme § a le méme multiplicateur en chaque point
d’un cycle, on a

deg

g.@g
res (@5, AP o F" — PDT) =res (BT, Po3") [ (A —A1)",
j=1

OU Aty .y Ay, +5 sont les multiplicateurs de § en ses cycles avec période n. Posons
o

de

Moy = T (- ) € &
j=1

Alors, d’apres le lemme A.6, M/ est I'unique polynéme unitaire dans &[\] qui vérifie

res (®F, 9 0 F°) M) (A\)" = res (®F, AP o F°" —PDY) .
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De plus, on a

deg M/

n

_ deg ®3 _Jd+1 sin=1
a n N % sin>2 '
Il reste & démontrer qu’il existe m,, € N* tel que res(§)™ M} est dans 2A[N].
D’apres la proposition 3.30, on a
res (@5, ) res(§)™ MJ(\)" = res (BT, AP o §" — BDJ) ,

ou m, = %. Notons ¢g et ¢ les uniques morphismes de R-algebres de

R[co, ¢1, ¢2] dans R tels que
po(B)(w,y) =2 € Az, gl et poo(P)(a,y) = y” € Az, yl2.
Alors on a
B (0, 1) res(@)™ ML) = res (B3, Ago(B) 0 5" — wo(F)DT) € AN
et
@, (1,0) res(F)™ M, ()" = res (B, Apoo (F) 0 T — oo (B) DY) € AN

En particulier, (M,‘;)n est dans £])\], et donc M/ l'est aussi d’apres le lemme A.3.
Par suite, comme M/ est également unitaire, il existe g, € 21\ {0} et un polynéme
primitif M} € A\ tels que M = q%ﬂi D’apres ce qui précede et le lemme
de Gauss, ¢" divise @,,(0,1) res(F)™ et ®,,(1,0) res(F)™, et donc il divise aussi
res(§)™» puisque ®3(0,1) et ®3(1,0) sont premiers entre eux d’apres le lemme 3.31.

Par conséquent, g, divise res(g) LMJ, et donc res(F) L=] M/ est dans A[\]. Ainsi,
le lemme est démontré. g

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer la proposition 3.33.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.33. Ecrivons
d d
Fz,y) = | Y a;a’y"™,> bjaly?™ | € Homj(K).
j=0 j=0
Soit ¢: 2 — K 'unique morphisme d’anneaux qui vérifie ¢ (a;) = a; et ¢ (b;) = b,

pour tout j € {0,...,d}, de sorte que p(F) = F. Comme res(F) € K*, il existe un

unique morphisme d’anneaux ¢: 2 ﬁ — K qui prolonge ¢, ou

2A [resl(g)} = {res(aS’)m cacWetme N}

est la sous-A-algebre de R engendrée par —

res(F)
M] = (M) € K[)],

. Posons

qui est bien défini, unitaire et de degré désiré. De plus, pour tout P € K[z,y]s,
13)} — K qui prolonge ¢ et

il existe un unique morphisme d’anneaux @p: B [W

vérifie pp(P) = P, et on a
res (5, P o F°") M (\)™ = ¢p (res (B, AP 0 " — PDY))
=res (P5, AP o F°" — PDf)) .
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Montrons maintenant que M; est 'unique polynéme unitaire dans K[\] qui
vérifie I'égalité ci-dessus. D’apres le lemme A.6, il suffit pour cela de montrer qu’il
existe Py € K[z, y]2 tel que

res (97,

Pyo F°") #0.

Comme K est infini, il existe (zg, o) € K’ \ {0} tel que [zg: yo] n’est pas racine
du polynome %, et on a
P o u(n)(d"—l)
res (0, Pyo F) =res (B}, Py) res(F) ™ @1 0
d’apres la proposition 3.30, ou

Po(x,y) = (yor — xoy)” € K[z,y]2-

Ainsi, 'unicité d’un tel polynéme M est démontrée.
Enfin, montrons que le polynéme M; ne dépend que de f. Pour tout t € KX,

on a
an — 2(d"™—1)

(tF)°" =TT F°" ot DIF =t a7 DF

et, d’apres le corollaire 3.18, on a

1 sin=1
o =tol, ou I, = :
" " T sin>2

Par conséquent, pour tout t € K* et tout P € K[z,y]s, on a
res (®L, AP o (tF)°" — PD}") = t™ res (®5, AP o F°" — PDY)

et
res (CI)’;F7 Po (tF)O”) =t res (@5, Po FO”) ,
o 2(d" — 1) deg ®F
my, = 20,d" + I-1 ,
et donc
res (LF, P o (tF)°") M (N)" = res (®LF, AP o (tF)°" — PD!") .
Ceci complete la démonstration de la proposition. ([

REMARQUE 3.36. Si K est un corps fini, F € Hom3(K), f = [F] € Raty(K) et
n € N*, alors il n’y a pas nécessairement unicité d'un polynéme unitaire MJ € K[}
tel que, pour tout P € K[z, y]2, on a

res (@5, P o F°") MI(A)"™ = res (@F, AP o F°" — PDE) .
Par exemple, si p est un nombre premier,
K=F,, F(z,y) = (xp2,yp2> € Homig(K) et f=[F] € Rat,(K),
alors, pour tout polynéme unitaire le € K[\ et tout P € K[x,yla, on a
res (81, Po F) M{ (\) = res (87, APo F — PD{) =0
puisque les racines de P dans P! (sz) sont des racines communes aux polynomes

o7 € K[z,yl,241 et APoF — PDf € K[\[z,y]ap: -
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EXEMPLE 3.37. Soient K un corps, f € Polyg(K),

F(x,y):( df( ) ) EHomd(K) et f:[F]ERatd(K).
Soit n € N*. Alors on a

Fo™(z,y) = (yd"f"” (:;) yd) et D (w,y) =y 2 (f") (x)

Y
et, d’apres la proposition 3.11 et 'exemple 3.16, on a

d+1 sin=1
otten=siel (5) et = {03
Y

v(n) sin>2"

Par suite, en posant P(z,y) = y2, on a

res (), P o F°™) = res ( deg @/ o/ <x) n) 1
Y

puisque le polynéme ®f € K|[z] est unitaire et

res(@S,APoFO”PDS)res< d6g<I)F <z’ ’y ( . fon)/ <Z>>)

~J Ares, (CD{,)\ f'(z) sin=1
res; (®f(2), A — (f") (2)) sin>2
Par conséquent, on a
N . A sin=1
MI(N) = pn(NMa (), ol pun(X) = . .
1 sin>2

Notons qu’une conséquence immédiate du lemme 3.14 est le résultat ci-dessous,
que nous préciserons dans la section 4.1.

PRrROPOSITION 3.38. Soient A un anneau intégre, K son corps des fractions,
F € Hom3(A), f = [F] € Raty(K) et n € N*. Alors il existe m,, € N* tel que
res(F)™n M/ est dans A[)].

REMARQUE 3.39. Soit n € N*. Comme le polynéme M/ ne dépend que de f,
ses coefficients sont des éléments homogenes de degré 0 dans 2 [W]

On a le résultat ci-dessous, qui est analogue & la proposition 1.43 et traduit
Iinvariance des multiplicateurs par conjugaison.

PROPOSITION 3.40. Soient K un corps, [ et g deuz fractions rationnelles dans
Ratq(K) qui sont conjuguées et n € N*. Alors on a M = MY.

DEMONSTEATION. Soit K une cloture algébrique de K. Il existe F € f, G € g
et ¢ € Hom% (K) tels que G =¢poFo¢~!. Ona

DG _ (D¢OFO¢—1) (DFO¢_1) D¢*1 :DFogb_l
puisque D? = res(¢) et D¢ = res(¢)~! et, d’aprés la proposition 3.19, on a

res(¢) sin=1

¢ =, 0™, on a, = .
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Par suite, pour tout P € K[z,y], on a

res (@g, PoG™) MI(A)" = a2 res ((Df 0o¢ ', PogoFo ¢_1) M7 (N)"
a2d"

n F on
= rostgypiraser 1o (Ba, Po ¢ o FT) MI(A)”

d’une part et

res (®5, P o G°™) ME(A\)™ = res (85, AP o G°" — PDY)
= a24"

res (05 o ¢!, (APogo F°" — (Po¢)DF) o g™ !)

2"
:Wres(@i,)\Po(ﬁ—(Po¢)DF)
a2d"
e | S (@57PO¢OFOn) M,J;()\)"

res(qS) 2d" deg ®F

d’autre part d’aprés le lemme A.10. Par conséquent, on a M} = Mg d’apres le
lemme A.6. Ainsi, la proposition est démontrée. O

Le résultat suivant donne une autre description des polynémes multiplicateurs.
Il permet aussi de les calculer de maniere plus efficace que la proposition 3.33 car
il fait intervenir un résultant avec un polynéme de degré deux fois plus petit.

PROPOSITION 3.41. Soient K un corps, K une cloture algébrique de K, n € N*,
F € Hom3(K) et f = [F] € Raty(K). Alors, pour tout P € K|x,y]1, on a

res (®F, P o F°™) MJ(\)" = res (@5, (A +d") Po F°" — PTF) .

Afin de démontrer la proposition 3.41, énoncons le lemme suivant, qui décrit
les racines des polynémes multiplicateurs d’une fraction rationnelle.

LEMME 3.42. Soient K un corps, K une cloture algébrique de K, n € N*,
F € Hom%(K) et f = [F] € Ratq(K). Alors on a

deg ®%
Miom= 1] A=),
j=1
0U A1,..., Aqegpr sont les multiplicateurs de f°" en les racines du polynome oF

dans P! (F) répétées avec multiplicités.

DEMONSTRATION DU LEMME 3.42. Soient 2, .. -y Zdeg @F les racines du poly-
néme &L dans P! (F) répétées avec multiplicités. Pour tout j € {1, ...,deg @5},
comme z; est un point périodique pour f avec période divisant n, il existe un point

périodique (z;,y;) € z; pour F avec période divisant n. Il existe « € K™ tel que

deg @5

of(w,y)=a [[ (- .
j=1
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Alors, pour tout P € K|[x,y]s, on a
res (OF, P o F°) M (\)"™ = res (@5, AP o F°" — PDF)

degd)f;
= 2@ H P(zj,y;) (A= D (z,9;))
j=1
dcg@f
=res (0, Po ") [ (A= Dy (.5))) -
j=1

De plus, comme K est infini, il existe P € K[z, y]» tel que

deg @
res (@5, P o F°") = o2 H P(zj,y;) #0.
j=1

Par conséquent, on a

deg @7 deg ®F
M= T =D @) = [T =)
j=1 j=1
ol A; est le multiplicateur de f° en son point fixe zj, avec j € {1,...,deg ®]'}.
Ainsi, le lemme est démontré. O

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.41. Soient z1, .. -3 Zdeg BF les racines
de ®f dans P! (F) répétées avec multiplicités. Pour tout j € {1, ...,deg @5},
comme z; est un point périodique pour f avec période divisant n, il existe un point

périodique (z;,y;) € z; pour F avec période n. Il existe o € K tel que

deg ®F
of(wy)=a [[ (wz—ay).
j=1
Alors, pour tout P € K|[x,y]1, on a
deg @ deg ®F

res (0, PoF") =a” [ PoF (zj,y;)=a” ] Plj.u)
j=1 j=1

et
deg@f
reS(‘I)ﬁy)\PoFon _PDg) =a? H ((A-l-dn)POFon—PTf) (5, 95)
j=1
deg@f
=a?" H P(wj,y5) (A +d" =Ty (25,55)) -

j=1

De plus, pour tout j € {1,...,deg®L'}, le terme T} (z;,y;) — d" est égal au
multiplicateur de f°" en z;. Par conséquent, d’apres le lemme 3.42, on a

ves (05, P o F°) M (\)" =res (®F, (A +d") Po F°" — PTY)

pour tout P € K[z, y];. Ainsi, la proposition est démontrée. [
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Enfin, décrivons la correspondance entre les multiplicateurs et les polyndémes
multiplicateurs d’une fraction rationnelle. Le résultat suivant est analogue a la
proposition 1.44 et se déduit directement de la proposition 3.22 et du lemme 3.42.

PROPOSITION 3.43. Soient K un corps algébriquement clos, f € Ratq(K) et
n € N*. Alors A\ € K est une racine du polynéme M si et seulement si

— Ao est le multiplicateur de f en un cycle avec période n,

— ou Xy est égal a 1 et il existe k,l € N* tels que n =kl et f a un cycle avec
période k et multiplicateur une racine primitive l-ieme de 'unité,

— ou Ao est égal a 1, K a une caractéristique p > 0 et il existe k,l,m € N* tels
que n = klp™ et f a un cycle avec période k et multiplicateur une racine
primitive l-iéme de [’unité.

Une conséquence immédiate de la proposition 3.43 est le résultat ci-dessous, qui
est analogue au corollaire 1.45 et nous sera utile pour répondre a la question 4.15
dans le cas des fractions rationnelles quadratiques.

COROLLAIRE 3.44. Soient K un corps algébriquement clos, A un sous-anneau
de K, f € Raty(K) et n € N*. Alors tous les multiplicateurs de f en ses cycles
avec période n sont dans A si et seulement si le polynome M est scindé sur A.

Enfin, on peut préciser la proposition 3.43 dans le cas des fractions rationnelles
sur un corps définies sur un corps de caractéristique nulle. Plus précisément, on a
le résultat ci-dessous, qui est analogue a la proposition 1.46 et est une conséquence
immédiate de la proposition 3.27 et du lemme 3.42.

PRrROPOSITION 3.45. Soient K un corps algébriquement clos de caractéristique
nulle, f € Raty(K) et n € N*. Alors, pour tout \g € K,
— s0it \g est différent de 1 et ordy, M est égal au nombre de cycles pour f
avec période n et multiplicateur Ao,
— soit \g est égal a 1 et on a

p q
Ord,\oMg:p+Zﬂj+ZVj7

j=1 j=1
ou fi1,..., Uy, avec p € N, sont les multiplicités paraboliques de f en ses
cycles avec période n et multiplicateur 1 et v1,...,v, avec ¢ € N, sont les

multiplicités paraboliques de f en ses cycles avec période un diviseur propre
k de n et multiplicateur une racine primitive ¢-icme de l'unité.



Chapitre 4

Etude des polynémes multiplicateurs d’une
fraction rationnelle

Nous abordons dans ce chapitre deux questions concernant les polynémes mul-
tiplicateurs d’une fraction rationnelle.

Soit d > 2 un entier, et rappelons que 2l est un anneau de polynémes a co-
efficients entiers, & est son corps des fractions, § € Hom3(2) est le couple de
polynoémes homogenes de degré d dont les coefficients sont des indéterminées et
f € Raty(R) est la fraction rationnelle induite par §. Dans la section 4.1, nous exa-
minons les coefficients des polynémes multiplicateurs M)} € &[)\] de f, avec n € N*.
Nous avons montré dans le chapitre 4 que les coefficients des polyndémes M/, avec
n € N*  sont des éléments homogenes de degré 0 dans K ayant pour dénominateurs
des puissances de res(F). Nous étudions la dégénérescence de certaines familles de
fractions rationnelles afin d’identifier la puissance maximale de res(§) apparaissant
dans ces dénominateurs. En d’autres termes, pour tout n € N*, nous déterminons
'entier m,, minimal tel que res(F)™" M/ est dans A[\]. Enfin, nous donnons égale-
ment une expression des coefficients constants M] (0), avec n € N*, des polynomes
multiplicateurs de f§.

Dans la section 4.2, nous examinons les fractions rationnelles dont tous les
polyndémes multiplicateurs sont scindés sur certains anneaux d’entiers. Plus pré-
cisément, nous montrons que toute fraction rationnelle quadratique dont tous les
multiplicateurs sont dans 'anneau des entiers d’un corps quadratique imaginaire
donné est une application puissance, une application de Tchebychev ou un exemple
de Lattes. En particulier, ceci répond a une question de Milnor dans le cas des
fractions rationnelles quadratiques.

4.1. Résultant et coeflicients des polynémes multiplicateurs

Nous étudions ici les dénominateurs des coefficients des polynémes multiplica-
teurs d’une fraction rationnelle.
Dans toute cette section, d désigne un entier fixé supérieur ou égal a 2.
Rappelons que
A=7Zlag,...,aq,b0,...,bg] et F=(6,$)c Hom?(A),

ou &, 9 € Az, y|q sont donnés par

d d
&(z,y) = Zajxjyd*j et H(z,y) = Z byt

=0 j=0

Notons encore également 8 le corps des fractions de 2 et §f = [§] € Raty(8).
Soit n € N*. D’apres le lemme 3.35, il existe m,, € N* tel que res(F)™» M/ est
dans 2A[A] (comparer & [Sil98, Theorem 4.5] et [Sil07, Theorem 4.50]). On souhaite
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ici déterminer ’entier m,, minimal avec cette propriété. De maniere équivalente, les
f
coeflicients de M) sont dans A {reS(?)

res(§) apparaissant dans leurs dénominateurs. On a le résultat ci-dessous.

Rappelons que
_ N ok
=D (k) d
k|n

pour tout n € N*, ot u: N* — {—1,0,1} désigne la fonction de Mébius.

} et on cherche la puissance maximale m,, de

THEOREME 4.1. Soit n € N*. Notons
A=2Zlag,...,aq,b0,...,bq] et F=(&,H) e Hom32),
ot &, 9 € Az, y|lqa sont donnés par

& (x Zaacjd] et H(x,y) = be”dj

7=0

Notons aussi & le corps des fractions de A et f = [§] € Ratd(ﬁ). Alors le polynome
res(F) P M est dans A[\] et son coefficient constant n’est pas divisible par res(F).

Afin de démontrer le théoréme 4.1, nous comparons les comportements asymp-
totiques du résultant et des multiplicateurs lorsqu’une certaine famille de fractions
rationnelles complexes de degré d dégénere en une fraction rationnelle de degré
d — 1 vérifiant certaines hypotheses. Nous montrons ensuite ces hypotheses sont en
un certain sens génériques pour conclure.

Pour étudier la dégénérescence d’une famille de fractions rationnelles quadra-
tiques, introduisons les polynémes dynatomiques d’un élément F' € Hom? (K) dont
aucune itérée n’induit la fraction I, qui induit l'application identité, ou K est
un corps. Soient K un corps, K une cloture algébrique de K, F € Hom?(K ) et
f =[F] € Rat1(K) tels que f°™ # I pour tout n € N*. Pour n € N*, posons

Pf(d),y) = yGTII;‘(xﬂ y) - IHf(I,y) € K[‘Ta y]2
Alors, pour tout n € N*, le polynéme P! est non nul et ses racines dans P! (F) sont,
précisément les points périodiques pour f avec période divisant n. En particulier,
pour tout n € N*, toute racine de P{" dans P! (K ) est aussi racine de PL". De plus,
sizg € P! (?) est une racine double de P{" et n € N*, alors on a D (29, y0) = 0, ce

qui entraine DI (x¢,y0) = 0, et donc zg est racine double de P". Par conséquent,
pour tout n € N*, il existe af € K* tel que PI' = of PI". Pour n € N*, posons

n pPF sin=1
@5=HP£<”={ ) g
Kin Hk‘n (ozn) sin>2

Alors (@5) est 'unique suite d’éléments de K|z, y]| telle que, pour tout n € N*,

yGE (2,y) — oHE (2,) = [[ 0F (2,9)
k|n

n>1

De plus, pour tout ¢ € A[z,y]. non nul, avec e € N, on a

k=1 (11,) J1)k—1-
& = [T (60 FH)"#" o

k|n 1=0
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pour tout n € N* d’apres la formule d’inversion de Mobius.

Afin de démontrer le théoréme 4.1, énongons d’abord le résultat ci-dessous, qui
décrit le comportement asymptotique des multiplicateurs d’une certaine famille de
fractions rationnelles de degré d qui dégéneére en une fraction rationnelle de degré
d — 1 envoyant [0: 1] sur [1: 0].

LEMME 4.2. Soient fy € Raty—1(C), Fo € fo de la forme

FO(mvy) = (GO(I7y)aer0(xay)) , avec ec {1’7”'_1} et HO(O’ 1) #07
et n € N* qui vérifient les trois conditions suivantes :

(1) [0: 1] n'est pas un point périodique pour fo avec période au plus n,

(2) [0: 1] n'est pas une valeur critique pour f§™,

(3) fo n’a pas de cycle superattractif avec période n.

Posons
F(l‘,y) = (Z‘Go(l‘,y), ('Te+1 + tye+1) HO(x7y)) € Homz ((C[t]) :
Alors on a

ordores(F) =1 et ordge; > —v(n)

d
pour tout j € {0, ...,deg M,{}, avec égalité si j =0, ou
deg M7
f=I[Fl€Ratq(C(t)) et MI(N)= > ;XN eCH)N.
j=0

DEMONSTRATION DU LEMME 4.2. On a
res(F)(t) = tHo(0,1) res (Go(z,y), 2" + ty*™) res (Go, Ho)
pour tout t € C et
%g% res (Go(z,y), "' +ty*™) = (=)Dl Gy (0, 1)

Par conséquent, on a ordg res(F') = 1 puisque Go(0, 1), Ho(0,1) et res (Go, Hp) sont
non nuls d’aprés U'hypothése. En particulier, F' est bien dans Hom? (C[t]).

Il reste a démontrer que ordp c; > %(”) pour tout j € {0, ... deg M,{}, avec
égalité si j = 0. Pour ¢ € C, notons ¢;: C[t] — C le morphisme d’évaluation en t.
Etudions d’abord le comportement asymptotique des racines du polynome <I>§ft(F)
quand t tend vers 0. Notons 21, . . ., Zgeg oF les racines de 32°F) dans P(C) répétées
avec multiplicités. D’apres ce qui précede le lemme si d = 2 ou la proposition 3.17

sid>3,on a

k—1 M(%) k—1—1
Pro(F) — H H (GlFo> @50
k|n 1=0
De plus, pour tout k € {0,...,n—1}, les racines du polynéme Gf" sont précisément
les antécédents de [0: 1] par fé”“ . Par suite, quitte a ré-indexer, on peut supposer
que, pour tout j € {1,...,deg®F}, ona z; =[0: 1] si j < @ et z; est soit une
racine de ®£0 soit un antécédent C}(;‘)[O: 1) par f§¥ aveck € {1,...,n—1}sij > V(d").

Par continuité des racines de ®;**" "/, il existe des applications (:C— P(C), avec
Jj € {1, e ,deg@f}, telles que lim; .o (;(t) = z; pour tout j € {1, e ,deg@f} et
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(F)

C1(t), - -+, Caeg or (t) sont précisément les racines du polynome O répétées avec

multiplicités pour tout ¢ € C.
Examinons enfin le comportement asymptotique de ¢;(t) quand ¢ tend vers 0,
avec j € {O, ..., deg M{} Pour ¢ € C tel que res(F)(t) # 0, posons

fr = [pt(F)] € Raty(C),

de sorte que
deg M7
MIEN) = Y BN,
7=0
D’apres la proposition 3.27, pour tout ¢ € C tel que res(F)(t) # 0, il existe une
partie I(t) de {1,...,deg®f} de cardinal deg M telle que les f°% ({;(t)), avec
j€I(t)et ke{0,...,n—1}, sont précisément les (;(t), avec j € {1,...,deg ®F},
répétés avec multiplicités. D’apres le lemme 3.42, on a
ME) =TT A =x0)
JEI(t)
pour tout t € C tel que res(F')(t) # 0, ot \;(t) est le multiplicateur de f™ en son
point fixe ;(t), avec j € I(t). Par souci de simplicité, identifions maintenant P! (C)
a C et Raty(C) & C(2)q, de maniere & travailler en coordonnées non homogenes.
Choisissons ¢ € Ratq(C) telle que ¢ (z;) # oo pour tout j € {1, ..., deg (IDE} 1l
existe 7 > 0 tel que, pour tout ¢ € C avec 0 < |t| <1, on ares(F)(t) # 0, (;(t) # oo
pour tout j € {17..., ”;)} et ¢ o (;(t) # oo pour tout j € {1,...,deg ®F'}. Alors,
pour tout ¢ € C tel que 0 < |[t| < n et tout j € I(), on a

n—1
M) =TT (6o feod™) (@0 75 (¢(1)) -
k=0
Par conséquent, pour tout j € {0, ..., deg M,f} et tout ¢ € C tel que 0 < |t| < n, il
existe des parties Ji(t),...,J,, (t) de {1, ..., deg @f} de cardinal n (deg M — j),
deg M}:)
J

avec r; = ( , telles que

(1) = (=M S T (6o fros™) (606 (0)

k=11eJy(t)

d’aprés les relations entre coefficients et racines de M*. En particulier, pour tout
teCtelque0< [t| <n,ona

deg ®F
F _1\/
co(t) = (=) T (g0 fiod™) (90¢) -
j=1
Par conséquent, pour montrer que ordg ¢; > %(") pour tout j € {0, ... deg M,{},

avec égalité si j = 0, il suffit de prouver que, pour tout j € {1, ...,deg <I>,If}, on a
v % Sl] S L/(dn) .
(pofiop™") (po¢;(t)) v ¢, avec a;€C".

. v
o S1) > —5
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Soit j € {1 .,deg <I>F} tel que j > —7=, de sorte que z; est soit une racine
de @0 soit un antecedent de 0 par Ok avec k e{l,....,n—1}. Alorson a z; #0
d’apreb la condition (1), et donc

lim (60 frod™") (60 ¢(t) = (dofood™") (doz)

puisque fi, avec 0 < |t| < 7, converge localement uniformément vers fy sur C \ {0}
quand t tend vers 0. De plus, on a

_ li
(pofood™!) (poz)#0
puisque z; n’est pas un point critique pour fy d’apres les conditions (2) et (3).
Soit j € {1, e "(d") }, de sorte que z; = 0. Notons

go(2) = Go(z,1) € Clz] et ho(z) = Ho(z,1) € Clz],
de sorte que

_ () . 90(2)
P =2 T e RG

pour tout t € C tel que 0 < [¢| < n. Alors, pour tout ¢t € C tel que 0 < [t| <, on a
_ /
(o fiod™) (po (1) = f(G(1))

-l ()

e (2 .

Par suite, il suffit de démontrer que ¢;(t) = Oy (t) puisque cela entraine

(00 fros™) (GoG(0) 5 0.

Raisonnons par I'absurde, et supposons qu’il existe une suite (tp)p>0 qui vérifie
0 < |tp| < n pour tout p € N et

=0.

t
lim ¢, =0 et im L
p—+o0 p——+00 Cj (tp)
D’une part, on a

lim ft (CJ (tp)): lim CJ( p) =0

p——+o0 — 400
puisque (j (t,) est périodique pour f;, avec période divisant n pour tout p € N.
D’autre part, on a

lim £, (¢ () = lim 90 (G(1))
T P (G (1) + ) ho (1)

et donc

:OO:fo(O),

lim f7" (G (tp)) = £ (0)

p——+o00
(n—1)

puisque ft(;("_l)

converge localement uniformément vers fo sur C\ {0} et fo(0) n’est pas un antécé-
dent de 0 par f5* avec k € {0,...,n — 2} d’apres la condition (1). Par conséquent,
on a f§™(0) = 0, ce qui contredit la condition (1). Ainsi, le lemme est démontré. O

. (o) o .
converge uniformément vers f, au voisinage de fo(0) car f;,
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Avec un argument de conjugaison, on déduit du lemme 4.2 le résultat ci-dessous,
dans lequel on ne suppose plus que la fraction rationnelle dégénérée envoie [0: 1]
sur [1: 0].

LEMME 4.3. Soient fo € Ratq_1(C), Fo € fo, 20 € PY(C), (z0,y0) € 20 et
n € N* qui vérifient les trois conditions suivantes :

(1) zp n'est pas un point périodique pour fo avec période au plus n,

(2) zo n’est pas une valeur critique pour f§",

(3) fo n’a pas de cycle superattractif avec période n.

Alors il existe F € Hom?3 (C[t]) tel que
—v(n)
d

pour tout j € {0,...,deg M}, avec égalité si j = 0, ot @o: C[t] — C désigne le
morphisme d’évaluation en 0 et

wo(F') = (yoxr — zoy) Fo(x,y), ordores(F)=1 et ordoc; >

deg M7
f=I[Fl€Raty(C(t)) et MI(N)= > N eC@H)N.

=0

DEMONSTRATION DU LEMME 4.3. Comme 2y n’est pas un point fixe pour fy
d’apres la condition (1), il existe un unique ¢ € Hom3 (C) tel que ¢(0,1) = (o, yo)
et ¢(1,0) = Fy (w0, yo). Posons

Fo=¢ 'oFyopecHomj (C) et fo=[Fo]=1[g]""0foo[d] €Rata_1(C).

Alorsona f, ([0: 1]) = [1: 0], et donc il existe G € C[z,y]a—1 et Ho € C[z,y]a—1—ec,
avec e € {1,...,d — 1}, tels que

Fo(z,y) = (Go(z,y),2Ho(z,y)) et Ho(0,1)#0.
De plus, f, vérifie les conditions (1), (2) et (3) du lemme 4.2. Posons
F(z,y) = (2Go(z,y), (z°T" + ty°") Ho(z,y)) € Hom? (C[t])
et f = [F| € Ratq (C(t)). Définissons également
F =res(p)po Fogp ' € Hom? (C[t]) et f=[F]€c Raty(C(t)).
Alors on a
wo(F)(z,y) = res(¢)¢ o vo (f) o ¢~ H(z,y)
= 1es($)G{ (2,9)¢ 0 Foo ¢~ (x,y)
= (Yo — woy) Fo(x,y),

ol ¢g: C[t] — C désigne le morphisme d’¢évaluation en 0. De plus, on a M = Mz
d’apres la proposition 3.40 puisque f = [p] o f o [#]~L. Enfin, on a aussi

res (F) = 1res((;5)3d_d2 res (F)
d’apres le lemme A.10, et en particulier
ordgres(F) = ordgres (F) .
D’apres le lemme 4.2, ceci compléte la démonstration du lemme. O

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoreme 4.1.
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DEMONSTRATION DU THEOREME 4.1. D’apres le lemme 3.35, on peut écrire

deg M/
Yi .
MJ(\) = —2 M € /A
n( ) Jgo res(g)ej € [ ] )
avee Y0, - -+ s VYaog Mi € 2 non divisibles par res(F) et eq, ..., Caeg I € N. Montrons

que e; < (”) pour tout j € {0 .,deg ML}, avec égalité si j = 0. Pour cela,

démontrons dabord lexistence de FO € Hom3_;(C) et (wo,y0) € C?\ {0} qui

vérifient les conditions (1), (2) et (3) du lemme 4.3 et tels que ¥ (7y;) # 0 pour tout

je {0, ...,deg Mg}, ou ¢: A — C désigne 'unique morphisme d’anneaux tel que
U(F)(@,y) = (yoz — zoy) Fo(z,y).

Soient @y, ...,8q_1 et bg,...,bg_1 des indéterminées sur C, et posons
Ao = C [dg,...,da—1,b0,...,b4-1] et Fo= (B0, ) € Hom_, (o) ,

ot B, Ho € Aoz, y]q—1 sont donnés par

d—1 d—
B ( Zaxjdljet Ho(z,y) = Z yi-17,
7=0 7=0
Comme 7o, . .., Vgee a5 1€ sont pas divisibles par res(§) dans A et res(§) € A est

primitif et irréductible sur C d’apres le lemme A.9, il existe un zéro (a,b) € C24+2
de res(§) qui n’est pas zéro de vy;, avec j € {O, ...,deg M,fL} Notons ¢(qp): 2 — C
I'unique morphisme d’anneaux qui vérifie ¢(q) (a;) = a; et Y, (b;) = b; pour
tout j € {0,...,d}. Alors il existe (zo,y0) € C?\ {0} tel que ¥4 p)(F) (z0,y0) =0
car res (1/1(,17;,) (8)) = 0. Notons x: 2 — 2y I'unique morphisme d’anneaux tel que
X(§) =do8o, ol do(z,y) =yox — zoy € Clz,y]1.
Alors, pour tout j € {0, ..., deg M,i}, on a x (v;) # 0 puisque 4 (7;) # 0. Par
suite, il existe (67 5) € C?? qui n’est pas zéro de
deg M)
res (§o) H O30 (20,10) | res (50 o Fo", Dg) res (@50, D%°) H x ()
j=1 3=0
Notons 1 : 2y — C 'unique morphisme de C-algebres qui vérifie 1 (a;) = @; et
o (Ej) = Ej pour tout j € {0,...,d — 1}, et posons Fy = 9o (Fo). Alors Fy est
dans Hom?_,(C), les conditions (1), (2) et (3) du lemme 4.3 sont vérifiées par Fy
et (zo,y0) et on a ¥ (v;) # 0 pour tout j € {0,...,deg M]}}, ot ¥ = vy o x est
I'unique morphisme d’anneaux tel que
Y(&)(2,y) = (yox — zoy) Fo(z,y).
D’aprés le lemme 4.3, il existe F' € Hom? (C[t]) tel que
—v(n)
d
pour tout j € {0,...,deg M7}, avec égalité si j = 0, out pg: C[t] — C désigne le
morphisme d’évaluation en 0 et

wo(F) = (yoxr — zoy) Fo(x,y), ordores(F)=1 et ordgc; >

deg M,J:

f=I[F€Ratq(C(t)) et MI(N)= > ;X eC@)N.

Jj=0
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Notons ¢ : 2 — CJ[t] 'unique morphisme d’anneaux tel que ¥ () = F. Alors, pour

tout j € {0, ..., deg M,{}, onac; = %, et donc ordg ¢; = —e; puisque

P (v)(0) =9 (y;) #0 et ordores(F)=1.
Par conséquent, on a e; < ”:) pour tout j € {O7 ..., deg Mfl}, avec égalité si j = 0.
Ainsi, le théoréme est démontré. a

Une conséquence du lemme 4.3 et du théoreme 4.1 est le résultat ci-dessous, qui
décrit le comportement asymptotique des multiplicateurs d’une famille quelconque
de fractions rationnelles de degré d qui dégénere en une fraction rationnelle de degré
d — 1 vérifiant les conditions du lemme 4.3.

COROLLAIRE 4.4. Soient fo € Ratd,l((C), Fy € fo, 20 € P! ((C), (l’o,yo) € 20
et n € N* qui vérifient les trois conditions suivantes :

(1) zp n'est pas un point périodique pour fy avec période au plus n,
(2) zo n'est pas une valeur critique pour f§",
(3) fo n’a pas de cycle superattractif avec période n.

Alors, pour tout F € Hom? (C[t]) tel que

wo(F') = (yor — zoy) Fo(z,y),
ot pg: C[t] = C désigne le morphisme d’évaluation en 0, on a

—v(n)
d

ordg ¢j > ordg res(F)

pour tout j € {0, ...,deg M,{}, avec égalité si j =0, ou

f =[F] € Raty (C(t)) et MI(\) = ngn M e C(H)[N.

=0

DEMONSTRATION. D’aprés le théoréme 4.1, on peut écrire

dchfL
Vi .
M (\) = —__\N e ]\,
M= 3 N Al
Jj=0
avee Y0, - Vaeg pf € 2 non divisibles par res(F) et eq, .. “5 €eg MT € N tels que

ej < @ pour tout j € {0,...,deg M} }, avec égalité si j = 0. Notons ¢: 2A — C
I'unique morphisme d’anneaux tel que

U(F)(@,y) = (yoz — zoy) Fo(z,y).
Soit F' € Hom3 (C[t]) tel que
@o(F) = (yox — woy) Fo(z,y),
ol pg: C[t] — C désigne le morphisme d’évaluation en 0, et écrivons

degM,J:
f=I[F€Ratq(Ct)) et MI(N)= > ;X eC)N.
j=0
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Notons aussi ¥: 20 — C[t] 'unique morphisme d’anneaux tel que ¥ (F) = F. Alors,

pour tout j € {0, .. .,degMT{}, onac; = % Par suite, on a
—v(n)
ordg ¢; = ordg ¥ (y;) — e; ordg res(F') > ¥ ordgres(F),

et on a égalité si j = 0 si et seulement si ¢ (v;) = ¥ (y;) (0) n’est pas nul. Par
conséquent, comme 1 (;) ne dépend que de Fy et (zg,yo), on a

—v(n)
d

ordg ¢; > ordg res(F)

pour tout j € {0, ...,deg M,{}, avec égalité si j = 0, si et seulement si il existe un
tel F € Hom? (C[t]) pour lequel ceci est vérifié. D’apreés le lemme 4.3, ceci compléte
la démonstration du corollaire. |

Avec un argument de spécialisation, on déduit immédiatement du théoréeme 4.1
le résultat ci-dessous, qui précise la proposition 3.38.

PROPOSITION 4.5. Soient A un anneau intégre, K son corps des fractions,
F € Hom3(A), f = [F] € Ratq(K) et n € N*. Alors le polynome res(F)¥M{; est
dans A[N].

Finalement, donnons une expression des coefficients constants des polyndémes
multiplicateurs d’une fraction rationnelle.

PROPOSITION 4.6. Soient K un corps, K une cloture algébrique de K, n € N*,
F € Hom?(K) et f = [F] € Ratq(K). Alors on a

M Tes (<I>5,DF)

2v(n) 7

MT{(O) = (,1)degM£ ﬁ A = (71)deg

res(F) ™4
0t Ai,..., A\, avec 7 € N, sont les multiplicateurs de f en ses cycles dans P! (?)
avec période n répétés avec multiplicités.
DEMONSTRATION. D’aprés le lemme 3.42, on a
deg <I>£
M) = 1T 0 =n)
j=1
Ol fi1, ..., figegoF sont les multiplicateurs de f°" en les racines du polynome or

dans P* (K) répétées avec multiplicités. D’apreés la proposition 3.22, si zo € P* (K)
est une racine du polynéme ®£ ' alors soit zg est un point périodique pour f avec
période n, auquel cas le multiplicateur de f°" en zy est égal au multiplicateur de
f en zg, soit zp est un point périodique pour f avec période un diviseur propre k
de n et multiplicateur une racine -ieme de 'unité, auquel cas le multiplicateur de
f°™ en zy est égal & 1. Réciproquement, tout point périodique pour f avec période
n est racine de ®f'. Par conséquent, comme f a le méme multiplicateur en chaque
point d'un cycle et f induit une permutation des racines de ®f qui préserve les
multiplicités d’apres le corollaire 3.21, on a
-
ML) = (= DM T - A)
j=1
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ol A1,..., Ay, avec r € N, sont les multiplicateurs de f en ses cycles dans P* (K)
avec période n répétés avec multiplicités. En particulier, on a

M (0) = (~1)des Mz H A

Montrons enfin que

0w M T TES @57DF
M (©) = (-ayeei TP D7)

2v(n)

res(F)~d
Avec un argument de spécialisation, il suffit pour cela de démontrer que
res(§) " M/ (0) = (— 1)degMjL res (5, DY) .

Soient z,...,2s € P! (E), avec s € N, qui forment un systeme de représentants des
cycles pour f avec période n. Pour tout j € {1,..., s}, il existe un point périodique
(x,y;) € zj pour § avec période n. D’apres le lemme 3.14, les racines du polynéme

®F dans P' (8) sont simples et sont précisément les f°% (z;), avec j € {1,...,s} et
k € {0,...,n — 1}. Par suite, on a s = deg M/ et il existe a € R tel que

V(n)

ngMnn 1
5 (2,y) = @ H H ( (z,y;) @ Gg(xj7yj)y> :
j=1 k=

De plus, d’aprés ce qui précede, on a

deg M} deg M) n—1
e f e 7 o
My(0) = (=0 M T DS (zj,y) = (0= [T I D% 3 (5,55))
j=1 j=1 k=0

car le multiplicateur de f en z; est égal a D3 (x,y;) pour tout j € {1, ...,deg M,fL}
Par suite, on a

degM n—1
res ((I)g DS 2(d—1) H HD@ :cj,yj)) _ (_l)degMj,,QZ(dfl)MTfL(O).
J=

D’apres la remarque 3.32, on a

" 2u(n)(d"71)
aQ(d -1) _ res(g) aa=1)

Par conséquent, il existe €, € {—1,1} tel que
res ((I)g’ DC?) = Gn(—l)degM" Teb(g) 2v(n) n(o) .

Il reste a prouver que €, = 1. Sin = 1 et ¢: A — Z est 'unique morphisme
d’anneaux tel que

¢(@)(z,y) = (y". ") € Hom3(Z),
alors on a
¢ (res (25, D%)) = (=d)*, o (res(F)) = (—1)* et ¢ (M](0)) =dt,
et donc e, = 1. Sin > 2 et p: A — Z est 'unique morphisme d’anneaux tel que
P(3)(z,y) = (2%,y") € Homg(Z),
alors on a

¢ (res (B, DF)) = "™ | p(res(F) =1 et o (MS(0)) = (—1)"F @™
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puisque
X v(n)
0 (®F) (x,y) =™ [ Cx <) et o (M) () =M\—d) "
k€D, 4
ol D,, est 'ensemble des diviseurs de d® — 1 qui ne divisent pas d* — 1, avec k un
diviseur propre de n, et C, avec k € N*, désigne le k-iéme polynome cyclotomique,
et donc €, = 1. Ceci complete la démonstration de la proposition. O

4.2. Fractions rationnelles quadratiques avec multiplicateurs entiers

4.2.1. Introduction. Nous examinons ici les fractions rationnelles complexes
dont tous les multiplicateurs sont entiers, comme nous ’avions fait avec les poly-
noémes dans le chapitre 2. D’apres le corollaire 3.44, ceci est équivalent a étudier
les fractions rationnelles complexes dont tous les polynémes multiplicateurs sont
scindés sur Z. ~

Fixons un entier d > 2. Nous identifions ici P*(C) & C = CU {oo} et Raty(C)
a C(z)q4, de maniére a travailler en coordonnées non homogenes.

Introduisons d’abord des classes de conjugaison particulieres.

DEFINITION 4.7. On dit que f € Ratq(C) est une application puissance si elle
est conjuguée a 29,
Rappelons que le d-éme polynéme de Tchebychev est I'unique 7 € PolydU (©)
qui vérifie
Ty (z—i—z*l) =204 77,
DEFINITION 4.8. On dit que f € Ratg(C) est une application de Tchebychev si
elle est conjuguée a +T;,.

Ces deux classes de conjugaison de fractions rationnelles ont la propriété bien
connue suivante :

PROPOSITION 4.9. Soit f € Ratq(C) une application puissance ou une appli-
cation de Tchebychev. Alors f a un multiplicateur entier en chaque cycle.

En fait, les applications puissances et les applications de Tchebychev ne sont
pas les seules fractions rationnelles n’ayant que des multiplicateurs entiers.

DEFINITION 4.10. On dit que f € Raty(C) est un exemple de Lattés si il existe
un tore T = C/A, avec A un réseau de C, une application holomorphe L: T — T et
une application holomorphe non constante p: T — P!(C) qui rendent le diagramme
ci-dessous commutatif.

T
p‘

p
1 Pl
I (®) 7 P+(C)

L

—)T

REMARQUE 4.11. Soient A est un réseau de C et T = C/A. Alors les applications
holomorphes L: T — T sont précisément les applications de la forme

Lfl\yb:z+A+—>az+b+A,
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avec a,b € C tels que aA C A. De plus, pour tous a,b € C tels que aA C A,
I’application holomorphe Lé\,b: T — T est de degré |a|?.

On distingue deux sortes d’exemples de Lattés. On dit f € Ratq(C) est un
exemple de Lattes flexible si il existe un tore T = C/A, avec A un réseau de C,
a € Z, b € C et une application holomorphe p: T — P*(C) de degré 2 tels que

pOLfl\yb:fOp, ou L27bzz+A+—>az+b+A.

Un exemple de Lattés non flexible est dit rigide. Nous renvoyons le lecteur a [Mil06]
ou [Sil07, Chapter 6] pour plus d’informations sur les exemples de Lattes.

REMARQUE 4.12. Si d n’est pas un carré d’entier, alors tout exemple de Lattes
de degré d est rigide.

Pour D € N* sans facteur carré, notons Ap 'anneau des entiers du corps
quadratique imaginaire Q (z’\/ D).
Les exemples de Lattes ont la propriété remarquable suivante :

PROPOSITION 4.13 ([Mil06, Corollary 3.9 et Lemma 5.6]). Soit f € Ratq(C) un
exemple de Lattés. Alors il existe D € N* sans facteur carré tel que le multiplicateur
de f en chaque cycle est dans Ap. De plus, f n'a que des multiplicateurs entiers
rationnels si et seulement si il est flexible.

On s’intéresse ici a la réciproque des propositions 4.9 et 4.13. Dans [Mil06],
Milnor a conjecturé que les applications puissances, les applications de Tcheby-
chev et les exemples de Lattes flexibles sont les seules fractions rationnelles dont le
multiplicateur en chaque cycle est un entier rationnel. Plus généralement, on peut
se demander si les applications puissances, les applications de Tchebychev et les
exemples de Latteés sont les seules fractions rationnelles dont tous les multiplica-
teurs sont dans ’anneau des entiers d’un corps quadratique imaginaire donné. Nous
répondons a cette question dans le cas des fractions rationnelles quadratiques.

THEOREME 4.14. Soient D € N* sans facteur carré et f € Rato(C) dont le
multiplicateur en chaque cycle avec période inférieure ou égale a 5 est dans Ap.
Alors f est une application puissance, une application de Tchebychev ou un exemple
de Latteés.

De manieére encore plus générale, on peut poser la question suivante :

QUESTION 4.15. Soient K un corps de nombres, Ok son anneau des entiers et
f € Raty(C) dont le multiplicateur en chaque cycle est dans Og — ou K. Alors f
est-elle nécessairement une application puissance, une application de Tchebychev
ou un exemple de Lattes?

Notons que Eremenko et van Strien ont étudié les fractions rationnelles com-
plexes dont tous les multiplicateurs sont réels. Plus précisément, ils ont prouvé que,
si f € Raty(C) a cette propriété, alors soit f est un exemple de Lattés soit son
ensemble de Julia J; est contenu dans un cercle (voir [EvS11, Theorem 1]).

Finalement, on peut également poser des variantes de la question 4.15, comme
celle ci-dessous.

QUESTION 4.16. Soient K un corps de nombres, O son anneau des entiers et
f € Raty(C) qui a une infinité de cycles avec multiplicateur dans Ok — ou K. Alors
f est-elle nécessairement une application puissance, une application de Tchebychev
ou un exemple de Lattes?
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Afin de démontrer le théoréme 4.14, nous remarquons que la formule reliant
les multiplicateurs d’une fraction rationnelle en ses points fixes nous permet de se
ramener & I’étude de deux familles & un parametre de fractions rationnelles et d’un
nombre fini d’autres cas. Nous examinons ensuite les polynémes multiplicateurs
associés a ces deux familles et aux cas restants pour conclure.

4.2.2. Quelques préliminaires sur ’espace de modules des fractions
rationnelles quadratiques. Rappelons ici certains faits concernant les classes de
conjugaison de fractions rationnelles quadratiques complexes.

Soit f € Ratqo(C), et notons A1, A2, A3 ses multiplicateurs en ses points fixes
répétés avec multiplicités. Si f n’a que des points fixes simples ou, de maniere
équivalente, si A; # 1 pour tout j € {1,2,3}, alors on a

1 1 1
+ +

TN 1) 1N
En particulier, notons que A A2 = 1 si et seulement si \; = Ay = 1.
Pour f € Raty(C), notons

1.

ol =M+ XA+, of =MAF+ M3+ Ads et of = Ao

les fonctions symétriques élémentaires des multiplicateurs Aq, Ao, A3 de f en ses
points fixes répétés avec multiplicités, de sorte que

M) =N =l X2 +0i) -0l eC[N.
D’apres la relation entre les multiplicateurs d’une fraction rationnelle en ses points
fixes, pour tout f € Raty(C), on a
Jg.: = 0'{ —-2.

Explicitons maintenant une forme normale pour les classes de conjugaison de
fractions rationnelles quadratiques. Pour a,b € C tels que ab # 1, posons
z(z+a)

bz+1

Pour tous a,b € C tels que ab # 1, la fraction rationnelle g, ; fixe le point 0 avec
multiplicateur a et fixe le point oo avec multiplicateur b. Définissons aussi

Gap(2) = € Raty(C).

1
h(z) = z 4+ — € Raty(C).
z
Alors h admet co comme unique point fixe. De plus, on a le résultat suivant :

PROPOSITION 4.17 ([Mil93, Lemma 3.1]). Soit f € Rat2(C). Si f admet deux
points fizes distincts avec multiplicateurs a,b € C, alors ab # 1 et f est conjuguée
d ga,p- St f admet un unique point fize, alors f est conjuguée d h.

Nous utiliserons également une autre forme normale. Pour ¢ € C, posons
fo(2) = 22 + ¢ € Raty(C).

Pour tout ¢ € C, la fraction rationnelle f. admet co comme point fixe superattractif.
De plus, si f € Rate(C) a un point fixe superattractif, alors il existe un unique
parametre ¢ € C tel que f est conjuguée a f.. Notons aussi que, pour tout ¢ € C,
la fraction rationnelle f. est une application puissance si et seulement si ¢ = 0 et
est une application de Tchebychev si et seulement si ¢ = —2.
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Soit d > 2. Rappelons que M4(C) désigne 'ensemble des classes de conjugaison
de fractions rationnelles de degré d. Pour f € Ratq(C), notons [f] € M4(C) la classe
de conjugaison de f.

Une conséquence immédiate de la proposition 4.17 est le résultat suivant :

COROLLAIRE 4.18 ([Mil93, Lemma 3.1)). L’application Multél): My (C) — C?
donnée par

Mutes? (1f]) = (o] o)
est bien définie et bijective.

Mentionnons également un résultat analogue au corollaire 4.18, di & McMullen.
Soit d > 2. Pour tout n € N* application Mult((in): M4(C) — C[A]"™ donnée par

Mult$™ : [f] (M{,...,M,{)

est bien définie d’apres la proposition 3.40. Notons £4(C) I'ensemble des classes de
conjugaison des exemples de Lattes flexibles de degré d. On a le résultat ci-dessous,
qui souligne I'importance de la notion de multiplicateur.

THEOREME 4.19 ([McM87, Corollary 2.3]). Soitd > 2 un entier. Alors il existe
Ny € N* tel que tout élément de CIN\|N¢ n'admet qu’'un nombre fini d’antécédents

dans My(C) \ L4(C) par Uapplication Mult((iNd).

D’apres la proposition 3.40 et le corollaire 4.18, les polynémes multiplicateurs
de f, avec f € Rata(C), ne dépendent que de O‘lf et 02f. Pour préciser ce fait,

rappelons que

2
a2 + a1z + ag
A = Z|ag,a,as,bp,01,b et z) = —— € Raty(R),
[0 1 H2, 70, T 2] f() b222+blz+bo 2()
ou ag, a1, as et by, by, by sont des indéterminées et K est le corps des fractions de .

Notons aussi 01, 09 et o3 les éléments de R tels que
le()\) =\ 0'1)\2 4+ 09\ — 03 € ﬁ[)\] .
On a alors le résultat suivant :

PROPOSITION 4.20 ([Sil98, Corollary 5.2]). Soit n € N*. Alors le polyndme
M/ est dans Z[o1, 9] [N].

Avec un argument de spécialisation, on déduit de la proposition 4.20 que les co-
efficients des polynémes multiplicateurs de f, avec f € Ratg(C), sont des polyndmes
a coeflicients entiers — indépendants de f —en Jlf et 0'2f .

En particulier, si f et f dans Raty(C) ont pour multiplicateurs Ay, Ao, A3 et
AL, A2, Az en leurs points fixes, alors on a M} = M pour tout n € N*.

En utilisant le logiciel SageMath et la proposition 3.41, on peut calculer les
premiers polynémes multiplicateurs des fractions rationnelles g, 5, avec a, b € C tels
que ab # 1. Ceci nous permet d’exprimer les premiers polynémes multiplicateurs

d’une fraction rationnelle f € Raty(C) en fonction de of et of.

EXEMPLE 4.21. Soit f € Rats(C). Par souci de simplicité, notons o1 = 0{ et
o9 = Ug , de sorte que

MI(A) =X — 0102 + 09X — (01 — 2) € C[)].
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Pour n € N*, écrivons aussi

deg M7
MI(A) = Ades Ml §™ (L1)g(madeeMizi ¢ .

Alors on a
o

(3)

:201+023

=01 (201 + 02) + 301 + 2,
(3) = (201 4+ 02) (01 + 02)2 — 01 (01 4+ 209) + 1207 + 28,
0%4) = (201 4 02) O’% + (01 — 02) (301 + 02) + 1007 ,
( ) = = (201 + 02) 0% (01 + 02)° + (01 — 02) (70} + 90305 + 5o105 + 73)
+ (2601 — 03) 02 + 401 (1601 — 509) + 4 (100, — 1303) + 48,

(4) =02 (01 +02) (201 + 02)° + 01 (201 + 02) (03 — 20705 — 0105 — 203)
+ 01 (2703 + 300702 + 6801035 + 2803) + 4 (2607 + o702 + 320103 + 1503)
+8 (3707 — 190102 — 603) + 32 (2001 + 302) + 304

Notons que les expressions générales des premiers polyndémes multiplicateurs
deviennent plus simples lorsque 'on effectue une translation.

EXEMPLE 4.22. Soit f € Raty(C), et notons oy = o et 0y = 0. Alors on a
MIA+1) =X+ (=01 +3) N2+ Q1 (61,02) A+ Q1 (01, 02) ,
MI(A+1) =X+ Py (01,09) ,
M{(A+1) =\ = 01Q5 (01,02) A + Pz (01,02) Q3 (01,02)
M{A+1) = X + (=203 — 020y — 307 + 20102 + 02 — 1007 + 3) A
+ (07 — 02+ 1) Qs (01,02) A+ Py (01,02) Pap (01,02) Qs (01, 02) ,

ol les @y, avec n € {1,3,4}, et les Py, avecl € {2,3,4} sik=1et | =2si k=2,
sont donnés par

Py (01,00) = =201 —0o2+1,

Py 5(01,09) = 0% 4+ 20109 + 02 — 30, — 309 + 9,
P4 (01,02) = 03 — 202 + 5,
Py (01,00) = =201 — 03 — 1,
Q1 (01,02) = =201+ 02+ 3
Q3 (01,09) =201 +02+3
Q4 (01,09) = 203 + 50209 + 40105 + 05 + To} + 40109 + 05 + 2001 — 09 + 51.

Notons que, pour tout (k,l) avec l € {2,3,4} sik=1etl =2si k = 2, le terme
Py (01,02) est nul si et seulement si f a un cycle avec période k et multiplicateur
une racine primitive /-iéeme de 'unité.

Enfin, explicitons les classes de conjugaison d’exemples de Lattes de degré 2.
Soit A un réseau de C, et notons T = C/A. Rappelons que la fonction de Weierstrass
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oa: T — PY(C) donnée par

palz+A) =S5+ Y ( m—e —wlg>

weA\{0}

est bien définie, paire et holomorphe de degré 2. Par suite, pour tous a,b € C tels
que aA C A et 2b € A, il existe un unique Latg’f € Raty(C), avec d = |a|?, tel que

pAOLfl\’b:Latg’gopA, ol Lfl\yb: z+A—az+b+A,

puisque sz\,b commute avec la multiplication par —1 dans T.

Notons que certains réseaux de C sont invariants par des rotations non triviales
autour de d’origine, ce qui fait apparaitre d’autres exemples de Lattes. Supposons
que A = Zl[i] et T = C/A. Alors, pour tout z € C, on a

paliz+A) = —pa(z+A).
Par suite, pour tous a,b € C tels que a € A et (1 +4)b € A, il existe un unique
Latfl\f € Raty(C), avec d = |al?, tel que
pi o LQ Lat opA

puisque L;\)b commute avec la multiplication par ¢ dans T.
On peut alors décrire tous les exemples de Lattes de degré 2 a conjugaison pres.

PROPOSITION 4.23 ([Mil06, Subsection 8.1]). Soit f € Ratg((C) un exemple de

Lattés. Alors f est soit conjuguée d Lat1[+][%) soit conjuguée a Lata b s avec

Ae {Z[i],Z [Z\TQ] 7 [H;ﬁ”
et
{(1-4,0),(1+4,0)} si A = Z[i]
(a,0) € § {(ivV2,0)} si A =7[iv2]

{(567.0). (7.0). (70) (970)) =z ][]

On peut calculer les multiplicateurs des exemples de Lattés apparaissant dans
la proposition 4.23 en leurs points fixes (voir la table 1). On a alors le résultat
ci-dessous, qui caractérise les exemples de Latteés de degré 2 et est une conséquence
immédiate du corollaire 4.18 et de la proposition 4.23.

COROLLAIRE 4.24. Soit f € Rato(C). Alors f est un exemple de Lattés si et
seulement si ses multiplicateurs en ses points fives répétés avec multiplicités sont
— soit —4, —1 —i et —1+1,
— soit —1 —1i, —1 — 1 et 24,
— soit —1+14, =141 et —21,
— soit —2, —i\/2 et z‘\f
—3— —3— —14iVT
— soit “[ “[ E“f,
it 73+2\[ 73+1\f 717¢ﬁ
it —1— lf —1— Zf 1+z\f
1+z\f —1+lf et 1— zf

— S01

— S0t

— soit
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TABLE 1. Multiplicateurs Aq, Ag, Az de Latfl\”gl en ses points fixes.

’ A ‘ n ‘ a ‘ b ‘ )\1,)\2,)\3
Zl[i] 21 1—4 (0 144, —1+14,—2¢
Zli 21144 |0 11—, —-1—14,2
71 41 144 |0 —4,—1—4,—1+14
Ziv2] 2] iv2 |0 —2,—iv2,iV/2
7, | VT | | o | 1=V | | =83=iVT —3—iVT —14iV7T
2 2 2 ) 2 ? 2
7 147 9 1—iV7 | 1 —14+iV7 —14iV7 1—iV/7T
2 2 2 2 7 2 T 2
7\ ENT| | o | 1iVT | | =3+iVT =34iVT —1-iV/7
2 2 2 ) 2 ’ D)
Z VT | | 9 | VT | 1| =17 —1-iVT 14iVT
2 2 2 2 ’ 2 ? 2

4.2.3. Quelques préliminaires sur les anneaux d’entiers quadratiques
imaginaires. Rappelons maintenant certains faits concernant ’anneau Ap des

entiers du corps Q (m/ﬁ), avec D € N* sans facteur carré.
Soit D € N* sans facteur carré. Alors on a
ivD siD=1,2 (mod4)

Ap =7 , ou = )
P ] boap {1“2‘/5 si D=3 (mod 4)

L’anneau Ap est intégralement clos. En particulier, si a,b € Ap sont tels que
ab? est un carré dans Ap, alors a est un carré dans Ap ou b est nul. Cette propriété
nous sera utile dans notre démonstration du théoreme 4.14.

Les éléments de Ap forment un réseau de C. Décrivons les intersections de Ap
avec les disques euclidiens centrés en 'origine. Notons N: C — R, T'application
donnée par N(z) = |z|?, qui est multiplicative et dont la restriction coincide avec

la norme de I’extension Q (z\/ﬁ) /Q.
Supposons que D = 1,2 (mod 4). Alors, pour tous z,y € Z, on a

N (z +yap) = 2* + Dy* € N.

Par conséquent, pour tout R € R4, on a

{zéAD:N(z)gR}C{x+yaD:m7y€Z, |z| < VR et |y§\/§},

et en particulier
{z€ Ap: N(2) <R}CZ si R<D.
Supposons que D =3 (mod 4). Alors, pour tous x,y € Z, on a

2
1 D D+1
N(w+yaD):<x+2y> +Zy2=x2+xy+Ty2€N.

Par conséquent, pour tout R € Ry, on a

R R
{z€e Ap: N(z) <R} C {x—l—yaD::U,yEZ, |x|§\/§+\/ﬁet y|§2\/D} ,
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et en particulier
{zr€e Ap:N(z) <R}CZ si 4R<D.

Ainsi, ’ensemble des entiers quadratiques imaginaires forme une partie discrete
de C et, pour tout R € R, on peut déterminer tous les couples (D, z) € N* x C
tels que D est sans facteur carré, z € Ap et N(z) < R.

4.2.4. Démonstration du résultat. Afin de prouver le théoreme 4.14, énon-
cons les trois lemmes ci-dessous, qui impliquent immédiatement le résultat désiré.

LEMME 4.25. Soient D € N* sans facteur carré et f € Rata(C) qui n’a pas
de point fize superattractif ou multiple et dont le multiplicateur en chaque cycle
avec période inférieure ou égale a 5 est dans Ap. Alors f est soit une application
puissance soit un exemple de Latteés.

DEMONSTRATION. Notons A, A2, Az les multiplicateurs de f en ses points fixes,
qui sont dans Ap \ {0,1} d’apres Phypothese. Alors les 1 — A;, avec j € {1,2,3},
sont dans Ap \ {0,1} et on a

1 1 1

+ +

=1.
1—X 1—=X2 1-=2MX3

Si p1, 2, 13 sont des éléments de Ap \ {0,1} tels que

1 1 1 1 1 1

—+—+—=1 et %()S%()S?R()a

p pe o 3 M H2 Ha
alors on a

%(1>>17 %<1>>1(1—%(1>)>1 ot o111
U3 3 2 2 M3 4 K1 M2 p3

puisque R (%) < % pour tout z € Ap\{0, 1}. Par conséquent, il n’y a qu’un nombre
fini de triplets (u1, g2, p3) d’éléments de Ap \ {0, 1} tels que i + i + #—13 =1.Si
D =1, alors il y a exactement 23 tels triplets & permutation pres (voir la figure 1) ;
si D=2 alorsilyena9;si D=3, alorsilyen a 27 (voir la figure 2); si D =7,
alorsil yena 14;si D =11, alorsil y en 3; si D = 15, alors il y en a 5. Dans les
autres cas, 2, 3 et 4 sont les seuls éléments z € Ap \ {0, 1} tels que R (%) > i, et
donc les seuls triplets (p1, o, 113) d’éléments de Ap\ {0, 1} tels que /%1 + i + i =1
sont (2,3,6), (2,4,4) et (3,3,3) a permutation prés (voir les figures 3 et 4). Ainsi,
il n’y a qu’un nombre fini de valeurs possibles pour (A1, A2, As), et celles-ci sont
(=5,-2,-1), (—3,-3,—1) et (—2,—2, —2) a permutation pres si D est différent de
1,2,3,7, 11 et 15. Si A1, Ao, A3 sont —5, —2,—1, alors on a

M (A) = X* — 15902 + 7419\ — 84221,
qui n’est pas scindé sur Ap puisqu’il est irréductible sur Q de degré 3 et Q (Z\/E)
est une extension de Q de degré 2. Si A1, Ao, A3 sont —3, —3,—1, alors on a
MI(A) = (A® + 267A% 4 20871A + 414157)% |

qui n’est pas scindé sur Ap puisqu’il est le carré d’un polynoéme irréductible sur Q

de degré 3 et Q (2\/5) est une extension de Q de degré 2. Par conséquent, comme
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i
o 47 . . . . .
*37 . . . . .
. 2
+ 92— s s s s s ) .
. Z - » ° . . . -
& e
1 * x 1 1 1
€ q >
—1 23\4 5 6
o7 . . . . -
_._22 - . . 'Y . . X -
. .
37 . . . . .
4i + + + + +
—7

FIGURE 1. A gauche : Le réseau A; et 3 des 23 triplets non ordon-
nés p1, po, 3 d’éléments de A; \ {0,1} tels que i + i + i =1
A droite : Image de A; et de ces trois triplets par linversion.

Si pq, pe, s est un tel triplet, alors, quitte a ré-indexer, on a

R i > %, R (i) > i et % est le centre de gravité du triangle
11 1 /12

de sommets -, =~ =-. Il y a exactement 6 éléments z € A, \{0,1}

tels que R (1) > £ et 11 éléments z € Ay \ {0,1} tels que R (1) >

1

1

les polynomes M, avec n € {3,4,5}, sont scindés sur Ap d’aprés le corollaire 3.44,

on a
{(=4, =1 — i, =1+ 1), (=2, -2, -2), _
(=1 —i,—1—0,20), (=1 +4, —1 +14, —2i)} siD=1
{(—2,-2,-2), (-2, —iv/2,iv2)} siD=2
—3—i/7 —3—i/7T —1+iV/7

<71+i\ﬁ —1+iV7 17i\ﬁ) }
2 ’ 2 ’ 2

{(-2,-2,-2)} sinon

3407 —3+iVT —1—iVT —1—iVT —1—iVT 14iVT .
(Jgf’ *gf, 2f)7( 2\/’ 2f,+2f>’ D=7

quitte & ré-indexer A1, A2, A3 (voir les tables 2, 3 et 4). Si A1, A2, A3 sont —2, —2, —2,
alors f est une application puissance; dans les autres cas, f est un exemple de
Lattes d’apres le corollaire 4.24. Ainsi, le lemme est démontré.

O

D’apres le lemme 4.25, nous sommes ramenés a étudier les fractions rationnelles
quadratiques qui ont un point fixe superattractif ou multiple.
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FIGURE 2. A gauche : Le réseau As et 2 des 27 triplets non ordon-
nés i1, fa, 3 d’éléments de As \ {0, 1} tels que /%1 + i + i =1.

A droite : Image de Aj et de ces deux triplets par I'inversion.

'L\.//g - . . . . ° .
t t * T ¢ t T
—1 1 2 3 4 5 6
o o
- =
Y - . . . . . .
(AR V5

FIGURE 3. A gauche : Le réseau Aj et 1 des 3 triplets non ordonnés
11, fi2, 3 d’éléments de As \ {0, 1} tels que i + t + i =1.A
droite : Image de As et de ce triplet par l'inversion. Les seuls
éléments z € As \ {0,1} tels que R (1) > % sont 2, 3 et 4.
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FIGURE 4. A gauche : Le réseau Aqg et 1 des 3 triplets non ordon-
nés p1, po, pz d’éléments de Aqg \ {0, 1} tels que i + i + i =1.

A droite : Image de A9 et de ce triplet par I'inversion.

TABLE 2. Décomposition de Mg en facteurs irréductibles dans
Ap[A] pour tous les triplets non ordonnés A1, Ao, A3 d’éléments de
C\ {0,1}, & conjugaison complexe pres, tels que le et M2f sont
scindés sur Ap mais M:f.c ne lest pas.

’ D ‘ A1, A2, A3 ‘ Factorisation de ML{ dans Ap[A] ‘
1 —3—-2i,—241i,—1 A2 (22 + 4i)\ + 121 + 40i
1 —1—4i,—1,—1+i A2+ (10 4+ 120)X + 5 + 484
1 —1—14,—3i,i A2+ (12 +20)\ + 15 — 284
1 —1,—4,1+2i N+ (=2 —4i)A+25+8i
2 | —1-2iv2,-1,—1+iv2 | A + (10 + 4iv/2) A+ 33 + 16iv/2
3| —3-2iv3, 2358 1 [ A2 4 (20 +6iv/3) A + 79 + 54iV/3
3| —2—iv3,—2+iV3, -1 A2 4+ 18\ + 89
3 —1,—iv/3,iV3 A2+ 2)+25
7 | =W SSHVT A% 422X + 125
T 20y, T 1 [ A2 4 (16 + 2iV/7) A + 67 + 14iV/T
7 —1, =17 7 A+ (4= 2iVT) A+ 19— 20T
15 | =8=ivls —3+ivIS g X% + 14X + 61
15| -1, =106 —LEIs A% 46X + 29

LEMME 4.26. Soient D € N* sans facteur carré et f € Rato(C) qui a un point
fixe superattractif et dont le multiplicateur en chaque cycle avec période inférieure ou

égale a 4 est dans Ap. Alors f est soit une application puissance soit une application
de Tchebychev.
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TABLE 3. Décomposition de M, Z en facteurs irréductibles dans
Apl[)] pour tous les triplets non ordonnés Aj, Ag, A3 d’éléments de
C\ {0, 1} hormis —5, —2, —1, & conjugaison complexe pres, tels que
M est scindé sur Ap, avec n € {1,2,3}, mais MI ne l'est pas.

’ D ‘ A1, A2, Az ‘ Factorisation de M{ dans Ap[A] ‘
1 —2—i,—2i,i (A=1) (A + (6 + 120)A + 41 + 604)
1 —1—2i,—1,—1+2i (A —11) (A2 + 12X + 211)
2| —2,-1-iv2,-14iV2 (A—1) (A\*+2)1+37)

3 | 99-3iv312
3| =T=ivB g _ /3 =13 o
5 2 14994903 ) 4 4967 4+ 768i1/3

()\+ 1+72N§)
(X2 + (5 — iv3) A+ =)
(A +8+5iV3)

(A% + (=19 — iv/3) A — 62 + 65iv/3)
A3+ 39751\/5/\2

. —3—1v3 —14iv3
R

3| —2-iV3,=158 43

3 _9 —1-3iv/3 —1+iV3
’ ’ 42611908 \ | 449 — 302i1/3
, A+ (33 — 12i/3) A2
3 —L =52 142i3 ( ) .
+ (=297 — 132iv/3) A + 103 + 1392i/3
A3+ 27+227Z\/§/\2

3 —1-iV3 14iV3 | _ /3 .

2 2 =A2E390V3 ) 4 883 4+ 624iv/3
7 —3, =17 LT A% +25)% 4 187X + 587
7 —1, =0T 1T A3 422 — 5\ —413

DEMONSTRATION. Il existe un parametre ¢ € C tel que f est conjuguée & f..
Montrons que ¢ € {—2,0}. D’aprés le corollaire 3.44, les polyndomes

MIc(A) = A =2)24+4eh et MI*()) = A2+ (=8¢ —16) A +64¢” +128¢% + 64c+ 64
sont scindés sur Ap, et donc 4c est dans Ap et
dise M{e = —22(4¢ — 1)(4¢)? et disc MJ* = —22(4c + 7)(4c)?
sont des carrés dans Ap. Par conséquent, on a ¢ = 0 ou il existe a,b € Ap tels que
—(de—1)=a® et —(4c+7) =102,

Dans le second cas, on a (a — b)(a + b) = 8, ce qui entraine

— b)2 2
aWEADﬁ{e;erg:eeAD et N(e) divise64},
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TABLE 4. Décomposition de M, f en facteurs irréductibles dans
Apl[)] pour tous les triplets non ordonnés Aj, Ag, A3 d’éléments de
C\ {0, 1} hormis —3, —3, —1, & conjugaison complexe pres, tels que

135

M est scindé sur Ap, avec n € {1,...,4}, mais ME{ ne 'est pas.
’ D ‘ A1, A2, A3 ‘ Factorisation de M5f dans Ap[A] ‘
(A% + (10 + 23i)A2
1 —2—1,—-2—4,—1+4+1 9
+(33 + 188i) A\ + 758 + 1703)
(N3 + (=5 + 320)A?
1 121 -2 )
+(—633 — 640i)\ + 605 — 11584i)
(A% + (4+310)A°
1 =i 14

+(—171 = 176i) A — 700 + 1699i)

2| —1—iv2,—1—iV2,iV2

+ (27 — 42iV/2) A + 3 — 343iV/2)°

(A% + (3+3iv2) A2

3| —2—iV3,—2— i3, =13

(A + (—12 = 21iv/3) A?

+ (=573 4 36i1/3) A — 8380 + 2709i/3)"

3 —3—21'\/5, 73—22'\/57_1 SNG

(/\3 N 15—31‘\/5)\2

. 2
=ST100E) 50— 7093

(X2 + =582

3| S 551403 " >
=M ) 577 — 720i/3)
4 A+ (42 — 29iv/3) A
3 —iv/3, —iy/3, L3 7+ ) )
+ (—1329 — 232iv/3) X — 7742 + 4897i\/3)
et donc

(—3,-2,—i,i,2,3} siD=1
{—3,0,3} siD=2
—3-iv/3 —3+iv3 3-iv3 34+iV3 : _
ae {—3, —iv3 =3+iV3 3=1V3 3+i ,3} ifD=3.
{-3,-1,1,3} siD=7
{-3,3} sinon
Par conséquent, dans le second cas, on a
{-2,52, %} si D=1
1 C D —
- {72,1} | 4 siD=2
c= e d{o s L oy,
{-2,0} siD=7
{-2} sinon

et donc ¢ € {—2,0} puisque le polyndéme M, 4f ¢ est scindé sur Ap d’apres le corol-
laire 3.44 (voir la table 5). Ainsi, le lemme est démontré.

O
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TABLE 5. Décomposition de MZ“ en facteurs irréductibles dans
Apl[)] pour les valeurs de D et ¢ apparaissant dans notre démons-
tration du lemme 4.26.

’ D ‘ ‘ Factorisation de M]* dans Ap[)]

c
1 = A3 — 3907 4 939\ — 5221
1 % A3 — 44)% + 784\ — 8896
2 2 A3 —47TA? + 779N — 4861
3 —1—83i\/§ )\3 + —109—2&-31'\/5)\2 + 1177+215i\/§)\ — 2083 — 1218i\/§
3 —1+§z‘\/§ A3+ —109531'\/5)\2 + 1177—2151'\/3)\ — 2083 + 1218i/3

D’apres les lemmes 4.25 et 4.26, il nous reste a examiner les fractions ration-
nelles quadratiques qui ont un point fixe multiple et dont les multiplicateurs sont
dans anneau des entiers d’un corps quadratique imaginaire donné. Nous montrons
qu’il n’existe aucune.

LEMME 4.27. Soient D € N* sans facteur carré et f € Rat2(C) dont le multi-
plicateur en chaque cycle avec période inférieure ou égale a 5 est dans Ap. Alors
les points fizes pour f sont simples.

DEMONSTRATION. Raisonnons par I'absurde, et supposons que f admet un
point fixe multiple. Si f admet un unique point fixe, alors f est conjuguée a h
d’apres la proposition 4.17, et donc le polynéme

ML) = (A — 3090% 4 27399\ — 696691)”
est scindé sur Ap d’apres le corollaire 3.44, ce qui est impossible puisqu’il est le carré
d’un polyndéme irréductible sur Q de degré 3 et Q (z D) est une extension de QQ de

degré 2. Ainsi, f admet exactement deux points fixes, et par suite f est conjuguée
& gq,1 d’apres la proposition 4.17, ot @ € Ap \ {1} désigne le multiplicateur de f
en son point fixe simple. D’apres le corollaire 3.44, le polynome

M{“ (X)) = A? + (—4a® — 16a — 18) A + 36a” + 112a® + 124a + 89
est scindé sur Ap, et donc
disc ME*" =2*(a + 2)(a — 1)3
est un carré dans Ap. Par suite, il existe b € Ap tel que (a—1)(a+2) = b2, et on a
(2a —2b+1)(2a+2b+1)=9.
Par conséquent, comme
(2a —2b+1)2 —2(2a —2b+ 1)+ 9

4(2a —2b+ 1) ’
on a 9
-2
a€(Ap\{1})n {040*9 cc € Ag et N(c) divise 81} :
C
et donc
{-3,-2,-1,0,2} siD=2

ac {—3,—2,%”5,*1%%,2} siD=3.
{-3,-2,2} sinon
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TABLE 6. Décomposition de Mj*" en facteurs irréductibles dans
Apl[)] pour les valeurs de D et a apparaissant dans notre démons-
tration du lemme 4.27.

(D] a | Factorisation de MJ*" dans Ap[\] ‘
-1 A% — 150% + 255\ — 1457
0 A3 —47A% 4+ 779N\ — 4861

=1o0V3 A3 4 (=21 + 14iv/3) A% + (99 — 124i+/3) X — 1279 + 542i\/3
=LEN3 | A3 4 (=21 — 14iv/3) A2 + (99 + 124iv/3) A — 1279 — 542iv/3

w|w ||

Notons que le polynéme
MM (A) = (A —31) (A + 80X + 1231)
n’est pas scindé sur Ap puisqu’il admet deux racines réelles non entieres. De plus,
les polynoémes
M{2H ) = M H9A2 1123041307 et MI>'(\) = A3 — 23107 + 17211\ — 407861

ne le sont pas non plus puisqu’ils sont irréductibles sur Q de degré 3 et Q (2\/5)

est une extension de Q de degré 2. Ceci contredit le fait que le polynéme Mj"*
est scindé sur Ap d’aprés le corollaire 3.44 (voir la table 6). Ainsi, le lemme est
démontré. 0

Ainsi, nous avons démontré le théoreme 4.14, qui est une conséquence immé-
diate des lemmes 4.25, 4.26 et 4.27.






Annexe A

Quelques résultats d’algebre générale

Nous rassemblons ici plusieurs résultats bien connus concernant les polynoémes
dont nous avons besoin dans cette these.

A.1. Quelques lemmes généraux sur les polynémes

Enongons d’abord le résultat ci-dessous. Il généralise un lemme de Gauss qui
affirme que, si le produit de deux polyndémes unitaires & coefficients rationnels est
a coeflicients entiers, alors chacun des facteurs est a coefficients entiers.

LEMME A.1 ([Mal85, Chapitre 5, Lemme 3.11]). Soient A un anneau intégra-
lement clos, K son corps des fractions et P,Q € K[X] des polynomes unitaires tels
que PQ € A[X]. Alors P et Q sont dans A[X].

REMARQUE A.2. Si A est un anneau intégre, K est son corps des fractions
et P,Q € K[X] sont des polynémes unitaires tels que PQ € A[X], alors P et Q
ne sont pas nécessairement dans A[X] lorsque A n’est pas intégralement clos. Par
exemple, si

A=TF, [T?,T%| CF,[T], K=TF5(T) et P(X)=X+TeK[X],
alors K est le corps des fractions de A et on a
P(X)? = X?+T?% € A[X]
puisque K est de caractéristique 2, mais P n’est pas dans A[X].
On a également le résultat suivant :
LEMME A.3. Soient K un corps, K une cloture algébrique de K, P € K[X] un

polynome unitaire et n € N* tels que P" € K[X]. Si les racines de P dans K sont
séparables sur K ou si la caractéristique de K ne divise pas n, alors P € K|[X].

DEMONSTRATION. Notons 1, ..., Z,, les racines de P dans K répétées avec
multiplicités, qui sont algébriques sur K puisqu’elles sont racines de P"™ € K[X].
Supposons que i, ..., T, sont séparables sur K, et montrons que P € K[X].
Posons L = K (z1,...,%;,). Alors l'extension L/K est galoisienne finie puisque
T1,...,T, sont séparables sur K et L est un corps de décomposition de P™ sur K.
Comme P est unitaire, on a

P(X)=X"+Y (-1)o; X",
j=1

ou o1,...,0., € L désignent les fonctions symétriques élémentaires de 1, ..., Txy.
Montrons que o1, ...,0 € K. Si 7 € Gal(L/K), alors on a

[[X=7@)" =7PX)") =PX)"=[[(X —2;)"

j=1 j=1

139
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puisque P" € K[X], et donc 7 induit une permutation des racines de P qui préserve

les multiplicités. Par conséquent, pour tout j € {1,...,m}, on a 7 (0;) = o, pour

tout 7 € Gal(L/K), et donc 0; € K puisque L/K est galoisienne. Ainsi, P € K[X].
Supposons maintenant que la caractéristique de K ne divise pas n. Ecrivons

m
P(X)= Zanj € K[X], avec a,=1.
3=0
Mountrons que P € K[X]. Raisonnons par récurrence descendante, et montrons que
a; € K pour tout j € {0,...,m}. Onaa,, =1 € K. Soit j € {0,...,m — 1}, et
supposons que a; € K pour tout k € {j+1,...,m}. On a

PX)"=>"bX'eK[X], ot b= >  J]a;
=0 0<j1,e0sin<m k=1
g1t tin=l

pour tout I € {0,...,mn}. En particulier, on a

n
bin(n—1)+; = na; + E : H aj, € K,
GG, n Sm k=1

i gn =l
et donc na; € K d’apres 'hypothese de récurrence. Par conséquent, on a a; € K
puisque la caractéristique de K ne divise pas n. Ainsi, la récurrence est achevée, et
le lemme est démontré. O

REMARQUE A.4. Si K est un corps, K est une cloture algébrique de K, n € N*
et P € K[X] est un polyndéme unitaire tel que P" € K[X], alors P n’est pas
nécessairement dans K[X]. Par exemple, si p est un nombre premier,

K =F,(T) et P(X)=Tr e K[X],

ol K est une cloture algébrique de K et T% est une racine p-ieme de T dans K,
alors on a

P(X)? = X? + T € K[X]

puisque K est de caractéristique p mais P n’est pas dans K[X] car, si Tr € K [X],
alors il existe ¢, € Fy,[T] tels que r # 0 et Tr = %, et ona Tr(T)P = q(T)P, et
donc 1 4 pdegr = pdegq, qui est absurde.

Une conséquence directe des lemmes A.1 et A.3 est le résultat ci-dessous. Il nous
est notamment utile pour établir I'existence de polynémes multiplicateurs M; dans
A[)\], avec n € N*, d’un polynéme f € Poly (A), avec d > 2 et A un anneau intégre.

COROLLAIRE A.5. Soient A un anneau intégralement clos de caractéristique
nulle, K son corps des fractions, K une cloture algébrique de K, P € K[X] un
polynéome unitaire et n € N* tels que P" € A[X]. Alors P € A[X].

Le résultat ci-dessous nous permettra d’établir I'unicité des polynémes multi-
plicateurs d’une fraction rationnelle.

LEMME A.6. Soient A un anneau intégre, P,Q € A[X] des polyndmes unitaires
et n € N* tels que P = Q". Alors P = Q.
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DEMONSTRATION. Soit K une cloture algébrique du corps des fractions de A.
On a

_HP GQ) =P Q" =0

ou (1,...,(, sont les racines de X™ — 1 dans K répétées avec multiplicités. Pour
tout ¢ € K \ {1}, le polynéme P — (Q n’est pas nul puisque P est unitaire et (Q
est de coefficient dominant ¢. Par conséquent, comme K [X] est intégre, P — Q = 0.
Ainsi, le lemme est démontré. (I

REMARQUE A.7. Si A est un anneau commutatif, n € N* et P,Q € A[X] sont
des polyndémes unitaires tels que P = Q", alors P et ) ne sont pas nécessairement
égaux lorsque A n’est pas intégre. Par exemple, dans Z/4Z[X], on a X? = (X +2)2.

Rappelons enfin le lemme de Gauss. Soit A un anneau factoriel. La relation
d’association ~ sur A définie par

T~y Juc A’ x=uy

est une relation d’équivalence compatible avec la multiplication. Etant donné un
polynéme P € A[Xy,...,X,], avec n € N*, on appelle contenu de P, que 1'on
note cont(P), la classe d’équivalence formée par les pged de ses coefficients. On dit
qu'un polynéme P € A[Xy,...,X,], avec n € N*_ est primitif si son contenu est
A* ou, de maniére équivalente, si ses coefficients sont premiers entre eux. On a le
résultat ci-dessous connu sous le nom de lemme de Gauss, qui permet notamment
de démontrer que anneau A [X7, ..., X,] est factoriel pour tout n € N*.

LEMME A.8. Soient A un anneau factoriel, n € N* et P,Q € A[Xy,...,Xn].
Alors on a

cont(PQ) = cont(P) cont(Q) .

A.2. Polynémes homogeénes

Soient A un anneau commutatif et n € N*. L’ensemble A[Xq,...,X,] est
naturellement muni d’une structure de A-algébre commutative. Pour d € N, notons
A[Xq,...,X,], le sous-A-module de A[X;,..., X,] engendré par

HX I ml,...,mn)eN”,zn:mj:d ,
j=1

Si A est non nul, alors A[X7, ..., X,], est un A-module libre de rang (d+” 1)

pour
tout d € N. De plus, la famille (A [X1, ..., Xp];) oy est une graduation de I'algebre
A[Xy,...,X,] — cest-a-dire, on a

AlXy,..., X,]= @A[Xl,...,Xn]d
deN
et, pour tous d,e € N,

A[le-“aXn]dXA[Xla--an}eCA[X17~--7Xn]d+e .

Pour d € N, on appelle polyndme homogéne de degré d dans A[Xq,...,X,]
tout élément de A[X,..., X,],;. Notons que le polyndéme nul dans A[X,..., X,]
est homogene de tout degré.



142 A. QUELQUES RESULTATS D’ALGEBRE GENERALE

SideNet Pe A[Xy,...,X,],, alors I'application polynomiale associée a P
est homogene de degré d — c’est-a-dire, on a P(tz) = t*P(z) pour tout x € A" et
tout t € A. De plus, la réciproque est vraie si A est intégre et infini — c¢’est-a-dire,
sideNet Pe A[Xy,...,X,] est un polyndme dont I’application polynomiale est
homogene de degré d, alors P € A[Xq,...,X,],.

Side N*et P € A[Xy,...,X,],, alors 087)1; est un polynéme homogene de degré

d—1 pour tout j € {1,...,n}. De plus, pour tout d € Net tout P € A[Xy,...,X,],,
on a 'égalité

- oP
dP=> X,—
; 10X,

qui est appelée formule d’Euler.
L’ensemble A [Xi,...,X,]" est aussi muni d’une loi de composition interne
associative o définie par

(P15-~-7Pn)O(Q17~-~7Qn): (Pl (Q17~-~7Qn)7---;Pn<Q17---;Qn)) .

Pour tous d,e € N, on a
A[Xh...,Xn]dOA[Xl,...7Xn}e CA[Xl,...7Xn]d

Définissons enfin les racines d’un polynéme homogene a deux indéterminées &
coefficients dans un corps. Soient K un corps, d € N et P € K[X,Y];. On dit que
29 € PY(K) est une racine de P si P (xg,90) = 0, ot (zg,y0) € 20. Pour zg € P1(K),
on appelle multiplicité de zp comme racine de P la quantité

ord,, P =sup{m € N: (yoX — xoY)" divise P(X,Y)} € NU {0},
ot (w9,%0) € 20, qui est finie si le polynéme P est non nul. Pour tout zy € P}(K),
on a ord,, P > 1 si et seulement si 2 est racine de P. Si K est algébriquement clos,

P est non nul, z1, .. ., 2, sont les racines de P dans P1(K) et (z;,y;) € z; pour tout
je{l,...,r}, alors il existe un unique a € K* tel que

e *

-
PX,Y)=a]] X —a;Y)™ , ot m;=ord, P.
j=1
Ainsi, les polyndémes homogenes & deux indéterminées ont des propriétés analogues
a celles des polynémes a une indéterminée.

A.3. Résultants et discriminants

Soient A un anneau commutatif et
d e
P(X) =Y a;X7 € A[X] et Q(X)=) b;X7 € A[X]
Jj=0 j=0

des polynoémes de degrés d,e € N. On appelle résultant de P et @ la quantité

aq ... ag 0

0 ad ap
res(PQ) =1, 4 0| €4

0 be bo
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qui est le déterminant d’une matrice carrée de taille d+e dans laquelle les coefficients

de P apparaissent sur les e premieres lignes et ceux de @) sur les d dernieres.
Soient B un anneau commutatif et ¢: A — B un morphisme d’anneaux tel que

©(P) et ¢(Q) sont non nuls. Notons d’ et e’ les degrés de ¢(P) et ¢(Q). Alors on a

¢ (res(P, Q) = (=11 (a)*™ o (be) ™ res (p(P), (Q)) ,

avec la convention 0° = 1. En particulier, si d = d’ et e = ¢/, alors on a

¢ (res(P, Q) = res (p(P), p(Q)) -

_ Supposons maintenant que A est integre. Soient K le corps des fractions de A
et K une cloture algébrique de K. Notons z1,...,%4 et yi1,...,yq les racines de P
et @@ dans K répétées avec multiplicités, de sorte que

d e
P(X) :adH(X—xj) et Q(X) :beH(X—yj) .

Alors on a

(&

d e d
res(P,Q) = ag [ [ Q () = (~1)*b [T P (v) = aidl T IT (25 — ) -
j=1k=1

Jj=1 Jj=1

En particulier, on a res(P, Q) = 0 si et seulement si P et () ont une racine commune
dans K ou, de maniére équivalente, si et seulement si P et  ne sont pas premiers
entre eux dans K[X].

Définissons maintenant le discriminant d’un polynéme non constant a coeffi-
cients dans un anneau integre. Soit d € N*. D’apres le théoreme fondamental des
polynoémes symétriques, il existe un unique polyndéme Ay € Z [ X1, ..., X4] tel que

[I &-x0° =200 X)), 8 (X0, Xa) S
1<j<k<d

ou X1, ..., %q sont les polyndmes symétriques élémentaires donnés par

k
k(XX = Y [ X

1<j1<...<jrp<dl=1

Soient A un anneau integre et
d .
P(X) =) a;X’ € A[X]
§=0

un polynoéme de degré d. On appelle discriminant de P la quantité

_ _1\d
discPaZd_zAd< ad_l,...,( ) a0> €A.
Qq Qaq

Si K est une cloture algébrique du corps des fractions de A et z1,...,x4 sont les
racines de P dans K répétées avec multiplicités, alors on a

. - 2
disc P = o272 H (x; —zk)
1<j<k<d

En particulier, on a disc P = 0 si et seulement si P n’est pas séparable.
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Notons d’ le degré du polynéme dérivé P’ de P. Alors on a

dsep — d DT A P res (PP siP £ 0
0 siP =0
En particulier, si d = d — 1, alors on a
d(d—1)
_1 —
disc P = L res (P, P') .
aq

Si B est un anneau integre et p: A — B est un morphisme d’anneaux tel que
@(P) est de degré d, alors on a

p(disc P) = disc p(P).
Définissons enfin le résultant de deux polynémes homogenes a deux indétermi-

nées. Soient A un anneau commutatif, d,e € N et
d e
P(X,Y)=> a; X'V € A[X,Y]g et QX,Y)=> bX/V*7 € AX,Y].
§=0 j=0
On appelle résultant de P et @ la quantité

aq ... ag 0

0 aqg ... ... Qg
res(PQ) =1, T 0| €4

0 be ... ... by

qui est égale au résultant des polynomes & une indéterminée P(X,1) et Q(X,1)
dans A[X] si agq et b sont non nuls.

Si B est un anneau commutatif et ¢: A — B est un morphisme d’anneaux,
alors on a

¢ (res(P, Q) = res (p(P), p(Q)) -

Supposons maintenant que A est integre et P et () sont non nuls. Soient K le

corps des fractions de A et K une cloture algébrique de K. Notons wy, ..., wq et
21,..., % les racines de P et @ dans P! (K) répétées avec multiplicités, et écrivons
d e
PXY)=a]] ;X —wY) et QX,Y)=p]] X -2,Y),
j=1 j=1

avec (uj,v;) € w; pour j € {1,...,d} et (z;,y;) € z; pour j € {1,...,e}. Alors

d e
res(P,Q) = o [[ @ (uj, v;) = (=1)*B* ] P (x;,u;) -
j=1 J=1
En particulier, on a res(P,Q) = 0 si et seulement si P et () ont eu une racine
commune dans P! (f) ou, de maniére équivalente, si et seulement si P et () ne sont
pas premiers entre eux dans K[X,Y].

Comme la fonction det est polynomiale en ses coefficients, le résultant de deux
polyndémes homogenes dont les coefficients sont des indéterminées est un polyndme.
De plus, on a le résultat suivant :
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LEMME A.9 ([vdW70, Section 5.9]). Soient d,e € N et ag,...,aq et bg,...,be
des indéterminées sur Z. Notons

QJ.:Z[aO,...,ad,bo,...,be]

et posons

d e
Pla,y) =D aaly?™ e Aa,yla et Qx,y) =D baly*7 € A,y
=0 )

Alors le polynome res(P, Q) € A est primitif et irréductible sur tout corps.

Enfin, concluons avec le résultat ci-dessous.

LEMME A.10 ([Lan02, Chapter IX, Theorem 3.13]). Soient A un anneau com-
mutatif, F1 € A[X,Y]a,, Fa € A[X,Y]a, et G € A[X,Y]?, avec dy,da, e € N. Alors
on a

res (Fy o G, Fy 0 G) = res (Fy, Fy)® res(G) 4192 .






Annexe B

Résolution d’une équation diophantienne

Nous démontrons ici I’énoncé ci-dessous, qui est un argument crucial dans notre
preuve de la proposition 2.49.

LEMME B.1. Soient z,y,z € Z tels que x> + y> = 423. Alors z = 0.

Remarquons que la courbe algébrique projective donnée par z3+y> = 423 munie
du point [—1: 1: 0] définit une courbe elliptique E sur Q. De plus, lapplication

(xay7 Z) = (12Z’ 18(y - l‘),l‘ + y)

induit un isomorphisme de E sur la courbe elliptique définie par y?z = x> — 10823.
D’apreés [LMF], le groupe des points rationnels de cette derniére est trivial, ce qui
prouve le lemme B.1.

Notre démonstration du lemme B.1 est adaptée de la preuve du grand théoreme
de Fermat pour exposant 3 présentée dans [Hin11] et utilise le principe de descente
infinie.

Considérons 'anneau des entiers d’Eisenstein A = Z[j], o j = exp (217”) e C.
L’anneau A est un anneau euclidien pour la norme

N:z+jy— |z +jy* =2% —ay +5°
et son groupe des inversibles
A* ={a € A:N(a) =1} = {£1,+j, +5°}
est formé des racines 6-iémes de I'unité dans C.
Remarquons d’abord que
A=1—j5€A
est irréductible puisque N(A) = 3 est premier et la norme N est multiplicative.

Notons également que 2 € A est irréductible puisque N(2) = 4 et A n’admet pas
d’élément de norme 2.

AFFIRMATION B.2. L’anneau quotient A/AA est formé des classes résiduelles
de —1, 0 et 1 (voir la figure 1).

DEMONSTRATION. Tout élément de A est congru & un élément de Z modulo

A puisque j = 1 (mod \) et tout élément de Z est congru & —1, 0 ou 1 modulo
3=—j52)2 O

AFFIRMATION B.3. L’anneau A/A3A contient exactement 3 cubes, qui sont les
classes résiduelles de —1, 0 et 1 (voir la figure 2). Plus précisément, pour tout a € A,

— soit a = —1 (mod \) et a®> = —1 (mod A\3),

— soit a =0 (mod \) et a® =0 (mod \3),

— soit a=1 (mod \) et @® =1 (mod A3).
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B. RESOLUTION D’UNE EQUATION DIOPHANTIENNE

N e

FIGURE 1. L’anneau des entiers d’Eisenstein, ses éléments inver-
sibles et son idéal \A.

FIGURE 2. L’anneau des entiers d’Eisenstein, ses cubes et son idéal
A3A. Les éléments de la forme 3 + uy?, avec z,y € A et u € AX,
sont dans des disques bleus. L’ensemble 4AX + A\3A est représenté
par des points violets.
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DEMONSTRATION. Si A divise a, alors A\? divise a3. Si @ =1 (mod )), alors il
existe b € A tel que a =1+ A\b, et on a

@ —1=(a—1)(a—j)(a—;%) =N blb+1)(b+1+]).
Sia= -1 (mod \), alors a® = —1 (mod A\?) puisque a® = —(—a)3. O
Le lemme B.1 est une conséquence immédiate du résultat plus général suivant :

LEMME B.4. Soient x,y,z € A et u,v € AX qui vérifient x® + uy® = 4vz3.
Alors z = 0.

DEMONSTRATION. Raisonnons par I’absurde, et supposons qu’il existe des é1é-
ments x,y,z € A, avec z # 0, qui sont premiers entre eux et u,v € A* tels que
23 + uy® = 4vz® et la valuation ordy(z) est minimale. Alors z, y et z sont deux &
deux premiers entre eux. D’apres Iaffirmation B.3, 23 +uy? est & distance au plus 2
de A3A, alors que la distance entre 4A% et A\3A est égale & /7 > 2. Par conséquent,
onaz=0 (mod \), u==1 et z = —uy (mod \). Par suite, on a

r+uy = jr+ jluy =2z 4+ juy =0 (mod \),
et donc il existe a,b,c,d € A tels que
rHuy=Xa, jr+jluy=Ab, jPr+juy=>A et z=Ad.
Onaa+b+c=0 et abc = 4vd>. De plus, comme
r=—ja+j’b=a—j%c=—-b+jc et uy=a—j*b=—ja+jic=jb—c,

a, b et ¢ sont deux a deux premiers entre eux. Par conséquent, il existe X,Y, Z € A,
qui sont nécessairement deux & deux premiers entre eux, uy,uy,uz € A* et une
permutation o de {a, b, c} tels que

ola) =uxX?, o) =uyY?® et o(c)=4uzZz>.
On a
X2+ UY? =4vZ®,
ouU = u)_(luY cAX etV = —u)_(luz € A*, et
3ordy(Z) = ord, (o(c)) = ordy(abe) = ordy (d*) = 3ordy(z) — 3.

Ceci contredit la minimalité de ordy(z), et ainsi le lemme est démontré. O
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